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Vorwort zur 3. Anflage. 

Auch dieser Band bringt zum iiberwiegenden Teile leichte Auf
gaben, die an der Hand von Vorlesungen iiber Festigkeitslehre 
gelost werden konnen. Eine Formelsammhmg am Schlusse des 
Buches, auf die in den Losungen oftmals hingewiesen wird, solI 
den Gebrauch erleichtern. 

Eine Anzahl von Beispielen wurde der technischen Literatur, 
insbesondere den Zeitschriften der letzten Jahre entnommen. Ich 
hofl'e hierdurch die Studierenden zu fruhzeitiger Beniitzung dieser 
ausgezeichneten Bildungsmittel anzuregen und ihr Interesse fUr 
die BedUrfnisse der Praxis zu gewinnen. 

Aber auch dem ausfiihrenden Ingenieur wird dieses Buch 
vielleicht willkommen sein, wenn er den Wunsch hat, die an 
der Schule erlangten Kenntnisse wieder aufzufrischen. 

Von vielen Seiten wurde eine Erweiterung dieser Sammlung 
gewfinscht. lch habe bei Herausgabe der vorliegenden dritten 
Auflage diesem Wunsche nach Moglichkeit zu entsprechen gesucht. 

Beispiele tiber ungleichartiges Material wurden nur so weit auf
genommen, als sie ohne Kenntnis der Theorie des Eisenbetonbaues 
gelost werden konnen. Dieses Gebiet erfordert eine so eigen
artige Behandlung, daB es nicht in dem Rahmen der allgemeinen 
Festigkeitslehre untergebracht werden kann. Immerhin werden 
einige vorbereitende Beispiele willkommen sein. 

Bei der Durchsicht dieses Bandes wurde ich von dem Herrn 
Ingenieur Professor Ric h a r d Can a val in dankenswerter Weise 
untersttitzt. 

Graz, im April 1918. 
F. Wittenbauer. 
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I. Spannungen nnd Formanderungen. 

I. Ebener Spannungszustand. 

1. In zwei senkrechten Ebenen eines Punktes wirken zwei 
Schubspannnngen "" und ""I unter den Winkeln a und al gegen die 
Schnittlinie der heiden Ebenen. In welchem Verhllltnis mtissen "" 
und ""I stehen? 

2. Zwei zueinander senkrechte Ehenen A C 
und Be werden nnr von den Schuhspannungen "" 
beansprucht. Wie groB muB der Winkel IX ge
wiihlt werden, wenn die Ebene A B des kleinen 

B 

Prismas AB C nur von einer Normalspannung be- A'-I.-....r~~ 
ansprucht werden soIl, und wie groB ist diese? 

3. Ein kleines rechtwinkliges Prisma von den 
Ranten a, b, c wird am Ende mit der Kraft P 
belastet. Welche Schubspannung "" tritt in der 
strichlierten Diagonalebene auf? 

4. Ein Stab von quadratischem Querschnitt all 
ragt ein kurzes SUick b aus der Mauer hervor 
und wird an seinem Ende durch eine Querkraft Q 
beansprucht, die sich gleichiOrmig tiber die End
Hache verteilt. Man ermittle 
die N ormalspannung (J in 
der Diagonalebene A B. 

5. Ein kleines gleich
schenkliges, rechtwinkliges 
Prisma von der Rohe b 
wird von drei auBeren, nor
malen Kraften im Gleich

/ 
I 

B 

/ A 
/ 

/3 

Aufg.4. 

p 

Aufg.5. 

gewicht erhalten, die sich gleichformig fiber die Flachen verteilen 
und von denen P bekannt ist. Man Buche die N ormalspannung (J 

und die Schubspannung 'f einer beliebigen, nnter q> geneigten 
S&mittebene. 

1* 



4 Spannungen und Formllnderungan. 

6. In der Endflllche eines sehr kurzen Balkans 
besteht eine gleichflirmig verteilte Schubspannung ""1' 
Welcher Gesamtspannung p ist eine beliebige Schnitt
flitche A B ausgesetzt, und unter welchem Winkel cp ist 
sie gegen A B geneigt? 

p 

7. Die Abbildung zeigt ein Stuck des Quer
schnittes einer fluBeisernen Granate von der 
Stll.rke A B = 0, dem Innenhalbmesser r und 
dem Innendrucke p. AB C sei ein Splitter 
dieser Granate. Unter welchem Winkel a wird 
sich die Splitterung ausbilden, wenn r sehr 
groB gegen 0 ist? 
(Giimbel, Zeitschr. Ver. deutsch. Ing.1916.) 

p 8. Ein kleines Prisma von der Hlihe a, 
dessen Querschnitt nebenstehendes Par
allelogramm ist, wird von vier gleichen 
Kr1!.ften P und Q beansprucht. Man 
suche die Normalspannung G und die 
Schubspannung 7: der Diagonalebene AB. 

B----.t::~C 

9. Ein kleines Prism a, des sen Quer
schnitt ein rechtwinkliges Dreieck ABC 
ist, wird an der Seitenfl1!.che A B durch 
eine Zugspannung G1 = 80 at und durch 
eine Schubspannung 7:1 = 60 at bean
sprucht. Der Winkel a ist 300. Man 
berechne die Spannung p der Seiten
fl1!.che AC und den Neigungswinkel cp 
der Spannung gegen A C. 

p. 

10. Ein kleiner prismatischer Klirper mit dem 
Querschnitt F = 1 cm2 wird in der gezeichneten 
Weise von einer Druckkraft PI und einer Scher

X kraft P 2 beansprucht. Wenn sich diese Kr1!.fte 
gleichflirmig liber F verteilen, wie groB sind dort 
die Hauptspannungen und welche Winkel schlieBen 
lire Ebenen mit der Richtung X ein? Es ist 

PI = P 2 = 100 kg. 
11. Zwei unter a geneigte Ebenen eines Punktes werden von 

den Zugspannungen G bzw. G1 und von den Schubspannungen '& 

bzw. 7:1 beansprucht. Es iBt G = '& = 37:1 ; man Buche das Ver
hll.ltnis G1 : G. 



Ebener Spannungszustand. 5 

*12. Gegeben sind die Hauptspannungen al und all eines 
Punktes M. Der Spannungszustand ist ein ebener. 
Man suche die Lage a jener Spannungsebene, 
deren Spannung p die kleinste N eigung 0 zu 
ihr besitzt. 

13. Ein Punkt M besitzt . die Hauptspan
nungen a1 und (12' wahrend die dritte (1s = 0 ist. 
Man tragt die Normalspannung a jeder durch (1s gehenden Ebene 
auf ihrer N ormale von M aus auf, derart, daB M N = a ist. Man 
suche den Ort des Endpunktes N in Polarkoordinaten. 

14. Zwei Ebenen eines Punktes, die den Winkel a miteinander 
einschlieBen, erleiden die Schubspannungen 'r und ,,'. Wie groB ist 
die Differenz ihrer N ormalspannungen ? 

15. Ein kleines Prisma, des sen Querschnitt vZ; 
ein gleichseitiges Dreieck ist, wird einem ebenen 
Spannungszustand ausgesetzt. In welcher Beziehung" 7:"" 

stehen die Schubspannungen der drei Seiten- . 
Hachen? 

16. Die Ebene M C des Punktes M erleidet die 
Zugspannung a = MD und die Schubspannung 'r = M C. Die zu 
dieser Ebene senkrechte Ebene M D erleidet keine N ormalspannung. 
Halbiert man MD in H und macht 
H 0 gleich und parallel mit M C, 
beschreibt sodann aus 0 den Halb
kreis B M A, so sind MAund M B die 
Richtungen der Hauptspannungen 
des Punktes M, und zwar wirkt in 
MA die Haupt(zug)spannung a1 = 
C A und in M B die Haupt( druck)spannung - all = B C. Wie Ii1Bt 
sich das einfach nachweisen? 

17. Die Hauptspannungen eines Punktes M: a1 = 0 A und 
all = 0 B werden auf der X-Achse eines rechtwinkligen Achsen
kreuzes von 0 aus auf
getragen. Der Punkt M 
selbst werde so gezeich
net, daB die Richtungen 

y 

seiner Hauptspannungen '?;Oit------n1r----r---'71'T

durch A und B gehen. 
Zieht man dann iiber AB 
als Durchmesser einen 



6 Spannungen und Formllnderungen. 

Kreis und nimmt auf diesem einen beliebigen Punkt R an, so sind 
dessen Koordinaten u und 'l die Normal- und die Schubspannung 
jener Ebene durch M, deren Normale MR ist. Man suche dies zu 
beweisen. (M 0 h r, Zeitschr. d. Ver. deutscher Ing. 1900.) 

2. Riiumlicher Spannungszustand. 

18. Es seien PI und Ps die Spannungen zweier Ebenen des 
Punktes M, nl und n2 die N ormalen dieser Ebenen. Projiziere PI 
auf ns und P2 auf nl' Welche Beziehung besteht zwischen diesen 
Projektionen? 

19. Drei aufeinander senkrechte Ebenen eines Punktes erleiden 
die allgemeinen Spannungen PIPllPS' Man beweise, daB die Summe 
P12 + PS2 + Psll sich nicht il.ndert, wenn man sie fUr drei andere 
senkrechte Ebenen desselben Punktes bildet. 

20. Drei aufeinander senkrechte Ebenen eines Punktes erleiden 
die N ormalspannungen (Ix uy Uz• Man beweise, daB ihre Summe 
sich nicht il.ndert, wenn man drei andere senkrechte Ebenen wil.hlt. 

21. Ein kleines, rechtwinkliges Parallel
epiped von den Kanten I, m, n wird von 
drei N ormalspannungen beansprucht. Man 
suche die Normal- und Schubspannung der 
Diagonalebene ABC D. 

22. In einem Punkt M eines elasti
schen KOrpers schneiden sich drei senkrechte 
Ebenen XY, YZ, ZX. Die Ebene XY er
leidet in Richtung der - Z eine Normal-

Aufg. 21. spannung Uz :- 200 at; die beiden anderen 
Ebenen erleiden nur Schubspannungen in 

Richtung der +Z, und zwar die Ebene Y Z eine Schubspannung 'ly 
= 150 at, die Ebene Z X eine Schubspannung 'fx = 80 at. Wie 
groB ist die Schubspannung 'f der Ebene X Y, und welchen Winkel 
schlie£t sie mit X ein? Wie groB sind die Hauptspannungen des 
Punktes M, und welche Winkel schlieBen sie mit Zein? Welche 
Gestalt und Lage hat die Spannungsftltche? 

23. Die drei Hauptspannungen Ul U9 113 eines Punktes M seien 
gegeben. Auf del' Normale jeder Ebene werde von M aus die 

1 
Strecke MN = -= aufgetragen, wenn 11 die Normalspannung der 

i± 11 



Raumlicher Spannungszustand. 

Ebene ist. Man suche den Ort der 
Punkte N. 

24:. Von den drei Hauptspannungen 
eines Punktes M sei die kleinste 0'3 eine 
Zugspannung, die beiden andern 0'1 und 
O'll Druckspannungen. Um M werde eine 
Kugel mit 0'8 als Halbmesser beschrie
ben. n sei die Normale eines FllLchen
elementes in M, N ihr Durchschnitt 
mit der Kugel, PN = p die Spannung 
des FllLchenelementes. Welch en Ort 

7 

erfullen die Punkte P fur aHe N ormalen n, deren Winkel r 
gegen O's derselbe ist? (M 0 h r, Zivilingenieur 1882.) 

• 
25. Die Hauptspannungen eines Punktes M: 0'1 = 0 A, 0'2 = 0 B, 

t1s = 0 C werden auf der 
X - Achse eines recht- Y 

winkligen Achsenkreuzes I---l-~=--I--~~--::~ 
von 0 aus aufgetragen. 
Um die Gesamtspannung 
p einer beliebigen Ebene 
des Punktes M zu finden, X 
gibt O. M 0 h r (Zeitschr. 0 01 

d. Vereins deutsch.Ingen. 1900) folgende Konstruktion an. Sind 
a, fJ, r die Winkel der Normale der gespannten Ebene mit den drei 
Hauptspannungen, so ziehe man die Linien A E und C F unte1' 
den Winkeln a bzw. r gegen die Y-Richtung und suche die 
Schnitte dieser Geraden mit dem uber A C beschriebenen Halb
kreis. Sodann ziehe man die BOgen F R und E R konzent1'isch 
mit den Halbkreisen uber AB bzw. B C. Ih1' Schnittpunkt R ist 
ein Bild der gesuchten Spannung; es ist nlLmlich p = 0 R, und 
die Koordinaten des Punktes R sind die N ormalspannung 0' und 
die Schubspannung '[; der gespannten Ebene. Man versuche dies 
zu beweisen. 

26. Die drei Hauptspannungen eines Punktes seien 0'1 = 0'2 

= - 118 = k. Man suche die Spannungsflll.che und den Ort aller 
Ebenen, welche nur Schubspannungen erleiden. Wie groB sind diese ? 

27. Um ein Bild der Verteilung der Schubspannungen eines 
Punktes M zu erhalten, kann man sich folgender Konstruktion 
bedienen: man errichte in Meine Normale auf jede Ebene des 



8 Spannungen und Formli.nderungen. 

1 
Punktes und trage auf ihr das Stilck M N = e = -- nach 

l' 
beiden Seiten auf, wobei 1: die SchubspanDling der Ebene ist. Die 
Punkte N erfi11.len dann eine FIll.che. Man suche fure Gleichung, 
ihre Schnitte mit den Hauptspannungsebenen und zeichne das Bild 
eines Oktanten der FIll.che. 

28. Welcher Punkt der in der vorigen Aufgabe gefundenen 
FIll.che der Punkte N (Schubspannungsfl!i.che) liegt dem Mittelpunkt M 
am nll.chsten, und welche Bedeutung hat diese kilrzeste Entfernung 
und die zu ihr normale Ebene des Punktes M? 

29. Es sind die Hauptspannungen eines Punktes M und eine 
Ebene dieses Punktes gegeben. Man suche die Schubspannung 
dieser Ebene. 

30. Es sind die Hauptspannungen eIDes Punktes M und eine 
Gerade g dieses Punktes gegeben. Filr welche Ebene liegt die 
Schubspannung in dieser Geraden? 

31. Die Hauptspannungen eines Punktes M seien gegeben, und 
zwar sei 0'1> AU > O'g. Man zeige, daB die durch M gehende 
Gerade g, deren Winkel mit den Hauptspannungen die Kosinuse 

Vrii;=a;;, 1/ au - 0'2, 0 
0'1 -02 - r 0'1 -all 

besitzen, die Eigenschaft bat, Schubspannungsrichtung Cilr jede durch 
sie gehende Ebene zu sein. 

*32. Die Kegelfll1che 
Xl yB ZS 

F=:------- -- + + - .-;---=- 0, 
k+os+O'U-201 k+ au +01-20. k+01 +0',-208 

deren Gleichung auf die Hauptspannungen alas oa des Punktes M 
bezogen ist, besitzt die Eigenschaft, daB jede ihrer Mantellinien die 
Richtung der Schubspannung der Berilhrungsebene i~t. Dabei ist 
k ein verl1nderlicher Parameter. Man suche diese Eigenschaft zu 
beweisen. 

3. Dehnongen ond Sehiebongen. 

__ _ 33. Ein prismatischer Stab, der die Ll1nge 1 = 4: m besitzt, 
erhl11t eine durchaus gieichartige Dehnung von e = 0,001. Wie 
groB ist seine Ll1nge nach der Formanderung? 

-.- 34:. Ein prismatischer Stab von der Lange 1 = 2,348 m wird 
gedehnt und nimmt die LlI.nge 11 = 2,353 man. Wie groB ist 
seine Dehnung? 



Dehnungen und Schiebungen. 9 

35. Ein prismatiseher Stab hat vor seiner Formltnderung die 
Lange 0,536 m, naeh derselben 0,535 m; wie groB ist die Dehnnng? 

36. Eine Platte von der Rohe A B = 
20 em wird in ihrer Form derart verandert, daB Q8 
A festgehalten, B um 0,1 mm horizontal ver-
schoben wird. Wie groB ist die Schiebung y ~ 
der Seitenebene A B ? 

37. Ein reehtwinkliges Parallelepiped von den Rantenlangen 
0,4 em, 0,2 cm und 0,3 em wird in Reiner ~'orm derart verandert, 
daB die Ranten bzw. die Lltngen 0,4004 em, 0,20006 em und 
0,29985 em annehmen. Wie gro£\ ist die Raumdehnung? 

38. Ein kleines, rechtwinkliges Parallelepiped, 
dessen Ranten im Verhltltnis 1: m : n = 1 : 1 : 2 stehen, 
wird in seiner Form derart verandert, daB die Seiten
ebenen aufeinander senkrecht bleiben und die Deh
nungen der Ranten' 1, m, n, folgende sind: 

1 1 1 
50' 80' 103· 

Wie grofi ist die Dehnung in Richtung der Diagonale M N? 

B 

39. Das Quadrat ABO D sei die Grundflache A 

eines kleinen Prismas. Die Diagonale D B erhltlt $ 
eine Dehnung 61' die Diagonale A 0 eine negative 0 B 
Dehnung - 62• Man berechne die Dehnung der . 
Rante AB und die Sehiebung der Seitenebenen AB c 
und BO. 

40. Die drei Rauptdehnungen in einem Punkteines elastischen 
Rorpers seien einander gleieh. Wie groB ist die Schiebung einer 
beliebigen Ebene des Punktes? 

41. Die drei Rauptdehnungen eines Punktes seien 6162 6a• 
Man suehe den geometrisehen Ort jener Geraden des Punktes, in 
denen die Dehnung einen gegebenen Wert 6 besitzt. 

42. Ein kleines reehtwinkliges Parallelepiped (siehe Abbildung 
zu Aufgabe 38), dessen Ranten im Verhaltnis 1: m : n = 2 : 3 : 5 
stehen, wird in seiner Form derart verandert, dail die Kanten zwar 
keine Langenltnderungen erleiden, aber die Kantenwinkel folgende 
Werte annehmen: 1::BXO =90° 0'3", 1::0YA=89°59'54", 
1:: AZ B = 89° 59' 56". Wie groB ist die Dehnung in Richtung 
der Diagonale M N ? 

43. Die Dehnungen ex 6y 6z in drei aufeinander senkreehten 
Richtungen eines Punktes seien gleieh groil, und zwar gleieh 60• 
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Die Schiebungen rx ry rz der drei Seitenebenell seien ebenfalls gleich 
groB. Man suche den geometrischen Ort aller jener Geraden des 
Punktes, deren Dehnung gleich mit Eo ist. 

44. Die Dehnungen Ex ey Ez in drei aufeinander senkrechten 
Richtungen eines Punktes seien gleich groB, und zwar gleich eo' Die 
Schiebungen rx ryrz der drei Seitenebenen seien ebenfalls gleich groB, 
und zwar gleich 2 Eo' Wie groB ist die Dehnung e in einer beliebigen 
Richtung, deren Richtungskonstanten abc sind? Wie groB sind 
die Hauptdehnungen E1 Ell Ea, und welche Richtungen besitzen sie? 

4:5. Die Katheten eines rechtwinkligen gleichschenkligen Drei
ecks erleiden die Dehnung e1, die Hypotenuse die Dehnung - e2• 

Man berechne die Dehnung E der Hohe des Dreiecks und die 
Schiebung r der beiden Katheten. 

4:6. Die Katheten a, b und die Hypotenuse c eines rechtwink-
p ligen Dreiecks erleiden die Dehnungen 

El Ell Ea' Man berechne die Schiebung r der 
beiden Katheten. 

*4:7. Ein Hohlzylinder mit den Halb
I 
I messern 0 A = r1 und 0 B = rll und der 
: Hohe h, dessen innere Mantelflil.che festge-
... -----p.----- .- halten ist, wird von einem festanliegenden 
Ringe R umgeben, an dessen beiden Ansll.tzen zwei gleiche 
Kril.fte P in entgegengesetztem Sinne wirken. Um wieviel ver
schiebt sich der Punkt B, wenn A unbeweglich angenommen wird? 

(Grubler, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 1909.) 

4. Elastizitiit des isotropen Kijrpers. 
4:8. Ein horizontal liegender Eisenstab vom 1 cmll Querschnitt 

und 4 m Lil.nge wird durch Erhitzen um 1 mm ausgedehnt; welche 
Kraft wird notwendig sein, um diese Dehnung zu verhindern? 
(ElastizitlLtszahl E = 2 . 106 at.) 

4:9. Die Kanten eines rechtwinkligen Parallel-dIJB epipedes haben folgende LlI.ngen: AM = 2,0 cmJ 

A 1 M B M = 1,6 cm, C M = 2,8 cm j die Seitenflil.chen 
: werden von folgenden Krll.ften beansprucht: B C 

J-- - durch 670 kg Zug, C A durch 940 kg Druck, AB 
/' durch 730 kg Druck. Die Elastizitll.tszahl ist 

C E =2 .106 at; das VerhllltnisderLll.ngsdehnung 

zur Querzusammenziehung m = ~o. Wie groB sind die Dehnungen 

der drei Kanten? 
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50. Ein Wurfel liegt in einem Raum, in dem die Luftpressung 

p = 20 at herrscht. Sein Rauminhalt hat um lcxJOOJ abgenommen. 

Man berechne das Verhliltnis m der Llingsdehnung zur Quer
zusammenziehung, wenn die Elastizitlitszahl E = 2 . 106 at ist. 

51. Ein isotroper Korper wird allseitig dem gleichen Druck p 
ausgesetzt; die entstehende Raumdehnung sei e. Man solI den 

Kompressionsmodul k = ~ aus der Elastizitlitszahl E und dem Ver
e 

h1tltnis m der Llingsdehnung zur Querzusammenziehung berechnen. 
52. Die Punkte eines isotropen Korpers erleiden die Haupt

spannungen 0'1 = 1000 at, 0'2 = - 600 at. Der Rauminhalt Il.ndert 
sich nicht. Wie gro£ ist die dritte Hauptspannung? 

53. Ein rechtwinkliges Parallelepiped von den Kanten a, b, c 
wird parallel zu diesen von drei Krll.ften A, B, C beansprucht. 
Welche Beziehung mu£ zwischen diesen sechs Gro£en bestehen, 
wenn der Rauminhalt des Parallelepipedes- sich nicht lindern soU? 

54:. Ein pril:!matischer Stab von 0,4 m Llinge und 5 mm Breite 
wird um 0,5 rom gedehnt. Die Elastizitll.tszahlen des Materials 
sind E = 2,2· 106 at fur Zug, G = 0,85.206 at fUr Schub. Um 
wieviel lindert sich die Breite? 

55. Die Hauptdehnungen in einem Punkt des Korpers sollen 

in folge~der Beziehung stehen: 81 = 82 = ~. In welcher Beziehung 

stehen die Hauptspannungen? 
56. Ein Wurfel wird mit einer Pressung 0'1 

in eine passende Vertiefung gepreSt, die nach 
keiner Seite nachgeben kann. Wie gro£ werden 
die Drucke sein, welche die seiUichen Wl1rfel
filichen auf die Wlinde del' Vertiefung ausl1ben? 

57. Ein Eisenstuck von quadratischem Quer
schnitt 0.2 , das von zwei gleichen Krliften P zu
sammengepre£t ist, wird 
von zwei miteinander ver
schraubten Balken derart 
umschlossen, daB es seine 
Breite a nicht Il.ndern kann. 
Man drucke die in den 
Schrauben auftretende Spannung s durch P und die Abmessungen 
a, b, d aus. 
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p 58. Eine rechteckige Platte 
von der Dicke d Iiegt zwischen 
zwei festen parallelen FIII.chen, 
die sie berflhren. Welchen 
Druck D flbt sie auf diese 
FIII.che aus, wenn die Platte 
an ihren Seiten von zwei Zug
kraften P und zwei Druck-

krll.ften Q beansprucht wird? 
*59. Der Kijrper sei nicht dem H 00 k e schen Gesetze a = E 8 

mit konstanter Elastizitittszahl, sondern dem hyberboIischen Gesetze 
a8 

a=l+b8 

unterworfen. Man zeige, wie sich die Elastizitll.tszahl mit zunehmen
der Spannung verll.ndert. 

60. Ein prismatischer Stab wird zwei verschiedenen achsialen 
Belastungen PI und P 2 ausgesetzt, die ihm die Litngen II und III 
erteilen, withrend sein Querschnitt die GrMlen F 1 und F II annimmt. 
Man ermittle aus diesen Angaben die Elastizitittszahl des Materials. 

61. Ein zylindrischer Stab wird zwei verschiedenen achsialen 
Belastungen PI und P II ausgesetzt, durch die sein Querschnitt die 
HaIbmesser r1 und rs annimmt. Man bestimme aus diesen Angaben 
das Verhaltnis m der Litngsdehnung zur Querzusammenziehung. 

(60, 61: Leo n, Zeitschr. d. Osterr. lng. u. Arch.-Ver. 1908.) 

62. Wenn der isotrope Kijrper nicht dem Ho 0 k eschen, sondern 
dem von O. V. Bach aufgestellten Gesetze aB = 08 unterworfen 
ist, worin 0 und n Zahlen bedeuten, welche Beziehungen bestehen 
zwischen den Hauptspannungen au as, aa und den Hauptdehnungen 
81 es8a? 



II. Normalfestigkeit. 
1. Festigkeitszahlen uud zulassige Spannungen. 

63. v. T e t m a j e r empfiehlt, die Zugfestigkeit eines Stabes, der 
abwechselnd zwei verschieden groJ3en Krll.ften minP und maxP aus
gesetzt wird, nach der Gleichung zu berechnen: 

Arbeitsfestigkeit A = a + bn + cnll, 

worin n = minPp ist. Wie findet man die Konstanten a, b, c des 
max 

Materials, wenn die Zugfestigkeit fur ruhende Belastung Kz , die 
Ursprungsfestigkeit U und die S~hwingungsfestigkeit S durch Ver
suche ermittelt wurden? 

64:. Man berechne die in Aufgabe 63 definierte Arbeitsfestig
keit ffir SchweiBeisen, FluBeisen und FluBstabl mit Benfitzung dor 
Zahlen in Gleichung 16. 

*65. v. Launhardt berechnet die Arbeitsfestigkeit nach der 
Gleichung 

A = U + (Kz - U) n, 
worin n die in Aufgabe 63 angegebene Bedeutung besitzt und nur 
positiv vorausgesetzt wird (gleichsinnige Belastung). Fur welchen 
Wert von n weicht diese Angabe der Arbeitsfestigkeit am meisten 
von jener v. Tetmajers in Aufgabe 63 ab, und wie groJ3 ist diese 
Abweichung bei Schweilleisen, FluJ3eisen und FluJ3stahl? 

66. Ein Stab aus Schweilleisen wird abwechselnd auf 15 t und 

3 t Zug beansprucht. Seine zulassige Spannung kz solI mit ~ der 

Arbeitsfestigkeit angenommen werden; wie· groJ3 ist sie nach den 
Angaben von v. Tetmajer und v. Launhardt? (Vergl. Auf
gabe 63 und 65.) 

67. Ein Stab aUB FluBeisen wird abwechselnd auf 20 t Druck 

und 8 t Zug beansprucht. Die zulll.ssige Spannung kz solI ; der 

Arbeitsfestigkeit gewahlt werden; wie groB ist sie? 
68. Von zwei Stil.ben aus demselben Material wird der eine 

zwischen 0 und P belastet, der andere zwischen - P und + p. 
m m 
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Die Sicherheit beider Stll.be solI dieselbe sein. Wie groB muB m 
gemacht werden? 

69. Drei Probestll.be aus demselben Eisen mit 6 cmll Querschnitt 
reiBen bei sehr oft wiederholter Belastung zwischen folgenden Be
lastungsgrenzen : 

Stab I: 17,85 t Zug und 8,925 t Zug, 
Stab IT: 9,6 t Zllg und 3,2 t Druck, 
Stab III: 8,85 t Druck und 4,425 t Zug. 

Wie groB ist die Zugfestigkeit des Materials ffir ruhende Belastung? 

*70. J enseits der Proportionalitll.tsgrenze kann ffir Stahl das 
Spannungsgesetz angenommen werden: 

06=Oe, 
und ffir den eingeschnfirten Querschnitt des Probestabes: 

F'=F(l-e) 
wenn F der ursprfingliche Querschnitt, 0 eine Konstante und 8 die 
Dehnung ist. Man berechne die Zugfestigkeit des Probestabes 
unter der Annahme, daB sie eintritt, sobald die Zugkraft des Stabes 
ihren grOf3ten Wert erreicht hat. 

(F. Leitzmann, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing.1900.) 

2. Zug und Druck. 
71. Die auf P = 6830 kg Zug beanspruchte SchlieBe eines 

eisernen Dachstuhls solI kreisrunden Querschnitt bekommen. Wie 
groB muB der Durchmesser d gewAhlt werden, wenn die Spannnng 
kz = 1000 at gestattet ist? 

72. Bei welcher ruhenden Zuglast reillt ein Stab aus Schweill
eisen, dessen Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck von 4 cm Seiten

lAnge ist? (Zugfestigkeit Kz = 4000 at.) 

73. Der Auflagerdruck eines Trll.gers 
von b = 30 cm Breite ist A = 8 t. Auf 
welche LAnge x muB der TrAger aufliegen, 

Ioe-a: wenn als zulll.ssige Druckspannung ffir Ziegel-
~ mauerwerk k = 5 at angesetzt wird? 

74:. Ein Pumpengestil.nge von I =30 m LAnge und kreisrundem 
Querschnitt hat am Ende P = 800 kg ruhend zu tragen. Wie stark 
muB der Durchmesser d gemacht werden, wenn das Eigengewicht 
berflcksichtigt wird? (Einheitsgewicht r = 7,7, zulll.ssige Zug
spannung kz = 700 at.) 
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75. Der 'Durchschnitt eines Drahtseiles zeigt 36 Drahte, von 
denen jeder 0 = 2 mm stark ist. Welche Last Q kann dieses Seil 
sicher tragen? Welche Last P wurde das Seil zerreiBen? (Zulassige 
Zugspannung kz = 600 at, Zugfestigkeit Kz = 5600 at.) 

76. Unter ReH31itnge versteht man in der Technologie die Lange, 
die ein prismatischer, vertikal hangender Stab haben muB, wenn er 
lediglieh infolge seines Gewiehtes reiBen soll. Man bereehne diese 
Reililange aus der Zugfestigkeit Kz und dem Einheitsgewieht r. 1m 
besonderen fur: 

Holz mit Kz = 790 at, r = 0,5 ; 
Eisen mit Kz = 3800 at,r = 7,8. 

77. Eine hohle guBeiserne Sanle von d = 20 em ituBerem 
Durchmesser hat eine Last von P = 50 t mit zehnfacher Sieherheit 
gegen Zerdrueken zu tragen. Wie groB mnB die Wandstitrke der 
Saule gemaeht werden? (Druekfestigkeit K = 7500 at.) 

78. Eine aus Ziegeln aufgef1ihrte Mauer solI eine derartige 
Rohe erhalten, daB die unterste Sehiehte noeh zwanzigfache 
Sieherheit gegen Zerdrileken besitzt. Wie groB darf die R(lhe sein, 
wenn r= 1,6 das Einheitsgewieht der Ziegeln ist? (Druckfestigkeit 
K= 100 at.) 

79. Ein reehtwinklig behauener Quaderstein mit den Kanten 
a, b, e, dem Einheitsgewieht r und der Druekfestigkeit K wird auf einer 
seiner Seitenflaehen horizontal gelagert. Wie verhalten sieh die 
Lasten P l' P 2' P 8' die mit Sieherheit auf diesen Quader gelegt werden 
dilrfen, wenn a, b oder e vertikal steht ~ 

80. Ein Untersatz aus GuBeisen von der R(lhe h und nebenan 
gezeiehnetem Quersehnitt hat 
auBer seinem Eigengewicht (Ein
heitsgewieht r) noeh die Be
lastung P sieher zu tragen. Wie 
lang muB die Seite x gemaeht 
werden, wenn die Dicke d und 
die Druekfestigkeit K des GuB
eisens gegeben sind? 

81. Eine Ziegelmauer, die in 
drei Absatzen mit den H(lhen Aufg. so. Aufg. 81. 

h = 3 m, hl = 2 m, h2 = 1 m gebaut ist und an ihrer Krone die 
Breite b = 0,4 m besitzt, solI den sehleehten Baugrund h(lchstens 
mit 3 at belasten. Wie groB dari die Belastung q der Mauer 
f1lr jaden Meter L1tnge gewahlt werden, und wie groB milssen die 
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Breiten x nnd y gemacht werden? (Einheitsgewicht der Mauer 
r=l,6.) 

82. Um die HlI.rte eines KOrpers zu messen, 
wird nach der L u d w i k schen Kegeldruckprobe 
ein Stahlkegel von der Offnung 2 a = 90 0 in die 
ebene Oberflll.che des KOrpers eingepreBt. Wie 
groB ist der Druck auf die FllI.cheneinheit des 
KOrpers , wenn die Reibung am Kegelmantel 
berllcksichtigt wird? 

83. Bei der B r i nell schen Kugeldruckprobe wird eine kleine 
Stahlkugel in den auf seine Hllrte zu prllfenden K~rper gedrllckt. 

Es hat sich gezeigt, daB bei kleinen Drllcken 
P=Ch 

ist, worin C eine Konstante und h die Hohe der 
Eindruckskalotte bedeutet. ' 

Wenn p der mittlere Einheitsdruck auf den 
Eindruckskreis A B und R der Kr11mmungshalb

~~~~~~ messer der Eindruckskalotte ist, welche Beziehung 
besteht zwischen p und R? 

(Martens u. Heyn, Zeitschr. d. Ver. deutsch. rug. 1908.) 
84:. Ein Treibriemen von der Stllrke 0 = 4 mm, der 11ber zwei 

Riemenscheiben vom Halbmesser R = 1,2 m lauft, 11bertrll.gt N = 
12 PS. Die Scheiben machen n = 60 Umdrehungen in der Minute. 
Welche Breite b muB der Riemen bekommen, wenn die zulllssige 
Spannung k,. = 20 at nicht 11berschritten werden solI? 

85. Um zu verhindern, daB die Last Q herabsinkt, wird 11ber eine 
Bremsscheibe (Halbmesser R) ein stllhlernes Bremsband (Dicke 0) 
geschlungen, das bei A befestigt ist und an dessen Ende ein Zug 

A 

Aufg.85. Aufg.86. 

ausge11l:>t wird.Welche 
Breite b muB das 
Band bekommen, da
mit durch die Zug
kraft S die zulassige 
Spannung nicht 11ber
schritten wird? Es ist: 
Q=4 t, 0=3 mm, 
r=10 em, R=30 em, 
k. = 1000 at, a = 

umspannter Bogen des Bremsbandes = 1,2 n, f = Reibungszahl 
des Bremsbandes = 0,18. 
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86. Ein schmiedeeiserner Rundstab A B von 1 cm Ralbmesser 
wird mittelst einer Kurbel R = 0,5 m gedreht; er ist in emit 
Schraubengewinden versehen, die sich in gut passender Schrauben
mutter drehen. Der Steigungswinkel der Schraube ist a = 3 0 30', 
die Reibungszahl in derselben f = 0,1. Welche Kraft P mu~ 
an der Kurbel ausgetlbt werden, wenn der 
Rundstab zerreiBen solI? (Zugfestigkeit 
K z = 4000 at.) 

*87. Ein Kegelstutz von del' Hohe h, 
den Halbmessern R, l' und dem Einheits
gewicht r wird mit P belastet. Man 
suche den Halbmesser x des am wenigst ~~~~~~~~~~~ 
beanspruchten Querschnittes. 

88. Wenn in voriger Aufgabe R = 2 l' ist und der am wenigst 
beanspruchte Querschnitt in halber Rohe des Kegelstutzes liegen 
soIl, in welchem Verhi!ltnis mu£ die Belastung P zum Gewicht G 
des Kegelstutzes stehen? 

89. Ein Rundeisen (SchweiBeisen) hat abwechselnd 40 t und 
2 t zu tragen. Welch en Durchmesser hat es fUr sicheres Tragen zu 

bekommen, wenn als zulassige Zugspannung ~- del' Arbeitsfestigkeit 
I 

angenommen wird? 

90. Die Diagonale eines Gittertragers hat wechselnde Belastungen 
zwischen 14 t Zug und 5 t Zug zu ertragen. Die zulltssige Spannung 
solI nach del' Gleichung fUr FluBeisen: 

kz = 700 + 430 n + 100 n 2 

gewahlt werden, worin n das Verhitltnis del' kleinsten zur grOBten 
Beanspruchung ist. Die Diagonale wird aus Flacheisen gebildet, 
dessen Starke d = 1 cm ist; wie groB wird die Breite b des Flach
eisens zu machen sein? 

91. Wie andert sich das Resultat del' vorigen Aufgabe, wenn 
die Belastungsgrenzen del' Diagonale 6 t Zug und 2 t Druck sind? 

92. Ein Dampfzylinder hat d = 800 mm Durchmesser; die 
Dampfspannung betrl1gt p = 7 at. Del' AbschluB
deckel D des Zylinders wird durch n (acht) 
Schrauben S mit dem Zylinder verbunden. Man 
bereohne die Starke & del' Schraubenbolzen (SchweiB
eisen) mit Rllcksicht auf die abwechselnde Be- und 
Entlastung. 

Witt-nbaun, Autga,bon. II. 3. Aull. 2 
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93. Der Deckel des Dampfzylinders in voriger Aufgabe ist 
angeschraubt. Die Schrauben S sind fest angezogen, 110 daB in 
den Schraubenspindeln bedeutende Zugspannungen auftreten. Wenn 
nun im Innern des Zylinders der Dampfdrnck p auf tritt, wird er die 
Spannungen in den Schraubenspindeln vergrl}Bern oder verkleinern ? 

94:. Wie groB ist die Verlll.ngernng eines 1 = 200 m langen 
Schachtgestll.nges mit quadratischem Querschnitt durch die am Ende 
hll.ngende Last von P = 6 t und durch das Eigengewicht, wenn die 
hl}chste Spannung kz = 600 at betragt? (Elastizitl1tszahl E = 
2 . 106 at, Einheitsgewicht r = 7,8.) 

95. Das Schachtgestll.nge der vorigen Aufgabe soll aus vie]'" 
gleichlangen Stl1cken hergestellt werden, von denen jedes qua
dratischen Querschnitt bekommt. Welehe Stll.rken xl! x2' Xa, x, 
werden diese vier Stl1cke bekommen ml1ssen? Wieviel betr!l.gt die 
Ersparnis an Material gegen fr11her~ Wie groB ist jetzt die ge
samte Lll.ngenll.nderung 41? 

96. 

A 

Ein Trll.ger A B ist an seinen Enden an zwei gleichlangen 
Stangen aufgehll.ngt, deren Dnrchmesser d l und 
d2 gegeben sind. An welcher Stelle darf der 
Trll.ger belastet werden (a: b = ?), wenn er hori
zontal bleiben soll? 

p 
8 

" 97. Eine herabhll.ngende Eisenstange von 
4 cm Breite und 2 cm Dicke werde von to = 20 0 

anfll.nglicher Temperatur bis auf tl = -100 

abgek11hlt. Die hierdnrch entstehende Zu-
Autg. 96. sammenziehung der Stange solI durch ein an-

gehil.ngtes Gewicht verh11tet werden. Wie groB muB dieses sein, 

wenn die Ausdehnungszahl des Eisens 8~O fiir 100 0 ist? 

,... 98. Ein quadratisches Stabwerk wird 
dnrch zwei gleiche Krll.fte P zusammen
gedr11ckt. Die fl1nf Stll.be haben denselben 
Querschnitt Fund sind aus dem gleichen 
Material. Um wieviel nll.hern sich die 
Punkte A und B? 

*99. Ein prismatischer Kijrper vom Gewicht G und der LAnge 1 
steht auf horizontaler Unterlage. Um wieviel senkt sich 8ein 
Schwerpnnkt? 
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*100. Ein prismatischer Stab vom Gewicht G, der auf horizon
taler Unterlage steht, wird mit seinem oberen Ende an einem Raken 
aufgehllngt. Die LAnge des Stabes andert sich nicht. Wie verteilt 
sich das Gewicht des Stabes auf Raken 
und Unterlage? 

*101. Ein gerader Kegelstutz von der 
Hohe h und den Endquerschnitten Fo und 
Fl wird an dem oberen Ende mit P belastet. 
Um wieviel andert sich die Rohe h, wenn 
vom EinfiuB des Eigengewichtes abgesehen ~F.~f ~~~~~~~ ~ 
wird? 

*102. Eine fiache Ruppel 
ruht auf einem festen Ringe 
vom Ralbmesser R , dessen 
Durchschnitt man in A und B 
sieht. Der gesamte Seiten
schub der Kuppel ist H. Wie groB ist die Zugkraft S im Auf
lagerringe ? 

A a. C p 3 8 
3 • 11--'. 10 • 

Ein zwischen zwei unverrt1ckbaren Punkten A und B befestigter 
Stab wird in C achsial mit P belastet. Um wieviel rt1ckt der Quer
schnitt C nach rechts? 

104. 

A 
o C ~ 8 

o 

Drei Gelenke A, C, B sind durch zwei gleich lange StAbe vom 
Querschnitt F miteinander verbunden. Die Gelenke A und B sind 
fest gelagert, das Gelenk C wird belastet. Wie groB darf die 
Last P sein, wenn die Spannung s nicht t1berschritten werden 
soll und wie groB ist dann die Einsenkung e des Gelenkes C? 

A ________ ~--___ --_ 
!h 

*100. C 

Ein Seil, das die LAnge 2 I hat und ft1r die I.JAngeneinheit q 
wiegt, wird zwischen den Punkten A und B aufgehAngt. Das 
Seil dehnt sich und bekommt in der Mitte C einen Durchhang h. 
Man berechne diesen unter der Anna.hme, da.B die Seillinie eine 
Parabel ist. 
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*106. Ein Stab, der vertikal hlingt und dessen oberster Quer
schnitt Fl gegeben ist, solI derart gebaut sein, daB die Spannung 
l1berall gleich s ist. Der Stab hat nur sein eigenes Gewicht zu 
tragenj sein Einheitsgewicht sei r. Wie il.ndert sich der Quer
schnitt F mit seinem Abstand x von F l? Welche Lil.nge darf der 
Stab besitzen? Wie groil ist sein unterster Querschnitt Fo? Wie 
groB ist sein Gewicht? 

*107. Ein K1)rper von veranderlichem Querschnitt F mit dem 
Einheitsgewicht I' hil.ngt frei herab. Er trlLgt 

~ auBer seinem eigenen Gewicht auch jenes 
~\~~~;i'" eines pyramidalen Korpers von der Grund

flil.che Fo und dem Einheitsgewicht I'll der 
selbst keine Festigkeit besitzt. Die Spannung 
im tragenden Korper soll l1berall die gleiche 
GroBe k~ haben; nach welchem Gesetz hat 
sich F mit x zu lindern? 



III. Biegnngsfestigkeit. 

1. Triigheitsmomente und Widerstandsmomente. 

108. Bestimme das Tr1tgheitsmoment J nebenstehenden Quer
schnittes fUr die Rante 
und die Haupttr1tgheits
momente J 1 J 2 fur den 
Schwerpunkt. (Abmes
sungen in em.) 

109. Man suche von 
nebenstehendem Quer
schnitt eines T -Eisens 
(Abmessungen in mm) 

J.J 

Aufg.108. Aufg. 109. 

das Tr1tgheitsmoment J sowie die . Haupttr1tgheitsmomente 

J 2 in bezug auf den Schwerpunkt. 
110. Es ist das Trag

heitsmoment einer Dreiecks
flache in bezug auf die Gerade 
M B zu suchen, welche. die 
Grundlinie A C = b halbiert. 

111. Suche das Trll.g- A "---~-..... t: 
heitsmoment eines Dreiecks 

Aufg. 110. 

xp ___ o __ __ 8 

- 't: 
A 

Autg. 111. ABC in bezug auf eine be
liebi~e Gerade AX durch die 
Flache Fund die beiden AbsHtnde b und c auszudrucken. 

(Routh.) 
112. Wie groB ist das Trl1gheitsmoment J eines Trapezes in 

bezug auf die Grundlinie a, und wie groB ist J 8 in bezug auf jene 
Schwerlinie, die zu a parallel ist? 

113. Es ist das Trll.gheitsmoment einer regelmll.£igen Sechs
ecksflll.che in bezug auf eine beliebige Schwerlinie durch die L1tnge s 
der Seite auszudrucken. 

114,. Man ermittle das Tr1tgheitsmoment einer regelmll.Bigen 
Ft1nfecksflll.che in bezug allf aine seiner Seiten s. 
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J II- T 115. Zwei gleiche U - Eisen sollen in einer 
S ~ : Entfernung x voneinander derart angeordnet 

... h • I _"1.: werden, daB die Haupttragheitsmomente beztig-
lich des Mittelpunktes S einander gleich sind . 

.. -8 -'1 I Wie groB muB x sein? 
.... Xf. 

116. Man berechne die Haupttragheitsmomente J 1 und J 9 ffir 
den Schwerpunkt eines gleichschenkligen Winkeleisens, dessen Dicke 
gleich einem Viertel der SchenkelIltnge list. 

I 

(Vergleiche Abbildung zu Aufgabe 171.) 

117. Die Haupttragheitsmomente eines dureh 
ein zentrales kleineres Quadrat ausgeh5hlten Qua. 
drates in bezug auf einen Eckpunkt 0 sollen im 
Verhiiltnis 1: 5 stehen. Wie groB muB n ge
maeht werden? 

*118. In ein Dreieck von gegebener 
Grundlinie b und H1ihe h soIl ein Recht-

t eck derart eingeschrieben werden, daB 
: das Widerstandsmoment des letzteren ein 
1+-~~~~ ____ ~ 

1<> ---- 30- - ----·... Maximum wird. Wie groB mtissen x und 

, 
I 
I 
! - - -

----- T 
I 
I 
I 

I 
I _ _ _ __ 1 

y gemacht werden? 
*119. Ermittle Trltgheitsmoment und 

Widerstandsmoment eines Quadrates von 
der Seitenlltnge a, dessen obere und untere 
Ecke abgestumpft ist, fur die Achse X, 

als Funktion von n, wenn ~ die Rohe 
n 

der Flltche ist. Fur welches n erreieht 
das Widerstandsmoment den gr1iBten Wert und wie gro£l ist. dieser? 

(B. Kirsch, Zeitschr. Ver. Deutsch. Ing. 1898.) 
120. In welchem Verhaltnis stehen die Achsen der Tragheitsellipse 

fUr eine Ecke des gleichseitigen Dreiecks? 
121. Man berechne die Tragheitsmomente 

eines Ralbkreises in bezug a'Uf die Tangente J 
_~~~ __ L-J und eine beliebige zum Durchmesser parallele 

Gerade J 1• 

122. Wie groil ist das Tragheitsmoment und 
das Widerstandsmoment nebenstehenden Quer
sehnittes in bezug auf den horizontalen Durch
messer? t Abmessungen in em.) 
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123. Man suche das Tragheitsmoment 
in bezug auf die Schwer-
linie J •. 

124:. Suche das Triig
heitsmoment nebenstehen
der Flache in bezug auf die 
Gerade J und die Schwerlinie 
J.. (Abmessungen in cm.) 

Aufg. 123. 

* 125. Man berechne das Trag
heitsmoment der homogenen Linie 
ABC in bezug auf die beiden 
Achsen 0 X und 0 Y. AB ist ein 
Kreisbogen. 

y 

einer Viertelkreisflil.ehe 

~~~~~-l 
I 

10 

I 
-+''''''''''''''''''~'''''''''''''''''''- .I. 

Aufg.12(. 

126. Man berechne die Haupt
tr!l.gheitsmomente J1 und Jll fl1r O'----l~~ 
den Schwerpunkt des LlI.ngsschnittes C 
einer Niete. Aufg. 125. Aufg. 126. 

127. Man berechne die Haupttr1i.gheitsmomente J 1 und J 2 fUr den 
Sehwerpunkt des Querschnittes einer Rinne. (Abmessungen in em.) 

T~ 
I 

R 
'I ' , I 1+ __ 

;..e-r ......... 

! ./ 

Aufg.121. Aufg. 128. Aufg.I29. 

128. Man ermittle das Tr!l.gheitsmoment eines hohlen Viertel
kreises in bezug auf die Achse J. 

129. Man suche die Haupttr1i.gheitsmomente J 1 und J , des 
gezeichneten Querschnittes fl1r dessen Schwerpunkt. 

130. Man suche das Trltgheitsmoment einer 
hohlen Viertelkreisflil.che in bezug auf die Aehse J. 

131. Ein exzentrischer' Kreisring hat die Halb
messer R = 20 cm, r = 10 cm, die Exzentrizitil.t 
e = 5 cm. Man suche die Haupttrltgheitsmomente 
in bezug auf den Schwerpunkt des Ringes. 
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~J, 
:I, 

Aufg.l32. 

132. Suche die Haupttragheitsmomente 
einer Halbringflliche in bezug auf ihren 
Schwerpunkt. 

*133. Es ist das Tragheitsmoment der 
Flltche eines Kreisabschnittes in bezug auf 
die Sehne zu berechnen. 

--_.!..-fX,..;r
o 

Aufg. ISS. 

y 

134. Es ist eine Ellipse EU such en, 
welche bezliglich jeder durch ihren Mittel
punkt gehenden Achse gleiches Tragheits
moment hat wie ein gegebenes Rechteck. 

*135. Wie groB ist das Trltgheits
moment einer Parabelflltche in bezug 
auf die Achsen X und Y? 

136. Man berechne das Trltgheits
=----x moment einer elliptischen Ringflltche in 

bezug auf die kleine Achse 2 b. Es ist 
Aufg. 135. a = 20 cm, b = 15 cm i fur die innere 

Ellipse des Ringes sei a} : a = b} : b = 4 : 5. 
137. Die Trltgheitsmomente einer Flache in bezug auf zwei 

zueinander senkrechte Achsen, die nicht Symmetralen der Flltche 
sind, haben gleiche Gr5Be. Man zeige, daB dann die Tragheits
momente der Flltche flir aile durch den Achsen - Schnittpunkt 

p 

gehende Geraden gleich groB sind. 
138. J. M. L at i n e r, Chicago, empfahl 

Sltulen-Querschnitte aus gebogenen I -Eisen 
nach nebenstehender Anordnung. Man solI 

=~Si--J aus den Abmessungen B, a, d, der urspriing
licben Hohe H der I-Eisen, dem Krilmmungs
halbmesser r und den Haupttragheitsmomenten 
it und is des inneren kleinen I - Eisens die 
Haupttrltgbeitsmomente des Querscbnittes 
ermitteln. 

*139. An einen rechteckigen Querscbnitt (b, h) 
wird symmetrisch ein anderes Rechteck gefiigt, 
ohne daB das Widerstandsmoment in bezug auf 
die Symmetrale 0 X gell.ndert wird. Welche Kurve 
muB dann der Endpunkt P des angefiigten Recht
ecks erfnllen? 

Welches ist die grof.lte Breite dieses Recht
ecks? 
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140. An ein Rechteck mit den Abmessungen b und h wird 
unten ein zweites Rechteck von der Rohe hI an-
gesetzt. Das Widerstandsmoment des Querschnittes ~ 
fur die horizontale Schwerlinie solI jedoch hierdurch L 

nicht gell.ndert werden. Wie gro£ muil die Breite 
x des Ansatzes gemacht werden? 
(G. Singer, Zeitschr. d. Ost.lng.u.Arch. Ver.1907.) r-~ 

*141. Welch em Gesetz mu£ die an 
das Rechteck b, h beiderseits angesetzte 
krumme Linie foIgen, wenn das Wider
standsmoment VV der schraffierten FIll.che 
in bezng auf die X -Achse konstant und 

gleich -} b h2 bleiben soll? 

(B. K irs c h, Zeitschr. Ver. Deutsch. lng. 1898.) 

2. Zentrifngalmomente und Hauptachsen. 
*142. Man ermittle das Zentrifugalmoment eines Rechtecks in 

bezug auf zwei seiner nicht parallelen Seiten unmittelbar, d. h. ohne 
Benutzung von Gl. 30. 

143. Es ist das Zentri
fugalmoment· eines Winkel
eisens in bezug auf das an
gegebene Achsenkreuz zu 
berechnen. 

144. EsistdasZentrifugal
moment eines Winkeleisens 

:~ 
o a, X 

Aufg. 1'3. Aufg.I44. 

in bezug auf das auilerhalb liegende Achsenkreuz X Y zu ermitteln. 
*145. Es ist das Zentrifugalmoment eines Viertelkreises in 

bezug auf sein rechtwinkliges Achsenkreuz zu ermitteln. 
*146. Man berechne das Zentrifugalmoment 

eines Viertelkreises in bezug auf das angegebene 
Achsenkreuz. 

*147. Es ist das Zentri- y 

fugalmoment des Quadranten 
einer Ellipse in bezug auf ihr 
rechtwinkliges Achsenkreuz zu 
bestimmen. 

148. Es 
fugalmoment 

, 
ist das Zentri-
eines Rechtecks Au{g.146. Anfg. 148, 
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in bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Achsenkreuz des Mittel
punkts zu suchen. 

149. Man berechne das Zentrifugulmoment einer Ellipse in bezug 
auf ein beliebiges rechtwinkliges Achsenkreuz ihres Mittelpunkts. 

150. Berechne die Haupttrl1gheitsmomente J1 und J\I sowie 
den Winkel qJ filr die Ecke 0 eines Rechtecks von den Seiten 

a = 2 cm, b = 3 cm. 
y 

Aufg. 150. Aufg. 151. Antg.15\1. 

151. Es ist der Querschnitt eines WinkeleisenB gegeben. Suche 
ffir den Eckpunkt 0 das gr!>Bte und daB kleinste Trl1gheitsmoment 
J 1 und Jg Bowie den Winkel a. (AbmeBsungen in mm.) 

152. Man suche die Haupttrll.gheitsmomente J1 und J1 Bowie 
die Lage der HauptachBen ffir die Ecke 0 einer HalbkreiBfiil.che. 

Autg.I53. 

y 153. Der Quer-
Bchnitt eines Trll.-
gerB besteht aus 

J, zwei kongruenten 
FIll.chen F, deren 

-\""-fI!f--r--"-X Haupttrl1gheitB

Aufg.154. 

achBen senkrecht 
zu den gleichnami. 
gen der anderen 
FIll.che Btehen und 
deren Schwer
punkte SI und Sll 
die Entfernung a 

voneinander. haben. Man suche daB kleinste und gr!>Bte Trl1gheits
moment deB Querschnittes ffir dessen Schwerpunkt. 

(J. S chm id t, Zeitschr. Ver. deutsch. lng. 1916.) 
154. Es ist die Trl1gheitsellipse ffir den Schwerpunkt (Zentral

ellipse) eineB Z-EiBen-QuerschnitteB von obenstehender Form zu 
ermitteln. (Abmessungen in cm.) 
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155. Die FIlI.chenmomente zweiter Ordnung eines Querschnittes 
in bezug auf einen beliebigen Punkt 0 seien in folgender Weise 
aufgetragen: 

OA = Jx , OB = Jy, 
AC =BD= J xy, 

die beiden letzten Strecken senk
recht zur Achse 0 X des Achsen
kreuzes XY. Man schlage aus M 
die beiden gezeichneten KreisMgen j 
dann sind OH= J 1, OG= J ll die 
beiden Haupttrll.gheitsmomente und 
Go., G D die Richtungen der beiden 
Hauptachsen. Man suche dies zu 
beweisen. 

y 

156. Die Haupttrll.gheitsmomente J1, JB und die Hauptaohsen 
einer FIll.che in bezug auf einen Punkt 0 
seien bekannt. Um das Trll.gheitsmoment 
flir eine beliebige Achse 0 X zu finden, 
mache man OA = J 11 OB = J g , ziehe 
durch A und B die Parallelen zu den 
Hauptachsen und f!LIle von C eine Senk
rechte auf 0 X. Dann ist 0 D = Jx und 
CD = Jxy, wenn 0 Y J.... 0 X gedacht ist. 
Man suche dies zu beweisen. 

)( 

(155, 150: L. Hess, Zeitschr. d. Osterr. lug. u. Arch. Ver.1903.) 
157. Die Beziehungen zwischen den Tr!i.gheits- und Zentrifugal

momenten einer FI!Lche lassen sich auf zeichnerischem Wege in 
folgender Weise darstellen: 

y 
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Von einer Flll.che F seien in bezug auf einen Punkt 0 die 
Trl1gheitsmomente J x J y und das Zentrifugalmoment J x y gegeben; 
um die GrBJ3en J x' J y' J xy' auch fiir das um a gedrehte AchsElD
kreuz X' Y' zu gewinnen, mache man 

1 1 
OA=2(Jy-Jx), OB=2(Jy+Jx), OO=Jxy 

und zeichne die beiden im Bilde angegebenen Kreise. Zieht man 
dann dnrch 0 eine Gerade unter dem Winkel 2 a gegen 0 X, so ist 

EF=Jx', EG=Jy', ED = J xy'. 

Man versuche, diese von G. Z e un e r gegebene Konstruktion 
zn beweisen. 

y 158. Fiir. einen Punkt 0 einer 
B Flll.che seien in bezug auf das Achsen-

~ kreuz X Y bekannt die Trl1gheitsmo-
o mente J x und J y sowie das Zentri

fugalmoment J xy , und zwar werde 
aufgetragen: 
OA=Jx, AB=Jy, AC=Jxy in der 

J; Richtung von 0 X. "Ober 0 B werde 
ein Kreis mit dem Mittelpunkt M be

---;::::,.,;~..:::::;--x schrieben und der Durchmesser DE 
durch C gezogen i dann sind nach 

O. M 0 h r und 0 E die Richtungen der Hauptachsen des 
Punktes 0 und ferner nach R. Lan d CD = J 2' C E = J 1 die 
beiden Haupttrligheitsmomente. Man suche dies zu beweisen. 

159. Die Punkte 0 ABC haben 
die gleiche Bedeutung wie in 
der vorhergehenden Aufgabe. X' Y' 
sei ein um a gedrehtes recht
winkliges Achsenkreuz. Man zeige, 
daB die diesem Achsenkreuz ent
sprechenden FIll.chenmomente zweiter 
Ordnung durch folgende Strecken 
gege ben sind: 

__ ..;;;:",~.....::;;.z...... __ ~)( FG=Jx' FH=Jy', FC=Jxy'. 

100. Die Punkte 
in Aufgllobe 158. 

Hierbei ist F C .i G H. 

o ABC hl!oben die gleiche Bedeutung me 
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Durch C wurde eine beliebige Gerade H G gezogen. Man zeige, daB 
das Zentrifugalmoment Jlxy fur die Achsen 0 X', 0 Y' verschwindet. 

y 
B 

------~~~---x 
Aufg. 160. Aufg. 161. 

161. Die Zentral-Ellipse eines Querschnittes (in bezug auf den 
Schwerpunkt S desselben) sei gegeben; die Trttgheitshalbmesser 
(Halbachsen der Ellipse) seien it ill' Man 
zeichne mit S als Mittelpunkt einen durch 
den einen Brennpunkt F der Ellipse 
gehenden Halbkreis; <lann haben seine 
Endpunkte B} Bg die Eigenschaft, daB 
fur aIle durch sie gehenden Geraden das 
Trttgheitsmoment des Querschnittes das 
gleiche bleibt (Antibrennpunkte). Man 
suche dies zu beweisen. 

162. Es seien Bt Bll die aus der 
vorigen Aufgabe bekannten Antibrenn
punkte der Zentral-Ellipse. 0 sei ein be
liebiger Punkt im Querschnitt. Dann ist 

Aufg. 162. 

die Halbierungslinie des Winkels Bt 0 Bg eine der Hauptachsen 
des Punktes O. Man suche diesen von O. Mohr herrllhrenden 
Satz zu beweisen. 

163. S und Bt seien Schwerpunkt und 
Antibrennpunkt eines beliebigen Querschnittes 
(vergl. Aufgabe 161), J eine beliebige Achse. 
Zieht man B} P senkrecht zu J, S X parallel 
zu J und schneidet S X mit dem Trttgheits
kreise von Bt (Halbmesser it) in M, so ist 
M P = i der zur Achse J geh5rige Trll.gheits
halbmesser des Querschnittes. Man suche 
dies zu beweisen. 



so Biegungs£estigkeit. 

3. Biegungsspannnng nnd Biegnngsaehse. 

il-~ 
1 I 
f _1 

Aufg. 164. 

164. Man bereehne die zulassige Biegungs
spannung eines guBeisernen Tragers von neb en
stehendem Querschnitt nach der B a e h schen 
Gleiehung 41, wenn die zul!1ssige Zugspannung 
kz = 150 at ist. (Abmessungen in em.) 

165. Eine guBeiserne Welle hat den Quersehnitt 
d 

eines Kreisringes, dessen Durehmesserverhaltnis D 
= a gegeben ist. Man bereehne die zulassige Biegungsspannung, 
wenn die zulassige Zugspannung kz bekannt ist, auf Grund der 
B a e h sehen Gleiehung 41. 

166. Ein guBeiserner Stab hat halbkreisformigen 
Quersehnitt. Die Zugseite ist unten anzunehmen. 
Bereehne naeh der B a e h schen Gleichung 41 die 
zulassige Biegungsspannung kb' wenn Kz = 1250 at 
die Zugfestigkeit ist, fUr seehsfache Sieherheit. 

11 I n-----t 'r 
" ., tH 167. In welchem Verhaltnis werden die zulll.ssigen 

~ Spannungen k und kz dieses Quersehnittes stehen 
mUssen, wenn er von gleieher Festigkeit sein 

Boll? Die Zugseite ist oben anzunehmen. (Abmessungen in mm.) 

169. 

168. Ein guBeiserner Balken, der einseitig ein
gespannt ist, hat nebenstehenden Quersehnitt gleicher 
Festigkeit. S ist dessen Sehwerpunkt. In welehem 
Verhaltnis mUss en die zulil.ssigen Spannungen ffir 
Druck (k) und Zug (kz) stehen? 

Wie breit (x) muB der Steg des nebenan gezeiehneten 
Quersehnittes gemaeht werden, wenn dieser 
ffir die zulassigen Spannungen kz = 300 at, 
k = 800 at gleiehe Biegungsfestigkeit besitzen 
soIl? Die Zugseite ist oben anzunehmen. (Ab
messungen in mm.) 

170. Ein gleiehsehenkliges Winkeleisen 
hat in bezug auf seinen Sehwerpunkt folgende 
Haupttrilgheitsmomente: J 1 =285 em', J.= 

~&-~:...u:"'-'-,M 75 em'. Die Achse M des Biegungsmomentes 

I 
1< 

ist parallel zu einem Schenkel. Welehen 
Winkel p schlieBt die BiegungsaehBe N mit 
II ein? 



Biegungsspannung und Biegungsachse. 

171. Die Dicke eines gleichschenkligen Winkel

eisens sei d = !. Die Biegungsachse S N solI 

einem Schenkel parallel sein. Welchen Winkel rp 
wird die Achse des Biegungsmomentes mit ihr 
bilden m(1ssen? 

172. Um die Achse M des nebenstehen
den Querschnittes, die unter 30 0 gegen die 
kleinere Rante geneigt ist, wirkt das M 

Biegungsmoment der auBeren Krafte M = 

31 

1200 mkg. Welche Lage besitzt die Bie- Y~:t-7-'--"'r-___ ~. 

gungsachse N N? Welches sind die meist 
gespannten und gedriickten Stellen? Wie 
groB ist dort die Spannung? (Abmessungen 
in cm.) 

173. Die Haupttrilgheitsmomente eines Z-Eisens in bezug auf 
den Schwerpunkt sind J1 = 2421 cm', J2 = 112 cm', a c::c 

18° 46' 40". Das Biegungs
moment der !l.ufleren Kr!l.fte 
wirkt urn die Horizontale. 
Wie groB ist der Winkel rp 
zwischen der Achse des Bie
gungsmomentes und der Bie
gungsachse? Welches sind 
die meist gespannten Stellen ? 
Wenn daselbst die zullissige 
Spannung von 700 at nicht 

f~~ 
I 
I :N 

3M 
.l/'~~~-=---
I 

lJ,. N 
I 
I 
~-----~~ 

A 
Aufg. 173. 

,. - -- b-- -~ 
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It 

~ 
I 

.\ 
s I 

y 

I 
I 

E I ~ 

Aurg. 174. 

l1berschritten werden solI, wie groB darf M h1)chstens sein? 
(Abmessungen in mm.) 

*174:. Der rechteckige Querschnitt eines Trltgers wird von einem 
Biegungsmoment M beansprucht, dessen Achse 
einen Winkel a mit der Breite b des Recht
ecks einschlieBt. Bei welcher Gr1)Be von a 
wird die Spannung im Eckpunkt E am gr1)fHen 
werden (ungiinstigste Lagerung des Tril.gers)? 
Wie grOB ist dann die Spannung in E? Wie 

y 

verlil.uft die Biegungsachse im Rechteck? 
175. S sei der Schwerpunkt eines Quer- X-----::S:f--

8chnittes, S Y die Achse eines den Querschnitt 
beanspruchenden Biegungsmomentes, ferner SA 



32 Bie gungsfestigkeit. 

= Jx, AC = J xy und AC...L SA. Man zeige, daB S C die Null
Linie des QuerschnitteH ist. 

*176. Wenn jenseits der Proportionalitl1tsgrenze fur Stahl das 
Spannungsgesetz a5 = Ce angenommen wird (vergl. Aufgabe 70), 
wie lindern sich die unter V oraussetzung des H 0 0 k e schen 
Gesetzes a = E e abgeleiteten Gleichungen 39 und 38 fur die 
Krummung der Stabachse: 

1 M 
-=+e --.. EJ 

und ffir die Biegungsspannung: 

~Iz 
a=--y' 

(L e i t z man n, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 1900.) 

4. Der einseitig eingespannte Trager. 

Man zeichne die Schaulinien der Biegungsmomente fur die an
gegebenen Belastungen und berechne die Biegungsmomente an den 
Stellen A, B, C, sowie die Gleichungen der einzelnen Abschnitte 
der Schaulinien. 

177. I t~<m" ~ t L Ilt III !!!!! I Cllf!llhlll lll! !!lllIIlllIilll! 
~ L.- B 

1""- - -- - -l, ---..... I 
.. --------- - l - -·---~ .... 

178. 

p, f/:f d.met P If ~]lIlI ll lll ll lII ll lilll ll l l l t - l, _ _ ,c 
;& - -- --- - - ~ ----- .--,..., 

179. 
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180. Eill HoIzbalken ist an den Stellen 1 = 3 m, 11 = 2 m, lz = 
1 m mit P = 50 kg, PI = 80 kg, P 2 = 100 kg belastet. Die zulassigen 

Spannungen seien: auf der Zugseite ti P 

der Biegungsfestigkeit Kb = 470 at, auf ~::::::;:=+==~=:::::\ 

der Druekseite i der Druekfe8tigkeit 

K = 280 at. Welche Abmessllngen 
muG der reehteekige Querschnitt fUr sicheres Tragen bekommen, 
wenn dai Verhltltnis der Breite zur HClhe 5: 7 sein soll? 

181. Ein mit Wasser gefiilltes eisernes Robr von gegebenem 
Quersehnitt (Kreisring, Abmessungen in em) ragt aus einer Mauer 
hervor. Es soll an seinem Ende Mchstens ' 
5 mm Durchbiegung aufweisen; wie groB 
darf die freie Lll.nge x angenommen werden? 
(Elastiziti1tszabl E = 2 . 106 at, Einheits
gewicht des Eisens r = 7,8.) 

io 

- --- ... "'C---- ->1 

182. U m die Tragfithigkeit einer Rohre A C, die bei C belastet wird, 
zu 'vermehren, wird in das Innere ein gut pas
sender Holzkern geschoben, der bis B reicht. 

Wenn II die hochstens zulll.ssige Rohr
lll.nge oh11e Benlitzung eines Holzkerns ist, 
wie groB (1) darf die Lll.nge bei Einlegung 
des Kerns sein? Wie groil darf die Lll.11ge x 
del' Einlage sein? 

183. Zwei gleich starke Balken sind an dem einen Ende durch 
mehrere Sehrauben an einem starken Klotz befestigt, an dem anderen 
Ende dureh eine 1 em starke 
Sehraube miteinander verbunden. 
Welehe Erscheinung tritt bei ...... ...,r.-r---L.--::----l 

fortwll.hrendem Anziehen der hL-+-L-.- ---.. 
reehten Sehraube fruher ein: der 
Bruch der Balken oder das Zer
reiBen del' Schraubenspindel? (Kb = 470 at Biegungsfestigkeit des 
Holzes, Kz = 4000 at Zllgfestigkeit des Eisens vorausgesetzt.) 

184. Ein holzerner Balken von 1 = 3 m Litnge und reeht
eekigem Quersehnitt (b = 20 em, h = 28 em) ist einseitig ein
gemal1ert. Welehe Last P kann der Balken am Ende sicher tragen, 
wenn er a) hochkantig (b horizontal), b) ftachkantig (b vertikal) ge-

\Vit t" nb:\uer, Au fr:alJen. H. 3. Anll. : ~ 
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lagert wird? Das Eigengewicht ist nicht zu berflcksichtigen. Zu
litssige Biegungsspannung kb = 44 at. 

185. Ein vertikal stehender Telegraphenbaum von 1 = 10 m 
Lange iiber dem Boden soll einen solchen Durchmesser d bekommen, 
dall er dem Winddruck von 125 kg f. d. m2 mit zehnfacher Bruch
sicherheit widerstehen kann. Die Biegungsfestigkeit ist mit 420 at 

anzunehmen, der gesamte Winddruck (nach R. 
to-t, -..1 V. LollI) gleich dem 0,785 fachen Druck auf den 

Langsschnitt des Baumes. Wie groB muE d 
gemacht werden? 

186. Die Speiche eines Rades hat kreuz
formigen Querschnitt von nebenstehenden Ab
messungen in cm und eine Lange von 2 m; das 
eine Ende steckt in der N abe des Rades, das 
andere Ende wird durch die U mfangskraft des 
Rades belastet. Wie grof3 darf diese Umfangs

kraft P sein, wenn die zulassige Biegungsspannung kb = 200 at 
nicht uberschritten werden soIl? 

p 187. Ein Holzbalken von rechteckigem 

1- -l,om,-~ IIII1~1I1I1I 1 Q~erschnitt (\1 = 2? c~, h = 30 cm) ~nd del' 
_ Lange 1 = 1,8 m wlrd m nebenan gezelChneter 

~ --- ._ - 1,6m- - - -<-< Weise belastet. Die Emzellast P = 1000 kg 1st 
bekannt. Wie groB darf die gleichformig ver

teilte Last Q gewahlt werden, wenn die Biegungsspannung kb = 80 at 
nicht iiberschritten werden solI? 

~~~16,-~ - T 
I 
I 
I 
I 

300 
I 

188. Ein gewalzter Triiger von nebenstehendem 
Querschnitt solI eine derartige freie Lange bekommen, 
daB die Durchbiegung f am Ende 2 cm betragt. 
Wie groB mull diese Lange gemacht werden, wenn 
auBer dem Eigengewicht keine Last vorhanden ist? 
(Einheitsgewicht r = 7,8; Elastizitatszahl E = 2 . 106 at ; 
Abmessungen in mm.) 

189. Eine guBeiserne Riemenscheibe vom Durch-
messer d = 0,4 m macht n = 60 Umdrehungen 

~ 
in del' Minute und ubertragt N = 12 PS. Sie 
besitzt 4 Arme von elliptischem Querschnitt; 

:.. _ __ ~_ ___ das Achsenverhaltnis del' Ellipse soll a: b = 2: 1 
3 P sein. Die zulassige Zugspannung ist k:t = 150 at. 

Man soIl die Abmessungen a und b des Quer-
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schnitts eines Armes mit Rucksicht auf die zulltssige Biegungs
spannung des GuBeisens rechnen. 

190. Ein guBeiserner Trager von 1 = 
2,8 m Lange mit dem Querschnitt einer Hohl
Ellipse wird am freien Ende durch eine Last 
P belastet. Wie groB darf letztere fur sicheres 
Tragen (zulassige Zugspannung kz = 200 at) 
genommen werden, wenn a = 20 cm, h = 15 cm, 
a1 : a = h1 : b = 4 : 5 und wenn das Eigen
gewicht berucksichtigt wird? (Einheitsgewicht 
des GuBeisens r = 7,5.) 

191. Ein Trager von 1 = 3 m Lange und 
nebenstehendem Querschnitt mit dem Einheits
gewicht r = 7,5 solI am Ende die Last P = 
3000 kg sicher tragen. Die zuIlI.ssigen Span
nungen sind 300 at fur die Zugseite, 8UO at 
fur die Druckseite. Wie groB muB x ge
macht werden, wenn das Eigengewicht be
rucksichtigt wird? 

J/'T--- 1zr--~- - 1 , - I 

I 
I 

X I 

1Zx 
I 
I 
I 

I. I 
~_~~ __ __ 1-

*192. In welche" Entfernung x vom 
Auflager befindet sich der Bruchquerschnitt 
eines pyramidalen Tragers von der Lange 1 
und den Hohen h und h1? Die Breite ist 
konstant, die Last P hll.ngt- am Ende. Wie 
groB ist das Biegungsmoment im Bruchquer
schnitt? Das Eigengewicht ist nicht zu 
berftcksichtigen. 

3tL P *193. Ein an seinem oberen 
Ende von einer Kraft P heanspruchter 
Leitungsmast hat eine linear verander
liche Breite 2 z. Sein Quel'schnitt hat 
nebenan gezeichnete Form. Wenn 2 a 
seine Breite am oberen Ende ist, wie 
groB muB diese in dem meist bean
spruchten Querschnitt gewahlt werden? 
W 0 ist dieser? 

r 
I I ~ 

I I 
I oX 

I I 

f ~ I 

I 
_T_ 

I 
I 

! ZlJ 

~ 

)x 

FA 

~11 
-------r-

I 

Tl 
(F. Hartmann, Zeitschr. d. Osterr. lng. u. Arch. Ver. 1909.) 
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*194:. Ein Trager A 0 = I ist von del' Mitte B bis 0 gleich
fonnig mit q fitr die Langeneinheit belastet. Berechne die N eigung r 
des 'rritgers und dessen Dnrchbiegung f bei O. 

1IIIIIIIIIIIIIIIIIII jil 
B C 

Aufg. 194. Aufg. 191i. 

*195. Man berechne die Dnrchbiegung f in der Mitte eines 
einseitig eingespannten Tragers bei obenstehender Belastung. 

p. p. *196. Es ist die Durchbiegung am S-_a.-4z ), Ende ein~s Tragers :u. suchen, der i~ 
C -----"- -- ,,---- --~ nebengezelChneter WeIse durch ZWCl 
.~'" E' 11 ; lDze asten beansprucht wird. 

197. Man suche die vorhergehende Aufgabe ohne Benfitzung 
del' elastischen Linien, nnr auf Grund del' Gleichungen 43 und 44 

zu losen. 

( A C 
I . 'r 18 

198. Ein Trager A B yom 
Gewicht Gist in C eingemauert 
und wird in del' ~fitte des 
kleineren Feldes mit P belastet. 

~-----31L-----*-a. .-*- a.-..., 

Wie graB mllB P sein, wenn die Durchbiegungen in A und B 
gleich groB sein sollen? 

*199. Wie groB iet die Durchbiegung 
am Ende des Tragers A B, wenn seine 
Belastung von der Einspannung A bis 
zum Ende B gleichmiiBig zUllimmt? 
(Dreieckslast. ) 

200. Ein Balken, dessen Seite ABO 
eingemauert ist, wird au der Kante E 
mit P belastet. Welch en Winkel If' 
bildet die meistgespannte Flache A B D 
mit A E, und wie groB ist die in ihr 
entstehende groBte Spannung? 

*201. Ein Kegelstutz von den Ab
messungen wie in del' Abbildung zur Aufgabe 192 wird wie dort 
belastet. Man suche die Durchbiegung unter del' Last. Das 
Eigengewicht ist nicht zu berucksichtigen. 



Der £rei aufliegende Trager. ., ... 
vi 

*202. Ein Kreiskegel wird ill horizontaler Lage an seiner 
Grundfiache festgehalten. Man suche die Durchbiegung an del' 

Spitze iIlfolge des Eigengewichts. 

203. Eille in A horizontal eingespannte 
und an ihrem Ende mit P belastete Feder 

I 
I 

-- - -- & - -_._ --,..j 

P! 
~, -

Aufg. 203. 

schmiegt sich .bei ihrer Biegung an eine feste KUfve C, deren 
Gleichung gegeben ist. Man bereclme die Dllrchbiegung del' 
Feder unter del' Last. 

204:. Die Kurve C del' vorigen Aufgabe sei ein Kreisbogen 
mit dem Ralbmesser r. Man ermittle die Durchbiegnng del' Feder 
unter del' Last. 

*205. Die }<'eder des G e h l' e schen Dampfmessers (vergl. Ab
bildung zur Aufgabe 203) besitzt die Eigenschaft, daB die Durch
biegung unter del' Last del' Quadratwurzel aus diesel' proportional 
ist. Man suche die Gleichung del' Kurve C unter del' Antlahme, 
daB es sieh nul' um kleine N eigungswinkel handelt. 

*206. Aus einer bestimmten Materialmenge soll ein eillseitig 
eingespannter Trager von kreisformigem Querschnitt geformt 
werden; del' Trager wird an seinem Ende belastet und soll die 
kleinste Durchbiegung haben. V.l elchem Gesetze muB del' ver
il.nderliche Durchmesser z dieses Tragers genligen? 

CR. B 1 as ius, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 62. Bd.) 

5. Der frei aufliegende Trager. 

Man zeichne die Schaulinien del' Biegungsmomente fUr folgende 
Belastul1gsfalle und gebe die Auflagerdrflcke, sowie GroBe und Stelle 
del' groBten Biegungsmomente an. 

Il eJ Il 

A r~II~I~I!I~I!~~~I~I~!~I~I~8 207. 
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208. 

209. 

Biegungsfestigkeit. 

~r e ~ 
A r-a,-}l lll l l llllIlIIlilllII l l l lIIl~ -- -.?--1 8 

...-- - ---- -- -l: - -- ---- - - - >l 

}111111111II1111II1~8 
... --b -~ 

210. Trager mit steifem Arm p, 
an dem eine achsiale Last wirkt; 
A ist freies Auflager, B ein Gelenk. 

~ I ~ IIII II!I ~IIIIIIIII I e 11!!1I1111f"WI!II 
L n 11 11111 111 11111111111 11111111 L 

211. Trager ohne Auflager mit 
gleichformigenBelastungen,die unter
einander im Gleiehgewieht sind. 

a: [, t~ 212. Ein guBeisernes Rohr von 
20 em auBerem Durehmesser und 

1 em Wandstarke, das innen mit Wasser gefullt ist, liegt an den 
Enden frei auf. Wie groB dad die Entfernung der Auflager sein, 

~ wenn hoehstens eioe Spannung von 
300 at gestattet ist? (Einheitsgewieht 
des GuBeisens r = 7,5.) 

213. Ein Balken A B von qua
dratisehem Quersehnitt S2 und 4 m 
freier Lange wird in der Entfernung 

.~======::::;!~8 1 m vom Ende mit 1000 kg belastet. 
Der Balken wird in A und B an zwei 

Aufg.213. 
Eisenstangen aufgehangt. Man bereehne 

die' Seite s des Balkens, die Durehmesser d1 , d2 der beiden 
Stangen, wenn kb = 70 at Biegungsspannung fur Holz, kz = 700 at 
Zugspannung fur Eisen erlaubt sind. 

... - /,0_ .., 
z -]" 

I 
I 
I 

110 
I 
I 

l' I 
ly.im~Sl.. .t 

214. Ein gewalzter Trager von nebenstehendem 
Quersehnitt wird das eine Mal auf dem 20 em 
breiten Flanseh gelagert, das andere Mal derart, daB 
die Tragerhohe 40 em horizontal liegt. Welehe freie 
Lange muBte der Trager in dies en beiden Fallen be
kommen, wenn er nur infolge seines Gewiehtes zer
breehen sollte? (Biegungsfestigkeit Kb = 5000 at, 
Einheitsgewieht r = 7,8, Abmessungen in em.) 
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215. Ein holzerner Balken von nebenstehendem Quersehnitt 
und 2,5 m Lange liegt an den Enden frei auf. Welehe 
Last P kann er in der Entfernung 1 m vom Auflager 
sieher ertragen, wenn die 
zulassige Biegungsspannung 
kb = 80 at betragt? Das 
Eigengewieht ist zu ver
naehlassigen. 

r--- 1m--4 
';,\ iP 

.... -- --- --~ '2,5 m.--- ___ ~ 

216. Ein Trager von 8 m Lange und neben
stehendem Quersehnitt wird mit 4000 kg fur den 
m gleiehformig belastet. In den Entfernungen 
a = 2 m von den Auflagern sollen symmetriseh 

50 zwei gleieh groBe Lasten P aufgebraeht werden. I , 
Wie groB darf P sein, wenn die zulassige , , 

Biegungs- I 

spannung kb = :-' oJ nt =r p 1: -Zm--1 3J1 p~~~a ~ 
1360 at nieht 2'i jt; 

ubersehritten werden solI? (Abmessungen in em.) 

217. Ein Balken, des sen Achse die Rohe h halbiert und der 
die Litnge 1 besitzt, wird gleieht6rmig belastet. Die Durchbiegung f 
in der Mitte wird gemessen. Wie groB ist die groBte auftretende 
Spannung? 

218. Man soIl das Verhitltnis der' groBten Durchbiegungen 
zweier rechteckiger Balken aus demselben Material n u r durch 
deren Litnge und Rohe ausdrucken, wenn die Lasten bei beiden 
Balken die Litnge im gleichen Verhaltnis teilen' und gleich groBe 
Maximalspannungen hervorrufen. 

219. Ein holzerner Balken von 1 = 4 m Stutzweite und recht
eekigem Querschnitt wird in der Entfernung a = 1,0 m vom Auf
lager A mit P = 800 kg belastet. Die Breite b des Balkens solI 5/7 

der Rohe h sein. Wenn die Biegungsfestigkeit des Rolzes mit 670 at 
angenommen und elffache Sicherheit gewunscht wird, zu berechnen: 
a) die Abmessungen b und h; b) die Neigungswinkel a und (J 
des Balkens an den Auflagern A und B ; c) die Durchbiegung f 
nnter der Last; d) die groBte Durchbiegung des Balkens und ihre 
Entfernung vom Auflager A. (Elastizitittszahl E = 128000 at.) 

220. Ein guBeiserner Tr!i.ger von 5 m Stutzweite wird in umstehend 
gezeichneter Weise belastet; der Querschnitt ist ain Kreisring, das 
Verhllltnis des inneren zum ltuBeren Durchmesser d: D = 6: 10. 



BieguHgsfestigkeit. 

Die zulassige Zugspannung sei kz = 300 at. Es sind zu berechneu : 
a) die Auflagerdrucke A, B; b) die Bieguugsmomente in C, D, E; 

600 h 800 ), 1Jl)0 ), 
c) die zulassige Biegungs
spannung kb j d) mit Rueksieht 
auf kb die Durchmesser d 
und D. (Das Eigengewieht 
ist nicht zu berucksiehtigen.) 

A lc 10 £J B 
4( . I I 2S 
... -1.0m -- -- -1,5 m .. -.- - - Z,O m - - ' '"''0,5;;; 

Aufg, 220. 

221. Der Quersehnitt eines Tragers besteht aus einem Doppel
T -Eisen und zwei symmetrisch angeordneten Schienenprofilen. Die 

aqo 
i 
I 

~~l-
I 

1311-

wichtigsten Abmessungen sind in mm eingesehrieben. 
Die Schiene hat 42,53 em ll Quersehnitt uud das Trag
heitsmoment il = 1036,6 em~ fur ihre horizoutale 
Sehwerlinie; das Doppel-T -Eisen hat 46,4 em2 Quer
schnitt und das Tragheitsmoment i2 = 4288 cm~ fur 
seine horizontale Sehwerlinie. Dieser Trager solI 
auBer seinem Eigengewicht (Einheitsgewicht r = 7,8) 
noch eine gleichformige Last von 297,5 kg fur den m 
tragen. Wie groB darf die freie Lange I angenommen 

__ .1. werden, wenn die groilte Durchbiegung 5 mm be
trageu solI? (Elastizitil.tszahl E = 2. 106 at.) 

222. Ein Trager, dessen 
Querschnitt ein regelmaBiges 
Sechseck von gegebener Seite s 
ist, wird in angegebener Weise 

von der Mitte an gleichformig belastet. Wie groB darf z gemacht 
werden, wenn die Spannung kb gestattet ist? 

223. Der Trager A B ist in 
nebenstehend angegebener Art 
durch drei Dreieckslasten Q be
lastet. Sie sollen durch zwei in C 

und D hangende, gleiehe Einzellasten P ersetzt werden, welche das
selbe Maximalmoment hervorrufen. Wie groB wird P sein mussen? 

*224-. Auf einem Trager sind zwei Lasten P und Q, welche 

~ 
die Entfernung a voneinander bei-

~==+==+=======il6.1 behalten, verschiebbar. Bei welcher 
~ -x.~ I StellungxentstehtunterPdasgroBte 
... -- ',- -- -- - - - l - , - - - ~ Biegungsmoment, und wie groB ist es? 

(E. B r au e r, Fest.igkeitslehre.) 
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*225. Eiu Balken wird durch . IP P L 
zwei gleiche Lasten P symmetrisch : ... ..a. -1 ~ -a,- ~ 
belastet. Man suche die Durch- .'/ t -__ rz __ ...: _ 1., ___ ~ .. __ "">IRB 

biegung in del' Mitte des Balkens. 

226. Auf einem Balken von del' Stiitzweite 1 stehen zwei Lasten 
PI undP2 in beliebigen Entfel'llungen Jp, .ql 
at und b2 von den Auflagern A und r - a., .. ] r _. -hr'i 

B. Man ennittle die Durchbiegungen )iA C 0 ~8 
f) und f2 des Balkens in C und D. ~ - - ------ 1, ------ - ..-1 

*227. ~{an Buche in del' vorhergehenden Aufgabe jene Stelle 
des Balkens, welche die groBte Durchbiegung aufweist. und zwar 
zunachst allgemein, sodann ffir P 1 =16 t, P 2 =20 t, 1=3,2 m, 
a1 = 0,8 m, bs = 1,0 m. 

228. In welchem Verhaltnis mtlssen die Lasten PI und P 11 in 
Aufgabe 226 stehen, wenn die Dnrchbiegung in del' Mitte des 
Balkens am groBten sein solI? Wie groB ist diese Durchbiegung? 

Zuerst allgemein, dann ffir a1 = }, b2 = -; .. 

" *229. Ein Trager A B = I wird auf die Lange A C = ]- I 

gleichformig mit q ffir die Langeneinheit belastet. In welcher Ent
fernung x von A befindet sich del' 
Bruchquerschnitt? Wie groB ist dort !,ii1""1i1! I II!INIlll IlIIiItI " 

das Biegungsmoment? Wie groB A C 

ist die Durchbiegung f in del' Tragermitte? 

68 

*230. Ein Trager hat eine ver-
teilte Belastung von nebenstehender a..~ 
Anordnung zu tragen. Berechne die A~~8 
Auflagerdrucke in A und B und das :::. :S:.-_H_ - t - - - - - I 
Biegungsmoment M fur eine be-
liebige ~telle, ferner die Entfernung Xl des Bruchquerschnittes 
und den groBten Wert Mt des Bieguugsmomentes. 

*231. Ein Trager von konstanter Breite b und veranderlicher 
Hohe nach nebenstehender Abbildung ""," Q' 

ist gleichformig mit q fur die Langen- jIlII!lmIfmmmmlnmlllIIi!llllllIlIIIIi!iIIll 
einheit belastet. In welcher Ent- ill. h,, - ---r--- - ------- h.. 
fernung Xl von A befindet sich I 

~ _8 
del' Bruchquerschnitt? Wie groB ist A L_~------~ 
die groBte vorkommende Spannung? :: .:7-_":"" _ .. _ 1, __ _ 
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232. Ein Doppelkegel von nebenstehenden Abmessungen und 
dem Einheitsgewicht r wird an den Spitz en gelagert. Man er

mittIe die groBte Spannung eines 
Querschnittes als Funktion von x, 
wenn nur das Eigengewicht be
rilcksichtigt wird, und zeichne die 
Schaulinie dieser Funktion. 

*233. Ein Kegelstutz von der Lange 
und den Halbmessern r und 2 r liegt in A 
und B frei auf und wird durch P belastet. 
Bei welcher Stellung Xl der Last treten die 
groBten Spannungen auf? Wie groB ist die 
groBte Spannung? 

*234:. Man ermittle filr 
den nebenan dargestellten Be
lastungsfall das groBte Biegungs
moment und die Entfernung xl 

seines Auftretens von A. 

*235. Auf einem frei aufliegenden Trager ist die Be

;~1~8 
100-- - - z-- - -----!.-- --">-i 

~111111111111I11I!iIMI III I I! 11 111 1 11111 A ______ .. ____ ~c 'r6 
1'"------ -- ~--- - - - - --o.l 

lastung Q in nebenan ge~ 
zeichneter Weise symmetrisch 
ausgebreitet. Man bestimme 
die Durchbiegung in der Mitte 
des Tragers. 

*236. Ein Trager von der 
freien Lange list vom Auflager A 
an bis auf die Lange a gleich
formig belastet. Man suche die 

Stelle dergroBten Durchbiegung und diese selbst. 

237. In der vorhergehenden Aufgabe wurde als selbstverstand
lich angenommen, daB die groBte Durchbiegung des Tragers im 
Felde A C liegt. Bei welcbem Wert von a verliert diese Voraus
setzung ihre Richtigkeit? 

*238. Bei der Belastung des Tragers in Aufgabe 236 werde 
die gleichformige Last derart vorgeschoben, daB die Belastungs
grenze eden Weg AB beschreibtj sobald C in B angelangt ist, 
erscheint der ganze Trager gleichformig belastet. Welchen Weg 
beschreibt hierbei die Stelle der groBten Durchbiegung? 
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239. Eine Einzellast werde tlber den Tritger hinweg ge
schoben. In welchem Teile des Tragers liegen die hierbei auf
tretenden groBten Durchbiegungen? 

*24:0. Auf einem Trager AB=1 steht eine Last Pj auBerdem 
ist er links von P mit q, rechts p~ 

v~n ~ mi~ 2 q f~ die Litngen- ~Iilllllilillllllil ~111111111111111111~~lilllllllllllllll 
emhelt glelChformlg belastet. In A __ ~ __ >-l B 
welcher Entfernung g von A ... --------t---------~ 
wird P stehen mtlssen, damit das Biegungsmoment bei C seinen 
groBten Wert annimmt? 

24:1. Zwei StAbe 2 a und 2 b, die an den Enden frei aufliegen, 
sind gleichfarmig mit q ffir die Litngeneinheit 
belastet; sie werden llbereinandergelegt und 
berllhren sich in ihren Mitten. Wie groB 
ist der gegenseitige Druck in der Mitte der 
StAbe? In welchem Verhitltnis stehen die 
Auflagerdrllcke in A und B? 

(A. Fop pI, Festigkeitslehre.) 

A a, a, 

B 

*24:2. Welche Form nimmt die Achsa aines in der Mitte mit P 
belasteten, an den Enden frei aufliegenden Stahlstabes von der 
Llinge 1 an, wenn die Belastung die Proportionalitatsgrenze stark 
llberschreitet und wenn hierbei das Spannungsgesetz ali = Ce zu
grunde gelegt werden darf? 

(Leitzmann, Zeitschr. d. Vel'. deutsch. lng. 1900.) 
*24:3. Wie groB wird in voriger Aufgabe die Durchbiegung p 

in der Mitte des Stahlstabes , wenn des sen Querschnitt ein 
Rechteck von den Abmessungen b und h ist? 

6. Der Trager mit iiberhingenden Feldern. 
Man zeichne die Schaulinien der Biegungsmomente ffir folgende 

Belastungsfalle und berechne die Gratie und Stelle der gra13ten auf
tretenden Biegungsmomente sowie die Lage der Wendepunkte im 
Trager (Biegungsmoment M = 0). 

24:4:. C,IIII1I1~III11IL!P !11111111ff111111111 
~ 'E [, B 0 

I-.--Ih--,.....-z--i+-z-~ -Qr -.~ 
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24:6. 

247. 
e lP clllllllllltll lll lllYWlllll!IllllIIlIlllIlllllll 

' 6 ,0 
..... - a.- - ....... ' - -- l - -- -...... - - a. _ .~ 

248. Der Trager einer in C gelagerten Drehbrilcke ist in 
folgender Weise durch zwel Einzellasten 4 t und 2 t und durch 

die gleichformige Last 200 kg 
fiir den m zwischen B und C 
belastet. W ie groB muB die 
in D anzubringende Last P 
fiir Glelchgewicht sein? Wie 

gTO£ ist del' Zapfendruck in C? Man zeichne die Schaulinie del' 
Biegungsmomente fur den ganzen Trager mit Angabe del' Biegungs
momente in B und C. 

249. Ein Holzbalken VOll 8 m IJange liegt in A und B frei 
auf; er ist zwischen A und = pT rr m®rmn 'B mit zwei gleichen Einzel-

E~ fc ~ ~ F lasten von je 3 t svmme-
... -1,5-_-~5-..,... - -3.0 - ~-f,S- ..... -1,5· '"1met. tr' h d' d ""b 

lSC un lD en u er-
hangenden Feldel'll EA und BF mit q = 1,2 t fur den m gleich
formig belastet. Man berechne: a) die Auflagerdrucke in A und B; 
b) die BiegungRmomente in A und C; c) die Stelle des Tragers, 
wo das Biegungsmoment Null wird; d) die Abmessungen des Balkens, 
wenn b: h = 5 : 7 und die zulassige Biegungsspannung kb = 60 at 
sein solI. Man zeichne die Schaulinie del' Biegungsmomente. 

250. Eine Drehbrucke AB C von 13 m Lange ist in B dreh
bar gelagert und liegt bei C frei auf. Sie ist mit q = 2 t fUr den m 

gleichformig belastet. 
1hr Querschnitt be
steht aus vier gleichen 
Winkeleisen in neb en-

x stehender Anordnung J ll"i (Abmessungen lD em). Die Dicke del' "\Vinkeleisen 
ist durchwegs 1,4 cm. a) Welche Last P mui) in C 
angebracht werden, damit Gleichgewicht besteht? 

... AO.... b) vVie grofi ist del' Druck auf den Zapfell bei B? 
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c) Wie groLl ist das grolJte Bieguugamoment, und wo ist del' Bruch
querschnitt? d) Welche Rohe x muB del' Trager bekommen, damit 
die zulassige Biegungsspannung von 800 at eingehalten ",ird? 

251. Del' Trager A B hat ein ilberhangendes 
Belastung ist aus del' Abbildung zu entnehmen. 

Feld CA; die 
Wie groB muS 

die Lange 11 des iiberhangen. 
den Feldes gemacht werden, 
wann die Biegungsmomente 
in A und D gIeichen abso
luten Wert haben sollen'~ Wie groB ist diesel'? \Vie groU Silld 
dann die Auflagerdriicke in A und B? 

252. Auf einem frei aufliegenden Trager mit iiberhangendem 
Felde IaBt sich eine gleichformige Last von gleicher Lllnge I !:le
lie big verschieben. Wie groIl 
muB del' Abstand A C gemacht 
werden, wenn die absoIuten Werte 
del' Biegungsmomente in C und B 

... ----- l -- - - .... 

t --.r- l l11ll11l11ll11ll@WIllIIIllIIUIIII<r 
,..,------- ~-- - - '"1 

gleich groB sein sollen? ViTie groil sind dann diese ~fomente? 

253. Ein gIeichformig belasteter Trager soIl auf zwei sym
metrisch liegende Stiitzen A und R gelegt werden. Wie mu{\ die 
Entfernung z derselben gewahlt 
werden, wenn die Biegungsspan
nungen den kleinsten Wert an
nehmen sollen? 

.... ------- - - l -- ------- .; 
I I A4.. _____ -- z - __ ..10 

*254. Wie groB mull in vorhergehender Aufgabe die Entfel'nung 
z del' Stiitzen gewahlt werden, wenn del' Trager tiber den Stutzen 
horizontal bleiben soIl? 

*255. Ein Trager A C = 1 ist in untenstehend gezeichneter Art 
gelagert und mit q ffir die Langeneinheit gleichformig belastet. 
Man suche : a) die Auflagerdr(tcke in A und B; b) die Schaulinie 
del' Biegungsmomente; c) die q-

grofiten Biegun~smomente des A "lImllllll!lllll!l!Il1l11 ! !II !!!IIIIIII!III!!I!!III~III!1II11II11!II~ 
Tr!l.gers und dIe Stellen, wo t-<---- - -- l-,----- --J.....,. - a - ...,., 
eie Buftreten; d) die Stellen, 
wo dlts Biegungsmoment Null wird; e) die Gleichung del' elasti
schen Linie. 
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256. Derselbe Tr!iger wie in der vorigen Aufgabe soIl neben

r~ 
i '''6~ ! l? .s 
I 11 
I . 

1~ ! 
I I 
i~'1 I . l 
L .1 

... - .JO- ..... r 

stehend gezeichneten Querschnitt haben (Abmes
sungen in em). Uberdies sei gegeben: Elastizit!its
zahl E = 2 • 106 at; zulltssige Biegungsspannung 
kb = 700 at, Trltgerlltnge 1 = 6 m. }Ian b'breehne: 
a) die L!inge 11 (Stiitzweite), wenn die gr{)f3te 
Tragflthigkeit des Trltgers erzielt werden soIl ; 
b) auf Grund dieser gerechneten Lltnge 11 das 
gr{)Bte Biegungsmoment und die ffir den Meter 
gestattete Last q ; c) die Auflagerdriicke A und B; 
d) das Aufsteigen des Tr!igers am Ende C. 

*257. Auf einem Trager von der Lange A C = 1, der in neben
stehend gezeichneter Art gelagert ist, liegt eine verteilte Last, deren 

Belastungslinie die Gleiehung q = ax 
hat. Man berechne: a) die Auf
lagerdrUcke A und B ; b) die gr{)Bten 
Biegungsmomente und die Stellen, 
wo sie auf·treten ; c) die Stellen, wo 

das Biegungsmoment Null wird; d) die L!inge 11, wenn verlangt 
wird, daB die Tragfahigkeit des Tragers am gr{)Bten sein soIl. 

*258. Ein Triiger mit zwei gleichen uberhangenden Feldern 
wird an den Enden mit zwei Pt --·a -~ - - -. l----; --4- _ jP gleiehen Lasten ~ belastet. 

C Ali 3D 0 Wie grof3 muB T = z ge-

macht werden, wenn die absoluten Werte der Durchbiegungen in 
der Mitte und an den Enden gleich sein . sollen ? 

259. Man soIl die Durchbiegung in der Mitte des Trltgers der 
vorigen Aufgabe nach der genaueren Gleichung 39 berechnen und 
den U nterschied gegen die nach der angenllherten Gleichung 40 
gerechnete Durchbiegung angeben. 

*260. Ein Trager von der Lllnge 21 

Q Pl 
Ajllllllllililllllllllllllllllllllllllillfllc B I 

I..--- - ---~ ----- *"' ----- l -- ---.... 

ist am Ende A und in 
der Mitte B frei aufge
lagert. Das Feld A B 
ist mit Q gleichfurmig 
belastet; am Ende C 
steht eine Last P. In 

welchem Verh!iltnis mllssen P und Q stehen, wenn die Durch
biegung in C Null sein solI? 
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7. Statisch nnbestimmte Trager. 
261. Ein Holzbalken von 4 m freier Lange wirq in neb en

stehender Weise durch drei Gewichte belastet und an den Enden 
eingespannt. Die Breite b 300 lr 1100 lr 300 lr 

des. rechteckigen Quer- t tc to l[ :tB ~ 
schmttes soIl zur H6he h ~_~A::""_--l':!::-_-'~---r~'---":::-~ 
im Verhaltnis 1: 2 stehen. ~ --1711. - 0+<--1771- -. --1771-_--1m-

Wie groB miissen b und h gemacht werden, wenn die zulassige 
Biegungsspannung kb = 50 at nicht iiberschritten werden solI? 
(Eigengewicht zu vernachlltssigen.) 

262. Ein Wasserleitungsrohr von D = 20 cm il.uBerem und 
d = 16 cm innerem Durchmesser ist an den Enden eingemauert. 
Welche Lange I darf es bekommen, wenn auBer dem Eigengewicht 
des Rohres (Einheitsgewicht r = 7,5) und dem Gewicht des Wassers 
keine Last auf das Rohr wirkt und wenn die zulassige Biegungs
spannung 300 at betragt? 

263. Ein guBeiserner Trager von nebenstehendem Querschnitt 
(Abmessungen in cm) und 1=4 m freier Lange -- 1" 

(Enden eingespannt) wird in seiner Mitte bis I 

zum Bruch belastet. In welchem Querschnitt 1 
tritt der Bruch ein? An welcher Stelle des .... 30 

I 

Querschnittes? Wie groil ist die Bruchlast, -1~~~tr' j 
wenn die Zugfestigkeit des Guileisens mit J_ 
Kz = 1250 at angenommen wird? Das Eigen
gewicht ist . zu vernachlassigen. 

.... -- - 0- - --t 

-r 
I 
I 
I 

ZIIO 

I 
I 
I· 

264. Ein Trager von 1 = 2,5 m freier Lange 
(End en eingespannt) und nebenstehendem Querschnitt 
(Abmessungen in mm) tragt in der Entfernung 
a = 0,8 m vom Auflager eine Last P. Wie groB 
darf diese mit Rllcksicht auf das Eigengewicht des 
Tragers sein, wenn das Einheitsgewicht r = 7,8 und 
die zulassige Biegungsspannung kb = 1000 at betragt? 

,"""",,~'I-_.l 

Wie groB ist die Durchbiegung unter P mit Rllcksicht auf das 
Eigengewicht? (E = 2 . 106 at.) 

265. Ein Trager aus Schmiedeisen von halbkreisformigem 
Querschnitt und 1 = 4 m freier Lilnge (Enden 
eingespannt) wird in der Entfernung a = 1,5 m 
vom Auflager durch eine Last P belastet. Wie 
groil darf P sein, wenn das Eigengewicht des 
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Tragers berfieksiehtigt wird (Einheitsgewiebt r = 7,8) und wenn 
eine Biegungsspannung kb = 1000 at. erlanbt ist? 

*266. Del' Trager ist von del' Mitte bis zum Ende mit q ffir 
die Lltngeneinheit gleiehformig belastet und an den Enden einge-

. l spannt. Man ermittle die Auflager-
OC--- 7 - - cl !1II11 I1 I1I1IIDllllll llmfB1 drfieke, die Auflager~oment~, die 
~-- - ------ l------~ Wendepunkte und GroBe SOWle Ort 

des grl:ifiten Biegungsmomentesinner
halb der freien I,ange: aueh 7.eiehne man die Sehaulinie del' 
Biegungsmomente. 

267. Ein guBeiserner Trll.ger von I = 5 m freier Lll,nge und 
nebenstehendem Quersehnitt (Abmessungen in em) ist 
in gleieher Weise belastet und eingespannt wie der 
Trager in vorhergehender Aufgabe. Wie gro£ darf die 
Belastung q ffir den Meter angenommen werden, wenn 
die zulassige Zugspannung kz = 300 at ist? Das 
Eigengewieht ist zu vernac:hlii.ssigen. 

268. Ein Balken wird nur dureh zwei gleiehe und entgegen
gesetzte Einspannungsmomente M an seinen Enden beansprucht. 
Man berechne den Winkel, um den sieh der Balken an jedem 
Ende senkt, und die Durchbiegung in der Mitte seiner Lii.nge. 

269. Ein dUnner Stab ist zweimal rechtwinklig abgebogen und 
l an den Punkten 001 drehbar befestigt. Wie 

:[ -..:.----,lp gtoB muB die Kraft P gemaebt werden, da
~ tP mit die Enden des Stabes sieh berUhren, 
0., __ --,;--__ .....J_ wenn die rechten Winkel bei 001 sieh 

l 
nicht verandern konnen? 

*270. Ein Trager ist zwischen den Drittelpunkten gleichformig 

t cllllil 11111 IHlllllllllo ,1 _l __ -- .k.-_ --__ ~ 
~ 4 4 ' 4 

mit q ffir den Meter belastet 
und an den Enden eingespannt. 
N ach welchem Biegungsmoment 
ist der Trii.ger zu rechnen? In 

welchem Querschnitt treten keine Normalspannunv,en auf? 'Vie 
sieht die Schaulinie del' Biegungsmomente aus ~ 

*271. Auf einem beiderseitig eingespanntE\D Trager ist eine Last 
Q derart verteilt, daB die Belastungs-

~:-; linie eine Gerade ist. Man berechne 
~ die Auflagerdrficke in A und B, die 
~7B Auflagermomente MA und Mn, die Lage 
~ ~ del' Wendepunkte lmd das gru£te 
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zwischen den Auflagern vorkommende Moment. Nach welchem 
Moment ist der TrAger zu rechnen? 

*272. Ein TrAger ist durch eine Einzellast P in den Ent
fernungen a und b von den Einspannungsstellen A und B und ilber
dies durch eine gleichformige Last q fUr die Langeneinheit belastet. 
Man ermittle diejenige Stelle des Tritgers, an der die Durch
biegung den groBten Wert erreicht. 

*273. Ein beiderseitig eingespannter TrAger ist fiber die LAnge x 
gleichformig und symmetrisch belastet. .... __ - oX __ ~ 

Wie groB muB x gemacht werden, I: 11I1I1I1!l1I1!11II11II1I!11 =I 
wenn das Auflagermoment n mal so ~ ------ t ----
groB sein solI wie das Biegungs-
moment in der Mitte des Tragers? Zwischen welchen Grenzen 
kann n schwanken? 

274:. Ein beiderseitig eingespannter Balken wird symmetrisch 
mit zwei ungleichen Lasten P 1 und P 2 

belastet. Wie groJ3 muB P2 gewahlt ~ !P, rz ___ 1* 
werden, wenn das Biegungsmoment "I!i\£l=~---a.-~J"----!-~--_~~~ 
nnter P 1 verschwinden soIl? 

275. Eine Welle von 1 = 10 m Lange, deren eines Ende em
gespannt ist und deren anderes Ende frei aufliegt, trligt in der 
Mitte die Last P = 8 t. Man zeichne die Schaulinie der Biegungs
momente und berechne den Halbmesser der Welle, wenn die zu
lll.ssige Biegungsspannung kb = 700 at nicht ilberschritten werden 
solI. Wie groB sind die Auflagerdrucke und der Neigungswinkel 
der Welle am freien Ende? An welcher Stelle der Welle treten 
keine N ormalspannungen auf? Auf das Eigengewicht der Welle 
ist keine Rilcksicht zu nehmen. (E = 2 . 106 at.) 

276. Ein TrAger, der in A und B frei auflagert und mit Q 
gleichformig belastet ist, hat ein l1berhll.ngendes Feld Be, das 
in emit P belastet ist. ~ 

Wie groB mUB die Lllnge a ~S""I!"I!II!II!IIIIIIII!IIIIIII!!I"!II"I!!~ PJ 
dieses Feldes gemacht wer- 1-'>---- - 1. _ _ _ --.! __ a.- __ .J.C 
den, wenn der Trliger als 
ein in B eingespannter betrachtet werden kann? W 0 ist sein 
groBtes Biegungsmoment und wie groB ist es? Wie groB sind 
die Auflagerdrl1cke? Es ist 1 = 2,5 m, Q = 2250 kg, 
P = 1800 kg. 

WithnblLuH, Aufrabe ... II. II. AIlII. 
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277. Ein Trager aus FluB stahl von I = 3,5 m J.Jange und 
JP sechseckigem Querschnitt ist in der Mitte 

~! mit P = 4500 kg belastet. Welehe Seiten-a- -j.--..l...--i- -J lange muB das regelmaBig~ Sechseek, 
von dem zwei Seiten horizontal sind, er

halten, wenn die Biegungsspannung kb = 2494 at gestattet ist? 

278. lJber der Mitte eines frei aufliegenden Tragers AB ist 
eine Stange von der Lange II in 0 auf-

l1 gehoben und am Ende der Stange be-10 gehangt, die nicht ganz bis AB hinab· 
reicht. Nun wird die Mitte des Tragers 

r----1---" festigt. Welche Spannung S wird in 
I. -fa ihr entstehen? (Ohne Beriicksichtigung 

A~*,----""--~88 der Eigengewiehte.) 

o 

1"----1---
14 .... --..... --... 

p 

o 

279. Ein in A und B frei aufliegen
der Trager von der Lange 12 wird in 
seiner Mitte mit P belastet und in 0 
an einer Stange von der Llinge 11 
aufgehltngt. Weleher Teil PI der Last 
P wird von der Stange getragen und 
weleher .. Teil P g vom Trager? Wie groG 
ist die Durehbiegung f in der Mitte des 

Trllgers? (Obne Beriieksiehtigung der 
Eigengewiehte.) 

280. Der Trllger der vorigen Auf
gabe werde noeh durch einen anderen 
frei aufliegenden Balken unterstiitzt, 
der senkreeht zur Bildflaebe steht, die .. ---.,..--....,8 Lange 13 hat und mit seiner Mitte in 
C versehraubt ist. Wie verteilt sich 
nun die Last P auf die Stange 0 C 

und die beiden Trllger, und wie groB ist die Durchbiegung in der 
Mitte? (Ohne Berttcksichtigung der Eigengewichte.) 

*281. Ein Wasserleitungsrohr von der LlI.nge 1 ist bei· A und 
A 8 B eingespannt; seine Belastung zufolge 
=~======~~ Eigengewicht und Wassergewicht sei q 
~----'--l.-----.F fUr die Langeneinheit. Welche Span

nung (J entsteht in den Auflagerquer
schnitten des Rohres infolge von dessen Ausdehnung? 
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282. Wie lI.ndert sich das Resultat der vorigen Aufgabe, 
wenn das Rohr unter dem Winkel a A 
geneigt ist nnd wenn auJ3erdem die ~ 
Wasserpressnng p im Innern bertlck- ~_8 
sichtigt wird? (r=innerer Rohrhalb- I. _______ ~ 
messer, d = Wandstilrke des Rohres.) ----,rr:.~ 

8. Trager gleichen Widerstandes gegen Biegang. 

283. Ein einseitig eingespannter, gleichf6rmig mit Q belasteter 
Trilger von der LAnge I, der an der Einspannungsstelle die Rohe 
h hat, soIl filr gleichen Widerstand gegen Biegung geformt werden. 
Die Breite b des Trilgers solI tiberall gleich sein; nach welchem 
Gesetz muB sich die Rohe z verll.ndern? 

284:. Dieselbe Aufgabe wie vorher, doch solI die Rohe h des 
Trll.gers tiberall gleich sein; wie lI.ndert sich die Breite y, wenn b 
die Breite an der Einspannungsstelle ist? 

285. Ein einseitig eingespannter Trll.ger, der an seinem Ende 
mit P belastet ist, solI eine Form gleichen Widerstandes gegen 
Biegung erhalten; seine Querschnitte sollen hierbei dem recht
eckigen Einspannungsquerschnitt (h, h) lI.hnlich bleiben. Nach 
welchem Gesetz mtlssen sich Breite y und Rohe z des Quer
schnittes verll.ndern? 

*286. Ein einseitig eingespannter Trll.ger von rechteckigem 
Querschnitt wird am Ende belastet. Die Breite h ist konstant; 
der Trilger soll die Form gleichen Widerstandes gegen Biegung 
besitzen. Man suche die Gleichung der elastischen Linie. 

287. Ein einseitig eingespannter Trll.ger, der in nebenstehender 
Weise belastet wird, besitzt rechteckigen Querschnitt. Seine Rohe h 
solI konstant bleiben. Wie mua 
man die Breite z mit dem Ah- r e 
stand x von der Einspannungsstelle t clllllllllllllilllllllllllll8 
verll.ndern, wenn der Trll.ger die ~ ---j-------- --.-t 

Form gleichen Widerstandes gegen 
Biegung und an der Einspannungsstelle die Breite b erhalten solI ? 
Wie groB mu1S die Breite bl in der Mitte des Trilgers sein? 

288. Ein beiderseitig eingespannter Trilger von der LlI.nge 1 und 
kreisrundem, aber verll.nderlichem Querschnitt (Durchmesser 0) soIl 
die Form gleichen Widerstandes gegen Biegnng erhalten, wenn die 
Belastung gleichf1lrmig ist. Welches Gesetz muS ffir 0 angenommen 

4* 
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werden, wenn del' Durchmesser d an den Auflagern gegeben ist? 
Wie groB ist del' Durchmesser d1 in del' Mitte des Tragers? W 0 

wird 0' = O? Man zeichne die Form des Tr!lgers. 

"*289. Ein Trager mit iiberh!lngendem Felde ist gleichformig 
..... __ _ _ L ___ -t-- __ a-- ..... belastet. Del' Querschnitt ist ein Kreis 

! IIIII!IIIII 11111 111111 I !II 11111 11111 lID !II I 11111 11111 11111 von ver!lnderlichem ~urchm~sser O. 
ABC Man berechne und zelChne dIe Form 

fiir gleichen Widerstand gegen Biegung 
fiir die ganze Lange A C und gebe die gro£ten Werte von 0 an. 

*290. Ein frei aufliegender Trltger ist in nebenstehender Weise 

~• bela stet. Sein Querschnitt ist ein Qua-
e drat von ver1l.nderlicher Seite y. Wie 

A B muB sich y mit x verl!.ndern, wenn 
- - 0% -.; /l. del' Trager die Form gleichen Wider-

standes gegen Biegung haben solI , und wenn die Quadratseite h 
an del' Bruchstelle gegeben ist? 

291. Welche Form muB man dem Trager in Aufgabe 235 
geben, wenn er gleichen Widerstand gegen Biegung haben soIl? 
Del' Querschnitt ist ein Rechteck yon konstanter Breite b. 

*292. Eine Welle von veranderlichem Durchmesser a und del' 
Lange 1 liegt an den Enden frei auf und ist in del' Mitte mit P 
belastet. Sie soli gleichen Widerstand gegen Biegung haben. Wie 
groB ist die Durchbiegung in del' Mitte del' Welle? 

*293. Ein einseitig eingespannter Trager hat auBer seinem 
Eigengewicht auch eine Last P an seinem Ende zu tragen. Die 
Breite b des rechteckigen Querschnittes ist konstant, die Rohe z 
veranderlich. 

Man suche die Differenzialgleichung del' veranderliehen Rohe z, 
wenn del' Trl!.ger gleichen Widerstand gegen Biegung haben soIl. 

(H. B 1 a s i ~ s, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 62. Bd.) 



IV. Normal- and Biegungsf'estigkeit. 

1. Null-Linie ond Kern. 
294. In welchem Verhaltnis steht die Kernflache eines gleich

seitigen Dreiecks zur Querschnittsflache? . 
295. Die Kerngrenze eines Kreisringes fallt in den inneren Kreis 

hinein. Wie groB ist das Durchmesserverhaltnis des Kreisringes? 
296. Man ermittle den Kern eines regelmaBigen Sechsecks. 
297. Man suche den Kern fiir 

nebenstehenden Querschnitt.· 
298. Ein Rechteck b, h besitzt 

eine AushOhlung in Form eines Rhom- .-1 

bus. Man solI dessen Diagonalen 2 y, 
2 z derart bestimmen, daB del' U mriB 
des Rhombus mit del' Kernlinie del' 
schraffierten Flache zusammenfallt. 

Aufg.297. • Aufg.298. 

299. Auf den gegebenen kreuzfOrmigen Querschnitt wirkt eine 
N ormalkraft. Man umschreibe das 
Gebiet ihrer Angriffspunkte, wenn 
die Beanspruchung des Querschnittes 
gleichartig sein solI. 

300. Es soIl del' Kern eines 
gleichschenkligen Winkeleisens ge
sucht werden. Aufg.299. 

2. Zug, Druck und Biegung. 
301. Ein Mauerkorper von del' t 

I 
Hohe h und dem Einheitsgewicht 11-

r1 erleidet den Druck einer gleich : 
hohen Wassermenge vom Einheits
gewicht r. Welche Breite x darf 
die Mauer hochstens bekommen, 

Aufg.301. 

wenn die Zugspannung in B die gegebene Grenze kz 
nicht ttberschreiten solI? 

302. An den Enden eines kurzen eis ernen 
Bolzens AB vom Durchmesser d sitzen zwei Backen, 
die durch zwei gleiche Krafte P zusammengedrttckt 

Autg.300. 

Aufg.302. 
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werden. Man sue he die groBten Spannungen, die der Bolzen er
leidet, sowie seine Ausbiegung in der Mitte. 

L ~i 7J 
1'" 

I f,{1 
r-1 
I I 
I I 

~ 

(Stribeck, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing.1907.) 

303. Ein Stab, des sen Querschnitt ein 
Kreisring ist (ltuBerer Durchmesser D, Durch-

d 
messerverhaltnis 15 = d) wird am unteren Ende 

~---lI---i 

mit der Last P belastet. Um welche GroBe p 
darf man die Last aus der Stabmitte rlicken, 
wenn die zulassige Spannung flir Zag kz nicht 

P iiberachritten werden soIl? 

A 

c¢ 
B 

Aufg. 805. 

~ 

A 

i 
i 
i 

~ 
304. Ein Stab von qua

dratischem Querschnitt mll 
tragt am Ende einen Quer
stab A B, dessen Enden die 
Entfernungen a tlnd b von 
der Quadratmitte haben. Wie 
muB die Gesamtlast P auf 
die Punkte A und B verteilt i 

F==t===:===tB werden, wenn die zulassige 

Aufg.304. 

Spannung kz nicht uber
schritten werden soIl? Wel
chen groBten Wert darf P 

besitzen, und wie verhalten sich dann PI und P e ? 

305. Ein Stab von quadratischem Querschnitt, der 
frei herabhltngt, ertrltgt die Zugkraft PI mit einer ge
wissen Sicherheit. Nun wird der Stab langs seiner 
Diagonalebene A B gespalten. Welche Last P 9 wird 
er jetzt mit der gleichen Sicherheit tragen? 

306. Ein quadratisch behauener Balken aus 
Eichenholz von 20 em Starke und 4 m Lange 
soIl an seinem oberen Ende mit P = 800 kg be
lastet werden. Das untere Ende ist eingemauert. 
Um wieviel (x) darf die Last iiber den Rand des 
Balkens geriickt werden, wenn flinffache Bruch
sicherheit besteben solI? (Druckfestigkeit K = 
345 at, Elastizitatszahl E = 103000 at.) 
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307. Eine quadratische Sil.ule aus Kiefernholz 
mit s = 30 em Stil.rke und 1=4 m Lil.nge tril.gt an 
ihrem oberen Ende ein Querholz, das zwei horizontale 
Balken aufzunehmen hat. Einer del'selben wird belastet. 
Man reehne die Tragflihigkeit P del' Sliule hei vier
faeher Bruehsieherheit, ferner die Ausbiegung am 
oberen Ende und die groBten Randspannungen. (Druck
festigkeit K=280 at, Elastizitatszahl E = 108 000 at.) 

308. Del' Quersehnitt einer 1 = 3,5 m langen 
gllBeisernen Sliule ist eine Ellipse (Halbaehsen 
20 em und 15 em) mit einer kreisformigen 
Hohiung (HaIbmesser 10 em). Die Sil.ule is.t 
in A mit P = 50 t belastet; die gro£te ent
stehende Druekspannung soIl 125 at nieht 
llberschreiten. Wie groB darf die Entfernung 
p = 0 A del' Last vom Mittelpunkt hoehstens 
sein?· (Elastizitatszahl E = 106 at.) 

309. Ein Trliger von nebenstehen
dem Quersehnitt wird in· A von einer 
Last beansprucht, die zur Aehse des 
Tril.gers parallel ist. Wie grofl mu£ die 
Breite x des Steges gemaeht werden, 
wenn del' Punkt B keine Spannung er
leiden soli? 

310. Eine Sil.ule aus Sehweifleisen 
von nebenstehendem Querschnitt (vier gleiehe 
Winkeleisen, Abmessungen in em) und 4 m Llinge 
wird in P exzentriseh gedrllekt. Man bereehne 
die Tragfithigkeit an diesel' Stelle, wenn vierfaehe 
Bruehsieherheit bestehen solI. (FlieBgrenza-
2200 at, Elastizitlitszahl E = 2.106 at.) 

311. Zwei Hu£aisarne Stitba von 
gleiehem Quersehnitt werden aneinander 
befestigt und dllreh eine Zugkraft P be
ansprucht, die abweehselnd auf ihre Halfte 
herabsinkt. Wia groB darf P sain mit 
Rlleksicht auf die zulassiga Spannung, 
wenn diese 817 del' Arbeitsfestigkeit sein 
solI? (Abmessungen in mm.) 

55 
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312. Ein Stab von kreuzformigem 
Querschnitt wird an seinem unteren Ende 
in angedeuteter Weise exzentrisch be
lastet. Die Breite x ist unbekannt. Wie 

x 
groI3 muf3 das Verhaltnis - = z gemacht 

a 
"-XI- --< werden, wenn die Spannung in der Faser f 

P Null sein solI? 
313. Ein Balken mit rechteckigem Querschnitt von der Breite h, 

der Hohe h und der Stutzweite I wird in A und B gelagert und 

H 
y B., 

I t : 
I 't I 
I , I 

A~ _______ ~-------oi 

z 

H 

durch das Kraftpaar H be
ansprucht. Man suche den 
Ort aUer Punkte des Bal
kens, die in der Richtung 
der Achse x keine N ormal-
spannung erleiden. 

314:. Ein Rohr vom Halbmesser r, dessen eines Ende befestigt 
ist, wird am anderen Ende in der Mitte seiner Dicke auf Zug be

8 

lastet. Die in 2 entstehende Zugspan
nung St soU sieh zu der in 1 entstehen
den Druckspannung S2 wie 5: 2 verhalten. 
Welchen Halbmesser x mu£ die innere 
Hohlung bekommen? 

315. Der Ausleger eines Kranes hat 
1=6 m Lange und einen aus zwei U -Eisen 
bestehenden Querschnitt,dessen maf3ge ben
des Tragheitsmoment J = 16052 em' und 
dessen Quersehnittsfiaehe F = 117,6 em2 

ist. Der Ausleger ist unter a = 70 0 ge
neigt, wird in A eingespannt und in B 
mit P = 4 t belastet. Man suehe Ort 
und Grof3e der groI3ten auftretenden Span
nungen. (E = 2 . 106 at.) 

II 316. Ein eiserner Trager, Deutsches Normalprofil 
~~)WT Nr. 15, mit der Lange 1 = 4,5 m wird in Riehtung 

: seiner Lange mit P = 10 t gedriickt. Welehe grofite 
p 1Scm. Exzentrizitat p darf der Kraftangriff in der verti-

"'----N-- : kalen Mittellinie erhalten, wenn die grof3te entstehende 
I I Spannung 1000 at nicht iiberschreiten soU? (Elasti-

~~:s::l. 1 zitatszabl E = 2.106 at, Tragheitsmoment J = 
B 734 em', Flache des Querschnittes F = 20,4 em'.) 
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A 
Z 

317. Ein eiserner Trager, Deutsches N ormal
profil Nr. 55, mit nebenstehenden Abmessungen 
wird in P in Richtung seiner Lange auf Zug be
ansprucht. Die groilte auftretende Zug- odeI' 
Druckspannung soIl 1000 at nicht uberschrei

-1: 

ten; wie groil darf die 
Last P hochstens ge
macht werden? (Flache 
des Querschnittes F = 
212 cm2, Tragheitsmo
mente J 1 = 99054 cm', 
J 2 = 3486 cm'.) 

~ i!cm 
-----t," 

I 

fDcm 

.1. ,•6= P 1 
1 , 

I I 
k - - ---Z F" --- ~ 

, ,..-

y ~ 7S'i!!' 

c · SDcm 

C 
~ 

P 
Aufg. 318. Aufg. 317. 

I 
I 
I 
I 

318. Es solI die Tragfahigkeit eines T -Eisens von 10m Lange 
und obenstehendem Querschnitt gesucht werden, wenn die Last P 
in der halben Dicke des Profils exzentrisch druckend angebracht 
wird. Es wird vierfache Bruchsicherheit vorausgesetzt. (Flieil
grenze = 2200 at, Elastizitatszahl E = 2· 106 at.) Wie groil sind 
die gro.6ten Spannungen des Querschnittes fUr Tragfahigkeit und 
an welch en Stellen treten sie auf? 

319. Eill prismatischer Stab, der einer am Arme p wirkenden 
exzentrischen Zugkraft P ausgesetzt ist, Boll keine hoheren Span
nungen aufweisen als k .. far Zug und k fur Druck. Man soIl das 
Gebiet, in welch em die dieser Bedingung entsprechenden Werte 
von P und p liegen, dllrcb einen Linienzug umschreiben, far 
welchen P und p ~ie Koordinaten sind. 

(R. B red t, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1898.) 

*320. Ein frei aufliegender, gleichformig belasteter Stab wird 
an den Enden von zwei 
gleichen, achsialen Di'uck
kraften R beansprucht. Man 
Buche die Gleichung der 
elastischen Linie in bezug 

-4 ~.I. "'d B 
R r llllll ll llllllll llll!IIII'WIIIIIIIIIII"lIIlI lI lIlII lIll< R 

------- - L ---- - ---~ 
Y 

auf das angegebene Achsenkreuz X A Y und die Durchbiegung in 
der Mitte des Stabes. 

*321. Ein frei aufliegender, gleichformig belasteter Stab, der 
uberdies die Last P zu R P R 

tragen hat, wird an den --n:---a--+---- d.'0 - - - -ff 
Enden von zwei exzentl'isch J.Ml III II II IIIIIIIIIIIDlI l!! lI lIffim !fjJI!! lII l1l1 l11q~ 
liegenden Druckkraften R ... -- - ---- - L-.- - -----o; 
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_R~R beallsprucht. Man suche 
tr die Durchbiegung des Sta-y, r 

---........................ ~J. bes unter der Last P. 
A :--- - --- ---t __ ___ ____ B *322. Man suche die 

Gleichung der elastischen 
Linie eines frei aufliegenden Tragers, der nach nebenan gezeichneter 
Art belastet ist. 

3. Knickfestigkeit. 

323. Bei welcher Belastung knickt ein Rundholz von I = 3 m 
Lange und d = 20 cm Durchmesser, wenn es an dem einen Ende 
festgeklemmt, an dem anderen drehbar befestigt ist? 

324. Eine guBeiserne Saule hat als Querschnitt eine Hohl
ellipse (auBere Halbachsen 14 cm und 10 cm, innere Halbachsen 
10 cm und 6 cm). Sie wird mit P = 92991 kg belastet. Bei 
welcher Lange I wird diese Saule knicken, wenn ihre Enden als 
drehbar befestigt angenommen werden? 

325. Ein Holzstab mit quadratischem Querschnitt von 4 cm 
Dicke ist an den Enden drehbar befestigt und wird auf Druck 
beansprucht. Bei welcher Lange des Stabes hort die Giiltigkeit 
der E u I e r schen Gleichung anf? 

326. Ein Stab aus FluBeisen hat ein regelmaBiges Sechseck 
von a = 6 cm Seitenlange zum Querschnitt; das eine Ende ist 
eingeklemmt, das andere drehbar befestigt. Bei w6lcher Lange 
des Stabes hort die Giiltigkeit der E u 1 e r schen Gleiehung auf? 

327. Ein Rundstab aus Eichenholz von 10 em Durchmesser 
und 2 m Lange ist an dem einen Ende eingeklemmt und wird am 
anderen freien Ende belastet. Man bereehne die zulassige Kniek
spannung dieses Stabes, wenn die zulassige Druekspannung k = 
86 at ist. 

328. Man berechne den Durchmesser d einer Kolbenstange von 
der Lltnge 1 ana der Kolben
kraft P mit Rtleksieht auf 
zwanzigfaehe Sieherheit gegen 
Zerknicken. Material: Schweii3· 
eisen. 

329. Eine holzerne Strebe von 4 m Lange und quadratischem 
Querschnitt, deren Enden drehbar befestigt sind, werde mit 5000 kg 
zentral gedriickt. Wie stark muB die Strebe gemaeht werden mit 
Rueksicht auf elffache Sicherheit gegen Zerknicken? 
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330. Eine 5,2 III lange guBeiserne Sl1ule soll die Last 3325 kg 
mit zwanzigfacher Sicherheit gegen Zerknicken tragen. Die Saule 
hat kreisringformigen Querschnitt; das Durchmesserverhaltnis ist 
d: D = 0,6. Wie groB miissen diese Durchmesser gemacht werden? 
Die Enden der Saule sind drehbar. 

331. Ein U-Eisen (FluBeisen) von nebenstehendem Querschnitt 
wird achsial und zentral belastet; unter 
Voraussetzung von k= 1230 at zu
lassiger Druckspannung besitze es eine 
Tragfahigkeit P = 45 t, wenn das eine 
Ende eingespannt, das andere frei iat. 
Welche Lange darf das U -Eisen er
halten? 

332. Eine guBeiserne Sl1ule von I = 5 m LlLnge hat ring
formigen Querschnitt (lLuBerer Durchmesser D = 30 em; innerer 
d =25 em). Die Enden del' Saule sind drehbar befestigt. Man 
berechne die zulli.ssige Knickspannung des GuBeisens, wenn dessen 
zullLssige Druckspannung k = 800 at ist. 

333. Ein Winkeleisen aus FluBeisen von 
nebenstehendem Querschnitt und 6 m LlLnge 
ist an beiden Enden eingespannt und wird 
in seiner Lli.ngenrichtung zentral gedruckt. 
Man soIl die zulassige Knickspannung be- I 

stimmen, wenn k = 700 at die zulassige 1. . -{tem 
Druckspannung ist. ... - - - -Bcm- - - ,.. , 

334:. Ein schweiBeiserner Stab von 3 m LlLnge und recht
eckigem Qilerschnitt (b: h = 1 : 2) wird abwechselnd auf 20 t und 
5 t Druck beansprucht. Die Enden des Stabes sind eingespannt. 
Man suche zunachst die Dimensionen b und h des Querschnittes 
fiir sicheres Tragen (Sicherheitsgrad E5 = 5) und prufe dann, ob sie 
mit Riicksicht auf den Wechsel der Be-
las tung ausreichend sind, d. h. welche Trag
fahigkeit P der Stab wirklich besitzt. 

335. Eine Holzsaule von quadrati
schem Querschnitt (a = 24 cm) und der 
freien L1:tnge 1=6 m wird seitlich durch 
Streb en allseitig gestutzt und ist in den 
Boden festgerammt. Wenn man annimmt, 
daB die I,ast P nur von del' Saule ga-

p 
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trag en wird, und da£ dies mit vierfacher Sicherheit gegen Zer
knicken geschieht, wie gro£ darf die Last gemacht werden? 

p 

336. Drei gleichlange Stabe aus Flu£eisen von quadrati
schem Querschnitt sind untereinander ge
lenkig verbunden und werden von drei 
gleich gro£en Kraften, die zwischen 20 t 
Zug und 10 t Druck schwanken, im Gleich
gewicht erhalten. Wie gro£ mui3 die 
Quadratseite a gemacht werden, wenn 

p die zulassige Zugspannung nicht iiber-
schritten werden solI? Wie groi3 darf 

die L!l.nge 1 der Stabe hochstens sein, wenn auch die zulii.ssige 
Knickspannung nicht llberschritten wird? 

337. Welche Tragfahigkeit P besitzt 
1'1 eine Saule von 4,5 m Lange, welche aUB 

vier Quadranteisen (Flu£eisen) von nebenan 
gezeichneter Form zusammengesetzt ist? 
Die SauJe ist an dem einen Ende ein
geklemmt, am anderen frei. (Sicherheits
grad gegen Zerknicken 6 = 5, Abmes
sungen in mm.) ,..- _____ ¥O -----,. 

338. Es soIl die Tragfahigkeit einer 
an beiden Enden eingespannten Strebe 
aus 1!'luBeisen von 8 m Lange und neben
stehendem Querschnitt auf Grund del' zu

~~~~mmj~~tn lassigen Druckspannung k = 600 at be
rechnet und hieraus der Sicherheitsgrad 
gegen Zerknicken ermittelt werden. (Ab
messungell in em.) 

Aufg. 338. 

... 
z 

Aufg. 339. 

339. Die Tragfahigkeit einer Saule 
aus Flui3eisen von nebenstehendem Quer

schnitt sei 163 t bei einem 
i 

~~~f Sicherheitsgrad 6=4 gegen 
Zerknicken. Die Enden del' 

8x Saule sind drehbar gelagert. 
i Welche L!l.nge darf die Sliule 

~~I ~ ~ bekommen? (Abmessungen 
~. -v.r - .... -~- in em.) 

Aufg. s.w. 3~. Eine Saule von 
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vorstehendem Querschnitt und 5 m Lange soIl eine Last von 
14 t sicher ertragen. Die zulassige Druckspannung ist 800 at. 
Das Material ist Guileisen. Wie groB darf x gemacht werden? 
Die Saule ist an den Enden drehbar befestigt. 

341. Eine Saule von 6,4 m Lange, die an beiden Enden dreh
bar befestigt ist, besteht aus zwei gleichen 
U-Eisen (SchweiBeisen), deren Abmessungen in 
mm nebenan gegeben sind. Die Tragfahigkeit 
der'Saule solI P=12615 kg betragen. a) Man 
soIl die Entfernung x der beiden U-Eisen derart 
berechnen, daB die gewunschte Tragfahigkeit 
mit einem Sicherheitsgrad 6 = 4 gegen Zer
knicken erreicht wird. b) Man soIl mit dem 
gerechneten x die Tragfahigkeit P l der Silule mit 
Rucksicht auf die zuIii.ssige Knickspannung berechnen, wenn die 
zuIii.ssige Druckspannung k = 900 at ist. 

342. In weichem Verhii.ltnis steht die Tragfii.higkeit einer Saule 
aus Fluileisen von 2,5 m Lll.nge und 
nebenstehendem Querschnitt, wenn die f 
beiden durch die XX-Linie getrennten koo"'~--~-~'5--~-~~Jlt15 
Hii.lften des Querschnittes das eine r; I I ~65 
Mal fest miteinander verschraubt sind, I I 

1M 
das andere Mal jede Hii.lfte von der i I 

8 

[ ·1 
anderen unabhii.ngig ist. Das untere )(--t'~I:'t-----'--+---~~r=-
Ende der Sll.uIe ist eingemauert, das 
obere frei. (Abmessungen in mm.) 

*343. Es solI die Knickfestigkeit 
eines dreiarmigen. ebenen Systems 
untersucht werden. Die drei Stii.be 
A 0 = a, B 0 = b , C 0 = c sind in 0 A 
starr miteinander verbunden, in A, B, C 
achsial belastet; jeder Stab sei ffir sich 
knicksicher, eine Ausbiegung in der Ebene 
kann also nicht stattfinden. Man stelle 
die Bedingungsgleichung zwischen den 
achsialen Lasten A, B, C und den Stab
lii.ngen a, b, c auf, wenn 0 aus der Ebene 
heraustreten, also das System seitlich aus
knicken solI. 

/ 
/ 

/ 

/ 

I 
; 

I 
I 

I 
I 

(Vianello, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 1906.) 

/ 
I 

I 

6 
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p 

Aufg.345. 

Normal- und Biegungsfestigkeit. 

Eine vertikal stehende homogene Situle von der Lii.nge 1 
ihrem Eigengewicht ausgesetzt, das q fUr die Litngen

einheit betritgt. Bei welcher GroBe von q wird die 
Saule unter ihrem Gewicht einknicken? 

*345. Ein du.uner Stab von der Lange 1 werde in 
achsialer Richtung durch eine Druckkraft P beansprucht, 
welche die Knicklast P k U.bersteigt. Man berechne die 
Ausbiegung f in der Mitte des Stabes. 

346. Man berechne die groBten Spannungen (J eines 
langen du.nnen Stabes (vergl. vorige Aufgabe). dessen 
zentrale Belastung P die Knicklast P k u.berschritten 
hat, und zeichne die Schaulinie von P und (J. 

(345, 346: H. Lor e n z, Zeitschr. d. V er. deutsch. 
lug. 1908.) 

*347. Der Stab AB=l ist an seinen Enden und in einem 

,..-------t,------+--r..--+I R dritten Punkt C gelenkig 
R ~. ~ j' befestigt und achsial be-

A lastet. Man suche jene 
achsiale Last, welche die Knickung des Stabes herbeiffihrt. 

348. Welches Resu1tat erhiilt man ffir die Knicklast der 
vorigen Aufgabe, wenn 11 = 2 19 angenommen wird? 

*349. R r----L,-----------ZZ -----40---Z,,---<>-l R 
'A ~ ~ ». 

Der Stab A B = 1 ist an seinen Enden und u.berdies in zwei 
symmetrisch liegenden Punkten C und D ge1enkig gelagert j man 
suche die Gr(j~e der achsialen Last, weiche die Knickung des 
Stabes herbeifiihrt. 

350. Welches Resultat erhii.lt man fUr die Knicklast der 

vorigen Aufgabe, wenn 11 = 12 = ~ angenommen wird? 

351. Wie groB ist die Knicklast der Aufgabe 349, wenn 

1 1 1 1 w;~d? 1 = 4' 2 = 2' angenommen .u 

*362. Ein zweifach abgestufter prismatischer Stab, der in A 

f«---"~----_----Z ---!>-i undCdrehbar gelagert iat, 
H~ • i . E 'Z ~H8 wird zentral auf Dr.uck b~-

A I . 0"-H, Ie lastet, und zwar mIt R1 III 

f«----------l--------l>oI A und mit Rg in B. Man 
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suche die Beziehung zwischen R1, R2 und den Abmessungen, welche 
die Knickung des bei B fest verbundenen Stabes herbeifiihrt. 

(E. J a sin ski, Annales des ponts et chaussees 1894.) 

353. Ein dunner Stab A B wird in einem breiten prismatischen 
Stab B C eingespannt und B ~ 

beide an den drehbar be- R ~ ~ I ~ 
festigten Enden A und C von l..-- z,---~---l --1 
einer achsialen Kraft R be- J 

ansprucht. Man gebe die Bedingung an, bei der die Knickung ein
tritt unter der Annahme, daB der breite Stab an der Biegung nicht 
teilnimmt. (H. Streuli, Schweiz. Bauzeitung, 1895.) 



v. Schuh- und Biegnngsfestigkeit. 

1. Reiner Schub. 

354:. Welche Schubkraft Q mufi von den 
Backen einer Eisenschere ausgeiibt werden, wenn 
ein 4 cm starkes Rundeisen durchschert werden 
soIl, dessen Schubfestigkeit Ks = 3500 at ist? 

355. Welche Schubspannung ist fur FluBstahl 
als zul1issig zu erklaren , wenn die Belastung 
zwischen gleichen Zug- und Druckgrenzen schwingt 

und das Verhaltnis der Querzusammenziehung m = 3,41 ist? 
356. Ein runder Stab aus SchweiBeisen solI 40 t ruhende 

Querkraft sicher tragen. Welchen Durchmesser muB der Stab 
bekommen? 

357. Ein Eichenbalken von 20 cm Breite und 30 cm Rohe 
solI durch aine Querkraft abgeschert werden. Wie groB muB diese 
Kraft angenommen werden, wenn die Schubfestigkeit ffir Eichen
holz Ks = 74 at betragt? 

358. Ein guBeiserner Block von rechteckigem Querschnitt solI 
eine Querkraft von 80 t mit achtfacher Sicherheit tragen. Die 
Zugfestigkeit des GuBeisens sei Kz= 1250 at. Der Block hat 40 cm 
Rohe; welche Breite muB er bekommen? 

BIL.-_A_IL--=_tL--_--' _---' 

359. Der FuB eines unter a = 300 

geneigten Holzsparrens druckt mit der 
Kraft P = 2000 kg in das Ende eines 
horizontalen Balkens und sucht das 
Stuck AB abzuscheren. Man berechne 
die notwendige, dem SparrenfuB noch 
vorgelagerte L1tnge x des Balkens, wenn 
die Tiefe der Verschneidung a = 4 cm, 
ihre Breite b = 6 cm und k. = 6 at 
die zul1issige Schubspannung des 
Rolzes ist. 

360. Ein Ankerbolzen vom Dnrchmesser d = 50 mm werde 
durch eine Krfl.ft P gezogen; seiDe Befestignng an der Wand er-
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folgt durch den Keil K, der durch einen Schlitz von der Breite 
0= 12 mm getrieben wird. 
Man berechne die Abmessungen 
x und y und die zulllssige 
Last P, wenn die zulllssige 
Zugspannung des Materials 
kz= 1000 at und die zu
lassige Schubspannung ks = 
780 at ist. ....... tI, -

361. Eine oberHachliche Berechnung der Schubspannungen nimmt 
diese in allen Stellen des Querschnittes F gleich 

groB an, und zwar 'f= ~. Man untersuche, ob in 

einem rechteckigen Querschnitt Stellen vorkommen, 
deren Schubspannung wirklich diese GroBe besitzt. 

362. Wenn ein elliptischer Querschnitt von ge
gebener Fillche Feiner Querkraft Q ausgesetzt ist, 
welches Achsenverhltltnis mu£\ filr die Ellipse gewllhlt werden, 
damit die gro.£\te Schubspannung des Querschnittes den kleinsten 
Wert annimmt? 

363. Ein kreisf6rmiger Querschnitt wird von einer Querkraft Q 
beansprucht. Man suche den Ort aUer Punkte P des Quer-

schnittes, deren Schubspannung gleich ~ der groBten Schub
n 

spannung ist. 

364:. Welche Querkraft Q kann ein eiserner Trllger von neben
stehendem Querschnitt mit Sicher
heit ertragen, wenn die zull1ssige 
Zugspannung des Materials kz = 
1000 at betrltgt? (Abmessungen 
in cm.) 

I 
ZI 
I 
I 
I 
1 

365. Ein Querschnitt, der aus 
zwei getrennten Rechtecken besteht, 
die aber starr miteinander verbunden 
sind, wird von einer Querkraft be-

~~).. .:J 

ansprucht. Wie groB ist die groBte AUfg. 364.. 

Spannung, und an welchen Stellen tritt sie auf? 
Wittenbauar, Aurgaben. II. S. Auf!. 

Aufg-. 865. 

5 
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300. Ein ausgehohlter quadratischer Quer
schnitt von nebenstehenden Verhllltnissen wird 
einer Querkraft ausgesetzt. Man ermittle die 
Spannung in einem Punkte der Schichte A B. 

367. Ein Querschnitt besteht aus einem 
hohlen Rechteck, wobei b: B = h : H = n : 1-
Wenn dieser Querschnitt von einer Querkraft 
beansprucht wird, wie verhlllt sich der ffir die 

Berechnung der grOilten Schubspannung 

~C3: 1 8 ma£gebende reduzierte Querschnitt F 0 zum 
v wirklichen Querschnitt F? (Vergleiche 

Gleichung 103.) 

*368. Ein rechteckiger Balken 
von der Rohe h und dem Gewicht G 
ist in der Mitte A B durchschnitten; 
die beiden RlIlften werden in C durch 

A~it------+l---~ 8 eine Schraube zusammengehalten. 

Aufg.368. 

z 

z 

Aufg. S70. 

Welchen Durchmesser d muB die 
Schraubenspindel erhalten, wenn 
die zulil.ssige Zugspannung kz des 
Eisens gegeben ist? 

*369. Ein gleichseitiges Dreieck wird von 
einer Querkraft Q beansprucht. Wie gro£ ist die 
Randspannung in A und B? An welch en Stellen 
findet die gro£te Spannung statt, und wie gro£ 
ist sie? 

*370. Ein auf der Spitze stehendes Quadrat 
wird in Richtung einer Diagonale von einer 
Querkraft beansprucht. Man suche Ort und 
Groile der gro£ten Randspannung, sowie die 

GroBe der Schubspannung in A und B. 
*371. Eine Halbkreisflltche wird von 

Aufg. sn. 

einer Querkraft 
Q beansprucht. 
Wie groB ist 
die Randspan
nung 'f1 an 
einer beliebigen 
Stelle des Um
fanges ? Ftlr 
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welchen Winkel a ist 1: am grOBten, und wie 
groB ist es dann? 

67 

z 

*372.Ein regelmaBiges Sechseck wird 
von einer Querkraft beansprucht. Man suche 
jene Schichte MN auf, in welcher die Schub
spannungen den groBten Wert erreichen, und 
ermittle dies en. 

Y·--.J,:"'---+--7:0~ 

D 

*373. A C B ist der Durchschnitt eines Stichels, der mit der 
Kraft P einen Streifen DEvon der Dicke a abhobelt; bei Koblen
stahl bildet sich hierbei eine Gleitflache CD, langs der der Span 
abgeschert wird. 1st C N die N or-
male auf die Stichelfl!!.che A C, so A 

ist der Druck R des Stichels auf 
den abzubobelnden Streifim unter 
dem Reibungswinkel (! gegen C N 
geneigt. Unter welchem Winkel r 
wird die Gleitflache C D lieg~n, wenn E~~~~~~~~ 
angenommen wird, daB sich in ihr 
die Schubspannungen gleichformig N 

verteilen, daB sie ihren Maximalwert 
erreichen, und daB die gleitende Reibung in der Gleitfiache (mit 
dem Reibungswinkel (Jl) berilcksichtigt wird? 

(N ach G. Her r man n, Arbeitsmaschinen.) 

2. Schub und Biegung. 
Man zeichne die Schaulinien der Querkrafte filr folgende 

Belastungsfulle. 

374. 
" -----l.,---~ I 

~ ---------·--L-------W 

375. A !-<--a,-:lIII!lIIIIIIIIIIMI]IIII11I I1 I11I~ -- -D - "2:.8 
'f..-- _ s~---,,-- - _l!... ____ _ ... 

376. 
~ q, 

A r--a-- ~1II1I 1 1I 1 1I11I 1 1I 11 1I1I1I 11I1II1II1II1II1I1 1II 11!I 1 ~8 
14-------- Z-·----- - --_ 5* 
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377. 

378. 

379. 

380. 

381. 

Schub und Biegungsfestigkeit. 

P, 
""'~JI'1 Trager mit zwei 

:-tf""_~_-'-___ r-___ ,lI.;;v8 steifen Armen, an 

A g ;"'L~ denen achsiale La-
~ sten wirken. 
1 

Trltger ohne Auflager 
mit gleichformigen Bela
stungen, die untereinander 
im Gleichgewicht sind. 

382. Die zulassige Zugspannung eines Nietbolzens sei kz, die 
zulll.ssige Biegungsspannung ebenso 
groB, die zulitssige Schubspannung 
ks = 0,75 kz• - Die zweischnittige 
Niete solI hinsichtlich Biegung und 
Schub gleiche Sicherheit besitzen. Wie 
groB muB der Durchmesser des Niet
bolzens gemacht werden, wenn die 
Stitrke b des Bleches gegeben ist? 

383. Ein frei aufliegender Tritger von der Lll.nge 1 wird an 

einer Stelle C, welche die Entfernungen a = ~, b = 341 von den 

Auflagern hat, mit P belastet. Der Querschnitt des lJB Trllgers ist ein hohles Rechteck, worin b: B = h: H 
= n : 1. Das Verhitltnis der Lll.ngsdehnung zur 

h H Querzusammenziehung ist 3. Bei welchem Verhaltnis 
1 : H muB die Rechnung filr Schub statt fi1r Biegung 
angestellt werden? 



Schub und Biegung. 69 

384:. Ein beiderseits eingespannter Trager ist in del' Mitte mit 
P belastet. Sein Querschnitt ist ein Rechteck mit den Seiten 
b und h. Die Ll1nge des Trll.gers ist 1 = 4 h. 
Suche fl1r jenen Punkt M des Umfangs, del' den 

Abstand ~ von del' N ull- Linie hat und in del' 

Halfte del' Tragerll1nge liegt, die Hauptspannungen 
U11 us' u8 del' Gr5.Be und Lage nacho 

385. Zwei gleiche Balken sind 
einseitig eingespannt und am Ende r 
belastet. Ihre Enden sind ver-
schraubt. Wie groll ist die Schub- ..j ~ rn1: 
spannung 't; und die Schubkraft S __ --'l.::S~_+1 +-1 ----f l.'" ,,-,' 

zwischen den Balken? Wie groll ro--- - l ---.lt: ", 
muB del' Schraubendurchmesser d 1 
gemachtwerden, wenn dieSpannung ~ :"-3 ~ 
kg zulll.ssig ist? 

386. Durch einen festIiegenden Klotz wird ein Brett von del' 
Breite b und del' Dicke d gesteckt. Die beiden Enden des Brettes 
werden bis zum 

~,~:~. ';:;;;:fi ~.~~a. 
mull die Abmes- ,,-;--~ ,,'< 
sung x gemacht 
werden, wenn die zulassige Schubspannung ks des Klotzes nicht 
I1berschritten werden soIl? 

387. Ein frei aufliegender Stab von del' Ll1nge 1 und ver
ltnderlichem Durchmesser y ist gleichftirmig belastet. Del' Durch
messer y soIl derart bestimmt werden, daB die gr511te Schubspannung 
in allen Querschnitten dieselbe Gr5Be kg erreicht. Man gebe die 
Gleichung fur den Umrill des Stabes an und zeichne dessen Form, 
wenn d del' Durchmesser fiber den Auflagem ist. 

388. Ein frei aufliegender Trll.ger, del' einen Kreisquerschnitt 
von konstantem Durchmesser d besitzt, er
hll.lt eine Belastung in Form eines Dreiecks. 
In del' Mitte des Trltgers soll die gr5Bte 
Biegungsspannung neunmal so groB sein 
wie die gr5Bte Schubspannung. In welch em Verhaltnis ml1s:;en 
lund d steheu? 
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*389. Auf einem frei aufliegenden Tritger von konstantem Quer-

~~ 
schnit Fist eine Last K in neben
an gezeichneter Weise ausgebreitet. 

__ Welche Durchbiegung erhitlt der 
..... ---- 1. __ _ ...!. ___ 1 ___ _ >1 Tritger in der Mitte infolge seiner 

Z Z Querkritfte allein, wenn angenommen 
wird, daB sich die Schubspannungen gleichformig fiber den Quer
schnitt ausbreiten? 

*390. Wie ll.ndert sieh die E u 1 e r ache Gleichung fur die 
Knicklast eines an den Enden drehbar befestigten Stabes: 

EJ 
Pk =n2 - 12 ' 

wenn auBer dem Biegungsmoment, welches bei Ableitung dieser 
Gleichung allein berficksichtigt wurde, auch der Einflul3 der Schub
kritfte in Rechnung gezogen wird? 

(Nussbaum, Zeitschr. f. Math. u. Physik 1907; 
H. Lorenz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 1908.) 

3. Drehung. 

AJ' J~ fest:~~~1t~~:e W:7Ie ~~: 
~ _ "., 1 von zwei Krll.ften P l und 

B C P 2 auf Verdrehung bean-
~ A t~ lI', sprucht. Man zeichne die 

P, Schaulinie der Drehungs
momente. 

392. Eine an den Enden gelagerte, im Gleicbgewicht be find
liche Welle wird an vier Angriffsstellen All All' As, A4 auf Ver

p. 

A. AI 

l'--z 
A, 

£ F 
0 8 ,,~ 

l'-s 
A,. 

As 

drehung beansprucht. Man zeichne die Schaulinie Drehungs-
momente. 
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393. Auf eiller Welle sitzt ein Rad von 1,2 m Durchmesser; 
an dem Umfang des Rades wirkt eine Kraft von 1860 kg. Welchen 
Durchmesser muB die Welle bekommen, wenn hochstens eine 
Spannung von 450 at gestattet ist? 

394:. Eine Welle von der Lange 1 und dem Durchmesser d 
darf durch Verdrehung hochstens einer Spannung kd ausgesetzt 
werden. Wie groB darf ihr ganzer Verdrehungswinkel im auBersten 
FaIle sein? 

395. Ein Stab aus FluB stahl mit rechteckigem Querschnitt 
(4 cm x 8 cm) wird an seinem Ende von einem Drehungsmoment 
:M:d = 162 mkg beansprucht. Wie groB darf die Lange 1 des Stabes 
sein, wenn der Verdrehungswinkel hochstens 3° betragen solI? 

396. Eine Stahlwelle solI eine solche Lange bekommen, daB 
durch eine Viertelumdrehung desEndquerschnittes gegen den Anfangs
querschnitt die zulassige Spannung von 900 at nirgends iiberschritten 
wird. In welchem Verhaltnis muB die Lange der Welle zum Durch
messer stehen? (Elastizitatszahl fiir Schub G = 850 000 at.) 

397. Der Widerstand W, den der Bohrstahl a einer Zylinder
bohrmaschine findet , sei 
1000 kg, der Halbmesser 
des zu bohrenden Zylinders 
200 mm, die Lange der 
Bohrwelle 1=1,2 m. Wie 
groB muB deren Durch I 

'i I 
I 

if I a; 
i. - - ~ . - - -ill 
~-------~ ------1 

i 

messer d gemacht werden, wenn ein gesamter Verdrehullgswinkel von 
(p=io gestattet ist? (Elastizitll.tszabl f11r Schub G=770000 at.) 

398. Eine Welle von d = 5 cm Durchmesser wird von einer 
Praft P gedreht, die am Ende eines n fa; 
Armes a = 0,8 m senkrecht zu Arm und _:1" : 
Welle wirkt. Wie groB darf P h5chstens ~II l ' 
sein, wenn die zulassige Drehungsspan- ~ 

nung kd = 500 at nicht iiberschrittell L 'P 

werden solI? " 

399. Durch das Ende eines 
1,0 m langen, 10 cm starken Rund
holzes wird ein 2 cm dicker, qua
dratischer Eisenstab gesteckt, so daB 
0,4 m desselben hervorstehen. Am 
Ende des Stabes sucht eine Kraft P 
das Rundholz zu drehen. \Vie groB p 
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muB die Kraft P gemacht werden, damit sie a) das Rundholz ab
dreht (Kd=42 at); b) den Eisenstab zerbricht (Kb=5000 at)? 
Was tritt frtlher ein, das Abdrehen des Rundholzes oder der Bruch 
des Eisenstabes? 

4:00. Ein Stab aus Fluf3stahl mit elliptischem Querschnitt 
(Achsen der Ellipse 5 cm und 8 em) soIl durch ein Drehungs
moment Md abgedreht werden .• Wie groB muB dieses sein, wenn 
die Drehungsfestigkeit des FluBstahls Kd = 4000 at betrllgt? 

401. Eine guBeiserne Rohre von 1 = 5 m Lli.nge mit ring
formigem Querschnitt (D = 50 mm, d = 40 mm) ist an dem einen 
Ende eingespannt und wird an dem anderen durch eine Kraft P 
verdreht, deren Arm p = 500 mm betrllgt. Die zulllssige Zug
spannung des GuBeisens ist kz = 300 at, die zulllssige Drehungs
spannung kd = 0,8 kz• Wie groB darf P gemacht werden, wenn kd 
nicht tiberschritten werden solI? Wie gro£ ist dann der Ver
drehungswinkel am Ende der Rohre? (Elastizitatszahl flir Schub 
G = 400 000 at.) 

402. Ein Stab aus Eisen, dessen Querschnitt ein elliptischer 

Ring ist (Ct. = b~ = 0,8), wird an den Enden 

del' groBen Achse durch zwei gleiche, aber 
entgegengesetzte Krli.fte P = 1800 kg abzu
dreb-en gesucht. Wie groB mu£ die Halb
aohse b gemacht werden, wenn die zulassige 

.Drehungsspannung kd = 500 at nicht tiberschritten werden soIl? 
4:03. Ein Stab, der an beiden Enden eingespannt ist, wird an 

einer Stelle, welche die Entfernungen a und b 
von den Enden hat, \"on einem Drehungs
moment beansprucht. Wie verteilt es sich 
auf die heiden Stabteile a und b? 

404. Ein eiserner Stab von 1 = 3 m LAnge und quadratischem 
Quel'schnitt wird in seiner Lli.ngenmitte . durch zwei gleiche Krafte 

p P = 100 kg vel'dl'eht, die gleiche I ~ I~ i Arme p = 1 m besitzen. Die zu-
a: t llissige Drehungsspannung ist kd = 

__ ' __ ~ ~ --- i 120 at., Welche Abmessung x muB 
~ ... - . die Selte des Quadrates erhalten, 
wenn ~ nicht tiberschritten werden solI? Wie groB ist der Ver
drehungswinkel des mittleren Querschnittes? (Elastizita.tszahl ftir 
Schub: G = 770000 at.) 
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4:05. In welchem Verhltltnis stehen die Verdrehungswinkel {tl 

und {t1J zweier Stltbe von gleicher Liinge, gleichem Rauminhalt, 
gleichem Material und gleichem Drehungsmoment, wenn del' eine 
Stab quadratischen Querschnitt, del' andere Kreisquerschnitt besitzt? 

4:06. W 0 befinden sich in einem elliptischen Querschnitt, der 
die Halbachsen b und chat und der auf Verdrehung beansprucht 
wird, aIle jene Punkte, welche dieselbe Schubspannung erleiden 
wie die Endpunkte del' groBen Achse 2 c? 

4:07. Ein Stab von elliptischem Querschnitt wird von einem 
Drehungsmoment beansprucht. Die groilte und die kleinste 
Spannung des Umfanges der Ellipse sollen im Verhiiltnis n: 1 
stehen. In welchem Verhiiltnis mussen die Halbachsen b und c 
der Ellipse stehen? 

4:08. Eine kreisrunde Welle solI N pferdestiirken mit n Um
drehungen in del' Minute ubertragen. Welchen Halbmesser r muB 
die Welle bekommen, wenn die hochste gestattete Drehungs
spannung kd gegeben ist? 

4:09. Eine Ellipse von den Halbachsen b und c solI durch 
eine konzentrisehe und ahnliehe Ellipse derart geteilt werden, daJ3 
die beiden entstehenden Flachen (inn ere Ellipse und elliptischer 
Ring) dem gleichen Drehungsmoment mit der gleichen Sicherheit 

widerstehen. Berechne das Verhiiltnis der Halbachsen a = !:b1= c1• , c 
410. Am; einem Material vom Gewicht G und dem Einheits

gewicht r solI ein Rohr von del' Lange I geformt werden, welches 
einem gegebenen Drehungsmoment Md mit der. hochsten Spannung 
kd widerstehen kann. Wie gro13 mussen der ltuiiere Halbmesser R 
und der innere r gewahlt werden? 

4:11. Aus einem Holzstamm von d = 30 cm Durchmessersoll 
eine rechteckige Welle derart herausgeschnitten werden, daB sie 
die gllnstigste Querschnittsform fur Verdrehung bekommt. Die 
Welle macht 10 Umdrehungen in der Minute und solI hllchstens 
eine Drehungsspannung kd = 9 at erleiden. Wieviel Pferdestll.rken 
wird die Welle iibertragen konnen? 

412. Eine Rohre solI ein Drehungsmoment mit derselben Sieher
he it ertragen wie ein in der R1ihre steckender quadratischer Balken 
aus gleichem Material. Wie groB mu£ das Verhltltnis der Rohr-
durchmesser sein? -

*4:13. Erne kreisrunde Welle vom Halbmessel' l' wird auf Ver
drehung beansprucht. ,Vie gro£ ist del' Halbmesser 1'1 jenes inneren 
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Teiles der Welle, welcher den nten Teil des Drehungsmomentes 

§&_ aufnimmt? 

-l- ;&, 4:14:. Ein quadratischer Stab von der 
=t tAp L!l.nge lund dem Querschnitt Sll ist an 

dem einen Ende durchbohrt und tr!l.gt 
1-<----- Q,----->\ . einen zweiten Stab vom Querschnitt S12 

und der Lange a aus demselben Material. Durch die Last P wird 
sich die Stelle A senken. Um welchen Winkel cp muil das andere 
Ende des Stabes Sll gedreht werden, damit die Stelle A wieder in 

ihre Anfangslage zurilckkehrt? Es ist S1 =: und m = 4 (Verh!l.lt

nis der Lilngsdehnung zur Querzusammenziehung). 

lIZ *4:15. Ein rechteckiger Querschnitt (b und h) 
wird von einem Drehungsmoment beansprucht. Man 

1r, 
Y-+---h;---t-

stelle die Spannung " eines beliebigen Punktes M 
der Diagonale daIs Funktion der Entfernung x 
vom Mittelpunkte 0 dar. In welchem Punkte der 
Diagonale erreicht die Spannung den groilten Wert? 
Wie grof3 ist dieser? 

p 

Z 
\04--- Q,--1 

Y-+--~--I--

Mil 
P 

8 

4:16. Ein quadrati scher Querschnitt wird 
von einemKraftpaar P P beansprucht. Wie 

P groil sind die Hauptspannungen des Punktes A, 
wie sind sie gerichtet, und in welcher Ebene 
liegen sie? 

417. Auf einen Zapfen vom Halbmesser 
r = 4 cm wird ein Druck P = 20 t und ein 
Drehungsmoment Md = 800 mkg ausge1ibt. 
Es sollen f1ir einen Punkt A im Innern, der 
die Entfernung I! = 2 cm von der Achse hat, 
die Hauptspannungen, ihre Ebene und ihre 
Ricktung gesucht werden. 

418. Die aus Tiegelguilstahl gefertigte 
Schraubenspindel einer Schwungradpresse 
(vgl. Abbildung zu Auf'gabe 502) besitzt einen Aufg.4J1. 
Kernhalbmesser von r = 5 cm, einen Steigungs

winkel von a = 14° und einen Reibungswinkel von e = 6°. Durch 
Drehung der Spindel soIl ein achsialer Druck P ausge1ibt werden. 
Wie groil darf dieser Mchstens sein, wenn die Itufierste Spannung 
von 3000 at nirgends tlberschritten werden solI? 
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4:19. Eine Welle von quadratischem Querschnitt all, die n Um
drehungen in del' Minute macht, 
empfangt in A: Nl = 3 PS, in 
C: Ns = 12 PS von zwei Motoren 
und gibt in B: N2 = 8 PS, in 

1 1 f f 
j..- --I., · q",- ->I<-I:r.Jnr-~'I~..j 

D: N, = 7 PS an Arbeitsmaschinen ab. Man berechne den ganzen 
Verdrehungsbogen del' 'Nelle und zeichne die Schaulinie del' auf 
die Welle l1bertragenen Pferdestllrken. 

*4:20. An einem dunnen Draht vom Halbmesser l' del' 
Lllnge I hltngt ein Stab mit zwei Schwung-
kugeln in horizontaler Lage im Gleichgewicht. 
Diesel' Stab wird um den Bogen a aus seiner Jr 

Ruhelage gebracht, derart, daB er in einer 1, 

horizontalen Ebene bleibt, und hierauf frei ge-
lassen; nach welcher Zeit erreicht er die nllchste T 
Ruhelage? (Dauer einer einfachen Schwingung.) 
Hierbei ist nul' das Tragheitsmoment T del' beiden >:lchwungkugeln 
zu berucksichtigen. 

4. Drehung und Biegnng. 
4:21. Auf einer kreisrunden Welle AB sitzen in den unten an

gegebenen Abstllnden zwei RlLder C und D mit den Halbmessern 
1,0 m und 0,5 m. An ersterem wirkt eine Kraft P == 300 kg nach 

A 

• I 
I 

1,om. 
I 
I 

I --Z,Om--~r", 

p 

abwllrts, an letzterem befindet sich die Last Q im Gleichgewicht. 
Berechne den Durchmesser d del' eisernen Welle unter Zugrunde
legung folgender zulll.ssigen Spannungen: fiir Biegung kb = 600 at, 
fur Drehung kd = 240 at. 

4:22. Auf einer kreisrunden gu£eiserNlll Welle, die in A und B 
gelagert ist, sind in C und D zwei Rader aufgekeilt (Halbmesser 0,2 m 
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messer d. 

Schuh- und Biegungsfestigkeit. 

und 0,5 m). Die Belastungen der 
Welle sind PI = 350 kg, PI! = 
200 kg. Das eine Rad fibertr!!.gt 
auf das andere N = 8 PS, die 
Welle macht n = 80 U mdrehungen 
in der Minute. Die zul!!.ss1gen 
Spannungen sind: kz = 200 at 
fur Zug, kd = 200 at ffir Dre
hung. Berechne den Wellendurch-

4:23. Eine Welle von elliptischem Querschnitt 1St vertikal be
lastet und derart gelagert, dall die grollere Halbachse c vertikal steht. 
Gegeben ist das Verhaltnis der Halbachsen c : b = n; auch ist das 
Anstrengungsverhaltnis ao als bekannt anzusehen. Wie groll mull 
das Verhaltnis M : Md des Biegungs- zum Drehungsmoment gemacht 
werden, wenn gewfinscht wird, daJl an den Enden der beiden Halb
achsen gleich groBe Maximaldehnungen entstehen sollen? (Ver
hliltnis der Litngsdehnung zur Querzusammenziehung m = 3.) 

4:24:. Ein Tritger von rechteckigem Querschnitt (b, h) wird 
flachkantig gelagert, d. h. die groilere Abmessung h ist horizontal. 
Das groilte Biegungsmoment M und das groBte Drehungsmoment 
Md wtirden in demselben Querschnitt auftreten und seien gegeben. 
Ebenso sind die zulassige Biegungsspannung kb' die zulassige 
Drehungsspannung . kd und das Verhaltnis b: h = n als gegeben 
anzusehen. Wie gro£ ist h zu machen '! (Verhaltnis der Langs-

dehnung zur Querzusammenziehung m = !~.) 
*4:25. Ein eiserner Trager von rechteckigem Querschnitt (h, h) 

wird hochkantig gelagert, d. h. die groBere Abmessung h ist vertikal. 
Das Biegungsmoment M und das Drehungsmoment Md eines Quer
schnittes seien gegehen. Die zulassige Biegungsspannung kb und 
die zulltssige Drehungsspannung kd seien vorgeschrieben. Man suche 
die Stelle der groUten Anstrengung (Dehnung) im Querschnitt. 

4:26. l!'ur den Querschnitt eines hochkantig liegenden Balkens 
(b : h = 1 : 2) sei das Biegungsmoment M gleich dem Drehungs
moment Md, das Anstrengungsverhaltnis ao = 1. Wie groB ist die 
grollte Dehnung max 8 des Querschnittes, und wo tritt sie auf? 
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427. Zwei gleich lange Stilbe von verschiedenem Material und 
verschiedenen Querschnitten F 1 und F 2 sind fest miteinander ver-
bunden und werden einer achsialen • 
Zugkraft P ausgesetzt. Man be- ~ .... ____ " ____ ~ 
rechne die Spannung in jedem -~ ~ 
der Stilbe. 

428. Die Stitbe der vorigen Aufgabe sollen durch die Kraft P 
derart beansprucht werden, da£ ihre Spannungen im Verhilltnis a 
stehen. Dies ist nur m5glich, wenn die Stl1be schon anfangs ge
wisse Spannungen 0'01 und 0'02 besaBen. Man suche diese zu be
stimmen. 

429. Ein Eisenstab von 1,5. cm2 Querschnitt ist in einem 
Betonkorper von 60 cm9 Querschnitt und von gleicher Lilnge ein
gebettet. Die Elastizitatszahlen sind El = 2 . 106 at fiir Eisen, Es = 
105 at fur Beton. Der ganze K5rper wird einer Zugkraft von 
2500 kg ausgesetzt; die Spannungen im Beton und im Eisen sollen 
im Verhaltnis 1: 20 stehen. Welche Anfangsspannung muB dem 
Eisenstab gegeben werden? 

430. Wie groB sind die notwendigen Anfangsspannungen in 
der vorigen Aufgabe, wenn die Gesamtspannungen in Beton und 
Eisen, die nach Auftreten der Zugkraft von 2500 kg vorhanden 
sind, im Verhl1ltnis 1: 100 stehen? Wie groil sind diese Gesamt
spannungen? 

431. Um einen Eisenstab, der einer achsialen Last P aus
gesetzt ist, wird Beton gegossen. N achdem der Beton vollkommen 
erhil.rtet ist, wird die Last P entfernt. Welche Spannungen ent
stehen jetzt im Eisen und im Beton? 

432. Der Querschnitt eines Eisen-Betonstabes enthalte F 1 = 
4 cmS Eisen, Flil = 120 cm2 Beton; das Eisen habe 270 at An
fangsspannung. Man suche die Gr5Be P jener achsialen Druck
belastung des Eisen-Betonkorpers, welche die Spannung im Eisen 
auf Null herabbringt. (El und E2 wie in Aufgabe 429.) 
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4:33. Eine Betonsaule besitzt eine Eiseneinlage, die gleich
fOrmig um die Mittellinie verteilt iat. Beim Erharten des Betons 
verkurzt die Saule ihre Lange I um 01. Wie groJ3 wltre diese 
Verkllrzung, wenn die Saule keine Eiseneiniage hatte? 

4:34:. Eine Betonsaule vom Querschnitt F 2 und der als konstant 
angenommenen Elastizitlttszahl Ez hat eine Eiseneinlage Jt\ mit der 
Eiastizitlttszahl E1• Wie kann aus diesen Angaben die durch
schnittliche Eiastizitlttszahl E der Saule gerechnet werden? 

*4:35. Ein gezogener Draht vom Halbmesser r hat in der Mitte 
die Eiastizitatszahl E}; sie nimmt nach au£en in Iinearer Weise 
zu und erreicht am Rande den Wert E2 • Welche Zugkraft P 
kann der Draht sichel' ertragen, wenn die zulassige Spannung k z 

nirgends uberschritten werden soIl? 

" 
f ~-J. 

y , + 
M.t 

*436. Ein auf Verdrehung beanspruchter Holz
balken wird seiner Lange nach von zwei Rundeisen 
durchzogen, deren Querschnitt f gleich dem 36. Teil 
des Balkenquerschnittes ist. Der wievielte Teil 
des ganzen'V erdrehungsmomentes Md wird von 
den beiden Rundeisen aufgenommen? 

'" f 

I 
I I 
/E-----2R----~ 

Aufg. '37. 

1i 
I 

8 

~ 

t-~- 0 

i 

~ 0 

,1oE------1 -----~ 
Aufg. 439. 

b 
0 ~ 

0 0 
a. 

0 0 

0 0 0 

0 a. 
Aufg. 440. 

437-440. In fol
genden Querschnitten 

~ von Eisenbetonsaulen, 
die zentral auf Druck 
beansprucht werden, 
ist der \ Durchmesser 
o der Eiseneinlage 
sehr klein gegenllber 
dem Durchmesser der 
Saule. Man suche 
die ideellen Haupt
tragheitsmomente fur 
den Schwerpunkt. Es 
sei v das Verhaltnis 
der Elastizitlttszahlen 
von Eisen und Beton. 

" 
Ffir folgende Querschnitte von Eisenbetontragern, die aufBiegung 

beansprucht werden, ist die Lage der Null-Linie und das Tragheits-
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moment fllr die obere (Druck-) Rante unter der Voraussetzung zu 
bestimmen, daB die Elastizitll.tszahl von Beton fllr Zug gleich Null 
ist, jene ffir Druck gleich Ebd und jene ffir Eisen Ee = VEbd ist. 

44:1. 

*4:4:2. H 
I 
I 
I 

~----T----::~i'. 

44:3. 

~----- B ----~ 

t 
I 
I 
I 

11, 

T 
I 
I 

I 
H 

i 
I 
I 
I 
I ______ .l-L 

*444:. Der Querschnitt der Aufgabe 441 besitze 
nur die untere Eiseneinlage. Man suche ihren 
Abstand vom Druckmittelpunkt des Querschnittes. 

*445. Ein rechteckiger Querschnitt, der nur ffir 
Druck widerstandsfllhig ist, wird von einer in der 
Symmetrie-Ebene liegenden exzentrischen Druck
kraft P in der Entfernnng a vom Rande beansprucht. 
Man suche die Lage der Null-Linie NN 
und die gro£te Randspannung max (J. 

*4:46. Ein quadratischer Querschnitt, der 
nur ffir Druck widerstandsflthig ist, wird von 
einer in der Diagonalebene liegenden Druck
kraft P in angegebener Entfernung be
ansprucht. Man suche die Lage der Null-

"*" -- -- N 

I It, 

i "f P 
1 if 

ina cf 

---1.-" 
I 
I 

r- ~ 
I 
I 

, I 
_L_J.. 

ma t1 
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*44:8. Ein 

-To 
I 
I 
I 
I 
Z 
I 
I 
I 
I 

'---1--,<_1 
p 
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Linie N N und die grof3te Randspannung 
max (J. 

*4:4:7. Ein kreisformiger Querschnitt, der 
nur fUr Druck widerstandsfllhig ist, wird 
von einer exzentrisch liegenden Druckkraft 
in P beansprucht. Wenn NN die Null
Linie vorstellt, welche Beziehung wird zwi
schen dem Winkel a und der Exzentrizitll.t 
p bestehen? 

gerader Stab von der LlI.nge 1 wird zentral mit der 
Last P gedrdckt. Man ermittle die elastische Linie 
des St8.bes, wenn angenommen wird, daB sich die 

Spannung (Jo =; gleichmll.Big 'liber den Querschnitt 

ausbreitet, jedoch die Elastizitll.tszahl des Materials 
verschieden ist, und zwar dem Gesetze folgt: 

I 

f I 
I I 

-tJ 

t 
II 
I 
I 
I 

E = Eo (1 + a ;), 

worin a eine Konstante ist. 

*4:4:9. Der symmetrische Querschnitt 
eines geraden Trl1gers sei einem Biegungs
moment M ausgesetzt. Das Material ist 
nicht homogen; die Elastizitll.tszahl E ist 
verll.nderlich, und zwar nach dem Gesetze : 

E = Eo (1 + a ;.). Hierin ist a eine 
Aufg.449. Aufg.448. 

Konstante, z die Koordinate jenes Fll1chen
elementes, das die Elastizitll.tszahl E hesitzt. Man ermittle: 1. die 
Spannung So im Schwerpunkt; 2. die Lage der Punkte ohne Span
nung im Querschnitt; 3. die Spannungen an den l1U£ersten Stellen 
S1 und 8 2, (448, 449: F. Stark, Techn. Bll1tter 1907.) 

4:50. Der Beton eines Balkens von recht
eckigem Querschnitt (ohne Eisen) hll.tte eine 
konstante Elastizitll.tszahl Ebd fUr Druck und eine 
andere, ebenfalls konstante Elastizitlttszahl Ebz ffir 
Zug. Das Verhll.ltnis der- beiden Zahlen sei. be
kannt. Man Buche die Entfernung Yo der Null
Linie von der Druckkante. 
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*451. Der Beton des Balkens der friiheren 
Aufgabe habe keine konstanten Elastizitats
zahlen, sondern gehorche dem B a c h schen Ge
setze am = Ebz 8 auf der Zugseite und am, = 
Ebd 81 auf der Druckseite. Man zeige, dai3 in 
diesem Falle die Null-Linie keinen konstanten 
Abstand Yo von der Druckkante besitzt, wie in 
der vorhergehenden Aufgabe, sondern daB dieser 
von der grOBten Druckspannung O'b abhangt. 

452. Ein Eisenbetontrager von nebenan 
stehendem Querschnitt wird von einem Bie- l
gungsmoment M beansprucht. Der Beton ge- : 

I horcht dem in Aufgabe 450 angeft1hrten Ge- I 
I 

setze. Man suche die gro£te Druckspannung I 

~~~ h 

B 

453. Ein Eisenbetontrager von demselben l 
Querschnitt wie in AuEgabe 441 werde einem 1 f 
Biegungsmoment M ausgesetzt. Der Beton ge- f-B- 0 0 0 0 

horche dem in Aufgabe 450 angefuhrten Ge-

81 

t 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

If 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

.'l 

setze. Man suche die groi3ten Spannungen im Beton und im Eisen. 
454. Ein Balken von rechteckigem Querschnitt wird von einem 

Biegungsmoment M und einer achsialen Zugkraft P beansprucht. 
Das Material des Balkens folgt dem H 0 0 k e schen Gesetze 
(Gleichung 8), aber die Elastizittttszahien El und Ell ftlr Zug und 
Druck sind verschieden. Man ermittle die Lage .der Null-Linie 
im Querschnitt und die groBten Spannungen 81 und S2' 

(R. Bredt, Zeitschr. Ver. deutsch. lng. 1898.) 
455. Der auf Biegung beanspruchte Trager ~_ oX' _ P 

vom Querschnitt wie in Aufgabe 443 kann zu-
folge derSteifheit seiner Eiseneinlage eingro£eres n" 
Biegungsmoment aufnehmen, als wenn die Eisen
einlage ebenso gro£, aber nicht widerstands
flLhig gegen Biegung Ware. Wieviel wird das 
sein, wenn ae die groBte im Eisen vorkommende 
Spannung und J e das Tragheitsmoment der 
Eisenflache fiir ihre horizontale Schwerlinie ist? 

456. Die nebenan in AufriB und Grundrill 
dargestellte, mit zweifacher Eiseneinlage ver
sehene Saule wird von einer Drucklast be-
ansprucht. Welche groBte Entfernung x vom 

Witten bauer, Aufgaben. II. 3. Autl. 

o 
./,0 

o 

Aufg.456. 

6 

f 
I 
I 

8 
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Rande wird sie haben dUrien, wenn in der Saule keine Zugspan
nungen auftreten sollen? 

*457. Die Abbildung zeigt den Quer
schnitt einer Esse aus Beton, die eine Eisen
einiage f vom Halbmesser R besitzt. Die 
Esse wird in Richtung ihrer Achse von 
einer Drucklast beansprucht. Welchen Ab
stand p darf die Last P von der Achse 
haben, wenn nur Drllckspannungen ent
stehen sollen? 

*458. Wie groB ist in der Esse der vorigen Aufgabe die 
gr5£te vorkommende Betonspannung? 

*459. Eine Betonsaule, die in Richtung 
ihrer Lange 1 eine Druckspannung O"b auf
zunehmen hat, wird von einem eisernen Ringe 
umschnurt. Man berechne die im Ringe auf
tretende Zugspannung ere Bowie die in der 
Betonsitule in Richtung ihres Durchmessers 
auftretende Druckspannung a'b' 



VII. Technische Anwendungen. 

460. Ein Kammzapfen wird in achsialer Richtung von einer 

Kraft P beansprucht. Wenn a= ~ ~p 
und n die Anzahl del' Ringe ist, wie ~ 
groll mull der Durchmesser d des ~bl.-
Zapfens und die Breite b der Ringe gemacht werden? k = i U -

lttssige Druckspannung, ks = zulttssige Schubspannung sind gegeben. 
461. Ein BUgel aus Rundeisen ist in A und B befestigt, in 

Welchen Halbmesser r muB der Bugel ~ ~ 
seiner Mitte C mit P = 400 kg belastet. ~~' 

bekommen, wenn die Biegungsspannung ~~~ 7 
kb = 1320 at gestattet ist? Wie groll 0 I ~ - E 
sind die Spannungen in den Endstucken ""---------!--Z11l;-------'I 

AD und BE? W odurch werden sie hervorgerufen? 
462. Ein Schachtgestttnge besteht aus 10 

Gliedern von je 5 m Lttnge und b = 8 cm 1 

Breite in nebenstehender Anordnung. Die Enden I 
der GIieder sind untereinander durch je zwei I 
Schrauben verbunden. Am tiefsten Ende des i 

J 

Gestttnges httngt eine Last von P = 3 t; das : 
Einheitsgewicht des Gestttngeeisens ist 7,6, seine 5? 
zulttssige Zugspannung kz = 600 at. Die Schrau- i 

I 

benbolzen sind aus gutem SchweiBeisen, dessen I 
zulttssige Biegungsspannung kb = 1176 at ist. : 

I 
Berechne die notwendige Stttrke x der Glieder, I 

1-sowie den Durchmesser y der auf Biegung be-
anspruchten Schraubenbolzen. 

463. Ein dreibeiniger Kran besteht 
aus zwei Holzsttulen A C und B C, so
wie aUS einer eisernen Stange DC. Er
stere habe» quadratischen Querschnitt, 
die Stange A 

lUei'qn,,· ~c 
schnitt. Bei '!Jrlllffoicllf ~. 
C httngt eine B 

6* 
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Last von P = 2 t. Berechne den Durchmesser d der Stange (zu
lassige Zugspannung kz = 600 at), sowie die StlI.rke der Situlen 
bei eiffacher Sicherheit gegen Zerknicken. 

464:. Ein Mizerner Gie13erei-Kran von nebenstehender Form hat 
folgende Abmessungen: A C = 
3 m, CB=1 m, AD=4 m. 

B Die grofHe Last in B betrltgt 9 t . 
.,....t'-T--....u,..----..-+.,---tJ Der Querschnitt des Balkens A B 

ist ein Rechteck (35 em und 
47 em), jener der Strebe DC ein 
Quadrat (35 em). In A und D 
ist der Kran mit schwei13eisernen 
Bolzen drehbar befestigt. a) Wie 
grofi ist die gro13te in A B auf
tretende Spannung? b) Wie gro£ 
ist die auf DC entfallende Druck
kraft und wie gro13 ist die Trag
flihigkeit der Strebe DC, wenn 
k = 80 at die zuIltssige Druck

spannung ist ? c) Welchen Durchmesser ml1ssen die Bolzen in A 
und D bekommen, wenn k. = 480 at gestattet ist? 

4:65. Eine Mlzerne Strebe, in der die Zugkraft P = 5500 kg 
wirkt und deren Breite b = 10 em ist, soIl mittelst eines eisernen 

Bandes von der Starke ,,= 
15 mm mit einem Balken ver
bunden werden. Die zul!l.ssigen 
Spannungen sind fur Eisen: 
kz' = 750 at Zug, ks' = 600 at 
Schub; fur Holz: k;' = 100 at 
Zug, ks" = 10 at Schub. Es 
sollen gerechnet werden: a) der 
Durchmesser d des Schrauben
bolzens ; b) die Breite b J der 

Strebe; c) die Breite (J des eisernen Bandes; d) die Ent
fernungen z und Zl. 

4:66. Von einem eisernen Dachstuhl ist der AnschluJ3 einer 
Zugstange an de~ Sparren zu konstruieren. Die Last P = 5000 kg 
ist bekannt, ebenso die zulltssigen Spannungen fur Zug und Biegung 
kz = kb = 700 at, sowie fl1r Schub Its = 54.0 at. Es ist zu be-



reehnen: a)derDureh
messer d der Zug
stange ; b) die Ab
messung b, wenn a = 
1,25 d angenommen 
wird ; e) der Dureh
messer D des Sehrau
benbolzens ; d) die 
Ringbreite (J; e) die 
Entfernung z. 

Technische Anwendungen. 

4:67. Drei Stangen aus SehweiB
eisen von d = 4 em Dicke sind durch 
einen Schraubenbolzen vom Durch
messer D miteinander verbunden und 
im Gleichgewicht. Die mittlere Stange 
wird von einer Kraft P beansprucht, 

85 

die zwischen 8000 kg Druck und 20000 kg Zug schwankt. Man 
berechne die Breiten a und b der Stangen ffir sicheres Tragen, 
ferner den Durchmesser D und die Ringbreite {J. 

~8. Ein horizontaler Drehschranken A B aus SchweiBeisen 
von 5 m Lil.oge, dessen Querschnitt aus zwei gleiehen Winkel
eisen von nebenstehenden 
Abmessungen (in em) be
steht, ist in A auf einen 
eisernen Bolzen drehbar 
gelegt und in B durch 
ein Rundeisen C B ge- T.r.~----____________ ~B 

halten, das in C an einen 1-<----- --5171------->01 

Bolzen gehii.ngt ist. Das ~ 
Eigengewicht des Schrankens betril.gt 100 kg ffir de:ij m. Es ist 
zu berechnen: a) die grOBte im Sehranken auftretende Zug- bzw. 
Druckspannung (Elastizitil.tszahl E = 2 . 1 06 at); b) die Knicksieher
heit im Schrank en. 

4:69. Ein Ktmstwinkel ABC zum Betrieb einer Pumpe llbertril.gt 
eine Kraft P, welehe abweehselnd zwischen 2 t und 5 t Zug schwankt. 
Es ist AB-LBC. Die drei Zugstangen, die Welle D und die 
Schraubenbolzen 0 sind aus SchweiBeisen, der Winkel selbst aus 
GuBeisen mit kreuzf1lrmigem Quersehnitt. Es sollen berechnet 
werden: a) 4i~ zwassigen Spannungen des Schweif3eisens ffir Zug 
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und Schub; b) die Durchmesser d, dl , 0 und D; c) die Breiten b 
und bi; d) das Tragheitsmoment minJ des Winkelquerschnittes M N 

o C t-""H~ir+""':" 

aus m und B (speziell fiir m = 0,4); e) die notwendige Starke B 
fiirzehnfache Sicherheit gegen Knicken. 

470. Es soIl ein Eichenstamm gefallt werden, der einen Durch
messer von 20 em hat 
und dicht iiber dem Bo
den zur Halfte durch-

B sagt ist. Ein Seil ist in 
der Entfernung a = 2 m 
vom Boden befestigt und 

~ wird von A aus mit der 
Kraft R gezogen. Wie 

gro£ mu£ letztere sein, wenn die Entstehung einer Druckspannung 
von 600 at geniigt, um den Stamm zum Bruch zu bringen? 

471. Ein 8 m langer Trager aus FluBeisen wird in unten-

t""-- ------6m -----~ ....... --tm,-- p 

~ 
8 , 

W 
I 

-;-- I 
I I 

I 
II"" 

'iJ' , ' I $ __ +1 
- s->! 

IiItehellder Weise frei gelagert und belastet. Die gleichformige Last 
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betragt q = 1000 kg flir den Meter, die Last am Ende P = 3 t. 
Del' Querschnitt des Tragers ist ein Halbkreisring mit dem Halb-

messerverhaltnis it = n = 0,75. In B ist del' Trager durch eine 

schweiBeiserne Saule von 4 m Lange gestiitzt, die kreuzformigen Quer
schnitt hat und aus 4 gleichen Winkeleisen gebildet wird. Es ist 
ZIl berechnen: a) die Stelle des groBten Biegungsmomentes und die 
GroBe desselben; b) die Halbmesser R und r, wenn die Biegungs
spannung kb = 700 at gestattet ist; c) die Abmessungen der Winkel-

eisen (} und s, wenn ~ = m = ~ sein solI, fiir fiinffache Knicksicherheit. 

4: 72. Ein 4 m langer holzerner Balken, der gleichformig be
lastet ist, schwe bt 4 m hoch liber dem Boden; er ist in B mit einer 
schweiBeisernen Stange Be unter 60 0 gegen die Horizontale auf
gehangt und in A durch eine schiefe schweiBeiserne Strebe AD ge
stlitzt. Del' Querschnitt m n diesel' Strebe besteht aus vier gleichen 
Winkeleisen in gezeichneter Anordnung. a) Welche Neigung a mu£ 

A 
~~------~----~ 

~ 

SclmiH m - n, itt &11/ 
... 5..-

11 rr F ZIJ 
46 ..... -_-zo-..l .... 

I ~ I I 
I I I 

~ Ll4!} 

del' Strebe gegeben werden, damit sie rein auf Druck (Knickung) 
beansprucht wird ? b) Welch en Auflagerdruck darf del' Balken 
in A ausiiben, daB die zulassige Druckspannung k = 1000 at in 
del' Btrebe nicht iiberschritten wird? c) Welche Last q fiir die 
I.J!l.ngeneinheit kann del' Balken tragen? d) Welche Hohe x mua 
del' Balken bekommen, wenn seine Breite b = 20 em und seine 
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zulassige Spannung 100 at ist? e) Weichen Durchmesser d muE 
die Stange B C bekommen, wenn vollkommene Entlastung des 
Balkens mit Belastung wechseIt? 

4:73. Ein gu:Beisernes Rohr von ringformigem Querschnitt (D = 
20 em, d = 15 em) ist in' A horizontal eingespannt und besitzt bei B 
einen Ansatz Be in Form einer oDen ofi'enen Rohre (Querschnitt 
wie nebenan). Sie ist bei C durch einen Schieber geschlossen, und 

MCIII beide Rl:Ihren, die geschlossene und 
~----"'---n---wf1p,,· die oben ofi'ene, sind mit Wasser 

-- Jcm geftillt. Die zulll.ssigen Spannungen 
~=====;;..;;;;;=~~_!f" des Rohres AB seien kz = 250 at 

I _____ x ___ -j 
I 
I 
I 
!/ 
I , 
I 
I 
I 

I 
L 

Zug, ks = 200 at Schub; die zu
Iassige Biegungsspannung im Rohr 
Be sei kb = 300 at. Wie lang (y) 
darf der Ansatz gemacht werden? 
Wie lang (x) darf das Rohr ge
macht werden? (Einheitsgewicht des 
Gu:Beisens r = 7,5.) 

*4:74:. Bei Anlage einer Treppe 
ist ein RoIzbalken AB zu dimen
sionieren, der die freie Lange 
I = 4: m Qesitzt, in C durch den 

8 

Druck einer Saule 
mit 1000 kg und 
tiberdies mit 500 kg 
ftir jeden Meter Lange 

~lT----=----------'---,;:::::rr gieichfurmig belastet 
___ J!. ____ Zc¥m__________ I ist. In B sttitzt sich 

~m der Balken auf eine 
Sc!milf m-T/. m~~1 ~ schwei:Beiserne Saule +r " von 1 m LlI.nge, deren 

'ttl Querschnitt aus vier 
If gieichen Winkeleisen 

...; Q, 1-<- zusammengesetzt ist. 
a) Man suche die Abmessungen des Balkens, wenn sich dessen Breite 
zur Rohe wie 5: 7 verhalten soll und kb = 70 at die zuIl1ssige Bie
gungsspannung ist ; b) man ermittle die notwendigen Abmessungen 
der Winkeleisen, WElnn die Schenkelbreite a eines derselben gleich 
der fl1nffachen Stll.rke d ist und sechsfache Sicherheit ~e~en Zero 
knicken verlangt wird. __ .~ __ _ 



VIII. Die Formanderungsarbeit. 

1. Die Formindernngsarbeit von Stangen, Trigern nnd Wellen. 

475. Ein quadratiseher Eisenstab von 2 em Starke erleidet 
eine Zugkraft von P = 4000 kg. Wieviel Formanderungsarbeit 
nimmt der Kubikzentimeter des Stabes auf? 

4:76. Ein Stab aus SehweiBeisen von 1= 2,5 m Lange, dessen 
Quersehnitt eine Ellipse mit den Halbaehsen b ~ 4 em, 0 = 3 em 
ist, erhaIt eine Langenanderung von d 1 = 0,05 em. We Ie he Arbeit 
hat der Stab in sieh aufgenommen? (Elastizitittszahl E = 2.106 at.) 

*4:77. Ein prismatischer Stab vom Quersehnitt F, der Litnge 1 
und dem Gewicht G hitngt unbelastet vertikal herab. Welche 
Formanderungsarbeit leistet sein Gewieht? 

*4:78. Ein K5rper gleieher Zugfestigkeit, der die Lange 1, die 
Endflache Found das Einheitsgewieht r besitzt, 
wird am Ende mit der Last P belastet. Bereehne 
die Formitnderungsarbeit. 

479. Zwei gleieh lange prismatisehe Stabe aus 
gleiehem Material, mit den Gewiehten G1 und G2 

hitngen aneinander und sind am Ende mit P belastet. 
Wie groB muB die Last P sein, wenn die auf die 
Raumeinheit bezogene Formitnderungsarbeit in beiden 
Staben gleieh groB sein solI? (Zuerst allgemein, dann 
ffir Gg = 2 G1.) 

*4:80. Ein homogener gerader Kreiskegel vom 
Gewieht G und der H5he h hangt an seiner Grund
flaehe, die den Halbmesser r besitzt, und ist nur 
der Sehwerkraft ausgesetzt. Welehe Form
itnderungsarbeit leistet diese? 

I 
l 
I 
I '-r--r-'-t 
I 
I 
l
I 
I 

_..1. 

p 

Anfg. 479. 

*481. Auf der Endflaehe eines Kegel
stutzes ruht die Last ·P. Man solI die 
Forma.nderungsarbeit bereehnen, die sie 
allein in dem Kegelstutz hervorruft, ohne Ii. 
dessen Gewicht zu berilcksiehtigen. §i~~~~~~~~ 
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*482. Ein diinner gerader Stab von der Lange 1 wird in der 
l~mte durch die IJast Q 

I-<----------l----------->! 
P I I P 

- l~ ( :::::::::=;-
belastet. 

Wie gro:B mii:Bte' die 
Achsialkraft P sein, wenn 
sie dieselbe Durchbiegung 
erzeugen solI? 

I Q I '-
j.E--------xo----------~ 

(H. Kayser, Zeitschr. Ver. deutsch. lng. 1917.) 

483. Man solI die Formanderungsarbeit eines frei aufliegenden 
Tragers, del' in del' Mitte belastet ist, aus der Durchbiegung f 
in der Mitte berechnen. Del' Querschnitt ist unveranderlich. 

484. Welche Formanderungsarbeit nimmt der in Aufgabe 277 
angefiihrte Trager von sechseckigem Querschnitt auf, wenn die 
Last in der Mitte steht? (E = 2,2 . 106 at.) 

*485. Man berechne die Formanderungsarbeit eines frei auf
liegenden Tragers, der an beliebiger Stelle von einer Einzellast 
belastet wird. 

*486. Man suche die Formanderungsarbeit einer einseitig ein
gespannten, am Ende mit P belasteten Welle von kreisrundem 
Querschnitt, welche so geformt ist, daB sie gegen Biegung gleichen 

-- z-- ~ 

Widerstand besitzt. 
487. Ein Stab von geringer Lange I, dessen 

Querschnitt F den Tragheitshalbmesser i besitzt, wird 
an seinem Ende durch eine Kraft P beansprucht, 
welche unter a gegen die Stabachse geneigt ist. Be
rechne die Formanderungsarbeit des Stabes. 

*488. Auf einen symmetrischen Trager vom 
Tragheitsmoment J, del' einseitig einge
spannt ist, wirken zwei entgegengesetzte 
Krafte PI und P 2' die den Abstand a 

I , i voneinander haben. Die Formanderungs-",--a.- I! I 
------~ ---~-"., arbeit durch die Biegung solI ein Maximum 

sein. Wie gro:B muB die Entfernung z 
der Last PI vom Auflager gemacht werden, und wie groB ist 
dann das Maximum der Arbeit? 

*489. Eiu frei aufliegender Trager von unveranderlichem Quer
schnitt (Tragheitsmoment J in bezug auf die N ull- Linie) und 
der Lange 1 ist gleichformig mit q fur die Langeneinheit belastet. 
Berechne die b"ormanderungsarbeit. 
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4:90. Man soIl die Formanderungsarbeit des in voriger Auf
gabe gegebenen Tragers aus der mittleren Durchbiegung desselben 
berechnen. 

*4:91. Man berechne die Formanderungsarbeit eines frei auf
liegenden Tragel's, der mit q fiir die Langeneinheit gleichformig be
lastet ist und iiberdies an beliebiger Stelle eine Einzellast P tragt. 

*4:92. Die gleichformige Belastung in Aufgabe 489 wiirde nur 
vom Auilager bis zu einer Lange a reichen. Man ermittle die 
Formanderungsarbeit. 

*4:93. Man suche die Formanderungsarbeit eines an beiden 
Enden eingespannten Tragers, der in den Entfernungen a und b 
von den Auflagern mit einer Einzellast P belastet ist. 

*4:94:. Ein einseitig eingespannter Trager von konstantem, 
symmetrischem Querschnitt (Tragheits- I f{ 

moment J) ist vom Ende bis zu ~~ ~ ___ ~~_~~I~~_~~~~I~B einer Entfernung a gleichformig mit q 
filr die Langeneinheit belastet. Man 
berechne die Formanderungsarbeit des Tragers. 

*4:95. Wie andert sich das Resultat der vorigen Aufgabe, wenn 
in enoch eine Einzellast P hinzutritt? 

*4:96. Wie grofi ist die Formanderungsarbeit eines frei auf
liegenden Tragers, der in gleicher Art wie in Aufgabe 235 be
lastet wird? 

*497. Man berechne die Formanderungsarbeit eines auf zwei 
8tiitzen A und B aufliegenden Tra- . \P 
gers, dessen ilberhangendes Ende t"---- lt-----1 t 
mit der Last P belastet wird. Ag _ _____ -l- __ _ B _ ___ _ ".jC 

*498. Wie grofi ist die Form-
anderungsarbeit eines auf zwei 
Sttltzen A und B aufliegenden Tra
gers mit einem ilberhangenden 
Felde, auf dem eine gleichformig 
wachs en de Belastung (Dreieckslast) 
ausgebreitet wird? 

k--------l---------
I 
I 
I 
I 
I 

c 

*499. Ein frei aufliegender Trager von rechteckigem Quer
schnitt wird an beliebiger Stelle durch eine Einzellast beansprucht. 
Welche Formanderungsarbeit nimmt er zufolge der entstehenden 
Schubspannungen aUein auf? 

* 500. Eine frei aufliegende kreisrunde Welle wird gleichformig 
mit q fUr die Lltngeneinheit belastet. Welche ]j~ormltnderungs-
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arbeit nimmt sie zufolge der in ihr entstehenden Schubspannungen 
allein auf? 

-501. Eine Welle von der Lange lund dem Halbmesser r werde 
durch ein Drehungsmoment um den Gesamt

.. S __ --.A,..-.,.-_ .... winkel rpo verdreht. Welche Form!i.nderungs
arbeit wird hierdurch in der Welle auf
gespeichert ? 

502. Bei der Schwungradpresse wird eine 
Scheibe S von einem Schwungrad in rasche Um
drehung versetzt und hierdurch die Schrauben
spindel AB C mit groBer Kraft nach abw!i.rts 
gedr1ickt, derart, daB bei C Pragungen in Metall 
stattfinden kOnnen. Wenn P der bei A fiber

nommene PreBdruck ist, wieviel Forml1nderungsarbeit muB die 
Spindel und der Rahmen der Presse aufnehmen kOnnen? 

(Schlesinger und Thumser, Zeitschr. Ver. deutsch. Ing.1909.) 
503. Nach dem Vorschlag von lntze (Wochenschr. d. Ver. 

deutsch. lng. 1882) kann ffir Eisen die Schaulinie der Dehnungen B 

tJ und der zugeMrigen Spannungen 0' jenseits der 
Proportionalitatsgrenze angenl1hert als Parabel 
mit dem Scheitel in E angesehen werden. Man 
berechne die Albeit, die eine Zugstange vom 

~ QuerschnittF undderL!tngeI aufnimmt, wennsie 
einer die :froportionalit!ttsgrenze fiberschreiten
den Last P ausgesetzt wird. Als gege ben sind 
zu betrachten: Die Zugfestigkeit Kz, die Bruch-

l: 1:, dehnung Bb und die Proportionalit!ttsgrenze O'p. 

*504:. Wie wird die Form!l.nderungsarbeit eines fiber die Propor
tionalititsgrenze hinaus belasteten Stahlstabes zu berechnen sein, 
wenn hierffir das Spannungsgesetz (16 = C B zugrunde gelegt wird? 

(Leitzmann, Zeitschr. Ver. deutsch. lng. 1900.) 
505. Wenn der Stahlstab der vorigen Aufgabe an beiden Enden 

frei aufgelagert und in der Mitte belastet wird, in welcher Beziehung 
steht die Form!l.nderungsarbeit zur Durchbiegung punter der Last? 

2. Das Prinzip de:.; kleinsten Forminderungsarbeit. 
506. Ein prismatischer Stab AB wird an einer beliebigen Stelle 

:<-- -a.---t'"--- - D------~ A' =P We 1->-------- ~----.------,..j 

seiner Achse von einer achsialen 
Last P beansprucht. Wie verteilt 
sich diese auf die beiden Auflager? 
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A 
*507. Ein durchlaufender Trager 

mit drei gleichen Feldern a wird in 
der Mitte mit P belastet. Man be
rechne die Auflagerdrllcke inA undB. 

'if if t 4'" 
k - - Q,- - ._ - - .ar- __ ... - Q,- -

*508. Wie iindert sich das Resultat der vorigen Aufgabe, wenn 
die Last P gleichf5rmig ilber das Mittelfeld ausgebreitet wird? 

*509. Ein durchlaufender 
TrAger liegt 11ber drei gleich 
weit entfernten Stiltzen A, B, 
C und ist mit zwei gleichen 
La.sten P symmetrisch belastet. Man Buche den Sttltzendruck 
und das Auflagermoment in B. 

*510. Man soll die Auflagerdrilcke A 
und B sowie das Einspannungsmoment 
eines mit einer Einzellast P belasteten 
Trl1gers finden, dessen anderes Ende in 
A frei aufliegt. 

*511. Ein Triiger wird an vier 
gleich langen Stangen, deren Quer
schnitte F 11 F II' F 2, F 1 sind, sym
metrisch aufgehll.ngt und in der Mitte 
mit P belastet. Man suche die Stangen
krafte in A und B, wenn der Triiger 
starr ist und nur die Stangen 
elastisch sind. 

F, 

*512. Wie andert sich das Resultat der vorigen 
wenn man auch den TrAger als elastisch annimmt? 

*513. Ein gleichfOrmig belasteter 
Triiger A B wird an drei gleich langen 
und gleich starken Stangen aufgehl1ngt. 
Man berechne die Zugkrafte in den 
Stangen A, B und C. 

r-
I 
I 
I 
l 
I 
I , 
I 

Aufgabe, 

*514. Ein gleichfllrmig belasteter 
Triiger ist an dem einen Ende ein
gespannt, an dem anderen frei auf
lagernd. Man soIl die Auflager
drilcke in A und B sowie das Ein-

' A B 
i _.~~~~~~~~~ 

spannungsmoment finden. 
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*515. Ein gleichformig belasteter Trager liegt an seinen Enden 
in zwei unnachgiebigen Gelenken. 

mrrr den mel Wie gro13 ist die horizontale 
AWIIIIIIIIIIIIIIIUJIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!IIIIHll K ft H d' . d' G I nk • H H • ra , Ie m lesen e e en 
, ~ . durch die Belastung entstekt? 

* 516. Drei Stabe aus gleichem Material, deren Langen III 12, 

la und deren Querschnitte FI , F2 , Fa bekannt sind, werden in 
ihren oberen Enden drehbar gelagert und tragen 

mit ihren unteren Enden 
Ip gemeinsam die Last P. 

Die N eigungswinkel aJ, a2, 
aa sind gegeben. Man 
suche die Spannungen in 
diesen drei Staben. 

* 517. Das gezeichnete 
regelmaBige Stabwerk wird 
von drei gJeichcn Kraften 

P im Gleichgewicht erhalten. Die Stabe haben gleichen Quer
schnitt und sind aus demselben Material. Man suche die 

Spannungen S und SI' 

p/''-----"'''''''''-

Aufg.516. Aufg. 517. 

p 

*518. Ein aus sechs Staben bestehen
des quadratisches l<~achwerk wircl an clen 
Ecken durch vier paarweise gleiche Krafte P 
und Q beansprucht. Der Querschnitt und die 

p,.....r---;;---t---7-p Elastizitatszahl sind uberall gleich. Es sind 
die Spannungen S, SI' S2 zu berechnen. 

*519. Es sind die Spannungen in den 
Staben des nachstehend gezeichneten Fach
werkes zu ermitteln, das einen iiberzahligen 

Stab enthalt und unsymmetrisch belastet ist. Die Querschnitte 
del' Stabe seien verschieclen, ihr Material das gleiche. 

~ 'Ip r(! D 

Aufg. 519. 

C~- -- - -- - l- -- - _- A ~ 
p s ®. 

Aufg.520. 

*520. Zwei Stabe AC und BD sind in A und B horizontal 
eingespannt, in C und D mit P und Q belastet. Die belasteten 
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Enden sind durch einen Stab CD gelenkig miteinander verbunden. 
Man berechne die Auflagerdrucke 
in A und B, die Auflagermomente 
MA und MB daselbst sowie die 
Spannnngen del' Stabe S, SI' S2' 

*521. Ein aus sechs Staben 
mit gleichem Querschnittgebildetes 
Trapez wird von vier gleichen p 

Kraften P belastet. Man suche die 
Spannungen in den Staben. 

*522. Ein rechteckiger Rahmen, del' in 
den Ecken starr ist, wird mit del' Kraft 2 P 
in del' Mitte gezogen. AB = 2 a hat das 
Tragheitsmoment J und die Elastizitatszahl E, 
A C = 2 a1 entsprechend J 1 und E1. Man 
soll das in den starren Ecken aliftretende 
Biegungsmoment Mo berechnen. 

(F. G r ash 0 f, Theorie d. Elastiz. und 
Festigkeit.) 

s, 

2P 

*523. Untenstehende Fignr stent den Querschnitt einer eisernen 
Briicke VOl'. AB ist der symmetrisch mit 2 P belastete, an den 
Enden gelagerte Quertrager (Querschnitt FI mit dem Tragheits
moment J 1), AD und Be vertikale Stander (Tragheitsmoment J 2), 
CD eine horizontale Strebe (Querschnitt F 3); C und D sind Ge
lenke. Berechne die in H herrschende Druckkraft. (Elastizitats
zahl fur aHe Stabe gleich.) 

o f.i C 
II T 

I 
I 
I 

I 
I 
I 

81 
.1.. 

p .... -----2lr ---, p 

Aufg.523. 

zp 
A_--I--_B 

Aufg.524. 

*524. Ein Bockkran besteht aus einem steifen Rahmen A, B, 
C, D, der in C und D gelenkig gelagert ist. Man soIl fur 
symmetrische Belastung 2 P den in C und D auftretenden 
Horizontalschub berechnen. (Elastizitatszahl fur alIe Stabe gleich.) 
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*525. Ein dreistieliger Rahmen mit drei Fufigelenken, einem 
Gelenke C in der Mitte und zwei steifen Ecken A und B wird 

H 

s 

p 

Aufg. 526. 

gleichfllrmig belastet. Man suche 
den Horizontalschub H, die Auf
lagerdrticke in A und B, sowie 
das Einspannungsmoment Mo in 
A. (Elastizit1ttszahl ftir aHe 

1: l St1l.be gleich.) 

* 526. Ein an den Ecken ver
steiftes Quadrat wird in einer 

H 
0. Diagonale von zwei gleichen 

Aufg.527. 

Kr1l.ften P beansprucht. ]fan 
suche die Spannungen S in 
den Seiten und die Einspan
nungsmomente Ml und Mil 
in den Ecken. (F. Gr a s-

Of, h 0 f, Theorie der Elastizittlt 
und Festigkeit.) 

*527. Ein Stab vom Quer
schnitt Fist in C und D 
rechtwinklig abgebogen und 
in A und B gelenkig be

festigt. In C wird der Stab von einer Kraft P beansprucht, 
die mit del' Richtung A B den Winkel a einschlie~t. Man er
mittle die Spannungen in den drei Teilen des Stabes und die 
Biegungsmomente in C und D. 

*528. Das gleichschenklige Dreieck AB C wird durch den Stab 
CD = c versteift, der mit dem 

~e TriLger A B in D nicht gelenkig, 
c _H sondern starr verbunden ist: Die 

Belastung erfolgt in der gezeichneten 
Weise durch die beiden horizontalen 
Kr1l.fte H und durch die vertikalen 

!p Krafte P, Q, R. Man ermittle die 
f--=-~::-''''''-..l:--:-~E Spannungen SI in CD, Sil in A C, S8 

in Be, S, in AB sowie das Biegungs
moment in D. 

(L. Vianello, Zeitschr. Ver. deutsch. Ing. 1897.) 
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*529. Ein Bockgeri1st von der Gestalt eines Trapezes mit un
gleichen Seiten besitzt in A und 
B versteifte Ecken, in C und D 
hingegen Gelenke, in denen die 
ungleichen Lasten PI und P2 
stehen. Man berechne unter der 
Annahme, dafl aHe SUtbe gleiche 
Querschnitte besitzen, die Span

s, 

s 
l 

l ' 
I 
I 

a, 

nungen S, SI' S3' S" sowie die Einspannungsmomente in A und B. 
*530. Ein bei A und B steifer 

Rahmen ist .in C und D einge
spannt. Er wird mit q fUr die 
Li1ngeneinheit gleichformig belastet. 
Man berechne den in C und D 
auftretenden Horizontalschnb H, so
wie die Einspannungsmomente Mo 
und Ml in A und C. (Elastiziti1ts
zahl fUr aHe Sti1be gleich.) 

_--lIlIIIIlIIIIllllllll e 

*531. Nebenstehendes Portal ist 
in A und B eingespannt, in C ge
lenkig, in D und E steif. Es wird 
von dem horizontalen Winddruck q, 

~ 
fUr die Lltngeneinheit beansprucht. 

Man berechne die horizontalen 
~ 

Schubkri1fte HI und Hg , die verti-
kalen Auflagerdrucke VI und V21 _ 

die Einspannungsmomente Ml und 

- --Za.---"" 

c 

I 
I 
h-
I 
I 
I 
I 
I 

~ 

o 

Mg in A und B 1 endlich die Ein- H ... 1t:.mtw;~~~~~~~~" 
spannungsmomente Ms und M, in 
in D und E, und den Gelenkdruck 
in C. Alle Sti1be haben gleichen Querschnitt; die Elastizitats
zahl ist durchaus die gleiche. 

*532. Ein steifes Maschinengestell 
von der Form eines gleichseitigen 
Trapezes wird in der Mitte belastet. 
Die parallelen Seiten sind so stark 

p 

konstruiert, daB ihre Formltnderung f::.========l 
auBer acht gelassen werden kann. A B 
Man berechne die Spannungen S der schwachen Seitenteile, sowie 
die Einspannungsmomente Ml und Mg in A llnd C. 

Wittenbauer, Aufgaben. n. 3. Auli. 7 
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*533. Welche Formiinderungsarbeit leisten die Schu bspannungen 
eines rechteckigen Balkens, der von einer beliebigen Belastung 
auf Biegung beansprucht wird? 

*534. Man versuche, die bekannte Gleichung der elastischen 
Linie eines geraden, beliebig belasteten Trligers 

dlly M 
-dx2 = - EJ 

(vergl. Gleichung 40) aus der Formanderungsarbeit des Trttgers 
abzuleiten, wenn nnr auf die N ormalspannungen RUcksicht ge
nommen wird. 

*535. Wie iindert sich obige Gleichung der elastischen Linie, 
wenn auch auf die Schubspannungen Rucksicht genommen wird? 
Man suche die neue Gleichung ahnlich wie in voriger Aufgabe 
mit Hilfe der Formttnderungsarbeit abzuleiten. 

*536. Wie iindert sich die Eulersche Gleichung fur die Knick
last eines geraden Stabes 

P _ 2 EJ 
-n 12 

(vergl. Gleichungen 84 und 85 a), wenn nicht nur auf die Normal
spannungen, sondern auch auf die Schubspannungen Riicksicht 
genommen wird? Man versuche die geiinderte Gleichung wie in 
voriger Aufgabe aus der Formiinderungsarbeit abzuleiten. 

(535, 536: O. Domke, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 53. Bd.) 

3. Die .AbgeJeitete der Formanderungsarbeit. 

Folgende Aufgaben sind mit Benutzung der Formiinderungs
arbeit zu losen (vergl. Gleichung 132): 

Jp. PI *537. Berechne fur nebenan ge-ld -----lP I ,,;chn,len Bel.,tung,fall ilie Du<ch-
_______ l _____ ~8 biegungen unter P und Pl' 
~. *538. Man berechne die Durch
biegung f unter der Last P eines frei aufliegenden Triigers von 
der Liinge 1 und dem Triigheitsmoment J, wenn a und b die 
Entfernungell der Last von den Auflagern sind. 

* 539. Man berechne die Durchbiegung f in der Mitte eines frei 
aufliegenden Triigers von der Lange 1 und dem Tritgheitsmoment J, 
wenn in der Mitte- die Last P steht mid der Triiger ll.berdies mit 
qfUr die J.Jiingeneinheit belastet iat. 
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*540. Es ist die Durchbiegung f unter der IJast P eines 
beiderseitig eingespannten Tragers (Lltnge 1, Tragheitsmoment J) 
zu berechnen, wenn a und b die Entfernungen der Last von 
den Auflagern sind. 

*541. Ein Stab von konstantem 
Querschnitt liegt in A und B frei 
auf und ist in emit P belastet. 

r---- ---z ----1"- --Q.- - jP 
§ i c 

Man rechne die Durchbiegung in C. 
"'54:2. Eine Dreiecks-Feder von neben

stehenden Abmessungen ist an ihrer Spitze 
mit P belastet. Es ist die Durchbiegung 
unter P zu ermitteln. 

*54:3. Man bestimme bei dem in Auf
gabe 510 angegebenen Belastungsfall die ~ 

Durchbiegung des Trltgers unter der Last P. 
*54:4:. Ein frei aufliegender Trltger ist gleichformig mit q fur 

die Langeneinheit belastet. Man berechne die Durchbiegung f 
an einer Stelle, welche die Entfernungen a und b von den Auf
lagern hat. 

7* 



p 

IX. Gekriimmte Stabe. 
*5~5. Ein Stab, dessen Achse nach einem Kreisbogen 

von groJ3em Halbmesser Qo gekrnmmt ist, wird an den 
Enden achsial und zentral mit der Last P belastet. 
Man suche die Gleichung der elastischen Linie und die 
Dnrchbiegung f in der Mitte des Stabes. 

*546. Eine Kreisfeder ist 
an einer Stelle durchschnitteri 
und wird dort um f geoffnet. 
Welche Krilfte P mUssen dazu 
aufgewendet werden? (Mit Be
riicksichtigung der Achsial
krafte.) 

*54:7. Ein dUnner, elastischer Stab, der die 
Form eines Kreisquadranten hat, wird in B von 
einer beliebig gerichteten Kraft P beansprucht. 
Man suche die horizontale und die vertikale 
Verschiebung von B. 

54:8. Eine aus zwei Kreisquadranten be
stehende Feder wird au der Verbindungs
stelle B von einer beliebig gerichteten Kraft 
P beansprucht. Man suche GroBe und Rich
tung der Verschiebung von B. 

(E. Bra u e r, Festigkeitslehre.) 

Aufg.548. 

*54:9. Ein diinner, elastischer Stab A C B, 
der aus zwei Halbkreisen geformt ist und 
dessen 1!:nden vertikal eingespannt sind, wird 
in C mit P belastet. Man berechne die 
Senkung des Stabes in C. 
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*550. Ein diinner, elastischer Ring, der 
durch ein diametrales Zugband A B versteift 
ist, wird von zwei gleichen .Kraften P ge
driickt. Man berechne die Biegungsmomente 
in B und C, sowie die Spannung S im Zug
band. 

*551. Ein schwerer, diinner Halbzylinder 
ruht auf einer horizontalen Ebene. An den 
RlI.ndern sollen zwei gleich grotle, horizontale 
Kriifte P derart angebracht werden, dati 
sie die Vergrotlerung des Durchmessers 
AB durch das Gewicht des Halbzylinders 
verhindern. Wie grof3 muf3 P gemacht 
werden? 

*552. Ein elastischer, diinner Ring ist 
an zwei diametral gelegenen Stellen A 
und B aufgeschnitten und mit Gelenken 
versehen. An den Enden des Durch
messers CD driicken zwei gleiche Krafte P. 
Um wieviel verll.ndern sich die Langen der 
Durchmesser AB und CD? 

* 553. An den Enden A und B des 
Durchmessers eines elastischen, diinnen 

Ringes hangen zwei gleiche Lasten ~. 
Der Ring ist in D unterstiitzt. Man 
suche die Verlangerung bezw. Verkiirzung 
der Durchmesser AB 1', 

und CD, sowie das 
grof3te Biegungsmoment 
im Ringe. 

*554:. Ein diinner, 
elastischer Stab A B, 
der die Form eines 
Kreisbogens hat, wird 

loe i/'" r " 
I "8 

~P 
Aufg.554. 

in B mit P belastet. Man suche die 
Senkung von B und dessen seitliche Aus
weichung zu berechnen. 

*555. Ein diinner Draht ist in der 
Form ADECll'DB gebogenj e1' wird in 

l! z 
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At-----.,.-t6 

6 

c 

Aufg.553. 
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Aufg.556. 

Gekrl1mmte Stabe. 

C aufgehii.ngt und an den Enden A und B mit 
P belastet. Um wieviel niihern sich die Enden, 
und um wieviel senken sie sich? 

*556. Ein zylindrisch~s GefaB von der 
Lange list bei A aufgeschnitten. Um wieviel 
offnet sich die Fuge bei A, wenn innen der 
'Oberdruck p (bezogen auf die Fll1cheneinheit) 
herrscht? 

*557. Eine halbkreisfOrmige dunne Feder ist in A fest ein
gespannt und wird in B von einer Kraft P beansprucht, die in den 

", Durchmesser A B fll.llt. AuBerdem wird 
die Feder von einer l1uBeren Pressung p 
(fur die Ll1ngeneinheit) an die horizontale 
Fll1che AB gedriickt. Wie gro:6 muB 
diese Pres sung sein, damit B in der 
Flache AB bleibt? Um wieviel verschiebt 

sich B in dieser Flache? Wie groB ist das grOBte Biegungs
moment der Feder, und wo ist dieses Null? 

A 

a& 8 

*558. Ein dunnwandiges Gefaf3 ha.t neben
stehenden Querschnitt. Es ist einem inneren 
Druck p fur die Langeneinheit des Umfanges 
ausgesetzt. Man berechne Ort und GrOBe des 
graBten Biegungsmomentes der dilnnen Wand, 
Bowie die Verschiebungen der Punkte A und B. 
(M. Westphal, Zeitschr. Ver. Deutsch. lng . 

. 1909.) 
*559. Ein horizontal liegender schwerer 

Hohlzylinder von geringer Wand starke ist nur 
seinem Eigengewicht ausgesetzt. Man gebe den 

VerIauf der Biegungsmomente langs des Querschnittes an, ins
besondere die Stellen, wo das Biegungsmoment Null wird und wo 

C es gl'O£lte Werte erreicht. 

Q 

*560. Ein zylindrisches Gefaf3 von der 
Lange 1 ist zum Teil mit schwerer ~'lilssigkeit 
gefuIlt. Man berechne die AchsialkriLfte .und 
Biegungsmomente ,. an den Stellen C und D 
unter VernachliLssigung des Einflusses, den die 

. AbschluBboden des Gefa:lles ausilben. 
(E. Bra. ue 1', Festigkeitslehre.) 



Gekrlimmte Stabe. 

* 561. Ein beiderseitig eingespannter, gleich
formig belasteter Balken AB wird in der Mitte E 
durch einen halbkreisformigen Bogen unter
stutzt, der in ° und D festgeschraubt ist. 
Man berechne die Auflagerdrucke und die 
Einspannungsmomente in A, B, 0, D. 
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*562. Es soll die Bestimmung des Horizontalschubes Heines 
parabolischen Bogens, del' die Spannweite 21 = a + b und eine 
unsymmetrische Be- P 

lastung P besitzt, vor
genommen werden, 
wenn angenommen 
wird, daB das Trag-
heitsmomen t J an einer I 

beliebigen Stelle M gleich J o sec Ct ist, worin J o das Tragheitsmoment 
im ScheitelO und Ct die Neigung der Tangente in M bedeutet. 

*563. Dieselbe Aufgabe wie vorher, nur ist au£er Peine symme
trisch gelegene gleiche Last P gegeben und sind die Gelenke A und B 
durch eine gerade Zugstange vom Querschnitt F miteinander ver
bunden. 

*564:. Ein elastischer Parabeltrager, dessen Hohe h und dessen 
Spannweite 2 1, ist in A und B III Ge1enken ~elagert und wird in 
der Mitte mit P be· P 

lastet. Das Tragheits. J. 
moment J an einer be
liebigen Stelle des Bo
gens ist gleich J 0 sec Ct, 

wenn J 0 das Tragheits
moment im Scheitel, Ct die N eigung der Parabeltangente be
deutet. Man berechne die Durchbiegung f unter der Last. 

*565. Ein elastischer Parabeltrager, der an den Enden A und B 
eingespannt ist, wird AI C 
~erart belaste.t, d~£ auf I ~ 
Jede Langenemhelt der H ___ ( ____ ...L ______ H'_~"J 
Geraden AB die Be- )4~;r t r; 
las tung q entfallt. Der Querschnitt des Tragers ist unveranderlich. 
Man berechne die Auflagermomente Ml und den Horizontalschub H. 

*566. Wie andert sich die Ll)sung der vorigen Aufgabe, wenn der 
Bogen keiner Parabel angehl)rt, sondern in bezug auf das Koordinaten
kreuz in C die allgemeine Gleichung besitzt; F_<$2, 17) = O? 



x. Dynamische Festigkeit. 

1. Spannungen in bewegten Korpern. 

*567. Ein prismatischer Stab von der Lange lund dem Einheits
gewicht r dreht sich urn sein Ende in horizontaler Ebene. Bei 
welcher Umdrehungszahl in der Minute wird die Spannung s im 
Stabe erreicht? Wie groB ist dann die IJangenanderung des Stabes? 

*568. Ein Stab von nebenstehender Form, der an seinem Ende 
tu eine kleine Kugel vom Gewicht G tragt, 
~ F G dreht sich um das andere Ende mit del' 
w'F-~ Winkelgeschwindigkeit (tJ um eine vertikale 

, _~~ ~ I I Achse. In welcher Beziehung mussen der 
E-=---=-~-; __ ~ Querschnitt Fund sein Abstand x von 
: der Drehungsachse stehen, wenn die 

Spannung in allen Punkten gleich s sein solI? 

o 

*569. Ein dunner Ring vom Gewicht G dreht 
sich urn seinen vertikalen Durchmesser CD mit 
der Winkelgeschwindigkeit (I). Wie grofi sind 
die in C, B und D entstehenden Biegungs-

8 momente und Achsialkrafte, und wie verandern 
sich die Durchmesser A B und CD? 

(567-569: E. Bra u e r, Festigkeitslehre.) 
*570. Ein Stab 0 A = I vom Gewicht G, 

der in 0 drehbar aufgehangt ist, wird der 
Schwerkraft uberlassen. Man berechne das 
Biegungsmoment an irgendeiner Stelle M in 
der Entfernung x von 0 und gebe die Lage 
des Bruchquerschnittes an. 

*571. Wie groB ist in voriger Aufgabe die 
Querkraft an irgendeiner Stelle M, und an 
welcher Stelle ist sie am grofiten? 

*572. Wie grofi ist in Aufgabe 570 die achsiale Zugkraft des 
Stabes an irgendeiner Stelle M, wenn der Stab seine Bewegung 
aus der Ruhelage p = a beginnt? 

*573. Ein halbkreisformiger Draht dreht sich in glatter, hori
zontaler Ebene urn sein Ende A mit konstanter Winkelgeschwin-
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digkeit ((I. An welcher Stelle des Drahtes ist das Biegungsmoment 
am groBten? (570-573: Routh, Dynamik.) 

5740. Ein gewichtloser Stab, del' an seinem Ende das Gewicht 
G tri1.gt, dreht sich in horizontaler ____ & __ _ 

Ebene um sein anderes Ende A mit ",r- ffi 
del' Winkelgeschwindigkeit ((I und wird ·~~_4--J8 T 
plotzlich in B festgehalten. An welcher 
Stelle entsteht das groBts Biegungsmomel1t im Stabe, und wie 
groB ist es? 

575. Ein Schwungrad, das n Umdrehungen in del' Minute macht, 
wird in einem Punkte B eines seiner Arme plotzlich festgehalten. 
Wie groB ist das groBte hierbei entstehende Biegungsmoment? 

576. Ein prismatischer Stab A C = I vom Gewicht G dreht 
sich mit del' Winkelgeschwindigkeit ((I in horizon taler Ebene urn 
sein Ends A und wird in del' Ent-

fernung A B = -~-l von A plotzlich 

festgehalten. Man suche die Stelle, 
an del' das gr5Bte Biegungsmoment entsteht, und berechne dieses. 

*577. Ein frei herabhangendes Seil vom Einheitsgewicht r macht 
Schwingungen in seiner Langsrichtung. Wenn in einem Augen
blicke v die Geschwindigkeit des tiefsten Punktes ist, wie groB 
ist die Spannung des Seiles in del' Entfernung x vom tiefsten 
Punkte, und wie groB ist die Spannung im hochsten Punkte? 

578. Ein Stab von quadratischem Querschnitt a2 und dem 
Gewicht G wird von einer kon
stanten Kraft P uber eine rauhe, 
horizontale Ebene gezogen. Man 
ermittle die Spannungsverh!l.ltnisse 
im Querschnitt x und gebe an, an welcher Stelle des Stabes die 
gr5Bte Spannung besteht. Wie groB ist diese? 

579. Ein Kolben vom Gewicht G1 und eine Kolbenstange vom 
Gewicht G und del' Lange 1 werden durch 
eine Kraft K vorw!l.rts getriebel1 und er
reich en eine Beschleunigung r. Wie groB 
ist in diesem Augenblicke die achsiale 
Kraft N an irgendeiner Stelle x del' Kolhen
stange? Wb ist die Beanspruchung del' 
Kolbenstange am gr5Bten? 

[Ki r i l, ! 
!---~---..; I 
.... - - ----.f, .. - --... 
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*580. Eine Stange AB vom Gewicht G und der Lange I wird 
durch zwei gleiche Kurbeln r bewegt. Die Winkelgeschwindigkeit w 

beider Kurbeln ist gleich, es 
NO 0------+-'--08 ist AB = 0 1 O2, Man ermittle 

----x---...I fiir irgendeine Stelle N der 
Stange in der Entfernung x 
von A das Biegungsmoment M, 
die achsiale Kraft N und die 
Querkraft Q, soweit sie von den 

~ ~ Tragheitskraften herriihren. Wo 
sind diese drei Gr1ifien am grofiten und kleinsteu? 

A 

Stelle wird M 

* 581. Ein Stab A B = I vom Gewicht G 
ist durch zwei andere Stabe a und b mit 
dem Gelenk 0 verbunden und dreht sich 
um diesen Punkt in glatter, horizontaler 
Ebene mit konstanter Winkelgeschwindig
keit w. Man. berechne das Biegungs
moment M an irgendeiner Stelle N des 
~tabes sowie die dort auftretende Achsial
kraft N und Querkraft Q. An welcher 

am gr1i£ten, N und Q am kleinsten? ' 

*582. In der Mitte eines 
r..-____ ....:::-. ____ ~8 Tragers A B ist eine Glocke 

6J f-o--------l- --------.; 

~I -t-I 
A 8 I 

Zr 
I : 1_1 

--GI>-"; I I 
-----x----~ I 

---------- -11- -- --- ----..! 

vom Gewicht G aufgehangt, 
die bei ihren Schwingungen 
um den Winkel a von der 
Vertikalen abweicht. Wie gro£ 
ist das Biegungsmoment und 
die Achsialkraft, welche die 
Glocke in 0 hervorruft, und 
bei welcher Stellung der Glocke 
wird die Spannung im Trager 
am gr1i£ten? Von den ent
stehenden Querkraften im 
Trager soIl abgesehen werden. 

*583. Eine zylindrische 
Schraubenfeder von kreisfor
migem Querschnitt (Durch
messer d), die in A und B 
festgehalten ist und in 
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ruhendem Zustand in diesen Punkten den Druck Po ausfibt, dreht 
sich um eine zu A B senkrechte Achse mit del' Winkelgeschwindig· 
keit w. Es solI die gell.nderte Druckkraft in P als Funktion von x dar
gestellt und die Drficke P A und P B in A und B berechnet werden. 

(M. Toll e, Zeitschr. Vel'. Deutsch. Ing. 1908.) 
584:. Wenn bei der Schraubenfeder der vorigen Aufgabe Po = 0 

angenommen und das innere Ende A der Feder freigemacht wird, 
um wieviel rfickt dieses Ende bei der Drehung um die Achse 
gegen den festen Endpunkt B, und wie grof3 wird der Feder
druck in B? 

2. StoAfestigkeit und Sehwingungen. 

Erklll.rung: 1st Q die auf einen Trll.ger stof3ende Last, n Q jene 
ruhende Last, welche die gleiche Durchbiegung an derselben Stelle 
hervorrufen wfirde, so nennt man n den dynamischen Faktor. 
(Siehe Gleichungen 135. bis 140.) 

585. Wie grof3 ist der dynamische Faktor, wenn eine Last 
plotzlich in voller GroBe auf tritt, und zwar ohne Geschwindigkeit? 
(P 0 n c e 1 e t.) 

586. Man zeige, daB die plotzliche Umkehrung einer 
eine Durchbiegung hervorruft, die dreimal 
so grof3 ist wie jene bei ruhender Last. 

587. Das Ende eines einseitig ein- ~ 

gespannten Trilgers von der freien LlI.nge 1 
ist von einer SlI.ule unterstfitzt und mit P 
belastet. Wie gro£ ist die Durchbiegung f 
des Trll.gers in A in dem Augenblicke, 
in welchem die Saule plotzlich wegge-
schlagen wird? 

588. Die Spannung im Draht einer Tele
graphenleitung sei S. Von welcher Kraft wird del' 
Stander zu biegen gesucht, wenn der Draht reif3t? 

z. 

589. Das Seil in Aufgabe 105 wird auf3er 
durch sein Eigengewicht auch noch durch auf-
liegenden Schnee mit ql fur die I.angeneinheit ~~~~~~~~ 
belastet. Wenn del' Schnee Aufg. 5lJ8. 

plotzlich abfillJ.t, schwingt das 
Seil zurfick und erreicht ftir einen 
Augenblick den kleinsten Durch
hang hl1 • Wie grof3 ist dieser? 
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590. Wie gro£ dfirfte in Aufgabe 469 die Belastung P des 
Kunstwinkels nur sein, damit bei einem Bruche der Zugstange A C 

\1, 
~t 

Aufg. 591. 

auch der Bruch des guBeisernen Armes A B eintritt, 
ffir den die Breite B = 4,6 cm vorausgesetzt werden 
moge? (Biegungsfestigkeit Kb = 2580 at.) 

*591. Ein Gewicht Q fiLllt aus der Hohe h und stoBt 
an das Ende einer prismatischen Stange vom Quer
schnitt F, der LiLnge 1 und dem Gewicht G. Man 
suche den dynamischen Faktor. 

(Z s c h e t s c he, Zeitschr. Ver. Deutsch. lng. 
1894.) 

592. Ein Probestab, der einer ruhenden Belastung ausgesetzt 
wird, zerreifit nach 10 Minuten bei einer Dehnung von E = 0,25. 
Derselbe Stab wird, einer dynamischen Belastung durch ein Fall
werk ausgesetzt, schon nach 0,0025 Sekunden zerreifien und hierbei 
die gleiche Dehnung aufweisen. Wie groB sind die Dehnungs
geschwindigkeiten der ruhenden und der dynamischen Belastung? 

, , 
.L 

~ 
, 

, I 

...: cf~ 

I 
I 

k , , 

(R. P I an k, Forschungsarbeiten Heft 133.) 
*593. Auf eine abgestumpfte Pyramide von 

der Hohe I und den Endflachen Found F 1 f'alIt 
aus der Hohe heine Last Q. Man berechne 
den dynamischen Faktor. 

594. 1m lnnern eines gufieisernen Hohl
zylinders von I = 4 m LiLnge. D = 12 cm 
iLufierem, d = 8 cm innerem Durchmesser be
findet sich ein gufieiserner Zylinder von gleicher 

LiLnge mit dem Durchmesser 0 = 5 cm. 
Der Zylinder falIt durch h = 3,8 m herab 
und schliLgt auf einen Vorsprung des Hohl

/, fi zylinders. Welche gro£te Spannung wird 
durch diesen Schlag im Hohlzylinder hervor· 
gerufen? (Elastizitatszahl E = 106 at, Ein
heitsgewicht des Gufieisens 7,5.) 

595. Aus welcher Hohe h darf ein pris
matischer Stab von der Lange lund vom 

Aufg. :;94. Aufg. 595. Gewicht G herabfalIen, wenn in seinem 
Material die Spannung k nicht fiberschritten werden solI? Der 
Boden ist unnachgiebig. (E. Bra u e r, Festigkeitslehre.) 

*59(;. Auf das Ende eines eillseitig eingespannten TriLgers vom 
Gewicht G und von der Lange 1 faUt aus del' Hohe h ein Gewicht Q. 
Man ermittle den dynamischen Faktor. 
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597. Ein holzerner Balken von 15 cm Breite, 20 cm Hohe und 
1 = 2 m Freier LlI.nge ist an dem einen Q ~ 
Ende eingemauert. Uber dem anderen 
Ende hii.ngt ein Gewicht Q= 100 kg. ~==:::;::====~ 
Wie hoch darf dasselbe herabfallen, damit ~ ~t - .... 
es im Balken keine hohere Spannung als 
265 at hervorruft? (Elastizittttszahl 
E = 120000 at, Einheitsgewicht de::! 
Holzes 0,5.) 

598. Ein Balken vom Gewicht Q faIlt 
7A

aUB der Hohe h auf zwei unnachgiebige A ""~- - ~ 
Stl1tzen A und B. Man ermittle den 
dynamischen Faktor. 

*599. Auf die Mitte eines frei auf
liegenden Trll.gers vom Gewicht G und 
von der I~ii.nge 1 fii.Ilt aus der Hohe h 
ein Gewicht Q. Man berechne den 
dynamischen Faktor. 

Aufg. 597. 

I 
- ~--{~~~~~-~~--~~; 

Aufg. 598. 

(598,599: Zschetsche, Zeitschr. Ver. Deutsch. Ing. 1894.) 
600. Ein schweiBeiserner Trii.ger (Rohe 24 cm, Querschnitt 

46,4 cm2, Trii.gheitsmoment J = 4288 cm4, Gewicht fl1r den f 
Meter 36,2 kg, Lange 1 = 6 m) liegt frei auf. Uber der Mitte J 

desselben hii.ngt ein Gewicht Q = 1000 kg. Aus welcher 
Hohe muB dasselbe fallen, damit der Trager zerbricht? 
(Biegungsfestigkeit Kb = 5000 at, Elastizittttszahl E = 2 . 106 at.) 

*601. Ein beiderseitig eingespannter Trager vom Gewicht G 
wird in der Entfernung a vom Auflager von einer dureh die Rohe h 
fallenden Last Q gestoBen. Wie findet man ffir diesen Fall den 
dynamisehen ]'aktor? 

602. Ein guBeisernes Rohr von 5 m Freier Lange, 30 em iiuBerem 
und 24 em innerem Durchmesser ist an beiden Enden eingemauert. 
In der Entfernung a = 1 m vom Auflager wird eine Last Q = 400 kg 
auf das Rohr fallen gelassen. Wie groB darf die ]'allhohe hochstens 
sein, wenn die Spannung von 700 at nicht l1berschritten werden 
soIl? (Einheitsgewicht = 7,5, Elastizitatszahl E = 106 at.) 

*603. Eine Kreiswelle vom Gewicht P 
und dem Halbmesser r tragt einen Arm q, 
an dessen Ende ein Gewicht Q dureh die 
Rohe h herabfiillt. Man suche die groBte in 
der Welle anftretende Spannung. 
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*604:. Ein frei aufliegender Balken vom Gewicht G wird in seiner 
l\fitte durch eine herabfallende Last Q gestoBen. Man untersuche 
die Bewegung der Mitte des Balkens und stelle ihre Durchbiegung y 
als Funktion der Zeit dar. Wie groB ist die groBte Durchbiegung? 
(A. GeBner, Zeitschr. d. 5sterreich. lng. u. Archit. Vereins 1900.) 

605. Wieviel Schwingungen in der Sekunde macht ein frei auf
liegenderTrager vom Gewicht G, der in seiner Mitte die Last Q tragt? 

606. Wieviel Schwingungen in der Sekunde macht ein ein
seitig eingespannter Trager vom Gewicht G, del' an seinem Ende 
die Last Q tragt? 

607. Ein frei aufliegender Trager vom Gewicht G hat in der 
Mitte eine Dampfmaschine vom Gewicht Q zu tragen. Wie groJ3 
muJ3 man das Tragheitsmoment des Querschnittes wahlen, wenn 

die Umdrehungszahl x del' Maschine nul' ~ der Zahl der Eigen-
m 

schwingungen des Tragers sein solI? 
*608. Ein Trager vom Gewicht G ruht auf einer horizontal en 

Ebene. Nachdem die Enden fest gelagert wurden, wird die Ebene 
plotzlicb entfernt. Welche groiHe Durchbiegung und welche 
Schwingungsdauer nimmt del' Trager an? 

*609. Ein frei herabhangender prismatischer Stab vom Gewicht G 
wird durch ein aus del' Hobe h fallendes Gewicht Q an seinem 
unteren Ende gestoBen (Abbildung siehe Aufgabe 591). Wie gro£ 
ist die groBte Verlangerung des Stabes, und wann besitzt seine 
Schwingung die groBte Geschwindigkeit? 

*610. Ein frei herabhangender prismatischer Stab vom Gewicht G 
wird derart unterstutzt, daB er durch sein Eigengewicht keine 
Langenanderung erfahrt. Wenn die U nterstutzung plotzlich entfernt 
wird, um wieviel andert sich die Lange des Stabes, wie groJ3 ist 
die Schwingungsdauer und die groBte Geschwindigkeit am Ende 
des Stabes? 

*611. Ein gerader Stab, dessen eines Ende eingespannt ist, 
wird in Schwingungen versetzt. Man stelle die Differentialgleichung 
del' schwingenden Bewegung auf und ermittle die Anzahl der 
Schwingungen in einer Sekunde. 

(A. Sommerfeld, Zeitschr. Ver. Deutsch. lng. 1905.) 
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1. Da nach einem Grundsatz der Elastizitlttstheorie zwei 
senkrechte Ebenen senkrecht zu ihrer Schnittlinie gleiche Schub
spannungen erleiden, muB 

'& • sin a = '&1 • sin a1 

sein. 

2. N ennt man F, F 1, F 2 die drei kleinen Fl1tchen A B, A C 
B C, so w1tre die Schubspannung der ersteren 

~ CrFI cos a -,&F2 sin a) = 0, 

woraus a = 45°. Die Normalspannung del' Fl1tche A B ist dann 

j- ('&Fl sin a + 7:F2 cos a) = 7:. 

3. Die Schubspannung '(; wirkt auf die Flitche c ia2 + -b2• 

Zerschneidet man das Prisma nach der Diagonalebene und stellt 
fiir den unteren Teil die Gleichgewichtsbedingung auf, so ist 

b ---
P - r;,s. - - 7: • c ia2 + b9 = 0, 

1 a9 + b2 

Pb 
'(;= C (a2 + b2f 

woraus 

4:. In der oberen FI1tche a2 wirkt die Schubspannung 7:1 = ~ 
a 

nach rechts, also in der linken Flitches b die gleiche Spannung 
nach abWll.rts. N ennt man (J die N ormalspannung der FIll.che 
A B = as und bringt die Krll.fte des klein en dreieckigen Prismas 
ins Gleichgewicht, so ist: 

b a 
(J • s s + 'Z"l • all . -- + 'Z" 1 . a b . _. = 0, 

s s 

woraus (J = _ Q .. __ ~.? __ . 
a(al! + b9) 

5. Auf jede Seitenwand wirkt eine Kraft PI = f~-' Das kleine 

Prisms mit dem Winkel p erleidet an seiner unteren Flache die 
Wittenbauer, Aufgaben. II. 3. Aud. 8 
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6-9. L5sungen. 

Kraft PI' an seiner SeitenfliLche mit Rilcksicht auf die gleich
formige Verteilung der Kraft PI tg cp; die Gleichgewichtsbeding
ungen liefern die Gleichungen 

F(J - PI COS cp -- PI tg cp sin (p = 0 
F '[; - PI sin cp + PI tg cp cos cp = 0, 

worin l!' die Schnittflltche ~b_ ist. Es wird: 
cos cp 

p 
(J = und '[; = 0 fur aHe Schnittflachen. 

abl'2 

6. Man untetsuche das Gleichgewicht des kleinen Prismas ABO. 
Nennt man (J und '{; die Spannungen in AB und beachtet, da£ '{;1 

anch in der Flache A 0 auftreten mu£, so ist 

(J = '{;1 sin 2 a, '{; = '{;1 cos 2 a, 
worans 

p = '{;1 und cp = 2 a. 

7. Der Splitter ABO erleidet linearen Spannungszustand 
(vergl. Gleichungen 1). Die beanspruchende Kraft fur die Lltngen

einheit der Granate ist P = p r, die Schubkraft 
in der Flache B 0 ist P cos a, die Flache 

A 8 selbst --;-~, also die Schubspannung in B 0 : 
sm a 

pr . If sm a cos a. Die Splitterung wird sich unter 

jenem Winkel ausbilden, filr den die Schub
spannung am gro£ten wird, also unter a = 45 0. 

Dies hat G ti m bel im Felde an zahlreichen Splittern konstatieren 
konnen. 

8. Aus dem Gleichgewicht des Prismas AB 0 erhalt man 
P cos a + Q P 

(J = . --_. '{; = -----. 
a b sin a ' a b 

9. Wenn '{;1 in B A wirkt, so wirkt es nach einem Grund
gesetze der Elastizitatstheorie auch in B O. Stellt man die Gleich
gewichtsbedingungen fUr die Normale von A C und fUr die Richtung 
A C selbst auf, so erhalt man ftir die Normalspannung (J und die 
Schubspannnng '[; dieser Flache: 

(J = (11 sin2 a - '[;1 sin 2a = - 31,96 at 
'[; = (Jl sin a cos a - '[;1 cos 2a = 4,64 at, 

]14 --
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woraus die Gesamtspannung 
-,,---= 

p = y 0'2 + 1"2 = 32,3 at 

und ihre Neigung: tg cp =~, cp = - 81 0 44' 12". 
1" 

10. Anwendung der Gleichung 2. Es ist hier: 

PI Ps 
0',,=0, O'y=-1" 1"z=1" 

woraus P P 
0' = _2 sin 2 a - _1 cos2 a 

F F 
Pg PI . 

1" = l' cos 2 a +]i- sm a cos a. 

Flir die Hauptspannungen ist 1" = 0, woraus 
tg2a=-2 und al=58° 16' 50", 

as = - 31 0 43' 10"; 
die Hauptspannungen werden: 

0'1 = + 61,8 at entsprechend der Ebene a1 

10-12. 

und 0'2 = - 161,8 at entsprechend der Ebene ag. 

11. Man lege zwischen die beiden Ebenen ein kleines recht
winkliges Prisma und stelle dessen Gleichgewichtsbedingung auf. 
In der rechten Seitenfl/tche des Prismas muB eben- ". 
falls die Schubspannung 1" auftreten, withrend deren d;J 
N ormalspannung nicht bekannt ist. Bildet man III 

da~er die Projektionen. aIler Kritfte a~f die l'echte r 

Seltenflitche und setzt Ihre Summe glelch Null, so " 
erh/tlt man (je nach der angenommenen Richtung von 1" und 1"1) 

_0'1_ = 1 + 2/3 tg a und _t!'!_ = 1 + 4/8 tg a. 
(J - 0'-

12. Die Projektionen von p auf die beiden Hauptspannungs
richtungen sind 

woraus 

und 

p cos (d-a)=O'I sin a 
p sin (a - a) = 0'2 cos a, 

tg (0 - a) = ~2_ • cotg a 
0'1 

tg (} =0'1~~~_+ 0'2 cotg a . 
0'1 - 0'2 
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d 
Setzt man d a (tg 0) = 0, so wird fur den gesuchten Wert von a: 

tg a = 1/ ae , a l 

ferner der zugehorige Wert der Spannung 

p = fal a2 

und ihre kleinste N eigung 

13. Aua Gleichung 3 folgt die Gleichung des Ortes von N 

a = (JI cos2 tp + a2 sin2 cp 

mit a und tp als Polarkoordinaten. (Cf =!i - a.) 
14:. Legt man ein kleines rechtwinkliges Prisma zwischen die 

beiden Ebenen, so erleidet des sen rechte Seitenfiache die nach ab
warts gerichtete Schubspannung T,' und eine nnbe
kannte N ormalspannung. Projiziert man aHe Krafte 
des Prismas auf die Vertikale, so ist fur Gleichgewicht 

(J cos a - T sin a - d cos a - T' sin a = 0, 
woraus (J - a' = (,,; + T,') tg a. 

(Zu beachten, daB die Kraft gleich der Spannung mal der ge
spannten Flache ist.) 

15. Teile das Prisma in zwei gleiche rechtwinklige Prism en 
durch eine Ebene, die z. B. auf T,s senkrecht steht. Dann wirkt in 
dieser Schnittebene die Schubspannung T,2 und die unbekannte 
Normalspannung (J. Die Gleichgewichtsbedingung eines der heiden 
Prismen (Projektion der Krafte auf T,1) lautet dann: 

- 'T1 + (j sin a cos a + 'T2 cos ll a - 'T2 sine a = ° 
und ebenso ffir das andere Prisma: 

T,a + (f sin a cos a + Til sins a - 72 cos 2 a = 0. 

Hierin ist a = 60°. Dnrch Entfernen von a erhalt man 

'Tl + T,2 + 'Ta = O. 
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LOsungen. 

16. Es ist al = C A = BE, - all = B C = E A. 
Macht man E F II B M und l!' G II C M, so ist 
a = M D = M G - D G = M F . sin a 
-EF·cos a =BE·sinll a-EA·cosll a 
also a = a1 sins a + all cosll a 
(vergl. Gleichung 3), 
ferner ist 
'& = Me = MA· cos a = BA· sin a cos a 
und wegen B A = B C + C A = al - all : 

16--20. 

'& = (a1 - all) sin: a cos a (vergl. Gleichung 3). 

17. N ennt man a den Winkel der zu M R senkrechten Ebene 
mit aI' so liefert eine einfache Betrachtung a = a1 sinS a + ITs cos ll a 
und,& = (a1 - all) sin a cos a, 1ibereinstimmend mit der Gleichung 3. 

18. Sind ai' all' aa die drei Hauptspannllngen des Punktes 
M, aI' b1, .01 die Richtungskonstanten der Normale nl ; all' b\1' Cll 
jene von nil' so hat die Spannung PI bezogen auf das Achsenkreuz 
der Hauptspannungen die Teile 

PIX = al al PlY = b1 as Plz = c1 aa (Gleichung 4) 
und die Projektion von PI auf ns ist 

PIx· all + PlY· bll + PIZ· .oil = al all a1 + bl bllas + .01 c,ad· 
Deriselben Ausdruck erhillt man aber, wenn man die Spannung PIl 
auf nl projiziert; die beiden Projektionen sind also gleich groft 

19. Nennt man aI' all' aa die Hauptspannungen des Punktes, 
aI' bl , cI die Richtungskonstanten der Normale der zu PI geh!}renden 
Spannungsebene, so gilt nach Gleichung 4: 

PIli = al 2 a1 2 + bi ll ag2 + cl 2 aaB 

und analog PUll = ails a12 + bill! a22 + cg2 aall 
Pall = aa2 alll + ball a22 + Call aa2• 

Da. die drei gegebenen Ebenen senkrecht aufeinander sind, ist 
alII + 3 gS + aas = b1s + bll il + baS = CIS + cgll + ca9 = I, 

also Pill + PIlS + Pail = alll + agll + aall, 

welche Gleichung sich nicht lI.ndert, wenn man drei andere senk. 
rechte Ebenen wil.hlt. 

20. Mit denselben Bezeichnungen wie in voriger Aufgabe ist 
nach Gleichung 5: 

a" = a12 al + bllla~ + .019 aa 
a y = ailS 0'1 + bllS Gil + .022 {}a 

{}z = 3iJ9 G1 + ball (12 + ca'" (13' 
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21. 22. Losungen. 

woraus aus gieichen GrUnden wie in voriger Aufgabe , 
(1x + (1y + Uz = a1 + all + u8' 

also fUr dense~ben Punkt unverttnderlich ist. 

21. Nach Gleichung 4 und 5 ist die Gesamtspannung der 
Ebene ABCD: 

pll = a 2 a12 + bll U22 + c 2 (1a2 

und ihre N ormalspannung 

(1 = all (11 + b2 (12 + c2 a8• 

n 2 12 
Dabei ist: all = 12 + nil' bll = 0, c2 = 12 + nS 

n2 (11 + 12 (18 
Es wird also: (1 = 12 + n2 

und nach Gleichung 6: 'C2 = p2 - (12 die Schubspannung der 
Ebene ABCD: 

22. Wenn 7:x in der Ebene Z X auf tritt, muS es nach dem 
Grundgesetze der Elastizittlt auch in der Ebene X Y vorhanden 
sein; das gleiche gilt von 7:y• Die Ebene X Y erleidet also 
eine Schubspannung 

woraus 

7: =Y7:x2 + T!= 170 at. 
Ihr Winkel mit X ist aus 

tg (7:, X) = -:~ = l5 gleich: 28 0 4' 21". 
y 

Nennt man a die Hauptspannung, a, 
b, c ilire Richtungskonstanten, so geiten 

r;".r allgemein die Gleichungen 7: 
a(ux - (1) + b 'Cz + C7:y = 0, 
b ((11 - a) + C7:x + a'C'z = 0, 
c (Uz - a) + a 7:y + b·cx = O. 

Setzt man hier: 
ax = 0, (1y = 0, 'Cz = 0, 

so bleibt 
aa = C7:1' b (1 = C'Cz, c(az - a) + a7:y + b·cx = 0, 
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Losungen. 23-25. 
und die drei Hauptspannungen: 

(Jz V (Jl' 9 9 
(JI = 2 + 4-+ 1; = 2 7,23 at, 

ferner 

(Jz = ~~- - V _l!:/_ + 1;2 = - 97,23 at, (Js = 0 i 

(J 
c = -V . = cos ((J, Z), 

(J (Jz + 21;2 

woraus 1: «(JI' Z) = 29° 46', 
. 1: «(J2, Z)=29° 46'+90°. 

Die Spannungsflache artet in ein'e Ellipse mit den Halbachsen (J1 

und (J2 in der Ebene e aus, 

23. .A us der Gleichung 5: 
(J = as (Jl + bS (Js + c2 (Js 

folgt mit g= a, MN, 1]= b, MN, ~= c' MN 
die Gleichung des Ortes 

;2(11 + TJ2(Jg + ~(Js = + 1. 
Es ist eine Flache zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkt. 

24:. N ennt man a, fl, /' die Winkel von n gegen die drei 
Hauptspannungen, so hat p die drei Projektionen aM diese (vergl. 
Gle,ichung 4) 

Px = (Jl cos a, py = (Jll cos fl, pz = (Ja cos /'. 
Somit hat del' Punkt P die Koordinaten: 
S = M N . cos a - Px, 1j = M N . cos fJ - py, ~ = M N ' cos r - Pz, 
also ; = «(Js - (11) cos a, 7/ = «(Js - (Js) cos fl, ~ = O. 
Der Ort der Punkte P ist also die Ellipse 

( g )2+( 'Ii )2= sins /', 
(Js - (J1 (Js - (Js 

deren Achsen die Richtungen der Hauptspannungen (Jl und (Jg haben. 

25. Es ist C A = (Jl - (Ja, E A = CA· sin a, 
1 

D A = 0 A - 0 D = (J1 -:-)- (Ug + ua)' 
'" 

;J ----2" -,2 -2 --2 ----- -- . 
r~=DR =DE =EA +DA -2EA·DA·sma, 

1 
woraus r2 =4" (Ul! - Ua)2 + a2 (U1 --(8)«(11 -- ( 2) mit a = cos a. 
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26. 27. Losungen. 

In gleieher Weise erhiLlt man, wenn D1 R =-= D1 F = r1 be
zeiehnet wird: 

r12 = {- (at - ( 2)9 + c2 (a1 - aa) (a2 - ( 3) mit c = cos r. 
Nennt man 

D D - - (it -- aa 0 D _ _ all + as 
1:':RDD1 =l/J, 1-m ---2--' -11--2 --, 

so ist rIll = r2 + m2 - 2rm eos 'I', 
--2 
OR =pll=rll +n2 +2rn cos l/J, 

woraus m pI! = (r2 + mn) (m + n) - nr12 

und nach Einsetzen der Ausdrucke fUr m, n, r, r1 : 

pI! = all a12 + bll a22 + c2 aa2 mit b2 = 1- all - ell = cos9 fl. 
(V erg!. Gleichung 4.) 

Ferner ist 
r2 + m ll -r 2 

a = n + r eos l/J = n + _____ 1 -
2m 

und naeh Einsetzen der Ausdrueke fur m, n, r, r1 : 

a :::=. all at + b2 a g + e2 as mit b2 = 1 - 0.2 - ell = e052 (1. 
(Vergl. Gleichung 5.) 

Endlich ist 't = l'pl!=q~ (Gleichung 6.) 
26. Die Spannungsflache ist eine Kugel vom Halbmesser k. 

Die Ebenen, welche nur Schubspannungen erleiden, umhl111en einen 
Kegel, dessen Achse die Riehtung von as ist; seine 6ffnung be
betragt 90°. Die Schubspannungen in dies en Ebenen haben die 
Gratle k. 

27. 1st p die Gesamtspannung einer Ebene, a ihre Normal

t/, 

spannung, so ist die Schubspannung 
',;2 =pll _ all 

und aomit nach den Gleichungen 4 und 5: 
'(2 = all a t 2 + b2 alls + ell ase 

- (all a1 + bl! a2 + ell ( 8)9 

oder mit Benl1tzung von 
a2 + bll + e2 = 1 : 

",2 = b2 e2 (all - ( 3)2 + c2 all (as - (1)2 

+ a2 b2 (a1 -a\l)2. 
Fur die Koordinaten des Punktes N gilt: 

all b9 c2 
xl! = a2£12 = __ y2 = __ , Z2=_-

"'r: '( .,; 
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LOllungen. 28-30. 
also wird k11 yllZll + kll1zSxS + kollX1yl = 1 
die Gleiehung der Fl.li.ehe N, wenn 

k1 = 0'9 - as, ks = as - all ko = 0'1 - all 
bezeiehnet. Die Sehnitte der Flil.ehe mit den Hauptspannungs
ebenen sind gIeiehseitige Hyperbein. 

28. Wird 0'1> as"> 0'9 vorausgesetzt, so ist der Scheitel S der 
Sehnitthyperbel mit 0'1 all jener Punkt der Fll1che, der den kleinsten 

Abstand von M hat. Dann ist max '[; = 1 II die groBte Schnb
MS 

spannuug in M, nl1mlich 0'1 -; as j ihre Ebene ist zu M S normal. 

29. Da die Gesamtspannung p der Ebene aus der Normal
spannung a ~und der Schubspannung 't: besteht, so ist 

'&x=Px-ax 
oder mit Beniitzung der GIeiehungen 4 und 5: 

't:x = 0.(0'1 - a) = a [111 (all + bl + CS) - (a2 111 + bll l1ll + c2 ao)] 
= a [bll (0'1 - as) + 0 11 (0'1 - ao)J 

und analog: 
't:.,= b[ ell(as - ao)+afl(all-al )], '&z= c[al(aO-111)+bll(l1s -0'2)]; 
daun wird: 

'[;9 = '[;x~ + 1:.,'J + '';zll = bll c2 (119 - (10)11 + ell all(aa - 0'1)11 
+ all bl (0'1 - 0'2)2. 

80. Bezeichnen I, m, n die bekannten Richtungskonstanten der 
gegebenen Geraden, g, 1), ~ die unbekannten Richtungskonstanten 
der gesuchten Ebene, so bestehen die Beziehungen 

12 + rug + nil = 1, ;1I + r/, + ~2 = 1, 
ferner 1 : m : n = 't:x : '';., : '-';z 

oder wenn man die Resultate der vorigen Aufgabe zu Hilfe nimmt: 

1: m: n = S[1)2 ks - ~2k2] : 1) [~kl - SSks] : ~[s2kll- 7;9 ~lJ, 

worin k1 =; fIa - fIo, kg = 0'8 - fIl' ka = 111 - 112; 

diese Proportion kann aueh so angesehrieben werden: 

lkl_ + mkg + nka = o. 
S 1} ~ 

Hierzu kommt die Gleichung: 

IS + m 1) + n ~ = 0, 
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31. 32. Lasungen. 

welche aussagt, daB die gegebene Gerade in del' gesuchten Ebene liegt. 
Man erhitlt die Beziehung: • 

1 
§:17:~= (ka-k2)12-k2m2+kan2+o 

m n . .~--~-~~--~ 

. (kl -ka)m2 -kan2 + kIll! + o' (kg -k1)112 -kIP + kll m2 + 0' 
worin 02 = kl2l4. + k1l2 m4. + kal!n4. - 2 kllkam2 n2 

- 2kakl nl!p - 2kl k2l2m2 

ist. Wegen dem Doppelzeichen von 0 erhalt man zweierlei Werte 
des Verhaltnisses ;: r; :~; es geharen also zu jeder Geraden als 
Schubspannungsrichtung zwei durch sie hindurchgehende Ebenen. 
Nennt man §1 'fjl ~l' ;21)2 ~2 deren Richtungskonstanten, so folgt aus 
obigen Gleichungen 

;1 ;2 + 1]1 'fj2 + ~1 ~2 = 0, 
d. h. die beiden Ebenen, welche die gleiche Schubspannungsrichtung 
besitzen, stehen aufeinander senkrecht. 

31. Die Gerade g liegt in der Hauptspannungsebene (11 (12' 

Legt man durch sie eine beliebige Ebene e, deren N ormale die 
Richtungskonstanten a, b, c haben mage, so ist die Normale senk
recht zu g, daher 

a V::=-:~ + b V-~-=-:~ = 0. 

Nun hat die Ebene 6 eine Schubspannung 'C zu erleiden, deren 
Komponente in Rich tung von as nach Aufgabe 29 folgenden Wert hat: 

'Cz = C [all ((1a - al ) + b2 (as - all)]' 
Mit Benutzung obiger Gleichung zwischen a und b wirdJ:z = 0, 

d. h. die Schubspannung del' Ebene 6 liegt in del' Ebene (il (12, muB 
demnach ganz in die Gerade g fallen. 

32. Man nehme einen beliebigen Punkt x, y, z del' Kegelflache 
an und fuhre in ihm die Beruhrungsebene, deren Nonnale die 
Richtungskonstanten a, b, c haben moge; es ist dann zunachst 

a x + by + c z = 0, 

cF eF cF ferner a: b: c =---: ,---: ---,-, ex cy ez 
x . ____ J.. ________ .. _____ ,_"_z ____ -cc-_ 

= -k+ (1~ + (fa - 2 (11 • k + (fa + a1 - 2 ()2 • k + al + (1~ - 2 (1a 

-- 122 



Losungen. 33-38. 
woraue in Verbindung mit F = 0 : 

~~+~+~-2~+V~+~+~-2~ 
+ e2 (k + 0'1 + 0'2 - 20'3) = 0 

und wegen a2 + b2 + e2 = 1: 
k = (20'1 - 0'2 - 0'3) a2 + (20'2 - 0'3 - 0'1) b2 + (20'3 - 0'1 - 0'2) e2 

endIieh 

x : y : z = a (k + 0'2 + 113 - 20'1) : b (k + 113 + 111 - 20"2) 
: e (k + 111 + 112 - 2113) 

und wenn fur k der so eben gegebene Ausdruek eingesetzt wird: 
x: y : z = a [b2 (111 -l1z)+e2 (0'1 -l1a)] : b [e2 (l1g -l1a)+aZ (0"2-111)] 

: e [a2 (l1s - 111) + b2 (l1s -112)], 

Dann iet naeh Aufgabe 29 
x : y : z = 'ex: 'Cy : 'Cz, 

d. h. die Mantellinie der Kegeiflaehe hat die Riehtung von 'C. 

33. 1(1 + 8) = 4,004 m. 

11-1 
34. 8 = -1-= 0,00213. 

35. -2.,53-5 m - 0,536 III = _ 0 00187 
0,536 m ,. 

36. _ 0,01 em _ 0 OOO~ y- -. i). 20 em ' 

37. Die Dehnungen in Riehtung der drei Kantell tiiud 
81 = 0,001, 82 = 0,0003, 8a = - 0,0005; 

somit die Raumdehnung 
e = 81 + 82 + "3 = 0,0008 (vergl. Gleiehung- 12). 

38 •. N ennt man 81, 82, 83 die DehIiungen del' drei Kanten, 
d die Diagonale vor der Forroanderung, d1 llaeh derseiben, so ist 

d2 = 12 + roB + n2, 

dI 2 = 12 (1 + 81)2 + mS (1 + 82)2 + nZ (1 + 8a)2 

und roit Vernaehiassigung der zweiten Potenzen der kieinen Deh-
nungen 

dI 2 = 12 + ro2 + n 2 + 2(12 81 + m28g + n 2 8a). 
Die Dehnung del' Diagonale ist dann 

= dl - d _= l/~12-8~+~m26~+~2-~ -1 
8 d + J2 + roB + n Z 
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39-42. L5sungen. 

und da das zweite Glied unter der Wurzel klein ist, genau genug 

-E~ + miles + nllea '= 0 012 
e - III + ma + nS ,. 

39. N ennt man DB = A C = d, A B = S, 50 i5t die Lange 
von A B nach del' Formll.nderung 

lids dll ---
Sl = V -4- (1 + e1)2 + 4- (1 - e2)11 

und mit Vernachlll.ssigung del' zweiten Potenzen del' Dehnungen 
d -.-------

51 ="2 Y 2 + 2 e1 - 282 

1i0mit die Dehnung del' Kante AB: 
51 - S -- 1 

8 = -8-= Y 1 + 81 - 82 - L:""2 (e1 - 89), 

Die Seitenebenen A B und B C schlie:Ben VOl' del' Formll.nderung den 
Winkel 90 0 miteinander ein, nach del' Formll.nderung den Winkel 
90 0 - r, wobei r die Schiebung ist. 

Es wird 

woralt't:l mit Vernachll:Ls5igung del' Produkte del' klein en Grof3en folgt 
r=e1 +82, 

40. Sind e1' el' 8a die Hauptdehnungen des Punkte5, so lehrt 
die Elastizitll.tstheorie, daB die groJ.He Schiebung ill diesem Punkt 
eine del' drei Hauptschiebungen 

r1 = 82 - 8a, rs = 83 - 81' ra = 81 - E2 
i5t. Sind nun die Hauptdehnungen gleich, so ist die gro.6te Schiebung 
Null, d. h. alle Schiebungen des Punktes sind Null. 

41. Setzt man die Koordinaten eines Punktes del' Geraden 
x=o.l, y=bl, z=cl 

und fllgt zu e in Gleiehung 11 den Faktor a2 + bl! + ell = 1 hin
zu, so folgt die Gleiehung des gesuehten Ortes 

xS(el - e) + yll(eg - e) + zll(es - 8) = 0, 
d. i. eine Kegelflaehe zweiter Ordnung. 

42. Do. die Dehnungen in Richtung del' Achsen verschwinden, so 
ist die Dehnung in einer beliebigen Richtung a, b, c naeh Gleichung 10 

8 = b c rx + c !\ i'y + a b rz. 
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Losungen. 43-45. 
Die drei Schiebungen sind hier 

1r. = - 3 Bogensekunden = - 0,0000145, 
ry= + 6 " = + 0,0000290, 
1z = + 4 " = + 0,0000198; 

ferner ist fiir die Diagonale l\{ N : 
2 3 

a=cosNMX= f38' b=cosNMY= i3S' 

5 
c = cos N M Z = f38' 

woraus 8 = 0,0000049. 

43. Nach Gleichung 10 ist 
Bo = (all + bll + cll) Bo + rr. (b c + c a + a b) 

oder b c + c a + a b = O. 
Damit folgt fiir den gesuchten Ort die Kegelflilche 

yz +zx+xy= O. 

4:4:. Die Dehnung 8 nimmt nach Gleichung 10 den Wert an: 
8=BoCa+b+c)lI. 

Die groi3te Hauptdehnung 81 findet man, wenn man a + b + c zu 
einem Maximum macht, wobei die Bedingung zu beachten ist: 

all + b ll + c 2 = 1. 
Man findet 

1 
8.t = hI = C1 = 113' 81 = 380, 

N ennt man all' bll' cll die Richtungskonstanten einer anderen Haupt
dehnllng Be, so ist 

alBg+blbll+ClC9=0 

also 1 
is-Call + bi + eg) = 0 

und somit 6f1 = O. Ebenso ist 68 = O. 

4:5. N ennt man a die Ka.thete, h die Hohe des Dreieoks, so 
. a 

ist vor der Formll.nderung h = ---=-, naoh derselben 
)12 

hll! = a2 (1 + Bl)9_(a fi (~-81)Y, 
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46-48. Losungen. 

woraus mit Vernachlltssigung der zweiten Potenzen 

hI = 1a2 (1+ 481 + 282 

und somit die Dehnung der Rohe 
h -h ------

8=-I-h-= i 1 + 481 + 282 --1 

oder 8 = 2 81 + 811 • 

Nennt man 900 - r den Winkel der Katheten nach der Formltnde
rung, so ist 

1 -
-- a 1 2 (1- 82) 

sin 21 (90-r) = 2_--=-_-,--_ 
a(1+81) 

woraus mit sin ~ =~, cos ~- = 1 und Vernachlltssigung zweiter 

Potenzen r= 2 (81 + 82)· 
46. Llisung Ithnlich wie in voriger Aufgabe. 

a b r = b (81 - 83) + It (e2 - 8a)· 

47. Man zeichne irgendeine im Innern des Korpers liegende 
Zylinderfiltche yom Ralbmesser~. Durch das Kraftpaar Pp werden 
in j eder derartigen Flltche Schu bspannungen '1: hervorgerufen, die sich 
fiber diese Mantelflltche 2 n ~ h gleichformig verteilen. Es ist also 

Pp 
7:=-----. 

2n(Jh. (J 

Hierdurch erleidet der Punkt N gegen Meine 

Verschiebung d v = r . d (J, worin r = ~ 
(vergl. Gleichung 9) die Anderung des rechten 
Winkels bei M (Schiebung) ist. Ffir die Ver
schiebung von B erhltlt man also 

r2, 

v-~Jrd(J=2:~G-J~; = 2!~G (;1 -k). 
r, 

S b '. 1 mm 1 ·t 
4:8. Die Dehnung des ta es 1st 8 = Tm:- = 4000 ' soml 

die sie verhindernde Kraft 
1 

F. E8= 1 cmll • 2 . 106 at 4000=500 kg. 
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L6sungen. 49-54. 
4:9. Zun!l.ehst sind die Spannungen der drei Seitenfi!l.ehen: 

670 kg 
B C ... 0'1 = 1 6 2 8 = 150 at, , em· , em 

-940 kg 
CA···0'1I=-20 --28 - =-168 at, , em· , em 

-730 kg 
AB .. 'O's=20 16 -228 at. , em· , em 

Dann folgt aus den Gleiehnngen 15 ffir die Dehnungen von: 
AM . .. 61 = 134 . 10-6 
BM •.. 62 =-72 .10-6 

OM ... 6s =-I11·10-6 

50. Setzt man die Hauptspannungen 
0'1 = 0'9 = AS = p, 

ferner die Hauptdehnungen 

61 = 62 = 6s = i- (naeh Gleiehung 12), 

so gibt jede der Gleiehungen 14 
6p 

m=----. 
3p-Ee 

Mit den gegebenen Werten p=-20 at, e=-10-5 wird 
m=3. 

51. L6sung wie in voriger Aufgabe. 

k- mE 
- 3 (m-2)" 

52. Die Raumdehnung e ist Null, weil der Rauminhalt sieh 
nieht andert; es ist also naeh Gleiehung 12 nnd 14 

0'1 + 0'2 + O's = 0 
und 0'3 = - 400 at. 

53. Wie vorige Aufgabe. Es ist 0'1 = b~ und analog O'g 

l~ild as. Man erhalt die Bedingung A a + B b + 0 e = O. 
54:. Aus Gleiehnng 13 findet man znnltehst m = 3,4. Nun 

ist die Dehnnng 
- 0,5 ~ _ ° 0012r. 

6 - 0,4 m -, v, 

woraus die Querzusammenziehung 
e 
-=0,000368 
m 

und die Andernng der Breite: 
5 mm . 0,000368 = 0,00184 mm. 
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55--59. Ltisungen, 

55. Aus den Gleichungen 14 folgt zunltchst Ci1 = Cill ' Sodann 
ist die Raumdehnung nach Gleichung 12 

n+2 
e = Il} + 112 + Ila = Il} (n + 2) = 113 --, 

n 
Setzt man dies in die Gleichungen 14 ein, so folgt 

m (m + n) 
Cil = (m + 1) (m_2)EIll! 

m(mn-n + 2) E 
118 =n (m + 1) (m-2) Il~, 

woraus m + n 
Ci} = 112 = I1Smn-=-n +2' 

56. Da die Seitenwltnde der Vertiefung nicht nachgeben, ist 
112 = 0, 118 = 0, e = Ill' Setze dies in die Gleichungen 14, so bleibt 

111 
112 = 113 = -----, m-I 

57. N ennt man 111 die durch P hervorgerufene Druckspannung 
des Eisenstiickes, 112 = ua die von den umschIieBenden Balken 
hervorgerufenen Drupkspannungen, so ist die Dehnung von a nach 
Gleichung 15 

somit 

Nun ist 

somit 

8g = i [ U2 - ~ - ~ ] = 0, 

I1g (m-l)=111o 

ndl! 
P 20 4 -os fO 

I1l = 112-' Ci2=--ab--' m= S', 
6Pb 

s=7nad2' 

58. Da die Dicke d der Platte sich nicht vergrOBern kann, 
ist ihre Dehnung in Richtung von d Null. Diese Dehnung be
rechnet man nach einer der Gleichungen 15 mit: 

B = ~ [ a ~ - ~ (a~ - b~) ] = 0, 
woraus D = -d-d (Q a .. -- P b), 

59. Es ist die verltnderliche Elastizita,tszahl 

~=~(a-bu)2, 
de a . 
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Losungen. 60-65. 
60. 1st 10 die ursprllngliehe Lange des Stabes, al und all die 

dureh PI und P ll entstehenden Spannungen, so ist naeh dem 
H 0 0 k e Behen Gesetz 

PI 11 - 10 P 2 12 - 10 
a1 =-F1 '. E ·-f~·- , a2 =F";=E-1o-' 

Pll1 -.:!l.l 
F 1 F 2 

woraus E = _ll. ______ ~_ 
12-11 

61. 1st ro der ursprllngliehe Halbmesser des Stabes, so ist 
rO-rl 1 PI rO-rlJ 1 P 2 ---=-.---, -----~--=-. , 
rom r 12 n . E 1"0 m r 2 2 1C • E 

Pllr13-P1r23 
woraus m = -'2-2--------. 

1C E r1 r2 (rl - r2) 

62. aln=m~ 1 C (81 + m-~ 2) 

und analoge Gleiehungen fllr all und as. (Benlltze die Gleiehung 12.) 

63. Fllr minP =maxP ist n = 1, A= Kz = a + b + c; 
fllr minP = ° ist n = 0, A = U = a; 
fur minP = - max P ist n = - 1, A = S = a - b + c; 

daraus ergibt sieh: 
1 1 

a=U, b=2-(K z --S), e=··~f(Kz+S)-U. 

64. Mit Hilfe der ffir diese drei Materialien angegebenen Festig-
keitszahlen (siehe Gleichungen 16) ergibt sich nach Aufgabe 63 fur: 

Schweilleisen: A = 2160 + 1230 n + 250 nll, 
FluBeisen: A = 2400 + 1440 n + 360 nll, 
FluBstahl: A = 2900 + 2250 n + 890 n2• 

65. Die Abweiehung ist 
D=U +(K •. - U) n-a-bn--en2, 

worin a, b, c die in Aufgabe 63 gefundenen Werte haben. Bildet 

man !~ =0, so wird n = ~ und max D =~.(Kz + S -2U). Mit 

Ben1itzung der Festigkeitszahlen in den Gleiehungen 16 wird diese 
gr5fHe Abweiehung fUr Schweifieisen 62,5 at, filr FlnBeisen 90 at, 
fiir Flufistahl 222,5 at. 

Wittenbauer, Aufgaben. II. 3. Aull. 9 
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66-71. Lnsungen. 

66. Es ist n = 135 tt = ! j mit Hilfe der Aufgabe 64 ist dIe 

Arbeitsfestigkeit nach v. Tetmaj er A = 2416 at, nach v. L aun
h ar d t A = 2456 at; somit die zul!!.ssige Spannung kz = 690 at 
bezw. 702 at. 

67. Es ist n = 82~ t = - -~-; mit Hilfe der Arbeitsfestigkeit 

ffir Flufleisen in Aufgabe 64 wird A = 1882 at, kz = 538 at. 

68. Bei dem ersten Stab ist die Ursprungsfestigkeit U, bei 
dem zweiten die Schwingungsfestigkeit S zugrunde zu legen. SolI 
die Sieherheit beider Stll.be die gleiehe sein, so mull die Pro-
portion bestehen 

woraus 

P 
U:S=P:-, 

m 
U 

m=S' 

69. Dividiert man die gro!3eren der Belastungsgrenzen durch 
6 ems, so erhlllt man die Festigkeit jedes Stabes mit 2975 at, bezw. 
1600 at und 1475 at. Nimmt man aus Aufgabe 63 q.ie Gleiehung 

v. Tetmajers als Grundlage, setzt dasVerhllltnis n =~, bezw.-j 

und - ! ' so erhlllt man fdr die drei Stll.be folgende Gleichungen 

b c b c 
2975=a+ 2+4' 1600=a-3 + 9 , 

b e 
1475=a-2 + 4' 

Hieraus ergibt sich a = 2000 at, b = 1500 at, e = 900 at und 
naeh Aufgabe 63: Kz = a + b + c = 4400 at. 

70. Die Zugkraft des Probestabes ist 

p=F'a=Fa(l- ~). 
Setzt man ~! = 0, so wird die verlangte Zugfestigkeit 

a=jI~. 
n-dB 

71. Aus P = 4- . kz folgt d = 3 cm. 
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Losung.en. 72-79. 
72. Der Quersehnitt des Stabes hat die Fl!!.ehe F = 6,928 emll, 

somit ist die Zuglast 
P=FKz =27712 kg. 

73. A = bx· k, woraus x = 54 em. 
74:. Es ist P + Eigengewieht =F . kz, woraus der Querschnitt 

des Pumpengest!!.nges 

F=~dll= P Its 9 4 kz-lr ' em, 
d= 1,23 em; 

da in kg und em gereehnet wird, ist 
. kg 

1 = 3000 em, r = 0,0077 -3 einzusetzen. 
em 

n: 
75. Q= 36· Till!. k z =678 kg, 

n: 
P=36· T02. K z = 6330 kg. 

76. Nennt man F den Quersehnitt des Stabes, 1 die ReiB
li!.nge, so ist das Gewieht 

Flr=FKz, 

woraus 1= Kz. 
r ' 

fllr Holz: 1 = 15,8 Kilometer (r = 0,0005 e=a ). 

fllr Eisen: 1 = 4,87 Kilometer (r = 0,0078 :!a). 

77. Der innere Durehmesser der Si!.ule ergiht sieh aus der 
Gleiehung 

d12 =dl - 40P, 
n-K 

woraus die WandstArke der Si!.ule mit d 2 d1 = 12 mm folgt. 

78. 1st F die Grundfl.a.ehe der Mauer, IiIO wird 
1 

F1r=20KF 

lK 
sein, woraus 1 = 20 r = 31,25 m. 

79. Steht die Kante a vertikal, so ist die Last : PI + abc r 
gleieh der gedrllekten F1!!.ehe b e mal der zul!!.ssigen Spannung }., K, 
worin J. eine Sieherheitszahl ist. 
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80-82. LBsungen. 

Daraus ist 

Stellt man llhnliche Gleichungen fur P II und P 8 auf, so wird 
schlieBlich 

111 
'PI: Pa :Pa=--k:-b - k :---·k, 

a c 

worin k = }.,~ bedeutet. 

80. Die gedruckte Fillche ist 

/ d2 \ 
F=6( dx--=) , i3 I 

und wenn }., eine Sicherheitszahl bezeichnet, 
P +hFr=F .)"K, 

so ist 

P d 
x = 6(}"K-hr)d + l'~( woraus 

81. Aus q + bhr= bk folgt mit 
kg kg kg 

Ii = 30000 -2' r = 1600 -8: q = 10080 ----. m m m 

Aus q + b h r + x hI r = x k folgt: x = 0,45 m 

und aus 
q + b h r + x hI r + y h2 r = y k folgt: y = 0,47 m. 

82. 1st ~ der Reibungswinkel, so schlieBt der Widerstand mit 
der N ormale des Kegelmantels den Winkel (b mit der Kegelachse 
den Winkel 90° - (a + e) ein i der gesamte Widerstand des Kegel
mantels ist also 

P 
W=------, 

sin (a +~) 

und der Normalwiderstand der Mantelflache F, sowait sie ain
gedrungen ist: 

WCOSfl=P _cos(l_. 
sin (a + e) , 

del' Druck aut' die Fl11Cheneinheit wird 

P cos e P cos e i2-
]' sin (a + e) = -lr sin e + cos e 
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Losungen. 83-87. 

83. Aus h (2 R - h) = ( ~ r foIgt mit VernaehIassigung von 

h gegen 2 R: 
d9 

Rh=--
1:) 

ndll C 
und aus P = p . -4- = C h foIgt: R p =-~~ = konstant. 

2n 

84:. Die in der Sekunde zu iibertragende Arbeit ist in mkg 
Rnn 

Pv=p· ---=75·N 
30 ' 

wenn P die Umfangskraft und v die Umfangsgesehwindigkeit ist. 
Setzt man 

P=bdkz, 

so ist, wenn man alles in em einsetzt: 
N 

b = 71620 nR dkz- = 14,9 em. 

85. Nennt man m die Reibung zwischen Bremsband und 
Bremsseheibe, so ist 

ef"-l 
m=S-r--' e U 

SolI verhindert werden, da£ die Last Q sinkt, so mu£ mindestens 
mR=Qr 

sein. Setzt man noch S = b dk z, so wird 
Q ret" 

b= -~--------=9 em 
okz R efu -1 ' 

worin eC" = eO,18· 0,6·2". = 1,97 ist. 

86. Zwischen der Kraft P an der Kurbel und der Last Q 
in der Schraubenspindel besteht die Beziehung 

r 
P=.aQtg(a+(J), 

worin f = tg (J = 0,1, (> = 5 0 40' der Reibungswinkel ist. Setzt 
man Q = r2 n . R z , so wird P = 40,6 kg. 

87. N annt man z die Entfernung des Querschnittes x2 n von 
der oberen Endfiiiche, so ist 

R--r h 
x=r+z-h -, dz=dx' R _ r 
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88. 89. Losungen. 

und das Gewicht, das die Flache X Z 7'; belastet: 

wenn 

z 7';l h x 
Gx = nrjx2 dz =--jx9 dx= a (x3 _r8), 

R-r o r 

nrh 
a=3(R-i)" 

Die Spannung der Flache ist 

P+Gx u = ---'-0-
nx2 

woraus du =-~-[a-2 P-.ar8
], 

dx 1'; x3 

d2 u 6(P-ar3) 2 
-= ·X dx9 n . 

du 
Macht man dx = 0, so folgt 

:j---- V·--;-----------
x =1 2 (~ __ ra) = tiP (R-r) -2rs. 

,a nIh' 

damit x positiv ist, muB P > a r8 sein, d. h. es ist ~ :~ > 0, die 

Bedingung des Minimums. Die Grenzen, innerhalb welcher diese 
Gleichung fur x Gultigkeit besitzt, sind x = r uud x = Roder 

3 ra 1 R8+2r8 
P=--G--- und P=-G-----2 R3_ r3 2 R3_ rS' 

wenn mit G = a(R8 - r3) 

das Gewicht des ganzen Kegelstutzes bezeichnet wird. 

88. P: G = 43 : 112. 

89. Benutzt man die Gleichung fur die Arbeitsfestigkeit von 
Schweilleisen in Aufgabe 64: 

A = 2160 + 1230 n + 250 n 9, 

so ist wegen 
2 t 1 

n=40t=2U' A= 2222 at 

und kz = 635 at; dann folgt aus 

nd~_ 40000 kg= 63 11 d 9 
4 - 635 at em, =.,~ em. 
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Losungen. 90-95. 

90. 
.. 5 t 

Es 1St n = 14 t' kz = 866 at 

und aus 14000 kg= bdkz wird b = 16,2 cm. 

-2t 
91. n = 1ft, kz = 567 at, b = 10,6 cm. 

92. Man rechnet auf Grund der U rsprungsfestigkeit (Wechsel 
zwischen Be- und Entlastung), die nach Gleichung 16 far SchweiBeisen 

U=2160 at 
ist. Als zulll.ssige Spannung darf man nach Gleichung 17 wahlen 
mit A=U: 

2 
kZ=7 U=617 at. 

Die Kraft, welche den Deckel abzureiBen trachtet, ist 
trd2 . 

P = 4 . (p -- Po), 

worin Po = 1 at der AuBendruck ist. 
1/;02 

Setzt man noch P = 8 . 4- k", 

so bleibt 0 = d V P n-k:o = 28 mm. 

93. Die L1isung wird dem Leser aberlassen. 

94. Nennt man x die Starke des Gestanges, so ist zunll.chst 
P 

x2 = --= 13,51 cm2 

kz-r1 

(r = 0,0078 C~8). 
sodann das Gewicht des Gestll.nges 

G = i'x21 = 2108 kg 
und die Verlll.ngerung nach Gleichung 18 

(P+-~)l 
dl=-Ex2 -=5,22 cm. 

95. Rechnet man zunachst das unterste Stuck wie in voriger 
Aufgabe, so ist 

P 
xl 2 = ----C-- = 10,69 cms, Xl = 3,27 cm 

k ---'VI 
Z 4 I 
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96. Losullgen. 

und das Gewieht dieses Stuckes 
1 

G1 = rXll1-4~ = 417 kg. 

Fur das zweite Stuck ist dann 

X211 =_P+G1 1 ::== 11,44 emil, X2 = 3,39 em 
kZ--,f1'1 

und das Gewicht des zweiten Stuekes 
1 . 

GlI = I'Xg2 - = 448 kg. 
4 

Ebenso findet man fur die beiden anderen Stucke: 

II - P + G1 + G2 _ 12 24 2 3 WO G 478 k Xs -- 1 -, em, Xa = ,0 em, a = g; 
kz --4-i 1 

;!f,2 =~~±_Gl+?d-:_GB'=13,09 emll, x4 =3,62 em, G.=511 kg. 

k z -- -;r rl 
Die Materialersparnis gegen das Gestange in voriger Aufgabe ist 
also 

2108 kg - (G1 + G9 + Gs + G4,) = 254 kg. 

Die Verlangerung des _ untersteu Stuckes ist nach Gleichung 18: 

(p+~!)~ 
~--~-~ = 1 45 em' EXll1 ,-, 

des zweiten Stuekes 

(p G' G2) I + 1+2 T 
---~-E--2-- = 1,45 em. 

Xli 

Die gleichen Werte 1,45 em findet man auch fur die anderen zwei 
Stucke. Die gauze Langenanderung des Gestanges ist also 5,80 cm. 

96. Es miissen die Langenanderungen beider Stangen gleich 
sein, also nach GIeichung 18 

A+~ B+_<!2_ 
2 2 

--==-=-- = ---
EJ1\ EF2 
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Losungen. 

Hierin sind die Auflagerdrucke 

A=P· ~, B=P.-y-
und die Gewichte der beiden Stangen 

Gl = rFll, Gs = r~'91, 
wenn Fl, Fg ihre Querschnitte sind. 

Es folgt: 
A B 
Fl F2 

oder a:b=dg2 :d12• 

97-99. 

97. 1st a die Ausdehnungszahl fur 1 0, so ist die LlI.ngen
lLnderung der Stange zufolge der Temperaturanderung 1 a (tl -- to)' 
und somit die Dehnung 

a (tl - to) = - 81 ~(j()- (- 10 0 - 20 0) = --27~(f' 
Sie kann verhindert werden durch die Spannung E a (to - t1) 

und somit durch das Gewicht E F a (to - t1) = 5926 kg, wenn 
~J = 2 . 106 at, F = 8 cm2 eingesetzt wird. 

98. Um ; i;- (2 + 1"2). [Die Spannung des Randstabes ist 

i;' seine Dehnung 81 = - E: 1(2 ; die Spannung der Diagonale 

ist P, ihre Debuung 82 = + EPF; der Randstab erhalt die Lange 

a (1 + 81)' die vertikale Diagonale die Lange a V 2- (1 + 82), Bei 
der Ausrechnung sind die zweiten Potenz6ll der Dehnungen zu 
vernachlassigen. ] 

99. 'An der Stelle x ist die Spannung 
Gx 

a=-FT 

und die 
ddx - Gx 

Dehnung 8 = --dx = EFl ' 

Gx 
"ldx = - El!'l . dx. wora.us 

F 

Denkt man sich bei x eine Scheibe von del' Dicke d x, so hat sie 
nach der Zusammendruckung durch das Gewicht die Dicke 
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100. 101. Losungen, 

dx-.ldx=dX(l- l;~) 
und ihr Abstand vom Boden ist 

;=}dx(l- l~~)=(1-x)- 21~E 
x 

Nennt man ;s den Abstand des Schwerpunkts nach der Zu
sammendriickung vom Boden, so ist 

1 G 
G, ;8= jdG,; mit dG=-r' dx, 

o 
1 Gl 

woraus ;8=2 - i1FE 

und die gewiinschte Senkung des Schwerpunkts: 
Gl 

3FE' 

100. Ist A der Widerstand des Rakens, so ist die Spannung 
an der Stelle x (Abbildung zur vorigen Aufgabe) 

A Gx 
u=],--1"1 ' 

.ldx I [ x] woraus die Dehnung: 8 = <IX = E F A - G T 
, 

und die Llingenlinderung: .l x = ElF [A x - ~ G x1
2

], 

Setzt man nun 

so folgt 

Ebenso groB ist der ,Druck auf die Unterlage. 

101. N ennt man a die Rohe der Ergll.nzungspyramide und 
fuhrt in der Entfernung x von F 0 einen horizontalen Schnitt F, 
so ist 

F=FO(a:xY. 
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Die Spannung in Fist 

Losungen. 

P 
(]X = F-

di h ax ddx 
und e De nung ex = E = (iX' woraus 

Pa2 dx 
~dx=ddx= EFo . (a+x)2 

Die Integration liefert 
Pa2 1 

dx = C ---. --:--, 
EFo a+x 

102. 103. 

und wenn man beachtet, daJ3 fiir x = 0 auch d x = 0 ist: 

dx = Po.. x 
EFo a+x' 

Endlich ist fiir x = h die gewiinschte Hohenlinderung 

.dh = _-=P-=h_ 
EVFoF~ 

102. Man betrachte ein kleines Stiick des Auflagerringes, das 
dem Zentriwinkel d cp entspricht. Seine Llinge ist R d cp; seine 

Schubkraft: 2:'11: . R d cp ist im Gleichgewicht mit den beiden 

Zugkrliften an den Enden des kleinen Stiickes, also 

woraus 

2~n .Rdcp=2Ssin d2CP , 

H 
S=--. 

2'11: 

103. Es sei P = PI + Ps , wobei PI das Stiick AC dehnt, 
P 2 das Stiick B C zusammendriickt. Setzt man die Lltngenlinderung 
von A C gleich der Verkiirzung von B C, so ist 

PIa Pgb 
EF= EF' 

Nun konnen PI und P 2 berochnet werden und ma.n erhiilt fiir 
die seitliche Verriickung des Querschnitts C: 

P ab 
-EF . a+b' 
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104. 105. Lnsungen. 

104:. N ennt man S = ~' s die in A C und Be entstehende 
Spannkraft, so ist die Lange von A C nach der Belastung 

Sl 
1 + dl = 1 + FE-

und die Einsenkung 
--------- 1 ------

e = y (1 + dl? - 12 = E is (2E + s). 

Aus dem Gleichgewicht zwischen P und den beiden Spannkrll.ften 
e 

folgt P = 2 S --="-, yes + 12 

2 F s ,--=--,-
woraus P =E+sys(2E+s). 

105. N ennt man x2 = 2 p y die Gleichung der Seillinie, so ist 
12 

flir x = 1: y =--= h I somit p = -2}; unddie SeilliLnge zwischen 

A und C: 
1 1 __ 1 ( 4h2 -) 1 

L=fds=fl(1+y'2.dx='~f l+--F --xS ~·dx 
o 0 0 

2 hi 
und angenahert: L = 1 + -If -C ..... ft.) 

Die Spannung des Seiles in C ist H = p q; die Spanuung im 
Horizontalabstand x von C: 

S = i Iis + q2xi; 

die Dehnung an dieser Stelle t = LId ~ s_ = E~-' wenn F der 

Querschnitt des Seiles ist, und somit 

S q(p2 + x2) 
dds = ---. ds = ------ dx, 

FE p~'E 

q 1 ql(3p2 + 12) 
ds = pFE (p2 + x2). dx =-~-r--' 

Die geanderte Seillange zwischen A und C wird also 

L=l+,ds=l[l+ 6h~E (312 +4h2)] • b) 
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Losungen. 

Aus den Gleichungen a) und b) ergibt sich 
4h8 FE = q12 (31g + 4hl ), 

woraus h gerechnet werden kann. 

106. 107. 

106. Nimmt man eine dfinne Scheibe des Stabes zwischen den 
Querschnitten Fund F + d F an, so ist deren Gewicht r F . d:x; 
nennt man Gx das Gewicht des Stabes von F nach abwll.rts, so ist 

Gx = F s fur den Querschnitt F, 
Gx - rFdx = (F + dF)s ffir den Querschllitt F + dF; 

dF r 
woraus s· dF=-yF. dx, - = --dx 

integriert: F S' \Ill ~ 
InF=C-L.x; fur x=O:C=lnl!\, f 

s f<or:" tlf woraus l!' = FIe - yin das verlangte Gesetz u 

die Verl1nderung des Querschnitts. 

Ffir x = 00 wird Fo = O. 
Das Gewicht des Stabes ist 

00 

G=r /Fdx=F1s. 
o 

107. Nennt man Gx das Gewicht des tragenden Korpers unter
halb des Querschnitts F, G'x jenes des nicht tragende;n Korpers 
unterhalb F, so ist ffir sicheres Tragen 

Gx+G'x=Fkz 

und fur einen nahen Nachbarquerschnitt F + d F uber F: 
Gx + rFdx + G'x + y1F'dx = (F + dF). kz, 

9 

worin F' = F 0 ~2 der Querschnitt. des nicht tragenden Korpers 

bei Fist. 

Zieht man die beiden Gleichungen aL, so bleibt die Differential· 
gleichung 

Setzt man hier F = u e ax, worin u aine neua Verli.nderliche 

und a = J_ ist, so wird 
ke 
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108-110. Ll}sungen. 

kzu= rlFO_G.Be-axdx=_ ~IFo [1 + _2_ + _~] x2e-ax+C 
19 j- a12 ax a2 x2 , 

kzF = C eax - rl FO (all x2 + 2ax + 2) 
a8 12 

und da fUr x = 0, F = 0 wird, die Integrationskonstante 

C - 2rlFo 
- a8 12 ' 

und das Gesetz fUr den Quersehnitt 

F = 2 rl F ° [e ax _ 1 _ a x _ all xl! ] a = L 
~r~ 2'~' 

1 -B 
lOS: J = 3 [2 . 3 . 18 + 6 . 48] = 11 792 em", 

Abstand des Sehwerpunkts von der Aehse J: 
e = 7,73 em; 

Fl11.ehe des Quersehnitts: 
F = 132 em ll • 

J 1 = J -FeB = 3905 em'; 
1 [-8 ] J 2 = 12 18 ·12 - 14 . 68 = 2340 em'. 

1 [-3 -B] 109. J ="3 10·60 + 110 . 10 = 756667 mm' = 75,7 em'. 

Abstand des Sehwerpunkts von der Aehse J: 
e= 1,38 em. 

Fl11.ehe des Quersehnitts: 
F= 17 emS. 

J 2 = J -Fell =43,3 em" 
1 [-8 -8] und J1 =12 10 ·120 + 50· 10 = 1444167 mm' = 144,4 em". 

110. Betraehtet man zunll.ehst das Dreieek A B M , so ist 
dessen Trll.gheitsmoment in bezug auf die Gerade M B naeh 
Gleiehung 23: 

112MB . (AM. sin a)l. 

N ennt man h = M B . sin a die HI.ihe des gegebenen Dreieeks AB C 
in bezug auf die Grundlinie A C = b, so ist obiger Ausdruek 

1 h (b . )3 
12' sin a 2 sm a . 
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L~sungen. 111-114. 
Fftr das andere Dreieck C B M erhiilt man das gleiche Trll.gheits. 
moment j ihre Summe ist demnach das gesuchte 

J = 18 hbB sinS a. 

111. Verlll.ngert man B C bis zum Schnitt D mit A X, so ist 
die FllI.che des Dreiecks ABC: 

1 
F=2AD. (b-c) 

und ihr Trll.gheitsmoment in bezug auf AX : 
1 

J=12 AD . (bB-cS), 

F 
woraus: J = - (bS + b c + Cll). 

6 
112. Teilt man das Trapez durch eine Diagonale in zwei 

Dreiecke und benfltzt die Gleichungen 23 und 24 f1lr die Trll.g
heitsmomente eines Dreiecks, so ist 

1 1 hB J 
J ~ 12 ah' + 4" bh'~ 12 (a+ 3b). / /'f\. I 

Der Schwerpunktsabstand eines Trapezes ist 1/'/ IS ~ 
_ h a + 2 b ~ ~ - --J 

e-3 a+b· 

Durch Anwendung der Gleichung 19 bleibt dann 

J 8 =J-Fe ll = h8 . a2 +4ab+b2 

36 a+ b 
113. Man zerlegt das Sechseck in sechs 

gleichseitige Dreiecke und wendet dann die Glei
chungen 23 und 24 an. Es wird 

J=4.~sh8+2.l..shB= 5(3 s' 
12 4 16· 

114. Nach Aufgabe 605 des ersten Bandes (3. Auflage) ist 
das polare Trll.gheitsmoment des Fttnfecks 

Jp =! (h9 + ;;), 
811 -----

worin F = T i 5 (5 + 2 is) die FlII.che des Fflnfecks. 

h= ~ VI + ~ f5 der Abstand der Seite vom Mittel-
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115-117. Losungen. 

punkt ist. Das Trll.gheitsmoment in bezug auf eine Schwerlinie ist 

J s = J; und das gesuchte Trll.gheitsmoment in bezug auf eine Beite 

J=Js+Fh2=_~~ (8 + 3{5) Y5(5+2{5) =1,0541s'. 
~ti 

115. x folgt aus der Gleichung: 
3 x2 (B H - b h) + 6 X [B9 H - 2 B b h + bi h) 
= BHs - bhll - 4B8(H- h) - 4h(B - b)B. 

116. Die Symmetrale des Querschnitts ist bereits die eine 
Haupttrll.gheitsachse J1 des Bchwerpunkts; die andere Jl! ist zur 
ersten senkrecht. FUr den Schwerpunkt findet man 

OS = Xs = 37 - --I 
28y2 . 

Das Haupttrll.gheitsmoment J 1 ist aus der 
Differenz der beiden Quadrate 

1 1 (3)4 175 
J 1 =12- 1{-12 4 1 =3072 1'. 

U m J 2 zu berechnen, suche man zuerst 
auf Ilhnlichem Wege mit Hilfe der beiden Quadrate J. Es ist 

J = 1~ I{ + 12. 0 t;/ - [ 112 ({-- I)' + (~ ly . 08;2] 
1 3 1 

OBI = -V 2' 0 82 = 4-' (2c 

und J _ }225_1{ 
- 3072 . 

- -2 
Endlich ist J 2 = J - F . 0 8 I 

worin die Qnerschnittsfill.che F = 176 19 ist. 

Es bleibt 

J 361 l' 
2= 21504 . 

117. Die 8ymmetrale durch 0 ist die eine Haupttrllgheitsachse. 
Ihr Trl1gheitsmoment ist 

a{ 
J 2 =12(1-n4). 
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Losungen. 118. 119. 
Zieht man die dazu senkrechte Achse J 1, so wird mit Hilfe der 
Gleichung 19 

.T, ~ ;; + .' . (/,,J - [n~.' + n'.' (y;-l] 
a4 '", 0 4 J 1 =12(I-Gn---n ). 

Setzt man nun das Verhitltnis 
J1 6 
J;= 1 + -I+-n2 

1 
n=--=::. y2 gleich 5, so wird 

118. Das Widerstandsmoment des Rechtecks ist je nach seiner 
Auflagernng 

Setzt man 

so wird w=~-: (h_y)y2. 

Das Maximum dieses Ausdrucks wird erreicht, wenn 
dW 2 1 
dJ=O ist, d. h. fUr y="3 h, x=1rb, 

namlich maxW = 821 bh2• 

Ebenso wird fUr die andere Auflagerung 

_ 1 h _ 2 b W _ 2 b9h 
y - 3 ' x -"3 ' max 1 - 81 . 

119. Benfltzt man zur Berechnung des Tragheitsmomentes die 
Formel fiir das Trapez aus der Aufgabe 112, so wird 

J-~. 4n-~ 
-12 n4 ' 

und das Widerstandsmoment 

"tu ___ J __ f2 8 4n-~ 
'v - 1 h - 12 a nS . 

2-·11 

Setzt man d W = 0, so wird n = -~-, 
dn 8 

Wittenbauer. Aufgaben. II. 3. Auf!. 10 

- 145 



120--123. Losungen. 

und d9W = '/-2 8 2 n - 3 < ° 
d 2 r a 5 • n n 

Das groilte vViderstandsmoment wird dann 
\V = 0,124 as. 

120. Die Haupttragheitsmomente ftir eine Ecke des gleich
seitigen Dreiecks sind 

J - 3l::;- 4 J _ fS- ( 
1 -- -32 a, 2 -- 9ii a , 

wenn a Jie Seite des Dreiecks ist. 
Die Achsen del' Tragheitsellipse verhalten sich wie 

iJ~: tJ~, also wie 1: 3. 

121. Bentitzt man Gleichung 20, so wird r it 
4r , 4r 

e = r --;:;---, e =-3 : 
un Je 

J - 4, ( 5 7t _ i.) - ° 1~3 4, -r 8 3 - ,v r. 

Ebenso, wenn man 
4r , 41' 

e = m +----, e = ----- setzt: 3n; an; 

J1 = r4 [i + -t~- + _~_~2]. 
122. Del' Hohlkreis gibt zunachst das Tragheitsmoment 

~ (64 - 54); der obere und untere Ansatz, als kleine Rechtecke mit 

erlaubter Annaherung angesehen, geben zusammenI2(1.14S-1.12S); 

die beiden seitlichen Ansatze liefern noch l2' 2· P; dies gibt zu

sammen das gesuchte Trllgheitsmoment mit 611,8 cm4 und das Wider
standsmoment nach Division durch 7 cm mit 87,4 cms. 

123. Fur den zur Schwerlinie parallelen Halbmesser I' ist das 

Tragheitsmoment del' Viertelkreis£ache ~ 1'4 und da del' Abstand 

del' beiden parallelen Geraden -i: ist, nach Gleichung 19: 

J = n; 1'4 _1_ 1'2 n; . (-.!~)2 = 1'4 (_~ _ _ i_) = 0 0;4871'4 
"16 4 3n Jt) 911; , OJ • 
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Losungen. 124-129. 

124. Es ist J=~54+-!-.10.208=26912em" 
8 3 

Flaehe F = 239,27 emil, 
Sehwerpunktsabstand e = 8,01 em 
und J.=J -Fe9 = 11560 em'. 

125. 

126. 

Flitehe 

Schwerpunktsabstand e = 0,373 r, 
J 1 = J - F e2 = 2,5626 r', 

J 2 =r4 (~- + !) = 0,5594r4. 

127. 
rc 1, --8 -8 

J=-S(10'-84)+2· 3 [6.20 -4·18 ]=18766 em4 • 

Flaehe des Quersehnitts F = 152,556 om ll, 

Sehwerpunktsabstand e = 5,105 em, 
J 1 = J - Fell = 14788 em', 

rc 1 -8 -8 --3 
J g =-S(104-84) +12 [2·28 + 18·20 -20 ·16 ]=11150 em'. 

128. Mit Benfitzung der Gleiehung 20 ffir den Viertelkreis 
mit R und sodann fUr jenen mit r ist 

rc 2 rc 
J = 16 (R4 - r4) + 3 a(R3 - r 3) + 4a9 (RB - r9). 

129. Mit Benfitzung der Gleiehung 20 ithnlieh wie vorige Auf
gabe durehzufiibren. Der Sehwerpunkt liegt in der Mitte von 2 a. 

Es ist 
rc 8 4 

J 1=T(R4_ r') +3B(R8_r8) + rca2 (R2_ r2) +3 a8 (R-r), 
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130-134. Losungen. 

J2 = 34n: (R4 - r4) - -~ (R + r- a) (R3 - r2) + 1cRr(R2 _r2). 

130. Mit Benutzung der Gleichung 20. Nenl1t man J' das 
Trltgheitsmoment fur die obere Horizonta1e der Abbi1dung, so ist 

der Schwerpunktsabstand e' = ~ (r + T~~r). 

ferner e=1'-e', .J'=D1[(r+ -~y --(1'-{-Y] 

nnd J ,=r:_ [r2 (3n: - 8) + d2 (: - ~)J. 

132. 

131. 
n: 

J1 =4 (R4 - 1'4-) = 117810 cm4, 

J2 = J 1 + n: R2 (e1 - R)2_n: 1'2 (e1 -R+e)2, 

e = A3 - r2 (R - e L = 21 >!7 em 
1 R2 _r2 ,v, 

J 2 = 107338 em'. 

Schwerpunktsabstand vom Mittelpunkt 
4 R3 - r3 

e = -- --------3n: R2_ r 2' 

_ 8 (Ra - r3)2 
J g = J 1 - Fe2 = J 1 - --9---- ---R-2---2--' n: -r 

133. Zerschneide die F1ltche in Streifen parallel zur Achse J. 
1st 2 y die Lltnge eines solchen Streifens, d x seine Breite, x seine 
Entfernung von 0, so ist 

r ____ ._ 

J = 2j(x - r cos a)2 . ydx = 2j(x - r cos a)21'r2 - x2 dx. 
r cos a 

Die Ausftthrung der Integration 1iefert: 

J = r4 {a (cos2 a + {-) - sin a cos a (! - ! sin2 a)}. 
134. Ellipse und Rechteck miissen dieselben Symmetralen be

sitzen. N ennt man x, y die Halbachsen der Ellipse, b, h die ent
sprechenden Abmessungen des Rechtecks, so wird in bezug auf 
die beiden Symmetra1en nach den Gleichungen 22 und 26 
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Losungen. 135-138. 
1 7C 1 n: 

12 bh3 = T xy8 und 12 b3 h = -4- x8 y, 

woraus sich ergibt 
b h 

x = */--=' Y = t/-=' 
y37C r3n: 

Da Ellipse und Rechteck nun die gleichen Haupttragheits
momente haben, sind auch ihre Tragheitsmomente fiir jede durch 
den Mittelpunkt gehende Achse einander gleich. 

135. Zerlegt man die ParabelHache in diinne Streifen parallel 
zu 0 X, so hat einer dieser Streifen die Lange 2 x, die Breite d y 
und den Abstand y von 0 X; es ist also 

J x = ly2. 2xdy. 

Die Gleichung del' Parabel ist xg = b: y, somit d y = b~- . 2 x d x 

b 

und J -Ja2X4'2X'~-'2xdx=~a3b 
x b4 • b2 7' 

o 

Beniitzt man die gleichen diinnen Streifen auch fiir die Be
rechnung von J y und betrachtet sie als Rechtecke, so ist 

a b 

J y J~dV(2X)'3=!J-~-2XdX. x3=~ab3. 12 • 3 bl! 15 
o 0 

136. J = T ba3[ 1- (-~) 4] = 55616 cm4 
(vergl. Gleichung 26). 

137. Nennt man J 1, J 2 die Haupttragheitsmomente fiir den 
Achsenschnittpunkt, J und J' die gegebenen Tragheitsmomente, so 
ist nach Gleichullli 28: 

J = J 1 cos2 a + J 2 sin2 a, 
J',,= J 1 cos\! (90 + a) + J 2 sin\! (90 + a). 

Setzt man J = J', so folgt J 1 = J g• 

138. Der Querschnittsteil von M bis N besitzt noch eine Hohe 

~ - 1';, sein Tragheitsmoment in bezug auf die Achse Jist 

J 1 =14 [B(H - 1'; + 21')3 - (B _ d)(H _1';; +2r_2a)8 

-8drS] 

- 149 --



139. 140. L1isungen. 

Ebenso ist das Trll.gheitsmoment des Teiles von P bis Q in 
bezug auf die Achse J: 

J e == {2 [aBB + (~- r; - a)dSJ. 

Das Trll.gheitsmoment des gekrllmmten Teiles von N bis Q in 
bezug auf die Achse Jist nach Allfgabe 130 

Ja= r: [r9(3n- 8) + d2(~._ ; )J. 
Das ganze Trll.gheitsmoment der beiden gebogenen I-Eisen in 

bezug anf die Achse Jist also 
J = 2 (Jt + J ll + J s)' 

Da die zu J senkrechte Schwerpunktachse J' gleiches Trll.g
heitsmoment besitzt, so haben nach Aufgabe 137 aUe durch den 
Mittelpllnkt gehenden Achsen gleiches Trll.gheitsmoment J; die 
Symmetralen it und ill des Querschnittes besitzen also die Haupt
trll.gheitsmomente : 

it + J und ill + J. 

139. Das Widerstandsmoment des gegebenen Rechtecks ist 

! bhl , jenes beider Rechtecke zusammen 

1 2 
12 bh3 + a AyB 

-----_., 
y 

wennn x, y die Koordinaten von P sind. Setzt man die Wider
standsmomente gleich, so folgt 

. 1 
y(bhll -4xyl!) =:2' bhO 

fllr die Gleichung der gesuchten Kurve. Sie geht durch A und 
hat 0 Y zur Asymptote. 

Setzt man :; = 0, so folgt ffir die grof\te Breite des ange-

fllgten Rechtecks: max X =:7 b und die zugehorige Hohe: y = i h. 

14:0. Das Widerstandsmoment des Rechtecks b, h ist ~ b hI! i 

jenes beider Rechtecke zusammen J, wobei ,T das Trll.gheitsmoment 
. ~ 
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Losungen. 141. 142. 
des ganzen Quersehnitts fiir die horizontale Sehwerlinie, 1) den 
Abstalld dieser Sehwerlinie von der Kante x bedeutet. 

Setzt man 

i!:=}_ bh2, 
1] 6 

so ergibt sieh die Gleichung 
x3 + bnx(4 + 5n + 4nll) =2b2 118 , 

worin n = : bedeutet. 
1 

14:1. Es seien x, y die Koordinaten des Punktes P der 
krummen Linie. 

Das konstante Widerstandsmoment ist 

~=Lbh2, 
y 6 

daher dJ =..!. bh2 • d v. {) .; 

Setzt man nun fiir die Zunahme d J des Tragheitsmomentes J 
d J = 2 d f . y2 = 2 . 2 x d y . y2, 

worin d f ein sehmaler Flachenstreifen parallel zu X ist, so bleibt 

xy9 =..!. bh~ 
24 

als Gleichung der krummen Linie. 

"L" h . b d h .ciir y=2 1St x = 6' . . die krumme Linie begillnt in 

den Drittelpullkten der Breite b. 

142. DaB Zentrifugalmomellt iBt allgemein 

Jxy=jxydf. y 
a 

Setzt man d f = d x . d y, daB kleine Bchraf£erte 1--;:;;'--. 

Rechteek in der Zeichnullg, so wird 
a b 

J xy f fx y . dx· dy fx. dx ·fy· dy=i- a2b2, o,.-+-X-=!I ........ -!T,....X 

o 0 

welches Resultat mit Gleichung 30 iibereinstimmt, wenn lllan 

F = a b, g = -}, 1] = ~- setzt. 
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143-148. Losungen. 

14:3. Mit Benlltzung von Gleichung 30 folgt: 

J Xy =l(a2 c2 + b2 d2 -c2 d2). 
4 

14:4:. Mit Benl1tzung von Gleichung 30 folgt: 

Jxy=ac(f +~) (d + e-~-) + deb -c) (e+ ~)(f-~ +~). 

Yht 
ill x :JC r 

r Y. 
145. J xy= j jxydxdy = j[ xdxjydy] 

o 0 

14:6. Es ist analog wie in voriger Aufgabe: 
r+m Y. 

J xy= j[xdxjydy], worin (Yl ~ n)2 = r2_ (x-m)2, 
m n 

r+m 

JxY=~JXdX [r2 - (x-m)2 + 2n irll- (x _m)2] 

m 

und mit x-m=z: 
r If [ ---] J XY =2 (z + m)dz r2 - Z2 + 2n ir2 - Z2 , 

o 
r( rB nr2 mn 

JXY=S + s-(m+n)+ ~4---· 

14: 7. Es ist ahnlich vorzugehen wie in Aufgabe 145: 
.. Y. a 

J xy !JXydXdY J[XdxJYdy]=frJXdX.Yl2. 
000 

Hierin ist y 1 2 = b2 ( 1 - :: ), wenn a, b die Halbachsen der 

Ellipse sind. Es bleibt J _ a2 b2 

xy- 8 . 

14:8. Mit Benutzung von Gleichung 32 ist 

J xy = ;~ (a2 - b2) sin ffJ cos f{'. 
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Losungen. 

14:9. Mit Benfttzung VOll Gleiehung 32 ist 

J::cy = a ~n: (all_ b2) sin rp eos rp, 

149-153. 

wenn q> die N eigung einer der Aehsen des Aehsenkreuzes gegen 
eine Ellipsenaehse ist. 

150. Mit Benfttzung der Gleiehungen 33 und 34. Es ist 
1 1 

J::C=-S-ab3 =18 em', J Y=-Sba8 =8 em'. 

J xy =.l allbll = 9 em4, 
4 

J 1,2 = 13 + yl06 em', woraus 
J 1 =23,2956 em', J 2 = 2,7044 em' und rp=30028'22". 
151. Mit Benfttzung der Gleiehungen 33 und 34. 
Es ist J::c = 299441 mm" Jy = 989 291 mm', 

J::cy = 98931 mm' (naeh Aufgabe 143), 
woraus: J 1 = 1003198 mm4, J 2 = 285534 rom', 

a=8°0'7". 
152. Zunaehst ist 

n: 4 5n: 4. 
J x = Sr, JY=Sr. 

Zieht man dureh den Sehwerpunkt der Halbkreisfiaehe ein 
Aehsenkreuz X' Y' parallel zu X Y, so ist in bezug darauf das 
Zentrifugalmoment J x' y = 0 und somit naeh Gleichung 29: 

n:rll 4r 2 
J xy =2' r· 3n: =3r4• 

Sodann wird mit Benfttzung von Gleiehung 34: 

J1 2 = [~n: + 1 / n:1I + ~] . r' 
, 8 -- V 16 9 

und die Haupttrllgheitsmomente 
J 1 = 2,2082 r', J 2 = 0,1480 r'. 

Endlieh naeh Gleiehung 33: 

tg 2a = 38n:' a = 20°9' 46" 

und q> = 90° - a = 69° 50' 14". 
153. 1st S der Sehwerpunkt des Quersehnitts und sind e1 ell 

seine Koordinaten ffir das untere Aehsenkreuz J 1 J 2 , so wird, 
wenn X Y ein durch S gebendes Aebsenkrenz bedeutet, 

J X =J1 +J2 +2Feg2, 

Jy=J1 +J2 +2FeI 2 
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154. 155. Losungen. 

und nach Gleichung 30: 
J xy = 2l!' e1 e2• 

Dann wird nach Gleichung 33: 
2 e1 eg e2 

tg 2 a = -9--2 und tg a = -, d. h. die Gerade 81 82 ist die 
e1 - es e1 

eine Haupttrll.gheitsachse des Querschnitts. Die Gleichungen 34 
gehen dann die heiden Haupttril.gheitsmomente des Querschnitts: 

1 F II 
Jmin = J1 + J 2' J max = J 1 + J 2 +"2 a. 

154. Es ist zunll.chst 

J y = 2· ! [1,3 (8 - 0,5)3 + (20 -1,3)· 0,58] = 367,18 cm" 

J x = 2· ! [8 . (220r - (8 -1) . (10 -1,3)8] = 2260,32 cm" 

Jxy =-2. [(8-1) ·1,3]·9,35·4=-680,68 em" 
(nach Gleiehung 30; das Reehteek 20 em· 1 em liLngs der Y-Aehse 
hat das Zentrifugalmoment Null; es bleiben somit nur die seit
lichen Reehtecke, deren jedes die FIll.che (8 - 1) . 1,3 cmS und 
die 8chwerpunktskoordinaten 9,35 cm und 4 em hat). 

Dann liefern die Gleichungen 34 und 33: 
J1 = 2480 cm", Js = 148 cm", 

a = 17° 51'36" 
und weil die Quersehnittsfill.ehe F = 38,2 cm ll ist, gibt schlie13lich 
die Gleiehung 27: 

i1=V~ =8,06 cm, i2=V~ =1,97 em, 

die Halhaehsen der Zentralellipse; von ihnen ist i1 auf der Achse J g, 

ill auf' J 1 aufzutragen. 

155. DaOM= J x ~Jy undCM=MD= V(Jx 2 Jyy + JXyB 

ist, so ergibt sich die Richtigkeit der· Konstruktion unmittelbar 
aus Gleiehung 34: 

JlI2=~~_t!I ± V(?:L2-~~r + ;xl, 
welche sowobl J 1 = 0 H, wie J. = 0 G liefert. 
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Losungen. 156-158. 
N ennt man ferner 1:::. D G X = a, so ist 1:::. D M X = 2 (1. uud somit 

BD J xy 
tg2a=MB =y----, 

---(J -J) 2 y x 

welcher Ausdruck mit Gleichung 33 fftr die Richtung der Haupt
achsen tibereinstimmt. 

106. Es ist 
OD = OB + BD = OB + BA· cosBa= J g + (J1 -JII) cos2 a, 

J x = J 1 COSB a + J D sin2 a 
und CD=BA· sin a cos a, 

J xy = (J1 -J2) sin a cos a, 
welche Ausdrficke mit der Gleichung 28 tibereinstimmen. 

157. Es ist E F = 0 F - 0 E = 0 B - OD . cos (tp -- 2 a), 
wenn 1:::. D 0 X = C(I gesetzt wird, und weiter 

E F = 0 B - 0 D . cos p . cos 2 a - 0 D . sin q> • sin 2 a 
= 0 B - 0 A . cos 2 a - 0 C . sin 2 a, 

also mit Rilcksicht auf die Annahme 

EF=; (Jy+Jx)- ~ (Jy-Jx)cos2a-Jxy ' sin2a 

= J x cos2 a + Jy sin2 a - J xy sin 2 a, 
welcher Ausdruck aber nach Gleichung 31 mit J x' ftbereinstimmt. 

Analog ist der Nachweis ffir E G = J y'; dies folgt l1brigens 
a.uch aus der Bedingung 

J'x + J'y= J x + J y =2· OB. 
Endlich ist ED=OD· sin(q>-::!a)=OD. sinpcos2a

-- 0 D . cos q> sin 2 a = 0 C . cos 2 a - 0 A . sin 2 a, 
also mit Rilcksicht auf die Annahme 

ED = J xy cos 2 a-{- (Jy-Jx) sin 21%, 

welcher Ausdruck nach Gleichung 32 mit J xy' l1bereinstimmt. 

158. Es sei 1::AMC=C(I,1::DOX=a, 
dann ist rp = 11: - 2 a, 

AC Jxy 
tgcp=- tg2a= MA=-I-----

-2 (Jx-Jy) 

2 J xy 
oder tg 2 a = -----, 

.Jy-Jx 
welcher Ausdruck mit Gleichung 33 tlbereinstimmt. 
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159-161. Losungen. 

Ferner ist 
CD = MD - M C = 0 M - (MA cos P + A C sin p) 

= ~ (Jx + J y) + -}(Jx - J y)' cos 2a - J X1 ' sin 2a 

= J x coss a + J y sini a - J xy sin 2 a; 
dieser Ausdruck stimmt mit Gleichung 31 fiberein, ist also das 
zur Achse 0 D gehorige Tragheitsmoment J x'; da 0 Dais Haupt
achse erkannt wurde, ist J x' eines der Haupttragheitsmomente, 
und zwar das kleinere J g• Da J x + J y = J 1 + J 2 sein muB, so 
bleibt noch C E = J 1 fibrig. 

159. Der Beweis ffir J x' und J y' ist der gleiche wie in der 
vorhergehenden Aufgabe ffir J 1 und J 2' 

Ferner ist 1: OMG = AC]' = 2a 
und F C = M A sin 2 a + A C cos 2 a 

= -}(Jx - Jy) sin 2a + J xy cos 2a, 

welcher Ausdruck nach Gleichung 32 mitj enem ftlr J x y' ftbereinstimmt. 

y 160. Es sei dF ein beliebiges FIlI.chen-
element, u und v seine orlhogonalen Ab
stande von X' und Y', dann ist 

Jx'Y' = ju vdF. 
Nun ist u = Y cos fJ + x sin {J, 

v = y cos a - x sin a, 
woraus 

, Jx'Y' = Jz cos a cos {J - J y sin a sin fJ 
--..;;:a",+F--:X - J xy sin (a - (J) 

oder 
Jy.z, = OA· cos a cos fJ - AB· sin a sin {J - AC· sin (a - fJ). 
Die rechte Seite ist aber Null, wie man aus dem Rechteck AKHJ 
entnehmen kann;. des sen Eckpunkte J, K und A haben nll.mlich 
von H G die Absta.nde: A B • sin a sin fJ, 0 A . cos a cos fJ und 
AC . sin (a - fJ). 

161. Zieht man durch Bl eine zu J g parallele Gerade, so ist 
in bezug auf sie das Trll.gheitsmoment des Querschnitts F 

---2 . 2 . \l 
.Ta = J g + F· F S = J 2 + F(ll -- 12 ), 

und da J 2 = Fig2 ist, bleibt J a = Fill! = J 1• 
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Losungen. 162-164. 
Die beiden Haupttritgheitsmomente von BI sind also gleich groB, 
und somit sind auch die Tragheitsmomente fur aIle durch BI 
gehenden Geraden gleich J I. 

162. Man ziehe durch 0 ein Achsenkreuz X 0 Y parallel zu 
J I S J 2 und nenne a, b die Koordinaten von B in bezl1g darauf. 

Dann ist mit Berucksichtigung der Gleichungen 27 und 30 
J x =: J I + Fba = F(i12 + bS), 

J y = J 2 + Fa2 = F(iilS + a2), 

J xy = Fabi 
b b 

ferner wird to' BOX = ------, tg B2 0 X = ---, 
b I a+e a-e 

wenn e = S BI = S B2 = -ViIS =- i22 gesetzt wird i 

nennt man noch 1:: J 0 X = a, so wird 
tg 2 a = tg (BI 0 X + B2 0 X) 

b b 
a+e+ a-e 2ab 2ab 

b2 = -a2 - e2= b2 = (ig2 + a2) - (iI2 + b2) 

1--;\2_ e2 

oder 

welcher Ausdruck mit 

163. Es ist 

_ 2Jxy 
tg2a- J J' 

y- x 

Gleichung 33 ubereinstimmt. 

-2 -2 -2 q --2 --2 2' <) -Q 2 
PM =PN +NM =e~+MBI -NBI =e +)I~-SBI~·sin a. 

Nun ist nach Aufgabe 161: 
BB 2 _. 2 • 2 

I -11 -12 

also P M2 = e2 + iI2 cos2 a + iz2 sins a, 

Fi2 = F e2 + J I 2 COSS a + J S2 sins a 

und nach Gleichung 28: J = F e2 + JlI" iibereinstimmend mit 
Gleichung 19. 

164-. Es ist 
e1 = 12 cm, Zo = 6,9 cm, ,Uo = ] ,2, 

woraus kb = 238 at. 
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165--168. L6sungen. 

166. Es ist 

woraus 

4 
/10="3' 

2 
Zo=--' 3n 

k =.!k ]/3n(l- all) 
b 3 z 1 8' 

< -a 

I-as 
1 1I D, -a 

166. 1st S der Schwerpunkt der Halbkreisfll1che, So der Schwer
punkt des unter S Y liegenden Kreisabschnittes, 1:: A 0 B = cp, 
so findet man: 

Y~~_ 0 e1 = SA=r(l- 3~)=0,576r, 
z. 
1 2 [ sinl! cp 2 ] Zo = -3 r . - -- =0,237r. 

cp - sm cp cos cp 11: 

Es ist. cos cp = 3~' woraus cp = 64 0 53' 11" u~d auf Bogen

ma13, wie es oben gebraucht wird, umgerechnet: cp = 1,132. 

Dann ist die gesuchte Biegungsspannung 

kb = flokz 1/ ~1_ = j-. 1. 1250 . V'O,576_ y Zo 3 6 0,237 

kb = 433 at. 

167. Der Schwerpunkt des Querschnitts hat die Entfernung 
33,5 mm von der Oberkante. 

Fur gleiche Biegungsfestigkeit wird die Bedingung bestehen: 
k: kz = e2 : e1 = 100 - 33,5: 33,5 

oder k : kz = 1,985 : 1. 

168. Wenn der Sohwerpunkt S in den Mittelpunkt des Halb

kreises fallen soIl, so muB x = r V-:- &ein. Beim einseitig einge

spannten Trager ist die Zugseite oben, die Druckseite unten zu suchen; 
f11r gleiche Festigkeit. wird dann die Bedingung zu erffll1en sein: 

k: kb = e2 : e1 = r: x = f3: f2. 
Nun ist nach der Bachschen Gleichung 41 fur Gu13eisen 

woraus 

kb = flokz V e1 , f'o = 1,2, 
Zo 
k = 2,08 kz• 
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Losungen. 169-172. 
169. Der Schwerpl1nkt des Querschnitts hat von del' oberen 

Kante die Entfernung 
1232x + 900 

e1 = -«x+S-OO-' 
Die gleiche Biegungsfestigkeit verlangt die Bedingung 

e1 : ell = kz : k 
oder e1 : 50 - e1 = 3 : ~, 

3 
woraus e1 = 11 . 50 und x = 5 mm. 

170. Die Achse S Y des grllBeren Haupttrltgheitsmomentes J1 

ist die Symmetrale des Querschnitts, die Achse S Z ist senkrecht 
dazu; vergleicht man damit Gleichung 35 sowie die zugehl:irige 
Abbildung, so ist hier 

a = 135°, fl = a - p, 

tg(a-p)= ~;.tgI350, 
woraus cp = 30 0 15' 23". 

171. In Aufgabe 116 wurden die Haupttrllgheitsmomente fl1r 
Jen Schwerpunkt ermittelt. Sie waren 

J 175 14 J 361 14 
1 = 3072' II = 21 504 . 

Nimmt man Gleichung 35 und die zugehllrige Abbildung zu 
Hilfe, so wird hier 

woraus 
und 

J 
fl = - 45°, tg a = J: tg fl, 

a = - 16 0 25' 12" 
P = 28 0 34' 48". 

172. Man benl1tze die Gleichungen 35 und 37. Es ist das 
grl:iBere Haupttrltgheitsmoment 

J1 = 81392 cm4 

und das klein ere 
Jg = 50832 em4, ferner a = 30°, 

woraus die N eigung del' Biegungsachse N gegen die kleinere Rante 
fl = 42 0 45' 7". 

Die ltuBerst gespannten und gedrl1ekten. Stellen des Quer
sehnitts sind dann B und D; da man ihre Koordinaten kennt, 
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173. 174. Losungen. 

so folgt aus Gleichung 37 mit y = - 15 cm, 'II = + 20 cm fur 
die Stelle B die Spannung II = - 43 at. 

Ebenso erhiilt man fur die Stelle D: II = + 43 at. 

173. Die Neigung {J del' Biegungsachse N gegen die Achse 
von J 1 folgt zunachst aus Gleichung 35: 

woraus 

tg {J =~!..- tg a, (J = 82 0 H)' 6", 
2 

(P = fJ - a = 63 0 28' 26". 
Die meist 

und B. 
gespannten Stellen des Quersdmitts sind dann A 

Berechnet man die Koordinaten von A in bezug 
Hauptachsenkreuz J 1 J 2 mit 

y = 10 sin a + 0,5 cos a = + 3,69 cm, 
z = - 10 cos a + 0,5 sin a = - 9,31 cm 

und setzt diese Werte in Gleichung 37: 
'" (y sin a z cos a) 

(J = ,00 at = M --- - ----- , 
\ J 2 J 1 

so folgt M = 491 mkg. 

auf das 

174. Setzt man in Gleichung 37 die Koordinaten von E ein 
b h 

Y=2' z=-2' 
ferner die Haupttl'agheitsmomente 

J - ~ b h8 J - ~ b8 h 
1 -12 ' 2 -12 ' 

so wird fill' die Spannung in E: 

(J = ~~ (_cos a + sin a) 
bh h b' 

Setzt man {: =0, so wil'd tg a =~, ::~ < 0 

und nach Gleichung 35: 
J h3 

tg fJ = J; tg a = b3' 

d. h. die ungiinstigsteLagerung des Tragel's findet statt, wenn M 
in del' andern Diagonale liegt. 

Die gl'l}fite Spannung in E ist dann 

6Myb2 + h2 

Inax (J = b2 h2 '. 
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L6sungen. 175-177. 
175. Die Richtigkeit folgt aus Aufgabe 160. Denn zieht man 

die dort benlltzte Gerade H G durch 0, so f!l.llt X' nach 0 C und 
y' nach X; dann verschwindet das Zentrifugalmoment fUr die Ge
raden 0 C und X. Ebenso verschwindet in vorliegender Aufgabe 
das Zentrifugalmoment flir die Geraden S C und X, d. h. sie 
entsprechen konjugierten Durchmessern der ZentraI-Ellipse; liegt 
das biegende Kraftpaar demnach in der Horizontalebene S X, so 
ist S C die zugehOrige Null-Linie. 

176. Es ist wie in der gebrltuchlichen Theorie der Biegung 

die Dehnung 
Z 

£=--
{! 

und somit CiB,=CB=~. 
e 

Das Biegungsmoment ist 

f j( CZ )1/6 
M = CiZ' dF = -e- Z • dF. 

Setzt man Jz6/a• dF = K, welche GrOBe an Stelle des Trllgheits
momentes des Querschnittes: Jzl. dF = J tritt, so wird die 
Krllmmung der Stabachse (nicht mehr elastische Linie I) : 

1 Mil -e= + CK6 
und die Biegungsspannung: 

Gleichung der Schaulinie: 
1 

Feld AB: M = PI + PIll + Pill! + 2Q11-(P + PI + Pi + ql)x 

1 + "2 qxB. 
Witten baller, Aufgaben. II. 3. Auft. 11 
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178-180. Lnsungen. 

1 1 
Feld BC: M=Pl + PIll + 2q111-(p + PI + ql)x + 2qxll. 

1 1 
Feld CD: M=Pl + "2-q111 - (P + ql)x + 2Qx9. 

M 178. 
1 1 MA =Pl+Pl ll +2 q (12 -1lll). 

~ ~ 1 ! MB=P(l-ll)+ 2 q(l-l1)1I. 
A;----6k-----=~C Me = O. 

Gleichung der Schaulinie: 
1 

Feld A B: M = PI + PIll + 2 q (12 -llll) - (P + PI + q [I-lID x. 

1 1 
Feld BC: M=PI+ 2 qlll-(P+ql)x+ 2 qxll• 

M UL 
1 1 

MA =2 q (12 --111l)+ 2 ql 111l• 

1 
MB= 2 q (I-II)ll. 

Me=O. 

1 1 Feld BC: M=2QI1l_qlx+2QxB. 

180. Das groJlte Biegungsmoment istjenes an der Einspannungs
stelle: 

maxM = PI + PIll + P212 = 410 mkg. 
Die zulltssigen Spannungen sind: 

kz=A ·470 at=43 at, k= ! ·280=47 at. 

Die Zugseite ist als geflthrlichere der Rechnung zugrunde zu legen. 

Mit b= ; h ist: 
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L6sungen. 181-183. 

1 5 
max?! = kz . W = kz • 6' b h2 = kz • 42 h8, 

woraus h = 20 em, b = 14,3 em. 

181. Naeh Gleiehung 45 ist die Durehbiegung am Ende 
1 qx' 

f=SEJ' 

Hierin ist 
n 

J = - (Rio - r') = 4637 em', 
4 

wenn R, r die Halbmesser des Quersehnitts sind; 

Eisen-Quersehnittsfl.1I.ehe F = n(RIl- r2) = 113,09 ems, 
Gewieht des Eisens f(ir 1 em L1I.nge: 0,882 kg, 
Gewicht des Wassers f(ir 1 em L1I.nge: 0,201 kg, 

somit q = 0,882 + 0,201 = 1,083 kg/em 

und V8fEJ x = -q-= 430,2 em. 

182. Ohne Holzkern lautet die Biegungsgleiehung des Rohres: 

Pil = ~ R3(1-d')· kb mit d = ~ ; 

mit Holzkern Iautet sie 

PI =~R8(l-d4). kb + ~rB. kb', 
4 4 

woraus 

Aus P x = ~ ra . kb' ist x zu berechnen. 

183. Der Bruch ~er Balken erfolgt, wenn die Zugkraft P in 
der Sehraubenspindel die Gr613e erreicht hat: 

1 1 
P=T'(fbh9 .Kb=1880 kg. 

Das ReiBen der Schraubenspindel erfolgt aber erst bei 
ndll 

P l =4"' Kz = 3142 kg. 
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184-189. LOsungen. 

184. 1m FaIle a) ist die -grOJ3te erlaubte Last 
bh2 

P = kb • 61 = 383,3 kg, 

im Falle b) 
blh 

P=kb · 61 =273,8 kg. 

185. Der Llingssehnitt des Telegraphenbaumes ist d I, der 
Winddruek auf denselben 0,785 dl· 125 (wenn lund d in Meter 

eingeffthrt werden); das Auflagermoment 0,785 dl . 125· ~ ; setzt 

man dies = kb . ;; dB, hierin 

1 
kb = 10 . 420 at = 42 at = 42 . 104 kg/mil, 

so wird d= 0,345 m. 

186. J = 2709 em', Widerstandsmoment W = 270,9 em8, 

P·1 = kb • W, woraus P = 270,9 kg. 

1 
187. Aus P ·100 em + Q. 140 em = kb • 6 bh2 folgt 

Q=1000 kg. 

188. 1st q die gleiehformige Belastung des Tragers dureh sein 
Eigengewieht, so ist die Durehbiegung 

1 ql' 
f=SEJ· 

Das Tragheitsmoment in bezug auf die horizontale Schwerlinie ist 

1[ -B -8] J = 12 12,5·30 --11,42·26,76 = 9888 em4-. 

Die Flache des Qnerschnitts ist F = 69,4 em2, 

somit q = F r = 69,4 . 0,0078 = 0,5413 kg/em 
und die gefragte freie l.Jange des Trl1gers 

14/8fE J 
1 = V-q--= 874,4 cm. 

189. 1st P die ganze Umfangskraft der Scheibe, v die Um
fangsgesehwindigkeit, so ist die Leistung der Kraft Pv = 75 N 

d "I dnn:" un weI v = 60·· 1st: 
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Losungen. 

p = 60 ~?5· N = 715,5 kg. 
dnn 

190. 

Auf einen Arm der Scheibe entthllt ! ; es ist also, wenn der Arm 

als ein in der N abe der Scheibe eingespannter Trll.gel' betrachtet wird: 
P d 
4'2=kb' W, 

Die Biegungsspannung ffir Gu13eisen ist nach Gleichung 41: 

4 Va;- a 2a 
kb=S' kz Zo und da e1 =2' Zo= 3n: 

kb= : .kz V¥=307 at. 

Das Widerstandsmoment in bezug auf die zur Zeichnung senk
rechte Schwerlinie des elliptischen Querschnitts ist 

J n n 
W=-=-ba9 =-a8 • 

a 32 64' 
2 

dies eingesetzt, gibt: 
P d 71: 
-.-=307. -a8 ; 
4 2 t:i4 

woraus 
a 

a=6,2 cm, b=2=3,1 cm. 

190. Die Biegungsspannung f11r GuBeisen ist nach Gleichung 41 : 

kb = : kz V ::' worin e1 = a = 20 em, 

Zo =i.-. aSb -: a1 9 b1 =4a_ .1-o,s:= 11,51 em, 
3n a b - 8.t b1 3n 1-0,8 

kb=350 at. 
Der Ansatz lautet: 

(p + ~)l=kb' W=kb · -f, 
die Flll.che des Quersehnitts ist 

F=n(ab-a1 b1) =339,29 emll, 

woraus mit r = 0,0075 das Gewicht des Trll.gers: 
G=Flr= 712,6 kg. 

Das Trll.gheitsmoment des Querschnitts in bezug auf die horizontale 
Schwerlinie ist 
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191. 192. L1isungen. 

~ ~--l 
J = 4 (b as - bl at 8) = 4 baS (1- 0,8 ) = 55 644 em' 

und das Widerstandsmoment Vv- = 2782 em',. woraus 
P=3121 kg. 

191. Da der Trager einseitig eingespannt ist, befindet sieh 
die Zugseite oben, die Druekseite un ten. Der Sehwerpunkt des 
Quersehnitts hat von der Zugseite die Entfernung e1 = 4,02 x, 
von der Druekseite ell = 7,98 x. Da 

e1 _ 4,02 > 300 at 
-;;-7,98 800 at 

ist, so muf3 die Zugseite ais die geflihrliehere der weiteren Reehnung 
zugrunde gelegt werden. Das Biegungsmoment am Auflager ist 

(p + ~) I = kb . ~ , 
die Quersehnittsflaehe ist F = 25 x2, das Gewieht des Tragers 
G=rF1=0,0075·F·300=56,25 x2 (wennx in em angegeben ist). 

Das Tragheitsmoment des Quersehnitts in bezug auf die obere 
Kante ergibt sieh mit J 1 = 844,33 x4, in bezug auf die horizontale 
Sehwerlinie J = J 1 - F e1 2 = 440,32 X4. Dies in die Gleichung 
des Biegungsmomentes gesetzt, gibt mit 1=300 em, kb = 300 at 
filr x die Gleiehung 

x3 = 0,257 xl! + 27,389, 
woraus als brauehbare Wurzel 

x=3,1 em. 

192. N ennt man y die H1ihe des Tragers an der Stelle x, 
so ist 

I 
x=h_h1 (h-y). 

D~ Biegungsmoment an dieser Stelle ist (vom V orzeiehen abgesehen) 
M = P (1- x), das Widerstandsmoment des reehteekigen Quer-

sehnitts W = 1:- b y2, wenn b die Breite ist. 1m Bruchquersehnitt 
(j 

1\1 
muB die Spannung am Rande oder W ihren gr1ifiten Wert er-

reichen, oder 
I-x . u' . 
-2"-- em J.JJ.axlrnnID Ileln. 

y 
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Losungen. 193. 194. 
Dies flihrt auf 

1 hI 
-- -=max. y y2 

Die Nullsetzung des ersten Differentialquotienten nach y liefert 
y = 2 hI' der zweite Differentialquotient wird mit diesem Wert 

~_ 6h!=_~_<0. 
y3 y4 8hl a 

Man erhalt also fur den Bruchquerschnitt 

-1 h - 2 hI d 1\1: _ PI hI 
X - h _ hI un II - h - hI' 

193. Ist ~. die Querschnittsfiaehe, ~ ihr Tragheitsmoment in 

bezug auf ihre ma£gebende Sehwerlinie, so ist das Widerstands
moment fur den Querschnitt in der Entfernung x vom Ende: 

J + P (z-e)2 
W 

z 
und die au:Berste Spannung in diesem Quersehnitt: 

Ex PI z(z-a) 
max(j=-=---- . 

. W b-aJ+F(z-e)2 
Sueht man das Maximum des von z abhangigen Bruches, so findet 
man die Bedingungsgleiehung 

F (2 e - a)z1 2 - 2 (J + F e2) Zl + a(J + F e2) = 0, 
woraus die halbe Breite im gefahrliehen Quersehnitt: 

zl = l' J + Fe2 [l' J + Fe2 + l' J +F (a-e)2]. 
F(2e-a) 

Da weder b noeh 1 in diesem Resultat vorkommen, so wird zweck
ma:Big b = ZI gemaeht, hierdureh also die gef'ahrliehe Stelle in den 
Einspannungsquersehnitt geruekt. Vorausgesetzt ist 2 e > a. 

1940. 
3 

Auflagermoment MA = 8 ql2, 

1 
Auflagerdruek A = '2 q 1. 

Feld A B: Biegungsmoment: M = - MA + Ax. 

Gleiehung der elastisehen Linie: 

~~ =-~~ =-iM=- i (-MA +Ax). 
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195. Losungen. 

Erste Integration: 

dy 
wegen x = 0, -- = 0 : 0 = O. 

dx 

Zweite Integration: y=-i(-MA ~ +A ~)+D; 
wegen x = 0, y = 0 : D = O. 

Feld BO: Biegungsmoment: M=-MA+Ax- ~ (x- ~r 
1 

und mit l-x=xl : M=-2QX12. 

Gleichung der elastischen Linie: 
d2y 1. 2 

dx2="21QXl· 

E I . dy 1. 3 0 
rste ntegratlon: dx =--6 lQXl + 1· 

Zweite Integration: y = 214 i q xl' + OJ X + DI • 

An der Stelle B mussen y und ~~ in heiden Feldern die gleichen 

Werte ann ehmen, daher: 

1. . ( 1 M 12 + 1 AlS')- 1 . 14 OlD 
x = Xl ="2. -1 -"8 A 48 - 384 lq + 1·"2 + , 

-i(-~ MAl+ ~ AI2)=-4~iqI8+01' 
woraus 

Dann ergiht sich die N eignng . r des Trilgers in 0 
7 Ql3 

tgr= 01 = 48 EJ 

und die Durchhiegung in 0: 
41 ql' 

f = 011 + Dl = 384 E J. 
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Losungen. 

Auflagermoment: MA = a q 1, 
Auflagerdruck: A = 2aq. 

196. 

Feld A B: Biegungsmoment: M = - MA + A x - -~ q x2• 

Gl h d 1 . h L" d2y M -M eic ung er e astIsc en lUle: dx2 =-EJ = -1 '. 

Erste Integration: ~ - - i [MA x + ; Ax2 - ! qXs]_ 

Zweite Integration: y = - i [- ~ MA x2 + ! A x8 - 214 q x']. 
Feld B 0: Biegungsmoment: M = - MA + A x - q a (x - ;). 

Erste Integration: ~~=_i[(_MA+q;2)x+ ~ a qx2] +01, 

Zweite Integration: y=-i [( -MA +9.;2)~2 + ~ aqxs] + 01 x+ DI . 

An der Grenze B der beiden Felder, d. h. fur x = a mussen y und 

:~ in beiden Feldern dieselben Werte annehmen; daraus ergibt sich 

O 1 - 3 
1="6 lqa , D 1. 4, 1=--lqa 

24 
und die Durchbiegung in der Mitte des Tragers, wenn man in der 

Gleichung fur y des Feldes B 0 : x = ~ setzt: 

f=-~ (513 - 3al! + 4a2J - 2a3) 48EJ . 

196. Die Rechnung ist lthnlich jener in Aufgabe 194 durch
zufflhren. 

Auflagermoment: MA = P 2 a + P II, 
Auflagerdruck: A = PI + P 2' 

Feld A B wie in Aufgabe U)4: 

dy . ( X2) 
d:i=-l -MAx+A 2 ' 

(
XII x8 ) 

Y = - i - MA 2 + A"6 . 

Feld B 0: Biegungsmoment 
M=-MA + Ax-PIl(x- a) =-P1 (I-x), 
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197. 198. Losungen. 

dy ( XII) 
dx =iPI lx-:f + 01, 

y=iP1(I X; _X;)+Ol x +Dl' 

An der Stelle B mfissen y und :~ in beiden Feldern die gleiehen 

Werte annehmen, woraus filr x = a: 

O 1.p I D 1.p 8 1=2"1 sa, 1=-61 sa 

und aUB der Gleiehung des zweiten Feldes B 0 f!ir x = 1 : 

f= 6iJ [~PI13 + P2 a2 (31- a)]. 

197. Die Last P II aHein wfirde an der Stelle B die Dureh
biegung hervorrufen (vergl. Gleiehung 43) 

fll = ! P2 a8 , 

und der Trliger wtirde dort die N eigung all gegen die Horizontale 
i 

tgag=2" PlIal! 

annehmen (vergl. Gleiehung 44). 
Das SUlek BOdes Tragers neigt sieh, ohne sieh zu biegen, 

wenn P II allein vorhanden ist. und das Ende 0 zeigt infolgedessen 
die Durehbiegung 

f' = fll + (1- a) tg all' 
Kommt noeh die Last PI in 0 hinzu, so entsteht hier fiberdies 
noeh die Durchbiegung 

~ PI lB. 

Es ist also die ganze Durehbiegung in 0: 

f= ! P118 + fll + (l-a)tgall 

1 
oder f= 6EJ[2Pl18 + P 2 all (31- a)]. 

198. Naeh Gleichung 45 erzeugt das Eigengewieht in A die 

Durehbiegung fl = ~~ i G a8 und in B: fll = ~ i Gas, 
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L(jsungen. 199. 200. 
N ach den Gleichungen 43 und 44 erzeugt die Last P in B die 

Durchbiegung 

f3=~Pa8+atga, tga=~Pa2. 

Setzt man fl = f2 + fa, so f01gt 
P = 1,91) G. 

199. 

Auflagermoment: 

Auflagerdruck: 

Biegungsmoment an der Stelle x: 
1 x q~ 

M=-MA +Ax--z X· -=-MA+Ax---2 3 61 . 

G1eichung der elastischen Linie: ~~ = - :~ = - i M; 

erste Integration: 

dy =-i [-MAX + .lAx2_Slx'] 
dx 2 241 ' 

zweite Integration: 

filr x = 1: 

Y =-i[-~MAX2 +.lAx3_ QX5
]. 

2 0 1201 ' 

11 q14 
f= 120 EJ' 

200. Der Abstand der Last P von der Flache A B D ist 
P = a sin cp, wenn a die Breite des Balkens ist. Das Biegungs
moment in bezug auf diese Flache ist P p, das Widerstandsmoment 

1 1 a der F1ache -BD· h2 = ___ h2 • o 0 cos cp 
Die gro£te in der Flache A B D entstehende Spannung ist 

Pp 3P. 
(J= W =V sm 211'; 

filr cp = 45° ist die Spannung am gro£ten, und zwar 
3P 

rnax(J = -h2--' 
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201-203. Losungen. 

201. Der Durchmesser z an der Stelle x ist 
h-hl 

z=h-x 1 . 

Setzt man in die Gleichung 40 der elastischen Linie 
n: 

M = - P (1 - x), J = 64 z', so erhalt man 

dlly kz-h1 . 64Pl 
d XII = ~' wenn k = -E 1l (h _ hI) bedeutet, 

dlly kIll Z-hl 
d Zll = (h -;- hl)2 Z, 

oder auch 

Die erste Integration liefert: 

dy kID [hI 1 ] 
dZ = (h - hl)2 3z3 -- 2Z2 + C, 

dy h - h dy _ 
und da ffir x = 0 : z = h, d x = - 1 1. dZ = 0 1st: 

C = k12 (3h - 2h1) • 

ti ha (h - hl)2 
Die zweite Integration gibt: 

kIll [ 1 hI ] 
Y = (h _ hl)2 2z - 6zll + Cz + D . . . a) 

und da fiir x = 0 : z = h, y = 0 ist: 
D = _ kI2(2h - hI) 

2h2(h - h1)2· 

Die Durchbiegung am Ende erhalt man jetzt aus der Gleichung a), 
wenn man z = hI setzt, nilmlich 

kI2 [1 1 ] 
f= (h-hl)2 2h1-- 6h1- +Ch1+D, 

oder 
64 PIS 

f = 3n: Eh3h1-· 

2 11' 
202. L6sung ii.hnlich wie in voriger Anfgabe. f = "3 hll E' wenn 

r das Einheitsgewicht bezeichnet. 

203. In der Entfernung x von der Last wird die Krilmmung der 

elastischen Linie der Feder nach Gleichung 39: :J = ~; sein. 

- 172 -



Losungen. 204-206. 
So lange diese Krlimmung gro£er ist als jene der Kurve 0, 
schmiegt sich die Feder an diese an; sie 
verla£t sie an der Stelle, wo 

1 Px 
-=-, x=l-s, s=AN 
~c EJ 

wird. Dann ist die gesamte Durchbiegung 
der Feder unter der Last P mit Be
nlitzung von Gleichung 43: 

f . 1 Pxs II = Y + x 8m cp + 3 E J cos cp, 

I 
I 
I 
I I 
I / 

i /R& 
1 I 
I / 
I / 
I I 
1/ 
~ 

worin x, y und cp durch die vorhergehende Gleichung und die 
gegebene Gleichung der Kurve 0 bestimmt sind. 

204:. Es wird y = r(1 - cos cp), s = r cp und 

f = r [1 - cos cp + k sin cp + ~2 • cos! cp ], 

worin k = E J llnd cp = ~ _ k. 
Pr2 r 

205. Setzt man in der Schlu£gleichung der Aufgabe 203 : 
cos cp . 1, y....:.. 0, so wird 

. 1 Px8 -
f = x Sill cp + 3' E J = a -yP. 

Durch Verbindung mit :c = ~; (vergl. Aufgabe 203) wird hier&us 

1 --
~c sin cpx3/2 + "3 x5/2 = a iE J . (lc1l2• 

ds dx 
Setzt man noch ~c = -JqJ = - dp' x2 = z, so erhalt man 

z(~- dz sin m)2 = _ 2allEJ _~~_ 
3 dcp 'r dcp 

als Differenzialgleichung der Kurve O. 

206. Nennt man z den veranderlichen Durchmesser, so ist 
nach Gleicbung 40 

1tz4, d2 v 
E· --. -'-=Px 

64 dx2 
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206. 

und 

LOsungen. 

l[ 

En' dy jxdx 
64P . dx = ~; 

1 

eine zweite Integration liefert 
x l[ 

~~-. y =![dXJ~dX]' 64P . z· 
1 

Die Durchbiegung fttr x = 0 ist alio 
o x 

f= 64p-JrdXJ~ dX]. 
En" L Z4 

1 1 

Durch partielle Integration wird das Integral: 
o l[ l[ 0 0 1 

!
[ d x J Z: d x] = [ xJ Z: d x] - J :: d x = J :: d x. 

1 1 1- 1 0 

Dieses Integral muB ein Minimum werden bei kleinster Durch
biegung f j verandert man z, ohne x zu andern, so wird 

o J 4X2dx . 
Of = 0 oder zli dz = O. . . . . a) 

1 

Anderseits soll die Materialmenge oder das V olumen des Trltgers 

1 

V= : JZSdX 
o 

unverllnderlich sein, also bei einer Anderung von z 

1 
oV= 0 oder /2zdx. OZ = 0.. . b) 

o 

lIein. Die Gleichungen a) und b) stimmen ttberein, wenn 
3-

z=cf X 

ist. 
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Lllsungen. 207. 208. 
207. In 01 und Dl find.et tangentieller Anschll1B statt. 

Auflagerdrucke : 

( a) b 2b + c 
A = Q1 1 - 2 I + Q2 2 I + Qs ---21--' 

a ( b) 2a+c 
B = Q1 2 1 + Q2 1 - 2 1 + Q3 --2--1 -", 

maxM =(A -~)a + (A-Q1)2 c C (; 
2 2Qa ' 

A-Q1 
Xl = a + Qa c. 

Hierbei mllssen die Bedingungen erfullt sein: 

xl>a und xl<a+c, 

oder Q _ Q b < Qa (2 b + c) 
1 a 2 > _ Qa (2 a + c). 

o 

Ist die erste Bedingung nicht erfll11t, so 1iegt max M im Fe1d A 0, 
und zwar 

A2 a Aa 
maxM =-2Q1 ' Xl =Tt· 

Ist hingegen die zweite Bedingung nicht erfUllt, so liegt max M im 
Feld DB, und zwar 

B 2 b Bb 
max M = 2 Qa ' 1 - Xl = ~. 

208. 01 DI . . . Bruchpunkte. 

Auflagerdrllcke : 

A = PI (1-~) + P2 ~ + Q _1---,;,-;ac-+_b_ 
1 1 21' 

B=PI -r+P2 (1- ~)+Q 1+~~b, 
(A - PI)2 

max M = A a + 2 Q (1 - a - b), 

A-PI 
Xl = a + Q (1 - a - b). 
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209. 210. L1isungen, 

AaC 0" 8 
Bedingung: 

Xl > a und Xl < 1 -- b 
oder 
Pla-Pgb a-b<+1 ---+--Q 2 >-1' 

Tst eine dieser Bedingungen nicht erftlllt, so ist entweder 
muM = Aa in 0 oder maxM = Bb in D. 

209. 0 1 • • • Bl'uchpunkt, 
DI . . . tangentiellel' AnschluB. 

Auflagel'drucke: 

A = P (1 - -~ ) + QI (1 - ;1) + Q2 2bl' 
B = P ~ + QI ;1 + ~ (1 - 2bl). 

A a. CO" 8 Das max M liegt entweder im Feld A 0, 
.----.-..... ---r--~ und zwar: 

A2 a. All. 
max M = ---. X = ----

2QI ' QI ' 
wenn die Bedingung erfitllt ist: 

Xl < a oder QI a - Q2 b > 2P (1- a). 
Oder das max M liegt im Feld D B, und zwar: 

BBb Bb 
max M = 2 Q2 ' 1 - Xl = Qg-' 

wenn die Bedingung el'fiillt ist: 
Xl > 1 - b odel' Q2 b - QI a > 2 P a. 

1st keine diesel' beiden Bedingungen erfiillt, so ist 

maxM=(A- ~~)a in O. 

210. Es ist A = BI = ~l., BlI = P, B = l'Blli + Bl, und 

........-::::1c B zwar ist A na.ch abwll.l'ts, BI nach 
A I~ aufwll.rts gerichtet. Die Momenten-
~ schaulinien in beiden Feldern A 0 und 

o B sind parallele Linien; ihre Gleichung im Felde A 0 ist 
Pp 

M=--l-x, 

- 176 -



Lllsungen. 211-213. 

An der Stelle C springt das Biegungsmoment aus - Pt a pilltz

lieh in + PIP -b tlber. 

211. Do. keine Allflager vorhanden sind, gibt es aueh keine 
Auflagerdrl1eke. 

Es ist 

M = ; Q (~2 - X - i) I~l k--«. --*~ L..--IZ-,.! 
... ---L --....I 

ffir das Mitteifeid und 

maxM = - (~+ ~)~-
2 4 2' 

212. Der Quersehnitt des Rohres ist F = 59,69 emil, das 
Eisengewieht 0,448 kg ffir 1 em Lll.nge, das Wassergewieht 0,254 kg 
fl1r 1 em Lll.nge, zusammen q = 0,702 kg ffir 1 em LAnge. Das grllfite 
Biegungsmoment ist in der Mitte des Rohres naeh Gleiehung 55: 

1 J 
maxM =sQx2 = kb·W = kb · e' 

worin das Trll.gheitsmoment des Querschnitts J = 2701 elo" 
e = 10 em ist; ferner kb = 300 at. 
Man erhlilt x = 9,61 m. 

213. Setzt man in Gleiehung 46: max M = p. alb, 

a = 100 em, b --:- 300 em, 1 = 400 em, P = 1000 kg, 
J 

so wird muM = 75000 emkg = kb ·-, 
e 

worin 
1 s 

J = 12 s·, e = 2' kb = 70 at; 

man erhil.lt s = 18,6 em. 
Die Auflagerdrf1eke sind: 

3m 1m 
A=P·-=750kg, B=P· -=250kg. 4m 4m 

Setzt man: 
nd B nd ll 

A = kz . -i'-' B = k" . --T' 
so wird d} = 1,2 em und dg = 0,7 em. 

'Vittenbauer. Aufgaben. II. S. Aull. 12 
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214-216. L5sungen. 

214:. Quersehnittsflll.ehe: F = 224 em2• 

Gewieht fur 1 em Lll.nge: 

q = F· r = 224.0,0078 = 1,7472 kg. 
em 

DerTrll.ger ist zu reehnen naeh Gleiehung 55: 

max1\! = l qI2 = Kb' W, 
8 

1m ersten Falle (Flanseh 20 em horizontal) ist 

1 [-3 . -a] 
J1 = 12 20·40 - 16·36 = 44459 em', 

W = 20J~m = 2222,95 ems, 

1= 71,338 m. 

1m zweiten Falle (H5he 40 em horizontal) ist 

1 [-3 ] J 2 = 12 4· 20 + 36 . 43 = 2859 em., 

W = ~~-- =2859 emS 
10 em ' , 
1= 25,584 m. 

215. Das Trligheitsmoment des Querschnitts in bezug auf 
seine horizon tale Sehwerlinie ist 

J = -~ar(a2 + 2r2) + nr2(a2 + ~) = 163540 em4-, 

Die Gleiehung fur das gr5Bte Biegungsmoment (unter der Last) wird 

p. 100 em . 150 em = kb . ~, 
250 em e 

Mit kb = 80 at, e = 25 em wird P = 8722,1 kg. 

216. Um das Tragheitsmoment des Quersehnitts raseh zu 
bereehnen I nehme man zunll.ehst das Trll.gheitsmoment des um
schlieBenden Reehtecks und bringe sodann die Triigheitsmomente 
der fehlenden Rechteeke in Abzug. Es ist in bezug auf die 
horizon tale Sehwerlinie 

1 [-3 -8 -8 -8J J = 12 30· 50 - 7 . 44 - 17 . 41 - 3 . 24 = 161 715 em', 
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L1isungen. 217-219. 
Die Gleiehung fur das in der Mitte des Trltgers stattfindende 

gr()./3te Biegungsmoment lautet 
1 J 
SQ12 + Pa = kb .-;;-. 

Setzt man q. • 40 kg fUr 1 em Lltnge, 1 = 800 em, a = 200 em, 
e = 25 em, so wird 

P = 27 986,5 kg. 

217. Aus Gleiehung 55 und 57 mit max M = 2: . mllx (1: 

24 Eh 
max (1 = '5 . V . f. 

218. Die Last PI des einen Balkens habe die Entfernungen 
aI' bI von den Auflagern, die Last PI! des anderen Balkens die 
Entfernungen as, bll , dann ist 

a l : bI = all : bg• 

N ennt man fl , f2 die groBten Durehbiegungen der beiden 
Balken, so ist naeh Gleiehung 50: 

PIllS P 2 128 
fI : f2 = --J--: -J-- . . . . . . a) 

1 2 

Das gr()Bte Biegungsmoment des einen Balkens ist 

M - PIal bl _ 2 J 1 
- - (J.-, 

I) hI 
wenn (J die groBte Spannung, hI die H()he des Balkens ist. 

FOr beide Balken gilt also das Verhilltnis: 
J J 

MI : Ms = PIll: P sIll = Ii.!. : T " . b) 
I 2 

Verbindet man die Gleiehungen a) und b), so bleibt 
1 2 1 2 

f .J! 1.2 
1. 19 = ll- '11"' 

1 " 

219. Die zulltssige Biegungsspannung iet 

kb = 1\ 670 at = IH at. 

Naeh Gleiehung46 ist das gr5fite Biegungsmoment des Balkens 

800 k . 100 em . 300 em = kb . W 
g 400 em 
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220. 221. LOsungen. 

und mit 
115 5 

W=-bhS =-. -h·hB =-h8 
6 67 42 

folgt: h = 20,3 em, b = 14,5 em. 

Hieraus: J = 112 bh8 = 10108 em'. 

Dann ergeben die Gleiehungen 54, 49, 50: die Auflagerwinkel 
in A und B: 

a = 0°18' 36", fJ = 0° 13' 17", 
die Durehbiegung unter der Last: 

f= 0,464 em 
und die grOBte Durehbiegung: 

maxf = 0,576 em 
in der Entfernung 1-x' = 1,764 m vom Auflager A. 

220. Die Auflagerdrfleke sind: 
A = 920 kg, B = 880 kg. 

Die Biegungsmomente in C, D, E: 
Me = 920 mkg, Mn = 1400 mkg, ME = 440 mkg. 

Das grOBte Biegungsmoment Mn ist der weiteren Reehnung 
zugrunde zu legen: 

J 
Mn = 140000 emkg = kb • - ••••• a) 

e1 

Hierin ist das TraghE)itsmoment des Quersehnitts 

J = n; (D' - d') = !!...D'(l - a')' 
64' 64 ' 

d D 
wenn a = D = 0,6; e1 = 2· 

Die zulllssige Biegungsspannung fllr GuBeisen ist naeh Auf. 
gabe 165: 

kb = ~ kll V ::-, z" = 0,26D 

und mit k~ = 800 at: kb = 556 at. 
Sodann liefert Gleiehung a) oben 

D = 14,4 em, d = 8,6 em. 

221. Das Tragheitsmoment des Querschnitts in bezug auf 
die horizontale Sehwerlinie ist 

J = ig + 2 [il + 42,53 (6,73 + 12)8] = 36201 em'. 
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L~3ungen. 222-225. 
Die Belastung dureh Eigengewieht ist 102,5 kg f'tlr den Meter, 

somit die ganze Belastung q = 400 kg ffir den Meter. 
Bentitzt man nun Gleiehung 57: . 

5 ql' 
maxf= 0,5 em = 384 . EJ' 

so folgt 1 = 9,13 m. 

222. Das groilte Biegungsmoment ist in der Mitte des Tragers 

maxM = ~ z(l- z). 

Das Tra.gheitsmoment des Quersehnitts in bezug auf jede 
Schwerlinie ist naeh Aufgabe 113: 

J - 5iS 4 
- 16 s, 

5 
das Widerstandsmoment W = 8" S8. 

Setzt man max M = kb . W, so folgt 

z = ~ [1 -Y 1 - 5 :~:bJ; . 
die andere Wurzel ist unbrauchbar, weil z < ~ 8ein m~. 

223. Das Maximalmoment der drei Dreieekslasten in der Mitte 

des Triigers ist 178 Q 1; daraus ergibt sich P = !. Q. 

224:. Das Biegungsmoment unter P ist 

M= ~ [P(l-x)+ Q(I":"'x-a)]. 

Setzt man ~ ~ = 0, so erhillt man die geWtinsehte Stelle: 

1 Qa 
x="2- 2(P+Q) 

und das groilte Biegungsmoment 

M _ [PI + Q(l- a)]8 
max - 41 (P + Q) . 

225. Die Gleiehung der elastisehen LiDie des ~'eldes A C ist: 
d2 y M Px . 
dxll =- EJ =- EJ =-lPX, 
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226. L6sungen. 

woraus durch Integration: 

dy 1 'P II 0 
dx =-2"1 X + I' 

y = - ! i P x8 + 01 x. 

Die zweite Integrationskonstante ist Null, weil fiir x = 0 auch 
y= 0 wird. 

Die Gleichung der elastischen Linie des Feldes 0 D ist: 
diy 
--=-iPa 
dxll 

und nach Integration 

dy 'P 0 dx =-1 ax+ Il' 

y=- ;iPax9 +Ogx+D. 

Ftlhrt man nun die Bedingung ein, dati fllr x = ~ : -~ ~ = 0 

ist, so erM1t man 011 = ! i Pal und beachtet man, daJ3 in 0 

beide elastische -Linien tangentiellen AnschluJ3 haben milssen, so 
ist fiir x = a: 

dy 1 .p 9 0 .p 1+0 - = - --1 a + 1 = - 1 a I' 
dx 2 -

y= - ! iPa8 + 0la=- ~ iPa8 + Oga+D, 

woraus sich 0 1 = ; iPa(l- a)und D = - ! iPa3 

ergeben. Endlich wird mit diesen Werten die Durchbiegung in 
der Mitte: 

f= 2J;J (3 IS - 4a2). 

Eigentlich soUte die elastische Linie zwischen 0 und Dais 
Kreisbogen behandelt werden, und nicht, wie oben angenahert, als 
Parabelbogen. Denn zwischen 0 und D ist das Biegungsmoment 
M = P a , also unveranderlich, die elastische Linie also nach 
Gleichung 39 ein Kreisbogen. 

226. 'Man findet die Durchbiegungen entweder direkt. indem 
man die Gleichungen der elastischen IJinien der drei Felder A 0, 
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Losungen. 227. 228. 
CD und DB aufstellt; oder einfacher mit Hilfe der Gleichungen 49, 
47,48, indem man zuerst die Durchbiegungen ermittelt, welche die 
Last PI allein in C und D hervorruft und hierzu die Dllrchbiegungen 
addiert, welche die Last P 2 allein an den gleichen Stellen erzeugt. 
So findet man mit Hilfe der Gleichung 49 und, da die Stelle C 
1m linken Felde der Last P 2 liegt, mit Hilfe der Gleichung 47: 

fl = 3:~1 a1 2 (1- a1)2 + 6{~Tal b2 (12 - all! -- b22) 

und analog fur die Stelle D: 

P 2 ) PI 1 f2 = 3EJT b22 (1- b2 2 + 6EJl al b2 ( 2 - a12 - b22). 

227. Zur Losung dieser Aufgabe bentttzt man am besten die 

Gleichungen 52 und 53, indem man den Wert von '~ ~ fur das 

zweite Feld der Last PI und jenen fur das erste Feld der 
Last P II addiert und gleich N uIl setzt, d. h. die Stelle der hori
zontalen Tangente an die resultierende elastische Linie sucht: 

~ = (~) + (dY_) = 0 
dx dx PI dx P g • 

Dies liefert fUr die fragIiche Stelle x die Gleichung 
3 xl! (PIal - P 2 b2) - 6 P 11 al x + .PIal (212 + al 2) 

+ P 2 b2 (12 - b22) = 0 
und mit den besonderen Vv· erten : 

x = 1,621 m. 

228. Setzt man in der Auflosung der vorigen Aufgabe: x = -}, 

so erhll.lt man das gewunschte Verhaltnis: 
PI b2 (12 - 4b22) 

p; = al (12 = 4a12)' 

Die Durchbiegung in der Mitte des Balkens erhalt man, wenn 
man in Gleichullg 48: P durch PI' a durch al ersetzt, und in 
Gleichung 47: P durch P 2' b durch b2 ersetzt, in beiden 

Gleichungen x = ~ einfuhrt und die Gleichungen addiert; dann 

wird mit Berucksichtigung des 0 bigen Verhaltnisses 

f - PI al • 4(12 - 2a12) (12 - 2b22) -l~ 
max - 24EJ 12 - 4b22 
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229. Losungen. 

Bei Einftihrung der besonderen Werte wird 
PI 112 37 PI IS - = -- und max f = -- . ------
Pg 125 1344 EJ' 

229. Die Auflagerdrficke sind: 
4 2 

A = -g-ql, B = -g-ql. 

Das Biegungsmoment im Felde A 0 in der Entfernung x von 
A ist: 

1 
M = Ax --2qx2. 

S tz dM 0 'd fi d' S 11 d D e t man d x = , so WlI fir Ie te e es grouten 

Biegungsmo~entes (Bruchquerschnitt): 

x =..!l muM =~, qP 
9 ' 81' 

Die Gleichung der elastischen Linie des Feldes A 0 ist: 

{~ =-':J =-i(Ax- ~ QX9) 

und nach Integration 

~~ = - i(-}Ax2 -fr·qxB) + 0 , . . , a) 

,(lA3 1 I.) 0 Y=-l -6 x -24 Qx + x b) 

Die Gleichung der elastischen Linie des Feldes 0 B ist: 
dllYI Ml ' ---' = - '--- - - IBx dxl S EJ - l' 

wenn die Koordinate Xl vom Auflager B aus gezll.h1t wird; nach 
Integration ist: 

dYl i 2 -'-= - - .. Bx +0 dXI 2 1 I 
c) 

1 B 3+0 d,') Yl=-6 Xl IXl·'··· 

An der Grenze 0 der beiden Felder ist: 
" 2 1 dy dYI 

X = 3'1, Xl = 3 1, Y = YI' d--;- = - d~' 
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L~sungen. 230. 231. 

Setzt man diese \Verte ein, so wird C = 2~3 i q 18 und sodann 

aus der Gleichung fUr y mit x = ~ : 
305 q14 

f= 31104 ItT 

230. Die Auflagerdrucke sind 
1 1 

A=-3 a1 , B=6 a l. 

Die Belastung der Lli.ngeneinheit ffir eine beliebige Stelle gist 

q=a(l- f) 
und das Biegungsmoment f11r einen Querschnitt in der Entfernung 
x von A: 

und 

x 

M '""'" Ax --[qdS(X - S) ,.,.. ~(212 .. - 3x1 + x2). 
• 61 
o 

FUr den Bruchquerschnitt sotze ~ ~ = 0, woraus 

2}2 - 6x1 l + 3x12 = ° 
Xl = 1(1 - :S) = 0,42261, 

is muM = 2ra19 = 0,0641 alg• 

231. Es ist zunltchst die verllnderliche Rohe 
x 

h =h1 - (h1 -Ps)T' 

80dann das Biegungsmoment an der Stelle x 

:M:=_~x(l_x) 

und die obere oder untere Randspannung im Querschnitt 
Mh 3q xCi-x) 

a=-2J=l)- '-hll --' 
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232. 233. L6sungen, 

xCI-x) 
Untersucht man den Faktor hi auf sein Maximum, so 

wird fur den Bruchquerschnitt 

hl 2 hl hg 3 q pI 
Xl = 1 hl + hg' h = hI + hll ' max CT = 4 b hI hg 

232. Der Auflagerdruck in A ist: 

~\-/ A=i8:r~(a2+4ab+3bS), 
~ It daB Bi,gungsmomen

1
t in x i,t 

___ ~~ M=Ax--nrxllys, 
~ ~ b 48 

wenn y = X d der Durchmesser bei x ist, 
a 

Dann wird die gr6Bte Spannung im Querschnitt x: 

mav (] =~~=32M =2 ra[a9 (a+3b) -x] 
4 J n yH ad xl!' , 

233. N ennt man z den Halbmesser des Querschnitts unter 
P, so ist 

Das Biegungsmoment unter del' Last ist M = P X (1 1 x), das Wider

standsmoment W = ~ Z8, somit die Randspannung des Querschnitts 

4Plll xCI-x) 
CT= nrH ' (l+xya' 

dCT 
Setzt man dx = 0, so wird fur die Stelle der grl)Bten Spannung 

Xl = 1 (2 - -y 3) = 0,2679 1 

und die grl)Bte Spannung selbst 
2 PI PI 

max CT = ~ a = 0,1225 s' 
3yi:lnr r 

- 186 -



Losungen. 234. 235. 

234:. Der Auflagerdruck in A ist ~ q l. 

Nennt man y die Ordinate der Belastungslinie des ersten Feldes 

in der Entfernung x von A, so ist Y = ; i x und das Biegungs

moment an der Stelle x: 
1 x q 

M=Ax-2"xy, g=Ax- 41 x3• 

dM . 212 
Setzt man -d . = 0, so wlrd Xl = ,fQ 1 = 0,5443 1, 

x 3 r 3 

8 -V 2 
damit: maxM =-- qll1 = O,0806qI9. 

81(3 

~35. Der Auflagerdruck in A ist ~. 
Nennt man a und q die Ordinateu der Belast.ungslinie in A 

und in der Entfernung ; von A, SG ist 

a = 2 Q, q = a (1 _ 2 ;) 
11/ 

und das Biegungsmoment an der Stelle x 
;=x 

M=Ax-!q(X-;) d;= 6~9(3xll-6xll + 4x8). 

. ~=o 

Die Gleichung der elastischen Linie 
dlly M . 
-=--=-lM 
dxll EJ 

gibt integriert: 

dy =_iQ (319 x2 -41x8 +2x')+0 
dx 1219 . , 

iQ 
y=- 60P (512 x8 - 51x' + 2 XII) + Ox. 

Die Konstante C bestimmt man aus der Bedingung, daB fUr 
1 dy O' . C iQ19 

x.="2: dx = 1St, mIt =~. 

Fur X = ~ erhiilt man die Durchbiegung: 

3 Q18 

£=320 EJ' 
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236-238. L6~ungen. 

236. Auflagerdrticke: 
aq 

A=21 (21-a), 

Gleichungen der elastischen Linien der Felder A 0 und 0 B 
wie in Aufgabe 229: a) b) c) d). 

An der Grenze 0, d. h. fur x = a, Xl = 1-a wird sein miissen: 

ddY aus Gleichung a) =- - dd Yl aus Gleichung c) 
x Xl 

Y aus Gleichung b) = Yl aus Gleichung d). 
Hierauil erh!ilt man zunltchst die Konstante der Gleichung a): 

0= i;~{ (21- a)2 

und filr die groiHe Durchbiegung aus derselben Gleichung 

dy =-i(~Ax9_~qxa)+o=0 
dx 2 6 ' 

woraus, wenn man 7 = g, ~ = a setzt, fur g die Gleichung folgt: 

4g8 -·6a(2-a)r+al (2-a)2=O ... e) 
Dar brauchbare Wurzelwert gl dieser Glaichung gibt die Stelle 

Xl = I gt der grn6ten Durchbiegung. 
Dann folgt diese selbst aus Gleichung b): 

maxf = OXt - i (! Ax1' -- 2~ qX') oder 

maxf= i~4i~ [a l (2 - a)! - 2 a(2 - a) g12 + gl'] 
ql'g18 

= 24Ei [4a(2 - a) - 3 gil· 

237. Die Voraussetzung verliert ihre Richtigkeit, soba.ld die 
gr5i3te Durchbiegung an die Belastungsgrenze 0 fltllt, d. h. wenn 
in voriger Aufgabe x = a oder g = a wird. Dann f1bergeht 
Gleichung e). in 

und 
7 a2 - 12 a + 4 = 0 

a= 0,45311. 

238. Solange A 0 = a noch klein ist (und zwar kleiner als 
0,4531 I nach der vorhergehenden Aufgabe), wird die gr5£te Durch. 
biegung im Felde 0 B liegen. 

Benfitzt man ffir die elastischen Linien der beiden Felder 
wieder die Gleichungen a) b) cJ d) aus Aufgabe 229 und bestimmt 
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Losungen. 239. 240. 
die darin vorkommende Konstante 0 1 in derse1ben Weise, wie in 
Aufgabe 236 die Konstante C ermittelt wurde, so erha1t man 

. 2 

0 1 = 1;4 { (212- a2). 

Setzt man nun im Felde 0 B: -ddYl = 0, so wird nach Gleichung c) 
Xl 

Aufgabe 229: y212 - a~ 
Xl = -

6 
{fir die Stelle der groBten Durchbiegung (von B !tus gezah1t) und 
die Durchbieguug se1bst aus Gleichung d) 

~c-----c:c 

m&xf= ia2 q (212 - a2) V~12 - a2 

361 6· 

Wird It = 0, so ist Xl = 1 = 1- X und somit 1"3 -
x=0,42261, 

d. i. die auBerste linke Stelle der groUten Durchbiegung. 
Wird a = x = 0,45311, so liegt nach Aufgabe 237 die groi3te 

Durchbiegung unter O. 

Wird a = I, so wird x = ~, d. i. die auflerste rechte Stelle. 

Die groflte Durchbiegung des Tragers bewegt sich also in den 
Grenzen 

x = 0,4226 1 bis X = 0,5 l. 

239. Setzt man in Gleichung 51: g statt a und 1-g statt b, 
80 wird die Entfernung der groBten Durchbiegung vom Auf1ager B: 

x'= V12 3 g~. 
Wenn , aIle Wert a von 0 bis ~ durchilluft, so andort sich 

'"' 
x' Ton ~ bis ~. Die grofiten Durchbiegungon liegen demnach 

allQ in jenom mittleren Teilo des Trll.gers, dessen Grenz&n 0,077 1 
yon der Trll.germitte entfernt sind. 

24:0. Der Auflagerdruck in A ist 

A=l(19- 1g+ r) + P(l- f). 
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241. 242. Losungen. 

Da8 Moment in C ist: 
1 . 

M=A;-""2 qr. 

Sotzt man ~~ == 0, so erhll.lt manfl1r die Stelle, an welcher M am 

groBten wird, die Gleichung: 

;=1+ ~ m- ~ ~12+ olm+4m2, 

worin m =!. ist. Der zweite Wurzelwert ist unbrauchbar, weil 
q 

; < 1 sein mutt 

24:1. Nennt man f1 die Durchbiegung in der Mitts des groBeren 
Stabes, so iet, wenn der kleiners Stab 2 bunter dem groBeren 2 a 
liegt tmd diesen somit mit D nach aufw!i.rts drl1ckt, nach den 
Gleichungen 49 und 57: 

5 qa' 1 Dall 

f1 =24 EJ-ti EJ' 
Ebenso findet man ffir die Durchbiegung in der Mitte des kleineren 
Stabes f. _ ~ 9. b' + _~ D b3 

s-24EJ 0 EJ' 
Setzt man It = fll, 

Ferner ist 

woraus 

so wird 
5 a'-b' 

D="4 q a3 +b8' 
D D 

A=qa- 2 , B=qb+""2' 

A 3a' + 8ab3 + 5b' 
1f= 5a' + Basb + ::ib" 

242. Die Differenzial- Gleichung der gebogenen Achse des 
Stabes wird in diesem Falle mit Benl1tzung der Aufgabe 176: 

d9y 1 MI 
dxll=--e=- CKG' 

werin K ==1 zeta d Fist. 
1 dy 

Boachtot man, daB fur. x = 0 : y = 0, und fUr x = "2- : d x = 0 wird, 

so erhillt man nach zweimaliger Integration dio Gloichung der go
bogenen Achse 

y= 3. 2:.5CK5 [( ~ rx- ~ Xi]. 
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Losungen. 243--246. 

24:3. Setzt man in voriger Aufgabe x = ~, ferner 

K=bf+:~:dZ=~ bh2 1/T, 
22 r 2 

-hi. 

80 wird die Durchbiegung in der Mitte: 
1,11' p 5 11 

P =14 Cb6 hu ' 

24:4:. Auflagerdrl1cke: A = B = Q + ~ . 
Grof3tes Biegungsinoment : 

entweder 

MI = - ~ Q a in A und B ( 

oder 

M 1 PI 1 Q . E' hd P < 48. = '4 - 2" 8. III ,Je nac em Q > -1 . 

Wendepunkte: Xo = ~ . a=x'o' 

24:5. Auflagerdrl1cke: 

A=P1 (1 + .~ )-Pli ~ + ~, 
B=PlI (l+ ~)-PI ~ + ~. 
Grof3tes Biegungsmoment: ent- C A~ r-'iM 

weder MI = - PI a in A oder ~~ 
Ms = - P J a in B oder II 

M=~!\-P2)lla2 -(PI + P\l)~ +Q~ 
2QI 2 8 

1 P1-P 
,in der Entfernung Xl = 2" + ----T a von A. 

o 

Wandepunkto: ihre Abstll.nde Xo von A sind die Wllrzein der Gieichung 

( P -P) P 
xII - x 1 + 2 1 Q II a + 2 al Q = O. 

24:8. Auflagerdrl1cke: A=-Pl ~ + PlI (1- ~) + Pa +, 
B=Pl(l + ~) +Pg ~ +Pa(l- ~). 
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247. L6sungen. 

~ GroBte. Biegongsmoment, 
entweder in B: 

II "C 0 t: a. MB = -PIa, 
£ oder in C: 

Mc=Ab, 
oder in D: 

MD=A(l-c)-Pg(I-b- c). 
1st MD = 0 oder: 

& b 
Pa=Pl -· -P,--, 

c I-c 
80 Iiegt der Wendepunkt in D. 1st Pa kleiner als dieset Wert, 
80 Iiegt der Wendepunkt zwischen C und D im Abstand 

Pgbi 
Ko =P-+ P -b--P von A. 

la 2 - 8 C 

1st P a gr6J3er als obiger Wert: so liegt der Wendepunkt zwischen 
D und B im Abstand 

2407. 

oder 

Xo = P l! b + P a (1- c) 1 von A. 
PI a +Pg b+Pa(l-c) 

1+ a a 
Auflagerdrllcke: A = Q 21-P T I 

I-a ( &) B=Q21+ P1 +T' 
GroJ3tes Biegungsmoment: 
entweder 

Q ae 
Ml = - 21 + a in A, 

oder Mg = - P & in B, 

M= Q {[II + &1- 2a (1 + a) ~]e_4Ila8} 
8 III (1 + a) Q 

in dar Entf'ernuDi 
1 all P a(I + a) 

Xl ="2 + 21 - Q 1 Ton A. 

Wendepunkte: ihre Abst!lnde Xo von A sind die Wurlliem der 
Gleichung: 

Xll_ 2x [12 + a9 _!. a(I+&2]+ all = 0 
21 Q 1 
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Losungen. 248-251. 
24:8. 

P=25,625 t, 
Druck in C = 32,125 t, 

MB=10mt, 
Me = 25,625 mt. 

24:9. Auflagerdrucke: A = B = 4,8 t. 
Biegungsmomente : 

MA = -1,35 mt, 
Me = + 3,15 mt. 

Filr einen Querschnitt in 
Entfernung x von A ist 
Biegungsmoment : 

E 
der 
das 

M = - q . 1,5 m (0,75 m + x) + A . x 
und fur M = 0: Xl = 0,45 m. 
Setzt man das grofite Biegungsmoment 

1 5 
maxM = Me = 315000 cmkg = kb • 6 bh' =kb • 42 hB, 

so folgt h = 35,4 cm, b = 25,3 cm. 

F 

250. P = 7,8 t, D = 33,8 t. Das groBte 'Biegungsmoment 
ist 64 mt, der Bruchquerschnitt fiber B. 

Das TrAgheitsmoment des Querschnitts fl1r die horizon tale 
Schwerlinie ist: 

1 
J = 12 [20xB --17,2(x-2,8)B- 2,8 (x - 30)8] 

Setzt man 
= 33,04 xl! -. 663,7 x + 6331,46. 

J 
6400 000 cmkg = 800 at . -, ' 

Xl! 

so erhillt man fur x die Gleichung 
xl! -141,15x + 191,63 = 0 

und x = 139,8 cm. 
Der zweite Wurzelwert ist unbrauchbar. 

251. Die Auflagerdrucke sind allgemein: 
b (11) a 1 I}2 

A=PT+ql} 1 + 21' B=P T -2"QT' 

Die Biegungsmomente in A und D sind: 
1 Pab 1 1111 

MA =-2"ql]lI, Mn =-1--2"qb-1 · 

Wittenbauer. Allrgaben. II, S. Allll. 

- 193 

13 



252-254. L6sungen, 

Setzt man - MA = MD, so wird 

femer 

1 r'=2 P:;::--;a b:
It = r q (I + b)' 

Pab 
MD = r + b = -- MA, 

2Pb Pa 
A=I+b+ q1t , B=l+b' 

252. Der Auflagerdruck in A ist q (~ -- x), das Biegungs-

moment in C: Me = Ax, jenes in B: MB = - ~ qx2, Setzt man 

Me = - MB, so folgt x = -} und 118 q III der absolute Wert beider 

Biegungsmomente. , 
253. z muB derart gewll.hlt werden, daR die auftretenden 

Biegungsmomente m6glichst klein sind, Dies wird, da die Biegungs
momente in A, B und in der Mitte des Trll.gers die gr6fiten sein 
werden, zutrefien, wenn diese drei Momente, vom V orzeichen abge
sehen, einander gleich sind. Das Biegungsmoment in A und B ist 

~ (1- Z)2, in der Mitte 11 ( z - ~ ); die Gleichsetzung ergibt 

z = 1 (2 - (2) = 0,586 1. 

254:. IstA=~ql der Auflagerdruck, so ist in der Entfemung x 

vom Ende des Trll.gers das Biegungsmoment des Mittelfeldes 

( I-z) 1 M=A x-2 - -"2qx2, 

Dllrch Integration der Gleichung der elastischen Linie 
d2y_ M 
dx2--EJ 

erhillt man: 

dy =-_<L[~lxll_.llx(l-z)_~x8]+C. 
dx EJ 4 4 6. 

1 l-z 
Da sowohl ffir x ="2 als auch ffir x = -2- die Tangente der 

elastischen Linie horizontal sein solI, also :~ = ° ist, so folgt ffir 

1. die Gleichung: z8 - 611.9 + 312 Z = 0, 
woraus z = ° und z = 1 (3 - (6) = 0,550 1. 
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Losungen. 

255. Auflagerdrucke: A = q 1 (1 - 2~~ ), 
1 q!2 

B=2--~' 
1m Felde A B ist das Biegungsmoment: 

1 
M=Ax--<)"qx2 • ... 

Setzt man 
dM ---- = 0, so wird 
dx 

Xl =1(1- 2~J 
und +max M =.l q 12 (1- _1_). 

2 211 

255. 

Ein anderer GroBtwert des Biegungsmomentes findet in B statt; 
dort ist 

-maxM=- ~ qI2(1-i~r 

(Kein analytisches Maximum, daher ~!x- nicht gleich Null.) 

Das Biegungsmoment wird Null fur 

X2 = 2Xl = 1 (2 -1IJ. 
Gleichnng der e1astischen Linie: 

Fe1d A B, X von A nach rechts gezahlt: 

~~=-E~=-i(AX- ~ qX2). 

Integrationen: 

dy =-i(.lAx2 _.l qxS)+C 
dx ~ 0 

y=-{iA,x3_2~ QX4) + Cx+D. 
Fur x = ° und x = 11 ist Y = 0, daraus folgt 

C=i(~ Al12-i4 qIIB), D=O 

und die Gleichung der elastischen Linie des Feldes A B : 

. . a) 

y = ti ~ J [A (J12 - x2) -- 1 (113 - xU)] . b) 
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256. Losungen. 

Fur das Feld B 0 ist, wenn Xl von 0 nach links gezlihlt wird, 
zunachst das Biegungsmoment 

M=_~qx12 
2 

und die Gleichung der elastischen Linie 
d2 y . q 0 

dx~ = 1 ""2 Xl"' 

nach daren Integration: 

dy =i..!xlS + 0 1 
dX l 6 

y = i 2~ xl' + 01 Xl + D} ; 

fur Xl = a ist y = 0, 

. . . . . c) 

woraus y=_~!(a4 -xI 4)-01(a1 -x1). 

Um die Konstante 0 1 zu bestimmen, setze man an der Stelle B fur 
dy dy dy 

x = 11, Xl = a: -d = dCl ) d' 
X -XI Xl 

wodurch die Gleichungen a) und c) die Beziehungen liefern: 

- i (~Al 2 _~qlI8) +.0 = - i .!LaB - 0 1 2 1 6 6' 

woraus 01 = i (~ A112- ~ qI18- ~ qaS) 

und die Gleichllng der eiastischen Linie des Feldes B 0 : 

y=-24iJ(a'-xl')+iJ(a-xl)[qC~3 + ~8)_ ~ AI12] d) 

256. Die gr5Bte Tragflihigkeit des Tragers wird erzielt, wenn 
man die Anordnung derart trifft, daB das Maximum des Biegungs
momelltes im Felde AB ebenso groB ist wie das Biegungsmoment am 
Auflager B, d. h. nach den Resultaten der vorhergehenden Aufgabe 

~ql2(1 __ l )2 =~q12(1 __ !~)2 
2 . 211 2 1 ' 

woraus die Stittzweite des Feldes A B folgt: 
1 

11 = (2 = 0,7071 1 = 4,243 m. 

Dann wird jedes der beiden gr5Bten Biegungsmomente 

maxM = ; q12( ~ - V2)= 0,0429 qP. 
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LOsullgell. 257. 
Das Tragheitsmomellt des Quersehnitts III bezug auf die hori, 
zontale Sehwerlinie ist 

J = :2 [20.1603 -4· 943 --14· 928 -2· 783
] = 402244 em4c 

und das Widerstandsmoment mit e = 50 em: 
J 

W=-=8044,88 em3 • 
e 

Dann ist aus max:r.r = kb . W : 

0,0429· q .6002 = 700·8044,88 
und q = 364,63 kg f. d. em 
oder q = 36463 kg f. d. m. 
Damit sind die Auflagerdrueke (siehe vorige Aufgabe) 

A= q 1 (1 - 2 ~l ) = 0.2929 q 1 = 64080 kg, 

1 q12 
B=-24=0,7071 ql= 154798 kg. 

Das Aufsteigen des Tragers am Ende C reehnet man aus del' 
Gleiehung d) del' elastischen Linie in der vorhergehenden Aufgabe, 

wenn man Xl = 0 setzt. Man erhalt mit a = 1-11 = 1 ( 1 - y\) 
die Dllrehb"iegung des Tragers in C: 

17V"2-24q14. q14 

f=---96-Ej=-0,000431 EJ 

und mit den bekannten Werten: 
f = - 0,025 em. 

257. Auflagerdrucke: A = ~ a12 (1- :l~)' 
1 aP 

B=3~' 
Das Biegungsmoment an der Stelle x ist 

1 x . 1 
M=Ax--qx.-=Ax-.....:axll .•. a) 

2 3 6 
dM 

Setzt man dx = 0, so wird flir die Stelle des groBten positiven 

Biegungsmomentes 

Xl = 1 VI - J..!. 
311 
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258. Lot:lungen. 

und das Biegungsmoment selbst: 

+lUaxM=~alaV(i _ ~)a. 
3 311 

Dep groJ3ten negativen Wert erreicht das Biegungsmoment fiber 
dem Auflager B, namlich fUr x = 11 in Gieichung a): 

a -maxM =-""6(218 + 118 - 31211). 

(Kein analytisches Maximum!) 
Setzt man ill Gleichung a): M = 0, so wird fUr die gesuchte Stelle: 

- V f X2=X1 y3=1 3-21;. 

Die Tragfahigkeit des Trltgers wird am groJ3ten, wenn die beiden 
groJ3ten Biegungsmomente gleichen absoluten Wert haben, d. h. 

~ a18 Vi (1- ;~Ja = ~ (218 + 113 - 31211), 

woraus mit 1: = z die Gleichung folgt: 

4z6 (3-2z)8=27 (2z8 -3z2 + 1)2. 

258. An einer Stelle des Mittelfeldes in der Entfernung x von 
A ist das Biegungsmoment 

M=-Pa, 
also unverltnderlich; die Gleichung der elastischen Linie: 

d2 y M. 
dx2 =-EJ=lPa 

und nach Integration: 

~: =-iPa(~ -x) ...... a), 

wenn die Integrationskonstante aus der Bedingung bestimmt wird, 
daf3 die Mitte des Trltgers horizontal bIeibt. 

Nach der zweiten Integration wird: 
iPa 

y=--(lx-x2) 
2 

und fUr x = ~ die Durchbiegung in der Mitte: 

f=- ~ iPa12. 
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_Losungell. 259. 260. 
Die N eigung des Triigers in A wird, vom V orzeichen abgesehen, 
aus GleichuDg a) fur x = ° : 

tga =-!- iP al 
2 

und somit die Durchbiegung in C nach Gleichung 43: 

fl= ~ iPa3 +atga. 

Setzt man fl=-f, 
a 

so folgt fur -~- = z die Gleichung 
1 

woraus 
8z2 + 12z =3, 

a= 0,2181. 

259. Das Biegungsmoment im Mittelfelde A B ist, vom Vor
zeichen abgesehen, P aj der Krilmmungshalbmesser der elastischen 

Linie ist also (! = ~ ~ ebenfalls konstant, d. h. die elastische Linie 

ist ein Kreisbogen. Dann gilt fur die Durchbiegung in der ~fitte, 
vom V orzeichen abgesehen: 

12 
f(2(1 - f) =4' 

/ 12 
woraus f=(!-V (!9_4" 

oder, wenn man die ersten drei Glieder der Entwicklung nach dem 
binomischen Lehrsatz beibehiilt: 

f= (! - (! (1- sl;2-1d;e4) 

oder f=l.iPa19 [1 + 1..i2P2all}2] 
8 10 

gegen f = ~ i P a 12 in voriger Aufgabe. 

260. Der Auflagerdruck in A ist A = ~ - P, das Biegungs-... 
moment in del' Entfernung x von A: 

l\-I=Ax- ~ ~ xl!. 

Die Gleichung der elastischen Linie 

dll y~ = _ -~-= _ i (A x _1.. 9 XII) 
dxll EJ . 2 I 
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261. 262. Losungen. 

gibt integriert: 

dy =-i(~Axg~~9 xa) + C dx 2 6 1 . , 

Y=-i(~Ax3_~g x4) + Cx 6 241 . . 

Ftlr x = 1 ist Y = 0, woraus C zu reehnen ist. Dann wird die 
N eigung des Trligers in B 

tga=(dy ) =i12(~- Q). 
dx x=1 3 24 

Die Durchbiegung in C ist naeh Gleiehung 43: 

f= ! iP18+ltga=0, 

wenn das fragliche Verhaltnis 
Q 
p=16. 

261. N aeh Gleichung 63 ist das Auflagermoment MA = J ~ P a b2 

= 425 mkg, das Biegungsmoment in der Mitte D das Balkans: 
MD = - MA + A . 2 m - 300 kg . 1 m = 275 mkg, 

da der Auflagerdruck A wegen symmetriseher Belastung die Hillfte 
der Gesamtbelastung ist. 
Setzt man maxM = kb • W, 

1 
so wird 42500 cmkg = 50 at . 12 ha, 

woraus h=21,7 em, b=10,9 em. 

262. Gewicht des Rohres: 84,8 kg fur den m. 
Gewicht des Wassers: 20,1 kg fur den m. 
Belastung ffir den m.: q = 104,9 kg. 

Widerstandsmoment des Querschnitts: 
11: D4_d4 

W=32 D 463,7 ema• 

Das groilte Biegungsmoment ist jenes an den Auflagern; nach 
Gleiehung 64 ist 

1 
MA =12 Q12• 

Setzt man MA =- kb . W, 
so wird die gesuchte LAnge 

1= 12,615 m. 
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Losungen. 263. 264. 

263. Das groJ3te Biegungsmoment ist jenes am Auflager oder 
in der Mitte des Tragers und zwar 

1 
maxM=-Pl. 

8 
Am Auflager liegt die Zugseite des Tragers oben, die am meisten 
gespannten Stellen haben den Abstand e1 = 17,17 em vom Sehwer
punkt des Quersehnitts; in der Mitte des Tragers liegt die Zug
seite unten und es ist e1 = 12,83 em. Es ist also die oberste 
Stelle des Quersehnitts am Auflager die Bruehstelle des Tragers, 
fiir welehe die Bereehnung der Bruehlast vorzunehmen ist, und 
zwar naeh der Gleiehung 

l.PI =Kb'~' 8 e1 

Das Tragheitsmoment des Quersehnitts in bezug auf die hori
zontale Sehwerlinie ist J = 24824 em'. Fiir die Biegungsfestig
keit des GuJ3eisens setze man analog der Gleiehung 41 

K b =.uo KzV e1
, Zo 

. e1 
worin flo = 1,2, Zo = 2' 
Dies gibt mit K z = 1250 at: Kb = 2121 at, 

Man erhalt sehlieIUieh die Bruehlast: 
P = 6133U kg. 

264. Das groi3te Biegungsmoment ist an dem der Last nl:theren 
Auflager naeh den Gleiehungen 59 und 64: 

ab2 1 maxM = P . - - + _ qlll 12 12 . 

Hierin ist die dureh das Eigengewieht hervorgerufene Belastung: 
kg 

q=F ·1· r=46,37 emil. 1 em· 0,0078-8 , 
em 

kg 
q=0,3617-, 

em 
Man erhi:tlt demnaeh: 

max M = 36,992 em . P kg + 1883,85 emkg. 
Das Trl:tgheitsmoment des Quersehnitts in bezug auf die hori
zontale Sehwerlinie ist. 

J =4288 em', 
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265. 266. 

Aus 

L~sungen. 

J 
maxM=kb • -

e 
erhILlt man mit e = 12 em: 

P = 9608,8 kg. 
Die Durehbiegung infolge der Last P ist naeh Gleiehung 61:. 

1 P a3 ba 
fl =3EiT= 0,0601 em; 

die Durehbiegung unter der Last P infolge des Eigengewiehtes ist 
naeh Gleiehung 65: 

fll=24~.fallb2= 0,0003 em; 

es ist also die ganze Durehbiegung 
f = fl + f2 = 0,0604 em. 

265. Das grofite Biegungsmoment ist jenes am Auflager, 
welches der Last naher liegt und zwar naeh Gleiehung 59 und 04: 

ab ll 1 
maxM=P--- + _q12 

12 12 . 
Das Gewieht des Tragers ist q = 0,3063 kg l. d. em, 
ferner a = 150 em, b = 250 em, 1 = 400 em, 
also max M = P kg . 58,59 em + 4084 emkg. 
Das Tragheitsmoment Jist 68,61 em', die Entfernung e2 des 
Sehwerpunkts des Halbkreises von der unteren (Druek-) Seite 
2,878 em; somit aus 

J 
maxM=kb • -: P=337,2 kg. 

e2 

8 

266. Die Auflagerdrlleke und 
Auflagermomente ergeben sieh aus 
den Gleiehungen 62 und 63, wenn 
man P, a, b durch qd S, S und l-S 
ersetzt. Es ist 
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Losungell. 

1 

M - qfd.1: 1:2(1 1:)_ 11 12 B -12 ~ . ~ - ~ -192 q . 
1 

"2 

267. 

Wendepunkte: Setzt man im Felde A C das Biegungsmoment 
~1=-MA + Ax=O, 

so wird der Abstand des Wendepunktes von A: 
MA 5 

Xo =-.A= 18 1=0,2781. 

Setzt man ebenso im Felde C B das Biegungsmoment 

q ( 1)2 M=-MA +Ax- 2 x- 2 =0 

so erhalt man fur Xo die Gleiehung 

• 2 19 1 29 12 - ° Xo -16 Xo + 96 - , 

von der nur die eine Wurzel brauehbar ist: 
Xo = 0,8181. 

Wenn man Gleiehung a) naeh x diff'erenziert: 

dM =A-q (x_.-!..)=o, 
dx 2 

. . a) 

so erhalt man fur die Stelle des gro:/3ten Biegungsmomentes inner
halb der freien Lange des Tragers: 

1 A Hl 
X= 2 + q=32 1=0,5941 

und das gro:/3te Biegungsmoment selbst 
Al A2 155 

muM = - MA + 2 + 2q = 6144 q12, 

267. Der Sehwerpunkt des Quersehnitts hat die Entfernung 
17,95 em von der Oberkante, 22,05 em von der Unterkante; das 
Tragheitsmoment in bezug auf die horizontale Sehwerlinie ist 

Die zulassige 

Gleiehung 41: 

J = 66 964 em'. 
Biegungsspannung ist nach der B a c h sehen 

kb = 12 kz Vel. 
, Zo 
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268. 1osungen. 

Nimmt man die Zugseite des Quersehnitts oben an, wie dies an 
den Auflagern zutrifl't, so ist e1 = 17,95. em, Zo = 11,85 em, 

kb=443 at. 
Nimmt man hingegen die Zugseite des Quersehnitts unten an, wie 
dies fur die Stelle des groBten Biegungsmomentes in der freien 
Lange zutrefl'en wird, so ist e1 = 22,05 em, Zo = 12,21 em, 

kb = 484 at. 
Benutzt man die Resultate der vorhergehenden Aufgabe, so ist 
also die Ansatzgleiehung fur das gefahrliehere reehte Auflager: 

M =ll. 12 =k ~= 443 t 66964 em' 
B 192 q bel a 17,95 em ' 

woraus mit I = 500 em: 

q = 11540 kg. 
m 

Hingegen ware fur die Stelle des groBten Biegungsmomentes III 

der freien Lange: 
_ 155 2_ 66964 em' 

max M - 6144 ql - 484 at 22,05 em ' 
kO' 

woraus q = 23 296 ~. 
m 

Das fruhere, kleinere Resultat fur q ist also das maBgebende. 

268. Das Biegungsmoment des Balkens ist an allen Stellen 
das gleiehe, namlieh das Auflagermoment M. Der Kriimmungs
lalbmesser der elastisehen Linie ist naeh Gleiehung 39:_ 

I M 
- = + --- -= konstant 
Q -EJ ' 

die elastisehe Linie ist also ein Kreisbogen. 

Die Sehne dieses Bogens ist die Spannweite 1 des Balkens 
und die DurehbieglUlg f in der Mitte naeh der Gleiehung 

(~r=f(2Q-f) 
12 1 Ml2 

genau genug f=S(! =S-EJ' 

Ebenso wird der Winkel a, um den sieh der Balken an den Auf
lagern senkt, die GroBe besitzen 

. I Ml 
a == sm a = 2 Q = 2 E J' 
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Losungen. 269. 270. 
269. Das Stuck 0 0 1 des dunnen Stabes wird an seinen Enden 

durch zwei gleiche und entgegengesetzte Momente M = PI in An
spruch genommen. Es verdreht sich in 0 und 0 1 infolgedessen 
nach vorhergehender Aufgabe um 

PIa 
a=~;fEj' 

Das Ende des Stuckes 1 bewegt sich also um 
1 PIll 

Ia + -SE,J' 

Setzt man diesen Ausdruck gieich .~-, so wird die gesuchte Kraft 

P= aEJ . 

12 (a + ~ 1) 
270. Ahnlich wie in Aufgabe 266 ist 

2113 

MA = l\IB= ~Jd;.;2 (1- §) =312~ qP 
1/8 

und aus Grunden der Symmetrie 
ohne weiteres Me 

1 
A=B=tiql, 

In der Mitte des Tragers ist 
das Biegungsmoment 

1 1 ql 1 19 
maxM =- MA + A· "2-"2'"6' 6= 648 q12. 

Die Auflagermomente sind dem absoluten \Verte nach groBer; 
nach ihnen ist der Trager zu rechnen. 

Fur die Stellen des Tragers, an den en keine Normalspannungen 
auftreten (W eudepunkte), ist 

M=O, 
also fur das Feid A C : 

und somit 
-MA+Axo=O 

l\IA 13 
xO=T=54I=0,2411. 

Der andere Wendepunkt liegt symmetrisch. 
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271. 272. Losungen. 

271. Die Ordinate q der Be1astungslinie in der Entfernuug ; 

von A ist: 21Q;. In gleicher Weise, wie in Aufgabe 266 erhaIt man: 

1 

A= ~jqdg(I-;)9 (2g+l)=1~)Q, 
o 

1 

B = :a jet d § . ;2 (31- 2 §) = 170 Q, 
o 

1 

MA= ;sjqd;'; (1- ;)2 = 115 QI, 

o 
1 

MB = ;jqd§' §2 (1- ;)=110 Q 1. 
o 

Filr irgendeine Stelle in del' Entfernung x von A ist das Biegungs-
moment: x3 

M=-MA +Ax- Q 3I2' 
Setzt man M = 0, so erhalt man fur die Lage del' Wendepunkte 
die Gleichung 

x03 - 0,9xoI2 + 0,21:1 = 0, 
woraus die beiden brauchbaren (positiven) Wurzeln: 

Xo = 0,237 1, Xo = 0,808 1. 

Setzt man hingegen ~ ~ = 0, so foIgt fur die Stelle des gro£ten 

Biegungsmomentes zwischen den Auflagern: 

x2 = ~ 12, x= yo,31 = 0,5477 1 

und das gr1i£te Biegungsmoment seIbst 
2 

rna:< M = -l\fA + "3 Ax = 0,0429 Ql. 

Del' Trager ist also nach dem gefahrlichsten Moment MB = 110 Ql 

am Auflager B zu rechnen. 

272. Angenommen, es sei a > b. Dann liegt die gr1i£te 
Durchbiegung zwischen dem Auflager A und der Last. Del' Auf-
1agerdruck in A ist nach Gleichung 58: 
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Lijsungen. 273. 

A = P b2 (3 a + b) + ~ 1 
13 2 q 

und das Auflagermoment in A nach den Gleichungen 59 und 64: 
ab ll 1 

MA = P -12- + i2 q12• 

An irgendeiner Stelle in der Entfernung x von A ist das Biegungs
moment des oben bezeichneten Feldes: 

1 
M=-MA +Ax-2"qxll• 

Die Gleichung der elastischen Linie ist 

dlly =---~=-i(-MA + Ax-~ QX2) 
d~ EJ 2 

und nach Integration: 

dy =_ i(- MAX + ~Ax2_.l qXs) + c. 
dx 2 6 

Die Integrationskonstante C verschwindet, weil fUr X = 0, :: = 0 

ist (kleinste Durchbiegung). 

FUr die Stelle der grijBten Durchbiegung ist dann mit :: = 0: 

1 1 
-MA +2"Ax-{fqx2 =0, 

woraus 

II _ 3 [2. + ~ b2 (3 a + b)] + ~ + 6 P a b9 = 0 
X x 2 q IS 2 q 12 • 

273. Der Auflagerdruck ist A=B= q2x j das Auflagermoment 

erh1tlt man aus Gleichung 63, wenn statt P, a, b: q d S, S und 1-S 
gesetzt wird. Dies gibt 

l+x 
-2-

MA = ~JS(I-SyadS=itl (312-xll). 

l-x 
-2-

Das Moment in der Mitte des Trllgers ist: 
1 qxl! qx 2 

M=-MA + A2"-g= 241 (319 -3lx+x). 
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274. 275. Losungen. 

Setzt man MA = n M, so wird 

X= 2(n l+l) [3n-yI2=3n2} 

n schwankt zwischen 1 und 2 (fur x = 0 und x = I). 

274. Nach den Gleichungen 62 und 63 ist der linke Auf
lagerdruek 

A= ~l-(1-a)2(2a+I)+ ~a'!..a2(31-2a) 
und das Auflagermoment in A 

MA = ~2~a (1- a)2 + ~22 a2 (1- a). 

Setzt man nun das Biegungsmoment unter PI 
-MA+Aa=O, 

so folgt: 
2(I-a)2 

P2=Pl12-4al+2a2' 

275. N ach den Gleiehungen 

67 und 68 ist fur a = b = ~ : 
1: 3 5 

1\ A = 16 P1, Me = 32PI; 

das erste ist also filr die Be
e chnung des Halbmessers r der Welle ma£gebend. Es ist 

3 7C 
max M = - P 1 = kb . W = kb . - r3 

16 4 ' 
woraus mit P = 8000 kg, 1 = 1000 em, kb = 700 at: 

r = 14 em. 

Die Auflagerdrucke sind naeh Gleichung 66 
11 5 

A = 16 P = 5,5 t, B = 16 P = 2,5 t; 

der Neigungswinkel {l am freien Auflager B naeh Gleichung 70: 
{l = 0 0 14' 21"; 

fUr die Stelle, an der keine N ormalspannungen auftreten, ist M = 0 

oder 
3 

Xo = 111. 
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Losungen. 276-278. 
276. SoIl der Triiger ais ein in B eingespannter angesehen 

werden, so muB dort sein Auflagermoment nach Gleichung 72 

gieich ~ QI sein; setzt man dies gieich P a, so findet man 

QI 
a = ~8 P = 0,39 m; 

das groBte Biegungsmoment des Trltgers ist jenes in B: 

1 
maxM = 8 QI = 703,13 mkg. 

Die Auflagerdritcke sind: 

A = ~- + P (1 + i~) = 3205,8 kg, 

Q a 
B = ~2~ - P T = 844,2 kg. 

277. Nach den Gleichungen 67 und 68 ist 
3 I) 

MA = 10PI, Me = 32 PI, 

ersteres ist also das maBgebende Moment. Aus 

-~PI=kb' ~ 
10 e 

51'S 
foIgt mit J = 16 Sol (vergl. Aufgabe 113) 

y~ 
e =-2-s, 

s = 5,77 cm. 

278. Das Stangenende wllrde sich urn a l senken, die Mitte 
des Tragers urn all heben j dann ist a = al + all' Nach den 
Gleichungen 18 und 49 ist: 

Sil _ 1 S1g8 

a 1 = ElFl ' fill -- 48 E9J2 ' 

a 
S = --1--1-1-8-' 

~_l_ + ___ 2_ 

ElF! 48 E2 ,T2 

woraus 

\Vittenbauer, Aufgaben. II. ~. Autl. 
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279-281. LBsungen. 

279. Nach Gleichung 18 ist die Verlll.ngerung der Stange 

f _ PIll 
1- ElFl 

und nach Gleichung 49 die Durchbiegung des Trll.gers 
1 Pg Ig8 

f2 = 48 E2 J 2 ' 

wenn Fl der Querschnitt der Stange, J2 das Trll.gheitsmoment 
des Tril.ger. Querschnitts, EI und Ell die Elastizitll.tszahlen sind. 
Aus 

erhi:tlt man 
P aP 

PI =I+a'. Pg =I+.a' 
_. 48~ J2 1I _ 

a-- E F}3' 
III! 

280. Zu fi und fll in voriger Aufgabe kommt noch hinzu: 

f. _ ~ P81s~_ 
3-48 EsJs 

und es ist P = PI + P 2 + p 3' f = fl = f2 = f8 ) 

woraus die Durchbiegung in der Mitte: 

f= P 
ElFl + 48 E2J 2 + 48 ~3J.a_ 

11 123 188 

und die Verteilung der Last: 

p - EIFI f. P -48 E9 J 2 f. P -48 EsJs f. 
I - 1 ., II - -1-3-' 3 - 183. 

I 11 

281. Nach Gleichung 65 ist die Gleichung der elastischen 
Linie des Rohres 

und daraus 

worin 

y = q Xli (1 - x)i' 
24EJ 

y' = :~ = ax(l- x)(l- 2x) 

q 
a= 12EY. 
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Losungen. 282-285. 
Die Aehse des Rohres nimmt dureh die Biegung die Lange an 

1 

s IiI +Y'2. dx, 
o 

wofi1r, weil a sehr klein ist, gesetzt werden darf 
1 

s = J (1 + ~ y'2) dx = 1 + ~~~ . 
o 

Die Dehnung des Rohres ist e = -~l 1 und die Spannung 

1 q2 16 
(J = E e = 60480-' EJ2-' 

282. Der Wasserdruek p. r2 u; im Innern wird vom Quer
schnitt des Rohres 2 r n . 0 aufgenommen; dies verursacht die 
Spannung 

pr 
(Jl= 20' 

Dazu kommt die Spannung wie in voriger Aufgabe, wobei q dureh 
q cos a und J dureh 1l ra 0 zu ersetzen ist. Es bleibt 

eos2 a q216 p r 
(J = 60480,,2 E r 6 02 + 20' 

283. Zahlt man die Abstande x vom freien Ende des Tragers, 
so ist 

M - 1 Q 2 

-2"T X ' 

Daraus gibt Gleiehung 73: 

h 
z=T x 

z 
e=2"' 

und 

284. Rechnung ahnlieh wie vorher. Es ergibt sieh: 

b 2 • b 3 QI 
Y =V x , worm =h2 kb' 

285. Reehnung ahnlieh wie in Aufgabe 283: 

l\,r p Z J _ 1 a 
.m. = x, e = 2"' - I2 Yz , 

worin y: z = b :h. 
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286. 287. 

Man erhalt 

Losungen. 

h8 
z8 =-x. 

1 

286. Nennt man P die Last am Ende, z die veranderliche 
Tragerhohe in der Entfernung x von der Einspannung, so ist zu
nachst fiir die Form gleichen Widerstandes gegen Biegung: 

z2 = hi 1- x, 
1 

wenn h die Tragerh5he an der Einspannungsstelle ist. 
Die Gleichung der e1astischen Linie ist 

d2 y M 0 

d x2 = - E J' worm 

1 b h8 II (1 - ----;--)3 
M = - P (1 - x), J = 12 b Z8 = 12 r -1 - 0 

S t 1 12 P 1'/2 0 d d' DO£{! 0 1 1 . h etz man - x = u, E b h8 = a, so Wlr Ie lUerenZIa g elC ung 
die Form annehmen 

d9 y a 

d u 2 yn 
Die erste Integration liefert 

~~ = 2a(yli - VI), 

wenn beriicksichtigt wird, daB fiir x = 0, u = 1, d y = ° wird' 
du ' 

die zweite Integration gibt die gewiinschte Gleichung 
2 

y = "3 a (1* - 3 iT u + 2 us/,), 

wenn wieder beachtet wird, daB fiir x = 0, u = 1, y = ° ist. 
Endlich findet man 

y = ~!~: [3t + 2 V (1- ~ / - 2] 
fur die Gleichung der elastischen Linie. 

287. Die Form gleichen Widerstandes muB far jedes Feid 
des Tragers gesondert untersucht werden. 

Feld A C: Einspannungsmoment MA = ; PI + ! Q 1, 

Auflagerdruck A = P + Q, 
Biegungsmoment in der Entfernung x von A: 

M=-MA+Ax. 
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Losungen. 288. 
Setzt man nach Gleichung 73: llf e = kb . J 

mit e = ~, J = 112zhS, 

6 
so foIgt: z = kb h2 (-1IfA + Ax), 

und fur die Einspannungsstelle 
6 

b = kb h2- (- MA), 

woraus die Form gieichen Widerstandes fur das Feld A C : 

[ 4P + 4 Q x] 
z=b 1--2P +3Q T. 

In der Triigermitte ist somit die erforderliche Breite: 
Q 

bi = b 2P + 3Q 
Feid C B: hier ist das Biegungsmoment (vom Vorzeichen abgesehen) 

M = -~-(I- X)2, 

woraus in lthnlicher Weise wie flir das erste Feid die Form 
gieichen Widerstandes gefunden wird: 

6 Q (1 )2. 
Z = kb Ih2 - X , 

filr die 1Ifitte des Trltgers: 
6Q 12 

bi = kbIh2 4' 
und mit Beniitzung des Wertes von bI : 

z=4b 2P~3Q (1- ~y. 
288. 1st q die Beiastung der Liingeneinheit, so ist das Bie

gungsmoment a!1 der Stelle x: T 
M = 1~ (-12 + 6Ix -- 6x2); 

I 

~ r---~~1.~~---4 
ferner o 11: 04 

e=2"' J=64· 

I 
I 
I 
1. 

Hieraus wird nach Gleichung 73 fiir die Form des Triigers: 

08 = dB (1 - 6 ~ + 6 ~:) 
und fur x=.}: dI=-~2-= 0,794 d. 
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289. 290. Losungen. 

An den beiden Stellen, die von der Mitte des Tritgers den Abstand 

. 1 baben, ist 0 = O. 
112 

289. q sei die Belastung der Litngeneinheit. 

Feld AB: Auflagerdruck A = 2ql (12 - a2), 

Biegungsmoment M = Ax - ~ qx2; 

ferner - 0 J _ rc .r4 
e -2' -64 u. 

C Gleichung 73 liefert dann fur die 
Form gleichen Widerstandes: 

(p = ~x(12 - a2 -Ix). 
nlkb 

FUr das Auflager B ist dann: 

- 1 dS - 16 q as ( V . h b h) x -, - vom orzelC en a gese en . 
rc kb 

do 
Setzt man d x = 0, so wird 

12 - a2 4 q ( 12 - a2 )2 
Xl = -2-1- und dIS = rckb 1 . 

12 --r a2 
An der Stelle X2 = --1 -- = 2 Xl wird 0 = O. 

Feld Be: Z1i.hlt man x vom Ende C aus, so ist hier 
1 1\1=_qx2, 
2 

und die Form gleichen Widerstandes: 

03 = loq x2• 

rckb 

290. Nennt man q die Ordinate der Belastungslinie in der 
Entfernung g von A, so ist 

_ 2Q (1 1:) 
q-~ -5, 

und das Biegungsmoment an der Stelle x 

" 1\1 = Ax --jqd;(x - g), 
o 

und mit A= :. Q: 1\1- Qx [2-3~+~] 
v - 3 1 p' 
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Losllngen. 291. 292. 
Setzt man ferner in Gleichung 73 

y 1 e=-, J- y4 2 -12' 
so bleibt f(ir die veril.nderliche Quadratseite :r 

y8 = 2 Q x (2 _ 3 ~ + X2) 
kb 1 12 • 

]'(ir die Bruchstelle des Tril.gers ist max y = h. 
dv 

Setzt man d~ = 0, so wird f(ir die Bruchstelle: 

Xl = 1 ( 1 - ;3), 
und nach Einsetzen in die obere Gleichung: 

h8 = 4_ Ql, 
Sf'3 kb 

woraus endlich 

(-tr=3~3 ~ (2-3-r+-1:). 
291. Nach \Allfgabe 235 ist das Biegungsmoment an be

liebiger Stelle: 

M = 6~9(3x12 - (jx~l + 4x8). 

Die Form gleichen Widerstandes ist dann nach Gleichung 73: . 4Q (P~) . 
z~ = -kb bl2 1f -; , 

wenn. z die verltnderliche Hohe und ~ den Abstand des Quer
schnitts von der Mitte des Tril.gers bedeutet. 

292. Man rechne zunil.chst den veril.nderlichen Durchmesser 0 
als Funktion von x, der Entfernung vom Auflager, und erhalt 
nach Gleichung 73 

08= 16~.x=ax. 
nkb 

Die Gleichung gilt von X = 0 bis x = ~; die andere Trager

hil.lfte ist symmetrisch. F(ir die Mitte des Tril.gers ist der Durch-
messer 

Jl 8 = 8PI. 
nkb 
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293. Losungen. 

Die Gleichung der elastischen I~inie ist 

oder 

d2 y M 32P x bx 
d x2 = - E-j = - n E If! = - 04 

d(dY)=_.~o.dG. 
dx a2 

1ntegriert, folgt: {~= -;a~' (1512 - 152), 

und nochmals integriert: 

y = ~~- (1.. 1512 cP - ~ 155). 
2a3 3 {) 

Hieraus wird die gewl1nschte Durchbiegung in der Mitte 
3b 

f=saa G16 , 

und nach Einsetzen der Werte der Konstanten a und b: 
3 PIS 

f=80E~' 
worin J 1 =-= ~ (\4 das Tritgheitsmoment des Querschnitts in der 

Mitte ist. 

293. 1st G das Gewicht des Tl'agerteiles C B, so gilt fUr die 
Sicherheit des Querschnitts C die Biegungsgleichung 

8 

(j 
p 

P x + G Xs = ~ b ZS • kb, 
(j 

fur den um d x entfernten Quer
schnitt D: 

. dx 
P (x + d x) + G (xs + d x) + d G . 2-

1 
=- -6 b (z + d z)2 . kb. 

Die Differenz beider Gleichungen ist mit erlaubter Vernach
lll.ssigung kleiner Glieder 

1 1 
(P + G) . d x = 3' b z d z . kb = (3 b kb . d Z2 

oder dz9 = _Q....(P + G) 
dx bkb 

nnd nach nochmaliger Differenzierung 
d9 z2 6 dG 
d x 2 = b klJ . -d x . 
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Losungen. 294-296. 
Nun ist aber d G = Y b z d x, daher 

d2 z2 6y 
~~=-·z 

dx2 kb 
die gewilnschte Differenzialgleichung. 

294. Nimmt man die N ull- Linie N N in einer Seite des 
Dreiecks an, so ist (vergl. Abbildung zu Gleichung 75) 

. 1/3 
n=SN=L- a ; 

6 
ferner ist das Tragheitsmoment fur jede durch S gehende Gerade: 

J _,{3 • 
- 96 a , 

woraus fur den Tragheitshalbmesser 
'2 __ a2 

1 -- 24' £ 
- N £-N 

und " is p = 8 P = 12 II, (vom Vorzeichen abgesehen). 

Dreht sich die N ull- Linie um die Ecke E, so beschreibt die 
Angriffsstelle P die Strecke P Pi' parallel zur Dreieckseite. 

1 
Der Kern ist ein gleichseitiges Dreieck, dessen Flache 16 der 

Querschnittsflache ist. 

295. Nennt man D den au13eren, d den illneren Durchmesser 
des Kreisringes, so ist der Halbmesser der Kerngrenze: 

D2 + d2 

p =---SD-' 

Setzt man dies gleich ~, so wird 

D2 + d2 = 4Dd, 
woraus der brauchbare Wurzelwert 

d -
D = 2 -y 3 = 0,27. 

296. Nimmt man die Null-Linie NN in einer Seite des Sechsecks 

an, so ist n = a ~3; ferner das Tragheitsmoment der Flache in 

bezug auf jede durch S gehende Gerade (vergl. Aufgabe 113) 
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297. 298. 

woraus 

Losungen . 

• J = 5f3 a~ 
16 ' 
313 

die Fll1che selbst: F = -2-a2, 

r. 
und der Trligheitshalbmesser j2 = ;4 a2, 

5i~ 
p - 36 a (vom Vorzeichen abgesehen). 

Dreht sich die Null-Linie um den Eckpunkt E, so beschreibt die 
Angriffsstelle P der Kraft die· Strecke P P 1" Der Kern ist ein 
regelmltBiges Sechseck mit S als Mittelpunkt; P und P 1 sind 
zwei Eckpunkte der Kerngrenze. 

297. Der Schwerpunkt liegt auf der Symmetrale Jl und hat 

den Abstand 152 b von der rechten Seite h. 

Die Tragheitsmomente der Flltche sind: 

k 
-hl~:bI--,.I, 

J - 5 b h3 J - 11 h b3 
1 - ti4 ' 9 - 192 . 

Die Umhullung des Querschnitts ist das Rechteck bh. 
Die Eckpunkte der Kerngrenze haben nach den 
Gleichungen 75 folgende Abstltnde von S (vom 
Vorzeichen abgesehen): 

7 J 9 11 
Null-Linie 1: nl = 12 b, PI = PI S = Fnl = ti4 b, 

1 J 1 5 
Null-Linie 2: ng = 2 h, pg = P2 S = F n;- = 24 h, 

5 , J 2 11 
Null-Linie 3: n3 = 12 b, Pa = PsS = -- = - b. 

Fna 60 
Wenn sich die Null- Linie um den Eckpunkt E aus 1 naeh 2 
dreht, beschreibt die Angriffsstelle der Last die Strecke PI P 2. 

298. Nimmt man die Null- Linie in der Unterkante b des 
Rechtecks an, so ist in Gleichung 75: P2 ng = - i12: 

h . ~ J1 
P2 = z, ng = 2' II" = }<,"-, 

1 1 
J 1 = 12 b h8 -"3 Y Z3 III bezug auf die horizontale Schwerlinie; 
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Losungen. 

F=bh-2yz; 
woraus, wenn man das V orzeichen unterdr1ickt und 

v z b , '1], h = ~ 

setzt: 6~ -121]~2 = 1- 41]~3, 

und analog ffir die Lage der Null-Linie in h: 
61] -121)2 S ~ 1 -41]3 S. 

Eine brauchbare Lasung dieser Gleichungen ist: 
1] =~, 41]4 - 121]3 + 61] - 1 = 0, 

woraus y=O,l77b, ~=0,177h. 

299. 300. 

299. Das fragliche Gebiet ist 
Es ist hier 

der Kern des Querschnitts. 

J = 16972 a'" F = ~ a2 , 

Nimmt man die Null-Linie in AB an, so ist ihr Abstand von S: 
n = a und nnch den Gleichungen 75 der Abstand des Kernpunktes 

67 
p = ---- a rechts von S. 

336 
Nimmt man die Null-Linie in Bean, so ist ihr Abstand von S: 

n' = 5,~ und der Abstand des Kernpunktes: 
4y2 

I 67 f2 . 'D 
P = 420 a m S . 

Der Kern ist also ein Achteck, dessen Ecken abwechselnd 
di~ Entfernungen p und p' von S besitzen. 

300. Schwerpunkt auf der 
Symmetrale: 

1 a3 - b3 
OS=- -----. 

y2 a2 - b2 

Haupttr!l.gheitsmomente : 

J 1 = 112 (a~ - b4), 

J = ~ (a4 _ b4) _.l (a3 - b3)2. 
II 1~ 2 a2 _ b2 

Koordinaten der Kern-Eckpunkte: 
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301. 302. Losungen. 

I, entsprechend der Null-Linie 1: 

f2 a4 + 2a8 b - 4a9b2 + 2ab3 + b4, 
IS=Yl=12 a9(a+b) , 

II, entsprechend der Null-Linie 2: 

12 [7 a4 - b4 a3 - b8 ] 

Y2 ="2 6 a8 _ b8 + a2 _ b2 ' 

y2 a4 - b4 

Z2 = 12 a8 _ b8 ; 

III, entsprechend der Null-Linie 3: 
12 a4+2a3b-4a2b2+2ab3+b4 

Ya=12 (a2 +ab-bll)(a+b) 

12 (as + b2)(a + b) 
Z3 = 12 all + a b - bl! ' 

301. Filhrt man die Rechnung fur ein Mauerstilck von 1 m 
Lil.nge durch, so ist 

P = Gewicht der Mauer = rlhx, F = Xi 

der horizontale Wasserdruck auf die Mauer ist 

D = ~ r hI, sein Moment urn B: 

h 
M=DS' 

Endlich ist das Widerstandsmoment der Mauergrundflache A B : 
1 

W=--x2 6 . 

Gleichung 76 liefert dann, sinngema£ angewendet: 
P M h8 

kz = - F + W = - rl h + r x2-' 

woraus X-hV~-- kz + rl h' 

302. Da del' Bolzen A B nur kurz ist, konnen die Glei
chungen 77 beniitzt werden. Es ist die 

4P (Sa ) groi3te Druckspannung = 7C d 2 d + 1 , 

gro£te Zugspannung = ~ :2 (S;- - 1). 
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Losungen. 303-305. 
Die Biegung des Bolzens geschieht durch das Moment P a, das an 
allen Stellen gleich groB ist. N ach Gleichung 39 ist also die 

EJ 
elastische Linie ein Kreisbogen, dessen Halbmesser e = P a 

ist und die Ausbiegung des Bolzens ist der Pfeil f dieses Bogens, 
fur welchen die Beziehung gilt 

oder genau genug 

woraus 

(; r = f(2(} - f), 

S2 = 8fe, 

f = 8Pas2 

nEd4 • 

303. Setzt man in Gleichung 77 

(J = kz, W (Widerstandsmoment) = ~ DB (1 -- 04), 

so folgt p = -~ (1 + ell!) (k~F - 1). 

304:. Nimmt man an, daB die Resultante aus PI und P 2 rechts 
von der Achse des Stabes liegt, so wird die groBte im Stabe 
vorkommende Spannung jene an der rechten Seite sein, und zwar 
nach Gleichung 77 

(J=kz=~ (1 + ~)+~(1--~). m2 m mil m 

Mit P = PI + P 2 erhltlt man hieraus: 
P(6b + m) - kz m8 

P I = 6(a+b) 

P(6a - m) + kz m8 

P 2 = 6(a+ b) 
Der gr1>Bte Wert von P ist jener fur zentrale Lage dieser Last, 
also kzmll j dann ist 

PI: Pg = b: a. 

305. Nach der Spaltung wird der Stab vom Querschnitt AB C 

in der Mitte von A B durch die Last P; exzentrisch beansprucht. 

Man benfltze Gleichung 77. Es ist P = P;, F = ;1I, P =r *' 
hS a 

W = -6' wenn a die Quadratseite und h = f2 die H1>he des 
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306. 307. Losungen. 

3P 
Dreieeks AB C ist. Man erhalt (J = -f-. Anderseits ist bei 

a 

gleieher Sieherheit (J = ::. Es bleibt also P2 = ~ Pl' 

306. Wenn funffaehe Bruehsieherheit verlangt wird, ist die 
BruehIast B = 5 . 800 kg = 4000 kg. 

Der Tragheitshalbmesser des Quersehnitts ist 
. 20 em 1 
1 = -=- = 5,78 em und n = --;- = 69,28. 

y12 1 

Damit wird fur BauhoIz naeh den Gleiehungen 83 
ft = 0,70 + 0,03n = 2,78. 

Ferner naeh Gleichung 82: 

und 

wI = 1 V :J = 0,683, 

1 
---;1=- = 1,278. 
eos w 

Sodann liefert Gleiehung 81: 
p = 2!),i6 em, 

woraus x = 19,76 em. 
Ohne Berfleksiehtigung der Tetmaj ersehen Zahl ft erhielte man 

x = 77,37 em. 
307. Zur Bereehnung der Bruehlast B der Saule dient die 

Gleiehung 81. 
Es ist der TragheitshaIbmesser des quadratisehen Quersehnitts: 

i = s __ = 8,66 em, 
y12 

1 
ferner n = -~ = 46,2, 

1 

und die Tetmaj ersehe Erfahrungszahl naeh den Gleiehungen 83: 
ft = 0,70 + 0,03n = 2,080; 

ferner wird 

pF = 20, FK = 252000 kg, 
W 
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Ll)sungen. 308. 309. 
1. Ann!1herung: 

1 ---:- = 1, B1 = 5752 kg; 
cos wI 

2. Ann!Lherung ~it Gleichung 82: 
1 

(wI)9 = 0,126, cos wI = 1,066, Bg = 5412 kg; 

3. Annllherung: 
1 

({rJI)!' = 0,119, = 1,062, Bs = 5432 kg. 
cos wI 

Bricht man hier die Rechnung ab, so ist die gesuchte Tragfahigkeit 
der Saule 

1 
P = TBa = 1358 kg. 

Mit dieser Belastung wird (wI)2 = ~I; = 0,030, 

1 
---=1- = 1,015, 
cos w 

und nach Gleichung 80 die Ausbiegung am oberen Ende: 
f= 0,015 m. 

Die grl)fiten Randspannungen werden am unteren Ende 
nach den Gleichungen 79: 

rechts: p ( pF), F 1 + W cos wI = 32 at Druck, 

links: P ( pF) F 1 - W cos wI = 29 at Zug. 

der SauIe 

308. Anwendung von Gleichung 79. Es ist 
n -s 

F = 628,32 cm2, J = "4(20 . 15 - 10') = 45160 cm4, 

W=-J-=3011 cms, 
15 cm ' 

wI = 1 V :J = 0,368, co; wi = 1,071 (nach Gleichung 82). 

Mit malt (J = 125 at folgt hieraus: p = 2,6 cm. 

309. Die Null-Linie geht durch B, senkrecht zur Symmetrale 
durch A. Man beniitze Gleichung 75. Es ist 

. h h '2_!~. 
P1 = 2' n1 = - 4' 19 - ]' , 
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310. Losungen. 

J 2 = Trll.gheitsmoment fur die horizontale Schwerlinie 

Es wird 

= 112 [b h3 - (b - x) (~ YJ. 
h 

F = bh - (b - x) 2' 
b 

x=5' 
310. Man rechne zuerst die Bruchlast der Sll.ule nach 

Gleichung 81: 
B- FK 

- [1 + pF ]. 
fl W cos wI 

Hierin ist: F (Flache des Querschnitts) = 224 cms, 
J (Trl1gheitsmoment des Querschnitts) = 9138,67 em', 

15 2 
e1 = e2 = e = -12 + -y2 = 12,02 em, 

W (Widerstandsmoment) = ~ = 760,29 emu,. 
e 

p (Exzentrizitltt dcr Last) = 1512 = 21,21 em, 
fl (T e t m a j e r sche Zahl fUr SchweiBeisen, gespreizter Querschnitt) 

= 1,08 (Gleichung 83). 
Statt Kist bei SchweiBeisen die FlieBgrenze 2200 at zu setzen. 

Hierdureh wird obige Gleichung: 
456297 kg . V-B-

B = 6,25 mIt w = E J' . . . a) 

1 +Cos~ 
Zur Berechnung von B wird folgender Nl1herungsweg einzu

schlagen sein: 

1. Annl1herung. Man setze 1 I versuchsweise gleich Eins. 
cos w 

Damit wird 
Bl = 62938 kg. 

2. Annl1herung. Mit diesem Wert von B erhl1lt man aUIii den 
Gleichungen a) 

(() 1 = 0,742, ferner aus Gleichung 82: 
1 = I + .Cwl)2 + !J(Wl)4 = 1338 

cos w 1 . 2 24 " 
und Bg = 48737 kg. 
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L1isungen. 311. 312. 
3. Annll.herung. Die. Wiederholung dieses Vorganges liefert: 

1 "" 
wI = 0,653, 1 = 1,251, Bs = 51741 kg. 

cos w 
4. Annaherung: 

wI = 0,673, 

5. Annll.herung: 

wI = 0,669, 

1 -----::- = 1,269, B, = 51090 kg. 
cos wI 

1 
-----:1:- = 1,266, Bli = 51215 kg. 
cos w 

Bricht man hier die Rechnung ab, so ist die gesllchte Trag
fahigkeit der SlLuie 

Bli 
p =4 = 12804 kg. 

311. Nach den Resultaten der Aufgabe 64 ist fur Flutleisen 
mit n = lIs die Arbeitsfestigkeit: 

A = 2400 + 1440n + 360 nil = 3210 at 
und die zul!lssige Zugspannung 

2 
kz =TA = 917 at. 

Die Kraft P hat man sich im Schwerpunkt jedes Querschnitts 
angreifend zu denken; der Schwerpunkt hat die Entfernung e = 
1,22 cm von der horizontalen Mittellinie; die ExzentrizitlLt des 
Kraftangriffes ist also p = 2 e = 2,44 cm. 

Benll.tzt man Gleichung 77: 

a=;.[1 + ~] 
und setzt a = kz = 917 at, F = 8,88 cmll, W = i., worin J = 

e 
12,895 cm' in bezug auf die horizontale Schwerlinie eines der 
Stabquerschnitte ist, so bleibt f1ir die Traglast 

p = 2669 kg. 

312. Man setze in Gleichung 77: a = 0, woraus 
pF=W. 

Nun ist: 
J a 

W P - F = ax + 4 a2, =-e' -"2' 
Wittenbauer, Aufgaben. II. 8. Auf!. 
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313-315. Losungen. 

H 

J = 112 (a x3 + 4 a4) in bezug auf die vertikale Schwerlinie des 

die Gleichung: 

~ ______ ~o~~ ____ ~~ 
OIC 

313. Zun1tchst ist 
h 

A=B=H-. 
1 

-~" I Die Normalspannung a in 
L....;tt-<:""_-_-_..:::z';"L-_-_-o+--I-_-_-_-_f':"_-_-_-,.j+-'-I,..H einem Punkt x, y ruhrt her 

von der exzentrischen Zug
kraft H und von der Biegung durch die Auflagerdrficke; es ist also 

H~. y B(~- x)~. y 

a=!- ~ + 2 J 

Setzt man (J = 0, J = 112 b h8 , so wird 

1 
xY=12 h1 

der Ort der Punkte ohne Spannung cr. (Gleichseitige Hyperbel mit 
den Asymptoten 0 X, 0 Y; strichlierte Linie in der Abbildung.) 

314. Bentltzt man Gleichung 77, so ist 

woraus 

Sl : - S2 = 1 + ~ : - (1 - ~) = 5 : 2, 

7W=3pF. 
J rc 

Setzt man hier: W = e' J = T(r4 - x(), e = r, 

r+x 
p = -2-' F = rc(r2 - X2), 

so bleibt 3 +i2 
x=r--7-· 

315. Die Last P zerfiillt in den aehsial wirkenden Teil P sin ex 
und in den biegenden Teil P cos ex; dieser ruft eine Ausweichung 
des Triiger-Endes B hervor: 

1 P cos ex .}3 . 
f = 3" E J = 3,068 em (vergl. GlelChung 43). 
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Ll}sungen. 316. 317. 
Hierdurch wird der achsiale Druck P sin a exzentrisch gegen 

das Auflager A. . Hier treten auch die grl}tlten Spannungen auf, 
und zwar nach Gleichung 79 an der Aui3enseite: 

s = _ P sin a [I _ f F ] P cos a . 1 
1 F W cos wI + W ' 

an der Innenseite: 
s = _ P sin ~[1 _fF ] _ P cos a·I 

2 F + W cos (til W' 

. _ V P sin a W _ J _ 16052 - 1070 8 
wormw- EJ' --;--15- cm. 

Die ersten Teile dieser beiden Spannungen sind die Einfll1sse 
der exzentrischen Druckkraft P sin a, die zweiten Teile die Einfll1sse 
des Biegungsmomentes PI cos a. Man erhlllt: 
wI = 0,2053 im BogenmaB, das ist 11 0 45' 36" im Gradmatl und 
daraus: 

S1 = + 745 at, Sll = - 811 at. 

316. Nach den Gleichungen 79 und 82 ist 

w = V :J = 0,00261, wI = 1,175, 

1 
cos wT = 2,086, 

=-1000 t=_10000kg [1 + P·20,4cm9.7,5cm.2086] 
max a a 20,4 cmll 734 cm' ' , 

woraus p = 2,4 cm. 
Die grl}tlte Spannung tritt in A auf. Die Spannung in B ist: 

min a = 19,6 at Zug. 

31 'i. Die am meisten gespannten Punkte des Querschnitts 
sind jedenfalls unter A, B, 0, D zu suchen. Fnhrt man ihre Ko
ordinaten mit Berl1cksichtigung wes Vorzeichens in die Gleichung 78 

o'=p[~+ by +~.] 
F Jg J) 

ein, ferner b = 15 cm I c = - 50 cm (Richtung von - Z) I so 
erhi1lt man die ,vier Spannungen 

(IA = 0,03387 P, O'B = - 0,05219P, 
(Jo = 0,Oo163P, an = - 0,02443P. 

Go ist demnach die gr6i3te Spannung. Setzt man sie gieich 
1000 at, so wird die erlaubte gr6t1te Last P = 16226 kg. 
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318. Losungen. 

318. Quersehnittsflache: F = 45,44 cm2• 

Schwerpunktsabstand : 
Zs = 2,28 cm. 

Hau pttragheitsmomente : 
J 1 = 322 cm4, 

J 2 = 1070 cm4• 

Die Achse des BiElgungs
momentes M S steht senkrecht zu 
P S, daraus: a = 73 0 30' 40". 

Naeh Gleichung 35 ist tg fJ = -i- tg a, daraus fJ = 45 028' 25". 
2 

N N ist die Biegungsachse; die Angriffsstelle der Last hat von 
ihr den Abstand p = 5 sin fJ + (2,28 - 0,8) cos fJ = 4,60 em. A iet 
die Stelle gro£ter Druckspannung; ihr Abstand von N N ist: 

e2 = 10 sin fJ + 2,28 cos fJ = 8,72 cm. 

Das Tragheitsmoment fUr NN ist: 'J = J1 cos2 fJ+Jg sin2 fJ= 703 em" 

und das Widerstandsmoment W 2 = ~. 
e2 

Die Bruchlast des T -Eisens ist dann nach Gleichung 81: 
B = ___ F K = 92563 kg 

fl [1 +W~-~~S-(~l] 1 + c!~5!1 
worin ffir K die Flie£grenze, ffir!, die Tetmaj ersehe Angabe 1,08 

(vergl.Gleichung 83) gesetzt wurde. Ferner ist co= V :J' 1= 1 000 cm. 

Die Ermitt1ung von B nach dieser Gleichung erfo1gt ahnlich wie 
in Aufgabe 310. Man erha1t B = 5492 kg und daraus die Trag
f!!.higkei t 

1 
P = ---B = 1373 kg. 

4 

Unter Annahme dieser Last ist die gro£te Druckspannung des 
Querschnitts nach Gleiehung 79 

max (j = - FP [1 + W P F 1] = - 163 at in A, 
2 cos co . 

worin (() = V EPJ zu setzen ist. 

- 228 



Losungen. 319. 320. 
Die gro£te Zugspannung tritt in B auf; man 6.ndet zunl1chst 
dessen Abstand von NN: 

e1 = (10 - 2,28) cos {1 + 0,8 sin t1 = 5,98 cm, 
daraus das Widerstandsmoment 

J 
W1 =-

e1 

und endlich nach Gleichung 79: 

P [ p ]' ] 
(J = F - 1 + WI COS wI = 60 at. 

319. Nach Gleichung 77 sind die groBten vorkommenden 
Spannungen 

P Pp 
kz = lr + --W-' 

P Pp 
- k = F - -Vr' 

Setzt man P = y, p = x und 
bezieht die beiden Gleichungen 
auf das Achsenkreuz Y1 0 1 X, 
bzw. Y2 0 9 X, so nehmen obige 
zwei Gleichungen die Form an: 

xy = kzW, xy = kW, 
stellen also Hyperbeln dar, deren 
Asymptoten Y1 und X, bzw. 4 
Y2 und X sind. Der schraffierte 
Raum zwischen den Hyperbeln ist das Gebiet, innerhalb 
die Werte von P und p gewl1hIt werden durfen. 

des sen 

320. Das Biegungsmoment an beliebiger Stelle x, y des ge
bogenen Stabes ist 

M=Ry+ ~ xCI-x), 

und die Gleichung der elastischen Linie nach Gleichung 40: 

oder 

d2 y M . 
--=----=-1M 
dx2 EJ ' 

d2 M 
dx9 = - (q + iRM). 

Setzt man q + i R M = u, so erhl11t man die Differenzialgleichung 
in einfachster Form: 
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321. Losungen. 

Die Auflosung lautet: u = A sin wx + B cos wx, 
oder: 

Ry=_3tCI - x)+ ;2 (Asinwx+B cos wx-q). 

Die Konstanten ergeben sich aus der Bedingung, da£ fur x = 0, 

y = 0 und fur x = ~, :~ = ° sein mu13. Daraus wird: 

wI 
A = q tg 2' B = q, 

die Gleichung der elastischen Linie: 

Y=~I_l [COS(~-(tlx) -l]-!X(l-x)j, 
R tu2 wI 2 

cos 2 

und die Durchbiegung in der l\Iitte: 

f~ iFfo:~l-lJ- ~l· 
321. Das Biegl.lngsmoment an beliebiger Stelle x, y des Feldes a 

ist: M=R(r+Yl)+(P ~ + ~I)xl_ ~ qxl9.Die Gleichung 

der elastischen Linie wird wie in Aufgabe 320 in der Form auf
z1.1stellen sein: 

d2 u 
-d 2 =-(tl2 U, 

Xl 

woriu wie dort u = q + (tl2 M, w = V ERJ ist. Die Losung 

dieser Differenzialgleichung lautet: 
u = Al sin WXl + Bl cos (tlX1, 

oder 

iR[RCr + Yl) + (p ~ + 11) Xl - ~ qxl 2] + q 

= Al sin WXl + Bl cos tuXl a) 
Differenziert man diese Gleichung, so erh!iIt man: 

,u[RdY1 pb ql ] An' l.~ dXl + T+"2-qxl = lCt!9q~W1'-t-'IWSlllwxl' 
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Ll:Isungen. 322. 
Zwei analoge Gleichungen erhlilt man fUr das Feld b; man hat 
nul' Xl' YI' b, AI' BI dUl'ch Xg, Ylll a, Aa, BI! zu ersetzen. 

Die Integl'ationskonstanten AI' Ag, BI , Bg erhll.lt man aus 
del' Bemerkung, dati fo.r Xl = 0 und Xg = 0 auch YI = 0 und 
yg = 0 ist; dati ferner an del' Stelle, wo P steht (xl = a, Xg = b) 

die Bedingungen: YI = Ys = f, ~~l = - :~g erfi1llt sein 
mUssen. Man erhll.lt so I I! 

BI = Bs = iRs l' + q, 

A = (iRSr + q) 1 ~ cos col + iRP s~n cob. 
I sm co I co sm co 1 

Durch Einsetzen diesel' Werte in Gleichung a) erhli.lt man mit 
xl = a, YI = f die gesuchte Durchbiegung: 
f = ~ sin co ~ . sin co b + (1' + _q_) (Sin (,) ~ + sin co b _ 1) 

coR sm col Rcog sm col 

- ~ (~ + ~). 
322. Die Ordinate del' Belastungslinie q ist an del' Stelle ;: 

ql-q2l: l: 
q = ql - --1- !:i = ql - a !o' 

Del' Auflagerdruck in A wird: 
1 

A = ~ J q(l-- ;)d;= ! (2ql + q2)' 
o 

Das Biegungsmoment an del' Stelle X ist: 
x 

M = R(l'+Y) +Ax - jqd;(x -g) 
o 

1 1 = R(r +y) + Ax - 2Q1XlI + (faxB• 

Es ist nach Gleichung 40 : R It . R 

-:~=--EM-J =-iM oj f lr- I ~ 
Differenziert man diese A ~ __ Y'l'" __ = __ :;~;;;ijt -:~ 
Gleichung, so erhll.lt man .... ---.---t 

d4.y [d2y ] -d-x4 = - i R-d-x-2 - ql + ax . . . . b) 

d6 y . d4.y 
dx:6 =-lR Ilx" 

- 231 -



323. 324. Losungen. 

Setzt man {)- = u, iR = lU2, so erhitlt man wie in Aufgabe 320 

die DifferenziaIgleichung 
d2 u 
dx2 = - lU2 U, 

deren Auflosung lautet: 
u = A sin lUX + B cos lUX. 

Dann liefert Gleichung b) die Beziehung: 

A sin lUX + B cos lUX = - i [R ~}- - ql + ax]. 

Setzt man hier fur dd2~_ den Wert aus Gleichung a) ein, so wird 
X 

ql - a x 1 (A' B ) Y ==,- r - R 2 i + -R,2{2 sm lUX + cos lUX 

1 [A 1 2 1 03] --if x-"2 q1x +6 ax . 

Die Integrationskonstanten A und B werden aus der Bedingung 
ermittelt, daB fur x = 0 und fur x = 1: y = 0 werden muE. Es 
bleibt schlieBlich fur die Gleiehung der elastischen Linie: 

= sin «) X [r + _~_] + sin (()~-=- x) [r + _~_] _ r 
Y sin lrJ I R w2 sin wI R lU 2 

ql(l-X)+qgx x(l-x) 
-- RlU2I - 6Rl [1(2ql+qg)-X(Ql-q2)]' 

323. Die reduzierte Litnge des Holzes ist nach Gleichung 86 

Ir =0,71=2,1 m und somit n= 1;=42 mit i= 1 =5cm. 

Gleichung 87 Iiefert dann die Knickfestigkeit: 
Kk = 293 -1,94 n = 211 at, 

und somit ist die Knicklast: 
nd2 

Pk=4-' Kk=66287 kg. 

324:. lVIan nehme vorlitufig an , daB zur Berechnung der 
Knicklast die Gleichung 90 angewendet werden darf. Es ist das 
kleinste Tragheitsmoment des Quersehnitts: 

7& 
J =4(14.108 -10 . 68) =n' 2960 em', 
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die Flltehe 

woraus 

Losungen. 

F=n· 80 em2, 

i2 =i.=37 em2• 
~' 

Fur die Kniekfestigkeit ergibt sieh zunltchst 

Kk = 92 99} kg = 379 at, 
F 

und hieraus naeh Gleiehung 90 
1= 982 em 

325-327. 

die Lltnge, bei der die Saule knieken wurde. 
1 

Da nun n=-;-= 161, also grotler ais 80, so war die Benutzung 
1 

der Gleiehung 90 gestattet. 

1 
325. Naeh Gleiehung 88 mu13 ffir Holz.n =-;- > 100 sein. 

1 

E . t'O 4 2 S IS 1- = 3 em , woraus 

1 >1,15 m 
ffir die Anwendung der E u 1 e r sehen Gleiehung folgt. 

326. Fur Fluileisen verlangt Gleiehung 94: n = ~ > 105. 
1 

Fur ein regelmltiliges Seehseek ist nach Aufgabe 113: 

J = 5 r: a4, ferner die Flaehe des Quersehnitts 

313 J 5 
F=-2 a2, also i2=F =24 a2, und i=2,739 em; 

endlich die reduzierte Lange des Stabes naeh Gleiehung 86, Be
festigungsart d): Ir = 0,7 I, woraus 

0,7 1 1 
2,739> 105 und >4,11 m 

fur die Anwendung der E u 1 e r sehen Gleiehung foigt. 

327. Naeh Gleiehung 95 und 96 ist die zulassige Knick
spannung ffir Holz 

k 
kk = 1 + 0,00023n2' 

H 11' 2 1 h GI' . h 8 > ierin ist: n = --:- = -;- nae 610 ung ti 
1 1 

und i = 2,5 em, n = 160, kk = 13 at. 
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328--330. Losungen. 

328. Die ungunstigste Stellung der Kolbenstange ist die 
iLuBerste Lage rechts; ihr linkes Ende ist dann durch die Stopf
biichse B eingespannt, ihr rechtes Ende A, das gerade gefiihrt 
wird, ist als drehbar anzusehen; es liegt also die Befestigungs
art d) vor (Gleichung 86), und es ist 

Ir 0,7 1 
n=--:-=-. -, 

1 1 

und da i= ~: n=2,~ 1. 

Da bei Kolbenstangen j edenfalls 1 < 40 d sein wird, also n < 112, 
so ist fur SchweiBeisen Gleichung 9l zu verwen':1en; die Kolben
kraft, d. h. die TragfiLhigkeit der Kolbenstange wird also sein konnen: 

1 1 nd2 

p = 2u F Kk = 2u . 4 (3030 - 12,9 n), 

woraus sich fiir den Durchmesser die Gleichung ergibt: 
d2 - 0,011921d = 0,0084 P. 

Gewohnlich wird der Durchmesser der Kolbenstange nach der 
E u I e r schen Gleichung, also nach Gleichung 92 gerechnet, obwohl 
diese hier nicht anwendbar ist. Es wird dann 

P = 1 __ F Kk =.l. nd2 19740000 
20 20 4 n2 ' 

woraus d = 0,056 }IF fL 
329. Man muB zuniLchst entscheiden, ob man nach Gleichung 87 

oder 88 zu rechnen hat. Beginnt man versuchsweise mit Gleichung 87, 
so ist fur die TragfiLhigkeit der Strebe 

1 a2 
P = 5000 kg = 11 . FKk = 11 (293 -1,94 n), 

1 1l'12 1384 
worin n = --;- = --= --. 

1 a a 
Dies liefert die Gleichung: 

a2-9,18a= 187,71, 
woraus a = 19 cm. 
Nun ist n = 72,8, womit die Benfitzung der Gleichung 87 gerecht
fertigt erscheint. 

330. Versucht man zuniLchst nach Gleichung 90 zu rechnen, 
so ist die Tragfahigkeit der Saule: 

P = 3325 kg=.l. FKk =.l. n (D2_d2) 9870000, 
20 20 4 p2 
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Losungen. 331-333. 

worin 

mit d = 0,6 D ergibt sieh daraus 
D = 14,4 em, d = 8,6 em. 

~fit diesen Werten wird i = 4,19 em und n = 124; die Benutzung 
del' Gleiehung 90 war also gestattet. 

331. Quersehnittsflaehe: F = 210 em2 ; Sehwerpunktsabstand 
von oben: e = 4,04 em; Tragheitsmoment in bezug auf die obere 
Rante: 7750 em4, in bezug auf die horizontale Sehwerlinie: 

J = 3228,78 em4• 

Tragheitshalbmesser: i= V; = 3,92 em. 

Naeh den Gleiehungen 96, 97 wird 
Fk 

p = 1 + 0,00u14n2 

mit P = 45 000 kg, k = 1230 at, und naeh Gleiehung 86: 
lr 1 

n =-;-= 2 -;-, 
1 1 

woraus 1=3,61 m. 

332. Naeh den Gleiehungen 95 un~ 96 ist die zulassige 
Rniekspannung fUr Gu£eisen 

k 
kk = 1 + 0,0007 n2' 

Hierin ist n= ~, i= ! y'D9+d2 =9,775 em, 

n = 51,15 und kk = 282 at. 

333. Das kleinste Tragheitsmoment des 
Quersehnitts min J wird am besten aus J ge
reehnet. Man betraehte die Flitehe des Winkel
eisens als Difl'erenz zweier Quadrate a2 und b9., 
worin a = 8 em, b = 6,8 em ist. Dann ist 

J = [~; + a2 .1\f02] - [~; + b2 • M1 0 2], 

worin / 
MO = 412 em, M10 = 3,4 i2 em sind. 

Man erhitlt J = 1142,24 om', 
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334. Losungen. 

Dann ist minJ =J _(all_hi). 80l!, worin SO = 7,87 em, 8 del' 
Sehwerpunkt des Querschnitts ist. Man findet minJ = 43,3 em4 und . v~ 1 = ;.-2 _ b~ = 1,56 em. Dann wird naeh Gleichung 86 

n= 1~ =21. = 192 
1 1 

und endlieh naeh den Gleichungen 95 und 96 
700 at 

kk = 1 + 0,OU014 n2 = 114 at. 

334. Mit Rueksieht auf Gleiehung 86 ist lr = {- und n = ~r 
1 . 1 113 

= 2i; mit 12 = 12 b2 fur das Reehteck foIgt n = b' 

Versueht man zuerst naeh Gleiehung 92 zu reehnen, so wird, da 
20 t die groi3te zu tragende Last und @5 = 5 der Sieherheits
grad ist: 

20000 k =!. bhKk =!. 2b2. 19740000 
g 5 5 (30~f3t 

woraus b = 5,11 em und n = 102. 

Da letzter Wert jedoch der Bedingung n> 112 nieht genugt, mui3 
zu Gleiehung 91 gegriffen werden; es ist dann 

20000 kg = 1. . b h . Kk =! . 2 b2 • (3030 -12,9 300 YS) , 
5 5 b 

woraus die Gleichung folgt: 
b2 - 2,21 b = 16,5 

und daraus die brauehbare Wurzel: 
b = 5,0 em und h = 10,6 em. 

Nun macht man die Probe auf die Tragfahigkeit des Stabes. Naeh 
Aufgabe 64 ist fur ein Spannungsverhaltnis von 

-5t 1 
-20t=T 

bei Sehweii3eisen die Arbeitsfestigkeit desselben 

A = 2160 + 1230· ! + 250 . ( ! Y = 2182 at 
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und somit die 

ferner wird 

Losungen. 

zulassige Druekspannung 
2 

k=TA=709 at; 

1 f3 300f3 
n=--=--=98 

b 5,3 

335. 336. 

llnd somit aus den Gleiehungen 96 und 97 die Tragfahigkeit 
bhk 

p = 1 +0,00016 n~ = 15674 kg. 

Da jedoeh die gro:Bte zu ertragende Last 20 t betrltgt, so gen1igen 
die ermittelten Abmessungen des Stabes nieht. 

335. Der Tragheitshalbmesser ist i = a = 6,93 em. Da das 
i12 

o b~re Ende der Saule seitlieh nieht ausweiehen kann, ist Gleiehung 86, 
.Befestigungsart d) zu bentltzen, also 

n = ~r = O,? 1 = 60,62 ; 
1 1 

ferner naeh Gleiehung 87 die Kniekfestigkeit: 
Kk = 293 - 1,94 n = 175 at 

und die Tragfahigkeit: 
1 

P=TFKk=25,2 t, F=a2• 

33«}. N aeh dem Resultat der Aufgabe 64 ist die Arbeitsfestig
keit fur Flui3eisen im vorliegenden FaIle: 

A=2400+1440(- ~)+360(- !r =1770 at 

und die zuIltssige Zug- und Druekspannung 
2 

kz=k=TA=505 at. 

P p 
Aus ---=-=a2 .kz 

2 cos 30 0 f3 
foIgt zunaehst mit P = 20 t: a = 5 em. 
Sodann wird aus Gleiehung 95 und 96 fur Kniekung: 

P 

~ F·k f3 
is - 1 + 0,00014 n2 - 1 + 0,00014 n2 

und mit P = 20 t, P l = 10 t: 1 + 0,00014 n2 =2, 
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337-339. Losungen. 

woraus 
1 

n = 84,5 = -:--
1 

d ·t· a 1 122 un ml 1 = f12 : = em. 

337. Die F1aehe des Quersehnitts ist F = 244,45 em2, das 
Tragheitsmoment in bezug auf die Sehwer1inie J = 32293 em', 
woraus . VJ 1r 21 1= 1'=11,49 em und n=Y=-r=78,3 
naeh Gleiehung 86, Befestigllngsart b) i dann ist naeh Gleiehung 93 
die Kniekfestigkeit 

Kk = 3100 -11,4 n = 2207 at 
und die Tragfahigkeit 

1 
P = e . F Kk = 107900 kg. 

338. Quersehnittsflaehe: ]' = 304 ems; k1einstes Tragheits

moment: J = 27285,33 em'i Tragheitshalbmesser: i = V : = 

9,47 em i naeh Gleiehung 86, Befestigungsart e) ist sodann 

ir 1 4 
n=Y=2i = 2,22 

und naeh den Gleiehungen 96 und 97 die Tragfahigkeit der Strebe: 
F·k 

P = 1 + 0,00014 nS 145972 kg. 

Nun ware naeh Gleiehung 93 die Kniekfestigkeit: 
Kk = 3100 -11,4 n = 2619 kg 

und die Knieklast der Strebe: 
Pk = F Kk = 796176 kg, 

woraus der gefragte Sieher heitsgrad 
Pk 

e=p=5,4. 

339. Quersehnittsflaehe: F = 270 em2• Abstand des Sehwer
punkts von der oberen Kante: 

e= 12,80 em. 
Tragheitsmoment des Quersehnitts in bezug auf die obere Kante: 

J = ~ [4.408 + 2 . 123 + 18 . 33 + 16 . 23] = 86690 em'i 
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L1lsungen. 340. 341. 
Tr1Lgheitsmoment in bezug auf die horizon tale Sehwerlinie: 

J1 = J - Fell = 43274,73 cm\ 
Tr1Lgheitsmoment in bezug auf die vertikale Sehwerlinie: 

1 [-3 -3 --8 -8J J ll =f2 3·40 +9·22 +28·20 -38·10 =29682 em4 ; 

da JlI<J1, ist ersteres fur die Kniekung maBgebend. Es jst 

i = V ~ = 10,485 em 

und nach Gleicbung 93 die Tragflthigkeit der S1Lule: 
1 1 

p = ® . FKk = ® F (3100 -11,4 n), 

woraus mit P = 163000 kg, ® = 4: 
1 

n=-:-=60,1 
1 . 

und die verlangte Litnge: 1 = 6,30 ill. 

340. Querschnittsfl.ltehe: F = 14 Xli; Entfernung des Schwer

punkts von der linken Kante: e = i~ x; Trltgheitsmoment des 

Querschnitts in bezug auf die linke Kante: 1;.ix4; in bezug auf 

die vertikale Schwerlinie: J = 7:: X4. Trltgheitshalbmesser: 

i = V ~ = 1,161 x. 

Nach den Gleichungen 96 und 97 ist: 
14xll. 800 at 

P = 14000 kg= 1 +0,0007. nll' 

1 500 
worin n - - --::-::-:--

-Y-l,161x· 
Man erbltlt die Gleichung 

X4 -1,25x2 = 162,3, 
deren brauchbare Wurzel: x = 3,65 cm. 

34:1. Querschnittsfl.1Lche: F = 75,10 cmll; die Tragf1Lhigkeit der 
1 

Sltule ist P = @5 • Kk F 
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342. L6sungen. 

oder naeh Gleiehung 92: 

12615 kg = ~. 19740000 .75,10 
4 nll ' 

woraus n = 171,4, 
also die Benlltzung von Gleiehung 92 gereehtfertigt erseheint. Aus 

1 
n=-:-

1 

folgt: i = 3,73 em 
und das kleinste Trltgheitsmoment 

J = Fill = 1047,0 em'. 
Nennt JUan Jo das Tr11gheitsmoment eines U-Eisens in bezug auf 
die vertikale Sehwerlinie desselben (der Sehwerpunkt ist e = 2,34 em 
von der langen Kante entfernt), so ergibt die Reehnung Jo = 
225,65 em'_ Es ist dann fur beide U-Eisen zusammengenommen: 

J =2 [Jo +! (e + ~ YJ = 1047,0 em', 

woraus x = 0,96 em. 
Die Tragflthigkeit mit Rlleksieht auf die zulll.ssige Kniekspannung 
wird dann naeh den Gleiehungen 96 und 97: 

P l = 1 + 0,~~016 nll = 11857 kg 

mit k = 900 at. 
342. Sind beide HlI.lften des Quersehnitts fest versehraubt 

miteinander, so sind: 
die Quersehnittsflll.ehe: F = 139,9 em2, 

die Trllgheitsmomente: J x = 17870 em4, 
Jy = 7301 em', 

also letzteres das fur die Knickung ma£gebende. Es ist der Tr11g-

heitshalbmesser i = V ~ = 7,22 em, 

ferner naeh Gleichung 86, Befestigungsart b): 
_lr _21_ 692 n-. -. - , 

1 1 

und naeh Gleiehung 93 die Kniekfestigkeit: 
Kk = 3100 - 11,4 n = 2311 at. 

Sind die beiden Hltlften des Quersehnitts unabhlLngig voneinander, 
so ist die Quersehnittsfll1ehe einer HlI.lfte: 

1 "2 F = 69,95 emll, 
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L5sungen. 

die Entfernung ihres Schwerpunkts von der XX-Linie: 
Ys = 9,74 cm, 

ihr Tragheitsmoment fUr die XX-Linie (wie oben): 

~= 8935 cm4 
2 ' 

ihr Tragheitsmoment fur die horizontale Schwerlinie: 

J 1 = !i- - ~ YsB = 2299 cm4, 

ihr Tragheitsmoment fur die vertikale Schwerlinie: 

J 2 = 1 = 3650,5 cm4• 

Hier ist also J 1 fUr die Knickung maBgebend. Es ist 

ferner wie obe11 

i ~ V-;'F ~ 5,73 em, 

11 = ~l = 87,2, 
1 

Kk = 3100 - 11,4n = 2106 at. 

343. 

Das Verhaltnis der beiden Tragfahigkeiten ist jenes der beiden Knick-
festigkeiten, also 2311 : 2106 oder 1,10: 1-

34:3. Es seien F, Fa, Fb , Fe die Flachen der Dreiecke ABC, 
o B 0, 00 A, 0 A B; ferner J a. J b, Jodie maJ3gebenden Tragheits
momente der Querschnitte der Stabe. 

N ehmen wir an, 0 ware um g aus der Ebene herausgetreten i 
die drei Stabe behalten in 0 eine gemeinsame Beruhrungsebene, 
deren vertikale Abstande von A, B, 0: fa. fb, fe heiBen sollen. 

Zunachst kann gezeigt werden, daB 

g = ~Fa + fl,:b + &J!'<l It) 

Nebenstehende Abbildung ist 
der Querschnitt durch 0 A. Ffir die 0 

Stelle Mist das Biegungsmoment: 4 ~ 
M = Ay und die Gleichung der A;.c:--z-__._-----,,_x ___ _ 

elastischen Linie d2 y __ Ay _ _ 2 

dx9 - EJ .. - (<.11 y, 

deren L5sung die Form hat 
y = S sin (u1 x + T cos (()l X. 

Wittenbauer, AuCgaben. n. 3. Auft. 16 
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344. Losungen. 

J!'Ur 

ergibt sich 

x=O, y=O 

T=Oi 

ferner ist: 
dy 
d x = S WI COS WI X 

und fur x=a, y=g: 
dy fa - g 
-d -- = - = S ll-'I cos WI a i 

x a 

nach Entfernung von S aus dieser Gleichung und 

g = S sin Wia 

folgt fa = g (1 - ~~). 
tg wia 

Ahnliche Ausdrucke erhltlt man filr fb und fo. Setzt man diese 
in Gleichung a) ein, sobleibt 

~l~Fa+~-Fb+ wac Fc=O 
tg WI a tg W 2 b tg Ws c 

als die gesuchte Bedingung fur das Eintreten der Knickung. Hierin 
becleuten: 

WI = VE~~-' We = V ~~, (~a = V E~c· 
34:4:. Das Eigengewicht q (1- x) des Stuckes AM wird wie 

eine im Schwerptinkt S wirkende achsiale Last den Stab S B von 
I-x 

der Lltnge x + 2- auf Knickung beanspruchen. Wendet man 

A -1 die E u 1 e r sche Gleichung 84, 85 an, so wird 
{ I n 2 EJ 

M tL q (1 - x) = --.r- [ 1 _ x]2 
II x+--
xl 2 

i r EJ 
~~~ oder es ist q = 7(9 ----;----0:------;:-;:-

(1 - x) (1 + x)2 

Jedem Wede von x entspricht ein Einheitsgewicht q, ffir welches 
die E u 1 e r sche Gleichung erfullt ist. Das kleinste Einheitsgewicht 
wird das maBgebende sein. Sucht man von (1- x) (l + x)!I den 

Groi3twert, so tritt dieser ein fUr x = ~ ; mit Rilfe dieses Wertes 

wird _ 27 2 EJ 
q-32 n T· 
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Losungen. 345. 
345. ]'fir eine Stelle des Stabes in der Entfernung x von A 

sei y die Ausbiegung und somit das Biegungsmoment M = P y; 
dann wird die Gleichung der elastischen Linie nach Gleichung 40 

d2 y P __ = __ y=_w2 y 
dx2 EJ 

mit w=V :r 
Die Losung dieser Gleichung ist 

y = f sin lOX. • • • • • • • a) 
wenn man zur Bestimmung der Integrationskonstanten die Be-

merkung benutzt, da£ fUr x = 0, y = 0 und fUr x = ~o, y = f, 

~-~ = 0 ist. Hierbei erhitlt man 

wXo = n: 
Die Litnge des Stabes ist 

1 JV I+ ( :~ )' dx 
o 

und mit erlaubter Nitherung 
x. 

I f [1 + ~ ( ~ ~ YJ d x. , 
u 

Bildet man aus Gleichung a) 
d . d: = flO cos lOX, 

so wird 

. . . b) 

Xo Xo 

I f[l + ; f2 lO B cos2 lUX] dx = Xo + ~ f 2 lU2Jcos2 lOX· dx, 

o U 

woraus I = xo(l + {_f2(2) 

oder mit erlaubter Nitherung 

12 - X 2 (1 + 1- f2 lU2) = X 2 (1 + P £2_) 
- 0 2 0 2EJ ' 

woraus mit Benutzung von Gleichung b) 

£2 = 2 E J (ik - ~). 
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346. 347. Losungen. 

Hierin bedeutet P k = n 2 E J die Knicklast des Stabes. (Ver-12 
gleiche Gleichung 84 und 85.) 

346. Die groEten Spannungen finden an der Innen- und AuEen-
seite der Mitte des Stabes statt; sie sind nach Gleichung 76: 

_~+ Pf W=~ 
F - W' e 

und mit Bentltzung der vorigen Aufgabe: 

- P [; + e V -~: Cik - ~) J 
P . 

oder a1 = - F + a an der AuEenselte, 

P 
a2 = - F - a an der Innenseite. 

Hierin ist a = P e V 2: (ik - ~ ). 

Dieser Gleichung entspricht eine Hyperbel mit den Koordinaten P 

und a; ihr Mittelpunkt hat die Entfernung P; von 0, ihr Scheitel 
die Entfernung Pk • 

Zieht man die Gerade ° A unter dem N eigungswinkel 
1 

tga=F' 

so gibt die Schaulinie die Spannungen a1 und (j2 als Abschnitte von 2 a. 

34:7. Man nehme in beliebiger Entfernung a von A eine zum 
Stabe senkrechte Last P an und suche die Durchbiegung unter 
dieser Last, wie dies in Aufgabe 321 gezeigt wurde. Man erhalt 
einen Ausdruck von der Form: 

P M 
f--·--- wR N' 

worin R die achsiale Last, w = V ERJ' 

Meine Funktion von a und 
N = w2 11 12 sin lC) I - wI sin (() 11 sin w 12 

ist. Setzt man N = 0, so wird f unbestimmt gro£, wenn auch 
P so klein wie moglich (z. B. kleine seitliche Ersch1itterung) an
genommen wird. Die Auflosung der Gleichung N = 0 liefert die 
verlangte Knicklast R = P k • 
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Losungen. 348-350. 
348. Losung wie in voriger Aufgabe. Die Gleichung N = 0 

wird hier: 
sin w 12 [3 W 19 - 4 W 12 sin 2 [u Ig - 3 sin wIg cos w 12] = 0, 

zerfallt also in: sin wIg = ° 
und 1 3 tg wIg 

(u 9 = 3 _ tgZ wlz' 

Die kleinste Wurzel ist (auBer wIg = 0) wIg = 110° 2()' oder 
im BogenmaB W12 = 1,928, woraus 

It/l = 3wlg = 5,784 

und mit w = V ERJ : 

EJ 
R = Pk = 33,4612, 

349. Losung wie in Aufgabe 347. Man kann die willkurlich 
angenommene Last P an einer Stelle des Feldes 11 oder 12 angreifen 
lassen. Die Bedingung N = ° zerfallt in die beiden Gleichungen : 

A1 cos (A1 + ~!) = cos ~ sin A1 

und A1 A! sin (A1 + ~) = (2 A1 + A2) sin AI sin ),,~, 
worin 

bedeuten. 

A1 = wIlt )'2 = wIg, 

w=V ERr 

Del' kleinste Wert von w, der diesen beiden Gleichungen ge
nilgt, ist maBgebend fur die Berechnung der Knicklast R = Pk • 

350. Setzt man 11 = 12, so wird A1 = Ag = 2 a und die beiden 
Bedingungsgleichungen der vorigen Aufgabe nehmen die Form an: 

cos a (4a cos2 a - 3a - sin a cos a) = 0, 
sin a(4a sin2 a - 3a + 3 sin a cos a) = 0, 

zerfallen also in folgende vier Gleichungen: 
tg a 

cos (J, = 0, a = ----; 
1- 3 tg2 a 

3 tg a 
sin a = 0, a = 3 t 2 • - g a 

Die kleinsten Wurzeln dieser Gleichungen sind: 
a = 90°, a = 147 ° 9'; a = 180°, a = 110° 29'. 
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351-353. Losungell. 

n 
MaBgebelld ist demnach a ="2 
odeI' Al = A2 = n. 
Es ist deshaib die Knickiast genau dieseIbe, wie wenn jedes del' drei 
Felder ein an den Enden gelenkig gelagerter Stab ware, odeI' 

EJ EJ 
Pk = R = 7/;2 -- = 9n2--Ill! 12 . 

351. Setzt man 12 = 211 , A2 = 2 Al = 2 a, so nehmen die 
Bedingungsgieichungen del' Aufgabe 349 die Form an: 

a cos 2 a = cos a sin a, 
a sin a cos a = sin 2 a, 

sie zerfallen also in die drei Gleichungen: 
2 a = tg 2 a ; sin a = O,a = tg a. 

Die kleinsten brauchbaren Wurzeln diesel' Gleichungen sind: 
a = 128 0 44' ; a = 180 0, a = 257 0 27'. 

MaBgebend ist die erste, also im BogenmaB 
a = 2,2467, 

woraus VR 1 
11 = 2,2467 = wl1 = E J '"4 

und die Knicklast 
EJ EJ 

Pk = R = 80,7626 19 = 8,184n2 --fs-' 

352. Losung ahnlich wie in Aufgabe 347. Man erhalt als 
Knickbedingung N = Odie Gleichung: 

R2 
(Rl + Rs) WI cotg WIll + Rl Wa cotg (!JgI2 = R 1; R I ' 

1 2 1 

2 _. Rl . 2 _ Rl + R2 
WI -- -E J' Wa - -E J-

1 2 
worin 

und J 1 J s die Tragheitsmomente del' Querschnitte von 11 und 12 sind. 
353. Del' Fall ist auf den vorigen zurftckzuffthren, indem man 

J I = J, J 2 = 00 und RI = R, R2 = ° setzt. 
Es wird dann 

I waI2 1 Wl! = 0, 12 Ws cotg W2 2 = -tg---I- = 
W2 2 

und die in del' vorigen Aufgabe aufgestellte Gleichung geht uber in 
wI2 +'tg (!JI I = 0 

. R 
mit w2 = EJ' 

woraus sich die Knicklast Pk = R berechnen IaBt. 
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L1lsungen. 354-358. 

354:. Es ist Q = ! 1!" • max 'C 

naeh Gleiehung 102 oder 
3 nd9 

Q = 4" . 4 Ks = 32987 kg. 

355. Naeh dem Resultat der Aufgabe 64 ist ffir FluJ3stahl 
und das Spannungsverhll.ltnis n = - 1 die Arbeitsfestigkeit: 
A = 1540 at und die zulll.ssige Zugspannung:' 

2 
kZ =TA =440at, 

woraus naeh Gleiehung 104 die zulll.ssige Sehubspannung: 
m 

k.<kz ·--
0_ m+1 

oder ks < 340 at. 

356. In dem Resultat der Aufgabe 64 ist ffir Sehweilleisen 
mit ruhender Last das Spannungsverhll.ltnis n = 1 und .,die Arbeits
festigkeit: A = 3640 at, woraus die zulltssige Zugspannung 

2 
kZ =T A =1040at 

und die zulltssige Sehubspannung naeh Gleiehung 105 
10 

k. = 13 kz = 800 at. 

Setzt man nun naeh Gleiehung 102: 
4 Q ndS 

kS =3' F' F=4' Q= 40000 kg, 

so folgt d = 9,2 em. 

357. Naeh Gleiehung 101: max'C = Ks = ~ . ~-, 
mit F = 20 . 30 = 600 em2, 

woraus Q = 30 t. 

358. Die zuIll.ssige Zugspannung des Gufleisens ist hier 

kz = ! 1250 at = 156 at, die zulltssige Sehubspannung ks = ~~ kz 
I 

= 120 at (naeh Gleiehung 105). Beniitzt man Gleiehung 101, 

so iet 3 80000 kg 
max't = ks ="2. b. 40 em ' 

woraus b = 25 em. 
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359-,-361. L6sungen. 

359. Abzuscheren werden gesucht die beiden Flachen ax und 
die Grundflache b x am Ende des horizontalen Balkens j die abo 
scherende Kraft ist Q = P cos a. 
Es ist also nach Gleichung 101: 

woraus 

3 P cos a 
kS =2 x(2a+b)' 
3 P cos a 

x ="2 ks (2 a + b) = 31 cm. 

360. Die Beansprilchung des Ankerbolzens auf Zug gibt zu
n!l.chst die Gleichung fUr den durch den Schlitz geschwttchten 

Querschnitt P = (nt'J _ dll) kz = 13635 kg. 

Der Keil wird an seinen beiden Endflll.chen auf Abscheren bean
sprucht. Diese Endflli.chen sind zwar etwas verschieden, sollen aber 
beide mit x . 0 in Rechnung gesetzt werden. Mit Rucksicht auf 
Gleichung 101 ist: 3 P 

ks=-'--' 2 2xtJ 
3P 

X= 4ok;= 11 cm. woraus 

Endlich wird auch der Ankerbolzen an seinem Ende auf Abscheren 
beansprucht, und zwar in zwei Querschnitten ABCD j es ist ebenso 
wie fruher 3 P 

ks=-'--' 2 2yd 
wenn das Tl'apez ABC D angenithert durch das Rechteck y d ersetzt 
wU'd. Hieraus wird 3 P 

y = 4dks = 2,6 cm. 

361. Benutzt man die Gleichungen 98 und 100, so ist fur 
da.s Rechteck: 

qJ = 0, S = : (~~ - z2), J = 1~ bh3, 2Yl=b, 

und ~. = _~~ (~2 _ Z2). 
Setzt man dies gleich ~, so folgt 

+h 
z =..::::::-

i!2' 
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Losungen. 362-365. 
In allen Punkten dieser Schichte M N oder M' N' hat die Schub

spannung wirklich den Wert ~. 
362. max'£" bleibt flir jedes Achsenverhitltnis das gleiche, 

namlich ~~. 
363. Man benlitze die Gleichungen 98 und 100. 

1 ----3 2 
Fill' den Kreis ist: S = 12MN = 3 Y13, 

1 Q 2 
'iz =3 J Y1 ' 

ferner tg q>: tg a = y: Yl' 

yz 
woraus tg q> = -2-' 

. Yl 

z 
tga=-, 

Yl 

~ Q J Y 
und '(;=--= 3J rYl'+y2 zl!. 

cos q> 
Setzt man diesen Ausdruck gleich 

1 1 4 Q . n . maxt' = -;·3 y(naehGlelChungl02), 

so bleibt filr den Ort del' Punkte P die Gleiehung: 

z9(2rl - Z2 - yll) = r'(I- ;II}-
364:. Benlitze Gleiehung 98 fill' die horizontale Sehwerlinie 

als Scbiehte MN. Es ist flir diese: 
S = 12 . 14,7 -11 ·12,5·6,25 = 316,625 cms, 

ferner J = 7629 em', 2Yl = 1 cm. 
Die zulassige Sehubspannung ist naeh Gleichung 105: 

10 
k. = 13 1000 at = 770 at. 

QS 
Dann ist max'(; = ks = -J 2 und Q = 18553 kg. 

. Yl 

365. Nimmt man im oberen oder unteren Reehteck eine 
Schiehte M N im Abstande z von del' Y - Achse an, so ist die 
Sehubspannung in diesel' Sehiehte naeh Gleiehung 98 

QS 
'C=--, 

2Yl· J 
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366-368. Losungen. 

worin 
b 

S =2"-(4h2 - z2), 2Yl = b 

und somit 'C =, iJ (4h2 - Z2). 

Diese Spannung wird fur z = h, also an den inneren horizontalen 
Ranten der beiden Rechtecke am groJ3ten, und zwar 

3 Qh2 9 Q 
max'C = 2" -J- = 28 b h . 

366. Man verwende Gleichung 98. 

Es ist 
1 4r 22 

S = 8 r2 . r - - r2 n: . -- = -- r8 
2 _3n: 3' 

J = (634 - :)r4 = 20,5479 r4. 
Statt 2 Yl ist in Gleichung 98: 2· A B = 2 r zu setzen. 

Man erhiLlt 
Q 

'C = 0,1784 2 , 
r 

367. Die grOlUen Schubepannungen kommen in der zu Q 
senkrechten Schwerlinie des Querschnitts vor. Fur diese ist: 

S = ~(BH2 - bh2) = .lBH2 (1- nB), 
8 8 
2Yl=B-b=B(1-n), 

ferner: J = .l(BH3 -- bh8) = .lBH8(1- n4) 
12 12 ' 

dann wird max'C = QS = ~ Q (1- nB) . 
2Yl' J 2 BH(l- n)(l- n4) 

Der Querschnitt ist F = B H - b h = B H (1 - nS) , somit 
nach Gleichung 103 del' reduzierte Querschnitt: 

2 1 + n2 
Fo = -- -_ .. -- F. 

3 1 + n + n 2 

368. Die Schubspannung in der Schichte A B ist nach Gleichung 

101: 'C = ~ ~ i nun ist aber Q mit dem Abstande x von del' 

Einmauerung veriLnderlich, und zwar Q = G (1 - ~). Die ge

samte Scherkraft in der Schichte A B von A bis 0 ist demnach 
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Losungen. 369. 370. 
a 

f bd =~G a(21- a) 
'1: x 4 hI' 

o 

Die Schraubenspindel kann nach den Gleichungen 102 und 105 
die Scherkraft ertragen 

~ . nd2 • k _ 37/: d2 . 10 k 
4 4 s - 16 13 z· 

Setzt man beide Scherkrafte gleich, so bleibt 

d2 = 26 . ~ . a(21- a) . 
5% kz hI 

369. Die Randspannung in irgendeiner Schichte }IN ist nach 
den Gleichungen 98 und 99: 

'1: - QS worin: 
1 - 2Yl . cos a ~' 

S = 9all (: h - z y (h+3 z), wenn h die Rohe des Dreiecks ist; 

ferner: 2Yl=MN= ~ (~ h-z), cosa= V;, J=i6ahll, 

woraus die Randspannung: 

'1:1 = 9~ ~ (-i h2 + hz - 3z2). 

32 Q af3 
Fiir z = 0 ist '1:1 ="9 a2 ' h = 2 
die Randspannung in A und B. 

Bildet man dd'1:1 = 0, so wird z = ~ und max'1:1 = 4 ~ die 
z ti a 

gro13te Randspannung in halber Rohe des Dreiecks. 

370. 

Rier ist: 

Es ist wie in voriger Aufgabe die Randspannung: 
QS 

'1:1 = . 
2 Yl . cos a . J 

1 
8=g(e-z)2(2z+e), 

2Yl=MN=2(e-z), 
1 

cos a = {2:' J =~a4 a 
12 ' e=y"2' 
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371. Losungen. 

woraus die Randspannung an beliebiger Stelle: 

Y2Q 
'rl = (3 T (e - z) (2 z + e). 

, d'rl . e 91/2 Q 
Setzt man dz = 0, so WIrd z = 4 und maxCI = -8- fJI-' 

An den Stellen A und B wird .z = ° und die Randspannung: 

'C1 = '/2· ~. r a~ 

an. Anwendung der Gleichungen 98 und 99. Es ist 
QS 

'r1 = - . 
2Ylcosa·J 

Nennt man f die Flache des Kreisabschnittes tiber MN, ZS den 
Abstand ihres Schwerpunkts s vom Schwerpunkt S der Halb
kreisfiache, so ist das Flachenmoment 

S = f· Zs = f· sO - f· SO. 
- 1 =-=iJ 

Hierin ist f . s 0 = 121\1 N , 

Man erhalt 

und 

f = ; [r! (n: - 2 a) - M N . r sin a]. 
1\fN = 2 r cos a. 

S 2 r3 [8 2 a + sin 2 a ] = --- cos a + - 1 , 
3 11: 

Q r2 [ 2 7t - 2 a] 
'Cl = -3 J cos a + - tg a - 2' 

n 7t cos a 

d'C 
Setzt man d a1 = 0, so erhalt man ffir a die Gleichung 

7'(: 71: 
a = "2 - cotg a + 4' cos3 a, 

woraus als beilaufige Losung: a = 37 0 10' ffir den gro£ten Wert 
der Randspannung 'Cl' 

Mit J = 2 r4 (~ - 9~J = 0,10974 r' 

(vergl. Aufgabe 123) wird endlich 
Q 

mn'Cl = 1,0786 2 , 
r 
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L5snngen. 372. 373. 
372. Die Spannung in Moder N, die gr5J3te der Schichte MN, 

wird ein Maximum werden, wenn in Gleichung 98 der Quotient ~ 
YI 

am grof3ten wird, da Q und J in allen Punkten dieselbe Bedeutung 
und Gr513e haben. Es ist 

S 2 2 e8 - 3 z9 e + z8 

YI="3 2e-z 
wenn z der Abstand der Schichte MN von der Y-Achse ist. Setzt 

man ddz (:) = 0 und sodann z = e - u, so erhlllt man fur u die 

Gleichung 

Das V erh!l.ltnis ~ nimmt hiemach den Wert 0,806 an; es ist also 
e 

z = 0,194 e fur den Abstand der meistgespannten Schichte M N 
von der Y-Achse. Mit diesem Wert wird nach den Gleichungen 98 
und 99 die Randspannung in M und N: 

Q 
max ~ = 0,4196 2 , 

e 
wobei fllr das Trligheitsmoment der FI!l.che der Wert 

J = 513 s' = 5 13 e' 
16 9 

(vergl. Aufgabe 113) benlltzt wurde. 

373. N ennt man 1: A C P = a, so ist der Sticheldruck 

R= P 
sin (a + (I) 

Verlilngert man D C llber C und teilt R in zwei Teilkrll.fte, so 
ist die 

Teilkraft in der Gleitfl!l.che: S = R sin (a + (I + r), 
Teilkraft senkrecht zur Gleitfl!l.che: N = - R cos (a + (I + r), 

somit die in der Gleitflache wirkende Schubkraft: 
S-Ntg(ll 

und die Spannung in der Gleitfl!l.che: 
siny 

~ = (S - N tg (II) Rb' 
wenn b die Breite des Spanes iat. 
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374--378. L6sungen. 

Macht man '& zu einem Maximum, setzt:; = 0, so wird 

A 

I" I 
..... ----·~7--->I 

7"C a + t? + t?1 r="2- 2 . 

r---o-- .... ! 

374:. Auflagerdruck: 
A = P + PI + q (I-II)' 

Die zweite Stufe der Schau
linie hat die N eigung : 

tga=q. 

375. Auflagerdrficke: 
I-a+b 

A = QI--2-1 --, 

B-Q I+a-b 
- 1 21 . 

Die Stelle, wo Q = 0 ist: 
8 12+a2 _ b2 

Xl = 21 . 
376. Auflagerdrncke: 

I-a I-a 
A=P1 --+ QI 2T' 

a l+a 
B=P T +QI 2T' 

8 Die Stelle, wo Q = 0 ist: 
A-P 

xl=a+~(I-a). 

Air liB 
377. Auflagerdr11cke: 

1 
A = B=T(P1 Pl + PgPs). 

k----------z -----------:-ol 
(Vergleiche Aufgabe 210.) 

378. Die Stelle ffir Q = 0 ist in der Mitte des Trltgers. 
(Vergleiche Aufgabe 211.) 

Aufg.378. Aufg.379. 
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Losungen. 379-383. 
379. Abbildung auf voriger Seite. Auflagerdrilcke : 

p 
A=B=Ql+2' 

(Vergleiche Aufgabe 244.) 

Die Stelle filr Q = 0 ist: 
1 PI-P2 

x1 = 2 + Q1 a. 

(Vergleiche Aufgabe 245.) pit t1r---
A 

------'Bll tip 
381. Auflagerdrucke: 

A=B=P(l + 21a.). 

382. Rechnet man den Nietbolzen filr Schubfestigkeit, so ist 
nach Gleichung 102 

4Q 
mas: 'C = ks = "3 F . . , . . . . a) 

worin bei der zweischnittigen Niete F = 2 . ~:2 zu setzen ist. 

Rechnet man den Nietbolzen fur Biegungsfestigkeit und betrachtet 
ihn als gleichformig belasteten Triiger ohne Auflager (vergleiche 
Aufgabe 211), so ist das gro£te Biegungsmoment in der Mittedes 
Bolzens: 

Q 3 Q b 1 
max M = - . - b - - • - = - Q b 2 4 2 4 4 . 

Setzt man nun 
nds 1 

maxM=kn·W =kb • 32=4Qb .... b) 

und entfernt aus den Gleichungen a) und b) die Querkraft Q, so bleibt 
d= 2,25 b. 

383. Anwendung von Gleichung 106. Es ist das grofite 

Biegungsmoment 1~6 P 1 unter der Last, die gro£te Querkraft ! P im 

kleineren Felde des Triigers; ferner 
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384. 385. Ll>sullgen, 

1 
W =6"BH9(I-n'), 

F =!B H 1-n' (vergleiche Aufgabe 367), 
o 3 1 +n+n8 

Somit das verlangte Grenzverhil.ltnis 
1 4 
H<S(1 +n+nll), 

384. Das Biegungsmoment in der Mitte des Tril.gers ist 

~ P 1, die Biegungsspannung nach Gieichung 38 

1 h 3 P 
I1=SPI '4J=2bh' 

D~e . Querkraft an der Stelle Mist ~, die Schubspannung nach 

Gleichung 98 
QS 9 P 

7:= bJ =16' bh' 

mit S=;2bh8, 

Nach der Gleichung 107 werden hiermit die beiden Hauptspannungen 
27 P ,. 3 P 

111 =16bh' I1ll=-16bh' 
und nach Gleichung 108 

3 
tg2a=-4' 

woraus a = 71 033' 54" und - 18026' 6" 
ffir die Neigungen der Hauptspannungen I1ll und 111 gegen die 
Tril.gerachse, 

Die Hauptspannung 118 ist Null, 

885. Nach Gieichung 101 ist mit Q = P: 
3 P 3 P 

7:=2"' F=4bh' 
Die Schubkraft zwischen den beiden Balken iit: 

3 PI 
S=bI'r=4h' 

und nach Gleichung 102 mit Q = S : 

VPl d=2 n-hks' 

- 256 -



Losungen. 386-388. 
386. Die Durchbiegung am Ende des Brettes muS auf beiden 

Seiten nach Gleichung 43 sein 
1 PIS 3hEJ 

h =gEJ' woraus P=-l-S--' 

Diese Kraft P tritt an beiden Seiten des Klotzes als Querkraft 
auf, welche die beiden Fllichen a x im Holz abzuscheren trachten. 

Nach Gleichung 101 muS also sein: ks = 32 22P, 
1 ax 

woraus mit J = 12 b dS folgt: 
3 bhd8 E 

x=S-alsk;' 

387. 1st q die Belastung der Llingeneinheit, so ist die Quer

kraft in der Entfernung x vom Auf lager : Q = q (~ - x) und 

nach Gleichung ] 02 die groBte Schubspannung eines Querscbnitts: 

4 qG-x) 
maxr=k.= -3 ' 

n 2 -y 
8q 4 

woraus yll =--(I-2x). 
3n:ks 

Fur das Auflager ist: 

d2=~I, 
3n:ks 

woraus die Gleichung des 
Umrisses: 

y9=d9 (1-2t)· 
I 
I 

l I 
K·----l----~ 

388. Der linke Auflagerdruck ist ! q I, das Biegungsmoment 

in der Mitte des Trligers ;6 qIII, die grl)ilte Biegungsspannung an 

2 qill 
dieser Stelle maxI] =--da' 

:iT: 

Die Querkraft in der Mitte des Trl1gers ist i4 q I, die grllBte Schub-

. 2 qi 
spannung nach GlelChung 102 maxl' = 9n:' dB' 

Withnbauer, Aufgaben. II. 3. Aul!. 17 
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389. 390. Losungen. 

Setzt m~ max 0' = 9 max 'r, so bleibt 
l=d. 

389. Betrachtet man zwei um d x entfernte Querschnitte des 
Tra.gers, so ist ihre gegenseitige Verschiebung infolge 

tq der Querkraft 
'r 

df=r' dx= G dx, 

worin 'r die Schubspannung, r die 
die Elastizitlttszahl fUr Schub ist. 

f} chung 9.) 

Setzt man, wie vorausgesetzt wurde, 'r = ~, 

so wird f=F1(j!QdX. 

Nun ist bier 2K (2x) a =-1-' q=a 1--1-, 

Schiebung und G 
(Vergleiche Glei-

der Auflagerdruck 

~ A=~ 
~ und die Querkraft Q in der Entfernung 

1<----,---->1 x yom Auflager 
x 

Q=A-!qdX= ~(1-4; +4 ;:), 
o 

1 
"2 ! QdX=l~KI 

o 
und die fragliche Durchbiegung 

1 KI 
f=12FG' 

390. Der Winkel d qJ, um den sich ein Element d s des 
Stabes bei M gegen daa 

~ IH ~ ~ Nachbarelement verdreht, 
--tu-fl-.... ===::t::=Lt--- besteht aus den beiden 

Teilen dIPl und dP2' von 
denen der erste eine Folge des Biegungsmomentes M, nltmlich 
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L/}sungen. 390. 
M 

dPI=-EJ· ds 

ist (vergl. Gleichung 39), withrend der zweite eine Folge der Form
itnderung durch die Querkraft Q ist. Wenn d Q deren Zunahme 
bezeichnet, F der Querschnitt des Stabes ist, so wird die Schiebung 
infolge der Querkraft nach Gleichung 9 

'(; 

r=G· 

Ersetzt man r durch dps, '(; durch ~~, worin fl eine von der Quer. 

schnittsform abhitngige Zahl ist, so wird 
dQ 

dpl!= flFG' 

und da Q= ~~ ist: 

M d2 M 1 
d P = d PI + d pz = - E J . d s + dx . {J F G· 

Ist (! der Kriimmungshalbmesser des Stabes an der Stelle M, so 
ist d s = (! . d cp ; ferner wird M = P y und wenn man die Ver
taus chung von d x mit d s gestattet: 

1 .L. M dl! M 1 [y dl! Y 1] 
-e--EJ + dxl! {JFG = P -EJ + d:x:2 • fll!'G . 

Es ist iiblich, angenahert 

(! dx2 

zu setzen; damit erMlt man 
d2y 
dx2 =-W2 y, 

P 
worin (dll = ----p-. 

EJ[l-{JFG] 

Die Losung dieser Differenzialgleichung fl1hrt wie in Aufgabe 345, 
Gleichung b, zu 

wl=n:, 
wenn die Sehne Xo des Stabes mit dessen Litnge I vertauscht wird. 
Nennt man jene Kraft P, welche diese Gleichung erf11l1t, Knick
last, so wird 
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391-396. Losungen. 

1 
Pk = 12 l' 

n 2EJ + [3FG 
Unterdrl1ckt man das vom Schub herruhrende zweite Glied im 
N enner, so bleibt die E u 1 e r sche GIeichung zuriick. 

391. 

I? Ptl 
392. A c P.l'z 0 l: IF ""K 

17ts\ 
p."", 

393. Nach GIeichung 110: 
d= 10,8 cm. 

Drehungsmoment 
Md = 1860 kg . 0,6 m = 111600 cmkg. 

394. Nach den GIeichungen 109, 110, 111 ist der ganze 
Verdrehungswinkel : 

0.0_1800 . 21kd 
'tJ - 7C Gd' 

395. Nach den GIeichungen 109 und 119 ist 

3 0_1 0.0_180~1 0. _180 0 . 3 6~(b2 + h2).1 
- 'OJ - 7C V· - 7C ' G bB h3 ' 

woraus 1 = 3,12 m. 
(Elastizita.tszahl fiir Schub G = 850000 at.) 

396. Nach GIeichung 111 ist der Verdrehungsbogen einer 
Kreiswelle fiir die Lll.ngeneinheit 

:i = maxl" =!~. 
Gr Gr 

7C 
Setzt man .'i 1 = 2"' so wird das gewilnschte Verhitltnis 

1 7C G 
(f= 4 kd =742. 
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Losungen. 397-401. 
397. Nach den Gleichungen 109 und 111 ist der gesamte 

Verdrehungswinke1 
,()0=180°:t1=1800.!. Md .1, 
T rc rc rc Gr4 

worin Md = Wa. 

i'/Wa1 
Es wird d= 4,92 V Grp = 7,8 cm. 

398. Nach Gleichung 110: 

Md = P . a = ; . (~ r . kd , 

woraus P = 153,4 kg. 

399. N ach Gleichung 11 0 ist: 

Md=P (a + ~) = ;rB • Kd, 

woraus P = 183,26 kg. 
Ferner ist fiir die Biegung des Eiaenatabea: 

1 
M = P a. = 6 dis. Kb, woraus P = 166,67 kg. 

Der Bruch des Eisenstabes tritt also fr11her ein ala das Abdrehen 
des Holzes. 

4:00. N Rch Gleichung 114: 
rc rc /5)9 8 

Md =-b2c.Kd=-·I.- ·_·4000, 
2 2 \ 2 2 

Md = 1570,8 mkg. 

4:01. N Rch Gleichung 1] 2 ist: 
rc R4_ r 4 

Md=PP=2·~-·kd' 

woraus P = 69,55 kg. 
Ferner ist der Verdrehungsbogen am Ende der Rohre nach Glei
chung 113: 

,<t 1 = kd 1 
GR 

und nach Gleichung 109 der ganze Verdrehungswinkel 

SOl = 180°. kd 1 = 6°53'. 
rc GR 
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402-405. Losungen. 

402. Nach Gleichung 117 ist bei dem elliptischen Ringe 
n: 

Md="2 b2 c(1- a4). max'£'. 

Setzt man hier Md = 2 P c, max'£' = kd ein, so bleibt 
b=~,8 cm. 

403. Der Verdrehungswinkel der Langeneinheit {f ist, wie die 
Gleichungen 111, 113, 115, 119 zeigen, dem Drehungsmoment Md 
proportional. Nimmt man an, Md,a ware der auf den Teil a des 
Stabes entfallende Betrag des Drehungsmomentes, M d, b der auf den 
Teil b entfallende, so ist zunachst 

Md=Md,a+ Md,b. 
N ennt man {fa {fb die verhaltnismaBigen Verdrehungswinkel der 
beiden Stabteile a und b, so ware 

{fa=kMd,a und {fb=kMd,b. 
Ferner, da an der gemeinsamen Stelle von a und b der ganze 
Verdrehungswinkel der gieiche sein muE: 

{fa . a = {fb . h, 

woraus die beiden Teile sich ergeben: 
b a 

Md,a=a+bMd' Md,b=a+b· Md' 

404. Auf jede Halfte des Stabes entfallt das halbe Drehungs
moment. Es ist also fur eine Stabhalfte nach Gleichung 118 fur 

b=h=x: 
1 2 

Md="2' p. 2p=gx8 • kd' 

woraus x = 7,21 cm. 

Sodann ist nach den Gleichungen 109 und 119 der Verdrehungs
winkel in der Mitte: 

{fo. ~=0,8 max'£' . .!. ~. 180 0 = 0018'. 
2 G X 2 n: 

405. Na~h den Gleichungen 119 und 111 ist: 
Md 2 Md 

.'tquadrat = 7,2 G 4' {fkreis =-. G 4' 
S n: r 

wenn s die Quadratseite ist. Wegen gleichem Rauminhalt der 
Stabe ist 82 = r~ n:. Darau8 foIgt 

,'}quadrat: {fkreis = 3,6 :n:= 1,146. 
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Losungen. 406-409. 
406. Anwendung der Gleichung 116. 
An den Enden der groBen Achse 20 ist die Drehungsspannung 

! . bM~. Setzt man dies gleich 'l: in Gleichung 116, so erhlllt 
n 0 

man den Ort aller jener Punkte mit gleicher Spannung durch die 
Gleiohung 

d. i. eine Ellipse 

yS Zll 1 
b4. + o4.=c ll ' 

bl! 
mit den Halbachsen - und o. 

c 

i07. Die groilte Spannung am Umfang der Ellipse ist nach 
Gleiohung 114 

die kleinste 
2 Md b. 

min'l: = - . -b 2' wenn < c 1st. 
n c 

Es wird also daB Verh1lltnis bestehen mtissen 
b:c=l:n. 

408. Nennt man P die Umfangskraft der Welle, v ihre Um
langsgeschwindigkeit, so ist die Leistung der Kraft P: 

rnn 
Pv=75· N mkg oder p. 30= 7500N cmkg, 

woraus das Drehungsmoment der Welle 
2~5000 N N 

Md = P r = -- . - cmkg = 71620 - cmkg 
n n n 

und mit Hilfe von Gleichung 110 

ra=450~00. Nk , woraus r=35,72V Nk . 
n n d n d 

409. Nach Gleichung 114 ist flir die innere Ellipse 

Md= ;b1BC1 • max'l: 

und nach Gleiohung 117 flir den elliptischen Ring 
n 

Md="2b9 c(1-a4.). max'Z". 

Mit a = b~ = ~ foIgt nach Gleichsetzung: 

a4.+ a8 =1 
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410-412. LlIsungen. 

mit dem brauchbaren Wert 
a=O,819. 

410. Nach Gleichung 112 ist 
11: R'~r· n: 

Md= 2 R . kd="2 R8 (1-a')' kd' 

wenn a = ~ bezeichnet wird; ferner das Gewicht des Rohres 

G = n: I r (R2 - r 9) = n: I r R9 (1 - all). 

Sebt man 
4Md9 n:18r8 

GBkd ll =a, 

so wird (1 + all)\! = a (1 - all), 
woraus fUr a der brauchbare Wert foIgt: 

sodann 

1 ,ro;:)-- a 
a ll =2 f 8a + a9-"2- 1, 

R = v::;:~; und r =aR. 

411. Bei Li}sung der Aufgabe 408 wurde die Gleichung ge-

funden Md = 225000 . N cmkg. 
n: n 

Setzt man ferner in GIeichung 118: b = h = s, da das Quadrat die 
gUnstigste Form des Rec)ltecks far Verdrehung sein wird, 80 ist 

2 
Md=gSB. max~. 

Mit s = i ~ und max'£" = kd erhlllt man hieraus die Anzahl der 

PferdestlLrken 

N = 7tnd8 kd = 2 67 PS. 
912 •225000 ' 

412. Nennt man das gesuchte Verhllltnis a, so ist zunll.chst 
aus GIeichung 112 

n: 
Md="2RB(l- a')· max~ 

und aus GIeichung 118 mit b = h = s : 
2 

Md=9s8. max't". 
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L6sungen. 413. 414. 

Setzt man s = r 12 und ~ = a, entfernt Md und max 'f, so bleibt 

a' + 0,4a8 = 1 
mit dem brauchbaren Wurzelwert a = 0,915. 

4:13. Fflr die volle Welle ist nach Gleichung 110 
1C 

Md="2r8 . max'f. 

Ein Punkt im Innern, der den Abstand Q vom Mittelpunkt hat, 
erIeidet die Spannung 

~ 
'& = - . max,,". 

r 

Das Drehungsmoment, das der innere Teil der Welle vom Halb
messer r 1 aufnimmt, ist 

1'1 

/2 1C Q • d (J • 'f . (J. 
o 

Setzt man dies gleich 1:.. Md, 80 bleibt: 
n 

woraus 

r 1 

1 'It II max,;} _. -r max?: = 2n:. -- 1111 dll n 2 r ~~, 

o 

4:14:. Infolg~ der Biegung des Stabes Sill senkt sich die Stelle 
A um 

nach Gleichung 43. 
Infolge Verdrehung des Stabes S9 senkt sieh die Stelle A um 

8-1 a, worin nach Gleichung 119 

:J-=7,2 :s~ mit Md=Pa. 

Hieraus folgt der gesuchte Winkel 
atp=8-1a+f 

und tp=~ [9al+ 1250(a_~)8], 
s'E a 2 
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415-417. Losungen. 

worm 

G= 2 (mm+ 1)E=O,4E (siehe Gleichung 13) 

gesetzt wurde. Auf die Einsenkung des Stabes Sll wurde keine 
Rilcksicht genommen. 

415. Setzt man in Gleichung 120 
b h 

Y=x, d , z=-x' d ' 

so wird die Drehungsspannung 

9Md (d!! 4 2) ";=b2hlldIlX - X . 

d.,; 
Setzt man nun dx = 0, so wird 

d fSdMd 
x = fI2 und max'Z" = bll hS-' 

4:16. Das Drehungsmoment Md = P a y2 erzeugt in A die 

9 Md 9 PY2 
Schubspannung .,; = - --= ---

2 808 2 801 

(nach Gleichung 118). 
Diese Spannung wirkt auf ein Element des quadratischen Quer

schnitts in A und hat die Richtung A B. Eine gleich gro13e Schub
spannung entsteht in A in der Ebene X Z; sie hat die Richtung 
von X. Dadurch ist der Spannungszustand des Punktes A gegeben; 
zwei gleich grolle Schubspannungen in senkrechten Ebenen erzeugen 
zwei Hauptspannungen, die beide in der Seitenwand A B, parallel 
zu X, liegen, also in der Ebene der heiden Schubspannungen; sie 
schliellen mit ihnen die Winkel + 45 0 ain und haben die Gro13en 

(71 = +.,;, (72 = - .,;. 

417. Die Kraft P erzeugt in A eine N ormalspannung 
P 

(7=---9=-397,88 at (Druck). 
%r 

Durch das Drehungsmoment Md entsteht nach Gleichung 110 am 
2 Md 

Umfang des Zapfens die Schubspannung -. II' sOlnit an der 
% r 

Stelle A die Schubspannung 

.,; = ~. ~~.!. = 397,88 at. 
% 1-- r 
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Losllngen. 418. 419. 
Die Hauptspannungen in A werden dann nach den Gleichungen 107: 

a V 0"2 at = 2 + T + 7:2 = 245,90 at (Zug), 

a /~-a2 = 2-1 -,r + 7:2 = - 643,79 at (Druck) 

und ihre Richtungen nach Gleichung 108: 

tg 2a = - 27:, at = 58 0 16' 57" und 
a 

a2 = 90 - at = 31 0 43' 3". 
Die Ebene der beiden Hauptspannungen steht in A normal zu 
A B = ~; die gro£ere Hauptspannung 0"2 schlieBt mit der Vertikalen 
in A den Winkel a2 ein. 

418. Die achsiale Kraft P erzeugt zunl1chst eine achsiale 
Druckspannung 

P 
0"- --' - nr2 , 

um P hervorzurufen, ist ein Drehungsmoment an der Schraube 
erforderlich, welches diese auf Verdrehung beansprucht; es ist 

Md = P r tg (a + ~) 
und die gro£te entstehende 8chubspannung nach Gleichung 110: 

2 Md 
7: = - 3- = 2 a tg (a + ~). 

n r 

N ach Gleichung 123 ist daIm die reduzierte Spannung 

0,35 a + 0,65 V (}"2 + 4 (ao 7:)2 = 3000 at 
zu setzen; 
hierin ist nach Gleichung 124 mit kn = k = 900 at, kd = 560 at: 

10 900 ') 
ao = 13' 560 = 1,,,,,3. 

Durch Einsetzen der Werte erhltlt man: 
P = 139987 kg. 

419. Wenn eine Welle N pferdestl1rken mit n Umdrehungen in 
der Minute iibertrltgt, so ist nach Aufgabe 408 ihr Drehungsmoment 

Md = 225000 . N cmkg. 
n n 

Nach Gleichung 119 ist der Verdrehungsbogen einer quadratischen 
Welle fiir deren Ll1ngeneinheit 

Md 
.{} = 7,2 Ga4 • 
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420. Losungen. 

Denkt man sich das Ende D der Welle festgehalten, so ist der 
Verdrehungsbogen zufolge der N 1 Pferdestltrken in A: 

225000 Nl Nl 
7,2· '-G 4 (11+12+1a)= 515662-G 4(11 +12 +13); 

TC nan a 
ebenso ist der Verdrehungsbogen zufolge der N2 PS in B: 

.f7P.3. 

N2 ) - 515662 -G 4 (I2 + 13 n a 
und endlich der Verdrehungs. 
bogen zufolge der Na PS in C: 

515 662 ~Na --1 . 
nGa4 3' 

der ganze Verdrehungsbogen ist also 
515662 T 

cp = nGa" [Nl11 + (N1 - N2)12 + (Nl - Ng + Na)la], 

567228200 
rfl- --- ---
T - nGa4 . 

Es ist 
Nl = 3PS, N1 - Nll = - 5PS, Nl - Na + Na = 7 PS. 

4:20. Nach Gleichung 111, ist der Verdrehungsbogen des 
Drahtes fiir dessen Lltngeneinheit 

2 Md {}=_._-
17: Gr' . 

Ist also cp der ganze Verdrehungsbogen des Drahtes von der 
L!l.nge 1, so ist cp = 1 {} und das hierzu notige Drehungsmoment 

TC Gr4 
Md = 2 . -1- . cpo 

Dann ist die Winkelbeschleunigung des Drahtes 
Md TC Gr4 

l=T=k2 cp, wenn kll=2 Tf 
und wenn w die W inkelgeschwindigkeit des Drahtes bezeichnet: 

w· dw = J. (- dcp) = - k2 cpdcp; 
integriert: ([}2 = k2 (all _ cpS), 
mit Riicksicht auf den Anfangszustand: 

w = 0, rp = a. 

Aus w = - drp f,olo-t· kdt =_ 
dt b' 

und nach Integration k t = arc cos !E., 
a 
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L5sungen. 

mit Rficksicht auf den Anfangszustand: 
t=O, rp= a. 

421. 422~ 

Setzt man rp = - a, so erhltlt man die Dauer einer einfachen 
Schwingung: 

421. Zunll.chst ist Q = 600 kg und das Drehungsmoment 
zwischen 0 und D: 

Md = 300 kg . 110 m = 300 mkg. 
Die Auflagerdrflcke sind: 

A = 343 kg, B = 557 kg, 
die Biegungsmomente in 0 und D: 

137,2 mkg und 222,8 mkg. 
Die Rechnung der Welle wird also ffir die Stelle D durchzufl1hren 
sein. Setzt man in Gleichung 125: 

M = ·22280 cmkg, Md = 30000 cmkg, 

ferner ffir ClO = 1,~bkd = 1,92 (vergleiche Gleichung 124), so wird 

d= 9,33 cm. 

422. Nach Aufgabe 408 ist hier das Drehungsmoment zwischen 
o und D: 

N 
Md = 71620 - = 7162 cmkg. 

n 

Die Auflagerdrficke sind: 
A = 135 kg, B = 415 kg, 

die Biegungsmomente: 
6750 cmkg in 0, 4000 cmkg in B. 

Die Rechnung der Welle ist also ffir die Stelle 0 durchzufl1hren. 
Nach Gleichung 41 ist die zulll.ssige Biegungsspannung fUr Gull. 
eisen 

k 41~1/e;· 4r 
b = 3'" r z;;-' worlD e1 = rj Zo = 311:' 

wenn r der Halbmesser der Welle ist i also 
kb = 410 at. 

N ach Gleichung 124 ist dann das Anstrengungsverhll.ltnis 
kb 

ao = 1,3 k; = 1,58 

- 269 -



423. 424. LosungAn. 

und naeh Gleiehung 125 mit 
M = 6750 emkg, Md = 7162 emkg: 

d = 6,48 em. 

4:23. Angenommen, die groBere Halblj-chse c sei vertikal ge
lagert, die kleinere b horizontal. 

Naeh Gleichung ] 21 ist die Maximaldehnung 

1 [m - 1 m + 1 ,/ ] 
81 = E ~ (1 + -2lll r (12 + 4ao2 '[2 • 

Am Ende der Halbaehse c ist die Biegungsspannung 

_M W_nb2 
(1-w, -4 e 

und die Drehungsspannung (analog zu Gleiehung 114) 
2 Md 

'[ = n . b e2 ' 

somit die Maximaldehnung: 

nb;2 mE [em - l)M + (m + 1) y.M2 + a/Md2J. 
Am Ende der Halbachse b ist die Biegungsspannung Null, die 
Drehungsspannung (siehe Gleichung 114) 

2 Md 
'[ = n . b2 o' 

somit die Maximaldehnung: 
2 

nb2emE (m + l)aoMd. 

Setzt man die Maximaldehnungen einander gleich, uberdies m = 3, 
so bleibt 

A 
4:24:. An der Stelle A wird sowohl dureh 

die Biegung als auch durch die Drehung die 
Maximalspannung entstehen, und zwar die 
Biegungsspannung 

14---- (1 = ~, worin W = ! hb2 

und die Drehungsspannung (naeh Gleichung 118) 
9 Md 

'[ = 2"- hb2 ' 
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Losungen. 425. 426. 

Setzt man dies und h = !, m = 1~ in Gleichung 121 ein, so bleibt 

b8 = ~ [2,lM+1,95f4M2+9a02Md2], 

worin 
ao = 1,:bkd nach Gleichung 124. 

425. Die groBte Dehnung an einer Stelle y, z des Querschnitts 
ist nach Gleichung 123: Z 

1 
£1 = E [0,35 a + 0,65 fal! + 4 (ao ,£")2]. 

A 
Fur irgendeine Stelle A des Randes (denn nur 
hier wird £1 am groBten werdeI\ konnen) ist die y. 
Biegungsspannung 

Mz 1 
(J = -y-' J = 12 b h8 

~ 

,",-- ~--../ 

und die Drehungsspannung nach Gleichung 120 fi1r y = ~ : 
_ 9 Md (h2 4 2) 

't - 2" b2 h8 - Z • 

Setzt man dies in die Gleichung fi1r £1 ein, so wird 
£1 = F(z) 

und maoht man nun dF (z) - ° dz - , 

so erh!l.lt man fi1r die gef!l.hrliche Stelle die Gleichung 
Z6 + C.z· + C2Z2 + Co = 0, 

worin: C. = 0,4637 _ ~ 
a 2' 

1 
Cm = 16alJ (ah2 -1) (ahS - 0,710), 

h· 
CII = - 0,00226-. 

a 
Die Bedeutung der Konstante ist: 

9 ao2 Md2 

a=2" b2M9 . 

4:26. Anwendung der vorigen Aufgabe. Es wird mit 
h 

M = Md, b = -, ao = 1 : 
2 
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427. 428. Losungen. 

18 
a =}j2' 0, = - 0,4742hll, Oil = 0,0567 h', 

0 0 = - 0,000 126h6 

und somit die Gleichung ffir die gef!l.hrliche Stelle mit 
Zll 

x=}j2: 

xS - 0,4742x2 + 0,0567 x - 0,000126 = 0. 
Die W urzeln dieser Gleichung sind: 

Xl = 0,0022, X2 = 0,2292, Xs = 0,2428 
und entsprechend 

Zl = 0,047h, Zg = O,479h, Zs = O,493h. 
Von diesen Werten liefert nur der erste em Maximnm der 
Dehnung 8; mit 

MZI M 
a = -y- = 1,126 hS ' 

T =; b~:S (h2 - 4Z12) = 17,842 ~: 
wird nach Gleichung 123: 

max8 = i [0,35 a + 0,65 ya2 + 4a2oTll] 

M 
= 23,60 EhB ' 

Hingegen liefern die beiden anderen Werte von Z ffir die Dehnung: 
M M 

11,55 Eh8 und 11,87 Eh8 ' 

4:27. Es ist P = F I a I + F 2 a2• Da die Dehnung beider Stil.be 

dieselbe ist, so folgt ~l = ~2 , 
1 II 

wenn Ell Es die Elastizit!l.tszahlen 

sind. Daraus folgt: 
PEl a l = . , 

FIEI + FljElj 

4:28. Nennt man 0'1 und (]i die erst durch P entstehenden 
Spannungen, 80 geIten fUr diese zunachst die Gleichungen der 
vorigen Aufgabe. Dann ist aber 

F1 a01 + Fg a02 = ° 
ffir den Anfangszustand und Uberdies das vorgeschriebene 
Spannungsverhil.ltnis: 
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Lnsungen. 429-432. 

Man erhl1lt hieraus: 
PFg El .-. aEg 

GO) =- _. , 
FIE) + F 9 Ell a F 1 + F 9 

PF1 El - aE2 
(102 = . 

F 1 El + li'2 Eg a F 1 + F 2 

4:29. Es ist a = Eisenspannung = 20 = ~, 
Betonspannung Ell 

daher (101 = (10i = 0 nach voriger Aufgabe, d. h. es sind keine 
Anfangsspannungen n5tig. 

4:30. Setzt man in den Resultaten der Aufgabe 428: 
a = 100, FI = 1,5 cm2, Fg = 60 cm2, EI = 2.106 at, Eg = 105 at, 
so werden die Anfangsspannungen: 

(101 = 635 at im Eisen, (102 = - 15,9 im Beton 
und nach Aufgabe 427 die nach dem Auftreten der Zugkraft ent
stehenden Spannungen: 

(11 = 555 at im Eisen, (12 = 27,8 at im Beton; 
somit die Gesamtspannungen: 

(Jl + (101 = 1190 at im Eisen, (Jg + /J02 . 11,9 at im Beton. 

4:31. Man denke sich den V organg verkehrt, d. h. Eisen und 
Beton haben anfangs die zu suchenden Spannungen (JOI und G02 ; 

nun beJaste man den ganzen K5rper mit P, wodurch die neuen 
Spannungen (Jt und (Ji hinzukommen. Schlie£lich mu£ 

sein und 
(J02 + (J1l = 0 

P 
(JOI + /Jt =T' 

t 

Verbindet man diese Gleichungen mit: 

F"L' d (Jt (Jg 
1 (JOt + .c II (J02 = 0 un "E- = -E' 

t 2 

so erhillt man die gesuchten Spannungen 
P FgEg PEg 

(101 = - . -----, (102 = - ---.----. 
FI Jj\E1 + F2E2 FIEI + FllEll 

4:32. Aus F t /J01 + F 2 /JOE = 0 folgt zunllchst die Anfangs
spannung im Beton: /J02 = - 9 at. 

Wittenbauer, Anfgaben. II. 3. Anfl. 18 
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433-435. Losungen. 

Sind 0'1 und all die durch P neu hinzukommenden Spannungen, 
so ist 

P = F 10'1 + F 20'2 und ;1 = i ' 
1 2 

P = ~1_ (F) El + FlIEIl) 
1 

woraus 

und mit a) = - 270 at: P = - 2700 kg. 

433. Es sei d 1 die gesuchte Verkftrzung ohne Eiseneinlage. 
Dann wurde dl- tJl durch das Eisen verhindert. Die Eisen
einlage entwickelt eine Zugkraft 

tJl 
F)E1T-, 

der Beton eine Druckkraft 

F2ElI ,,11 1 ~. 
Setzt man beide gleich, so bleibt 

dl = 01 (1 + _F1 E1 ). 
F2Ell 

434. Nennt man II die Dehnung der SiLule und a ihre durch
schnittliche Spannung, so ist 

IJ = Ell und auch a(FI + F2) = Il(FIEI + F2 E2), 

( FIEl') 
E=E2 1 +]'E' 

2 2 
woraus 

wenn in der Summe F 1 + F s das erste Glied als geringfilgig ver
nachlassigt wird. 

435. Nennt man (! den Abstand eines Punktes vom Mittel
punkt des Querschnitts, so ist das line are Gesetz fur die Ver
anderung der Elastizitatszahl: 

E = El + (Es - E1) ~ = a+ b(!. 
r 

FUr (! = 0 wird E = El i fur t! = r wird E = Ell. Die Dehnung e 
durch die Kraft P ist an allen Stellen die gleiche, somit die 
Spannung a = E e veranderlich. 

r 

Setzt man P = jO'dF, 
dF = 27C(!. d(! (ringformiges Flachenelement), 

(J = e(a+ btl), 
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Losungen. 436. 437. 

so wird P = 1t r2 . E (a + ~ b r ) 
und da die zull1ssige Spannung zuerst am Rande erreicht wird: 

kz 
E ------ E2 ' 

woraus P = Fkz (2 E~) 
3 + E2 ' 

wenn F der Querschnitt des Drahtes ist. 

436. Nennt man Md', M/ die von Holz und Eisen aufge
nommenen Teile des Drehungsmoments Md , G' und G" die zu
gehOrigen Elastizitl1tszahlen ffir Schub, so ist zunl1chst der auf 
die Ll1ngeneinheit des Balkens bezogene Verdrehungswinkel nach 
Gleichung 119 

Md'(l 1) 
:f = 3,6<.r TIs + b3h . 

FUr ein kurzes Stuck des Eisens dx ist dessen Verdrehung 
't; 

r d!Jl = d x . r = d x . (J"' 

wenn 't; die Schubspannung, r die Schiebung ist. 
Da dcp: dx =:f: 1 ist, so folgt 

't; = G"r:f, 
und das Drehungsmoment der beiden Eisenstl1be: 

M/ = 2f't;r = 2fr2 G":f. 
Setzt man beide Werte von :f gleich, so ist 

und hieraus: 

Md" Md' ( 1 1 ) 
2fr2 G" = 3,60' bh8 + bah' 

M/ G" r2 ( 1 1 ) 
Md' = G' . 512 + 1)2 , 

wozu noch die Gleichung kommt: 
Md = Md' + Md". 

M" 
Hieraus ist das Verhl1ltnis M: leicht zu ermitteln. 

437. Man suche zuerst das polare Trl1gheitsmoment fUr den 
Mittelpunkt und halbiere es. 

J = ~n R' + ~1tvr~ 02• 
4 0 
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438-441. LOsungen. 

438. Wie oben. 

439. J = 1. B HS + 7C V a2 02 J = 1. B3 H + .! 7C V b2 02 
1 12 ' 2 12 ~ . 

440. Ffir das Achsenkreuz a a sind Tragheitsmoment und 
Zentrifugalmoment: 

Jx'=Jy'= ~(a8+ab2_ba)+ ~7Cv02[5a2-8e(a+b) 

+ 4 b2 + 14e2], 

b2 1 
Jxy' = 4 (2a2 - b2) + T 7LV02 (3ab - 2be + e2). 

Die Hauptachsen des Punktes 0 liegen unter 45 0 gegen das Achsen
kreuz a a; die Haupttragheitsmomente sind nach Gleichung 34: 

J 1' = J x' + Jxy', J g' = J x' - Jxy'. 
Um den ide ellen Schwerpunkt der Flache zu finden, benfitze man 
die Gleichungen: 

9 
1!' = b(2a -- b) + T7Lvd2, 

b 1 
Fxs = lPys = 2(a2 + a b - b2) + T71;v02(3a + 2b - e). 

Die gesuchten Haupttragheitsmomente ffir den Schwerpunkt sind 
dann: 

J) = J 2', Ji = J I' - 2Fxs2. 

441. 1st Yo der Abstand der Null-Linie von der oberen oder 
Druckkante, so ist die in Rechnung zu stellende Querschnitts:fl.ache 

F = Byo + V(fl + f2) 

und F Yo = ~ BYo2 + v(fIh1 + f2h2)' 

Das Tragheitsmoment ffir die Druckkante ist 

J= ; BYo3+V(fIh12+fghg2). 

SoUte sich jedoch aus den beiden ersten Gleichungen Yo> h 
herausstellen, so gel ten die Gleichungen 

F = (B - b)h + byo + v (f) + £2), 

FYo=; (B-b)h2+; bYo2+V(fIhl+fgh2)' 
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L5sungen. 442-444. 

J = ; (B - b) hS + ; b Y03 + V (flhl2 + fzhz2). 

Schlieillich wird das Tragheitsmoment fur die Null-Linie: 
J o = J - FY02. 

442. N ennt man f den Querschnitt der Eiseneinlage und h 
ihren mittleren Abstand von der oberen Seite des Querschnitts, 
lailt man ferner die Abrundung der Ecken unberucksichtigt, so 
wird der nutzbare Querschnitt: 

d 

F = /xdy + b1(yo- d) + vf 
o 

Ebenso ergibt sich 
d Yo 

Fyo / xydy + bi/ydy + vfh B 

o d 

B - b d8 d2 b1 
= -- --. ~ + b -- + ~(y 2 - d2) + vfh H 3 2 2 0 

und analog das Tragheitsmoment fur die obere Seite des Quer
schnitts: 

J = B - b . ~ + b ~ + ~~ (y 3 _ dS) + V fh2 
H 4 3 3 0 • 

Hierin ist b - B _ B _ (B - b) d 
1- 1 H· 

443. 1st f der Querschnitt der Eiseneinlage, J e sein Tragheits
moment fur seine horizontale Schwerlinie, so wird 

F = Byo + vf, 

Fyo= ; BY02+vfh, 

J = ! B y08 + V (fh2 + Je). 

444. Zunachst rechnet . -man -die 
Lage der Null- Linie wie in Aufgabe ..-r ........ ~ ........ ...:::..-..;;,£.,-"rT 

441, wenu f2 = 0 gesetzt wird. 
Der ganze Druck auf den Quer-

schnitt ist: -.L..I"----f-. 

Yo yo-h 

D = / (J • d F I + / (J • d F 2' 
Yo-h 0 
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445. 446. Losungen. 

worin a = ab • L, d F I = B . d y, d F l! = b . d y und ab die 
Yo 

Betonsp8JlIlung am Rande ist. 

Nennt man 1J den Abstand des Druckmittelpunkts von der Null
Linie, so gilt: 

Yo Yo-h 

DfJ = jay. d FI + jay. d Fl!' 
Yo-h 0 

Man erhlllt: 
2 Byos - (B -- b)(yo - h)S 

fJ = 3 -Byos - (B - b) (Yo - h)S 
und filr den gesuchten Abstand: hi - Yo + fJ. 

44:0. 1st d Fein gedrilcktes Flltchenelement, z sein Abstand von 
der Null-Linie, a seine Druckspannung, so gelten die Gleichungen 

e e 

P = jadF, Pee - a) = jadF. z, 
o 

z 
a = - . maxa. 

e 

o 

Da die Integrale sich nur auf den gedrl1ckten, also unterhalb der 
Null-Linie N N liegenden Teil des Querschnitts beziehen, so ist 

woraus 
2P 

e = 3a und max a = 3ab' 

446. Losung wie in voriger Aufgabe. Es ist 
e 

.fZdF = 2sB (e - s) + ! (2s - e)8, 
o 

e 

JZ9dF = ~ + 289 (e - 8)9 - ! (2s - e)'. 

o 

Man beniltze hief'f1r die Differenz aus dem ganzen Quadrat und 
dem fiber der Null-Linie liegenden Dreieck. 

Mit z =!.. erha.lt man die Gleichung: 
s 

zS - 5 zll + 6 z - 2 = 0, 
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LOlmngen. 447. 448. 

woraus die brauchbare Wurzel: z = 1, e = s, 
P 

und lnaXa = 3-2 , 
S 

447. Losung wle in den beiden vorigen Aufgaben. Es ist 

und mit 

8 8 

P = jadF und pep + r cos a) = jazdF, 
° 0 

z 
a = - . max a, 

e 
8 8 

P = rna: a Jz dF und Pcp + r cos a) = ma:a JZ~F, 
° 0 

8 

jz2 dF 
woraus: P + r cos a = -o-e--

jzdF 

° Nach Aufgabe 133 ist 
8 

Jzs dF = r' [(n' - a) (coss a + !) + sina cos a (! - ! sin2 a)], 
° .. 

ferner ist J z d F = r8 [(n' - a) cos a + sin a (1 - ! sin 2 a)]. 
° 

woraus sich schlieBlich ergibt: 
r 3 (n' - a) + siu a cos a (3 + 2 sing a) 

P=4" 3(n'-a) cos a+sina(3-sin2 a) . 

44:8. Betrachtet man zwei Querschnitte AB und CD des Stabes, 
welche die Entfernung ds voneinander haben, und beachtet, daB CD 
nach der Zusammendrl1ckung nach C'D' 
gelangen wird (bei festgehaltenem AB), C~---e--"iN 0 

so findet man die Drehung de der C'r--- I t 1 
Querschnitte gegeneinander NI dil-=-- o· tf,s 

AC'-BD' I 1 
de = . A IU 8-2 e I<--Z ->("" 

Nun sind CC' = Eo(;+ a) ds, DD' = Eo(to a) ds die Zu
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449. LBsungen. 

sammenpressungen der lI.uBersten Fasem fUr z = + e und z = -- e, 
(10 d s a 

woraus dB = -. -. --_. 
Eo e 1- a9 ' 

ferner ist ds' = MN' = MN - N'N = ds (1- ~:), 
und der Krummungshalbmesser der elastischen Linie in M: 

(!= ds' =(Eo -1) e(1-a9). 

dB (10 a 
Da dieser Ausdruck ffir aIle Querschnitte denselben Wert hat, 
ist die elastische Linie ein Kreisbogen vom Halbmesser (!. 

4:4:9. Nennt man (1 die Spannllng in irgendeinem Flachen
element dF, so mUssen die Gleichungen erfullt sein: 

jadF = 0 und j(1zdF = M. 
1st 8 die Dehnung an der Stelle dF, eo jene im Schwerpunkt des 
Querschnitts, (! der Krummungshalbmesser der elastischen Linie, 
so ist 

8 = 80 + ;, (1 = E 8 = Eo (1 + a :) (80 + ;) . a) 

und nach Einsetzen in obige Integrale: 

80F+(-~ +ae80 )JZdF+ ea(!JZ2dF=O, 

BojZdF + (1.. + a8~)fzgdF + _a_fZ8 dF = .!... 
(! e e (! Eo 

Nun ist jzdF = 0, jz2 dF = J und fUr den symmetrischen 
Querschnitt jz8 dF = 0, also bleibt 

aJ (1 aBo) M 80 F+-=0 und -+-- J=--
e (! (! e Eo 

Setzt man J = Fill, so wird die Dehnung im Schwerpunkt 
a ill 

80=-~, 

und nach Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung b) 
Eo M ell 
T J e2 _all i s · 

Es wird somit die Spannung im Schwerpunkt mit z = 0: 
M aei2 

So=EoBo= --. ------;-, J e2 _a2 12 
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Losungen. 450-452. 
ferner der Ort der Punkte ohne Spannung mit (f = 0: 

z ai2 
Eo + _1 = 0 oder ZI = --, 

(! e 
d. i. eine Gerade fiber dem Schwerpunkt im Abstand ZI. 

Endlich die Spannungen in den auBersten Fasern: 

fi1rz=+e: M (1+a)(e2 -ai2) 
SI = -r . e2 _ a2 is 

fi1rz=-e: M (1-a)(e2 +a.i' ) 
- S2 = - -J . e2 _ a2 i2 

450. Fi1r das Gleichgewicht zwischen den Druck- und Zug
spannungen des Balkens von der Breite B gilt die Gleichung 

1 1 
2BYo(fd = 2B(H - Yo)l1z, 

worin I1d = EbdEd, I1z = EbzEz 
die auBersten Druck- und Zugspannungen sind. 

Ebz 
Setzt man -E = !t . und beachtet, daB 

bd 
Ez : td = H - Yo : Yo 

ist, so bleibt 
{!t 

Yo = H 1 + (!t . 

451. Das Gleichgewicht zwischen Zug- und Druckspannungen 
gibt den Ansatz 

Yo H-yo 

JB . dYl .111 = JB . dy . 11. 
o 0 

Mit Hilfe der beiden gege benen B a c h schen Gleichungen und der 
Beziehungen . 

tl : Eb = Yl : Yo' E: Ell = y: Yo, 

11~1 = Ebdeb 
erhalt man schlie13lich den Ausdruck 

m+~l ______ ~~_~_ 

~-l=V Ebd [m1 (1+m)]m I1bm-m1 
Yo Ebz m(l + m1) 

H~2 M" dB· h E.. Ebz 
':I:tI. It en ezelC nungen 'JI = -E ,!L = -E wird die 

" bd bd 
ideelle Querschmttsftache 

F = B Yo + !t B (H - Yo) + 'JI f 
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453 454 Losungen. . . 
und Fyo = ~ Byo'! + ~ B(R2 - YoD) + Jlfh, 

worin Yo der Abetand der Null·Linie von der oberen oder Druck· 
seite ist. 

Das Trllgheitsmoment des ideellen Querschnitts fiir die Null· 
Linie ist 

Jo = ! Byos + ~ B(R - yo)8 + Jlf(h - yoy!, 

und die gI:oBte Druckspannung im Beton 
Myo 

O'bd=-J-' 
o 

4:53. Bezeichnu{lgen wie in vorhergehender Aufgabe. 

F = (B - b)h+ byo + flb(R - Yo) + JI(fl + f2), 
1 1 1 

Fyo = 2(B - b) hI + 2 bYoll + 2!lb(R2_yoll)+JI(flhl+fllh2)' 

111 
J o = SByoS - S(B - b) (Yo - h)8 + Sflb(H - YO)8 

+ JI [fl (hI - yoYl + fll (Yo - ha)2]. 

GroBte Druckspannung O'bd =. ~Yo . 
o 

GroBte Zugspannung O'bz = fl M(HJ yo). 
o 

GroBte Eisenspannung 0'8 = JI M(h1J- Yo). 
o 

4:54:. Die Abbildung zeigt den Verlauf der Zug. und Druck· 
spannungen eines Querschnitts; N sei die Null·Linie, ZI ihr ge· 

suchter Abstand von der Achse des Trllgers; 
SI und Ss sejen die groBten Spannungen auf 
der Zug· und Druckseite des Trllgers. 

Ist b die Breite des Rechtecks, b d zein 
Fl!!.chenelement im Abstande z von der Null· 
Linie, (11 die dort auftretende Zugspannung, 
(12 die Druckspannung, so bestehen folgende 
Gleichungen : 

e+z, e-z, 
P = jbdz. (11 - jbdz. 0'9' 

o 0 
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Setzt man 

so werden 

e+z, e-z, 
M + PZ1 = Jbzdz, 0'1 + Jbzdz, 0'2' 

o 0 

z Z 
0'1 = SI -+ ' all = S2 ---, 

e Zl e - ZI 
obige Gleichungen: 

2P . 
b = S1 (e + ZI) - S2 (e - z1)' 

3 M + PZl ( )2 ( )2 b = 81 e + ZI + S2 e - Z1 ' 

Dazu kommt noch die Beziehung: 
81 E1 e + Zl 
s; = E2 . e - Z1' 

455. 

Aus diesen drei Gleichungen erhalt man zunaclist die Bestimmungs
gleichung fiir Z1: 

3M - P(2e - Zl) E2 (e - ZI)2 
~'\1 + P (2 e + ZI) = El ' e + ZI ' 

sodann die groBten Spannungen: 
3M + P(2e + Z1) 

S1 = b h (e + Z1) , 

3M - P(2e - Z1) - S2 = - ----------.. -, 
bb (e - z1) 

455. N ennt man d f ein Element der Eisenfiache, 0'1 _ seine 
Spannung, Yl seinen Abstand von der Null- Linie, so ist das 
Biegungsmoment 1\1 im Gleichgewicht mit den Spannungen, wenn 

Yo f 

M = JBdy' ay + Jdf, 0'1Y!-
o 

O'b ab 
O'=-y, 0'1=V-Y1' 

Yo Yo 
Nun ist 

woraus M = ~ [~BY} + vJe + vf(h - yo?]. 
Yo J 

Da 1iberdies !!::...: O'b = hI - Yo : Yo, worin hI die Entfernung 
v 

der oberen Betonkante von der Unterkante der Eiseneinlage ist, 
so folgt fiir die gefragte Zunahme des Biegungsmoments durch 
die i::)teifheit der Eiseneinlage: 

O'e J 
hI - Yo e' 
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456-458. Losungen. 

456. Die ideelle Querschnittsfiache ist 
F = B H + JI (fl + f2) 

und fur den Abstand Ys ihres ideellen Schwerpunkts von der 
linken Kante gilt die Beziehung 

Fys = .~ BH2 + JI(fIhi + f2hZ)' 

Das Tragheitsmoment fur die linke Kante ist 

J = ; B H8 + JI (fl hI2 + f2 h22) 

und fur die parallele Schwerlinie 
J s = J - FYs2. 

Die Null-Linie mufi in der linken Kante liegen; nach Gleichung 75 

.. J s ( V . h b h· 1St somit n = Ya, n P = F vom orzelC en a gese en) und 

J 
X=--. 

Fys 

457. Die Null-Linie mu13 den auBeren Kreis beruhren. Nach 
Gleichung 75 ist also 

worin 

i2 
p=--, 

n 

R '2 J 
n= 2, I =F"' 
n: 1 

J = 4 (R24 - RI4) + 2J1fR2, 

F = n:(R22 - RI2) + yf. 

458. In einem Flachenst1ick dF = (ld(ldp 
der Betonfiache sei (J die Spannung; dann ist 

(J : Ub = Y : 2 Rg 
und y = R2 + (l cos p. 

Die Druckkraft, welche der Beton aufnehmen 
muB, ist 

R,21% 

P b f·dF=2a;2JfiRg+(l cosp)(ld(ldp 
Nu//-iinie R, 0 

11; Q Ub F = "2 (R2~ -- RI2) (Jb = -2-' 
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L~sungen. 459. 
Ebenso findet man fiir die Druckkraft, welche das Eisen auf

nehmen wird, wenn d f = -2f d q> gesetzt wird: 
71: • 

211' Pe = J(J' df = 4:~ lIJCRs + R cos q» dq> 
o 

(Jb f. Ee 
='11-2- mlt 'II = Eb' 

Es wird also die groBte Betonspannung 
2P 

(Jb = F + lIf' 

459. 1st 8 die Zusammendro.ckung 
des Betons in Richtung der Achse der 
Sa.ule, so ist , 8 

8=-
m 

seine Querdehnung, so lange die Sl1ule 
nicht umschniirt wird. Durch den 
eisernen Ring wird dies a Querdehnung 
kleiner sein, z. B. 81', wll.hrend der Rest 
82' durch das Eisen verhindert wird. 

Der erste Teil 81' wird eine Aus
weitung des Ringes erfordern, und da sich der Umfang ebenso dehnt 
wie der Halbmesser, wird die im Eisen entstehende Spannung 
(Je = Ee' 81' sein. N ennt man f den Querschnitt des Ringes, so wird 
fllr den Widerstand Z des Ringes die Gleichung bestehen 

2Z = 2f(Je' 
Der zweite Teil 82' = 8' - 81' wird durch den Druck des Ringes 
verhindert, der in einem FIll.chenelemente d F des Umfangs der 
Sll.ule mit der GroBe (Jb' auftreten m6ge; fllr Gleichgewicht wird 
2 Z = J (Jb' cos qJ d F = (Jb'l d sein. Setzt man 

so erhD.lt man 

und analog 

(Jb = Eb . 8, (Jb' = Eb 82', 

(Jb 1 
(Je = - . -::-::---=--=--

m !!.. Eb + Eb 
Id Eb' Ee 
1 

CR. Saliger, Der Eisen
beton.) 



460-462. 
460. Die rechten Seiten der Ringe werden durch P in das 

Lager gedruckt. Es muB dann die Gleichung erfl1llt sein: 

P=k'· : [(d+2a)2-d2].n, 

woraus d = ~ V nin° 

Die Innenfl1tchen der Ringe werden durch P auf Schubfestigkeit 
beansprucht. Es ist also 

P = ks . d n b . n, 

und somit b = P 
nksnd 

461. DE ist ein beiderseitig eingespannter Trliger, dessen Last 

in der Mitte steht; das groBte Biegungsmoment ist ~ Pl=100mkg. 

Aus max M = kb . W, W = : ra folgt r = 2,2 cm. Das Einspan

nungsmoment in D und E beansprucht die kurzen Endstucke auf 
Verdrehung; nach Gleichung 110 ist die groBte hier entstehende 

2 Md kb n 
Spannung n . ra = '2 = 660 at, da Md = max M = kb· 4" rB ist. 

462. Die Bruchstelle des Schachtgest1tnges ist die oberste. 
Dort hltngt die Last P und das ganze Gewicht 

G = 10 . (8 x . 500) em3 • 0,0076 = 304x kg. 
Der dureh die Niete gesehwaehte Quersehnitt 

F = x(b - 2y) 
ist am meisten gef1thrdet; man hat also die Gleichung 

G+P=F.kz' 

N aeh Aufgabe 382, b ist der notwendige Durehmesser des Nietbolzens 

tr75.
y = 2 Vnk-;' 

wenn Q = ~ (P + G) die Seherkraft der doppelsehnittigen Niete ist. 

Man erhltlt also folgende Gleiehungen: 
, 1 

(3000 + 304x) x = 4" ny8 . 1176 

und 3000 + 304x = 600x(8 - 2y). 
woraus: x = 1,18 em, y = 1,63 em. 
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L1>sungen. 463. 464. 
463. Die Zerlegung der Last P nach den drei Beinen ergibt 

fur die Beanspruchung der Stange DC: Z = 3773 kg Zug, fur 
jede der beiden SauIen: D = 2631 kg Druck. Die Lange der 
Ietzteren ist I = 658 cm. 
Der Durchmesser der Zugstange ergibt sich aus 

ted2 • 
Z = -4- . kz mIt d = 2,9 cm. 

Nennt man a die Starke der SauIe, so ist (versuchsweise) nach 
Gleichun" 88 

D = 1:.. F K = a2 • 987000 
11 k 11 n2 ' 

. I Iy12 2279 
wonn n = -;-- = -- = --. 

I a a 
Daraus ergibt sich die Gieichung 

lID -2 
804 = 987000 . 2279 , 

und a = 19,8 cm. 
Nachtrll.glich findet man n= 115, also> 100, welche Bedingung 
der Gleichung 88 zugrunde gelegt wurde. 

464:. a) Die Last in B erzeugt den Auflagerdruck C = 12 t 
in C. Dieser teilt sich in die Zugkraft P = 9 t im oberen Balken 
und in die Druckkraft D = 15 t in der Strebe. Der obere Balken 
wird auBerdem auf Biegung beansprucht; das gr1>Ete Biegungs
moment tritt in C auf, und zwar maxM = 9000 mkg. Die gr1>i3te 
in AB auftretende Spannung ist demnach 

mit 

maxM P 
--W + F = 69,8 + 5,5 = 75,3 at, 

1 -2 
W = (3 . 35 . 47 = 12883 cms. 

h) Die Strebe DC hat das Verhll.ltnis n = ~ = 49,4; es ist 
I 

also nach den Gleichungen 95, 96, 97 ihre Tragfll.higkeit 
Fk 

1 + 2 = 62,77 t, 
!' n 

wll.hrend nach fruher die Druckkraft nur 15 t betrltgt. 
c) Beide Bolzen haben 9 t Schubkraft aufzunehmen; nach 

Gleichung 102 ist demnach 
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465. 466. L<lsungen. 

max 7: = 480 at = .!. 9000 kg , 
3 F 

woraus der Durchmesser d = 5,7 em. 

3 ndB 
465. a) Rechnung fllr Sehub: P = 2 . 4 -4-·kll' (vergleiehe 

Gleichung 102), woraus d = 2,8 em. 

b) ReehnuI1g fllr Zug: P = b (hI - d) kz"; bi = 8,3 em. 

e) Rechnung fur Zug: P = 2 (fl - d) . 0 . k; ffir die dureh 
den Schraubenbolzen gesehwll.chte Stelle des eisernen Bandes; 

fl = 5,3 cm. Oder fur Sehub: P = 2· : fl 0 . ~' ffir die heiden 

Ecken des Bandes; fl = 4,6 em. 

d) Rechnung fur Schuh: P = 2· : z b . ks" (vergleiche Glei-

ehung 101), woraus z = 41 em; ebenso P = 4· ; zid. k's, 

Zl = 2,3 em. 

nd2 
466. a) Aus P = 4' kz folgt d = 3 em. 

b) a = 1,25d = 3,75 em, 
b = 1 cm aus P = 2 a b . kz• 

e) Reehnet man den Durehmesser D naeh den RegeIn der 
Schuhfestigkeit, so ist mit Benutzung der Gleichung 102: 

3 nD2 
P=2·---·k 4 4 8, 

wenn Q = P, F = 2 n ~2 , mnx'C = ks gesetzt wird. Es folgt 

hieraus D = 2,8 cm. 

Die Bereehnung des Durchmessers D nach den Regeln der 
Biegungsfestigkeit erfoIgt wie in Aufgabe 382. 

Es ist nach Gleichung b): 
nDs 

maxM = kb'~; 
benutzt man das Resultat von Aufgabe 211: 

( h 0) P 
maxM= 2+4 2' 

- 288 -



Llisungen. 467. 
wenn vom Vorzeiehen abgesehen wird, so ist 

VP(b+ ~) 
D=2 k =3,2 em, 

7f b 

welehe Abmessung als mallgebend anzusehen sein wird. 
d) Reehnet man die Ringbreite {J naeh den RegeIn der Zug-

festigkeit, so ist {J = ; = 1,9 em. 

Beaehtet man jedoeh, daB der Kreisring von der Breite {J aueh 
11l.ngs der Flaehen x abgesehert werden klinnte, so @ 
foIgt mit Benlltzung von Gleiehung 101: 

2 0 
P=4· "3bx. ks, 

wenn Q = P, F = 4 b x, max'f = ks gesetzt wird. 
Hieraus folgt x = 3,5 em 
und sodann aus {J : x = x : {J + D : 
(J = 1,2 em. Der frflhere Wert 1,9 em ist also der maBgebende. 

2 . 
e) Aus P = 2 . "30 z . ks (Benlltzung der Gleiehung 101) foIgt: 

z=5 em. 

4:67. Aus Aufgabe 64 folgt die Arbeitsfestigkeit von SehweiB
eisen bei dem gegebenen Belastungsweehsel 

2 '2)2 A=2160-1230· S + 250· (S =1708 at. 

Die zulll.ssige Zugspannung kann dann gewahlt werden 
2 

kZ=7A=488 at 

und die zulassige Sehubspannung 
10 

kS=13kz=375 at. 

Aus P = 20000 kg = ad . 488 at folgt 
a=10,2 em. 

Aus prs = 11547 kg = b d . 488 at folgt 

b=5,9 em. 
Vom Sehraubenbolzen werden zwei Quersehnitte auf Sehub 

beansprueht; es ist also naeh Gleiehung 102: 
Wittenbauer, Aufgaben. II. 3. Aufi. 19 
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468. L6sungen . 

.., 4 2000Q kg 
max'Z"=ks=3t5 at=3· nD2 , 

2·-
4 

woraus D = 6,7 em. 
Die Ringbreite (i kann wie in voriger Aufgabe unter d) ge

reehnet werden. Die Bereehnung ffir Zugbeanspruehung gesehieht 
naeh der Gleiehung 

p = 20000 kg = 2 {i d kz, woraus 
{i=5,2 em. 

Die Bereehnung ffir Sehubbeanspruehung (siehe obige Abbildung) 
gibt zunl1ehst mit Gleiehung 101: 

2 
P = 2 . 3" x d . ka, woraus x = 10 em; 

dann folgt aus {i : x = x : (i + D : 
fJ=7,3 em. 

4:68. a) Die Auflagerdrlieke in A und B sind ; q1 = 250 kg, 

die Zugkraft im Rundeisen C B : ., 
S=-;~, wenn 1::ABC=a ist. 

sma 
rm Sehranken A B entsteht eine Druekkraft R = A eotg a = 625 kg, 
die vereint mit dem Eigengewieht q = 100 kg/m den Balken AB 
wie in Aufgabe 320 in Ansprueh nimmt. Dort wurde die grOBte 
Durehbiegung in der Mitte des Balkens gefunden: 

f=~fl;2 (-+-1- 1)\- ~l' W= v:;. 
\ eos"2 lrJ 

Das Trll.ghAitsmoment des gezeiehneten Quersehnitts in bezug auf 
die horizonta1e Sehwerlinie ist J = 284 em', der Sehwerpunkt hat 
die Entfernung e2 = 3,71 em von der obersten Rante. Man erhll.lt: 

w=0,00105 und f=1,47 em. 
Das gr6Bte Biegungsmoment ist dann in der Mitte 

1 
M=Rf+SQ1S=32169 emkg 

und die dureh dasselbe erzeugten Randspannungen und zwar 
Mes im oberen Rande: ----= - 420 at, 

J 
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Lllsungen. 469. 

im unteren Rande: + ~el = + 713 at. 

Dazu kommt die durch R hervorgerufene Druckspannung.: 
R 

- F=-22 at, 

also ist die gro13te Druckspannung: - 442 at im oberen Rande, 
die gro13te Zllgspannllng: + 691 at im unteren ;Rande. 

b) Der Balken A B konnte seitlich knicken. Das kleinste 
Trltgheitsmoment des Querschnitts (in bezug auf die Symmetrale) 
ist 130 cm4 , woraus der Tragheitshalbmesser i = 2,15 cm und 

I 
n = 7' = 232. Dann wird nach Gleichung 92 die Knickfestigkeit: 

1 

Kk = 19740000 366 at, 
nll 

die Knicklast: Kk F = 10248 kg 

und die Knicksicherheit: 6 = K~F = 16,4. 

469. a) Aus Aufgabe 64 folgt die Arbeitsfestigkeit von SchweiB
eisen bei dem angegebenen Belastungswechsel 

2 (2)11 A = 2160 + 1230 . '5 + 250· 5 =2692 at. 

Die zulltssige Spannung kann dann genommen werden 
2 

kZ=7A=769 at 

und ffir Schub 
10 

ks = 13kz = 591 at. 

ndll 
b) Aus P = T' kz folgt: d = 2,9 cm; 

nd B 
e benso aus P f2 = T . kz: dl = 3,5 cm (abgerundet). 

Die Kraft P f2 in der Stange dl beansprucht den Schrauben
bolzen d bei C und A auf Schub; es ist nach Gleichung 102: 

3 noS 
P f2 ="4 . 4- . kg, woraus ,0 = 4,5 cm. 

Ebenso ist ffir die .Stelle B. da jeder Schenkel des Kunstwinkels 
die Druckkraft P auf die Welle D 1ibertrltgt: 
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469. Losungen. 

- 3 1f D2 
P Y 2 = 2 . 4 -4- . ks (doppelschnittig), 

woraUB D=3,2 cm. 
c) Rechnung fUr Zug: P = 2 b (} . kz, 

woraus b = 0,72 cm. 
I--""--"';P+ 2 

Rechnung fUr Schub: P = 2 . 3 b a . ks 

(vergleiche Gleichung 101), 

woraUB b = LO cm. 
2 

Ebenso: P-y'2=2· S b1 R.ks, b1 =1,4cm. 

B4 
d) minJ =-- 4(J1 + f. e2), 

12 

worin 

das Tragheitsmoment eines Viertelkreises in bezug auf die Schwer
linie ist (vergleiche Aufgabe 123), 

f=l..r2 1c 
4 ' 

B 4r 
e=----

2 3n-
die Entfernung des Schwerpunkts des Viertelkreises von der Achse. 

Setzt man r = mB, so wird 
B4 

J = 12 [1 + 16m3 - 3n- (m'" + m2)] 

und fUr m = 0,4: J = 0,023 B4. 
e) Der Schenkel A B des Kunstwinkels 

ist in A drehbar, in B eingespannt; seine 
reduzierte Lange ist nach Gleichung 86 

lr=0,7l= 28 cm. 
Die Flache des Querschnitts ist F = B2 (1- TC m2) = 0,5 B2, der 

Tragheitshalbmesser i = V -:- = 0,215 B 

11' 130 
n=T=-B-' und 

Rechnet man nach Gleichung 89, indem man vorlll.ufig annimmt, 
daE n < 80 ist, so wird 

1~ F . Kk = 110 F(7760 -120n + 0,f>3n2) = P. 
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Losungen. 470. 471. 
Wenn man P = 5000 kg (Druck auf den Schenkel des Kunst
winkels) und fur Fund n obenstehende Werte einsetzt, so bleibt 
die Gleichung 

7760 B2 - 15 600 B = 91 043, 
woraus B = 4,6 cm. 

Da nun wirklich n = ~~~ < 80 ist, so kann die Rechnung abge

brochen werden. 

470. Der halbkreisformige Querschnitt, der nach der Durch
sagung noch tragen kann, wird auf Biegung und Druck beansprucht. 
Nimmt man an, daB die Druckkraft R sin a zentral wirkt, obwohl 
hieruber nichts Bestimmtes gesagt werden kann, so ist die ganze 
entstehende Druckspannung am rechten Rande 

R [a;a +~;~J, 
worin F = 157,08 cm2, das Tragheitsmoment des Halbkreises in 

bezug auf die Biegungsachse J = 2 1'4 (~ - 94;) = 1097,4 cm4 

(vergleiche Aufgabe 123), ferner 

e=r(l- 347,)=5,76 cm, w =!. = 190,5 cm3 ist. 
e 

Setzt man diese Spannung gleich 600 at, so wird 
R=582,7 kg. 

Wurde man annehmen, daB die Druckkraft R sin a nicht zentral, 
sondern am Rande in B wirkt, so hatte man mit Benutzung der 
Gleichung 77 zu setzen 

R [~?s a }~Sin a +~p!:] = 600 at, 

worin p = e =,5,76 cm. 
Man erhalt em unwesentlich anderes Resultat: 

R=578,8 kg. 

471. a) 1m 1!'elde AB ist das groBte Biegungsmoment 
max M = 2000 mkg in 2 ill Entfernung von A und uberdies 
max 1\1 = 6000 mkg in B; letzteres ist das maBgebende. 

J 
b) Aus max 1\1 = -- . kb; f11r den Halbkreisring ist (vergleiche 

e 
Aufgabe 132): 
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472. Losungen. 

1C 
J =S(R'-r4)-Fe2, 

worin die Flaehe des Quersehnitts 
1C F=-(R2_ r2) 
2 

und die Entfernung des Sehwerpunkts vom Mittelpunkt 
4 R8_ r B 

e=·S1C B,2_ r2' 

Mit~ =0,75 erhitlt man: e=0,561 R, J=0,0521 R4 und 

hieraus: 
0,0521 

600000 emkg= 0,561 RB. 700 at, 

R=21 em, r= 15,8 em. 

e) Der Quersehnitt der Saule hat das Tragheitsmoment 
4 173 

J =-m S4 [1 + m2 _mB] =-- S4 
3 1024 ' 

15 
die Flitebe F = 4 m S2 (2 - m) = 16 ss, 

woraus i = V~- = 0,424 s. 

Wenn die Saule den Auflagerdruek B = 7000 kg mit fiinffaeher 
Sieherheit gegen Zerknieken tragen solI, so ist naeh Gleiehung 92 

worin 

Man erhalt 

5 . B =F. Kk=~~S2 .19740000, 
16 nS 

1 400 
n=T=0,424 s' 

s=6,4 em, 
s 

d=S=0,8 em. 

472. a) Es ist a = 60°. 
b} Die Tragfahigkeit der Strebe ist naeh den Gleiehungen 96 

Fk 
und 97: P = 1 + fl nS' !1 = 0,00016. 

Der Quersehnitt der vier Winkeleisen ist F =- 22,56 ems, das kleinste 

Tragheitsmoment J = 1694 em4, woraus i= 1 rJ~ = 8,67 em; ferner 
V 1!' 
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L1>sungen. 473. 

die LlI.nge 11 = AD = 427,24 em, woraus n = ~ = 49,3 und 
1 

P=16220kg. Darauswird der AuflagerdruekA=P sina=14046kg. 

c) AuSA={. ql wirddie Lastffirdie LlI.ngeneinheit q =7023kg/m. 

d) Der Balken wird auf Biegung und Zug beansprueht. Die 

Z ' t P cos a d' d h d D B' , ugspannung IS -bx' Ie ure as gr1>Jdte legungsmoment In 

der Mitte M = ~ q III hervorgerllfene Biegungsspannllng ist ~= ! : ~;; 
setzt man ihre Summe gleieh 100 at, so wird mit b = 20 em, 
x=67 em. 

ndll 
e) Aus P=kz'Tfolgtmitkz=617 at: d=5,8em(ver-

gleiehe Aufgabe 64, Arbeitsfestigkeit A fur Sehweil3eisen; in diesem 

Falle ist A = 2160 at, kz = {- A). 

4:73. a) Bereehnung von y. Del' Quersehnitt des Ansatz
rohres Be hat die Flltehe 118,72 ems; sein Sehwerpunkt hat die 
Entfernung e= 11,14 em von der Oberkante, das Trltgheitsmoment J 
iIi bezug auf die horizontale Sehwerlinie ist 4197 em'. Das Eisen
gewieht ist 89,04 kg, das Wassergewieht 23,83 kg, auf ein Meter 
Lltnge bezogen, somit q = 1,128 kg ffir 1 em Lange. 

1 J 
Setzt man maxM=- qy2 =kb·-, 

2 e 
so wird mit kb = 300 at: y=4,475 m. 

b) Bereehnung von x. Das Rohr A B wird auf Biegung und 
Drehung beansprueht. Wir verwenden Gleiehung 126: 

DB = nkb(~~ a') [0,35M+O,65 yM2 + (ao Md)Ii]. 

d' 
Hierin ist a = D = 0,75, ferner naeh Aufgabe 165: 

kb = 23 kz V3n(1-a2
) = 1,78 kz = 445 at, 

I-a8 

naeh Gleiehung 124: 
kb 

Cto = 1,3 ka = 1,71. 
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474. Losungeu. 

Das Drehungsmoment ist 

Md= qy(y~D)=; 117992 emkg. 

Setzt man diese Werte ein, so erhalt man das Biegungsmoment 
M = 180214 cmkg. 

Nennt man G das Gewieht des Ansatzes B 0, so ist 
G= q(y + D) =527,3 kg; 

ferner ist ql = 1,207 kg das Gewieht des Rohres AB (samt Wasser) 
ffir 1 em Lange; es ist also das groBte Biegungsmoment des 
Rohres AB: 

M= ~ qlx2+ G (x + ~) = 180214 emkg, 

woraus naeh Einsetzen der Werte: x = 2,56 m. 

474. a) Die Auflagerdrfieke des Balkens sind: 
A= 1750 kg, B = 1250 kg. 

Das Biegungsmoment in beliebiger Entfernung x von A ist 
1 

:M:x = Ax - 1000 kg (x-l m) - -"2 500 x2• 

d:M:x h 1 Setzt man -(i-;- = 0, so er it t man 

max M = 1562,5 mkg an' der Stelle x = 1,5 m. 
1 5 

Aus maxM=kb ·(fbh2, b=Th erhalt man die AbmessllJlgen 

des Balkens: b = 19 em, h = 26,6 em. 
b) Das kleinste Tragheitsmoment des Quersehnitts der Saule 

ist J = 172 d4, die Flaehe F = 36 d2, der Tragheitshalbmesser 

j = ~ f43. Benfitzt man Gleichung 92 und setzt die Tragfahig

keit der Saule gIeieh dem reehten Auflagerdruek, so wird 
1 1 i2 

B = 1250 kg= (f FKk=tfF 19740000 1;2' 
worin 11 = 100 em die Lange der Saule ist. 
Man erhalt ffir d eine quadratisehe Gleiehung, aus der sieh ergibt: 

d = 0,38 em und a = 1,90 em. 
1 

Nun ergibt sieh naehtraglieh i = 0,83 em und n = ~ = 120, also 
1 

groBer als 112, womit die Benfitzung der Gleiehung 92 gereeht
fertigt erseheint. 
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Losungen. 475-478. 
475. Nach Gleichung 129 ist die Formanderungsarbeit eines 

prismatischen Stabes 
1 P2 1 

A=2FE' 

Setzt man die Spannung im Innern des Stabes (J = ~ und V = F I 

ffir den Rauminhalt des Stabes, so ist 
(J2 

A=2E V, 

und somit die Formanderungsarbeit ffir die Einheit des Raum
inhaltes A (J2 

Nun ist (J= ~ = 1000 at, 

V=2E' 

A 1 
also V = 4 cmkg ffir den ems. 

476. Es ist die Liingeniinderung des Stabes 
PI 

dl=FE' 

wenn P die Kraft, F = b c 1f der Querschnitt iat. Daraus folgt 
nach Gleichung 129 

lIFE -2 
A=2 P , dl=2-1- ·dl =3,77 mkg. 

477. In der Entfernung x vom untern Ende ist die Spannung 
durch das Gewicht r x, wenn r das Einheitsgewicht ist. Dann 
wird mit G = r F I naeh Gleichung 127 

1 _ Ff 2 _ 1 G2 1 A- 2E (J dx--6FE. 

o 

478. Die Form des Korpers gleicher Zugfestigkeit ist: Quer

schnitt F = Foe IIX, worin a = L; (J, die Spannung, ist in allen 
(J 

P For Punkten des Korpers die gleiche, also (J = - und a = -p--. 
Fo 

Nach Gleichung 127 ist dann: 
1 112f p2 

A= 2E dV = 2EFo2' V, 
o 
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479. 480. Lllsungen. 

worin V der Rauminhalt des Kllrpers ist und zwar 
I 

V fFdX=:~ real-I]. 

o 

479. Formltnderungsarbeit des Stabes G1: 1. das Eigengewicht 

gibt die Arbeit (nach Aufgabe 477) ~;;~; 2. die Last am Ende P 

(nach Gleichung 129) -21 :lI~; 3. wenn dl=FP~ die Verlltnge-
1 1 

rung des Stabes durch P ist, so leistet das Eigengewicht G1 noch 

uberdies die Arbeit G1 . ~ 1 (weil G1 den halben Weg von jenem 

zurftckIegt, den das Ende des Stabes beschreibt). Die ganze Form
i1nderungsarbeit des Stabes G1 ist also 

1 G1l1l 1 PlIl 1 PI 
A1 =6 F1E +2 F1E +"2 G1 F1E' 

Man h1ltte dieses Resultat auch aus Gleichung 127 finden Mnnen, 
, P 

wenn man (j =]1 + r x einsetzt. 
, 1 

Ebenso ist ffir den Stab Ga: 

All =1.. G2l1l + 1.. (P + G1) 21 + 1.. G/P + G1)1. 
6 FlIE 2 FgE ::l FgE 

Setzt man nun die auf die Raumeinheiten bezogenen Arbeiten 
gleich, d. h. 

A1 All 
F1l- Fsl 

uud beachtet, daB F 1 : F II = G1 : G2, so bIeibt fur P die Gleichung: 
P2(Gll -G1) +P(G9 -2G1)=G13. 

Fur G9 =2G1 ist P=Gt • 

480. In der Entfernung x von der Spitze des Kegeis hat 

dieser den Querschnitt y2 n: = F, worin y = x ~. An der Fliiche 

dieses Querschnitts hangt das Gewicht des Kegels von der Hllhe x, 

es ist also bier die Spannung (j = r ;, wenn r das Einheits

gewicht ist und 
h 

G = r . r2 n: . S. 
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Losungen. 

Beniltzt man nun Gleichung 127, so ist 
h 

1 J G2 h 
A= 2E Fa2dx=10r2nE· 

o 

481. 482. 

481. N ennt man a die Rohe des Erganzungskegels des Stutzes 
und fllhrt in der Entfernung x von der oberen Endflache einen 
Schnitt senkrecht zur Kegelachse, so ist dessen Flache 

F = Fo(~-t x y. 
Setzt man in Gleichung 127 a = ~ ein, so wird 

h 

1 J p2 a2 J d x p2 h 
A = 2 E Fa2 dx = 2FoE (a + x)2 = 2E -yFoFl 

o 

482. Fur eine Stelle des Stabes in der Entfernung x von A 

ist das Biegungsmoment ~ x und die Gleichung der elastischen 

Linie nach Gleichung 40: 
d2 y Q 
"dx2 = - 2EJ x, 

woraus nach Integration 

dy _ Q (2 4.2) 
(f;Z- 16EJ Xo - x , 

worin Xo die durch die Biegung verkleinerte Spannweite ist (ver
gleiche damit Gleichung 52). 

Die Lange des gekrummten Stabes ist wie in Aufgabe 345: 

woraus 

Xo 

""2 

I = 2 f[ 1 + + . ( ~ ~ YJ . d x, 
o 

1 Q2 X05 

1 = Xo + 9liO E2 JT· 
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483-485. Losungen. 

Die Formanderungsarbeit des Stabes, wenn er von Q belastet 
wird, ist 

A=~Qf 
2 

und mit Ben11tzung von Gleiehung 49: 
1 Qx s 

f= 48 E; ; 

wird der Stab der aehsialen Kraft P ausgesetzt, so ist seine 
Formanderungsarbeit 

Al = P(l- xo). 
Setzt man A = AI' so bleibt 

EJ EJ 
P = 10 -2 oder nahezu P = 10 -12-

Xo 

(vergleiehe damit Gleiehung 84 und 85 a). Die Kraft P ist also 
gro£\er als die Knieklast. 

483. N aeh Gleiehung 49 ist die Durehbiegung in der Mitte 
1 1 PIs 

fill' a = b = 2: f = 48 -E J ' somit 

A = ; Pf= 2\~J £2. 

484. Die .lPormanderungsarbeit ist 
1 

A=2 Pf, 

worin naeh Gleiehung 69: f = 7 ~8 . ~ ~ , 
7 . P218 

also A = 1536 E J-' = 30,78 mkg. 

485. F11r das Feld A P ist 
At~ JP ~ __ .%_-J8 das Biegungsmoment, M = ~x, 
J:-' - 4. f11r das Feld PB: M = Bx. 
1-<- M-++<-----"- 1f7--~~ Naeh Gleiehung 130 ist dann 

die Formanderungsarbeit: 

A l {Ja 2 d Jb """2 d .,} _ p2 a2 b2 

=2EJ 0 l\f x+o JJJ. X - 6EJl ' 

wenn A = p. ~, B = p. ~ eingesetzt wird. 
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LMungen. 486-488. 
1 

Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man A = "2 Pfund 

ffir die Durchbiegung f den Wert aus Gleichung 49 einsetzt. 

486. 1st 0 der Durchmesser in der Entfernung x von der 
Belastungsstelle, 1 die Lltnge der Welle und d ihr Durchmesser 
an der Einspannungsstelle, so ist die Form gleichen Widerstandes 
nach Gleichung 73: 

08 = d8~. 
1 

Setzt man in Gleichung 130: M = P x, J = ~ 04, so folgt ffir 

die Formltnderungsarbeit 
3 P 2 ls 

A=10 EJl ' 

wenn J 1 = ~ d4 ffir die Einspannungsstelle gesetzt wird. 

487. 1st nach Gleichung 127 zu rechnen, wenn 
P cos a xzP sin a 

(J = F + ----J=--

gesetzt wird, worin x die Koordinate in Richtung der Stabachse, z die 
Koordinate senkrecht zu x, in der Zeichenebene liegend, bedeutet. 

Man erhltlt 

A -~( 2 ~. 2 E..) - 2 E F cos a + 3 sm a i2 . 

488. Zlthlt man die Abstltnde x von P 2 nach links, so ist fur 
das Feld a das Biegungsmoment 

M1 =P2 x 
und fur das Feld z: 

Mg = P2x - Pl(X - a). 
Nach Gleichung 130 ist dami die Formltnderungsarbeit 

A ~ 2~J {i M,'dx + !~"dX} 
Die Ausffihrung liefert: 

A = -2~J {P2~ a8 +za2P22-az2P2(Pl-P2)+ ~ (P1 -Pg)2 z3}. 
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489-491. Losungen. 

dA 
Setzt man d z == 0, so wird 

ZI = a P P' 
1- 2 

d 2 A 
Es mu£ also PI > P 2 sein. Damit wird aber dz2 < 0, das 

Kennzeichen fur das Maximum von A. 
Es wird nach Einsetzung von zl in A: 

as PI P22 

max A = 6E J PI-=- P2 ' 

489. Das Biegungsmoment in der Entfernung x vom Auf
lager ist 

somit nach Gleichung 130 
1 

A= 2~J-JM2dX= 
o 

q2 15 
240EJ' 

490. Die Durchbiegung in der Mitte ist nach Gleichung 57 
5 ql4 

f= 384 EJ' 
somit nach dem Resultat der vorigen Aufgabe: 

A _ 3072 EJf2_ 
- 125 13' 

491. Die Aufgabe ist nicht etwa so zu behandeln, da£ man 
die Formanderungsarbeit fiir jede Belastungsart gesondert aufstellt 
(vergleiche die Aufgaben 485 und 489) und sodann addiert. 

Die Rechnung ist ithnlich wie in Aufgabe 485; nur mu£ 
b ql 1 

A=P T + 2 , M=Ax-2"qx9, 

a ql 1 
B =P T +2 , M'=Bx' -2"qx'2 

gesetzt werden. Man erhlilt nach Ausfuhrung der Integration: 

A=6iJ[P2~2b2 + P~ab (12+ a b)+ ~~5J. 
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Losungen. 492-494. 

492. Die Belastung teilt den Trllger in zwei Felder. In dem 
Felde a ist das Biegungsmoment 

M=Ax- ; qx2, 

im Felde I-a: M'=Hx'. 

Hierin ist nach Aufgabe 236: 

aq ) A=2f(21-a, 

a2 q 
B=2T' 

A~ ~ 1~~~1 111II111II1!1II1!111 1 

Nach Gleichung 130 ist dann die Form1inderungsarbeit 

A~2iJ{iM'dX+ l~"dX'}~ 24~~'Jj (101' -14.1 + 5.'). 

493. Die Rechnung ist 1ihnlich wie in Aufgabe 485, nur muE 
gesetzt werden: 

Biegungsmoment im Felde a: M = - MA + A x, 
Biegungsmoment im Felde b: M' = - MB + B x', 

hierin nach Gleichung 58 und 59: 

M =P~~ A=P b2 (3a + b) 
A 12 ' 18 

und analoge Ausdrucke fftr MB und B. Nach Ausfuhrung der 
Integrationen erh1ilt man: 

1 P2 a8 b3 

A=-(f -EJP' 

494. Nennt man x die Entfernung eines Querschnitts vom 

Ende B, so ist das Biegungsmoment im Felde C B: Ml = ; q x2 

und im Felde A C : M2 = q a (x - ; ), somit die Formanderungs

arbeit nach Gleichung 130: 

. 1 {& l} 
A=2EJ (M12dx+ (M22 dx, 

woraus 
q2 a2 

A = 120EJ (2018 - 3012 a + 151a2 - 2a3). 
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495-498. Losungen. 

495. iller wird sich zwar MI nicht a.ndern, aber es wird: 

M2 = qa(x- ;) + P(x-a); 

im tl.brigen bleibt die Rechnung dieselbe. 
Es ergibt sich: 

A= 4~2;~ + ~2E~[2A2(l-a)2 + 3a2qMA ], 

worin A = P + a q 

den Auflagerdruck, MA = P (1- a) + a q (1-;) 

das Auflagermoment bedeutet. 

496. Nach Aufgabe 235 ist das Biegungsmoment an beliebiger 
Stelle: 

Q 
M = 612 (3xI2 - 6x2 1 + 4xS). 

Nach Gleicbung 130 ist dann die Formanderungsarbeit 
1 1/2 Q2 l8 

A = 2 . ~fEJ /M2 dx = 44~E J' 
o 

497. Das Biegungsmoment im Felde AB ist MI = AxI, wenn 

A = - P (L - 1) der Auflagerdruck ist; im zweiten Felde Be:' 

Mg = Px2; hierbei werden die Xl von A nach rechts, die X2 von C 
nach links gezahlt. Es wird die Formanderungsarbeit nach 
Gleichung 130 --I-If It 2 II-It 2 )_ P 2 1(1--lI)2 

A- 2EJ 0 MI dX I +0 M2 dX2 - 6EJ . 

498. Nach Aufgabe 257 sind die Auflagerdrtl.cke: 

A=~aI2(1 __ 2}_), B= ~ alS. 
2 311 , t) 11 

Das Biegungsmoment im l!"elde AB ist: 
1 

Ml =Ax--ax3 
6 

und im Felde Be: 
1 

M2 =Ax-- (fax3 + B (x -11)' 
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Losungen. 499. 500. 
Hierbei wird x in beiden Feldern von A gezithlt. Die Form
Itnderungsarbeit ist dann nach Gleichung 130 

A =-l-{;~fI2 dx + jM22 dX} 
2EJ 0 II 

a2 p 
= 7560 E J{9914-c-2801311 + 21012112 -21l14}. 

4:99. Nach Aufgabe 361 sind die in einem rechteckigen Quer
schnitt entstehenden Schubspannungen 

T=~~(~2 -z2) 

und somit nach Gleichung 128 mit d V = b . dx . dz die Form
itnderungsarbeit 

h 
1 +2 

A_I J 2 dV- 18 f Q2 d' f(h 2 2)2d -2G T' -Gbh6 x· 4- z z, 
o h 

I 

3 j' A=5Gbh Q2 dx. 
o 

Teilt die Last P die Tragerlange in die Felder a1 und a2, so 

ist im ersten Felde Ql = p. ~2, im zweiten Q2 = P . ~1, somit 

3 .{ al a,} 3 p2 a a 
A= 5Gbh [Q12dx+ [ Q22 dx =5 Gb~t-

500. Nach Aufgabe 363 sind die in einem Kreisquerschnitt 
entstehenden Schubspannungen . 

T =3~ YY14 + y2z2~ 
worin Y1 2 = r2 - Z2 (vergleiche die Abbildung bei .L5sung der 
Aufgabe 363). 

Benutzt man nun Gleichung 128 und setzt d V = d x d Y d z, 
so ist die Formltnderungsarbeit 

1 +r +YI 

A= 2~JT2. dV = 18 ~J2J Q2dx .JdzJ(YI4 + y2z2)dy. 
o -r -YI 

Witten bauer, Aufgaben. II. Teil. 3. Auti. 20 
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501. 502. Lilsungen. 

Das zweite Integral gibt 
+r +r J d z . 2 (Y 15 + ; Z 2 Y 1 8) = 16/9 r2 J d z (r2 - Z 9 ) 3/2 = 2/S 'It r6. 

-r -r 

Das erste Integral wird, wenn die' Querkraft 

gesetzt wird: 
Q=q(~-x) 

Mit J = : r4 wird endlich: 

4 q2}3 
A=--. 

81 GnI'2 

501. Nach Gleichung 131 ist die Formitnderungsarbeit durch 
ein Drehungsmoment 1 

A = -2- 1'.Id -9- I, 

worin nach Gleichnng 111 
:Ie 

Md =2"-9-Gr'" 

und del' ganze Verdrehungswinkel der vVelle 

«po = l-9-o = 1 180 -9-. 
n 

Hieraus erhitlt man: 
n 8 Gr'" 

A = 129600 «p2 -1--' 

502. Die Spindel A C wird bei der Pritgung auf Druck be
ansprucht und hat .nach Gleichung 129 die l!'ormanderungsarbeit 
aufzunehmen _ p2 (11 + 13) 

A1 - 2F E ' 
1 1 

wenn Fl der Querschnitt der Spindel ist. 
Das Stuck A B der Spindel wird ttberdies auf Drehung be

ansprucht und hat infolgedessen nach den Gleichungen 131 und 111 
die Arbeit aufzunehmen: 

A = ~M -9-1 =~ Md21s 
8 2 dan Gri' 

wenn r del' Spindelhalbmesser ist. 
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Losungen. 503. 504. 
1st PI die Umfangskraft an der Spindel, a und e der Steigungs

winkel und Reibungswinkel der Schraube bei B, so ist 
P1=P.tg(a+e), Md=P1r. 

Es wird also A _P2Is tg2 (a+e) 
s--:- FIG . 

Der Rahmen, dessen L1Lnge 12 und dessen Querschnitt 2 F 2 ist, wird 
von der Druckkraft P und iiberdies bei B auf Biegung beansprucht; 
auf jeden der beiden Teile des Rahmens wirkt die biegende Kraft 

~1, welche nach Gleichung 43 die seitliche Verschiebung 

PI .1 8 
1 2 2 

f=-·---
3 E2 J 2 

hervorruft. Hierin ist J 2 das maBgebende Trltgheitsmoment von Fg• 

1nfoigedessen nimmt der Rahmen die Arbeit auf: 

A2=~ + 2.~. PI. f= P212 + P 2 128tg2 (a + l!) 
4FgEg 2 2 4FgEg 12E2J g ' 

Die ganze von der Presse aufzunehmende Form!inderungsarbeit 
ist mit Beriicksichtigung der Bewegungsenergie L der Pre sse : 

A-A A A - 2 fII + Is 12 
- 1+ 2+ s+L-P \2FIE~+ 4F2Ez 

+ tg2 (a + e) [FI
I
3G + 12~: JJ} + L. 

503. Aus dem parabolischen Verlauf der Schaulinie foIgt 

( U - up )2 Il 

Kz-Up = Ilb' 

zun1Lchst: 

Die Flache der Schaulinie ist die von der Raumeinheit des Stabes 
aufgenommene Arbeit. 

Es ist also A = FIll [up + : (u- Up)] 

und mit P = F u foIgt: 

A = 3 F2 (~zll~ up)g (2 P + F up) (P - F Up)2. 

504:. Ist dF ein Element des Querschnitts, dx ein Element 
der Stabachse, so ist u d F die auf d F ausgeiibte innere Kraft, 
d Il • d x das Element der Verschiebung durch die Form1Lnderung und 

dA=udF. dlldx 
das Element der Formanderungsarbeit. 
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505. 506. 

Es ist also 

Setzt man' 

Losungen. 

A=jjjad8.dF.dx. 
5 

a5 = C 8, d 8 = C (14 d a 

und aus Anfgabe 176: 

a = - ~ zlls, worin K jZ815 d F, 

so wird 

A = ~j J ~6 • dF . dx. 65cj[M;{~ x j z"15 dF j, 
A = 6;K5j M6 dJl.. 

505. Mit M = ~ x folgt: 

l!. 

5p6 J 
A= 3. 26 CK5 x6 dx, 

o 

5 P6F 
A = :f:-218. 7 OKs' 

N ach Anfgabe 242 ist die Durchbiegung in der Mitte des Stabes 
1 p5p 

P = 212.7 OK5' 
5 

Es ist also A=(fPp. 

506. Sind A und B die Auflagerdriicke, so ist 
A+B 'P. 

Die Formll.nderungsarbeit des Stabes ist nach Gleichung 129: 
A2 a B2 b 

A= 2EF + 2EF' 

Bildet man ~ ~. und setzt es gleich Null, so wird 

oB 
A a + B . 0 A- b = O. 

Nun folgt aus der ersten Gleichung 
oB 
oA =-1, 

b a 
somit wird A=P T , B=P T . 
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L5sungen. 507-509. 

507. Zunachst ist A + B = ~-. 
Die Formanderungsarbeit der Biegungsspannungen ist 

A = 2· 2!J{!M12 dx + (!fz2d xl 
wenn die Abstande x von A geziihlt werden. 

Die Biegungsmomente sind: 
im Felde AB: Ml = Ax, 
im Felde BP: M2 =Ax+B(x-a). 

Man bilde :! und setze es gleich Null; das gibt 

a 3/,a 

J OMI J oMg 
Ml vA dx+ Mg oAdx=O. 

o a 
. oM1 oMg oB oB 

MIt a A = x, TA = x + a A (x - a) und d A = -- 1 (aus der 

ersten Gleichung) erhiilt man nach Ausfiihrung der Integration 
3 23 

A=- 40 P, B= 40P, 

1 11 
508. A=-20 P, B=20P, Losung wie in vorigerAufgabe. 

509. Zahlt man die x von A nach rechts, so ist das Biegungs
moment im Felde A P : 

~fl=Ax 
und im Felde PB: Mg=(A-P)x+Pa. 
Die Formiinderungsarbeit der Biegnngsspannungen ist dann fur den 

ganzen Triiger 1 a 1 \ 

A~2· 2EJ{[M,'dX + [M"dX/" 
Fur das Minimum dieses Ausdruckes ist : ~ = 0, 

a 1 

oder: J aMI J oMz Ml oA dx+ M2dA dx=O, 
o a 

worin 
aMI oMg 

oA = vA =X. 
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510-512. Ll:lsungen. 

Die Ausfiihrung der Integration liefert 

A = P (1 _ a (319 - all») 
213 ' 

woraus 

B = 2 (P _ A) = P a (312
1;- as), 

und das Auflagermoment in B: 
a(lll- a2) 

MB=Al-P(l-a)=-P 2111 . 

510. Die Resultate sind die gleichen wie in der vorigen 
Aufgabe. 

511. Et:I ist zunl!.chst 2 (A + B) = P. 
Die Formlinderungsarbeit der vier Stangen ist nach Gleichung 129-

ASI B21 
A= FE + FE' 

1 S 

S rJA . d rJB 
etzt man (} A = 0, so WIT wegen 0 A = - 1 : 

A= Fl P, B= FIl P 
Fl + FIl 2 Fl + Fg ' 2; 

das gleiche Resultat kl:lnnte man auch finden, wenn man nach 
Gleichung 18 die Llingenl!.nderungen der beiden Stangen, nlimlich 

Al d BI . d I . h F-E un FE' eman er g ere setzt. 
1 2 

512. Das Biegungsmoment im Felde AB ist Ml =Ax, 1m 
P 

Felde BP: Mil = Ax+B(x-a)=2x-Ba. 

Die Formlinderungsarbeit durch die Biegungsspannungen des elasti-

,chen Tnlg". i,t dann i J {}o£" d x + l~" d x}; hie"m kommt 

die in der vorigen Aufgabe gerechnete Formanderungsarbeit: 
ASI BSI oA. 
FE + FE' Setzt man nun 0 A = 0, so Wlrd 

I Al s BloB 1 [fa oMI J3'2& oMs -J 
Fl + -~';' oA + J 0 Ml (JA dx + a M2 oA dx = 0. 
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Losungen. 513. 514. 

Darin ist !! = - 1 wie in voriger Aufgabe, ferner ~ ~.! = x, 

~~ = a; nach Ausftihrung der Integrationen erhli.It man 

p Fl(Jl- ~ a8Fs) 
A=-· , 

2 JI(Fl+Fs)+!a8FlF2 

23 
p F2 (Jl + 24 a8 Fl ) 

B=-· . 
2 JI(Fl +F2)+: a8FlF2 

513. Aus den Regein der Statik foIgt zunli.chst 
0=2(aq-A), A=B. 

Die Formli.nderungsarbeit (Zug und Biegung) ist nach den Glei
chungen 129 und 130 

a 

A21 0 2 1 1 J 
A=2· 2EF + 2EF + 2 '2EJ M2 dx. 

o 
wenn F der Querschnitt der Stangen, J das maBgebende Trltgheits
moment des Trli.gerquerschnitts ist. 

Setzt man :~ = 0, so wird 

o 
1 dM 

J)as Biegungsmoment ist M = A x - 2" q X2, woraus d A = x; 

ferner !~ = - 2. Nach Ausfuhrung der Integration wird 

48JI + 3a8F 
A = q a . 72 J 1 + 8 a8 F B, 

24JI + 5a8F 
0= 2qa. 72Jl + 8a8 F' 

514. Es ist A + B = q I, das Biegungsmoment 

M=Bx- ~ qx2, wenn die x von B an gezlthlt werden, und die 

Formli.nderungsarbeit nacft Gleichung 130: 
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515. Losungen. 

1 

A=2i.rJ M2 dx. 
o 

Setzt man nach Gleichung 133: :! = 0, so wird 

1 

JM ~~ dx=O, 
o 

. oM oB 
und nut (fA = x 0 A = - x erhillt man nach Ausfiihrung der 

Integration: 
3 5 

B = 8 q 1, A = 8- q 1. 

Das Einspannungsmoment ist 

MA = -AI+ ~q12 =-~qI2. 
2 8 

515. Die Formll.nderungsarbeit des Tragers ist nach Glei
chung 127: 

A = _2~J02d V. 

Die durch die GeIenkkraft H und durch das Biegungsmoment l\f 
entstehende N ormalspannung ist 

H Mz 
0= -]'1-+ --y-o 

Hierin ist J das Tri1gheitsmoment des beliebigen Querschnitts ffir 
die Biegungsachse, z deren Abstand vom Flll.chenelement dF, 
des sen Spannung (J ist und 

ql 1 
M = 2 x - 2 qx2 - Hh, 

wenn h der Abstand der Tri1gerachse von H ist. 
Mit dV=dF.dx wird wegenJzdF=O, Jz2 dF=J: 

1 

H2} 1 J 
A = 2EF + 2EJ M2 dx, 

u 

und mit :! = 0: 
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Losungen. 516-518. 
I 

H· -} + i !M-1:-- dX = 0, 
0'1.'1 

-----=-h oH ' 
o 

1 q12 
woraus nach Integration: H = 12 --=J-=----. 

-hF- + h 

516. Man erhaIt fur die 8pannungen die drei Gleichungen: 
81 sin a1 + 82 sin a2 + 8a sin aa = P, 
81 cos a1 + 82 cos a2 + 8a cos aa = 0, 

81 11 . ( ) 8 0 10. ) 8a1a. 
-]1- sm aa - a2 + -F ~- sm (a1 - as + --r sm(a2 - a1) = o. 

1 2 a 

517. Das Gleichgewicht einer Ecke ver1angt die ~eziehung: 

P = 81 + 28 cos 30 0 =, 81 + Sis. 
Die Formanderungsarbeit des 8tabwerkes ist nach GIeichung 129 

82 1 8 21 

A=3 2EF +3 2k;· 

O'A 
Nach GIeichung 133: (fs- = 0 

wird 

aus der erst en GIeichung fo1gt ~ ~1 = - is; beachtet man noch, 

daB 1 = 11 13, so b1eibt 
P 

8 = 81 =---=-
1 + f3' 

518. Das GIeichgewicht der Knotenpunkte liefert zunachst 
die GIeichungen 

Q + 81 + 2 S cos 45 0 = 0, 
P - 82 - 28 cos 45 0 = O. 

Die Formanderungsarbeit des Fachwerks ist nach GIeichung 129 

A = 2~F- [482 1 + 812 11 + 822 11], 

wenn 1 die Lange der Quadratseite, 11 jene der Diagonaie ist. 
oA 

Bildet man 0' S = 0, so foIgt 
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519. Losungen. 

,0SI dSg 
481 + SIll (fs- + 82 11 - 0 S = 0, 

und da aus den ersten Gleichungen folgt: 

o 81 ,/- 082 ,f() oS =-r 2, (fS=-r2, 

so bleibt 

Durch Verbindung dieser Gleichung mit den beiden ersten wird: 

8 _ P -- Q s P + Q (1 + 1/"2) 
- 2 + 21/2' 1 = - 2 + 1/ 2 ' 

8 _ P(1 + 12) + Q 
2 - 2 + 1/2 . 

519. Die Auflagerdrlicke sind: 

1 
A= g(2P + Q), 

1 
B = S(P + 2Q). 

8tatisch bestimmbar sind die 8pannungen: 
A 

81 = - --, 82 = A cotg a, 
sin a 

B 
87 = - --, 88 = B cotg a. 

sin (1 

Ferner ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen der 
Knotenpunkte folgende Beziehungen: 

S, = (P + Q) cotg a + 83, 

8 B S8 
5 = - sin a - cos a' 

8=-~-~ 
6 sin a cos a' 

A 

P Q 89=2A+Satga, 
81O=2B+S8 tg a . 

Die Formanderungsarbeit des statisch unbestimmten Rechtecks 
ist nach Gleichung 129: 

A = '" Sn2ln 
"'"' 2EFn' 

worin n tiber die sechs 8tabe des Rechtecks zu erstrecken ist. 
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Losungen. 

8etzt man hier nach Gleichung 133: : :a = 01 so wird 

~ 8n 1n 08n _ 0 
"'~·OS8- , 

uud da aus den fiinf statischen Gleichungen folgt: 

08'=1 085 = __ 1_=086 

088 ' 0 Sa cos a 0 S8 ' 
089 0810 

OS8 = tg a = 08-;-' 

520. 

a 
ferner 18 = I, = a, 19 = 110 = a tg a = h, 15 = 16 = -- = 1 

cosa 
ist, so bleib~ fiir 8a folgende Gleichung iibrig: 

88 [(~ + ~) as + (~ + ~) 13 + (~ + ~) hS] = 
Fs F, Fo F6 F9 FlO 

= _ ~ [~ (P + Q) as + (~ + '_A_) 1a + 2 (~ + ~) hS]. 
h F, Fo F6 F9 FlO 

80bald 8a bekannt ist, konnen aua den statischen Gleichungen 
die 8pannungen 8" 81l, 86, 891 810 gerechnet werden. 

520. Zun!1chst k6nnen' folgende sechs statische Gleichungen 
aufgestellt werden: 
Horizontaler 8chnitt durch SIll Moment um C: 

MA=A1; 
Moment um D: ME = Bl1 ; 

ferner: A = P + 82 sin a, 
B = Q - 82 sin a. 

Endlich aus dem Gleichgewicht der Knotenpunkte C und D: 
8 + 82 cos a = 0, 

81 - 811 cos a = O. 
Die Form!1nderungsarbeit des Stabes A C ist nach den Gleichungen 
129 und 130: 

1 

28;~ + 2~J J(PX + 82 sin a· x)lIdx; 
o 

die Formanderungsarbeit des 8tabes B D : 
1 

812 11 1 J(Q 8· )2 d . 2EFl + 2EJ1 X - II sm a· x . X, 

o 
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521. Losungen. 

endlich jene des Stabes CD: 

S1I212 

-2EF;' 

Bildet man die Summe A diesel' drei Arbeiten und setzt : ~-= 0, 

so wird 
1 

~~ , ~ + ~f(p:x + SI sin a • x) . x sin a ,dx 
F OS2 J 

oS' oS 
Beachtet man, daB 0 S2 = - cos a, 0 S~ = cos a und fUhrt die 

Integration aus, so bleibt 

sin a ( Q 118 _ PIS) 
J 1 J 

Nun konnen die llbrigen f?pannungen S und SI' sowie die Auf
lagerdr11cke A und B, und die Auflagermomente aus den zuerst 
angefllhrten secha statischen Gleichungen gerechnet werden. 

521. Die Formltnderungsarbeit des Stabwerkes ist nach Glei
chung 129: . 

A = 2~F [89 1 + S1211 + 2S22 12 + 283213]' 

wenn I, 11' Ill' Is die Langen der zu den Spannungen gehorenden 

Stabe sind. Setzt man ; :a = 0, so wird 

oS o~ o~ 
8 I 08a + 81 11 (fsa + 282 12 08a + 2 8a1s = 0 . . a) 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte ergeben 
sich die Beziehungen: 
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Losungen. 

11 1 S = - P cotg a - Sa . T 

522. 

Sl = P cotg a - S3' 1~ I . . . . . b) 

P 19 
S2=- -.- - S8'-

sm a 18 
wenn die Beziehungen zwischen den Winkeln a, (J und den Stab
langen benfitzt werden. 

Hieraus erhitlt man zunachst: 
oS 11 OSl 
oSa = - Is-' aSs = -1;' 

und die Gleichung a) liefert dann: 
S P 2~2~ 

3 = - sin a . 1112 + 1211 + 21/+2188 • 

Die fibrigen Spannungen konnen dann aus den Gleichungen b) 
genommen werden. 

522. Der Stab AB ist aufzufassen als in der Mitte belasteter 
Trager, . der an den Enden mit unbekannten Momenten eingespannt 
ist. Der Auflagerdruck dieses Stabes in A und B ist P, das 
Biegungsmoment zwischen A und der Last ist M = Mo - P x, 
somit die Formanderungsarbeit des halben Stabes AB nach 
Gleichung 130: 

a 

2~JJ M9 dx. 
o 

Der Stab A C wird von der Zugkraft P und an den Enden von 
einem Einspannungsmoment Mo beansprucht; seine Formanderungs
arbeit ist nach den Gleichungen 129' und 130: 

2a, 

2P2 a1 1 JM 2 
2 E1 F 1 + -2 E1 J 1 0 d x. 

o 

Schreibt man nun die Formanderungsarbeit A des ganzen Rahmens 

an und setzt -: ~o = 0, so wird 
a 2a, 

'E~J !(Mo-PX)dX+ E:J1!ModX=0, 
o 0 
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523. 524. Losungen. 

p a2 

MO =2---EJ' 
a + a1 E1 J 1 

woraus 

523. Der Quertrager AB erleidet an den Enden die Druck
kraft H, das Einspannungsmoment Mo = Hl2 und uberdies die 
Belastung 2 P. 

Sein Biegungsmoment zwischen A und P ist lYI1 = - Mo + P x, 
zwischen den beiden Lasten M2 = - Mo + P a; seine l!'orm
I1nderungsarbeit ist also nach den Gleichungen 129 und 130: 

H2 . ') I 1 [a I,] 
Al = 2E;11 + EJ--; f M12 d x + (M22 dx . 

Der vertikale Stander AD wird in A von dem Einspannungsmoment 
M o, in D von del' Kraft H beansprucht; sein Biegungsmoment in 
der Entfernung x von D ist H x, also seine Formanderungsarbeit 
nach Gleichung 130: 

1.. 

A = -- 1 __ J-CR x)2 d x 
2 2 E J 2 • 

o 

Die Formanderungsarbeit von CD ist endlich nach Gleichung 129: 
H2 . 211 

Aa = 2EFa ' 

Die ganze Formanderungsarbeit des Rahmens ist 

A = Al + 2 A2 + Aa· 
oA 

Setzt man oR = 0, so findet man nach Ausfuhrung der Inte-

grationen: 

524:. Lasung ahnlich wie in den beiden vorhergehenden Auf
gaben. 

Forml1nderungsarbeit von A B: 
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Losungen. 

Forml1nderungsarbeit von A 0 : 
1 

1 f P 2 1 
A2 = 2EJ2 R2 x2 dx + 2EF2 ' 

o 

525. 

worin F I F 2' J I J 2 die zugehorigen QuerschnittsHl1chen und Trl1g
heitsmomente sind. Die ganze Forml1nderungsarbeit ist 

oA 
A = Al + 2A2 ; setzt man oR = 0, so bleibt 

P a21 
H = - -------;;:--~_;;_:::--

2 aI2+a~+~~· 
FI 3 J 2 

525. L5sung I1hnlich wie in voriger Aufgabe. 
Statische Gleichungen: lifo = R 1, 

o 
A+"2= aq, 

o 1 
lIfo+"2a=2Qa2. 

Der Rahmen ist einfach statisch unbestimmt. Die Forml1nderungs-
arbeit von A 0 ist: 

1\ 

1 J( 0 1)2 H2 a At = 2 E J I - "2 x + "2 q x2 d X + 2 E F I ' 

o 

jene des Stl1nders A: 
1 

A _I fH2 2d A2I 
2-2EJ2 x x+ 2EF2 ' 

o 

jene des Stl1nders 0: 
0 21 

As = 2EFs · 

Hierin bedeuten F 1 F 2 F s die Querschnitte des Stabes A 0 und 
der Stl1nder A und 0, J I J 2 die zugehorigen Trl1gheitsmomente. 
Die ganze Forml1nderungsarbeit des Rahmens ist 

A = 2 Al + 2 A2 + As. 
elA . 

Setzt man 0 H- = ° und beachtet, daB 

elA 1 ~--2~ oR --;;:-, oR - a' 
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526. 527. Losungen. 

so erhalt man mit Benl1tzung der statischen Gleichungen fUr den 
Horizontalschub: 

[ 1 2 a3 a3 as] q a2 [2 1 all] 
H ~ + F 3 +]\18 + 3 J 11 + 3 J 2 = 2T F 3- F 2 + 12 J 11 . 

Sodann ergeben sich Mo. A und C aus den statischen Gleichungen. 

526. Schnitt 1, nahe an a, Momente um A: 
Ml + M2 + Sa = O. a) 

S = P_ . b) 
212 

Schnitt 2, Biegungsmoment in M: 
M=M2 + Sx, 

worin S der Auflagerdruck in B in Richtung AB ist. 
Formanderungsarbeit des ganzen Quadrates: 

It 

A = 4· :~ ~ + 4· 2 ~ J J M2 d X. 

o 
It 

oA . J 01\£ Setzt man (} Mg = 0, so wlrd M CfMg- d x = 0, 

o 
a 1 

oder !(M2 +Sx)dx=0, 1\f2 a+-2-Sa2 =0 

und mit Riicksicht auf die Gleichungen a) und b) 
-Pa 

Ml =Mg = 412 . 
527. Statische Gleichungen: 

A+B=P cos a, 
S = B = P cos a - A, 

SI = HI = P (sin a -- ~ cos a), 
b 

82 = H2 = P - cos a. 
a 

Mc=-Ab, MD=-Bb . b) 
Biegungsmoment in A C: Ml = - Ax, 

in B D: Mg = - B x, 
in CD: M = - B b + Hgx. 

320 -



Losungen. 528. 
x ist die Entfernung del' Stelle von A, bezw. von B, bezw. von D. 
Formanderungsarbeit: 

A ~ 2,iff(S,'h+ S,'h+ S'a)+ 2~J (! M,'dx 

+ !M.'dX + jM'dX) 
Bildet man ~ ~ und setzt es gleich Null, so erhalt man: 

Ba + ~IJbMl aMi_ dx +JbM2-<!.~~-dX +JI\M dM_dX)=O 
F J dB dB dB . 
000 

aMI dA 
Nun ist: (fB = - 0 B x = x, 

oMg --"(YB-- = - x, 

oM 
-oB- = -- b. 

Man erhalt durch Ausfuhrung del' Integrationen: 
Fb2 (3 a + 2b) 

S = B = P cos a 6 aJ + 2Fb2(3a +21)' 
6 a J + F b2 (3 a + 2 b) 

A = P cos a 6aJ + 2F-b2(3a + 2b)' 
wahrend Me und Mn durch die Gleichungen b) bekannt sind. 

528. Statische Gleichungen: 
R = P + Q, P (a + b) = H c; 

Knoten C: Q + SI + (S2 + 8a) cos cp = 0, 
H + (82 - Sa) sin cp = 0; 

Knoten A: H + 82 sin cp + 84 = O. 
(Da der Stab AB auf Biegung beansprucht wird, ist beim 

Knotenschnitt um A au£er 84 auch die senkrecht zu AB auf
trete;nde Querkraft der Biegung einzufuhren; daher vermeidet man 
die Projektion der Knotenkrafte auf die Vertikale.) 

Wittenbauer, Aufgaben. II. 3. Auff. 21 
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528. L1>sungen. 

Hieraus: 8 == - ~ [ Q + 81 + H 1 
2 2 . cos Cf sin Cf ' 

8 =_~[Q+81 -~J 
a 2 cos cp sin cp , 

84 = ! [(Q+Sl) tg cp - HJ. 

Biegungsmoment in AD im Abstande x von A: 
M1 = 82 x cos cpo 

Biegungsmoment in B D im Abstande x von B: 
M,I = PCb + x) - 8ax cos cpo 

Biegungsmoment in BE im Abstande x von E: 
Ma=Px. 

Formltnderungsarbeit : 

. . . . a) 

A = _1_ (81~ + Sgl!d + ~a~~ + 2S42a) + 
2E \ Fl Fg Fa F4 

+ 2~J (f M,'dx + i M,'dx + / MoOd) 

Setzt man : ~ = 0, so wird 

SIC + Sgd . elSg + Sad. elSa + 284a. i84 + 
Fl Fg elSI Fa OSI F4 OSI 

1 lJa 
elMI Ja elM2 Jb, elMa I + J Ml . el 81 d x + M2 • 081 • d x + Ms' el SI dx = O. 

000 

Es ist: 

d~ 1 el~ 1 el~ 1 
081 - 2 cos cp' 0 SI = - 2 cos(j' 0 S1 = -2 tg cp, 

elMI J 8g el Mg el Ss elMs = 0 
081- = <Js;,- . x cos cp, 081 = - 081 • X cos cp, 081 • 

Daraus erhltlt man folgende Gleichung: 

81 c d (82 8a ) 84a Pba!! 
~ - 2 cos q> ~ + Fa + ~ tg cp + 4J + 

+ (R + SI) as = 0 
6J . 
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L6sungen. 529. 
8ie gibt in Verbindung mit den Gleichungen a) die vier 

8pannungen 811 82, 8a, 8,. 
Das Biegungsmoment in D ist dann bestimmt durch 82 a cos cpo 

529. 8tatische Gleichungen: P 1 sin a + 8a = 81 cos a, 
P2 sin {J + 8, = 81 cos (J, 

8+81 =0. 

AIle 8tll.be bis auf CD werden auf Biegung beansprucht. Die 
Biegungsmomente sind: 
in AB: M = Ax - PI (x -Is cos a) + 81 a, 
in A C: Ma = (81 sin a + PI cos a) y und analog 
in BD: M, = (81 sin {J + PlI cos (J) z. 

Die Formanderungsarbeit ist: 

A = 2~F [82 1 + 812 11 + 8a1l1s + 8,,21,] 

+ 2~J [/M2dx+lMalldY+{~M42dZJ. 
Hierin sind Fund J der 
Querschnitt der 8tabe und sein 
maJ3gebendes Tragheitsm oment. 
Das Geriist ist einfach statisch 
unbestimmt. 

oA 
8etzt man 08 = 0 und 

entnimmt aus den ersten drei 
Gleichungen: 

081 = -1 08a 
08 ' ~ = - cos a, 

ferner 
oM 
08 =-a, 

oMa . 
"(fS = - y sm a, 

so erhll.lt man zunll.chst: 
J I 

1'[81- 81 11 - 8a1a cos a - 8,1, cos {J] - a/Mdx 
o 
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530. Losungen. 

Fuhrt man die Integrationen aus, beachtet daB 
Al = PI (I-Is cos a) + P2 14 cos {l 

und druckt mit Hilfe der ersten drei Gleichungen 8, 83, 84 durch 
81 aus, so erhlilt man fur letzte 8pannung die Gleichung: 

81 { ; (1 + 11 + Is cos2 a + 14 cos2 (l) + a2 (1 + Is t 14) } 

( J lls 132 ) (J II4 142 ) 
= PIa cos a ]1-"2--3 +P2 a cos {l ]1-2--3 . 

Damit sind auch 8, 88 . und 84, sowie die Momente 
MA = P lIs cos a + 81 a, 
MB = P Z I4, cos (l + 81 a 

bekannt. 

530. Losung lihnlich, wie in Aufgabe 524, nur ist der Rahmen 
zweifach statisch unbestimmt. Die statische Gleichung lautet 

Mo + Ml = HI. . . . . . . a) 
Nennt man Fl J 1 , Fz J 2 Querschnittsflll.che und Trll.gheitsmoment 
derselben fur die 8tll.be A B und A C, so ist die Formll.nderungs-
arbeit von A B : . 

a 

A1 =2·---- -Mo+qax--qxZ dx+---1 J( 1 )2 HZ·2a 
2E J 1 2 2EFI 

o 

und von AC: 

Hierin ist q a der Auflagerdruck in A und C. 
linderungsarbeit des Rahmens ist 

A = Al + 2A2• 

oA oA 
dlf = 0, (fir = 0, 

o 
8etzt man 

so erhli1t man die Gleichungen: 

3Mo12 = H (213 + 6a ~:) 

Die ganze Form-

. . . . b), 

( a 1) H12 q as 
Mo J1- + J; = 2J2 + 3~' . . . . c), 
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LCisungen. 531. 
wobei berucksichtigt wurde, da£ 

oM1 oMl 
CfII = I, -(jMo = - 1. 

Man erhalt fur den Horizontalschub aus den Gleichungen b) 
und c): 

. [ I J 1 3 (J a J)] q a2 
H 1 + Ta -:fa- + FIls 1 + T 2 = -2T 

und sodann Mo und Ml aus den Gleichungen a) und b). 

531. Statische Gleichungen: VI = Va = V, HI + H2 = qh, 
qh2 

H = Hs, und - Ml - Hh - Va + -2- = 0, 

-Mg+Hh-Va=O. 

Das Portal ist zwei
fach statisch unbestimmt. - +-

I 
I 
I 

Bezeichnet man mit : 
Fund J den Querschnitt ~ 
und dessen Tragheits- I 
moment, so sind die I 

I 
Formanderungsarbeiten I 

der St1l.be AD, DC, H,~_M.!l'i1 ____ ~i 
CE, EB: r. 

1 

1 J( QX2)2 . V1sI 
Al= 2EJ -Ml + H1x--2- dx+ 2EF' 

o 
I, 

Aa = 2iJ J[- x(H sin a + V cos a) + i-qx2 sins ar dx 
o 

I, 

+ 2iF J[- H cos a + V sin a + qx sin a cos a]2dx, 
o 

A. - 2 i J J x' (H ,w a~ V co, a)' dx+ 2i F J (H cos a +V 'W")' dx, 
g 0 
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532. Losungen. 

Setzt man 
dA 
dH =0, 

worin 

und beniltzt die statischen Gleichungen, so erhalt man folgende 
Resultate fiir H und V: 

H{ 11 C~S2 a + 31J [h8 + lIB sin2 a (1 - sin a)J } = 

_ ..! { 4 all sin a + h4 + Ill. sins a (1 - sin a) } 
-16 F J. ' 

V C + 11;in2 a + ;; (31 + 11) } = 

= ~{_ 1211 sin a + 41(3h2 _. 3hl + 12) + 3I}8 sin2 a} 
48 F J . 

Die statischen Gleichungen liefern dann HI VI M1 , H2 V 9 Mg. 
Die Einspannungsmomente in D und E sind: 

Ms = ~ ql1g sin2 a-II (H sin a + V cos a), 

M, = 11 (H sin a - V cos a). 

Der Gelenkdruck in C ist die Mittelkraft aus H und V. 

532. Schneidet man das Gestell horizontal und bringt an den 
Schnittflll.chen die Spannungen S und die Querkrafte Q an, so 
besteht die Beziehung 

p - 2 S cos a + 2 Q sin a = 0. . . . . a). 

Anderseits ist das MOnlent an der Schnittstelle 

M= QX+M1' 
somit 

Mg = QI + Ml . . . . . . . b). 

Die Gleiehungen a) und b) sind die einzigen, welche die Statik 
liefert. Das Gestell ist zweifach statisch unbestimmt. Seine 
Formll.nderungsarbeit ist 
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Losungen. 533. 
p 

worm Fund J der Querschnitt und dessen Tragheitsmoment fur 
die Seitenteile bezeichnen. 

Setzt man 
oA 
oQ =0, 

oA 
oMI = 0, 

so erhi1It man wegen 
oS ~M o Q = tg a, 0 Q = x, 

S = ~. FI2 cos a , 
2 12J sin2 a + Fpl cos2 a 

M =-M =_ QI =PI 3Jsina . 
1 2 2 12 J sin2 a + F 12 cos2 a 

533. Es ist nach Gleichung 128: 
1 

A = 21aJ7:2 dV. 
o 

Fiir rechteckigen Querschnitt des Balkens (b, h) ist nach 
Gleichung 98 und 100 mit cp = 0, 2 Y 1 = b : 

7:= 7:z = ~~, S=fzo= ~ (~ _Z2), 

dV b d d J -~bh8 = . z· x, -12 ' 
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534. 
woraus 

oder 

Losungen. 

+~ 
2 

A - b !( h4s _ z2)2 dz· JQ2 d X - 8GJ2 

1 

A = 5-;GJ Q2 dx. 
o 

534:. Ist q die Ordinate der beliebigen Belastungslinie, so 
leisten die liuBeren Krafte bei der Biegung des Trligers die Arbeit 

1 

Al = ; J q d x . y; 
o 

die Formanderungsarbeit der Normal
spannungen ist nach Gleichung 130: 

1 

As = 2 i J J }I2 dx. 
o 

Setzt man Al = As, so wird 
1 J(-:;-- qy) dx = O. 

o 

N ennt man Q die Querkraft an der Stelle x, so ist 

Q _ dl\'I -l\'I' __ d Q_:....- -l\'I" 
- dx - , q - dx - . 

und obige Gleichung wird 
1 J (:; + M"y)dx = 0 .•... a). 

o 

Nun ist 
fM"ydx =fy· dM' = yM' - fy'dM 

1 1 
und somit fM"ydx = - /y'dM, 

o o 

weil ftir ~ = 0 und x = I : y = 0 wird. 
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Losungen. 

Ferner ist 
Jy'dM = My' - JMy"dx 

1 1 
und Jy' dM = - JMy" dx, 

o o 

weil fur x = 0 und x = 1: M = 0 wird. 

Es bleibt sornit 
I 1 

jM"ydx = JMy"d:s; 
o 0 

und Gleichung a) wird 
1 

535. 

J( M2. M ") EJ + y dx=O. . . . . . b). 

o 

Diese Gleichung wird erflillt, wenn 
., M 

y =- EJ 

ist, die bekannte Gleichung der elastischen Linie. 

535. Die Forrnanderungsarbeit A2 in voriger Aufgabe geht 
mit Benlitzung von Aufgabe 533 liber in 

1 1 

A9 = 2~:rJ M2 dx+ 2:Gj Q2 dx, 
o 0 

worm {J eine Querschnittszahl ist (beirn Rechteck (J = ~, wie 

in Aufgabe 533 gezeigt wurde). Man hat also wie in voriger 
Aufgabe, Gleichung b): 

1 J( M2 Q2 ) 
EJ + fJ FG + My" dx = 0 

o 

Wird wieder Q = ~ ~ = M' gesetzt, so ist 

JQ2 dx =JM'. dM = MM' ~ jMM". dx 
1 I 

und JQ2. dx = - JMM". dx, 
o o 

da fl1r x = 0 und x = 1 : M = 0 wird. 
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536. Losungen. 

Gleichung c) wird dann 
1 J( lI2 MM" ) 
-- R. --- +My" . dx=O 
EJ IJ FG ' 

o 

welcher B~dingung durch die Gleichung 
M M" 

y" = - E J + (J. F G- . . . . . . d) 

genugt wird; dies ist die geanderte Gleichung del' elastischen 
Linie. 

536. Man kann die Schlul3gleichung der vorigen Aufgabe be
nutzen, wenn M = P y gesetzt wird; hier ist P die achsiale Be
lastung des Stabes, y seine Ausbiegung an del' Stelle x. 

Gleichung d) wird dann 

" Py Py" 
y = - EJ + {J. FG-

oder y"=-w2 y, 
P 

2 EJ 
w =--p-

l-(JFG 

wenn 

gesetzt wird. Vergleiche dieselbe Differenzialgleichung in Auf
gabe 345, wo auch die Losung mitgeteilt ist: 

y = f . sin lu x. 

Ferner ist y' = flu cos (r)X 

und da fUr x = ~~- (Mitte des Stabes): y' = 0 ist, 

(r)Xo = Jr,. 

P 

also 
EJ ___ :;:;- X 2 - Jr2 

P 0-

l-,s·-F-G 

und wenn man angen!ihert die Lange Xo derSehne des gebogenen 
Stabes mit del' Lange 1 des Stabes vertauscht: 

EJ 
P=7C2 ----. 

12 + n2(J E J 
FG 
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Losungen. 537-539. 
die geanderte E u 1 e r sche Gleichung fiir die Knicklast. Fur 

rechteckigen Querschnitt ist {J = ~ (Aufgabe 533), J = 112F h2; 

setzt man G = 0,4E, 7/;2·10, so wird 
EJ 

P=10 12 + 2,5h2 

537. Die Formanderungsarbeit des Tragers ist nach Glei· 
chung 130: 

1 [1-a 1 1 
A = -2E--J JM2 dx + JM12 dx, 

o I-a J 

worin die Biegungsmomente: 
im Felde BO: M = Px; 
im Felde OA: Ml = (P + P1)x - PI (1- a). 

Die Ausfiihrung der Integration 1iefert: 

A= 6iJ [P213+PPla2(31-a)+PI2a8] 

und somit die Durchbiegungen: 

f = :~- = --ifi J [2P18 + PI a2 (31- a)], 

fl = ::1 = 6iJ [Pa2(31- a) + 2P1a3]. 
538. Die Formanderungsarbeit des Tragers wurde in Auf· 

gabe 485 gefunden: -
p2 a2 b2 

A= 6EJT' 

Bildet man nach Gleichung 132: ~: = f, so bleibt 

1 P a2 b2 

f=3 EJ1 . 

539. Nach Aufgabe 491 ist die Formanderungsarbeit fur 
1 

a=b=2": 

_ P [P2 5Pq1 q212] 
A- 48EJ 2+-8-+-5-' 

somit nach Gleichung 132: 

o A 13 [ 5 1 
f = 0 P = 48 E J P + if q 1.J . 
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540-543. Losungell. 

540. Mit Ben1itzung des Resultates in Aufgabe 493 ist die 
Durchbiegung 

oA 1 Pa3 b3 
f = oP ="3 E JIB (vergleiche Gleichung 61). 

541. Die Formil.nderungsarbeit des Tril.gers ist nach Glei
chung 130: 

A = _1_ [iMSdX + /M'Sdx']; 
2EJ 0 0 

x und x' werden von A nach rechts bezw. von C nach links ge
zil.hlt. Die Biegungsmomente sind: 

Pa 
im Felde AB: M=Ax=--I-·x, 

im Felde CB: M' = Px'. 

Durch Ausfl1hrung der Integrationen erhil.lt man: 
A=~ pSaS(l+a) 

ti EJ 
und die Durchbiegung 

f = 0 A = ~ Pas (1 + a) 
op 3 EJ . 

542. Die Formil.nderungsarbeit ist fl1r veril.nderliches Tril.gheits
moment nach Gleichung 130: 

A = 21EJ ~s dx. 

Setzt man hier: M = P x, J = 112 Y h3 , Y = bt und integriert 

von x = 0 bis x = 1, so wird 
3pS 13 

A = bh3-E 
oA 6PI3 

und f.-:.. oP = bh3 E· 

043. Mit Benfltzung der Resultate in Aufgabe 509 ist hier 
die Formltnderungsarbeit 

A = 2iJ {!M12 d x + !MsSdX l 
worin Ml = Ax, Ms = (A - P)x + Pa 
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LOsungen. 544. 545. 
und der Auflagerdruck , 

A=P 21s -312 a+as 
213 

Durch Ausfuhren der Integrationen erhalt man 
p2 a2 (1 - a)S (31 + a) 

A = - 24EJ13 , 

woraus die Durchbiegl.lng llnter der Last 
f= dA = _Pa2(1-a)3(31+a) 

dP 12EJl3 

544. Man denke sich an der Stelle, fl1r welche die Durch
biegung gerechnet werden soll, eine Hilfskraft K. Die Form
l!.nderungsarbeit ist dann nach Aufgabe 491: 

A= .1 ___ [KlI a2bll + Kqab (111 + b)+ q2 15] 
6EJ 1 4 a 40' 

Bildet man f = :: und setzt hierauf die Hilfskraft K = 0, ~o wird 

f- qab(19+ a b) 
- 24EJ . 

545. N ennt man eden Krllmmnngshalbmesser des Stabes an 
einer beliebigen Stelle x, y (die x von A aUI:! in Richtung der 
Achse, die y senkrecht dazu gemessen), so ist (vergl. Gleichung 39) 

~=~+-~=~+ pY, e eo EJ eo EJ 
worin E die Elastizitl!.tszahl, J das Triigheitsmoment des Stab
quersohnitts fI1r eine zur Bildebene senkrechte Schwerlinie, 
M das Biegungsmoment bedeuten. 

Die Differenzialgleichung der elastischen Linie (Gleichung 40) 
dSy 1 Py 
dx2 =- eo - EJ a) 

hat die LOsung: y = A sin wx + B cos wx + C b) 

worin wI! = : Jist. Um die Konstanten A, B, C zn suchen, 

bilde man: 

dy A B' ~= wcoswx- wsmwx ..... c) 

dll 
d:S = - Awl! sin w x - B w!l cos W X = - Wi (y - C) . d) 
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546. Losungen. 

und setze die entsprechenden Wertpaare x = 0, y = 0 III 

Gleichung b) und x = ~, {~ = ° in c) ein j man findet 

(() 1 . (iJ 1 
B + 0 = 0 und A cos - - B sm -- = 0 

2 2' 

Vergleicht man noch a) mit d), so wird 
1 1 1 wI 

o = - w2 (!~' B = w2 (!o' A = (tl2 (!o . tg :f' 
und damit die Gleichung der elastischen Linie 

y _ ~ _ cos w (f -1 x) -- 1-J' 
- W2(!0 

cos w"2 

und mit x = ~ die Durchbiegung in der Mitte des Stabes 

1- 1 - y-
f=-- -----11 mit w= ~ w2 n 1 E J' 

",0 cos (()_ 
2 J 

546. Wenn man von den Querkraften absieht und nur das 
Biegungsmoment an der Stelle M: 

M = P (r +x) = Pr(l + cos (p) 

und die Achsialkraft 
N = P cos cp 

berucksichtigt, dann kann fUr die N ormalspannung im Abstand z 
von der Biegungsachse gesetzt werden: 

N Mz 
(J = F - ---;r' 

worin F die Querschnittsflache der Feder, J deren Tragheitsmoment 
in bezug auf die Biegungsachse bedeutet (vergl. Gleichung 38). 

Dann wird die Formanderungsarbeit nach Gleichung 127: 

A=-l-f 2dV= ~l('r[COS cp _ r(1+coscp)z]2dF . d . 
2E (J 2E J F J s 

Setzt man ds = (r + z)dcp und beachtet, daB 

!zdtF=O, Jz2dF=J, Jz3 dF=O, 
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L<lsungen. 

Setzt man dies gleich ~ P I, so erhalt man 

E 

54:7. Zerlegt man P in X = P sin a und Y = P cos a, 
das Biegungsmoment an der Stelle cp: 

M = Xr(l - cos cp) + Yr sin r, 
die Formanderungsarbeit: 

71/ , 

A = 2 ~ J J M2 d S, ds=rdcp 

o 

und die gewunschten Verschiebungen: 
71/. 

oA r f oM in horizontaler Richtung: 0 X = E J M 0 X d cp, 
o 

tt/2 

oA r f oM in vertikaler Richtung: 0 Y = E J M 0 Y d cpo 
o 

Die Aust'iihrung der Integrale lielert: 

o A P r8 [(3 n ). 1 ] oX = E J T - 2 sm a + 2" cos a , 

dA Pr8 [ . n ] 
dY=2EJ sma+2"cosa . 
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548. 549. Losllngen. 

548. Losung mit Hilfe der Resultate der vorigen Aufgabe. 
Angenommen, § und 1) seien die Verschiebungen von B in hori
zontaler und vertikaler Richtung. Um diese hervorzubringen, seien 
an der Feder AB die Kr!tfte Xl und YI notwendig, an der Feder 
C B die Kr!tft.e X2 und Y2• Die SchluBgleichungen der vorigen 
Aufgabe liefern dann folgende Beziehungen: 

§= 2~J [(3;~ - 4) Xl + Y1]. 

1) = 2 ~ J [Xl + ; Y 1 J. 
Auf gleichem Wege erh!tlt man filr die Feder C B die Gleichungen: 

§= 2~J [Xg ; - Y2]. 

1) = 2~J [-- X2 + Y2(;~ -4)J. 
Bestimmt man aus diesen vier Gleichungen Xl' YI , Xg, Yg, so 
erhii,lt man 

r 16EJ §(n--2) 
X = Xl + X2 = --r:a--3~2=-877: -:':':::'-4' 

16EJ 1)(n-2) 
Y = Y1 + Yg = --3 - --2--------, 

I' 3n -8rr-4 
d. h. es ist x: y = § : r; oder die Richtung der Verschiebung ist 
jene der Kraft P selbst.. FUr die GroBe der Verschiebllng findet 

man (gi +r;2 
3 n 2 - 8 rr - 4 P 1'3 

oder 
n-2 . 16ET 

H 

an beliebigen Stellen des Stabes sind: 

549. Von den Auf
lagerkr!tften kann aus
gesagt werden: 

P 
A=B=2' 

MA=MB. 
Die Biegungsmomente 

MI = - MA + P')r (1 - cos cp) + Hr sin cp, 
'-' 
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550 

Mll=MB - ~r (l-cos.cp)+Hrsincp. 

Bildet man die Fonn!l.nderungsarbeit des Stabes nach Gleichung 134: 

A~ 2iJ{/M?d'+ jM"d'j 
und setzt 

oA dA 
OMA =0, oH =0, 

worin 
o Ml __ 1 d Mg 0 Ml d Mll . 
oMA - , oMA =+1, (fIl=(fjI=rsmcp, 

so erh!l.lt man: 
Pr 

MA =-2-' H=O. 

Mit diesen Werten wird die gesuchte Senkung der Last nach 
Gleichung 132: 

oA 1 IJ" oMl J" OM2 I n: Pr3 :f = 0 P = E J 0 Ml --;n> d s +0 Mll --0 P d s = T E J . 

550. Fiihrt man den Schtiitt CD, so ist 
S=2H, 

wenn H die unbekannte Achsialkraft in C ist. 

Das Biegungsmoment an beliebiger Stelle f(! ist: 
. P 
M = Me - 2 r sin cp + H r (1 - cos p), 

und die Formltnderungsarbeit des Ringes nach den 
Gleichungen 129 und 134: 

.r/. 

1 f Sll·2r 
A = 4 . 2EJ Mll d s + 2 E F ' 

o 

~--t8 

worin F der Querschnitt des Zugbandes, J das Tr!l.gheitsmoment 
des Ringquerschnitts ist. 

oA oA 
Setzt man oMe = 0, oH = 0, 

Wittenbauer, Aufgaben. n. 3. Auf!. 22 
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551. Losungen. 

oM oS oM oS 
worin -;fiYr;;-=l, oMe =0; (fH-=r(l-costp), oR =2 

ist, so erhalt man zwei Gleichungen, aus denen sich ergibt: 

und hieraus: 

4J 
Jc-3+-Fr2 

Me == 2Pr , 
2 _ S + Sn:J 

n: It'" r2 

551. Der Auflagerdruck ist A = 
G 2' wenn G das Gewicht des Ralb-

~~~~~~~~"f zylinders ist. 
N ennt man q das Gewicht fur 

die Langeneinheit des Bogens, so ist 
G 

q = -. Das Biegungsmoment an der Stelle rp ist: 
rn: 

'P 
M = - Pr sin tp + Ar (1 - cos tp) - jqds. r(cos 1/J - cos tp) 

o 

= - Pr sin tp + ~r (1 -- cos tp) - qr2 (sin tp _. tp cos tp), 

und die Formanderungsarbeit nach Gleichung 134: 
71/, 

A = 2· 2iJ J M 2 ds, ds = rdtp. 
o 

Setzt man die Verschiebung von P gleich Null, so wird nach 
Gleichung 132: 
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Losungen. 552. 553. 
nl. 

oA J dM f= dP = ° oder M uP dcp = 0, 
o 

und nach Ausfu.hrung der Integration: 

p=~. 
211; 

552. Man untersuche den Qua
dranten A C. Die Gelenkdru.cke in A 
sind: 

P 
A=2 und H=O, 

das Biegungsmoment an einer Stelle M: 

M = ~-r(l- cos cp) + Hr sin cp, 

und die Formii.nderungsarbeit des Quadranten nach Gleichung 134: 
nl. 

A = 2~J J M9 ds, ds = rdtp. 
o 

Die gewu.nschten Verltnderungen der Durchmesser werden nun 
nach Gleichung 132: 

nl. 

oA 2r J oM . 
von A B : 2· a H = E J M a H d cp mIt H = 0, 

o 

oder =: ;~ in Richtung von H, also Vergr5Berung; 

nl. 

oA 2r J oM . 
von CD: 2· a p = E J M a P d cp mlt H = 0, 

o 

oder = (~ 'l1: - 1) ~~ in Richtung von P, also 

Verkleinerung. 

553. Man schneide den Ring nach CD, bringe die horizontale 
Schnittkraft H und das Schnittmoment Me in Can. Dann ist 
das Biegungsmoment im oberen Quadranten: 
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553. L!)sungen. 

A 

H Mt = Me + Hr(l- cos cp), 
.-.~r-

im unteren Quadranten: 

Mil = Me + Hr(l + cos cp) - ~r (1 - sin cp). 

Die Forml!.nderungsarbeit des halben Ringes ist 
nach Gleichung 134: 

o A= 2~J{!~"d'+ l~'d'l 
Bildet man : !e = 0 und !: = 0 mit Beniitzung von 

o Mt 1 0 Mil 1 0 Mt ) 
(} Me = , d Me = ; d1I = r (1 - cos cp , 

o Mil 
(fH = r (1 + cos cp), 

so erhalt man die beiden Gleichungen: 
n--2 

Me + H r = P r 4 n- ' 

3 n--1 
Me + 2 H r = P r 4 n- ' 

P 4-n-
woraus: H=-2- und Me=-Pr 4 =-0,0683Pr. , n- n-
Das gr!)tite Biegungsmoment des Ringes tritt in D auf, namlich 

Pr Pr 
Mn =Me +H.2r-T=-T· 

Um die Einsenkung in C zu berechnen, bedient man sich des 
Kunstgriffes, in C eine abwil.rts gerichtete Kraft V anzunehmen, die 
man spil.ter wieder gleich Null setzt. Unter dieser Annahme ist: 

Mt = Me + Hr(l - cos '1') + Vr sin cp, 

Mll = Me + Hr(l + cos cp) + Vr sin 'I' -- ~~(1 - sin cp). 

Bildet man jetzt 

~}= E1J {!~, ~~'-d'+ l~ ~~. d.} 
mit 

oMI • dMIl • 
dv-=r sm cp, dv-=r sm cp, 
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LOsllngen. 554. 
und setzt hierin nachtraglich V = 0, so erhalt man die Einsenkung 
von C, also die Verkleinerung des Durchmessers CD: 

o A 71:2 - 8 P r3 P r3 
OV = 871: . ]f.J = 0,0744 EJ' 

Ebenso geht man vor, um die seitliche Verruckung von A zu 
rechnen. Man bringe in A eine nach links gerichtete horizontale 

Kraft K an; dann ist Ml = Me + (H + ~ )r(l- cos f(l), 

( K \ Pr . 
M" = Me+ H+"2) r(l+coscp) - Krcos cp -2(1- smcp). 

Bi1det man jetzt 

~ _ _ 1_IJ1CI. oM} Jftl2 oMs } 
oK - E J 10 Ml 0 K d s + 0 Ms 0 K d s 

oM} r cJMs r , 
mit dK- ="2 (1 - cos rp), --cnr = -2- (1 - cos rp) 

und setzt nachtraglich K = 0, so wird 
cJA 4 - 1r: Pr3 Pr8 

-oK' = -Sn-' -ET = 0,0341 EF 

Doppelt so groll ist die Vergrollerung des Durchmessers A B. 

554:. Da die seitliche Ausweichung von B gerechnet werden 
solI, bringe man in Beine Hilfskraft K an, die spater Null gesetzt 
wird. Das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle (p ist 

M = Pr (sin a - sin rp) + Kr (cos cp - cos a), 
und die FOrnIanderungsarbeit desStabes AB, 
wenn von Achsia1- und Schubkraften ab- I", 

gesehen wird, nach Gleichung 134: 
a 

A = 2i.f J MSds, ds = rdcp. 
o 

Die Senkung von B ist dann nach Glei
chung 132: 

a 

f = ~ ~ = Er J J M ~ ~~ d rp, 
o 

worin cJM ( , .) (fP = r sm a - 8m rp , 
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555. 556. Losungen. 

und mit K = 0: 

f oA Pr3 [ • 2 a 3. ] = 0 P = EJ- a sm a + 2- + T sm 2 a - 2 sin a . 

Die seitliche Ausweichung von B ist ebenso: 
a 

oA r f oM 
oK =E-.r M(ffd tp, 

o 

worin 
oM 
oK = r (cos tp - cos a), 

und mit K = 0: 

oA Pr8 [ 3 ] oK = EJ -1 + 2 sin2 a + cos a - a sin a cos a . 

555. Der Draht bleibt der Symmetrie 
wegen in C horizontal; das Stuck AD E C 
kann also wie in C eingespannt betrachtet 

E werden. Das Biegungsmoment einer Stelle 
zwischen A und D ist: Ml = - p x; j enes 
einer Stelle des Halbkreises ist 

M2 = - P (1 + r sin tp) - K r (1 - cos tp), 
wenn man in A eine Hilfskraft K horizontal 

anbringt. Die Formlinderungsarbeit ist dann (ohne Berucksichtigung 
der Achsial- und Querkrlifte) nach Gleichung 134: 

A ~ -2~J {! M,'ds +! M,'dx I· 
Zunlichst wird nach Gleichung 132 die seitliche Verschiebung von A: 

oA Pr2 

-oK = E J (In + 2r), 

wenn vor Ausfuhrung der Integration K = 0 gesetzt wird. Die 
Annliherung von A und B ist doppelt so gro:6. 

Die Senkung von A wird 

o A P {13 12 41 2 11: 3} 
oAP EJ 2+ rn+ r +2 r . 

556. Man bringe in A zwei Hilfskrlifte K an; dann ist das 
Biegungsmoment in M: 

M = Kr(l- cos tp) + 1/pds. r sin (tp -l/J). 
'1/1=0 
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Losungen. 

Setzt man d s = r d l/J und fiihrt die In tegration 
aus, so wird 

M = Kr(l- cos cp) + pr21(1 - cos cp). 
Die Formanderungsarbeit des ganzen Gefil.Bes A 
ist nach Gleichung 134: 

r. 

A = 2 . _1_JM2 d s 
2EJ 

o 

und die Offnung der Fuge bei A nach Gleichung 132: 
1t 

oA 2r J oM 
f = 0 K = E J M 0 K d cp. 

o 

Setzt man in M wieder K = 0, so bleibt 
f _ oA _ 3pnr41 

- oK - EJ . 

557. Bringt man in B die Hilfs
kraft K an, so ist das Biegungsmoment 
an einer beliebigen Stelle 1\:1: 

I(J 

557. 

AI 

M = Kr(l- cos cp) - P l' sin cp +fp d s·r sin (cp -l/J), d s =.c rd l/J, 
".,=0 

M = Kr (1- cos cp) - Pr sin cp + pr2 (1- cos cp). 
Die Formanderungsarbeit der Feder ist nach Gleichung 134: 

1t 

A = 2iJ J M2 ds, ds = rdcp. 
o 

1t 

Bildet man oA r J oM 
oK = E J M 0 K d cp, 

o 

so wird mit ~ ~ = r (1 - cos cp) und wenn man bei Ausfiihrung 

der Integration wieder K = ° setzt: 

oA_r3 (3n 9.) 
dK - EJ Tpr-""P. 

W enn B in der Flache A B bleiben solI, so muB diesel' Ausdruck 
verschwinden, d. h. es ist 

4P 
P=--" 37cr 
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558. Losungen. 

Fur die Verschiebung von B in der- Flache AB erhaIt man nach 
Gleichung 132: 

1t 

oA r J oM r8 (Pn \ 
f=oP=EJ Mopdtp=EJ T- 2 p rJ' 

o 

wenn wieder K = 0 gesetzt wird. Mit obigem Wert von p 
wird die Verschiebung von B: 

Pr8 (n 8 ) Pr3 

f=-EJ :r- 371: = O,7220-E J" 

Das Biegungsmoment der Feder ist in B Null, wird ein negatives 
Maximum erreichen f11r 

3n Pr [ '~-J tgtp=T,u.zw.-maxM= 3n 4- y16+9n2 =-O,6619Prj 

. . tp 37C 
es wlrd fiir tg 2 = -,c- wieder Null und erhalt seinen groilten 

Wert in A, nam1ich 
8 

muM = 1f;;Pr = O,8488Pr. 

558. Da die Verschiebungen in A und B gerechnet werden 
sollen, bringe man zwei Hilfskrafte A und B an, die dann spater 
wieder Null gesetzt werden. In den Schnitten A und B wirken 
ferner- die durch den Innendruck p hervorgerufenen Krafte 
p (r + 1) und p r. 

In der Entfernung x von B ist das Biegungsmoment 

Ml = MB + B x - P ;s, gitltig von x = 0 bis x = 1; 

an der 'Stelle Ms ist das Biegungsmoment 

Mj! = MB + B(I + r sin p) + (pr - A)r(l- cos p) 

- pI (~ + r sin p) - ~ p . Mg 0 2; 

die beiden letzten Glieder r11bren vom Innendruck auf B C und Mg C 

her. Da Mj! 0 = 2r sin ~, so bleibt 

M2 =.MB + B (1 + r sin ((l) - Ar(l- cos tp) - pI (~ + r sin tp)' 
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Losungen. 

Die Formanderungsarbeit 
ist nun 

des Quadranten A B T£fr .. lJ-8 

A = 2iJ {!M12dx+!M22. rdrr}. 

Setzt man 7JO:B = ° mit A = 0, B = 0, so 

b1eibt 

woraus 

1 tt! 2 

J1YI1 dx + J M21'dcp = 0, 
o 0 ' 

2 
rL"c + 41'2 + 312 

MB = P21 . ------:::---=---
21+ 1'7C 

II 

559. 

M.4 

pr-A 

Hingegen ist MA = - MB + pr1 + P212 , wie man findet, wenn 

man die Momentensumme urn 0 gleich Null setzt. 

Die Verschiebung von B ist: , r 1 ttl, l' ~- = _1 __ JM OMI dx +JM -"M2_ rdm oB EJ 1 oB " 2 oB J' 

_0 0 _ 

Fuhrt man die Integrationen aus und setzt nachtraglich A = 0, 
B = 0, so b1eibt fUr die Verschiebung von B: 

- 24EJ(~~ + rn) [rn(513 + 12r21 + 6r3 :;,",) + 2(14 - 24r4 

+ 20r212)]. 

Die Verschiebung von A ist: 
1(/2 

oA 1 J oMz oA = -EJ- l\f2-JA rd cp. 
o 

l!~iihrt man die Integration aus und setzt nachtrag1ich A = 0, 
B = 0, so b1eibt fUr die Verschiebung von A: 

6E J r;;~ rn) [n(212 - 3r2) + 2 (6r2 + 3rl - 212)]. 

559. Man fubre einen Vertika1schnitt CD dutch den schweren 
Hoh1zylillder; der Ha1bkreis C B D ist dann der halbe Querschnitt. 
Bringt man in C und D die Schnittmomente Me und MD an, so 
ist fUr eine be1iebige Stelle M das Biegungsmoment 
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560. Losungen. 

~ -
l\f = Me - Jqds. r (sin cp - sin tfJ) = Me -- qr2 (p sin p 

o 

und setzt 

'/1=0 
+ cos P -1). 

Hierin ist q das Eigengewicht der Langeneinheit des 
Bogens, also G 

AI q= 2rn' 
wenn G das Gewicht des Zylinders ist. 

8 
Bildet man die Formanderungsarbeit des Zylin-

ders nach Gleichung 134: 
:It 

A = 2· ~-JM2dS 2EJ 
o 

:It 

~=O J o~I oMe oder M dMe dp = 0, 
o 

~A 

so erhalt man nach Ausfiihrung der Integration; 
Me=O. 

Nun kann der Verlauf von l\f = - q r9 (T sin cp + cos (P - 1) leicht 

untersucht werden. In B wird M = - G r 11: 4 n 2 ein negatives 

Maximum; in p = tg ~, d. i. beilaufig cp = 133 0 40' wird M = O. 

Den groilten positiven Wert erreicht l\f in D, namlich 

l\f = Gr. 
n 

560. Man fuhre den Schnitt CD, bringe 
kraft H und das Biegungsmoment Mn an. 

III D die Achsial
Der Druck der 

Flussigkeit an der Stelle l/J ist 

C 

H 

rz.rdtfJ·l, 
wenn r das Einheitsgewicht ist. An der Stelle Ml 
ist dann das Biegungsmoment; 

'P 
Ml = Mn+Hr (1- cos cp)- r1rJzdtfJ·r sin(cp-tfJ), 

'/1=0 

worin z = r - h + r cos tfJ 

oder nach Ausfuhrung der Integration 
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Ve r b e sse run g e D. 

Losung zu 555, Seite 342, Zeile 4 von unten: 
oA oA oP statt oA' 

Losung zu 55~) Seite 346, Zeile 1 soll lauten ~ 

M = Me -1 q d s . r (sin «p - sin 1/1) - H r (1 - cos «p) 
'1'=0 

= Me - qr2 (rp sin rp + cos rp - 1) - Hr (1- cos cp), 
worin H die Schnittkraft in C ist. 

Zeile 10 ist zu ergitnzen durch: 

Zeile 12 bis 17 soll lauten: 

oA 
oH=O. 

1 1 
}Ie =-"2 qrS, &=2qr oder 

Gr G Gr 3 Gr 
Me = 4-' H=-j MB =-4-(1I:-2), MD =-4-' rr: 4rr 11: rc 

M wird null ftir 2 - cos rp - 2 rp sin «p = O. 

Wittenbauer, Aufgaben. II. 3. Auil. 



L08ungen. 560. 
MI = Mn + Hr(1 - cos ep) 

- ylr2 [(r - h)(l - coscp) + ; rep sin ep] 

gultig von cp = Obis cp = a. 

Ebenso ist das Biegungsmoment im unbenetzten Teil des Kreises : 
a 

M2 = Mn + H r (1 - cos (p) - Y 1 r I z d l/J . r sin (rp - ti') 
,f'=o 

= Mn + Hr(1 - cos cp) - yl r2{ (r ~ h)[C08 (cp -- a) - cos cp] 

+ ; [sin a sin (rp - a) + a sin cp]} 

gultig von cp = a bis cp = ;C. 

Die Formanderungsarbeit des halben GefaBes ist 

A = 2:iJ {!MI 2 d S + lM22 ds}. 

oA ilA 
Setzt man oMn = 0, oR = 0 

oder 
a 1l 

IMI dcp + 1M2 dcp = 0, 
o " 

u ~ 

IMl (1 - cos cp)drp + IM2 {1 - cos cp)dcp = 0, 
o " 

so erhalt man nach Ausfuhrung der Integrationen mit Beachtung 
von h = r (1 + cos a) die Gleichungen 

Mn + Hr = ~1~3 [a + 2 sin a - 2 a cos a - sin a cos al, 

u 3 H ylr3 [a 2' 2 1 . J..J.n + 2 r = 2n -;[ + sm a - a cos a - -:[ sm a cos a 

+ rc - rc cos a _ rc ;_. a sin2 a], 

woraus Mn und H gerechnet werden konnen. 

N ennt man HI die Achsialkraft und Me das Biegungsmoment 
in C, so gelten die aus der Statik zu nehmenden Beziehungen 

" J ylr2 
H + HI = Y zl d s sin ti' = ~ (1 - cos a)2 

o 
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561. Losungen. 

und, wenn man die Momente um 0 bildet: 
Me + MD + Hr --'- HI r = O . 

. Aus diesen beiden Gleichungen 
konnen schlieBlich Me und HI bestimmt 
werden. 

561. Durch Anbringung der un
bekannten Hilfskraft K trenne man die 
Konstruktion in nebenan gezeichneter 

'" Art. Es ist dann nach den Gleichungen 
59 und 64: 

K 1 Kr 
A=B=qr-T' MA =MB =gqr2 --4,-' 

ferner 
K 

C=D=T' 

In der Entfernung x von A ist das Biegungsmoment 
1 

M = - MA+Ax -2"qx2 

und an einer Stelle Ml des Bogens: 
Ml = - Me + Or(l- sin rp) - Hr cos f{'. 

Die gesamte Formanderungsarbeit ist (abgesehen von Achsial
und Schubkraften) nach den Gleichungen 130 und 134: 

r ttl. 

A =E1J-J M2 dx + -E7f;JM12 d rp , 
o 0 

worin J und J I die Tragheitsmomente der Querschnitte des 
Balkens und des Bogens sind. 

Setzt man 
oA oA oA 
15K =0, aMe-=O, aH-=O, 

so erhalt man 

mit 
oM 0 MA 0 A r x 0 MI 00 . 
oK = - --o-I{ + oK x =4-2"' oK = oK r(I -- sm (p) 

= ~ (1 - sin rp), 
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Losungen. 562. 
nil nil 
fMl dlf = 0, fMl cos lfdlf = 0, 

o 0 

woraus sich nach Ausffihrung der Integrationen die Gleichungen 
ergeben: 

Me (n-2)+Hr-Kr(3n- -2+~)+~qr2 =- ° 4 12J 12J . - , 

Men--2Hr+Kr(; -1)=0, 

n 1 
Me-THr+TKr=O, 

aus denen K, Me, H und somit auch A, C und M.A gerechnet 
werden konnen. 

562. N ach Gleichung 134 ist die Formll.nderungsarbeit des Bogens 

A=-~fM2 ds 
2E J 

oder do. J = J o sec a, ds cos a = dx: 

A= 2~JoJM2dX. 
N ennt man Ml und M2 die Biegungsmomente in den }'eldern A P 
und P B, so ist 

A= 2~Jo [!Mllldxl +!Ms2dx2], 

worin Ml = AXl - Hy, Mil = BXlI - Hy, 
wenn die Xl von A, die xl! von B gezi1hlt werden. Bildet man 

dA ° . t nun d H = ,so IS : 

a b 
f(Axl - Hy)ydxl + f(Bxg -lIy)ydxll = 0, 
o 0 

woraus nach Ausffihrung der Integrationen mit a + b = 21 : 
H-~. Po.b(a2 +3ab+b2) 

- 64 hIB . 

Bei den Integrationen ist die Beziehung zu benl1tzen: 
h - y : h = (1 - x)B : 111 

h 
oder y = 12(21 x - XII), 

ferner 
b a 

A=P T , B=P T · 
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563-565. Losungen. 

563. Losung ahnlich wie in der vorigen Aufgabe. Es ist hier 
A = B = P, ferner die Biegungsmomente MI = P xl - H y 

im Felde A P, Ma = P b - H y im Felde zwischen den beiden 
Lasten und die Formanderungsarbeit des Bogens samt Zugstange 

1 [b 1] H2 . 21 
A=2· 2EJo [M12dxl+/Ma2dxl + 2EF' 

Bildet man : ~ = 0, so ist 

b 1 HIJ 
J(PX I - Hy)ydxI + J(Pb - Hy)ydx1 = T' 
o b 

wobei 
oMs 
(fjI = - y gesetzt wurde. 

Benutzt man wieder wie in der vorigen Aufgabe die Beziehung 

y = ~ (21 x - X2), so bleibt nach Ausfuhrung der Integrationen 

P b h 8 13 - 41 b2 + b3 
H---· 

- 1213 ~+~h2 
F 15 

564:. Setzt man a = b = 1, so wird in der I..Josung der Auf
gabe 562: 

1 

A = 2:Jo! M2 dx, 
o 

worin M = A x - H y, . y = ~ (21 x - x2) wie dort. 

P 25 PI , 
Mit A =~, H = 64 11 (aus Aufgabe 502) 

wird 
1 P2i3 

A = 512 EJo 
und nach Gleichung 132: 

oA 1 PIS 
f = () P = 256 E J 0 • 

565. Die vertikalen Auflagerdrucke sind 
A=B= ql, 

und das Biegungsmoment in M: 

M = - MA+Ax-Hy- ~ qx2 • 
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Lasungen. 565. 
Nach Gleichung 134 ist die Formanderungsarbeit durch die 
Biegungsmomente: 

x=21 

A = 2iJ J M2 ds. 
x=o 

Der Bogen ist zweifach statisch unbestimmt. Setzt man 
oA oA 

(jH = 0, 0 MA = 0, 

so wird 

JM :: dS=--JMYdS=O .... a) 

JM:~ dS=-JMdS=O ..... b) 

Verschiebt man das Koordinatenkreuz von A nach C und nennt 
die neuen Koordinaten von M: g und 'fJ, so ist 

x = 1 - g, Y = h - fJ, 
12 ;2 =T1J 

1 
und M = Mo + H 1} - 2 q;2. . . . . . c) 

1 
worin Mo = - MA + 2 ql2 - Hh bedeutet. 

Die Gleichungen a) und b) werden dann: 

fMds = 0, fM'fJds = ° 
oder MoJdS + (H - ~~ )J'fJdS = 0 

MoJ1Jd; + (H - ~~ )J172dS = 0 

d) 

e) 

f) 

Da die in den Gleichungen e) und f) auftretenden drei Integrale 
bestimmte Werte besitzen, so konnen diese Gleichungen nur 
bestehen, wenn 

ql2 
Mo = 0 und H - 2 h = 0 

1st. Daraus ergibt sich fur die beiden gesuchten GraBen: 
ql2 

H = 2 h und MA = MB = O. 
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566-568. Losungen. 

566. Die Gleichungen d) del' vorigen Aufgabe werden mit 
Beachtung von c) 

MoJdS + H Jr;dS = ~ qJ§2 d S, 

MoJr;dS + Hflj2 dS =-~-qfi2r;ds. 
Da die Beziehung F (~2, r;) = 0 gegeben ist, konnen diese fiinf 
Integrale ermitte1t und hieraus Mo und H, somit auch MA be
rechnet werden. 

567. 1st 0 del' Mittelpunkt del' Drehung, F del' Querschnitt 
flJ des Stabes, dann hat die Triig-

C===~=====~r;; heitskraft (Fliehkraft) im Quer-
t I h 'tt d' G .. J) • .... -----X------<>i se nl x Ie r01Je 

1 

Fy JW 2 • §dg = YJW~_(12 _ X2). 
g 2g 

x 

FUr x = 0 ist sie am groBten: F ~ ;2 12; setzt man dies gleich 

F s, so wird die Umdrehungszahl 

n =:~w = ~~ V2}S~. 
Die Dehnung des Stabes an del' Stelle x ist 

d dx Fliehkraft 
e=-~= FE 

rw2 
woraus ddx = ---(12 - x2) dx, 

2gE . 
und nach Integration: 

rw2 ( x S
) dX=--2gE 12 x - S ' 

FUr x: = 1 wird die gesuchte Liingenanderung 

dl =~~ 3E . 

568. Lii£t man x urn dx abnehmen, so wird~' urn dF gr5Ber. 
Diesel' Zuwachs an Fliiehe kann urn s· d F mehr tragen; tat
siiehlieh hat del' neue Querschnitt F + d F etwas mehr Fliehkraft 
zu tragen, niimlich die Fliehkraft des Korperteilchens F. (- d x) ; 
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Losungeno 569. 

sie ist .LF(- dx) 0 xwH, worin "I das Einheitsgewicht ist. Setzt 
g 

man sie gleich s . d F, so wird 

d F = __ "I w2 X dx = _ a . 2 x d x 
F sg , 

woraus nach Integration das gewl1nschte Gesetz folgt 
F = Foell (l9- x,>. 

Hierin ist a = "12 £liS. Die Endfll1che Foist aus 
sg 

zu entnehmen. 

]'0 • s = Fliehkraft in I = ~ r (02 
g 

569~ Man f11hre den Schnitt C D und bringe in C die Achsial
kraft H (ebenso groB wie in D) und das Biegungsmoment Me an. 
Statische Gleichung: 

G G 
dm = rd1/J = d1/J, 2rng 2ng 

e = r sin 1/J. 
Grw ll 

Man erhl1lt: H = ---
2n-g' 

Das Biegungsmoment an der Stelle Mist: 
1/'=rp 

Grllwllf 
M = Me - Hr(l- cos p) + 2ng sin 1/1 (cos 1/J - cos p)·d 1/J 

1/'=0 

= Me - Hr(1- cos q» + Gr2 w2 (1- cos cp - ~ sin2 cp) 
2n-g 2. 

Gr2 w2 
= Me - sin2 cpo 

4n-g 
Die Forml1nderungsarbeit des halben Ringes ist nach Gleichung 134: 

rp=1f 

A = 2iJJMlIdS• 

'P=O 
oA 

Setzt man 0 Me = 0, so erhl1lt mau 

Withnbauer, Aufgaben. 11. 3. AnI!. 23 
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569. L1lsungen. 

n n 

J M ::e d cp J M d cp = 0, 
o 0 

und damus: 
H Gr2 w2 

Me= . 
8ng 

Die Biegungsmomente in B und D sind: 
MB=-Me, MD = Me. H 

Die Achsialkraft in B ist Nun. 
U m die Verlinderungen der Durchmesser 

A B und CD zu finden, bringe man in C die 
Hilfskraft V an, die man spliter wieder gleich Null setzt. Das 
Biegungsmoment in M wird dann: 

Gr llW2 
M = Me - --- sins cp - Vr sin cpo 

4ng 
Bildet man nun 

n n 

oA 1 J oM r2 J . 
oV = EJ M oV ds=- EJ M sm cpdcp, 

o 0 

und setzt in M wieder V = 0, so bleibt 
oA G r 4 wl! 

oV = 12ngEJ' 
d. i. die Einsenkung von Coder die Verk1irzung des Durch
messers CD. 

Bringt man ,ebenso die Hilfskraft K in Ban, so wird das 
Biegungsmoment in M: 

Gr2 w2 K 
M = Me - sinS cp - ---2-r(1- cos cp), 

4ng 

weil sich die Achsialkraft in C um ~ vergroBert, und die Form
Itnderungsarbeit 

Bildet man 

nl. 

A = 2 2i J J M2 d s. 
o 

o A und setzt nachtrltglich K = 0, so wird 
oK 

oA Gr4 w2 

oK = 24ngEJ' 
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Losungen. 570. 
Die Vergr1lBerung des Durchmessers A B wil'd doppeIt so groB, also 

Gr'w ll 

12ngEJ' 

570. Ein Massenelement bei P von der 
L!l.nge d u in der Entfernung u von M hat die 

Masse d m = ~ . d u, 
gl 

und das Gewicht 
G 

dG=-T du. 

Wendet man das d' Ale m b e r t sche Prinzip 
an, so sind die Trll.gheitskrll.fte dieses Massen- ~ 
elementes: 

dTl = (x+u)Adm, dTg = (x + u)(rJlldm, 

worin w = - ~ ~ die. Winkelgeschwindigkeit, 

dll rp ), = - d til die Winkelbeschleunigung des 

Stabes sind. 

Bildet man die Momente dieser drei Krll.fte d G, d T l' d T si 
um die Stelle M filr aIle Massenelemente zwischen M und A, so 
erhll.lt man das Biegungsmoment in M: 

l-x l-x 

M = I d G . u sin rp -I d Tl . U 
u=o u=o 

- -~- sin rp (1- X)2 - ~~-(l- x) (212 -Ix - XII) - 21 6g1 . 

Um 1 zu bestimmen, beachte man, daB das Biegungsmoment im 
Gelenke 0 den W ert Null annehmen muB, also wird mit x = 0 : 

, 3g. 
"'=21 SID rp, 

und somit 
G sin cp g 

M = - 4111 x(l.,- x)-. 

Es wird am gr1lBten ffir die Stelle x = ~ ; das Biegungsmoment 
an der Bruchstelle ist demnach: 

maxM = 217 GI sin q>. 
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571-573. L5sungen. 

571. Die Querkraft an der Stelle .M ist 
I-x I-x 

Q = J d G . sin p - J d T 1 
u=o u=o 

= ~ sin p (1 - x) - ~ :1 (12 - x2), 

und wenn der oben gegebene Wert von A eingesetzt wird: 

_ G sin p " Q---:rr(l- x)(l- ,)x). 

Das mathematische Maximum der Querkraft tritt ein fUr x = ~ 1, 

max Q = _ G sin (() . 
namlich 12 J 

D W . . d h Q G sin cp . 0 Der groJJte ert 1St Je oc = 4 m. 

572. Die achsiale Zugkraft an der Stelle Mist: 
I-x I-x 

P = J d G . cos cp + J d T 2 
u=o u=o 

G Gw~ 
=-1 cos p(l-x) + 2gT(12_x2). 

Beachtet man, da~ f!ir die Drehung des Stabes die Gleichung gilt : 

w d W = A . (- d p), l = ; f sin p, 

so folgt mit R1icksicht auf den Anfangszustand w = 0, cp = a: 

w2 = 31
g (cos cp - cos a), 

G 
und P = 212 (1- x) [21 cos P + 3(1 + x) (cos cp - cos a)]. 

8 

worin 

573. Es sei P die Stelle des Drahtes, 
fur welche wir das Biegungsmoment 
such en wollen, M ein Element des 
Drahtes zwischen P und B, seine Masse 

tLT dm = fl . rd ljJ, 
seine Tragheitskraft 

dT = dm· xw2 , 

1/1 
X = 2r cos -2-' 
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Losungen. 574-576. 
Das Biegungsmoment in P wird durch die Tragheitskrafte d T 

hervorgerufen; es ist M = J p . d T 

und mit p = (! sin (P AM) = 2 r cos !f_ sin!F -1fl 
2 2 

1fJ=p 

folgt M = 4 f.l. r3 w2 cos : f cos ~- sin cp 2 l/J d l/J, 
''/J=O 

1\1 = It r3 (1)2 (p sin (p. 
Den grotlten Wert erreicht dieses Biegungsmoment an del' Stelle, wo 

tg cp = - cp ist. 

574. Durcb das plotzliche Festhalten des Stabes wird die 
ganze Bewegungsenergie L in Formanderungsarbeit umgewandelt. 
Gestattet man die Annahme, dati die Stfitzpunkte A und B nichts 
von dieser aufnehmen (was jedenfalls nicht zutreffen wird) , so 
wird in diesem ungfinstigsten Falle die ganze Formanderungsarbeit 
vom Stabe allein aufzunehmen sein. 

In Aufgabe 497 wurde ffir einen ahnlichen Fall bei ruhender 
Last P die Formanderungsarbeit gefunden: 

A = -.!2J 2E .f~~' 
Setzt man diese gleich der Bewegungsenergie 

L = 1. ~12w2, 
2 g 

so erhalt man in P jene statisch wirkende Kraft, welche die gleiche 
Formanderung hervorrufen wiirde, wie das pl5tzliche Festhalten. Hier
aus erhalt man das groBte Biegungsmoment, das in B auftritt: 

V3EJGl 
maxM = P(I-II) = W -g-' 

575. Losung fibereinstimmend mit voriger Aufgabe, wenn G 
das Gewicht des Schwungringes, 1 dessen Halbmesser, 11 die Ent
fernung der Stelle B von der Achse des Schwungrades und 

nn 
w=30·· 

576. Losung ahnlich wie in Aufgabe 574. Ein Massen
teilchen d m des Stabes in der Entfernung x von A besitzt die 
BewegungsgroBe (oder StoBkraft) x w d m; die Belastung des plotz
lich festgehaltenen Stabes ist also dem Abstande x proportional, 
wie in Aufgabe 498. 
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577. Losungen. 

2 
Setzt man in dem dort gefundenen Resultat 11 = 31, so er-

halt man die Formanderungsarbeit: 
41 a2 }7 

A = 204120 EJ" 

Setzt man dies gleich der Bewegungsenergie des Stabes: 
GJ2w2 

L----, 6g , 

h 1 2 34020 G E J w2 f' t t' h D . k so er a t man a = -41 g15 ur Jene sa ISC e relec s-

belastung, welche gleiche Formanderungsarbeit hervorruft wie das 
plotzliche li'esthalten. 

Das groBte Biegu!1gsmoment tritt nach Aufgabe 257 an der 
festgehaltenen Stelle B auf; es ist, wie dort gezeigt wurde, 

a 4 
maxM = -6(213 + It3 - 3Plt) = SlaIS 

oder max M = 0,4542 (IJ -VG E J 1. 

577. N ennt man u die Geschwindigkeit des Seiles 
in der Entfernung z von oben, so darf angenommen 
werden, da£ 

u:v=dz:dl 

und da die Langenanderungen d z und dl der Gleichung 
genugen: 

dz :d1 = z: 1, 
Z 

11 so darf u = v . T gesetzt werden. 

Ein kleines Stuck des Seiles ist folgenden Kraften ausgesetzt, 
wenn F sein Querschnitt ist: Eigengewicht r F d z, Spannung (1. F 
nach abwarts, Spannung «(1 - d a) . F nach auf warts , Tragheits-

kraft r F d z . ddu nach aufwarts. Die Summe dieser Krafte 
g t 

Null gesetzt, gibt: d 
d(1 = 1.. dz· ~ - 'Y' dz 

und da 

g dt 
dz . 
-=u 1st· dt . 

y. 
d (1 = - [u d u -- g d z], 

g 
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Losungell. 578. 

woraus: 

Hierin ist 0'1 die Spannung fur z = 0, u = 0, also fur die 
hochste Stelle des Seiles. 

Mit z = 1, 0' = 0 folgt 

0'1 = Y (1 - ~;i ) 
und fur die beliebige Stelle x = 1 - z 

0' = Y x [1 - _2_~2f2- (21 - x) J. 
. 578. Die Beschleunigung des Stabes ist 

y = g(~~- - f), 
wenn f die Reibungszahl ist. 

Wurden aHe Krll,fte in del' Achse des Stabes wirken, so wurde 
im Querschnitt x eine gleichmatlige Spannung (18 entstehen, deren 
Gro£e man aus der Gleichung erhalt: 

a2 0's = Mx . r (Tragheitskraft) + f· Gx (Reibung), 

worin das Gewicht 

Man erhalt: 

Gx = G.~ und die 

p x 
Us = a2 - . 1-' 

Gx Masse Mx = ----. ist. 
g 

a 
Nun wirkt abel' die Reibung exzentrisch am Arm 2' sie erzeugt 
also am Boden uberdies die Zngspannung 

a 
f.Gx2 
----w--

worin das Widerstandsmoment des Querschnitts W = ! a3 ist. 

Die Gesamtspannung an del' Unterseite des Stabes ist also 

_~ . ~ + ~Gx _ ~ .p + 3 fG 
a2 1 a2 - 1 a2 ' 

Ebenso ist die Spannung an del' Oberseite des Stabes 
x P - 3fG 
T'--a-2 -
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579. 580. Losungen. 

Die grof3te Spannung erleidet der Stab am rechten unteren Ende, 
und zwar P + 3fG 

a2 

579. Das SUlck x der Kolbenstange hat die Masse ~ ~ . 
Die nach links gerichteten Trii.gheitskrii.fte ~ r des Kolbens und 

g 

G~ r des Stl1ckes x geben mit K die Achsialkraft: 

g N=-K+(Gl+~X)~. 
Fur x = 0, also an der Verbindungsstelle von Kolben und 

Kolbenstange ist deren Beanspruchung am grof3ten. Wenn jedoch 
die Beschleunigung r sehr hohe Werte erreicht, wird das andere 
Ende der Kolbenstange x = I am meisten beansprucht. 

580. Da die Stange A B 
eine krummlinige Translations

p-..;....-+61~-~--98 bewegung ausftihrt, so hat jeder 
ihrer Punkte M dieselbe Be
schleunigung wie A, also 
r = r w2 unter dem Winkel 
180 0 - 'P gegen AB geneigt. 
Die Trii.gheitskraft des Massen
elementes in Mist also 

G 
d T = d m . r w2 und d m = gr d g. 

Um den Auflagerdruck in A (in Richtung der Kurbel) zu finden, 
bilde man die Momente von A und allen d T um B j dann ist: 

woraus 

1 
- A 1 sin 'P + J d T . (1 - g) sin 'P = 0, 

o 

Grw2 
A=--. 

2g 

Das Biegungsmoment in N ist dann 

" M = - A x sin 'P + J d T (x -' §) sin 'P, 
$=0 

Grws 
M =-~ sin 'P .x(I-x). 
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LBsungen. 581. 
Es wird am groilten in der Mitte der Stange, Null an deren Enden. 

Die Achsialkraft in N ist: 
x 

N=Acoscp-fdTcosCP= G;;2 coscp(l- 2t) 
~=O 

und ebenso die Querkraft: 
x 

Q A · fd T ' G r lu 2 , (1 2 x ) == sm cP - sm cP = ~ sm cp - -1- . 

~=o 

Beide werden Null in der Mitte der Stange und am groBten 
an deren End en. 

581. Das Massenelement der Stange 
G 

dm=gr'd; 

besitzt die Tragheitskraft 
dT = dm '(!(r)2. 

Um den Auflagerdruck in A zu find en 
(Richtung nach 0), bilde man die Momente 
aller Tragheitskrafte um B; es ist 

1 

A 1 sin a = f d T ' (1 - g) sin (a + cp). 
o 

Da l! sin (a + cp) = h (Rohe des Dreiecks), so folgt 

A = G(r)2a 
2g . 

Das Biegungsmoment in N ist mit AN = x: 
~=x 

woraus 

M = - Ax sin a + fd T· (x - §) sin (a + cp), 
~=o 

G (r)2h 
M = - Tglx(l-x). 

Es ist am groi3ten in der Mitte des Stabes, und zwar 
G (r)2 hI 

maxM=- . 
8g 

Die Achsia1kraft in N ist: 
~=x 

N = - A cos a + fd T . cos (a + cp), 
~=o 

- 361 -

8 



582. Losungen. 

Mit e cos (a + p) = a cos a - S folgt: 
Gw51 

N = - 2g1 [a cos a(l- 2x) + xli]. 

Sie wird am kleinsten fttr x = a cos a, d. h. fttr den Fuf3-
punkt H del' Hohe, und zwar 

Gw2 ab 
minN = - -- . -- cos a cos p. 

2g 1 
Die Querkraft in N ist endlich: 

~=:x 
Q = A sin a - fd T· sin (a + p) 

~=o 

und mit e sin (a + p) = h: 
Gwllh 

Q=2gT(l-2x). 

Sie wird Null in del' Mitte des Stabes. 

582. N ennt man p die veri1nderliche N eigung del' Glocke zur 
VertikaIen, T ihr Trl1gheitsmoment fttr die durch 0 gehende, zur 
Bildflltche senkrechte Gerade, so ist die Winkelbeschleunigung um 0: 

). - ~ sin rp _ 0 S = r 
- T ' 

und mit Bentttzung del' Gleichung 
w·dw=A.(-dp) 

die Winkelgeschwindigkeit 
2Gr 

w 2 = --..r- (cos p - cos a). 

Sind die in 0 entstehenden Auflagerdrttcke del' Glocke: X 
(horizontal nach rechts), Y (nach aufwl1rts), so ist:, 

X = Gr (w2 sin p + ). cos p), 
g 

Y = G + G r (w2 cos P _ ). sin q;), 
g 

welche Gleichungen durch Anbringen del' Tragheitskrl1fte del' 

Masse ~ in S en tstehen. Man el'hl1It 
g 

1'51 
X = G e2 + 1'2 sin rp (3 cos P - 2 cos a), 

1'9 
Y = G --s--+ 9 (2 cosll P - 2 cos P cos a - sins rp) + G, e l' 

- 362 -



L6sungen. 583. 
wenn l! der Tragheitshalbmesser der Glocke in bezug auf die 
horizontale Schwerlinie, senkrecht zur Bildflache, ist. 

Der Druck X ubertragt sich auf die Auflager A und B und 
erz~ugt dort (nach Aufgabe 506) gleiche Auflagerdrucke (Achsial-

drucke) A = B = X_; 
2 

abwechselnd wirkt 'A ziehend, B druckend und umgekehrt. 

Das durch Y entstehende Biegungsmoment in 0 ist 
1 

M = "4 Y I, wenn A B = l. 

Die groBte Spannung im Querschnitt 0 ist, wenn von den 
Querkraften abgesehen wird: 

1 Yl X 
(1=4 W +21"-' 

wenn W das Widerstandsmoment und F die Flache des Quer
schnitts ist. 

Bildet man :; = 0, so erhlilt matt fur diejenige SteHung 

der Glocke, welche die groBte Spannung hervorruft: 
a cos 2 f.{! - sin 2 f.{! 2 

-------'------c.---'-- = - cos a 
a cos f.{! - sm f.{! 3 

2W 
a = -]j-i-l-' mit 

583. Man untersuche die Krafte an einem Stucke d x der 
Feder, dessen Lange sich um d § andert, wahrend f die Langen
anderung del' ganzen Lange I sei. 

Es ist P = Po - k dd §, worin dd g die Dehnung, d. i. die 
x x 

L1ingenanderung der Langeneinheit vorsteHt. Da die Dehnung der 

ganzen Feder {- und die Zusammendrtlckung einer zylindrischen 

Schraubenfeder unter der 
64nr8 . 

Kraft P: f = Gd4 P 1St, 

worin n die Anzahl del' 
Windungen bezeichnet, so 
folgt k _ Gd4 1_ 

- 64nr3 ' 

~ 
-- --.:JC- - __ ""'/ 
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584. Li>sungen. 

Ist ferner m die Masse der ganzen Feder, dm = 7 d x jene des 

kleinen Stl1ckes., g die Anderung von x durch die Fliehkraft, so 
ist diese: dm.(x+;)wll=dT und aus -dP+dT=O: 

dllg m 
k dxll = - -1- (x + ;)£1111, 

oder 

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist: 
g = 0 1 cos Ax + Os sin Ax - x, 

wie man sich durch zweimaliges Differenzieren l1berzeugen kann. 
Die Konstanten 01 und Oil ergeben sich aus der Bemerkung, 

daB fl1r x = a und x = b: ; = 0 ist, mit: 
o = a sin A b - b sin A a 0 = b cos A a - a cos A b 

1 sin },l '9 sin A I 

Bildet man nun !! = - 01 A sin l x + Os l cos A x - 1 und setzt 

die Konstanten ein, so erhiUt man den Federdruck an beliebiger 
Stelle x: 

d; kA 
P=Po-k dx =Po- sin 11 [b cos A(x - a) - a cos 1 (b·- x)] + k, 

und fl1r x = a und x = b die Federdrl1cke in A und B: 

P A = Po - G d' [b (~ - 1) + a (1 - ----.!L)] 
64nr'l sm tp tg tp , 

PB = Po + Gd' [b (1 - ----.!L) + a (_--;-p- - 1)] 
64nrB tg tp sm tp , 

.... ;t _11= 8rw l/mnr 

....... tp - " dll r G • 

584:. N ach voriger Aufgabe ist mit Po = 0: 

P = - k !; = - k (- 0 1 A sin lx + 011 A cos lx -1) 

und g = 01 cos A x + 09 sin A x-x. 
Um hier die Konstanten zu ermitteln, setze man ffir x = a: 
P = 0 und ffir x = b: § = 0, woraus: 

b cos A a - i sin 1 b b sin A a + i cos A b 

C1 = cos Al CII = cos Al 
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LBsungen. 585-589. 
Hiermit ergibt sich die Verrflckung des Punktes A 

b tg II 
gA = cos ),1 - -). - - a 

und der Federdruck in B: 

PB = Gd' [bptgq> -I (_1 __ 1)] 
64nr8 cos q> 

mit q>=).l. 

585. Da hier Vo = 0, also auch Lo = ° ist, wird n = 2, d. h. 
die pl6tzlich auftretende Last Q ruft die gleiche Form!lnderung 
hervor wie die ruhende Last 2 Q. Vergl. Gleichung 140. 

586. N ennt man f die statische Durchbiegung durch eine 
ruhende Last P, so wird beim p16tzlichen Verschwinden von P 
zun!lchst f in entgegengesetzter Richtung auftreten; hiezu kommt 
dann noch 2f von der ebenfalls in entgegengesetzter Richtung 
auftretenden Last P (nach voriger Aufgabe); 'somit ist die ganze 
Durchbiegung f + 2 f. 

587. Nach Aufgabe 585 ist der dynamische Faktor bei p16tz
lich auftretender Belastung ohne Stof3: n = 2. Die Durchbiegung 
f in A ist also die gleiche, wie wenn die Last 2 P auf dem Ende 
des Trilgers ruhen wiirde. Es ist demnach 

2 PIB 
f=a EJ' 

588. Wenn der Draht reitlt, bleibt von den beiden sich 
tilgenden Spannungen zu beiden Seiten des Stli.nders nur die eine 
llbrig. Da sie p16tzlich ohne Stoll auf tritt, ist nach Aufgabe 585 
der dynamische Faktor n = 2; die biegende Kraft des Stl1nders 
ist also 2 s. 

589. Da die Entlastung pl6tzlich eintritt, ist der Fall so zu 
behandeln, wie wenn das Seil von unten nach oben mit 2 ql ff1r 
die LlI.ngeneinheit belastet wflrde; dynamischer Faktor n = 2. 

Wl1hrend also das Seil bei Schneebelastung den Durchhang hi 
hat, der mit Hilfe der Gleichung 

4h18FE = (q + ql) (3111 + 4 hili) .18 

(vergl. Aufgabe 105) gerechnet werden kann, ist die Durch
biegung hg aus der Gleichung zu bestimmen: 

4h28 FE = (q - ql) (3111 + 4hll2) 18. 
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590. 591. Losungen. 

590. Bei einem Bruch der Stange A Chat der Arm A B die 
Last P plotzlich allein zu tragen; der dynamische Faktor ist 
dann nach Aufgabe 585: n = 2 und die Berechnung der Last, 
die den Bruch des Armes AB herbeifilhren wird, hat nach der 
Gleichung zu erfolgen: 

Biegungsmoment = 2 P 1 = Kb . -~. 
e 

Nach dem Resultat der Aufgabe 469, d) ist 

J = 0,023B4, 
B 

ferner e = 2; mit B = 4,6 cm, 1 = 40 cm folgt hieraus 

P = 144,5 kg. 

591. Nach Gleichung 18 ist die Verlangerung der prisma
tischen Stange in der Entfernung x vom hochsten Querschnitt 
unter einer Last Q 

Qx 
dx= EF' 

wenn vom Eigengewicht abgesehen wird, und die Verlangerung 
der ganzen Stange 

Ql 
dl~ EF' 

Somit wird nach den Gleichungen 136 nnd 138, wenn y und f 
dnrch d x nnd d 1 ersetzt werden: 

1 

Gl=~dG. ~~= J-~dX. T= ~-, 
o 

Die Formanderungsarbeit des am Ende ruhend hangenden Ge
wichtes Q ware nach Gleichung 129: 

1 Q2 1 
A=2 EF' 

somit nach den Gleichungen 139 und 140 der dynamische Faktor: 

=1+ 1/1+ Q+G/s 2EFh 
n V (Q + G/2)2 1 
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Losungen. 592-594. 
592. Dehnungsgeschwindigkeit der ruhenden Belastung: 

0,0004 -.-!-k ; jene der dynamischen Belastung: 100 ~k . 
se se 

593. Nach den Resultaten der Aufgabe 101 ist hier, wenn x 
der Abstand eines Querschnitts von Found a die Hohe der 
Erganzungspyramide ist: 

und 

Qax 
dx= 

EFo(a + x) 

dl = Qal 
E~'o(a+l) 

Setzt man in den Gleichungen 136 und 138: d x und d 1 statt 

y und fein, ferner rFdx = rFo (~~ x Ydx statt dG, so wird 

1 

G - ~ "G. dx _rFo(a+l)j (+)d -! F 121+3a 
1 - .... 0 dl - a2i x a x x - 6 r 1 l+a' 

. 0 

Ferner ist nach Aufgabe 481 die :B'ormanderungsarbeit der ruhen
den Last Q: 

A= Q9 1 
2E yFoFl 

Mit Beniitzung der Gleichungen 139 und 140 wird dann der 
dynamische Faktor: 

594:. Man kann hier die Resllltate der Au£gabe 591 beniltzen. 
Es ist 

G 
G2 =--, 

3 
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595. 596. Li:isungen, 

n 
wenn G =T(D9 - dD)I, r = 188,5 kg das Gewieht des Hohl-

zylinders ist; der dynamisehe Faktor ist 

1 VI Q + G/a 2EFh = 788, 
n = + + (Q + G/g)2 1 

n n 
wenn Q = ToHlr = 58,9 kg, F = T(DS -- dB) = 62,83 emil, 

I = 400 em, h = 380 em eingesetzt wird, 

Die statisehe Last, welehe die StoBlast ersetzt, ist also 

nQ = 46421 kg, 

und die gri:itlte im Hohlzylinder auftretende Spannung 

n Q + G = 742 at, 
F 

595. Die Bewegungsenergie im Augenblieke des StoBes ist 
hier G h j die Formll.nderungsll:l'beit eines nur seinem Gewieht aus
gesetzten Stabes ist naeh Auigabe 477: 

1 GDI 
A=(f FE' 

Sodann gibt Gleiehung 140 den dynamisehen Faktor 

Setzt man nun 

v, 6FE h 
n = 1 + 1 + -G- , T' 

nG=kF und G=Fly, 

so bleibt sehlieBlieh 

596. Die elastisehe Linie dieses Trltgers hat bei der Be
lastung Q am Ende die Gleiehung 42: 

y =! E~ x2 (31- x), 

und die Durehbiegung am Ende 
1 Q18 

£=3 EJ' 
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Losungen. 597. 598. 

Setzt man nun in den Gleichungen 136 und 138: ~ dx statt d G 
ein, so wird 

1 

G2 = ~dG· (fY = 4~7 JX~(3l- x)2. dx = 13;0 G. 
o 

Ferner ist die Form!l.nderungsal'beit, welche eine ruhende Last Q 
am Ende des Tr!l.gers leistet: 

1 1 Q9 l3 
A=2- Qf =6EJ' 

Filhrt man diese Ausdrilcke in die Gleichungen 
so bleibt fur den dynamischen Faktor: 

-v Q+-No G 
n = 1 + 1 + ( 3)2 

Q+SG 

139 und 140 ein, 

6EJh 

597. Man wende die Resultate del' vorigen Aufgabe an. Es 
ist hier Q = 100 kg, G = 30 kg, J = 10000 cm., somit wird 

n = 1 + VI +-7,81h. 
Das groBte Biegungsmoment an der Einspannungsstelle ist, 

I J ' 
wenn nQ die Last am Ende bedeutet, nQl + G"2=kb· e' worin 

kb = 265 at, e = 10 cm gegeben ist. Man erhlLlt hieraus n = 13,1; 
vergleicht man dies mit dem obenstehenden Ausdruck filr n, so bleibt 

h = 18,6 em. 

598. Der Fall liegt genau so, wie wenn ein gleichf'ormig ver
teiltes Gewicht Q auf einen Balken vom Gewicht G = 0 fallen 
wilrde. Es ist also nach Gleichung 139: L = Qh; ferner nach 
Aufgabe 489 die Form!l.nderungsarbeit !lines gleichformig belasteten 

Balkens: A = 2~ ~ J ' somit mit q 1 = Q der dynamische Faktor : 

V-- 240EJh 
n = 1 + 1 + Q18 

Wittenbauer, Aufgaben. II. 3. Autl. 24 
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599. 600. Losungen. 

599. N aeh Gleiehung 47 ist die Gleiehung der elastisehen Linie 
1 

eines in der Mitte mit Q belasteten Tragers fiir a = b = 2 : 

y = 48~J x(312 - 4x2), 

und die Durehbiegung in der Mitte 
Qls 

f= 48EJ' 

somit naeh den Gleiehungen 136 und 138: 
112 

G - ~ "G.L-2J~d . x(312-4x2
) =~G 

1 - ... a f - 1 x 13 8' 
o 

1/2 

G - ~ "G. (L)2 = 9J~dX. x 2 (3!2 - 4x2):=J2 G 
2 -;- .. a I '" 1 16 35 . 

o 

Die Formanderungsarbeit des ruhenden Gewiehtes Q ist naeh 
1 

Anfgabe 485 fur a = b = 2" : 
QlllB 

A=----· 96EJ' 

Dann wird nach den Gleiehungen 139 und 140: 

= 1 + VI + Q+ 17/35G . 96EJ~ 
n (Q + 5/8 G)2 IS' 

600. Naeh voriger Aufgabe wird der dynamische Faktor 

n = 1 + il + 3,267 h, 
wenn die bekannten Werte eingesetzt werden. (G = 217,2 kg.) 

Wenn der Trager unter der ruhenden Last n Q in der Mitte 
brechen soIl, so ist fUr dall Biegungsmoment in der Mitte: 

1 1 J 
nQ. 4 + SGl = Rb-e' 

worill e = 12 em. Man erhalt hieraus n = 11,8 und dureh 
V. ergleich mit dem zuerst gefundenen Ausdruek fur n: 

h = 35,4 em. 
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Losungen. 60l. 602. 
601. Die elastische Linie des Tr!igers hat im Felde a die 

Gleiehung 60: 
1 Q b2 x 2 

y = 6" EJ ]3- [3al- (3a + b)x], 

und die Durehbiegung unter der Last Q ist fUr x = a: 
1 Q a3 b3 

f=- --~-~-
3 E J 13 ' 

Die Gleiehungen 136 und 138 geben dann mit ~ d x statt d G: 
a 

G1 = ~dG· -[. = ~jdX[3al- (3a + b)x]x2 
f 2a8 bl 

o 
b 

+ 2a~31jdX'[3bl-(3b+a)x']x,g= ::~. 
o 

a 

Gg = ~dG· (~r = 4a?b2 1jdX[3al- (3a + b) X12x4 
o 

b 

+ 4a;b61!dX'[3bl- (3b+a)x']2. x '4 = 
o 

G 12 ( 3}2 ) 
= 140 a b 1 + aJ) . 

Ferner ist naeh Aufgabe 493 die Form!tnderungsarbeit dureh eine 
ruhende I,ast Q: 

1 Q2 a8 b8 

A=6" EJl3 

Somit ist mit Hilfe der Gleiehungen 139 und 140 der dymimisehe 
Faktor: -v Qa~b2+ ~-GI2(ab+3}2) 140 6EJl3 

n = 1 + 1 + 2-- . -a~a-b8~ . h. 
(Qab+ ~ G12) 

602. Naeh voriger Aufgabe wird der dynamische Faktor 

n = 1 + 11 + 260,2 h, 
wenn die gegebenen Werte: Q = 400 kg, G = 954 kg, a = 100 em, 

_ 371 _ 24* 



603. LOsungen. 

b = 400 em, J = : (15' - 124) = 23463 em' eingefuhrt werden. 

DafJ gr5i1te Biegungsmoment ist naeh den Gleiehungen 59 und 64 
mit der Einzellast n Q und dem Eigengewieht G: 

ab2 1 J 
nQ.-+-Gl=kb·-12 12 e ' 

woraus mit kb = 700 at, e = 15 em: n = 41,2. Durch Vergleieh 
mit dem zuerst gefundenen Werte von n ergibt sieh sehlieBlieh: 

h = 6,2 em. 

603. Setzt man in den Gleiehungen 136 und 138 P statt G, 
x 3- statt y und 13- statt f, worin :1- der Verdrehungsbogen der Welle 

B 610 r: 
r I k --if-----'>-{ 
I 
I J.d,r 
l -. I UJ l' 
I I 
I f 
'\4 I 

fur die Litngeneinheit ist, so werden mit 
d G = r F d x die naeh B reduzierten Ge
wiehte der Welle in Seheibenform: 

P P 
PI = 2" und P 2 = 3' 

(vergleiehe Aufgabe 591). 
Die Gesehwindigkeit der StoBstelie nach 

dem Stoile ist dann naeh Gleichung 137: 
Q .-~ 

VO=Q+G1 y2gh, 

P r2 Pr2 
worin G1 = _1_ = ---2 das an die StoBstelie C reduzierte 

2 q2 4q . 
Gewicht PI der Scheibe in B oder das reduzierte Gewicht der 
Welle ist. Nennt man ferner w und Wo die Winkelgeschwindig
keit.en, die der Welle an den Stellen x und 1 durch den StoB 
erteilt werden, so ist 

uncI 

oder 

((): Wo = x: 1 

die Bewegungsenergie durch den StoB 
1 

L =.!.. fd T . (.tJ2 = ~Jl.-. .r F d ~ . r2 • ~~()~ x B 
o 2 2 2 g l~ 

" 1 P 1 Pr9 ltl 2 L = _ -~r2ltl 2 = _____ ~o_ 
o 4. g 0 12 g 

Nun ist Vo = q ltlo, somit bleibt 
8 PQ2 r 9 q2 h 

Lo = 3 (4Q q2 + Pr2)\! • 
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Losungen. 604. 
Die durch die ruhende Last Q erzeugte Formanderungsarbeit 

ist nach den Gleichungen 131 und 111: 

A=.lMdl.9-=.l Md21 
2 11: Gr4 ' 

worin Md = Q q ist. Fiir die Berechnung des dynamischen 
Faktors kann auch hier die Gleichung 140 benfitzt werden; mit 
obigen Werten von Lo und A wird er 

V 811: PGr6 h 
n=l+ 1 +-3- (4Q q2+Pr2)21' 

Die gro£te in der Welle auftretende Spannung ist dann nach 
Gleichung 110: 

2 Dynamisches Moment 2 n Q q 
maxT = 11: r3 = 11: . -z;a-' 

worin n obigen Wert hat. 

604. Nach dem Arbeitsprinzip ist die Allderung der Bewegungs
energie gleich der Summe der au£eren und der inneren Arbeit, also 

L - Lo = 1.. -~ + G!. (V2 - vo2) = Qy - A, 
2 g 

wenn Gg das an die Sto£stelle reduzierle Gewicht des Balkens 
(vergl. Gleichung 138), Vo die Anfangsgeschwindigkeit der Sto£
stelle, v ihre Geschwindigkeit nach der Zeit t, y die dynamische 
Durchbiegung der Sto£stelle und A die der Durchbiegung y ent
sprechende Formanderungsarbeit ist. Letztere ist nach Auf
gabe 483, wenn dort f durch y ersetzt wird: 

24EJ k 
A=~~ .y2=_V2 

13 2 • , 

somit Q + G2 . (vll _ voll) = 2 Qy - kyll 
g 

und differenziert: 

Q+ Gg Q) ----"-'------'-- v d v = ( - k y d y. 
g 

Nun gilt fur die Bewegung des Balkenmittelpunktes: 
d2 y 

vdv = dt2 • dy, 

woraus Q + Gg d2 y = Q _ k T 

g d t2 J' 
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604. I..Josungen. 

Die Durchbiegung des Balkens bei ruhender Last Q ist nach 
Gleichung 49 

Q13 Q 
f= 48EJ ="k; 

es ist also ~2t; = ').,2 (f - y), w~nn A. = V Q ~g GlI . 

Die Integration dieser Gleichung liefert 
y = A sin It + B cos A. t + f. 

Um die Konstanten A und B zu bestimmen, bilde man 

v = ~; = AA. cos H - B'). sin H .. a) 

und setze ftlr den Beginn der Bewegung: 

t = 0, Y = 0, v = Yo, 

so wird A = -;~, B = - f 

und somit die gesuchte Bewegungsgleichung: 

y = v; sin ').t + f(l- cos It) . . . . b) 

worin A.lI=~.-_Q-
f Q+Gs 

und nach Aufgabe 599: 

Gs = ~~ Gist. 

Um die gri:iBte Durchbiegung zu erhalten, setze man in 
Gleichung a): 

dy 
v=-=O, 

dt 

woraus . . . . . c) 

Gleichung b) liefert dann: 

fl = f [1 + A ;1 Yl 
Der Ausdruck in der Klammer ist der »dynamische Faktor" 
(vergl. Gleichung 135). Die Anfangsgeschwindigkeit ist 

Q -
Vo = Q+ G1 y2gh, 
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Losungen. 605-608. 
worin h die Fallhohe . des Gewichtes Q und nach Aufgabe 599: 

5 
G1=SG 

ist. 

605. Die Gleichung c) der vorigen Aufgabe wird erfiillt von At, 
)" t + n:, )" t + 2 n u. s. f. Die Dauer einer Schwingung ist also 

n 
T=T 

und die Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde 

z = -} = : = ! V ~ . Q ~ Gg 
. " a) 

FUr den gegebenen Trager wird 
--,--0-=-==------

z=~V48EJ . 
. n }3 

g 

606. Verwende die Gleichung a) der vorigen Aufgabe. Es ist 
1 Q13 

nach Gleichung 43: f = 3 -E [ und nach Aufgabe 596: 

G2 = 13;0 G, sornit die Schwingungszahl 

'~~~f~/ 'Q+:~G' 
607. Mit Hilre des Resultates der Aufgabe 605 folgt: 

n ll m2 xsl3 ( 17) 
J= 48Eg Q+SSG. 

608. Die Aufgabe ist auf Aufgabe 598 zurflckzuflihren, werm 
die FallhOhe h Null gesetzt wird. Der dynarnische Faktor iet dann 
n = 2, d. h. die groi3te Durchbiegung wird so groi3, wie wenn der 
Trager das doppelte Gewicht h~tte, also nach Gleichung 57: 

5 2q ~ 5 q~ 
max y = 384 -]5J-- = 192 -E r 

Urn die Schwingungsdauer zu bestimrnen, gehen wir iihnlich 
wie in Aufgabe 604 von der Gleichung aus: 

L - Lo =). _G2_ V2 = G1y - A. 
2 g 
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608. Losungen. 

Die Anfangsgeschwindigkeit ist Null, die nach der Mitte 
reduzierten Gewichte G1 und Gil des Trilgers sind nach den 
Gleichungen 136 und 138: 

1 

y 16 G J 16 G1 = ~LlGf = 515 (18 X - 21x8 +x')dx = 25 G, 
o 

1 

Gli = ~LlG(~r = (!5~r ; J(18 X - 21x8 +x')I'dx 
o 

3968 
=7875 G, 

mit Benutzung der Gleichung 56: 

y = q (18 X - 2lxB + x') 
24EJ 

fur die elastische Linie. Ferner ist nach Aufgabe 490: 
A _ 3072 EJyll 

- 125 -1-8 -' 

wenn dort y statt f gesetzt wird. Wie in Aufgabe 604 erhillt man 
G 
_lI vI! = 2G1 y _ kyll 
g 

und 
d2 y 
d tlJ = 12 (f - y), 

wenn 
6144 EJ 5 ql' 

k:;::: 125 111' f= 384 EJ' 

l=Vkg 
Gg 

bezeichnet wird. Durch Integration erhitlt man hieraus, da die 
Konstante~ A = 0, B = -- f werden 

y = f(l- cos 1t). 

Die Schwingungsdauer T des Balkens erhiilt man sodann aus 

1T = 'It 

'It 'It Vru:--G 18 

mit T = T = 12 21 E J g . 
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. LOsungen. 609. 610 . 
609. Losung wie in Aufgabe 604. Man findet die Bewegungs

gleichung 

1 Q + Gg ( 2 II) _ Q EF 2 - V -vo - y---y 
2 g 21 

und 
dlly 
dtll = lll(f -y), 

worin: f = ~: die Verlangerung des Stabes bei ruhendem Ge

wicht Q, l = V (Q E: ~1I) 1 und nach Aufgabe 591: GlI = ~ ist. 

Man erhalt wie in Aufgabe 604: 

y = ~ sin l t + f (1 - cos H), 

worin Vo" die Geschwindigkeit, aus 

Vo (Q + G1) = Q i2gh 
G 

zu entnehmen ist. Nach Aufgabe 591 ist G1 = 2". Die groJ3te 

Langenltnderung des Stabes erhlilt man aus :~ = 0 wie in Auf
gabe 604 mit 

maltY = f[1 + VI + (trY] . 
oder [ V Q+G/s 2EFh] 

maxy = f 1 + 1 + (Q + G/I1)2 • -1- . 

Der Faktor von fist der ndynamische Faktor", der schon in 
Aufgabe 591 gefunden wurde. 

Die groJ3te Geschwindigkeit besitzt das Ende des Stabes, 
dlly 

wenn d til = 0 oder y = fist. Es wird 

Il_Q2 rl 2h ,1] 
maxv - g (Q+ G1)1l + EF(Q+ Gl/) • 

610. Der plotzlichen Belastung wegen ist der dynamische 
Faktor n = 2 (vergl. Aufgabe 585), somit die groJ3te Llingen
anderung des Stabes 

GI 
maxy= 2f=-

EF 
(auch aus dem Resultat der vorigen Aufgabe mit h = 0). 
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611. Losungen. 

Die Schwingungsgleichung des unteren Endes des Stabes wird 
y = f (1 -- cos H) 

mit A. = V ~;:lg = V3! ~ g (vergl. vorige Aufgabe). 

Die Schwingungsdauer ist 

n: 1/ Gl 
T = T = n: V 3 E F g' 

Die gro£te Geschwindigkeit besitzt das Ende des Stabes ffir 
d2 y Gl 
dt2-=0, woraus y=f=" 2EF und 

maxv2 =: ~~. 
611. Es sei m die Masse des Stabes, dm = 7 ·dxdieMasse 

eines Teilchens, an dessen Endquerschnitten die Querkrafte Q und 
e+d{J Q + d Q wirken; dann bleibt d Q f ----~ fibdg in, din B"chl.unigung due 

~ !J. Bewegung und es ist 
Cl2 y Il dm'-~2 =dQ. 
Clt 

N ennt man J\>1 das Biegungsmoment, so ist bekanntlich 
dM . Cl2 y M 

Q = -~ und nach GlelChung 40: Cl :x:2 = - -il' 

woraus sich ergibt: 

-~l~ .Cl~L + E J _Cl4 j'- = 0. . . . . . a) 
Clt2 Clx4 

die verlangte Schwingungsgleichung . 
• 

Die Auflosung derselben lautet: 
y = sin A. t [a cos w x + b sin w x + A e (JJX + B e - W X] • b), 

wie man sich durch zweimaliges Differenzieren nach t und vier
maliges Differenzieren nach x fiberzeugen kann. 

Um die vier Integrations-Konstanten a, b, A, B zu ermitteln, 

benutze man die Bemerkung, daB fur x = 0: y = 0 und ay = 0 
Clx sein muB. 

Man erhalt dadurch die Beziehungen: 
a + A +B = 0 und b + A - B = 0 . . . c). 
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Losl1ngen. 611 . 
Am Ende des Tragers ist sowohl das Biegungsmoment 1\1 als 
auch die Querkraft Q gleich Null oder es ist fUr x = I: 

.-?~ = 0 und J3 L = O. 
Jx2 8x3 

Hieraus erhalt man die weiteren Beziehungen: 
- a cos wl- b sin wI + Ae wl + Be-wI = O} 
asinwl-bcoswl+Aewl-Be-wl=O .. d). 

Entfernt man aus den vier Gleichungen c) und d) die Konstanten 
a, b, A, B, so bleibt 

cos wl(e w1 + e-wl) + 2 = 0; 
der kleinste Wert, der dieser Gleichung genugt (Grundschwingung), ist 

wI = 1,87. 
J2 J4 

Setzt man die Werte von -~ und -~-, Wle man sie aus 
8t Jx 

Gleichung b) erhalt, in a) ein, so bleibt 
m - -r . A,2 Y + E J . Y w 4 = 0, 

VEJI 
woraus A, -= w! ----m-
und fur die Grundschwingung 

VET 
A, = 3,50 13m ' 

N ennt man T die Dauer einer Schwinguug, so ist aus Glei
chung b): 

A,T=n 

und die Anzahl der Grundschwingungen in einer Sekunde 

z = ~ = 1,1l3 1 / E .t~. 
n V 13 m 

Setzt man in dem Resultat der Aufgabe 606: Q = 0, so erhalt 
man als angenaherte Losung der vorliegenden Aufgabe: 

1 V3EJg 140 ~ VET 
Z = n l3G' 33 = 1,130 13 m -. 
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Formelsammlung. 
Diese Sammlung enthll.lt nur jene Formeln, die bei LUsung 

der Aufgaben benotigt werden und erhebt deshalb keinen An
spruch auf Vollstll.D.digkeit. 



Der lineare Spannungsznstand. 

1st 0'1 die Rauptspannung, so ist 
~ 0' = 0'1 sins a die Normalspannung, } 

't = 0'1 sin a cos a die Schubspannung, 1 
p = 0'1 sin a die Gesamtspannung 

z:z einer Ebene, die unter a gegen 0'1 geneigt ist. 

Der ebene Spannungszustand. 

Sind O'x, O'y, 'tz die Spannungen zweier zu 
einander senkrechten Ebenen, so ist f11r eine 
beliebige dritte Ebene: 

0' = O'x sins a + O'y cos2 a + 'tz sin 2a} 2 
,,; = (O'x--(1y) sinacosa+'tzcos2a . 

Sind (11 und (12 die Hauptspannungen eines Punktes, a die 
Neigung: einer Ebene gegen (11' so erleidet diese die Spannungen: 

(1 = (11 sin2 a + (12 cos2 a } 
,,; = (0'1 - 0'2) sin a cos a . 3 

Der rii.umliche Spannungszustalld. 

Sind (11' 0'2' (1a die drei Hauptspannungen eines Punktes, p die 
Spannung einer Ebene, deren Normale die Richtungskonstanten 
a, b, c im Achsenkreuz der Hauptspannungen besitzt, 
die Projektionen von p auf die Achsen: 

PlO = a (11' py = b0'2' pz = 0(13\ 
und p2 = 11.2 0'12 + b2 0'g2 +C2 0'82 1 
w!!.hrend die N ormalspannung dieser Ebene: 

0' = as 0'1 + b2 (12 + c2 0'a 

und ihrQ Schubspannung: 

so sind 

. 4 

,,;2 = p9 _ (12 . 6 

1st der Spannungszustand eines Punktes durch Angabe der 
drei Normalspannungen (1x (1y (1z und der drei Schubspannungen 
'tx 'ty ";z von drei senkrechten Ebenen gegeben, so sind die drei 
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Formelsammlung. 

Hauptspannungen a und ibre Richtungskonstanten abc aus 
folgenden Gleichungen zu entnehmen: 

s(ax - a) + b'Z"z + c'Z"y = 0] 
b(ay - a) + c'Z"x + S'Z"z = 0 
c(az-a)+a'Z"y+b'Z"x=O ..... 7 

a2 + b2 + c2 = 1 
Forminderungen. 

B = Dehnung = Verhaltnis der Anderung der Entfernung zweier 
Punkte zur ursprunglichen Entfernung. ' 

r = Schiebung = Anderung des rechten Winkels, den zwei Ebenen 
vor der Formanderung miteinander einschlossen. 

H 00 k e sches Gesetz fur N ormalspannungen : 
a = E8 8 

fur Schubspannungen: 
'Z"=Gr 9 

E, G: Elastizitatszahlen fur Zug (Druck) bezw. Schub. 
Sind 8x By 8z die Dehnungen in drei senkrechten Richtungen 

X Y Z, rx ry rz die Schiebungen der drei senkrechten Ebenen Y Z, 
Z X, X Y, so ist die Dehnung in der Richtung a, b, c: 

8 = a2 8x + b2 By + c2 8z + b c rx + cary + a b rz . 10 
Sind X, Y, Z die Richtungen der Hauptdehnungen 81 82 8a, 

so ist 8 = a2 81 + b2 82 + C2 83 • • •• • 11 
Ferner ist 

e = Raumdehnung = Verhaltnis der Anderung eines Rauminhaltes 
zum urspriinglichen Rauminhalt 

= 8x + 8y + 8z = 81 + 82 + 8a . . 12 

Isotrope Korper. 
m 

G= E ...... . 13 
2(m + 1) 

worin m das Verhaltnis der Liingsdehnung zur Quer-Zusammen
ziehung ist. (P 0 iss 0 n sche Konstante.) 

Hauptspannungen: 

a1 = m : 1 E (81 + m e 2) 
a2 =~E(82 + -~-) m+l m--2 

.14 

aa = ~ E (83 + __ e_) 
m+l m-2 
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Formelsammlung. 

Hauptdehnungen: 

.. 15 

Festigkeitszablen. 
A = Arbeitsfestigkeit ist die Spannung, bei der das Material erst 

nach sehr oft wiederholtem Wechsel der Belastung zwischen 
max (] und min (J reiJ3t. 

U = Ursprungsfestigkeit, wenn min(J = O. 
S = Schwingungsfestigkeit, wenn min (J = - ma.x (J. 

Kz = Zugfestigkeit, statische Festigkeit, wenn min (J = rna" (J. 

Mittelwerte nach Versuchen von Wohler und Bauschinger: 
Schweilleisen: Kz = 3640 at, U = 2160 at, S = 1180 at, I 
FluJ3eisen : Kz = 4200 at, U = 2400 at, S = 1320 at, 16 
l!'lu£stahl: Kz = 6040 at, U = 2900 at, S = 1540 at. 

Zulassige Spannung dieser drei Materialien: 

kz (Zug) = k (Druck) = ; A (Arbeitsfestigkeit) . 17 

Zugfestigkeit. 
L!l.ngenanderung eines prismatischen Stabes von der L!l.nge 1, 

clem Querschnitt Fund dem Gewicht G: 

(p+ ~) 
.11 = ----"EF- 1. . . . . . . 18 

wenn P die Belastung am. Ende des Stabes ist. 

B --rJs 
I I 
e' f I 
I e 
Y I J' 

I 
I 
r J 

Triigbeitsmomente und Zentri
fugalmomente von FIiieben. 

J = J s + F e2 • '. 19 
J = J' + F(e l1 - e'2) 20 

'Vittenhauer, Aufgahen. II. 3. Aull. 25 

- 385 



~'ormelsammlung. 

Rechteck in bezug auf die Kante b: 

J = ; bh8 •• . . . . . 21 

in bezug auf die Schwerlinie parallel zu b: 
1 

.T=12 bh3 ......... 22 

Dreieck in bezug auf die Grundlinie b: 
1 

J == 12 bh3 . • · 23 

ill bezug auf eine Gerade durch die Spitze, parallel zu b: 

J = ~bh8 
4 · 24: 

Kreis in bezug auf den Durchmesser 2 r : 

J - n 4 -4"r .... · 25 

Ellipse mit den Halbachsen a und b in bezug auf die Achse 2 a : 

Tr~gheitshalbmesser : 

J _7C bS 26 -Ta .. 

i= V; .. 27 

J x =JICoS2a~J2Sin2a} . 28 
J xy = (J1 - J 2) 8m a cos a 

-t----3¥--'---I--J1 wenn J 1 und J 2 die Haupttr~gheit8momente 
sind. 

Zentrifugalmoment: 

-+--l-=--l---.L- X' 
Jxy = J'xy + F gl} .. 29 

wenn S der Schwerpunkt der Flache Fist. 
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Formelsammlung. 

J xy = F;r; .......... 30 

J'x = J x cos2 a + J y sin2 a - J xy sin 2a . 31 
J'xy = (Jx - J y) sin a cos a + J xy cos 2a. 32 

Sind X' Y' die Hauptachsen, so gilt: 

2Jxy 
tg2a=-J -J- ... 33 

y- x 

Haupttritgheitsmomente: 

J 1 =!xtJy_ + y( J y 2 JxY + J2XY } 

. . . . 34: 
J = J x + JL _ 1 I( J y - J x )2 + J2 

2 2 V 2 xy 

Fur je zwei zugeordnete Achsen der Tritgheitsellipse ist 
J xy = O. 

Biegungsspannung nnd Biegungsacbse (Null-Linie). 

M = Biegungsmoment, 

NN = Null-Linie. 
Y--+--'-~'\=---+-J., J 1 

tg ~ = 3
2
- • tg a . . . 35 

~ 

Krummung der elastischen Linie: 
1M V CO-S;;--2 -a----:si-n'2 a 
-;; = + E --.rs + J-2-

" 1 2 
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Formelsammlung. 

Spannung an der Stelle y, z: 

0' == M ( y sin a _ z cos a )\ 
J 2 J1 •••• 37 

Speziell: a = 0, (J = 0, a = - ~z . . . . 38 

1 M -e= + EJ' ....... 39 

Angenl.l.herte Gleichung der elastischen Linie: 
d9 y M . 
--=---=-lM dxlJ EJ . .. 40 

Zulll.ssige Biegungsspannung filrGufleisen nach B a c h: 

kb = ftokzV e1 • . • . • • • 41 
Zo 

worln: kz = zulll.ssige Zugspannung, 
e) = Abstand der Stelle grBBter Zugspannung von der 

Y-Achse, 
Zo = Koordinate des Schwerpunkts des auf Zug bean

spruchten Telles des Querschnitts, 
flo = 1,2, wenn dieser Te!J von einer zur Y·Achse parallelen 

Geraden begrenzt ist; 

= : in allen anderen Fll.llen. 

Der einseitig eingespannte Trager. 
Last P am Ende. 

Gleichung der elastischen Linie: 
1 P 

y = 6" E J Xl (31 - x) 

wobei die x von der Einspannung aus gez!l.hlt sind. 

Durchbiegung unter der Last: 

. • 4:2 

1 PIa i a 
f=3" EJ =3"PI ...•.. 43 

N eigung der elastischen Linie unter der Last: 
1 PIli i 

tg a ="2 -EJ=2P19 . . ... 44 
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:E'ormelsammlung. 

Gleichformige Be1astung q fur die Lltllgeneinheit. 

Durchbiegung am Ende des Tragers: 

1 ql" i 4 f=8 EJ =8 q1 ...... 45 

Der frei aufliegende Trager. 

Las t Pan b e Ii e big e r S tell e. 

Gro£tes Biegungsmoment in C: 
P ab /"-4-+----' .... ---1 maxM = P . - . . 46 

Ai ir ct .,-,f 1 
;-------,,-------ol 8 Gleichung der e1astischen Linien in 

bezug auf XA Y: 

Fe1d AC: y=~.~_X(12-bll-X2). 47 
. 6EJ 1 

Fe1d CD: y = ~ . ~ (1- x) (2lx - all - xl!) . 
6EJ 1 

Durchbiegung unter der Last P: 
1 P a2 b2 i Pa2 b2 

f ="3 E J . --1- = -3 -f-- . . . . 49 

Gro£te Durchbiegung, wenn a < b : 

1 P 
max f = 27 E J 1 a b (2 a + b) i3 b (2 a + b) 50 

Stelle der gro£ten Durchbiegung: 

J! . B' 1/ b (2a+b) Entlernung von : x = V 3 . 51 

N eigung der elastischen Linie gegen die Gerade A X : 

Feld AC: -~~ = 6iJ ~ (12 - bl! - 3 xl!) . " 52 

Fe1d CB: 
dy P a 0 --.. ~ = -- - (212 + a" - 61x + 3 xl!) 
dx 6EJ 1 

53 

Neigung der elastischen Linie am Auflager A: 
1 P btl!! - bi ) 

tga="ij" EJ 1 ",., Q4 
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Formelsammlung. 

Gleichformige Belastung q fur die Lil.ngeneinheit. 

Gro13tes Biegungsmoment in der Mitte: 
1 

maxM = SQ12 . . . . . . . 55 

Gleichung der elastischen Linie: 

Y=24~J(l3x-21x3+x4) .... 56 

Gro13te Durchbiegung in der Mitte: 
5 ql4 

maxf= 384 EJ-· ...... 57 

Statisch unbestimmte Trager. 

Der an beiden Enden eingespannte Trager. 

Last P an beliebiger Stelle. 

. b2 (3a+b) aB (3B+a) 
Auflagerdrucke: A = P 13 ' B = P 13 •• 58 

Auflagermomente : ... 59 

Gleichung der elastischen Linie fur das Feld A C, bezogen auf 
das Achsenkreuz X A Y : 

1 P bB 
Y =6 EJ- J.8 xll[3al- (3a+ b) x] ... 60 

Durchbiegung unter der Last P: 
1 P a3 b3 

f=3 -ET ~13-

Mehrere L asten. 
1 

Auflagerdruck: A = 18 ~P bB (3 a + b) 

Auflagermoment: MA = is- ~P a b2 • 
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:E'ormelsammlung. 

Gleichformige Belastung q fur die Langeneinheit. 
1 Auflagermomente: MA = lVIB = - q12 64 

12 
Gleichung der elastischen Linie: 

y = 24iTx2(1 ~ X)2. . . 65 

, . t jB Trager mit Einspannung und freiem 
II, ...-:---? -- b--i Auflager. 

"~ ---- L---~J Last P an beliebiger Stelle. 

.. b(312-b2) a2 (31--a) 
Auflagerdrucke: A = P 218 ,B = P 213 66 

Auflagermoment: MA = P a b ~ : b) 67 

a2 b(31- a) 
Moment unter der Last: Me = P 2 13 68 

. 1 P a3 b2 (31+ b) 
Durchb16gung unter der Last: f = 12 E J 13 69 

N eigung des Tragers am Auflager B: 
1 P a2 b 

tg {j =""4 EJ -1- . 70 

Gleichformige Be1astung q fur die Langeneinheit. 
5 3 

Auflagerdrucke: A = -8 q 1, B = 8" q 1 . 71 

Auflagermoment: 72 

Trager gleiehen Widerstandes gegen Biegung. 
1st e = e1 = e2 der Abstand der Null- Linie von der meist 

gezogenen oder gedrti.ckten Stelle im Querschnitt, so ist 

M.! = kb J ..... . 73 

worin M das Biegungsmoment, J das Tragheitsmoment des Quer
schnitts ist. 

Null-Linie und Kern. 

Sind J 1 , J 2 die Haupttragheitsmomente, i1 =11 ~!.., 
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Formelsammlung. 

ig = V? die zllgehorigen Tragheitshalbmesser, P der Angriff 

p 
der Kraft senkrecht zum Querschnitt, N N die 
zugehorige Null-Linie, so ist: 

i l 2 ig2 
pn = - -'2-- =- ~2 ... 74: 

1 

1st J das Tragheitsmoment des Quer

schnitts fUr die Linie P S, so ist i = V ;
der zugehorige Trl1gheitshalbmesser. FUr die 
Hauptachsen J lund J 2 ist: 

P1nl = - ig2, P2n9 = - i l 2 ••••• 75 

Zug, Druck uud Bieguug. 

rst P die Zug- oder Druckkraft, M das Biegungsmoment, so 
erleiden ~e Stellen, die von der N ull- Linie die auBersten Ent
fernungen besitzen, die Spannung: 

P M 
0'=]' +-W' . 76 

worin F die Flache des Querschnitts, W sein Widerstandsmoment ist. 

rst p der Abstand del' Zug- oder Druckkraft vom Schwer
punkt des Querschnitts, so kann obige Gleichung auch in der 
Form Rngeschrieben werden: 

0' = ; [1 + ~ J. . .. " 77 

Hat die Angriffsstelle der Kraft P die Koordinaten b und c in 
bezug auf das Achsenkreuz der Haupttragheitsmomente, so erleidet 
der Punkt mit den Koordinaten y und z die Spannung: 

O'=P [~ +-j;+ ~:J ...... 78 

rst Peine Druckkraft, so durfen diese Gleichungen nur ver
wendet werden, wenn der Korper eine kurze, gedrungene Gestalt 
besitzt, 

Hat der Ktlrper eille stabfOrmige Gestalt und ist 1 seine 
Lll.n~e, J ~~s Tr!tgheitslllolllent £11r die Biegtlllgsachse dell Quar. 
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schnitts, so mfissen zur Ermittlung der li.uJ3ersten Spannungen 
die Gleichungen beniltzt werden: 

max (J = - P [1 + p F ] I F W 2 cos wI 
.. 79 

(J=-~[I- pF ] 
F WI cos wI 

worin w = V :J . 
Die Ausbiegung am oberen Ende ist: 

! 1 \ 
f= p i--1-1)· ...... 80 

\cos w 

Die Bruchlast bei dieser exzentrischen Druckbelastung ist: 

FK 
B = -,0,-----

~ [1 + W 2 ~:s wI J 

... 81 

Angenahert darf gesetzt werden: 
11;:; 

cos-w 1 = 1 + 2 (w 1)2 + 24 (wI)' . . . . 82 

~ ist eine ErfahrungszahI, filr die v. T e t m aj e r foigende An
gaben gemacht hat: 

BauhoIz: ~ = 0,70 + 0,03 n I 
SchweiBeisen: !l = 1,20 filr gedrungene Querschnittsform; 

= 1,08 ffir gespreizte Querschnittsform; 83 
Flu:Beisen: !l = 1,37 fill' gedrungene Querschnittsform; 

= 1,23 fUr gespreizte Querschnittsform. 

Hierin ist n =-~, i = Tragheitshalbmesser fur die Biegl1ngsachse. 
1 

Knickfestig keit. 

E u 1 e r sche Gleichung fUr die Knicklast: 
EJ 

Pk = a . 12- ...... 84: 

worin 1 die freie Lange, J das kleinste TrllgheitsmQment des 
Querllchllitts, a die BefeitiiungslGabl lst. 
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. Arten der Befestigung des Stabes: 
a) b) c) d) 

A = Spitzen1agerung, 

Befestigungszah1 : 
B = Einspannung. 

n B 
a=--

4 
a = 20,19 .. 85 

Reduzierte Lange: 

1r = 1 1r = 21 1r = 0,71 . . 86 

v. Tetmajers Angaben ffir die Knickfestigkeit 
Kk in at. 

lr . 1/ minJ 
Es ist n=T' 1= V F-· 

Holz: n = 1,8 -100, Kk = 293 -1,94n . 87 

n> 100, Kk= 987?00 '. . 88 
n 

Gu.6eisen: n<80, Kk = 7760 - 120 n + 0,53 nB 89 

90 

91 

92 

93 

94: 

n>80, Kk= 
9870000 

nB 

Schwei.6eisen : n=10-112, Kk ~ 3030 -12,9 n 

n> 112, Kk= 197~~000 
n 

Flufieisen : n=10--105, Kk ='3100 -11,4n 

n>105, Kk= 
21220000 

nB 

Zulassige Knickspannung: 
k 

kk=-1+fl n2 

worin k die zull1ssige Druckspannung, n = 1: ist. 
1 
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Nach Angaben v. Tetmaj ers ist ffir: 
Holz ft = 0,00023, Gu£eisen ft = 0,00070 } 
Schweilleisen ft = 0,00016, Flu£eisen fl = 0,00014 . 
Tragfahigkeit eines auf Knickung beanspruchten Stabes: 

96 

Schubfestigkeit. 

Fk 
P = F kk = -----,------=-

1 + ftn 2 
97 

Die Schubspannung, die durch die Querkraft Q entsteht, hat 
parallel zur Symmetrale S Z den Teil: 

y-

SQ 
'Cz :=0 'CJZ = ------ . 98 

2y1 J 
Hierin ist J das Tragheitsmoment des Quer
schnitts ffir die Schwerlinie S Y, S = fzo 
das Flachenmoment des fiber l\fN liegenden 
Abschnittes f bezfiglich derselben Linie S Y. 

R d 'CIZ 
an spannullg: 'CJ = cos a - 99 

Schubspannung an beliebiger Stelle y, z: 

'C = _~z__.. 100 
cos fJ! 

Gro£te Schubspannung im Rechteck: 
3 Q 

max'C = 2 ]i- 101 

Gro£te Schubspannung im Kreis: 
4 Q 

max 'C = -~r -jji--

1st F die QuerschniUsfl.ache, so nennt man 

Fo=-~ 
max 'C 

die reduzierte Querschnittsfl.ache. 

Zulassige Schubspanllung: 

k <k -~
s= 'm+l 

F E· 't 10 , t 1_ 10 I fir .1 lsen ml m = 3 IS KS < 13 rz 
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Schub und Biegung. 
Kennzeichen, ob ein Stab fur Schub oder Biegung zu rechnen ist: 

Schub {maxBiegungsmoment < m + 1 Widerstandsmoment 106 
Biegung max Querkraft > m F 0 

Beziiglich F 0 vergleiche Gleichung 103. 

Rauptspannungen: (J1 = ~ + V !Ii .+ '£2\ 
.. 107 

(J2 = .!!....-l/ ~ + ,£2 2 4 
Neigung a del' Hauptspannung gegen die Achse des Tragers: 

2'£ 
tg 2 a = - -- . . . . 108 

(J 

Hierin i~t (] die durch die Biegung entstehende N ormalspannung, 
'£ die durch' den Schub entstehende Schubspannung. 

Drehungsfestigkeit. 

Es bedeutet Md das Drehungsmoment der auaeren Krafte, 
:J den Verdrehungswinkel fiir die Langeneinheit 1m BogenmaJ3, 
G die Elastizitatszahl fiir Schub. 

:Jo=:J.~80o . . .. .. 109 
1(. 

Kreisquerschnitt vom Halbmesser 1': 
1(. 

Md = 21'3. ma,,'£. • • • • • • 

:J 2 Md max'£ 
=-;; Gr4 = Gr 

Kreisring-Qnerschnitt, Halbmesser R und 1': 
1(. R4 - r'" 

Md = - ---- . max '£ 
2 R 

:J = .! c:--;M_d_-.-:-
1(. G(R4 - 1'''') 

max'£ 
GR 

110 

111 

112 

113 

Elliptischer Querschnitt mit den Halbachsen b < c: 
1(. 

Md = 2" b2 C • max'£ . . . . . 114, 

.{} = 1-. b9 + 0 9 • _Md_ = 1- b2 + c2 ~~x'f 115 
1C bl:l 08 G 2 b 09 G' 
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Spannung an beliebiger Stelle y, z: 
~--~ 

~ = 1~ -~: V-t- +::- 116 

Elliptischer Ring, ltuBere Halbachsen b < C, 

bi < cI , bI : b = cI : c = a: 
innere Halbachsen 

11: 
Md = 2" b2 c (1 - a') . max ~ • • , 117 

Rechteckiger Querschnitt mit den Abmelilsungen b < 11 : 
2 

Md = - b2 h· max'C 118 
9 

( b2 + h2 Md b2 + h2 max T 
:f = 3,6l)ilh.3 -0 = 0,8l)h2--- G 119 

Spannung an beliebiger Stelle y, z: 
Md --

~ = 9 b8h8 Vy2 (h2 - 4Z2)2 + Z2 (b2 - 4y2)2 120 

Drehung und Biegung. 
Tst 81 die gr5Bte vorkommende Dehnung, so ist die reduzierte 

Hauptspannung: 
m - 1 m + 1 ,I-'~---

E' 81 = 2ffi- (J + "2IIl r a2 + 4( ao ~)2 ~ kb ' , 121 

Hierin ist m das Verhttltnis der Lttngsdehnung zur Querzusammen
ziehung, a die durch die Biegung entstehende N ormalspannung, 
~ die durch Drehung entstehende Schubspannung, kb die zulassige 
Biegungsspannung und 

, 122 

das von B a c h angegebene Anstrengungsverhltltnis, worin kn = kz, 

k oder kb und kd die zulassige Drehungsspannung ist, 

F E' 't 10 , t ur IS en mI m = 13 IS : 

E 81 = 0,35 (J + 0,65 ya2 + 4 (ao~)2, 
kn 

aO=-f,3~ . , , 

123 

124: 

Ist M das Biegungsmoment, Md das Drehungsmoment, so 
wird fur den Durchmesser d eines Kreisquerschnitts: 

dS = 3k2 [0,35 M + 0,65 yM2 + (au Md)2] , . 125 
rc b 
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und ffir einen Kreisring - Querschnitt mit dem Durchmesser -V er
haltnis d: D = a: 

DS = k (~2 4) [0,35 M + 0,65 -yM2 + (ao Md)2] . 126 
JC b - a 

FOl'manderungsarbeit 

der Normalspannungen: A = ~f2 d V 
2E 

der Schubspannungen: A = _~f2 d V 
2G 

worin d V das Raumelement ist. 

. . . , . . 127 

128 

Formanderungsarbeit eines prismatischen Stabes vom Quer
schnitt F zufolge der Achsialkraft P: 

1 P2 l 1 
A ="2 E F ="2 P . dl. . . . . 129 

Formanderungsarbeit eines gebogenen Stabes, dessen Querschnitt 
das Tragheitsmoment J in bezug auf die Biegungsachse besitzt: 

A=2~J ~2_dx ...... 130 

Formanderungsarbeit eines vom Drehungsmoment Md bean
spruchten Stabes: 

. 131 

wenn [} der Verdrehungsbogen ffir die Langeneinheit ist. 

Die Abgeleitete del' Formanderungsarbeit. 

1st A die Formanderungsarbeit, Peine au£ere Kraft (Last), 
so ist der Weg ihres Angriffspunktes (Durchbiegung) 

oA 
f=(}p' . . . . 132 

Das Prinzip del' kleinsten Formanderungsarbeit. 

1st Seine statisch unbestimmte innere Kraft (Spannung) oder 
der Druck eines unnachgiebigen Auflagers, so ist 

oA 
(fS = ° . . . 133 
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Gekrummte dunne Stabe. 
Formll.nderungsarbeit ohne Ber11cksichtigung der Achsial- und 

Querkrll.fte: 1 JIM2 
A = 2 E T d s • . . . . . . 134: 

o 
worln d s das Bogenelement, I die LlI.nge des Bogens, J das 
Trll.gheitsmoment des Querschnitts ist. 

Stol3festigkeit. 
Das Gewicht G des gestollenen Trll.gers ist an die Stelle C zu 

reduzieren, an welcher der Stoil durch das aus der Rohe h herab-
fallende Gewicht Q stattfindet. n~ 

N ennt man fl die dynamische iT 
Durchbiegung von C, f die statische 4A~.r~~M~-i.~-li¥:~ ___ ~8 
(bei ruhendem Gewicht Q), ebenso Yl a:::::::::::Ji __ -.l..i __ ~ 
und y die dynamische und statische 
Durchbiegung einer beliebigen anderen Stelle M, so darf gesetzt 
werden fl Yl . f = y - = n = dynamlscher Faktor. . . . 135 

Urn die Anfangsgeschwindigkeit Vo von C nach dem Sto:f3e zu 
bestimmen, ist das Trll.gergewicht G nach dem Gesetze zu reduzieren 

G1 = ~(JG. ~:-) = ~(dG. ;) " 136 

worin d G ein Teilchen des Trll.gergewichtes ist. Es wird dann: 
Q ,r-

vo= Q+G1 v2gh ...... 137 

Urn hingegen die Bewegungs-Energie Lo nach dem Stolle zu er
mitteln, ist das Trll.gergewicht G nach dem Gesetze zu reduzieren: 

G2=~(dG. ;::) = ~(dG. ~:) ... 138 

Es wird dann: 

L -2. Q + Gg 2 _ Qh Q(Q + GlI ) 139 
o - 2 g Vo - (Q + G1)1I • 

Hat der Trll.ger samt dem Gewicht Q nach dem StoBe seine lI.uBerste 
Durchbiegung erreicht, so ist seine Bewegungs-Energie f11r einen 
Augenblick Null geworden und es gilt das Arbeitsgesetz: 

Anfangs-Energie + Arbeit der lI.uBeren Krll.fte = 
Formll.nderungsarbeit 
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oder nach Gleichung 127: 

Lo+Qf}= }E-Ja}2 dV, 
wenn a} die durch den StoB entstehenden Spannungen sind. (Die 
Arbeiten der Gewichte d G tilgen sich mit der Formll.nderungs
arbeit der Gewichtsspannungen.) 

Bei ruhender Last Q warde diese Gleichung lauten: 

1 1 f A=2Qf=2E alldV, 

worin A die atatische Formltnderungsarbeit, a die statischen 
Spannungen bedeuten. Setzt man nun 

f} = nf, a} = na, 

so wird Lo + 2nA = nil A, 

oder 14:0 

Die ruhende Last n Q warde also die gleichen Spannungen im 
Trager erzeugen wie die dynamische Last Q. 

(Z s c h e t z s c he, Zeitschrift d. Ver. deutsch. lng. 1894 ; 
G r ash 0 f, Theorie d. Elastizitat u. Festigkeit.) 

Pierersche Hofbuchdruokerei Stephan Geibel & Co. in Altenburg. 
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Preis iu einem Bande M. 20,-; in zwei Banden M. 21,-. 

Die Dampfturbinen. Mit sinem Anhang ttberdie AU8sichten der Warme
kraftmaschinen und ilb.r die GIIsturbine. Von A. Stodola, Dr. phil.. Dr.-Ing., Professor 
am Eidgenossischeu Polytechuikum in Zilrioh. Vierte, umgearbeitete und erwei
terte Aufiage. Mit 856 Textabbildungen und 9 Tafeln. Preis gebunden M. 30.-. 

Entwerfen und Berecbnen der Dampfturbinen 
mit besonderer Berficksichtigung der tl'berdruckturbine einschlielllich der Berech
nung von Oberfillchenkondensatoren u. Schiffsschrauben. Von Dr.-Ing. John Morl·ow. 
Autor. deutsche Ausgabe von Dipl.-Ing. Carl Kisker. Mit 187 Textabblldllngen und 
3 Tafeln. Preis gobunden M. 14,-. 

Die Turbinen ffir Wasserkraftbetrieb. IhI'e Theorie und 
Konstruktion. Von A. Pfarr, Geh. Baurat, Professor des Maschinen-Ingen:ieurwesens 
an del' G,·ollherzogl. Teehnischen Hochschule zu Darmstadt. Z wei te, teilweise um
gearbeitete und vermehrte Aufiage. Mit 548 Textfiguren und einem Atlas von 
62 lithographierlen Tafeln. Preis in 2 Binde gebunden M. 40.-

Die Tbeorie der Wasserturbinen. Ein kurzes Lehl'buoh von 
Rudolf Escher, Prof. am EidgenOssischen Polyteohnikum in ZUrich. Mit 242 Text
tlguren. Preis gebunden M. 8,-. 

Wasserkraftmaschinen. Eine Einftthrung in Wesen, Bau und Berech
Dung moderner Wasserkraft-Maschinen und -Anlagen. Von Dipl.-Ing. L. Quantz, 
Oberlehrer an der Kgl. hOheren Maschinenbauschule zu Stettin. Zweite, erweiterte 
und verbesserte Autlage. Mit 159 Texttlguren. Preis gebunden M. 4,-. 

Teuenmgszuschlag auf geheftete BUcher 20%, auf gebundene Bucher 30 0/0. 
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