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VORWORT

Die statistischen Methoden sind in den letzten dreiBig Jahren in GroB-
britannien und den USA.zu einem wirksamen Hilfsmittel naturwissenschaft-
licher Forschung und technischen Schaffens geworden. Im deutschen Sprach-
gebiet sind die neueren Methoden der mathematischen Statistik heute noch
wenig bekannt, vor allem wohl deshalb, weil es an einem deutschsprachigen
Lehrbuch iiber diesen Gegenstand fehlt.

Einem verschiedentlich geduBerten Wunsche entsprechend, habe ich mich
entschlossen, eine kurze Einfithrung in die neueren statistischen Priifverfahren
zu geben.

Die vorliegende Monographie ist einerseits fiir den Praktiker bestimmt, der
anhand von Beispielen angeleitet wird, die statistischen Priifverfahren anzu-
wenden. Andererseits besteht unstreitig das Bediirfnis nach einer Darstellung
der mathematischen Grundlagen. Um beiden Erfordernissen geniigen zu
kénnen, mufBite ich mich auf die grundlegenden Verfahren beschrinken. Fiir
diese aber gab ich die mathematische Begriindung mdéglichst vollstindig. Das
klassische Werk von R. A. FISHER (Statistical methods for research workers)
enthilt keine Beweise; eine treffliche Erginzung in mathematischer Hinsicht
bietet das Buch von M. G. KEnpALL (The advanced theory of statistics),
welches mir leider erst nach der Drucklegung des vorliegenden Werkes in die
Hinde kam.

Was die mathematische Methode betrifft, beniitzte ich im wesentlichen die
von R. A. F1sHER von Anfang an bevorzugte n-dimensionale Geometrie, die
nach meinem Gefithl am anschaulichsten und schnellsten zum Ziele fithrt. Der
Mathematiker sei aber ausdriicklich darauf verwiesen, daB z. B. CRAMER
(Random variables and probability distributions) mit guten Griinden andere
Methoden verwendet.

Die dem Buche beigefiigten Standardverteilungen wurden auf Grund der
Berechnungen von SuEPPARD, KELLEY, R. A. FisHER, SupHIR KuMar
BANERJEE und P. C. MAHALANOBIS zusammengestellt, nachdem wir eine Reihe
von Werten selbst berechnet und simtliche iibernommenen sorgfiltig nach-
kontrolliert hatten.

Ein groBes Verdienst am Zustandekommen dieses Werkes kommt meinem
Lehrer und Freunde FERDINAND GONSETH zu. Meine Kollegen JOHANNA
STEIGER-SIMONETT und MAX SCHURER machten mich auf Fehler und Un-
genauigkeiten aufmerksam, die ich dank ihrer Umsicht ausmerzen konnte.
Erstere hat alle Beispiele nachgerechnet, wihrend mir der letztere seine reiche
Erfahrung im numerischen Rechnen uneigenniitzig zur Verfiigung stelite. Dafiir
spreche ich ihnen meinen herzlichsten Dank aus.

Bern, im Juli 1945. ARTHUR LINDER.
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11

0 EINLEITUNG

01 Uber die Eigenart der statistischen Verfahren

Die statistischen Verfahren, die in diesem Werke erértert werden, sind ihrem
Wesen nach mathematischer Art.

Wenn von angewandter Mathematik die Rede ist, denkt man gewdhnlich zu-
nichst an funktionale Beziehungen, wie eine solche beispielsweise in der Figur 1
dargestellt ist, die den von F. LUDI theoretisch berechneten Potentialverlauf
des Wechselfeldes im Turbator wiedergibt. Wesentlich an der Beziehung

Y=Polential
o

]
100

; /
o /
o /
Ny /
. /

o /

" L

0

= Radiale Dimension des Turbators S
Fig. 1
Potentialverlauf des Wechselfeldes im Turbator

zwischen der radialen Dimension des Turbators und dem Potential ist, daB zu
jedem Wert der einen Variabeln ein Wert der andern Variabeln gehdrt.

Ganz anders sieht das Bild aus, dem der Naturwissenschafter, der Mediziner
und der Ingenieur sehr oft gegeniibersteht. Nehmen wir als Beispiel die Ab-
hingigkeit zwischen Fahrgeschwindigkeit und Bremsweg von Automobilen,
wie sie die Figur 2 veranschaulicht.

Statt einer Kurve wie in der Figur 1 finden wir hier einen Punkteschwarm.
Zu jeder Fahrgeschwindigkeit gehéren verschiedene Bremswege, zu jedem
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Bremsweg mehrere Fahrgeschwindigkeiten. Zu einer bestimmten Fahr-
geschwindigkeit werden wir Bremswege verschiedener Linge erwarten miissen,
immerhin sehr kurze und sehr lange Bremswege nur mit kleiner Wahrscheinlich-
keit. Diese Art der Beziehung zwischen zwei Variabeln ist von der funktionalen
wesentlich verschieden; wir sprechen von stochastischer Abhingigkeit.

y -Bremsweg ,feet
120

110

100

90 |

80 -

70

60 .

50

40 .

30 [ 2]

20 L

10

0 []
0 3

0 15 20 25
x=Geschwindigheit,miles/Stunde

Fig. 2
Abhingigkeit zwischen Fahrgeschwindigkeit und Bremsweg

Um stochastische Abhingigkeiten richtig beurteilen zu kénnen, mu88 man
sich bestimmter statistischer Verfahren — der Korrelationsrechnung — be-
dienen. Die Korrelationsrechnung setzt uns in den Stand, zu jedem Wert von
% einen mittleren Wert von ¥ zu berechnen sowie die Grenzen, innerhalb derer
zum Beispiel 90 Prozent der zu diesem x gehérenden Werte von y zu finden
sind.

Statistische Verfahren miissen wir auch dann anwenden, wenn wir es mit
einer einzigen Veranderlichen zu tun haben, die verschiedene Werte mit ge-
wissen Wahrscheinlichkeiten annehmen kann. Diese Verfahren geben uns Ant-
wort auf die Frage nach dem Mittelwert einer Verteilung, nach ihrer Streuung
(Verinderlichkeit) und ihrer Form.

Das Rohmaterial, das wir mittels der statistischen Verfahren zu bearbeiten
haben, sind E¢nzelwerte. Sie konnen aus Versuchen, Beobachtungen oder eigent-
lichen statistischen Erhebungen gewonnen worden sein.

Wenn wir einen sinnvollen Versuch wiederholen, werden wir jedesmal .im
wesentlichen dieselben Ergebnisse erwarten diirfen. Selbstverstdndlich werden
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wir nicht die genau gleichen Ergebnisse erhalten, aber die Unterschiede werden
nur zufdlliger Art sein.

Wir betrachten einerseits die Gesamtheit aller unter den gleichen Bedingungen
moglichen Versuche, deren Zahl notwendigerweise unendlich gro8 ist. Die Ge-
samtheit aller Einzelangaben, die wir bei allen diesen denkbaren Versuchen
erhalten, nennen wir die Grundgesamtheit.

Andererseits haben wir die Ergebnisse eines einzelnen Versuches oder einer
Versuchsreihe vor uns. Diese Ergebnisse betrachten wir als eine Stichprobe aus
der Grundgesamtheit.

Eine der wichtigsten statistischen Aufgaben besteht darin, aus der Stich-
probe auf die Grundgesamtheit zu schlieBen.

02 Die Gebiete der mathematischen Statistik

021 Das Beschreiben statistischer Gesamtheiten

Um einen ersten Uberblick iiber die Ergebnisse von Versuchen zu gewinnen,
empfiehlt es sich, die Werte aufzuzeichnen.
fj = Haufigkeit
24

22

20

18

16 P

14

12

10

L ( "7
0 | T
10 1 512 13 1 15

x= Zeit in 100 min.
Fig. 3
Zeiten fiir das Ausfilhren der gleichen Arbeit

Die Figur 3 zeigt das Bild, das man erhilt, wenn nur einzelne Werte der
Verdnderlichen mit verschiedenen Haufigkeiten auftreten.
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In der Figur 4 kann die Veridnderliche innerhalb gewisser Grenzen beliebige
Werte annehmen. Wir fassen die Hiufigkeiten in Klassen gleicher Breite
zusammen und erhalten damit ein Bild der Verteilung.

Die Figur 5 stellt eine Verteilung dar mit unendlich vielen Einzelwerten,
beispielsweise eine Grundgesamtheit.

Aus der Fiille der Einzelwerte einesVersuches suchen wir nun die wesentlichen
Ziige herauszuheben und durch einige wenige Zahlen festzuhalten.

fj = Héufigkeit
200

180

160

140

120 m

100
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60

20

olet t 44 L LLLLLLLE LI

10 16 22 28 3% 40 L6 S2
13 48 25 31 37 43 49 5§

X= Dicke des Splints in Telephonstangen, ins.

Fig. 4
Dicke des Splints in Telephonstangen

Als erstes suchen wir fir die Gesamtheit der Einzelwerte einen mittleren
Wert. Hierauf suchen wir auch die Strenung der Einzelwerte irgendwie zu
messen,

Die bekanntesten Mottelwerie sind der Durchschnitt, der mittelste Wert und
der hiufigste Wert.

Als Durchschnitt bezeichnen wir das arithmetische Mittel der Einzelwerte.
Den mittelsten Wert finden wir, wenn wir die Einzelwerte der GroBe nach ordnen
und jenen Wert heraussuchen, der links und rechts von sich gleich viele Werte
aufweist. In einer kontinuierlichen Verteilung gehort zum hdufigsten Wert die
groBte Ordinate.

Das einfachste Streuungsmap ist der Unterschied zwischen dem gréBten und
dem kleinsten Wert, die sogenannte Variationsbreste. Viel beniitzt wird auch die
durchschnitiliche Abweichung 8, welche als arithmetischer Durchschnitt der
absoluten Differenzen zwischen den Einzelwerten und einem Mittelwert be-
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rechnet wird. Wie wir in 023 erliutern, geben wir der mitileren quadratischen
Abweichung o den Vorzug.

Mittelwerte und StreuungsmaBe fassen wir unter dem Begriff der statistischen
MapBzahl zusammen. Zu den statistischen MaBzahlen gehoren auch die Regres-
stons- und Korrelationsmape, die der Kennzeichnung von Verteilungen mit zwei
oder mehr Merkmalen dienen.

/

3
Fig. 5

Normale Verteilung

Ein besonderer Zweig der mathematischen Statistik befaB3t sich damit, zu
zeigen, wie man gegebene Verteilungen am besten durch bestimmte Verteilungs-
kurven anndhert.

022 Das Priifen statistischer Mafzahlen

Beim Auswerten von Versuchsergebnissen handelt es sich stets vor allem
auch darum, zu entscheiden, ob zwei Durchschnitte, zwei Hiufigkeiten oder zwei
Streuungen voneinander wesentlich oder nur zufillig abweichen. Vielfach haben
wir auch den Unterschied zwischen der aus einer Stichprobe berechneten sta-
tistischen MaBzahl und dem entsprechenden Wert der Grundgesamtheit zu
priiffen (Beispiel: Abweichung des Durchschnitts der Tageserzeugung eines
Fabrikates von dem als Norm aufgestellten Wert).

Wenn wir die Grundgesamtheit als eine normale (GauB-, Laplacesche) Ver-
teilung voraussetzen, konnen wir die Verteilung des Durchschnitts aus allen
Stichproben gleichen Umfanges ohne Schwierigkeit finden. Sie ist namlich
ebenfalls normal, und ihre Streuung steht zu der Streuung der Grundgesamt-
heit in einer einfachen Beziehung.

Kennen wir die Verteilung des Durchschnitts aus allen Stichproben gleichen
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Umfanges, so sind wir auch imstande, den Unterschied zwischen einem ge-
gebenen Durchschnitt und dem Durchschnitt der Grundgesamtheit zu beur-
teilen.

— —
6 -5 b -3 -2 -1 0 1 2 3 sk 5 46
Fig. 6

Verteilung des Durchschnitts von Stichproben aus einer Normalverteilung

Die Priifverfahren, die wir im Teil 2 anwenden und im Teil 3 ableiten, be-
ruhen alle auf einer normalen Grundgesamtheit. Die Erfahrung hat gelehrt, da8
diese einschrinkende Annahme in der Wahl der Grundgesamtheit nicht grofe
Nachteile mit sich bringt. Einmal kann man es durch sorgfiltige Wahl der Ver-
suchsbedingungen so einrichten, daB diese Voraussetzung in manchen Fillen
ohne weiteres zutrifft. Sodann kann man zeigen, daBl auch eine recht be-
trachtliche Abweichung der Grundgesamtheit von einer normalen Verteilung
die Priifverfahren nicht in ihrer Wirkung beeintrichtigt. SchlieBlich 148t sich
manchmal die Grundgesamtheit durch eine passende Wahl der Variabeln in
eine normale Verteilung iiberfiihren.

023 Die Wahl der statistischen MapBzahlen

Wie wir im Abschnitt 021 erwihnten, stehen uns verschiedene Mittelwerte
und verschiedene StreuungsmaBe zur Verfilgung. Welche dieser statistischen
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MaBzahlen sollen wir vorziehen? Gibt es iiberhaupt ein Verfahren, das uns
diese Frage zu entscheiden gestattet?

Nach R. A. F1sHER kénnen wir wie folgt vorgehen. Wir suchen bei normaler
Grundgesamtheit beispielsweise die Verteilung des Durchschnitts aus Stich-
proben gleichen Umfanges und die entsprechende Verteilung des mittelsten
Wertes. Die Verteilung des Durchschnitts hat eine kleinere Streuung als die
Verteilung des mittelsten Wertes. Wenn wir also aus dem Durchschnitt einer
Stichprobe auf den Durchschnitt der Grundgesamtheit schlieBen, so ist dies
zuverlissiger, als wenn wir es mit dem mittelsten Wert tun (fiir die normale
Grundgesamtheit, nicht aber fiir die Stichproben, ist der Durchschnitt gleich
dem mittelsten Wert).

Ahnlich kann man zeigen, daB die Verteilung der mittleren quadratischen
Abweichung ¢ eine kleinere Streuung besitzt als die Verteilung der durch-
schnittlichen Abweichung d. Die mittlere quadratische Abweichung o ist somit
der durchschnittlichen Abweichung 8 vorzuziehen.

R. A. FrsHER hat drei Kriterien aufgestellt, denen statistische MaBzahlen
geniigen sollten. Sie sollten passend (consistent), wirksam (efficient) und er-
schopfend (sufficient) sein.

Als passend bezeichnen wir eine statistische MaBzahl, wenn sie mit wachsen-
dem Umfang N der Stichprobe gegen die entsprechende MaBzahl fiir die
Grundgesamtheit strebt.

Vergleichen wir verschiedene MaBzahlen gleicher Art, wie etwa den Durch-
schnitt, den mittelsten und den hiufigsten Wert, so bezeichnen wir jene Maf-
zahlals wirksam, deren Verteilung in Stichproben gleichen Umfanges die kleinste
Streuung besitzt.

Evrschipfend heilt eine statistische MaBzahl, wenn wir durch das Berechnen
irgendeiner weiteren MaBzahl gleicher Art aus der Stichprobe keine zusitz-
lichen Erkenntnisse herausholen kénnen.

Der Durchschnitt und die mittlere quadratische Abweichung gehorchen allen
drei Kriterien. Auch die Regressions- und KorrelationsmaBe, die wir verwenden,
erfiilllen alle drei Fisherschen Kriterien.

R. A. F1sHER hat eine Methode angegeben, die es uns in jedem Falle ge-
stattet, die wirksamen und erschopfenden statistischen MaBzahlen zu ermitteln.

024 Das Planen von Versuchen

Ein weites Feld statistischer Verfahren hat sich in den letzten Jahren da-
durch erdffnet, daB man danach trachtet, fiir die verschiedenen logisch még-
lichen Arten von Versuchsanordnungen einen bestimmten Plan anzulegen, der
es erlaubt, aus einer Mindestzahl von Versuchen ein HochstmaB an Erkennt-
nissen zu schépfen. Wir weisen diesbeziiglich auf das Buch «The design of
experiments» von R. A. FISHER hin.

Linder 2
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03 Inhaltsiibersicht

Im Teil 1 zeigen wir, wie Durchschnitte, Streuungen, Regressions- und Kor-
relationsmalle am zweckmiBigsten zu berechnen sind.

Wie die Hiufigkeiten, Durchschnitte, Streuungen, Regressions- und Kor-
relationskoeffizienten auf Grund von Standardverteilungen gepriift werden
konnen, wird im Teil 2 erldutert.

Teil 3 enthdlt die mathematischen Grundlagen der statistischen Priifver-
fahren und ihrer Anwendungen.

Zum Verstindnis der beiden ersten Teile geniigt die Kenntnis der einfachsten
algebraischen Formeln; im dritten Teil wird h6here Mathematik vorausgesetzt.

Wir beschrinken uns darauf, die grundlegenden Verfahren der mathematischen
Statistik darzustellen, die fiir Naturwissenschafter, Mediziner und Ingenieure
wichtig sind.

In bezug auf die Regression behandeln wir nur die lineare Regression. Wir
legen dieselbe so dar, daB der Ubergang zur nichtlincaren Regression grund-
sdtzlich nichts Neues bringt. Die mehrfache Korrelation mit mehr als zwei
Verinderlichen lassen wir ebenfalls weg.

Die Theorie der Verteilungskurven von KARL PEARSON sowie von GRAM und
CHARLIER scheint uns fiir den Praktiker von geringerer Wichtigkeit; sie wurde
daher nicht behandelt.

Da unser Buch vor allem dem Praktiker dienen soll, verzichteten wir auch
darauf, die Theorie von R. A. FISHER iiber die Wahl der statistischen Ma@3-
zahlen ausfiihrlich vorzufilhren (siehe 023).

Auf das Planen von Versuchen (siehe 024) kann im Rahmen dieses Buches
leider schon aus Raumgriinden nicht eingegangen werden.
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1 STATISTISCHE MASSZAHLEN

In diesem ersten Teile zeigen wir, welches der Sinn der einfacheren sta-
tistischen MaBzahlen ist und wie sie berechnet werden.

Mit Hilfe der statistischen MaBzahlen kénnen wir die wesentlichen Ziige
der statistischen Gesamtheiten herausarbeiten und durch einige wenige Zahlen
kennzeichnen.

Wir unterscheiden Mittelwerte, Streuungsmafe und Abhidngigkeitsmale.

11 Der Durchschnitt

Veranschaulichen wir uns zunichst die gebriuchlichsten Mittelwerte an
einem Beispiel. Wir denken uns die Schiiler einer Klasse vom grofiten bis zum
kleinsten der GroBe nach nebeneinanderstehend. Fiir die Gesamtheit der Kor-
pergroBen dieser Schiiler lassen sich verschiedene Mittelwerte angeben.

Einen ersten Mittelwert erhalten wir, wenn wir den Schiiler messen, der
gleich viele groBere wie kleinere neben sich stehen hat. Die GréBe des mittel-
sten Einzelwertes heiBBt Medianwert, Zentralwert oder mittelster Wert.

Ein weiterer Mittelwert ist der Adufigste Wert. Am meisten verwendet wird
das arithmetische Mittel oder der Durchschnitt. Aus Griinden, die einleitend
(im Abschnitt 023) erwihnt wurden, ist der Durchschnitt in den meisten Fallen
den iibrigen Mittelwerten vorzuziehen.

Bezeichnen wir mit %,, %,, ... #y eine Gesamtheit von N Einzelwerten, so
berechnen wir den Durchschnitt # nach der Formel?)

S
Ni

=

% . (1)

x =

1

Nur wenn die Zahl der Einzelwerte klein ist, werden wir den Durchschnitt
nach der Formel (1) berechnen.

1) Das iibliche Summenzeichen X ersetzen wir, sofern es sich um Summen in Stichproben han-
delt, nach dem Vorbild von R. A. F1sHER durch ein lateinisches S.
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Beispiel 1. Druckfestigkeit von Ziegeln (E.S. PEARSON).

x;= Druckfestigkeit 1b./sq. in.

7 %
1 829
2 1263
3 891
4 979
5 994
6 1039
7 1288
8 972
9 1114
10 1213
11 988
12 1048
s 12618
T= l%fi —1051,5 lb./sq. in.

Vielfach werden die Einzelwerte in Klassen zusammengefaBt und fiir jede
GroBenklasse die Haufigkeit angegeben. Entspricht die Klasseneinteilung der
MaBeinheit, so gehort zu jedem Wert x; der letzteren die Haufigkeit /;.

Wert Hiufigkeit
*1 h
X fa
X3 13
Xm fa
S N

Die Gesamtzahl der Einzelwerte sei wie immer mit N bezeichnet.
Den Durchschnitt erhalten wir in diesem Falle nach der Formel

_ 1M
T S @)

Beispiel 2. Zeitstudie (FORNALLAZ). Zeiten fiir das Ausfithren der gleichen
Arbeit.
x; = Zeit in 1/100 min .
/; = Héufigkeit der Zeit x; .
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Das Rechenschema sieht folgendermaBen aus.

% /s f3%;
10 2 20
11 24 264
12 16 192
13 5 65
14 1 14
15 2 30
50 585
— 585 .
¥ =——=11,7 1/100 min.
50 ki / 0
fj = Haufigkeil
24 o
L |
22
20/
18]
16 )
i f
14
12]
10f
r.
8
o
N
: T "7
ol | |

0 M 12 13 15
x=Zeit in /00 min.
Fig. 7
Zeiten fir das Ausfithren der gleichen Arbeit

Sind die GréBen x; groB, so wird diese Berechnungsart beschwerlich. Wir
konnen Abhilfe schaffen, indem wir einen vorldufigen Durchschnitt wihlen.
Wir bezeichnen ihn mit D und richten es so ein, daf die Differenzen x,—D,
%, —D usw. moglichst klein werden. Man hat dann fiir # die Formel

M
§=D+%§1fj(x,.—p). (3)
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SchlieBlich wollen wir noch die Formel fiir den Durchschnitt anfithren, die
beniitzt wird, wenn die Einzelwerte in M Klassen von der Breite & gruppiert
sind. Wir bezeichnen mit x; die Klassenmitten und mit D einen vorldufigen
Durchschnitt, den wir mit einem der x; zusammenfallen lassen. Die Klassen
numerieren wir von D ausgehend mit z;.

L3 a2 4 D+t s2 +3 sk (7))
] | | 1 | | ] ] ! |
1 T 1 17 11 T 1T T 1 T

Ye X2 X3 Xy Xs X Xz Xy Xa (X))

Fig. 8

Einteilung in M Klassen von der Breite &
Man hat
%= D+k z;

oder

Nach (3) war

Demnach wird

fj = Haufigkeit
200

180

160

140

120 -

100

80 -

60

40

20

Ol e ’_"_l_\
e L L L L

10 16 22 28 34 L0 L6 52
13 18 25 31 37 &3 49  sS

X=Dicke des Splints in Telephonstangen, ins.

Fig. 9

Dicke des Splints in Telephonstangen
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Beispiel 3. Dicke des Splints in Telephonstangen (W. A. SHEWHART).

x; = Klassenmitte in inches.
f; = Haufigkeit der Stangen in der Klasse mit der
Klassenmitte x;.

% % Ti 1%
1,0 -6 2 - 12
13 -5 29 —145
1,6 -4 62 —248
1,9 -3 106 - 318
2,2 -2 153 ~ 306
2,5 -1 186 —186 —-1215
D-28 0 193 0
3,1 1 188 188
3.4 2 151 302
3,7 3 123 369
4,0 4 82 328
4,3 5 48 240
4,6 6 27 162
4,9 7 14 98
5,2 8 5 40
5,5 9 1 9 +1736
N 1370 + 521

=28+ % 521 = 2,914 in.

12 Die Streuung

Die Einzelwerte einer statistischen Gesamtheit unterscheiden sich vonein-
ander; ihre Verdnderlichkeit ist ein wesentlicher Zug der statistischen Gesamt-
heit.

Am einfachsten kann man die Veridnderlichkeit messen, indem man den
Unterschied zwischen dem groBten und dem kleinsten Wert der Gesamtheit,
die sogenannte Variationsbreite, berechnet. Dieses Streuungsmal ist indessen
nicht sehr zweckmiBig, da es nur auf dem kleinsten und dem gréBten Wert
beruht und daher Zufalligkeiten stark ausgesetzt ist.

Ein StreuungsmaB, das diesen Nachteil nicht aufweist, ist die durchschniti-
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liche Abweichung 6, zu deren Berechnung alle Einzelwerte der Gesamtheit be-
niitzt werden, und zwar nach der Formel

;¥
6=N—i§1|xi—m|.

m stellt dabei einen der tiblichen Mittelwerte (Medianwert oder Durchschnitt)

dar.
Etwas mehr Rechenarbeit erfordert die mittlere quadratische Abweichung s,

fiir welche folgende Formel gilt:

1 £ s
-1 S () el

2=
ST=EN

Obschon die durchschnittliche Abweichung ¢ einfacher zu berechnen ist als
die mittlere quadratische Abweichung s, geben wir doch der letzteren den Vor-
zug; warum, wurde im Abschnitt 023 der Einleitung erértert.

Oft begniigt man sich damit, s2 zu bestimmen und verzichtet darauf, die
Whurzel zu ziehen, um s auszurechnen. Die GroBe s2 wird etwa auch mit v be-
zeichnet und kurzweg die Strewung genannt. Wir werden sowohl s2 wie s als
Streuung bezeichnen, da jeweilen eine Verwechslung kaum moglich ist.

Nach der Formel (1) dividieren wir die Summe der Quadrate der Abwei-
chungen der Einzelwerte vom Durchschnitt durch N ~1. Die Streuung wird
in vielen Lehrbiichern der Statistik so festgelegt, daB im Nenner N steht. Die
Wahl von N—1 statt N wird im Abschnitt 320 gerechtfertigt.

Die Streuung s* wird sozusagen nie nach (1) berechnet. Weit besser eignet
sich die folgende Formel, die aus (1) leicht hergeleitet werden kann:

sz=,—1— gx?——?gx,- . (1a)
N-1\i=i'* T2

Beispiel 4. Gewinn an Schlaf durch zwei Schlafmittel («STUDENT»).

Zusitzlicher Schlaf in Stunden
Patient Schlafmittel Unterschied
A B B—4
1 +0,7 +1,9 +1,2
2 -1,6 +0,8 +2,4
3 -0,2 +1,1 +1,3
4 -1,2 +0,1 +1,3
5 ~-0,1 -0,1 0,0
6 +34 +4,4 +1,0
7 +3,7 +5,5 +1,8
8 +0,8 +1,6 +0,8
9 0,0 +4,6 +4,6
10 +2,0 +34 +1,4
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Die Zahlen der letzten Spalte sind die Einzelwerte x;, deren Streuung wir
wie folgt berechnen:

1,2 1,44
2,4 5,76
1,3 1,69
1,3 1,69
0,0 0,00
1,0 1,00
1,8 3,24
0,8 0,64
4,6 21,16
1,4 1,96
S 15,8 38,55
— 15,8

$2= —:)— (38,58 —1,58 - 15,8)
s?2=1,51 $§=1,23.

Sind die Einzelwerte in M Klassen eingereiht, wobei x; die Klassenmitte der
7.Klasse und f; die Zahl der Einzelwerte in dieser Klasse bedeuten, so wird

s2= L gf(x x)?
=N-1 W )2, (2)

Ahnlich wie bei der Formel (1) finden wir auch fiir (2) eine fiir das Ausrechnen
passendere Form:

oo L (Spm-78
N =W:—1‘ j=1fjxj ——xj=1f,-x,- . (23.)

Wenn wir es mit groBen Werten x; zu tun haben, erleichtert ein vorliufiger
Durchschnitt das Ausrechnen erheblich. Aus (2) finden wir die Formel fiir s2
mit einem vorliufigen Durchschnitt D, indem wir in der Klammer zunichst D
subtrahieren und dann wieder addieren.

M
s*= g 8 i(x;—D) = (F ~D)I*.
Daraus erhilt man
1 M _ M
st= g1 |8 fi%—D)*~(&~D) S f;(x; = D)| - 3)

j=1 j=1
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Beispiel 5. Radioaktivitidt von Polonium (RUTHERFORD und GEIGER).

x; = Szintillationen in je 7,5 sec;
f; = Zahl der Versuche mit »; Szintillationen;
N = Gesamtzahl der Versuche (= 792).
% =D s I3(%;— D) f; (%= D)?
0 —~4 15 - 60 240
1 -3 56 - 168 504
2 -2 106 —~212 424
3 -1 152 —152 —592 152
D=4 0 170 0 0
5 1 122 122 122
6 2 88 176 352
7 3 50 150 450
8 4 17 68 272
9 5 12 60 300
10 6 3 18 108
11 7 0 0 0
12 8 0 0 0
13 9 1 9 4603 81
N 792 + 11 3005

Nach Formel (3) in Abschnitt 11 wird

11
o5 = 4,014,

x=4+5

Entsprechend der Formel (3) dieses Abschnitts hat man
1

= a7 (3005 —0,014-11).

s2= 3,799, s=1,95.

s2

SchlieBlich erwahnen wir noch die Formel fiir die Streuung, die sich ergibt,
wenn die Klassenbreite % betragt. Wie auf Seite 22 ausgefithrt wurde, erhalten
wir dann

x;= D+ kz,—
d
oder x;—D = kz,
und daher statt der Formel (3)
2 B [ G, e =0
e ) g
wobei M
Nz= S ijj.
=1

Das gleiche Beispiel wie auf Seite 23 veranschaulicht den Gang der Rechnung.
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Beispiel 6. Dicke des Splints von Telephonstangen (SHEWHART).

x; = Dicke des Splints, Klassenmitte in inches;

f; = Zahl der Stangen in der Klasse mit Mitte x;;
k = Klassenbreite (= 0,3 in.);
N = Zahl der Bohrungen (= 1370).
% % s fi% fi%?
1,0 -6 2 - 12 72
1,3 -5 29 —145 725
1,6 -4 62 — 248 992
1,9 -3 106 —318 954
2,2 -2 153 — 306 612
2,5 -1 186 —186 —1215 186
D =28 0 193 0 0
3,1 1 188 188 188
34 2 151 302 604
3,7 3 123 369 1107
4,0 4 82 328 1312
4,3 5 48 240 1200
4,6 6 27 162 972
4,9 7 14 98 686
5,2 8 5 40 320
5,5 9 1 9 41736 81
S 1370 + 521 10011

0,32 521
2 ? — A
$°= 1369 (10011 1370 521) ’

s%= 0,645 s =0,803.

13 AbhiingigkeitsmaBe

Sofern wir es nur mit einer einzigen Veridnderlichen zu tun haben, sind der
Durchschnitt und die Streuung die wichtigsten MaBzahlen, die in der Mehrzahl
der Fille geniigen, um eine statistische Gesamtheit zu kennzeichnen. Liegt
dagegen eine Gesamtheit von zwei oder mehr Verinderlichen vor, so entsteht
die Aufgabe, auch die gegenseitige Abhingigkeit der verschiedenen Verdnder-
lichen zu messen.

Wir beschrinken uns hier auf den Fall von zwe: Verdnderlichen und er-
ortern zunichst die sogenannte Regressionsgleichung, die uns zeigt, wie sich die
Zunahme der einen Verdnderlichen auf die andere Veranderliche auswirkt.

131 Regression

Die Grundbegriffe der Regression erldutern wir an einem Beispiel.
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Beispiel 7. Abhingigkeit des Bremsweges von Automobilen von der Fahr-
geschwindigkeit (EzEKIEL). Messungen an verschiedenen Automobilen und
Fahrern.

x; = Geschwindigkeit (miles/Stunde) y; = Bremsweg (feet)

*; Yi *z ¥; *q Yi x Ys
4 2 18 56 24 93 16 40
7 4 22 66 14 26 14 60

17 50 18 84 12 28 20 52

14 36 8 16 9 10 24 120

12 20 4 10 10 34 24 92

11 28 12 14 15 20 17 32

20 48 20 56 24 70 13 34

15 54 23 54 25 85 11 17

17 40 18 76 20 64 13 46

13 34 12 24 19 36 14 80

15 26 16 32 13 26 20 32

19 68 18 42 10 18

10 26 19 46 7 22

Einen ersten Uberblick verschaffen wir uns durch eine Zeichnung.

Y =Bremsweg ,feet
120

110

100

90 s

80 -

70 _

60

50

40 Ll

30 [ 4

20 L -

10

0 .
0 5 10 15 20 25
x=Geschwindigkeit,miles /Stunde

Fig. 10
Abhingigkeit zwischen Fahrgeschwindigkeit und Bremsweg
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Jeder Punkt stellt das Ergebnis einer Beobachtung dar, ndmlich die Ge-
schwindigkeit und den zugehorigen Bremsweg. Die Figur lehrt zweierlei.
Erstens: Mit steigender Geschwindigkeit nimmt im groBen und ganzen auch
der Bremsweg zu. Zweitens: Es besteht keine strenge Abhingigkeit des Brems-
weges von der Geschwindigkeit, was weiter nicht zu verwundern ist, da es sich
um verschiedene Wagentypen mit verschieden gut wirkenden Bremsen, un-
gleich rasch reagierenden und ungleich kraftigen Fahrern handelt.

Man kénnte die Streuung des Bremsweges bei gleicher Geschwindigkeit als
stérend empfinden und versuchen, ein «einheitlicheres» Zahlenbild zu erhalten,
indem man 50 Versuche mit einem einzigen Automobil und immer mit dem
gleichen Fahrer anstellen wiirde. Moglicherweise wiirde dadurch die Streuung
der Bremswege bei gleicher Geschwindigkeit etwas vermindert; dem steht als
entschiedener Nachteil gegentiiber, daB dann die Zahlenwerte nur noch etwas
iiber dieses eine Fahrzeug und diesen einen Fahrer aussagen wiirden. Was aber
gesucht wird, ist die allgemeine Beziehung zwischen Geschwindigkeit und
Bremsweg, und dariiber kénnen nur mit verschiedenen Fahrern und Fahrzeugen
gewonnene Zahlen Aufschluf geben. Die Streuungen der Bremswege bei gleicher
Geschwindigkeit sind nicht stérend, sie liegen vielmehr im Wesen der Sache.

Um trotzdieser Streuung zu einer einfachen Beziehung zwischen Bremswegund
Geschwindigkeit zugelangen,bleibt nur derWegoffen, eine Liniezu fithren, dieden
allgemeinen Verlauf des Punkteschwarms der Figur 10 méglichst gut wiedergibt.

Jy=Bremsweg, feet
100

0/ R

80

70 I
ool i Al
so|_ o I /v
4ol A T

1474

30

20[_ )\1
10 ,/\/
o]
0
0 S 10 15 20 25
x=Geschwindigkeit, miles/Stunde

Fig. 11
Durchschnittlicher Bremsweg in Klassen der Fahrgeschwindigkeit

Dies scheint man am besten erreichen zu kénnen, wenn man zu jeder Ge-
schwindigkeit den durchschnittlichen Bremsweg berechnet und die so erhal-
tenen Punkte miteinander verbindet. Das Ergebnis zeigt die Figur 11.
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Der gebrochene Verlauf dieser Linie stért; es ist nicht einzusehen, weshalb
mit groBerer Geschwindigkeit ab und zu der Bremsweg kleiner werden sollte.
Man wird daher danach trachten miissen, den erhaltenen Linienzug durch
einen solchen zu ersetzen, der stetig verliuft. Entweder geniigt eine Gerade,
wir sprechen dann von linearer Regression, oder wir sind gendtigt, irgendeine
stetige Kurve dem oben gezeichneten Streckenzug anzupassen — #nichtlineare
Regression.

Ob die lineare Regression am Platze ist, oder ob eine gekriimmte Regressions-
kurve beniitzt werden muB, kann nach dem im Abschnitt 233 beschriebenen
Priifverfahren entschieden werden.

In diesem Abschnitt besprechen wir vorerst die lineare Regression; auf die
nichtlineare kommen wir im Abschnitt 134 zuriick.

Die Gleichung der Regressionsgeraden sei

Y=a+0b(x—%). (1)

Es handelt sich nun darum, die Werte von & und b so zu bestimmen, dal3 die
Punkte in der Figur 10 moglichst wenig um die Regressionsgerade streuen.

Der Punkt mit der Abszisse # und der Ordinate ¥ ist der Schwerpunkt des
Punkteschwarmes; wir legen die Gerade durch diesen Punkt. Infolgedessen wird?)

a=y (2)
und fiir die vorige Gleichung erhalten wir

Y=7+b(x—%).

-
b

s

\

Fig. 12

1) Dies 148t sich aus der gleichen Bedingung ableiten, aus der wir den Wert von b bzrechnen
werden.
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Wir bestimmen nun die Neigung der Regressionsgeraden so, da3 wir die Summe
aller Ausdriicke

(y.—Y)?
zu einem Minimum machen.
Wir erhalten
N N _ _
S :—Y)2=8 [y;—y —b(x;—%)] =
i=1 i=1
N N N _
=8 (5 —y)2+ 628 (%, —%)2 =208 (%;—%)(y: — V).
i=1 i=1 i=1

Um fiir diesen Ausdruck das Minimum zu erhalten, setzen wir die Ableitung
nach b gleich Null.

i=1

N
dib[s()’i—yi)z] =

Wofiir man erhilt

N N
—28 (% —F)(y: —y) + 2b.S (%, —%)2=0.

i=1 1=1
Daraus ergibt sich

N
iél(xi =) (y:-7)
b=l . (3)
S (r=m?

b heiBt der Regressionskoeffizient. An Stelle von (3) kénnen wir 4 auch nach der
folgenden Formel berechnen:

o,
Ntz

N —
i lxiyi“x
b= =

N —_—
S »2-%
=1

13’1’

. (4)
¥
1

K%L

1

Wie fiir die Streuung s kénnen wir auch fir den Regressionskoeffizienten &
Formeln ableiten, die angewandt werden, sofern die Werte x, und y, in Klassen
zusammengefaBt sind usw. Die betreffenden Formeln sind im Abschnitt 133
zusammengestellt (siehe auch 231.2).

Zum Berechnen des Regressionskoeffizienten & erhalten wir im Beispiel
der Abhingigkeit zwischen Geschwindigkeit und Bremsweg mnachfolgendes
Schema.
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% Vi xf? % Y; % Vi z? *j Y5
4 2 16 8 24 93 576 2232
7 4 49 28 14 26 196 364

17 50 289 850 12 28 144 336

14 36 196 504 9 10 81 90

12 20 144 240 10 34 100 340

11 28 121 308 15 20 225 300

20 48 400 960 24 70 576 1680

15 54 225 810 25 85 625 2125

17 40 289 680 20 64 400 1280

13 34 169 442 19 36 361 684

15 26 225 390 13 26 169 338

19 68 361 1292 10 18 100 180

10 26 100 260 7 22 49 154

18 56 324 1008 16 40 256 640

22 66 484 1452 14 60 196 840

18 84 324 1512 20 52 400 1040
8 16 64 128 24 120 576 2880
4 10 16 40 24 92 576 2208

12 14 144 168 17 32 289 544

20 56 400 1120 13 34 169 442

23 54 529 1242 11 17 121 187

18 76 324 1368 13 46 169 598

12 24 144 288 14 80 196 1120

16 32 256 512 20 32 400 640

18 42 324 756

19 46 361 874 S 770 2149 13 228 38482

Zunichst erhalten wir
¥ =1540; 5 =42,98

und fiir den Regressionskoeffizienten

38482 -15,40- 2149

b= 13228 — 15,40 - 770 ’
b=393.
Fiir a erhalten wir
a=4298.

Somit ergibt sich fiir die Gleichung der Regressionsgeraden

Y = 42,98 + 3,93 (x —15,40) .

Zu beachten ist, daB diese Gleichung nur im Bereich von x = 4 bis x = 25 gilt.
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Der Regressionskoeffizient & gibt an, um wieviel y im Durchschnitt zu-
nimmt, wenn x um 1 wéchst. Nimmt die Geschwindigkeit um 1 mile/Stunde zu,
so steigt der Bremsweg durchschnittlich um 3,93 feet.

Bis hierher haben wir die Zunahme des Bremsweges in Abhingigkeit von der
Geschwindigkeit betrachtet. Umgekehrt kann es aber auch einen Sinn haben,
aus dem Bremsweg auf die Geschwindigkeit zu schlieBen. Das fithrt auf die
Gleichung

X =a*+0*(y —7y)
wobei

__ N
¥iYi— x_Sly,-
e

I'tn

x__ 1=
b*=— —
Sv2*y Sy
=1 i=1

2

und a* = x. Fiir &* ergibt sich
b* = 0,17
und somit
X =15,40 + 0,17 (y — 42,98) ,

wobei y zwischen 2 und 120 liegt. Aus dem Bremsweg 148t sich X auf Grund
der obigen Gleichung bestimmen. Nimmt der Bremsweg um 1 foot zu, so steigt
die zugehorige Geschwindigkeit im Durchschnitt um 0,17 miles/Stunde.

132 Korrelation
Die folgende Figur zeigt, wie die Punkte um die Regressionsgerade
Y = 42,98 + 3,93 (x — 15,40)
streuen.

Zu jedem Werte von x gehéren im allgemeinen mehrere Punkte. Im Grenz-
fall kénnen indessen alle Punkte auf der Regressionsgeraden liegen. Es besteht
dann strenge lineare Abhingigkeit zwischen x und y. Zu jedem Werte von x
gehort ein einziger Wert von v.

Je enger sich die Punkte um die Regressionsgerade scharen, desto schirfer
ist diese bestimmt. Wir kénnen ein BestimmitheitsmaB berechnen, wenn wir
bestimmen, welchen Anteil die Streuung der Punkte der Regressionsgeraden
von der gesamten Streuung der Werte y; ausmacht. Das Bestimmtheitsmal3 B
definieren wir demnach als

N
S
B—= N . (1)
S
i=
Nun ist aber

Linder 3
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so daB fiir B folgt

-
b

Y=Bremsweg feet
120 .

110

400

80 L]

80

70
L]
i %
60
L L) 2
[
50 / ¢
40 V. PN
30 (%] ;

20 ®* /[ o

/‘.
10 . N

] s 10 15 20 25
x= Geschwindigkeif,miles/Stunde

Fig. 13
Bremsweg in Abhingigkeit von der Fahrgeschwindigkeit

Anderseits haben wir fiir

1 N — .
) ﬁié'l(xi_x)(yi*y)
b= 1 ~ .
N-1 @él(xz_x)
Demnach erhalten wir
1 XN _ 2
B N_1 zél(xi_’v)(yi_y)
1 N — 1 N _
N_1 iél(”i—x)z' N -1 i§1(yi_y)2

Die Ausdriicke in (2) bezeichnen wir abkiirzend wie folgt:

1 g _ _
Say = ﬁﬁl (x: —%)(y: =),
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wofiir wir auch schreiben kénnen

1 g - 3 %
szv=—N—_—1—i§1xi(yi—y)= N-1 §1(x1—x)y1 (38‘)

und

2 1 -2 2 19 —\2
Sz= N-1 S (xl_x) ; Sy = §1(yz_y) .

i=1 i

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

B=_Stv_, (4)

s2-s2

Liegen alle Punkte auf der Regressionsgeraden, so wird der Nenner von (1)
gleich dem Zihler und B = 1. Bei streng linearer Abhéngigkeit zwischen x
und ¥ ist das BestimmtheitsmaB gleich 1.

Sind alle Werte von Y; gleich ¥, besteht also keinerlei Abhingigkeit der
Werte y von den x, so wird der Zihler in (1) und damit auch B gleich 0.
Die Regressionsgerade, die dann parallel zur x-Achse verliuft, verliert ihre
Bestimmtheit und damit ihre Bedeutung.

Da in unserem Beispiel der Abhingigkeit zwischen Bremsweg und Ge-
schwindigkeit

_ 53874 2 _ 1370 2 _ 32538,98
Sev="gq9 =g 0 T g
wird
B=0,65.

Das BestimmtheitsmaBl gibt an, welcher Anteil der Streuung von ¥ sich aus
der Verinderung von x erkldren 1483t.

Da die Formel fiir B in x und y symmetrisch ist, gibt das Bestimmtheits-
maB auch an, welcher Anteil der Streuung von x sich aus der Verdnderung von
v erkldren laBt.

In unserem Beispiel lassen sich 659, der Streuung des Bremsweges aus Ver-
dnderungen der Geschwindigkeit durch lineare Regression erkldren.

Als MaB der Bestimmtheit der Abhingigkeit zwischen zwei GréBen ist der
sogenannte Korrelationskoeffizient »r bekannter als das BestimmtheitsmaB. Der
Zusammenhang zwischen den beiden GroBen ist

r=+/B,
so daB demnach
. Say
7= el (5)
DaB der Korrelationskoeffizient stirker verbreitet ist als das Bestimmtheits-
maB, hat vor allem historische Griinde; das Bestimmtheitsmal hat den Vorzug
der einleuchtenden Deutung, wihrend der Korrelationskoeffizient sich fiir das
Priifen (siehe Abschnitt 232) aus mathematischen Griinden besser eignet.
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133 Beziehungen zwischen Abhdngigkeitsmafen wnd Rechenformeln

Aus der Formel (3) des Abschnitts 131 und den Definitionsformeln (3) und
(3a) von 132 erhalten wir

__ Sy * __ Szu
b= KR b* = s; .
Da aber
2
Szy
B= s:'s; ,
haben wir auch
B=>0-b* (1a)
und daher
r=1/bb*. (1b)

Das Bestimmtheitsmal ist gleich dem Produkt der Regressionskoeffizienten,
der Korrelationskoeffizient gleich dem geometrischen Mittel aus den Regres-
sionskoeffizienten.

Fiir 6 konnen wir auch schreiben

b=_Szv | Su
Sx‘Sy Sx
oder
b =r-j—: (2a)
und
b*=r-%j-. (2b)

Die Regressionskoeffizienten lassen sich aus dem Korrelationskoeffizienten und
den Streuungen s% und sZ berechnen. Umgekehrt gilt fiir den Korrelations-
koeffizienten

r=b-Sz _px. v, (3)

Sy Sy

Da s, und s, beide positiv sind, b und b* dagegen positiv oder negativ sein
kénnen (und zwar beide gleichzeitig positiv oder negativ, da ihr Vorzeichen
von §,, abhingt), wird 7 positiv oder negativ, je nachdem b und &* positiv oder
negativ sind.

Das Bestimmtheitsmal3 B kann Werte von Null bis 1 annehmen, der Kor-
relationskoeffizient somit solche von —1 bis +1.

Ist = +1, so liegt vollstindige lineare Abhingigkeit vor, und y nimmt mit
wachsendem x zu. Ist dagegen » = —1, so liegt wiederum vollstindige lineare
Abhingigkeit vor, dabei nehmen aber mit wachsendem x die Werte von y ab.

Um die Regressionskoeffizienten b und b*, das Bestimmtheitsmall B oder
den Korrelationskoeffizienten # zu ermitteln, sind s,, s, und s,, zu berechnen.
Die verschiedenen Formeln fir s, und s, sind im Abschnitt 12 zu finden. Fiir
Sgy stellen wir hier noch die entsprechenden Rechenformeln zusammen.
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Nach der Formel (3) des Abschnitts 132 ist

i1 ¥ _
Sey= N-—1 §1(xt_x)(y _y)-
Daraus findet man leicht
1
Spy = N— (S xyz_'x S y1>' (4)
=1

Sind die Werte von #; und v, groB, so empfiehlt es sich, vorlaufige Durch-
schnitte D, und D, einzufithren. Wir schreiben dann s,, in der Form

— (& =D)][(yi—Dy) = (¥ —Dy)]-
i=1
Daraus gewinnen wir
1 ¥ B N
Sev=—7 | S #—Da) (¥:—Dy) —(¥ —Do) S (:—=Dy)|. (5
=1 i=1

Liegen schlieBlich die Zahlen in Form einer Tafel vor, bei der sowohl die x;
wie die y; nach Klassen zusammengefaBt sind, so gehen wir wie folgt vor.
Mit x; und vy, bezeichnen wir die Klassenmitten. Die Zahl der Klassen sei M
und M, die Gesamtzahl der, Beobachtungen N. Die Klassenbreiten seien kg
und %,. Die Hiufigkeit in dem Feld, dessen Mitten #; und y, sind, sei f;;.
Gehen wir aus von der Formel

My My
=8 S ful(% D). —( —D,)]
j=11=1
d set:
und setzen 2, —Dy=hy -z,
y,—D,=Fk, w,
sowie

My My
Ssz=f-z, Sf;il=fj-;
j=1 =1

M My
St=8t.,=¥,
=1

i=1

dann erhalten wir

i, k Mg My, My
Sgy = N S Sf:lz jWy— z Sf'l'wl ; (6)
i=11=1 =1
Mz
wobeli Nz =8 f;.z2;.
j=1

Beispiel 8. Abhingigkeit zwischen Koérperhohe und Kérpergewicht bei 15-
jahrigen Schiilern des Stidtischen Gymnasiums in Bern (BALLMER).
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y == = . .
Kérlper— x; = Korperhshe, cm
gewicht
kg 147,51149,5 |151,5 153,56 |155,5 |157,5 |159,5 |161,5 |163,5 |165,5 |167,5 [169,5
81 72
34,5 1 1
40
36,5 1 ..
56 35 28 21
38,5 2 2 1 1
60 48 24
40,5 1 1 . .. . 1
W se 35 30 |25 |20
42;5 1 1 1 2 4 ..
32 2¢ 20 12
44,5 1 2 1 .. 2 . cee
18 15 12 9 3 0 —3
46,5 1 5 1 3 5 3 3 2
10 6 0 -2
48,5 1 . 3 . 6 3
4 3 1 0 —1
50,5 2 5 1 4 4 4
0 0 0 0
52,5 1 4 4 6 3
-3 |-z |-1 |¢ 1
54,5 1 1 1 4 6
~2 ] 2
56,5 2 2 3
0 3
58,5 2 4
0 4
60,5 2 1
5
62,5 2
64,5 .
7
66,5 1
68,5
70,5
72,56
74,5
76,5
fi 2 1 5 1 4 12 9 16 11 14 29 29
2; -10| -9| -8} -7 -6 -5 —4| -3| -2 -1 0 1
z? 100, 81 64 49 36 25 16 9 4 1 0 1
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x; = Korperhdhe, cm
" fg w, wy?
171,5 [178,5 |175,5 [177,5 | 179,5 {181,5 |183,5 |185,5 [187,5|189,5
2 -9 81
1 -8 64
6 -7 49
3 -6 36
9 -5 25
6 -4 16
23 -3 9
- -6
1 1 15 -2 4
-2 -3 ~4
2 2 1 .. 25 -1 1
0 0 0
4 51 .. 1 .. 28 0 0
2 3 4 6
2 3 3 1 22 1 1
4 6 8 10
2 4 3 1 .. 17 2 4
6 g 12 15 21 2¢
4 1 1 6 1 1 20 3 9
8 12 16 20 24 28
2 2 5 1 1 2 16 4 16
10 20 25 30 36
1 2 1 2 1 9 5 25
12 18 30 36
2 1 1 2 6 6 36
14 35
1 2 4 7 49
36 40
1 1 1 8 64
72
1 2 9 81
110
1 1 10 100
88
1 1 11 121
108
1 1 12 144
21 19 16 14 6 4 3 1 - 1 218
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 9 16 25 36 49 64 81| 100 | 121
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Aus der Tafel (S.38/39) ist ersichtlich, wie sich die verschiedenen GréB8en
zweckmiBig berechnen lassen. Die Werte von z;, w;, 2%, w} und z;w; schreiben
wir am besten ebenfalls in die Tafel ein. Man erhilt

¥=168326 % —D,=0826 k,=2
y= 53134 3 —D,=0633 k,=2

Sz;f;. = 90 Sz2f;.=3136

7 i SS f;12;w, = 2497

Sw,f., =69 Swif.;=2995 :

! i

und weiter
Sy =17,512 s, =1,376 Sy = 45,502

B =0,674 7 = 0,821
b = 0,806 b* = 0,836 .

Das Kérpergewicht nimmt demnach durchschnittlich um 0,806 kg zu, wenn die
Kérperhhe um 1 cm gréBer ist. Die Verinderung des Koérpergewichtes 148t
sich zu 67,4%, aus der Verinderung der KorpergréBe erkliren.

134 Nichtlineare und Mehyfachkorrelation

Das in den Abschnitten 131 bis 133 erérterte Verfahren der linearen Kor-
relation kann nach zwei Richtungen verallgemeinert werden.

Die Beziehung zwischen x und y kann manchmal nicht mehr als linear be-
trachtet werden; statt der linearen Gleichung

Y=a+b(x—%)
haben wir dann vielleicht eine quadratische Gleichung
Y=a+bx+cx?

oder irgendeine andere nichtlineare Bezichung. In der Regel beschrinkt man
sich auf Beziehungen von der Art

Y=a+bx+cx2+dx3+...

In derartigen Fallen kénnen die Werte von a, b, ¢, d usw. ohne Schwierigkeit
berechnet werden; wir verweisen auf R. A. FISHER’s «Statistical Methods for
Research Workers». Der Begriff des BestimmtheitsmaBes 148t sich auch bei
nichtlinearer Korrelation anwenden. Im Abschnitt 233 sind die Verfahren dar-
gestellt, die uns zu entscheiden gestatten, wann die lineare Regression zu ver-
wenden ist und wann nicht.

Die zweite Erweiterung besteht darin, daB wir y nicht nur in Abhingigkeit
von einer einzigen Verinderlichen x betrachten, sondern in Abhingigkeit von



13 AbhingigkeitsmaBe 41

mehreren Verinderlichen x,, #,, x5, ... . Dies fithrt auf Regressionsgleichungen

der Form
Y=a+bx + byxy+ ...

Auch fiir diese Verfahren verweisen wir auf das Buch von R. A. FISHER.

135 Qualitative Merkmale

In den Abschnitten 131 bis 134 hatten wir es stets mit Verdnderlichen x und
v zu tun, die verschiedene Werte annehmen konnten. Auch wenn nicht quan-
titative Merkmale vorliegen, sondern bloB qualitative, behilt die Frage nach
der Abhingigkeit zwischen den Verdnderlichen ihren Sinn.

Eine Tafel mit vier Feldern liefert uns ein einfaches Beispiel, an dem wir die
Abhingigkeit zweier Veranderlicher mit qualitativen Merkmalen untersuchen
kénnen.

Verinderliche Verdnderliche x s

y Merkmal 1 Merkmal 2
Merkmal 1 a b a+b
Merkmal 2 c d c+d

S ate b+d |atbtctd=N

Wir beschrinken uns darauf, festzustellen, ob eine Abhingigkeit zwischen
den beiden Verinderlichen bestehe oder nicht; dagegen verzichten wir darauf,
ein MaB fiir die GroBe dieser Abhidngigkeit einzufiihren und zu berechnen.

Die Verdnderliche y ist von der Verdnderlichen x unabhingig, wenn die Ver-
a

b
a+c b+d
besteht auch Unabhingigkeit von x gegeniiber y.

Beispiel 9. EinfluB zweier verschiedener Behandlungen auf die Milbenkrank-
heit der Bienen (MORGENTHALER).

Ein Bienenvolk wurde einmal ohne Erfolg mit Chloropikrin und spiter mit
Frow behandelt. Das Verhiltnis zwischen gesunden und kranken Bienen gestal-
tete sich nach den beiden Behandlungen folgendermaBen:

hiltnisse und

einander gleich sind. Wenn ¥ von x unabhingig ist,

Befund Behandlung mit S
Chloropikrin Frow
gesund 177 304 481
krank 63 7 70
s 240 311 551

Die Behandlung mit Frow war entschieden wirksam. Nach der Behandlung
mit Chloropikrin waren 26%,, nach der Behandlung mit Frow bloB 29, der
Bienen krank.
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Wenn wir uns vorstellen, die Erkrankungshiufigkeit sei von der Art der
Behandlung unabhingig, so erhalten wir mit den gleichen Randzahlen wie
oben die folgenden theoretischen Haufigkeiten:

Theoretische Hiufigkeiten bei Unabhingigkeit

Behandlung mit
Befund S
Chloropikrin Frow
gesund 210 271 481
krank 30 40 70
N 240 311 551

Im Abschnitt 25 findet der Leser ein Priifverfahren, das zu entscheiden ge-
stattet, ob die Abweichung der beobachteten Zahlen von den bei Unab-
hingigkeit zu erwartenden zufillig oder gesichert sei.
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