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Vorwort

besonders von den Mathematikern zu lesen

Diese Schrift versucht zum erstenmal eine Charakteristik
des Gegenstandes der Mathematik in ihrem ganzen Bereiche
auf Grund der modernen Gegenstandstheorie. Wieweit ich
mich dabei auf andere stiitze, sagen die Literaturhinweise; vor
allem verdanke ich Rickert viel. Meine Ausfiihrungen werden
sicherlich noch Méngel und Irrtimer enthalten. Aber das
mag alle jungen und jung gebliebenen Geister reizen, dort
anzusetzen, wo sie versagen.

Ich wende mich an den Philosophen und den Mathematiker.

Der Philosoph wird die Gegenstandstheorie weiter aus-
gebildet finden, als er es durchweg gewohnt ist. Um die
Mathematik zu verstehen, konnen wir uns heute mit den
analytischen und synthetischen Urteilen ebensowenig wie mit
allgemeinen Redensarten iiber Gedankendinge begniigen.
Hier hilft nichts als griindliches gegenstandstheoretisches
Arbeiten.

Dem Mathematiker wird das Verstindnis der Schrift aus
verschiedenen Griinden schwer fallen.

Erstens wird er sich erstaunt fragen, ob denn noch ein
anderer als er, der Mathematiker, iiber die mathematischen
Gegenstinde etwas sagen konne. In der Tat sagt indes der
Mathematiker direkt tiberhaupt nichts iiber seine Gegenstéinde,
er arbeitet nur mit ihnen und dadurch bestimmt er indirekt,
aber vollstindig ihren logischen Typ. Der Philosoph sieht
zu, wie der Mathematiker arbeitet, und charakterisiert danach
die Gegenstidnde allgemein. Der Philosoph will also nur die
Mathematik verstehen, aber ihr nichts vorschreiben.
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Zweitens spricht die Schrift nicht die Sprache, die der
Mathematiker gewohnt ist. Aber mull das nicht so sein?
Sie sagt ja eben nichts Mathematisches, sondern nur Logisches.
Und soviel Geistesheweglichkeit und Kraft zur Selbstiiber-
windung wird sich der Mathematiker wohl auch bewahrt
haben, dafl er eine andere wissenschaftliche Sprache als die
seine zu verstehen vermag.

Drittens besitzt die Schrift nicht die Exaktheit der
mathematischen Arbeiten. Natiirlich nicht, sie kann sie ja
gar nicht haben. Denn die Exaktheit richtet sich nach dem
Gegenstande, der bearbeitet wird. Das Allgemeine an den
mathematischen Gegenstinden, das die Schrift zu erfassen
versucht, ertrigt eben die Exaktheit nicht, die die mathe-
matischen Gegenstiinde haben, weil es, wie die Schrift noch
genauer dartun wird, in einem ganz anderen Wirklichkeits-
bereiche liegt.

Viertens endlich hat der Mathematiker sich den Zugang
zu den eigentlichen logischen Problemen oft genug verbaut
durch seine Begeisterung fiir die Logistik, die er fir die
Logik halt. Die Logistik ist aus einem Grunde, den wir in
der Schrift selber kennen lernen werden, in manchen Punkten
exakter als die Logik und schmeichelt dadurch dem Mathe-
matiker, enthilt aber in der Tat erstaunlich wenig Logik.
Da bleibt nun nichts anderes iibrig, als dafl der Mathe-
matiker alles das abstreift, was er bisher an Logik gelernt
hat oder gelernt zu haben glaubt, daf er gleichsam wieder
ein logisches Wickelkind wird und dann die eigentlichen
logischen Probleme sehen lernt. Ist ihm das Verstéindnis
fiir sie aufgegangen, dann wird er auch erkennen, dafi die
Mathematik eine Wissenschaft ist, bei der man stets weil,
wovon man spricht.

Indem die Schrift den Gegenstand der Mathematik von
den Gegenstinden anderer Wissenschaften, vor allem auch
der Naturwissenschaft, sorgfiltig zu scheiden sucht, stoft
sie auf das durch die Relativititstheorie entstandene Problem,
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ob die Physik sich in Geometrie auflésen 146t. Ich habe es
eigens behandelt, weil es in der heutigen Zeit wohl be-
sonderem Interesse begegnet.

DaBl schlieBlich die Schrift nur die wesentlichen Grund-
gedanken hinstellt und an vielen Verzweigungen und feineren
Problemen vorbeigeht, geschieht darum, weil erst einmal
diese Grundgedanken Anerkennung und Eingang finden
miissen.

Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft sei auch
hier von Herzen gedankt, weil sie das Erscheinen der Schrift
ermoglicht hat.

Bonn-Buschdorf, April 1922
Aloys Miiller
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Einleitung

1. Gegenstand und Methode. Der Jiger, der einen Rehbock
erlegen will, setzt sich morgens oder abends an dessen Wechsel
an oder er pirscht um diese Zeit Wege, BléBen und Waldrinder
ab. Will er aber Rebhithner schiefen, so geht er tagsiiber mit
dem Hunde iiber die Felder, bis der Hund vorsteht und dann mit
dem vorriickenden Jiger zusammen die Hithner aufjagt. Das sind
zwei grundverschiedene Verfahrungsweisen oder Jagdmethoden,
die der Jiger anwendet. Der Grund fir die Verschiedenheit der
Methoden liegt augenscheinlich in der Art, in dem Charakter des
Wildes: die Lebensart des Wildes bestimmt seine Jagdmethode.

Entsprechendes gilt auch fir die Wissenschaften.

Fagsen wir die Geschichtswissenschaft ins Auge. Der Ge-
schichtsforscher sucht nach Dokumenten, priift ihre Echtheit, ver-
gleicht sie. Er versucht, in das Seelenleben der Persénlichkeiten
sich einzuleben, um ihre Taten zu verstehen. Er untersucht die
Kulturzustinde der Volker: ihre staatlichen Formen, ikr hius-
liches und biirgerliches Leben, ihre Religionen, ihren Handel und
Verkehr, ihre Kenntnisse und Fertigkeiten, um daraus wieder Ein-
sicht in den Ursprung, den Verlauf und die Folgen der &uBeren
Ereignisse zu gewinnen.

Halten wir daneben den Physiker. Er beobachtet das Steigen
oder Fallen der Quecksilberssule im Thermometer, den Ausschlag
der Nadel im Voltmeter, den Winkel eines Lichtstrahles mit einer
Ebene, die Wellenlinge von Spektrallinien usw. Er berechnet seine
Versuche, fabt sie mit anderen zusammen, leitet aus ihnen all-
-gemeine Gesetze ab und sucht Versuchsergebnisse im voraus aus
Gesetzen zu bestimmen.

Man sieht: der Geschichtsforscher und der Physiker arbeiten
‘mit total verschiedenen Methoden. Diese Methoden in ihrer Gesamt-
heit sind charakteristisch fiir ihre Wissenschaften. Es kann natiir-
lich hier wie in anderen Wissenschaften vorkommen, daf eine

Miiller, Gegenstand der Mathematik 1
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Methode der einen in der anderen benutzt wird. Je nachdem z.B.
ein Schriftstiick auf seine Echtheit gepriift wird, sind physikalische
oder chemische Untersuchungen des Papiers oder der Schrift notig.
Aber dadurch wird die gebrauchte physikalische oder chemische
Methode keine geschichtliche Methode. Es ist das nur eine Anleihe,
die die Geschichtswissenschaft gelegentlich bei Physik und Chemie
wie bei anderen Wissenschaften machen mufl. In ihrer Gesamt-
heit sind die Methoden einer Wissenschaft typisch fiir sie.

Man konnte also die Wissenschaften nach ihren Methoden
charakterisieren. Ganz zweifellos geht das. Aber man kann auch
noch tiefer dringen und sich fragen, worin denn die Verschieden-
heit der Methoden ihren Grund hat. Es gibt nun nichts anderes,
worin sie begriindet sein konnte, als die Verschiedenheit der
Gegenstinde, mit denen sich die Wissenschaften beschiftigen.
Der Geschichtsforscher stellt den einmaligen individuellen Verlauf
solcher Ereignisse unter den Menschen dar, die auf Kulturwerte
bezogen sind. Der Physiker hat es mit den mefbaren Energien
der Natur zu tun, deren Wanderungen und Wandlungen itberall
im Raum und in der Zeit nach denselben Gesetzen vor sich gehen.
Diese totale Verschiedenheit der Gegenstinde bedingt eine Ver-
schiedenheit der Methoden ihrer Untersuchung. Das, was die
Wissenschaften im tiefsten Grunde unterscheidet, was typisch fir
sie ist, was ihnen ihren Charakter aufprigt, ist also ihr Gegenstand.

Das gilt auch fir die Mathematik und ihre Unterschiede von
den itbrigen Wissenschaften.

Die Mathematik ist ohne Zweifel durch ihre Methode charakte-
risiert. Der Mathematiker hat sich nicht um Dokumente, Personen,
Vélker, Kulturformen, nicht um Vorgénge in der Korperwelt zu
kimmern. Was irgendwie mit dem Ablauf der Erfahrung zu tun
hat, 1afit ihn ganz kithl. Er setzt eine Reihe von Sitzen an die
Spitze seiner Wissenschaft, und daraus folgt alles tibrige mit
eiserner Konsequenz, mit einer so unheimlichen Konsequenz, da8
man mit Recht sagen kann, die Formeln seien oft kliger als der
Mensch, der sie gefunden hat.

‘Wir wollen zweierlei dabei nicht iibersehen. Zunichst mag
es vielleicht noch andere Wissenschaften geben, die eine dhnliche
Methode befolgen, die sich auch um alles, was Erfahrung heilit,
nicht kitmmern. Wir fragen hier nicht danach, denn wir sind
sicher, daB sich bei niherem Zusehen doch charakteristische Unter-
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schiede herausstellen werden, oder, wenn das nicht der Fall ist,
daB sie dann zur Mathematik gehdren. Zweitens diirfen wir nicht
vergessen, dal der Mathematiker zwar einer Spinne gleicht, die
ihr Gespinst aus sich heraus spinnt, daf aber die Spinne vorher
gefressen haben muB, um den Spinnstoff produzieren zu kénnen.
Der Mathematiker hat auch Hilfe von auflen nétig. Diese Hilfe
ist mitunter recht grob und deutlich gewesen. Die Geschichte der
Mathematik im Altertum lehrt, wieviele mathematischen Probleme
durch praktische Aufgaben des téglichen Lebens und des Kultus
entstanden sind; die Anfinge der Mathematik gehen iberhaupt
von. den praktischen Interessen ackerbau- und handeltreibender
Bevilkerung aus. Aber die Methode der Mathematik ist davon
unabhingig. Um den Inhalt eines Rechtecks oder Dreiecks zu
finden, braucht man keine Bauernfelder, ja nicht einmal fein ge-
zeichnete Figuren zu messen. So sehr also die Mathematik auch
heute noch Anregungen von ,aullen“ erhilt, ihr ,Wesen“ wird
davon nicht beriihrt.

‘Wir bleiben also dabei, dafl ihre Methode fiir die Mathematik
charakteristisch ist. Aber die Methode muf sich nach dem Gegen-
stande richten. Sein Charakter bedingt den Typus der Methode.
Das, was die Mathematik also im Grunde charakterisiert, ist eben-
falls ihr Gegenstand.

Um ein Verstindnis dafiir zu gewinnen, was die Mathematik
eigentlich tut, was fiir eine Art von Wissenschaft im Unterschiede
zu anderen sie ist, erheben wir deshalb die Frage nach dem Gegen-
stande der Mathematik und wollen in dieser Schrift versuchen,
die ersten und wesentlichsten Kenntnisse von dem Typus dieses
Gegenstandes zu erhalten.

I. Von den Gegenstinden iiberhaupt

2. Was ist ein Gegenstand? Wir miissen zunichst einiges
itber die Gegenstinde iiberhaupt hiéren und erhalten dadurch zu-
gleich eine grundlegende Charakterisierung des Gegenstandes der
Mathematik.

Unsere erste Aufgabe ist die Beantwortung der Frage: Was
ist ein Gegenstand ?

Eigentlich schlieflen es unsere bisherigen Ausfithrungen schon
aus, aber ich will es trotzdem noch ausdriicklich betonen, daf wir

1*
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das Wort ,Gegenstand“ nicht im Sinne des gewdhnlichen Lebens
nehmen, wo Tische, Stithle, Kleider, Biicher usw Gegenstinde
sind. Gegenstinde in dem Sinne, in dem wir sie hier verstehen,
sind wohl auch solche Dinge, aber nicht nur solche Dinge.

Wir bezeichnen als Gegenstand alles, was gedacht werden
kann. Man mull diese Definition zwei- und dreimal lesen, um ihre
Weite wiirdigen zu konnen. Man nehme ein Konversationslexikon
mit beliebig vielen Binden: Jedes seiner Stichworte bezeichnet
einen Gegenstand, und wir sind iiberzeugt, daf damit das Heer
der Gegenstinde nicht erschopft ist. Auch der Begriff ,Gegen-
stand“ kann natiirlich ein Gegenstand sein, er ist es z. B. in diesem
Kapitel, weil darin von den Gegenstinden itberhaupt gehandelt wird.

Um noch eine andere Definition geben zu konnen, sind einige
Vorbemerkungen nétig. Immer, wenn der Mensch denkt, erkennt,
dann urteilt er. Das Erkennen ist stets ein Urteilen. Ein blofes
Sehen, Héren, iitberhaupt Wahrnehmen, ist noch kein Erkennen,
sondern nur die Reaktion auf einen Reiz. Gewil ist mit dem
‘Wahrnehmen fast immer ein Urteil verbunden, ohne dafl wir es
beachten. Es braucht also auch kein formuliertes Urteil zu sein;
es geniigt das Wissen. Jedenfalls liegt der Sachverhalt des Er-
kennens nur im Urteil vor. Nun unterscheidet die landliufige
Logik — sie geniigt uns vorliufig — im allgemeinen bei jedem
Urteil Subjekt, Pridikat und Kopula. In dem Urteil ,diese Rose
ist rot“ ist ,diese Rose“ Subjekt, ,rot“ Pridikat und ,ist“ die
Kopula. Das, von dem in dem Urteil etwas ausgesagt wird, ist
das Subjekt.

Nun kénnen wir definieren: Gegenstand ist alles, was Subjekt
eines Urteils werden kann.

Man wird den Unterschied unserer beiden Gegenstands-
definitionen mehr fithlen als sehen. Es ist ein sehr wichtiger vor-
handen. Es konnte némlich so aussehen, als ob wir mit dem, was
ngedacht werden kann“, nur die wirklichen Gegenstinde meinten,
die unwirklichen aber ausschliefen wollten. Das wire aber ein
Irrtum. Das Subjekt eines Urteils kann hinsichtlich seines Wirklich-
seins bejaht oder verneint werden, es kann von ihm ausgesagt
werden, was immer man will — das alles geht uns nichts an; als
Subjekt eines Urteils ist es ein Gegenstand. Man sieht also: Die
zweite Definition ist nicht richtiger als die erste, aber sie ist vor-
sichtiger, indem sie keinen Anlafi zu falschen Deutungen gibt.
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3. Die sinnlichen Gegenstiinde. Unsere zweite Aufgabe ist,
die Glegenstiinde zu klassifizieren. Das erscheint bei der uniiber-
sehbaren Mannigfaltigkeit der Gegenstinde schwieriger, als es ist.
Wir setzen zunichst voraus, daB alle Gegenstinde Wirklichkeit
haben und daf sie sich nur durch die Art oder Form ihrer
‘Wirklichkeit, ihre Wirklichkeitsform, unterscheiden. Dann zer-
fallen alle Gegenstdnde in drei Klassen: a) die sinnlichen, b) die
itbersinnlichen, c¢) die unsinnlichen Gegenstinde. Ich lasse die
Frage offen, ob die fortschreitende Wissenschaft nicht noch neue
Klassen von Gegenstinden aufdecken wird. Wir besprechen die
einzelnen Klassen besonders.

a) Die sinnlichen Gegenstiande. Hierher gehért zunichst
einmal, wie das Wort schon besagt, alles, was wir durch die Sinne
wahrnehmen. Nur darf man das Wort ,Sinne“ nicht im einfach
menschlichen Verstande nehmen, sondern muB8 darunter die durch
die Apparate der Wissenschaft verschirften Sinne verstehen.
Wihrend der Mensch mit wenigen Sinnen arbeitet, arbeitet die
‘Wissenschaft mit tausend Sinnen. Was unseren Sinnen unzuging-
lich ist, z B. elektrische Wellen, nehmen unsere Apparate wahr.
Alles das, was durch unsere Sinne oder Apparate wahrnehmbar
ist oder wahrnehmbar wire, wenn wir die entsprechenden Sinne
hitten oder die nétigen Apparate bauen kénnten, nennen wir die
physischen Gegenstéinde. Aber damit ist die Menge der sinnlichen
Gegenstiinde nicht erschépft. Auch das Seelenleben gehort dazu,
also Empfindungen, Vorstellungen, Gefiihle, Willensvorginge und
was man sonst noch als Seelisches oder Psychisches bezeichnen
mag, kurz alles das, womit sich die Wissenschaft der Psychologie
beschaftigt. Denn physische und psychische Gegenstinde treten
uns in der Erscheinung (ph#nomenologisch) mit derselben Un-
mittelbarkeit der Existenz entgegen. Zusammenfassend kénnen wir
sagen: Zur ersten Klasse gehoren die physischen und psychischen
Gegenstinde der tatséichlichen und der moglichen Wahrnehmung
und Erfahrung.

Welches ist die Wirklichkeitsform dieser Gegenstinde ? Dreier-
lei ist fiir sie charakteristisch: 1. Das Sein. Die sinnlichen Gegen-
stinde sind. 2. Die Zeitlichkeit. Sie stehen alle unter der Herr-
schaft der Zeit. 3. Die Realitdt; das soll heifien: sie wirken kausal
aufeinander. In den Streit iiber das Kausalititsproblem wollen
wir damit nicht eingreifen, sondern nur den allgemeinen Kausal-
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begriff nehmen, den die Naturwissenschaft auch anerkennt, weil
sie ihn nétig hat. Die Wirklichkeitsform der sinnlichen Gegen-
stande ist also das zeitliche reale Sein.

4. b) Die iibersinnlichen Gegenstinde. Zu ihnen gehort
alles das, zu dessen Annahme man, von den sinnlichen Gegen-
stdnden ausgehend, durch Schliissse kommen kann und das prin-
zipiell nicht Gegenstand moglicher sinnlicher Wahrnehmung oder
Erfahrung ist. Die iibersinnlichen Gegenstinde bilden also ein
Reich der Vermutungen, der Wahrscheinlichkeit, der Hypothesen
im weitesten Sinne des Wortes. Zu ihnen gehoren z. B. das Ding
an sich, die Substanz, die Monade, das Lebensprinzip, die absoluten
Raumfaktoren usw. Auch die substantielle ,Seele“ ist ein iiber-
sinnlicher Gegenstand; denn sie ist nichts, was wir erfahren,
sondern etwas, was wir der Erfahrung hypothetisch unterlegen.

Auf die Wirklichkeitsform der iibersinnlichen Gegenstinde
niher einzugehen, wiirde uns zu tief in philosophische Unter-
suchungen fithren, die wir hier besonders deshalb vermeiden, weil
uns diese Gegenstéinde gar nicht mehr weiter beschiftigen werden.

5. c) Die unsinnlichen Gegenstiinde. Das sind fiir uns die
wichtigsten Gegenstinde. Aber auch die am schwersten zu charak-
terisierenden ; nicht deshalb, weil ihre Charaktereigenschaften nicht
scharf ausgeprigt wiren — sie sind wohl mindestens so typisch
wie die der anderen —, sondern weil dieser Typus noch sehr wenig
in seiner Eigenart erkannt ist. Die unsinnlichen Gegenstéinde zer-
fallen in zwei so vollig voneinander geschiedene Klassen, dall man
sie als zwei selbstindige Klassen neben die beiden bisher be-
sprochenen setzen kénnte. Ich will versuchen, von einigen Bei-
spielen aus den Charakter der Gegenstinde dieser Klassen zu ver-
deutlichen.

Wer das Biichlein von Lietzmann iiber den pythagoreischen
Lehrsatz 1) durchliest, wird diesen Satz in allen méglichen Formen
und Beziehungen ausgesprochen finden: bald in Worten, bald in
Formeln, bald in Piguren, in Verbindung mit der Ahnlichkeits-
lehre, mit der Funktionentheorie, mit dem grofen Ferm atschen
Satz. Dutzende Male beim Lesen des Biichleins wird ihm also der

1) W. Lietzmann, Der pythagoreische Lehrsatz, 1912 (Math.-
physikal. Bibl. Nr. 3).



—_ 7 —

Satz gegenwirtig, aber immer aus anderer Veranlassung, mit
anderer Begriindung, in anderer Einkleidung, in anderem Zu-
sammenhang, und zwar nicht jedem Leser verschieden, sondern
jedem, der nur versteht, was gemeint ist, in derselben Weise. Was
wir dabei erleben, was psychisch in uns abliuft, die BewuBtseins-
lage ist in allen diesen Féllen verschieden. Aber ,inmitten dieser
verschiedenen psychischen Geschehnisse ist etwas identisch das-
selbe: der Sinn des Lehrsatzes. Dieses Identische, diesen Sinn
meinen wir stets. Er ist gewissermaflen etwas Statisches im
Dynamischen der psychischen Prozesse beim Lesen des Biichleins.
Wenn ich den Lehrsatz zuerst in der Formel lese und dann in
Worten, so hat sich das Psychische, das, was in mir vorgeht, vom
ersten zum zweiten Falle geéindert, aber der Sinn des Satzes ist
davon ginzlich unberithrt geblieben. Dieser Sinn ist also zweifel-
los nichts Psychisches. Ebenso zweifellos auch nichts Physisches;
denn er ist weder durch die Sinne noch durch Apparate wahr-
nehmbar. Gehort er vielleicht zu den iibersinnlichen Gegenstinden?
Ebenfalls nicht, denn wir kommen nicht zu ihm durch Schlisse,
die an Physisches und Psychisches ankniipfen; er ist keine Hypo-
these zur Deutung sinnlicher Gegenstandskomplexe. Er wird ein-
fach unmittelbar vorgefunden. Er gehort also jedenfalls zu einer
eigenen Klasse von Gegenstinden, die wir die unsinnlichen nennen
wollen. Was hier vom Sinn des pythagoreischen Lehrsatzes ge-
sagt wurde, paBt natiirlich auf den Sinn jedes Urteils.

Welches ist die Wirklichkeitsform des Sinnes? Zunéchst st
der Sinn nicht, sondern er ist stets wahr oder falsch. Das schlichte
Sein 1468t sich also von ihm nicht aussagen. Lotze hat die glick-
liche Bezeichnung gefunden: der Sinn ¢st nicht, sondern er gilt.
Was bei den sinnlichen Gegenstinden das Sein ist, ist beim Urteils-
sinn das Gelten. Fiirs zweite haben wir schon erkannt, wie der
Sinn iiber dem zeitlichen Ablauf unberiihrt, als etwas Zeitloses
steht. Die Wirklichkeitsform des Sinnes ist also das zeitlose Gelten.
Indes bedarf die Zeitlosigkeit noch einer genaueren Charakteristik.
Es geht nicht an, vom Urteilssinn zu sagen: er gilt jetzt und jetzt
und jetzt. Er hat nicht einmal angefangen zu gelten und wird
nicht einmal aufhéren zu gelten. Er gilt nicht immer, er gilt ein-
fach. Er steht also als etwas Ewiges dem Zeitlichen gegeniiber.

Es ist nicht schwer, noch andere Gegenstinde vom gleichen
Typus aufzufinden. Der Urteilssinn ist durch den Gegensatz
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wahr — falsch charakterisiert. So werden denn wohl auch das
Schéne und das HaBliche, das Gute und das Schlechte, das Heilige
und das Unheilige Klassenbezeichnungen fiir Gegenstinde des-
selben Typus sein. In der Tat 1Bt sich zeigen, dal auch die
Wirklichkeitsform dieser Gegenstinde das zeitlose Gelten ist. Wie
wir sehen, tritt das Gelten in verschiedenen Formen auf: als
‘Wahrsein, Falschsein, Schonsein usw. Wir haben damit schon
einen allgemeinen Begriff des Geltens eingefiithrt, den wir bei-
behalten wollen. Der Sinn des Urteils 2 + 8 = 7 ist falsch, aber
er gilt auch, nur umgekehrt wie der Sinn des Urteils 2 + 3 — 5.
Das Nichtgelten ist auch ein Gelten. Wir fassen es deshalb mit
unter diesen Begriff und unterscheiden ein positives und nega-
tives Gelten.

Wir wollen noch fiir alle Gegenstinde dieses Typus ein kurzes
Wort einfithren. Wir nennen alles, was gilt, und nur das, was
gilt, einen Wert. Ich betone also auf das nachdriicklichste, daB
‘Wert nicht im Sinne des gewéhnlichen Lebens verstanden ist.
Im gewodhnlichen Leben bezeichnet Wert die Eigenschaft eines
Objektes, wegen der wir das Objekt schitzen, begehren, hochhalten,
erstreben, werten. Von alledem liegt nichts in unserem Begriff.
Jeder Gegenstand, der die eigenartige Wirklichkeitsform des Geltens
hat, st in unseren Augen ein Wert. Die Werte sind durchaus
selbstindige Gegenstinde. Schon allein durch ihre véllige Fremd-
heit gegeniiber der Zeit ist ihre absolute Unabhingigkeit von
allem erwiesen; nach (6) sind sie also auch wirkliche Gegenstinde.
Darin liegt der tiefste Grund, warum es falsch ist zu sagen, Wert
sei immer Wert fiir ein Subjekt; es gibe also keine Werte, wenn
keine Subjekte existierten. Hier spielt noch der populire Wert-
begriff hinein, der natiirlich nur Werte fiir ein Subjekt kennt.
Die Werte in unserem Sinne sind eine Welt in sich selbstiandiger,
auf nichts anderes neben ihnen angewiesener Gegenstinde.

Wir kommen zur zweiten Klasse der unsinnlichen Gegen-
stinde. Wir rechnen dazu z.B. den Punkt, die gerade Linie, die
Flache, den Kreis, den dreidimensionalen Raum, die Zahl, also die
Gegenstéinde, mit denen die Mathematik sich beschaftigt. Es ist
zunéchst klar, daf sie nicht zu den sinnlichen Gegenstinden ge-
horen; denn sie sind doch offenbar nichts Physisches oder Psychi-
sches, sie sind nicht erfahrbar und wirken nicht kausal aufeinander.
Aber auch zu den ibersinnlichen darf man sie nicht schlagen;
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denn sie werden nicht hypothetisch als eine reale Erginzung der
sinnlichen Gegenstinde aufgestellt. Ebensowenig darf man sie zu
den geltenden Gegenstinden zihlen. Sie gelten offenbar nicht,
sondern sie sind. Mit Riicksicht darauf, daB sie zwar sind, aber
nicht wirken, nennen wir sie ideal. Eines aber teilen sie mit den
geltenden Gegenstinden; sie sind nimlich wie diese seitlos. Die
mathematischen Gegenstinde d#ndern sich nicht mit der Zeit. Indes
bedeutet Zeitlosigkeit hier nur Unabhingigkeit von Verinderung;
die mathematischen Gegenstéinde sind immer gleich. Die Wirklich-
keitsform der mathematischen Gegenstinde ist also das zeitlose
ideale Sein. Damit haben wir éine erste Charakteristik dieser
Gegenstinde gewonnen. Tiefer in ihren Typus hinein werden uns
die spateren Uberlegungen fithren.

AuBer den mathematischen Gegenstinden gehéren in unsere
Klasse noch weitere, z. B. die Relationen, die Wortbedeutungen.

6. Wirkliche und unwirkliche Gegenstinde. Ubersicht. Der
besprochenen Einteilung der Gegenstéinde ist nun aber eine andere
iberlagert, wenn wir die Voraussetzung von (3) fallen lassen, daB
alle Gegenstinde Wirklichkeit besitzen. Es gibt namlich wirkliche
und unwirkliche Gegenstinde. Diese Begriffe werden in verschie-
denem Sinne gebraucht. Wir wollen unter unwirklichen Gegen-
stinden solche verstehen, die nur Inhalte des individuellen Sub-
jektes sind. Damit das Wort ,Inhalt* nicht miBdeutet wird, sei
beispielsweise bemerkt, daf nicht eine Vorstellung, wohl aber das,
was eime Vorstellung vor uns stellt, also das Vorgestellte, Inhalt
des Subjektes ist. Zu den wirklichen Gegenstinden gehéren also
ganz sicher diejenigen, die vom individuellen Subjekt vollstindig
unabhiéngig sind. Das geniigt fiir unsere Zwecke.

Die unwirklichen Gegenstinde sind auch das, was man im
eigentlichen Sinne als Gedankendinge bezeichnen kann. Sonstige
Gegenstinde Gedankendinge zu nennen, ist, wie wir nun wissen,
wissenschaftstheoretisch durchaus falsch.

Nehmen wir jetzt wieder auf die Scheidung in wirkliche und
unwirkliche Gegenstinde keine Riicksicht, so gestaltet sich die
Ubersicht iiber das Gesamtgebiet der Gegenstiinde schematisch so:

1. Die sinnlichen Gegenstinde. Wirklichkeitsform das reale
zeitliche Sein.

2. Die iibersinnlichen Gegenstinde.
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3. Die unsinnlichen Gegenstinde:
a) Die Werte. Wirklichkeitsform das Gelten.
b) Die idealen Gegenstinde. Wirklichkeitsform das ideale
zeitlose Sein.

7. Kategorien. Wir haben in den Wirklichkeitsformen ge-
wisse allgemeinste Gegenstandsbestimmtheiten hervorgehoben, aber
nur diejenigen, die den Gegenstinden jeder Klasse gemeinsam sind,
z. B. das Sein, die Zeitlichkeit, die Realitit bei den sinnlichen
Gegenstianden, die Zeitlosigkeit und das Gelten bei den Werten.
Man sieht aber leicht, daB wenigstens die eine oder andere unserer
Klassen noch Gegenstinde von verschiedenem Typus in sich ver-
einigt, z.B. die Klasse der ideal seienden Gegenstinde umfaGt die
mathematischen Gegenstinde, die Relationen, wahrscheinlich die
Wortbedeutungen und vielleicht noch andere. Solche verschie-
denen Typen von Gegenstinden miissen natiirlich wieder durch
allgemeinste Bestimmtheiten unterschieden sein, die wir zum Teil
noch kennen lernen werden. Wir nennen nun solche allgemeinsten
Gegenstandsbestimmtheiten, die letzte, nicht mehr definierbare,
nicht mehr in Elemente zerlegbare Begriffe darstellen, Kategorien.
Weiter auf die logische Bedeutung der Kategorien einzugehen,
liegt aullerhalb unserer Aufgabe.

Noch zwei Bemerkungen seien gestattet.

Zunidchst konnen wir jetzt das Problem dieser Schrift so
formulieren: wir wollen die typischen Kategorien der mathe-
matischen Gegenstinde aufsuchen.

Fiirs zweite wissen wir ja jetzt, daB jeder Gegenstandstyp auch
seine eigenen Kategorien hat, die fiir ihn und nur fiir ihn charak-
teristisch sind. Man kann also mit einer einzigen, einheitlichen
Kategorientafel nicht die ganze Wirklichkeit erfassen, sondern mufl
jeden Gegenstandstyp auf die ihm eigenen Kategorien studieren.

II. Mathematik, Logik, Psychologie
8. Mathematik und Logik. Bevor wir die bisherige Charak-

teristik der mathematischen Gegenstinde erweitern und vertiefen,
milssen wir zur Vorbereitung darauf die Hilfsmittel, die uns der
vorstehende Abschnitt an die Hand gegeben hat, benutzen, um die
Mathematik gegen einige andere Wissenschaften scharf abzugrenzen.



Zunichst sind wir jetzt imstande, die Gebiete der Logik und
der Mathematik voneinander zu scheiden. Es ist das bisher eine
der schwierigsten Aufgaben gewesen. Vielfach waren und sind
Mathematiker und Philosophen der Meinung, daf die Mathematik
ein spezieller Fall der Logik sei. So behauptet z. B. Couturat?),
daB die Mathematik ,im Hinblick auf die Form identisch mit der
Logik ist, im Hinblick auf den Inhalt dagegen nur ein besonderes
Gebiet in dem Anwendungsbereich der Logik darstellt. Und
Wundt?) sagt: ,Daraus geht zugleich hervor, daf die Logik die
allgemeinere Wissenschaft ist, welche die Mathematik als eine
spezielle Disziplin einschlieft. Sie verwandelt sich in Mathematik,
sobald die Begriffe die Eigenschaft annehmen, nach Zahlverhalt-
nissen meBbar zu werden.“

Wir lehnen diese Auffassung ab. Wir haben im vorhergehen-
den schon, ohne es zu sagen, den Gegenstand der Logik von dem
der Mathematik geschieden. Als ersten Typus der unsinnlichen
Gegenstinde fanden wir den Sinn des Urteils. Da haben wir
bereits den Gegenstand der Logik. Logik ist die Wissenschaft vom
Urteilssinn, seinen Elementen, seinen Formen und Beziehungen.
Es gibt gar keinen anderen Gegenstand, der Gegenstand der Logik
sein konnte, und alles, was die bisherige Logik behandelt hat,
fiigt sich dem ein. Die Logik ist also Wissenschaft von etwas
Geltendem. Es ist zweifellos gegeniiber dem mathematischen ein
ganz anderes Reich, das sich in der Logik auftut. Ihre Gegen-
stdnde unterscheiden sich so voneinander, wie sich Gelten vom
Sein unterscheidet. Logik und Mathematik sind tofo coelo ver-
schiedene Gebiete.

9. Die Logistik. Gegen dieses Ergebnis scheint die Existenz
einer Wissenschaft zu sprechen, die man ,symbolische“, ,mathe-
matische“, ,algebraische“ oder ,algorithmische“ Logik, auch
»Algebra der Logik“ oder ,Logistik“ nennt. Weil sie es ist, die
man gerade auf mathematischer Seite als die vollendetste Form
der Logik und als die Grundlage der Mathematik anzusehen pflegt,
so miissen wir ihr eine kurze Besprechung widmen.

Die Logistik will die Logik ,im herkémmlichen, klassischen
Sinne des Wortes“ fassen als ,normative Wissenschaft der for-

1) Couturat, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik,
1908, S.230.
2) Wundt, Logik I3, 1906, S.245.
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malen Gesetze richtigen Denkens® ). Sie zerlegt die Logik, ab-
gesehen von der Methodologie, in drei Teile: den Urteilskalkul,
den Klassenkalkul und den Relationskalkul.

1. Urteilskalkul. Mit Recht fat sie die Lehre vom Urtedl
als den grundlegenden Teil der Logik auf. Die Grundrelation, in
der Urteile stehen konnen, ist die Implikation (die Abhangigkeits-
beziehung). Bezeichnet man die Urteile mit grofen Buchstaben,
dann soll die Formel der Implikation sein

4 < B,

in Worten: entweder ist A falsch oder B wahr, oder auch: wenn
A richtig (falsch) ist, ist auch B richtig (falsch). Die wesent-
lichsten Verbindungen zwischen Urteilen und in Urteilen werden
durch die Worte ,oder“ und ,und* hergestellt. Die erste ist die
logische Summe, die zweite das logische Produkt. Die logische
Summe wird mit 4 -+ B bezeichnet und bedeutet: A oder B ist
richtig. Das logische Produkt A B sagt aus: A und B sind richtig.
Zwei Urteile A und B sind gleich, wenn A B oder B A impliziert,
in der Formel
(4 = B) = (4 < B)(B <.d).

Ist 1 das Symbol fir das Wabre, 0 das Symbol fiir das

Falsche und bezeichnen wir die Verneinung eines Urteils A

durch A, so ist die Verneinung definiert durch die gleichzeitig
bestehenden Gleichungen

AA = o, A+ A =1.

Diese beiden Gleichungen stellen, wie man ohne weiteres sieht,
die Sitze des Widerspruchs und des ausgeschlossenen Dritten, auf
Urteile angewandt, dar. Dazu kann man noch den Satz der

Identitat A< A
fiigen. Um nun logisch deduzieren zu kénnen, bedarf man einiger

Grundsitze. Die wichtigsten sind der Grundsatz des Syllogismus
und der Deduktion. Der erste lautet in der Formel

A< BB <040,

1) Couturat in der Enzyklopidic der philos. Wissenschaften, 1. Bd.
1912, S. 138.



der zweite in Worten: Wenn A B impliziert und 4 wahr ist, so
ist B wahr. Jetzt sind die Gesetze der Multiplikation und Addition
beweisbar, z. B. das Gesetz der Kommutation

AB = BA A+B=B4} 4,
das Gesetz der Assoziation
AB)C = A(BC(C) A4A+B)+C=A+@B+0.

Mit Hilfe dieser und anderer Formeln lassen sich Regeln her-
leiten, die gestatten, eine Implikation in eine Gleichheit zu ver-
wandeln, deren eines Glied 0 oder 1 ist, ferner mehrere Gleich-
heiten auf eine zu reduzieren. Da nun eine logische Deduktion
ja eine Folge von Implikationen ist, lassen sich die Primissen
einer solchen Deduktion als eine Gleichung mit einer oder mehreren
Unbekannten darstellen, aus der man unter Anwendung gewisser
Regeln alle Folgerungen ziehen kann, die méglich sind.

2. Klassenkalkul. Wenn man in dem Urteil ,Peter ist
ein Deutscher® fiir ,Peter“ den Buchstaben x setzt, dann lautet
der Satz ,x ist ein Deutscher. Das ist kein Urteil mehr, sondern
wird erst zu einem Urteil, wenn man fiir 2 bestimmte Personen
einsetzt oder, wie die Logistik in Anlehnung an die Mathematik
sagt, dem z bestimmte Werte gibt; das Wort ,Wert“ ist natiirlich
hier nicht im Sinne von (5) gebraucht. Ein solches Gebilde nennt
man urteilsmifige Funktion (Satzfunktion). x ist die Variable.
Sei nun @z eine solche Funktion der Variabeln z. Sie ist ein
Urteil fir jeden Wert von x, ist also giiltig fir gewisse Werte
von-z (August, Paul, Eduard usw in dem obigen Beispiel), un-
giilltig fiir andere (Jean, Bertrand, Angelo usw). Somit bestimmt
die Funktion eine Klasse, d.h. die Gesamtheit der Werte, die sie
bestatigen (in dem obigen Beispiel die Klasse der Deutschen). Die
Klasse schreibt man im Symbol

z3Q,
d. h. die Gesamtheit der z, die @ befriedigen. Das Symbol 2
verwandelt also eine Funktion in eine Klasse und ein Urteil in
einen Begriff (der in der Logistik stets seinem Umfang nach, als
Klasse, auftritt). Das entgegengesetzte Symbol & verwandelt eine
Klasse in ein Urteil. ké&a bedeutet: & (ein bestimmtes Individuum)
gehort zur Klasse a.



Jeder Implikationsbeziehung zweier Urteile entspricht eine
Inklusionsbeziehung ihrer Klassen (Klasse a ist in Klasse b ein-
geschlossen). Deshalb braucht man fiir die Inklusion dasselbe
Zeichen <. Wegen dieser Analogie ist die Klassenrechnung formell
gleich der Urteilsrechnung, nur mit entsprechend gednderter Inter-
pretation. So ist z. B. die logische Summe zweier Klassen auf
folgende Weise bestimmt:

a+b=zz[(xea)+ (xeb)],
oder das logische Produkt durch

ab = z2[(xea)(zeb)].

3. Relationskalkul. Das meiste, was wir bisher ausgesagt
haben, betraf Relationen. So spielt die Relation eine iiberaus
grolie Rolle in unserem Denken. Der Relationskalkul studiert die
Relationen im allgemeinen. Eine (zweigliedrige) Relation zwischen
z und y stellt man dar durch z Ry. Natiirlich kann eine Relation
beliebig viele Glieder haben. Die Grundbeziehungen zwischen
Relationen sind die der Inklusion und der Gleichheit. Eine
Relation R, ist in einer Relation R, enthalten, wenn in allen
Fillen, wo R, in einem Wertsystem auftritt, auch R, darin auf-
tritt. R, ist gleich R,, wenn sie einander enthalten.

Die wichtigste Operation der Relationsrechnung ist die rela-
tive Multiplikation: hat man zwischen 2, y, 2 die Relationen z Ry
und y R#, so besteht zwischen £ und 2z eine dritte Relation, die
durch die beiden anderen bestimmt ist und das relative Produkt
von ihnen genannt wird.

Die Relationen lassen sich auf verschiedene Weise einteilen.
Eine Relation ist symmetrisch, wenn z Ry gleich y Rx ist, nicht-
symmetrisch, wenn durch die Umkehrung eine neue, mit der ersten
vertrigliche Relation entsteht, asymmetrisch, wenn niemals zu-
gleich # Ry und y Rz ist, wenn also durch die Umkehrung eine
neue, mit der ersten unvertrigliche Relation entsteht.

Eine Relation ist transitiv, wenn aus £ Ry und y Rz fir o
und 2z dieselbe Relation R folgt, nichttransitiv, wenn daraus eine
neue, mit der ersteren vertragliche, intransitiv, wenn daraus eine
neue, mit der ersteren unvertrigliche Relation folgt.

Dann spricht man z.B. noch von eindeutigen, umgekehrt ein-
deutigen und eineindeutigen Relationen, von denen wir die letzteren
spater (31) kennen lernen werden.
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Die Relationen werden analogen Operationen unterworfen
wie die Urteile und Klassen.

10. Logik, Relationstheorie und Mathematik. Diese ganz
fliichtigen Andeutungen geniigen, um die Probleme der Logistik
und die Art ihrer Behandlung zu zeigen. Sie geniigen aber auch
zur Beurteilung, die wir in drei Punkten zusammenfassen.

1. Der Kalkul der Urteile und der Klassen gehért in die
Logik hinein, soweit es sich dabei um Anwendungen der Relations-
theorie auf logische Gegenstinde handelt. Aber weil die Logistik
die Form ihrer Behandlung der mathematischen analog wéhlt,
fabt sie ausschlieBlich die formale Seite der Urteile und Begriffe.
Infolgedessen driickt sie manches schirfer und allgemeiner aus,
als die sonstige Logik es kann, enthéilt aber auch vieles der Logik
vollig Gleichgiiltige und hat auch nicht eine einzige neue logische
Erkenntnis von Bedeutung gewonnen. Das wichtigste aber ist,
daB sie sich dadurch selbst von der Einsicht in den eigentlichen
Gegenstand der Logik, den Sinn des Urteils, vollstindig abschlieSt.
Es ist also durchaus nicht so, dal die Logistik etwas anderes
unter Logik versteht, als es die sonstige Logik tut, sondern so,
daf sie denselben Gegenstand behandeln will, aber vermége der
Form, die sie benutzt, nur seine formale Seite sieht und aus-
driicken kann.

2. Die originale und bedeutendste Leistung der Logistik ist
die Relationstheorie. Sie gehort aber ohne jeden Zweifel nicht in
die Logik hinein. Denn die Relationen sind Gegenstinde eines
Gebietes, das durch die Kategorie des idealen Seins scharf von
dem Geltungsgebiet der logischen Gegenstinde getrennt ist (5).
Man muf iibrigens beachten, daf die Klasse, deren Begriffsumfang
groBer ist als der Begriffsumfang des Begriffs, auch zu den Gegen-
stinden des Relationsgebietes gehort); das geht schon daraus

1) Wenn man in der Relation R (a,b,c...) von R absieht, so hat
man die Klasse oder Menge (a, b, ¢ . ..). Man beachte, da8 allein schon
die in dem Wortchen ,und® liegende Relation zur Herstellung einer
Menge geniigt. Diese Relation steckt aber in jeder anderen Relation;
denn jede Relation besitzt begriffsnotwendig wenigstens zwei Fundamente
(18), die natiirlich im Grenzfall auch identisch sein kénnen, und jede
sagt etwas aus iiber @ und b und ¢ usw. Die Relation ,und“ oder ein
sie enthaltender oder ersetzender Ausdruck, z. B. ,alle“ oder ein Zeichen
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hervor, dafl die Klassen mit den Relationen die grundwesentliche
Beziehung der Inklusion teilen. Selbstverstindlich befaBt sich
die Logik mit den Gegenstinden des Relationsgebietes hinsichtlich
ihrer kategorialen Struktur und der Art ihrer wissenschaftlichen
Bearbeitung — eine Aufgabe, die die Logistik eben wegen ihrer
Form nicht sieht, trotzdem sie die Relationstheorie zur Logik
rechnet —; aber diese Aufgabe hat die Logik gegeniiber den
Gegenstinden aller Gebiete. Die Relationstheorie steht also zur
Logik durchaus nicht anders als jede andere Wissenschaft. Damit
ist natiirlich nicht ausgeschlossen, daB ihre Resultate fiir die
formale Seite der Logik Bedeutung besitzen. Ich schliefe noch
die Bemerkung an, daf die Relationstheorie wirkliche Gegenstiande
behandelt; denn die Relationen bestehen offenbar auch dann, wenn
wir nicht um sie wissen, sind also von uns unabhingige und
deshalb nach (6) auch wirkliche Gegenstinde.

3. Ist die Logistik also die Logik, auf die die Mathematik
zuriickgefithrt werden kann?

Soweit sie wirklich Logik ist, kann die Mathematik nicht
darauf zuriickgefithrt werden und wird sie, wie wir spéter (31)
sehen, auch nicht darauf zuriickgefiihrt.

Aber zur Relationstheorie hat die Mathematik zweifellos
innige Beziehungen, weil sie sich mit Relationen zwischen solchen
Gegenstinden befaBit, die auf demselben Gebiete des ideal Seienden
liegen wie die Relationen (5). TUnsere weiteren Ausfithrungen
(24, 25, 31, 40) werden deutlich machen, daB die Mathematik
ein spezieller Fall der Relationstheorie ist, der eintritt, wenn die
Fundamente der Relationen einen bestimmten, spiter noch néher
zu zeichnenden Charakter annehmen. So wird uns in (43) eine
klare Einsicht in das Verhdltnis von Logik, Relationstheorie und
Mathematik moglich.

oder ein Gesetz, darf aber auch nicht fehlen, weil sonst die Elemente
nicht zusammengehdren wiirden. Die Relation ,und“ in irgend einer
Form ist also die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Menge.
Der Mathematiker darf sich nicht daran stofen, da8 das obige Symbol
in der Mathematik fiir bestimmte Mengen, némlich fiir die abzihlbaren,
gebraucht wird. Es gilt hier allgemein; denn jede Menge besteht aus
diskreten Elementen und setzt als Zusammenfassung notwendig wenig-
stens die einfachste Beziehung zwischen den Elementen voraus, die in
dem ,und“ liegt (vgl.31).
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11. Mathematik und Psychologie. Es bleibt noch unsere
Aufgabe, die mathematische und psychologische Betrachtung der
Gegenstinde der Mathematik sorgfiltig zu scheiden. Um das
Resultat deutlicher zu machen, gehen wir von der entsprechenden
Scheidung in einem anderen Bereiche der unsinnlichen Gegen-
stande aus.

Wie etwas ist und wie etwas geworden ist, sind offenbar
zwel ganz verschiedene Fragen. Ein Gebirge in seinem gegen-
wartigen Zustand zu beschreiben, ist eine andere Aufgabe, als zu
untersuchen, welche vulkanischen, tektonischen und anderen Ein-
flitsse zu seinem Aufbau zusammengewirkt haben. Aber die beiden
Fragen hingen doch eng miteinander zusammen. Etwas ist so,
wie es ist, nur durch die Art, wie es geworden ist. Bei allem,
was in der Zeit steht, ist das Jetzt ja immer nur eine Durchgangs-
stufe, ein Moment des Werdens, der Entwicklung, die nie ab-
geschlossen ist. Unsere erste Frage ist, mathematisch gesprochen,
nur ein Grenzfall der zweiten, der in ihr eingeschlossen ist. Wie
etwas ist, verstehen wir erst ganz, wenn wir wissen, wie es ge-
worden ist. _

Es scheint nun aber Verhiltnisse zu geben, wo dieser Zu-
sammenhang nicht vorliegt. Nehmen wir ein Drama, etwa Schillers
» Wilhelm Tell“. Woher Schiller die Tellsage kannte, woher er
die Beschreibung der Ortlichkeiten nahm, wer ihm die Vorbilder
seiner Personen lieferte, was er zu dem Historischen und Legen-
darischen hinzugedichtet hat, ob er das Drama in einem Zuge
niedergeschrieben oder ob er wihrend eines langen Zeitraumes,
dann und wann ansetzend und oft unterbrechend, es zusammen-
goschweifit hat — alles das ist fiir das Verstindnis des kiinst-
lerischen Wertes ganz gleichgiiltig, es bringt uns diesen Wert
nicht im geringsten ndher. Es gibt Dramen, wie die Shake-
speares, von deren Entstehung wir kaum etwas wissen, die wir
nur als reife Friichte kennen —, das tut ihrem kiinstlerischen
‘Werte nicht den mindesten Abbruch. Oder woher ein Maler das
Motiv eines Gemdldes erhalten, welche Technik er gebraucht hat
— das Wissen davon macht uns nicht fihig, den kiinstlerischen
Gehalt besser zu verstehen. Aus alledem schlieBen wir, dal der
Wert von der Entstehungsweise eines Kunstwerkes unabhingig
ist, In den beiden Fragen, wie etwas ist und wie etwas geworden
ist, bedeutet also hier das ,etwas* Gegenstinde zweier verschie-

Miiller, Gegenstand der Mathematik 2
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dener Gebiete: in der ersten den Wert, in der zweiten den Triger
des Wertes.

Entsprechendes gilt von den anderen geltenden Gegenstinden,
ist sogar hier fiir jeden, der im Denken geiibt ist, noch deutlicher.
Fassen wir noch einmal den pythagoreischen Lehrsatz ins Auge.
Wie sich der Satz bei den Indern oder sonstwo entwickelt hat,
wie das Verstindnis fiir ihn heute langsam in die Koépfe der
Schiiler eingeht, davon bleibt sein Sinn vollstindig unberiihrt.
Dieser Sinn entwickelt sich nicht. Er bleibt derselbe, auch wenn
die Menschen den Satz nie gekannt hitten, noch kennen wiirden.

Versuchen wir unser Ergebnis zu formulieren, dann konnen
wir sagen: Bei allen geltenden Gegenstinden bezieht sich die
Entwicklung ausschlielich auf den Triager des Wertes, niemals
auf den Wert selbst. Die Werte sind etwas Selbstandiges, etwas
Unabhingiges uns gegeniiber, weil sie etwas Ewiges sind. Sie
konnen sich nicht entwickeln, weil sie nicht in der Zeit stehen.
Wir konnen uns der Werte nur beméchtigen, sie werden nur
Woerte fiir uns, indem wir sie an Zeitliches binden. Dieses Be-
michtigen der Werte geschieht nicht gleich in vollkommener
Weise. Wir — dieses ,wir® gilt fiir jedes Individuum und fiir
die ganze Menschheit — konnen anfangs nur Teilwerte binden,
nur Bruchstiicke von ihnen. Das sieht dann so aus, als ob der
Wert sich entwickele, wahrend, was sich entwickelt, nur der
Triager des Wertes ist. Dieser Triger — das Psychische — ist
nicht gleich so vollkommen, dafl er den Wert ganz bindet. Das
alles ist natiirlich im Bilde gesprochen. Triager und Wert sind
auf eine einzigartige Weise miteinander verbunden, nicht duBerlich,
wie man zwei reale Gegenstinde aneinanderbindet. Aber es laGt
sich das vorliegende Verhéltnis nur mit Hilfe der bildlichen Rede-
weise einigermafien verdeutlichen. Ks sei nur im Voriibergehen
darauf hingewiesen, welche wichtigen Folgerungen unser Ergebnis
ziehen 14Bt. So sind nach ihm z. B. die ethischen und religidsen
Werte ganz unabhéngig davon, wie sich das Menschengeschlecht
entwickelt hat, ob es mit dem Tierreich zusammenhingt oder nicht.

Liegen die Verhéltnisse nun genau so bei der zweiten Klasse
der unsinnlichen Gegenstinde? Oder — wir wollen uns darauf
beschrinken — liegen sie genau so bei den Gegenstinden der
Mathematik ? Auf den ersten Blick scheinen sie anders zu liegen.
Die Wirklichkeitsform der mathematischen (Gegenstinde steht der
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der sinnlichen ngher als die Wirklichkeitsform der geltenden
Gegenstinde. Gegenstinde wie gerade Linie, Kreis, Ebene usw
sind mit irgend einer Annéherung in der realen Wirklichkeit vor-
handen oder konnen darin realisiert werden. Sinnliche Gegen-
stande sind zihlbar. Das alles scheint darauf hinzudeuten, daf
die mathematischen Gegenstinde mit der sinnlichen Welt in einer
engen Verkniipfung stehen, dal sie von ihr abhingig sind, daB
sie verschwinden, wenn die sinnliche Wirklichkeit verschwindet,
daB sie also von uns geschaffer sind.

Und doch wiire diese Auslegung falsch. Zuné&chst sind die
mathematischen Gegenstinde ganz und gar von uns unabhingig.
Konnen wir denn an der Zahl 3 oder an dem Kreis mit dem
Radius 5 ecm etwas dndern? Hoffentlich wendet man nicht ein,
man konne doch die Zahl 3 groBer schreiben oder durch Zuzihlung
einer anderen Zahl verindern. Das erstere wire nur eine An-
derung des sinnlichen Symbols der Zahl 3; im zweiten Falle
wiirde an die Stelle der Zahl 3 eine andere Zahl gesetzt. Es 1t
sick keine Weise angeben, wie es uns moglich sein sollte, diese
mathematischen Gegenstinde zu #ndern. Sie wiirden ja auch in
der Zeit stehen, wenn sie sich dndern liefien. In dieser Beziehung
sind sie also von uns unabhingiger, als die sinnliche Wirklichkeit
es ist.

Ferner tritt uns der mathematische Gegenstandsbereich als
ein Reich mit einer eigenen, von uns ganz unbeeinfluBbaren
Gesetzmifigkeit entgegen. Es steht genau so wenig in unserem
Belieben, die mathematischen Gesetze zu édndern, wie es in unsere
Hand gegeben ist, die Gesetze der strahlenden Energie oder die
stochiometrischen Gesetze zu dndern.

Alles das beweist, daf der mathematische Gegenstandsbereich
kein von uns geschaffener Bereich sein kann, sondern ein selb-
stindiger, von uns unabhingiger Bereich ist, der nicht ver-
schwindet, wenn die sinnliche Wirklichkeit verschwindet. Auch
die mathematischen Gegenstinde sind also nach (6) wirkliche
Gegenstinde.

Zweierlei Richtiges enthilt jene Auslegung aber doch.

Erstens gelangen wir nur mit Hilfe der sinnlichen Wirklichkeit
zur Kenntnis des mathematischen (Gegenstandsbereiches. Bei ihr
setzt der ProzeB dieser Erfassung an; ohne sie wiirde er nicht
ausgelost. Wie dieser ProzeS vor sich geht, ist eine Frage, die

2%
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zwar nicht zu unserem Thema gehort, itber die aber doch einige
Bemerkungen angebracht sind. Man denkt sich vielfach diesen
Prozefl nach Art der gewdhnlichen (generalisierenden) Abstraktion.
Danach entsteht z. B. der Begriff der geraden Linie dadurch, da8
wir von den Unterschieden der an sinnlichen Gegenstinden vor-
kommenden Linien in der Breite, Linge, Abweichung von der
Geraden usw absehen und so die mathematische Gerade iibrig
behalten. Aber einmal sind die mathematischen Gegenstinde
keine Begriffe, sondern Gegenstinde, von denen erst wieder Be-
griffe gefunden werden miissen; man hatte z. B. die Gegenstinde
yPunkt®, ,Gerade“ schon lange, bevor man einen Begriff davon
hatte. Wiren sie Begriffe, so gehorten sie zum Bereich der
geltenden Gegenstinde (28); denn Begriffe sind eine besondere
Art von Urteilen. Dann ist aber jener geschilderte Vorgang
auch unmoglich. Denn man kann nichts iibrig behalten, was gar
nicht vorhanden ist; die Linien an den sinnlichen Gegenstinden
sind ja nicht gerade, sondern nur ungefihr gerade. Jedoch
selbst dieses Urteil iiber die annihernde Geradheit wiirden wir
nicht fallen konnen, wenn wir nicht schon mit dem Wissen um
gerade Linien an die sinnlichen Linien herantriten. Die Erfahrung
an sinnlichen Gegenstinden kann also nur ein Faktor in dem
Prozef der Erfassung mathematischer Gegenstinde sein. Der
zweite Faktor mufl intuitiver Natur sein; es muf} eine Art geistiges
Schauen, ein unmittelbares Erfassen mit im Spiele sein. Dieser
Prozell ist analog dem der Werterfassung. Auch die mathe-
matischen Gegenstinde entwickeln sich nicht; sondern was sich
entwickelt, ist unsere Auffassung von ihnen, die langsam immer
vollkommener wird.

Zweitens hangen unsere Erfahrungswelt und unsere Mathe-
matik miteinander insofern zusammen, als sie eine gewisse Zu-
ordnung zueinander besitzen, die es moglich macht, dall wnsere
Welt durch wnsere mathematischen Gegenstinde in gewissen Ziigen
abgebildet werden kann. Wo und wann immer Wesen in unserer
Welt zu mathematischen Gegenstinden gelangen, miissen diese
Gegenstande dieselben sein wie die unsrigen. Wenn es Mars-
menschen gibt und wenn sie Mathematik haben, dann ist es méglich,
daB sie weit tiefere Kenntnisse darin besitzen als wir; aber was
wir und sie als sichere Ergebnisse haben, kann sich nicht wider-
sprechen. Jedoch erkennende Wesen in einer anders sich auf-
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bauenden Welt, als es unsere sinnliche Welt ist, konnen unsere
Mathematik nicht erfassen, sondern miissen eine andere haben,
falls @berhaupt etwas Derartiges zu ihrer Wirklichkeit gehort.
Das darf natiirlich nicht so verstanden werden, als ob fir solche
Wesen 2 X 2 — 5 oder die Winkelsumme eines ebenen Dreiecks
im euklidischen Raume nicht zwei Rechte wire. Sondern fir
solche Wesen sind 2, 5, Dreieck, Ebene, euklidischer Raum un-
erfaBbare Gegenstinde. Der Sinn des Urteils 2 > 2 == 4 ist ein
ewig geltender Wert und die Zahlen 2 und 4 sind zeitlos seiende,
von uns ganz unabhingig existierende Gegenstinde. Aber erfalt
kénnen diese Zahlen und deshalb auch jener Sinn nur von solchen
Wesen werden, zu deren Welt die Zahlen eine gewisse Zuordnung
besitzen. Aus dem mathematischen Gegenstandsbereich wihlt
unsere Erfahrungswelt unsere mathematischen Gegenstinde aus;
eine andere Mathematik ist fiir uns unerfafibar. Auch hier haben
wir eine Analogie im Wertbereiche. Is gibt ohne Zweifel auller
den von uns erfafbaren logischen Werten noch unendlich viele
andere, die fiir uns deshalb unerfafibar sind, weil sie mit Hilfe
unserer Wirklichkeit niemals Werte fir uns werden kénnen.
Der Sinn des Urteils ,Die Rosen gehéren zu den zweikeimblattrigen,
bedecktsamigen Pflanzen“ gilt unabhingig von jedem Subjekt
und jeder Welt; aber im Urteilen erfafBt werden kann dieser Sinn
nur von Wesen, in deren Welt es Rosen und sonstige zweikeim-
blittrige, bedecktsamige Pflanzen gibt.

Sicherlich ist also dem Mathematiker der Bereich seiner Gegen-
stinde gegeben!). Er schafft sie nicht, sondern er untersucht
sie, er erfindet sie nicht, sondern er findet sie, er konstruiert sie
nicht, sondern er entdeckt sie (er kann sie wohl mit Hilfe von
Konstruktionen entdecken). Er steht in seinem Bereiche nicht
wie ein Baumeister in dem unfertigen Hause, sondern wie ein
Forscher in fremdem, teils unentdecktem Lande.

Aber nicht nur dem Mathematiker ist dieser Bereich gegeben,
sondern damit auch dem Logiker. Auch ihm ist es ganz gleichgiiltig,
wie unsere Kenntnis der Gegenstinde der Mathematik entstanden
ist. Thre Bedeutung, ihr Sinn, ihr logischer Charakter ist von
dieser Entstehung vollstindig unabhéngig. Sie stehen nicht in

1) Gegeben bedeutet hier und spiter nicht ,im Bewuftsein ge-
geben”, sondern wird durch die oben folgenden Sitze erklirt.



Zeitpunkten der Entwicklung; sonst wiren sie Durchgangsstufen
des Entwicklungsprozesses und in ihrem Sein nur ganz begreif-
lich, wenn wir ihr Werden wiiiten. Sondern sie stehen in einem
zeitlosen, idealen Dasein und sind in ihm dem Logiker so gut ein-
fach gegeben wie sein eigenes Reich des Sinnes.

12. Ubersicht. Worin besteht nun in kurzen Worten die
unterschiedliche Arbeit des Psychologen, des Mathematikers und
des Logikers in bezug auf die mathematischen Gegenstinde?

1. Der Psycholog untersucht erstens den Bildungsprozel,
der zur Kenntnis der mathematischen Gegenstinde fithrt, und
zweitens die psychischen Vorginge bei der Arbeit des Mathemati-
kers. Thn interessiert also alles, was unter die Kategorie der
Zeitlichkeit fillt.

2. Der Mathematiker sucht die Beziehungen zwischen den
mathematischen Gegenstinden und neue mathematische Gegen-
stande.

3. Der Logiker sucht erstens die Kategorien, die fiir den
Bereich der mathematischen Gegenstinde typisch sind; zweitens
erforscht er die logische Struktur des mathematischen Denkens,
d. h. er reiht die mathematische Denkarbeit in die ihm bekannten
logischen Formen ein oder stellt neue Formen dafiir auf.

III. Was die Zahl nicht ist

13. Fundamente und Relationen. Wir miissen zuerst einige
einleitende Uberlegungen machen.

Der Mathematiker befafit sich im allgemeinen nur mit den
Relationen zwischen seinen Gegenstinden.

Jede Relation mufB Fundamente haben, d. h. Elemente oder
Glieder, zwischen denen sie besteht. Natiirlich kénnen Relationen
auch selber Fundamente sein, wenn Relationen zwischen Relationen
existieren. So driickt beispielsweise eine Determinante oder eine
Matrix eine Relation aus. Werden nun Relationen zwischen De-
terminanten oder Matrizes aufgestellt, so haben wir den Fall, daf
die Fundamente aus Relationen bestehen. Es mufl aber letzte,
absolute Fundamente geben, d. h. solche, die nicht wieder Rela-
tionen sind; denn der Begriff der Relation allein ist sinnlos, weil
wir immer nur von Bezogenem auf Beziehungen kommen konnen.
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Solche absoluten Fundamente sind in der Mathematik die
Zahlen und die geometrischen Gebilde. Gewif lassen sich die
geometrischen Gebilde als Punktmengen, also selber wieder als
Relationen zwischen Punkten betrachten. Wir werden spiter (42)
sehen, daB das zwar eine-Art ist, die geometrischen Gebilde mathe-
matisch vollkommen zu beschreiben, dag aber ihre Gegensténdlich-
keit dadurch nicht erfafit wird. Ihr Charakter als Fundamente
bleibt unangetastet.

Seine Gegenstinde kennt der Mathematiker also nur als
Relationstriger. Sie sind fir ihn nichts als Gegenstinde, die
bestimmte Relationen haben kénnen. Sie sind so beschaffen, daf
sie diese Relationen haben miissen.

Mit den mathematischen Fundamenten sind demnach die
mathematischen Relationen von selbst mitgegeben; die Relationen
wiirden sich &dndern, wenn sich die Fundamente &nderten. Die
Gegenstinde bestimmen das Gebiet der Mathematik kategorial.
Umgekehrt miissen sich also aus den Relationen die Kategorien
dieses Gebietes feststellen lassen. In der Tat charakterisiert der
Mathematiker durch die Relationen, die er auffindet, die Gegen-
stinde auch logisch vollstindig, nur tut er es nicht unmittelbar,
sondern mittelbar. Das Abheben dieses logischen Charakters und
sein vergleichendes Studium ist Sache des Logikers. Zu dieser
Arbeit wenden wir uns jetzt.

14. Die Zahlen keine Abbilder von sinnlichen Gegenstéinden.
Wir beschiftigen uns zunichst mit dem Fundamente der algebrai-
schen Disziplinen (Arithmetik, Algebra, Analysis), mit der Zahl.
Was die Zahl nicht ist, wollen wir zuerst sehen. Nicht als ob
wir aus dem folgenden Kapitel nicht noch Neues zu dieser Frage
lernen konnten. Wir wollen hier nur einige charakteristische
falsche Ansichten iiber das Wesen der Zahl zusammenstellen, um
den schwierigen Gedankengang des nichsten Kapitels nicht noch
komplizierter zu machen. Vorliufig ziehen wir hauptsachlich blo8
die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3 usw in Betracht..

1. Man findet noch vielfach, besonders bei Nichtmathematikern,
die Auffassung, die Zahlen und ihre Beziehungen seien Begriffe
und demnach Abbilder von sinnlichen Gegenstinden. Meistens
wird dieser Gedanke sogar noch mehr spezifiziert, indem man die
Zahlen als ,Abbilder von Objekten oder Beziehungen in der dem
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Intellekt gegeniiberstehenden AuBenwelt“ falit, also, in unserer
Sprache, als Abbilder von physischen Gegenstinden. Zahlen
sollen danach immer Zahlen von etwas sein. Die Zahl 1 z. B.
meint einen beliecbigen Gegenstand, z. B. einen Apfel, ein Buch,
einen Menschen, ein Haus. Alle diese Gegenstinde — ein Apfel usw —
fallen unter den allgemeinen Begriff ,Zahl 1, sie sind Exemplare
der Gattung ,Zahl 1%, so wie die einzelnen Menschen Exemplare
der Gattung ,Mensch“ sind. Das Zeichen 1 ist das Symbol fir
einen Apfel, einen Menschen usw.

Indes verwechselt diese Ansicht die psychologische Frage-
stellung mit der logischen. Die Zahlen waren einmal im Laufe
der Entwicklung ihrer Erkenntnis solche Abbilder, und weil die
schulgemdfBe Darstellung sich oft der historischen Entwicklung
anpassen muB, wird auch die erste Einfithrung wohl mit diesem
Zahlbegriff beginnen miissen. Aber die logische Charakteristik
der Zahl weil davon nichts.

Das ergibt sich am deutlichsten aus dem Versuch, diese Auf-
fassung praktisch durchzufithren. Das Buch von Firber?) ver-
sucht das beispielsweise iiberall, widerspricht sich aber selbst.
Farber will auch von den irrationalen und den gemeinen kom-
plexen Zahlen zeigen, daf sie Abbilder der ,Aullenwelt® seien;
er zeigt aber in Wahrheit, daf sie Symbole fir mathematische
Gegenstinde (Beziehungen zwischen Linien, Flichen, Koérpern,
Winkeln usw, ebene Vektoren) sind. Aber schon in den einfach-
sten Verhiltnissen versagt diese Auffassung. Ist in der sinnlichen
Wirklichkeit die Gleichung 1 — 1 moglich? Es gibt doch dort
keine absolut gleichen Gegenstéinde. Und erst die Operationen!
Was bedeutet dort 2 4 3 = 5? Nehmen wir einmal an, sinnliche
Gegenstinde lieBen sich iiberhaupt als solche addieren, sind sie
dann aber zusammen gleich einem neuen, von ihnen verschiedenen
Gegenstand? 'Was entspricht der Operation 1 — 1 — 0 im
Bereiche der ,Aulenwelt“? Etwa die Handlung, dal ich einen
Gegenstand vor mich hinlege und dann wegnehme, oder die
andere, dall ich innerhalb eines bestimmten Zeitraumes 1 Mark
einnehme und sie wieder ausgebe? Aber die Gleichung besagt
doch, dafl die beiden 1 sich gegenseitig autheben und nichts itbrig
bleibt. Bleibt aber der weggenommene Gegenstand oder die aus-

1) C. Farber, Arithmetik, 1911.
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gegebene Mark nicht dennoch an einer anderen Stelle iibrig?
Verliuft nicht der physische Vorgang in der Zeit, wihrend die
Gleichung einen Bestand ausdriickt? Einerseits besagt die Glei-
chung mehr, als in der Aullenwelt geschieht, andererseits geschieht
in der AuBenwelt mebr, als die Gleichung besagt. Es ist leicht
zu sehen, daf auch die einfache Multiplikation, z. B. 2 < 3 = 6,
ahnliche Schwierigkeiten in sich birgt. Noch weniger durchfiihr-
bar wird jene Auffassung, wenn es sich um Bruchrechnung han-
delt. Was 2:£ =2 in der ,AuBenwelt“ symbolisieren soll, ist
wobl kaum zu sagen. Und dann die negativen Zahlen! Wie viele
Symbolisierungen sind da erfunden worden! Wie viele davon be-
ruben -aber auf der Verwechselung der Operation des Addierens
und Subtrahierens mit der Operation, die im Begriffe des Gegen-
satzes positiv-negativ liegt! Die beste Symbolisierung des Wesens
der positiven und negativen Zahlen macht man an der Zahlgeraden,
also nicht an einem physischen, sondern an einem mathematischen
Gegenstande. Aber selbst mit ihrer Hilfe ist es kaum moglich,
die Theorie ganz durchzufithren und z. B. zu beweisen, dal das
Produkt zweier negativen Zahlen eine positive Zahl ist. Gibt
man das Prinzip der Dingsymbolisierung nicht auf, dann ist es
ferner unmoglich zu zeigen, daf z. B. imaginire Zahlen eine
durchaus rechtmaBige Erweiterung des Zahlbereiches sind, dal
sie logisch-mathematisch genau dieselbe Existenzberechtigung
haben wie die ganzen positiven Zahlen. Wo immer man also im
Zahlbereich ansetzt, nirgendwo 148t sich jenes Prinzip retten.

‘Wenn nun aber die Zahlen keine Dinge zihlen, was zdhlen
sie dann eigentlich? Die Antwort werden wir im folgenden
Kapitel erhalten.

15. Algebra und Zeit. 2. W.R. Hamilton und neuerdings
Mannoury, Cohen u. a. haben versucht, die Zahl oder wenig-
stens die Mehrheit aus dem Zeitbegriff abzuleiten. Hamilton
hat das in die kurze Formel gefafit: Algebra ist die Wissenschaft
von der reinen Zeit1). Cohen sieht die Zeit symbolisiert in dem
Pluszeichen der Mathematik?). Es liegt ein gewisser Reiz in der
Symmetrie der Aussage: Die Algebra behandelt die Zeit, die Geo-
metrie den Raum. Wie fir die geometrischen Gebilde von allen

1) Vgl. Voss, Uber das Wesen der Mathematik 2, 8. 33.
2) Cohen, Logik der reinen Erkenntnis, 1902, S. 133.
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qualitativen Unterschieden abgesehen wird, so da z. B. zwei
gerade Linien sich nur durch ihre Lage im Raume unterscheiden,
so sollen auch fiir die Zahlen alle qualitativen Verschiedenheiten
der Vorgiéinge beiseite gelassen und nur die Aufeinanderfolge in
der Zeit betrachtet werden. Aber mit der schénen Symmetrie
von Algebra und Geometrie ist es nichts. Fir die Geometrie
stimmt schon die gegebene Charakterisierung nicht, wie wir noch
sehen werden, fiir die Algebra noch weniger. Wenn némlich die
Algebra in dieser Weise auf der Zeit aufbaute, dann miufite sich
die Zeit, wenn nicht in der Zahl, dann doch wenigstens in den
Gesetzen der Zahl widerspiegeln.

Indes spiegelt sich die Zeit erstens nicht wider in der Zahl.
Die Zahl steht auBerhalb der Zeit, sie ist iberzeitlich, zeitlos. Sie
verdndert sich nicht.

Sie spiegelt sich zweitens auch nicht in den Zahlgesetzen
wider. Nehmen wir den einfachsten Fall, der vielleicht im Augen-
blick Schwierigkeiten machen konnte: die Folge der natiirlichen
Zahlen 1, 2, 8, 4 usw. Das ist keine zeitliche Folge. Sie sieht
nur so aus wie eine solche, weil wir sie nacheinander durchlaufen
miissen, weil unser Denken sie niemals mit einem Male ganz
umfassen kann. Sie ist auch keine rein logische Folge. Denn
rein logisch ist es nicht einzusehen, warum es z B. nur eine
einzige ganze Zahl geben soll, die kleiner als 2 ist. Es ist eine
mathematische Folge, d. h. eine solche, die durch ein mathemati-
sches Prinzip, das Reihenprinzip — wir sprechen davon spiter
(26) noch —, gebildet ist. Ein Beweis dafiir liegt darin, daf wir
die Glieder dieser Folge in beliebiger Reihenfolge bilden konnen,
daB wir Glieder finden konnen, bis wohin noch niemals ein Mensch
gezihlt hat, noch zihlen kann. Diese Folge ist also in Wirklich-
keit ein Beisammen der Glieder, dessen gesetzmiaBiger Bestand
durch das Reihenprinzip gegeben ist. Als zweites Beispiel nehmen
wir die Funktion y = f(x), die am ersten zur Annahme zeitlicher
Beziehungen in den mathematischen GesetzmiBigkeiten zu fithren
geeignet ist. Wenn  sich verdndert, so dndert sich y. Deutlicher,
so scheint es, kann wohl kaum ein zeitlicher Zusammenhang aus-
gedriickt sein. Und doch wire diese Annahme ein Irrtum. Nur
durch unser Denken in der Zeit kommt es, daf  wir die Variabeln
nacheinander Werte durchlaufen lassen miissen. Es ist uns un-
moglich, simultan eine Funktion ganz zu erfassen. In Wahrheit
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ist aber die Funktion ein Gebilde, dessen Werte nicht nacheinander
entstehen, sondern zusammen bestehen. Man darf sich durch die
unserem beschrinkten Denken angepaBte Ausdrucksweise des
Mathematikers nicht irrefithren lassen. Abgesehen davon, daB
nur diese Auffassung zum Charakter des mathematischen Gegen-
standes paBt, kann man zum Beweise auch, dhnlich wie vorhin,
anfithren, daf die Funktion reversibel ist, daf man sie beliebig
oft durchlaufen kann, daBl durch ein n-maliges Durchlaufen die
Funktion nicht #-mal, sondern nur einmal existiert. Das alles
wire unmoglich, wenn die Funktion eine zeitliche Beziehung mit
umfalte.

Das Durchlaufenlassen der Werte ist eine Projektion auf die
Zeit. Weil diese Projektion auf die Zeit méglich ist — sie ist
durch den =zeitlichen Ablauf der psychischen Vorginge in uns
gegeben —, vermag die Funktion zeitliche Beziehungen nicht-
mathematischer Gegenstinde auszudriicken, wie es z. B. die physi-
kalischen Kausalgesetze tun.

Da die Zahlenfolge und die Funktion die einzigen Fille in
der Algebra sind, bei denen zeitliche Beziehungen vermutet werden
konnten, haben wir den Beweis fiir unsere Ablehnung der Griin-
dung der Algebra auf die Zeit erbracht. Ubrigens liegt bei dieser
irrtiimlichen Auffassung im Grunde wieder eine Verwechselung des
logischen und des psychologischen Problems vor. Zeitliche Be-
ziehungen spielen ohne Zweifel bei der Bildung der Zahlbegriffe
und Zahlgesetze eine Rolle; aber in dem Gegenstand der Mathe-
matik ist nichts mehr von ihnen vorhanden.

16. Die mathematischen Gesetze als Bestandsgesetze. Wenn
wir einen Gedanken Mills?) erweitern, so 148t sich der Charakter
der Zahlgesetze und iiberhaupt der mathematischen Gesetze kurz
formulieren. Nehmen wir das Verhiltnis- zur Zeit als leitenden
Gesichtspunkt, so kénnen wir in den Gesetzeswissenschaften zwei
Typen von Gesetzen unterscheiden: Die Folgegesetze, die eine in
der Zeit stehende Verkniipfung aussagen, und die Bestandsgesetze,

1) Mill, System der deduktiven und induktiven Logik. Deutsch
von Schiel4 1877, IL Bd., S.123. Die Tendenz dieser Erweiterung
hat Stumpf auch, wenn er (Zur Einteilung der Wissenschaften, S. 61)
Kausalgesetze und Strukturgesetze unterscheidet. Aber die Benennung
erscheint mir nicht gut; denn es gehdrt doch auch zur Struktur der
Natur, da sich & dndert, weil sich @ #ndert.
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die ein von der Zeit ganz unabhidngiges blofes Bestehen erfassen.
Unsere Unterscheidungen lassen sich so in der Formel darstellen:
Kausale Folgegesetze — weil @ sich andert, d&ndert sich b; Bestands-
gesetze — wenn ¢ ist, ist b. In den Naturwissenschaften gibt
es viele Beispiele fir Bestandsgesetze, z. B. manche chemische
Gesetze, wie das Gesetz der multiplen Verbindungsverhiltnisse,
ferner die Beziehungen zwischen den' Schwingungszahlen der
Téne, die Beziehungen zwischen Lichtstirken- und Helligkeits-
unterschieden; vor allem sind die beschreibenden Naturwissen-
schaften reich an solchen Gesetzen. Die Beziehungen zwischen
den einzelnen Arten der Gesetze wollen wir nicht weiter unter-
suchen. Wir koénnen jetzt kurz formulieren: Die mathematischen
Gesetze sind ausschlieBlich Bestandsgesetze ; ihre Formel ist @ O b,
wenn mit O eine beliebige nichtzeitliche Verkniipfung bezeichnet
wird. Man muf beachten, dal es sich hier um Gesefze, nicht
einfach um Sitee handelt. Jedes Gesetz sagt eine Bezichung
zwischen Fundamenten aus, die den Charakter der Notwendighedt
tragt. Der Satz beschreibt einfach einen Sachverhbalt, der keine
notwendige Beziehung ist. Das Urteil ,Es gibt unendlich viele
Primzahlen® ist ein Satz, der einen solchen Sachverhalt beschreibt;
er ist logisch identisch beispielsweise mit dem Satze der Chemie
»Es gibt n Elemente“. Dagegen ist der pythagoreische Lehrsatz
ein Gesetz; denn er sagt eine notwendige Beziehung zwischen der
Rechtwinkligkeit des Dreiecks und dem Gleichsein der betreffenden
Quadrate aus. Selbstverstindlich driicken die Sitze auch ein Be-
stehen aus; es ist auch moglich, daf sich Sitze nachtraglich als
Gesetze erweisen.

IV. Was die Zahl ist

17. Die Zahl nicht Gegenstand der Logik. Wir wollen im
vorliegenden Kapitel zu Anfang die Auffassungen der Zahl be-
sprechen, die sie in eine enge Beziehung zur Logik setzen. Wir
werden dadurch von selbst zur Beantwortung der Frage gefiihrt,
was die Zahl denn eigentlich sei.

Immer und immer wieder hért man von Philosophen, be-
sonders aber von Mathematikern, die Behauptung, die Zahl sei
ein rein logisches Gebilde, woraus man dann zu schliefen pflegt,
daf Logik und Mathematik wesensverwandt seien.
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‘Was heifit das: rein logisches Gebilde?

Es kann nur das eine bedeuten, da die Zahl irgendwie zum
Gegenstande der Logik gehort. Verstinde man das nicht so, dann
hatte man kein Recht, sie ein logisches Gebilde zu nennen.

Dafy die Zahl zunichst nicht selbst Gegenstand der Logik ist,
haben wir in (8) schon festgestellt, wollen es aber jetzt noch ein-
mal nachdriicklich betonen. Gegenstand der Logik ist der Urteils-
sinn. Natiirlich ist es nicht der spezifische Inhalt eines Urteils-
sinnes, der die Logik interessiert. Dal beispielsweise dieses
Schreibpapier weiB ist, ist etwas, was etwa den Physiker angeht,
der das Reflexionsvermogen des Papieres untersucht. Der Logiker
schaut nur auf die allgemeinen Eigenschaften jedes Urteilssinnes,
auf seine Elemente, seine Typen, seinen Bau, kurz, auf die Struktur
des Urteilssinnes. Sein Gegenstand ist ein geltender Gegenstand,
ein Sinngegenstand. Die Zahl ist aber, wie wir wissen, ein
seiender Gegenstand. Sie ist also sicherlich nicht unmittelbar
Gegenstand der Logik.

18. Die Zahl nicht durch ihre Form ein logisches Gebilde.
Man kénnte diesem Ergebnis zustimmen, aber sagen, die Zahl sei
zwar nicht unmittelbar, wohl aber mittelbar ein logisches Gebilde,
indem sie mit den Elementen des Urteilssinnes gegeben sei. Wir
sind darum genétigt, ein wenig in die Struktur des Urteilssinnes
einzudringen.

‘Welches ist der allgemeine Charakter des Urteilssinnes? Wenn
ich das Urteil fille: ,Dieses Papier ist weil“, so ist der Sinn des
Urteils: ,,Von diesem Papiere gilt das Weisein“. Das Weifsein
ist nicht das WeiBe. Das Weifle ist eine Eigenschaft des Papiers,
die raumzeitlich an ihm existiert. Das Weillsein aber ist nicht
etwas an dem Papier, es ¢st iberhaupt nicht, sondern es stellt
einen Bedeutungsgehalt oder, wie wir kiirzer sagen wollen, eine
Form dar, die von dem Gegenstand ,dieses Papier® gilf. Form
ist also das, was das Urteil als von einem Gegenstand: geltend
anerkennt. Da wir frither (5) alles, was gilt, Wert genannt haben,
gehort die Form in die Klasse der Werte. Allgemein gesprochen
ist nun der Sinn eines Urteils das Gelten einer Form von einem
Gegenstand. Dem Gegenstand wird durch die Form eine Bestim-
mung oder Bestimmtheit gegeben. Urteilen — oder, was fiir uns
dasselbe ist, Denken oder Erkennen — istGegenstandsbestimmung.
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Jeder Gegenstand ist bestimmt, sonst konnte er nicht Gegen-
stand, d.h. Subjekt eines Urteils sein. Wir koénnen auch so sagen:
jeder Gegenstand steht in geltender Form. Wir kennen schon eine
Reihe solcher Formen von frither. Alle Kategorien gehoren nim-
lich hierher: das Sein, das Gelten, die Idealitiat, die Realitit usw.
Dann auch, wie wir vorhin sahen, speziellere Formen wie das
Weilisein, das Rotsein, das Menschsein usw.

Auch die Zahl steht, wie jeder Gegenstand, in geltenden
Formen. Man darf aber daraus nicht schlieffen, dafl die Zahl,
weil die Form ja ein Element jedes Urteilssinnes ist, ein logisches
Gebilde sei. Sonst wire jeder Gegenstand irgend einer Wissen-
schaft ein logisches Gebilde; jeder steht ja in geltender Form.
Als Erkennen ist die Mathematik selbstverstindlich wie jede
Wissenschaft von der logischen Form abhingig. Aber der Gegen-
stand der Mathematik ist der von der Form geformte Inlialt, und
dieser Inhalt — die Zahlen und die geometrischen Gegenstinde —
ist eben etwas Seiendes und nicht etwas Geltendes. Nicht durch
die Logik, sondern durch die logische Form wird die Mathematik
erst moglich. Der logische Charakter der Zahl ist also nicht
darauf zu griinden, dal sie gleich jedem anderen Gegenstand
durch geltende Formen bestimmt ist.

Um indes alle falschen Auffassungen zuriickweisen zu
koénnen, miissen wir noch tiefer in die Struktur des Urteilssinnes
eindringen.

19. Das spezifisch Logische. Die Formen der Gegenstinde
sind vom Inhalte her spezifisch verschieden. Das Sein ist etwas ganz
anderes als das Gelten, beides wieder etwas ganz anderes als die
Realitdt usw. Ist es nicht moglich, diese spezifischen Verschieden-
heiten abzustreifen und die natiirlich aufs hochste abgeblaBite
logische Form iibrig zu behalten, die jedem Gegenstande lediglich
als Gegenstand zukommt, die gleichsam das Gemeinsame aller
Formen ausdriickt, das, was da sein muf, damit itberhaupt gedacht
werden kann? Diese Form wire dann schlechthin die Form des
Gegenstandes, die Gegenstindlichkeit, und der Gegenstand, der
diese Form hat, wire das rein Logische, das spezifisch Logische.

Versuchen wir, es zu finden. Wenn wir denken, so denken
wir stets einen Gegenstand, und zwar einen Gegenstand, d.h. einen
bestimmien Gegenstand, denselben Gegenstand, den, der mit sich
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selbst identisch ist. Das Wortchen ,ein“ soll also die Idenfitit
hervorheben. Diese Forderung der Identitdt ist notig, damit das-
selbe Urteil wiederholt und damit der Gegenstand auch in ver-
schiedenen Urteilen wiedererkannt werden kann. Wir konnen das
jetzt so ausdriicken, dall wir sagen: der Gegenstand muf die Form
Identitit oder die Form des Finen haben.

Damit haben wir aber schon. etwas Weiteres ausgesprochen.
Dadurch, dal wir den Gegenstand als den einen denken, unter-
scheiden wir ihn von dem anderen. Das Eine und das Andere
fordern sich gegenseitig, sie sind Korrelativbegriffe. Es gibt das
Eine nur, wenn es das Andere gibt, und das Andere nur, wenn
es das Eine gibt. Beides gehort zusammen, ist voneinander un-
zertrennlich. Denke ich das Eine, so denke ich auch stets das
Andere. Die Form des Einen und des Anderen ist nun die ge-
suchte, von aller spezifischen Inhaltsbestimmtheit befreite all-
gemeinste Form, ist die Form, die allen Gegenstinden gemeinsam
ist, ist die Gegenstindlichkeit. Dall zu dieser allgemeinstensForm
auch natiirlich ein allgemeinster Inhalt ,Inhalt iiberhaupt® (das
Inhaltsminimum) hinzukommen muf, damit der Gegenstand ,Das
Eine und das Andere“ da sei, ist wohl klar. Das Fine und das
Andere ist also der allgemeinste Gegenstand, der notwendig ge-
dacht werden muB}, wenn ich iberhaupt denke, ist das spezifisch
Logische.

Wir holen schlieBlich noch eine letzte Charakteristik daraus
hervor. Das Eine und das Andere ist zweifellos eine Mehrheit,
eine Mannigfaltigheit. Aber dadurch, daB das Eine und das Andere
notwendig zusammengehoren, ist diese Mannigfaltigkeit zu einer
Einheit zusammengefalt. Jetzt ist die Charakteristik des spezi-
fisch Logischen, des ,logischen Urphénomens“, vollendet.

Liegt nun aber nicht in diesem Logischen schon der Begriff
der Zahl beschlossen? Ist nicht das Eine die Eins? Ist nicht
das ,und“ das ,plus“? Ist nicht die Einheit der Mannigfaltigkeit
die Mehrzahl? Es scheint wirklich nichts ndher zu liegen als das.
Und doch ist es falsch.

20. Das Eine nicht die Eins. Die Zahl Eins mufl not-
wendig einer anderen Zahl Eins gleich sein. Gleichheit im Sinne
von absoluter Gleichheit zweier Gegenstinde liegt dann vor,
wenn alles, was von dem einen gilt, auch von dem anderen gilt,
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mit Ausnahme des Umstandes, dal der eine neben dem anderen
wirklich ist. DaB es diese Gleichheit in der Algebra gibt, ist
eine grundlegende Wahrheit, die, wenn sie auch nicht ausdriick-
lich ausgesprochen zu werden pflegt, dennoch erst die arith-
metischen Operationen erméglicht; denn wenn nicht 1 =1 ist,
dann ist alles Rechnen Unsinn. Hat diese Beziehung aber in
der eben gezeichneten rein logischen Sphire einen Platz? Kann
ich sagen, das Eine sei gleich dem Anderen, weil man beide ver-
tauschen konne? Offenbar nicht. Denn die einzige Beziehung
zwischen dem Einen und dem Anderen ist die Verschiedenheit.
Darauf 148t sich keine Gleichheit grinden. Das Eine steht wie
das Andere nur in der Form Identitit mit sich selbst, nicht
in der Form Gleichheit. Identisch kann immer nur etwas mit
sich selbst sein, nie mit einem anderen; gleich aber kann etwas
immer nur mit einem anderen sein, nie mit sich selbst. Es sind
also zwei verschiedene Sphiren oder Medien, in denen die logi-
schen Formen Identitit und Gleichheit herrschen. In dem rein
logischen Medium herrscht nur die Identitdt, die damit die Ver-
schiedenheit (Andersheit) setzt; hier gibt es nur Identitit oder
Verschiedenheit. In dem Medium der Mathematik sind aber z. B.
zwei Zahlen niemals miteinander identisch, sondern immer nur
gleich. . Identisch kann nur ein Gegenstand sein; zwei Zahlen
sind aber zwei Gegenstinde. Die Gleichheit setzt nun aber eine
Art von Identitit des Verschiedenen voraus. Zwei gleich gesetzte
Gegenstinde miissen wenigstens teilweise iibereinstimmen. Bei
vollkommen gleichen Gegenstéinden, wie sie z. B. die Gleichung
1 == 1 zeigt, liegt eine eigenartige Identitit des Verschiedenen
vor. Man sieht nun leicht, daf das alles nur in einer nicht
logischen Sphire moglich ist. In der rein logischen Sphire sind
die Gegenstinde nur mit sich selbst identisch oder nur ver-
schieden. Einen weiteren Inhalt hat das rein Logische nicht.
Fihrt man also den Begriff der Gleichheit ein, so hat man ein
alogisches Moment hinzugenommen.

21. Das ,,und* nicht das ,plus®. In #hnlicher Weise 140t
sich auch zeigen, dafl das ,und“ in ,das Eine und das Andere“
nicht das ,plus® ist. Das ,plus® sagt némlich etwas aus, was in
dem rein logischen ,und“ nicht enthalten ist. Das ,und“ besagt
nach unseren fritheren Uberlegungen (19) eine Einheit des Mannig-
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faltigen, eine Trennung und gleichzeitig eine Verbindung. Weder
die Trennung noch die Verbindung wird auf Kosten der anderen
betont; es ist keine Verbindung, wo eine Verschmelzung zu einem
Gegenstande stattfindet, und keine Trennung, wo die Einheit zer-
rissen wird. Trennung und Verbindung werden durch das ,und“
im logischen Gleichgewicht gehalten. Aus diesem Grunde kann
man das ,und“ auch zwischen alle moglichen Gegenstinde setzen.
Ich kann nicht nur von der Kuh und dem Schwanze, sondern auch
von der Tugend und dem Maikéfer, von Wahrheit und Falschheit,
von Gott und der Welt Sinnvolles aussagen. Das ,plus* bedeutet
aber etwas ganz anderes. Vorbemerkt sei, dafl es sich hier natiir-
lich nicht um das ,plus“ als das die positive von der negativen
Zahl unterscheidende Zeichen, sondern um das Additionszeichen
handelt. Dieses ,plus“ besagt nun durchaus kein Gleichgewicht.
2 4+ 3 = 5 bedeutet vielmehr, dall die 2 mit der 3 zu etwas
Drittem verschmolzen wird. Die Verbindung tberwiegt also hier
die Trennung. Vielleicht kann ein Vergleich den Unterschied deut-
lich machen: Das logische ,und“ gleicht der chemischen Mischung,
das mathematische ,plus“ der chemischen Verbindung. Natiirlich
hinkt der Vergleich wie alle Vergleiche. Aus dem aufgewiesenen
Charakter des ,plus® folgt nun auch, dal es sich durchaus nicht
zwischen alle Gegenstinde setzen 148t. Wahrheit plus Falschheit,
das Eine plus das Andere — das geht nicht. Es muf} den Gegen-
stinden schon ein besonderer Charakter zukommen, damit sie die
Verbindung mit ,plus® gestatten: die Gegenstinde diirfen nicht
nur verschieden, sondern miissen zugleich auch noch etwas anderes
sein. Und das greift offenbar iiber die logische Sphire hinaus.

22. Die Einheit des Mannigfaltigen nicht die Mehrzahl. Da-
mit ist nun zugleich die Antwort auf unsere dritte Frage gegeben.
Ist das ,und“ nicht das ,plus“, dann ist auch die Einheit des
Mannigfaltigen nicht die Mehrzahl. Diese logische Mannigfaltig-
keit bedeutet blofi eine ,Mehrerleiheit®, d. h. sie bezeichnet nur
iitberhaupt unterschiedene Gegenstinde, Gegenstinde, von denen
nur die Verschiedenheit ausgesagt wird und nichts Sonstiges. Sie
bezeichnet eine Haufung, eine Menge verschiedener Gegenstinde,
die in allerlei Hinsicht verschieden sind, deren Verschiedenheit noch
keine Bestimmtheit hat. Vor allem bedeutet das Eine und das
Andere keine Reihe. Man braucht sich nur den Sinn der Worte

Miiller, Gegenstand der Mathematik 3
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ydas Eine“, ,das Andere“ zu iiberlegen, um einzusehen, daf damit
alles genannt ist. Es gibt auler dem Einen und dem Anderen
nichts anderes mehr. Auch hat das Eine vor dem Anderen keine
logische Prioritdt. Beide sind gleich urspriinglich; das Eine ist
mit dem Anderen notwendig mitgegeben. Es gibt also keine Reihe
in der rein logischen Sphdre.

23. Die Zahl nicht durch Setzung entstanden. Man kann
noch auf eine letzte Weise versuchen, die Zahl aus dem logischen
Urphénomen abzuleiten, indem man nun nicht auf die Einheit des
Einen und des Anderen reflektiert, sondern, weil es bei den Zahlen
vollkommene Gleichheit gibt, auf die wiederholte Setzung desselben
Gegenstandes beim Denken. Ich setze ein Etwas als Eins, dann
noch ein Etwas als Eins usw; durch Synthese fasse ich die Eins
zu Zwei, Drei usw zusammen. Nichts erscheint einleuchtender als
das; also ist die Zahl doch ein rein logisches Gebilde, das wir nur
nicht, wie in den vorigen Nummern, von der Statik des Logischen
her, sondern von seiner Dynamik aus verstehen miissen.

Aber leider ist diese hitbsche Ableitung der Zahl noch falscher
als die vorhin besprochene. Wenn wir uns der Uberlegungen iiber
die Gebiete des Logischen und Psychischen (11) erinnern, dann
bemerken wir sogleich, dafi diese Ableitung etwas in das logische
Gebiet versetzt, was es darin nicht gibt, namlich die Zeit; denn
eine Wiederholung gibt es nur in der Zeit. Etwas Dynamisches
in dem Sinne, dafi damit zeitliches Tun, Bewegung verkniipft ist,
existiert im Logischen nicht. Wohl im Psychischen. Jenes wieder-
holte Setzen ist ein Wiederholen psychischer Vorgdnge, aber nicht
ein Wiederholen des gesetzten Gegenstandes. Ich kann einen Gegen-
stand wiederholt, z. B. zweimal, setzen. Aber damit habe ich noch
nicht den Gegenstand zweimal, habe ich nicht zwei Gegenstinde.
Sondern ich habe denselben Gegenstand zweimal gesetzt; das
zweimal bezieht sich lediglich auf das Setzen. Die Frage ist
schon sinnlos: wievielmal gibt es den rein logischen Gegenstand.?
Es gibt ihn nicht vielmal und nicht einmal; denn er ist weder
im Raume noch in der Zeit, sondern in der raum- und zeitlosen
logischen Sphire.

Es ist gut, sich diese Verhiltnisse recht klar zu machen;

denn die Setzung als Ursprung der Zahl spukt in allerlei Formen
in der Philosophie.



24. Die Homogeneitéit als Kategorie der Zahl. Die Nach-
priifung der Behauptung, die Zahl sei ein rein logisches Gebilde, hat
uns belehrt, daff in der Zahl Elemente stecken, die es im rein logi-
schen Medium nicht gibt. Die Zahl kann im rein logischen Medium
nicht bestehen. In welchem Medium sollen wir sie nun suchen?

Um die Frage zu beantworten, gehen wir von der uns schon
bekannten grundwesentlichen Tatsache aus, daf es im Medium
der Zahl, wie die Gleichung 1 == 1 beweist, bei aller Verschieden-
heit doch vollkommene Gleichheit gibt. Wie muf das Medium
beschaffen sein, das eine solche Gleichheit erlaubt? Es muf} zu-
néichst einmal beliebig viele Stellen haben. Dadurch ist die Ver-
schiedenheit der Gegenstinde ermoglicht, so daB wir von noch
einem Gegenstand und noch einem Gegenstand usw sprechen
konnen, die diese Stellen einnehmen. Im logischen Medium war
das anders. Das Eine und das Andere sind hier die einzigen
Stellen; das logische Medium ist ja auch weiter nichts als die
Relation ,das Eine und das Andere“. Das Medium, in dem ab-
solute Gleichheit méglich ist, muB nun weiterhin so beschaffen
sein, daf alle seine Gegenstinde untereinander vollkommen ver-
tauschbar sind, und daB derselbe Gegenstand, an verschiedene
Stellen gebracht, sich nicht im geringsten #ndert, sondern stets
absolut mit sich identisch bleibt. Wir nennen ein derartiges Medium
homogen und haben damit das erste alogische Moment der Zahl
gefunden: Die Homogeneilit. Sie bedeutet also fiir den Gegenstand
den AusschluB jeder Individualitdt. Auch darin ist ein wesentlicher
Unterschied vom logischen Medium vorhanden. Das logische Medium
kennt die Homogeneitit nicht, es kennt nur den Unterschied des
Einen vom Anderen. Durch die Homogeneitit des Zahlenmediums
ist die absolute Gleichheit trotz aller Verschiedenheit verbiirgt:
Die 1 unterscheiden sich im homogenen Medium nur durch ihre
Stellen, durch sonst nichts.

Was haben wir bis jetzt gewonnen? Haben wir vielleicht
schon die Zahl? Sicherlich nicht. Denn unserem Medium fehlt
noch etwas. Das nur homogene Medium ist eine wahllos, ordnungs-
los zusammengewiirfelte Menge von verschiedenen, absolut gleichen
Gegenstinden — weiter nichts. Das Plus haben wir noch nicht,
die Verschmelzung mehrerer Gegenstinde zu einem neuen noch
nicht — also haben wir auch die Zahl noch nicht. Unserem
Medium fehlt die Ordnung.

g*
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25. Die Quantitiit als Kategorie der Zahl. Um ein weiteres
konstituierendes, alogisches Merkmal der Zahl zu finden, tiberlegen
wir uns, dal in der Zahl ein Soviel liegt, dall sie Antwort auf die
Frage nach dem Wieviel gibt. Damit also das FKine zur Zahl
wird, mull der Begriff des Mafes, das Soviel hinzukommen. Ein
Messen ist aber nur moglich bei der Quantitdt. Also ist die
Quantitit dasjenige, was die Existenz der Zahl ermoglicht. Die
Quantitit ist nicht Gegenstand der Mathemalik. Aber nur in ihr
und durch sie haben die Zahlen Bestand. Besinnen wir uns, was
die Gleichung 1 + 1 == 2 bedeutet. Hier werden zwei verschiedene
(Gegenstinde zu einer neuen Einheit verschmolzen. Das war in
den beiden Medien, die wir bisher kennen lernten, dem logischen
und dem homogenen, nicht moglich. Wohl aber ist es moglich
im Medium der homogenen Quantitif. Denn erstens verstehen
wir jetzt, inwiefern aus zwel Zahlen einé neue Zahl entstehen
kann, wir verstehen das ,,Plus®, die Addition. Zweitens verstehen
wir das Gleichheitszeichen; beide Seiten bedeuten jetzt dasselbe
Quantum.

Nun haben wir den spezifischen Inhalt der Zahl gefunden.
Das homogene Medium gab uns nur die Gegenstinde iiberhaupt
an verschiedenen Stellen. In ihm besallen die Gegenstinde noch
weiter nichts als Form und Inhalt dberhaupt. Jetzt ist erst in
diese ,leere“ Form der spezifische Gehalt gegossen, jetzt ist die
Form ,gefiillt“, und dieser Gehalt, dieser spezifische Inhalt ist
das Quantum,.

Man achte zundchst auf den Unterschied des nur homogenen
Mediums vom homogen-quantitativen Medium. In jenem sind alle
Gegenstande homogen, in diesem gibt es homogene Gegenstinde.

Natiirlich ist die Quantitit (ebenso wie die Gleichheit und
Ungleichheit) eine logische Form. Das macht .aber die Zahl zu
keinem logischen Gebilde. Die Zahl ist ein quantitativ bestimmter
Gegenstand, die Form Quantitit aber nicht; ebensowenig wie
z. B. die Form Wirklichkeit ein wirklicher, die Form Realitit ein
realer Gegenstand ist. Zahlen sind nicht nur Gegenstande iiber-
haupt, die Form tiberhaupt und Inhalt iberhaupt haben, sondern
ihr Inhalt ist mehr als Inhalt tiberhaupt, er ist quantitativ.

Die Quantitit ist kein Gegensatz, kein Korrelativglied zur
Qualitit. Sie ist selbst eine Qualitit, eine spezifische Art der
Qualitat.
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Hier erhilt nun auch der Begriff der Ungleichheit, der ebenso
wichtig wie der bisher allein betrachtete der Gleichheit ist, seine
Klarheit. Wenn zwei Zahlen ungleich sind, so bedeutet das, dafl
die eine mehr quantitative Einheiten oder Quanten oder Einzahlen
enthilt als die andere. Im rein logischen Medium war derartiges
undenkbar. Dort gibt es nur Verschiedenheit, keine bestimmte
Verschiedenheit. Wenn ich weill, dafl 1 und 2 nur verschieden
sind, dann sind sie fiir mich keine Zahlen; denn ich kann sie nicht
auf ihre Gleichheit oder Ungleichheit vergleichen.

26. Die spezifische Art der Quantitit des Zahlenmediums.
Diese Art bedarf noch einer genaueren Charakterisierung.

Erstens ist das Zahlenquantum das allgemeinste Quantum,
das wir kennen. Die Begriffe Quantitit, Quantum sind letzte,
undefinierbare Begriffe, die man héchstens mehr oder weniger zu-
treffend umschreiben kann. Man kénnte Quantitat allem beilegen,
das in unmittelbarem (nicht itbertragenem) Sinne der Abstufung
oder des Grade-Habens fihig ist. Uberblickt man nun alles das,
was in diesem Sinne quantitativ ist, das riumliche Quantum, das
zeitliche Quantum, die verschiedenen Arten von psychischen
Quanten u. a., so sieht man, dafl das Quantenhafte an all diesen
Gegenstanden durch Zahlen darstellbar ist, nicht immer durch
Kardinalzahlen, manchmal auch, wie bei vielem Psychischen,
nur durch Ordnungszahlen, aber jedenfalls stets durch Zahlen.
Daraus ergibt sich, daf die Zahl das allgemeinste Quantum ist.
Sie erfaBt das und nur das, was allen den genannten Quanten
gemeinsam ist; sie sind alle gegeniiber dem Zahlenquantum durch
typische Besonderheiten ausgezeichnet.

Man kénnte statt Quantum auch Grofe sagen. Aber weil
die Mathematik keinen AnlaB hat, den Grofenbegriff in der oben
umschriebenen allgemeinen Form zu verwenden, ziehe ich den
ersteren Begriff vorliufig vor.

Zweitens ist das Zahlenmedium ein wunstetiges Quantum.
Stetigkeit ist gleichfalls ein letzter Begriff, der sich nicht definieren
laBt. Aber er ist ein durchaus klarer und verstindlicher Begriff,
wenn man nur darauf achtet, daf er mit der sinnlichen An-
schauung nicht das geringste zu tun hat. Stetigkeit bedeutet
Lickenlosigkeit und Unzusammengesetztheit (das stetige Quantum
ist also nicht das mathematische Kontinuum). Daf das Zahlen-



medium nun nicht stetig, sondern diskret ist, erhellt einmal aus
der blofen Phinomenologie des Zahlbereiches. Im Zahlbereich
gibt es die Eins als Einheit. Sie ist selbst noch teilbar, also quan-
titativ. Aber sie ist eine natiirliche Einheit, die alle Menschen
nicht nur annehmen, sondern annehmen miissen; es gibt hier
keine andere Einheit, sie ist die Einheit, die wir nicht willkiirlich
andern konnen, von deren Anderung zu sprechen itberhaupt keinen
Sinn hat. Etwas Derartiges gibt es im stetigen Quantum nicht.
Dort sind wohl auch Einheiten méglich, aber nur kinstliche Ein-
heiten, die auf Ubereinkommen beruhen und die wir deshalb will-
kiirlich d4ndern kénnen. Eine natiirliche Einheit ist nur denkbar
in einem unstetigen Bereiche. Ebenso deutlich ergibt sich die
Unstetigkeit des Zahlenmediums aus dem Folgenden.

Drittens ndmlich erméglicht das Zahlenmedium eine bestimmte
Ordnung, die Reihenordnung. Es gibt unendlich viele Zahlen.
Jede von ihnen ist bestimmt und unterscheidet sich von allen
anderen in bestimmter Weise. Was gibt jeder Zahl diese Be-
stimmtheit? Was macht die 5 zur 5, die sich z B. von der 6
dadurch unterscheidet, da 6 — 1 — b ist? Es ist die Ordnung
der Zahlen, die darin besteht, dafl sie eine Reihe bilden, die einem
Bildungsgesetz untersteht. Unter dem Bildungsgesetz (oder Reihen-
prinzip) verstehen wir die fiir die ganze Reihe gleichbleibende
Regel, wonach sich zu jedem Gliede ein anderes durch seine Be-
ziehung zu ihm bestimmen 148t. Von zwei Gliedern, die auf
Grund des Bildungsgesetzes auseinander erhalten sind, ist das
eine, etwa das, aus dem das andere bestimmt worden ist, das vor-
angehende, das andere das folgende Glied. Man sieht, daf die
Folge der Reihe keine zeitliche Folge ist, auch keine rein logische.
Die Zahlreihe beginnt mit der Eins. Ihr Bildungsgesetz lautet, daf
zwei aufeinanderfolgende Zahlen dadurch bestimmt sind, daf die
eine um die Einheit grofer als die andere ist. Die der 1 folgende
Reihenzahl ist also die 2, die durch Verschmelzung aus dem Gegen-
stand 1 4 1 geworden ist usw. In dieser Reihe nimmt jede Zahl
ihre bestimmte Stelle ein, d.h. sie bildet ihr eigenes Mal. In
den Zahlen selbst liegt die Bestimmtheit, indem sie in sich selbst
das Gesetz der Bildung tragen. Die Zuhlen zillen sich also selbst,
sie sind fiir sich bestehende Gegenstinde. Man sieht nun ohne
weiteres, dafl diese Reihenfolge nur in einem unstetigen Quantum
moglich ist. Denn jeder Versuch der Herstellung einer solchen



Ordnung in einem stetigen Quantum hat die Zahl notwendig zur
Voraussetzung; bei jeder Reihe, auch der scheinbar primitivsten,
wird, weil sie als Reihe, von einem beliebigen Anfang an gerechnet,
ein erstes, zweites, drittes usw Glied enthalten muf}, gezihlt. Die
Zahlreihe ist die urspringlichste, die in Wahrheit primitivste
Reihe. Sie kann deshalb in einem stetigen Quantum nicht erst
hergestellt werden, sondern mufl in der Struktur des Quantums
mitgegeben sein.

Die typischen Kategorien des Zahlbereiches sind also: ideales
Sein, Zeitlosigkeit, Homogeneitit, Quantitit.

217. DieZahl kein bloBes Stellenzeichen. Von hier aus ergibt
sich auch leicht die Falschheit der Auffassung, wonach die Zahl
ein bloBes Stellenzeichen sei. Darin liegt der Gedanke beschlossen,
die Zahl erhalte von der Stelle her ihre Bestimmtheit. Wir
sahen, dall das gerade Gegenteil der Fall ist. Im nur homogenen
Medium besaen die Stellen noch keine Ordnung. Hat man aber
mit Hilfe der Quantitit die Zahlreihe, so kann man die Stelle, an
der die 1 steht, damach als erste Stelle bezeichnen usw. Mit
diesen Stellen kann man nicht rechnen. Die erste und die zweite
Stelle sind nicht zusammen soviel wie eine dritte Stelle, sondern
sie geben zusammen eben zwei Stellen. Die Ordnung kommt
also in das homogene Medium erst durch die Zahl. Daraus folgt,
daB die Reihenbildung, aus der viele Logiker die Zahl ableiten
wollen, die Zahl schon voraussetzt.

28. Zahl und Zahlbegriff. In der Reihe kommt jede Zahl
nur einmal vor. Aber es gibt nicht nur eine 1, eine 2 usw,
sondern beliebig viele 1. 2 usw. Es gibt nur einen Begriff der
1, unter den alle Gegenstinde 1 fallen. Strenggenommen —
wir horten frither (23) schon Entsprechendes — 146t sich nicht
einmal das vom Begriff einer Zahl sagen; er ist weder einmal
noch mehrmals da, sondern ist nur mit sich selbst identisch. Wenn
es aber nur eine 1 gibe, dann wire z.B. die Gleichung 1 =1
ohne Sinn, dann wire 1 4 1 unméglich usw. Der Begriff der
Zahl ist also etwas anderes als die Zahl. Der Begriff der Zahl
ist ein geltender Gegenstand, die Zahl ein Seinsgegenstand. Sie
liegen auf véllig verschiedenen Wirklichkeitsgebieten. s ist
deshalb auch durchaus falsch, die Zahl als einen Begriff zu be-
zeichnen.
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29, Zahl und sinnliche Wirklichkeit. Da die Zahlen sich

selbst zdhlen (26), wie ist es da moglich, daB sie auch sinnliche
Gegenstande zéhlen konnen, die einem ganz anderen Wirklichkeits-
bereich angehéren ?

Man erledigt diese Frage nicht mit der Feststellung, zihlen
heille einfach, sinnliche Gegenstinde der Zahlreihe zuordnen. Ich
zghle fanf Baume, bedeutet danach, ich ordne diese Biume den
fiinf ersten Zahlen der Zahlreihe zu. Das geniigt dem Mathema-
tiker vollstindig, aber nicht dem Logiker. Diese Zuordnung setzt
doch voraus, daf ein und nur ein Baum jedesmal zugeordnet wird.
Ich wende also dabei, wenn es auch nicht ausdriicklich erwahnt
wird, tatsdchlich auf jeden Baum die Zahl 1 an. Wie kann ich
das, da doch die Baume sich nicht absolut gleichen, sondern in
tausendfacher Hinsicht verschieden sind? Das ist unser Problem.

Um es zu losen, fragen wir uns, wie denn im Vergleich zu
dem Zahlbereich die kategoriale Struktur der sinnlichen Wirklich-
keit sei. Die Kategorie der Quantitit macht keine Schwierigkeit,
da die sinnliche Wirklichkeit ebenfalls quantitativ ist, wenn auch
mit einem spezielleren Inhalt der Quantitit. Es bleibt also nur
zu untersuchen, was fiir eine Kategorie sie im Vergleich zur Homo-
geneitdt aufzuweisen hat.

Als Leibniz einmal am hannoverischen Hofe die alte stoische
Lehre vertrat, unter den Dingen herrsche eine solche Mannig-
faltigkeit, daf es nicht zwei gleiche gebe, wollten die Hofdamen,
um ihn zu widerlegen, zwei gleiche Baumblétter suchen; sie fanden
aber keine. Darin liegt ein Grundzug der sinnlichen Wirklichkeit
ausgesprochen, die Individualitit. Jedes Ding, iberhaupt jeder
sinnliche Gegenstand ist einzigartig. Diese individuelle Bestimmt-
heit der Gegenstinde der sinnlichen Wirklichkeit ist der Grund
oder, wenn man will, nur ein anderer Ausdruck fiir die Mannig-
faltigkeit, die Heterogeneitit dieser Wirklichkeit.

Aber diese Mannigfaltigkeit ist durchbrochen. In einer nur
heterogenen Welt kénnten wir uns nicht zurecht finden, sie wire
fir uns ein Tohuwabohu. Die Welt ist uns vielmehr gegeben
in einer bestimmten kategorialen Struktur, d. h. sie ist fir
uns nicht mehr ungeformt, sondern geordnet. Es mull bei aller
Verschiedenheit auch eine Gleichheit, bei aller Mannigfaltigkeit
auch eine Identitit geben. Heterogeneitit und Homogeneitit
sind in der sinnlichen Wirklichkeit in einzigartiger Weise so mit-
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einander verbunden, daf} die sinnlichen Gegenstinde in einer ge-
wissen Hinsicht als gleich betrachtet werden konnen. So sind sie
z. B. alle insofern gleich, als sie alle sinnlich-wirklich sind. Diese
die Homogeneitit betreffende Hinsicht kann aber natiirlich auch
kleine Bereiche umfassen. Alie Tiere sind z. B. in Hinsicht auf
das Tier-Sein homogen. Man sieht, daf} solche Hinsichten homogene
Schichten aus der Wirklichkeit herausheben. Und hier ist der
Punkt, wo die Zahl ansetzen kann. Soll die Zahl auf die sinn-
liche Wirklichkeit angewandt werden, so mufl — es bleibt uns
nichts anderes itbrig, als in Bildern zu reden — die Heterogeneitit
derselben gleichsam vernichtet werden, so dafl die Homogeneitét
allein iibrig bleibt; oder die Wirklichkeit muBb in ein homogenes
Medium gleichsam eingetaucht, sie mul homogeneisiert werden.
Wie von der Dreidimensionalitit riumlicher Gebilde durch Pro-
jektion auf die Ebene gleichsam eine Dimension gestrichen, zerstort
wird, so wird die heterogen-homogene Wirklichkeit ihre Hetero-
geneitit durch Projektion auf ein homogenes Medium gleichsam
verlieren und so die Anwendung der Zahl erméglichen. Zwei
Tiere, wenn es auch sogar zwei derselben Art, wie z.B. zwei
Hauskatzen, wiren, konnten nicht gezdhlt werden, wenn sie nicht
in Hinsicht auf ihr Katzen-Sein allein, abztiglich aller individuellen
Bestimmtheiten, betrachtet werden konnten.

Alles, was gezéhlt werden will, muBl also in ein homogenes
Medium erhoben werden, es mufl eine Stelle in einem solchen
Medium einnehmen. Genaw so, wie nach der fritheren Ausfithrung
(27) die Zahlstellen im homogenen Medium mit Hilfe der Zahl
gezahlt werden, genau so werden dann auch die sinnlichen Gegen-
stande gezdhlt, wenn sie eine Stelle in einem homogenen Medium
inne haben. Und genau so wenig, wie man mit den Zahlstellen
rechnen kann, kann man es auch mit den homogeneisierten Gegen-
stdnden; eine Katze und noch eine Katze sind nicht zusammen
gleich einer dritten Katze, sondern gleich zwei Katzen.

30. Homogeneitdt und Heterogeneitit. Wir wollen uns
indes mit dem Ergebnis dieser Nummer nicht begniigen, sondern
jetzt, wo wir von den beiden Begriffen der Homogeneitit und der
Heterogeneitat eine erste Kenntnis erlangt haben, versuchen, sie
deutlicher zu fassen. Das ist fir spitere Ausfithrungen not-
wendig, vermag aber auch jetzt Milverstindnisse zu zerstreuen
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und den Unterschied der Zahlenwirklichkeit und der sinnlichen
Wirklichkeit ganz klar zu machen.

Wir kntipfen zunéchst an einige Begriffe der Logistik (9)
an. Wir nennen Inhalt jede Satzfunktion. Die Menge der Werte,
die die Funktion bestitigen, nennen wir den zu dem Inhalt ge-
horigen Umfang (Klasse). Da die Satzfunktion ein Urteil wird,
wenn man far die Variable einen Wert einsetzt, so kénnen wir
auch allgemeiner sagen: Inhalt ist die Menge aller Pradikate, die
von dem durch eine Satzfunktion bestimmten Umfang gelten;
Umfang ist die Menge der Subjekte, die durch eine Satzfunktion
bestimmt wird. Auch jeder einzelne Gegenstand, d. h. ein solcher,
der nicht durch Klassenbildung entstanden ist, bildet einen meang,
zu dem sein Inhalt gehort.

Wenden wir uns nun wieder der Betrachtung der sinnlichen
Wirklichkeit zu, so haben wir vorhin als eines ihrer Merkmale
herausgestellt, dafi, wie wir nun sagen konnen, jeder ihrer Gegen-
stinde ein Umfang ist, zu dem ein anderer Inhalt gehért. Das
ist aber nicht das einzige Merkmal der Heterogeneitdt. Nehmen
wir einen Gegenstand der sinnlichen Welt, z. B. einen Stein, so
iberzeugen wir uns leicht, daf es selbst dann unméglich ist,
diesen Gegenstand vollstdndig zu beschreiben, wenn wir von allen
seinen Beziehungen absehen und ihn rein fiir "sich betrachten.
Man muf das ,vollstaindig” im Wortsinne nehmen und darf nicht
an physikalische Vereinfachungen denken, wonach der Stein durch
die Angabe seiner Zusammensetzung, vielleicht auch noch des
Gewichtes und der GroBe beschrieben wire. Eine vollstindige
Beschreibung miifte uns alles iber jeden noch so kleinen Teil
sagen. Man braucht sich das blof ein wenig auszumalen, um
einzusehen, dafl es eine solche Beschreibung nicht geben kann.
Jeder Gegenstand der sinnlichen Wirklichkeit hat einen wuniiber-
sehbaren Inhalt. Man bemerkt nun auch leicht, dal das erste
Merkmal der sinnlichen Wirklichkeit auf dem zweiten beruht.
BesiBe nicht jeder Gegenstand einen uniibersehbaren Inhalt, dann
wire die Wahrscheinlichkeit, dafl es absolut gleiche Gegenstéinde
in ihr gibe, grofer.

In der Wirklichkeit der Zahlen und itberhaupt der mathema-
tischen Gegenstinde ist das anders. Wie wir vom Zahlbereich
wissen und spater vom geometrischen noch horen werden, gibt es
in ihnen absolut gleiche Gegenstinde, mit anderen Worten, nicht
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Jjeder ihrer Gegenstinde ist ein Umfang, zu dem ein anderer
Inhalt gehort. Es finden sich hier auch keine uniibersehbaren
Inhalte. Jeder Gegenstand kann wvollstdndig beschrieben werden,
d.h. diese Beschreibung ist notwendig und hinreichend, um einen
Gegenstand als diesen Gegenstand zu bestimmen. So ist z. B. die
Zahl 3 vollstindig durch ihre Stelle in der Zahlreihe bestimmt,
ebenso jeder Kreis vollstindig durch eine seiner Formeln, etwa
224 Y2 = r

Nach diesen Uberlegungen werden nun die folgenden all-
gemeinen Definitionen verstindlich sein.

Absolute Heterogeneitiit besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder
ihrer Gegenstande ein Umfang ist, zu dem ein anderer und un-
iibersehbarer Inhalt gehért. Wir nennen einen solchen Gegen-
stand ein Individuum. Die sinnliche Wirklichkeit besitzt eine
solche Heterogeneitit.

Absolute Homogeneitit besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder
ihrer Gegenstinde ein Umfang ist, zu dem derselbe Inhalt gehort,
und dieser Inhalt ein Minimum ist (17). Eine solche Homogeneitit
besitzt unser nur homogenes Medium (24);.das Homogeneisieren
in (29) bedeutet also auch Homogeneisieren im absoluten Sinne.

Relative Heterogeneitiit besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder
ihrer Gegenstinde ein Umfang ist, zu dem ein anderer, aber nicht
uniibersehbarer Inhalt gehort. Eine solche Heterogeneitit besitzt
das Gebiet der Werte (und das der Relationen?).

Relative Homogeneitil besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder
ihrer Gegenstinde ein Umfang ist, zu dem nicht immer ein anderer
und niemals ein uniibersehbarer Inhalt gehért. Eine solche Homo-
geneitit besitzt die Wirklichkeit der mathematischen Gegenstande.

Daf diese Begriffe fiir die Untersuchung der Methoden noch
spezialisiert werden miissen, werden wir spater (50, 56) andeuten.

31. Menge und Zahl. Unsere bisherigen Ausfithrungen iiber
die Zahl erlauben uns nun, eines der schwierigsten Probleme der
Logik der Mathematik zu beleuchten: das Verhiltnis von Menge
und Zahl. Wir stoflen dabei auf einen neuen, von der Logistik
gemachten und besonders von den Mathematikern begriiften
Versuch, die Zahl aus einfacheren, logischen Begriffen abzuleiten.

Die vollkommensten Formen dieser Ableitung stammen von Frege
und Russell
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Als letzte, nicht definierbare Begriffe werden dabei die uns
schon bekannten Begriffe der Klasse oder Menge und der Relation
genommen. Zwei Klassen sind dquivalent, wenn zwischen ihren
Elementen eine eineindeutige Relation besteht. Bezeichnetx Ry eine
Relation und ist == das Identitdtszeichen, dann ist die Relation
eineindeutig, wenn aus # Ry und 2’ Ry folgt x = ' und aus xRy
und z Ry folgt y = y'. Fig. 1 zeigt eine nicht eineindeutige,
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Fig. 2 eine eineindeutige Zuordnung zweier Punktreihen. Nun
lassen sich alle dquivalenten Klassen als Elemente ansehen, die
eine eigene Klasse bilden. Eine Klasse von #aquivalenten Klassen
nennen wir eine Kardinalzahl. Null ist die Klasse der Klassen,
die kein Element haben. Eins ist die Klasse der Klassen, denen
die Null nicht zukommt und die so beschaffen sind, daf, wenn %
und y zu der Klasse gehoren, x = y ist. Zwei ist die Klasse der
Klassen, die folgenden Bedingungen geniigen: 1. die Null darf der
Klasse nicht zukommen; 2. ist x ein Element der Klasse, dann
gibt es noch ein von 2z verschiedenes Element y der Klasse;
3.-gehoren x und y als Elemente zur Klasse » und ist 2 ein von
x und gy verschiedenes Element, so ist jede Klasse, zu der z gehort,
von v verschieden. Auf entsprechende Weise ist jede Kardinal-
zahl abzuleiten. Soviel Klassen von #dquivalenten Klassen es gibt,
soviel Kardinalzahlen gibt es. Mit Hilfe besonderer Definitionen
werden dann diese Zahlen in eine Reihe geordnet.

Unsere bisherigen Ausfithrungen lassen es nun schon von
vornherein als aussichtslos erscheinen, die Zahl auf rein logische
Begriffe zuriickzufithren. Denn die Zahl enthilt etwas Quanti-
tatives, also ein alogisches Moment. Aber auch im besonderen
lassen sich vom logischen Standpunkte aus an der obigen Ab-
leitung verschiedene Ausstellungen machen. Man kann fragen,
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ob denn der Begriff einer Klasse, die kein Element hat, einen
Sinn besitzt. Man kann darauf aufmerksam machen, dal die Zahl
nach dieser Ableitung strenggenommen keine Klasse von Klassen,
d. h. kein Umfanyg eines Begriffes ist; denn die Klasse aller zwei-
gliedrigen Klassen beispielsweise umfalit nicht zwei, sondern un-
endlich viele Elemente. Die Zahl ist hier vielmehr der inhaltlich
genommene Begriff einer Klasse. 2 ist der Begriff ,zweigliedrige
Klasse“, zu dem als Umfang alle zweigliedrigen Klassen gehéoren,
der also das allen diesen Klassen Gemeinsame abhebt oder zu-
sammenfafit. Diese Unklarheit liegt im Wesen der Logistik be-
griindet, die am Logischen immer nur die formale Seite, am Be-
griffe also immer nur den Umfang sieht. Anstatt daB die Zahl
als selbstindiger Gegenstand hingestellt wird (wie Russell es
will), wird sie also doch wieder an Gegenstinden abgelesen, als
eine Art Abstraktion oder Abbild betrachtet. Die Logistik muf§
die Selbstindigkeit des Gegenstandsbereiches der Zahl leugnen.
Vielleicht greift man nicht sehr fehl mit der Meinung, daf} sich
die Ableitung als die Umdeutung einer psychologischen Theorie
der Entstehung der Zahlen in eine logische Theorie der Zahl
darstellt.

Weil ferner jede Zahl der Begriff einer Klasse ist, miissen
die arithmetischen Operationen des Addierens, des Gleichsetzens usw
in einer Weise umschrieben werden, die dem tatsichlichen Sinn
dieser Operationen nicht entspricht. Es lohnt sich, das einen
Augenblick zu betrachten. Jede (verschiedene) Zahl ist nach der
Logistik nur einmal da. Auch das ist ja im strengen Sinne nicht
richtig; denn Zahlen als Begriffe sind weder einmal noch mehr-
mals da, sondern sind einfach wirklich. Umfénglich genommen
ist jede Zahl beliebig oft da, d. h. die Klassen, denen der Begriff
einer Zahl zukommt, sind in beliebiger Anzahl vorhanden. Will
die Logistik also beispielsweise die Operation 2 4 2 == 4 deuten,
so kann sie es auf zweierlei Weise tun. Ewnlweder so: Ich nehme
eine beliebige der Klassen, denen der Begriff ,zweigliedrige Klasse“
zukommt, und vereinige sie mit eiher beliebigen anderen dieser
selben Klassen; dadurch entsteht eine neue Klasse, die zu dem
Umfang des Begriffes ,viergliedrige Klasse“ gehort. Oder so:
Ich setze den Begriff ,Zahl 2 (oder ,zweigliedrige Klasse*) zwei-
mal und erhalte durch Vereinigung den neuen Begriff ,Zahl 4.
Die erste Deutung beruht auf einer verfeinerten Form der in (14)
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besprochenen Ansicht und verfillt deshalb zum Teil denselben
Einwiirfen. 2 =— 2 besagt in ihrem Sinne entweder, dall der Be-
griff ,Zahl 2 mit sich selbst identisch ist, oder dafi zwei beliebige
zweigliedrige Klassen gleich sind. Aber die Klasse ,2 Apfel® ist
nicht gleich der Klasse ,2 Birnen“. Ich kann sie natiirlich als
gleich befrachien, insofern ihnen dieselbe mit sich identische Zahl 2
zukommt. Wir haben das frither (29) Homogeneisieren genannt.
Aber dadurch bekomme ich nicht 2 = 2, sondern 1 = 1. Die
Deutung selbst zeigt solche Unstimmigkeiten noch klarer. Fine
zweigliedrige Klasse plus einer zweigliedrigen Klasse ist gleich
— etwa einer viergliedrigen Klasse? — durchaus nicht, sondern
gleich zwei zweigliedrigen Klassen. Was hier als Zahl beim
Zihlen in Betracht kommt, liegt nicht in dem ,zweigliedrig*,
sondern in dem ,eine“. In der Deutung steckt derselbe Irrtum
wie in der Formel a? + a2 = a*. Um das ganz zu verstehen,
mufl man beachten, da wir hier immanente Kritik vom Stand-
punkte der Logistik aus @ben. Es ist selbstverstindlich richtig,
daB zwei Apfel zusammen mit zwei anderen Apfeln vier Apfel
ergeben. Das setzt, wie wir wissen, voraus, daf die Zahlen selb-
standige Gegenstinde sind, mit denen gerechnet wird und die auf
die ubrige Wirklichkeit angewandt werden. Aber in der Logistik
sind (mit Recht) 2 Apfel nicht identisch mit der Klasse ,,2 Apfel“
— 2 Apfel sind 2 Gegenstiinde, die Klasse ,2 Apfel ist 1 Gegen-
stand —, und sie will ja prinzipiell mit Klasser rechnen. Tat-
sichlich greift sie indes bei ihrer Deutung, wie unsere Analyse
zeigt, aus der Klassenauffassung der Zahl hiniiber in unsere Auf-
fassung und mufl das tun, wenn sie iiberhaupt die arithmetischen
Operationen deuten will. Man sieht hier deutlich, daf die logische
Summe (9) von der arithmetischen” Summe zweier Klassen ver-
schieden ist; bei der letzteren wird wirklich gerechnet, gezahlt,
bei der ersteren nicht. Falit man die logische Summe als arith-
metische auf, dann rechnet man nicht mehr mit Xlassen, sondern
mit Elementen, denen man die Zahlen (als selbstindige Gegen-
stinde) zugeordnet hat. Die zweite Deutung ist nach (23) logisch
ohne Sinn; aufierdem findet sich auch hier der Irrtum der vorhin
aufgeschriebenen Formel.

‘Wir wollen diese und andere Einwiirfe nicht weiter ausfithren,
sondern zwei durchschlagende Bedenken gegen die Grundlagen der
Ableitung geltend machen.
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Erstens wire selbst dann, wenn die obige Ableitung einwand-
frei wire, die Zahl nicht aus logischen, sondern aus relations-
theoretischen Begriffen abgeleitet, die Mathematik also nicht auf
Logik, sondern auf Relationstheorie gegriindet (10).

Zweitens 148t sich zeigen, daf die Ableitung die Zahl schon
voraussetzt. Wir beschrinken uns darauf, das ausfithrlich fiir
die eineindeutige Zuordnung und die Ableitung der Zahl 1 darzu-
tun. Was bedeutet hier das # oder das y? Es bedeutet ¢in Element,
einen Gegenstand. Allerdings hat besonders Russell entschieden
betont, dall es sich hier nicht um das Zahlwort ,ein®, sondern
um den bestimmten Artikel ,ein“ handle, den man zu jedem
Gegenstande setzen konne. Aber es ist unschwer nachzuweisen,
daB diese Auffassung irrtiimlich ist. Es gibt nimlich eine ein-
fache Probe, um zu entscheiden, ob es sich um den unbestimmten
Artikel oder das Zahlwort handelt. Diese Probe besteht darin,
daB man fragt, was das ,ein“ nicht bedeuten, was es ausschliefen
soll. Der unbestimmte Artikel schlieBt Gegenstinde anderer Art
aus; wenn ich sage ,ein Baum®, dann will ich damit einen
s»Menschen®, ,ein Tier“ usw ausgeschlossen wissen. Das Zahlwort
schliet aber mehrere Gegenstinde derselben Art aus; wenn ich
sage ;ein Baum“, so will ich damit ,zwei, drei usw Baume“ aus-
geschlossen wissen. Welcher Fall liegt bei unserer Ableitung vor?
Offenbar nicht der erste. Wenn ich die Menge der Musen auf die
Menge der Kegel beim Kegelspiel abbilden will und nun sage, daf
ich ,eine“ Muse ,einem“ Kegel zuordne, will ich dann mit dem
Worte ,ein“ ausschliefien, daff ich etwa meinen Hausschliissel dem
Schwanze eines sibirischen Fuchses zuordne? Sicherlich nicht;
denn das ist ja schon durch die Definition der Klassen aus-
geschlossen. Dagegen liegt der zweite Fall zweifellos vor. Es
soll ausgeschlossen sein, daf x oder y mehrere Gegenstinde be-
deutet. Wollte man ganz exakt verfahren, so miifte man das
ausdriicklich ausschliefen; denn die Ableitung wire unméglich,
wenn x oder y mehrere Gegenstinde meinte!). Es ist also gar
nicht abzuweisen, dafl das ,ein“ in der Ableitung das Zahlwort
bedeutet. Wir haben in den beiden betrachteten Zusammenhingen
nichts anderes als eine sehr interessante Umschreibung des Zahl-

!) Dann hitten wir, mengentheoretisch gesprochen, eine Belegung,
aber keine eineindeutige Zuordnung.
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wortes ,ein“ vor uns. Die Existenz der Zahl 1 und der Mehrzahl
und damit der Zahlreihe iiberhaupt wird dabei vorausgesetzt. Es
wire zwecklos, sich gegeniiber unserem Beweise darauf zu be-
rufen, dal} das ,ein“ stets gleichzeitig beide Bedeutungen besitze,
die des Zahlwortes und die des unbestimmten Artikels. Diese
Bemerkung ist ja richtig. Aber es kommt bei unserer Probe
eben darauf an, zu finden, welche von den beiden Bedeutungen
Jdurch den Zusammenhang gemeint ist.

Man kann noch eine andere Uberlegung anstellen. Die ein-
eindeutige Zuordnung wird auch so definiert, daB man sagt, man
ordne jedes Element der einen Menge einem und nur einem Ele-
ment der anderen Menge zu. Diese Form der Beschreibung ist
ohne Zweifel richtig; im besonderen sei bemerkt, dal sie keine
iiberfliissige Bestimmung enthélt. Ist sie.aber richtig, dann zeigt
ihr Wortlaut schon, daf in der anderen Darstellung das Zahlwort
nein® nur umschrieben, die Zahl 1 also vorausgesetzt wird.

Es sei noch angefiigt, dafl auch andere Stellen der Ableitung
die Zahlreihe voraussetzen, z. B. eineindeutige Zuordnung als
Reihenordnung, die Ableitung der Zahlen 2, 3 usw, die Ordnung
der durch die Ableitung erhaltenen Zahlen in eine Reihe.

Die Zahl ist also aus der Menge nicht ableitbar. Im Gegen-
teil setzt die Menge die Zahl voraus. Das ergibt sich ohne weiteres
aus dem Begriffe der Menge (10, Anmerkung); die Ordnung durch
die Relation ,und“ hat, weil sie eine Reihenordnung ist, die Zahl-
reihe als logische Grundlagel). Gibe es keine Zahl, so giibe es
keine Menge. Durch die Zahl hat die Menge quantitativen
Charakter und wird dadurch ein Gegenstand, mit dem sich die
Mathematik befassen kann. Die Mathematik interessiert an der
Menge dasselbe, was sie auch an Zahlen und geometrischen Ge-
bilden interessiert, ndmlich das Quantitative und das Ordnungs-
hafte. Sie muf bei ithrem Studium alle Mengen mit Ausnahme
der Zahlmengen homogeneisieren. Denn sie kann nicht sagen,
welcher Unterschied z. B. zwischen einer Menge Apfel und einer

1) Ich bemerke fiir den Mathematiker, daf die Behauptung, jede
Menge setze die Zahlreihe logisch voraus, durchaus nicht die Abzihlbar-
keit jeder Menge aussagt; auch die Nichtabzéhlbarkeit ist ohne Voraus-
setzung der Zahlreihe nicht definierbar (vgl. 10, Anmerkung). Man
muB bei allen unseren Uberlegungen darauf achten, da man logische
Bezichungen nicht in mathematische umdeutet.
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aquivalenten Menge Kaffernweiber oder zwischen einer Menge
Dreiecke und einer dquivalenten Menge Kugeln besteht, auler
dem einen, dal es eben je zwei nebeneinander existierende Mengen
sind; und es gibt keine Ordnung irgendwelcher Art ohne die Zahl.
Alle Mengen, die die Mathematik betrachtet, mit Ausnahme der
Zahlmengen, haben absolut homogene Elemente, die durch nichts
als nur durch ihre Stellen verschieden sind. Die Struktur dieser
Mengen wird dann mit Hilfe der Zahlmengen erforscht.

32. Die Erweiterung des Bereiches der natiirlichen Zahlen.
Wir haben bisher fast nur die natiirlichen Zahlen beriicksichtigt,
sehen aber jetzt, wo wir die Zahl nach allen Seiten charakterisiert
haben, die RechtmiBigkeit der Erweiterung dieses Zahlbereiches
ohne Schwierigkeit ein. Man benutzt ja in der Mathematik auch
die negativen Zahlen, die Null, die Briiche, die imaginiren, die
komplexen Zahlen, die Quaternionen usw. Da die Zahl, wie wir
wissen, von der sinnlichen Wirklichkeit vollkommen unabhingig
ist, da sie selber ein Gegenstand ist, der eine eigene, selbstindige
Wirklichkeit fiir sich besitzt, so existiert alles, was in diesem
Wirklichkeitsbereiche durch widerspruchloses Bilden gefunden ist,
als seine rechtmifigen, bodenstindigen Gegenstinde, ganz gleich-
giiltig, ob es irgendwo und irgendwann einmal zu der sinnlichen
Wirklichkeit in Beziehung gesetzt werden kann. Imaginire oder
negative Zahlen usw existieren mit genaw derselben RechtmiBig-
keit wie die natiirlichen Zahlen. Deshalb gibt es auch keine
Fiktion in diesem Bereiche. Ist nur ein Gegenstand im Zahl-
bereich eine Fiktion, dann sind alle seine Gegenstiinde Fiktionen;
ist nur einer keine Fiktion, dann sind alle keine Fiktionen. Was
hier vom Zahlbereich gesagt wurde, gilt selbstverstindlich, ent-
sprechend geindert, aus genau demselben Grunde auch vom geo-
metrischen Bereiche.

Natiirlich umschlieBen jene Zahlgebilde noch logische Probleme.
Wir konnen uns hier nicht weiter damit beschiftigen, weil es
nur die elementarsten Wahrheiten der Wissenschaftstheorie der
Mathematik darzustellen gilt.

Man hat wohl auch gemeint, man miisse der Zahl jede Be-
ziehung zur Quantitit abstreifen, um die Erweiterung des Be-
reiches der positiven ganzen Zahlen vornehmen zu konnen. Das
ist ein Irrtum. Gewif ,hat die Behauptung 3>—5 mit

Miiller, Gegenstand der Mathematik 4
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Quantititsvorstellungen nicht das geringste gemein, sondern be-
deutet nur die Ordnungsbeziehung1)“. Aber sie bedeutet eine
Ordnungsbeziehung im homogenen Medium der Quantitit.

33. Die Zahlen als freie Schopiung des menschlichen Geistes.
Zum Schlusse dieses Kapitels wollen wir noch den oft benutzten
Ausdruck besprechen, die Zahlen seien ,eine freie Schépfung des
menschlichen Geistes“. Sind sie das nach unserer Auffassung?

Der Ausdruck ist nicht eindeutig, nicht einmal bei seinem
Urheber Dedekind. Einmal sagt Dedekind ?), man konne bei
der Betrachtung eines Systems von der besonderen Beschaffenheit
seiner Elemente génzlich absehen .und lediglich ihre Unter-
scheidbarkeit festhalten. Wiirde dieses System in geeigneter
Weise definiert, dann hiefen die Elemente Zahlen; ,in Riicksicht
auf diese Befreiung der Elemente von jedem anderen Inhalt
(Abstraktion) kann man die Zahlen mit Recht eine freie Schépfung
des menschlichen Geistes nennen“. Bedenkt man, dafl Dedekind
unter Element jeden Gegenstand unseres Denkens versteht3), so
hat er mit den vorstehenden Worten in einer nicht ganz glick-
lichen Ausdrucksweise das gesagt, was wir das Homogeneisieren
der Gegenstinde nannten. Dadurch entstehen aber nicht die
Zahlen, sondern werden die Gegenstinde nur zahlbar. Sein Aus-
druck pabt also hier nicht. Ubrigens geben unsere Ergebnisse
noch andere Bedenken gegen seine Worte an die Hand.

Im Vorwort zur ersten Auflage der zitierten Schrift konnte
man eine andere Auffassung finden, indem Dedekind die Zahlen
deshalb als freie Schopfungen des Menschengeistes zu bezeichnen
scheint, weil sie rein logische Gebilde seien. Ist diese Deutung
von Dedekinds Worten richtig, so palt sein Ausdruck gerade
dann nicht, wenn die Zahlen solche Gebilde sind. Denn das Reich
der Logik wird so wenig frei geschaffen wie die Welt der sinnlichen
Gegenstinde.

Dedekind sagt weder hier nmoch anderswo ganz deutlich,
wie er seinen Ausdruck verstanden wissen will. Wortlich ge-
nommen wiirde er besagen, daf die Zahlen nur von uus zu einem
bestimmten Zwecke geschatfene Mittel, nur Kunstprodukte sind,

1) Voss, Uber das Wesen der Mathematik?, S. 46, Anm.
2) Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? 3 1911, S. 21.
3) Dedekind, a. a. O. S. 11,
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die durch andere mehr oder weniger bequeme Mittel ersetzt werden
konnen. Unsere ganzen Ausfithrungen wenden sich gegen diese
Auffassung der Zahlen. Die Zahlen sind auch ein Mittel, aber
sie sind in unserer Wirklichkeit das einzige, das notwendige und
hinreichende Mittel, das das leistet, was es leisten soll. Sie sind
aber nicht nur ein Mittel, sondern sie bilden ein selbstindiges
Reich mit eigenen Gesetzen, das wir weder schaffen noch zerstéren,
sondern nur sfudieren konnen. Selbst was von Subjektivem,
Apriorischem, Axiomatischem, Intuitivem an der Entwicklung
des Zahlbegriffs Anteil hat, ist nicht frei geschaffen, sondern
beruht auf gesetzmifigen Beziehungen, auf dem Ordnungs-
charakter der Wirklichkeit, und kann deshalb nicht nach Belieben
gedndert werden. Wie wir auch jenen Ausdruck fassen mdgen,
er versagt immer. Man sollte ihn besser lassen, weil er von
Dedekind stammt.

V. Womit sich die Geometrie nicht beschiftigt

34. Der Wahrnehmungsraum. Wir gehen zu dem anderen
Teil der Mathematik, zur Geometrie, iiber und fragen, dhnlich wie
bei der Algebra, zunichst, womit die Geometrie sich nicht be-
schaftigt.

Die Geometrie befafit sich erstens nicht mit dem Wahr-
nehmungsraum. Der Wahrnehmungsraum ist der Raum, der
durch unsere Sinne unmittelbar bewulit wird: Sehraum, Hérraum,
Tastraum usw. Wir charakterisieren einige von diesen Raumen
ein wenig. Dem normalen Menschen am besten bekannt, von der
groften Ausdehnung und fiir gewdhnlich der feinsten Ausbildung
ist der Sehraum. Er ist begrenzt. Wir sehen nicht beliebig weit.
Nach hinten sehen wir iiberhaupt nicht, nach oben, unten, links
und rechts ist die Grenze ziemlich eng. FEin Gegenstand im
Sehraum ist nicht in jeder Lage gleichwertig. So ist z. B. eine
Strecke, vertikal gestellt, kiirzer als horizontal; die Zahl 8, auf
dem Kopfe stehend, zeigt andere GroBlenverhaltnisse der beiden
Schlingen als die richtig stehende. Die wblichen MaBe sind im
Sehraum wunverwendbar. Es ist sinnlos, die Sehgréfe eines
Dinges mit 1m anzugeben. Wohl gibt es quantitative GroBen-
vergleichungen im Sehraum. Man kann z B. eine Sehgrofic

4x
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doppelt so grol wie eine andere nennen; man sieht aber sofort,
daB solche Vergleichungen ziemlich unbestimmt sind. Der Hor-
raum ist sehr wenig ausgebildet und weit enger begrenzt. In
ihm gibt es zunichst nur Richtungen, deren Feststellung aber
sehr unsicher ist. Entfernungen gibt es bei ihm nur mit Hilfe
anderer Sinne. Dem Sehraum in der Ausbildung am nichsten
steht der Tastraum. Er ist der begrenzteste Wahrnehmungsraum.
In ihm gibt es die Erscheinung der gleichzeitigen Existenz des-
selben Gegenstandes an zwei verschiedenen Orten. Man beriithre —
es ist das ein noch von Aristoteles herrithrender Versuch —
eine kleine Kugel zuerst mit den in gewohnlicher Lage be-
findlichen Fingern; im Tastraum ist dann eine Kugel. Kreuzt
man Mittel- und Zeigefinger und berithrt die Kugel mit diesen
beiden gekreuzten Fingern, so sind zwei Kugeln im Tastraum.
Simtlichen Erscheinungsriumen ist es gemeinsam, dall sie einen
absoluten Mittelpunkt haben, namlich den Besitzer der be-
treffenden Sinne. Es gibt also so viele Wahrnehmungsriume, als
es empfindende Wesen und Sinne gibt, mit deren Empfindungen
Raumliches verkniipft ist, und alle diese zahllosen Riume sind
voneinander verschieden.

Das geniigt, um zu zeigen, dafi die Geometrie sich mit diesem
Raum nicht beschaftigt.

35. Der physische Raum. Die Geometrie befalt sich zweitens
nicht mit dem physischen Raume. Der physische Raum ist der
Raum des Naturwissenschaftlers. Von ihm fragt er sich so wenig
wie vom Kérper, was er ,im Grunde® sei; er ist fur ihn eben der
Raum, in dem das physische Geschehen vor sich geht. Genau ge-
sagt: in dem er es vor sich gehen demki. Denn er sieht, hirt,
fiahlt usw es im Wahrnehmungsraum vor sich gehen. Aber der
Wahrnehmungsraum ist kein Raum, den der Physiker brauchen
kann, in dem er in seinem Sinne messen und Erfahrungen
sammeln kann. Er ordnet deshalb den Wahrnehmungsraum zum
physischen Raum. Er kann nicht anders, er mufl das tun, sonst
ist der Betrieb seiner Wissenschaft, sonst ist die Erforschung
der physischen Natur unméglich. So sind die Wahrnehmungs-
rdume Abbildungen, Transformationen des physischen Raumes.
In den vielen Wahrnehmungsrdumen erscheint uns der eine
physische Raum.
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Praktisch geht die Ordnung der Wahrnehmungen vor sich
an den Koérpern. Raum und Kérper stehen fiir den Physiker im
innigsten Zusammenhang. Er kann den Koérper nicht definieren
ohne Voraussetzung einer bestimmten Raumform. Das gilt auch
fir das gewohnliche Leben. Hier wie dort wird gewohnlich still-
schweigend eine bestimmte Raumform, von der wir noch sprechen
werden, vorausgesetzt. Es geht das nicht anders, und die meisten
sind sich dessen gar nicht bewuBt. Der Raum gibt den Dingen
seine Struktur, und gerade dadurch ist es méglich, aus den Dingen
diese Struktur zu erfahren. Wir wissén von der Struktur des
Raumes nur durch die Kérper. Der physische Raum ist also in
genau demselben Sinne ein Naturgegenstand, ein Erfahrungs-
gegenstand, in dem es die Kérper auch sind.

Danach ist nun leicht ersichtlich, dafl die Geometrie sich
nicht mit dem physischen Raume beschiftigt. Indem er voraus-
setzt, daf der physische Raum sich mathematisch beschreiben
14Bt, holt sich der Naturforscher das Modell einer solchen Be-
schreibung von der Geometrie, genau so wie er sich auch mit
einer Anleihe an die (Geometrie wendet, wenn er von seinen
Naturkérpern den Inhalt oder sonst etwas berechnen will. Er
nimmt sich das der geometrischen Raummodelle, das ihm zu seinem
Naturraum gemaf den Wahrnehmungen an den Kérpern am
besten zu passen scheint, das sich diesen Wahrnehmungen am
besten anschmiegt. Dadurch, ddB er das tut, macht er eine
Hypolhese itber die metrische Struktur des physischen Raumes.
Trotzdem sich also die Wahrnehmungen nur ordnen lassen auf
Grund, unter Voraussetzung einer Raumform, kénnen doch, je
nachdem die Wahrnehmungen sich der Ordnung und Deutung
durch diese bestimmte Raumform fiigen oder nicht, in der Er-
fahrung an den Korpern auch Erfahrungen iiber die metrische
Struktur des Raumes gemacht werden.

Weil diese Dinge noch sehr viel miSverstanden werden und
weil aulerdem das Vorstehende noch einiger Erlduterungen bedarf,
seien ein paar Worte iiber die Erfahrungen gesagt, die man bisher
iiber die metrische Struktur des physischen Raumes gemacht hat.
Bis in die Neuzeit hinein hat der Physiker stets als Modell zur
Beschreibung seines Raumes #ten Raum benutzt, den die Schul-
geometrie heute noch zugrunde legt, nimlich den euklidischen
Raum. Ein Charakteristikum dieses Raumes besteht darin, daB
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in ihm die Summe der Winkel eines ebenen Dreiecks gleich 2
ist. AufBer ihm gibt es ncch zwei Arten von hier in Betracht
kommenden Raumen: bei der einen ist die Winkelsumme jedes
ebenen Dreiecks grofier als 2 I?, bei der anderen kleiner. Um wie-
viel grofier oder kleiner, hingt, aufler von der Linge der Seiten
des Dreiecks, auch von einer gewissen, fiir jeden dieser Riume
charakteristischen Grofe (dem KrimmungsmaBe) ab, die beim
euklidischen Raume gleich 0, bei den anderen Riumen positiv
oder negativ ist.

Wie nun der Physiker das Modell fiir seinen physischen
Raum, das er sich aus diesen mathematischen Raumen auswihlen
will, an der Erfahrung priift, mag durch einen Vergleich erliutert
werden. Wir denken uns eine Ebene und eine Kugel, die sich

Fig. 3

¢ baab

berithren. Fig. 3 gibt einen Durchschnitt. Der Radius der Kugel
sei 7. Um den Berithrungspunkt sei auf der Kugel ein sphiri-
sches Dreieck gezeichnet, dessen Winkelsumme bekanntlich stets
grofer als 2 R ist. Denkt man sich die Kugel immer grofer
werdend, wiahrend die Seiten des Dreiecks gleich lang bleiben,
dann werden sich diese Seiten immer mehr einer Geraden und die
spharische Fliche des Dreiecks immer mehr einer Ebene néhern,
um so mehr, je kleiner der reziproke Wert 1/r wird. Ist 1.7 = 0,
dann ist die Kugel in die Ebene ébergegangen und die Winkel-
summe des Dreiecks ist 2 R. Je kleiner 1/r wird, eine desto
grofere Fliche der Kugel wird anndhernd eben; in der Figur
sind aa, bb, cc stets groBere Stiicke, innerhalb derer Gerade und
Kreis annihernd zusammenfallen. Will also ein Beobachter, der
auf der Kugeloberfliche lebt, entscheiden, ob er auf einer solchen
lebt oder nicht, und zu dem Zwecke ein Dreieck auf seine
Winkelsumme ausmessen, dann mufl er um ein so groferes Dreieck
nehmen, je kleiner 1/r ist.

Analog ist es in unserem Falle. Alle bisherigen Erfahrungen
haben gezeigt, dai der physische Raum nicht sehr viel von einem
euklidischen Raum verschieden sein kann. Will man sich also
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praktisch durch Ausmessen eines Dreiecks vergewissern, ob seine
‘Winkelsumme von 2 R abweicht, ob also das Krimmungsma8 des
Raumes von 0 verschieden ist oder nicht, so mul man méglichst
grobe Dreiecke wihlen. Diese Ausmessungen sind in einem Falle
gemacht worden. Gaull hat das geoditische Dreieck Hohenhagen-
Brocken-Inselsberg mit den Seitenlingen von 69, 85 und 107 km
benutzt. Das Ergebnis war, dal die Abweichungen der Winkel-
summe von 2 R innerhalb der Versuchsfehler bleiben; es ent-
scheidet also nicht. Astronomische Uberlegungen haben dann
noch gezeigt, daB, wenn der physische Raum ein nichteuklidischer
Raum ist, sein KrimmungsmaB nur sehr wenig von 0 verschieden
ist, daf wir also wohl schwerlich hoffen diirfen, selbst durch
Ausmessung von groferen Dreiecken, als geoditische es sind,
einmal eine Entscheidung herbeizufithren. Sicherlich wird deshalb
das Modell des euklidischen Raumes nicht nur fir das gewdhnliche
Leben, sondern auch fiir die elementare Physik und die Technik
stets verwendbar bleiben. Sein Vorrecht beruht auf seiner Ein-
fachheit und Bequemlichkeit fiir die gewdhnlichen Bediirfnisse.
An sich sind siamtliche geometrische Raumformen, soweit sie nicht
nur den Mathematiker interessieren, gleichberechtigt, zur Ordnung
der Wahrnehmungen benutzt zu werden. Wir schliefen damit
durchaus nicht, wie Bauch meint?), aus der widerspruchslosen
Definition auf die Existenz des Definierten. Die mathematische
Existenz der Raumformen ist klar, eine andere gibt es fiir sie nicht.
Eben deshalb sind sie an sich in den Augen des Physikers gleich-
wertig. So kann denn Bauch auch nicht den geringsten Grund
fiir seine Behauptung anfithren, da nur die Anwendung der
euklidischen Form Wirklichkeitserkenntnis ermégliche. Er mag
+— wie auch Kant — zum Teil durch seine Verwechselung von
historischem und logischem Vorrecht zu dieser Meinung gekommen
sein. Aber die eigentliche Quelle seines Irrtums steckt in der
seltsamen Auffassung der ,Gleichwertigkeit“, die er so versteht,
als ob man beliebig denselben Gegenstand der Erfahrung in dieser
oder in jener Raumform sehen kénne.

So lagen die Verhéltnisse bis in die jiingste Zeit. Die
Relativitatstheorie ist nun heute zu der Uberzeugung gekommen,

1) B. Bauch, Studien zur Philosophie der exakten Wissenschaften
1911, S. 129 £,
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dall die Korper eine Abhéngigkeit vom Raume besitzen, die durch
die Verwendung der euklidischen Raumform nicht mehr be-
schrieben werden kann. Korper und Raum sind tiberhaupt nicht
unabhangig voneinander, auch nicht fir die euklidische Raumform.
Aber die Abhingigkeit, die diese Raumform in sich falt, reicht
eben nicht mehr aus. Wir sind gezwungen, auf andere Raum-
formen zuriickzugreifen und entsprechend dem Verhalten der
Korper die passende zu wihlen. Natorp?) hat ,bewiesen“, daf
die euklidische Raumform die einzige Méglichkeit der eindeutigen
Bestimmbarkeit zeitrdaumlicher Verhiltnisse ist; inzwischen rechnet
die Physik rubig nicht nur nichteuklidisch, sondern 148t sogar im
Innern der Sonne die Geometrie eines Raumes mit positivem
Kriummungsmal, anderswo andere Geometrien gelten.

Ob sich diese Ergebnisse alle halten werden oder nicht, ist
uns gleichgiiltig. Unsere Ausfithrungen sollen nur ganz deutlich
machen, dafl es sich hier um physikalische Probleme handelt. Mit
dem Raume der Naturwirklichkeit hat die Geometrie nicht das
mindeste zu tun. Irgendwelche Erfahrungen und Versuche iiber
die Struktur dieses Raumes berithren sich gar nicht. Sie steht
iber all diesen Erfahrungen in der vollen Unabhingigkeit eines
anderen Gegenstandsbereiches. Wenn die Physik den Naturraum
untersuchen und beschreiben will, mul sie sich die Mittel dazu
von der Geometrie leihen.

VI. Womit sich die Geometrie beschiftigt

36. Der Gegenstand der Geometrie. Die Geometrie be-
schaftigt sich mit den geometrischen Gegenstinden, wie Punkt,
Gerade, Ebene, dreidimensionaler Raum usw. Man kann fiir alle
diese Gegenstinde auch den Namen Rdume einfithren und diese
Riume dann nach ihren Dimensionen, ihrem Xriimmungsmay,
ihrem Zusammenhang und nach anderen Gesichtspunkten unter-
scheiden. Gebilde wie Dreieck, Rechteck, Wiirfel, Ikosaeder usw
entstehen durch bestimmte Beziehungen zwischen Riumen.

Da wir die allgemeine Charakterisierung der Gegenstinde
der Geometrie schon frither (4) gegeben haben, geniigen hier
einige Bemerkungen.

1) P. Natorp, Die logischen Grundlagen der exakten Wissen-
schaften 1910, S. 303 ff.



— BT —

Es sei zunichst hervorgehoben, daB es zwar Begriffe von
diesen Gegenstinden gibt, dafl sie selbst aber keine Begriffe sind,
genau so wie es einen Begriff des Hundes gibt, die Hunde aber
keine Begriffe sind. Die Geometer wulten lingst, was Punkt,
Gerade, Ebene waren und benutzten diese Gebilde ohne einen
Irrtum, ehe es gelang, sie begrifflich zu fassen. Ob schlieflich
iiberhaupt eine einwandfreie begriffliche Fassung von ihnen
moglich ist, ist eine Frage; vielleicht bleibt immer des Augustinus
Antwort auch hier die beste: Wenn du mich fragst, so weill ich
es nicht; wenn du mich nicht fragst, dann weil ich es. Diese
Zustinde sind mit ein Beweis dafiir, dal diese Gebilde keine Be-
griffe, sondern Gegenstinde sind. Aus diesen drei Gebilden baut
die Geometrie alle iibrigen auf durch Konstruktion oder mit Hilfe
der Analysis. Das ist aber, wie schon an anderer Stelle (11) her-
vorgehoben wurde, nicht so zu verstehen, als ob die neuen Gebilde
dadurch geschaffen wiirden; sie werden nur dadurch gefunden.

Die geometrischen Gegenstinde existieren genau wie die
Zahlen in beliebiger Anzahl. Das folgt allein schon aus dem
Sachverhalt der Kongruenz. Gewisse geometrische Verfahrungs-
weisen miissen entsprechend gedeutet werden. Wenn ich z. B. in
einem Dreieck zum Zwecke eines Beweises eine Hilfslinie ziehe,
so habe ich dem Dreieck nichts Neues hinzugefiigt. Das Hinzu-
fiigen findet nur in der sinnlichen Wirklichkeit des Zeichenblattes
-statt. In dem unsinnlichen mathematischen Gegenstandsbereich
existieren unendlich viele Linien, aus denen ich nur die fiir meinen
Zweck passende heraussuche. Der Begriff eines geometrischen
Gegenstandes existiert nur einmal, oder besser, er ist einfach
identisch mit sich selbst da; derselbe Gegenstand aber ist beliebig
oft da. Man hat dieser Sachlage teilweise schon frither durch
Aufstellung des sogenannten geometrischen Existenzprinzips
Rechnung getragen, ohne es recht begriinden zu kénnen. Wir
wissen jetzt, dal wir dieses Prinzip zu einem mathematischen
Euxistengpringip erweitern miissen und dafl es seine Grundlage in
der Selbstindigkeit und dem Charakter (24) des Gegenstands-
bereiches der Mathematik findet.

37. Die Homogeneitit im Bereiche der geometrischen
Gegenstinde. Der Begriff der Homogeneitit ist in seinem ersten
Merkmal (30) hier deshalb schwer zu fassen, weil er fast nichts



mit dem Begriff der Homogeneitit zu tun hat, den man in der
Geometrie zu benutzen pflegt. Man nennt in der Geometrie (ob
zweckmifig oder nicht, ist uns gleichgiltig) auch drei- und
mehrdimensionale Rdume homogen oder nichthomogen. Aber. fiir
uns sind diese Rdume nichts als Gegenstinde des homogenen
Gebietes der mathematischen Wirklichkeit; ihre Struktur kommt
fiir uns nicht in Betracht. Um das erste Merkmal der Homogeneitit
richtig zu verstehen, mul man sich vielmehr stets vor Augen
halten, da der Homogeneitdtsbegriff das Gegenstiick des Hetero-
geneititsbegriffes darstellt. Das erste Merkmal der Heterogeneitit
bedeutet, dafl zwischen zwei Gegenstinden derselben Klasse, z. B.
zwei Baumbléattern, zwei Menschen, niemals absolute Gleichheit be-
steht; wir konnen stets ein Exemplar einer Klasse finden, das uns etwas
Neues lehrt. Dagegen sind z. B. alle Kreise von demselben Radius,
alle Ellipsen mit denselben Achsen, allgemein alle Kurven mit
derselben Funktion und denselben Konstanten unter sich absolut
gleich. Wir sind sicher, dal wir niemals ein Ezxemplar eines
Kreises von bestimmitemn Radius finden werden, das uns etwas
Neues lehrt. Und das gilt, weil ja alle Gegenstinde der Geometrie
in beliebiger Anzahl wirklich sind (36), von jedem Gegenstand.
Das erste Merkmal des Homogeneititsbegriffes ist allgemein nur
ein anderer Ausdruck des mathematischen Existenzprinzips (24).
Heterogeneitit macht Erfahrung méglich, Homogeneitit schliefit
jede Erfahrung vollkommen aus. Man darf demgegeniiber nicht
darauf hinweisen, daf man doch beispielsweise stetige Kurven
ohne Tangenten gefunden, also etwas Neues zum Kurvenbegriff
gelernt hat. In diesem Falle hat uns nicht ein neues Exemplar
etwas gelehrt, was andere Exemplare nicht besitzen, sondern man
hat neue Klassen von Gegenstinden entdeckt, innerhalb derer die
Gegenstinde mit derselben Funktion und denselben Konstanten
unter sich absolut gleich sind. Wenn man also von der Gleich-
heit geometrischer Gegenstinde spricht, so muff man sich diese
Gegenstande nicht nebeneinander als Gebilde in demselben Raume
(Kongruenz) denken. Eine solche Gleichheit gibt es zwar auch in
gewissen Raumen der Geometrie, und unser Homogeneititsbegriff
schliefit sie ein. Er sagt aber allgemein aus, daf wir nie ein
Eremplar irgend eines geometrischen Gegenstandes finden werden,
an dem wir nicht alles studieren kénnen, was an der Klasse, zu
der das Exemplar gehért, itberhaupt zu studieren moglich ist.
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DaB das zweite Merkmal des Homogeneitatsbegriffes hier vor-
liegt, ist schon frither (30) kurz gezeigt worden und ist auch
ohne Schwierigkeit einzusehen.

38. Geometrie und Zeit. Die Frage der Beziehung zur Zeit
erhebt sich auch hier, nur in einem etwas anderen Sinne wie bei
der Algebra. Es handelt sich nimlich um das Problem, ob die
Geometrie den Bewegungsbegriff entbehren kann oder nicht. Wir
sind an dieser Stelle imstande es zu lésen.

Wir setzen zunichst fest: Selbst wenn die Geometrie den
Bewegungsbegriff nicht entbehren kann, dann ist der Begriff nicht
Gegenstand der Geometrie, sondern nur Hilfsmittel. Die Zeit ist
also auch weder Gegenstand der Geometrie noch ein Moment an
einem solchen.

Aber der Bewegungsbegriff erscheint restlos entbehrlich.
Wir koénnen ihn zwar ohne Anstand in Beweisen benutzen und
von Aufeinanderlegen, Verschieben, Drehen usw der Gebilde
sprechen. Das sind alles nur aus der sinnlichen Anschauungs-
sphiare hergenommene Bequemlichkeitsausdriicke. In Wirklich-
keit — d. h. in der Wirklichkeit des mathematischen Gegenstands-
bereiches — liegt die Sache anders. Das Aufeinanderlegen z. B.
zweier Dreiecke zum Nachweis der Kongruenz bedeutet hier, da§
ich am Orte des einen Dreiecks ein ihm gleiches nehme, was ich
auf Grund des Existenzprinzipsdarf. DasDrehen eines Koordinaten-
systems besagt, dafl ich mir ein mit dem Ausgangssystem gleiches
System in der gewiinschten Lage auf Grund dieses Prinzips wihle.
Entsprechend in anderen Fillen. Vorausgesetzt ist immer die
durch die Kongruenz definierte Homogeneitit des Mediums. Wo
man also von Bewegung in der Geometrie spricht, da handelt es
sich lediglich um ein Anbequemen an unser Tun im physischen
Raum. Innerhalb der mathematischen Wirklichkeit 148t sich das
alles reduzieren auf die Benutzung des Homogeneitits- und des
Existenzprinzips.

39. Die Quantitéit im geometrischen Gegenstandsbereich.
Dall die Quantitit eine Kategorie im geometrischen Gegenstands-
bereich ist, ist wohl zweifellos. Ebenso zweifellos aber auch, dafl
sie es in einem anderen Sinne als bei der Zahl ist. Bei der Zahl
handelt es sich um die reine Quantitit, abgesehen von allen
spezifischen Gestaltungen. Bei den geometrischen Gebilden aber
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kommt die Quantitit in einer ihrer spezifischen Ausgestaltungen
in Frage, in der riumlichen. Réumlichkeit ist wie alle letzten
Begriffe nicht definierbar. Wir wollen nur einige Momente daran
herausheben, die zusammen die raumliche Quantitit charakteristisch
von den anderen Quantititen scheiden. Es sind die folgenden:
1. Das eigenartige undefinierbare raumliche Auseinander (das
zeitliche Kontinuum hat das Nacheinander, der Zahlbereich das
Nebeneinander). 2. Stetigheit. Hier besonders muB man jede
Beziehung zur Anschauung und Vorstellung fernhalten. Fir die
Anschauung ist fliefendes Wasser auch liickenlos. Stetigkeit be-
deutet, wie wir schon wissen (26), den Ausschluf jeder Diskretheit,
jeder Geteiltheit oder Zusammengesetztheit, der notwendig ist,
weil jede Diskretheit Grenzen bedeutet, es aber niemals Grenzen
des Raumes, sondern nur Grenzen im Raume geben kann.
3. Teilbarkeit. Nicht alle stetigen Quantititen ermdoglichen die
Teilbarkeit, z. B. die des Psychischen nicht. Es hat keinen Sinn,
die Intensitdt der Empfindung eines Tones oder Lichtes zu teilen
oder sie sich zusammengesetzt zu denken. Auch die Quantitit
gewisser physikalischer Grofien gehért zu denjenigen, die eine
Teilbarkeit ausschliefen. Von Teilen der Dichte, der Temperatur,
des elektrischen Potentials zu reden, ist beispielsweise ebenfalls
ohne Sinn. DaB in allen diesen Fillen kein Messen im eigentlichen
Sinne méglich ist, ist klar. Darauf kénnen wir nicht niher ein-
gehen.

Auch hier ist die rdumliche Quantitit nicht Gegenstand der
Geometrie, sondern Gegenstand sind die geometrischen Gebilde,
und studiert werden ihre Beziehungen, die durch die Eigenschaft
der réumlichen Quantitit erméglicht sind.

40. Geometrie und Anschauung. Wie die vorhergehenden
Betrachtungen zeigen, besitzen die geometrischen Gegenstinde
nicht nur alogisches Material, sondern sogar noch mehr alogisches
Material als die Zahl. Nun hat man aber in einer ganz anderen
Weise versucht, den rein logischen Charakter der Geometrie zu
erweisen.

Die Grundgebilde der gewdhnlichen, in der Schule gelehrten
Geometrie bilden die Grundgebilde nullter, erster und zweiter
Stufe: Punkt, Gerade, Ebene. Diese Grundgebilde haben Be-
ziehungen zueinander, z. B.: zwei voneinander verschiedene Punkte
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bestimmen stets eine Gerade; wenn A, B, C Punkte einer Geraden
sind und B zwischen 4 und C liegt, so liegt B auch zwischen C
und 4. Unter ihren séimtlichen Beziehungen gibt es welche, wie
z. B. die beiden vorhin genannten, die sich nicht beweisen lassen,
deren Richtigkeit wir unmittelbar einsehen. Wir nennen sie
Axiome. Sucht man nun alle diese Axiome, bringt sie auf den
kiirzesten Ausdruck und sieht zu, daB kein Widerspruch unter
ihnen besteht, dann hat man in ihnen und den Grundgebilden die
Grundlage fiir den Aufbau der Geometrie. Nun ergibt sich aber
das Merkwiirdige, dal die Grundgebilde durchaus nicht Punkt,
Gerade, Ebene im gewohnlichen Sinne zu sein brauchen. Es
brauchen nur drei Arten von Gegenstinden zu sein, auf die die
Axiome in verallgemeinerter Form Anwendung finden kénnen.
Ich wihle folgendes Beispiel ?). Wir nehmen das erste vorhin
genannte Axiom und ziehen daraus die Folgerung, dal zwei Gerade
entweder nur einen oder keinen Punkt gemeinsam haben. Nun
verallgemeinern wir. Als Grundgebilde seien eine Menge aus zwei
schwarzen und eine Menge aus zwei weilen Kugeln gegeben.
Jede einzelne schwarze Kugel darf beliebig viele weile beriihren,
und umgekehrt. Aber die beiden schwarzen diirfen gemeinsam
nur eine weifle berithren. Daraus folgt dann, daB die beiden
weilen Kugeln entweder nur eine oder keine schwarze Kugel
gemeinsam berithren kénnen. Man sieht: unter den Grundgebilden
nullter, erster und zweiter Stufe kann man sich denken, was man
will; stehen diese Gegenstinde nur in den Beziehungen, in denen
Punkt, Gerade, Ebene stehen, dann ist der Aufbau der Geometrie
moglich. Als Grundgebilde nullter Stufe kann man z. B. den
Kreis oder die Kugel oder auch das System von drei geordneten,
d.h. in einer bestimmten Reihenfolge genommenen Zahlen nehmen.
Daraus scheint zu folgen, daf die Geometrie von der Anschauung
ganz unabhingig, daB sie also eine rein logische Wissenschaft ist.

Was ist dazu zu sagen? Ich moéchte nun auch glauben, daf
das wissenschaftliche System der Geometrie ohne Anschauung
auskommen kann, wenn auch die Anschauung bei der Bildung
der Gegenstinde der Geometrie eine grofie Rolle gespielt hat und
sie in ‘der elementaren Geometrie aus didaktischen Griinden not-

1) Killing-Hovestadt, Handbuch des mathematischen Unter-
richts, 1. Bd., 1910, S. 2.
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wendig spielen muB. Auch als Stimulans, als Hilfsmittel bei der
Forschung ist sie fiir manche unentbehrlich; es gibt Mathematiker,
die bei den abstrakten Uberlegungen der Zahlentheorie an-
schauliche Hilfen brauchen. Aber schon bei den Grundgebilden
im gewdhnlichen Sinne ist die Anschauung unméglich. Einen
Punkt, wie die Geometrie ihn fordert, eine unendliche Gerade,
zwel Parallelen gibt es in der Anschauung nicht. Erst recht nicht
komplizierte geometrische Gebilde, z. B. stetige Kurven, die
nirgends eine Tangente haben, oder Kurven, die in einem endlichen
Intervall unendlich viele Maxima und Minima besitzen. Wohl
kann eine Art von ungenauer Vorstellung oder eine Zeichnung
Stellvertreter oder Symbol fur viele geometrische Gegenstinde
sein. Selbst wenn wir aber auch die Anschauung ganz aus der
Geometrie verbannen, ist die Geometrie keine rein logische
Wissenschaft.

Erledigen wir zum Beweise zunachst den Fall, auf den wir
noch in anderem Zusammenhange zu sprechen kommen, wo
ndmlich die Geometrie analytisch aufgebaut wird (42). Hier
handelt es sich um Zahlen. Zahlen enthalten aber, wie wir wissen,
alogische Momente. '

Dazu kommt noch, dafl das Réumliche dabei nur formell
ausgeschaltet ist. Warum nimmt man die drei Zahlen gerade in
dieser Ordnung? Zahlen sind doch schon an sich geordnet. Warum
darf man diese Ordnung nicht dndern? Warum ist gerade diese
und keine andere Funktion die Entfernung? Es stehen doch be-
liebig viele Funktionen zur Verfiigung. — Das alles hat nur dann
einen Grund und einen Sinn, wenn diese Art, Geometrie zu treiben,
implizite das Dasein der rdumlichen Gebilde voraussetzt und sie
tatsdchlich, wenn auch nicht ausdriicklich, nur beschreibt.

In simtlichen anderen Féllen wire die Geometrie rein logisch,
wenn die Grundgebilde rein logische Gegenstinde waren. Dal sie
das nicht sein kénnen, ist nach dem Fritheren klar. Tm rein logi-
schen Medium gibt es keine drei Klassen von Gegenstinden, sondern
nur einen Gegenstand, der die einzige Beziehung hat, dal er mit
sich selbst identisch und von anderen verschieden ist. Die Un-
anschaulichkeit der Geometrie besagt also auch hier keinen rein
logischen Aufbau.

Ja sie besagt hier nicht einmal die Ausschaltung alles Rium-
lichen aus dem System der Geometrie. Wenn auch Punkt, Gerade,
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Ebene der gewshnlichen Geometrie nicht anschaulich sind, so be-
sitzen sie doch ridumlichen Charakter. Bisher hat man noch in
keinem Falle des Aufbaues einer Geometrie von allem Riumlichen
in den Grundgebilden und infolgedessen auch bei ihren in den
Axiomen ausgedriickten- Beziehungen abstrahieren kénnen. Sollte
das aber einmal restlos gelingen — und es ist nicht einzusehen,
warum nicht —, dann hdtten wir keine Geometric mehr, sondern ein
Kapitel der Relationstheorie, das zur Geometrie wiirde, wenn die
Fundamente der Relationen rdumlichen Charakter annihmen. Das
vorhin benutzte Beispiel 1afit sich leicht in diese allgemeine Form
bringen. Gegeben eine Menge 1 mit », eine Menge 2 mit %' Ele-
menten (n' = n/2). Jedes einzelne Element der einen Menge
kann mit beliebig vielen der anderen in Relation stehen. Zwei
Elemente der Menge 1 konnen aber gemeinsam nur mit einem
Element der Menge 2 in Relation stehen. Dann folgt, daf zwei
Elemente der Menge 2 gemeinsam nur mit einem oder mit keinem
Element der Menge 1 in Relation stehen kénnen. Wie man sieht,
ist diese Aufgabe unschwer mit Hilfe der Klassenrechnung der
Logistik zu 16sen, gehort also in die Relationstheorie.

Ein duBeres Zeichen dafiir, daB wir hier und in analogen
Fallen in einem anderen Wissenschaftsgebiet sind, sehen wir darin,
dal das, was bei den riumlichen Grundgebilden ein Axiom war,
hier eine willkiirliche Festsetzung ist.

Die ideale Geometrie im Sinne der Axiomatiker wire demnach
aufgebaut auf einem Tripel unbestimmter Elemente, zwischen
denen Beziehungen walten, die durch die denkbar gréfite Ver-
allgemeinerung der zwischen den elementar-geometrischen Grund-
gebilden herrschenden Beziehungen gewonnen sind. Entsprechend
konnte man aus der Logik ein Stiick Werttheorie machen. Es
liegt aber ganz sicher im Interesse der Wissenschaften selber, dal
solche Grenzverwischungen vermieden werden. Genau so gut, wie
man nur das Algebra nennen sollte, was auf der Zahl aufgebaut
ist, sollte man auch nur dann von Geometrie reden, wenn die in
Beziehung gesetzten Elemente ideale rdumliche Gegenstinde sind.

41. Geometrie und physische Wirklichkeit. Wie ist die An-
wendung der Geometrie auf die physische Wirklichkeit moglich?

Die sinnlichen Gegenstinde, auf die Geometrie angewandt
werden kann, besitzen mit mehr oder weniger groffer Anniherung
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die Form von geometrischen Gegenstinden. Es liegt deshalb eine
eigentiimliche Mischung der Heterogeneitit des sinnlichen Bereiches
mit der Homogeneitit des geometrischen insofern vor, als die sinn-
lichen Gegenstinde als Umfénge mit nicht immer anderem und
mit nicht uniibersehbarem Inhalt befrachtet werden konnen (29).
Man braucht also die Heterogeneitit im sinnlichen Bereiche nur
teilweise aufzuheben, um die Anwendung der Geometrie zu er-
moglichen. Das Homogeneisieren, das hier nétig ist, ist nur ein
Homogeneisieren im relativen Sinne. Wo die Zahl angewandt
werden soll, mull absolut homogeneisiert werden, mufl also alle
Heterogeneitit abgestreift werden, soweit das iiberhaupt méglich
ist, so daB die Gegenstinde nichts anderes mehr sind als blofe
Stellen im homogenen Medium. Die physischen Gegenstinde sind

also mit den geometrischen offenbar naher ,verwandt® als mit
der Zahl.

42. Arithmetisierung der Geometrie. Die nihere , Verwandt-
schaft“ zwischen geometrischen Gebilden und physischen Gegen-
stinden legt den Gedanken nahe, die Geometrie als Anwendungs-
gebiet der Zahl anzusehen, d. h. man betrachtet die Zahl als den
Gegenstand der Mathematik und sieht in der Geometrie angewandte
Mathematik. Diese Arithmetisierung der Geometrie, die wir schon
in (40) streiften, gewinnt heute immer mehr Liebhaber unter den
Mathematikern.

Wer analytische Geometrie versteht, wird sich leicht damit
zurechtfinden; nur muB er beachten, daB mit der analytischen
Geometrie eine Wendung vorgenommen wird. Ich gebe kurz zur
Probe die Ansitze fiir einen bestimmten Fall.

Ein System von drei geordnmeten, d.h. in ihrer Reihenfolge
nicht vertauschbaren Zahlen z, y, # ist ein Punkt. Man achte auf
den Unterschied von der analytischen Geometrie. Wir stellen
nicht einen Punkt durch drei Zahlen dar, sondern in dem System
dieser drei Zahlen ist alles enthalten, was die euklidische Geometrie
vom Punkte voraussetzt. Die Entfernung zweier Punkte (ry,%;,%; ;
@3, Ysy 29) st

r= Yl — 2+ (5 — 1) + (2 — 202
Die Ebene ist der Inbegriff aller Zahlentripel z, v, 2, die der

Gleichung ax+by+ ozt d=0




gehorchen, wo @, b, ¢, d numerische Koeffizienten sind, die nicht

alle gleichzeitig Null werden diirfen. Die Punkte, die zwei Ebenen

gemeinsam haben, bilden eine Gerade. Die z, y, # der Gleichungen
ax+by+ast+d =0
a2+ by + oz +dy = 0

sind also eine Gerade. Der Inbegriff aller Punkte ¢sf der Raum

von drei Dimensionen. Jeder Raum (36) ist also eine Punkt-

mannigfaltigkeit.

Indem man % geordnete Zahlen nimmt und komplexe Zahlen zu-
1a8t, kann man die grofite Allgemeinheit dieser Geometrie erlangen.

Man darf aber einen wichtigen Unterschied hier nicht iiber-
sehen. Das ist wohl der vollkommenste Aufbau der Geometrie
fir mathematische Zwecke, der moglich ist. Logisch aber sind die
geometrischen Gebilde einer Gruppe von Gegenstinden, die als eine
selbstindige, eindeutig und unabhiingig von den Zahlen definierte
Gruppe neben die Zahlen tritt. Alles, was der Mathematiker von
ihnen braucht, kann er in vollkommenster Weise durch die Zahl
ausdriicken. Aber damit sind sie nicht wollstéindig charakterisiert.
Wir wollen diesen Unterschied an dem Begriff der Stetigkeit er-
lautern. Wir horten schon mehrmals, da die Stetigkeit ein letzter,
aber vollstindig deutlicher Begriff sei, der jede Geteiltheit, jede
Zusammengesetztheit, jede Mannigfaltigkeit, jede Struktur aus-
schliefe. Nur wenn man den Raum als Punktmannigfaltigkeit
falt, kann man fragen, wie diese Mannigfaltigkeit strukturiert ist,
Der Mathematiker kann auf diese Weise das, was er besonders
fiir die Anwendung seiner Wissenschaft auf Stetiges braucht, ein-
deutig umschreiben, aber das Wesen des Stetigen hat er damit
nicht beschrieben.

Vom logischen Standpunkte aus zerfallt also die Mathematik
in die zwei selbstindigen Bereiche der Algebra:und Geometrie.
Vom mathematischen Standpunkte aus kann die Geometrie als
angewandte Mathematik angesehen werden, nur in einem ganz
anderen Sinne angewandt, als wenn es sich um die Beziehung des
Zahlbereiches zur Wirklichkeit handelt.

43. Die GewiBheit der Mathematik. Die Mathematik hat
vor den meisten anderen Wissenschaften den Vorzug voraus, daB
sie alle ihre Schliisse mit absoluter Sicherheit ziehen kann. Worin
liegt diese Gewibheit begriindet?

Miiller, Gegenstand der Mathematik 5
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Sie kann nicht an der axiomatischen Natur der Mathematik
liegen, wie uns die Kritik der axiomatischen Auffassung der
Geometrie (40) gelehrt hat. Denn einmal wird es schwerlich eine
Wissenschaft geben, die keine Axiome notig hat, und zweitens
héngen die Aussagen, die die Axiome enthalten, von dem Charakter
der Gegenstinde ab, mit denen sich die Wissenschaften be-
schaftigen.

Wir finden den Grund fir die GewiBheit der Mathematik,
wenn wir nach Wissenschaften suchen, die die gleiche Gewilheit
gewihren, und dann die Ubereinstimmungen zwischen den Gegen-
sténden dieser Wissenschaften abheben. Als einzige Wissenschaft
von gleicher GewiBlheit stellt sich die Relationstheorie dar.

Die Relationstheorie studiert das Symbol R (a, b,¢ ...). In
welchem Medium liegen dabei die Fundamente der Relationen,
also die @, b, ¢...? Das Medium mull offenbar beliebig viele
Stellen oder Gegenstinde haben, die die Relationstheorie mit den
Buchstaben belegt. Diese Belegung mit Buchstaben hat eine
eigenartige logische Struktur, die wir uns an dem analogen Ver-
fahren der Algebra klar machen konnen. Wir wissen (52, An-
merkung), da die @,b,¢ ... in der Algebra keine Klassenbegriffe
sind. Sonst konnten nicht in demselben Ausdruck mehrere Buch-
staben vorkommen, von denen jeder nicht den Gegenstand des
anderen bezeichnet. Ich kann nicht den Begriff ,Hund“ bilden
und darunter alle Hunde mit Ausnabhme von ,Karo“ verstehen.
Die Buchstaben der Algebra sind gleichzeitig allgemein und
konkret. Es liegt in ihnen eine eigsnartige Mischung von Homo-
geneitit und Heterogeneitit. a bedeutet jede Zahl der Zahlreihe in
ihrer konkreten Destimmiheit. In dem ,jede“ liegt das homogene,
in der ,konkreten Bestimmtheit“ das heterogene Moment. Dieses
Homogeneisieren der Algebra ist natiirlich ein Homogeneisieren
von mathematischen Gegenstinden, es ist nicht das Homogenei-
sieren, das die Mathematik bei ihrer Anwendung auf die sinnliche
‘Wirklichkeit vornimmt, aber von demselben logischen Charakter.

Was nun die Algebra mit den Zahlen der Zahlreihe tut, das
tut die Relationstheorie mit den Gegenstinden iberhaupt. In
ihren Buchstaben, trotzdem sie nicht dasselbe bedeuten wie die
der Algebra, liegt auch eine Mischung von Allgemeinheit und
Konkretheit. Die Allgemeinheit entsteht durch das Homogeneisieren
in dem Sinne, in dem wir es frither (29) kennen lernten.
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Dieses Medium der Fundamente der Relationen, das offen-
sichtlich vom logischen Medium verschieden ist, ist ordnungslos.
In ihm schafft die Relationstheorie Ordnung, indem sie Relationen
zwischen den Gegenstinden setzt.

Die Ordnung, die die Mathematik in sich faBt, ist ein Aus-
schnitt aus der Ordnung durch die Relationstheorie, der dadurch
bestimmt ist, daB die Mathematik die Fundamente der Relationen
in das homogen-quantitative Medium setzt. Andere Wissenschaften
machen andere Ausschnitte aus der Ordnung durch die Relations-
theorie je nach dem Medium, in dem ihre Gegenstéinde stehen.
Diese Ausschnitte konnen sich natiirlich durchkreuzen.

Alle Wissenschaften beschaftigen sich mit Relationen. Re-
lationstheorie und Mathematik stimmen nun darin itberein und
unterscheiden sich dadurch von allen anderen Wissenschaften,
daB sie die Relationshaltigkeit homogener Gegenstinde erforschen.
Darin mu8 also der Grund fiir ihre GewiBheit liegen. Jede Wissen-
schaft wird iiberall da ebenso gewisse Resultate ergeben, wo sie
Relationstheorie oder Mathematik anwenden kann, z.B. die Logik
in der Symbolik der Begriffe, Urteile und Schliisse, die theoretische
Physik. DaB in der Homogeneitat der tiefste Grund fiir die Gewili-
heit liegt, ist nicht weiter verwunderlich; denn homogene Gegen-
stande sind einfache Gegenstinde, die in ihren Beziehungen viel
klarer erfaflbar sein miissen als Gegenstinde mit uniibersehbarem
Inhalt.

Fassen wir das Vorstehende mit fritherem (10) zusammen,
so werden uns die Beziehungen zwischen Logik, Relationstheorie
und Mathematik vollstindig klar sein.

44, Ubersicht iiber die typischen Kategorien des mathe-
matischen Gebietes. Ich gebe noch eine Ubersicht iiber die
typischen Kategorien des mathematischen Gebietes und setze zum

Kategorien des Bereiches

der Werte der Relatjonen der Zahl i der geom. Gebilde
1. Gelten 1. Ideales Sein 1. Ideales Sein 1. Ideales Sein
2. Zeitlosigkeit 2. Zeitlosigkeit 2. Zeitlosigkeit | 2. Zeitlosigkeit
3. Heterogeneitit | 3. Heterogeneitidt| 3. Homogeneitit| 3. Homogeneitit
— 4. Relationssein | 4. Quantitat 4. Quantitét
— — — ’ 5. Réumlichkeit

H*



— 68 —

Vergleiche diejenigen des Relations- und des Wertgebietes hinzu;
zu dem letzteren gehiort ja auch der Gegenstand der Logik. Es
mogen dabei u.a. die Fragen offen bleiben, ob die ,Zeitlosigkeit“
nach (5) nicht noch zerlegt oder anders ausgedriickt werden mufl
und ob die Heterogeneitit wirklich eine Kategorie des Relations-
gebietes ist (30).

VII. Ob die Relativitdtstheorie die Physik
zur Geometrie macht

45. Die Entwicklung der Relativitétstheorie. Dadurch, daB
wir in den voraufgegangenen Kapiteln den Gegenstand der Mathe-
matik in sich und in seinen Unterschieden von den Gegenstinden
der anderen Wissenschaften, im besonderen der Naturwissenschaft,
kennen gelernt haben, sind uns die Mittel in die Hand gegeben,
um ein Problem vom allgemeinen Standpunkte aus zu lésen, das
durch die Relativititstheorie entstanden ist und das die Mathe-
matik mit berithrt. Ein kurzer Blick auf die Entwicklung der
Relativitatstheorie mag uns bis an das Problem fiithren.

Auch die klassische Mechanik kannte ein Relativititsprinzip,
das sie dahin formuliert, daf die mechanischen Naturgesetze gegen-
iitber der Galilei-Transformation invariant sind. Die Analysen der
optischen Versuche von Michelson und Morley und der elektri-
schen von Trouton und Noble fithrten zu einer Erweiterung
dieses phoronomischen Relativititsprinzips. Sie regten zunichst
den Gedanken an, daf alle Naturgesetze unabhingig davon sind,
auf welches von zwei relativ zueinander in geradlinig-gleichférmiger
Bewegung befindlichen Koordinatensystemen die Naturerscheinun-
gen bezogen ‘werden. Nimmt man dazu die nach Einstein durch
die Michelson-Morleyschen Versuche nahegelegte Forderung,
daf die Lichtgeschwindigkeit in allen Systemen dieselbe Konstante
sei, so hat man den Inhalt der Einsteinschen speziellen Rela-
tivitdtstheorie, der sich exakt so aussprechen lifit: Alle allgemeinen
Naturgesetze sind invariant gegeniiber der Lorentz-Transformation.
Aus dieser Theorie flieit die Relativitit aller Raum- und Zeit-
messungen; jede gemessene Raum- oder Zeitlinge ist von dem
Bewegungszustand des Bezugssystems abhingig. In dieser Theorie
steckt aber schon der Keim zur Weiterentwicklung. Warum sollen
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denn die geradlinig-gleichformig bewegten Systeme vor den be-
schleunigt bewegten bevorzugt sein? In dieser Einschrénkung
liegt etwas Unbefriedigendes. Der Relativititsgedanke selber
drangt zur Verallgemeinerung,

Den Boden, auf dem diese Verallgemeinerung méglich war,
schuf das experimentelle Ergebnis, daB trige und schwere Masse
gleich sind, d. h. durch dieselbe Zahl ausgedriickt werden. Indem
Einstein auf Grund dieser Erfahrung das Aquivalenzprinzip
aufstellte, wonach man die beobachtete Beschleunigung eines sich
selbst iiberlassenen Korpers beliebig als Trigheitswirkung oder
als Gravitationswirkung deuten kann, kam er zur allgemeinen
Relativititstheorie, nach der die allgemeinen Naturgesetze gegen-
iiber jeder beliebigen Transformation invariant sind. Diese Theorie
zwingt uns, von der euklidischen MaGbestimmung abzugehen. Nach
ihr besitzt jeder Ort des Raumes im. allgemeinen ein anderes
Kriimmungsmaf, das von dem Gravitationspotential an dem Orte
abhingig ist, ohne daf der Raum als Ganzes dadurch eines ein-
hejtlichen KriimmungsmaBes zu entbehren braucht.

46. Physik als Geometrie. Danach sind also Raum, Zeit
und Materie zu einer unaufloslichen Einheit verbunden. Ins-
besondere sind Raum und Materie untrennbar verkniipft. Von
einer Struktur des Raumes kann man ohne Beriicksichtigung der
Materie nicht reden. Die Materie gibt gleichsam dem Raume seine
Struktur. Die MaBverhiltnisse des Raumes beschreiben heifit
gleichzeitig die Materie beschreiben. Hier stehen wir vor dem
Problem, das die allgemeine Relativititstheorie uns vorlegt. Wird
jetzt nicht jeder, der die Struktur des Raumes mathematisch dar-
stellt, damit gleichzeitig auch die Materie erfaft haben? Ohne
Zweifel muB jeder, der den Raum der Naturwissenschaft mit dem
geometrischen Raum gleichsetzt (35), vom Standpunkte der Rela-
tivitdtstheorie aus wegen jener Einheit Raum-Zeit-Materie die
Physik mit der Geometrie identifizieren. Dieser Zusammenhang
scheint sogar in den meisten Fillen vorzuliegen. So bei Hilbert,
wenn er sagtl), dal durch seine Grundgleichungen ,allgemein
eine Zuriickfithrung aller physikalischen Konstanten auf mathe-
matische Konstanten moglich sein muf — wie denn iiberhaupt
damit die Moglichkeit naheriickt, daf aus der Physik im Prinzip

1) F. Hilbert, Gottinger Nachrichten 1915, S. 407.



eine Wissenschaft von der Art der Geometrie werde“. So bei
Weyl1). Trotzdem es S. 83 so aussieht, als ob er den geometri-
schen Raum scharf von dem ,wirklichen“ Raume scheide, scheinen
sie ihm spéter (S. 174, 227) wieder zusammenzufliefen, wo er z. B.
behauptet, daf die Geometrie heute von der Physik aufgesogen
wird. Wenn man bedenkt, dall es einen anderen sachlichen
Grund fir die Gleichsetzung von Physik und Geometrie neben
der Auffassung der Geometrie als der Lehre von ,dem“ Raum
nicht gibt und eigentlich nicht geben kann, so darf man mit
grofler Wahrscheinlichkeit vermuten, dal dieser Grund auch in
solchen Fallen dahintersteckt, wo, wie in der gleich zu be-
sprechenden Darstellung von Haas, der Gedanke auBerlich anders
grundgelegt erscheint, und daf nur ein sekundires Motiv in dem
eigentiimlichen Reiz dieser Auffassung liegt, der vor allem von
solchen empfunden wird, die imstande sind zu sehen, mit welcher
Kraft die Mathematik innerhalb der Relativitdtstheorie die Physik
beherrscht.

A. Haas hat fir diese Identifizierung einen exakten Aus-
druck gegeben. Schon Riemann hatte gefunden, dal die Maf-
verhéltnisse in einer Mannigfaltigkeit von beliebiger Dimension
durch eine (zehnkomponentige) Tensorgrofe bestithmt sind, die
man metrischen Fundamentaltensor nennt. Das geniigt aber nicht,
damit in ihr eine Geometrie moéglich sei. Dazu muf auch fir
jede Stelle eine (vierkomponentige) Vektorgrifie gegeben sein, die
wir mit Haas den MafBstabvektor nennen wollen. Andererseits
fithrt die allgemeine Relativitdtstheorie alle physikalischen Er-
scheinungen auf die Existenz zweier réumlich und zeitlich zu-
sammenfallender Felder zuriick, eines elektromagnetischen Feldes
und eines Gravitationsfeldes. Das elektromagnetische Feld ist
vollstindig durch das elektromagnetische Viererpotential bestimmt,
das Gravitationsfeld vollstindig durch die zehnkomponentige
Tensorgrofe des Gravitationspotentials. Es ist nun nach Haas
ein naheliegender Gedanke, den physikalischen Begriff des Gravi-
tationspotentials mit dem mathematischen Begriff des metrischen
Fundamentaltensors und den physikalischen Begriff des elektro-
magnetischen Potentials mit dem mathematischen des MaBstab-
vektors zu identifizieren. Auf diese Weise kommen Physik und

1) H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 1918.
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Mathematik in einen unlésbar engen Zusammenhang. Die Physik
ist Geometrie. Beide Wissenschaften unterscheiden sich jetzt wie
zwei verschiedene Sprachen, deren man sich zur Schilderung eines
und desselben Gegenstandes bedient. Die Naturgesetze werden
zu geometrischen Notwendigkeiten.

47. Die empirische Grundlage der Relativititstheorie. Diese
Auffassung ist bestechend. Aber sie steht zunichst im Widerspruch
mit der Relativitidtstheorie, deren Entwicklung deutlich die auch
von Einstein selbst und von anderen immer betonte empirische
Grundlage der Theorie aufweisen kann. Die allgemeine Rela-
tivititstheorie ist nur moéglich auf Grund der Identitdt von triger
und schwerer Masse (45). Diese Identitit ist eine notwendige
Konsequenz aus der Theorie. Wire sie nicht vorhanden, dann
wire die Theorie falsch. Dall sie aber vorhanden ist, ist eine
Tatsache der Erfahrung, die sich niemals aus geometrischen Uber-
legungen deduzieren laft.

Man kann des weiteren darauf hinweisen, daff der Wert, den
das elektromagnetische Potential und das Gravitationspotential in
einem gegebenen Punkte der Wirklichkeit haben, nicht geome-
trisch abgeleitet, sondern nur erfahrungsgemif bestimmt werden
kann. Daraus ersieht man, daf in jener Identifikation der mathe-
matischen und physikaiischen Tensor- bzw. VektorgriBe, die Haas
vornimmt, doch etwas Richtiges liegt. Es ist das die Erkenntnis,
daB in den Komponenten dieser GroSen Physik und Mathematik
sich berithren. Wenn man eine Mannigfaltigkeit zur Beschrei-
bung der naturwirklichen Verhiltnisse benutzt, so sind die Werte,
die jene Komponenten dann annehmen, ausschlieflich empirisch

gegeben.

48. Die gegenstandstheoretische Scheidung von Physik und
Geometrie. Dieser Nachweis; daB die Physik tafsdichlich keine
Geometrie ist, geniigt dem Physiker. Der Logiker aber méchte
tieferen AufschluB haben, und der liegt in unseren bisherigen
Untersuchungen, die lehren, daf jene Gleichsetzung unméglich ist.

Zuvor sei betont, daf es fiir unsere Zwecke gleichgiiltig ist, ob
die Aufstellungen der Relativititstheorie in allen Punkten richtig
sind oder nicht. Gegen die Folgerungen, die aus der engen Ver-
kniipfung von Raum uud Materie iilber den Charakter der Physik
gezogen wurden, wenden sich unsere Uberlegungen. Aber auch
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nur dagegen. Sie lassen alle anderen Gedanken der Relativitats-
theorie unberiihrt, ohne ihnen damit beizupflichten.

Wenn nun die Physik Geometrie ist, wenn die physikalischen
Gesetze geometrische Notwendigkeiten sind, wie miissen dann die
Gegenstinde beschaffen sein, mit denen die Physik sich beschéaftigt?
Offenbar so, wie alle Gegenstinde der Geometrie sind: sie miissen
ideale, zeitlos seiende Gegenstinde sein. Wir wissen, daf nur von
solchen Gegenstinden, wenn sie im quantitativen Bereiche stehen,
Geometrie im iiblichen Sinne maoglich ist.

Wie sind aber die Gegenstinde beschaffen, die die Physik in
Wirklichkeit untersucht und mit denen sie sich ithrem Begriff nach
befafit? Gegenstand der Physik ist und kann nur sein ein Aus-
schnitt aus der sinnlichen, zeitlich seienden Wirklichkeit. Gewifl
kann sich eine physikalische Theorie sehr weit von dieser Wirklich-
keit entfernen; aber sie ist aufgestellt einzig und allein um dieser
Wirklichkeit willen. Von sinnlichen Gegenstinden geht jede physi-
kalische Arbeit aus und zu ihnen kehrt jede physikalische Arbeit
zuriick. Auch die Relativititstheorie. Mag sie auf ihrem héchsten
Gipfel auch noch so eindringlich behaupten, daf Raum und Zeit
den letzten Schatten physikalischer Gegenstindlichkeit verloren
hétten, sie ist doch letzten Endes nur gebaut, um die in Raum
und Zeit bestehenden Dinge zu verstehen. Sinnliche Gegenstinde
sind der Anfang und das Ende aller Physik. Die Physik ist ihrem
Begriffe nach Erfahrungswissenschaft.

Physik und Geometrie haben also Gegenstinde, die vollig
voneinander verschieden sind, so vollig verschieden, daf dadurch
gerade das Problem entsteht (41): Wie ist es méglich, geome-
trische Gegenstinde physikalischen Gegenstinden zuzuordnen?
Es ist deshalb auch gegenstandstheoretisch unmoglich, dafi die
Physik Geometrie sein kann, wenn man nicht mit diesen beiden
Worten etwas ganz anderes bezeichnen will, als was die Wissen-
schaften der Physik und Geometrie ihrem Begriffe gemaf sind.-

Woran liegt es nun eigentlich, daf man die totale Verschieden-
heit der physikalischen und geometrischen Gegenstinde so. voll-
stindig iibersehen konnte? Der tiefste Grund ist derselbe wie bei.
der beklagenswerten Grenzverwischung zwischen Mathematik und
Logik, die wir frither behandelt haben. Man ist in den Einzel-
wissenschaften viel zu wenig gewohnt, sich iber ihre logische
Struktur Rechenschaft zu geben, und 148t sich infolgedessen durch



— 73 —

scheinbar naheliegende Gedanken zu Behauptungen bewegen, die
eine kurze Beschaftigung mit der Wissenschaftstheorie als Irr-
tiimer aufzeigen wiirde.

49. Die Geometrie als Physik. Die gegenseitige Abhdngig-
keit von Raum und Materie ist ein Motiv von gleicher Reizkraft
und gleicher Berechtigung auch fiir den umgekehrten Gedanken,
die Geometrie zur Physik zu machen. Es wundert einen fast, daB
dieser Gedanke im AnschluB daran so selten aufgetaucht ist. Man
koénnte ihn in den folgenden Ausfithrungen von Max Born finden ).

Nach Born ist Physik die Lehre von den Beziehungen raum-
zeitlicher Koinzidenzen, d.h. der Schnitt- oder Berithrungspunkte
materieller Weltlinien der Minkowskiwelt. ,Die logische Ver-
arbeitung dieser Beziehungen ist die mathematische Theorie; mag
sie noch so verwickelt sein, ihr letzter Zweck ist immer; die tat-
sichlich beobachteten Koinzidenzen als denknotwendige Folgen
einiger Grundbegriffe und Grundsitze darzustellen. Manche Aus-
sagen Uber Koinzidenzen treten in der Form geometrischer Sitze
auf; die Geometrie als eine auf die wirkliche Welt anwendbare
Lehre hat dabei keine Sonderstellung vor anderen Zweigen der
physikalischen Wissenschaften. [Ihre Begriffsbildungen sind in
derselben Weise durch das tatsichliche Verhalten der natiirlichen
Gegenstinde bedingt, wie die Begriffe anderer physikalischer Ge-
biete. Irgend eine Vorzugsstellung kénnen wir der Geometrie nicht
zuerkennen... Der Behauptung von der absolut exakten Giiltig-
keit der Geometrie kénnen wir vom physikalischen Standpunkt aus
keinen faflbaren Sinn unterlegen. Die Gegenstinde der tatsichlich
auf die Welt der Dinge angewandten Geometrie sind also diese
Dinge selbst, von einem bestimmten Gesichtspunkt aus betrachtet.“

Wenn aber atch diese nicht eben klaren Worte Borns anders
aufgefabt werden miiiten, so ist doch verstindlich, daB an sich
die Geometrie als Erfahrungswissenschaft genau so eng an jenes
Ergebnis der Relativititstheorie gebunden ist wie die Physik als
geometrische Notwendigkeit. Auf dem Standpunkt der Relativitéts-
theorie folgt nidmlich aus der Identifizierung von physischem und
mathematischem Raum nichts weiter als die Wesenseinheit von
Physik und Geometrie. Diese Einheit kann nun aber auch so
gedeutet werden, als ob die Geometrie zur Physik, also zu einer

1) M. Born, Die Relativititstheorie Einsteins, 1920, S. 219 ff.
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Erfahrungswissenschaft wiirde. Wahrend man frither glaubte, die
Eigenschaften ,des“ Raumes aus Axiomen ableiten zu koénnen,
zeigt ja heute die Relativititstheorie, dall diese Eigenschaften von
der Materie bestimmt, also empirisch auffindbar sind. Wir haben
demnach keinen Anlaf}, eine der beiden Wissenschaften zu bevor-
zugen. Wer die Geometrie als die Wissenschaft von ,dem Raum*
und ,den riumlichen® Dingen ansieht, der hat die Wall: er kann
die Geometrie empirisch oder die Physik geometrisch machen. Es
gibt keinen Grund, der ihn hindern konnte, jedes von beiden zu tun.

Wir haben hier den merkwiirdigen Fall, dafi zwei logische
Folgerungen gleichberechtigt und doch vollig einander widersprechend
sind. Darin liegt der deutliche Hinweis, dafl beide unrichtig sind.

Um diesem Schlul zu entgehen, kénnte man sagen, daB Physik
und Geometrie zu einer neuen, dritten Wissenschaft verschmelzen.
Aber diese neue Wissenschaft miifite dann von jeder der beiden
Komponenten etwas besitzen; es milite also jede dieser Kompo-
nenten etwas aufgeben. Was geben sie denn nun auf? Da sie
nur aufgeben konnten, worin sie verschieden sind, so kommen wir
wieder auf den alten Standpunkt: gibt die Geometrie die Not-
wendigkeit preis, so wird sie empirisch; gibt die Physik den
empirischen Charakter preis, so wird sie geometrisch. Eine Wissen-
schaft, die gleichzeitig notwendig und empirisch wére, ist un-
moglich. Der Ausweg ist also keiner.

Nun ist ja schon vor der Relativititstheorie, z. B. von
M.Pasch?l), versucht worden, die Geometrie als Naturwissenschaft
durchzufithren. Aber dabei gleitet sie entweder unmerklich in die
ibliche Geometrie iber oder sie bleibt die primitive Geometrie
des praktischen Lebens.

Der Grund wird ersichtlich, wenn man die Frage der Moglich-
keit einer Auflosung der Geometrie in Physik genau so untersucht,
wie es mit der umgekehrten Frage geschehen ist: durch unvorein-
genommene Betrachtung der Gegenstinde, mit denen Geometrie
und Physik sich tatséchlich befassen. Die Untersuchung ist eben
in dieser Schrift angestellt und hat gezeigt, wie diese Gegen-
stdnde in so vollig verschiedenen Bereichen liegen, dafl eine
Zurickfibring der von ihnen her bestimmten Wissenschaften
aufeinander unmoglich ist.

1) M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 1882.



VIIl. Die Induktion in der Mathematik

50. Die Inhalt-Umfang-Relation. Wihrend die bisher be-
sprochenen falschen Auffassungen den Gegenstand der Mathematik
in den logischen Bereich stellen wollen, versucht eine andere An-
sicht, zwar nicht bewuBt, aber tatsichlich, ihn dem Erfahrungs-
gebiet der sinnlichen Gegenstinde zuzuteilen, indem sie im Be-
reiche der Mathematik die Induktion wiederfinden will. Wir wollen
uns deshalb noch iiberzeugen, daB die Induktion in diesem Be-
reiche keine Geltung hat.

Zu dem Zwecke definieren wir zuerst, was unter Induktion
zu verstehen ist. Wir ziehen einen Induktionsschlufl, wenn wir
aus der Konstanz von Verkniipfungen unter gewissen Bedingungen
auf die Notwendigkeit dieser Verkniipfungen schliefen. Welches
diese Bedingungen sind, ist uns hier gleichgiiltig. Es kénnte nun
scheinen, als ob dieser Schluf auch auf mathematischem Gebiete
nicht zu umgehen sei. Warum diirfen wir z. B. nicht aus der
Konstanz der Verkniipfung, dal jede gerade Zahl, die wir kennen,
sich als Summe zweier Primzahlen darstellen 1i6t, auf die Not-
wendigkeit schliefen? Aber es ist ein instinktives Gefithl, das
die Mathematiker von diesem Schlusse zuriickhalt. Vielleicht ist
es das Innewerden des Umstandes, dall ein Induktionsschluf nur
‘Wahrscheinlichkeit, keine Sicherheit gewédhren kann, wihrend die
Mathematik Sicherheit verlangt. Vielleicht ist es auch das Gefiihl,
da die Induktion in dieses Gebiet nicht hinein paBt, daf dieser
Fall und andere Fille der Mathematik doch total verschieden sind
von den Fillen, wo die Induktion angewandt wird.

Dieses Gefiithl hat die Mathematiker nicht getiuscht. Es 1aBt
gich zeigen, daf der Induktionsschlu wenigstens eine Bedingung
hat, die im Gebiete der mathematischen Gegenstinde nicht erfiillt ist.

Um das darzulegen, gehen wir von den Begriffen des In-
haltes (1) und des Umfanges (U) aus, die wir von frither (30)
her kennen.

‘Wir miissen dabei nach den einzelnen Gebieten der Wirklich-
keit scheiden und betrachten zuerst die sinnliche Wirklichkeit.

Hier ist jeder einzelne Gegenstand ein Umfang, zu dem ein
anderer und uniibersehbarer Inhalt gehort. Darin liegt schon aus-
gedriickt, daB auch bei Klassenbildung zu jedem Umfang nur ein



— 76 —

einziger Inhalt gehért. Denken wir daran, dafl der Umfang die
Menge aller Subjekte (Werte) ist, die die Satzfunktion erfiillen,
so ergibt sich auch, dafl zu jedem Inhalt nur ein einziger Umfang
gehort. Der Inbalt ist das, was den Gegenstand zu diesem be-
stimmten macht; er bestimmt im besonderen auch den Umfang
des Gegenstandes.

Alle Priadikate, die einen Inhalt konstituieren, nennen wir
die Teile dieses Inhaltes; es kann also ein Pridikat gleichzeitig
Inbhalt und Inhaltsteil sein. Inhaltsteile konnen auseinander ab-
leitbar sein oder nicht, sie kénnen in notwendiger Verkniipfung
stehen oder nicht. Je nachdem heiflen sie gleichartige oder un-
gleichartige (echte) Teile. Temperatur und Groéfe sind gleich-
artige, Grofe und spezifisches Gewicht echte Teile.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie bei der Bildung mehr-
gliedriger Klassen von einzelnen Gegenstinden derselben Art der
Inhalt vom Umfang abhingig ist.

Da miissen wir uns zuerst dariiber klar sein, was der Inbalt
bei solchen Klassen bedeutet. Es sind an sich zwei Wege moglich,
um den Inhalt der Klassen zu finden. Entweder vereinigt der
Inhalt in sich alle Pradikate der Elemente oder nur die den Ele-
menten gemeinsamen. Der erste Weg ist hier wegen der Uniiber-
sehbarkeit des Inhaltes unmdoglich. Der zweite Weg ist moglich
und ergibt ein richtiges Resultat, weil die den Elementen gemein-
samen Pradikate ja alle Priadikate sind, die von der Klasse als
einem einzigen Gegenstande gelten. Einen Mittelweg gibt es nicht.
Denn wiirde man zu den gemeinsamen noch andere Priadikate
hinzunehmen, dann wiirden die gemeinsamen allen Elementen, die
anderen nur einigen zukommen und man konnte nicht sagen,
welchen Gegenstand der Inhalt eigentlich bestimmte?).

Ich nehme nun einen einzelnen Gegenstand I, U;. Fiige ich
zu ihm einen zweiten Gegenstand I, U, hinzu, so daf der Umfang
der so entstandenen Klasse U, + U, ist, so kann, ganz allgemein
gesprochen, mit I; dreierlei geschehen, wenn wir die Anzahl der

1) Ich mache darauf aufmerksam, daB das, was wir Inhalt der
Klasse nennen, nicht der logische Begriff ist, sondern diesen Begriff als
Unterfall umfafit. Man kann als Klasse beliebige (was oben aufler
Betracht gelassen ist) und beliebig viele Gegenstinde zusammenfassen.
Der logische Begriff geht aber auf vollstdndige Klassen (und wesentliche
Merkmale).
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Pradikate ins Auge fassen: I, kann wachsen, konstant bleiben
oder abnehmen.

Kann T, wachsen? Zweifellos nicht. Denn wenn man bedenkt,
daB der Inhalt der Klasse die gemeinsamen Priadikate umfaft,
koénnte er selbst fir den Fall I, > I, héchstens gleich I, sein.

Kann I, konstant bleiben? Aber auch das ist ausgeschlossen,
und zwar durch die Andersartigkeit der Inhalte, die besagt, dafl
jeder Gegenstand auch Inhaltsteile hat, die anderen nicht zu-
kommen. Hier ist besonders darauf zu achten, dall die Anders-
artigkeit auf der Uniibersehbarkeit beruht. Was wir als gemein-
same Inhaltsteile beobachten, ist immer nur der allerkleinste Teil
des ganzen Inhaltes. Deshalb sieht es fiir uns manchmal so aus,
als ob der Inhalt konstant bliebe. Moglich ist natiirlich die
Konstanz, aber wegen der auf der Uniibersehbarkeit beruhenden
Andersartigkeit aufs hochste unwahrscheinlich.

Es folgt also, dafl I, abnehmen mu8.

Fassen wir die Klasse (I, Uy, I, Uy) wieder als einen Gegen-
stand, so konnen wir zu ihm einen weiteren Gegenstand I, U,
hinzufiigen und erhalten dasselbe Resultat. Das Ergebnis gilt
also allgemein. Machen wir den umgekehrten Prozef, so nimmt
der Inhalt offensichtlich zu. Wir haben demnach die Beziehung,
die wir Inhalt- Umfang-Relation (I-U-R) nennen wollen:

Mit wachsendem Umfang nimmt der Inhalt ab, und umgekehrt.

Die I-U-R gilt selbstverstéindlich fiir den Ubergang von voll-
stindigen Klassen zu iiber- oder untergeordneten Klassen. Sie
gilt aber auch gemifl unserer Ableitung bei Zusammenfassung
beliebig vieler Glieder innerhalb einer vollstindigen Klasse, z.B.
fiir den Ubergang von der Klasse ,vier bestimmte Hunde-Indi-
viduen“ zu fiinf oder drei von solchen. Wir wollen die letztere
Art der Klassenbildung émmanente Klassenbildung nennen; uns
interessiert jetzt nur diese Art.

Die I-U-R 148t sich noch etwas spezialisieren. In der sinn-
lichen Wirklichkeit herrscht bekanntlich eine Gesetzlichkeit, zufolge
derer viele Inhaltsteile und Komplexe von solchen miteinander ver-
kniipft, also keine echten Teile sind. Diese Naturgesetzlichkeit
arbeitet der Heterogeneitit und ihrem Auswirken in der I-U-R
entgegen. Durch sie iiberlagert sich der Andersartigkeit eine ge-
wisse Gleichartigkeit. Sie hebt die totale Heterogeneitit auf, die
darin bestehen wiirde, da8 sich iiberhaupt keine zwei Gegenstinde
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mit gemeinsamen Inhaltsteilen finden. Sie ist es also, die das
Homogeneisieren (29) méglich macht. Sie ist nun auch durch ihre
Erzeugung von GleichmiBigkeiten der Anla, daf die echicn Teile
in erster Linie von der Inhaltsabnahme zufolge der I-U-R be-
troffen werden.

Was die Gesetzlichkeit mit den unechten Teilen natur-
notwendig tut, kann ich freiwillig mit echten Teilen oder solchen,
die ich fir echte ansehe, vollbringen, nimlich bei der Klassen-
bildung einen echten Teil so festhalten, daB er von der Inhalts-
abnahme nicht betroffen wird. Wenn ich z. B. Rehbécke mit
schwarzem Gehérn untersuche, dann ist der Inhaltsteil ,schwarzes
Gehorn“ festgehalten, indem ich mir unter den Rehbicken nur
solche mit schwarzem Gehérn aussuche. Oder wenn ich eine
elastische Kugel mehrere Male wider eine feste Wand unter dem:
Winkel von 300 stofien lasse, dann habe ich von den Gegenstinden
»Stof der elastischen Kugel wider die feste Wand“ diejenigen mit
dem festgehaltenen Inhaltsteil ,unter dem Winkel von 300“ wirk-
lich erzeugt. Der festgehaltene Teil gibt mir also den Gesichts-
punkt, unter dem ich aus einer Klasse Individuen auswihle.

51. Die Induktion im sinnlichen Gegenstandsgebiet. Nach
diesen Vorbereitungen ist es unschwer einzusehen, daB die I-U-R
bei immanenter Klassenbildung eine Bedingung der Induktion in
der sinnlichen Wirklichkeit ist.

Ich zeige zuerst an einem Beispiele, wie sie Induktion ermég-
licht. Ich will untersuchen, wie sich beim zentralen Stof einer
elastischen Kugel auf eine ruhende elastische Kugel von gleicher
Masse die Geschwindigkeiten der Kugeln nach dem Stofle verhalten,
und erzeuge diesen Vorgang (Gegenstand) beliebig oft mit dem
festgehaltenen Inhaltsteil ,Geschwindigkeit der stofenden Kugel
50 cm/sec.“ Dann wird jeder dieser Gegenstinde auller dem fest-
gehaltenen Inhaltsteil noch einen weiteren Xomplex konstant
zeigen, nimlich die Vertauschung der Bewegungen in Hinsicht
auf Richtung und Geschwindigkeit nach dem StoBe. Es treten
also konstante Verkniipfungen von Inhaltsteilen auf. Nach der
I-U-R miissen bei immanenter Klassenbildung, wie sie ja hier vor-
liegt, in erster Linie die echten Teile abnehmen mit Ausnahme
des festgehaltenen Inhaltsteiles. Wenn nun bei beliebiger Wieder-
holung desselben Gegenstandes aufler dem festgehaltenen noch ein



anderer Teil konstant bleibt, dann miissen wir schlieBen, dafl diese
Konstanz nicht zufillig ist, daB dieser Teil vielmehr kein echter
Teil, sondern mit dem festgehaltenen notwendig verkniipft ist.
Wir schlieBen auf Grund der I-U-R von der Konstanz einer
Verkniipfung auf die Notwendigkeit. Die Bedingungen diéses
Schlusses lassen sich jetzt leicht ausdriicken. Es sind diese:
1. Die Klasse muf hinreichend grofien Umfang haben. 2. Es soll
nur ein und zwar ein moglichst einfacher Inhaltsteil mit mog-
lichster Genauigkeit festgehalten werden. Entsprechendes wie
vorhin ergibt sich, wenn ich eine andere Geschwindigkeit festhalte.

Andert man die Gegenstinde, indem man den Kugeln ver-
schiedene Massen gibt und die eine nicht mehr ruhen lafit, und
hdlt man dabei dem Versuchszweck entsprechende Inhaltsteile fest,
50 bekommt man sdmtliche Beziehungen, in denen Massen und
Geschwindigkeiten beim zentralen Stof elastischer Kugeln stehen.
Das Vorstehende ist offenbar der Typus jeder Induktion, mag sie
noch so kompliziert sein. Jede Induktion enthdilt ein System von
immanenten Klassenbildungen mit festgehaltenen Inhaltsteilen.

Die wichtigste Frage ist nun, ob die I-U-R bei immanenter
Klassenbildung eine notwendige Bedingung der Induktion ist. Wir
erhalten Antwort darauf, wenn wir einmal annehmen, diese I-U-R
gelte nicht. Dann miiiten notwendig neben den festgehaltenen
auch noch andere Inhaltsteile konstant bleiben, ohne daf diese
Teile verkniipft seien, dann miilBten also neben notwendigen Kon-
stanzen zufallige auftreten, und wir hitten kein Mittel, um sie
voneinander zu unterscheiden. Unter diesen Umstinden wiare
Induktion unmoglich. Die I-U-R ist also eine notwendige Be-
dingung der Induktion. Ob sie auch die einzige notwendige, d.h.
die hinreichende Bedingung ist oder welche Bedingungen sonst
noch als notwendige in Betracht kommen, sind Fragen, um die
wir uns nicht zu kiitmmern brauchen.

52. Die Induktion im mathematischen Gegenstandsgebiet.
Gilt nun dieser ganze Zusammenhang auch fir das Wirklichkeits-
gebiet der mathematischen Gegenstinde?

Zunichst erinnern wir uns noch einmal, daf die I-U-R einen
Inhalt voraussetzt, der zwei Bedingungen erfiillt: er mufl sein
1. gemeinsam, 2. variabel mit dem Umfang der Klasse. Unter
diesen Bedingungen ist ein spezifischer Inhalt immanenter Klassen,



— 80 —

d. h. ein solcher, der dieser und nur dieser Klasse zukommt, zwar
in der sinnlichen Wirklichkeit vorhanden, aber fiir die Geltung
der I-U-R nicht erforderlich.

‘Wir trennen nun hier im mathematischen Gebiete fiir die
immanente Klassenbildung die beiden Fille der Gegenstinde mit
absolut gleichem Inhalt und der Gegenstinde mit verschiedenem
Inhalt.

Fasse ich zwei absolut gleiche mathematische Gegenstinde
zu einer Klasse zusammen, so ist der ganze Inhalt jedes Gegen-
standes der gemeinsame Inhalt; er bleibt aber bei Umfangséinderung
konstant. Die I-U-R gilt also nicht. Alle solche Klassen sind
ausschlieBlich durch ihren Umfang verschieden.

Fasse ich zwei verschiedene mathematische Gegenstinde,
z. B. zwei ebene Dreiecke oder die Zahlen 1 und 2, in eine Klasse
zusammen, so ist es fiir die I-U-R gleichgiiltig, dal jede dieser
Klassen beliebig oft existiert; gibe es die I-U-R bei einer Klasse,
so gibe es sie bei allen ihr gleichen. Aber sie gilt hier iiberhaupt
nicht, wenn es auch einen Augenblick so aussieht. Der Inhalt
jedes mathematischen Gegenstandes setzt sich namlich zusammen
aus seinem Klasseninhalt, der ihn zum Element dieser bestimmten
vollstindigen Klasse macht, und aus seinem nur ihm eigenen
spezifischen Inhalt. Dieser letztere ist es natiirlich, der bei
immanenter Klassenbildung allein abnehmen kann. Nehme ich
zu einem Dreieck ein zweites, so schrumpft der Inhalt dieser
immanenten Klasse gegeniiber dem Inhalt des ersten Gegenstandes
im allgemeinen zu dem allen Dreiecken gemeinsamen Klasseninhalt
zusammen; der spezifische Inhalt des ersten Dreiecks ist vollstindig
verschwunden. Es ist also bei der Umfangszunahme eine Inhalts-
abnahme eingetreten. Aber bei weiterer Umfangszunahme bleibt
der Inhalt konstant. Es konnte durch Zufall einmal sein, daB er
mit dem ersten Schritt noch nicht konstant geworden wire. Hat
z. B. das erste Dreieck die Seiten 2, 4, 5cm, das zweite die
Seiten 3, 4, 6 cm, so bleibt nach der ersten immanenten Klassen-
bildung auBer dem allen Dreiecken gemeinsamen Inhalt noch der
den beiden Dreiecken gemeinsame Inhalt ,eine Seite von 4 cm¥,
der erst beim zweiten Schritt verschwindet, wenn man ihn nicht
festhalt. Mit solchen Inhaltsinderungen, die immer beim ersten
Schritt und nur durch Zufall bei einigen weiteren Schritten der
immanenten Klassenbildung auftreten, kann man natiirlich nicht
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rechnen, Die I-U-R verlangt einen bei jeder Umfangszunahme
abnehmenden Inhalt; der liegt aber hier nicht vor.

Im -Bereiche der mathematischen Gegenstinde gilt also die
I-U-R bei immanenter Klassenbildung nicht). Tatsichlich treten
auch hier die Zustinde auf, die wir vorhin (51) fiir den Fall des
Nichtgeltens der I-U-R charakterisiert haben. Es finden sich
Konstanzen, die zufillig sind. DaB 22+ x 4 41 eine Primzahl
ist, ist eine fiir viele Fille zufillig auftretende konstante Ver-
kniipfung; sie gilt aber nicht notwendig, denn fiir £ — 40 ist
sie z. B. falsch. Dann gibt es Fille, wo wir nicht sagen konnen,
ob eine Konstanz zufillig oder notwendig ist, z. B. bei dem Satze,
dall jede gerade Zahl sich als Summe zweier Primzahlen dar-
stellen 14.6t.

Weil nun die I-U-R bei immanenter Klassenbildung eine not-
wendige Bedingung der Induktion ist, gibt es im mathematischen
Gegenstandsgebiete keine Induktion.

Wir fragen schlieflich noch, worauf diese Zusammenhinge
letzten Grundes zuriickgehen.

Im Gebiete der sinnlichen Wirklichkeit ist es offensichtlich
die Andersartigkeit und Uniibersehbarkeit der Inhalte, die es
moglich und notwendig macht, da gemeinsame und variable Inhalte
bei immanenter Klassenbildung zustande kommen. Die Mog-
Yichkeit der Induktion im sinnlichen Gegenstandsgebiet beruht also
auf der spezifischen Heterogeneilit des Gebietes.

1) Sie gilt iibrigens hier auch nicht, wie schon mehrmals von
Logikern bemerkt worden ist, beim Ubergang von vollstindigen Klassen
zu iiber- oder untergeordneten Klassen, wenn die Klassenbegriffe Aus-
sagen iiber Relationen zwischen homogen-quantitativen Gegensténden
enthalten. Denn dann bildet die Mathematik den Klassenbegriff nach
dem ersten der oben (50) genannten Wege nicht als die Menge der
gemeinsamen Pridikate, sondern als die Menge aller Prédikate, mengen-
theoretisch und vergleichsweise gesprochen nicht als den gemeinsamen
Durchschnitt, sondern als die Vereinigungsmenge. Das ist moglich, weil
der Inhalt jedes mathematischen Gegenstandes vollstindig bestimmt ist.
Das ist aber auch notwendig, weil die dabei benutzten Zeichen a, b, ¢ usw
keine Klassenbegriffe, sondern Symbole sind, die jede Zahl in ihrer
ganzen Bestimmtheit vertreten. ,Das Pferd“, ,der Hund“ usw sind
keine sinnlichen Gegenstinde, sondern Begriffe. Aber @, b, ¢ usw werden
als mathematische Gegenstiinde angesehen; denn man kann 1 zu a
addieren, aber nicht ,Karo“ zu ,der Hund“ hinzuzihlen.

Miiller, Gegenstand der Mathematik 6



Bei den mathematischen Gegenstinden sind wir im homogen-
quantitativen Medium. Hier ist die Andersartigkeit zum Teil,
die Uniibersehbarkeit ganz geschwunden. Gleichheit und Ver-
schiedenheit sind hier ausschliefilich homogen - quantitativer Art.
Die Homogeneitat schliet bei absolut gleichen Gegenstinden
die I-U-R und damit die Induktion aus. Sehen wir davon ab, so
ist die Gleichheit von Inhaltsteilen, also die Gemeinsamkeit bei
immanenter Klassenbildung durch den ausschlieflich homogen-
quantitativen Charakter der Gleichheit auf ein so geringes MaB
beschrinkt, dafl, wie wir hoérten, im allgemeinen schon nach dem
ersten Schritt Konstanz des Inhaltes eintritt. Nun setzt aber die
Induktion die I-U-R mit festgehaltenem Inhaltsteil voraus. Das
ist tiberhaupt nur dort méglich, wo die Konstanz an sich nicht
nach dem ersten Schritt eintrite. Halte ich nun in solchen Fillen
einen Inhaltsteil fest, z. B. bei den vorhin genannten Dreiecken
die Seite von 4 cm, so schwinden nach dem ersten Schritt alle
etwa sonst noch vorhandenen echten spezifischen Inhaltsteile und
es kann auch eben wegen des Festhaltens keine weitere Abnahme
des spezifischen Inhaltes mehr erfolgen; der festgehaltene Teil ist
jetzt der einzige spezifische Teil. Es ergibt sich also, dafl das
Festhalten eines Inhaltsteiles bei immanenter Klassenbildung
von mathematischen Gegenstinden dort, wo es iiberhaupt moglich
ist, nicht nur im allgemeinen, sondern iminer nach dem ersten
Schritt schon die Konstanz des Inhaltes mit sich bringt. Die
Anwendung der Induktion ist also auch deshalb schon bei zu-
falligen Inhaltsabnahmen ausgeschlossen. Und damit beruht die
Unmaglichkeit der Induktion im mathematischen Gegenstandsgebiet
vollstindig auf der Homogeneitit dieses Gebietes. Das quantitative
Moment allein wirde sie nicht garantieren; denn die sinnlichen
Gegenstande sind auch in quantitativen Medien.

Indem die Homogeneitit die Induktion ausschlieBt, begriindet
sie gleichzeitig die Moglichkeit der Anwendung der absolut sicheren
Deduktion (43).

53. Die vollstindige Induktion. Oft wird wenigstens der
Grenzfall der vollstindigen Induktion fiir das mathematische Ge-
biet angenommen. Habe ich in einer Bibliothek alle Biicher unter-
sucht und formuliere nun das Urteil: Alle Biicher dieser Bibliothek
sind deutsch —, so nennt man das in der Sprache der herkomm-
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lichen Logik eine vollstindige Induktion. Diese Induktion liegt
also vor, wenn man zusammenfassend von allen in der Erfahrung
gegebenen Subjekten dasselbe Pridikat oder von denselben Sub-
jekten alle in der Erfahrung gegebenen Pridikate aussagt.

Nicht viele Logiker haben sich hier von der Tradition frei-
machen konnen. In Wirklichkeit haben wir nimlich im Falle
der sogenannten vollstindigen Induktion itberhaupt keinen Schiuf,
also auch keine Induktion, sondern nur einen kurzen Ausdruck
fiir viele Einzelurteile, wir haben — so wollen wir es nennen —
ein kollektives oder universales Urteil.

Dennoch ist diese Form bedeutsam, vor allem deshalb, weil
sie die Vorstufe der eigentlichen. Induktion sein kann. Denn im
Grunde sagt das universale Urteil ja die Konstanz einer Ver-
kniipfung aus; schlieft man nun von dieser Konstanz auf die
Notwendigkeit, so hat man die eigentliche Induktion. Behaupte
ich auf Grund der Erfahrung, daf alle Bewohner eines Dorfes
arm sind, dann 1aBt dieses universale Urteil es offen, ob diese
Verkniipfung zuféllig oder notwendig ist. Mit mehr oder weniger
groBer Wahrscheinlichkeit kann ich nun aber schliefen, dall die
Armut der Bewohner notwendig mit dem Dorfe verkniipft ist
(z. B. durch hohe Steuern, schlechten und wenigen Boden, Trigheit).
Das universale Urteil wird dadurch zu einem generellen Urteil,
d. h. zu einem solchen, das das Priadikat als mit dem Wesen des
Urteilssubjektes verkniipft aussagt: Der Bewohner dieses Dorfes
ist arm. Darin sind aber jetzt alle vergangenen und zukiinftigen
Bewohner mit einbezogen unter der selbstverstindlichen Voraus-
setzung, daf die Umstéinde, die die Armut bedingen, bestanden
haben und bestehen bleiben. Schliefe ich aus der Erfahrung,
daB alle Planeten in elliptischen Bahnen die Sonne umlaufen, auf
die Notwendigkeit dieser Verkniipfung, so bedeutet das generelle
Urteil ,Jeder Planet umliuft in elliptischer Bahn die Sonne,
daB die jetzigen Planeten, auch wenn sie andere Massen, Ent-
fernungen usw besifen, und auch beliebig viele andere Planeten,
falls es sie im Sonnensystem gibe, elliptische Bahnen besitzen
wiirden. Das generelle Urteil ist im Bereiche der sinnlichen
Gegenstinde stefs allgemeiner, umfangsgrofer als das universale.
Und zwar mull dieses Verhiltnis hier vorliegen, weil alle miglichen
Falle bei sinnlichen Gegenstanden niemals verwirklicht sein kénnen.
Der Bereich der existierenden sinnlichen Gegenstinde ist immer

6*
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nur eine Auswahl aus dem Bereiche der méglichen. Das universale
Urteil umfaft nun aber alle existierenden sinnlichen Gegenstinde
seines Umfanges, das generelle auch die méglichen.

‘Wir kénnen jetzt so sagen. Im Grenzfalle kann die Erfahrungs-
grundlage der eigentlichen Induktion alle Einzelfille umfassen, die
aus der Erfahrung bekannt sein konnen, und findet dann jhren
logischen Ausdruck in einem universalen Urteil. Die eigentliche
Induktion besteht darin, dafl aus dieser Erfahrungsgrundlage ein
generelles Urteil erschlossen wird. Die sogenannte vollstindige
Induktion ist also hier weiter nichts als der logische Ausdruck eines
Grenzfalles der Erfahrungsgrundlage fiir die eigentliche Induktion.

Das universale Urteil kommt natiirlich in jeder Wissenschaft
ebensogut wie alle Tage im Leben vor, sonst kénnten wir nicht
einmal einfache Sitze von der Form ,Alle A sind B“ bilden.
Selbstverstindlich findet es sich auch in der Mathematik. Beachten
wir aber, daf das universale Urteil alle Exemplare der im Subjekt
(oder Pridikat) gemeinten Art umfafit, dann erkennen wir gleich,
daB es in der Mathematik daen Unterschied von universalen wund
generellen Urteilen wmicht gibl. Denn hier sind alle méglichen,
d. h. widerspruchsfreien Gegenstinde wirklich. - Darum ist jede
Konstanz einer Verkniipfung, die ein universales Urteil aussagt,
hier notwendig. Man denke' sich, der groBe Fermatsche Satz1)
sei nacheinander bewiesen 1. fiir den Exponenten 4, 2. fiir alle
ungeraden reguliren Primzahlen, 3. fiir die ubrigen ungeraden
Primzahlen, dann ist das universale Urteil ,Der Satz gilt fir
jeden Exponenten aufer 2¢ zugleich ein generelles Urteil.

Nennt man?) vollstindige Induktion den Schlufl vom uni-
versalen auf das generelle Urteil, so liegt, wie Windelband
selber erwihnt, kein prinzipieller Unterschied von der eigentlichen
Induktion vor und deshalb auch kein Grund eines eigenen Namens.

Man kann also die Sache ansehen wie man will: eine Induktion
gibt es auch als vollstindige Induktion in der Mathematik nicht.
Im letztgenannten Falle Windelbands nicht, weil in der Mathe-
matik jedes universale zugleich ein generelles TUrteil ist; im
anderen Falle ebenfalls nicht, weil dann die sogenannte voll-
stindige Induktion iiberhaupt keine Induktion ist.

1) Vgl. Lietzmann, Der pythag. Lehrsatz. 8. 61 ff.
2) Windelband in der Enzyklopéddie der philos. Wissenschaften,
1. Bd., 8. 40.
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54. Beispiele. Von den vorstehenden und den fritheren
Ausfithrungen aus sind nun die einzelnen Fille leicht zu beurteilen,
die als Beispiele mathematischer Induktionen angefithrt werden.
‘Wir besprechen hier die hauptséichlichsten.

1. Die einfachen speziellen Zahlformeln, wie 3 + 4 — 7,
2.5 = 10 und Reihen wie 1, 3, 5, 7, 9..., auch die allgemeinen
Reihenformeln, sind nicht durch Induktion entstanden, sondern
berubhen auf der Zahlreihee Wenn die Formeln 3.4 — 4.3,
6.7 =17.6 usw in ab = ba zusammengefalt werden, so liegt
keine Induktion vor, weil bei immanenter Klassenbildung keine
Inhaltsabnahme stattfindet. Der Mathematiker hilt die allgemeine
Formel ab = ba nur fir richtig, weil sie sich allgemein beweisen
1aBt, aber nicht, weil die speziellen Formeln richtig sind.

2. Irgend ein geometrischer Satz, z. B. der von der Winkel-
summe im ebenen Dreieck, wird an einer einzelnen Figur bewiesen.
Gelten soll er aber fiir alle Dreiecke. Das soll eigentliche In-
duktion sein.

Zunichst muf man sich klar halten, daB der Satz nicht von
der Figur gilt, denn sie ist ein individueller sinnlicher Gegenstand;
sondern er gilt von dem geometrischen Gebilde, das die Figur
symbolisieren soll. .Dafl nun hier keine Induktion vorliegt, hat
sogar Mill deutlich gesehen, trotz seiner sonstigen falschen Auf-
fassung der Mathematik: , Es fohlt hier ... ganz die charakteristische
Eigenschaft der Induktion, indem die erhaltene Wahrheit, obgleich
sie wirklich eine allgemeine ist, nicht einzelner bewiesener Fille
wegen geglaubt wird. DaB alle Dreiecke diese Eigenschaft be-
sitzen, schliefen wir nicht daraus, daf einige sie besitzen 1)“.
Nach dem vorhin (52) Gesagten wiirden wir auf diese Weise
tiberhaupt zu keinem allgemeinen Urteil kommen kénnen; denn
im homogenen Bereich der Mathematik kann die Konstanz einer
Verkniipfung eine Notwendigkeit einschlieBen, muf es aber nicht.
Wir halten den Satz vielmehr deshalb fiir richtig, weil zum Be-
weise nichts benutzt wird, was von der Art des Dreiecks abhingt.
Ein solcher Zusammenhang ist nur in einem homogenen Bereiche
moglich, weil es darin keine Individuen gibt.

3. In der Mathematik kommt oft der Fall vor, daB bei Be-
weisen von Sitzen der Umfang des Subjektes oder Pradikates in

1) Mill, System der deduktionen und induktiven Logik. 1.Bd., S.363.
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mehrere Bereiche zerlegt und der Beweis fiir jeden Bereich selb-
stindig gefithrt wird. Will man z. B. zeigen, daf der Peripherie-
winkel gleich der Hilfte des Zentriwinkels ist, der mit ihm tber
demselben Bogen steht, so zeigt man die Richtigkeit des Satzes
fir die drei Fille, dafl der Mittelpunkt des Kreises innerhalb,
auBerhalb und auf einem Schenkel des Peripheriewinkels liegt.
Ein zweites Beispiel bietet die schon einmal angegebene Beweis-
gruppe beim grofien Fermatschen Satz (53). Das sollen Fille
von vollstindiger Induktion sein.

Wir wissen jetzt sogleich, da} die auf diese Weise erhaltenen
Urteile nichts als universale und darum hier auch generelle
Urteile sind.

4. Der berithmteste Fall der Induktion in der Mathematik
ist der Fall der vollstindigen Induktion, die in dem Schlusse von
n auf » + 1 liegen soll. Wir erliutern ihn an einem Beispiele,
indem wir den Satz beweisen: In jeder mit 1 beginnenden Reihe
aufeinanderfolgender ungerader Zahlen ist die Summe der Reihe
gleich dem Quadrate der Anzahl ihrer Glieder. Wie wir den
Satz gefunden haben, ob durch Induktion oder nicht, ist uns
gleichgiiltig und hat auf den Beweis nicht den geringsten Einflub.
Wir nennen die Anzahl der Glieder n. Fiir n = 1 ist der Satz
offenbar richtig; denn 1 — 12 Wir nehmen nun an, dal der
Satz fiir n Glieder richtig sei. Dann ist

1+34+54+---4+(©2n—1) = n2
Addieren wir auf beiden Seiten (27 4 1), so kommt
14+34+54+-+@u—1)4+Cn+1) —=n2+2n4 1L
Die rechte Seite ist aber gleich (n - 1)2. Gilt der Satz also far
n Glieder, dann auch fiir # + 1 Glieder.

Nun wissen wir, daf der Satz fir » = 1 richtig ist; dann
ist er aber gemil diesem Beweise auch fir 1 -4+ 1 — 2 richtig.
Ist er aber fiir # — 2 richtig, dann gemil demselben Beweise

auch fir 2 4~ 1 — 3 usw. Also gilt er allgemein.

Drei Punkte dieses Schlusses sind beachtenswert.

Zunichst der Nachweis der Richtigkeit fiir n — 1. Wie
man mit Wundt sagen kann1), er sei ,aus experimentellen Er-
mittlungen hervorgegangen®, ist nicht recht verstindlich. Wir

1) Wundt, Logik, II3, 1907, S.134.
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zeigen durch Einsetzen und Ausrechnen, daf der Satz fir n — 1
richtig ist. Das kann man als mathematisches Analogon zu der
Erprobung eines Naturgesetzes im Experiment ansehen, aber nicht
als mehr. Es handelt sich in Wirklichkeit nur um Folgerungen
auf Grund der Zahlreihe.

Fiirs zweite die ,Annahme®, daB der Satz fiir n Glieder gelte.
Das hat man wegen der Form ,wir nehmen an“ eine Hypothese
genannt. Nun ist zwar jede Hypothese eine Annahme, aber nicht
jede Annahme eine Hypothese. Welchen logischen Charakter die
Annahme hat, hingt davon ab, was sie fir die Erkenntnis leistet.
Solange eine Annahme fiir die Deutung von unverstindlichen Er-
scheinungen als hinreichend, aber nicht als notwendig erwiesen
ist, nennt man sie eine Hypothese. Was aber in unserem Falle
und iberhaupt -bei Annahmen in der Mathematik vorliegt, ist
eine Stufe in einem Schlusse, die notwendig ist, um das Bestehen
(oder Nichtbestehen) eines Sachverhaltes zu beweisen.

Firs dritte endlich der Schluf auf allgemeine Geltung. Hierin
goll die vollstindige Induktion stecken. In Wahrheit haben wir
aber hier eine Schlulketle, die wegen der Struktur der Zahlreihe
vollkommen gleichformig ist und deshalb nicht vollstindig durch-
laufen zu werden braucht. Eine gewisse aufiere Ahnlichkeit mit
dem, was man ,vollstindige Induktion“ zu nennen pflegt, ist
allerdings vorhanden, indem man in der Schlufkette eine andere
Form des universalen Urteils erblicken kénnte. Wir wissen aber
(53), dal das universale Urteil iiberhaupt keine Induktion umfaft,
dal aber das, was man in richtigerer Einsicht ,vollstindige
Induktion® genannt hat, was aber eine eigentliche Induktion ist,
nimlich der Schlufl vom universalen aufs generelle Urteil, in der
Mathematik unmdoglich ist.

Es wire also gut, wenn die Mathematiker besonders hier end-
lich einmal das Reden von der vollstindigen Induktion sein liefen.

55. Die Induktion als heuristische Methode. In der Ge-
schichte der Mathematik spielt die Induktion eine grofie Rolle,
besonders in den ersten Anfingen. Wir haben ja frither (1) schon
gehort, wie die Erfahrung zu mathematischen Wahrheiten gefiihrt
hat. Aber die Induktion ist nie ein Beweismittel der wissen-
schaftlichen Mathematik gewesen, sondern nur eine heuristische
Methode. Man kann nie Sitze durch sie beweisen, sondern nur
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Siatze durch sie erhalten. Auch in der neueren Mathematik ist
sie in diesem Sinne nicht unbekannt und wird wohl fiir immer ein
zufillig angewandtes und zuféllig zum Ziele fithrendes Mittel sein.

Genau so wertvoll, wie die Induktion in den Anfingen der
Mathematik war, ist sie heute fiir den mathematischen Unter-
richt, der hierin eine Art von Rekapitulation der Geschichte sein
sollte, ohne ihre Um- und Irrwege mitzugehen. Alle algebraischen
und geometrischen Satze des ersten Unterrichtes wird ein ein-
sichtiger Lehrer seine Schiller an der Erfahrung finden lassen.
Wenn der Geist dann langsam in die Eigenart des mathematischen
Gegenstandsbereiches hineingewachsen ist und den Zwang des
logischen Zusammenhanges fiihlt, werden die allgemeinen Beweise
leicht sein, wihrend sie frither eine Qual gewesen und doch nur
halb verstanden worden wéren.

56. Gegenstand und Methode in der Mathematik. Wir
kommen zum Schlusse auf ein Problem des Anfanges zuriick.
Wir hatten dort (1) erkannt, daf die tiefste logische Charakte-
ristik einer Wissenschaft durch den Gegenstand erfolgt und daG
die Methode vom Gegenstand bestimmt ist. Nachdem wir den
Gegenstand der Mathematik in seinen wesentlichen Ziigen logisch
charakterisiert haben, ist es uns jetzt moglich, einen Ausblick auf
die mathematische Methode zu bekommen. Wir geben damit
unserer Untersuchung auch insofern ein natiirliches und be-
friedigendes Ende, als dieses letzte Kapitel ja schon von einer
Methode spricht, allerdings nicht um dieser Methode willen, son-
dern weil, wenn die Mathematik sich ihrer tatsichlich bediente,
unsere ganze (egenstandsbestimmung falsch sein wirrde. s
kann sich hier natiirlich nur um die allgemeine Methode und auch
lediglich um ein deutliches Herausstellen dessen handeln, was in
der Untersuchung schon vorliegt.

Weil wir den Gegenstand der Mathematik mit den Gegen-
standen anderer Wissenschaften verglichen haben, wollen wir
bei dieser kurzen Charakteristik der Methode auch zunichst die
Naturwissenschaft zum Vergleiche heranziehen. Der Gegenstand
der Naturwissenschaft ist die sinnliche Gegenstandswelt. Das
logische Kennzeichen dieser Wirklichkeit ist ihre Heterogeneitit.
Wir haben nun eine absolute Heterogeneitit (30) von der totalen
(50) unterschieden. Die Heterogeneitit der sinnlichen Wirklich-



keit ist nicht total, sondern iiberlagert von einer gewissen Homo-
geneitit. Durch diese Struktur wird, wie uns das vorliegende
Kapitel gezeigt hat, die I-U-R im sinnlichen Gegenstandsbereich
erfillt. Durch die I-U-R wird aber, wie wir weiter horten, die
Induktion radglich. Nun ist die allgemeine Methode der Natur-
wissenschaft logisch als generalisierend charakterisiert; die Natur-
wissenschaft sucht nach allgemeinen Begriffen und nach Gesetzen.
Diese Generalisation wird praktisch durchgefihrt mit Hilfe spezieller
Methoden wie der Induktion und Deduktion; ihre Resultate werden
aber gerechifertigt letzten Endes nur durch die Induktion. Auf
diese Weise hangt der logische Charakter der allgemeinen natur-
wissenschaftlichen Methode mit der logischen Struktur des Gegen-
standes zusammen.

Auch die allgemeine Methode der Mathematik muf von der
Logik als generalisierend bestimmt werden. Aber sie unterscheidet
sich von der naturwissenschaftlichen Methode wesentlich in zwei
Punkten. Erstens erreicht die Mathematik ihre Generalisationen
zwar auch durch spezielle Methoden wie Induktion und Deduktion,
wenn auch hier die Deduktion iiberwiegt; sie rechifertigi sie indes
ausschlieBlich durch Deduktion, und diese Deduktion ist absolut
sicher. Zweitens besitzen die Resultate der mathematischen
Generalisationen, soweit sie sich in Formeln darstellen lassen, die
Eigentiimlichkeit, daf sie nicht, wie die sonstigen allgemeinen
Begriffe, die Besonderheiten der einzelnen, in ihnen zusammen-
gefaten Gegenstinde ausschliefen, sondern sie enthalten die
speziellen Gegenstinde mit ihren simtlichen Besonderheiten (52,
Anmerkung). Wir wissen aus unseren Untersuchungen, daf
diese Unterschiede ganz auf der logischen Struktur der mathe-
matischen Wirklichkeit beruhen, die homogen ist, aber von einer
gewissen Heterogeneitit iiberlagert wird (30).

Dadurch, daB sowohl der Gegenstandsbereich der Naturwissen-
schaft als auch der der Mathematik Homogenes enthdlt, ist bes
beiden - Wissenschaften die Generalisation iberhaupt miglich (50);
durch den Unterschied in der Mischung von Heferogeneitit und
Homogeneitit entstehen die Unlerschiede in den generalisierenden
Methoden.



Literaturhinweise

Zu Kap. I und II. Die hier zugrunde gelegte Auffassung
der Logik als einer Wertwissenschaft, die zum erstenmal den
Gegenstand der Logik vollkommen klar in sich und in seinem
Unterschiede von den Gegenstinden der anderen Wissenschaften
aufgezeigt hat, wurde angebahnt von dem auch wegen seines
mathematischen Weitblickes bedeutsamen Bolzano (Wissenschafts-
lehre, 4 Bde., 1837) und von Lotze (Logik, 1874), kritisch
— aber auch nur kritisch — gefordert von Husserl (Logische
Untersuchungen 2, 2 Bde., 1913), in den Grundgedanken fest-
gelegt von Rickert (Gegenstand der Erkenntnis*®5 1921).
Wenn man Heidegger (Die Kategorien- und Bedeutungslehre
des Duns Skotus, 1916) glauben darf, dann besal die mittelalter-
liche Scholastik, besonders ausgeprigt ihr selbstindigster und
hervorragendster Denker Duns Skotus, schon den Grundgedanken
in einigen wesentlichen Ziigen. Diese historische Schrift bietet
zugleich eine Einfithrung in einige Problemgebiete der Wertlogik
(auch der Logik des Zahlbegriffs), wihrend die Dissértation des-
selben Verfassers (Die Lehre vom Urteil im Psychologismus, 1914)
kritisch und positiv den Ansatz zu einer Lehre vom Urteil gibt.
Tief in die Logik hinein und weit iiber Rickert hinaus fihren
die beiden Biicher von Lask (Die Logik der Philosophie und die
Kategorienlehre, 1911; Die Lehre vom Urteil, 1912), in dessen
Theorie, soweit sie sich als haltbar erweist, auch die hier vor-
getragene Logik des Zahlbegriffs hineingearbeitet werden miifte.

Zu Nr. 8. Die am weitesten verbreitete Auffassung der
Mathematiker iiber das Verhiltnis von Logik und Mathematik
stellt Couturat dar (Die philosophischen Prinzipien der Mathe-
matik. Deutsch von Siegel, 1908). Ausfiihrlich begriindet hat
sie Russell in den zu (9) angemerkten Werken.

Zu Nr. 9. Die dltere Darstellung der Logistik, die im Sinne
der heutigen nur Teile dieser Wissenschaft bearbeitet, in den
‘Werken von Boole, Peirce, Venn, Schrioder, Couturat, Delre.
Wer diese Werke studieren will, wird sie leicht finden; er mul
aber sehr viel iberfliissige Zeit haben. Zur Kenntnisnahme dieser
Art geniigt die kurze Einfihrung, die Hontheim (Der logische
Algorithmus, 1895) oder Wundt im ersten Bande seiner ,Logik*
(4. Aufl, 1919) gibt, der erstere mit zu hoher Einschitzung, der
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zweite mit nicht immer richtigen Beispielen. Diese und andere
Arbeiten haben in vollkommenster Weise zusammengefaft und
weitergefithrt B. Russell (The principles of mathematics, I, 1903),
B. Russell u. A. N. Whitehead (Principia mathematica, 3 Bde.,
1910 1ff.); zwei kiirzere Darstellungen von Couturat in dem bei
(8) angemerkten Buche und in der ,Enzyklopidie der philosophi-
schen Wissenschaften® (Herausgeg. von Ruge, 1. Bd,, 1912.)

Zu Kap. IV. In den Nummern 17 bis 28 konnen bei dieser
kurzen Darstellung nur die klassischen Gedanken Rickerts (Das
Eine, die Einheit und die Eins. Bemerkungen zur Logik des Zahl-
begriffs. Logos 2, 26,1911 12) wiederholt und einige Ansitze zur
Weiterfithrung gegeben werden. Etwas verwandt damit, aber nicht
unbestreitbar scheinen die Andeutungen von Ach (Uber die Er-
kenntnis a priori insbesondere in der Arithmetik, I, 1913) zu sein,
deren ausfiihrliche Darstellung noch aussteht; wenn er z. B. sagt,
daf im mathematischen Gebiete vom ,, Index der Unvergleichbarkeit
des Gegenstandes“ abstrahiert sei, so meint er vermutlich dasselbe,
was wir Homogeneitit des Gebietes genannt haben. Einiges Rich-
tige auch bei Honigswald (Zum Streit ither die Grundlagen der
Mathematik, 1912). Die Schrift von Voss (Uber das Wesen der
Mathematik 2, 1913) gibt, auch zu Kap. VI, viel Material, aber wenig
logische Einsicht; etwas mehr nach dieser Seite bringt die spitere
Schrift Voss, ,Uber die mathematische Erkenntnis® (Kultur der
Gegenwart, III, 1, 1914). Die zu hoch geschitzte Rede Knesers
(Mathematik und Natur, 1913) kann zu dem Problem von Nr.29
(und 41) sehr wenig beitragen. Der Raum des Textes reicht.nicht
aus, um zu den individuell ausgeprigten Ansichten iiber die Zahl
bei Helmholtz (,Zihlen und Messen® in Philosophische Aufsitze,
Ed. Zeller gewidmet, 1887), Kronecker (Uber den Zahlbegriff,
Journal fiir reine u. angew. Mathematik 101, 837, 1887), Dede-
kind (Was sind und was sollen die Zahlen?3, 1911), J. Cohn
{Voraussetzungen und Ziele des Erkennens, 1908), G. E. Lipps
(Mythenbildung und Erkenntnis, 1907), Natorp (Die logischen
Grundlagen der exakten Wissenschaften 2, 1921), Cassirer (Sub-
stanzbegriff und Funktionsbegriff, 1910) u.a. im einzelnen Stellung
zu nehmen. Thre Grundgedanken sind sachlich alle beriicksichtigt.

Zu Nr. 31. Die Ableitung der Zahl aus der Menge bei Frege
(Die Grundlagen der Arithmetik, 1884) und in den zu Nr. 9
zitierten Biichern von Russell. Nicht immer zutreffende Kritik
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in Kerrys Aufsatz ,Uber Anschauung und ihre psychische Ver-
arbeitung“ (Vierteljahrsschrift fiir wissenschaftl. Philosophie 11,
287, 1887) und in den vorhin angemerkten Werken von Cohn
(S.1654.), Natorp (S.112f.) und €Cassirer (S. 591.). Es ver-
dient wohl auch hervorgehoben zu werden, dall Couturat, nach-
dem er anfangs (De l'infini mathématique, 1896) die Ableitung der
Zahl aus der Menge fiir einen Zirkel angesehen, sie aber dann in
der Russellschen Form fiir richtig gehalten hat (in dem bei Nr. 8
zitierten Buche), neuerdings (Enzyklopidie der philos. Wissensch.
I, S.180f.) wieder den alten Standpunkt einzunehmen scheint.
H. Weyl (Das Kontinuum, 1918) hilt ebenfalls die natiirliche
Zahlreihe fiir ein letztes Fundament des mathematischen Denkens
und lehnt deshalb jene Ableitung ab. Ich erinnere auch noch an
den Ausspruch Minkowskis (Diophantische Approximationen,
1907, Vorwort): ,Der Urquell aller Mathematik sind die ganzen
Zahlen.* — Die Schrift von Ziehen (Das Verhaltnis der Logik
zur Mengenlehre, 1917) gibt keine befriedigende Losung ihres
Problems, weil die Gegenstinde der Logik und Mathematik nicht
in ihrem Typus erkannt sind. — Den im Text dargelegten Ver-
hiltnissen entspricht wohl am besten die Definition: Die Menge
als mathematischer Gegenstand ist die Zusammenfassung von alge-
braischen Gegenstinden zu einem Ganzen. Unter algebraischen
Gegenstinden sind hier Zahlen, ihre Beziehungen und Mengen
verstanden. Sémtliche andere Mengen sind danach keine mathe-
matischen Gegenstinde, auch dann nicht, wenn sie geometrische
Gegenstinde als Elemente enthalten, wie z. B. die Menge aller
Symmetrieebenen eines Wiirfels. Alle diese Mengen stehen der
mathematischen Menge genau so gegeniiber, wie z. B. die Gegen-
stinde der sinnlichen Wirklichkeit der Zahl. Diese Mengen miissen
erst in dem frither dargelegten Sinne homogeneisiert werden, ihre
Elemente miissen sich erst nur darstellen als Stellen im homogenen
Medium, — dann kann die mathematische Menge auf sie angewandt
werden. Entsprechendes gilt von den Begriffen des mathematischen
Systems und der Gruppe. Alle kollinearen Transformationen des
Raumes beispielsweise sind (oder bilden) keine Gruppe — so wenig
wie B Apfel die Zahl 5 sind oder bilden —, sondern man kann
auf diese Gesamtheit die unendliche, nicht kommutative Gruppe
anwenden. Das Studium der Mengen mit Ausnahme der vorhin
definierten mathematischen Mengen ist also angewandtec Mengenlehre.
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Zu Nr. 32. Uber die Fiktion vgl. meinen Aufsatz ,Die Fiktion
in der Mathematik und der Physik“ (Die Naturwissenschaften 5,
341, 1917).

Zu Kap. V u. VI. Zu dem Mathematischén vgl. Wellstein
in Weber-Wellstein (Enzyklopidie der Elementarmathematik 2,
2. Bd., 1907), dessen philosophische Ausfithrungen mit Vorsicht
aufgenommen werden miissen, vor allem weil er, wie die meisten
Mathematiker, Logik und Mathematik nicht unterscheiden kann.
Zu dem Logischen Stumpf ,Zur Einteilung der Wissenschaften“
(Abh. d. Akad. d. Wissensch. Berlin, 1907). Zur philosophischen
Raumlehre mein Buch (Die philosophischen Probleme der Ein-
steinschen Relativitidtstheorie, 1922) und Study (Die -realistische
‘Weltansicht und die Lehre vom Raum 2, 1922); letzteres gibt auch
eine sehr gute Einfiihrung in die nichteuklidische Geometrie. Bei
allen vorhin genannten Logikern, die iiber den Raum schrieben
(Natorp, Cassirer, Cohn u. a.), ist zu beachten, daB sie durch-
schnittlich den physischen Raum nicht vom geometrischen trennen
und dadurch zu merkwiirdigen Behauptungen besonders iiber den
euklidischen Raum kommen.

Zu Nr. 42. Die erste systematische Darstellung dieser Art
Geometrie hat jetzt H. Beck (Koordinatengeometrie, 1. Bd., 1919)
gegeben.

Zu Kap. VII. Die Literatur zur Relativititstheorie ist so
reichhaltig’ und bekannt, daf sich eine Angabe hier eriibrigt.
Wertvolle Fassung seiner Gedanken iiber Raum und Materie bei
Einstein (Ather und Relativititstheorie, 1920). Die erste be-
deutsame und positiv schaffende Kritik der Grundgedanken der
speziellen Relativitétstheorie bei Fr. Adler (Ortszeit, Systemzeit,
Zonenzeit und das ausgezeichnete Bezugssystem der Elektrodynamik,
1920); sie ist natiirlich auch grundlegend fiir die Kritik der all-
gemeinen Relativititstheorie. Fiir die philosophische Seite der
Relativititstheorie sei auf mein vorhin zitiertes Buch verwiesen.
Fiir unser besonderes Problem kommt in Betracht: A. Haas, Die
Physik als geometrische Notwendigkeit (Die Naturwissenschaften
8, 121, 1920); E. Freundlich, Zu dem Aufsatze ,Die Physik
als geometrische Notwendigkeit® von Arthur Haas (ebenda 8,
234, 1920); M. Born, Die Relativititstheorie Einsteins (1920,
VII, 6); E. Cassirer, Zur Einsteinschen Relativititstheorie
(1921, Kap. VI).
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Zun Nr. 49. Vorsichtiger als viele Relativititstheoretiker ist
Einstein in der Schrift ,Geometrie und Erfahrung® (1921), in-
dem er eine Geometrie als Zweig der reinen Mathematik und eine
praktische Geometrie unterscheidet. Das ist aber eine irrefithrende
Bezeichnung; denn die praktische Geometrie ist weiter nichts als
die an Hand der Erfahrung gemachte Feststellung des Raummodells,
das zur Beschreibung der Tatsachen am geeignetsten ist, also nichts
als die Anwendung der reinen Geometrie auf die physische Er-
fahrungswelt.

Zu Kap. VIII. Den Zusammenhang zwischen Heterogeneitit,
I-U-R und Induktion hat Zilsel (Das Anwendungsproblem,
1916) gesehen, ohne daraus die Konsequenz fiir die Mathematik zu
ziehen (nach meinem Gefiihl ziehen zu konnen). Ich schliefie mich
seinen Resultaten in der Hauptsache an und untersuche dann den
entsprechenden Zusammenhang in der Mathematik. Eine der selb-
standigsten Theorien der Induktion bietet Erdmann (Logik 12,
1907, S. 7301t.), der vor allem die vollstindige Induktion ginzlich
abschiittelt. In dem Aufsatz ,Zur Theorie des Syllogismus und
der Induktion“ (Philos. Aufsitze, Ed. Zeller gewidmet, 1887,
S. 1951ff.) gibt derselbe Verfasser eine Kritik der herkémmlichen
Beispiele von mathematischer Induktion, wie sie Jevons und
Wundt formuliert haben, erkennt aber den eigentlichen Grund
nicht, warum es keine Induktion in der Mathematik geben kann.

Zu Nr. 55. Vgl. Branford, Betrachtungen iiber mathe-
matische Erziehung, 1913.

Zu Nr. 56. Eine wissenschaftstheoretisch befriedigende Unter-
suchung der mathematischen Methoden gibt es noch nicht. Das Ver-
hiltnis der allgemeinen mathematischen Methode zum Gegenstand
der Mathematik ist zum erstenmal in dieser Schrift (und dem unten
zitierten Aufsatz) studiert. Die naturwissenschaftliche Methode
ist im Unterschiede von der historischen am tiefsten von Rickert
(Die Grenzen der naturwissenschaftlichen Begriffsbildung 3™ 4,
1921; Kulturwissenschaft und Naturwissenschaft4®5, 1921) erfalt.
Nur driickt er, wie mir scheint, nicht geniigend den organischen
Zusammenhang von Gegenstand und Methode aus, sondern stellt
die Methode zu sehr als selbstindiges Element in den Vordergrund.
Weiterbildungen und neue Ansétze will meine Arbeit ,Struktur-
wissenschaft und Kulturwissenschaft“ (Kantstudien 27, 59, 1922)
geben.
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