ANKUNDIGUNG.

Der vorliegende Leitfaden ist in erster Linie fiir die Studierenden
der Braunschweiger Hochschule bestimmt und soll auch von diesen
bloB im unmittelbaren Zusammenhange mit der Vorlesung zur Repetition
des dort Gebotenen benutzt werden. Er soll nur hinsichtlich des Nach-
schreibens eine Erleichterung gewiihren, ohne das fir den Lernenden
go wichtige Nachzeichnen der Figuren zu ersparen. Deshalb ist die
Beigabe ausgefithrter Textfiguren moglichst vermieden worden; eine
Ausnahme bilden in dieser Beziehung nur einzelne Aufgaben und Ab-
schnitte, die wegen Mangels an Zeit im Vortrage zuweilen iibergangen
werden, hier aber der Vollstindigkeit wegen aufgenommen sind. Ubrigens
wird es jedem nur einigermalien sachkundigen Leser sofort gelingen,
auch auf Grund des blofen Textes die fehlenden Figuren selbst zu

entwerfen.

Braunschweig, im Mirz 1903.

Friedrich Vieweg und Sohn.
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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE.

Der vorliegende Leitfaden, zu dessen Herausgabe ich mich
nur auf wiederholt aus den Kreisen meiner Zuhorer gedullerte
Wiinsche entschlossen habe, ist ausschliefilich fiir die Studierenden
der hiesigen Hochschule bestimmt und soll auch von diesen blof
im Zusammenhange mit der Vorlesung zur Repetition des dort
Gebotenen benutzt werden. Er soll hinsichtlich des Nachschreibens
eine Erleichterung gew#hren, ohne das fiir den Lernenden so
wichtige Nachzeichnen der Figuren zu ersparen. Deshalb ist die
Beigabe von Textfiguren mdoglichst vermieden worden; eine Aus-
nahme bilden in dieser Beziehung nur einzelne Abschnitte, die —
wie z B. die Schattenkonstruktionen bei Schraubenflichen —
-wegen Mangels an Zeit im Vortrage zuweilen iibergangen werden,
hier aber der Vollstindigkeit wegen aufgenommen sind.

Der Leitfaden enthilt im wesentlichen blofl den theoretischen
Teil des Vortrages ohne die zahlreichen Anwendungen, die in
der Vorlesung selbst eingehend beriicksichtigt werden. — Fiir
den Umfang und die Behandlung des vorgetragenen Lehrstoffes
sind allein die Bediirfnisse der hiesigen Hochschule maligebend
gewesen, wie sie in Unterredungen mit den Vertretern der in
Betracht kommenden technischen Wissenschaften sich heraus-
gestellt haben. Aus diesem Gesichtspunkte erklirt sich vor allem
der Verzicht auf die Heranziehung der projektiven Geometrie, die
in den offiziellen Lehrplan der Hochschule nicht aufgenommen
ist. Einzelne Gebiete, wie z. B. die Fldchen zweiter Ordnung,
sind deshalb nur fliichtig gestreift worden; sie finden ihre Er-
ginzung in einer besonderen Vorlesung iiber Geometrie der Lage,
welche von denjenigen Studierenden, die eine weitergehende mathe-
matische Ausbildung anstreben, regelmdBig im dritten Semester
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gehort wird. — Die Nichtbenutzung der projektiven Geometrie
bringt es mit sich, daf die Ergebnisse der Vorlesung iiber ana-
lytische Geometrie mehrfach verwendet werden. Der hierdurch
erreichte Zeitgewinn kommt im Vortrage der griindlicheren Ein-
fibung des Lehrstoffes an Beispielen, die auch der Praxis entlehnt
werden, zu gute.

Die friihzeitige Einfilhrung der schiefen Parallelprojektion
soll es dem Studierenden ermoglichen, anschauliche Skizzen von
Anfang an in methodischer Weise herzustellen. In Vortrag und
Ubungen wird auch spiiterhin die schiefe Projektion neben der
senkrechten in umfangreicherem Mafe angewendet, als es in
diesem Leitfaden zum Ausdruck gelangt.

In dem Abschnitte iiber Zentralprojektion glaubte ich auf
die kiinstlerische Seite des Gegenstandes, die im Vortrage Beriick-
sichtigung findet, der Kiirze halber nicht eingehen zu sollen.

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich wohl zur Geniige, daB
der Leitfaden fiir die vorhandenen Lehrbiicher der darstellenden
Geometrie in keiner Weise einen Ersatz bilden soll.

Es war urspriinglich beabsichtigt, das bereits fertig gestellte
Manuskript auf autographischem Wege vervielfiltigen zu lassen;
nur dem Entgegenkommen der Verlagsbuchhandlung ist es zu
verdanken, dafl der Leitfaden den Studierenden in einer technisch
vollkommeneren Ausfithrung dargeboten werden kann.

Braunschweig, im August 1899.

Der Verfasser.



VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE.

Die neue Auflage unterscheidet sich von der ersten haupt-
sichlich durch eine etwas ausfiihrlichere Behandlung der Zentral-
projektion.

In einigen Besprechungen ist der Wunsch gedullert worden,
ich mochte den Leitfaden durch Beigabe ausgefithrter Figuren
auch fiir weitere Kreise brauchbar machen. So dankbar ich dieser
verlockenden Anregung auch gegeniiberstehe, so glaube ich ihr
nach reiflicher Uberlegung doch nicht entsprechen zu sollen, um
nicht den urspriinglichen Zweck des Buches, den ich bei seiner
Abfassung allein im Auge hatte, durch eine solche Vervoll-
stindigung zu beeintrichtigen. Der Leitfaden soll eben kein
vollstéindiges Lehrbuch sein; er soll bei meinen Horern nicht
einmal den Anschein erwecken, als ob er den Besuch der Vor-
lesung und die bestindige Mitarbeit wihrend derselben zu er-
setzen vermochte.

Braunschweig, im Dezember 1902.

Der Verfasser.
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Einleitung.

Die darstellende Geometrie lehrt, riumliche Figuren in
einer Ebene abzubilden und Aufgaben iber dieselben auf
Grundlage der Abbildung durch Zeichnung zu lésen.

Zur Herstellung solcher Abbildungen dient das Verfahren der Pro-
jektion: Um die Zentralprojektion einer gegebenen Figur zu
erhalten, zieht man von einem festen Punkte (Projektionszentrum)
nach allen Punkten der Originalfigur gerade Linien (projizierende
Strahlen) und bestimmt ihre Schnittpunkte mit der Bild- oder Pro-
jektionsebene. Riickt das Projektionszentrum in unendliche Ent-
fernung, werden also die projizierenden Strahlen untereinander parallel,
so entsteht eine Parallelprojektion, die als senkrecht (ortho-
gonal) oder schief bezeichnet wird, je nachdem die projizierenden
Strahlen auf der Bildebene senkrecht stehen oder nicht.

An Stelle der Ebene kann unter Umstinden eine krumme Fliche
als Bildfliche treten; auch lift sich das Projektionsverfahren in
solcher Weise verallgemeinern, dafs von den réumlichen Objekten
Bilder entstehen, die selbst wieder drei Dimensionen haben (Relief-
perspektive).

Erster Abschnitt.

Die Parallelprojektionen.

I. Darstellung einfacher Raumgebilde in schiefer
Parallelprojektion.

1. Ist TT die Projektionsebene und ! eine Gerade, welche die Rich-
tung der projizierenden Strahlen angibt, so erhilt man von irgend
einem Originalpunkte P die Projektion P, als den Schnittpunkt von TI
mit der Parallelen durch P zu I.

Konstruiert man zu allen Punkten 4, B, C ... einer Original-
geraden g die Projektionen A4, Bs, Cs ..., so bilden die projizierenden

Miiller, Darstellende Geometrie. 1
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Strahlen eine Ebene (die projizierende Ebene von g), und diese
schneidet die TT in der Bildgeraden g;. Die Projektion einer Ge-
raden ist also im allgemeinen wieder eine Gerade; sie ist
ein Punkt, wenn die Originalgerade die Richtung der projizierenden
Strahlen hat.

Die Gerade g, geht durch den Schnittpunkt G- von g mit TT (Spur
oder Spurpunkt von g).

Die Abschnitte auf der Bildgeraden verhalten sich wie
die entsprechenden Abschnitte auf der Originalgeraden.

Die Projektion einer zur Bildebene parallelen Strecke
ist der Originalstrecke gleich und parallel. Ist demmnach
eine ebene Figur zur Bildebene parallel, so sind Bild- und
Originalfigur kongruent und parallel.

2. Sind die Originalgeraden A B und CD parallel, so sind auch
die projizierenden Ebenen parallel. Hieraus folgt: Parallelen
Originalgeraden entsprechen parallele Bildgeraden.

Zieht man BE || B;As bis AA; und DF'|| DsCs bis CC;, so er-
gibt sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A BE und CDF: Die
Projektionen paralleler Strecken verhalten sich wie die
Originalstrecken.

3. Wenn wir in Zukunft Raumfiguren in schiefer Parallelpro-
jektion darstellen, so wollen wir beziiglich der an sich vollkommen
willkiirlichen Richtung der projizierenden Strahlen ein fiir allemal eine
bestimmte Verabredung treffen, indem wir etwa festsetzen: Diese
Richtung soll immer so gewihlt werden, dafl die Projektion jeder auf
der Zeichenebene TT senkrechten Strecke halb so grol wird wie die
Originalstrecke, und mit der Breitenrichtung der Zeichenebene einen

Winkel von 30! einschlieft. Oder genauer

Fig. 1. ausgedriickt: Ziehen wir in der vertikal ge-

v 0 w dachten Zeichenebene TT durch irgend einen
- Punkt O die horizontale Gerade VW, sowie

Q die beliebig lange Strecke O ¢ unter einem

Winkel von 30° gegen OV und errichten in
O zu T nach vorn das Lot OP — 2.0@, so soll die im Raume
liegende Gerade P@ die Richtung der projizierenden Strahlen an-
geben (Fig. 1). '
Man zeichne hiernach die schiefe Projektion eines Wiirfels mit
horizontaler Grundfliche, von der zwei Kanten zu ¥V W parallel sind,
ferner diejenige eines aufrecht stehenden Kreuzes, dessen vordere
Fliche || TT ist, u. 5. w.

4. Die schiefe Projektion eines Vielflachs ist ohne weiteres kon-
struierbar, wenn eine Reihe von Strecken bekannt ist, die zur Bildebene
parallel oder senkrecht sind, und die das Vielflach in der angenom-
menen Lage bestimmen.

Darstellung einer regelmifligen fiinfseitigen Pyramide
mit horizontaler Grundfliche. Die vor TT befindliche Grundfliche
ABCDE sei gegeben durch die Schnittlinie ¥V W ihrer Ebene mit TT
und durch die Lage A,B,CyDyE), in die sie gelangt, wenn sie um
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VW in TI nach unten umgelegt wird, dabei mége Cy D, || VW sein.
Die Hohe der Pyramide sei — h.

Um zuniéchst die schiefe Projektion A, von A zu ermitteln, ziehe
man AoJ L VW als Umlegung des von A4 auf VW gefillten Lotes.
Macht man dann £ A,JV = 30° und J4, = 1/, JA, (bequemer
Ay As L JAs), so ist JA; die Projektion von JA. — Auf A4,J befinden
sich die Mittelpunkte ¥y, Gy von By E,, C)D,, sowie der Mittelpunkt
M, des Fiinfecks. Zieht man durch diese Pankte Parallelen zu 4,4,
so findet man auf JA,; die entsprechenden Punkte F,, G,, M,. Da
BE|| VW, also || TT ist, so ist auch By E; || V W und F;B; = F, E,
= FyB,. Ebenso ergibt sich C;D,. Die Héhenlinie der Pyramide
ist || TT und 1 ¥V W; ihre Projektion geht also durch M, L VW und
ist = h.

5. Projiziert man die bisher dargestellten Kérper in unverinder-
ter Lage senkrecht auf TT, so zeigt sich, dafi die entstehenden Bilder
weniger anschaulich sind wie die zuvor erhaltenen, weil alle Geraden
und Ebenen, die auf TT senkrecht stehen, bezw. als Punkte und Geraden
abgebildet werden. Um auch in senkrechter Projektion anschauliche
Bilder zu erhalten, miiite man die spezielle Lage aufgeben, welche die
Korper gegen die Bildebene einnehmen, was jedoch die Konstruktion
der Bilder erheblich erschweren wiirde. Die schiefe Parallelprojektion
erweist sich demnach als besonders bequem, um von stereometrischen
Figuren in einfachster Weise anschauliche Skizzen herzustellen, und in
diesem Sinne soll sie im folgenden bestindig benutzt werden.

II. Punkt, gerade Linie und Ebene in senkrechter Projektion
auf zwei zu einander senkrechte Projektionsebenen.

Darstellung des Punktes.

6. FEin Punkt im Raume ist durch Angabe seiner schiefen oder
senkrechten Parallelprojektion noch nicht bestimmt. Das gebriuch-
lichste Verfahren, um die Lage des Originalpunktes zu bestimmen,
besteht in der Anwendung senkrechter Projektion auf zwei zu
einander senkrechte Projektionsebenen, von denen die eine immer
horizontal, die andere also vertikal gestellt wird. Indem wir diese
Darstellungsweise den folgenden Entwickelungen zu grunde legen,
lassen wir die vertikale Projektionsebene stets mit der Zeichenebene
(Wandtafel) zusammenfallen und gebrauchen die feststehenden Be-
zeichnungen:

Horizontal- oder GrundriBebene, erste Projektionsebene,
erste Tafel, TI,;

Vertikal- oder AufriBebene, zweite Projektionsebene,
zweite Tafel, TT,;

Projektionsachse oder kurz Achse fiir die Schnittlinie # beider
Ebenen;

ferner in Bezug auf einen Originalpunkt P:
1*
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Horizontal- oder Grundrifiprojektion, erste Projek-
tion, P,

Vertikal- oder Aufrifiprojektion, zweite Projektion, P";

erster bezw. zweiter projizierender Strahl PP', PP".

Wir unterscheiden vordere und hintere TT, (4 TI; und —TT;),
sowie obere und untere T, (4 TI; und — TT,). Die Projektions-
ebenen teilen den Raum in vier Quadranten, die in der Reihenfolge
(+ nlv + n2)1 <_ nh + n2)1 ('_ Trlv _ n2)7 (+ nh - TIQ) als

erster bis vierter Quadrant bezeichnet werden.

7. Die Ebene durch die beiden projizierenden Strahlen des
Punktes P ist senkrecht auf TI; und TT,, also auch auf z; verstehen
wir demnach unter P, ijhren Schnittpunkt mit «, so sind P’ P, und
P" P, auf z senkrecht, d. h.: Die von den beiden Projektionen
eines Punktes auf die Achse gefdllten Lote treffen sich in
der Achse. (Man zeichne hierzu, sowie zu den folgenden Figuren
eine Skizze in schiefer Projektion auf die Zeichenebene TT,.)

In dem Rechteck PP’'P,P" ist PP’ — P"P,, in Worten: Die
Entfernung eines Punktes von der ersten Projektionsebene
(sein erster Tafelabstand) ist gleich der Entfernung seiner
zweiten Projektion von der Achse. Ebenso ist PP — P'P,.

8. Um die Zeichnung auf eine einzige Ebene zu beschrinken,
drehen wir die TI;, um 2, bis sie mit TI, zusammenfillt, und zwar
wollen wir diese Umlegung immer in der Weise ausfithren, daf die
+ TI, auf die — TI, zu liegen kommt. Dann fillt P’ P, in die Gerade
P"P;, d. h.: Die Projektionen eines Punktes liegen in einem
Lote zur Projektionsachse.

Umgekehrt bilden irgend zwei Punkte P’ und P" der
Zeichenebene, deren Verbindungslinie auf x senkrecht steht,
die beiden Projektionen eines Raumpunktes P, der auf diese
Weise eindeutig bestimmt ist. Der Punkt P befindet sich ober-
halb, in oder unterhalb TT;, je nachdem P’ oberhalb, in oder unterhalb
x liegt, und er befindet sich vor, in oder hinter TI,, je nachdem P’
unterhalb, in oder oberhalb x liegt.

‘Wir nennen Halbierungsebenen die beiden durch die Achse
gehenden Ebenen H; und H,, die den ersten und dritten, bezw. den
zweiten und vierten Quadranten halbieren. Die beiden Projektionen
eines Punktes der H, liegen symmetrisch zu z, diejenigen eines Punktes
der H, fallen zusammen.

9. Obwohl ein Raumgebilde durch Grund- und Aufril seiner
Punkte bereits vollkommen bestimmt ist, erweist es sich unter beson-
deren Umstidnden als zweckm#Big, seine senkrechte Projektion auf eine
dritte Ebene TI; hinzuzufiigen, die auf TT, und TI,, also auf x senk-
recht ist und Seitenrifi- oder Kreuzrilebene genannt wird. Dann
entstehen die neuen Projektionsachsen y — TI; < TT; und 2 == TI, < T3,
und die drei Geraden z, ¥, £ schneiden sich rechtwinklig im Punkte

0 = T, x T, x TT..
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Ist P die dritte Projektion des Punktes P, so haben die von P’
und P" auf y gefillten Lote denselben FuBpunkt P, (7). Ebenso
treffen sich die Lote von P und P’ auf # in einem Punkte P,.

Die drei Tafelabstinde P""P = OP,, P"P—= 0P, P'P — OP,
werden in der analytischen Geometrie des Raumes als die Koordinaten
von P bezeichnet. Sie dienen zur eindeutigen Bestimmung von P,
wenn jeder einzelne Abstand von der betreffenden Ebene aus nach der
einen Seite positiv, nach der entgegengesetzten negativ gerechnet wird.

Zum Zwecke der Darstellung wird naturgemi auch die TT; mit
der Zeichenebene TI, zur ‘Deckung gebracht. Man erreicht dies am
einfachsten durch eine Drehung um 2z, etwa so, dafl die vordere TI;
auf die linke Halbebene TI, zu liegen kommt. Man kann aber auch
die TI; zunichst um y in die TI, umlegen (z. B. die obere TI; in die
linke Halbebene TT,) und dann die vereinigten Ebenen um z in dem
frither festgesetzten Sinne so lange drehen, bis sie mit TT, zusammen-
fallen. Man beachte, dal bei der ersten Art der Umlegung die
y-Achse, bei der zweiten die z-Achse in der Figur doppelt auftritt.

10. Aufgabe. Aus der ersten und zweiten Projektion P’
und P"” eines Punktes P die dritte P zu konstruieren. Die
Ebene TI; sei durch die Gerade 21z gegeben. Wendet man die zuerst
erwihnte Umlegung an, so fillt die Strecke P, P'’, die gleich P, P’ ist,
in die Gerade P"” P, bezw. in deren Verlingerung iber P,. Hieraus
folgt fiir die Bestimmung von P’ die einfache Regel: Man ziehe
durch P” eine Parallele zu # und mache auf ihr von 2z aus in
geeignetem Sinne die Strecke P,P"” = P,P'.

Bei der zweiten Art der Umlegung ziehe man die Gerade P'Py || »
bis ¥ und mache auf ihr bezw. auf ihrer Verlingerung die Strecke
PyPIII — .Pz_P”-

11. Zuweilen ist es vorteilhaft, die neue Projektionsebene so zu
wihlen, dal} sie nur auf einer der beiden urspriinglichen Tafeln senk-
recht steht. Sei z. B. TI; LTI, und y die Schnittlinie beider Ebenen.
Legt man, wie bei der zweiten Lésung der vorigen Aufgabe, die TI;
um ¥ in die TT; um, so ist nach 8 P'P"”' Ly und nach 7 Abst. (P", )
— Abst. (P, TI,) = P"P,.

Darstellung der Geraden.

12. Eine Originalgerade ¢ hat zu ihrer Grund- und Aufrif-
projektion im allgemeinen zwei Geraden ¢’ und g, nimlich die Schnitt-
linien ihrer ersten und zweiten projizierenden Ebene bezw. mit TI,
und TT, (1).

Ist P ein Punkt von g, so liegt P’ auf ¢/, P auf ¢’, und
zwar so, dal P'P" L x ist. Daher verhalten sich die Abschnitte
auf ¢’ wie die entsprechenden Abschnitte auf g".

18. Gerade Linien in spezieller Lage gegen die Pro-
jektionsebenen.

a) Ist g TTy, so ist ¢" || 2.

b) Ist g ||, so sind ¢ und ¢" || z.
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¢) Ist g LTI, so ist ¢’ ein Punkt, ¢" L.

d) Ist gLz, d. h. liegt g in einer zu z senkrechten Ebene, so
befinden sich ¢’ und ¢” in einer zu z senkrechten Geraden.

e) Liegt g in der ersten Halbierungsebene H;, so sind ¢’ und ¢
symmetrisch in Bezug auf z.

f) Liegt g in H,, so decken sich ¢’ und g¢".

14. Zwei beliebige Geraden ¢’ und ¢”' der Zeichenebene, von denen
keine auf x senkrecht steht, koénnen umgekehrt als Projektionen einer
Geraden g im Raume angesehen werden, die auf diese Weise eindeutig
bestimmt ist. Bringt man ndmlich die TT; mit der in ihr liegenden
Geraden ¢' in ihre urspriingliche Lage LTI, so ergibt sich g als
Schnittlinie der beiden projizierenden Ebenen, die durch ¢’ und g"
bezw. LTI, und LTT, gelegt werden.

Steht aber ¢’ L, so ist g entweder ein Punkt, oder ¢’ und g"
liegen in derselben Vertikalen. Im letzten Falle decken sich die beiden
projizierenden Ebenen; die Originalgerade ist also durch Angabe von
¢’ und ¢" noch nicht bestimmt. - Hierzu bedarf es der Projektionen
A', A" und B, B" zweier Punkte A und B der Geraden, oder der
dritten Projektion ¢"' auf eine TT; L.

15. Unter dem ersten bezw. zweiten Spurpunkte der Ge-
raden g versteht man ihre Schnittpunkte G; und Gy mit TI; und
M, (1),

Autgabe. Die Spurpunkte der durch ihre Projektionen
g, 9" gegebenen Geraden g zu konstruieren. Da der Punkt G,
der Geraden g angehért, so liegt G| in ¢’ und G{ in ¢'"; dabei ist
GiGYLz (12). Da sich ferner (; in TI, befindet, so fallt G mit
G, zusammen, und GY liegt in 2. Man bestimme demnach den
Schnittpunkt GY von ¢” mit z und ziehe Gy G, Lz bis ¢. —
In analoger Weise ergibt sich Gy : G5 = ¢' X z, (4G, L = bis ¢".

Umgekehrt sind durch die Spuren G; und G, die Punkte G7 und
G% und damit die Projektionen ¢’ und g” von g bestimmt.

Um die Lage der Originalgeraden aus ihren Projektionen leichter
beurteilen zu konnen, denkt man sich die Projektionsebenen als un-
durchsichtig und betrachtet die projizierenden Strahlen als Sehstrahlen
aus einem unendlich fernen Auge, das sich fiir die erste Projektion
oberhalb der TI,, fiir die zweite vor der TT, befindet. Dann ist der
unterhalb TT; liegende Teil von g fiir das erste Auge unsichtbar; fiir
das zweite ist er, soweit er dem vierten Quadranten angehort, bei der
urspriinglichen Stellung der TI, sichtbar, seine Aufriliprojektion wird
aber, wie iiberhaupt die ganze — TI,, von der umgelegten - TT; ver-
deckt. Das Analoge gilt von dem hinter der TI, liegenden Teile von g.
Deshalb ist nur das im ersten Quadranten befindliche Stiick von ¢ in
beiden Projektionen als sichtbar voll auszuziehen.

168. Ist g als Verbindungslinie der Punkte A und B gegeben, die
in einer zu z senkrechten Ebene liegen, so bestimmt man die Spur-
punkte G, G, mit Hilfe des Seitenrisses g’”. Man findet zunschst A'"’
und B" (10), hierauf ¢{" auf ¥ und G3' auf 2.
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17. Aufgabe. Die Neigungswinkel 9,, 7, zu bestimmen,
welche die durch ihre Spuren G, G, gegebene Gerade g bezw.
mit TI,;, TT, bildet. (Erste und zweite Tafelneigung von g.)
Der Winkel p;, liegt im Raume bei G, in dem rechtwinkligen Dreieck
G G4 G, dessen Katheten G; G und G3 (; bekannt sind; macht man
also auf z die Strecke G3 G = G5 Gy, so ist L G, G Gy = p; und
4 G4 G Gy die Umlegung von A G, G G in die TT,. ——Ebenso erhilt
‘man Y, durch Umlegung von 4 G, G4 GY in die TT,.

Unter allen Winkeln, welche ¢ mit den durch &, gehenden Geraden
von TT, einschlieBt, ist bekanntlich 7, der kiéinste, also ¥, < £ GGG,
wobei das Gleichheitszeichen sich auf den Ausnahmefall g L x bezieht.
Nun ist aber £ G4 Gy Gy = 90° — 9p,, folglich p, 4 y, < 90°.

‘Bezeichnet man mit 7, 7', I’ bezw. die Léngen einer aut g liegenden
Originalstrecke, sowie ihrer ersten und zweiten Projektion, so ist

U = lcosys, 1" = Tcosp,.
Die Strecke ! erscheint also in jeder Projektion im allgemeinen ver-
kiirzt, und zwar sind cosy, und cosy, die zugehérigen Verkiirzungs-
verhiltnisse.

18, Aufgabe. Die wahre Linge der durch ihre Projek-
tionen A'B, A"B" gegebenen Strecke AB zu konstruieren.
Zieht man in der ersten projizierenden Ebene von A B die Gerade
BC|| B A bis AA', so entsteht das rechtwinklige Dreieck 4 B ¢ mit
den Katheten CB — A’B' und AC —= AA' — BB — A"A,— B"B,.
Die wahre Linge von AB ist also gleich der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks, welches A'B' und A"4,— B"B,
zu Katheten hat. Man ziehe daher die Gerade B"C" ||z bis 4”4’
und mache auf ihr ¢ By = A’'B'; dann ist A" By =—= AB.

Die eben ausgefithrte Konstruktion laft sich auch so deuten:
Das Dreieck ABC ist durch Drehung um seine vertikale Kathete AC
in eine neue Lage A B, C gebracht worden, in der es || TT, ist. Dann
erscheint es im Aufrif in wahrer GréSe.

Ebenso ist A B gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten A" B" und 4'A,— B' B,.

19. Wenn zwei Geraden einander schneiden, so liegen
die Schnittpunkte der gleichnamigen Projektionen in einem
Lot zur Achse. Der umgekehrte Satz gilt nur dann nicht unbedingt,
wenn eine der beiden Geraden Lz ist. -

Sind zwei Geraden einander parallel, so sind die gleich-
namigen Projektionen parallel. — Sind umgekehrt die Geraden g
und % durch ihre Projektionen ¢, ¢” und I, " gegeben und ist ¢' || ¥/,
9" | B, so sind die gleichnamigen projizierenden Ebenen parallel,
folglich ist auch g || k. In dem Ausnahmefalle, dab ¢' und ¢", sowie
1/ und %" in je einer Senkrechten zu z liegen, hat man ¢"’ und & zu
konstruieren, um zu entscheiden, ob g || b ist.

Darstellung der Ebene.

20. Zur Bestimmung einer Ebene E gentigt die Angabe der Pro-
jektionen von drei ihrer Punkte oder von zwei ihrer Geraden. Vor-
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zugsweise benutzt man dazu ihre Schnittlinien ¢, und e, mit TT, und
T, (erste bezw. zweite Spur oder Spurlinie). Die beiden Spuren
treffen sich in # im Achsenschnittpunkte ..

Von der Ebene E sieht man in Grund- und Aufrilf dieselbe Seite,
oder entgegengesetzte Seiten, je nachdem die im ersten Quadranten
liegenden Teile von ¢; und ¢, mit derselben Richtung oder mit ent-
gegengesetzten Richtungen der Achse x spitze Winkel bilden. Ist die
Ebene durch Grund- und Aufrif dreier Punkte A, B, C gegeben, so
liegt der erste oder zweite Fall vor, je nachdem die Dreiecke A’ B'(’
und A" B" (" gleichen oder entgegengesetzten Sinnes sind.

Aufgabe. Die dritte Spurlinie ¢, zu konstruieren, in
welcher die Ebene E (¢, ¢;) von der SeitenriBebene TI; ge-
schnitten wird. Man bestimme die Punkte E, — ¢, X y und
E, — ¢y X #; dann ist ¢, =— E,E.

21. Ebenen in spezieller Lage gegen die Projektions-
ebenen.

a) Ist E || TT;, so liegt ¢, unendlich fern und e, ist || . Die zweite
Projektion jedes Punktes von E befindet sich auf ¢,.

b) Ist E L TT;, so ist ¢, L x, und die erste Projektion jedes
Punktes von E liegt auf e,.

¢) Ist E|l %, so sind ¢, und ¢; ||#. Die SeitenriBprojektionen
aller Punkte von E liegen auf e;.

d) Geht E durch z, so ist die Angabe der dritten Spur oder eines
beliebigen Punktes der E erforderlich.

22. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen die Spur-
punkte der Geraden in den gleichnamigen Spurlinien der
Ebene.

Mit Hilfe dieses Satzes lost man u. a. die Aufgaben:

a) Von der Geraden ¢, die in der Ebene E (¢, ¢,) liegt,
ist die erste Projektion ¢ gegeben; ¢’ zu bestimmen. Die
Gerade ¢ schneidet ¢, in J;, « in J;; hieraus findet man J; auf z, J,
auf ¢, und damit ¢/ = J{'J,. — Ist E durch zwei sich schnei-
dende Geraden g und h gegeben, so ermittele man zu den Punkten
g <t = A, B xi = B die Aufriprojektionen A" und B" bezw.
auf ¢ und A''; dann ist " — A" B",

b) Die Spurlinien der Ebene E zu konstruieren, die durch
zwel sich schneidende Geraden g und h bestimmt ist. Man
ermittele von ¢ und % die Spurpunkte G, Gy, und H,, Hy; dann ist
e, = G H,, e, = Gy Hy. — Sind die Spurpunkte von g und % zum
Teil oder séimtlich unerreichbar, so ziehe man in geeigneter Weise eine
oder mehrere Hilfsgeraden, von denen jede g und % schneidet. Wihlt
man die GrundriBprojektion ¢’ einer solchen Hilfsgeraden ¢ beliebig,
so findet man ¢/ nach der vorigen Aufgabe, und dann gehen ¢; und e,
bezw. durch die Spurpunkte J; und J, von <.

¢) Durch die Gerade g (¢, g") eine Ebene zu legen par-
allel zu der Geraden h (/, &'). Zieht man durch einen beliebigen
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Punkt von g die Gerade I|| & (19), so bestimmen g und I die gesuchte
Ebene (b).

238. Unter Hauptlinien einer Ebene versteht man die-
jenigen ihrer Geraden, die zu einer Projektionsebene, und
folglich zu der betreffenden Spurlinie parallel sind. Ist m
eine erste, n eine zweite Hauptlinie von E, so ist m’ || ¢, m"” ||  und
|| 2 0" || e

Aufgabe. Von dem Punkte P, der in der Ebene E (¢, ¢,)
liegt, ist die erste Projektion P’ gegeben; P” zu bestimmen.
Man ziehe durch P eine in E liegende Gerade, etwa die erste Haupt-
linie m, also durch P’ die Gerade m' || ¢;; dann liegt P" auf m'.

24. Sind zwei Ebenen parallel, so sind die gleich-
namigen Spuren parallel.

Sind umgekehrt von zwei Ebenen E und ¢ die Spuren ¢, und
f1, sowie ¢, und f, parallel, so ist im allgemeinen auch E || ®. Wenn
aber ¢;, €, fy, f; mit  parallel laufen, so mufl noch untersucht werden,
ob auch e; || f5 ist.

Aufgabe. Durch den Punkt P (P, P”) eine Ebene zu
legen, parallel zu der gegebenen Ebene E (¢, €;). Zieht man
durch P eine Gerade m, die zu irgend einer Geraden g von E parallel
ist, so geht die gesuchte Ebene ® durch m, folglich gehen ihre Spur-
linien f;, f, bezw. durch die Spurpunkte M;, M, von m und || ¢, €.
Im allgemeinen wird man g mit einer Spurlinie von E zusammenfallen
lassen.

Schnitte von Ebenen und Geraden.

256. Aufgabe. Die Schnittlinie g zweier Ebenen E und ¢
zu konstruieren, die durch ihre Spurlinien ¢,, ¢, und f, f; be-
stimmt sind. Nach 22 ist Gy =— ¢; X f}, Gy = €3 X f5.

Besondere Fille. a) Schneiden sich E und ® in einem Punkte
A von z, so fallen G, und G, mit A zusammen. Um einen zweiten
Punkt von g zu erhalten, schneide man E und © mit einer passend
gewihlten Hilfsebene A in den Geraden 7 und ¢. Dann geht g durch
den Schnittpunkt P von % und 7. Nimmt man A etwa LTI, und zieht
die erste Spurlinie d; beliebig, so ist ' — ¢ — d,, und man findet
PU — hl’ P /éﬂ.

b) Liegt der Schnittpunkt von e¢; und f; auflerhalb der Zeichen-
fliche, so benutzt man wiederum eine Hilfsebene, etwa A || TT) (d, || #).
Diese schneidet E und ® bezw. in zwei ersten Hauptlinien % und ¢ u.s.w.

¢) Ist iiberdies auch der Punkt G, unerreichbar, so kann das
letzte Verfahren zweimal angewendet werden. Diese Losung versagt
jedoch, wenn von keinem Punkte der gesuchten Geraden g beide Pro-
jektionen zugleich innerhalb der begrenzten Zeichenfliche liegen. Dann
bedient man sich zweckmiBig einer Hilfsebene A, die zu einer der
gegebenen Ebenen, z. B. zu @, parallel ist und deren Spuren d; (|| /3)
und d, (]| f2) die gleichnamigen Spuren von E in erreichbaren Punkten
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H, und H, treffen. Die Gerade g ist parallel zur Schnittlinie h — H, H,
von A und E; man kann also ¢’ und ¢g” ziehen, sobald G4 und G{ be-
stimmt sind. Nun sind aber die beiden Achsenschnittpunkte D, und
F, von A und ¢, und ebenso H; und Gj, sowie H; und G ent-
sprechende Punkte in #hnlichen und parallel liegenden Figuren mit E,
als Ahnlichkeitspunkt; zieht man also durch E, eine beliebige Gerade,
die d, in K, f, in L schneidet, so ist LGy || KH; und LGY || KH;'.

28. Aufgabe. Den Schnittpunkt P der Geraden g (¢, ')
mit der Ebene E (¢, ¢) zu konstruieren. Man lege durch ¢
eine Hilfsebene und bestimme deren Schnittlinie ¢ mit E;
diese schneidet g in P. Im allgemeinen nimmt man als Hilfs-
ebene eine projizierende Ebene von g, z. B. die erste. Dann ist
¢ =— ¢, und man findet ¢’ nach 22a. (Sollte hierbei einer der Spur-
punkte von ¢ unerreichbar sein, so erhilt man i, indem man den
Schnittpunkt K von ¢ mit einer passend gewihlten Geraden der E,
z. B. mit einer ersten Hauptlinie #:, aufsucht.) — Man erkennt aus
der zweiten Projektion, welcher Teil von g oberhalb %, also oberhalb
E liegt, und folglich in der ersten Projektion sichtbar ist. Sieht man
von E in beiden Projektionen dieselbe Seite (20), so ist im Aufril3
derselbe Teil von g sichtbar wie im Grundril.

In dem speziellen Falle, dai ELTI, ist, ergibt sich unmittelbar
P' = g’ x e;, und hieraus P" auf ¢".

27. Ist die Ebene E durch drei Punkte 4, B, C gegeben,
so wendet man dasselbe Verfahren an, wie in 26, ohne etwa die Spuren
von E zu bestimmen: Die erste projizierende Ilbene von g schneidet
AC und BC bezw. in den Punkten D und E, deren erste Projek-
tionen auf ¢’ liegen, die Ebene E also in der Geraden DE; dann ist
PU —_— g// < DIIEI/‘

Auf Grund dieser Aufgabe konstruiert man die Schnittlinie
der Ebenen zweier Dreiecke, indem man von irgend zwei der
sechs Dreiecksseiten die Schnittpunkte mit der anderen Ebene aufsucht.

Gerade Linien und Ebenen in rechtwinkliger Lage.

28. Ist ein Schenkel eines rechten Winkels zu einer
Projektionsebene parallel, so ist die senkrechte Projektion
des Winkels auf diese Ebene ein rechter. Sind nidmlich g und
/i die Schenkel eines rechten Winkels mit dem Scheitel A, und ist
1.|| TT,, so steht 1 senkrecht auf 4.4’ und auf g, also auf der Ebene
(AA4', g). Dann ist aber die zu h parallele Gerade &' auf derselben
Ebene senkrecht, also senkrecht auf der Geraden ¢’ dieser Ebene.

Bezeichnet ¢ irgend eine zu g parallele, zu . windschiefe Gerade,
so ist ¢ || ¢/, folglich L #. D.h.: Sind iberhaupt zwei (sich
schneidende oder windschiefe) Geraden senkrecht aufein-
ander, und ist die eine von ihnen zu einer Projektionsebene
parallel, so bilden ihre senkrechten Projektionen auf diese
Ebene gleichfalls einen rechten Winkel.

Ist umgekehrt &' 1 ¢’ und & || Ty, so ist auch 2 L 4.
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29. Diejenigen Geraden einer Ebene E, die auf einer der Spur-
linien ¢;, e, senkrecht stehen, werden als Falllinien bezeichnet, weil
sie unter allen Geraden der E die gréSte Neigung (den stirksten Fall)
gegen die betreffende Projektionsebene haben. Ist f eine erste Fall-
linie der E, d. h. 1 ¢;, so steht nach 28 /' L e,.

80. Steht eine Gerade senkrecht auf einer Ebene, so
stehen die senkrechten Projektionen der Geraden senkrecht
auf den gleichnamigen Spuren der Ebene. Denn ist die Gerade
g 1 E, so steht sie auch senkrecht auf ¢, und ¢, also ist nach dem
zweiten Satze in 28 ¢’ L ¢, ¢’ L e,.

Stehen umgekehrt g’ und g” bezw. senkrecht auf e, und e,, so ist
im allgemeinen auch g L E. Sind ¢; und ¢, || 2, ¢’ und ¢" L x, so ist
noch zu untersuchen, ob auch ¢’ L ¢; ist.

8l. Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P (P, P") von
der Ebene E (¢, ¢;) zu bestimmen. Man fille von P auf E ein
Lot 7 (30) und ermittele seinen Schnittpunkt @ mit E (26), sowie die
wahre Linge von PQ (18). ’

82, Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P (P, P") von
der Geraden g (¢, g") zu bestimmen. Erste Lésung. Die ge-
suchte Entfernung wird durch das Lot P gemessen, das von P auf
g gefillt ist. Da die Projektionen von P nicht ohne weiteres ge-
zeichnet werden kénnen, so ermittelt man den Fullpunkt @ als Schnitt-
punkt von g mit der Ebene E, die durch P L g gelegt wird. Die
Spuren von E sind senkrecht auf ¢' und g¢"; bezeichnet man also mit
m und n bezw. die durch P gehende erste und zweite Hauptlinie, so
istm' L g, ||z und #| =, %" L g". Durch m und # ist E be-
stimmt; ohne die zugehérigen Spurlinien zu ermitteln, findet man den
Punkt @ = g < E (27) und konstruiert schlieflich die wahre Liinge
von P (18). — Zweite Lésung vergl. 39.

83. Aufgabe. Die kiirzeste Entfernung zweier wind-
schiefen Geraden g (¢', ¢'') und h (', #"') zu bestimmen (d. h.
diejenige zwischen g und % liegende Strecke, die auf beiden Geraden
senkrecht steht). Man lege durch g eine Ebene E (¢, 6;) || b (22¢),
fille von einem beliebigen Punkte A von /& auf E das Lot ! und be-
stimme seinen Schnittpunkt B mit E (31). Zieht man hierauf BCH &
bis g und CD || BA bis &, so ist CD die gesuchte kiirzeste Entfernung,
deren wahre Lénge noch zu bestimmen ist.

Drehung einer Ebene um eine Spur oder um eine
Hauptlinie.

34. Fine ebene Figur und ibre senkrechte Projektion sind dann
und nur dann kongruent, wenn die Originalfigur zur Projektionsebene
parallel liegt. Ist daher eine solche Figur in beliebiger Lage durch
Grund- und Aufri dargestellt, so findet man ihre wahre Grofe, indem
man sie zu einer der Projektionsebenen parallel macht oder ganz in
diese umlegt. Die erste Lagenverinderung bewirkt man durch Drehung
der Originalebene um eine zur betreffenden Projektionsebene parallele
Hauptlinie, die zweite durch Drehung um die entsprechende Spur.
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Bei Darstellungen in schiefer Projektion auf die Zeichenebene TT,
erfolgt diese Drehung naturgemif immer um eine zweite Hauptlinie,
bezw. um die zweite Spur.

35. Aufgabe. Den Winkel zweier sich schneidenden
Geraden g (¢, ') und » (', 1) zu bestimmen. Erste Lésung.
Sei P der Schnittpunkt, E die Ebene von g und 5. Man konstruiere
von beiden Geraden die ersten Spurpunkte G, H; und drehe die Ebene
E um ibre erste Spurlinie ¢, = G H;, bis sie mit TI; zusammenfallt.
Dann beschreibt P einen Kreisbogen in einer auf ¢; senkrechten Ebene;
sein Mittelpunkt ist der FuBpunkt J des Lotes von P auf ¢;. Nach
28 ist auch P'J Le;; der Punkt P bewegt sich also in der Ebene
PP'J und fallt schlieBlich in die Gerade P'J. Bezeichnet man seine
Umlegung mit P, so ist PyJ — PJ, d. h. gleich der Hypotenuse eines
recktwinkligen Dreiecks mit den Katheten P'J und PP’ =— P"P,.
Daher die Loésung: Man ziehe P’'JLe,, mache auf ¢ die Strecke
JK = P" P, und auf P'J die Strecke J P, =— P'K. Dann sind P,G,
und PyH, die Umlegungen von PG; und PH,, also ist L G, Py H,
die wahre Grofe des Winkels Gy PH,.

Zweite Losung. Ist P von TI; so weit entfernt, dall die Aus-
filhrung der vorigen Konstruktion zu viel Platz beanspruchen wiirde,
so dreht man die Ebene E zweckmiBiger um eine passend gewihlte
erste Hauptlinie m, bis sie || TT; wird. Man zieht also m” || 2, bestimmt
zu den Punkten m' X ¢ = C", w" X I/ = D" auf ¢’ und &’ bezw.
die Punkte C', D' und findet m' = C’'D’. Sei nun Z die durch m
gehende Horizontalebene, @ ihr Schnittpunkt mit PP/, J der Ful-
punkt des Lotes von P auf m; dann ist auch @J L m, und man erhilt
in £ die Umlegung P, von P, indem man JP von J aus auf QJ ab-
trigt. Da @' mit P’ zusammenfsllt, so ist das Lot von P’ auf m' die
erste Projektion von @J. Die wahre Linge von JP ergibt sich als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten PQ — P Q"
und QJ = P'J’. Macht man auf P'J’ die Strecke J' P, gleich dieser
Hypotenuse, so ist Py die erste Projektion von P,, mithin £ C'PyD’
die erste Projektion des in ¥ umgelegten Winkels CPD und daher
seine wahre Grofe.

Fiir die Umlegung einer ebenen Figur in eine Ebene gelten hier-
nach die folgenden Sitze:

1. Die Umlegung jedes Punktes und seine senkrechte
Projektion auf die Ebene liegen in einem Lot zur Drehungs-
achse.

2. Der Abstand dieser Umlegung von der Drehungsachse
ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, welches
das vom Punkte auf die Ebene gefillte Lot und den Abstand
seines Fullpunktes von der Drehungsachse zu Katheten hat.

3. Die Umlegung jeder Geraden geht durch den Schnitt-
punkt der Geraden mit der Drehungsachse.

36. Beziehungen zwischen der Grofe eines Winkels und
der GrobBe seiner senkrechten Projektion. Sei BAC ein
spitzer Winkel und AC || TT,. Zieht man BC L AC, so ist auch
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B'C'L A'C' (28). In den rechtwinkligen Dreiecken B'A'C’' und BAC
sind die Katheten A'C’ und 4 C einander gleich, dagegen ist B'C' < BC,
folglich auch £ A' < L A. D.h.: Ein spitzer Winkel, dessen
einer Schenkel zur Projektionsebene parallel ist, wird durch
senkrechte Projektion verkleinert.

Aus denselben Dreiecken ergibt sich ferner, dal L B' > L B
ist. In Worten: Ein spitzer Winkel, dessen einer Schenkel
eine Falllinie seiner Ebene ist, wird durch senkrechte Pro-
jektion vergréfert.

Wenn ein Winkel die durch seinen Scheitel gehende Hauptlinie
einschlieft, die durch denselben Punkt gehende Falllinie aber aus-
schliefit, so wird er durch senkrechte Projektion verkleinert. Schliefst
er umgekehrt die Falllinie ein, die Hauptlinie aber aus, so wird er ver-
groBert. Schlieft er beide Linien ein oder beide aus, so kann er ver-
kleinert oder vergrofiert werden, oder ungeéndert bleiben.

387. Aufgabe. Den Winkel zweier Ebenen E (¢, ¢;) und
® (f;, f3) zu bestimmen. Erste Lésung. Fillt man von einem
beliebigen Punkte P auf E und ¢ bezw. die Lote g und %, so bilden
diese denselben Winkel, wie E und ¢ (33).

Zweite Losung. (Fig. 2 gibt eine Skizze in schiefer Parallel-
projektion -auf die Zeichenebene TT,. Der Index s, den wir frither zur
Bezeichnung der schiefen Projektion benutzt haben, ist hier der Kiirze
wegen weggelassen.) Man lege senkrecht zur Schnittlinie G G, von
E und @ eine Ebene N;
diese schneidet E und ¢
in den Schenkeln des ge-
suchten Winkels o. Ihre
zweite Spurlinie #n, ist
1l GY @, und kann im
ibrigen beliebig ange-
nommen werden. Be-
zeichnet man mit B, C
und D bezw. die Schnitt-
punkte von %, mit e,
Jo und G{G,, mit A
den noch unbekannten
Schnittpunkt von N und G, G4, so ist L BAC = o. Die Gerade DA
ist die Schnittlinie der Ebenen N und G, G G4; sie ist die Hohenlinie
im Dreieck B A C, weil n, auf der Ebene G, G| G, senkrecht steht,
und zugleich das Lot von D auf G, Gy, weil N L G| G, ist. Man er-
hilt daher die wahre Linge von D4, indem man das rechtwinklige
Dreieck G, GY G, um seine Kathete GY G, in T, umlegt: Zieht man
GGl GIGy und = G, Gy, sowie DA* L GGy, so ist DA
= DA’ Nunmebr ergibt sich die wahre GréBe des Winkels o durch
Umlegung des Dreiecks BA C um BC in TI,. Dabei fillt die Hohen-
linie DA in die Gerade Gy G,; macht man auf dieser DAy = D A",
so findet man o« =— £ BA4,C. (In Fig. 2 liegt der Punkt A auf der
Parallelen durch A4° zu &, G.)

Fig. 2.
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38. Aufgabe. Die Neigungswinkel &, & zu bestimmen,
welche die Ebene E (¢, ¢;) bezw. mit TI;, TT, bildet. Eine
Normalebene zu e; durch einen beliebigen Punkt O von z schneidet
T, in 0Q Le, T, in OR 1 x, E in der Falllinie § B. Dann ist
L OQR — &, und man erhilt seine wahre Gréfe durch Umlegung
des rechtwinkligen Dreiecks O Q R um OR in TIy: Macht man auf z
die Strecke 0 @y = 0@, so ist £ 0@, R — &. — In analoger Weise
ergibt sich &,.

Da & und & komplementidr sind zu den entsprechenden Tafel-
neigungen einer auf E senkrechten Geraden, so folgt aus 17, daff
g + & = 900 ist.

89. Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P (P, P") von
der Geraden g (¢, 9'’) zu bestimmen. Zweite Lésung. Man
findet die gesuchte Entfernung, indem man in der durch P und g be-
stimmten Ebene A die Gerade PQ L g zieht. Um den rechten Winkel
zwischen g und P @, sowie die Strecke @ im Bilde in wahrer Grofe
zu erhalten, drehe man die Ebene A, bis sie zu einer Projektions-
ebene, z.B. zu TI,, parallel wird. Als Drehungsachse dient eine
zweite Hauptlinie von A, am zweckmiBigsten die durch P gehende
Gerade 7, die g in R schneidet. Da P und R fest bleiben, so ist nur
noch von einem beliebigen Punkte S von ¢ die Umlegung S, zu er-
mitteln. (Vergl. 35, zweite Losung.) Dann ist R” Sy die zweite Pro-
jektion der Umlegung von ¢, und man findet PQ — P" @y L R"Sp.

Affinitit zwischen einer ebenen Figur und threr
Parallelprojektion. Ebene Vielecke.

40. Zwischen zwei ebenen Figuren, deren eine die senkrechte
oder schiefe Parallelprojektion der anderen ist, besteht eine geometrische
Abhingigkeit (Verwandtschaft), die als Affinitét bezeichnet wird:
Jedem Punkte und jeder durch ihn gehenden Geraden der einen Figur
entspricht in der anderen bezw. ein Punkt und eine durch diesen
gehende Gerade; parallelen Geraden entsprechen wieder parallele
Gerade u. s. f.

Die spezielle Lage, in der die beiden Figuren sich befinden, wenn
die eine als Projektion der anderen konstruiert wird, heillt die per-
spektive Lage. Sie ist durch zwei Eigenschaften gekennzeichnet:
1. Alle Verbindungslinien entsprechender Punkte (Affinitats-
strahlen) sind parallel; 2. alle Schnittpunkte entsprechen-
der Geraden liegen in einer Geraden, nimlich in der Schnittlinie
der Ebenen beider Figuren (Affinitatsachse).

Projiziert man die betrachteten Figuren in beliebiger Richtung
auf eine neue Ebene, so erhilt man wiederum zwei perspektiv
affine Figuren, deren Achse die Projektion der urspriinglichen
Affinitdtsachse ist.

41. Konstruiert man von der in der Ebene E liegenden Original-
figur AB ... zwei Parallelprojektionen A’'B’ ... und 4, B, . . . auf
ein und dieselbe Projektionsebene TT, so sind die Geraden A’ Ay, B' By ...
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einander parallel als Schnittlinien von TT mit den parallelen Ebenen
AA'A,, BB'B,..., und die Geraden A’'B’ und A, B, schneiden sich
mit A B auf der Spurlinie ¢ von E; die beiden Figuren sind also
unter sich perspektiv affin und haben e zur Affinitdtsachse. Wahlt
man nun insbesondere die. projizierenden Strahlen A A4, BB,... senk-
recht zur Halbierungsebene eines der beiden von E und TT gebildeten
Flichenwinkel, so ist 4,B,... die Umlegung von AB..., die sich
ergibt, wenn die Ebene E durch den betrachteten Winkel um ¢ gedreht
wird, bis sie mit TT zusammenfillt. Daraus folgt: Die Parallel-
projektion und die Umlegung einer ebenen Figur in die Bild-
ebene sind perspektiv affin fiir die Spurlinie der Original-
ebene als Affinitidtsachse.

Sind demnach von einer ebenen Figur ABC... die Spur-
linie ¢, die Umlegung A4¢ByCy ... und das Bild A’ eines
Punktes 4 bekannt, so ist die Bildfigur bestimmt.

Im Falle senkrechter Projektion ist 4o A’ 1 e.

42. Kennt man von einem ebenen Vieleeck ABCD ... die
Grundrifprojektion A’B'C'D’ ... und von drei Punkten A, B, C auch
die AufriBprojektionen 4", B", C”, so sind die Aufrifprojektionen
der iibrigen Eckpunkte bestimmt. Man findet z. B. zum Punkte
J' = A'C' x B'D' den Punkt J" auf A" (", somit die Gerade B"J"
und auf dieser den Punkt D'

Im Schnittpunkte der Geraden A'B’ und A" B" sind die beiden
Projektionen desjenigen Punktes vereinigt, in welchem die zweite
Halbierungsebene H, von A B getroffen wird; das analoge gilt vom
Punkte B'C' < B"C” u.s. w. Die genannten Schnittpunkte liegen
aber simtlich in einer Geraden w, némlich in den sich deckenden
Projektionen der Schnittlinie der Ebenen Hy; und ABCD ... Daraus
folgt: Die beiden Projektionen einer ebenen Figur sind per-
spektiv affin — selbstverstindlich, nachdem die Umlegung der
ersten Projektionsebene in die zweite bereits vollzogen ist.

43, Aufgabe. Ein ebenes Vieleck ABC... ist durch
die Spuren e, ¢, seiner Ebene E und seine erste Projektion
A'B C' ... gegeben; seine zweite Projektion und seine
wahre Grofe zu bestimmen. Erste Losung. Man konstruiere
zunéchst die zweiten Projektionen der Eckpunkte mit Hilfe von Haupt-
linien (23), oder sogleich die zweiten Projektionen  einzelner Seiten
(22a). Darauf ergibt sich die wahre Grofle des Vielecks durch Um-
legung der Ebene E, etwa um ¢, in TT,. Hat man von einem Eck-
punkte A (am zweckmiBigsten von demjenigen, der von e, am weitesten
entfernt ist) die Umlegung A, ermittelt (35), so findet man By, C, . . .
unmittelbar zufolge der perspektiv affinen Beziehung, die nach 41
zwischen Grundrif und Umlegung besteht.

Eine zweite Losung berubht auf der Einfithrung einer neuen
Projektionsebene TI;, die auf E und auf einer der ersten
beiden Projektionsebenen, z B. auf TI; und demnach auf ¢
senkrecht steht. Legt man die TI; durch einen beliebigen Punkt ¢
von ¢; und bezeichnet mit O und R bezw. ihre Schnittpunkte mit »
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und €y, soist y = 0@Q Le, ORLz und ¢ — RQ Lle¢,. Durch Um-
legung der TI; in TT; gelangt das rechtwinklige Dreieck O @ B nach
0 QR wenn OR’L 0@ und = O R gemacht wird.

Da E auf TI; senkrecht steht, so befinden sich die dritten
Projektionen aller Punkte von E in e;; ihre Umlegungen A'",
B ... sind also die Schnittpunkte von @ R° mit den Loten, die von
A, B' ... auf die Projektionsachse y gefillt werden (11). Dann ist

Abst. (4", z) = A A" = Abst. (4", y);
ferner A’A, L ¢, und
Abst. (4y, €;) = Abst. (4, ¢,) = A" Q.

Fillt der Punkt R° in unerreichbare Entfernung, so findet man
die Umlegung von ¢;, indem man von irgend einem Punkte der Ebene
E, z. B. von dem beliebigen Punkte S der Geraden ¢,, die dritte Pro-
jektion bildet [SS' L z, §'S" L y, Abst. (S", y) = 8]

Ist das Vieleck durch die Spuren ¢, e, seiner Ebene und seine
Umlegung 4, B, . . . gegeben, so fithren dieselben Konstruktionslinien
in verinderter Reihenfolge zur Bestimmung von Grund- und Aufrif.

Z OQRO ist gleich dem Neigungswinkel & von E gegen TI,.

44. Aufgabe. Von einem ebenen Vieleck kennt man
eine erste Hauptlinie m» und den ersten Neigungswinkel &,
seiner Ebene E, sowie die erste Projektion A4yB) ... seiner
Umlegung in die durch m gehende Horizontalebene X; die
Projektionen des Vielecks zu bestimmen. Eine dritte Projek-
tionsebene TT; L m schneidet Z in einer Geraden y Lm (y' Lm') und E
in einer Falllinie ¢;, so dall L e;, y == ¢ ist. Wird TT; um y in
umgelegt, so erhilt man die Grundrifiprojektion ¢; der gedrehten Fall-
linie, indem man £ & in @ = w' X ¢ an ¥ antrigt. Macht man
auf ¢; die Strecke @' A" = Abst. (4o, w'), so ergibt sich A’ als
Schnittpunkt der Lote von Ay auf m' und von A" auf 4/, und es ist
Abst. (4", m'") = Abst. (4", ¥').

Mit Hilfe der dritten Projektion auf eine Ebene TI; L l6st man
auch die Aufgabe, die Figur AB ... um die Gerade m durch
einen gegebenen Winkel « zu drehen.

ITI. Ebenflichige Gebilde.

Das Dreikant.

45. Wir bezeichnen im folgenden immer mit S den Scheitel des
Dreikants, mit «, b, ¢ die Kanten, mit A, B, I’ die ihnen der Reihe
nach gegeniiberliegenden Seiten (Kantenwinkel). Unter £ a soll der
Flichenwinkel verstanden werden, den die Ebenen B und I' an der
Kante «¢ einschliefen.

Aufgabe. Ein Dreikant zu konstruieren aus den drei
Seiten A, B, . Wir lassen die Seite A = b, ¢ mit der Zeichen-
ebene zusammenfallen und bilden von dem Dreikant nur die senk-
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rechte Projektion auf diese eine Ebene. Legen wir die Seite B um ¢,
die Seite [ um b in Zeichenebene um, so gelangt @ bezw. nach a; und
ay. Zwei Punkte A; und 4,, die auf @; und a, in beliebigen, aber
gleichen Abstéinden von S angenommen werden, sind die zugehérigen
Umlegungen eines Punktes A von a@; seine Projektion A’ ist der
Schnittpunkt der Lote von 4, auf ¢ und von 4, auf b. Damit ist die
Projektion ¢’ von a gefunden.

Bezeichnen wir mit J und K bezw. die Schnittpunkte von ¢ und
A, A', sowie von b und A, A’, so sind die Winkel AJ A’ und AK A’
gleich den Flichenwinkeln ¢ und b. Wir erhalten sie in wahrer
GroBe, indem wir die rechtwinkligen Dreiecke A A'J und AA'K in die
Zeichenebene umlegen: Machen wir A'A; L JA', JA; — JA, und
A'A, 1 KA', KA, — KA,, so wird £ A3JA' = Lcund L A, KA
= Lb. Dann ist 434" — A, A’, namlich —= A 4.

Um endlich £ @ zu ermitteln, ziehen wir in den Ebenen B und I
die Geraden AL und AM 1 a bezw. bis ¢ und b, in der Umlegung
also A, L 1L a;,, Ay, M 1 a,. Konstruieren wir von dem Dreieck L. M A
die Umlegung L M Ay, in welcher LA, = L A,, MA; — M A, ist, so
ergibt sich £ a = L LA; M.

Die drei Seiten A, B, I' bestimmen ein Dreikant nur dann, wenn
jede von ihnen kleiner ist als die Summe der beiden anderen.

46. Aufgabe. Ein Dretkant zu konstruieren aus einer
Seite A und den beiden anliegenden Winkeln b und ¢. Wir
legen wieder A in die Zeichenebene und bestimmen die Kante a als
Schnittlinie der Seitenflichen B und I, die durch die Kanten ¢ und b
gehen und mit der Zeichenebene die gegebenen Winkel bilden. Line
Hilfsebene, die in dem beliebigen Abstande  parallel zur Zeichenebene
gelegt wird, schneidet B und I' bezw. in den Hauptlinien m || ¢ und
7 || b. Um die Projektion von m zu bestimmen, denken wir uns durch
einen beliebigen Punkt C von ¢ einen Normalschnitt gegen die Kante
¢ gefithrt. Trifft derselbe m in P, so ist in dem rechtwinkligen Dreieck
PP'(C, dessen Kathete C P’ auf ¢ senkrecht steht, L PCP' = Le¢
und die Kathete PP’ = h. Wir erhalten also CP’, d. b. den Abstand
der parallelen Geraden ¢ und m/, als zweite Kathete eines rechtwink-
ligen Dreiecks, in welchem der Kathete 7 der Winkel ¢ gegeniiberliegt.
In analoger Weise ergibt sich die Gerade »'. Dann geht o’ durch den
Punkt 4" = m' < .

Um den Kantenwinkel B zu bestimmen, legen wir die Seite (a, c)
um ¢ in die Bildebene um. Féallt hierbei 4 nach A4,, so ist Abst.
(4;, ¢) gleich der Hypotenuse des vorher benutzten rechtwinkligen
Dreiecks P P'C.

Darstellung einiger Vielflache.

47. In Fig. 3 (a.f. S.) ist ein Tetraeder ABCD in Grund- und
Aufrif§ dargestellt. Jeder projizierende Strahl, der den Kérper schneidet,
enthélt einen sichtbaren und einen unsichtbaren Punkt seiner Ober-
fliche.  Das windschiefe Viereck ABCD, in welchem die ersten pro-
jizierenden Strahlen das Tetraeder streifen (ohne es zu schneiden), heilt

Mtiller, Darstellende Geometrie. 2



— 18 —

der erste wahre Umril und seine Grundrilprojektion der erste
scheinbare Umrill des Kérpers. Der erste wahre Umrill trennt den
im Grundrif sichtbaren Oberflichenteil vom unsichtbaren. Von den
beiden Kanten A C und BD ist AC im Grundril sichtbar, denn wie
der Aufrif zeigt, trifft der erste projizierende
Strahl, der beide Kanten schneidet, die Gerade
AC in einem Punkte, der hoher liegt als sein
Schnittpunkt mit BD. — Die drei in D zu-
sammenstoflenden Flichen sind im Aufrif un-
sichtbar; denn aus dem Grundrif folgt, dal D
sich hinter dem Dreieck A B C befindet.

48. Aufgabe. Ein gerades Priswa
in Grund- und Aufril darzustellen,
wenn gegeben ist 1. der Eckpunkt A4
durch A4’, A4”, 2. von der Grundfliche
ABC die durch 4 gehende erste Haupt-
linie m, der erste Neigungswinkel & und
die Grundrifiprojektion A'ByC; der Um-
legung in die durch m gehende Horizon-
talebene, 3. die Linge der Seitenkante
AD. Man konstruiere zunichst die Projektionen der Grundfliche in
derselben Weise wie in 44 mit Hilfe einer TT; L m. Da die Kante
AD || TI; ist, so erscheint sie in dritter Projektion in wahrer Grole
und senkrecht auf der dritten Spurlinie der Grundfliche. Dann ist 1/
der Schnittpunkt der Geraden A'D' L ' und D" D' || w/, ferner
Abst. (D", m"y = Abst. (D", ¥').

49. Aufgabe. Ein regelmédBiges Zwolfflach darzu-
stellen, dessen eine Fliche A; A, 4,4,4; in TI; liegt (Fig. 4).
Die iibrigen Eckpunkte des Korpers befinden sich zu je finf in drei
horizontalen Ebenen und bilden in ihmnen drei regelmiflige I'infecke,
die wir in der Reibenfolge von
unten nach oben mit B, ... B,
Cy...0C5, Dy ... Dy bezeichnen.
Dabei soll B; denjenigen der
Punkte B bedeuten, der mit A,
durch eine Kante verbunden ist. Die
Punkte A und D, sowie die Punkte
B und C liegen paarweise auf zehn
Geraden, die sich im Mittelpunkte
M des Korpers halbieren; solche
Gegenecken sollen immer denselben
Index erhalten. Die Punkte 4 und
die Grundriliprojektionen der Punkte
D bilden zusammen die Ecken eines
) regelméfigen Zehnecks, und ebense
sind die Punkte B’ und C’ die Ecken eines zweiten regelmifligen
Zehnecks, welches mit dem ersten parallel und konzentrisch ist. Wir
bezeichnen die Radien der umgeschriebenen Kreise fiir das erste und
zweite Zehneck bezw. mit #; und 7y, die Seite des ersten mit s.

Fig. 3.

Fig. 4.




- 19 —

Betrachten wir die Grundfliche 4; ... Ay als gegeben, so ist zur
Bestimmung der Grundrifiprojektion des Zwélfflachs ein Eckpunkt des
zweiten Zehnecks, z. B. Bj, erforderlich. Drehen wir nun das Fiinfeck
A, B, C,By A, um A, A,, bis es mit der Grundfliche zusammenfillt,
so gelangt B, nach Aj; B; liegt folglich auf dem Lot von A; auf
A; Ay, und ebenso ist A, B; L Ay Ay, — Noch genauer erhalten wir
B; durch folgende Uberlegung: Die vier Punkte Bj, Ds, As, C; liegen
auf einer Parallelen zu M’'Dj und die Punkte Bj, Dj, A,, Cs auf einer
Parallelen zu M'D; Das Viereck M'D;Bi D, ist folglich ein Rhom-
bus; es ist also D3 B; = r;, und die Strecke M'B; wird von D3 D,
senkrecht halbiert. Ferner ist A, D; || M’ C;, also 4 Bi A, Ds
~ A4 BiM'(C;, mithin 4 By A, D; gleichschenklig und A; By = s.
Hieraus folgt noch ro = r, 4 s.

Um die AufriBprojektion zu konstruieren, brauchen wir nur noch
die Entfernungen der Punkte B und C von TI; zu bestimmen. Be-
zeichnen wir sie bezw. mit # und ¢, so ist der erste Tafelabstand der
Punkte D — h 4+ 4. — Da die Bildstrecken A4;C; und A, B; auf
Ag Ay senkrecht stehen, so sind auch die Originalstrecken Az Cy und
Ay B; senkrecht auf A4, A4; (28). Wir schliefen hieraus allgemein,
dal von den sechs Diagonalen der Seitenflichen, die von einer Fcke
ausgehen, je zwei aufeinander senkrecht sind, die durch eine Diagonale
getrennt werden. Daher steht auch A; (, L A;B;, und da beide
Strecken einander gleich sind, so ist 4 A; B, B1 >~ 4 C, 4; C;, folg-
lich B;B; = A;C; und C, 0y = AyB;. Nun ist aber A4;5C;
— D3Bi = r, und Ay B} — A;D3 + D3B; = s 4 v, = ry, mithin
ergibt sich == r; und % = r,.

Aufgabe. Man konstruiere von dem dargestellten
Zwolfflach die schiefe Projektion auf die TT, 1)

Schnitt eines Vielflachs mit einer Ebene.

50. Man konstruiert den Schnitt eines Vielflachs mit einer Ebene
E im allgemeinen in der Weise, daf man die Schnittpunkte seiner
Kanten mit E, also die Eckpunkte der Schnittfigur, ermittelt
(Kantenverfahren). Dabei kommen naturgemif nur solche Schnitt-
punkte in Betracht, die innerhalb der begrenzten Kante liegen.

Um die Schnittpunkte der einzelnen Kanten mit E zu bestimmen,
bedient man sich entweder der projizierenden Ebenen dieser Kanten
(26, 27), oder man benutzt eine TT;, die auf E und auf einer der beiden
ersten Projektionsebenen, mithin auf der betreffenden Spur von E
senkrecht steht. In diesem Falle konstruiert man also die dritte Pro-
jektion des Korpers (11) und die dritte Spur von E und erhilt auf
ihr unmittelbar die dritte Projektion der Schnittfigur-(43).

" pl. Aufgabe. Das Netz eines schiefen Prismas zu kon-
struieren, dessen Grundflache A,B; C;, in TI, liegt. Die

) Beziiglich weiterer Aufgaben iiber regelmifige Vielflache vergl. unter
anderem die Lehrbiicher der darstellenden Geometrie von Wiener (I, 8.128)
und Rohn und Papperitz (I, S. 99).

2%
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Seitenflichen des Prismas sind Parallelogramme, deren wahre Grifie
aus je zwei Seiten und einer Diagonale leicht gefunden wird (18).
Vorzuziehen ist jedoch die Anwendung eines Normalschnitts: Man
lege eine Ebene N senkrecht gegen die Seitenkante A, A, (Spurlinie
n; L A; A;) und bestimme ihren Schnitt A3 B; C; mit dem Prisma
mittels der dritten Projektion auf eine TI; L %,. [Projektionsachse
y Ly, A A7 und A3 43" L y, Abst. (43, y) — Abst. (43, ),
ng L Ay"Ay' enthilt die Punkte A3, By', C3’.] Ferner konstruiere
man die wahre Grofe des Normalschnitts durch Umlegung der N in
TT,; dabei fillt A; nach A4 auf 4, A5 und es ist Abst. (4, n,) gleich
der Entfernung des Punktes A;" vom Punkte n, X< .

Da die Seiten des Normalschnitts auf den Seitenkanten des Prismas
senkrecht stehen, so verwandelt sich jener bei der Abwickelung des
Prismas in eine Gerade mit den Teilstrecken 4; B; — A B) u. s. w.
Die Seitenkanten sind || TT;; sie erscheinen daher in dritter Projektion
in wahrer Grofe; man mache also im Netz A3 4, L A; B; und
= A5'AY". — Kontrolle: die mit A, B; bezeichneten Strecken in Netz
und Grundrif miissen iibereinstimmen.

52, Zur Bestimmung der ebenen Schnitte von Prismen und
Pyramiden kann aufer dem allgemein giiltigen Kantenverfahren
noch das Fliachenverfahren benutzt werden, welches unmittelbar
die Schnittlinien der Ebene mit den Flichen des Korpers, also Seiten
der Schnittfigur, liefert:

Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E (¢, ¢;) mit einer
Pyramide zu konstruieren, deren Grundfliche ABCDE in
T, liegt. Man lege durch die Spitze S der Pyramide eine Hilfsebene
2 || TT,. Diese schneidet E in einer ersten Hauptlinie m (m'|| ¢;) und
die Seitenfliche SAB in der Geraden SW || AB. Sind V und W
bezw. die Schnittpunkte von A B und e, sowie von S W und m, so ist
VW die Schnittlinie der Ebenen SA B und E; die Kanten SA und
SB begrenzen auf ihr die Seite A, B; der Schnittfigur.

Die Figuren ABC ... und A4, B, C; ... stehen in folgender
Beziehung: Die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen durch
einen Punkt (S), und die Schnittpunkte entsprechender Geraden liegen
auf einer Geraden (¢;). Solche Figuren nennt man — wie hier nur
beildufig erwiahnt werden soll — perspektiv kollinear. Der Punkt
S heiit Kollineationszentrum, die Gerade ¢; Kollineationsachse
(vergl. spéter 167).

Die wahre Groéfe der Schnittfigur ergibt sich nach 43 (erste
Losung) durch Umlegung in TI;.

Um das Netz der Pyramide zu konstruleren, bestimmt man
zunichst die wahren Léngen der Seitenkanten und der auf ihnen
liegenden Abschnitte, indem man auf z z. B. die Strecke S, 4, =— §'4
macht und A7 A4,, ||z bis §” 4, zieht, und zeichnet dann das Dreieck
SADB aus seinen drei Seiten, heftet an SB das Dreieck SBC w. s. w.
Man kann aber auch jede Seitenfliche einzeln um ihre Grundkante in
TT, umlegen (35).



Durchdringung zweier Vielflache.

53. Zwei Vielflache durchschneiden sich entweder in einem oder
in mehreren (ebenen oder windschiefen) Vielecken. Im ersten Falle
sagt man, die Vielflache dringen ineinander ein, im zweiten spricht
man von einer vollstindigen Durchdringung (Durchbohrung) des
einen Vielflachs durch das andere.

Um die Durchdringungsfigur zu konstruieren, bestimmt man in
der Regel zunichst ihre Ecken als die Schnittpunkte der unver-
lingerten Kanten des einen Vielflachs mit den unerweiterten Flichen
des anderen und verbindet dann immer zwei solche Eckpunkte mitein-
ander, die in jedem Vielflach derselben Fliche angehoren (Kanten-
verfahren). In gewissen Fillen findet man aber auch unmittelbar
die Seiten der gesuchten Figur als die Schnittlinien der Flichen des
einen Vielflachs mit den Flichen des anderen (Flichenverfahren).

Bei Anwendung des Kan-
tenverfahrens legt man durch
die einzelnen Kanten geeig-
nete Hilfsebenen und ermittelt
fiir jede solche Ebene ihren
Schnitt mit dem anderen Viel-
flach und hierauf die Punkte,
in denen die betreffende Kante
das so erhaltene Vieleck
schneidet. Als Hilfsebenen
dienen im allgemeinen die
projizierenden Ebenen der
Kanten:

54, Aufgabe. Die
DurchdringungdesTetra-
eders ABCD mit dem drei-
seitigen Prisma EFGHJK
zu konstruieren (Fig. 5).
Wir 16sen die Aufgabe nach
dem Kantenverfahren mittels
projizierender Ebenen durch
die einzelnen Kanten. Um
z. B. die Schunittpunkte der
Tetraederkante A B mit dem
Prisma zu bestimmen, be-
nutzen wir die zweite pro-
jizierende Ebene von A4 B.
Diese schneidet die Prisma-
kanten EH, FJ, GK bezw. in den Punkten 1, 2,38. (1" = A" B"
x E"H" u.s. w.) Die Strecke A’B’ hat mit den Seiten 2’3’ und
3’1’ des Dreiecks 1'2'3' bezw. die Punkte I und M' gemein; die
Kante AB durchstéBt also die Prismaflichen ¥ G KJ und GEHK
bezw. in L und M. — In derselben Weise verfahren wir der Reihe
nach mit allen Tetraeder- und Prismakanten, diejenigen ausgenommen,

Fig. 5.
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bei denen die blobe Anschauung zeigt, dall sie ganz auBerhalb des
anderen Vielflachs liegen.

Wir haben schlieBlich unter den gefundenen Schnittpunkten immer
je zwei, die auf derselben Tetraederfliche und zugleich auf derselben
Prismafliche liegen, zu einer Seite der Schnittfigur zu verbinden. Dazu
bedienen wir uns zweckmiBig einer Tabelle, in der wir neben jedem
Schnittpunkte die Flachen notieren, in denen er sich befindet:

| ;
Punkte ‘ Prismaflichen ‘ Tetraederflichen
L l FGKJ ABC, ABD
|
. s w.

Bei diesem Verfahren kann es sich ereignen, dall die projizierende
Ebene, die wir durch eine bestimmte Kante (z. B. FJ) legen, den
anderen Korper in einem Vieleck schneidet, das von der Kante gar
nicht getroffen wird; dann zeigt sich erst hierdurch, dafs die betrachtete
Kante iiberhaupt keinen Eckpunkt der Durchdringungsfigur enthilt.
Um solche erfolglosen Versuche zu vermeiden, kénnen wir, nachdem fiir
eine Kante, etwa AB, wie vorhin die Schnittpunkte L und M be-
stimmt sind, in folgender Weise vorgehen. Da der Punkt M in der
Prismafliche G EHK und in der Tetraederfliche A B C liegt, so be-
ginnt in ihm die Schnittlinie dieser Flichen, und wir finden sie, indem
wir noch eine Kante der einen Fliche mit der anderen zum Schnitt
bringen. Benutzen wir hierzu z. B. die Kante £ H und konstruieren
nach 27 ihren Schnittpunkt W mit der Ebene 4 B C, so ergibt sich
M W als Schnittlinie beider Flichen. Diese gehort aber der Durch-
dringungsfigur nur so weit an, als sie sich innerbalb des Dreiecks A BC
befindet, also bis zu ihrem Schnittpunkte S mit der Kante BC. Da
B C auch im Dreieck B CD liegt, so beginnt in S die Schnittlinie
dieser Fliche mit G EHK, von der wir wied=r einen zweiten Punkt
ermitteln, u. s. w. Auf diese Weise erhalten wir die Eckpunkte der
Durchdringungsfigur sofort in der richtigen Reihenfolge, so dal die
Anlegung einer Tabelle tberflissig wird.

Die Projektion einer Seite der Durchdringungsfigur ist als sicht-
bar auszuziehen, wenn beide Flichen, deren Schnittlinie sie ist, in
der betreffenden Projektion sichtbar sind.

Kontrollen: Die beiden Schnittlinien einer Fliche des einen
Korpers mit zwei in einer Kante zusammenhéingenden Flichen des
anderen treffen sich immer auf dieser Kante.

55. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Pyramiden,
so konnen wir die Konstruktion nach dem Kantenverfahren dadurch
vereinfachen, dal wir an Stelle der bisher benutzten projizierenden
Ebenen zweckmifiger gewihlte Hilfsebenen verwenden. Bei einer
Pyramide werden n#mlich die einfachsten Schnitte durch solche
Ebenen erzeugt, die durch die Spitze gehen, denn diese schneiden die
Mantelfliche in Geraden aus der Spitze. Um daher die Schnittpunkte
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der Kanten der einen Pyramide mit der anderen zu konstruieren, legen
wir durch jede Kante eine Hilfsebene, die zugleich die Spitze der
anderen Pyramide enthilt, d. h. wir benutzen Hilfsebenen durch
die Verbindungslinie beider Spitzen.

Sind S und 7' die Spitzen der beiden Pyramiden, A.B CD und
EF G bezw. die zugehérigen Grundflichen in den Ebenen E und @,
80 bestimmen wir zunéchst die Schnittlinie m dieser Ebenen, sowie
die Schnittpunkte @ und R der Geraden ST mit E und ¢ (Fig. 6).
Dann erhalten wir z. B. die Schnittpunkte 4, und A, der Kante SA4
mit der anderen Pyramide, indem wir durch SA und ST eine Hilfs-
ebene legen. Diese schneidet E in @ A, m in ¥ (auf @A), ¢ in AR,
das Dreieck EF G in UA; und A, (auf AR), also den Mantel der
zweiten Pyramide in den Geraden U; 7' und A, 7', welche auf S A die
Punkte A, und A, bestimmen. Haben wir in derselben Weise alle
iibrigen Eckpunkte der Durchdringungsfigur gefunden, so erkennen

Fig. 6.

wir ihre Reihenfolge ohne Benutzung einer Tabelle, indem wir von 4
und A; aus beide Grundflichen derartig umfahren, dafll die in ihnen
gleichzeitig erreichten Punkte immer in derselben Hilfsebene liegen.

Riickt der Punkt 7' in unendliche Entfernung, so verwandelt sich
die zugehdrige Pyramide in ein Prisma. Dann bleibt die vorige
Konstruktion ungeéindert, nur werden die Geraden ST, U, T, A, T'. ..
parallel zu den Seitenkanten des Prismas.

Nach ganz demselben Verfahren ermitteln wir endlich auch die
Durchdringung zweier Prismen, indem wir durch die Seitenkanten
jedes Prismas Hilfsebenen legen parallel zu denen des anderen (22 c).
Alle diese Ebenen schneiden E und @ in parallelen Geraden.

56. Aufgabe. Die Durchdringung eines Prismas mit
einer Pyramide zu konstruieren, wenn die zugehdrigen
Grundflichen ABCD und KLM in TI, liegen (Fig. 7, a. f. 8.).
Erste Losung (Kantenverfahren): Wir ziehen durch die Spitze S
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der Pyramide parallel zu den Seitenkanten des Prismas die Gerade S¢@
bis TT; und konstruieren dann genau so, wie in 55 angegeben wurde.

Zweite Losung (Fliachenverfahren, vergl 52): FEine hori-
zontale Ebene durch S schneidet das Prisma in einem Viereck EF G H,
das zu A BCD parallel und
kongruent ist, und die Seiten-
flichen der Pyramide in drei
durch S gehenden Geraden
p|| KL gq| LM, r| MK Um
z.B. die Schnittlinie der Flichen
ABFE und SKL zu ermit-
teln, bestimmen wir die Punkte
T—AB>x KL und U=EF
X p; dann ist TU die ge-
suchte Schnittlinie, die aber
als Seite der Durchdringungs-
. figur nur so weit in Betracht
kommt, als sie innerhalb der
begrenzten Seitenflichen liegt,
also von ihrem Schnittpunkte
A; mit AE bis K, auf SK.
In A, wird sich die Schnitt-
linie der Flichen A D HE und

S K L anschliefen u. s. w.
Soll die Seite A, K; der
Durchdringungsfigur in das
Netz der Pyramide eingetragen
werden, so benutzen wir
wieder die Punkte 7' auf KL
und U auf p (SU|| KL und

U

Fig. 7.

Schattenkonstruktionen.

57. Um die Anschaulichkeit der Abbildung zu erhohen, denken
wir uns die dargestellten Objekte aus einem endlichen oder unendlich
fernen Punkte L beleuchtet. Wihrend in Bezug aut L als Projektions-
zentrum (Auge) die Oberfliche jedes undurchsichtigen Kérpers in
einen sichtbaren und einen unsichtbaren Teil zerfillt, die durch den
wahren Umrifl getrennt werden, unterscheiden wir fiir L als Licht-
quelle diese beiden Oberflichenteile als den beleuchteten und den im
Kigen- oder Selbstschatten befindlichen Teil und bezeichnen ihre
Trenpungslinie, in deren Punkten die Lichtstrahlen die Oberfliche
streifen (beriihren), als Iligen- oder Selbstschattengrenze (Licht-
grenze). Die streifenden Lichtstrahlen umschlieffen hinter dem
Korper seinen Schattenraum. Jede Oberfliche, die in diesen Raum
hineinreicht, empfingt vom Korper einen Schlagschatten, dessen
Grenzlinie von jenen streifenden Lichtstrahlen ausgeschnitten wird.
Die Schlagschattengrenze ist also die Projektion der Kigen-
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schattengrenze aus L und geometrisch dasselbe, wie der scheinbare
Umrifl des Kérpers fiir L als Projektionszentrum.

Wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, werden wir
im folgenden immer voraussetzen, der Punkt L sei unendlich fern.
Wir wihlen ferner die parallelen Lichtstrahlen immer so, dafl sie von
links oben und vorn nach rechts unten und hinten gerichtet sind, und
zwar zumeist parallel zur Diagonale eines Wiirfels, von welchem drei
Kanten mit den Projektionsachsen , ¥, # zusammenfallen. Diese be-
vorzugte Lichtrichtung soll kurz als ,Richtung der Wiirfeldiagonale*
bezeichnet werden.

58. Aufgabe. Bei gegebener Lichtrichtung 1 (,1") den
Schlagschatten zu bestimmen, den der Punkt P (P', P") auf
eine der Projektionsebenen wirft. Der Schlagschatten von P
auf TT; oder TT, ist bezw. der erste oder zweite Spurpunkt des durch
P gehenden Lichtstrahls (15): wir bezeichnen ihn im folgenden immer
bezw. mit Py oder P,. Da die Projektionsebenen als unbegrenzt und
undurchsichtig vorausgesetzt werden, so werfen zufolge der iiber die
Lichtrichtung getroffenen Annahme (57) nur die im ersten Quadranten
liegenden Punkte Schatten, und zwar entweder aut die + TI, oder die
+ TT,. Fir Licht in der Richtung der Wiirfeldiagonale ist Pj P, || z.

59. Aufgabe. Den Schlagschatten der Strecke AB auf
die Projektionsebenen zu konstruieren. Man konstruiere von
den Endpunkten 4 und B den Schatten Ay und By auf TT,. Liegt
Ay oberhalb, Bj, unterhalb # und schneidet A, B; die Achse in C, so
ist der Schatten von A B die gebrochene Linie 4, C B,

Ist AB|| T, so wird A4, By 1t AB. Steht AB L T, so ist
A B || V.

60. Um zu entscheiden, ob von einer ebenen Figur, etwa von
einem Dreieck A BC, im Grundril die beleuchtete oder die im Eigen-
schatten befindliche Seite gesehen wird, schneiden wir die Figur mit
einer Ebene, die zur ersten projizierenden Ebene des Lichtstrahls 1
parallel ist, in einer Geraden DE (D'E' || V). Dann zeigt sich im
Aufrifs, ob die in der Hilfsebene verlaufenden ersten projizierenden
Strablen und die in ihr liegenden Lichtstrahlen dieselbe Seite von
D E treffen, oder nicht. Im ersten Falle ist die im Grundrif sichtbare
Seite der Ebene A BC beleuchtet. Konstruieren wir den Schlag-
schatten auf TI;, so sind in diesem Falle die Dreiecke A’ B'C’ und
Ar By, O, gleichen Sinnes (20).

Die Grundriprojektion einer ebenen Figur und ihr Schatten auf
TT, sind perspektiv affin (41).

6l. Aufgabe. Den Schlagschatten des Prismas ABCDEF
auf die Projektionsebenen, sowie seinen Eigenschatten zu
bestimmen (Fig. 8, a.f.8.). Wir konstruieren zunichst den vollstin-
digen Schlagschatten auf die TIy, so wie er sich gestalten wiirde, wenn
die TI, durchsichtig wire. Haben wir von den durch 4, B, C, D ge-
zogenen Lichtstrahlen die ersten Spurpunkte Aj . . . ermittelt, so
ergeben sich Ej und I}, sofort aus der Bemerkung, dall Bj, E; und
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CoFy 3£ A Dy sind. Denken wir uns nunmehr die Schatten aller der-
jenigen Eckpunkte verbunden, die auf dem Prisma selbst durch Kanten
verbunden sind, so erhalten wir als Schlagschattengrenze das Fiinfeck
Ay Cw By Ey Dy, das alle iibrigen Ver-
bindungslinien einschliet, und diesem
entspricht auf dem Prisma die Eigen-

\ schattengrenze A CBED. Dal ibri-
gens die Punkte C und D der Eigen-
" schattengrenze angehoren, ist ohne

weiteres klar, weil in ¢/ und D' der
erste scheinbare Umril von je einer
Parallelen zu ' gestreift wird, und
z das Analoge gilt im Aufri} von 4 und
E. Da der Kantenzug ACBEDA die
beleuchteten Prismaflichen von den im
Eigenschatten befindlichen trennt, so

DI
ergibt sich aus der Anschauung, dal
F, nur die Flichen ABC und ABED
g yd beleuchtet sind. Davon iberzeugen
l g wir uns auch, indem wir das Prisma
y mit einer Hilfsebene schneiden, die zur
//1), ' ¢

Fig. 8.

ersten projizierenden IEbene von ! par-

allel ist. Die so erhaltene Schnittfigur

PQRS wird von den durch  und S

gehenden Lichtstrahlen gestreift, und
die in ABC und ABED liegenden Seiten SP und P@ sind dem
Lichte zugewendet.

Die Punkte D und E werfen ihren Schlagschatten in Wirklichkeit
nicht auf die TT;, sondern auf die TT,; der Schlagschatten des Prismas
wird also in den Schrittpunkten 3 und N von A D und B Ej mit
x gebrochen. Die Figuren M Dy E, N und M D, E N sind perspek-
tiv affin fiir # als Affinitdtsachse.

62. Um den Schlagschatten einer Figur auf eine andere
Figur zu bestimmen, kénnen wir zwei verschiedene Wege ein-
schlagen:

I. Wir bestimmen unmittelbar die Schnittpunkte der von den
Schatten werfenden Punkten ausgehenden Lichtstrahlen mit den
Schatten empfangenden Flédchen unter Anwendung geeigneter Hilfs-
ebenen, in der Regel mittels projizierender Ebenen durch die einzelnen
Lichtstrahlen. (Direktes Verfahren, insbesondere Methode der
projizierenden Ebenen, analog dem Kantenverfahren bei Durch-
dringungen, vergl. 53.)

II. Sind @ und b zwei gerade (oder krumme) Linien im Raume,
ap, und by ihre Schatten auf irgend eine Kbene, etwa auf die TT,, und
treffen sich a; und b; in einem Punkte P, so ist dieser der Schatten
sowohl eines Punktes von a als auch eines Punktes von b, d. h. der
durch Py riickwirts gezogene Lichtstrahl schneidet beide Linien.
Trifft er zuerst a in P, hierauf b in @, so empfingt ¢ in P Schlag-
schatten vom Punkte @ auf b. — Um hiernach den Schlagschatten zu
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konstruieren, den das Vielflach A vom Vielflach B empfingt, ermitteln
wir zuniéichst den Schlagschatten beider Vielflache auf die TI,. Da
nur die beleuchteten Flichen von A Schatten erhalten, und da die
Grenzlinie dieses Schattens von der Eigenschattengrenze auf B her-
rithrt, so suchen wir in TI, die Schnittpunkte der Schlagschattengrenze
von B mit den Schatten der beleuchteten Kanten von A (einschlieBlich
der Schlagschattengrenze von A) und projizieren die gefundenen
Punkte in der Lichtrichtung auf die betreffenden Kanten von A. (In-
direktes Verfahren, Methode des Zuriickprojizierens.)

IV. Der Kreis.

63. Sei E irgend eine Originalebene, % eine in ihr liegende
Kurve, k' die senkrechte oder schiefe Parallelprojektion von &k auf die
Ebene TT, so sind & und k' perspektiv affin fir die Spurlinie ¢ von
E als Affinititsachse (40). Dabei entspricht der Tangente in
einem Punkte P von k die Tangente im Punkte P’ von ¥/, denn
beide Geraden sind die Verbindungslinien entsprechender Paare von
unendlich benachbarten Punkten auf ¥ und %'

Den Schnittpunkten von % mit einer in E liegenden Geraden g
sind der Reihe nach die Schunittpunkte von %' mit der Bildgeraden ¢’
zugeordnet; daraus folgt: Die Projektion einer ebenen Kurve
n'** Ordnung ist wieder von der n'*® Ordnung.

684. Ist die Kurve % ein Kreis, so entsteht als Bildkurve k' eine
im Endlichen geschlossene Kurve zweiter Ordnung, d.h. die Parallel-
projektion des Kreises ist im allgemeinen eine Ellipse.

Die Projektion M’ des Kreismittelpunktes M ist der
Mittelpunkt der Bildellipse; denn M’ ist der Mittelpunkt der
Projektionen aller Kreisdurchmesser (1). Zieht man in k zwei auf-
einander senkrechte Durchmesser, so ist jeder von ihnen parallel zu
den Tangenten in den Endpunkten des anderen. Dann gilt dasselbe
von den entsprechenden Durchmessern von %', d. h.: Zwei aufein-
ander senkrechten Kreisdurchmessern entsprechen zwei kon-
jugierte Ellipsendurchmesser.

65. Aufgabe. Von dem Kreise k ist die Spur ¢ seiner
Ebene, seine Umlegung &, in die Bildebene TT und von seinem
Mittelpunkte M das Bild M’ gegeben; die Achsen der Bild-
ellipse k' zu konstruieren. Man bestimme den Schnittpunkt O von
e mit der Mittelsenkrechten von M, M’, beschreibe um O mit dem
Radius O M, einen Kreis, der ¢ in ¥V und W schneidet, und ziehe in
k, die nach ¥V und W gehenden Durchmesser 4, By und C,D;. Ihnen
entsprechen in der perspektiv affinen Figur auf M'V und M' W die
Achsen A'B' und C'D' von k'; denn A'B’ und C'D’ sind zwei auf-
einander senkrechte, konjugierte Durchmesser der Bildellipse.

Im Falle senkrechter Projektion ist MyM' L e; dann ist die
groBe Achse von %' || ¢ und gleich dem Durchmesser von k.

66. Sind von derEllipsek zwei konjugierte Durchmesser
AB und CD gegeben, und beschreibt man iiber dem einen



derselben, z. B. iiber AB, um den Mittelpunkt M von %k den
Kreis kg, so kann man & als die perspektiv affine Kurve zu %,
betrachten fiir AB als Affinititsachse. Dabei entspricht dem
Ellipsendurchmesser CD der auf A B senkrechte Kreisdurchmesser
Cy Dy; die Affinitatsstrahlen sind also || Cy C. Hieraus ergibt sich die
folgende Konstruktion der Iillipse k: Man fille von einem be-
liebigen Punkte P, von &y auf AB das Lot Py ¢ und ziehe QP || M C
und Py P || CyC; dann ist P ein Punkt von %, denn der zu k%, gehoren-
den Geraden P, entspricht in der affinen Figur die Gerade Pg.

Die Ellipsentangente in P geht durch den Schnittpunkt der Kreis-
tangente in P, mit der Affinitdtsachse A B.

Ist von einer Ellipse ein Durchmesser 4 B, die Richtung des kon-
jugierten Durchmessers und ein Punkt P gegeben, so findet man aus
der eben betrachteten Iigur umgekehrt die Linge des konjugierten
Durchmessers.

Die affine Beziehung zwischen der Kllipse ¥ und dem
Kreise k, liefert ein bequemes Mittel, um eine Reihe von
Konstruktionsaufgaben iber die Ellipse durch Zurickfih-
rung auf die analoge Aufgabe am Kreise zu lésen. Sollen z. B.
an die durch zwei konjugierte Durchmesser A B und CD gegebene,
aber nicht gezeichnete Ellipse ¥ aus einem beliebigen Punkte B der
Ebene Tangenten gezogen werden, so konstruiere man zu R den in
der Kreisfigur entsprechenden Punkt Ry (RS || CM bis AB, SRy L AB,
R R, || CC,), lege aus R, an den Kreis %, die Tangenten und verbinde
R mit den Punkten, in denen jene die Affinititsachse A B schneiden.

67. Konstruktion der Ellipse aus ihren Achsen AB=—2aq
und CD = 2b (@ > b). Die Ellipse & ist wieder perspektiv affin
zu dem Kreise, der A B zum Durchmesser hat; wir bezeichnen ihn
gegenwirtig mit k. Dem Punkte C von k entspricht der Schnittpunkt
C, von %k, mit der verlingerten Halbachse M C; einem beliebigen
Punkte P, von k; ist also nach 66 derjenige Punkt P von % zu-
geordnet, der die auf A B senkrechte Strecke P, @ in demselben Ver-
hiiltnis teilt, wie C die Strecke C; M. Beschreiben wir daher um M
mit dem Radius M C den Kreis k,, der M P, in P, schneidet, so er-
halten wir P als Schnittpunkt von P, @ mit der Parallele durch P,
zu A B.

Verstehen wir unter %; den Kreis um 24 mit dem Radius a + D,
unter P; seinen Schnittpunkt mit M P, so ist I’ P, die Normale der
Ellipse in P. Denn die Tangente von k¥ in P geht durch den Schnitt-
punkt 7 von AB mit der Tangente von %k, in P; dann folgt aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke P, PI’, und V', M, dali auch die Drei-
ecke PP, I’; und PV eimnander dhnlich sind, within ist L P P,
= L VPP, also L VPP, = 90°

Sind B und S die Schnittpunkte von AB und CD mit der
Parallele durch P zu M P,, so ist PR = b, ’S — a. Gleitet daher
die Strecke RS — a—>b mit den Punkten R und S auf den Achsen
AB und CD, so beschreibt der auf ihrer Verlingerung liegende Punkt
D die Ellipse. — Machen wir ferner auf A B die Strecke @1 = R @
und ziehen T'P bis U auf CD, so wird PU = a, PT == b; die Ellipse
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entsteht also auch als Bahnkurve von P, wenn die Endpunkte der
Strecke TU — a + b sich bezw. auf 4 B und CD bewegen. (Papier-
streifenkonstruktionen der Ellipse.)

Hieraus folgt beilsufig: Kennen wir von einer Ellipse die eine
Achse AB = 24 und einen beliebigen Punkt P, so finden wir die
Linge b der anderen Halbachse, indem wir um P mit @ einen Kreis-
bogen beschreiben. Trifft dieser die nicht gegebene Achse in S, und
schneiden sich PS und A B in R, so ist PR — b.

Um die Ellipse moglichst genau zu zeichnen, benutzen wir noch
ihre Scheitelkrimmungskreise. Bilden wir das Rechteck AM CE
und fallen von E auf A C ein Lot, so trifft dieses A B und CD bezw.
in den Kriimmungsmittelpunkten ¥' und G der Scheitel 4 und C. Dann

2 "
ist némlich AF = ” und CG = %— in Ubereinstimmung mit be-
kannten Formeln der analytischen Geometrie.

68. Konstruktion der Achsen einer Ellipse aus einem
Paar konjugierter Durchmesser. Wir bezeichnen wieder mit M
den Mittelpunkt, mit A B und CD die Achsen einer Ellipse &, mit %,
und %, die Kreise itber den Durchmessern A B und CD. In k; wihlen
wir irgend zwel aufeinander senkrechte Radien ME, und M G,
schneiden sie mit k, in K, und &, und bestimmen nach 67 zu E,
und G, die entsprechenden Ellipsenpunkte ¥ und G (E,E 1 A B,
E,E|| AB u. s. w). Dann sind ME und M G zwei konjugierte Halb-
messer von k, und es ist 4 E,EE, ~ 4 (#;GG,. Drehen wir
A MG, G um M, bis G mit E;, also G, mit E, zusammenfillt, so
gelangt M G nach MJ L M G. In dem Rechteck E, EE,J halbieren
sich die Diagonalen in O; sind also S und 7' die Schnittpunkte von
EJ mit AB und CD, so ist 0S =07 = OM und ME, = JS
— MA, sowie ME, — JT — MC.

Kennen wir daher umgekehrt von der Ellipse & die konjugierten
Durchmesser EF und G H, so finden wir die Achsen in folgender
Weise: Wir ziehen MJ L M G und beschreiben um den Mittelpunkt
O von EJ mit OM einen Kreisbogen, der EJ in S und T schneidet.
Dann gehen die Achsen AB und CD bezw. durch S und 7, und zwar
ist MA=JS, MC = JT

69. Aufgabe Einen Kreis k in Grund- und Aufriff dar-
zustellen, wenn gegeben ist die erste Spurlinie ¢; und der
erste Neigungswinkel & seiner Ebene E, die erste Projektion
M' seines Mittelpunktes M und sein Radius ». Die erste Pro-
jektion von %k ist eine Ellipse k¥’ mit dem Mittelpunkte M’. Alle
Durchmesser von k erscheinen im Grundriff verkiirzt, mit Ausnahme
des zu ¢, parallelen Durchmessers A B, der in wahrer Gréfe abgebildet
wird. Ziehen wir also durch M’ die Gerade A'B'|| e, und machen
M A = MB =r, so ist A’B' die groBe Achse von ¥. Die zu-
gehorige kleine Achse ist die GrundriBprojektion des auf A B senk-
rechten Kreisdurchmessers CD. Dieser geht durch den Fufipunkt J
des Lotes von M’ auf e; und bildet mit M'J den Winkel &. Durch
Umlegung in TI; gelangt der Winkel M J M’ nach MyJ M' — & und
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M nach B, auf A'B’; machen wir dann aufJM, die Strecke M, Co=r,
soist C,C' L JM"

Die Aufriiprojektion von % ist eine Ellipse k" mit dem Mittel-
punkte M"', wobel Abst. (M", ) =— M'M,. Der zu TI, parallele Kreis-
durchwesser K F' liefert die grolle Achse von k"; um sie zu erhalten,
ziehen wir M'N || « bis ¢, NN" L 2z und machen auf M" N die
Strecke M" E" = M" F" — r. Von der Ellipse k" kennen wir ferner
den Punkt A" auf der Parallelen durch M" zu x; wir finden also die
kleine Halbachse nach 67.

Der Schlagschatten von & auf TI; ist eine Ellipse %;, die den
Schatten M von M zum Mittelpunkte hat. Bilden wir von % die
Umlegung in TT, so finden wir die Achsen von %;, nach 65.

V. Die Kugel.

70. Im Anschluf an friher gebrauchte Bezeichnungen verstehen
wir bei einer krummen Fliche unter wahrem Umrifl den geometri-
schen Ort derjenigen Flichenpunkte, deren projizierende Strahlen die
Flache beriihren, unter scheinbarem Umrifi die Projektion der
wahren Umriflinie.

Darstellung einer Kugel, die durch ihren Mittelpunkt
M (M', M") und ihren Radius r gegeben ist. Der erste wahre
Uwril der Kugel ist der horizontale Hauptkreis u, der erste scheinbare
Umrill der Kreis ' um M’ mit dem Radius . Die zweite Projektion
von u fallt zusammen mit dem zu x parallelen Durchmesser des zweiten
scheinbaren Umrisses ¢/'.  Alle Punkte der oberhalb u liegenden Halb-
kugel sind im Grundrif sichtbar,

Um von dem Punkte P der Kugelfliche, der durch seinen Grund-
ril I’ gegeben ist, die AufriBprojektion xu koustruieren, benutzen
wir den durch P gehenden horizontalen Kugelkreis p. Seine Grund-
rifiprojektion ist der Kreis p’ um M' mit dem Radius M'P’. Dem
Punkte @', in welchem p’ die Grundrifprojektion ¢’ des zweiten wahren
Umrisses v schneidet, entsprechen im Aufrif} zwei Punkte von ¢"; von
den zugehérigen horizontalen Sehnen kann jede als Aufriliprojektion
von p betrachtet werden.

71. Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E (¢;, €3) mit einer
Kugel vom Mittelpunkte M (M', M") zu konstruieren. Die
Schnittkurve ist ein Kreis k, der den Fulipunkt O des von M aut E
gefillten Lotes zum Mittelpunkte hat. Wie beim ebenen Schnitt eines
Vielflachs bedienen wir uns einer dritten Projektionsebene TT;, die auf
e, senkrecht steht und TT, in der Geraden y L ¢, schneidet, und be-
stimmen in der umgelegten TTy die dritte Spurlinie e, (43), sowie den
Punkt M"" und den dritten scheinbaren Umrill %" der Kugel. Die
auf ¢; liegende Sehne (" D' des Kreises ' ist die dritte Projektion
und zugleich die wahre Grofle des auf ¢, senkrechten Durchmessers
von k, sowie die dritte Projektion des Schnittkreises selbst. Um die
Projektionen des Mittelpunktes O zu erhalten, ziehen wir "' 0" L e,
MO Le, 00 || ¢, M" 0" L e,. Die GrundriBprojektion von k ist
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eine Ellipse k' mit dem Mittelpunkte O', der kleinen Achse C'D' L ¢;
und der grofien Achse A'B'=— 2. 0" (C". Die groBe Achse der
Ellipse k" ist || e, und ebenfalls — 2 . 0’ ¢"""; die zugehorige kleine
Achse ergibt sich nach 67 mittels des Punktes A" (0" 4" || ).

Die Konstruktion gestaltet sich noch etwas einfacher, wenn wir
die Ebene TT; durch M legen und sie um den in ihr befindlichen hori-
zontalen Kugeldurchmesser drehen, bis sie || TT; wird.

Die Ebene des ersten wabren Umrisses % schneidet E in einer
ersten Hauptlinie /1, und diese trifft # in 7 und U, den Endpunkten
des im Grundrif sichtbaren Teiles von k. Die Ellipse %' berithrt den
Kreis ' in 7’ und U’, denn die Tangenten an % und # in 7' liegen in
der Berithrungsebene der Kugel in T, die auf TI; senkrecht steht, und
deren erste Projektion mit der Tangente in 1" an «' zusammenfsllt. —
Uberhaupt gilt ganz allgemein der Satz: Liegt auf irgend einer
krummen Fliche eine Kurve %, die den wahren Umrill « in
einem Punkte 7 schneidet, so beriihrt ihre Projektion %' den
scheinbaren Umrill o' in 7"

72. Aufgabe. Den Schnitt des Dreiecks ABC mit einer
Kugel vom Mittelpunkte M zu konstruieren. Wir bestimmen
eine hinreichende Anzahl von Punkten des Schnittkreises %k, indem wir
durch Kugel und Dreieck eine Reihe horizontaler Hilfsebenen legen.
Eine solche Ebene schneidet die Kugel in einem Kreise p, das Dreieck
in einer Geraden S 7, und diese trifft p im allgemeinen in zwei Punkten
P und @ von k. Dabei kommen nur solche Punkte in Betracht, die
innerhalb der begrenzten Dreiecksfliche liegen.

Um die Schnittpunkte D und E der Geraden AB mit der
Kugel zu erhalten, schneiden wir die Kugel mit der ersten projizie-
renden Ebene von A B in einem Kreise ¢, dessen erste Projektion mit
der auf A’ B’ liegenden Sehne F’' G' des Umrilkreises %' zusammenfillt.
Sein Mittelpunkt O ist der Fullpunkt des Lotes von M auf diese
Ebene, also von TI; ebenso weit entfernt wie }. Legen wir die Ebene
ABB' A" in TI, um, so gelangen A B, O, ¢ bezw. nach A4, B,, Oy, 4;
dabei ist A'A; L A’B’" und = Abst. (4", z), M' 0, L A'B', 0' 0,
— Abst. (M", ) und der Radius von 4 — O'F’. Die Gerade Ay B,
trifft ¢, in Dy und E, u. s. w.

738. Aufgabe. Die Eigenschattengrenze einer Kugel fir
Parallelbeleuchtung zu konstruieren. Wir bezeichnen mit M
den Mittelpunkt, mit # und v den ersten und zweiten Umrifl der Kugel,
mit ! den durch M gehenden Lichtstrabl. Die gesuchte Eigenschatten-
grenze ist ein Hauptkreis s, dessen Ebene auf I senkrecht stebt, ihre
erste Projektion also eine Kllipse s’ mit dem Mittelpunkte 3'. Da alle
Durchmesser von s im Grundril verkiirzt erscheinen, mit Ausnahme
des horizontalen, also in u liegenden Durchmessers A B, so ist die auf
' senkrechte Strecke A'B’ die grofle Achse von s. Die zugehérige
kleine Achse ist demnach die Grundrilprojektion desjenigen Durch-
messers C D von s, der sich in der ersten projizierenden Ebene von I
befindet. Diese schneidet die Kugel in einem Hauptkreise ¢, von welchem
lTund CD zwei aufeinander senkrechte Durchmesser sind. Um C'D/
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zu konstruieren, drehen wir den Kreis ¢ um den vertikalen Kugeldurch-
messer, bis er mit v zusammenfillt. Dabei beschreibt der auf I beliebig
gewihlte Punkt I einen horizontalen Kreisbogen bis Ly (M’ Ly || # und
= M'L, L"L;||x). Dann ist M"L; die AufriBprojektion I des
gedrehten Lichtstrahles; ziehen wir also in ¢” den Radius M" Cy L1y
als AufriBprojektion der gedrehten Strecke M C, so finden wir auf ¢/
den Punkt C) und auf U den Punkt C' (M’ C’' = M'(Cy).

Die Aufrifprojektion von s ist eine Ellipse, die den auf " senk-
rechten Durchmesser von ¢" zur grofen Achse hat. Sie geht ferner durch
den Punkt 4" auf ', wodurch die kleine Achse nach 67 bestimmt ist.

Die Projektion der Eigenschattengrenze berithrt den
scheinbaren Umrif in denjenigen Punkten, deren Tangen-
ten zur Projektion des Lichtstrahles parallel sind. Dies gilt
allgemein fiir jede krumme Fliche; denn trifft die Eigenschatten-
grenze s einer solchen Fliche den wahren Umrill # im Punkte A, so
liegen der durch A gehende Lichtstrahl und die zugehérigen Tangenten
von % und s in der Beriihrungsebene von A, und da diese auf der be-
treffenden Projektionsebene senkrecht steht, so fillt ihre Projektion mit
der des Lichtstrahles zusammen.

Die Grenze des Schlagschattens der Kugel auf TT, ist der
Schatten von s, also eine Ellipse s, vom Mittelpunkte M;. Da die
Durchmesser von s auf der Lichtrichtung senkrecht stehen, so erscheinen
sie im Schatten vergréfert, mit Ausnahme des zu TI; parallelen
Durchmessers A B. Die kleine Achse von s, ist also 4,B; i A' B,
die groBe Achse folglich O Dj. Ziehen wir Cg Ny ||l bis zur Par-
allelen durch M" zu x, so ist M; C;, = M" Ny.

VI. Kegel- und Zylinderflichen.

Raumkurven und abwickelbare Flichen im allgemeinen.
Entstehung der Kegel- und Zylinderfliachen.

74. Unter der Schmiegungsebene einer Raumkurve & im
Punkte P verstehen wir die Grenzlage X, der sich die Verbindungsebene
der Tangente in P mit einem verdnderlichen Kurvenpunkte nihert,
wenn dieser dem Punkte P zustrebt. Wir koénnen die Schmiegungs-
ebene auch definieren als die Ebene durch drei unendlich benachbarte
Kurvenpunkte P, P, P, oder durch zwei unendlich benachbarte Tan-
genten ¢t — PP, und t, — I, P,. Die Kurve % durchsetzt im all-
gemeinen die Ebene 2 im Punkte P, weil dieser aus der Vereinigung
von drei aufeinander folgenden Schnittpunkten hervorgeht. — In X
befindet sich der Kriimmungskreis des Punktes P, d. h. der Kreis
durch P, P, P,

Verzeichnen wir auf & von P, aus weiter die unendlich benach-
barten Punkte P, I’;..., so sind die Geraden t, =— P, P;, t, = L3 ;...
die Tangenten von k in Py, P ..., und dann bilden die unendlich
schmalen ebenen Streifen, die zwischen je zwei Nachbartangenten ent-
halten sind, in ihrer stetigen Aufeinanderfolge eine gewisse Fliche, die
Tangentenfliche der Raumkurve . Sie ist abwickelbar, d. h.
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wir konnen sie ohne Trennung des Zusammenhanges und ohne Faltung
in eine Ebene ausbreiten, wie sich sofort ergibt, wenn wir den ersten
Elementarstreifen ¢, durch eine unendlich kleine Drehung um ¢, in.
die Ebene des folgenden ¢,f, bringen, dann beide vereinigt in die’
Ebene des dritten iiberfithren u. s. w. :

Die Tangenten der Raumkurve heiflen die Erzeugenden oder
Mantellinien ihrer Tangentenfliche. Ihre Schmiegungsebenen sind
die Beriihrungsebenen der Fliche, und zwar beriihrt jede die
Fliche lings der zugehdrigen Erzeugenden; denn jede Gerade,
die z B. in der Schmiegungsebene X beliebig gezogen wird, hat mit
der Fliache die beiden unendlich benachbarten Punkte gemein, in denen
sie ¢ und ¢, schneidet, ist also eine Tangente der Fliche.

75. Durch Bewegung einer Geraden entsteht eine geradlinige
Flache oder Regelfliche. Bewegt sich die erzeugende Gerade so,
dab je zwei unendlich benachbarte Lagen sich schneiden, so ist die
Flache abwickelbar (74); im entgegengesetzten Falle heilit sie
windschief.

Eine Kegelfléiche entsteht, wenn eine (unbegrenzte) Gerade sich
8o bewegt, dal sie bestindig durch einen festen Punkt S geht und
eine gegebene Kurve % fortwihrend schneidet. Die simtlichen Lagen
der erzeugenden Geraden heifen Mantellinien; S wird die Spitze
oder der Mittelpunkt, k die Leitkurve der Kegelfliche genannt.

Riickt der Punkt S in unendliche Entfernung, bleibt also die
Erzeugende zu ihrer Anfangslage parallel, so verwandelt sich die
Kegelfliche in eine Zylinderfliche.

Jede Kegel- oder Zylinderfliche kann als Mantel einer Pyramide
bezw. eines Prismas mit unendlich vielen, unendlich schmalen Seiten-
flichen aufgefaBt werden. Sie ist also abwickelbar und wird von
jeder Beriithrungsebene in allen Punkten einer Mantellinie beriihrt.
Aus dieser Auffassung ergibt sich ferner: Alle Parallelschnitte
einer Kegelfliche sind einander #&hnlich. Alle Parallel-
gschnitte einer Zylinderflache sind kongruent.

Darstellung der Zylinder- und Kegelfldchen.
Beriithrungsebenen w s w.

76. Darstellung eines schiefen Kreiszylinders, dessen
Grundkreis k in TI; liegt und dessen Mantellinien parallel
gsind zu einer durch den Mittelpunkt M von % gehenden
Geraden a. Die Mantellinien, deren Beriihrungsebenen auf TT, senk-
recht stehen, bilden den ersten wahren Umri8; ihre Grundriprojektionen
sind Tangenten an k|| /. Die zweiten Umrifmantellinien gehen durch
die Endpunkte des zu x parallelen Durchmessers von #.

Um zu einem Punkte P der Zylinderfliche, von welchem die
GrundriBprojektion P’ gegeben ist, die Aufriflprojektion zu ermitteln,
ziechen wir durch P’ die Gerade p' || @’ und zeichnen im Aufrif die
Leiden Mantellinien, deren Grundrifprojektionen mit p’ zusammen-
fallen.

Miller, Darstellende Geometrie, 3
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Aufgabe. An den dargestellten Zylinder Berihrungs-
ebenen zu legen, parallel zu einer gegebenen Geraden 1.
Ziehen wir durch einen beliebigen Punkt S von a die Gerade ST ||
bis T}, so sind die gesuchten Berithrungsebenen E und @ parallel zur
Ebene M ST; ihre ersten Spurlinien ¢; und f; sind also die zu M T
paralielen Tangenten von k. Durch die Beriihrungspunkte derselben
gehen die Beriihrungsmantellinien g und %. — Fiir Licht in der Rich-
tung ! sind g und % die Grenzen des Eigenschattens, ¢, und f;
diejenigen des Schlagschattens aut TT;.

T77. Darstellung eines schiefen Kreiskegels, dessen
Grundkreis k in TT, liegt. Ist S die Spitze des Kegels, so besteht
sein erster scheinbarer Umril aus den Tangenten von S’ an k. Dieser
Umril ist also nicht vorhanden, wenn S’ innerhalb % liegt; dann hat
der Kegel keine auf TT, senkrechten Berithrungsebenen.

Die Berihrungsebenen des Kegels aus dem gegebenen
Punkte L gehen durch die Gerade LS, die TI, in T schneidet; ihre
GrundriBspuren sind also die Tangenten aus 7' an k. Die zugehorigen
Beriihrungsmantellinien bilden die Eigenschattengrenze des Kegels
fir Beleuchtung aus L.

Um die Schnittpunkte einer Geraden g mit der Kegel-
fliche zu konstruieren, legen wir durch g und S eine Hilfsebene A.
Zu dem Zwecke ziehen wir durch S die Gerade % || g und bestimmen
von g und h die ersten Spurpunkte ; und H,, sowie von A die erste
Spurlinie d, = G4 H;. Sind A und B die Schnittpunkte von % mit
d,, so schneidet A die Kegelfliche in den Mantellinien S A und S B,
und diese treffen g in den gesuchten Punkten P und @.

78. Darstellung eines geraden Kreiskegels, von welchem
die Spitze S, sowie der Mittelpunkt M und der Radius r des
Grundkreises ¥ gegeben sind. Wir konstruieren die Umriflinien
des Kegels mit Hilfe der Kugel, die dem Kegel in dem Kreise k ein-
geschrieben ist. Jede Ebene, die den Kegel in einer Mantellinie S T'
beriihrt, beriihrt diese Kugel in dem auf % liegenden Endpunkte 7 von
ST. Steht nun die Berithrungsebene auf einer Projektionsebene senk-
recht, so ist ST eine UmriBlinie des Kegels und 7 ein Punkt auf dem
Umril der Kugel: dann berithrt die betreffende Projektion von ST
den scheinbaren Umril der Kugel in der Projektion von 7. Die
scheinbaren Umriflinien des Kegels sind also die Tangenten
aus ' und §” an die scheinbaren Umrisse der Kugel, und die
zugehorigen Berithrungspunkte liegen zugleich auf den Projektionen
von k.

Ausfiithrung. Die erste projizierende Ebene von SM schneidet
den durch % begrenzten Kegel in einem gleichschenkligen Dreieck CSD.
Legen wir sie in TT; um, so gelangt S M nach S, M, und C nach C,
(MO CO 1 SO MO und — 7'). Ziehen wir C() 00 1 S(] C() bis S() M(), so 1st
O, der umgelegte Mittelpunkt und Oy C, der Radius der Hilfskugel;
ihre scheinbaren Umrisse sind also die Kreise 4’ und 4’ mit O, C, um
0’ und 0". An diese legen wir aus S’ und S” die Tangentenpaare
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ST, 8§ U und §"V", S" W"'. — Die Projektionen von % ergeben sich
nach 69.

Schnitt einer Zylinderfliche mit einer Ebene.

79. Aufgabe. Den Schnitt eines geraden Kreiszylinders,
dessen Grundkreis %, in TI; liegt, mit einer auf TI, senk-
rechten Ebene E (¢, ¢) zu konstruieren. Wir erhalten als
Schnittkurve eine Ellipse k;, deren Mittelpunkt M; sich auf der
Zylinderachse M, M, befindet; ihre zweite Projektion ist die auf e,
liegende Strecke A4z Bs zwischen den scheinbaren UmriBlinien A7 A%
und By B;. Da k; mit k; zusammenfillt, so entspricht jedem Durch-
messer von k, ein gréBerer Durchmesser von k;, ausgenommen den zu
¢, parallelen Durchmesser C;D;, dem in k; eine parallele und gleich
grofle Strecke O3 D;, also die kleine Achse zugeordnet ist. Als grofe
Achse ergibt sich demnach A; By 3 A5 By.

Abwickelung. Schneiden wir den Zylinder nach der Mantel-
linie C; 05 auf und wickeln ihn in die Zeichenebene ab, so verwandelt
er sich in ein Rechteck, dessen Grundlinie C; C; gleich der Peripherie
von k; und dessen Héhe — C, C, ist. (Naherungsverfahren fir die
Rektifikation des Kreises k,: Wir ziehen durch M, eine Gerade, die
mit M; C; einen Winkel von 300 bildet, schneiden sie in ¥ mit der
Tangente des Punktes C; und tragen auf dieser von ¥ aus in der
Richtung nach C, den Radius r des Kreises dreimal ab. Bezeichnet U
den Endpunkt der so erhaltenen Strecke, so ist UD; =— r.3,14153...)

Die Ellipse k; verwandelt sich in der Abwickelung in eine aus
vier kongruenten Teilen C3 By, B;D; . . . bestehende Kurve. Um sie
zu konstruieren, legen wir durch C;D; eine Horizontalebene 2, die
den Zylinder in einem Kreise k, die Umrillinien A; 4, und B; By in
A und B schneidet, und teilen den Quadranten C; B, im Grundrifl also
den Quadranten C; B, und in der Abwickelung die Strecke C; B, in
eine hinreichende Anzahl gleicher Teile. Ist P ein solcher Teilpunkt,
P; der Schnittpunkt von E mit der durch P gehenden Mantellinie, so
machen wir in der Abwickelung die Strecke PP; || C; C, und = P"Pj.

Die Tangente in P; an die Ellipse k; ist die Schnittlinie
der Ebene E mit der Berihrungsebene des Zylinders in P;.
Die Beriihrungsebene schneidet X in der Tangente PT von k, und
diese trifft (3 D; im Punkte T, dessen Grundriliprojektion 7' mit dem
Schnittpunkte von C; D, und der Tangente in P’ an k; zusammenfillt;
dann ist P; T die Tangente an k;. — Die Tangente an die ver-
wandelte Kurve bildet mit der Geraden P;P denselben
Winkel, wie die Ellipsentangente mit der entsprechenden
Mantellinie; wir erhalten sie also, indem wir das rechtwinklige
Dreieck P; PT in der Abwickelungsfigur an P; P wieder anheften
(PT = P'T").

Wihlen wir in der Abwickelung den Punkt C5 zum Anfangspunkte
eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit der r-Achse C; D; und
bezeichnen mit r, y) die Koordinaten von Py, mit ¢ den Winkel P’ M, C|,

3%
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mit & den ersten Neigungswinkel von E, so ist r gleich dem Bogen
C, P' von %, also — r@. Dann folgt aus 4 Pz P My3:

= PyP" = Mi;P".tane, = rsin@tane, — rtané sin L.
1 1 1 r

Die Verwandelte der Schnittellipse ist also eine Sinuskurve
mit den Scheiteln 45, B; und den Wendepunkten C;, D;. Die
Inflexionstangenten in C; und D, bilden mit C; D; den Winkel &,.
Hat E eine beliebige Lage gegen die Projektionsebenen, so nehmen
wir eine TT; zu Hilfe, die wir L e, etwa durch die Zylinderachse, legen.

80. Beziehung zwischen dem Krimmungsradius ¢ in
irgend einem Punkte P einer auf einer abwickelbaren Fliche
liegenden Kurve ¢ und dem Krimmungsradius @, im ent-
sprechenden Punkte der verwandelten Kurve ¢, (Fig. 9). Wir
bezeichnen mit PQ) — QR = ds zwei aufeinander folgende Elemente

von ¢, mit Z und T bezw. die Berithrungsebenen der Fliche, in denen
sich diese Lilemente befinden, mit g die Schnittlinie beider Ebenen, also
die durch @ gehende Erzeugende der Fliche, mit d¥ den Winkel, den
@ R mit der Verlingerung von P @ einschlieft; dann ist:

__ as 1

und zwar gilt dies unabhingig davon, ob ¢ eine ebene oder unebene
Kurve bedeutet. Im ersten Falle liegt ¢ in der durch P, @, R be-
stimmten Ebene E; im zweiten, allgemeineren Falle ist E die Schmie-
gungsebene von ¢ in P.

Bei der Abwickelung der Fliche gelangt der in T befindliche
Elementarstreifen durch Drehung um ¢ in die Ebene X%. Verstehen
wir unter R’ und J bezw. die Fulpunkte der Lote von B auf £ und
g, so erhalten wir die neue Lage R, von R, indem wir auf JR' die
Strecke J By — J R machen. Dann ist £ RJR' der unendlich kleine
Neigungswinkel d @ der Ebenen X und T und

JR = JRcosdw = JR, cos do,

also, von unendlich kleinen Grioflen héherer Ordnung abgesehen, J R’
— JR,. Wir kénnen demnach die Punkte R’ und R, als zusammen-
fallend betrachten, d. h. P, @, R’ sind drei unendlich benachbarte
Punkte der verwandelten Kurve ¢). Bildet daher @ R’ mit der Ver-
langerung von P ¢ den Winkel d7, so ist der Kriimmungsradius von
¢ in P



__ds
90 dnv
oder nach 1):
ad

Fallen wir noch von R und R’ auf die Verlingerung von P ¢ die Lote
RK und R'K, so ist £ RKR' der Neigungswinkel & der Ebenen E
und Z, und es ergibt sich:

. . RE

sin d9 — d¥ — 0F

. _RK__REK
Sindﬂ—d’?—whbﬁﬁ,

also:
d¢ _RK _ 1
dn~ R'K ™ cosa’
mithin geht Gleichung 2) iber in:

Q0 = Cosa 3)

Dabei bezeichnet « den Winkel, den im Punkte P die Be-
rihrungsebene der abwickelbaren Fliche und die Schmie-
gungsebene der Kurve ¢ (bezw. die Ebene dieser Kurve) mit-
einander bilden.

Fiir « = 90° wird ¢ — o, d. h. die Kurve ¢, hat in P einen
Wendepunkt (oder eine hohere Singularitit). Insbesondere folgt fiir
ebene Kurven der Satz: Schneidet man eine abwickelbare
Fliche mit einer Ebene, so verwandeln sich diejenigen
Punkte der Schnittkurve, deren Berithrungsebenen auf der
schneidenden Ebene senkrecht stehen, bei der Abwickelung
im allgemeinen in Wendepunkte (vergl. die Punkte C; und D
in 79).

= 8l. Die soeben abgeleitete Beznehung zwischen @ und @, liefert
fir die in 79 behandelte Aufgabe eine einfache Konstruktion der
Krimmungskreise in den Scheltelpunkten Ag, B, der Sinus-
kurve k3. Auf dem Zylinder sind 4; und B; die Endpunkte der
groBen Achse der Schnittellipse; fir jeden von ihnen ist also

. A2
0 = %‘j + Da ferner £ oo — 90° — ¢, ist, so geht Gleichung 3)
343
iber in:
M, A2
Q=44 4)

Ziehen wir also M3 F Le, bis Aj A3, so ist A”F der Kriimmungsradius
der Sinuskurve kg in Az und B;.

Schreiben wir Gleichung 4) in der Form

0o =— A A;cot sy,
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so folgt die spéter zu benutzende Regel: Der Kriimmungsradius
im Scheitel einer Sinuskurve ist gleich der Scheitelordinate,
multipliziert mit dem Quadrat der Kotangente des Winkels,
den die Inflexionstangente mit der Abszissenachse bildet.

82. Der Schnitt einer Ebene E (¢, ¢;) mit einem schiefen
Kreiszylinder, dessen Grundkreis %, in TI, liegt, ist eine Ellipse ks,
némlich die perspektiv atfine Kurve zu k, fiir ¢, als Affinitétsachse.
Die Mantellinien durch die Endpunkte zweier aufeinander senkrechten
Durchmesser von k; schneiden E in den Endpunkten zweier kon-
jugierten Durchmesser von k;. Zur Ausfithrung der Konstruktion eignet
sich dasselbe Verfahren wie beim ebenen Schnitt eines Prismas (52).

83. Abwickelung eines schiefen Kreiszylinders. Der
Grundkreis %, befinde sich in TI,, sein Mittelpunkt auf z; die Mantel-
linien seien || TTy; insbesondere mogen A; 4, und B, B, die in TI,
liegenden Mantellinien bedeuten. Wir teilen den vorderen Halbkreis
k; von A; aus in eine beliebige Anzahl, etwa 12, gleicher Teile, be-
zeichnen die Teilpunkte der Reihe nach mit 1, 2, 3 .. .12 = B, und
ersetzen den Zylinder durch das Prisma, das die durch 4,, 1,2 ...
gehenden Mantellinien zu Seitenkanten hat. Wickeln wir das Prisma
unter Festhaltung von A; A, in TI, ab, so gelangen die Punkte 1, 2 ...

in die Lagen 1,, 2, . . ., die wir erhalten, indem wir 1"1,, 2”2, . . .
L A, A, ziehen und die Strecken A, 1, 142, ... gleich der Sehne 4,1
des Kreises k; machen. Dann wird durch die Kurve 4,152, ... die

Verwandelte des Kreises k, angendhert dargestellt.

Die Kurve hat in 6, einen Wendepunkt, weil die Berithrungsebene
des Zylinders im Punkte 6 auf TI, senkrecht steht (80). Die In-
flexionstangente bildet mit der zugehorigen Mantellinie den Winkel

o =— L Ay A, B;. — Die Kriimmungsradien der Verwandelten in den
Scheitelpunkten 4; und 12, sind = C‘OZE' wenn r den Radius von

¥, bezeichnet; der zu A, gehoérige Kriimmungsmittelpunkt ist also der
Schnittpunkt von 4; A, mit der Mittelsenkrechten von A4, B;.

Sind die Mantellinien nicht parallel zu TT,, so bilde man von dem
Zylinder zunichst die Projektion auf eine TT;, die zu den ersten pro-
jizierenden Ebenen der Mantellinien parallel ist.

Die vorliegende Aufgabe kann iibrigens auch mit Hilfe eines
Normalschnittes in derselben Weise gelost werden, wie die entsprechende
Aufgabe iiber das Prisma (51).

Schnitt einer Kegelfliche mit einer Ebene.

84. Zwei ebene Schnitte einer Kegelfiiche sind perspektiv
kollineare Figuren fiir die Spitze des Kegels als Kollineationszen-
trum und die Schnittlinie beider Ebenen als Kollineationsachse (52).
Das Entsprechende gilt von den Projektionen der Schnittkurven auf
irgend eine Ebene.

Die ebenen Schnitte des Kreiskegels sind Kurven zweiter Ord-
nung, weil jede in der schneidenden Kbene liegende Gerade mit der
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Kegelfliche hochstens zwei Punkte gemein hat (77). Die Schnittkurve
ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem die schnei-
dende Ebene zu keiner, einer oder zwei Mantellinien parallel ist. Um
zu entscheiden, welcher dieser drei Fille vorliegt, lege man durch die
Spitze des Kegels eine Ebene parallel zur schneidenden Ebene.

85. Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E (¢, ¢) mit einem
geraden Kreiskegel zu konstruieren,; dessen Grundkreis k in
TI, liegt. Die Ebene, welche durch die Kegelachse SM L e, gelegt
wird, teilt die Schnittkurve %, in zwei symmetrische Hilften und ent-
hilt demnach eine Achse von %;. Sie schneidet E in einer Falllinie f,
den Kegel in zwei Mantellinien S A4 und SB, und diese bestimmen auf
f die Achsenendpunkte 4; und B,. — Nehmen wir der Einfachheit
wegen E L TT,, so ist jene Symmetrieebene || TTy, und die zugehérigen
Mantellinien SA4, SB bilden den zweiten Umril des Kegels.

a) Elliptischer Schnitt. Die AufriBprojektion der Schnitt-
ellipse &, fallt zusammen mit der auf e, liegenden Strecke A7 B;. Die
zweite Ellipsenachse C; D, geht durch den Mittelpunkt O, von A4;B,
senkrecht zu TI,; ihre Grundrilprojektion ergibt sich mit Hilfe des
Kreises ¢, welchen die durch O; gelegte Horizontalebene aus dem
Kegel schneidet. — Die Parallelprojektion einer Ellipse ist im all-
gemeinen wieder eine Ellipse, welche die Projektionen der Achsen der
ersten zu einem Paar konjugierter Durchmesser hat. Im vorliegenden
Falle sind aber A7 B; und C;Dj selbst die Achsen von ki.

Bezeichnen wir mit #; und 7, bezw. die Abstinde der Punkte A’}
und By von 8" M", so ist als Mittellinie in einem Paralleltrapez die
AufriBprojektion des Kreises ¢ = 7, + 75, demnach als Radius von i

Nt 1

die Strecke S' 0] = o d. h. = 12 1. § ist also ein Brenn-

punkt von %.

Der auf einer beliebigen Mantellinie S P befindliche Punkt P, von
k, ergibt sich zunéchst im Aufrif als Py — S"P” Xe, dann im
Grundril am genauesten mit Hilfe des durch Py bestimmten Ilorizontal-
schnittes der Kegelfliche. — Die Tangenten in P an &k und in Pj an
ki schneiden sich in 7' auf der Kollineationsachse e;.

Als wahre Gré8e von &, erhalten wir durch Umlegung in TI,
eine Ellipse %) mit den Achsen A?B? =— A{B{ und C)D! = C;D..

Die Abwickelung des Kegelmantels ist ein Kreissektor, der S"”4"
zum Radius und die Peripherie von & zum Bogen hat. Dieser Bogen
wird angenihert bestimmt durch Ubertragen kleiner Bogenstiicke von k.
Um auf der Geraden SP den Punkt P, der Verwandelten von k; zu
verzeichnen, ziehen wir Py Q" ||z bis S”A"”; dann ist SP, = §" ¢".
Die Tangente an die Verwandelte in P; ergibt sich durch Anheften
des rechtwinkligen Dreiecks P, PT, dessen Kathete P T im Grundrif3
in wahrer GréBe erscheint.

Die Wendepunkte der Verwandelten entsprechen denjenigen
Punkten ¥; und W, von k;, deren Berithrungsebenen auf E senkrecht
stehen (80). Diese Ebenen gehen durch das Lot von S auf E. Ziehen
wir aus seinem ersten Spurpunkte Z an & die Tangente ZV, so finden
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wir auf der Mantellinie SV in bekannter Weise den Punkt V; und
damit die Tangente von %;, die in der Abwickelung zur Inflexions-
tangente wird. — Bezeichnen wir mit @; und @, die Kriimmungs-
radien der Verwandelten in den Scheiteln 4; und B;, mit @ den
Kriimmungsradius der Ellipse % in 4, so ist nach 80:

0 Q
0 = ———r — i
A 0= s Z "B A}

cos L Bl A} A"
o, ergibt sich also als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
welches @ zur Kathete und £ By A7 A" zum anliegenden Winkel hat.

88. b) Hyperbolischer Schnitt, E L TT,. Aus dem Aufrill
finden wir wieder unmittelbar die Scheitel A; und B;, sowie den Mittel-
punkt O; der Hyperbel k. Die Grundrifprojektion von %, ist eine
Hyperbel mit den Scheiteln A7, B} und dem Brennpunkt S’ (83). —
Eine Ebene, die durch S[|E gelegt wird, hat mit dem Kegel zweil
Mantellinien SF und S G gemein, welche die unendlich fernen Punkte
von [, enthalten (S"¥" || ¢;). Parallel zu S¥ und S G gehen durch O,
die Asymptoten von k;.

Um auf irgend einer Mantellinie SP den Punkt P, von k; und
zugleich die zugehorige Tangente zu ermitteln, verfahren wir, beson-
ders wenn P als Schnittpunkt von ¢, und S”P" nur ungenau bestimmt
ist, nach 52 in folgender Weise: Kine horizontale Hilfsebene Z
schneidet E in einer ersten Hauptlinie m, den Kegel in einem Kreise
kg, die Gerade SP in P,. Die Berithrungsebene T des Kegels in der
Mantellinie P’y hat zu Spurlinien in TT; und £ bezw. die Tangenten
LPT und Py T, an k und %. Sind nun 7 und 7T, bezw. die Schnitt-
punkte von ¢; und P17, sowie von m und P, T,, so ist 7T, die Schnitt-
linie der Ebenen E und T, also die Tangente von %, im Punkte P, der
hierdurch gleichfalls bestimmt wird.

Dasselbe Verfahren empfiehlt sich auch zur Konstruktion der
Asymptoten, insbesondere, wenn sich S”B"” und e, unter sehr spitzem
Winkel schneiden, so dafl der Punkt O, als Mittelpunkt der Strecke
A, B, nicht scharf bestimmt ist. Die Asymptoten ergeben sich dann
als Schnittlinien von E mit den Beriithrungsebenen des Kegels in SF
und SG. Fiur die Abwickelung erhalten wir auf diese Weise zugleich
die Asymptoten der Verwandelten von %,.

87. Die Brennpunkte der ebenen Schnitte des geraden
Kreiskegels. Wir erzeugen den Kegel durch Drehung des gleich-
schenkligen Dreiecks A SB um seine Hohenlinie SM und schneiden
ihn senkrecht zur Ebene ASB mit der Ebene E in einer Ellipse F, ;
dann liegen auf SA und SB die Scheitel 4, und B, von k;. Kon-
struieren wir die Kreise v und v, welche die Geraden A; B, SA4, SB
der Reihe nach in F, H, J und ¥, I, J, berithren, und deren Mittel-
punkte I und K, sich auf SI befinden, so erhalten wir aus ihnen
durch Drehung um S M zwei Kugeln K und K, ; diese beriihren E in
I'und F, und den Kegel in zwei Kreisen % und #, mit den Durch-
messern HJ und H,J,. Eine beliebige Mantellinie schneide %,, #, 1,
bezw. in den Punkten P, @, Q. Dann sind FP, und Q P, zwei
Tangenten der Kugel K aus dem Punkte P, also ist:
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Fr = QP
und ebenso
F, P = @01y,
folglich:
FP + Fy P, = QQy — HH,,

d. h. konstant fiir alle Punkte von %k,. Wir schliefen daraus, dafl F
und F) die Brennpunkte von %, sind, und erhalten demnach den Satz:
Schneidet man einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene
und konstruiert die beiden Kugeln, die den Kegel in einem
Kreise und die Ebene in einem Punkte beriihren, so sind die
beiden Berithrungspunkte die Brennpunkte des entstehenden
Kegelschnittes.

Sei G der Gegenpunkt von F im Kreise v; dann geht die Gerade
G T, durch den &uBeren Ahnlichkeitspunkt S von v und v,. Eine
Ebene A, die parallel zu E durch den Kegel gelegt wird, schneidet
diesen in einem Kegelschnitt %;, der zu %, #hnlich ist, und dessen
Brennpunkte auf den Geraden SF und S G liegen. Nun ist &, der
scheinbare Umril der Kugel K fir S als Projektionszentrum und A
als Bildebene; d. h.: Der scheinbare Umrifl einer in Zentral-
projektion dargestellten Kugel ist ein Kegelschnitt, der die
Projektionen der Endpunkte des auf der Bildebene senk-
rechten Kugeldurchmessers zu Brennpunkten hat.

88. Hieraus ergibt sich beildufig die Darstellung der Kugel
in schiefer Parallelprojektion. Die projizierenden Strablen,
welche ‘die Kugel beriihren, bilden einen geraden Kreiszylinder, und
dieser schneidet die Bildebene TT, in der UmriBellipse u;, der schicfen
Projektion des Hauptkreises u, dessen Ebene auf der Projektions-
richtung senkrecht steht. Denken wir uns von der Kugel den Mittel-
punkt K etwa durch seine senkrechte und seine schiefe Projektion K"
und K, sowie den Radius r gegeben, so ist K; der Mittelpunkt von

us. Machen wir auf K, K" die Strecken K, F, = K, Gy = g so sind

F; und G; die schiefen Projektionen der IEndpunkte des auf TI, senk-
rechten Kugeldurchmessers, also die Brennpunkte von u; Jeder
‘Durchmesser von % erscheint in der schiefen Projektion vergréfert,
nur nicht der zu TI, parallele Durchmesser A B, der unverindert bleibt.
Ziehen wir also K; Ay L K F; und = 7, so ist K;As die kleine Halb-
achse von u,; die grolle Halbachse ist folglich = F; 4,. :

89. Schnitt der Ebene E (¢, ¢,) mit einem schiefen Kreis-
kegel, dessen Grundkreis % in TI; liegt. Die Schnittkurve &,
wird konstruiert, indem man fiir eine hinreichende Anzahl von Mantel-
linien ihre Schnittpunkte mit E ermittelt, etwa unter Benutzung einer
TT; L ¢,. — Die Ebene, die durch die Spitze S und den Mittelpunkt
M von & LTI, gelegt wird, teilt den Kegel in zwei symmetrische
Hilften und schneidet ihn in seiner lingsten und seiner kiirzesten
Mantellinie S A4 bezw. SB. Soll daher der Kegel auch noch abge-
wickelt werden, so empfiehlt es sich, von vornherein den Kreis k& von
A aus in eine gerade Anzahl gleicher Teile zu teilen und fiir die nach



den Teilpunkten gehenden Mantellinien die Schnittpunkte mit E zu
bestimmen. Bei der Abwickelung ersetzt man den Kegel anndherungs-
weise durch die Pyramide, die jene Mantellinien zu Kanten hat.

Durchdringung zweier Kegel- oder Zylinderflichen.

90. Zwei krumme Flichen A und B erzeugen als ihre Durch-
dringung im allgemeinen eine Raumkurve ¢, die man konstruiert,
indem man durch A und B eine Schar geeigneter Hilfsflichen legt und
fir jede derselben ihre Schnittkurven mit A und B ermittelt; die
Schnittpunkte beider Kurven sind Punkte von ¢. Dabei sind unter
sgeeigneten® Hilfsflichen solche zu verstehen, welche sowohl A wie B
in moglichst einfachen, leicht konstruierbaren Kurven schneiden. In
den meisten Fillen wird man Ebenen als Hilfsflichen verwenden,
und dann ist jedesmal zu iiberlegen, fiir welche Ebenen die Konstruk-
tion sich am einfachsten gestaltet.

Eine krumme Fliche heit von der mt**® Ordnung, wenn sie von
jeder nicht in ihr liegenden Geraden in hochstens s Punkten getroffen
wird. Man versteht ferner unter Ordnung einer Raumkurve die An-
zahl der Punkte, die sie mit einer Ebene hochstens gemein hat. Sind
nun die sich durchdringenden Flédchen A und B bezw. von der mter
und %t Ordnung, so werden sie von einer beliebigen Ebene in zwei
Kurven mter und nter Ordnung geschnitten, und diese treffen sich in
héchstens mn Punkten der Durchdringungskurve c¢. Daraus folgt:
Zwei Flachen mt'®* und nt®* Ordnung durchdringen sich im
allgemeinen in einer Raumkurve mnt®* Ordnung. — Die Pro-
jektion dieser Kurve ist im allgemeinen auch von der mnte®
Ordnung. Denn eine beliebige Gerade der Bildebene hat mit der
Bildkurve ¢’ ebensoviele Punkte gemein, wie die durch sie gelegte pro-
jizierende Ebene mit der Kurve ¢, d. h. hochstens mn.

Die Tangente der Durchdringungskurve in irgend einem
Punkte derselben ist die Schnittlinie der Berithrungsebenen
beider Flachen in diesem Punkte.

91. Um die Durchdringung zweier Kegelfléichen zu konstruieren,
benutzt man Hilfsebenen durch die Verbindungslinie beider
Spitzen; solche Ebenen schneiden nimlich jede von beiden Flichen
in Mantellinien (vergl. 55). Tritt an die Stelle des einen Kegels ein
Zylinder, so legt man die Hilfsebenen durch die Gerade, die durch die
Spitze des Kegels parallel zu den Mantellinien des Zylinders gezogen
wird. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Zylinder, so ver-
wendet man Hilfsebenen parallel zu den Mantellinien beider Flichen.

92. Aufgabe. Die Durchdringung zweier Kegelfldchen
zu konstruieren, deren Leitkurven in TI, liegen. Wir be-
zeichnen die beiden Kegelflichen mit K und A, ihre Spitzen bezw. mit
S und 7, ihre Leitkurven mit ¥ und . In Fig. 10, die nur die Grund-
riprojektion wiedergibt, ist %k ein Kreis, ! eine Ellipse. Um die
Durchdringungskurve ¢ zu konstruieren, ermitteln wir zuniichst den
ersten Spurpunkt @ der Geraden ST. Eine Hilfsebene, die durch ST



beliebig gelegt wird, hat zur ersten Spurlinie eine durch @ gehende
Gerade u. Sind A4, B bezw. C, D die Schnittpunkte von # mit k und
1, so schneidet die Hilfsebene die Kegelflichen in den Mantellinien
SA, SB und TC, TD, und diese bestimmen vier Punkte von c:
1=84x7TC,2=8BxTC,3=8SBxTD,4=8AxTD.

Drehen wir die
Gerade % in TI; um
@, so erreicht sie eine
Grenzlage v, in der
-sie 1 (in @) beriihrt
und ¥ (in ¥ und F)
schneidet. Dann zéhlt
TG fiar zwei un-
endlich benachbarte
Mantellinien des Ke-
gels A in der durch
v gelegten Hilfsebene,
folglich hat jede der
Geraden SE, SF
zwei unendlich be-
nachbarte Punkte mit
¢ gemein, ist also
eine Tangente der
Durchdringungs-
kurve. Das Analoge
gilt von der aus @
-an k gehenden Tangente w, die I in H und J schneidet. Auf k
begrenzen die Punkte £ und F, auf ! die Punkte H und J einen
Bogen, dessen Mantellinien den anderen Kegel nicht schneiden; es
handelt sich also im vorliegenden Falle um eine blofe Eindringung.—
‘Eine vollstindige Durchdringung findet statt, wenn die eine Leitkurve
ganz innerhalb der beiden Tangenten liegt, die von @ an die andere
Leitkurve gehen.

Die scheinbare UmriBlinie 7'C von A ist die GrundriB-
projektion zweier unendlich benachbarten Mantellinien und enthilt
deshalb zweimal zwei unendlich benachbarte Punkte der Kurve .¢’; sie
ist also eine Doppeltangente der Projektion der Durchdrin-
gungskurve.

Bei der wirklichen Ausfithrung der Konstruktion bestimmen wir
zuerst die ausgezeichneten Punkte auf den Mantellinien, welche ¢ be-
rithren, sowie die Punkte auf den UmriBlinien und legen dann nach
Bediirfnis weitere Hilfsebenen in die vorhandenen Liicken. Die Reihen-
folge, in der die erhaltenen Punkte zu verbinden sind, ergibt sich wie
in 55 durch gleichzeitiges Umfahren der beiden Leitkurven.

Ein Punkt von ¢’ ist sichtbar, wenn die beiden durch ihn gehenden
Mantellinien im Grundrifl sichtbar sind.

Die Tangente der Durchdringungskurve im Punkte 4 hat zum
ersten Spurpunkte den Schnittpunkt der Tangenten in A und D bezw.
an k und 7 (90).



— 44 —

93. Singulire Punkte im Bilde der Durchdringungskurve.
In Fig. 10 hat die Kurve ¢/ zwei Doppelpunkte. FEin solcher
Doppelpunkt entsteht im Bilde einer Raumkurve immer dann, wenn
ein projizierender Strahl die Originalkurve zweimal schneidet. —
Riicken die beiden Schnittpunkte einander unendlich nahe, beriibrt
also der projizierende Strahl die Originalkurve in einem Punkte P, so
zieht sich in der Bildkurve die zum Doppelpunkte gehorige Schleife in
den Punkt P’ zusammen; d. h. die Bildkurve erhilt in P’ einen
Riickkehrpunkt.

Einem Punkte der Originalkurve, dessen Schmiegungsebene eine
projizierende Ebene ist, entspricht in der Bildkurve im allgemeinen
ein Wendepunkt. Dann entsprechen nimlich den drei unendlick
benachbarten Punkten, welche die Schmiegungsebene mit der Original-
kurve gemein hat, auf der Bildkurve drei unendlich benachbarte
Punkte in einer Geraden.

94, Unendlich ferne Punkte der Durchdringungskurve
entstehen aus den Paaren paralleler Mantellinien beider Kegelflichen.
Um diese Paare zu bestimmen, denken wir uns den einen Kegel — in
Fig. 10 denjenigen mit kreisformiger Leitkurve — parallel zu sich ver-
schoben, bis seine Spitze S mit derjenigen 7' des anderen zusammen-
fallt. Die Leitkurve %, des verschobenen Kegels und die Kurve % sind
dhnliche Figuren in paralleler Lage mit @ als Ahnlichkeitspunkt, sowie
T’ und S’ als einem Paar entsprechender Punkte.

Bezeichnen wir mit P, einen Schnittpunkt von %; und 7, mit P
den entsprechenden Punkt von % (auf @.P,), so sind die Mantellinien
SP und TP, einander parallel, und die zugehdrigen Berithrungsebenen
schneiden sich in einer Asymptote der Durchdringungskurve. Diese
ist || TP, und geht durch den Schnittpunkt der Tangenten an k& und
I bezw. in P und P;. — In Fig. 10 haben %, und { keinen Punkt mit-
einander gemein; die Kurve ¢ hat also keinen unendlich fernen Punkt.

95. Aufgabe. Die Durchdringung eines geraden Kreis-
kegels mit einem geraden Kreiszylinder zu konstruieren.
Der Grundkreis ¥ des Kegels liege in TT;; die Achse a des Zylinders
sei || TT,, sein Grundkreis I befinde sich also in einer zu TT, senkrechten
Ebene @ (fi, f»). Wir ziehen zunichst durch die Spitze S des Kegels
eine Parallele zu @, bestimmen ihre Schnittpunkte ¢ und R bezw. mit
TT, und ® und legen hierauf die Ebene ® in TT; um; dabei gelangen
! und R nach /; und Ry. Sei nun @F die erste Spurlinie einer durch
S @ gehenden Hilfsebene H und E ihr Schnittpunkt mit £}, so ist E R,
die umgelegte Schnittlinie von ® und H. Die Geraden @ E und ER,
treffen k¥ und 7, bezw. in A, B und Cy, Dy. Dann schneidet H den Kegel
in den Geraden SA und SB, den Zylinder in zwei Mantellinien, deren
GrundriBprojektionen durch Cy und D, gehen, und deren AufriBprojek-
tionen mittels C” und D" bestimmt werden, u. s. w.

{ 96. Durchdringung zweler geraden Kreiszylinder mit
sich schneidenden Achsen. Die Achsen 4 und b mégen sich in
TT, befinden; dann schneidet TT; die Grundkreise ¥ und I bezw. in den
Durchmessern EF L « und GH 1 b. Die in TT; liegenden Mantel-



linien bestimmen sofort vier Punkte 1, 2, 3, 4 der Durchdringungs-
kurve ¢ Um weitere Punkte zu konstruieren, schneiden wir beide
Zylinder mit einer Schar von Hilfsebenen, die zu @ und b, also zu TI,
parallel sind. Verstehen wir unter H irgend eine dieser Ebenen, unter
#m und # jhre Schnittlinien mit den Ebenen von % und 7, unter %, und
1o die Umlegungen von % und 7 inTI;, so ist in der Umlegung m, || EF,
g || G H und Abst. (my, EF) = Abst. (n,, G H) = Abst. (H, TI,).
Die Geraden my und », treffen k, und 7, bezw. in A4y, B, und C,, Dy,
und die zugehérigen Mantellinien schneiden sich in vier Punkten von c.

Die Durchdringungskurve zweier Kegel- oder Zylinderflichen
zweiter Ordnung ist eine Raumkurve vierter Ordnung; ihre Pro-
jektionen sind also im allgemeinen ebene Kurven von derselben Ord-
nung (90). Gegenwirtig ist nun die Kurve ¢ symmetrisch in Bezug
auf TI,; jeder Punkt von ¢’ ist also die Grundrifprojektion zweier
Punkte von ¢. Ziehen wir in TI, irgend eine Gerade g und legen
durch sie eine Ebene 1 TT,, so schneidet diese ¢ hochstens in vier
Punkten, die paarweise dieselbe Grundrifprojektion besitzen. Die
Gerade g hat demnach mit ¢’ héchstens zwei Punkte gemein, d. h. die
Grundriiprojektion der Durchdringungskurve ist im vorliegenden Falle
nur von der zweiten Ordnung; sie besteht aus zwei Bogenstiicken 12
und 34 einer Hyperbel, die den Punkt @ <X b zum Mittelpunkte hat.

Haben die betrachteten Zylinderflichen gleichen Radius, so be-
rilhren sie sich in zwei Punkten ¥ und W, deren Verbindungslinie
im Punkte a X b von TI; senkrecht halbiert wird. Dann. sind die
Ellipsen, welche die Strecke ¥V W und je eine Diagonale des Rhombus
1 2 3 4 zu Achsen haben, den beiden Zylindern gemeinsam; die
Durchdringungskurve zerfillt also in zwei ebene Kurven, némlich in
die genannten Ellipsen (vergl. z. B. Kreuzgewdélbe).

97. Weitere Sonderfialle. Beriihren sich die beiden
Kegelflichen in einem Punkte P, so ist derselbe ein Doppel-
punkt ihrer Durchdringungskurve. Denn jede durch P gehende
Ebene schneidet die beiden Kegelflichen in zwei Kurven, die sich in
P berithren; in jeder solchen Ebene zdhlt also P fiir zwei Schnitt-
punkte mit der Durchdringungskurve. — Der letzte Satz gilt offenbar
ganz allgemein fiir irgend zwei krumme Flichen, die sich in einem
Punkte beriihren.

" Wenn zwei Kegelflichen zweiter Ordnung eine Mantellinie gemein
haben, so durchdringen sie sich iiberdies in einer Raumkurve
dritter Ordnung. Berithren sie sich in der gemeinsamen Mantel-
linie, so ist der Rest der Durchdringungskurve ein Kegelschnitt. —
Enthalten die beiden Kegelflichen denselben Kegelschnitt, so haben sie
im allgemeinen noch einen zweiten Kegelschnitt gemein. Hiernach ist
z. B. der Schlagschatten, den der kreisformige Rand eines zylindrischen
Rohres ins Innere des Rohres wirft, eine Ellipse.

Schlagschatten auf Kegel- und Zylinderflichen, sowie auf
krummen Flichen iiberhaupt. ‘

98. Die Grenzlinie des Schlagschattens, den eine krumme Fliche
A von einer anderen Fliche B empfingt, ist ein Teil der Durch-
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dringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder, der die Kigen-
schattengrenze bezw. den Rand von B zur Leitkurve hat. Wir er-
mitteln ihn zumeist nach dem indirekten Verfahren (62, II), indem
wir von B und von einer auf A passend gewihlten Kurvenschar den
Schlagschatten auf TI, konstruieren. Bezeichnet ¢ eine Kurve der
Schar, ¢ ihren Schatten auf TT,, Pj einen Schnittpunkt von 4, mit der
Schlagschattengrenze von B, so bestimmt der durch P riickwiirts ge-
zogene Lichtstrahl auf 4 einen Punkt P, welcher der Grenzlinie des
auf A geworfenen Schlagschattens angehoért, falls er sich auf dem
beleuchteten Teile von A befindet. — Ist A eine Kegel- oder Zylin-
derfléche, so ersetzen wir jene Kurvenschar naturgem#f durch eine
Reihe von Mantellinien des beleuchteten Flichenteiles. Bei einer
Kugel benutzen wir als Hilfskurven eine Schar horizontaler Kreise u. s. w.

Um dieselbe Aufgabe nach der Methode der projizierenden
Ebenen (62, I) zu l6sen, legen wir durch A und B eine Reihe von
Hilfsebenen parallel zu einer projizierenden Ebene des Lichtstrahles 1.
Eine solche Ebene schneidet A und B bezw. in zwei Kurven ¢ und b.
Dann treffen die Tangenten, die || 7 an b gezogen werden, die Kurve a in
Punkten der gesuchten Schlagschattengrenze. — Dieses Verfahren liefert
zugleich — allerdings im allgemeinen wenig genau — in den Be-
rithrungspunkten der zu ! parallelen Tangenten eine Reihe von Punkten
der Eigenschattengrenzen beider Flichen.

99. Trifft die Grenzlinie des auf die Fliche A fallenden
Schlagschattens die Eigenschattengrenze der Flidche in
einem Punkte ¢, so ist die Tangente der Schlagschatten-
grenze in @ den Lichtstrahlen parallel. Im allgemeinen wird
némlich ein Lichtstrahl, der in einem Punkte der Schlagschattengrenze
in A eindringt, die Fliche mindestens noch einmal schneiden. Aber
der durch @ gehende Lichtstrahl berithrt die Fliche an der betrach-
teten Stelle, hat also mit der Fliche und folglich mit der Durchdrin-
gungskurve, von der die Schlagschattengrenze einen Teil bildet, zwei
zusammenfallende Punkte gemein.

100. Durchdringen sich die Flichen A und B in der
Kurve ¢, und trifft diese die Eigenschattengrenze s von B
im Punkte P, so berithrt die Grenzlinie s, des von B auf A
geworfenen Schlagschattens die Kurve ¢ in P. Denn s, gehort
zur Durchdringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder, der B
in s beriihrt, folglich ergibt sich die Tangente von s, in P als Schnitt-
linie der zugehorigen Beriihrungsebenen an A und den Zylinder. Die
letzte Ebene ist aber identisch mit der Beriihrungsebene von B in P,
und diese schneidet die Berithrungsebene von A in der Tangente von c.

VII. Umdrehungsflichen.

Eigenschaften der Umdrehungsflichen. Beriithrungsebenen
und ebene Schnitte.

101. Eine Umdrehungstldche (Rotationsfliche) entsteht,
wenn eine unverinderliche Kurve sich um eine feste Gerade
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dreht, bis sie in ihre urspriingliche Lage zurtickkommt. Die
Kurve heifit die Erzeugende, die feste Gerade die Achse der Um-
drehungsfliche. Jeder Punkt der Erzeugenden beschreibt bei der
Drehung einen Parallelkreis der Fliche, dessen Ebene auf der Achse
senkrecht steht, und dessen Mittelpunkt auf der Achse liegt.

Jede auf der Fliche liegende Kurve, die jeden Parallelkreis
schneidet, kann als Erzeugende der Fliche betrachtet werden.

Jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet die Fliche in einer
Meridiankurve. Alle Meridiankurven sind kongruent und
symmetrisch in Bezug auf die Achse, wie sich sofort ergibt, wenn
man eine Meridiankurve als Erzeugende auffafit.

102. Sei a die Achse, m die Meridiankurve einer Umdrehungs-
fliche, P ein beliebiger Punkt von m, PS die zugehorige Tangente.
Durch P geht ein Parallelkreis p; sein Mittelpunkt @ ist der Fullpunkt
des Lotes von P auf a. Die Tangenten in P an m und p bestimmen
die Berithrungsebene T der Fliche in P. Da die Parallelkreistangente
auf der Meridianebene senkrecht steht, so gilt dasselbe von der Ebene
T, d. h.: Die Berithrungsebene einer Umdrehungsfliche ist
senkrecht auf der Meridianebene des Berihrungspunktes.
Deshalb fillt die Flachennormale in P zusammen mit der Meridian-
normalen P O.

Beschreiben wir um den Schnittpunkt O von PO und a einen
Kreis mit dem Radius O P und drehen die ganze so erhaltene Figur
um a, so folgt der Satz: Jede Umdrehungsfliche wird lings
eines Parallelkreises von einem Umdrehungskegel und von
einer Kugel beriihrt, deren Mittelpunkte auf der Achse
liegen. — Sie wird lings jeder Meridiankurve von einem
Zylinder beriihrt, dessen Mantellinien auf der Meridianebene
senkrecht stehen.

108. Darstellung einer Umdrehungsflache, deren Achse
a auf TI; senkrecht steht. In der zu TI, parallelen Meridianebene
M, sei die Meridiankurve m, gegeben; sie bildet den zweiten wahren
Umnri der Fliche und soll deshalb als UmriB3- oder Hauptmeridian
bezeichnet werden. Zum zweiten Umriff gehéren aullerdem die Parallel-
kreigse derjenigen Punkte von mg, deren Tangenten auf a senkrecht
stehen. Der erste Umri besteht aus den Parallelkreisen solcher
Punkte von m,, deren Tangenten zu a parallel sind.

Ist der Punkt P der Umdrehungsﬂache durch seine erste Pro-
jektion P’ gegeben, so finden wir seine zweite Pro;ektlon mit Hilfe des
Parallelkreises p, der durch P geht, und der m in P, schneidet.

Die Berithrungsebene T der Fliche in P ist nach dem Vorigen
durch Parallelkreis- und Meridiantangente von P bestimmt. Drehen
wir die durch P gehende Meridiankurve um a, bis sie mit m, zu-
sammenfillt, so gelangt P nach P,, und die zugehérige Meridiantangente
kommt in eine Lage SRO, in der sie ¢ in S, TI; in Ry schneidet.
Machen wir dann auf o/ P’ die Strecke a' R — Abst. (R, a”), so ist R
der erste Spurpunkt der Meridiantangente in P. Die erste Spurlinie ¢;
von T geht durch R parallel zur Parallelkreistangente in P, also L a'R.
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Trifft ¢, die Gerade Mj in 7', so ist ST die in der Ebene M, liegende
Hauptlinie von T, mithin ¢, || S"7""

Die Gerade ST kann auch ohne vorhergehende Bestimmung von
t, unmittelbar konstruiert werden. Ziehen wir namlich Py 0" L Py S"
bis a”, so ist P 0" die AufriBprojektion der Flichennormale in P, also
S// T’/ J_ PU 0”'

Ist statt des Meridians eine beliebige Kurve ¢ (¢, ¢") als Erzeu-
gende der Fliche gegeben, so erhalten wir m,, indem wir fiir eine
Reihe von Punkten auf ¢ die durch sie gehenden Parallelkreise zeichnen
und deren Schnittpunkte mit der Ebene M, bestimmen.

104. Aufgabe. Den Schnitt einer Umdrehungsfliche,
deren Achse a auf TT; senkrecht steht, mit der Ebene E (¢, ¢,)
zu konstruieren (Fig. 11). Die Schnittkurve k ist symmetrisch in

Bezug auf die Schnittlinie /' von E

. mit der auf ¢; senkrechten Meridian-

| ebene M, ihre GrundriBprojektion
k' also symmetrisch in Bezug auf

das Lot /' von @' auf ¢,. Bezeich-

m nen wir mit s die zweite Hauptlinie

von E in der Ebene M, des UmriB-
e meridians m,, mit 4 den Schnitt-
punkt von @ und %k, mit B den
Schnittpunkt von e, und f/, so ist f
z die Verbindungslinie von A mit B.
Auf f befindet sich der hiochste und
der tiefste Punkt der Kurve k; sie
sind die Schnittpunkte C und D von
f mit der in M liegenden Meridian-
kurve m. Um zunichst diese aus-
gezeichneten Punkte von % zu be-
stimmen, drehen wir die Xbene M um
@, bis sie mit My zusammenfallt. Dabei gelangt m nach m,, B nach
By, und die Gerade A B, schneidet m, in C, und D,. Dann ist a’ C’
= Abst. (Cy, a”). Die Tangenten von k in C und D sind || ¢.

Weitere Punkte von % ergeben sich mittels horizontaler liifs-
ebenen, die zwischen C und D beliebig angenommen werden. Eine
solche Ebene schneidet die Fliche in einem Parallelkreise p, die Ebene,
E in einer ersten Hauptlinie g, und diese trifft p in zwei Punkten P
uad @ von k. In der angegebenen Weise finden wir u. a. die Punkte
von k& im ersten Umril der Fliche; die Punkte im zweiten Umri}
liegen auf .

Die Tangente von % im Punkte P ist die Schnittlinie von E mit
der Beriihrungsebene der Fliche in . Dabei geniigt es, von dieser
Berithrungsebene entweder die erste Spur, oder die in M, liegende
Hauptlinie zu konstruieren.

Fig. 11.

105. Schnitt einer Umdrehungsfliche mit einer ihrer
Beriithrungsebenen. Ist die Meridiankurve m im Punkte I’ konkav
gegen die Achse @, so hat die Berithrungsebene T dieses Punktes in
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seiner nichsten Umgebung keinen Punkt mit der Umdrehungsfliche
gemein. Sie schneidet die Fliche in ihrem weiteren Verlaufe im all-
gemeinen in einer Kurve, welcher der Punkt P als isolierter Punkt
angehort. Denken wir uns die Ebene T parallel zu sich selbst um ein
sehr kleines Stiick in das Innere der Fliche verschoben, so hat sie mit
der Fliche in der Umgebung von P ein kleines Oval gemein. Der
Punkt P heiBt deshalb ein elliptischer Punkt der Flache.

Ist ferner m im Punkte @ konvex gegen a, so liegen m und der
Parallelkreis des Punktes ¢ auf verschiedenen Seiten der zugehérigen
Beriihrungsebene; diese trifft jeden der beiderseits benachbarten Parallel-
kreise in zwei Punkten und schneidet demnach die Fliche in einer
Kurve, die in @ einen Knotenpunkt hat. Wir nennen @ einen
hyperbolischen Punkt der Fliche.

Konstruieren wir endlich die Berithrungsebene in einem Wende-
punkte B von m, so schneidet diese Ebene von den Parallelkreisen
der Nachbarpunkte nur diejenigen, die auf der einen Seite des zu I
gehorigen Parallelkreises liegen, und R ist ein Rickkehrpunkt der
Schnittkurve (parabolischer Punkt der Fliche).

Uberhaupt gilt fiir jede beliebige krumme Fliche der Satz: Die
Berihrungsebene einer krummen Fliche schneidet die Fliache
im allgemeinen in einer Kurve, die im Berihrungspunkte
einen Doppelpunkt hat. Je nachdem dieser ein isolierter Punkt,
oder ein Knotenpunkt, oder ein Riickkehrpunkt der Schnittkurve ist,
nennen wir ihn einen elliptischen, hyperbolischen oder para-
bolischen Punkt der Fliche.

Das einschalige Umdrehungshyperboloid.

108. Wir untersuchen die Umdrehungsfliche @, die entsteht,
wenn eine Gerade ¢ um eine zu ihr windschiefe Achse a rotiert. Dabei
sei @ L TT; und die Erzeugende g in ihrer Anfangslage || TI,.

Je zwei Lagen von g sind windschief zu einander; denn
sie begrenzen auf allen Parallelkreisen Bogenstiicke von gleichem Centri-
winkel. Die Flache ¢ ist also windschief.

Der Punkt K von g, welcher der Achse a am nichsten liegt, be-
schreibt den Kehlkreis k der Fliche. Zwei Punkte von g, die von
K gleich weit entfernt sind, durchlaufen gleiche Parallelkreise; die
Flache ¢ ist also symmetrisch in Bezug auf die Kehlkreis-
ebene.

Die Grﬁndriﬁprojektionen der Erzeugenden berithren den Kreis %/,
ihre Aufrifprojektionen den Aufriff des Umrillmeridians m.

Sei P ein beliebiger Punkt von g, p der durch ihn gehende Parallel-
kreis, P, ein Schnittpunkt von p mit der Ebene von my, O der Mittel-
punkt und d der Radius von k, ; der Winkel von g mit TT;. Bezeichnen
wir ferner mit y den Radius von p, mit y die Entfernung der Ebenen
von % und p, so sind r und y die rechtwinkligen Koordinaten von P,
fir O als Anfangspunkt und a als y-Achse. Dann folgt aus dem recht-
winkligen Dreieck o' K' P’:

Miiller, Darstellende Geometrie. 4
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a' P'? — K'P?2 = d2
oder
2 — y2eot? y, = d2.

Die Meridiankurve m, ist also eine Hyperbel, die @ zur Neben-
achse, O zum Mittelpunkte und eine Parallele durch O zu g zur
Asymptote hat; ihre Hauptachse hat die Linge 2 d. Die Fliche @
ist demnach ein einschaliges Umdrehungshyperboloid. — Die
Asymptoten von m, erzeugen den Asymptotenkegel der Fliche.

107. Ziehen wir durch K die Gerade I symmetrisch zu ¢ in
Bezug auf die Kehlkreisebene, so sind je zwei Puvkte von ¢ und &, die
in derselben Horizontalebene liegen, von a gleich weit entfernt; jeder
Punkt von % befindet sich also auf dem Parallelkreise, den der ent-
sprechende Punkt von ¢ beschreibt. Die Gerade & liegt demnach ganz
auf dem Hyperboloid, das wir folglich auch durch Drehung von % er-
zeugen konnen. Auf dem Hyperboloid befindet sich also eine
zweite Schar gerader Linien. Durch jeden Punkt der Fliche
gehen zwei Geraden, némlich je eine von jeder Schar. Jede
Gerade der einen Schar schneidet alle Geraden der anderen
Sehar, aber keine Gerade derselben Schar.

Durch eine halbe Umdrehung um a gelangt  in eine Lage || g-
Daraus folgt: Zu 3eder Geraden der einen Schar gibt es eine
parallele Gerade in der anderen Schar.

108. Eine Ebene T, die durch die Gerade g beliebig gelegt wird,
hat mit dem Hyperboloid noch eine Gerade der zweiten Schar gemein,
und diese trifft g in einem Punkte P. Jede Gerade der Ebene T
schneidet das Hyperboloid in den beiden Punkten, die sie mit den
beiden Erzeugenden gemein hat. Geht sie durch P, so fallen die beiden
Schnittpunkte zusammen; dann beriihrt also die Gerade das Hyper-
boloid in P. Daher der Satz: Jede durch eine Erzeugende
gehende Ebene ist eine Berithrungsebene des Hyperboloids.
Sie schneidet die Fliche noch in einer Geraden der anderen
Schar und beriithrt sie im Schnittpunkte der beiden Ge-
raden. — Das Hyperboloid hat hiernach lauter hyperbolische
Punkte (105).

Zwei parallele Erzeugende, wie g und h,, bestimmen eine asymp-
totische Beriihrungsebene der Fliche. Diese beriihrt gleichzeitig
den Asymptotenkegel in der zu den beiden Erzeugenden parallelen
Mantellinie.

Jede nicht berithrende Ebene schneidet das Hyperboloid in einer
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem sie zu keiner, einer oder
zwel Mantellinien des Asymptotenkegels parallel ist.

Umrifllinien und Schattengrenzen.

109. Aufgabe. Den ersten scheinbaren Umrifl einer Um-
drehungsfliche zu konstruieren, deren Achse @ zu Tl, par-
allel, aber gegen TT, beliebig geneigt ist. Die Flache sei durch
den Umrifmeridian m, in der ersten projizierenden llbene von a
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gegeben. Als ersten wahren Umrif erhalten wir im allgemeinen eine
Raumkurve ». Um diejenigen Punkte von # zu ermitteln, die sich
auf einem beliebig gewiihlten Parallelkreise p befinden, benutzen wir
den Kegel und die Kugel, welche die Umdrehungsfliche lings p be-
rithren. In jedem Schnittpunkte von p und « haben die drei Flichen
eine gemeinsame Berithrungsebene, die auf TI; senkrecht steht; ihre
ersten scheinbaren UmriBlinien berithren sich demnach in der Grundrif-
projektion des Schnittpunktes (78). Ziehen wir im Endpunkte Py der
Strecke p” an mg die Tangente Py'S” und die Normale Py 0", so er-
halten wir auf o die Spitze S des Berithrungskegels und den Mittel-
punkt O der zugehorigen Kugel.
Der erste scheinbare Umrill der
Kugel ist der Kreis ' um O
mit dem Radius 0" Py; die ent-
sprechenden UmriBlinien des Ke-
gels sind also die Tangenten aus
S' an B. Sie berithren %' und
zugleich die gesuchte Kurve '
in zwei Punkten 7" und U'.

Der Punkt S ist zur Be-
stimmung von 7 und U nicht er-
forderlich. Die Aufrifprojektion
des Kreises % liegt nimlich auf
der Parallelen durch 0" zu z, und
diese schneidet p” in T = U".

Fig. 12.

110. Ist die Meridiankurve
m, der vorigen Aufgabe ein Kreis
vom Mittelpunkte K, und Radius
r, so erzeugt sie eine Ring-
fliche, und dann ergibt sich
eine einfachere Konstruktion der
UmriBlinie «' durch folgende
Uberlegung (Fig.12). Die Ring-
fliche ist die Einhiillende
einer um @ rotierenden Kugel vom Mittelpunkte K, und
Radius r, folglich ist «' die Einhiillende der ersten scheinbaren
Umrisse aller Lagen dieser Kugel. Bei der Drehung um @ beschreibt
K, einen Kreis k, dessen Mittelpunkt 4 auf a liegt. Seine GrundriB-
projektion ist eine Ellipse %' mit den Halbachsen A'K; und 4'K;
— A"Ky. Wir erhalten demnach «' als die Einhiillende aller Kreise
vom Radius 7, deren Mittelpunkte sich auf %’ befinden. Irgend zwei
dieser Kreise, mit den Mittelpunkten K’ und L', schneiden sich in
zwei Punkten T’ und U’, deren Verbindungslinie von K'L' senkrecht
halbiert wird. Sind nun K’ und L' zwei unendlich benachbarte
Punkte von k', so wird 7' U’ zur Normale von %' in K'; dann ist
K'T=KU =vr, und T' und U’ sind zwei Punkte von «'. Wir
konnen daher die Kurve %' auch in der Weise konstruieren, daf wir
auf allen Normalen von %' beiderseits die Strecke r abtragen; d. h. '
ist die Parallelkurye der Ellipse ¥’ im Abstande 7.

4%*
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Der Kreis A/, der I’ zum Mittelpunkte, » zum Radius hat, berithrt
«' in 7' und U’; die Ellipsennormale 7" U’ ist also zugleich Normale
von #' in 7' und U'. Die Kurven %' und #' haben demnach dieselbe
Evolute e, folglich in entsprechenden Punkten denselben Krimmungs-
mittelpunkt. Besonders niitzlich bei der Konstruktion von «' sind die
Scheitelkriimmungsmittelpunkte J; und J; von %'

Wir kénnen nunmehr die beiden Teile von %' auch als die Bahn-
kurven auffassen, welche die Punkte 7 und Uj; beschreiben, wihrend
die Gerade Jy1; auf der Evolute e rollt. Trifft bei dieser Rollung
der Punkt U; auf e, so entsteht ein Riickkehrpunkt R’ von «'. Wir
erhalten also R', indem wir auf ¢ den Bogen Jy, R’ angenihert gleich
der Strecke J, U; machen. Im Punkte B wird die Raumkurve % vom
projizierenden Strahl B R’ beriihrt; hier endfgt der sichtbare Bogen des
inneren Teiles von u. Jeder tiefer liegende Punkt des inneren Kurven-
stiickes ist ndmlich fiir das unendlich ferne erste projizierende Auge
unsichtbar, weil der projizierende Strahl, der in dem betreffenden
Punkte die Ringfliche berithrt, oberhalb der Berithrungsstelle von der
undurchsichtig gedachten Fliache bereits geschnitten wird.

111. Aufgabe. Fir eine Umdrehungsfliche, deren Achse
a L TT, ist, die Eigenschattengrenze s bei Parallelbeleuch-
tung zu konstruieren (vergl. Fig.11). Die Kurve s ist symmetrisch
in Bezug auf die zur Lichtrichtung parallele Meridianebene M, ihre
GrundriBprojektion also symmetrisch in Bezug auf die Gerade I, die
in der Richtung der GrundriBprojektionen der Lichtstrahlen durch o'
gezogen wird. Wir ermitteln zunéchst die in der Ebene M befindlichen
Punkte von s, indem wir an die zugehérige Meridiankurve m in der
Lichtrichtung Tangenten legen. Zu dem Zwecke ziehen wir in M
einen beliebigen Lichtstrahl I und drehen die Ebene M um a, bis sie
mit der Ebene des UmriBmeridians m, zusammenfillt (vergl. 73). Be-
zeichnen wir mit Ij die Aufrifprojektion des gedrehten Lichtstrahles,
mit €y und Dy die Punkte von my, deren Tangenten || Ij sind, so ent-
sprechen ihnen auf m als hochster und tiefster Punkt von s die Punkte
C und D; dabei ist o' ' = Abst. (Cg, ') und C5 C" || 2.
" Um fiir einen Parallelkreis p, der zwischen (' und D beliebig an-
genommen wird, die Punkte P und ¢ von s zu bestimmen, kénnen wir
verschiedene Methoden anwenden:

a) Kegelverfahren. Die gesuchten Punkte P und @ liegen
auch auf der Eigenschattengrenze des Kegels, der die Umdrehungs-
fliche in p berithrt. Konstruieren wir also in bekannter Weise auf a”
die Aufriiprojektion S"” der Spitze des Berihrungskegels, sowie den
Schatten S, von S auf die Ebene von p, so sind P’ und @' die Be-
rithrungspunkte der Tangenten aus S; an p'.

~b) Kugelverfahren. Die Punkte P und ¢ befinden sich ferner
auf der Eigenschattengrenze der zum Parallelkreise p gehdrenden Be-
rithrungskugel. Bezeichnen wir mit O den Mittelpunkt der Kugel, mit
E die Ebene ihrer Eigenschattengrenze, so geht E durch O 1 1 und
schneidet die Ebene M, in einer Geraden O R, deren Aufrifiprojektion
auf "’ senkrecht steht. Bedeutet IX den Schnittpunkt von O R mit der
Ebene von p, so liegt R’ auf der Parallelen durch a’ zu 2. Dann
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schneidet E die Ebene von p in der durch B gehenden Geraden P Q;
ibre GrundriBprojektion ist das Lot von R’ auf 7',

Wir ermitteln insbesondere von der Kurve s die Punkte 7' und U
im ersten, sowie ¥V und W im zweiten Umril der Fliche, indem wir
an die scheinbaren Umrifllinien Tangenten ziehen, die bezw. zu I’ und
1" parallel sind.

Fir Licht in der Richtung der Wiirfeldiagonale ergeben
sich wesentliche Vereinfachungen der soeben abgeleiteten Konstruktion.
Dann -ist 1j parallel zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Katheten zu x parallel bezw. senkrecht sind und sich verhalten

wie \/2 : 1. Wir erhalten also die Punkte C§, Dy und hieraus C", D",
ohne Benutzung des Grundrisses; denn es ist Abst. (C", a") gleich
der Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks, welches die
Entfernung des Punktes Cy von a” zur Hypotenuse hat. Ebenso finden
wir von s” die Punkte T, U”. Bezeichnen wir ferner mit Z den-
jenigen Punkt von s, der sich mit W auf demselben Parallelkreise
befindet, so ist Z"” der Schnittpunkt von @' mit der Parallelen zu
durch W"; denn Z' fallt aus Symmetriegriinden auf die Verlingerung
von a'. — Die fiinf Punkte V", U", Z", D", W" geniigen in manchen
Fillen zur angendiherten Bestimmung des sichtbaren Teiles von s 1).

Der Lichtstrahlenzylinder, weleher die Fliche in s beriihrt, schneidet
TT, in der Schlagschattengrenze sy, die in Bezug auf I’ symmetrisch
ist und aus den Schlagschatten Py, @ ... der vorher gefundenen
Punkte P, @ ... von s konstruiert wird. Der Schlagschatten ps des
Parallelkreises p berithrt s, in P, und @; die Tangente von s, in P
ist also parallel zur Parallelkreistangente in P, d. h. L o/ P'. — Der
Schlagschatten des durch den héchsten Punkt C von s gehenden Parallel-
kreises hat mit s, in C; zwel zusammenfallende Beriihrungspunkte,
d. h. vier unendlich benachbarte Punkte gemein; er ist daher der
Kriimmungskreis der Kurve s, in ibrem Scheitel C;. Ebenso ist der
Kriimmungsradius von s, in Dy = Abst. (Dg, a’').

112. Dieselbe Aufgabe fiir die Ringfliche. Wir bezeichnen
wieder mit K, den Mittelpunkt, mit » den Radius des Meridiankreises
iy , mit A den Mittelpunkt des Ringes, d. h. den FuSpunkt des Lotes
von K, auf @, und setzen A K, — d. Beschreiben wir um A4 mit dem
Radius r eine Kugel, so schneidet eine durch « gelegte Ebene die
Kugel in einem Hauptkreise 4, den Ring in zwei gleich groBen Kreisen
m, und My, und dann fillt der Kreis4 bezw. mit m, oder m, zusammen,
wenn wir ihn 1 @ nach der einen oder anderen Seite um die Strecke d
verschieben. Dabei gelangt ein beliebiger Punkt P von ¢ bezw. nach
P, auf m, oder nach P, auf m,, so daf PP, — PP, — d und 1 «
ist. Da die Tangenten an 4, m,, my in -P, P,, P, parallel sind, so gilt
dasselbe von den Berithrungsebenen der Kugel und des Ringes in den
genannten Punkten; ist also P ein Punkt der Eigenschattengrenze w
der Kugel, so gehéren P, und P, zur Eigenschattengrenze s des
Ringes. — Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion der Kurve s':

1) Uber Schattenkonstruktionen unter alleiniger Benutzung des Aufrisses
vergl. Pillet, Théorie des ombres. ‘
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Wir beschreiben um @' mit dem Radius r den Kreis 7' als ersten
scheinbaren Umrif} der Hilfskugel, ermitteln wie frither die Aufrif-
projektion Iy des || TT, gedrehten Lichtstrahles ! und ziehen in my den
Radius Ky Cy L 17, sowie die Tangente Cy Ny bis A” Kj. Als Grund-
rilprojektion von w erhalten wir bekanntlich eine Ellipse «’' mit dem
Mittelpunkte @' und der groBen Halbachse r L 7’; die kleine Halbachse
ist gleich dem Abstande des Punktes Cy von der Parallelen zu a”
durch Ky (73). Machen wir dann auf einem beliebigen Durchmesser
P'Q" von w' die Strecken P'P] —= P'P; = @' Q1 = Q' Qs = d, so
sind Pi, P, @1, @ vier Punkte von s'. — Die Kurve s ist eine Kon-
choide der Ellipse #'.

Die Punktpaare I>;, P, und @,, @, liegen in zwei Horizontal-
ebenen, die von A gleich weit entfernt sind. Wir konstruieren ihre
Aufriflprojektionen mit Hilfe der zugehorigen Parallelkreise.

Auch zur Konstruktion des Schlagschattens, den der Ring auf
TI, wirft, benutzen wir die Hilfskugel um A. Thre Schlagschatten-
grenze ist eine Ellipse wj, mit dem Mittelpunkte A; und den Halbachsen
Ky Ny und r. Denken wir uns von den Punkten P und P die Schlag-
schatten P, und P;j ermittelt, so wird P, Py 3£ P'Pj, also = d. Die
Tangente von wy in I’ ist nach 111 1 a'P’, d. h. P, Py ist die Nor-
male von wy, in P,. Daraus folgt: Die Schlagschattengrenze s,
des Ringes ist die Parallelkurve der Ellipse w, im Abstande
d (vergl 110).

Der Punkt R, in welchem ein Lichtstrahl die Kurve s beriithrt, ist
ein Grenzpunkt von s insofern, als auf der einen Seite von R die
Kurve s ihre physische Bedeutung als Schattengrenze verliert. In R
beginnt ndmlich der Schlagschatten s, den der entgegengesetzte Bogen
von s auf die Ringfliche wirft. Wir
ermitteln ihn nach dem indirekten Ver-
fahren (98), indem wir von einem
passend gewihlten Parallelkreise, etwa
dem Kehlkreise, den Schlagschatten
auf TT, konstruieren und seine Schnitt-
punkte mit s, aufsuchen. Die Kurven
s und s, berithren sich in R!). — Die
Kurve s, hat in Rj; einen Riickkehr-
punkt.

113. In Fig. 13 ist als Meridian-
kurve statt des Kreises m, der vorigen
Aufgabe nur der Halbkreis gegeben,
der durch den vertikalen Durchmesser
EyF, begrenzt wird. Es ist auller
der Kigenschattengrenze s der
Umdrehungsfliche (111,112) noch
der Schlagschatten zu konstruieren, den die Fliche von
ihrem oberen Rande empfingt. Die Grenzlinie des gesuchten
Schlagschattens bildet einen Teil der Durchdringungskurve ¢ der Fliache

') Niheres vergl. Wiener II, S. 183,



mit dem Lichtstrahlenzylinder, der den Parallelkreis ¢ des Punktes F,
zur Leitkurve hat. Sie ist symmetrisch in Bezug auf die zur Licht-
richtung parallele Meridiankurve M; ihr hochster Punkt ist also der
Schatten E, des in M liegenden Punktes E von ¢ (Eq¢ El, || ly u.s. w.).

Um von der Kurve ¢ die Punkte P, und @, zu ermitteln, die
einem beliebigen Parallelkreise p, angehdren, konstruieren wir den
Schatten e; von e auf die Ebene von p,; dann sind P, und @, die
Schnittpunkte von p; mit e,.

Der auf m, liegende Punkt der Schlagschattengrenze ergibt sich
als Schnittpunkt von m, mit dem elliptischen Schatten, den die Ebene
des UmriBmeridians von dem vorderen Halbkreise ¢ empfingt.

Die Grenzlinie des Schlagschattens endigt in den Schnittpunkten
von ¢ mit der Eigenschattengrenze s der Fliche. Die zugehoérigen
Tangenten von ¢ sind || 7 (99).

Durchdringungen.

114. Aufgabe. Die Durchdringung einer Umdrehungs-
fliche, deren Achse a L TI; ist, mit einer Kegelfliche zu
konstruieren, deren Leitkurve &k in TI; liegt. Um fiir einen
beliebigen Parallelkreis p der Umdrehungsfliche seine Schnittpunkte
mit dem Kegel zu ermitteln, legen wir durch die Spitze S des Kegels
und durch p eine Hilfskegelfliche und konstruieren ihren Schnitt-
kreis p; wit TT,. Schneidet p, die Kurve £ in P, und ¢,, so haben
die beiden konzentrischen Kegelflichen die Mantellinien S P, und S ¢,
gemein, und diese treffen p in zwei Punkten P und @ der Durch-
dringungskurve.

115. Aufgabe. Die Durchdringung zweier Umdrehungs-
flichen A und B zu konstruieren, deren Achsen @ und b sich
schneiden. Sei ¢ L TT;, b|| T,; die Ebene E — a, b schneide A
und B bezw. in den Umrilmeridianen m und %. Zur Konstruktion
der Durchdringungskurve ¢ benutzen wir als Hilfsflichen nicht, wie
gewoshnlich, Ebenen, sondern Kugelflachen um den Schnittpunkt O
von a und b; denn diese erzeugen sowohl mit A als mit B die ein-
fachsten Schnitte, nimlich Parallelkreise. Beschreiben wir als zweiten
scheinbaren Umril einer solchen Hilfskugel mit beliebigem Radius um
0" den Kreis ¢”, der die Kurven m"” und »” bezw. in P” und Q"
schneidet, so hat die Kugel mit A und B bezw. die Parallelkreise p
und g der Punkte P und @ gemein, und diese treffen sich im all-
gemeinen in zwei Punkten R und S von ¢. Wir erhalten zunichst
R" = S" als Schnittpunkt der Strecken p” und ¢” und finden dann
R’ und S’ auf dem Kreise p'. — Die Kurve ¢ ist symmetrisch in Bezug
auf E.

116. Aufgabe. Die Durchdringung zweier Umdrehungs-
flichen A und B mit windschiefen Achsen ¢ und b zu kon-
struieren. Wir nehmen wieder a L TT;, b [| TT, und bezeichnen bezw.
mit m und # die UmriBmeridiane beider Flichen. Unter Anwendung
horizontaler Hilfsebenen gestaltet sich die Konstruktion der Durch-
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dringungskurve ¢ in folgender Weise: Die Hilfsebene X schneidet A in
einem Parallelkreise p und B in einer gewissen Kurve ¢; die Schnitt-
punkte B und S von p und ¢ befinden sich auf ¢. Um die Grundrib-
projektion von ¢ zu ermitteln, zeichnen wir im Aufrif eine Reihe von
Parallelkreisen ¢, k . . . der Fliche B und bestimmen fiir jeden seine
Schnittpunkte mit Z. Es schneidet z. B. der Kreis ¢ die Fbene 2 in
den Punkten 1 und 2, deren Aufrifprojektionen mit dem Punkte
¢! X 2" = 1” zusammenfallen. Die zugehérigen Grundrilprojektionen
werden gefunden, indem wir den vorderen Halbkreis ¢ in die Ebene
von % nach 7, umlegen. Ziehen wir dann 1”1g || b” bis ¢, so sind die
Abstinde der Punkte 1’ und 2’ von V' = 1" 1q.

VIII. Schraubenflichen.

Kurvenerzeugung durch Rollung.

117. In der Ebene der Zeichnung sei die feste Kurve f und die
bewegliche Kurve w gegeben. Dann sagen wir, die Kurve w rollt
aut f, wenn sie f wihrend ihrer Bewegung bestindig beriihrt, und
wenn der Bertihrungspunkt auf beiden Kurven um gleiche Bogenstiicke
fortschreitet. Betrachten wir beide Kurven als Vielecke mit unendlich
kleinen, entsprechend gleichen Seiten, so ergibt sich sofort, dall der
Ubergang von w aus einer Lage in die unendlich benachbarte auf-
gefallt werden kann als eine unendlich kleine Drehung um den augen-
blicklichen Berithrungspunkt P. Denken wir uns daher mit der Kurve
w einen Punkt A ihrer Ebene starr verbunden, so bewegt sich dieser
momentan senkrecht zur Geraden A P. Hieraus folgt der Satz: Wird
die Bewegung einer Ebene erzeugt durch das Rollen einer
Kurve w auf einer anderen Kurve f, so geht fiir jeden Punkt
der bewegten Ebene die Normale seiner Bahnkurve in jeder
Lage des Punktes durch den augenblicklichen Bertthrungs-
punkt von w und f.

Die Bahnkurve des Punktes P von w hat an der mit P bezeich-
neten Berithrungsstelle im allgemeinen einen Riickkehrpunkt, dessen
Normale mit der gemeinschaftlichen Tangente von w und f zusammen-
fallt. Dies ergibt sich sofort, wenn wir die Kurven w und f wie vor-
hin durch Vielecke ersetzen.

118. Ist f eine Gerade, w ein Kreis, so beschreibt jeder Punkt
der bewegten Ibene eine Zykloide, die als gespitzt (gemein),
verschlungen oder geschweift (gestreckt) bezeichnet wird, je
nachdem der beschreibende Punkt auf, auBerhalb oder innerhalb w
liegt. Sei w, die Anfangslage von w, M, der Mittelpunkt, Py der Be-
rithrungspunkt von w, mit /. Um die Zykloide zu konstruieren, die
der auf M, P, liegende Punkt 4, erzeugt, machen wir auf der Parallelen
durch M, zu f die Strecke M, M, gleich der Peripherie von w,, be-
schreiben um 3/, mit dem Radius 3,4, den Kreis a und teilen My M,
sowie a von Ay aus in n gleiche Teile. Sind M; und %; ein Paar ent-
sprechender Teilpunkte, und ziehen wir 20; A; + My U, oder A; A; - Mo M;,
so ist A; ein Punkt der Zykloide. Seine Normale geht nach dem Be-
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rithrungspunkte P; von f mit w;, ist also || Po;. Man erhélt daher
die Zykloide noch einfacher (und zumeist mit hinreichender Genauig-
keit) als die Einhillende der Kreise um P;, P, ... mit den Radien
PyUy, PoUy .. LY.

119. Rollt umgekehrt die Gerade w aus der Anfangslage w, auf
dem Kreise f, so beschreibt jeder Punkt von w, z. B. der augenblickliche
Berithrungspunkt 4,, eine gespitzte (gemeine) Kreisevolvente.
Zu ihrer Konstruktion rektifizieren wir den Kreis (79) und teilen ihn
von A, aus in » gleiche Teile. Ziehen wir im Teilpunkte P; die Tan-

gente w; und machen auf ihr die Strecke P;A; =— % der rektifizierten

Peripherie, so ist A; ein Punkt der Evolvente.

Die Kreisevolvente ist eine Spirale; sie zieht sich in unendlich
vielen Windungen um den Kreis /' und hat in 4, einen Riickkehrpunkt,
sowie unendlich viele Doppelpunkte auf der Verbindungslinie von A,
mit dem Mittelpunkte M von f.

Nach 117 ist A; P; die Normale der Evolvente in A;; mithin ist
S die Evolute der Kurve und P; ihr Kriimmungsmittelpunkt fiir den
Punkt A..

Jeder Punkt auBerhalb % beschreibt in Verbindung mit der rollen-
den Tangente eine allgemeine Kreisevolvente, die wir als ver-
schlungen oder geschweift bezeichnen, je nachdem der betreffende
Punkt sich mit dem Punkte M auf derselben Seite, oder auf entgegen-
gesetzten Seiten von w befindet. — Sei B derjenige Punkt der be-
wegten Ebene, dessen Anfangslage B, mit M zusammenfillt, und B;
die Lage, die er einnimmt, wenn % nach w; gelangt. Ziehen wir die
Gerade M X || w, und setzen MAy — a, MB; = r, L XMDB;, = g,
so ist auch £ Ay MP;— ¢ und MB;— P;A;— a@, also ist r — a ¢
die Gleichung der Bahnkurve des Punktes B; d. h. der Punkt B be-

schreibt eine archimedische Spirale.

Die Schraubenlinie.

120. Die Schraubenlinie ist die kiirzeste (geoditische)
Linie auf dem geraden Kreiszylinder. Bei der Abwickelung des
Zylinders verwandelt sie sich also in eine Gerade, und umgekehrt
entsteht durch Aufwickélung einer Ebene auf einen solchen Zylinder
aus jeder Geraden der Ebene eine Schraubenlinie. — Die Achse des
Zylinders heilt die Schraubenachse; sein Radius wird als Radius
der Schraubenlinie bezeichnet. Die Schraubenlinie ist rechtsgingig,
wenn sie fir einen in die Achse (gleichgiiltig ob aufrecht oder ver-
kehrt) gestellten Beschauer nach rechts abwirts geht.

Da die Verwandelte der Schraubenlinie mit den Verwandelten aller
Zylindermantellinien gleiche Winkel bildet, so schneidet auch die
Schraubenlinie alle Zylindermantellinien unter demselben

1) Uber die Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte u. s. w. vergl.
Rohn und Papperitz II, 8. 57; Wiener II, 8. 343, sowie Burmester,
Kinematik I, S. 134.
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Winkel und jede zu ihnen senkrechte Ebene unter einem Winkel f3,
der jenen Winkel zu 90° erginzt und Neigung der Schranbenlinie
genannt wird.

Die Schraubenlinie trifft jede Mantellinie unendlich oft. Be-
zeichnen wir mit §j den Abschnitt der Mantellinie zwischen zwei auf-
einander folgenden Schnittpunkten, mit r den Radius der Schrauben-
linie, so ergibt sich aus der Abwickelung, dal}

h = 2xvtan P,

also konstant ist fiir alle Mantellinien. Wir nennen §j die Ganghohe
der Schraubenlinie.

Bei der Geraden, welche als Verwandelte der Schraubenlinie ent-

steht, verhalten sich die auf den Mantellinien gemessenen Ordinaten wie

die zugehérigen Abszissen. Daraus

folgt: Die Schraubenlinie wird

B J” erzeugt, wenn ein Punkt sich

T 7 um eine feste Achse dreht und

v pd zugleich proportional zu die-

\As" e ser Drehung parallel zur Achse

: 7 verschiebt. — Wir bezeichnen eine

AT 4 solche Bewegung als Schraubung.

- e Gleiche Bogenstiicke derselben

/,..\\ e Schraubenlinie sind kongruent; d. h.

ot VAN die Schraubenlinie ist in sich

b/ N z selbst verschiebbar. Der Kriim-

v” B L mungsradius der Schrauben-
linie ist also konstant.

—— 121. Darstellung einer
f-=7 N Schraubenlinie, deren Achse
y N a L T, ist (Fig. 14). Die rechts-
w, /%’Sh gingige Schraubgnlinie b soll vom
Punkte B beschrieben werden, des-

sen Anfangslage B, in TI, so ge-
k B wahlt ist, daf ihre Verbindungs-
B ! linle mit dem Fulpunkte A4, von

a auf x senkrecht steht. Hierdurch,
sowie durch Angabe der Ganghéhe §) ist 0 vollkommen bestimmt.
Um einen Gang von b zu konstruieren, teilen wir den Grundkreis
% des Schraubenzylinders in den Punkten B,, B;, Bs . . . in eine
beliebige Anzahl, etwa 8, gleicher Teile, machen auf a die Ab-

schnitte 44, = A4, 4, = --- = *g— und bestimmen von den Punkten
B, B, ... der Schraubenlinie die Aufrifiprojektionen auf den Parallelen
zu & durch A7, A5 . ..

Setzen wir By A7 — v, Ai B = v, £ By4,B; = ¢ und ver-
stehen unter v wie vorhin den Radius von b, so wird § = vsin ¢, und
es verhilt sich

Q:2w=7qp:1},
also folgt:
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Ty
b

D. h.: Die Aufrilprojektion der Schraubenlinie ist eine
Sinuskurve.

Um die Tangente der Schraubenlinie im Punkte B; zu ermitteln,
denken wir uns das auf dem Schraubenzylinder liegende Flichenstiick
By B;B; in die durch B;B; gehende Berithrungsebene abgewickelt.
Dann verwandeln sich die Bogen B,B; und By B; bezw. in die Tan-
genten des Grundkreises und der Schraubenlinie in B; und B;. Machen
wir also auf der Tangente von % in B; die Strecke B;T; gleich dem
Kreisbogen B; By, so ist 7; die Grundrispur der Tangente von b in B;.

Die Tangente von b in B, ist {| TT,. Ihre Aufrifprojektion ist die
Inflexionstangente von b’ in By; wir erhalten sie als Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks By By J', dessen Kathete By J" — @1 ist. —
Die Neigung f3 der Schraubenlinie ist gleich dem Winkel zwischen
ByJ" und z.

Der Kriimmungsradius der Sinuskurve b” im Scheitel By ist nach
81 = rtan?fB; machen wir also auf x die Strecke By U’ — r und
ziehen U" S" || By J" bis a”, sowie §"V" L U"S" bis x, so wird jener
Krimmungsradius = By V".

.2
) = rsin

Die Strecke ByS" ist = v tan 3, also nach 120 = %; wir nennen

sie die reduzierte Ganghohe der Schraubenlinie.

122. Da sich die Schraubenlinie bei der Abwickelung ihres Zylin-
ders in eine Gerade, also in eine Kurve von unendlich grofem Kriim-
mungsradius verwandelt, so folgt aus Gleichung 3) in 80, dafi der
Winkel zwischen der Schmiegungsebene der Schraubenlinie und der
Beriihrungsebene des Schraubenzylinders in jedem Punkte — 90° ist.
D. h.: Die Schmiegungsebene in irgend einem Punkte der
Schraubenlinie geht durch die zugehorige Zylindernormale.

Derselbe Satz gilt iibrigens von den geoddtischen Linien jeder
beliebigen krummen Fldiche. Die geodétische Linie einer solchen
Fliche ist namlich die Gestalt, welche ein iiber die Flache gespannter
Faden annimmt. Nun wirken in jedem Punkte des Fadens zwei gleich
grofe Spannungen in den Richtungen der Nachbarelemente, und ihre
Mittelkraft, die nach der Regel des Krifteparallelogrammes in der
Ebene dieser Elemente, d. h. in der Schmiegungsebene, gefunden wird,
muf} in die Flichennormale fallen, wenn der Faden im' Gleichgewichte
sein soll.

128. Die Schmiegungsebene des Punktes B, (Fig. 14) schneidet
den Schraubenzylinder in einer Ellipse, die in ihrem Scheitel B, den-
selben Kriitmmungskreis besitzt, wie die Schraubenlinie. Die Halbachsen

dieser Ellipse sind gleich 5;? und A4,B, = r, folglich ist nach 67
ibr Kriimmungsradius in B,, d. h. der Kriimmungsradius der
Schraubenlinie
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Konstruieren wir auf den Geraden Byd,, B, A, ... zu den
Punkten B, B, ... von b die Krimmungsmittelpunkte Cy, C; . . .,

so erhalten wir eine zweite Schraubenlinie ¢ von der Ganghéhe §
und dem Radius ¢ — v — By V"”. lhre Neigung ist also gleich
dem Winkel S" V" By =— 90° — (3, ibr Kriimmungsradius mithin
wiederum — V"”U"”, d. h. — 9. Die Kriimmungsmittelpunkte
der Schraubenlinie ¢ liegen daher umgekehrt auf der ur-
spriinglichen Schraubenlinie b.

124. Schlagschatten der Schraubenlinie auf TI; (Fig. 14).
Konstruieren wir bei gegebener Lichtrichtung 7 (', I”) vom Punkte A,
den Schlagschatten Aé‘, so finden wir den Schatten von B;, indem wir
die Strecke A, 4% in acht gleiche Teile teilen und durch den Teilpunkt
A" die Strecke A} B} 1 Ay B; ziehen. Dies ist aber die Konstruktion
einer Zykloide, die der Punkt B, beschreibt, wenn der Kreis w,, dessen
Mittelpunkt A4, und dessen Peripherie — A A ist, auf der zu I’
parallelen Geraden f rollt. Bezeichnet 4 den Neigungswinkel der
Lichtstrahlen gegen TT,, so ist A4, Ag = fcot A, also der Radius von

Wy =— —b— cot A, d.h. gleich dem Schatten A, S; der reduzierten
27

Ganghohe.

Wir erhalten eine verschlungene, gespitzte oder geschweifte Zy-
kloide, je nachdem

>
Ao By — Ao S

ist. Setzen wir hier fiir 4, By == v den Ausdruck b und fiir
27 tan B

Ay S den eben gefundenen Wert, so geht diese Bedingung iiber in
tan 4 = tan B.
<

Daher der Satz: Der Schlagschatten der Schraubenlinie auf
eine zu ihrer Achse senkrechte Ebene ist eine Zykloide, und
zwar eine verschlungene, gespitzte oder geschweifte, je
nachdem der Neigungswinkel der Lichtstrahlen gegen die
Ebene grofler ist als die Neigung der Schraubenlinie, oder
gleich derselben, oder kleiner als dieselbe. — Der Schlag-
schatten auf jede andere Ebene ist demnach eine affine Kurve zu einer
Zykloide.

Die abwickelbare Schraubenfliche.

125. Die Tangenten der Schraubenlinie b bilden eine abwickel-
bare Schraubenfliche, die von den Schmiegungsebenen der Kurve
berithrt wird (74). Die Schraubenlinie heiit die Rickkehrkurve
(Ritckkehrkante) ihrer Tangentenfliche, weil jeder ebene Schnitt
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der Fliche die Schnittpunkte mit der Schraubenlinie im allgemeinen
zu Riickkehrpunkten hat.

Bezeichnen wir namlich mit 1, 2, 3, 4 vier unendlich benachbarte
Punkte der Kurve b, mit P;, Py, P, bezw. die Punkte, in denen die
Tangenten ¢, == 12, #, == 23, #; == 34 von einer beliebigen Ebene E
getroffen werden, so sind P, P, und P, P; zwei Elemente der Schnitt-
kurve von E mit der abwickelbaren Schraubenfliche, und dann bildet
Py P, mit der Verlingerung von P, P, einen unendlich kleinen
Winkel dv (Fig. 15). Wéhlen wir aber zwischen 2 und 3 auf £, den
Punkt @, und legen durch ihn eine Ebene
[|[E, so schneidet diese die Elementar- Fig. 15.
streifen £,¢, und ¢,¢; bezw. in den Bogen- . by
elementen @;@, || Py Py und @,Q: || Py P,
in der Weise, dall @y @3 mit dem unver-
lingerten @, @, den Winkel dz ein-
schliefit. @, ist also ein Riickkehrpunkt
der entstehenden Schnittkurve. — Dies
gilt offenbar ganz allgemein fir jede ab-
wickelbare Fliche.

Die Tangentenfliche der in Fig. 14
gegebenen Schraubenlinie b schneidet TT,
in einer Evolvente ¢ des Grundkreises I
mit einem Riickkehrpunkte in By, und sie
schneidet jede zu TI, parallele Ebene in
einer zu ¢ kongruenten Kurve, die aus
der ersten durch Schraubung um @ er-
halten wird. Bei dieser Schraubenbewegung beschreibt jeder Doppel-
punkt von e als Doppelkurve der Fliche eine Schraubenlinie, in
welcher die Fliche sich selbst durchschneidet.

Jede Beriithrungsebene der Fliche hat die zugehorige Tangente
von b zur Falllinie und bildet mwit TT; den Winkel 3; wir bezeichnen
deshalb die abwickelbare Schraubenfliche als eine Flache von gleich-
férmiger Neigung.

Die Inflexionstangenten der Sinuskurve b bilden den zweiten
scheinbaren Umrif} der Flache.

126. Ziehen wir durch einen beliebigen Punkt Parallelen zu den
Tangenten von b, so entsteht ein gerader Kreiskegel, dessen Achse zu
a parallel ist: der Richtungskegel der abwickelbaren Schrauben-
fliche. Beide Flichen haben in entsprechenden Mantellinien parallele
Beriithrungsebenen.

Aufgabe. Die Eigenschattengrenze der abwickelbaren
Schraubenfliche zu konstruieren, welche die Schraubenlinie
b zur Riickkehrkurve hat (Fig. 14). Bei jeder abwickelbaren
Fliche besteht die Eigenschattengrenze aus Mantellinien;
denn ist P ein Punkt der Eigenschattengrenze auf der Mantellinie ¢
und g der durch P gehende Lichtstrahl, so berithrt die Ebene (¢, g)
die Fliche in allen Punkten von {.

Die Eigenschattengrenzen der abwickelbaren Schraubenfliche und
ihres Richtungskegels sind einander parallel. Konstruieren wir den
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Richtungskegel iiber dem Grundkreise &, so ist S seine Spitze, und die
Grenzlinien seines Eigenschattens gehen nach den Berithrungspunkten
F und G der Tangenten aus S, an k. Dann erhalten wir die Grundri-
projektion der Eigenschattengrenze unserer Schraubenfliche, indem
wir parallel zu Ay F' und 4, G an k diejenigen Tangenten ziehen, denen
auf der Schraubenfliche Mantellinien entsprechen, die selbst wieder zu
SF und S G parallel sind.

127. Bei der Abwickelung der Schraubenfliche &ndert sich
weder das Bogenelement ds der Riickkehrkurve b, noch der Winkel
d¥ zwischen zwei aufeinander folgenden Elementen von b, also auch

nicht der Kriimmungsradius ¢ = as. Die Riickkehrkurve ver-

ad
wandelt sich also in einen Kreisbogen vom Radius 9. Fur
einen vollen Schraubengang ist die Bogenlinge By B; gleich der Hypo-
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 2z und §,
oder = 2.B¢J" in Fig. 14. Die Spurevolvente ¢ verwandelt sich in
die Evolvente des Kreisbogens.

Die Schraubenflichen im allgemeinen.

128. Eine Schraubenfliche entsteht durch Schraubung
einer unverinderlichen Kurve um eine Achse. Jede Schrauben-
fliche ist in sich selbst verschiebbar. Als Erzeugende kann jede
Kurve betrachtet werden, die alle koaxialen Schraubenlinien -der Fliche
schneidet. Die ebenen Schnitte der Fliche, welche die Achse enthalten,
heiBen Meridiankurven (Profilkurven); diejenigen, welche auf der
Achse senkrecht stehen, werden als Normalkurven (Basiskurven)
bezeichnet. Die Meridiankurven sowohl, wie die Normalkurven gehen
durch Schraubung ineinander iiber, sind also unter sich kongruent.

Ist von einer Schraubenfliche die Achse @ L TI,, die Krzeugende
¢ (¢, ¢"), sowie die Ganghéhe [) und der Sinn der Schraubung gegeben,
so erhalten wir die zu TT, parallele Meridiankurve m,, indem wir ver-
schiedene Punkte P, @ ... von ¢ der Reihe nach geschraubt denken,
bis sie in die betrachtete Meridianebene gelangen. Bezeichnen wir mit
P, die neue Lage des Punktes P, so ist ' P || « und = o' P’, und die
Entfernung des Punktes Py von der durch P” gehenden Horizontalen
verhilt sich zu § wie £ P'«’P; zu 360°% Wir werden daher die
Grundrifiprojektionen von P, @ ... zweckmibig so wihlen, dall die
Winkel zwischen den Geraden a' Pg, o' P', o' Q' . . . einfache Bruchteile
von 3600 betragen. — Um die in der Ebene N liegende Normalkurve
n zu ermitteln, bestimmen wir von den Schraubenlinien der Punkte
P, Q ... ihre Schnittpunkte P;, @, ... mit N. Dann ist o' P = a'P’,
und der Winkel Pja’P’ verhilt sich zu 360° wie der Abstand des
Punktes P"” von N” zu §). Bei dieser Konstruktion ist es also vorteil-
haft, wenn die Entfernungen der Punkte P”, @” ... von der Geraden
N zur Ganghédhe ) in einem einfachen Verhiltnis stehen. — Der erste
wabhre Umrifl der Fliche wird von den Schraubenlinien derjenigen
Punkte von m, gebildet, deren Tangenten || @ sind. Der zweite Umril}
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ist der Ort solcher Punkte des geschraubten Normalschnittes, deren
Tangenten auf TI, senkrecht stehen.

Die Berithrungsebene T der Schraubenfliche in einem Punkte B
derselben ist bestimmt durch die Tangente an die durch B gehende
Erzeugende, sowie durch die Tangente an die Schraubenlinie b, die der
Punkt B bei der Entstehung der Flache beschreibt. Durch Schrau-
bung von T erhalten wir eine abwickelbare Schraubenfliche,
welche die gegebene Fliche in allen Punkten von b beriihrt. Sie ge-
stattet dieselbe konstruktive Verwendung, wie die Parallelkreisberiih-
rungskegel einer Umdrehungsfliiche.

129. Eine Regelschraubenfliche entsteht durch Schraubung
einer Geraden. Der Punkt der Erzeugenden, welcher der Achse am
néchsten liegt, beschreibt die Kehlschraubenlinie. Die Fliche ist
abwickelbar, wenn die Erzeugende die Kehlschraubenlinie beriihrt;
anderenfalls ist sie windschief. Bezeichnen wir mit ¢ den Neigungs-
winkel der Erzeugenden gegen eine zur Achse senkrechte Ebene, mit
v ihren kiirzesten Abstand von der Achse, mit § die Ganghohe der
Schraubung, so besteht im Falle einer abwickelbaren Schraubenfliche
die Beziehung:

§) = 2w tany.

Eine Regelschraubenfliche heiit gerade oder schief, je nachdem
die Erzeugende rechtwinklig oder schief gegen die Achse gerichtet ist,
und sie heifit geschlossen oder offen, je nachdem die Erzeugende
die Achse schneidet oder nicht schneidet.

130. Die Normalkurve der schiefen Regelschrauben-
flache. Wir gehen aus von der abwickelbaren Schraubenfliche, die
durch Schraubung der Geraden ¢{ um die vertikale Achse a entsteht.
Die Strecke 4 B, welche den kiirzesten Abstand der beiden Geraden
darstellt, bestimmt den Berithrungspunkt B von ¢ mit der Riickkehr-
kurve b. Sei ferner T der Schnittpunkt von ¢ mit TT,, % der Grund-
kreis von b, der A B zum Radius hat; dann berithrt die GrundriB3-
projektion B'T von ¢ den Kreis k in B’. Ziehen wir noch durch A und
durch einen beliebigen Punkt C von A B die Geraden % und v || { und
verstehen unter U und V ihre Schnittpunkte mit TT;, so ist UTVH ABC
und L B'T.

Wir lassen nun % und » an der Schraubenbewegung teilnehmen,
welche ¢ ausfiihrt. Dann erzeugt u eine schiefe geschlossene, » eine
schiefe offene Regelschraubenfliche, und wir erhalten die in TT, liegenden
Normalkurven aller drei Fliachen als die Bahnen, welche die Punkte
T, U, V in Verbindung mit der auf %k rollenden Tangente B'T be-
schreiben. - Daraus folgt (119): Die Normalkurve der schiefen
offenen Regelschraubenfliche ist eine allgemeine Kreis-
evolvente, diejenige der schiefen geschlossenen eine archi-
medische Spirale.

181, Die Rohrenschraubenfliche (Serpentine) ist die Ein-
hilllende einer geschraubten Kugel. Sie wird von jeder Lage der
‘Kugel in einem Hauptkreise beriihrt, dessen Ebene auf der Schrauben-
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linie b des Kugelmittelpunktes B senkrecht steht (Charakteristik
der Fliche). Ist die Achse der Fliche 1 TT,, so ergibt sich als zweiter
scheinbarer UmriB eine Parallelkurve zur Sinuskurve b’

Meridian- und Normalkurve der Fliche werden am einfachsten als
die Einhiillenden der Kreise konstruiert, in denen die betreffende Ebene
eine Reihe von Lagen der erzeugenden Kugel schneidet.

Eigenschattengrenzen?).

132. Eine rechtsgéingige Schraubenfliche sei gegeben durch ihre
Achse a L TT;, Ganghéhe §) und eine beliebige Lage der Erzeugenden ec.
Fig. 16 zeigt nur den Grundril; dabei bedeutet A, den Schnittpunkt
von @ mit TT;. Machen wir auf a die Strecke 4, S gleich der redu-

zierten Ganghohe 2% und bezeichnen mit S, den ersten Spurpunkt

des durch S gehenden Lichtstrahles 7, so ist durch Angabe von S die
Lichtrichtung bestimmt.
Der Kreis &' um A, sei die Grundrilprojektion irgend einer
Schraubenlinie & der Fliche; wir stellen uns die Aufgabe, die auf k
Fig. 16. befindlichen Punkte der Eigen-
schattengrenze s zu konstruieren.
Der Schnittpunkt P von ¢ und %
wirde der Kurve s angehéren,
wenn seine Beriihrungsebene T,
die durch die Tangenten e und ¢
von ¢ und k¥ bestimmt ist, zu !
parallel wire, oder mit anderen
Worten, wenn die durch S| T
gelegte Ebene T, den Strahl 1
enthielte. Um T; zu bestimmen,
ziehen wir durch S Parallelen zu
e und . Die erste schneide TT;
in £, (4,E, || ¢); die Grundri-
spur T; der zweiten liegt auf dem Kreise %' (Ao 7} ||t'). Dann ist
E, T| die Grundrifspur von T, die durch S, gehen muf}, wenn sich
der Punkt P auf der Kigenschattengrenze s befinden soll. Gegenwirtig
ist dies nicht der Fall; verstehen wir jedoch unter G, und H; die
Schnittpunkte von E; T} mit dem Kreise ¢, der 4, zum Mittelpunkte
und 4,5, zum Radius hat, so bedarf es nur einer rechtsgiingigen
Schraubung um £ G, 4,S, oder um £ H; A,Sy, umn den Punkt P auf
die Kurve s zu bringen. Machen wir daher L P'A4,Q — L G,A4,S:
und L P'AyR =— L H; A¢Sy, so erhalten wir auf &' zwei Punkte @’
und R’ von s

133. Um die gefundene Konstruktion noch zu vereinfachen, defi-
nieren wir als Pol einer beliebigen Geraden m des Raumes denjenigen
Punkt M von TT,, den wir erhalten, wenn wir die Gerade SJ, || m bis
TT, ziehen und den Punkt 47} um A, im Sinne der aufwirts gehenden

'Y Vergl. Rohn u. Papperitz II, S. 86.
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Schraubenbewegung (in Fig. 16 also entgegengesetzt dem Sinne des
Uhrzeigers) um 90° drehen. Konstruieren wir in dieser Weise in
Fig. 16 zu den Geraden ¢, ¢, I die Pole E, T, L, so fallt T mit P’ zu-
sammen und L liegt auf dem Kreise ¢. Dann ergibt sich auf Grund der
vorhergehenden Darlegungen die Regel: Um auf einer Schrauben-
linie % der Fliche die Punkte der Eigenschattengrenze s
zu finden, ziehe man in einem beliebigen Punkte P von k die
Tangente ¢ der Erzeugenden ¢ und bestimme in TI, ihren Pol
E, sowie den Pol E des Lichtstrahles I. Ferner zeichne man
in TT, den mit ¥’ konzentrischen Kreis ¢ durch L. Schneidet
die Gerade P'E den Kreis 7 in G und H, so geht P durch
Schraubung um £ G A,L oder L HA,L in die Punkte § und
R von s iber.

Geht die Gerade EP' durch L, so ist P selbst ein Punkt
der Kurve s.

184. Ist ¢ die Normalkurve der betrachteten Schraubenfliche,
so tritt an die Stelle von E der unendlich ferne Punkt des Lotes von
Ay auf ¢/, und die Gerade E P’ wird zur Normale von ¢ in P’. Dann
folgt aus dem letzten Satze in 133: Die GrundriBprojektion s
der Eigenschattengrenze ist der Ort derjenigen Punkte der

ersten Projektionen der Normalkurven, deren Normalen
durch den Punkt I gehen.

Bei der geraden geschlossenen Regelschraubenfliche wird
hiernach die Kurve s' von den FuBpunkten der Lote gebildet, die von
L auf die GrundriBprojektionen der Erzeugenden gefillt werden; sie
ist also ein Kreis vom Durchmesser 4g L. Da jener FuBpunkt den
Kreis s’ einmal vollstindig durchléuft, wihrend die Grundrifiprojektion
der Erzeugenden um A4, eine halbe Umdrehung ausfiihrt, so erhalten
wir als Eigenschattengrenze s eine Schraubenlinie von der Gang-

. )
hohe 3

135. Bei der schiefen offenen Regelschraubenfliche fillt
fiir jeden Punkt einer Erzeugenden die Tangente ¢ mit dieser Er-
zeugenden zusammen, und die Punkte E; und E liegen fir alle
Erzeugenden auf einem Kreise f um 4,. Um also fiir eine beliebige
Erzeugende ¢ den Punkt P zu konstruieren, den sie mit s gemein hat,
ziehen wir (in genau bestimmtem Sinne) die Gerade 4, E. L ¢ bis f
und schneiden ¢ mit LE in P’

Anwendung auf die scharfgingige Schraube. In Fig. 17
(a.1.8.) ist in der zu TT, parallelen Meridianebene das gleichschenklige
Dreieck By Cy Dy gegeben, dessen Basis Cy D, zur Achse a parallel ist.
Dasselbe erzeugt durch rechtsgingige Schraubung mit der Ganghdhe
§) = Cy Dy den Gewindeteil der Schraube, der also von zwei schiefen
geschlossenen Regelschraubenflichen begrenzt wird. Um fiir die von
der Strecke B, C; beschriebene Fliche die Eigenschattengrenze s zu

konstruieren, machen wir auf a” die Strecke Aj S" = 2—2—; und be-

Miiller, Darstellende Geometrie. 5
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stimmen wie frither die Punkte S, und L. Wir ziehen ferner S” R"
|| Bo €5 bis 2 und beschreiben in TI; um A, mit AgR"” den Kreis f.
Ist nun ¢’ die Grundrifprojektion einer beliebigen Krzeugenden ¢, E, der
Schnittpunkt von f mit der Verlingerung von ¢’ iiber A, so erhalten
Fig. 17. wir auf f den Pol E
o durch Vierteldrehung
1]
von Ay E, entgegen-
¢ gesetzt dem Sinne
| des Uhrzeigers, und
i dann bestimmt die
| Gerade LE auf ¢
I den Punkt P’ von s
| Ziehen wir umgekehrt
f zuerst durch I eine
4 beliebige Gerade g,
- » die f in E und F
" 18y, schneidet, so finden
wir auf ibhr zwei
. Punkte von §', nim-
R P lich ihre Schnitt-
i L
: W - 7l mit den Loten in A4,

PR~
“%)é\,\\ ':{ VT~ zu Ao E und A, F.
\P’Q\ o/’f
Vi

cy A" R

Berithrt g den Kreis
f. so liegen P' und
@' beide unendlich
fern, d. h. die Tangen-
ten aus L an f sind
Asymptoten von .
Gegenwirtig kommt
nur der Teil von §' in
Betracht, den die um
Ay durch Bj und G
beschriebenen Kreise
einschliefen, und
: dieser kann durch die
Asymptoten angenihert ersetzt werden. — Die Kurve s' hat in A,
einen Selbstberiihrungspunkt und in L einen Doppelpunkt, wie sich
sofort ergibt, wenn die Gerade g durch A,, bezw. durch die Endpunkte
des auf A, L senkrechten Durchmessers von f gezogen wird.

IX. Windschiefe Flichen.

186. Nach 75 verstehen wir unter einer Regelfléiche eine solche
Fliche, die durch Bewegung einer Geraden erzeugt wird. Um das
Gesetz dieser Bewegung in jedem einzelnen Falle festzulegen, schreiben
wir am einfachsten drei bestimmte Leitkurven I, l;, I vor, welche
die Erzeugende bestindig schneiden soll. Dann erhalten wir némlich
die durch irgend einen Punkt A4; von !; gehenden Erzeugenden als die
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gemeinschaftlichen Mantellinien der beiden Kegelflichen, die A4, zur
Spitze und I, bezw. l; zu Leitkurven haben. Die so entstehende
Regelfliche ist im allgemeinen windschief; denn sollten zwei unend-
lich benachbarte Erzeugende, welche mit I, I,, I; bezw. die Punkte
A,, Ay, A; und B,, B,, B; gemein haben, einander schneiden, so
miiiten die Geraden A4, B,, A, B,, A3 B;, d. h. die Tangenten der drei
Leitkurven in A,, Ay, A3, in einer und derselben Ebene liegen. Dies
wird im allgemeinen nicht der Fall sein; ereignet es sich fir gewisse
Lagen der Erzeugenden, so besitzt die Fliche in einer solchen Er-
zeugenden ein ebenes Fldchenelement, und findet es bei besonderer
Auswahl der Leitkurven fir alle Erzeugenden statt, so ist die Fliche
abwickelbar. .

187. Verzeichnen wir auf irgend einer windschiefen Fliche eine
Reihe von unendlich dicht aufeinander folgenden Erzeugenden ¢, f, g,
h, i ... und legen durch eine derselben, etwa g, eine beliebige Ebene
T, so schneidet diese die Fliche in einer Kurve s, die durch die unend-
lich benachbarten Schnittpunkte E, F', H, J von T mit e, f, k, 7 hin-
durchgeht. Die Kurve s wird zwischen ¥ und H von der Geraden g
in einem Punkte G getroffen, und dann ist G ein Knotenpunkt der
vollstindigen, aus g und s bestehenden Schnittkurve, welche T mit der
Flache gemein hat (vergl. 105, 108). Die Ebene T berithrt demnach
die Fliche in dem (hyperbolischen) Punkte G/, und das Analoge gilt
offenbar von jeder anderen, durch eine Erzeugende gelegten Ebene.

Eine eingehendere Untersuchung der Eigenschaften dieser Be-
rithrungsebenen wiirde die Verwendung der Geometrie der Lage er-
fordern, die wir hier nicht als bekannt voraussetzen diirfen.

Bei den Aufgaben iiber ebene Schnitte, Durchdringungen u. s. w.
bedienen wir uns naturgemill stets der Erzeugenden der Fliche.
Ebenso konnen wir die Eigenschattengrenze nach der Methode der
projizierenden Ebenen (99) wenigstens angendhert ermitteln. Genauere
Konstruktionen liefert wieder die Geometrie der Lage.

188. Je nachdem sich unter den drei zur Bestimmung der Fliche
erforderlichen Leitkurven gerade Linien befinden oder nicht, kénnen
wir vier Arten von windschiefen Flichen unterscheiden.

a) Sind alle drei Leitlinien gerade und simtlich windschief
zu einander, so bezeichnen wir die Fliche als ein einschaliges Hyper-
boloid. Wir konstruieren sie am einfachsten, indem wir durch die
Leitgerade I; ein Ebenenbiischel legen und die Schnittpunkte jeder
einzelnen Ebene mit I, und I; bestimmen; ihre Verbindungslinie ist
eine Erzeugende der Fliche. Durch jeden Punkt 4, von I; geht eine
Erzeugende, némlich die Schnittlinie der Ebenen 4,1, und A,1,.

Die vorliegende Fliche, deren weitere Behandlung wir gleich-
falls in die Geometrie der Lage verweisen, ist eine Verallgemeinerung
des frither betrachteten einschaligen Umdrebungshyperboloids. Einen
zweiten, technisch wichtigen Sonderfall bildet das hyperbolische
Paraboloid, das sich ergibt, wenn die eine der drei Leitgeraden
unendlich fern ist, also durch eine Richtungsebene ersetzt wird,

B*
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zu der die simtlichen Erzeugenden parallel sind. Dann schneiden diese
die beiden endlichen Leitgeraden in dhnlichen Punktreihen.

189. Durch das windschiefe Viereck 4 B CD ist ein hyperbolisches
Paraboloid bestimmt, welches 4 B und CD zu Leitgeraden, B ( und
AD zu Erzeugenden hat. Bilden wir ndmlich das Parallelogramm
ADCE, so sind die simtlichen Erzeugenden der Fliche zur Kbene
B CE parallel; ziehen wir also durch einen beliebigen Punkt K von
AE die Geraden KF || EB und K& || EC bezw. bis AB und CD,
so ist F'(; eine solche Erzeugende. Wir kénnen aber durch dasselbe
Viereck ein zweites hyperbolisches Paraboloid legen, indem wir B
und A D als Leitgeraden, A B und CD als Erzeugende und die Ebene
ABE als Richtungsebene auffassen; um von ihm eine dritte Er-
zeugende HJ zu erhalten, ziehen wir durch irgend einen PPunkt L von
CE die Geraden LH || EB und LJ || EA bezw. bis BC und A D.
Die Ebenen F G K und HJ L schneiden sich in einer durch den Punkt
M = G K < JL gehenden Geraden, die zu KB parallel ist; sie treffe
FG in N, HJ in P. Dann verhilt sich

N G
KF —~ GK
und
KF__ AK
EB — AE’
also 1st
EB.GM.AK
MN —m ——————— .
= GK.AFE
Ebenso ergibt sich
rr _ EB.JM.CL
AP = JL .CE ’
und hieraus folgt
MN = MP,

d. h. die Punkte N und P fallen zusammen. Die Erzeugende HJ des
zweiten hyperbolischen Paraboloids schneidet also F'G- und folglich alle
Erzeugenden des ersten; sie liegt demnach ganz auf diesem, und die
beiden Paraboloide decken sich vollstindig. Auf dem hyperboli-
schen Paraboloid gibt es also zwei Scharen gerader Linien.

Durch jeden Fliachenpunkt gehen zwei Geraden, ndmlich je eine
von jeder Schar. Ihre Ebene bertihrt die Fliche in dem betrachteten
Punkte (137).

Unter den Beriihrungsebenen des hyperbolischen Paraboloids be-
findet sich auch die unendlich ferne Ebene des Raumes; denn diese hat
mit der Fliche die unendlich fernen Geraden der Ebenen A BE und
BCE gemein und berithrt folglich die Fliche im unendlich fernen
Punkte von BE. — Alle nicht beriihrenden Ebenen schneiden die
Fliche in Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem sie zu B E parallel
sind oder nicht.

140. b) Unter den windschiefen Flichen mit zwei Leitgeraden
sind diejenigen bemerkenswert, bei denen die eine Leitgerade unendlich
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fern, also wieder durch eine Richtungsebene gegeben ist. Wir be-
zeichnen sie als Konoidfliachen und verstehen insbesondere unter
einem geraden Konoid ein solches, dessen endliche Leitgerade auf
der Richtungsebene senkrecht steht.

Darstellung eines geraden Kreiskonoids, das durch die
vertikale Leitgerade ! und den in TT, liegenden Kreis % bestimmt ist.
Den Endpunkten 4 und B des vertikalen, sowie C und D des horizon-
talen Kreisdurchmessers entsprechen vier ebene Flichenelemente A G,
BH, CE, DE mit horizontalen bezw. durch ! gehenden Berithrungs-
ebenen. Die Gerade ! bildet von G bis H eine Doppellinie der
Fliche. — Wie man leicht beweist, schneidet jede zu TI, parallele
Ebene das Konoid in einer Ellipse.

Zu den Konoidflichen gehért auch die gerade geschlossene
Regelschraubenfliche.

141. c¢) Von windschiefen Flichen mit einer Leitgeraden er-
wihnen wir die folgenden drei:

1. Die Wolbflache des schrigen Durchganges hat zu Leit-
linien zwei parallel gestellte, gleich grofe Kreise &, und %k, und eine
zu den Ebenen dieser Kreise senkrechte Gerade ! durch den. Mittel-
punkt O der Verbindungslinie der beiden Kreismittelpunkte M; und
M,. Wir wahlen k; in TI, und M, M, || TT, und konstruieren die
Fliche mit Hilfe eines Ebenenbiischels durch I. Eine Ebene desselben
schneide %, in P, und @,, %, in P, und Q,, so daf M, P, || M, @, und
M, Q, || M, P, ist; dann sind die zu einander parallelen Geraden P, P,
und @, ¢, zwei Erzeugende der Fliche, wihrend die Verbindungslinien
P, @, und @, P, einem schiefen Kreiskegel mit O als Mittelpunkt an-
gehoren.

2. Das Zylindroid. Wir schneiden einen Kreiszylinder mit den
Ebenen E und E; in den Ellipsen e und e; und bezeichnen als ent-
sprechend je zwei Punkte von e und e, die, wie z. B. die Punkte P
und P;, auf derselben Mantellinie liegen. Verschieben wir die Ellipse e
parallel zur Schnittlinie g von E und E; um eine beliebige Strecke PP,
in die neue Lage ¢,, so bilden die Geraden, welche die Punkte von ¢,
mit den entsprechenden Punkten von e¢; verbinden, ein Zylindroid.
Dieses hat zur Leitgeraden die unendlich ferne Gerade der Ebene
PP P,

3. Die schiefe geschlossene Regelschraubenfliche.

d) Eine windschiefe Fliche ohne gerade Leitlinien ist z. B. die
schiefe offene Regelschrauberfliche.

X. Grundziige der Beleuchtungslehre.

142. Den friiher ausgefithrten Schattenkonstruktionen lag die Ab-
sicht zu Grunde, die Anschaulichkeit der durch Projektion erhaltenen
Bilder durch Wiedergabe der Beleuchtungsverhiltnisse zu -erhdhen.
Wir erreichen diesen Zweck auf vollkommenere Weise, wenn wir nicht
nur die Grenzlinien zwischen Licht und Schatten, sondern auch die



Abstufung der Helligkeit auf den beleuchteten Oberflichenteilen
zur Darstellung bringen. Dabei betrachten wir ausschlieflich den
Fall der Parallelbeleuchtung. Dann ist die Beleuchtungs-
stirke eines (ebenen) Flichenelementes proportional dem
Kosinus des Winkels, den die Flichennormale mit der Licht-
richtung bildet. Bezeichnen wir diesen Einfallswinkel mit 4 und
setzen die Beleuchtungsstirke einer zur Lichtrichtung senkrechten
Ebene — 1, so ist diejenige des betrachteten Flichenelementes =— cos 4.
— Wir nehmen ferner an, die Oberfliche des beleuchteten Kérpers sei
vollkommen matt (nicht poliert), so daf sie an jeder Stelle das ein-
fallende Licht nach allen Richtungen hin zerstreut und nicht in be-
stimmter Richtung reflektiert. In diesem Falle ist die Helligkeit, in
welcher ein Oberflichenelement unserem Auge erscheint, unabhingig
von der Sehrichtung, also gleich seiner Beleuchtungsstirke cos 4.

143. Die Helligkeit einer Ebene ist iiberall dieselbe.

Auf einer krumm en Oberfliche bilden alle Punkte von bestimmter
Helligkeit eine gewisse Kurve, welche Lichtgleiche (Isophote) ge-
nannt wird. — Die Lichtgleichen einer abwickelbaren Fliche sind
ihre Erzeugenden.

Die Darstellung der Helligkeitsverteilung im Bilde einer krummen
Fliache erfolgt durch Auftragen verschiedener Farbenténe. Um hierfiir
eine geometrische Grundlage zu gewinnen, konstruieren wir zunichst
eine Anzahl von Lichtgleichen, etwa diejenigen sechs, welche den
4 3 2 1
555" 5
mit den Zahlen 0, 1 ... 5, indem wir durch jede Zahl den Dunkel-
heitsgrad ausdriicken, der zwischen der betreffenden Lichtgleiche und
der néchstfolgenden durch Tuschlagen hervorzubringen ist. Auf einer
nicht abwickelbaren Fliche gibt es im allgemeinen nur einzelne Punkte
von der Helligkeit 1 (Helligkeitspole); die Helligkeit 0 kommt dem
im Eigenschatten befindlichen Flichenteile zu. Wir kénnen auch

Werten cos A — 1, , O entsprechen. Wir bezeichnen sie

fir diesen Teil, entsprechend den Kosinuswerten %’ %, eine Reihe
von Kurven gleicher Neigung der Flichennormale gegen den Lichtstrahl
konstruieren. Um ihnen eine physische Bedeutung unterzulegen, macht
man zuweilen die — allerdings ganz willkiirliche — Annahme, das
von der Luft und von den umgebenden Flichen in den Schattenraum
hinein zerstreute Licht sei dem direkt einfallenden genau entgegen-
gesetzt und von halb so grofler Intensitit wie jenes. Dann sind die
eben erwihnten Kurven Orte gleicher Abnabme der Dunkelheit um je
eine halbe Stufe.

144. Fir die Darstellung der Helligkeit auf den meisten tech-
nischen Objekten bildet die Beleuchtung der Kugel eine bequeme
Grundlage.

Die Lichtgleichen der Kugel sind Kreise, deren Ebenen
auf der Lichtrichtung senkrecht stehen. Ist ! der durch den
Kugelmittelpunkt M gehende Lichtstrahl, O der auf ibhm liegende
Helligkeitspol, so erhalten wir die Mittelpunkte M; ... M, der mit
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1 ... 4 bezeichneten Lichtgleichen durch Teilung der Strecke O M in
fiinf gleiche Teile; denn fiir alle Punkte des Kugelkreises, dessen Ebene
z. B. in M; auf I senkrecht steht, bilden die zugehérigen Flichen-
normalen, d. h. die Kugelradien, mit { einen Winkel, dessen Kosinus

o 1. . . 2
gleich ist M; M, dividiert durch den Kugelradius, d. i. = 5
Um die Grundriiprojektion der Kreise 1, 2 . .. zu konstruieren,

drehen wir den Hauptkreis ¢, den die erste projizierende Kbene von !
aus der Kugel schneidet, um seinen horizontalen Durchmesser, bis er
mit dem ersten wahren Umri # der Kugel zusammenfillt. Dabei
gelangt ein beliebiger Punkt L von I nach L° und 7 nach 1 (Z/LYL17
und = L"L, — M"DM,). Die Gerade 1" schneidet ;" — u' in 0”;
durch Einteilung von O M’ ergeben sich die Punkte MY, M3 . ..
Ziehen wir in 4 durch M3 die Sehnme C3' D L 1%, so ist C§D§ die
Umlegung des in i liegenden Durchmessers des Kreises 3, und wir
erhalten als GrundriBprojektion von 3 eine Ellipse 3’ mit der grofen
Achse A;B; — C$' DY’ und der kleinen Achse CsD;. Mit dem UmriB
u hat der Kreis 3 zwei Punkte 75, U, gemein; wir finden sie auf der
Schnittlinie der Ebenen  beider Kreise, die im Schnittpunkte E; von
C; D; mit dem horizontalen Durchmesser von ¢ auf diesem senkrecht
steht (B = U < C§'DY, T3Uz L 1).

Die Ellipsen 1’, 2'... sind einander #hnlich in paralleler Lage. —
Die Aufrifiprojektion 3" wird aus 3’ in bekannter Weise konstruiert
(69); fir Licht in der Richtung der Wiirfeldiagonale sind 3’ und 3"
kongruent.

145. Mit Hilfe der bereits gezeichneten Lichtgleichen einer Kugel
konstruieren wir fiir dieselbe Lichtrichtung die Lichtgleichen einer
beliebigen Umdrehungsfliche mit vertikaler Achse a und dem
UmnriBmeridian #: Unm fiir den Parallelkreis p, dessen AufriBprojektion
die Strecke P"” @" ist, die Lichtgleichenpunkte zu bestimmen, ziehen
wir an m” die Tangente P”S" bis a” und parallel zu ihr an den
zweiten scheinbaren Umri der Kugel die Tangente PB”&" bis zur
Aufriiprojektion des vertikalen Kugeldurchmessers, ferner durch den
Beriihrungspunkt P’ die Gerade P"” Q" als Aufrif eines horizontalen
Kugelkreises p. Dann haben Kugel und Umdrehungsfliche in je zwei
Punkten von p und p, deren Verbindungslinien bezw. mit & und S
einander parallel sind, parallele Berithrungsebenen und folglich gleiche
Helligkeit. Wir brauchen demnach nur zu den Schnittpunkten von p
mit den Kugellichtgleichen die entsprechenden Punkte auf p zu er-
mitteln.

146. Auch die Helligkeit einer ebenen Flidche ist leicht zu be-
stimmen, sobald fiir irgend eine Hilfskugel die Lichtgleichen konstruiert
sind. Sei E eine beliebige Ebene mit der GrundriBspur ¢, und dem
ersten Neigungswinkel &, f eine Falllinie von E, f, ihre Umlegung um
Sin T (f Le, £f'fo = &). Um auf der Hilfskugel denjenigen
Punkt zu ermitteln, der dieselbe Helligkeit besitzt wie E, fillen wir
vom Kugelmittelpunkte M auf E ein Lot #n (' L ¢;) und bestimmen
seinen Schnittpunkt P mit der beleuchteten Halbkugel. Die erste pro-



jizierende Ebene von # schneidet die Kugel in einem Hauptkreise %,
den wir um seinen horizontalen Durchmesser in den horizontalen
Hauptkreis » umlegen. Ziehen wir dann M'P; L f, bis ky = o/, so
ist P’ der Fulpunkt des Lotes von Py auf »'.

XI. Kotierte Projektion und topographische Flichen
(Grundbegriffe).

147. Wir kénnen die Lage eines Punktes P im Raume bestimmen
durch seine senkrechte Projektion P’ auf eine horizontale Ebene TT
(Vergleichsebene) und eine Héhenzahl (Kote), welche seine Ent-
fernung von dieser Ebene angibt. Der Zeichnung ist immer ein Mal-
stab beizufiigen, und die Koten der unterhalb TT liegenden Punkte sind
mit negativem Vorzeichen zu versehen.

Fine gerade Linie ist hiernach bestimmt durch die Projektionen
und die Koten (=— die kotierten Projektionen) von zwei ihrer Punkte.
Sind auf der Projektion der Geraden die Punkte mit ganzzahligen
Koten angegeben, so sagen wir, die Gerade sei graduiert. Der Ab-
stand der Projektionen zweier Punkte der Geraden, deren Kotendifferenz
=— 1 ist, heilit das Intervall der Geraden.

Um die Verbindungslinie der Punkte I (5,7) und @ (8,5) zu
graduieren, konstruieren wir die Umlegung der Geraden in die durch
P gehende Horizontalebene und die Umlegungen der Punkte, deren
Entfernungen von dieser Ebene — 0,3 und 1,3 sind.

Zur Darstellung einer Ebene geniigt die Angabe einer graduierten
Falllinie (Gefiallemalistab, durch eine Doppelllinie bezeichnet).

Um die Schnittlinie zweier Ebenen zu konstruieren, ermitteln wir
die Schnittpunkte zweier Paare von Hauptlinien mit gleichen Koten.

148. Unter einer topographischen Fliche (Terrainfliche)
verstehen wir einen begrenzten Teil der Erdoberfliche, der so klein
angenommen wird, dal die Richtung der Schwerkraft in den einzelnen
Flachenpunkten keine merklichen Unterschiede aufweist. Denken wir
uns die Meeresoberfliche unter dem Festlande fortgesetzt, so diirfen
wir das Stiick derselben, das unter jener topographischen Fliche liegt,
als eine horizontale Ebene ansehen. Wir bestimmen dann die Punkte
der topographischen Fliche durch ihre kotierten Projektionen in Bezug
auf diese Ebene.

Nehmen wir, von der Vergleichsebene ausgehend, in gleichen Ab-
stinden eine Rethe von Horizontalebenen an, so schneiden diese die
topographische Fliche in sogenannten Niveau- oder Horizontal-
linien, deren Projektionen und Koten zur Darstellung der Fliche
benutzt werden. Dabei treten als ausgezeichnete Flichenpunkte die-
jenigen hervor, die eine horizontale Berithrungsebene besitzen. Wir
bezeichnen sie als Gipfel- bezw. Muldenpunkte, wenn sie von
den umgebenden Niveaulinien rings umschlossen werden, also héher
bezw. tiefer liegen als alle Nachbarpunkte, dagegen als Sattel- oder
Jochpunkte, wenn die zugehérige Berithrungsebene die Fliche in
einer Kurve schneidet, die im Beriithrungspunkte einen Knotenpunkt
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hat. Im ersten Falle handelt es sich um einen elliptischen, im zweiten
um einen hyperbolischen Flachenpunkt (105).

Durch jeden Punkt der Fliche geht eine Falllinie oder Linie
grofter Neigung, welche die Niveaulinien iiberall rechtwinklig
schneidet. In jedem Gipfel- oder Muldenpunkte treffen unendlich viele
Falllinien zusammen ).

XII. Axonometrie.

149. Axonometrie ist das Verfahren, die Parallel-
projektion einer Raumfigur aus den Koordinaten ihrer
Punkte zu konstruieren.

Wir bezeichnen mit TT die Projektionsebene (Zeichenebene) und -
denken uns die Originalfigur gegeben durch die Koordinaten ihrer
Punkte in Bezug auf ein dreiachsiges rechtwinkliges Koordinatensystem
OXYZ in beliebiger Lage im Raume, oder — was auf dasselbe
hinauskommt — durch ihre senkrechten Projektionen auf zwei der Koor-
dinatenebenen TT, =— X 0Y, 1T, = X 0Z, I, = YO0 Z. Dann finden
wir von irgend einem Originalpunkte P seine (senkrechte oder schiefe)
Projektion P auf die Ebene TT durch Abbildung des Koordinaten-
zuges OP,P'P. Diese Konstruktion ist ohne weiteres ausfiihrbar,
sobald wir die Projektionen der drei Koordinatenachsen und fiir jede
Achsenrichtung das Verhéltnis zwischen Original- und Bildstrecke
kennen (Verkiirzungsverhdltnis im Falle senkrechter Projektion).

Der Punkt P heifit die axonometrische Projektion, das Bild
P’ von P’ der axonometrische Grundril von P. Durch Angabe

von P und P’ ist der Originalpunkt P bestimmt.
Je nachdem die projizierenden Strahlen auf TT senkrecht stehen
oder nicht, unterscheiden wir senkrechte und schiefe Axonometrie.

Senkrechte Axonometrie.

150. Die Lage des Koordinatensystems gegen die Bildebene TT
ist bestimmt, wenn wir die Spurpunkte 4, B, C der Koordinatenachsen
0X, 0Y, OZ angeben und noch hinzufiigen, auf welcher Seite von
TT der Anfangspunkt O sich befinden soll. Dann ist namlich O der
Schnittpunkt dreier Halbkugeln mit den Durchmessern A B, B C, C A.
— Das Spurendreieck A B C hat immer drei spitze Winkel.

Aufgabe. Die Achsenprojektionen und die Verkiirzungs-
verhéltnisse zu ermitteln, wenn das Spurendreieck ABC
gegeben ist. Die Hohenlinien des Spurendreiecks sind die Achsen-
projektionen. — Um den zweiten Teil der Aufgabe zu losen, suchen
wir die wahren Liéngen der Achsenabschnitte O A, OB, O C. Die pro-
jizierende Ebene von O C schneidet die Ebene A OB in der Falllinie

0J (J = AB x 0C). Legen wir das rechtwinklige Dreieck C 0/,

1) Niheres siche Wiener II, S. 388, sowie Rohn und Papperitz II,
S. 324.



das die Projektion O von O zum HéhenfuBpunkte hat, um CJ in TT
um, so gelangt O nach 0, auf dem Halbkreise iber CJ (00, L CJ).

Machen wir noch auf O C die Strecken 0 4y = 0 A4, 5B0 = OB, so
ist 04 = 0y Ay, OB = 0, By, und die von den Geraden Oy 4,, Oy B,
0,C mit OC gebildeten Winkel sind gleich den Tafelneigungen o, £,
y der Achsen OX, O0Y, OZ. Dann entsprechen diesen Achsen die

Verkiirzungsverhiltnisse

04 —cosﬁ——ﬂgi V= cosy = c.
0,4, ¥ TP T 0B, VT YT 0,0

A = cos 0 =

Statt des Spurendreiecks konnen auch ‘die Achsenprojektionen
gegeben werden, d. h. drei von einem Punkte ausgehende Geraden,
die drei stumpfe oder einen stumpfen und zwei spitze Winkel ein-
schliefen. Dann bleibt nur die Entfernung des Koordinatenanfangs-
punktes von der Bildebene noch unbestimmt; denn man kann jedes
Dreieck, das jene Geraden zu Hohenlinien hat, als Spurendreieck be-
trachten.

151. Die Gerade O O bildet mit den drei Koordinatenachsen die
Winkel 900 — ¢ u. s. w. Da die Summe der Quadrate der drei

Richtungscosinus einer Geraden = 1 ist, so folgt
cos? ot 4 cos? B + cos?y — 2
oder
A br=2 . . . . . . .1

Hierbel ist jede der drei Zahlen 4, w, v << 1. Wire z.B. v =— 1, also
die #-Achse || TT, so wiirden die Projektionen der beiden anderen Achsen
zusammenfallen — eine Annahme, die iiberaus unschéne Bilder liefert,
und die wir deshalb von der weiteren Betrachtung ausschliefen
(Ubereckprojektion). Fir v < 1 folgt aus 1), daB A2+ w2 > 1

ist; es ist also um so mehr

A4 p2>02 . 0 0 0 L L L L 2)

Verstehen wir unter Verhéltniszahlen irgend drei Zahlen I, m,
n, die sich wie die Verkiirzungsverhiltnisse 4, u, v verhalten (oder wie
die Projektionen der Kanten eines in der Koordinatenecke liegenden
Wiirfels), so gibt es immer eine Strecke %k, die, in den drei Koor-
dinatenachsen aufgetragen, Projektionen liefert von den Lingen 1,
m, n. Da

l m n
l e - — _— —
o=, v="2 3)
ist, so erhalten wir zur Bestimmung von k aus 1) die Gleichung
22 =1+ m2 w2 . . . . . . . 4)

Zwischen den Zahlen I, m, n bestehen nach 2) drei Ungleichungen
von der Form
12 4+ m? > n%
d. h. die Summe der Quadrate zweier Verhdltniszahlen ist
immer gréfer als das Quadrat der dritten.
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Nach der Beschaffenheit der Verhiltniszahlen unterscheiden wir
drei Arten von senkrechter Axonometrie:

1. isometrische Projektion, wenn alle drei Verhiltniszahlen
einander gleich sind (Spurendreieck gleichseitig);

2. dimetrische Projektion, mit zwei gleichen Verhiltnis-
zahlen;

3. trimetrische Projektion, wenn alle drei Verhiltniszahlen
verschieden sind.

1562. Aufgabe. Die Verkirzungsverhiltnisse und die
Achsenprojektionen zu bestimmen, wenn die Verhéltnis-
zahlen I, m, n gegeben sind. Wir zeichnen, unter Zugrundelegung
einer beliebigen Léngeneinheit, drei Strecken von den Lingen I, m, n
und konstruieren die Strecke ¥ gemil Gleichung 4) als Kathete eines
gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich ist
Viz 4 m? 4 n2

Hierauf machen wir in einer neuen Figur auf einer beliebigen
Geraden ST die Strecken SU =1, SV = m, S W = n, beschreiben
um S mit dem Radius % einen Kreisbogen und bestimmen seine Schnitt-
punkte X, Y, Z mit den Loten, die in U, ¥V, W zu ST errichtet sind.
Dann ist £L XST=—=w«, LYST =8, L ZST = p. Machen wir
daher die Strecke SR L ST gleich der willkiirlich zu wihlenden Ent-
fernung des Koordinatenanfangspunktes O von TT und ziehen durch R
zu ST eine Parallele, welche die Geraden SX, SY, SZ, sowie das in
S zu SZ errichtete Lot bezw. in D, E, F, G schneidet, so sind RD,
RE, RF gleich den Projektionen der zwischen O und TI liegenden
Achsenabschnitte, und R G ist gleich der Projektion der durch O
gehenden Falllinie der xy-Ebene (vergl. 150). Konstruieren wir dem-
nach in einer dritten Figur iiber der Kathete 0. — R G nach ent-
gegengesetzten Seiten die rechtwinkligen Dreiecke OJ 4 und OJB mit
den Hypotenusen 04 = RD, OB — RE und verlingern GJ iiber O
bis C um RF, so sind 04, OB, 0C die Projektionen und 4, B, C
die Spuren der z-, y- und 2z-Achse.

Um von einem Originalpunkte P, der durch seine Koordinaten z,
¥, £ gegeben ist, die Projektion P zu ermitteln, machen wir auf 0.4
die Strecke O P, — zcosot und ziehen P,P' = ycosP || OB, sowie
P'P=zcosy|| 0C. Dabei finden wir z. B. die Strecke z cos o als
Radius eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf S X liegt und von S um
z entfernt ist, und der die Gerade SR beriihrt.

Sind die Koordinaten #, y, # durch ihre Mafzahlen gegeben, so
empfiehlt sich die Konstruktion besonderer VerkiirzungsmaBstibe.
Wir zeichnen zunéchst den wahren Mafstab w, projizieren dessen Teil-
punkte aus einem beliebig gewihlten Punkte und legen zwischen zwei
Strahlen, die auf w die Strecke k¥ begrenzen, parallel zu w die Strecken
l, m, n. Auf den so erhaltenen Geraden g, 1), 3 schneiden die Strahlen
des Strahlenbiischels drei MaBstibe ein, deren Einheiten gleich sind
der mit cose, cos f3, cosy multiplizierten Einheit von .



Schiefe Axonometrie.

153. Lassen wir die Projektionsrichtung noch unbestimmt, so
konnen wir sowohl die Achsenprojektionen als auch die Verhiltnis-
zahlen willkiirlich annehmen; es gilt némlich der Satz von Pohlke:
Drei Strecken von beliebigen Léingen und Richtungen, die
in einer Ebene von einem Punkte ausgehen, kénnen immer
als die Projektionen dreier gleich langen, in einem Punkte
rechtwinklig zusammenstofenden Strecken angesehen
werden.

Um diesen Satz zu beweisen, lésen wir zuvor die Aufgabe: Ein
gerades dreiseitiges Prisma durch eine Ebene so zu schnei-
den, dal die entstehende Schnittfigur einem gegebenen
Dreieck &dhnlich wird (Fig. 18). In der Zeichenebene TT sei ABC

) die Grundfliche des Prismas,

Fig. 18. Ay B C das Dreieck, dem die
G Schnittfigur #hnlich werden
soll. Wir legen die gesuchte
Ebene £ der Einfachheit
wegen durch A und bezeich-
nen mit AB;C; die ent-

Z stehende Schnittfigur, wit D
| den Schnittpunkt von B C
o\ und B, C;. — In der Ebene
® ™ % befindet sich ein einziger

® rechter Winkel vom Scheitel
A, dessen senkrechte Projektion auf TT wieder ein rechter ist, namlich
der Winkel zwischen der Falllinie und der Spurlinie 4D (28, 36).
Ist E, der Schnittpunkt jener Falllinie mit B, C; und E seine senk-
rechte Projektion auf TI, so verhilt sich

CD:DE:EB = C,D:DE, : E, By,

d.h. den Punkten D und E, der Figur 4 B, C, entsprechen in der dazu
shnlichen Figur 4, B die Punkte D und E. Den Geraden A D und
AE, der ersten Figur sind also die Geraden AyD und A, E der
zweiten zugeordnet, mithin ist £ D A4, E — 90° Die Punkte I und
E liegen daher auf dem durch A und A, gehenden Kreise ¢, dessen
Mittelpunkt sich auf B C befindet.

Hierdurch ist zundchst der Schnittpunkt D von B C mit der Spur-
linie von Z, und damit diese selbst bestimmt. Bei der Ausfithrung der
Konstruktion haben wir unter den beiden Schnittpunkten von ¢ und
B (C denjenigen mit D zu bezeichnen, fiir welchen der spitze Winkel
DA, C groBer ist als seine senkrechte Projektion D A C (36).

Machen wir auf A, D die Strecke 4y Dy — A D und ziehen durch
D, die Gerade ByC, || BC bis Ay B und 4,C, so wird durch das
Dreieck 4, B, C, die Schnittfigur in wahrer Gréfle dargestellt. . Damit
ist die Entfernung des Punktes B, von A gefunden, also die Ebene Z
(zweideutig) bestimmt.
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164. Beweis des Pohlkeschen Satzes (Fig. 19). Sind QLZ,
QM, QN drei beliebige Strecken in der Ebene TT und 0 X, 0Y, 0Z
drei beliebige, aber gleich lange Strecken im Raume, die paarweise
senkrecht aufeinander stehen, so brauchen wir nur zu zeigen, da wir
von der Figur O XY Z eine Parallelprojektion konstruieren konnen, die

Fig. 19.

zur Figur Q LM N &hnlich ist. Zu dem Zwecke schneiden wir L M
mit @ N in J und bestimmen auf XY und OZ bezw] die Punkte S
und T gemif den Proportionen
XS:YS=LJ:MJ
und
OT:ZT = QJ : NJ.
Projizieren wir die Raumfigur in der Richtung ST auf eine zu
S T' senkrechte Ebene TI, so erhalten wir von S und 7' eine gemeinsame
Projektion S, und in der Bildfigur 0’ X’Y'Z'S' sind die Punktgruppen
X'SY ~ LJM,
708 ~ NQJ.
Nun konnen wir nach 153 das gerade Prisma, welches X' Y'Z’ zur
Grundfliche, also X X', YY', ZZ' zu Seitenkanten hat, mit zwei Scharen
paralleler Ebenen in der Weise schneiden, daf die Schnittfigur dem



Dreieck L M N #hplich wird. Ist Z eine dieser Ebenen, X" Y"Z" die
entstehende Schnittfigur, und sind 0" und S” die Schnittpunkte von
mit O 0' und S S/, so wird auch

XH SII YII ~ LJM,
ZH OH SI/ A~ ATQJ’
es ist also in der Tat die Figur 0" X"Y"Z" ~ QL MN.

155. Bei den praktischen Anwendungen der schiefen Axonometrie
nimmt man gewdhnlich die xz-Ebene des riumlichen Koordinaten-
systems parallel zur Projektionsebene TI (schiefe Parallelperspek-
tive). Dann erscheint der Winkel zwischen - und #-Achse im Bilde
wieder als Rechter, und sdmtliche z- und z-Koordinaten bleiben unver-
indert. Fir die Bilder der y-Koordinaten kann man in Uberein-
stimmung mit dem Pohlkeschen Satze die Richtung, sowie das
Verhiltnis zwischen Bild- und Originalstrecke beliebig wihlen; zeichnet
man sie unter einem Winke! von 30? gegen das Bild der z-Achse und
auf die Halfte verkiirzt, so ergibt sich das von uns zur Herstellung von
Skizzen von Anfang an benutzte Abbildungsverfahren.

Zweiter Abschnitt.

Die Zentralprojektion.

I. Darstellung des Punktes, der Geraden und der Ebene.

156. Wir bezeichnen im folgenden mit TT die Bildebene, mit O
das Projektionszentrum (Auge), mit A den Fulpunkt des Lotes von O
auf TT; A heilit der Hauptpunkt, die Strecke O A die Distanz des
Bildes. Durch Hauptpunkt und Distanz ist die Lage des Projektions-
zentrums bestimmt, wenn aulBerdem festgesetzt wird, dall das Lot 4 O
immer nach vorn, d.h. nach der Seite des Beschauers, errichtet werden
soll. — Unter Distanzkreis verstehen wir den Kreis d, der in TT um
A mit dem Radius O A beschrieben wird.

Die Zentralprojektion einer Figur wird auch deren Perspektive
genannt.

157. Die Projektion des Punktes I’, also der Schnittpunkt von
O P mit TT, soll mit P, bezeichnet werden. Durch Angabe von I ist
der Originalpunkt noch nicht bestimmt.

Das Bild eines unendlich fernen Punktes ist im allgemeinen ein
endlicher Punkt. Jedem Punkte der Ebene TT?, die durch O || TT gelegt
wird, entspricht ein unendlich ferner Bildpunkt. Wir nennen TIV die
Verschwindungsebene.
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168. Die Projektion einer Geraden g ist im allgemeinen wieder
eine Gerade, namlich die Schnittlinie g, der projizierenden Ebene 0 g mit
TI. Geht die Originalgerade durch O, so ist ihre Projektion ein Punkt.

Die Geraden g und g, schneiden sich im Spurpunkte G. Dem
unendlich fernen Punkte G der Originalgeraden entspricht auf g. ibr
Fluchtpunkt G; dabei ist 0 G7 || 9. — Die Bilder paralleler
Geraden gehen durch einen gemeinsamen Fluchtpunkt.

Durch Spur- und Fluchtpunkt ist die Originalgerade be-
stimmt. — Kin Punkt im Raume ist bestimmt durch sein Bild
und durch Spur- und Fluchtpunkt einer durch ihn gehenden
Geraden.

Der Schnittpunkt GV der Originalgeraden -g mit TT? heifit ihr Ver-
schwindungspunkt. Ihm entspricht der unendlich ferne Punkt von
ge, und es ist O G¥ || g. — Originalgeraden, die sich in TT? schneiden,
haben parallele Bilder.

Spezielle Falle. a) Ist g || TT, so ist g.|| 9. Dann verhalten
gich die Abschnitte auf g. wie die entsprechenden Abschnitte auf g.
In diesem Falle ist zur Festlegung von g auller der Geraden g, noch
irgend ein Punkt von g erforderlich, der seinerseits wieder in der vorher
angegebenen Weise bestimmt wird.

b) Der Hauptpunkt 4 ist der Fluchtpunkt aller Normalen zu TI.

1569. Eine Ebene E wird bestimmt durch irgend zwei ihrer
Geraden, am zweckm#Bigsten durch ihre Spurlinie ¢ und ihre unendlich
ferne Gerade (Stellung) ¢, die selbst wieder durch ihr Bild ¢, d. h.
die Schnittlinie von TT mit der Parallelebene durch O zu E gegeben wird.
Die Gerade ¢ heift die Fluchtlinie von E; sie ist || . — Parallele
Ebenen haben dieselbe Fluchtlinie.

Die Ebene E schneidet TT? in ihrer Verschwindungslinie e?.

Spezielle Falle. a) Geht E durch O, so fallen ¢ und ¢, zu-
sammen, und die Bilder aller Punkte von E liegen auf e.

b) Ist E{|TT, so sind e und e unendlich fern, und die Ebene
wird bestimmt durch Angabe eines ihrer Punkte. Dann entspricht
jeder in E liegenden Figur ein dazu dhnliches Bild.

¢) Ist E L TI, so geht ¢ durch A.

180. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen Spur-,
Flucht- und Verschwindungspunkt der Geraden bezw. in der
Spur-, Flucht- und Verschwindungslinie der Ebene.

Daraus folgt: Wenn zwei Geraden einander schneiden, so
ist die Verbindungslinie ihrer Spurpunkte parallel zur Ver-
bindungslinie ihrer Fluchtpunkte.

II. Perspektive eines durch Grund- und Aufrifs gegebenen
Gegenstandes.
161. Um von allen vertikalen Geraden parallele und vertikale

Bilder zu erhalten, stellen wir die Bildebene TT im folgenden immer
vertikal



— 80 —

Eine durch O gelegte horizontale Ebene, die Horizontebene,
schneidet TT in einer durch A gehenden horizontalen Geraden %, dem
Horizont des Bildes. Die Gerade & ist die Fluchtlinie aller horizon-
talen Ebenen. Sie schneidet den Distanzkreis d in den beiden
Distanzpunkten D, D,, den Fluchtpunkten solcher horizontalen
Geraden, die mit TT einen Winkel von 45° einschliefen.

Die Spurlinie ¢ der horizontalen Grundrifiebene TT; (Bodenebene)
heifit die Grundlinie des Bildes.

Je nachdem die Bildebene zu einer Hauptfliche des dargestellten
Gegenstandes parallel ist oder nicht, spricht man von einer geraden
oder schrigen Ansicht des Gegenstandes.

162. Darstellung eines Pfeilers in gerader Ansicht
(Fig. 20). Der Pfeiler hat zur Grundfliche ein in der Bodenebene TT,
liegendes Quadrat, von welchem zwei. Seiten 12 und 3 4 zur Grundlinie
g parallel sind. Er ist gegeben durch seine Aufrifprojektion auf die

Zeichenebene TT und seine Grundrif-

y Fig. 20. Ly projektion auf die Ebene TT,;, die wir
mit dem hinteren Teile nach unten

107 s um g in TT umlegen, so dall die Figur
6 5 152 .. 9 ... den Grundrif in der ge-

drehten Lage darstellt. Zur Festlegung
des Projektionszentrums (O benutzen
wir den Hauptpunkt 4 und den
Distanzpunkt D;.
D Die unbegrenzten Geraden 14 und
2 2 % 23 haben den Fluchtpunkt A und die
Spuren 1” und 2", mithin zu Bildern
die Geraden 1”A und 2" 4. Der
Diagonale 1 3 entspricht D, als Flucht-
g punkt und der Schnittpunkt C von 1,3,
105 - 9% mit ¢ als Spur; dann bestimmt die
[T Bildgerade C D, auf 1”4 und 2" A4 die
Bilder 1, und 3, der Punkte 1 und 3.
i3y 44 Die Geraden 1.2, und 3.4, sind || g.
- o Die Bilder der vertikalen Pfeilerkanten
) ol 15, 26 ... sind gleichfalls vertikal;
ihre Endpunkte 5, 6. ... liegen auf der Geraden 5”4 und 6"A4. Ver-
langern wir die Gerade 95125 bis zu ihrem Schnittpunkte E mit g, so
trifft £ A die Gerade CD, in 9;, dem perspektiven Grundril} des
Punktes 9. Die Vertikale durch 9, schneidet 9”4 und 18”4 in 9,
und 13..

Wir ermitteln zur Kontrolle noch die Fluchtpunkte B, B, . . .
der vier schrigen Kanten 59, 610 ... In B; trifft der Sehstrabl, der
durch O || 59 gezogen wird, die Bild- und AufriBebene TT; B, liegt
also erstens auf der Aufrilprojektion dieses Sehstrables, d. h. auf der
Parallelen durch A zu 5”9”. Da ferner O D, die senkrechte Projektion
des Sehstrahles auf die Horizontebene darstellt, so befindet sich B,
zweitens auf dem Lot in D, zu . — Die vier Fluchtpunkte bilden in
der Reihenfolge B, .B; B, B; ein Rechteck, in welchem B, B, ||k und




D, der Mittelpunkt von B, B; ist. Sind die schrigen Flichen des
Kapitidls unter 45° gegen TI, geneigt, so ist D; B, gleich der Di-
stanz A D,.

1863. Darstellung eines Hauses in schriger Ansicht. In
Fig. 21 a ist das Haus, dessen Grundfliche 1234 in TI, liegt, in
Grund- und Aufrif gegeben; ebenso ist das Projektionszentrum O durch
0’ und 0" und die Lage der (auf TI, senkrechten) Bildebene TT durch
die Grundlinie g bestimmt. Die Perspektive des Hauses soll in Fig. 21b
gezeichnet werden, in der also die Ebene TT mit der Zeichenfliche
zusammenfillt. Hier ist der Haupt-
punkt A4 beliebig angenommen worden ;
alles iibrige ist durch die vorige Figur
vollkommen bestimmt.

Erste Lésung. Wir ziehen in
Fig. 21b durch A die Horizontlinie h, o
machen A A’ L % und gleich dem Ab-
stande des Punktes 0” von x in 0"
Fig. 21a und legen durch A4’ die 9
Grundlinie ¢ || h. Dann ist der Punkt
A’ die Grundrifprojektion von 4; ihm ' #
entspricht in Fig. 21a der FuBpunkt
des Lotes von O auf g.

Um zunéchst das Rechteck 12 3 4
abzubilden, bestimmen wir in Fig. 21a
von den Geraden 14 und 2 3 die Spur-
punkte S und 7, sowie den gemeinsamen
Fluchtpunkt F' (O'F'|| 14 bis g) und
iibertragen die erhaltenen Punkte unter
Benutzung von A’ und A bezw. nach
g und k in Fig. 21b. Der Flucht-
punkt von 1-2 ist unerreichbar; des-
halb ermitteln wir auf SF das Bild 1, \
von 1 mit Hilfe des projizierenden f
Strahles O 1. Die Gerade 0’1 (Fig.21a) o \i
schneidet ¢ in der GrundriBprojektion
1 von 1.; ermitteln wir hierzu den
entsprechenden Punkt in Fig. 21b, so liegt 1. auf dem Lot, das in 1
zu g errichtet wird. In derselben Weise finden wir die Punkte 2, ...;
wir kénnen aber auch 2, und 4, mittels der Diagonale 2 4 konstruieren,
deren Bild durch Spuirpunkt B und Fluchtpunkt E bestimmt wird
(O'E']| 24 bis g).

Die Bilder der vertikalen Kanten 15, 26 ... sind L g. Errichten
wir in S zu g das Lot SU = 1"5", so ist U die Spur, UF das Bild
der unbegrenzten Geraden 58, und dieses schneidet die durch 1, und
4, gehenden Vertikalen in 5. und 8. Noch vorteilhafter ist es, die
Diagonale 68 abzubilden, indem wir BRZ — 1”5"” L g zichen und Z
mit E verbinden 1).

Fig. 21 a.
gl! lol!

Ol
Fig. 21b.

1) Die Gerade 5c6c geht nach dem unerreichbaren Schnittpunkt von 2
und 1¢2. Um solche Linien zu ziehen, empfiehlt sich bei komplizierteren

Miller, Darstellende Geometrie. 6
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Wir konstruieren schlieflich von einem Endpunkt des Dachfirstes,
z. B. von 9, das Bild 9, mit Hilfe des Bildes der Parallelen durch 9 zu
14. Bezeichnen wir mit ¥V den Spurpunkt dieser Parallelen, so finden
wir aus Iig. 21a seine Grundrifiprojektion V’'; machen wir darauf in
Fig. 21b V'V L g und = Abst. (9", z), so ist VF das Bild der ge-
nannten Hilfslinie. In Fig. 21a bestimmt ferner die Gerade 0’9’ auf
¢ den Grundri 9 des Punktes 9.!); dann schneidet in Fig. 21b die
durch den entsprechenden Punkt gehende Vertikale die Gerade VI in 9,.

Wir kénnen iibrigens auch die Fluchtpunkte der schrigen Kanten
des Daches leicht ermitteln. So erhalten wir in Fig. 21a den Flucht-
punkt W der Kante 6 10 als den Schnittpunkt der durch O gehenden
Parallelen zu dieser Geraden mit der Ebene TT. Ubertragen wir den
Punkt W’ auf g in Fig. 21b, so ist WW'L g und = Abst. (W", z).

164. Zweite Lésung. Um die Ausfihrung der Konstruktion
auf eine einzige Figur zu beschrinken, denken wir uns in Fig. 21b
die Grundrifiebene TT, mit dem hinteren Teile nach unten in die
Zeichenebene TT umgelegt. Dann gelangt O’ nach O auf der Geraden
A' A, und der Grundril} des Hauses kommt in die Lage 1,2,3,4,9100;
dabei ist 4’0y = 4’0" der Fig. 21a, d. h. gleich der gegebenen
Distanz, und £ A'S1, = £ 4’ S1.

Unm den Fluchtpunkt F von 14 zu ermitteln, ziehen wir Oy F”
|| 1,4, bis g und F'FLg bis h2). Die Gerade O1, ist die Umlegung
der Grundrifiprojektion des Sehstrahles O1 und bestimmt auf g den
Punkt 1. Das Weitere wie bei der ersten Losung.

165. In derselben Weise, wie wir in 163 den Punkt 5, mit Hilfe
des Punktes 1, und der wahren Lange der Strecke 15 ermittelt haben,
lésen wir iiberhaupt ganz allgemein die Aufgabe: Die Projektion
P, des Punktes P zu bestimmen, wenn sein perspektiver
Grundrif P, und seine wahre Entfernung 2z von der Ebene
T, (g9, k) bekannt sind. Wir ziehen durch P; eine beliebige Gerade,
die g in S, & in F schneidet, und betrachten sie als Bild einer in TI,
liegenden Geraden mit der Spur S und dem Fluchtpunkte F. In S
errichten wir zu g das Lot SU — # und ziehen UF als Bild einer
horizontalen Geraden, die zur ersten im Abstande # parallel ist. Dann
ist P, der Schnittpunkt von UF mit dem Lote in P, zu g.

Ein Punkt im Raume ist hiernach auch bestimmt durch
sein Bild und seinen perspektiven Grundrif. Diese Art, einen
Punkt festzulegen, tritt in der angewandten Perspektive zumeist an

Yiguren die Anwendung der Fluchtpunktschiene. Vergl. R. Mehmke,
Uber das Einstellen der dreiteiligen Fluchtpunktschiene, Zeitschr. fiir Mathe-
matik und Physik, Bd. 42, 1897, S. 99.

) Wir bezeichnen allgemein mit P die Grundriprojektion der Perspek-
tive P, des Punktes P und mit P, die Perspektive der GrundriBprojektion P’
von P oder den perspektiven Grundrif von P.

%) Legen wir auch die Horizontebene, und zwar in demselben Sinne wie
vorher TT,, in die Zeichenebene um, so erhalten wir die neue Lage O, von
0, indem wir die Distanz von 4 aus auf die Verlingerung von A’'A4 abtragen.
Dann ist O,F die Umlegung von OF, und wir finden also den Fluchtpunkt
F direkt als Schnittpunkt von / mit der Parallelen durch O, zu 1,4,



die Stelle der in der theoretischen (,freien“) Perspektive gebriuch-
lichen Bestimmungsweise, bei welcher ohne Bezugnahme auf eine
Grundrifebene der Punkt definiert ist durch sein Bild und durch Spur-
und Fluchtpunkt einer ihn enthaltenden Geraden — oder, was auf
dasselbe hinauskommt, Spur- und Fluchtlinie einer durch ihn gehenden
Ebene (158).

166. Schattenkonstruktionen. Der leuchtende Punkt I sei
durch sein Bild L, und seinen perspektiven Grundrif L, in Bezug auf
die Ebene TT, = g, % gegeben. Der Schatten, den der Punkt P (P, P;)
auf TT, wirft, ist der Schnittpunkt P* der Geraden LP und L'P’,
also ist im Bilde P} =— L. P, x L, P,.

Bei Parallelbeleuchtung sind L. und L, bezw. die Flucht-
punkte der Lichtstrahlen und ihrer Grundriprojektionen. Dann liegt
L, auf h, ist also der FuBpunkt des von L, auf h gefillten Lotes. —
Betrachten wir als unendlich ferne Lichtquelle die Sonne, so wird durch
einen oberhalb & liegenden Punkt L. das Bild des Mittelpunktes der
vor dem Beschauer stehenden Sonne dargestellt; liegt aber L, unter-
halb 7, so befindet sich die Sonne hinter dem Beschauer, und zu L,
gehért nur ein virtuelles Sonnenbild. In dem besonderen Falle, daf}
die Lichtstrahlen zur Bildebene parallel laufen, sind mit ihnen auch
ihre Bilder parallel und die Bilder ihrer Grundrifprojektionen parallel
zu g (Streiflich}).

Ermitteln wir von dem in Fig. 21b dargestellten Hause den
Schatten auf die TI,, so gehen die Schatten der vertikalen Kanten im
Bilde nach L;, und die Schatten der horizontalen Kanten laufen nach
den Fluchtpunkten dieser Kanten.

III. Fortsetzung der freien Perspektive: Ebene Figuren.
Aufgaben iiber Geraden und Ebenen.

167. Konstruieren wir von einer in der Ebene E liegenden Figur
PQR ... die Zentralprojektion P, ¢, R, . .., so stehen Original-
und Bildfigur in folgender Beziehung: Alle Verbindungslinien
entsprechender Punkte gehen durch einen Punkt, ndmlich
durch das Projektionszentrum O, und alle Schnittpunkte
entsprechender Geraden liegen auf einer Geraden, ndmlich
auf der Spurlinie ¢ der Originalebene. Solche Figuren heilen
nach 52 kollinear in perspektiver Lage (perspektiv kollinear);
O ist das Kollineationszentrum, ¢ die Kollineationsachse, PP,
ein Kollineationsstrahl. Nach Aufhebung der perspektiven Lage
nennen wir die Figuren einfach kollinear.

168. Konstruktion des Bildes einer ebenen Figur. Das
Projektionszentrum O sei gegeben durch Hauptpunkt 4 und Distanz-
kreis d, die Originalfigur § durch die Spur ¢ und die Fluchtlinie ¢;
ihrer Ebene E und durch ihre Umlegung &, um ¢ in TT, wobei noch
hinzugefiigt werden muf}, welcher Teil von E sich hinter der Ebene TT
befindet. Sei g, irgend eine Gerade von ,, so kennen wir von der

6%
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Bildgeraden g, zunichst den Spurpunkt G — e < g,. Der zugehorige
Fluchtpunkt G¢ ist der Schnittpunkt von ¢ mit der Parallelen durch
0 zug. Um ihn zu ermitteln, drehen wir die Ebene (0, ¢) um ¢;
in demselben Sinne wie E, bis sie mit TT zusammenfdllt. Bezeichnen
wir mit O, die neue Lage von O, mit ¥, den Schnittpunkt von 4 0,
und €, so ist A Oy L ¢ und F7 0, = F7 0, d. h. gleich der Hypo-
tenuse F; 0% des rechtwinkligen Dreiecks A F; 00, dessen Eckpunkt
0° auf d liegt. Dann erhalten wir als Umlegung von O G die Gerade
0, G¢ || 9 und damit g = G G¢ .

Der Punkt F¢ ist der Fluchtpunkt aller Falllinien von E (Haupt-
fluchtpunkt der Ebene).

169. Um zu irgend einem Punkte P; der umgelegten Original-
ebene das Bild P, zu konstruieren, ziehen wir durch ihn zwei Geraden
Iy und ¢, als Umlegungen zweier Geraden % und ¢ von E und be-
stimmen zu diesen in der eben entwickelten Weise die Bilder 2. und
ic; dann ist P, =— h, X< .. DBenutzen wir dabei als &y die Verbin-
dungslinie von P, mit Oy, so fillt s, mit kg zusammen, d. h. Oy FPp ist
eine selbstentsprechende Gerade und enthilt deshalb auch den
Punkt P, Daraus folgt der Satz: Legt man eine ebene Figur
um die Spurlinie ihrer Ebene und das Projektionszentrum
in demselben Sinne um die zugehérige Fluchtlinie in die
Bildebene um, so sind Bild und Umlegung der Originalfigur
perspektiv kollinear fir das umgelegte Projektionszentrum
als Kollineationszentrum und die Spurlinie der Original-
ebene als Kollineationsachse.

170. Die Ebene E schneidet die Verschwindungsebene TI” in der
Verschwindungslinie ¢” || e. Verstehen wir unter ¥ und F” bezw. die
Schnittpunkte von ¢ und ¢’ mit der zu ¢; senkrechten Ebene OAF(,
so ist OF7 FFV ein Parallelogramm; wir erhalten demnach die Um-
legung von ¢?, indem wir auf FF? die Strecke FF; — F{ O, machen
und durch FY die Gerade ¢! || ¢ ziehen.

Der Schnittpunkt von gy und e} ist der umgelegte Verschwindungs-
punkt G¢§ von g. Da der zugehdrige Bildpunkt G auf g, unendlich
fern liegt, so ist nach 169 O,GY || g.. Hieraus ergibt sich eine zweite
Konstruktion der Bildgeraden g, mittels der Punkte G- und G¢.

171. Die Teilungspunkte der Geraden. Aufgabe. Auf
dem Bilde 9, = G G der Geraden g vom Punkte P, aus eine
Strecke abzutragen, deren wahre Linge = [ ist. Aus dem
Vorhergehenden ergibt sich zunéichst die folgende Losung: Wir ziehen
durch Gt und G in beliebiger Richtung zwei Parallelen ¢ und ¢; als
Spur- und Fluchtlinie einer durch g gehenden Ebene E, die wir um e
in die Bildebene umlegen. Konstruieren wir, wie in 168, vom Pro-
jektionszentrum O die Umlegung O, um ¢;, so geht die Umlegung g,
von g durch G || Oy G¢, und die Gerade Oy P, schneidet g, in P,.
Machen wir dann auf g, die Strecke Py@, = [, so bestimmt die Gerade
0o Qo auf g. den Endpunkt . der gesuchten Bildstrecke.

Bei dieser Konstruktion ist die Strecke O, G gleich der Entfernung
des Projektionszentrums O vom Fluchtpunkte G, also unabhingig von
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der Richtung, die wir der Geraden ¢, erteilen; wir finden sie unmittelbar
durch Umlegung des rechtwinkligen Dreiecks O A G in TT (40, L AG?
bis d, 0y G = 0, G;). Die Geraden e und ¢; sind demnach iiber-
haupt iberfliissig, und wir gelangen somit zu der folgenden verein-
fachten Lésung: Man ziehe durch den Fluchtpunkt G, und durch
den Spurpunkt G der Geraden in beliebiger Richtung zwei Parallelen,
mache auf der ersten die Strecke G O, gleich der Entfernung des
Projektionszentrums von (¢ und bestimme den Schnittpunkt P, der
Geraden Oy P, mit der zweiten Parallelen. Auf dieser mache man
Py @y =— ! und schneide g, mit Oy @p in Q.

Dasselbe Verfahren dient umgekehrt zur Bestlmmung der wahren
Lange der Strecke P, Q..

Ist von vornherein von irgend einer durch g gehenden Ebene E
die Spur ¢ und die Fluchtlinie ¢, gezeichnet, so benutzen wir zweck-
m#big diese Geraden an Stelle der vorhin gezogenen Parallelen, machen
also auf ¢ die Strecke G7 0, (oder G 0;) = G 0 und bestimmen
auf e die Punkte P, und ¢, in derselben Weise, wie zuvor die Punkte
P, und @,. Dann heilen O, und 0, die Teilungspunkte der
Geraden g hinsichtich der Ebene E.

Die Teilungspunkte der Geraden g hinsichtlich aller durch sie
gehenden Ebenen erfilllen den Teilungskreis { von g, der G¢ zum
Mittelpunkte hat.

Die Distanzpunkte D;, D, sind die Teilungspunkte jeder
Normalen zur Bildebene hinsichtlich der durch die Gerade gehenden
Horizontalebene.

Nach der Methode des Teilungspunktes finden wir bei der in 163
behandelten Aufgabe die Punkte 1, ... des perspektiven Grundrisses
ohne Benutzung der zugehérigen projizierenden Strahlen. Um namlich
auf der Bildgeraden SF die Lingen S1 und 14 in perspektiver Ver-
kiirzung abzutragen, machen wir auf der Grundlinie die Strecke S 1,
= S1 und 1,4; = 14 und auf dem Horizont in entgegengesetztem
Sinne F0, — FO, d. h. — F'0' (Fig. 21a). Dann ist O, ein
Teilungspunkt der Geraden 14 hinsichtlich der Ebene TI,; wir erhalten
also 1, und 4., indem wir die Punkte 1, und 4, von O, aus auf SF
projizieren.

172. Um die Strecke PQ im Bilde in eine Anzahl, z B.
drei, gleicher Teile zu teilen, ist die Konstruktion des Teilungs-
punktes nicht erforderlich. Wir ziehen einfach durch den einen End-
punkt P, der Bildstrecke P, @, und durch ihren Fluchtpunkt G¢ in
beliebiger Richtung bezw. die Parallelen ¢ und b, tragen auf a eine
beliebige Linge von P, aus dreimal ab, wodurch die Punkte H, J, K
erhalten werden, schneiden b mit K @, in L und bestimmen die Schnitt-
punkte R, und S von P.Q. bezw. mit L H und LJ. — Betrachten
wir némlich b als die Fluchtlinie einer durch P ¢ gehenden Ebene, so
ist P,K das Bild einer in drei gleiche Teile geteilten Hauptlinie der-
selben, und den Geraden LH, LJ, LK entsprechen parallele Original-
geraden; also ist PR — RS = S¢.

173. Die reduzierten Punkte. Die bisher entwickelten Regeln
bediirfen einer Ergéinzung fiir den Fall, dafi gewisse, zur Durchfihrung



der Konstruktion notwendige Punkte auBerhalb des Rahmens der
Zeichenfliche liegen. Wir betrachten z. B. die Aufgabe: Gegeben
ist das Projektionszentrum O durch Hauptpunkt 4 und Di-
stanz, eine Ebene E durch ¢, ¢ und in ihr die Gerade g durch
ihre Umlegung g¢o; man soll die Bildgerade g. konstruieren
und auf ibhr vom Spurpunkte G aus eine Strecke von der
wahren Léinge !l abtragen. Nach 168 féllen wir zunichst von 4
auf ¢ das Lot AF; und bestimmen auf ihm das umgelegte Pro-
jektionszentrum O,. Ist nun die Distanz so grof}, dal O, unerreichbar

. © . © 1 @
wird, so machen wir auf F; A die Strecke F, % = F7 A, ferner
7

4 0°

-1 F?’i gleich dem n*" Teile der Distanz und auf der Ver-

n n
0

lingerung von A F. die Strecke F7 % = FY? Q~; dabei ist die Zahl
n

n so zu wihlen, dal alle genannten Punkte innerhalb der Zeichenfliche

L]
. . . 0 ¢ . .
liegen. Ziehen wir dann —— —<- || g, bis ¢ und machen auf ¢; die
n on
Gw
Strecke F'Y G = n . F? —

-°, 80 ist G, der Fluchtpunkt von g, also
”

G

g = G G7. — Die Punkte é, -+« heilen reduzierter Haupt-

”
punkt, reduzierter Fluchtpunkt u. s. w.

Um auf g, den Punkt P, zu ermitteln, dessen wahre Entfernung
von G = [ ist, bestimmen wir auf e den Teilungspunkt O; von

g(Gf 0, =n- %%), sowie auf ¢ den Punkt P, (GP;, = 1) und

ziehen O, ;. Machen wir statt dessen auf ¢ und e die Strecken
& P l . 0, P,

Go O = G —09, G ~! = —, so geht auch die Gerade '~ ' durch
n n o n n n non

den gesuchten Punkt P.; dabei ist '(:;r der reduzierte Teilungs-

punkt von g.

Wird auch der Fluchtpunkt G7 unerreichbar, so finden wir die
Bildgerade ¢, mit Hilfe des reduzierten Spurpunktes %(Ff i
j E— . - G G¢ N
= I, G>; dann ist nimlich g || w on Um in diesem Falle den
Teilungspunkt O; zu erhalten, machen wir auf ¢ in der Richtung

nach FJ die Strecke G:—ﬂ Q — %’“7 G und F20, = n.F7Q. Be-
n

findet sich auch O; auflerhalb der Zeichenfliche, so ermitteln wir den

reduzierten Teilungspunkt % zufolge der Gleichung:

0 0
FP 2L =F2G7 — 'GP =n.F
W n

] (}? 00 G?
‘ " n o on
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174. Weitere Aufgaben iiber Geraden und Ebenen. Wir
beginnen mit einigen Aufgaben, die projektiver Natur, d. h. von
MaBbeziehungen vollig frei sind. Zu ibhrer Lésung ist die Kenntnis
des Projektionszentrums nicht erforderlich.

1. Aufgabe. Die Schnittlinie g der Ebenen E (e, ¢;) und
® (f, f¢) zu konstruieren. Die Spurlinien ¢ und f treffen sich im
Spurpunkte & von g; ebenso ist der Fluchtpunkt G = ¢ x f7.

Ist einer dieser Punkte unerreichbar, so schneide man die beiden
Ebenen mit einer geeigneten Hilfsebene Z (s, s;’). Dann geht g durch
den Schnittpunkt der Geraden E %< 2 und ¢ X< Z.

2. Aufgabe. Den Schnittpunkt P der Geraden g (G, G)
mit der Ebene E (¢, ¢7') zu konstruieren. Man lege durch g eine
beliebige Hilfsebene @ (f, fo°) und bestimme die Schnittlinie ¢ von E
und ®; dann ist P = g X i.

3. Aufgabe. Durch den Punkt P(P;) der Geraden g (G, G7)
zu einer anderen Geraden h (H, H;) eine Parallele i zu ziehen.
Der Fluchtpunkt von ¢ fallt mit H; zusammen, also ist 4, =— P, Hy.
Da ferner g und ¢ sich schneiden, so liegt der Spurpunkt J von ¢ auf
der Parallelen durch G zu G2 Hy.

4. Aufgabe. Die Verbindungslinie m der Punkte P und
@ zu bestimmen, die bezw. auf den Geraden g (G, G7) und
h (H, H?) gegeben sind. Auf der Bildgeraden m, =— P, @, mub
noch der Spurpunkt M, sowie der Fluchtpunkt M; ermittelt werden.
Die Gerade m liegt nun in der Ebene E — (P, h), deren Spur- und
Fluchtlinie wir konstruieren, indem wir durch P zu % die Parallele ¢
ziehen. Bestimmen wir von ¢ den Spurpunkt J wie in der vorigen
Aufgabe, so ist ¢ = HJ, und ¢ geht durch HY ||e. Dann sind M
und M. die Schnittpunkte von m, bezw. mit ¢ und ey .

176. Bei den folgenden Aufgaben metrischen Inhaltes ist das
Projektionszentrum O immer durch den Distanzkreis d um A gegeben.

1. Aufgabe. Den Winkel o zweier (sich schneidenden
oder windschiefen) Geraden g (&, G¢°) und h (H, H) zu be-
stimmen. Da auch die Strahlen 0 G7 und OH; den Winkel & ein-
schliefen, so finden wir seine wahre GroBe durch Umlegung des
Dreiecks G OH7 in TT (AF; L GZH?, A0°|| G HY bis d, Fy 0,
=F70% L GFO,H? = o).

2. Aufgabe. Im Punkte P der Ebene E (¢, ¢7), dessen Bild
P, gegeben ist, ein Lot von gegebener Linge I zu errichten.
Der gemeinsame Fluchtpunkt N; aller Normalen zu E ist der Schnitt-
punkt von TT mit dem Lot in O zur Ebene (0, ¢;’). Die senkrechte
Projektion dieses Lotes auf TT geht durch A L ¢ und trifft ¢f im
Hauptfluchtpunkte F; von E. Die Punkte Fy, O, N7 bilden dem-
nach ein bei O rechtwinkliges Dreieck mit dem HohenfuBpunkt 4, und
wir erhalten den Punkt N, indem wir das erwahnte Dreieck in TT
umgelegt aufzeichnen. Wir ziehen also A0° L AF; bis d und
O'NZ L O°F7 bis AF;. — Die Gerade P, N? ist das Bild n, der
unbegrenzten Geraden %, die in P auf E senkrecht steht. Um ihren
Spurpunkt N zu ermitteln, ziehen wir durch P irgend eine in E liegende
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Gerade, z. B. die Falllinie f, die F; zum Fluchtpunkt, mithin den
Schnittpunkt ¥ von P.F 2 mit ¢ zum Spurpunkt hat. Dann liegt N
auf der Parallelen durch F zu FN;. Nunmehr erfolgt das Abtragen
der gegebenen Linge I nach der Methode des Teilungspunktes: Wir
machen auf F7 Ny die Strecke N; 0, = N; 0, d. h. == N7 0, pro-
jizieren P, von O, aus nach P, auf F' N und tragen die Linge ! von
P, aus (in dem einen oder dem entgegengesetzten Sinne) auf F'N ab.
Ziehen wir von dem so erhaltenen Punkte ¢, eine Gerade nach 0,, die
1. in @ schneidet, so ist P, ¢, das Bild des gesuchten Lotes.

IV. Darstellung krummer Linien und Flichen.

176. Darstellung des Kreises. Die Zentralprojektion
des Kreises ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nach-
dem der Kreis mit der Verschwindungslinie seiner Ebene
keinen, einen oder zwei Punkte gemein hat.

Aufgabe. Die Zentralprojektion k. des Kreises & zu kon-
struieren, der durch seine Ebene E (¢, ¢f) und seine Um-
legung k, um ¢ in TT gegeben ist. Wir ziehen zuniichst AF, 1 ¢
und bestimmen in bekannter Weise die Umlegung O, des Projektions-
zentrums O um ¢;, sowie die umgelegte Verschwindungslinie ¢% von E.

Erster Fall: k, schneidet €} nicht; %, ist also eine Ellipse.
Erste Losung: Sei M, der Mittelpunkt von %k,, B, C, der auf ¢
senkrechte Kreisdurchmesser, S sein Schnittpunkt mit e, so entsprechen
den Punkten B, und C, im Bilde die Schnittpunkte B, und C, von
SF; mit OyB, und O,C,. Genaner konstruieren wir B, mit Hilfe
des Teilungspunktes O; der Geraden M S hinsichtlich der Ebene E:
Machen wir auf e und e bezw. die Strecken Fg 0, — Fg Oy, SB;
=— SB,, so geht 0; B, durch B,. Da die Tangenten in entsprechenden
Punkten von k, und %, sich auf der Kollineationsachse ¢ schuneiden, so
sind die Ellipsentangenten in B, und C. || ¢; die Strecke B, C, ist also
ein Durchmesser von k., und der zu ihm konjugierte Durchmesser
D.E. geht durch den Mittelpunkt N, von B,C.{|e. Um die Punkte
D, und E, zu finden, ermitteln wir auf B, C, den Punkt N, (am
sichersten wieder mittels des Teilungspunktes O,) und ziehen durch
ihn in k, die Sehne D, E; || ¢, sowie die Geraden 0yD, und O, E,.
Hierdurch ist k. bestimmt. — Die Tangenten aus O, an k, berithren
auch k. 7).

177. Zweite Losung. Wir bezeichnen wie vorhin mit S die
Spur, mit F; den Fluchtpunkt des auf e senkrechten Kreisdurch-
messers B C, ferner mit G- H den zu e parallelen Durchmesser, mit O,

1) Um iiber k als Grundkreis einen geraden Kreiskegel von gegebener
Hohe 7 zu konstruieren, errichten wir in M zu E ein Lot MP = & (vergl.
175). Die scheinbaren UmriSlinien des Kegels sind die Tangenten aus P¢ an
ke. Wir zeichnen sie, ohne die Ellipse ko zu benutzen, indem wir Pe als
Bild eines Punktes in E auffassen, dessen Umlegung P, wir ermitteln. (P,
liegt auf O, Pc, und die Geraden McP. und M,P, schneiden sich auf e.)
Dann entsprechen den Tangenten aus P, an k, die Tangenten aus Pc an ke.
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und O, die Fluchtpunkte derjenigen Geraden von E, die mit ¢ Winkel
von 45° einschlieBen (F7 0; = F; O, = F7 0). Denken wir uns
dem Kreise ein Quadrat umgeschrieben, dessen Seiten zu G-H und B C
parallel sind, und machen auf e die Strecken S und SR gleich dem
Radius von %k, sowie ST = SU = SM,, so sind Q F¢ und RF; die
Bilder der auf e senkrechten Quadratseiten, T'0, und U O, die Bilder
der Diagonalen, und wir erhalten als Bild des Quadrates ein Parallel-
trapez, dessen Seiten die Ellipse &, in B., C., G, H, berithren; dabei
geht G.H, || ¢ durch den Schnittpunkt M, von SF{, T0, und U O;.

Wir denken uns weiter dem Kreise & ein zweites Quadrat um-
geschrieben, dessen Seiten zu den Diagonalen des ersten parallel sind,
und bezeichnen mit ¥ und W die auf G H liegenden Eckpunkte. Dann
verhdlt sich MG : MV — 1:V2; also stehen auch die entsprechenden
Bildstrecken in demselben Verhiltnis. yachen wir daher aut G.H, die
Strecken M, V, = M. W, —= M, G,. \/2, so sind die Verbindungslinien
von ¥, und W, mit O, und O, abermals vier Tangenten von k., und
die betreffenden Berithrungspunkte liegen auf 770, und U O,.

Bei dieser Losung ist die Umlegung %, des Kreises entbehrlich.

178. Zweiter Fall. Beriihrt k, die umgelegte Verschwindungs-
linie € in PY, so ergibt sich als Bild eine Parabel k., deren Achse
|| Op P¢ ist. Ziehen wir O, T¢ L O, P¢ bis ¢§ und von I an k, die
Tangente f,, so entspricht ibr die Scheiteltangente f, von k., die sich
mit ¢, auf e schneidet. Dem Berithrungspunkte J, von ¢, ist der
Scheitel J, der Parabel zugeordnet.

179. Dritter Fall. Schneidet %, die Gerade ¢ in P? und @7,
so ist k. eine Hyperbel. Den Kreistangenten p, und g, in P¢ und @}
entsprechen die Asymptoten p. || O, P¥ und g. || Oy €3.

180.. Darstellung der Kugel. Der Kugelmittelpunkt M liege
hinter der Ebene TT und sei bestimmt durch seine senkrechte Projektion
M, auf TT und seine Entfernung ¢ von dieser Ebene; iiberdies sei der
Radius r der Kugel gegeben. Der vom Projektionszentrum O aus-
gehende Tangentenkegel beriihrt die Kugel in einem Kreise # und
schneidet TT in einem Kegelschnitt ., dem scheinbaren UmriB der
Kugel. Die Brennpunkte von #%, sind die Projektionen der Endpunkte
F und G des auf MM, liegenden Kugeldurchmessers (87). Legen
wir die durch M M, und O A gehende Ebene, die mit der Kugel einen
Hauptkreis ¥ gemein hat, um 4 M; in die Bildebene um, so gelangen
M, F, G, k, O bezw. nach M,, F,, Gy, ko, Op; dabei ist M; M, 1 A M,
und = ¢, AOy L AM, und gleich der Distanz. Dann erhalten wir
die Brennpunkte F, und G., sowie die Endpunkte der Hauptachse
von %, als die Schnittpunkte von AM;, mit Oy F, und Oy Gy, sowie
mit den Tangenten aus O, an k.

Alle Kugeln, die dem von O an die gegebene Kugel gelegten
Tangentenkegel eingeschrieben sind, haben denselben scheinbaren
UnriBl #,.. Ist also von der Originalkugel das Bild ¢, des zu TI
parallelen Hauptkreises ¢ bekannt, so finden wir u, als Umril einer
Hilfskugel mit dem Hauptkreise ¢, Indem wir die soeben ausgefiihrte



— 90 —

Konstruktion fiir diese Hilfskugel wiederholen, verbinden wir den Punkt
A mit dem Mittelpunkte M, von ¢ (d. h. dem Bilde des Mittelpunktes
M der Originalkugel), ziehen A Oy, L A M, bis zum Distanzkreise d
und schneiden A M, mit den Geraden von O, nach den Endpunkten
des auf A M, senkrechten Durchmessers von 7., sowie mit den Tan-
genten aus O, an 4.

181. Darstellung einer Umdrehungsfliche, deren Achse
2 || TT ist (Fig. 22). Sei 2, das Bild der (vertikalen) Geraden z!) und
m, das Bild der zu TI parallelen Meridiankurve, so ist der scheinbare
Umnmril u, unserer Fliche identisch mit demjenigen einer anderen, zur
ersten dhnlichen Umdrehungsfliche, welche 2, zur Achse und m, zur
Meridiankurve hat, und wir diirfen
daher bei der Bestimmung von
u, die zweite Fliche als urspriing-
lich gegeben ansehen.

Wir betrachten nun einen
Parallelkreis p dieser Fliche, der
2 die auf 2z, senkrechte Sehne P @

von i, zum Durchmesser hat;
dann berithrt %, den zugehdrigen
A4 Bildkegelschnitt p.im allgemeinen
in zwei Punkten V, und W,. Zu
ihrer Bestimmung benutzen wir
den Kegel, welcher der Um-
drebungsfliche im Parallelkreis p
umschrieben ist, und dessen
scheinbare Umrifilinien die Kur-
ven u#, und p, offenbar in denselben Punkten berithren. Seine Spitze
ist der Schnittpunkt S, von ¢. mit der Tangente in P an m.; sein
scheinbarer Umril} besteht also aus den Tangenten aus S, an p.. Um
nun aus S, an den nicht gezeichneten Kegelschnitt p, Tangenten zu
legen und ihre Berithrungspunkte V, und W, zu bestimmen, beschreiben
wir fiber dem Durchmesser P @ den Kreis p; als Umlegung von p in TT.
Dann sind p, und p, perspektiv kollinear fiir P als Kollineations-
achse, die durch den Hauptpunkt A gehende Parallele als Fluchtlinie
und das umgelegte Projektionszentrum O, als Kollineationszentrum;
dabei ist O, ein Endpunkt des zu z, parallelen Durchmessers des
Distanzkreises d. In dieser kollinearen Beziehung entspricht dem
Punkte S, ein Punkt S,, némlich der Schnittpunkt des Kollineations-
strahles 0y S. mit der Parallelen zu 2. durch den Schnittpunkt ¥ von
S;4A und P¢@ — denn zur umgelegten Originalgeraden RS, gehort
umgekehrt R S, als Bild. Ziehen wir jetzt aus S, an p, die Tangenten
So ¥, und Sy W, und bestimmen ihre Schnittpunkte K und L mit P @,
so sind S, K und S.I die gesuchten Tangenten von p,, und ent-
sprechende Bertihrungspunkte, wie 7, und V., liegen auf einer Geraden
durch 0,.

Fig. 22.

') Um die Originalgerade 2z wirklich zu bestimmen, miiBte aufer zc noch
ein Punkt von z gegeben sein. Vergl. 158 a).
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182. Perspektive eines auf der Grundrifiebene TT; stehen-
den geraden Kreiszylinders mit quadratischer Deckplatte
nebst Schattenkonstruktion fir Parallelbeleuchtung. 1In
Fig. 23 bedeutet wie frither 4 den Hauptpunkt, D; einen Distanz-
punkt, g die Grundlinie, h — A D; den Horizont, %, die Umlegung des
in der hinteren TI; liegenden Grundkreises k des Zylinders. Die
quadratische Platte ist durch ihren umgelegten Grundrif und ihre
Aufrifprojektion auf TT gegeben; wie die Figur zeigt, ist die recht-
eckige Fliche 1265 || TI. Wir konstruieren zuniichst nach 176 oder
177 das Bild %k, von % und hierauf in analoger Weise das Bild 4, des
oberen Grenzkreises <. Dabei tritt an Stelle von g die Gerade 1" 2"
als Spur der oberen Grenzebene, und entsprechende Punkte von k. und
i, liegen in Loten zu g. Die scheinbaren Umrillinien f, und u, des
Zylinders sind die gemeinsamen vertikalen Tangenten der Ellipsen k,
und 4.; wir konstruieren sie am genauesten, ohne k, zu benutzen, auf

Fig. 23. 6" 57
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Grund der kollinearen Beziehung zwischen %, und k;. Ist O, das um-
gelegte Projektionszentrum, 0 eine umgelegte Grundrifprojektion, also
Abst. (0p, 9) = 0y A — A D,, so geht durch O; die umgelegte Ver-
schwindungslinie von TI;, und Oy ist folglich der umgelegte Verschwin-
dungspunkt aller Originalgeraden, deren Bilder vertikal sind. Ziehen
wir daher aus O an k, die Tangenten ¢ und u,, so entsprechen ihnen
im Bilde die gesuchten Umrifllinien, und diese gehen also durch die
Schnittpunkte von ¢, und %, mit g.

Bezeichnet L, den Fluchtpunkt der Lichtstrahlen, L, seine senk-
rechte Projektion auf %, so gehen nach L; als Fluchtpunkt die Bilder
aller Schatten, die von den Zylindermantellinien auf TI, geworfen
werden. Die Grenzlinien dieses Schlagschattens sind also die Tangenten
v, und w, aus L, an k.. Wir bestimmen sie mit Hilfe der entsprechen-
den Tangenten v, und w, von k,, die zu O, L; parallel sind. Ist ¥,
der Berithrungspunkt von v, und %y, so liefert die Gerade 0O,V auf v,
den entsprechenden Berithrungspunkt 7, und damit einen Punkt der
Eigenschattengrenze des Zylinders.

Um den elliptischen Schatten zu konstruieren, den die Kante 12
der Deckplatte auf den Zylinder wirft, wihlen wir auf 12 eine Reihe



— 99

von Punkten P, @ ... und ermitteln fiir die zugehorigen Lichtstrahlen
die Schnittpunkte P*, @* ... mit dem Zylinder. Ziehen wir P, P.1l g,
bis 1.2,, so ist die Gerade P;L; das Bild der Grundrilprojektion des
durch P gehenden Lichtstrahles; sie schneidet also %, in P}, dem per-
spektiven Grundrif von P*. Genauer erhalten wir P} mit Hilfe des
Kreises k,: Wir bestimmen P; als Schnittpunkt von 132y mit O, P,
ziehen Py P§' || Oy L; bis k, und projizieren den Punkt P§’ aus O, auf
P;L;. — In derselben Weise ergibt sich der Schatten, den der Zylinder
von der Kante 14 empfingt.

183. Durchdringung zweier Tonnengewélbe. In Fig. 24
ist das Projektionszentrum durch Hauptpunkt 4 und Distanzpunkt D;,
die Bodenebene TT; durch die Grundlinie ¢ gegeben. Die Wélbflichen
sind zwei halbe gerade Kreiszylinder mit horizontalen, sich rechtwinklig
schneidenden Achsen. Der grofere besitzt als Leitkurve den in TT
liegenden Halbkreis % iiber dem horizontalen Durchmesser B C, der

Fig. 24.

I

c’ B’
kleinere den Halbkreis ¢, dessen Ebene E auf TT senkrecht steht und
die vertikale Gerade B B' zur Spurlinie hat. Wir bestimmen ¢ durch
seine Umlegung 4, in TT und bezeichnen mit Ey F, die Umlegung des
auf TT senkrechten Durchmessers; im Bilde ist also £, — A B x E,D,.
Der scheinbare Umrill %, des kleineren Zylinders ist die horizontale
Tangente der nicht gezeichneten Halbellipse ¢.. Nun sind ¢, und 4
perspektiv kollinear fiir D, als Zentrum, BB’ als Achse und die Verti-
kale durch A als Fluchtlinie; machen wir also auf dem Horizont 7% die
Strecke D, R, gleich dem Abstande des Punktes A von BB, so ist R,
der Verschwindungspunkt der entsprechenden Tangente 4, von ¢, und
dann geht %, durch den Schnittpunkt von %, mit BB'. — Der von den
Wélbflichen bedeckte Raum ist seitlich durch vertikale Ebenen be-
grenzt, die durch die Anfangsmantellinien der Zylinder gehen und bis
TI, reichen, und hinten durch eine Ebene || TT, deren Abstand von
F — BE sein moge.

Um die Durchdringungskurve zu konstruieren, schneiden wir beide
Zylinder durch eine Schar horizontaler Hilfsebenen (96). Sei s die
Spur einer solchen Hilfsebene 2, T' ihr Schnittpunkt mit BB/, so ist
AT das Bild der Schnittlinie ¢ von £ mit E. Die Gerade s trifft den
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Kreis & in M und N, den Anfangspunkten der Mantellinien, welche 2
aus dem groferen Zylinder schneidet. Ebenso hat ¢ mit ¢ zwei Punkte
P und @ gemein; ihre Umlegungen P, und ), sind die Schnittpunkte
von 4, mit s, und die zugehérigen Bildpunkte P, und ¢, werden daher
gefunden, indem wir P, und @, aus D, auf A T projizieren. Die Hori-
zontalen durch P, und @, sind die Bilder der in Z liegenden Mantel-
linien des kleineren Zylinders; sie treffen M A und N A in vier Punkten
des Bildes der Durchdringungskurve. — Man bestimme insbesondere
die Punkte der Durchdringungskurve auf der UmriBlinie % und auf der
héchsten Mantellinie des kleineren Zylinders. In E und F' hat die
Kurve vertikale Tangenten.

V. Verlegung des Projektionszentrums.

184. Sei 0, das urspriingliche Projektionszentrum, A4,
der zugehsrige Hauptpunkt, G die Spur, Gy der Fluchtpunkt
einer Originalgeraden g, also g, — G G{ das Bild von g,
ferner P, das Bild eines Punktes P von ¢g; man soll die Pro-
jektionen g, und P, von g und P aus irgend einem anderen
Punkte O, ermitteln, der durch seine senkrechte Projektion
A, auf die Bildebene TT und seine Entfernung von dieser ge-
geben ist. Wir ermitteln zunichst den Schnittpunkt S der Geraden
0, 0, mit TT, indem wir die Ebene 0; 4, 0,4, um A4; 4, in TT um-
legen. Der neue Fluchtpunkt G5 von g liegt auf der Parallelen durch
0, zu 0, G7; wir erhalten ihn daher als Schnittpunkt von G S mit
der Parallelen durch 4, zu 4, Gy. Dann ist g, — G G5 das gesuchte
Bild von g. Der Punkt P, liegt auf der Geraden S.P;, der Spurlinie
der Ebene 0, 0, P.

Liegt O, auf 0, A;, so fillt S mit A, zusammen, und der Punkt
Gy teilt 4; GT in demselben Verhiltnis, wie O, die Strecke 4, 0;.

Ist 0,0, TT, so ist G7 Gy # 4,4, und P, P, || 4, 4, Dies
kommt zur Anwendung bei der Konstruktion stereoskopischer
Bilder.

Anhang.

Grundziige der Reliefperspektive.

185. Um von einem riumlichen Gebilde in gesetzmiBiger Weise
eine rdumliche Abbildung herzustellen, wahlen wir im Raume einen
Punkt O und zwei parallele (vertikale) Ebenen TT und TI7 und treffen
die folgenden Festsetzungen:

1. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte in Original- und

Bildfigur sollen durch O gehen.
2. Jeder Punkt der Ebene TT soll sich selbst entsprechen.



3. Das Bild jedes unendlich fernen Punktes soll sich in der Ebene
TT befinden. ,
4. Das Bild jeder geraden lLinie soll wieder eine Gerade sein.

Dann. ist zu jeder Originalgeraden g die Bildgerade g, eindeutig
bestimmt, denn diese geht durch den Schnittpunkt & von g mit TT
und durch das Bild des unendlich fernen Punktes von g, d. h. den
Schnittpunkt G5 von TIT mit der Parallelen durch O zu g. — Das
Bild P, eines beliebigen Raumpunktes I’ ergibt sich als Schnittpunkt
des Strahles O P mit dem Bilde irgend einer durch /> gehenden Geraden.

Das auf solche Weise konstruierte Bild einer Raumfigur wird das
Relief derselben genannt. DBeide Figuren heifflen im allgemeinsten
Sinne perspektiv kollinear. Der Punkt O wird als Kollineations-
zentrum (Gesichtspunkt), die Ebene TT als Kollineationsebene,
die Ebene TIY als Fluchtebene bezeichnet. Wir nennen ferner G
den Spurpunkt, Gi den Fluchtpunkt der Geraden g und verstehen
unter Hauptfluchtpunkt den Fufpunkt A;" des Lotes von O aut
TI7, also den Fluchtpunkt aller Normalen zu TI.

Durch unser Abbildungsverfahren wird der unendliche Original-
raum, der von O aus gesehen sich hinter der Ebene TI befindet, in
einem Raume von begrenzter Tiefenausdehnung — zwischen TT und
TIY — dargestellt. Die Entfernung der Ebenen TT und TI7 heiBt die
Tiefe des Reliefs. Wird diese gleich Null, so verwandelt sich das
Relief in eine gewohnliche Zentralprojektion auf die Ebene TI.

186. Dem unendlich fernen Punkte der Bildgeraden g, entspricht
als Originalpunkt der Schnittpunkt G? von ¢ mit der Parallelen durch
O zu g;; wir bezeichnen ihn wieder als den Verschwindungspunkt
von g. Wegen GUG = 0 Gy ist auch Abst. (G¥, TT) = Abst. (0, TI7),
d. h. konstant fiir alle Originalgeraden. Demnach liegen die Ver-
schwindungspunkte aller Geraden in einer zu TT parallelen
Ebene, der Verschwindungsebene TI?, und es ist Abst. (TT*, TT)
— Abst. (0, TIY).

187. Das Relief E, einer Ebene E ist wieder eine Ebene,
denn allen Geraden in E entsprechen Bildgeraden, die sich simtlich
schneiden. Bestimmen wir von E die Spurlinie ¢ = TI X E, sowie
die Fluchtlinie ¢, d. h. die Schnittlinie von TI; mit der Parallel-
ebene durch O zu E, so ist E;, = (¢, ¢"). Die Ebene E schneidet TTv
in der Verschwindungslinie ¢”, deren Verbindungsebene mit O zu
E; parallel ist.

Entsprechende Figuren in E und E; sind perspektiv kollinear fir
O als Zentrum, ¢ als Achse und ¢; als Fluchtlinie. — Ist E || TT, so
gilt dasselbe von E;, und entsprechende Figuren beider Ebenen sind
einander dhnlich.

Die Fluchtlinie aller horizontalen Kbenen geht durch Ay und
heilit der Horizont des Reliefs.

Um das Relief eines Gegenstandes zu konstruieren, bedienen wir
uns der Darstellung in Grund- und Aufrif; dabei stellen wir die Kbene
TT senkrecht zur Projektionsachse x.



— 95 —

188. Abbildung der Kugel. Da jeder ebene Schnitt der Kugel
K in einen Kegelschnitt iibergeht, so erhalten wir als Relief K; eine
Fliache zweiter Ordnung ohne gerade Linien, und zwar ein Ellipsoid,
elliptisches Paraboloid oder zweischaliges Hyperboloid, je
nachdem die Kugel mit der Verschwindungsebene TI” keinen Punkt
gemein hat, oder sie in einem Punkte beriihrt, oder in einem Kreise
schneidet. Insbesondere entsteht eine Umdrehungsfldche zweiter
Ordnung, wenn der Kugelmittelpunkt auf der Geraden O A7 liegt.

Der Tangentenkegel an K; aus irgend einem Punkte I, ist das
Relief des Tangentenkegels aus dem entsprechenden Punkte I, an K,
und da dieser die Kugel in einem Kreise s beriihrt, so folgt: Die
Eigenschattengrenze s; der Fliche zweiter Ordnung K, ist
ein Kegelschnitt. — Ist L, unendlich fern und K, ein elliptisches
Paraboloid, so liegt L in der Ebene TTY, die in diesem Falle von K in
einem Punkte P beriithrt wird. Dann berithrt auch der Kreis s die
Ebene TI? in P, mithin ist die Eigenschattengrenze s; des ellip-
tischen Paraboloids bei Parallelbeleuchtung eine Parabel.

189. Spezielle Fille der Reliefperspektive. a) Ist O un-
endlich fern, so entspricht jedem unendlich fernen Originalpunkte ein
unendlich fernes Bild; die Bilder paralleler Geraden sind also parallel,
und die Ebenen TI7 und TI? fallen zusammen mit der unendlich fernen
Ebene des Raumes. Wir bezeichnen die Beziebung zwischen Original-
und Bildfigur in diesem Falle als (rdumliche) Affinitat in perspektiver
Lage.

b) Liegt die Ebene TT unendlich fern, so entspricht jeder Original-
geraden eine parallele Bildgerade und entsprechende Strecken stehen
in konstantem Verh#éltnis. Die Ebenen TI;” und TI? fallen mit der
unendlich fernen TT zusammen: Ahnlichkeit in perspektiver Lage.

¢) Ist sowohl O als auch TT unendlich fern, so sind Original- und
Bildfigur kongruent und parallel.
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gr. 8. geh. Preis 14

Lehrbuch der praktischen Geometrie
von Dr. Ch. August Vogler,

Professor an der landwirthschaftlichen Hochschule zu Berlin.
Evster Theil: Vorstudien und Feldmessen. Mir 248 Holzstichen und
10 Tafeln. gr. 8. geh. Preis 16 b
Zweiter Theil: Hohenmessungen. Erster Halbband. Anleitung zum
Nivelliren oder Einwiagen. Mit 90 Holzstichen, 4 Nachbildungen

durch Zinkitzung und 5 Tafeln. gr. 8. geh. Preis 11 46
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