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Vorwort zur t'rsten Auflage. 
Das Buch ist im wesentlichen entstanden aus'den Vorlesungen über Statik, 

die ich als ersten Teil der Technischen Mechanik an der Hochschule Darmstadt 
~dt Jahren gehalten habe. Das Gebiet der Statik ist dabei sehr eng gefaßt: es 
werden lediglich starre Körper behandelt, während Spannungs- und Form
änderungsbetrachtungen, die sonst in "Statik der :aaukonstruktionen" oder 
"Baustatik" erörtert werden, fehlen. Aber ausführlich werden die inneren 
Einflüsse, Beanspruchungsgrößen, in den Konstruktionen gebracht. Erfahrungs
gemäß machen diese Begriffe und ihre Berechnungen bei Konstruktionen, dito 
von der allgemein üblichen Form etwas abweichen, den Studierenden und man
chen Ingenieuren rechte Schwierigkeiten. Es gilt das besonders von räumlichen 
Konstruktionen, bei denen 6 innere Einflüsse (2 Querkräfte, 1 LängRkraft, 
2 Biegemomente, 1 TOfsionsmoment) auftreten. 

Überhaupt ist in dem Buch auf räumliche Probleme besonderer Wert gelegt. 
Der Ingenieur ist im allgemeinen viel zuviel daran gewöhnt, auch räumliche 
Konstruktionen als ebene oder als solche, die aus ebenen zusammengesetzt 
!:!Ind, zu betrachten, ohne sich über den wirklichen räumlichm Grundcharakter 
und die tatsächlich auftretenden Einflüsse klar zu werden; das gilt sowohl von 
den eigentlichen Tragkonstruktionen selbst als auch von den Lagern und An
schlüssen. Wie wenig denkt Z. B. der Ingenieur daran, daß das gewöhnliche 
feste Auflager, das für den ebenen Träger zwei Unbekannte darstellt, für den 
Raum 5 Lagergrößen enthält. 

Weite Teile des Buches sind dadurch flntstanden, daß meine Vorlesungen 
nachgeschrieben und dann für den Druck bearbeitet wurden. Natürlich wird 
eine geschriebene Darstellung immer etwas anders gestaltet 'sein als die ge
sprochene. Der Hochschullehrer hat zu dozieren, wird also manches mit anderen 
Worten wiederholen, je nach dem Eindruck, den ef von seinen Zuhörern hat.. 
Für ein Buch ist solche Darstellungsweise aus äußeren Gründen nicht geeignet; 
aber trotzdem wurde versucht, wenigstens im ersten Abschnitt den Charakter der 
Vorlesung weitgehena zu wahren, weshalb auch meistens in der "wir"-Form 
gesprochen wird. Im weiteren Verlauf des Buches wird dann die Ausdruck!:!
form gedrängter, in der Annahme, daß der Leser nun genügend eingearbeitet ist, 
um auch so die Ausführungen zu verstehen. Ausdrücklich sei darauf hingewiesen: 
Es wird nicht ausbleiben, daß der Leser an der einen oder anderen Stelle Schwie
rigkeiten für das Verständnis findet; dann soll er sich nicht zulange dabei auf
halten, sondern weiter lesen; gar manchmal kommt so die Einsicht in das Un
verständliche. Der große Nachteil für den Leser eines Buches gegenüber dem 
Hörer einer Vorlesung ist der, daß er die Zeichnungen nicht entstehen sieht; 
um wenigstens am Anfang diese Schwierigkeiten zu verringern, wurden bei den 
gegebenen und gefundenen Kräften die Pfeile verschiedenartig ausgeführt. 

Allerdings werden nicht aUe im Buch behandelten Gebiete in der Vorlesung 
betrachtet, aber diesc erstreckt sich durchaus nicht etwa nur auf ebene Pro
bleme, sondern es werden auch verschiedene Abschnitte aus dem Gebiete der 
räumlichen Kräfte den Studierenden vorgetragen. Auch schwierigere Übungs
beispiele, wic die Transmis~ionswelle, Kurbelwelle, werden von den Studierenden 
im ersten oder zweiten &>mester in den übungen behandelt, 



IV VOIwert zur ersten Auflage. 

Bei den übullgHbe.i~pielen sind absichtlich nieht lRuter aUH dN Praxis ('nt
nommene Aufgaben gewählt, sondern auch allgemeiner gehaltpIH', um datl \\'e~{'11 
dpr Anwendung grundsätzlich kennenzulNnl'n und wirklich technisches Emp
finden für die Kraftwirkungen zu wecken, besonders auch bei den räumliehen 
Konstruktiollt'll. 

Bei der ganzen Darstellungswl'isp wurde im übrigen berücksichtigt, daß das 
Buch nicht nur für S~udierende, sondern auch für Ingenieure der I)raxis und 
zum Selbststudium geeignet erscheint. 

Zur Bezeichnung der vorkommenden Größl'n wurde die im allg<'meinen 
üblich<' gewählt. Da.~ Biegungsmoment wurdp, der Bedeutung des FlugwPHells 
pntsprechpnd, wie bei der Deutscht'n Versuchsanstalt für Luftfahrt mit 11 
und einem entsprechpn&n Anzeigpr bpzeichn!'t; dpr Buchstabe 11I bedeutet "in 
wirkendes äußeres Moment. -

Der Aufbau des Buches geht zur Genüge aus dem ausführlichen Inhalts
verzeichnis hervor. Es gliedert sich in zwei Hauptabschnitte, von dellPn dpr 
letztere die im Raum zerstreuten Kräfte enthält. Daß h<'reits im ('rsten Tpil dip 
Kräfte im Raum an dem gleichpn Punkt betrachtet w('rdpn, geschi!'ht aus rein 
didaktischen Gründen. Die dr('i ersten Tl'ile bringfn im wesentlichen dfn Stoff, 
den man auch sonst in einem Statikbuch findet, ab"r die Darstellung wpicht 
vielfach von der in anderen Büeh('rn ab, und manch('s wird hief gebracht, wa~ 
in anderen nicht enthalten ist. Auf die Punktp, die dem Anfänger erfahrungs
gemäß Schwierigkeiten machen, ist besonders ausführlich ('ingl'gangen, und 
immer wieder wird auf die Anleitung zum selbständigen Denkrn Wert gelegt. 
Bei den gestützten Ba1ken werden die Beanspruchungsgrößen ausführlich b('
handelt; dabei wird auch die Belastung durch ~ußermittige waagprechte Kräftl' 
und Momente berücksichtigt. Auch die Betrachtung der Balken mit Npbell
konstruktionen wird dem Leser erwünscht sein. 

Wichtig erschien, die Rahmen ausführlich zu Nörkrll und an verschied(,llen 
Formen die Gestalt der Momenten- und Querkraftflächen zu zeigen. Es ist 
nötig, dab der Studier!'nde bzw. der Ingenieur einmal solche Flächen vor Hich 
sieht, um zu erkennen, wie sich die Beanspruchungsgrößen älld('ru; beEonders 
gilt dies für gekrümmte Rahmen. Da bei symmetrischen Gebilden jede ßp lastung 
in einen symmetrischen und gegensymmetrischen Anteil zerlegt werden und RO 

die Untersuchung wesentlich vereinfacht werden kann, ist auf diese Frag(,l1 
besonders eingegangen. Mancher Les!'r wird erstaunt sein; wie sich die Re
anspruchungsflächen z. B. für den Dreigelenkbogen darstellen. Bei den GPknk
trägern sind abgewinkelte Gerberträger besonders behandelt, da sie interpssallte 
Beanspruchungsbilder ergeben. Bei den ebenen Fachwerken wurde ausführlich 
auf schlaffe Gegendiagonalen eingegangen. Außer dpn eigmtlichen Fachwerken 
werden auch die "Gemi~chtbauweisen" bt'handelt, d. h. Gebilde aus einzelnpn 
miteinander verbundenen Konstruktionsteilen, die aber nicht nur durch Längs
kräfte, sondern auch auf Biegung beansprucht sind. Eine geschlossene Dar
stellung dies('r Gebilde, die man sonst kaum findet, ist für das Verständnif 1111-
gemeiner Konstruktionen von sehr großer Bedeutung. 

Mit dem fünften Teil (Kräfte im Raum zerstreut) beginnt der n\'t>ite Ab
schnitt des Buches, der auch für d!'n praktisch tätigen Ingl'nifur manches Neue 
enthält. Ausführlich erörtert werden die verschil"denen Möglichkfit~n zur :I<'est
legung der Körper, dabei die praktischen Anschlüsse und Lagerungen betrachtet 
und die sechs Beanspruchungsgrößen eines beliebigen Querschnitts. Bewndercr 
Wert wird auf die Behandlung der räumlich belasteten Rahmen gelfgt, dabei 
hervorgehoben, daß man beim ebenen Rahmen die räumlich!' Bl·la~tung trennen 
kann in eine solche in der Rahmenebene und eine senkrechte dazu, die bt'ide 



V 0rwort zur ~r8wn Auflag!'. v 
grtrellllt unter,mcht werc!PIl !ronnl'n. AIH BeiHpiele für cinrll allgrnwillo! räum
Iichl'n Rahmen wrrden rine Schraubenfeder und ein SeH~plrahmen bdrachtet; 
letztere. Anwendung vermittelt ein klares Bild vom inneren Kräftespiel, das 
nicht so Ipicht zu übersehen ist. Dic Ausführungen über Symmetrie und Gegen-
8ymmetrü· zpigrn dir bei symmetrischer Bauweise besteh{'nden Erlcichtprungs
möglichkeiten. Von Interesse werden sieher auch die SOllst niC'ht zu find!·nd!·n 
Betrachtungen über die verschiedem>n Geh'nkp UJld Ge!enkträgpr 8ein, wri! hipr 
klar zusammengestellt ist, welehe gPlenkartigeJl Verbindungen möglich sind. 

Der letzte Teil behandelt Raumfaehwl'rke und räumliche Gebildl', dip 
aus Stäben und Balken zusammengpsptzt sind, "allgemeine HaumwC'rke". 
Bei der Berechnung des Raumfachwprks.wurde daH "Vprfahren der zugeorduetplI 
pbenen Abbildung" erläutert, das prlaubt, räumliche Kräfteaufgaben auf {>bpnp 
zurückzuführrn und dadurch mancherlpi Vorzüge bietet. Ausführlich wird 
darauf eingegangen, wie häufig für ein Raumfaehwel'k {>ine Vprpinfachung 
clpr Rechnung durch SondPrvprfahren statt der allgemeinen V f'rfahn>n erzielt 
wird. Die Beispiple weispn bpsonders auch auf den \VNt der Mom('nu>nmethodp 
hin. Bei dpn allgemeinen Raumwl'rken (Gemischtbauweise), übpr die in deI' 
Literatur wenig angegeben ist, wird ausführlich auf dpn Aufbau Pingegangpn 
und insbesondere die Verschiedenheit gt'zeigt, die für Raumw<'rkp, lwi denpn 
alle Balken torsionsjrei belastet sind, ljnd für soIeht' mit Torsionsbplastung 
auftritt. Am Schluß wird nochmals ausführlich auf die Zurückführung von 
statisch unbestimmten räumiichen Gebildell auf statisch bestimmte eingegangell 
und an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche Größe als "unbestimmte" odp1' 
"überzählige" eingeführt wprden können. Dies zu prkennen, ist nicht immpr pin
fach, und darum sind die Ausführungen von Wichtigkeit. 

Unter den Absehnitten, die über den Rahmpn der VorlfRungen hinausg<>}wll. 
hat einzelne mein erstp!" Assistent, Dipl.-Ing. HEINRICH DIETZ, selbständig 
behandelt, z. B. Nr. 93, 98, 99, 109; er hat auch die mf'isten BeispiP]e entworfton 
und einen großen Teil dpr schwiHigPfen splbst gt>rpchnet und gpzeichnd. Für 
seine umfasselIde und wertvolle Mithilfe sei ihm an dieser Stelle bpsondeI"s herz
lich gedankt. Der Dank gilt auch meinen jüngeren Assistentm, Dipl.-l!lg, 
STAHL, ROEDWER, SCHULTHEHlS für ihn> Mithilfe be~ der Durchführung dpr 
Aufgaben. Nicht zuletzt sei der Vprlagsbuchhartdlung Jlllius Springer für die 
Ausstattung des Buches aufrichtig gedankt und für die stete Berf'itwilligkeit, 
mit dpr sie auf Wünsche während des Druckes eingegangf'n i,t. 

Darmstadt, Juni 1939. 
WlL 11 ELM . SellI.INI,. 



VI Vorwol'h' zur zwpjh'll his füni't(,il Aufla~t'. 

Vorwort zur zweiten und dritten Aunage. 

Der schnellc Absatz der ersten Auflagp, die bereits im Somm{')' 1942 vpr
griffen war, zeigt, daß der Inhalt dcs Buches und die Art der DarsteIlung"wci~e 
dpn Bpifall vieler Studierendprund Ingenieure der Praxis gefunden hat. Es 
wurden deshalb in dpr zweiten Auflage fast nur solche Änderungen vorgenom
men, die den bpi Besprpchungen geäußerten Wünschen entsprachen. Die zweite 
Auflage lag im Novcmber 1943 bereits fertig gedruckt vor, wurde aber durch 
Feindeinwirkung Vf'rniC7htl't, so daß eine' völlige Neuherstellung nötig war, die 
~ich naturgen äß dunh die Kriegsumstände verzögerte. Dankenswertprweise 
hat der Springer-Verlag mit Rücksicht auf diese Verhältnisse gleichzeitig die 
dritte Auflage heram ge bracht. Die bei dl'n Besprechungen hervorgetretenell 
WünFchp bezogen sich vor allem darauf, auch die beweglichcn Lasten zu be
handeln; dementsprechend wurde ein neuer Abschnitt über Einflußlinien ein
gefügt. Daß hierbei nebl'n den Einflußlinien für den gewöhnlichen Balken auf 
zwei Stützen, den Gerberbalken und den üblichen Dreigelenkbogen auch noch 
der Dreigelenkhogen mit verschifden hohen Lagern und ein Kranbahnträger 
bphandelt ist, wird für manche Leser von Interesse sein. Neu aufgenommen 
wurden auch Ausführungen über die duale Abbildung, da sie Bedeutung für 
zerstreute Kräfte im Raum hat. Mit ihrer Anwendung können manche Auf
gahl'1l über räumliche Stabsysteme wesentlich übersichtlicher durchgeführt 
werden als mit den seither bekannten Verfahren, wie Herr DrAng. Dieh 
in eint>r Arbeit gezeigt hat. Er hat auch in diesem Buch die duale Abbildung 
(Nr. 90) behandelt, ebenso die beiden neu eingefügten ühungsaufgaben. Von 
dipsl'n wird wohl das letzte Beispiel vielfach begrüßt werden, weil an einem 
praktischpn Fall (Hchiefer Rahm(:n~pant) die Anwendung der verschiedensten 
AUbführungen des Buches über räumliche Kräfte gezeigt wird. Für seine wert
volle Mithilfe sei Hprrn Dr Dietz auch an dieser Stelle herzlicher Dank aus
gespro('hell. AufrichtigH Dank gilt auch dem Springer-Verlag, der trot·7- der 
gfofkn, durch den Krieg bedingten Schwierigkeiten die Veröffentlichung d!'H 

BuclH's in kurzer Zeit mit mustergültiger Ausstattung ermöglicht und meine 
Wüm,ehe bfzüglich ErwPlterung des Buches gern erfüllt hat. 

Da 1'1IIstadt, :\lärz H)45. 
WILHEUI SCHLINI{. 

Y orwort zur vierten und füllftt>n Aufl~e. 

Da dip 2. und '\. Auflage ,"«'hon innerhalb pirlPS halben .Jahres vergrifft·n 
\Val' und das Yl'r1angl'n na('h dl'm Bueh noch sphr groß ist, ist die vorliegende 
.\uflagp unverändl'rt nlteh dN vorherw·hpnden W'druekt worden. Es wurdl'n 
nur {'inige Drlu'kfehh·]' auf den Seitpn 2H, 2-l~, 2'11;, 2ö8, 284, 324 und 3\10 
Iwrichtjgt. [)Pm Yl'dag gebührt für dito selmelle Durchführung dt'l' Nl'uaus
gabt' bt'sondl'('('r Dank. 

Harmstadt. l<'t'bruar 1\148. 

Wn.HELM St'HJ.lNK. 
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Vorbemerkungen. 

Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Sie hat die Aufgabe, die beobacht
baren Naturerscheinungen von wägbaren Körpern zu beschreiben. Die Gesetze 
der Mechanik sind der Naturbeobachtung entnommen, d. h. auf Grund von sehr 
vielen Beobachtungen werden gewisse Sätze und Gesetze aufgestellt; sie gelten 
so lange, als auf Grund von neuen Beobachtungen ihre Unrichtigkeit nicht er
wiesen ist. Auf solchen Grundgesetzen baut die Mechanik auf. Aus ihnen werden 
auf rein mathematischem Wege neue Sätze abgeleitet, die dann jederzeit wieder 
an Hand der Wirklichkeit bzw. von Versuehen nachgeprüft werden können. 

Die Mechanik beschäftigt sich mit Körpern, die unter dem Einfluß von 
Kräften stehen. Ohne auf eine genaue Definition der Kraft! an dieser Stelle ein
zugehen, sei lediglich bemerkt, daß ~wischen Kraft und Bewegungsänderung ein 
innerer ZusamJIlenhang besteht, der uns hier nicht näher interessieren soll. Wenn 
ein Körper in Ruhe auf einer glatten ebenen Unterlage ist und es greift an ihm nur 
eine zur Ebene lotrecht stehende Kraft an, so sucht diese den Körper nach unten 
zu verschieben, aber die feste Unterlage verhindert ihn daran. Sie erzeugt eine 
Gegenwirkung. Wirkt dagegen eine Kraft parallel zur Ebene, so wird der Körper 
eine Bewegung vornehmen. Wenn ein Körper unter dem Einfluß von Kräften 
eine bestimmte Bewegung ausführt und es treten neue Kräfte hinzu, so nimmt der 
Körper eine andere Bewegung an. 

In der Statik fragen wir nicht nach der Art der bewirkten Bewegung, sondern 
wir beschäftigen uns im allgemeinen mit der Frage, unter welchen Umständen 
sich ein starrer Körper oder ein Punkt in Ruhe befindet. Die besondere Aufgabe 
der Statik ist also die Betrachtung von Gleichgewichtszuständen und im Zusam
menhang damit die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften. Unter der 
Einwirkung von Kräften nehmen die Körper eine Gestaltsänderung an. Auf diese 
wird aber in der Statik nicht pingegangen. Es werden die Körper also als starr 
angesehen. 

Für die Untersuchung von Kräftesystemen ~ind zwei Begriffe von Bedeutung: 
einerseits die Resultierende, Resultante oder Mittelkraft, andererseits die Kompo
nente oder Teilkraft. Man versteht unter der Resultierenden diejenige Kraft, die 
die Wirkung einer Reihe von Kräften auf den Körper ersetzt, die also die gleiche 
Wirkung ausÜbt wip die Gemeinschaft der vorhandenen Kräfte. U~gekehrt 
!lennt man die Kräftp, die zusammengenommen die gleiche Wirkung haben wie 
l'ine einzelnl' Kraft, die Komponenten oder Teilkräfte dieser Kraft. Die Resul
tierende ist also dip Ersatzkraft für eine Reihe von Kräften und die Gemeinschaft 
der Komponenten der Ersatz für eine einzelne Kraft. 

Wie kann man nun eine Kraft darstellen 1 Was gehört zu ihrer Festlegung 1 
Die Kraft ist durch ihre Lage (Wirkungslinie), Richtung und Größe bestimmt. 
Man kann sie sowohl zeichnerisch als auch rechnerisch darstellen. Wir betrachten 
die" zunächst für eine Kraft in der Ebene. Zeichnerisch ist sie eindeutig gegeben 
durch eine in ihrer WirkungsIinie liegende Strecke mit Richtungspfeil (Abb. 1). 
'Vir müssen dabei nur noch wissen, was 1 cm dieser Strecke bedeutet, d. h. den 

1 Ven Begriff der Kraft. den wir uns durch (aktives) Erleben und (schöpferisches) 
Dmken gebildet haben, übertragen wir al~ mechanischen Kraftbegriff auf das Geschehen 
deI' Körperwelt (in die Naturwissenschaft und Technik) und seh .. n in ihm den gedanklichen 
AIl,druck einer Bewegungsänderung. 

1 Schlink, Statik. 4. u. 5. Auf!. 



2 Vorbenwrkungell. 

Kräftemaßstab kennen, z. B. 1 cm "",=k kg. Die Größe dt·r Kraft wollen wir im 
allgemeinen durch den Buchstaben P angeben. Die Kraft ist also durch E'ine g('. 
richtete Strecke, E'inE' Strecke mit RichtungspfeiI, E'indcutig festgelegt. Eine 
solche gerichtete Strecke nennt man E'inen Vektor. Soll aus irgendwelC'hE'n Grün
den besondE'rs betont werden, daß es t!ich um pinpn Vektor oder um eine vektoriell(' 

Größe handelt, so wird E'in Strich übpr daR P 

~ 
gefügt, also P. 

, 1 cm.~ Hg In analyti8cher Darstellung iHt diE' Kraft, in dt·1' 
~ _ .1. _ _ EbE'ne festgelegt: 

~ 
nach Größe durch dic Anzahl der kg, also P kg; 

., ~ nach Lage durch einen ganz beliebigen Punkt 

~' J. _ _ auf der Kraft, dcssen Koordinak·n gegenüber pinpm 
~llkürlich eingeführten AchsenkrE'uz mit x, 11 bt·

--.+----------_;: zE'iehnet werden mögt'n; 
nach Richtung durch den Winkel,. dpn die Kraft 

mit einer festliegenden Geraden, z. B. gegen dit' 
positive x-Achse bildet (Abb. 1). Dabei muß dieser 
Richtungswinkel IX klar definiert werden; wir bE'
zeichnen mit IX den Winkel, der gewonnen wird, 
Wenn wir die Kraft im Uhrzeigersinn bis zur posi
tiven x-Richtung drehen. 

Abb. I. Darstellung einer Kraft 
In der Ebene. 

zl 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Im Raume kann man selbstverp ändlich pine 
Kraft ebenfalls zeichnerisch und analytisch dar
stellcn: zeichneri8ch durch die streckenmäßigE' Dar

-~ ------------------- stellung der Kraft im Aufriß und Grundriß (Abb. 2), 
I Y (wobei in manchen Fällen noch dic Zeichnullg im 
I 
I 
I 
I 
I r, 

.x.y. 
~----~ 

Seitenriß erwünscht ist); dann analyti8ch; 
nach Größe durch P, die Anzahl der kg; 
nach Lage durch die Koordinaten eines belie bigl'lI 

Punktes auf der Kraft, x, y, z; 
nach Richtung durch Angabe der Winkel, die 

Abb. 2. Daf~eM::!:h.eincl' Kraft die Kraft P mit drei festen Achsen einschlil'ßt, 
IX, p,,, (Abb. 3). Zur Festlegung im Raume~enügt 

nicht mehr die Angabe eines Winkels. Die drei 
Winkel <x, p, " sind allerdings nicht unabhängik 
voneinander, sondern sind, wie die analytischt· 
Geometrie des Raumes lehrt, verbunden durch die 
Gleichung: 

cos2 IX + cos2 fJ + cos2 " = 1. (1) 
Man braucht also tatsächlich zur Fcstlegung der 
Richtung von P nur zwei Winkel zu kennen; der 
dritte ist eine Folge der heiden ersten. 

~ Es sind demnach im ganzen sechs Grundwertl' 
Abb, 3. Zur analytischen DarBtei' zur Festlegung einer Kraft im Raume nötig; 

lung einer Kraft im Raum. 
P,lX,ß,X,y,Z. 

Entsprechend den beiden Darstellungsweisen der Kraft wird man die ganze 
Statik graphisch und analytisch aufhauen können. Man unterscheidet danach 
graphische und analytische Statik. Wir behandeln im folgenden beide Darstel
lungsweisen nebeneinander; es wird sich dabei zeigen, daß vielfach bei bestimmten 
Anwendungen die graphische und hl'i anderen wieder die analytiechc Behand
lungsweise vorzuziehen ist. 



Erster Teil. 

Kräfte an dem gleichen Punkt angreifend. 

Kräfte, die an einem Punkt wirken, können entweder in einer Ebene oder im 
Raume liegen. 

I. Kräfte in der gleichen Ebene. 

1. Erfahrungssätze. Wie schon oben erwähnt, ist die Mechanik aufgebaut 
auf Erfahrungssätzen oder Erfahrungsgesetzen, die wir dementsprechend an die 
Spitze der Statik stellen müssen. p 

1. Wirken zwei gleich große Kräfte in gleicher 0 p 
Geraden in entgegengEsetzter Richtung auf einen in Abb. 4. Erster Erfahrungssatz. 
Ruhe befindlichen Punkt (Abb. 4), dann kann man 
s\:!hon rein gefühlsmäßig sagen, daß der Punkt keine Bewegung erfährt, d. h. die 
heiden Kräfte hehen sich auf. Der Versuch bestätigt dies. Es lautet demgemäß 
der erste Erfahrungssatz: 

"Greifen an einem Punkt oder an einem starren Körper zwei gleich große, ent. 
gegengesetzt gerichtete Kräfte an, deren Wirkungslinien in eine Gerade fallen, 80 

üben sie keine Wirkung aus, sie heben sich auf, 
d. h. sie stehen im Gleichgewicht." R-A+& D 

2. Wirken nun zwei beliebig große Kräfte 
PI' Pa in der gleichen Geraden und Richtung Abb. 6. Zwei KrAtte in gleicher Ge· 

raden mit gleicher Richtung. 
an einem Punkt (Abb. öl, so wird sich der Punkt 
im Sinne dieser Kräfte verschieben. Die Wirkung ist erfahrungsgemäß die gleiche, 
wie wenn eine Fraft von der Größe (PI + Pa) an dem Punkt angreift. Die 
Resultierende ist also gegehen durch: 

R = PI + Pa. 
Sind die beiden Kräfte entgegengerichtet (Abb. 6), 
so erkennen wir, daß der Punkt in Richtung der 
größeren Kraft fortbewegt wird. Die gleicheWirkung 

JJ 
Abb. G. ZwelKrMtein gleicher Ge
raden mit entgegengesetzter Rich
tung. (Zweiter Erfahrungssatz.) 

~~-ird, wie der Versuch zeigt, erreicht durch eine Kraft von d~r Größe (PI - Pa)' 
Beide Kräfte können also duroh eine Kraft (P1 - Pa) ersetzt werden, d. h. ihre 
Resultierende ist dargestellt durch: 

R=Pl-Pa· 
Die heiden Fä.l1e lassen sich zusammenfassen, wenn man die Richtung der Kräfte 
durch ein Vorzeichen ausdrückt. Bezeichnen wir etwa die Richtung nach rechts 
positiv, nach links negativ, so sind im ersten Fall die beiden Kräfte positive 
Größen, im zweiten Fall ist Pl positiv, PB negativ. Für beide Fä.lle wird also die 
Resultierende gefunden als algebraische Summe der einzelnen Kräfte : R;=;PI +P •. 
Die heiden Glieder PI und Pa sind hierbei in einer hestimmten Aufgabe mit dem 
Vorzeichen behaftet, das ihrer Richtung entspricht. Es ergibt sich demgemäß 
der zweite Erfa:hrungssatz: 

"Greifen. an einem Punkt oder an einem starren Körper zwei in derselben Ge. 
raden wirkende Kräfte an, und bezeichnet man die eine Richtung als positiv, die 
1* 



4 Kräfte an dem gleichen Punkt angreifend. 

entgt{Jengesetzte als negativ, so ist die Resultierende gegehen durch die algebraisch/:
Summe der beiden Kräfte." Das sich ergebende Vorzeichen stellt die Richtung dar. 

R / 
/ 

3. Fallen zwd gegebene Kräfte, die an f'inem Punkt 
a.ngreifen, nicht in eine Gerade, RO können wir rein ge
fühlsmäßig nicht mehr genau angeben, wie sieh der Punkt 
bewegt. Wir sind jetzt auf den Versuch angf'wiesen, d('r 
uns zeigt, daß sich der Punkt in Richtung der Dia
gonalen des aus beiden Kräften gebildetf'n Parallf'lo
gramms bewf'gt (Abb. 7), und zwar so, als ob auf Um 

Abb. 7. Parallelogramlll 
der Kräfte. (Drittel' Er· nur eine Kraft wirkt, die nach Größe und Riehtung durch 

tabrungs.atz.) die Diagonale R die~ps Kräfteparallelogramms gf'gcben 
ist!. Es lautet df'mgf'mäß der dritte Erfahrungssatz: 

"Die Resultierende zweier Kräfte mit gemeinsamem Angrijjspunktist der Größe 
und Richtung nach gegeben durch die von diesem Angrifjspunkt ausgehende Diagona.le 
des aus beidw Kräften gebildeten Kräfteparallelogramms." Die Kräfte ,.,ind dabei:<o 

Abb. 8. Parallelo
gramm der Kräfte. 

aIJzuordnen, daß sip entwedpr bpide nach dem Angriffs
punkt hin (Abb. 8) oder beidp von ihm weggerichtet sind; 
die Resultierende iRt dann ebC'nfalls nach d .. m Angriffspunkt 
hin bzw. von ihm weggPrichtd. 

Dieser Satz vom Parallelogramm dC'r Kräfte ist d('1" 
maßgebende Satz der Statik; er ist nicht mathematisch 
beweisbar, man kann ihn aber jederzeit durch den Versuch 
nachprüfen. Die bei den ersten Sätze sind im Satz vom Par

allelogramm der Kräfte als Sonderfall enthalten, wenn man statt des belipbigell 
\Vinkel:<, den dip Kräfte einschließen, den Winkel von 0 0 bzw. 180 0 dnsetzt. 

Abo.!J. Verschiebung einer 
Kraft in der eigenen Wir
knngslinie. (Vierter Erfah-

rungssatz. ) 

4. Der vierte ,Erfahrungssa tz stellt etwa:< gall;!' 
Neues dar: 

"Eine an einem starren Kprper angreifende Kraft kalln 
in ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden, ohne 
daß sich die Wirk1~ng der Kraft auf den Körper ändert." 

Bei dem Satz i~t eine g('wi~se Vottiieht zu beachtell. 
Er gilt nur, solange sich die physikalischpn Grundlagen 
nicht ändern. Zum Bl·ispiel brim Balken drr Abb.!1 
ist der Angriffspunkt der Last verHchöbpll. Die Stt> llullgell 
a undb sind in ihrer \Virkullg auf nPll Balken gleich
wertig, bei Stellung c ist die tlachlage geändert, dip 
Wirkung ist nicht mphr diesrlbe. 

Mit der Zu~ammellfa:<,ullg der dn·i erstell Sätze zn 
einem Satz stellell wir abo all die Spitze der Statik zwei 
Erfahrungssätzp, aus dellPn wpitere Sätze abzulpiten ,.,ind. 
Mit diesen beidpll Gnmdlagpn :<kht und fällt die Rich
tigkeit der Statik. 

2. Beliebig viele Kräfte in der gleichen Gerallt'n. Betrachkll wir nun mt'lu' ab 
zwei Kräfte, die in einer Geraden liegen (Abb. 10). Wie kann ich dip gemeinsauH' 

p, Wirkung dieser Kräfte möglichst einfaeh 
z "} P,.. beschrf'ibel1? oder: wi .. ist dip Resultierende '!l. 

beschaff('n ? 
Abb. 10. Zusanunensetzung mehrerer 

Kräfte in derselben Gerag,en. Mit Hilfe des zweitpl1 Erfahrungssatzes 
bestimmen wir eine Resultierende RI,:l 

llach rechts von der Größe (PI + Pa), nach links eine Resultank R2,4 von d(·r 

1 'In allen Abbildungen am Anfang des Buches sind die gegebenen Kräfte mit einelll vollen 
Pfeil. die gesuchten mit, einer offenen Pfeil spitze gekennzeichnet. 



Analytische Zusammensetzung von Kräften in der Ebene. 5 

Größe (P2 + P,) und als Schlußkraft demnach: 

R = R1• 3 - Rt . 4 , 

R.= (PI + Pa) - (P2 + P,), 

wobei das Vorzeichen der 'zweiten Teilresultierenden, entsprechend der Richtung 
nach links, negativ eingesetzt ist. Das Ergebnis läßt sich allgemein schreiben, 

R = Pt + P 2 + Pa + P, 
mit dem Zu~atz, daß die nach der rechten Seite gehenden Kräfte positiv, die 
nach der linken Seite laufenden Kräfte negativ einzusetzen sind. 

Was für vier Kräfte gilt, läßt sich ohne Schwierigkeit auf mehr Kräfte über
tragen: wirkt noch eine fünfte Kraft, so wird man die Resultierende der vier 
prsten Kräfte mit Ps zusammensetzen, um die Resultante der fünf Kräfte zu 
erhalten. Bei n Kräften wird demgemäß die Resultierende durch die Formel 
erhalten: R = PI + P 2 + Pa + ... + P n • 

Man Ilt'bt ~ehr häufig bei der Angabe e,olcher Summen ein mittlpres allgemeines 
Glied besonders hervor und bezeichnet die<;PH mit dpm Anzeiger i. Man hat das 
Ergebnis' R P P P 'p . = 1 + 2 +. .. ,+... n' 

Die Resultierende einer Reihe von Kräften in derselben Geraden ist gegeben durch 
die algebraische Summe der einzelnen Kräfte. Ist die algebraische Summe 
positiv, dann geht die Resultante nach unserer Einführung nach rechts, ist 
die Summe negativ, dann läuft die Resultierendp nach links. Diese algebra
ische Summt' schreibt man in abgt·kürzter Form untpr Verwendung des griechi
~dll'n Buchstabpns 2' 

R = a: P, = .I p. (2) 
1 

und lipst ~ip: Die Resultante ist gleich dl'r Summp a11pr Pi' Di<' Anzeiger 1, n 
können weggelassen werden, sofern über die in dpr Summe enthaltenen Glieder 
kein Zweifel pntstehen kann. 

Stehen dit, Kräfte im Gleichgewicht, dann darf die Resultierende keint' Wir
kung auf den Punkt haben, d. h. aber, die Resultierende muß die Größe Null 
besitzen. 

Kräfte in derselben Geraden stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende 
verschwindet od:er, anders ausgedrückt, wenn ihre algebraische Summe Null wird: 

,IPi=O. (3) 

Bpi Kräften, die nicht mehr in derselben Geraden wirken, wollen wir zunäehst 
daH analytische und graphische Verfahren trennen und zuprst das analytische 
Vprfahren betrachten. 

3. Analytische Zusammensetzung von Kräften in der 
}~belle. Als Grundlage brauchen wir Formeln, die aus den 
vorhprgehenden Erörterungen abzuleiten sind. 

a) Zusammensetzung zweier zueinander lotrechten Kräfte. 
Wir bezeichnen die Kräfte, die aufeinander senkrecht stehen, 
mit X und Y und setzen beide nach dem Kräftepara11elo- ~~~~~'~u~~1~':.1~~{.~~~~ 
gramm zusammen (Abb. 11). Die entstehende Figur dient reehteu Kl'äfk 

uns zur Ableitung eines analytischpn Ausdrucks für R. 
Die Lage ist ohne weiteres gegeben, da die Resultierende durch deli gegpbenen 

Angriffspunkt hindurch gl'hen muß. Die Größe ist aus dem schraffiprten Dreieck 
zu ermittpln: R2 = X2 + y2, 

R=VX2+ P. (4) 
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Die Richtung ist bestimmt durch den Winkel, den dil' Kraft Rmit der positiven 
x-AchS{' einschließt: 

(5) 

Diese beiden }4'onneln lösen die Aufgabe ganz allgemein, einerlei wie die Richtung 
von X oder Y auch sein mag. Bei der Anordnung der Abb. 12 muß X negativ 
und Y positiv eingesetzt werden, also + y 

.+y tgo.R = -x' 

~ Die Tang""", """ W; ..... ;,t .. gat;v. '''''pn .. 
I R ~ chend dem Winkel im zweiten Quadranten. Wenn 
I \ man nur das Vorzeichen von dem ganzen Quo-

X _L_-:.:r;- Y 
T tienten berücksichtigt, also - X' ist die Lösung 

Abb. 12. Resultierende zweier tUf-
einander lotrechten KrAtte. nicht eindeutig, denn in vorliegendem Fall(, wär(' 

lediglich abzulesen, daß tgO<R negativ ist, d. h. daß 
der Winkel entweder im zweiten oder im vierten Quadranten liegt; eR könntp 
also allein danach. die Resultietende sowohl nach links oben als auch nach recht:.; 
unten zu ziehen sein. Die Eindeutigkeit der Rechnung ist dadurch bestimmt, 
daß man das Vorzeichen von X und Yeinzeln für sich berücksichtigt, hier also 

+y' X negativ, Ypositiv; d.h. R muß 1'0 laufen, daß Reint' 
YL2fJ1 - - X-Komponente nach links, die Y-Komponente nach 

P. I oben geht. 
_ _ __ b) Zerlegung einer Kraft in zwei lotrechte Komponenten. 

K +% Im Falle a) war X und Y gegeben, R und der WinkellXn 
KJ!~b'I!3~rle=,:~:~ waren gesucht. Jet.zt ist eine Kraft P und ihr Rieh
senkrecAt stehende Kom· tungswinkplo. gegl'ben, selbstverständlieh auch dl'r 

ponpnten. Punkt, durch den sowohl die Kraft P als auch dip 
Ersatzkrä.fte gehen sollen; gesucht sind X und Y. Diese Kräfte X und Y Rind 
durch die Ford.erung bestimmt, daß ihre Rpsultierende die gegebene Kraft P ist, 
sie müssen also (Abb. 13) die Seiten eines ParallelogrammR bilden, d<-sRen 
Diagonale gJeich der gegebenen Kraft P ist. Damit ist die Aufgabe zeichnerh .. dl 

'+11 eindeutig bl'stimmt: man zieht. durch dl'n Endpunkt. Cf von P Parallelen zu der x- und y.Rkhtung. Am; dil's('11! 
Y Parallelogramm lespn wir ab: 

: \ X=-~P·COH.o.,1 (6) 
I _ _ _ _ Y ".~ P . lliuo.. I 
.( +% Das Vorzeichul von COSo. bzw. ~in,x ändert ~ich, jt- nach-
~ It;. ::!~~a~~:~ dem, welchem Quadranten der WinkPl 0. angehört; z. R. 
senkrecht stehende Kom- wird bei der Da.rstellung der Abb. 14 <'080. negativ, Ninl). 

ponenten. 
positiv, d. h. für die X-Kompollenh' erbaUen wir (,in 

negatives Vorzeichen, für die Y-Komponentp "in positives, wie CR ja auch mit 
der Zerlegung im Bild übereinstimmt. Die Komponent!'n sind nichts anderef< 
als die Projektionen der Kraft auf die x- bzw. y-Achse einRchließlicb Vorzl'icht'll, 
d. h. fä.llt die Projektion auf die positive Seite der x-Achse, 1<0 liegt dnl' positiV(' 
Komponente vor, fä.llt sie auf die negative"Seit<· der x-A('hRe, dann hat si!' ('int' 
negative Komponente. 

Zusammenfassend haben wir also 
r 

bei der Zusammensetzung: R = VX2 -+ P; tg,xR ~o, X; 

bei der Zerle~llg: X = P . cos <X ; Y ~ l' . "in (X • 

Diese wichtigen Formeln werden uns in der ganzen Statik begleitei!. 
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Ausdrücklich sei- hierbei auf folgendes hingewiesen: Steht die Kraft senk. 
recht zu einer Komponentenrichtung, so ist der Winkel", = 90°, d. h. die Kom· 
p<mente in dieser lotrechten Richtung verschwindet (cos 90° = 0) (Abb. 10). Das· 
selbe Ergebnis liefert die Projektion der Kraft auf eine zu P\ 
ihr lotrechte Achse: die Projektion (Komponente) erscheint 
als Punkt, d. h. die Größe der Komponente iat Null. - "". ~ 

Mit Hilfe der beiden gefundenen Formeln wenden wir \""'--X-o 
uns nun zur Zusammensetzung beliebiger Kräfte der Ebene ..- -
an demselben Punkt. Bekannt sind: Abb. 15. Komponente in 

Die Lage des Punktes, durch den alle Kräfte gehen, RiI'Jlt~:e"i~~bt zU 

die Größe der Kräfte PI ... p .. ... Pn , • 

die Winkel, die die Kräfte mit der positiven x-Richtung einschließen, 
"'1 ... "'i ... "'" (Abb. 16). 

Gesucht ist die Resultierende R und ihr Winkel GiR' 

Zur Lösung der Aufgabe zerlegen wir jede einzelne der gegebenen Kräfte P, in 
ihre Komponenten in der x· bzw. y-Richtung, die mit Xi, Y i bezeichnet werdf'n 
mögen. Diese Komponenten sind durch die Formeln (6) 

+yt X, = Pi' COS Gi;; 

I Y, = Pi . sin IX, 

eindeutig bestimmbar, da die Werte Pi und die Win· 
kel "'i bekannt sind; natürlich + y. 
_,n di, Kompon,n"n j. n~h 0J 
der Winkelgröße Gi, verschiedene IV. R I 
Vorzeichen besitzen. '... I 

Damit treten stattdernKräfte __ 
2n Kräfte auf. Die X-Kompo. J:Xj +3: 

Abb. 16. Zur analytiscben nenten stellen nach der Formel (2) !,t~;" i~~a~::;ren~~t~rn~ 
XusammensetzlUlg mehrorf"J' d 
Krl\ftean ilcmaolben Punkt. durch ihre algebraische Summe mebrel'crKräftean em· 

. .. seI ben Pnnkt. 
eme emzlge X-Kraft dar, ebenso 

lassen sich die Y -Komponenten zu einer einzigen Y.Kraft zusammc·nsetzen. 
Wir erhalten also als vorläufiges Ergebnis eine Kraft in der x-Richtun$ von der 
Größe .l; Xi und eine Kraft .I Y, in der y-Richtung (Abb. 17). Wh' haben: 

~, . t. ~: : ~~~ ~:. 
X n = PA' CO>lIX n ' 

.:!.' Xi = PI COS Gil + ... P, COS (x, + ... P" COS IXn 

Y i = P, . sin IX, 

I Y, = PI sin !Xl + ... Pi sin Gi, + ... Pn sin IX •• 

I Xi = algcbraiRche Summe aller X-Komponenten, stellt die Resultierend!' 
aller X-Kräfte dar, ist also eine Kraft. 

I Y. = afgebraische Summt' aller Y-Komponenten, stellt dit' Resultiert'mlt' 
aller Y-Kräfte dar. 
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Damit sind die ursprünglichen n Kräfte zurückgeführt auf zwei aufeinander 
senkrecht stehende Kräfte, die wir nur noch zu~ammenzusetzen brauchen, um die 
endgültige Resultierende zu erhalten. Setzen wir in der Formel (4) für die Zu

sammensetzung zweier Kräftp statt X die 
Kraft 2' Xi und entsprechend statt Y die 
Kraft 2' Y" so wird die Resultierende: 

R - V(2' X,)2 + (2' Y,)2. 

Den Winkel finden wir mittels der zweiten 
Formel für die Zusammensetzung zweier 
Kräfte (5), indem wir wieder 

X ersetzen durch die Kraft ~ X" 
Y ersetzen durch die Kraft ~ Y" 

.IYi 
tgIXR = -'~x-- , 

.."!,' Xi und ~ Y, sind also die Komponenten 
Abb.I8. zUJe~r~:~=..~~:~.vorzeichen der gesuchten Resultierenden R (Abb.17). 

Diese KompOlH'nten können selbstverständ
lich wieder verschiedene Vorzeichen haben und b~stimmen dadurch die Rich
tung der Resultierenden (L1I.ge in einem der vier Quadranten), (Abb. 18). 

Für die Bestimmung der Komponenten sei an dieser Stelle allgemein darauf 
hingewiesen, daß sich die Komponenten auch ohne Verwendung der Winkel der 
höheren Quadranten lediglich unter Benutzung der entsprechenden Winkd im 
{'rsten Quadranten berechnen lassen, sofern man das Vorzeichen aus dn An
schauung der Skizze feststellt. Es sind (Abb. 18) die X-Komponenten a11 der 
Krä.fte positiv, die von der y-Achse weg nach reehts streben (PI' P 4 , P;,), 
negative X-Komponenten haben die Kräfte, die nach links gehen (P 2' Ps)' 
Die Y-Komponenten sind positiv, wenn die Kräfte von der x-Achse weg 
nach oben streben (PI und P 2). Deckt man also in einem Kräftebild, in dem 
alle Kläfte vom Punkt weggehend eingezeichnet sind, die Fläche links von der 
y-Achse zu, so sieht man alle diejenigen Kräfte, die in der ersten Summe ~ X, 

mit positivem Vorzeichen einzuführen sind. Um
gekehrt erscheinen beim Abdecken der rechten 

P'-5501<9 Hälfte alle nega.tiv einzuführenden Kräfte X,. 
Entsprechend lassen sich die Vorzeichen in 
dem zweiten Ausdruck .."!,' Y i durch Abdecken 
d"r unteren bzw. oberen Hälfte von der x
Achse bestimmen. Zum besseren Verständnis 
sei hier ein Zahlenbeispiel e·ingefügt. 

I Pr~OJkg Es seien vier Kräfte an dem gleichen An-
griffspunkt gegeben von folgender Größt' und 
Richtung gegen die positive x-Achse: 

.\bb. 19. ZablenbeiBpiel für die Zu· 
sammensetzung von Kräften. 

PI = 550 kg IXI = 30°, 
P 2 = 300 kg IX2 = 135', 
Ps = 650 kg IXs = 240', 
P4 = 400 kg IX, = 330 0

• 

Nach Einführung der Winkelgrößen im ersten Quadranten entsteht Abb. 19. 
Alle Kräfte, die von der y-Achse aus nach rechts abweichen (PI' P,), haben eine 
positive X-Komponente, die nach links abweichenden (P2 , Pa) eint' negative. 
Andererseits weisen die nach oben geriehteten Kräfte· (P1 , P2 ) pine positive 



Analytische Bedingungen für Gleichgewicht an demselben Punkt. 9 

Y.Komponente auf, die nach unten laufenden (P3 , P,) eine negative. Wir haben 
demgemäß: 

.I X, = P l • COS 30° - P2 • cos 45° - P3 • COS 60° + P, . cos 30' 
= 550 . 0,886 - 300 . 0,707 - 650 . 0,500 + 400 . 0,866 
= + 285kg 

~ Y, = P l . sin 30e + Ps' sin 45' - P3 • sin 60° - P, . sin 30° 
= 550 . 0,500 + 300 . 0,707 - 650 . 0,866 - 400 . 0,500 
= -276kg. 

~ X, stellt die X.Komponente und.l: Y, die Y.Komponente von R dar; erstere 
VE'rläuft nach rechts, letztere nach unten, demgemäß R nach rechts unten. 
Es ist 

y y. -276 
tg O<R = ~ X· = 285 = - 0,968 . 

.- I 

Es liegt mit Rücksicht auf die Vorzeichen von ~Xi und ~ Y i ein Winkel im 
vierten Quadranten vor oder anders ausgedrückt: 

O<R = -45' 5', 

R = V(~ X,)2 + (~ Y,)2 = V2852 + 2762 = 396,8 kg. 

4. Analytische Bedingungen für Gl!'ichgewicht an demselben Punkt. Wenden 
wir uns nun auch hier zu der Frage: "Unter welchen Umständen stehen die 
Kräfte, die auf einen Punkt wirken, im Gleichgewicht 1", so lautet die Antwort: 

Gleichgewicht besteht, wenn die Resultierende verschwindet (R = 0). Diese 
Antwort ist unter allen Umständen richtig; sie stellt die vektorielle Bedingung dar. 
Man kann die Gleichgewichtsbedingung aber auch anders formulieren: Wir 
haben in dem Wurzelausdruck für die Resultierende eine Summe von zwei Qua. 
draten, also positiven Größen; damit diese Summe Null wird, muß jedes Glied für 
sich verschwinden, d. h. 

~ X, = 0 und ~ Y, = 0 (9) 

sein. Also es bestehen als Gleichgewichtsbedingungen entweder: 

R = 0, vektorielle Bedingung (zwei Unbekannte: Größe und Richtung), 

oder ~X,=O} 
~ algebraische Bedingungen . 
.- Y, = 0 

(In der Bedingung R = 0 sind diese beiden Bedingungen.l: Xi = 0 und ~ Y, = 0 
enthalten.) Zahlenmäßig kann man unmittelbar mit Vektoren nicht rechnen; wir 
müs/ilen für Rechenzwecke die algebraische Form einführen. 

Bei der hier gewählten Ableitung wurden die Kräfte P in zwei zueinander 
senkrechte Richtungen x, y zerlegt. Man kann aber eine entsprechende Be· 
trachtung auch für zwei beliebige Richtungen durchführen und erhält dann die 
Bedingung, daß die Summen der Komponenten in zwei beliebigen Richtungen 
verschwinden müssen. Es entsteht der Satz: 

Kräfte in der8elben Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkt stehen im Gll;ich. 
gewicht, wenn für zwei beliebige Richtunge'lt je die Summe der Komponenten der 
Kräfte verschwindet. 

Wesentlich ist der Umstand, daß wir hier zwei. Gleichungen bE'kommE'n. BE'i 
Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf Kräfte in dE'r gleichen Ebene an gemein. 
samem Angriffspunkt beziehen, dürfen und müssen also zwei Unbekannte vor· 
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liegen, wenn eindeutige Lösung möglich sein soll, da diE" Zahl der Gleichungen 
gleich der Zahl der Unbekannten sein muß. 

Der einfachste Fall wäre nun der, daß wir eine gegebene Kraft mit zwei an
deren Kräften in vorliegenden Geraden ins Gleichgewicht setzen sollen: auf einen 
Punkt wirkt eitle gegebene Kraft P, gegeben sind ferner zwei Wirkungslinien gl 

und g2 (Abb. 20); gesucht sind die Kräfte PI und P2 • 

yt die der Kraft P das Gleichgewicht halten. 
,-Die analytische Lösung bedingt eine ZeJlegung 

yon P in Komponenten 
in der x-Richtung: + P . cos <x, 

in der y-Richtung: + P . sin <x. 

- -7 Vm die beiden Bedingungen für das Gleichgewicht 

IX;=O; 

aufstellen zu können, müssen wir auch die> X-Kom
ponente und die Y-Kompon!'nte d!'r lx'iden gesuchten 

Abb. 20. Gleichgewicht eincr Kräfte PI' P2 einführen. Da ergibt 8ich nun die> 
Kraft mit zwei anderen. Schwierigkeit, daß wir keine Angaben haben, wit' 

diese Kräfte gerichtet Hind; denn je nach der Richtung, in der die !'inzeille Kraft 
verläuft, ist das Vorzeichen dpr Kompo.nent!'n verschi!'den. Im Ansatz dürfpn 
wir aber keine mathematisch<; Unklarheit laSSPIl. Wir führen deshalb - wie wir 
dies auch bpi den späteren analytischen Rechengängen ganz allgpmpin tun 
werden - den Richtungspfeil zunächst einmal ganz willkürlich ein und rechnen 
die Aufgabp mit dicser angenommenen Richtung durch. Wenn die Rpchllung im 
EndprgebniH ein positivps Vorzeichen liefprt, so bedeutet das, daß das angenom
me np Vorzeichen, also auch die Richtungsannahme, richtig war; ergibt sich ein 
negatives Vorzeichen, so muß der angenommene Richtungspfeil geändprt werden. 
Nehmen wir bpi dem gegebenen Beispiel (Abb. 20) an, die Kraft in gl gehe nach 
links oben und die Kraft in g2 nach links unten, dann ~ind für die Gleichungen 
die Komponenten mittds diespr pingeführten Richtungen zu bilden. Es ist lx>
sondl'rs zu beachten, daß der durch Annahme der Richtung festgelegte Winke>l 
l'ntsprechend der frühen>n }{pgd g(!nommen wird, das ist der Winkel, der dip 
Kraft - im Uhrzeigersinn gedreht - in die po~itive 'x-Achse bringt (die im 
Bild eingezeichneten Winkel IXI und <x2). Hätten wir die Richtungspfeile ander~ 
g{>wählt, dann wären die Winkel von den jetzigen um 180c yer~chieden. 

Nun kann man die Komponpntenbcdingungl'n aufstellen: 
2:. Xi = 0 : PI' COS <Xl + P 2 • COS IX2 + P . ('o~ IX = 0, 
.:E Y; = 0: J\. sin 1X1 + P2 • sin IX2 + P . Hin <X = O. 

Das Vorzeichen erschpint nicht in dieser allgemt'inf'Il Gleichung, ('8 steckt in dl'Il 
Winkelfunktionen. Im vorliegenden :Falle ist sin <Xl positi.v, dagegen sind C08lXl , 

sinlX2' COR<X2 negativ. Natürlich kann man auch statt diespr Winkel solche im 
l'rsten Quadranten pinführpn, wir dies bei obigl'm Beispiel gezeigt war. Dann 
muß man an Hand dpr für PI unu ]>2 l'illgdüllrten Hichtungspfeile dic Kompo
nentl'I1vorzeichpIl bestimmpll (YI positiv, aber Xl' X 2 , Y2 negativ). Im prak
tischen Beispiel wprden wir also Summaud.'n mit positivl>n und nt'gativen Vor
zt'ichpn haben. Dic beidell Gleiehungen habl'n nun zwei Unbekannte, die zahlen
mäßig (,rmittdt werden können. Ist das Vorzeich(,n des erhaltenen Zahlenwert{'~ 
für pine Unbekannte positiv, so sagt das aus, daß die eingefiihrte Richtung MW. 
das eingeführte Vorzeichpll richtig gewählt war. :Ein negatives Vorz;eichell vor 
dem errpchnpten ZahlpIlwNt bedeutet, daß die willkür!ieh gpwählte Richtung 
umzudrehen j"t. 



Das Kraftdreieck. 11 

Es war eben der Fall betrachtet, daß die bei dem Gleichgewichtszustand er
scheinenden Unbekannten als Kraftgrößen auftraten; die Wirlrungslinien der 
Kräfte, die mit den gegebenen Kräften im Gleichgewicht stehen sollen, waren 
gegeben, die Kraftgröpen gesucht. Natürlich können auch andere Kennwerte als 
Unbekannte auftreten, jedoch müssen stets zwei Unbekannte vorliegen. Wir 
haben demnach bei Gleichgewichtsaufgaben in der Ebene für Kräfte durch einen 
Punkt vier Möglichkeiten: 

1. Die Wirkungslinien der zwei gesuchten Kräfte sind hf'kannt, es fehlen ihre 
Größen. 

2. Dte Größen der zwei noch zu bestimmenden Kräfte Rind gegeben, gf8ueht 
sind ihre Wirkungslinien. 

3. Von einer der heiden noch zu bestimmenden Kräfte iRt die Größe bekannt, 
von der anderen die Richtung, gesucht ist die Richtung der prsten und dip Größe 
dpr zweiten Kraft. 

4. Gesucht ist eine Kraft nach Größe und Richtung, die mit den anderen 
gegebenen Kräften Gleichgewicht halten soll. 

Die vier verschiedenen Fälle werden in den Übungsbeispielen näher be
trachtet. 

5. Da" Kraftdreieek. Durch den Satz vom Parallelogramm der Kräfte iRt die 
Resultierende als Diagonale des ParalIdogramms bestimmt. Dabei ist eine ge
wisse Vorsicht nötig. Wenn beispielsweise die in Abb. 21 dargestellten Kräfte 
Pt' P2 vorliegen, dann kann man 
aUH dipsen beiden nicht ohne weiteres __ ~~f/vllierende 
ein Kräfteparallelogramm bilden. ,/ • 
Würde man dÜ>s ganz ohne Über- ....- ....-; / (J Pt 1 ~/ 
legung machen, so würde man als Dia- , , ~ 

be 1,,/ ~ • gonale die Strecke AB erhalten. A r flj)/ ' , / / / / ~ 
man erkennt sofort, daß dies nicht- L R / I lImftJ!lrl./ngs 
die richtige Rel'lultierende sein kann, - 11 2 SJnfI 

weil der Angriffspunkt durch PI nach Abb.21.& E .... tz des Kräfteparallelogramms d'1r<'h 
rechts verschoben wird, durch P'I. lias Kraftdreie~k. 

nach unten, aho unter dem Einfluß 
der beiden Kräfte zusammen eine Bewegung nach rechts unten annt·hmen wird 
und ~icher nicht nach rechts oben, wie dic Richtung AB angibt. Der Fphler liegt 
darin, daß die grundlegende Wirkungsweise der heiden Kräfte auf .den Angriff,,
punkt A nicht die gleiche ist. Pt wirkt kurz gesagt zieh<'nd, P2 dagegen drückend. 
Man muß, wie schon beim dritten ErfahrungHsatz bt>merkt 'wurdP, um zur rich
tigen Resultierenden zu kommen, entweder beide Kräfte vom Punkt weggehend 
I in Abb. 21 die gestrichelte Kraft, (P2 )] oder zum Punkt hinstrebend zeichnen. 
Das geschieht bei den gegebenen Kräften in der Weise, daß eine davon in ihrer 
eigenen Wirkungslinie verschoben wird, was ja nach dem vierten Erfahrungssatz 
g,-schehen darf. 

Mau kann sich von dieser Zwischenüberlegung frei machl'n, wenn man die 
ZusammeIllwtzung der Kräfte in etwas anderer Weise vornimmt. Bei dl'r ßt·
trachtung des Parallelogramms sehen wir nämlich, daß es aus zWl'i Dreiecken 
bpst{'ht, die hflide dü' Größen der Kräfte (·llt.halten. Zur Ermittlung d€I' Größ..' 
d"r Resultierl'ndpn genügt also eines der beiden Dreiecke, z. B. das in Abh. 21 
schraffierte. Dies möge, losgelöst von dem gempinschaftIiehen AngriffRpunkt, 
in einem Desondprpll Dreü·ck gezeichnet werden (Abb. 21 b). An die Kraft PI 
fügen wir in Punkt 1 dip Kraft P z mit Berücksichtigung ihres Richtungspfeiles. 
d. h. hier nach untpl1, an, so daß der Endpunkt von PI mit dem Anfangspunkt P 2 

zusammenfällt (Zwei.~pit·O 1 2). Die Resultiprpnde ist dann gegeben durch dito 
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Verbindungslinie 0--2, die als Schlußlinie bezeichnet wird. Man nennt die so ent
stehende Figur "das Kraftdreieck" oder einfach "das Krafteck". Die Richtung 
der Resultierenden verlä.uft vom Anfangspunkte 0 des Kraftecks nach dem End
punkt 2; sie liegt natürlich in Wirklichkeit nicht im Krafteck, sondern muß durch 
den Angriffspunkt A von Pl und P2 hindurchgehen (Abb.21a). 

Für die späteren Ausführungen ist noch eine andere Aussage über die Rich
tung der Resultierenden von Bedeutung, die an diesem Kraftcck gezeigt werden 
möge. In dem Kraftdreieck, das durch das Aneinanderfügen der beiden ge
gebenen Kräfte Pl und P2 unter Berücksichtigung der Richtungspfeile entstand 
(Abb. 21b), haben wir durch deren Richtungen einen gewissen "Umfahrungs
sinn" 0, 1, 2 erhalten. Beachten wir nun die Richtung der-eingezeichneten Resul
tanten in bezug auf diesen Umfahrungssinn, so können wir sagen: Die Resultie
rende ist dem durch Pl und P2 festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet. 
Diese Aussage ist allgemeiner als diejenige, daß die Resultierende von dem An
fangspunkt des Kraftecks nach dem Endpunkt verläuft. Für die späteren Aus
führungen ist es wichtig zu beachten, daß man, wie es ja hier schon geschehen ist, 
das Krafteck von dem Angriffspunkt weg verschieben kann. Das Krafteck ist 
also von ~er gegebenen Wirklichkeit, von der technischen Zeichnung, losgetrennt; 
es enthält dementsprechend auch nicht mehr den wirklichen Angriffspunkt. Der 
Zeichnung entsprechend wollen wir unterscheiden zwischen der physikalischen 
oder technischen Figur (Kraftbild) und der mathematischen oder statischen Lö
sungsfigur (Krafteck). Die Lage des Kraftecks wird beliebig gewählt, d. h. wir 
können an einem ganz beliebigen Punkt 0 die erste Kraft Pl antragen (Abb. 21 b). 
Die Re.mltierende ist die dem U mfahrungssinn entge{/engerichtete Schlußstrecke des 
Kraftecks, die, parallel verschoben ins technische Kraftbild, eine eindeutige Resul
tierende ergibt. 

Die Verwendung des Kraftdreiecks bietet den wesentlichen Vorteil, daß man 
sich gar keine Gildanken darüber zu machen braucht, ob die einzelne Kraft nach 
dem Angriffspunkt hingerichtet oder von ihm weggewendet ist, während dies bei 
Verwendung des Kräfteparallelogramms ja von Bedeutung war. Dazu hat die 
Trennung der beiden Figuren den Vorzug einer besseren Übersicht. In der tech
nischen Figur wird man im allgemeinen nur die Richtungslinien der gegebenen 
Kräfte angeben, aber nicht ihre Größen auftragen, die zahlenmä3ig bekannt sind. 

KrtJffeck Die Größen erscheinen erst im 
KrahtJilrl 0 Krafteck, wo die Längen der 

~ 
bekannten Kräfte unter Be-

1i-2001ik P. R- 1< rücksichtigung eines beliebig 
1 2550 9 gewählten Kräftemaßstabes 

eingezeichnet werden; für das 
A P,e-100ll"kg' 1 oe technische Kraftbild haben wir 

keinen Kräftemaßstab nötig. 
1000 _ ...w1<9 Bei einer bestimmten Aufgabe 

KrtiHel1laOsftrlJ (Abb. 22) ziehen wir also, aus-
gehend vom willkürlich ge-

Abb.22. Das allgemeine Kraftdreieck. wählten Punkt 0, eine Parallele 
zur Wirkungslinie von P 1 im 

technischen Kraftbild und geben dieser nach Wahl eines Kräftemaßstabl>s die ihr 
zukommende Größe (2000 kg). In dem nun erhaltenen Punkt 1 tragen wir die 
Kraft P z in dem gleichen Kräftemaßstab mit der Größe 3000 kg mit Berücksich
tigung ihrer Richtung an. Die Resultierende erhalt(>n wir dann nach Größe und 
Richtung als Schlußlinie des Kraftecks, dem Umfahrungssinn entgegengerichtet ; 
für sie gilt der gleiche Kräftemaßstab wie für P l und Pz. Für viel!' 1<älle wird 
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es wohl nicht mehr nötig sein, die Resultierende in das technische Kraftbild 
einzuzeichnen, da die Lage ja durch den gegebenen Punkt, an dem die Kräfte 
angreifen, dito Größe und Richtung aber eindeutig durch daR Krafteck fest
gelegt ist. 

6. Graphisch\' Zusammensetzung mehrerer Krärt!'. Allgt·meiIlt·s Krafteck. 
Die Zusammensetzung zweier Kräfte dient als Grundlage für die Zusammen
setzung mehrerer Kräfte. Es seien vier Kräfte an demselben Punkte in all
gemeiner Lage gegeben (Abb. 23). GeRucht ist die Resultierende dieser Kräftt>. 
Die Lösung beruht auf der dreimaligen 2 

ZUHammensetzung zweier Kräfte mit- fi 
tpls des Kraftdreiecks. Wir bilden zu- J 

nächst das Kraftdreieck aus den beiden 
Kräften PI und P 2 und erhalten ab 
Schlußlinie des ZweiseitsO 1 2 dip 
Teilresultierende R12 , die wir alH 
Einzelkraft wieder mit Pa zusammen- 'I 

setzen können. Wir finden so eine Abt!. ~a. Umphi"che ;';u,ulllInen.ctzung von 
ncue Teilresultierende, die die Wir- Kräfton in der Ebene. 

kung der Kraft R l2 und der 'Kraft Pa 
ersetzt; da abN Rl2 bereits die gleichc Wirkung wie die Kräfte PI und P2 hat, 
stellt die neue Teilresultierende Rl2a die Resultierende dN drei Kräfte PI bis P'l 
dar; sie verläuft dem Umfahrungssinn 0, 2, 3 entgegengericht!'t. Diese Größt' 
Rl2a als Kraft wieder mit P4 zusammengesetzt, Kraftdreieck 0 3 4, liefert die Re
Hultierentle R der vi.-r Kräfte nach Größe und Richtung; ihre Richtung· verläuft 
dem Umfahrungssinn 0, 3, 4 pntgegen. Betrachten wir nun dip entstandpnp Lö
i'ungHfigur, so sphen wir, daß wir uns das Einzcichnen der Teilrf'sultierenden (R12 

und RI 23) sparen könuen, und erhalten folgendf's Ergebnis: 
Um die Re8ultierende mehrerer Kräfte mit gemeinsamem Angriffspunkt, die .in 

derselben Ebene wirken, auf zeichnerischem Wege zu erhalten, fügt man die Kräfte 
unter Berücksichtigung ihrer Richtungspfeile in einem einheitlichen Umfahrungs
sinn aneinander, bildet also ihr Krafteck. Die vom Anjangspunkt der ersten. WIrb 
dem Endpunkt der letzten Kraft gerichtete Strecke (Schlußlinie) stellt die Resultante 
der Größe und Richtung nach dar; ihr Richtungssinn ist dem durch die gegebenen 
Kräfte festgelegten Umfahrungssinndes Kraftecks entgegengesetzt, und ihre Lag" 
ist dadurch bestimmt, daß sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen 
Kräfte hindurchgeht. 

hl d.icsem KraftC'ck las:;en sich sehr leicht auch TpilrC'sultif'l"l-nde bestimmen, so 
i~t z. B. die Rcsultiprende dC'r KräftC' P2 , Pa und P4 aI~ Verbindung:;linip d('r 
Punkte 1 und 4 df'R KraftC'cks zu Nhalten: R234 • Zum Bf'weis denkf'n wir unH 
nur die Kläfte P 2 , Pa und P4 gegeben, ihr Kraftf'ck ist dann zu zeichnpn; PR 

läßt "ich an "inem beliebigen Punkt, also auch an Punkt 1 beginnen; die Schluß
linie iHt die Strecke 1-4. Die Lage diC'ser Teilresultierenden ist selbstvt'Tständ
lieh, wie die aller anderen Teilresultierenden (RI2 , Rl2a), gegeben durch den 
gf'm .. insamcn Angriffspunkt der Kräfte im technischen Kraftbild. 

Auch hier wieder braucht man in der technischen Figur nur die WirkungH
linien urid dip Richtungen zu gebell, es ist also für das technische Bild kf'ille 
Angabe des Kraftmaßstabs notwendig. Die Kräfte sind zahlenmäßig angegeben 
und werden nur im Krafteck maßgerecht aufgetragcn. Für den Aufbau d.·8 
Kraftecks ist die Reihenfolge der Kräfte völlig willkürlich, es muß aber darauf 
geachtet werden, daß der Umfahrungssinn der in beliebiger Reihenfolge angeord
neten Kräfte einh('itlich ist, d. h. daß die Kräfte unter Berücksichtigung ihrN 
Richtungspfeile anpinandf'rgetragNl wprden. 
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7. Gleichgewicht von Kräften der Ebene an dl'mselben Punkt in graphischer 
Behandlung. Wie schon mehrfach bemerkt, besteht bei Kräften, die um pinpn 
Punkt herumliegen, Gleichgewicht, wenn die Resultierende vpr~ehwindet. DaR 
bt>deutet beim graphischen Vprfahrpn, daß im Gleichgewi~htsfall im Kraft('ek 

y+ (Abb. 24) keine Schlußlinie übrig-
I bleibpn darf, daß der letzte Punkt, 

P, I dpr Endpunkt4,mitdc>mAnfangs-
I punkt 0 zusammenfallen, also dUti 

~ I Krafteck geschlossen sc>in muß. 
~ Das Gleichgewichtskritprium 

stellt sich also jetzt folgendpr-
X maßen dar: 

I 1 I X. A8' -_ In gleicher Ebene wirkende 
Abb.24. Das geschlossene Krafteck ~GleiehgeWicbt)~ Kräfte mit gemeir>samern Angriffs

punkt stehen im Gleichgewicht, 
a) (analytisch).- wenn für zwei beliebige Richtungen die Summen der Kom

ponenten aller Kräfte verschwinden; 

2: X, = 0 ; .:!: Y, = 0 ; 

b) (graihisch): wenn das zugehörige Kralteck gescl]lossen ist'. 
Die beiden Aussagen kommen auf dasselbe heraus, wie Abb. 24 zeigt. Die 

Komponenten der Kräfte PI bis P4 in einer beliebigen Richtung (z. B. der x
Richtung) lassen sich durch die Projektionpn der Kräfte auf diese Richtung 
(vgI. S. 6) angeben, und :wir sehen, daß ihre Summe, z. B. die aller X-Kompo
nenten, Null wird. Dati gilt aber für jede Richtung, die Lage der Projektionti
geraden ist beliebig. Demnach erhalten wir das zunächst merkwürdige Resultat, 
daß im Gleichgewichtsfall die Summe der Komponenten für iedebeliebige Richtung 
verschwinden muß, daß wir also auch belü·big viele Komponentenbedingungen 
aufstellen können. Diese Gleichungen sind aber nicht alle unabhängig vonein
ander; es gibt deren nur zwei. Denn wenn für zwei Richtungen die Projektionell 
aller Kräfte verschwinden, dann muß das Krafteck ge~chlostlen ,;pin. Allp anderen 
Gleichungen folgen aus diesen bcid€'ll Bedingungtn. 

8. Der einfachste Gleichgewichts- und Zeriegungsfall. Gegeben seien eine 
Kraft P und zwei Richtungsgeraden gl und g2' in denen Kräfte PI und P2 wirken 
sollen, die mit P im Gleichgewicht Htphr-n. Zur Lösung verhilft uns der Satz, daß 

b das zugehörige Kraftpck gP-

\gl 0a /~ schlossen sein muß. Das '/ D 0 Krafteck läßt sich eindeutig 
\ P A P K2 durch Ziehen 'Von Parallelen __ -r"2 zu P bzw. zu gl' g2 kon-

_ - 1 P. K, struieren. Eine wichtige 
\ 1 Frage ist nun die nach dem 
\ (J/eichgewlcl7f Zerlegl/ng Vorzeichen, d. h. nach der 

'
Richtung der gefundenen 

Abb. 25. Gleichgewicht und Zer· Kräfte. Es muß nach dem 
\ lcgung an denlselbcn Punkt. 

obigen Satz das Krafteck 
als ein im einheitlichen Umfahrungssinn gezeichnetes Vieleck geschlossen sein. 
Die gefundenen Kräfte müssen demnach mit der gegebenen Kraft P zusammen 
einen einheitlichen Umfahrungssinn ergeben, d. h. die Richtungspleile sind im 
Umlahrungssinn einzuzeichnen (Abb. 25a). 

Nun möge die gleiche Aufgabe betrachtet werden mit der Abänderung, daß 
jetzt die gegebene Kraft P in zwei Komponenten Xl und K 2 zerlegt werden soll, 
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die in den Wirkllnglllinien gl und g2 liegen. Die KompOlwntf'n von P buchen, 
heißt doch: dic Kräftc K I und K 2 sind derart zu bf'stimmen, daß ihre R(>~ul
tierende die gegebene Kraft P ergibt. Der Lösungswcg geht zl'lnächst gf'llaU in 
gleicher Mt wie bei der Gleichgewichtsaufgabe. Bei dpr Bestimmung der Rieh
tungspfeile müssen wir ahPr darauf achten, daß jetzt die Richtungen der gefun
denen Kompo1lifYrlten dem Umfalmmgssinn entgegengerichtet einzuzeichnen sind 
(Abb.25b). Dic Richtigkeit dieser Aussage geht sofort klar daraus hervor, daß P 
die Resultierende von K I und K2 sein muß; bei dpr KonstruJ<.tion der Rcsultie
renden war aber festgestellt worden, daß im Krafteck ihre Richtung dem gegebenen 
Umfahrungssinn entgegengerichtet verlief. Das Zusammenwirken VOll K I und Kz ist 
als "Ersatz" der Kraft P anzusehen; sie ersetzen die 'Wirkung von P genau so, wie 
dic Resultierende zweier Kräfte deren Wirkung ersetzt. Wir fassen also zusammen: 

Bei der Gleichgewichtsaufgabe sind die gefundenen Kräfte dem durch die ge
gebenen Kroft" festgelegten Umfahrungssinn gleichgerichtet, bei der Zerlegu'ngs- oder 
"Ersatz"-Aufgabe (Ersetzen von ·Kräften durch eine Resultierende oder durch Kom
pan.enten) sind die gefundenen Kräfte dem gegebenen Umfah
rungssinn entgegengerichtet. 

I 
I 
I 
I 
I 
I;, 
1 

p 

Abb.26. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
Igz 
I 

An dieser Stelle wollen wir uns noch den Sonderfall 
überlegen, daß die beiden Richtungen gl und g2 parallel 
llj.ufen (Abb. 26). P ist der Größe, Lage und Richtung nach 
bek~nnt, ebenso sind die Wirkungslinien der beiden Kompo
nenten bzw. Gleichgewichtskräfte gegeben. Wir sehen, daß 
uns hier das angewandte graphische Verfahren im Stich läßt, 
obwohl die drei Kräfte noch durch einen (unendlich fernen) 
Punkt gehen; wir bekommen keinen eindeutigen Schnittpunkt 

Gleichgewicht einer 
K.raft mit zwei para 1-

leien Kräften. 

im Krafteck. Mathematisch betrachtet, laufen parallele Geraden durch einen 
Punkt, es liegt also hier der Sonderfall von Kräften durch einen Punkt vor; abpr 
die Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte durch einen Punkt reichen weder 
analytisch noch graphisch aus, die Aufgabe zu lösen; wir müssen, wie später gezeigt 
wird, parallele Kräfte behandeln wie solche, die nicht durch einen Punkt gehen. 

übungsaufgaben. 
Auf Seite 11 wurde bemerkt, daß zur eindeutigen Lösung von Gleichgewichts

aufgaben von Kräften in der Ebene an demselben Punkte zwei Unbekannte vor
liegen müssen und daß dadurch vier verschiedene Fragestellungen möglich sind. 
Es sei zunächst auf diese + Y i /;, 
Fälle aHgemeineingegangen. Z 

1. Aufgabe. Gegeben sind <1>. 

vier Kräfte nach Größe und flz \ 500kg 

RichtungundzweiWirkungs- - l1. \ 

linien gl :und g2 (Abb. 27); '- :J-J!L. +x 
gesucht smd die Kräfte Gi ~ I<? ~ _ ~ 
undG2,diemitdenvierKräf- g, 205 

ten PI'" P, im Gleichge
wicht stehen (die Unbekann-
ten sind also jetzt GI und G2). Abb.27. Übungsbeispiel. 

Graphische Lösung. Man bestimmt aus den vier Kräften verruittels des Kraft
ecks die Resultierende (R) und zeichnet dann aus der Resultierenden und den 
Parallelen zu gl und gl das Kraftdreieck, hierdurch sind GI und (}2 bestimmt. 
Man erkennt, daß die Resultierende nur ein Hilfsmittel ist; man braucht lediglich 
das Kraftsechseck, und der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt die Rich
tung der gesuchten Kräfte GI und GI an. 
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Analytische Lösung. Man muß den Richtungspfeil der gesuchten Kräfte GI 
und G2 zunächst annehmen und bildet damit 

I Xi + XG, + X G, = 0 und I Y, + Y G, + Y G, = 0, 

dabei sind Xi undYi die Komponenten der gegebenen, X G, und rGt die Kom· 
ponenten der gpsuchtpn Kräfte; man erhält so zwpi Gleichungen mit zwpi ,Un
bekannten. 

2. Aufgabe. Gegeben sind vier Kräftp PI ... P4nach Größp und Richtung; gP
sucht.ist nach Größe und Richtung eine Kraft G,die mit den vipr Kräften Glpich-

+yl 
I 

2 gewicht bildet (dip Unbekannten 

'P, 3 

+X 

o 

Abb. 28. übungsbeispiel. 

Rind also jetzt G und ihre Wir
kungslinip, d. i. Winkel IX ; Abb. 28). 

Graphisohe Lösung. Man bildpt 
das Krafteck der vipr Kräftp; daR 
ist natürlich offen. Dip Strecke 4,0 
gibt dann die gesuchtp Kraft G 
nach Größe und Richtung an. 

AnalytisoheLösung. Man nimmt 
die Wirkungslinip und dip Rich
tung der gesuchkn Kraft (J an, 
bildpt damit 

I Xi + X. = ° und ~ Y i + Y. = 0, 

wobei X. = G . COS IX und Y. = G . sin IX. und hat so zwei Glpicbungl'n zur Bp
rechnung von G und "'. Das Vorzeichen von G· cos '" und 0 . sin '" gibt den 
RichtungspfeiI von G an. 

3. Aufgabe. Gegeben sind vier Kräfte durch einen Punkt nach Größp und 
Riehtung, außerdem zwei Kraftgrößen GI und G2 ; gesucht sind deren Richtungen, 
so daß die sechs Kräftp PI ... P4 und GI' O2 im Glt,ichgewicht stehen (Abb. 29). 

Graphisohe Lösung. 
Man ermittplt die Rt,
sultierendp aus den ge
gebenf.n Kräftl'n Pi''']'4 
und bildet dann all~ 

dicst'r und GI und G2 

das Kraftdrpieck, indem 
man um dip Endpunkte 
von (R) Kreisbögen mit 
GI und G2 Hehlägt. Man 
erkennt, daß die Resul
tierendp nur eine Hilf,
linie bedeutet. Da im 

IJ Abb. 29. übungsbeispiel. allgemeinen zwei Kreist· 
sich in zwei Punkten A 

und B (Abb. 29) schneidt'n, ist hier die LötiUllg zwpidputig. Die mögliehpn Kraft
richtungen von GI und G2 sind mit den AnzpigPfn I und II bezeichnet. Nur in 
dem Fall, daß gerade dip Summe von GI und G2 gleich R ist, wird die Lösung 
pindeutig, da sich dann die beiden Kreise auf der Linie 04 berühren. 

Analytisohe Lösung. Wie in Aufgabe 2, wird man die Wirkungslipien und die 
Richtungspfeile der Kräfte willkürlich annehmpn' und die beiden Gleichgewichts
bedingungen aufstellen. Aus den beiden Gleichungen sind dip Winkel "'1 und <X2' 

für die dann pbenso zweideutige Lösungen zu erwartt'n Rind, zu bereehnl'll. 
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... Aufgabe. Gegeben Rind vit-r Kräfte PI . .. P, nach Größe und Richtung 
ferner eine Wirkungslinie gl und die Größe einer. Kraft G2. Gesucht ist die in gl 
wirkende Kraft GI und die Lage der Wirkungslinie von G2 , damit Gleichgewicht 
herrscht (also unbekannt z 
sind jetzt GI und. g2; ~ 
Abb.30). 

Graphi8che LöBung. 
über der Strecke 04 im 
Krafteck wird ein Drei
eck konstrniert durch 
eiDe Parallele zu gl und 
einen Kreisbogen, der 
mit G'I, um den anderen 
Endpunkt 0 beschrieben 
wird. Auch hier erkennt 
man, daß der um den 
Punkt 0 mit der GrößeG2 
geschlagene Kreisbog~n 
die durch 4 gelegte Par
allele zu GI in zwei Punk-

\ 
\ 
\ 
, '".1 

,,11\ 1"3 "1' 1 \ , , , 
~ 

Abb. 30. Übl1ngsbelBple). 

ten schneidet; die Lösung ist also zweideutig. Nur wenn G2 gerade gleich dl>m 
Abstand des Punkte:s 0 von GI ist, ergibt sich eine l>indeutigt' Lösung. 

Zur weiteren KlarsteIlung möge die Auf
gabe analytisch behandelt werden aber in 
l'twa:s einfacherer Form, daß anstatt der 
vier Kräfte PI bis P, nur eine Kraft P gt'
geben ist, während GI nach Größt' und G2 

nach Richtung unbekannt ist. 
ö. Aufgabe. Es ist gegeben: dip Kraft 

P = 5 kg, die mit der x-Achse einen Win
kt'l von IX = 35° einschließt., die Kraft 
G2 = 6 kg und der Winkel der Wirkungs
linie dt'r Kraft GI mit IXl = 1600 (Abb. 31). 
Gesucht Rind für den Gleichgewichtsfall dit' 

I I 
Abb. 31. Übungsbel.pi~). 

Größe der Kraft GI und der Winkel IXg, den die KraftGs mit der x-Achse bildt't. 
Li}81J,ng. Es lassen sich folgende zWt'i Gleichungt'll aufstt'l1t'n, aUR dt'nt'n GI 

und IX2 zu berechnen sind. 

~ Xi = 0: p. COSlX + GI . CO!!IXI + G2 • COIS<X2 = 0, 
~ 1'; = 0: p. sinlX + GI· sinIXI + G2 · sinIX2 = o. 

Führen wir die gegebenen Größen ein, dann laut.(>ll unsere Gleichungen: 

5· cos 350 + GI· c081600 -I- 6· COSIX2 = 0, 
5· sin 35° + GI· sin 160° + 6 . sinIX'I, = 0; 

da cO!! 160° = -cos 20° und sin 1600 = sin 20°, ergeben sich diese Gleichungt'll zu : 

5· cos 35° -GI· COS 20° + 6 . COiSIX2 = 0, 
3· sin 35° + GI· sin 20° + 6· sinIXs = O. 

Eliminieren wir .Gl> so erhalten wir, indem COSIX2 durch Y 1-sin2 lX'I, t'rsetzt 
wird, für /xz die Gleichung: 

sin2 /X2 + 1,2829 . sin <Xtl + 0,3490' = 0 
2 Schlink Statik. 4. 11. 5. Aufl. 
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und durch Lösen dieser quadratischen Gleichung für sin.x2 die Wurzeln: 

sin 0.:1, = -0,8914 
Hin ~Y = -0,3916 

und damit 
und damit 

.x~ = 2960 57', 

.xF = 2030 3'. 

Daß.x~ im vierten und.xF im dritten Quadrant liegen muß, läßt sich leicht einsehen, 
Wenn wir cos <X2 bilden; es ist nämlich cos.xf positiv und cos .xfI negativ. Ist aber 
sin <xi negativ und cos .xi positiv, dann liegt .x~ im vierten Quadranten; ist sin .xV 
negati~ und cos .xiI negativ, so lifg~ cxF im dritten Quadranten. 

Die zugeh?rigen Lösungen für G1 sind Gf = + 7,25 kg und Gff = -1,52 kg. 
Wie aus der Lösung dieser Aufgabe zu sehen ist, ist auf die richtige Ausdeu

tung der Vorzeichen der Wurzeln besonders acht zu geben. Es 'wird daher zur 
Kontrolle der Lösung stets empfohlen, eine Skizze anzufertigen, aus der die 
Richtungen der Kräfte zu ersehen sind. 

6. Aufgabe. An einem Halteseil ist eine Rolle befestigt, über die ein Seil 
gelegt ist, das auf der einen Seite die Last Q trägt und auf der anderen Seite 

~ 
\ 
\ 

Abb.32. übungsbeiEplel. 

mit der Kraft P so gezogen wird, daß Q in 
Ruhe bleibt Abb. 32). Wie stellt sich das 
Halteseil ein und wie groß ist die Seilkraft S, 
Wenn die Richtung von P unverändert bl< ibt t 
(Die Aufgabe entspricht dem oben bdlan
delten Fall 2.) 

Lösung An der Rolle, die durch das Haltl'
seil von oben festg(-halten ist, greifen die Last 
Q = 500 kg und die Zugkraft P an, die die 
Abwärts- und Aufwärtsbewl'gung von Q ver
hüten soll; bei Vernachlässigung der R(,ibung 
an der Rolle muß P = Q sein Außerdem 
wirkt auf die Rolle nur noch die in dl·m 
Halteseil entstehende Kraft S, so daß an ihr 
drei Kräfte Q, P und S angreifen. Der Körper, 
an dem der Ausgleich der Kräfte l'intritt, ist 

die Rolle. Die ReImltante Raus P und Q. die beide gldch groß sind, fällt in 
die Winkelhalbierende von P und Q, läuft also durch den Mittelpunkt d<'r Rolle. 
Durch dies(,n Punkt geht auch die Haltekraft S. Die Rt'sultierende von P und Q 
ersetzt die Wirkung dieser beiden Kräfte, also muß sie mit S im Gldchgewicht 
stehen. Zwei Kräfte können aber nur Gleichgewicht halt< n, wenn sie in die~('lbe 
Linie fallen, demgemäß muß sich das Seil in die Richtung dies('r Resultierendc·n R 
eillst<>l1l'n und die Seilkraft gleich dieser Resultierenden sdn. Die Löwng führt 
man am besten so durch, daß man eine kleine Handskizze von dem Kraftdreieek 
bzw. dem Parallelogramm P, Q, R zeichnet und dieses ins Analytische überträgt. 

-:- = Q . cos 30° = 500 . co~ 30° = 433 kg. 

Es ist R = S = 866 kg. 
Der Winkel von R mit der lotrechten Richtung ist 30°, also stellt sich das 

Halteseil unter 30° ein. 
7. Aufgab!'. An den Endcn eines Spiles,. das über zwei Rollen geführt ist, 

hängen zwei Gewichte PI und P2 , außerdem zwischell den Befl'stigungspunkten 
ein!' weitere Last Q (Abb. 33), Wie stellt sich das S<,il ein? (Die Aufgab,' ent
spricht dem oben erwähnten Fall 3.) 

Lösung. An dem Punkte .M wil'kpn Q und die beiden Seilkräftp, die bei Ver
nachlässigung von Reibung gleich PI bzw. 1'2 sind. 1Ilan konstruirrt (Abb. 33b) 
das Kraftdreieck aus der Last Q, die nach Größe und Richtung bekannt ist, 
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und PI' Pa' die ihrer Größe nach gegeben sind. Die parallel zu den gefundenen 
Richtungen von PI und Pa an die Rollen gezogenen Geraden (Abb. 33c) 
schneiden sich im gesuchten Punkte M. 

a 

• 
Abb. 33. tl'bangsbeJspl.el. 

c 

P, 
EinsIrJlunq bei Gleichqewichf 

n. Anwendung auf einfache Stabsysteme. 
9. Beanspruchung eines Stabes auf Zug und Druck. Wir haben seither im 

wesentlichen nur Kräfte unabhängig von einer Konstruktion betrachtet; solche 
I\räfte sind z. B. Windkraft, Schwer~aft u. a. Meistens ist aber das Auftreten 
von Kräften an eine Konstruktion gebunden, auch Windkräfte und Schwerkraft 
werden vielfach durch Konstruktionen aufgenommen und weitergeleitet. Wir be-
handeln jetzt Kräfte, die an eine Konstmk- , 
tion geknüpft sind. 1!fA- _. ~ e 

Der einfachste Fall einer Kraftleitung . 
ist der Stab durch den eine Kraft weiter- Abb.34. Beanspruchung eines Stabe. 
,. auf Zug. 

geführt wird. Der Stab ist also Kraftträger. 
Wenn ich an einem Stab mit der Kraft P ziehe (Abb. 31), dann muß an der 

Hti.ltekonstruktion (Punkt B) eine Gegenkraft aufgebracht werden, die genau so 
groß wie P ist, damit der Stab im Gleichgewicht, also in Ruhe. bleibt. Diese 

. "Gegenkraft" 'oder "Reaktion" ist also gleich P, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Denken wir nun uns selbst an Stelle des Stabes mit heiden Armen als Kraftleiter 
zwischen A und B eingeschaltet, und 
an dem einen Ende, also einer Hand (A), P 
gezogen, dann empfinden wir diese 
Zugkraft im Körper und setzen diesem 
Ziehen eine Gegenkraft nach innen ent
gegen, und zwar ziehen wir sowohl an A 
nach innen, d. h. näch der Körper
mitte als auch an B, wo wir uns gt" a. Abb. 35. Beanspruchung 

eines Stabes auf Druck. radezu abzuziehen suchen von der Be
festigungsstelle. Wir üben also mit·;t, R~ 
unserem Körper sowohl auf den Kraft- I 

angriffspunkt A wie auch auf den Haltepunkt Beine Zugwirkung aus. Es sind 
Gegenwirkungen, die unser Körper gegen dic äußere Einwirkung leistet, und 
dadurch wird das Gleichgewicht geslChert. Dasselbe muß nun der Stab auch 
tun: er zieht mit der ihm innewohnenden }'t:stigkdt an heiden Enden (A und B) 
nach innen, also vom Endpunkt fort, so daß das in Abb. 34 einglzeichnete 
Biid der Stabkraft entsteht, Aus der Tatsache, daß die Öse B in Ruhe bleibt, 
folgt ohne weiteres, daß G1idchgewicht besteht, daß also der Stab mit einer ent
gegengesetzt gerichteten gleich großen Kraft der Reaktion P das Gleichgewicht 
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halten muß, es ist dieses die innere Stabkraft an B. Am Punkte A wirkt die 
äv,fkre Zugkraft P, mit ihr steht ebenfalls die Gegenkraft des Stabes, die innere 
Kraft P im Gleichgewicht. 

Die gleichen "Oberlegungen lassen sich an einem auf Druck beanspruchtm 
Stab anstellen (A'bb. 35). Der Stab wehrt sich jetzt mit einer Kraft von innen 
nach außen, also nach den Endpunkten hin, gegen eine Zusammendrückung, 

d. h. gegen die Störung des Gleichgewichts. Diese 
o-<>_._-----o-oZllgsfub Gegenwirkung des Stabes muß sowohl gegen B als 

auch gegen A auftreten. 
oo_._----_._oDrudrstob Di K I S ·ese rä te des tabes (innen' Kräfte, Reak-
Abb. 36. D'W'~:~~erlnneren tionen des Stabes) zeichnen wir bei den Aufgaben 

der Statik ein; also nicht die Kräfte, die auf den 
Stab wirken, sondern die Gegenkräfte, die der Stab auf seine beiden End'JYUn1cte 
auribt, werden eingetragen. Der Zug. und Druckstab in der in Abb. 36 ge· 

zeichneten Form ist dann die grund-
.. !~-o-_______ o---'p ... Be!(ls!un,slJ'lIl' legende statische Figur der tecb· 

thsJlIP'* nischen Stabkonstruktion. 
-;.,Poo--------ooc ... p- Be!(lS!lIflgs!igUI' Es sei an dieser Stelle ausdrück· 

des~ lieh auf folgendes hingewiesen. Ein 
Abb.37. Die äußere.8r!~~:~=gen eines Zug· und gezogener oder gedrückter Stab wird 

von außen her stets durch zwei 
Kräfte P heeinflußt (Abb. 37), die sich gegeneinander aufheben müssen, denn 
sonst besteht kein Gleichgewicht. (In Abi>. 34 und 35 war die zweite Kraft P die 

IX 
/ 

[~~: 
Reaktion in B.) Der Stab ist aber dann nicht etwa 
durch die Kraft 2 P, sondern nur durch P, die durch 
ihn weitergeleitet wird, beansprucht. 

Wirkt auf einen Stab eine Kraft, deren Wirkungs
linie nicht mit der Stabmittellinie zusammenfällt, z. R 
die in Abh. 38 gestrichelt eingezeichnete Kraft K, dann 
kann diese nicht vom Stab aufgenommen werden; der 
Stab bleibt nicht in Ruhe; er würde um den Anschluß

~:~~ !~i:nr~~~ gelenkpunkt gedreht werden, sobQ.ld die aufgegebent' 
gerichteten Kraft. Kraft auch nur um einen kleinen Winkel abweichend 

von der Stabachse angreift. 
Zum Unterschied von anderen, später weiter erklärten Kräften, die in stab

artigen Gebilden auftreten können, nennt man die in der Stabachse weiter· 
geleitete Kraft ·auch die "Längskraft" (Achsialkraft) im Stab. 

10. Das Iweibeinige Boekgeräst. Graphisebes Verfahren. Es seien nun zwei 
am Boden drehbar angeschlossene Stäbe so aneinandergefügt, daß sie in ihrem 
Treffpunkt 0 eine Last P tragen können (Abb. 39). Ein solches System von 

(I Stäben nennt man Boo~gerüst, und da es sich hier um die 
Verbindung zweier Stäbe handelt, heißt das Gebilde zwei
beiniges Bockgerüst. Lassen wir nun auf dieses Stabsystem 
am Punkte 0 die Last P wirken, so hat sie offenbar das Bt'
streben, den Punkt 0 (Befestigungsöse) nach unten zu ver· 
scbieben. Die beiden Stäbe zwingen aber, vorausgesetzt, daß 
sie genügend stark sind, den Punkt, in Ruhe zu bleiben. 

Abb.38. Zweibeiniges Wie ist das nun statisch zu erklären 1 Die beiden Stäbe (1) 

Bockgertist. und ® wehren sich gegen die Verschiebung mit Kräften, die 
sie auf den Punkt 0 ausüben. Es wirken also auf diesen Punkt. den man Knoten
punkt oder Knoten nennt, außer der äußeren Kraft P noch zwei Kräfte, die von 
den Stäben herrühren, also "Stabkräfte" oder "innere Kräfte" sind. Wir können 
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jetzt rein statisch sagen: Die Kraft P und die beiden Stabkrä.fte müssen im 
Gleichgewicht stehen, sofern Punkt 0 in Ruhe bleiben soll. Die Kraft P ist nach 
Größe und Richtung gegeben; die beiden Stabkräfte, die wir mit 8 1 und 8 2 be
zeichnen wollen, sind ihrer Wirkungslinie nach bekannt, da bei gelenkigt.m An
schluß der Stäbe die Kraft der StabmitteIIinie entlang geht. Es liegen also 
beim zweibeinigen Bockgerüst zwei Unbekannte vor, nämlich die zwei Stab
kräfte (Längskräfte) 8 1 und 8 2 einschließIic~ ihres Vorzeichens (Zug oder Druck). 
Sie sind nach früheren Ausführungen eindeutig zu lösen, da es sich um Kräfte 
an dein gleichen Punkt handelt, wofür zwei Gleich- 0 ,~ 

gewichtsbedingungen zur Verfügung stehen. Die ~-'\ 
Lösung kann natürlich analytisch und graphisch er- . 
folgen; wir betrachten zunächst das graphische 11 ) 

Verfahren. :P • 
Es muß das zu den drei Kräften, der bekannten : ;so, 

Kraft P und den unbekannten Stabkräften 8 1 und 8 2, ~ 
gehörige Krafteck geschlossen sein. Das Krafteck ist 
d h P d d' P ll I d St··\"~ . d t' Abb. 40. Graphische Behtwdlung urc un le ara e en zu en aut'n eIn eu Ig eines zweibeinigen Bockgertistes. 
bestimmbar (Abb. 40). Der durch P festgelegte Um-
fahrungssinn gibt unmittelbar die Richtung von 8 1 und 8 2 an, d. h. sie stimmen 
mit dem Umfahrungssinn überein. Was bedeutet der gewonnene Richtungspfeil 
für unsere Stäbe 1 Wir bedenken, daß wir am Punkt 0 Gleichgewicht her
gestellt haben, daß wir als Ergebnis also Kräfte erhalten, die, auf den Punkt 0 
wirkend, diesen in Ruhe halten. Zeichnen wir die erhaltenen Kräfte mit ihren 
Richtungen an dem Knotenpunkt 0 ein, so gibt das die Wirkung der Stabkraft 
auf den Knotenpunkt an, d. h. die Gegenkraft des Stabes gegen die äußere Ein
wirkung (also die früher festgelegte Darstellung der Stabkraft). Da in beiden 
Stäben der Richtungspfeil 'fI.(Mh dem Knotenpunkt gerichtet ist, liegt hier Druck 
vor. Ebenso wie der Stab auf den Iinotenpunkt 0 wirkt, wirkt (T auch auf seine 
Unterlage, er stützt sich ab. Tragen wir diese Wirkung an deu Bodenanschlüssen 
ein, so erhalten wir das frühere Bild von Druckstäben. Es ist darauf zu achten, 
daß stets die gefundenen Pfeile an dem Endpunkt eingetragen werd{,ll, an 
dem die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wurde, also hier an dem 
Punkt O. Das Krafteck liefert dann die Größe der Stabkräfte, während der 
Charakter des Stabes (ob Zug- oder Druckstab) nach Einführung der Rich
tungspfeile an dem betreffenden Kno- ...... 
tenpunkt aus dem technischen Kraft-~ 
bild bzw. der Konstruktionsskizze zu er- 1 

sehen ist. 
Betrachten wir als weiteres Beispiel 0 

das in Abb. 41 dargestellte Stabsystem, _ ' @ \ 

auf das wieder eine gegebene Kraft P " p 

wirkt. Zu ermitteln sind abermals die Abb. H. Graphische Behandlung eines zwei· 
beiden Stabkräfte 8 1 und 8 2 , Durch P belnlgen Bockgertistes. 

und die Parallelen zu den beiden Stäben 
ist das Krafteck eindeutig festgelegt. Der Umfahrungssinn wird durch P be
stimmt. Die erhaltenen Richtungspfeile sind am Knotenpunkt 0 in den ent
sprechenden Stäben einzutragen. Im Stabe CD gcht der Pfeil vom Knoten
punkt weg, also tritt Zug auf, im Stabe ® ist der Pfeil nach dem Endpunkt 0 
hingerichtet, demgemäß Druck. Zur Vervollständigung des Bildes tragen wir 
die umgekehrten Pfeile am anderen Ende der Stäbe ein. Die Größe der Stab
kraft geht aus dem Krafteck hervor, zu dessen Aufzeichnung ein Kräftemaß
stab gewähit werden mußte. 
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Wir bekommen durch diese Gleichgewichtslösung also immer die Kräfte, dito 
der Stab auf die Knotenpunkte bzw; die Anschlußpunkte ausübt. Fragen wir 
nun naeh den Kräften, die auf die einzelnen Stäbe wirken, dann müssen wir P 
zerlegen in die Komponenten K l und Ka, deren Richtungen durch die beiden 
St&bachsen gegeben sind (Abb.42). Das Zerlegungskrafteck ist geometrisch 

lar.III'ItNI K. gleich dem Gleichgewichtskrafteck, 

~
" -, nur müssen wir beachten, daß ent-

~ " sprechend der Zerlegung die Rich-

fahrungssinn entgegengerichtet sind . 
P 

Al
K,,, tungen der Teilkräfte dem Um-

~ Wir ersetzen also diEl Wirkung von 
..:;;':u!t P durch die Wirkung der beiden 
"""","","", Kräfte K l und K Il . K l wirkt auf 

Abb. 42. Die äußeren Einflüsse auf ein Bockgerüst. den Stab CD und weckt in diesem 
die Stabkraft 8 1 , die ihrerseits die 

Anschlußreaktion am anderen Ende zur Folge hat. Entsprechend erfährt die 
zweite Komponente K 2 in ihrer Wirkung auf den Stab ® eine Gegenkraft 
von seiten des Stabes. Es ist wichtig, hier ganz scharf zu unterscheiden zwischen 
den Kräften, die auf die Konstruktion wirken (äußere Kräfte), und solchen, mit 
denen sich die Konstruktion gegen den äußeren Einfluß, eine beabsiehtigte V<,r
schiebung, wehrt (innere Kräfte). 

11. Zweibeiniges BockgerUst; analytisches Verfabren. Auf das zweibeinige 
Bockgerüst sollen beliebige Kräfte wirken, die sich zu der Kraft P zusammen
fassen lassen (Abb. 43). Gesucht sind wieder die Stabkräfte 8 1 und 8 2 , Zur analy-

o X tischen Behandlung stehen uns zwei Gleichungpn 
- - +Z zur Verfügung: 

.IX, = 0 und ~Y, = O. 

P läßt sich zerlegen in die beiden Komponenten X 
und Y; es ist 

·X=p·COSI)(, und Y=P·sinl)(,. 

Ab~::·e~~r.::::~r:"h- Die beiden Stabkräfte müssen wh' nun ebenfalls in 
ihre X- und Y-Komponenten zetlegen. Da wir die 

Richtungen der Kräfte nicht kennen, nehmen wir zunächst wieder eine Richtung 
für jede Stabkraft an, d. h. wir wählen zunächst ganz willkürlich eine Zugkraft 
oder Druckkraft. Im allgemeinen führt man als vorläufige Annahme ein, daß alle 
Stäbe Zugstäbe seien. Mit diesen gewählten Richtungen wird dann gerechnet. 

Nach diesel' Annahme für die Richtung der Stabkräfte sind alle Kräfte mit 
einem Vorzeichen behaftet, und man kann auch die Komponenten von 8 1 und 8 2 
bilden. Mit 1'1 und 1'1l als Winkel im ersten Quadranten treten unter der Annahme 
von ~gstäben (Pfeile vom Punkte 0 fortgerichtet !) als Komponenten der Stab
kräfte auf: 

für 8 1 : Xl = -81 • COS 1'1 und 
für 8 a: Xa = +81l . COS 1'1l und 

Y1 = +81 , sin 1'1' 
Y2 = +82 , sin 1'2' 

Dabei ist die x-Richtung nach rechte; positiv und die y-Richtung nach unten 
positiv festgelegt. Diese Vorzeichenfrage der Komponenten muß von vornherein 
nach Annahme der Zugwirkung in den Stäben klargestellt werden, erst dann 
lassen sich die Gleichungen anschreiben. 

~X.=O: X-81'cos1'l+82 'cos1'2=O, 
~ Y, = 0: Y + 8 1 . sin 1'1 + 8 2 • sin 1'2 = O. 



Zweibeiniges Bockgerüst; analytisches Verfahren. 23 

Wir haben beim Ansetzen dieser Gleiehungetl. vorausgesetzt, daß beide Stäbe 
Zugstäbe sind. Wird nun das Ergebnis für 8 1 bzw. 8 2 positiv, dann war die 
eingeführte Richtung der Stabkraft richtig, kommt ein negatives Elgebnis her
aus, so war die Annahme falsch; wir müssen dann den umgekehrten Richtungs
pfeil annehmen, d. h. der Stab wird gedrückt. Solange in unserem Beispiel 
IX < "2' wird 8 1 positiv, also "ist der Stab <D ein Zugstab, 8 2 wird negativ, d. h. 8 2 

ist eine Druckkraft. 
Natürlich kann man auch allgemein von den Winkeln ~usgehen, die die ein

zelnen Stäbe mit der positiven x-Achse einschließen unn hat dann nach der Fest
legung von Seite 2 (Abb. 44): 

X + 8 1 , COSßl +'8a · cosßa = 0, 
Y + 8 1 . sin ßl + 8 2 • sin ßa = 0, 

wobei aber je na,ch dem Quadranten die Vor
zeichen der Winkelfunktionen verschieden sind. 

Dieses Lösungsverfahren läßt sich in ein
fachster Weise anders gestalten. Wir wollen die 
Funktionen der Winkel, die die Stäbe mit der 
x-Achse einschließen, durch Strecken aus
drücken; die in Abb. 44 eingezeichneten Winkd 
sollen in ihren Bezü'hungen dargestellt werden 

--X2 -:&,--i 
Abb. 44. BetrachtuIlg des Zweibocke8 

mit lIilte der K()ordiIlateIl. 

durch die Koordinaten der Anschlußpunkte der Stäbe am Boden, bzw. durch 
die Längen der Stäbe. Der Koordinatenanfang fällt mit dem Punkt 0 zusammen. 
Eil wird: 

x 'I cosßl = -I'; sinßl = -'...!:. , I, 
und entsprechend: 

11 und l2 sind die Stablängen. Die Vorzeich!'n der trigonometrischell Funktionen 
sind in den neuen Ausdrücken enthalten, da ja die Koordinaten mit Vorzeichen 
versehen sind. So ist z. B. cos ßa negativ, weil der Winkel ßa im dritten Qua
dranten liegt,. entsprechend hat x2/12 ein negatives Vorzeichen, da X2 nach links 
negativ ist. Wir schen daraus, daß die Vorzeichen frage keine Schwic-rigkeiten 
bietet, da bei einem Stabsystem die Stäbe und damit auch die Koordillatpn der 
Stäbe pinschließIich der Vorzeichen festliegen. Sind also bei eim>m vorliegenden 
Stabsystem die geometrischen Dimensionen des Bockgerüstes und die Belastung 
gegeben, dann lassen sich die Stabkräfte errechnen aus den Gleichgewichts
bedingungen : 

X + 81 • ~' + 82 , ~2 = 0,) 
, 2 

Y + 8 1 • r' + 82 , r' = O. 
, 2 

(10) 

Die Koordinaten sind hierbei gegeben durch die Projektionen der Stablällgell 
auf die x- .bzw. y-Achse. Fällt diese Projektion auf den positiven Teil ein(>r Achse, 
so ist diese, also auch die betreffende Koordinate, positiv; fällt dic' Projektion 
auf die negative Seite der Achse, so kommt das negative Vorzeichen in ":Frage. 'Wir 
können also ganz schematisch die Projektionen der Stablängen in diese' beiden 
Gleichungen einsetzen und die beiden Unbekannten SI und 8 2 bprechnpn. Wenn 
sich für die Stabkraft 8 1 oder 8 2 ein positiver Wert ergibt, so bedeutet, da;; eine'n 
Zugstab, ein negativer Wert stellt einen Druckstab dar. Dip Wertp 11 UJld 12 



24 Kräfte an dem gleichen Punkt angreifend. 

können aus einer maßstäblichen Konstruktionszeichnung entnommen (abgemeR
sen) oder errechnet werden mit den Formeln 

II = Vx~ +yf, l2 = V;;;f+ !A. 
Zahlenbeispiel. Gegeben: die Kraft P = 1000 kg, die mit dcr x-Achse den 

angegebenen Winkel IX.= 30° einschließt, und die geometrischen Dimensionen 
des Bockgerüstes (konstruktiven Maße) (Abb. 45). Das rechtwinklige Koordi
natensystem können wir durch den Punkt 0 beliebig legen; wir werden uns 
natürlich zweckmäßig an die technischen Maßangaben halten, so daß das 

I 
J, ,..-
i 
i 

:-----S,O--;l 
I ,T 
I C> 

'" 0' 1 -1-- ---;z 

x 
y 

Abb. 45. Zahlen· 
beispiel für da. 

Bockgcrüst. 

-1 
+4 

+3 
--2 

Koordinatensystem praktisch wohl immer mit einer 
Achse horizontal zu liegen kommt. Die Koordinaten 
der Fußpunkte schreiben wir in einer Tabelle zusammen. 
Die Projektion der Stablänge II auf die x-Achse fällt 
auf deren negativen Teil, es ist also Xl negativ; eben~o 
Y2' Die Stablängen ergeben sieh zu 

II = VÜ2+4;"ö2 = 4,123 m, 

l2 = V 3,02- +2,Ö2 = 3,606 m. 

Das negative Vorzeichen der Koordinaten hat in Jen 
letzten Ausdrücken keine Bedeutung, da die Zahlen im 
Quadrat vorkommen. Wir erhalten für die Stablängen 
also immer positive Werte. Unsere Gleichungen lauten 
jetzt: 

S (-1) S (+3) 00 30 0 0 
1 ' 4,123 + 2' 3,606 + 1 0 . cos =, 

S (+4) S (-2) '1000 . 30 0 0 
1 • 4,123 + 2' 3,606 T . sm =, 

Die beiden Unbekannten SI und S2 lassen sich aus den zwei Gleichungen be
stimmen. Zweckmäßig führt man statt der Unbekannten Si die Größe SJ1i als 
Unbekannte ein und löst die Gleichungen auf: 

?-. (-1) + f'-, (-!-3) + 1000· c0830° = 0, , . 
8, . (+4) + 8 •. (--2) + 1000. sin 30 0 = O. 
l, Z. 

Auf diese Weise 'st die Zahlenrechnung etwas bequemer, da wir am Schluß nur 
einmal mit II und einmal mit l2 zu, multiplizieren haben. Man findet: 

und daraus: 

und 

8 8 T = -323,2 kgjm, T = -396,4 kgjm , . 
SI = -4,123·323,2 = -1332,6 kg 
S2 = -3,606 . 396,4 = -1429,4 kg. 

Das Endergebnis zeigt einen negativen Wert für beide Stäbe, d. h. dl und ® sind 
Druckstäbe, da wir von vornherein Zugstäbe eingeführt hatten. 

12. Verbindung von graphischem und analytischem Lösungsgang. (Grapho
analytisches LOsungsverfahren.) Vielfach empfiehlt es sich, eine Verbindung der 
beiden Rechenverfabren anzuwenden. Das Wesen dieses Lösungsganges beruht 
darauf, daß man die geometrische Lösungsfigur benutzt, um mathematische 
Ausdrücke daraus abzuleiten. Eine maßstäbliche Zeichnung ist dabei nicht er
forderlich, es genügt eine ungefälIre Skizze (Handskizze) des Kraftecks. 
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Gegeben sind: das Stabsystem durch die Winkel }'1 und }'2' Kraft P nach 
Größe und Richtung (Winkel IX) (Abb. 46). Die Stablängen brauchen nicht 
gegeben zu sein. Gesucht sind die Stab- 0 

kräfte. 
Wir skizzieren uns das Krafteck auf, 

ohne Wert auf den Maßstab zu legen, 
und finden aus dem Umfahrungssinn: 

8 1 = Zugkraft; 8 2 = Druckkraft. 

Die Größe der Kräfte wird aus trigono
metrischen Beziehungen des Kraftecks 
errechnet. Nach dem Sinussa,tz ergibt sich: 

Abb. 46. Zur grapho·a.nalytlschen Behandlung 
eine. Bockgerüste •• 

Bei einer bestimmten Konstruktion wird man natürlich die Dreieckswinkel auf 
Grund der angegebenen Winkelgrößcn unmittelbar feststellen und nicht von all
gemeinen Formeln ausgehen. Mit den für IX, }'1 und }'I ang~gebenen Winkelgrößen 
hat man die im Kraftdreieck (Abb. 46) eingetragenen Winkel, und es ergibt sich 
damit: sin 40 0 

81 = p. -;--7~; 
SIn u 

Wir haben hier den Vorteil, daß wir jede Unbekannte unabhängig von der anderen 
berechnen, also zweimal eine Gleichung mit je eine,. Unbekannten lösen können. 

Als weiteres Beispiel zu diesem Verfahren sei ein anderes Zweibockgerüst mit 
seinen geometrischen Maßen gegeben (Abb. 47). Wir skizzieren wieder das Kraft
eck auf und suchen aus der Figur analytische Beziehungen zur Berechnung der 
Stabkräfte81 und8 •. Wir finden eine ganz einfache Beziehung aus der Ähnlichkeits
betrachtung der geometrischen Figuren ~ 
der Kon,struktion und des Kraftecks. ~ 

P :81 =AB :AC = 1: 2, IP"'-..r~ 
8 1 =2P ~ ~z 

~ ~ 1 ~ 

P : 82. = 1 : ~ Abb_ 47. Zur graPho.~alytiSChen Behandlung 
8. = 2,236 P. eines Bockgerüstes. 

Das Verfahren ist also tatsächlich ein rein rechnerisches, bei dem keinerlei 
zeichnerisches Handwerkszeug gebraucht wird; die Skizze des Kraftecks dient 
nur zur Ableitung von Beziehungen, mit denen der gesuchte Wert errechnet 
wird. Es gehört bei diesem Verfahren eine gewisse Gewandtheit dazu, jeweils 
die einfachste Rechnungsdurchführung zn erkennen. 

An Hand der Abb. 47 sei noch auf eine Beziehung hingewiesen, die besondere 
Bedeutung für Kräfte im llaAJ..me hat. Die Projektion der Stablänge @ im tech
nischen Bild auf die lotrechte Richtung ist durch die Länge ABgegeben, die 
Projektion der Stabkraft 8 2 im Krafteck auf die vertikale Richtung durch 0 1; 
die Ähnlichkeit der Dreiecke ergibt, daß siek die 8tablänge zu ihrer Projektion 
verhält wie die 8tabkmft zu ihrer Projektion auf die glewhe Riohtung (Komponente). 
Dieser Satz gilt allgemein, wie sicb aus der Betrachtung- des technischen Bildes 

Xi 
und des Kraftecks erkennen lißt. Der früher gewonnene Ausdruck Xi = 8 i • T 
ist in dieser Aussage enthalten. • 

13. Projektionsverfahren. Bei dem unter Nr. 11 betrachteten analytischen 
Verfahren hatten wir als Lösungsweg ~wei Gleichungen mit zwei Unbekannten 
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gefunden, bei dem Verfahren unter Nr. 12 dagegen zweimal eine Gleichung mit 
jc einer Unbekannten. Solche Gleichungen lassen sich auch erreichen durch Ein
führung zweckmäßig gewählter Richtungen für die Komponenten statt d!'r seit-

if-.,., .:Y her verwandten x- und y-Richtung. Wollen wir z. B. 
)'-.. .-(" (Abb. 48) nur 8 1 berechnen, so müssen wir eine Glei-
Ii? __ ~ 1 _ _ chung aufstellen, in der 8 2 verschwindet. Das gelingt 

1:;;: '. ~ uns, wenn wir eine Richtung wählen, in der 8 2 keinl' 
o .' P Komponente aufweist, das ist die Richtung I-I 

senkrecht zu 8 2 ; wir haben dann die Projektionen aller 
Kräfte, die im Gleichgewicht stehen sollen, für diese 
Achse zu bilden und die Summe aller dieser Kom
ponenten in Richtung der Achse I-I gleich null zu 

Abbiat~~nD~i~r~~~~~rer. setzen. Die Gleichung wird wie frühEr angesetzt, in-
dem wir einerseits für die Stabkraft 81 zunächst die 

Richtung als Zugstab einführen, andererseits nach einer Seite der Achse das 
positive Vorzeichen festlegen (hier nach rechts oben). 

p . cos 50° - 8 1 , cos 15° + 8 2 .0 = O. 

Wii' erhalteI1 also eine Gleichung mit einer Unbekannten. 
Wollen wir 82 berechnen, dann wl'rden wir 8 1 aus der Gleichung heraus. 

bringen, indem wir die Komponenten für eiD<' Achse sl'nkreeht zu 8 1 ansetzen, 
d.i.Acl.lse lI-lI. Die Gleichung lautet, wenn man zunächst auch hier einen Zug. 
pfeil für 8 2 einführt und die positive Richtung von II nach rechts unten wählt: 

p . cos 25° + 8 1 • 0 + 8 2 , cos 15° = O. 

Was wir nun hingeschrif'ben haben, ist lediglich -eine Darstellung d('r Gleich
gewichtsbedingungen : die Summen de·!' Komponenten aller Kräfte für zwei be
liebige Achsen müssen vprschwinden. Es ist natürlich nicht die einzelne Kraft 
zerlegt in die Richtungen I-I und.II-II, sondern erst wurde jede Kraft zerlegt 
gedacht in Richtung I-I und senkrecht dazu, aber nur die erste Komponente 
benutzt; dann wurde jede Kraft zerlegt gedacht in Richtung II-II und senkrecht 
dazu und wif1derum nur die erste Komponente verwandt. Die Gleichungen sind 
nun "0 aufgebaut, daß in jeder nur.eine Unbekannte vorkommt. Wir erhalten: 

8 1 = P . c0'.501<: (Zugkraft), 
co~ v 

8 2 = _p. ccs21~: (Druckkraft). 
cos u 

Wir sparen also bei diesem vierten Verfahren gegenüber dem zweiten Pechenarbeit, 
müssen aber bei Aufstellung der Gleichungen mehr Denkarbeit leisten. Das 
zweite Verfahren andererseits ist schematischer in der Anwendung, erfordert aber 
dafür mehr Rechenarbeit. 

Das na.ch dem Projektionsverfahren gewonnene Ergebnis für die Stabkräfte 8 1 

und 8 2 muß natürlich mit demjenigen des dritten Verfahrens übereinstimmen, 
da es sich in beiden Fällen um das gleiche Beispiel handelt. Das ist aber auch der 
Fall, denn es ist cos 50° = sin 40° usw. 

Es läßt sich noch ein fünftes Verfahren zur Ermittlung der Stabkräfte im 
zweibeinigen Bockgerüst aufstellen, das wir aber noeh zurüekstellen müssen für 
ein späteres Kapitel; es sei als Momentenverfahren bezeiehnet. 

14. Sonderfälle bei Kräft!'JI der Ebene an dem gleichen Punkt. Da Sonderfälle 
von großer Bedeutung sind, möge im folgenden auf solche eingegangen werden. 

Wenn eine auf ein zweibeiniges Boekgerüst wirkende Kraft P in die Richtung 
pinps StabeH fällt (Abb. 49), wird sie.nm diesem Stab ganz aufgenommen und 
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der andere Stab erhält die Stabkraft :&1ill. Der Beweis ergibt sich sofort, wenn 
man die Summe aller Kraftkomponenten in Richtung senkrecht zum Stab Ci) 
aufstellt: 

Sz·cos(X = O. 

Da aber cos (X nicht gleich Null ist, muß S2 gleich Null sein. Nachdem dies fest
stelit, liefert die Komponentenbedingung für die Richtung des Stabes Ci) un
mittelbar SI = P, wobei SI bei der hier 
wirkenden Kraft Druck ist. Das gleiche ~p . 
Ergebnis findet man, wenn man für 1 

den Punkt 0 das Kraftdreieck zeichnet: . \ (I) 
man hat (Abb.49b) durch den eint'n a ...k b 
Endpunkt von P die Parallele zu Ci) .' 
zu ziehen, durch den anderen die Par- Abb. 49. Die Last fällt in .RiohtUng eines Stabe •. 

allele zu ®; man erkennt, daß das Dreieck auf ein Zweiseit (Gerade) zusammen
schrumpft mit dem Ergebnis SI = P und Sz = O. Ein derartiger Belastungs
fall, daß an einem Knotenpunkt mit zwei Stäben die äußere Kraft in die Hieh
tung des einen Stabes fällt, kommt bei Stabsystemen vielfach vor. 

Wirkt auf das Bockgerüst überhaupt keine Kraft, ist also P gleich Null, 
dann entsteht in den beiden Stäben keine Spannung oder, anders aU8gedrückt, 
in den Stäben tritt eindeutig die innere Kraft Null auf. Da P gleich Null, schrumpft 
nämlich das zugehörige Krafteck in einen Punkt zusammen, also haben die 
Parallelen zu den Stäben CD und ® die Größe Null. Man findet natürlich dicsetl 
Ergebnis auch sofort aus den Komponentenbedingungen, da hier ein Sonderfall 
von dem der Abb. 49 vorliegt. 

Eine Sonderanordnung des Zweistabsystems ist die, daß die beiden Stäbe in 
die gleiche Gerade fallen. Falls nun eine Kraft P in der Linie der Stäbe wirkt 
(Abb. 60), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung, s P -l' 

wenn zunächst Zugpfeile am Punkt 0 eingetragen l' Ci) 0 ~ ';t; 

werden: 
SI + P = S2 oder S2-S1 = P. 

Abb.60. Sonderfall eines· zwei· 
belnlgen Bockgerfistes. 

Eine. weitere Aussage kann man über die Größen SI und S2 nicht machen, d. h. 
die Aufgabe ist unbestimmt. Wir haben hier zwei Unbekannte, aber, weil alle 
Kräfte in derselben Geraden liegen, nur eine Gleichung. Eine Aufgabe, bei der 
mehr Unbekannte vorliegen, als statische Gleichungen l/:ur Verlügung stehl'n, 
nennt man statisch unbestimmt; sie kann auf dem Wege der Statik allein nicht 

a ~_-,,(j),,--.....(l>-p ---,(j)--~ ~-9=)s;:~;::::=::lt;::P :=:::=="1*=( =--<~ c 
\ ® 

1 s,-oo 

b '---""--_,sz-oc:. 

Abb. 51. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgerüstes. 

gelöst werden. Wirkt auf das gezeichnete Bild keine Kraft, itlt also P = 0, so 
epgibt sieh lediglich SI = S2' aber keine Aussage darüber, wie groß die einzelnen 
Kräfte sind. Sie brauchen nicht gleich Null zu sein. 

Wenn auf dieses Stabsystem eine lotrechte Kraft wirkt (Abb. 51a), ergeben 
sioh ganz andere Verhältnisse. Die Aufstellung der Komponentengleichung für 
die waagerechte Richtung liefert SI = S2' aber in lotrechter Richtung kann die 
Summe dpr KomPQnenten gar nicht verschwinden, denn es wirkt ja P allein in 
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dieser Richtung. Da aber im Gleiehgewichtsfalle die Summe der Kraftkompo
nenten in jeder beliebigen Richtung verschwinden muß, so kann eben hier kein 
Gleichgewicht herrschen, solange die Stäbe in die gleiche Richtung fallen. In 
Wirklichkeit sind allerdings die Stäbe mehr oder weniger elastisch, untf'r dem 
Einfluß von P wird der Punkt ° bei der Nachgiebigkeit der Stäbe etwas ver
~('hoben und die Stäbe CD und ® laufen nicht mchr parallel (Abb.51c). Sie 
schließen aber einen sehr großen -Winkel ein und so entstehen ;.;phr große Stab
kräfte; man hat die Komponentenbedingung : 

8 1 • sin y + 8 2 . sin y = P, 
~ . P 

8 1 + 8 9 = -.-: .. slny 

da y ein sehr klpinpr Winkel ist, werden die Stabkräfte sehr groß. Das erkennt 
man auch sofort .tus dem Kraftdreieck. Wird nun der Winkel y = 0, so entsteht 

8 1 + 8 2 = CXJ, 

und da andererseits beide Kräfte gleich groß sein sollen, wird jede dieser Stab
kräfte unendlich groß. Das zeigt auch das Kraftdreieck : da die Parallelen zu 

__ -=-__ ~' "<;>.1:' den Stabkräften mund ® sich erst im Unend-
r. lichen schneiden (Abb. 51 b), w.erden sie beide 

j., l' @ I> entweder + CXJ oder beide - CXJ. Das würde bl'-
~r ~.JJ....-~---<l(F sagen: Gleichgewicht kann nur bestehen, Wenn 

I 

~Pc«.";

s: die Stabkräfte selbst unendlich groß werden oder, 
anders ausgedrückt, wenn die Stäbe unendlich 

s,-.sz-oo große Kräfte übertragen könnten. Das ist aber 

S2 

Abb. 52. Sonderfall eines zwei
beinigen Bockgerüstes. 

praktisch nicht möglich, infolgedessen ist kein 
Gleichgewichtszustand vorhanden. Immer dann, 
wenn unendlich große innere Kräfte auftreten, liegt 
der Fall einer (mindestens unendlieh kleinen) Bp
weglichkeit vor. 

Wirkt auf zwei Stäbe in derselben Geraden am Knotenpunkt eine schräg
gerichtete Kraft (Abb. 52), so ergibt sich wieder für die inneren Kräfte 8 1 und 8 2 
ein unendlich großer Wert, aber jetzt ist 8 1 nicht mehr gleich 8 2 , sondern cs i~t: 

8 2 - 8 1 = P . cos IX , d. h. CXJ - CXJ = P . cos IX • 

(CXJ - CXJ) gehört zu den unbestimmten Zahlen wie auch die Größen 0· CXJ, 0/0, usw. 
Solche unbestimmten Ausdrücke können einen beliebigen Zahlenwert annt:hmen; 

p sie sind also, als allgemeine Größen ge

~-.;:::Il,.,~ 

a 

'~ ;- 0P!')f! u'J -.52 

" +.& ;sr 
p 

b c 

sehen, vieldeutig, erhalten aber in einer 
bestimmten Aufgabe einen eindeutigen 
Wert. Dieser eindeutige Wert ist hier 
gerade P . cos lX. In der Mathematik 
sagt man: wenn ein bestimmter Grenz
übergang bei diesen unbestimmten 
Größen vorgenommen wird, entsteht 
ein eindeutiger Wert. 

Abb.53. Dreibeiniges BockgerÜBt in der Eben~. Falls drei unbekannte Stabkräfte 
in der Ebene an demselben Punkt 

vorliegen (Abb. 53), dann ist die L6sung vieldeutig, da den drei Unbekannten nur 
zwei Gleichgewichtsbedingungen gegenüberstehen. Wir haben also wieder (·in 
statisch unbestimmtes System. 

Wenn .auf ein solch ebenes dreibeiniges Bockgerüst eine Last P in Richtung 
einl's Stabes wirkt, so braucht durchaus nicht diese Stabkraft gleich P zu sl'in, 
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sondern weil es sich um eine statisch unbestimmte Konstruktion handelt, kann 
8 2 ganz verschiedene Werte aufweisen. Man kann 8 2 willkürlich wählen und hat 
erst damit die anderen Stabkräfte 8 1 und 8 a bestimmt. In Abb. 53b ist für 
8 2 eine Zugkraft gewählt und in Abb. 53c eine Druckkraft für 8 2 eingeführt. 

Wirkt nun auf ein solches Stabgebilde keine Kraft, also P gleich Null, so 
muß die Aufgabe auch unbestimmt sein. Unter Einführung von Zugpfeilen lauten 
die Komponentenbedingungen : 

-81 COSLX1 - 8 2 COSLX2 + 8 a COSLXa = 0, 
8 1 sin LXI + 8 2 sinLX2 + 8 a sin LXa = O. 

Erst nach Annahme einer der drei Kräfte sind die beiden anderen bestimmt. Da~ 
zeigt auch die graphische Behandlung. Nimmt man etwa 8 2 = 0 an, so werden 
auch die beiden anderen Stabk.äfte Null. Es brauchen also hier die Stabkräfte 
durchaus nicht Null zu werden, können es aber sein. Wenn die drei Stäbe ganz 
genau die vorgeschriebene geometrische Länge haben und bei gleicher Temperatur 
aufgebaut werden, so werden zunächst 'keine Stabkräfte auftreten. Wenn aber 
dann etwa der Stab ® sich erwärmt, dagegen CD und @ nicht, dann sucht sich 
der Stab ® auszudehnen. Er übt auf den Punkt 0 eine Kraft aus, und dieser Ein· 
wirkung setzen die Stäbe il' und @ Widerstand entgegen; so 
entstehen also Stabkräfte. Das gilt für alle statisch uno 
bestimmten Konstruktionen: allein durch Temperatureinflüsse 
entstehen in ihnen innere Kräfte. Be\, statisch bestimmten 
Konstruktionen ist dies nicht der Fall: Wenn etwa in Abb. 54 
der Stab (1) eine Temperaturerhöhung erfahren würde, dann 
könnte sich dieser Stab ungehindert verlängern. Der Punkt 0 Abb. 54. 

würde dabei einen Kreisbogen um den Endpunkt 2 (Gelenk!) )',w,·ibeinigc.Bock-
gl'lüst ohne LQst. 

beschreiben und so eine neue Lage einnehmen, die durch die 
größere Stablänge): und die Stablänge 12 bestimmt ist. Aber diese Bewegung 
geht hemmungslos vor sich, sofern in dem Drehpunkt keine Reibung auftritt. Im 
Stab ® wird kein Widerstand entstehen, also beide Stabkräfte bleiben Null. 

Auf folgende Sonderfälle, die für größe~e Stabsysteme Bedeutung haben, sei 
noch besonders hingewiesen; sie sind auch alle vieldeutig, erlauben aber, eine 
Stabkraft eindeutig zu bestimmen. Für die Anord. 
nung der Abb. 55 ergeben sich unter Einführung 
von Zugpfeilen die Komponentenbedingungen : 

P + 8 2 cos LX = 0 
und 8 1 + 8 2 sin LX - 8 a = O. 

Aus der ersten Gleichung ergibt sich 8 2 eindeutig 
als Druck, die letztere liefert die Differenz von 
8 1 und 8 a: 8 8 

1- 3= +P·tgLX, 

Abb.55. Sonderfall eines llrpi
beinigen ebenen }Jockgt'rüstt.''''' 

aber nicht den Einzel. \\'l""'"'~~",;;",?~....;::p...--.('Jf, 
wert der beiden Stab. ''\ ,\. 
kräfte. Wirkt über. 
haupt keine Last, also 
ist P gleich Null, dann 

Abb 56. Sonclerfan eine. drei· tritt auch im Stab '2' Abb, 57. SonderfaJJ eine. drei-
beinigen ebenen Bockgerü.t".. W beinipn ebencu Bod,gcrüstcs. 

keine innere Kraft auf, 
wohl aber werden die Stäbe (1) und @ gleich große Kräfte erhalten, die allerding!; 
a.uch Null sein können. Wirkt eine Kraft in Richtung der beiden Stäbe (Abb. 06), 
dann tritt in Stab ® eindeutig die Stabkraft Null auf. Fällt aber P in Richtung 
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des Stabes ® (Abb. 57), dann erhält dieser Stab eine Druckkraft P, während 8 1 

und 83 wieder gleich groß sind, wie sieh aus der Komponentenb.: dingung für die 

p 
P, Il! 

Richtung senkr.echt zu P ergibt. Natürlich kön
nen diese beiden Stäbe auch frei von Kraft sdn. 

Alle diese Fälle sind von Bld~utung bpi Ge
bilden, die aus Stäbpn zusammeng('~t tzt sind. 
In Abb. 58 bleiben die Stäbe 1, 2, 9, 14, 17 

p ohne weiteres spannungsfrpi, die Stäbe 5 und 13 
erhalten dagegen ein(· innere Kraft von der 
Größe P1 bzw. P2 . 

Abb.58. Stabsystem, bei dem ver
schiedene Stäbe keine Kratt erhalten 

Vbungsaufgaben. 
1. Aufgabe. Eine Lampe von gegebenem Gewicht hänge an zwpi Kabeln 

mit gegebener Länge ~ und /2 fest; gesucht sind die Iüäfte in den Kabeln (Abb. 59). 
Lösung. Wir haben ein geometrisch fest-yt lif'gendes Gebilde. Die Kabelkräfte 81 und 

I 8 2 müssen mit Q im Gleichgewicht stehen. 
Die Lösung ist verschiedenartig möglich. 

81 
! 
1 o'--/zm 
I e &I{O](9 

b------_ 
.r 

b 

Abb. 59. übungsbeispiele . 

a) Analytische Lösung nach den angegebenen Formeln (10). Die Koordinaten 
und Stablängen sind gegeben durch 

Xl = -4,0 Y1 = +3,0 /1 = Vx~ +'y~ = 5,0 m, 
xa = +2,0 Y2'= +3,0 l2 = Vx~ + Y~ = 3,6 m. 

Die wirkende Last Q hat die Komponenten X = 0, Y = -Q = -40 kg. Die 

Gleichungen 81 8. + X 0 
Y' . Xl + T xa =, 

gehen über in 

daraus findet sich 

1 • 

~' .. Y1 + 8. Y2 + Y = 0 
1. l. 

- :.~ . 4,0 + :,~ . 2,0 + 0 = 0, 

:.~. 3,0 + :,~. 3,0-- 40 = 0; 

81 4 44 -, s. 89 k ! 6,0= , kgjm, 36=8, gm, 

Sl --" 22,20 kg, 8 2 = 32,00 kg. 
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Beide sind positiv, stellen also beide Zugkräfte dar, was ja zu erw&lten war. 
Die Kräfte SI und Sa wirken auf den Knoten 0, ebenso wirken sie auch ver
mittels der Kabel auf die an'\:l.eren Endpunkte 1 und 2 als Zugkräfte ein. Die 
Kraft in ® ist gleich S. und wirkt sowohl auf die Rolle 2 wie auch auf den unteren 
Befestigungspunkt 3. Man kann .natürlich SI und 132 analytisch auch dadurch 
finden, daß man die Kräfte selbst am Punkte 0 unmittelbar betra.chtet und die 
Gleichgewichtsbedingungen aufstellt (Abb.59c) 

.IX. = 0: 

.IY. = 0: 
SI' COSIX = 13.· cosß, 
SI' sinlX + 82 , sinß -Q = O. 

b) Reine graphische Lösung. Man wählt einen beliebigen Kräftemaßst&b und 
zeichnet das Krafteck aus Q und den Parallelen zu CD und ® (Abb. 59d). Die 
gefundenen Seiten dps Kraftdreiecks ergeben. die Größen SI und 132 unter Berück
sichtigung des gewählten Kräftemaßstabes. Die Richtungr:.pfeile sind durch den 
Umfahrungssinn bestimmt und an dem Punkte 0 einzutragen (Abb. 59b). Unter 
Benutzung des hier gewählten Kräftemaßstabes findet sich 

SI = 22,2kg 

und 132 = 32,Okg. 

c) Grapho-analytische Lösung. Man zeichnet das Krafteck flüchtig hin, um 
daraus eine analytische Bestimmung abzulesen. Es findet sich nach Abb.59d 

SI. sin (90 - P) cosl1 
Q = sill(a +P) = sin(a + ß)' 

SS sin(90-Cl) CCRa;. 

'Q- = ~in ((). + P) .iIl (IX + P) , 

so sind zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten gewonnen, während unter a) 
zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten auftraten. Nach der Abb. b9a ist 

4,0 
eot' IX = 77':'=:=:=="""" Va,o' + 4,0' ' 

cosß= 2.0 
Vz,O' + 3,0' ' 

sin (IX + ß) = sin IX eos ß + eos IX sin {J = 3,0· 2,0 + 4,0·3,0 
V 4,0' + 3,0' . V2,0' + 3,0' 

Man findet damit 

und 

Si 0 ,,-v= ,uo 

~. = 0,80. 

2. Aufgabt,. Die vorhergehende Aufgabe möge nun etwas verändert werden. 
Es soll nämlich die Lampe hochgezogen werden mit einer Kraft P, die praktisch 
vermittels einer Handwinde ausgeübt werden kann. Wie groß i~t die Kraft in 
v('rsehiedenen Höhenlagen dl'r Lampe, d. h. ",ie stellt sich P in Abhängigkeit 
von IX dar 1 Die Länge l des linken Kabels soll konstant bleiben (Abb. 60). 

a) Analytische Lösung. Was vorhin SI war, ist jetzt 13 .. , und was Sa war, 
ist nun P. Unter dieser Berücksichtigung hat man nach der unter c) entwickelten 
Formel: 

P= . cosa 
Q sin(a+p)' 
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Damit ist P abhängig von IX und ß dargestellt. Es muß noch eine Bestimmung 
zwischen IX und ß angegeben werden. Es ist 

t ß _.!!:.... _ 4,O·sin.x 
g - b - 4,& - 4,0 . co,.x • 

Wir haben damit zwei transzendente Gleichungen gefunden. GIUndsätzlieh 
könnte man für verschiedene Werte IX den zugehörigen Winkel ß aUIl der letzten 

p 

;, ~ io t5 4Qm. 
At>b. 60a und b. Übungsb,·ispiel. 

,I 
'8 

Gleichung ausrechnen und würde dann mit der ersten Gleichung tatsächlich P 
für die verschiedenen Werte IX erhalten. Man erkennt, daß eint' umfangreicht' 
Rechnung damit verbunden ist. 

P(kgll b) Die gra'[ihiBChe Lösung ist bequemer durchzuführen. Wir tragen 
. (Abb.60b) von einem Punkte A aus auf der Waagerechten die ge

gebene Strecke 4,5 m auf und schlagen um A einen Kreisbogen mit 
der gegebenen Kabellänge 4,0. Für einen beliebigen Winkel IX 

11101 i 
10. 1 

80~ I 
7O~ i 

i' 
60 I' 

5O~1! 

10 

c 

können wir dann die Lage der Lampt' einzeichnen, indem wir unter 
IX einen Radius ziehen und den Kreisschnittpunkt C mit dem End
punkt B verbinden. Tragen wir nun anderel"!!eits auf einer Lot
rechten durch A die Kraft Q in einem beliebigen Kräftemaßstab 
(gleich A D) auf, so erhalten wir daR der gegebenen Lage entsprt'. 

chende Kraftdreit'ck ADE, indem wir die 
nnter IX gezogent' Gerade benutzen und 
andererseits durch den unteren Endpunkt D 
von Q eine Parallele zur Geraden C B ziehen. 
Der Schnittpunkt E lit'fert die Größe von SI>, 
indem S" = AE ist. Man führt dieses nun 
für die Strahlen S" bei den verschiedenen 

.. Winkeln IX aus, bekommt immer in ein
fs·chster Weise die Endpunkte E und damit 
die jeweiligen Kabelkräfte S". Andererseits 

sind die Strecken E D stets ein Maß für 'die zu dem betreffenden Winkel IX zu
gehörige Kraft P. Für IX;= 0 werden beide Strahlen sowohl EA wie ED un
endlich groß. Die Endpunkte E sind in der Abb. 60b durch eine Kurve ver
bunden, und in Abb. 60c sind die erhaltenen Werte P abhängig von IX in eintm 
rechtwinkligen Koordinatensystem aufgetragen. Man erkennt auch hier, daß für 
IX = 0 die Kraft P unendlich groß wird. 

o f(J 

Abb.60c. ÜbungsbeispleI. 
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3. Aufgabe. Wie groß ist bei dem Ladebaum der Abb. 61 der Windenzug W, 
der Seilzug Z und die Kraft D in der Strebe Y 

Auf die Rolle a wirken Q und zwei Seilkräfte in..'!. und ®; beide müssen Qj2. 
sein. An Rolle b greifen diese heiden Seilkräfte Qj2 an, ferner die Seilkraft W, die 
ebenfalls Qj2 sein muß, und 
die Kraft in dem kleinen 
Verbindungsseil bc. Da SI 
durch den Rollenmittelpunkt 
geht, und die Resultierende 
aus S2 und Webenfalls durch 
diesen Mittelpunkt läuft, 
geht auch die Resultante R 
aus SI' S2' JV stets durch 
den Mittelpunkt der Rolle b. 
Das Halteseil bc stellt sich 
in Richtung dieser Resul
tierenden ein und hat eine 
Zugkraft gleich dieser Resul
tanten R. Wir können dem
gemäß auch sagen, die Resul
tierende aus SI , S2' W wirkt 
im Punkte c. Sie muß im 
Gleichge'\licht stehen mit Abb. Ill. ttbllng.bei.pi~l. 

den Kräften D und Z. Die Resultierende R ist durch das Krafteck SI' S2' -W ge
funden, wobei R dem Umfahrungssinn entgegengesetzt läuft; andererseits sind 
die Kräfte Z und D aus dem Kraftdreieck RDZ bestimmt, und zwar unmittelbaI" 
durch den Umfahrungssinn. Es ergibt sich für Zeine Zug- und für Deine Druck
kraft. Diese Kräfte Z und D wirken auch auf den :Mast des Ladebaums ein. 

An dem Mast greifen.also an: die eben ermittelten Kräfte Z, D, außerdem W. 
Durch diese Kräfte werden im Mast nicht nur Längskräfte bewirkt, sondern es 
treten noch andere Beanspruchungsgrößen auf, ~uf die später eingegangen wird. 

111_ Kräfte im naum. 
Unsere l!Ieitherigen Betrachtungen bezogen sich alle auf Kräfte in der Ebenp 

an einem Punkt. Die geringste Zahl von Kräften, die im Raum betrachtet werden 
kann, ist drei, denn zwei Kräfte, die durch einen Punkt gehen, liegen immer in 
einer Ebene. Von dieser einfachsten Aufgabe 
gehen wir aus und werden auch hier wieder 
ein graphisches und ein analytisches Verfah
ren der Behandlung der Kräfte kennenlernen. 

10. Geometrische Zusammensetzung VOll 

Kräften im Raume und GMchgewicht. Ge- olwe.;..+-----
geben seien drei durch einen Punkt gehende 
Kräfte PI' Ps und Pa nach Größe und Rich
tung (Abb. 62a). Sie sollen zu einer Resul
tierenden zusammengesetzt, also durch eint, 
einzige Kraft R ersetzt werden. Der Gedan

a 
b 

kengang der Lösung ist folgender: es läßt sich Abb. 62. Kii~h~~~'::;:::~~d ,m,l rilwn· 

durch PI und Ps eine Ebene legen, in der die 
heiden Kräfte mittels des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte zu einer Teil
resultierenden Ru zusammengefaßt werden können (Kraftdreieck 0, 1, 2). Diese 
Teilresultierende R12 und die Kraft Pa liegen wieder in einer Ebene, sie lassen sich 

3 SChlink, Statik. 4.11.5. Aufl. 
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also in ihrer eigenen Ebene (Kraftdreif'ck 0, 2, 3) zusammenSf'tzen zu R, die die 
Rcsultantc odcr "Ersatzkraft" für Rl2 und Pa darstellt. Da aber RI2 dic Kräfte 
1\ und P2 ersetzt, ist R die Resultierende von PI' P 2 und Pa. 

Wenn wir das nun entstandene Bild durch Parallelenziehen vcrvollständigcn, 
('ntsü·ht ein Parallelepiped, in dem R die Raumdiagonale und die Kräftc Pl' P2 

und Pa die Kanten darstcllen. Wir können also sagen: 
Bei drei räumlioh angeordneten Kräften duroh einen Punkt ist die Resultierende 

duroh die Raumdiagonale des mit den drei gegebenen Kräften als Kantenlängen 
f,,'onstruierten Parallelepipeds bestimmt. Sind die drei Kräfte PI' P2 und Pa vom 
Angriffspunkt weggerichtet, so geht auch die Resultante vom Punkt weg, und 
umgekehrt. 

Fragen wir uns nun an Hand der entstandenen Figur: wie kann dcr Endpunkt 
der Eesultierenden am einfachsten festgelegt werden 1 Wir können offenbar den 
Punkt 3 dadurch gewinnen, daß wir dic drei gegebenen Kräfte unter Berücksich
tigung ihrer Pfeile aneinandertragen ; es entsteht der räumliche Kräftezug 0, 1, 
2,3 (Abb. 62b). Wir bekommen also wieder ein Krafteck, das genau so definiert 
ist wie in der Ebene, aber es handelt sich jetzt um ein räumliches Krafteck 0, 1, 
2, 3. Auch die Aussage der Ebene: die Rcsultierende läuft dem gegebenen Um
fahrungssinn entgegengerichtet, stimmt bei dcr Zusammensetzung der drei 
Kräfte im Raum. Selbstverständlich kann dieses räumliche Krafteck auch wieder 
als besondere Figur gezeichnet werden. 

Haben wir nun vier oder noch mehr Kräfte an einem Punkt im Raume wir
kend, dann stellt deren Zusammensetzung nur eine Erweiterung des Verfahrens 
dar, denn eine weitere Kraft P4 kann mit der Resultierenden der drei ersten Kräfte 
wieder zu einer neuen Resultanten zusammengefügt werden usw. Wir erhalten 
also den Satz: 

Um Krafte im Raum mit gemeinsamem Angriffspunkt zu einer Resultierenden 
zu vereinen, fügt man die Kräfte unter Berücksiohtig1fng ihrer Richtungspfeile zu 
einem räumliohen Krafteck zusammen und zieht die Schlußlinie ein. Diese, mit 
dem Richtungspfeil dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stellt die 
Resultierende aller Kräfte nach Größe und Richtung dar. Ihre Lage ist dadurch 
bestimmt, daß sie durch den gcmeinsamen Angriffspunkt der gegebenen Kräfte 
hindurchgeht. Der Unterschied zur Ebene liegt nur im räumlichen Charakter des 
Kraftecks. 

Soll eine solche Aufgabe praktisch durchgeführt werden, wird man mit Grund
riß und Aufriß arbeiten. In Abb. 63a, b sind fünf Kräfte im Raume durch ihre 
Projektionen gegeben; Abb. 63 c stellt den Aufriß des räumlichcn Kraftecks dar; 
Abb. 63d den Grundriß. Damit ist die Resultierende R in Grund- und Aufriß ge
funden. Die Ermittlung der wahren Größe ist in der gesonderten Abb. 63e an
gegeben. 

Die Frage nach dem Gleichgewicht von Kräften im Raume um den gleichen 
Punkt ist auch sofort zu beantworten, wenn man bedenkt, daß wieder die Ge
samtresultierende verschwinden muß. Es ergibt sich der Satz: 

Gleichgewicht besteht bei Kräften im Raume durch einen Punkt, wenn der letzte 
Punkt des aus den gegebenen Kräften entstandenen Krafteoks mit dem Anfangs
punkt zusammenfällt oder, anders ausgedrückt, wenn das zugehörige räumliche 
Krafteck geschlossen ist. 

Ebenso wie wir drei Kräfte im Raum zu einer Resultierenden zusammen
gesetzt haben, können wir auch umgekehrt eine Kraft in drei Komponenten 
eindeutig zerlegen. Daß diese Aufgabe eindeutig lösbar ist, geht aus d€m Kräfte
parallelepiped hervor: bei einer gegebenen Kraft P und drei gegebenen Richtungs
linien gibt es nur ein Parallelepiped, das die gegebene Kraft als Raumdiagonale 
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hat und dessen Kanten mit den gegebenen Richtungslinien zu~ammenfallen. Die 
gegebene Kraft P ist dann die Resultierende der gesuchten Komponenten. 
Was in der Ebl·ne die Zahl 2 bedeutete, bedeutet jetzt im Raum die Zahl 3. 
Auf dIese Zerlegungsaufgabe wird später noch eingegangen. 

P/ PI J 

~ R \ 
\ 
ZI/ 

e 

Ir 
Abb.63. Graphische ZuaammensetzULg von Kräften im RaulIl. 

16. Analytische Zusammensetzung der Kräfte im Raum lind Gleichgl'wi(·ht. 
Dl'll Ausführungen der Ebene entsprechend haben wir jetzt als Grundaufgaben : 
f'inerseits die Zusammensetzung dreier aufeinander senkrechten Kräfte X, Y,.z 
zu piner Resultierenden B, andererseits die Zerlegung ('iner Kraft P in drei Kom
poll('nten X, Y, Z. 

1. Gegeben sind drei 
aufeinander senkrecht 
~tehende Kräfte X, Y, Z; 
gesucht ist ihre Resultie
rende nach Größe und 
Richtung (Winkel (XR, PR 
lind 1'1/)' 

B ist dargestellt durch 
die Hauptdiagonale des 
rechtwinkligen Parallel
ppipeds (Abb. 64). B' ist 

a b 

Abb.6l. Zusammensetzung dreierlotreehter Kratte. 

die Resultierende aus X und Y. Da X und Y senkreeht aufeinanderstehen, ist 
B' Diagonale in einem Rechteck, läßt sich also ausdrücken durch: 

B/2=X2+ Y2 

Weiter steht Z senkrecht auf der Ebene X Y und bildet mit B' und den Parallelen 
zu Z und B' ein Rechteck, dessen Diagonale die Größe B ist, also 

W = B/2 +Z2. 
3* 
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Für R' den obf'n erhaltenen 'Vert eingesetzt, erhalten wir als Ausdruck für die 
Größe der Rpsultierendpn: 

(11) 

Um dit, Richtung~winkd dN He~ultiert'nden bestimrnpn zu kömwn, betrachten 
wir die Ebenen, in denf.'n diese Wink(·l liegen, z. B. das rpchtwinklige Dreieck 
r, K, R (Abb. ü-!b), in (h'rn der Winkd ßR liegt. Daraus geht hervor, daß 

r 
('0" r) Ji ~.O 71 

ist. Enbpn'chend finden wir dit· Hndl'rt'n Winkel aus ihren zugehörigen Drt'i. 
ecken: es ist also 

X 
('os:\" =j{: 

r 
eo:-\ßR -=.- R ; 

Z 
COKY" = j{' (12) 

Dabf'i sind AR d('r Winkel, den die Resultierende mit der positiven x-Richtung 
einschließt, ßR und YR dip Winkel, die R mit dN positiven y- bzw. z-Richtung 
bildet. Die drei Winkel hängen, wie schon früher erwähnt wurde, zusammen: 

cos2 ,,\u "' cos2 ßR -T- cos2Yn = 1. 

Daß dieses richtig ist, erkennen wir sofort, wenn wir di(' obigen Werte für ('os <XR, 

cos ßa und cos YR f'insetzEn: 

Die .Formeln der Ebenp müsspn natürlich als Sonderfall des Raumes geschrieben 
werden können, Wenn wir dip Z-Komponente verschwinden lassen; es ist (Abb. 65) : 

'r>tJ 
X 

('OS,:\,: = R ; 
y 

COSPR = R' 

Da aber eosßR = siniXR, entsteht: 

. r 
SIniXR = 7i ; 

das sind aber die früheren Formeln. 

. X 
Ahh. 6;5, Zusam
uren hang von Kräf
ten <leI' Ebene und 
d('s RaUlll(>sbel ßi]· 
dung tier ResuJtiC'· 

I'(·ndeu. 2. Nun zur umgekehrten Aufgabe: Die Kraft P sei gegeben 
nach Größe (P) und Richtung (iX, ß, y, wobei eos2iX + eos2 ß 

, cos2 y = 1); gesucht sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft P. 
Wenn X, Y, Z die Komponenten der Kraft P sein sollen, dann muß um

gekehrt P die Resultierende VOll X, Y, Z sein, d. h. die gleichen Formeln wie bei 
der Zusammensetzung haben auch hier Gültigkeit: 

oder anders geAchrieben: 

ebenso 

X 
eosiX = p 

X= P'COSiX,) 
Y = P·cosß, 

Z = P·eosy. 

( 13) 

Mall kann also eine gegebene Kraft eindeutig in drei senkrechte Komponenten 
zerlegen. 

Nach dieser Vorarbeit können wir jetzt die altgemeine Aufgabe behandeln: 
Mehrere Kräfte, die im Raume an einem Punkt angreifen, sollen zu einer R<'sul
tierenden ZUsammengesetzt werden. 
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Gegeben: Die Größe der Kräfte PI' .. Pi' .. P", 
die Winkel, die die Richtung festlegen: IXIßI"I' .. "',ß'''i .. . IX"ß""" 

(Abb. 66); dabei sollen bedeuten: 

.xi = der spitze Winkel, den die Kraft Pi mit der x-Achse einschließt, 
Pi = der spitze Winkel, den die Kraft Pi mit der y-Achse einschließt, "i = der spitze Winkel, den die Kraft P, mit.der z-Achse einschließt. 

Selbstverständlich muß dabei beachtet werden, 
welche Vorzeichen den einzelnen Kraftkomponenten 
auf Grund der Kraftrichtung zukommen Die drei 
Winkel .x" j3i, Yi sind hierbei nicht willkürlich; es 
ist bei jeder Kraft Pi 

cos2 lXi + cos2 ß. + cos2 ". = 1 . 
GesUGht: die Resultierende nach Größe und Rich

tung, also Rund IXR, ßR und YR' 
Der Gedankengang, der uns zum Ziele führt, ist 

der gleiche wie in der Ebene Wir zerlegen jede 
Kraft in ihre drei Komponenten, el·halten dadurch 
dreimal n Kräfte in der gleichen Wirkungslinie, die Ahh.66.AIlalytischeZusammen· 

Ioil·tzung yon Kräften im Raum. 
wir addieren können. Die Zerlegung liefert: 

x, = Pi . COS IXi; Y i = Pi . cos ß,; Z, = Pi . cos y.; 

X n = p,,' e·081\.; Y" = p,,' cosß.; Z" = P n ' cos" •. 

In jeder Richtung werden die n Kräfte algebraisch summiert. Jede d,ieser Sum
men von Kraftkomponenten liefert eine Kraft, da es sich um Kräfte in der 
gleichen Geraden handelt: 

~ X. =, 1JI . cos IXI + ... Pi' Ct>s e<, + ... p,,' cos IX., 
~ Y i = PI'COSßI + ... p. 'COSßi + .... P".·cosß", 
Z ~i = PI . COS "1 + ... Pi . COl:l"i + ... POl . cos 1n. 

Diese drei Kräfte in der Xe, y- bzw. z-Richtung sind die Komponenten der Resul
tierenden. Wit bilden die Resultierende nach Gleichung (11) mit .I X. Ftatt X, 
.I Y i statt Y und .I ZLstatt Z: 

R = V-(_-::-:, ''''''X=-, ,-::)2-+-(_=-=' ' ..... Y-J-=-2 -+-.-:(.l=' ..... Z-;)2 , (14) 

"Z· 
COS "R = ""'R--' -

.\1it diesen Formeln ist die gestellte Aufgabe eindeutig analytisch gelöst. 

(15) 

17. Gleiehgewiehtszustalld von Kräften im Baume. Unter welchen Umständen 
stehen nun Ktäfte im Raum durch einen Punkt im Oleichgewicht 1 Diese Frage 
wird wieder gelöst durch die Antwort: wenn die Resultierende verschwmdet, 
d. h. Wenu R = O. Das ist aber nur der Fall, Wenn jedes. Glied der Summe unter 
der Wurzel verschwindet, wenn also: 

.IX. = 0; ~Y. = 0; .IZ. = O. (16) 

Das sind im ganzen drei Glflichgewichtsbedingungen. Wir sehen also hier be
stätigt, was sehon beim Parallelepiped gesagt war, daß zur Eindeutigkeit der 
Aufgabe drei unbekannte Kräfte nötig sind, denn wenn wii' eine Kraft eindeutig 
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in drei Komponenten zerlegen können, müssen auch (bei Umkehrung der Kom
ponenten) drei unabhängige Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sein. 

Der Gleichgewichtsfall der Ebene ist natürlich als Sonderfall m den drei 
Gleichgewichtsbedingungen des Raumes e-nthalten: wenn nämlich die z-Richtung 
verschwindet, werden alle Z-Komponenten von selbst Null. 'Vie in der Ebene 

-Izt kann auch hier die Durchführung für ein 

I schiefwinkliges Koordinatensystem geschehen, 
und man erhält damit den Satz: 

I P Kräfte im Raum an demselben Punkt stehen 

~\I im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Kom-
"---..~ ~ ponenten in drei beliebigen Richtttngen ver-

--- schwinden. 
J~-- / "---.. - - - -+j Die hier in Frage kommende Grundaufgabe 

/ \ ~"'-.. ist: eine bekannte Kraft P mit drei durch deli 
f \ "--Iz gleichen Punkt gehenden Kräften, deren Wir-

f \ kungslinieng1 , g2' g3 gegeben sind, ins Gleich-
~.r;2 gewicht zu setzen. Sie ist eindeutig bestimm-

\ bar, solange die drei Geraden gl' g2' fh nicht 
Abb. 67. DieIi3,~':~U:fk:be der rälUll- in eine Ebene fallen (Abb. 67). Die Richtungs-

pfeile der drei Gleichgewichtskräfte sind vor
läufig noch nicht bekannt. Wir führen deshalb, in Anlehnung an die entspre
chende Aufgabe der Ebene, zunächst einmal die Richtungspfeile ,~illkürlich ein, 
bilden die X-, Y- und Z-Komponenten der vier Kräfte (P und der drei gesuchten 
Kräfte PI' P 2 , P3) und erhalten so drei Gleichungen mit den drei unbekannten 

(<<,/1,1') Größen der Kräfte. Wir untersuchen die Auf-
gabe sofort an einem bestimmten KonstruktionH

___ beispiel, dem räumlichen Dreibockgerüst. 
+.;c 

18_ Behandlung des dreibeinigen Bockgcrüstt's_ 
Gegeben sei die Konstruktionsfigur der Abb. 68 
und die Kraft P in allgemeiner Lage; dabei kann 

XaY1ZJ das Bockgerüst durch die 'Vinkd der Stäbe od<>!' 
durch die Koordinaten der Fußpunkte, d. h. 
anders ausgedrückt durch die Projektionen der 

.z;,Y'Z2 Stablängen auf die drei Achsenricht,ungen, ge-
Abb. 68 e1;:'e~I~!~~:~Ck~:~andIUng geben sein; gesucht sind die Kräfte in den drf'i 

Stäben (Stabkräfte) SI' S2 und S3' 
Wir haben als(!l eine Gleichgewiehtsaufgabe mit drei Unbekannten. Zur Ver

fügung stehen drei Gleichungen: 

.I Xi = 0; .I Y, = 0; ~ Z, = 0; 

wir können somit eine eindeutige Lösung erwarten. Die Komponenten von l' 
sind ohne weiteres nach den Formeln (13) zu ermittelu, sie seien allgemein X, 
Y, Z genannt. Wir führen wieder, wie bei allen Stabkonstruktionen, eint'!1 
Richtungspfeil beliebig ein; dabei wollen wir zunächst die Richtung einführen, 
die einer Zugkraft entspricht. Wir erhalten dann als Gleichungen: 

.I Xi = 0: X + SI . COS <Xl + S2 . COS <X2 + S3 . COS <X3 = 0, 

.I Y, = 0: Y + SI . COS PI + S2 . COS P2 + S3 . COS ß3 = 0, 

.I Z, = 0: Z + SI . COS 1'1 + S2 . COS 1'2 + S3 . cos 1'3 = O. 

In diesen Gleichungen sind natürlich die einzelnt'l1 KompoI)4?l1tenglieder mit den 
ihnen nach Einführung der Zug pfeile zukommenden Vorzeichen einzusetzen. 
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Mit den gleichen Überlegungen wie in der Ebene lassen sich die Winkel
beziehungen wieder durch Koordinaten und Stablängen ausdrücken: 

x 
COS lXa = f; . x. 

COSlXa = 1; ; 

cos P1 = '!LI'; c:>s P Y.. cos ß = ~ . , "2=1;' 313 ' 

_ Z1 • _ Z2 . _ Z3 • 
COS Y1 - l; , COS Y2 -1; , cos Y3 - 1; , 

worin 11 , l2' 13 die Stablängen darstellen, die sich errechnen lassen aus: 

11 = j/;r+ y~ +-z~ , 
12=j/x~+y~+;L 
13 = j/ x: +-y: +;~ . 

Wenn man diese Ausdrücke für die Winkel
beziehungen einsetzt, erhält man: 

S1 . ~ + S2 . 2 + S3 .:i = - X, I I, I. 13 

Sl . '!LI' + S2' ~..!. + S3 . ~ = - Y, (17) 
, 2 3 

S1 . ~ + S2 . : ... + S3 . ~ = - Z . 
I, I. 13 

Es sei ausdrücklich nochmals betont, daß 
die Koordinaten nichts anderes sind als die 
Projektionen der Stablängen auf die Achse; 
fällt. die Projektion auf den positiven Teil 
der Aehse, so ist die entsprechende Koordi-

r -----------
~ 

I~_ ~~ 
·:~..;.:i~~~ - ~o "~~ , r--- --- --- ----

~ (jj 
"', 
I 
I Py-JaJl<g 

Tt--------.:;.<-.-~· 

1 I !2J 
"" I 
i 

_1 ______ ------------- ____ _ 

nate positiv, andernfalls negativ. Abb. 69. Zahlenbeispiel der analytischen 
Die 1<0 entstandenen Gleichungen sind Behandlung, 

einfach Erweiterungen der Gleichgewichts-
bedingungen der EbeJ;le: drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Für die prak
tische Durchführung einer derartigen Aufgabe wird man wiederum zweckmäßig 
nicht S1' S2' Sa als Unlmkannte einführen, sondern S1/11' S2/12' Sa/la. Ein Zahlen
beispiel diene zum besseren Verständnis. 

In Abb. 69 ist ein Dreibock im Aufriß und Grundriß gegeben. Durch die 
eingetragenen Maße sind die Projektionen der Stablängen auf dip Achsen be
lStimmt: die Projektionen auf die x-A<,hse sind für CD und @ positiv, für \?J 
negat.iv; die y-Projektionen von @ und (3) sind positiv, von CD dagegcll negativ, 
die z-Proj('ktiOIlPn sind alle drei positiv; da bei sind cingdührt: die x-Richtung 
positiv nach rechts, die y-Hichtung nach 'vorn, die z-Riehtung nach unten. l<Js 
ergeben sich die Glei<'hungen: 

8, 1 5 8, ( r, -) 83 - 5 ('(J() 0 T' , + T- -0,0 + T' D, --) ~~ , 
1 2 3 

'1! (---4,5) + y. 2,0 + ~~. 4,0 + 300 = 0, 
J .:! 3 

.~. 5,25 + ~. 5,25 +- ~~ . 5,25 + 400 = o. 
Dabei ist: 

11 = Vl,52+4~5:!+ 5,252 = 7,08 m; /2 = j/5,52 + 2,02 +5;252 ~= 7,86 m; 

la_= j/5,52-+-(02+5,2f>2 = 8,59 m. 
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Zur Lösung der drei Gleichungen wurde zunächst aus der ersten Gleichung 
8i durch 8 2 und 8 3 ausgedrückt: 

~ = /5(~~' 5,5- ~~. 5,5 + 600). 
1 '2 3 

Mit diesem Werte ergibt die zweite Gleichung nach entsprechenden Umrech-
nungen: 

~l'.! = ~13 ·1,414 -103,5. 
2 3 

Wird diese Größe in die obige Gleichung eingesetzt, so erhält sie !lach Umrech
nung die Gestalt: 

~-~.lh18 905 I - I ,0 +~,. 
1 3 

Mit diesen beiden Ausdrüekpn für 8dl2 und SI/lI nimmt die letzte der drei 
Gleichungen die Gestalt an: 

5,25' '? (1,414 + 1,518 -+ 1,0) + 5,25 . (20;5 - 103,5) + 400 = O. 
3 

Daraus 
H3 3 r=+1,7.2. 

3 

Mit diesem Wert findet sich: 

~ = + 1,732·1,414 -103,5 = -101,15, 
2 

~ = + 1,732·1,518 + 20,5 = + 23,13. 
1 

Es ergeben sich hiernach die Stabkräfte : 

SI = + 23,13 . 7,08 = + 163,76 kg, 
8 2 = -101,15 ·7,86 = -797,06kg, 
83 = + 1,732· 8,59 = + 14,88 kg, 

es wird also Stab ® gedrückt, dagegen Stab G) und ® gezogen. 
Wir haben in der Ebene gesehen, daß wir durch eine entsprechende Projek

tionsrichtung die Lösungsgleichungen mathematisch vcreinfachl'n konnten (Pro
jektionsverfahren), indem wir zwei Gleichungen aufstellten, in dl'nen nur je eine 

/' 

"1 3 
/' 

p 

Unbekannt,e vorkam. Das Entsprechende können wir 
auch bei den Kräften im Raum darch eine Projektion 
erreichen. Wir wollen also drei Gleichungen auf
stellen, in denen nur je eine Unbekannte vorkommt. 
Soll z. B. eine Gleichung nur die Stabkraft 8 1 a11:; 
Unbekannte enthalten, so-müssen wir als Rezugsl}chse 
eine Gerade wählen, für die die bei den Stabkräfte 8 2 

und 8 3 keine Komponenten ergeben, d. h. die Achse 
muß nach früheren Ausführungen zu beiden Stabrich
tungen senkrecht stehen (Abb. 70). Es ist dies die 

Abb. 70. Das P foiektioU8ver' Normale zur Ebene aus ® und ® : N 2 3' Stellen wir 
fahreu beim Dreibo"k. jetzt die Summe aller Kraftkomponenten in der Rich-

tung von N z 3 auf, so sehen wir, daß nur P und 8 1 

Werte für diese Gleichung liefern; die Komponenten von 8 2 und 8 3 werden 
Null, da. diese Kräfte senk.racht zu N z 3 verlaufeQ. Unter Einführung des Zug
pfeiles für 8 1 lautet die Gleichung: 

P . cos n - SI . COS fPl = o. 
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:Es wird also hier dl'r Stab gezogen, da sieh die Größe SI als positiv ergibt. 
Auf eine Schwierigkeit muß allerdings hingewiesen werden: die Winkel erl 
und n sind im allgemeinen Fall nur durch umstandliehe Projektionen zu 
gewinnen; das Verfahren wird deshalb nur fur besondere Fall<' Bedeutung 
haben. -

Es war oben bei der Aufstellung der Gleiehgewichtsbedingungen bchon gesagt, 
daß die Wirkungslinien der drei Gleichgewichtskrafte nicht in einer Ebene liegen 
dürfen. Ist dies der Fall und wirkt die Kraft P in der
selben Ebene, dann ist die Aufgabe VIeldeutig, da bel 
Kraften der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei ~ 
Gleichungen vorhanden sind, denen hier drei Unbekannte 
gl'genüberstehen. Wir haben also, wie fruher erwahnt, 
ein statisch unbestimmtl'H System. !:lolche Gebilde konnen 
mit Hilfe der statischen Gesctze allein nicht gelost 
werden. Wirkt P dagegen unter einem gewissen Winkel Az~~· ite!~n~!;ea:~t~~e~ 
gegen die Ebene der drei Stabe (Abb. 71), dann wird das 
StabsYlltem sich um dlC drei Fußpunkte drehen. Die drei Fußpunktgelenke 
wirken wie ein Scharnier. Es ist also kein Gleichgewicht möglich. Analytisch 
können wir die Unmoglichkcit des Gleichgewichtsfalles dadurch sehen, daß die 
Komponentenbedingung senkrecht zu der Stabebene nicht erfüllt werden kann, 
da ja SI' S2' S3 keine Komponenten in der Richtung senkrecht zur Ebene haben; 
eine Komponente von P senkrecht zur Ebene der drei Stäbe kann also keine 
Gegenkraft erfahren, d. h. sie kann 
nicht aufgenommen werden. 

19. Die graphische BI'handlung 
dl~s dreibeinigen Bm:kgerüstlls. Die 
graphische Ermittlung der Stab
krafte im raumlichen Dreibockgenist 
kann nach verschiedenen Verfahren 
vorgenommen werden. Sehr nahe
liegend ist der Gedanke, die Aufgabe 
anschließend an das Krafteparallel
epiped zu losen. Denn aus diesem 
geht hervor, daß die Zerlegung der 
Kraft m ihre drei Komponenten, Abb 72. ZcrJegnng emer 

deren Richtungen durch die Stab- rawnJ~~~p!';,'~;:e~~ dreI 
achsen gegeben sind, möglich ist, 
mdem wir, wie oben bemerkt, mit 

o 

Hilfe deI:- gegebenen- Geraden um die Kraft P ein Parallelepiped a.ufbauen 
(Abb. 72), d. h. ein solches' herstellen, in dem P die Raumdiagonale dar
stellt und die Kanten mit 'den gegebenen KomponentenIinien zusammenfallen. 
Die so erhaltenen Komponenten K 1 , K?" K a stellen dann die Wirkungen de 
Kraft P auf die Stäbe dar. Die Stabkrafte selbst sind diesen Kraftkomponentpn 
entgegengesetzt gerichtet, aber gleich groß. Wenn wir also die gegebene ;Kraft P 
in ihre drei Komponenten in den Stabrichtungen zerlegen und diespn erhaltenen 
Kräften das umgekehrte Vorzeichen am Knotenpunkt 0 geben, erhalten wir die 
Stabkräfte, d. h. nun die inneren Kräfte, die P das Gleichgewicht halten. Um 
da.s Parallelepiped zeichnen zu können, legen wir durch den Endpunkt E der 
Kraft P eine Ebene parallel zur Ebene zweier Stäbe, z. B. <D und @. Der Durch
stoßpunkt der dritten Geraden, parallel zu @ durch diese Ebene, ergibt die Größe 
dieser dritten Kra.ft (00). Verbindet man den so gewonnenen Punkt 0 mit E 
und zieht durch Oeine gleIch große Parallele OF, so entsteht das Parallelogrn.mm 
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0, C, E, F, in dem die Strecke OF die Resultierende der heiden noch fehlenden 
Krafte K l und K 2 ist. Man hat also diese Resultierende zu zerlegen in die Rich
tung G) und @. 

Das Bockgerüst wird in weitaus den meisten Fallen im Grundriß und Aufriß 
III bpliebiger Lage gegeben sein. Um die durch den Punkt E zu legpnde parallele 
Ebene bequemer finden zu können, wild man eine neue Projektion (Seitenriß) 
HO zeichnen (Abb.73), daß sich in ihr zwei Stabe (G) und @) uberdecken und faßt 
nun diesen neuen Riß (Abb. 73c) als Aufriß auf, der zu dem gegebenen Grundriß 
gehört. Um den alten Aufriß braucht man sich nicht mehr zu kümmern. Nun 
kann man in diesem neuen Aufriß das angegebene Parallelogramm 0, e, E, F 
zpichm·n. Den Grundriß dieRes Parallelogramms erhalt ~an, indem man den 

b 

Endpunkt e auf den Stab @ . n b,w. ~i." V,,·"ng,rung b.,· 
Druck .,,~ 2;1 unterprojizieI't, die~"n Punkt 
~l, ZJZt mit E verbiudet U/1(l die Par-
K; Kj Kj allele durch 0' z(>ichnet. 

I 
I 

d 

c 

Strecke oe stellt im Grundriß 
und Aufriß die Kraft K 2 dar, 
die Strecke OF die Resultie
rende von K; und K~. Die 
Zerlegung vonOFim Grundriß 
liefert die Komponenten K l , 

K 3 (die auch in den alten Auf-
• C'" riß ubertragen werden kön

nen). Die sO'gefundenen Größen 
K l , K 2 , K 3 sind die Kompo
nenten von P; sie wirkcn auf 

A bb. 73. GlelChgewicbt einer Kraft mit drCl Krilftcn Im Raum. 

die einzelnen Stabe elll und 
erzeugen in dieHen Krafte, dip 
umgekphrt auf den Punkt 0 
wirken. d h. SI und S2 sind 

Druckkräftc, dagegen lbt S2 Zugbeanspruchung :Fur die endgultige Lösung der 
Aufgabe benötigt man naturlieh die wahre Großl' von K l , K 2 , E 3 bzw. SI' S2' 8 3 , 

Sie kann in bekannter Weise nach den Rl·geln d('r Darstellendpn Gpomdne aUH 
Grundriß und Aufriß ermittelt werden (Abb. 73d) Man kann abp1' auch den 
übersichtliehC'ren Grundriß allein verwendpn, indem man G(·brauch davon macht, 
daß sich die wahre Kraft SI (= K I ) zur Gllllldrißprojddioll vprhalt wie die wahw 
Stablänge zu ihrer Grundrißprojpktion. 

Dieses Vl'rfahren bietC't bei Pllll·m Boekgel'u"t III allgemclllPr Ißge meibÜ'lls 
wenig ubersiehdiehe FigufC'n. Der darin lipgelJ(!e Gnllldgl'danke prweist sich 
aber vielfach zweckmaßig bei Sondcrla!,:cn dpr durch cinpll l'llnkt gphenden 
Stabe, "ie das Übnngsbcispiel auf Seite ,17 Z('Jgt 

/Bei allgemeiner Anordnung eines dl'elhcinigoJ BockgelustCf' ge&chieht die Er
mltt.lung dl'1' Stabkrafte am besten nach delll Vcrfahrl')] VOll CUL:lL\N.N1 . Gl'gebcJl 
sei wieder da~ Bockgerust (Abb. 74) mit der KHlft P, lIll Grundriß und AufriU 
(Die wahre Größe der Kraft P laßt sIeh klcht durch die heiden ProjektiouPll el'
mitteln). Statt 'null zu sagpn, P muß im Gleiehgpwicht stehpn mit SI' S2 und S3' 
kann ,man auch sagen: die Hesultien·nde VOll zweien der vier Kridte, etwa von SI 
und Sa' muß im Gleichgewidlt stelH'l1 mit d('r Hesultierelldcn dpl' bpiden anderen 

1 CULM:ANN Ist als Begtunucr der Gmplllo;~hen Statik anzusehen. Er war hel Grull' 
dung der Eldgeno3S1schen Technischen Hoelhdlllle 1855 1Il Zuneh uorthm als. l'rofeMsor au' 
Deutschland berufen worden. 
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Kräfte, also P und 8 2 , Zwei Krafte können abel""nur im GlelChgewicht stehen, 
wenn sie in dieselbe Linie fallen, d. h. die Resultierende aus 8 1 und 8 a muß in die 
gleiche Gerade fallen wie diejenige von P und 8 2 , Andererseits fallt aber die Re
sultante von zwei Kräften in derselben Ebene (81 , 8 a bzw. P, 8 2) in diese Ebene; 
demgemäß verlauft die Resultierende von 8 1 und 8 a in der Ebene 1-0-3 und 
diejenige von P und 8 2 in der Ebene p-0-2, wobei p der Durchdringungspunkt 

pu 

J' 

2' 

[p] 

c 

Abb 74. Das CUL)IANN~cbc Yerfahlen 

<11'1' Kraft P mit der Grundnßtafd i~t. Da aber di('~,' R(,bllltic'J'E'nd('/} auch in die 
gleicht' Linie fallt'n mU~BPII, liegen beide in dl'r Sdlllitthnw h der owahnttn 
~;bell('n 1-0-3 und p-0-2. Diesp Schnittlinie ibt wfort zu konbtrlllc']'('n durch 
zw('i Punkte; pin Punkt der SchlJIttlinie ibt dll' Punkt 0, der ja bc'iden EbeneIl 
angl'h6rt; and('fC'rscits sind die ~raden 2-p bzw. 1-3 (vgl. den Grundi-iß 
Abb. 74 b) die GrundIißspurcn der fraglicl1C'1l EbpIlcn; der SchnittpuIlkt 8 beide!' 
SPUrt'l1 ist ein wirklichcr Schnittpunkt, d('r also auch bdden Ebellen 1-0-3 und 
p--O-2 angC'hürt. Die Verbindullgblinie dcl' Punk tc 0 und 8 Jidl'rt zunachst im 
Grundriß dip Schnittlinie h. Sie ibt 111 dpn Aufriß zu ubcrtragen. In dies('!' Schllltt
llllle li-egt sowohl dip RcsultH'l'clldp vop P und 8 2 als auch dlejenigc VOll 8 1 und 
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83 (Ru)' Zur Lösung der Aufgabe werden wir nun zuerst P mit 82 und R13 ins 
Gleichgewicht setzen und dann die Resultierende R I a wieder in ihre Bestandteile 
81 und 8a zerlegen. Die praktische Durchführung dieses zweiten statischen Teiles 
der Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen. 

1. Man zeichnet den Grundriß und Aufriß für das Kraftdreieck aus der ge
gebenen Kraft P und den Parallelen zu den Un bek~nnten RI 3 und S2; dann zum 
Zwecke der Zerlegung der Kraft RI 3 das Kraftdreieck aus dieser Kraft und den 
Parallelen zu 81 und 83 , Die Resultierende RI 3 stellt für die praktische Lösung 
der Aufgabe nur eine Hilfslinie dar, um das räumliche Krafteck P-SI-8a-82 
zu konstruieren, dessen Grundriß und Aufriß in Abb. 74a und b dargestellt ist. 
Der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt den Richtungssinn der Stabkräfte an. 
Naturlich miIssen Grund- und Aufriß den gleichen Richtungssinn ergeben, und 
die gewonnenen Eckpunkte beiderProjektionen müssen lotrecht ubereinander
liegen. Aus den so gewonnenen Projektionen der gesuchten Stabkräfte sind dann 
noch ihre wahren Größen zu bestimmen. 

2. Man kann aber auch zur Ermittlung der Stabkrafte 8 1 , 8 2 , 83 die gewon
nenen Dreiecke 1-0-3 bzw. p--0-=-2 um ihre Grundrißspuren umklappen, bis 
sie in der Grundrißtafelliegen (Abb. 74c) und nimmt dann die Gleichgewichts
aufgabe und Zeilegung an den in wirklicher Lange erscheinenden Größen vor, 
zunächst das Krafteck aus den Parallelen zu [P], [2], [RI a], dann das aus [RI a] 
und den Parallelen zu [1] und [3]. Das letzte Verfahren hat den Vorteil, daß die 
Stabkräfte dann sofort in wahrer Große erscheinen, während beim ersten Ver
fahren als Ergebnis zunächst die Projektionen der Stabkräfte vorkommen und 
deren wahre Größen dann noch durch Drehen oder Umklappen zu gewinnen 
sind. Eine Anwendung des CULMANNschen Verfahrens ist in dem Beispiel auf 
Seite 48 gezeigt. 

Der Grundgedanke der CULMANNscnen Lösung ist der gleiche wie beim Ver
fahren mittels des Kräfteparallelepipeds : Die Kraft P ist ins Gleichgewicht zu 
setzen mit einer der drei gesuchten Kräfte und der Resultierenden der beiden 
anderen Stabkräfte, und dann ist diese Resultierende wieder zu zerlegen; es iRt 
lediglich ein anderer Gedankengang fur die Ausfuhrung verwapdt. 

20. Sonderfälle bei räumlichen Kräften. Zum Abschluß der Erörterungen üb('r 
räumliche Kräfte an dem gleichen Punkt mögen noch Sopderfalle betrachtet 

werden, wie wir dies auch bei 
den Kraften in der Ebene getan 
haben. Wenn auf das dreibeinige 
Boekgertist keine Kraft wirkt, 
dann werden die Stabkrafte ein
deutig Null, denn das Kräfte
parallelepiped schrumpft m ei
nen Punkt zusammen. Fallt dIe 

Abb 76. Sonderbelastung Last in die Richtung eines Sta
emea ge~~~~~~I~~~e!O)Bock' bes (Abb. 75), 80 nimmt diesel 

Stab CD die ganze Last auf (hier 
als Druck) und die beiden anderen Stabe werden keinc Kraft erhalten, es folgt 
dieses unmittelbar aus der Bedingung, daß die Summe der Komponenten aller 
Krafte i.n einer Richtung senkrecht zur Stabebene ®, @ Null sein muß. Fallt 
umgekehrt die Kraft in die Ebene zweier Stabe (Abb. 76), z B ® und @, bO 

liefert die angegebene Komponentenbedingung, daß 81 Null Wird Die Stab
krane 8 2 und 8a werden d.adurch gefunden, daß in der Ebene ® , @ das 
Parallelogramm aus P, 82 und 83 gphilclpt wird. Es ergibt sich eine eindeutige 
Losung. 

A bb. 7 5. Sonderbelastung 
eInes drelbeinIgen Bock~ 

gerustes (8, ~P). 



Sonderfalle bel raumhchen Kraften. 

Gehen durch emen Punkt ml'hr alH urd Stabe im Raum, dann ist di(' Aufgabe 
statisch unbestimmt, da ja nur drpi Gleichg('wichtsbedingungen zur Yerfugung 
stehen. Wenn also keine Kraft wirkt (Abb. 77), dann brauchen diebP Stabkraftl' 
nicht Null zu werden, sondern kimm' 11 irgpnu(·inen beliebig('n "'el't alJll('hm('11 

Abb 7j 
'Y1l'l h('mig('~ Bockgeru ... t: 

.. tathch nnbcRtlmmt 

Abb.78 
Vler"4lnlgc~ Borkgcrubt. 

teIlWeIse 1mbestlmmt . 

Abb 79 
T(,IJwel~;(, bestlmnItc" ;:,tah~ystt'lll 

AhnIich wie 111 der Eben(' gibt ('S naturlich auclt hier Falle, wo trotzdem pin ('in· 
zeineT ~tab von den vieren pine bestimmteStabkraft aufwell't. Wenn z B. (Abb. 78) 
dreI von den vier Staben in einer Ebene liegen (82,83 ,84), dann Ist die Kraft SI 
(·indeutig bestimmt; man braucht nur die Summe der Komponenten aller Kraft(· 
fur die Richtung N senkrecht zu dieser. Ebene 
gleIch Null zu setzen: 

p. cosn -SI . COS~1 = u. 
Entsprechendes Wurd(' auch gelten, wenn mehr 
alb drei Stäbe sich in einer Ebene befinden 
(Abb 79) Es ergibt sich hier ~ofort: 

8 5 = -Po 

Dagegen sind die Stabkrafte 81 , 8 2 , 8a, S4 Ull 
bestimmt. Wirkt in solchen Fallen ilberhaupt 
keine Last, so erhalt immer der Stab, der aus 

Jl p 
.p -

der Ebene herausfällt, eindputig die Kraft Null, Abb 80. R .. wnhchc< "tab.),t~l1l. I"" 
wahrend die anderen Stä.oe vieldeutige Knlftt· d~m \"erscllicdene St .. be Null "erden 

aufwci'Sen. 
Derartige Sonderfalle können bei räumlichen Stabgebilden vielfach vorkom. 

men. Filr die Anordnung der Abb. 80 würde sich Z. B. aus Knoten I ergebpn, daß 
die Stabkraft 8 6 gleich P ist, ebenso wird an Knoten III die Stabkraft 8 10 = P; 
Knoten VI liefert 88 = P 'und andererseits 8 14 = S15 = 0; entsprechend, Prglbt 
Knoten VIII die Wprtp 812 = p. und 816 = 8 17 = O. 

Übungsaufgaben. 
1. Aufgabe. 'Der 1Il Abb. 81 dargestpllte Mast SPI zllllaphst durch dip ~('ch" 

Kabel 1 ... 6 gegen die Erde verspannt; es werden dann diese sechs Spanllkabt>1 
ersetzt durch vier andere e1 •.• e4 • In welchem Verhaltnis stehen dl(' Spilkrafte 111 

b('iden Fällen, wenn fUr dip Standfestigkeit des Mastes die glpich( n VorauR. 
!;ptzungen (gleiche Bodendruckkraft) gegeben sein sollen? 

Losung. Da die Fußpunkte der ersten Kabel in einem Kreis mit pinern Durch, 
messer von 80 m liegen und die anderen Enden in einer Hohe von 60 man· 
g{'schlossen sind, wird der Neigungswinkel g{'geu die Lotrechte bpstunmt durph 

40 - 10 30 
tgex = -W~ = W· 
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Die- Kabel €1 .. €4 dagegen schließen mIt der Lotrechten einen Winkt! ß PIJl: 

55-10 45 
tgß = -~ 60-- =, 60' 

I 

/ 

\ 

A 
;' 

[ 

_/-----

Die bin- und cos-Werte sind 
60 

bestimmt durch. 
. 30 

--I-X 
; 

/ 

cosa =Vß(i2 + -302' slJla = ~,=--~-~ , 
V602 + 30' 

GO 
COhß=-~, 

V60' + 45' 
sinß = __ 4~~~ . 

V60' + 45' 

Die vom Boden auf den Mast wirkende 
Kraft N muß mit dpn in den Kabeln 
1 ... 6 bzw. e1 . .. e4 wirkenden Kraften 
Im Gleichgewicht stehen. Da es sich 
hier um Krafte an dem gleichen An
griffspunkt handelt, müssen dip. drei 
Bedingungt>n t>Ifüllt Rein 

2:X, = 0 ; I Y. == 0 ; .I z. = 0 . 

Die Komponentenrichtungen dürfen 
beliebig gewahlt w~rden; wir werden 
dabei zweckmaßig die:· in dem Bild vor
handene Symmetrü> verwenden und 
wahlen die z-Richtung nach ab\1<arts, 
die x-Richtung im Grundriß von links 
nach rechts, die y-Riehtung von vorne 
nach hinten. Zwecks Zerlegung der 
Kabelkraft S in diest> Richtungpn denkt 
man si~h durch ein Kabel und die Mittel· 
achse des Mastes eine lotrechte Ebpne 
gelegt und zerlegt die Kraft S in dIe
ser Ebene in eine waagerechte und eine 
lotrechte Komponente. Erstl'fe ist be
stimmt durch S' = S . sin IX, letzkre 
durch Z = S . cos a . Die lotrechten 
Komponenten müssen sich mit N auf
hebpn, es muß also sein: 

(SI +S2 +83 +84 +S5 +86)cOHCX = N. 
Abb 81. übungsbeispICl. Die Richtungen der waagerechkn Kom-

ponenten S' stimmen mit dt>n Grundriß
projektionen der Drahtkabeln übprcin und habpn dip Große SI . sin IX • .• Unter 
Annahme voller Belastungssymmt>trie (d. h. wenn gleiche Vorspannungen in den 
Kabeln vorliegen) mussen diE> StabkräJte Si ... S6 gleich groß st>in, dann sind 
auch S; ... S;, einander-gleich, und es wirken demgemäß in der Ringebene sechs 
gleich große Krafte in den im Grundriß angrgeb('nen Richtungen l' ... 6'. Ihr 
zugehoriges Krafteck ist geschlossen. Es stehen albQ dIe Horizontalkomponpnten 
der Kmfte SI .. 8 6 fur sich im Gleichgewicht, und andererseitH ist· • 

6S, cosa ~ N. 

Aus letzterer Gleichung berechnet sich 
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Soll der Mast nun durch die vier Kabel e1 ••• e, gehalten werden, so laßt sich eine 
entsprechende Betrachtung durchführen. Die waagerechten Komponenten der 
vier gleich großen Spannkräfte SI ... 84 heben sich wieder auf und andererseits ist 

48· cosß = N, 
- N 
s= 4co"{J. 

Die Spannkrafte in den Drahtkabeln der verschiedent>n Kabelanordnungen ver· 
halten sich also S 2 cos P 

-=_._~- =0596. 
"8 3 cos/x ' 

Wollte man mit den X·, Y.Komponenten analytisch welterrechnen, so mußten 
die waagerechten Komponenten S' bzw. EI' in eine X· und eine Y.Komponente 

Abb 82 ÜbungsbeIspIel. 

,,_Ri.L--,.. 
Sl,,~-----jJ 

zerlegt und dann die Summen der Komponenten in diesen Richtungen aufgestellt 
werden, Man ethält für die sechs Kabel: 

S~ + S~ . sin 30° + S~ sin 30° - S~ - S~ . sin 30° - S~ . sin 30° = o. 
S; . cos 30° + S~ . cos 30° - S~ . cos 30° - S~ . cos 30° = o. 

Man erkennt sofort, daß die Gleichungen erfüllt sind, da die Kräfte S; ... S~ 
einander gleich sind. Entsprechendes gilt für die vier Kabel. 

2. Aufgabe. Der in Abb. 82 in Grundriß und Aufriß dargestellte Dreibock 
stehe unter dem Einfluß einer waagerechten und einer lotrechtrn Kraft. Gesucht 
sind die Stabkräfte. 

Lösung. Die Resultierende der Stabkräfte S2 und S3 liegt einerseits in der 
Ebene der Stäbe ® und @, andererseits in der Ebene der Kräfte H, V, SI' da 
sie mit deren Resultierenden im Gleichgewicht stehen muß, d. h. sie muß in 
der Schnittlinie der beiden Ebenen liegen; da, sicb in der Aufrißprojektion die 
Stäbt> ® und @ überdeckt>n, fällt auch R23 in diese .Spur. Man hat dem. 
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gemaß im Aufriß das Krafteck zu bilden aus H, r und den Parallelen zu den 
Staben @ (bzw. @) und CD. Die so im Aufriß gefundene Kraft 8 1 ist bereits die 
wahre Stabkraft, weil Stab CD der Aufrißtafel parallel lauft. Um 8 2 und 8 3 zu 
ermitteln, ist dann R2 3 in ihre Komponenten in den beiden Richtungen cg:, und (3) 

zu zerlegen. Zu diesem Zweck klappt man am besten ihre Ebene um die beiden 
Fußpunkte in die Grundrißtafel und zerlegt in dieser die Resultierende R2 3 in 
ihrer wahren Große (aus dem Aufriß) m die beiden Richtungen. Die umgeklappte 
Ebene ist gestrichelt eingezeichnet. Das Kraftdreieck fur di(' umg('klapptf' 
Ebene gibt die wahre Große von 8 2 und 8 3 an. 

3. Aufgabe. Auf das Bockgerust der Abb. 83 wirkt eme wdagerechte Kraft P 
Gesucht sind die Stailkrafte. Die Lösung erfolgt mit Hilfe des CULMANNschen 
Verfahrens 

p 

2' 

$, 

Abb. 83. ÜbungsbeIspiel. 

Losung. Wir fassen P, SI und S2' 8a zusammen, bestimmen also nach Seite -+3 
die Schnittlinie h der Ebene von P und Stab CD und der Ebene der Stabe @, C3). 
Um diese zu gewinnen, gehen wir vom Grundriß aus. Ein gemeinschaftlicher 
Punkt der beiden Ebenen ist der Punkt 0, ein anderer Punkt der gesuchten 
Schnittlime h ist der Schnittpunkt der Grundrißspuren der beidenen Ebenen. Da 
P horizontal verlauft, also parallel der Grundrißtafel, verläuft die Grundrißspul" 
der Ebene P, CD parallel zu P' durch den Punkt 1'. Die Grundrißspur der Ebene 
@, @ ist durch die Verbindungslinie der Punkte 2"und 3' gegeben. Der Schnitt
punkt s' der beiden Spuren gibt den zweiten Punkt der Sehnittlime h an, RO daß 
diese also gegeben ist durch die Verbindungshnie der Punkte s' und 0'. 8 in deI} 
Aufriß übertragen, ergibt die Linie h". Man hat nun Gleichgewicht herzustellen 
zwischen P, 8 1 und R23 • und dann R23 in die Richtung der Stabe (?; und C); zu 
zerlegen. Um sofort die wahre Große der Stabkräfte zu erhalten, Hmd hier die 
entsprechenden Dreiecke 8', 1', 0' bzw. 2', 3'. 0' m die Grundrißebene umgeklappt 
und dann die Kraftdreiecke aus [P] und den Parallelen zu [1] und [h] bzw aUH 
dem so gefundenen H und den Parallelen zu [21, [3] gezeichnet 



Zweiter Teil. 

Kräfte in der Ebene zerstreut auf einen Körper wirkend. 

Die jetzt zu betrachtenden Krafte gehen nicht mehr durch einen Punkt. 
Durch die Wirkung der zerstreut liegenden Krafte treten neue Begriffe auf, die 
wir erst kennenlernen wollen. 

IV. Statisches lUoment. Kräft\lpaare. 
21. Vom statischen lloment. 1)enken wir uns eine Platte, etwa eine dirnne 

Holzplatte, in Einem Punkt C durch einen Stift festgehalten (Abb. 84), dann wird 
sich di(' Platte unter dem Einfluß einer beliebigen Kraft 

in ihre< E .... n' droh,n, .. ,rn di,., Krnf. P nioh' dmoh [ ~ ~ 
den Festpunkt C geht.. Eine derartige Drehwirkung tritt / - \. 
in der Praxis s('hr haufig auf, wir brauchen deshalb ein Pt' 
Maß fur diese Drehung. 

Die Drehwirkung wird offenbar um so großer, je größer 'DtYItII/III 

die Kraft P ist bei gleichem Abstand r, und andererseits Abb. 84. Das Drehmoment 
wachst sie mit größerem r' bei gleicher Kraft P. Ein bc- oder stntl.ehe :llomcnt. 

stimmtes Maß der Drehung kann man erreichen durch eine 
kleinere Kraft in größerer Entfernung oder eine entsprechend größere Kraft in 
kleinerer Entfernung. Zusammengefaßt kbnnen wir sagen. Die Drehwirkung ist 
proportional p. r, d. h. (p. r) gibt ein Maß fur die Drehwirkung an. Diese 
Größe nennt man nun das statische ~lfoment oder Dreh
moment der Kraft P bezuglieh des Punktes C: 

M=P·r. (18) 
Die Entfernung r wird Hcb('larm und der Punkt C Dreh
punkt oder Momcntenpunkt genannt. Durch den Aus
druck (P . r) ist aber das Moment noch nicht ganz gekenn
zeichnet, denn die Drehwirkung ist nicht allein durch die 
Größe festgelegt, sondern sie besitzt auch einen Drehsinn, 
etwa UhrzeIgersinn oder umgek('hrt. Allgemein wird es 
positiv genannt, wenn es imUhrzelgersinn dreht, andern
falls negativ. Demgemaß ist als statisches Moment ikJ.s 
mit dem T'orzeichen versehene Produkt von p. r zu be
zeiehn('n. Man erkennt sofort, daß in Abb. 84 die Platte 

Abh 85. Das statische 
:llo1Ut'l1t vcrschwdcncr 

lu-afte 

im Uhrzeigersinn gedreht wird; das ausgelöste Dr('hmoment ist also positiv. 
Vielfach sind dIC Krafte unabhangig von dem Körper gezeichnet, auf den sie 

wirkf.'n (Abb. 85). Um hier den Drehsinn des Moments festzustellen ist es fur den 
Anfanger zweckmaßig, den Hebelarm als Kurbelarm aufzufassen, der im Punkt 0 
drehbar bl'festigt ist, und dann nachzuprufen, ob diesl'r Kurbelarm durch die 
bf.'trt>ffende Kraft im Uhrzeigersinn gedrf;'ht wird oder umgekehrt. Man erkennt 
sofort, daß in Abb. 85 die Momente von PI und Pa positiv sind, dagegen dasjenige 
von P2 negativ ist. 

4 Schhnk, StatIk 4 u 5 Aufl 
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Da das Moment durch das Produkt von P . r gegeben ist, verschwindet es, 
wenn entweder P = 0 ist oder r = 0, d. h. wenn die Kraft durch den Momenten. 
punkt hindUrchgeht, liefert sie kein Moment. 

Ein anschauliches Maß fur die Größe des Drehmoments erhalt man dadurch, 
daß man di'e Endpunkte der Kraft P mit dem Momentenpunkt verbindet; der 

Inhalt des so entstandenen Dreiecks (Abb. 86) ist gegeben durch p~ r. Dem. 

Anb.86. 
Geometrische Dar· 
stellung des stati· 
soben Momentes. 

gemäß ist das Moment selbst dargestellt durch den doppelten 
Inhalt dieses Dreieeks. Man prkennt auch leicht, daß der 
Drehsinn des Moments dem durch P festgelegten Umlaufsinn 
des Dreiecks entspricht, d. h. wenn der durch P gegebene 
Umlaufsinn der Uhrzeigerdrehung entspricht, dreht auch die 
Kraft P im Uhrzeigersinn und umgekehrt. Natürlich ist hier 
der Begriff "Flächeninhalt" weiter zu fassen, da ps sich ja 
nicht um eine eigentliC'he Flache in cm" handelt, indem die 
Grundlinie eine Kraft und die Höhe eine Lange darstellt, 
also die Dimension kg . cm vorliegt. 

An Stelle des Ausdrucks P . r kann man lI;uch einen anderen einfiIhren, der 
sich aus Abb. 87 ergibt. Durch den ganz beliebig gewahlten Momentenpunkt C 
sei ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz gelegt; der Anfangspunkt A der Kraft P 
besitze die Koordinaten x, V. Dann ist der Hpbelarm gegeben durch: 

+yt 
I 
I 

r = V· COSIX ~ X • sin<x, 
demgemäß 

M = P . r = P . (y . cos<X ~ X • sin<X) 
oder 

ED-ycos« 
rO-X SIO« 

Ef-r 

--+.X 

M = (p. COSIX) • Y ~ (p. sin<x) . x. 

Nun ist aber P . cos<X die X.Komponente von 
P und P . sinlX die Y.Komponente, so daß ent· 
steht: 

M=X·y-Y·x. (19) 

Die Kraft P, d. h. ein Vektor, ist also jetzt er· 
Abb 8~~:~~t~~~~~a~~~~n~e';:druck setzt durch die Komponenten X und Y. Die 

erste Darstellungsweise von M ist eine vek· 
torielle Darstellung, die zweite dagegen eine algebraische. D('r Ausdruck 

X,y-y,x 

erlaubt noch eine besondere statische Deutung. Da y der Abstand der Kraft X 
vom Momentenpunkt C ist, stellt (X . V) das Moment d('r Kraft X fur den Punkt C 
dar, und zwar einsehließlich des Vorzeiehens. Ebenso ist - (Y . x) das Moment 
der Kraft Y um den Punkt C, die umgekehrt dem Uhrzeigersinn dreht. Es stellt 
also der Ausdruck (X· V - Y . x) die algebraische Summe der Momente der 
Komponenten X und Y fur den Punkt C dar. Demnach ist das Moment der Kl'aft 
P fur einen beliebigen Punkt gleich der algebraisehpn Summe der Momente 
ihrer Komponenten X und Y firr denselben Punkt; oder umgekehrt: die Summe 
der Momente der beiden Krafte X, Y ibt gleich dpm Moment ihrer Resultieren· 
den P fur denselben Punkt. 

Dieser Satz gilt auch, wenn P 1Il zwei Komponrntc>n zerlegt 1st, dIe mcht 
aufeinander senkrecht stehen, er gilt sogar auch ftu· belIebIg vide Kräfte (Abb. 88) 
Man nennt ihn den Satz vom statischen ~lIoment der Kmjte' 

Die algebraische Summe der Momente der Kralte PI' .. P n lur irgendeinen 
Punkt C ist gleich dem Moment ihrer Resultierenden R lur denselben Punkt. 
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Der Beweis ist einfach zu führen. Wenn das Moment der Kräfte PI" P" 
für den Punkt C mit MI' .. M" bezeichn.et wird und das Moment von R für den
selben Punkt C mit MJl , 80 kann der Satz durch die Formel dargestellt werden: 

M Jl = ~ :J1., (20) 

wobei ~: M, die algebraische Summe der Momente alkr Kräfte bedEutet. Die 
Komponenten der Kräfte p. seien mit X" Y, bezeichnet, dann stellt n sich die 
einzelnen Momente der Krafte p. nach der t P.. 
Gleichung (19) in der Form dar: +Y 1 __ _ 

1I1i = X.y - Y,x, 

:J1n = X"y - Y"x, 

I Erz-
I '-.. A~"--"":;-'" 
I 
I 
I 

Pi 

wobei x, y für alle Momente die gleichen Größen "L _____ _ 
sind, weil ja alle Kräfte nach Voraussetzung - +x 
durch denselben Punkt hindurehgehl'n. Es ist Abb.88 Satz VOIU statischen Momellt 
demgemäß: der Krafte. 

~ M. = (Xl + ... Xi + ... X n ) • y - (YI + ... Y, + ... Y n ) • X, 

~M. ==- (~X.)· y-(~Y,)· x. 

'Was stellt nun die rechte Seite dieser Gleichung dar? Nach' früherem sind ~ X, 
und ~ Y, die Komponenten der Resultierenden; alw ist die rechte Seite genau 
so gebildet wie diejenige von M" nur sind die Komponenten dtT Kraft P"ersetzt 
durch die Komponenten der Rf'sultierendfn. Da andererseits X, y unverändert 
geblieben sind, ist die rechte Seite der Gieichung nichts anderes als das Moment 
der Resultierenden R für den Punkt C:. 

(,.!' X,) . Y - (,.!'Y.) . X = 1f,1Jl • 

Damit ist in der Tat gezeigt, daß IM. = MB' 
22. ml·irhgewirht.saussagen. Mit Hilfe dieses Satzes kann eine neue Gleich

gewichtsaussage gemacht werden, dir für viele Aufgaben von Bedeutung ist. 
Wenn die auf einen Punkt wirkenden Kräfte im Gleichgewicht stehen sollen, dann 
muß ihre Resultierende ver!lehwinden. Infolgedessen muß auch das Moment der 
Resultankn für jeden beliebigen Drehpunkt Null werd('n, alw z. B. auch für C. 
Da aber das Moment der Resultierenden gleich der Summe du Momente der 
{'inzeln(~n Kräfte ist, muß für den Fall des Gleichgewichts ~ ~ll, verschwinden. 
Es ist damit das Ergebnis gewonnen: 

Stehen Kratte in der Ebene an demselben Punl.·t im Gleichgewicht, so ist die 
algebraische Summe der Momente aller Kratte fur jeden beliebigen Punkt der Ebene 
gleich Null. 

Der Satz ist hier bewiesen für KIafte an d('lll~elben ;Punkt; er gilt aber, wit' 
sich spater zeigen wird, ganz allgemdn fur jede!l Gleiehgewiehtszustand belie
biger Krafte. 

Da fUr j<'den Punkt die Summe der Momentt' vPl'behw;nden muß, kann man 
b~liebig viele GIeichgewichtsbedingullgen di('~cr Art auf~t<'lIen; ~ip mUbfO] tat
sächlich alle erfüllt sein. Anderprsdts ha ben wir am'r ~ehon fruher festge~tdlt. 
daß fur Krafte in der gleiche~ Eb<'lW an dem~dbel] Punkt nur z'\wi ~elb~tandig(' 
Gleiehg('wichtsbcdingungcn vorhanden sind, ildolg( de~,( 1I könnell /luch hip!, vml 
deli belif'big viel{'n MomentengkiehungeIl Ilur zwpi vo!wil'ltl'drr llllabhangig ~eill, 
alle übrigen müssen eine }'olge dieser b('i<1pn spin. Eme Momelltengl('J('huIl/l 
4* 



52 Krafte in der Ebene zerstreut auf emen Korper wIrkend. 

sichert noch kein GleIchgewicht; denn wenn die durch einen Punkt laufenden 
Krafte P, (Abb. 88) eine Resultierende haben, so verschwindet ja trotzdem deren 
Moment und damit auch die Summe der Momente der Krafte fur jeden Punkt 
auf R. Wenn wir also bei der Nachprufung der Frage, ob ..!: M, = 0, zufallig 
einen Momentenpunkt I auf der etwa vorhandenen Resultierenden R annehmen, 
dann ist (.2' M.J'I = 0, obwohl R tatsachlich vorhanden ibt. Wenn wir andererseits 
noch einen zweiten Punkt einfuhren, um die Nachprl!fung der Gleichung ~ 1J1, = 0 
vorzunehmen, so durfen wir diesen nicht auf der Verbindungslmie von dem ersten 
Punkt I nach dem SchnIttpunkt der Krafte A einfuhren, denn es konnte die 
Tucke des Zufalls wollen, daß dann beide Momentenpunkte tatsächlich ~uf der 
Resultierenden, deren Vorhandensein wir ja von vornherein nieht kennen, liegen, 
und dann ware fur belde Momentenpunkte ..!: 1~1; = 0 und trotzdem eine Resul
tante vorhanden. Also wenn ..!: 1~1, fur zwei Punkte verschwindet, die auf einer 
Geraden durch den gemeinsamen Angriffspunkt liegen, so ist damit noch kein 
Beweis für den Gleichgewichtsz);lstand gt'geben, da ja auch..!: 1J1, = 0 Ist, wenn 
zufallig die wirklich vorhandene Resultante in diese Verbindungslinie fallt. Gleich
gewicht liegt aber dann mit Sicherheit vor, wenn die Summe der ~l1omente aller 
Krafte für zwei Punkte verschwindet, deren Verbindungsgerade nicht durch A geht 
~ Daß die Summe der Momente allt'r Krafte mit dem gleichen Angriffspunkt 
für diesen Punkt als Momentenpunkt immer versehwindt't, ist selbstverstand
lieh, da alle Krafte durch diesen Punkt hindurchlaufen. Diese Momentenbe
dingung sagt also gar nichts aus. 

Früher haben wir kennengelernt, daß beim Gleichgewichtszustand die Summe 
der Komponenten allcr Krafte in jeder beliebigen Richtung verschwinden muß 
(man denke daran, daß die Projektion des geschlossenen Kraftceks auf jede 
beliebige Gerade- gleich Null ist); jetzt wurde festgestellt, daß beim GleICh
gewichtszustand auch die Summe der Momente aller Kräfte fur j~den behebigpn 
Momentenpunkt verschwinden muß. Wir können' also im Falle dt's Gleichge
wichts sowohl beliebig viele Komponelltenbedingungen als auch Momenten
bedingungen aufstellen, aber unter all diesen Bedmgungen sind nur zwei unab
hangige. Es kann demgemaß eine Gleichgewichtsaufgabe ftir Kra/te mit dom 
gleichen Angriffspunkt gelöst werden: entweder mit zwei Komponentenbedin-

o gungen oder mit emcr KompoIlenten- und t'iner :Mo
mentenbedmgung odt'r mIt zweI Momentenbedingungen 

Letzteres moge an cinem zwt·ibeinigen Bockgerust 
gezeIgt werden, und damit wll'd das auf Seltt' 26 er
wahnte 1110mentenverfahren zur Ermittlung der Stab
krafte emes eoonen Zwelbockgerustes durehgefuhrt. 

Das Stabsystem sei 111 seinen konstruktIven Abmps
sungen . gegeben (Abb 89) Als Belastung wirke dIe 

Abb 8!J Da, )I"mcll(cn- Kraft P. Am Punkt 0 muß GIl'lchgewICht bt'stehen 
v~;'~~~:~~:ll, ri~;'~~Cl~~~Cl- Dieses GleichgeWICht ist nach der neuen Erkenntnis ge-

sichert, wenn fur zwei belipbige Punkte (außer 0) dIe 
Summen der Mom!'llte der Krafte verschwinden. WIe bchou fruhN, mus~en WIr 
auch hier vor Begmn der Rechnung Richtungspfeilc fur die unbekannten Krafte 
einfuhn'Jl_ WIr nehmen wledt·r an, daß belde Stabe als Zug~tabe auf den Knoten
punkt 0 wirken, ihrt' PfeIle k1l1d abo von 0 fortgpricht.-t. Da dIe MomentPlt
punkte belieblgp Lage haben kunnen, werden wIr 81(' natmhch mughehst zweck
maßig wahlen, d. h so, daß die GleIChungen eInfach wt'l'den, daß WIr abo mog
liehst wenig Rechpnarbelt zu lebten hab!'n. Zur Berechnung dl·r Stabkraft SI 
werdpn wir den )lomentenpullkt am gunstigsten auf dw 'VIrkung,]inie von Sz 
legen, z. B m den Punkt B, da Ja fur Ihn die Kraft 8 2 keIn Moment !Jpfcrt. 
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Dann ist (~ .M')B = 0 
gegeben durch die Gleichung: 

P . P2 - 81 . a l =~ O. 

Es sei hier nochmab darauf hingewH'~en, daß dpr Dreh~inn dps Momente, durch 
das Vorzeichen au~gcdrlickt wmi. In dpf vor,t('hendpn Glpichullg If,t, wIe obt·n 
eingefuhrt, der rl'chtsdrl'hendc (Uhrzeigc>r-) Dreh~JIln positiv angenommen. Die 
cinzufuhrende Kraft 81 greift an 0 an (nicht an A I), ihr Momp'nt dn·ht bl'i dem 
angenomml'nen Zugpfeil entgegengesetzt dem Uhrzeigersllln. 'VIr findpn den \\\·rt 

81 = P .b.. 
a, 

Zur Errpchnung von 8 2 erhalten wir als Momentengleichung fur den Fußpunkt A 

abo 
(~ ./I{)A = 0: P . PI + 82 . a2 = 0, 

8 2 = -p.~, 
a. 

d. h. 81 wird Zug, dargestellt durch das positive Vorzeichen des Ergl'blllsses, 8. 
wird Druck, da der erhaltene Wert negatives Vorzeichen be~itzt. " 

Das Verfahren bietet gleichungsmäßig dieselben Vorteile wie das Projektion,
,verfahren (Nr. 13), ist aber in seiner Anwendung, d. h. in dpr Aufstellung der 
beiden Gleichgewichtsbedingungen, ubersichtlicher und demgemaß einfacher zu 
handhabl'n. 

Solche Momentenverfahren werden spater eine große Rolle spielen und haben 
vor allem besondere Bedeutung, wenn die Kraftl' nicht mehr durch einen Punkt 
gehen .. 

23. Kräft.('paar(~ in dt'r Eh"nt', Wir kommen nun zu dem Begriff des Krafte
paares, Ein Kra/tepaar ist die Gemeinschaft zweier paralleler, gleICh großer, aber 

/---~ P '" Drehsinn 

'~""';o I 

entgegengesetzt gerichteter Kratte (Abb. SlO) .. Durch das 
Kräftepaar ist eine Ebene bestimmt. Diese Ebem· mbge 
mit derjenigen einer Platte oder Scheibp zu~ammenfaIlen, 
also das Kraftepaar in der Ebene dl'r Scheibe wirkeIl. 
Dann erkennt man sofort, daß dito Wirkung de, Krafte
paares eine Drehung ist. Die Drehwirkung wird wieder 
durch ein Moment gemessen. Wir wollen nun als ~I oment 
des Krajtepaares definieren: die algebraische Sum1ne der ~\hb ~)()J,}:~~;'~J~:~I(~~(~~H: PIIlC>:-. 

Momente der beiden Kra/te /t/,r einen ganz beliebigen Ptmkt 
als Momentenpunkt. Es ('rscheint di<>se Aussage, daß das Moment der Kraftl' fur 
einen.bdwbigen Punkt aufge~tellt wer<len kann, zunach~t eigentumlieh ; dIPS ~i(·ht 
nach Vu·ldputigkpit, nach UnbestImmtheit aus. Aber die Klarung tritt bofort auf, 
wenn man tat sachlich das Moment für elllen bt>liebigen 
Punkt aufstellt. Der Hebelarm (a + e) wird untt'f dpm 
Einfluß dt·r obpren Kraft P nach rechts gedn·ht und e~ 
entstpht daR Moment + P (a + e); dito unÜ·n· Kraft P P 
dagpg<'n dreht den Hebplarm a nach linkH" und lide! t das 
Mompnt -P . a .. Die algpbrai~che Summp ist abo. Auh 1.11 ] _tl'-. )[Olllt'llt l'Ull''';: 

jl1 = p. (a + e) - P . a = + P . c . (21) 
Jir dftl.·p,w 1 p", 

Man t'fkcnnt, daß die Lage des Momentenpunktl';; in der Glpiehung uberhaupt 
nicht in Erscheinung tritt, also von gar keiner B(·dt'utung iöt. Da>< Moment des 
~aftepaareH ist einfach dargestellt durch das Produkt aus Kraft mal ElltferJIung 
der beiden Krafte. Da man dPll Momentpnpunkt beliebig wahlen kann, .kann 
man ihn auch auf einc dpr bpiden Krafte selbst legt·n (Abb. 91 Punkt Cl, dann 



54 Kräfte in der Ebene zerstreut auf einen Körper wirkend. 

hat die untere Kraft das :Moment Null, die obere das Moment + P . e, d. h. das 
gesamte Moment hat die Größe P . e und dreht im Uhrzeigersinn. Wenn also dies 
Kraftepaar auf eine Platte wirkt, so fUhrt diese eine Drehung im Uhrzeigersinn 
aus. Vom stati&choo Gesichtspunkt aus ist die Annahme eines derartigen Mo
mentenpunktes am zweckmäßigsten, zumal sie auch sofort den Drehsinn des 

Momentes, also auch des Kräftepaares, ergibt. Man erkennt 

~ daraus, d4fJ d4s Moment des Kraftepaares ersetzt werden kann 
durch d4s statische Moment einer einzelnen Kraft für einen Punkt 

/~ P auf der anderen Kraft (Abb. 92). Dies ist für spätere BetracJ;t-
tungen von Wichtigkeit. 

" An die Aussage, daß das Moment des Kraftepaares gegeben 
~ ist durch das Moment der beiden Kräfte für einen beliebigen 

Abb. 92. Zusam- Punkt C, kann man folgende Überlegung anschließen: Die Lage 
::ft~m~=~ deli Momentenpunktes gegenüber dem Kräftepaar ist von keiner 

und Kräftepaar. Bedeutung; es kann also auch ein Kräftepaar gegenüber einem 
angenommenen festliegenden Momentenpunkt beliebig ver

schoben wetden. Immer bleibi das gleiche Moment, d. h. die Wirkung des Kräfte
paares auf den betreffenden Körper, etwa eine Scheibe, ist immer die gleiche. Es 
ergibt sich der Satz: 

Ein auf einen Körper wirkendes Kräftepaar kann in seiner eigenen Ebene 
willkürlich verschoben werden, ohne d4fJ sich die Wirkung auf den betreffenden 
Körper andert. 

Der Ausdruck P . e für das Moment des Kräftepaares erlaubt uns noch eine 
andere Deutung: wenn man die Endpunkte der beiden Krafte des Kraftepaares 

miteinander verbindet (Abb. 93), so entsteht ein Parallelo
gramm, dessen Flächeninhalt durch P . e gegeben ist. Es 
ist also demgemäß das Moment, d. h. der Wert des Kräfte
paares, darstellbar durch den Inhalt dieses Parallelo
gramms. Man erkennt sofort, daß der durch die gege
benen Kräfte festgelegte Umlaufsinn zugleich den Dreh
sinn des Kräftepaares angibt. In Abb. 91 geht der durch 

,~~~U:3~~~~~ die Kraft P bedingte Umlaufsinn im Uhrzeigersinn, wäh
'durch ein Parallelogramm. rand das Krirltepaar in Abb. 93 eine Scheibe gegen den 

Uhrzeigersinn dreht. Nun kann man ja ein Parallelogramm 
in der mannigfaltigsten Weise in andere flachengleiche Pdrallelogramme ver
wandeln. Da wir aber jedes Parallelogramm zur Grundlage eines Kraftepaares 
machen könneR, so sind die so entstehenden - d. h. durch flachengleiche Parallelo
gramIJle dargestellten - Kräftepaare alle gleichwertig, d. h. sie üben dieselbe 

Abb 91 GleIChwertIge Kraftepaare. 

Wirkung aus. Die in Abb.94 dargestellten 
Krirltepaare haben alle das gleiche Moment 
nach Größe und Richtung, da ihre Parallelo
gramme gleichen Flächeninhalt habcm. 

Für den Wert eines Kräftepaares kommt 
es ,nicht auf die einzelne Größe von P oder e 
an, sondern nur auf die Größe von (p. e). 
Gerade deswegen kann man ja ein Krirltepaar 
in so vielfacher Weise durch ein Parallelo
gramm darstellen. Dieser Umstand gibt uns 

nun die Möglichkeit zu einer ganz neuen Definition des Kräftepaares. Um dies 
zu erkennen, nehmen wir ein zahlenmaßig gegebenes Krirltepaar von 2400 kg . m 
an. Man kann dieses Kräftepaar etwa darstellen, indem man P = 2400 kg 
und e = 1 m wählt. Nun kann man P immer kleiner werden lassen und ent-
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sprechend e immer größer, beispiebweisc: 

P = 2400 kg, e = 1,0 m, 
P = 2000 kg, e = 1,2 m, 
P = 100kg·, e = 24 m, 
P = 1 kg, e = 2400 m. 
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Bei weiterer Verkleinerung von P und Vergrößerung von e kommt man schließ
lich auf die Grenzwerte P = 0 und e = 00. Es ist also dann 

P·e=O·oo, 
d. h. wir haben zwei unendlich kleine Kräfte in unendlich großer Entfernung. 
Nun hat eine Kraft von der Größe Null, die in sichtbarer Nähe wirkt, natur
gemiiß keine Wirkung, aber mit der Kraft Null in unendlich großer Entfet:nung 
müssen wir vorsichtig sein, da die Um'ndlichkeit begrifflich nicht zu erfassen ist. 
Wir können also sagen: 

Ein Kräftepaar ist darstellbar durch eine Kratt von der Größe Null in un
endlich großer Entfernung. 

Mit dieser Aussage können wir allerdings keine Von,tellung verknupfen, und 
man fragt sich unwillkürlich, warum stellt man eine solche Definition fUr das 
Kräftepaar auf, die uns scheinbar doch nur Schwierigkeiten macht. Der Grund 
ist der, daß man bei praktischen Aufgaben nicht selten auf eine Kraft von der 
Größe Null in unendlich greßer Entfernung kommt, und dann weiß man eben, 
daß hier tatsächlich ein Kräftepaar vorliegt. Das Moment dieses Kräftepaares 
muß dann allerdings noch bestimmt werden. Wie dies geschieht, werden wir 
bei verschiedenen Aufgaben kennenlernen. 

Der umgekehrte Weg der Vergrößerung der Kraft P und dementsprechender 
Verkleinerung des Abstandes e fuhrt auf einen Ausdruck P . e = 00·0 für das 
gegebene Kräftepaar. Wir können also das Kniftepaar auch darstellen qurch zwei 
unendlich große Kräfte im Abstand Null. Auch dicber Ausdruck kann bei prak
tischen Aufgaben· in der Lösung auftauchen und stellt dann, ebenso wie dje 
Kraft Null in unendlich großem Abstand, ein Kräftepaar dar, das noch ander
weitig bestimmt werden muß. 

Mathematisch ist zu diesen Darstellungen deF> Kraftepaares noch folgendes zu 
bemerken: Der Ausdruck 0 . 00 oder 00' 0 ist eine sog. unbestimmte Größe; er 
kann tatsächlich irgendeinen- Zahlenwert bedeuten, wird aber bei einer be
stimmten Aufgabe einen ganz bestimmtpn Wert besitzpn. Im obigpn Beispiel 
bedeutet O· 00 gerade 2400 und nichts and!'res; denn von dieser Größe sind 
wir ausgegangen und haben gesehen, daß sie /tuch durch O· 00 ausgedrückt 
werden kann. 

Wir wollen uns nun weiter mit der Frage beschäftigen: Wip kann Ipan ver
schiedene Kraftepaare zusammensetzen 1 Man dpnke daran, daß Kräftppaar(' 
durch Parallelogramme dargestellt werden können. Nun kann man ja die In
halte von Parallelogrammen zusammensetz('n und dpn so erhaltpnen Flächen
wert durch ein Parallelogramm darstellen. So gut man aber durch algebraischl' 
Addition der einzelnen Parallelogramme em neues Parallelogramm bekommt. 
kann man auch eine Reihe von Kräftepaaren in der gleichen Ebene durch ein 
einzelnes, resultierendes Kräftepaar ersetzen, indem man die einzdnell Kraftp
paar-Parallelogramme, natürlich unter Berücksichtigung ihres Vorzeichpns, ad
diert und das Additionsparallelogramm wiederum durch ein Kräfkpaar ersptzt. 
Dieses resultierende Kräftepaar ist offenbar durch die algpbraische Summe der 
einzelnen Kräftepaare gegeben. Es hat die gleiche Wirkung auf pinen Körper 
wie die gegpbpncn Kräftepaare zm,ammengenommen. Wir prha!tP!l damit den 
Satz: 
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Ewe Reihe von Kraftepaaren 111- der gleichen Ebene h~fJt 81Ch (17äcl! ein em:igrs 
resultierendes Kraflepaar 111, ersetzen, des,sen Jlomenl gegeben 1st durch 

Jlr = ~'JI, 2-2) 
Die~t'H rebuItierende Kraftppaar kalln bt'lll'bl" JIl deI' EbellP V( Ji·dlOb('ll wt'rdt'll 
ohne oa ß KlCh seim' \:\'lI'lmng flndert; 111 Jl'dl'I~ Lage luft l'S dIl"elb(' Dn hwirkund 
hervor wie dlP (1:'hamtlwit (h'l' ('lllZl'lll(,ll Klaftepame. 

Man e,kennt, daß Kraftepaarp, >(ht' 1Il d('IH'lb(,l1 Ebpne 7.l'I'~tIeut hmd. elJl

facher zusammengesetzt werden konllen 'alh K,afü' an cl( m glt'lr'hell Punkt 
Wahrend WI!' bel erbteren nur dIr' alg('bnuhC'he ~umme zu bIldell haben, muß 
bel deI! Kraften entweder dN AUhdruek 

R = V' (.i'~Yj2 +-(.i' ~)2 
berechnet OUP1' das Kraftt'ek gebIldpt wl',dr'H Bille ,olche OppratlOH nennt 
mlln geometrisclw Addition ])('mgpp.laß werden al~o Krl!!te zummmt'ngesetzt 
mittelcl einer geometrischeJ] ~ummiflung, clageg(n Kwftt·paart' III der gleIchen 
Ebene mIt HIlfe ('Iller algeblUl,ehcn AdditIOn, dlt' naturhch bequeme!' Ibt ab 
dip erste. 

Naturgemäß kann eR auch yorkomml'n, daß die auf Pine Platte wlrkendfn 
Kraftepaare im ganzen keine DrehwIrkung hervorrufen, daß Oll' Platte III Ruhe 

bleIbt. Es heben ~Ich dallll cl", Kraftepaare 
f!1:ogPllell1andcr auf (Abb. 95). Das wurde be· 
deuten, daß 31r = 0, denn lvIr gibt Ja dIe 
Gl',amtwukung dN Kraftl'paa!'l' an Da ab!'r 

i~t, muß, wenn 11fr = 0 i~t, auch 

S('lIl, d h 
Kmjtepaare in derselben Ebene stehen 1m Gfelchgewlcht, wenn lhre algebraische 

Summe verschwindet. 
Fur Krafte mIt dem~elb('n Angnff,plll1kt war dN ~atz vom statI,ehE'1l 

~Ioment bewH;sen:, der sieh 111 der FOJ m daI ,teilte' 
jViI = ~'llf,. 

Da~ l~t dle"elbe GleIchung, dl(' auch jdzt bel der Zu,amm"nbl'tzung der Kraft,,· 
paare auftritt. Dort war al!erdlJ1f!H 31, das statische Moment dN Kraft fur l'IIll'1l 
be!ipbigen Punkt und lJliI cla~ ]\fom('llt der R('su!tleJ'l'nden fur denselben Punkt; 
hie,r dagegen ist 31, das Mompnt eIneh Kraft( paare~ und lJl. dasjcl1lg1> dC'h I'pstJ!· 

tierendpn Kraftl'paares. ImmPlhlll Ih1, aber ('I!l enge!' Zw,ammellhang vOJhand"Jl, 
und das muß ja auch ~('in, w('J! das Moment ('I!les K,aftC'paan's unmIttelbar ge· 
ge-b"!1 Iht durch das statl~ch(' Mom('nt d('J' ('II1('n Kraft fur lrw'ndein('n Punkt auf 
der amlerell Kraft als Momelltenpunkt \-Venn wir also das statIsche Moment dn' 
Kraft P fu!' dC'!1 Punkt C blldell (Abb. 92), W I"t dips gCllau da,sdbe wi(' das 
MO!llc'nt des lJ1 Abb. 91 ang('geben(,!1 Kraftl'paareh. Man kann in ellleIl1 ~olchpn 
Fall(' /!"Jadp ,0 gut vom htatbchell )loment der Kraft P spreehl'n WIe vom Mo· 
ment deh Klaftl'}>aa1 (., . 

Bel deu Aufgaben der Praxls werden Dlehmomcllt(' fa,t Im!ll('J' d\1lch Kraftp. 
paare prz('ugt. B"üacht('11 W11 bl'bpI"j'wel'(' pl!l(' \\;('111', auf du ('111 Rad an· 
gebracht Ist, das durch ('llle La,t P !!-' dJ'cht wn 11 (Ahb \I()a) '\'11' ha b"11 hlel' pm 
~tatlschl'S .Mollll'llt, pm Dl'cehmoment \"011 der Gruße p. r, b(·zogcn auf d"!l \V"]]"I1-
mIttelpunkt. Yon (,Illem Krafü'paar "t zUlla('h,t niehb zn bl'Illl'lkl'1l Ganz 
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anders wird aber die Sachlage, wenll wir das vollstandige Kraftbild fur die ganze 
Konstruktion einzeichnen. Unter dem Einfluß von P wird das R.ad nach unten 
gedrückt, das Rad (als gewichtslos vorausgesetzt) druck~ dadurch mit der Kraft P 
auf die Welle (Abb. 96b) und will diese nach unten verschieben, Das wurde tll-t
sachlich geschehen, wenn nicht von der WeHe eine Gegenkraft von der gleichen 
Größe ausgeubt wurde; die Welle wehrt sich gegen die druckende Kraft P und 
bewirkt eine gleich große Kraft P nach 0gen. An dem Rad selbst greifen also 
tatsächlich die gegebene äußere Kraft P nach unten und die eben erwähnte 
Gegenkraft P nach ohfn an (Abb.96c). Beide zusammengenommen bilden ein 
Kraftepaar. Das Moment dieses Kraftepaares ist genau so groß und hat dcnselben 
Drehsinn wie das auf das Rad wirkende Drehmoment p. T. Das Gesamtkrafte
bild der helden Abb. 96 bund c ist das gleiche 
wie in Abb. 96a, da zwischen Welle und Rad 
zwei gleich große Kraftc P in der gleichen 
Geraden wirken, die' sich aufheben. 

J~j--
I P r 

, p 
a b 

Abb.96. Wirkung einer Kraft P auf eIn Wellrad. 

Pr 
Abb.97. Scheibe anfemer Welle 

Die hier vorliegende Konstruktion besteht aus ~wei Teilen: aus du Welle und 
dem Rad. Von dem einen Tcil werden Krafte auf den anderen Teil ubertragen, 
also vom Rad auf 'die Welle und umgekehrt, von der Welle auf das Rad; SIe sind 
als Kraft und Gegenkraft gleich groß. Diese Verbindungskrafte, Zwischenkräfte 
oder innere Kräfte, treten immer auf, wenn eine Konstruktion, wie das meistens 
der Fall ist, aus verschiedenen Teilen besteht. Sie sind fur die meis.ten Aufgaben 
von besonderer Bedeutung und werden uns spater noch vielfach beschaftigl"n. 
Im Zusammenhang damit möge JIoch der Fall Abb. 97 betrachtet werden: eine 
Scheibe sei mit einer Welle verbunden; auf sie wirken vermittels besonderer Arme 
Kräfte PI' P 2 , Pa ein. Es handelt sich also hl~r um Krafte, die nicht durch einen 
Punkt gehen. Jede Kraft wird ihren Einfluß auf die Welle ausuben; PI möchte 
die Welle in der Richtung von P; verschieben. Die Welle ihrerseits erzeugt dem
gegenuber eine Gegenkraft von gleicher Größe wie PI; diese Gegenkraft wirkt 
von der Welle auf die Scheibe und ist in der Abbildung mit P~' bezeichnet. Ebenso 
entstehen durch die Emwirkung der Krafte P 2 und Pa auch wieder Gegenkraftc 
als Zwischenkrafte zwischen Wdle unt! ScheIbe. Auf die Scheibe wirken also tat
sächlich die gegebenen außpren Krafte PI' P 2 , Pa, die nicht durch einen Punkt 
gehen, und dit, Gegenkraftp P~/,P~/, P;i, die durch (·iuen Punkt, namlich den 
Wellenmittelpunkt, laufen. Wir habrn demgemäß drri Kraftepaare mit d('n Mo
menten (+ PI Tl)' (+ P 2 Ta) und (- PaTa). Diese Mom('ut6 drr Kraftepaare sind 
genau 'So groß wie die statü·eheu Momente der gegebencn außeren Krafte fur den 
WellenmIttelpunkt. In Wirklichkeit wirken also auf die Seheibe nicht die außeren 
Kräfte allein, sondern Kraftepaare, wahrend die parallel Vl'rschobeurn Krafte 
P;, P;, P; die Welle beans.pruchen. Dksr Kraftepaare lassen sich zu rinem resul
tierenden Kritftepaar mit dem Moment JJf4 zusammensetzen; Große und Drrh
sinn dieses Moments ist bestimmt durch die algebraibchr Summe d!;r Momente 
der cinzelnen Kritftepaare oder, ltllders aUHgedruckt, durch die algebraische Summe 
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dpr ~tatiscll('n Mompnk d"r gPgt·bPllP1I auß"ren Kraftl' fm <1P1I \Ydlpnmittdpunkt: 

J11. = P1 r 1 + P 2 1'2 - Pa 1"3 • 

Selbstv('rstandlich könnk auch die Sch('ib(' unkr dpm I~influß dN Krafk P, im 
Gleichg('wicht st('hpn. Danll mußt<- JJ1. vprs('hwindm, d. h. es mußt!' dip Summp 
<kr btatischen Mompntt> dN Kraftp P, fur den Drphpunkt Null w('rdpn. Man 
sipht daraus, daß das frühN g"wonnpnp Ergpbnis: "Im Gh·ichgewichtbfall muß 
dip Summe d<'r statischpn Mompnh' gldeh Null w('rckn", hi('r auch gilt fur Kraftp, 
dip nicht durch l'llli'n Punkt hindurchgehPll. 

24. Paralldversehil'bung von Kräftt'11. Die Bl'griffe des statischen Momentes 
und dps Kräftepaares spiplpn eine wichtigp Rolle bd der Zu
sammpl1sptzung 'belipbigl'r Kraftc in der Ebenl'. Bevor wir 
darauf eingl'hen, ist es nötig, zwpi Hilfsbatze kenn<'nzulern('n. 

Auf l'ine ",ben(' SehPibe wirkp in ihr!;r Ebpne eine Kraft P 
(Abb. 98). Sil' soll aus irgendpinpm Grunde in der Ebene 
parallel zu sich splbst nach dem beliebigl'n Punkt 0 vpr

'-------/ ~ schobpn werden. Unter welchen Umstandpn kann dips ge
Abb. 98. V""schiebung Rchehpn, ohne daß bich die Wirkung auf die Scheibe andl'rt ? 
omerz~{:~~ s~JG.~~allel Um die Frage zu beantwortpn, denkt man sich im Punkt 0 

zwpi glpieh große, entgegeng('bPtzt gerichtete Krafte, die 
mit dJr gegebenen Kraft P gleich groß und ihr parallel laufen, angebracht. Da 
Hich die beiden hinzugefügten Krafte P' und P" gpgensPitig aufhebpn, ist die 
Wirkung der drei Krafte P, P', P" auf die Platte genau so gI'oß wie die der ur
sprünglichen Kraft P allein. Nun stellt aber dips<, letztere und die eine d('r neuen 
Krafte, P", ein Kraftepaar dar, so daß im ganzen vorlieg<'n: die nach 0 parallel 
zu sich selbst v<'rschob('ne Kraft p. (P') und das Kräftepaar mit dem Moment 
p. e. Also übt die Gemeinschaft d('r v('rschobenen Kraft P' und des angegeb('nen 
Kraftepaares zusamm('n die gleiche Wirkung aus WI(' uie ursprüngliche Kraft P 
allein. Daraus ergibt siq,h, daß wir ein(' Kraft P nicht ohne weiteres paralId zu 
~ich selbst nach ein('m beliebigen Punkt 0 v('rsehieben dürfen, daß vielmehr nur 
dann die Wirkung die gl('ichp blpibt, w('nn noch das erwahnte Kräftepaar hinzu
!!dugt wird, dessen Mom('nt nadle Größe und Drehsinn gleich ist dem ~tatiseh('n 

K 
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If.Ir-Pe 
Ahb. 99. VerslhlC' 
hunq- (lllcr Kraft P 
llelCh {'lDCln gcgcbc" 

nen Punkt o. 

Moml·nt der ursprünglichen Kraft P fur den Punkt O. Wir 
gewinn('n <h·mg('maß den Satz: 

Eine Kraft P kann nur dann ohne Änderung ihrer Wirkung 
nach einem beliebigen Punkt 0 verschoben werden, wenn zu der 
verschobenen Kraft noch in der durch die urspr'Üngliohe Kraft P 
und den Punkt 0 be8timmten Ebtne ein Kraftepaar hinzugefügt 
wird, dessen .il1oment gegeben ist duroh das 8tatisohe .Moment 
der Kraft P für den Punkt O. 

SeIbbtv('rRtandlieh kann daR Kraftcpaar vom Moment 
p. e auch durch (>in and(']"(·s Kniftcpaar, d. h. dmch üin 
Rolchp;; mit anderpr Grundkraft <'rs('tzt wprden, d('nn wir 
haben ja g{'sehen, daß alle Kraftepaare mit gkiehem Parallelo
gramminhalt und gldchpm Drehbinn auch gIpichwcrtig sind. 

In Abb. 99 ist uas Moment des g('zpichneten Kraft('paareH K· k nach 
Größe und Dr('hsinn gleich dem ~toment upr Kraft P für den, Punkt 0 
(K . k = p. e). Also ub('n dkses Kraft('paar und di(' vpr~c1lOb(,JlP Kraft P' 
zusammen, die gleiche Wirkung auf den bptrdf('nd('n Korpt·r au~ wie di(' ur
~pf\ingliche Kraft P. Dabei ist Hclbstvcrstimdlich stets darauf zu achten, daß 
der Drehsinn des Kraftl'paar('H mit dem uel-o Momentes der Kraft P fur dell 
Punkt 0 übereinstimmt. 



Die moglichen Falle analytischer Zusammensetzung. 59 

Nun der zweite Satz, der dem Sinn nach die Umkehrung des ersten ist: es ~ei 
gegeben (Abb. 100) ein Kräftepaar vom Moment M = K· k und in der gleichen 
Ebene eine Kraft von der Größe P durch einen beliebigen Punkt 0 laufend. 
Können diese beiden Einflusse (Kraftepaar und Kraft) zusammengesetzt werden 1 
Man kann das Kraftepaar umwandeln in ein anderes mit der Grl1ndkraft P, 
wobei dann der Abstand x der neuenKräfte P so groß gemacht werden muß, daß 

ist. Dieses neue Kräftepaar, das dem alten gleichwertig ist, verschieben wir 
nun so, daß die eine Kraft P (gestrichelt eingezeichnet) im gegebenen Punkt 0 
angreift und der gegebenen Kraft P entgegengesetzt verläuft. Man erkennt, daß 
dann diese Kraft und die ursprüngliche Kraft P sich 
aufheben, und es bleibt nur noch übrig die parallel 
zur ursprünglichen Kraft P verlaufende Kraft P im 
Abstand x von o. Dieser Abstand x ist dadurch be
stimmt, daß das Moment des Kräftepaares P . x gleICh 
dem gegebenen Moment M ist. Nun ist aber doch p. x 
das statische Moment der verschobenen Kraft P fUr 
den Punkt 0, und man gewinnt damit den Satz: pi 

I 

Ein Kraftepaar vom Moment :lJ1·.und eine In dessen 
Ebene liegende, durch einen beliebigen Punkt 0 gehende ~:. :J:~~ft.;'!.':.~m::~s"i~~~f 
Kraft P können ersetzt werden durch eine einzige Kraft P, 
die durch eine Parallelverschiebung der ursprünglichen Kraft P entsteht und deren 
Lage dadurch bestimmt ist, daß ihr statisches Moment für den Punkt 0 gleich ist 
dem Moment M des gegebenen Kräftepaares. 

Es ist jetzt auch wieder darauf zu achten, daß das Moment der gefundenen 
Kraft P fUr den Punkt 0 den gleichen Drehsinn besitzen muß wie das Moment 

A~.p'P Ig 
~ ) I 'Ore!ls!/I/lvo/lP 

des gegebenen Kraftepaares. Bei den 
in Abb.l0l angenommenen Verhält
nissen ware die Kraft P unterhalb des 
Punktes 0 anzuordnen, damit sie den 
gleichen Drehsinn liefert wie das Kratte
paar. Es ist nicht zweckmäßig, zu sa
gen, die neue Kraft P hat die Ent- Zusammensetzung ~~~. ~~ttepaar und Kraft 
fernung x = M / P vom Punkte 0, weil 
dadurch der Drehsinn zu leicht ubersehen wird, sondern man halte fest, daß 
einschließlich des Drehsinns p. x = M sein muß. 

V. Analytische Zusammensetzung beliebiger Kräfte in der Ebene. 

25. Die mögliehen Fälle. Es seien n in der Ebene zerstreute Kratte gegeben 
nach Größe, Richtung und Lage. Die Größe der einzelnen Kraft wird wieder 
bezeichnet mit p •. Die Richtung sei festgelegt durch die frUher eingefuhrten 
Winkel (x, der einzelnen Krafte p. mit der positiven x-Richtung. Die Lage 
können wir etwa dadurch angeben, daß fur Jede Kraft die Koordinaten eineb be
liebig auf ihr liegenden Punktes eingeführt werden, beispielsweise x" y,. Man 
kann aber auch die Lage dadurch bestimmen, däß man die Entfernung der ein
zelnen Kraft P, von einem Punkt 0 einführt, den man ganz willkürlich wählen 
kann. In dieser Weise möge es hier geschehen: die Abstände r, bestimmen die 
Lage der einzelnen Kräfte p.; dabei muß natürlich hinzugefügt werden, ob das 
betreffende r. nach links oder rechts bzw. nach oben oder unten abweicht. 
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Gegeben sind also n Kraftt·: 

nach Große durch PI" P, P n' 

nach Richtung durch IXI • IX, •• IX", 
nach LagC' durch r l r, r" 

Gesucl(,t Ibt Ihre Zusammens(,tzung 
Zum ZwC'cke der Losung v('rschlebpn wir JC'de Kraft Ilach dpm ganz will

kur/ich gewahlten Punk; 0, de-r m der Ebplw dN Kraftp P, hpgt (Abb 102). Bpl 
diC'scr Versclllebung bleibt die GCbamtwirkung dn 
Krafte auf den Korper, _an dem sie angreifen, 
dann d!(' glPlche, welln wir zu .ledPl" v('f~chobpnen 
Kraft noch pm Kraftf'paar hmzufugl'li. VOll dle
S('ll Kraftepaarell Ist III der Abh. 102 nur das von 
PI angedeutet. Es pntstehC'n abo durch die Ve-r
schiebung der n Kraft(· nach dem gleIChen Punkt ° 
noch n Kraftepaan', dl(' III der gleichen Ebenc 
mit den Kraften P, und dem Punkt ° hegen. Nun 
konnen aber dil';,e n t'erscllObenen Krafte zu einer 
Resultlen'ndpn zusammengesetzt werdcn, da sie 
durch den gleichpn Punkt ° gehen, und ebpnso 
dic n Kra[tepaare zu pinern resultlprenden Krafte
paar, wC'11 sie m der glpichen Ebpne hegelJ. Bp-

Abb 102 Zur analytisch('n Z11- traehtC'n WlI' zunaehst die Kraftepaare : Jedes der 
salnmcnsetzung von zer~trcutcIl 

Kraften m dU' Ebene ent;,tandenen Krafü'paare hat Plll Moment von 
dpr Große P, . r" da ja r, d('f Abstand der beiden 

Grundkrafte Ist, dIeses Moment Ist aber nichts andC'res als das statische Moment 
der ursprunglIchen Kraft P, fur den Punkt 0, einschließlIch des- Drehsmns. Das 
Moment <Ws resultIerenden Kraftppaares Ist nach fruhNem ,gpgpben durch 

M r = ~ lIf" 
wobei 11f ..las Moment des einzelnen KraftepaarC's bC'deutet. Die;,ps i~t abC'r, wie 
pben bC'merkt, glclch dem statisclwn Mompnt der Kraft P, fur den Punkt 0, W 

daß das resultierende KraftC'paar den Momentenwl'lt bpsltzt 

lJfr = P1rI + ... P,r, + ... P"rn , 

d.h. das MomC'nt des resultierenden Kraftepaarps ist dargestellt durch dIe Summe 
der statibchen Momen";c dc-r emzplnen Krafte P, fur den von vornhC'rel!l will
kurlICh gcwahltcn Punkt 0. Die n nach dl'm Punkt ° verbchobenC'n Kraftl' P, 
ergeben eme Resultwrepde, dIe bpzuglIch Grdßc und Richtung durch diP Gll'i
chungen (7) und (8) b~~tirnmt ist: 

R = V(2X.)2+ (~ Y,j2, t ~Y, 
gi>..J/= ~X.· 

DabeI smd X, und Y, die Komponl'nten der Ilaeh ° vel~choben('n Kraft P,. Da 
aber die~e parallel verschobeI1e Kraft diel'elbl'n Kompo!1entpn beSItzt Wll' die 
ursprunghche Kraft P" RO smd X" Y, dlc Komponenten (kr gegC'benen Kraft P, . 

X, = P, COSIX,; Y, = p. sm1X,. 

Als Ergcbl11s der seitherigen Austuhrungen haben WH abo folgendl's Dw 
nrsprungllChen n Kralti;- kQnnen ersetzt werden durch eine durch den will!. itrlich 
angenommenen Punkt 0 hindurchgehende Resnltlerende, deren Gr6f.le nnd Hu h
tnng durch dw angegebenen Formeln bestImmt ist, nnd durch ein re8'ltltihendcs 
Krajtepaar, dessen "~[oment dnrch dIe Summe der statischen 1I1omente der flegebenm 
Krajte für. den wiUkur'lzch geu'ahlten Punkt 0 festgelegt ist 
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Es erscheint ja zunachst merkwurdig, daß der Punkt 0, durch den die Resul
tierende verlauft, willkurlieh gewahlt werden darf, es sieht fast nach Vieldeutig
keit aus. Aber man bedenke: Wenn man einen anderen Punkt 0 wahlt, dann 
geht wohl die nach Größe und Richtung ermittelte Resultierende R durch einen 
anderen Punkt, hat also eine andere Lage, aber andererseits andern sich auch dIe 
Werte r" und dadurch wird das Moment des resultierenden Kraftepaares ge
andert; das ZusammenwIrken der neuen Kraft R mit dem neuen MT ist dann 
völlig gleichwertig dem Zusammenwirken der fruheren Resu Ifierenden durch 
ihren Punkt 0 und dem fruheren MT. 

Man kann das gewonnene Ergebnis auch anders datstellen Dic gefundene 
R~ultierende R und das resultierende Kraftepaar MT liegen beide in der gleichen 
Ebene. Nun kann man aber doch nach dem auf SeIte 59 angegebenen Satz eme 
Kraft P und ein Kraftepaar zu einer Kraft zusammensetzen, die durch Parallel. 
verschiebung der gegebenen Kraft entsteht und eine ~91che Lage hat, daß ihr 
Moment fur einen Punkt der gegebenen Kraft gleIch ist dem Moment des ge
gebenen Kraftepaares: p. -x = JJf. In unserem Fall ist die fraglIche Kraft: die 
Resultierende R, und das fragliche Kraftepaar . das resultIerende Kraftepaar 
vom Moment JJIT • Sie können also ersetzt werden durch eine Kraft R, die durch 
Parallelverschiebung der ermittelten ReRultierenden entsteht, und die ll1 bezug 
auf den gewahlten Punkt 0 eine solche I.age haben muß, daß ihr statisches Mo
ment fur diesen gleich dem Moment des Kraftepaares 11fT ist. Das rebUltierende 
Moment war aber dargestellt durch 

~l1T = P1rl + ... P,r, + ... Pnrn , 

d. h. das Moment des resultierenden Kraftepaares ist bestimmt durch <he Summe 
der statischen Momente der gegebenfn Krafte P, fur den wIllkurlIch gewahlten 
Punkt o. Dabei sind die ~inzelnen Glieder naturlich mIt dem VorzeIchen e1l1-
zusetzen, das dem Drehsinn des einzelnen Moments P, r, entspricht • AlBo die 
Lage von R ist dadurch bestimmt, daß ihr Moment R . x fur den Punkt 0 nach 
Größe und-1)rehsinn gleIch ibt der Summe der btatischpn Momente aller Kraftp P, 
fur dpnselben Punkt o. Da aber der Punkt 0 ganz wIllkurlIch gewahlt werden 
durfte, so ist die Summe der statischen Mompnte von beliebigen Kraften der 
Ebene gleich dem Moment ihrer Resultierenden fur Jeden belIebigen MOlllenten
punkt. Das ist aber nichts anderes -als der Satz vom statischen Mom('nt der 
Krafte, der fruher nur Iur Kräfte mit d€mselben Angriffspunkt bewiesen war, der 
nach den jetzigen Ausfuhrungen also auch fur beliebige Kräfte der Ebt'lle gIlt. 

Man hat demgemaß folgendes Ergebnis: 
Beliebig( Krafte in einer Ebene können im allg6meinen ersetzt werden durch eme 

Resultierende, die der Große und Richtung nach bestimmt 1st durch 

v-------
R = ('~ X )2 -'_ ( '\' Y )2 

, - t , - i» , , 

1tnd deren Lage dadurch gegeben ist, daß aas .Moment dIeser Resultierenden tur 6111en 
ganz beliebigen P4/,nkt 0 der Ebene gleich iöt der Smnme der stal/sclten 11Jomente der 
gegebenen Kratte P, tur denselben Punkt 0: 

JJln = ..!: JJl, = PI· r l + ... p,. r, +. . P n • rn • 

Fur die praktische Durchfuhrung einer solchen Zusammensetzung von KrafteIl 
in der Ebene ist nur das Ergebnis von Bedeutung; das, wa~ vorher uber die 
Parallelverschiebung der Krafte nach einem Punkt gesagt war, war nur zum Be
weis nötig. Die Lösung 'wurde sich also bel elller vorliegenden Aufgabe folgender-
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maßen gestalten: man bildet von jEder der gegebenen Krafte (Abb. 103) ihre 
Komponenten X, und Y, nach Größe und Richtung, etwa unter Verwendung der 
Formeln 

X, == P, . cos iX" 

Y, == P, . sin iX, , 

und rechnet Rund tg IXR nach den angegelx>nen Formeln aus. Dadurch ist dlP 
Resultierende nach Größe und Richtung gegelx>n. Da,nn ermittelt man fur einen 
ganz beliebigen Punkt 0 die Summe der statischen Momente der gegelx>nen 
Kräfte und muß nun die Resultier€llde in wieher Lage eintragen, daß·ihr Momellt 
für den Punkt 0 gleich ist dieser Summe der statibehm Momente, alw 

R· x = PITI + ... P,T, ... P"Tn • 

In Abb. 103 ergibt sich die Resultierende naeh 
rechts unten verlaufend, sie ist' im beliebIgen 
Punkt 0 gestrichelt eingetragen; da I 111, hin 
positiv ist, ist nun R so zu verschieben, daß ihr 
Moment rechts herum dreht, d. h. sie muß ober
halb des Punktes 0 liegen. . 

Für die I.üsung der Aufgabe, d. h. fur die ein
deutige Zusammensetzung der IUäfte, ibt die Er

Zur analYtlsct~~'.i~s~mlliensetzung mittlung der Größen I X" I Y, und~' M, nötig. 
vonzcr"trcutenKrilftenmderEbenc Dip beiden ersten brauchen wir zur Bebtimmung 

VOll Große und Richtung der Resultanten, die 
letzte für ihre Lagc Wenn ~ X, = 0 ist, dann fallt dIe Resultierende in dIe 
y-Richtung, und wenn ~ Y, = 0 [Ht, verlauft sie in der x-Richtung Verschwm
den heide Ausdrucke, so gibt es uberhaupt keine Rewltierende. Hwraus geht 
hervor, daß nicht immer eine R<2bultierende vorhanden sein muß 

Im ganzen konnen wie vier ]'alle unterscheidpn, jp l1achd( m dIe Grüß('n R 
bzw. I M, gleich Null oder von Null verschieden smd. 

1. R =+= 0, I Mi =+= 0. Dann ist das gegebene Kraftesystem ersetzbar durch 
eine eindeutige Resultierende, deren GIÖßC und Richtung durch die oben angl'
gebenen Ausdrucke fur Rund iXR fpstgelpgt sind, und deren Lagc durch dcn Satz 
vom statischen Moment der Kra1te fUr einen beheblgtn Punkt 0 "ind('utJg gl'
geben ist. Es ist dies der Fall, den wir seither betrachtet haben. 

1 a. R =1= 0, I M i = 0. Es laßt sich daR gpgebene KrafteRystem ebenfalb 
durch eine Resultierende ersetzen. Da aber jetzt ~ M, = 0 ist, IHt die Lage df'! 
Resultierenden bestimmt dureh R . x = 0, d. h. x muß gleich Null SPill, weil Ja 
R =l= 0 ist. Es geht alw jetzt die Resultwrende R durch den wIllkurheh ge
wahlten Punkt ° hindurch; d. h. mfallig wurde dipseI' Punkt ° ~o eingpfuhrt, daß 
pr auf der zu erreehnendpn Rebultienndcn R lifgt. Dieser Fall l~t kdigheh PlIl 

Sonderfall von 1 
2. R=O, ..l'Mi =9=0. Dann laßt sieh das gpgebenp Kraftesyskm znruek

fuhren auf em einziges Kraftepaar, desspn Mompnt JJl r bu,timmt Ibt dureh da, 
std,tische Moment dpr gegebenen Krafte P, {ur PlIltn ganz willkurlich gewahltpll 
Punkt 0; dpnn der AUbdruek ~ JYI, ;;tellt ja bOwohl die Summp der btatIsehpJI 
Momente der Krafte dar, als auch andererseits dip Summe der obcn uwalmtl'JI 
Kraftt'paarmompnte, alw wicdo ein Kraftepaar, namlieh JJI,. Dlt, \Vllkung d!'1 
geg(>bl'lwn Krafte auf den betn'ffend"n Korper, an dem Rie angrpIfen, Wild 

dpmnach eme Drehwirkung sein Wenn man die Brdmgung R· x = ~ JJI. auf 
dIesen Fall anwendet, bO lautet dip Gleiehung: 

o· x = ~'_~I, 
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oder ~M 
~= -o--.!.=oo. 

Wir haben also eine Resultierende v()n di!r Größe Null in einer unendlich großen 
Entfernung, und das ist nach früherem (Seite 55) ein Kräftepaar. 

Daß hier, wo keine Resultit'rende auftritt, doch noch eine Drehwirkung vor
handen sein muß, macht dem Anfänger manchmal Schwierigkeiten. Die Sach
lage wird klar, wenn man bedenkt, daß R dann Null 
wird, wenn ~ X. = 0 und ~ Y, = 0 sind, d.h. die 
gegebenen Kril.fte müssen dann so beschaffen sein, daß 
die Summen ihrer X-, Y-Komponenten verschwinden. -
Dieser Fall liegt aber bei einem Krältepaar vor 
(Abb. 104), weil die X- und Y-Komponenten beider 
Kräfte P gleich groß und entgegengesetzt gerichtet . 
sind. Es ist also bei dem Kräftepaar auch R = O. 
Der Ausdruck ~M, ist hier das Moment der beiden 
Kräfte P fm: einen beliebigen Punkt 0, das ist aber 
nichts anderes als das Moment des Kräftepaares Abb. 104. Dte Komponenten 
selbst. eines Kraftepaares. 

Ein ähnlicher Fall liegt vor, wenn z. B. eine Platte 
auf einer Welle befestigt ist und nur eine Kraft P auf sie wirkt (Abb. 105). Unter 
dem Einfluß von P entsteht eine Druckwirkung auf die Welle bzw. den Zapfen 
von der gleichen Kraft P, die ihrerseits, wie auf Seite 57 ausgeführt, wieder eine 
Reaktion nach oben von derselben Größe erzeugt. Auf 
die Scheibe wirken demgemäß die beiden ausgezogenen 
Kräfte, nämlich die ursprüngliche Kraft P und die gleich 
große, aber entgegengesetzte Reaktion P'. Wir haben 
also wieder ein Kräftepaar . Die Resultierende dieser heiden 
Kräfte ist Null, aber ihre Wirkung stellt sich als Drehung 
dar, wobei das Drehmoment durch das statische Moment 
der Kraft P für den Wellenmittelpunkt gegeben ist. 

3. 8=0, ~M,=O. Dann stehen die g~gebenen 
Kräfte P, im Gleichgewicht. Wir haben keine Resul
tierende mehr, wir haben auch kein resultierendes Kräfte
paar, dessen Moment ja durch ~ M. gegeben ist" d. h. die 
auf einen Körper wirkenden Kräfte ilben ilberhaupt 
keinen Bewegungseinfluß (weder Verschiebung noch 
Drehung) mehr aus. Es ist Gleichgewichtszustand. 

Abb. 105. Das Kraftbild 
einer aUf einer Welle an
-gebrachten Sc1lelbe. (Die 
ausgezogene Kraft P WIrkt 
aUf die Scheibe, dip gestrI
chelte P' auf den zapfen) 

Nun verschwindet aber doch R nur dann, wenn ::!: X, = 0 und ~ Y, = 0, 
so daß Gleic!!gewicht besteht, wenn 

~X,=O, ~Y.=O und ~~1.=0. (23) 

Die letztere Bedingung sagt aus, daß die Summe dt'r statischen Momt'nte allt'f 
Kräfte filr einen beliebigen Punkt Null werden muß, de]ln es war ja 

~M'=~P"r" 
Die zwei ersten Bedingungen geben an, daß die Summen der Komponenten In 

der x- und y-Richtung verschwinden mUSSell. Nun kann man aber die ganze 
Überlegung auch durchfuhren mit einem schiefwinkligen Achsenkreuz und 
kommt dadurch zu Komponenten in zwei beliebigen Richtungen, geradeEO wie 
dies auch schon bei Kräften an demselben Punkt der Fall war. Wir t'rhalten da
mit den Satz: 

Zerstreute Kratte in einer Ebene stehen im Gleic7~geUlicht, wenn die Summen 
ihrer Kumponenten in zu ei beliebigen Ru;htungen verschwinden und außerdem 
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die S1trmne Ihrer stal!schen 1110mente fUT e!llen ganz belzebigen Punkt ebenfalls 
Sull wird 

Natmhch wird man dl'n Moml'Iltenpunkt, den man "lllkmlieh wahlen darf, 
in einem praktihchen BebpH'1 mogliehst gUl1btlg al1l1l'hmC'n (vgl (he Berechnung 
auf S, (3). 

26. GII'i!'hgewichtsbetra('htulIg~n von Ii"räfll'lI in 11"r Ebl'lIt'. B(,i zcr~treuten 
Kraften der Ebene treten abo dn'i GleichgeWIchtsbedingungen auf, wahr('nd b('i 
Kraft('n in dN Eben(' an dem gleichrn Punkt nur ZWeI GlelchgewlChtsbedin-

+y gunger vorhanden waren Demgcmaß durfpn und 
mUSSCll bei Gleichgewlchtbaufgaben, dw sich auf zer
streute Krafte in dN Ebene bczll·hen, dreI Unbekannte 
vorhanden sem, damIt WIr eindl'utige und endliche _ 'E==~======~:'T Losungen l'rwartpn konnen. Die einfaeh,tl' Aufgabt' 

+X fur solche Kraftp iht dIe, eine Kraft mit drt'i anderen 

/ 
im; Gl"ichgcwicht zu setzen, dIe ~I('h Bi! ht auf ihr 
schneHlen. 

Abb Jn6 1'latt~ mit zweI Beyor auf dil'be Aufgabe naher eingegangell wird, 
scbht~~~~g ~~~t~IK~;;ü,~lnwlf~ mog€' zunac}H;t auf folgendes hinge"tiesPll ,verden. WIr 

betrachten eme Plattp, die zwei Schlitze in waage
rechter und lotrechter Richtung besitzt, die Rlch uber (·inen gt'nau passendl'n 
Bolzen verschieben konnPl1 (Abb. 106). Auf die Platte wirken Krafte PI bis P4 · 

vVenn die Summp dpr X-Komponenten J1Jcht versehwindpt, dann wml sich dIe 
Platte entsprechend dem \Vel'te von ~ X, unter Benutzung des waagerechten 
SchlItzes verschipben ; eine Verschiebung in der x-Richtung w1fd nicht eintreten, 
wenn ~ X, = 0:- Ebenw WIrd vermIttels des senkrechten Schlitzes eine Ver
schiebung auftretpn, solange ~ y, von Null verschiedpn ist. \Veml nun ~ X, = 0 
und ~ Y, = 0, dann ist die Bewegung in den Schlitzen ausgesehlossen, aber es 

besteht durchaus noch kem Glpichgewicht, solange nicht 
auch die Summe der Drehmomente fur den Bolzpn gleich 
Null Ist, {,S tritt eine Dn'hung auf. Man eKkennt daran 
klar die physikalü,che Bedeutung der drei Gleichgewichts
bedmgungen als notwendige Forderungen fur den Ruhe
zustand 

\Vle hegeH nun dIe Verhaltmsse, Wenn dIe Platte 
Abb 10i SChNbeltufrmelll keine SchlItze beSItzt, aber m emem Bolzpn bdcilbgt ist 
Boll.l'n <lrehb,ll lJl>fl'btlgt (Abb. 107) 1 Durch dIP Kraftc PI und P2 werden, wie 

schon auf Seite 57 bcmelkt, Krafte auf den Bolzen aus
geubt; dadurch entstE-hen vom Bolzen gegen die Scheibe Gegenkrafte ..:- Reak
tIOnen - von der Große PI' P 2 , yorausgesetzt, daß der Bolzen fest genug Ist, sich 
alw gegen den Einfluß von PI und P2 wehren kann: Eb wlrkl'n dcmgemaß auf 
die Scheibe jetzt vier Krafte, und zwar in Gestalt von zw('i Kraftepaaren mIt 
dpn Momentl'n - PI' r l und. + P2 . 1'2' DIe Summef) dpr KomponPllten in zweI 
RlChtUl)gen slIld wieder NuJl, ah 0 tritt ('lIle Vcrsclllebung der Platte mcht em, 
wohl aber ist pine Dn·hung um dpn Bolzen möglIch, ulld zwar tritt dIes Immer 
dann ('111, wellll 

Ist aber 
flrl = 1'2 r 2, 

dann haben wir vollIgen RuhezUi.tand. Man sieht hipr WIeder Hehr klar, daß die 
Drehwirkung durch Kraftepaare erzeugt wird, dIe alkrdlllgb emt m Erscheinung 
treten, w('nn man dip Gl'gcnwirkungen g('gcn die Scheibe beruckbIChtlgt. In prak
tIschen Fallen liegt jeder reinen Drehung Cirl Kraftepaar zugrunde. 
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Es wurde oben gebagt, daß eine Kraft mit drei anderen, die sich ~icht auf ihr 
schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden kann. Es sind, bei dieser Aufgabe 
in der einfachsten Gestalt, gegeben eine Kraft P und außerdem drei Wirkungs
linien, in denen die unbekannten Kräfte PI' P 2 , Pa wirken sollen. Um statische 
Gleichungen aufstellen zu können, muß man zunächst die Richtungspfeile dieser 
Kräfte, wie schon fruher bemerkt, willkürlich annehmpn. Man kann dann die 
drei obeI'lerwähnten Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. Es möge dies gleich 
an einer technischen Anwendung gezeigt werden, um daran Bemerkungen uber 
verschiedene Falle der Gleichgewichtslage bei einem unterstutzten Körper an
zuknupfen. 

Bei Kraften, die durch einen Punkt gehen, hatten wir ein System von zwei 
Stäben betrachtet, da damals zwei Gleichgewichtsbedmgungen gultig waren, 
denen als Unbekannte die zwei Stabkrafte gegenuberstanden. Jetzt werden wir 
eme Anordnung von drei Stäben zu
grunde legen, die nicht durch einen 
Punkt gehen. Durch drei derartige 
Stäbe möge eine Scheibe oder ein Bal
ken (Abb. 108) gegenuber der Erde ab
gestutzt sein. Der Balken trage in der 
gleichen Ebene, in der die Stäbe liegen, 
eine Last Q. Die Stabe seien sowohl am 
Boden als auch am Balken drehbar be
festigt, damit Kräfte nur in der Stab
achse auftreten (Längskräffe I). Die 
Last Q wirkt auf den Balken, der in
folge der Abstutzung durch die drei 
Stabe in Ruhe bleibt. Diese Stäbe die- Abb 108. Ba~~~'~%,~~~J~~:ungsstabe mIt 

nen als Kraftleiter nach der Erde. In 
ihnen werden innere Krafte ~ Stabkrafte - geweckt werden. Das statische 
Bild ist also folgendes: infolge der La,st Q ubt der Balken-a'uf die Stabe Krafte 
aus; die Stabe wehren sich dagegen, wirken also ihrerseits auf den Balken, so daß 
im ganzen am Balken angreifen: die Last Q und die _Stabkridte 81 , 8 2 und 8a. 
Diese Kräfte müssen im Gleichgewicht stehen, da der Balken in Ruhe bleibt. Von 
ihnen si!ld bekannt Lage, Größe und Richtung von Q und die Wirkungslinien der 
Stabkrafte. Wie bei jeder statischen Behandlung von Konstruktionsaufgaben ist 
es auch hier sehr wesentlich, daruber klarzuwerden, welcher Konstruktionsteil 
der eigentliche Trager des Gleichgewichtszustandes ist: das ist hier der Balken. 
Die Lösung der Aufgabe erfordert gemäß den seitherigen Ausfuhrungen die Auf
stellung von zwei Komponentenbedingungen und einer Momentengleichung. 
Diese können erst aufgestellt werden, wenn über die Richtung der Kräfte etwas 
gesagt i~t. Nun ist aber nur die Richtung von Q gegeben; es muß deshalb, 
genau so wie bei den Bockgerüsten, in den Staben zunächst ein bestimmter 
Richtungssinn angenommen werden, und zwar möge wieder eine Zugkraft 
zugrunde gelegt sein. Die Zugkraft eines Stabes wirkt von den Endpunkten 
weg, d. h. auf den Balken wirken die Zugkräfte mit dlim Pfeil vom Balken 
nach der Stabmitte hm, wie sie in Abb. 108 eingetragen sind. Wir können uns 
geradezu den Balken losgelöst denken und' ihn als eine freie Konstruktion be
trachten, auf den die vier Kräfte Q, 8 1 , 8 2 , 8a wirken. Fur die beiden ersten 
Gleicltgewichtsbedingungen kann die x-, y-Richtung willkurlich gewahlt, fur 
die dritte der Momentenpunkt beliebig eingefuhrt werden. Wir wahlen die 
positive x-Richtung waagrecht nach rechts, die positive y-Richtung lotrecht 
nach unten. 

5 Schhnk. Stattk 4 u 5. Au" 
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1 ~X, = O. Da Q und 8 1 senkrecht zur x-RIChtung verlaufpn, haben SIC 
keine X-Komponpnten. Dip X-Komponentp von 8 2 vprIauft bpi dpm emgefuhrtfn 
Zugpfeil nac'h links, diejenige von 8 3 naeh rechts: 

-82 .c0845° +83 'c0830° = O. 

2 ~ Y, = 0 Da Q und 8 1 in die y-Riehtung fallen, tretcn SlC m voller Großp 
als Y-Komponenten auf; alle Krafte haben {'me posltIVC Y-Komponentp: 

Q + 8 1 + 8 2 , sin 45° + 8 3 , Sill ,Hl o = O. 

3. ~]}[, = 0 Der Momentenpunkt Ist ganz bdiebig; man wIrd Ihn selbst
verstandbch mogbchst bequl'm einfuhren. Legt man ihn nun auf einpn Stab, 
80 fallt dIe betreffende Stabkraft aus der Momenh'nglelChung heraus; legt man 
ihn in den Schnittpunkt zwelPr Stabe, z B von 8 2 und S3' d I dl'r Momenten
punkt I, so fehll'll diese bpiden Krafte m der Moml'ntenglplchung, da ja bpjde 
den Hebplarm Null hahl'n. Em boleher Schmttpunkt ZWl'Il'r Stabl' Ist der gun
stigste Momentenpunkt. Stellen wIr die Momentp dementsprecht'nd fur den 
Punkt I auf, so haben wir nur Momente von Q und 8 1 Q drl'ht um den Punkt I 
links herum, SI bei dpm ar gpgebenen ZugpfeIl ebenfalls 1mb hU'um Untn 
Benutzung der eingetragenen Hebelarme entsteht dIe GIPlchung 

- Q . 0,75 - Si - 0,50 + 8 2 • 0 + 8 3 , 0 = 0 

Aus diesen dreI Gleichungen kann man dIe Unbpkannten bNechnrn. Aus dn 
dritten Gleichung ergibt sich 

SI = -1000' ?Ö!t = -1500 kg, 

aus der Verbindung der ersten und zweIten GleIChung: 

S2 = +447kg; 8 3 = +363kg. 

Da S2 und 8 3 posItiv sind, werden diese Stabl' tatsachlich gpzogen; dagegen wnd 
Stab (D gedruckt, weil der smgefuhrte Richtungspfeil mIt Rucksicht auf das 
negative Vorzeichen von SI umzukehrpn, also in einen Druckpkil umzuwaJl
deIn 1St. 

Die drei Gleichungen sind ganz verschiedpnartig gebaut; Jedp der bpldpn 
ersten pnthalt mehrere Unbekannte, die letzte dagegen nur eme Unbl'kannte. 
Das ISt kein Zufall, denn es wurde ja der Moml'ntenpunkt absichtbch w gpwahlt, 
daß ZWPI Unbekannte (82 und 8 3) aus der Moml'ntpnglelChung herausfIell'n. Nun 
muß aber doch im GleIChgewIChtbfall dIe Summl' der Momente fur jeden behe
bigl'n Momentenpunkt verscbwmden GNade w gut wie WIr Ihn m den Schmtt
punkt von 8 2 und S3 gelegt haben, konnten wIr auch Punkt JI (Schnittpunkt VOll 

8 1 und 8 3 ) oder Punkt III {Schnittpunkt von SI und 8 2) als Momentenpunkt 
wahll'n Fur jeden dieser Moml'ntl'npunkte muß dle Summe der statlHchl'n Mo
mpnÜ' aller Krafte verschwmden und jede dIeser GIPlchungen hat die EIgl'ntum
hchkl'lt, daß nur eine Unbekannte 111 Ihr auftritt WIr bekamen also dann htatt 
der ursprunglich('n drl'i Gll'I"hungen dNen funf, da dIe zwei nCUE-n Momentul
gh·ichungen noch hinzukommen. Aber dIese funf GleIChungen sind tatf,achhch 
nicht voneinander unabhangig. Fur zerstreute Krafte 111 der Ebl'ne gIbt es m 
WIrklichkeit nur drei vonemdnder unabhangige Glt'ichgewichtsbedmgungen, WIe 
am; den fruheren Ausfuhrungen hervorgeht Wohl konnen wir belIebIg vIele 
Momentengleichungen anschreIben, wie auch beliebIg viele Komponentenbedm
gungell angesetzt werden konnen, aber alle silld Folgerungen von dreI Gln
chungl·n. 

WIr wollen nun fur das vürhl'gende BnspJeI als grundlegende Gleichungen dIe 
dreI Momentenbedmgung,>n anschreIben: 



es 
1. (~M,h 
ergibt sieh 
2. (~M,hI 

Glciehgewichtsbetrachtungen von Kraften in der Ebene. 

= 0: 

= 0: 

~Q . 0,75 - 8 1 • 0,50 = 0; 

8 1 = -1500 kg. 
-Q. 0,25 + 8 2 , 0,56 = 0; 

8 2 = +447 kg. 

3. (~M')III = 0: -Q. 0,25 + 8 a ' 0,69 = 0; 
8a = +363kg. 
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Das Ergebnis stimmt mit den aus dm ursprunglichen Gleichungen ermittelten 
Werten uberein. Wenn man nun fur irgendwelehe andere Punkte dip Summe 
der Mompntp allpr Krafte aufst~llt und die hier gewonnenen Wertp pm,etzt, w 
mussen alll' diese Summpn den Wert Null ergeben, da ja im Gleiehgewlchts
falle dIe Summe der Momente fur jeden beliebigen Punkt verschwindrn muß. 
Ebenso muß mit den hIer gefundenen Werten jede beliebige Komponenten
bedingung erfullt sein. Wir können alm nach Gewinnung der drei Unbekannten 
mit HIlfe von Momentengleichungen jede weitere Momentengleichung oder auch 
jede Komponentenbedingung 'als Probe verwenden. 

Probe: ~X, = 0: -447' cos 45° + 363· cos 30° = 0, 
.I Y, = 0: 1000 - 1500 + 447· sin 45° + 363 . sin 30D = O. 

D!'r hier beschriebene Re'chnungsgang empfiehlt sich haufig als vorteil
haftester: man rechnet die Unbekanntpn dureh Momentenbedingungen mit mog
lichst gimstlg eingefuhrten Momentenpunkten aus und pruft die RichtIgkeit dpr 
errechn(~ten Werte mit Hilfe von Komponentenbedingungen nach. JedpnfallH 
soll man nie versaumen, die errechneten Unbekanntpn nachzuprufen. 

Welche GleIChungen wir als die drei Ausgangsbedingungen einfuhren, ü,t 
grundsatzlieh gleichgultig: entweder drei Momentenbedingungen oder' ZWeI M~
melltenbedingungen und eine Komponentenbedingung oder eme Momenten
bedingung und zwei Komponentenbedingungen. Jedoch konntn nicht drpl un
abhangige Komponentenbedingungen aufgestellt werden, da in der Ebenp eine 
Kraft nur in zwei Komponenten eindeutig zerfegt 
werden kann. Durch Benutzung weiterer Momenten
bzw. Komponentenbeding~ngen erhalten wir dann 
Immer die erwunschte Probe; der Momentenpunkt 
ist ganz willkurlwh, ebenso die Richtung der Kom
ponenten. 

EI:! war gesagt, daß wir als Gleichgcwichtsbedin
gung drei Momentengleichungen aufstellen kimnen. 
Dazu ist noch eine Bemerkung notig. Es durfpn 
nämlich du· drei gewahlten Momentenpunkte nicht 
auf einer Geraden liegen, wpnn das Gleichgewicht 
mit Sicherheit vorhanden sein soll. Das ergibt sich 

Abb 109 ~ur l\lolllt'ntI'Il' 
beumgung VOll Kratü'll 

aus folgender Überlegung. Nehmen wir an, es lagen Krafte vor, dIe tatRa('hhch 
eine Re.sultierende R haben (Abb. 109). Dann ver,chwindet doch fur jeden auf 
R liegenden Punkt die Summe der Momente der Krafte P" da die Rebultierende 
selbst fur jeden dieser Punkte das Moment Null hat und andererseits die Summe 
der Momente dpr Kräfte gleich 1st dem Moment der Resultierenden. Wenn man 
nun nachprufen will, ob die gegebenen Krafte Im Gleichgewieht btehen, weIß man 
zunachst nicht, ob etwa eine Resultante vorhanden ist. \Vahlt man dw dn'l Mo
mentenpunkte dann zufallig so, daß Hie auf der vorhandenen Rpsultierend(n 
liegen, bO verschwindet die Summe der Momente aller Krafte fU!' dI(,be drei Punkte, 
obwohl eine Resultierende besteht. Werdpn aber dIe drpi MomPlltenpunkte !lieht 
auf einer Geraden gewahIt, so k6nnen bei Vorhandensein einer Rewltierplldell 
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wohl die Momente fur zwei Punkte verschwinden (wenn die Resultierende zu
fallig durch die beiden Pullkte geht), aber mcht fur drei Punkte. Es ergIbt sich 
also der Satz: 

Zerstleute Kralte in der Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer 
J1fomente tur dre~ Punkte verschwinden, die nicht aut einer geraden L~nie l~egen. 

t !If! 
I) \ / 1\"-
li' 1 1 \', 

'!lIYLs~, 
a b 

Abb.l10. Ba.lken,g0genuber der Elde vcr.,chwbhch angeschlossen 

N] 
Abb 111. Balken, durcb dr(,l 
parallele StutzUDg88tabe mlt der 

Erde v<:'rbunden. 

Im Zusammenhang mit dem letzten Beispiel sei noch auf folgendes hin
gewiesen: wenn die drei Stabe durch einen Punkt hindurchgehen, -dann i,t das 
System je nach Art der Belastung entweder nicht mehr fest oder die Stabkrafte 
werden vieldeutig. Geht l1!unlich (Abb. 110a) dIe Last nicht durch den gemein
samen Punkt 0, dann ist fur diesen Punkt die Summe der Momente nicht mehr 

'Null, da ja P einen Momentenbeitrag aufweist. Im Gleichgewichtsfalle muß 
aber die Summe der. Momente fur jeden beliebIgen Punkt verschwinden; also 
ist kein Gleichgewicht bei dieser Belastung mbghch, d. h. die Konstruktion ist 
beweglich. Geht die Last dagegen durch den Schnittpunkt der drei Stabe hin
durch (Kraft Pm der Abb 110b), so verschwindet allerdings das Moment aller 
Kräfte fur den Punkt 0, und es besteht Gleichgewicht, wenn die Summen der 
Komponenten in zwei be1it·bigen Richtungen verschwinden. Da aber nur zweI 
unabhängige GleichgewichtBbedingungen vorliegen (Krafte durch einen Punkt I), 
denen drei Unbekannte gegenuberstehen, ist die Aufgabe vieldeutig. Es darf 
also nicht eine Scheibe durcH drei Stabe mit der Erde verbunden werden, dIe sich 
in einem Punkt schneiden. Das ware auch der Fall, wenn die drei Stabe einander 
parallel laufen (Abb. 111). . 

27. Gleichgewicht von drei Kräften. Es wurde oben der Fall betrachtet, aaß 
eine Kraft mit drei anderen ins Gleichgewicht gesetzt werden soll, die nicht durch 
einen Punkt hindurchgehen. Daran anschließend möge gefragt werden: Wann 

kann uberhaupt eine Kraft mit zwei anderen Kräften derselben 
, , Ebene ins Gletchgewicht gesetzt werden 1 Man beachte wieder, 

O'r- daß Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn die Summe Ihrer Mo-l ~ mente f-ur jeden beliebigen Punkt verschwindet. Nun verschwindet 
''', ~ aber doch sieher nicht das. Moment der Kraft Pa (Abb. 112) fur 
r. den Schnittpunkt von Pl und P2 , da Pa nicht durch dksen Punkt 

Abb.112. Zum hindurchgeht. Es ist also Gleichgewicht bei dieser Anordnung 
G1eichgewichts- unmöglic\!. ])as Moment kann nur dann allgemein verschwinden, 

falldrelerKrafte. wenn Pa dureh den Schnittpunkt von Pl und P 2 1auft, d. h.: 
Drei Kräfte können nur im Gleichgewicht stehen, wenn sie durch einen Punkt 

hindurchgehen und in der gleichen Ebene liegen. 
Das ist notwendige Voraussetzung. Damit tatsachlich dann der Gleich

gewichtsfall vorliegt, muß im ubrigen die Summe der Komponenten in zwei 
Richtungen verschwinden, oder es muß die Summe der Momente fur ZWeI andere 
Punkte verschwinden bzw. die Summe der Komponenten in einer Richtung und 
die Summe der Momente für einen Punkt, oder es muß das zugehbrige Krafteck 
geschlossen sein. 
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28. Zusammensetzung und Zerlegung bei parallelen Kräften. Liegt ein System 
vön .parallelen Kraften vor, so ist ihre Resultierende durch die algebraische 
Summe der emzelnen Kräfte gegeben und läuft parallel zu dIesen Kraften. Der 
Beweis beruht auf den Formeln 

"y 
tg!XR = ~,y ; - , 

denn wcnn man die gegebene Kraftrichtung als y.Richtung wahlt (Abb. 113), 
wird ~X, = 0 und ~ Y, gleich der Summe der gegebenE'n Kräfte. Die Lage 

x der Resultanten ist, wie bei Kraften mallge. 
meiner Lage, bestimmt durch den Satz vom 
statischen .Moment der Kräfte, bezogen auf 

r----
irgendeinen Punkt 0 : 

B·x = ~}1 •. 
Gcsucht sei nun die Resultierende zweIer 

paralleler Krafte PI und P 2 nach Ihrer Große, 
RIChtung und Lage (Abb. 113).~ IhrE' Große ist 
bestimmt durch 

I 
I 
I 

) 

Abb 113 DlC Resulherende ZWeH'l' 
para BeleI und gleIChgerIchteter Krafte. 

Ihre Richtung, wie oben erwahnt, d;urch die 
Richtung der Kräfte. Zur Bestimmung der Lage kann man einen beliebigen 
Punkt 0 annehmen und stellt die Gleichung auf: 

-PI' a l - P 2,' a2 = -R· x, 

wodurch x bestimmt ist, Nun kann man aber den Punkt 0 ganz belIebig w!',hlen, 
und wir werden ihn selbstverständlich so einfuhren, daß die Gl€ichung moglich&t 
e'infach wird. Dies ist der Fall, wenn der Momentenpunkt auf der Wirkungshme 
der Resultierenden selbst liegt. Wir nehmen also die Lage Jer ResultIerenden an, 
und nach Einführung der Entfernungen PI' P2 von den Kräften lautet die Mo· 
mentengleichung fur einen Punkt N auf ihr: 

B· 0 = -PI' PI + P2 • P2 
oder 

Durch diese, Gleichung ist tatsachlich die Lage der 
Resultierenden bestimmt, da 

PI'+ P2 = e 
ist und die Entfernung e gegeben war, so daß die Glei
chung (das Hebelgesetz) nur eine Unbekannte aufweist. 

Abb. 114. DIe ResultlCrende 
z\\elel' paralleler und ent~ 
gegengesetzt gcrlchtete 1 

Krafte 

Sind die beiden parallelen Krafte entgegengesdzt gerichtet (Abb. 114), ~o 
ist die Resultierende ;R bestimmt durch 

R = P2 -PI ; 

ihre-Richtung fallt mit der der großeren der beid('n Krafte zusammen. Die Lage 
det· Resultierenden wird wieder ganz EchematiFch dadurch bestImmt, daß fur 
einen beliebigen Punkt auf ihr das Hebelgesetz {'rfullt R('m muß' 

PI . Pi = P 2 • P2 

Da dieHe Glei<>hung nur befriEdIgt werden kann, wenn zur großereIl Kraft P2 der 
kleinere Hebelarm P2 gehört und umgekehrt, so muß dIe Re&ultierende außC'rhalb 
der größ'eren der beiden Kräfte l1E'gen. 
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Soll umgekehrt (Abb. 11ö) eine Kraft P in zwei Komponenten in gegebenen 
P~rallelen gl und gz z~rlegt werden, so fuhrt man zunächst Richtungspfeile fur 
dIese Komponenten em untE'r Berucksichtigung der BezIehung 

P= K I +K2 

und schreIbtfureinen beliebigen 
Punkt vonP das He beIgesetz an : 

K I · ki = K 2 • k2 • 

Mit Hilfe der so erhaltenen 
zwei Gleichungen ist die Auf
gabe 2,U losen. 

Abb. 115. Zerlegung emer Abb, 116. GlelChgeWlcht cmer 
Kraft m zwei parallele LiEgen die gegebenen Wir- Kraft mit zwei parallelen 

Krafte kungslinien auf der gleichen Kraftcn. 

Seite von P, so haben die gEsuchten Komponenten entgegengesetzte Richtung, 
und zwar liegt die großere naher bei P mit gleichem Vorzeichen. 

Da die Aufgabe, eine Kraft P m zw~i Komponenten K I und K 2 zu zerlegen, 
gerade so zu behandeln ist wie diejenige, eine Kraft P mIt zwei gesuchten Kraften 
PI und P 2 ins Gleichgewicht zu st'tzen, und lediglich die Krafte PI und P 2 ent
gegengesetzten Richtungspfeil wie KI und K 2 aufweisen, kann diese Gleich
gewichtsaufgabe ganz entspTEchend gelost werden (Abb. 116); jetzt muß sein: 

und 
PI + P 2 =-P 

PI' PI = P 2 ' P2' 

Vbungsaufgaben für zerstreut in der Ebene liegende Kräfte. 
1. Aufgabe. Ein gewichtsloses Seil von der Lange I = 60 cm liege auf einer 

Zylinderwalze mit dem Halbmesser r = 50 cm (Abb. 117) und trage an seinen 

6,\ t //0-

--'frP,?)// 
" / ----t\--- - -

.11. bb. 117. übnngsbeisplel 

I ~ 

I , 

Enden Gewichte von GI = 30 kg, G2 = 10 kg. Wie groß sind im GleichgewlChts-
fall die Winkel 'PI und 'P2 ? . 

Lösung. Das Konstruktionsglied, das hier Im Ruhezustand stehen soll, 1st 
das erwahnte Seil mit seinen Endgewichten. Es ist offenbar Ruhe vorhanden, 
wenn die durch G hervorgerufene nach links ziehende Kraft K l gleich ist der 
durch G2 bewirkte~ nach rechts ziehenden Kraft E 2 • Diese beiden Krafte wirken 
tangential und Rind gegeben durch: 

Xl = GI . sin'Pl' 
K 2 = G2 • sin'P2' 
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Wir bekommen also die Gleichung: 

andererseits ist 
GI· sinll'l = G2 • sinll'2; 

l = r . (11'1 + 11'2)' 
l 60 

11'1 + 11'2 = r = 50 = 1,2. 
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Die wirkliche Größe ist leicht zu finden, wenn man bedenkt, daß zum Bogen n 
der Winkel 180° gehört: 

180° (9'1 + 'Pt) 0 
:n: 1,2 

11'1 ,f- 11'2 = 68° 40', 
11'1 = 68° 40' - 11'2; 

mit diesem Wert lautet die obige Gleichung: 

GI· sin (68° 40' - 11'2) = G2 • sinll'2' 
GI . (sin 68° 40' . COS 11'2 - cos 68° 40' . sin 11'2) = G2 ., sin 11'2' 

GI • (sin 68° 40' . ctg 11'2 - cos 68° 40') = G2, 
t _ G. + G1 • cos 68~ ~y 

c g 11'2 - G, . sin 68° 40' - , 

ctgll'2 = 0,748. 
Demgemäß: 

11'2 = 53° 20', 
11'1 = 15° 30'. 

Nun muß aber im Gleichgewichtszustand auch die Summe der Momente 
aller wirkenden Kräfte fur einen beliebigen Punkt gleich Null sein. Auf das Seil 
wirke!) als gegebene Krafte GI und G2 . Stellen wir das Moment fur den Angriffs
punkt von G2 auf, so entsteht 

GI . (r . sin 11'1 + r . sin 11'2). 

Das ist aber nicht Null, also muß irgend etwa~ unberucksichtigt geblieben sein. 
Tatsachlich wirken aber auch auf die Endpunkte des Seiles nicht die Krafte GI 
und G2 allein; denn durch die Lagerung der Kugeln auf der Walze werden gegen 
diese Krafte ausgeubt von der Größe 

GI . COS 'PI und G2· COS 'P2 . 

Die Walze ihrerseits wehrt sich gegen diese Einflubse und erzeugt gleich große 
Gege>ukrafte NI und N 2 , so daß auf die Endpunkte tatsachlich v,rirken GI und NI 
bzw. GI und N 2 (Ahb. 117b). Die erste Zeichnung war unvollstandig. Die Resul
tante aus GI und NI ist die oben benutzte Kraft K v entsprechend K 2 die R('sul
tante aus N 2 und 02; die Summe der Mome>nte dieser vier tatsachli('h auf die> Seil
e>nden wlrke>nde>n Krafte GI' NI' G2 , N 2 muß nun fur jede>n beliebigen Punkt der 
Ebene verschwinden, z. B. auch fur den Mltte>lpunkt der Walze. Durch dip sen 
Punkt laufen Ni und N 2 hindurch, haben kein Moment und es bleibt nur ubrig: 

-GI' r· sin'Pl + G2: r· sinr2 = o. 
Damit ist dieselbe Gleichung gewonnen, die oben angesetzt worden war. 

2. Aufgabe, Um drei gleich große Walzen ist ein Band ohne Vorspannung 
. gelegt, das die Walzen in der gezeichneten Lage halt (Abb. 118). Wie groß ist 
die Seilkraft 1 

Lösung. Das Gebilde aus den drei Walzen mit dem umgelegtpn Band ist im 
Lager durch zwei Bolzen befestigt; unter Vernachlässigung des Gewicht('s des 
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Bandes wirkt ledIglIch di .. SchwNt, (kr dreI 'Walzcn auf dIe Bolz<'ll, und es ent
steht demgemaß fur jcd .. n BolzeIl .. in,e druckt'nde Kraft von der Größe 

G1 + G2 -f- G3 ---:l-- -" 

Gpgen diese Druck(> wehrt sich das Lager bzw. das BolzE'npaar, und es w('rden abo 
gegpn das Walzpnsystem die bplden Krafte 

G, -+- G, -+- G., 
2 

wIrken. 
Die bei den Walzen 1 und 2 haben das Bebtreben, von der unt('r"n \\ralze ab

zurutschen, daran werden ~H' durch das umschlungE'ne Band vprhmdert, dadurch 
entstehen in diesE'm Band Krafte, dIe auf dIe E'mzelllEn Walzen wllkcll; }o wnkt 

beispIelsweise auf Walze 2 
die Bandkraft 8 0 und dle 
Bandkraft 8a. A;derNs"lts 
druckt dIese Walze 2 mit 
emer Kraft K 32 auf dlc 
Walze 3, diese wehrt sich da
gegen und erzeugt die gleich 
große Gegenkraft K 23 • Beide 
Krafte mUSEen, solange keine 

6,i ReIbung -vorhanden ist, in 
dIe Ric}Itung der RadIen 
fallen Entsprechendes gilt 

At') 118 übungsbel';lllel. von den Kraften zwischen 
den Rollen 1 und 3. Es ent
steht' so das in der Abb. 118 

dargestellte Kraftbild, wobeI der erste Anzeiger von K dIe Walze angIbt, auf dIe 
die Kraft wirkt (Kl2 =K21 = 0) Auf die Rolle 2 wirken demgcmaßG2 , 82 , 8a, K 23 

Diese müssen im GleichgewICht stehen, also drei Bedmgungsgleichungen erfullen : 

1. (..!:M)2 = 0: --82 ' r + 8a ' r = 0, 8 2 = 8a. 
2 . .IX, = 0: -82 -8a ' cos 60° + K 2a • cos 60° = 0, 

S _ i!ß~ C08 60° 
3 - 1 + Cos 60° . 

3. IY, = 0: 

Daraus ergibt sich: 

-K2a • sin60° + Gt + 8 3 • sm 60° = 0, 

K S G2 
23 = 3 + '~'6'0-O' 

bIn j 

8 3 + 8a . cos 60° = 8 3 • COS 60° + G2 • ctg 60°, 
o G 100 

8 3,= G2 • ctg 60 = Vi! = V3 = 57,7 kg. 

Da 8 3 = 8 4 sein muß, femN an Rolle 3 die Bandkraft 8 4 = 8 5 , weiter 8 5 = 8 6 

und an Rolle 1 auch 8 6 = 81 , so erkennt man, daß diE' Sellkraft fur das ganz<' 
Band gleich groß ist. Damit ist die Aufgabe gelost 

3. Aufgab('. Welchen Druck p kann man mit der Anordnung nach Abb. 119 
erzeugen, wenn die Handkraft P = 50 kg betragt und der Kolb<'ndurchmesser 
30 mm'ist? 

Lösung. Wir betrachten die Gleichgewichtszustande an den einzelnen Teilen 
der Konstruktion; zuna'Jh8t am Hebel A a, dann am Punkt bund c. Auf den 
Hebel wirkt außer P noch die Stabkraft D und ferner an der BefestirrungHsteIIe A 
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eine Kraft N gegen den Hebel. Da uns diese letztere nicht interessiert, stellen 
wir für den Anschlußpunkt A die Momentengleichung auf: 

P . 90 - D • 50 = 0, 
D = ~ . P = 90 kg. 

Am Punkt b muß GlelChgewicht bestehefl zwi
schen den drei zusammentreffenden Stabkraf
ten D, K, S. Das Kraftdreieck ergibt für K 
eine Druckkraft, fur S eine Zugkraft: 

L-l--, 
o 10 200m 

K = D . ~ = ! . P . ~ = 3 P = 150 kg. 

V502 +302 S = D. -so-- = 174,9kg. 

",A :-----iar.:-_--.JV 

P_Q'SJ 
c K" Ö Schließlich muß sich am Punkte c die Kraft K 

aufheben mit der Kraft P, die durch den 
Druck p entsteht. Unter dem Druck ver
steht man die Kraft auf 1 cm2 ; beim Kolben
durchmesser von d cm -entsteht also dann 
eine Kolbenkraft K: 

d2 

K=P'=n' 4 'p, 

In unserem_ Falle ergibt sich: 

K = n . 3.'0~ cm2 • P -~~ 
4 ern" 

daraus P = 21,2 kgjcm2• 

Ar-------7~~--~~P 
tN fo 

~o 
K ~ 

Abb. U9. übung.bei.ple!. 

4. Aufgabe. Nach welchem Gesetz ist eine Skala fur den Druckanzeiger der 
Abb. 120 aufzutragen ~ Gesucht ist also: <X = t(p). 

Lösung. Die Kraft, die auf die Zahnstange durch den Druck p ausgeübt wird, 
Ist gegeben durch: 

d' 4 O' 
P = n4 'p = n'T'p = 12,57·p. 

Diese Kraft greift an dem Zahnrad in der Ent-
fernung (e - dJ2) vom Zahnradmittelpunkt an 
und sucht dieses nach rechts zu drehen, während 
das Gcwicht G an dem mit dem Zahnrad fest 
verbundenen Hebel dieses nach links zu drehen 
sucht. Das Gewicht wird so lange gehoben, bis 
sein Moment gleich dem Moment von P ist: 

G . 100,0 . cOS<x = P . (10,0 - 2,0), 
80 '100,0 . cos IX = 12,57 . P . 8,0, 

12,57· p. 8,0 5 
COSIX= SO.loo =0,0127·p. 

o. Aufgabe. Die m Abb. 121 angegebenen 
Kräfte, die auf eine Platte m ihrer Ebene wirken, 
~onen zusammengesetzt werden. Es sei 

1'. = 100 kg, Q = 80 kg, S = 200 kg, 
a = 20cm, b = 10cm, I) = 30cm. 

Abb 120. 
ÜbungsbeIsPIel. 

e-tOcm. 
!"i 
1 1 

1 
1 

,I 

Lösung. Die Aufgabe wird analytisch gelöst. DIe Re~ultierende i~t nach Groß!' 
und Richtung durch ihre Komponent!'n ~X. und ..!: Y, bestImmt, nach Lage 
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durch den Satz vom statischen Moment der Krafte (S 61). Unter Einfuhrung der 
positiven Richtung nach rechts bzw. nach unten ist: 

ZX, = s . co" 60' = 200·0,5 = + 100 kg (also nach rechts), 
~ Y, = 2 P + 2 Q ~ S . sin 60° = + 186,8 kg (also nach unten), 

(.IM,)o = Q . a + P . (a + b) + Q . (2 a + b) = 8600 kgcm. 

I -----:s·-~z 

[

: ----riEX, Der Punkt 0 wurde als Momentenpunkt 
gewahlt, weil sich auf Ihm dIe beiden Krafte 
Sund PEchneiden Es findet sich weiter: I 

i f 
i I 
j t 

'Y 

Abb 121. ÜbungsbeispIel 

'<~ i 
.m_~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

R = V(.IX.)2 + (.IY,)2 = 211,8kg, 

t l:Y. 186,8 1 9 
g IXR = I:X = 100- = , , 

IXR = 62° 15'. 

Die Resultierende R verlauft nach rechts 
--a unten. Da die Summe der Momente fur den 

Punkt 0 ein positives Vorzeichen ergab, dreht dieses Moment im Uhrzeigersinn. 
R muß nun so liegen, daß ihr Moment den glpichen Drehsmn ergIbt, d. h. da sie 
nach rechts unten verlauft., oberhalb von O. Die Große des Momentes von R 
muß gleich ~M. sein WIr denken nun dIe ResultIerende R, deren Lage noch nicht 
bekannt ist und die in der eigenen Geraden verschoben werden kann, in ihrem 
Schnittpunkt mit der Lmic A 0 (Abb. 121 b) zerlegt in eine waagerechte und lot
rechte Komponente, deren Großen durch ~X. und.!: Y, gegeben smd. Letztere 
hat fur den Punkt 0 kem Moment, erstere dagegen das Moment (.IX.) . e, wobei 

e noch unbekannt 1st. 

e . .IX, = (IM,)o, 
8600 

e = Too = 86 cm. 
6. Aufgabe. Wie groß Ist bei 

dem inAbb.122 gezeichneten Spann
rollentneb m der angegebenen Lage 
und bei emem Gewicht G = 30 kg 
der Riemenzug S? 

LOsung. Betrachten wir zu
nachst den Hebel mit der Rolle R. 
Durch den herabdruckenden Hebel 
wirkt von der Rolle auf den Riemen 
eine Kraft K und umgekehrt eine 

gleich große Kraft K' vom RIemen auf den Hebel. Am Hebel greifen also an 
die eben erwahnte Kraft K', ferner das Gewicht G und die Kraft an der Befesti
gungsstelle A. Diese drei mussen Im GleichgewICht stehen. Es muß also Ihr Mo
ment fur einen belieblg€n Punkt verschwinden, z. B. fur A. Fur diesen Punkt 
liefert die BefEstIgungslrraft selbst keinen Momentenbeitrag, und wir haben: 

G· (30 + 60) ~ K'· cos 10°.60 = 0, 
K' __ }O.~ _ _ ~~ 

- 60· ces 10° - cos 10° • 

An dei' BeriIhrungsstelle von_Rolle und Riemen wirken vom Hebel her die Kraft 
K, ferner vom Riemen nach hnks und rechts die unbekannte Kraft S. Diese 
drei Krafte mussen im Gleichgewicht stehen, also muß 

.IY, = 0 



Übungsaufgaben 75 

erfüllt sein. Das ergibt 
K·cos100~S.sin20° = 0, 

45 
S = Ö~342 = 131,6 kg. 

Als Probe kann verwendet werden: 

.!:X, = 0, 
K· sin10° + S· C0S 20° ~S = O. 

Die graphische Losung ist durch das Kraftdreieck aUf> K und den beiden Kraften S 
gegeben. Es findet sich aus dem Kraftdreieck : 

~ =S'sin10°, 

also das gleiche Ergebnis WIe oben, da ja 

ist. 
sin ZO° = 2· sin 10° . cos 10° 

7. Aufgabe. Wie groß muß bei dem in Abb. 123 dargestellten Ventil die Ent
fernung x sein, wenn das VentIl bei 15 atil abblasen soll? 

Lösung. Es liegen hier drei Konstruktionsteile vor: der Hcbel I drehbar um 
A, der Hebel II drehbar um C und der Ventildeckel. Der Hebel I druckt an der 
StelleB auf den HeDel II,dieser wehrt sich 
dagegen mit der gleich großen KraftB' . Es 
greifen demgemaß am Hebel I (Abb 123 b) 
an: G, B' und die Kraft in A. Die Momen· 
tengleichung fur A ergIbt: 

G. (70 + x) ~ B'· 70 = O. 
B'-G 

x= -a- 70. 

Auf den Hebel II (Abb.123c) wirkt die 
eben berilcksichtigte Kraft B, ferner die 
VentilkraftK und die BefestigungskraftC. 
Die Momentengleichung fur Cergibt: 

B . 140 ~ K . 70 = O. 

Andererseits haben wir fur das Ventil 
(Abb. 123d): 

K' = K = 7,521-' P = 663 kg. 

Wir erhalten damit B = 332 kg, dann 
aus der ersten Gleichung, mItG = 30 kg, 
x = 70cm. 

8. Aufgabe. Wie groß muß bei dem in 
Abb. 124 dargestellten PanzerwagHl das 
Antriebsmoment M des Zahntriebes sein, 

Abb 123. 
Übung"umsPleJ. 

wenn der Radius des Zahnrades r = 25 cm betragt und die Neigung IX = 10° ist 1 
Lösung. Das gesamte Gewicht wirkt im Schwerpunkt des K6rpcr~. Seine 

heiden Komponenten, 
G . cos IX und G . sin IX, 

greifen ebenfalls dort an. Die Kraft G . COS iX wird durch die Gegenkraft N auf· 
gehoben. Die Komponente G· sin IX muß durch eine Aufwartswirkung über· 
wunden werden, diese wird aber am Radkranz ubertragen. Auf das Antriebsrad 
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wirkt also nach abwart;, die C...ewicntbkomponente G . ~m <x, dIe vom "Vagen auf 
den Zapfen druckt, und am Radkranz die fur das GleichgewICht notIge Gegen
kraft des Bodens von gleicher Große, das ergIbt em reines Kraftepaar vom Dreh-

moment G· (~m<x) . r. Dieses Moment muß 
..-c=,b~~:d~~(.'Yl durch das Antriebsmoment - ub( f\\unden 

t;Y 'werden. 

ALb 124. lJbungsbenplel 

Pb9L' - A 
-'11) 

a 

b S 

Abb 125 übungsbcispiel 

M ,= G . sm<X . r, 
~7I,f= 22000· 0,1736 . 25,0 = %500 kgcm, 
~M = 955 kgm 

9. Aufgabe. Wie groß muß III der JlI 

Abb 125 dargpstellten Wagenbrenu,e dIe 
Entfernung x sein, damit dic Normalkrafte 
NI und N 2 gleich groß werdpn 1 

Losung WIr haben dn,i Hebd ab Haupt
kon,truktlOnstelle, dIe III den Abb.125 b, c, cl 
herausgezeichnet sind. Am Hebel I lautet 
die Momcntengleichung iur dl'll Punkt A 

P . 40 - S 20 = 0, ah,o S = 2 P. 
Am Hebel II werden zwci MomentengleI
chungen aufgestellt. 

iur B: -8· 50 + K H · 30 = 0, 
5 10 

K H = '3,8='3 'P; 

fur C: ~S·80+N2·30= 0, 

N =!?Q. 8 = 16. P 
2 30 3' 

Der Hebel III liefert schließlich fur den 
Punkt D die Momentengleichung : 

NI' x - K H • (40 + x) = 0, 
10 10 

NI' X = 3 . p. 40 + -3' .-p. x. 

Da nUll NI = N 2 sein soll, haben wir: 
16 10 10 
-3 . P . x = '3 . P . 40 + 3 : p. x 

Hieraus fmdet sICh: 
x = 66,67 cm. 

10. Aufgabe. Welche Stellung muß bei 
der in Abb. 126 dargestellten SCHENCK
sehen ZerrClßmaschine das LaufgewichtQ 
haben, damit der zu prufende Stab mIt 
einer BruchfestIgkeit von 60 kgjmm2 

reißt 1 Der DurchmessPT des Stabcs sei 
15,95mm. 

Ilisung. Wenn die Zerreißfestigkeit 60 kgjmm2 betragen 8011, dann muß 
dIe Zugkraft P einen Wert annehmen. der gpgpben i~t durch das Produkt voll F 
(Querschnitt des Stabes) mal der Bruchfestigkeit aB: 

-P=P'aB,' 
Jl·d2 

P = --~C mm2 • öO kg/mm2 = 200·60 = 12000 kg. 



Krafteck und Selleck. 77 

Diese Kraft verteilt sich zu gleichen Teilen in die beiden Zugstangen am Hebel I. 
Um die Große a ausrechnen zu k6nnen, werden der Reihe nach die Momenten
gleichungen fur die IIJ,bel I, III, V bezuglieh ihrer Festpunkte aufgestellt: 

Hebel I: 
(IM)..4 = 0, 
-154,6.6000 + 145,4·6000 
+ Sn . 460,0 = 0, 
Sn = 120 kg. 
HebellII: 

(IM)B=O, 
-120 ·130,0 + SlV" 260,0 = 0, 
Srv = 60kg. 

A 

151J-!-j 
I 

s, 

Abb 126 UbungsbclsPlel 

J[ 

Hebel V: 
(IM)o = 0, A s, 
Srv' 50,0 = Q . a. '---iiß'--;;;--.... 

Aus der letzten Gleichung ergibt sich, mit Q = 2,5 kg: 
a = 1200 mm. 

Vl. Graphische Behandlung von Kräften, die in der Ebene zerstreut wirken. 

29. Krafteck und Seileck. Gegeben sei eine Reihe von Kraften, die wir gra· 
phisch zusammensetzen wollen. Die Krafte PI' P2 , Pa. P4 seien nach Größe, 
Lage und Richtung bekannt (Abb. 127). Nach fruhcren Überlegungen konnen 
wir zum Ziele kommen, weIln wir erst die Krafte 
PI und P2 zu einer Teilresultierenden RI2 zu
sammenfassen. Wir verschieben dazu beideKräfte 
nach ihrem Schnittpunkt A ; in diesem kann dann 
die Zusammensetzung der beiden Kräfte mittels 
Krafteparallelogramm oder Krafteck erfolgen. 
Diese Teilresultierende RI 2 läßt sich in gleicher 
Weise mit Pa zusa.mmensetzen zur Resultieren
den RI2 a, und diese weiter mit P4 zusammen
gesetzt ergibt die endgültige Resultierende der 
vier Kräfte. Wir sehen schon an diesem Bei
spiel, daß das Verfahren zu einer unübersicht
lichen Zeichnung fUhrt, ja es laßt uns sogar ganz 
Im Stich, wenn zufällig eine Teilresultierende zu 
der nächsten Kraft parallel liegt. Daran erken
Hen wir, daß das Verfahren keine allgemeine 
Bedeutung hat. 

Ein sehr ubersichtliches Verfahren benutzt 
neben dem seither verwendeten Krafteck noch 
ein neues Vieleck, das sogenannte Seileck. Dies 
soll nun gezeigt werden. Es seien beliebig viele 
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Abb 127 

Zusammensetzung zerstreuter Kraft<.' 
In der Ebene nllttels Verschiebung 

in der Ebene zerstreute Krafte durch ihre Wirkungslinien und Richtungen ge
geben; ihre Größen seien wieder zahlenmäßig festgelegt. Wir sollen die Resul
tierende dieser Krafte zeichnerisch ermitteln (Abb. 128). 

Wir zeichnen zunächst das Krafteck, d. h. wir tragen in einem von der tech
nischen Figur gesonderten Bild die Kräfte so aneinander, daß sie einem einheit
lichen Umfahrungssinn entsprechen. Das Bild des Kraftecks sieht also zunachst 
genau so aus, als gingen die Kräfte durch einen Punkt (Abb. 128b). Die erhaltene 
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Schlußlinie lrefert auch jetzt wieder, wie bewiesen wud, GIOßC und Richtung ~er 
wirklichen Rebultierenden R aller zerstreut WIrkenden Krafte. Es fehlt dann ~ur 
noch die Lage der ResultieJend('n; zu Ihrer Ermittlung nehmen wir emen ganz 
beliebigen Punkt C an, den WIr Pol nenJl(n WOlleil. Dle~en Pol, der alm in semer 
Lage an keinerll'i Bedmgungen geknupft Ist, vPfbmden wu mIt den Anfangs- und 
Endpunkten der Kratte 1m Krafteck (Eckpunkte des Kraftecks). Die Verbin
dungslInIen, die den Namen Polstrahlen fuhren, gehen alm von C nach 0, 1. II 
usw. Die Strahlen wollen wir numerIeren mIt 0 (von C nach 0), 1 (von C nach I) 
usw. Zu diesen Polstrahlen zeichnen WIr nun Im teChnIEChEn KraftbIld Parallele n 
und begmnen damIt JJ1 eim m wiedEr vollIg belit bJgHl Punkt A, durch den WII' 

eine Parallele zu Po'strahl 0 ZIehen DIe gezclChntte Gerade 0', dIP Seillmte, Seil
seite oder Seilstrahl genannt wud, bchneldet die WirkungshnIe von PI in einem 

o 

Abb 128. Zusammensetzung 
zerstreuter Kratte In der 
Ebene out HIlfe des Sellecks 

Punkt. Durch diesen Schnittpunkt ziehen wir dann eme Parallele zum nachsten 
Polstrahl l. Den SchnIttpunkt dieses neuen Seilbtrahls l' mit der Wlfkungslmi!' 
der Kraft P2 -benutzen wir wieder als Ausgangspunkt fur den Seilstrahl 2', der, 
entsprechend den fruheren, parallel zum Polstrahl 2 hegen muß. In gleieh(T 
Weise erhalten wir die Se!lselt~n 3' urid 4', Immer aupgehfnd von dem Schnitt
punkt des vorhergehenden SeIlstrahles mIt der zugC'horigen Kraft. Es sei hIC'r 
schon darauf hingewiesen, daß dIe .ReIhenfolge der SeIlstrahlen mIt der Relhen
folgC' der Polstrahlen ubpremst!mmen muß; z B werden die beiden SeilbtrahlC'n 2' 
und 3', die an der Kraft /"3 am,ehlicßen, d. h sich auf Ihr schnC'iden, durch dw
selbe Kraft P 3 im Krafkck m ihn'r Richtung febtgelegt Der von den SeIbtrahlen 
gebildete Lllllenzug 0', l' 2', 3', 4' heißt Seileck oder Sedpolygon. Die Lage dC'r 
Rpsultierenden Ist dann dadurch bestimmt, daß sie durch den Schl1lttpunkt der 
außerHten SpilseltC'n geht. 'Wlr verlangern albO die bpidt'n Seilstrahlen 0' und 4' 
bis zu Ihrem Schl1lttpunkt und !pgpn die Rebultierendp, dIe aus dem Krafteck naeh 
Grüßt' und Richtung bpk.a,nnt Ist, dureh diesen Punkt 

Zum Beweis der Riehl,lgkeit unsprer Behauptung denkpn wir uns jC'de Kraft 
im techl1lschell Kraftebiltl zprkgt m zwei KomponentfIl (Abb. 128c), deren RlCh
tungeh durch dIe anschlit.ßenden Sdlstrahll'n gegeben sind, alm PI in dIP Rieh
tung 0' und 1', P 2 in l' '.md 2' usw. Das zur Zerlegung jeder dwser Krafte' p. 
nötige Kraftdrewck findEn wir bereIts im Krafteck vor, z. B. das Dn:i! ck 0 C I 
fur die Krafte in 0' und 1'. DIe Langpn dC'r bC'Iden Polstrahlen 0 C und I C stp!l~n 
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die Komponenten Ko, K I der Kraft PI der Große nach dar; dabei ist der Kräfte
maßstab der gleiche, wie er firr die Aufzeichnung der Krafte P, gewahlt war; 
die Richtungspfeile der Ersatzkräfte Ko und K I sind dem durch die Kraft PI ge
gebenen Umfahrungssinn entgegengeriehtet (m der FIgur smd die PfeIle neben dIe 
Polstrahlen gezeichnet). Mittels dieser Zerlegungen erhalten wir also statt der VIer 
Krafte PI bis P4 acht Komponenten, d. h. acht Krafte, dIe den gegebenen vier 
gleichwertIg und nun zusammenzusetzen sind. Von diesen acht Kraften K o\ K I , 

K I , K2.' K 2 , •.• K4 heben sich verschiedene gegeneinander auf, denn die Kompo
nenten K I von PI' m Richtung des Seilstrahis 1', und K I , als Komponente von 
P2 in der gleichen Linie 1', sind gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtd. 
Entgegengesetzt gerichtete gleich große Krafte in der gleichen Geraden hebpn 
sich jedoch auf. Wir erkennen, daß von den acht Ersatzkraftcn nur Ko und K4 

ubrigbleiben, deren Großen im Krafteck durch die bel den Polstrahlen 0 und 4 
und deren Lagen durch die Sei/strahle'n 0' und 4' gt'geben sind. Diese bt'idt 11 

Krafte ersetzen nl\ch der durchgefuhrten Überlegung die urspru1lglichpn Krafte 
PI' .. P4 • Ihrl1 Resultierende 1st demgemaß auch dIe Resultante der gegebenHl 
Krafte. Wir setzen nun diese beiden Krafte Ko und K4 , dIe in den Geraden 0' 
UJ)d 4' liegen, mit Hilfe. des Kraftecks 0 C IV zur Resultierenden' R zusammpn, 
die ihrerseits selbstverständlich durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungs
linien 0' und 4' gehen muß. 

Wir erhalten also bei der graphischen Zusammensetzung beliebtger Kra/te In 

der Ebene: 
die Große und Richtung der Resultierenden durch das Krafteck, 
die Lage der Resultierenden durch das Selleck. 
Das aus den Seilstrahlen gebildete Vieleck wIrd Seileck genannt, weil ein ge

wichtsloses, in zwei Punkten gehaltenes Seil, das unter dem Emfluß von Kraften 
P, steht, die Gestalt emes solchen Seilecks anmmmt; dann stellen die Poistrahh'n 
die Krafte im Seil dar. 

30. Die drei möglichen Fälle bei Zusammenset.zung ebener Kräfte. Die dreI 
Falle, die wir bei der analytischen Losung der gleichen Aufgabe unterschIeden 
haben, mussen uns auch hier wieder begegnen. 

1. Fall. Ergebnis: eine eindeutige Resultierende. Die Aufgabe wurde eben 
behandelt Wir sahen, daß die Schlußlinie des Kraftecks die Große und RIch
tung der Resultanten darstellt, daß diese Schlußlinie im F all 1 also nich t w'rsch WIll

den darf. Außerdem war die Lage der Resultanten bestimmt durch den Schnitt
punkt des ersten und letzten Seilstrahis, d. h. im Fall 1 mussen diese belden 
Strahlen eint'n eindeutigen 
Schmttpunkt haben WIr 
sagen kurz: das Krafteck 
und das Selleck 1st offen. 

2. Fall. Ergebnis: ('In be
stimmtes Kraftepaar. Jetzt 
muß, entsprechend der ana
lytischen Losung (SeIte 62), 
die Resultierende verschwIll
den. Wir zeichnen das Kraft-
eck zu den gegebenen Krä.f- Abb.129. Zerstreute Kratte, die em Kl'aftcpaarergeben. 
ten und sehen, daß bei den 
hier vorliegenden Kraften der Anfangspunkt 0 der ersten Kraft PI mit dem End
punkt IV der letzten P 4 zu8ammenfällt (Abb.129), das Krafteck ist also ge&chlo~~"ii, 
d. h. R = O. Mit dem willkurhch gewahlten Pol C ziehen wir wie oben diePolstrahlen 
und zeichnen papallei dazu in das technische Kraftebilddiezugehorigen Seilstrahlen 
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0', 1', ... 4'. Da sich im Krafteck die Polstrahlen 0 und 4 decken, mussen die dazu 
parallelen Seilstrahlen 0' und 4' einander parallel laufen. Das Charakteristische 
des Falles 2 ist also, daß das Kraft"3ck geschlossen ist und daß erster und letzter 
Seilstrahl einander parallel laufen. Das Seileck ist demnach mcht geschlossen. 
Der Schnittpunkt der Seilstrahlen 0' und 4', durch den ja die Resultierende gehen 
muß, liegt unendlich fern. Wir erhalten den vorhergehenden Betrachtungen zu
folge eme Kraft vOn der Große Ndl in unendlleh großer Entfernung. Dieses Er
gebnis stellt aber nach fruherem (S. 55) ein Kraftepaar dar. Es fehlt noch die 
Größe des Momentes dieses Kraft,,'paares. WIr finden es, wenn wir uns dIe vier 
gegebenen Krafte wieder durch Ihre Polstrahlen-Komponenten ersetzt denken. 
Die einzelnen Komponenten heben sich wieder auf bis auf die beiden Krafte K o, 
K4 , die in den Seillmien 0' und 4' liegen und die durch die Langte:n der Polstrahlen 
oe und IVC dargestellt smd; Ko geht nach dem Pol C hin, K 4 gcht vom Pol weg. 
Diese Krafte des Kraftecks ins Seileck ubertragen, liefer.n eme Kraft K 4 nach links 
oben und e~ne parallele, gleich große Kraft Ko nach rechts unten (Ko = K 4 = K). 
Das ist aber die Darstellung eines Kraftepaares von der Große (-K - c). Wir 
haben also die Große des PolstrahIs 0 bzw. 4 aus dem Krafteck, das ja in cmem 
bestimmten Kräftemaßstab aufgezeichnet Ist, als Kraft K (= Ko = K 4 ) zu ent
nehmen und mit dem Abstand e, der aus dem tpchnischen Krafteblld abzumessen 
ist, zu multipliziercn, und erhalten dann als Ergebnis der Zusammensetzung das 
resultierende Moment 

M r = -K·e. 

3. Fall. Ergebms: Gleichgcwi,,;htszustand (Abb. 130). Das Krafteck ist dem' 
des zweIten Falles gleich; es Ist wieder geschlossen. Der Unterschied gegenuber 
diesem Fall hegt im Seileck und besteht darin, daß jetzt die beiden außersten 

Seilstrahlen 0' und 4' in die 
gleiche Linie fallen. Was bedeu
tet das 1 Gehen wir von der 
gleichcn Grundlage aus wIe im 
Fall 2, so sehen wir hier wieder 
dIe Resultierende im Krafteck 
verschwinden. Übrig bleiben aber
mals nur die beiden Krafte Ko 
und K 4 , die aber jetzt nicht nur 
parallel zueinander liegen, son
dern sogar m gleicher Wirkungs

Ahh 130 Zerstreute Kr.1fte, dw 1m G1elChgemcht stehen. linie 0' und 4', d. h. das Krafte-
paar K· e verschwindet. Die beiden gleich großen entgegengerichteten Krafte 
heben sich auf. Es wird also die Resultierende und das Moment gleich Null; das 
war aber dIe Voraussetzung fur den Gleichgewichtsfall. 

Fassen WIr die Einzelfalle nochmals zusammen: 
1. Fall: Krafteck offen, Seil eck offen: eindeutige ResultIerende. 
2. Fall: Krafteck geschlossen, Seileck offen: Kraftepaar (Moment) 
3. Fall: Krafteck geschlossen, SeHeck geschlossen: Gleichgewicht. 
Es ließe sich aus der Zusammenstellung noch ein vierter Fa11 konstruieren: 

Krafteck offen, Seileck geschlü:>sen, der aber nur als Sonderfall des Falles 1 er
scheint. Das Ergebnis dIeses Falles ist, wie beim ersten Fall, eine eindeutige Re
sultierende, die als Wirkungslinie die Seilseiten 0' und 4' hat (die ja dann zusam
menfallen) (Abb. 131). Er kann uberhaupt nur auftrete-n, wenn der Pol C in der 
Verbindungslinie des Anfangspunktes 0 des Kraftecks und des Endpunktcs IV 
liegt. Es gehört aber dann em bcsonderer Zufall dazu, daß in diesem Fall auch 
das Seileck geschlossen ist, daß abo 0' und 4' in dieselbe Gerade fallen (Abb. 131a); 
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alsdann ist die gesuchte Resultierende gegeben durch die Differenz der beiden 
Ersatzkräfte Ko und K 4 • Meistens werden aber bei dieser Sonderlage des Pols die 
Seilseiten 0' und 4' nicht in dieselbe Gerade fallen, also das Seileck wird nicht ge
schlossen sein (Abb. 131 b). Dann haben wir als Ersatzkräfte zwei parallele Krafte 
Ko und K, von verschiedener ~1< () '~ 
Größe, die nach bekanntem ,1'0 Il 

Verfahren zu einer Resultie- p, ':::-i'- ____ \~ ___ ~ , 0"'" + 
renden, d. i. eben die gesuchte "",-2--:;' /-< ~ '-.. IY. ''O,~ 

'\.~ '2 ___ '>- '.,\;. 
Resultante, zusammengesetzt \:-: 1 " • ,,, .. :-;; 

werden können. Man erkennt, I·~ a 11 -z- -'=-~c 
daß eine allgemeine Lage des 'y()' , ,~' 1 fIl -;j 

Pols G zur einfacheren Lösung AO .... N 
führt und wird also die Sonder- 'P, , '-:,.-~ ~_.--; _.... • k .. 

.lage des Pols auf der Geraden \~ 2'- - J ,jt' 
O-IV,.der Richtungslinie der b 
Resultierenden im Krafteck, Abb, 131. Sonderfall: Krafteck offen, Seileck geschlossen 

vermeiden. -
Der Gleichgewichtszustand war in der analytischen Darstellung durch die 

Aussage gegeben: die Komponenten in zwei verschiedenen Richtungen müssen 
verschwinden, und außerdem muß die Summe der Momente aller Kräfte für einen 
beliebigen Punkt Null sein. Demgegenüber stehen die gleichwertigen Bedin
gungen bei der zeichnerischen Lösung: Krafteck und Seileck müssen geschlossen 
sein. Wenn das Krafteck geschlossen ist, verschwinden nach früherem auch die 
Summen der Kraftkomponenten in zwei beliebigen Richtungen; andererseits ist 
aber bei geschlossenem Seileck auch kein Moment vorhanden. Allgemein wird 
also das Krafteck zu den Größen ~ X, und ~ Y, in Beziehung stehen, das Seil
eck zu ~ M,. Wir erkennen insbewndere für den Gleichgewichtsfall, daß das 
geschlossene Krafteck den frü.heren Komponentenbedingungen, da,s geschlossene 
Seileck der früheren Momentenbedingung entspricht. Es lassen sich diese gra
phischen und analytischen Bedingungen des Gleichgewichts auch austauschen, 
so daß wir eine Gleichgewicht.saufgabe auch halb graphisch, halb analytisch losen 
könnten; es wäre E. B. Gleichgewieht. vorhanden, wenn das Krafteck der gege
~nen Kräfte geschlossen ist und außerdem ihr Moment für einen beliebigen 
Punkt verschwindct. 

Zu den beiden Figuren "Seileck und Krafteck mit den Polsttahlen sei noch 
einiges bemerkt. Die Polstrahlen bilden mit den entsprechenden Kräften nach 
der Ableitung Kraftdreiecke. Es entspricht also einem Punkt im Seileck ein 
Dreieck im Krafteck. Das gilt aber aueh umgekehrt: einem Punkt im Krafteck 
ist ein Dreieck im Seileck zugeordnet~ wie man sich leicht durch Betrachten der 
beiden Figuren Abb. l28a und b überzeugen kann; z. B. entspricht dem Punkt II 
des Kraftecks das Polygon aus Seilseite 2' und den 'VirkungsJinien von P2 und Pa 
im-Seileck. Dieses gegenseitige Verhältnis macht das Krafteck und das Seileck zu 
reziproken Figuren der graphischen Statik. Die Wecnselbezit'hungen stellen für 
den Bearbeiter der' Aufgaben Kontrollmoglichkeiten dar. Es läßt sich an jed('m 
beliebigen Punkt die Probe anstellen, ob das Seileek dem gezeiehn('tcn Kraft('ck 
richtig zugeordnet ist, indem man z. B. nachprüft, ob eine Kraft 1'2' die im Schnitt
punkt von zwei Seilseiten (I', 2.') liegt, im Krafteck von d('n zug('hörig('n Pol
strahlen (l, 2) eingeschlossen wird. Diese Kontrolle ist besond('rs wertvoll, w('nn 
die Kräfte kein übersichtliches Krafteck ergeben und dadurch leicht ein Fehler 
in der Reihenfolge der entsprechend unü.bersichtlich liegenden Polstrahlen auftritt. 

Die Wahl des Poles G ist bpliebig. Wir bekommen alm bei ein('r bestimmten 
Aufgabe stets die gleiche Resulticrende, wenn wir den Pol an wrschiedenen 

6 ~lh"nk. StatIk 4 11 " '\lIfI 



Krafte III dl'1' Ebene zerstreut auf elI1en Korpet wIrkend 

Stellen wahlel1. Habpn" Ir al~o dpn Pol unglucklleh gewahlt, ~o, daß Jer Schmtt 
der beidpn außprsten Seilst! ahh·n (0' und 4') Hehr weit weg liegt (außl'rhalb deR 
ZpichenblatteH), so konnen WIi' eiIwn zwntl'n Pol (J' annehmen, -der uns mIt 
den Seilstrahlen 0" bis 4" cillen nahcr liegenden Schnittpunkt der außersten 
SCIlstrahlen liderL (Schlecht" bzw welt entfernte Schnittpunkte' tretell dann 

R 

auf, W('Im dN Pol C zu nah .. an d('r 
Schlußlmie des Kraftecks hegt Im 
Grenzfall, wenn der Pol auf diP'!' 
Schlußlinie fallt, laufen die außpl
sten Sellstrahlen parallpI, schneidet 
SICh also erst 1m Unendhehpn,) 

Erwahnt seI, daß SICh bei zwt·i 
Seilecken, die zu demselben Kraft
eck gehorpn, dip zum er~ten Pol C 
zugehorigen Selbtrahlen und die 
entspreeheJl(]pn des zweiten Pols C' 
(also 0', 0" bzw, 1', 1") jeweib auf 
pint'!' Geraden schneIden, dIe dpl' 
VerbindungHlmie der belden PoIl' 
C, C' Im Krafteck parallel lauft 
(Abb. 132), DIeS gIlt allgemem und 
laßt SICh geometrisch beweisen, Der 

Abb 132 ZweI 'cllpckc. zu <lern Beweis Ist auch dadurch gegeben, 
glmchen Krafteck gehor,g daß das zweite Pobtrahlenbild 

eme zl'lchnensehe Erwclterung des 
Kraftecks darstellt. Es kann '[., B. (3) als zusatzhche Kraft an P3 aufgefaßt 
werdell, CC' 1st der zugehonge Polstrahl und dIe Parallele zu CC' im Krafteb11d 
die entsprechende SeJlseite. 

31. Graphische Zusammensetzung paralleler Kräfte. WIr behandeln dIc ge
gebell(·n parallelen Krafte, die nicht gleiche RIchtung zu haben brauchen, wip 
zerstreut ltpgende Krafte 1ll du Ebpne, bilden abo dIe Resulherendp mIt HIlfe 
des Kraft- und Seilpeks Da,; Krafteck fallt hlprbel 111 eine (}erade zmammen. 

0' 

l' 

Abb 13:1 

3' 

Z' 

DlP Große und RIchtung 
der Resultwrelldellltit ~('
geben durch dH' Schluß
Imie des Kraftecks Jmt 
dem Rlchtullg~pfpJ!, der 
dem gegebellen Umfah
rungtismn entgpgengl'
setzt verlauft bzw, vom 
Anfangtipunkt 0 naeh 
Endpunkt IV geht. DIe 
ResultIerelld(· paralk
Ier Krafte verlauft, abo 

~tets, wie wir schOll fruh"r ges:,hpn habe·n, auch parallel zu den gpgebeIwn Kraf
ten und IHt gegegeben durch dip algc'bralSchl' Summe der Krafte Zur Ermittlung 
.Qer Lage wahlen WIr wH'der e nen beheblgen Pol C, zie hl n dlP Pobtwhkn und 
übertragen dIf'Se paralId IIJ d~RKraftcbIld in entsprechender Relh(nfolgf', d. h. 
unter Beobachtung der unter NI', 29 angpgpbeIJen Hcgeln (Abb. 133), Um dw 
richtIge ReIhenfolge zn p;pwahrlPIskn, H.,t ('s dnngold zu ('mpf( hIrn, dIe Pol
strahlen und die entHp]"echendl'n SeIbeIten zu b, zIff( In, da ,.onst s( hr leicht 
eiJw Vertauschung der Sl'Il"trahh'n vorkommpn kanIJ Das po ('ntstandeIJe Seileck 



Anwendung des Sellecks zur Ernuttlung von :\ro!llentp!1 

liefert die Lage der ResultIerenden durch den Schmttpunkt des er&ten und 
letzten Sellstrahlcs. Auch hier bCl der ZusammeIlf,ctzung paralIder Krafte lassen 
sich wieder die drei Falle unterscheIden, die bel den in allgememer Lage liegen
den Kraften besprochen wurden (Resultierende, Kraftepaar, Gleichgewicht). 

Zeichnet man zu parallelen Kraften zwei SeIleeke mit verbchledenen Polen, 
so stellen diese belden affme Figuren dar. Die Verbmdungslmie drr Pole ce 
gIbt die Affinitatsachse an. Hat man Krafte dmch denselben Punkt und zeichnet 
zu ihnen zweI vPfschiedene Seilecke; so entstehen kollmcaJe FIguren. 

Wenn man die belden Krafte eines Kraftepaares mittels des Sellecks zusam
mensetzen will, werkennt man, daß sich eme unendlich kIeme Kraft in unendlIch' 
großer Entfernung ergIbt. 

32. Anwendung des Seilecks zur Ermittlung.r.on Momenten. Gegeben sei eint' 
Anzahl paralleler Krafte nach Große, Lage und Richtung. Es soll das Moment 
einer ReIhe von Kraften fur einen beheblgen Punkt t aufgestellt werden, z. B. 
aller Krafte links von diesem Punkt (Abb.134). Diese Aufgabe konnten Wlf 

dirl"kt losen, indem wir 
die Summe der Mo-
mente der einzelnen 
Krafte analytiseh bil- I! 
den; die Losung kann 1 
aber auch indIrekt' er- 0' P, , 1 
folgen, indem wir erst 'Z, : I 

die ResultIerende der ~'~ i 
in Frage kommenden I 
Krafte (hnks vom . 
Punkt i) ermItteln und I 

-1 
-- IV 

das Moment diescr 
Resultierenden auf
stellen. Zu dle&l'm 
Zwecke bpdienpn wir 
uns des Kraft- und 
Seilecks, die inAbb 134 

Abb 13·1. Graphls~he ErnlittIung von statbchcul\fOlllcllh'D 

in der bekannten Weise dargestellt sind. Lmks vom Punkt i liegpn die Krafte PI 
P 2 , Pa, Ihre Resultierende ist durch die Strecke OIII im Krafteck darge&tdlt, 
ihre Lage durch den Schnittpunkt der zu den fraglIchen Kraften PI' P2 , Pa ge
hörigen außersten Seilseiten 0', 3'; durch deren Schnittpunkt muß R I 2 3 gehen. 
(Zu den Kraften PI' P 2 , Pa gehoren die SeIlstrahlen 0', 1', 2', 3'; l' und 2' ver
laufen zWIschen zwei Kraften, also smd 0' und 3' außere Spilseltpn.) Das Mo
ment dipser Resultanten fur den Punkt t ist gegeben durch 

1~I, = RI 2 a . e; 
dieses Produkt Ist also gleich dem gesuchten Moment dt'r drei Kraftl' PI' P 2 , P3 • 

Em weiterer Lowngsweg, der fur besondere, spakr naher erorterte Falle große 
Vorteile bietet, ist folgender: wir ziehen durch den Punkt i eme Parallelp zu der 
Kraftrichtung ; mit dIeser Geraden bringen wir diejenigen SeIlstrahlen zum Schmtt 
die fur dH' in Frage kommenden Krafte (PI' P 2 , Pa} die außersten Seilseiten 
sind, alw die ebpn erwahnten SeIlstrahlen 0' und 3'. Durch dIese belden Seil
strahlen WIrd auf dIe Parallehm zu den KIaften eme Strecke von der Große y, 
ausgeschmttrn. Es laßt sich nun nachweIsen, daß das gesuchh' Moment der 
Krafte lmks vom Punkt i gegeben ist durch das Produkt aus dIeser Streckt' y, 
und dem Abstand h des Poles C von dpn Kraften im KraJteck: 

lvI, = y,' h (?4 ) 
6* 
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Zum Beweis, daß diese Formel tatsäehlieh das Moment der drei Kräfte P l , 

P2 und Pa in bezug auf den Punkt i darstellt, gehen wir von der oben festgestellten 
Beziehung 

M, = BU3 'e 

aus und vergleiehen nun die bei der Konstruktion der Strecke y, und der Kon
struktion der Resultierenden R123 entstandenen Dreiecke, gebIldet einerseits 
aus der Resultierenden R123 (Kraftstrecke 0 III) und den Polstrahlen 0 und 3 
(im Krafteck), andererseits am, der Strecke iJ, und den beiden Seilshahlen 0' 
und 3'. Diese Dreiecke sind ahnlieh, da ihre Seiten parallel laufen. In ahnlichen 
Dreiecken sind aber entsprechende Stucke einander porportional. Wir durfen 
demnach schreiben: die Verhaltnisse der Grundlinien zur Höhe sind in beiden 
Dreiecken die gleichen: y, B I23 n . 

Das Verhältnis y,je ist der Quotient zweier Strl'cken, der Ausdruck ist also dl
mensionslos. Dementsprechend muß auch die rechte Seite der Gleichung R12 3/h 
eine reine Zahl darsteflen; dies kann aber nur der Fall sein, Wenn wir h, den Ab
stand des Pols von den Kraften im Krafteck, ebenfalls als Kraft auffassen. Also 
ist h, genau so wie fruher die Polstrahlen, im Kraftemaßstab des Kraftecks zu 
messen. Durch Umstellen der Größen erhalten wir: 

y, . h = Rua . e. 

Das Produkt der rechten Seite kennen wir aber bereIts als AUEdruek fur das ge
suchte Moment der drei Krafte in bezug auf den Punkt i: 

_~1, = RU3 ' e. 

Damit ist die Richtigkeit unserer obigen Behauptung bewiesen, daß 

"lI, = y,' h. 

Dabei ist jedoch festzuhalten, daß der eine Faktor eine Lange, der andere eme 
Kraft darstellen muß, weil ja das Moment das Produkt von Kraft mal Lange ibt. 
h ist, wie oben bemerkt, in kg (Kr-äftemaß) auszudrucken, wobei derjenige Krafte
maßstab maßgebend ist, in dem die Krafte P, im Krafteck dargestellt sind, etwa 
1 cm -""- k kg. y, ist eine Länge, die, je nach der Auftragung des technischen 
Kräftebildes, in einem bestimmten Verzerrungsverhaltnis erscheint, und zwar 
gilt für die Strecke y, der Langenmaßstab, der bei Auftragung des Kraftebild('s 
verwendet wurde. Ist die Lage der Kräfte im Maßstab 1: n aufgetragen, so ist 
für y, der Längenmaßstab : 1 (m _ n cm, fur " der -Kraftemaßsta b: 1 cm =~ k kg 
zu beachten, so daß 

M, = [y.] . [h]' k· n (cmkg) (25) 

wird. Die Großen [y.] und [l!] smd danrr die aus Kräftebild und Krafteck ah
gegriffenen Strecken in em. 

Es läßt sich ubrigens ohne weiteres erkennen, daß dieses grundsatzliche Er
gebnis nicht nur gilt fUr das Moment einer ReIhe von Kräften links von einem 
beliebigen Punkt i, sondern B,Ilgemein fur das Moment einer Reihe aufeinander
folgender, z.13. auch aUer Kratte fUr einen Punkt i. Jedoch werden wir spater 
gerade das Moment der Kraft.e auf der einen Seite~on einem beliebigen Punkt ~ 
viel benötigen und das hier erhaltene Ergebnis, daß das Moment der Krafte links 
von einem bestimmten Punkt dargestellt werden kann durch das Produkt, gebildet 
aus einer Strecke y, und dem Polabstand h des Kraftecks, in einer spateren 
Betrachtung noch weiter VerWerten. Vorlaufig konnen wir die ZWL kmäßigkeit 
dieser neuen Formel noch nicht erkennen, denn die Ermittlung des fraglichen 



Gleichgewicht einer Kraft mit zwei anderen. 8b 

Moments auf Grund des Ausdrucks y.' h ist nicht schneller durch zufuhren als 
die mit Hilfe von Ru 3 . e . 

Für beliebig zerstreut liegende Kräfte läßt sich eine gleiche Darstellungsart 
des Momentes der Kräfte fUr irgendeinen Bezugspunkt aufstellen. ER ist dann 
durch den Punkt i eine Parallele zur Resultierenden der fraglichen Kräfte zu 
ziehen. Der Beweis folgt wieder aus der Betrachtung ähnlicher 'Dreiecke. Doch 
hat die Übertragung auf beliebige zerstreute Krafte keine weitere Bedeutung für 
Anwenliungell. 

VII. Die möglichen Gleichgewichtsfälle (Zerlegungen) in der Ebene 
in graphischer Behandlnng. 

Im folgenden seien die verschiedenen Gleichgewichtszustände nochmals zu
~ammenhangend betrachtet. 

33. Gleichgewicht einer Kraft mit zwei anderen. Es soll eine gegebene Kraft P 
mit zwei Kraften, deren Richtungen gl und g2 gegeben sind; ins Gleichgewicht 
gesetzt werden. Diese Aufgabe ist nach Seite 68 nur eindeutig, wenn sich die bei-
den Richtungen gl und g2 auf der a b 
Wirkungslinie der Kraft P schneiden. '" / ~ IvC 

"\ 

Wie schon fruher angegeben, zeichnen "':l- Wp \ 
wir die Kraft P in einer gesonderten ~I '" 'P, ~K' )\ 
statischen Figur maßstablich auf und /". • 
ziehen durch die Endpunkte der /~ "~ 
Kraft Parallelen zu den Wlrkungs- I 1 IllelcllgewlcIJt Zerlegung 

linien gl und g2' AIR Ergebnis erhal- Abb 135 GlelChgeWlchtundZeIlcgungbeldrelKlhften 

ten wir ein eindeutiges Kraftdreieck. 
Im Gleichgewichts/all (Abb. 135 b) gibt der durch P festgelegte Umfahrungssilln 
die Richtung der Gleichgewichtskraft(' PI und. P2 an. 

Fragen wir bei der gleichen Aufgabestellung nach der Zerlegung der Kraft P 
in zwerKomponenten KI , K 2 in dt'n Richtungen gl und g2' so ist die Losung zu
nächst die gleicht'. Der Umfahruugssinn ist in gleicher Weise wieder durch P 
festgelegt; aber die Richtungen dn Komponentt'n sind jetzt dpm Umfahrungs
ßinn entgegengericMet (Abb.135c). 

Ein Sonderfall dieser Aufgabe ist d~r, daß sich die drei fraglichen Kraftt' In 

einem unendlich fernen Punkt schneiden, d.h. parallel zueinander laufen; t's sei die 
Kraft P nach Lage, Große 0 

und Richtung bekannt, fer- g, a gz 11 
ner die beiden Wirkungs- _ ß'-- I K, 

linien gl und g2 parallel zur I 0' -1?f ~ ~ H ~ ~ _ C 
Kraft P gegeben (Abb.136); I A' / I 1 ~ - 7s) 
gesucht sind die Kompo- I // P ___ "- 1:~ p /t 
nenten der Kraft P in den I/,- 1'.'1. j 

Wirkungslinien gl und g2' ,~- --7i'J I zer~egung 

b 
o 

Gleichgewl/:I!t 

Mit dem Kraftt'ck allein Abb 136 

kommen wir nicht zum 
Du' gl'aphlSche Behandlung von Gleichgewicht und 

Zerlcgung bel dreI parallelen Kratten. 

Ziele, wohl aber bei Ver-
wendung des Seilecks. Wir tragen die Kraft P in einem Kraftpck maßstablich auf, 
wahlen einen beFebigen Pol o und zeichnen die beiden Polstrahlen 0 und 1 nach 
Anfangs- und Endpunkt der Kraft P. Zu diesen Polstrahlen zit'ht'n ·wir die par
allelen Seilstrahlen 0' und l' durch einen beliebigen Punkt A von P. Dit'se heiden 
Seilseiten schneiden die Wirkungslinien gl und g2' Vprbindt'n ~IJ' nun diese 
Schnittpunkte miteinander durch die Linie s' und zit'h<>n durch den Pol o einen 
Polstrahl 8 parallel zu s', so teilt dieser Polstrahl in seinem Schnittpunkt mit der 
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Kraft P diese in die beidm Komponenten K I und K 2 • Die Komponenten K I 

und K 2 sind nach unten gerichtet, da sie als Ersatzkrafte dem durch dIe Kraft P 
gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet sem mussen. Warum soll nun 
gerade der Teil zwischen 0 und S 1m Krafteck dIe Komponente K I und der Teil 
zwischen 1 und s dIe Komponente K 2 darstellen? Wir denken an das fruher ub('r 
die Beziehungen zwischen Krafteck und Selleck Gesagte: wenn ~ich zwei Seil
strahlen auf einer Kraft schneldcn, so mussen dIe parallelen Polstrahl('n dIese 
Kraft einschließen; nun schneiden SICh aber 0' und s' auf gl' also ist die Str('eke 
zwischen 0 und s Im Krafteck die KraftKI . Entsprechendes gIlt fur K z. 

Der Beweis fur die Richtigkeit dIeser Konstruktion geht aus der umgekehrten 
Betrachtung der Aufgabe hervor: wenn K I und K 2 die Komponenten der Kraft P 
scm sollen, muß umgekehrt dIe Kraft P die Resultierende der belden Krafte K I 

und K 2 sem. Waren aber die Krafte K I und K 2 gegeben, so hatten wn' die Pol
strahlen 0, sund 1 zu zeIChnen, dazu dIe parallelen SeiIstrahlen 0', s' und 1', 
und fanden die Lage der Resultierenden P durch den Schnittpunkt der äußersten 
Seilstrahlen 0' und 1'. Die Große der Resultierenden P ist im Krafteck durch dIe 
Schlußlinie 0 I, d. i. hier durch die Summe der belden Krafte K I und K 2 , dar
gestellt. 

Damit ist also ein allgemeines Verfahren zur Zerlegung einer Kraft m parallel 
zu ihr liegend~ Komponenten gegeben. Es sei hlCIZU bemerkt, daß dIe Schnitt
punkte der Seilstrahlen 0' und l' mit den beiden Wirkungshnien gl und g2- auch 
auf den anderen Gerad('n genommen werd('n konnen, also der Schnittpunkt 0' mit g2 
und der Schnittpunkt l' mit ~'l' Die Konstruktion bleibt grundsatzlieh dIe gleiche. 
WIr finden das gleiche Ergebms, nur ist ihe Reih('nfolge der Komponenten ver
tauscht (Abb. 136b). Der GNnd fUr diese Vertauschung liegt in den oben wieder
gegebenen Beziehungen zwü:chen Seileck und Krafteck. 

Sind zur Kraft P zwei Kr.:dte PI und P2 gesucht, die in den Wirkungslmien gl 
und !12 der Kraft P das GleIChgewicht halten sollen, dann bleibt die Konstruktion 
die gleiche, nur sfnd die RlChtungen der Krafte umzudrehen (Abb. 136c), da 
Gleichgewichtskrafte dem gegebenen Umfahrungssinn gleichgerichtet smd. Es 
ergibt sich, daß alsdann das zu P, PI' P2 gehorige Krafteck 0, 1,8, 0 und das 
Seileck geschlossen ist, wie e~: nach den früheren Betrachtungen ja auch sem muß. 

Nun braucht natürlich die Kraft P nicht ZWIschen den belden Wirkungshmen 
zu liegen; sie kann auch auJ3erhalb von gl oder g2 angeordnet sem (Abb. 137). 

Bei der Losung dieser Aufgabe gehen WIr ganz 
schematisch nach oben angegebener Regd vor: 

o durch den beliebig gewählten Pol C werden die 
P "'" Polstrahlen 0 und 1 gezogen, dazu parallel 

f ;Oe durch einen beliebigen Punkt A auf der Wir-
/ kungshnie der Kraft P dIe beiden SpJls~rahlen 

/$ 0' und 1'. Diese Seilstrahlen, zum Schmtt mJt 
1/ den WIrkungslinien der,gesuchten Krafte ge-
/ bracht, liefern die Schlußlinie s' , die, ins Kraft-

Abb.137. GleichgewICht, wenn dIC ge- eck ubertragen, dort dpn PolstJahl 8 prglbt; 8 
gebene Kr{'J:r::;:~:~n ~~~Ifcgeben"n schneidet auf d('r Kraft P (bzw. ihrer Vel-

langerung) die beid('n Gleichgewicht~klafte T't 
und P 2 aus. Die Kraft PI muß dabeI, entsprechend dem Schmtt der bPldpn 
Seilstrahlen 0' und 8' auf der WIrkungslmie gr' emgeschlossen spin von dPll Pol
strahlen 0 und 8. Soll nun Gleichgewicht ZWIschen den drei Kraft('ll bestph('n, 
so )lluß das Krafteck geschlosspn sein, d. h. dIe Richtungen von PI und P2 musspn 
mIt dem durch P gegebenen Vmfahrungssinn ilbereinstimmen. }:s vprlauft dem
ge maß die Kraft P2 nach unten und dIE' Kraft PI nach obpn 



GleiChgewiCht emer Kraft mit drei anderen m der Ebene (CUUIANNsches Vedahlen) ~7 

34. Gleichgewicht einer Kraft mit drei anderen in der Ebene (CuuIANNsl'he~ 
Verfahren). Gegeben sind eine KraU P nach Große und RH;htung und dreI Wlr
kungshmen (h, g2 und Oa von zunachbt unb~kannten Kraften Pt, P2 , Pa, dll' 
mit P ins Gleichgewicht gesetzt werden sollen. Die drei WukungslmlEn dUlflll 
sICh nicht in emelP- Punkt schneIden (Abb. 138). 

Zur Losung bedenken wIr folgendes: statt zu sagen, die Kraft P wll mit den 
drei Kraften Pt, P2 , P3 Im Gleichgewicht stehen, konnen wIr die Aufgabe auch 
formuheren: Zwei der vIer Krafte, z. B. P und Pt' bollen mJt den belden andc]('n 
Kraften P2 und P3 im GleIChgewicht stehen, oder auch: DIe ResultJeJende aus P 
und PI soll mIt der ResultIerenden aus P2 und Pa GleH'hgewlcht halten Nach 

\ 
__ .-.!~_~\B .~_ I:- ..--' ..--' /,."1(.' \ 

-__ A ."-- . ..--' \1] 

,.... . ..--. p --.-- '\ 
9, - \ 

a b 
Abb.138. DaR Culmannsche Verfahren 1n der Ebene 

der letzten Fassung sollen zwei .Krafte im Gh>ichgewlcht stehl'n; das kann aber 
nur der Fall sem, wenn belde Krafte, d. i. die Resultierende von P und PI bzw. 
die Resultierende aus P2 und Pa, in die gleiche Gerade fallen. Die Resultierendi> 
von P und PI muß aber durch den Schmttpunkt A Ihrer Wirkungslinien gehen, 
in gleIcher Weise muß die Resultierende der Krafte P2 und Pa durch den Schmtt
punkt B der Geraden 02 und ga laufen. Andererseits mussen jedoch nach obiger 
Aussage beide Resultierenden in gleICher Wukungshme hEgen, d. h. aho, sie 
mussen in die Verbindungshnie der angegebenen Schnittpunkte fallen, oder die 
eingezeichnete RIChtung h muß Wirkungshme fur beide ResultJerendl·n, EOwohl 
von P und Pl wie auch von P 2 und P 3 , sein. Die Losung der Aufgabe gestaltet 
sich hiernach folgendermaßen: wir stellen GleichgeWIcht her zwischen der Kraft 
P, der unbekannten Kraft Pl und der unbekannten Resultierenden R23 aus P2 

und Pi, die in der Wirkungslinie h hegt (drei Krafte an dem gleichen Punkt A); 
die Resultierende R23 zerlegt man dann m die Komponenten m den RIChtungen g2 
und 03 und findet damit auch die Krafte P2 und P3 (Abb. I38b). 

Die praktische Durchfuhrung ist damIt auf bekannte Verfahren zuruck
geführt, denn sowohl die GleIchgewichtsaufgabe (P, P l' R23 ) als auch dic Zer
legungsaufgabe (R23 , P2 , Pa) wird an Kraften durchgefuhrt, die durch emen 
Punkt gehen. Betrachten wir die entstandene Gesamtfigur der Kraftecke, so 
sehen wir, daß die Kraft P mIt den gesuchten Kraften PI' P2 und Pa emen ein
heitlichen Lmienzug (Krafteck) bIldet, der entsprechend der bekannten GleICh
gewichtsbedingung geschlossen Ist Zur Losung bringt man abo je zwei der 
vier Krafte zum Schnitt und zieht die Verbmdungslinie h, geht dann aus von 
dem Schnittpunkt, der auf der bl'kannten Kraft Pliegt, zeIChnet das KraftdreH'ck, 
macht dasselbe fur den anderen Schnittpunkt und stellt schließlich den Richtungs
pfeIl der so ermitteltl'n Krafte PI' P2 und P3 mittels des Umfahrungssmnes des 
gewonnenen KraftvIerecks fest Die Lime h hat dann lediglich dIe Bedeutung 
elller Hilfsgeraden. 

Das Verfahren wurde zuerst von GULMANN angegeben und tragt auch dessen 
Namen. Das CULMANNsche Verfahren löst also die Aufgabe: eine Kraft mit drei 
anderen Kraften in der gleIChen Ebl'ne, die sich nicht auf einer Geraden schneIden, 
ins Gleichgewicht zu setzen. Der verwendete Grundgedanke ibt der gleiche wie 
der beim CULMANNschen Verfahren fur Krafte Im Raum (S.42). 
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Als praktisches Beispielz.ur Anwendung des_Verfahrens betrachten wir wieder 
einen Balken, der in der Ebene durch drei Stabe festgelegt ist (Abb. 139); die drei 
Stützungsstäbe sind in ihrer konstruktiven Lage zum Balken gegeben. Der 
Balken sei belastet mit der einzelnen Kraft P (die naturlich auch Resultierende 
mehrerer Kräftesein kann). Gesucht sind die Stabkrafte 8 1 ,82 und 8 a, die in den 
Stäben geweckt werden. Die drei Stäbe durfen, wie früher (S. 68) schon gezeigt, 

nicht durch einen Punkt gehen, da sie 
als Wirkungslinien von Kräften aufgefaßt 
werden müssen, die ihrerseits der gegebe-

S, nen Belastung das Gleichgewicht halten; 

S2 

es mussen hier den drei Unbekannten drei 
Gleichgewichtsbedingungen entsprechen. 

Wir fragen uns zunächst wie bei je
der Gleichgewichtsaufgabe : An welchem 
Konstruktionsteil besteht Gleichgewicht. 

Abb. 139. Anwelld'fa'i,!'i:'s?ULMANNschen Ver· Der fragliche Konstruktionsteil ist hier 
der Balken. 'Vir mussen also alle ge

gebenen Kräfte so einfUhren, wie sie auf den Bal,ken wirken, und werden anderer
seits auch alle gesuchten Kräfte (81) 8 2, 8 a) so erhalten, wie sie am Balken angreifen. 

Zur Lösung bringen wir je 'zwei Kräfte zum Schnitt, z. B. in unserer Aufgabe 
P und 8 3 und entsprechend die Kräfte 8 2 und 8 1 ; (die Stabkräfte sind ja in Ihren 
Wirkungslinien durch die Stabltchsen gegeben). Die Verbindungslinie der beiden 
Schnittpunkte liefert die Hilfsgerade h, in dEr die Resultierende von 8 1 und 8 2 

liegen muß. Wir gehen von dem Schnittpunkt auf der Kraft P aus und zeichnen 
das Krafteck aus P; 8 3 und der Kraft in der Verbindungsgeraden h, die die Resul
tierende Ru aus 8 1 und 8 2 darstellt. Dann gehen wir zum anderen Schnittpunkt 
(8, und 8 2) 'über und zeichnen wiederum ein Kraftdreieck uber der gefundenen 
Strecke Ru. Die Richtungen der erhaltenen Stabkrafte sind aus dem Entstan
denen Krafteck abzulesen: es müssen dIe Kräfte in dem durch die Kraft P be
stimmten Umtahrungssinn gerichtet sein Wie schon oben bemerkt, erhalten wir 
auf Grund dieser Gleichgewichtsbetrachtung die Stabkräfte so, wie sie auf den 
Balken wirken. Wir führen dementsprechend die erhaltenen Richtungspfeile an 
den am Balken angeschlossenen Enden der Stabe ein und erkennen, daß Stab CD 
und @ drückend auf den Balken wirkt, Stab ® dagegen ziehend. Entsprechend 
wirken die Stabe auf ihre anderen Ansehlußstellen; die da auftretenden Pfeile 
laufen den vorher gefundenen er.:tgegengesetzt gerichtet. Wir sehen daß CD und 
® Druckstäbe sing, ® dagegen ein Zugstab ist. 

Wir hätten bei vorliegender Aufgabe naturgemäß auch P mit Stab CD und 
andererseits Stab ® mit ® zum Schnitt bringen konnen. Dann würde aber die 

-f,Dl Lösung umständlicher, da der Scbmtt-
,/''''/ \, punkt von P und CD in die Unendlich-

/ , , Pr (j~ r keit fällt und die Linie h eine durch den 
•", Pr ~ Schnittpunkt von ® und ® gehende 

Parallele zu P wäre. Um nun Gleich-
• S3 gewicht zwischen P, 8 1 und der Kraft 

~~~~~~~~ in h herzustellen, kame man aber mit 
Abb. 140. SOnderbell'i':S~~.belm abgestutzten dem einfa.chen Kraftdreieck nicht aus 

(parallele Krafte). 
Auf zwei Sonderfalle sei bei dem angegebenen Gleichgewichtsfall noch hin

gewiesen (Abb. 140). Wirkt nur eine Last Pr, die durch den Schnittpunkt zweier 
Stäbe geht, dann tritt im dritten Stab keine-Kraft auf (83 = 0). Die Richtigkeit 
ergibt sich aus der Momentenbedingung fur den Schnittpunkt IU. Wirkt anderer-
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seits nur eine Last P~l in Richtung eines Stabes @, dann erhalten die beiden an
deren Stäbe· keine Beanspruchung. 

Haben wir zwei parallele Stäbe, etwa lotrecht, CD und @, und wirkt eIDe Last 
in der gleichen Richtung (Abb. 141), so ist S. gleich Null. Es folgt dies sofort aus 
der Komponentenbedingung : 

.J;X,=ü; 8 2 .coslX=0 

(IX ist der Winkel des Stabes ® gegen die Horizontalrichtung). 
Wenn etwa auf den Balken lediglich ein Drehmoment von der Große JJ! wirkt 

und man will die Stabkräfte auf graphischem Wege ermitteln, so stellt man das 

I 

Abb. 14 1. Sonderlagen 
der Stutz1Ulgllstäbe. 

'tf ,\ Map'e f:: ~~-_ .. 
~o:::' *' =\::;;"~=*' '=::;:::s 

Abb. lU. Belastung des abgestutzten Balkens 
durch elfl Krattepaar. 

Moment durch ein Kräitepaar dar, d. h. man fUhrt zwei beliebig große Kräfte P 
ein mit solchem Abstand e, da,ß p . e = JYl 

ist, woHei natürlich der Drehsinn des Kraftepaares mit dem Drehsinn von JJ! 
übereinstimmen muß. Die Lage des Kräftepaares ist dabei gleichgwtlg. Dann 
führt man für jede Kraft P das CULMANNsche Verfahren durch. Da. man das Krafte
paar beliebig legen kann, wird man es möglichst günstig annehmen, z. B. eine 
Kraft mit einem Stabe (etwa CD) • 
zusammenfallend (Abb. 142); durch f 
diese Kraft entsteht 8: = + P, N J " 
8; = 0, S~ = 0; die andere Kraft P r:.=*='=n===~::. 
hat man nach ÜULMANN zu behan- ~ 
dein und die so ermittelte Kraft 8~' N-K-lr iJ) 

mit S: algebraisch zu addieren, 
während S;' und S~' schon die 
wirklichen Stabkräfte darstellen. 
Bildet man das Kräftepaar so Abb. 143. Zwcckmaßigste Behandlung bel Wirkung 
(Abb.143), daß die eine Kraft K eInes Kraftepaares. 

in die Linie von SI fällt, die andere in den Schnittpunkt von 8 2 und 8 3 (wobei 
natürlich K· k = M sein muß), so ist 8 1 nur von dem eiiten K abhangig, da
gegen S2 und 8 a nur von dem anderen K. 

tJbungsaufgaben für ebene Stützungen. 
1. Aufgabe. Der in der. Abb. 144 darge!!tellte schrägliegende Balken ist durch 

drei Stützungsstä.be mit der Erde verl:>unden und wird durch eine gIeichmaßig 
verteilte Last beansprucht. Die drei Stabkräfte sind zu ermitteln. 

LöBung. Die drei Stabkräfte 8 1 , S2' Sa müssen mit G im Gleichgewicht stehen, 
sie seien zunächst als Zugkräfte eingeführt. Es ergibt sich aus den' Momenten
gleichungen für den Punkt I und II: 

G 
1. -Sl·6,0-G.3,O=O, 81 =-2"; 

G 
2. +G· 3,0 +S3' 6,0= 0, 8 3 =-2"' 



90 Krafte In der Elenc zerstreut auf emen Korper \HIkend. 

Dw beiden Stabe werden also gedruckt. In den beIden Momrnttngl(jchungen 
fallt S2 heraus, weIl es durch den betreffenden Momentenpunkt hmdurcngeht. 
Dw dritte Momcntenglelehung ware entE,prechend aufzu~tellen fur den Schmtt
punkt von SI und S3; ~ie laßt uns aber im I:-3tJ('h, da der Schnittpunkt dlCser 

belden Stabe m (!Je Unendhchkeit fallt. Man mmmt des
halb als dntte GleIchung eme Komponentt'nbedmgung: 

i . / 
I / 
VR 

3 ~X,=O: S2·cosß=O, S2=0 
Probe G -SI -+- S2· smß -S3 = 0 

DIC Bela"tung wud abo nur / 
durch die I:-3tabeJI und @ als 
Druckstabe wpitergeleItet, 
wahrend Stab (2) spannungs
los bleibt. 

2. A.ufgahe. Auf die durch 
dre I Stabe a bgestut~te Platte in 
Abb 145 wukt Ihr'Cigenes Ge-

Abb.144 wicht von:l20kgundeinKrafte-
UbungsbCl",Plll / ~-~5::~--"--2 .. 0~/ 

J[ 

paarvomMoment80mkg. Wlt' 
groß werden die Stabkrafte ? 

Abb 145 ÜbungbbclbPleI 

Losung. DIe beiden außeren Emflusse, d i. das Gewicht G und das KJ·afte
paar mIt dem Moment .fII, mUh,en durch die Stabe (11, (2', ® nach der Wand bzw. 
der Erde ubertragen werden, ,)der anders ausgedruckt. dIe Stabkrafte mussen 
mit diesen helden Einflussen Im GleichgewICht stehen. Wo das Kraftepaar auf 
der ScheIbe wirkt, 1st hirrbel gl~iehgultlg, da es behebig verschoben werden kann, 
ohne daß sich die GesamtwIrkung andert Als GJelchgewlChtsbedingungen kann 
man Komponentenbedmgungen (aber nicht mehr als zwei) oder Momenten be dm
gungen verwenden Bezugllch der Komponenten 1st zu bemerken, daß fur ein 
Kraftepaar dIe Summe der Komponenten in jeder beheblgen RIchtung ver
schwindet, wcil die Projektionell der beldrn Krafte sieh aufheben. Es mogen lner 
drei Momentenbedmgungen v,~rwendet w('rden. Unter Einfuhrung von Zug
kraften in den drei Staben ergibt sICh: 

1. (~M.h =0: -G.1,0-SI·1,O+j}!=0, 
SI =, -40 kg (Druck). 

2. (~M,)n = 0: M -G' ·1,0 + S2· coso.: ·1,0 = 0, 

S2 =, + 50 kg (Zug). 

B. (~M,)m = (j: ~yI - G' . (1,0 + 1,0· ~:~) - S3· 1,0· ~:~ = 0, 

S3 = - 150 kg (Druck). 

Probe. ~ Y. = 0: G +.52 • SllliX + S3 = O. 

a. A.ufgabe. Die Befcstigungbkrafte dE's 111 Abb. 146 gezeichnE'ten BaukralH'b 
~Illd zu ermItteln 

Losung. Als E'igE'nthchp TragkonstruktIOD ('Tschemt dE'r Galgcn, dpr unten 
in I drehbar bE'festlgt und außenlE'm durch den Stab K an die Erdp angeschlossell 
1st In dem Punkt I stutzt swh der Kran gpw·n das Fundament, ubt also aui 
dieses eine Kraft aus. Das Fundament seinerseits w('hrt SICh dagegen mit ('mer 
gleich großen Gegenkraft. DJes,~ Grgenkraft ist zunachst nach Große und RICh
tung unbekannt; ihre Kompon'mten seien R,. und RH genannt. Es IH gpn dem
gemaß 1m ganzen drei Fesseln v:>r: zweI Gegenkrafte RH, R,. am An~chlußpunkt I 
und die Strebenkratt K. Durch dIe Last von 1500 kg WIrd 111 dem Seil eine gleich 
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große Kraft erzeugt, die an den verschiedenen Rollen zur ·Wirkung-kommt. Die 
untere Kraft geht direkt in dit, Erde, die vier anderen Seilkräfte von der Größe 
1500 kg wirken auf die Tragkon~truktion ein. Als GleichgewichtHbpdilll!lwgen 
seien vPfwendet eine Momentenbedingung für den Punkt I und zwei Kompo
nentenbedingungen. 

1. (~M)[ = 0: - 1500·5,5 + 1500·10,0 - 1500·10,0 - 1000·3,5 
- 500·2,0 - 1500· ~inß' 10,0 + K· siniX' 5,0 = 0 

(dabei ist K in eine horizontale und vertikale Komponente zerh'gt), 
K = 5888kg. 

Die beiden Seilkräfte im waagrechten Teil heben ~ich gegeneinander auf. 

2. ~ Xi = 0: 500 + Ra + 1500 - 1500 + 1500· sinß - K· sina = 0, 
Ra = 2610kg. 

3. ~ Y i = 0: 1500 + 1000 + 1500· cosß + K· cosa = R y , 

R y = 8490kg. 

101101<9 1000kg 

------1 
I 

Abb. U6. Übungs beispiel. 

Als Probe kann man etwa verwenden: (.l.' M)u = 0, wobei II z. B. am Anschluß
punkt der Strebe K gewählt wird. 

Ganz anders stellt sich das Kraftbild_dar, wenn die untere Rolle (Winde) am 
Kranpfosten selbst angebracht ist (Abb.146 b): jetzt wirken arIe fünf Seilkräfte 
auf die Konstruktion selbst ein und sowohl die beiden waagrechten wie dip beiden 
senkrechten Seilkräfte heben sich gegenseitig auf. Die Momentengleiehung für 
den Punkt I lautet nun: 

-1500 . 5,5 -1000 . 3,5 - 500 . 2,0 + K • siniX 5,0 = O. 

4. A.ufgabe. Auf die in Abb. 147 dargestellte Feuerwellflpih'r wirken die an
gegebenen Kräfte. Wie groß sind die Fesselkräfte in A und S für dip Leiter? 

Lösung. nie Aufgabe möge graphisch gelöst werden. Man kann mit Hilfe 
von Krafteck und Seileck Größe und Lage der Resultierenden der wirkpnden 
Lasten ermitteln und dann S mit R zum Schnitt bringen und durch dipsen Schnitt
punkt eine Gerade nach dem Gelenkpunkt A ziehen, die die Richtung der LagPf
reaktion A angibt. Man kann es aber auch etwas bequemer mac!wn, indnn man 
unmittelbar davon ausgeht, daß die gt'gebenen ,Lasten mit der Lagprkraft A und 
dpr Stabkraft S im Gleichgewicht RtE'hen müssen, daß also ihr Krafteck und Seil
eck geschlossen sein muß. Man legt die erste Seilseite 0' durch den Punkt A, die 
letzte Seilseite 6' schneidet die Kraft S im Punkte T (Abb. 147e). Die Verbin
dungslinie von T mit Punkt A gibt die Schlußlinie 8' an, und z\\ar ganz gleich
gültig, wie auch die Lagerkraft A gerichtet ist, da ja 0' durch dPll Punkt A ge
legt wurde und durch ihI'l unter allen Umständen die LagE'rkraft A unabhängig 
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von ihrer Richtung geht. Zieht man dann durch den pol C eille Parallele zu 8', 

so schneidet diese auf der ParalIel,:m zu S die Größe dieser Kraft ab. Die Verbin-

(8) 

~~--~--~~/fi 

.,),/ 

c R 

./ 
-' 

~-1--.J 
o 100 2110 JOliKg 
/(röflemoßsflJb 

Abb. 1l7. ÜbungsbeispieL 

b S 

dungslinie dieses Endpunktes mit d~m Anfangspunkt des Kraft{'cks ,teilt A dar, 
da ja das Krafteck aus den Last"n und A und S geschlossen sein muß. 

Die umgekehrten Kräfte Sund A wirken auf d('n Wagen dl1. Verläuft ihre '*1' ~$--.:.~--__ P'~l00kg , 
~----- --- ... _~ 

,'. ,:~) C~200okg -

-.:.' ';A ~"-:". "', 5:0' - - --" ". ..'. "-'i: '.' 
a. 

Abb. 148. übungsbeispieL 

Resultierende zwischen den Radpunkten Mund N, dann wNden beide Räder auf 
den Boden gedrückt; ein Abhebebestreben liegt dann nicht vor, d. h. der Wagen 
steht fest. 
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5. Aufgabe. Das in Abb. 148 dargestellte Flugzeug ist an den Rädern fest 
gebremst. Wie groß sind die entstehenden Reaktionen 1 

LÖBUng. Es liegt eine Konstruktion vor mit einem festen Drehanschluß A 
und einer v.erschieblichen Stützung B (weil der Sporn auf dem Boden verschieb
lieh ist). Wenn man hier die Resultante der gegebenen Lasten bildet, um sie dann 
mit B (senkrecht zum Boden gerichtet, weil sich der Sporn in der waagrechten 
Ebene verschieben kann) und A ins Gleichgewicht zu ~etzen, so bereitet die~ 
Schwierigkeiten, da der Schnittpunkt von Rund B hier sehr weit nach außen 
fällt. Dagegen führt die oben. angegebene Konstruktion leicht zum Ziel. Man 
zeichnet das Krafteck aus S, G und PB' legt den ersten Polstrahl durch den 
Punkt A, bringt die letzte Seilseite 3' mit Kraft B zum Schnitt und verbindet 
diesen Punkt R mit den Stützpunkt A. Diese Verbindungslinie ergibt die 
Schlußlinie 8'; der parallele Polstrahl 8 schneidet B aus. Die Verbindungslinie 
dieses Endpunktes der Kraft B mit dem ersten Punkt des Kraftecks gibt 
Größe und Richtung von A an_ 



Dritter Teil. 

Anwendung auf ehe tlC gcstütztc KÜl'pcr (Scheiben). 

VIII. Der einfach gestützte Ii:öqwr. Dil,yerschiedenen Weichgewichtszustände. 
35. Der gestützte Körper als ebenes Problem. Grundsätzlich wird uns in 

der technischen AnwC'ndung immer ein räumliches Gebilde begegnen. Da aber 
nun die meü;ten Körper, auch die abgestützkn, in ihrer Tiefenausdehnung meiHt 
zu einer lVIitteIebene Rymmetrisch angeordnet sind und von Kräften beansprucht 
werden, die ebenfalls in dieser ~:ymmctrieebene liegen, können wIche Körper für 
statische BC'trachtungen als eb"ne Gebilde behandelt werdm. Wir können sie 
geradezu als unendlich dünne Scheiben ansehen, auf die sämtliche Kräfte in der 
Ebene dieser dünnen Scheibe wirken, d. i. praktisch in der Mittelebene des Kör
pers. Dann liegt tatsächlich eJIl ebeneR Problt'm vor. 

36. Der einfach gestützte Kiif)ler. Wir betrachten zunächst den einfach ge
stützten Körper, wobei es gleichgültig ist, ob die "Stützung" eine Aufhängung 
oder eine Auflagerung auf einer Fläche darstellt. Kann ein Körper, der nur an 
einer Stelle drehbar gestützt it:t, im Gleichgewicht stehen? 

Wir untersuchen: 
1. einen Körper, der in seinem untl'l'l'n Teil als Halbzylinder ausgeführt i~t 

und dessen oberer Teil zur Untersuchung dC'r GlC'iehgewichtszuständc entspre
chend den Abb. 149,152, 15li wändert wird; 

2. einen stabartig ausgebildeten Körper, der an versehiedenpn Stellen ge
stützt wird, Abb. 150, 153, 15(,. 

3. einpn zylinderförmigen Körper, der stets an gleicher Stellt' gestützt wird, bei 
dem aber die Art der Ausbildunf: der Unterlage geändert wird, Abb. 151, 104, 157. 

Bei allen betrachteten Körpern soll es sich um ein eb('nes Problem handeln, 
d. h. der Körppr ist zu einer Mittelebene symmetrisch, kann also als dünne 
Scheibe aufgefaßt werdpn. 

1. Fall, Abb. 149, 150, 1li1. Der Körper I stelle einen Halbzylinder auf ('im'r 
Ebene dar. Der Stab II ist priRmatisch oder zylindrisch und wird an seinem 
ob ('ren Ende aufgehängt. D('f Zylinder III liegl' im Innenra11m eines Hohl
zylinders mit endlichem Radiw-<. 

Der Körper drückt mit st'inem Gewicht G auf seine Unterlage bzw. zieht mit 
seinem Gewicht an se ner Aufhii,ngung. Dureh dieEc Kraft wird eine Gegenkraft 
in der Unterlage (im Aufhänge')olzen) erzeugt, die dem Gewicht G das Gleich
gewicht hält (Aktion = Reaktion, Wirkung = Gpgenwirkung). Gewicht und 
Gpgenkraft, die wir hier Normalkraft N nennt'n wollt'n, sind al~o gleich groG und 
fallen in die glt'ichc Wirkungslinie. Die Richtungen beidN Kräftpsind ('ntgpgt'll
gesetzt zueinander. Es besteht also, wie uns auch der Verweh bestätigen wird, 
Gleichgewicht. Drehen wir nun den Körper etwas aus seiner Gleichgewichts
lage (Abb. 149b), dann fallen (he \Virkungslinien der beidp!1 allftretpnd('n Kräfte 
G und N nicht mehr in die glpiche Geradp. Da aber die Normalkraft N im mn 
gleich der Schwl're G sein muß (ps hat sich ja an dpr Größe dpr Kräftl' nicht" ge
ändert), entsteht ein Kräftppaar. Dieses Kräftepaar übt. aber eine Dn·hwirkung 
auf den Körper aus, und 'tir erkennl?n, daß dipse bei den drei betrachteten Körpern 
Ba geriehtet ibt, daß ein Zurüekdrehen dE'!> Körpers in seine alte Lago bowirkt 
wird, d. h. das Kritftepaar bringt den ausgelenkten Körper in ,eine- Gleieh. 



Der einfach gestützte Körper. 95 

gewichtslage zurürk. Wir sprechen in diesem Fall vom stabilen oder sicheren 
Gleichgewicht. 

2. Fall, Abb. 152, 153, 154. Der Körper I ist als Zylinder aUHgebildC't (be
trachtC't als kreisförmige Scheibe). Der Stab II ist in seinem Schwerpunkt auf-

N 
'" 

a 

Abb.149. b 
Abb. 151. 

Abb.150. 

Abb. 149 bis 151. Sicheres, stabiles Gleichgewicht. 

N 

Jl 

a 1:1 
Abb. 15~. a b Abb.154. 

Abb.153. 

Abb. 152 bis 151. Gleichgültiges, indifferentes Gleichgewicht. 

a b 
Abb.I':;.'. _\bb.15i. 

Abb. loG. 

Abu, 155 bis 157. Unsicheres. labiles Gleichgewicht. 

gl'hängt und der Zylinder III liegt auf piIH'r Ebelle (ZylindNflächl' mit r = 00). 
Es skhell wi(>dN allt' drei Körp(·r im Gleiehf!(·wicht. Das Gewicht G (,fzeugt di,' 
gl(>ich große Normalkraft (Reaktion) N in gleicher Wirkungslinie. BC'i einer Aus-' 
IPnkllllg (Abb. lü2b 118W.) wird für alle drei Körprr dit'spr GleichgewichtszlIstalltl 
nicht gestört. Es stehen sich bC'i eülPr bdirbigen Lagp eiN 1(,;, p(>r steb di .. beidell 
gjpiehen Kräfte, Aktion G und Reaktion N, in gleieher Wirkungslinie gegenübf'J, 
so daß dC'r Körppr in jedpr neucn Lage stehenbleibt Wir spreehen jet~t von dem 
indifferenten Gleichgeuricht (astatisch, gleichgültig). 
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3. Fall, Abb. 155, 156, 157. Der Körper I sei in seinem unteren Ende ein 
Halbzylinder, der am oberen Ende durch ein rechteckiges Prisma vervollständigt 

wird. Stab II ist an seinem unteren Ende drehbar festgehalten. 
Der Zylinder III liegt auf der Außenseite eines Zylinders mit 
endlichem Radius. Zunächst besteht auch hier Gleichgewicht: 
Normalkraft N und Gewicht G liegen in gleicher Wirkungslinie 
und sind entgegengesetzt gleich groß. Bei einer Auslenkung der 
Körper aus ihrer Gleichgewichtslage entsteht jetzt wieder ein 
Kräftepaar aus, den beiden gleich €roßen Kräften N und G, 

=~",,~>7n""""% das aber den Körper mit seiner Drehwirkung weiter von der 
alten Lage entfernt. Der angestoßene Körper fällt also um bzw. 

Abb. 158. Gleich. 
gewichtszclltl'um. weicht 'von der Gleichgewichtslage immer weiter ab. Wir spre-

chen hier von dem labilen oder unsicheren Gleichgewicht. 
Fassen wir die drei Fälle 2usammen, so können wir als kennzeichnenden 

Punkt für alle Auslenkungsbewegungen der Körper einen maßgebliehNl Punkt M 
konstruieren (~bb. 158), der gegeben ist d1p"ch dcn Krümmungsmittelpunkt der 
Schwerpunktsbahn. Liegt der 8chwerpunkt S unter diesem Zentrum M, so be

laufrad 

steht stabilt>s Gleichgewicht (sicheres Gleichgewicht), liegt 
der Drehpunkt M im Unendlichen oder im Schwerpunkt des 
Körpers, so ist das Gleichgewicht indifferent (astatisch, 
gleichgültig). Liegt der Schwerpunkt S aber über dem 
Drehpunkt M, so ist das Gleichgewicht labil (unsicher). 

Für die technischen Konstruktionen, die bei einfacher 
Lagerung stabil gestützt sein müssen, können wir unter der 
Anwendung obiger Erkenntnisse das stabile Gleichgewicht 
durch die F'eststellung der Drehwirkung des entstehenden 
Kräftepaares eindeutig festlegen. 

;':gI~r~~.:t!~~~~: Betrachten wir z. B. das Laufrad einer Seilschwebebahn. 
Das Rad allein ist labil gestützt, denn bei einer kleinen 

Auslenkung wird, das entstehende Kräftepaar die Rolle zum Kippen bringen 
(Abb. 159). Durch Anordnung eines ticferliegenden Gegengewichtes (Förder
korb) legen wir den Schwerpunkt unter die Unterstützung. Lenken wir jetzt 
die Konstruktion aus ihrer Ruhelage aus, so sehen wir, daß das entstehende 

Kräftepaar ein drehendes Moment ausübt, 
derart, daß die Konstruktion wieder in ihre 
alte Gleichgewichtslage zurückgedreht wird 
(Abb.160). 

In ähnlicher Weise sind unsere Waagen 
konstruiert. Der Waagebalken liegt mit sei
nem Eigengewicht über dem Unterstützungs
punkt', der hier zugleich Drehpunkt und 
Zentrum ist. Durch die Waagschalen und 
die daraufliegenden Gewichte liegt aber der 
Gesamtschwerpunkt unter dem Drehpunkt. 

Stabile AnordD1~·:t ;i~~'s Förderkorbes. Eine Störung der Gleichgewichtslage hat ein 
rückdrehendes Kräftepaar zur Folge. Aus 

dpr Betrachtung der Kräftepaarc sehen wir, daß das Maß der rückstellenden Mo
mentengröße abhängig ist von der Entfernung des Schwerpunkts vom Drehpunkt. 
Bei einer "empfindlichen" Waage, die schon auf ganz kleine Gewichtsunter
schiede reagieren soll, werden wir demgemäß den Schwerpunkt möglichst nahe 
unter den Drehpunkt legen. Es ist also diese Entfernung ein reziprokes Maß für die 
Empfindlichkeit einer Waage. 
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IX. D~r Balken auf zwei Stützen. 
37. Die versehiedenen Befestigungsarten (Ansehlüsse). Unter "Balken" 

wollen wir einen Körper verstehen, der' im wesentlichen der Länge nach aus
gebildet ist. Aucb hier wieder schaffen wir uns aus dem grUndsätzlich räumlichen 
Bild des Balkens ein ebenes Problem. Wir nehmen an, der Balken sei symmetri13ch 
zu einer Mittelebene ausgebildet, und alle Kräfte, auch die ~genkräfte von der 
Unterlage gegen den Balken, wirken in dieser Mittelebene ; dann tritt tatsächlich 
wieder ei'n li'benes Problem auf. Wir können uns zur Betrachtung das Bild des 
Balkens als ebene ganz dünne Platte idealisieren; für die meisten Fälle der .~ta
tischen Betrachtungen ge-
nügt sogar die Darstellung .~ • 
der Balkenachse alleIn. Wie A" . '-' v." ---
können wir nun den Balken ~ • 
mit seiner Unterlage (bzw. a ~~ b c 
einem anderen Konstruk- ~ 
tionsteil oder der Erde) ver- Abb.161. Die EInspannung beim Balken. 

binden ! 
1. Die physikalisch einfachste Festlegung eines Balkens in der Ebene ge

schieht durch Einmauern oder Einklemmen des Balkens (Abb. 161&, b). Man 
nennt diese Art von Festlegung in der Statik "Einspannung". Es ist bei der 
Einspannung eines Balkens nicht möglich, diesen von seiner Unterlage zu trennen 
(lotrechte Bewegung), ihn in seiner Ebene zu verschieben (waagerechte Be
wegung) oder zu drehen. Die Lagerung einer Welle, deren Belastung durch die 
Wellenachse geht, wird sich entspre-~I ~ r. 
chend der Lagerung eines Balkens defi- h. -- _ -' - ---

nieren lassen; ihre Lagermöglichkeiten " a ,,' b C 

sind gerade sogegeben wie für den ruhen- l§: " 
den Balken; so ist z. B. in Abb. 161c ein Abb.162. Festes Auflager. 

festes "Einspannungs"lager dargestellt. 
2. Die Statik kennt aber auch noch andere Befestigungsarlen in der Ebene, 

bei denen nicht gleichzeitig alle drei möglichen Sperrungen: untrennbar, unver
schieblieh und undrehbar, vorhanden sind. So ist z. B. die Anordnung des Bal
kens mit einem Drehbolzen nur untrennbar und unverschiel>lich (Abb. 162). Der 
so befestigte Balken ist aber noch nicht eindeutig in der Ebene festgelegt. Es bleibt 
eine Drehmöglichkeit bestehen, die durch irgendeine andere Anordnung (Fesse-
lung) noch beseitigt werden muß, wenn der.. . 
Balken für eine allgemeine ebene Belastung .-
festliegen soll. Der Fall, daß die Resul- -
tierende der äußeren gegebenen Kräfte ..: ---'.-
durch diesen Drehpunkt geht, stellt den a _, _ b 
einfach gestützten Körper dar, der oben Abb.' 163. Festes Auflag~r ~1 e;ner Welle. 
behandelt wurde. Bei W1l11en, die in einer 
Ebene belastet sind, finden wir wieder eine entsprechende Lagerung, die in den 
beiden Abb. 163a und b angegeben ist. Wir nennen die Lagel'UJlg mit den zwei 
Sperrungen (unverschieblich und untrennbar), die aber eine Drehung erlaubt, 
"testes Lager". 

3. Eine dritte grundlegende BefElstigungsmöglichkeit in der Ebene ist das 
"beu'egliche Lager". Die Bedingung ist hierfür nur untrennbar, das Lager ist 
verschieblieh und drehbar in bezug auf den Balken angeordnet. Die Bedingung 
"untrennbar" ist hier noch etwas genauer zu erklären: bei den eingezeichneten 
Beispielen (Abb. 164) ist gefühlsmäßig noch ein Abheben möglich, aber nicht 
ein Verschieben nach unten. Die Lagerung wird in dieser Weise ausgeführt, 
7 SchJink. Statik_ 4. u_ 5. Aufl. 
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wenn tatsächlich nur eine Verschiebung nach unten verhindert werden soll 
(Brücken, Fahrzeuge unter Eigengewicht usw.). Ist durch die äußere Belastung 
eine Verschiebung nach oben (Abheben) zu erwarten, so muß die Lagl'rung 

, I ~~' ~~~ .. '7- .. \ ._. -~-
-.- a . b ::'c' '8.~ -, d 

. '. '- _", C 

Abb. 16-!. Bewegliches Auflager. 

naturgemäß diese Verschiebung verhindern, also praktisch so ausgeführt wprden. 
wie es den Anordnung!}n dpr Abb. 165 entspricht. Die dem beweglichen Lager 
gleichwertigen Lagerungen einer \Vdle sind in Abb. 166 zusammengestellt. E, 

Abb_ 165. 

b 
--Sltdfkdern 

Abb.166. 
Bewegliches La.ger mit Sicherung gegen Abheben. Bewegliches Lu.g{~l' hei ('incr "'dIt-. 

lassen sich also eben belaRtete Wellen als eben belastete Balken behandeln, was 
ja eigentlich in der Definition des Ilaikens schon ausgedrückt ist (der Länge nach 
ausgedehnte Körper). - Man achk darauf, daß sowohl beim festen wie beim be-

weglichen Auflager durch ein "Gdenk" die Drehmöglichkeit ge
~&i---- geben ist. 
a ~ Um eine einheitliche Angabt· der Lagermöglichkeiten zu 

I haben, führen wir symboli~ch dn: 
~<>.~ ---- Abb. 167a als Darstellung für den eingespannten Balken 

b~ , oder die "einge'pflllnte" \Velle, 
k Abb. 167b für das feste Lager, 
c~ Abb. 167c für da~ bewegliche Lager, wobei dieses Symbol 

Abb.167. Sym
bolische Darstel
lungderverschie· 

denen Lager. 

auch die Fälle einsehließl'n soll, bei denen durch Verankerung 
u. dgl. eine Abhebung verhindert wird. 

38. Der Balken auf zwei Stüt"en. Wollen wir einen Balkpl1 
in der Ebene festlegen, so genügt das einfache feste Lager nicht, 

wenn eine allgemeine Belastung vorliegt. Wir gchen nun einmal davon aus, daß 
zur Festlegung des Balkens zwei solche feste Lager verwandt wurdcn, und unter
suchen, ob der Balken damit festgelegt ist und eindeutige Kräfte aufweist. Daß 

durch diese beiden Bolzenlagerungen (Ge-
R..-/ [I} ~ \Po ~'8 lenke) der ganze Balken in der Ebene un-/ _ L:. :<; verschieblich, undrehbar ist, erkennt man 

~t====!::=~===='=-~ ohne weiteres (Abb. 168). An den Lagl'r-
AA"I'~ , \Aß stellen A und B hat der'Balker;t mit dl'r 

Unterlage nur die Bolzell gemein~am, dip 
Abb.168. KraftwÜ'kung beim Balken m.it als Punkte angeeehen werden mögen. Es 

zwei festen Auflal"ern. kann also eine Kraft vom Balken in dil' 
Unterlage nur durch diese Punkte weitergeleitet wprdpn. Wirkpn nun auf eilJ('n 
Balken Kräfte, so drückt der Balken seinerseits mit eim'r gewisspn Kraft il1 dpn 
beiden Punkten A und B auf seine Unterlage. Die so bewirktPll Kräfte Reipn K A 

und K B genannt. Die beiden Kräfte K A und K. ersetzen die w·gebl'lJ(·n äußef{'n 
Kräfte, sind also Komponenten dpl' Re~ultiprendel1 aller äußpf(·n gegpbpnen Kräfte 
(Lasten). Die Wirlrung des BalkeßR auf spine Untprlage hat whode!' eine GegPll
wirkung zur Folge. Die so pntst('lH'ndpn R('aktion~kräfte RA und RB, dip wil' 
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künftig mit A und B bezeichnen wollen, sind von gleicher Größe wie die Aktions
kräfte K .. und KB , aber entgegengesetzt gerichtet. Wir können also sagen, die 
beiden Reaktionskräfte stehen mit den Kräften K .. und K B , d. h. aber auch mit 
den gegebenen äußeren Kräften im Gleichgewicht. Für die Lagerreaktionen 
eines Balkens ist demnach die Bedingung gegeben. daU sie mit den wirkenden 
Lasten im Gleichgewicht stehen müssen; darauf beruht ihre Berechnung. Statt 
der äußeren Kräfte können auch Mo
mente auf den Balken wirken; wir 
werden deshalb vielfach von äußeren 
"Einflüs~en" sprechen, die sowohl 
Kräfte als auch Momente sein können. 

Gehen wir nun zur Ermittlimg der 
Reaktionen von dem ganz einfachen 
Fall aus, daß der Balken mit den beiden 
festen Lagern durch eine Kraft P (auch 
aufzufassen als Resultierende vieler 
Kräfte) belastet sei (Abb. 169). Gegeben 
ist also P und jeweils ein Punkt der 
Reaktionswirkungslinien von A und B, 

A 

Abb. 169. Balken auf zwei festen Auflagern mit 
Ein~cllast, gl'aphischC" lkhandlullg. 

dic mit P im Gleichgewicht stehen müssen. Zur graphi~chpn Lö~ung der Auf
gal:ie benutzt man den Satz, daß drei Kräfte nur dann im Gleichgewi(ht stehen 
können, wenn ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. '\Vählen wir ein('n 
beliebigen Punkt N auf der Wirkungslinie der Kraft P und verbinden diesen mit 
den Lagerpunkten, so stellen die Verbindungslinien mögliche Wirkungslini(,n für 
A und B dar; ihre Größen sind durch das zugehörige Kraftdreieck bpstimmt. 
Da wir aber über die Lage des Punktes N weiterhin keine Ausmge machen kön
nen, läßt sich auch die Aufgabe mit jedem beliebigen Punkt auf dpr Wirkungs
linie der Kraft P durchführen, und wir erhalten 
dabei jedesmal andere Reaktionskräfte. Daraus A ;f a,. 
ersehen wir also, daß die Aufgabe vieldplltig oder,-~~ ~--
wie wir früher schon gesagt haben, statisch un- l!Il ~ 
bestimmt ist. 04" l,By 

Wie äußert sich das nun bpi der analytischen Abh. 170. Balk<>r auf zwei kRten 
Betrachtung der Aufgabe? Die Zahl der Un- A\1.flagernmitF;inzellast,aualrtische 
bekannten ist vier: die Reaktiomkraft A ist un Bchnndlwlg. 

bekannt nach Größe und Richtung, cbemo die R('aktionskraft B. "Wir denken 
uns zweckmäßig bei diesen Aufgaben die Reaktionskräfte in ihre Komponenten 
in horizontaler und vertikaler Richtung An A. bzw. B,., B. zerlegt (vgl. auch 
Abb. 170) dann sind wohl die Wirkungslinien dieser Komponenten bekannt, aber 
deren Größen nicht. Wir haben also in~gesamt vier Unbekannte in der Auf
gabenstellung. Demgegenüber stehen nur drei Gleichgewichtsbpdingungl'n zur 
Verfügung. Rein mathematisch gesehen, 'erhalten wir al80 zur Lösung ein 
System von drei Gleichungen mit vier Unbekannten, d. h. die Aufgabe ist mit 
den Sätzen der Statik nicht zu lösen oder, anders ausgpdrückt, die Aufgabe ist 
statisch .unbestimmt. 

Wollen wir die Aufgabe statisch löi;bar bzw. statisch b('~timmt maehpn, ~o 
müssen wir die Konstruktion 80 umändern, daß entwedpr Pine neue Glpichullg 
hinzukommt (Nr. 61) oder eine Unbekanllte wegfällt. Der statisch bestimmte 
Aufbau einer Konstruktion ist in vielen Fällt'n auch tpc~ll1i~ch aus v('r~('hh·deJl('n 
Gründen gefordert. Der betrachtete Balken wird nun 'statisch bestimmt, W('llll 
wir statt des einen festen Lagers ('in bewegliehps Lager einführp)). Dann kann 
das Lager B keine Horizontalkraft mehr aufnehmen; denn die geringste waage-

7* 



100 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

rechte Kraft auf ein derartiges System mit Rollenlagerung (Abb. 171) würde 
ein Wegfahren (Verschieben) dieses Lagers zur Folge haben (sofern keine Reibung 
vorhanden ist): es wird also vom Balken auf die Unterlage keine Horizontalkraft 
übertragen, und es kann denientsprechend auch keine waagerechte Gegenkraft 
entstehen, d. h. es tritt keine horizontale Lagerreaktion auf. Im beweglichen Auf· 
lager muß also die Reaktion senkrecht zur.Bewegungsrlchtung stehen, es ist da-

~ durch ihre Richtung bekannt, es fehlt nur die Größe; 
~ das bewegliche Lager stellt somit nur eine Unbe-

~~----~---~'!'! kannk dar. Die Zahl der Unbekannten ist dadurch 
~ auf drd herabgesetzt und die Zahl der Gleichungen 
~ deckt ,ich mit der Zahl der Unbekannten. Auf den 'e ruhenden Balken wirken also außer den Lasten noch 

&, B die Lagerreaktionen als Kräfte; nach Einführung 
"lB dieser Lagerreaktionen hat man sich den Balken 

als eine freitragende Konstruktion zu denken, an 
Abb.171. Balkenaufeinemfesten L k 
und einem beweglichen Lager. der die asten und die Rea tionen angreifen. 

Solange dcr Balken frei, d. h. nicht gelagert ist, 
kann er eine dreifache Bewegung ausführen: er kann sich in waagerechter und 
senkrechter Richtung verschieben und außerdem um einen Punkt drehen. Man 
sagt, der Bal~en hat in seiner Bewegung drei Freiheitsgrade. Diese drei Be
wegungsfreiheiten müssen zur Fef,tlegung des Balkens aufgehoben werden durch 
drei "Fesseln". Jede Fessel stellt eine Unbekannte dar, also benötigen wir eine 
Lagerung mit drei Unbekannten. Diese liegt hier vor durch das feste Lager mit 
zwei. Unbekannten und das bewegliche Lager mit einer Unbekannten. 

Es wirke nun auf den Balken, der konstruktiv mit einem festen und einem 
beweglichen Lager festgelegt ist, eine nach Lage, Größe und Richtung bekannte 

Kraft P; die Lagerreaktionen sollen ermittelt 
....--:::"",] werden (Abb. 172). Die Lösung erfolge zunächst 

~....-""-,,/' I auf graphischem Wege. Von der Reaktionskra.ft B 
~ / I k 

~~~/ Y I ennen wir die Rich-
A......,~. - ~ tung (in B kann ja 
~ ~ ~ nur eine senkrechte .:.A~h~ _____ ~~~~ __ ~ 

A
~ B 

p 8 Kraft übertragen 
werden) und einen 

A Punkt, durch den 
Abb.172. Graphische Behandlung sie gehen muß. Von ~~~~iJ~ik~~sa~~i~f::!~:s~~~I:~ 
eines Balkens mit einem festen und der Reaktionskraft A einem beweglichen AUfJager. 

einem beweglichen AUflager. kennen wir nur einen 
Punkt, aber nicht ihre Richtung. Der Satz, daß die drei im Gleichgewicht 
stehenden Kräfte P, A und B sich in einem Punkt schneiden müssen, Erlaubt hier 
nur eine eindeutige Lösung, da der Schnittpunkt der drei Kräftc durch denjenigen 
der Wirkungslinien der Kraft P und der Auflagerreaktion B gegeben ist. Die 
Auflagerreaktion A muß also durch diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen, 
und damit erhalten wir die Wirkungslinie dieser Reaktion als Verbindungslinie 
des gemeinsamen Schnittpunktes mit der Lagerstelle. Das Klafteck gibt die 
Größen der Reaktionskräfte an, deren Richtungen dem durch P gegebenen Um
fahfungssinn gleichlaufend sein mÜS~t'n. Zur Aufzeichnung des technischen BildeR 
bGnötigen wir hierbei einen Längpnmaßstab (1 : n, d. h. 1 cD1-~ n cm) und für das 
Krafteck einen Kräftemaßstab 1 cm ~ k kg. 

Für die analytische Berechnung sei der Balken nach Abb. 173 zugrunde ge
legt. Der Balken von der Länge l i~t an seinen Enden mit einem festen und einpm 
beweglichen Lager gestützt. Auf ihn wirke im Abstand a vom linken Ende eine 
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Kraft P, die unter dem Winkel IX gegen die Balkenachse geneigt ist. Ü€sucht 
sind wieder die Lagerreaktionen, die den Balken im Gleichgewicht halten. 

Wir wissen, daß die Reaktion in B senkrecht steht zur Bewegungsmöglich
keit des Lagers, d. i. hier senkrecht zur Balkenachse. Das linke Lager hat da
gegen eine schief gerichtete Reaktionskraft A, die je nach der Belastung in jeder 
beliebigen Richtung möglich ist; wir können sagen, es wird im linken Lager eine 
waagerechte Rel\ktionskraft A. und eine lotrechte Reaktionskraft A. auftreten. 
Es liegen also die drei Unbekannten A., A., B vor. Bei der analytischen Betrach
tung von Gleichgewichtsaufgaben jeglicher .Art müssen wir, wie schon mehrfach 
bemerkt, zunächst Richtungen für die unbekannten Kräfte annehmen und diese 
bei negativem Ergebnis umkehren. Wir wollen einführen: die waagerechte Re
aktion A. nach rechts, die beiden lotrechten Reaktionen A. und B nach oben 
gerichtet. 
. Die Hodzontalkomponente A. wird am bequemsten aus der Komponenten

bedingung für die waagerechte Richtung berechnet: 

1. IR = 0: 

daraus 

A. - P . cos IX = 0, 

A. = p. COSIX. 

(Die hier eingeführte Gleichung I H == 0 ist nur eine andere Sohreibweise für 
I Xi = O. Ähnlich ersetzen wir bei der Ermittlung der Reaktionen eines Bal
kens auch I Yi = 0 durch die Schreibweise I V = 0, d. i. Summe aller Vertikal
kräfte gleich Null.) 

A. wird positiv, d. h. die vorher angenommene Richtung war ricn.tig: A. geht 
nach rechts. 

Für die Berechnung der beiden lotrechten Lagerkräfte wählen wir zweck
mäßig Momentenbedingungen, und zwar nehmen wir einmal den .einen Lager
punkt Aals Momentenpunkt, dann den anderen B. In der ersten Gleichung 
tritt nur B als Unbekannte auf, in der zweiten nur A. 

2. (I M)A = 0: -B·l + (P.sinlX)·a + (P·COSIX)· 0 +A. 0 + A.· 0 = 0, 

daraus 
B = ~ . p. sinlX. 

Das Moment der Kraft P ist hier so aufgestellt, daß P in zwei Komponenten 
zerlegt und dann, nach dem Satz vom statischen Moment der Kräfte, die Summe 
der Momente dieser Komponenten gebildet wurde. Aus dieser Gleichung enechnet 
sich die Reaktion B unabhängig von A. und A". 

Als dritte Gleichung zur Ermittlung der noch unbekannten Kraft A. vcr
wenden wir die Momenter bedingung um den Lagerpunkt B: 

3. (IMja = 0: 

A.·l + A h • 0 - (p. COSIX) ·0- (p. sinlX) . (l - a) + B· 0 = 0 

und daraus (l-a) . 
A.=-Z-·p SlDlX. 

Diese Gleichung gestaltet sich wieder unabhängig von der Ermittlung der beiden 
andere!! Unbekannten, da diese um den Momentenbezugspunkt keine Dreh
wirkung haben (Hebelarm = 0), in der Momentengleichung also verschwinden. 

Damit sind die drei Unbekannten errechnet. A. und B sind positiv, d. h. die 
angenommenen Richtungen waren richtig eingeführt! .sie gehen nach oben. Wir 
können nun aber noch mehr Gleichgewichtsbedingungen, irgendeine Komponenten
bedingung oder eine Momentenbedingung, aufstellen, die selbstverständlich alle 



102 Anwt'ndung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

<>rfüllt sein müssen, so z. B. 

~V=O: 

daraus 

P·sina - A. - B = 0, 

A v + B = p. sina. 

Es kann diese Gleichung als Probe für die richtige Ermittlung der Reaktionen 
verwendet werden. 

Bei vorlleg<>nden Aufgaben sollte nie Versäumt w<>rden, nach Ermittlung der 
Unbekannkn die Richtigkeit der Lösung durch eine Komponentenbedingung zu 
prüfen. Die Komponenten A,; und An lassen sich zur Rt>aktionskraft A zusammen
setz<>n. Ist A richtig ermi'ttPlt, so muß diese Kraft durch den Schnittpunkt der 
Kraft P mit der Wirkungslinie der REaktion B gehen. 

39. Zusammenhang zwischen Lagern und Stützllngsstäben. Nun haben w~r 
früher schon einmal einen Balk(·n (Körper) in der Eb<>ne fl>stgelegt durch drei 
Stäbe und die in den Stäben auftretenden Stabkräfte errechnet, indem wir sagten, 
die drei Stabkräfte müssen mit der gegebenen Kraft im Gleichgewicht stehen. 
Die Aufgabe war eindeutig, demnach kann der Balken auch durch drei Stäbe, 
sog. Stützungsstäbe, die wied<>r Fesseln darstellen, festgelegt werden; E'S wird also 

ein Zusammenhang bestehen zwischen der 
Stützung in den beiden Lagern und den 

7f! Stützungsstäben. Dies soll nun festgestellt 
- werden. 

R----~--~""'j>-;B· Wollen wir einen Punkt (A in Abb. 174) 
in d<>r Ebene festlegen, so gelingt uns das 

(,J; mit zwei nach ihm laufenden Stäben, die ge
C lenkig miteinander verbunden sind (vgl. ebe-

,," nes Zweibockgerüst). Um diesen Punkt kann 
,\bl>.174. z~a~n:~~z~~~~;~i~~~~IlLagCr sich allerdings der Balken noch drehen. Wir 
. haben also die gleichl' Sachlage wie beim festen 
Lager, d. h. es kann das feste Au/lager ersetzt werden durch zwei Stützungsstäbe, die 
durch den Auflagerpunkt hindurchgehen und nicht in dieselbe Gerade fallen. Wenn 
andererseits ein Punkt (B) nur durch einen Stab an die Erde angeschlossen ist, 
so kann er sich auf einem Kreisbogen um den Anschlußpunkt C drehen. Prak
tisch kommt für die Bewegung des Punktes B von diesem Kreisbogen nur ein 
kleines Stückllhen in Frage, da ja B mit A durch den Balken verbunden ist und 
dieser nur eine geringe Längeminderung durch die Nachgiebigkeit des Materials 

erlaubt. Dieses kleine Kreisstück ist das Y waagerechte Bogenell'ment des Kreises. Die 

i~-:::--l-A'?----'""----l(J) dadurch bewirkte VerschiebungsmÖglichkeit 
~ (j) deckt sich abC'r mit der, die durch das hori-

C2J zontal geführte Lager gegeben ist. Dem
gemäß kann das bewegliche Lager ersetzt wer-

,~, ' ",'@ den durch einen Stützungsstab, der senkrecht 
Abb. 17 5. Sonderas~~~~~~ng von Stützungs' steht zur Bewegungsbahn. Die Zahl der 

Stützungsstäbe stimmt mit der Zahl der 
Unbekannten bei den Lagern überein, da ja das feste Auflager zwei, dagegen 
das bewegliche Auflager nur eine Unbekannte darstellt. Die Resultierende der 
Stabkräfte S1 und S2 gibt die Lagerreaktion im fl'sten Lager an, die Stabkraft S3 
die Lagerreaktion im beweglichen Lager; letztere fällt ja auch mit der Richtung 
der Lagerkraft B zusammen. Selbstverständlich kann man die Stützungsstäbl' 
für das feste Auflager auch in horizontaler und vertikaler Richtung anordncn 
(Abb. 175), so 'daß ihre Kräfte unmittelhar mit den üblichen Lagl'J'kraftkompo
nenten zusammenfalll'n. 
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Nach diesen Ausführungen können also jederzeit statt der Lager Stützung::;
stäbe eingeführt werden und umgekehrt. Tatsächlich kommen außer den Lagern 
öfters Stützungsstäbe vor. Auch gemischte Lagerungen mit Stützungsstäben 
und Auflagern finden sich b(>i praktischen Ausführungen, z. B. nach Abb. 176, 
wo der Stützungsstab C als Pendelstütze 
ausgebildet ist, die oben und unten drehbar 
angeschlossen ist. (Das hier gezeichn(>te Sy
stem hat allerdings vier Fesseln und ist des
'halb statisch unbt>stimmt.) 

Die drei Stützungsstäbe, die zur Fest
legung eines Balkens nötig sind, brauchen 
natürlich nieht so anp;t>ordnct zu sein, daß 
zwei durch l'inen Punkt hindurchgehen Abb.176. Gleichzeitige Anordnung von 

Stützungsstüben und Lugern. 
(Abb. 177). Wie schon früher (S. 68) gezt>igt, 
dürfen lediglich die Stäbe nicht alle drei durch einen Punkt hindurchlaufcn. Da 
nun jeder einzelne Stützungsstab durch ein bewegliches Lager ersetzt werden 
kann, kann ein Balken auch durch drei bewegliche Lager festgelegt werd('n, 
deren Reaktionen aber nicht durch einen Punkt gehen (Abb.178), abo auch 
nicht parallel laufen dürfen. Es darf also der y 
Balkt>n auch nicht auf drei bewl'glichc Lager, dit> 
alle horizontal versehieblieh sind, gestützt werden } r 1 
(Abb. 179), wenn pr für jl'dc belieoige Belastung 1 
in Ruhe bleibpn ~oll. Man erkpllnt übrigmR die " (]) }: ® 

~:r~~~c:i~~;;:~r~ä~~(:nn malll'ine schi<'fe Kraft "Abb. 177. l:IlW;:':hi"blicher Bal~:~ 
40. Belastung durch lotre(·hte Kräfte. Sl'hr mit drei titützull"sslübcn. 

häufig sind in der Praxis die Fälle, daß der Bal-
kpn nur "lotrechte Kräfte (~'wichtl') aufzunt>hmen hat. Betrachten wir einmal 
cinen derartigen Balken, der auf zwei Stützen statisph be~timmt gelag!'rt ist, 
und auf den nur die lotrecht{'n Kräfte PI' P2 und P3 "irk{'n. Gc-gebl'n sind außer 

Abb. 178. Unverschieblicher Balken mit drei 
beweglichen Auflagern. 

,/' 

Abu. 179. YcrschiebIich gt'§tiitztt'r Balk(~n 
mit. drei bcwcglkhcll Lagl'l'n. 

dpn Größen dieser Lasten die konstruktiven V\'erte, Größe d('~ Balkens und An
griffspunkte der Kräfte (Abb. 180). 

1. Die erste Gleichung 

zeigt, daß A keine Horizontalkomponellte besitzt: 

A h = o. 
Rein physikalisch bedeutet das: welln keine äußE:re Horizontalkraft (oder -kom
ponente) vorhanden ist, wird keine Vl'.rschiebungswirkung auftretl'n, wir brau
chen also aueh keine Verschiebung zu verhindern. Es werdpn an beiden Lager
stellen demgemäß nur Vertikalreaktion'en entstehen. Man könnte, rein Htat.i~('h 
gesehen, diesen Balken also auf zwei beweglichen Lagern stützen. Prakti~ch darf 
man das natürlich nicht durehführen, da der geringste seitliche Einfluß (\Yind
kräfte, kleine Ncigungsdifferellz der Lagerstellen usw.) ~dlOn einl' Verschie
bung des Balkl'ns hervorbringt, der dann ja in keiner Weise gegen Fortrollen 
gCRiehert ist. 
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Die beiden auftretenden Lagerkräfte A und B werden wieder am besten 
durch zwei Momentengleichungen t·rmittelt. Die weitere Bedingung: 

~V=O 

werden wir dann als Probe für die richtige Ermittlung der Reaktionen anwenden. 
Es wird, wenn die Lagerreaktionen mit dem Pfeil nach oben eingeführt werden 
(Abb.180): 

2. (.I M)A = 0: 

die Reaktion B wird positiv, d. h. die nach oben eingeführte Richtung der Lager
reaktion B war richtig. 

Die Momentengleichung um den rechten Lagerpunkt lautet: 

3. (.IM)B=O: A ·l- PI(l- al) - P2(l- a2) -- Pa(l- aa) = 0, 

A _ P l · (l- all :l- p.' (l- a.) + p • . (l- aa) 
- l ' 

Als Probe stellen wir fest, daß: 

PI + P2 + f3 = A + B. 
Diese Art der Ausrechnung der Lagerreaktionen ist im allgemeinen die zweck

mäßigste: wir ermitteln sie also mit RiHe von Momentenbedingungen und prüfen 
unsere Rechnung mit der Komponentenbedingung für die lotrechte Richtung 
nach. 

Bei der graphischen Ermittlung der Lagerreaktionen gehen wir wieder von der 
Erkenntnis aus, daß die gegebenen äußeren Lasten mit den gesuchten Lager
reaktionen im Gleichgewicht stehen müssen. Wir wissen, daß im Gleichgewichts
fall das durch die Kräfte bestimmte Krafteck und das zugehörige Seileck ge

~',' . n. 
j 0' 't. I I 

1 a' 

schlossen sein muß, also muß hier das zu den 
Kräften Pi und A und B gehörige Ki-afteck und 
Seileck geschlossen sein. Wir zeichnen zunächst 
das Krafteck (Abb. 180), gebildet aus den gege

benen Kräften Pi' Ps und 
Pa. Nach Wahl eines be
liebigen Poles C am Kraft-

1---~~=-=:;;"i'C' eck liegen die Polstrahlen 
: 0, 1, 2, 3 fest, zu denen 
: parallel im technischen 

I I Kräftcbild, d. i. jetzt der 
:"---h-500kg--.j Balken mit seinen Kräf-

ten, die Seilstrahlen 0', 
1', 2' und 3' gezeichnet 

werden. Die Zuordnung der Strahlen muß wieder der Reziprozität dcr beiden 
Figuren Krafteck und Seileck entsprechen. Auf diefe Weise ist ein offenes KIaft
eck und ein offenes Seilecß: 0',1',2',3' entstanden; sie können aber auch nicht 
geschlossen Rein, da sie Cur zu den gegebenen Lasten Pi gehören und diese für 
~ich (ohne A und B) nicht im Gleichgewicht stehen. A und B müssen nun so 
eingeführt werden, daß das alsdann entstehende Kraft- und SeilEck geschlossen 
ist. Wir betrachten zunächst das Seileck ; durch Berücksichtigung cinf-r Kraft 
in der Wirkungslinie von A muß das SeilEck auf dieser Gt-raden einen. Knick 
bekommen, ebenso auf der Wirkungslinie von B; also das Seileck schließt nicht 
mit 0' und 3' ab, sondern erhält an den Stellen mund n noch je eine neue Seite. 

Abb.180. 
Balken auf zwei Stützen. dureh lotrechte Lasten beansprucht. 
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Diese neuen Seiten stellen dann die äußersten Seiten vor. Da abef das Seileck 
ge&Chlossen sein muß, müssen diese beiden Seilstrahlen in dieselbe Gerade fallen, 
d. h. in die Verbindungslinie 111 n. Diese Verbindungslinie heißt die Sc:hlußlinie (s'). 
Dadurch ist das Seilpolygon aller fraglichen Kräfte (P; und A, B) geschlossen. 
Zieht man zur Schlußlinie s' einen parallelen Polstrahl durch C, so schneidet 
dieser aus dem Krafteck die gesuchten Lagerreaktionen A und B heraus. Damit 
entsteht auch ein geschl9ssenes Krafteck: Pl , P2 , Pa, B, A. Die Strecke zwischen 
den Polstrahlen 0 und 8 stellt A dar, weil sich die zu 0 und sparallelen Seil
strahlen auf Aschneiden; entsprechend liegt B zwischen den Pol strahlen sund 
3 im Krafteck. Der Richtungssinn der beiden Lagerkräfte ist durch den Um
fahrungssinn des Kraftecks festgelegt. 

Durch die angegebene Konstruktion hat man tatsächlich für die Lasten und 
Lagerreaktionen ein geschlossenes Krafteck und Seileck erhalten, also stehpn diese 
im Gleichgewicht, d. h. auf diese Weise sind die Lagerreaktionen eindeutig er
mittelt worden. Für die Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem nur durch 
lotrechte Kräfte belasteten Balken gilt also folgende Regel: 

Man zeichnet zunächst Kratteck und Seileck tür die gegebenen Lasten ohne Be
rücksiohtigung der Lager, bringt dann die äußersten Seilseiten des so gewonnenen 
Seileoks mit den Wirkungslinien der Autlagerkrätte zum Schnitt, verbindet diese 
Schnittpunkte duroh eine Gerade (Schlußlinie s') und zieht durch den Pol C einen 
zu s' parallelen Strahl. Diest-r schneidet aus dem Kratteok die gesuohten Reak
tionen aus. 

41. Biegemoment, Querkrart und Längskraft. Im Zusammenhang mit der 
eben betrachteten Aufgabe wollen wir nun zwei neue Begriffe kennenlernen, die 
für die Gestaltung (Dimensionierung) des Balkens von Bedeutung sind: 

1. das Biegungsmoment oder Biegemoment, 
2. die . Querkratt, auch Schub- oder Scherkraft genannt. 

Dazu .tritt noch 
3. die Längskratt, die schon früher (S. 2'0) kurz erwähnt war. 
Diese drei Begriffe spielen in der Statik eine sehr große Rolle. Das Biegungs

moment ist, wie schon der Name sagt, die Ursache für die Durchbiegung (Krüm
mung) des Balkens. Es gibt - wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird - zugleich 
an, wie stark der Balken bei dieser Biegung beansprucht wird, ist also von großer 
Wichtigkeit für die bauliche Gestaltung eines Balkens. 

Die Querkraft gibt in ähnlicher Art ein Maß für die Abscherungsgefahr eines 
Balkens, also für die Beanspruchung auf Schub, ist demgemäß ebl'n~o von Wich
tigkeit für die Dimensionierung, sobald eine Abschergefahr für den Balken 
besteht. 

Die Längskraft (Achsialkraft) ist in gleicher Art eine Kenngröße für dit, 
Gefahr des Auseinanderreißens oder Znsammendrückens eines Balkens. 'ViI' 
haben bereits Längskräfte in den Stabkräften kennengekrnt. 

Die drei Begriffe lassen sich folgendermaßen definjeren. 
1. Da8 Biegemoment tür einen bestimmten Querschnitt eines Balkens ist gegeben 

durch die Summe der-statisohen Momente aller Kräfte lmks oder rechts von dieser 
Schnitt.stelle, meistens bezogen aut den Schwo''fYIJnkt (1JiJittelpunkt) des Quersc}mjtts 
an der untersuohten Stelle. 

Man bezeiohnet das Bi"'gemom",nt positiv, wenn es tür den linken T"il im Uhr
zeigersinn, tür den rechten Teil gegen den Uhrzeigersinn dreht. (Als Merkbild : 
tBöp 

+ 
Dieser scheinbare Widersprueh in der Vorzeichenf{'gel klärt sich sofort auf, 

wenn wir ein('n Balken betrachten, der unter dem Einfluß von Lasten durch-
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gebogen ist (Abb. 181). Der Punkt i (bdiebiger Punkt) hat dabei seine Lage ge
ändert, er hat sich nach unten verschoben. Wollen wir die Verschiebung dieses 
Punktes mit Hilfe der Biegungf;drehung durch ein Moment auf der einen Balken

seite erreichen, so ist dazu links pine Drehung 
im Uhrzeigpr~inn, rechts pine solche gegen den 
Uhrzeigei'~inn llötig. Beide Momente habpll 
aJ~o trotz ihres entgegengesetzten DrehsinIls 

_\hb.181. Yow'ieheD ues Bicgcmomenl,'.. die gleiche \Virkung. 'Vir sehen daraus, daß 
in dpr FCktlegUlJg des Vorzpichens dipse ver

,ehiedenen Drehsinne auf beiden Seiten mit d(·m g!pichC:ll Vorzpiehen vc:rsehen 
w(·rden müssc:n, wenn dasjenige Biegung~moment, 'links uml rechts, das die 
gleiche Wirkung hervorruft, au, h dassdbl' Vorzeichen besitzen 8011. Das Biegungs

moment für einen Punkt i ersetzt al,o das Gt·
samtmomPllt allel' Kräfte anf dpr eüwn Seite 
von i. 

2. Die QlU:rkmft für einen bestimmten Quer
schnitt ist gegeben durch die algebraische Summe 
der senkrecht zur Balkenachse gerichteten Kräfte 
links oder ~'echts run dieser Schnittstelle. 

~11an bezeichnet die Q~tcrkraft als positiv, wenn 
sie für clen linken Teil nach oben, für den rechten 
Teil nach unten gerichtet ist. (Merkbild : tQif') 

- + 
Auch hier besteht scheinbar ein Widerspruch 

in der Vorzeic!wIIl·pgel. Es läßt sich die gleich
,\1,),,182. Vorzeichen uer Qucd<raft. artige 'Virkull/I der Q.uerkräftl' auf beiden Seiü'n 

mit /Ih'iehem Vorzeichen leicht einsehen, welln 
"'ir an dip Bedl'utung der Querkraft als Ab~el1l'rung~kraft denken; die zwei 
Sehnittflächen (Schnittukr) eilws QIlPr~ehnitts (Abb. 182) wl'rden dann gegen
finander verschobl'n, WClln auf der eillel\ Sl'itl' 11aeh oben, auf dl'r andenn ) f aber nach unten gpdrückt wird. Also gleiche 

~ ! Wilkung bf'dingt auch hier gleiches Vorzeichen. 
~8:--L----__ ...L ___ ~ 3. Die Längskraft für einen bestimmten Quer-
"t: ~" schnitt ist gegeben durch die algebraische Summe 

"T der -in Richtung der Balkenachse liegenden Kräfte 
If links oder rechts '1:0n dieser Schnittstell(,; 

Man bezeichnet die Längskraft als positiv, wenn 
sie für den linken Teil nach links, für den rechten 
TeU nach rechts geht. Durch eine positive Längs
kraft werden die zwei Scltnittufer eines Querschnitts 
auseinander gezogen. (Die linke Längskratt wirkt 
auj den rechten Teil.) 

Die Vorzeichenregel wird uns hier fofort ge
~bb. 183. Vurzeichen der LÜDllskraft. läufig, \\'('nn wir. an die Stabkraft denkl'n. In 

dpm in Abb. 183 gfzeichlll'kn Balken l'ntsteht 
Druck. Die Kraft L, des linkl'll Teils wirkt drüekend auf den rechten Balkenteil, 
nmgekdlrt aueh die Kraft Li des rechtpn Teils drückend auf den linkt'lI Balken
teil; Druck wurdl' aber frühl'r als lJ('gativ bezl'idmet. Die Wirkung der Längs
kraft erkennt mun am leichtest('n, wenn man die aneinandergdegten Hand
f1ächl'1l in den Querschnitt hincingdegt denkt: l,int' positive Längskraft sucht 
die Handflächpn auseinanderzuziehelI, dagegpn die nrgative Längekraft sie gegen
einander zu drücken. Die späterpn Bl·traehtungetl werden dic Verhältnisse noch 
wesentlieh kläre!!. 
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Die Längskräfte verschwinden ganz bei Balken mit'senkrechten Lasten. Wir 
haben also bei dem vorigen Beispiel (Abb. 182) an einer beliebigen Schnittstelle 
nur Querkräfte und Biegemomente zu erwarten. 

Zum Verständnis dieser Größen ist noch folgende Betrachtung von Wichtig
keit. Der Balken hat die Lasten nach den Lagern zu übertragen; es wird dabei 
durch jeden Querschnitt eine Kraftwirkung von dem einen Balkenteil nach dem 
anderen weitergeleitet. Die Kraft, die durch einen Querschnitt i von der einen 
Seite nach der anderen übertragen wird, ist offenbar nichts anderes als die Resul
tierende alter Kräfte links vom Querschnitt, in Abb 184 die Resultierende R' 
von A., AA' PI' Pa, denn diese Resultante ersetzt ja die Wirkung aller Kräfte, 
die an dem linken Teil angreifen, deren Einfluß also durch den Que!Bchnitt nach 
rechts weitergeführt werden muß. Diese Resultierende können wir nach irgend
einem Punkt des Querschnitts, 
somit auch nach dem Schwer
pun~t M, verschoben denken und 
erhalten die gleiche Wirkung, wenn 
wir außer der parallel verschobe
nen Kraft noch ein Kräftepaar 
einführen, dessen M6ment gegeben 
ist durch das statischp Moment der 
Kraft B' für den Punkt M, alsp 
B' .' e. Dieses Moml"lIt ist aber nach 
dem Satz vom statülChf'n Moment 
der Kräfte gleich der Summe der 
Momente von A., AA' Pl , P2 für 
denselben Punkt M, d. h. gleich
dem Biegemoment (BAl ). Dem

Abb.184. 
Die Beanspruchungsgrößen eines Querschnittes. 

gemäß haben wir als gleichwertige Wirkung, statt der Kraft R': die durch 
den Punkt M gehende Kraft R" (= B') und das Biegungsmoment BM • Nun 
können wir R" in zwei Komponenten zerlegen, eine in Richtung de:.: Balken
achse L, und· eine senkrecht dazu Q,. Diese beiden Komponenten sind nichts 
anderes als die oben definierte Längskraft und Qucrkraft.: Wir erhalten damit das 
Ergebnis, daß die Resultierende B' aller Kräfte links vom Querschnitt ersetzt 
ist durch die Querkraft und Längskraft, die durch den gewählten Punkt M gehen, 
und durch das Biegungsmoment B.II = B,. Diese Einflüsse Li, Q" B" die man 
als Beanspruchungsgrößen bezeichnen kann, ersetzen also den Gesamteinfluß all1!-r 
Kräfte links vom Schnitt und wirken nun au/den rechten Teil ein. Es ist also 
nicht so, daß die Zusammenwirkung der hier betrachteten drei Einflüsse L" 
Q" B, mit den auf den linken Teil wirkenden Kräften (A., A., P l , P2) Gleich-' 
gewicht hält, sondern sie ersetzen diese Kräfte. Dreht man die drei Einflüsse in 
ihrer Richtung bzw. ihrem Drehsinn um, so bekommt man diejenigen Einflüsse, 
die von dem rechtcn Teil gegen den linken wirken, und dann, mit den am linken 
Teil angreifenden äußeren Kräften im Gleichgewicht stehen. 

Betrachten wir an einer Schnittstelle die drei Größen Querkraft, Läng8kraft, 
Biegemoment zusammen, 80 erkennen wir in ihnen die Einflüsse, die ein Ver
schieben der beiden Schnittufer des Balkenschnittf's (Quervf'r~chiebung), ein 
Auseinandergehen (Trennen) der Schnittufer und eine Vcrdrf'hung der Quer
tlchnitte im Sinne der Biegung zu bewirken v('rsuchen. 

42. Die Ermittlung der BeanspruehungsgröBen. Die rechnerische Ermittlung 
dieser Beanspruchungsgrößen erfolgt dadurch, daß wir entsprechend der Defini
tionen die algebraischen Summt'n der angegebenen Werte bilden. Die Durch
führung wird später erläutert. 
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Die graphische Ermittlung des Biegungsmomentes kann in einfacher Weise 
mittels dps Seilecks erfolgen, das zur Bestimmung der Lagerreaktion auf Seite 104 
gezeichnet ":-lrde: Zum Beweis dieser Behauptung sei ein weiteres Beispiel 
(Abb. 185) mIt rem lotrechter E:elastung dureh drei Lasten, die der Größe und 
Lage nach bekannt sind, betra.Jhtet. 

Wir zeichnen den Balken in ('inem bestimmten Maßstab auf. Dieser Längen~ 
maßstab sei 1 : n (d. h. 1 cm in der Zeichnung bedeutet n cm in der Wirklichkeit.) 
Die Kräfte sind an diesem Balken durch ihre Wirkungslinien festgelegt. Die 
Größen der Kräfte werden nun in einem bestimmten Kräftemaßstab 1 cm d k kg 

Q-.Wt'kg 
Pr -2oookg 'E 

. !j-1000kg 
t m 1 t n 

IJ 

/("'iI~lcg .8 "'i--j---j~ 
Abb.185. Momenten- und Querkraftfläche eines in seinen Enden gestutzten Balkens. 

im Krafteck dargestellt, das je1zt auf eine Gerade zusammenschrumpft. Dann 
wird ein willkürlicher Pol C gewählt, dessen Abstand von den aneinandergetra
genen Kräften wir mit h bezeichnen wollen; durch ihn sind die Polstrahlen als 
Verbindungslinien dieses Poles mit den Anfangs- und Endpunkten der Kräfte 
festgelegt. Wir beachten dabei, daß - wie aus den grundlegenden Ausführungen 
über das Seileck, Nr. 29, ersichtlich - für jede Strecke im Krafteck, also aueh 
für die Polstrahlen und den Abstand des Pols vom Krafteek, der Kräftcmaßstab 
maßgebend ist. Die Strecke h ist also in Wirklichkeit als eine Kraftgröße mit der 
Dimension kg aufzufassen. Nun verfahren wir so weiter, wie auf Seite 104 für die 
Ermittlung der Lagerreaktionen angegeben ist: zu den Poistrahle.n zeichnen wir das 
zugehörige Seileck unter Beachtung der Reihenfolge der Seilstrahleil, wobei immer 
ein Schnittpunkt zweier Seilseiten mit einer Kraft im Seileck einem Dreieck im 
Krafteck entspricht. Den ersten und letzten 8eilstrahl bringen wir mit den Auf
lagerwirkungslinien zum Schnitt und erhalten damit die Schlußlinie s' des Seil
ecks. Der zur Schlußlinie s' gehörige Polstrahl s schneidet die beiden Lagerreak
tionen aus, wobei A, weil im Seileek geschnitten von den Seilstrahlen 0' und s', 
im Krafteck von den Polstrahlen 0 und s eingeschlossen sein muß; entsprechend 
liegt B 7.wischen sund 3. Die RIchtungen der beiden Reaktionskriifte A und B 
sind dadurch festgelegt, da.ß das Krafteck geschlossen sein muß, A und B 
sind nach oben gerichtet., Diese Lagerreaktionen wirken auf den BalkeIl als 
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Kräfte. Wir können uns also auch frei von dem Begriff der Lagerung m:lchen 
und einfach in A und B Kräfte sehen, die in gleicher Weise wie PI' P2 und Pa 
Iwf den Balken aufgebracht sind, also äuch genau so behandelt werden kÖllIleil. 

Gemäß unserer obigl;'n Behauptung sollen wir nun in dieser Figur eine Mög
lichkeit besitzen, das Biegemoment zu bestimmen. Denken wir an die frühere Be
nutzung des Seilecks : es war (8.. 83) die Summe der statischt'n Momt'nte links oder 
rechts von einem bdiebig(>n Punkt (d. i. jetzt die Definition für das Biegemoment), 
gegeben durch eine Strecke, die auLeinet durch d,iesen Punkt parallel zu dt'n gc
gebenen Kräften gezogenen Geraden ausgeschnitten "\\urde von deli äußersten 
Seilstrahlen der in Frage kommenden Kräfte. Übertragen wir dieses Ergebnis 
auf unser Beispiel, so sehen wir, daß die eingt'zeichnde Strecke y, ein Maß sein 
muß für das Biegemoment an der Stelle i, denn die Streckey, ist ausgeschnitten 
von den Seilstrahlen s' und I', das sind aber di~ äußersten Seilstrahlen der in 
Frage kommenden Kräfte A und PI' Oder, wenn wir die rechte Seite betrachten, 
sind die Seilseiten s' und I' auch die äußersten Seilstrahlender dann in Frag(' 
kommenden Kräfte P2 , Pa und B; denn zu diesen Kräften gehören als Seil
seiten 1', 2', 3', s' ; von diesen laufen aber 2' und 3' zwisG,hen zwei Kräften und sind 
deshalb keine äußersten Seiten. Das Biegemoment für die Strecke i ist also ge
geben durch den Ausdruck 

B, = y,' h, 

wobei [y;) in cm abgegriffen: der Länge n . [y,] der Wirklichkeit, und[h] als 
Länge in cm: einer Kraft k· [h] in kg entspricht. Die tatsächliche Größe des 
Biegemomentes wird also mit Etnführung der betreffenden Streckender Zeich
nung in cm (bezeichnet durch die eckige Klammer) angegeben durch 

B, = [y,] . [h] . k· n cmkg, 
oder auch: 

B, = hkg • [y,] . n cmkg. 

Da nun der Balkenpunkt i willkürlich gewählt war, gilt diese Beziehung für jeden 
beliebigen Balkenpunkt. So wird z. B. für die Stelle k: 

Bk = Yk·h, 

wobei also Yk eine Länge und h eine Kraft bedeutet. 
Die durch das geschlossene Seileck aus 0', 1', 2', 3', s' dargestellte Fläche heißt 

Biegemomentenflächeoder kurz M()'ffI,€ntenfläche oder Momentenlinie, weil sie 
uns unmittelbar ein Abgreifen der Biegemomente für einen beliebigen Punkt er
laubt. Wir finden das Bit'gemoment für eine belit'bigeBalkt'nstellc, indem wir 
die lotrecht darunter liegende Ordinate der Momentenfläche mit dem Polab
stand h unter Berücksichtigung der Maßstäbe multiplizicrli'n. \Vir werden bei 
der Wahl des beliebigen Pols C zweckmäßig den Abstand h aiR glatt<> Zahl wählen 
(z. B. hier h = 5000 kg), um einen einfachen Faktor für die Bicgrmomenten
t'rmittlung zu erhalten. Man beachte, daß die einzelncn Ordinaten immer mit 
dem gleichen Polabstand h zu multipliziert'n sind, daß deIDw'mäß dip Momenten
fläche den geometrischen Ort der Biegungsmomente darst!" llt. Bpmerkpmwert 
ist, daß die Momentcnflächc unter einer Last jedesmal einen Knick aufwpist, da
gegen zwischen den Lasten gl'radlinig vPrläuft. Das' gilt immcr, wcnn nur lot
rechte Einzellasten wirken. 

Wollen wir für das gleiche Beispiel die QUNkraft Nmitteln, so müssen wir 
von der Definition der Querkraft ausgehen, wonach die QUl'rkraft. gegebcn ist als 
die Summe aller lotrechten Kräfte links oder rechts von ('inem Schnittpunkt. 
Betrachten wir eine BalkensteIle zwischen dem linken-i-agor und d!·r Kraft PI' 
so ist die Querkl'aft gt·g<'bt-n durch dit, Größe + 04, da A naeh ohm g('l'ichtl't i~t 
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und wir die Querkraft positiv nennen, wenn sie für den linken Teil nach oben 
verläuft. Das gilt für alle Punkte zwischen der linken Lagerstelle und der Kraft 
PI' die Querkraft ist also für diese Strecke konstant. Für jeden Punkt zwi
schen der Kraft PI und der Kmft P2 ist die Querkraft 

Q. = A - PI 

und jeder Punkt des Balkenteils- zwil'chen den KräfÜ'n P2 und Pa hat die Quer
kraftgröße 

d. h. von der vorher gefundenen Größe ist noch P2 abzuziehpn. Für die nächsh' 
Strecke des Balkens zwischen Kraft Pa und reehtem Lager hat dann jeder Punkt 
die Querkraft 

Diese Größc muß aber, entsprechend der Ddinition der Querkraft, gleich ~(·ill 
dfr Summe aller KräfÜ' rechts vom Schnitt, also hier gleich dpI' Kraft B, und 
zwa,r mit npgativem Vorzeichen, da B nach oben gerichtet ist, dip Querkraft abpr 
für den rpchtpn Tpil danrt als pm;itiv t'inzuführen ist, wenn si(· nach lIntpn wr
läuft. Die bcidpn Werte stimmen ja auch tatsächlich üben·in, da 

ist. Tragen wir nUll dip verschiedpllen, angegebenen Größen für die entsprpchen
den Abschnitte untpr dem Balkpn auf, so t'fhalten wir die Querkraftfläche aIR 
eine Treppenlinie, bpi der, ähnlich wie bei der Biegemomentenfläche, die Ordi
natc jeweils ein Maß ist für die Querkraft an der darüberliegt'lldpn Balkenstelle. 
Wie erkennen leicht, daß die Qw·rkraftfläche weiter nichts da.rstellt als ein aus
einandergezogenes Krafteck. Zweckmäßig benutzt man für das Auftragen der 
Querkraftfläche den gleiclwn Maßstab wie im Krafteck. Man sieht, daß bei 
einem in seinen Enden gelagerten Balken, auf den nur lotrechte Kräfte in einer 
Richtung wirken, dic Querkraft an den Lagern am größten i~t, und zwar gleich 
A bzw. B. In Abb. 185 b i~t für den 'Schnitt k die Resultierende aller Kräfte 
rechts vom Schnitt dadureh pingpzeichnet, daß man die Seilseiten s' und 2' zum 
Schnitt bringt. ihre Größp ist gegeben durch die Querkraft (B - Pa); ihr Mo
mpnt für dpn Punkt k i~t das Biegnngsmoment. 

Die Dar8tellung der Querkraftfläche, ebenso wie die der Mo.mentenfläehe, gibt 
{,in<, weiten' Begründung für die Aussage, daß man den linken oder rechten Teil 
des Balkens betrachten kann, und für den Wechsel des Richtungs- bzw. Dreh
sinns bC'i Betrachtung der Größen gleichen VorzeichC'ns für beide Seiten. -

Für dic analytische Aufstellung der Querkraft bzw. des Biegemomentes ist 
eH sehr wichtig, daß wir, unter B,~achtuI)g der Vorzeichenregel, entweder den Teil 
rechts oder dpn Teil links von der zu untersuchenden Balkenstelle betrachten 
dürfcn. Zweckmäßig benutzt man natürlich den Teil mit den wenigsten Kräften. 

43. Zusammenhang zwischen Querkrart und Biegungsmoment. Momenten
fläche und Querkraftfläche stehen im Zusammenhang. Beim Vergleich der beiden 
Abb. 185b und c sehen wir, daß an der Stelle m, an der das größte Biegungs
moment auftritt (die Stelle der größten y-Ordinate in der Momentenfläche), die 
Querkraft durch Null hindurchgeht, also auch den Wert Null aufweist. Wir 
können ganz allgemein sagen: An der Stelle, an der die Querkralt durch Null hin
durchgeht, also ihr Vorzeichen wechselt, liegt ein Maximum oder }}finimum des 
Biegemoment8, vorausgesetzt, daß das Bietjemoment nur durch lotrechte Kräfte entsteht. 

Die nichtigkeit dieses Satzes beweisen wir dadurch, daß gezeigt wird, daß die 
Querkraft an jeder Stelle gegebpn ist durch den nach d(·r Balkenlängsrichtung 
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genommenen Differentialquotienten des Biegemoments : 

Q _ dBi (26) 
t - dx' 

Zum Beweis dieser Behauptung stellen wir fiir den in Abb. 186 dargestellten Bal
ken an einer beliebigen Stelle i (Entfernung x vom linken Auflager) das Biege
moment nach unscrer gegebenen Definition auf: 

Bi = A . x - PI (x - PI) - P2 • (x - P2) - Pa' (x-- Pa), 

diffen'nzieren die~es Moment nach x: 

dB· 
d: = A - PI - P2 - Pa· 

Die rechte Seite ist aber nichts anderes 
als die Querkraft für die Stelle i. Wir ,~----P.J----:' I 

sehen also, daß die Querkraft Qi an der I. x---.; : 
beliebig gewählten Stelle i tatsächlich f-------P'l"----' I 

~ l-----~·, ausgedrückt ist durch den Differential-
Abb. 186. Zusammenhang zwischen Querkrnft 

quotienten des Biegemoments Bi nach x an und ßiegUIlgsmoment. 
dieser Stelle. Soll nun Bi einen Größt-
oder Kleinstwert erreichen, dann muß nach der Differentialr .. chnung ihr erster 
Differentialquotient verschwinden, dieser erste Differentialquotient ist aber hier 
gleich Qi' '''enn a1go Q. verschwindet, nimmt das Biegungsmoment einen Größt
oder Kh·in~twert an. 

Wir wollen beaehten, daß diese Beziehung nur gilt, wenn das Biegemoment 
pine ;Funktion von nur lotrechten (~enkrecht zur Balkenachse stehenden) Kräftpn 
ist. Sie gilt nicht, wenn andere äuße.re "!p lp 
Kräftt· oder Momente in der Bestimmungs- _ f 
gleichung für das Biegemoment enthalt('n ir: ~ 
sind. I ,8 

~~vm~mrrmnrrmrrm~mrr~ Von dh'ser Beziehung macht man in 
der praktischen Anwendung vidfach Ge
brauch: Zur Dimensionierung (Gestaltung 
dl'fl Querschnitts) braucht man häufig das 
gri;ißte Biegemoment, dessen Lage sich 
durch Einführung der Nullstellen der 
Querkraftf'äche leichter bestimmen läßt. 
'Venn die Querkraft für eine gewisse Länge 
des Balken,.; den Wert Null hat, so besitzt 
auch das BiegungRmoment auf die gleiche Ab~:in~~.7bc;;!~m~;:,':;~~;~~k;eJ:~~:k~~~.auf 
Länge pinen Größtwert (Abb. 187). 

44. Vom· Jlomcntenmaßstah. Die analytische Ermittlung qes Biegemomente" 
ist pntsprpchend seiner D('finition auszufiihrpn, indem man für einen beliebigen 
Punkt die Summe allpr stati,.;ehen MomPllte links oder rechts vom Schnitt .auf
stpllt. Die erhalt(,llcn Erw·bnissp habpll dii:, Dimpnsion mkg (oo('r cmkg). Um 
di0 Größen der Bipgemonwnte darst('llen zu können, müss{'n wir uns einen Mo
mPlltpnmaßstab wählen: 1 cm ~ m mkg . 

B~ kommt zeitweist' vor, daß man ('ine graphi~ch ('rmittdte Momentenfläclw 
mit. ei!wr ~olch('n, die auf Grund d('r Rechnung gewonnen ist, zusammpnzufügell 
hat., z. B. dann, W('nn vpr~('hipdpnartigt' R(·lastungszuständt', zum Teil durch lot
recht!', zum Tpil dureh waagprt>chtp Kl'äftl' bpdingt, zu üb('rlagl'rn sincl (vgl. S.13ii). 
Dahl'i ist ('S natürlich von Bt'dcutung, daß bpide in dpm gki('hpn Maßstab dar
(!ef<td1t ~ind. Für dip analytisch gpwolllwne Dal'~tpllullg mögp 1 elll ~ m mkg 
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zugrunde gelt'gt sein, für die graphische Darstellung der Läng€llmaßstab 1 : n 
und der Kräftemaßstab 1 cm ~ k kg; der Polabstand sei h. Wann stimmt nun 
der Maßstab für beide Darstellungen (Ordinate Ya für das analytische, Y. für das 
graphische Ergebnis) überein ? Bei der Darstellung auf Grund der analytischen 
Berechnung ist das ;BiegungsmoDlent gegeben durch:' 

Bi =~ [Ya] . m cmkg; 
bei der graphischen Darstellung durch 

Bi = [:,/g] ·[h] ·k·ncmkg 
oder Bi = Lila] . n . hkg cmkg . 

Dabei bedeuten wieder die umklammerten Werte Längen, dic in cm abzugreifen 
sind. Wenn nun das Moment Bi bei beiden Darstellungsweisen im gleichen Maß
stab erscheinen soll, so muß y,='y. sein, also: 

(y] . m =~ [y] . [h) . k· n 
oder [y] • m =~ [y] • n· hkl>' 
d. h. der Momentenmaßstab muß "ein 

m = [h]· k. n 
oder m = iLkg • n. 

Wenn die auf Grund der analytischen und der graphischen Berechnung ge
wonnenen Ordinaten mit gleichem Maßstab dargestellt werden sollen, so wird 
man den Momentenmaßstab m nach der gezeichneten Momentenfläche richten, 
d. h. man wird für die analytisch berechneten Biegungfmomente wählen: 

m = hkg' n 
oder m=Lh)·k·n; (27) 

(hkg hat die Dimension kg, [h,] diE' Dimension cm; n ist dimensionslos, k hat die 
Dimension kg pro cm, d. i. kgjcm und m diejenige cmkgjcm). -

Die Berechnung zur Darstellung der Momentenfläche vereinfacht sich bei 
Einzellasten wesentlich, indem hier nur für die Angriffspunkte der Lasten die 
Biegemomente zu errechnen sind, da zwischen den Angriffspunkten die Momenten
fläche geradlinig verläuft. Darauf wird später nochmals eingegangen. 

45. Momenten- und Querkraft'flächen beim Auftreten von horizontalen Lasten 
in der Stabachse. Die praktisch vorkommenden Belastungen der technisch aus
geführten Balken und Wellen sind nun nicht immer senkrecht zur Balkenachse 
stehende Einzellasten. Wir wollen im folgenden (Abb. 188) einen Ba.lken be
trachten mit Lasten, die nicht mehr senkrecht zu seiner Achse stehen, aber die 
Achse schneiden und natürlich in einer Ebene liegen, so daß die Betrachtung der 
Mittelebene als ebenes Problem berechtigt ist. 

Gegeben sei ein Balken mit seinen technischen Maßen; er sei belastet durch 
viernichtparallele Kräfte PI = 2000kg,P2 = 3000kg, Pa = 1500kg, P4 = 1000 kg 
die ihrer Lage und Richtung nach gegeben sind. Zur Behandlung der Aufgabe 
zerlegen wir zweckmäßig die schiefwirkenden Kräfte in ihre Komponenten und 
stellen statt des Momentes der Kraft P die Summe der Momente ihrer Kom
ponenten für den entsprechenden Punkt auf. Die Lagerreaktionen finden wir 
aus den Gleichgewichtsbedingungen : 

1. I H = 0: Ah + P2 • cos 45° - Pa· cos 60° + P4 = 0, 

wobei A h willkürlich zunächst mit der Richtung nach rechts eingeführt ist. Es 

ergibt sich: A h = - 2121,3 + 750 - 1000 kg 
= - 2371,3 kg. 
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Das negative Vorzeichen bedeutet, daß die nach rechts eingeführte Richtung der 
Horizontalreaktion A" f.aIsch war, d. h. die Reaktion A" geht nach Iink~. 

Die Vertikalreaktionen werden, wie schon mehrfach bemerkt, am besten au~ 
den beiden Momentenbedingungen für die Punkte Bund A ermittelt. 

2. (.I M)A,= 0: PI' 2,0 + P 2 ·sin45°· 6,0 + P3 • 8in60°· 7,O-B ·10,0= 0, 
daraus B = 2582,1 kg. 

3. (.I M)J] = 0: Ac .10,0-Pl · 8,0-P2 ·"in 45°· 4,0-P3 ·sin60°· 3,0 =0, 
daraus A,. ce 2838,2 kg. 

Die Horizontalkompo. 
nenten P2 • C08 45'~ und 
P 3 • COS 60° verschwinden 
in der Momentenbeqingung 
vollständig, sie haben also 
keinen Einfluß auf die Ver· 
tikalreaktionen und, wie wir 
später sehen werden, auch 
nicht auf das Biegemoment. 
Beide lotrechte Reaktionen 
gehen nach oben. Als Probe 
der richtigen Ermittlung der 
senkrechten Lagerkräfte muß 
die weitere Gleichgewichts. 
bl'dingung erfüllt sein: 

4. ~V =0: 

PI i P 2 ·sin45 + P 3 'sin 60 

=A",+B, 
d. h. 

2000 + 2121,:3 + 1299 
= 2582,1 + 2838,2 

5420,3 = 5420,3 kg. 

Die gefundenen Lager. 
reaktionen behandeln wir 
nun weiter in gleicher Weise 
wie die gegebenen äußeren 
Kräftl', stellen uns also ge· 
wissermaßen den Balken als 

·a 

b K N. '-----'---' 
o 1IJI)(J t.mKg 

)lommknftöcl!e 

c 

A 
,d , 

Abb.188. Belastung eines Balkens dureh lotn'"htc )lnt! 
.schräge Lasten. 

'freischwebenden Körper vor, an dem sich die Kräftp A v , An, PI' P 2 , P3 und B 
das Gleichgewicht halten. . 

Die Aufstellung der Biegemomente soll analytisch erfolgen. Für eiIum belie> 
bigen Punkt i zwischm der Lagerkraft A und der Kraft PI ergibt sich das Biege. 
moment: Bi = A" ·'x. 

Die lineare Abhängigkeit des Biegemomentes Bi von der Länge x zeigt UllS, daß 
die Momentenfläche auf dieser Länge durch eine gerade Linie bl'grenit ist, die 
wir damit festlegen können, daß wir den Anfangs. und Endpunkt (oder zwpi b(', 
liebige Punkte) ermitteln. Am ,Lagerpunkt A ist das Biegemoment gleich Null. 
(links vom Lager ist keine Kraft mehr vorhanden, die Lagerkraft geht durch den 
Punkt selbst, hat also keinen Hebelarm und damit kein Moment). An der An· 
griffsstelle der Kraft PI tritt ein Biegemoment auf von der Größe 

BI = + A,,' 2,0 = 5676,4 mkg. 
8 Schlink, Statik, 4.11, 5, Aufl. 
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Im zweiten Bereich erhaltell wir bei der Aufstellung der Biegemomentenglei
("hun~ für einen beli('bignl Punkt wi('dprum die linear(' Abhängigkeit von der 
Länge x. Es g('nügt also hip!, auch die Bestimmung der Biegrmomentenwert(' für 
zwei Punkte. Der An fangs wert ist gegpbcl'l durch den Endwert des vorher
geh(,llden Bereichs. Am Wirkllng~punkt der KJaft P2 hat das Biegemoment die 
Grüßt" . B 2 = -i- A" . 6,0 _ .. P 1 . 4,0 = 9029,2 mkg. 

Mit liell gh·ichen Überlegungpn wie bpi den bpiden ersten Bpreichen finden wir, 
(laß in den lPtzten zwci Bereichen ebenfalls ein linearer Verlauf der Momenten
fläphe vorhanden sein muß. Es gilt überhaupt, wic schon auf Spite 109 erwähnt, 
ganz allgpmein, daß zwischen Einzellasten, die die :3alkenachse schneiden, die 
Momentenlinil' gpradlinig begrenzt ist. Es ist demg('mäß das Biegf,momtnt für 
jeden Punkt bekannt, wenn wir- es für die Stellen des Kraftangriffs der Einzel
lasten kennen. Hier brauehen wir noch das Moment an der Stelle der Last P3 

und an der Lagerstelle B. :für dip Angriff~stelle d,'r Kraft P3 ist das Biege
moment zu prmitteln durch: 

Ra = A v • 7,0 - 1\ . 0lO - (P2 • "in 40') . 1,0 = 7736,1 mkg 

oder einfacher als Summe dpr statischen Momente der Kräfte auf dpr rechten 
~t'lte : B3 ,= + B . 3;0 = 7736,1 mkg. 

Eine besondere Ermittlung von B4 (an der Stelle der Last P4 ) ist hier nicht 
nötig, da P4 in die Balkenachse fällt und das Biegungsmoment an keiner' Stt·lle 
bl'einflußt; es verläuft dip Momentenfläche zwischen der Stplle 3 und E gprad
linig. Im Lagerpunkt B hat das Biegemoment wiEder den W"It Null, 

Die ermittelten Werte werden in einem bestimmten Maßstab (1 em ~ m mkg) 
aufgetragen und liefern so die Momentenfläche. Wir findell al~o bpi dilH m Bei
,qpiel die Momentenfläche dureh Berfehnun~ der Biegemompnte für drpi Punktp 
des Balkpns und aus der Erkenntnis, daß an den Enden dPR Balkens naH Bipge
mompnt Null wird. Die Kraft P4 und die Horizontalkomponenten der Kräftp P2 

lind Pa kommen nicht in den Gleichungen für das Biegemoment der verschiedPllfn 
Stellen vor. Das Biegemoment ist also an jeder Stelle einp .Funktion von lot
rpchten .Lasten, .d. h. eR muß jetzt auch die Bfziphung gdten: 

Q =c dB, 
, dx' 

Die Querkraftfläche ist von den waagerechten Kräftell, alöo auch VOll P4' 
unabhängig. Zeichnen wir sie auf, durch Ancinanderfügen dE-l' lotn'chten Kräft,> 

Abb.189. ";chrög liegender Balken 
mit horizontaler Last. 

8 unter ihren Angriffsst6'llell, w sphen wir die 
durch den angegebenen Differentialquotienten 
dargestellte Beziehung auch bestätigt: das Ma
ximum der Momentpnfläche liegt über der Stelle, 
bei dpr die Q'uerkraftlinie durch Null geht. .Für 
beliebige Punkte zwischen Einzellasten verläuft 
die Momentenfläche geradlinig unter ll'gendf'inem 
'Vinkel, da das Birgemoment linear ahhängig 
von x ist, die Querkraft dagegen ist ab erster 
Differentialquotient des B"icgemoments zwischen 

zwei Einzellasten konstant. 'Weehselt die BegrenzungsHnie des Biegemo!)]ents 
ihre Richtung, d. h. mathematisch gesprochen: ändert sich der Faktor bei der 
Abszisse x, dann ändert sich entsprechend auch der Festwert in der Querkraftfläc he. 

Wenn gesagt wurde, daß durch waagerechte an der Balkenachse anglCifende 
Kräfte kein Moment entsteht, so gilt dies nur für horizontallipgende Balken. Bei 
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dem Balken nach Abb. 189 würden dagegen auch durch horizontale Kräfte allein 
Biegungsmomente entstcllen. 

46. Die Längskraftfläche. Wie wir oben schon gesehen haben, haben die in 
die Stabachse fallenden Kräfte keinen Anteil an der Momentenflächp ; wir können 
infolgedessen auch keine Abhängigkeit zwischen Bi!'gpmompnt und Läng8kraft 
('rwarten; l!'tztere ist ebpnso unabhängig.von der Quprkraft. Für sie kann in 
gleicher Art wie die Querkraftfläche pin!' Läng~kraftflächc aufgpzeichnet wprdeIl, 
indpm die in dpr Stabachse wirkenden Kräfte unter ihren Angriffspunkten an
einander getragen werden (Abb. iB8d). Links.von Pl wirkt nur All als Längs
kraft zieh~nd, PI hat keinpn Einfluß. Für einrn Punkt zwi~ehen' P2 und P3 

habpn wir linkR 
Li =..::.. Ai< - P2 • cos45°. 

Für d!m Balken.teil zwischen P3 und P4 bt die Längskraft links gegebEn durch 

L, = A h - P2 • cos 45° -I'- P3 • COS 60°, 
I'eehts dagegen durch 

Beide Wcrtp sind' aber gleich groß. Das Vorzeichen ist positiv, wie wir schon 
früher bemerkten, weDn die Summe der waagerechten Kräftp linkH odel' rephts 
ziehpnd auf das andere Schnittufer wirkt. 

47. Die zusammenhängende Belastung. Außer" d!'n billher betrachtptpn Einzel
lasten kommen in der praktischen Tpehnik noch zusammenhängende Bdastungen 
vor, dip auch als kontinuierliche Lasten bez!'ichnpt werden. DiPFc Belastung 
(Mauerwerk, Schüttgüter usw.) vprtpilt sich über den ganzen Balk{'11 oder einen 
Teil; sie wirkt von Punkt zu Punkt und ist durch eine Belastungsfläclw (Abb. 190) 
darstellbar. Zur graphischen Bphandlung dieser Lasten gphpn wir grundl-ätzlich 
so vor, daß wir die BeIastungsfläche in Streifen aufteilen. Dip einrlli ~trpifpn 
pntsprpchende Bdastung fassen wir als 
Einzellast auf und denken sie uns im 
Schwerpunkt des Streifens angreifend. Wir 
!'rhalten damit eine Näherungslösung, die 
um so' genaupr wird, je kleiner wir die 
Streifenbreite wählen. Für die meisten 
prakti~chen Fälle ist die Näherung schon 
durchaus brauchbar, wpnn bei gleichl'r, 
nicht zu großn Streifen breite einfach die 
Mittellinie der Streifen aIR Kraftmaß ge
nommen und dip Kraft in dieser Linie wil'
kpnd angenomml'n wird. 

Abb.190. Darstellung ein<.'l· zusamnü:'n~ 
hüngendeu Belastung. 

D('r praktisch häufigste :Fall der kontinuiprlichen Belastung ist die gleich
mäßig verteilte Last. Die Belastung ist über einen Tdl deR Balkpns odN übpr 
den ganzen Balken gleichmäßig vNteilt (Dpckenbalk~n, Balken mit großem 
Eigengewicht usw.). Die Last werde mit q kgjm bpzeichnet, d. h. auf 1 m Balkpn
länge wirken q kg Belastung gleichmäßig verteilt. (Im allgem('in('n Fallp,Abb. 190, 
iHt q nicht konstant, sondern cinl' FunktIOn von x, wpnn x wiedpl' dip hori'zontak 
Entfernung ein(>s Balkenpunktl':'( von A iRt.) Zur graphisch(>n Behandlung dpr 
Aufgabe (Abb. 191), bei der wir Momentenfläche und Querkraftfläehe ermitteln 
wollen, teilen wir die Belastung in gleich breite Streifen auf. B{'i gleieher Stn'ifen
breite e wirkt also auf jedp Balkenlänge e die Eillzellast (q . e) kg in do' Mittp dp]' 
Strecke e. Wir zl'ichnen nun zu diesen Einzellastl'll das Kraftpck (191b) und das 
zugehörige Seileck (191e) zunächst ohne Rücksicht auf die Lagerreaktionen. Dip 
Schlußlinie 8' des Scilecks, übertragen ins K'rafteck, lipfprt den Polstrahl 8, dpr 
UlIH die bpidpn LagerreaktfOll(,l1 A und B in der Größ!' q . 11"2 aussehnpidet. Daß 
8* 
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die beiden Lagerreaktionen gleich groß werden, hätten wir schon vorau~agen 
können, denn eim' gleiehmäßig verteilte Last hat ihre Resultante in der Mitte 
de~ Balkens, wirkt also gleichmä·ßig auf beidt, Lagerstellen drückfnd: 

Mit dem Spileck erhalte]] wir wgleicl! die MomelltnJfläch(, für di" Einzel
la~ten (q. e). In Wirklichkeit wirken nun aber gar nieht die EinzelJa~ten (q. ('). 
Wir werden eint' bessere Nähl'rung t'rhaItpll, wpnn wir dip StreifpnbI'eitt, e kh'ill{], 
nphmen, und die Nähprung wird zur genaupn Lösung, wenn wir im Grenzüber
gang die ~treifen unendlich klein werden lassen. Damit wird aber 11\1N 11IlSl'rell! 

a #5 Je~ i.! ;,1 ' ! ' 1 I 1 
, 1 , 1 ~~ Ir 

-1. , 1 8 

: i ! i : Ir I 

b 

c 

d 

A 
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ALb. 1 !-l1. Gleichmäßi~: yprteiIte Bl'laRtung in grnphi~cheJ' Behandlung. 

Spilpolygon line Kurve. Die Kurvp berührt das Seilpolygon in dt'J1 Untertpilungt
punkten m, n, ... der Streifen, denn für einen solchen Punkt ist die tat~ächlich" 
Last links gleich der eingesetl~ten, z. B. am Punkt p ist die Summe der Einzel
lasten lillks gleich 4 (q . e) und die tatsächliche Last auch (4 'oe) . q. Wir haben 
also in dem Linienzug des Seillpolygons einen Tangentenzug für die wahre Kurve 
der Momentenlinie, diese selbst ist die einbeschriebene KurVt'. 

Zum Aufzeichnen der Querkraftfläche beginnen wir, genau wie früher, mit 
der Auftragung' der Lagerkraft A und setzen dann jeweils in ihren Wirkun!!:K
linipll die EinzellastRn (q. e) mit Berücksichtigung ihres RichtungspfeileH an. 
Die letzte Strecke muß dann von selbst gleich der Lagerkraft B wNden. Hi('r 
gehen wir dann irr gleicher Weise von den gedachten Einzellasten zur wirklicht'n, 
gleichmäßig verteilten Last über, d. h. wir wählen die Streifenbreit(' immer 
kleiner und im Grenzübergang unendlich kl('in. Wie beobachten bei di('sem 
Gr('nzübergang, daß die Stufenhöhen ebenfalls kleiner werden und daß im Gr('nz
fall, der der wirklichen Belailtung entspricht, die Querkraftfläche durch em(' 
schi('f liegende gerade Linie begrenzt ist (in Abb. 191d strichpunktieJ"t PlIl

getragen). Dempach ist die Querkraft lin:('ar mit x veränderlich. 
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l1it Hilfe des Zusammenhangs der Querkraft mit dt-m Biegemoment 
(Q, = dB;/dx) können wir nun auch eine Aussage über d<>n Cbarakter der Kurve, 
die die Momentenfläche begrenzt, machen: stellt die Querkraftlinie eine Ge
rade dar (linEare Abhängigkeit von x), so ist die Momentenfläche von einer Kurve 
zweiter Ordnung (quadnitische Abhängigkeit von x) begrenzt. 

Diescs graphisch erworbene Ergebnis wollen wir auf analytischem Wege be
,;tätigen (Abb. 192). Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hilfe der beiden Mo
mentengleichungen um die Lagerpunkte leicht bestimmen. Wir könnEn dabei 
die gesamte Belastung (q. I) in der Mitte zusammenfassen, da ja das Moment 
der Resultierenden einer Reihe von Kräften gleich der Summe der MDmente 
der Kräfte ist. Wir haben demgemäß für 
B als Momentenpunkt 

Es wird: 

I 
A.I-q,Z';T=O. 

4-B=i:J • - 2 . 

Für einen beliebigen Punkt in der Entfer
nung x vom Lagerpunkt .1. wollen wir nun 
Biegemoment und Querkraft anschreiben. 
Wir haben links vom Punkt i die Lager
kraft A und den Teil der Belastung q. x, 
der auf diese Länge entfäiIt, einzusetzen. 
Die Querkraft wird hicrnach 

ql 
Qx=A-q,x=-2- q · x , 

und das Bieg<>moment läßt sich schreiben: 

x ql q x' 
Bx=A.x-q x':f=z,x-T' 

In diesen heiden Gleichungen für die 
Querkraft und das Biegemoment steckt 
keine Näherung mehr, sondern sie sind 
mathematisch cxakt. Der Zusammenhang 
der heiden Größen: 

Q =~!1 
~ dx 

q-"kg/m 

b 

-d 

c 

Abb. 192. Gleichmäßig verteilte nelastung 
in analytischer Behandhmg. 

wird auch aus diesen heiden Gleichungen bestätigt. 
Die Querkraft Q ist nach der gewonnenen Gleichung lint:ar abhängig von der 

Lage x, a .h. rechnet man für verschiedene Stellen x das zugehörige Q aus und 
trägt diese Werte auf, so ergibt die Verbindungskurve diesEl' Punkte eine Gerade, 
wie wir es schon beim, Grenzübergang der graphischen Ermittlung feststellen 
konnten. Zum Aufzeichnen einer Geraden genügt aber die Angabe zweier Punkte. 

Für x = 0 (Stelle A) ist 

für x = 1 ist 

Mit den heiden Punkten ist die Gerade festgele.gt (Abb.192b). Es besteht 
Gegensymmetrie (Antisymmetrie), d. h. die Figur ist zu eint'r geometrischen 
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Symmetrielinie spiegelbildlich umgekehrt. Di(· Querkraftlinie muß abu 111 dpr 
Mitte durch Null hindurchgehen; nach der Gleichung ist ja auch 

I 
x ~-""2' für 

Für das Biegpmoment nhalten wir die Gleichung: 

q I .1:' 
B,,~' -"2' x - q. -2- . 

Faßt man B x als Ordinate allf, dip zu x als Abszisse gehört, so hat man hicr dito 
Gleichung eincr Kurve zweit.er Ordnung (KpgcIschnitt), und zwar einpr Parabel. 
Zur Darstellung der Parabel wollen wir einigp Punktp festlegpn : 

I I 3 I 
für 

-:I ' 
I, 

. d B 0 ,l 12 1 [2 ;; [9 wIr ,. = , "'3§~'" sq·, 3}q· -, O. 

Die Darstellung der MOliten1~pnflächp (gpometrischer Ort aller Bipgemomenk) 
liefert also einp Parabel (Abb. 192c), dip zur Symmptrielinie des belastptpn Sy
Htems symmetrisch ist; die Stplle des grÖßten Biegemoments liegt in der Mitte. 
Nach unseren frühercn Ausführungen !ll.\lß an dieser Stelle dpr Differential
quotient des Biegemoments vprschwindpn: 

(~~)X~ ~,C~ o. 
Nun ist: 

Für die Mitte ist 
I 

x~= -2 . 

alHo 

(dB.) , = 'Li: _ 1.... 2 ~ __ () 
d x ~.2 2 2 2 ._- . 

Bei einem in seinen Enden gelagerten, gleichmäßig belasteten Balk,·n lipgt 
das größte Biegungsmoment in der MittE' und hat die Größe 

___________________ a 
- ~. ---~---~_ . 

... ... + +-+ .;- ... -.+--.-:;-.:;-+ ... + ......... + ... ~ + ... 

q. [2 
Bmax = 8 (:!9) 

Da q in kgJm dargestellt wurde und l in 
m, ist Bmax in m2 • kgJm, also mkg, aUH
gedrückt. 

48. Zusammenhang zwischen den Yor
zeichen des Biegungsmomentes und der 

Abb. 193. Zusammenhang zwiscben nean. Beanspruchungsart des Balkens bzw. der 
spruchungsart und Verformung. Gestalt der Biegelinie. Bei den bisherigpn 

Betrachtungen hatten alle Biegemomente 
positives Vorzeichen. Betrachten wir nun einmal den Einfluß eines solchen 
positiven Momentes auf den wirklich ausgeführten Balken. Zu diesem Zweck 
ist der Balken in Abb. 193 mit seiner Höhenausdehnung dargestellt. Der be
lastete Balken wird unter dem Einfluß eines Biegemomentes durchgebogen. 
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Stellen wir uns den belasteten Balken etwa aus Gummi vor, so erkennen wir, 
daß die in der Zone unter der Mittellinie liegenden Fasern verlängert, dip 
Fasern über der Mittellinie dagegen verkürzt werden (Abb.193b). Eine Ver
längerung kann aber nur unter Einwirkung von Zug entstehen, und entspre
chend ist eine Verkürzung der Fasern nur durch einen darin wirkenden Druck 
zu erklären. Wir sehen damit aus der Gestaltsänderung des belasteten :S-alkens, 
daß in den oberen Schichten (Hohl- odpr Konkavseite ) ein ZusamnipndrückNl 
entsteht, also Druckkräfte 
auftreten, in der unteren 
Zone (Konvexseite) Zugkräfte. 
Diese Zug- und Druckwirkung 
il<t in der Figur durch An
bringung kleiner Vorzeichen 
(Zug durch + ) a;ngedeutet. 
Ursache für diese Kräfteaus
lösung ist das positive Biege
moment. Mit dieser Betrach
tung können wir die Vorzei
chenregel dcs Biegemoments 
ande~ formulieren: .Das Bie
gemoment bzw. die Momen
tenfläche ist positiv •. wenn auf 
der 'Überen Seite des Balkens 
Druck entsteht, auf der unte
ren Zug oder, anders ausge
drückt, wenn die Hohlseite des 
vPTIormten Balkens nach oben 
zeigt, der Balken also hach 
unten durchgebogen wird;, 
oder umgekehrt: bei Balken
teilen, zu deneri ein positives 
Biegemöment gehört, wird die d ~' __ - -'-_ 
obere Faser gedrückt und die ~,',' -<,- -' • ,:--" 

untere gezogen. Die Kurve, \ 

Abb.194. 

Balken mit über
stehendem Ende und 

wechselndem 
MomentenvorzeIchen. 

in die bei der Verformung die Balkenachse übergeht, wird Biegelinie genannt. 
Betrachten wir unter diesem neuen Gesichtspunkt nun ein anderes Beispiel 

(Abb. 194). Gegeben sei ein Balken in seinen geometrischen Dimensionen, der an 
einem Endc gelagert ist, dessen andereR Ende dagpgen über das Lager hinausragt. 
Dpn überragendt·n Teil des Balkens nt'nnt man AU8leger odn Kragarm. Auf 
diesen Balken wirken drei bek8llnte Kräftp PI' P2 , Pa, von denen zwpi (PI' P2) 

zwischen den Lagern angreifen, die dritte abpr am überragenden Ende des Bal
kens wirkt. Zur graphischen Lösung der Aufgabe wählen wir uns cinen Längen
und einen Kräftemaßstab. Die Lösung geht ganz schpmatisch wip früher: wir 
zPichnen das Krafteck, wählen einen Pol C' im Ab~tand h von dem Kraftl·ck. 
zeichn",n zu den entstandenen Polstrahlen das Seilpck, ohlle zunäch8t Rücksicht 
auf die Lager zu nehmpn; dann bringen wir di(' äußersten Seilstrahlen 0' und ~' 
zum Schnitt mit den Auflagerwirkungslinien. (Es s('i hier besonders darauf hin
gewiesen, daß wir genau auf die Reihenfolge der Seil>.trahlen achten und dt'll 
er8ten und letzten Seilstrahl zum Schnitt mit den Wirkungslinien der Lager
kräfte bringen müssen I). Die Verbindungslinio heider Sc>hnittpunkte liefert die 
Schlußlinip 8' des SeilecklS; die Parall('le zur Schlußlinie durch den Pol C im Kraft
('ck schneidt't die bpiden Lagerrl'aktionl'n A und B au~. Auf deI" Linit· der Kraft A 
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sc-llIlPiden ~i~h die Seibtrahlt n 0' uml 8', folglich muß im Krafteck' die Lager
kraft A zwiFehpn den Poistrahlpn 0 und 8' zu findm ~ein. Die Richtung der 
Ri?aktionpn wird durch den einheitlichen emfahrung~sinn dcs Kraftecks gegeben, 
bpide Lagerreaktionen verlaufen nach obpl1. Die Figur des Seilecks schließt 
wiedpr die Momentenfläche. ein, die jetzt, wip wir aus dpr Figur sehen, durch 
Null hindur('hgeht. Es muß al·;o ein Vorzeichcnwechscl im VPflauf der Momenkll
fläche stattfinden. Zur Fpststdlung des richtig('1l Vorzeichell;; greifen wir am 
besten eiIw beliebige BalkPnsklle heraus und bcstimnwn für diese daR Vorzeichpll 
naeh unsprer Grundrcgel; z.:B. tritt für jedpll Punkt ·dp8 BalkeilH rpchts vom 
Lager B auf der rechtpn Seit .. nur die Kraft. P3 als Moment('llfilktor auf, diese 
dn'ht für jeden dieser Punkte "rechts im l1hrzeigersinn", das Biegemoment ist 
also negativ. Dementsprechend ist auch dips( r ganze Teil dn Momentenfläche ne
gativ und der linke positiv. ~,;vir haben als größte Ordinate dps positiven Teils 
(lpr Momentenfläche die Strecke Jh, aIR größte Ordinate des negativen Teils die 
unter B liegendp Strecke Y2' Es sind also die Maximalwerte der Momentenfläche 
gegebFn durch B 1 + lllRX = Yl . 11, 

--BmRx = Y2' h 

(h im Kräftpmaßtab, die Stre('k(>n YI und Y2 im Längenmaßstab gemessen). 
Dip Querkraftfläche wird wieder gefunden, indem wir, gemäß unserer Defini

tion, die Summe aller quer wirkenden Kräfte links oder recht~ bilden, d. h. in
dem wir von einer Seite kommend die KTäfte jeweils unter ihren Wirkungs
punkten mit Berücksichtigung ihrps Pfeils aneinander~dzen. Für einen Punkt 
zwischen Lager A und Last PI geht die einzige K,aft des linken Teil~, die REak
tion A, nach oben, die Querkraft ist hier al80 positiv. Es folgt dann im weiteren 
Verlauf des Balkens die Kraft PI nach unten, dann die Kraft P 2 wieder nach 
unten und schließlich die nächste Kraft, die Auflagerreaktion B, nach oben. Die 
Kraft P3 muß den Verlauf der Querkraftlinie schließen, denn die Betrachtung 
eines PUliktes rechts von B ergibt für die Querkraft den Wert + P3 , da rechts 
nur P3 nach unten wirkt. DamIt ergibt ~ich eine Kontrolle für die Fläche. Schie
ben wir. die Querkraftflächp in Richtung der Balkenlänge zummmen, dann ent
steht wieder das Krafteek. Wir sehen, daß die Querkraftlinie zweimal cj,urch 
Null hindurchgeht. das (>ntspricht dpn bl'iden Größtwerten des Biegemoments 
+ B max und - Bmax . 

Wie ist es nun mit der Bean'pruchung des Balkens auf Druck und Zug? Die 
~Iomentenfläche ändert in ihrem Verlauf das Vorzeichen. Wir haben also auch 
/>inen Wechsel in der Art der I~eanspruchung zu erwarten. An den Stellen, an 
denen ein positives Biegpmoment auftritt, haben wir nach Seite 119 in der oberen 
Faspr Druck, in der unteren Zug, umgekehrt wird dann natürlich an Stellen mit 
negativem Biegemoment die untere Faser gedrückt bzw. die obere gezogen. Der 
Wechsel tritt an der Stelle ein, an der das Biegemoment Null wird (Abb. 194c). 
Einrn entfpreeh.enden Wechsel haben wir- auch in der Art der Durchbiegung 
fpstzustellen. An allen Punkten, an denen ein positives Biegemoment herrscht, 
ist die Hohlseite des gebogenen Balkens nach oben gerichtet, an den Stellen mit 
negativem Biegemoment zeigt die Hohlpeite nach unten. Diese Ausmge ist phy
,ikaliseh die gleiche wie die übN die Beampruchungen, denn der Balken wird 
auf d('r Hohlseite gedrückt. Das ist, wie wir später sehen werden, für Gebilde, 
die aus Balken zusammengesetzt sind (Rahmen), VOll besonderer Bedeutung. 
Das Wesen der Krümmung ändert sich an der Stelle, an der das Biegemompnt 
Null wird. Wir haben also durch den Nullpunkt der Momentenfläehe einen 
Wendepunkt der Kurve (Biegelmie) gegeben, zu der sich die Stabaehse unter 
<}{>m Einfluß des Biegemomf'nks verbiegt. 
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Ändern wir die Größenverhältnisse der Lasten (Abb. 195) unter Beibehaltung 
aller übrigen Maße so, daß P3 gegenüber Pt und P2 einen größeren Wert als in 
der vorigen Aufgabe erhält, so können wir ganz andere Verhältnisse bekommen; 
es kann der Polstrahl 8, der als Parallele zu der Sc,hlußlinie 8' gezeichnet wird, 
außerhalb des ursprünglichen Polstrahlenbildes, d. h. außerhalb des Kraftecks 
der gegebenen Lasten, fallen. Das bedeutet, wie wir aus der .Abb. 195 sehen, 
daß die Lagerreaktion A nach unten gerichtet ist, denn der durch Pl' P2 , Pa 
festgelegte Umfahrungssinn 
des Kraftecks ergibt ja B 
nach oben und A nach unten. 
Wir sprechen in solchelll 
Falle von einer negativen 
Lagerreaktion. Was bedeu
tet das 1 Die Lagerreaktion 
ist doch die Kraft, mit der 
Itich das Lager gegen eine b 
Bewegung wehrt, oder aber 
die Kraft, die die Unterlage 
auf den Balken ausübt. Wir 
müssen in unserem Falle die 
Lagerung A demnach so kon-
struieren, daß es diese nach c i. 8 
unten gerichtete Kraft auch AI'-' rTni~TrTTTTTTrrrn"TTTrd'-J...I.LLl,J.JW>' 
wirklich ausüben kann, d. h. 
der Balken darf sich nicht 
abheben können, wir müssen 
eine "Verankerung" ein
führen. Würde diese fehlen, 
so würde sich der Balken um d ~"""~~.=~==:n=:==3 
B drehen. Man kann auch 
sagen: Die umgekehrte Re-
aktion ist die Kraft, die der e r .~ 
Balken auf die Unterlage ................ 
ausübt, das ist bei A eine " " 

B 2 
C' 

Abb.195. 

Balken_mit über
stehendem Ende und 
gleichem Momenten

vorzeichen. 

Kraft nach oben; also eine Kraft, die bei fehlendeIl: Vorsichtsmaßregeln tat
sächlich den Balken von der Unterlage abheben würde. Kommen derartige 
negative Reaktionen bei einem beweglichen Lager vor, so müssen wir hier eine 
Verankerung oder auch eine andere geeignete Vorkehrung anbringen, die z. B. 
entsprechend der Abb. 165 ausgeführt werden kann. Man wird selbstverständ
lich nach Möglichkeit die Abhebegefahr an ein festes Lager legen, da man hier
bei die negativen Lagerreaktionen konstruktiv leichter beherrschen kann; man 
kann z. B. ein festes Bocklager mit durchgestecktem Bolzen anordnen. 

Das Biegemoment hat bei der vorliegenden Belastung ein einheitliches Nor
zeichen, und zwar ist die ganze Momentenfläche negativ, wie wir leicht durch 
unsere Vorzeichenregel für einen beliebigen Punkt feststellen können; z. B. für 
die Angriffsstelle von P l liegt links nur die Kraft A, sie dreht, weil nach unten 
gerichtet, links herum, ergibt also ein negatives Biegemoment. Der Balken 
wird demnach über seine ganze Länge auf der Unterseite gedrückt, und die Ver
formungsfigur zeigt an allen Stellen mit ihrer Hohlseite nach unten. Der Einfluß 
der Kraft Pa auf das Biegemoment überragt den der anderen Kräfte. 

Die. Querkraftfläche wird Wieder gewonnen durch Aneinanderreihen der Kräfte 
unter ihren ieweiligen Angriffsstellen, wobei wir jetzt mit der Lagerkraft A nach 
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unten beginnen müssen. Die Querkraft ist also liDk~ von der Lagerstelle lJ 
negativ, denn es sind für die linke Seite Dur nach unten gerichtete Kräfte vor
handen. Rechts vom Lager 1'1 wird die Querkraft - entsprechend der nach 
unten gerichteten Kraft Pa am rechten Teil - positiv, und zwar muß sie gleich 
Pa sein, da dies die einzige :Kraft rechts von Bist. 

49. Behandlung verschiedener Auslegerbalken. Betrachten wir nun die ana
lytische Bestimmung der Lagerreaktionen an einem ähnlichm BeiEpiel (Abb.196), 

Abb. 196. Analytische Behandlnng eines 
Anslegerhalkens. 

um den Einfluß des Verhältnisses der 
Kräfte auf die Vorzeichen der Lagerreak
tionen zu untersuchen. Zu deren Berech
nung führen wir wieder einen Richtung~
pfeil ein, und zwar nach oben, und bedienen 
uns zur Ermittlung ihrer Größe unQ tat
sächlichen Richtung der Momentenbedin
gungen um die Lagerpunkte : 

2. (.I M).t1 = 0: 

A· (a -1- b) - PI' b + p~. G 0= 0, 
1 

A ~o a + b (P1 • b- P2' e). 

P1 • a -- B· (a + b) + P2 ·, = O. 

1 
B = a +b' (P1 • a + P2' /). 

Sehen wir. uns die beiden Ausdrücke für die Lagerreaktionen an, so erkennen wir, 
daß im Ausdruck für die Rpaktionskraft B zwei positive Glieder enthalten sind. 
Die Lagerkraft B wird also stets positiv, d. h. nach oben gerichtet sein. Die 
Reaktionskraft ;1 kann dagegen je nach der Größp der beiden Glieder in ihrem 
Ausdruck positiv oder llE·gativ sein. 

a) Ist die Kraft 1\ > P2 • • ;jb, dann i~t die Gel!"pnkraft A positiv, d. h. ~ie 
geht nach oben. 
• b) Ist die Kraft P 1 < P2 • clb, dann wird die Kraft A negativ, d. h. sip geht 
nach unten. Konstruktiv müll,ten wir das Lager verankern. 

c) Ist die Kraft P1 ~= P2 • c/b, dann wird dip Gegenkraft A gleich Null. Wir 
könntl'n uns in dicsem Fall den Balken ohne Lager A vorstellen. Dip Mompnte 
der Kräfte P1 und P2 um das Lager B heben ~ich dann auf, d. h. dip Kräft .. 
müssen sich "die 'Waage halten" (P1 · b = P 2 • cl. --

E~ spi au dipser St~'llp besonders darauf hingewipsen, daß ein grund~ätzlicher 
Untt-rschied bpsteht zwischen der Aufstellung einer Momentengleichung al~ 
Glcichgpwichtsbedingung und der eines Momentenausdrucks zur Ermittlung de~ 
Bipgemomentc>s. Dip Gleiehgü"'iVichtsbedingung verlangt, daß die Summe der 
Mompnte aller Einflü~He am ganzen Balkt>n zusamlllPn Null wird; eH müssen a;lso 
di{, Kräftp links und rpchts vom Momentenpunkt (für B dip Kräftp A, PI' und P2 ) 

berücksichtigt werden, wie wire:; eben bei der Momentengleichung für Punkt B 
gemacht haben. Das Bü·gemoment umfaßt. dagegen nur die Momente ci"r Kräfte 
auf einer St·ite der ulltPrlSuchten Schnittstelle, also es ist für den Punkt B ent
weder durch das ::\Ioment von A uud P 1 oder dun,h das Moment VOll P 2 dargestellt. 
Die Biew,momente sind für d:"e link" und rechte Seite dpr uufgps('hnittpnol 
Stellen entgegengesetzt glpich groß, bildet man also ihre algebraische Summt',:so 
ist diese natürlich Null, wpil d~,s Ge.samtmoml'llt für jeden Punkt Y{'i'schwindcH 
muß.-

Der Balken mit überragendem Ende unter der Einwirkung einer gleichmäßig 
verteilten Last hat im .Flugzeugbau große Bedeutung. Die Lagerung des Balkens 
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(Flugzeugholm) in Abb. 197 geschieht mittels dreier Unbekannten (Fesseln): ein 
festes Gelenk, d. s. zwei Unbekannte, und ein Stützungsstab, d. i. eine Unbp
kannte. Die Lagerung ist also statisch bestimmt. Wollen wir nach dE'n Aus
f'iihrungen unter Nr. 39 den Stüt
zungsstab durch ein bewegliches 
Lager ersetzen, so müssen wir seine 
Bewegungsmöglichkeit senkrecht zur 
Stabachse des Stützungsstabes ein
führen (Abb. 197b). Die Schräglage 
des Stützungsstabes und die da
mit gegebene schräge Richtung der 
auf den Holm wirkenden Kraft 8 
hat eine Beanspruchung des Bal
kens durch eine Längskraft zur 
Folge, dip durch.s· cos 0> bestimmt 

a :Pr =SSinah 

Abb.197. 
Flugzeugholm eines abgestrebten Eindeckers. 

ist. Wir werden zur B~handlung derAufgabe wieder alle Kräfte .(auch dip Lag(·r
reaktionen) in Komponenten zerlE'gen, längs und qUE'r zur Balken achse . Dip Kraft 8 
hat hierbE'idie Komponenten . -J e I- 9' ky/m 

8·cos<x und8·sin<x. Beim a~ll j;I!! I'~II: 1/ 
Aufstellen der Momenten- Alt ", • I 
gleichungE'n für die PunktE' Z,,=, __ . Z··_··- 8 IL- -_ 11 'J["8 

I und 11 fallen die JIorizon- ~", 
talkräfte heraus, d. h. A~ und b' ~€,b 
8 . sin <X sind genau so groß ~i~ ~"-...1-""~,, 
wie die ReaktioAnben einps Bi: 'J','h<.-'-'~"" -=f<~~c 
Balkens gleicher messun- 8 ~;.:. .. " 
gen und Belastung, der aber I .J-~ . 
in 11 auf einem horizontal I I ----/%;-
beweglichen Lager gestützt : ~ / ..-

~;JLU~t1lli~ ist (vgl. Abb. 198). Natür- c, '+ I V'" / 
lieh kann man die Streben- B" 

l : ~_. 
kraft 8 auch unmittelbar be- I 

rechnen, indem man dip , 
Summe der Momente aller 
auf den Balken wirkenden 
Kräfte für den Punkt I auf· d, A'-"'.'-'hTTTrTTTTTT~fl-'iLl.:J..:J.Ll.ll.c. 
stellt: 

R·r-8·8 = O. 
Die Teilkräfte in Richtung 
der Balkenachse müssen der 

Gleichgewichtsbedingung 
.I H = 0 genügen: 

A,,=8.cos<X. 

I 
I 
I 
I 
I 

e-.1is"1 

e~iil!I!"I"II~"I:'!il' 
A "':Co 8 

Wir kön,nen also unsere Auf
gabe, betr. Ermittlung der 
Biegemomente und Quer
kräfte, durch die einfachere Abb·r:.~~ig\U:~!~~~:~:la~~~~Ielch-
nach Abb.198 ersetzen, wenn 

-h .-- ~ 

wir von der Ermittlung der Längskräfte absehen; dabei tritt das neue A und B 
an die Stelle von A~ und 8· sin <x. Wenn aber B = 8 sin<x bekannt ist, dann 
ist dadurch auch 8 selbst gegeben. Die Belastung möge beim vereinfachtpn 
Bt'ispiel nach unten wirken. 
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Wir gehen bei der graphischen Behandlung genau so vor wie bei dem früheren 
Beispiel mit gleichmäßig verteilter Belastung: wir teilen die Belastung q kg/m in 
gleich breite Streifen und fassen die Lasten in diesen Streifen als Einzelkräfte von 
der Größe q . e auf. Dann zeichnen wir das Krafteck und mit.einem beliebigen 
Pol im Abstand h vom Krafteck das Seileck dieser Einzellasten, bringen die 
äußersten Seilstrahlen zum Schnitt mit den Auflagergeraden, ziehen die Schluß
linie s' des Seilecks und finden mit der Parallelen 8 zur Schlußlinie die Lager
reaktionen A und B. Das Seileck st!)llt nun erst einen Tangentenzug für die 
wirkliche Momentenfläche der zusammenhängenden Belastung dar; die wahre 
Momentenfläche ist die diesem Linienzug einbeschriebene Kurve. Aus der 
Momentenfläche können wir wieder für jeden beliebigfcn Punkt des Balkens das 
Biegemoment finden durch Abgreifen der Ordinate y. Es ist 

Bi = y·h. 

Durch Auftragung der gewonnencn Ordinaten von einer Waagerechten finden 
wir das Bild der gerade gelegten Momentenfläche, die kennzeichnende Gestalt 
der Momentenfläche (Abb. 198c) für einen gleichmäßig belasteten Balken mit 
überragendem Teil. 

Zur Auftragung der Querkraftfläche benutzen wir wieder die ZusammEll
fassung der zusammenhängenden Belastung zu Einzelkräften q . e. Wir erhalten, 
in ähnlicher Weise wie früher, Treppenlinien, die in ihrem Grenzübergang für e 
nach Null in schräg liegende Geraden entsprechend Abb. 198d übergehen. Man 
findet die wahre Querkraftlinie auch auf Grund der Erwägung, daß sie am linken 
Ende gleich A sein muß, bei B links gleich (A - ql), bei B rechts gleich (A - q l 
+ B)und schließlich am rechten Ende gleich Null. Durch diese vier Punkte ist 
sie bestimmt, da sie zwischen di!esen Punkten geradlinig verlaufen muß. Die 
beiden schiefliegenden Geraden der Querkraftfläche laufen einander parallel. 
Die Querkraftlinie dieses Beispie.1s hat zwei Nullstellen, zu denen zwei Größt
werte der Momentenfläche gehören. 

Zur Dimensionierung des Balkens braucht man oft nur de.n größeren der 
belden Biegemomenten-Höchstwerte, aber wir müssen zum. Vergleich beide 
kennen, da es nicht von vornherem klar ersichtlich ist, ob das positive oder das 
negative Maximalmoment überwiegt; es hängt dies von den Längen l und a ab. 
Das größte negative Biegemoment tritt an der Lagerstelle B auf; aber die Lage 
des positiven Größtwertes ist zunächst nicht bekannt. Zur Ermittlung der Stelle, 
an der dieSES Biegemoment auftritt, suchen wir zweckmäßig die entsprecp.ende 
Nullstelle Xo der Querkraftfläche. Da außer den Querkräften keine anderen 
Einflüsse auf das Biegemoment vorhanden sind, muß diese Nullstelle der gesuüh
ten Größtwertstelle des Biegemomentf s entsprechen. Wir haben also zu lösen: 

A 
Qx, = A - q . Xo = 0, Xo = q' (30) 

wobei Xo die Lage des positiven Maximalwertes der Biegemomente angibt. Dic 
Lagerreaktion A, die wir in die Gleichung einsetzen müssen, finden wir aus der 
Gleichgewichtsbedingung (.IM)B = 0: 

A ·l- q. (l + a)· (l- ~ ~ U) = 0, 

1 
A . l - q '"2 . (l + a) . (l- a) = O. 

Daraus wird die Lagerkraft A ermittelt zu 

A == q. (I' _~.2~ 
2 I 
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Wir haben hierbei zur Ermittlung der Reaktionskraft A die gleichmäßig vertt'iltt' 
Last q zusammengefaßt in eine Resultierende in der Mitte von der Größe q . (l + a). 
E~ darf dies geschehen, da es sich hier ja um die Aufstellung des Momentes der 
gesamten Belastung handelt. Das Ergebnis kann selbstverständlich auch da. 
durch ermittelt werden, daß wir nach dem Satz vom statischen Moment der 
Kräfte die gesamte Belastung in zwei Teilresultierende zusammenfassen, von 
denen die eine die Belastung q . I zwischen den beiden Lagern, die andere dit' 
des überragendt'n Teiles q . a erfaßt. Die Momentengleichung lautet dann: 

A I I I (I. 

.-q. ·T+q·a·T=O. 

Das Ergebnis ist das gleicht' wie vorher: 

[2 - a2 

A ==q'--i/' 

Setzen wir nun den erhaltenen Wert in die obige Gleichung, zur Ermittlun![ 
der NullsteIlt' der Querkraft ein, ~o wird dit' Nullstelle gefunden durch: 

A /2 _ (1.' 

xo = q~ 0,1" 

d. h. sie hängt von der Stützweite I und der Länge des Auslegers a ab. Wir 
sehen, daß die Lagerreaktion A nichts mit der Maximalstelle der Momenten· 
fläche zu tun hat, A und B sind ja die Lagerreaktionen, die unter dem Einfluß 
der Gesamtbelastung entstehen. 

Das größte positive ßiegemoment wird jetzt (vgl. AbO. 198p): 

x' +.B --·A· x ._ ... q.--'!. 
I IIlf\X - 0 2 . 

Demgegenüber hat das größte npgative Biegemoment, das am einfachsten au, 
dem rechten Teil gewonnen wird, den Wert: 

(f, a~ 

-Bmax = _.q. a':T = -q. 2 . 

Im praktischen Fall prüfen wir nun die beiden Grenzwerte in bezug auf ihre 
zahlenmäßige .Größe nach und nehmen zur Dimensionierung den absoluten 
Größtwert Bmax als maßgebendes Biegemoment in die Rechnung. -

Betrachten wir nun noch kurz einen zweifach gestützten Balken mit zwei 
übt'rragenden Enden (Abb. 199). Die konstruktivt'n Maße und die Lasten de, 
Balkens seien wieder gegeben. 

Wir bestimmEn die unter dem Einfluß' der äußeren Lasten PI' P2 , P3 , P4 

entstehenden Lagerreaktionen nach dem uns bekannten Schema: wir zeichnen 
das Krafteck, nehmen einen willkürlich gewählten Pol im beliebigen Abstand h 
vom Krafteck an, ziehen die Polstrahlen und tragen das Seileck zunächst ohnE' 
Berücksichtigung der Lagerstellen in entsprechender Reihenfolge parallel zu den 
Polstrahlen auf. Die Schnittpunkte des ersten und letzten Seilstrahis mit den 
Auflagerlotrechten verbinden wir durch die Schlußlinie s', deren paralleler Pol· 
strahl s im Krafteck die beiden Reaktionen A und B ausschneidet. Die Figur 
des Seilecks umschließt die Momentellfläche. Die so entstandene -Momenten. 
fläche geht zweimal durch Null, wir haben also einen zweimaligen Vorzeichen· 
wechsel im Verlauf des Biegemoments über der Balkenlänge. Das Vorzeichen 
wird durch Betrachten eines Punktes bestimmt; z. B. ist das Biegemompnt an A 
durch -PI' a gegeben, demgemäß ist der linke Teil der Momentenflächp negativ 
usw. Diese Nullstellen stellen nach früheren Ausführungen (Nr. 48) einen ent· 
spn·chenden Wechspl in der Zug.Druckvertpilung des Quprschnittes odpr für dip 
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Verformung de~ Balkens ÄmLel'ullgen in der Krümmung (\"1' Bi,'gdinie, al,o 
Wendt'punkte, dar (Abb. 199d und e). Die Stdh·n der Größtwertp de~ Bit,!,!,,
moments, positive und negative, müssen in' dt'l' Querkraftfläche durch Null
stellt'n dt'rQuerkraft gekennzeidmet sein, da dip Bedingung, daß das ßi"gemollwnt 
nur von Vertikalkräften (senkrecht zur Ba]kenach", 'Yirk,·nd) abhängig ist, "1'-

lfi , 
n 

b 

1Pz tIJ !P. 

=t f , 
---tL A 

, 2' I 

.~ 
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Abb. 199. Balken mit zwei über!:;tehenden Enden. 
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füllt ist. Die Auftragung der Querkraftfläche geschieht in bekannter Wei8e durch 
Aneinanderreihen aller wirkenden Kräfte unter ihrer. jeweiligen Angriffspunkten, 
Die Qucrkraftfläche in der Balkenlängsrichtung zusammengesehoben liefert 
wieder das Krafteck. 

Für alle Punkte des rechten Endes des Balkens (rechts von der Kraftangriffs
stelle von P4) ist das Biegemolllent Null. Diese in der Seilecksfigur prscheillencle 
Tatsache ist auch analytisch t:ofort erkennbar: rechts von der Angriffsstelle cler 
Kraft P 4 sind keine Kräfte vorhanden, es können also auch keint' Biegemolllellte 
errechnet werden. Für die Q1JIC'l's"hnit,t,sbpn,nspruchung bedeutet das, daß keine 
Zug- odE'rDruck wirkungen zU b,'illGken sind, lmd für dip G('~ta!t~ä!ldprul1g 
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heißt dies, es i~t die Krümmung Null, d.h. aber, der Balken wird auf dips<'r Länge 
nicht gebogen, er verläuft geradlinig. 

50. Der eingespannte Balken. Wie wir schon früher geschen haben, läßt sich 
ein Balken auch in der Ebene anders festhalten als mit zwei Lagern. Anstatt 
durch drehbare Anschlüsse (Lager, Gelenk) wollen wirjetzt die Festlegung eines 
Balkens durch die "Einspannung" bewerkstelligen und die hierbei auftretenden 
Kräfte bzw. Momente untersuchen. Die Einspannung erlaubt dem Balken 
weder irgendeine Verschiebung noch eine Drehung. 

Was 1st nun, vom statischen Gesichtspunkt aus betrachtet, das Wesen der 
Einspannung ? Zur Untersuchung der Frage betrachten wir einen eingespannten 
Balken (Abb. 200), auf den eine allgemein gerichtete Kraft P wirkt. Der-auf 
diese Art gelagerte als starr angesehene Bal
ken bleibt, wie wir schon rein gefühlsmäßig 
einschen, in Ruhe, d. h. die in der Lagerung 
entstehenden reaktiven Wirkungen müssen der 
J(raft P am Balken das Gleichgewicht halten. 
Als Angriffsstelle der reaktiven Wirkungen Grundlage für d.!b~~!:pannten Balken. 
(Reaktionen) betrachten wir den Punkt der 
Balkenachse, in dem der Balken in das Mauerwerk (oder andere feste Konstruk
tion) hineingeht, also das innere (linke) Ende des frei hinausragend€ll Balkens. 
Die Berechtigung dieser Annahme wird später bewiesen. Wie können uns die 
Kraft P wieder zerlegt denken in eine Horizontal- und eine Vertikalkomponente. 
Dann müssen diesen beiden Komponenten von P in der Einspannstelle GegLn
kräfte AI> und A~ gegenüberstehen, die die gewollte Verschiebung durch P ver
hindern, die also den Komponenten der Kraft P entgegengesetzt gleich groß sein 
müssen. Denken wir uns diesc beiden Kräfte A h und A" in der Einspannstelle 
zusammengesetzt, so entsteht damit eiIle Gegenkraft A, die parallel zur Kraft P 
verläuft, dieser entgegengesetzt gerichtet und gleich groß ist. Die beiden am 
Balken angreifenden Kräfte A und P bilden also ein Kräftepaar miteinander. 
Da nun am Balken Gleichgewicht besteht (der Balken in Ruhe bleiben soll), 
muß an der Einspannstelle noch ein Gegenmoment auftreten, das dem Kräftf
paar aus den Kräften A und P das Gleichgewicht hält; wir nennen dieses REak
tionsmoment: das Ein8pannmoment ME. Schreiben wir die drei entstandenen 
Reaktionen (Kräfte und Einspannmoment) nach ihrer Größe auf, so ergibt sich: 

Av = p. sin1X, 

d ll = p. COS1X, 

ME = (p. sin1X)· a. 

Das Einspannmoment läßt sich immer errechnen als Gegenwirkung für die 
Summe der Momente aller Kräfte um die Einspannstelle. 

Wir sehen, daß auch hier zur eindeutigen Festlegung des Balkens (eines Kör
pers) in der Ebene drei Größen gehören. Das entspricht unseren drei Gleichge
wichtsbedingungen, die auch zur Ermittlung der Lagerreaktionen herangezogen 
werden. Das notwendige, aber noch nicht ausreichende Kennzeichen für eine 
statisch bestimmte (unbewegliche und eindeutige) Lagerung ist immer die "über
einstimmung der Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen, 
welch letztere aus den Gleichgewichtsbedingungen hervorgehen l .-

1 Man kann auch den Balken so einspannen, daß er an der Einspannstelle in der Längs
riehtung verschieblich ist; dann treten an der Einspannung nur zwei Unbekannte (lotrechte 
Lagerkraft und Einspannmoment) auf. Um den Balken festzulegen, benötigt man noch eine 
weitere Fessel, einen Stützungsstab oder ein beweglIches Lager, aessen Bewegnngsrichtung 
dann aber nicht waagerecht sein darf. 



128 Anwendung all! ebene gestützte Körper (Scheiben). 

Wir könnell auch auf Grund einer anderen Erwägung zu den drei Gegenwir. 
kungen A v , AI> und ME gelangen. Die Kraft P wirkt auf den Balken (Abb. 201), 
wird durch diesen weitergeleitet nach der Einspannstelle. Wenn nun der Balken 
in Ruhe bleibt, so muß von der Einspannstelle gegen den Balken eine Gegen
kraft P' auftreten, die mit P in dieselbe Gerade fällt. Ihre Komponenten stimmen 

A' mit den früheren Werten A v und A" 
überein. Nun kann man aber nach 
Seite 58 eine Kraft parallel zu sich 
selbst verschieben, wenn man zur 
verschobenen Kraft noch ein ent· 
sprechendes Kräftepaar hinzufügt. 
Verschieben wir P' nach dem Mittel· 
punkt der Einspannstelle, d. i. An· 

~:k~~~sg;~,:;~r~~~,;;~ griffspunkt der Kraft A, so muß 
gespannten Balken, noch ein Kräftepaar vom Momenh' 

(p. e) hinzukommen, dessen Größe 
auch durch (A h • h) bestimmt oder durch (p. sin ,,\) . a angegeben werden kann. 
Wir haben dann als Gegenwirkung zwei Kräfte All und Ar durch den Mittelpunkt 
der Einspannstelle und das el"Wähnte Moment .M Je'. 

Die gleiche Erwägung führte zu der bereit:,; früher gezeigten stati~chen Er
klärung des Biegemoments, dt·r Querkraft und der Längskraft. Bei einem all
gemein belasteten steifen Balkt·n können wir sagen, daß die in pinpm Querschnitt 
zusammenhängenden Balkenteile miteinander unverschieblich, untrennbar und, 
undrehbar verbunden sind. Dieser Querschnitt verhält sich .demnach für dell 
einen Balkenteil genau so, wie derjenige einpr Einspannstelle. Wie nun hier ini 
allgemeinen Falle eine lotrechte und waagerechte Gegenkraft und das Eimpann
moment entstehen, so werden auch dort allgemein durch den Querschnitt eilw lot
rechte Kraft, eine waagerechte Kraft und ein Moment weitergeleitet. Diesp drpi 
Einflüsse sind aber, wie schon auf Seite 107 ausgeführt, nichts anderes als dip 
Querkraft, die Längskraft und das Biegemoment (vgl. Abb. 184). 

CI' 
Abb. 202. übergang vom Balken auf 
zwei Lagern zum eingespannten Balken. 

Um die Einspannung graphisch behandeln 
zu können, fassen wir den eingespannten Bal
ken als Grenzübergang des zweifach gelag('r
ten Balkens, auf. DenKen wir uns bei dem 
in Abb. 202 dargestellten Balken die beidpn 
Lager mit den Reaktionskräften Cv , Ch und D 
immer näher zusammengerückt, z. B. das La

ger C, zum Lager D hingeschoben, dann werden im Grenzfall die Lager zu
sammenfallen. Die beiden Kräfte C'f) und D werden, wie sich aus den Momenten
gleichungen für D bzw. C ergibt, beim Zusammenrücken immer größer, beim 
Zusammenfallen unendlich groß, aber ihre Differenz (C. - D) bleibt stets gleich 
(p. sin ",), da die Summe der lotrechten Kräfte Null sein muß. Wir können auch 
sagen: Die Gegenkraft D läßt sich in zwei Bestandteile aufteilen, von denen der 
eine die Größe p. sin"" der andere die Größe der Kraft Cv hat. In der Grenzlage, 
wo die beiden Lager sich decken, liegen heide Gegenkräfte Cv und D in gleiche)' 
Wirkungslinie und sind unendlich groß, so daß dann auf den Balken an lotrechtplI 
Kräften wirken: die Lastkomponente von der Größe p. sin '" und zwei unpno
lich große Kräfte im Abstand ~ull; diese letztere stellen aber nach früherem ein 
Kräftepaar dar. Die Differenz der beiden unendlich großen Kräfte D und C,. ist 
gleich dem früheren A v = p. sin",. Damit sind also wieder die GegenwirklllJgt-n 
der Einspannung (Ah,A v , ME) vorhanden, und wir können sagen: Der eingespannte 
Balken kann als Sonderfall eines Balkens auf zwei Stützen betrachtet werden, bei 
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dem die beiden Lagerstellen unendlich dicht benachbart, praktisch gesprochen, über
einander liegen. Wir können deshalb auch den Balken graphisch mit den gleichen 
Verfahren behandeln, die wir bei der Lagerung auf zwei Stützen benutzten. 

Bevor darauf eingegangen wird, möge noch in anderer Weise gezeigt werdpn, 
daß wir als Angriffspunkt der Lagerkräfte und als Bezugspunkt für das Ein
Hpannmoment den Punkt der Stabachse an der Einspannstelle nehmen dürfen. 
Zu diesem Zweck machen wir uns das physikalische Bild eines solchen einge
spannten (eingemauerten oder zwischen zwei Platten eingespannten) Trägerendes 
klar: unter dem Einfluß der äußeren Kraft P werden auf der Einspannlänge des 
Balkens Kräfte zwischen Balken und Mauerwerk geweckt, dü>-infolge der Ver
tikalkomponenten von P auf das untere Mauerwerk nach unten drücken, infolg(· 
des Drehbestrebens auf das obere Mauerwerk nach oben wirken; dadurch ent
stehen Gegenkräfte, die etwa in der in Abb. 203 darge'ltellten Weise über das ein
gemauerte Ende verteilt sein mögen. Das Verteilungsgesetz ist im allgemeinpJ] 
nicht bekannt und hängt von ver
schiedenen Ums.tänden der Einspan
,mng ab, z. B. von der Art des den 
Trägpr umgebenden Stoffes, von der tA=:;;a"IQTIlW'IT--------------------.J 
Oberfläche des Trägers und von man-
chen Zufälligkeiten, so daß wir prak
tisch nie ein genaues Gesetz für diese 
Verteilung angeben können. Wir wis
Hen nur, daß die vielen Gegenkräft<> 

o 
Abb. 203. Da. physikaliRche Bil,l 

der Einspannung. 

in ihrer Gesamtheit den äußeren Kräften des belasteten Balkens (hier der 
Kraft P) das Gleichgewicht halten müssen. Die Gesamtheit der vom oberen 
MaUl·rwerk auf das eingespannte Balkenstück wirkenden Kräfte entspricht 
dem früheren Cv , diejenige am unteren Mauerwerk dem früheren D. Um 
mit den Kräften rechnen zu können, werden wir sie zweckmäßig alle in 
pinen Punkt verschieben und wählen dazu den Punkt ~I der Balkenachse, an 
dem die Einspannung zu Ende ist, an dem also der fn·ir ausragende Teil de;; 
Balkens beginnt. Das Zusammenfassen der Kräfte in diesem Bezugspunkt wird 
erreicht durch Parallelverschieben der einzplnen Kräfte Cv und D, deren RpsuI
tiprende A v = P . sine.: ist. Wir dürfen Kräftp aber nur parallpl verschipben, 
wenn wir zu jeder Verschiebung ein zusätzliches Mompnt (K.räftepaar) hinzu
nehmen. Die so entstehenden Kräftepaare lassen sich vereinigen zu einem resul
tierenden Kräftepaar. Das gewonnene statische Bild der Reaktiol!('!l für die 
Einspannung ist jetzt: eine Kraft A v von der Größe (D - Cv ) durch dtm Bezugs
punkt M, eine horizontale Kraft A h (= C h)' die sich ja in ihrer eigenen Wirkungs. 
I inie ohne weiteres in den Bezugspunkt verschieben läßt, und ein Kräftepaar .b! E; 
es stimmt abo überein mit dpm aus statischen Gt'sichtspunkten aufgestellten 
Bild. 

Bei der graphischen Behandlung eines eingespannten Balkens betrachten wir 
nach der oben beschriebenen Auffassung die heiden Lagerstellen aufeinander
liegend, und gehen ganz schematisch wie bei dem zweifach gestützten Balken 
vor. Die konstruktiven Werte des Balkens und die Lasten seierr bekannt. Wir 
zeichnen das Krafteck und mit Hilfe eines willkürlichen Poles im Abstand h vom 
Krafteck das dazugehörige Seileck, ohne uns zunächst um dip Lagerkraftwir
kungslinien zu kümmem. Dann bringen wir die äußerstpn St'ilstrahll'n mit den 
Auflagerwirkungslinien zum Schnitt. Diese fallen jetzt abl'I" ZUHammen, d. h. 
die heiden Seilseiten 0' und 2' der Abb. 204 schneiden die Auflagerlinie, d. -i. die 
Lotrechte der Einspannstelle, auf einer Geraden. Dip Schlußlinie liegt also in 
unserem idealisierten Bild dpr Einspannung senkrpcht, würde demnach ins' Kraft-

}) Schlink. Statik. 4. u. 5. Aufl. 
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eck übertragen auch zwe" unendlich große Reaktionskräfte liefern, deren Dif[('rcnz 
gleich der Reaktionskraft A ist. Dies Ergebnis stimmt mit den Betrachtungen 
über die Einspannung als Grenzwert .zwein Lager im unendlich kleinen Abstand 
überein. Dic vom Seileck umschlossene Fläche muß wieder wie früher ein Maß 
für die Biegemomente an jeder Stelle 'liefern. Es ist z. B. das Biegemoment an 

.~ I 

Ip., 

A + 
ei 

Pr 

der Stellc i gegeben durch: 

Bi = Yi' h, 

(Yi im wahren Längenmaß, 

1 
h in kg); 

das größte Biegemoment ist an 
Pr der Einspannstelle 

1~' i: Bmax=BE=YB.h=::lJIE' 

1 fj 2 ::s Es iRt zahlcnmäßig gleich 
dem Einspann,moment lJl E, wie 

, sich leicht dürch die rechneri>----h.g~ 
sehe ,Ermittlung zeigen läßt: 
links von der AuflagersteIle A 

'ist nur das Einspannmoment vorhanden, die 
Summe aller Momente links von dieser Stell(', 
d. i. das Biegungsmoment, ist alm der Größe 
nach gleich dem Einspannmomc-nt lJ[ B, beide 
halten sich im Gleichgewicht. Die Ermittlung 
des Biegemomentes von der rechten Seitp, dem 
freien Ende des Balkens her, führt zur Formel: 

Br: = -ME = -(PI' PI + P2 · P2)' 

Das Biegungsmoment ist negativ, der Balken 
hat also seine Druckseite unten, die Biegelinie 

.-!~!~~.~~~-~~ zeigt mit der Hohlseite nach unten (Abb. 204d). 

~" 

Wir werden diese Au§sage später umgekehrt 
benutzen, aus der gefühlsmäßig ermittelten Ver
formung auf das Vorzeichen des Bicgemomentes 
schließen. An der Einspannstelle geht die Biege
linie horizontal an die Achse des unbelasteten 
Balkens; rechts von P2 verläuft die Biegelinie 
geradlinig. Abb,204. Die graphische Behandlung 

des eingespannten Balkens. 
Für die Aufstellung eines Biegemomentes Bi 

an einer beliebigen Stelle i wollen wir uns als Merkregel festhalten : Man be
rechne bei eingespannten Balken die Biegemomente immer vom freien Ende her. 
Nehmen wir nämlich die Einspannstelle mit in die Rechnung, so können sich 
leicht Fehler einstellen, da man stets die bereits berechneten, also nicht un
bedingt sicher richtigen Werte des Einspannmomentes und der Lagerreaktion mit 
in die Gleichung aufnehmen muß. Die Berechnung vom freien Ende her ist 
dagegen vollständig .unabhängig von der vorher durchgeführten Berechnung 
der Gegenwirkung.' Wie erhalten vom Teil links: 

Bi =, -ME + A . x - P l (x - PI) 
und vom Teil rechts: Bi = -P2' x'. 

Die Auftragung der Querkraftfläche wird genau wie früher bewerkstelligt 
(Abb.204c). Wir fangen auch hier zweckmäßig am freien Ende des Balkens an, 
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dann ergibt sich am Schfuß, an der Einspannstelle, die Größe A als letzte Strecke 
und bietet damit eine Kontrolle für die Berechnung der Lagelkraft. Das Vor
zeichen der Querkraftfläche ist entsprechend unserer Vorzeichenregel positiv 
einzusetzen (rechts nach unten I). 

01. Belastung eines Balkens durch eine außermittige waagerechte Kraft. Im 
Zusammenhang mit den seither betrachteten Balken wollen wir nun noch eine 
weitere Belastungsart kennenlernen : die Belastung durch eine exzentrische 
(außermittige) Horizontalkraft. 

Mit dem in seinen Konstruktionsmaßen bekannten, zweifach gestützten 
Balken (Abb. 205) tiei eine Scheibe oder ein Hebelarm starr verbunden. Auf 
liese Scheibe wirke außerhalb der 
Balkenache, um das Maß e = 1,5 m 
,ersetzt, die waagerechte Last 
ff = 2tlOO kg. Mit den bisher be
i{annten graphischen Methoden 
können wir keine Momentenfläche 
zeichnen, denn es gelten nicht mehr 
die früher aufgestellten einfachen 
Beziehungen zwischen !SeHeck und 
Biegemoment, da wir es nicht mehr 1> 
mit parallelen Kräften allein zu tun 
haben, und die horizontalen Kräfte 
(hier die Kraft H) Einfluß auf das 
Biegemoment haben, wenn sie nicht 

1(-20001<9 

Ui 

in die Stabachse fallen. Wohl kann 
man auch für allgemeins Belastun
gen das Biegemoment mit Hilfe des 
SeHecks bestimmen, aber die Aus-. 
führung liefert keine V orteHe . Wir 
wollen deshalb den analytischen 
Weg gehen. Die Lagerreaktionen 
bestimmen wir mit Hilfe der Gleich
gewichtsbedingungen : 

c A.I" I" IIIIII H 1IIIIIIIIillB 
Li 

I( 

1. ~H = 0: 

~ o· 1 2m 

~ o 5IJ() Il1'1Qmkg 

L-L-J o 500 flWl<g 

All = H = 2000kg 

(AI< ist nach links gerichtet). 
Abb. 205. Belastung durch eine aUßermittige Kraft. 

Für die Gegenkräfte Av und B führen wir wieder zunächst willkürlich die 
Richtungen nach oben ein. Dann wird 

2. (~M)B=O: A v ·7,0+H·1,5=0. 

Die Horizontalkraft hat einc im Uhrzeigersinn um den Lagerpunkt B drehende 
Wirkung: 

+H·1,5 

(nicht H . 2,5, da ja der Hebelarm der Kraft H für den Punkt B durch dessen 
Abstand von H gegeberi ist). Es wird also: 

A = - 2000.:...1:,5 = _ 428 6 kg 
v 7,0 ,. 

DI\-S negative Vorzeichen bedeutet, daß die eingeführte Richtung (nach oDen) 
falsch war, die Reaktion A v geht also nach unten; wie in der Zeichnung ein-
9* 
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getragen. Die zweite Lagerkraft B ermitteln wir wieder mit einer Momenten
bedingung und verwenden diP Komponentenbedingung 

.,l;'V=O 
als Probe. 

3. (IM)A. = 0: H· 1,5 - B· '7,0 = 0, 

B == + <lOO~. 1.5 = -l- 428 6 kg 
7,0 ' , " 

Die Kraft B geht nach oben. Die Probe ergibt: 
I 

4. IV=O: A.+B~O. 

Die beiden Reaktionen A. und B sind gleich groß, aber entgegengeHetzt gerichtet, 
d. h. sie bilden ein Kräftepaar. Die heiden übrig~n Kräfte Hund A h müssen, 
wenn Gleichgewicht herrschen soll, ebenfalls ein Kräftepaar von gleicher Größe 
bilden. Das ist auch tatsäehlich der Fall. Es stehen sich am Balken also zwei 
Kräftepaare (A., B) und (AM H) gegenüber, die sich in ihren Drehwirkungen alif
heben: 

2000 . 1,5 = 428,6 . 7,0. 

Bei der Berechnung des BiegemomenteH sehen wir wieder, daß das Biege
moment an den Enden des Balkens, den Lagerstellen A und B, Null ist. Im 
weiteren Verlauf gilt die frühere Erkenntnis. daß in den unbelasteten Abschnitten 
des Balkens die Momentenfläche durch eine gerade Linie begrenzt wird. E~ 
genügt demnach, wenn WIr an der Anschlußstelle des Armes oder, richtiger ge
sagt, an der Stelle i und an der Stelle k das Moment für eine Seite aufstellen. 
Tun wir das an der Stelle i, unmittelbar links vom Anschlußpunkt des Hebel,. 
unter Betrachtung der linken Seite des Balkens, so wird 

Bi = -Av ' 4,5 = -428,6·4,5 = -1928,6 mkg; 

pntsprechend an der Stelle k unter Verwendung der rechten Seiü· 

Bk = + B· 2,5 = + 428,6·2,5 = + 1071,4 mkg. 

Wir finden also an derselben Stelle (der Anschluß des Hebels an den Balken 
ist mathematisch punktförmig gedacht) zwei Werte für das Biegemoment, es 
muß demnach ein Sprung in der Moment€nfläche auftreten. Die Ur~ache dieseR 
Sprunges ist in der außermittig angreifenden waagerechten Kraft H ZlJ Huchen. 
Legt man nämlich den Schnitt durch k, unmittelbar rechts von der Arulchluß
stelle des Armes, so wirkt 1I links von dieser Stelle, da ja dip Kraft an df'r Arman
schlußstelle auf den Balken übprtragen wird und diese links von k Hp!!t; so findpt 
man denn tatsächlich Umer Betrachtung clps linken Balkent~·ils: 

Bk = -A,,· 4,5 + H· 1,5 = -428,6·4,5 + 2000·1,5 = + 1071,4 mkg, 

also denselben Wert wie in der vorigen Rechnung mit, dem rechten Abschnitt. 
Genau so können wir für die Stelle i den richtigen Wert für das Biegemoment 
ermitteln, wenn wir den von i rechts liegenden Balkenteil mit dem Einfluß der 
Kraft H betrachten. Der hipr auftretende Sprung ist das Charakteristische für 
die Momentenfläche bei außermittig wirkenden Hörizontalkräftcn. Die beidm 
Begrenzungslinien links und rechts von der SprungsteIle für die Momentenfläche 
sind einander parallel, da, das bei Überschreitung der SprungsteIle hinzukom
mende Momentenglied keine Abhängigkeit von der Balkenlängsrichtung zeigt: 

links von i: B x = ,-A,,' x, 

rechts von k: B x = -Av·x+H·e; 
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die so uargestellten Geraden haben also tatsächlich die gleichp Neigung. Die 
Größe des Sprunges ist gegeben durch das Moment der Horizontalkraft um d!'n 
Punkt der Balkpnachse an der Hebelansehlußstelle (hier durch H . e = 2000·1,5). 

Tragen wir die Querkraftfläche auf, indem wir für einen beliebigen Punkt 
die Querkraft ermitteln, so find!'n wir, daß für die ganze Länge des Balk('n~ die 
Querkraft konstant bleibt, da ja waagerecht!' Kräfte keinen Einfl&ß hab!'n. 
Die SprungsteIle zeigt sich in keiner Art in der Querkraftflärhe. Da .. Bilg!'
moment ist also nicht mehr eine Funktion der Querkraft allein, eR zeigt sich in 
der Momentenfläche noch ein Einfluß, der nicht durch quer zur Balkenachsp ge
richtete Kräfte verursacht ist. Es besteht zwar noch der früher angegebenp Zu
sammenhang d!'r Querkraft mit dem Bi!'gemoment 

Qi = ~!; 
aber nur links und rechts von der AnschlußstelI!' (dit· Anschhlß,teJlp selbst i~t 

ausgenommen), d. h. Q; 'gibt die Steigung der Begr!'nzungslinil' uef MomelÜ(·n
fläche an, aber es gilt nicht mehr, daß die Nullstel1m drr Querkraftflärh!' Grüßt
wertstell!'n der Biegemomentenfläch!' sind, 

Die Längskraftfläche zeigt eine konstante Grüße u(·)' Längskraft VOll deI' 
Lagerstelle A an bis zum Ansatzpunkt des H!'bels, denn für jeden Punkt zwischt'11 
A und i wirkt links nur die Horizontalkraft A h als Zugkraft. An der Ansehluß
stplle kommt durch H eine neue Längskraft hinzu, pntg!'g!'ngpsetzt A", so daß 
zwischen df;{' Ansatzstdlp und der Stelle B dip Längskraft dip Grüßt' Null hat. 
Dit· Einlt·itung der Kraft H in die Balkpnachsp am Fußpunkt des HebPls köllIlPn 
wir statisch so auslegen, als sei die Kraft H para IId mit Hich 8f'lb8t in die Balk€'ll
achsp verschoben wordeI!. Das dabei anzusetzendp znsätzlichp Mompnt ersc1wint 
ab reines Drehmoment H· e (Kräftepaar !) in der Mompntpnfläche, dip v!'rscho
bpIle Kraft H wirkt als Längskraft im Balken weitpr zwischen Ansatzstellp uml 
A und findpt ihre Gegenwirkung in der Reaktion All' DaR prwähntp KräftppaHI' 
H . e wird aufgehoben durch das Kräftepaar von 
A" und B, 

H . e = A v . 1 = B . l, 

Dir Bi!'gelinie weist an der Ansehlußstelle des 
Armes €'inen Wendepunkt auf, da das Bit·ge
moment hier sein Vorzeichen wechselt. 

52. Belastung eines Balkens dur('h ein Dreh
nuunent. Aus dieser letzten Betrachtung, daß 
tipI' Angriff tier Horizontalkraft ~tatisch betrach
tet dpl' Einwirkung eines reinen M:omrntes gleich
kommt, können wir leicht für die Bpja~tung pinp" 
Balkens durch ein reines Dr!'hmom(·nt (Kräfte
paar ) dip Beanspruchungsgrößen (BiPgt'mompnt, 
Querkraft und Längskraft) !'Ü\PS Balkpnquer-

b 

A li : 1111111 i ! ! i I H t 11111 : 1IIIIIIt 8 c 

d 
Aht>. :W6. Belu$tung einef. HaJ1.Tllri 

schnitts ermitteln (Abb. 206), Der Angriff dp, dl>r<'b ein !ll'ehn,oment. 

.Mompnts sei symbolisch dargestellt durch einen 
Vierkant, auf dem ein Rad oder pin Hebel, untpl' der Einwirkung ('iJIPH Kräfte
paares stehend, aufgesetzt ist. Bei der Ermittlung tier Lag('rkräftp mit Hilfe 
der üblichen Momentenbedingungen- um_dip Auflag('rpunktp wollpn wir b(·
aehten, daß wir als äußere B!'lastung einZig und all!'ül ein Mon1l'nt (Kräfte
paar} haben, das nur eim' Drehwirkung (kf'ine Verschiebullgswirkullg) b(·sitzt. 
Diese Drehwirkung ist an keinen Bezugspunkt gebunden, denn Kräftepaan' ,ind 
beliebig in der EIx'IIP v€'rschiebbar, ohm· daß sich ihre \Virkllng auf dpn gOI/zen 
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Körper ändert. Wir erhalten also für die beiden Momentengleichungen : 

1. (.I M).,f = 0: M - B·l = 0 
daraus 

und 2. (.I M)B = 0: 

B_+ M - T 

M + A ·1 =, 0 (A nach oben angenommen), 

woraus M 
A=-T 

ermittelt wird. 
Das negative Vorzeichen heißt, daß die nach obcn eingeführte Kraft A in 

ihrer Richtung umzudrehen ist. Die beiden Gegenkräfte A und B stellen em 
Kräftepaar dar, das dem gegebenen Gleichgewicht hält. Die Probe 

.IV = 0: 

zeigt die Richtigkeit der errechneten Werte. Horizontalkräfte sind keine vor· 
handen, also ist auch keine waagerechte Lagerreaktion zu erwarten. 

Mit den ermittelten Auflagerkräften A und B läßt sich die Momentenfläche 
rechnerisch bestimmen, indem wir für verschiedene Punkte das Biegemoment 
ausrechnen. Wir werdenlIns hier selbstverständlich wieder die bereits gewonnene 
Erkenntnis zunutze machen, daß die Momentenfläehe längs unbelasteter Balken. 
teile geradlinig begrenzt ist. Ermitteln wir für einen Punkt i kurz vor der An· 
griffsstelle des Momentes das Biegemoment, so wird bei Betrachtung der linken 
Seite 

Bi = ---A ·a .. 

Von rechts her gerechnet, muß das Ergeonis 

Bi = +B. b -.lI 

den gleichen Zahlenwert liefern. Mit der Berechnung des Biegemoments für eine 
Stelle k kurz hinter dem Angriff des Momentes i~t die Momentenfläche vollständig 
ermittelt, denn an den Lagerstellen ist das Biegemoment jeweils NUll. Die Stelle k 
hat ein Biegemoment von der Größe 

oder 
Bk=+B·b 
B/t=-A.a+A 

für den rechten Teil. 
für den Teil links von der Rchnittstelle. 

Wir finden also hier ~cder einen Sprung in dem Verlauf der Momentenfläche, 
der durch das angreifende Moment M verursacht wird. Je nach der Angriffsstelle 
des Drehmoments M wird dpr Sprung verschicdene Lagen haben, also die Mo. 
mentenfläche sich ändern; aber die Lagerreaktionen bleiben dabei ungeändert, 
ebenso die Richtungen der schrägen Begrenzungslinien der lIomentenfläche. 

Die Querkrattfläche. zeigt wieder, genau 'wie beim vorigen Beispiel, einen 
!rönstanten Wert für die Querhaft über der ganzt·n Balkenlänge. Die LängH. 
kraftfläche ist überall Null, wt>nn das Drehmoment nur. in dnnll Punkt auf deli 
BaIken wirkt, da überhaupt keine Kräfte parallel der Stabaeh~e auftreten und 
auch keine horizontalen Lagerkräfte geweckt werden könnell. 

Der Unterschied zwischen der Einwirkung eines reint'n in eim·DJ P.unkt iibe'r
trage'uen ~romentes (KräftepaarcR) ulul der Ein'\\irkung piIwr außprmittigm 
waagerechteu Kraft besteht demnach nur in dcr LängRkrafttläche. Bntrnehtell 
wir im letztc-ren Belastungsfall in der schon ang('gebPIH']1 ~'t·io!. die Horiwntal
kraft H und clip gleich große ent.gegengerichtt'tt' I~ällg~krafi-. A], >Im fpst"11 I.~!!('r 
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als Kräftepaar, dann sehen wir die übereinstimmung der beidenAufgaben. Die 
Längskraftfläeheentstehthierdadurch,daßdasKräftepaarnichtineinemPunktauf 
den Balken wirkt, sondern seine beiden Kräfte an verschiedenen Stellen allgreifen. 

03. Gleichzeitige Beanspruchlmg eines Balkens durch verschiedenartige Be
lastungen. Wirken auf einen. Balken dicse verschieden,en Belastungsarten zu
sammen, so läßt sich auf analytischem Wege ohne Schwierigkliit die Ermittlung 
der Lagerreaktionen und die Bestimmung der Momenten-, Quer- und Längs
kraftfläche durchführen, wobei wir die charakteristischen Eigen'schaften der 
Momentenfläche und der Querkraftfläche an d~m einzelnen Stellen des Balkens 
benutzen können. 

Belastungsart 
Eigenschaften der 

Momentenfläche 

Unbelastetes Balkenstück . . .. geradliniger Verlauf 
(linear veränderlich) 

J.otrechte Einzelkraft . . . . . . Knick /i\ 
Gleichmäßig verteilte Belastung parabolischer Ver

lauf (quadratisch 
veränderlich) 

Qller:Uaft!läch~ 

Verlauf parallel zur 
Achse (konstant) 

Sprung "'L 
~eradliniger Verlauf 
(linear veränderlich) 

ZUBamrnen~ 
hang 

Q; = dB;/dx 

Q, = dBddx 
Q; = dBddx 

Außermittige waagerechte Kraft Sprung unbeeinflußt Qi + d B,(dx 
Reines Drehmoment. . . . . . . Sprung unbet·influßt Q, + dBddx 

Dic Längskraftfläche steht nicht im Zusammenhang mit den beiden anderen 
Beanspruchungen und verläuft bei Einzellasten parallel zur Nullinie mit Sprung 
an den Angriff8stellen der parallel zur Stabachse wirktmden Kräfte. 

Manchmal ist es von Vorteil, die Einflüsse der einzelnen Belastungsarten in 
ihrer Wirkullg auf die' Momentenfläehe getrennt zu kennen. Man €'rmittplt als
dann die Momentcnflächcn dieser verschied€'nen Belastungsart€'n gesondert 
und addiert die so entstehenden Teilmomentenfläehen. Daß wir diese Addition 
vornehmen können, iRt eine Aussage des Superpositionsgesetzes (Überlagnullgs
gesetz). Der Beweis dafür liegt in der Definition des Biegemoments ab Summe 
aller biegenden Einflüsse auf einer Seite der zu unh·rsuehenden Schnittstelle· 
des Balkens. Wir können darnach 
die Einflüsse einzeln ermitteln und 
übereinander auftragen (graphische 
Addition). 

Zur näheren Erläuterung be
trachten wir einen Balken, auf den 
lotrechte Lasten und eine außer
mittige waagerechte Kraft wirken 
(Abb. 207). Wie teilen die Gesamt
belastung auf in 

2000kg 

2,O---I-~

------~ 6;0'----
Abb.207, 

Belastung durch lotrcebtc Ulld waagerechte Krärt~. 

a) eine Belastung durch nur lotrechte Lasten (Abb, 208) und 
b) eine Belastung durch die außermittige waagerechte Kraft allein (Abb, 209). 

Statt djlr einen Aufgabe haben wir jetzt also zwei Aufgaben zu lösen, 
a) Die erste Teila'Ufgabe (Abb. 208) bezieht sich auf ein€'n Balken auf zwei 

Stützen mit zwei lotrechten Einzelkräften. Die Lagerreaktion€'n (bezeiclmd mit 
einem Strich ') ergeben sich hierfiir zu: 

1. (.l: M).ß. = 0: 3000 ·1,5 + 1000·5,0 - B'· 6,0 = 0, 

2. (.~.: ,M) lJ = 0: 

B' = 1583,3 kg. 

A' . 6,0 - 3000·4,5 - 1000 . 1,0 = 0', 
A' = 2416,7 kl!, 
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Bt'idt· Gegenkräfte gehen nach oben. Die Probe ergibt dit, Riehtigkcit d"r 
Rechnung': 

..l'V = 0: 3000 + 1000 -1083,3 - 2416,7= O. 

A' 
C 

11I11I111 :- illllill. ' 
1000llg : B 

~i , 

~ o 1800 ZOOlJmK9 

L~.~ 

o fO{)O 20001<9 

Abb. 20" Tt."ilbela.tung .lureh lotrechte Krlifte, 

Dit· .:\Ioml'lltl'lIfläche (Abb. 208b) ist durch Berechnung zwpipl' Biegt'mollll'lltP' 
(an den Angriffspunkten d{'r Lasten) lIufzuzt>ichnell: 

an dpl' Sb'lIE' 1 mit Benutzung der linkplI Seih': 

11 

b 

B; ,- +A' ·1,0 = +3625mkg; 

T 
2000K9 

~,@) 
,.~5----l------2ß" -

C ... 'tI ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ~ 11 ! ! 1111 ! ; ! ! ! ! ! ! ! ! n ! ! ! ! ! ! ! ! ar ~1rg 
\1', 

• HllIIlllllllllllI~~ 
Abb. 209. TeilbelaHtung durch eine außermittlg .. waagerecht .. Kraft. 

an der Stt>lIe (?) mit &mutzung der rl'chtt'Il Seit!': 

B~ == + B' . 1,0 ooc + 1583,3 mkg. 
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An den Lagerstellen ~st das Biegemoment Null. Die dazwischenliegenden Ull
belasteten Balkenstücke weisen eine geradlinige Begrenzung der Momentenfläche 
atlf, so daß diese durch Verbindung der vier Punkte gezeichnet werden kann. 

Die Querkraftfläche wird in der üblichen Weise, durch Aneinanderreihen der 
vertikalen Kräfte in ihren jeweiligen Wirkungsstellen, gewonnen (Abb. 208c). 

b) Die zweite Teilaujgabe (Abb. 20'9) umfaßt den Balken auf zwei Stützen 
mit einer außermittigen, waagerechten Kraft. Die Lagerreaktiollt'll (bezeichllpt 
mit· zwei Strichen ") ergeben sich zu: 

1. (~"lf)A = 0: 2000 ·1,2 - B"· 6,0 = 0, 
B" = 400 kg, nach oben gerichtet. 

2. C~.M)li = 0: 2000·1,2 + A" . 6,0 = 0, 
A" = -400 kg, negatives Vorzeichen, d. h. A" ist naeh mltpll 

gerichtet. 

3. ~H= 0: H = 2000kg. 

Dip Momentenfläche (Abb. 209b) ist durch Ermittlung der .Bil'gemolllellte 
zweier Punkte links und rpchtH VOll. der Hebelanschlußstdle (Sprungstellp der 
)Iomentenflächp) festgelegt. EH wird für die Stelle @ (Iinkp S,'ih'): 

B~' = -A" . 3,5 = -;-1400 mkg, 
für die Stell\'" @ (rechte Seite): 

B:' = --:.. B" . 2,5 = --:..1000 lllkg. 

An den Lagerstellpn ist das BiegemoIilpnt NulL Dip BegrpnztlJ1g dp!" l\Iomentell
fläche ist gegeben durch die geradlinige Verbindung der vier Punkte. Die QUPI"

kraft der zweiten Teilbelastung ist über die ganze Länge des Balkens konstant. 
Die bei der wirklichen Belastung entstehenden Lagerkräfte sind du]'rh dip 

algebraischen Summen der eben errechneten gegeben: 

A v = A' + A" = 2416,7 - 400 ~~ 2016,7 kg (nach oben gerichtet), 
und B = B' + B" = 1583,3 + 400 = 1983,3 kg (naeh obpn gerichtet). 

Wollen wir nun die beiden Mo
mentenflächen übereinanderlagern 
(graphisch addieren), so ist es selbst- a, 

verständlich, daß wir für die Auf
tragung der beiden Teilmomenten
flächen den gleichen Maßstab wählen 
müssen, ebenso für die beiden Quer
kraft- und Längskraftflächen. Die 
resultierende Momentenfläche ergibt 
sich. als die von bei den Momenten
linien umgrenzte Additionsfläehe 
(Abb. 21011;). Man kapn die so ge
wonnenen Ordinaten von einer hori
zontalen Achse aUR, auftragen und 
erhält dann die in Abb. 210b dar
w'stellte Fläche. 

8i + Bi 

Die Ermittlung der ersten Teil
momentenfläche (Teilaufgabe a) kann 

Abb.210. Algebraische Addition der Momenh·nfliieht·n. 

nun auch graphisch erfolgen, während für die zweite keine graphische -LÖHUlIg 
anzusetten ist. Beide Momentenflächen müssen bei der überlagerung den gleichen 
Maßstab besitzen. "Vir werden dann den ~faßstab der zw('iten Teilmomcntcn-
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fläche nach dem der ersten ric:hten, und müssen deshalb feststellen, welcher Maß
stab der graphischen Lösung der ersten Teilaufgabe zugrunde liegt. Es wird bei 
der graphischen Ermittlung das Biegemoment gefunden durch 

B~ = [Yi] . h· n cmkg, 

wobei [y;] die aus der Zeichnung abgegriffene Ordinate in cm darstellt und h 
in kg ausgedrückt ist. Soll nun ein Moment der zweiten Teilmomentenfläche 
mit dem Maßstab 1 cm = m mkg in dem gleichen Maßverhältnis erscheinen, 
dann muß nach Formel (27) die Maßstabsgröße 

gewählt werden. m = hkg · n 

L __ .L-l 
{j ro{)() ZO{)()K9 

Abb.211. Zur analytischen Behandlung von k,tred:J.t(>D ulld a.ußermittigen Kräften. 

In gleiche'r 'Vcis.e wie die )Ioment.PI1f1äehen lasse'J] sieh auch die Qu(·rkraft. 
flächen (und ovt!. die LängskraftflädlPu) der heiden Tpilaufgaben überlagern. 

Natürlich können aHp die PTldgültigen Ergebnisse (zlIfammengc'setzte Mo
mentenfläehe, Querkra.ftfläche und endgültige' LaW'rrcaktionen) auch durch 
direkte Bl"ll'achtung der gesamten Belastung u{'s gegd)(,Jlen Beispiels gt"wonnpn 
werden (A hb. 211). Es {'rgeben sieh die IAIge1Tcakt.ioTlPn aus den .!\foment.en
bedinp'ungen fÜl' di(, bei den Lagprpunkte: 

( .. ~·J[),c, 0: :WOO·I,f)-t-;!OOO·I,2·· JOOO·i),O··H·G,O -.0, 
B· j(l8'\.:\ k.!!. 

Au' G,O·- '1000··UJ + ::000.1,2· LOOO· 1,O.~ 0, 
.4,. 201fi,7kg. 

'Fiir dip Aufzeichnun.!! .](·r .\lom,·ni(,llflär-hl' hrnchten wir, daß all dell Angriffs
.,teIlen deI' Jütreeht.nn Eim,p!1 ) äfk Knickstt'lII'Il üt der ßl'gJ'('llzullgslinie der 
.\Iomenknflädu· ,·nt'telH·Il: ilir werd"ll all dlps(,11 PUllkt.·1l (j, uml (?) al,o dip 
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Biegemomente errechnen müssen. An der Anschlußstelle des Hebels mit der 
Ho~izontalkraft entsteht ein Sprung in der Momentenlinie ; wir müssen demnach 
für diesen Sprung die beiden Werte des Biegemoments bestimmen (Stelle @) 
und @). Es wird das Biegemoment an den verschiedenen Stellen: 

BI = +A . 1,5 = + 3025 mkg, 
B2 = A . 5,0 - 3000 . 3,5 + 2000 . 1,2 

oder einfacher: 8 2 = B . 1,0 = 1983,3 mkg, 

Ba = A . 3,5 - 3000 . 2,0 = 1058,3 mkg, 
B, = B· 2,5 - 1000 . 1,5 = 3458,3 mkg. 

Der Sprung in der Momentenfläche ist gleich dem Moment der Horizontalkraft: 

2000 . 1,2 = 2400 mkg. 

64. Innere Kräfte bei Balkenkonstruktionen. Wir haben schon früher den 
Begriff einer inneren Kraft kennengelernt, zunächst bei Stäben, die durch eine 
Längskraft beansprucht werden: wenn der Stab von außen her gezogen wird, 
so wehrt er sich gegen diese Einflüsse und übt selbst Gegenkräfte gegen die 
Endpunkte aus. Auf diese Weise wurde die von außen wirkende Kraft durch 
den Stab nach dem anderen Endpunkt weitergeleitet, sie wurde also durch den 
Stab übertragen. An dem Endpunkt entstand so eine Gegenkraft gleich P. 
Diese im Stab geweckte Kraft P ist eine innere Kraft und geht durch jeden 
Querschnitt. Etwas Ähnliches liegt auch bei einem Balken in allgemeiner Be
lastung vor. Wir haben gesehen, daß im allgemeinpn für jede Stelle E4nes Balkens 
eine Längskraft, eine Querkraft und ein Biegungsmoment entstehen, die be
rechnet werden können. Diese Einflüsse werden nach den Ausführungen auf 
Seite 107 in den einzelnen Querschnitten auftreten. Wenn nun in dem betreffen
den Querschnitt die beiden Balkenteile so miteinander verbunden sind, daß sie 
sieh nicht gegeneinander verdrehen oder verschieben können (weder lotrecht 
noeh waagerecht), dann sagen wir, der Querschnitt kann diese Beanspruchung 
übertragen. Für den bezeichneten Querschnitt i in Abb. 212 tritt auf: 

eine Querkraft Qi =.Av -?I' cos~, 
eine Längskraft Li = -A" - PI' sin~ 

ein Biegemoment Bi = A~. a - PI' COSIX 

und 

(a - PI) - A" . ~+ PI . sin~ . ~ 

i 
__ ._.1 ____ --0-.-+ ___ . 

I , 
I , 

(das Moment von A" und PI' sin~ 
für den Mittelpunkt des Querschnitts 
wurde in früheren Aufgaben vernach
lässigt, da die Höhenausdehnung 11, des 
Balkens zu Null angenommen wurde). 

Diese Einflüsse müssen durch den 
Querschnitt vom linken auf den rechten 
Tt·il übertragen werden, oder anders 
ausgedrückt: Der rechte Teil muß un-

'.J-,-'-'----p, I ~ 
i 8 

ter der Einwirkung dieser Einflüsse 
und der auf ihn wirkenden Kräfte P2 
und B im Gleichgewicht stehen. Da-

I 

.~ 
i 
I-

nach müssen also die Kräfte rechts Abb.212. Innere Elnfiü.se eines Querschnitte •. 

eine lotrechte Komponente ergeben, 
gleich aber entgegengesetzt Q;, eine waagerechte, gleich aber entgegengesetzt 
Li' und ein Moment, gleich aber entgegengesetzt -dem Biegungsmoment Bi' Es 
Hind also die vom rechtl'n nach dem linken Teil wirkenden EinflüRse entgegen-
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gesetzt denjenigen, die vom linken gegen den rechten Teil wirkeI!. Da~ i~t 
einfach das Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung. Daraus ergibt sich wieder 
die Berechtigung, die positive Querkraft für den rechten Teil mit umgekehrter 
Richtung einzuführen, wie für den linken Teil, das positive Moment link~ mit 
entgegengesetztem Drehsinn wie rechts. Die durch die Balkenquerschnitte w" 
leiteten Einflüsse nennt man, wie schon auf Seite 107 bemerkt, innere Ein· 
flüsse, also innere Kräfte oder inneres Moment. 'Wir können den rechtea 
Balkenteil losgelöst denken und ihn für sich als ruhend betrachten, wenn 
wi,r au~r den auf ihn von außen wirkenden Kräften (P2,B) noch die inneren 
Einflüsse wirken lassen; unter der Einwirkung dt'r äußeren Kräfte und dieser 
inneren Einflüsse muß dann ein Gleichgewichtszustand vorliegl'n. Für die Di. 
mensionierung der QuerschnittE. eines Balkens muß man diese inneren Kräfte und 
Momente kennen; der einzelnp Querschnitt muß so ausgebildet werden, daß diese 
Einflüsse sicher übertragen weIden können. Wie dies zu geschehpll hat, ist ein .. 
Frage der Festigkeitslehn' . 

Wie schon auf Seite 107 ausgeführt wurde, üben die QueJ'kraft, Länl.!HkIaft 
und das Biegungsmoment zusammengenommen die gh>iche Wirkung auf den 
Querschnitt aus wie die Resultank allpr Kräfte links oder rechts vom Quer· 
schnitt. Man kann also die Resultierende aller Kräfte links bildpn, und dies!' 
muß, da dip Balkentpile in dem betrdfcndoi QUPTsehnitt zusammpnhängell, 
durch diesen Querschnitt auf dpn rechten Tl·il übprtragPTl \wnlen; also ist dpr 
Quprschnitt so' auszubildel1, daß er diPRt' Kraft übprtragen kalln. Das l'rgibt 
die;;dbe Aus~age wie die obige, d. h.: ob wir uns ausdrüekt'n, der Quer~dJllitt 
muß die Querkraft, die Längskraft und das Biegungsmoment übprtragen kÖlllll'll, 
oder ob wir sagen, pr m\lß die eben prwähnte Resultierendp nach dem rl'ehtt"n 
Teil überführen können, kommt auf das gleiche hinauR. 

Diese inneren Einflüssl' treten zunächst gar nicht in En;chpinung; sie kommen 
dem Betrachter erst zum Bewußtsein, wepn pr sich überlpgt, weldll' Einf]üssp 
durch einen Querschnitt von der einen Seite dps Balkl'ns nach der anderen übel" 
tragen werden. -Es ist etwas gßnz Ähnliches wie bei den Lagern: wenn wir dip 

a 

c 

Abb.213. Kraft zwischen Balken und L:nterlagc. 

ganze Konstruktion, den Balkl'n 
mit seinen Pfpilern, betrachtt'n 
(Abb. 213), dann erscheinen dip 
Lagl}rreaktionen nicht; in jedem 
Lager wirkt die Kraft vom BaI· 
ken auf die Unterlage, Kompo. 
nenten K v und K h , und gleich. 
zeitig die Gegenkraft von d"r Un. 
terlage gegen dpn Balken, KOIll. 
ponenten A v = K v und .d h -= K h; 

diese heben sich gegenseitig auf. 
Wenn wir aber den Balken für 
sich ansehen, d. h. nur dip Kräftt> 
berücksichtigen, die auf den BaI· 

ken wirkpn, wpnn wir also den Balken losgelöst von der Unterlage denken, dann 
müssen wir die LagerTpaktionen als Kräfte, die von der Unterlage gegen ihn 
wirken, pinführell (Abb. 213b). In diesPr Wpi~{' wurden und werden weit",rhin 
die Balken gezeichnpt, d. h. wir dellk"'!1 stets den Balken von dpr Unterlage W" 
trennt. So ist es auch mit den innerpn KräftNl b .. i einem BalkE·n. Wir kÖlln"n 
uns einpn Balkenteil dureh den Quprsehnitt VOll dem anderen Balkplüeil ]osgplö.st 
df';llken, müssen aber dann die ]{rii.ft~'~ dip von df'ffi abge]östen auf df·n ~nd('n'n 
Teil wirkpn, lxorüeksichtigen. Vi",.-,' lc-tztC'l'('ll "ilHl illlIH" KräH". 
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Wenn der Balken festhalten soll, so muß Sorge getragen werden, daß die 
von dem einen auf den ander!'n Teil wirkend!' Kraft (Resultierende) bzw. 
- was auf dasselbe herauskommt - die erzeugte Querkraft, Längskraft lInd 
das Biegungsmoment sicher nach dem anderen Teil geleitet werden. Das 
kann durch die feste undrehbare und unverschiebliehe Verbindung der beiden 
Balkenteile, also durch das feste Verbundensein in einem Querschnitt geschehen. 
Es ist dies aber auch dadurch möglich, 
daß zwischen den beiden Teilen drei Stäbe 
eingezogen werden. Die Resultierende R 
aller Kräfte des einen Balkenteiles kann ja 
d\lrch die Stäbe eindeutig weitergeleitet 
werden. Wir brauchen nur diese Resul
tante für den linken Teil in drei Kompo
nenten in Richtung dieser Stäbe zu zer
legen und haben damit die Kräfte, die in 

~ 
Abb 214. Ersatz der testen Querschnitts· 

verbindung dur('h drei Stäbe. 

den Stäben auf den rechten Teil wirken; die umgekehrten Kräfte der Stäbe würden 
dann mit den auf den linken Teil wirkenden Kräften im Gleichgewicht stehen; 
das sind also die Stabkräfte gegen den linken Teil. Im vorliegenden Fall!' 
(Abb. 214) würde der obere Stab und die Strebe drückend wirken, der untere 
Stab ziehend. Statt der drei Einflüsse: Querla:aft, Längskraft . und Bi!'gungs
moment treten jetzt die drei Stabkräfte auf. Man findet offenbar di!' Stabkräftp 
selbst unmittelbar dadurch, daß man die Resultierende der Kräfte auf der einen 
Seite mit ihnen ins Gleichgewicht setzt und die Pfeile an den Stabenden einträgt, 
die zu dem betreffenden Balkpnteil gehören; so ist hier B im Glpichgewicht 
mit 8 1 , 8 2 , 8 3 (mit den rechts vom Schnitt liegenden Richtungspfeilen). 

Um diese innprpn Einflüsse zu erkennen, müssen wir also ßchnitte legen; 
beim vollwandigen Balken Querschnitte, im letzten Falle einen Schnitt durch 
drei Stäbe. Wenn man sagt, das Biegungsmoment ist die algebraische Summp 
der Momente aller Kräfte links von einer Stelle, so ist dies tatsächlich nicht 
präzis ausgedrückt, sondern wir müssen uns einen Sohnitt gelegt denken und das 
Moment aller Kräfte links von dem Schnitt für einen bestimmten Punkt auf
stellen, etwa den Mittelpunkt des Querschnittes. 

Wir haben also bei dem Biegungsmoment , der Querkraft und der Längs
kraft mit inneren Einflüssen gerechnet, ohne daß deren _Wirkung seither bt·
sonders· hervorgetreten ist. Solange wir die Gesamtkonstruktion betrachten, 
werden wir von diesen inneren Kräften nil'hts merken, brauchen sie also nicht 
in Rechnung zu setzen. Denn Einflüsse, die innerhalb einer Konstruktion so 
auftreten, daß sie nach außen keine Wirkung irgendwelcher Art ausüben, stehen 
innerhalb dieser Konstruktion im Gleichgewicht, z. B. das Biegung~mom6'nt von 
links und das von rechts. Es wird demnach zu jpder innereJl Kraft. eine gleieh 
große entgegengerichtete Kraft in gleicher Wirkungslinie gehören, so daß dieFe 
Kräfte bei Betrachtung der GesamtkonstruktioJl in ihrer Wirkung sich aufhebe!!. 
Das gilt auch, wie oben bemerkt, für die Kraft zwischen Balken und Unterlage, 
wenn wir Balken und Unterlage als Gesamtkonstruktion bptrachten. Will man 
die inneren Einflüsse berechnen, so muß man pinen Schnitt gelegt und {'ineIl Teil 
der Konstruktion abgelöst denken. 

Die seitherige scheinbar ungleiehe Behandlung der inneren Kräfte bei Er
mittlung einerseits der Lagerreaktionen durch die Gleichgewichtsbedingungen, 
andererseits z. B. der Biegemomente al;' Summe aller Momente auf einer Seite 
der Schnittstelle, bietet also keinen Widerspruch, dpnn wpnn wir nur einen Tt·il 
einer Konstruktion (durch Abtrennung) betrachten, so ist eine der beiden inneren 
Kräfte, die sich in der Gpsamtkonstruktion aufheben, weggeschnitten und die 
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übrigbleibende tritt in Erscheinung; das war bei Abtrennung des Balkens vom 
Lager der Fall. 

55. Balken mit Nebenkonstruktionen. Bei solchen Schnitten können, je nach 
dcr Ausbildung der Konstruktion, unter Umständen and('re Konstruktionsteile 
getroffen werden, die ihrerl!eits innere Kräfte weiterleiten und für die Aufstellung 

a 

aer im Balken gesuchten inneren 
Einflüsse (z. B. Biegungsmoment) 
von wesentlicher Bedeutung sind. 
Das sei nun an Beispielen klarge
macht. 

b ~_ 

In dem ersten Beispiel seien 
die "inneren Kräfte" als SeiIkräfte 
wirksam. An dem in Abb. 215a 
dargestellten Balken ist an dem 
einen Ende eIn Seil befestigt, das 
über eine Rolle, die oberhalb des 
zweiten Balkenendes angebracht 
ist, geleitet wird und mit einem 
Gewicht Q belastet ist. Wir haben 
hier eine Scheibe, die aus dem 
Balken und dem steif mit ihm ver
bundenen Arm besteht, an dessen 
Ende die Rolle befestigt ist. Wol
len wir die Lagerreaktionen errech
nen, so betrachten wir den Gleich
gewichtszustand der gesamten 
Konstruktion losgetrennt von der 
Unterlage. Wie haben von außen 

A=o 

~ betrachtet an dem ganzen System 
8-U nur die Last Q. Mit dieser müssen 

c , 
~------x--~ 

+ B im Gleichgewicht stehen. Wir ~ 
die beiden Lagerreaktionen A und 

Jli g·l·sin" erkennen, daß die Kraft B = Q ist 
und die Lagerkraft A Null wird 

~. (der Rollendurchmesser wird ver-

Q,Sjn~ IIIIIIIIIIII~III tl 1 ! [ 1111111 Wllig'Sin" ~:~!~~S~~~d~!~ B~!~~~UI~:ö:::~ 

g·~.1111 rrilltllllllllllilliillg· .. • :~i~~~i;':fEE 
Abb.215. Balken, durch eine Sei1kraft beansprucht. 

sen WIr aber auch unte!' Beruck-
sichtigung aller inneren Kräfte zum 
gleichen Ergebnis kommen. Die 

SeiIkraft wird erkenntlich, wenn wir das Seil durchschneiden und uns in den 
Schnitt eingefügt denken. Wir müßten in diesem Fall, um das Gleichgewicht 
(Ruhezustand) aufrechtzuerhalten, einen beiderseitigen Zug ausüben, d. i. also 
eine Kraft, die sowohl auf den Punkt A als auch auf die Rolle ziehend wirkt. 
Diese SeiIkraft ist gle.ich der Belastung Q. Es wirken also, rein statisch gesehen, 
drei Kräfte (Abb. 215e) auf den Balken: die äußere Belastung Q (an der Rollen
stützung) und die beiden inneren Kräfte von der Größe Q, die eine am linken 
Balkenende unter dem Winkel Q; nach rechts oben, die andere an der Rollenstütze 
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nach links unten. Bei den Gleichgewichtsbetraehtungcn am ganzen Körpcr 
(Konstruktion) sind die beiden Seilkräfte in ihn r Ge~amtwirkung Null, Hic 
heben sieh auf, d. h. wir brauchen sie in dic~em Fall nicht zu bt'rücksichtigt'lJ. 
Würden wir sie beide etwa in die Momentengleichung für B dnfühn·n, so flden 
die Momente dieser beidell Seilkräfte fort und wir hätttn: 

A·l +Q·r-Q·r = 0, A = O. 

Wollen wir aber das Biegemoment für einen beliE'bigcn Punkt i im Abstand ". 
von der linken Lagerstelle ermitteln, so müssen wir das statiEenc Bild mit den 
beiden Seilkräftcn betrachten. Wir zerlegen zwC'ekmäßig die Seilkräftc, die 
untcr dem Winkel IX gegen die Stabachse geneigt sind, in ihre bciden Kompo
nenten Q. sin IX und Q. cos IX. Das nun entstandene Bild ist ('in Balken mit 
lotrechter und außermittiger waagerechter Belastul'g, den wir in bekannt<>]' 
'Weise behandeln können. Das Bi('gemoment ~ür dell Punkt i wird 

B,=(Q.sin1X)'x, 

Wir können diesen Gedanken auch etwa~ anders ausdrücken: Um das Biege
moment zu erhalten, müssen wir einen Schnitt legen, und zwar einen Schnitt 
durch die ganze betrachtete Konstruktion (Abb. 216). Dieser Schnitt trifft hi('r 
auch das Seil. Wir können den rechten Teil fortnehmen, wenn wir noch die im 
Seil von dem rechten auf d('n linken Teil wirkende Kraft 8 = Q als äußere Kraft 
einführen; so entsteht für den linken Teil das Bild 216b. Das Biegungsmoment 
ist gegeben durch 

Bi = (8· eoslX)' y, 

wobei die Kraft 8 lotrecht über l m 
zwei Komponenten zerlegt ist. Statt 
dessen können wir auch die Kraft 8 
am Punkt A in zwei Komponenten zer
legen und erhalten: 

B i =(8·sinIX)·x, 

Beide Ausdrücke stimmen überein, da. 

8 = Q und y = x . tg IX. 

Die Querkraft ist durch 8· sin IX ge
geben, dip Längskraft durch 8· COSIX. 

Die Momenknfläehc ist, da der , 
Ausdruck für Bi die Größe x nur linear 

a 

b 

enthält, eine schräge Gerade, die am Abb.216. Schnitt durch die Konstruktiun. 

rechten Lager mit cin .. m Sprung (ent-
sprechend der exzentrischen Horizontalkraft) auf Null abfällt (Abb. 215c). t:5tellt 
man das Biegemoment für einen Punkt unmittelbar links von B unter Berück
sichtigung des rechten Teiles auf, so hat man: 

Bk = Q . eos IX • h + Q . 0 + Q . sin IX . 0 - B . 0; 

bei Verwendung des linken Teiles: 

Bk = Q. sin IX ·l, 
also das gleiche Ergebnis, da h = l . tg IX. 

Das Biegemoment ist positiv, der Balken wird also nach unten durchgebogen 
(Hohlseite nach oben). 

Ganz anders wäre die Sachlage, wenn das am Balkenende A befcsti!!tc Seil 
nicht über cine solche Rolle liefe, die am System selbst, sondern die außerhalb, 
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d. h. an einem anderen Körper befestigt wäre (Abb. 217). Dann wirkt auf den 
Balken selbst nur die Kraft S ~-~ Q am linken Lager, und es wän': 

~ 
I 

Biegungsmoment, Querkraft und Längl:i
kraft sind für alle Balkenachsenpunktt· 
gleich Null. 

I 
I 
I 

Ein weiteres Beil:ipiel, bei dem die 
äußere Belastung überhaupt ganz fehlt, 
ist der in Abb. 218 dargestellte Balken, 

a der durch die Vorspannung S (Spann-

I 

A 
Hchloß K) eines Spannseiles beansprucht 
und durchgebogen wird. Bei Betrach
tung der Gel:iamtkonl:itruktioll ist keine 
Kraft zu erkennen; der Balken ist also 

______________ b äußerlich unbelastet, die Lagern'aktio-
Ilell werden Null, sofern die Konstruk

-------------- c tion als gewichtslos angesehen wird. III 

Li~O-----------
__ d Wirklichkeit haben die angebrachten 

Lager das Eigengewicht der Konstruk
tion zu tragen, aber nur dieses. Für die 

A bb. 217. Balken mit Belastung durch e n Seil. 
das außerhalb befestigt ist. 

Aufstf'llung der Biegemomente zeichnen 
wir uns wieder (Abb.218b) das statische Bild der äußeren (hier Null!) und 
inneren Kräfte auf, d. h. ',vir denken das gespIDnnte Seil durchschnitten und 
führen die Seilkraft S als äuß(·re Kraft ein. Wir finden das Biegemoment für 

/( 
jeden Punkt des Balkens 

Bi = konst. = 8 . h. rI~'~ ] 
a -<:l' ~""-"!!'-------~r--" Dip Mompntenfläche ist also durch f'in Rechteck mit d"r Höhe S . h, aufgetragell 

ßL im Momentenmaßstab, dargestellt. Die 
: ~ i~~ : Querkraftfläche verschwindet völlig und 
1---17< b-----:a,--i 

~
s~. 5 die Längskraftfläche zeigt an jedN Stf'lle 

i [ ] des Balkens die Längskraft von d~'r 

b ~ll Größe S. - Auch hier könnpn wir selbst-
.~ v('rständlieh wieder eÜlf'n Schnitt durch 

_ die ganze Konstruktion legen und er
-----A"'!""-O~-+"----""!B~-O~-.. halten durch Betrachten der pinen Seitt' 

1ITTT'"TTTTI"TTTTIlTTTTTTTTTTTlI mTTlTrIITTI 1,'111' ~:I' das gJt:·icht· Ergebnis. I Außer als Seile oder Stabkräfte kÖIlll('1l 
I t die iIllwn'll Kraftt, aucl! in Form VOll 

1 11 Kraft und Gegenkraft an (kr Anschluß-
Bi 

R: stelle eines KonstruktionsteilH an einpm 
Z a.nderpll auftreten, wie es z. B. die Abb. 21\) 

Li sllllllllllllllill ~ 1111111.5 ~;!~~'. bt'i dpr ein Kran auf "ilwill Balken 

Abb. 218. Balken, bclaetetdurch ü, Spann_eil Für die Ermittlung der Lagl'l"feakt.ioIlPIl 
mit Vorspanullng. des unteren Balkens (Kranträger) genügt 

("~, wenn .wir nur die äußere Kraft Q bp
trachten. Sobald ",ir aber Biegemomente oder Querkräfte für den Balken auf
stellen wollen, müssen wir die Zwischenreaktionen C und D ermitteln und so 
einführen, wie silo auf den zu untersudu'nden Balkpll wirkeIl. Dit'se Vt'rbindungs-



Balken mIt Xf'bpnkonstruktioncn. 

kräfte C und D stplIen hipr wieder innere Kräfte dar, dip beim Gesamtbild nicht 
in EnlCheinung treten, weil sie als Kraft und Gt'gpnkraft vorkommen, also si('h 
innerhalb der Konstruktion das Gleichgewicht halteIl. Die ausgezogen gezeieh. 
netA.'n Kräfte C und' D sind diejenigen, die vom Kran auf dl"n Träger wirken, die 
gestrichelten die Gegpnkräfte C' und D' vom Träger gegen dm Kran. Dt·r 
Träger ist also hiN die Unterlage für den Kran als Balken auf zwei Stütze I!. Wir 
trennpn den eigentlieht'JI Kran von seinem Träger ab und ermitteln dip 01')-" ". 
kräfte (Lagerreaktionen) C' und D' für diesel). Kran aus Gleiehgewiehtsbetra"II. 
tungpn, indpIn wir zunächst (." und J)' nach obpn pinführcn: 

a 
. ,C' 
A;-a---6 

1 l---~ 

tu 

I 
0' I C 

-~ 
u 

;"---h1<g-'-'-': 

Lj-O ----- -------
Ahh. :?l!I. Halkpll t hela~tet durch eiUl'll Kral1. 

1. (.~·.M)C'=O: Q.(b+d)-D'·b=O, 

J)' .~_ Q. b + d auf dpn Krall nach obplI wirk(.nd. 
b 

:!. (~'Jf)/I=O: Q.d+O'·b=O, 
rl 

(." c= -Q. '0-' C' wirkt also auf d .. n Kran llach unt .. n. 

(Di .. s .. JH·gativ(· Lagl'lTPaktioll vprlangt .. ille .. ntsprp!'lll'nd ablwbsich .. /'l· KOIl· 
HtJ'uktioll. ) 

DiI·sl' G.'gellkräJtl' C' und D', di .. in der ang .. gebl'llt·1I W(·isl' allf deli Krall 
wirken, I'ntstpjl(')] dadurch, daß dpr Kran sl'il1erspits auf d .. u Träger gestützt ist, 
also auf ihn Kräfte ausübt. DÜ·st· (0 und D)sind dt'n t'b .. n t'rmittt,ltt'n Kräften 
W' und TY) t'ntgegt'ngesetzt (Aktion = R .. aktion). Hipr hab('n wir wied('!' die 
B('stätiguug, daß innerp Kräftt' immpr illlwrhalb dpr Gt'sRllltkonstruktion ihre 
C',,'genwirkung findpn, daß si .. also bei der Betrachtullg der G .. sRlIltkonstruktion 
als wirkende Kraft nicht mphr in Er~chl'inung trl·tell. 

1lI Sch/ink, Statik. 4. lI. 5. Allfl. 
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Die Lagerl'eaktionen dp8 Kranträgers (Balken AB) la8sen siph demgemäß, 
wie schon vorhin erwähnt, mit der äußerpll Kraft Q allein ermitteln: 

1. (~M)A = 0: Q. (a + b + d) - B·1 = 0, 
(/,-Lb+d 

B = Q '-1- , nach oben gerü'htet. 

2. (~M)B ~o 0: 'Q, (d - c) + A ·1 = 0., 

A=_Q.d-c 
I • 

Die Lagerkraft A ist als negative Lagerreaktion nach unten gerich'tet. DaHsplb(· 
Ergebnis erhält man, wenn der BalkeIl AB durch die Kräfte C und D bpla~tf't 
wird. 

Für die Aufstellung deI' Biegemomente wprden wir uns am besten das 8tatisdll' 
Bild des Balkens mit den durch die Trenmmg frei gewordenen inneren Kräften 
aufzeichnen (Abb. 219b) und hierfür die Momentenfläche ermitteln. Die ganze 
Aufgabe läßt sich sehr bequem auch rein graphisch durchführen. Wir ersetzen 
wieder zuerst für dfon Kranträger die Kraft Q durch die Kräfte (Aktionen) C 
und D, d. h. wir zerlegen die Last Q in ihre Komponenten C und D. Die prak
tische Durehführung ist nach Seite 85 die, daß wir nach Annahme eines be
liebigen Poles E durch einen willkürlichen Punkt M auf der Wirkungslinie von Q 
die Seilseiten 0' und 1 zeichnen, sie mit den WirkungslinieIl von C und,D zum 
Schnitt bringen und diese Schnittpunkte durch die Schlußlinie s' verbinden. Die 
Parallele 8 im Krafteck zu dieSel Schlußlinie schneidet die beiden Komponenten 
C zwischen 1 und 8 und D zwischen 8 und 0 aus. Die Ric1,ltung der Komponenten 
ist dadurch gegeben, daß sie dem durch die Last Q festgelegten Umfahrungssinn 
entgegengerichtet ~ind, also D nach unten, C nach oben. Für die weitere Be
handlung der Aufgabe sind nun die beiden Komponenten (Aktionen) C und D 
als Belastung des Balken8 aufzufassen. Es stehen am Kranträger die Kräfte C 
und D mit den Lagerreaktionen A und B im Gleichgewicht. Die Lösung diesel' 
Gleichgewichtsaufgabe erfolgt in der bekannten Weise: zunächst werden die zu 
den Kräften C und D gehörigen Pol- und Seilstrahlen so angetragen, daß in einem 
Punkt einer Kraft im Kräftebild (BaJken) die beiden Strahlen sieh treffen, die im 
Krafteck die entsprechende Kraft einsehließen. Diese Anordnung ist 'nun bei 
unserer Aufgabe schon gegeben durch die vorherige Zerlpgungsaufgabe: auf der 
Wirkungslinie der Kraft C schneiden sich die Seilstrahlpn I' und 8', auf der Wir
kungslinie VOll D die Sei!~trahlen 8' und 0', und andererseits liegt im Krafteck 
zwischpn 1 und 8 die Kraft C und zwischpJl 8 und 0 die Kraft D. Der Linienzug 1', 
8', 0' illt demnach das zu den Kräften C und D gehörigp Seileck. Wir braucheJl 
also na. h dpll früheren Ausführungeü nur die Seilstrahlen I' und 0' ald äußpJ'(' 
Seilseiten zum Schnitt zu bringen mit den Wirkungslinien der Auflagerleak
tionen und erhalten das richtige Seileck t', 1',8',0', t'. Schlußlinie dipses Seile('k~ 
i~t die 8eilseite zwischen A und B, also t'. Die, Parallele zur Schlußlinie t' durch 
den-Pol E schneidet uns im Krafteek die Auflagergegenkräfte A und B aus. Die 
Richtungen dieser Reaktionen sind als Gleichgewiehtskräfte in dpm durch D 
und C gegebenen Umfahrungssinn einzutragen. 

Nach unserer früheren Aussage über das 'Wesen der ÜUlPJ'Pll Kräfte müßtol 
;;ich die beidpn Lagerkräfte auch dirpkt mit der Last Q ermittPln lasspn. "'ir 
finden tatsächlich diesp Aussage hier bestätigt, denn um Q mit A und B iJls 
Gleiehgewicht zu setzen, mußten ja nach Annahm(, eines beliebigrn Pols E dureh 
pinen willkürlicht'n Punkt M auf der Wirkungslinie von Q Para1lekn zu 0 und 1 
gezogen und diese mit den Geradpn von A und B zum 8chnitt gebracht werdeJl ; 
('s pntsteht dip Sehlußlinie t'. Das Krafteek und Seilfck mit den StrahlplI 0, 1, t 
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bzw. 0', 1', t' stellt also die Lösung der- Gleichgewichtsaufgabe dar, die Last Q 
mit den Lagerreaktionen A und B ins Gleichgewicht zu setzen. Diese Seilfläche 
0', 1', t', 0' stimmt aber nicht mit der Momentenfläche überein; um die8e zu er
halten, müssen die Komponenten C und D von Q, die ja tatsächlich auf den Balken 
wirken, verwendet, d. h. das Seileck 0', t', 1', R ,-kg/m. 
s', 0', muß benutzt werden. Die Momenten
fläche ist gegeben durch die schraffierte 
Fläche, d. i. durch das zu den beiden Kräf
ten C und D und den Lagerkräften A und B 
gehörige Seileck. Wir finden also auch hier 
wieder, daß wir bei Ermittlung dey eigent
lichen Lagerkräfte A, B (Betrachtung des 

!L--' 

- S·sintll 

j------ R~ 

}Je/ostung I 8e!asfunglT 

Gesamtbildes der Konstruktion) die inneren ..!.A~!;==::j~==:::;:;:=:!:=::J 
Kräfte nicht zu berücksichtigen brauchen; 
bei der Bestimmung der Biegemomente da- c Ay 

gegen (Betrachtung eines Teiles der Kon
struktion) müssen wir uns das statische Bild 

8e/asfungl 

der inneren Kräfte (hier Zwischenkräfttl), d ~-Rödle 
die, \mmittelbar auf den Balken wirken, ~ " 
klarstellen und diese für die Biegetnomente 
als Beanspruchungskräfte verwenden. -

Das nächste Beispiel (Abb. 220) zeigt 
die Beanspruchung eines Flugzeugflügel- e 
holms durch die Luftkräfte im Flug. Der 
Balken (Holm) ist an den Rumpf angeschlos- -f 
sen durch ein festes- Gelenk und durch eine 
außermittig zur Holmachse angebrachte 
Strebe. Die Lagerung der Konstruktion ist 
also gegeben durch ein festes Lager mit zwei 
Unbekannten und durch einen Stützungs
stab (Strebe) mit einer Unbekannten. Die 
drei Unbekannten der Lagerung und die g 
gleiche Anzahl der bestehenden statischen 
Gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) 
kennzeichnen den Aufbau als- stati!!Ch be-
titimmte Konstruktion. 

Die Luftkräfte seien gleichmäßig ver
teilt. Die entstehende Reaktion in der Strebe 
wirkt als Stabkraft auf den Holm. Wir er
kennen damit, daß diese durch die Belastung 
entstehende Kraft den Balken auch in 
Längsrichtung beansprucht und zerlegen am 
zweckmäßigsten den Einfluß der Strebe in 
eine vertikale Kraft S . sinlX und eine hori
zontale S . cos IX. Zur Ermittlunlr der Stre
benkraft stellen wir die Momentenbedingung 
um das feste Lager A auf: 

, 4jllllllllll~lllIlllllllsw. 
Abb. 2:?O. Flugzeugholnl mit einer außer

mittig angebrachten Strf'be. 

(IML4 = 0: -q. (l + a)-(~ta) + (S.sincX)·l + (S· C08",)·e = 0 

und ermitteln daraus: 

10 

S - .!L _ ... _ (l+,-a..:.l_" ---.
- 2 I . sin " + e . cos" . 
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Die andere Lagerreaktion A brauchen wir nicht zur Aufstellung dpr MOIDPn!PIl
flächen, wie sich sogleich zeigen wird. Die Stabkraft S (Reaktion) läßt si'ch auch 
in einfacher Weise graphisch finden, indem man dif' gf'samtf' Belastung zu einf'f 
Resultierenden R zusammenfaßt und die/w, in ihrem Schnittpunkt mit der Wir
kungslinie der Stabkraft, mit den bpiden Lagerkräften A und S inR Gleichgewicht 
setzt. Die Kraft A muß durch diespn Schnittpunkt gphen, da dip drei Kräfte nur 
im Gleichgewicht stehen kömwn, Wf'nn sie sich in einem Punkt schneiden. Dito 
Größen der Kräfte sind dann durch ein Krafteck gegeben (Abb.220b). Wir 
finden die Strebt> ab Zugstab wirkend. 

Weiterhin wollpn wir bei diespm Bei,spipl so vorgehen, daß wir die Belastung 
in einzelne Belastungen aufteilf'n und uns damit eine Reihe von Momentenflächpll 
schaffen, die wir in ihren 9haraktpristiken bereits kennen und die wir dann über
einandf'r lagpT!1, d. h. algebraisch addiercn müssen. Zu diesem Zweck sf'hen wir 
den Holm mit dem kleinpn Pfosten als Balken in einpm festen und einem bewt'g
lichen Lager an, auf den drei verschiedene Belastungen wirken (Abb. 220c). Ab 
Bplastung I wollen wir die Luftkräftf' q . l betrachtf'n, dip zwischpn df'n beid('Jl 
Lagerstellen angreifen, die Belastung 11 ist durch die restlichen Luftkräftf' q . a 
hl>stimmt, und als Belastung III sehen wir die waagl'rechte Kraft S . eo" IX an, 
die an der Stellf' des Strebenanschlusses wirkt. Die lotrechte Lagerkraft am bl'
wegliehen Lager ist für die Gesamtbelastung gleich S . Sill IX. 

Die Bplastung I liefert die B 1-.I<'läche, die wir aus dpr früheTl'n Betrachtuug 
dl's gleichmäßig belasteten Balkens auf zwei Stützen bereits kennen. Das größtl' 

Moment ist in der Mitte mit der Größ<> ;!!. gegebt>n. Die Momentl'nfläehe dt'r 

Belastung 11 allein (Bn-Fläche) muß bis zur beweglichen Gelenkstütze (beweg
lichps Auflager) parabeJf.örmig Vl'rlaufl'n, weil dieser Teil gleichförmig belastet 

ist, und weist von df'r rechten &>ite hf'r an der Anschlußstpllp dil' Größe q .,.t2 auf; 

von hier an ist der Balken bis zur Lagerstelle A unbelastet; dl'r V<'r1auf dpr BIl -

Fläche ist also über der Strecke 1 geradlinig begrenzt. Der Mompntenwl'rt im 
Lager A ist Null. Die dritte Teilmomentenfläche, Blu-Fläl'hp, wird erzeugt 
durch die exzentrische Horizontalkraft S . cosG\ am Hebelarm f. Außermittig<, 
Horizontalkräfte hl>deuten für die Momentenfläche einen Sprung an ihrer Wir
kungsstelle. Da B lII rechts vom Strcbenanschluß Null ist, hat also dip BIII-FläclH' 
einp sprungförmig mit der Größe S· cOS':\; . e an dem StrpbHlansatz begill11l'udl' 
und, entsprechend dpm w1literpn unbt>lastet<>n Verlauf dps Balkpll~, gpradlinig 
nach Null im Punkt A abfallende Begrpnzungslinie. Die wirklichp Biegung;;-' 
beanspruchung des Balkens (resultierende Momentenflächp) wird da1ln gefundf'll 
durch dip entsprechend dem Vorzeichpll richtigp Übprlagerung <h'r drei Teil
momentpnflä.chen, die auf pinfachste Weise aus bekannten Momentenflächpll
bildern gewonnen wurden. Die so entstandl'np Momentenflächp der Abb. 220g 
hätte auch durch analytiRche Bprechnung dpr BiegungAmoment<> an pinzplnell 
Punkten aufgestellt werden 1I.0nne1l. 

Die Qucrkraftlinie wird nach unseTl'll1 seithprigen 8chpma durch Aneinander
tragen der senkrecht zur Balkenachse wirkenden Kräftp aufgpHtellt.. In den 
Balkenstücken, in denpn die gleichmäßig wrteilkn Kräft" angreifen, verläuft die 

Querkraftlinip ab schiefe GPI ade mit dl'r Neigung ~~' c= q. Auf dip Läng<, T 

steigt dip Querkraftlinip um q. l; während an A die Höhe glcich -Av ist, bpsit7.t 
sie unmittPlbar links vom Pfosten dip Höhl' (-A v -+- q . 1). Dip Längskraft ist 
konstant vorn Lager A bis zur Pfostenanschlußstplk. Dip J,ängskraftflächp zl'i/-!t 
allf diPHf'f Länge dip gh'ic!J<' Höh(' L, C.- -·8· ('os.,. 
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Übungsaufgaben über Balken. 

1. Aufgabe. Auf dit' Auslegerteilt' des in Abb. 221 dargestt'lItt'n Balkt'ns 
wirken die beidt'n angt'gebenen gleichmäßig vt'rtt'ilten Belastungen und außer
dem zwischt'n dt'n Lagern eine lotrechte Last. Querkraft- und Momentenflächp 
sind gesucht unter Verwendung der Aufteilungsmöglichkeit dpr BplaRhmg in 
Symmetrie und Gegensymmetrie. 

LÖ8ung. Die Gesamtbelastung läßt sich leicht in einp symmetrischt> und eine 
~pgpnRymm(>triHchp Teilbelastung auftpi!pn; beide Belastungen zusammpngpfügt 

1IXIl<g 

I ! i!1'WJ [k I! Jf i'm~! 11 
l I I! I 
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Abu. 221. ÜIJ1.1ngsh<>isvid. 

geben die Gpsamtbplastung an. Für die beidpn Anteile können dip Momenten
und Querkraftflächen nun getrennt t'rmittelt werden. Die aufgetragenen Flächpl1 
der Bt'lastungsanteile 1:pigen, daß im Symmt'triefall die Momentenfläche symme
trisch, die Querkraftfläche dagegen gegen.8ymmetrisch wird; im Gt>gensymmt'trü·
fall ist die Momentenflächeantisymmptrisch, die QUt'rkraftfläche aber symme
trisch. Dit' wirkliche Momenten- und Querkraftfläche dt'r Gt'samtbplastung ('r
gibt sich als algebraischp Summe dpr bt'iden Anteilflächt'lL 

Die Auftt'iIung dt'l' Gt'samtbelastung in d~ beiden Antt'ile ,bietet hit'!' zwar 
kt''ine wt'sentlichen Vorteile für die Errt'ehnung dt'r Bt'anspruchungsgrößen, kann 
aber unter entsprechenden Umständt'n von großer Bt'deutung bt'i dpr Ermittlung 
der Einflüsse st'in; (vgl. Nr. 60). 

2. Aufgabt'. Auf dt'n in Abb. 222 dargestt'lltt'll t'ingespannten Balken VOll 

Ü m Längt' wirkt' pint> lotrt'chtp Einzellast , ('ine zURammenhängendt' lotrcehte 
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Belastung und eine horizontale Last. Gesucht sind MomentenfläclH'. QUPfkraft
und Längskraftfläche. 

LÖ8ung. Die Biegung!,momente werden rechne, isch ermittelt für die Punkte 
1, 2, 3, 4, jeweils für den abgeschnittenen rechten Teil. Zwischen 1 und:; änd('rt 
Hieh das Moment nach der Gleichung einer Parabel; der err~chnete Wert B. er
gibt einen dritten Punkt dieser Parabel in 1,5 m Entfernung vom reehten EiJde. 
Unmittelbar an Stelle 1 haben wir rechts iVom Schnitt ledigJieh dip horizontale 
Last am Hebelarm 1,0, also: 

BI = -100·1,0 = 100 kgm. 

Weiter ist, mit B2 in der Mitte der gleichmäßig verteilten Last: 

B 2 = -100·1,0 - 200·1,5 - 1,5 .60. l;f' = -467,fl kgm, 

Ba =-,-100 . 1,0 - 200 . 3,0 - 3,0 . 60 . 3;0 = -970 kgm, 

B4 = -100·1,0 - 200 ·5,0 - 3,0·60·3,5 = -1730 kgm. 

Bei dieser Berechnungsart benötigt man zur Ermittlung der Biegemomellt!' 
also nicht die Lagerreaktionen. Die Lagerkrä{te sind gegeben dureh 

AI> = 100 kg, A v = 380 kg. 

Dazu tritt als weitere Gegenwirkung an der Stützungsstelle da ~ Einsparmmoml'llt. 
das zahlenmäßig gleich B4 , abpr entgegengesptzt gerichtet ist. Diese drei GegPIl. 

1oo'g wirkungen, dip mit deI' äußen'll 
tlJi?lI-.1'g 

Ak~fOO' ~ '\ J ~.6<I'g/r" 
:;-, Belastung im Gleichgewicht st.·· 
1 '---L-.J h('n, sind an d(·r Einspanll~t('lh· 

"v 2,0----- -' -~o~~~ 
Av-.liI!Il<g 

;OO1<g 0 q5 1m, in Abb. 222 pingetragen. 
Für die Ermittlung der Q1Wl" 

kräfte bptrachtet man auch 
zweckmäßig stets den Teil n·('ht~ 
YOII dpm jpwl'iligell Schnitt. B~~" I 

17. 

On1DO 

Li 11111111111111111 R 111111111111I11111,0D 

Abb.222. übnngsbei.ph-1. 

o 5bo lOCO"'-,g Ql -~ --;- 200, 

Qa == ~r 200 -0- :\,0 . 60 .~ 380 kg. 

Q4 ~ Qa· 

ZwischeIl 1 und ;{ yprläuft dito 
Querkraftgeradlinig, aben;chräg: 
zwischen 3 und 4 waagerecht. 
Die Längskraft ist für d.'n ganzPlI 
Balken gleich, und zwar pille 
Zugkraft von der Größp 

L"c:= + 100 kg. 

:1. A~fgabe. Für den Balken der in Abb. 223 angegebenen Tragkonstruktioll 
8011en Momentenfläche, Querkraft- und Längskraftfläche gezeichnet werden. 

Lw'Ung. ~s Reaktionskräfte treten auf: dip Kraft B im lotrechten Stützung~
stab und die Lagerkräfte A" und AI> im ksten Lager. Zur Ermittlung der lot
rechten Lagerkräfte werden die entsprechenden Momentengleichungen auf
gestellt; es findet sich Av = 285,7 kg, B = 4714,3 kg. Die horizontale Lager
reaktion ist A h = 3000 kg. Bei Ermittlung der Momentell-, Querkraft- und 
Längskraftfläche ist zu beachten, welche Kräftp an dpn StpllPll 1 und 2 auf 
den Balken wirken, d. H. die Kräfte, die in den beiden Stäben I und II in
folge der waagerechten und lotrechten Kraft von 3000 bzw. 1000 kg entsteht'lI. 
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In den Stab I kommt eine Druckkraft SI = -4000 kg, die auf den Balken von 
oben nach unten wirkt, in den Stab II eine Zugkraft von der Größe 

Sn = V 30002 + 30002 , 

die am Balken nach rechts oben angreift. 
Ihre Komponenten sind Sn" = 3000 kg, 
Sn h = 3000 kg. Unter Zugrundelegung 
dieser Kräfte erhalten wir die' Bipgungi<
momentp 

BI = 0, 

B2 ~~ -4000·4,0 = -16000 mkg. 

Man könnte hier aber aueh B 2 unmittel
bar aus den äußeren Kräften bprechnpn: 

B2 = -3000·4,0 -1000·4,0 

= -16000 mkg. 

Für alle Punkte links von 2 können 
für das Biegungsmoment entweder die 
äußeren Lasten 1000 kg und 3000 kg 
oder die Stabkräfte verwendet werden. 
Man findet die in Abb. 223 aufgetragen!' 
Momentenfläche . 

Für Aufstellung der Querkraft und 
Längskraft aB den Stehen 1 und 2 ist 
(>benfalls mit den Stabkräften zu rech
nen. Sie finden sich jm übrigen in be
kannter Wei"l'. 

4. Aufgabe. Auf den Balken der 
_-\bb. 224 wirkp außer der lotrechtpn Abb. 223. ·ÜbuugsbcisJlid. 

10001<j 

3000'9 

Last von 400 kg noch ein Drehmoment von 100 kgm. Es sollen wipdp)" die Mo-' 
mentenlinie, Querkraft- und Längskraftfläche ermittelt werden. 

Lösung. Die Lagerreaktionen sind 'IOO1<g 
100mkg 
(~ bE'stimmt durch die Gleichungpn: 

1. (..EM)A = 0: 
400" 3,0 + 100 - B· 5,0 =0, 

B = 260kg. 

2. -C~M)B = 0: 
~ A . 5,0 - 400 . 2,0 + 100 = 0, 

A = 140kg. 

~------~--~--~~ , , 

A 

. , -20-':'-
B ' 

A~m~Kgllill 
Bi !: d, 

- I 

Dip Nachprüfung ergibt, daß die Pi tIlllHl1 :m ---
Summe von A und B gleich der lot- A-1(//)Kg i I iJ nr.;;OKg 
rechten Last 400 kg ist. Das Biege- üWv 

"-

moment ist an der Stelle 1 gleich 
Null; zwischen 3 und 4 konstant, Li ___ ~ ___ ~ __ _ 
da für jeden Punkt dieser Strecke Abb. tu. übungsbeisJlicJ. 

T\fchts vom Schnitt nur das Dreh-

l_~--.l 
o 1 2m 

moment 100 kgm wirkt. B2 wird am besten für den Teil links ausgefl'ehnet: 

B2 = +140·3,0 = + 420kgm. 
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Die Querkraftfläche ist in bekannter Weist· aufzuzeichnen; zwischpn 3 und 1 
hat .. ie ,11('11 W('rt Null, da ('in Kräftepaar k('ine Kraftkompon('nte in }otrpchter 

l< R.ichtung aufwpist. 
9 Längi<kraft iRt kein!' vor-

~l<g han<tpn. 

ii ~711 ! j ! 1111 ! ! I i I ;) IIIIII+! 11 i ) I i I i ) I ! i 11 I : I ''f1-r.m1-I5~J) 

Abb. 22J. übuug.bci,piel. 

S. Aufgabe. Der Balken 
der Abb. 225 trägt sowohl eint' 
lotrecht(' wit· pin(' auß('rmit
tige waagpf(·eht(· Kraft und 
(·in Dn·hmompnt. ]<~ .. sind wip
d('r Biegungtlmom('ut, Qw·r
kraft· und Längskraft zu er
mitteln. 

Lösung. Dip LagP!Teaktio
lWH filldt"ll sich aUR dpl1 Mo
Illt'ntengl('iehungt'll : 

A • . li,O - 300·1,5 + 200 = 0, 
--B· 6,0 + :100· li,O 
-i- .200 -- :\00 . ] ,'I .. 0: 

daram, (·rgibt sich: A. = 41,7 kg, B = 4ö8,3 kg. 

Unmittelbar linkR von dpr Angriffsstelle dps drehpnden Mom('nt" !ia bell wir: 

Bi = 41,7·3,0 - 300·1,5 = -il25 kgm: 

unmittplbar rpphts von dem Angriffspunkt: 

Bk = 458,3·3,0 - 500·3,0 = -125 kgm. 

€i At . i 111111111 ! 1+ 11II11111111 Ja e 

f 
Abb. 22(;. ÜbungsbeispieI. 

Durch das Drt'hmomellt von 
200 kgm ent;;tt·ht ('in Sprung 
von die!l(·r Größp. An dpr Lagpl'
stelle A hprr,;cht daR Bipgunp:;;
mompnt 

B_-I. = -300·1,:1 = --150 kgm. 

Dip Querkraft ist üb!'rall kon
stant; dip Längskraft i,.;t stets 
Null, da dip waa.gl'fechtp Kraft 
von 300 kg unmittelbar durch das 
ft'litt' Auflagpr aufgel10m mt'11 winl. 

(JL 100 ..wm.l<g 6 •• \ufgabe. Auf den in pint'm 
ft'sten und l'inpm bewpglicheil La
gpf gestütztPlI Balkpl1 (Abb. 226) 
wirken dip beiden Drl·hmomPlltp 
Jf1 und jlf2 • Ge,mcht sind wie
dt'rum Bit'gpmomt'llt, QuC'rkraft 
und LängRkraft. 

Lösung. Wl'llll Hur da" Mo
m .. nt ~lfl auf den Balken wirkpll 
würdp, wäre dip Moml'ntpnfläche 
ein Dreieck (Abb.226b); wärl' 

nur .ilf2 vorhanden, dann entspräche das Drt'ippk der Abb. 226{' dt'r Momt'ntell
fläche. Wirken beidp Momente ZUliammpn, ;;0 ergibt ~ieh als Momentpnfläehp dip 
algebraische Summp der eben gezeichnetPlI Fläphpn (Abb.226d). Dief<p rp8ul-
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tiert'ndc Momentellfläche könlltc man auch sofort zeichnen; dellll bd A hat das 
Biegungsmoment den Wert MI' bpi B dip Größe Ma, und dä zlI-ischpn A und B 
weder Last noch Moment vorhanden iRt, vprläuft dip Momt'ntl'nflächp gpradlinig. 

Die Lagerreakt.ioncn filldpt. ma·n in bpkanllter Weil'l' durch Auff'tplhmg der 
Moml'nte für dip Lagl'rpunktt>: 

A . 8,0 + 150 - 200 = J, darau" A 6,2i) kg. 

A und B bilden ein Kräftepaar, des!!en Moment glpich (M2 -lIf1) iRt: 

6,25· 8,0 = 200-150. 

Durch die Lagerkräftl' ist elif' Q1\l>rkraftlinic 
bpstimmt. 

Läugskräfte treten nicht auf. 

i 

~~ )\ 

,--~ 

0 ,----
Mi 

IP 
~ lp 
0 ... -

M2 

a 

b 
Der hier gpgebenp Belastungtlfall ist von 

Bedeutung für pinpll hPiderseits eingespanlltpn 
Balkpn (Abb. 227). Dpr Untprschied gegenühPr 
eh>rn Balkpll auf ZWl'i Drl'hlagprIl ist d(>r, daß 
au~>r den KornpOlwntt>n der Lage.rreaktionl'n 
noeh Einspannrnorn(>ntp .auftretl'n. Man kann 
den l>ingespannkn Balken also auch als einen 
in zwp.1 Punkt(>n gelagcrtl'n B~lken auffas;;l'n. 
auf den dit' Einspannmornl'nh>, dip man dann 
natürlich zUllächtlt nil'ht kt'mlt, wirke I!. Dip 
Mom(>nt.l'nliniNj für dip EinspanllmOmt>ntc> sind 
Obpll anw'gebl'n. Darübpl' lagt'rt ;;ich dip Mo
rnl'ntl'nflächl', dil' durch dip B('lastUllg P ent
"t{'ht; das if.t. l'in Drpipck (Abb. 227d). Bei 
dt'm hipr l'ingpführtell J)l'ph"inl) ü,t die Mo
mentenflächt' durch dit' EinspannrnOIlll'lltl' 11('

gativ, dit' aus P prrnittc>Itp poHitiv. Dip n>
Rultierpllde Momt>ntl'nflächl' hat dpmg(>rnäß dip 
in d('r Abb. 227 angpgebpnpn Vorzpichl'n. Beim 
Auftragen von eim>r Waagprpchten au!< prgibt 
sich dil' Moml'utpnflächp der Abb. 227f, dip 
charaktl'ristitlChe Gestalt der Mornentenflächp 
t'ines beidseitig eingt'spannten statisch un
oostimmten BalkenK, dpr durch eine Einzel
last· beansprucht wird. 

~-I - . M.!c 

d 

f 

1. Aufgabe. Ein schräg liegend PI' Balkl>ll (Abb. 228) s(>i in (>iIlt'm festen und 
(>inem beweglichen La.ger gestützt, wobei letzterps pinmal waagt>l"echt geführt. 
j"t. und einmal parallpl zur Stabach::;e. Gesucht ist dip Mommtenflächp. 

Lösung. Im prstc>ll Fall (Abb. 228a) lauft'n b(,idl' LagpITl'aktiOl1Pll lot)'(>eht 
lind habpll infolgl' cll'r Kymrnptrischen Bt>lastung glt>il'hp GröU(': 

A' ,= B' = 1000kg. 
Da,; Bipgul1gHmo111("nt an c!t'n ~tpll{,J1 1 und 2, dpn La~tallg)'iffHRtd)..>I1, i;,t gP-
gpbpn durch: B --- B - 100(1 .. ) 0 - ->000 k n 1 -- 2 -- ... , -.. g 1. 

Im zweitt>1l Fall laufen b(>idt> Lagerreaktiol1Pll Hohräg. Ihre graphiHche Lösung 
iHt hi(>r an!rN\putd. (Abb. 228b), und man t'rkennt, daß dip lotrl'ehtl' Kompo
IH"IJtp (\(']' 111'11('11 Rt'flktion A" größt'1" j"t al" dip Rpaktioll A im Pl"i<tal Fall, alf'o 

A" >A', 

R"< B' 



AnWl·ndung auf ('bell(' gestützte Köq)('r (Se!wihpll). 

H" ~ B' . ('OS" . 

i,t jetzt 

Bz = B" ." ~~ B"· :!,('o.o B' . ('o~".!~ ... B' . :!,O ~o 2000 kl!. 
('08 (\ ('OS {\ 

Also ist da" Biegung:;moment an der Stellt' 2 im zweiten Fall genau HO groß wie 
im ersten Fall. Das gleiche gilt natürlich für dip Stplk 1. Demgemäß ~illd die 

a 

IOQ01<g Momentenflächen in bpiden 

/ooo},g 

- -T Fällen die gleichen. 
~ Dip Querkraftflächell Rind 
7 eblmfalls in beiden Fällen gll'ich. 
.l aber die Längskraftflächen sind 

B' 

wl'schieden. 
8. Aufgabe. Für den BalkeIl 

der Abb. 229, der in einem 
Drehlager gestützt und an ei
nem Seil aufgehängt ist, sind 
Momenten-. Querkraft. und 
Längskraftfläche zu zeichrll'n. 

LÖ8W~g. Es möge nier die 
Momentpufläche in der Weise 
gezeichnet werden, daß man dip 
Einzellast und die zusammeu
hängendl' Belastung in ihre!" 
Wirkung auf den Balken für 
sich betrachtet und die so ent· 
stelwnden Momentenflächen al
gebraisch addiert. Würde auf 
dpll Balken AB nur die zusam
menhängende Belastung wir
ken, so wäre die Momentell
fläch(' (nach S. 123) durch die 
B~-Fläclw gegeben. Sie -verläuft. 
sowohl zwischenA und Bwie anl 
Kragarm parabolisch. Diegrößte 
Höhe an der Befestigungsstelle 
des Seile,; ist bestimmt durch: 

B; = 50. 1,0· l~O = 25 kgm. 

Wollte man B; aus dem linken Balkenteil bestimmen, so benötigte man noch A, .. 
Wäre nur die Last P = 100 kg vorhanden, so entstände die B~'.Fläche. wobpi 

B;' = 100· 1,0 = 100 kgm 

ist. Die wirkliche Momentcnfläche ist die algebraische Summt' der beiden. 
Man benötigt also beim Aufzeichnen der Momentenfläche nicht die Seilkraft S. 

wohl aber ist diese nötig für die Querkraft. und Längskraftfläche. Will man S 
analytisch berechnen, so stellt man die Summe der Momente alltc>I" Kräfte für dpll 
link~n Auflagerpunkt des Balkens auf, wobei man zweckmäßi/Z S in ihn· zwpi 
Komponenten Sv und Sh zerlegt. Es ist: 

2,0 
TI, ' 
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die Momentengleichung ergibt: 

ÖO· 3.0· 3,0 --I- 100 . 3 0 - S . 2 0 = 0 , 2' ) v' 

Sv = 262,5 kg, 

S" = Sv' 2 = 525 kg. 

Die Komponenten der Lagerreaktioll 
am Gelenk A besitzen die Größen: 

A" = S" = 525kg, 

A v = Sv -,3 . 50 - 100 = + 12,5 kg. 

A v geht nach unten. 

9. Aufgabe. An einem Flugzeug 
,.;t.ehen die Auftriebskräfte, die nach 
Angabe der Abb. 230 verteilt sind, mit 
dem in der Mitte wirkenden Gesamt
gewicht im Gleichgewicht. Die Quer
kraft- und Momentenfläche ist aufzu
zeichnen. 

Lösung. Das Flugzeug kann als ein J ~ 
auf der Luft gestützter Balken auf- 17,: A,,,,,,,,=aiDilII!J1 Ff!:IITllJIIII IlIIl;trfntJrn~Y,.,.." ... rrrrn Il10kg O~21JO--;;;'O"" 
gefaßt werden, wobei jetzt die Stützung ~ " 
wie ·eine zusammenhängende Last an
ZlI~ehen ist. Die Stützungskräfte sind li 
dil' auf die Flügel wirkenden Luft
kräfte, die Auftriebskräfte. ,Die Quer
kraftfläche verläuft zwischen den Punk
ten mund r geradlinig, dagegen zwi
schen rund p bzw. mund q ist· sip 
durch eine Kurve zweiter Ordnung be
grenzt. An einer beliebigen Stelle x 
zwischen q und mist Qx gegeben 
durch 

wobei 
k k' h - k1 70 ' ~O ." 

2 = 1 +'.; -5 . x = T ( • ')C . c., - _.,) 

An piner Stelle n ist: 

Q k, + h b h ' ')" k x' = - i . +. (x - ~,a) g. 

Das Biegungsmoment an der Stelle rn 
oder r ist gegeben durch 

wobei 

k, +h B r. = --:!-- . b . 8, 

8 = 2,5. h + :! k, ist. 
3 h + k, 

Für eine beliebige Stelle n zwischen m 

11111111l1~11I111111I L...J...J.--.J o '(11 zoo fill"kg 
Abb. 229. Übungsbeisph·1. 

~------
i 

= 

7u'g/rrt 

L...J....J 
o 51J1J 1<'701<g 

Abb. 230. Übungsbeispiel. 
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und r entsteht 
B k, + h b (' 2 - , ) , h (x' - 2,5)2 

X' = --2- . x - ,0 -I S T· ~ 

Zwi8chen mund r ist die Momentenfläche durch eine Kurve zw~iter Ordnung 
begrenzt, außerhalb durch eine solche dritter Ordnung. EH ergibt ~ich für 

:/: = 1 2 2,5 5 1) 10 12,5 m 
B i = ~9,65 117,3 291,ö 1397 3860 6196 9920 mkg 

". 
Qi = 84 196 262,5 612,5 1032,5 1312,5 1662,5 kg. 

10. Aufgabe. Für die in Abb. 231 angedeutete Signalspannvorrichtunf! Holl 
die Spannkraft S ausgerechnet und Biegungsmoment und Querkraft für bpide 
Tpile angegeben werden. 

Lösung. Auf den aus dem waagerechten Balken und dem lotrechten Pfost<-n 
bestphenden Hebel wirken das Spann!!pwicht von 80kg, feTllPr dip beiden Kräfte 

'--.l....-J 

P 100 zoomkg 

A-Mk9lliWJTImlTIlIJSOkg '---'----.J 
o 100 200kg 

.\ llb. 231. Übuugbhcispiel. 

S und die LagPrreaktion A. Letztere beträgt, da die Summt- der lotrechten Kräfte 
Null ~ein muß, 80 kg. Die beiden ersten-n filJ(!pt man aus eine!' Mompnten. 
glpichllng für dpll Lag .. rpunkt: 

80· 2,ö =- S . 1,5, 
S = 1~3,3 kg. 

Auf die KonstruktiOlI wirk"l1 abo zwpi Kräftepaarp mit dpm Monwnt: 

80·2,fl bzw. 8·1,5 kgm. 

Das Biegungsmoment für dip Balkpnpunkte links vom Auflag!'t' ist konstant, 
gpgpbpn durch daR Kräftppaar S . 1,5, und fällt dann rechts vom Lager nach 
dpm rechtpn Ende auf Null ab. Für dpn Pfo~tentpil bestimmen wir da:; Bie
gungsmompnt für dip beiden Punkte 1 11nd 2 unmjttPlbar neben der Anschluß
"teIle; es sind Bi und B; gleich groß, habpn aber cntgpgeng('setztps Vorzeichell. 
Dpr pntsh·ht'llde Sprung iHt durch das Biegemompnt d('~ waagpr('('htpn Balkt'n~ 
an dpr Apschlußstt'llt', also durch 200 kgm, gegeben. 

11. _\ufgab(·. An dem waagerechten Balken (Abb. 232) itit l,jn Pfostt'll be
festigt, an dPHHPn EIH!p sich pill<' Rollt' befindet, übpr dip cin Spil mit ciner La~t 
von 500 kg an seinem fn-ien End!' w-führt ist. Gpsl1pht sind wiedpr l\fompntpll-, 
QI\l·rkraft. lIlld Län~Rkraftfläd)(>. 

LÖ8W~g. Allf den Balkpll wirkpll tatsächlich allßer cl<'r La~t VOll 500 kg 1Ioch 
dip in _-\bb. 232h dllJ'('h ihn' KompollPntPll ungegebplwll SC'ilkräft<-, dip selbst 
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alle die Größe 500 kg besitzen. Die Lagerreaktionen sind von ihnen ganz unab
hängig, da sich je zwei SeHkräfte gegeneinander aufheben. Die Seilkräfte sind 
innere Kräfte und treten in den für die Ermittlung der Lagerkräfte aufzllstel1l>n
den Moment.engleichungen gar nicht auf. Die Lagerreaktionen ergeben sich zn 

A = -I- 600 kg (nach oben), 

B = --100 kg (nach unten). 

Dip Seilkräfte beeinflussen aber das 
Biegungsmoment, denn wenn man für 
eine beliebige Stelle einen Schnitt 8--:8 

legt (Abb. 232a), >10 trifft dieser auch 
das Seil, und auf den Tei.llinks wirkt dip 
Last von 500 kg, die Lagerreaktion und 
die Seilkraft. Das Moment dieser drei 
Kräfte ergibt das Biegungsmoment. 
Zweckmäßig zerlegt man jede Kraft S 
in ihrem Angriffspunkt in zwei Kompo
nenten. Es ist auf Grund der geg'pbenpn 
Maß!': 

H I ce 500· 'V 3,n , = R80 kg, 
3,n2 + -3' 

V = 500 ._~'ll._ -= 325 ka , 
I V3,52 + 32 '" 

25 
H = 500 ',r.--'-~. = 320 kg 

r y.2.5' + 32 ' 

V = 500.~'O- ., = 385 kg. 
r V2,52 + 3' . 

Die Mompntenfläche ist bestimmt durch 
das Biegungsmoment an den SteHen 1, 
2, 3. E~ ergibt sich: 
BI = 325 ·1,0 - 500·1,0 = -175kgm, 
B 2 = 325 . -3,5 - 500·3,5 + 600 . Il,5 

= 887kgm 
(linker Teil bptrachtt·t). 

Bao~- 100·2,5+38f>·2,u= +712,5kgm 
(rechter Teil betrachtet). 

-----... 'T 

I 
<> 

't 
6-r,.,..-+::----+--kJ 

325kg 3851<9 

Pi 

~~.,-,jU,A .LI..LW-Y-,--.-rTlTTTl 

DN entstehende Sprung ist gegebpn durch d".s Moment der waagPrpchtl>Tl Kräftl' 
für dip Ansdllnßstelle des ArmeR.: 

-380·3,0 + 320 - 3,0 = -180 kgIll. 

Querkraft- und Längskraftfläche können in bekanntPl' "'\·ist' auf Grund dpr 
Abb. 232b gpzeichnet werden. 

X. Balken in nichtborizolltall'l' L~I'. 

:16. ],otrel'ht stehendl'r Balken. Die bisher betrachtt'ten Balken hattt'n hori
zontalt' Lage und dazu senkrechtt' Hebelansätze zur Aufnahme ~pr Horizontal
kräfte. Es ist selbstverständlich, daß Balkt'n in schiefer Lage oder spnkrechtpl' 
Lagt' nach den gleichen Gesichbpunkten zu behandeln sind wie dip waagerecht 
Iiegendt'1l Balkpll. Wir werden nur in der Bt'zpichnung auf die allgempinere 
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Lage des Balkens Rücksicht nehmen müssen, also nicht mehr schlechthin von 
lotrechten und waagerechten Kräften sprechen, sondern diese wirkenden Kräfte 
in bezllg auf die Balkenachse besser bezeichnen mit: senkrecht zur Balken
achse und in Richtung der Balkenachse. Das Biegungsmoment ist grund
sätzlich wie beim waagerechten Balken zu finden. Man erkennt dieHes sofort, 
wenn man den-Mast (Abb. 233) durch Drehung um 90° in die waagerechte Lagt' 

i 
_J. 

+ 
Ir I 

H bringt. Man hat auch hier die 
r-<>-.....---....... Summe der Momente aller Kräfte 

''I 
+ I, 
+"1 ' +1' 
+1' 
""" ,I 

+1' 
+ I 
+ I ., 
., , . , 

Ir 

auf der einen Seite des betreffen
den Schnittes aufzustellen und 
findet beispielsweise für den 
Punkt i 

Bi=H.x, 

wenn man den Teil oberhaib von 
1: betrachtet. Allerdings ist be
züglich des Vorzeichens für das 
Biegungsmoment eine neue Aus
sage zu machen, denn nach un-

Abb. 233. Der lot.rechte Balken (Mast. Pfosten). (1 B j) 
serer vorherigen Defimtion \+ i 

ergeben sich verschiedene Vorzeichen für das Biegemoment, wenn wir uns ein
mal gedanklich auf die rechte Seite des Balkens stellen und diesen senkrecht 
zur Blickrichtung liegend betrachten (II), das andere Mal denselben Balken aber 
auf der linken Seite stehend (I) ansehen. Wir müssen uns also über den Stand· 
punkt für unsere Definition entscheiden. 

In Verbindung mit dem Blickpunkt, der besonders zu kennzeichnen ist im 
Konstruktionsbild, ergibt dann das Vorzeichen der Momentenfläche eine eindeu
tige Biegungswirkung an. Bei der Betrachtung von I aus, also bei positivem 
Biegungsmoment, wird die dem Blickpunkt I zugekehrte Faser des Balkens ge· 
zogen und die Biegungslinie hat ihre erhabene (konvexe) Seite dem Punkt zu· 
gewandt. Von Punkt II aus betrachtet, erscheint das Biegungsmoment negativ, 
dann liegt die Druckfaser auf der Seite des BliCKpunktes und die Hohlseite der 

BiegeJinie ist dem Blickpunkt zugekehrt. Wir 
können also sagen, daH- Biegungsmoment ist po
sitiv, wenn die dem gewählten Blickpunkt nächst
liegende Faser gezogen und der Balken nach diesem 
Blickpunkt hin ausgebogen wird. Damit ist eine 
allgemeine Festlegung des Vorzeichens gegeben. 

~ Diese Definition stimmt mit der beim geraden Bal-
Abb. 234. Der Vorzeichenpunkt ken eingQführten überein : Bei den in seinen Enden 

beim waagrechten Balken. gestützten Balken (Abb. 234) war das Biegungs-
moment positiv und er wurde nach unten durch

gebogen mit Zug in der untersten Faser; dabei war stillschweigend vorausgesetzt, 
daß der Balken von unten nach oben betrachtet, daß also der Blickpunkt 
unten angenommen wurde (I in Abb. 234). Würde man den gleichen Balken von 
oben aus betrachten, so wäre nach der eingeführten Regel daR- Biegungsmoment 
negativ, die Hohlseite aber wäre dann nach dem Blickpunkt II zu und die 
diesem Punkte benachbarte Faser wäre gedrückt. 

Bet.rachten wir als Beispiel (Abb. 235) einen senkrecht Ktehenden Balken, der 
an ,einem unteren Ende gelenkig gelagert lind durch eine Strebe (Draht) il1 deI' 
Ebene gegen Verdrehung um den :Fußpunkt ge~ich('rt ist (AbspannrnaHt eÜll'l" 

Hochspannungsleitung). Als Belastung sei eille Zugkraft Z am oberen Ende all-
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gElbraeht. (Seilzug). Die Lagerreaktionen, d. h. die nach Größe und Richtung 
unbekannte Kraft A am Fußputl.kt und die der Größe nach einschließlich Vor
zeichens unbekannte Stabkraft S- in der Strebe, werden am einfachsten gra' 
phisch ermittelt. Die Lagerkraft A muß durch den Schnittpunkt der Kräfte 8 
und Z gehen, wenn sie mit diesen im Gleichgewieht stehen soll. Die Größe der 
Lagerkräfte wird dann durch ein Krafteek bestimmt.. Dieses Krafteek benutzPIl 
wir zugleieh dazu, die K~mponenten der Kräfte senkrechj;..zur Balkenachse und 
in Richtung der Balkenachse zu ermitteln. Wir zeichnen zu diespm Zweck "in 
Rechteck um das Kraft
eck, desspn Seiten paral
ljli und senkrecht zur 
Balkenachse verlaufen, 
und das durch alle vor
kommenden Eckpunktp 
des Kraftecks geht. Auf 
diese Weise können wir 
im umgebenden Recht
eck alle erforderlichen 

Komponentengrößen 
ablesen. Das jetzige A Q 

entspricht dem früheren 
A v und ebenso A a der 
Kraft Alt. 

Das Biegemoment 
am FußpunktA ist Null, 
ebenso am oberen Ende 
des Balkens. Über den 
unbelasteten Balken
strecken a und b wird 
entsprechend unserpn 
früheren Erkenntnissen 
die Momentenfläche ge
radlinig begrenzt sein. Es 
genügt also für die Auf
zeichnung der Momen
tenfläche (Abb. 235d)die 
Ermittlung des Biege
momentes für den An
schlußpunkt dpr Ver

d 

z 7 

e f 
Abb.235. LotrechtC'1' AbspanumDsf. 

spannung. Mit dem Blickpunkt (Standpunkt der Beobachtung) auf dl'r rpchten 
Seite des Mastes hat das Biegemoment für die Anschlußstelle der Strl'be dl'm
nach die Größe: 

oder 
B=-ZQ.a 

=-AQ:b. 

Die Querkraftfläche wird, gpnau wie früher, gl'fundl'n durch Anl'inandeJ"
reihen der senkreeht zur Balkenachse stehenden Kräfte an ihren Wirkungs
stellen. Das Vorzeiehen ist mit der Wahl des Standpunktes an der Stell~ d('~ 
l'ingezeichneten Punktes, gl'mäß unserer früheren Definition, auch eindeutig be
stimmt. \Vas früher "nach unten" hieß, ist jetzt "naeh dem Bliekpunkt zu", 
also links vom Strebcnanschlu.ß ist die Q,uerkrait negativ. Die quer zur Balken
achse wirkendl'n Komponenten dt'r einzelnen Kräfte sind aus dem das Kraftl'ck 
umgebenden Reehteek zu entnehmen. 
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:Fül' die Lä:ngskraftfläch(' ist dic Augabl' dps 8tandpunktl's unserer Betrach
tung nicht l'rford('rlich: dip Längskraft ist Htcts positiv, Wl'lln an l'iner Schnitt
~tell(> dip bpidpn SchnittufN auspinandl'rgpzogpll wprdpn (Zugwil'kung). Man 
dl'nke sich t<twa dpn Balkentpil auf dpr einen Seitl' der Schnittfläche fl'stgehalten 
lIud prüfe, ob dipspr Balkplltpil durch dip Kraft dl'lS andpf(·n TPiI" gpzo?!'n (positiv) 
odpr gpdrückt (lwgatiy) wird (in Abb. 23ii gt'drüekt '). 

U bUlIgslwispiel. 
Au dPlu Auslegnkrau tipI' Abb. 23ti ~pipn dit' 8tabkräft(' der Stäbl' '1 uud <2 

und dip Bipgt'mollwl!tp, Qllt'rkräft(' lind LängHkräftl' fü]' dip Kransiwlt' zu pr
nüttpill. 

"~l 

-18 
fl-m7Kg 

A A A 
Av 

c_~ 

o f Zm. 

a 

750 

/ 
/ 

b 

Ahh. '2:~(j. UlJungsLt-'ib})iel. 

ZJOO 

s, 
{/-IOil?kg 

c 

Löl;ung. In der Konstruktion, ab (lanzeH g('Hellt'Jl, lit·gt (>in Balkl'u auf Z\H·i 
Stützen vor, mit. dt'm feHtl'll Auflag!']' iJ. A und (h'm bpwt'ldiehpn in B, er ist jetzt 
nur lotrecht statt, wil' bisher, waagn·"'lt. allgl'orduet. Ab Kräft!' wirkf'1l di6 
La:;t Q und dil' beidl'n Sl'ilkräftp S am obercn ulld mltl'l'l'1l Endl' dl'1S Seils, die 
gll'ich Q sind. Da sich ill dpll zur Ermittlung dp1' Lagl'rkräfte aufzuHtdlcll(kn 
Moml'uteugl'eichullgl'1l diesp beiden 8dlkräfte (innprl' Kräfte) aufheben, sind 
die LageI'kräft,· nur von Q abhängig. Es prgibt sich für d"1l Pllukt A ab Mo-

ml'l1tl'npunkt: J 000. 8,0 - B Ö.O =2 0, 

B= 1600 kg. 

DiE' Komponelltenb('dingungl'l1 liefl'rIl: 

A h =2 B = 1600 kg, 

A v = 1000 kg. 

I I 



Offener Rahmen aus zwei zueinander senkrechten Balkel1. 161 

Graphisch findet man die- Lagerunbekannten leicht auf Grund der Erwägung, 
daß auf das System nur drei Kräfte Q, B, A wirken, lie nur dann im Gleich
gewicht stehen können, wenn sie durch einen Punkt· hindurchgehen (Schnitt
punkt von Q und B, Abb. 236b). Das Kraftdreieck gibt die Größe von A und B 
an. Die Stabkräfte Sl und S2 müssen an der oberen Rolle mit Q und der Seil
kraft S im Gleichgewicht stehen. Das zugehörige Krafteck ist ebenfalls in Abb. 236c 
dargestellt. Diese Kräfte wirken in den Punkten 1 und 3 auf die Kransäule, außer 
ihnen greift noch am Punkt 2 die Seilkraft mit 1000 kg an; mit diesen drei 
Kräften müssen die Lagerkräfte A und B wieder im Gleichgewicht stehen. Für 
das Biegungsmoment benötigen wir nur die Komponenten senkrecht zur Krall-

q"Kg/m r-X~ 

p 

+ 8Itckpl/nkl 

a 

säule. Sie ergeben sich im Kraft
eck zu 2300 kg, 3200 kg und 900 kg. 
Die zugehörige Momentenfläche ist 
in Abb. 236e dargestellt (Blick
punkt rechts von der Kransäule), 
die Querkraft- und Längskra:Et
fläche in Abb. 236f und g. 

ö7. Offener Rahmen aus zwei 
zueinander senkrechten Balken. 
Sind nun zwei oder mehrere Bal
ken in beliebiger Lage und von be d 

,....-~----------, , 

e 

o 

c 

liebiger Gestalt starr miteinander AbI>. 237. Offener Rahmen aus zwei senkrechten Teilen. 

verbunden, so, daß die Bdastungen 
des einen Balkens zunächst in einen anderen Balkenteil und von diesem erst 
in die Erde (als Aktionen, denpn die Lagerreaktiol1en entgegenwirken) weiter
geleitet werden, so sprechen wir von einem Rahmen (einer Rahmenkonstruk
tion). Dazu wollen wir zuerst als einfaches BeitipieI eine starre Verbindung 
zweil'r senkrecht zucinander stehender Balken betrachten, die heide belastet 
sind, aber von denen nur einer gelagert ist (Abb. 237). Zur Ermittlung der 
Lagerreaktionpl1 fassen wir die ganze Konstruktion als einen einheitlichen Körper 
(Schl'ibe) auf und bestimmen die drei Kenngrößen der Einspannung : das Ein
spannmoment ~lfE und die beiden Kräfte in lotrechter und waagerechter Rich
tung bzw. in Längs- und Querrichtung des eingl'spannten Endes. Es ist aus 
(~en Gleichgewichtsbedingungen zu errechnen: 

1. ~ H = 0: A q = H, die Reaktionskraft A q ist nach links gerichtet. 

2. ~ V = 0: Au = q. c + P, die Reaktionskraft A" geht nach oben. 

11 St'hlink, StatIk. 4. u. fl . . 4.lIfl. 
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3. (..!; ~ll)E = 0: c' P . c -;- q ':r + H . a - JIr; = (\ 

('2 

M E =P·6-;-q·:f'+H·a, 

das EinsJl(l.nnmoment ME' als ~gellmomellt, dreht.el1tgegel1 dem Uhrzeigt"Tsinn. 
Für die Ermittlung der Biegemomente und Querkräfte tragen wir uns zur 

Festlegung der Vorzeichen"die Punkte ein, V"On denen aus wir die Balken be
trachten wollen. Für den Übergang von. einem Rahmenteil auf einen anderen 
ist es für das Vorzeichen wichtig, daß beide Teile von derselben Seite betrachtet 
werden. Wir dürfen also nicht bei Eintragung der Vorzeichenpunkte liber den 
Balken weggehen, sondern müssen mit der Punktbezeichnung auf der pinen 
Seite am Balken entlang gehen. Wir merken uns am besten, daß bei RahmeIl 
für alle Teile ein Vorzeichenpunkt in dem Rahmengebilde gezeichnet wird. Dip 
Ermittlung der Momentenfläche unseres Beispiels beginnen wir, wie bei jeder 
Einspannung, am freien Ende. Es ist für den oberen horizontal liegenden 
Rahmenteil (Balken) das Biegemoment. an jeder Stelle gegeben durch: 

a" 
Bx=-P·x-q·:f 

(Teil rechts im Uhrzeigersinn, also negativ), welln x dip Entfernung vom rechten 
fI'eien Ende her bezeichnet .. Die MomentenfläChe dieses Teils ist also eine über. 
lagerung von einer schräg liegenden Geraden (P . x, Einfluß der Kraft P) und 
piner Parabel (q x2/2, Einfluß der gleichmäßig vertcilh'n BelaRtung q). Am linken 
Ende des Querteils beträgt das Biegemomellt. 

c' Bi = - p. c - q . :r . 
Was geschieht nun mit diesem Moment? Offenbar ist doch der starr~ Anschluß 
des Q\J.erteils des Rahmens an d('n senkrechten Pfosten aufzufaRsen als Ein. 
spannung des einen Teils in den anderell. Dann ist aber das BiegemQment Bi 
der 'Einfluß (Aktion) des waagerechten Balkens auf den lot.rechten Balken de,; 
Rahmens, d~ h. das Biegemoment Bi wirkt sowohl biegend auf den waagerechten 
Balken als auch auf den senkrechten Pfosten, es wird in gleicher Größe in den 
nächsten Teil weitergeleitet. Das Biegemoment für d!'n horizontalen Balken 
unmittelbar rechts von dem Eckpunkt (J; ist also g!'rade so groß ",viI' dasjenige 
auf den Pfosten unmittelbar unterhalb des Eckpunkt!'s ~ ; das Biegemoment B /c 

des Pfostens ist damit bekll,nnt. Da nun für den Pfost!'n, wie bpi jedem Balken, 
das Biegemome:gt längs seiner unbelasteten Strecken .. inen geradlinig<']) Verlauf 
aufweist, muß die Momentenlinie zwischen Punkt 1 (oder ®) und @l und zwi
schen den Punkten ® und @ geradlinig verlaufen. Es genügt demnach zu ihrer 
Aufzeichnung die Kenntnis der Biegemomente für die Stellen ® und @ Zur 
Aufstellung des Biegemomentes für den Punkt ® denk!' man sich den Rahmenteil 
oberhalb der Stelle ® abgetl'ennt und stelle für diesen Punkt das Moment aller 
auf den oberen Rahmenteil wirkenden Kräfte auf: 

q. c' 
B2 = - P . c - -{ , 

das Biegetnoment bleibt also längs der Strecke b konstant. An der Stellp @ ist 
es gleich dem neg~tiven Einspannmoment, also 

c' Ba = -ME = -p.()- q':r-H ·a. 

Das Vorzeichen der Momentenfläche ist für alle Teile negativ. Der Rahmen zpigt 
in seiner Verformungsfigur (Abb. 237c) mit der Hohlseite nach dem Vorzeichen
punkt zu, 
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Die Querkraftfläche bietet für den oberen Balken keinerlei neue Erschei
nungen, sie wird in der üblichen Weise aufgetragen durch die .Aneinanderreihung 
der quer zur Balkenachse wirkenden Kräfte (Abb. 237<1). Sie ist für den oberen 
Balken an der Verbindungsstelle <j) beider Balken von der Größe (P + q' e). 
Diese Kraft wirkt -nun keineswegB als Querkraft weiter auf den senkrechten 
Pfosten, denn was für den oberen Balken Querrichtung war, wird für den Pfosten 
Längsrichtung. Wir leiten diese Querkraft des waagerecht liegenden Rahmenteils 
also als Längskraft in den lotrechten Teil des Rahmens eip (Abb. 237e). Diese 
Längskraft wIrd über der ganzen Länge nicht mehr verändert, da nirgends eine 
in -Richtung der Balkenachse wirkende Last hinzukommt: 

Li = P + q.' c = All' 

Die Querkraftfläche des Pfostens müßte dann umgekehrt nach denselben Über
legungen oben mit der Längskraft des waagerechten Balkens beginnen. Diese 
ist aber Null, so daß oberhalb von H die Querkraft gleich Null ist, und die Quer
kraftfläche des senkrechten Pfostens wird nur aus den Kräften Hund A q ge
bildet .• Die Richtigkeit erkennt man sofort, wenn man einen Punkt des Pf6stens 
zwischen H und Lager A betrachtet und die Querkraft- für den Teil unterhalb 
(links) dieser Stelle ermittelt; da A. nach links, d. h. vom Blickpunkt aus nach 
oben, geht, ist die Querkraft positiv. Damit sind die Querkraftflächen und 
Längskraftflächen der beiden aneinandergesetzten Balken -bestimmt. 

Wir wollen uns allgemein für die Aufstellung der Quer- und Längskraft
flächen merken: Es sind erst beide Flächen für einen Teil zu bestimmen. Der 
wirkende Einfluß, Quer- bzw. Längskraft, wird an der .Anschlußstelle in den 
nächsten Balken übergeleitet, wobei aber die Beanspruchungsart als Quer- bzw. 
Längskraft nicht mehr erhalten bleibt, sondern sich entsprechend der Richtung 
der neuen Balkenachse andert. Im vorliegenden Fall, wo die RahmenteiIe auf
einander senkrecht stehen, wird aUB der Querkraft eine Längskraft und Ulh
gekehrt. 

58. Offener Rahmen aus zwei schief zueinander stehenden Balken. Zum 
besseren Verständnis dieses Wechsels an den .Anschlußstellen betrachten wir noch 
ein Beispiel, bei dem der Rahmen aus Balken besteht, die nun nicht mehr senk
recht aneinander befestigt sind. Die Rahmenkonstruktion der Abb. 238 (Dach
rahmep) sei in ihren Maßen gegeben. Die Lagerung des Rahmen's ist durch ein 
festes Lager und ein bewegliches Lager statisch bestimmt. Die Belastung des 
Dachträgers sei hier, einer Belastung durch VlTind entsprechend, senkrecht zur 
Achse des Daehbalkens gerichtet und gleichmäßig verteilt; außerdem wirke auf 
den Stützbalken (Pfosten) eine waagerechte Last W = 250 kg und, an einem 
Ausleger angreifend, eine lotrechte Last P = öOOkg. 

Zur Ermittlung der' Lagerreaktionen betrachten wir wieder zunächst den 
ganzen Rahmen (als Scheibe). Es sind dann aus den Gleichgewichtsbetrach
tungen die Größen der Reaktionen bestimmbar. 

1. (~M),.l = 0: B· 3,5 - (5' q) . a - W· 2,5 + p. 1,5 = O. 

Der Wert der Strecke a ist aus einer maßstäblichen Zeichnung zu entnehmen: es 
ist a = 3,08 m. Damit wird 

B = 5·80·3,08 + 250· 2,5 - liOO 1.5 _ 316 3 kg (nach oben gerichtet). 
3,5 -, 

2. ~H=O. A q - W- (q·5). 1,5 =0. 
"'3,51 + 1,51 

Der Ausdruck (q. 5) . .~,5 stellt die Horizontalkomponente der Resul-
"'3,52 + 1,5" 
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tiprenden aUk der gleichmäßig verteilten La,;t q dar, und i~t gegt'b"ll durch ditO 
Größp (q. 5) mal dem Sinu~des Neigungswinkels <X dpr Re~llltiprelldpli gegen dip 
lotrpchte Richtung; letzterer ist ausgedrückt durch: 

~in ,). ~, !_,;, = .1.;' . = 0.3\14. 
Va.i)2 + 1,,,2 .'l.t<oS . 

E~ wird also die quer zllm PfnKten gerichtpte Kraft Ac, im ft'~tPll Lug.·r ,·rmitt .. lt Zil 

Ag = 250 + 400·0,394.= 407,6 kg (nach rechts gerichtC't). 

Die· achsial gerichtet .. Lagerkraft An ist bestimmt durch die dritt!' B,·dillgllll!.(: 

3. ~~'J[h = 0: (q. 5) . 2,5 -i- IV· 3,i) + p. ,-).0 - A q • li.1I - A,,' ;;.;) 11 
daraus ,ergibt sich 

4 c-~ ~()U_"l,~ + ='_50.3,5+_.)1111. ".0 - _4JI'.6. G,I! 
~ a Cl.;) 

Aa = 551,3 kg (nach oben gerichtet). 

Als Kontrolle der Rechnung dient uns dk Gleichung: 

4. ~r= 0: 
t I _ 3,5 

B -;- A. =. P T (q. 0) 38U8' 

:316,:1 -+- öi)1,3 = 500 + 367,6, 

8fi7,6 = 867,6. 

Die Fa t'rmittelten Lageueaktionen bedeukn für un~ in d,,]' folgPlldf'll H .. ('hlllilig 
llHr Kräfte, die genau so behandelt WPl'dol wip die äußf'rC'n Kräfte, d. h. "ir 
können uns, wie schon mehrfach betont, frei machen von d .. m Bpgriff der Lagt'l'llng 
und uns den Rahmen außer s .. iIwr äußeren Belastung noch wpiterhin dureh die 
drei Kräfte A a , A q und B belastet vorstellt'n. 

Für die Ermittlung des Biegemoments einer BalkensteIle legen wir ein!'n 
Schnitt durch den Rahmen an dem betreffenden Punkt und betrachten die Dreh
wirkung aller auf einen abgeschnittenen Teil (links oder rechts) wirkenden 
Kräfte. Zur FeRtlegung des Vorzeichens tragen wir uns in das Rahmeninn('l'(' 
den Vorzeiehenpunkt V ein. Für den überhängenden Teil des Dachbalken~ gilt 
natürlieh der im Innern der Rahmenfläche eingetragene Punkt des BalkenR 
mit, für den Ausleger an der Lagerstelle A beachten wir bei der Festlegung drs 
Yorzeichenpunktes unsere Regel, daß wir auf einer Seite dem Rahmen entlang 
gehen müssrll, die Rahmenachse also nicht überschreiten dürfen; dadurch kommt 
der Vorzeichenpunkt unter den Ausleger zu liegen (z. B. 1"'). 

Bei der Zeichnung der Momentenfläehe (Abb. 238b) benutzen 'Iir wi .. <!el' 
dif' bisherigen ErkpnntniHse über den charakteristischen Verlauf der Begn·llZ\lng~
linie für bestimmt belaRtete Balkenstücke : sie wird für dl'n Dachträger dl1l'eh 
,'üIe Parabel gebildet und ist für die anderen Rahml'nteile aus Grraden zu
~ammengesetzt. Wir können auf diese Art sofort die Punkte der Rahmenachsl' 
f<.stlegen, an dencn zur Aufzeichnung der Momentenfläche dil' Ermittlung dps 
Bil'gemomentes notwendig ist. In unserem Falle benötigen wir die Biegemom"llt .. 
an den Punkten der Rahmenachse ® bis ®. Außerdem wird noeh der Punkt 1 

gewählt, um einen Punkt der Parabel zum besseren Zeichnen dieser Kurve zu 
erhalten; er liege im Abstand 2 m, vom linken Auflager B in Richtung d!'1' 
Balkenachsl' gemessen. 'Vir erhalten für die Biegemomente folgende Wert!': 

Am Lager B: Ba = 0 

BI = B· eos<X . 2,0 - q . 2,0 . 1,0 

= 316,3·0,919· 2,0 - 160 - 1,0 = + 421,43 mkg; 
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um Punkt (2\:.. B 2 = B· cosex· 3,808 -q. 3,808·1,904 
=c 290,71 . 3,808 - 304,64 . 1,904 = -;- 527 mkg; 

an der I;tdlp 3.: B 3 = B . coset . 3,808 - q. 3,808·1,904 -+- Jr . ~,O 
+ p. 1,0 - A q • 4,5 
= 290,71 . 3,808 - 304,64 . 1,904 -:- 250· 2,0 

-'- 500· 1,5 - 407,6 . 4,5 
= -57,21 mkg. 

Fur die Aufstellung die· 
ses Momentes Ba müssen 
wir (bei Betrachtung des· 
;;elben Teiles) alle Kräfte 
links vom angedeuteten ~. 
Schnitt 3 betrachten; 
dazu gehört also auch P. 

Einfacher wird Ba 
von der rechten Seite 
her, mit dem. abge
schnittenen überragen
den Ende des Dach
balkens, berechnet: 
Ba = -q ·1,192·0,596 

= -57,18 mkg. 
(Die kleinen Unter
schiede der Ergebnisse 
erklären sich aus der 
Abrundung der errech
neten Werte.) 

Der Sprung der Mo
mentenfläche von Punkt 
'g) nach dem Wert des 
Punktes (J) ist das vom 
Stützbalken hinzukom
mende, auf den Dach~ 
balken wirkende Biege
moment an der Stellt' 
@; dies muß sich in der 
weiteren Rechnung er
weisen. Es ist 

u 'icioilxiKg 

U R.:- A,,~ 

A.. p' 

a 

Rv 

W 
li 

gi 

Rv 

o1OoMo'g 

an der Stelle @: 
d IV A". Aa,-P 

Aa.-P 

B4 = A q • 4,5 - W . 2,0 
-P·1,5 
= 407,6·4,5 
- 250· 2,0-500·1,5 
= + 5ll4,2 mkg. 

Aa-R, e 
P c 

Abb. 238. Offener Rahmen aus zwei Teilen, die nicht aUfeinanuer 
senkrecht stehen. 

Wir erkennen, daß dies tatsächlich den Sprung ergibt, denn es ist 
B4 = B2 - Ba = 527 - (-57,2) = + 584,2 mkg. 

An der Stelle @: Bs = A q • 2,5 - p. 1,5 
= 407,6· 2,5 - 500 . 1,5 = + 269 mkg. 

An der Stelle @: B6 = -500 ·1,5 = -750 mkg. 
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Dieses Moment gilt auch in gleicher Größe für das Biegenwment des Aus
legerarmes an dessen Anschlußstelle. Am Ende des Armes ist das Biegemoment 
Null. Mit den errechneten Werten ist die Momentenfläche aufzuzeichnen. Sie 
verläuft längs des Dachbalkens mit einer parabolischen Begrenzung, hat an der' 
Anschlußstelle de~ Stützbalkens (Pfostens) einen Knick und einen Sprung Ulld 
endigt im überragenden Teil an die Achse tangierend in Null. Der Pfosten zeigt 
eine geradlinig begrenzte. Momentenfläche als Verbindung der einzelnen End
punkte der errechneten und aufgetragenen Werte. Die Vorzeichen sind, ent
sprechend unserer Regel vom Vorzeichenpunkt aus betrachtet, für die Momen
tenfläche des Dachbalkens positiv für den linken 'I'eil, negativ für den überragen
den rechten Teil. Der Stützbalken zeigt in seinem oberen Teil positives, im un
teren negatives Vorzeichen für das Biegemoment. 

Die Aufstellung der Querkraftfläche (Abb. 238c) edolgt wieder dadurch, daß 
für die maßgebenden Punkte die Summe aller Kräfte auf einer Seite senkrecht 
zu dem betreffenden Rahmenteil aufgestellt wird. Wir beginnen links oben; für 
eine Stelle unmittelbar rechts vom Lager ist die Querkraft bestimmt dureh dip 
Komponente von B senkrecM· zum Balken, also 

B· C08lX = + 290,7 kg, 

dann wird die Querkraftfläche iilfolge der gleichmäßig verteiItl'n Last gt'radlilli!! 
abfallen. Unmittelb;tr links vom PfoHtenanschluß beträgt ~ip: 

Q2 = B· COSlX -q. 3,808. 

Die Neigung ist gegeben durch dQ//dx = q. An der SteIle (2)/~. wiru nun eine 
einzelne Kraftkomponente, die, aus dem Stützbalken kommend, quer zur Achst> 
des Dachbalkens wirkt, einen Sprung in der Querkraftfläche erzeugen. Zur Be
stimmung dieses Sprungwertes betrachten wir aIle vom Stützbalken herkom
menden Kräfte und setzen diese unbeachtet ihrer Lage mittels eines Kraftecks 
zusammen, denken uns sie geradezu in dpffi Anschlußpunkt der beiden Balken 
zusammengeschoben. Die so entst('hpndl' Resultierendp R zerlegen wir in eint' 
Komponente in Richtung der Dachbalkt'nachst' (L ll ) und eine Komponente senk
recht dazu (QR)' Dann ist der Sprung in der Querkraftfläch(' durch die Kom
ponente Qll und der Sprung in der später zu bespr('chenden Längskraftflächt, 
durch die Komponente L II gegpben. Als Beweis dient uns die Definition der Quer
kraft, wonach die Querkraft an eilwr belit'bigl'n Stelle gegeben ist durch die algp
braische Summe aIler Kraftkomponenten für die Richtung senhrecht zur Balken
achse a.n dieser Stt'lle. Der Sprung in der Querkraft.fläche ist offenbar die zur 
vorhandenen Querkraf1; hinzukommende Summt· aller derjt'nigt'n Kräfte qUt'r zur 
Ba~enachse, die auf den Pfostt'n wirkeI!. Nun i~t eR doch gleichgültig, ob wir 
jede einzelne Kraft in ihre Kompon('nt('n quer und längs der Balkt'nachst' zerlt'gell 
und die quer wirkenden Komponentt'n algt'braisch addieren, odt'r ob wir ·au~ 
allen vorhandt'nt'n Kräftt'n zuerst t'ine Rpsultier('nde bilden und dann dit' Kom
ponente der Resultit'renden quer zur Balkt'nach"e bestimmen. Dit' dargestt'llk 
Komponentt' QR ist also tatsächlich die Summe aller auf den Pfosten mit Au,,
legerarm wirkenden Kraftkomponentt'll senkrecht zur Dachbalkenachse an der 
Stelle ®/®, d. h. also der QUt'rkraftanteil dt'H Dachbalkens, der durch dip 
Kräfte des Pfostens bedingt ist. Würd('n wir von dt'n auf den unteren Teil wirken
den Kräftt'n A a , A., P, W die Komponenten senkrecht zum Dachbalken bildt'n 
und algebraisch summiert'n, so müßten wir das gleiche Ergebnis bekommen: 

Qll = A a · cosex - p. cosex + A q • sinex - W· Rin<X. 

Es liegt bei der erwähnten Zusammensetzung der zt'rstrt'ut liegt'nden Kräfte 
(nicht durch einen Punkt.geht'nd) mit Hilft' t'ines Kraftt'('ks scht'inbar t'in Wider-
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spruch mit unseren seitherigen Erkenntni~H('n über die Behandlung zerstreut 
wirkender Kräfte vor. 'Wir haben früher gesehen, daß zur Zusammen~etzung 
dipser Kräfte noch ein ScHeck gehört. Der Widerspruch klärt sich aber sofort 
~uf, weil wir hier gar nicht die Lage der Resultierpnden benötigen (wofür daR 
Seileck verwendet wurdE'), sondern nur ihre Größe und Richtung. Wollen wir 
aber die tatsächliche Wirkung der in :Frage kommenden Kräfte A q , An' P, W 
feststellE'n, so haben wir zu dieser soeben angegebenen Resultierenden noch ein zu
sätzliches Moment {Kräftepaar) hinzuzunehmen. Die resultierende Kraft R am 
Anschlußpun~t ® des untrrsuchten Balkens und dieses zusätzliche Moment 
geben unH die Wirkung aller Kräfte des Stützbalkens auf die Stelle ®/@ an, sip 
ersetzen alHo die Wirkung des belasteten angeschlossel1en Pfostens auf diese 
Sklle; d. h. sie zusammen stellen die Beanspruchung des Balkens an dieser 
Stelle dar, die durch Biegemoment, Querkraft und Längskraft hervorgerufen 
wird. Dit< Aufstpllung des :Biegemoments für die Schnittstellp (d. i. die Summ(' 
dpr ~omente der auf den angeschlossenen Rahmenteil wirkenden Kräfte für den 
untersuchten Punkt) ersetzt hier das Seileck (vgl. S. 81), es erlaubt, gerade 80 wie 
dies, dIe ErmittluJlg der wahren Lage der Resultierenden, und das einfache Kraft
t'ck gibt diese Kraft)Virkung nur nach Größe und Richtung; sie zerlegen wir dann 
entspn'chend der Balkenachse in einen Querkraft- und cinen Längskraftanteil. 

Damit ist also dip Querkraftfläche weiterzuzeichnen. AIR Kontrollp für die 
richtige Ermittlung des Sprunges _ in -der Querkraftfläche an der Stelle @/(), 
muß dpr weitere Verlauf deI[' Querkraftlinie, unter der gleichpn Neigung q, am 
Ende des überragenden Teiles in den Wert Null übergehen. 

Die QuerkraftfIäche für den Pfosten wird am zweckmäßigHten an der Stellt, 
deI> Lagprs A begonnen. Es wirkt hipr zunächst A q nach rechts (vom Blick
punkt aus gesehen nach ob(>n !), die Querkraftlinie verläuft nun parallel zur 
Bal,kenachse bis zur AngriffsHtelle der Kraft W, dann, um diesen Betrag lf ver
mindert, bis zur Anschlußstelle des DachbalkenH ebenfalls parall('l der Stabachse. 
Der hier vorhandene Betrag der Querkraft (A q - W) mOlß gleich dem Anteil der 
in den Dachbalken übertragenen Kraft R sein, der senkrec!It zum Pfosten ge
richtet ist, also Rh.' Es sei noehmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß dieser 
Betrag weder Querkraft noeh Längskraft für den Dachbalken bedeutet, fiondern 
nur den waagerechten Anteil der Kraft R, die in den Dachbalken wt'itergp
leitet wird. 

Der Auslegerarm mit der Kraft P hat ebl(' Querkraftlinie parallel zur Aus
legeraehse im Abstand P von der Achse. Die Schlußordinate ist gegeben durch 
die Lagerkraft A a , vermindert dureh den in dieser Riehtung hinzukommenden 
Bdrag dN Längskraft des Pfostens; denn wenn man für einen Punkt unmittel
bar rechts von A den linken Teil betrachtet, so gehört ja zu diesem auch der 
Pfosten, auf ihn wirkt also vom Dachbalken in lotrechter Richtungßie Kraft Rv ' 

aber nun in entgegengesetzter Richtung, da wir vorhin die Kraft R vom Pfosten 
gegen den Dachträger betrachteten, jetzt aber die Gegpnwirkung. Diese KraftRv 

wird für den Stützbalken die Längskraft Hein. 
:Beginnen wir bei der Auftragung der Längskraftfläche (Abb. 238e) am linkt'n 

Ende des Dachbalkens, so haben wir zlmächst als längs der Balkenachse wirkende 
Kraft dit· Größe 

B . sin ,-x = 316,3 . 0,394. 

Die glei.chmäßig verteilte Last hat keinen Einfluß auf die Längskraft (keim' 
Komponenten in der :Balkenachse), die Längskraftfläche verläuft also konstant 
biR zum Anschlußpunkt des Pfostens. Hier kommt der Einfluß des Pfostpnf' 
hinzu, d. i. aber, wie wir bei Ermittlung dpr Querkraft bpreits gesehen haben, die 
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Kraftkomponellte L R von R (vgl. Krafteck). Damit fällt die Lällg~kraft auf Null 
ab. Der überragende Teil des Dachbalkens hat keine Läng~kraftbeanspruchung. 

Für den Pfosten beginnen wir am unteren Ende (Punkt (!i;). Schneiden wir 
den Balken kurz über der Anschlußstelle des Ausleger~ auf, dann wirken auf den 
unteren abgeschnittenen Teil ziehend die Kraft P und drückend die R('aktion A a • 

Die Längskraft für diese Schnittstt'lle ist alRo 

L6 = P - An = - 51,3 kg. 

Es ist di{'s{'r B{'trag praktisch so entstanden zu denken, daß erst di{' Kraft A. 
eingeleitet, abi'r sofort davon die Kraft P wieder abgezogen wird. Läge also der 
Anschlußpunkt des Auslegers etwas höher als der Gelenkpunkt des Lagers, dann 
herrschte unterhalb dt's 'Anschluss{'s des Auslegers die Längskraft 

L = -A. = -551,3kg. 

Im weiteren Verlauf des Pfostens sind bis zum Anschluß d{'s Dachbalkens keine 
die Längskraft beeinflussenden Kräfte mehr vorhanden, die Längskraftfläche be
sitzt also einen konstanten Wert bis zur Stelle ®. Hier wird die noch bestehende 
Längskraft in den Dachbalken eingeleitet, sit' stimmt mit Rv d{'s Kraftecks 
überein, die nun aber vom Dachträger auf den Pfosten wirkt. 

Zusammenfassend läßt sich also für die Übergänge eines Rahmenteiles in 
einen anderen, unter ein{'m bestimmten Winkel zum ersten stehenden, Rahmenteil 
sagen, daß alle Kräfte auf der einen Seitt' dieser Stelle zusammengesetzt wwden 
müss{'n zu einer resultierenden Balkenkraft R. Diese Balkenkraft wird vom 
nächstfolgenden Balken aufgenommen und gibt, nach der Zerlegung in zwei 
Komponenten quer und in Richtung zur neuen Balkenachse, für diesen neuen 
Balken die Quer- und Längskraftgrößen. Stehen die beiden starr zusammen
gefügten Rahmenteile aufeinander senkrecht, dann wird die Längskraft des 
einen Balkens zur Querkraft des anderen und umgekehrt. 

59. Der gekrümmte Rahmen. Bei den bisherigen Betrachtungen wurden 
Momentenflächen , Querkraft- und Längskraftflächen stets für Konstruktionen 
ermittelt, die im Verlauf ihrer Achse eine Gerade oder eine Reihe von Geraden 
darstellten. Die Definition der drei Beanspruchungsgrößen : Biegemoment, 
Quer.kraft und Längskraft ist naturlich auch bei Balken odt'r Rahmen mit ge
krümmter Achse gültig. Es läßt sich ein solcber krummer Balken oder gewölbter 
Rahmen auffassen als die Zusammenfügung unendlich vieler, unendlich kleiner 
Balk{'nelemente mit gerader Achse; wir werden demgemäß zur Gewinnung von 
Längskraft und Querkraft in einem beliebigen Punkte die übertJ'agene Balkenkraft, 
d. h. die Resultierende aller Kräfte auf der einen Seite des Schnittes, neu zerlegen 
müssen in Längsrichtung und Querrichtung des klein('n Balkend~mentes, oder, 
besser gesagt, in Tangential- und Normalrichtung der Balkenachse. - Die Qu{'r
kraft in einem Schnittpunkt i kann jt'tzt auch definiert werden als Summe aller 
einseitigen Kraftkomponenten in der Richtung senkrecht zur Tangente der BaI
kenachse an der zu untersuchenden Stelle i, d. b. von jeder Kraft links ist die Kom
ponente in Richtung der Balkenachsennormalen an der betrachteten Stelle i zu 
berücksichtigen. Entsprechendes gilt für die· Längskraft bezüglich der tangen
tialen Richtung. Die Momente aller Kräfte, auf der einen Seite des Trägers, um 
d{'n zu untersuchenden Schnittpunkt stellen dann genau wie früher das Biege
moment dar. Nach Einführung bestimmter Bildpunkte (Vorzeichenpunkte) 
werden die Vorzeichen wieder eine eindeutige Biegungswirkung festlegen. 

Wir betrachten zur Veranschaulichung dieser Aussagen einen krummen 
Träger, der unter allgemeiner Belastung Pi' P2 und Pa stehen soll und in zwei 
Stützpunkten statisch bestimmt. gelagert ist (Abb. 239). Die Lagerreaktionen 
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werden am besten graphisch bestimmt: wir zeichnen das Krafteck aus den drei 
gegebenen Kräften und nach Wahl eines beliebigen Poles' C die dazugehörigen 
Polstrahlen. Um die Durehführung der Aufgabe möglichst einfach zu gestalten, 
beginnen wir (wie auch bei dem Übungsbeispiel auf S. 91) das SeHeck im tech
nischen Konstruktionsbild nun so, daß der erste Seilstrahl 0' durch den Auf
lagerpunkt des festen Lagers A 
hindurchgeht. Der damit ge
wonnene Vorteil ist leicht zu 
erkennen: wir müssen ja zum 
Sohluß des graphischen Lösungs
ganges die Schnittpunkte der 
Auflagerwirkungslinien mit den 
äußersten Seilstrahlen bestim
men; von der Wirkungslinie der 
Lagerkraft A ist aber zunächst 
nur der Punkt des Lagers be
kannt, durch den die Kraft A 
bestimmt hindurchgehen muß, 
es fehlt die Richtung. Dadurch. 
daß wir 0' durch A ziehen, er
reichen wir nun, daß der Auf
lagerpunkt A ein Punkt der 
Schlußlinie 8' wird. Die Kon
struktion des Seilecks geht dann 
wir üblich weiter. Der letzte 
Seilstrahl 3' wird mit der Wir
kungslinie des beweglichen La
gers B zum Schnitt gebracht. 
Das liefert einen zweiten Punkt 
der Schlußlinie 8', die also als 
Verbindungslinie dieses Schnitt
punktes (3' mit der Wirkungs
linie der Kraft B) mit A zu 
zeichnen ist. Die Parallele 8 zur 
Schlußlinie im Krafteck schnei
det die Kraft B auf der durch 
den Eokpunkt IV paralle I zu B 
gezogenen Geraden aus. Die Ver
bindungsstrecke zwischen End
punkt der Kraft B und dem An
fangspunkt I des Krafteeks (der 
Kraft Pl ) ergibt die Kraft A, 
die als Schlußlinie des Kraft
ecks dieses schließt und damit 
das Gleichgewieht aller Kräfte 
Pl , Ps, Pa' B, A herstellt. Da

e 

Abb. 239. Der gekrümmte Rabmen, 

'B 

8 
b 

durch ist also Größe und Richtung von A bestimmt. Es sei hier nochmals 
darauf hingewiesen, da~ das so entstandene geschlossene Seileck für die Er
mittlung der Biegemomente des Balkens keine vorteilhafte Verwendung darbietet, 
weil es sich nicht um lauter lotrechtt· Kräfte handert. 

Wollen wir nun in unserem Beispiel die drei Beanspruchungsgrößen : Biege
moment, Querkraft und Längskraft für einen Schnittpunkt i bestimmen, so 
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stellen die drei Einflüsse 
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wirkung aller Kräfte eines 
abgeschnittenen Teiles 
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~ i gehenden Balkenachse . 

Dies verwenden wir für 
die tatsächliche Bestim
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Abb. 240 bis 2'3. Verschiedene Balken auf zw,ei 'Lagern mit Sym
metrischer und gegenBymmetriBcher Belastung. 

chungsgrößen Bi' Qi und 
Li' indem wir von der 
Resultierenden Bi aller 

Kräfte (A, Pl' Pz) links von i ausgehen, die ja aus dem Krafteck (Abb. 239b) 
abzulesen ist. Qi ist deren Komponente normal zur'Balkenachse an der Stelle i, L, 
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ihre Komponente in del' tangentialen Richtung. Da die Resultierende R i durch 
den Schnittpunkt der Seilseiten 8' und 2' hindurchgeht, ist ihr Moment für i mit 
Hilfe der abzugreifenden Größe Ti anzuschreiben: 

Bi = -RiT;. 

Wie für den Punkt i ist nun für jeden weiteren Punkt de~ Rahmt'ns zu verfahren, 
und es ergibt sich aus diesen ermittelten Grö~en durch ihre Auftragung in aen 
verschiedensten Punkten die Momentenfläche, die Qu~rkraftfläche und dil' 
Längskraftfläche für den Rahm!"n. In den Abb. 239c und d sind die ermittelten 
Werte Bi und Q; stets normal zum betreffenden Bogenplement aufgetragen; 
in Abb. 23ge in gleicher Weise die Längskraft Ll. 

60. Belastungsumordmmg. Symmetrie und Gegensymmetrie. Wir fiuden in 
der technischen Gestaltung sehr häufig Rahmenkonstruktiont'n und Balken
anordnungen symmetrisch zu einer Mittellinie ausgeführt. Kommt nun zu dieser 
geometrischen Symmetrie noch eine Symmt'trit' in dt'r BelaRtung hinzu, HO könn{'ll 

fl 

b B 

IJ· I 

_\.bb. :!!i. Oreigelenkbogcn mit SytnlUetrisqher und gegensymmetrischer Belastung. 

---;-\Venn man den Schnittpunkt yon A und B im Krafteck als Pol für ein neues ~il
eck einführt dessen erste &,ite dann durch den Lagerpunkt A und dessen letzte Seite 
durch den Siützpunkt B geht, so stellt dieses neue Seileck die Stützlinie dar, auf die später 
näher eingegangen wird (vgl. Nr. 62). 
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wir für die Heanspruchungsgrößen Aussagen machen, die un~ das Aufzeichnen d!'r 
drei kennzCichn!'nden Flächen wesentlich erleichtern. Bdastungösymmetrie ist 
gegeben, wenn die Bdastung zur Mittellinie d!'r geometrischen Symmetrie spiegel
bildlich angeordnet ist (z. B. Abb. 240a). Als Gegenstück dazu sprechen wir 
yon Antisymmetrie oder Gegensymmetrie dN Belastung, wenn bei geometrischN 
Symmetrie (die stets vorausgesetzt sein muß) die Belastung so angeordnet ist, 
daß sie zur Mittellinie spiegelbildlich mit umgekehrtem Vorzeichen aufgebracht wird 
(z. B. Abb. 240b). Für beidc Belastungsarten der symmetrischen Konstruktionen 
gibt es vereinfachende Aussagen über die erzeugten Beanspruchungsgrößen. Zur 

f"""t"llllr pllllill H I1II1 2' 

besseren Erklärung der 
Pl b r Symmetrie wollen wir uns 

L.._ ---'"�ililr-----' einige grundlegende Fälle 
• dieser Belastungsarten an-

I :+' In den Abb. 240 bis 243 ~ 
sehen: 

Bi haben die Balken als Lage-
rung zwei feste Gelenke, 
sind also eigentlich statisch 
unbestimmt gelagert. Bei 
Einführung eines beweg-

mnn lichen Lagers würde jedoch 
fi Pwuu 1I1I1 H 111111111 [J.llitp die geometrische (konstruk-

1.' l 

tive) Symmetrie nicht mehr 

Abb. 245. Eingespannter Balken mit symmetrischer und gegen
symmetrischer Belastung. 

voll gewahrt sein, und wir 
könnten zunächst nicht 
mehr von symmetrischen 
oder gegensymmetrischen 

Belastungsfällen sprechen. Um uns über die statische Unbestimmtheit· w('gzu
helfen, setzen wir voraus, daß evtI. auftreknde Horizontalreaktionen auf beide 
Lager gleichmäßig verteilt werden (ihre Größen sind aus einer Formänderungs
betrachtung zu gewinnen). Die beiden Bilder der Abb. 244 zeigen eine gelenkige 
Verbindung zweiep Halbrahmen ; diese Konstruktion ist statisch bestimmt und 
heißt Dreigelenkbogen. Die Behandlung des Dreigelenkbogens wird im folgenden 
Abschnitt durchgeführt; die Abbildungen werden sehon an dieser.Stelle gebracht, 
um Symmetrie und Gegensymmetrie auch an einem krummen Balken zu zeigpll. 
Das letzte Bild der aufgeführten Fälle (Abb. 245) stellt einen BalkC'l1 dar, der in 
der Mitte in Form einer Einspannung festgehalten wird. Die mit a bezeichneten 
Balken weisen symmetrische Belastung auf, die mit b'bezeichneten dagegen gegen
symmetrische Lasten; der Fall c gibt jedesmal eine Grenzlage der Belastung an. Es 
ist für jede Anordnung die Momenten-, Querkraft- und Längskraftfläche gezeichnet. 

Die vereinfachenden Aussagpn der Symmetrie und Gegen~ymmetrie sind 
folgende: 
Bei geometriscper Symmetrie gilt im Falle dpl' Symmetrie der Belastung: 

die Reaktionskräfte sind symmetrisch; 
die Momentenfläche ist symmetrisch zur geometrischell Mittellinie; 
die Querkraft ist im Symmetrieschnitt Null, die Quprkraftfläche ist gegell

symmetrisch; 
die Längskraft ist symmetrisch zur geometrischen Mittellinie. 

Im Fallc der Gegensymmetrie der Belastung. gilt: 
Die Reaktionskräfte sind gegensymmetrisch ; 
das Biegemoment ist im Symmetrieschnitt Null, die Momentenfläche gegen

symmetrisch ; 
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die Querkraftfläche ist symmetrisch; 
die Längskraft ist im Symmetrieschnitt Null, die Längskraftfläche gegen· 

symmetrisch. 
Unsere Annahme über die waagerechten Lagerreaktionen ist in diesen Aus· 

sagen mit enthalten und gilt also gena.u so wie die anderen Aussagen. 
Die Richtigkeit der ausgesprochenen Vereinfachungen der Symmetrie ergibt 

sich sofort bei Betrachtung eines der angegebenen Fälle (z. B. Abb. 240a). Es 
gehört zu jeder Kraft P eine entsprechende spiegelbildlich zur Mittellinie ge
legene; zu jedem Punkt i der einen Seite ist spiegelbildlich ein entsprechender i' 
auf der anderen Seite zugeordnet. Stellen wir nun für einen beliebigen Punkt i 
auf der linken Hälfte das Biegemoment für den linken abgeschnittenen Teil auf 
und für seinen symmetri~chen Punkt i' auf der rechten Hälfte das Biegemoment 
für den rechten Itbgeschnittenen Teil, so sehen wir aus der Gleichung für beide 
Punkte das gleiche Moment erstehen, da ja die Lagerreaktionen gleich sind und 
die spiegelbildliche Anordnung des Momentendrehsinnes das gleiche Vorzeichen 
besitzt (t fiJ). Bei der Querkraft war die Definition des Vorzeichens so gegeben, 

daß eiilespiegelbildlich umgekehrte Richtung der Querkfaft (t~i.j,) dem gleichen 

Vorzeichen entspricht. Wir h:lI,ben also bei symmetrischer Anordnung der Kräfte 
verschiedenes Vorzeichen, d. h. die Querkraftfläche ist gegensymmetrisch zur 
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Abb.2*.6. Belastungsumordnungsverfahren tür verschiedene Belastungen. 

Mittellinie. Die Längskraft besitzt bei symmetrischer Anordnung der Kräfte 
gleiches Vorzeichen (+-~{"+), verhält sich also wie das Biegemoment, d. h. die 

Lingskraftfläche ist symmetrisch. In gleicher Weise sind aus der Vorzeichen
betrachtung die Aussagen der gegensymmetrischen Belastungsfälle zu beweisen. 

Nun ist von allergrößter Bedeutung, daß bei symmetrischen Konstruktionen 
(gestaltliche Symmetrie) auch die allgemeinste Belastung durch Übereinander-
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lagerung der erwähnten beiden Belastungszuatände (Symmetrie und Gegen
symmetrie) hergestellt werden kann. Wir ordnen die gegebene Belastung um, 
machen aus der einen Aufgabe zwei Probleme: einen symmetrischen Belastungs
fall und einen gegensymmetrischen Belastungsfall. Die Ergebnisse der Teilauf-
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(Abb. 221) anw·wandt wurde, stets 
möglich sein wi;tl, ist an einigen Be
Jastungsbeispieh'n Abb. 246) gezeigt. 
In den Abbildungen ist stets links 
der tatsächliche Belastungsfall dar
gestellt, in den mittleren Bildern die 
symmetrische, in den rechts befind
lichen die gegemymmetrische Be
lastung gezeichnet, die zusammen die 
wirkliche Belastung ergeben. 

Abb.247. ÜbungsbeispieJ. 

Durch diese Belastungs-Umord
nung (BU-Verfahren) erreichen wir, 
daß bei geometrisch symmetril:\chen 
Konstruktionen nur. noch symme
trische und gegensymmetrische Auf
gaben zu lösen sind, bei denen die 
vorerwähnten Aussagen eine Erleic,h
terung bedeuten. Mit dieser Über
pinanderlagerung kommt man häufig 
schneller: zum Ziele, als wenn man 
die allgemeine Belastung unmittelbar 
verwendet. Der große Vorteil dieser 
Auf teilung tritt erst bei räumlichen 
Belastungen und räumlichen Lage
rungen besondprs deutlich hervor. Es 

gelingt uns dabei häufig, durch eine derartige Auf teilung, die schwierig zu be
handelnden räumlichen Probleme auf ebene Probleme zurückzuführen. Wir 
wollen die AnwendungsbeisJliele der Belastungsumordnung deshalb .auch auf das 
entsprechende IVtpitel zurückstellen. 

Vbungsaufgaben über ebene Rahmen. 
1. Aufgabe. Auf den in Abb. 24'7 dargestellten offenen Rahmen wirke eine 

zusammenhängende lotrechte Belastung und eine waagerechte Last. Die Bean
spruchungsgrößen für die drei Rahmenteile sind gesucht. 

Lö8ung. Der steife Rahmen GD B ist abgestützt durch das faste Lager B Ulld 

den Stützungsstab GA. Es sind zunächst die Fesselkräfte A (im Stab AG) unt{ B 
zu ermitteln; es kann dies auf graphischem uder r('(lhnerischem Wege geschehen. 
In ersterem Falle bringt man die Resultierende R aus der lotrechten und waage
rechten Belastung, die auf den rechten Teil G B wirkt, zum Schnitt mit dem Stabe 
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AG und verbindet den Schnittpunkt mit dem Punkt B. Das zugehörige Kraft
dreieck ist in Abb. 245 b gezeicllltl.et; daselbst sind auch die Komponenten der ge
fundenen Lagerkräfte A.und B eingetragen. Zur Probe seien diese Komponenten 
auch analytisch berechnet: 

(I M)JI = 0: - 250 . 5,0 . 4,5 - 1000 . 4,0 -I- A • . 9,0 = 0, 

A. = 1069,4 kg. 

250·5,0·4,5 -1000·4,0 - Bv ' 9,0 = 0, 

B. = 180,6 kg. 

Die' Aufstellung aller lotrechten Kräfte ergibt die Richtigkeit der gefundenen 
Werte. Es ist ferner: 

A,,'A b = 2,0:4,0, 

.d" = tA. =..534,7 kg (nach rechts), 

Bio ~ 1000 - (134,7 = 465,3 kg (nach rech\il). 

Das Biegungsmoment für den Stab AG ist üoorall gleich Null, da nur eine Längs
kraft in der Achse auftritt. Am Lager lJ verschwindet das Biegungsmoment ; 
zwischen Bund D verläuft; es geradlinig, für den Teil Da parabolisch. Es ist 
hl'J"(·dlllH liir di!' Ht!'ll<, lJ (BI)' darlll fiil" die :\Iittt' dp, Teilt>, OD (B:!) lind zwei 
wpifel"p :-;tt·lIen. dip dip Entft'I"BlIIl!! 1,0 111 (B~) lind ./.11111 (B4 ) \'Olll Pllnkt J) 

haben. Es ergibt sich: 

.BI = 180,6 . 2,0 + 465,3 . 4,0 = 2222,4 kgm. 

B 2 = 180,6 . 3,0 + 465,.3 . 4,0 - 250 . 1,0 . 0,5 = 2278,0 kgm. 

Ba = 180,6 . 4,5 + 465,3 . 4,0 - 250 . 2,5 . 1,25 = 1892,5 kgm. 

B, = 180,6 . 6,0 + 465,.3 . 4,0 - 250 . 4,0· 2,0 = 944,8 kgm. 

Im Gelenk G muß das Biegungsmoment verschwinden; man kann di!'se Bedingung 
als Kontroll!' verwenden: 

180,6· 7,0 + 465,3·4,0 - 250 . 5,0 . 2,5 = O. 

Es ergibt sich die in Abb. 247 c dargestellte Momentenfläche. 
Für die Querkraft- und Längskraftfläche des Teiles BD benötigt man die 

Komponente von B senkrecht zur Achsenrichtung BD (Bq) und in der Achsen
richtung (Ba)' die in Abb. 247b angegeben sind. 

2. Aufgabe. Für den Portall'ahmen in Abb. 248 sind die Beanspruchungs
größen fÜr die verschiedenen Rahmenteile zu berechnen. 

Lösung. Der in sich steife Rahmen ist in A fest, in B beweglich gelagert. Die 
Lagerreaktionen werd!'n aus dpn Mom!'ntengleichungen für die Punkte A und B 
ermittt' lt : 

(IM) .. = 0: 

1500·2,0 + 200·4,0 4,0 + 500·6,0 -1000·0,8 - B· 8,0 = 0, 

B = 1050kg. 
(.:!; M)JI = 0: 

- 500 . 2,0 - 1500 . 6,0 - 200 . 4,0· 4,0 - 1000 . 8,8 + A . 8,0 = (), 
A = 2750kg. 

Die Biegungsmomente sind für die angegebenen Punkte 1 bis 7 berechnet. Das 
Moment an 2 muß gegenüber demjenigen von 1 verschieden sein um den Mo-



176 Anwendung auf ebene gestützte Körper (Scheiben). 

mentenbetrag der Kraft Q, also um Q ·2,0 mkg. Die Biegemomt'nte an Punkt 3 und 
an 7 sind f'iir den schräg liegenden Teil und den waagerechten Balken gh'ich groß. 

, , 
----8,0-

L~ 

fj zooo <t'Oomkg 

~ 
o 1000 2OOO1<g 

übungsbeispiel. 

B! = 2750· ],2 ~ .. 3300 kgm. 

B 2 = 2750 . 1,2 - 1000 . 2,0 = 1300 kglll. 

B3 = 2750·2,0 --- 1000 ·2,8 = 2700 kgrn. 

B4 = 1050· 5,0 -- ;"iOO . 3,0 -- :WO . 3.0 . 1,Cl 

c 2850 kgm. 

Bö = 1050· 4,0 -- ;"i00 . 2,0 - ~OO . ~.O . 1,0 

= 2800kgm. 

B6 = 1050· 3.0 - 500 . 1 0 - 200 . 1,0·0,5 

= 2550 kgm 

B7 .= 1050·2,0 = 2100 kgm. 

Znr Berechming der Moment!' für die 
Punkte 1, 2, 3 wurden die Teile links von dpr 
Schnittstelle verwendet, für die Punkte 4. 5. 
6, 7 diejenigen rechts von der Stelle. Auß!'}'· 
dem wurde zur Kontrolle für den Punkt 3 
auch das Biegung~moment von recht~ auf. 
gestellt. Die Querkraft ist an der Stelle 1 durch 
A q gegeben, an Stelle 2 durch (A q - Qq), ent· 
sprechend die Längskraft an die~en beiden 
Stell!;)n durch A a und (A a - Qa)' Für dl'n 
oberen Balken i~t die Längskraft Null. 

3. Aufgabe. Die Beanspruchungsgrößen silld 
für die verschiedenen Teile de]' in Abb. 249 
dargestellten Konstruktion zn ermitteln. 

Lösung. Es handelt sich um ein statisch 
bestimmtes Gebild(': der starre' Teil A D Bist 
durch das feste Auflager A und den Stab :2 
abgestützt und so unveI:schieblich festgC'legt; 
daran ist durch den Stab (Balken) I dp]' 
Punkt C angeschlosspn, der andC'rerscits durch 
den Stab 1 festgchalt('ll wird uud so (·bC'nfalb 
unverschieblich angdügt ist: der Teil I i~t 
also nach diesem AufbaugC'sC'tz ein Balken, 
der im Punkt B fest gelagprt und in C durch 
den Stab 1 abgpstützt i~t. Dip auf ihn wir
kenden Fesselkräftt' 8 1 lind B können durch 
die MomentengleichungeIl für dip Punkte' B 
und C sofort angep:l'b{'11 ":l'l'dl'l1. 

(IM)B = 0: 300· 2,0 . 1,0 + 1200 . 2,0 = 8! . 4.0 

SI = 750 kg (Zug). 

1200·2,0 + 300·2,0·3,0 = Bv ' 4.0, 

Bv = 1050 kg (nach oben). 
Weiter ist: 

Bh = 800 kg (nach rechts). 
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Auf den Rahmen A f) B, der in A fest und in B durch den Stab 2 abgestützt ist, 
wirken die umgekehrten Kräfte B~ nach unten und Bio nach links, die zu der Last 
500 kg und der zusammenhängenden Belastung hinzutreten. Es ergeben sich die 
l\Iomentengleichungen : 

(~' M)A = 0: 200·5,0·2,5 + 800·4,0 + 1050·5,0 + 8 2 .5,0 = 0, 
8 2 = -2190 kg (Druck). 

(..!' M)B = 0: 500·4,0 + 300·4,0 - 200·5,0·2,5 + A~. 5,0 = 0, 
A. = -1410 kg (nach unten). 

})arin ist A h =300 kg eingesetzt, was: sich 
au:; der Betrachtung der waagerechten 
Kräfte :;ofort ergibt: 

A h = Bio - 500kg. 

Die Nachprüfung zeigt, daß die Sum
me aUer lotrechten Kräfte tatsächlich 
wrschwindet. Der Aufzeichnung der 
Flächen .für die BeanspruchungsgJößen 
stehen dann keine Schwierigkeiten mehr 
im Wege; am Punkt B ist natürlich da~ 
Biegungsmoment gleich Null. 

4. Aufgabe. Die Beanspruchungs
größen sind für die verschiedenen Teile 
der in Abp. 250 dargestellten: Konstruk
tion (Lagerhallenrahmen) anzugeben. 

Lösung. Auf dem Rahmen mit über
stphendem Ende ist eine schräg liegende 
Brücke durch das Gelenk K und den 
Stützungsstab 8 angebracht. Die zu
sammenhängende Belastung werde in 
der Mitte zusammengefaßt (R = 7100 kg) 
und in zwei Komponenten zerlegt: 

V = 700. 11,0 = 666 5 k 
V11,()2 + 3,5> ' g, 

H = 700· V 3,5 = 212,1 kg. 
11,0' + 3,5" 

Die Kraft 8 findet sich unter Verwen
dung der Momentengleichung : 

(~M)K= 0: 

-700.7,0 -8 ·11,0 = 0, 

8 = -445,5 kg (Druck). 

F-erner ergibt sich: 

Li 

]lllllIillffillilllll~ 

K v = 666,5 - 445,5 = 221 kg (nach oben für den Balken), 

Klo = 212,1 kg (nach rechts für den Balken), 

K = V2212 + 212,12 = 306,2 kg. 

Für die Ermittlung der Lagerreaktionen B, A~, A" des Rahmens benötigen wir 
allerdings diese Kräfte Kund S nicht, da. wir für die gesamte Konstruktion die 

12 Schlink. Statik. 4.u. 5. Aufl. 
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Summen der MOlllente für dip Punkte- A lind B gleich Null setz('n können: 

(~ .M)A = 0: 1000· 9,5 + 150 . 6,5 . 3,2i"J . t- 666,i"J . 2,83 - 800 . 1,5 

- 2000.5,1)- 212,1·11,62 - B· 6,5~. 0, 

B ~ •• 52,3 kg (nach olx'Il). 

L~~ 
o IM i1JO.1{){}'l(J{}Si!O'9 

~.II L .+ 
"i 1/ I/I.',', !/t:d 

~\bh. 230. ühungsbeispic1. 

(~ .M)B ~-. 0: - 2000 . 12,0 - 666,5 . 3,67 -- 2] 2,1 . 7,12 - J 012,J . 2,5 

- 150·6,5·3,25· + 1000·3,0 + 800·1,0 +- Au' 6,5 ~. 0, 

A. = 4590,2 k'g (naeh oben). 
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Die Nachprüfung ergibt, daß mit diesen Werten die Summe aller lotrechten 
Kräfte verschwindet. Weiter findet sich: 

A" = 800 + 212,1 = 1012,1 kg (nach rechts). 

(Würde auf den Rahmen AB nur eine waagerechte Kraft in K wirken, so 
würden auch dadurch in A und B lotrechte Lagerreaktionen entstehen, die ein 
Kräftepaar bilden, das dem Kräftepaar K II und All = K II Gleichgewicht hält.) 

Mit den gewonne.nen Werten können alle Biegungsmomente am eigentliehen 
Rahmen sowie am oberen schrägen Balken ermittelt werden. Dabei muß natür· 
lieh letzterer vom Rahmen abgetrennt und die Anschlußkräfte Sund K müssen 
alg Kräfte, die einerseits auf den Rahmen, andererseits auf den Balken wirken, 
eingeführt werdcn. AIs Vorzeichenpunkt wählen wir einen Punkt V im Innern 
des Rahmens. Es ergeben sich für den Rahmen die Bif'gungsmomf'nte: 

BI = - 2000 . 4,0 = -8000 mkg. 
B 2 = - 2000 . 5,5 - 445,5 . 1,5 = -11668 mkg. 
Bs = -1012 ·1,5 = -1518mkg. 
Ba = -1012· 7,5 + 800·6,0 = -2790 mkg. 
Br. = -2000·5,5 - 445,5·1,5 -1012·7,5 + 800·6,0 = -14458 mkg. 
B •• = -221 . 7,0 - 1000 . 7,0 + 52,3· 4,0 - 150 . 4,0· 2,0 = -9539 mkg. 
B8b = -221 . 5,0 - 1000 . 5,0 + 52,3· 2,0 - 150 . 2,0· 1,0 = -6301 mkg. 
B 7 =T -221· 3,0 = -663 mk/!:. 
Bs = -3000 mkg. 
Bs = -3000 mkg. 

D8.§ Bif'gungsmoment Bs ist gleich der Summe der Biegungsmomente von B2 

uI1d B, Die Biegungsmomente BI bis Br. wurden von der linken Seite her bf" 
rechnet, die anderen von der rechten Seite. 

Zur Ermittlung der Biegemomente für den schräg liegenden Balken benutzt 
man zweckmäßig die Komponente K. senkrecht zum Balken (K. = 275kg); es 
finden sich die Werte für 6 Punkte, deren Lagen leicht aus den Hf'bf'larmpn dN 
Momentengleichungf'n zu erRf'hen sind: 

BI = 275· 2,0 - 50· 2,0 -1,0 = .t 450 mkg. 
Bz = 275 . 4,0 - 50 . 4,0· 2,0 = + 700 mkg. 
Ba = 275·7;0 _.50·7,0·3,5 = + 700 mkg. 
B, = 275 . 10,0 - 50 . 10,0 . 5,0 = + 2/j0 mkg. 

B s = -50·2,46·1,23 = -151,3 mkg. 
Bs = -1;0 . 1,0· 0,5 = -25 mkg. 

Der Größtwert des Biegungsmomentes liegt über der Nullstelle der Qm'rkraft
fläche. Um Querkraft und Längskraft für diesen Balkf'n zu findl·n, bpnötigt 
man die Komponenten von S bzw. K in der Richtung der Achse und senkrecht 
dazu. Es ist: 

1~ 

S. = 445,5' '1:,~4 = 425 kg, 

Ba = 445,5 '1~::4 = 135 kg, 

K a = ]:')5 kg, 

K q = 2i5 kg. 



lRO Anwendung auf ebene gestützte Körper (Seheiben). 

ö. Aufgabe. lfür den in Abb. 2iil darge~tellten gdrrüllimtl-n Hahnwll (l\Lt. 
,chinenrahmen) sind die BeanRpruchungsgrößen zu I'rmitteln. 

Lösung. Es handelt ><ich um pinen eingespannten statisch beHtimmten Rah. 
lllE'n. Die oberen Lastl'n von 1 t und 5 t wE'rden zur Resultierendl'n Bi zu sam ml' I 1-

!!e,etzt. Für dip Punktp rpchb vom oberpn Anschlnßarm lil'gt auf cll'r pil1t'll 

1t 

L.~~'~' __ .~ 

o StlIOml<9 

ÜI)Ultg, .... IIt·i .... l.le!. 

Spite nur die Last 5 t; für alle weiteren Punkte zwisdwll dpm obt'n'll Ende lIud 
deI" Anschlußsh'lle B wirkt dann oberhalb eine" belil'bigt-n Punktes i dil' Kraft R 
das Biegungsmoment ist gegeben durch + Bi e. Dip Längskraft nnd Querkraft 
für pinen Punkt i wird durch Zerlegung der Kraft Bi in piJ1(' tangl'ntiale und nOl'
mall' Komponpnte gdunden (in der Zeichnung ist dips für dl'n Punkt i angegl'btm). 
l!'ür den Teil zwischen Allsehlußpunkt Bund n-ehtpm Ende lx-nutzt man natm
gpmäß den rechts VOll B gdf'gt'llell Teil. 
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Für die Punkte de~ ullte!'t'n Haltestücks hat man zu beachtelI, daß oberhalb 
eines Punkt.i'R k Rowohl R. als auch die Last P wirkt. Da ab('r die obere Last [) t 
und die untert,n in dipst:lI}(· Geradl' fallen lind entgegengeBetzt g('richtet sind, 
heben diese heidl'n Hich auf, HO daß für alle Punkt!' k ll'diglich die Last 1 t zu Iw
rücksichtigen ist. Für dl'1l !,!'{'nH!{,ll' Teil d!'H Halt{,HtiiPkH ist die Querkraft lIlld 
Längskraft konstant. 

XI. Gelenkträgl'l' (])reigt'il'nkbogen, Herberbalken ). 
Dit· praktischp Durchführung teehllisclw)' KonstruktiOlH'11 vl'rhlllgt hällfj~ 

die La.gerung eines Balkens oder Rahmt·ns durch lIH'hr als drei Fe,selung{'n (lTn
bekannkn). Diese Konstruktionl'l1 sind dann alk statiseh unbpstimmt gelag(·I't. 
Andererseits wird aber vielfach aus besonderen Gründl'n 'Wert darauf ge lpgt. 
die Konstruktionen statisch bestimmt zu baul'lI, YOI' all"m mit Rücksicht darauf. 
daß bpi solchen KonstruktiOlwn durch Temppl'aturämkrungen kpüH' il1lwl'l'n 
Einflüsse hervorgerufen werden. Wirkt nämlieh auf eilll'n Balken eine Tempera
turerhöhung, so sucht· er sich unter ihrem Einfluß zu vl'rlängern. Liegt nun ein 
statisch bestimmter Balken mit einem festen und ein(m beweglichen Lager vor, 
sO gibt der Balken diesem Verlängerungsbestreben nach, indpm sich das beweg
liche Lager verschiebt. Wirkt aber die Temperaturerhöhung auf einen unbestimm
ten Balken mit zwei festen Lagern, so kann er dem Einfluß nicht nachgeben, er 
widerstrebt also der Verlängerung, und dadurch entstehen innere Kräfte. Wollen 
wir nun den Balken mit mehr als drei Fesseln statisch bestimmt machen, RO 

müssen wir ihn durch technische Maßnahmen so verändt'rn, daß wir so viele neue 
Gleichungen gewinnen, daß die Z/1hl der Gleichungen gleirh der Zahl der Un
bekannten wird. Diese neuen Gleichungen werden fast immer gewollnl'n dureh 
Einführung von Gelenken (Drehbolzen) in den Verlauf der Konstruktion. Die so 
entstehenden Formen sind im wesentlichen 

1. der Dreigelenkbogen, 
2. der. Gerberträger. 
61. Die analytische Behandlung des Dreigelenkbogens. Wir gehen aus von 

einem Rahmen mit gekrümmter Achse, der in seinen beiden Endpunkten durph 
zwei feste Lager (Gelenke) gl'stützt ist (Abb. 252) und durch die drei Kräfte PI' 

Abb. 25t. Der Zwci!l'clenkbogen. Abb. t63. Ocr Drelgelenkbogen. 

P2' Ps belastet ist. Die beiden festen Lager vermögen je eine nach Größe und 
Richtung (oder nach Größe in zwei gegebenen Richtungen) unbekannte Kraft 
aufzunehmen bzw. auf den Rahmen auszuüben. Wir haben also insgesamt vil'r 
unbekannte Lagerreaktionen : A~, A", B~, Bio' Der Rahmen (Zweigelenkbogen ) ist 
statisch unbestimmt, da gegenüber den vier Unbek,mnten nur drei unabhängige 
Gleichgewichtsbedingungen aufgestelltwt'rden können. Nun können wir das System 
dadurch statisch bestimmt machen, daß wir den Rahmen aufteilen in zwei Rahm!"ll
teile und diese wieder mit einern Gelenk aneinanderfügen (Abb. 253). Das ganze 
System bel!teht also jetzt aus zwei Einzelrahmen, die miteinander verbundeIl 
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sind durch pin Gelenk und deren andcrp Enden jeweils in einpm festen Gelenk 
an der Erde gelagert sind. Die drei vorkommenden Gelenke (zwei an den 
Lagern) geben der Konstruktion ihren Namen: Dreigelenkbogen. Die vier LagpI'
unbekannten sind noch da, aber das Ge!pnk prlaubt uns, eine DPue Gleichung auf
zustellen zur Ermittlung der vierten Unbekannten. Im Gelenk stützt sich näm
lich der linke Körperteil I gegen den rpchten II, ps drückt also der Teil I gpgen Il 
lind umgekehrt II gpgen 1. BPide Kräfte (Gelenkkräfte ) müssen gleich groß, 

aber entg~engesetzt gerichtet sein, wenn Ruhe herrschen 
r--..;.:L'. !Iz . ~oll. Auf en linken Teil wirken demgemäß im ganzen PI' 

----- 6' Ir A v , A h und die Gelenkkraft K von Teil II gegpn I (Abb 254). 
Die Kräfte müssen im Gleichgewicht· stehpn, odpr amkrs 
ausgedrückt die Resu1tiprende RI aus PI' A v und A h muß 
im Gleichgewicht mit der GeJenkkraft K stehen, da8 ist aber 
nur möglich, wenn die erwähnte Resultierendp mit Kin dip
selbe Gerade fällt, d. h. die Resultante der Kräfte links vom 

A~ Gelenk muß durch den Gelenkpunkt gehen. Wir können dips 
AblJ. 2.Jl. K['äftespiel auch anders ausdrücken: Wenn diese Resultierende UPI' 

für d.nen Teil des Drei- Kräfte links durch den Gelenkpunkt geht, dann ist ihr Mo-
gt'lenkhogen8. ment für diesen Punkt Null; da aber das MOIDPut der R.(\-

sultierenden gleich der Summe der Momente ihrer Kräfte ist, vl'rschwindet fiir 
diesen Punkt auch <;lie Summe der Momente aller Kräftl' links von G. Also für das 
Gelenk muß die Summe der J}lomente aller Kräfte links oder rechts verschwinden; 
(der Zusatz "oder rechts" ist de~wegen berechtigt, wl'il wir dieselbe Übprlegun~ 
auch für den rechten Teil anstellen könnf>n). Für den DI'pigPlenkbogen dp!" 
Abb. 253 gilt also: 

Nun nannten wir aber die Summe der Momente links oder rechts VOll einer Balkl'll
stelle das Biegemoment ; infolgedessen können wir auch sagen: 1m Gelenkpunkt 
ist das Biegemoment Null. Diese neue Erkenntnis ist auch pbysikalisch leicht ein
zusehen. Stellen wir uns ein praktisch ausgeführtes Gelenk vor (Scharnier, 
Bolzen), so kann damit eiIie Längskraft weitergeleitet werden, denn e~ ist nieht 
möglich, das Gelenk auseinanderzuziehen. Außerdem ist es möglich, mit d('m 

o----.Z"----. I} Gelenk eine Querkraft weiterzugeben an deli 
: ' nächsten Balkenteil, denn der Zusammenhallg 

der beiden Balken kann auch r;ieht durch eine 
Kraft quer zur Balkenachse gestört werden. 
Nicht möglich iHt es dagegen, eitlen dreht'nden 
Einfluß des einen Teiles auf df>n nächsten mit 
dem Gelenk zu übertragen, denn der eine Kör
perteil würde sich einfach gegen df>n andf>f('n 
um das Scharnier drehen. Wir sehen alHo damit 
rein anschaulich, daß im Gelenk eine Querkraft 

Abb. 255. ~:~~~'i~a~~~ mit lot- und eine Längskraft übertragen wird, aber kein 
Biegemoment. Die dureh daR Gelenk weitl'r

geleitete Querkraft bzw. Längskraft sind die Komponenten «?-el' Gdenkkraft K. 
Die erwähnte zusätzliche Gleichung für das Gelenk stellt um nun mathe

matisch betrachtet die vierte Gleichung zur Lösung der vier Lagemnbekanntl'll 
dar. Als Beispiel für die Ermittlung der Lagerreaktionen und der Beanspmchungs
größen (Biegungsmoment, Querkraft, LäiJgskraft) eines Dreigelenkbogens be
trachten wir zunächst eine Konstruktion, auf die nur lotreehte Lasten wirken 
sollf>n (Abb. 255). Es können entsprechend dpn festen Lagern an beiden Enden in 
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den Lagerstellen lotrechte und waagerechte Lagerkräfte auftreten. Es liegt nUll 
sehr nahe im Gedanken an den Balken auf zwei Stützen, der nur unter lot
rechten Lasten stand, zu sagen, die beidl:'ll Horizontalreaktionl:'n der Lager seil:'n 
Null. Diese Annahme ist aber falsch. Wir können nur aussagen, daß die Summ<' 
dl:'r waagerechten Reaktionen gleich Nun sl:'in muß. Damit haben wir schon einl:' 
Gleiehgewichtsbl:'dingupg angesl:'tzt: 

1.~11=0: ,"h=BII ; 

diese beidl:'n Horizont&lreaktioßt·n wolll:'n wir künftig, wl:'nn sie beide gleich groß 
sind,. mit H benl:'nnen. 

Die weiteren Gleichungl'n stl:'llen wir in der bishl:'r .gewohntl:'n 'Vl:'ise als Mo
ml'ntenbt>dingungen für ditO Lager auf: 

2. (.l: JJf}B = 0: Av·1-PI · (l-PI)-P2 , (1-p2)-Pa, (1- Pa) = 0 und 

3. (.l:M)~ = 0: PI'PI + ps'Ps + Ps·Pa-B,,·l = O. 

Dil:'se drei Gleichungen stelll'n al~ dil:' Gleichgewichtsbedingungen dar, die wir 
für jede beliebig gestaltete Sctlltibe, ditO untl:'f dem Einfluß von Kräften und 
Momenten steht, aufstellen könner.. Die 
Gleichungen zur Ermittlung von A" und 
Bv stimmen vollständig mit denjenigen 
eines geraden Balkens von d('r gleichen 
Längl:' und dl:'rselbl'Il Belastung überl:'in 

I I 

A pz'-----!.: 
I-_-::~-~ ____ PJ l ----.., 

(Abb.256). Demnach sind die lotrechten Abb.256. Balken aut'zwei Stützen mit lot. 
Kompont·nten At>' B"des Dreigelenkbogens rechten LagerkrMten. 
gl'nau so groß wie dil' Lagerkräfte A, B 
einl's gewöhnlichen Balkens von der gleichen Stützw{'ite, der durch die gleichen 
lotrl'cht('n Lasten beansprucht wird. Neu hinzu kommt die vierte Gleichung, 
dil' dil:' Aussagl' unserer nl:'uen Erkenntnis l'nthält: Das Biegl'moment an dl:'r 
St('ll<' des Gelenks ist lS'ull, 

4. Ba = 0: 

oder unter Benutzung der rechten Seite vom Gell'nkpunkt: 

B".! -P2'(P2~+)-P3'(PS- ~)-B".h=O. 
Wir sehen aUl; dl'n Gleichungl'n, daß die waagerechte Reaktion All und damit 

alleh B h nicht Null wird, und erhaltl:'n damit einen charakteristischen UntE'rschil'd 
zwischen dem Drl'igelenkbogf'n und f'inem Trägf'r auf einem festl:'n und einem 
bt'wl:'glichen Lager. Denken wir uns etwa dnen Dn·igdenkbogen (Ann 25780) 
alH Stützrahml:'n I:'inl:'s Dachl's ausgeführt, auf den nur lotrechte Lasten wirken, 
dann muß das Stützungslagf'r auf dt'r Umfassungsmaul'r gegl'n den Rahmen 
eille schil'fe Reaktion, also außer der lotrechtl'n Reaktion eine waagerechte 
Kraftkomponente All ausüben, um diesen im Gleichgewicht zu halten. Das be
dl:'utet aber umgekehrt für die stützende Mauer, daß sie in entgE'gengesetzter 
Richtung beansprucht, also nach außt'n gedrückt wird, und zwar auch bei nur 
lotrechtf'n Lasten. DPr Balken in einem festen und einf'm hf'weglichen Lager 
(einerlei ob gerade oder krumm) übt dagegen hf'i lotrechtf'r B€llastung nur lot
rf'chte Kräfte auf die Unterlage aus (Abb. 257b). Damit eine Mauer einer seit
lichen Einwirkung standhält, mu.9 sie ahf'r wesl'ntlich stärker gemacht werden, 
als wenn sie nur lotrecht belastet ist. Es liegt demgemäß bt>i der Ausführun{! 
eine;; Dachrahmens als Dreigelenkbogen eine unjZÜnstigere Beanspruchung der 
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~lauern vor als beim gewöhnlichen Balken, dpr bei lotn'chtt'n La~tt'n nur ~~Jlk. 
recht auf seinp Unterlage (Mauer) wirkt. Wir stellen ~omit in deI' Art dpr 'VÜ-· 
kung auf die Unterlage (Pfeiler) eint'n Nachteil des Dreigpjenkbogen~ gegoliib(·J' 
dem gewöhnlichen Träger in einem f('sten und eint·m bpweglicht'll Lager ft',t. 
])emgegpnüber finden wir aber"einp we~t'ntliche Vt'rklpinelUng dpr Bi"gouoJlleJlte 

dps Dreigelenkbog('lli< durch die ·waagerecht(· 
Lagerkraft. Wenn wil' nämlich für eillpn h,·. 
liebigpn Punkt i (vgl. Abb. 2:10) da~ Bie!.!.·. 
momt'nt aufstelkn, wird: 

während das Biegemoment für einen entspl't'· 
chenden Träger mit gewöhnlicher Lagerung in 

B gleicher Entfernung x vom linken Lager dip 
Größe besit7.t: 

Bi = A v • :1: - P, (x - PI)' 

da ja keine waagerechte Lagerkraft auftritt. 
Diese Verringerung des Biegemomentes bedeu· 

B tet für die Dimensionierung (Gestaltung des 
Querschnitts) eine geringere Stoffaufwendung, 
d. h. eine Gewichtsersparnis. Also der Drei· 
gelenkbogen ergibt eine Stoffersparnis für den 

Abb. 257. Unterschied der Lager· 
kräfte beim Drcigelenkbogen und beim 
Halken Init einem fest.en und einf'Dl 

bewcgliebPD Lager. 

Träger, dagegen eine Vermehrung des Stoff· 
aufwandes für die Unterlage. Praktisch führt man die Bogenkonstruktion gern 
bei größeren Spannweiten aus, besonders wenn dif' bei den Lager gegen den 
Boden gut abgestützt werden können. 

Die Aussage, daß die lotrechten Reaktionen eines Dreigelenkbogens geradt· 
so groß sind wie die eines Balkens auf zwei Stützen von der gleichen Länge und 

Pr 
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derselben Belastung gilt nur, so· 
lange beide Auflagergelenke in dpl' 
gleichen Höhe liegen. Im anderpn 
Fan (Abb. 258) tritt die Horizontal· 
kraft Hin den zur Berechnung von A., 

.1 IlndBv aufgestpllten Gleichungen auf. 

'" A v • l - PI (l - PI) - P2 (l - P2) 

+H·e=O, 

A v = ~(l-_1.'Ilt P2 (i=p,J) -- H. -}-. 

-Bv·Z+P1 · PI + P2' P2+H. e =0, 

B v 
PI' PI + P 2 · P2 + H . !.... 

DPI' Hl'eigelenkbogen mit verschieden hoben Lagf'rn. 
I l . 

Dip ersten Glieder "ind dito Reak· 
tionen de:s Balkens auf zwpi f;tützt'l1 (A, B) und wir haben: 

Av=A-H"-r. 

B~ = B + H· T. 
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Damit findet sich das Biegungsmoment : 

Bi = A v ' x - PI (X.- PI) - H· y, 
e 

= A . x - PI (x - PI) - H· T' x - H· y, 

=B;-H(+'X+Y)' 

185 

wenn Bi da~ Biegungsmoment des zugeordneten Balkens auf zwei Stützen b('
deutet; 

Bk = B v ··x' - P2 (x' - p~) - H· y', 

= Bk + H . T' x' - H· y' = Bk + H(+. x' - {e + y}), 

wobei das zweite Glied immer negativ wird. 
Wirkt außer der lotrechten Belastung auch eine gegebene Horizontalkraft Q 

als äußere Belastung auf den Dreigelenkbogen (Abb. 259), so sind die beiden 
waagerechten Komponenten der 

~ Lagerkräfte nicht mehr gleich 
Pt groß. Die Reaktionen lassen sich 

I dann auch nicht mehr in ein-
~ facher Weise mit denen eines 

~a----~~~-: ----------~. 

Abb. 259. Dreigelenk.bogen mit verschieden hohen 
Lagern und Horizontalkraft. 

Abb. 260. Dl'eigelenkbogen mit Zugband. 

Balkens auf zwei Stützen vergleichen. Wir erhalten die Lagerkräfte aus den 
4 Gleichungen: 

1. (~M)B =0: A v·Z+A,,·e-PI (I-PI)-P2(l-P2)-Pa(l-Pa)--Q·j=0; 
2. (I M)..4 =0: Bv . l- B h • e - PIPI - P 2 • P2 - P3 • Pa + Q (f - e) = O. 

Da für ein Gelenk die Summe der Momente links oder rechts verschwindet, 

3. Ba = 0 für den linken Teil: 
A v . a - A h • h - PI (a - PI) - P2 (a - P2) = 0; 

4. Ba = 0 für den rechten Teil: 
B v • b - B h (h + e) - P3 (Pa - a) - Q ({h + e} - f) = O. 

Als Kontrolle dienen dazu: 

~V=O: Av+Bv-PI-P2-Pa=0, 
IH = 0: A h - Bh - Q = {J. 

Es gibt nun bei rein lotrechter Belastung ein einfaches Mittel, um die auf das 
MauerWerk wirkende Horizontalkomponenten wegzuschaffen: setzen wir den 
Bogen auf ein bewegliches und ein festes Lager und verbinden die beiden Lager 
punkte mit einem Stab (Zugband), (Abb. 260), dann gleichen sich die gleich 
großen waagerechten Re'aktionen A h und Bh in diesem Stab aus; der Stab wird 



186 Anwendung auf ebene !!estüt.zte Körper (Scheib<,n). 

damit zu einem Zugstab mit der Stabkraft 

H=A,,=.Bh 

Das Mauerwt'rk hat jt'tzt also, genau wie beim geraden BalkeIl, nur noch lot
rechte Kräfte zu tragen, die gleich und pntgeg('ngesetzt den lotrechten ReaktioneIl 
A und B sind. Wir haben mit der Einordnung des Zugs tabes die "äußeren Kräfk" 
Au und B h in "innNe Kräfte" umgewandelt, also einen Ausgleich der HorizontaJ
wirkungen, die in dicsem Falle an beidpn Enden gIpich groß warpn, innerhalb der 
Konstruktion !:rrPicht. Wir verwenden die Anordnung von solchen Zugbändern 
oder Zugankern sehr häufig bei Gewölben und Hallendächprn, die auf spnk
]'Pchten Mauern mit geringer('r Quersteifigkpit ruhpn. Die Ausführung t,int·]' 
Tragkonstruktion mit Dreigplpnkbogpn und Zugankt'rn wird bei größerer Stütz
wpite immer noch leiphter als pint' Ausführung mit geradpn Balkpll auf zwei 
Rtützen. 

Für die Ausbildung des Gelpnks iI"t von Bedeutung, zu wissen, wit· groß dip 
vom einen Rahmt'ntpil auf. den anderen wirkendp Gelpnkkraft ist. Zur Ermitt
lung dieser Kraft machen wir uns dip Erkenntnis zunutze, daß die übertrageIl<' 
Kraft nichts anderes darstellt als dip Weiterleitung dpr Qupr- und Längskraft 
durch das Gelenk. Wir könnpn also für dpn Gelenkpunkt Quprkraft und LängH. 
kraft aufstellen und erhalten als RpHulti(')'('nde bpidPT Beailspruchungsgrößen 
die Gelenkkraft. 'Vie schoJl oben bemerkt 'wurdp, muß -die Gelpnkkraft, für 
beide Teile getrennt bestimmt, dieselbe Kraft in pntgegengesetzter Richtung 
H{·in (Aktion und Reaktion), deun dic au~ Quer- und Längskraft an jeder belie
bigen Stelle zusammensetzbare Balkenkraft ist für eine Schnittstelle' immer al1 
heiden Schnittufern gleich groß und entgegen gerichtet. 

62. Die graphisrhe Behandlung des Dreigelenkbogens. Wir betrachten zu
nächst einen Bogenträger. d('r nur auf einer Seite belastet ist (Abb. 261). Auf 
dip rechte Seite des in seim'Jl konstruktiven Maßen gl'gpbellen Dreigelenkbogen~ 
wirke eine Kraft P (aueh ab Resultierende einer Reih{' von Kräftpn aufzufasst'n). 

Wenn der Gelpnkbogen in Ruhe bleiben soll, HO 
müssen die an ihm angreifendpn Kräfte im 
Gleichgewicht stehe!\. Ikr I'(·chtt- (belastete) 
Rahmenteil steht untpr dpm -Einfluß drpier 
Kräftp: d('1' äußerell Kraft P, dpr Lagerreak. 
tion Bund dpr Ge!t'llkkraft G, dip dPl' unb{·
lastete Teil I auf ,l"n belasteten TI ausüb,,]) Bv,n muß. Dip Kraft P ist bekannt, von der Kraft B 

r kennpn wir nur (·irH·n Punkt ihrer Wirkung~-
Iinip, die 'Lage]'~tellt' B. Dip Gelenkkrafi G geht 
durch dpll Gelpllkpunkt G, und wir könnpll 

AlJb.261. Graphische Behandlnug cles außerd{'m \'ille Aussage über ihre Richtung ma· 
einseitig helasteten Dreigelenkbogeno. ehen: dplln auf den linken Te,il wirken als Kräfte 
nur die Lagerreaktion in A und die Gdenkkraft G' = G; w{'nll der ganzp Bogen im 
Ruhpzustand spin soll, muß dips natürlich auch der linke Teil für sich sein, d. h. 
die auf ihn wirkpndpn Kräfte A und, G' müsspn im Gleichgewicht stehen. Zwei 
Kräfte können abpr imr im Gleichg('wicht sklwn. w{'nn sip in dieselbp Linie Iaih'll, 
das ist hier die Vprhindungslinie AG. Die im GelPnk wirkl'nde Kraft muß alHo 
durch A gelWH, Gelenkkraft G' und 4gerreaktion A heben sich auf. Damit liegt 
also die VOll I auf II zu. übertragende Kraft G in ihn' I' Richtungslinie ab Verbin
dungslinie der beiden Gelenke A und G fest. Der linbelastpte Teil eiIlt'~ Dreigelenk
bogens wirkt demnach wie ein Stab auf den belastekn TpiI. und dieser verhält sich 
.,o,~als ob ('I' im festell DI:ehlager Bund durch einpn Stützuni!HstabA Ggphaltt'J1 wän'. 
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Zur weiteren Durchführung der Lösung verhilft uns nun die Au~sage, daß drei 
Kräfte an einer Scheibe nur dann im Gleichgewicht stehen können, wenn ihn o 

Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. Damit ist für den rechten Tcil auch .dito 

Richtung der Lagerreaktion B als Verbindungslinie der Lagerstelle mit dem 
Schnittpunkt der beiden anderen Kraftwirkungslinien P und G festgelegt, Dip 
Unbekannten Bund G werden durch das Kraft- ...!!.J.J" ~ 
eck der drei Kräfte P, Bund Q gefunden. Die -~ 

Reaktion G deH Gelenks auf den belasteten 
Rahmenteil wirkt als Aktion G' in umgekehrtPl' 
Richtung auf den unbelasteten Teil. Diese 
Aktionskraft G' weckt im unteren Lager dip 
Reaktion A, die gleich der Kraft G sein muß. 
Die Lagerkraft A ist also von der Größe G', aber 
entgegpngesetzt gerichtet, sie entspricht in Größp 
und Richtung der auf den bplasteten Teil wir
kendpn Re.aktionskraft G. In Wirklichkeit i,t 
Cf< natürlich auch die gleiche Kraft, denn da~ 
Gelenk am oberen Ende übt auf den belasteten 
Teil eine Krftft aus, die am Lager A entsteht und Allb. 262. Wirkung eine!' Kraft Huf 
durch dpn unbelasteten Teil an das obere Gelenk eine gelenkig angpsehlosselJe Scb"ihe. 

geleitet wird .. Der linke Teil dient nur als Kraftleitpr; es lipgcn hier die -glpichell 
VerhältnisKl' vor wie in den Kraftleitern der Abb. 262, wo dip Kraft P nach dem 
linken Gelenkanschluß weitergeleitet wird und dort die gleicht, Kraft P bewirkt. 

Bei einseitiger Belastung kommen wir also zur Ermittlung der Lagerkräfte, 
indem wir auf der unbelastetPIl Seite das Auflagprgelenk mit dem Scheitl'lgelellk 

c 

+ 

Abb.263. Graphische Behandlung .les allge,nein belasteten Drelgelenkbogeus. 

verbinden, diese Gerade zum Schnitt bringen mit der Last P (bzw. dpr Rt'sul
tierenden der gegebenen Lasten) und dann durch diesen Schnittpunkt und dl'll 
anderen Lagerpunkt eine Gerade ziehen. Diese Verbindungsgerade ist Wirkung;;
linie der Lagerkraft am belasteten Teil. 

Sind nun beide Teile eines Dreigelenkbogens belastet, so teilen wir die Bto -

la8tung derart auf, daß wir zweimal je einen Dreigelenkbogl'n mit einer unbe
lasteten Seite betrachten können. Wir haben damit zwei Aufgaben statt der einen 
zu behandeln, von denen jede nach dem Schema des letzten Beispiels gelöst werdl'll 
katm.(Abb. 263b, cl. Die aus den beiden Teilaufgaben (einmal nur Belastung link~, 
einmal nur Bl'lastung l'('chts) erhaltenen Rpaktionskr.äftl' A' und B' bzw. A" und 
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Rn wl'rdpll dann zUHammengesetzt (SuperposItionsgesetz) und ergpbpl1 die LagPl'
l'!'aktiOlwll dPH wirklichf'll Systf'ms (Abb. 263a). Größp und Richtung dpr GP
It>nkkraft könnpll dadurch gpfundpn werden, daß wir die Rpsultiprende der wirk
lichl·n Rpaktion und der äußerpn Belastung auf dpr einen Seite ermitteln', OOl'l' 
abl'r wir können die GeJenkkräftt' der beiden Teilaufgaben (gleich den R€'ak
tionen R' bzw. An eiN' unbelastett'n Seiten) im GPlenk zusammensetzen (Abb.263a), 
wobei wir aber beachten müssen, daß wir stets die' Reaktiomkräfte ~o einzufühn:n 
haben, wie Hit' auf denselbIln Teil, den linken (G' und Gn ) oder rechten wirkeIl. 

Die graphische Lösung eines Dreigelenkbogens führt zum Begriff der Stütz
linie, die hier an einem Beispiel (Abb. 264) mit nur lotrechten Kräften gezeigt 
werden soll, Wir tragen die gegebenen äußeren Kräfte PI' P2 , P3 in einoll 
Krafteck auf, betrachten zuerst den rechten Teil des Dreigelenkbogens als UII

belastet und ermitteln die Lagerreakfionen A' und B' der Teilaufgabe durch 

.i{ 
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Abb. 264. Di(> :-;tüt,zlinie beim Dreigelenkbogell. 

Auftragung eines Kraftecks Pi' P2 , B', A', (Durch Bestimmung des Schnitt
punktes der Resultierenden R12 mit der Wirkungslinie der Kraft B', die als Ver
bindung§linie der heiden Gelenke Bund G festgelegt ist, bekommen wir die 
Richtung der Lagerkraft A' Die Größe der beiden Kräfte A', B' wird aus dem 
Krafteck entnommen.) Dann lösen wir die zweite Teilaufgabe, die Kraft P3 mit 
den Lagerkräftel1.A" und B" ins Gleichgewicht zu setzen; dabei fällt An in die 
Verbindungslinie von A mit G, Setzen wir nun die Teilreaktionen zusammen, 
indem wir die Reaktion A" an A', und die Reaktion B' an B" anfügen (Kraft
dreieck), so erhalten wir die endgültigen Reaktionen A, B als Schlußlinien der 
dargestellten Zusammensetzungs-Kraftdreieeke. Das fertige Bild des Kraftecks 
zeigt das aus den Kräften Pi' P2' P3 , Bund A gebildete geschlossene Krafteek. 
Fassen wir den Schnittpunkt der beiden Reaktionen A und B als Pol auf und 
zeichnen die Polstrahlen nach den Anfangs- und Endpunkten der Kräfte, so 
können wir damit ein Seileck zeichnen, in dem die erste Seilseite die Wirkungs
linie der Kraft A darstellt, während ihre Größe durch den ersten Polstrahl g~'
gehen ist. Der Linienzug des so entstehenden Seilecks muß durch den Gelenk
punkt G gehen, weil die Kraft G die Resultierende aller Kräfte links von G iHt 
(A, PI' Pz) und diese ja durch den Punkt G nach dem rechten. Teil weitergelpitl't 
wird. Der letzte Seilstrahl läuft wieder durch das Lager B; der zu ihm 
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gehörige Polstrahl stellt im Krafteck die Größe der Lagerreaktioll B dar. Wir 
nennen den 1<0 gewonnenen Linienzug (Seileck) die Stützlinie. Verfolgen wir nUll 
<!pn Verlauf der Stutzlinie in Konstruktion und Krafteck, so sehen wir weiterhin 
allgemein, daß jede Seilseite der Resultierenden aller Kräfte auf der einen Seite 
('ine,; Punktes der betreffenden Seilseite ('ntspricht, z. B. Seite K' gibt die Lagl' 
(1('1' Resultierenden von A und PI an, ihre Größe ist durch die Längt· de,; Pol
"trahles K bestimmt. Die Stützlini(> stellt also an jeder Stelle die Wirkungslini(' 
der läng:< dl'l; Bogens geleiteten Kraft dar. Dieser Umstand erlaubt uns, hlll'ÜWr 
beliebigen Stell!' i des Dreigelenkbogl'ns die Beanspruchungsgrößen Biegemompnt, 
Querkraft und Längskraft aus der zu der betreffenden' Stelle gehörenden Stütz
Iiniengeradl'n folgendermaßen zu bt'8timml'n: Das Biegemoment ist ~ll'ich d('1' 
Kraft K (Polstrahl dl'r zum Punkt i gehörigen Stützlinienspite) mal (km Ab
,;tand aide" Punktes von der Stiitzlinie 

Bi = - ;,: . H i · 

Querkraft und Längskraft \wrd(>ll gl'WOIlllen au" der Zerlegung der Bogt·nkraftK 
in Richtung normal und tangl'ntial zU!' Bogl'nacbse an der Stelle i. Das Vor
zeichen ist nach den früherl'1I ßt·trachtullgen entsprechend der Lage des Vor
zeichenpunktes im Innern des Rahmens einZU8l'tzen. 

Nach dem soeben Ge~agt.en ist alKo all jeder Stelle des Dreigelenkbogells der 
AlJstand der Bogenachse von der Stützlinie ein Faktor (nicht ein Maßstab!) 
für die Größe des Biegemomente,;. Wir schließen darau~, daß an SteI.Ien, an deneIl 
die Stützlinie durch die Bogenach~p hindl1J'ehgeht, das Biegemoment Null wird. 
Das ist auch, w.ie wir ge~ehen haben, am Geh·nk erfüllt; die hier pntstehend!' 
Bogenkraft in Richtung der SeiIseite der Stützlinie Htpllt ja, wip oben bt·ml'rkt. 
die Gelenkkraft 61 dar. Verfolgen wir im Kraftr('k nochmals dip Größe der Gl'
lenkkraft 61, HO HPhpn wir auch hil'f, daß dir Kraft 61 auch als ZusammpnHPtzung der 
beiden Lagerreaktionen B' und A" pfScht'int, für den linken RahmPl!tpil lIaeh 
links und für den rechten Tpil nach rpchts gplwnd. 

Würden wir unserp KonHtruktion nun ,;0 abändern, daß der Ab~talld dt>r 
Balkenachse von der Stützlinie überall Null ist, d. h. dpn Dreigelenkbogt'll in 
}'orm der Stützlinie ausbilden, so' elltständ!' einp Konstruktion, die keinl' Bipgt·
momente und keine Qm'rkräftl' aufzunehmen hat. Ein Konstruktion, dito nm 
aus Längskraftträgern bpst,eht, ist aber {'in Aufbau aus Stäben. Würdpn wil' 
al,,:o eine Stabanordnung von der Form dpl' Stützlinip treffen, so muß dipsp dell 
aufgegebenl'n Kräften das Glpichgpwicht halt{'n, d. h. dip Konstruktion bleibt 
111, tragendp KonKtruktion in Ruhp; dip Rtabonorduung stimmt mit pim'm Spil
{'(,k übcrpin. 

Die beschripbpllt>n Eigellschaftpll machen die Stützlinie zu einpm wichtigt'll 
Hilfsmittel bl'i deI' Konstruktion VOll Bog{'nt.rägt·l'Il aus {'illem Stoff, deI' kpüw 
oder nur ei np gl'l'inge Zugkraft aufnphmen kann (Skin, Bpton), 'ViI' wPJ'(kn bei 
dipspn Konstruktiollt'n die Form möglichst so wählplI, daß die in dl'1' Stützlinit' 
w!'itergeleitpte Kraft keinen Zug in den Quer>'chnitten eJ'zl'ugt.. -

In Abb. 244 sind für einpll Dreigelenkbogen die ]\fomenten-, QUl'l'kraft- und 
Längskraftfläohl'n gezl'ichlwt, lind zwar PinmaI bei "ymmetrischt'r und t·inmal 
bt·j gegensymmt,trisch('1' Bplastung Die bdl'effendp BeanspruchullgKgrößp '\UJ'dt· 
für eine Reihe von Punktpn ausg{')'('ehnet und dann in dem jpweiligell Punkt<
von d(>r Bogenachse au~ radial angptragell. B('i symmd,riscl)('J' Belastllng ist 
die Querkraftfläche gegell~ymnwtrif;ch, b"i geW'nsymmetrischer Belastung h,t 
dagl'gen Mom('ntenfläch(' und Läng"k)'aftfläclw gegellHymmetrisch. 

63. Der (lerberträgeJ' mit lutret'hh'u I,lIsten. Auf gleicher Grundlage wit· d<:,)' 
/)1'(·igelt·nkbogpJl bpl'llht auch dip Kon,;truktioll «t'K G'>l'b'·lüiiw·rK. Ein Balk"Jl 
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auf mehr ab zwei Stützen, von dellell eine als festes Lager ausgebildet spin muß, 
um eine Verschiebung zu verhindern. ist statisch unbestimmt, da den vorhandl'nen 
drei Gleichgewichtsbedingungen mehr als drei Unbekannt!' gpgenüber~tehen. 
Der in Abb. 265 dargpstellte Trägpr auf dn·j Stützen (ein festes Gd(·nk, zwei be
wegliche Lager) besitzt vier Lagpl'unbekannte (Fessl'lungen). Die drei Gleich· 
gl'wiehtsbedingungen genügell also nicht, die Lagern'aktiollen zu bestimmen. 

I Wollen wir das System ;,;tatisch be-
~ 11±k stimmt machen, so ist das, wie wir 
~ _ L vorher gesehen haben, zu erreichen 

F-"':-,.---'-----4..,~,,..,.-, ---1-.---L..--~7<~ uurch Einführung eines Gelenks. 
A 8 C Das Gelenk ist statisch genau wieder 

.\ bb. 265. Balken auf drei Stützei), so definiert wie beim Dreigelenk-
bogen : es kann eine Querkraft 

und eine Längskraft übertragen, aber kein Biegemoment. Ein in mehr als zwei 
Stützen gelagerter Balken, der durch Einführung von Gelenken statisch bestimmt 
gemacht wurde, führt den Namen Gerberträger1 Für jedes Gelenk erhalten wir 
eine neue Gleichung (das Biegemoment am Gelenk ist Null), so daß wir so vü-l 
Gelenke zur Erreichung der statischen Bf'stimmtheit einführpn müss(Cn, als Un
hpkanntc zu viel sind (mehr als drei). 

Wir betrachten zunächst einen Balkdl mit drei Stützen und einem Gelenk, 
der unter der Einwirkung von lotreehkn Kräften stl-ht (Abb. 266). Durch diese 
Belastung treten nur lotrechte Rpaktiomkräft(' auf, denn die einzige Stelle, an 
der eine waagerechte Kraft auftJ'pten kann, ist das feste Lager A; dipse mög
liche Horizontalkraft muß aber gleich Null spin, da die Gleichgewichtsbedingung 

~H=O 

erfüllt sein muß. Damit ist abo über pine de)' drei Gleiehgewiehtsbedingungen 
bereits vprfügt. Die bei den anderen könnpn in üblicher Weise als Momenten
bedingung um die Lager angesl'tzt wl'J'den: 

(.!,' M)B = 0: PI' a + P 2 . (a -I- 11) - A . II + P 3 · (11 -;- d) 
+ Pi' (1- g) - (' . l = (j 

lind (.!,' JI)c C .. c 0: B . I - PI . (l - a) - P 2 • (12 + 13 -:- c) -+- A . (12 + 13) 

--P3 ·(13+(·)-P4·Y· O. 

Stelkn wir nun noch eine weiten' Gleichung (z. B. (.!,' "lItt ,~ 0) auf, so sagt di(',,
nichts Neups mehr aus, ihre Aussagt' ist in den beid"Jl anderen Mompnt<-n
gleichungen f'nthalten. Dip vierte Glf-iehung lieff'J't 1IJl.' viplmehr dip Aussagt' 
übpr das Biegt'mompnt am Gelenkpllnkt: 

Ba=O: O·l3- P4·!=()· 
~Iit d.ipsen Glpichungen sind dann die unbl'kanntpl1 Lagerkräfte A, 13, C zu bf'
,timmen. 

Eine einfache Überlegung gpstattd uw.;, die Bl'stimmungsgleichungen der 
Lagerkräfte noch einfacher zu gestalkn. Sehnf'iden wir dpn Balkpll im at-lenk 
auf, zerlegen ihn also in zwei Teile, dann mÜSS('1l wir nach dem, was wir üb(·r 
innere Kräfte an frühprpr Stellf' ausgesagt ha ben, an der Sehnittstelll' auf jeden 
Balkenteil dic inneren Kräfte als äußere Kräfte wirkpn lassen, um d.en wirk
lichen Gleichgewichtszustand nicht zu fäls(·hen. Die durch das Gelt'nk geleit,·te 
freigewordene innere Kraft ist die aus Qun- und LängHkraft resultil'rende Bal
kenkraft oder "Gelenkkraft" G (in unserem Bei,piel mit nur 10tr('chtC'1l LaHtL'J1 
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ist die Längskraft im Gt-Ienk Null, die Gt-Ienkkraft ist also hier gleich dpr QUeI'
kraft); diese Gelenkkraft G wirkt einerseits vom Balkenstück I drückend (nacb 
unten) auf das Balkenstück 11, andererseits von Teil 11 gegen I nach oben und 
st{lht jeweils mit den anderen auf den betreffenden Balkenteil wirkendt'n Kräftt'n 
(Abb. 266b) im Gleichgewicht, genau so wie bei einem in G und C gelagerten 
Balken die Reaktion G mit den wirkenden Lasten und der anderen Reaktion C 
im Gleichgewicht stehen muß. Wir können also den abgeschnittenen Teil 
als Einzelbalken auffassen, für den das Gelenk genau so wirkt, wie ein fe~te;; 
Lager (eine im allgemeinen nach Größe und Richtung unbekannte Reaktion). 
Die am Gelenk entstehende "Reaktion" P. A I 
für den Balkenteil I wirkt in umgekehrter t ' ! 2 jf.l ('. 
RiChtung als Aktion auf den anderen Teil 11 .ft I l ' ~il' j f i ~ a .' ~a--+--u""""~c~dle ___ ----g..1ttf.~ 
und belastet diesen mit der Gelenkkraft 8:"-~~l,--__ .-":' l2 ~---lr----'C 
(in Wirklichkeit Lst das natürlich die über- --.- ---- .-- - - Z - -----v. -'"' 
geleitete Balkenkraft am anderen Schnitt- IP, 11 t1'" -' Ä cv b 
ufer). Wir werden demgemäß in Zukunft 4 _ t t 16 I "Tr. 
zweckmäßig den Gerberträger in einzelne ir ]I t: I 

Balken auf zwei 'Stützen aufteilen, wobei I I 
an den Gelenken die Trennungsstellen : 
liegen, und gehen aus von dem einge- I 

hängten Teile I. Die Gelenkkraft ist dann : 
als Lagerreaktion für diesen Teil, als Be
lastung für den anderen aufzufassen. 

Stellen wir nun an unserem aufgeteil
ten Balken die Gleichgewichtsbedingungen 
für die selbständigen Balkenstücke I und 
11 auf, 80 wird fUr den Balken I: 

(~M)G = 0: 
- C .13 + P4 • f =, O. 

c 

Cd 

(~.JI)c = 0: 

G· l3 - P4 • g = O. 

Abb.266. Gerberbalken auf drei StütZPfl. 
annlyUscbe Behandlung. 

Daraus sind die heiden "Reaktionen" C und G zu errechnen. Die Kraft G wirkt 
in umgekehrter Richtung auf den Balken II, und es wird für diesen mit o<>!' nun
mehr bekannten Kraft G: 

(~.iJ-J)A = 0: B· II - PI' (lI - a) --- P2 • C + P3 • d + G '[2 = O. 

(~M)B = 0: PI' a + P 2 • (a +b) - A ·ll + P3 • (lI + 11) + G· (l1 -[2) = O. 

Das sind vier Gleichungen, in denen je nur eine Unbekannte vorkommt. Die 
Gleichungen sind zu lösen und die Ergebnisse mit der Komponentl'nbedingung 
nachzuprüfen: 

.I V = 0: A + B + C = PI + P2 + Pa + P4 . 

Die mit Hilfe der errechneten Reaktionen und der Gelenkkraft aufzustellpn
dt'll Biegemomente können nun ebenfalls an den beiden Teilbalken getrennt bp
stimmt werden. Tragen wir die ermittelkn Werte über einer Gt'raden längs der 
gesamten Balkenlänge auf, so sphen wir, daß am Gelenkpunkt dip MOIDentenflächp 
durch Null geht und dort in ihrer BegrenzungsIinie auch keinpll Knick zeigt. 
Da aber nur bei lotrechten Einzellasten immer ein Knick in der Mompntenlinip 
auftritt, ist das geradlinige Durchlaufen der Momentenlinie durch d{'n Gelenk
punkt eine Notwendigkeit; denn die C-clc:nkkraft stellt j3- keine äul3cre Last 
dar, sondf'fn nur die im Balkenquerschnitt übertragene Qu(>rkraft, dito abel' 
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gellau 150 gut an jeder anderen Stelle festgestellt werden kann. Dementsprechend 
darf auch die Gelenkkraft nicht als Sprung in der Quetkraftflachc in Erscheinung 
treten, denn am Gelenk treten ja gleichzeitig zwei gleich große entgegengesetzt 
gerichtete Kräfte auf. Betrachten wir die heiden Balkenteile getrennt und führen 
die für einen TeilbaIken ermittelte Gelenkkraft G in der Querkraftfläche ein, so 
dürfen wir nicht vergessen, an dieser Stelle die gleich große entgegengerichtett· 
Kraft G für den anderen Teilbalken anzusetzcn, 80 daß wir tatsächlich wiede!' 
an den gleichen Punkt der Querkraftlinie zurückkehren (Abb.266d). 

lVenn auf den Gerberbalken noch eine achsiale Kraft in irgendeinem Punkt /.. 
des Teiles I (Abb. 266) wirkt, so wird sich im Biegungsmoment und in der Quer
kraft nichts ändern; die Längskraft wird durch das Gelenk G weiter geleitet nach 
dem festen Auflager A und dort von der Unterlage aufgenommen. Die Längs
kraft verläuft also nur zwischen kund A (vgl. auch Nr.45). 

64. Graphische Behandlung. Die graphische Lösung, die genau wie beim ge
wöhnlichen Balken auf zwei Stützen auch nur bei waagerechtem Balken, mit lot-

t 111 1'" i IJJ 

ff 

;, 
I ~ 

"",C 

Bi 

R,; ~'i1'!'i!ill;li!l~ ...... 
tll::JlfC 

~ '_! A 

Bfffiillp. 
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8 

A 

Abb. 267. Gerbt'rlmlken •. ut drei Stützen. gra.phische Behandlung. 

rechten Kräften belastet, im Seileck ein Maß für die Momentenfläche dW'ch dip 
Ordinaten liefert, ist nach dem gleichen Schema wie früher zu finden (Abb. 267). 
Wir zeichnen zunächst ohne Rücksicht auf die Lager ein Krafteck und mit Hilfe 
eines beliebigen Poles im Abstand h vom Krafteck das zugehörige Seileck 0', 1', 
2', 3'. Dann ziehen wir die Schlußlinie s' als Verbindungslinie des letzten Seil
strahls mit dem unter dem Gelenk G befindlichen Punkt des Seilzuges (auf dem 
Seilstrahl 2'). Diese Schlußlinie s' verlängern wir und bringen sie zum Schniit 
mit der Wirkungslinic der Lagerkraft A. Die Verbindungslinie dieses Schnitt
punktes N (Kraftwirkungslinie A mit Scilstrahl s') mit der Schnittstelle M des 
ersten Seilstrahls mit der Wirkungslinie der Lagerkraft B liefert eine zweite 
Schlußlinie t'. Beide Schlußlinien s' und t', parallel in das Krafteck verschoben, 
schneiden die Lagerkräfte aus, und zwar so, daß entsprechend der Seileckkon
struktion die Lagcrkraft C von den Polstrahlen 3 und s, die Lagerkraft A von den 
Polstrahlen 8 und t und die Lagerreaktion B von den Polstrahlen 0 und t einge
schlossen wird. Um die Richtigkeit dieser graphischen Lösung zu beweisen, 
fassen wir die beiden durch das Gelenk verbundenen Balkenteile wieder als selb
ständige Einzelbalken auf. Auf den rechten Teilbalken wirkt als Belastung nur 
die Kraft Ps, Die Seileckfigur dieser Belastung ist also dargestellt durch die bei
den Seilstrahlen 2' und 3', die zugleich als äußerste Seilstrahlen zu betrachten 
8ind. Bringen wir diese zum Schnitt mit den Wirkungslinien der beiden Auflager, 
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das sind für den Teilbalken I Lager 0 und "Lager" G, 80 liefert die Schlußlinie s', 
parallel ins Krafteck als Polstrahl s übertragen, die heiden Reaktionen G und G 
(nach oben gerichtet). <khen wir Il'Un JII.-.... ~ .... -....... -: .... - ..... ~"""" ....................... ~~===~>'\. 
zum linken Teilbalken über, dann haben C C, ~ 0 

wir al~ Belastung die Kräfte PI' P2 
und G (jetzt als Aktion nach unten . ':~ 
verlaufend); das hierzu gehörige Seil
t>ek wird gebildet aus dem Linienzug 
0', 1', 2' und 8'. Die heiden äußersten Abb.268. Gerbertrllger fiber drei ÖffDUJlg<·n. 

Gelenl«iln der Mlttelöffnung. 
Seilstrahlen 0' und 8' zum Schnitt ge-
bracht mit den Wirkungslinien der Auflagerkräfte Bund A liefern die Schluß
linie t', deren Parallele t im Krafteck die Lagerkräfte A und Bausschneidet. 
Somit ist die Richtigkeit der dufch-

5~~~&~!;?~~ ~:::I'::~:I7 
eck bilden, also, da auch ihr Seileck 
.ll. eschlossen, im Gleichgewicht stehen. Abb.269. Gerberträger fiber drei Öffnungen, 

Gelenke in den äußeren Öffnungen. 
Das entstandene SeHeck um-

~chließt die Momentenfläche, aus der :sich die Größen der Biegemomente 
wieder errechnen lassen durch 

Bi = Yi ·h; 

wobei Yi im wirklichen Längenmaß, h im Kraftmaß zu messen ist. 
Hat ein Balken mehr als drei Lager, so sind, wie oben bemerkt, entsprechend 

mehr <klenke einzuführen. Besonders wird der <krberbalkell oft als Träger,übf'!' 
drei Öffnungen ausgeführt. Dabei werden die nötigen zwei <klenke meistens in 
.ler Mitteiöffnung angeordnet (Abb. 268), können abN auch beide in den äußeren 
Üffnungen liegen (Abb. 269). Die angegebene Auf teilung in drei Balken gibt 
~ofort das Rechnungsverfahren an: man beginnt z. B. bei der Anordnung nach 
Abb. 268 mit dem mittleren Teil I, die hier ermittelten <klenkkräfte GI und 
Gz'sind in umgekehrter.Richtung als Kräfte auf die Teile II und IIIeinznführen. 

Das graphische Verfahren für einen solehen Gerberträger ergibt sieh ohnt' 
Schwierigkeit durch eine Verallgemeinerung de~ vorher erwähnten. Dazu i~t anf 
:-:eite 199 ein Übungsheispiel durchgeführt. 

65. Der Gerberträger mit waagerechter Belastung. Bei eine!' außl'rmittigen 
waagerechten Belastung gibt es wiederum keine so einfache graphi~chl' Lösung:s
möglichkeit. Haben wir eine in allgemeiner Art aus lotrechten und waagerechtl'Il 
Kräften zusammengesetzte Belastung (Abb. 270), :so können wir diese zur Lö~Ullg 
wieder aufteilen in eine reine vertikale Belastung ( PI . Hin (Xl' P 2' P 3 . sin <x3). 

für diese eine graphische Behandlung zur Ermittlung der Momentenflächp und 
der Reaktionen ansetzen, und eine horizontale Belastung (PI 'COS"'l' Pa 'COH(Xa, H), 
die analytisch weiterzubehandt'ln ist. Die Ergebnisse lassen Hieh nach dem 
Superpositionsgesetz überlagern. Dabei ist darauf zu achten, daß die Maßstäb .. 
der heiden Teillösungen übereinstimmen. Anstatt die TrenIlung der Lasten vor
zlwehmen, läßt sich natürlich der Balken auch mit seiner gesamten Belastung 
analytisch behandeln. Meistens ist eine solche direkte rechnerische Durchfüh
rung beim Vorkommen außermittiger Kräfte od('r reiner Momente als ('infachpf('~ 
Lösungsverfahren zu empfehlen. Es möge bei dem in Abb. 270 dargestellten 
Beispiel angewandt werden. Zum Ansetzpn der ('rsten GlpichgewichtshPdingung 

.IH = 0, 

13 SChlink Slal;k 4 ".5. Allfl. 
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betrachten wir am günstigsten den ganzen Balken (nicht in einzE'lne Balken an 
den Gelenken aufgeteilt). Da A das einzige feste Lager ist, müssen allt' waage
rechten Kräfte dorthin geleitet werden; die GeleI\ke stören nicht, da ~il" ja pine 
Längskraft übertragen könnE'n. Die Horizontalkomponente PI . cOIS<X l der Kraft 
PI wird durch das Gelenk I auf den mittlE'ren Balkenteil weitergeleitt·t. In deI" 
Mitte des eingehängten Balkenteiles tritt zu dieser LängHkraft pint' entgegt'll
gesetztE' P 3 • cos <X 3 , und die alsdann noch bestehende Größe (- PI . co~ '<X I 

H + P3 . cos<x3 ) wird durch das Gp
lenk II in den rechten Balken 
üb"Prgeführt und im festen Lager 
A aufgenommen. Die in den rech
ten Balkt'nteil von der rechten 
Seite durch die außermittige Hori
zontalkraft Heingeleitete Längs
kraft wird ebenfalls yom Lager A 

b übertragen. Es ist also die hori

c 

d 
: p;,sin'''1{.U1lJ..4lll.1..LU 
I 
I 
I 

zontale Lagerkraftkomponentp d .. ,", 
Lagers A zu prmitteln aus: 

~H ~= 0: 

PI' eO~'"\;I'- P 3 · cos,'''3 - H = A" . 

A" geht nach links, wenn der e"
rechnete Betrag E'in positivE':; Vor
zeichen besitzt. Die Aufzeichnung 
der Längskraftfläche (Abb. '27(h-) 
bereitet keine Schwierigkeit Da, 

B wie oben erwähnt, die Gelenkt' dip 
Längskraft unbeeiriflußt weiter
leiten, tritt an diesen Stellen kt'in .. 
Anderung auf. 

:--1111111111111 H 111111 I111111 k7.~:' " '~IIII~IIII" 
Nach dieser Vorberl'itung, 

durch die wir alle in den Gell'uk .. nl 
und II übertragl'nen Längskräfk 
kennE'n, teilen wir den Gerbt'r

Ahh. 170. Gerberträger über drei Öffnungen mit aJl· balken in EinzelbalkE'n auf, indem 
gemeiner Belastung. wir dit' Konstruktion in den Gelell-

ken durchschneiden. Die durch den 
Schnitt frei werdl'nden inneren Kräfte sind die waagerechtl'n und 10trecht~1I 

Komponenten der Gelenkkräfte, oder anders ausgedrückt, die in 'den GelenkplI 
übertragenen Längs- und QUl'rkräfte, die wir unserem Schnittprinzip I'ntspre
chpnd als äußerl' Kräfte für die Einzelbalken einführen müssen. Die Läng~
kräfte sind bereits bekannt, die Querkräfte können sofort angegeben werden, 
nachdem die Lagl'rTl'aktionen mit den Momentpnoedingungen für dip aufgetl'ilten 
Teilbalkl'n ermittelt sind. Es wird für den mittlerpn eingl'hängtpn Balkpnh'il: 

(~M)r = 0: 

und (~M)n = 0: 

P 3 . sin ~3 . ~- - G2 . 12 ~ () 

- P3 • sin!X3 · -f} -i- GI "2 = o. 

Damit sind die beiden lotrechten Gelenkkräfte GI und G2 l'rmittl'lt. (Sie silld ill 
dem vorliegenden Beispiel einander glE'ich groß.) Während diese Gelenkkräfte 
(Querkräfte im Gelenk) für deli l'ingl'hängtrn Tpil a1s Reaktionen aufgefaln 
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werdNI konnten, sind sie für die beiden anderen Trägprkilf' ab Bt'laktung <'inzll
führpn. Es 'wird damit für dpn rpchten Balkenteil : 

(~Ml.1 = 0: -G2 d-H:f-B·e=O. 

B wü·d als Ergebnis negativ, d. h. die Rpaktion B geht nach untl'n. 

(..!,'M)n=O: -G2 ·(d+e)-H·f+Av ·e=0. 

Die Lagerreaktionpn A v und B lasse.n sich ah;o für den rechtf'n Tpil gt>trpnnt hP
stimmpn, da die Gelt>nkkraft G2 aus obigpr Rechnung hPreits bpkannt ist. 

}<'iir den linken Balk!mtpil wprden die MompntE'nbedingungen: 

(~ M)e ~~ 0: D· 11 - PI . Hin cx I . 11 - P2 . b + GI . C = 0 

und (.~M)lJ=O: P2 ·u-C·JI +Gi ·(II+ C)=O. 

Damit sind auch die letzwn Lagerkräfte C und D hPkannt. Als Kontrolle läßt 
sich nun sowohl für den gesamten Balkpn als auch für jeden einzelnt>n Tt>il die 
Summe der lotrechten Kräftt' aufstellt'n, dit' Null ergt'bt>n muß: 

..!,' V = 0: PI . sincxI + P2 + Pa· sincxa - A v + B - C - ]) = 0 

oder: Pa· sincxa = GI + G2 und G2 + B = A v 

und PI·sincxl+P2+GI=D+C. 

Die Aufzeichnung der Querkräfte bietet nach unSPT{·m gt>wohnten Schema keinp 
weiteren Schwierigkeit! n. Die lotfflchten Gelenkkräfte sind in Wirklichkeit sich 
aufhebende Querkräfte, erscheinen also nicht als Sprung in dpr Querkraftfläche. 

Die Biegungsmonente werden am besten wie-
der für die ei~zelnen Teile getrennt bestimmt und +--_.ß!t±f.--f 
dann -für den ganzen Balken aufgetragen. An un- _ ...!..: 11 ~ _ 

belasteten C'..-elenkpn muß die Bt>grenzungslinie 
ohne Knick durch Null gphen. -

Die konstruktive Ausführung der Gelenke für 
Gerberbalken und Dreigelenkbogen ist für einigt> 
technische Anwendungsgebiete in Abb. 271 ge
zeigt. Das Wesentliche allpr Gelenkt> ist die Dreh
bewpglichkeit, d. h. die Nachgiebigkeit gegen ein 
aufgebrachtes Biegemompnt, die UHR die Möglich
keit zum Ansatz der vierten Glpichgewichts-
bt'dingullg gibt. Abb. 2;~ge:~:~h~~ke:U8fiih-

66. Das Gelenk in abgewinkelten Balken. Seit-
hpr wurden Fälle betrachtet, bei denen die Balkenachsen dt>r einzdnen Teile dps 
Gerberbalkens in eine Gerade fielen. Es können natürlich auch Tragkonstruk
tionen gebaut wt'rden, bei denen die Achsen t'int'n Winkel gt'gpneinandt'r bilden. 
Dabei entstehen bezüglich der Bpanspruchungen besondere VerhältnisH', dip näher 
betrachtet werden Rollen. In Abb. 272 ist der Teil I in t'inem f~sten und pinem 
beweglichen Lager gestützt, der Tt'il II nur in einem bewegliehen. Wirkt auf den 
l'eil I eine Längskraft LI' 80 wird diese vom Lager A aufgenommpn, der Tt'il II 
bleibt dabei ohne Bt>anspruchungen. Wirkt dagegen eine Läng8kraft L 2 auf den 
Teil II, 80- muß diest' na.ch dem feISten Lager A weitergeleitet werden, da das 
Lager C keine Längskraft aufnt'hmt'll kann. Diese Längskraft muß abn nUll in 
(He Stabachse I übergeführt werden; das ist nur möglich, wenn im GPlenk G eint' 
Querkraft Ql auftritt; oder anders ausgedrückt: die Komponenten von L 2 , das 
sind die Kräfte Ql und LI' wirken auf den Teil I. Die Kraft QI erzeugt, aber ein 
Biegemomt'nt, das durch dt'n Balkt'n AB aufgt'nommen werdt'n muß. Wir st'hen 
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also, {laß dureh eine reine Längtikraft L 2 im anderell Teil I t'illt' Biq.(ung~. 

bC'anspruchullg entsteht. 
Ganz entsprechend lipgen die VerhältniHRe beim Gt'rberbalk,·n nach Abb. 27;\. 

dessen linker Teil in einem bew('gIichen Lager und dessen fechkr Teil in püwm 
festen und einem beweglichen Lager gestützt ist. Durch eim. LänglSkraft LI ent
steht im Balken II eine Längskraft L 2 und außerdem ein Biegungsmoment ill' 
folge der Kraft Q2' die auf den Balken II wirkt. 

Anders ist das statische Bild, wenn der eine Teil I nur in "üwm ft'l-ltt'l1 Lag'·I". 
der andere Balkenteil in zwei beweglich,>n Lagen! gestützt ist (Abb. 274) und 

eine LängRkraft auf den letzteren 
LL Teil wirkt. Da der Balkenteil Inm 

<:"---~>,:----~--=-~-", ein festes Auflager aufweist, kann er 

l, 

kein Biegemoment aufnehmen, er 
würde sich einfach um A drehen, 
eine Belastung nach Abb. 272 ist 
also für den Teil I nicht möglich. 
Da aber auch jetzt wieder L 2 in L l 

umgelenkt werden muß, zeriegNI 
wir L 2 in zwei Komponenten Li 
und Qz' dip zusammen die Kraft 
Lz ersützen. Von dieseH beidelI 
Komponenten ",ird nur LI in den 
Balken I weitergeleitet ulld VOll 
ihm nach dem festen Auflager über· 
tragen; dagegell wirkt die Quer· 
kraft Q2 lediglich auf den Balken II, 
sie erzeugt in diesem ein Biegung,.;. 
moment. Wir haben damit die zu· 
nächst befremdende Erscheinung, 
daß durch pine Längskaft in dem 
BalkenteiI, an dem sie angreift. 

Abb. 272 bis :l74. Abgewiukeltc Godwl'balk('u mit. Vf'r-
schiedenen I,ageranordnungen. mittelbar ein Biegungsmom{·nt. hel"-

vorgerufen wird. 
67. Aufstellung neuer GIeichllng(')l durch Längs- oder Querversehi('bliehkeit 

,"on Balkenteilen gegeneinander. Dip llPllP Gleichung bei Einführung de~ Ge· 
h'nks war dadurch gegeben, daß da,; Biegemoment für das Gelenk Null ist . .E~ 
liegt nun der Gedanke nahe, an Stelle des Biegemoments einl' andere Beanspru
chungsgröße, nämlich die Querkraft oder Längskraft, durch eine geeignete kOIl
struktive Maßnahme zu beseitigen, dadurch in anderer Weise eine ergänzend,· 
Gleichung zu den drei Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen und so einen Ull· 

bestimmten Balken bestimmt zu machen. Wenn wir an einer Stelle einer Balken
oder Rahmenkonstruktion die überleitungsmöglichkeit einer Längskraft besl'i· 
tigen, also Längsverschiebung ermöglichen, wird für den ganzen konstruktiven 
Aufbau zu den drei Gleichgewichtsbedingungen als vierte Gleichung hinzu· 
kommen: die Längskraft, d. h. die Summe aller Kräfte links oder rechts in 
Achsenrichtung, ist an der betreffenden BalkensteIle Null. Ein Balken in zwei 
festen Lagern könnte auf diese Weise statisch bestimmt gemacht werden. Einl' 
ä.hnliche Gleichung ließe sich mittels einer querverschieblichen, aber längsfesten 
und biegesteifen Konstruktion für die Querkraft aufstellen. Während die letzte 
Art zur Erreichung statischer Bestimmtheit in der konstruktiven Praxis nicht 
angewandt wird, findet man vereinzelt, z. B. in der konstruktiven Ausführung von 
Abraumförderbrücken, die Anordnung. der Längskraftbeseitigung im BalkplI-
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bzw. Rahmellverlauf. Die Abb. 275 zeigt eine längsverschiebliehe Abraumförder
brücke, bei der zur Aufnahme des Biegemomentes und der Querkraft der linke 
Balkenteil in den rechten mit Rollwagen eingebaut ist. Die Gesamtkonstruktion 
ist in zwei festen Lagern gestützt, besitzt also vier Unbpkanntf'. Zur Lösung 
haben wir die drei Gleich- I' 
gewichtsbedingungen und die r---------;:=.t:;I--L---!--. 
durch die Längsversehieblich
keit erreichte vierte Bedin
gung: an jedem inneren Ende 
der hPiden Teile ist die Längs
kraft gleich Null. Zur Be
handlung der Aufgabe läßt 
:;ich, genau wie beim Gelenk, 
der Balken wieder in zwei 
Teile zerlegen durch Auftren

Abb. 275. Balken. durch Innere I.üngsverscblebJicbkeit 
statisch bestimmt gemacbt. 

nen der Gesamtkonstruktion an ihren Berührungsstellpn. Jpder der Teile ist für 
!'lieh zu behandeln, wobei an der Auf trennung die beiden tatsächlich vorhandenen 
Beanspruchungsgrößen, Biegemoment und Querkraft, als äußere Belastungen ein
geführt werden müssen; Längskräfte treten nur für denjenigen Balkenteil auf, 
auf den unmittelbar horizontale Kräfte wirken. 

68. Gegliederte Scheiben. Der Balken, den wir spither als im wesentlichen 
der Länge nach ausgedehnte Scheibe unter ebener Belastung betrachtet haben, 
kann in seiner techllischen Ausführung auch aufgegliedert sein in einzelne Stäbe, 
wobei die einzelnen Stäbe so angeordnet sind, daß ein unverschiebliches Gebilde 
entsteht. Wir werden also auch einp, der Abb. 276 E'ntsprechende, als "Fach
werkträger" ausgebildete Kran
anlage als Balken ansehen kön
nen. Es lassen sich bei einem 
derartigen Träger für jeden 
Querschnitt wieder die gleichen 
Beanspruchungsgrößen Quer
kraft, Längskraft und Biege
moment bestimmen, wie für 
einen vollwandig ausgebildeten 
Träger. Diese drei Einflüsse 

~ 
Abb. 276. Gegliederter Gerberbalken. 

sind ja gegeben durch die Resultierende aller Kräfte auf der einen Seite des 
Schnitts. Durch die Resultierende werden nun in den einzelnen Stäben Be
anspruchungen auf reine Längskraft auftreten, deren Ermittlung nach den Be
merkungen auf Seite 141 vorgenommen werden kann und in einem späteren 
Kapitel noch ausführlich behandelt werden wird. Wir wollen den Begriff des 
"Balken8" und des "Rahmen8" ganz allgemein auf ebene unverschiebliche 
Scheiben anwenden, die in einem Querschnitt die drei Beanspruchungsgrößpn 
Biegemoment, Querkralt und. Läng8kralt übertragen können, den Begriff "Stab" 
dagegen für Konstruktionsglieder verwenden, die nur eine Läng8kralt überkagPll. 

Vbungsaufgaoon über Gelenktriger. 
1. Aufgabe. Für die in Abb. 277 dargestellte Tragkonstruktion (Längstl'ägel' 

von Bahnsteigdäehern) mit fünf Stützungsstäben und zwei Gelenken sind Bie
gungsmomente und Querkräfte zu ermitteln. 

Lösung. Infolge der zwei Gelenke ist die Konstruktion statisch bestimmt. 
Man zerlegt sie in die drei Balken AGl> G2D und GP2 und errechnet für tHese 
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dip auftretenden Reaktionen. Für den Balken A GI ergibt sich: 

8 I 
1 = q ""2 = 400 kg (Druck), 

I 
GI = q ':r = 400 kg (nach ob('n); 

G2 = 2000 kg (nach unten). 
8 4 = 5600 kg (Druck). 

1 ',6, 2 J B ~ 
- ~o- -t--- ~o ~o-

z 

tmnwnn ' 
~~i~"II~.illI 

1 ........ Kg 

Abb. 27i. Übnngsl>clspicl. 

Auf dpn Balken G1G2 wirkpn dann außer den gegebenen LastPlI noch: 

GI = 400 kg (nach unten), 
G2 ~ 2000 kg (nach oben). 

Die Momentenbedingungen lauten: 

(~MlJ; = 0: 4000·4,0 - 2000·12,0 + 200·12,0' ti,O - 200·4,0·2,0 
- 400 . 4,0 = 8 3 . 8,0, 

8 3 = 400 kg (nach oben, Druck). 
(~' llf)c = 0: - 4000 . 4,0 - 2000 . 4,0 - 400 . 12,0 - 200 . 12,0 . (;,0 

+ 200· 4,0 . 2,0 = 8 2 . 8,0, 
S2 = - ii200 kg (nach oben, Druck). 

Die Biegungsmomente sind außPf an dpn Kraftangriffsstellen no<:11 m,lsgc'r('(·hnl't 
für dip angegebenen Punkte 1, 2 usw.; PS ergeben sich dip WPftt,: 

BI = 400 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 =800 - 400 = + 400 kg. 
B2 = -- 400· 2,0 - 200·2,0·1,0 = -1200 mkg. 
B 3 ~ -400· 4,0 - 200· 4,0· 2,0~. -3200 mkg. 
B4 = - 400 . 6,0 - 200· Ü,O . ;;,0 + i"J200 . 2,0 -r- 4·WO mkg. 
B:, = - 400 . 8,0 - 200 . 8,0 . 4,0 + 5200 . 4,0 • - -i- 11200 mkg 
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odel' B5 = 2000 . 8,0 + 400 . 4,0 - 200 . 8,0 . 4,0 = ·;·11200 mkg. 

B6 = 2000· 6,0 + 400· 2,0 - 200·6,0· B,O = + 9200 mkg. 
B7 = 2000 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = + 6400 mkg. 

Bs ' = 2000·2,0 - 200·2,0·' 1,0 = + 3600 mkg. 
B9 = - 2000 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 = - 4400 mkg. 
BIO = - 2000 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = - 9600 mk/!. 
B u = - 2000 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 = - 4400 mk/!. 

:!. Aufgabe. Für den in Abb. 278 dargestellten Gt>rberbalken mit zwpi Geh·nkl'll 
;;ollell Biegemomente und Querkräfte auf graphischem Wege ermittE'it wl'rden. 

Lösung. Wir zeichnen zunächst das Krafteck und Seileck aller äußerell 
Kräftf' 0', 1', 2', 3', 4' ohne Rücksicht auf dit' Lager und Gt>1t'nk~·. Dann bt·· 
trachtt'n Wir den mittleren eingehängt('n Teil aIR selbständigt'1l Balken, zil'hl'n Oit· 

Ahh. ~78. Übllugsbdspicl. 

Schlußlinie 8; durch die Schnittpunkte der Gt>lenkkraftwirkllngtilinit'll mit oeJl 
"äußt'rsten" &ilstrahlt'n 2' und 3' dt'!; t'ingehängten Teiles und vt'rlängefn 8; bis 
zu den Lagerstellen Bund C. Für den linken Teilbalken legen nun deI' Schnitt· 
punkt der Wirkungslinie der Lagerreaktion A mit dem Seihltrahl 0' und der vor
ht'r erwähnte Schnittpunkt des "Seilstrahls" 8; mit B die Schlußlinie 8~ fest. In 
gleicher Weise finden wir zum rechten Balkenteil die Schlußlinit' 8~ als VeJ"bin
dungsgerade der Schnittpunkte C mit 8; und D mit 4'. Di(' übertragung der 
Schlußlinien in das Krafteck lieft'rt die Größt'n der Lagerkräfte und o(,I' Gt>lenk
kräftt-. 

Die geschlossene SeileckfiguI' steHt die Momentenfläche dar. Der Maßstah 
dazu f'rgibt sich aus dem gewählten Polabstand h = bOO kg, mit dem die Onlinate. 
im Längenmaßstab gemessen, zu multiplizieren ist. 

3. Aufgabe. Für den in Abb. 279 dargestellten Doppel-Hallenbindl'r sind dip 
Biegungsmomente und Qut'rkräfte anzugeben. 
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I~ung. {)f'1' Ra.hmen ABstellt einen Dr{·igelenkbogen du!', mit den Ge· 
't'llkf'n an A, G und B; an ihn angeschlossen ist der Rahmen GDC, und zwar in G 
in einem fe!<ten Drehlager, in C in einem beweglichen Lage!'. Es handelt sich also 
um ein statisch bestimmtes ~YRt{'m. Wir betrachten zuer8t dNl Tpil G DC. In G 
"ntstphl')l Kräftf· G" und G~, in C nur eine lotrechte Kraft. Es i~t: 

G" = 300 + 300 = 600kg (nach recht",). 

wo 

ZD 
I 
~~ 

J .V1I1kH 
~ . 

.J/lci<g 

'" ... -
C .1. 
-,'-'" 

J----" ~-Li~kQ 
AbI>. 279. Übungsb('ispieL 

Hjt· Momentengleichung(·n für die Punkt.e 0 und Gergeben: 

(~'M)(' = 0: - 300· 2,0 - 30U· 4,0 - 800·4,0 + GI! . 6,0 -,- G.· 8,0 = 0, 

Gv = 175 kg (nach obl'n). 

(~'j)f)G = U: + 800· 4,0 + 300·2,0..L 300·4,0 - c· 8,0 = 0, 

e = 625 kg (nach oben). 
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Die Biegungsmomente sind für die Punkte 1 bis 4 zu berechnen. Es ergibt sich: 

BI = -;-175·4,0 = -;-700mkg. 

B2 = -+- 175 . 8,0 - 800 . 4,0 = -1800 mkg. 

Ba = -300·2,0 = -600mkg. 
B, = O. 

In Punkt. G wirken auf den Rahmen AGBdie umgekehrten Kräfte G~ und Gh , 

also erstere nach unten, letztere nach links; GA wird von dem festen Lager A auf-
gt>nommen: 

A h = G,. = 600 kg (nach rechts). 

Der Dreigelenkbogen A GBkann aufgefaßt werden als eine Scheibe, dic in A 
fest gelagert und in Gdurch den Stab GB abgestützt ist; auf ihn wirken also 
außer den gegebenen Lasten noch G. und GA ein. Die Kraft S im Stützungsstab 
G B und die lotrechte Reaktion in A finden wir durch Momentengleichungen : 

(..l' M)..4.= 0: 2000· 1,5 + 500 . 3,0 + 1000·6,0 + 500·9,0 + 500·12,0 

+ 2000 . 10,5 - 600 . 6,0 + 175 . 12,0 + S . 12,0 = O. 

S = - 3375 kg (d. h. Druckkraft). 

(..l' M)o = 0: - 2000· 1,5 - 500·3,0 - 1000· 6,0 - 500·9,0 - 500· 12,0 

- 2000 . 10,5 - A h • 6,0 + A v 12,0 ~~ 0, 

A v = 3800 kg (nach oben) 

Die Biegungsmomente des Rahmens AG sind für die angegebenen Punkte 
1 bis 9 zu berechnen. Es ergeben sich die Werte (Blickpunkt im Innern dei' 
Rahmens): 

BI = - 600· 8,0 = - 4800 mkg. 
B 2 = - 600 . 8,0 + 2000 . 1,5 = - 1800 mkg. 
B3 = - 600 . 10,0 + 2000 . 1,5 = - 3000 mkg. 
B, = 3800 . 3,0 - 600 . 10,0 - 500 . :3,0 - 2000 . 1,5 = + 900 mkg. 
Bs = 3800 . 6,0 - 600 . 10,0 - 2000· 4,& - 500 . 6,0 - 500· 3,0 = + 3300 mkg. 
Be = 3200 . 3,0 - 600 . 4,0 - 500 . 3,0 - 2000 . 1,5 = + 2700 mkg. 
B 7 = 2000·1,5 - 600· 4,0 = + 600 mkg. 
Bs == 2000 . 1,5 - 600 . 2,0 = + 1800 mk~. 
B 9 = - 600 . 2,0 = - 12(/0 mkg. 

Die LängHkraftfläche ist nicht aufgezeichnet, weil ihr Verlauf leicht zu über
sehen ist. Von C bis D hat die Längskraft die Größe 625 kg, einer Druckkraft 
I'ntsprechend; von D bis G ist sie 600 kg (Druck), zwischen G und den Punkten 8 
bzw. 9 beträgt sie 3200 kg (Druck), von da bis zum oberen Eckpunkt 1200 kg. 
Für den oberen waagerechten Balken ist die Längskraft konstant 600 kg (Druck), 
für den linken Pfosten zwischen A und dem angeschlossenen Arm 3800 kg (Druck), 
von da bis zum Eckpunkt E 1800 kg (Druck). 

4. Aufgabe. Auf den in Abb. 280a dargestellten, schräg liegenden, dureh 
einen Stab abgestrebten Mast wirkc cine trapezförmig verteilte Belastung. Bie
gungsmoment und Querkraft sind zu ermitteln . 

.Lösung. Dic Konstruktion kann sowohl als Dreigalenkbogen aufgefaßt werden 
wie auch (weil auf den Stab G B keine quer liegenden Kräfte wirken) als ein 
Balken, der bei A fest gelagert und dureh den Stab abgestützt ist. Zur Ermitt
lung der Lagerkraft in A und der Stabkraft S faßt man die gpsamtp Bdastl1llg' 
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zu l'inl'r Resultil'rl'nden R zusamnwn, die im Sclnn>rpunkt des Bdasttmgstrapt>zP" 
angreift. Für ('in rechtwinkliges Trapez mit der größprl'Il Höhp a, dpr kleinl'rell 
Höhe bund d(>r Grundlinie 1 ist die Sehwerpunkt.spntfNlmg von dN größeren 
Höhe Ill'geben durch. 

I a + :!iJ 
J=~-'----

:\ ",- (, 

bei vorlipgt>nder Bl'lastung ergibt sieh: 

_ :!:! .150 + (:!. 50) _ ;,;, _ ( . 
x - :~ :!(KJ - (j - .J,1ö III . 

Abb. 280. übungs beispiel. 

! ! ! ! ! ! 0.., .... 8111·9 

Die Größp der Rl'sultil'renden ist durch den Inhalt de~ Trapt>ze~ dargestellt: 

a+ b 200. k R = -:!~ ./ = T kg 1JI1 . 22,0 m = 2200 g. 

Die Fpsselkräfte A und S sind graphisch ver mittels des Seilecks1 belltimmt. 
Die l'rste Seilseite wurde durch den Punkt A gelegt (vgl. S. 91). Zur Kontrolk 
-wurde die Komponentl' von S in der Richtung lotrecht zum Mast analytiseh 
berechnet: 

S = :!2oo· 9, ](j = 1260 k" . 
q 16,0 '" 

Zum Auftragen dl'r Querkraft und der Biegemomentp braucht man A nicht zu 
kennen, wellll man diese Beanspruchung8größen von rechts aus berechnet, son
dem lediglich S.. Da.'l Biegungsmoment wurde prmittelt für eine Reihe von 
Stellen, dip vom rechten Ende die Entfernung;; = 2, 4, 6 ... 20 m haben. In der 
Tabelle sind dip SchwerpunktHabständp 8; von dpr betrpffpnden Mompntenstdlp 
aus gerechnet, fernpr dip Inhalte dpr betrpffenden pinzehll'1l Trapeze. Diese Ill
halte .Ti stellen zwischen dpm oberPn Mastt>nde und dem Stabanschluß unmittel-

1 Die Bedingung, daß A durch den Sehnittpunkt VOll Rund S geht, ist hier sehlpeht 
zu beDutzen, da dieser Punkt zu weit draußen liegt. 
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bar dip Querkraft dar. Dagegen links von dN Anschlußstelle ist dito Querkraft . 
beKtirnrnt durch: 

Qi = J; - 8" = J; - 1260 kg. 

Das Biegungsmoment für die Punkte oberhalb de:,; Anschlusses ist gegeben dmch 

Bi = Qi 8;. 

jedoch für die Punkt<· unt.erhalb des Anschlusses durch: 

Bi = J{. 8, - 8,,' (::: - e), 

wobt·i e die Länge des überragenden Mastes (e = 6,0 m) angibt. 
Für zwei Punkte in der Entfernung 2,0 bzw. 12,0 m vom oberen Ende hat 

lllan folgende Werte: 

5!J,1 kg/m 

_~ • ~~.l 'I.~!J,~001l = O.!I72 1lI 

20 
(59,1 + 50,0). ; = 109.1 kg 

z = 12,0 m 

104,5kg/m 

12 104.5· + 100.0 _ r, "9 
3' 154.5 - 0,_ m 

(104,5 + 50,0) . 1~0 _ 1260 = - 333 kg 

Bi = - 109,1: O,!l7:! = - 106 kg. m - 927,0·5,29 + 1260· (12,0 - 6,0) = + 2656 kgm 

Dit· Querkraftlinie ist hier keine Gerade. weil es sich bei der Belastung nicht 
um (>ine gleichförmig verteilte Last handelt. 

a. Aufgabe. Auf dem in Abb. 281 dargestellten Sägebock liegt ein Zylinder 
von gegebenem Gewicht Q. Der Bock ist unten lose aufgestellt, aber die beideJ} 

• '. , 
I, 

I j I 

\;' 0 m,zoJlWl5D'9 

" 
\ 

Abb. ~SI. Übuug.bel,pi{·),. 

FIßp"nktl' A und B Kind dUl'eh ('in Seil mitt'inander vt·rbunden. Die Bit·gungs
monlPlltt> Hind zu ermitteln. 

Jmu1tg. Die Aufgabe hat. mit d<'r vorhergehenden das Gemeinsam(·, daß c" 
/lieh \\"iedl'rum um einl'n Dreigelenkbogen handelt mit l'eiIl'n, die über das Gelenk 
hinau~ragell. Die Punkt!' A und B sind alll'rdingH nicht fest gelagl'rt, abt·/' die 
lut.J't,eht!'n Reaktionen (Reibung vernachlässigt) und die infolgl' des Seils auf die 
Punkte A und B wirkenden Kräftt' ergeben zusammen dil' gleicht' Wirkung wie 

I Im konstruktiv('n Bild der Abb. 281 sind die Kräfte .1' und R" vCfSt'hcntlic>h nad. 
oben, statt nach unten eingct~gen. 
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ein festes Gelenk. Die Schwerltraft Q wird in zwei Komponenten NI und N 2 lot
r~cht zu den Konstruktionsteilen I-I und 11-11 zerlegt. Denkt man sich nur 
den Teil I-I belastet (durch NI)' so muß die Kraft an B (das ist die Resultie
rende aus V~ und H') in die Verbindungslinie BG fallen; diese ist mit NI zum 
Schnitt zu bringen und dieser Schnittpunkt mit A zu verbinden. Es entstehen 
so die Kräfte A' und B' im Krafteck. Entsprechend Wird N 2 mit der Geraden 
AG geschnitten und dieser Punkt mit B verbunden. N 2 ruft die Gegenkräfte A" 
und B" hervor. Die Resultierende von A' und A" bzw. B' und B" ergeben die 
Kräfte A und B, die in VI und H bzw. V2 und H zu zerlegen sind. Das Krafteck 
aus Q, H, V2 , Vv H muß geschlossen sein. 

Man hätte hipr allerdings die gesamten Fesselkräfte VI' V2 und H einfacher 
finden können. Infolge der Symmetrie muß sein: 

VI = V2 =~. 
Denkt man andererseits den einen Balken vom anderen losgetrennt und setzt 
für das Gelenk die Summe aller auf den Balken 11 wirkenden Momente gleieh 
Null, so hat man: 

-N2 'Q - V2 • 6~,5 + H. 57,5 = O. 

Die Momentenfläche ist ein Dreieck, das Biegungsmoment an der Gelenkstell(· 
ist gegeben durch N 2 • a. Die Gelenkkraft G läuft waagerecht (vgl. 6. Aufgabe). 

Daß hier an der GelenksteIle ein Biegungsmoment auftritt, scheint ein WidN. 
spruch gegen die frühere Aussage zu sein, daß das Biegungsmoment am Gelenk 

A 

A 

Abb. 282. Übungsbeispiel. 

verschwinden muß; aber der Wider
" spruch klärt sich leicht auf, denn hier 

wird das fragliche Biegungsmomellt 
nicht durch das Gelenk übertrageJ], 
also nicht vom Balken I-I auf den 
Balken l1-II weitergeleitet, sondpl'1l 
das Biegungsmoment blpibt in d(·ru 
einen Balken. 

6. Aufgabe. Für das in Abb. 282 
dargestellte Schleusentor soll das Bi,,
gungsmoment ermittelt werden. 

Lösung. Die Konstruktion ist für 
eine allgpmpine Belastung nicht steif, 
da die Verbindung (Anlehnung) am 
Punkt M so ausgebildet ü;t, daß nur 
pine Kraft von oben nach unten über-

S tragen werden kann, aber nicht um
gekehrt. Für die angegebene Belastung 
kann man die Berührungsstelle dpr 
beiden Schlpuspntore als ein Gelenk 

<!'uffasspn, das die übertragung des Bipgungsmomentps verhindert, dagegen die 
Gelenkkraft selbst überträgt. Es liegt also für diesen Fall ein Dreigelenkbogell 
vor. Da die Belastung symmetrisch ist, muß die Gelenkkraft M waagerpcht 
verlaufen. Man findet sie, indem man die waagerechte Linie mit WI zum Schnitt 
bringt und durch dicsen Schnittpunkt eine Verbindungslinie nach A zieht; das
selbe führt man für die rechte Seite aus. Das Krafteck gibt dann Größp und 
Richtung von M, A und Ban. Dic Momentenflächen sind infolge d<'r gleich
mäßig verteilten Belastung Parabel1l. 
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7. Aufgabe. Für den Siebengelenkträger der Abb.285 sind die inneren 
Krä.fte zu ermitteln. 

Lö8ung. Das System, das einem steifen Stollengerüst nachgebildet ist, hat 
mit der Konstruktion der vorhergehenden Aufgabe das Gemeinsame, daß es 
bei den angegebenen Gelenken für eine beliebige Belastung nicht mehr unver
schieblich ist. Es bleibt aber dann in Ruhe, wenn die zu den gegebenen Lasten 

Abb.283. Übungsbeispiel. 

PI .... Ps zugehörigen Seilseiten durch die Gelenke I bis V geheII, wie es hier 
angegeben ist. Die Stützlinie verläuft also durch die Gelenke. Die Größe der 
duroh die Gelenke geleiteten Kräfte GI bis Gy ist, wie aus der Begründung de>; 
Seileoks(S. 78) hervorgeht, durch die Länge der Polstrahlen 1, 2 ... angegeben. 
Die Lagerreaktionen A und B fallen mit der ersten und letzten Seilseite zusammen 
und sind der Größe nach durch den ersten und letzten Polstrahl dargestellt. Die 
Resultierende aUR A und P l erzeugt die Gelenkkraft Gr, die Resultierende aus GI 
\lnd PI die Gelenkkraft Gn . Die Kräfte Pl bis P6 stehen mit A und B im Gh'ich
W'wicht, wcil das zugehörige Kraft. und Spi!pck geschlossen ist. 



Vierter Teil. 

Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

XII. Begriff und Bildung des freien ebenen Fachwerks. 
69. Begriff des bestimmten Fachwerks. Das Fachwerk im Sinne der Mechanik 

ist ein System von einzelnen Stäben, z. B. Dachbinder, Fachwerkha.us, Brückf'n, 
Gerüstbauten, Tragwand eines Flugzeugflügeis usw. Fiir unsere Betrachtungen 
in der Statik nehmen wir an, daß alle Stäbf' gelenkartig miteinandf'r verbunden 
sind. Sofern äußere Kräfte nur in diesen verbindenden Knotenpunkten wirkf'Il, 
erreichen wir mit der gemachten Annahme, daß die das Fachwf'rk bildendf'll 
Stäbe nur Längskraftträger sind, daß in den Stäben also keine Biegemomf'nte 
und Querkräfte auftreten (\\ie beim Balken). Betrachten wir die technisch aus· 
geführten Fachwerke, so sehen wir, daß diese Bedingung df'T gelpnkartigen Vp]"· 
bindung aller Stäbe praktisch in den allerseltenstf'n Fällen erfüllt ist, daß z. B. 
bei Brücken im Gegenteil die Stabverbindungen möglichst steif durchgeführt 
sind: Wenn wir trotzdem gelenkige Knoten für die Rechnung voraussetzen, 80 

geschieht dies deshalb, weil der Unterschied zwischpn dpn Stabkräften bei W" 
lenkigem und steifem Stabanschluß im allgemeinpIl nur einf'n geringen Betrag 
ausmacht, und weil man überhaupt von vornherein den Fachwerkträger nicht 
anders berechnen kann (statische Unbestimmtheit). Will man die Stabkräfte b("i 
steifen Knotenpunkten ermitteln (was aber nur selten nötig ist), so muß man zu· 
nächst diejenigen bei gelenkartigen Anschlüssen bestimmen und kann dann nach. 
träglich den Einfluß der starren Verbindungen feststellen. Also ist dip Berecll' 
nung nach der gemachten theoretischen Annahme immer nötig. Wl"iterhin 
nehmen wir an, daß die Stäbe starr sind, eine Annahme, die unter bEstimmten 
Voraussetzungen eine unverschiebliche Gesamtkonstruktion gewährleistet. In 
der praktischen Durchführung haben wir allerdings elastisohe Stäbt·, den'n Form· 
änderung jedoch so gering ist, daß die Abweichung des belasteten FachwukH 
vom unbelasteten vernachlässigbar klein in bezug auf die entstehtmdpn Stab· 
kräfte wird. 

Wir verstehen unter Fachwerk ein Gebilde aus starren Stäben, die an ihren Enden 
gelenkartig miteinander verbunden sind 

Die Stäbe werden zweckmäßig wieder dargestellt durch ihn' StabachseIl. 
Liegen diese Stabachsen alle in einer Ebene, so sprechen wir vom "pbenHl Fach· 
werk", sind die Stäbe dagegen räumlich angeordnet, so prhalkn wir das "Raum. 
fachwerk". 

Die Aufgabe des ebenen Fachwerks, das zunächst zugrunde gelegt sein soll, 
ist es, Kräfte in seiner Ebene durch das Stabsystem (die Verbindung der Längs. 
kraftträger) nach der Erde oder einer anderen festen Konstruktion wpiterz\l' 
leiten. Das Fachwerk ist also stets gelagert. Die Lasten, die auf pin OIolch('s 
Fachwerk wirken, wecken in den Lagerstellen Reaktionskräfte, dip den äußeren 
Kräften (Lasten) das Gleichgewicht halten. Die Konstruktion oes Fach\\wks 
an sich, ohne Lagerung, heißt freies ebene~ Fachwerk. Wandelt man das gp. 
stütztf' l<'achwerk in pin freips um, so müssen die Lagerreaktionen alB äußNP 



Begriff des bestimmten Fachwerks. 207 

Kräfte eingeführt werden, die zu den vorhandenen Lasten hinzutreten und ein 
Gh>ichgewichtssystem bewirken. Unsere Aufgabe ist zunächst, das freie Fach
werk unter dem Einfluß von Kräften, die untet sich im Gleichgewicht stehen, zu 
betrachten und die entstehenden Stabkräfte (Längskräfte) zu ermitteln. Wir 
müssen uns die Fragen stellen: 

Unter welchen Umständen sind diese Stabkräfte bei jeder beliebigen Be
lastung eindeutig bestimmbar und von endlicher Größe? und 

Wie groß sind die Stabkräfte, bzw. wie kann man die Größe der Stabkräfte 
ermitteln? 

Die Forderung, daß die Stabkräfte eindeutig und endlich werden müs~en, 
ist eine technische Notwendigkeit, denn bei vieldeutigen Stabkräften wissen wir 
nicht, welchen Wert wir der Dimensionierung der Stäbe (Gestaltllng des Quer
lichnitts) zugrunde legen sollen; bei unendlich großen Stabkräften können wir 
überhaupt keine haltbare Ausbildung eines Stabquerschnittes ausführen, d('l1n 
dazu wäre ein unendlich großer Querschnitt erforderlich. 

Neben dieser statischen Forderung werden wir aber auch noch pine and",re 
Forderung an das Fachwerk stellen müssen, nämlich daß es eine steifp unvpr
schiebliche Konstruktion darstellt. 

Ein Fachwel'k, bei dem die Stabkräfte für jede beliebige Belastung anf Grund 
der statischen Gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) eindeutig und endlich 
werden, nennen wir ein statisch bestimmtes Fachwerk. Es wird offensichtlich zum 
Aufbau eines statisch bestimmten Fachwerks eine bestimmte Anzahl von Stäbpn 
nötig sein, und zwar können wir aus der Bedingung der eindeutigen und endlichen 
Stabkräfte ganz allgemein sagen: Es muß die Zahl der Stabkräfte, dip ja die Un
bekannten beim freien Fachwerk darstellen, genau so groß sein, wip die Zahl dpr 
uns -zur Verfügung stehenden Gleichungen. Liegt nun ein ebenps freies Fach
wprk vor, das unter der Wirkung äußerer 
Kräfte im Gleichgewicht steht (Abb. 284), so 
sind für die Gesamtkonstruktion aus Gleich
gewichtsgründen drei Bedingungen zu erfüllen, 
weil es sich um den Gleichgewichtszusta~ld 
von Kräften in der Ebene handelt, die nicht 
durch einen Punkt gehen. Befindet sich dieses 
ganze System im Ruhezustand, dann muß an Ahb. ~81~t;;'~:~t~;~~~~h~~~~~~~~tjSdl he· 

jedem Knotenpunkt des Fachwerks ebenfalls 
Gleichgewicht bestehen, d. h. an jedem Punkt müssen sich alle angreifendplI 
Kräfte (äußere und innere, al~o Lasten und Stabkräfte) aufheben. An jpdpm 
Knotenpunkt liegen demnach zwei Gleichgewichtsbedingungen vor (Kräfte in 
einem Punkt angreifend). Nennen wir die Anzahl der Knotenpunktp n, so pr
halten wir, entsprechend den jeweiligen zwei Gleichungen am einzelnen Knoten
punkt, insgesamt 2·n Gleichungen. Wenn aber an allen Knotenpunkkn Gleich
gewicht vorliegt, so ist damit das Gleichgewicht des ganzen Hystpms gesichert. 
Für .diese Bedingung bestehen aber, wie vorhin bemerkt, sehon drei Glpiehungp)l: 
infolgedessen haben wir jetzt nicht mehr 2n unabhängigp GlpichungplI, sondPrH 
deren nur noch (2n - 3). Diese Gleichungszahl muß mit der Anzahl der vor
handenen Unbekannten, d. h. der Stäbe übereinstimmen, 00 daß wir als Ergebnis 
erhalten: 

Ein statisch bestimmtes ebenes freies Fachwerk muß (2n - 3) Stäbe besitzen: 

s = 2n - H. (31) 

Die so gewonnene Aussage über die Anzahl der Fachwerkstäbe hIt notwendig, 
aber nicht hinreichend, d. h. ein Fachwerk, bei dem die Stabkräfte pindeutig und 
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!'nd\ich sind, muß di('se Stabzahl besitzen, aber umgekehrt braucht ein Fachwerk, 
das di(> Stabzahl s = 2n - 3 aufwei~t, nicht statisch bestimmt zu sein, da s Glei· 
chungen mit s Unbekannt('JI nicht eindeutige, endliche Lösungen ergeben müssen. 
Hat das Fachwerk mehr als (2n- 3) Stäbe, dann ist die Zahl der Unbekannten 
größer als di(' Zahl der Gleichungen; man nennt es statisch unbestimmt. 

Um in die Frage d(>r Unverschieblichkeit eines Fachwerks Einblick zu ge· 
winnen, gehen wir von dem einfachsten Fachwerk, dem Dreieck, aus (Abb. 285). 
Das Stabdreieck, gebildet aus drei Stäben und drei Knoten, ist unverschieblich; 
dl'nn wärE' der Punkt III nur durch den Stab 1 (I, III) gegenüber Stab 2 an· 
gE'schlossen, so könnt(> er sich auf E'inern Kreisbogen um I bewegen, entsprechend 

:\hh. :!85. [1fl~ f"infachste unvcrschiebliche FachwcI'k. Abb. 286. Gelenkviereck. 

b"i alleinigl'm Anschluß an II auf einem Kreisbogen um II; WE'iI ('r aber durch 
di(' bl'id('n Stäb(> angefügt ist, kann er sich nur gleichzeitig auf beiden KreisbogeIl 
b(·wegen. Da diese beiden sich aber in einem Punkt schneiden, liegt der Punkt III 
fpst. Di(> Stäbe bleiben also in dieser einzig möglichen Lage. Das Stabviereck 
(Abb. 286), gebildl't aus vier Stäben und vier entsprechenden Knoten ist ver· 
~düeblich, wir habl'n hipr das sog. Gelenkviereck. Wir können es unbewpglich 
maphen durch Einführung eines Diagonalstabs. Wir erkennen, daß ein unver· 
,chiE'blichps GpbildE' von viE'r Punkten mindestens fünf Stäbe benöt,igt. Ent· 
,preehendp übl'rlegungl'n für StabsystE'me mit mehr Knotenpunkten ergeben, 
daß für dip tTnvprschiE'blichkE'it ('inps Fachw('rkH nötig sind: 

bE'i :) Knoten 3 Stäbe, 

bei 4 KnotE'n Ü Stab(·, 

bei ;) Knotpn 7 Stäbe, 

h!'i il Knoten 9 Stäbe u:-;w. 

,-\II.~('mpill findpn wir, daß zum Aufbau einps unvprschi .. blidlP!l Fa('hw""k~ 
Illinrlpst.pn~ 

Stiib(· \!:('hür .. n. }Ian kann natürlich noch mphr ::itäbl' einziehpll. dip dalln aber 
für rlit: Rpdin!!ung dpr Unwl'schieblichkeit übE'rflüssig ~ind. Ei~ Fachwerk', da" 
dir Jlindeststabzahl 8-= 2n - 3 besitzt und unverschieblich ist, heißt kincmatisdl 
ues/;nuntes Fachwerk. Hat das unvprschieblichp Fachwerk mehr all" zur Un· 
vt'J'."chieblic-hkpit unbedingt notwpndigl' Stäbe (s> 2n - 3), so nennen wir da" 
FU"hwNk kinematis('h überbpstimmt, hat eH weniger Stäbe, so wird es kine· 
matisch unbestimmt genannt. -

Wir SPhPll, daß die geforderte Stabzahl (2n - 3) für die Bedingung der sta· 
ti,dH'1l Bpstimmtheit und für die Bedingung der kinematischen Bestimmtheit di(· 
.\!:!r·i,·hp ist. Es läßt sich, wip A. FÖPPLI bewieseIl hat, ganz allgemein sagen: 

Jedes kinematisch bestimmte Fachwerk ist auch statisch best'immt, und um· 
!'(,·kehrt: jedu; statisch bestimmte Fachwerk ist auch kinematisch bestimmt. 

1 AUGUST FÖPPL wirkk von 1894 bis 1921 als Professor der Mechanik an der Tech· 
nischen Hoch"chule in :MÜIlchen. 
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)lall sprieht de~halb einfach VOll bestimmt .. n Faehwerken l . Ein .Faehwt'l'k 
mit überzählig,>n Stäb,'n (s > ~ n - 3) ist also kinematiseh übPl'bestimmt und 
:<tnti,eh unbf'stimmt; ist die Stabzahl dagegen kll'inl'r als die Mindestzahl 
(8<: 2n - 3), dann ist das Fachwerk bl'weglieh, kinematisch unbestimmt und 
,tatisch überbl'stimmt (Bl'wl'gungw1('ehani~m\l~). 

70. Die Bildungsgesl'tzf' der frpil'Il \'hl'nen bestimmtt'Il }'aehwerke. Die Bil
dungsgesetze dps l'benen, keiell, statisch bl'Htimmten Fachwl'rks gebeh an, in 
weleher W'eise Holchl' Fachwerke aufgebaut werden können. 

ErsteR Bildung"gesetz: Ein statisch bestimmtes Fachwerk wird gewonnen, 
indern man, ausgehend von einem Stab, nacheinander Knotenpunkte anschliel3t d1~rch 
jt zn·!.i Stäbe, die nicht in eine" Geraden liegen. 

Als Beweis für dieses Bildungsgesetz weisen wir nach, daß so aufgebaute 
lfaehwl'rke unverschipblich sind, und daß bei jeder beliebigen Belastung die 
Stabkräfte endlieh und eindeutig werdf'n. Die Unverschieblichkeit dpr Fach
werke, die nach dem ersten Bildungsgcsptz aufgebaut ~ind, geht aus dpr gleichen 
B"trachtung hervor, die wir bPreit" oben benutzt haben, 
um dit' Mindeststabzahl deB kinematisch bpstimmten Fach
werks zu Nmitteln. Wir gehen (Abb. 287) aUN von einem 
Stab 1 mit den Endpunkten I und II und s('hließen an 
dieN" Punkte einen weitpren PUllkt III dnJ'ch zwei Stäbe 
:2 und 3 gelenkig an ; die8er Punkt liegt gegl'nübl'r I und II I, ----:--_--'" 
unverschieblich fest; das Dreieck ist nnver~chiebli('h. All 
dieseN starre Stabdreieck läßt sich nun in gleicher Weise 
mit zwei weiteren Stäben .f lind 5 ein vierter KnotPll
punkt IV unverschieblich anschließen. Dieser nelle fest
liegende Knotenka)1I1 wieder zum Anschluß eines neueIl 
Stabes 6 dienen, der mit dem an Knotpn II befestigtC'n 
Stab 7 den neuen Knoten V festlegt. In gleicher Weisc 
werden weitere Punkte mit je zwei weiteren Stäben an

... \..lJh. 287. Das Fu<:h\\'l'I'k 
nach dem cr~ten Bil
dungsgesetz. kiJl(,lllati-

~cher'Bl'wt'is. 

zuschließen sein, wobei nicht immer Stabdreiecke aufzutrekn brauchen. Wir 
haben also damit ein unverschiebliches Fachwerk mit der klein~tmöglichen An
zahl von Stäben aufgebaut. Die Bedingung, daß (2n - 3) Stäbe vorlit·gen, ist 
erfüllt, denn wir haben in Abb. 287 sechs Knoten und neun Stäbe, also 

9=2·6-;). 

Daß dit'se Bedingung der Stabzahl immer beim ersten Bildungsgesetz erfüllt ist, 
geht aus folgender Erwägung hervor: 'Wir haben ali< Grundlage eirlC'n Stab mit 
ZWE'i KnotE'n an bE'iden Endt'1l 

81 = :2 • 2 - 3 = ~ . fl 1 - ;). 

All .. wpiten>n Kllot"n n sind durch je zwei Stäbe (im ganzPll s2) angpschloHHPn): 

(81 + 82 ) stpllt die GeHarntzahl s der vorhandenen Stäbe dar und pntsprechend 
ist (n1 + n2 ) die Gesamtzahl n der vorhandenen Knoten, so daß damit ganz all
gemein für Fachwerke nach dem ersten Bildungsgesetz die Bedingung für die 
Stabzahl erfüllt ist: 8=21t-;). 

1 Ein allgemeiner Beweis dieser Aussage läßt sich mit Hilfe d!"!' Determinanten aus den 
Koeffizienten cler Unbekannten aufstellen. Vgl. z. B. FÖPPL: Tcehn. Meehanik H. Bcl . 

. [.! Schlink, Statik. 4. u. 5. Aufl. 
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Zum Nachweis der statischen Bestimmtheit nehmen wir bp1it'bigp Last(,11 an, 
die am Fachwerk im Gleichgewicht stehen solleu (Abb. 288). 'Vir bpnutzcu zur 
Bestimmung der Stabkraftgrößen dip Aussage, daß an jf'dem einzdnt·u Knotl'u 
die äußeren Kräfte mit den inneren Kräften (Stabkräftl'n) im Gll'il'hgl'wicht 

stehen mÜSSl'I1. Bctrachtl'l1 wir z. B. den Knotf'n-
P, punkt VI, trennen ihn ab, indem wir die beidpn Stäbe 

8 und 9 durchschnitten denken, ~o müssen die !Iul"(·h 
P.diesen Schnitt frei gcwordfllll'n Stabkräfte S8 und S9 

mit der wirkenden Last P6 im Gleichgewicht su'hen 
und können mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen 
eindeutig bestimmt werden (zwpi Unbekannte mit zwei 
Gleichungen) oder graphisch durch ein geschlos~enes 
Krafteck. Die Stabkraft S9 wirkt nun ab bpkannte 
Kraft auf den Knotpn V, und an diesem Knoten fin
den wir durch die gleiche Gleichgewichtsbetrachtung 
die Stabkräfte S7 und S6' In gleicher Weise finden wir 

% durch die bekannte Kraft. S6 am Knoten IV mit Hilfe 
Abb. 288. Das Fachwerk eines Kraftecks die Stabkräfte in den Stäben 5 und 4. 
nach dem ersten Bildungs-
gesetz, statbcher Beweis. Am Knoten III stehen dann die bekannten Kräfte Pa 

und S4 den beiden Unbekannten S2 und S3 gegenübpr, 
die also auch zu ermitteln sind. Der Knoten II und der Knoten I liefern nun 
Gleichgewichtsprobleme, bei denen weniger MS zwei Unbekannte vorliegen, die 
demgemäß als Kontrolle aufzufassen sind. (Nähere Ausführungen unter Nr. 73.) 
Wir sehen jedenfalls, daß für alle Knotenpunkte eine Lösung der Gleich
gewichtsaufgabe (Krafteck) be~teht, daß demnach allp Stäbe eindeutige und 

endliche Stabkräfte besitzen, was aber als 
Forderung der statischen Bestimmtheit des 
Fachwerks aufgestellt war. Ein Fachwerk nach 
dem ersten Bildungsgesctz ist also statisch und 
kinematisch bestimmt. 

Für den im Bildungsgesetz ausgenommenen 
Sonderfall, daß die beiden Anschlußstäbe eines 
Knotens in einer Geraden liegen, betrachten 
wir Abb. 289. Der Knotpn VI ist an die beiden 

] 
festliegenden Knotpnpunkte I und V ange-

00 schlossen durch zwei Stäbe 8 und 9, die in 
einer Geraden liegen. Es ist ohne weiteres 
klar, daß der Punkt VI hier nicht festliegt, 

Ahb. 289. Verschiebllches Fachwerk denn die heiden Kreisbogen der Stäbe 8 und 9 
nach dem ersten llildungsgesetz. liefern keinen Schnittpunkt, sondern haben 

eine Berührung gemeinsam. Der Punkt VI 
kann sich infolgedessen um ein sehr kleiaes Stückehen bewegen. Das Fach
werk ist also nicht mehr kinematisch bestimmt. Dabei beschränkt sich die 
Vsrsllhiebungsmöglichkeit nur auf den einen Punkt VI bzw. die Stäbe 8 
und 9. - Zur Prüfung der statischen Bestimmtheit betrachtpn wir pine 
Kraft P auf den Knoten VI wirkend, die mit den andpren am Fachwprk 
angreifenden Kräften natürlich wieder im Gleichgewicht stehen muß. Wie pr
halten am Knoten VI das Bild einer Kraft unter einem Winkel auf zwei Stäbe 
wirkend, die in gleicher Richtung liegen. Das Krafteck liefert für die Stabkräfte 
S8 und S9 unendlich große Werte. Die Stabkräftc werden demnach nicht endlich: 
das Fachwerk ist statisch unbestimmt. Da die Stäbe aber praktisch stets elastisch 
sind, wird ein durch zwei Stäbe in derselben Geraden angeschlosspner Punkt 
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etwa~ aus der Verbindungsgeraden heraus verschoben, die zugehörigen Stab
kräfte S8' S9 werden dann zwar nicht mehr un!'ndlich groß, aber immer noch 
sehr groß, 

Würden wir an das Stabgebildc weitere Stäbe anschließen unter Benutzung 
des Knotens VI al~ Anschlußstelle für einen Stab, so würden die weit!'r an
geschlossenen Punkte ebenfalls nicht fest liegen, da Punkt VI wrschieblkh ist, 
Wir würdflll auf diese Weise ein Fachwerk bauen, das nur zu einem Teil statisch 
bestimmt und unverschieblich ist. 

Zweites Bildungsgesetz: Aus zwei bestimmten Fachwerken wird ein neues 
bestimmtes dadurch erhalten, daß man zwischen den beiden Fachwerken drei Ver
bindungsstäbe einzieht, die nicht durch einen Punkt gehen; ein beiden Fachwerken 
gemeinsamer Knoten ersetzt zwei Verbindungsstäbe, 

Wir legen also beim zweiten Bildungsgesetz dem Aufbau eines FachwPTks 
einen ganz anderen Gedanken zugrunde: vorhanden sind zwei statisch bEstimmte 
Fachwerke (etwa nach dem ersten Bilduqgsgesetz aufgebaut); aus diesen beiden 
Fachwerken wollen wir nun ein unverschiebliches Fachwerk machen, d. h. wir 
wollen das Teilfachwerk A gegen das Teilfachwerk B 
unverschieblich festlegen (lagern). Wir ziehen zu
nächst (Abb. 290) die beiden Stäbe CD und ® zwi
schen beliebigen Knotenpunkten der beiden Fach
werke ein. Damit liegt das Fachwerk B noch nicht 
unverschieblich gegen A fest, denn diese Verbindung 
erlau bt noch eine Drehung beider Fachwerksteile 
gegeneinan~er um den Knotenpunkt I (wir setzen ja 
Gelenke in den Knoten voraus). Diese Drehmöglich 
keit wird durch Anordnung eines dritten Stabes @ 
aufgehoben; denn wären nur die Stäbe CD, ® ein

/v 
Abb.290. 

Da·s zweite Bildungsgesetz. 

gezogen, so könnte sich Knoten V auf einem Kreisbogen um I drehen; ist aber 
noch Stab @ vorhanden, so kann sich V nur gleichzeitig auf einem Kreis 
um I und einem um II drehen, d. h. V liegt unverschieblich fest gegenüber A 
und damit auch das ganze Gebilde B, das nach Voraussetzung in sich selbst un
verschieblieh ist. Die beiden Fachwerke sind zu einem unversehieblichen Ge
bilde vereinigt worden. Wir erkennen auch sofort, daß die drei verbindenden 
Stäbe nicht durch einen Punkt gehen dürfen, denn wenn der Stab @ zwischen den 
Knoten I und Veingezogen würde, hätten wir da~it das Drehvermögen dir 
Fachwerke gegeneinander nicht ausgeschaltet. 

Die Frage nach der Stabzahl des neu entstandenen Fachwerks liefert wieder 
unsere bekannte Beziehung 

8=2n-3. 

Denn das nach Voraussetzung bestimmte Fachwerk A besitzt n A Knoten und 
s A Stäbe, die zusammenhängen nach der Gleichung: 

sA=2nA -3. 

Entspn>chend ist für Fachwerk B: 

SB = 2nB- 3. 

Hinzugekommen sind drei Verbindungsstäbe (sv), aber keine neupn Knotpn: 

Sv = 3. 

Dip Addition der drei GIeichun~en ergibt: 

BA + SB + Sv = 2 (nA + nB) ~ () + 3. 
14* 
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Da aber (s.d + SB + sv) dip Gl'~amtzahls der Stäbp ist lind (11 A -,- 1111) dip Zahl dt'i" 
Knokn, HO haben wir: 

8= :ln-;). 

Damit ist also l'rwieHen, daß dip für das kinematisch lind statisch bl'stimmte 
Fachwerk nötige Stabzahl vorhanden ist. 

Zum Nachweis der statischpll Bestimmthpit betrachtpll wir daH Gesamtfach
werk unter dem Einfluß VOll Kräften, die unter sich im Gleichgewicht stehen 

AiJb. :!91. Htathwht' Bestimmtheit 
t'inC':-. Fac-hwprkcf.i I1H("h <lew zw<'jtPIt 

Bildullg'sg'('t:ictz. 

(Abb. 291). Schnpidpn wir nun dip drei Vpr
bindungsstäbe Cl, (2;, (3l durch, SO trennpn wir 
damit dip bpiden Tpilfachwerk(> A und B wil'd(,l' 
auspinandel'. Durch deu Schnitt wt'rd('l1 abl'!' 
dip illneren Kräftp (Stabkräfte ) dN drei ge
"chnittenpn Stäbe 8 1 , 8 2 und 8 3 frei IIlld für 
jedps abgeschnittenp Faehwerk (HnI,s odN rechts) 
müssen nun die äußerpn Lastt>n oder, andprs 
ausgedrückt, muß ihn- !{psultiprpnde mit dp!1 
dn-i unbekannten Stabkräftpn im Glpichgt'wicht 
stehen. Vi'pnn dip drei Stäbp nicht durch einplI 
Punkt geheIl, was abp)" HChOIl ab Fordt'l'lIllg dt-r 

killt'llIatischell B~-stimmthdt allsgpsproch('1l wurde, erhaltpn wir für die Stab
kräfte eine eindeutige und endliche Lösung; denn zur Berechnung d('1' dn'i Un
bpkannten stphpl1 dit' drpi Glpichgpwichtsbedingungen der in der Ebelle zt'rstreut 
wirkellden Kräftl' zur Verfügung, bzw. sie können mit Hilfl' deH CI'LMANNscht'n 

(j) Verfahrens ermittelt werden. Die übrigen Sta.b-

~ ~ 
kräfte sind dann mit Rücksicht auf die nach Vor-

A ~ 8 aussptzllng vorhandene statische Bestimmtheit der 
- - Tpilfachwerke ebenfalls endlich und eindeutig. 

Somit ist bewiesen, daß das nach dem zweiten 
rJ) Bildungsgesetz aufgebaute Fachwerk statisch und 

Ahb. 292. ""I',chiehlichesFachwcrk kinematisch bestimmt ist, wenn die drei Verbin-
nach <leIH zwl'it.en BUdungRg<',etz. dungsstäbe nicht durch einen Punkt gehen. Die 

lptzte Forderung, daß die Stäbe nicht durch einen 
Punkt gehen dürfen, schlie·ßt auch den Fall ein, daß die verbindenden Stäbt> 
paralld laufen (Abb. 292). Die drei Stäbe schneiden sich in einpm Punkt, der 
hier im Unendlichen liegt. 

Im zweiten Bildungsgesetz ist weiterhin ausgedrückt, daß zwei Fachwerkp 
auch Htatü;ch und,kinematisch bestimmt verbunden sind, wenn sie einen Punkt 

gemeinsam haben, und an einer anderen Stelle ein Stab, 
der nicht durch den gemeinsamen Punkt geht, eingezogen 
wird (Abb. 293). Die Richtigkeit ist leicht zu erkennen: 
durch den gemcinsanlPn Punkt ist lediglich eine Verbin
dung der Tpilfachwerke, aber nicht Aufhebung der Dreh
möglichkeit erreicht; dieses Drehvermögen wird aber 
durch Einziphen des weiterpn Stabes beseitigt. Die kim'-

~~!~(~it~I~:\~il~~l~~~~~~!~t;'~~b matisch(l Bestimmtheit ist damit erwiesen. Der Be",~pi~ 
der statischen Bestimmtheit geht klar 'aus der Betrach

tung des gemeinsampn (Gelenk-)Punktes G hervor: e'" können in einem Gelenk 
nur Kräfte übertragen werden (zwei Unbekannte !), die Übertragung von Mo
nlPutNI ist nicht möglich; wir werden also unsere dritte Gleichgewichtsbedingung 
(~. M)o = 0 zur Lösung der Kraft im Verbindungsstab benutzen können, indp!ll 
wir durch das Gelenk einen Schnitt legen, der den Verbindungsstab trifft (vgL 
K 228). Fassl'1l wir in dPT Abb. 290 das ursprüngliche Teilfachwprk B ('r-
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weitert durch die beiden Stäbe (!J und ,gi als neues Teilfachwerk auf, so deckt 
sich dieser Fall der Fachwerkverbindung mit dem letzten, denn die Verbindung 
des erweiterten Teilfachwerks B mit dem Teilfachwerk A geschieht dann auch 
durch einen gemeinsamen Punkt (Knoten I) und einen Stab (~. 

Daß die hier erörterte Festlegung des Fachwerks A gegenüber B auf dasselbe 
herauskommt, wie die frühere Festlegung eines Balkens gegenüber einer Untl'r
lage, ist leicht zu erkennen. 

Drittes Bildungsgesetz (Gelletz der Stabver- a 
tauschung): Jedes nach dem ersten oder zweiten Bildungs
gesetz aufgebaute, also bestimmte Fachwerk, kann durch 
Portnahme eines Stabes und W iedereinfiigung eines and.e
ren Stabes, d. i. durch Stabvertauschung, in ein andere.s 
bestimmtes Fachwerk verwandelt werden. Dies neue Fach
lI'erk ist tatsächlich bestimmt, wenn der Ersatzstab.zwiachen 
zwei solchen Punkten eingezogen wird, die sich nach. Fort
nahme des Tauschstabes gegeneinander bewegen können, 
und deren Abstand nicht gerade einen maximalen oder .I 

minimalen Wert hat für diese Bewegung. 
Zur Erläuterung dieses Bildungsgesetzes betrachtl'll 

wir t'in nach dem 'ersten Bildungsgesetz aufgebaute .. 
Fal'hwerk (Abb. 294a), aus dem ein Stab (Tauschstab) 
herausgenommen wird. Das nunmehr entstandene Stab. 
gebilde ist nicht mehr unverschieblich, denn l'S hat c 
nicht mehr die unbedingt nötige Stabzahl (2n - 3), 
sondern einen Stab weniger Es ist eine Verschiebung 
möglic1J., da die vier Knoten I, 11, IV, 111 l'in Gelenk· 
viereck, d. i. abet ein bewegliches System, bilden. Ziehen 
wir nun etwa den neuen Stab (Ersatzstab) zwischen den 
Knotenpunkten 111 und VII ein (Abb.294b), so ist 
damit die Verschi~bIichkeit des Stabsystems noch llicht, 

I 

aufgehoben; das durch die Strebe IV, V bereits in sich unvl'r>!chiebliche Yit'r. 
eck aus den Knoten 111, V, VII, IV ist durch den Ersatzstab als zweite Strt'be 
doppelt gesichert gegen Verschiebung, während daf:; Gelenkviereck I, IJ, IV, 
111 noch nicht unbeweglich gemacht wurde. EH ist offenbar nötig, daß wir 
den Ersatzstab so einziehen, daß er eIne mögliche Bewegung verhindert. Das 
ist z. B. in Abb. 294c erreicht: das durch Stabvertauschung entstandene Fach· 
werk ist, wie wir uns leicht überzeugen kÖl1lWll (an Stab VI. VII sind der Reihe 
nach angeschlossen die Knoten IV, 11, Y. IU. I), lUH'h dl'm !'"sten Bildungs· 
ge;;etz aufgebaut, daher statisch und kinemati~rh brstimmt. - ~l'lb~tVt'rHtälld· 
lieh hättr der Ersatzstab auch Honstwip pingl'fiigt. \\"Pl"d .. 1l kÖI\IWIl (z. B zwi· 
SChNl Knoten I und IV odt'r I Ulld VII odrr I lind YJ u",w.), wo!Jpi dit' !,iJw Bp: 
dingung bl'strht, daß d"" Einzit'lwll de~ ErHatzstabrs pint BpwP!!lIllgsmöglichkpit 
des System!; beseitigt, d. h. der Ersatzstab muß zwischt'n zwei "olchl'J1 Punkkll 
eingezogen werden, dir nach Fortnahmt' dt,t< TauHPhst.abl'H. ihn' Elltft'rnullg g!'gpn· 
t'inander ändern kömwn. 

Unter Beseitigung dpl' Bewl'gung~miigliphk('it \"!'I'stt'hl'll wir auch di,' V"'l·. 
hinderung jener sehr klrül('l1 Bpwl'gung, dil' z. B. auch l'nb,t"eht, wt'n1l im t'I'St.P1l 
Bildungsgesl'tz ein llruer Knotenpunkt mit zwei Stäbt'n angel:!chlosSt'll wird, die 
in eine Gerade fallen. Dit'He klpinen Verschiebungsmöglichkeiten kommt'l1 prak. 
tisch immer dann VOl', wenn der Stab zwischen 2;wei solcht'i'i Punkten l,in· 
gezogen wird, die bei Beseitigung des Tauschstabes in ihrer möglichen Bewegung 
(Bahnkurve) gerade ein lIaximum oder t'in Minimum ihrer Entfernung haben. 
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Ab Beispiel betrachten wir das in Abb. 295a dargetitellte, nach dem ZWE'itell 
Bildungsgesetz aufgebaute Fachwerk: der für den herausgenommenen Tausch
~tab eingeführte Ersatzstab (Abb. 295b) verbindet zwei Punkte, die geradp im 

.Maximum ihrer Entfernuni! 
sind bei der augenblieklichel~ 
Bewegungsmöglichkeit des 
Fachwerks ohne Tauschstab. 
Es ist dann noch eine kleine 
Bewegung möglich. In an
derer Lage der Bewegungs
figur würde durch einN} 
solchen Ersatzstab die Un
verschieblichkeit des Fach
werks erreicht. Im Falle der 
Abb. 296 würde durch den 

a 
\----==:;;.l 

b 

ct~~'fr~tten~~~~:;~~g:~~~~ tr~~te~96·Jjf:::B':.,:~~b d;;.'ft, (·ingezogpnen Ersatzstab die 
mit unendlich kleiner Ver- endlicher Verschieblicbkeit. Bewegungsmöglichkeit über-

scbieb1iehkvit. haupt nicht aufgehoben, d. h. 
8S ist endliche Bewpgung möglich. Hier gehen aber auch in jeder Lage dip drei 
verbindenden Stäbe durch einen (den unendlich fernen) Punkt. Es deckt sich dip
seI' Sonderfall mit dem zu vermeidenden Ausnahmefall des zweiten Bildungsgeset
zes, nämlich daß die drei Verbindungsstäbe nicht durch einen Punkt gehen dürfell. 

Il 

T 
Abb. 297. Fachwerknach 
dem dritten Bildungs
gesetz mit unendlich 
kleinerVerschieblichkuit. 

b 

Weniger offensichtlich 
erscheint dagegen die bp
stehende Bewpgungsmöglieh
keit bpi einem 8{'ehseck
rahmpn, dessen gdenkige 
Eckpunktp in den drei 
Hauptdiagonalenrichtungen 
mit Stäben ausgpsteift sind; 
das Stabgebilde ist nämlich 
dann verschieblich, wenn das 
Sechseck ein regelmäßiges 
Sechseck ist (Abb.297c). 
Wir denken uns das SystPTII 
durch Stabvertauschungent
Htanden aus dem in Abb.297a 
dargestellten, nach dem ('1'

stpn Bildungsgesetz aufge
bauten Fachwerk. Durch 
Fortnahme desTauHchstabps 
wird das Sy:;tem beweglich. 
Zur Ermittlung der Bahll
kurve dps Knotenpunktes, 
nach dem der Stab vom 
Knoten I aus eingezogen 

werden soll, haltell wir den linken untPl'en Randstab ft'st und bt'stimm('ll 
die Bahn des oberpn Punktes II (Abb_ 297b). Die entsteh('llI]e Bahnkurvp des 
Knotens II und den'n Abstand vom Knoten I zeigt, daß in der Stellung der sech" 
H,andstäbe als regelmäßiges Sechseek, die Entfernung dpI' bddpn zu verbindendpll 
Knoten gerade ein Maximum ergibt. Dpr eingezogene ErRatzstab ist demnach 
ab Verbindungsstab zweiPl' Knoten in größtmöglichem Abstand (<I. i. gh·ieh-
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bedeutend mit; ~enkrecht zur möglichen Bewegungsrichtung) falsch eingeführt; 
er würde noch eine unendlich kleine Bewegung gestatten, und das entstehende 
Fachwerk (Abb. 297c) ist wegen dieser unendlich kleinen Bewegungsmöglichkeit 
der heiden Knoten I und II gegeneinander nicht kinematisch bestimmt. 

Die statische Unbestimmtheit kann durch den Nachweis erbracht werdcn, 
daß die Stabkräfte nicht eindeutig werden. Wir legen zu diesem Zweck denFall 
zugrunde, daß keine äußere Belastung wirkt, und nehmen an, in irgend4linem 
Stab, z. B. 4, herrsche eine beliebige Stabkraft8. Mit dieser Kraft ermitteln wir, 
indem wir nacheinandf'r die Knotenpunkte III, IV, II usw. betrachten, die 
Stabkräfte ; jedes Dreieck der Abb. 297 d stellt das Kraftdreieck für einen 
Knotenpunkt I, III, IV, II, VI, V dar. Wir erkennen, daß nach Einführung 
von S an jedem Knoten Gleichgewicht besteht, daß sogar alle Stabkräfte gleich 
groß werden. Nun war aber S ganz willkürlich gewählt, d. h. wir können mit 
feder beliebigen Kraft im Stab I, III Gleichgewicht für das Fachwerk herstellen 
oder. anders ausgedrückt, die Stabkräfte sind nicht eindeutig, also ist das Stab
gebilde trotz richtiger Stabzahl (2n - 3) statisch unbestimmt. Es wäre tat
sächlich bestimmt, wenn beim Fehlen von äußeren La.sten in allen Stäben eindeutig 
die Kraft Null aufträte!, wie wir es schon früher bei ebenen und räumlichen 
Bockgerüsten gesehen haber!. Die Berechnung der nach dem dritten Bildungs
gesetz aufgebauten Fachwerke wird unter Nr. 76 eingehend betrachtet (Ver
fahren von L. HENNE BERG ). 

Zusammenfassend können wir also jetzt sagen; Das bestimmt" freie Fachwerk 
ist ein mit gelenkigen Knoten und starren Stäben hergestelltes Stabgebilde mit 
einer Stabzahl s = 2n - 3, das nach einem der drei Bildungsgesetze aufgebaut 
i::;t. Solange die Belastung des Fachwerks nur in df'n Knotenpunkten angreift, 
tretpn in den Stäben lIur Längskräfte (Stabkräfte ) auf. 

XIII. Der statisch bestimmte Fachwerksträger. Bildung und Berechnung. 
71. Bildung bestimmt~r Fachwerksträger. Das freie ebenl' Fachwerk ist eine 

in sich selbst starre ebl'nl' Figur, pine "Schl'ibe", die zur Aufnahme und Weiter
ll'itung von Kräften dient. Es ist praktisch durchweg an eine andere Konstruk
tion oder an die Erde angeschlossen (ge
lagPl"t) und führt in dieser Verwendung 
dNI Namen Fachwerksträger (gestütztes 
Fachwerk). Dic Lagerung eines frl'iell 
Fachwerks geschieht geradeso wie beim 
Balken und überhaupt bpi jedem kraft
tragenden Körppr. Die Ermittlung der in 
den Abstützuugen gl'wpckten Geg('l1kräfte 
(R.paktionen) könnpn wir in gleicher Weise 
vornehmen wip beim gewöhnlichen Balken. 
Die Anzahl dpr Lagerunbekanllten (Fe8se
lungen) muß entsprechend den Gleich
gewichtsbedingungen bei einer statisch be

Abb. :!98. Statisch bestimnlter F[tchwerk~· 
trägf-'r in Lagern. 

stimmten Lagerung wipderum drei sein. Wir können also statisch b('~tilllmtp 
ebene Fachwerksträger entsprechend den früheren Ausführungen lagern; 

1. dllrch Ei n~pannung; 
2a. auf zwpj Lagern (ein bl'wegliehes und pin fpstes Gdpllklager) (Ahh. 2!l8a 

und b); 

1 Diese Stabilitätsforderung wurde zu~rst von L.HENNEBERG ausgesprochen, HKSNEB};RG 
\Y" ,. 1878-1920 Prof.,ssor der Mechanik an der T('(·hnisch<?1l Hochschule- in Darm.tadt. 
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2 b. mit, drei Stäben 'f:, 2),~), die nicht durch einen Punkt gehl'1J (Abb. 2HHa 
und b). 

Der Zusammenhang zwischen Lagern und Stützungsstäbpll ist \Vi(·del' der, !laU 
jedes feste Auflager durch zwei, jedes bcweglichp Lager durch eillcll Stützungs
stab ersetzt w('fden kann (vgl. Nr. 39). Selbstverständlich könnell auch beid(> 
Befestigungsmöglichkeiten nebeneinander mit insgesamt drei Lagerunbekannten 
verwendet werden;z. B. pin festes Auflag('f und ein Stützungsstab (Abb. 300). 

Diese Lagerungen lassen sich nun auch VOR anderen Gesichtspunkten hel" 
betrachtelI. Nehm('n wir z. B. den Fall der Lag('fung durch drpi Stäbe (Abb. 29!la) 
und denken uns an Stellp der Erdp (die ja auch irgendeine anderp Konstruktion 

darstellen kann) ein FachWf;rk (Erdfach
werk) als festliegpndes Gebilde gesetzt, sO 
l'rhalten wie bei dieHel" Lagerungsart direkt 
dip YPTwl'ndung des zweiten Bildungs
gl>spt,zps fÜI" die Lagerung eines Fachwprks 
gegen das ande!'(·. Andel"erseits kann (kr 
Fachwerksträgpr ill Abb. 29H b aufgefaßt 
wl'rdpll als aufgebaut IHwh dem el"stl'n Bil
dungsgl'sptz: a\"gehl'lld ,"on dpn bpidpj] 
fpsten PllnktPll A und B wird jpweils eill 

I~ '1 wpikre/' Knoten durch zwei Rtäbe angp
~~ schloSHPll. Da~ gleich(' Bf'ispil'l kann H b"I' 

~ ~~ :pu;e:~~;~/~:~(~::~~!;~I~\,p~:II(~~:I.n'~';~ll:'~~~r ';::.~; ~B .:j) ~ 
..:\1111. :!!)!). ~tati:-;.t'h l)('~tillllllt('l' Fa('h'H'I"kl-i. Festteil (Erde, Mauf'1' od. a.) wü·dt'l' al~ 

Irli",,!' Init "liilznn"'Rtüholl. Fachwerk und die drei ('rskn :-ltäbe ab 
Verbindungsstäbe des übrigbleibendell Fach

"-l'rb mit dem Fpsttpil ansehPll. Jian kann demgemäß einen Fachwl'Tksträgi'l' 
,[rH7u,rch ge?l"inneil, daß man unter Benutzung des Erdfachll)erkes entwhler das 1181c 

Hifd1tngsgesäz (.hlschluß der einzelnen Knotenpunkte d1trch je zwei Stäbe) oder 
das zwei/!, Bildungsgesetz (Festlegung durch drei Stiibe bZII', Pesseln) l'ennend"t. 
I)l'r Fall di'l" Abb. 299b könnell wir aueh gnvisHermaßpll ab Einspallnung d,·s 
Faehwprks bptrachtpn: bpi der Einspa Ilnullg tritt ja eirlP Eeaktion und pin Mo

ment auf oder, an<!prs ausgedrückt, eine Kraft, die Plltspl't'
chPIl<le, aIlgpmeüw Lage hat. Diese einp Kraft wird hipl" durch 
die drei Stäbe· 1, Ig), @ aufgenommen ,md wpitergeleitl't, 

Alle die w pntstandpnen Fachwprksträgel' wpisen dn·i LagPI'
unbpkannten bzw. Stützungsstäbe auf. Die Zahl dieRPr "F('s
sein" möge allgemein r genannt werden. Dann ist, da das 
frpie, bestimmte Fachwerk (2n - 3) Stäbp besitzt, für ,liese 
Fachwerksträger die Gleichung erfüllt: 

s + r ~" 2n . . \hh. aoo. :-;tatiseh 
uest.innnter· Fadl
\Yt'l'kHtl'ilgcl' mit 
Lngt'l' lllltl :-'tlit-

zllllgsr:;tal l . 

72. Helenkträger. In der Wpiterverfolgtlng der Allalogit' 
z\\'ischpl1 pinem gestützten Balken und dem Fachwerk~träger 
küllllen wir einen FachwerkHträger auch ab Gerberträgpr 

(Abb. 3(1) und alH Dreigt·lenkbogen (A bb. :302) aufbauen, bei denen jedpsmal an 
eillpm pÜ1z"lnen Knoü'll zwei für Hich stillTe' G"bildp gelpllkig zusammpnhäng('n. 
An diesem Gplenk ist nur die Übertragung einer pinzelnell Kraft (<1<;>r a()~ QIIPI

kraft und Längskraft zusammpngl'Hetzten Geh'nkkraft) möglich, abu keines 
BiegungsmomentpH. Ab n('ue Glpiehung für dip zusätzlichl' Lagel'lmbckanntf' 
tritt also dip Bpdingung auf: dip fllIll1ll1(> dp]' l\!omt'llte a1lp]" KräH .. in bezug anf 
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den Gelenkpunkt muß für jeden der beiden starren Teile (links oder rechts von der 
Gelenkstellp) Null sein. Die Lagerreaktionen bzw. die Gelenkkräfte sind dem
gemäß bei diesen Trägern genau so zu 
bestimmen wie bei den entsprechenden 
Balken. 

Diese beiden Arten von Gelenkkon
struktionen (Gerbe.rbalken und Dreigelenk

p;:rs:rStvV121 
Abb.30l. 

Der Gerberträgcr als Fachwerksträger. 

bogen) können wir uns nach dem dritten Bildungsgesetz entstanden vorstellen: 
wir beseitigen in einem statisch bestimmten Fachwerksträger (Abb. 303) einen 
Stab T (Tauschstab, gestrichelt eingezeichnet), so daß ein Gelenk entsteht (Drph
möglichkeit heider Teile um einen Knoten). Diesen herausgenommenen Stab 
führen wir als Ersatzstab bzw. ah; gleichwertige Lagerkraft an einem Punkte 
ein, der sich nach der Fortnahme des Tauschstabes gegen die Erde bewegen 

Abb. 302. Der Dreigclenk
hog(·n ,tl1" Fach\\'crkstl'äger. 

AbI>. 30:1. Gewinnung des Gelenk-Fach
wel'kstl'üg{~J'A durch Bta,byC'rtauschung. 

würde, und erhalten den Gerberträger mit einem festen und zwei bewt'glichen 
Lagern. Die Anbringung der neUf'n Ff'ssdung (Stützungsstab) muß auch hier 
sf'lbstverständlich jede Bewegungsmöglichkeit (auch unendlich kleine) beseitigen. 
Wir sehen an dieser Bptrachtung dpr Gelenkträger, daß sich also Stäbe des Fach
'werks gegen Fesselungen (Lagerkräfte ) austauHchen lassf:'-n1 . Ursprünglich hatten 
wir r = 3 Fesspin und s = (2n - 3) Stäbe; die Summe bleibt beim Austausch 
stets konstant, so daß wir allgemein für jpden statisch bestimmten .Fachwerks
träger die Glpichung haben: 

s + r = 2n,2 

wobei s die Anzahl der Stäbe, r die Anzahl der Lagerfesselungen (Lagerunbekann
t!'n) und n dip Anzahl der Knoten bedeutet. 

Der Aufbau eines jeden statl:sch bestimmten Fachwerksträgers muß nach einem 
der drei erwähnten Bildnngsgesetze möglich. sein, wenn wir den Festteil (Erde 

~ 
Abb. 30!. Innerlich statisch un
bestinuntel' Fachwerksträger. 

Abb. :W5. ÄUßerlieh statisch 11n
bestiHlffiter ,Fachwt'}'k"trägcr·. 

oder andere Konstruktion) als ein für sich statisch bestimmtes Fachwprk au
sehen. Ist (s + r) > 2n, dann ist der Fachwerksträger statisch unbestimmt, es 
kann dabei die Zahl der Stäbe 8 zu groß sein, oder auch die Zahl der Fesseln r. 
Im ersteren Fall spricht man von innerer statischer Unbestimmthpit (Abb. 304), 
in letzterem Falle VOll äußerer Unbestimmtheit (Abb.300). -

1 Vgl. HENNEBERG-SCHLlNK, Z. Arch. u. lngw. 1!J03. 
2 MOHRSche Gleichung. MOHR war bis 1!J18 Professor der lIIechanik an d,,!' T,'ehnischen 

Hochschule in Dresden. 
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Für die Ermittlung der in den St.äben auftretendpIl Längskräfte eines be
lasteten statisch bestimmten Fachwerksträgers müssen wir zunächst die Lager
reaktionen bestimmen. Diese Reaktionskräftp werdpn dann wip beim BalkplI, 
zusammen mit den Lasten, als äußerp Kräfte bl'handelt. 'Wir schaffen 11118 abo 
durch dip Ermittlung der Lagl'rkräftc das Bild pine:;; frl'ien Fachwerks, an dem 
die sämtlichpn Kräfte (Lasten ~md Lagerrcaktionpn) im Gleichgewicht stehen. 
Als wichtigste Verfahren zur Ermittlung der Stabkräft<- kommp]) in Frag(·: 

1. Das Knotenpunktverfahren (Cremonaplan) 
2. Das Schnittverfahrell. 
73. Stabkraftbestimmung mittels des Knotl'npunktverfahrens; der (juEMoNAsche 

Kräfteplan. Dies Verfahren baut sich auf dem Gpdanken auf, daß sowohl am 
ganzen Fachwerk als auch an jedem einzdnt'n Knoten Gll'ichgewicht herrscht 
(Ruhezustand). Bei der Betrachtung der einzelnen Knoknpunkte denken wir 
uns den zu betrachtenden Knoten losgetrennt, indem wir alle an ihm an
geschlossenen Stäbe durchsch neiden. Die inneren Kräft,p der vom Schnitt 
getroffenen Stäbe, die Stabkräfte, wirken auf den Knoten wie äußpre Kräfte. 
d. h. an jedem Knoten muß die Last mit den Stabkräften im Gkiehgewir-ht 
stehen. Das so erhaltene Bild eines Knotens stellt l'ine Reiht' von Kräftc-n 
dar, die durch einen Punkt gehen. Wenn nur zwei Unbekannte vorliegell. 
können diese eindeutig berechnet werden. Die Lüwng edolgt hi<·r graphisch 
durch das geschlossene Krafteek. Wir bdlandelll nun dip einzelnPll Knoten
punkte in einer bestimmtel! RpilH'nfolge, gehen zunächst aus (Abb. 306) VOll 

einem Knotenpunkt mit zwoi unbekannten Stabkräften, z. B. I, ermittl'ln 
daselbst 8 1 und 8 2 , gehen dann zu einem anderen Knokll mit nur zwei U11-

bekannten Stabkräften, z. B. H, bestimmen hier die Kräftl' 8 3 und 8 4 usw. E~ 
werden also der Reihe nach Knoten mit jc z\\'(·i Unbpkannten betraehtd. Sofern 
das Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, wird es imml'r 
möglich sein, nacheinander Knoknpunkte mit zwei Unbckannten zu (·rhalten, 
indem man umgekehrt dem Aufbau die einzelnen Knoten betrachtet. Als Lösung 
der Stabkräfte des gesamten Fauhwerks bekommen wir also eine Rl'ihe von 
Kraftt'cken. Jede Stabkraft kommt dabei in zwei Krafteckpll vor, z. B. 8 1 so
wohl beim Krafteck I als alleh bei Kraftpck H. Man kanl! aber auch alle dies<' 
Krafti'cke zu einem einzig(·n Kräfkplan verein!'!l, wobei dann je'de Stabkraft nur 
l'inmal erscheint; dieser führt den NamPIl CUE:\wxAscher Kräfteplan1 . \Vir 
wollen dip Regeln zur Aufstellung dps C){E)W"fAScheIl Kräfteplans, derpn Be
folgung für die Durchführung nütii! ist, an einpm Beispiel kellnenlernen. 

Das in Abb. 306 dargestellte Fachwerk ist ein nach dem l'rsten Bildungs
gesetz aufgebaute,;, statisch bestimmt gdagertes Fachwerk. Auf diesen Fach
werksträger wirken in verschiedenen Knotenpunktell bekannte Lasten in lot
rechter Richtung. Die auftretenden Lagerreaktionen werden demnach ebenfalls 
lotrecht gerichtet sein. Wir ermitteln sie, wie beim Balken, am einfachsten durch 
die Momentenbedingungen um dip LagC'Tstpllen: 

1. (...!: _tl)..l = 0: 1000· 2,0 + 1000·4,0 + 5000· 6,0 + 3000· 10,0 - B· 12,0 = 0, 

B = 5500 kg (nach obt'n gerichtet). 

2. (...!: Jlf)B = 0: - 3000·2,0 - 5000·6,0 - 1000·8,0 - ] 000 ·10,0., A . 12,0 .• ~ O. 

A = 4500 kg (nach oben geriehtet). 

Die Kontrollgleichung ~'V = ° 
1 CREMO~A wirkte von 1873 ab als Professor der Mathematik an dem PolyteellllikulIl 

in Rom. 
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liefert die Bestätigung der richtigen Rechnung: 

4500 + 5500 = 1000 + 5000 + 3000 + 1000. 

Damit sind alle äußeren Kräfte bestimmt, deren zugehöriges Krafteck aus Gleich. 
gewichtsgründen geschlossen sein muß. 

Dieses Krafteck tragen wir zunächst auf; dabei haben wir uns nun bezüglich 
der Reihenfolge an ein bestimmtes Gesetz zu halten, und das ist die erste Regel 
zur Aufstellung des Cremonaplans: Wir fügen die Kräfte in einer solchen Reihen· 
folge aneinander, wie sie uns beim Umschreiten des Fachwerks im Uhrzeigersinn 
oder entgegengesetzt begegnen; den 
Umlaufsinn, mit oder gegen den 
Uhrzeigersinn, können wir belie· 
big wählen. Bei unserer Aufgabe 
ist als Umlaufsinn der Uhrzeiger. 
drehsinn eingeführt, also sind die 
Kräfte in folgender Reihenfolge 
aneinander zu tragen: beginnend 
mit der Kraft 1000 kg begegnen 
wir bei Umschreiten des Fach· 
werks im vorgegebenen Umlauf· 
sinn der nächsten Kraft 5000 kg, 
dann der Kraft 3000 kg und da· 
nach der Lagerkraft B = 5500 kg ; 
an die Reaktionskraft B schließt 

IOQO'9 

Abb. 306. Der CREMoNAsche 
Krätteplan. 

die untere Kraft 1000 kg an, und das Krafteck wird mit 
der letzten Kraft A geschlossen. Dieses geschlossene Kraft· 
eck der äußeren Kräfte gibt die Grundlage des Kräfte· 
plans; an diese Grundfigur werden alle entstehenden 
Knotehkraftecke angeschlossen. 

Zur Bestimmung der Stabkräfte selbst betrachten wir 
nun die einzelnen Knoten, und zwar ausgehend von einem, 
an dem nur zwei Unbekannte vorkommen, dann weiter 
immer einen neuen Knoten mit zwei unbekannten Stab· 
kräften. In unSllrem Fall können wir also mit dem linken 

a 

4 
h 

oder reehten Lagerpunkt beginnen, denn hier sind jeweils nur zwei unbekannk 
Btabkräfte vorhanden, die mit der bekannten Lagerkraft im Gleichgewieht 
stehen. Die zweite Regel zum Aufbau des Cremonaplans sagt nun aus, daß w'ir 
an jedem Knotenpunkt bei der Auf8~llung des zugehörigen Krajtecks in dem gleichen 
Sinn herumgehen müssen, wie er vorher als Umlaufsinn für das ganze Fachwerk ge· 
wählt war, d.h., daß wir die Kräfte in der Reihenfolge aneinanderzutragen habpll, 
in der sie uns bei Umsehreiten des einzelnen Knotenpunktes in dem vorhpr für 
das ganze Fachwerk festgelegten Utnlaufsinn begegnen. Wir werden also beim 
Ausschneidpn der Knoten auf die Reihenfolge der geschnitten eil Stäbe bzw. 
Kräfte in diesem gegebenen Umlaufsinn achten müssen. 

Diese beiden Regeln sind die unbedingt zu beachtenden Maßnahmen bei dpr 
All.fstellung des Kräfteplans ; wird gegen sie verstoßen, so ist die Aufzeichnung 
des gewünschten einfachen Kräfteplans nicht möglich. Die Reihpnfolge der be'· 
trachteten Knoten ist nur daran gebunden, daß jeder Knoten immer nur zwei 
Unbekanpte aufweisen darf. Wir können also links anfangen, nach der BI'· 
trachtung einiger Knoten abbrechen, dann rechts weiterfahren, usw. Alle ent· 
stehenden Knotenkraftecke schließen sich an das Krafteok der äußeren Kräfte an 
und bilden in ihrer GeRamtheit den CREMoNAf;chen Kräfteplan. 
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In unserem Beispiel wollen wir an der linken Lager~telle I bt'giunen: ps skht 
die Reaktionskraft A im GleichgE'wicbt mit den heiden Stabkräften 8 1 und 8 2 , 

DaH Krafteck wird gebildet, indem wir von der bekannten Kraft A.ausgehen, und 
die Reihenfolge A, 1, 2 beachten, dementsprechend an die im Krafteck vor· 
handenp Lagerkraft A erst eine Parallele zum Stab 1 ziehen und dann mit einer 
Parallelen zu Stab 2 das Krafteck schließen. Die Reihenfolge der Kräfte A, 1, 2 
ist durch den für das ganze Fachwerk einmal angpnommenen Umlautsinn (hier 
Uhrzeigersinn) vorgeschrieben. Die sich ergebendEn Richtungen der Stabkräfte 
(aus dpm durch die Reaktion A festgelegten Umfahrungsssinn des Kraftecks) 
tragen wir im Konstruktionsbild an dem Punkt ein, an dem wir die Gleichgewichts
betrachtung angestellt haben, also hier an Pllnkt I; es ergibt Hich für 8 1 einp 
Druck-, für 8 2 eine Zugkraft. Die Stabkräfte 8 1 lind 8 2 sind am anderpn Ende in 
entgegengesetzter Richtung wirksam, also SI wirkt drückPnd auf Knotpn II, S2 
ziphend an Knoten III; die entsprechcndpll Pfpile wprdpll an die~pn Punktt·n 11. 
III pingetragell. Wir gehen nun über zu eirwm andprell Knotl'n mit nur zwpi U11-

bpkannten Stabkräften, also entweder II oder \'11. AiliKnotl'1l II i~t dip Kraft 8 1 

!lach Größe lind Richtung bekannt (Größe im Krafteek, Richtung im Kon~tJ uk
tionsbild durch Pfeil gegeben) ; ferner ist dle' Last gegeben, dawgen 8 3 und S4 unbe
kannt. Schnpiden wir nun dC'n Knoten 11 aus, so bpgegnl'n uns beim Umschrpikn 
d,,~ Knotens im UhrzeigersiIm als erste bekannte Kraft die Stabkraft 8 1 , dann di,' 
iiufkn' Last 1000 kg und danach die beidp!l unbekannten Stabkräftp dpr Stäbe 
-! uud 3. Di", Fpststplhmg, wplche~ dip erste bekannk Kraft i~t, dip un~ bpim 
Umlaufen pntgegelltritt, ist wichtig; dies ist hier 8 1 , denn 8 3 ist ja noch unbekannt. 
Dit'~(' bpkannte Kraft sucllPn wir nun im Kräfteplan auf und zeichnen das Kraft
,'ck t!ps Punktes 1I. Auf 8 1 hat 1000 kg zu folgen, dann 8 4 und 8 3 , Wir sehen, 
daß im Kl'äfteplan sich bereits 1000 kg unmittelbar an 8 1 (nach rechts oben ge
I'ichtc>t) mit dem richtigen Pfeil anschließt, die Parallelen zu 4 und 3 ergänzen 
da~ Kraft",ck. Das zugehörige Krafteck im Kräfteplan beginnt also mit der schon 
eingezeichnekn Größe 8 1 schräg nach rechts oben, dann folgt die Kraft 1000 kg 
nach unten, daran tragen wir ",ine Parallel", zu Stab 4 und schließen das Krafteck 
mit einer Parallelen zu Stab 3. Die in dem g",schlossenen Krafkck sich aus d"m 
Umfahrungssinn d",r gegebenen Kräfte 8 1 und 1000 kg Pl'w·benden RichtungP!l 
wPl'den am Knoten II eingezeichnet; ps ergibt sich 8 3 Zug, 8 4 Druck. Wir SdH'1l 

schOll bpi Betrachtung der beiden Knoten I und 1I, daß im Krafteck dit, Strecke 
der Stabkraft 8 1 zweimal benutzt \\11rd"" und zwar einmal in dpr Richtung naeh 
unten (Knot",n I), das zweite Mal in der Richtung nach oben (Knoten TI); ein 
bei d",r Ermitth.\ng von 8 1 am Knot",n I ins Kraftpck eingez(·ichnetpr Rit'htung~
pfeil würde also nur stören, da die Kraft beim nächsten Knotell in umgpkehrtt'r 
Richtung verwendet wird. Diese doppelte Benutzung piJwr Kraftstfl'ck" inl 
einzelnen Krafteck erfolgt nun für alle Streck",n der Stabkräfte : wir woll"n d"s
halb im Kraftec,k für die 8tabkräfte hine Pfeile einführpn, sondern dip el'haltplll'n 
Pfeilrichtungen jeweils nur am untersuchten Knotcn im Konstruktiousbild ein
tragen; dann müssen wir stets am anderen Ende des Stabes die umgpkphrten 
Pfeile hinzufügen. Dadurch prgibt sich dann im Konstruktionsbild ein Aufbau 
von Zug- und Druckstäben, die in ihrer charakteristischen Art dargt'st",llt ,iml 
und eindeutig im Vorzeichen ihrer Stabkräfte festliegen. Die Größen sind aus 
dem in ",inem b",stimmten Kräftemaßstab aufgetragen",n Kräftpplan zu ellt
nehmen. 

Die am Punkt II für S3 und 8 4 gefundenen Pfeile sind also als Zug- und Druck
pfeil", an den Punkten III und IV eingetragen. Versuchen wir, in der Weiter
betrachtung unseres Beispiels (Abb. 306) am Knoten IV ein Krafteck aufzustellen, 
so sehpn wir, daß hier noch drei Unbekannte (85 ,87 ,85) vorhanden sind; wir 
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können demnach diesen Knotenpunkt lloch nicht betrachten, eH dürfen ja nur 
lWei Unbekanntp an einem Knoten vorkommen. Der Knoten III erfüllt die"e 
Bt,dingung, wir können also hipr aus der Aneinanderreihung von 1000 kg, 8 2 , 83 

und dpn daran anschließendt·n unbekannten Stabkräften 8 5 und 8 6 ein geRchloH
spneH Krafteck aufbauen. Dab<'i beginnen wir wieder mit d<'r unH beim Um
laufen im Uhrzeigersinn zuerst entgegentretenden bekannten Kraft, d. i. hier 
1000 kg (86 ist ja noch unbekannt). Diese suchen wir im Kräftpplan auf und er
kennen, daß die bekannkn Kräfte (1000 kg, 82 , 8 3 ) bereits in der geforderten 
Reihenfolge im Krafteck erscheinen. Die Parallelen zu 85 und 86 schlit'ßen das 
Kraftpck. Die- durch dpsspn Umfahrungssinn bes'timmtpn Richtungen von 85 

und 8 6 werden am Knoten III eingezeichnpt, das andere Ende der Stäbp wird 
mit umgekphrt(·m Richtungspfeil versehen. 

So geh(·n wir nun ~on Knoten zu Knoten wpiter, jeweib immer pmt·]} Knoü'J1 
ht'J'auHsuchend, an <lern nur noch zwei Unbekanntp vorhanden sind: Knoten IV, 
dann V und VI. Immer stellt Hiph dann heraus, daß dip bercits bpkanntt'n Kräfte 
schon von selbst in der richtigPIl ReihpIlfolge im Krafte<,k erscheinpIl. Der 
Knotenpunkt VI zpigt aIlerdingR llUr noch eine Unbekannte. DaH im Kräfteplan 
erscheinendp Kraftpck von 8 9 , 88 und 3000 kg muß alHo so bpschaffpn sein, daß 
die Vprbindungslinie dps Anfangspunktes von 8 9 und deH Endpunktes von 3000 kg 
parallpl zu Stab 11 läuft, dpnn sonst hätten wir kein richtiges Krafteck. Wir 
Hehen, wir prhalten so pine Kontrollp, die uns auch nochmals am letzten Kno
ten VII entgegentritt. An diesem Punkt haben wir nämlich keine U:nbekannte 
mehr. Das zu dem Knotenpunkt VII gehörige Krafteck, das in dem Kräfteplan 
bereits durch die vorher verwpndetcn Kraftecke fertig gezeichnet vorliegt, muß 
also die Parallelpn zu B, 810 und 8 11 aufweisen. Wenn diese Forderung am letzten 
Knoten erfüllt ist, dann sagen wir, der Kräfteplan schließt sich. Die so entstan
dene Kontrolle ist natürlich von besonderer Bedeutung. Wir haben also bei allen 
Knotenpunkten zwei Unbekannte bis auf den vorletzten mit nur einer und den 
letzten mit keiner mehr. Das muß so sein, denn die Zahl der Stäbe ist ja nicht 2 n, 
sondern nur (2 n - 3) und es fehlten deshalb am letzten Punkt zwei Unbekannte. 
am vorhergehenden eine. 

Das entstandene Lösungsbild zeigt im Krafteck (im Kräftemaßstab auf
getragen!) dip Größpn der Stabkräfte an. Den Charaktpr der Beanspruchung, 
ob Zug- oder Druckstab, können wir dem Konstruktionsbild entnehmen. Gehen 
die Pfeile an den Enden nach der Mitte zu (ziehend an den Endknoten), so ist 
der Stab Zugstab (Stäbp 2, 3, 6, 9, 10), gehen die Pfeile von der Mitt.c weg (drük
kend auf dit' Endknoten), so ist d<'r Stab Druckstab (Stäbe 1, 4, 5, 7, 8, 11). 

Die Figuren dps Kräfteplan~ und dps Konstruktionsbildt'~ (Fachwerk) stehen 
in f'inem bestimmtcn Zu"ammf'nhang. Jedpm Eckpunkt (Knotenpunkt) d"K 
Fachwerks entspricht ein Polygon (Krafteck) im Kräfteplan, das nach der durch
geführtt'n Konstruktion aus dpn an dem betreffendl'n Punkt angrt'ifenden 
Kräften gebildet wird, z. B. dem Knoten II das Viereck ß1 , 1000,84 , 8 3 , Es 
entspricht aber auch umgekehrt, wit' sich leicht feststellen läßt, jedem Eckpunkt 
im Kräfteplan l'in Vieleck aus den gleichen Stabkräftell im Konstruktionsplall, 
z. B. dem Punkt a im Kräfteplan das Drpieck a im Fachwerk. EH bestehen also 
die gleicht·n Wechselbeziehungen zwischen Fachwerk und Kräfteplan, wie sie 
zwischen Seileck und Krafteck gezeigt wupden. Wir ~agt'lI : Fachwerk und Kräftt'
plan sind reziproke Figuren. Die Wechst'lbeziehungen der Reziprozität f'rlaubt'll 
vielfach eine pinfache Kontrolle bei dem Aufbau des Kräftpplans.1 

1 Ober den allgemeinpn Zusammenhang zwischen ]<'achwerken und Kräftl'plänf'1l vgl. 
z. B. H~;NNEBERG. Graphische Statik der starren Systeme. Lt'ipzig Im1. 
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Da!> Lösungsverfahren mit dem Cremonaplan beim Fachwerk, das nach dpm 
ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, stellt gewissermaßen einen Abhau des Fach
werks dar. Es werden die Stabkräfte eines Knotenpunktes bestimmt und diese 
am anderen Ende des Stabes in ihrer Größe als belastende Kräfte für den nächstpn 
Knoten eingesetzt, d. h. also, wir betrachten die ermittelten Stabkräfte am an
deren Ende wie äußere Kräfte (Stäbe durchgeschnitten gedacht). An diesem 
neUfn Knoten werden dann wieder die beiden unbekannten Stabkräfte bestimmt, 
die mit den gegebenen äußeren Lasten und den bekannten Stabkräften im Gleich
gewicht stehen mfulsen. Die neuen Stabkräfte dienpn für die folgendpn Knoten 
wieder als bekannte wirkende Kr~ftp. Verfolgen wir diesen Gang weiter, dann 
sphen wir, daß damit die Knoten umgekehrt wip bpim Aufbauen nach dam 

A 

(jmhhrungs' 
sinn, // 

t, ersten Bildungsgesetz 
:! '2 b b t d ''.~q 7' a g(' au wer en. 

I ~ Ein Fachwerksträ-
I : / i---J --,7 ger, der, a'lJ,sgehend von 

p l-rll,I.,~,.,/. 11'/' 9 /' /' /' r!:~t~{~~:::~0~~: 
, ersten Bildungsgesetz 

, aufgebaut ist, muß 
1/ " i /7 " ,01 demnach, bei dem zu-

\

' / letzt aufgebauten Kno-
i / / ten beginnend, bis 

, ,,3 / auf die beiden festen 
P "i;' / Punkte abgebaut wer-

" ! // 

'I : dpn können, d. h. die 
Stabkräfte müssen sich 

Abb. 307. CREMoNAscher Kräfteplan für einen Auskgerkran. ohne vorhprige Kennt-
nis der Lagerreaktionpn 

bestimmpn lassen. Dies werde an dem in Abb. 307 darge!>tellten Kranfachwerk 
gezeigt, das von den beiden festen Punkten A und B (feste Gelenke) aus nach 
dem ersten Bildungsgesetz im Sinne der Bezifferung aufgebaut ist. Wir bpginnen 
mit der Ermittlung der Stabkräfte am zuletzt aufgebauh'n Knotenpunkt V. Dazu 
legen wir zunächst einen bestimmten Umlauf~inn fest, der in UlJsenm Falle dem 
Uhrzeigersinn entsprechen soll. Wir trennen also den Knoten Vab (durch Sdllwi
den der beiden Stäbe 9 ulJd 10) und bilden aus dPll freigewordenen Stabkräfkn 
8 9 und 8 10 und der Last Pein Krafteck, mit der Reihenfolge' P, 8 10 , 8 9 (P be
kannte Kraft, Uhrzeigerumlauf I). Die durch das geschloss('ne Krafteck sich er
gebenden Stabkräfte werden in ihrer Richtung an dem betrachtekn Knoten im 
Fachwerk eingezeichnet, es ergibt sich für 8 9 Zug, für"810 Druck. Am anderen 
Ende der Stäbe wird dann die Richtung umgekehrt eingeführt. Der nächste zu 
behandelnde Knoten ist, umge!rehrt dem angrgebenen Aufbau pntsprpchend, 
Punkt IV. Als Belastung dient die bekannte Stahkraft 8 10 , die Rrihenfolge der 
Stäbe bcim Umschreiten des Knotens ist: 8 10 , 8 7 , 8 8 ; in drr gleichen Rpihenfolgc 
wird das Kraftl'ck aufgetragl'n unter Benutzung der schOll vorbandf'nen Größc' 8 10 

im Kräfteplan. Die erhaltem'n Richtungpn der Stabkräftl' werdclJ wiedlr im 
Konstruktionsbild am betrachteten Knoten IV eingetragen, die entgcgcngesptzt('J\ 
Richtungen an den anderen Enden der Stäbe; ps ergibt sich damit für dip Stäbe> 7 
und 8 das Bild eines Druckstabps. Der nächste Knoten für unspre GJeichgewicht~
betrachtungen ist der Punkt In. Bekannte Kräfte sind die Stabkräft{' 8 9 und 8 R , 

die bereits im Krafteck in der richtigpn Reihenfolge liegen; unbe'kannt sind dip 
Stahkräfte S6 und Sa' die mit-d,'ll bekannten Kräften ein gpschlossenes Krafteek 
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bild('n; wir zeichnen es, beginnend mit der ersten bekannten Kraft S9' die wir 
beim Umlaufen des Knotens antreffen. In gleicher Weise betrachten wir die 
Knotenpunkte II und I und erhalten damit die restlichE'n Stabkräfte S4' S3' S2 
und SI' Die ReSl1ltiE'rende aus S2 und S3 steht mit der Reaktion B im Gleieh
gewioht, die Stabkraft SI mit A. Wir erhalten also sämtliche Stabkräfte 
des Fachw('rks ohne vorherige Kenntnis der Lagerreaktionen, nehmen aber 
dafür die Kontrollp für dip richtigp Ermittlung der Stabkräfte fort, dip uns 
sonst im letzten und vorletztpn Knoten durch das schon vorhandene Krafteck 
gegeben ist. Praktisch werden wir deshalb bei derartigen Fachwerksträgern zu
nächst die Lagerkräfte als Gleichgewichtskräfte des W'famttn Belastungs8ystems 
der unverschieblichen Scheibe ermitteln, hiermit das Krafteck sämtlicher äußeren 
Kräfte zeichnen und dann am Schluß des Kräfteplans die durch die einzelnen 
Stabkräfte bestimmten Rpaktionen vergleichen mit dpn ursprünglich bp
rechnetpn. 

Die Lagerung unseres Fachwerks (ALb. ;:107) läßt sich wieder verschieden deu
ten (vgl. S. 216): Wir können uns einerseits die Festlegung d~s StabsystEms in den 
beiden "Lagern" A und B, dargestellt durch zwei feste Gelenke, denken. Die 
Rieh~ung der REaktion A ist festgelegt durch die Stabrichtung des Stabes 1, denn 
durch diese in ihrer Richtung eindeutige Stabkraft kann im Gelenk nur eine in 
gleicher Wirkungslinie liE'gende Reaktiomkraft geweckt werden. Das Lager A 
bzw. Stab 1 ist also gleichbedeutend mit einEm beweglichen Auflager (1 Fesse
lung). Das I,ager B dagegen stellt die Verbindung eines (durch die zwei Stäbe 2 
und 3 festgelegten) unversch"ieblichen Punktes des Fachwerks mit der Erde dar, 
ist also eine feste GelenklageI1l1lg mit zwei Fesselungcn. Das Ge@amtbild sicht da
mit jetzt so aus: in Punkt A wird eine der Richtung nach bekannte Reaktion auf
treten, in Punkt B dagegen eine nach Größe und Richtung unbE'kannte Reak
tion. Wir können auch sagen: daR Fachwerk I B II ... V ist in einem Gelenk B 
und einem Stützungsstab 1 gegen die Erde gelagNt. Eine andere Auffassung 
über dil' Lagerung des Kranfachwerks ist die, daß wir das :Faehw{"rk erst mit den 
beiden Knoten I und II beginnen lassen und die drei Stäbe 1, 2, 3 aIR Stützungs
Htäbe bezeichnen. Dann stellt Knotpn I daR unvcrschiebliche Lager dar (fest
gelegt durch die beidpn Stäbe 1 und 2) und Knoten II ist das beweglichE' Lager 
(Stab 3 als Pendelstütze ). 

Dip Lagerung ist in aUpn drfi Auffassungen stets eine Lagerung mit 
einpr nach Richtung und Größe und einer der Größe nach unbekannten Kraft. 
Die analytische Lösung der Lagerkräfte erfolgt am besten wieder durch die 
Momentengkichung um die Lagerpunkte bzw. die Komponenknbedingungcn, 
die wir bereits an anderE'n Beitipiekn 
kennengE'lernt haben. Zur graphi
~chen Lösung der Reaktionskräfte 
benutzen wir die Ausmge, <faß drei 
Kräfte (die RcsultiPfpnde aller 
Lasten und diE' beiden Reaktions
kräfte) nur dann im Gleichgewicht 
stehen können, wenn sie durch einen 
Punkt gehen. 

s 

Das in Abb.308 dargE'stellte Pultdach diene ah; Beispiel für die Ermittlung 
der Reaktionen bei einer Lagerung durch einen festen Punkt A (Gelenk) und einen 
Stützungsstab S. Die drei Kräfte: Reaktion A, Reaktion (bzw. Stabkraft) Sund 
die Resultierende aller Lasten, müssen im Gleichgewichtsfall durch eiJlCn Punkt 
gehen, der gefunden wird aJ~ Schnittpunkt dcr Richtung des Stützungsstabes mit 
der Resultierenden R. Damit ist die Richtung d,:r Reaktion Aals Verbindungs-



a 

linit- dps LagNs mit dit>st>m Schnittpunkt ft'stgdpgt uud das ;lugehörigt' Kraft('ck 
lipft>rt di(' Größeu der b('iden Kräfte. 

74. Berl'l'hnuug mittels des SebnittverfahrcllS. Dip Stabkraftermittlung mit 
dem CREMOxAs('!wn Kräfh'plan (Knot('npunktwrfahren) liefert im Kräft('
plan Hämtlichp Htabkräftl'. EH ist llirht möglich. für eiJ1Pn ~stimmten, mittt>1I 
im Fachwprk bl'findlichen Knokll pint' t'inzdne Htabkraft für sich alleiu zn pr
mith·ln. Wollen wir nun einigt' bt'stimmtt' Stabkräft.t> in ihl"t'l" Größe findt>n, 80 

sind wir auf da~ SchnittverfahreJl angewieHlll. Es kann graphisch nach Clll,
MANN. analvtisch na('h RITTER1 durchgeführt werden. Der Grundgedankp 
i~t für: beide 'Verfahren der gleicht'. An dem iJl Abb. ;)09 dargestelltpn statisch be
stimmtf'n Fachwprksträger lassen sich ohne Schwierigkeiten die Rl'aktiOJ1l'll A 
und Bin rlPl" üblichen Wei~e bestimmen. Wir st,tzpn die ermittelten Lag('rkräftt> 
wil'dt'r als äußere Bl'lastungen ein, maphl'll unH a.lso frl'i vom Begriff de~ Lagers. 

A 

Rehneidt·n wir nun das Fachwerk ill 
zwl'i Teilp, so muß jedt>1' tipI' bpidpll 
]'t>ilP untpr dt·m Einfluß sämtlipht'r 
auf ihn wirkpnden Kräftt' für sieh im 

I,HK"," 1 Glt'iehll'pwieht stt-hen; zu dil'sell Kräf. 
tl'n gphör·p)1 auch die durch dt·n 
Schnitt getroffenen inneren Kräftt>, 

['\. __ Jl ____ ;, Ahh.a09, AnwelHhmgdes die jetzt als äußt-r(· Kräftf' einzu-

~R --.. ~ jI.~_ '/} C~'l.MAN""(·h"n Yerfah"'D> führen, Kind. Es mÜS~Pll demnach am 
-... - heint }'aehwt·rk. 

linken Teil PI' P2 , Pa, A mit 0, D, U 
IJ im Gleichgewicht I!tehen, am rechtpn 

Teil p.4 • B mit 0, D, U. Wenn wir den Gleichgewichtsfall mit Hilfe der zur Vpr~ 
fügung,stehenden drf'i Gleichgewichtsbedingungen lösflIl wollen, dürfen nur drei 
Un~kannte (Stabkräfte) auftteten, der Schnitt muß also drei Stäbe treffen. Dit" 
drei Stäbe (J, D, U, die durch den Schnitt getrennt werden, haben dip Aufgabe, 
die Kräfte des einen Fachwerkteils auf den andpren zu übertragen, sie sind gewis
sermaßen als Stützungsstäbp des einpn Fachwerks anzusehen, das damit gegen
ü~r der zweiten Hälfte (andere Konstruktion) abgestützt wird. Wir haben also 
ein bekanntes Problem zu lösen: eine belastete Schei~ ('in Fachwerkteil) ist 
durch drei Stützungsstäbe gelagert, die Stabkräfte sind zu ermitteln. Aus den 
Belastungen des einen Teils (z. B. des linken Teils: A, PI' P2, Pa) läßt sich eine 
Resultierendp B bpstimmen, die nun mit den drei Stabkräften 0, D und U in,:, 
Glpichgewicht zu setzen ist. (Die hipr eingezeichnt>te Rpsultierende Rl2u ist die 
der Kräfte links!) 

Dip praktischt· DUfehfühmug der Gleichgt>wicht~aufgabe ist graphiHch mit 
dt·m C'ULMA!O.schen YC'rfahren möglich. '''"ir briugt>n jt> zwt·i der vier gegebenen 
Kraftrichtungt'11 zum Schnitt (Schnittpunkt 1 ah; Schnitt von 0 mit V, Schnitt
punkt II al>l Schnitt von BI 23.1 mit U) und zit>hen dip H iJf~geradp h als Verbindung~
linie dieser bpiden Schnittpunktt·. Nun Retzen wir B 123• 1 mit dpr Kraft. in Richtung 
tipI' Hilfsgeradl'n h und der Stabkraft U durch das zugphörigp Krafteck ins Gleich
gewieht. Dip Plüstandt'np Hilfskraft H wird pn;etzt durch ihn' beiden Kompo
nenten D und O. Dip SÜ'h aus dpm UmfahrllngKsiIm deH gpwonnenen Kraft
viereckH prgpbpnden Richtungen der Stabkräftt' Hind an den Knotenpuuktol dt>H 
Tf'i1R anzutragl'n, au dem dip Glpichgpwichtsbt·traehtung angPHtellt wurde, alHo 
am linken Tt,i I. , So t>rhaltt>ll wir für dpn Stab U und Stab D pine Zugkraft, für 
den Stab 0 ('ine Druckkraft. Die umgekehrtt>n Pfeile sind für dip Knotenpunkte 
d ... s rechten Teilt; ma-ßgehend. Wir habt>l1 also hier wieder dip bei jPdpl' 

1 RITTER war in den letzten Jahl'zl'hriten des vorigen Jahrhund('rts Professor der )J. .. 
ehanik an dl'r Tedmis~hen Hoehsdml,· in Aaehpn. 



Berechnung mittels Schnittverfahrens. 

Lagerung (Stützungsstäbe ) wesentliche Wechselbeziehung zwischen Aktion und 
Reaktion. 

Das analytische Schnittverfahren (RITTERsches Schnittverfahren) beruht 
auf der gleichen Grundlage: wir trennen das Fachwerk wieder mittels einf~ 
Schnitts durch drei Stäbe in zwei Teile (Abb. 310), so daß zwei einzelne Fach
werke entstehen, von denen jedes für sich im Gleichgewicht steht, wenn zu den 
äußeren Lasten die durch den Schnitt getroffenen Stabkräfte als äußere Kräfte 
eingeführt werden. Die Reaktionskräfte A und B sind auch hier wieder am Ge
:;amtfachwerk zu ermitteln und als Belastung aufzufassen. Die Lösung des Gleich
gewichtsproblems, die äußeren Kräfte des linken abgeschnittenen Teils A, PI' E:2 
mit den drei freigemachten Stabkräften 0, U und D ins Gleichge,,;cht zu Hetzen, 
erfolgt am besten durch 
die Bedingungen, daß die 
Summe aller Momente 
um drei Punkte ver
schwinden muß. Wir 
führen die Stabkräfte zu
nächs-t alle als Zugstäbp 
pin (Abb.31Ob) und wäh-
lpn zur Ermittlung einer b /// 
Stabkraft den Schnitt- #3; ;,,// 
punkt der beiden anderpll / /' 
Stäbe als Momenten- /./ 
punkt, also Punkt I für , ,,// 
die Berechnung von U,-4!l·::..:.--------7f----+----''!-+ 
enhprechend die Punkte .. I ___ -----:+--<7. 
II und III für die Be- : 
rpchnung von 0 bzw. D Abb. 310. Das RITTERsehe 'lchllittn'rfnhrl'u. 

Die entstehenden Mo-
mentengleichungen enthalten dadurch je eine Unbekanntp und sind außerdem 
unabhängig voneinander, weil die drei Bezugspunkte nicht auf einer GNadpn 
liegen können. Wir erhalten, entsprechend der Abb. 310b: 

1. (I Mh = 0: A· (al + a2) - PI' a2 - U . 11 = 0; 

es ergibt sich 

demnach 

u = + A· (fl.1 + fI..) - PI' fI., 
U 

o = _ ..... A~·.c..«~"_T.:..' _fl.-=.'2_+:....:...a~3):...-_P-!.1_· ('-a.:.2...;+:....:...fI.:?:3)_-:....:...P=-2:!..·...;fI.~3'--__ 
o 

3, (I M)m = 0: -A . b + 1\. (lI + (11) + P2 · (b + a l + a2) -r D· d = O. 

Statt des linken Fachwerkteils hätten wir gerade~ogut den rechten benutzen 
können. 

Aus diesen Bestimmungsgleichungen lassen ~ich die drei Stabkräfte errechnen. 
Sind die Werte für die Stabkraftgrößen positiv, ~o steIlt der Stab einen Zugstab 
dar, negative Werte bedeuten entsprechend einen Druckstab. Wenn das Fach
werk in seinen Endpunkten gelagert ist und die Lasten nach unten gehen, dann 
wird stets der ganze Obergurt gedrückt und der ganz{' UntNgurt gezogen, ganz 
entsprechend den Ergebnissen beim Balken, wo die obere Fasel' gedrückt und die 
untere gezogen wurde. 

Selbstverständlich kann man aJl Stelle von Momentenbedingungen auch 
Komponentenbedingungen (.IV = 0; I H = 0) einführen. Das müssen wir im 

15, SChlink, Statik. 4, u, 5. Aufl. 
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besonderen dann tun, wenn zwe·i der geschnittenen Stäbe paraUel laufen, al~o 
z. B. bei einem Parallelträger (Obergurt parallel zum Untergurt) (Abb. 311). 
Der Schnittpunkt des aufgetrennten Ohergurtstabes mit dem Untergmtstab 
liegt im Unendlichen, so daß wir für die Strebe (Diagonale) keine Momentell-

~\ 
0 1 ". gleichung aufstellen können. Man ver-'. ~v~ f wendet dafür die Bedingung, daß die' 

. '1 Summe der Komponenten aller Kräft<· 
L u ~, senkrecht zur Richtung 0 und U ver-
1= -_. a· - . (L-- ---a: - -- (L -- schwinden muß, damit die Stabkräfte 0 

p p p -\ und U aus (IPr Komponentenbedingung 
Abb.311. Das Schnittwrfahren bcicine;u herausfallen; bei Benutzung des rechtf'1l 

Paralleltrilger. Teilps ergibt sieh: 

...l'V=ü: P+P+!:...-D'---'!...~=ü. 
2 Va' -~ '" 

Für die beiden anderen Stabkräfte werd"n naturgemäß 
chungen venH'ndet: 

wieder Momentenglei-

(...!'Mh = 0: _!;. ia - 1'. a ..:- U· 11 = O. 

P 
(,1;.Jf)u=O: -~.3a-P.2((- p·((--O·I1=O. 

Als, Kontrollgleichung kann man dann etwa benutzen: 

...1'H=O: O+U--:.D· i a~_O. 
~(!2 -t- "2 

Betrachte>!) wir die bei den Beispielen erhaltenen MomenteilgleicllUngen um 
die heiden Bezugspunkte I und II näher, so sehen wir, daß die Momente dn 
äußeren Kräfte links oder rechts von dem Bezugspunkt mit dem Moment d"r 
inneren Kräfte ins Gleichgewicht gC'setzt werden. Die Definition der Summ<
allC'r Momente links oder rechts von einer Schnittstelle für einen Punkt in der 
Schnittebene lernten wir aber früher kennen als Biegemoment für den Schnitt. 
Hier liegen die gleichen Vf'rhältnisse vor, daR nach Abb. 310b aufgestellt<> ~roment 

A . (al + (2) - PI '12 

ist das Biegemompnt für den Punkt I; entRprechend. ~tellt 

A . (al + a2 + aa) - PI (U2 +- aa) - P2 . ((:3 

das Biegemoment für Punkt II dar. 'Wir haben al~o: 

und 0 = _ B Il . 
o 

Legten wir durch ein~n vollwandigfn Träger (Balken) an einer beliebigen 
Stelle der Balkenachse einen Schnitt, EO wurden damit die drei Einflüsse frei, 
die der eine abgeschnittene Balkenteil auf den anderEn überträgt: Biegemoment, 
QUl'rkraft und Längskraft. Diese drei Einflüsse könnl'n, wie schon mehrfach 
erwähnt, durch eine Kraft R (im allgemeinen außerhalb des Querschnitts) ersetzt 
werden. Beim gegliedertm Träger (Fachwerk) treten die gleichen Einflüsse auf, 
w('nn wir hier den entsprpchenden Schnitt durch drei Stäbe legen, d. h. es müs
R('n die Beanspruehungsgrößen Bi' Q; und Li bzw. es muß ihre Ersatzkraft R 
(R123A in Abb. 309) jetzt aufgenommen werdm durch die im Schnitt entstehen
dl'n Stabkräfte. Die vollwandige Verbindung, wie sie heim Balken auftritt, 
kann also, wie schon unter NI'. 54 bemerkt, durch drei Stäbe ersetzt werden. 

Wir dürfen demnach ein Fachwerk als Balken auffassen, können für einen 
Schnitt die Einflüsse (Bif'gl'moment, Quprkraft und Längskraft) bestimmen, aus 
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diesen Beall~pl"Uchungsgrößen die durch den Schnitt getroffenen Stabkräfte er
mitteln. In Abb. 312 ist für eine Verladeanlage (zweifach gestützter Parallel
träger) die Mom<.>ntenfIäche und die QuerlQ:aftfläche aufgetragen (die LängskJ:aft 
verschwindet beim Fehlen horizontaler Lasten), die derart gewonnen sind, daß, 
wif· beim Balken auf zwei Stützen, die Lagerreaktionen errechnet und die Momente 
und Querkräfte für die einzelnen Punkte der Achse aufgetragen wurden. Wollen 
~ir nun für drei beliebige Stäbe die Größe der Beanspruchungen bestimmen, so 
können wir das so machen, daß wir den Fachwerksträger an der b<.>treffenden Stelle 
aufschneiden, für diese Stelle i 10001<g 

das Biegemoment und die 
Qu<.>rkraft bestimmen (in unse
relll BeispielB; = - 4400 mkg, 
Q; 0.= -1200 kg, L; = 0). Diese 
Einflüsse müssen ersetzt wer
den durch die drei Stabkräfte 
0, D und U. Wir setzen also 
die Wirkungen der Stabkräfte 
auf den linken Teil (Reaktio
nen) gleich dem des Biege
moments und der Querkraft, 
im allgemeinen Fall auch noch 
der Längskraft (Aktionen), 
lind können so die Sta.bkräfte 
ermitteln. In unserem Fall 
wird für den Punkt i (Achsen
punkt im Abstand 7 m vom 
linken Lager) die Aussage über 
das Biegemoment in der Form 
zu schreiben sein: 

h h 
Bi = U . 2 - 0 . 2 . 

darin ist Bi positiv, wenn es 
links vom Schnitt im Uhr

2,0--2)-

S-J7ookg 

Bi-flöche 

...\.bb. 312. Ermittlung der Stabkräfte allS BiegullgsmolHf'ut. 
Querkraft lmd Längskraft . 

zeigersinn dreht, 0 und U sind auf den gleichen Teil als Zugstäbe wirkend posi
tiv eingesetzt. Die Gleichung lautet mit den Werten des gegebenf>n Beispie l~: 

-4400 = U ·1,0 - 0 ·1,0; 

cl ip Aussage für die Querkraft ergibt, wie schon oben gezei!(t: 

Qi=D·cos~. 

Qi ist positiv, wenn es für den linken Teil nach oben wirkt, D ist als Zugstab auf 
den linken Teil wirkend mit positivem Vorzeichen eingesetzt. Mit den Werten 
des Beispiels wird: -1200 = D. 0,707. 

Die dritte AU!;sage' über die Längskraft lautet allgemein: 

L = 0 + U + D . sin IX. 

Da.rin ist L wieder positiv, wenn 1'8 auf den betrachteten linken Teilllach links 
(ziehend) wirkt; die Stabkräfte sind, wie immer, zuniich~t al~ Zug~täbc positiv 
pinzusetzen. In unserem Beispiel verschwindet dip Läng>kraft, die Glpichullg 
läßt sich also schreiben: 

o = 0 + U + D . 0,707 = 0 + U - ] :WO. 
1,,* 
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Damit haben wir drei Gleichungcn erhalten, aus denen ::;ich die St.abkräfte er· 
rpchnpn lassen: 

1"'00 
D = - 0,707 = -1700 kg (Druckstab). 

0- U = 4400, daraus 0 = + 2800 kg (Zugstab), 
0+ U = 1200; U = -1600kg (Druckstab). 

Praktisch wird man naturgemäß nicht die oben aufgestellten drei 
verwenden, sondern, wir vorhin angegebfn: 

BI Bn 
U = h (Momentenpunkt I), 0 = - T (Momentenpunkt II), 

Gleichungen 

D=~. 
CQS (\ 

Bei lang ausgestreckten Tragwerken werden vielfach mehrert' Stäbe aus den 
gleichen Stabprofilen ausgeführt, dann empfiehlt es sich immer, die Stabkräfte 
auf diese Art zu ermitteln. Die Stellen größter Beanspruchung (maximale Stab· 
kräfte) sind in den Beanspruchungsflächen (Biegemomcnt für die Gurtpunkk, 
Querkraft und Längskraft) sofort zu erkennen, so daß sich eine Ermittlung d{'r 
sämtlichen Stabkräfte erübrigt und dic Dimcnsionienmg (Auswahl des Profil· 
querschnitts) nach den größten Stabkräften vorgenommen werden kann. 

75. Yerbindung von Schnittverfahren und CRE!lfONASchem Kräfteplan. Eillt, 
weitere Bedeutung kommt dem Schnittverfahren zu bei Faehwerken, für die der 
Cremonaplan nicht sofort begonnen werden kann. Diese Fachwerke Hind nicht 
vollständig nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut und zeigen beim Abbau 
mit dem Cremonaplan an einigen Stellen Knotenpunkte, die mehr als zwei Uno 
bekannte aufweisen, so daß dort eine Stabkraftbestimmung mit dem Kräfteplan 
nicht möglich ist. Ein derartigeH Fachwerk ist der in Abb. 313 dargeHtelIte Dach· 
binder (Wiegmannträger1), der nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist. 

I 
I I I 

I I : I 
I I I 1 

P,--..+---p2------+-Pj---P~~ 

-~~~~----'": ~--

Abb.313. Die Errnittlung der Zugbandkraft 11 beim Wicglnanntrügcr, graphiE·wh und analytis<,h. 

Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsbetrachtungen der 
Gesamtkonstruktion ermitteln. Dann können wir mit dem Kräfteplan am Lager. 
punkt A beginnen und die Kraftecke auch für Knoten I und II aufzeichnen. 
Weiter kommen wir aber mit der Auftragung der Stabkräfte im Kräfteplan nicht 
mehr, denn jeder der heiden folgenden Knotenpunkte zeigt mehr als zwei Un· 
bekannte. Der Anfang des Kräfteplans im Lager B liefert auch nicht mehr al~ 
die <!re-i entsprechenden Knotenpunkte auf der rechten Seite. Wir sind demnach 
bei diesem Fachwerk gezwungen, eine Unbekannte der folgenden Knotenpunkte 
mit einem Sonderverfahren zu lösen. Wir legen einen Schnitt dureh drei Stäbp 

1 Der Träger wurde von WIEGMANJS' angegeben, von POLONCEAli zuerst ausgeführt. 
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so, daß das Zugband H mitgeschnitten wird, und errechnen die Stabkraft in 
diesem Zugband mit Hilfe der Momentenbedingung um den Firstpunkt F für 
den linken (oder rechten) abgeschnittenen. Teil: 

1 
(Z M)F = 0: A v ' 2 - A h • (h + hl ) - PI . (P2 + P3 + P.4) 

- P2 • (Ps + PI) - Pa' P4 - H· h = O. 

Die Ermittlung der Zugkraft H im Zugband des Wiegmannträgers kann 
natürlich auch mit Hilfe des CULMANNschen Verfahrens gefunden werden. Wir 
müssen dann aus allen Kräften der einen Seite (jetzt rechts) eine Resultierende R 
bilden, diese mit H zum Schnitt bringen und den Schnittpunkt M mit dem First
punkt (Linie G, früher mit h bezeichnet) verbinden. Der Firstpunkt ist deI 
Schnittpunkt der beiden anderen geschnittenen Stabkräfte, deren Größe uns zu
nächst nicht zu interessieren braucht. Das Krafteck aus der Resultierenden R, 

/I 

B 

Abb. 314. CRElIIoNASchel'Kräfteplan für den Wiegmanntrllger. 

der Zugkraft H und der Ersatzkraft G der beiden anderen Schnittstäbe liefert 
die Größe der Stabkraft H im Zugband. Die zeichnerische Ermittlung nach 
CULMANN bietet unter Umständen insofern Schwierigkeiten, als eine ungün 
stige Lage der Resultierenden der Kräfte auf einer Seite das Kraftdreieck seh. 
flach und damit ungenau werden läßt (Abb. 313b). Man hilft sich dann mit dem 
Seileck, das ebenso wie für parallele Kräfte auch für fast parallele Kräfte anzu
setzen ist und dann stets klare Schnittpunkte im Krafteck liefert. 

Wir werden also die Bestimmung der Stabkräfte des Wiegmannträgers am 
besten so vornehmen, daß wir die Lagerkräfte A., All und B berechnen, dann 
die Zugkraft H auf eine der beschriebenen Arten ocstimmen. Die erhaltene 
Btabkraft H betrachten wir nun, in gleicher Weise wie die Lagerreaktionen, als 
äußere Kraft, die sowohl auf den Knotenpunkt links wie auf den rechts wirkt, 
so daß für die Auf2<eichnung des Kräfteplans der äußeren Kräfte jetzt das in 
Abb. 314b dargestellte Bild PI' .. P7 , B, H, H, A., A h entsteht. Die Duroh· 
führung der Zeichnung bietet keine Schwierigkeiten mehr: unter Beachtung 
des festgelegten Umlaufsinns beim Aufzeichnen des Kraftecks der äußeren Kräfte 
und beim Umschreiten der .einzelnen Knoten entsteht der CREMoNAsche Kräfte
plan, aus dem alle Stabkräfte zu entnehmen sind (Abb.314b). 

76. Das Verfahren der Stabvertauschung (HENNEBERGsehe Methode). Fach
werke, die nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebaut sind, können 
immer mittels der behandelten Verfahren berechnet werden. Diese lassen uns aber 
im Stich bei Stabsystemen, die anders aufgebaut sind. Für solche Fa<1hwerke 
führt das Verfahren der Stabvertauschung oder des Ersatzstabs immer zum Ziel. 
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Das in Abb. 315a dargestellte bestimmte Fachwerk ist nicht nach dem er~ten Bil
dungsgesetz aufgebaut und dementsprechend auch nicht mit Hilfe des CRRlllONA

schen Kräfteplans in seinen Stabkräften zu bestimmm. Es läßt sich ebensoweniz 
durch drei Stäbe, die nicht durch einen Punkt gehen, ein Schnitt legen, der eint';] 
Teil dps Fachwerks abtrennt. Um nun zu einer Lösung zu gelangen, tauschen wir 
Stäbp gegpneinander aUH uno verwandeln das gf>zf>iehnt>ü' FaeJnwrk in ein solches 

)

Pr b 

1~ 

fJl 

1(0 

J'JI[ 

f 3 

G 

f1. 

S/(Jo/mi!fe si 
Abb.315. Einfache Stabvertauschung nach HENNEBEHG. 

nach dem ersten Bildungsgesetz, indem wir an Knoten, an denen mehr als zwpi 
Unbekannte auftreten, einen Stab (bzw. mehrere Stäbe) wegnehmen (Tauschstab) 
und an 'einer anderen Stelle einen Ersatzstab einziehen. 

Dabei geht man zweckmäßig folg<'ndermaßen vor. Nach Bprechnung der 
Lagerreaktionen A und B denken wir uns die Lager fortgenommen und erhalten 
ein freies Fachwerk, auf das die gegebeul'n Lasten und die Lagerreaktionen wirken. 
Nun nimmt man an einem Knotenpunkt mit drei Stähl'n eint"l1 Stab fort, z. B. 
den Tauschstab 1 (t), geht dann der Reihe nach zu Knotenpunkten über mit zwei 
Stäben und streicht diese fort, also: Knoten I mit Stab 2 und 3; dann II mit ";, 
11; IIr mit 6, 8; IV mit 12, 15; V mit 9,13; dann IX mit 4,5. Es blpibt übrig 
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das Zweiseit 10, 14 mit dpn Punktpn VI, VII, VIII (Abb.315b). Wäre die8e.s 
G"bilde fest, dann wäre das ur~prünglichp Fachwerk ohne .den Stab t sich(·}' b('· 
stimmt, da in dipsem Sy~tem (urngekphrt. dem bE'schriebenel1 Abbau) je pin 
Kno~en durch zwei Stäbe angeschlossen ist. Da abpr diesps übriggeblieben(' 
Gebildp beweglich ist, ist auch das Fachwerk ohm' den Stab t ver~chi('blich. 
~1ach('n wir ('rst('res aber dadurch fpst, daß wir den Stab VI, VIII ('inzei<:llllell 
(Ersatzstab e), so sind auch alle anderen Punkte unvprschipblich angeschlossl'n, 
d. h. das Fachwerk nach Abb. 315c ist st,atisch bestimmt. Also durch Fortnehmen 
dps Stabes t (Tam;chstab) und Einfügung des Ersatzstabes e ist das gegl'benp 
Fachwerk in ein solches naeh dem ersten BiIdungsgesetz vl'rwandrh. 

Zur Berechnung des ursprünglichen Fachwerks benutzen wir das gewomwllJ' 
Ersatzfachwerk. Wir lassen zunächst (Abb. 315c) die wirklicbe Belastung auf 
dieses wirken. Alle Stabkräfte können als eindeutige 'Verte bestimmt weI'dl'n. 
da ja dieses Fachwerk auf Grund der Umbildung nach dem l'I'sten Bildungs. 
gesetz aufgebaut ist. Ein belipbigpr Stab erhaJtp bei diespr Belastung dip Stab· 
kraft "si' Natürlich werden diese Stabkräfte nicht die wirklichen Sta bkräfte dl'~ 
ursprünglichen Fachwerks sein, denn wir haben ja nicht mehr dpll Stab t, sondern 
den Stab e, und der Stab t bzw. die in ihm tatsächlich wirkendt', zunächst noch 
unbekannte Stabkraft T wird doch die anderen Stäbe beeinflus~PJ1. Wirken nUll 
auf das Ersatzfachwerk die äußeren Kräfte und die Stabkraft T, ~o entstel1<'n ill 
den einzelnen Stäben Kräfte, die sich zusammensetzen aus "si und den Stab· 
kräftt'n infolge T, die für einen b",lipbigen Stab i mit TB; bezddl1lpt werden mögen: 

Si = ßi + TSi' 

Da bei kf'llnen wir allerdingR T noch nicht" also aueh noch nicht 1,8;. La~sf'n wir 
aber in den Endpunkten de~ Stabrs t statt drr Kraft T eint' Kraft ,,1" (etwa 1 t) 
wirken (Abb. 315(') und ermitt('ln für diese Belastung sämtliclw Stabkräfte S;, ~() 
i~t die Stabkraft infolgp T selbst gegebpn dnr<'h 

TSi = T .S~, 

und t'~ ::;tellt sich dl'mgpmäß jede Stabkraft des nl'l1!'n EJ'~atzfadn\'('rkR illfol).!'(· 
der ällßef('n Bl'lastung und dpr Stabkraft T in (h'l' Form dar: 

Si = ß, + T .S~. (33) 

Dab~'i ~illd ßi und S; eindeutig bl'~timmt(· Stabkräfte, wpil sie sich auf Stäl)(' 
eines Fachwerks nach dpm erstf'll Bildungsgesetz brzknl'n. Nun soll aber T 
die wirkliche Stabkraft im ursprünglichl'll Fachwerk SPill und nichts allderl'~. 
Wie findl'n wir da eine klärende Auspage 1 In Wirklichkdt ist d(·r Stab e gar 
nicht yorhandt'I1, also kann in ihm aueh keinp Stabkraft auftr,·ten; PS muß sl·in: 

Sr = O. 

Nun gilt abN" für den Ersatz~ta b genau wie für alle Stäbe des Ermtzfaehwel'k~ 
dil' Bi'zil'hull!l: > 0' ,. Si =--: (.~i --:- 1~· j,"'i~ 

Se = ,.s" T T ·S;, 

wobt'i "Se dip Spannung im Ersatzstab ist infolge der üIIJ.leI't'I! Bp]astullg (in 
Abb. 315d mit E bezeiehm·t), S~ diejenige in delll gll'ichm Stabe infolge T = 1 
(Abb. 315e). Wir haben also für die wirkliehe Stabkraft T im ursprünglichell 
Faehwt'rk die Bedingung 

8, -:- T . S; = 0 
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wobei oS,. von der äußeren Belastung abhängt, dagegen S; nur eiIlP Wirkung yon 
T = 1, also unabhängig von der äußeren Belastung ist . 

.:\olan prkpnnt, daß T eindeutig lind endlich wird, sofpfll 

S;;;;: 0, 
daß aber T UllPndlich groß oder vieldeutig wird, wenn 

s; = o. 
\Venn aber T vieldeutig und lInp!](llich groß ist, dann gilt dies nach Formel (33) 
auch für Si und andererseit~ wird bei pindeutigem T auch Si eindeutig, da ja, 
wie erwähnt, oSi und Si als Stabkräfte eines be8timmten Fachwprks (Ersatz
fachwerk) eindeutig ~rJ1(l. Das 11r8prünglicht Fachwerk ist demgemäß dann statisch 
bestimmt, wen n 8;.;;;:0. 

In dem Beispiel Abb. 315 ist S; = 0, wie man aus dem Kräfteplan (Abb. 31M) 
ersehen kann. Das gegebpnp Fachwerk (Abb. 31öa) ist also nicht bestimmt, 
demgemäß auch nicht starr. Man hat also den Kräfteplan (Abb. 31öd) umsonst 
gezeichnet, da das Fachwprk unbrauchbar ist. 

Um unnötigp Reehnungpn zu ersparen, wird man immer zuerst die Stabil;tät 
nachprüfen; d. h. soll man pin Fachwerk berechnen, das nicht nach dpm ersten 
Bildungsgesetz aufgebaut ist und bpi dem kein Schnitt durch drei Stäbe gelegt 
werden kann, so wird man in der /)ben'angegebenen Weise das vorliegende :Fach
werk durch Stabvertauschung verwandeln in ein solches nach dem ersten Bil
dungsgesetz; dann läßt man auf dieses Fachwerk in den Endpunkten des Tausch
stabes die Kraft T = 1 wirken und bestimmt auf möglichst einfachem Wege die 
dadurch hervorgerufene Stabkraft im Ersatzstab e, also S;. Ist diesp gleich Null, 
so ist das Fachwerk nicht bestimmt, und es erübrigt sich eine weitere Durch
rechnung. Ist aber S; von Null verschieden, dann schreitet man zur weiteren 
Berechnung: man ermittelt sämtliche Stabkräfte Si des Ersatzfachwerks infolge 
der Belastung T = 1, ferner die Stabkräfte oS, infolge der äußeren Belastung, 
beide etwa mit Hilfe des CREMoNAschel1 Kräfteplans. In ersterem Kräftep!an 
erscheint auch S;, im zweitt>n Plan oSe. Nach Ermittlung des Wprtes 

T=~3~ s; 
kann man die Stabkräfte im gegebenen :Fachwerk mit dpr FormPl bestimmt n: 

Si = ßi + T . Si . 
T erscheint in dieser :Formel als pine unbenannte Zahl, da ja oSi und Si Kräftp 
sind. In Wirklichkeit ist natürlich T eine Kraft, ps {,rscheint hipr al8 das Vip!
fache der Krafteinheit, die wir eingeführt haben. 

Selbstverständlich kann man auch nach Berechnung von T auf das Ersatz
fachwerk gleichzeitig die wirkliche Belastung und T wirken lassen und bpkommt 
damit unmittelbar die wirklichen Stabkräfte, wobei sich für den Ersatzstab von 
selbst die Kraft Null ergeben muß. ~ 

Daß man bei einem ganz beliebigen Fachwerk nicht immpr durch eine ein
fache Stabvertauschung auf ein System nach dem ersten Bildungsgesetz gPlangt, 
ist zu erwarten. Ein solches Stabgebilde ist in Abb. 316a dargestellt. Es besitzt 
(2n ~ 3) Stäbe, kann also statisch bestimmt sein. Wir wollen es mittels des 
oben angegebenen Gedankengangps umwandeln in ein Fachwerk nach dem ersten 
Bildungsgesetz und streichen zu diesem Zweck zunächst die Punkte fort, an 
denen zwci Stäbe auftreten; das ist Knotenpunkt VII mit 17, 18 und Knoten
punkt VIII mit 19, 20. Weitere Knotenpunkte mit zwei Stäben sind dann nicht 
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lnehr vorhanden. Wir nehmen nun am Knotenpunkt I den Stab 21 als Tausch-
8tab t1 fort, streichen dann I mit 1 und 2, 11 mit 3 und 4, 111 mit 6 und 7, IV mit 
8 und 9 und haben dann keineIl Knotenpunkt mehr mit zwei Stäben. Wohl ist 
am Knoten XII nur noch E'in Stab, aber diesen Punkt berücksichtigE'n wir nicht, 

P, 
l/T g 

8 

1 A zo-n fJIl 18-0 Vll 

8 

9 

da wir grundsätzlich, solange noch 
Knoten mit mehr als einem Stab vor
handE'n sind, immer zwei Stäbe weg
schneiden müssen, um auf das erste 
Bildungsgesetz beim Ersatzfachwerk 

Pz kommen zu können. An V, wo drei 
Stäbe vorliegen, nehmen wir Stab 10 
als neUE'n Tauschstab t2 fort, entfernen 
V mit 12 und 13, weiter VI mit 14, 16 
und IX mit 11, 10. Nicht berücksich
tigt sind dann die Knoten X, XI und 

12 TJ P, 

e g 
f.! 

Kröfteplon für T = 0 (05 i ) 

~ ~-L-;~~ ____ ~~~ ___ ~~ 
f 

2 

9 

17-0 
1J 12 

e 

Kröfteplon für Tl = 1 (5;) 

g 

Kröfteplon für Tz = 1 (5;') 
1 20-0 VII 16-0 Vll 

Abb. 316. Doppelte Stabyortnuschung. 

XII und es bleiben lediglich übrig der Stab 0 mit den Knokn XI und XII und 
der freie Knoten X. An dieses Gebilde sind alle übrigen KnotenpunktE' durch 
je zwei Stäbe angeschlossE'n: IX, VI, V, IV, 111, 11, I, VIII, VII, wobE'i aber die 
Tauschstäbe fehlen. Wäre das Gebilde X, XL XII fpst, 80 wäm auch das Stab-
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system ohne die Tauschstäbe ~ und t1 unverschieblich. Nun ist aber der Punkt X 
gt>genüber dE'm Stab 5 tatsächlich nicht festgelegt, also ist das lfachwerk ohm' die 
Tauschstäbc verSchieblich; das muß natürlich so sein, weil es zwei Stäbe zu wenig 
hat. ZiE'ht man aber die Stäbe X, XI und X, XII ein (in der Abbildung nicllt 
durchgeführt), so haben wir ein unverschiebliches DreiEck, und dann liegt'll alle 
übrigen Knotenpunkte fest. Wenn man also an Stelle der Tausch"täbe t1 , t2 die 
beiden Ersatzstäbe XI, X und XII, X einfügte, erhielte man ein }'achwerk nach 
dem ersten Bildungsgesetz. 

Man kann auch nach Streichung d<>!" Knoten I, n, BI, IV, V und VI den 
Knoten IX noch stehen lassen, dann bleibt übrig das System der drei Stäbe 5, 
11, 15 mit den Punkten XII, XI, IX, X, also wieder ein vl'rschiebliches System\ 
das erst nach Einfügung zweier Stäbe, z. B. X, XI und IX, XII starr wird. D-dnn 
sind also diese Stäbe die Ersatzstäbe, und man gewinnt als Ersatzfachwerk das 
in Abb. 316b dargestellte. Letzteres Ersatzfachwerk möge hier zugrunde gelegt 
werden. Auf dieses lassen wir in entsprechender Erweiterung des Gedallk(·nganges 
von Seite 231 wirken: einmal die äußere Belastung (Stabkräfte "si)' dann die 
Kräfte Tl = 1 (Abb. 316c) auf die Endpunkte dcs Stabes t1 , f"mer die' Kraft 
Ta = 1 auf die Endpunkte des Stabes ~ (Abb. 316d). D.ic letzteren Stabkräfte 
mögen mit B, bzw. S,' bezeichnet werden. Die Stabkraft irgendeim's Stabl"R i 
im ursprünglichen Fachwprk läßt sich dann darstellen durch: 

(35) 

wobei Sj die wirklichen ~tabkräfte im ursprÜllglichpn Fachwerk sind, die durch 
die gegebene Belastung entstehen und Tl' T 2 die wirklichE'n Stabkräfte in den 
Tauschstäben 21 und 10. Die Stabkräfte "si' S~, Si' sind sicher eindeutige Wertp, 
da sie sich auf ein Fachwerk nach dem ('r,tl'n Bililungsgesetz beziehE'll. 

Zur Ermittlung der wirklichen 'Verte '1'1 und T 2 werden wir wieder berück
sichtigen, daß die Stäbe e1 und e2 gar nicht vorhanden sind, also auch die Stab
kräfte S .. und Se, im ursprünglichen Fachwerk nicht auftrekn können, daß also 
die Bedingungen bestehen: 

8,,=0 und S •• =O. 

Für die Stabkräfte Se, und S" gelten aber die obigen Formt-ln für S;, 80 daß die 
heiden AusdrückE' entstehpn: 

S(;1 = "S"1 -1- ']'1 . S;1 + ']'2. 8 ;:, 

Sr. = "8,, + Tl' 8;' + T 2 • S;:. 
'Vir haben demgemäß für die Berechnung der wirkliphen Stabkräfte '1'1 und '1'2 
die Gleichungen: 

oS" + Tl' S;, -i- 1'2' 8;: ~ 0, 

.se. + T1 ·S;' -+- T2 ·S;; = o. 
(36) 

Die Lösung nach Tl und T 2 erscheint in Gestalt ein(;s BruC'he8, in dt'lll beidE'~lllal 
im Nenner die Größe auftritt: 

die man auch in Determinantenform schr(;iben kann: 

I S;, S" I 
I -., s:: == D . 
1 JS(I! ,. eS. 

Ist dieser Ausdruck D von Null verschieden, so werden '1'1 und T2 t'indeutig und 
endlich. bt abE'1' D gleich Null, dann baben wir für Tl und T 2 unendlich große 
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oder vieldeutige Werte zu erwarten. Sind jedoch dies<: Werte eindeutig, dann 
sind auch alle Si eindeutig, da, wie erwähnt, in der Formrl: 

Si = "si + Tl' Si + T2 • Si' 
die Größen "si' Si und Si' eindeutige und endliche Stabkräfte sind. Vor der B,·
rechnung des Fachwerks wird man zunächst die Stabilitätsprüfung vornehmen, 
d. h. die Stabkräfte S;" S;., S~:, S;: auf einfachstem Wege ermitteln und obigen 
Ausdruck D aufstellen. (In den Kräfteplänen sind die Kräfte in den Ersatz
stäben wieder mit E bezeichnet.) Erst nachdem man :sich überzeugt hat, daß 

D<(J, 

geht man zur Einzelbcrechnung über, ermittelt für die Belastung des Ersatz
fachwerks durch die äußeren Kräfte (Abb. 316b) die Stabkräfte "si' dann die
jenigen durch Tl = 1 (Abb. 3161') und durch T 2 = 1 (Abb. 316d), berechnet Tl 
und T2 auf Grund der angegebenen Gleichungen (36) und bestimmt dann für 
jeden Stab die Stabkraft nach der Formel: 

Si ="si + TI·Si + Ta . Si' . 
Selbstverständlich kann man auch jetzt wieder, nachdem man Tl und T 2 er

mittelt hat, auf das Stabsystem der Abb. 316b gleichzeitig die äußere Belastung 
und die Belastung durch Tl und Ta wirken lassen und dafür einen Kräfteplan 
zeichnen; die Kräfte in den Ersatzstäben 'müssen dabei dic Größe Null ergeben. 

Mit Hilfe dieses HENNEBERGschen Verfahrens der Stabvertauschung kann 
man jedes beliebige Fachwcrk berechnen. 'Vürden zwei Stabvertauschungen 
nicht ausreichen, und wäre etwa noch eine dritte notwendig, so würde man ent
sprechend den drei Ersatzstäben drei Gleichungl.'n zur Ermittlung der drei Un
bekannten Tl, T2 , T3 erhalten, und das System wäre RtabiJ, wenll 

s' <, S" e, S'" e, 

S;., s" t, 51'" j. e~ zO 
S;'J S" ", S/" 

' e, 

Es ist selbstvcI'stänulich Ilieht nötig, düi StabvertauschulJg so vorzullehmell, 
da.ß ein Fachwerk nach dem (,I'sten Bildungsgesetz .('ntst('ht, ~ond('rn wesentlich 
ist, daß ein statisch b('stimmtt'H G('bilde gesehaff('n wird, das man gut berec1111ell 
kann; es kann also auch ein solclws nach dem zweit.en Bildungsges('tz sein. Die 
oben angeführten R('gdn gebpn aber ein ganz aUgemeiJ1{'~ Verfahren an, mit 
dem dic gewünschte Umwandlung sich<:r zu l'freieh('n ist. 

Dieses HENxEBERGsehe V('rfahren d,'r StabvNtauschung ist das erste ge
wesen, das die Berechnung eines beliebigen Fuehwerks erlaubte. Erst später 
wurden andere Verfahren bekannt, die auf ltin('mati~('hel' Grllndlagp b('when und 
die für ebene Fachwerke vielfach einfachNe Lösun
ger. ermöglichen. 

77. Srhlaffe Gt'gendiagonalen. Eine bewndl'l'e 
Bauart von Faehwerken, die vor allem im Flugz('ug
bau häufig angewandt wurde, wird gebildet dureh 
das Auskreuzen von Vicreeken mit "schlafft'n Dia- Abb.317. Fachwerksträger mit 
gonalen". Schlaffe Diagonalen entstehen durch dic ~c1J!affen Gt'gendiagon.icn. 

yorspannungsfreie Allskreuzung eines Fachwerks mit 
Baugliedern, die nur Zugkräfte aufnel1men können: Seile, dünne Drähte, Ketten 
u~w. Druckkräfte können durch diese Diagonalgli('der nicht übertra.gen 'H·rden, sie 
geben einer Druckwirkllng nach und hängen durch (werden schlaff). 'Yird bei
spielsweise das in .Abb. 317 dargestellte ausgekrenzte Fachw(>rk mit einer Be-
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lastung von oben nach unten beansprucht (Gewichtslasten), so werden die Drähte 1, 
3 und 5 als Zugglieder beansprucht; die Diagonalen 2, 4 und 6 fallen aus, da sie 
unter der Druckwirkung, der sie ausgesetzt sind, durchhängen. Ändert sich 
nun die Belastung derart, daß die Kräfte von unten nach oben wirken (Luft
kräfte am FlugzeugflügeI), so fallen die Diagonalglieder 1, 3 und 5 aus, während 
die Drähte 2, 4 und 6 Zugspannungen aufzunehmen haben. Auf diese Weise ist 
die Konstruktion mit ausgek"euzten schlaffen Diagonalen immer als statisch 
be~timmtes Fachwerk anzusehen. Wesentlich anders liegt die Sache aber, wenn 
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Abb. 318. Berechnung eines .Fachwerkträgers mit schlaffen h 1 
Gegendiagonalen. I~ 

J 

ein Diagonalglied mit Vorspannung (innere Kraft) eingezogen wird. Alsdann 
können bei entsprechender äußerer Belastung beide Diagonalglieder Zugkräfte 
bekommen und der Aufbau des ausgekreuzten Fachwerks wird statisch Ull

bestimmt. Wir müssen also für den statisch bestimmten Fachwerkträger mit 
Auskreuzung stets die Voraussetzung machen, daß die Diagonalglieder ohne 
Vorspannung eingezogen sind (genau passend). 

Für die Ermittlung der Stabkräfte in diesem Fall betrachten wir ein Fach
werk nach Abb. 318a, das allgemein belastet ist, bei dem wir nicht von vorn·· 
herein sagen können, welche der Stäbe für den Kraftverlauf der Zugglieder einzu
setzen sind und welche ausfallen. Die Stäbe 1 bis 9 seien starre (druckfeste ) Glieder, 
die Auskreuzungen 10 bis 15 seien schlaffe Drähte. Zur Ermittlung der Stab
kräfte müssen wir zunächst ein statisch bestimmtes Fachwerk zugrunde legen, 
d. h. je eine der gekreuzten Streben entfernt denken. Es seien hier die Drähte 11, 
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13 und 15 beseitigt und dafür die bleibenden Streben 10, 12 
und 14 als starr angenommen. Das Fachwerk ist nach dem 
ersten Bildungsgesetz aufgebaut, wir können abo die ent
stehenden Stabkräfte an diesem umgebildeten J<'achwerk mit 
Hilfe des Kräfteplans ermitteln. Wir finden für alle noch vor
handenen schlaffen Diagonalglieder (810' 812 und 814) Druck
kräfte, die von diesen aber nicht übernommen werden können. 
Hätten wir für die sämtlichen Diagonalglieder Zugkräfte er
halten, so wäre die Rechnung damit schon beendet. Wir könn
ten nun so weiter gehen, daß wir statt der Streben 10, 12, 14 
die Gegenstreben 11, 13, 15 einführen und für dieses neue 
Fachwerk (nach Abb. 318d) einenneuen Kräfteplan zeichnen; 
damit wäre die Aufgabe erledigt. Statt dieser ganz neuen Be
trachtung können wir aber auch eincn anderen Gedankengang 
anwenden, der in seiner Grundlage auch bei dem Ersatzstab
verfahren (Stabvertauschung) des vorigen Abschnittes be
nutzt wurde. Wir überlagern dem bereits ermittelten Fach
werk eine zweite Belastung, die nun so beschaffen ist, daß 
die als Druckglieder erschienenen Auskreuzungen die Stab
kraft Null erhalten, d. h. wir führen in dem abgeänderten 
Fachwerk mit den Gegendiagonalen 11, 13 und 15 (Abb. 3181') 
die erhaltenen Druckkräfte 8 10., 812 und 8 14 an den ent
~preehenden Knotenpunkten als Zugkräfte ein, so daß bei der 
t'berlagerung der beiden Belastungsfälle 1 und 3 (nach den 
Abb.318b qnd c) die Diagonalglieder 10, 12 und 14 tat
säehlich verschwinden und dafür die Zugdiagonalen 11, 13 
lind 15 in Erscheinung treten. Die algebraische Addition der 
durch die beiden Belastungsfälle 1 und 3. gefundenen Stab· 
kräfte muß dann nach dem Superpositionsgesetz für jeden 
Stab die wirkliche Stabkraft angeben, sie muß also das gleiche 
Ergebnis liefern wie der Belastungsfall2. Die durch Belastungs· 
fall 3 bewirkten Änderungen gegenüber der Belastung 1 spielen 
sich jeweils nur innerhalb des Rahmcns ab, in 'deli] die Diago. 
nalen zur Versteifung eingezogen sind. So werden z. B. bei Ein· 
führung der Zugdiagonale 13 (statt 12) außer die~er nur noch 
die Stäbe 3, 4,5,6, nach der in Abb. 318g angegebenen Weise 
beansprucht; oder im unteren Felde bei Ersatz der Druck· 
diagonale 14 durch die Zugdiagonale 15 nur noch dic Stäbe 1, 
3, 2, 15 (Abb. 318h). Da der Stab 3 sowohl dem ob('ren wie' 
unteren Felde angehört, ist die für ihn gegenübu d<:>lll Be· 
lastungsfall 1 eintretend<:> Stabkraftänderung durch die alge. 
braische Summe der Werte 83 aus Abb. 318g und h gegeben. 
In der Tabelle ist zusammengestellt, inwieweit di(> Stabkräftp 
des Falles 1 durch den Eintritt der Gegendiagonale an Stplle 
von 10, 12, 14 beeinflußt werden. 

Es sei hier noch darauf hingewies('n, daß es in einem 
Fachwerk mit schlaffen Gegendiagonalen bei gewissen Be
lastungszuständen auch vorkommen kann, daß beide Dia
gonalen gezogen werden. In diesem Fall ist das Fachwcrk 
aber als statisch unbestimmte Konstruktion zu betrachten 
und nicht mehr mit einfachen Gleichgewicht~betrachtungen 
zu lösen. 
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Weiterhin ist zu beachten, daß Fachwerke mit au~gekreuztell vorspalllnmg~
freien Diagonalen ähnlich wie alle statisch unbestimmten Konstruktionen sehr 
leicht Wärmespannungen unterworfen sind. Sind z. B. die umrahmEnden Pfosten 
aus Holz und die Diagonalglieder als Stahldrähte ausgeführt, so wird bei einer 
stärkeren Temperaturänderung eine nicht mehr vernachlässigbare Spannung in 
den einzelnen Gliedern auftreten. Die Berechnung dieser Branspruehungen iot 
ebenfalls nicht mehr mit einfachen Gleichgewiehtsbetraehtungen zu t'fledigell. 

Übungs aufgaben übel' ebene Fachwerke. 

1. Aufgabe. Für den in Abb. 319 dargestrllten FachwC'rksträgcr ist drr 
CREMoN"Asche Kräfteplan zu zeichnen. 

LÖ8ung. Das Fachwerk ist nach dem C'rsten Bildungsgesetz aufgebaut und 
in drei Fesseln (einem festen Auflager und einem Stiitzungpsta b) gelagut; rler 

P,-zooo"kg fl-zooo"kg Ps-J~kg 
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.\hlJ. :119. Üblmgsbeispiel. 

Fachwl'rksträger 1st also statü;eh bC'stimmt. Wir rcchnf'J1 zunächst die Fessel
kräfte aus: 

(~' .:lI)A = 0: 2000·6,0 + 2000·9,0 + 6000·24,0 + 3000 . ('o~ 30 .27,0 
-;- 3000 . Rin 30' . 7,0 - B· 18,0 = 0, 

B = 14146 kg (nach oben). 



übungsaufgaben iiber ebene Fachwerke. 

C~: llJ)B = 0: - 2000· (12,0 + 9,0) + 6000· 6,0 + 3000· cos 30' . 9,0 

+ 3000· sin 30c • 7,0 - A v ' 18,0 = 0, 

A v = 1549 kg (nach unten). 

~H=O: 3000· sin 30' = A h , 

A h = 1500 kg. 
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Nun trägt man sämtliche äußere Kräfte auf in der H,eihenfolge, die sich t'J'gibt, 
wenn man entweder im Uhrzeigersinn oder umgekehrt das Fachwerk umfährt. 
Hier ist der Umfahrungssinn übereinstimmend mit dem Uhrzeigerdrehsinn g(wählt. 
Anfangend bei dem Knotenpunkt I sind dann die Kraftecke für die einzelnen 
Knotenpunkte eingetragen, immer übergE'hend zu weiteren Knoten mit jl' zwei 
Unbekannten: II, III usw. Am Knoten IV liegen allerdings drei Unbekannte vor; 
aber aus Knoten V geht hervor, daß die Stäbe 7 und 9 keine' Kräfte erhalten, so 
daß an IV die Kraft 84 mit 810 und Ss ins Gleichgewicht zu setzen ist. 

2. Aufgabe. Für die in Abb. 320a dargestellte Hängebrücke sind die Stab
kräfte zu ermitteln. 

Lösung. Der Fachwerksträger ist statisch bestimmt. :Man erkennt leicht dito 
richtige StabzalJI auf Grund folgender Erwägungen. Die Punkte C und D sind 
festgelegt durch filin bewegliches Lager und einen Stützungsstab 22 bzw. 23. Der 
untere Träger ruht in einem festen und in einem bewcgliehen Lager und besitzt ein 
Gelenk G; sollte er für sich statisch bestimmt sein, so müßte das Gelenk G fehlen 
oder, anders ausgedrückt, es müßte ein Verbindungsstab zwischen 43 und 48 ein
gezogen sein. Nehmen wir zunächst an, der untere Träger wäre durch Einfügen 
dieses Verbindungsstabes bestimmt gemacht worden, dann wären die Punkte 11, 
III ... VI durch je zwei Stäbe (21 und 2 bzw. 20 und 3 ... ) unverschieblich an
geschlossen, ebenso yon der anderen Seite die Punkte X, IX, VIII, VII. 'ViI' 
hätten alRO ein festes System beim Vorhandensein des Zwischenstabes am Gelenk, 
aber beim Fehlen des Stabes VI, VII. Durch Fortnahme des ersten Stabes (zwischen 
43 und 48) und Einfügen des Stabes 16 erhält man den gegebenen Facllwerksträger. 
Er hat also die richtige Stabzahl und ist auch bestimmt,wip dip Rpchnung bestätigt. 

Da nur lotrechte Lasten wirken, tret('n auch nur lotrechtp Lagerreaktionen 
anf. Die Lagerkräfte werden bezeichnet mit A" am Lager C, A" am Lager 04, 
B o an D und B" an B; andererseits sei genannt: 

Ao+Au=A, Bo+Bu=B. 

Zur Ermittlung d('r Reaktionen läßt man die Stabkräfte 22 bzw. 23 al~ freie 
Kräfte in C bzw. D wirken und zerlegt sie in zwei Komponflltpll H und V, wobei 

H ')95 

V = ~6,O' = 1,5· H . 

Die MomentengleiclllUlgen für die Punkte C und D ergebeu: 

(~Mb = 0: 
- PI' 56,0 - P2 • 49,0 - Pa' 21,0 - P4 • 14,0 - V 22 • 70,0 -+- A . 70,0 = 0, 

wohei V22 = H· 1,5; 
(,2;' M)o = 0: 

PI' 14,0 + P2 • 21,0 + Pa' 49,0 + P4 • 56,0 + 1,5· H . 70,0 - B· 70,0 = O. 

In beiden Gleichungen ist noch die unbekannte Kraft H enthalten. Sie stellt dpn 
konstanten Horizontalzug der Kette dar, d.h. die Kettenglieder hahen eine gleich 
große Horizontalkraft H. (Es folgt dies aus der Betrachtung der Knoten 11, 
III ... X, wo die Summe der Horizontalkomponenten null sein muß.) Zur Bp-



~40 Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

rechnung dieser Kraft legt man einen Schnitt durch das Gelenk und stellt die 
Summe der Momente aller Kräfte links oder rechts von G für G als Momenten
punkt auf. Der Schnitt trifft den Stab 16. 8 16 wird in zwei Komponenten zerlegt, 
von dpnen nur die waagprechte mit der Größe H ein Moment für G aufweist. Für 
den ]'alliinks wird außer durch die Kräfte Pi und A noch durch 822 bzw. ihre 
Komponenten Hund V22 = 1,5 Hein Momentenbeitrag geliefert: 

(~M)G = 0: 
- 1,5 H· 35,0 - H· 22,5 + H 1,1) -- PI' 21,0 - P2 • 14,0 + A . 35,0 = O. 

c 
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Abb. 320a bis d. übungsbeispicl. 

Es findet sich aus den drei Gleichungen: 
H = 130 t (demnach V22 -, 195 t), 
A = 369 t, 
B = :{21 t. 
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Aus H finden sich am Punkte 0 leicht die Stabkräfte S. und S. (Abb. 320b). 
Da andererseits sämtliche Kettenkrifte die gleiche Horizonta1komponente haben, 
stellt sich die zeichnerische Ermittlung der Kräfte in den Kettenstäben und 
Hängestäben sehr einfach dar (Abb.320c); S. muß mit S .. und S. im Gleich. 
gewicht stehen usw. Es ergibt sich für die Jotrechten Kom. r----l1 
ponenten der Kettenktifte: 

v. = VllI = 130,Ot, V18 = V15 = 5O,714t, 

V17 = VII = 18,571 t. Y 1lO = V 13 = 102,143 t, 

V18 = VI' = 83,571 t, 

e 

1 
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SI 

I I 
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Abb. 320e und f. 
Zum Vbnngsbelsplel. 

Andererseits ist für die Hängestäbe : 

S2 = V 21 - V 1lO = 27,857 t, Sö = V 18 - Vl1 = 37,143 t. 

S3 = V 1lO - V19 = 18,572 t, S. = 2· VI? = 37,143 t. 
S, = Vl9 - V18 = 27,857t. 

Die Lagerreaktionen auf den Pylonen ergeben sich zu: 

A. = B. = V. + V 21 = 195 + 130 = 326 t. 
1IIXJ _~ Es ist demgemä.ß: 

A. = A - A. = 369 - 325 = 44 t, 

B,. = B - B. = 321 - 326 = - 4t (nach unten gerichtet). 

Zur Probe diene, daß die Summe aller lotrechten Kräfte, die auf die Kette wir· 
ken, verschwinden muß. 

10 

V22 - A. + .ESj + Via"'" B. = 0, 
2 

195 - 325 + 260 + 195 - 325 = O. 
16 SChlink, Statik. 4. u. 5. Aufl. 
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Ebenso muß die Summe aller lotrechten Kräfte, die am Gel~nkträger angreifen, 
Null sein: 10 

a 

I 

Pl + P2 + P3 + P4 - Au - Ru*- ~ 8 i = 0, 
~ 

300 - 44 - (- 4) - 260 = o. 
Selbstverständlich muß auch die Sum
me aller lotrechten Kräfte, die auf das 
ganze System wirken, verschwinden; es 
ist dies die Folge der heiden letzten 
Gleichungen: 

Pi+ P2+ P3+ P4+ V22 

+ V23 -A-R=0. 

Zur Aufzeichnung des CREMOXA

sehen Kräfteplanes schneidet man am 
besten den unteren Träger ab; es wir
ken auf ihn die Kräfte 8 2,83 , PI> 8 4 , 

P2 , 8 5 , 8 6 , 8 7 , 8 8 , P3 , 8 9 , P4' 8 10, B", 
A". Ihr Krafteck muß geschlossen sein. 
In Abb 320e sind diese Kräfte anein
andergetragen in der Reihenfolge, die 
sich durch Umfahrung des Fachwerks 
im Uhrzeigersinn ergibt. Die Zeichnung 
des Kräfteplanes macht dann keine 
Schwierigkeiten. 

Da bei dem eingeführten Kraftmaß
stab das zu Punkt R zugehörige Kraft
eck zu klein ausfällt, ist es in Abb, 320f 
nochmals in größerem Maßstab ge
zeichnet. 

XIV_ Konstruktionsgebilde aus Stäben 
und Balken. Gemischtbauweise. 

K,~IIIIIIIIIIIITIII t 11 11 1 I;Y.JAZ" 
'" 

78. Aufbau und Berechnung. Das 
Fachwerk besteht aus Längskraft
trägern. Die Belastung durch äußere 
Kräfte mußte im Fachwerk nur auf 
die Knotenpunkte beschränkt sein, 
damit tatsächlich anch nur Längs
kräfte (Stabkräfte ) in den einzelnen 
Baugliedern auftreten. Nun sind sehr 
viele technische Konstruktionen aber 
nicht mit diesen Knotenlasten oder 

Abb.321. Gemischtbauweise: Fachwerk aus wenigstens nicht mit ihnen allein be-
Balken und Stäben. ansprucht, sondern die Belastung wirkt 

oft zwischen zwei Knoten als Einzellast 
oder auch als zusammenhängende Last. Der von dieser Art Belastung betroffene 
Stab (1,11 - Abb. 321) wird dadurch nicht mehr reiner Längskraftträger bleiben, 
sondern er ist auch noch durch Querhelastung auf Biegung beansprucht; er muß, 
um diese Lasten wirksam aufnehmell und weiterleiten zu könnel!, auch Quer
kräfte und BiegemGmente übertragen. Er ist damit zum "Balken" geworden, 
der entsprechend unseren früheren Betrachtungen in seüwn Befestigungspllnktpn 
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1,11 (Festlegung am Stabsystem) Lagerreaktionen auslösen Wird. Wir sehen also 
als erste wichtige Erkenntnis, daß der Balken in einem Stabgebilde auf jeden 
Anschlußpunkt mit zwei Unbekannten wirkt (Größe und Richt.ung der Lager
kraft K' - nicht der Reaktion K - oder Größe der Lagerkräfte in Richtung der 
Balkenachse und senkrecht zu ihr), zum Unterschied vom 8tab, der nur die Größe 
der in ihrer Richtung durch die Stabachse festliegenden Stabkraft als Unbekannte 
aufweist. Wir müssen demgemäß bei einer Konstruktion in gemischter Bauweise 
(Stäbe und Balken zusammengefügt) scharf unterscheiden zwischen den eigent
lichen 8täben (Längskraftträger) und dem Balken (Träger mit Längskraft, Biege
moment und Querkraft). Bei dem in Abb.321& dargestellten Stabsystem ist 
das obere Konstruktionsglied b ein Balken, alle anderen Glieder 1 bis 6 sind 
Stäbel . 

Für den Aufbau dieser Konstruktionen kommen die gleichen Gesetze wie 
beim gewöhnlichen Fachwerk in Frage, so daß für die Prüfung des Aufbaus 
nach einem der drei Bildungsgesetze der Balken in diesen Konstruktionen zu
nächst als Stab betrachtet werden kann, wobei zu beachten ist, daß der Balken 
allch über den Knotenpunkt hinausragen kann. Die La:gerkräfte A und B des 
gesamten Stabsystems sind als Gleichgewichtskräfte an einer starren Scheibe 
mit Hilfe des Kraft- und Seilecks (oder auch rechnerisch mit den Gleichgewichts
bedingungen) in der bekannten Weise zu bestimmen. Zur Ermittlung der Stab
kräfte betrachten wir nun die einzelnen Knoten. Am Lagerpunkt A steht die 
Reaktionskraft A den beiden Stäben 1 und 2 gegenüber, beide Stäbe haben 
eindeutige Stabkräfte in Richtung ihrer jeweiligen Stabachse, die Größen lassen 
sich mit dem Kräfteplan bestimmen. Wollen wir nun am Knoten I Gleichgewicht 
herstellen, so haben wir eine unbekannte Stabkraft 8 3 und die erwähnte Kraft K~ 
mit unbekannter Größe und Richtung (zwei Unbekannten), die der Balken b 
auf diesen Knoten ausübt, mit der bekannten Stabkraft 8 2 ins Gleichgewicht 
zu setzen. Wir begegnen hier also drei Unbekannten, d. h. das Krafteclt ist 
nicht zu zeichnen. Die Kräfte K~ und K~ bzw. ihre Gegenkräfte K l und K 2 
könnte man auch nicht durch Betrachtung des Ba.lkens b gewinnen (Abb.321c), 
da wir hier einen Balken mit zwei festen Gelenklagern habeil. Am Lager B 
ist dagegen das Gleichgewichtskrafteck aus der Kraft B und den Stabkräften 8 6 
und 8 6 aufzutragen. Für Knoten 11 gilt das gleiche, das für Knoten I gesagt 
wurde. Der Knoten 111 dagegen weist nach Ermittlung der Stabkräfte 8 5 und 8 1 
nur noch zwei Unbekannte 8 3 und 8 4 auf, die mit Hilfe eines Kraftecks bestimmt 
werden können. Sind aber die Stabkräfte 8 1 bis 8 6 bekannt, dann ist auch das 
Gleichgewichtsproblem des Knotens I und das des Knotens II zu lösen; .denn 
hier stehen am Knoten I den bekannten Stabkräften 8 2 und 8 3 die };leiden Un
bekannten der Kraft K~ (Größe und Richtung) gegenüber, also K; ist durch das 
Krafteck 8 2 , 8 a und K~ bestimmt; desgleichen ist am Knoten II das Krafteck aus 
den Stabkräften 8 4 und 8 6 und der Kraft K; aufzutragen. Die beiden Kräfte K; 
und K; -sind, genau wie die in den Stäben auftretenden reinen Längskräfte, 
die Wirkungen des Balkens b auf die Knoten I und I1, also das, was wir seither 
immer mit Aktion bezeichnet haben; sie stehen mit 8 2 , 8 3 bzw. 8 4 und 8 6 im 
Gleichgewicht. Als Reaktionen des Balkens K l bzw. K2 würden wir die Resul
tierende aus 8 a und 8 3 bzw. aus 8 4 und 8 6 bezeichnen müssen, die natürlich gleich 
groß, aber entgegengesetzt gerichtet den Kräften K; und K; sind. Wir sehenlluch 
im Krafteck (Abb. 321b), daß die äußere Belastung des Balkens (PI und P2 ) 

er8etzt wird durch die beiden Kräfte K; und K;, während die umgekehrten Kräfte 
K 1 und K 2 mit PI und P2 im Gleichgewicht stehen'. 

1 Natürlich ist an allen Knotenpunkten wkder gl'lenkartiger Stabanschluß vorausgesetzt. 

16· 
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Während nun alle Stäbe auf Druck bzw. Zug dimensioniert werden können, 
genügt dies für den Balken b noch nicht, da auf ihn ja die drei Einflüsse wirken: 
Biegemoment, Querkraft und Längskraft. Diese drei Größen sind. für die Dimen
sionierung maßgebend, müssen also bekannt sein. Wir stellen demgemäß für 
alle Balken in derartigen Stabkonstruktionen noch diese drei BeanspruchungE<
größen fest, indem wir die Balkenglieder aus der Konstruktion heraustrennen 
und alle Kräfte, die durch die Trennung beseitigt wurden (KI und K2 als Reak
tionen, als Resultierende aus 82 , 8a bzw. 8" 86 !) als äußere Kräfte einführen 
(Abb.321c). Wir erhalten damit das Bild eines freien Balkens, dessen Kräfte 
unter sich im Gleichgewicht stehen. Die Ermittlung der Momentenfläche, Quer
kraftfläche und der Längskraftfläche erfolgt dann in der bekannten Weise. 

Die Stabsysteme in der Gemischtbauweise erlauben naturgemäß auch den 
Einbau von Gelenken und lassen 80 die Bildung von Gelenkträgem, z. B. Gerber
trägern, zu. Die Lagerung dieser Ko~struktionen kann jetzt übrigens auch durch 
Einspannung eines Balkengliedes erfolgen (Abb. 322), was bei den Längskraft.

gliedern, den reinen 8täben, deI< Fachwerks 
nicht möglich war. Zur Ermittlung der Stab
krafte 8, und der Balkenkräfte Xi benutzen 
wir je nach Zweckmäßigkeit nebeneinander 
Krafteck oder Komponentengleichungen (für 
Kräfte an einem Punkt) und Momenten
gleichungen. Wir werden nicht auf eine be
stimmte "reine Methode" Wert legen, sondern 

A.bb.322. Gemischtbauweise mit IkJenk. je nach Bedarf mit unseren Gleichgewichtf<-
bedingungen rechnen, wie sie gerade am enl

fachsten und bequemsten anzusetzen sind. Das Schnittverfahren ist in diesen 
gemischten Konstruktionen mit Vorsicht anzuwenden: ein durchschnittener 8tab 
besitzt eine Unbekannte, die in der Schnittstelle als ä.ußere Kraft auftritt, 
schneiden wir dagegen einen Balken durch, so entstehen an dem Schnitt drei 
Unbekannte: Biegemoment, Querkraft, Längskraft. Das Aufschneiden von 
Konstruktionen zur Berechnung der Einflüsse im Schnitt hat aber selbstver
ständlich nur dann Sinn, wenn, entsp:rechend den zur Verfügung stehenden 
Gleichgewichtsbedingungen, nicht mehr und nicht weniger als drei voneinander 
unabhängige Unbekannte auftreten. Bei der Anordnung nach Abb. 322 kann 
man einen Schnitt 8-8 durch das Gelenk G legen und dann die Summe der 
Momente aller Kräfte des rechten Teiles für Punkt G aufstellen. In dieser Glei
chung ist die Stabkraft 8 die einzige Unbekannte. Am Punkt IV und V kön
nen die anderen Stabkräfte ermittelt werden, so daß dann der Balken berechnet 
werden kann. 

In Abb. 323 ist ein Sprengwerk gegeben, das in gemischter Bauweise nach 
dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist. An den Balken bl ist der Punkt I 
durch die beiden Stäbe Ci) und ® angeschlossen, es bilden also bl , (iJ, ® ein un
verschiebliches System nach dem ersten Bildungsgesetz. Das entsprechende 
System finden wir rechts aus ß/Llken b2 und den Stäben ® und @. Diese beiden 
bestimmten Systeme sind nun zusammengefügt durch einen gemeinsamen Punkt 
(Gelenk in der Mitte) und einen Stab (@), d. h. die Gesamtkonstruktion ist 
statisch bestimmt nach dem zweiten Bild1ll!gsgesetz. Die Lagerkräfte A und B 
müssen bei lotrechten Lasten senkrecht verlaufen, da das eine Lager horizontal 
verschieblieh ist; sie lassen sich errechnen zu: 

1000 . 1,5 + 1500 . 4,5 - B . (j,0 = 0, 

B = 1375 kg. 
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(~M)B=O: 1500·1,5 + 1000 . 4,5 - A . 6,0 = 0: 

Dip. Kontrolle 

~V=O: 

A = 1125 kg. 

1000 + 1500 = 1375 + 1125 

ergibt die Richtigkeit der Rechnung. Ver
suchen wir nun weiter die Stabkräfte zu 
bestimmen, so begegnen wir an jedem 
Knotenpunkt drei Unbekannten. Es sei 
hier ausdrücklich nochmals darauf hinge-

p'-fOOO'<g 

A 
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wiesen, daß die Aufzeichnung eines Kraft
ecks z. B. am Knotenpunkt des Lagers A 
mit den gegebenen Richtungen des Stabes 
':j) und des Balkens b1 falsch ist, denn der 
Balken überträgt ja nicht nur eine Längs
kraft, sondenl auch eine Querkraft, eH 
wird also durch ihn außer einer Kraft
komponenten in der Achsenrichtung auch 
cine Kraft senkrecht dazu ausgeübt. Es 
begegnen uns also auch hier drei Un-

o!;-! -N5QI)i;;-! -:.;;!foOO,<g 

bekannte, nämlich diese beiden Kompo-
nenten und 8 1 , Der erste Lösungsschritt 
ist bei diesem Beispiel wieder ein solcher 
Schnitt durch das System, daß eine voll
stä.ndige Trennung erreicht wird und dabei 
nicht mehr als drei Einflüsse frei w<,rden. 
Der Schnitt muß offenbar durch das Ge
lenk 0 und den unteren Stab @ geführt 
werden, denn im Gelenk kann nur ein<' 
Kraft (kein Moment!) übertragen werden, 
deren Größe 'Und Richtung als Unbekannte 
in Erscheinung treten, im Stab @ ist 
als dritte Unbekannte nur die Stabkraft 
(Längskraft) vorhanden. Schneiden wir 
dagegen an einer anderen Stelle des Bal
kens das System auf, so treffen wir mit 
dem Schnitt stets drei Unbekannte im 
Balken allein (Biegemoment, Querkraft 
und Längskraft), wozu noch als vierte 
Größe dann die Stabkraft 8 3 hinzukt>l.llmt. 
Der angegebene Schnitt 8-8 erlaubt uns 
nun durch die Gleichgewichtsbedingungen 

z 
~ -1675'< 

b 

5 

, r (1) F fl 
o 

für einen der bei den abgetrennten Teile 1... 
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kep. A, 8 3 und die Komponenten der Ge- Abb. 323. 'Sprengwerk mit Gelenk. 

lenkkraft 0G und 0h' Wir ermitteln die 
St&bkraft Ba durch die Momentenbedingung um das Gelenk 0 für die Kräfte 
des linken Teils, wobei die Gelenkkraft selbst kein Moment hat: 

(~M)G = 0: A . 3,0 - Pi . 1,5 - Ba . 1,0 = 0, 
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mit den Zahlenwerten 
1120' 3,0 -1000' 1,0 = 83' 1,0, 

8 3 = 1870 kg (Zugstab). 
Die Kraftecke für die beiden Knoten I und II, linkH und rechts von I->tab @), 

liefern die übrigen Stabkräfte SI' S2 bzw. 84 und 8 5 , Wollen wir die Beanspru. 
chungsgrößen der beiden Balkenteile b1 , b2 ermitteln, so machen wir wieder am 

Abb. 3::!-l-. Freies System aus Abb. 32,j. ::itatisch bestimmtes Abb. 326. Bestimmtes gegtütztes 
zwei Balken. System aus ZVo'(>j Balken. System aus zwei Balken. 

b 

Abb. 327. Einfach unbestimmtes 
gestütztes SYflb'm aus zw<,i Ra Iken. 

Abb. 328. :lIehrfaoh unbestimmtes 
gestütztes System all~ zwei Balken. 

besten diese beiden Konstruktionsglieder frpi (Abb. 323c), indem wir alle an
greifenden Kräfte als äußere Belastungen auffassen. Die Errechnung der Biege
momente erfolgt dann in der üblichen Art. Für die Stelle (1) ist das Biegemoment 

BI = A ·1,5 - Stv' 1,5 = 1125·1,5 -1250' 1,5 = -187,5 mkg, 
für die Stelle (2) wird 

B 2 = B . 1,5 - Sav . 1,5, 
B2 = 1375· 1,5 -1250· 1,5 = +187,5 mkg. 

Die Verbindungslinie der Endpunkte der aufgetragenen Größe BI und B2 muß 
durch da.s Gelenk hindurchgehen. 
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Die Auftragung der Querkraftlinie erfolgt "ieder durch Aneinanden-eihung 
deI' quer zur BalkenachH!' wirkenden Kräfte an ihren jeweiligen Angriffsstellen, 
Die Längskraft wird durch die beiden HorizontaIkomponenten SIll und S4/I ge
liefert; sie bleibt, da kpinp w!'iteren Kräfte in Achsenrichtung auf den Balken 
wirken, konstant, 

79. Statische Bestimmtheit und Grad der Unbestimmtheit. Di!' bisher 
betrachteten Beispiel!' von Stabsystemen (Fachwerke und Gemi~chtsYHteme) 
waren alle ~tatisch bestimmt, und zwar Rowohl in der 
Lagerung (äußere statisch!' Bestimmtheit) als auch im 
Aufbau (innerp statische Bestimmtheit). Bei innerlich 
statisch unbes1Hmmten Systemen ist es häufig nicht ganz 
einfach, den Grad der statischen Unb!'stimmth!'it (Anzahl 
der auftretenden überzählig!'n Unb!'kallnten) zu erkennen. 
Wir wollen deshalb an einigen !'infachen ebenen Konstruk
tionen das Wesen der statischen Unbestimmth!'it kennen
ternen. Die zwei in Abb. 324a darg!'stellten gelenkig an
einandergefügten Stäbe stellen ein bewegliches System dar. 
Unter dem Einfluß einer allgemeinen Belastung würde das 
System nicht in seiner Lage und seiner Form erhaIt~m 
bleiben. Machen wir dag!'gen die Anschlußstelle der beiden 
Stäbe starr (Abb. 324b), so wird die Form erhaIt!'n blei
b!'n. Zur Festlegung dieses Systells in d!'r Ebene bei einer 
allgemein!'n Belastung genügen drei Fessclungen, die das 
Gebilde als starre Scheibe in der Ebene statisch bestimmt 

Abb. 329. Einfach abge' 
stützter FlugteugholDlin 
statisch bestimmteru.=
bestimmter A1lBbildWl& 

festlegPIl, wi~ es z. B. in Abb. 325a und b dargestellt ist. Dagegen sind die 
beiden gegeneinander beweglichen Stäbe der Abb. 324a nicht mit den gleichen 
Lagerungen festzulegen, das System bliebe b!'weglich, Um es unverschieblich 
zu lagern, benötigen wir statt dreier Fesseln deren vier 
(Abb. 326). Jede weitere Fesselung der in den Abb. 325 
und 326 dargestellten Fälle bedeutet eine überzählige Un
bekannte und macht das System statisch unbestimmt. Da 
diese Unbestimmtheit durch eine äußere Wirkung (Fessel) 
herbeigeführt wird, sprechen wir von "äußerer" Unbe
stimmtheit. Das System wird auch statisch unbestimmt, 
wenn der gelenkige Anschluß der beiden Fälle der Abb. 326 
durch eine starre Eckverbindung (SchweißsteIle, Knoten
blech) ersetzt wird, da alsdann ein Moment übertragen 
wprden kann und so eine neue Unbekannte entsteht (inner
lich unbestimmt). Es ist also die Konstruktion nach 
Abb. 327a (entstanden aus den Abb. 325a oder 3J:l6a) mit 
einer Fessel zuviel gelagert, das System ist einfach statisch 
unbestimmt. 

Abb. 327b stellt dementsprechend ebenfalls ein einfach 
statisch unbestimmtes System dar. Dieses System, mit " 
einer weiteren Fessel versehen, wird also zweifach statisch ~~~;;t ~t" ;'l~~'td::; 
unbestimmt (Abb. 328a). Fügen wir dazu noch eine starre u. steifer EckverbindUDg. 

Eckverbindung am Gelenk (Abb.328b), so erhalten "ir 
ein dreifach statisch unbestimmtes System. Weiter kann mit diesen einfachen 
Baugliedern der Grad der statischen Unbestimmtheit nicht mehr gesteigert 
werden. An Stelle der einfachen Balken können die Bauglieder natürlich 
auch als überragende oder abgewinkelte Konstruktionsglieder ausgeführt sein, 
so ist z, B. die Lagerung des Flugzeugholms in Abb. 329a statisch bestimmt, 
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nach Abb. 329b und e einfach, die nach Abb. 329d zweifaeh ~tatisch llnbl'
stimmt. 

Es sei nochmals ausdrücklich dafl~uf hingewiesen, daß bei gelenkartigem An
schluß der beiden Stä.be das Biegemoment an der Anschlußstelle immer Null 
sein muß (Abb. 330a), dagegen bei steifem Anschluß nicht (Abb. 330b). Es ist in 

fJ /J{ 

bekannter Weise zu ermitteln, indem man die 
Summe der Momente aller Kräfte auf der einen 
Seite des Anschlußpunktes aufstellt. Die Biege
momente sind, wie aus den früheren Betrachtungen 
der Rahmen hervorgeht, an der Anschlußstelle für 
die bei den Stäbe gleich. Es muß das sein, weil der 
Anschlußpunkt sich in Ruhe befindet und für den 
Gleichgewichtsfall die Summe der Momente Bu und 
Bu verschwinden muß. 

Bei den Konstruktionen, die aus mehr als zwei 
Baugliedern hergestellt sind, können "ir, wie schon 
kurz bemerkt, den Aufbau nach den Bildungs
gesetzen der Fachwerke naehprüfen, wobei wir an 

Abb. 331. Doppelt abgestüt~ter , I 
Fl1lg7.eugbobn. Stel e des "Stabes'" allgemein ein "Bauglied", d. i. 

eine in sich starre statisch bestimmte Scheibe, ein
führen. Diese Bauglieder können dargestellt werden durch Stäbe, Balken, sta
tisch bestimmte Rahmen oder auch statisch bestimmte Teilfachwerke. DaR in 
Abb.331a dargestellte 'Tragwerk ist also statisch bestimmt, weil es aus zwei 
Stäben CD, ® und zwei Balken bl' b2 nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut 
ist: Knoten I ist an die beiden feRten Ausgangspunkte A und B durch die Bau

glieder b1 und CD angeschlossen, dann Ir durch Stab ® an B 
und b2 an den festliegenden Knoten I: an der Stelle I ist ein 
im Balken liegendes Gelenk angeordnet. Anders liegen die 
Verhältnisse bei dem in Abb. 331 b dargeIltelIten System. Als 
freie Konstruktion (ohne Lagerung) ist es wohl gleichfalls 
nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, da an den steifen 
Balken b der Punkt III durch zwei Stäbe angeschlossen ist, 
aber infolge der Lagerung in zwei festen Gelenken, d, i. mit 
vier Fesseln, ist es einfach statisch unbestimmt. Wir können 
zu diesem letzten Bild sagen, die Konstruktion ist innerlich 
statisch bestimmt, aber äußerlich (in der Lagerung) einfach 
statisch unbestimmt. Wir können das System auch auffasR('/1 
als Balken, der in einem festen Gelenklager (A) und zw('i 
Stützungsstäben an den Punkten I und II gefesselt ist, al~o 
als Balken mit vier Lagerunbekannten; man könnte ('8 sta
tisch bestimmt machen, indem man eine Lagerfessel beseitigt 

Abb. 332. Verschie- oder in den Balken ein Gelenk einfügt, im letzten Falle ent
ei:::e tu.~~~;:k. steht aber das Gebilde der Abb. 331a. 

Sehen wir nun einmal von der Lagerung ab und betraeh
ten die freie Konstruktion von ebenen Tragwerken, die unter dem Einfluß ein!'r 
Reihe von in allgemeiner Lage befindlichen Kräften im Gleichgewicht Iltehen. 
Das in Abb. 332a dargestellte System mit gelenkigen Stabanschlüssen ist nach 
dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, also statisch bestimmt. Nehmen wir der 
Konstruktion einen Stab weg (z. B. die Diagonale) und führen dafür eine starre 
Eckverbindung ein (Abb. 332b), so ist auch dieses neu entstandene Syskm nach 
dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, also ebenfalls statisch bestimmt, denn an 
dem Rahmen 1,1 ist ein Punkt M durch zwei Stäbe gelenkartig angefügt. Bringen 



Statische Bestimmtheit Illld Grad der Unbestimmtheit. 249 

wir noch eine weitere steife Eckverbindung statt eines Gelenkes in einem dieser 
statisch bestimmten Systeme an, so erhalten wir damit eine neue Unbekannte, 
nämlich das zu übertragende Eckmoment. Die Konstruktion nach Abb. 332c ist 
also einfach statisch unbestimmt. VersteHen wir nun auch noch die beiden rest
lichen Ecken, dann haben wir offenbar zwei weitere Unbekannte in die Kon
struktion hineingebracht, der geschlossene steife Rahmen (Abb. 332d) iRt dem
gemäß dreHach statisch unbestimmt. 

Diesen Grad der Unbestimmtheit können wir auch anders bestimmen: 
schneiden wir den geschlossenen Re.hmen an einer Stelle auf, so erhalten wir 
einen offenen Rahmen, der nach unseren früheren Betrachtungen aIR starre 
Scheibe statisch bestimmt ist. Purch den Schnitt eineR Balkens oocr pines 
Rahmens (der ja weiter nichts als eine steife An- D 
einanderffigung von Balken ist) (Abb. 333) haben wir 
aber in der Schnittstelle drei Unbekannte ausge-
löst, d. h. frei gemacht: das Biegemoment, die 
Querkraft und die Längskraft. Ist das nach dem a I 
Schneiden übrigbleibende System statisch be-
stimmt, so waren die im Schnitt beseitigten Ein- 0 0 
flüsse überzählig, d. h. die Anzahl der beseitigten 
Einflüsse gibt den Grad der statif!chen Unbe-
stimmtheit an. Im vorliegenden Fall findet sich b I C I 
also die dreifache Unbestimmtheit bestätigt. Ist Abb.333. 

das übrigbleibende Gebilde aber noch statisch un- DeI' .tarre geschlossene Rahmen. 

bestimmt, so schneidet lllan weiter auf, nimmt 
also entsprechende Einflüsse fort, biR es Rtatisch bestimmt wird. Mit diesein 
Gedanken der Auf trennung bis zu einem statisch bestimmten System und der 
Zählung der beseitigten Einflüsse können wir sehr häufig auf einfache Art und 
Weise den Grad der statischen UnbeRtimmtheit ermitteln, wie lIun an einigen 
Beispielen gezeigt werden soll. 

Zunächst sehen wir, daß jede Rahmenform der Abb. 333 durch einen Schnitt, 
der die drei Einflüsse des Rahmenquer-schnitts beseitigt, in ein statisch bestimmtes 
System verwandelt wird. Da hier drei Einflüsse (Moment und zwei Kraft
komponenten) fortgenommen werden müssen, so 
sind also alle Formen von einfachen geschlosse
nen Rahmen innerlich dreifach statisch unbe
Htimmt; wenn die drei Beanspruchungsgrößen für 
irgendeinen Schnitt bekannt sind, so können sie 
für jede andere Stelle berechnet werden Diese Abb.334. GelügertergeS<'blosSt'lll'" 
innerlich statisch unbestimmten Rahmen können Rahmellmit fibemehenden TeiJtou. 

nun noch außerdem statisch unbestimmt gelagert sein (äußerlich statisch un
bestimmt). So ist z. B. das in Abb. 334 dargestellte Stabgebilde vierfach sta
tisch unbestimmt, als Rahmen innerlich dreifach und durch die Lagerung mit 
vier Fesseln (zwei festen Gelenken) äußerlich einfach. Bei einem solchen Rah
men mit steifen Anschlüssen treten, wie mehrfach erwähnt, an den Enden 
der Stäbe, also an den Stellen 1, 2 ... 6 Biegemomente auf; das sind gegen
über dem Gelenkdreieck sechs Unbekannte mehr. Aber diese Biegemomente 
müssen an derselben Anschlußstelle einander gleich sein (weil ja für jeden An
schlußpunkt die Summe der Momente gleich Null sein muß I), so daß noch drei 
Bedingungen vorliegen, also nur drei Unbekannte übrigbleiben. 

Um die Anzahl der überzähligen Unbekannten an den beiden Rahmengebilden 
der Abb. 330a und 336a zu bestimmen, wenden wir wieder unser Schnittprinzip 
an, d. h. wir schneiden den Rahmen so lange durch, bis ein statisch bestimmtes 
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Balkensystem, d. i. ein offener Rahmen (ohne innere Öffnung) entsteht. Wir sehen, 
daß wir das bei der Konstruktion Abb. 335 mit zwei Schnitten, bei der Konstruktion 
in Abb. 336 mit drei Schnitten erreichen können. Jeder Schnitt durch einen 

a 

"b--""~-'" 

_~bb. 335. Geschlossener Ra.hmen mit 
zwei inneren Öffnungen. 

a ~-~---+------' 

.. 

Abt>. 336: GeschlusselH'r Rahmen mit 
mehreren inneren Öffnungen. 

Balken bedeutet die Beseitigung von drei Unbekannten, der Rahmen Abb. 335 
ist also sechsfach, der Rahmen Abb. 336 neunfach unbestimmt. 

Ähnlich wie wir nun früher den Begriff.des Balkens und Rahmens auf Fach
werke ausgedehnt hatten, die im wesentlichen als der Länge nach ausgedehnte 

Abb. 337. Gegliederte Scheiben mit 
einer inneren Öffnung. 

AlJb. 338. Gegliederte Scheiben Init zwei 
inneren Öffnungen. 

Scheiben ausgebildet waren, können wir eine entsprechende Erweiterung auch 
hier gelten lassen. Die in Abb. 337 und 338 dargestellten Rahmenfachwerke sind 
also entsprechend den obigen Betrachtungen dreifach und sechsfach statisch un
bestimmt. Ein Schnitt durch die Wand des "Rahmens" der Abb. 337 zeigt hier 
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auch tatsächlich, daß sich nach Wegnahme der drei Stäbe ein offenes, freies, 
statisch bestimmtes Fachwerk ergibt (Abb. 337b). Wären diese drei Stabkräfte 
bekannt, so könnten alle anderen Stabkräfte ermittelt werded. Eine offene Ring
~cheibe, die aus lauter Stabdreiecken besteht, muß übrigens nicht immer statisch 
bestimmt sein. Das hängt ganz von dem Aufbau ab; sie ist sicher statisch be
~timmt, wenn die Knoten nur auf dem Rande liegen, wie es hier' angegebeR ist. 

Die beiden Schnitte am "Doppelrahmen" (Abb. 338b), die zur Erreichung 
eines statisch bestimmten Rahmens nötig sind, beseitigen je drei, das sind im 
ganzen sechs überzählige Stabkräfte. Führen wir diese bessitigten Stabkräfte 
wieder an den Schnittstellen als unbekannte äußere Kräfte ein, so sehen wir, 
daß an dem freien statisch bestimmten Fachwerk sechs Unbekannte auftreten. 
Das Fachwerk ist also sechsfach statisClh unbestimmt. 

Es ist sehr wichtig, zu erkennen, wie man ein unbestimmtes System durch 
Fortnahme von entsprechenden Einflüssen in ein statisch bestimmtes überführen 
kann, weil bei der Berechnung eines unbestimmten Systems dieses fast immer 
erst in ein bestimmtes verwandelt wird. Das M. 

kann natürlich auch durch das Einführen von Q ö' 
Gelenken geschehen. und so können auch diese ' 
benutzt werden, den Grad der Unbestimmtheit zu 
erkennen. Durch die Einführung eines Gelenkes a ~bt ~ t'J 
wird ja das . Blegemoment, das an der betreffen-
den Stelle im Balken weitergeleitet wird, heraus- Abb.339. Rückführung eines uno 
gt'nommen, d. h. es kann nicht übertragen werden, bestimmten SYRtems auf ein be-
während die beiden übrigen Einflüsse, Querkraft stiUl):ntes. 

und Längskraft, durch das Gelenk übergeleitet werden. Wollen wir alw nach 
Einfügung eines Gelenkes den alten wirklichen Zustand wieder herstellen, so 
müssen wir ein äußeres Moment, das in seiner Größe zunächst unbekannt ist, 
einführen. Im geschlossenen dreifach unbestimmten Rahmen der Abb. 339 er
reichen wir Z. B. durch Einführung von drei Gt'lenken eine statisch bestimmt;{' 
Konstruktion (Dreigelenkbogen). Die durch die Einführung der Gelenke be
seitigten Biegemomente sind als äußere Momente MI' Ml! und Ma an den 
Gelenkstellen einzuführen. Diese drei unbekannten Größen stellen jetzt die 
überzähligen Unbekannten dar. Wir sehen also auch hieraus, daß der einfach 
geschlossene Rahmen dreifach statisch unbestimmt ist. 

Der Zweck, der allen diesen gedankenmäßigen Konstruktion~änderungell 
(Gelenk oder Schnitt) bei unbestimmten Gebilden zur Erreichung eines statisch 
bestimmten Aufbaus zugrunde liegt, ist die Sichtbarmachung der innNen Ein
flüsse, die die Konstruktion zu einer statisch unbestimmten machen. Durch 
den Schnitt oder die Einführung eines Gelenkes werden diese inneren EinflüsFe 
frei, d. h. sichtbar gemacht, und müssen zur Wiederherstellung des wirklichen 
(statisch unbestimmten) Zustandes für das statisch bestimmte Restgebilde als Ull

bekannte äußere Belastungen wieder eingesetzt werden. Bei Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme geht man meist in dieser Weise vor: Man schafft Rieh 
zuerst durch geeignete Anordnung dieser Reduziermittel (Schnitte, Gelenk U. a.), 
also Wegschaffung einzelner Ein\\irkungen, ein statisch bestimmtes Grundsystem, 
an dem man die durch die Änderungsmaßnahmen freigewordenen inneren Ein
flüsse als unbekannte, aber sichtbar gemachte äußere Beanspruchungen einführt. 
Die Berechnung dieser Größen gelingt aber dann nicht mehr mit einfachen Gleich
gewichtsbedingungen, \\ir brauchen dazu Aussagen über die Formänderung, dip 
aus der Festigkeitslehre t'ntnommen werden. Sind diese Einflüsse berechnet, so 
hat man ein statisch bestimmtes Gebilde mit lauter bekannten Einwirkungen 
(Kräfte, Momente) und der Berechnung steht nichts im Wege. 
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Der in Abb. 340c gezeichnete Rahmen ist einfach statisch unbestimmt. Man 
kann ihn dadurch statisch bestimmt machen, daß man den rechten Stützungs-
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stab fortnimmt. Um dann die wirklichen Verhält,nisse zu erhalten, muß ma.n, 
an Stelle deR fortgenommenl'll Stabes, die in ihm tatsächlich wirkende Kraft X 
als äußere Kraft einführen. Die Berechnung dieser statisch un bestimmt{'n 
Größe ist nur möglieh unter Benutzung von Formänderungsbptraehtung{'n 
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des Systems, auf die in diesem Buch nicht eingegangen wird. Es findet sich aus 
einer solchen Rechnung: X = 1957,5 kg. Auf das statisch bestimmte Grund
system wirken also: die gegebenen äußeren Belastungen und die Kraft X= 1957 ,5kg. 
Beide Lastgruppen lassen sich getrennt behandeln. Die wirklichen Einfluß
größen, Biegemoment, Querkraft und Längskraft, setzen sich demgemäß an jeder 
Stelle zusammen aus den Beanspruchungen infolge der äußeren Belastung und 
derjenigen durch X. Die ersteren, aus den äußeren Lasten hervorgehenden, 
sind in Abb. 340a, diejenigen infolge der Kraft X in Abb. 340b dargestellt. Die 
algebraische Addition liefert die tatsächliche 
Biegemomenten-, Querkraft- und Längskraftflä.che J: 
(Abb. 340c). -

Bei der Zurückführung eines 8ymmetri8cken 
statisch unbestimmten Systems auf ein statisch a 
bestimmtes werden wir zweckmäßig beachten, daß 
es so durchgeführt wird, daß das entstehende I 
Grundsystem wieder symmetrisch ist; man wird 
also Schnitte und Gelenke in der Symmetrieebene 
oder symmetrisch zu ihr anbringen. Die Verein-' 

I I I 

fachungen der Symmetrie und Gegensymmetrie 11 Abb.341. 

(vgl. S.172) gestatten uns dann durchweg eine Gestütztergeschlosscnel·Rahmen. 
leichtere Weiterbehandlung der Aufgaben. 

Untersuchen wir unter diesen Gesichtspunkten die in Abb. 341a gegebene 
statisch unbestimmte Konstruktion, so finden wir, daß dieser "Rahinenträger" 
siebenfach statisch unbestimmt ist. Als Grundsystem kann man hier den in 
Abb. 341 b dargestellten statisch bestimmten Dreigelenkbogen auffassen, auf den 
an den beiden Schnittstellen je drei Unbekannte 
wirken und am Gelenk das unbekannte Biege
moment auftritt. 

Der in Abb. 342a dargestellte Fachwerkträger mit 
gelenkartigen Anschlüssen ist statisch bestimmt, da 
er nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist. 
Sind dagegen steife Kontenanschlüsse vorhanden 
(die bei Stahlstäben praktisch erreicht werden durch 
entsprechende Knotenbleche, auf die die einzelnen 
Stäbe fest aufgenietet oder geschweißt sind), so wird 
es vielfach statisch unbestimmt (Abb.342b). Als 
Grundsystem kann man das bestimmte Fachwerk in 
Abb. 342a betrachten. Während bei diesem Fach
werk an den Anschlußstellen für die Stäbe keine 
Momente auftreten können, wird jetzt infolge der !.~~g!~~kl~~~~t;~Ft:~h;:~~ 
starren Verbindung am Ende eines jeden Stabes ein anschlüssen. 

Biegungsmoment übertragen. Es treten also z. B. 
bei dem Knoten UI (Abb. 342c) gegenüber dem Fachwerk mit gelenkigen An
schlüssen an neuen Unbekannten vier End.momente auf; allerdings gibt dieses 
nicht vier neue Unbekannte, da die Summe dieser Momente gleich Null sein muß 
(weil ja der Knotenpunkt In in Ruhe bleibt). Wir erhalten allgemein bei k Stäben, 
die an einem Punkte starr zusammentreffen, (k -1) neue Unbekannte, nämlich 
die Endmomente. Der in Abb. 342b dargestellte Träger ist demgemäß 16fach un
bestimmt. Wäre etwa der erste obere Gurtstab eingespannt, so wäre er 17fach 
unbestimmt. Sind die Streben biegungsweich (Drähte) bzw. an ihren Endpunkten 
drehbar angeschlossen, so läßt sich die Konstruktion gemä.ß Abb. 343a darstellen. 
Das Fachwerk ist dann nur 10fach stätisch unbestimmt. Es wirkl'll in diPSl'lll 
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Träger nur die Rahmen- und Pfostenstäbe ab Balken (mit Biegf.'moment, Quer
kraft und Längskraft), während die Diagonalstreben nur als Stäbe (Längskraft 
allein) anzusprechen sind. Sind auch die Pfosten gelenkartig angeschlosRf.'l1 

(Abb. 343b), aber die beiden Gurte durchlaufmd, dann 
lipgt ein vierfach statisch unbestinu:lks System vor. 

Es wurde auf diese Verhältnisse eingegangen, weil 
es von besonderer Bedeutung ist, daß man sich über 
die Wirkung der verschiedenen Anschlüsse ganz klar 
ist. Grpifen die Lasten bei dlPR"en Fachwerken der 
Abb. 342, 3-13 nicht in den Knoten an, so mItstehen 
schon beim Grundsystem (Abb. 3-12a) nicht nur Längs
kräfte in den Stäben, ,.;ondern auch Querkräfte und 
Biegungsmomente ; dip betreffenden Stäbe sind abo 

t~~"~~~h1';;~~!Ch~i:::F~~~~ nun wieder als Balken gesondert zu behandeln, wie dies 
werkträgers. unter Nr. 78 (S.242) au.sgeführt wurde. Das Grund-

system bleibt aber al\ch bei dieser Belastung statisch 
bestimmt, und bei den unbestimmten Gebilden ist die Anzahl der statisch un
bestimmten Größen wieder die gleiche, da mit den gleichen Maßnahmen ('in 
statisch bestimmtes Grundsystem geschaffen wird. 

Übungsaufgaben über ebene Hemischtsysteme. 

1. Aufgabe. Auf den in Abb. 344 gezeichneten Auslegerkran wirke die Last P, 
die über die angegebenen Rollen geführt ist, und ein Gegengewicht G. Gesucht 
sind die Lagerreaktionen in den Punkten A und B und die Beanspruchungs
größen in allen Teilen. 

Lösung. In seiner wirklichen Ausführung ist ein derartiger Kran allerdings 
statisch unbestimmt, da die Stäbe an ihren Enden steif miteinander verbunden 
sind. Die statisch unbestimmten Größen werden aber verhältnismäßig klein, SQ 

daß die aus dem betrachteten bestimmten Grundsystem errechneten Kräfte eine 
genügend sichere konstruktive Durchführung erlauben. Als statisch bestimmtes 
ebenes Grundsystem führen wir das in Abb. 344a dargestellte ein. Der Balken I 
ist durch Stab ® im Gelenkpunkt D gestützt und in Punkt e gelenkig an die 
Kransäule V gelagert; ebenso ist zwischen rlnm Stab ® und der Kransäule (man 
denke sich diese Anschlußpunkte außerhalb des eigentlichen Balkens gelegen) 
und zwischen Stab @, Kransäule und Balken eine gelenkige Verbindung einge
führt. Ferner sind die Stäbe cg:, @, @ gelenkartig aneinander angeschlossen. 
Die Konstruktionsteile ®, @, @ sind reine Stäbe, die nur Längskräfte erhal
ten, dagegen die Teile I und V Balken. An dem durch ein festes Lager A und 
ein bewegliches Lager B festgelegten BalkeIl V (Kransäule) ist Punkt jl durch 
die Stäbe @ und @ eindeutig angeschlossen. Der Balken I ist im Punkt e 
mit zwei Fesseln drehbar angefügt (festes Auflager) und im Punkt D durch einen 
Stützungsstab abgestrebt. Mit diesem Balken beginnen wir die Untersuchung; 
alle Rollendurchmesser mögen zunächst ab vernachlässigbar kkin angenolllllll'n 
werden. 

Auf den Balken I wirken als Lasten G, P und die dn·i E'ipilkräfk K = P; sie 
müssen im Gleichgewicht stehen mit den Kräften eh' ()v (Komponenten d"r 
Reaktion e auf den Balken) und 8 2 (Abb. 344b). Ab GlPichgewichtsbedingungpn 
werden verwendet die Momentenbedingungen für die Punkte C und D und die 
Komponentenbedingung Lur \vaa.gcrecht(-,: :Kräftc. Di{' Jo.:on1p011e!!ü·n dC'!' 5-'chräg 
laufenden Seilkraft K sind dabei ueslllIJlnt tim ,-h 
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K~ = K· V5,525-,: 2;31 -

K~ = 4000 . t.~ = 3690 kg (von oben nach unten gerichtet), 

K h = 4000. 5~~6 = 1545 kg (nach links verlaufend). 
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Abb. 3H. tlbungabelspiel. 

1. (..!: M)c = 0: 4000· 6,75 - 82".4,7 + K v ' 2,3 - 6000· 2,0 = 0, 
82" = 5000 kg. 

2. (2: M)D = 0:-6000· 6.7 - 3690·2.4 + 4000· 2.05 _L Co' 4,7 = 0, 
C'~ = 8695 kg. 

250 



:.löß Das ebene 1<'achwerk und Gemischtsystem. 

Da S.. 2,4 
S,,, = 1,55' 

so ist: .) 4 
8 2/1 = 5000· 1~~5 = 7740 kg. 

3. 2,'X; = 0: -S2/1 + K" + Ch = 0 
+ 7740 - 1545 = Ch = 6195 kg. 

Die Stabkräftt:' Sa und S, findet man, nach Berechnung von S2' am Knoten. 
punkt M durch das zugehörige Krafteck. 

Die Fesselkräfte A h , A v und B der Kransäule ertnittelt man am bequemsten, 
indem man die G.Jsamtkonstruktion betrachtet; es müssen die Lasten P und G 
mit den Fesselkräften im Gleichgewicht stehen. Es ergibt sich: 

(2; M).,4 = 0: 4000· 6,75 - 6000· 2,0 = B· 5,0, 
B = 3000 kg (nach links). 

~H=O: A h = B = 3000 kg (nach rechts). 

IV=O: A v = P + G = 4000 + 6000 = 10000 kg. 

Da.mit sind alle Kräfte ermittelt, die auf die Kransäule wirken: C, Sa, B, S" Seil· 
kraft Kund A, und es steht der Untersuchung der Kransäule nichts im Wege. 

Bevor darauf eingegangen wird, möge noch bemerkt werden, wie die ent· 
sprechenden Kräfte graphisch zu ermitteln sind. Wir trennen den Balken I von 
der übrigen Konstruktion ab. Auf ihn wirken dann, außer den Lasten P und G, 
noch die geschnittenen Kräfte (frei gewordenc innere Kräfte) K, S2 und C, von 
denen die letzte nach Größe und Richtung und die vorletzte nach Größe uno 
bekannt ist. Man ermittelt aus P, G und K die Resultierende RI (mit Krafteck 
und Seileck) ; der Schnittpunkt von S2 mit RI gibt dann den Punkt an, durch den 
auch C gehen muß, und das zu RI , S2 und C gehörige Krafteck liefert die Größen 
der unbekannten Kräfte C und S2' Nach Ermittlung von S2 ergibt das Kraft· 
dreieck aus S2 und den Parallelen zu den Stäben @ und @ die Stabkräfte S3 
und S,. Damit sind alle Kräfte, die auf die Kransäule wirken, bekannt: C, Sa' 
S, und K (an der Rolle auf der Säule); es fehlen nur noch A und B. Die letzteren 
können wieder dadurch ermittelt werden, daß man die Gesamtkonstruktion be· 
trachtet: es müssen P, G mit Bund A im Gleichgewicht stehen; man bringt die 
Resultierende R2 aus P und G zum Schnitt mit B und zieht nach ihrem Schnitt· 
punkt eine Gerade durch A; das zugehörige Krafteck liefert A und B (Abb. 3440). 

Nachdem alle Kräfte bekannt sind, die auf den Balken I und die Kransäule V 
wirken, können die Biegemomente, Querkräfte und Längskräfte in der üblichen 
Weise bestimmt werden. Es ergibt sich für die Biegungsmomente am Balken I: 

BI == -4000' 2,05 = -8200 mkg, 

B 2 = -4000' 4,45 + 5000· 2,4 = -5800 mkg, 

Ba = -6000' 2,0 = -12000 mkg, 

bzw. beim Betrachten des rechten Teiles: 

Ba = -4000·6,75 + 5000· 4,7 -- 3690· 2,3 

= -12000 mkg. 

Für die Kransänle finden sich die Biegungsmomente (Blickplmkt !('chts von der 
Kransäule ) am 

Punkt (1): (S3h - Ch ) . 1,9 = 1-6195 + 17901 . 1,9 
=c -4405·1,9 =, -8360 mkg, 
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Punkt (2): -4405·3,9 + 3000· 2,0 = -11160 mkg, 

Punkt (3): -3000 . 1,4 = -4200 mkg. 

Mit den erhaltenen Werten wurden die Momentenflächen für Balken und Kran
säule aufgezeichnet. Die Auftragung von Querkraft- und Längskraftfläche ge
schieht in bekannter Weise. 

2. Aufgabe. Für das in Abb. 345a dargestellte Tragsystem sollen die Bean
spruchungsgrößen untersucht werden. 

Lösung. Das System ist so gestaltet, daß an das nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaute, in einem festen und einem beweglichen Lager gestützte Fach
werk der rechtwinklige Rahmen ODE mit dem Gelenk 0 und dem Stab 24 an 

c 

a 

Abb. 345. übungsbeispiel. 

O~IJfA1.g 
das Fachwerk angeschlossen ist. Man kann auch sagen: Das Fachwerk reicht 
nur bis zu den Punkten Mund N, und der Rahmen ist durch die drei Stäbe 22, 
23, 24 mit dem Fachwerk verbunden. Diese drei Stabkräfte findet man sofort, 
inde!p. man einen Schnitt durch sie legt und den Teil rechts vom Schnitt betrachtet. 
Es wirken dann auf den rechtwinkligen Rahmen ein: die Last Q und die zusammen
hängende Belastung q. 7,0 sowie die Stabkräfte S22' S23' SM' Die Resultierende 
aus q' 7,0 und Q findet sich nach ihrer Größe und Richtung durch: 

R = 40· 7,0 + 400 = 680kg; 

nach Lage durch Aufstellung einer Momentengleichung für den Punkt D: 

q' 7,0' 3,5 + 400· 7,0 = R· x, 

x= 5,55. 

Die drei gesuchten Stabkräfte sind in Abb. 345 b auf graphischem Wege mit 
Hilfe des CULMANNschen Verfahrens ermittelt: S24 wurde mit R zum Schnitt 
gebracht, dadurch die Hilfslinie 11 festgelegt und in bekannter Weise weiter ver-

17 S,hlink Statik. 4. u. 5. Aufl. 
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fahren. Es :,;ei ausdrü('klich darauf hinge,\ie~en, daß an dem Punkt 0 kein Gleich
gewicht zwiscp.en 822 ,823 und der Kraft in Richtung des Pfostens besteht, da ja 
letzu'fer auf Biegung bpansprueht wird und das erwähntp Glei('hgewicht nur 
dann vorhanden wäre, wenn in 0 D nur pine Längskraft aufträte. 

Der waagerechte Balken DE erhält ebenfalls Biegungsbeampruchung. Die 
Momentenfläche für den ganzen rechtpckigen Rahmen ist in Abb. 345rl dargestellt. 

Die LagerreaktioRPn A und B des Gemllltsystems werden um einfachsten aus 
der Bf'trachtung der ganzen Konstruktion nlllitf,plt. Es findet. sich:. 

1.~V=0: ~-lv - 600 -- -40 . 7,0- 400.0 (I, 

A v = 1280 kg (naeh ob(-n). 

2. (~M)A = 0: 600· 17,0 + 400· 29,0 -1- 280 . 25.;) ~- B· \1.11, 

B = 3215 kg (nach 1mb:). 

3. (~' M)B = 0: 400 '17,0 -+- 280· 13,5 + 600· Ö,O i-1280' 12,0 - A, . . \1.11 O . 

Als Kontroll<,. dient: 

~ H O~ 0: 

• ~ h ce 3215 kg (nach re(·hj--). 

A" - B == 0, 

3215 - 3215 0= 0, 

Das Polygon aller äußel'{'ll Kräft.e mit dem Umlaufsinn de' Uhrzeigp}'s um die 
ganze Konstruktion ist gegeben durch P, q' 7,0, Q, A., A", B. Wenn man nur 
den, oben erwähnten, abgetrennten linken Teil betrachtet. besteht das Krafteck 
aus den Kräften: P, 822 , 823 , 82~ A,,, A h und B (Abb. 345c). Die Einzeichnung 
des Cremonaplans in dieses Kraft.eck bl'reitet keine Sclmierigkcitl'1l Man fängt 
etwa an A an, ermittelt der ReihC' nach die i:ltabkräft.e 1, 2, 3, 4, 5, 6. Der näeh~tl' 
Knotenpunkt bietet allerdings drei Unbekanntl', und man wird, um weitl'I zu 
kommen, deshalb nach Ermittlung von 8 5 und 86 dC'n Punkt B bC'trachten und 
kann dann für alle Knotenpunktl' die Krafteckt' (·inzpichnpn. 

<I. Aufgabe. In dem in Abb. 346 dargestellt"J} Drehkran sind die Stäbe und 
Balken zu untersuchen. 

Lösung. Das Gebilde der Stäbe JI bis @ mit dem waagcrechkn Balken I ist 
auf dem eingespannten Pfosten ABgelagert, und zwar in Aals fpstC'lll und in B 
als beweglichem Lager. Dieses System übt auf den Pfosten Kräfte aus, in A "im' 
waagerechte und lotrechte Kraft, H bzw. V, und in B nur eint' waagerecht.. 
Kraft H (Abb. 346f). Die umgekehrten Kräfte A h , 04,., B h (All = B h = H) sind 
die Reaktionen, die von dem Pfost.en auf das obl'rl' Systl'lll wirken. Diese Lager. 
reaktionen müssen mit den wirkenden Lasten Q und P im Gll'irhge"icht stehen. 
Es ergeben sich bei l'inem RollenhalbmC8ser von 30 em die dr"i Gleichungen: 

1. (~Ml..1 = 0: 

2. ~r= 0: 

3 . .:!:H= 0: 

p. 5,15 - Q • 3,5 ~ B h . 4,0 = 0, 

Bh = 825 kg (nach rechts) . 

. 1,. = I/ + I' I~. 1111111 k" {II,,,,II "heIlI. 

A h ~ B h = 825 kg (nach links). 

Das Aufzeichnen der Flächcn dcr Beanspruchungsgrößl'll bieÜ't für den Pfosten 
nun keine Schwierigkeiten (Abb. 346f). 

Wir nehmen an, die Stäbe G.J bis ® seien gelenkartig miteinandcr verbunden 
und .ebenso die Stäbe (1), ®, @anden Balken I drehbar angeschlossen. Alsdann 
liegt ein statisch bestimmtes System vor und die Teile Cl" (g" . ", ß) sind Stäbe 
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mit einer konstanten Längskraft. Die Teile I und II sind, ebenso wie der Pfosten, 
Balken, die durch Biegung, Querkräfte und Längskräfte beansprucht werden. 
Bei der wirklichen Ausführung ist natürlich das ganze System statisch unbe
stimmt, weil die gelenkartigen Anschlüsse durch steife Verbindungen ersetzt 
sind. 

Wir gehen von dem waagerechten Balken I aus, der im Punkt C auf dell. beiden 
Stützungsstäbl'n ® und @ und in D auf dem Stützungs stab CD ruht, haben also 
einen Balken mit drei Fesseln, d. h. ein<' sta.ti,ch be,timmte Konstruktion 

~ C I 0 .; =-+--.::.Il~::rl~. 
I~ ~ So t: I: ~ +l~ 1320 825 
I j ~ r ; i WJfJtJ 

Bi\~IIIII.IIII~IIIII~: 
I I ~I 
, , u..LLLJ 
.l : 0 _iiJmJ<g + 
: . 

~i i 
InTrrrl I I I I I I I I I I I I I I I I innmn1 
4~ ~~ 

O~ky d 

Abb. 346. Übung.bei.piel. 

(Abb. 346d). Die Resultierende aus den Stabkräften S2 und S3 gibt die Lager
reaktion in C an, die Stabkraft SI wirkt unmittelbar in ihrer Richtung a.uf den 
Balken. Wir denken uns sowohl C wie SJ in je eine waagerechte und eine lot
rechte Komponente zerlegt und können dann mit der Momentengleichung für den 
Punkt C die Kraft SI ermitteln: 

(...l'M)c = 0: 

ferner ist: 

17* 

2000·6,9 - 200U '1,75 - Slo' 4,25 = 0, 

SI ~ = 2425 kg (nach oben gerichtP-t); 

Sh : S110 = 2: 1,25, 

Sth = 1512 kg (na.ch rechts gerichtet). 
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Weiter ergibt sieh: 

~V=O: 

~H=O: 

4000 - 242rl - C"ce (I, 

C r = 1fl75 kg (nach oben). 

C II = Su = 1512 kg (nach linh) 

Mit Hilfe von C findet man leicht die i'jtabkräfte 82 und 83 mittels zweier Kom. 
ponentenbedingungen, z. B. unter Verwendung der Formeln (17), indem man 
die umgekehrten Kräfte C v' Ch einführt. 
Es ist: 

l2 = /3,02 + 2,0 2 = 3.lilm. 

l3 = VO,5 2 + 2,02 = 2,Oli m. 

3~Jl . 3,0 + {,ii; . 0,5 = -lö12, 

3~Jl . 2,0 + ~O~j . 2,0 ' =-157iJ, 

8 2 = -1612 kg, 

8 3 = - 701 kg. 

Beide Stäbe erhalten also Druck. 
Zur graphischen Ermittlung bildl't man die Re~ultier('nde Rau,; Q und P. 

Ihre Größe ist bestimmt durch 

R = P + Q = 4000 kg. 

Ihre Lage prrechnet ,;ich aus der Momentengleiehung für den Angriffspunkt 
von Q: 

R . x = 2000 . 8,65, 

:1' = 4,325 m. 

Diese Kraft R kann nach dPlll CULMANNRehC'n Verfahren mit 8 1 , 8 2 , 8 3 ills 
Gleichgewicht gesetzt werden (Abb. 346a, b). 

Beim Aufzeichnen der Momentenfläche für den BalkplI I muß man die i'jeil· 
kraft im einzelnen verfolgen. Auf der linkC'n Seite am Gegengewicht G wirkt die 
Seilkraft Pj2 waagerecht nach rechts; an der rechten Rolle wirken ab Seil. 
kräfte Pj2 waagerecht nach links und die beiden Kräfte P/2 (Abb. 346c) lotrecht 
nach unten, eine in der Entfernung von 0,3 m vom Rollpnmittelpunkt. Diü 
waagerechte Seilkraft Pj2 und die letztere lotrechte Pj2 lassen sich zu einer Rt·· 
sultierenden K vereinen, die durch den Rollenmittelpunkt geht und unter 4[,' 
verläuft; ihre Komponenten sind je Pj2. Es wirken demgemäß an der Rolle die"" 
ResultieFende K durch den MittelpWlkt und die Seilkraft Pj2 nach unten, ebPII· 
falls durch den Mittelpunkt. Diese beiden Kräfte zusammen ergeben eine Kom· 
ponente P/2 in der Balkenachse nach links und eine von der Größe 2· Pj2 durch 
den Rollenmittelpunkt nach unten. Diese Kräfte sind in Abb. 339d eingetragen. 
Die Ermittlung der Momenten-, Querkraft. und Längskraftfläche geschieht dann 
auf üblichem Wege. 

Auf dem mittleren waagerechten Balken II wirken von oben die Stabkräft<-
8 3 bzw. 8 1 und 8 2 ; sie sind in waagerechte und lotrechte Komponenten zerlegt. 
die in Abb. 346e eingetragen sind. Außerdem wirken auf den Balken II noch A v , 

All' die oben berechnet sind, ferner als zunächst unbekannte Kräfte 8 5 , 8 6 und 84 , 

Die letzte Stabkraft muß allerdings Null sein, wie aus dem unteren Knotenpunkt. 
des Stabes ® hervorgeht. Die Momentengleichung für den Punkt E ergibt: 
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3320· 2;5 - 4000 . 1,25 = S6v' 2,5. 

86.,= 1320 kg (nach oben gerichtet). 

Es finden ßich weiter: 
86h : S6. = 0,50: 4,0, 

S<;h = 165 kg (nach rechts), 

S6 = V1320 2 + 1652 = 1334 kg (Druck). 

Die Bedingung ~ V = 0 für den unteren Knotenpunkt liefert: 

S5v = S6. = 1320 kg. 
Dann ist: 

SSh: S.;. = 2,0 : 4,0, 
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Cf 1 S 1320 k 660 k 
D5IL =:f 5. = ~ g = g (nach rechts). 

Das Biegungsmoment in der- Mitte des Balkens II ergibt sich zu 

B,11 = - 3320 . 1,25 + 1320 . 1,25 

= -2500 mkg. 

Die Längskraftfläche erstrpckt sich für den Balken II zwischen E und A in der 
Größe - 830 kg, die Summe der waagerechten Komponen ten von 8 1 , S2' 86 

liefert die Größe der Längskraft für die rechte Balkenhälfte zu -5 kg. 
4. Aufgabe. In der Verladeanlage der Abb. 347 sollen die Beanspruchungs

größen der Stäbe und Balken ermittelt werden. 
Lösung. Das Fachwerk der Stäbe @, ® ... @, bei dem die Stäbe gelenk

artig miteinander verbunden sein sollen, ist durch das feste Lager A (Gelenk) 
und den Stützungsstab in B an die Erde angeschlossen und ist dadurch ein sta
tisch bestimmter Fachwerksträger. Die Stäbe erhalten nur Längskräfte. An 
dem Fachwerk ist der Punkt E durch zwei Stäbe ® und (J) festgelegt. Von C 
und E aus ist dann der Balken DC mit den angeschlossenen Punkten G und F 
durch den Stab @ und das Gelenk C unverschieblich gehalten. Statisch be
stimmt ist das ganze System nur unter Annahme der eingezeichneten Gelenke. 

Die Lagerkraft A mit ihren Komponenten A~ und All und die Kraft des 
Stützungsstabes B müssen mit den auf das gesamte System wirkenden Lasten 
im Gleichgewicht stehen. Die Bedingung 

.2:H=O 
liefert 

A,,= O. 

A. und B werden in üblicher WeiHe aus den Momentengleichungen für den oberen 
Punkt des Stabes B bzw. für den Punkt A bprechnpt. 

(.2: M)B = 0: -5000· 15,5 + 1000 . 1,5 + 1500· 3,0 + 1200 . 6 = A v • 10,0, 

A. = -6120 kg (nach unten). 

(~M).l = 0: 5000· 26,0 + 1000·9,0 + 1500· 7,5 + 1200· 4,5 = B· 10,5, 

B = 14820 kg (nach oben). 

A.ls Probe: ~ V = 0: 500'+ 1000 + l:jOO -f-- 1200 = 14820 - (i120. 

Um die Kräfte dpr Fachwerkstäbp finden zu könncn, benötigt lIlan noch die 
Kraft im Stab (t,. Man fim!et Rit' vprmittd" dPH durch das Gelpnk C und den 
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Stab (j) gelegten Schnittes, indem Illan für den Punkt C das Moment aller Krä.fte 
links vom Schnitt aufstellt: 

--5000 '14,0 + 8 a ' 5,0 ~= 0, 

8,,, c= 14000 kg, 

8 7< = { . 14000 = U 670 kg. 

S, = V 1400()2, 11 \;70:1 .~ Hl240 kg (Zug). 

d s,. , 
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Beginnend mit Knotenpunkt A kann nun der Kräfteplan aufgezeichnet wer
den (Abb. 347b). Er liefert auch die Stabkräfte 88 und 89 , bietet aber an sich 
keine Kontrolle, da die im Punkt C auf das Fachwerk übertragene Kraft noch 
nicht bekannt ist. Zweckmäßig wird man darum erst diese Gelenkkraft C aus
rechnen; sie muß für den abgeschnittenen linken Teil im Gleichgewicht stehen 
mit. 5000 kg und 8 7, Es ergibt sich: 

C~ = 5000 + S7V = 5000 + 11 ü70 = 16ü70 kg (nach oben)_ 

Ch - Sn = 14000 kg (nach link~). 
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Die umgekehrten Kräfte Cv und Ch. wirken im Punkt C auf das Fachwerk ein 
und müssen mit allen anderen an ihm angreifenden Kräften im Gleichgewicht 
stehen. Ihr Kralteck (Abb. 347b) muß geschlossen sein (A v , 1200, 1500, B, C., 
C", 1000, 87). In dieses Krafteck der äußeren Kräfte sind die zu den einzelnen 
Knotenpunkten gehörigen Polygone eingezeiohnet. 

Auf den Balken CD wirken außer P = 5000 kg noch die Stabkräfte 81 , 8 2 , 

84 ,86 und die Gelenkkraft C. Man findet die fehlenden Kräfte, indem man am 
Punkt E Gleiehgewlcht herstellt z"ischen 87 und 85 , 86 , dann weiter an Punkt F 
zwischen 85 , 84 , 83 und schließlich an G Gleichgewicht zwischen 8a, 82 und 81 
(Abb.347c). Man kann auch auf grapho.analytischem Wege vorgehen, indem 
Ma.n für die Knotenpunkte E, Fund G die Kraftecke flüchtig aufskizziert und ins 
Analytische überträgt. E~ findet sich: 

WeitPT ist· 

') , -4 
86 = 14000'· ':" . = 21000 kg (Druck). 

b 

84 = 2333 kg (Zug). 

82 = 1657 kg (Zug). 

Slh = 14000 kg } 
_ (Zug). 

SIt. = ;)250 kg 

Nachdem so alle Kräfte bekannt sind, die auf den Balken CD "irken, kann die 
Berechnung von Biegemoment, Querkraft und Längskraft in bekannter Weise 
erfolgen. Für die Biegemomente ergibt :sich an der Anschlußstelle der Stäbe CD. 
®,@: 

BI = -5000 . 4,0 = -20000 mkg, 

B2 = -fJOOO . 8,0 + 5250 . 4,0 = -19000 mkg, 

Ba = -5000' 11,0 + 5250·7,0 + 1657· 3,0 = -13280 mkg. 

5. Aufgabe. Das in Abb. 348 gezeichnete Gemischtsystem (Verladean/age) ist 
in seinen verschiedenen Teilen auf die Beanspruchungsgrößen zu untersuchen. 

LöBung. An das Fachwerk fler Stäbe @, @ ... ~ sind durch je zwei Bau. 
glieder noch angeschlossen die Punkte D und G. Das Fachwerk mit diesen an
geschlossenen PU1Ikten ist also ein unverschiebliches Gebilde, eine Scheibe. Sie 
ist im Punkt B mit der Erde fest verbunden, außerdem im Punkt G durch den 
starren Balken AG abgestützt und bildet 80 ein statisch bestimmtes Gemischt
system. Wäre dieser Balken nicht belastet, so würde die von ihm auf das Ge
bilde GBC ausgeübte Kraft in seine Achse AG fallen. Da aber auf den Balken 
eine lotrechte Last wirkt, erhält er Biegung; er wird also nicht nur auf Längs. 
kraft (Stabkraft) beansprucht, und die Lagerreaktion bei A bzw. die Gelenk. 
kraft bei G fällt nicht in die Richtung der Achse AG. Betrachtet man AG als 
Balken für sich, BO liegt scheinbar eine unbestimmte Konstruktion vor: wohl 
sind die lotrechten Komponenten der Lagerkräfte A v , G~ bestimmt, aber nicht 
die waagerechten, von denen man nur weiß, daß sie einander gleich groß sein 
müssen. Aber die ganze Konstruktion ist tatsächlich doch bestimmt. Man er
kennt dieses auch, wenn man sie als Dreigelenkbogen mit den Gelenken A, B, G 
auffaßt. Man findet die Reaktion in A und B, indem man einmal nur den linken 
Teil, das ist Ba.lken AG, mit 1500 kg belastet und dann den rechten Teil nur mit 
der Resultierenden R aus den Lasten P2 = 2000 kg und Pa = q • e = (150 . 7,5) kg. 
Durch die erstere Belastung entstehen die Reaktionen A', B', durch die letzteren 
A", B" (Abb. 348b). Die Resultil'renden aus A' und A" bzw. B' und B" ergeben 
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die wirklichen Lagerkräfte. Die Gelenkkraft ist durch den Strahl Gr (= GI) be
stimmt. Die erwähnte Resultierende R ist der Größe nach gegeben durch 

A' 

a 

, 

R = 2000 + (150 . 7,5) kg, 

der Lage nach dadurch, daß man eine Momentengleichung 
für einen Punkt von P 2 aufstellt: 

R· x = 150·7,5·8,75, 

x = 3,15. 

ßi~: 

LLLL.U...J 
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.... bb. 348. Übungsbeispiel. 
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Um eine Kontrolle zur Zeichnung Abb. 348b zu haben, werden zweckmäßig 
A. und G. nochmals rechnerisch aus der Betrachtung des Balkens AG ermittelt: 

Cl: M)G = 0: 1500 . 3,5 = A v • 6,5, 
A v = 808 kg (nach oben). 



Übungsaufgaben über ebene Gemischtsysteme. 265 

(~M)A = 0: 1500·3,0 = Gv ·6,5, 

Gv = 692 kg (nach oben). 

Mit diesen Werten kann dann das Biegungsmoment ermittelt werden. 
Auf den Teil GC BD wirken als Kräfte P2' q. e, G und B. Der obere waage

rechte Balken GC wird naturgemäß auf Biegung beansprucht. Er ist abgestützt 
durch den Stützungs stab CD und das feste Drehlager im Punkt C. Die. Lager
kraft im Lager C und die Stabkraft 8 1 im Stab CD müssen mit der Resultierenden 
aus den wirkenden Kräften P 2 , q . eund Gr im Gleichgewicht stehen. Man f'r
mittelt sip in bekanntt>r Weise: 

2000· 17,0 + 150 . 7,5· 8,25 = Cv • 12, 

C. = 3607 kg (auf den Balken nach oben). 

(,IM)c = 0: 692·12,0 + 150·7,5·3,75 - 2000·5,0 = 810 12,0, 

SI. = 210 kg (Druck). 

Slh = SIV . ~,(5) = 147,2 kg, 
.l, 

Wt>iter ist: 

Cu = Gh + 81h = 2520 + 147,2 = 2667,2 kg. 

SI = V210 2 +147,22 = 256 kg. 

Damit sind alle Größen für die Berechnung dpr BiegungRmollH'llte, Quer-
kräfte und Längskräfte bekannt und es findet sich: 

BI = -(692 - 210)·4,5 = -2170 mkg, 

B 2 = -(482·7,5) -150·3,0·1,5 = - 4285 mkg, 

B 3 = -(482·9,5) -150·5,0·2,5 = -6455 mkg, 

Be = -(482·12,0) -150 . 7,5·3,75 = -10000 mkg. 

Mit den bekannten Kräften B, 83 , C kann der Kräfteplan des Fachwerks (g), 
J) ..• ~ aufgezeichnet werden. Daß das System in der wirklichen Ausführung, 
wo die Gelpnke fehlpn, vielfach statisch unbestimmt ist, braucht nicht bpsonders 
bemerkt zu werdpn. 

6. Aufgabe. Für das in Abb. 349 dargestellte Gemischtsystt>m (Tragkonstruk
tion) sollen die Beanspruchungsgrößen aller Teile angegeben werden. 

Lösung: Der Aufbau der Konstruktion kann folgendermaßen verfolgt werdt>n: 
Balken III ist in Punkt C mit einem festen Lager und in B mit Stab (J) an den 
festen Punkt D angeschlossen. Über Stab (J) baut sich das Zweibockgerüst @, 
® und übpr @ der Zweibock @, ® auf. An das nun festliegende unverschieb
liehe Gebilde ist Balken JI mit Stab ® und einem Festpunkt A, entsprechend 
Balken I mit Stab CD und einem Festpunkt A statisch bestimmt angeschlossen. 

Zur Lösung trennen wir zunächst Balken I pinschließlich deR Aufsatzes @/® 
mit Hilfe eines Schnittes durch Stab 0) und Punkt A ab und ermitteln hierfür 
die Reaktiom~kräfte 81 und Ar. Es wird rechnerisch 

(I M)A = 0: - 800 . 2 - (4 . 300) . 2 -- 1500 . 9 + 8h . 5,5 = 0 

SI. = 3181 kg t 
(~'M)R = 0: -1500·3,5 - 800·2 + (4·300)·3,5 - A Iv · 5,5 = 0 

A Iv = -481 kg .j, 

SIlL: SI~ = 2,5: 2,5; SIh = 3181 kg-<-

Au = Slh + 800 = 3981 kg~. 



266 Das ebene Faclnn'rk und Gemischtsyst(>lll. 

ISOO 
T 

2000k!1. 

a 

d 

Abb. 349. tlbungsbeisplcl. 

! 11 ! , ! ! I ! 

o SOO 1000 1500 2OOI91<g 

S, 

1 
I 

2!JOO, , 
I 
I 

1630 

e 

I !!, I ! 

o , 10000 2I/OO011\1<g 

! t !! , I 



Übungsaufgaben über ebene Gemischtsysteme. 267 

IJ;l gleicher Weise finden wir für Balken II nach einem Trennschnitt durch A 
und 8 2 : 

(IM)A= 0: 2000· G,f> + (4·250)·4,5 -820 ' 4 = Q 

8h = 4375 kg t 
(I M)F= 0: 2000· 2,f> + (4' 250) . 0,5 + Au" . 4 = 0 

An" = -1375 kg l 
82h : 82 • = 2: 3,5; 82h = 2500 kg -+ 

AUh= 2500kg..-. 

Die gleichen Größen für die Schnittkräfte findet man auch aus der graphischen 
Lösung, die in Abb. 349b und c angegeben ist. 

In dieser zeichnerischen Lösung ergeben sich natürlich sofort die zusammen
gesetzten Kräfte AI = 4010 kg, Au = 2850 kg, die sich weiter zur Gelenkkraft A 
zusammenfassen lassen. Diese Gelenkkraft, als Aktion umgekehrt gericljtet, ist 
die Belastung für die Stäbe @ und @, die mit Hilfe eines Kraftecks (Abb. 349c) 
behandelt werden. In gleicher Weise liefert ein Krafteck für den Knoten H mit den 
bekannten Kräften 8a und 81 und den unbekannten Stabkräften 85 und 86 

diese letzteren. 
Als Restsystem bleibt der Balken III mit den Belastungen t32" 8" 85 , dem 

Lager C und dem Stützstab (J) noch zu lösen. Die Reaktionskräfte, d. h. 8 1 und 
die Lagerkraft C finden wir zeichnerisch mit Hilfe eines Kraft. und Seilecks, bei 
dem wir 3', den einen der äußersten Seilstrahlen, durch· Punkt C laufen lassen, 
damit er dort die Wirkungslinie der Lagerkraft schneidet. Der Schnittpunkt des 
anderen freien Seilstrahls 0' mit der Wirkungslinie der Stabkraft 87 liefert den 
zweiten Punkt für die Schlußlinie 8', die in das Krafteck übertragen wird und 
dort die Reaktionen 8 7 und C ausschneidet. 8e und 81 bilden zusammen die 
Gegenkraft für die Lagerkraft D. 

Nachdem die Kräfte an allen Punkten der drei Balken bekannt sind, lassen 
sich nun auch die Biegemomente, Querkräfte und Längskräfte für die Balken 
errechnen und auftragen (Abb. 349rl. und e). 

7. Aufgabe. Bei der in Abb. 350 dargestellten Bühnenkonstruktion sollen für 
sämtliche Teile die Beanspruchungsgrößen angegeben werden. 

LöBung. Falls die in der Abbildung angedeuteten Gelenke tatsächlich aus
geführt würden, wäre die Konstruktion durch das Vorhandensein des Stabes ® 
noch einfach st,atisch unbestimmt; denn ohne Stab ® ist das System bestimmt: 
das Dreieck A B D (Balken 1, III, IV) ist in D durch ein festes Lager angeschlossen 
und in A durch einen Stützungsstab (1); an dieses Dreieck ist der Balken V durch 
das Gelenk A angefügt und im übrigen durch das bewegliche Lager F abgestützt; 
weiter ist der Balken II an das Ausgangssystem angeschlossen durch ein Gelenk 
im Punkt B und den Stützungsstab @. Die Gelenke in A und B sind dabei so 
anzunehmen, daß alle zusammenlaufenden Stäbe sich gegeneinander verdrehen 
können. Der zusätzlich eingezogene Stab ® macht das System statisch unbe
stimmt; um zu seiner Löung zu kommen, beseitigen wir durch eine einfache 
Annahme einer Kraftrichtung (vgl S. 268) die statische Unbestimmtheit, geben 
also eine mögliike Lösung an. 

Die Behandlung der Balken V und II bereitet keine Schwierigkeiten. Bei 
ersterem entstehen in Fund A nur lotrechte Reaktionen (Abb. 350e), da nur 
eine lotrechte Last wirkt. Sie sind beide gleich groß. und das Biegungsmoment in 
der Mitte ist gegeben durch: 

Bill = 50· 2,0 = 100 mkg. 
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Der Balken II verlauft von B bis zur Last 300 kg am rechten Ende. Das 
Gelenk an der Stelle B unterbricht den ganzen Balken ABO, so daß tatsächlich 
zwei getrennte Balken mit gleichem Gelenkauflager an B vorliegen. In B ent
steht für den Balken II eine schief gerichtete Reaktion mit den Komponenten 
BII ,., und BU,h' Es ergibt sich: 

t5fS···5G,7 c 

L.L..L...J 
Q l1li1 'l/JQ61iI'Jm.Kg 

L.l.....L.J 
OIl/1I1111 .... 1<g: 

: 

b 

I 
I 

I 
I 

1 : LLL..J 

I I 'l' 
I t 

L.L..L...J -1L : 
Q ttlllII7R.!1Kg ~IIIIII~ I rrr+-------IIII 

Vi i : 0 SOoWl!OKg 

I 

I 

Abb. :!50. Übl1ng:.;lll'i~piel. 

(~M)B = 0: 300·7,0 + 50·3,0' 1,ö = 83,~' 4,5, 

8 3 , ~ = 516,7 kg (nach oben), 

, 

8 3 ,11. = 516,7' !:: = 664,3 kg (nach recht~). 

(~M)c = 0: -50' 3,0' 3,0 + 300· 2,ö + BII,v' 4,5 = 0, 

Bn ,,, = - 66,7 kg (nach unten). 

~H = 0: BU,h = 83 ,h = 664,3 kg .. {nach link~). 

Der Balken I ist in A durch Stab CD und Balken IV, in B mit einem Gelenk
lager drehbar angeschlossen; es könnten also grundsätzlich waagerechte Reak
tionen AI,k und Bl,h auftreten, deren Größen unbestimmt wären. Wir nehmen 
nun an, daß von Balken IV her nur einp Iotrpchte Kraft (= A IV, v) in A entsteht, 
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und da auch vom Balken V nur eine lotrechte Kraft (= 50 kg) übertragen wird, 
muß die von I auf A wirkende Kraft (= Ar,,,) ebenfalls lotrecht verlaufen. 
E~ ergibt sich: 

(~M)A=O: 

(~M)B= 0: 

AI,h = BI,h = O. 

50· 4,ii· 5,25 = Br,~ 7,5, 

B 1 ,,,= 157,5kg (nach oben). 

50· 4.ü· 2,25 = AI,.' 7,5, 

AI,,, = 67,5 kg (nach oben). 

Es wirken demgemäß auf die' Balken I und n die in Abb. 350b angegebenen 
Kräfte. Der Ermittlung .der Bcanspruchungsgrößen steht nichts mehr im Wege. 
Es findet sich: 

für den Balken I: BI = 67,5·3,0 = 202,5 mkg, 

Ba = 157,5' 1,5 - 50· 1,5' 0,75 = 180 mkg, 

B2 = 157,5' 3,0 -.50'3,0' 1,5 = 247,5 mkg; 

für den Balken II: B I = -300·2,5= -750mkg, 

B2 = -300·4,0 + 516,7 . 1,5 = -425 mkg, 

Ba = -66,7·1,5 - 50· 1,5' 0,75 = -156,24 mkg. 

Auf den Balken Irr wirken die umgekehrt geriehteten Kräfte B Il ,,, Bn,h. 
BI,tI, ferner die Stabkraft 8a mit ihren Komponenten 8a,h und 83~tI, die Stab· 
kraft 8 2 , die Anschlußkraft in D zwischen Balken IV und In und die Reaktions· 
kraft vo~ Boden gegen D. Die letzten drei Kräfte sind noch unbekannt. Um 
sie zu ermitteln, betrachten wir zunächst den Stab ® und den Balken IV. Mit 
unserer Annahme, daß in A nur eine lotrechte Kraft von Balken IV entsteht, 
kann die Kraft Bn,h nur durch den Stab ® weitergeleitet werden, da AIV,h 
verschwindet und demgemäß auch Al,k null sein muß. Es berechnet sich nach 
Abb.350c: 

(2: M),l) = 0: 664,3·6,0 - 664,3' 2,n = S'!"h' 6,0, 

S~,h = 387,5 kg, 

8 t ,,,= 3\°5 '387,5= 310kg. 

Stab ® wird gezogen. 
Nach der Berechnung von 8 2 kann der Balken IV behandelt werden (Abb. 350d). 

Er ist in A und D gelagert. Bei der hier eingeführten Annahme entsteht, wie 
bereits erwähnt, in A nur eine lotrechte Reaktion und in D nur eine waagerechte. 
Erstere ist gleich der lotrechten Komponenten von 8 2 , letztere gleich der waage· 
rechten 8 2 , h. Es ergibt sich dies aus der Momcntengleichung für den Punkt D: 

(2:M)D = 0: 387,5' 3,0 + 310· 3,75 = A1V,v' 7,5, 

An',,, = 310 kg (Zug). 

Da am oberen Ende des Balkens IV, wie sich eben aus der Momentengleichung 
ergeben hat, die lotrechte Lagerkraft A 1V ,,, gleich 82,~ ist, bilden die beiden ein 
Kräftepaar, das entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn dreht und dem ein anderes 
Kräftepaar Gleichgewicht halten muß mit Drehung im Uhrzeigersinn. Die eine 
Kraft dieses Kräftepaares muß 8 2 ,1" die andere gleich dieser Kraft aber voil 
solcher Richtung und solcher Lage sein, daß sich für das zweite Kräftepaar die 
Drehung im Uhrzeigersinn ergibt. Das ist nur möglich mit einer Kraft unterhalb 
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von 8 Z,k (Abb. 350d), abo die Kraft DIP die nach links gerichtet ist. YOIll 

Balken IV entsteht tiomit in D nur eipe "'aagerechte Anschlußkraft von der 
Größe 387,5 kg. Damit sind alle Kräfte bestimmt, die infolge der angeschlos. 
senen Teile auf den Balken III wirken: B r , Bu , 82 , 83 , DIV • Es kann die lotrechte 
Reaktion in DermittcIt werden (Dh = 0, D. = 917,5) und die Aufzeichnung der 
Momenten., Qucrkraft· und Längskraftflächen l'rfolgt ltie gewöhnlich. Es ist 
an dp!, Anschlußstell(· von t:ltab ,~ 

B 3 = -387,5' 2,5 = -969 mkg. 

Für den Balken IY i,.;t das Moment in der Mitte: 

B.1I = -310· 3,75 = -1162,iimkg. 

Die Ergebnisse für die Beanspruchungen in Balken IV und die Längskräft.e 
in I und III st.ellen nur eine der möglichen Lösungen dar. Durch Annahme 
einer andpren Kraft in Stall ® könnten sie beliebig verändert werden. Die 
Kräfte in der Konstruktion können zu den angegebenen Größen gezwungen 
werden, wenn wir z. B. den Balken IY in D so anschließpn, daß hipr nur eine 
waagerechte Kraft übertragen werden kann (durch ein vertikal bewegliches 
Lager), oder wir prfüllen konstruktiv unSl're Annahme Arv .h = 0 durch ein 
entsprechendes Lager an der SteHe A oder eine in Balk(>n I eingp baute Längs. 
verschieblichkeit. Damlt wäre natürlich die statisehe Unb('stimllltheit bespitigt, 
d. h. die Aufgabestelluhg geändert. 

XV. Konstruktionen unter dem Einfluß bl'w,~gter Lasj\'n. 
80. Die Einflußlinie bei Balken auf zwei Stützcu. Seither wurden Konstruk· 

tionen betrachtet, die unter dN Einwirkuug fpstlil'gendpr Lastl'n standen. In 
der Praxis hat man PS aber sehr viel mit bE'wE'glichell Lasten zu tun, die ihre 
Stellung ändern; man denke z. B. an eine Eisenbahnbrücke, diE' durch einE'n 
darüberfahrenden Zug belastet ü;t. Um den Einfluß ~olchcr Belastungen verfolgen 
zu können, gehpn wir aus von piner Eimwllast, di!' übl'l' die betreffende Kon. 
struktion wandert. Als Ausgangskonstruktion bdrachten wir einE'n Balken auf 
zwei Stützen und stelll'n fest, wie sich die zu unterwchE'nde Größe ändert, wenn 
eine solche Einzellast über den Balken von einem Ende zum anderen rollt, Die 
zu ermittelnden Größen sind die Lagerreaktionen und die inneren Beanspruchungs. 
größen (Quer. und Längskraft, BiegungsmomE'nt,) für irgendeinp Stelle. Am 
einfaehsten ist die Frage nach der Änderung dpr LagerrE'aktioJ]('h unter dem 
Einfluß der wandernden Last zu untersuchen. 

Wenn die Last P an einer belipbigen t:ltelle in lkr Entfernung x vom l'echtE'11 
Auflager liegt, so nimmt die LagerrE'aktion A dil· Größe an 

A=P-r' 

Es ändert sich alHO A nach dl'1Il G!'setz (>iner geradl'll Linip, d. h. t ragen wir für 
verschiedene Stellen x den Wert A als Ordinate auf und verbinden die Endpunkte, 
so erhalten wir eine GE'rade. Sie ist festgelE'gt durch zwei Punkte: 

für die Last an der Stelle x = 0, also an der Lagerstelle B, ist A = 0, 
für die Last an der Stelle x = l, d. h. bei A, ist A = P. 
Aus Zweckmäßigkeitsgründen' wollen wir IllIl1 nicht eine beliebige Last P, 

sondern die Last ,,1" (zur besseren Vorstellung setzen wir zunächst P= 1 [t] ein) 
zugrunde legen, danll ,,'ird 

A = 1-':;: [tl. 
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Die so Plltstandene Linie (Ahb.35).e) wird Einflußlinie odt'r auch Einfluß
fläche von A genannt. Sie ist also der geometrische Ort der Urilße A, wenn eine 
Last ,,1" über den Balken rollt. Um A ~ 
infolge einer Last P an irgendeiner 
Stelle des Balkens aus der Einflußlinie 
zu ermitteln, hat man einfach die Or- a ~, I + 
dinatc Y unter der bl'treffenden Last· .4l===X=l-X~ l-'t--~--=-x--==iB 
stellung abzugreifl'n und diese Ordinate: I , 

mit P zu nmltiplizieren. I ~~! 
Der Einfluß von B iRt bei einer b fJL i 

Einzellast entsprechend durch eine Ge- - : I 

rade gegeben (Abb. 352), die unter Al: 
die Ordinate Null besitzt, unter B da-: ! : 
gegen 1 [tl beträgt; dl'.nn es ist: ~~ 

'l C I 

B ='= p. T = P-~-'"-, d. h. ,1" 

für die Last in x = 0 iRt B = 1 l t], 
für die Last in x = 1 B ,,= 0, 

Abb. 351. EinfIußlinie der Lugerkraft 4. 

Wenn die Ordinate unter dem linken Auflager als Last-Einheit aufgetragen 
ist, also z. B. 1 [tl, dann iHt P als unbenannte Zahl, als Multiplikator, aufzufassen. 
Da wir aber für P eine belipbige Kraft ein
setzen wollen, ist eH günstiger, dem Kraft
wert P dit· Benenllung Kraft zu lassen und 
die Last ,,1" zur unbenannten Zahl wl'rden 
zu lassen. Demgemäß erhalten auch die Or
dinaten unserer Einflußlinie keine Dirnen· 
sion, sind also Einflußgrößen, Einflußzahlen, 
die erst in Verbindung mit einer Kraft P 
in kg oder [tl die Bedeutung von Kraft
werten bekommen. 

Der größte Wert von A wird für die

f l_"--.J.f~. -x 

~rmnnnnl' 
~ .. 

Abb, .5~. Eiuflußlinie der Lagerkraft B. 

Jenige Stelle erreicht, unter der die größte Ordinate liegt, das ist also am Lager A 
~elbst; dann ist A = P bzw. A = ,,1". Die Einflußlinie läßt demnach sofort 
erkennen, bei welcher Laststellung Up p 
der größte Wert von A auftritt und 1 ii 

wie groß er ist. Sie erlaubt auch a !:f~----~"l;;;;;.;;;;;;;;;;S;;L---"""lQ 
den Einfluß einer Reihe von Lasten . ",' . " * 
abzulesen; es ist bei zwei Lasten P , 
und P2 (Abb. 353) : : I ' I 

A=P1 Yl+P2 Y2 'l'~~~' " ,I' und allgemein: 

A=IPi·y.· 
Wird gefragt für welche Lage eines ~' "t 
Lastenzuges A ein Maximum wird, 
so ist der Lastenzug so zu schieben, ',.\,~' " ,r,"T"I''I''M, "T, .,.,.. ..... .,.,..,.,....,..,.,,.,...--_ .. ~ 
da.ß der Ausdruck IP i Yi einen I "' . 
Größtwert annimmt. Ist die vordere C ,,1" I 

Last eines Lastenzuges die größte, Abb.353. 
so muß diese zur ErzeuglUlg der Die Lagerkraft bei mehreren beweglichen Lasten. 

größten Lagerkraft in A selbst stehen; ist sie kleiner als eine andere, so kann 
je nach den Größenverhältnissen eine derartige Stellung des Lastenzuges not-
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wendig werden, daß. die erste Last bereits links von A liegt, A = P2 (Abb. 353c). 
Dabei müssen wir uns vorstellen, daß der Balken im Punkt A aufhört, daß beim 
Überschreiten des Punktes A die Last auf eine andere Unterlage (Erde) rollt. 

Auch bei zusammenhängender Belastung können natürlich die Einflußlinien 
verwendet werden. Man denke eine solche Belastung in der bekannten Weise 

f[t/m.] durc~ Einzellasten ersetzt (Zerlegung in 
!,1,!I!11WI!I'I~1I StreIfen) und hat dann: 

• :--e--':"'-e-:-e.!.; .~ A. = (q . e) Yl + (q . e) 112 + (q . e) Ya 
: : :: oder 

~
~I A=q(e.Yl+e.Y2+e·Y3) 

1" !Ja A = q . F (Abb. 354), 
• !Ja 

YT dabei ist bei der oben beschriebenen An-

a 

c 

d 

e 

Abb.354. Bewegliche zusammenhängende wendung der dimensionslosen Einheitskraft F 
Belastung. dimensioneIl durch [m] gegeben, da die Höhen 

unbenannte Zahlen sind, während die Breiten 
Längen darstellen. Die Belastung q ist eine Kraft auf die Längeneinheit des 
Balkens, also [tImT, so daß das Produkt q. F die Dimension[t] angibt. Der Ein
fluß einer gleichmäßig verteilten Belastung wird also dadurch bestimmt, daß man 
den Inhalt der unter dem betreffenden BelaRtungsstück liegenden Teil der Ein-

k 

, I 

flußfläche (unter Einführung der 
wahren Länge und Höhe) multi
pliziert mit der Belastung pro 
Längeneinheit q. -

l-.rll I 

A I l I----r B 

.{~.,. 
Dlirch entsprechende Gedan

kengänge können die EinfIußlinien 
für die inneren Beanspruchungs
größen Querkraft, Biegungsmo
ment und Längskraft gefundcn 
werdcn. Unter Verwendung der 
Linien von A und B finden wir 
sofort die Einflußfläche der Quer

I 

.'" 
~: 

I 

,1' kraft für irgendeine Schnittstelle 
k des Balkens (Abb. 355). Wir 
denken uns zunächst eine Last P 
rechts von der ins Auge gefaßten 
Stelle k, dann liegt links von ihr 
nur die Kraft A und \\-ir haben: 

i ~ ~ I Qk=A, 
~A~,----~P,==~fLpa------A-",-A"., und zwar positiv, da die Kraft A 

links von k liegt und nach oben 
Abb, 355. Die l:influßlinie der Querkraft. gerichtet ist. Es stimmt dem-

gemäß die Einflußlinie der Querkraft mit derjenigen von A überein, aber iml' 
solange die Last rechts von Tc liegt, d. h. zwischen Tc und B. Sofern sich also die 
Last in diesem Teil befindet, ist die Querkraft gegeben durch die unter der Last 
liegenden Ordinate der Einflußlinie von A. Liegt eine Last links von k, dann ist 
die Querkraft gegeben durch 

Qk= A -P, 
oder wenn wir den rechten Balkenteil betrachten 

Qt=B. 
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Die Querkraft ist jetzt negativ, denn die rechts gelegene Kraft B ist nach oben 
gerichtet. Solange die Last links von der Stelle k liegt, stimmt demgemäß die 
Querkraft-Einflußlinie mit der negativen von B überein. Im ganzen ist also das 
Bild so: Wenn eine Last ,,1" vom rechten Auflager B nach links wandert, so ist 
der Wert Qk zunächst bestimmt durch die Ordinaten der Abb. 355 b, und zwar 
bis die Last an k liegt; rollt sie weiter, dann tritt 
die Abb. 355c ein. Im ganzen ist demgemäß die 1!!f!!!f,~m~!I! 
Einflußlinie für Qk da.rgestellt durch den Linien- ~ k~b~ + 
zug der Abb. 355d. Man erkennt: Wenn eine Last I I ' 

vom rechten Auflager nach links wandert, wächst ; ~: : ----l 
zlmächst die Querkraft bis zu der Stelle, für die i ~ i 1.' " 
die Querkraft aufgestellt werden soll, wechselt I I ll>"" 

dann ihr Vorzeichen und nimmt bel weiterem ,. "I ___ r 
Wandern nach links bis auf Null ab. Die beiden ~ 
Geraden, die die Einflußlinic begrenzen, laufen Abb.356. Querkraft bei gleichmäßig 
parallel. Der größte Wert der Querkraft wird er- verteilter Last. 

reicht, wenn die Last unmittelbar rechts bzw. 
links von der Stelle k steht, und ist in ersterem Fall positiv, im zweiten Fall 
negativ. Wird die Querkraft für irgendeine andere Stelle in Frage gezogen, so 
wird der Sprung unter die,~er BalkensteIle eintreten. Bei einem Lastenzug tritt 
die größte Querkraft ein, wenn wieder .I Pi Yi einen Größtwert besitzt. Es wird 
offenbar die größte positive Querkraft für den Punkt k erreicht, wenn die erste 
Last (als größere Kraft) unmittelbar rechts von k steht und die größte negative 
Querkraft, wenn der LaHtenzug von link;; anfährt und die erste Last unmittelbar 
links von k liegt. 

Man beachteaulidrücklich, daß die Einflußlinie für die Querkraft sich nur auf 
eine Schnittstelle des Balkens bezieht. Die Größe der Querkraft für diue Stelle 
ist aus der Einflußlini6 abzulesen. DieHe Linie erlaubt also die Ermittlung der 
Querkraft für die verschiedensten Laststellungen, aber bezogen auf einen Punkt. 
Es ist gewissermaßen eine Umkehrung der Querkraftlinien, die früher besprochen 
waren: bei der Querkralttinie ist die Last fest, aber die Querkraft ist für alle Punkte 
darin angegeben; bei der Einflußlinie tür die Querkratt ist diese nur für einen 
Punkt dargestellt, aber bei feier Laststellung. Dem Anfänger macht eH manchmal 
Schwierigkeiten, dieses auseinander zu halten, und es ist nötig, daß er sich von 
vornnerein die Eigenheit der Einflußlinien besonders einprägt. 

Bezüglich der zusammenhängenden Belastung gilt auch hier dasst'lbe wie bei 
der Einflußlinie für die Lagerreaktionen. Die gt'suchte Größe ist gegeben durch 
den Inhalt der unter dem Belastungsband liegt'ndl'n Fläche multipliziert mit q. 
Haben wir etwa eine gleichmäßig verteilte Bt'lastung von der Länge b (z: B. 
Mens"hengedränge auf einer Brücke), dann wird di(, größte Querkraft erreicht, 
wenn die Spitze des Lastbandes an d(>r Stelle k steht (Abb. 356); dann ist 

Q+max= q ·F[t]. 
&i t'illem beliebig langen Verkehrsband entsteht die größte QU("J'kraft, wenn dPl" 
ganze Teil auf der einen Seite von k belastet ist. 

Die Einflußlinie für das Biegungsmoment .bezieht sich geradeso wie diejenige 
für die Querkraft auch nur auf einen bestimmten Punkt, eint'n bestimmten Quer
schnitt. Zu ihrer Gewinnung betrachten wir wieder einmal die Last rechts an d("l' 
fraglichen Querschnittsstelle k und dann links davon. Solange die Last recht,~ 
von k liegt, ist das Biegungsmoment (linker Teil!) 

Bk ~~ A . k, 

BI; = P 'Tk[tmJ, 

U! Schlink. Statik. 4. u. 5. Aufl. 
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für die Einheitslast P = ,,1" (Einflußzahl) 

B k = l.yk[m]. 

Das ist eine gerade Linie, fest.gelegt durch die Punkte: 

k 
p für x = 0 Bk = 0, 

8 für x = l Bk = 1 . k [m]. 

Von dieser Geraden kommt als Einflußlinie nur 
der TeH rechts von k in Frage, da der Ausdruck 

b für Bk nur gilt, solange die Last rechts von k 
liegt. Die Höhe der Ordinate an der Stelle k 
ist gegeben durch 

1t;' 
Yk=T· k . 

Liegt die Last links von k, dann ergibt sich bei 
d Betrachtung des linken Balkenteils : 

Bk =.A . k - p. (k -l + x), 

e 

Bk = P . .y k - P . k + P . (l - x) ; 

bei Berücksichtigung des rechten Balkenteils : 
B k = B· (l-k), 

I-x 
= P 'l-- . (l - k). 

Beide Werte stimmen natürlich überein. Der 
Ausdruck ergibt wieder eine gerade Linie, 

Abb. 357. Die Einflußlinie für das 
Biegemoment bei (.'iner EinzelIast. für x = 0 ist Bk = 1 . (l - k) = 1 . k' [m], 

für x = list Bk = O. 
Von dieser Geraden ist als Einflußlinie für Bk nur der Teil zwischen dem linken 
Lager und dem Punkte k maßgebend; die Ordinate unter der Stelle k ist jetzt 

k k' Yk=T' , 

das ist der gleiche Wert wie vorhin, d. h.: wenn man beide Linien zusammenfaßt, 
schneiden sie sich unter dem Punkte k, und die ganze Einflußlinie hat die in 
Abb.357e angegebene Gestalt. 

Wir erkennen, daß zur Erzeugung des größtcn Biegnngsmomentes für die 
Stelle k dill Last an dies.em Punkt selbst liegen muß. 

Soll für eine Reihe von Einzellasten das größte 

14 ~ P, p. Biegungsmoment ermittelt werden, so muß der 

, 1 !. t, Lastenzug so angeordnet werden, daß .I PiYi ein 
~ I! f2 Maximum wird (Abb. 358). Je nach dem Größen-

~ , : 'I ;&, verhältnis der Einzellasten wird die Stellung gegen· 
'~: über dem Punkt k dann verschieden sein können. 
~ Bei gleichmäßig verteilter Belastung ist entspre-

Abb.358. chend F . q für das Biegemoment maßgebend, das 
Biegemoment bei mebreren I.astell. dann zum Maximunl '\\oird, wenn unter dem Last-

band die größte Fläche ausgeschnitten '\\oird. Das 
ist der Fall, wenn die beiden begrenzenden ordinaten der festliegenden Ent
fernung b gerade gleich groß sind. Bei einer Verschiebung der Last z. B. nach 
rechts würde links ein Teil der Fläche weggenommen, der größere Ordinaten 
aufzuweiNen hat als oer rechte hinzukommende Teil. Das gleiche läßt Rich bei 
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t·iner Vcr,;chiebung Je~ La~tbandes nach links beobachten, so daß die gezeigte 
T.age (Abb. 359) den größten Flächenwert F darstellt. 

Bezüglich der Maßverhältnisse ist zu bea~hten, daß die aufzutragenden Ordi
naten k bzw. k' Biegungsmolllente darstellen sollen. Sie sind Kenngrößen, Ein
flußzahlen von Biegungtilllomenten, die mit P zusammengenommen, Bipguug>
momente ergeben. Wir haben also eigentlich 
einen Momentenmaßstab zu verwenden. Dadurch 
aber, daß wie die Krajt P herausgenommen, sie ,dii;; 
durch eine unbenannte Einheit ersetzt haben, er
scheinen die Ordinaten kund k' als Längen. Der 
für diese Ordinaten der Einflußlinie gewählte 
Maßstab hat mit dem Längenmaßstab der Breite Abb. 359. 

gar nichts mehr zu tun, obwohl heide als Längen D~ie'~'~~~~ß~~e::~l~Öt~~e~~~D~~e 
erscheinen; aber die Breite gibt eben eine wahre 
Länge an, dagegen die Höhe die Einflußzahl eines Momentes. Bei der zusammen
hä.ngenden Belastung liegen dann die Verhä.ltnisse so, daß die Fläche F (Abb. 359) 
die Dimension [mI] hat, während q in [tim] ausgedrückt ist; PS weist demnach 
q . F die Dimension [tim] . [m2] = [t . m] auf. 

Die Einflußlinie für das Biegungsmoment der Stelle k sieht geradeso aus, wie 
die Momentenfläche infolge einer an der Stelle k feststehenden Last. Diese Jf 0-

mentenlinie gibt das Biegungsmoment für alle Querschnittsstellen an in folge einer 
festliegenden Last an der Stelle k, während umgekehrt die Einfl1tßlinie dea Bie
gung8moments das Biegungsmoment darstellt nur für eine Stelle k inIolge einer 
Last an einem ganz beliebigen PUnkt des Balkens. 

Bei einer über den in seinen Endpunkten gelagerten Balken wandernden Ein
zellast liegt das jeweilige größte Biegungsmoment stets unter der Last. selbst wie 
sich aus der Einflußlinie ergibt. Wenn man für verschiedene Punkte 1..: die Ordi
naten Yk der Einflußlinien ermittelt und die ElHlpunkte der Yk-Otdinaten durch 
eine Linie verbindet oder, anders ausgedrückt, die Umhüllende dieser Spitzen 
zeichnet, so ergibt sich als geometrischer. Ort der absolut(>n Maximalmomenk 
bei einer Einzellast für die verschiedenen Stellen k eint, Parabel (Abb. 3(0). Da>< 
Moment einer Stelle kinfolge der Last an diesem 
Punkt ist nämlich gegeben durch 

Bk = A . (l - x) = P . T (l - x) 

und in der Mitte ist daK Moment 

1 
Blj2 = P . T [tm] bzw. 1 

Yk,1I2 = l' T [mJ. 

Das ist das absolut größte Biegungsmoment bei 
einer wandernden EinzeIJast. 

I 

;"--i-~ 

,I 

I 

Abb. 360. DasgröLUl'Biegemolll<-'ut 
bei wanderndt.'l· Einz("Bast. 

Ein Biegungsmoment wird auch erzeugt durch eine außermittig liegpnd(' 
waagerechte Kraft. Auch hierfür läßt sich natürlich eine Einflußlinil' zeiehnell. 
Man denke sich (Abb. 3(1) einen an dem Balken befindlichen Arm, an dem di0 
Last H = ,,1" angreift, horiwntal verstellbar angeordnet, aber w, daß nicht 
etwa die Last eine Horizontalverschiebung hervorzubringen vermag, >,ondern im 
Lastangriff die verschiebbare Muffe fest an dem Balken angeschlossen ist. Die 
durch diese Last erzeugten Reaktionen haben beidc gleiche Größe, aber entgegl'lI
gesetzte Richtung: 

18· 
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Solange der Arm link~ von k liegt, ist das Biegungsmoment gegeben durch: 

tI .--
I 
I 
1. 

~-+Io--Ir'-l-K 

Bk =~ B· k' = H· + (l - k), 

also B k i~t konstant . 
a Liegt der Arm rechts von k, dann ,teIlt sich 

das BiegungfHnome'nt dar in dpr Form 

t'111111111~11!1[1111~]lIIliIHIIIIIIIIIIIII~ , b 

Bk = A . k =c --H . -'- k . - I' 

d. h. für jede' Laststellung rechts von k ist das 
Biegungsmoment wiederu~ gleich groß, aber 
negativ. Die Einflußlinie ist abo aus einem 
positiven und einem negativpn H.echteck zu· 
sammengesf'tzt (Abb. 361 b). Der Sprung hat 
die Höhe H . e bzw. 1 . e. 

l!!.i 
I 

, 
I 
I 
I 

I ' . , 

I CL 1IIIIIIIIIIIHllllllllllllli.1' c 
Abb.361. 

AUßermittige HOl'izontalkmft. 

Außer Querkraft und Biegungsmoment haben 
wir als dritte B('anspruehung~größe die Längskraft kennengelernt. Dip Einfluß· 
linie für sie ist in Abb. 361 e dargestellt. Solangl' di(> Kraft H links von k liegt, 
ist die Längskraft für diese Schnittstelle NulL Bewegt sich die Kraft, H zwischen 

k und dem rechten Lagprpunkt so hat die 
Längskraft die Größe H, bzw. ihre Einfluß· 

a. linie die Ordinate ,,1" --. 
Wir ersehen aus den vorhergehenden 

Ausführungen, daß man zur Ermittlung 
der Einflußlinie immer dadureh zum Ziel 
gelangt, daß man einmal die Last links 
von der frag liehen Stelle betrachtet und 

, b einmal rechts davon. Auf Grund dieser 

c 

Erwägungen kann man stets für die ver· 
schiedensten Konstruktion<,n die Einfluß. 
linien zeiehnen. Zunäehst sollen sie für 
einen Balken mit zwei iiberRtehenden En· 
den angt'geben werden. Die Lagerreak. 
tionen A und B Rind für dip Lastgtel· 
lungen links von .1, dann zwischen A und 
Bund recht.s von B gt'g .. ben dureh: 

i k, A =, P . I + x,. (Lagt' I), 
I r : f4 f8 : 

JmTiTfTTll c. ' , .' llIlliUIItI ~k : : d A =_ p.!..-:::--x2 

I. 
(Lage II), 

I I i, I i 
I I j: I I 

I I I!! I 

I 1& 'bJ' , I ~ ._ .... ,., . ' : : ~_ • .:..rummJ 
~ --- :: : 
: ' L-- - - - : I : , , 

A ~c __ p . X 3 - I 
I 

(Lage III). 

e Alle drei Ausdrücke stellen dieselbe Ge
rade dar, die unter B durch Null geht 
und als Einflußlinie unter A die Ordinate 

'Jnnnnn ,,1" besitzt (Abb. 362b). Die Einfluß· 
fit,fllll!1ill linie für B i~t entsprechend durch die 

Abb.'s62.Balken mit überr!q!"enden Enden. .-\bb. 362e dargestellt. 
Für die Einflußlinie der Querkraft 

haben wir eine Schnittst-elle k bzw. t zu betrachten in den iiberstehpndpn Teilen 
und eine Stelle r im mittleren Balkenstück. Bezüglich d<'r Stelle k gilt: Solange 
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dil' Kraft links. von k lil'gt, ist die Querkraft durch diese Kraft, P gegeben, 
und zwar negativ: 

liegt sie rechts von k, dann hahl'n wir links keine Kraft, also bellitzt die Quer
kraft die Größe Null. Die Einflußlinie besteht demgemäß aus ciner horizontalen 
Linie mit der Ordinatenhöhe ,,1" zwischen dem linken Ende und k, rechtll von k 
dagegen verschwindet sie (Abb. 362d). -Für Punkt r erkennt man: Solange die 
Last links von r liegt, betrachten wir die Querkraft für den rcclitf'n Teil; sie 
ist gegeben durch 

Qr=-B; 

liegt die La~t rechts von r, so l>rgibt die Berücksichtigung dl'}\ linken Balkl'ntcil~ 

Qr=+A. 

Dementsprechend beISteht die Einflußlinie auiS zwei Teilen, die dpnjenigpn von A 
und B ent.sprechen (Abb. 3620). - Für den Punkt t haben wir: Solange sich die 
Last links von t befindet, ist die Querkraft Null, da ja P mit A und Bim Gleich
gewicht steht bzw. rechts von t keine Last liegt (Abb. 362f). Für dip Lage P 
rechts von t ist die Querkraft 

Qt=+P, 

d. h. die Einflußlinie besitzt eine konstante 
Ordinate von der Höhe ,,1" 

In ent,sprechender Weise sind die Ein
flußlinien der Biegungsmomente zu bestim
men. Es gilt für Punkt k: Ein Biegungs
moment tritt nur auf, solange sich dip Last 
links von k bpfinclet: 

Bk=-P·z, 

I , , 
~t~ 

I 
I , 

e 

dalS ist eine gerade Linie mit den Ordinaten 
kund 0; für die Lage P rechts von k ver
schwindet die Einflußlinie deK Biegemomen
tes für k. - Betreffs der l:itelll' r gilt für 
eine Last links von r, indem man den rech
ten Teil betrachtet: 

C8t::.artJtflIlt d 
Abb. 363. Einflußlinie des BiegeDloDlt'ntes 

für dell Balken der Abb. 362. 

x' 1-.1.-' 
B r = B . (1 - r) = P . T (l - r) = P . -t -tl -.T) ; 

da,bei ist X die Entfernung der Last vom Punkte B. Die hierdurch fe~tgl'lt>gte 
Gerade gilt nur links von r und hat unter B die Ordinate 1· (l - r) [m]. Ent
sprechend gilt für eine Last rechts die Gerade, die untl'r A die Höhe 1 . r [m] 
besitzt. Aus der Einflußlinie ergibt sich, daß das Biegungsmoment des Punktes r 
für die Laststellung an den Endsttlllen des Balkens und an der Schnittstelle r 
einen Größtwert erreicht. - Die li:influßlinie für die Schnittf<tl'llp t ist durch 
das in Abb. 363d da,rge:;tellte Dreieck bestimmt. 

81. EinlIußlinien bei GeJenkträgern und ·anderen Konstruktionen. Die Ein
flußlinien für die maßgebenden Größen eines Gerberoolkens lassen sich auf 
Grund der letzten Darstellungen sofort aufzeichnen. Für die Einflußlinie von A 
bedenke man, daß Rie bei einer Laststellung zwischen A lind B übereinstimmt 
mit derjenigen für den Balken AB allein; für den T('il BGI ist si!' entsprechend 
Abb. 362b durch' Verlä~gerung dieser Geraden dargestellt (Abb. 364d). Man ('1'

kennt dil's auch aus folgenderu: der Teil GI G2 ist für sich allein ein Balken auf 
zwei Stützen (Abb. 364c): durch eine Last zwischen den beiden Gelenkpunkten 
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entsteht einp Gplpnkkraft 

dip~p Gelenkkl'aft wirkt IIrng{·kehrt auf den Balken A B und erzeugt eine Lagl'r

A-__ ~k~~~.P~~.r~~~/ __ ~~~ __ ~~~2~~ ____ ~~ a 
A~ I ~i? i ~ fY~ 045. 

.' ~k----! .'. 'f'~ r ~s.-: : ~ ~ 
;.-....-l~a-'-------!.m.---I I I 
I I j I I I I I : ; I ~ I: i b 

4" 4" I r---;:p-71; ....... ~"'" .. ' --------il,;;.-
, tCt r~ t~ t I 

rpaktioll 
A=p·rn-z.-,,-. 

m l 

Für z = 0, d. h. an der Stelle GI' 
ist also bei P = ,,1": 

. I~ -Z--r"! f C A ef .; :..t6f :' f62l' 0+ das ist aber die Länge, die durch 
, , W, ll' den Zweig der Einflußlinie link" 
: ; ;~ : 'd von GI an dieser Stelle ausgeschnit-

.1,h-~TT,TTi Tri rrri,TTTTP'P>"::"""~:,!=.llE..llA1IIJ-"":-~---- ten wird. Die größte negative La-
~ gerreaktion entsteht, wenn die Last 
:~:, :! ! I e über dem Gelenk GI steht. 
I I +, Die Einflußlinie für B verläuft 
I I,' , l8 I I 
I. , I zwischen A und B wie diejenige 
I ~ ........... ~., I I I 
I -rl111- ," , I eines Ba kens auf zwei Stützen, 

JI"''-.... =111=f'-I'tIfjlß'''"Il:'TT"...,'''~=~,4-'-'f,.Llll.u, =-.------~ f ist dann wie die von A über den 
.1 L ~~-, . : Uk : Punkt B hinaus zu vprlängern bi~ 

, ~ : ;:: g unter GI und nimmt von da nach 
; EUr :"~' 02 wieder geradlinig ab, da G1G2 
I : ,~/~-"1 " aiR Balken auf zwei Stützpn zu 
L- : : ~ [tI!?":' -------' h betrachten ist. 

, ,'t-- Egs : Bei den Einflußlinien für die 
I ;: kf' Querkraft. sind Schnittstellen k 
'I-<mmmc."l'Tmm",.fi~dlliill'illi:llJTlJ.: ""'lli"L1 .• 8 .. ::::",_: __ ----,: i zwischen A und B, r zwischen B 

kl~I(l-k) i E8k : : und GI und 8 zwischen GI und G2 
L /, I zu betrachtcn. Für Pinc Stelle k ... / -..J:. r [, ; I 

: I~' ~ k zwischell A und B verläuft die 
, I, 'Einflußlinip üb('r dip Länge AB 

" :, CB. .. I, ' " wie bei dem in den Elldlagem A 
!L~I ' und B geRtütztm Balk(·n. Da bei .s ................................ ~ l,m-s '-' 

", einer LaKt recht,; von k die Qu{·r-. 
Abh.364. Einflußlinien beim Gcrbcl'bnlkell. kraft untpJ' Zugrundplegung de~ 

Balkenteils links von k durch A gP-
geben ist, HO stimmt für den Tcilrpohts.voll k die Einflußlinie für Qk mit derjenigen 
für A überein. Die ganze Einflußlinie hat also die in Abb. 364f dargestelltp Ge
Htalt. - Bezüglich der Einflußlinie für eine Schnittstelle r im übprhängenden ,!,pil 
BG1 bedenke man, daß, solange dip Last links von r liegt, die drei auf der linkeIl 
Seite wirkenden Kräfte P, A und B miteinander im Gleichgewicht stehen, daß 
infolgedessen die Querkraft für dpn Teil links von r den Wert 0 bpsitzt. Liegt 
die Last zwischen r und GI' so wirkt rechtH von r nur die Last P, also die QlIl'l'
kraft zwischen r und GI ist 

Qr= P 

bzw. ihre Einflußlinie hat die Größe ,,1"; (zum Verständnis denke man daran, 
daß man den eingehängten Teil G1G2 als einen Balken betrachten kann, der in 
den Lagern GI und G2 aufruht (Abb. 364 b); die Last P, zwischen der Stdl(' r 
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lind GI' wird allein durch A und B aufgehoben, also links von r lit'gen die beidPll 
Kräfte A und B, die mit P im Gleichgewicht stehen, rechts von r dagegen nur 
die Last P). Liegt die Last zwischen GI und G2 , so werden in den GelenkpunkteIl 
Kräfte verursacht, ·die auf die überhängenden Teile wirken und dadurch Reak. 
tionen in A, B, C und D hervorI:ufen. Wenn wir nun die auf den Balken AGI 

wirkende Kraft GI berücksichtigen, SO kann der eingehängte Teil fortgedacht 
wprden; wir haben also lediglieh pinen Balken mit übprsteht'ndem Endl', auf 
d('11 am Ende dip Kraft 

G=P'~ 
1 111 

wirkt; demgemäß wird bei Laststellung rechts VOll r der Balken nur durch die 
Kraft GI beansprucht. Die Einflußlinie von GI ist aber eine Gerade mit der Or
dinate ,,1" an der Stelle z -= 0 und.der Ordinate 0 an der Stelle z = m. So erhält 
dann die ganze Einflußlinie für die Querkraft Qr die in Abb. 364g angegebelll' 
Gpstalt. - Für eine Schnittstel1e 8 ist schließlich zu bedenken, daß eine Last 
zwischen G2 und D, sowie eine solche zwischen.GI und A keine Querkraft für die 
l'\('hnittstelle 8 bewirkt; denn eine Kraft rechts von G2 wird durch C und D auf
gphoben, eine Kraft links von GI durch A und B, also ist die Resultierende 
,.ller Kräfte links von GI bzw. rechts von G2 null. Wir haben demnach eim' 
Einflußlinie nur zwischen GI und G2 , die übereinstimmt mit derjenigen !'ine~ 
a.n den Punkten GI und G2 gelagerten Balkens (Abb.364h). 

Zur Aufzeichnung dpr Einflußlinie für die Biegungsmomente an den Schnitt
stdien k, r, 8 führpn die gleichen Gedankengänge wie bei der Querkraft zum Ziel. 
.Man prkennt leicht, daß die Einflußlinie für daR BiegungHmompnt bezüglich der 
:-;telle k zwischen den Punkten A und B übpl'l'instimmpn muß mit dprjenigpn bpi 
l'inem Balken, der in seinen Endpunkten A und B gelagert i~t, und da13 für die 
Teilp BGI und GIGZ einp Erweiterung ähnlich wie bei der Querkraft vor:;!llIlPhmell 
i4. - Solange eine LaHt links von r liegt, wird Hip durch A und B aufgenomlllPll; 
di(;'H(;' drei Kräft(;' ~tehell im Gleichgewicht, ihr Biegung~moment links von 1" ist 
also gleich null (Abb. 364k); dagegen przeugt eine Last zwischen r und GI ein 
Biegungsmoment, da ja jetzt links nur die Kräftl' A und B liegen, die für sich 
nicht im Gleichgewicht stehen. ER wird am eil1fach~kn durch Betrachtung de~ 
Teils rechts von r gewoIllwn: 

B r = -P'le: 

für P == ,,1" ist also au d .. r Stelle 11' = 0, das Biegungsmoment dUl'ch die Größi' U 
11Il,l bei '11' = /', das ist GI' dureh 1 . r [mJ gegeben. - Lil'gt die Last in ,!t'll\ ein
:;:ehängkll Tpil, sO wird dllrl'h da~ Gl'lpnk nur di!· Kraft 

übertragen, ihr Monwut. für di .. Stell .. 8 i . .;t 

B ~c p.~.". 
S tJJ 

Durch diesl' Gleichung ist alHo dip Einflußlinie für die B,,!a4ung (h·~ T .. il~ ()l ('2 

zwischen 8 und GI bestimmt. Im übrigen {'l"~treckt Hieh dito l\Iomellteueinflllßlilli{" 
für eine Schnittstelle 8 genau wil' die der Qllerkraft I1Hr über den eingehängten 
Teil selbst und ist wieder durch ein Dreieck dargeHtdlt (Abb. 3(41) -. 

NeU{' Gedanken treten uns entgt'gen bei Aufz~iclult'n der Einflußlinil"n für 
(·inen Dreigelenkbogell; eH mögen betrachtet werden dicjenigen für die Lager
reaktionen A, B, H. lind für das Biegungsmoment an "iner beliebigen Stelle k. 
Zunächst s"i "in Drt'ig!'lenkhogen mit zwpi glpiph hoch lipgpndell Lagl'l'Il voran,,· 
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ges('~t. Es ist scholl früh"f (S. 183) fe~tgestellt worden, daß in diesem Fall,· die 
LageTT(>aktionen A und B genan ~o groß sind wie die eines BalkenR mit. l'itWHl 

festen nnd einem beweglichen Lager von der gleiehen Stiitzweit,e l. Es sind also 
auch die Einflußlinien für A nnd B durch die früheren gegeben. Oie Einflußlinit· 
für dip Qlwrkraft hängt, durch die Ddinition (leI' Querkraft als Komponpnte dpr 
Balkenkr'aft normal zur Hahmellachst', stark von der jewpiligl'n Form des Rah
mens ab: sIe i.~t abo l1ieht allgl'ml'in durch l'irH' einfach,' Einflußlinie zu hl'-

P, k , I 

l ' I 
I I 

: : i 'SI : I I::::'" I. I 

: I I:: i 
I I I I -t--~l-t--r-- ---,--
I I I I 

:Cf ;..-: ; 
u~ : I I 

r---X'2-'-- --*1 I I 
1..--- __ L -.rS--l-- c-I , 

~-~ = I 

.1 + ,fA : 
, ' ~-------- 1 :--crm:rEI----

.f1 __ ~: 
- I I.l I 
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ZJ 

: I 1 11 I 
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I 

~ .----
...-----'1 ------J 

I ! I I 

I 
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schreiben. J>ie BalkPnkmft läßt sich jedoch 
st.ets als Resultierende der Horizontalkraft H 
lind einer Vcrtikalkraft V l'rmitteln, m'lch 
letztere der Qnerkraft des zugphörigen Bal-

a kPllS AB entspricht. Die Einflußlinip diesl'!' 
Vertikalkraft stimmt also mit dpr Qller
kraft-Einflllßlinie des Balkpns AB überein 
(Abb. 36üc). Für das BipgUltgHlllO!llpnt übt 
ebenfalls die Kraft H eir1l'n Einfluß aWi. 
Solang" die Last rechts von k liegt, halJl'1l 
wir untpJ' BPI'iickRichtigung des lillkpll Bo'gl'n-

b teiles 

c woooi u und v die Komdinaten der betrach
teten BogenstPlle bedeuten. Die Einflußlinie 
für Bk ist also darzustellen als OiffpJ'('nzfläche 
df'r Einflllßflächen von A u und derjenigen 

d von H . v. Wir brauchen dpmgemäß dil' Ein-

I I I I 

ul~I'-le 
---", I 

JL: : "'~:-/j Ir 

flußlinie von H. Solange eine La8t rechts 
von G ijegt (P3)' wird H zweckmäßig aus der 
Betrachtung des linkenBogenteileti berechnet, 
indem man die Sumnw der MomC'lIte der auf 
diesen Teil wirkenden K-räfte für den GPlenk
punkt aufste IIt: 

I 
A---:r-H·!=O, 

Y~I4u- A .[ 
}f 'D 

'-'" y UK I 
~bb. 365. Einflußlillien beim Dl'eigclenk· die Gleichung stellt die -J--j -fache Einflußlinie 
bog('n Init gleich hohen ('r{'lenkJagt·rn. -

für A, also eine Gerade dar mit der Ordi-
1· I 4 d 1· I - d M' ,. d' 1"1" h 'It d 'T"I natc ~. f unt('r - 0 er n In er lttl'. von Jescr ac e gl nur er .LeI 

rechts von G. Liegt die Last dagegpn links VOll G, so ergibt die Betrachtung des 
rechten Bogen teiles 

und liefert eine für den linken Teil gültige EinflIlßlinil', die symmetrisch zu der 
oben erwähnten Linic li!'gt. Die Einflußfläche für H ist demgemäß bestimmt 

dureh das in Abb. 36iid gezeichnete Dreieck mit der Höhe 1· 41 f' - Um die 

Einflußlinie. für Bk aufzuzeichnen, ist die H . v-Linip von der A . u-Linie abzu
ziehen: für erstNe ist unter A die Größte 1 . u [m] und für letztPl'e unter dem 

Gelenk dm Wprt 1 '1~' 1) [111] aufzutragpn. Diese Differenzflächp gilt nur, so-
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lange die Last rechts von G Hegt. Liegt sie links vom Gelenk, so tritt an die 
Stelle der A . u·Linie die B· (l - "u).Linie und wir gewinnen als ganze Einfluß· 
linie für Bk die in Abb. 365e dargestellte. - Da man bei der Konstruktion des 
Biegungsrnomentes für verscHiedene Stellen k immer andere Werte u und v be
nötigt, ist es vielfach zweckmäßig, den der Einflußlinie zugrunde liegenden Aus
druck in der Form zu schreiben: 

Bk = t' . (A- -; -- H) 
und lediglich die Einflußlinic des Klammeraus
drucks aufzuzeichnen (Abb. 36M). Dann ist für 

die vcrschiedenen Punkte von der A . -; -Linie H 

immer die gleiche Einflußlinie für Habzuziehen, 
allerdings muß man aber nachträglich jene Ein
flußlinie mit der entsprechenden Ordinate v 
multiplizieren. -

a 

Weniger einfach gestaltet sich die Ermitt
lung der Einflußlinien für einen Dreigelenkbogen 
mit verschieden hohen Lagern, weil jetzt die 
lotrechten Lagerreaktionen A und B von H ab
hängig sind (Abb.366). Wir stellen zunächst 
die Einflußlinien für die Lagcrreaktionen A, B 
ulld H auf und gehen dabei aus von einer 
Laststellung rechts vom Gelenk G. Die Mo
mentengleichung um B liefert 

I 
I 
I 
I 

b 

A·l+H·e-P·x=O; 

weiter die Summe der Momente aller Kräfte 
links von G 

I 
A·:r-H·j=O. 

Aus beiden Gleichungen I'rgibt sich 

und 

H=A.1 
"2./ 

A·l-l-~·e-P.x=O . Z'I 

:c Z 1 A = p-. ----

L---

.1 
I 
I 
I 
I I 

d 

e 

i 

g 

I Zf+e' 

Mit Einführung dcr Abkürzung 

_l_=K 
~) 
K(f+~ 

2 f ..L e 

Nhaltcn wir K 
A =T' 2fx· P, 

H==K·x·P. 

Abb. 366. Dreigelenkbogen mit ver' 
schieden hoben Lagern. 

Diese Einflußlinien (mit P = ,,1 ") gelten nur für dip Laststellung rechts von G; 
sie sind in Abb. 366 bund c aufgetragen; sie haben unter dem Scheitelgelenk 

(x= +) die Ordinaten K f bzw. K· +. 
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:Für eint' Laststellung links von G können wir durch pinp ent~precllPndp Über
Ip)!ung die Einflußlinien für Bund H der linken Seite angebpn: 

P·x'+H·e-B·l=O. 

H . (e + f) - Bi c= o. . .) 

H=~.
:!(j + "I . 

B·l P . x' + ---' e - B . 1 -~ 11 
2(/ + c) 

p·x' 2(f+e) 
B=--·---

I 2/+e' 

B = K· :,:' . 2 (f + e) . P. 
I 

Andererseits ist: 

H = K . ~ . 2 (f + e)· _I P = K· x' P 
I 2(f + e) 

Die durch diese Gleichungen dargestellten Ge
raden sind mit P = ,,1" die Einflußlinien für 
Bund H bei Lasten auf der linken Trägerhälfte 
(Abb. 366d und e). Es fehlt noch die Einfluß-

d linie von A für die linke Seite und von B für die 
rechte Seite. Man findet den fehlenden Teil alll 
einfachstpn, indem man davon ausgeht, daß 

A +B= P, 
Ahb. 367. Eiuflußlinie uesBiegellloments also 

b('im Dreigelenkbogen der Abb. 366. A= P -B. 

r~ i. 1., I' , , 'I '&" 
_--- L~ 

b 

c 

d 

Der linke Teil der Einflußlinie für A wird 
demgemäß gefunden, indem man von einet' 
Geraden P = ,,1" die B-Einflußlinic abzipht 
(Abb. 366f); die entstchplllk Di{fpl'pnzflächl' 
hat untpr A di" Ordinate .,1" llnt.(·1' (; die 
Ordinatp: 

1 . 
1-K·(f +e)= 1- --' (f + e) = _..1 __ 2/+[ '2/-,-, 

=l·K·j: 

Jas ist dieselbe Ordinatp wie diejenige· d", 
rechtpn Teils der Einflußlinip von A unkr a; 
pntsprechend ist der rechte Tpil df'1' Einfluß
liilip von B best.immt durch: 

B=P-A. 

Die beid(·n Einflußlinien von A und B sind in 
den Abb. 366g und h dargestellt. - Wenn die 

e beiden Lagerpunkte gleich hoch lipgen, win\ 

e = 0, demnach K = :f-, und die Ausdrücke für 
Abb. 368. l!~iIlflußlillien für ('in Sprengwerk. -

A, B, H gehen iu die früher angegebenpn über. 
Für das Biegungsmoment an eim'!' beliebigen Stellt· k hat man nun (Abb. 3(7), 

,,"('nn die Last rechts von k liE'gt, 
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Bk=A·u -H·t" 

und wenn die Last linkH liegt 

Bk = B . (l - u) - H . (v + e). 

Da, das Biegungsmoment für eine Stelle unmittelbar links von k und eine solch(· 
unmittelbar rechts von k gleich groß sein muß, müssen auch die in den beiden 
Abbildungen 367b und c angegebene Ordinaten Yk gleiche Längen besitzen. Man 
wird demgemäß die Einflußlinie am einIachsten finden, indem man diejenige 
nach Abb. 367b zeichnet und den Endpunkt von Yk mit dem Nullpunkt unter A 
verbindet (Abb. 367d) . 

• \hnlich wie der Dreigelenkbogen ist das in Abb. 368 dargestellte Sprengwerk 
zu behandeln (vgl. Abb. 323). Die Lagerreaktionen sind die gleichen wie beim 
Balken auf zwei Stützen, also sind auch ihre Einflußlinien dieselben. Die Mo
mcntengleichung zur Ermittlung von H ergibt sich aus dem durch da8 Gelenk 
gelegten Schnitt: 

A·l.-H·f=O. 
~ 

E~ wird für die Einheitskraft : 

H=~~=l·~ . ...!..-
'2. t I ~ . t . 

Das ist der gleiche Ausdruck wie beim Dreigelenkbogen. Für eine Schnitt-
8telle k zwischen den beiden Pfosten i~t das Biegungsmoment 

Bk = A . k -- H . t. 

Die Einflußlinie ist abo durch einen Linienzug nach Abb. 368d dargestellt. 
Zur Ermittlung des Biegungsmomentes für eine Schnittstelle r' denken wir 

un8 die unter der Schnittstelle getroffene Stabkraft S in eine lotrechte lind eine 
waagrechte Komponente zerlegt. Letztere i~t gleich H und wir haben: 

Br = A . r - H . 8 = A . r - H . r . tg ~ , 

dit' Einflußlinie ist in Abb. 36810' angegeben -. 
Aus dem seitherigen Rahmen fallen etwas heraus die Einflllßlinien für einen 

Balken, auf dem ein Kran bewegt wird (Abb. 369, vgl. Abb. 219). Die Lager
reaktionen sind zunächst wie seither zn bestimmen: 

Die Einflußlinien der Lagerreaktionen 
sind diejenigen eines Balkens mit über
stehendem Ende (Abb. 369b und c). -
Für die Ermittlung der Querkräfte und 
der Biegungsmomente haben wir di{' 
von dem Kran unmittelbar auf den 
Balken übertragenen Kräfte C und D zu 
berücksichtigen: die Zwischenkraft C 
wirkt vom Kran auf den Balken nach 
oben und die von D nach unten: 

C=P'~ 
a ' 

, I --=rCl b 
,~:"""",., 1',1 I I \ '.+ i; r !: i','; I I I 

" : : ~ I' I "I CA :" : 
. ~ , 
-=~lIlllli I m:nnnnnn0 c 

~J~ 
Ahb. :J69a bis ('. TJagerkräftf' eines Krnntl'ägers. 

Wir legen drei Stellungen des Krans zugrunde. Einmal liege die Schnittstelle k 
rechts von D (Abb. 369f), dann zwischen C und D (Abb. 369i) und schließlich 
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links von C (Abb. 369m). Der Einfachheit halber und mit Rüuksicht auf die 
zeichneri,clH' Darstellung seien di(' Längen l, a, bund K mit Zahl('U\wrten ('in-
geHetzt: 1=- 12,0 m., a = 3,0 m, b = 2,0171, Ä, _~c 5,0 n!. 

-i} 4' *' "::'2,o-:rr~~O!!.::::Jb-2,D-:----Z-s.o; 

Dann Rind die EinzelsteIlungen ge
kennzeichnet durch: 

erste Stellung: ° <; x·e; 2 

j j I I 

: 1. (Jrenzsfellting : I p I zweite Stellung: 2 < ~. -< 5 

e IX I I -

" ~-.x=5,O --.. -~-a=J,~b."z,o~Z"'2,fl-l" 
: 2. (Jrenzsfellung :: 

dritte- Stellung. ,-) <: x -< Um 

:l<z<2m. 

A 

I .___.-fr I 
..---'-- / J I 

/ 1. Stellung I : 

7>z>5 

8 

g 

h 

li I IIII ll.1 i -11111 10 
ERk ~~7i , 

k 

'------
~m 

In der ersten Stellung (Abb. 369f) 
folgt aus Betrachtung des Balkenteils 
rechts von k für die Querkraft : 

Q/c=- B = - }'1---;' _ = P 121;2 __ 
Die Einflußlinie mit P = ,,1" ist eine 
Gerade, die auf der Länge z = 7 rn bis 
z = 5,0 m gilt, oder alw x = 0 bis 
x = 2,Om. Für 

z = 7,0 m wird 

und für 
7 

z= b,Om, Qk= -1'12 (Abb.369g). 

}'ür die zweite Lage (Abb. 369i) ist die 
Querkraft Q k gegeben durch 

Q" = _p. (y.2) + p . ('-: b , 

12 - z ) Ö = -p .. - 12 +}. -I' 

Diese Gerade gilt von z = 5,0 'U/ bis 
z= 2,Om;mitP= ,,1" wird für z = 5,0 

7 5 1a 
Qk=-TI+-jj= +l'T~ 

und für z = 2,0 m iHt 
k 

m Q = _2.fi + -"-= +1'~) (Abb.369k). 
k 12 3 12 

1lut=-! ~ n 
t l r ' 

1 I '.cl1111Eill 
lflm Wnpl 0 
12 lJV 

Abb. 369,[ bis o. Ermittlung der Querkraft- und 
Biegemoment~Einflußlinien für einen Krantrilger. 

In der dritten Stellung haben wir: 

Qk = _p .1-; Z + p. a~J> __ p. ~ 

mit P = ,,1" also 
(J~ - z -, .») 

Qk =, 1 \--lT + -i - -~ 

Diese Gerade gilt auf die Länge z = Obis z == -2,0 rn. Dip heiden maßgehendpn 
Ordinaten der Einflußlinie sind gegebm: 
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für ~ = 0 (Abb. 369n). 

Wenn wir für die dritte Lage die linke Seite betrachten, haben wir 

Qk= +A= p·T; 
das ist als Einflußlinie dieselbe Gerade, die oben festgestellt war für 

Z= 0: und z= 2,Om: 

Die Einflußlinie für die Querkraft _ der Stelle k hat also im ganzen die in 
Abb. 369p angegebene Gestalt. Sie fängt erst an mit x = 0, also z = 7,0 m. Der 
erste Zweig hat unter A den Wert O. 

Für das Biegungsmoment ergibt sich folgendes Bild; In der ersten Stellung: 

B k = B' (l-k) 
l-z 12- z = p. -I (l - k) = P 0 12 (12 - 5); 

mit P = ,,1" wird für die Grenzlagen 
5 35 

z= 7,Om: B k = 1· I2 ·7m= l o 12 m, 

z = 5,Om: 
7 49 

Bk = 1 0 12 .7 m = I' T:! rn- (Abb.369h). 

In 'der zweiten Stellung: 

Bk~ B· k' -D· (k' -z -b), ~P ._" k . I 
. I 

to----z-7,I1---;---.jB I 
, ~z-.s;u----o< I 
: ~ I-Z-z,o-l I 

l-z , P a+b J..l. __ =P·-_ok - 0 __ '(", -z-b) __ 
1 a ' A' 

12- z 5 = P'-r:r-' 7 -pos' (7 -z -2); 

mit P = ,,1" entsteht für die GrenZlagen : 

z = 5,Om: B k = 1 0 (49 - 0-\ = 10~m 

I 
I 
I 
I 

I --------~ : ~ p 
i~ : 
I , 

12 J 12' 

2 0 Bk = 1 . (~ -- 5) = 1 0 ~ m z= , m: - U U ' 

z=O: B k = 10(~ _1(0)= _1 016 m 
12 12 12 

(Abb. 3691). 

Für die dritte Stellung ist schließlich: 

I , , 

Abb. 369p und q. Endgültige Querkrätte unu 
BIegemomente des KrantrAgers. 

Bk = -4 . k = po.!. . k - 1 .~ . 5 
~ I - 12 ' 

das ist für die Einflußlinie an der Stelle 

10 z=2,Om: B k =1' 12 m, 

z = 0: Bk = 0 (Abbo 3690). 

Die ganze Einflußlinie für das Biegungsmoment ist in Abb.369q dargestellt. 
Der erste Zweig geht unter A durch Null. 

q 



286 Das ebene Fachwerk und Gemischtsystem. 

Als weiteres Beispiel möge ein Auslegerkran betrachtet werden mit beweg. 
licher Belastung auf dem Auslegerbalken (Abb. 370). Es soll ermittelt werden 
die Einflußlinie für das Biegungsmoment der Kransäule an der Anschlußstelle C. 
Die Konstruktion sei dadurch bestimmt gemacht, daß allp Stäbe gelenkig an· 
gpschlossen sind, d. h. daß die Stäbp J', ®, @ in Fein gemeinsa,mes Gelenk 
haben, ferner der Stab G) sich in E gegen den Balken drehen kann, der Stab ® 
in D gegen die Kransäule und schließlich der Balken und der Stab ® in Punkt C 

sowohl gegeneinander wie auch 
gegen die Kransäule. 

b 

l 
I 

I I I 
i--.x __ a--l 

8 

Das Biegungsmoment für die 
Schnittstelle C an der Kransäule 
ist gegebpn durch 

B c = B 'p. 

Aus der Momentengleichung für 
die Kransäule um den Punkt A 
(Abb. 370d) ist: 

-B'k +H· (q +r) -82 ,h'(q+ r) 

r---r--l~ : -83 ,/t· r = 0, 
I 
f 
I 

d 

e 

.,. "'" 
I B -S",' r- (S.,. - H). (q+ T) 

k 

Aus der Betrachtung des Balkens 
(Abb. 370b) finden wir: 

I-x 
8 1 ,v = p. -1-' 

I-x 
8 I ,1! = SI,V' cotglX = P '-t-cotglX, 

8 s"v P I-x 
1 = sin IX = . I. sin IX ' 

I-x 
H = 8 1 , h = P . Z·- cotg IX , 

Abb. 370, Einflußlinie bei einem Auslegerkran, V =p·.:':.. I . 

Die Betrachtung des Kraftdreiecks (Abb. 370c) liefert: 

8 = 8 '. sin'P = v 8 
3 1 sin(tp+'P) l' 

wobei !l und v unbenannte, durch die Konstruktion bestimmte Zahlen sind. 

cosß 1- x cosy 1- ,e 
82,h = 8 2 • cos ß = fl . sm", . p. - c ' 8 3 ,h = 8 3 , cosy = v' sin" . p 'i- . 

Mit Einsetzung dieser Werte in den Ausdruck für B prhaltpn wir: 

cosy (COS ß ) - v -,-- r - IL -.-- - cotg IX . (q + T) 
B- p.(l-x) sm IX sm IX - . -J:-' . k .----.---

_ p. (1- x) - vr·cosl' -(IL .coSß-COSIX) .(q+ r) 
- . ( .- -"--'--ksin;;" .... .-- , 

B= p.(l:---~., I JI. , 
oder: 

"'~obei A. eine unbenaullw Zahl ist, uestiulInt durch Jie Ge::;talt ue:c; Kl'antrii.gerb. 
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Es ergibt sich damit für das Biegungsmoment an der Stelle 0 der Kransäule 

P(l- xl 
Ba = B . p = A I p. 

Der Ausdruck stellt eine gerade Linie dar: Die Ordinate der Einflußlinie für 
x = 0, also an der Stelle E, wird Ba = ,,1" . A . p [m] und für x = l, das ist an 
der Stelle 0, Ba = O. 

Die Einflußlinie für das Biegungsmoment an der Stelle 0 der Kransäule i~t 
demgemäß gegeben durch eine Gerade, die sich über den Auslegerbalken erstreckt 

.!ll 

" 

I 

I 
I 
I , , 
r--_ 

__ __ -i'->OC-...... i' ...... 
r 1 ......... , 
I 1 ............ 

1 :: .... , .... 

: :: -' ....... 
i~! ----...!...-- tn' .......... , 

tl~21II!!IIIIIII~;I'" ' 

i-rn 

" 

Abb. 371. Einflußlinion für Stabkräfte bei einem Fachwerkträger. 

mit der Höhe 0 am linken Ende und 1 . A . p [m] bei E (Abb. 370e), also in der 
Gestalt mit derjenigen von SI. v (Lagerreaktion des Balkens 0 E) übereinstimmt. -

Zum Schluß der Betrachtungen über die Einflußlinien seien noch einige Be
merkungen über solche bei Fltchwerksträgern angefügt. Nach den seitherigen 
Ausführungen genügt es, wenn ein Beispiel betrachtet wird (Abb. 371). Zur Er
mittlung der Einflußlinien für die Stabkräfte 0, D, U legen wir das RITTER-Ver
fahren zugrunde. 

Für den Obergurtstab 0 ergibt die Momentengleichung um Punkt k bei recht8 
von der Stelle k liegender Last: 

-0 . r + A . k = ü, 
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also 
k 

0= A' r (Druck) 

bzw. für 

p = 1" wir..] 0 = 1 .~ . ~ 
"U Ir" 

Für die Lage von P links der Stelle k betrachten wir den rechts k liegenden Fach. 
werksteil 

+ 0 . r - B . (1 - k) = 0, 

0= B. 1- k = l.l~_;;;. l-lc 
r I r 

Die beiden Ausdrücke für die Einflußlinien stellen zwei Geraden dar, die sich 

unter dem Punkt k schneiden. Die EinfIußlinie hat unter A die Größp ~:' und 
r 

unter B die Ordinate i= k. 
r 

Die Stabkraft U finden wir entsprechend. Die Momcllbmgleichung für den 
Punkt miautet, Holange die Last rechts vom Schnitt liegt, 

-[}·h+A·m=U, 

für die Einheitskraft P = ,,1" wird also 

[} = A .1- = 1· 1-T (Zug). 

Für die links liegende Last betr~chten wir den Teil rechts 'vom Schnitt: 

- U . h + B . (l - m) c= 0, 

I-m 1- r l-m 
U = B· -h- = + 1 'T"--' - h . 

Die beiden Ausdrücke stellen wiederum zwei Geraden vor, die Rieh unter dem 
Momentenpunkt m schneiden. 

Da nun die Brücke derart angeordnet ist, daß die Lasten nur in den Knoten. 
punkten (hier unten lü'gende Fahrbahn) übertragen werden könnpn, gilt jeder 
Zweig nur bis zu dem link" oder rechts vom Schnitt liegenden Anschlußpunkt 
und dazwü;chen ist eine Gerade,zu ziehen (eine Last z",isch'en dpn beiden benach. 
barten Anschlußpunkten verteilt sich auf diese nach dem Hebelge«etz; die in den 
Anschlußpunkten übertragenen Teilkräfte stimmpn also mit den Lagerreak. 
tionen k, k' überein, infolgedessen ist die EinfIußlinie dazwischen eine Gerade). 

Für die Einflußlinie von D ",ird die Momentengleichung für den Schnitt. 
punkt n der heiden Gurtstäbe aufgestellt; bei Last rechts vom Schnitt werden die 
Kräfte links betrachtpt: 

+D· d + A . c= (), 

D = -p. ~.!'. (I)ruck)' I d' , 

bei Last links wird entsprechend der rechte Teil zugrumh' gelegt: 

l-x l+r, 
D = p. -T '([- (Zug). 

Jede Gerade der EinfluIDinie (mit P = ,,1") gilt wieder bis zu. dcm benach. 
barten Knotenpunkt (Querträgeranschlüssen) und dazwiRchen ist eitw Gerade 
zu ziehen. 
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Bei einem Parallelträger (Abb. 372) läßt uns die Momentengleichung im Stich. 
Man benützt dann zur Ermittlung der Strebenkraft, wie bei früheren Anwen
dungen schon gezeigt, die Querkraft. Solange eine LaRt reehts vom Schnitt liegt, 
ist die Querkraft durch 

Q=A=P'~' 

gegeben. Der Balkenteil links liefert die Gleichung 

A -J)'CORC\=O 

A .r 1 
D= c;:;;;;= p. T'~' 

~rEm 
I ' I 

' I t --- - - 1 : I I ------l 
~--~--- ~ 

I' I : I coi«~ L--------
Abb.37:2. Fitchwerktrii.ger mit Paralle!gurtcn. 

Entsprechendes gilt. für den rechten Teil bei Belastung links vom Schnitt: 

D= -B. _1_ = _ p.l-x _~. 
cos/x l C(H3(X 

Die beiden Teile der Binflußlinie ~timUlen also bis auf den Faktor _1_ mit 
C081X 

denjenigen für A und Büben'in. Zwischen den Pllnkt('n kund k' ist wieder eine 
lieue (':<erade zu legen. -

Was hier bei den Fachwerken gesagt ist übel' den Verlauf der Einflußlinien 
im betreffenden ];'elde selbst, würde natürlich aueh für Balken gelten, wenn die 
Last nieht unmittelbar am Balken angreift, sondern dureh Vermittlung von 
Zwixchenkonstruktionen (Querträgern) nur in einzelnen PunkteIl übertragt'lI 
wird; dann würde jeder Zwcig nur gelten bis zum benachbarten Anschlußpnnkt 
lif1k~ oder rechts vom Schnitt und dazwischen wäre pine Gerade zu ziehen. 

1ft Schlink. Statik. 4. 11. !j, Au 11. 
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XVI. Sätze Übl'l'· Kräftepaare und statische l\lo-mentl'. 

Im zweitcn Teil wurden räumlich<' Kräfte betrachtet; die durch einen Punkt 
hindurchgehen. EH st.ellte sich heraus, daß sie im allgemeinen zn l'iner Resul
tien'mkn zUAAlllmengefaßt werdt·n könnpn. dip dpl" Größe und Richtung na.ch 
durch dip Formeln bestiml1lt i~t; 

~Yi 
l"OSßH=~' 

Im Gleichgewicht~faIle· mußten die Summ('n d('r KompOl](,llten in drei Rich
tungpn y('rscnwill!lpn. Es sollen nun bdiebige Kräfte im Raum behandelt werden. 
'Vi, g"h(')1 dabpi in ähnlicher Weis(· VOI" \\ie bei der Zusammem,<,tzung zerstreuter 
Kräfte in d<'1" Ebenp und betrachten zunächst wiec!<'r Sätz<, iib('r Kräftepaare 
und statische MOIIH'utc. 

82. Kräftepaare in parallelen Ebenen. Vom Kräftepaar haben wir kennell
gplt'mt, daß ('''' in seiner t'igencn Ebene willkürlich ver8choben wcrdpn kann, 
ohne daß sich. seine Wirkung auf d<'n Körper ändert. Wir geh('n nun einen Schritt. 
wpiter ul1d betracht.en Kräft<,pa.are in parallelen Eb('nen. Es gilt der Satz, 

Ein K"äjtepaar kann ,ticht nur in seiner eigenen, sondern auch in jede und in 
jede,· parallelen Ebene willkürlich ohne .,l"nderung de,· Wirkung verschoben werden. 

~Ulll Beweis wird zunächst gezeigt, daß ein Kräftepaar ,..enkrccht zu seiner 
Ebene ohne Wil'kungsänderung verschoben werden kann. In Abb.373 ist in 
axolJometrisf'her Da,r~tellung das gegebene Krä.ftcpaar ausgezogen gezeichnet, 

/' in einer parallelen Ebene ist nochmals 
.r 8 ",,:,!. ein gleichel! Kräftepaar gestrichelt an-

~_<','\ .?P gegeben. Um daR räumliche Bild klar 
zp ., I, _.>.>t-.'"-':". _"';~l----- hervortreten zu lassen, sind noch ent-

...::.:......------:\1I.I~::~*\~ sprechende Verbindungslinien ('inge-
·.lL ~/ tragen. Nun werden in den Mittel-
p -e-- punkten der entstandenen seitlichen 

_~bh. ;;;3. \-"I'.C'bkbullgeillcs Kräftepanresin dn.' Parallelogramme zwei weitere Kräfte 
PRl"!'IJe\p Ebene. d 

hinzugefügt von gleicher Größe, un 
zwa,. glt'ich 2 P, in entgegengesetzter Richtung. Diese beiden Kräfte heben 
~ich auf, also da~ ausgezogene Kräftepaar und diese beiden Kräfte zusammen
g(.nommen üben die gleiche Wirkung aus wie das aURgezogene Kräftepaar 
allein. Die beidenangekreuzten Kräfte P und 2 P fassen wir nUll zu einer 
Resultierenden zusammen. Die Resultierende zweier Kräfte einer Ebene muß in 
d('r gleichen Ebene liegen, also auch diejenige zweier paralleler Kräfte; nach dem 
Hebelgesetz muß diese Resultiel"llnde die Größe P haben, von 2 P nach der an
ueren Seite genau so wt'it entfernt sein wie P, und muß die Richtung der Kraft 
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2 P, als der größeren der beiden Kräfte, aufweisen; d. h. die angekreuzte, ge
Rtrichelte Kraft P ist die Resultierende der beidpn angekreuzten Kräfte P und 
2 P. Andererseits ist die angekreiste gestrichelte Kraft P die Resultierende a.u~ 
der angekreisten ausgezogenen Kraft P und der angekreisten Kraft 2 p, Es 
können demnach das gegebene Kräftepaar und die zwei Kräfte 2 P !'rsetzt werd!'n 
dureh das gestrichelte Kräftepaar. Da aber die beiden Kräfte 2 P Rich aufheben, 
ist die Wirkung des gestrichelten Kräftepaares die gleiche wie dip des aU8gt'zo
geneIl. Dieses neue Kräftepaar kann nun nach früherem in seiner eigenen Ebene 
willkürlich verschoben werden, ebenso wie auch das ursprüngliche, so daß in der 
Tat ein Kräftepaar nicht nur in seiner eigenen, sondern auch in jede parallele 
Ebene willkürlich verschoben werden darf, (Diese Aussage widerspricht schein
ba.r unserem Empfinden. aber es hängt damit zusammen, daß wir fast immer 
an einen Körper mit Masse denken, der sich bewegt,) 

Damit ist schon sehr viel gewonnen, denn die früher für Kräftepaal't, in der 
gleichen Ebene angegelx'nf'n Sätze geltf'n nun auch noch für ~olche in parallelen 
Ebenen; all"o: 

Beliebige Krältepaan .111 ' , , J1 j , , , JI n in parallelen Eben~1t kiiltnen el'setzt 
werden durch ein einziges re8'"ltierendes Krä/tepaar, das it~ irgendeinl'/' parallelen 
Ebene liegt und dessen ~}Ioment M~ gegebpn ist du/'eh die algebmischp Sum.me deI' 
_Vomente der einzelnen Kräjtepaal'e: 

DIr = ,l,'Mj , 

Krä/tepaare ,in pamllelen Ebenen stehen im. Gleichgewicht, 'Üben also auf' einen 
Körper keine Wirkung aw.s, wenn die algebraisrb,e S'l/mme ihrer _lJo'li/.ente "er
schwindet: 

IM.=u, 
83. Kräftepaare in beliebiger Ebene. Geometrische Behandlung. :::!chwieriger 

gestaltet sich die Zusammensetzung von Kräftepaaren, di(' im Raum' zerstreut. 
",ind, also nicht mehr in parallelen Ebenen liegen. Wir kommen bei diesl·r Aufgabt· 
am besten vorwärts, 'wenn wir eine andere Darstellungsweise de~ Kräftepaaref) 
verwenden. Ein Krä.ftepaar im Raum ist gegeben, wenn :;;eim' Ebene, :<ein(' 
Momentengröße und sein Drehsinn bekannt ist. Wie können ,,,ir diese dn·j An
gaben am einfachsten festlegen 1 Die Lage einer Ebene kann Illan ja dadw'dl an· 
geben, daß man die Richtungswiukel ihrer Normalen gegenüber den drei Ko· 
ordinatenae~scn festlegt. Auf die~er Normalen können 
wir unter Verwendung eines Momentenmaßstabs die 
Größe des Kräftepaaros angeben, indem wir einführen 
1 cm ~ m kgm. Es fehlt dann noch die Angabe deli 
Drehsinns. Diesen wollen wir dadurch keImzeichnen, 
daß wir die Normale mit einem Richtungspfeil versehen, 
und zwar so, daß er der Bewegungsrichtung einer rechts· 
gängigen Schraube entspricht, die diese unter dem Ein
fluß der ausgeübten Drehwirkung annimmt. Die Be- Abb. 374, v~~~omenten. 
wegungsrichtung einer rechtsgängigen Schrauben hängt 
ja eindeutig vom Drehsinn ab. Wenn beispielsweise auf eine in Holz eingelasllene 
rechtsgängige SeIu-aube von oben eine Drehung im Uhrzeigersinn au~geübt \\ird, 
so geht sie tiefer ins Holz; wird eine umgekehrte Drehung au~~eübt, so !ölSt sie 
sich aUl:; dem Holz. Diesel' Gedankt' wird auf da!! Kl'äftepaar übertragen, Ver 
Drehsinn des in Abb. 374 axonometl'isch gezeichneten Kräftepaares erscheint im 
Uhrzeigersinn, wenn wir die Ebene von oben betrachten; ahl'r im umgekehrten 
Sinn, wenn wir si(' von unten ansehen. AIRo l"int' Aussage: "Drehung im Uhr-
7.eigel'l!inn" ",in' für ein Kräft.!'paar im Raum nicht eindeutig, wenn ni('ht hiJl&u-
19* 
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gefügt würde, von welcher Seite aus man die Ebene ansieht. Aber mit Einführung 
des Gedankens der Schraube wird eine eindeutige Aus Rage möglich, denn die 
rechtsgängige Schraube dreht sich eben unter dem Einfluß des angegebenen 
Kräftepaares nach unten. Dabei ist von keiner Bedeutung, ob man die Drehung 
von unten oder von oben betrachtet. Der Richtungspfeil muß nun im Sinne der 
Bewegungsrichtung der rechtsgängigen Schraube eingezeichnet werden, das 
wäre also hier nach unten. Man kann demgemäß das betrachtete Kräftepaar 
darstellen durch eine auf der Normalen abgetragene Strecke, die der Größe des 
Kräftepaares entspricht., mit einem Richtungspfeil nach unten, also durch eine 
nach unten gerichtete Strecke. Von welchem Punkt der Normalen aus die Strecke 
&bgetr&gen wird, ist gleichgültig, da ja das Kräftepaar in jede parallele Ebene 
gelegt werden kann. Man nennt diese gerichtete Streeke den "Vektor des Kräfte
paares" oder auch "Momentenvektor" ; er kann in seiner eigem·n $irkungslinie 
beliebig verschoben werden. 

Früher haben wir ja schon .kennengelernt, daß die Kraft auch ein Vektor ist; 
sie war durch eine gerichtete Strecke dargestellt. Wir sind demnach durch diese 
neue Darstellung des Kräftepaares auf einen uns bekannten Begriff zurück
gekommen. Wir wollen zunächst feststellen, ob die beiden Vektoren in jeder 
Hinsicht gleiohartig sind. Wir haben gesehen, daß eine Kraft in ihrer eigenen 
Wirkungslinie verschoben werden darf; d&sselbe stellten wir eben für den Mo
mentenvektor fest, also in dieser Hinsicht verhalten sich die heiden Vektorpn 
gleichartig. Aber in dnderer Beziehung verhalten sie sich wesentlich verschieden. 
Eine Kr&ft darf nicht par&llpl zu sich selbst verschoben werden, bzw. wenn wir 
sie aus irgendeinem Grunde verschieben wollten, mußten wir zu der verschobeneJl 

Ei 

Kraft noch ein Kräftepaar hinzufügen, um dieselbe 
Wirkung zu erhalten. Ein Kräftepaar dagegen 
dürfen wir in seiner eigenen und jeder parallelen 
Ebene willkürlich verschieben, also auch seinen 
Vektor. Der Kraftvektor ist demgemäß an seine 
Wirkungslinie gebunden (linienflüchtiger Vektor), 
während der Momentenvektor parallel zu sich 
selbst verschoben werden darf (freier Vektor). E~ 
ist hiernach einfacher, mit Momentenvektoren zu 
arbeiten als mit KraftvektorClI. Alles das, was wir 
früher mit Kräften durchgeführt haben, die durch 
den gleichen Punkt gehen, können wir nun auch mit 
zerstreuten Momentenvektoren machen, da sie ja 
alle nach einem Punkt vprschoben werden können. 

Durch diese Ausführungen ist die Zusammen
Retzung von Kräft,epaarpn grundsätzlich erledigt. 
Nehmen wir zunächst zwei Kräftepaare1 in ver

Abb.375. Zusammensetzung schiedenen Ebenen an, Abb. 375; die beiden Ebe-
zweie,' Kräftepaare. nen mögen senkrecht zur Zeiehnungsebene liege!1. 

Ihre Spuren sind durch die Geraden Ei und E2 dar
gestellt. Von oben gesehen, möge sich daR in der Ebene E l liegende Kräftp
paar im Uhrzeigersinn drehen, dagegen M2 entgegengesetzt. Im ersten Falle 
wird eine rechtsgängige Schraube nach unten bewegt, im zweiten nach obpl1. 
Die Momentenvektoren weisen dementsprechend die angegebenpn RichtungH
pfeile auf. Ihre Größen sind durch die Momentengrößen bestimmt, nachdem f'in 
Momentenmaßstab gewählt ist. Diese beiden Vektorf'n können wir nun beliebig 
verschieben. Wir verschieben sie nach irgendeinem Punkt und behandeln Hie 

1 Die Momentenvektoren sind mit doppelten Pfeilen bezeiehnet. 



Analytische Behandlung von Kräftepaaren im Raum. 293 

wie zwei Kräfte, die durch diesen Punkt hindurchgehen. Der resultierende Vek
tor wird demgemäß mit dem Vektorparallelogramm gefunden. Das resultierende 
Kräftepaar selbst liegt in irgendeiner Ebene senkrecht zu M" hat die Größe, 
die duroh die Länge desVektors unter Berücksichtigung des Momentellmaßstabs 
dargestellt ist, und der Drehsinn ist der Uhrzeigersinn, wenn man im Sinnedee 
Pfeils gegen die Ebene sieht. 

Natürlich hätte man auch genau so wie früher bei zwei Kräftfm statt des 
Vektorparallelogramms ein Vektordreieck zeichnen können. Es wird gewonnen 
durch Aneinanderfügung der Vektoren MI und M 2 unter Berücksichtigung ihrer 
Pfeile (Abb. 375); der resultierende Vektor ist gegeben durch die Schlußlinie 02, 
seine Richtung verläuft vom Anfangspunkt 0 nach dem Endpunkt 2, oder anders 
ausgedrückt: der Richtungspfeil des resultierenden Vektors verläuft dem durch 
die gegebenen Vektoren NI und M 2 festgelegten Umfahrungssinn des "Momenten
ecks" entgegengesetzt. 

Nun sind wir früher von zwei Kräften unter entsprechender Verwendung 
dieses Kraftecks zu Kräften im Raume übergegangen, die durch einen Punkt 
gehen. Wir fanden dort, daß die Resultierende gegeben ist durch die Schluß
linie des aus den Kräften gezeichneten räumlichen Kraftecks. Entsprechendes 
gilt hier: wenn wir beliebige Kräftepaare im Raume haben, so können wir diese 
durch ihre Vektoren ersetzen und sie alle nach einem Punkt verschoben denken; 
dann setzen wir sie genau so zusammen wie die Kräfte; also: 

Beliebige Kräjtepaare im Raume kann man zu einem -resultierenden Kräftepaar 
vereinen, indem man durch Aneinanderjügung ihrer Momentenvektoren das Mo
menteneck konstruiert und die Schlußlinie einträgt; ihre Länge gibt die Größe des 
resultierenden Momentenvektors an, seine Richtung ist dem durch die gegebenen 
Vektoren festgelegten Urritahrungssinn entgegengesetzt. 

Dieses resultierende Kräftepaar selbst liegt dann in einer beliebigen Ebene 
senkrecht zum Vektor H., und sein Drehsinn ist durch den Richtungspfeil des 
resultierenden Vektors im Sinne der rechtsgängigen Schraube bestimmt. 

Natürlich kann auch der Fall vorkommen,. daß Kräftepaare im Raum im 
Gleichgewicht stehen, d. h., daß die auf einen Körper wirkenden Kräftepaare 
keine Bewegung des Körpers hervorrufen. Es ist dieses offenbar dann der 
Fall, wenn das zugehörige Momenteneck geschlossen ist. Wir haben also das 
Ergebnis: 

Kräjtepaare im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn das ans ihren Momenten
vektoren gebildete Vektoreck (Momenteneck) geschlossen ist. 

84. Analytische Behandlung von Kräftepaaren im Raum. Durch die vorher
gehenden Ausfw..rungen ist die Zusammensetzung von Kräftepaaren im Raum 
in ihrer geometrischen Behandlung erledigt. Nun wollen wir zur analytischen 
Behandlung übergehen. Wie sind wir bei den Kräften im Raum an 'gleichem 
Punkt 'Vorgegangen? Wir haben an die Spitze der Ausführnngen die Anfgaben 
gestellt: 

1. Drei Komponenten X, Y, Z zu einer Resultierenden zusammenzusetzen und 
2. eine Kraft P in drei Komponenten zu zerlegen. 
Entsprechendes machen wir jetzt bei den Kräftepaaren. 
1. Gegeben: drei Kräftepaare M m, Mv, M z ; gesucht: das resultierende Kräfte

paar, d.h. die Größe und Richtung des Vektors M r • Seine Richtung sei bezeichnet 
durch die Winkel a., br , cr • 

Die Kräftepaare sollen in den Koordinatenebenen liegen, ihre Vektoren fallen 
entsprechend in die KObrdinatenachsen (Abb.376). M" ist ein Vektor in der 
x-Richtung und stellt ein Kräftepaar in der y, z-Ebene dar usw. Wir setzen die 
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Vektoren genau so ZUtiammen wie früher die Kräftp X, r, Z und haben nach den 
Formeln (11) und (12): 

V-----
~lfr= Mi+Mt+M~, 

eo~ar = ~': cosb = !.. pOHe r ~= .JIz • 
r MT 

(37) 

Das J"('sultierclldp Kräftepaar liegt natürlich in irgelJ(lf'iner Ebene senkrecht. 
zum Vektor 11fr . 

2. Gegeben: PÜl Kräftepaar mit dem Moment 11f, dessen Vektor dureh die 
Winkel a, b, C festgelegt ist; ge8ucht: die Teilkräftepaare in den Koordinaten-

,,+ ebenen oder, anders ausgedrückt, ihre Vek-
I toren in der X-, y-, z-Richtung. 
I ~ pi.e Lösung i.st sofort gegeben, da eH sieh 

11. 
//fM----~~ ledIglich um dIe Umkehrung dPr vorig<'ll 

/ z /' Aufgabe handelt: 
~ r---· ~__ ///; 

;-;; 1 ~-,- I Mr==M.eosa'l 
" N;.,' M M b y =, 1 . cos , PS) 
I :--....; J ' : ,.,9'-·--____ M z ===1W·coöc. 

/ - --.:,./ Y Haben ",ir nun n Kräftepaare im Raulll(' 
~. ~~ verteilt und sollen sie zu~ammensetzen, HO 

Abb. 376 Zusammensetzung dreier 
Krättepaare . 

kann dieses dadurch geschehen, daß IIIan die 
Vektoren bildet und sie dann weiter gellau so 
behandelt wie Kräfte, die durch pinen Punkt 

gehen. Bei letzteren hatten wir nach den Formeln (14) und (15): 

R = ~-X;)2 + (IY i)2 -+ (IZ i )2,. 

'\' y. 
cospn= ..... R • ; 

'\' Z· 
COSYR= -R ' , 

wobei IX i , I Y i , ~'Zi die Summen dpr Komponenten der Kräfte in den Ko
ordinatenrichtungen bedeuten. Ganz Entsprechendes gilt auch hier bei Kräfk
paaren. An die Stelle der Kraftvektoren Pi treten nun die Momentenvektofen Mi 
und an die Stelle der Komponenten von Pi die Komponentpn der Vektoren 
von 21f i' Wir haben also nun 

gegeben: n Kräftepaare Mi' deren Lagen im Raum bestimmt sind durch die 
Winkel ai , bi , Ci; 

ge8ucht: das resultierende Kräftepaar M und die Winkel ar , br , c,., die dessen 
Vektor mit den Koordinatenrichtungen einschließt. 

Die Lösung ist dargestellt durch die Formeln: 

wobei 

Mr = V(I xM ;)2 + (~yMi)2-+ (I zM;)2, 

"osa = ~~ •. 
1...,. r M,.' eosb = I.M,. 

,. Mr ' 

~i = Mi· cosai , 

yM; = Mi' cos bi , 

.Mi = Mi' COS Ci' 

(39) 

Die gefundenen Ausdrücke für Rund M r bzw. die zugehörigen Winkel geben die 
nötigen Größen der Vektoren Rund M. in algebraischer Darstellung an. Sie 
Hin<! nach früheren Ausführungen beHtimmt nach Größe und Richtung dureh 
die Sehlußlinien des entsprechenden Vektorecks oder, anders ausgedrückt: durch 
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die geometrische Summe der einzelnen Vektol't'n.; nach Einführung der gl·bränch. 
liehen Vektorf'nbf'zeiehnungf'n kann man diesp aueh ~ch]'('ib<,n: 

R- = ~ Pi bzw. MT = ~ Mi' 

Diese Ausdrücke geben also in geometrischer Dar~t('llung dashdbe an wie die 
obigcn Formeln für Rund M, in algebrai~ch('r Darstellung. Fiil' Zahll·nl't'ch· 
nung<,n ist man auf di<, algebraische HaJ'stellung ang<,\\ieselJ. 

J\iIit dl'r für JI, gewonnen<'n )1'ormel erledigt ~ich sofort die )1'ragc nach dem 
Gleichgewicht von Kräftepaaren im Raume. Offenbar ist dil'scr Zustand vor· 
handen, wcnn 21fT verschwindl,t: das ist aber der Fall, wenn die dr<,i Summen 
unter dem Wurzelzl'ichen Null werden. So ergibt sich der Satz: 

Krältepaare im Raum stehen im Gleich,gewicht, wenn die S~irn1nen ihrer Vektoren· 
komponenten in drei Richtungen verschwinden, oder wenn die 8nm'rn~n der Teil· 
kräftepaaTP in den drei Koordinatenebenen ~'ersfhU'intlell: 

(40) 

Di<,St'r Satz läßt sich auch etwas andN'H gestalkn. Die Zerkgullg pi!H's Kräftl·· 
paares im Raum in dito drei Kräftepaare der Koorctillatenebpnl>n kann man aueh 
dadurch gewinnen, daß man das Kräft.E'paar auf die drd KoordinatE'nebE'nen 
projiziert. Den gleichen Gl:'dankengang kann man natürlich auch für ('in Systt'lll 
von Kräftepaar<'I1 verwenden, und dann stellt .!' .Mi die Summe der Momente 
aller Kräftepaare dar, dip durch dip Proj"ktion der räumlichen Kräftppaare auf 
die x, y.Ebene cntstehpn. Entsprechendl's gilt für die ~ xMi und ~ v1~i' Diese 
<hei Summen müs;;en aber, wenn der Körper untcr dem Einfluß von Kräft<'paal'en 
iIl). Raum im Ruhezustand bleiben ~oll, verschwinden; das würdp bedeuten, daß 
jedei<mal die Summe der Momente der auf die Koordinatenebcnen projizierkn 
Kl'ii.ftepaarp Null' werden muß. Wenn dieH der Fall ist, dann stehen abN dil' 
jew<,i!igen Projektionen in der betreff<,uden Koordinatl'nl'bt'np im Glpiehgl'wip.ht., 
da Kräftepaare in der gleichen Ebtmp 
dann im Gleichgewicht steben, wenn dip 
Summe ihrer Momente vcrlSchwindl't. 
Wir haben also damit das Ergebnis: 

Krältepaare im Raum stehen im Gleich.· 
gewicht, wenn ihre Projektionen auf drei 
Ebenen für sich im Gleichgewicht stehen. 

86. Statisches 110ment im Rallm für 
PUllkt und Achse. Das statisehp MOllIPUt. 
piner Kraft für einpn Punkt im Raum 
ist genau 1'0 wie in der Ebtme definiert 
duroh das Produkt Kraft. mal Hebelarm. 
Das Moment liegt in der dbrch die Kraft. P 

(p) 

und den MOllentenpunkt 0 bestimmtl'n /' 
Ebene. Dureh die Verbindungslinien VOll ~' 
o nach den Endpunkten von P (AblJ. 377) 
ist ein Dreieck bestimmt, deRsen Inhalt 
(P . r/2) den halben Wert des Moml'nts 
darstellt. Dasselbe Moment crhalten wir 

Abh. :t77. :t.;erlegung eill('s l'üumlicben ~Iontelltes 
{ÜI' einen Punkt iu drei TeilllLOllwntl'. 

durch ein Kräftepa.a.r, dessen eine Kraft mit der oben eingeführten Kraft P ZlI

flammenfällt, während die dazu gehörige paralleil' Gl'gl'nkraft durch 0 hindurch· 
geht. Dieses Kräftepaar kann aber nach obigen Ausfühl'Ungm in dn'i Teilkräftl'. 
paare in den Koordinatenebenen, Ursprung 0, zerlegt werdell, die durch dip Pro· 
jPktion('!l des räumlichen Kräftepam'ps geg<,ben sind. Da llUll Ix'i der Projektion 
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jenes Kräftepaares auf die x, y-Ebene die Projektion der einen Kraft wieder 
durch 0 hindurchgeht (Abb. 377), ist das Moment dieses projizierten Kräftepaares 
gleich dem Moment der projizierten Kraft pi für den Punkt o. Entsprechendes 
gilt für die beiden anderen Koordinatenebenen. Daraus geht hervor, daß ein 
Moment für einen beliebigen Punkt 0 im Raume sich in drei Teilmomente in den 
durch 0 laufenden Koordinatenebenen zerlegen läßt, die ihrerseits jeweils bestimmt 
sind durch das Moment der auf die einzelne Ebene projizierten Kraft für den 
Punkt 0 als Momentenpunkt. 

Natürlich gilt dies auch für ein System von beliebigen Kräften im Raum: 
Ihr Gesamtrnmnent für einen beliebigen Punkt 0 kann man in drei Teilmomente 
zerlegen, die Jeweils dadurch gegeben sind, daß man das· ganze Kräftesystem auf die 

E 

A 

I 
i 
I 

I 
A 

betreffende durch 0 gelegte Ebene projiziert und 
in dieser Ebene das Moment der projizierten 
Kräfte für den Punkt 0 aufstellt. 

Im Raume gibt es auch Momente für eine 
Achse. Um darüber ins klare zu kommen, be
denk"e man folgendes: Auf einen Körper, der 
drehbar um eine Achsc AA gelagert ist, wirke 
eine Kraft P (Abb. 378). Wir ziehen durch den 
Punkt C eine Parallele zur Achse A A . Da
durch ist eine Ebene parallel zu AA festgelegt. 
In dieser Ebene zerlegen wir die Kraft P in 
eine Komponente pI' in Richtung der eben 
erwähnten Parallelen zur Achse AA und eine 

Abb.378. Das Moment einer Kraft für andere senkrecht zu ihr, Pi. Erstere Kom-
eine Achse. ponente sucht den Körper in Richtung der 

Achse zu verschieben und übt keine Dreh
wirkung aus, letztere dagegen will den Körper um die Achse drehen. Als Mo
ment der Kraft P für die Achse A A bezeichnen wir das Produkt aus dieser 
Komponenten pi und dem kürzesten Abstand der beiden aufeinander senk
recht stehenden Geraden AA und Pi. Nun stimmt aber diese Komponente pi 
überein mit der Projektion der Kraft P auf eine Ebene E senkrecht zur Achse A A , 
und die Entfernung dieser projizierten Kraft P' vom Punkt 0, in dem sich die 
Achse AA selbst projiziert, ist genau so groß wie die erwähnte kürzeste Entfer
nung; also stellt das Moment der projizierten Kraft P' für den Punkt 0 das Mo
ment der Kraft P für die Achse AA dar, pi. r. Fassen wir etwa die Achse AA 
als z-Achse auf, so ist die senkrechte Ebene die x, y-Ebene, dann ist das Moment 
für die z-Achse gleich dem Moment der auf die x, y-Ebene projizierten Kraft P' 
für den Ursprung. Das Moment für diez-Achse möge mit M. bezeichnet werden; 
sein Vektor fällt natürlich in die z-Achse hinein. Allgemein kann man also sagen: 
Das Moment einer Kraft im Raum für eine beliebige Achse kann dadurch be.
stimmt werden, daß man die Kraft auf eine Ebene senkrecht zur Achse projiziert 
und in dieser Ebene das Moment der projizierten Kraft aufstellt für den Punkt, 
in dem sich die Achse selbst projiziert. Das gilt natürlich nicht nur für eine 
einzelne Kraft, sondern auch für ein Kräftesystem : 

Um das Moment von Kräften, die auf einen Körper wirken, für irgendeine 
Achse (etwa die Drehachse des Körpers) zu erhalten, projiziert man die ganzen 
Kräfte auf eine zur betreffenden Achse senkrecht 8tehende Ebene und bildet das 
Moment ihrer Projektionen für den Punkt, in dem die Achse die Ebene durch-
8chneidet. 

Man kommt auf diese Weise von der räumlichen Aufgabe zu einer Aufgabe 
der Ebene. Wenn man also beispielsweise das Moment von räumlichen Kräften 
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für die z-Achse haben will, wird man die Kräfte auf die x, y-Ebene projizieren 
und das Moment dieser Projektionen für den Ursprung des Koordinatensystems 
aufstellen. 

Nun haben wir aber oben kennengelernt, daß man (Abb. 377) das Moment 
einer Kraft P im Raum für einen Punkt 0 in drei Teilmomente zerlegen kann. 
Das Teilmoment in einer Projektionsebene ist aber nach den eben gemachten 
Ausführungen nichts anderes als das Moment der räumlichen Kraft für die zur 
Projektionsebene senkrechte Achse, d. h. das Moment der auf die x, y-Ebene 
projizierten Kraft P', wie sie in Abb.377 dargestellt ist, ist das Moment der 
räumlichen Kraft für die z-Achse, vorhin M. genannt. Man kann demgemiiß das 
Moment einer Kraft P für einen beliebigen Punkt 0 im Raume in drei Teilmomente 
in den durch 0 laufenden Koordinatenebenen zerlegen, die ihrerseits gegeben sind 
durch das Moment der räumlichen ,Kraft für die 
zur betreffenden Ebene senkrecht stehende Achse, 
d. h. durch M", M II , M •. 

K 

Es läßt sich dieses Ergebnis auch etwas an
ders auffassen. Das Moment einer Kraft P im 
Raum für einen beliebigen Punkt 0 liegt natur
gemä.ß in der durch P und 0 bestimmten Ebene. 
Es hat die Größe: P mal Abstand r der Kraft P 
von O. Genau so groß ist aber auch das Moment 
für eine Achse AA, die durch 0 senkrecht zur 
Ebene P-O gelegt ist, da der für das Moment 
in Frage kommende Abstand der Kraft P von 
dieser Achse durch die kürzeste Entfernung ~~:'1~:~eEJ~~~1 e~~~1 ~~~~~~n\~~ 
dieser beiden aufeinander senkrecht stehenden 
Geraden gegeben ist. Man kann also jederzeit das Moment einer Kraft P für 
einen Punkt 0 ersetzen durch das Moment derselben Kraft P für eine durch 0 
senkrecht zur Momentenebene gehende Achse. Gerade so groß ist aber auch das 
Moment einer anderen Kraft K (Abb. 379) im Raum, deren Projektion auf die 
Ebene P-O durch P dargestellt ist. Da nun das Moment der Kraft P für 0 
durch drei Teilmomente ersetzt werden kann, gilt dies auch für das Moment 
von K bezüglich einer Achse und man hat das neue Ergebnis: 

Das J.lfoment einer beliebigen räumlichen Kraft für eine Achse AA kann ersetzt 
werden durch drei Teilmomente in den Koordinatenebenen, die ihrerseits gegeben 
sind durch die Momente der räumlichen Kraft für die X-, y-, z-Achsen, deren Ur
sprung 0 auf-der Achse A A liegt. 

Die verschiedenen Sätze hätten natürlich auch unmittelbar mit Hilfe der 
Momentenvektoren aufgestellt werden können. -

Ähnlich wie bei der Zusammensetzung von Kräften in der Ebene benötigen 
wir auch jetzt bei der Zusammensetzung von Kräften im. Raum die Sätze über 
das statische Moment und das Kräftepaar. Dabei ist noch zu bemerken, daß 
naturgemäß der Satz vom statischen Moment der Krä.fte für den Raum mit 
derselben Berechtigung gilt wie für die Ebene. Nach den oben gemachten Aus
führungen über den Zusammenhang zwischen Moment für einen Punkt und 
Moment für eine Achse, kann er sowohl auf einen Momentenpunkt als auch auf 
eine Mementenachse bezogen werden: 

Die Summe der statischen Momente V01/, beliebigen Kräften im Raum für einen 
Punkt bzw. eine Achse ist gleich dem Moment ihrer ResuUierenden für denselben 
Punkt bzw. dieselbe Achse. 

Bezüglich der Aufstellung von Momenten für Achsen sei ausdrücklich darauf 
hingewiesen, daß das Moment wohl mitt-els der angegebenen Projektion auf-
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gest.ellt werden kann, uaß dies aber nicht immer der einfachst.e Weg ist. .Man 
kann es auch andcrs bilden, nur muß man stets berücksichtigen, daß maßgl'benu 
für das Moment einer Kraft bezüglich einer Achsp nur die Komponentp d('1' 
Kraft ist, die senkrecht zur Achse verläuft. Hat man beispiclsweise (Abb. 380) 
eine Kraft P senkrecht zu einer Ebene gegeben, in der die Achse liegt, und ist 
die Entfernung des DurchstoBpunktes der Kraft von der Achse mit a bezeichnpt, 
so ist das Moment unmittelbar durch P I}lal a gegeben, was sich natürlich mit 
dem Gedanken dcs angegebenen Projektiollsverfahrens deckt. Bei allgemeiIwl' 
Lagl' von Kraft und .~chs(' (Abb. 381) kann lllan das Moment dadurch finden, 

I~________ I~<nüechl Zi/f' 

c!~·~J5f) 
~./ 

~ 
Abu. ~t80. ,:;oudcrfall für das räwlIlicLe 

Moment einer Kraft. 
AbL. :381. Er1uittlung des Momentes ein('J' 

j{ raft für eine Af'hf1('. 

daß man durch dip Achse A A pine bl'!ipbigl' Ebene E J(·gt und die lüaft P ill 
dem Durchdringungspunkt C von P mit E in zwei Komponenten zerlegt, l'ine 
senkrecht zur Ebene (P') und eine in der Ebene (PU). Die in der Ebene E lie
gende Komponente pU schneidet die Aehs(' A A, hat also kein Moment, dagpgplJ 
hat P' das MonlPnt P' . e, so daß das MOJnPut der Kraft P selbst für die Achse A A 

gf'geben ist durch P' . e. Dabei ist e der Abstand 
des Durchdringllngspunktes C von der Achse A A. 

Der hier verwende,te Gedanke zur Aufstellung 
eines MonH'nte~, die Kraft in zweckmäßige ·Kom
ponenten Zil zl'rlegen, führt vielfach zu einer ein
faclwn·n Aufstellung des Moment~ als die schema-

A~_ tische- Verwendung der Projektion der Kraft auf 
PÜW Ebene ~enkrecht zlIr Aehse. 

In Abb. 382 ist durch P eine beliebige Ebene 
gelegt, die dip Achsc A-A im Punkt],f schneidet. 

Abb.:l~~. J;;rmittlungdes:'lomclltrs In der so gewOlln('JH'n Ebene OM Eist P in zwei 
einer Kraft durch entsprcchmde Komponentl'n K' lind KU zerlegt, ('rstere in einer 

KraftkompOTH'UÜ'U. Eb{'np parallel zur ~~ehse, letztf're senkrecht zu}' 

Achse. KU hat dann kein Moment für A --A. Dip Kraft K' wird wdtprhin in 
zwei Komponenten zerlegt, "ine parallel zu A -A llnd eine senkrecht dazu, von 
denen nur die letztere ('inen Momentenbetrag ergibt. Also ist das Moment von P 
für die Achs<' A -A gegpben durch p'. e. 

xvn. Zusammensetzung beliebiger Kräfte im Raum_ 
86. Die möglichen Fälle bei (Ier Zusammensetzung. Es seif'J] n illl Raull}(' 

zerstreute Kräfte Pi gegeben: 
nach Größe durch PI' .. Pi ... 1'", 
nach Richtung durch iX1ßIYI ... iXißiYi ... ''!.nßnY", 
nach Lage etwa durch die Koordinaten Xi' Yi' Zi (·ines bdiebig<'n Punktl's 

auf jeder Kraft Pi oder in anderer Weise. 
Gesucht: Ihre Zusammensetzung. 
Lösung. Der zum Ziele führende Gedankengang ist der glpiche wie in der 

Ebene. Man verschiebt jede Kraft Pi nach einern ganz belipbigen Punkt 0, dureh 
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den wir aueh das Koordinatenkreuz legen wollen (Abb. 383). Diese Verschie
bung dürfen wir nur vornehmel1, wenn zu jedpr verschobenen Kraft noch ein 
Kräftepaar hinzugefügt wird, das in der durch P, und 0 gegebenen Ebene liegt 
und dessen Moment gegeben ist durch das Mompnt der ursprünglichen Kraft Pi 
für den Punkt 0, also: 

.1Jf,. = Pi' rio 

Da die Kräfte Pi im Raume verteilt ~ind, werden auch die verschiedenen, durch 
Pi und 0 bestimmten, Mbmentenebenen nicht in derselben Ebene liegen, ·viel
mehr büsehelförmig um 0 herum angeordnet sein. Wir bekommen also n Kräfte
paare in verschiedenen Ebenen. Nach der Verschiebung der Kräfte Pi nach 0 
liegen demgemäß n Kräfte durch den willkürlichen Punkt 0 vor und außerdem 
n Kräftepaare Mi im Raume. Die n an dem Punkt 0 allgreifpnd.en Kräfte können 
nach früherem zu einer Resultit'rcnden vPrl'inigt werdeu, dpren Größe und Rich. 
tung dureh die Formeln (14) und (15) bestimmt sind. Ebenso lassen sieh dip n 
Kräftepaare im Raume zu einem resultip- .z 
renden Kräftepaar vereinigen, dessen LagP 
und Moment durch dip Formeln (39) gegeben 
sind. Was bedeuten aber nun die einzelnen 
Größen? ,.Mi> yMi , ,Mi sind die Komponen. 
ten des Kräftppaares mit dem Moment Mi' 
wobei dieses M, gegeben ist durch das sta· 
tische Moment Pi' r, der Kraft Pi für den 
Punkt O. Dieses Moment kann aber nach den .,/ 
Ausführungen auf S. 295 zerlegt werden in .l2 
drei Teilkräftepaare in den Koordinaten- !.~~:~onz:li;~~~iK"r~:~~R:~~~: 
ebenen, die bestimmt sind durch die Momente 
der räumliohen Kraft Pi für die x-, y-, z-Achse; demnach sind ~i' vMi' ,Mi die 
Momente der Kraft Pi für die Koordinatenachsen, und es bedeuten dann weitt,!' 
.I ~,: die Summe der Momente aller räumlichen Kräfte für die x-Achse,.2' "M,: 
das Moment aller Kräfte für die y-Achse, und entsprechend stellt I ,Mi das 
Moment für die z-Achse dar. Damit gewinnen diese Summen eine klare Bedeu
tung. Die durch dieiie Momentensummen dargestellten Kräftepaare können zu 
einem resultierenden Kräftepaar mit dem Moment M r zusammengesetzt werden. 

Man kann de1l13J,O,ch beliebige Kräfte im Raum ersetzen durch eine durch einen 
beliebigen Punkt 0 gehende ResultiereruJ:e R, deren Größe und Richtung bestimmt 
sind dnrrh 

"z· 
COK'YR 0.= -R-'. (Ha) 

1tnd ein resultierendes Kräftepaar M" dessen ~Wornent, Lage und Drehsinn durch 
die Formeln gegeben sind: 

M r = V (,Z ",Mj ) 2 + (.2' wM;)2 + (~ zM;)2 , 

cos a == ""M.i b ,I"Mi nO',"Cr = ~M·_Mi -. 'r M' COS, = -M-'-'-, " 
r r ... r 

(41 b) 

Dabei bedeuten IX;, ~ Y i , IZ i die Summen aller Kräfte in der x., y-, z
Richtung und I ~i' I "Mi' I ,Mi stellen die Summen der Momente aller 
Kräfte für die x-, y-, z-Achse da.r. Die Winkel ~R,ßR,'YRsind diejenigen, die die 
Resultierende mit den Koordina.tenachsen einschließt, während ar , br , Cr die ent
spreohenden Winlrel des resultierenden Momentenvektors darstellen. 
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Da Ii und M r Vektoreh sind, kann man natürlich das gewonnene Ergebnis 
auch vektoriell anschreiben in der Form: 

Ii = .I Pi' M r = .I 21fi • 

Ausdrücklich sei nochmals darauf hingewiesen, daß der Punkt 0 gam .. will
kürlich gewählt ist; die Achsen x, y, z, für die die Momente aufgestellt werden, 
gehen durch den Pu.nkt 0, da ja die statischen Momente der Kräfte Pi für diesen 
Punkt aufgestellt und diese dann in ~i' ~Mi' .Mi zerlegt wurden. Diese mög
liche willkürliche Annahme des PunkteR 0 bedeutet keine Vieldeutigkeit bei der 
Zusammensetzung der Kräfte: bei anderer Lage von 0 ändern sich auch die 
Momente Mi' also nimmt auch M r einen anderen Wert an, und dies neue M r und 

<t 

~~~~~ 
~~~~ 

f 

die Resultierende R durch den neuen Punkt 
üben zusammen die gleiche Wirkung aus, 
wie R durch den alten Punkt 0 und das 
alte M r . 

Im allgemeinen läßt sich also ein Kräfte
~ystem im Raum ersetzen durch eine Resul
tierende und ein Kräftepaar. Diese Kraft 

M' braucht natürlich nicht in der Ebene de~ 
Kräftepaares zu liegen; wenn aber dies aus
nahmsweise der Fall ist, dann können diese 
heiden Einflüsse (Kraft und Kräftepaar ) 
noch weiter zusammengesetzt werden zu 
einer Kraft, die durch eine Parallelver
schiebung der ursprünglichen Kraft dar
gestellt ist. 

In Abb. 384 ist das allgemeine ErgebAbb. 384. Ergebnis der Krä!tezusammcll' 
"etzung im Raum und Umwandlung desselben, 

nis der Zusammensetzung von Kräften im 
Raum dargestellt durch eine Resultierende R durch den Punkt 0 und einen 
resultierenden Momentenvektor M" der.parallel zu sich selbst verschoben werden 
kann. Eine Verschiebung der Kraft R ist nur möglich, wenn ein neues Moment 
hinzugefügt. wird, z. B. bei der Verschiebung nach N das Moment R . a = M'. 

Der zugehörige Momentenvektor verläuft senkrecht 
zur Ebene R, N. Er ist in N aufgetragen und dort 
mit Mr zu einem neuen Vektor M* zusammenge
faßt. Das Kräftesystem ist also jetzt ersetzt durch 
die Resultierende R* und den resultierenden Mo
mentenvektor M*. Je nach Wahl dt>s Punktes N 
wird Größe und Richtung von M' verschieden sein 
und damit auch diejenige von M*. Durch ge-

Abb.985. Ersatz eines Kräfte- eignete Wahl von N läßt es' sich erreichen, daß der 
systems durch ein Kraftkreuz. Momentenvektor M* parallel zu R verläuft oder 

kurz gesagt, daß (weil M* zu sich selbst verschoben 
werden darf) M* mit R* zusammenfällt. Das Kräftepaar liegt dann in einer 
Ebene senkrecht zur Resultierenden und das räumliche Kräftesystem ist dem
gemäß ersetzt durch eine Resultierende und ein in einer senkrecht dazu liegen
den Ebene wirkendes Moment. Diese Darstellung nennt man eine Krajtschraube. 

Den Einfluß von Kraft und Kräftepaar im Raum kann man auch etwas 
anders darstellen. In Abb. 385 ist die Resultierende R durch den Punkt 0 ge
zeichnet und das Kräftcpaar M r durch die beiden Kräfte K dargestellt. Das 
Kräftepaar ist in eine parallele Ebene so verschoben worden, daß die eine Kraft K 
die Resultierende R schneidet; dann kann sie mit R zu einer neuen Resultierenden 



Die möglichen Fälle hei der Zusammensetzung. ~Ol 

R' vereinigt werden. Es bleiben so übrig die andere Kraft K lind dip R .. :<ul. 
tierende .R'; diese beiden Kräfte liegen windschief zueinander. Man IH'llllt nUll 

die Gemeinschaft von zwei solchen windschiefen Kräften ein Kraftkrru,z. Dieses 
Kraftkreuz hat also die gleiche Wirkung wie R und das Kräft<>paar 11/, Zll~alllllH'n. 
Dabei beachte man folgendes: Das Kräftepaar 2lfr ,= K . k kann in jeder parallelPn 
EbelRl in der verschiedensten Weise durch ein andere~ ersetzt werden, e~ muß nur 
stets das Produkt von Kraft und Entfernung der beiden Kräftl' deR Kräftepaal'l'l" 
gleich K k bleiben. Je nach der Darstellung des Kräftepaares M r wird dann aber 
auch R' anders werden, weil ja R' die Resultierend(' von R und der einen Kra,ft 
dell Kräftepaares ist. Dementsprechend ändert sich auch das Kraftkreuz, da ~i('h 
die Größen Kund R und ihre Richtungen ändern w('frlPn. Es ist also ein besti/l!111· 
tes räumliches Kräftesystem auf unendlich viele "Weise durch ein Km ftkreu2 e/'8~tzbar, 
Alle diese Kraltkreuze sind naturgemäß gleichwertig, d. h. Ilie üben a7tf dfn 'Kör/ler 
die gleiche Wirkung aus. 

Gerade so wie bei Kräften in der Ebene sind auch hier zwpi GruudweJ'te auf· 
getreten, die für die Lösung der Zusammeusetzimg maßgf'fll'lld ~illd: Rund M, 
Je nachdem nun fHese b('iden Größ('n: 

R = V(,~; XJ2 + (.!.. Y;)2 + (,l; Zi)2 

M -- v( " '[)2 . (,. "')2 (,. 1f)" r- ~:riti -t . ...... '11 1U i -,.- _z..L i 

.. on Null verschieden oder gleich Null sind, gibt es v('rschiedene :Fälle Lei cl,'r 
Zusammensetzung der Kräfte. 

1. R =!= 0 und 1''' .. =!= O. Dann liegt der allgellleine Fall vor, der eben behanudt 
wurde. Es ist also das Kräftesystem ersetzbar durch eine pind('utig bestilllmte 
Resultierende R, die durch einen beliebigen Punkt 0 geht, und ein ('ind('utig b('· 
stimmtes resultierendes Kräftepaar M r • BC'id(' Einflüsse können zu t'i1I!'1ll Kraft· 
kreuz vereinigt werden. 

2. R =!= 0, M .. = O. Hierbei verschwiudet das Kräftt'paal', lInu PS kanu dem· 
gemäß das Kräftesystem zurückgeführt werden auf eine einzige Kraft,. dip zu· 
fällig gerade durch den willkürlich g('wählten Punkt 0 g('ht und dureh die FO!'lIldn : 

R = V (,l; Ki )2 + (~YJ2 + (2.' Zi)2 , 

"X· 
COH,xR::::::; -R 1, ~:Zi 

eosYu="R· 

bestImmt ist. - Durch eine einzige Kraft R kann auch dann daR Kräfksy~tem 
ersetzt werden, wenn R im Falle 1 in die Ebpne df!R resultierenden Kräftepaal'!'s 
fällt; dann geht aber diese Kraft nicht durch den Punkt 0 hindnrell. 

3. R = 0, Mt' =!= O. Dann ist das Kräftesystem erR('tzbar ollreh ülll rl'stdtie· 
rendes Kräftl'paar, bestimmt dnrdl die Glpichllng('n: 

M~ = V (,~; x M ;) 2 + (~: v.My -+ (2:' zMJi, 

co"a _ 2,',.A .. J., I .2.'.M, ,2;;,111, 
., r ~ M r-' eOI-; 'Jr =-= ~Mr -, ('o~ er ::::-= --jl;'--

4. R = 0, Mt' = O. Dann tritt für den Kii r'p(' !', auf den das Kräftesvstem 
wirkt, weder Verschiebung noch Verdrehung auf, d. h. es be~teht Gleichge,,·idlt, . 

. Nach früheren Ausführungen iRt R = 0, wenn das zugehörig!' räumlich,· 
Krafteek geschlossen ist, andl'r('rseits JJlr =.0, wenn das zugehörig!' räulllliehe 
Momenteneck geschlossen ist. Wir haben also Gleichgewicht, wenn diese bcid"'ll 
Vektorenecke .geschlossen sind. 

Unter Verwendung der Vektordal'l:<t!'llllng kann man aueh dk vi<,!' FäH(· 
in der W('is(' unterscheidf'n: 
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1. Kralteck w~d .j{omenteneck olfen: Das Kräfte~y"tem i~t t'l'sd;r,bar dmch 
ein Kraftkreuz. 

2. Kralteck offen, ~Womenteneck ge8chlo8l;ien: Di .. Kräfte köluwn durch Pine 
Resultierende ersetzt werd(On. 

3 Kralteck ge8chl088en, Momenteneck offen: J )a~ KräftpHy~tel1l ist auf ein 
re~ultierendeH Kräftepaar zurückführbar. 

4. Kraltecb ge8Chl08Sen, Momenteneck geschlo8sen: Es besteht Gleichgewi(,ht. 
87. Gleichgewichtszuiltantl von Kräften im RaulIl. Mit (kn Gleichgewichts. 

fällen wollen wir uns etwas näher beschäftigel!. Die' Größen Rund M, enthaIt.en 
unter dem Wurzelzeichen je weib die Summe VOll drei Quadraten. Eine wIche' 
Summe verschwindet, wenn die einzelnen quadratischen Glie'deJ' für sieh selbst 
Null werden, demgemäß tritt Glpichge'wicht auf, wenn: 

~Xi=O, ~'Y, n, ~'Zi,-f);1 

~,Mi =-c 0, ~'yMi = 0, ~'zMi ~- 0.1 ( 42) 

Die Bedeutung der einzelnen Summen ist ob('n angegeben: ~. Xi' ~. Y i , ~ Zi' 
stellen die Komponenten aller Kräfte in der X-. y-, z-Riehtung dar, '~"Mi' 
~vMi' ~zMi die Summen der Momente aller Kräfte für dip X-, y-, z-Achse . 
.Man kann nun die ganze Betrachtung auch auf ein sehief",illklige~ Achsenkreuz 
statt auf das rechtwinklige - wir, es hier gPlIlacht wunl,' - bezi,.hen und be
kOnlmt damit den Satz: 

Kräfte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn die Su.mmen ihrer Komponenten 
in drei beliebigen Richtungen verschwinden, und außerdem die Summen der Mo
mente aller Kräfte für drei Achsen Sullsind. Es würdc' also d<-mg{'mäß ein Körper, 
auf den Kräfte wirken, die dieHe ~l'eh~ Bedingungl'n erfüllen, in Ruhe bleiben. 

An Stelle der Aussage, im Gleichgewic~8falJe verschwinden 'dip Summen der 
Komponenten und die Summen d(·1' Moment!' für drei Achsen, kann man auch 
auf Grund früherer Ausführungen sagen: "Im Gleichgewichtsfalle müssen die 
Summen der Komponenten der Kräfte in dr<-i Richtungen Null werden, und 
außmdem muß die Summe der Moment" allpr Kräfk für pinen bl'liebigen Punkt 
verschwinden. " 

Für deu GleichgewichtszustaI1d von ZC']'st]'eukn Kräften im Raum liegen 
also ~echs Bedingungen, d. h. sechs Gl{'iehnngpn vor. Einc Kraft im Raum kann 
demgemäß mit sechs anden·n, deren Wirkungslinien gegeben sind, im allgemeinen 

/~~~=j,( 
:! ~t " .//~_/ ,;i' 

"I /.~/;;. 
'/ ...-

_-\.bb.386. Souderfall d-es GleiC'hgcwkhtf:i ('int'l" Ewft 
mit sechs ander('n. 

ins Gleichgewicht gesetzt bzw. in 
seehs KomporH'nkn zerlegt werden. 
Natürlich kann PS auch vorkommen, 
daß die sechs Unbekannten keine 
l'indeutigl'u lind endlichen Werte 
erhalten, da ja sechs Gleichungen 
mit sechs Unhekanntenllicht immer 
{'indentige Lösungen liefern. Wenn 
z_ B. die sechs Wirkungs linien so 
verteilt sind, daß sich vier in einem 
Punkt sehm·iden und die beiden 

anderen ebenfalls in einem Punkt, und wenn a)lßerdem die Kraft P in der Ebene 
der heiden letzten liegt llnd durch deren Sehnittpunkt geht (Abb. 386), dann 
werden wohl diese heiden letzten Kräfte 5 und 6 eindeutig, dagegen sind die vier 
Kräfte 1 bis 4 vieldeutig, da vier Kräfte im Raum, die an einem Punkt angreifen, 
beliebige Größen im Gleichgewichtsfall annehnwn können. Auf solehe Ausnahme
fäll<' - Sonderlagen der Kräfte - soll erst später eingegangen werden. 
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Gehen wir zllllächßt auf dip ~pchs Gleichgewicht~bedingungen zurück. Wir 
wollen sie in etwas anderer Form ~chreiben: 

.IXi=O, .IYi=O, 
.IYi ·= 0,. .IZ,= 0, 
.IZ,=O, .IX,=O, 

.I.M, = 0; 

.I )lf; = 0; 

.I yM, = O . 
Daß dabei jede Komponentensumme doppelt angeschrieben, ist von keiner Be
deuwng. Was sagen dann die Gleichungen der e~sten Reihe? Man denke sich daR 
gegebene Kräftesystem auf die x, y-Eb('ne projiziert. Dip Komponenten dieser 
projizierten Kräfte Pi sind dann doch X, und Y" und ps wären also .I Xi bzw . 
.I Y, die Summen der Komponenten alkr projizierten Kräfte Pi in der x- bzw. y
Richtung. AndererReits ist 2: .Mi dip Summe dN Momente aller Kräfte fiir die 
z-Achse. Diese kann aber dargl.'stellt wl.'rden _ zt 
durch die Momente der auf die x, y-Ebene 
projizierten Kräfte P~ für den Koordinaten - ' r ------__ 
ur~prung, d. i. einen Punkt in der x, y-Ebene. I' 
Also die drei Gleichungen der crstpn Reihe li, I 
sagen aus, daß die Summen der Komponenten ~.1'lllilil.11111 --L_ 
der Kräfte Pi in zwei Richtungen und die I 
Summe ihrer Momente für einen Punkt der J trI" I 

Ebene verschwinden. Das sind aber die Gll.'ich- I ~ I' --- ---L 
gewichts bedingungen für Kräfte in dl.'r Ebene. ,! i: ' ) 1'1 

Demgemäß drücken die (lrpi Gleichungen dpr r ./'-- '~/ I 

I.'rsten Reihe aus, daß di" auf dil.' x, y-Ebene --- --:><: ~/--: 
projizil.'rten Kräfte Pi im Gleichgewicht stehen. ./ - --! // ~ --::.,~ 

~/ A 
Entsprechmldes Hagen die Gleichungen der ....... ~/~ (pi) 
zweiten Reihe für dip Projl.'ktioncn in de! 
y, z-Ebene aus und die Gleichungen der dritten 

~;J 
, 1/ 

Reihe für die z, .x-Ebene. Wir kommen damit Aub. :18i. Zur Darstellung d~s Uleich· 
ZU dem Ergebnü;: gewichtes durch die KraftIlTlljektionen. 

Kräfte im Raum stehen im Gleichgewicht, 11"~nn ihre Projektionen nuf drei 
Ebenen für sich im Gleichgewicht stehen. 

E~ sei ausdriicklich darauf hingewiespn, daß e~ nicht g!'llügt., wenn die 
Projektionen auf zwei Ebenen ein Gleichgewichtsbild ergeben, sondern es muß 
elieR für drei Ebenen der Fall sein. Zur Erläuterung diesel' Au~sage denke man 
sich ein Kräftepaar aus zwei lotrechtpn Kräften PI' P2 (A'bb. 387), daR in einer 
zur x, z-Ebenc parallelen Ebene lipgt,. Diesps Kräftepaar projiziprt sich auf die 
x, y-Ebene in zwei Punktpn, d. h. in der x, y-Ebene zeigt sich keine Wirkung; 
in der y, z-Ebenp pntstphen zwei Kräftp P'/, P~' in der gleichpn Gpraden von 
gleieher Größe, abN entgegengesetzter Richtung, die sich aufheben. Also die 
Projektionen in der x, y-Ebene und y, z-Ebene stellen Gleichgl.'wichtszll~tände 
dar; trotzdem ist aber kein Gleichgewicht vorhanden, denn ein Körper, auf den 
('in Kräftepaar wirkt, bleibt nicht in Ruhe. Daß tatsächlich kein Gleichgewicht 
bl'steht, zeigt die dritte Projektion auf die x, z-Ebene; diese Projekt,ion ergibt 
nämlich das Kräftepaar selbst. 

Wir können noch eine andere Aussage über den Gleichge'\\ichtszustand an
gelx'n. Für zerstreute Kräfte in der Ebene hatten wir zunächst als Gleichgenichts
bedingungeri gefunden, daß die Summen der Komponenten in zwei Richtungen 
verschwinden müssen und außerdem die Summe der Momente für einen belie
bigen Punkt. Andererseits war aber damals bewiesen worden, daß bei Gleich
gewicht dip Summe der Momente für jeden beliebigen Punkt Null sein muß. Da 
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abl'l" Ilur drei unabhängige Gleichungen be~tand('n, kallll'n \\ir zu delll Erg8bnis, 
daß Gleichgewicht in dcr Eb8ne dann vorliegt, wenIl die SUIlllllen der MOlllentf' 
aller Kräfte für drei Punkte versehwindpn, die aber nieht in püwr Geraden licgen 
durfteIl. Im Raume haben wir nun dreI KOlllponpnt.enbpdingungcn lind drei Mo
mentenbedingungen. Auch hier gilt der Satz, daß im Gleichgewichtsfalle dip 
Summe der Momente allt'r Kräfte für jeden beliebIgen Momentenpunkt verschwin
den muß. Nun haben wir aber gesehen, daß das Momerit piner Kraft für einpn 
Punkt auch in drci Teilmomente zerlegt werden kann, die jeweil~ durch das 
Moment der projizil'rten Kräfte für eine zur Projektionsebene ~enkn'ehte Achse 
gegeben sind. Durch Weiterverfolgung dieses Gedankens erkennt man, daß bei 
Gleichgewicht von Kräften im Raum die Summe ihrer Momente für jede belie
bige Achse verschwinden muß. Nun bestehen abn für dl'n Gleichgewichtszu
"tand, wie wir gesehen haben, nur sechs unabhängigl' GleichgewichtsbedingungeIl. 
Infolgedessen werden auch dü'se beliebig vielen Momentenglcichungen nicht 1111-

abhängig voneinander sein, sondern tatsächlich unabhängig sind nur dpl'('n sechs. 
Wir kommen zu dem Ergebnis: 

Zerstreute Kräfte im Raume stehen im Gle-ichgewicht, wenn die Snmmen ihrer 
.i.lfomente für sechs Achsen verschwirulen, die sich in allgemeiner Lage befinden. 

Die Worte "in allgemeiner Lage" sollen ein Himn'is darauf sein, daß gewiss(' 
Ausnahmelagen vermieden werden müssen. Genau so wie in der Ebpnp die orei 
Momentenpunkte nicht ganz belipbige Lagpn haben durftt'n (nicht auf pinpr 
Geraden !), so sind auch hier Sonderlagen au~zuscheiden. Sie sind aIlprding~ 
nicht so einfach zu kennzeichnen wie in der Ebene; es möge lediglich erwähnt 
wt'l'd(·n, daß die sechs Achscn nicht von einpr und dprselben Geraden getroffc'n 
werden dürfen. Die allgemeine Betrachtung dies{'f Sonderlagen ist von keiJwl' 
praktischen Bedeutung, so daß wir von einer weitercn Erörterung hier absehen 
können. Wie sich die Bprechnung gdbst gestaltet, ist weiter unten an ver~ehi(·
denen Beispielen gezeigt. 

Die Frage liegt nahe, ob man nicht unter alleinige'f Verwl'lldung von Mo
menten der Kräfte für einen Punkt ausreichend8 Gleichgewichtsaussagen machen 
kann. Wenn die Summe der räumlichen Momente für zwei Punkte verschwindet, 
so sichert dies noch kein Gleichgewicht. Denn das sind in Wirklichkeit nur fünf 
unabhängige Gleichungen: ein Moment im Raume für ('inen Punkt kann in drei 
Momente für Achsen zerlegt werden; da aber dip Verbindungslinie der beidpl\ 
Punkt~ eine beiden Punkten gemeinsame Achs8 ist, stellen die bddp1\ Punkte 
tat~äclllich keine sechs unabhängigen Momentenbedingu1\gen dar, som!prn 1\ur 
fünf. Es muß also noch eine sechste Bpdingung hinzukomnlPn. und wir kÖllllPIl 
sagl'n: 

- Kräfte -im Raum stehen im Gle'ichgewicht, wenn ihre ~Uomente für ::wei beliebige 
Pltnkte urul eine Achse t'erschwirulen, die die Verbindungslinie nicht schneidet (in 
lptzterem Fall wünkn ja sechs Momentenachsl'1\ von <Im\ Verbindungsgerad(,ll 
gpsehnittcn). 

Der Fall, daß die Summen der Momente für zwei Punkte v(>l'schwinden. 
kommt auf den hinaus, daß die Summcn der .Momente für sechs Achsf'1l Null 
w('rden, dip von einer Geraden (d. i. hier die Verbindungslinie der beiden Punktp) 
geschnitten werden, und es ist damit bestätigt, daß allgemein s~'ehs Momenten
gh>iehungen zur Sicherung des Gleichgewichts nicht ausreichpn, Wt'nn die sech, 
Momentenachspn von einer Geraden geschnitten wNden. 

88. JUögliche GIeichgewichtsfäIIe bei Kräften. Wir haben festgest('lIt, daß bei 
zer~tr('uten Kräften im Raum sechs Gleichgewichtsbedingunge'n bpstehen, daß 
dpmgemäß dito Möglichkeit vorhanden ist, eine Kraft P mit sechs Kräften in ge
g('bem'n Wirkungslinien im Raulll ins Gll'ichgewicht zu setzl'n, odpI' anders aus-
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gedrückt, Jaß sieben Kräfte im Raum im allgemeinen ins Gleichgewicht gesetzt 
werden können. Bei mehr als sieben Kräften kann selbtitverständlich auch 
Gleichgewicht bestehen, aber die Aufgabe ist vieldeutig, da nach Annahme einer 
dieser Kräfte mehr als sechs Unbekannte vorliegen, denen nur sechs Gleichungen 
gegenüber stehen. Wie ist es nun mit, weniger als sieben Kräften 1 'Vir habpll 
gesehen, daß zwpi Kräfte nur im Gleichge\~icht ste'hen können, wenn sie in die 
gleiche Gerade fallen, drei Kräfte nur dann, wenn sie in derselben Ebene liegen 
und sich in einem Punkte schneiden. Zwei mndschiefe Kräfte können nie einen 
Gleichgewichtszustand bilden, ebensowenig drei Kräfte der: Ebene, die sich nicht 
schneiden, auch nicht drei Kräfte im Raume, einerlei, ob sie durch einen Punkt 
gehen oder nicht. Bei vier Kräften ist nach Annahme einer Kraft ein allgemeiner 
Gleichgemchtszustand nur dann eindeutig möglich, wenn sie, sofern sie im 
Raume liegen, durch einen Punkt gehen und, sofern Hie in einer Ebene liegen, 
nicht durch tinen Punkt laufen. Vier Kräfte im Raum, die nicht durch einen 
Punkt gehen, können ausnahmswei~e aber auch im Gleichgewicht s.tehen. Denn 
wir wissen ja, daß es ganz verschiedenartige, gleichu-ertige Kraftkreuze gibt; drehen 
wir nun in einem von zwei gleichwertigen Kraftkreuzen die Richtungspfeile um 
und lassen diese beiden Kraftkreuze auf einen Körper mrken, so bleibt er im 
Ruhezustand. Natüllich kann auch eine Kraft in der Ebene mit drei und mehr 
Kräften, die J;ich auf ihr schneiden, ins Gleichge\\ieht gesetzt werd(>U; jedoch 
ist die Lösung nicht eindeutig. Dasselbe gilt von fünf und mehr Kräften in d"f 
Ebene, die sich nicht schneiden. Unter gemssen Voraussptzungen können fünf 
lind sechs KY'äfte im Raume im Gleichge\\icht stehen, aber ein allgemeiner Glpich
gewichtszustand ist nicht möglich, da uns ja sechs Gleiehgewichtsbedillgungen 
zur Verfügung stehen und wir bei fünf oder sechs K äften (nach Annahme eiIwr 
Kraft P) weniger als sechs Unbekannte haben. Ein allgemeiner Gleichgewichts
zustand im Raum liegt erst bei sieben Kräften vor, d. h. nach Annahme einer 
Kraft können wir die sechs anderen in gegebenen Wirkung~linien im allgenlPiJwll 
pindeutig berechnen. 

89. Das Verfahren der zugeordneten ebenen Abbillhmg für rällIllIi('he Kräfte 
;m demsl'lben Punkt. Die bisher erwähnten graphischen Verfahrpn zur Lösung 
der Aufgaben über Zusammensetzung und Zerlegung bzw. Gleichge,yichtszu
stand von Kräften im Raum erfor.dern eine räumliche Behandlungswpisp, al~o 
eine Darst.ellung mit den üblichen Projektionstafeln. Es besteht aber auc·h die 
Möglichkeit, solche Aufgaben dadurch zu !ösm, daß man die läUllllichen Kräfte 
ailf eine Ebene abbildet und dann ebene Kräfteprobleme bchanddt, wodurch 
wesentliche Vorteile gewonnen werden können. Für Kräfte an demselbpll Punkt 
kommt das von MAYOR une MISES1 angegebene Verfahren in Frage, für zer
streute Kräfte im Raum das von SAUER2 mitgeteilte der dual(·n Abbildung. 

Das Abbildungf;verfahren für Kräfte an demselben Punkt bpruht damuf, daß 
sowohl die Kräfte im Raum durch einen Punkt als auch zerstreute Kräfte in dpl' 
Ebene die gleiche Anzahl von Gleichgewichtsbedingungen besitzen. Diese TatEaehp 
prmöglicht es, das räumliche Problem auf ein ebenes mit der gleichen Anzahl VOll 
Gleichgewichtsbedingungen zurückzuführen; wir müsst>n dann nur dic dritte KOlll
ponente' des Raumes durch eine Größe ersetzen, die der dritten Glpichgewicht,
bedingung der zerstreuten Kräfte in der Ebene eigentümlich ist, also dureh "in 
:\foment. ~ran kann nun, wie sich leicht zeigen läßt, eine eindeutige Zuordnung der 
drei Komponenten der Rau m1.-ra ft mit den zwei Komponenten und ein"r Momenten
gl <iße in einer Ebene aufstellen. 'Vif bezeichnen die Komponenten einC's Raumvck
tor~ (l'iner im Raum liegenden Kraft) mitX*, y* undZ* (Abb. 388),<!'ic entsprechm-

1 Z. Math. u. Phys. 1917; z. auge\\'. ;l1nth . .'lIed, 1924. 
2 z. ""ge,," . .'Ifath . .'Ikch. 1!.140. 

2(\ Sthlink St?tik. 4. u. 5. Aufl 
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den Groüen in der beliebig zu wählenden Ebl'lJ(' mit X. Y und JI und künlll·n nun 
die umkehrbar eindeutige Zuordnung di{'~er Größen in d{'1' Form auf,tellen: 

z 

r: 

X*= X, 
}"* = r, 

c·Z*=j[, 

worin C l'ine beliebig großt· kOllsta.nte Shl'eke 
darstelltl. Die Komponenten X*, Y* der wir
kenden Raumkraft P stimmen überein mit dt·n 
Komponenten X, Y in der x, y-Ebene bzw. 
Abbildungseben{', oder anders au'gedrüekt, dito 
Projektion P der Rau III kraft auf die x, y-Ebene 
stimmt nach Größe und Richtung übt·rein mit 

!I dpr abgdJildeten Kraft in der x, y-Ebene. Di(· 
noch fphlende dritte- KompOlH'nte Z* ist dar
gpstdlt durch die Reziphung 

c· Z* = .~f, 
All". :s8S. Vel'fahrcn der zugcordlleten 

I·]u·nen AhhihLung. dabei ist ~lf das Moment der abgt·bilclett'n 
Kräft(· X, Y, oder also der Kraft P', in d('r 

x, y-Ebene für d('n willkürlich gewählten Punkt O. Wenn M b('kannt ist, dann 
ist durch die ang('geben(' Bpziphung auch Z* dargestellt, und umgekehrt ist JI 
ausdrückbar, wpn1l Z* gpgeben ist. In der Abbildungspbene muß also die Kraft 
P' eine sokhl' Lagt· haben, daU ihr :\IonH'nt P' . a für den gewählten Bezugs-

I 

~!.;. ' ! 
I I 

punkt O"gleich c • Z* ist. Zur Ermittlung d('r nöti
gen Entf('rnung a, die dip abgebildpte Kraft P' (da' 
ist also dip Projl'ktion der Kraft P auf die Abbil
dungsebelJ(') VOll dpm Bezugspunkt 0 habt,n muß, 
bpdenke man, daß ihr Moment für dieseIl Punkt ge· 
gl'ben ist 'dureh 

Jr = /" . (l = a . V X 2 + r~ 
Y und da ß a..ndpn·r~eits 

111 =Z*·c, 
~() daB also. 

J"'/1 = Z*· c 
odE"r 

~ein muß. C',,-;;j 
WE"nn man also das willkürlieh gewählte c auf P' 

aufträgt, die Endpunkte auf p" herauflokt und mit 
Ahh. :189. ZUIt\ Verfall,"'" .Iel'zu, dieser Strecke hprüber alJ.f die z-Aehse gl'ht, so wird 
geordneten clll'ncn Al,hihlung. dadurch a\l~ der Achse dip Größe a ausgpsehnitkll 

x 

(Abb.389). 
Wenn die Größe und Riehtung von P gl'gebpn ist, so k;tnll mall nach Annahme 

von c mit Hilfe dieser Konstruktion a finden, und das Moment ihrer Projektion 
für den Bezug~pllnkt ist bestimmt durch 

Jl,1o.= J" . a, 

1 Man kann aurh. wie W. PR.~GER gezeigt hat, tür die Zuordnung eine Komponcnten- und 
zwei Mon}('lltl'ndarstcIlungcn vcrwenden und kommt zu ('iner anderen Ahhildung, die für 
rein statische Aufgahen umständlicher wird, a her für kinematische Betraehtungen von 
R .. umfaehwerkPn größere lkd"utnn!! hat. Z. angew. Math. !\J(,l'h,. 1~1:?(j. 
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alw ist die räumliche Kraft P dargestellt durch eine Kraft in der Abbildungs. 
ebene, deren Größe durch die Projektion von P und deren Lage durch die Ent· 
fernung a v.om Bezugspunkt 0 gegeben ist. Ist umgekehrt a bekannt und X, 
Y, al~o auch pi, so kann man aus obiger Gleichung M berechnen und daraus Z*, 
oder auch mit Hilfe obiger Kenstruktion P finden, nachdem c willkürlich cin· 
geführt ist. 

Das zur räumlichen Kcaft zugeordnete ebene Bild besitzt rein physikalisch 
keinen Zusammenhang mit dieser, es dient lediglich dazu, das räumliche Gleich· 
gewichtsproblem mathemati8t:h auf ein ebenes zurückzuführen. In dieser Zuord· 
nung entspricht also jeder Ktaft im Raum bzw. jeder Resultierenden 'Von Raum· 
kräften eine Kraft in der Ebene bzw. eine Resultierende von ebenen Kräften, 
und demgemäß einen Gleichgewichtszustand von Raumkräften an dem gleichen 
Punkt der Gleiehgewicht~zustand der zugeordneten ebenen Kräfte. Handelt es 
sich um eine Reihe von Raumkräften, die zusammen zu behandeln sind, etwa 
um Gleichgewichtsaufgaben, so muß man für alle das gh·iche c annehmen. Es 
soll das Verfahren auf einen Dreibock angewandt werden. 

Die Aufgabe: "Eine bekannte Kraft ist im Raum mit drei Kräften ins Gleich· 
gewicht zu setzen, deren Wirkungslinien bekannt sind und sich auf der Wir. 
kungslinie der bekannten Kraft in einem Punkt schm-iden", ist abo auf das ebene 
Problem zurückzuführen: "Eine Kraft ist mit drei Kräften ins Gleichgewicht zu 
setzen, deren Wirkungslinien in der gleichen Ebene mit der Kraft liegen und nicht 
durch einen Punkt gehen." Jeder bestimmten Kraftgeraden im Raum entspricht 
mit obiger Zuordnung eine bestimmte Wirkungslinie in der Ebene. Parallele 
Raumkräfte (bzw. Raumkraftträger, das sind aber Stäbe) haben in der ebenen 
Abbildung die gleiche Wirkungslinie ; Kräfte der gleichen Ebene gehen in der 
Abbildungsebene durch den gleichen Punkt. Wollen wir den in Abb. 390 durch 
Grund. und Aufriß dargestellten Dreibock in einem zugeordneten ebeuen Bild 
darstellen, so wählen wir un.s zunächst eine AbbildungFebeue, z. B. parallel zu 
der Grundrißebene, und in dieser Ebene den KonstruktionFanfangspunkt, Be· 
zugspunkt 0, ferner eine Abbildung,·konstante c (beliebige Strecke, die aber für 
die ganze Aufgabe konstant bleiben muß). Die Richtung~liuien der zugeordneten 
Kräfte in der Abbildungsebene sind gegeben durch die Grundrißprojektionen 
der Raumgeraden. Zur Ermittlung der Abstände a p , a1 , a~, a3 der ebenen Wir. 
kungslinien wp, w1 ' W 2 und Ws vom Festpunkt 0 (Abb. 390b), tragen wir am 
besten die Abbildungsstrecke c im Grundriß des Bockgerüstes auf allen Grundriß· 
projektionen der Stäbe und der Kraft ab und ermitteln die zu diesen Grundriß. 
längen gehörige Höhe a in der Aufrißtafel nach dem oben angegebenen Yelfahren. 
Die Lage der Wirkungslinie in der Abbildung wird so gewählt, daß der Dr('h~inn 
der ebenen Zuordnung dem Vorzeichen der Komponente Z* entspricht; in uno 
serem Beispiel ist dieEer Zusammenhang so eingeführt, daß einer nach unten gp. 
richteten Kraft Z* der Uhrzeigerdrehsinn des ebenen Momentes zugphört; es pnt. 
spricht also den als Zugkräfte angenommenen Raumkräften der Uhrzeigerdreh. 
sinn. Das so erhaltene Gleichgewichtsproblem dpr zugeordneten Abbildung 
(Abb. 390b) ist als GJeichgewiehtsaufgabe zerstreuter Kräfte in der Ebpne leicht 
zu lösen. Wir bedienen uns dafür am besten graphi~eh der CULJllANNschl'n 
Methode. 

Dip Ergebnisse der Lösung stellen dann die tatsäehlichen Grundrißprojektlönen 
S~ der gesuehten Stabkräfte S~ dar, und durch ihr in der Abbildung bestimmtes 
Moment 

ist auch die Z.Komponente Z* mit Vorzeicben gegeben (S~ , S: Druek; S: Zug). 
20· 
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Die wirklichen Größen Sr können nach der Formel 

berechnet werden. 
Natürlich sind bei dem durch Grundriß und Aufriß dargestellten Bockgerüst 

aus den Kräften S; im Grundriß auch die Aufrisse bestimmt durch Lotung der 
Grundrisse auf die Stäbe im Aufriß. Die wirklichen Größen der Stablnäfte finden 
wir dann graphisch wieder am einfachsten durch geeignete Drehung uder Um
klappungin der Grund- und Aufrißfigur, wie es z. B. in Abb. 390a für S3 angC'geben 
ist. Ist jedoch diese Auftragung nicht genügend genau durchzuführen, so erhalten 

P" 

b 

Ahh. 39tl. Anwendung des Vl't'fahren:o;. deJ' zug<'ordlletcn ebenen Ahbildung auf einen Dr(·jb()('k. 

wir die Größen Sr der wirklichen Stabkräfte am besten dureh die argC'gebene 
Formel, wobei S; die in der ebenen Zuordnung erscheinEnde Stabkraft bedeutet 
und ai schon vorher ermittelt war. 

90. Die duale Abbildung allgemeiner Kräft ... In Anlehnung an das "Verfahren 
der zugeordneten ebenen Abbildung", das für KräftC' in einem Punkt gestattet, 
das Raumproblem in ein ebenes ZUol dnung"problem abzubilden, hat SAUER aueh 
für zerstreute Kräfte ein Abbildungsverfahlen, "duale Kräfteabbildung", auf
gebaut. Es wird auch hipr ein läumliche~ Vektorsystem projektiv so abgebildet, 
daß die Abbildung ein anderes Vektorsystem darstellt, das in einer Zekhenebene 
blquem zu lösen ist. Das Aw'gangsproblem und die Abbildung müssen natürlich 
eindeutig und umkehrbar einandrr zugeordnet sein, dann überhägt sich damit 
ein Gleichgewichts- oder Zerlegungsproblem im Raum aueh als solches-in die Ab
bildung in der Ebenp. 

Das Verfahren der dualen Abbildung beruht für die Kräfte auf der lIIIsEsschpn 
Abbildungsart und für die -Mouwnte, ciie bei der Überführung der zerstreuten 
Kräfte in Kräfte durch eillell Punkt RlIftrpten, auf der PRAGERsehen Abbildung 
(vgl. S. 306). 
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Ver~ehiebt man eine bdiebig im Raum li('gcude Kraft P in pinen Bpzugs
punkt 0, so erhalten wir neben der jdzt in Punkt 0 lipgendpn Kraft ein Moment 
bzw. ein Kräftepaar ]~{ von der Größe der Kraft mal dNn Abstand der Kraft von 
dem Punkte 0 (Abb. 391). Dieses Moment wirkt in der Ebpnp, die siph durch die 
Kraft und den Bpzugspunkt legen läßt, bzw. spin Vektor steht senkrecht zu dieser 
E'bene. Kraft und Momentenvektor stehen also stets senkrecht zueinander. 
Drücken wir sowohl die Kraft als auch den Momcntenwktor dllreh ihrp Kom-
ponenten in drei festliegenden Koordinaten
richtungen aus, so bekommen wir I) Be
stimmungsgrößen für Größe, Richtung und 
Lage der Kraft in Form von 3 Kraftkom
pOll('llten und 3 Momentenvektorkomponen
ten (PLücKEltsche Koordinaten). 

Die Abbildung der Kraft p* erfolgt nun 
nach dem unter NI'. 89 angegebenen YNfah
ren von MISES. Die x, y-Ebene sei dip Ab
bildungsebene. Es erscheinen in der Abbil
dungsfigur dip X- und Y-Komponenten in , 
wahrer Größe, während die Z-Komponente 
dargestellt wird durch das Moment der ver
lagerten Kraft, derart, daß 

X*=X. 
Abb,391. Die PltlcKOI'BcbNJ"Koorciinateu 

y* = y. einer Kratt Im Raum. 

c·Z*=P'·a=V.P+ P·a ist (Abb.392). 

Mit 

und 

wird 

bzw. 

Z* = p* . sin er 

P' = p* . co;; er 

c . p* . sin rp = a . p* . co~ er 

a = c· tger 

Z! p* 
I ' 
. /""";", ~* 
1/ //"X.... i' 

-..... - --,,/ \ -- , <6 i ~'~SJ 
\............ / ..... ...:::.. ~ \. 

und wir sehen, daß es sich um eine ""\, '~ 
projektive Abbildung handelt, d. h. 1- - .-..., 

daß die Abbildung durch eine Projek
tion gewonnen werden kann. c ist da
bei eine beliebig festzusetzende Strecke, Abb.392. Die Darstellung dos Kl'aftwktors, 

die natürlich für den gesamten Aufgabenbel'eich konstant bleiben muß. 
Ist p* nach Maß und Richtung bpkannt, so sind, wie unter NI'. 89 bemerkt, 

auch X*, Y* und Z* gegeben und es kann a berechnet und damit die abgebildete 
Kraft P' dargestellt, also die räumliche Kraft auf die Ebene abgebildet werden. 
Umgekehrt läßt sich bei gegebenen Komponenten X, Y (also auch PI) und be
kanntem adas Moment p'. a bestImmen, daraus die Komponente Z* und damit 
die räumliche Kraft P*. 

Die Abbildung des KräftepaareH, bzw. seines Momentenv:ekterR M* e'l'folgt 
nach der PRAGERschen Angabe. Die z-Komponente Mt des Momentellvektors ist 
gleich dem des Abbildungsvektors M (Bildvektor) während die x- unq y-Kom
ponenten durch Verschiebung des 'Fußpunktes dieses Bildwktol's abgebildet 
werde'n, derart, daß 

Mt = jMi = der Größe des Bildvektors, 
c . M: = dem Moment von lrf um die x-Achse, 
c' Mt = dem negativen Moment von M um die' y-Achse (Abb.393), 
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Es ist also 
J['f = I"lfl, 

c • J[r = 111· by , 

C ... lf: = -ll1 . b". 

Aus der Konstruktion entwickeln wir wpitPl': 

.1/*' = VJ/'% 2 + 1~I: 2 = 1~I*· eos'f', 

C· .1[*' = J/· Vb~ +'b~ = c' .lf*· (,o~'f', 

JI* - _-:!l:t - ~ also 
• - sill,!, - eill,!,' b = c . rotg'P. 

Die duale Abbildung des Momt'ntenvektors läßt ~ich demnach konstruieren, in
dem wir in der x, y-Ebl·nc vom Bezug~punkt 0 aus senkrecht zur x, !I-Projektion des 

.'\.hh.39:t Die Darstellung des ::\Iomcnten\·cktOl·S. 

Momentcnvektors die Strecke 
b = c' cotg'f' antragt'll und in 
dem erhaltenen Punkt den Bild
vektor von der Größe .lI; er
richten. Es handelt sich hier 
aho wieder um eine projpktive 
Abbildung. 

Der Fußpunkt des Bildvek
tors für das Moment hat die 
Koordinaten 

11-1* 
bx=-c--..tf 

M* 
c Jt . 

Wir prüfen nochmals die 
Umkehrbarkeit der Abbildung 

na_{'h: Der Bildvektor erscheint als senkreeht zur Abbildungsebene stehender 
Vektor von der Größe M = Mt. Die Koordinaten des Fußpunktes b", und b. 
stellpn die heiden übrigpn BpstimmungFgrößen dar. Der wirkliphe MOIll{·ntcn
vektor hat dann die Komponenten 

.Mr b ..:~ 
y c ' 

M* - - .. b ],f 
y - ., c ' 

.lIt = 111, 

er ist also eindeutig aus der dualen Abbildung wieder zurüc.,kzugewinnen. Die 
Lage des wirklichen Momentenvektors ist beliebig; der Vektor braucht nicht in 
dem BPzugspunkt angesetzt zu werden. 

Für die Konstruktion des Bildvektors beim Vorliegen des MOlllentellvektors 
in Grund- und Aufriß betrachten wir dip Verhältnisse: 

b. Jl~ 
-c = :M!' 
b, M: 
~c = =iJi~' 

M~ = 111 
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und sehen, daß wir nach Abb. 394 dil' Größen b", zt. 
und b. für die Abbildung dadurch gewinnen kön· I 
IIpn, daß wir auf der z.Richtung die gewählu· Ab· 
bildungskonstante c auftragen und clil'se über ~11*" I 
und M*' auf die y.Achse und x·Achse loten, dann 
wird auf dpr x·Achse die Größp by und auf der 
y-Achse dip Größe bx ausgesehnittpn. , 

Um die Eigenschaftpn dl'r dualen Abbildung 
kennenzulernen, bilden wir zwpi in Abb. 39:')a 
clarge"telltc Kräftp dual ab und beobachten an 
dieser Abbildung einig!' hemerkenRwprte Eigpn
hpit.en, die. sich aus dpr Zuordnung l'rg!'hp!l 
(Abb. H9'>I». 

---r--, 
, '" \ 

1---''''''"---:-: I1q --. .g. 

___ -L~ ~ 
:_1 

311 

Wir wiihlpn zunächst in clp!' Abbildungsl·be!ll', 
die mit dpr GrundrißtafP] (x, y-Ebp)w) zu,ammpn
fallpn Moll, pinc'n BpZllgspunkt () lind ('in(' Abbi!-

Ahh. :1!H. KOH~t l"l1kti~'Il~JliJff-mitl dZllf" 
Bl'~t imlllml~ lh'J' ~'\ hhiJjhUI~"')?l·ijßen 1,:-,; 

Hlul fJ!Jo 

," : ........... P,: 1",---- zr --~--~ 
--- I.-~ ; 

. i !' --- Pl 

+---+H--r' ______ : l.g 

\ . :~: 

a 

h 
1 
1 

M2 I 
........ ö_-___ ...,jl --

-~~t ... ~~:- .. - I 

I Pi 

I 

M,. ... -... --------11' 

/ . 
. \llh. :l!J.,. ZWt"j allgcmeinC' Kl'Hftt· in ]'I'ujl·kt iOI\ llJHllll1ah'I' ALhilthmg. 

dUIIgskons"tant(· c und führen die Kraftgera(!pn in übpfeinstimmung mit NI'. 89 SO 

"in, daß ('in!'}' nach untpn gphpndpn z.Kompo!lpnte tIPf Uhrzpigp}'Rinn pntRpripht. 
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Für die Mom('ntendar~teJlung wählen wir laut Definition bx positiv, wenn der 
Momentenvektor 111; in der negativen y-Richtung zeigt und b. positiv, wenn der 
l\fomentenvcktor 2111: in dl'r positiven x-Richtung zeigt. Dil' bcidl'n Kräfte der 
Abbildung liegen im (nach Nr. 89 l'rmittelten) Abstand al und a2 von dem Bezugs
punkt in Wirkungslinien, die parallel der Grundrißfigur sind. Die Momen~ um 
die x- und y-Achse werden durch dil' nach den obigen Bl'mcrkungen f!rrechneten 
Größen b1x , btv bzw. b2z , btv dargestellt, wodurch der Fußpunkt des duall'n 
Momentenvektors festgelegt wird. Der Vektor selbst steht senkrecht auf der Ab
bildungsebene, seine Größe wird durch Jl,fz* - aus der Abb. 395a zu entnehlJl('ll 
als Moment der Kraft um den Koordinatenanfangspunkt im Grundriß (x, y-Eb,·n(·) 
- bestimmt und ist in einer "Seitenriß-" oder "Aufrißebene" zur Abbildungs
ebene darzustellen, in dem nUr diese Größen erscheinen; alk anderen Größen 
sind aus der Abbildungsebene zu ersehen. 

Wir sehen, daß der Fußpunkt jl' des Bildmomentenvektors auf der Kraft.
wirkungs linie liegt. (Der allgemeine Beweis, daß der Bildmomentenvektor dureh 
die Wirkungslinie der Bildkraft hindurchgeht, läßt sich in einfacher Weise mit 
einem Ansatz der analytischen Geometrie, z. B. der Bestimmung des Abstandes 
-des Momentenfußpunktes llf' von der Wirkungslinie der Kraft, führen.) 

Die Zusammensetzung der beiden Kräfte erfolgt in der dualen Abbildung so, 
daß einzeln die Kraftbilder zu einer Resultierenden R und die Momentenvektoren 
MI und 2112 zu einem Bildmoment MT zusammengefaßt werden (Abb. 3.95b). Aus 
den Komponenten X, Y von Rund a fill{let man die wirkliche Kraft R* im Raum 

mit ihren Komponenten X* = X, Y* = Y, z* = R • ~ und aus 211, den wirk-
e 

lichen Momentenvektor M'f mit seinen Komponenten Mt = M r ; M~= M r !'.! 
c 

M;= -211,'2. Als Endergebnis der Zusammensetzung der beiden windschiefen 
e 

Kräfte, des Kraftkreuzes, finden wir somit einen Momentenvektor M r und ein 
Kraftbild R, die windschief zueinander liegen. 

Wie würde sich das Endergebnis gestalten, wenn die Kräfte parallel zueinander 
laufen oder sich schneiden, also zu einer Resultierenden zusammensetzbar sind? 

Parallele Kräfte haben die gleiche Wirkungslinie in der Abbildung, da 
a = c . tg ((!; und da auch die Bildmomentenvektoren auf dieser Geraden senkrecht 

I stehen, also ihre Fußpunkte 

#1/ 
•• 

Mt •• 

----1..#/ auf ihr liegen, spielen sich alle 
\ Verhältnisse paralleler Raum

kräfte auf einer Geraden in 
der Abbildung ab. 

Abb. 396. Btlale Abbildung zweier ~ich schneidender Kräfte. 

Schneiden sich die wirk
lichen Kräfte, so lassen sie sich 
zn einerResultierenden zusam
mensetzen. Das muß auch in 
der dualen Abbildung sichtbar 
werden. Jede Einzelkraft ist 
in der Abbildung dargestellt 
durch einen Kraftvektor, auf 
dessen Wirkungslinie der Mo

mentenvektor steht, dessen Fußpunkt also auf ihr gelegen ist: M~ auf P1 , 211; 
auf P2 (Abb. 396). Liegt also der Fußpunkt ~y; auf der Wirkungslinie von R', ~o 
schneiden sich auch die wirklichen Kräfte und lasfo:en sich somit zu einer ge
meinsamen Resultierenden R* zu~ltmmensetzen. Das duale BUd dieser ReiiUl
tierenden R* ist dllrch Rund M, gegeben (Abb. 396). Liegt dagegen 211; nicht 
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auf der Wirkungslinie von R, dann sind die Wirkungslinien der wirklichen 
Kräfte windschief und la~sen f<ich nach früherem nicht weiter zusammensetzen, 
da sie ein Kraftkreuz bilden. 

Wollen wir das Kl'aftkreuz in eine Kraftschraub<- (S. 300) umwandeln, so 
mü~sen wir unH erst einmal klarmachen, wie ~ich eint' Kraftschraube, d. h. ein 
Kraftvektor und ein Momentenvektor, die 
beide gleiche Richtung haben (parallel bzw. 
in gleicher Wirkungslinic liegm), darstellt. 
Infolge der Parallelität der bt'iden Yektoren 
verhalten sich 

M: _, M: _ ]1[: 
X· - Y· - Z· 

oder in den Abbildungsgesetzen geschriebl'lJ 

b . M -b. 1Il 
11 C Z (' 

---y;;- = r* 
JI 

P' • 
a··-

c 
Es müßte also sein: 

b- y* c2 
,t-- p',((, , 

b ,1"* c:! 
• = ,X P'.a' 

~--------------~ 
..... .:'" ',. v'--------.... 

I 
1 

b. y* (R' h b. = - X. lC tung), 
Ahh. 397. Darstellung tll'l' Kraftscbraubc. 

b _. Vb 2 + b2 - ~ V .\,*2 . r*2 = ~. p' 
- x· y - P' a.... T P' . a ' 

b = ~ (Größe). 
a , 

Die Richtung von b muß also senk. ~. 
recht stehen auf der Bildkraftwir· I 

kungslinie und die Größe von b wird I 
zu errechnen sein nach der Gleichung I 

b =!!... oder mit c als geometrischem Kr : 
a ~.".~--------Ir 

Mittel mit Hilfe eines rechtwinkligen 
Dreiecks zu konstruieren sein(Abb.397}. 

Np 
•• I 

I , 

I 
I 

I 
I 
I 

--1"',: 

" / 

Wollen wir jetzt unser Kraftkreuz, 
das sich in der Abbildungsebene al~ 
Bildkraft und Bildmoment, das nicht 
auf der Wirkungslinie der Bildkraft 
steht, darstellt, in eine Kraftschraube 
verwandeln, so zeichnen wir zunächHt 

Abb. 3!Ht l_l"mwandluug yon zwei wirl!l$l('hh'ft.~n 
'Kl'ilft('n in eine" Kraftschrouhl'. 

nach der eben angeführten Art (Abb. 397) den Fußpunkt .11;/1 des zugphörigcll 
Schmubenmomcntenvektors und zerlegen den vorliegenden Bildmomelltenvek'tol' 
in 2 Momentenkomponenten, von denen eine im Fußpunkt 11[;" steht, die andere 
auf der Wirkungslinie der Kraftdarstellung liegt (Abb. 398). 

Das Verfahren der dualen Abbildung eignet sich gut zur Zusalllluensetzung zer· 
streuter Kräfte und führt auch bei Gleichgewichtsaufgaben, wie sie z. B. beim Sl'chs
stabanschluß oder beimS"hnittverfahren desRaumfaehwerks vorliegl'n ,zur Lösungl . 

1 H. DIETZ, Ing .. Arch. XV (1945) S. 6'5. 
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Vbungsaufgabe für Zusammensetzung 'Von Kräften im Raume. 
Der in Abb.399 dargestellte Körper (Windmühlengerüst) steht unter dem 

Einfluß von vier Kräften (PI' Ps' Pa, p.) und zwei äußeren Momenren (MI. 
Mn), die durch einen Zapfen in das Fundament·weitergeleitet werden sollen. Die 

g 

Abb. 399. Deispiel: Zusammensetzung von Kriitten 
im Raum. 

Beanspruchungsgrößen des Zap
fens sind zu ermitteln. 

Lös'II/Rg. Wir verschieben 
alle Kräfte in die ZapfensteIle 
(Abb. 399d). Diese Kraftver
schiebung, die in der durch Zap
fenstelle und Kraft bestimmten 
Ebene vor sich geht, ist beglpi
tet von zusätzlich auftretendpn 
Verschiebungsmomenten aus 
Kraft mal Entfernung des Zap
fens von der Kraft. Also treten 
zur äußeren verschobenen Be
lastung noch vier zusätzliche 
Momente hinzu: 

.MI = PI· a, als Vektor in 
der negativen y-Richtung dar
zustellen, 

MI = ps· b., ebenfalls als 
Vektor inder negativen y-Rieh
tung, 

Ma = Pa· ba, als Vektor in 
der positiven x-Richtung, 

M, = P4 • c, als Vektor in 
der positiven y-Richtung. 

Die Verschiebung der Mo
mente in die Zapfenstelle kann 
ohne weiteres vorgenommen 
Werden (Abb. 399g, e, f). 

Es sind also an der Zapfen
stelle jetzt die vier Kräfte zu
sammenzusetzen, was am ein
fachsten über die Bildung der 
drei resultierenden Kompo
nerten R"" Rv ' R. geschieht 
(Abb. 899i, k). An Momenten
vektoren kommen zu den äu
ßerflD Momenten MI und Mn 
die vier Verschiebungsmomente 
MI' MI' Ma, M" deren sechs 

Vektoren in gleicher Weise wie die Kräfte zu dem resultierenden Momenten
vektor Mo: zusammengesetzt werden (Abb. 899h, k). Steht der Zapfen senkrecht, 
dann stellen 

.,M .. vM• die Biegungsmomente und 

.lf. das Verdrehungsmoment dar, mit dem dieser Zapfen beanRprucht wird. 
R." Rv sind die Querkräfte und 
R. ist die Längskraft an der Zapfen stelle. 
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Der durch Stäbe oder Lager abgestUtzte Kiirper. 

XVIII. Die Festlegung eiJles Körvers dUl"I'h StützIlugsstäbe. 

91. Die Berechnung c'jnes jJl sechs Stäbc.'II gestiitzten Körpers. Statt der seehs 
Momentengleichungen kann man als GleichgcwichtsIx-dingungell auch fünf 
lIomentenbedingungen verwenden und eine Komponentenbedingung oder vie!" 
Momenten· und zwei Komponentengleichung{'n oder auch drei Momenten- und 
drei Komponentenbcdingungen. Mehr als dl'pi unabhängig!' Kompollpnknb('din
gungen können nicht aufgestellt. wprden, da eine Kraft dun'h drei KomponPIJtt'n 
im Raum bestimmt ist. Welehe Gleiphungen man zweckmäßig wrwendet, hängt 
ganz von der Art der einzelnen Aufgabe ab. Im allgemeinen ist auch im naUlII, 
ähnlich wie bei Aufgaben dt·)' Ebene, die Anwpndung von MOlllent!'ngkidnlllgen 
bewnders fruchtbar. 

In der Ebene handelte es sich Ulll dip Ik·)'pehnung VOll drei Unbl'kannten, 
und wir konnten dort dre'imal jl' einp Glei('hung mit einp)' Unb('knnntpn auf
stellen und 80 dil' Aufgab{' in einfaeher Weise IÖ~l'n. Mit Rück~ieht auf das Be
steh!'n von drei Gll'ichgewichtsbedingungen konnte' eine SC'hdIx- dmC1\ drei 
StützungsstäbC' in ihrer Ebene gt·genüber der Erd!' fpstgell'gt werden. Zm Er
lIlittlung der drei Unbekannten 81 , ."12 , 8a (vgl. Abb. 108 auf S. (5) wurde zu
nächst eine Momentengleichung für d!'n Schnittpunkt von 82 und 83 aufgestdlt 
und damit eine Gleichung mit der einen Unbl'kannten 8 1 gefunden. Dann wurden 
entsprechend die Momentengleichungen für die "Schnittpunkte von 8 1 und 8 3 

und von 8 1 und 8 2 gebildet, woraus 8 2 und 8 3 bestimmt wC'rden konnten. Es 
waren so drei Gleichungen mit je {'in{'r Unbekannten ent~tanden. WiC' würde 
sich das {'ntsprechende Verfahren im Raum gC'stalten? Um uns nicht unnötig 
auf abstraktem W{'ge zu bew{'gen, gC'hen wir "iedel' VOll {'inpr prakti~ch{'n Kon
struktion aus. 

Im Raum haben wir sechs GIl'iehgewiehtsbedingullgpn, bt'nötig(·n aho Z\lJ' 

1<'estlegung eines Körpers gegenüber der Erde sechs Stützungsstäbe, wenn wir 
Gleichgewicht und {'indeutige Kräfte in den Stützungsstäben {,l'warten woll('n. 
In Abb. 400 ist eine Platte durch sechs Stützungsstäbe mit dpr ErdC' vl'rbllnden 
und durch P belastet; hit'rdurch w{'rdpn Kräfte in den Stützllng~~täbpn, die an 
ihren beiden Enden g{'l{'nkartig angesC'hlossen sind, l'rzeugt, di{' wir mit SI ... 86 

bezeichnen. Wenn nun die Platt{' im Ruhczustnnd sein soll, dann müss{'n alle 
auf sie wirkenden Kräfte im Gkichgewicht stehen; dies sind di{' Kr äfte P, SI' 
8 2 , .. 86 , Zur Berechnung diesC'r sechs Unbekannten stehen sechs Gleichungen 
zur Verfügung, z. B. sechs Momentenbedingungen. Wenn man nun ~o vorgelll'1l 
wollte wie in der Ebelll', müßte man sechsmal je {'ine GleiC'hung aufstPilen mit 
dn{'r Unbekannten. Wie wäre das mögliC'h ? Falls wir etwa eilw :Vlomentenglei
ehung anschreiben wollten, die nur 8 1 enthält, müßten wir {'in .. :\Iolllentenaehse 
{'inführ{'n, di{' die fünf Stäbe ® ... @ schn{'idet. Für diese GenHIp als Mom!'nten
ach SC' habNI ja die Kl'äftp S2 bis 8 6 kein Moment, weil dpl' Hehelarm Null ist. Es 
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bleibt dann in der Tat in der Momentengleichung außer der bekannten Kraft P nur 
die eine Unbekannte SI übrig. Entsprechend wäre zur Ermittlung der Stabkräft<
S2 ... S6 zu verfahren. Nun ist abe~ die Schwierigkeit die, daß es im allgemeinen 
Fall nicht eine Gerade gibt, die fünf andere Geraden schn('idet, also hier fünf 
Stäbe trifft. In Abb. 400 gibt es wohl eine Gerade AA, die die Stäbe @ bis @ 
schneidet, aber es läßt ,ich keine Gerade angeben, die die Stäbe W, @, @, @. 

@ schm·idct. Es gibt also demgemäß im allge
meinen kein Verfahren, das dem der Ebene ent
spricht, daß man nämlich dur<;h das sechsmalige 
Aufstellen von einer Gleichung mit je einer Un
bpkannten zum Ziele kommt. Bei besondt'ren 

l) Lagen der Stäbe kann es ne,türlieh sc1n - wie 
eben erwähnt -, daß fünf Stäbe von einer Aehs(' 
gpschnitten werden; man soll deshalb bei solchen 
Aufgaben immer nachprüfen, ob sich eine Geradp 
finden läßt, die fünf Stäbe schneidet. Dann lie
fert eben diese Gerade eine Momenkngleichung 
mit nur einer Unbekannten. 

Ahb.40(j. Ein d..trch sechs Stützungs- Bevor darauf und auf die allgemeine Berech
stilbe g~~~~~r.f:t IfJ~fcs't!i~~)C Achse nung eingegangen wird, möge zunächst die Fragt' 

betrachtet werden: Kann man bei einem ge
stützten Körper von vornherein feststellen, ob die Stabkräfte eindeutig und end
lich werden oder nicht? Es war schon oben gesagt, daß im allgemeinen eint' 
Kraft P mit sechs anderen eindeutig ins Gleichgewicht gesetzt werden kann, daß 
es aber Ausnahmefälle geben wird, da ja das Vorhandensein von sechs Glei
chungen bei sechs Unbekannten wönl eine notwendige Bedingung für das Auf
treten eindeutiger und endlicher Lösungen ist, aber keine hinreichende. 

~P' 
~

/ pu , 

_. --. ·-\---~ __ ·_i_1~~ 
< 3 fr.......;.!... ~ 

Abb.401. Sonderfall: Eine Gerade schneidet 
die sechs unbekannten Kräfte. 

Abb.402. Je drei deI' sechs unbckanntcH 
Kräfte gc>hCll durch einen Punkt. 

Wann ist sicher keine eindeutige Gleichgewichtslage vorhanden 1 Eine Ant
wort darauf gibt uns der Umstand, daß Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn 
die Summe der Momente aller wirkenden Kräfte für jede beliebige Achse ver
schwindet. Das ist sicher nicht der Fall, Wenn sich eine Gerade angeben läßt, 
die die sechs unbekannten Stäbe schneidet (Abb. 401). In solchem Fall haben 
nämlich die sechs gesuchten Kräfte für diese Achse kein Moment, während aber P 
ein Moment hat, solange P die Achse nicht schneidet. Es schrumpft also die 
Summe der Momente zusammen auf (P' . p), und das ist von Null verschieden. 
Die Momentenbedingung ist also für diese Achse nicht erfüllt, und es entspricht 
dieser Fall demjenigen der Ebene, daß die drei unbekannten Stabkräfte durch 
den gleichen Punkt hindurchgehen. Wir erkennen die Sachlage klar an einem 
Sonderfall, wenn nämlich je drei Stäbe durch einen Punkt laufen (Abb. 402): 
dann schneidet die Verbindungslinie AA dieser beiden Punkte alle ~eehs Stab
kräfte, und deren Moment ist Null. Die .summe der Momente für A A ist dem-
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gemäß gegeben durch das Moment von P für diese Achse, dieses ist aber nicht 
Null, d. h. also, es kann kein Gleichgewicht bestehen, solange P die Achse nicht 
schneidet. Das ist ja auch einleuchtend: wenn der Körper an den beiden Schnitt. 
punkten der drei Stäbe gelenkartig angeschlossen ist, \\ie wir es ja imm~r voraus· 
setzen, dann dreht er sich unter dem Einfluß der Kraft P um seine Achse. Wenn 
P die Achse A A schneidet, dann hat diese Kraft allerdings auch kein Moment, 
und dann ist Gleichgewicht möglich. 
Aber es ist kein eindeutiger Gleich. 
gewichtszustand vorhanden, denn man 
kann nicht sagen, welcher Anteil von 
P auf den einen und welcher auf den 
anderen Abschlußpunkt kommt. Wir 
haben also eine unbestimmte Lösung. 

Das gilt ganz allgemein: wenn die 
sechs Stäbe so verteilt sind, daß sich 
eine Gerade angeben läßt, die alle sechs Ahb.403. Sonderfall der vorhergehenden Anol'unung. 

schneidet, dann ist im allgemeinen kein 
( indeutiges Gleichgewicht möglich. Natürlich kann auch einmal eine solche Son. 
derbelastung vorliegen, daß eindeutige Stabkräfte auftreten. Das wäre z. B. bei 
..\bb. 403 der Fall, wo nur etne Kraft im Schnittpunkt der drei Stäbe @, @, ® 
wirkt. Im Flugzeugbau kommt für das Fahrgestell eine Anordnung vor, daß 
zwischen Radachse und Rumpf bzw. Flügel sechs Stäbe liegen, die eine Gerade 
treffen (Abb. 404). Bei allgemeiner Belastung kann sich natürlich ein solches 
Flugzeug um die Achse ABdrehen; es kann nach vorn bzw. nach hinten kippen. 
Wenn jedoch dic äußere Kraft (d. i. die Resultierende der Lasten) die Verbin. 
dungslinie der beiden Knotenpunkte schneidet, dann ist Gleichgewicht möglich, 
aber die Verteilung auf die 
Punkte A und B ist allgemein 
nieht bestimmt. Die Stabkräfte 
\I'erden eindeutig, wenn die vom 
Boden auf die Räder \\irkenden 
Reaktionen R1, R 2 bekannt sind, 
dann wird bei entsprechender 
..\nRführung R1 durch drei Stäbe 
Hnfgenol11men. und ebenso R 2 • 

"Vir wollen uns jedenfalls Abb. 404. Fahrgestell eines Flugzeuges. 

Jll(·]'ken: Wenn eine Gerade die 
,;pehs Verbindungsstäbe schneidet, dann haben wir für allgemeine Belastung keine 
('jndeutigp Gleichgewichtslage ; soll das 8ystem für beliebige Belastungen Ruhe 
halten, so darf eine solche Anordnung nieht verwendet werden. Hat man also eine 
,l!·rurtige Verteilung der seehs Stäbe bzw. allgemein der sechs unbpkannten 
Kläfte, dann braucht man nicht weiter zu untersuchen. Man wird deshalb 
immer erst die Prüfung vornehmen, ob ein solcher Ausnahmdall vorlkgt, d. h. ob 
"ich eine Gerade angeben läßt, die die seehs Stäbe schneidet, und nur wenn 
diPs nicht der Fall ist, wird man weiter rechnen. 

Diespr Sonderfall liegt immer vor, wenn: 
1. vier (oder mehr) von den sechs Stäben durch einen Punkt gehen; 
2. "ier (oder mehr) von den sechs Stäben in Piner Ebene liegen; 
3. je drei Stäbe dureh einen Punkt gehen und 
4. je drei Stäbe' in eine Ebene fallen. 
LäBt "ich keire Gerade angeben, die die sechs Stäbp ~.chnpidet., so hat 

man damit allerdings noch iIllIllPr nicht die Sicherheit, daß ein bestimmtes 
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Gebilde vorliegt, aber diese Feststellung übel'läßt lIlall der weiteren Rech
nung. 

Wie geht man nun dabei vor? Man versucht zunächst, ob mall eint· Gerade 
legen kann, die fünf \"on den Reeh" Stäben t.rifft. Das wird. wie oben E1wähnt, 
nicht immer möglich Hein. aber in manchpn praktis<'ill'n Fällen gdingt 1'8 tat8äch
lieh, und man kommt zu cirll'r l\Iomenkngleichung mit piller Unbekannten. EH 
iHt dies immer mögli('h, wenn drei \"on d('ll sechs Rtäbell durch einen Punkt 
gehen oder in eirw Ebenp fallcn. 

In Abb. 405Ii"gen dip Rtäbl·2'.~, r§ il1 t'inpl' Ebpne. pbemo (5' und \li"; in
folgedesspn wird die Schnittlinie beider Ebpnen von allen fünf Stäb('n'~ bi,.~ 
getroffen. Die Momentengkiehung für die Ach,e I -I enthält nm SI und P: 

(Moment VOll SIll + (Mol1l('lÜ von PlI = O. 

Das Moment der Stabkraft SI für die Achse I-I ist dabei HPhr lpicht aufzustt'll('n 
Man zerlpgt SI' als Zugkraft angpnommen, in pine waagerechtp und ein!' 101-

I'cchtp Richtung. Dip lotrechte KOIll
ponpnte verläuft parallpl zu I -T, hat 
al,o für diese Achsp kpin 1\1011\(,lIt. 
Dagegl'n SI' sin x lidert den Mo-

. ..". mPlltenbpitl'ag (SI' sin x) 'a. Da~ 
'li :\[on\('lIt \'on P kann Illan dadurch 

find,'n, daß llIau P auf ('ille Eben,· 
spnkreeht zu I-I projiziert lind ill 
dil''''!' Eben!' daH MOHlent der pro
jizip!'tl'1I Kmft P' für dPIi Durch, 
([!'ingllng>IHlnkt VOll I aufHtellt. l\Tali 
findl't (Abb. ·Wo): 

(-81 'sin ,) . a + P' . r = 11. 
Ahh . .t-O.j. Bldspi('l. bC'i d('TII fünf $tühe tllll"('h eint' 

Hpr"ue geh'off"n ,,">,,·<lell. l\achdclll wir HO !'ine Kraft gl'-
fllnd"l\ haben. werdpn wir vpnmchpn, 

ob wir pine andere G('rade Zi!·hl'll kÖl1llPn, ,li" wil'd('r fünf Rtäbp tTifft. DaH ist im 
vorliegenden Beispiel der Fall für die A('h~e II-Il: auf ihr schneidpn sich dip 
Stäbe ®, CD, Q;,~, ;§; (der ll'tztp Stab läuft ja paralId), Die SumllH' allel' 
Momente der Achse II-II lipfprt dann di(' Ult'i"hllllg: 

(8; , sin ß) 'a + (:\IOlllPllt, von Ph I ~= (). 

worin ß dpu Winkel z\\ischen dpI! Rtäbpn (5 und '1); c!arstpllt. Wenn mall zm·i 
von df.'n s('eh, 'Ullbekanntf.'n berpchn('t hat, dann ist sehon viel gewonnf.'n uud 
nian kOlllmt dann meist!'ns \'"rhältniHmäßig lpic·ht vorwärts. Bpi unserN' An
ordnung können \\ir noch eil1l' weitere Gpradp angpben. die fünf Stäbe sehn"idet. 
Achsp III--III. Es putsh'ht dip Glpichullg: 

+ 86 . b + (:\Iotllt'nt von P) III = (). 
Die MOlllPntpnglpichllng für dip AchHe J\',-,1\' ('rlaubt die Bl'I'{'chnung von 8 2 , 

Wenn wir dip Dicke c!pr Platte yprnachlässig,'n, wird damit: 

S· "s' a" (/ " ß a P" 0 -"-2"-1--ilCOS""-~' -t j.!j"2+ n5 ·("os '"2-1- '8=. 

Schließlich könupn dalln uoeh die I-Itahkl iiftp 8 3 und 8, mittt·ls der MOlllPlltl'lI
gI!'ichungpI! für dip Aehsell Y-Y lind \'1-\'1 b{'fpehnl't wf'l'den; ('S ergibt sieh 
z, B. für 83 : 

-83 ' co:;y', (I -82 ' (I -SI' ('os' . ({ + c\rompl\t von Ph- = o. 
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So i~t man alw mit ~pchs Momentengleichungen zum Ziele gekommen, und zwar 
mit sechs Gleichungen, die immer nur pine Unbekannte enthalten. Allerdingb 
beruht die Berechnung verschipdener Unbekannh'n auf vorheriger Kenntnis an
derer Unbekannten. Wpnn also eine falsch bpreehnet war, werden diP nachfolgen
den auch falsch. !\lan Holl deshalb immer eine Probe machen; als solche kann 
man etwa nachprüfen, ob die Summe aller Komponenten in eint'!' Hichtung, bei
Hpielswei~e einer waagrechten, verschwindet. 

Wie ist es nun, wenn die Anordnungw be~chaffpn ist, daß sich kPinp Gera(\(. 
angeben läßt, die fünf Rtäbe Hclllleidet'1 Dann leistet uns folg('I1(!<'r Satz eine 
wl'rtvolle Hilfe; 

Für vier beliebige Geraden im Raum lassen sich stets zU'ei Oeradell angeben, die 
alle vier Geraden schneiden. (Der Satz läßt sich bewpisen ulltet· Benutzung dp, 
dnschaligen Hypnboloid('s; durch drei windschiefp Gpradpn ist cin HyPf'rboloid 
festgelpgt; die vierte Gerade sehneidet 
es in zwei Punkten p und q; durch jeaen 
dieser heiden Punkte kann aber eine Ge
rade der zweiten Schar gelrgt werden, die 
die drei ersten Geraden und, weil der 
Schnittpunkt p bzw. q auf dpr vierkn 
liegt, auch diese Gerade sehneidet.) 

Zur Berechnung der sechs·Unbekann
ten kann man mit Hilfe dieses Satzes so 

Allh. 4U(i. \'"011 den speh.';. stutzl1Jlg:;~tiihl'll 
wCI'd<:'n "kr durch je z,,"ei (<<'raden gl'.'Schuittell. 

vorgehen, daß lIIan vier VOll sechs Unbekannten zusammenfaßt, bl'ispielsweise SI 
bis 84 (Abb. 40G), dip bei den Geraden I-I und II-II pinfiihrt und für jedl' 
diespr bpiden eüH' !\lompntengl~ichulJg aufstellt. Für jedl' dl'l' Gleiehungpn 
fall('n dip Kräfte 8 1 bis 84 heraus, ?a diese Kräfte die beiden Achsen schneiden, 
und cs pntstehen zwpi Momentenglpichungen, die nur 85 und 86 und P enthalten, 
also ZWl'i Gleichungen mit den beiden Unbekannten 8 5 und 86 , Wenn man dann 
,!ie Kräft.p 8a bis 86 zusammen faßt und sie durch zwpi Achspn Rchneidet, so erhält 
Illan zwei !\lompntengleichungen, in denen 8 1 und 8 2 unbekannt, und welln Illan 
Hchließlich durch 8 1 , 8 2 , 8 5 , 8 6 zwei Geraden legt, so liefern die !\loIllPntpnglei
ehungen für diesc bl'iden Achsen zwei Gleiehungen mit den Unbekannten 8a und 
84 , Man bekommt also dreimal zwei Gleichungen mit je zwei Unbpkannt<'II; 
dabei hat Illan dpn Yort( il, daß dip Bpreehnung eines solchen Paares von Unbe
kannten unabhängig von den anderen Unbpkanntell ist, also z. B. für die BeJ'('ch
mlll~ von 8a und 84 brauchpn wir nicht dip anderpn Unbekannten zn kennpn. 

Nun taucht natürlich sofort die Frage auf, wip findet man denn bei gpgebenpr 
Anordnung zweckmäßig dip verschiedenen Geraden, dip je vier sehneidpn sollen. 
In dpn meisten Fällen lasspn sich solche Geraden ohnp Schwiprigkeit angebell. 
\<~s möge dips an Abb. 407 gezeigt werden. Ein Körpl'r, etwa einp Tischplatte, 
soll durch die angegebenen s('chs Stäbe gegen dip Erde abgps!ützt wNdpn. Gp
slIcht sind die auftretenden Stabkräftp 8 1 bis 86 , Wir wolll'n im Sinne der obigell 
Ausführungen der Reihe nach berechlll'n 8 1 und 8 2 , dann 83 und 8 4 und schließ
lich 8 5 und 8 6 , Zur Berechnung von 8 1 und 82 benötigen wir zwpi Gpradell, die 
glpiehzeitig die Stäbp @), <!+" ~', @ schneiden. Da sich ® und @ in einem 
Punkt treffpn, ebenso~' und @, so ist dip Verbindungslinie I-I diespr b('iden 
Schnittpunkte schon pine der beiden g('suchtpn GNaden. Da andererseits ~), ® 
und ®, ® je in piner Ebene liegen, wird. dip Sehnittlinie II-II dpr beidpn Ebenen 
von allen vier Stäben @; ®, @, ® geschnitt('n; also ist diese Sehnittlinie die 
gesuchte zweite Gerade für die Stäbe CD und (:<!'. Die Aufstellung der MOlIlPnten
glpichungen für diese beiden Geraden I-I und II-II macht keine Schwierig
keiten. Wir zerlegen jede Stabkraft 8 1 und 8 2 in df'l' lotn'cbten Ebene in zwei 
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Komponenten, eine horizontale und eine yertikale. Diesl' Komponentl'n bpsitzpn 
die Größe .'11 • sin G\:, S2 • sin G\: bzw. S1 • CORG\: und 8 2 • COS IX. Statt das Moment 
der Kräfte S1 und .'12 aufzustpllpn, bilden wir es für ihre Komponpntpn. Für dip 
AchHe I-I haben aber .'11 • sinlX und .'12 ' sinlX kein ;\foment, weil diP sc Kompo. 
!lenten die Achse I -I schneidpn (bzw. ihr parallel raufl'n); die KompoIlt'ntell 
SI . co' IX und 82 , cos"< dagegpn stehen spnkrecht zur Ach:-:p. Die Momenten· 

; 
lV 

gleichung für Achse I-I lautet also, 
wenn die Dicke der Platte wiederum 
vernachlässi~bar klein ang~nommen 
\Vird, w daß das Moment von P' um 
die Achse I-I null gesetzt werdpll 

~~ kann: 

(81 cos:x)·e + (82cos:X)'e + p"'p=O, 

wobei e den lotrechten Abstand der 
Stabkraftkomponenten von der 
Achse I-I bedeutet. Andererseits 
laufen die Komponenten 8I' cos,,< und 
82 , COSC\: parallel zur Achse II-lI, 
liefern also keinen l\fomentenbeitrag, 
während die beiden anderen Kom· 
ponenten senkrecht zu dieser Achse 
gerichtet sind und den Abstand h 
besitzen. So entsteht· für die Aehse 
II-II die Gleichung: 

Es sind abo zwei Gleichungen mit 
zwei Unbekannten in der denkbar 
einfachsten Form gewonnen, da sich 
die Unbekannten sofort durch Sumo 
mierung bzw. Subtraktion der beiden 
Gleichungen ('[w-ben. 

.\lJh. "(li. Bei ... piel mit Bildung von d1'(~imal zwei 
Glei('hungen mit je zwei Unbekannten. 

In entsprechender Weise findet 
man .'13 und 84 , indem man die IITo· 
mentengleiehungen für die Achsen 

fII -IH und IV -IV aufstellt, und schließlich 85 und 86 aus den Momentpf]· 
gl('ichungen für die Achsen V -V und VI -VI. 

:\Ian wird auch hier nicht versäumen, eine Probe zu machen, und zwar wiedC'r. 
lllll unter Verwendung von KomponentenbedingungeIl. Zu diesem Zwecke denkt 
lIlan sieh jede Kraft in eine lotrechte und pine waagerechte Komponente zl'rlegt, 
wie dieH ~chon oben für 81 und 82 durchgdiihrt wunlp. Die Summe d!'r lotrechkn 
T('ilkräfh' laukt dann: 

8 1 • ('o~ LX + 8 2 , eos iX + 8 3 • cos ß + 84 , cos ß + 85 (0, Y + 86 . co~ Y + P" = 0. 1 

Die horizontalen Komponenten sind in Abb. 407 angegpben. \Vir zl'rkgen sie 
j"desmal in eine X- und Y.Komponpnte und erhaltl'n die Glpichungpn: 

.-81 ' sinlX + 8 2 , siniX + (8a ' sinß - 84 , Hinß)· sintp 

+ (8ä · siny - S6' siny)· sin'!p + p~ = 0, 

(81 ' sinß - 8a ·sinß)· cosq; -1- (Sä' ,iny -- 8 6 , sin!,), CO" V' -+ P v = O. 

1 Im yorliegenden BE'ispiel ist '" ~ /3 =;' und 'P = V'. 
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Es ist natürlich durchaus nicht gesagt, daß der hier eingeschlagene Weg, je 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten mittels der Momentenbedingungen auf
zustellen, der einfachste ist. Unter Umständen liegen die hierfür nötigen Achsen 
so ungünstig, daß man mit anderen Gleichungen schneller vorwärts kommt, 
auch wenn die einzelnen Gleichungen mehr als zwei Unbekannte aufweisen. In 
Jen unten gebrachten Beispielen wird dies noch näher erläutert. 

Es kann auch sein, daß eine Momentenachse, die vier oder fÜllf Stäbe schneidet 
und demgemäß für die Berechnung vorteilhaft ist, ins Unendliche fällt. In 
Abb. 408 liegen die Stäbe G) und ® in einer Ebene. ebenso @, @, ®. Die Schnitt. 
gerade der beiden Ebenen wird also von diesen 
fünf Stäben getroffen, so daß in der Momenten
gleichung für diese Achse außer P nur noch 83 
auftritt. Aber die Aufstellung der Gleichung 
scheitert daran, daß diese Achse ins Unendliche 
fällt; wir können sie nicht verwenden, da so
wohl für P als auch 8 3 unendlich große Hebel
arme auftreten. In diesem Falle kommt.man aber 
mit einer Komponentengleichung bequem vor· 
wärts, indem wir die Normale zu den Ebenen " 
(1), ® und @, @, ® als maßgebende Rich
tung einführen. Die Komponentenbedingung 
lautet ganz einfach: 

P . cos LX + 8 3 • sin ß = 0, 

Abb.408. 
Ersatz einer Mom.enWnglekhung 
durch eine Komponentenl'lei~hung. 

wo bei LX den Winkel zwischen P und der Normalen zur Ebene @, @, ® bedeutet. 
Fruchtbringend ist bei Aufgaben für räumliche Kräfte auch ein Satz, auf den 

schon bei Kräften in der gleichen Ebene hingewiesen wurde: 
E8 verhält eich allgemein eine Kraft 8 zu ihrer Projektion 8' auf eine beliebige 

Richtung (d. i. ihre Komponente) wie die 8tablänge I zu ihrer auf die gleiche Richtu1l{/ 
t'Orgenommenen Projektion 1': S I 

(43) 

Die Richtigkeit des Satzes beruht auf dem Zusammenhang zwischen technischem 
Kraftbild und Krafteck bzw. der Ähnlichkeit der Zerlegungs- lind Projektions
figuren. 

92. Beispiele für den durch sechs Stützungsstäbe festgelegten Körper. Schon 
das erste Beispiel soll uns klarmachen, daß es im allgemeinen Fall durchaus nicht 
immer ratsam ist, die sechs Achsen nach den angegebenen Regeln auszusuchen. 
Wir wählen da2u den Anschluß eines Schwimmers an einem Flugzeug, dessen 
idealisierte Darstellung in Abb. 409 gegeben ist. Die Belastung des Schwimm
körpers sei durch die Kraft P dargestellt. 

Naeh den obigen Ausführungen sollen wir zunächst nachprüfen, ob Rich eine 
Achse angeben läßt, die alle sechs Verbindungsstäbe schneidet; es ist dies nicht 
der Fall. Dann versucht man eine Gerade zu legen, die fünf Verbindungsstäbe 
schneidet. Als solche Achsen kommen hier in..Frage die Achsen IV -IV, V -V, 
VI-VI (Abb. 410). Erstere ist die Verbindungslinie des Schnittpunktes der 
Stäbe 2, 3, 4 mit demjenigen von 1, 5, 6. Diese Gerade IV -IV fällt mit dem 
Stab 4 zu~ammen und liefert eine Momentengleichung mit 81 als Unbekannte. 
Die Achse V -V ist die Schnittlinie der Ebene (1, 2, 3) mit der Ebene (5, 6); 
84 ist der einzige St,ab, der diesc Gerade nicht schneidet, kann also mit der ent
sprechenden Momentengleichung berechnet werden. Schließlich schneidet die 
Verbindungslinie VI - VI des Schnittpunktes der Stäbe 1, 2 mit dem von 4,5,6 
diese fünf Stäbe und erlaubt die Aufstellung einer Momentengleichung mit 8 3 als 

21 Schlink. Statik. 4. u. 5. Auf!. 
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einziger UI) bekannkn. Da ~ich eine weitere Gerade', die fünf Stäbe trifft, nicht 
mehr angeben läßt, sucht man nun wIche Geradl'n, die vipr Stabkräfte schneiden. 
Eine solche ist beiRpiebweise die Schnittlinie der Ebpfre (3,4) und (5,6), daR ist 

Ansich! von vorn 

Abl); ·lOH. Beispiel für eiDcn in f:iPdls 
8tü ben gestützten Körp('r. 

die Achtie III~III, oder auch dip Vt'rbindungsgprade des obt'1"('n Endpunktl's 
von 3 und des Schnittpunktes von 4, 5, 6 (Achse III' --lU'); beide sehneidm die 
vier Stähe 3, 4, 0, 6, erlauben al,o Gleichungen aufzu"tellpn mit SI und 8 2 als 

l'-'-'-'-'-'-lT 

Abb.410. 
B~handlllng dieses Beispieles 

mit Momcntenauhscn. 

Unbekannten. Da nun SI bereits bekannt ist, steht der B"l'l'ehnung von 8 2 mit 
Hilfe jeder dieser Gleichungen nichts im Wl'ge. Es fehlen noch So und S6: zu 
ihrer Ermittlung werden wir zwei Geraden durch dip vier anderen Stäbp 1, 2. 3, 4 
legen. Als erste Achse I-I kann die Schnit.tgeradp der Eben(' (1, 2) mit der Ebplle 
(3,4) gewählt werden, die mit dem Stab 3 zu~ammeJlfällt. Die entspre!'lH'ndl' 
Achse II-II ist die Schnittgt'rade der Ebenen (1,3) und (2,4), die auf dpn Stab 2 
zu liegpn kommt. Die Momentenbedingungpn für bcidp .-\ehst'll liefprn zw"i Gil'i-
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chungen mit den beiden einzigen Unbekannten S5 und S6' Mttn hätte übrigens 
auch die Verbindungslinie der Anschlußpunkte A und P als Achse einführen 
können, die die Aufstellung einer einfachen Momentengleichung erlaubt. 

GrundEätzlieh stellt sich abo das Lösungsverfahren recht einfach dar. Ver
suchen wir aber, die Momentengleichungen für die so in allgemeiner Lage gdun
denen Achsen aufzustellen, so sehen wir, daß für einzelne eine beträchtliche geo
metrische Vorarbeit zu leisten ist, um die Abstände der einzelnen Stabkräfte von 
ihren zugehöügen Achsen zu ermitteln, denn bOwohl die Stäbe als auch die Achsen 
liegen windschief zueinander und sind auch, bis auf wenige Ausnahmen, nicht 
zu den Projektionsrichtungen irgendwie günstig orientiert. Wir bezahlen Fomit 
den Vorteil der rechnerischen Einfachheit mit geometrischen Schwierigkeiten. 
Es liegt, nahe, auf Grund dieser Erkenntnis andere Achsen aufzusuchen, die uns 
die umfangreiche Zeichenarbeit der Umprojektionen zur Ermittlung der einzelupn 
Abstände ersparen. Selbstverständlich werden wir dafür ein nicht mphr so ein
faches Gleichungssystem mit voneinander unabhängigen Gleichungen zu er
warten haben. Es läßt sich aber in fast allen Fällen durch günstige Anordnung 
der Achsen, die zu einer Projektionsebene orientiert (parallel oder Hpnkrecht) 
sein sollen, ein Gleichungssystem aufstellen, bei dem in jeder Gleichung nur 
wenige Unbekannte enthalten sind. Liegen die Achsen so, daß sie einer Projek
tionsebene parallel oder senkrecht zu ihr sind, so sind die für die Momenten
gleichungen erforderlichen Abstände aus dieser Projektion direkt abzugreifen, wie 
schon das Beispiel der Abb. 407 zeigte. Die Gleichungen lassen sich dann sofort 
anschreiben, ohne daß viel geometrische Arbeit votamgehen müßte. 

Betrachten wir als Beispiel zu diesen Ausführungen das gleiche Stabsystem 
mit den geometrisch besseren Achsen l' -1' bis VI' -VI' (Abb. 411), die selb~t
versttindlich so ausgewählt werden, daß die einzelne Achse neben ihrer Orien
tierung zu einer der Projektionsebenen möglichst viele Stäbe schneidet. 

Bei der Aufstellung der Momente werden wir vielfach dadurch gut vorwärts 
kommen, daß man die betreffende Kraft in zwei Komponenten zerlegt, von denen 
die eine mit der Momentenachse in gleicher Ebene liegt, die andere senkrecht zu 
dieser Ebene verläuft. Nur die letztere hat ein Moment. Zur Ermittlnng dieser 
Komponenten verwendet man zweckmäßig die oben erwähnte Beziehung, daß 
sich die Stabkraft Si zur Komponente S' in einer beliebigen Richtung Verhält, 
wie die Stablänge 1; zu ihrer Projektion auf diese Komponentenrichtung: 

oder 

8~ 1; 
S;=T; 

CI, Cf I; 
o;=oi'-l' 

," 

In der Momentengleichung für die Achse I' -I' kommen die Stabkräfte SI' S2' 
Sa, S4 nicht vor. Es treten nur auf die Momente von P, S5' S6' Ersteres ist sofort 
anzugeben durch P . PI' Um das Moment von S5 zu ermitteln, legt man durch 
den Punkt C eine Lotrechte und zerlegt in der durch diese Lotrechte und die 
Stabachse von 5 bestimmten Ebene die Kraft S5 in eine lotrechte Komponente 
und eine solche in der durch C gehenden waagerechten Ebene. Die letzt<> Kom
ponente schneidet die Achse I' -I'; erstere ist nach obiger Beziehung gegeben 
durch: s 

1. ·h. 

Für die Achse 1'-1' hat sie den Hebelarm d. Ebemo wird S6 in zwei Kompo
nenten zerlegt, von denen die eine in die durch D gelegte horizontale Ebem> fällt, 
während die andere in der durch D gezogenen Lotrechten liegt. Ihre Komponente 
21* 
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ist gegeben durch: 
8 6 ~ T. L 

Ihr Hebelarm für die Achse l' -1' ist wieder gleich d. Es lautet demgemäß die 
"Momentengleichung für die Ach"e I' -1' nnter Annahme von Zugkräften in den 
Stäben: s s 

- 2 . k . d - --! . h . d - P . PI = 0 . 
ls " 

Die Momentengleichungen für die Achsen II' -II' und III' -IH' bereiten keine 
Schwierigkeiten; es ergeben sich mit den Bezeichnungen nach Abb. 411: 

r.c:..·_·_·_·_·-TT' 

~"h'b +~·h.b"':'" p·~=O 
~ . ~ , 2 ' 

SI h S5 h P T. . . e - ',-; . . e - . P, = O. 

i---:-""'~ rm 
Abb 41l. Jklulldll1ng dcs BeislJil~k~ der 

Abh. 409 mit lw:jtjcr gewählten Af'hs('n. 

~flJ' 

V' 
I 

Die Mornentenachse V' - V' verläuft lotrecht. 8 1 liegt in der hinteren lotrechten 
Ebene über AD. Eine Zerlegung in die lotrechte Richtung und AD ergibt zwei 
Komponenten, von denen nur die letztere ein Moment für V' - V' aufweist. Wird 
die Projektion von 11 mit a1 bezeichnet, so drückt ~ieh diese Komponente in der 
Form aus: SI 

T;' a1 • 

Entsprechendes gilt für die KräHf' 8 2 und 8 3 , während P kein Moment hat. 
ergibt sich demgemäß für die Achse V' -V' die Momentengleichung : 

~l . a1 . b j + '.t . l~ . l~ - ';3 . l~ . In = 0, 
1 2 J 

Es 

wobei l2 und 13 die aus dem Grundriß zu entnehmenden Projektionen der Stab
längen darstellen. 

Für die Aufstellung der Momente um die Achse IV' -IV' überlegen wir uns 
folgendes: Die Achse IV'-IV' liegt in einer'horizontalpn Ebene, bildet sich also 
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im Grundriß in wahrer Lage ab. Eine Zerlegung der Stabkraft 8a im Anschluß
punkt B bringt uns keinerlei Vorteile. da Eämtliche dort zu erwartenden Kompo
nenten Momente um die Achse HO, -IV' besitzen, also aUe in der Gleichung er
scheinen müßten. Zu weit günstigeren Verhältnissen gelangen wir jedoch, wenn 
wir die am Knotenpunkt B wirkende Stabkraft 8a in den Punkt E verschieben, 
was ja als Verschiebung in d('r eigenen Wirkungslinie erlaub~ ist, und dort eine 
entsprechende Komponentenzerlegung vornehmen. Punkt E liegt mit der Achse 
IV' -IV' gemeinsam in der oberen horizontalen Anschhlßebene. Die Zerlegung 
der Kraft Sa in eine Komponente S~ in dieser Ebene und eine KOlllpom·nte S~' 
senkrecht dazu zeigt. daß S~ durch dic .lchsc hindurehgeht, also nur die zwpite 
mit der Größe 

8" = S3 . h 
" /3 

ein Moment um die Achse IV' -IV' besitzt. Die :\Iomentengleichung für die 
Achse IV' -IV' lautet also: <; 

~·h·t-P·l) =0 l:J .t' 

worin f den Abstand de;; Punktes E von der Achse IV' -IV' bedeuh't, 
Die Achse VI' -V!' ist die Schnittgerade der Ebenen (1, 2, 3) und (5, 6). Dit'se 

fünf Stäbe schneiden die Gerade, dagegen Stab 4 nicht. Die Stabkraft 8 4 wird in 
zwei Komponenten zerlegt. S:.in der lotrechten Geraden und 8:' in der waage
rechten Ebene: 

<;;' = S, . h S" __ 8 • . 1' 
'-4- I" 4- - l-j 4' 

wobei ( die Projektion von l~ auf die waagerechtt' Ebene (Gnmdriß) darstellt. 
Das MonU'nt dpr ersteren ist sofort aufzustellen: 

8 •. h . 11 
I. . 

Die letztE're Komponente zerlegen wir in der horizontalen Ebene nochmals' in 
zwei Komponenten S~ parallel zu VI' -VI', die abo kein Moment hat. und 

=" 8;' (8. ,) 1 , 8 4 = lf' (al + a2) = T; '[4 • z;' (al :- a2) 

Diese Kraft hat den Hebelarm (g + h), und es entsteht demgemäß als :\lomentpn
gleichung für die Achse VI' - \T : 

~: . [(h . n) - (al + a2) . (g -+- h)] - p. Ps = O. 

Die Stablängen sind aus ihren Projektionen zu prrec!ulPn: 

[.= Vl'2 -'--h 2 
t I I • 

Die anderen .Ma.ße sind aus den Abbildungen zu entnehmen. Wir sehcn abo au" 
diesem Beispiel, daß die Auf~tellung dpr Gleichungen mit den nE'uen ·Achspn \"pr
hältnismäßig einfach wird und sich die Rechenarbeit zur Auflösung der Glei
chungen nicht wesentlich erschwert. Die Gleichungf'lj für dip Achsen IV' - IV' und 
VI' -VI' enthalten nur eine Unbekanntp und lidern die Stabkräfte 8a und 8~ 
aus den Gleichungen für die Achsen I' -I', H' -H' und ur -HI' finden wir '''\. 
8 5 und 86 , und schließlich läßt sich die letzte Stabkraft 8 2 noch aus der Gleichung 
für die Achse V' -V' ermitteln. -

Ein weiteres Beispiel (Abb; 412) soll uns zeigen, wie man sich bei besonderen 
Lagen von Momentenachsen durch Momentenzerlegung und mit Komponenten
bedingungen helfen kann. Wir versuchen bei der Ermittlung der Stabkräfte zu
nächst wieder dadurch vorwärts zu kommen, daß wir dreimal je zwpi Gleirhllng('n 
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mit zwei- Unbekannten aufstellen, nachdem wir uns überzeugt haben, aaß keine 
Gcrade zu finden ist, die fünf von den sechs Stäben schneidet. Zur Ermittlung 
der Stabkräfte 8 5 und 86 dienen die Achsen I -I und rr -H, die beide die Stäbe 1, 
2, 3, 4 schneiden. Die Momentengleichungen lauten: 

für I-I: '8 8) /2 + --E.. • h • b + p. (b + c) = 0; 
\ I. I. 

für lI-lI: 8·· b · d _S·. b · e =0. 
I. I~ 

Zur Berechnung der Stabkräfte 8 3 und 8 4 können die Achsen 111 und IV dienen. 
Erstere ist die Schnittgerade der Ebenen (1, 2) und (5, 6), letztere i~t dip Ver. 
bindungsgerade der Schnittpunkte der Stäbe 1, 2 bzw. 5 und 6. Da letzterer im 

JP. , --t-'---JF.h 
I . ~ 

I ~,i ~ 14P 
I I 

I,r 1Il 

Abb.4J2. AlIgclU9ineg Beispiel für den du roh sechs Stäbe festgehaltenen Körper. 

Unendlichen liegt, ist IV -IV die durch den Schnittpunkt 1, 2 parallel zu 5 und 6 
gezogene Gerade. Das Moment für IV -IV können wir dadurch aufstellen, daß 
wir seinen Vektor, der in die Achse IV -IV fällt, in zwei Komponenten in Rich· 
tung IV" (lotrecht) und IV' (waagerecht) zPllegpn; dann ist: 

Miv = MFv' + Mtv" . 

Für die Achse IV" haben aber die fraglichen Kräfte 8a, 8 4 und P kein Moment (da 
sie ihr parallel laufen) so daß das Moment für IV' zugleich auch das gosuchte 
Moment M IV ergibt. Da aber 8 3 , 84 und P senkrecht zu IV' verlauft·n, ist das 
Moment leicht anzuschreiben; es ergibt sich: 

M IV = 1I1n", 

Mn" = 8a · d - 8 4 , e - p. g = O. 

Das Moment für III - III liefert: 

(8a + 84) • b - P . c = O. 

Es fehlen dann noch 81 und 8 2 , Die Achse V -V als Schnittgerade der Ebene 
(3, 4) und (5, 6), ist eine geeignet.e Momentenachse. Es ergibt Rieh: 

( 8, + 8 2 ) .a.h _po (b +c) = O. 
1, I. 
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Die andere Momentenachse wäre entsprechend die Schnittgerade der Ebenen 3, 5 
und 4, 6. Diese Schnittgerade liegt in unendlicher Ferne. Es würden dem
gemäß die Kräfte P, 8 1 , 8 2 unendlich große Hebelarme erhalten; damit ist aber 
nichts anzufangen. Wir werden in diesem Falle, wie schon auf Seite 321 angegeben, 
die Momentenbedingung durch eine Komponentenbedingung ersetzcn, und zwar 
in Richtung senkrecht zu den beiden fraglichen Ebenen (3, 5) bzw. (4, (j) und 
erhalten als Gleichung: S S 

_2.d+ 2 .e=O. 
I, 12 

Wir werden also bei der Bestimmung der Achsen stets darauf achten, daß 
diese wenigstens zu einer der drei Projektionsebenen orientiert sind und die Hebel
arme der Momentengleichungen einfach abzumessen sind. Andererseits wollen 
wir uns nicht auf Momentengleichungen versteifen, sondern bedenken, daß ge
gebenenfalls Komponentenbedingungen nützlicher sind, die dann an Stelle einer 

a 

5' 

------~ 
Rg b~ 

'~ 
#~j--6-::;'-----' 

I 
I 

I I I 
I I I I 

~o' " .--1._' I I 

: s" . 2' 

Abo. 413. Behandlung der Konstruktion der Abb. 412 mittels Projektionen. 

oder mehrere!' (bis drei) Momentenbeziehungen eingesetzt werden können. Im 
übrigen kann man auch unter Umständen durch unmittelbare Verwendung der 
Projektionen günstigere Lösungsverfahren bekommen. Man könnte im vor
liegenden BeiFpiel folgendermaßen vorgehen: Man projizit'rt das Kraftbild auf 
die Aufrißtafel, also eine Ebene parallel zur Ebene (3, 5) bzw. (4, 6) (Abb. 413a) 
und stellt nun Gleichgewicht zwischen P und den Kräften in den Geraden 1", 3", 
5" her; so bekommt man die Resultierenden von 81 ,82 (Rl2) bzw. 8 3 , 84 (R34 ) und 
85 , 86 (R56 ) in der Aufrißprojektion. Mit Hilfe des CULMANNschen Verfahrens findet 
man das in Abb. 413e angegebene Krafteck. Im Grundriß muß die Grundriß
projektion von R56 , also R~6' im Gleichgewicht stehen mit 8 1 und 8 2 ; aber da drei 
Kräfte nur im Gleichgewicht stehen können, wenn sie durch einen Punkt gehen, 
ist die Lage Rö6 bestimmt und so auch Ru = R~6 und dadurch SI und S2' AIHl 
dem. Seitenriß erhalten wir dann S3 und S4' Es fehlt noch die Größe von S5 lind 
8e selbst; da aber Lage und Größe ihrer Resultierenden bekannt sind (erstere aus 
dem Grundriß, letztere aus dem Aufriß), bestehen die beiden Gleichungen: 

S5 + S6 = Rös , 

S5' d = S6' e, 

womit sie eindeutig bestimmt sind. 
93. Behandlung bei Symmetrie und Gegensymmetrie. Eine wesentliche Er

leichterung für die Ermittlung der Stabkräfte beim Sechsstabanschluß tritt dann 
ein, wenn die Festlegung des Körpers durch 'die sechs Stäbe symmetriFch zu 
einer Ebene angeordnet ist. Es läßt sich dann genau wie in früheren Fällen 
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(NI'. 60) wieder die allgemeine Belastung aufteil('ll in einen symmetrischen und 
einen gegpn,ymmetrischen Lastanteil. Bei der Konstruktion in Abb. 414, die als 
Gl'undlage einen Motoreinbau bei :Flugzeugen hat, besteht die Belastung aus drei 
KOlllponenten P"" Py, Pz durch einen beliebigen, günstig gewählten Punkt 0 und 
drei Drehmomenten .Mx , My, Mz. Nach früherem kann nun jedes beliebige räum
liche LastsYlltem ersetzt werden durch drei Komponenten dureh einen ganz be
liebigen Punkt und dr(>i Kräftepaare ; eH stellt also die hier dargestellte Beanspru
chung den allgemeinsten Fall dar, da sie jede beliebige Belastung zu ersetzen 
vermag. 

Die BclastungHsymmetrie für ebene Probleme wurde auf Seite 172ff. be
handelt. Wir können in Erweiterung der dort gegebenen Sätze für den Raum 
folgendes aussagen; Bei geometrischer Symmetrie sind im Falle der Symmetrie 
da Belastung die Reaktionskräfte, d. h. in unserem Falle die Stabkräfte, sym
metrisch zur Mittelebene. Es werden symmetrilieh angpordm'te Stäbe also die 
gleiche Last aufnehmen. Im :Falle der Gegensymmetrie der Belast1mg sind die 
Reaktionskräfte gegensymmetrisch. Die zugeordneten Stabkräfte SI und S2 
bzw. S3 und S, bzw. S5 und S6 werden also gleich groß, aber entgegellgesctzt 
gerichtet sein. 

Für unser Beispiel ist die symmetrische Belastung (zur Symmetrieebene spie. 
gelnd!) dargosteIlt durch die beiden Kräfte P"" Pz und das Moment M ... Für diese 
Bela:-,tung i~t die Stabkraft S~ = Ei , S: = 8:; st = S:. (Der Anzeiger * be· 
zeichnet Größen, die aus der symmetrischen B( la tungsgruppe hervorgehen, der 
Anzeiger ** bezeichnet die aus der gegensymllletrischen Belastung ermittelten 
Größen.) Da die Stäbe geometrisch symmetrisch angeordnet sind und je zwei 
sich in einem Punkt auf der Mittelebene schneiden, haben diese beiden Stäbe je eine 
Stabkraftresultierende, die in der Mittelebene liegt. Bilden wir nun dil'~e Mittel
ebene ab, mit den Resultierenden Rf2 aus Sf und Si, R:;. aus S,~ und S:' R~6 allS 
st und S:, so ergibt diese das gleiche Bild wie der Aufriß (Abb. 414d). Es cnt· 
steht somit ein ebenes Problem,. das in bekannter Weise ge!Ötit werden kanll. 

(~'M)l = 0; 

(I M}JI = 0; 

(IM}m=(J; 

Pz • a - Px ' b - .Mv + R't!. . el = 0, 

Pz ' d - P", ·j-'Mv + Ri4 . e2 = 0, 

P z . 9 + PI/;' c - My - R~,;' ea = O. 

Die errechneten Werte für die Stabkraftresultierenden Rf2' Ri4 und Rts müssen 
noch in die l'inzelncn Stabkräfte zerlegt werden. Diese Zerlegung erledigen wir 
zweckmäßig jedoch erst zusammen mit den gegensymmetrischen Stahkräften. 

Die gegensymmetrische Belastung (zur Symmetrieebene spiegelnd mit um
gekehrkm Richtungssinn) ist dargestellt durch die Kraft P" und die beiden Mo. 
mente ]}[x und ll1z . Die geometrisch symmetrischen Stäbe 1 und 2 erhalten durch 
die gegensymmetrisehc Belastung gleich große, aber entgegengesetzt gerichtete 
(gegen symmetrische} Stabkräfte, die wir im Schnittpunkt der Stäbe zu einer Re. 
sultiPrenden R't2* zusammenfassen konnen. Diese Resultierende Ri2* mull in der 
Ehene der bpiden Stäbe liegen und wegen der Glpichheit der Kr.aftgrößen senk
recht zur Mittelebene stehen. Sie wird also in an den Projektionen in wahrer 
Größe vorhanden sein, in denen die Mittelehene als Linie erscheint, d. i. im 
Grundriß und Seitenriß. Das gleiche gilt von Ri4* und R~,,*. 

Diese heiden Projektionen bmutzen wir zur Ermittlung dpr Stabkräfte bzw. 
ihrer Resultierenden Rf,*. Im Grundriß (Ahb. 414e) prhalten wir die Gleichungen; 

(I 11th' ~~ (): 
(2,' M)ll"~~ 0; 

R,;."F . )'1 + Py (Xl + X2) + M z + R~,: (Xl + X2 + :l:3 ) = 0, 

-R~2* Xl + P y . X 2 + Mz + R~,;* (x2 I- x 3 ) = (J; 
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im Seitenriß (Abb. 4i4f): 

(.I M)m'= 0: Ri.2*· %3 + P II (Z2 + %3) + .H., + R:1* (%1 + %2 -+- %3) = O. 

Als Kontrollgleichung können wir uns noch der für beide Projektionen gültigen 
Komponentengleichung bedienen: 

.IY;= 0: R:2* + Rt4* + Rts'" + Pli = O. 

d 

6 

f 

4.bb. 4Ua nis f. Behandlung eines Körperanscblusscs mittels Belastungsumordnung. 

Gleichgewicht von Kräften im Raum ist nur dann gesichert, wenn in allen dpci 
Projektionen Gleichgewicht besteht. Also müßte bei der gegensymmetrischen 
Belastung auch noch in der Aufrißprojektion Gleichgewicht vorhand"n sein. Das 
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ist aber auch erfüllt, da ja im Aufriß (Mittelebene) dip gpgensyn1lnetrü'f'hen Hp
la,tung~größ('n P y , 1!lx ' 1I'[z vprschwindpn, abo kpine Btabkräfte bzw. keinp Re· 
sultiprpndpn Ri.~*, Ri4* , Rt,;* auftrpt,en. Wir können demgPl1läß auch sagen: Für 
die gesamte Belastung (Symmetrie und Gpgensymmetrie) haben wir in (h'n dn·i 
Projektionen Gleichgewicht hergestellt. 

Damit sind aus den beiden Belastungszuständen für den allgemeinstpn Falf 
dip Resultierenden Rtk und Rtt gefunden. Diese Rpsulti('renden dpr Stabkräfte 
müssen nun noch in ihre ursprünglichen Stabkräfte zerlegt werden. Das kann 
aber nur in der Ebene dpr entsprechenden Stäbe geschphen. Zu diefem ZWP9k 
bilden wir di<> Ebenen (1,2) bzw. (3, 4) und (5, 6) vermi5tels Grund. und Aufriß 
natur :<>treu ab (Abb. 414g, h), indem wir jedesmal die Stabebene in eine Lage 

1f,; 

Abb. 414g bis 1. Bestimmung der Stabkräfte au!"; den crmiUelt('u H('sultierenlll'll. 

parallel zur Grundrißebene drehen; als Drehachsen wurden die Geratlrn AA bzw. 
BB und 00 benutzt. Damit erhalten wir die Richtungen der Stäbe in ihrer 
(·igcnen Ebene und können die ermittelten Teilresultierenden in ihre Stabbestand· 
teile zerlegen. 

Auf diese Weise ist also das räumliche Problem des spchsstäbigen symmetri· 
schpn Anschlusses auf ebene Probleme zurückzuführen. Die allgemeingültige 
Auscage, daß die drei Projektionen im Gleichgewicht stehen müssen, ist hier 
schrittweise erfüllt wt>rden: die symmetrische Bplastung liefert ein Gleich· 
gewichts bild des Aufrisses, die gegensymmetrische die Gleichgewiehtsbildcr des 
Grund- und Seitenrisses. 

XIX. Die Festlegung eines. Körpers durch Lager und entsprechende 
Aßschlüsse. 

94. Der in Drehlagern gestützte Körper. Wir haben in den letzten Ausfüh· 
rungen Körper betrachtet, die durch besonders Stützungsstäbe mit der Erde ver· 
bunden sinel. Geradeso wie bei der ebenen Stützung könnpn nun auch hier statt 
der Stützungsstäbe andere Verbindungen zwischen Körper und Erde (bzw. 
oinem starren Gebilde) gewählt werdcn, AnschlüsEc, Lager, und es ist die "Fragp, 
wPlcher Zusammenhang zwischen ihnen und den Stützungsstäben be;tcht. Wir 
gphj.m von den einfachsten Lagern aus. Die bei den ebenen Balken betrachtcten 
Abstützungen waren: das feste Auflager (drehbar, aber unverschieblich), das be· 
wegliche Auflager (drehbar und verschicbli(:h) und die Einspannllng (undrehbar 
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und unverschieblich}. Bei den bei den erst.eren war der Balken mit der Unterlage 
dureh ein Gelenk verbunden, so daß kein Moment vom Balken auf die Unterlage 
'weitergeleitet werden konnte. Wollen wir nun Vorkehrungen treffen, daß vom 
räumlichen Ba;lken oder Körper auf die Unterlage kein Moment übertragen wird, 
~o müssen wir ein Kugelgelenk anordnen, damit jede Drehmöglichkeit vorhandpn 
ist. Den unteren Teil des Lagers können wir dann unverschieblich gestalten 
(Abb. 415a), also fest mit dem Mauerwerk verbunden, oder verschieblich in einer 
Richtung (Abb. 415 b, c) oder verschieblich in jeder Richtung (Abb. 415d). Die 
Verschipblichkeit in einer Richtung kann mittelR Rollen herbeigeführt werden, die 
für jede Richtung mit Hilfe von Kugeln, die zwischen Lagerklotz und Unterlager 
eingeordnet werden. Durch diese Lager können keine Momente übprtragen 
werden, al 0 für jedes ist 111 = 0 oder, anders au~gedrückt, .~1x' .11., ;11. könnpn 
nicht auf die Unterlage weiterge- / 
bitet werden. Andererseits kann 
durch das feste Auflager jede Kraft 
weitergeführt werden, d. h. es kön
nen die drei Komponenten X, Y, Z 
übertragen werden oder, mit an
deren Worten: beim festen Auf
lager im Raum mit Kugeigelenk 
kann eine Lagerreaktion in der X-, 

y- und z-Richtung auftreten (bei 
dem ebenen festen Lager nur eine 
solche in der lotrechten und in der 
waagerechten Richtung). Bei dem 
Rollendrehlager entsteht in der 
Verschie bungsrichtung keine Lager
kraft, also können nur Kräfte über

Abb.4-15. Die -verschIedenen Kugeldrchla.gl'r. 

tragen werden in der lotrechten Richtung und in der waagerechtEm Ebpne senk
recht zur Bewegungsrichtung ; bei Abb. 415 b solche in der y-Richtung, bei 
Abb. 415c in der x-Richtung. Bei dem Kugellager der Abb. 415d kann über
haupt keine waagerechte Kraft übertragen werden, wndern nur dip z-KompOlll'nte. 
Es stellt demgemäß das feste Raumlager mit Kugelgelenk drci Unb(·kannte da., 
das Rollendreh-lager zwei, das Kugeldrehlager eine. Im letzten J<'alle lirgt die 
I.agprkraft senkrecht zur Stützungsebene, im zweiten J<'alle liegen bpide Kom
ponenten in einer Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung, also fällt auch die 
Lagerkraft selbst in di.c.>sp Ebene hinein. Im ersten Falle kann die LagPlkraft 
jpde bPliebige Richtung anm·hmen. 

Der Zusammpnhang zwischen dieFen Lagern und den StützungF~iäben i~t 
lpicht zu erkennpn. Wenn ein Punkt A gegenüber der Erde unverschieblich fest
gelpgt werdpn soll, bmötigt man drei Stäbe. Es bewirken alw drei Stützungs
stäbe (Abb. 416a) das gleiche wie das feste Auflager. Selbstverständlich dürfen 
dipse drei Stützungsstäbe nicht in dieselbe Ebene fallen, dpnn alsdann" äre ja 
Punkt A nicht räumlich fest angeschl08;-en. Ist andererseits ein Punkt B durch 
zwei Stäbe an dip Erde angefügt (Abb. 416b, cl, so kann er nur Bewegungpn auf 
pinpm Kreisbogpn ausführen, der an der SteHe B senkrecht zur Ebene der Stäbe 1,2 
vprläuft. Praktisch wird bei einem gestützten Körppr von diesem Kreisbogen. 
nur ein klein(>s Stück in Frage kommen, ein Element, das senkrecht zur Ebene 
(1,2), also in x- bzw. y-Richtung verläuft. Die gleiche Bewpgung wird aber er
reicht durch dn Rollpnlager, dessen Bewegungsrichtung senkrpcht zur Ebene (1,2) 
verläuft. Hat man schließlich einen Anschluß nur durch einen Stab (Abb. 41lid), 
&0 kann der Punkt sich auf einer Kugelfläche bewegen, VOll der im praktischen 
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Falle nur ein kleines Flächenstück (Flächenelement) in Frage kommt, das senk· 
reeht zu dem Stab liegt. Also könnte der Punkt die gleiche Bewegung ausführen 
wie bei seiner Stützung in einem Kugeldrehlager. Wir erkennen aus dieEer Be· 
trachtung: ein festes räumliches Lager mit K11gelgelenk kann durch drei Stützungs. 
stäbe ersetzt werden, ein Rollendnhlager durch zwei, die in der Ebene senkrecht zur 
Beweg11ngsgeraden liegen müssen, 1l11d ein Kugeldrehlager durch einen Stübmgs· z. stab, der senkrecht zur 

I Bell'egungsebene gerich· 
a A C I tetist. DieZahlderLa· 

8 
x ,-
Yez, !2J 

gernnbekannten stimmt 
mit der Zahl der Stüt· 

<!~C>~ 
zungsstäbe überein. 

DaeinKörperdurch 
sechs Stützungsstäbp 
gegenüber der Erde 
festgelegt werden kann, 
so kann dieses auch ge· 
schehen durch drei Rol. 
lendrehlager (je zwei 
StützungEstäbe) oder 
zwci Rollendrehlager 
(je zwei Stützungsstä· 
bel und zwei Kl1gpl. 
drehlager (je einp!1 
Stützungs stab )odereill 

b zt. zt 
0 1 d I 

Abb.416. Ersatz der KUq'eldrehIagC'r durch Stützungsstüb('. 

Rollend reh lager, ein 
festes Drehlager (drei Stützungsstäbe ) und ein Kugeldrehlager oder ein festes Dreh· 
lager und drei Kugeldrehlager . Es ist allerdings nicht gesagt, daß eine solche Lagt'. 
rung immer den Körper unverschieblich festlegt; das bedarf einer Nachprüfung. 

Abh.lt7. 
Vel' . ..;chic-hlich gc~tützt('r Kürp('r. 

Man.kann eine solche etwa dadurch vornehmen, 
daß man die Lager durch Stützungs stäbe ersetzt 
und feststellt. ob diese Stäbe eindt'utige und 
end liehe Kräfte erhalten. Wir bpkommen dipse 
sicher nicht, wenn die sechs Stützungs stäbe von 
einer Geraden getroffen werden können. Es ist 
beispielsweise der in Abb. 417 dargestellte Kör· 
per, der in ein"m festen und drei Kugeldreh. 
lagern auf horizontaler Eb"n" aufliegt, nicht 
mehr unverHchieblich. Das erkennt man SdlOll 
ohne Stützungsstäbe, da sich der K@rp"r um 
das feste Lag"r drehen kann. Ersetzen wir .dit" 
Lager dureh Stützungsstäbe, so schneid{·t die 
mit Stab 1 zusammenfallende Gerade alle sechs 
Stäbp, alw haben wir kein eindeutig"s System. 

Ändert man die Bewegungsebpnen der Kugeln, daß die drei Stützungs stäbe nicht 
mehr durch einen Punkt gehen, so kann eine unverschiebliche Lagerung entsteh"n. 
In Abb. 418a ist ein Körper durch ein festes Drehlager, ein Rollen- und ein Kugel. 
drehlager abgestützt. Die Stützungs stäbe für diese Lager können in der in 
Abb. 418b angegebenen Weise eingezogen werden; man erkennt, daß sich jetzt 
keine Gprade angeben läßt, die alle seehs Stäbe schneidet. Zur Berechnung der 
Lagprkräfte könnte man so vorgehen, daß man in der unter Nr. 91 angegebpnPll 
W"ise die Kräfte der Stützungsstäb" berpchnpt. Die Rpsulticrende der Stab· 
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kräfte 81 , 8 2 , 8a ist dann die Reaktion A, diejenige von 8 4 und 85 die Reaktion 
bei B und die Stabkraft 86 gibt die Reaktion in C an. Man kann natürlich auch 

AbI.>. 418. Unl'ers"hl eblich ges tutzter K ürpcr. 
, ; , , I , , 

~ b 

die Reaktionen unmittelbar ausrechnen, indem man von den üblichen Kompo
nenten ausgeht (Abb. 418a); das kommt auf dasseIhe hinaus, wie w{'nn man Stüt.
zungsstäbe in diesen Richtungen einführt. 

95. Die räumliche Einspannung. - Beanspruchungsgrößen eines beliebigen 
Querschnittes. Die ebene Einspannung legt das Balkenende undrehbar und un
verschieblich fest. Dasselbe gilt von der räumlichen Einspannung; auch hier 
I:aben wir unverschieblichell und undrehbaren Anschluß. Wie viele Unbekannte 
treten nun an der Eimpannstelle auf? An 
dieser kann jede beliebige Kraft und jedes 
beliebige Moment übertragen werden, weil 
aber sowohl die Kraft als auch das Moment 
(Kräftepaar) durch drei Angaben bestimmt 
ist (z. B. die drei Kraftkomponenten bzw 
die drei Komponenten des Momentenvek
tors), so liegen sechs Unbekannte vor. Da 
bei der Einspannung jede Verschiebung 
ausgeschlossen ist, kann sich der Balken 
(Abb. 419) weder in der X-, noch in der y-, 
noch in der z-Richtung verschieben, d. h. er 
kann die Komponenten der Lagerkraft in 
diesen drei Richtungen übertragen; und da 
Drehungen ebenfalls unmöglich sind, kann 
(>8 sich weder um die X-, noch um die y-, 
noch um die z-Achse drehen; er kann also 
an der Einspannstelle das Moment um die 
~-Achse (Mx), sowie diejenigen. um die y

Abb. 419. Die Reaktionsgrößen lwi der 
Einspannung. 

und die z-Achse (Mv, Mz) ebenfalls weiterleiten. Das Moment um die x-Achse 
ist ein solches, :lessen Vektor in die x-Achse fällt!, das Moment selbst liegt in 
der y, z-Ebene; es entspricht dem Biegungsmoment des ebenen Balkens, das ja 
in der Symmetrieebene des Balkens wirkt. Das Moment.M • liegt in der x, z-Ebene; 
es ist auch ein Biegungsmoment, aber nicht in einer lotrechten Längsebene, 
"ondern in einer waagerechten; es will den Balken in der horizontalen Rieh
t.ung verbiegen. Das Moment .lfz dagegen liegt in einer Quprschnittscbene 
und wirkt verdrehf'nd auf den Balken; man bpzeichnet es als Verdrehungs-

1 Die Momentenvektoren sind durch Doppelpfeile gekennzeichnet, die KraftVf'ktoren 
durch einfache Pfeile. 
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moment. Ein Verdrehungsmoment (Torsionsmoment) wirkt alm in einer Ebene 
senkrecht zur Längsachse, sein V('ktor fällt in dip Längsachse dcs Balkpns; da
gegen liegt ein Biegungsmoment in einer Längsebene, sein Vpktor steht senkn'ch: 
zur Stabachse. Von den drei LagPl'kräfkn stellt die x- und y-Kraft pinp Quer
kraft dar (senkrecht zur Balkenachse), die z-Kraft dagegt'n eine Längf;kraft. Wir 
können also sagen: In dl'r räumlichen Einspannstelle sind außer den drei Mo
menten drei Lagerkräfte, zwei Querkräfte Ax, A y und pine Längskraft A z, ue
bekannt. Bei der ebenen Einspannung lagen dagegen nur dr('i Unbekannte vor, 
nämlich zwei Lagerkläftp und ein Bicgemoment. Natürlich kann man die drei 
Kraftkomponenten zu einer Kraft, der Lagerkratt, vereinigen und die drei Mo
mentenanteile ebenfalls zu einem resultierenden Moment zusammenfassen, da, 
man wieder als Einspannmom€1~t b"zeichnet. 

Die Einspannung ist die einfachste feste Verbindungsmöglichkeit eines Kör
pers mit einem anderen starren Körper, also eine undrehbare und unverschieb
liche Befestigung. Wirken auf den eingcspannten Balken beliebigp Kräfte, so 

yl können diese nach früherem ersetzt werden 
I durch eine Resultierende R', die durch 

einen beliebigen Punkt geht, und ein re
sultierendcs Kräftepaar M~. Diese beiden 
Einflüsse wirken also auf dcn Balken und 
werden durch den Einspannquerschnitt 
weiter nach der EinspannRtclle selbst übpl'
tragen. Gegen diese Einflüsse wehrt sich 
die Unterlage; es entsteht dadurch PÜW 

Gegenkraft R = R' und ein Gpgenmoment 
li~~kt1;~~g~;~;~i('~ct\"'ie~('1~~I~~::;:~u~~~ M r = M~. Die Komponenten von R sind 

dann die eben erwähnten Gegenkl iift.e 
Ax , A y , A z , und die Teilmomente von M r sind die Momente ,JIx , r.l/", TM •• 
Diese Hehs Unbpkannten sind bestimmt durch: 

A~ ~-~ I Xi' 

A y =.I Yu 

Az=IZ., 

,Mx = (I lIfi)x, 

,My = (.I Mi)., 

,.bI, = (I Mi)., 

wobei wie früher brdeuten: .I Xi die Summe der Komponenten aller auf den 
Balken wirkenden Lasten in der x-Richtung und (.I M;)x die Summe der Mo
mente aller LasÜ'n und der etwa vorhandenJm äußeren Momente für die x-Ach,e. 

Bei der Konstruktion nach Abb. 420 ergibt sich: 

A~=O, Az=O, AyC~Pl-f-P2' 

,1lf~=Pl'C-f P 2 ·(b-f-c), r.bfy=O, rilf,=P;-a. 

(Das Vorzeichen der Lagerkräfte und Einspannmomente ist mit dem Richtungf;
pfeil ausgedrückt.) 

Da man ein räumliches Kräftesystem statt durch eine Kraft und ein Kläft<>
paar auch ('rsd-zen kann durch ein Kraftkreuz, können wir sagen: Durch den Ein
spannquprschnitt werden die zwei Kläfte eines Kraftkreuzes übertragen, di(' 
je nach der Gestalt des auf den Balken wirkenden Kraft~ystems g('genüber der 
Eimpannstelle ganz' verschied"n(' Lagen und Größen haben, ähnlich ",ie bei der 
ebenen Einspannung eine Kraft in allgemeiner Lage auftrat (die durch ZWei 
Kraftkomponenten und ein Moment ersetzt werden konnte). 

Nach den obigen Ausführungen werden durch den Einspannquerschnitt sechs 
Beanspruchungsgrößell weitergelPitet, die herrühren von einer Resultierelldpn R, 
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die durch einen beliebigen Punkt (vgl. Nr. 86) geht, und einem Kräftepaar. Als 
beliebigen Punkt wird man zweckmäßig den Schnittpunkt 0 der z-Achse mit der 
Einspannebene wählen, so da/} dann die Gesamtheit der auf den Balken wirken
den Einflüsse (Kräfte und Momente) ersetzbar ist durch eine Resultierende R' 
durch diesen Punkt 0 und ein Moment M;. Diese Betrachtungen haben große 
Bedeutung für jeden Querschnitt eines rälimli<Jh belasteten Balkens. Die Wir
kung aller Einflüsse auf den vom Querschnitt linkH liegenden Balkenteil I muß 
durch den Querschnitt auf den anderen Teil II weitergeleitet werden. AIll' auf 
den einen Balkenteil wirkenden Einflüsse lassen sich aber nach den obigen Aus
führungen ersetzen (Abb. 421) durch zwei Querkräfte Qx' Qv und eine Längs
kraft L. in einem beliebigfn Punkt (z. B. dem Mittelpunk~ des Querschnitts), 
zwei Biegungsmomente Bx , B y und ein Verdrehungsmoment T •. Also werden im 
allgemeinen diese sechs Beanspruchung~größen im Querschnitt auftreten. Beim 
ebenen Balken war es eine Längskraft, eine Querkraft und ein BiegUI'lgsmoml'nt. 
Dort lagen demgemäß drei Beanspruchungsgrößen vor, entsprechend dem Um
stand, daß für ebene Kräfte drei Gleich
gewichtsbedingungen aufsteIlbar waren. 
Jetzt im Raum haben wir sechs Bean
spruchungsgrößen, aber auch sechs Gleich
gewichtsbedingungen. Wenn die Verbin
dung zwischen den beiden Körperteilen so 
ausgeführt wird, daß diese sechs Bean
spruchungsgrößen sicher weitergeleitet 
werden können, dann sind beide Teile un
drehbar und unverschieblich miteinander 
verbunden. Selbstverständlich müssen die Abb. 42e\;'e~~elr:~l:;C:Q~~r;~~~~~~~~größcn 
sechs Beanspruchungsgrößen, die die Kraft-
wirkung des linken Teiles I ersetzen, mit den gesamten Kräften des rechten 
Teiles II im Gleichgewicht stehen und umgekehrt. Es ist also: 

Qx gleich der Summe aller X-Komponenten der auf den einen Teil wirkl'ndl'n 
Kräfte; 

Qy gll'ich der Summe aller Y-Komponenten der auf den einen Teil wirkenden 
Kräfte; 

L. gleich der Summe aIler Z-Komponenten der auf den einen Teil wirkl'nden 
Kräfte; 

B x gleich der Summe der Momente aller an dem einen Teil angreifenden Kräfte 
für die x-Achse; 

B y gleich d( r Summe der Momente aller an dem einen Teil angreifenden Kräfte 
für die y-Achse; 

Tz gleich der Summe der Momente aller an dem einen Tl'il angreifendl'n Kräfte 
für die z-Achse. 

Soll der ganze Balken die auf ihn wirkenden Lasten sicher übertragen können, 
Ra müssen an jeder SteIle die auftretenden sechs Beans.pruchungsgrößen durch die 
VerbindungssteIle zwischen dem Teil links und dem Teil n'chts weitergekitet 
werden können. Man erkennt leicht, daß es zu diesem Zweek nicht nötig ist, daß 
die Balkenteile durch einen vollwandigen Querschnitt verbundE'n sind. Man 
kann ja jedes KraftsystE'm im Raum durch ~echs Kräfte in allgPllleinE'l" LagE' er
Hetzen oder sie mit sechs Krii.ften ins Gleichgewicht SE'tZE'n, sofern ihre Wirkung~
linien allgemeine Lage haben. Da man dieses mit jeder auf einen Balkenteil wir
kenden Belastung ma<J"hen kann, werden wir eine sichere Verbindung zwisehell 
dem linken und dem rechten Teil auch dann erreichen, wenn, statt der unmittl'l
haren festl'n Verbindung der beiden Balkenteile mittels eines gemeinfaUll'1l Quer-
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~chnitts, zwi"ehen den beiden Teilen sechs Vel'bindungsstäbe in allgemeiner Lage 
eingEzogen werden; denn diese Stabkräfte können mit der gesamten äußeren Be
la,tung links oder rechtH ins Gleichgewicht gesetzt werden. Die sechs Stabkräfte 
zu~ammengenominen ergeben genau die gleiche Wirkung wie die eben eingeführkn 
Größen Q,., Q., Lz ' B,., B., Tz. E~ liegen hier entsprechende Verhältnisse wie in 
der Ebelle vor, wo ~tatt der unmittelbaren festen Verbindung zweier Balkenteile 
auch drei Vprbindungs~täbe zwischen den Balkenteilen verwendet werden konn
ten (Nr. 54). 

96. Y(,fschie(\('ne Allse·hlußarten. Zur eindputigen Festlegung eines Körpers 
brauchen wir sechs Fesseln, die Howohl durch Lagerkräfte als auch durch Mo
Illpnte dargestellt werden können. Bei der Einspannung hatten wir z. B. drei 
MOl1lente und drei Kräfte, bei den vorher betrachteten räumlichen Lagerungen 

sechs Kräfte. Selbstverständlich muß in jedem 
einzelnen Fall nachgeprüft werden, ob der Balken 
bpi der Verwendung von sechs Fesseln auch un
wrschieblich und undrehbar festliegt oder, andpr:s 
amgedrückt, ob die sechs Unbekannten eindeutige 

AI;i,;/~f.;e ~~~~~~~~~a~~r'A~.i~~~ar Werte erhaltenl. 
Bill jetzt hatten wir als Anschlüsse für einen 

Balken an die Unterlage betrachtet das Kugelgelenk, das übc-rhaupt kein Mo
ment übertragen kann, mit festem Lager, Rollenlager und Kugellager (mit 
drei bzw. zwei bzw. einer Unbekannten) und die Einspannung mit sechs Un
bekannten. Neben diest'n Anschlüssen kommen in der Technik noch manchl'r!l:'i 

n 
I 
I 

andere Ausführungen vor, darunter auch solche, die 
vier und fünf Unbekannte aufweiRen. Sie mögen nun 
Im Zusammenhang betrachtet werdl:'n. 

Abb. 423. Zylinderlager, drehbar Abb.42-1. ZylinderJager, dl'l'h-
um eine lotrechte Ach!';(" bar um eine waagerechte A('lIse 

senkrecht zur Hauptclwlle, 

Wl:'nn man den Balkl:'n mit einem Zapfen Yl:'rsieht und dil:'~l'n a.uf einem Lager 
unverschieblich stützt (Abb. 422), f;O kann Cl' nur eine Drehung 11m pine Achse, 
hier die z-Ach81:', amführen. Es werden also hier übntragen: Mx, 111. und A,., A., 
A z , dagegen kann das Verdrl:'hungsmoment Jlz nicht wl:'itergeleitet wE'rdcn. Wird 
dH Zapfen verschieblieh in der z-Richtung angeordnet, dann fällt auch dip 
Kraft A. fort . 

.Man kann natürlich auch ein Zylindergelenk mit der Achse lIlder y-Rich
tung (Abb. 423) oder x.Richtung (Abb. 424) anbringl:'n und kommt durch letzten' 
Anordnung zu einem Lager, wie es meistens als festes Lager für ebpnc Konstruk· 
tionen angeordnet wird. Es kann hierbei das Moment jUx nicht übertragen, es 
können also nur weitergeleitet werden: "lI. als verbiegendes Moment, 2Uz als ver-

1 Almlich wie man eine Lagerkraft dureh einen Stützungsstab ersetzen kann, könnte 
man auch ein Lagermoment.durch einen "Momentenstab er8etzen, der mit dem Momenten· 
v~ktor zusammenfällt und eine FeRsd darstellt. 
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drehendes Moment und A"" A v ' A •. Wird der Lagerklotz auf Rollen gesetz~ 
(Abb. 425), so fä.llt noch A. fort. Wird der Lagerklotz auf Kugeln gelagert., so 
kann er außer Mv und M. nur A lI übertragenl . Je nach der Ausführung (Reibung 
usw.) könnte es sein, daß nur ein gewisser Bet.rag der Momente übertragen werden 
kann. 

Im ganzen erhält man die in der Tabelle (Abb. 426) angegebpncn Grundformen 
von Lagern. Für die Darstellung ist zwischen Balken und Unterlage ein Lager. 
klotz eingeführt. Je nachdem dieser Klotz mit dem Balken und andererseits mit 

I Anordung b zagt. Von.Meb.ng 
(Lagerung de, UnierteIl') 

~ 
a b. (' d. 

). -~~. ~ ~ ~ ". 9 ,--- "' .. , 
vm~~idiiIitA /lallen, Rollen, KI/geln, 

Adlsenbezeicllnvng vtrsc/Jieblich vtrsc/Jieblich wrscIJieblich 
inz-lIkhllmg iny-Rit:hlung iny-u.z-Rit:ltlg. 

1.CWi? ttfz ,M1J,Mz 
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~:. :~'~~= ::1:: ~": 
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~.~ 
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:i 
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~ 

~ -- --~-I----

...... 3. Jl z , J.lI y.- _lf •• M •• - AIx .. lI.,-I.1/., .• ~f.,-
§ "-fet=+ 
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Abb. 426. 1) bertra{l1ng-smöglichkelten der verschiedenen Lag'<'r. 

der Unterlage verbunden ist, 
prhält man die verschiedenen 
Übertragungsmöglichkeiten. 
In der Tabelle ist angegeben, 
welche Größe (Kraft oder 
Moment) durch das betref
fende Lager weitergeleitet 
werden kann. In Reihe 1 sind 
die Lageranordnungen ange
führt, bei denen Balken und 
Klotz unmittdbar fest mit
einander verbunden Hind, in 
der 2. und 3. Rpihe diejeni
gen, bei denen ein Zylinder
gelenk mit waagerechter 
Achse zwischpn Balken und 
Klotz vorhanden i'lt, in der 
4. Reihe Konstruktionen mit 
stehendf'm Bolzen, und in 
der 5. Reihe haben wir La
ger, bei dpnen zwiHehen Bal
ken und Klotz ein Kugel
gelenk liegt. Je nachdem, ob 
in. den verschiedenen Stellen 
der Klotz mit der Unterlage 
steif verbunden oder auf Rol
len bzw, Kugeln angeordnet 
ist, entRtehen verschieden
artige Yerhältnis~e. Dabei 
ist in den :Fällen b, c, d an
genommen, daß durch ent
&preehendp Anordnungen der Rollen bzw. Kugeln die Übertragung der ange
gebenen Momente wirklich möglich i~t. 

SPlbstverständlich kann man sich au eh andere Lageranordnungen vorstplkn. 
ER könnten z. B. zwpi Drehmöglichkeiten - etwa nach Nr. 2 und 3 - mitein
an<!p!" vprbuudpn Hein, dann würdp gleichzeitig eine Drehung um die y- und 
:-Af'hse t'rfolgpn, also könnte nur noch 111", übertragen wprden. Diese Anord
nung würdp pinplll Kn'uzgp!enk (Dopprlseharnier) entsprephen. 

97. rrrscbil!drlle praktische Lagerungen und Anschlüsse. Wenn auch nieht 
alle in der Tnbpllc auf!!dlihrten Lagpr bzw. An~chlü"8e in praktischer Ausführung 
yorkommen, so ist di(,~l' ZU8ammen~tellung doch "ichtig, um über die ganze 
Kraftwirkung an dl'n Lagprn Klar}wit zu ,gewinnen, Auf einzelne praktische 

1 I>1\1",j ist die Anordnung ,h'r Kugdn so vorausgesetzt, daß tatsäehlich JI und .i.1[, auch 
Illlf!!l'nommt>n wprdpll kanll. 

:!:? SchJink. Statik. 4. 1I. 5. Auf), 
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.-\u~fühl'lmgen ~ei nun eingegangen. Häufig findet man bei gl'ößl'l'('n KOllstruk
tiOl1l'n, bei~pi('bweise Brückenträgern, die Lag('r 2, a und 2, b, das sind die Auf
lagl'!', wie wir sie bpi ebenen Balken kennengelernt haben. Der ganze Brücken
träger (Abb. 427) ist ein räumliches Gebilde; aber seine Haupttragteile sind eben, 
meistens lotrecht stehende Wände (A BC D und EFG H), die lDan dann als Schei
ben durch die angegeb('npll Lager abstützt. Dip Auflager A und E haben nach der 
Tab('lle je fünf Auflagerunbekannte, die Lager Bund F je vier, so daß im ganz('H 
J 8 Unbekannk vorhanden sind. Nun bedarf aber d('r räumliche Körper zur sta
liseh bestimmten Lagerung nur seehs Fesseln, also ist der hier dargestellte räulll
liehe Körppr z\\ölffaeh statisch unbestimmt. Die beiden Tragwände ABC D und 
E Fr; H seien, als ebene Träger betrachtet, innerlich statisch b('stimmt, dann sind 
Hie für ~ieh bei ~ler angegebenen Lagerung statisch bestimmt. Tatsächlich ist aber 
der ganze Brückenträgcr ein räumliches Gebilde und als solches vielfach statisch 
unbestimmt. Unter gewissen Umständen (1.. B. Windbelastung qu('r zur Fahr
bahn) iHt cs niitig, darauf zu achten, daß die ebenen Scheib('n Teile pines räUlll-

Abb. 4:!j,La<';l:rung" eine~ Bl'ül'k(,lltriigl'I~. 

liehen Gphildp~ sind, ~o daß auch Einflüss(', die allßerhalb dt'r Ebpnp d(')" :"(,I1(·ihpl1 
lipgen, von dplll Gebilde aufgenommen werdpn könm·n. 

Dip Flügel .eineR Flugzeuges sind verlIlitteIs der Holme an d('Jl1 Rumpf ent
,,"nder mit KugeJ- odpr ZyJindergelenk oder auch durch Eillf'pamlllng befpst.igt 
und vielfach lIoch abgpstützt. 

Von anderen AnschlüsRen, wie sie bl'i v(']"schicdl'llell Konslrllktionsgebilden 
auftreten, betrachten wir zunächst die Lagerung pinl'r Abraumfördprbrücke. Die 
oft ungenau('n Gleisanlagen und die Unebpn}witen dps Boclells einer Braun
kohlpllgrllbe fordern einp "Raumbeweglichkeit" dÜ'8('r Blückpll, aber doch so, 
daß dip ge:,amtc Konstruktion "festliegt". EH ist al+:o bei der Lagerung darauf zu 
achten, daß clip :Förderbrückc ohne inneren Zwang den versphü·del1artig~t(·n B,·-
Wl'gungen des Gdändes und damit der bei den Radwerke folgpn kann. "Ohno 
inneren Zwang" ist ab('r die gleichlautende Forderung mit "statisch bp~tilllmt". 
Dip Ausführung cliespr statisch bestimmten Lagerung bil'tet bei derartig schwprcn 
Uebildell jnsof('rn Schwierigkpiten, als die Verbindung mit dpm Boden auf zahl
reiche Riüler verteilt wprden muß, um die einzelnen Raddrücke nicht zn groB 
werde 11 zU' lasspn. Konstruktive MöglichkPitm sind in dm .cl bb. 428 und 429 
angegt· bell. 

In Abb.428 ist z. B. die Auflagerullg eÜlPr :Förderbrückp in zwpi (ipleiH
stränW'n mit je 32 käcll'l'll, das sind insgesamt 64 Räder, bpwl'rkstplligt. Trot z 
di,'s{'l' 64 .clllflag("rpullkk i~t clie FÖl'derbrür-kp aber statiHch b('Htinllllt, cL IJ. lIIit 
f-T('h~ LTJllwKanlltcll in al]g('ll1('illt·j' i.a~(' f{eJaf[Pl't. 
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Dip an einer Lagerstelle.(linkes oder rechtes Stützungs~y,t<'m der Brücke) all
;!pbl'achten 32 Räder sind mit Traversen zu je 16 Stück in zwei Dn'hgestellen zu
s<tmmengefaßt, und zwar so, daß sich eine auf die Stützst,elle C, D, E oder P 
I\'irkende lotrechte Kraft gleichmäßig auf die 16 Räder verteilt. Damit wirkt jedN 
der vier Stützpunkte der einzelm'll Drehgestelle als Auflagerstplle, die sowohl ill 
der lotrechten Richtung als auch - bei Feststellung (Bremsung) der Räder -
innerhalb der waageterhh·n Ebtcue in und senkrec-ht zur Fahrtrichtung keiJw 
B('wegung zulassen. 

Vom Htatischen Gesichtspunkt können somit die Stützpunkte an den Dreh
gr'stellen als Ausgangspunkte (fe4e Kugplgelenke) für die foItütl\ung des Brücken· 

AlJb.428. Lagerung cine~ Fürderbrücke auf 64 Rädern. 

systems bptraehtet werden. Damit in der Fahrtrichtung der einzelnen Wagen 
kein Zwang auftritt; wird nur einer der Drphgestellwagen gebremst; außerdem 
ist die durch die Drehheweglichkeit der Brüokenstütze A gewonnene Verschic
bungsmöglichkeit der beiden Drehgestellstützpunkte C und D eine Gewähr für die 
eindeutige Aufnahme von Kräften in Richtung der Brückenachse, eine derartige 
Kraft wird sich zu gleichen Teilen auf die heiden Punkte -C und j) verteilen. 

Über diesen Drehgestellpunkten C und D ist die linkc Stütze A aus zwei 
Rahmenglipdern aufgebaut, von dencn das eine starr, das andere drehbar um 
eine lokechte Achse mit dem Brü.:;kenträger verbunden ist. Damit jst erreicht" 
daß die Brüeke in bezug auf das linke "Lager" A eine Drehung um die lotrechte 
Achse und eine Drehung um die VE'rbindungslinie der Drehgestellstützpunkte CD 
ausführen kann. Es werden also nur aufgenommen: die drei Kraftkomponenten 
A"" A., A z und ein Moment um die Brückenhauptachse (Verdrehungsmoment des 
Brückenträgers), das sind insgeRamt vier LagNfesHelungen am linken Auflager A. 

Am rechten Lager B sehen wir als Verbindung des eigentlichen Brückenträger~ 
mit dem Stützrahmenwerk ein Hülsengelenk; das bedeutet, daß hier sowohl die 
Längskraft als auch das um die Brüekpnachse drehende Moment keine Gegen
wirkung findet. Ebenso sind die beiden übrigen Drehwirkungen (um die lotrechte 
Achse und um die Verbindungslinie der Drehgeskllstützpunkte E und F) durch 
entsprechPIlde Anordnung des Rahmenwerks ermöglicht. Es verbleiben als auf
/1t·hmban. Unbekannte nur die beiden Komponenten in lotrechter Richtung und 
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in Fahrtrichtung. Die letztere \\ird wieder eindeutig. bestinllubar dureh Ahh"I'Ill
sen nur eines Drehgestellwagens. Diese beiden Fesseln des rechten Lagers B er
geben mit den beschriebenen vier Fesselungen des linken Stützwerkes A ins
gesamt .eehs Ft'sselungen, also eine statisch bestimmte Lagerung der Förder· 
brücke. 

Die in der Abb. 429 dargestellte Lagerung der Förderbrücke auf Raupen 
fahnn'rken fordert eine erhöhte Bewegungsmöglichkeit der Abstände der heiden 
Fahrwerke gegenüber der Schienenlagerung. Auch hier "iedel' wird auf jeder' 
Seite nur ein Raupenfahrwerk abgebremst, um die Kraftaufnahme in der Fahrt
richtung eindeutig werden zu lassen. Die Traversenanordnung der Raupenbänder 
erlaubt uns wieder, die Punkte C, D, E und F als Festpunkte für un,prcp Aufhau 
lGdenke mit eindeutigen Kräftf·n) anzuse])(-n. 

Abb. 420. Andere Lagerung einer }·öl'dcrbrücke. 

Das linke Lager A ist, außer seiner Drehbarkeit um eine lotrechte Acllse, dreh
beweglich um die waagerechte Achse senkrecht zur Brückenhauptachse, und zwar 
doppelt, denn die Verbindung der Stützpunkte CD stellt ebenso wie die am oberm 
Ende des Rahmens A angegebene Scharnieranordnung eine Drehmögliehkeit 
dar; durch diese beiden parallel angeordneten Geh'nke ist ein Ausschwenken des 
Rahmenwerkes aus der lotrechten Ebene möglich, d. h. es kann in A keine in 
Richtung der Brückenachse wirkende Kraft aufgenommen werden. Es vl'rbleihl'll 
somit am Lager A nur die drei Fesselungen: eine Lagerkraft in Fahrtrichtung, 
eine solche lotrecht und ein TorsionsmOlIlent der Brücke. 

Am Lager B stellt die Achse durch dIe Auslegeranordnung G und rla!\ Kopf. 
lager der Stütze Beine Drehbeweglichkeit der Brücke um dip Hauptbl'ückl'll' 
achse dar. Weiterhin ist eine Drehung um die lotrechte Ach,e pl'möglicllt, und 
ebenso die Drehung um die Achse EF. Hier können also nur die drpi Kraft· 
komponenten B"" B II und Bz gehalten werden. (In Längsrichtung wird die Kraft. 
durch die Sperrung der Längsversellieblichkeit am Hül~enlager G aufgenommen.) 
Diese drei Fesseln stellen zusammen mit den drei Fpsselungen des linkl'n Lag{')'~ 
also wiederum eine mit sechs Fesseln gehaltene statisch bestimmte Festkgull,!( 
der Förderbrücke dar. 

Weitere Raumlagl'rungen des Hebezeugbaues sind die der Drehkrane, dic 
ebenfalls meist.ens statisch beRtimmt au~geführt Werden (Abb. 430). Das Druck· 
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lager (Königst;tuhl genannt) besitzt drei Fesseln (zwei quer und pine längs der 
.Drehachse wirkende Kräfte), das Halslager zwei Lagerkrii.fte. Die übrigblei· 
bende Drehmöglichkeit wird durch eine Bremsf', al!\ f>echstl' F(,R~dung, beseit.igt., 
wenn df'r Kran festsfRhen soll; wird die Bremse gdö~t, ;;0 i~t damit nicht mebr 
die Drphbewegung gefesselt und der Kran 
kann gedreht werden. Die Bremse Rtdlt 
~olllit hier eine aus!\ehaltbare Dreh. 
lllomentenlagerung dar. 

Eine ähnliche Lagerung finden wir 
ht-i der Kurbelwelle (Abb.431), der Trans. 
miSbion!;wplle, der Schiffsschraubenwelle 
\lSW. Sie sind alle in fünf Fesseln, ein 
festes und ein vcrschiebbares Drehlager, 
gehalten, und es ist bei an diesen an· 
treibenden Wellen das Drehmoment die 
einzige Größe, die sich auswirken kann 
und die skh mit dem Kupplungsdreh. 
moment bzw. dem widerstehenden Mo· 
ment desArbeitsvorganges aufhebt. Wenn 
wir von den Anlauf. und Auslaufvorgän. 

Abb.t30. 
Shitzung eines nrehkranes. 

I 

1 

gen absehen, steht bei konstantem Lauf dieser Wellen das Drehmoment am Ende 
der Welle mit dem Arbeitl'drehmoment im Gleichgewicht, d. h. et! ist diese Gegen
wirkung geradEZU einpr Lagerfesselung gleichwertig. Bei Transmissionswellen 
werden wegen der SOnf.t zu großen Durchbipgung oft weitere Lager angebracht, 
das führt aber dann zu einer statiHch unbeht,immten Lagerung. Die statisch be· 
f<timmte Lagerung hat den Vorteil, daß sich kcine inneren Spannungen (.og. 
"Zwang") au~bilden können, d. h. daß die 
entstehenden &anspruchung.größen des 
Werkstücks eindeutig aus der äußeren Be. 
laHtung ht-stimmt werden können. 

Zur Vermeidung dieser inneren Spanmm. 
gen ,müssen auch alle teJ)lperaturwechselnden 
MaHchinenteile, selbst ohne äußere Laf-t,en, 
stets .'0 gelagert sein, daß sich die Wärme. 
ausdehnungpn bei diesen Maschinen auswirken 

Abb. t31. Lngcr1Ulg einer Kurbclnclle. Abb. t32. Lagerug einer Dampfturhlne. 

könllen. And(·renfalls entstehen "Wärmespannungen", die ihrem Wesen na(·h 
die gleichen inneren Spannungen sind wie die durch unbestimmte Lagerung er· 
zeugten "elastischen Spannungen". So ist z. B. die inAbb.432 dargestellte Lagerung 
einer Dampfturbine derart am gebildet, daßvom AbdampfRtut,zen her, an dem der 
starre Kondensator unverschieblich angebracht ist, die Maschine einer Wärme
aURd('hmmg in jeder Richtung nachgeben kann. Die seitliche Ausdehnung der 
Ix·idl'll Pratz('n 11m NipdprdMl('kpndp h,t du)'(·h F(·df'r und Nut prrPieht, die Aus-
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dehnungsmöglichkpit in der :Ebenc (zwei Richtungen) ist für dic Hoehdruekspite 
durch größer gebohrte Löcher in den dortigt'n Pratzf'n ge/!('ben. Die ~j)al\lpfzu
fuhr in dem verschieblichf'n Hoehdrmkteil dN Masehine muß entsprtC"llPnd mit 
einem elastische'n Rohr, eillem Metallsehlaueh, pIfolgl'll. Die beid{'ll in vl'rti
kaIen Nuten geführtl'n NaHen des G('häll~l'S vt'l'hüt<'n einl' QlI<'rv('rf-ehil'bung dpr 
Maschine. Die so ausgeführte Lagerung der Turbim' gestatleteine unbphind('Ttc 
Wärmedehnung des Gchäuses und df:'r darin~itz('n{h'n J\fas('hinentpi!", ist abl'r vom 
statischen G!'sichtspunkt aus ilnl\l{'r noeh zwtifach statisch unbpstillllllt, dpnn ('S 

liegen an den größer gebohrtpn Löchel~n je pine, das sind im ganzen zwpi, an den 
mit Nut und Feder vers!'hem'n Auflagerpl atZt'n je zw!'i, das sind vier, und schlicB
ich an jeder Fühnmgsnase noch eine, das sind zwei, also insg('samt acht Un

bekannte vor, ~während zur statisch bl'stiJlll1ltpn LagcJ'lmg 
s('chs Unb!'kannte gefordcl t sind. 

Nebl'n dl'm Großmaschinl'nbau finden wir dit, Forderung 
nach statisch b('stinulltpr ],agerung auch in dpr fpinm('chll
nischen Meßtechnik. Die Lagerung vip leI' Meßinstrumente 
(Abb. 433) beruht, ähnlich wie bpi dpr Kranlagerung, in d('r 
F('stlpgung der Achsl' dl's bewegliehhl Anz(>igekils in zwpi 
Lagern, VOll dpnpl! pine~ drei, das <1ndl'Je zwei Komponentcll 
aufnimmt. Damit sind alle Kr äfte und alle Bi('w.'moml'nte 

Ahb. 433. ><tutznng der Aehsp aUfZUlll'hlllcn. IJas verdrphende Mompnt kanu 
dne" Mellin~,trumellt'B nicht aufgenomnlPn w<'rden; l'~ dicnt zur JVIesHung deI' zu 
untersuchenden Gi'ößen. Die Drehung wild l'rsehwel't durch irgpndpine bekannt<' 
Feder oder dergleichen, dil' aber l'inpu Aussehlag zuläßt, der ab Maß dl'S Drl'll
moments bzw. ~er zu messenden Größe abgelesen werdl'n kann. Da mit jl'dl'T 
Lagerung unvl'rmei<llich <'in g!'wisser Rt'ibungswiden,taml vPTbundl'n i;,t, Vt'l'
zichtet man bei hochempfindlichen \fnstrunll'nten, dip schon auf ganz gprill/L" 
Erregungen ausschlagen soll!'n, oft. auf das Hali"lagt'r, nimmt dem Instruml'nt, 
z. B. Elektrometer, aber damit die Möglichkeit, seitlich<, Kläfte odcr Biege
momente aufzunehmen; es ist also g{'genüb('l' diesen Einflüsl'l'n nieht gl'~ichl'lt. 
A~1l diese Instrumente mÜf<s('n außer Gpbrauch arretiert, d. h. dicsen seitlichen 
Kräftpn und Momenten geg<'niibt'l' ft'stw'stellt kein. Vor G(·bJaueh wird das 
Instrument mit Hilfe einer Libplle so amgl'richtd, daß die ~c}n\~erkraft des 
:Fadens und des bew!'glichen Instrumelltl'ntdls gen au in der Drehachse wirkt. 
Das als Meßgröße aufzubringendt' J\follH'nt muß als reines Drehmollwnt in die 
Instrumcntenach,e pingell'itl't wt'l'den, da jedp ubrigblpibl'ndp KompOllt'lItp die 
aufgehängte Mpßapparatur sl'itlieh verFchipbpn kann. Es Rü'llen dit'oe Altl'n VOll 

Meßinstrumenten in gt>witiselll I':\iime ein rauJllbl'wpglichcs Pt·ndpl dar, dem dun'll 
einp Torsionsfedt'rung (z, B. eiIlP bifilare Aufhängung) die frde ])rl'hbewC/LIlllg 
g(·nommen ist. DaR IJJstrunlt'nt WÜHlt· vt'l'sagen, we!lll irgendwelche tipitliehe!l 
Ruttelbcwegungcn (~chwingullgcllr de~ Illf-trulllententisehe& I\:Jiiftp mlf dom 
Drehteil ausüben (Ma~st'llkräfte) ~ 

Diese Anpas8nng der .bayenlllg an die tatsäehlieh allftr!'tendell Knifü', die 
hit'r nur mit Vorsiehtsmaßn'geln aufgo·1)) aeht w{'rden kömwll, da für andere Kräftt· 
das Systt'lll nicht Illt·hr ~tabil ist, kann b{·i gl ößcrf'n Bauwerkt'll und Kräften 
urJtpr Umstanden zll ein<'r großell Gefahr wl'l'r}pn. Jede auftretende Kraft, 
dip nicht in den zu prwal'h'ndt'n bl'l'l'chneh·n Kräften pnthalten id, hönnte den 
Zm,amnwllbruch dpr Gt'samtkonstrllktion hel!Jcifühn'n. Es ist üb!'rhaupt bei Raum
w('!'ken dip Frage dl'r Htdfigkpit (~tabiJität) illlllH'r bcsollt!p]S nachzuplüfcn und 
vor allem darauf zu achkn, daß solche Gebilde gpgen alle Vprschi!'burgsmöglich
keiten gesichert Rind, nicht bloß otWH in der Ebene. in clpr die wPsl'ntlithell Kläfte 
mdtretC'n. \Vürden wir z. B. eine gloHe Brucke so ausführUll, daß die tragenden 
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Wändl' als ~elbRtändige ebene Schpiben aU'I.!('bikkt ~ind, zwj~chen die die Fahr. 
bahn genau symmetrisch angeordnet iHt, ~o wär(' unter der normalen Brücken
b('lastung kein Grund zum Zmammenbrneh vorhanden, aber die geringRte seitIif"h 
gerichtete Wind kraft würde die beiden Seitenwände zu einem räumlich hPlastetpn 
~benen Gebilde ma('hen, das bei fehlender Steifigkpit um die A('hsen in der Wand
pbene zusammenbrechen würde. Einp Baugrube darf daher nicht nur in (\"r 
Qupuichtung durch pbene Verst('ifungs"ändp ausgPl',teift wNden, sondprn ('s 
muß mit der Möglichkeit gerec!lIlPt wprden, daß auch Längskräftp auftreten!: 
('in Bergwerksstoll"n darf nicht allpin durch eingesetzte Bogen gegen pen Druek 
von oben und seitlich abgestützt sein, sondern die Bogen Iflüssen gegenpinallf!t r 
versteift wNdpn, damit auch pin seitlich wirkt-nd<'r Druck aufgenommpn wer<h'n 
kann. 

XX. Der räumlich belastete Balken. 

98. Berechnung der sechs Beanspruchungsgrößen eines Quersfhnitts bf'im 
geraden Balken. Die sechs Lagerfesselungen der Einspannung einps räumlich be
lasteten Balkpns entsprechen, wie wir bereits in NI'. 95 gesehen haben, den spehs 
Beanspruchungsgrößen, die für einen beliebigen Quersl'hnitt auftrett'n. Die De
finition der Beanspruchungsgrößen ist gleichartig der der Ebc'ne: Es iRt das 
Biegenwment einer Schnittstelle gleich der 
Summe aller biegenden Einflüsse (äußere 
Momente und Momente aller Kräfte) für 
deft abgeschnittenen Teil links oder rechts. 
[m allgemeinen Fall werden dieRe Momente 
in verschiedenen Ebenen, die alle die 
z-Achse enthalten, liegen. Ihre Vektoren 
fallen also in vE'Tschieden gerichtete Ge
raden; als Summe ist dann natürlich dl'f 
resultierende Vektor Bi dieser verschiedenen 
Momentenvektoren aufzufassen. Es han
ddt sich dabei um eine geometri~ehe Sum
me. Entsprechend ist das Torsionsn!oment b 
für eine Schnittstelle. die Summe (jl·tzt 
algebraisch!) aller verdrehendt-n Einflüsse 
für den abgeschnittenen Teil links oder 

, y' 

Abb.434. 
Zur Vorzeicheol'egel 
der Beanspruchungs~ 

großen. 

rechts. Das erwähnte resultierende Biegungsmoment kölllwn wir in zwei Teil
momente xB;, yBi zerlegen (Abb. 434); es ist dabei :,B. das Biegemoment für die 
Schnittstelle i, dessen Vektor in der x-Richtung steht: Es stellt dieser Vektor 
ein (Biege-) Moment dar, das um dip x-Achse dreht, alse in der y, z·Ebenc 
wirkt (wobei die x, y-Ebene mit einer Qucrschnittebene zusammenfällt, während 
dic z-Richtung in der Längsachse verläuft). Das Verdrehungsmoment müßte 
dementsprechend den Anzeigl'r z erhalten, was aber überflüssig ist, da eR nach 
seiner Definition eindeutig fpBtgelegt ist mit einem Vektor in d<:'r Richtung der 
Balkpnachse. Selbstverständlich können die beiden Biegnngsmomente und da~ 
Torsionsmoment auch dadurch gewonnC'n werdC'n, daß man sämtlielH' außercn 

1 Im Jahre 1(31) ereignete sich beim Bau der Untergrundbahn in B"r1in d"r Einstlll Z 

einer Baugrube, dem viele Menschenleben zum Opfer 'fielen. J<~s wurd .. dann fpstgestellt. 
daß der Absteifung der Baugrube die genügende Stabilität fehlte. Man hatte zu wenig dara uf 
geachtet, daß auch Kräfte in der Längsrichtung des Gerüstes auftrden könnpn und hatte in 
dieser Richtung keine genügenden Zwischl'nversteifungen angebracht. "Es zeigte skh. daß 
es bei den groß3n Aussteifungssystemen von Baugruben grundlegend wichtig ist. daß mall 
das Kräftespiel nieht nur eben betraehtet, sondern aueh die Folge von klcin,'n nllllllli..Ilt"1l 
Vel'schi.,bungen unteTSueht und gpgebenenfalls llllterhindot" 



Der durch Staoc ü(lPr La.ger aog,'stutzt" Körper. 

MOIllt'nte und dit' 110lllente aller Krafte link~ oder rechts von dl'1ll betreffendl'll 
Schnitt vektoriell zusammensetzt und dann diesen resultierenden Vt'ktor zerIpgt 
in drei Komponenten, in der .1:-, y-, z-Richtung; die bcidt'Il pr~tp]'('n Kompo
nenten stellen dann die BicgungBmolllente "Bi und vBi dar, ll'tzkre dati Vel'
drehungsmoment Ti' 

Die drei Beantipruchung~lllo111ellte können schlicßlich noch dadurch g,,1\on
npn werden, daß man z. B. für die x-Achse an der ~tplle i alI!' l\lonlPnte l'ines 
abgeschnittenen Teiles a~fstellt, das lipfert dirpkt das BiegelllonlPnt "B, ; eb(,l1so 
läßt sich !lBi als Summe der Momr;nte einer ~eit(' um dip y-Aeh~e und 'l'i als 
~umme aller MOIIJ"Cnte um die z-Achse für die Stelle i bpstimlllen. 

Die Quer- und Längskrafte sind ebpnso wie in dpr Ebene' definiert als dip 
Summe aller Kräfte linkR oder rechts quer bzw.jängs der Balkl'l1achsl'. Es i~t 
Z. B. die Quprkraft xQi dargestellt durch die ~ull1nl{' der X-KompOl]('nkn all\'l' 
Kräfte für den abgeschnittenen Teil links oder I'f'ehts. Bei der Längskraft kÖIlIH'11 
wir uns wieder, genau wie beim Torsionslllolllpnt, den Anzpiger Z H,henk"lI, da 
die Richtung längs der Balkenachse cindeutig festgelegt i~t. 

Bpzüglieh der Vorzeichenfragp wollpn wir eine Rt'gel fpHbetzen, in d.'r die 
Yorzpiehenregelung des ebenen Balkens mit enthalten ist. Vvir nennpn das Bipge
moment, z. B. ",B;, positiv, wenn es für dpll linken abgpschnittenpn Teil PiJU:'1l 

Yt·ktor in Richtung der festgelpgtcn po~itivpn Koordinatenrichtung x (VOll vorn 
nach hinten) ergibt ·und für den rechten abgC'schnitt!'llcn Tpil einen der Koordi
lIatenrichtung entgegengesetzten RiehtullgssinlI lidl'rt. Für dito Festlegung von 
"links" und "reeht.9" wählen'wir einen StAndpunkt, den wir um; in rl{'r Zeichnung 
am besten durch einen Punkt andeuten. In gleicher Weise treffeu ~ir auch pine 
Festlegung des Vorzeichens für das Torsionsmoment : Cf; iRt positiv, Wl'nn für 
elen linken abgeschnittenen Teil der Torsionsmomelltt'nvt'ktor in Richtung der 
f('stgesetzten positiven z-Kool'dinate Yt'rläuft. Für dip YOl'zeiCht'1l von Quer- untl 
Längskraft gpltl': die QlH'rkraft ist positiv, wenn sie für dpll linken abgeschnit
tenen Teil in Richtung der Koordinate, für den rechten entgegl'n der Koordinatt'n
richtung vl'rlällft; die Längskraft ist als Zugwirkung positi\', als J)ruckwirkllng 
negativ. 

Man erkennt ll'ieht, daß die \~orzciehenregel für' Qut'lkraft und Bit'gt'1ll0Illellt 
beim elx·nen Balken sich mit dpr hit>r angdührten deckt. Die VOJ'zl'it:lwnregel dCI 
drei Bp<LnspruchungRllwll1C'nte läßt sich ohne wpiteres auch in folgpndpr Form 
bringpn: Bpzeichnen wir bpi der Draufsicht auf eine Quel'sehnittsflächp dit, Rich
tung nach oben mit + y, die Richtung nach rechts mit + x, so ~illd dic Biege-
1lI0lllPnte mit dem Vorzeichen zu versehen, das ihr Vektor in b .. zug auf da~ so 
gewählte KoordinatenRystem besitzt; daR Torsionsmomellt ist po~it.iv, wenn eR 
aus dem Querschnitt im Sinn einer rechtsgängigen Schraube heransdreht, abo 
nach dem Standorte zu. 

Die Vektoren der heiden Biegemomente liegen in der QtH'r~cllllittsfläche. 
~etzen wir dip beiden Vektoren xBi und ~B, zusallllllPn, so erhalten wir das resul
tiPfende Bipgemoment Bi' zunächst als Yektor in der Querschnittsebene. Gemäß 
d"r Darstellungsart der Momentp durch Vektoren, die senkrecht Htehen auf dl']' 
Wirkungsebene des Momentes, wirkt demgpmäß das resultierende Bi"gemolllent 
in der Ebene, die gebildet wird ami der Balkenachst' (z-Achse) ul1d einer Senk
rechten zum Momentenvektor Bi' Die Senkrechte zum Vektor B, stellt den Schnitt 
der jeweiligen Momentenwirkungsebene mit dem Quprschnitt dar und heißt dip 
.,Momentenspur" (Abb. 434 b). ~ehr oft wird es für die w<,iterp Behandhlllg dt'S 
Balkens nicht von großer Bedeutung sein, dip l\fomcntem-plll' zu bpstiIllmen, eH 
gpniigt vielmehr die Angabp der beidpn .MOlllPIltcnn'ktorf'1l ,Bi und .Bi bzw. dl'l" 
BicgPlllOIllPl1te in der y, z-EbpI!e und der .e z·Ehcne. E, wird sir·h die ZusaIlllllell-
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setzung der beidfn Tt'illllolllcntp ,.Bi und yBi zum resultierenden Biegemolllent 
nur dann pmpfehlpn, wenn p;; sich um einen l'undpn Querschnitt (Kreis oder Kreis
ring) handelt, in allen anderen Fällen wprdpn wir PS zw!,pkmäßig bei der Auf· 
teilung des rpsuItil'renden Bipgt'11l0111l'IÜl';; in die bE'iden TE'illllOlllentp xB; und .Bi 

bdas:-E'n. 
Die DarRteIlung dE's rl';;ultiE'rendl'n Biegelllolllentes (bei \\'ellen und krl'is

mnden Achsen) kann nun auf zwei ver:;chiedene Arten folgen: "ir tragen ent
wedpr die MOlllPntenvl'ktoren in ihrer Größe und Richtung spnkrpeht zur Balken
achse auf, oder wir gl·bpn die Biegemomente in ihrer Größe als Längen (Ordinatpn) 
auf der MOlllpnten"Jmr des betreffenden Querschnitts an. Die letztere Art der 
Darstellung pntspritht dem Bild der Momentenfläche des ebenen bela~tl'ten Bal
kens (NI'. 42). Die beiden Auftrag~arten ergeben jedoch die gleichen Bilder, die 
nur um die Balkenachse um den Winkel 90' verdreht sind. Wir wählen für unsere 
J)llrstpliungen am bpsten die mit der Ebene übereinstimmpndp Abtragung der' 
:\rolllPntenglößen auf der Momentempur. Wenn man für jedpn Querschnitt des 
Balkens die resultierpnde Ordinate (aus B", uno B u) bestimmt und sie nach Größe 
und Richtung auf der Momentenspur (d. i. senkrcpht zum resuJt,ierenden Vektor) 
von der Achse aus aufträgt, erhält, man die "re,mltiPJ'ende MonlPntenflächp", die 
an jeder Stelle der Balkenachse die Größe und ;Lage (Wirkung~ebene gegeben 
durch die Ordinate und Balkenachse) des BiegemomentE's B; zeigt. Dic resultie
rende Moment,enfläche ist im allgemeinen eine verwundene Fläche, die sich mehr 
odl'r weniger um die Balkenachse herum~chraubt. Der Verlauf der Biegemomen
tengrößen z"'i~ch('ll EinzelkTäften ist jedoch nicbt mehr durch ein lineares Get'etz 
w·geben, da die Größen senkrecht auf der Stabach"e nach pinpr windschiefeIl 
G('raden hin geml'~"'11 werden, alf<o eincm hyperboli~phe!l Gl'~etz folgen. 

Ein Bpi~piel f<oll die Ausfübrungpn klal'C'r maellPIl. 

UbUlw:saufg-abe. 
Auf der in Abb. 435 dargebtelltl'1l Tran~llliFsiollswl'll(' ~il)d yil'], HiellH'nschdb('1l 

aufgebraeht, die die angegdwllPIl Kläft(' übertragl·11. E~ ~ollpn die Biegullg~
momente in der waagerl'chtpn und lotrechteIl Ebl'lle und dito \\'I:drehungsll1o
mente ermittelt werdpn. 

Lösung: Die Lastenlaufl'n in ganz verRchiedenpr Riehtung. Ihn' waagl'rechten 
Komponentl'n ergl'ben Biegem0111Pllte in der waagerechtpn EbPIIP, ihre lotrechten 
dagpgpn solche in der lotrechten Ebene. Da die auf dip einzdnpn Scheiben wirken
den Lasten verschieden groß sind, entstehen außerdem auch Verdrehungsmo
ml'nte. Die in der Abbildung eingetragenen Längen sind in Millimet~r angcgebpn. 

Wir denkpn uns jede Kraft in eine lotrechte und eine waagerechte Komponente 
zerlegt und betrachten zunächst die lotrechten Kräfte,. 

An dp1' Scheibe E treten keine lotrechtpn Kräfte auf, an Schpibe F zwei Kom
ponenten na eh oben, an Scheibe G laufen beide Kräfte lotrecht, und an H sind 
zwei lotrechte Komponentpn nach unten vorhandpn. Mit Einführung ihrer Größen 
ergehl'n dic Mompnkngldchungl'n für die Punkte .d und B: 

(~ .lI)A =~ 0: 
- (1:)0 -+- :lOO) • "in 4ö . O,:! _L (100 + öO) - 1,6 + (:?OO -i- 1 Oll) • ~in 30' • 2,ii 

-H, . :!.7 = 0, 
B v '= :W-J.,2 kg (nHc-h ob('n); 

(.!: JI)Ji- 0: 
- (200 T 100) . ~iJl .'3/1 • (J.:2- (100 + 50) . 1,1 + (300 + 150) . ~il1 45° . 2,;') 

,..-J ·"700=0 
" -~~, = ..:.. 222,4 kg (n3('h unten). 
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Die Nachprüfung ergibt, daß die Ge~arntsurnme der lotr!'('ht('n Lastpn sich 
g!'gen die errechneten Werte aufhebt. 

Di!' Bi!'gungsrnomente für die lotr!'chte B!'lastung !'rrechnpn sit·h 7.U : 

BA=O. 
BF = -222,4' 0,2 = -44,72 mkg. 
Ba = -222,4' 1,6 + (300 + 150) . ~in 4;') ·1,4 =.' sn. Ii:) l1lk~. 
BJl = 204,2 . 0,2 = + 40,84 mkg. 

(Zur Probe wurd!' Ba auch fur den rechh·n T!'i! !'ITechnet: 

wotJffl'lfhles, 
'B; , 

I I 
I 

Ba = 204,:! . 1,1 - (:WO -!- 100) . Hin 30 ·0.9 = 89,(;8 mkg ) 
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Die Momentenfläche für die lotrechten Lasten ist in Abb. 435d dargestellt. 
Zur Ermittlung der waagerechten Biegemomente wird die Welle von oben be, 

trachtet. Dann wirken die waagerechten Kräfte an den Scheiben E und H nach 
hinten, dagegen an Scheibe F nach vorn. Es 'findet sich aus den Momentenglei, 
chungm für die Punkte A und B: 

(I ~V) 1= 0: 
(400 +'200)' 0,1 + (300 + 150)' C08 45°· 0,2 - (200 + 100) . cos 30' '2,5 

+ Bh • 2,7 = 0, 

(I M)n= 0: 
B h = 194,8 kg (nach vorn); 

-(200 + 100) . cos 30° . 0.2 + (300 + 150) . cos 45° • 2,5. - (400 + 200) . 2.8 
+ A h • 2,7 = 0, 

A" = :346.9 kg (nach vom). 
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Die Nachprüfung beRtätigt, daß di(' Summe aUe]' waagerechtm KOlllpoll('nt('11 
verschwindet. Bei de]' Ansicht von oben allf dil' waag('rechte Schnittpbelle e1'
lwlton wir: 

B f = +600, 0,1 = +60 mkg, 
BI<' = + 600 . 0,3 -- 3.t6,9 . 0,2 = + 1l0,li2 llIkg, 

BJl = -1\)4,8' 0,2 = --38,9ö mkg. 

Zlil' Probp H('i BJl auch VOll links her berechnet: 
Bn = + 600· 2,6 - 318,1ö . 2,3 - 346,9' 2,ö = -38.95 mkg. 

Zur Erlllittlung der resulti('rend('n Biegemomentenfläche muß man b('adIÜ'n, 
daß ('in positives 10treC'hteR Biegemoment auf der Momentenspur nach obpn, pin 
}Jo,itives waagerechtcs nach vorn aufgetragen werden soll (x- und y-Richtung 
in Abb. 43öe). Die Vektoren der Biegcmomente stehen senkrecht zur Momcnten
;'pur, d. h. das positive waagerechte Biegemoment ergibt einen \\·ktor nach 
unten, das po"itive lotrechte einen Vektor nach hinten (für den linken abgeschnit
tenen Tpil). Im Gebiet III des Balkens fällt demgemäß das resultierende Biege
lllOment in den zweiten Quadranten, im Gebiet 1 dagegen in den vierten Qua
dlanten, und im Gebiet II, wo sowohl B w wie B z positiv war, in den prsten Qua
<hantpn. Dieses resultierende Biegemoment wurde konstruif'rt und dann jeweil~ 
auf der zugehörigen Monwntenspur in seiner Größe aufgetragen. Die eingezo
genen Geraden in Abb. 435c geben die wirkliche Lage der MOlllentcnspur an, das 
heißt dN Schnittlinie der jeweiligen Momentenebene mit der QUffschnittebpne. 

In Abb. 435f ist schließlich die Verdr('htlllgHmomentenfläche dargestellt. 
Links von.A wirkt das VerdrehungHlllOment 

TE = (-!on - 200)' 0,5 = 100 mkg. 

Es bleibt konstant zwischen den Scheiben -E und F. R<'chts von Scheib<' F bis 
zur Scheibe G hat das Tor>.ionsmonlPnt die Größe 

T Jo' = (400 - 200) . 0,1> - (300 - löO) . 0,4 = 40 m~g, 

z\I'isclH'n Scheib<' G und Scheibe H: 

T(} = (400 - 200) . 0,5 - (300 - 1(0) . 0.4 - (100 - 50) . 0,2 = 30 mkg, 

z,\i~ehen Hund B: 

99. ))1'1' räumlich bl'lastl'te Rahmen illit eb('IH'r JIittrlIinie. Den Betrach
tungen der Ebene zufolge ist auch deI' I äumliche Rahmen nichts weiter als die 
Erweitertmg eines Balkens; es stellt alw der Rahmen im wesentlichen einen in 
verschiedenen Richtungen abgebogenen und evtl. mit angpsetzten Balkenteilen 
versehenen Balken dar. Wir werden demzufolge in jedem belif'bigen Schnitt 
wieder di<, seehs B('ampruchungfgrößen antreffen, die auch den BalkeIlEchnitt 
kennzeichnen, das sind die beiden Biegemomente in ~enkrf'cht zuPinander stehpn
den Ebenen, das VerdrehungmlOnl<'nt, die beiden Querkräfte und die Längs
kraft. Wir betrachten zunächst einen Rahmen, dessen Mittellinie in einer Ebpne 
liegt. ])t>r Rahmen ist gelagert (Abb. 436) in einem Zylindergelenk B mit festem 
Klotz und pinem vl'rschieblichen Kugplgelenk A. Lt tzteres stellt einp Unbekannte, 
die lot.r<,chte Reaktion, dar; ersteres enthält, da·das Zylindelgelenk nur einem 
Drehmoment um die x-Aehse nachgf'hen kann, fünf Unbekannte: X. Y, Z. M", 
.~fz' Es sind also im ganzen sechs Unbekannte, spch~ Fesseln, dip den Rahmen 
ul1ve!'>chieblich festlfgm. Als ebener Rahmen hphachtet, lägen nUl' drei Un
J,{·kannte vor, zwei Kräfte am rechten und eine Klaft am linken Auflager. Das 
I\oordinaten~y~tem, mit Hilfe de~!)en wir dip einzelnen MOlllente und Kräftp, 
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abo dito Bpan8pruchung~größ~n, bezeichnen, werden wir ZWeekll'äßig so em
ordnell, daß Ps. nach die Her Mittelcbt'ne oripntiprt iHt, daß alm pille Ach~e z. B. 
die y.Ach~e dps QUt'rschnittH, in die Mittplpbene zu lipgpn kommt und mit df'r 
;.:\f·hH· (Liill~Hlch,f') zu>ammen diese :Mittdebene dar~kllt. Das ist die glpiehp 

EinfiihJ'llng wie beillI gl'radpn BaIkeIl , 
Abb. -121. AJlcnlings Illllß nun die Liing,<,. 
>tchsf' (z.Achse) für jedell einzehH'n ge· 
raden TeillH'u festgelegt ,Yt'l'dt'n, lind da· 
mit erhält auel! äie EbpllP der !Jpidt'll 
andel"cn .-\(·hsl'n (Qu"J's('hnitt~a('hsen J: 

und Y) rH'IW Lagel1- Die Achsen werdelI 
also jeweils .naeh dem QuerÄchnitt de~ 
~chnittps Ci odpr k) eingeordnet, wobei 
wir sktR bpachtpn wollt·n, daß die 
z·AchAPIllinip eirwn l'inhdtliehen Zug be
sitzt, für die ganze KOlIstrllktion, also 
Z. B. am link('J] AuflagH (Abb. 4:36) be· 
gillnt und entlang dpr Mittellinie naph 
dpm rcchtl'n Lager zu läuft. 

Damit sind die Bl'an~pruchuiJgsmo
Abb, 436. Port.alrahrnen mit ebenel' ~fittellinie. mentf' auch folgendermaUpn zu dpfinie-

ren: xB, ist da,Bipgpmoment desRahmcn· 
,.('hnitte~ in der Rahlllenmittt>!t'bl'ne, yBi das Bipgemoment senkrf'cht zur Mittel. 
ebene, Ti das Yerdrf'hung~moment des Rahmenschnit.tps. EntRflf('chL'nd 8iJ~d 
die inneren Kläfte zu bezeichnen: xQi all; Querkraft f'enkrecht zur Mittelcbene, 
.Qi als Querkraft in der Rahmcnmittelebene und Li als Läng~kraft des Rahmen
querschnittes. DieM' Darstellungsart wurde gewählt, da sie auch bei Hahmf'll, 
dpren .:\Iittpllinie eine' belipbig gekrümmte ebene Linie dal'stdlt, ange·wendet 

werden kann (vgl. Abb. 4:37). J~,tzt gibt 
es keine' geradf'n Achsl'n~hi(·kf' mehr bzw. 
nur UJH'ndlich klpine, und für dic Quer
schnitte dieser Rahmen wird jeweils ein 
Koordinaten~ystem gewählf, dessen x· und 
y·Achse in deI' Querschnittsebenp liegen, 
während die z-Achse in dip ~angcntl' an 
die Mittellinie fällt. 

Dpr in Abb. 4:37 dargestellte Rahmen 
ist wwohl an A wip bei B vprschieblich 
gelagert; dip spehs Unbc'kanntell s-ind A x , 

A y : B x , B y, Jlx, My. 
Zur Ermittlung der Beanspl'Uchung~. 

Abb.437. Gckl-ummter Rab'''''ll mit eb('uer gl'ulkn können wir zwpckmäßig bei den 
3littellillie. äußen·n 1\fonwntPll die Vektorendarstd-

Jung benutzen (die in den Lagf'I'n l'twa 
auftretenden Reaktionsmoml'nte zähkn hif'I'bf'i zu dpn äußt'ren Momenten) und 
verRehieben alle Kräfte (einschließlich der Lagt'rkräftc') und Momentmvektorm 
des abgeschnittenen Rahmf'nteils in den zu untenuchl'J](lf'n QuerbchnittEpunkt i. 
Die auf den abgeschnittenen Teil wirkenden Momente kömw!l wir, da sie frpie 
Vektoren haben, ohne weiteres nacb dem Punkte i verschieben. Bei der ParalJ..·I
verschie bung der Kräfte tretpn noch neue Iü äftepaare, also neue Momente auf; 
;If'ren Vpktoren werden mit den Vt'ktorpn d('!' auf den abge"chnitteJwn Teil wir
kpndpll Momentf: zu einpm ],("llltif'J'cnden lVIomentenvf'ktor zur-:ammengeJ"etzt. 
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Zerll'gen \I ir nun den entstl'henden re~ultierenden Momentenvektor ~lfr = .::!: M, 
in.seine drei Komponenten "Bi' "B; und T t , so erhalten wir damit die drei Mo. 
mentenbeanHpruchungen als. Biegemoment ",Bi in der Rahmenebene, Biege
moment "B; Henkrecht zur Rahmenebene und Torsionsmoment T;. Die nach dem 
Quer8ehnitt~punkt i verschobenen Kräfte lassen sich zu einer Rl'sultierenden zu
sammensetzen, die ihrerseits wieder nach den drei Koordinatenrichtungen zu zer
lEgen ist: in die Querkraft "Q; in der Rahmenmittelebene, die Querkraft xQ; Henk
recht zu dieser Ebene und die Längf>kraft. Li' - Selbstverständlich ist ;B;, '/JB" Ti 
die Summe der an einem Rah~nteil wiIkenden Momente und der Momente der 
wirkenden Kräfte für die eingeführte X-, y- und z-Achse; und ",Q" "Qi' Li ist die 
Summe der Komponmtcn aller Kräfte für einen Rahmenteil in der X-, y- und z
Richtung. 

Die Betrachtung des Rahmms mit ebenei" Mitt<·lJinie unter allgemeiner Be
last,ung erlaubt auch noch eine andere ZUEammenfdfsung. Statt zunächst alle 
vorhandenen äußeren Belastungen (Kräfte und Momente) im Punkt i zusammen 
zufassen, können wir auch nacheinander zuerst die Kräfte und Momente zu
Fammennehmen, die sich auf das Biegemoment und die Querkraft in der Mittel
ebene (XBi' "Qi) und die Längskraft (Li) auswirken, d. h. alle diejenigen Einflüsse, 
die in der Mittelebene auftreten (Mx, Pli und p.), betrachten und dann die übrig
bleibenden Momente und Kräfte senkrecht zur Rahmenebene (Mit' M., P.,), die 
für das Biegemoment senkrecht zur Mittelebene ("Bi)' das Torsionsmoment (Ti) 
und die Querkraft (.,Qi) senkrecht zur Rahmenebene von Einfluß sind. Beide 
Teilbelastungen wirken nicht aufeinander ein, so daß wir ganz allgemein Hagen 
können: 

Für jeden ebenen Rahmen läßt 8ich die räumliche Belastung zerlegen in eine 
solche, die in der Rahmenmittelebene, und eine solche, die senkrecht zur Rahmen
ebenp 11'irkt. Beide Teilbelastungszustände la~sen sich getrennt voneinander be
/tandeln. 

Da nun auch die Lagerreaktionen mit unter die äußere Belastung zu zählen 
sind, heißt das, daß für die ebene Belastung in der Mittelebene auch nur die Re
aktionen in Frage kommen, die selbst in dieser Ebene liegen. Wir erhalten somit 
für die erste Teilbelastung ein rein ebenes Problem: einen in seiner eigenen Mittel.. 
ebene belasteten ebenen Rahmen mit der statisch bestimmten Lagerung durch 
drei Fesseln, A., B." B. (Abb. 436). Die restlichen, der rä.umlichen Ge8amt
belastung entsprechenden drei Fesseln dienen zur Festlegung des senkrecht zu 
seiner eigenen Mittelebene belasteten zweiten Rahmenbildes, das sind hier eine 
Lagerkraft BI< und zwei Momente M", M •. 

. Wir ~eh.en aus dieser Auf teilung, daß ein ebener Rahmen mit einer Belastung 
8enkrecht zur Rahmenebene zur statisch bestimmten Fest,legung drei FeRse
lungen aufweisen muß. Der in Abb. 420 dargestellte, als ebener Rahmen aufzu
fassende Konstruktionsteil wird demnach bei der gezeichneten Belastung in seiner 
Einspannung drei Reaktionsgrößen wecken, dk zur Erhaltung des GleichgewichtR 
dienen. Wir erhalten, wie schon auf S. 334 gezeigt, als Reaktionen 

und 

jJf. = +P2 ' a. 
M", = + PI . C + P2 • (b + c) 

Av = + (PI + P2)· 

Alle anderen möglichen Reaktionen (My, A., und A z) werden bei dif'f.er Bt'lastung 
gleich Null, wie wir es nach unserer Aussage erwarteten. 

Bei dem Rahmen nach Abb. 437 fallen VOll den ReaktionRwirkungen A y , B y . 

MI< in die Mittelcbene, dagegen A", B x , 111. senkrecht d~Z\I. 
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100. Der allgemeine, räumlich angeordnete Rahmen. Während wir bpitll 
räumlich belasteten Rahmen mit eb(>ner Mittellinie noch auf ein ('bel\l'~ Problem 
zurückgreifen konnten, wird uns da~ beim allgemein ausgebildeten räumlieh"l1 
Rahmen nicht mehr gelingen. ,Der räumli?h angeordnete Rahmen ist Ritmgelllitß 
als beliebig im Raum abgebogener bzw. mit anderen Balkenteilen ZllsaUlIlWII
gesetzter Balken aufzufassen. Wie beim räumlichen Balken und d('11l Roeb"ll 
lIn~ersuchten Rahmen treffen wir in einem beliebigen QuerRchniU dPR Ra,IJll,,,nR 
auch hier wieder die sechs Beampruchungsgrößen an. Die Ermittlung dip'('l 
Größen bietet uns gegeniü)(·r der allgemeingültigen Ermittlung der QU('J';chnitt~-

~ 

I 
I 

, 

bpanspruchungen für den mit (·hener RahmPli
mittellinie, wie wir sie im vorigen AbHchnitt km
nenlernten, grundsätzlich keinc neuen Schwierig
keiten. Es wird jetzt natürlich nötig spin, eil!<: 
pindeutigeKoordinatlonrichtung für jedenRahm(·n-
~chnitt aufzustellen, pine Maßnahme, die bei jeder 
gegebenen Aufgabe neu vorgenommen werden mul.L 
Wir werden dabei zweckmäßig die Orientierung 
der Achsen nach den konstruktiven Eigenschaftpn 
des räumlich ausgebildeten Rahmens richtell. Die 
z-Riehtung liege stlots in Richtung der Rahnwll

Ri achFe bzw. als Tangente an die Ra:hlllenaf:'h~e, 
sobald diese gekrümmt ist. Die bei den Quer
schnittskoordinaten müssen dann nach irgend
welchen Ge~ichtspunkten für das vorliegende 
Problem festgelegt werden, die sich aus der Q\1I'r
~ehnittsform oder aus dem Gl'samtaufbau (kr 
Komstruktion ergeben. 

Der allgemeine Weg, der zur Ermittlung d('r 
Abb. 438. ~~~h:~l~n~~~~r. als ratUll" Beanspruchungsgrößen führt, ist z,,·eckmäßig lvit.-

der folgender: Man bildet für den zu untersucheIl
den Querschnitt den resultierenden Vektor ~ämtlicher auf den einen Rahmenteil 
wirkenden Momente und der Momente aller auf diesen Teil wirkenden Kräft(·. 
Die Komponenten dieses resultierenden MOlrentenvektors stellen dann, nach dpn 
Querschnittskoordinaten benannt, die zwei Biegemomente und das Tors1oll'
moment dar. Andererseits denkt man sich alle auf den einen Rahmenteil wirken
den Kräfte nach Punkt i verschoben, bildet deren Resultierende und zerlegt dipse 
dann naoh den drei Achsenrichtungen der QIl(>rschnittskoordinaten; die Teil
kräfte liefern dIe beiden Querkräfte und dice Längskraft. Die praktische Durch
führung dieses gedanklich dnfach erseht'inenden Vprfahrens btellt eine Verschie
bung VOll Kräften und die Zusammensetzung von Mornt'nten im Raum dar. Es 
wird daher nicht immer ganz einfach sein, dipse Yorgängp zeichnerisch abzll
bilden. 

Bei der Schraubenfeder der Abb. 438 sind die Verhältnisse h-ieht zu übN
blicken. Die einzige Kraft auf der einen Seite des Schnittes i ist die La.,t P; 
beim Verschieben dieser Last nach dem Mittelpunkt i tritt noch ein Moment auf 
in der Ebene (P, i), dessen Vektor horizontal verläuft in der lotrechten Tangential
ebene des Punktes i. Dieser Vektor M, = p. r (Abb. 438c) wird in der erwähntell 
Ebene zerlegt in eine Komponente tangential an der Schraubenmittellinie und eine 
senkrecht dazu; erstere Komponentp gibt das VerdrehungsmOlllPllt an, letzterp 
das Biegungsmoment in einer Ebene senkrecht zur verwpndeten Tangpntial('bent', 
das ist eine Ebene, die die MittE'lIinie am Punkt i im Aufriß bE'riJhrt, also unter 
de>m Winke>l 0< ge>ge>n die Waagt"Te nte> ge>nf'igt i t. Ebenso wird die na eh i v~r-
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Bchobene Kraft P in die beiden Komponenten Li (Läng~kraft) und Q, (Querkraft, 
senkrecht zur Tangentialebene) zerlegt. Das zweite Bit'gungsmoment und die 
zweite Querkraft verschwinden hier. -

Die Gesamtheit der Momente und der Kräfte sh'llt immer zwei Gruppen VOll 

Vektoren, Momentenvektoren und Kraftvektorcn, dar, die durch eim'n Punkt 
gehen. Die allgemeine Zusammensetzung dieser Vpktoren zu einem resultierenden 
Momentenvektor und einem resultierenden Kraftvektor geschieht nach bekanntem 
Verfahren unter Benutzung des Grund- und Aufrisses dieser einz-elnen Kraft- und 
Momentenvektoren. Die ZerIegung des resultierenden Momentenvektors, und 
ebenso des Kraftvektors, nach den Querschmttsachsen, sofern zunächst aIR Pro
jektionsebenen andere Ebenen gewählt waren, stellt im wesentlichen eine Koor
dinatentransformation dar, deren zeichnerische Lösllllg am besten durch zwei 
Umprojektionen gewonnen wird. Diese- Umprojektionen werden dann zweck
mäßig so vorgenommen, daß in der einen der Querschnitt sich in wahrer Größe, 
in der anderen als Gerade abbildet, damit erhalten wir dann unmittclbar die ge
suchten Beanspruchungsgrößcn xQi' .Qi' Li' ,B" .B" Ti-

Vielfach ist der Satz von Nutzen, daß da~ Moment ciner Kraft um eincn 
Punkt 0 gleich ist der geometrischen Summe der Momente der t'inzelnen Pro
jektionen der Kräfte in drei senkrecht zueinander stehenden Tafdn, bezogen auf 
den gleichen Punkt 0 als Momentenpunkt. Mit Hilfe des Grund-, Auf- und Seiten· 
risses können wir dabei die Momente der Kräfte in ihren drei Projektionen in don 
Abbildungstafeln bestimmen, indem wir einfach die Momente der Projektionen 
der Kräfte für den Punkt 0 bilden. In dieser Weise lassen sich für jeden Punkt 
der Rahmenachse die durch Verschiebung der Kräfte nach dem betreffenden 
Punkte 0 bzw. i entstehenden Moment<.', und ebenso die auf den Rahmen unmittel
bar wirkenden Lastmomente, in ihren Projektionen ermitteln. Diei'e in jeder Pro
jektionsebenc entstehenden Gesamtmomente sind dureh ihre Vektoren da]
st.eIlbar. 

Fallen die eingefiihrten P]'ojt'ktion~tafeln mit der y, Z-, x, Z-, x, y-Ebpue des 
betreffepden Rahmenquerschnittes zusammen, so finden wir aus den Projek
tionen sofort dip Größen xBi' .Bi und Ti' Hat man aber zunächst andere Projek
tionstafeln gewählt, so wird mau zuerst die gewonnenen Momentenvektoren zu 
einem resultien'nden Momentenvektor zusammenfassen. 

Die resultierende Kraft R wird durch die Projektionen der Kräfte in zwpi 
Tafeln bestimmt; diCf,e Projektionen wurden abH gerade auch zur Aufstellung 
der Momente verwendet, so daß R und damit auch deren Komponente xQ" .Qi' Li 
leicht zu ermitteln sind_ -

Sind die räumlichen Rahmen so au~gebi1det, daß Teile von ihnen tline Mittel
ebene besitzen, so werden wir dann natürlich füJ' diese Teile dfe Vorteile des ebenen 
H.ahmens auszunutzen suchen, d. h. die Auf teilbarkeit in ebene und dazu senk
rechte Belastung verwenden. 

101. \"erwendung von Symmetrie und Gegensymmetrie. Belastungsumordnung. 
Bei konstruktiver Symmetrie de~ Rahmens haben wir wieder durch die Auf
teilung der allgemeinen Belastung in eine HymlllPtrische und eine gpgensymlllP
tJ'ische BC'laHtung Vereinfachungen zu erwarten, dic entsprechend ausgenutzt, 
werden können. Der Symmetriefalllipgt dann vor, wenn die Belastung (Kräfte 
oder Momentp) spit'gPlbildlich angeordnet ist zur Symmetrieebene der vorliegen
den Konstruktion. Von der gegensymmetrischen Belastung spreehen wir, wenn 
die Lasten und äußeren Momente zur geometrischen MittPiebenc spiegelbildlieh 
mit umgekehrtem Riehtungssinn aufgebracht werden. ])a wir uun früher ge
sehen habtm (vgl. NI'. GO und NI'. 93), daß Rich jede beliebige Belastung eines zu 
einN Mittde-belle symmetliseh <lufge-bauLen RahJnens in diese zwei Einze-Ifälle auf-
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teilen läßt, sind für jeden gc'onH'tri~ch-sYllllnetri~c1wn Rahuwn die Vereinf:Jchun
gen der Symmetrie und Gegpnsymmetrie anwendbar. J)ip~p vereinfachenden Aus
~agpn sind folgende: 

Bei konstrukth'er Symmffrie (Abb.439) zu einer :\fittplebene sind 
a) im Falle der Belastungssymmetrie (Achse a a): 
die Reaktionen symmptrisch (Kräfte und Mompnte), 
die Bipgemomentenflächen symmetrisch zur Mittelebp!1e, 
die QllPrkräftp im t:\Ylllllldripschnitt Null, die Querkraftfliich('ll gpgen~ym

metrisc h, 
dje Lällg~kraftflii('h(')l ~.rmIlH·trisch zur Mittf'll'bem·. 

a 

\r:p! 
/~~\ 

a 

die Lällgskraft im 
gegensymmetriseh ; 

Abb. 4~9. 
R,mm!lche Symmetrie und 

Geg('nsymmetrie. 

Das 'ron;ionSlllOlllPnt im 
Nymllwtrieschnitt ist Null, 
die Torsionsmornentenfläche 
ist dem V OI'zeichen nach gegen· 
~ymmetriHchl. 

b) Im Falle der Belastungs
gegensymmetrie (Achse b b) 
werden: 

die Rpakt.ionen g<'gpnsym
metrisch, 

dip Bipgemommte imSym
mptril'schnitt Null, die Biege-
momentenflächen gegensym
metrisch-, 

die Querkraftflächen sym
metrisch zur Mittelebene, 

Symmetrieschnitt wird Null, die Läng~kraftfläche wird 

die Torsionsmomenknfläche ist dem Vorzeichen naeh sYlllmetrisrh. 
Ab Bcweis für die Richtigkeit dieser Aus~agen können uns dieselben Gedanken

gänge dienen, die wir bereits für ebene Probleme angewandt haben: Bei Symmetrie 
gehört zu jeder Kraft eine entsprechende spiegelbildlich dazu angeordnete jenseits 
der Mitteh·bene, ebenso zu jedem Moment ein entsprcchendes, auf der anderen 
Seite der l\Iittelebene liegendes, spiegelbildlich angeordnete~ Moment. Jedem 
Punkt, auf der einen Seite derMittelebene entspricht spiegelbildlich ein zu gCOl'd
netpr Punkt auf dpr anderen Seitp der Symmetripebene. Stellen wir nun z. B. das 
Biegemonwnt für l'inpn beliebigen Ptmkt auf der einen Seitp der Mittelebene an 
dpm in di(,~clll Punkt <l bgdn'nntpn Tpil des Rahmens auf, so prha1tpn wir hipr das 
gleiche MOlllent, wip wir t'8 für den zugeorduptpn Punkt auf der andpren Seite mit 
dem ent~pl'ech('lJ(l('n abgt·sdmittel1t·n Tpil ermitteln könnt(·n. Da 111m die spiegel
bildliche Anordnung dpsRipgl'moment('ndreh~inns für bpide ~{'itpn (links und rpchts 
von l'im'r Schnitt.stelh·) das gleiehe Vorzpichpn b('~itzt, sind die t'ntspl'echend(·n 
Ri('gl'lllol1H'nk ~Ylllmetrü«'h. Bpi der Quprkraft und bpim Tor~iollRmOnH'lJt. waren 
die Udinitionl'1l m gegeben. daß für r!PIl linkpn und I'pchtpn Tci! das gl .. iehe Vor
zdcllPll d('r umgekehrten Richtung d('~ Spipgdbild('f; ('IJtspricht, dil'w Ilt'Hl('1l (irößen 
sind abo im S~'lIIm('t.ri<·falJ gegcnsYlIlmdri,eh. Im SY/lIll\ptrjpsehllitt muß nun aus 
t:\ymnlPtriegriiJ1(]('11 cla~ Tor~ion~lllolll(>nt lIlld die QlIPl'kl'Hft d('~ piJH'11 Schnittllfers 
zu dem dpf\ anderen Sdmjttufpl's spipgdbildlich Zll~(,OI'dllet ,pjn, d. h. ,ie IllU"pn 

1 Die J\!offi<'nt(', sowohl Hipgc- als aut:h Tor,iollHmo]lH'lü<,. Hind in ihre)' })reh"irkullg, 
ni"ht in V .. ktorenform, zu bl't,:u(·hten. In YpktOl·pnbetrat·htullg sind dip Bpgriffe .,'ym
mt'tl'isrh" ulld ,.gq!ens.vmnwtrisch" g('rad(· vertauspht. ln (\Pn ~atZ{'n ist fur dips<, Begriffe 
da~ Yorzt'ü·he)l zugrllno.p ge]p2t, das dip einzplnf'll ~lollH.'ntt' tl(\.~!:l'n "erd(,ll. 
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unmittelbar am Symmctrieschnitt gleiche Größe haben, andererseits jedoch, der 
eingeführten Vorzeichenregel entsprechend, verschiedene Vorzeichen aufweisen. 
Das erfordert aber, daß Torsionsmoment und Querkraft im Symmetrieschnitt durch 
Null hindurchgehen. Für die Längskraft gilt das für das Biegemoment Gesagte. 

Für den Gegensymmetriefall ergeben sich aus den gleichen Überlegungen 
gleichgerichtete, gleich große Biegemomente und Läng8kräfte für die einander zu
geordneten Punkte links und rechts von der Mittelebene, also Größen mit ent
gegengesetztem Vorzeichen, d. h. die beiden zugehörigen Größen sind gegen
~ymmetri8ch (gleich groß mit entgegengesetztem Vorzeichen). In entsprechender 
Analogie zu den obigen Betrachtungen finden wir im Symmetrieschnitt die 
Größen der Biegemomente und der Längskraft gleich Null. Torsionsmoment und 
Querkräfte werden für symmetrisch liegende Punkte entgegengerichtet gleich 
groß und damit unter Beachtung ihrer Vorzeichendefinition symmetrisch. 

Die Belastungsumordnung in einen symmetrischen und einen gegensymme
trischen Anteil besitzt den großen Vorteil, daß bei der Rechnung infolge der Zu
ordnung von links und rechts einige Größen herausfallen, und ergibt 80 einen 
besseren Überblick über das behandelte Problem. Der scheinbare Nachteil, daß 
wir nun zwei Aufgaben statt eiper zu behandeln haben, besteht in Wirklichkeit 
nicht, da wir die Beanspruchungsgrößen nur für eine Hälfte des Rahmens zu er
mitteln haben und die gefundenen Werte, entsprechend den angegebem'n Aus
sagen, für die zweite Hälfte sofort aufzeichnen können. 

Vbungsaufgaben über-räumlich belastete Rahmfn. 
1. Aufgabe. Auf den in Abb. 440 dargestellten Mast wirken die angegebenen, 

im Raum verteilten Kräfte. Gesucht sind die Beanspruchung~größen. 
Lösung: Es handelt sich um einen statisch bestimmten ebenen Rahmen, der 

räumlich belastet ist. An der Einspannstelle entstehen bei allgemeiner :Belastung 

8iinrierleidJetJe/Jene giintler~ BiJ.rurleitkn- RiJ.rurlllditn-
e6ene e/J8nt 

1~1<g o~ml<JJ 
Abb. HO. übungsbeispiel. 

sechs Reaktionsgrößen (drei Kräfte und drei Momente). Zu ihrer Berech-lUng 
werden wir die Belastung trennen in eine solche in der Rahmenebene und eine 
serfkrecht zu ihr. Bei der ersten Teilbelastung entsteht eine lotrechte Lagerkraft 

A.,= 800kg, 
während 

A" =0; 
23 Schlink, Statik. 4. u. 5. Auf!. 
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außerdem ein Ein~pannmoment von der Größe 

,M = 800 . 6,5 = b200 mkg. 

Durch die Belastung scnkrecht zur Ebene tritt einc horizontalp Lag('rkraft VOll 

500 kg nach hinten gerichtet auf und pin 'EimpallIllnoment in dpr lotrEchten 
Ebene (senkrpcht zur Zeichenebene) von der Größp 

sMh = 500· 15,0 - 1000 . 13.0 = -5500 mkg, 

ferner em Einspannmoment in der horizontalen EbE'ne (Ve)drehullg~momellt) 

)l1v = 1000 . 4,5 = 4500 mkg. 

Durch die Belastung der 800 kg entskhen in der Zeichenebene ein Biegungs
moment, eine Querkraft und eine Längskraft. Man ermittelt zunächst dip Stab-
kräfte SI und S2: .) 

8 2 = i-' 800 = fJ33.3 kg (Druck), 

'I = V4 + B. 80n" !l60 kg' (Zug). ,. 1 cl . 

SI wirkt auf dpn Punkt I. Man zprlegt diPH' Zugkraft. in püw waagerechte m.d 
eine lotrechle Komponente von :)33,3 kg und 1'00 kg und findd damit: 

zBI = -800 . -±,ö = - 3600 I\Ik~, 

ß2 = -800 . 6,:) = - 800·4.:) _. :)33,3 . 3,0 =c -- ,-1200 mkg, 

,BA = - 800 . 6,ö = - ü200 lllkg. 

Eine Querkraft i~t nur auf der Dtreeke 1 bis 2 yorhanden, IIl1d zwar in dpr Glillk 
533,3 kg. Dic Längskraft ist zwischen dpr Einspannstelle und der Sü·lle 2 gleich 
800 kg, sonst verschwindet sie. 

Durch die Belastung senkrecht zur Zfichenebene enbtehf'lI die Bicgung"-
momente: 

sBI = -500' 2,0 = -1000 mkg (nach hinten), 

sB2 = -üOO· ü.O + 1000· 3.n == + 500 mkg (naeh vorn), 

ß A = -üOO . l'l,n -1- 1000 . IJ.O = +- i)üOO mk!!. 

Dip Querkraft iHt zwischen dem oberen Ende und der Stelle 1 gleieh 500 kg, VPl'

läuft nach hintE'n für den oberen Teil; für die Punkte zwi,cllen 2 und der Eill
"pannstelle ist siE' auch gleicb ÜOO kg, aber nach vorn verlaufend (für dE'n oberE'n 
Teil betrachtE't). 

Ein Verdrehungsmoment tritt zwi,ehen 1 und dE'l' Einspann"tpllf' auf und 
ist über die ganze Strecke konstant: 

Ti = 1000 . 4,5 = 4500 mkg. 

~. Aufgabe. Der in Abb. 441 dargestellte Portalrahmen.ist belastet mit drei 
Kräften in der Mittelebene und zwei Kräften senkrecht zur Mittelebene. Die 
sechs Beanspruchungsgrößen sind zu ermitteln. 

Lösung: Der räumliche Rahmen, der bereits in Abb. 436 dargestellt war, ist 
durch sechs ]<'esseln abgestützt: In A ein Kugeldrehlager , das in der waagreehten 
Ebene beliebig verschieblich, in Bein Zylinderlager mit der Drehachse senkrecht 
zur Mittelebene (x-Achse), das fest mit der Unterlage verbunden ist. Im Lager A 
kann nur eine lotrechte Kraft übertragen werden, in B dagegen treten drei Kraft
komponenten auf, und außerdem zwei Momente, eines in der horizontalen Ebenp, 
(BMv) und eines in einer senkrechtE'n Ebenp (BMh' desspn VE'ktor in Richtung 
AB ,teht). Nach den Ausführungen in NI'. 99 kann man die Belastungen in der 
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:Mittelehene und senkrecht dazu unabhängig voneinander behandeln. Für die 
erstere Belastung handelt es sich um einen Rahmen, der als Lagerunbekannte 
die Kräfte Av , Bh und B" aufweist; bei der zweiten Belastung treten als Lager. 
unhekannte BI., dann eM" und #" auf 1. Durch die erstere Belastung werden 

I,' -::::_-:: 

~-

-.:...:.-
-~ 

'"-~::::~-
I-~--

C~~:: 

l.l.l..ilJ 
Q ftWl<g 

erzeugt die Beanspruchungsgrößen .Q" L" xBi' durch die letzten> Belastung da· 
gegen ~Qi' wB;, Ti 

Die Belastung in der Mittelehene bietet gegenüber früheren Ausführungen 
nichts Neues, und die Flächen ~Bi' "Q; und Li' die zur Abb. 441b gehören, sind 
leicht verständlich. Es ergehen sich aus den Momentengleichungen für A· und B 

1 Um hier eine Verwechslung mit dem Biegungsmoment zu vermeiden, sind die Lager. 
kräfte in B mit B bezeichnet. 

:!3* 
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die Werte 

Der durch Stäbe oder Lager abgestützte Karper. 

Bv = 600kg, 

A = 725kg; 

B,,= 250kg. 

Die BiegungHmomente für die Eckpunkte C und D betragen: 

Be = 725 . 1,65 - 430 . 0145 - 250 . 2,1 = + 4511l1kg, 

BD = 606· 1,65 - 250·7,75 = -950 mkg. 

Bei der Belastung lotrecht zur Mittelebene tritt in A keine Reaktion auf. Es 
könnte also für diese Belastung das Lager A fortgelassen werden. Die Befesti. 
gung B wirkt mit ihren drei Reaktionen wie {'ine .Art Einspannung ; es entstehen 

die Gegenkraft BI. und die Gegenmomente BM", BMv' Die Reaktionskraft BI. Ü;t. 
gegeben durch die '8ummp der spnkrecht zur Rahmenebene wirkenden Lal'ten: 

BI. = 400 - 200 = 200 kg (nach vorn; in der Figur nicht eingetragen). 
Weiter ist: 

BM" = 200·' 7,0 - 400· 2,75 = 300 mkg (als ReaktionRmoment in dpr lot· 
rechten Ebene nach hinten drehend, der Vektor gt'ht nach dem Rah· 
meninnern), 

BMv = 400 . 9,6 - 200 . 1,5 = 3540 mkg (als Reaktionsmoment in der waagp. 
rechten Ebene nach vorn drehend, der Vektor geht nach oben). 

Die Resultierende beider Vektoren, zerlegt in die Richtung der Geraden BD, 
und senkrecht dazu, gibt das Verdrehungsmoment BT; und das Biegungsmoment 
BBy. Für einen beliebigen Punkt, z. B. 5, wird das :ßiegungsmoment: 

oBlI = BBlI + BI. . (B, 5) = BBy + 200 . V7,0~ + 1,52 = 1920 mkg. 

Bequemer wird es von der anderen Seite her berechnet, da hier nur die waage. 
rechte Belastung von 400 kg in Frage kommt. Es iHt weiter: 

Ferner ist.: 
4By = BBy + BI. . (B, 4) + 200 . 0,78 = 2076 mkg. 

IBy = -400' V(02 + 1,052 = -2044 mkg, 

2B" = -400' 1,05 = -420 mkg, 

aBv = -400' (1,05 + 6,90) = -3180 mkg. 

Ein Verdrehungsmoment tritt für den Rahmentpil A 0 nicht auf. Ifür alle 
Punkte deR TeileR CD ist eH konstant: 

Tm = 400· 5,0 = 2000 mkg; 

ebenso für alle Punkte des Rahmenteiles DB: 

Ta = 400-· 8,8 = 3520 mkg. 

3. Aufgabe. Die in Abb. 442 dargestellte Tragkonstruktion mit dem exzen· 
triseh angeschlossenen und schief gestellten Stützstab soll auf ihre Beanspru. 
chungsgrößen hin untersucht werden. Als Belastung wirken die angegebPnen 
drei Kräfte senkrecht zur "Rahmen"-Ebene. 

Lösung: Die Lagerung des Trägers ist mit einem Scharnierlager in A mit 
fünf Unbekannten (nur das Moment in der zur Scharnierachse lotrechten Ebene 
kann nicht aufgenommtm werden) und einem Stützstab S mit einer Unbekannten 
statisch bestimmt ausgeführt. Die Schrägstellung der Strebe S bringt außer der 
lotrechten Belastung des Trägers auch noch in dPr Ebenp liegendl' Bl'auspru. 
chungen in die Konstruktion. 
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Wir errechnen zunächst die lotrechte Komponente der Stützkraft S durch 
eine Momentengleichung um die Schamierachse: 

1öOO . 1,2 + 1000 • 2,0 + 500 . 3,0 = Sv . 2,0 

Sv = 26ÖO kg, nach oben' gerichtet, 

~- -,_ I," a 
-_.1/ 

Ahb. 4. U. 0 bungsbei~Plel. 

Die beiden anderen, in der Ebene liegenden Komponenten der Stabkraft ergeben 
!lieh aus dl'r festliegenden Richtung dl'r Gesamtkraft : 

Shl = 8v ' ~:~ = 4818 kg, 

S S O,f> k 
1>2 = v' 1,1 = 1204 . g, 

r-c-----::---

8 = VS~ + 8%1 +SX2 = V26ö0 2 + 48182 + 12042, 

8 = 5ß30 kg (Druckkraft). 
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Alle übrigen Lagergrößen treten im Scharnicrlagcr A auf, da~ sich, abgcsdl('ll vom 
Biegemoment senkrecht zu seinE'r Achse, verhält wic eine Einsp<tnnung. Das 
Moment in der Rahmenebene (einzig mögliches Biegungsrnoment am Scharnier) 
hat die Größe: M S 0 - CI k 

h = hl' ,0 + "'h2 • 2,0 = 4818 m g. 

Das Moment um die Konstruktionsachse (Verdrehungsmonlent im ~eharniE'r) er-

mittelt sich zu: Mv = S" . 0,5 - 1000 . 0,3 = 1025 mkg. 

Der Drehsinn beider Momente entspricht dem in Abb. 442a pingE'tragenen. 
Die Lagerkräft€ im Punkt A ergeben sich in der KonstruktionsE'benc- zu: 

A"l = SkI = 4818 kg (nach der Wand zeigend) 

A"2 = Sh2 = 1204 kg (nach vorn); 

und senkrecht zur Konstruktionsebene zu: 

A v = 1500 + 1000 + 500 - 26fiO = 350 kg (nach oben). 

Für die weitere Behandlung der Aufgabe, die Ermittlung der Beanspru
chungsgrößen, teilen wir z.weckmäßig die nun vorliegende BelaHtung an der frei
gemachten Konstruktion auf in eine ebene Belastung (Abb. 442b) und eine lot
rechte Belastung (Abb. 442c) und bestimmen die sich daraus crgcbenden Mo
menten-, Querkraft- und Längskraftflächen. 

Die Belastung'in der Konstruktionsebene lidprt für Punkt (l) (links neben der 

Anschlußstelle): B1 = +4818'0,5= +2409mkg; 

für die Stell<, A (Lagerstelle) 

BA = M" = +4818 mkg. 

(Der Vorzeichen-Blickpunkt liegt in der Rahmenebene vor dem Hauptbalkt·n.) 
Für die Belastung senkrecht zur Rahmenebene erhalten wir E'ntsprechend: 

BI = -500 . 1,0 = -500 mkg, 

B2 = 2650 . 0,[, - 1000 . 0,3 = + 1025 rnkg. 

Ba = + 2650 . 0,2 = + 530 rnkg, 

B 4 = (2650 - 1000) . 0,8 ~- 500 . 1,8 = -I- 420 mkg. 

(Das BiegemomE'nt ist positiv, wenn auf der Oberseite d('r Konstruktion Drurk
beanspruchung vorliegt.) 

Das Torsionsmoment ist von der Auslegf'r-AnB<,hlußstelk bi" zum Lager A 
konstant und hat die Größe: ' 

T, = 1I{v = + 1025 mkg. 

4. Aufgabe. Räumlich gekrümmter Rahmen. 
Lösung: Der in Abb. 443 dargE'stellt(', räumlich g('krümmte Rahmen (SE'ssel· 

lehne) sei belastet mit zwei LastE'n, PI und P 2 ,. parallel zur MittelE'bene (Symmetrie
ebene), und durch zWl'i Lasten, Ql und Q2' senkrecht dazu. Diese Kräfte Rind 
paarweise gleich (PI = P 2 ~~ 30 kg: Ql = Q2 = 10 kg) und symnwtrisch an
geordnet, so daß zur g('ometrischen Symmetrie noch die Belastungssymmetrie 
hinzukommt. Die LagPrlmg des Hahn\(ms ist in den beiden festen Gelenkpunkten 
A und' B mit je drei Fesseln, und im Punkt C durch einen Stab, also mit einer 
Fessel, bewerkstelligt. Diese sieben Unbekannte bilden eine statisch unbestimmte 
Lagerung des R:l.hnipIls, über diE' wir aber wegen der Symmetrie etwas aussagen 
können. Da ditO Symmetrie der LagelTPaktionen gewahrt bleiben muß, ist diP 
LagerkraftkoUlI'OIlPnte senkrecht zur MittPlpbene in A gleich d('l' in B (A 2 = B 2 ). 
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Die Größe dieser Lagerkomponenten kann nun, je nach Art einer evtl. Vorspan
nung im Rahmen, oder einer leichten Nachgiebigkeit (Biegesteifigkeit) in der 
Mitte, aUe möglichen Größen annehmen (auch Null). Hier sei die dort auftretende 
Lagerkraft A2 und B2 mit je 10 kg nach innen angenommen, eine Kraft, die jeder
zeit durch eine entsprechende Vorspannung erreicht werden kann. (Der Fall 
A 2 = B 2 = 0 ist ohne Vorspannung nur dann möglich, wenn der Rahmen völlig 
biegesteif gemacht wird.) Die übrigbleibenden Lagerkraftkomponenten sind ein-

f'-j?kq . ...,~:c 

- 4f ; - . ~> f 
'<l-,j / l 
,'li : 
!)" j 

'.1 _ '_ BOA 

A [ 

l 
! 

f 

~, ~,,""" '~",'$;: ~ 
i---il--+-SO--: 

d 

AbI>. 443a bis i. übungsbeispiel. 

deutig zu bestimmen. PI und P2 haben als Resultierende eine im Aufriß mit der 
Wirkungslinie der Kräfte zuS&mmenfallende, in der Symmetrieebene Hegende 
Kraft (Pl -+ P2) = 60 kg. Ebenso lassen sich Al und BI zu einer Resultierenden 
(Al +- BI) in der Mittelebene zusammenfassen. Diese beiden Kräfte stehen mit 
der Sta.bkraft S deA Stützstabes CD im Gleichgewicht, und es können die Kräfte 
(Al :+: BI) und S aus dem zugehörigen Krafte~k (Abb. 443e) gewonnen werden. 
Aus Symmetriegründen ist ~ 

A - B _ (Al + BI) 
1- 1- 2 • 

Der Stützstab hat nach dieser Lösung die Druckkraft S = 117 kg auszuhalten, 
Damit sind alle Krafteinflüsse auf das Hauptsystem bekannt. 
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Zur Ermittlung der sechs Bpanspruchungsgrößen nehmen wir un~ lllügli('h~t 
einfache Orientierungsebenen an, nach denen wir uns bei der Bestiimnullg der 
Biegemomente und Querkräfte richten wollen. Wir trennen den Rahmen in den 
beiden Punkten E und F auf und erhalten damit drei ebenp Rahmengebildt', von 
dem'n A E und BF qmmetrisch zugeordnet und belastet sind. Es genügt a],;o 
dip Betrachtung dcs eincn Teiles. Der obere Rahmenteil ECF, der in piller 
~chrägen Ebene liegt, ist ebenfalls symmetrisch ausgebildet. Wir brandH'1l d('I11-
gemäß auch für ihn nur die eine Hälfte EC zu betrachten. 

Rahmenteil AE. Die ebene Ausdehnung des Rahmens gestattet Ulh' eint' l'lll

fache Auf teilung dN Belastung in pine in der Rahmenebene liegf'nde und ein!' 
dazu senkrecht stehende Belastung. In der Rahmenebene wirken am Fußpunkt A 
die Lagerkraftkomponpnte Al und im Schnitt E die entsprechenden imwn"ll 
Einflüsse BE, (JE' LE . Das Bif'gemoment (Bi) in dp1' Rahmenebene für einen be
liebigen Punkt i. dps Rahmenteilek finden wir (Abb. 443f) zu 

Bic=a, -Al· 
Die Querkraft. in deI' Ebenp Q, und die Längskraft L, f'rgeben ,ich aUH (h'l' Zer
legung der Kraft Al in die Komponenten quer und längs zur Balkpnaehs(' (im 
Thaleskreis der Abb. 443f). 

Als Belastung senkrecht zur Ebene des Rahmenteiles iHt außer dnl Pllbple
chenden Beanspruchung~größen in E nur die im :l<'ußpunkt A angenolllllwne 
Lagerkomponente A 2 wirksam. DaR Biegemompnt (Bi.1) senkrf'cht zur Rahlllf'n
ebene ergibt sich nach Abb. 443f zu 

daR Torsionsmoment 1" zu 

die Querkraft ist konstant 

B,.1 = A 2 - b" 

T, ~c .12 ' C,; 

Qi.1 = -A2 · 

Zur Festlegung der Vorzeichcn laufen wir vom Lagprpunkt A hpf der Rahmen
achse (z-Richtung) entlang und sehen auf den Querschnitt des abgeschnittenm 
Teiles (mit dem Ende in .1). Geht der Momentenvpktor dps BiegpmOIIlf'ntes ~enk
recht zur Rahmenebene (B,.1) nach dem Innern der TeilrahrrH'nebpne, abo nach 
dem Krümmungsmittelpunkt, dann ist das Moment. positiv zu bpzeichnpll. :Für 
die Biegemomente in der Rahmenebene Bi haben wir dann ein positives Vor
zeichen einzuführen, wenn die entsprechenden Vektoren nach dpm Innenl des 
Rahmenraumes, d. h. für die Rahmcnteile A E und BF nach dpr t-;ymmetrie
ebene, für Teilrahmen ECF nach unten, gerichtet Rind. Längskraft und TorsiOlls
moment werden in ihren Vorzeichen in bekannter Weise HO festgelegt, daß Zug
spannungen einer positiven Längskraft und ein dem Beschauer dei'! untersuchten 
Querschnitts entgegenkommender Torsionsmomentenvektor einem positiven Tor. 
sionsmoment entsprechen. (Auftragungen der Beanspruchungsgrößen für {jen 

Rahmenteil AE bzw. BF in Abb. 443k-p.) 
Rahme'nteil ECF -{bzw. EC und CF). Auch hier gestattet uns die ebene Aus

führung dieses Rahmenteiles wieder eine Auf teilung der Belastung in einen Anteil 
in der Rahmenebene und einen zweiten senkrecht dazu stehenden. Als Belastung 
wirken auf A E C außer den in der Mitte auftretenden Einflussen die Kräfte Al' 
A 2 , P l und Ql' Qlliegt bercits in der Rahmenebene ECF, PI läßt sich im Kraft
eck (Abb. 443e) leicht in seine beiden nach der Ebene orientierten KompOllelltm 

l\ (in der Ebene) und PlJ. (senkrecht dazu) zerh'gell. Eb~so läßt sich im glpi
ehen Krafteck Al in die entsprechenden KompOIH'nten Al und All zerlegen, 
jedoch ist dabei zu bedenken, daß Al und A. au.ßerhalb der Hahlll(')]pbene ECF im 
Fußpunkt A angreifen. Wir gehen nun so vor, daß wir Al und .1 2 in den Punkt G 
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verschieben, der ein Punkt der zu bestimmenden Rahmenebene ist (siehe Aufriß 
Abb. 443b), Al J.. geht von selbst durch diesen Punkt, für diese Kraft ist demnach 
kein zusätzliches Verschiebungsmomenthinzuzunehmen, wohl aber für die beiden 
anderen Komponenten Al und 42 • Der Einfluß dieser Verschiebungsmomente 
wirkt sich nur bei der senkrecht zur Ebene stehenden Belastung aus und wird 
anschließend an diese 
Belastungsgruppe ge
Hondert behandelt. In 
der Rahmenebene wer
denAl undA~ zusammen
gefaßt zu Ar, ebenso PI 
und Qlzu P,(Abb.443g). 

Nach dieser Vor
arbeit entsteht das ebe
ne Belastungsbild der 
Abb.443g. Das Biege
moment Bi für eine Stel
le i ergibt sich zu 

Bi~ Ara;. 

Querkraft und Längs
kraft werden wieder ge
wonnen durch die Zer
legung von Ar in die 
Komponenten quer und 
längs zur Balkenachse 
im Thaleskreis. Für eine 
SteUe k sind beide Be
lastungen Ar und Pr zu 
beachten. Man setzt am 
besten die beiden Kräfte 
zu einer Resultierenden 
R zusammen und bildet 
dann: 

Bk=R·ak· 

Qk undL k gewin:qt man 
durch Zerlegung der Re-
sultierenden R in die 
Richtungen quer und 
längs zur Baikenachse an 
der Stelle k (Abb. 443h). 

o 11/0 10 'I(J $,g 

~. "r:t~;u:m;wJ<g 
löt-sionsmumenf 

Ti 

p 

_~bb. H3k bis x. Übungsheispid. 

Die Kräfte (nicht MomPnte), die die Belastung senkrecht zur Rahmenebene 
au~machpn, sind Al J. und PI J, die daraUf; abzuleitenden Momente·sind: 

B;.L=AI.L·b; und B~.L=AI.L·bk+PI.L·dk' 

T;=A1.L· C, und T,,=A1.L·ck+Pl.L·ek. 

Dip QUl'rkraft ist von E bis zur Anwiffsstelle von P konstant, von der Größe 
A I .L, von da an von der Größe (AI.L + PI.L) bis zur Mitte. _ 

Nun bleibt noch dpr Einfluß der Verschiebungsmomente der Kräftp Ag und A, 
zu untersuebpn Bei der vorgenommenen Versehiebung von A~ naeh G- müssen 
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wir noch ein Moment M 2 hinzufügen, dessen Größe gleich A 2 mal der Streckp AG 
ist. Bezeichnen wir diese Strecke mit 1, 80 wird M2 = A2 • 1 (dargestellt in 
Abb. 443i). Die Verschiebung von Al liefert ein anfallendcs Moment MI = Al ·1. 
M 2 greift in Punkt E als Torsionsmoment TE' MI als Biegemoment BE -'- an. 
Beide Momente lassen sich zusammensetzen zum rcsultierenden Moment 11'1 r' 

das für jede beliebige Stelle i wiederum in Richtung senkrecht und tangential 
zur Balkenachse zerlegt werden kann in B~' und T~'. Diese Beanspruchungen 

6'01fk9 

sind mit denen aus der senk· 
rechten Belastung dei< "be· 
nen Rahmens hervorgellPn. 
r!pn algp braisch zu addieren: 

BiJ == B~-,- 1- B;'.L 
und 

T, ~~ T; 1- T"'. 

Weitere Einflüsse habf'n 
diese VerHchü"bungslllo, 
mente nicht. 

Die V qrzeichenfragf' 
wurde mit der Betrachtung 
des ersten Teikahmens ge
klärt. Die' Ergebnisse für 
den Teilrahmen ECF sind 
in den Abb. 443q-x dar· 
gestellt. 

5. Aufgabe. Die in 
Abb. 444 dargestelltp Kur
belwelle ist bezüglich ihn')" 
Biegungs- und Yerdre
hungsmompntp zn unter· 
suchen. 

Lösung: Die Kurbelwelk 
ist in Abb. 444a axonome-
trisch dargestellt, außerdem 

in Abb. 444 b dcr Verlauf df'r geometrischen Achse mit Angabe der Kraftkompo
nenten in der jeweiligen Kröpfungsebene und senkrecht dazu. Ferner ist in 
Abb. 445a, b die Kurbelwelle in Aufriß und Seitenriß gezeichnet und in Abb. 445d 
die notwendige Kraftzerlegung angegeben; in Abb. 445c sind dIe Punkte be
zeichnet, für die dif' verschiedenen Momente ausgerechnet sind. 

Zunächst wurden die Lagerreaktionen ermittelt. Da alle Lastf'n senkrecht 
verlaufen, sind aueh A und B senkrecht gerichtet. Es ergibt sich nach Abb. 445c: 

(I M)A = 0: 1000· 0,145 + 200 . 0,42f> + 600· 0,705 - B· 0,850 = 0, 

Bc= 76R,2 kg (nach oben), 

(I Jlh = 0: -600' 0,145 -- 200· 0,425 -1000· 0,705 + A· 0,805 = 0, 

A = 1031,8 kg (nach oben). 

Das abzunehmende Drehmoment iHt gegeben durch 

M a = -1000·0,1' sin 60' + 600· 0,1 . sin 60°= 34,6 Illkg. 

An den verschiedenen Stellen treten BiegungsIDomente auf, die am besten 
zerlegt werden in solche in derjewl'iligeu Kröpfungsebl'nf' und in den durch die 
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einzelnen Wellenachsen senkrecht zur jeweiligen Kröpfungsebene gelegten Ebenen. 
Um die beiden Biegungsmomente aufstellen zu können, sind die Kräfte jedesmal 
zu zerlegen in eine Komponente in der Kröpfungsebene (bzw. ihrer Spur) und 
senkrecht dazu (Abb.445d). Zur Festlegung der Vorzeichen für die Biegungs
momente muß ein bestimmter Standort eingeführt werden. Wir stellen uns bei der 

6IlOkg 

I 11 

I 

2001<9 

~ 1~'egemQmenle In tief' 
i ~ed~WQlIflen! 

o lIXIoWJWm.kg e 

g 
1I11!11""ZI!I!IIIIiU""""III+lIIIIIII"1 

Abb. 145. Untersuchung einer Kurl>elwellc. 

erHten und dritten Kurbelkröpfung VOll oben her auf die betrpffend,· Kröpfung:;
ebene zwischen die beiden Wangen., mit Blickrichtung nach den Kurbeln, bei der 
mittleren Kröpfung von vorn auf die betreffende Ebene. Die Vorzeichenpunkte r 
sind in Abb. 444b pingetragen. Auf d('n Teil, der zur Ebene I gehört, "irken die 
Lagerreaktion A, die La~t. von 1000 kg und das Drehmoment Md; dip Kompo
nenten A . cos 60° und 1000· eOK 60° sind von Einfluß auf d1LR Biegungsmoll}('nt 
in der Kröpfungsebene I. Mit. iluH'1l sind die Biegungsmomentt' in dt'n PllnktPll 1 
bis 9 in bekannter W"ise zu bt'rpehnpn (vgl. die Zusammenstellung (1(.1' TabpIle ) 
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Das Biegungsmoment genkrecht zur Ebene ist an der Stelle 1 einfach gegeben 
durch die Kraft A . sin 6Co mal dem Hebelarm, aber für die WangensteIlen 2 und 3 
ist das Drehmoment Md ein verbiegendeR Moment, und für den Punkt 3 selb~t 
tritt durch A . sin 60° ein Moment auf von der Größe A . ~in 60° . 2,3. Entspre
chpndes gilt für die Punkte 7 und 8. 

Das Torsionsmoment wird als positiv bezeichnet, wenn es, gegen das Schnitt.
ufer gesehen, links herum dreht, also der Momentenvektor auf den Beschaupr zu 
gerichtet ist. Beim Torsionsmoment muß man darauf achten, daß 80woLI die 
La"tkomponenten in der Kröpfungsebene als auch diejenigen senkrecht zur 
Kröpfungsebene ein Verdrehungsmoment hervorrufen können; so entsteht z. B. 
für den Punkt 3 ein verdrehendes Moment von der Größe A . sin 60° . 8 cmkg. Für 
Punkt 7 wird das Torsionsmoment beeinflußt Qurch A . sin 60° und 1000 . sin 60', 
und für Punkt 13 z. B. ist außer dem Drehmoment aueb. die volle Kraft 1000 kg 
(d. h. beide Komponenten) von Einfluß. 

Für die einzelnen Schnitte sind in der angedeuteten Weise" die Biegungslllo
mente und das Torsionsmoment ausgerechnet und in der Tabelle zusammell'
geRteIlt. Die errechneten Werte Rind dann in Abb. 44iJc-g aufgetragen. 

XXI. Gelenkträger und verwandte Anordnungen. 
102. Umwandlung statisch unbestimmter Körper in statisch bestimmte durch 

besondere konstruktive lUaßnahmen. - Yerschiedenartigc Gelenke. In Ab
schnitt XI haben wir gesehen, daß es für den ebenen Balken und Rahmen kon
struktive Maßnahmen gibt, die einen statisch unbestimmt gelagert{m Balken oder 
Rahmen zurückführen auf ein statisch bestimmtes System. Das geschah durch 
die Anordnung von <klenken, und es entstanden so der Gerberbalken und der Drei
gelenkbogen. Ein solches Gelenk ergab als neue Bedingung, daß das Biegungs
moment für das Gelenk Null Rein muß. Man erreicht durch eine solche Anordnung, 
daß durch den betreffenden Querschnitt nur noch cine Querkraft und Längskraft 
weitergeleitet werden kann, aber nicht mehr cin Biegemoment. Ebenso konnte 
man (Nr. 67) eine Anordnung treffen, daß durch einen Querschnitt keine Läng.
kraft mehr übertragen wird, ~ondern nur .. ine Querkraft und ein Biegung~
moment, und als neue Bedingung trat dann auf: die Summe alkr LängHkräfte 
links oder rechts der l:>etreffenden Stelle muß gleich Null sein. Durch diese Äll
derungen wurde eine neue Bedingung geschaffen, die es g('stattet, eine zunächst 
überzählige Lagerunbekannte zu ermitteln. 

In gleicher Weise werden wir nun auch für den räumlich bela8teten Balken 
und den räumlichen Rahmen konstruktive Maßnahmen vornehmen können, die 
statisch unbestimmt gelagerte oder auch innerlich statisch unbestimmte Systeme 
wieder auf ein statisch bestimmtes Gebilde zurückführen. Entsprechend der jetzt 
vorhandenen größeren Anzahl (sechs) der unbekannten Beanspruchungsgrößen, 
die für einen Querschnitt auftreten, oder anders ausgedrückt: die beim Schnitt 
des Balkens frei werden, werden wir nun ganz vcr-schiedenp Arten dieser Maß
nahmen (meist Gelenke) ausführen können. Sie erlauben, eine oder mehrere der 
sechs Beanspruchungsgrößen zu Null werden zu lassen, um damit eine entspre
chende Zahl neuer Gleichungen zu liefern. Mit deren Hilfe können die über
zähligen Lagerreaktionen und die noch auftretenden Beanspruchungsgrößen der 
Quers<lhnitte ermittelt werden; d. h. mit anderen Worten: das statisch un
bestimmte System kann dadurch bestimmt gemacht werden. 

So ist z. B. der in Abb. 446 dargestellte Körper in neun Fessdn gelagert (A 
und. C feste' Drehlager, B Kugelldrehlager, D längsverschiebliches Drehlager) ; er 
weist die neun Unbekannten A"" A~, A z , B z ' Ca;, C~, C., Da;, D. auf, ist also drei-
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fach stati~ch unbestimmt. Zerlegt Illall ihn Ilun in zwei Teile und verbindet, 
diese beiden durch ein Kugelgelenk, so tritt als 11l'ue Bedingung auf, daß durch 
diesen Punkt kein Moment übertragen werden kann, oder anders gesagt, ef' 

können weder die beiden Biegemomente noch das Verdrehullgsmoment weiter

Abb.446. 

geleitet werden. Wir haben also 
drei neue Bedingungen: 

T i = O. 

Bestimmter Gdenktrager mit mittlerem Kugelgelenk 

Dadurch ist die Zahl der Glei. 
chungen von sechs auf neun erhöht 
worden, und wir haben geradeso· 
viel Gleichungen ""ie Unbl,kannte. 
Durch das Kugelgelenk können 
sowohl die bei den Querkräfte xQ;' 

und "Q; als auch die Längskraft Li 
weitergeleitet werden; die Resul
tierende dicscr drei gibt die Ge· 
lenkkraft an. Auf den linken Teil 
wirken außer den gegebenen Lasten 

vier Lagerunbekannte und drei Gelenkunbekannte ; auf den rechten Teil außer 
den gegebl'11l'n Lasten fünf Lagenmbekanntl' und drei Gelenkunb('kanntl', also 
im ganzen fünfzehn Unbekannte. Anderer~l'its stehen für den linken Teil sechs 
Gleichungen zur Verfügung, für den rechten l'<'il ebenfalls ,eehs, das sind im 
ganzen zwölf. Da aber die drei GelenkkI'äfte von links nach rechts genau so groß 
sind wie die von rechts naeh links, haben wir tatsäehlich nicht fünfzehn, sondern 
nur zwölf Unbl'kannte, so daß ihre Zahl gleich der Zahl der Gleichungen ist. 

Je nachdem man die bpiden Körperteile 
miteinander verbindet, erhält man ganz ver· 
Hchiedenartige neue Bedingungen. Würde man 
~tatt des Kugelgelenks ein Zylindergelenk ein. 
führen, so würde dadurch nur eine neue Be
dingung entstehen, indem das Moment um die 
Zylinderachse, gleichgültig ob der Bolzen waage· 

~ ~b recht oder lotrecht liegt, verschwinden muß. 
~ ~ Es ist nun durchaus nicht illlmer gebagt, 

:e~~~:4~~j~~8 :rce~~fi~ra~~~ereri~in~:',~~ daß diese Maßnahluen nur dt:ln Zweck dienen, 
chun!{: ,B~ ~ 0). die statische Bestimmtheit einer Konstruktion 

wiederherzustellen, sondern sehr IJäufig begeg. 
nen wir direkt der konstruktiven :Forderung nach einer bestimmten Gelenkaus. 
führung, die aus praktischen Gründen notwendig wird. Dann müssen wir zur 
Erzielung einer statisch bestimmten Konstruktion sozusagen den umgekehrten 
Weg gehen, d. h. die gegebene Gelenkkonstruktion so lagern, daß sie so viel 
Lagerreaktimwn aufweist, wie es den s()chs Gleichgewichts bedingungen und den 
zusätzlichen Aussagen über das Gelenk entspricht. 

Auch zur Berechnung 8tatisch unbestimmter Konstruktionen sind solche Gelenke 
von Bedeutung, da diese meistens zunächst auf ein statisch bestinuntes Grund. 
system zurückgeführt werden müssen; dabei wird man vielfach gedanklich von 
diesen Gelenkarten Gebraueh machen. 

Die Betrachtungen über die erwähnten Konstruktionsmaßnahmen erfordern 
die Kenntnis der verschiedenen Gelenktypen. Einige in der Praxis vorkommenden 
Ausführungen, die zur Schaffung statisch bestimmter Systeme oder auch aus 
anderen Gründen angewandt werden, seien nun hier angegeben. 
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1. .l)as Scharnier (Zylindergelenk). Diese Anordnung (Abb. 447) gibt deJll 
Balken oder Rahmen eine Drehbeweglichkeit um die Bolzenachse, d. h. für diese 
Achse ist daR Biegpmoment gleich Null; oder anders aUFgedrückt: durch das 
Scharnier kann kein Biegemoment in der Ebene senkrerht zur Scharnit:rachse 
weitergeleitet werden. Die fünf anderen Be-

anspruchungsgrößen dagegen können über- ~._·~~~·~/~;::;:I~ ;/~~~ .. => .. "// _1_ 
tragen werden. Wir haben alEO durch dIese -~ _1-=3 _ _ ___ ~ ! 
Gelenkart eine neue Bedingung gewonnen: ,-~.~;;.-:;:-:;;;:;;-.~;;S-~;; •• ~'/I.J,"~I/I,J"l':,~%%;;:'-;:;'-;;:--~-;;:-r---J 
daß das Bit'gemoment für eine Ebene senk- a 
leeht zur Scharnieraehsp am Scharnier ver- \:==;.-__ 

schwindet. b 
2. Die Hülse (das Hülsengelenk). Unter- Abb. 4!~. Das HiIlsengelenk (eine Glei-

brechen wir den Balken an einer Stelle chung: T, = 0). 

und legen um die Schnittstelle eine über beide Schnittufer hinausragende Hülse 
(Abb. 448), 80 kann diese sowohl jedes Biegemoment wie auch jede Querkraft 
übertragen, und falls die Verbindung so ausgeführt wird, daß sich die Balkenteile 
in ihrer Längsrichtung nicht verschieben können, auch eine LängFkraft (als Druck 
und Zug). Es ist nämlich durch 
dit' Hülse keine Drehmöglichkeit 
um eine beliebige Querschnitts
achse gegeben, ebensowenig 
eine Versehieblichkeit der Quer
schnitte gegeneinander. Da
gegen wird nicht übertragen das 
Torsionsmoment, da durch ein 
solche» Moment eine Drehung 
der Querschnitte um die Balkcn
achse t'intritt, d.h.dasTorsions

1........-

b 
Abb. 449. Die genutete Hülse (eine :Freiheit : L, = 0). 

moment für den HülsenansehluJ3 ist Null. E~ liegt also auch hier eine npue 
Bedingung vor. 

3. Die genutete Hülse. Wird gegenüber der normalen Hülse noch die Ver
drehung der beiden Querschnitte um die Balkenachse verhindert, daß sip also 
auch das Torsionsmoment über-
tragen kann, andererseits aber 
dieLängsverschipblichkeit.ermög- c=(J' 
licht, d. h. die Übertragung der ~ 
Längskraft verhindert, so entsteht - --- '"I --1-- ,-
die genutete Hülse (Abb.449). 
Die statische Bedingung für diese 
konstruktive Maßnahme lautet '.: a ---rh 
also: für die genutete Hülse ist !? ~ 
die LängskraftNuIl. Die genutete -4- +---d

" 
__ _ ___ . _ b 

Hülse besitzt praktische Bedeu- '-----L.... __ . 

tung als Kupplungsmuffe, oder in 
Getrieben als Verstellritzeiwelle 
(Sternwelle). Wird die genutete 
Hülse auch gegen Längsverschie
bung gesichert (festklemmen), 80 

Abb.45O. Das KrellZgeJenk (zwei Gleichungen: 
iB~ = 0, ,Bv = 0). 

stellt sie eine starre Verbindung zweier Wellen dar, die vom statischen Gesichts
punkt aus als durchgehende Welle betrachtet werden kann. 

4. Das Doppelscharnier oder Kteuzgelenk. Das einfache Scharnier mit Dreh
achse in der x-Richtung erlaubte außer der Übertragung eines Torsionsmomentes 
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auch noch die Übertragung eines Biegemomellte~ 1Il der x, z-Ebene. Yerbinden 
wir nun mit die~em einfachen Sehamicr ein zweites, das die biegende Verdrehung 
der Balkenaehse in einer senkrecht zur (,rsten liegenden Ebene, also der x, z-Ebenc, 
gestattet, so eJ'halten wir ein Kreuzgelenk (A bb. 450) und damit eine sog. Ge
knkwelle, d. h. einen Balken, der in jeder beliebigen Richtung aus Heiner AchHe 
um das Kreuzgelenk abgebogen wNden kann (soweit di{' t{'chnische Ausführung 
des Gel{'nks das erlaubt). Statisch betrachtet heißt das, daß das Kreuzgelenk wohl 
ein Torsionsmoment, aber kein Biegemoment übertragen kann, wodurch wir die 
zwei Bedingungen als neue Besümmungsgleichungen erhalten: die Biegemomente 
(definition~gemäß also die Summe aller biegenden Momente und die der Momente 
aller Kräfte links oder rechts vom Gelenk für zwei Querachsen) in zwei zueinander 
senkrechten Längsebenen sind für das Kreuzgelenk Null. Die Querkräfte und 
die Längskraft verschwinden bei entsprechender Ausführung natürlich nicht für 
das Kreuzgelenk. 

Stehen die beiden, dureh das Kreuzgelenk miteinander verbundenen Wellen 
(Balken) unter einem bestimmten Winkel zueinander, so kann damit von einer 
Welle auf die ander!' pin Torsionsmoment übertragen werden, deren Vektoren 

-+-
b 

Abb.451. Die querverschiebUche Kupplung (zwei 
Gleichungen: .<Jz ~ O"Q. " 0). 

Abb.452. Das RAumgelenk, Kugelgelenk (die 
drei Momente versc·hwinden). 

unter dem gleichen Winkel zueinander stehen. Diese Überleitung und Ablenkung 
der Torsionsinomentenvektoren erfordert eine eingehende Untersuchung der Vor
gänge am Kreuzgelenk, dip wir am Schluß dips er Zusammenstellung an~te]l('n 
wollen (Nr. 103). 

5. Die Kupplung mit Querverschieblichkeit. Das Wesen dieser Art KupplungPIl 
(Abb. 451) ist die Verbindung zweier Gabeln durch ein Kreuz aus Vierkantbolzpn, 
die keine bipgende und tordierende Verdrehung, auch keine Längsverschipbung, 
wohl aber eine Verschiebung der beiden Wellenenden in Richtung beidN Ql!er
kräfte erlauben. Die beiden Bedingungen dipspr Kupplungsart lautpn also: dip 
beiden Querkräfte an der querverschieblichen Kupplung sind Null. 

6. Das Kugelgelenk. Das Kugelgelenk (Abb. 452), das als Vereinigung zweier 
senkrecht zueinander stehender Scharniere und einer Hülse aufgefaßt werden 
kann, läßt jede beliebige Verdrehung der beiden Wellenenden zu; es können also 
weder die heiden Biegemomente noch das Verdrehungsmoment übertragen wer
den .. \Vir erhalten durch die Einführung dieses Gelenkes in eine Konstruktion so
mit die drei zusätzlichen statischen Aussagen; die Biegemomente in zwei zuein
ander senkrechtf.'n Richtungen und das Tomionsmoment für das Kugelgelenk sind 
gleich Null. 

7. Das Kreuzgelenk mit Querverschieblichkeit (Drehschiebekreuzgelenk). Ver
emigen wir die Drehungsmöglichkeit des KreuzgelPllks mit der Verschieblichkeit 
der querverschieblichenKupplung, so erhalten wir damit einp Gelenkart (Abb. 453), 
die sowohl einer biegenden Verdrehung als auch einer Querverschiebung der beiden 
Wellenenden keinen Widerstand entgegensetzt, die beiden Biegemomente und 
Querkräfte können also nicht übertragen werden. Dagegen ist die Längsverschieb
lichkeit und die tordierende Drehbewpglichkeit dpr Wellentellp gegeneinander 
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unt,l'rbunden. Das ~o gebaut<, Gelenk, das llich VOll der querv('J'schieblichen 
Kopp<'l nur dadurch unterscheidet, daß statt der drehsteifen Vil'rkantbolzen ein 
Krfluz aus runden Drehbolzen eingesetzt ist, ist statisch charakterisiert durch die 
vil'r Bedingungen: für das Drehschiebekreuzgelenk sind die Bicgemoml'nte und die 
Querkräfte in zwei zueinander senkrechten Ebenen gleich Null. 

R. Die reine Drehkoppel. Nehmen wir dem Drehschiebekreuzgelenk auch noch 
die Übertragungsmöglichkeit der Längskraft ab, so entsteht damit die reine 
'l'orsionsmomentenÜbertragung zweier Wellen. Diese Gelenkart (Abb. 454) findet 
sich in der praktischen Anwendung in verschiedenster Ausführung als Knor

I 

~}-, 
! 

Abb. 453. Das Kreuzgelenk 
mit Quorvorschieblichkelt 
(beideQuerkräfteund belde 
Biegungsmomente werden 

Null). 

pelgelenk, Drehmomentenkupplung, 
Kegelradgetriebe usw. Die normale 
Drehmomentenkupplung, als Wellen
kupplung zweier Maschinen, besitzt 
zwar keine ganz freie Quer- und Dreh
verschieblichkeif, aber die diesen 
Verschiebungen sich widersetzenden 
Größen (meist Kräfte) sind "weich" 
gemacht, d. h. durch elastische Bei
lagen werden die durch die Verschie

Abb.454. DipDrehkoppel 
(Kreuzgelenk mit Quer
Und Längsvcrsehieblich
kelt. Es verschwinden 
die beiden QuerkrUfte. 
Bleguugsmomente und 

die Längskraft ) 

bungen entstehenden Kräfte in sehr kleinen Grl'nzen gehalten, so daß sie fa~t 
ausschließlich durch die elastischen Verformungen dieser Beilagen aufgenommen 
werden und das Gesamtgetriebe nur sehr wenig belasten. Die bl'i dem Eingriff 
der Verzahnung entstehenden Längs- und Querkräfte müssen von den dicht an 
den K.egelrädern sitzenden Lagern aufgenommen werden, die damit auch den 
richtigen Eingriff· der Zähne gewährleisten. Für das Gesamtbild ist also keine 
Weitf>crleitung von Quer- oder Längskraft anzunehmen. Hier gilt die statische 
Cbarakterisierung weniger als neue Aussage, sondern mehr als Forderung 
fül' die Konstruktion. Die fünf neuen Bedingungen lauten: für die reine Dreh
koppel sind die Bil'gemomente in zwei zueinander senkrechten Ebenen und die 
Querkräfte in zwei zueinander senkrecht stehenden Richtungcn und dil' Längs
kraft Null: 

Es können nun durch entsprl'chend gewählt{, Konstruktionl'lI auch noch an
dere Anordnungen dieser Art getroffen werden, z. B. Hülse mit Längsvl'rschieb
lichkeit, die dann entsprechende Bedingungsgleichungen erfülleIl. Hie!' sind nm 
dil' technisch wichtigen Maßnahmen behandelt, deren sta-
tische Merkmale auch auf jedes andere Gelenk sinngemäß 
übert.ragen werden können. 

\!. Der Schnitt [vollständige Trennung] (Abb. 455). AI~ 
größte Steigerung der Beseitigung von Beanspruchungs

_",_bb. 455. D(>r ~Cbllitt 
hochs Frclh('iteu) 

größen, und damit Schaffung neuer Bedingungsgleichungen, ist Hchlil'ßlich noch 
der "Schnitt" zu nennen, den wir zur Ermittlung der inneren Einflüsse gelpgt zu 
denken haben. Mit der vollständigen Auf trennung eines Ba.lkens durch dpll 

Schnitt wird_selbstverständlich die Weiterleitung jeder Kraft und jedes Momen
tes unmöglich gemacht. Der Schnitt hat also als Aussage: für den Schnitt sind 
alle sechs Beanspruohungsgrößen, das sind die beiden BiegemolUentl', das Tor
sionsinoment, die beiden Querkräfte und die Längskraft gleich Null. 

103. Betrachtungen über das Kreuzgelenk und verwandte Anordnungen. 
Während beim Scharnier, der Hülse und der genuteten Hübl' die angegebenen 
Aussagen ohne weiteres als zusätzliche Gleichungen zu den Gleichgewichts
bedingungen angesetzt werden können, ist, wie bereits oben erwähnt, für das 
Kreuzgelenk eine besondere Betrachtung der Übertraguugsvorgänge notwendig. 
wenn {'S als Verbindung zweIer unter pinplIl bestimmt.Pn Winkel zneiriand .. r 

:!!. Schlink. Statik. 4, I'. 5. Auf! 
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~t('henden Wellen Yerwandt wir<l1. Bei die8er Anwendung in dPII Gdpnkwelkn 
wird durch das Kreuzgelpnk ein VE'rdrE'hungsmoment von 6iner Wdle in diE' 
andpre, also ROzusagen "um die Ecke" geleikt. Das Kreuzgelenk gibt einer Ver
biegenden Wirkung der beiden Wellen in jeder Richtung nach, ~ptzt pinpr solchen 
kpinen Widerstand entgE'gen. Das erheJlt, auch ~chon daraUf;, daß für pine um
laufende Wellenverbindung die Neigung d"r beidE'n Wellen achsen möglich iot, 
was ja relativ zur Welle betrachtet eineIll Bipgpn der Wellenverbindung um dpn 
Kreuzgelenkmittelpunkt in piner umlaufenden (abo jedp Lage pinnehmenden) 
Ebene gleichkommt. Dip8e Eigentümlichkeit des Kreuzgelenkes zeigt uns, daß 
über das Gelenk hinaus kein Biegemoment von einer Welle auf die andere über
tragen werden kann. Unspre oben aufgestellten Aussagen, daß die Biegemomente 
in dem Gelenk Null sind, sind also voll berechtigt, andererseits ist aber, wie ge
zeigt· werden soll, gerade dieses Kreuzgelenk die Ursache für E'in Biegemoment, 

Abb. 456. BestiTulntc Lagerung einer Wellenfuhrung 
mit Kreuzgelenkkupplung. 

Abb. 457. Die Weiterleitung eines Ver
drehungslIlomPI!tl'R in die zweite Wellt". 

da~ nicht von außen aufgebracht wird, sondern durch die Umlenkung des Dreh
moments entsteht. 

:Für die weitt're Betrachtung sei die in Abb. 456 dargestellte Wellenkollstruk
tion zugrundp gelegt. Unter der Voraussptzung, daß die drei Lager A, B, C 
Dn'hlagrr sind, daß alw keine Momente, sondern nur Kräfte übertragen werden 
könnPl1, ist diese Konstruktion statisch bestimmt. Es liegen mim lieh durch das 
pine feste und die zwei beweglichen Lager (HalRlager) 1 X3 und 2 x2 Unbekannte 
vor, dazu kommt die eine FesfiPl einer Drphmomentenkupplung, also im ganzen 
acht Fesseln. D('mgegen~ber stehen die sechs Gleichgewichtsbedingungen deI' 
gesamten Konstruktion und die zwei Bedingungen des Kreuzgelenks, daß die 
beid('n Bipgungsmomente verschwinden müssen. In der Konstruktion 'wird das 
eingeleitete Torsionsmoment mit sciI1P1l1 Vpktor Tl' das an der Gcknkstelle in 
der Welh, 1 vorhanden ist, durch daR Gp!eilk ab t'lIl Torsionsmoment um eine 
andere Aphs/', also als ein andersgerichtetpr Mom(·ntenvektor T 2 , in die nächst
folgend" Welle weitergeleitet. Diese vektoripIk Andprung des Momentcnw'ktors 
Tl in T 2 kann aber nur mit Hilfe eines zweitt'n Vektors B geschehen sein, welch 
]ptzterer, aus der Ablenkungsart zu schließen, in dpr Ebene der Wellen und nur 
als Biegemoment in den Gabelebenen d(·s Gelenh vorhanden sein kann, und zwar 
sowohl in dem rpchten als auch im linken Konstmktionsti-il. Dieser Vektor B 
muß RU beschaffen sein, daß der resultiprendp Vektor von B und Tl den Vektor ']'2 
deI" Welle II ergibt. Das Kreuzgelenk, das also gerade seim' Eigenart darin be
sitzt, keine Biegemoment weiterzukiten, muß hiernach offenbar zwangsläufig pin 
Biegemoment erzeugen, das nicht durch äußere Kräftp oder Momentenbelastungpn 
bedingt ist. Um dies~' sdtsam(' Erscheinung aufzuklären, müssen wir uns das 
G(']enk in seiner bauliehpn Gpstaltung und dpIll daduroh bpdingten Kräftespipi 
näher ansehen. 

Das hier zu untersuehpnde Kn'uzgdpnk besteht im wespntlichen aus zwpi 
(iabe.ln an dpn Enden der Wpllpn I und II (vgl. Abb. 458), die an einem starren 

1 Vgl. zu den folgenden Ausführungen: H. DIETZ, .,Die Ubertragung von Momenten in 
Kr~uzgeienken . Z. VIJl j 938 und l~il~. 
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Aeh~()llkrpuz K :so angeordupt /'lind, daß die beiden S("harnil·raeh~en der Gabeln 
sfl·tlO unh'r einem Winkel VOll 90° stehen (grund,ätzlieh führt auch eine Neigung 
der Achsen des Kreuze~ K unt(-l' einem anderen Winkd wie 90° zu brallchbar(>ll 
Kreuzgelenken). Zur einfachel'en Betrachtung der wirkenden Kräfte bzw. Mo
mt'nte lassen wir auf die Welle I nur ein reines Drehmoment, einwirken, dal' auf 
(lie unter dem Winkel rp gegen die Welle I geneigte"Welle II übertragen "'erden 
soll. Es sollen zwei St,ellungen betrachtet werden: In der Stellung a (Abb.458) 

I 

.Abb. i58. AUfgelöstes Kreuzgelenk in Ausgangsstellung (Stel!lmg a). 

!ipge die Gabel der Welle I in der gemeinsamen Ebenp der beiden Wellenachsen ; 
dagpgen in Stellung b (Abb.459) lipge die Gabel der Welle II in der gemein
~ampn Ebene der beidl'!> WellenachRpn. Die Gabel GI (Gabel dpr Welle I) drückt 
auf das AchRenkreuz Ulli. den beiden K1äften P l , die zu~ammen da:; auf dal' 
Aehs('nkrellz ausgeübte Torsionsmomel1t Tl = P l . h der Welle I darstellenl . 

])a von der Welle II jedoch auelJ nur I·in Drehmoment abgenollllllPn w('rden soll, 
wirkf'n auf die beidpn ander('n Lagt'J'zapfpn des Ach~l'nkrpuzl:l" K die beiden 
Kräftl' P 2 , die zusammen wiederum das auf das AchH'nkreuz wirkende Tor
SiOllSlll0lllent. T2 = P z . h dpr Welle II darstellpn. Die umgekphrten Kräfte P l 

hzw. P2 wirk('n auf die Gabeln GI und Ou und halten in ihrpr Wirkung mit 1'] 

Ahh. 459. Aufgelost~s Krcuzgl'!cnk nach Drehung um 90° (Stellllll<!, b). 

bzw. 1'2 Gleichgewicht. Die am AcllHcnkI'l.'uz angreifpnden bei den Bela.stungen 
der Pt und P2 , die also aUH den äußprt'1l Einflüssen zu pntnehmen sind, vermögen 
allein sich nicht am A('hHenkrpuz Kauszugleichen, dlll die beiden KIäftppaaI'e 
nicht in derHelbpIl Ebene liegeI], Die Zusammenwizkung dpl" beiden Momente 
Pl • hund P2 • h würde viplmehr eine Drehung des AdJsenkreuz('s cIgebm, die 
a bel' in Wirklichkeit nicht vorliegt. Es müssen somit noch Zusatzkräfte Z gc'w('ckt 
werden, die ein solches Kräftepaar bildpn, daß das übertragungsglied (Achspn
kreuz K) in Ruhe blpibt. Diese Zusatzkräfte Z müssen in der zweiten Gabelebpne 
liegen, da die Gabel nur in ihrer eigen eil Ebene pin Kräftepaar auf das Achsen
kreuz ausüben kann. Jede dieser beiden Kräft.e Z läßt sich mit einer der Kräfte 
P 2 zu eineJ' Resultierenden R zusammenfassen. Diese beiden Kräfte R müsspn 
pin Kräftepaar R . h ergeben, daR seinerseits dom von der Gabel I herrührpnden 

1 .1,. ist die Mau!weite der Gabeln, 8. AbL. 4G1. 

24* 
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Kräftcpaar PI . h da~ Gleichgewicht hält, albo in der~elbt>ll Ebene liegen muß. 
Da nun R·h = PI·h 

sein muß, folgt, daß die erwähnten Kräfte R gleich sind den Kräfü·n PI' die von 
der Gabel I auf das Achsenkreuz K aU8geübt werden. Dadurch sind die Größen 
der beiden ZUHatzkräfte, Z bestimmt. 

Z = R . sin ffJ = P l . Hin ffJ· 

Das zusätzliche Kräftepaar Z . h stellt also ein BiegemolJlent fur die Welle 11 dar. 
das in der Gabelcbcne der Welle 11 liegt, am Kreuzgelenk entsteht und die Größt> 
besitzt: Z· h = PI' h· sin ffJ = Tl' sin ffJ, 

da Ja PI . h das in die Welle I eingelcitetc Torsionsmomcnt darstellt. 
Wir können auch einen etwas anderen Gedankengang anwenden. Auf das 

Achsenkretlz wirken infolge des eingeleiteteft Verdrehungsmomentes Tl und des 
weiu'rgeleiteten T 2 zwei Kräfk-
paare: 

/ 

und 

Abh. 460. Der-Zusatzvcktor (BiegungsmoBicllt) bei dei' 
Au,gangsstellung. 

J)p]' Vektor des prstf'n'n liegt in 
dp]' Drehachse I, der des zWt>ikn 
in der Drehachse 11. Dipse z\\'ei 
Vektoren können nicht im Gleich
gewicht stehen, weil sie nicht 
parallel gerichtet sind (Abb. 460). 
Damit nun doch Gleichgewicht 

entstcht, muß ein Vektor hinzugefügt werden, der das Vektoren eck schließt. 
Dieser Zusatzvektor muß naturlhoh so angeordnet werden, daß sein Moment, 
dm'eh dic Konstruktion aufgenommen werdpn kann; eS kann aber nur pin 
Kräftepaar übertragen werden, das in der Ebene tipr Gabpl GII liegt, also ein 
Biegungsmoment. Sein Vektor steht senkrpcht zu diese!' Ebenp, also auch senk
recht zur V!'plle II (B2 ). Das Vektorpck aus TI' T 2 und B2 • muß ge~chlo~'PIl 
sein, PS findet sich: 

B2 ~c 1'1 . sin rp. 

Der Vektor B2 gibt aher ein Biegemoment an, das durch die V!'elle IJ aufgPllomnwll 
wird. Das weitergeleitete Drehmoment ist bestimmt durch 

T 2 = Tl' cosffJ· 

Wir können auch einfach sagen, deI Drchmomentenvektor Tl wird dureh das 
Achsenkreuz K 7..crlegt in' einen Bicgemomentenvektor B z (pntsprechpnd dem 
Moment Z· h) und einen Drehmomentenvektor Tz, welchen heiden von der 
'Velle IT gpgenwirkende Momente entgegengesetzt, werden mÜSReTI, uni Gleich
gewicht herzustel1pn. Die Zerlegung deR Drehmomentenvektors bzw. die Lösung 
der am Ach~pnkreuz auftrptenden GleichgP\\;chtsaufgabp führt din·kt auf das 
Ergebnis T T 

2= I'COSffJ, 

B2 == Tl' sin ffJ . 

Das Biegemoment B muß durch die beiden Lagerstellen Bund C allfgpnollllllen 
werden. Es werden also die Lagerreaktionpn: 

B = C c._= T R~1_1' 
I c . 
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Daß diese Betrachtung der Zerlegung des Momentenvektors nicht allgemein
gültig iHt und nur in dem hier behandelten Fall a, wo die Gabel der Welle 1 hori
zontal, d. h. in der gemeinsamen Ebene der Wellenachsen liegt, Gültigkeit hat, 
zeigt die folgende Überlegung für die Stellung b des Kreuzgelenks (Abb. 459). In 
dieser Stellung stehe nun die Gabel Gn der Welle 11 in der den beiden Wellen
achsen gemeinsamen Ebene. Das eingeleitete Drehmoment Tl erzeugt am 
Achsenkreuz Kein Kräftepaar PI' h, dem das durch Tz als Reaktionsmoment 
erzeugte Kräftepaar Ps' h gegenübersteht. Es ist aber nun durch diese beiden 
Kräftepaare wieder nicht möglich, das Achsenkreuz K im Gleichgewicht zu 
halten, dJl, sie in wrschiedE'nen Ebenen liegen. Um Gleichge"icht herbeizuführen, 
muß wieder E'in weiteres Kräftepaar hinzugefügt werden, derart, daß das zu
gehörige Vektoreck geschlossen ist. Der Vektor des Kräftepaares PI . h fä.llt in diE' 
Achse I, der des Vektors von Ps . h in die Wellenachse 11. Der Ergänzungsvektor 
muß in der gleichen Ebene der beiden Achsen liegen, das Moment selbst alw in 
einer Ebene senkrecht zur Wellen
ebene (I, 11). Wie es auch ein
gefüHrt wird, immer entsteht ein 
Biegungsmoment, da der ergän
zende Vektor aus den Achsen 1 
und TI herausfällt. Nun muß aber J. .--.l,r---"-'~ ~ 

8rV 
dieses Zusatzkräftepaar selbst- I 

verständlich so liegen, daß es 
durch die Konstruktion über
tragen-werden kl1nn. An der Ga
bel Gn bzw. an der zugehörigen 
Welle kann aber ein solches zu

.\bb. 461. Der Zusatzvektor (Biegungsmoment) bei der 
zweiten SteUung. 

sätzliches Krä.ftepaar, das ein Biegungsmoment ergibt, nicht aufgenommen wer
den, da die Endpunkte der Gabel nicht in der Ebene des nötigen zusät.zlicben 
Kräftepaares, das ist eine Ebene senkrecht zur EbenE' (I, II), liegen. Es kann 
allein von den Gabelenden der Gabel GI als das in Abb. 459 eingezE'ichnete 
Kräftepaar Z - hals Biegemoment übernommen werden. Es ist. also nun Gabel 
GI bzw. Welle 1 Träger des entstehenden Biegemoments. Die .Bestimmung der 
Größen mit Hilfe dE'1! VektorE'ndreiecks der Momente (Abb.461) liefert: 

T - Tl. D T t 
2- CORtp' I = I' gp. 

Wir sehen also, daß im Falle b das a.us We lle 11 abgenommene Torsionsmoment bT 2' 

"das als abgeleitetE!s Moment. betrachtet werden soll, größer ist als das in der Stel
lung a hergeleitete Moment aTz. Es ist, da 

"Tz = Tl . cos P 

(Tl wird für beide Stellungen, als eingeleitetes Drehmoment, gleich groß 
genommen "Tl = bTl = Tl) 

und 

da.s Verhältnis: 

T _ Tl. 
b Z - C08tp' 

aTI 2 .Tlmln -=cos p=--
.Ta T 2max 

ein Maß für das Schwanken des abgeleiteten TorsionsmomenteR. 

an-

Das in die Welle I durch die Umlenkung dei; Drehmoments eingehende Biege
moment muß durch entsprechende Lagerkräfte wieder autgehoben werden. Da 
die Welle I nur ein Drehlager (.A) aufzuweisen hat, andererseits aber zur Auf
nahme eines Biegemoments zwei Kl'aftübertragungsstellen an verschiedener Stelle 
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erforderlich sind, wird hier die Eigenschaft des Kreuzgelenks ausgenutzt, daß 
es eine Querkraft übertragen kann. Das Gelenk ist das zweite Lager für die 
Welle I, in ihm stützt sie sich gegen die andere Welle II ab. 1m Gelenk wird 
also in dieser Stellung b sowohl eine Querkraft Q gegen Teil I au~gelöst, wie 
eine gleich große, entgegengesetzt gerichtete Querkraft Q , für den Teil II. Durch 
diese Querkraft, die für den abgetrennten Wellenteil II wie eine äußere B('
lastung in der GelenksteIle wirkt, wird also auch die Welle II mit einem zu
sätzlichen Biegemoment beansprucht, dessen Größe von den Abständen der 
einze.nen Lagerstellen abhängt. Es wird mit den Bezeichnungen del' Abb. 456: 

und 

Da ab!'r 

ist, wird 

Weiterhin ist 

und damit 

A . a = BI' woraus 

Q. (b + c) = B . c, woraus 

Q·b=C·c 

T 
A = -;; . tg tp 

R=Q.b+c. 
c 

b 
C == Tl . tg rp • a~c' 

Die Betrachtung dieser beiden Stellungen zeigt un~, daß die Ullllenkung des 
zu übertragenden Drehmomentes immer mit Hilfe von Biegemomenten erfolgen 
muß, da,s von einem bzw. in den Zwischenstellungen auch von beiden Wellenteilen 
aufgebracht werden muß, und daß weiterhin das entnommene Verdrehungs
moment (T2) in seiner Größe beim Umlauf der Wellen schwankt. Es treten also 
wechselnde Biegebeanspruchungen auf in beiden Wellenteilen, und die Schwan
kungen der BicgemornPllte und de;; Verdrehungsmomentes können die Ursache 
von Schwingungen werden. 

Wir haben hier die eigentümliche Erscheinung, daß in dem Gelenk unmittelbar 
kein Biegemoment bestehen kann, daß aber mittelbar durch die Gelenkanordnung 
doch ein Biegemoment hervorgerufen wird, auch durch die Querkraft, die auftritt 
und weitergeleitet wird. Die Verhältni;;se Hind in gewi8~cm Sinne ähnlich denen 
der gewinkelten Gerberbalken (NI'. 66). 

Die Ermittlung der in beliebiger Lage auftretenden zusätzlichen Biegemo
mentl läßt sich durch die Betrachtung der Momentenvektoren in zwei Ebenen vor
nehmen. Bei jeder beliebigen Stellung des Achbenkreuzes (Koppelglied K) ist 
das umlenkende Zusatzmoment, das als resultierendes Moment der beiden ein
zelnen Biegemomente entsteht, so geriehtet, daß sein Vektor erstens in der Ebene 
der beiden Wellenachsen. und zweitens in der Ebene des um 90° voreilenden 
Achsenkreuzes K liegt. Die Schnittlinie dieser beiden Ebenen gibt uns also die 
Lage des zusä.tzlichen Momentenvektors und das Vektorendreieck der Momentf' 
in der Ebene der beiden Wellen die Größe des zusätzlichen Momentes an. 

Die Zerlegung des Zusatzmomentes in seine beiden Bestandteile, die Biege
momente der Wellen, kann nun in der oben beschriebenen Ebene des um 90° vor
eilenden Achsenkreuzes erfolgen. Zerlegen wir den Zusatzmomentenvektor in 
Richtung der beiden Achsen des voreilenden Koppelgliedes K, also senkrecht zu 
den wirklichen Scharnierach!!en de!" Wellen, so stellen diese Teilvektoren Ull

mittelbar die Momentengrößen der beiden Biegemomente dar, die von den beideJl 
Gabeln bzw. den beiden Wellen aufgebracht werden müssen. Der Biegemomenten
v('ktor der Gabel GI steht z. B. senkrecht zu seiner Gabelebene, d. h. in Richtung 
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der um 90° voreilenden zugehörigen, Achse des Koppelgliedes. Wie die Biege
momente von den Wellen selbst aufgebracht werden, hat die Betrachtung der 
Stellungen a und b gezeigt. Bei doppelt gelagerten Wellenteilen werden die beiden 
Lager belastet, bei einer Lagerstelle im weiteren Verlauf des Wellenteiles wird die 
im Gelenk übertragbare Querkraft zur Aufnahme des Biegemomentes heran
gezogen. -

Das Drehschiebekreuzgelenk besitzt nUll diese Übertragungsmöglichkeit der 
Querkraft nicht. Das bedeutet, daß für den Wellenteil I unter gleicher BelaHtung 
wie Abb. 456 bei Verwendung eines qu\'rverschieblichen Kreuzgelenkes ein zweit~s 
Lager anzubringen ist, damit das entstehende Biegemoment durch enblprechende 
Lagerkräfte aufgenommen werden kann. Im übrigen 
gelten die gleichen Ergebnispe für das f)uerverschiebIiche 
Kreuzgelenk wie die oben beschriebenen für das normale 
Kreuzgelenk. Die zusätzlichp Anbringung des l.agers 
entspricht auch durchaus den Bedingungen, die wir an 
früherer Stelle für diesl:'~ GP}pnk ausgesprochen haben; 
durch die Einführung de~ Kreuzgplenkes mit Querver
schicblichkeit kommen zu den ,echs allgemeinen Gleich
gewichtsbedivgungen noeh die vier weiteren Aussagen, 
daß die beiden Biegemomentl' und die beiden Querkräfte 
der wirkenden Belastung an der Gelenkstelle Null sind. 
Diesen insgesamt zehn Gleichungen entsprechen auch /' 

]( 

die .auftretenden zehn Unbekannten der Fesselungen. ~,"\ 
Als Unbekannte treten auf: die sechs unbekannten 
Fesseln der drei Halslager , die drei Fesseln des unver- A 11/ P 
Hchieblichen Lagers und die DrehmomentenfcRselung der / 
Gesamtkonstruktion. - ~1i-p.r 

Auch die Drehmomentenübertragung durch Knorpel- ' 
gelenke und Kegelräder ist in der' oben beschriebenen 
Weise zu betrachten. Als neue Fessel tritt hier, ent-
sprechend unserer Aussagen über die reine Drehkoppel, 7i ~8' 
eine Aufnahmemöglichkeit für die Längskraft auf. Wäh- ' 

d I Bi/1"u-P·tL ren bei Knorpelgelenkcn (mit zwei Eingriffsstel en) die 
b<.>idell Kräftc, die zusammen das Dr<.>hmoment bilden, Abb. 462. KegeJradgetriebe 

als Beispielciner Drehkoppel. 
von den beiden EingriffsRtellen des GelenkcH selbst auf-
gebracht Werden, die Welle also mit einem reinen TorsionsmQment beanspruchen, 
ist beim Kegelzahnradtrieb (Abb. 462) nur eine übertragene Einzelkraft, der 
Zahnflankendruck, vurhandcn. Die andere Kraft, die mit dem Zahndruck zu
,ammen für da9 entstehende Drehmoment verantwortlich ist, muß von einem 
Lager aufgebracht wcrden, wodurch die Forderung entsteht, daß das Lagl:'r 
Ill<jglichst nahe an das übertragungsglied, also hier das Kegelrad, herangebaut 
werden muß, wenn eine große Biegebeanspruchung vermieden werden soll. Wegen 
dor Stetigkeit der Kraftangriffsstelle in bezug auf die beiden Wellenachsen bzw 
di., den beiden Achsen gemeinsamen Ebene, ist hier auch ein stets gleichbleib(·n
der Beanspruchungszustand . zu erwarten, der je nach der Zähnezahl nur ganz 
schwache Schwankungen aufweist, Die übertragende Kraft P ist mit großer 
_\nnäherung eine festliegende konstante exzentrische Querkraft, die sowohl pin 
Bi(·gemoment als auch ein Torsionsmoment in der Welle erzeugt. 



Das Raumfachwerk und allgemeine Raumwerk. 

XXll. Hegriff und Bildung des räumlichen Fachwerks. 
104. Die ßildlmgsgesetze für das freie }'a(\hwerk. Das räumliche Fadnn·rk 

stellt g('nau wie dasebene eine Verbindung von Stäbrn dar, die zu dnem unVer
Rchieblichen tragenden Gerüst so vereinigt sind, (laß aIl(' Bauglieder nur I~ällgK
kräfte aufnehmen, sofern die Lasten nur in dpn Knotenpunkten wirkpll. Als 
Voraussetzungen für diese Bedingung gelten wieder, daß 1. alle Stäbe staN' f<ind, 
und 2. die Stäbe gelenkig miteinander verbunden sind. 

Statisch bestimmt nennen wir das Fachwerk, weun bei jeder beliebigen Bp
lastung iu allpn Stäben eindeutige und endliche Stabkräfte auftreten. Es muß 
nann notwendigerweise die Zahl der zur Verfügung stehenden Gleichungen gleich 
der Zahl der Unbekannten sein; letztere sind durch die Stabkräfte dargeBkIIt, 
also muß die Zahl der Stäbe gleicl). der Zahl der Gleichungen sein. Die Gleichungen 
sind dadurch bedingt, daß das Fachwerkgleichgpwicht gesichert ist. Zu dies pm 
Zweck müssen ~owohI die gesamtpn äußeren Kräftc im Gleichgewicht stehen, 
wie auch die auf jeden Knotenpunkt wirkenden Kräfte (Last und Stabkräftp). 
Für die erste Forderung müssen sechs Gleichungrn erfüllt sein, weil es sich um 
zerstreute Kräfte im Raume handelt; für die zweite Forderung jedesmal drpi 
Bedingungen, da Kräfte im Raume durch "einen P.unkt vorliegen. Bei n Knoten
punkten würden demgemäß 3 n Knotenpunktsbedingungen beHtehen. Wenn aber 
an allen Knotenpunkten Gleichgewicht vorhanden ilit, dann gilt dieseR auch ohne 
weiteres für die sämtlichen äußeren Kräfte des ganzen Fachwerks. Dafür waren 
aber schon sechs Gleichungen nötig, so daß wir tatsächlich nicht mehr 3 n unab
hängige Gleichungen haben, sondern nur noeh (3 n - 6); es muß demgemäß jedes 
statisch bestimmte freie Raumfachwerk 

s=3n-li (44) 

Stabe besitzen. Das ist eine notwenuige Bedingung, aber keine ausreichende, da 
ja 8 Gleichungen mit s Unbekannten nicht immer eindeutige Lösungen zu haben 
brauchen. 

Zur geforderten unverschieblichen Festlegung des Fachwerks brauchen wir 
eine bestimmte Mindestzahl von Stäben. Es läßt "ich zeigen, daß diese Mindest
zahl auch wieder (3 n - 6) ist. Ein Fachwerk, das diese Mindestzahl von Stäben 
besitzt und unverschiebbar ist, nennt man kinematisch bestimmt. A. FÖPPL 
hat nachgewiesen, daß jedes ;;tati~ch bestimmte Fachwerk auch kinematisch 
bestimmt ist, und umgekehrtl . 

Für den Aufbau der bestimmten Raumfach\verke lassen sich wie bci den 
('bpnen FachwNkpn drei Bildungsgesetze aufstellen. 

Erstes Bildungsgesetz. Zur Festlegung eines ueuen Knotens in der Ebpne 
gehören zwpi Stäbe, im Raum dagegen drei (Dreibockgeriist). Wir werdpn also 

1 VgJ. A. FOPPL: Das Fachwerk im Raum, LeipZIg 18fJ2. 
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ein bestimmtes Raumfachwerk erhalten, wenn wir den Aufbau ;'0 vornehmen, 
daß von bereits vorhandenen festliegenden Knotenpunkten ausgehend je drei 
Stäbe einen neuen Knoten bilden. 

Wir erhalten damit das erste Bildungsgesetz: 
Ein butimmte8 Raumfaclvwerk wird gewonnen, wenn aU8gehend von einem 

Dreieck weitere Knotenpunkte durch je drei Stäbe anguchloasen werden, die nicht 
in einer Ebene liegen. 

Die kinematische Butimmtheit (Unverschieblichkeit) dieser Knotenanschlü(!se 
und damit des ganzen Raumfachwerks ist leicht einzusehen: Schließen wir an 
ein Stabdreieck (bzw. an ein,startes Gebilde) einen Punkt S (Abb. 463) mit zwei 
Stäben CD und ® an, so kann sich der Punkt S auf einem Kreisbogen um die 
Achse ABdrehen. Andererseits erlaubt ein einzelner StaD @ seinem Endpunkt S 

/_______________ eine Bewegung. auf einer Kugelober-

(

Ik K/Jgelf/tkltetler ;" fläche. Da aber Punkt S sowohl durch 
'WtQ/J"IVOIISumPldC ~ die Stäbe CD und ® als auch durch (~) 

. \ 
-\ 

\ ". 
Abb. 463. UnverschiebJichkelt eines durch drei 

Stäbe angeschlossenen Punktes. 
Abb. 46!. Fachwerk nach dem ersten Bildung.

gesetz. 

angeschlossen ist, muß er sieh gleichzeitig auf der Kugel und dem angegebenen 
Kreis llewegen, d. h. er liegt febt, da Kugel und Kreis einen eindeutigen Schnitt
punkt haben, sofern die drei Stäbe nicht in einer Ebene liegen. 

Daß das nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaute Raumfachwerk(Abb. 464) 
zugleich statisch buti~mt ist, geht aus den Gleichgewichtsbedingungen der einzel
nen Knoten hervor. AhnIich wie bei dem ebenen Fachwerk können wir auch hier 
der Reihe nach immer einen Knotenpunkt (IV, Irr usw.) abtrennen, und zwar 
jetzt mit je drei Stäben, und dabei jedesmal die Stabkräfte mit Hilfe der drei 
Gleichgewichtsbedingungen eindeutig berechnen, sofern die drei b~treffenden 
Stäbe am Knoten nicht in einer Ebene liegen. Wenn ein Punkt durch drei Stäbe 
in der gleichen Ebene angeschlossen ist, so weist er Verschieblichkeit auf, und die 
durch ihn laufenden Stäbe erhalten vieldeutige bzw. unendlich große Stabkräfte, 
ganz entsprechend dem Fall des ebenen Fachwerks, wo zwei Stäbe in die gleiche 
Gerade fallen. 

Für die Stabzahl eines Raumfachwerks nach dem ersten Bildungsgesetz ergibt 
sich (3 n- 6); denn 

für den an das Dreieck angeschlossenen Teil ist 
für das Dreieck selbst (nI = 3, SI = 3) 
also für das Gesamtgebilde 

sa = 3n2 , 

SI = 3n1 - ü; 
Sl +s2= 3(n1 +n2)-6 

s = 3n-6-

Diese Stabzahl ist zur Erreichung der Unverschieblichkeit notwendig. 
Als zweites Bildungsgesetz können ",ir aufstellen: ZU'ei statisch bestimmte 

Raumfachwerke lassen sich zu einem Fachwerk vereinigen durch Einführung t'on 
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sechs. r erbindungsstäben, die sich in allgemeiner Lage befinden mussen, im beson
deren nicht von einer Gerade geschnitten werden dürfen. Drei Stäbe können durch 
e~nen gemetnsamen Punkt erse~zt werden. 

Wir sehen hier wieder die Analogie zum zweiten Bildungsgesetz des ebenen 
Fachwerks. Zum Nachweis der richtigen Stabzahl der statischen und kinemati
schen Bestimmtheit benutzen wir die gleichen Gedankengänge wie dort. Die 
Stabzahl der beiden Tf'ilfachw( rke nach dem ersten Bildungsgesetz beträgt: 

si = 3n1 .- 6 
und So = 3112 - G; 

hinzu kommen die Verbindungsstäbe 

83 =.= 6. 

so daß als GeRamtstabzahl besteht 

8 1 'T S2 + S3 = 3 (n1 + n2 ) - 12 -1- G 

8 = J n -- G. 

IV' Die statische Bestimmtheit des 
nach dem zweiten Bildung~
gesetz aufgebauten Raumfach . 
werks ist klar ersichtlich, 
wenn wir die beiden Teilfach
werke (Abb. 465) als für sich 
bestehende unverschiebliche 
räumliche Gebilde, die wir in 
Zukunft mit "Raumwerk" be
zeichnen wollen (entsprechend 

Abb.465. Fachwerk nach dem zweiten Blldung.gesetz. der unverschieblichen "Schei-
be" in der Ebene), betrachten 

und dil'se gegeneinander lagern. Zur unvcrschieblichen Lagerung eines Kör
pers oder eines irgendwie gestalteten unverschieblichen Raumwerks gegen eine 
feste Unterlage sind sechs voneinander unabhängige Fesselungen nötig, die hier 
durch die sechs Stabkräfte dargestellt sind. Wie früher unter Nr. 91 gesagt, 
müssen diese Stäbe gewisse Sonderlagen vermeiden, dürfen insbesondere nicht. 
von einer Geraden getroffen werden können. Ein Schnitt durch die sechs Stäbe 
liefert dann eindeutig die sechs unbekannten Stabkräfte, die mit der gesamten 
Last links oder rechts im Gleichgewicht stehen müsspn. Diese sechs Stabkräfte 
wirken auf den Teil links, wie auch auf den Teil rechts ein; da aber diese Tdl(" 
nach Voraussetzung statisch bestimmt sind, erhalten bie eindputigp und end
liche Stabkräfte. 

Die Unverschieblichkeit eines nach diesem Bildungsgesetz aufgebauten Raulll
fachwerkträgers, und damit die kinematische Bestimmtheit, ist aus gpometrischen 
Betrachtungen festzustellen. 

ERtsprechend der Bildungsgesetze des ebenen :Fachwerks können wir auch 
im Raume ein drittes Bildungsgesetz, das Gesetz der Stabvertauschung, 
angeben: 

Ein nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebautes Raumjachwet-k. 
allgemein ein bestimmtes Raumfachwerk, kann durch Stabvertauschung in ein anderes 
statisch bes~immtes Raumjachwerk umgewandelt werden, wenn der Ersatzstab zwischen 
zwei solchen Punkten, die sich nach Fortnahme des Tau,8chstabes gegeneinander be
wegen können, eingezogen wird, und zwaT so, darJ die Beweglichkeit (auch eine un
~ndlich kleine) aufgehoben wird. 
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In Abb. 466 ist als Ausgangsgebilde (ohne Stab e, aber mit Stab t) ein Raum
fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz hergestellt: an das Dreieck I, H, III 
sind der Reihe nach die anderen Knoten durch je drei Stäbe angeschlossen. Durch 
Entfernung des Tauschstabes t entsooht ein bewegliches System. Denkt man sich 
n~ in diesem Gebilde den einen von den beiden Knotenpunkten, zwischen denen 
der Ersatzstab eingezogen werden soll 
(etwa A), festgehalten, so beschreibt der 
andere Endpunkt B im allgemeinen einc 
Raumkurve. Andererseits erlaubt der Er- L 

!<atzstab e, der im Punkt Hangeschlossen 
wird, seinem anderen Endpunkt Beine 
Bewegungsmöglichkeit auf einer Kugel
oberfläche, deren Mittelpunkt in II liegt. 
Besitzt nun die' entstehende Raumkurve 
des Punktes B nur einen einzigen Punkt 
mit der Kugeloberfläche gemeinsam, d. h. 
schneidet die Raumkurve die Kugelfläche, 
so ist der Ersatzstab richtig eingezogen, llA 

das Fachwerk ist unverschieblich. Liegt Abb. 466. Fachwerk nach dem dritten Bildung8-
die Raumkurve dagegen auf der Kugel dcr gesetz: Stabverteuschung. 
Ersatzstabbewegung, oder berührt sie diese 
Kugelfläche, so wird das Fachwerk durch Einführung des Ersatzstabes nicht 
unverschieblich, d. h. der Ersatzstab ist an einer anderen Stelle einzufügen. 

Die Stabzahl der durch einfache oder mehrfache Stabvertauschung hervor
gegangenen Fachwerke ist wieder wie bei den beiden Bildungsgesetzen 

8=3n-6, 
da ja kein Stab hinzugekommen 1st; für die herausgenommenen Tauschstäbe wird 
die gleiche Anza.hl Ersatzstäbe eingeführt. Die kinematische Bestimmtheit, 
d. h. die Unverschieblichkeit des Fachwerks, wird durch Vermeidung der falschen 
Ersatzstäbe gesichert, die statische Bestimmtheit liegt alsdann auch vor, da ein 
kinematisches bestimmtes Fachwerk zugleich statisch bestimmt ist. Sie läßt 
sich auch jederzeit auf Grund des auf S.390 angegebenen Berechnungsganges 
erweisen. 

Es sei hier noch auf eine besonders einfache Gestalt von Raumfachwerken 
hingewiesen: das FOPl'L8cM Flechtwerk, eine Form, die die meisten praktisch aus
geführten Raumfachwerke als 
Grundla.ge haben. Man ver8teht 
unter Flechtwerk ein SY8tem von 
Stäben, das aus lauter aneinander
grenzenden Dreiecken besteht, die L--.L--1--:~;:;ill __ ;~_t-_-.::~J...-
einen einfach zusammenhängenden 
Raum umacAliefJen. Es stellt also 
einen einfachen Hohlraum dar, 
der von einem Fachwerksmantel Abb.467. F.1nfaches Flechtwerk. 

in Form eines Dreiecknetzes um-
schlossen wird (Abb. 467). Solche Stabsysteme besitzen immer cine Stabzahl von 

8= an -6, 
also so viel, wie für die statische und kinematische Bestimmtheit erforderlich ist. 
Der Beweis ist einfach: nach dem bekannten El'1~ERschen Satz besteht für einen 
Vielflächner der Zusammenhang: . 

k=e+f-2, 
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\\'obE'i k die Zahl dE'r Kanten, e diejenige der Eckpn und f die deI" Scitenflaehm 
bedeutet.. Denken wir nun den Vielflächner aus lauü'r Dreiecken begrenzt, etwa 
E'inpn Achtflächner, so ist diE' Zahl der Kanten 

k = ,y (~., weil jede Kante zweimal vorkommt). 

Dit~spn Wert in die obere Gleichung pingesetzt, ergibt: 

k=3e-6. 

Ersetze!! wir dit· Kanten durch Stäbe und die Ecken durch die Knotenpunkte, w 
ist damit die Gültigkeit der aufgestellten Behauptung allgemejn erwiesen, da es ja 

für die Stabzahl ganz gleichgültig ist, ob die einzelnm 
Drpieekseiten in Körperkantpn liegen od"r in dieselbe 
Ebene fallen. 

E~ ist damit aber noch nicht gesagt, daß die :Flecht
werke auch tatsächlich bestimmt sind, denn die For
mel für die Mindestzahl der Stäbe stellt bezüglich der 
Bestimmtheit eine notwendige, aber noch keine hin
rpichende Bedingung dar. So ist z. B. das in Abb. 468 
dargestellte Flechtwerk, bei dem die Fachwerkbwände 
ein scchsseitiges Prisma umschließen, dessen obere 
und untere Bpgrenzungswand,.durch sechs in gleieher 

B Ebene liegende Dreiecke gebildet wird, nicht statiseh 
Abb. 468. Zum Teil vero("hieb- bestimmt, obwohl es (3 n - 6) Stäbe besitzt. Die 

liehes Flechtwerk. mittleren Knotenpunkte A, B, um die die sechs Drei-
ecke in einer Ebene herumliegen, sind gegeneinander 

beweglich. Das ist ganz allgemdn stets der FaIl, wenn "ich die um einen Knoten
punkt herumliegenden Dreieck" in einer Ebene befinden. 

Flechtwerke lassen sich also bilden, indem man ein beliebiges Dreiecks~y~tem 
über irgendeine räumliche Fläche ausbreitet, die einen einfachen Hohlraum um
~chließt. Statisch bestimmte Flechtwerke im Raum stellen ('in "Raumwerk" dar. 
Sie entsprechen in der Ebene einer bestimII\ten "Scheibe", die aus lauter Dn·i
ecken zusammengesetzt ist. Wenn eine ;.olche ebcn(' Dreiecksscheibe innere Öff
nungen aufweist, wird sie, wie in Nr. 79 gezeigt, unbestimmt, und zwar tritt mit 
jeder Öffnung eine dreifache Unbestimmtheit auf. Ebenso wird auch ein von 
lauter Dreiecken umschlossenes räumliches Mantelgebilde unbestimmt, wenn es 
eine oder mehrere Hohlräume aufweist, und zwar entsteht durch jede Öffnung eine 
sechsf.ache Unbestimmtheit. Eine mit Dreieeken überzogene Wulstfläche iRt 
z. B. sechsfach unbestimmt. Ee entstehen so die mehIfachen Flechtwerkel . 

105. Gestützte Raumfachwerke. (Räumliche Fachwerksträger.) Die Raum
fachwerke dienen dazu, als Raumträger Kräfte aufzunehmpn und in den Boden 
oder eine andere Konstruktion weiterzuleiten. Freie Raumfachwerkp, d. h. 6Olchp, 
an denen sich die äußeren Kräfte ohne Lagerung das Gleichgewicht haltrn, 
kommen fast nur im Flugzeugbau vor, und auch hier kann man von einer La
gerung der Rumpffachwerke an den Flügel oder der Flügelfachwerke an den 
Rumpf sprechen bzw. von Stützung des ganzen :Flugzeugs auf der Luft. Im all
gemeinen ist also das Raumfachwcrk stets mit einer anderen Konstruktion (Erde 
oder anderes Raumwerk) zur Weiterleitung der Kräfte verbunden bzw. an diese 
gelagert. Zur unverschieblichen und statisch bestimmten Verbindung (Stützung) 
eines Raumwerks mit einem anderen sind nach früherem sechH Fesselungen nötig, 
die als Stützungsstäbe oder Lager und andere Amchlüsse aUHgeführt weIden 

1 V gl. W. SCHLINK, Statik der Raumfachwerke ) HO,. 
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köJ1lWIl. Da die Erde als Fachwerk angesehen wNden kann, Htdlt die Yl'l'bindung 
('in('~ freien Raumfaehwerks mit ihr durch Hechs Stäbe nichts anderes als dab 
zweite Bildungsgesetz dar. Dieses System kann nun wieder weiter verwandelt 
werden, indem wir nach dem dritten BildungRgesctz dem Fachwerk einen Stab 
fortnehmen und die entstehende Beweglichkeit des ganzen Raumsy>-tems (Fach
werk -+- Stützungsstäbe -+- Erde) durch Einfügung eines anderen Fachwerkstabes 
odN' pines neuen Stützungsstabes (Ersatzstab) bzw. einer cnts'prechenden Fesse
lung beseitigen. Die Gesamtzahl von Fachwerksstäben -+- Fesselungpn ändert 
sich bei dieser Stabvertauschung nicht und wir erhalten damit wieder ('ine 
ähnliche Beziehung zwischen Knotenzahl, Stabzahl und Anzahl der 1<'esselungen, 
wie wir sie beim ebenen Fachwerk aufgestellt hatten. Im Ausgangsfachwerk 
hatten wir 

6-+-s=3n, 

und allgemein wird jetzt der Zusammenhang dieser drei Größpll gegeben durch 

wobei 

und 

r-+-s=3n. 

s = Anzahl der Stäbp, 

r = Anzahl der Lagerbedingung('Jl (F('~~eIJl, Stützung~stäbp) 

n. = Anzahl der Knoten. 

(4,j) 

Diese Bedingung gilt also für jeden statisch bestimmten RaumfachwetktragN. 
Die Ermittlung der sechs Lagerreaktionpn geschieht mit den seeh~ GIeif'h

gewichts bedingungen für zerstreut im Raum wirkende Kräfte, al~o etwa mit drpj 
Komponenten- und drei Momentenbedingungen 

~Xi=O, 

~:",lJfi = 0, 

.~:Y, = o. 
2.'·~lJr. = 0, 

2.' Z,==O, 

2.'z.M, = 0; 

oder sechs Momentenbedingungen: die Momente um sechs Achsen in allgellleim'l' 
Lage müssen verschwinden. Sonderlagerungen (Lagerung beweglicher freier 
Systeme durch mehr als sechs Fesselungen, entsprechend dem dritten Bildung~
gesetz) können durch Legen je
weils geeigneter Schnitte oder 
durch Stabvertauschung be
rechnet werden, wenn wir in 
bekannter Weise die durch den 
Schnitt getroffenen, also frei
gelIlachten Lagerkräfte und 
inneren Kräfte als unbekannte 
äußere Kräfte einführen, die ® 
auf den losgelösten Fachwerks-
teil wirken. Abb.469. Fachwcrk.tr;\gcr nach dem ersten Hll<hmg.gesetz. 

Jedes unverschiebliche freie Raumfachwerk stellt also, wie jeder starn' Körper, 
ein Raumwerk dar, das durch sechs Fesselungen statisch bestimmt, an die Erd<: 
oder eine andere Konstruktion angeschlossen und so als Ramnfaclrwpl'kst.räger 
ausgebildet werden kann. Es kann aber ein Raumfachwerksträger auch ulllllittel
bar nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut werden: ausgchend VOll dnem 
starren Körper (Erde) wird je ein Punkt durch drei Stäbe angeschlosspn (Abb. 469). 
Auch in solchem Gebilde kann natürlich eine Vertauschung von Fachwerksstäbell 
mit a.nderen Fachwerksstäben oder, StützungRl'täben (Fesseln) vorgenommen 
werden. 
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XXIII. Berechnung drr räumlichen Fachwerksträger. 
106. Knotenpunktverfahren. Bt'i jf'dem gestützten Raumfachwerk köllJIPn 

naturgf'mäß alle Stabkräfte grundFätzlich dadurch gefundpn werden, daß man 
die (3n -6) Gleichgewichtsbedingungen aufstellt, indem man für die einzelnen 
Knotenpunkte die Komponentenbf'dingungpn verwendet. Vas gibt aber f'ine sf'h1' 
umfangreiche Rechenarbeit. 

Die beim Aufbau gefundem' Analogie de~ räumlichen :Fachwerks mit dem 
ebenen Fachwerk legt uns den Gedanken nahe, auch in der Berechnung der Stab
kräfte die entsprechenden Verfahrf'n zu verwenden, die sich aus der sinngemäßen 
lJbertragung des Lösungsverfahrens für das ebene :Fachwerk auf das räumliche 
Problem ergeben. Wir werden hiernach im Raum Knotenpunktsverjahren und 

8chniUverjahren aufstellen können, die aller
dings in der allgemeinen Form, besonders bei 
der graphischen Behandlung, in ihrer prak
tischen Durchführung vielfach auf große 
Hindernisse stoßen, weil sich eine klare und 
übersichtliche Anordnung der räumlichen 
Lasten und damit auch der Stabkräfte nicht 
ohne weiteres dat'stellen läßt. Diese Tatsache 
der schlechten DarsteIlbarkeit der Lösung;,
verfahren führt dann zu Sonderlösungswegen, 
die lediglich aus dem praktischen Gesichts
punkt entstanden sind, die Arbeit (Rechen
oder Zeichenarbeit) bei der Ermittlung der 
Stabkräfte zu vereinfachen. 

Dpr Grundgedanke zur Ermittlung der 
Kräfte in deu Stäben eines Fachwerksträgers, 
der nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut 

,',.~ , ist, ist der des ebenen Fachwerks: wir führen 
Abb. 470. DasKnotenpunktsverfahren beim 

Fachwerksträger. einen Abbau der Knoten durch, wobei wir 
diE' umgE'kehrte ReihE'nfolgt: des Aufbaues 

innehalten. Wir untersuchen also zunächst den zuletzt aufgebauten KnotE'll
punkt, das ist der Knot('npunkt, der nur drei Unbckannte aufweist. In Abb, 470 
ist der zuletzt angeschlossene, alm ZUf'rst abzubaupnde Knoten df'r Punkt VIII. 
Wir finden hipr eine bpkannte äußere Kraft P3 vor, dip mit den drei Stabkräfkn 
8 22 ,823 und 8 24 im Gleichgewicht stphen muß, Dann gdH'1l wir zu andCl'pn Kllo

kn über, wo jl' drei Unbekannte vorliegen. 
Ist ein freies, nach dem erskn Bildung:<gesd.z allfw·bautes :Fachwerk durch 

sechs Fesseln festgelegt, so wird man zweckmäßig zlllläehHt die Fessdkräfte bp
rechnen und dan'n das gleiche Abbauverfahren anW('lH!pn könnE'n. 

Es begegnet uns also an den einzelnen Knoten das Problem des räullllidlf'll 
Dreibocks: eine Kraft ist mit drei anderen in gegebpnpl1.Richtungen ins Gleieh
I!pwicht zu setzen. :Für diese Aufgabe sind in NI'. 18, 19 und 20 verschiedene V"I'
fahren analytischer und graphischpr Alt angegeben. 

Es sollen X 3 , Ya und Za, die Komponenten der Kraft Pa in den drei Achsel!
richtungen sein. Dann lassen sieh die GleichungE'n für diesen Knot.enpunkt Vln 
in allgemeiner Form aufstellen nach den Formeln (17): 

8 22 _ 823 8.. ,. 
-1-' J 22 - -1-' .!'23 +-/ . X 24 + "~3 c= 0, 

22 23 24 

8 22 , 8 23 8 2 • J' I' Y22 , -1-' Y23 +-Z . Y24 + 3 = 0, 
22 23 24 

S., <) • s. 'J. , S? ~ I f7 " 

l~~' Z22 -t !~J' =23 -i !:.!:. • 224 1/-.13 - - v. 
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Darin bpdeuten: li die Stablänge deR Stabes i; Xi' Yi' Zi dip Projektionen der 
Stablänge " auf die Koordinatenrichtungen. X, y, z sind positiv, wenn ihre Pro
jektionen auf die positiven Achsenteile fallen, und umgekehrt,. Wie von vornherein 
das Koordinatenkreuz in VIII eingeführt wird, ist gleichgültig. Mit Hilfe dieser 
drei Gleichungen können die drei Stabkräfte 8 22 , 823 und 8 24 errechnet werden. 
Der nächste zu betrachtende Knoten wäre dann der dem Aufbau entsprechende 
Punkt VII. Wir findcn hier die beiden bekannten Kräfte PlI und 8 22 vor, denen 
durch die drei unb.,kannten Stabkräfte 8 19 , 8 20 und 821 das Gleichgewicht ge
halten wird. Es lassen sich nun ganz allgemein auch für diesen Knoten die Gleich
gewichtsbedingungen aufstellen, die drei Gleichungen liefern, aus denen die un
bekannten Stabkräfte errechnet werden. Die damit bekannte Kraft 819 be
lastet zusammen mit der äußeren Kraft P1 den Knoten VI, an dem ,nun wiederum 
drei Gleichungen für die unbekannten Stabkräfte 816 , 8 17 , 818 aufzustellen sind. 
So gehen wir von Knoten zu Knoten weiter, wobei, entsprechend dem Aufball 
nach dem ersten BiIdungsgesetz, an jedem Knotenpunkt nur drei Unbekannte 
auftreten. Es läßt sich damit für alle Stäbe die Größe ihrer Längskraft bestim
men_ Dieses allgemeingültige analytische Verfahren besitzt den Vorteil, daß es 
ganz schematisch angewa.ndt werden kann andererseits hat es aber den Nachteil, 
daß die Lösung im allgemeinen Fall aus einer Menge verschiedener ,unüber
,dchtlicher Gleichungssystemp bpsteht, dpl'pn Lösung nieht. ohnp viel Rpchen
arbeit zu bewältigen ist. 

Ist der Raumträger nach dem zwcitcn Bildungsgesetz gelagert (Verbindung 
"ines bestimmtpn Raumfachwerks mit d~r Erde durch !<echR Fesseln) und hat 
lIlan zunächst die sech!< Lagerunbpkannten berechnet, so dind beim Abbau am 
drittletzten Knotenpunkt nur noeh zwei Unbpkannte vorhandpn, am vorletzten 
nur eine und am letzten keine Ilwhr, weil das freie Faehwerk (3n - 6) Stäbe hat. 
Da in den drei letzten Knotenpunkten aber auch je drei GleiphungpD. bpstehpn, 
lipgen hior Kontrollen vor. 

Auf Vereinfachungen bei dipsem Lösungswpg mit Hilfe dpr einzelnen Knoteu
punkte wird weiter unten noch besonders hingpwiesen. Selbstverständlich werden 
auch noch die anderen angegebenpn Verfahl'pn, die zur Lösung der Dreibockauf
gabe führten, vielfach eille zweckmäßigp Stabkraftermittlung des Raumfaeh
werks da.rbieten: das Pro;ektionsverfaMen und das Momentenverfahren. Das Pro
jektionsverfahren beruht, wie wir unter Nr. 18 geRehpn habpn, auf der Projektioll 
der Lasten und einer Stabkraft auf eine zur Ebene der beiden anderen Stäbe H>nk
n·ehtstehende Aehse. Wir erreichen damit, daß eine Gleichung entsteht, in der 
nur eine unbekannte Stabkraft auftritt-. DaR Momentenverfa,hren liefert ebenfalls 
eine solche Gleichung mit nur einer Unbekannten, indem wir die Summe allt·r 
Momente um eine Achse aufstellen, die durch zWl'i Stäbe, ptwa ihre Fußpunkte, 
gpht (vgI. die Übungsaufgabe auf S. 394). 

Aus der Al!alögie zum ebenen Kräfteplan, dplll Cremonaplan, können wir auf 
die Möglichkeit eines räumlichen Kräftcplanes ~chließen. Die praktische Au~
führung dieser Art der Stabkraftbel'timmung ~cheitert jedoch an der Unmög
lichkeit, das Bild des Kräfteplanes in ebenen Tafeln einfach aufzuzeichnen_ Die 
Grundaufgabe eines Dr('ibocks wird auf graphischem. Wege mit den untcr Nr. 19 
bpschriebenen Verfahren gelöst wprden können, das sind die Komponentenzer
legu1l!l der Last (bzw. der Resultierenden aller bekannten Kräftp) in dip Rich
tungen der Stäbe und das CUI,MANN8che Verfahren. Offenbar wird bej diesen gra
phischen Kno~cnpunktsverfahren vielfach pinp Mpnge Zpichenarbeit nötig sein. 
die auf dpn Grundlagen der Darstellenden Geometrie aufbauend, durch Um
projektion dpr pinzelnPll Knotenplmkte die Größpn deI" Stabktäftp ermitteln 
liißt. 
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Wenn auch diese Verfahrf'n in der allgemeinen :Form für die Löwng eines 
Raumfachwerks weniger Bedeutung habf'n wegen der damit verbundenen Zei
ehenarbeit, so wird doch in vielen Fällen bei besonders günstigem Aufbau der 
Fachwerke der Grundgedanke dieser Verfahren zu einer vereinfachten Lösung 
führen. Diese vereinfachenden Anwendungsmöglichkeiten der angdührten Ver
fahren werden weiter unten an Beispielen gezeigt. 

Man kann auch das Verfahren der zugeordneten ebenen Abbildung (NI'. 89) 
zur Berechnung eines Raumfachwerks benutzen. Zu diesem Zweck werden wir 
das Zuordnungsbild des Raumfachwerks entwerfen und dann <ije verschiedenen 
Gleichgewichtsprobleme der einzelnen räumlichen Knotenpunkte als Gleich
gewichtsaufgaben zerstreut wirkender ebener Kräfte lösen. Da Stäbe in der 
gleichen Ebene sieh als Bilder durch einen Punkt darstelleJ;l, ergeben sieh bei der 
praktischen Durchführung mancherlei V preinfachungen. Der Vorteil dieses Ver
fahrens liegt in der ebenen Behandlung des Raumproblems und in der Möglichkeit, 
die Aufgabe bei gegebenen Auf- und Grundrißfiguren auf rein zeichnerischem Wege 
durchzuführen. Da die zugeordnete Abbildung eine dem Raumfachwerk ent
sprechendegeschlossene Figur ergibt, zeigt das Verfahren auch eine verhältnülIlläßig 
leicht zu überblickende Übersichtlichkcit. Einen gew-iss.en Nachteil bedeutet 
vielleicht die Ermittlung der Abbildungsfigur, aber dafür ist man auch vom räum
lichen Problem auf ein ebenes übergegangen. 

107. Vereinfachungen bei Knotenpunktsverfahren. Die Betrachtung dieser 
allgemeingültigen Lösungsverfahren erweckt den Anschein,' als seien Raumfach
werke grundsätzlich nur mit einer großen Rechen- oder Zeichenarbeit zu lösen. 
In Wirklichkeit bieten aber vielfach die praktisch ausgeführten Raumfachwerke 
für die Ermittlung der Stabkräfte wesentliche Erleichterungen durch eine gewisse 
Regelmäßigk-eit des Aufbaues: es begegnen uns immer wieder Fachwerke, die in 
Form von rechtwinklig (oder auch schiefwinklig) aneinandergesetzten Fachwerks
wänden (als Flechtwerksteile) aufgebaut sind, oder wir finden bei manchen tech
nisch angewandten Fachwerksträgern eine Symmetrieebene, wobei allerdings 
weniger die Symmetrie der einzelnen Stäbe als die Symmetrie in sich, bestimmter 
ebener Fachwerkswände betrachtet werden muß. Dif~se statisch bestimmten 
Wände können als unverschiebliche Scheiben aufgefaßt werden, und die Be
rechnung der Stabbeanspruchungen kann in diesen Wänden als ebenes Problem 
gesondert betrachtet werden. Die durch solche Regelmäßigkeiten ausgezeichneten 
Raumfachwerke werden dann nicht mehr gelöst durch wiederholte Anwendung der 
Grundaufgabe des räumlichen Dreibocks, sondern die Durchführung der Berech
nung erscheint nach einigen Vorbereitungen als Summe von Aufgaben bei ein
fachen ebenen Problemen. Die Vorbetrachtungen selbst gründen sich auf die be
reits beschriebenen Lösungsmethoden der Raumknoten, vor allem auf die Kom
ponentenmethode und das Projektionsverfahren, je nachdem, welches von diesen 
Verfahren für den vorliegenden Fall gerade besonders geeignet erscheint. Zum 
besseren Verständnis dieser vereinfachenden Vorbetrachtungen seien hier einige 
augenfällige Beispiele gezeigt. 

Das in Abb. 471 dargestellte Tragwerk ist offenbar nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut. Man könnte also die Knotenpunkte IV, III, II und I nach
einander als Dreibock behandeln. Das ist aber hier nicht nötig. Die äußere Be
lastung soll am ~oten II aus einer in der waagerechten Ebene gelegenen Kraft 
Pu (dargestellt durch ihre beiden Komponenten K I und K 2 ), am Knoten IV au~ 
einer in allgemeiner Richtung liegenden Kraft ,P1V (dargestellt durch die Kom
ponenten (K3 , K 4 , K 5 ) und am Knoten III aus einer waagerechten Kraft H Henk
reeht zur Ebene der Stäbe (~;, ® und @ bestehen. Der Hauptteil des Trag
werks, der aus den Stäben (5). (f'. (s:, @ bestt>hende Rahmen, l,iegt in ehlPr Ebene, 
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der auch die Stäbe GJ und ® angehören; nach dieser Ebene wollen wir unsere 
Orientierung vornehmen. Die Zerlegung der Kraft Pu in ihre Komponenten Xl 
und X 2 , die in und senkrecht zu der Hauptebene liegen, macht keine Schwierig
keiten, ebensowenig die Zerlegung der Kraft P 1V in ihre Komponenten Ka und Kif. 
in der Hallptebene (durch den Aufriß) und die Komponente Ks senkrecht zu 
dieser (im Grundriß). Damit zerfällt aber die Betrachtung dieses Raumfach
werks in eine Reihe ebener Probleme, d. h. die Stabkräfte sind an den einzelnen 
Knoten durch einfache K,rafteck~ zu finden. Aus der Betrachtung der einzelnen 

!eI/fachwerk I 

Abb.471. Vereinfachte Berechnung 
eines raurnlichen Fachwerkstragers. 

!fJ 

lel/mehwerk JI[ 

Knotenpunkte erkennen wiT nämlich folgendes: die Komponente Ka wird ganz 
von Stab ® aufgenommen (da sich 8 7 , 810 mittels der Projektionsmethode zu 
Null ergeben) und dann am Knoten In weitergeleitet in Stab @, K4 geht in 
Stab (j) über, während Ks in diesem Stab keine Stabkräfte erzeugt (weil (j) senk
recht steht zur Ebene Ks -® -@l), sondern von Stab ® und@lübertragen wird. 
Da am Knoten III der Stab <ID senkrecht zur Ebene H -® -® steht, wird H 
lediglich durch Stab ® und @ übertragen. Am Knoten II wirken die Kräfte K1 , 

K 2 und 8 7 , die vom Knoten IV her bekannt ist. 8 7 kann nur in ® und @ ewe 
Kraft erzeugen, ebenso K l nur in ® und @, andererseits K 2 in @ und ®. Die 
Kra.ft 8 5 wird am Knoten I durch 82 aufgenommen, während sich 8 8 aus Betrach
tung des Knotens III zu Null ergibt; ebenso verschwinden auch 81 und 83 , wie 
Knotenpuftkt I zeigt. Wenn man diese Stabkraftermittlung verfolgt., erkennt 

25 Schhnk, Statik. 4. 11.5 Auf!. 
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lUan leicht, daß sich alle Stabkräfte am den Gleichgewichtslösungen dreier {'bcn"r 
Fachwerke bestimmen lassen. Die erste. Ebene ist die Hauptebene mit (len 
Kräften K I und Kl und den Stäben 0), @, @, @ CD, ~), @, @. Die zweite 
Eb{'ne stellt die Ebene der Stäbe @. @). ®, @ mit den Kräften K 3 , Ks und H 
dar, und schließlich umfaßt die dritte Ebene die Stäbe (g), @, @, @ und die 
Kraft K 2 • Diese ebenen Teilfachwerke I, TI und m sind mit ihren zugehörigen 
Kräfteplänen in Abb. 471 b-d dargestellt. Einzelne Stäbe kommen in verschie
denen Plänen vor; die wirklichen Stabkräfte werden a.ls algebraische Summ{' der 
einzelnen Teilgrößen (Superpositionsgesetz) bestimmt. 

Abb. 472. VereJDfachte BerechnuuK eines räumlichen FachwerkstrAgers. 

Betrachten wir nun weiter das in Abb. 472 dargestellte Raumfachwerk, das 
symmetrisch zu einer Ebene durch die drei Knoten I, II und Irr aufgebaut ist 
und unter der Belastung zweier beliebig gerichteter Kräfte PI am Knoten I und 
Pm am Knotenpunkt III steht. Die äußeren Kräfte PI, Pm werden in zwei. 
Komponenten zerlegt, von denen die eine PI', Pm mit der Aufrißprojektion 
übereinstimlJlt, während die andere AI, Am senkrecht zur Aufrißtafel verläuft. 
Dabei ist die Aufrißtafel parallel zur geometrischen Symmetrieebene gelegt. Die 
Kraftkomponenten ?X' , P'm stellen symmetrische Anteile dar, die Komponenten 
AI, Am dagegen gegensymmetrische. Nach früherem sind die zur Mittelebene 
symmetrisch angeordneten Stabkräfte bei einer symmetrischen (das ist spiegel
bildlichen) Belastung gleich. Wir erhalten also durch die Belastung PI' und P'UI 
gleich große Stabkräfte in den Stäben @ und @, ebenso in den Stäben @ und ® 
und entsprechend in @ und @. Die Resultierende zweier symmetrischer Stab-

1 Die Kraft K, kann man entweder mit Kl und K. zusammennehmen oder mit K, und H. 
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kräfte fällt demgemäß in die Mittelebene, und das Problem der symmetrischen 
Teilbelastung ist damit auf ein ebenes Fachwerksproblem (Abb. 472b) gemäß 
der Aufrißprojektion zurückgeführt. Die Lösung erfolgt mit dem Kräfteplan 
(Abb. 472c), der z. B. die Resultierende der symmetrischen Teilkräfte ,S2 und,83 
als ,Raa liefert. Der gegensymmetrische Anteil AI und Am der Belastung erzeugt 
in den symmetrisch angeordneten Stäben ®; @ bzw. @, ® gleich große, aber 
entgegengesetzte Stabkräfte (das ist spiegelbildlich mit umgekehrtem Vor
zeichen). Die Resultierende der Symmetriestlibe steht also senkrecht zur Mittel
ebene. Die Resultierende ,.Ru der gegensymmetrischen Stabkräfte aSs und aS9 
liegt hiernach in der Wirkungslinie der Kraft Am und ist aus Gleichgewichts
gründen dieser Kraft gleich groß entgegengerichtet, da ja in den Stab CD, der 
senkrecht zu Am steht, durch Am keine Kraftwirkul)g kommt. Ebenso finden 
wir die Resultierende ,.R23 der gegensymmetrischen Stabkräfte "S2 und aSa in 
der Wirkungslinie der Teilkraft AI, dieser Kraft entgegenwirkend, gleich groß. 
Die Zerlegung der Resultierenden der symmetrischen Stabkräfte .R23 , .RS6 , 

,RS9 sowohl wie die der gegensymmetrischen Stabkräfte aRu und aRS9 wird in 
der Ebene der entsprechenden Stäbe vorgenommen, die am besten durch Um
klappung der Ebenen in die Grundrißtafel in wahrer Lage ermittelt werden; 
dabei werden zweckmäßig jedesmal die Resultierende R. und R I zusammen be
trachtet (Abb.472d-f). 

Wir sehen also, daß regelmäßig aufgebaute Fachwerke einen wesentlich 
günstigeren Lösungsweg gegenüber der allgemeingültigen Verfahren der Raum
probleme erlauben. 

108. Das Sehnittverfahren. Häufig liegen solche Raumfaehwerke vor, bei denen 
man mit der Betrachtung der einzelnen Knotenpunkte nicht vorwärts kommt, 
dann gelingt aber vielfach eine Lösung durch ein Schnittverfahren. Das gilt vor 
allem von Fachwerken, die nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut sind, 
also solchen, die aus der Verbindung zweier statisch bestimmter Raumfachwerke 
durch sechs Stäbe in allgemeiner Lage oder' vermitteis eines Punktes und dreier 
Stäbe entstanden sind. Das Schnittverfahren gründet sich hierbei im wesent
liehen. auf die unter Nr.91 ausgeführten Betrachtungen des räumlichen An
schlusses eines Raumwerkes gegen die Erde oder ein anderes Raumwerk. Legen 
wir bei einem solchen Raumfach
werk einen Schnitt, der sechs 
Stäbe in allgemeiner Lage trifft 
und das Fachwerk in zwei Teile 
zerlegt, so lassen sich die ge
schnittenen Stäbe als Stützungs
stäbe des einen Fachwerksteils 
gegen den anderen betrachten. 
Wir haben somit den Fall dea 
durch sechs Stäbe in allgemeiner 
Lage gestützten Raumwerks. 
Die ermittelten Stabkräfte der, 
Schnitt- oder "Stützungs"-Stäbe ~--"""
führen wir dann als äußere Be
lastung für die Teilfachwerke ein Abb.473. Beotimmter Fe.chwerkstrllger mit Kugelgelenk. 

und bestimmen deren Stabkräfte 
nach den oben beschriebenen Lösungsverfahren, z. B. aus der Betrachtung der 
einzelnen Knoten. 

Ein Sonderfall von derartigen Faahwerken ist der, dlltß zwei bestimmte Fach
werke durch einen gemeinsamen Punkt und drei Stäbe miteinander verbunden 

20* 
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sind (Abb.473). Man kommt hier grundsätzlich dadurch vorwärts, daß man 
einen räumlichen Flächenschnitt legt, der durch das Gelenk geht und die drei Ver
bindungsstäbe trifft. Auf das abgetrennte Fachwerk an dem Teil rechts wirken 
dann außer den gegebenen äußeren Kräften noch eine unbekannte Gelenkkraft K 
(drei Unbekannte!) und die Kräfte der durchschnittenen Stäbe. Die drei letzten 
Unbekannten kann man dadurch finden, daß man die Summen der Momente von 
den auf den rechten Teil wirkenden Kräften für drei durch den Gelenkpunkt G 
laufende Achsen aufstellt. Die Gelenkkraft K muß dann mit den auf den rechten 
Teil wirkenden äußeren Kräften und den drei Stabkräften SI' S2' Sa im Gleich
gewicht stehen. Die Gelenkkraft kann durch Komponentenbedingungen gefun
den werden. Nachdem die Gelenkkraft und die Kräfte der Verbindungsstäbe 
ermittelt sind, können die beidpn Fachwerksteile für sich betrachtet und ihre 
Stabkräfte berechnet werden. 

Aber auch bei anders aufgebauten Fachwerksträgern kommt man vielfach 
durch Legen von geeigneten Schnitten vorwärts. Hierbei ·wird meistens die 
Anwendung von Momentengleichungen zweckmäßig sein. Manchmal wird e~ 
z. B. gelingen, zwei Schnitte zu legen, die dieselben zwei Stäbe so treffen, daß 
sich zwei Momentengleichungen mit zwei Unbekannten auf~tel]Pn lassen. Auf ein 
Beispiel wird am Schluß des Abschnitts eingegangen. 

109. Das HENNEBERGsehe Verfahren der StabverWuschung. Ein Fachwi'rk, 
das die Bedingung 8 ,~c 3n -- 6 bzw. l' + 8 = 3n prfüllt und weder das erstp 
noch das zweite Bildungsgesetz aufweist, wird hierbei durch Stabvertauschung 
in ein solches übergeführt, das nach dem ersten oder zweiten Bildungsgpsetz 
aufgebaut ist. Wir sprechen bei ]<'achwerken, die vollständig mit Knotenpunkts
betrachtungen gelöst werden können, von "pinfachen" ]<'achwerken. Zur 
Gewinnung eines derartigen :Fachwerks gehen wir in entsprechender Weise vor, 
wie es beim Verfahren der Stabvertauschung in der Ebene beschrieben wl1rdp, 
Nr. 76. Nach Wegnahme der störendm Stäbe, das sind diejenigen, dil' als 
überzählige Stäbe an Knotenpunkten auftreten, erhalten wir l'in bewl'glichps 
System, in dem die Ersatzstäbe so einzuführen sind, daß das neue ]<'achwprk dem 
ersten Bildungsgesetz entspricht. Der allgemeinp Weg, der hier immer zum Zip!e 
führt, ist folgender: Wenn kein Knotenpunkt mehr mit nur drei Stäben vorhan
den ist, geht man von einem Knotenpunkt mit vier Stäben aus und entfernt einen 
Stab als störenden Stab (Tauschstab), oder auch von einem Knotenpunkt mit 
fünf Stäben und nimmt zwei störende f-ltäbe (Tauschstäbe) fort, baut dann 
weiter nacheinander Knotenpunkte mit je dn'i Stäben ab, bis Illan nur noch ~olche 
Knoten hat, die weniger als drei Stäbe aufweis('n. Dieses Restsystem ist beweg
lich, da es zu wenig Stäbe besitzen muß, indem ja außer den Knoten mit je drei 
Stäben auch noch die störenden Stäbe fortgenommen sind; wir müssen es nun 
unverschieblich in sich selbst gestalten, indem wir Ersatzstäbe einziehen. Es 
ergibt sich von selbst, daß deren Zahl gpnau so groß ist wie die Zahl der fort
genommenen Tauschstäbe, sofern das ursprünglichp System die riphtige Stab
zahl besaß. Ist nun das Restsystem unverschieblich gemacht, EU ist aueh das 
ganze System ohne Tauschstäbe steif, da ja immer pin Knot('n durch drei Stäbe 
angefügt ist. 

Es spi dieses Verfahren an dem Turmfachwerk der Abb. 474a gezeigt, das an 
clip EIJe angeschlossen ist. Es liegt kein Knotenpunkt mit drei Stäben vor. 
Wir könnten nun an einem Knotenpunkt mit vier Stäben, etwa V, einen Tausch
stab fortnehmen, dann weiter zu solchen mit jc drei Stäben übergehen, \\iirden 
dann bald wieder an einen Knoten mit vier Stäben komnwn, wo aufs neue ein 
Tauschstab entfernt werden müßte. Wir können aber auch vom oberen Knoten
punkt I ausgehen und dort gleich zwpi störend<, Stäbe tl • t2 beseitigen und dann 
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den weiteren Abbau in der oben beschriebenen Weise durchführen: wir streichen 
zunä.chst Knoten I mit den Stäben CD, ® und @, dann Knoten II mit den 
Stä.ben @, @, @, ebenso Knoten III mit den Stäben CD, @, ® und Knoten IV 
mit den Stäben ®l, ® und @ • Es stehti dann als Restfachwerk noch eine Wand 
da, die aus den Stäben ®, @, @und tEl gehildet wird und die Knotenpunkte V 
und VI enthält; dies-System ist verschiehlich gegenüber der Erde. Um es räum. 
lich festzustellen, brauchen wir .zwei Stäbe, als welche wir die beiden Ersatzstäbc 
~ und es einziehen. Das I I 

so entstandene Ersatz
fachwerk (Abb. 474h) ist 
nach dem ersten Bildungs 
gesetz aufgebaut, indem 
Knoten VI durch drei 
Stäbe an die Erde ange
schlossen ist, und dann 
weiter angefügt sind die 
Punkte V, IV, IH, II, I 
durch je drei Stäbe. 

Die Bestimmung der 
Stahkräfte in dem Ersatz
fachwerk kann nun nach 
einem der beschriehenen 
Knotenpunktsverfahren 

erfolgen. Die in diesem 

~ ~~ 

Abb, 474, HENNEBERGS Verfahren der Stabvertauschung 
(zweifache Stabvcrtauschung). 

Fachwerk durch die gegebene Belastung der Kräfte Pi erhaltenen Stabkräfte OSi 
sind keineswegs diejenigen im ursprünglichen, denn wir haben ja das Fachwerk 
durch die Einführung der Ersatzstäbe e1 und €2 an Stelle der Tauschstäbe tl und t2 

verändert. Wir müssen demnach eine Berichtigung anbringen, die als überlage
rung zu den Stahkräften oS, beim Ersatzfachwerk die wirklichen Sta;hkräfte Si 
liefert. Diese Berichtigung muß geradeso wie bei den ebenen Systemen beschaffen 
sein, nämlich so, daß die erhaltenen Stabktäfte Se, und Se. in den ErsatzHtäben 
wieder verschwinden. In Anlehnung an das entsprechende Verfahren bei den 
ebenen Fachwerken werden wir auf das Ersatzfaehwerk nebeneinander die drei 
verschiedenen Belastungen: a) wirklicher LastzuRtand (Stabkräft!' OSi)' b) Zu
stand Tl = 1 (Stabkräfte Sj) und e) T 2 = 1 (Stabkräfte Si') ",irken lassen und 
für jeden VOll. ihnen die Stabkräfte ermitteln. Die ",irkliehen Stabkräfte im ur
sprünglichen Fachwerk sind dann gegeben dur rh : 

Si = OSi + Tl . S; + T 2 . S;' 

Dabei ist'allerdings Tl und T 2 noch nicht bekannt. Nun bekommen wir aber bei 
den drei ang~ebenen Belastungen auch in den Ersatzstäben €l und ea Kräfte oS., , 
S;, und S~: bzw. oS •• , S;. und S~:' aus denen sich die tatsächlichen Stabkräfte 
nach der Formel für Si zusammensetzen, z. B.: 

S., = oB., + Tl . S;, + T 2 • S;; . 

Die wirklichen Kräfte in diesen beiden Ersatzstäben müs~en jedoch, wenn Tl 
und T2 die tatsächlichen Stabkräfte sind, Null sPin, 1,0 daß wir schreiben können: 

oSe, + S;, . Tl + S;; . T 2 = 0, 

oSe. +S;,' Tl +S;;· T 2 = O. 

Aus diesen }:leiden Gleichungen lassen sich die unbekannten Stabkräfte Tl und T 2 
berechnen, da alle übrigen Größen bekannt sind. Sind aber die Kräfte in den 
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Tau~chstäben ermittelt, so lassen sich auch alle anderen Stabkräfte nach obigem 
Ausdruck für Si berechnen: 

Si = OSi + Si· TI + Si' . T 2 · 

In dieser Gleichung sind sicher oS" Si, S~' eindeutig bestimmte endliche Werte, 
da sie sich auf das Ersatzfachwerk, das ist ein statisch bestimmtes Fachwerk, 
beziehen. Die Stabkräfte Si können nur dann unendlich oder vieldeutig werden, 
wenn Tl bzw. T 2 unendlich groß oder vieldeutig ist. Genau wie bei den ebenen 
Systemen (Nr. 76) ergeben sich für Tl und '1,'2 Lösungen, die einen Bruch dar
stellen, und zwar sind die Zählerausdrüeke abhängig von der äußeren Belastung, 
die Nenner dagegen unabhängig davon. Der Nenner D hat in beiden Ausdrücken 
die gleiche Größe: 

D =S' . S" _ S' . S" = 18;, S;:I 
t', t4. t! t! S;i S~'l . 

Wenn dieser Ausdruck D von Null verschieden ist, wird jeder der beiden Brüche 
eindeutig, wenn er aber gleich Null ist, wird der Wert des Bruches unendlich groß 
oder vieldeutig, d. h. also: die Größen Tl und T2 werden dann eindeutig und 
<,ndlieh, wenn D von Null verschieden ist; alsdann werden aber auch alle Stab
kräfte Si eindeutig und endlich. Als Kriterium für die statische Bestimmtheit des 
ursprünglichen Fachwerkes haben wir also die Bedingung 

S~, . S;: - S;; . Se. ~ 0 . 

Da man bei einem beliebigen vorliegenden Fachwerk, das nicht nach dem ersten 
oder zweiten Bildungsgesetz aufgeba.ut ist, nicht weiß, ob es bestimmt ist, ist es 
zweckmäßig, vor allem die Steifigkeitsprüfung vorzunehmen, d. h. festzustellen, 
ob diese Ungleichung erfüllt ist. Man wird deshalb, bevor man auf die allgem!'ine 
Rechnung eingeht, zunächst versuchen, die Stabkräfte S~,' S;, und S;;, S;; zu er
mitteln, das sind die Kräfte in den beiden Ersatzstäben des umgebildeten Fach
werkes, die entstehen durch die Belastung TI = 1 und ']'2 = 1. Ergibt sich dann 
die Kriteriumsgröße D gleich Null, ,,0 erübrigt sich die Berechnung des Fach
werks, da es verschieblich ist. Im andern Fall rechnet man Tl und T 2 aus den 
bieden Gleichungen aus und kann dann für jeden Stab Si ermitteln. 

110. Fachwerk mit Netzwerkwänden. Ein etwas anderer Lösungsweg bei 
dem Tauschstabverfahren, das in entsprechender Erweiterung bei Flechtwerken 
größere Bedeutung hat, sei an dem in Abb. 475 dargestellten Rechtflach gezeigt, 
das durch die angezeigten Kräfte, die sich a.m Stabsystem das Gleichgewicht 
halten, belastet ist. Wir trennen die Belastung in eine waagerechte (Q und R) 
und eine lotrechte (P). Das im Bild a dargestellte Flechtwerk ist weder nach 
dem prsten noch nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut; es möge hier mit 
Rücksicht auf die zu schließenden Folgerungen mittels der Stabvertauschung 
behandelt werdeni. Wir können es in ein einfaches Fachwerk überführen, wenn 
wir die beiden Diagonalen tl und ~ der Seitenflächen austauschen, gegen die in 
der gleichen Seitenfläche liegenden Gegendiagonalen ~ und ~; damit entsteht ein 
Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz : an das Dreieck I, m, IV sind der 
Reihe nach angeschlossen die Knoten V, VII, VIIT, VI, H. Diese Art des Aus
tausches von Stäben innerhalb der gleichen Ebene wird bei vielen praktisch 
vorkommenden Flechtwerken möglich sein. Das damit erhaltene Flechtwerk 
(Abb. 475b) ist als einfaches Fachwerk mit Knotenpunktsbetrachtungen in Heinen 
Stabkräften zn bestimmen. Die Kräfte Q und R (waagerechte Lasten) bilden eine 
Belastung in der oberen' Ebene, sie beeinflussen nicht die amI dieser Ebene herauf;-

1 Das vorliegende Beispiel ließe sich auch durch andere Bestimmungsverfahren (geeignete 
Schnitte usw.) berechnen. 
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tretenden Einzelstä.be G) und @. Wir erhalten also durch die/Je Belastung 
(Abb.475c) Stabkraftanteile 181 für 
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11J(J(J 
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(fJ 1f 
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IV ',8; VI 

1000 
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Abb. U5. Sonderfall der Stabvertauachung 
(Netzwerkwände). 

186 = -1500 kg 
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Alle übrigen Stabkl'ä.fte 18i werden Null. Man kann dies finden, indem man das 
Fachwerk etwa. in der Reihenfolge VITI, VI, III, V, VII, IV, I, IT abbaut. 
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Durch die Belastung mit den lotrechten Lasten P allein entstehen StaLluäfk 
~i. :Mit Betrachtung der räumlichm KnotenpunkÜ' II, IU, YI und "\-rru finden 
wir zunäch~t: 

~2 ~cc 0 

283 ~= -1000 kg 

289 = 0 

281 = ~1000 kg 

285= 0 
286= 0 

2815'= 0 
28 8 ,-= () 

2811 = 0 

2812 = 0 
2813 = 0 

Das nun zu behandelnde Stabtetraeder aus den Stäben ®, e2 , lJ), @, e1 und $ 
steht unter der Belastung von 81 am Knotenpunkt I, von 83 am Knoten IV, von 
p = 1000 kg am Knoten V und P = 1000 kg am Knoten VII. Zur Lösung die~er 
restlichen Stabkräfte (bzw. Stabkraftanteile) setzen wir zunächst am Knoten I 
die bekannte Kraft 81 ins Gleichgewicht mit der Stabkraft 810 und einer Resul
tierenden Re.,4 aus 8 4 und 8e" die mit 810 und 8 1 in einer Ebene liegen muß, 
d. h. in die Verbindungslinie von I mit der Mitte der oberen Begnmzungswand 
(Mitte des Stabes CD) fällt. Diese Gleichgewichtsaufgabe ist also in der Ebene der 
Stäbe CD, ® und @ zu behandeln, in der auch die Kräfte 8 10 und Re" 8 16 , die der 
Kraft P = 1000 kg -am Knoten VII Gleichgewicht halten, gefunden werden kön
nen: Wir finden in dieser Ebene (Abb. 475d) die Stabkraft 2810 = -1803 kg. 
Die beiden Resultierenden Re" 4, und Re" 16 lassen sich in ihren entsprechenden 
Ebenen, das ist die Ebene ®, e2 und die Ebene@ ,eI' in ihre Bestandteile 84 und 
8 e• bzw. 816 und 8 e, zerlegen, indem wir diese Ebenen um die Achse des Stabe~ (7. 
in die Fläche der oberen Begrenzungswand , d. h. parallel zum Grundriß, drehen 
(Abb.475e). Wir finden damit: 

284 = + 1115 kg; zS16 = + 1115 kg, 
zSe, = + 1575 kg; 28e, = + 1575 kg. 

Nun sind noch die Belastungen an den Knotenpunkten IV und V (die bekannten 
Kräfte 83 bzw. P = 100n kg) in gleicher Weise mit den an die~en Knoten zusam
mentreffenden Stabkräften ins Gleiehge'wicht zu setzen. Die Lösung liefert wegen 
der geometrischen Gleichheit der Gleichgewichts- und Zerlegungsfiguren 

zS7 = 2810 = -1803 kg. 

Die anderen Stabluäfte 8e" E4 , 8 e• und 8 16 ergeben, da sie mit den der vorigen 
ZerlegUng übereinstimmen müssen, pi np Kontrolle für die Richtigkeit der 
Lösung. 

Die Stabkraftanteile der einzelnen TeiIlös:ungen sind nun zusammenzusetzen. 
Wir finden bei unserpm Beispiel, daß nur der Stab CD zwpi Anteile aufweist, es ist 

8 7 = 187 + 287 = + 1803 - 1803 = O. 

Alle anderen Stäbe kommen in den TeillösungPIl nur einmal vor, sind alw durch 
die dort bestimmten Stabkräfte 18i oder 2Si ermittplt. Es ist z. B. 

oS •• = 28 e, = 1575 kg, 
08 •• = 28e. = 1575 kg. 

Alle so ermittelten Stabkräfte stellen die Kräfte 08i daT, dip im Er8atzfachwerk 
infolge der äußeren Belastung auftreten. Die Kräfte oSi stellen aber noch nicht 
die wirklichen Kräfte im ursprünglichen Fachwerk dar; diese sind vielmehr nach 
früherem bestimmt durch die Formel 

8 i = 08, + 8; . Tl + 8;' . T 2 · 
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wobei S~ bzw. Si' die Stabkräfte des Er
satzfachwerksinfolge Tl = 1 bzw. T 2= 1 
darstellen. Nun werden aber durch Tl = 1 
nur die Stäbe der Faehwerkswand II, IV, 
VII, VI, d. h. die Stäbe @, ®, @, ® 
und e1 , beansprucht, alle übrigen Stäbe 
des Ersatzfachwerks erhalten die Stab
kraft Si = O. Ebenso entstehen infolge 
T 2 = 1 nur Kräfte in den Stäben CD, ®, 
@, ® und e2 , während alle übrigen 
Stäbe die Kraft Si' = 0 bekommen. Dem
gemäß sind dureh oS. die Kräfte aIl der
jenigen Stäbe des Ersatzfaehwerks bereits 
gegeben, die außerJuilb der Ebenen II, 
IV, VII, VI bzw. I, III, V, VIII liegen. 
Für die Stäbe in diesen Ebenen finden wir 
die nötigen Überlagerungen der Stab-
kräfte (das sind die Werte S; und Si' die 
im obigen Ausdruck mit Tl' Si und 
T 2 • Si' bezeichnet sind) am besten durch 
die Betrachtung, die wir bei den Hehlaffen 
Gegendiagonalen kennengelernt haben: 
es wird Se. in der erhaltenen Größe mit 
umgekehrtem Richtungssinn im ebenen 
Bild der Wand @, ®, @ ® und t1 ein
gesetzt (Abb. 475f) und liefert eine Stab
kraft Tl' die der wirklichen Größe der 
Kraft in t1 entspricht, außerdem in den 
anderen Stäben des Vierecks die Kräfte 

Tl' Si == Si' Bei Überlagerung der Kräfte 
OSi und Si erkennen wir, daß die Kraft 
im Ersatzstab verschwindet und die 
Größen der Randstäbe durch die Übcr
lagerungsgleichung 

S;=OSi +Si 
ermittelt werden, wobei S,= Tl . si nach 
der früheren Bezeichnung ist. Die ent
sprechende ebene Lösungsaufgabe für dic 
Stabkraft T~ im Tauschstab t2 und die 
StabkräfteSi in den Randstäben CD, 
ID, @, ® finden wir (Abb.475g), in
dem wir die bekannte Kraft Se, mit um
gekehrtem Vorzeichen (entgegengesetzte 
Richtung) einführen. Es ist dann ent
sprechend für die Randstäbe 

S'=OSi +8i • 

Die Überlagerung geschieht wieder am 
besten in Form einer Tabelle. 

Diese letzte Art der Bestimmung der 
Stabkräfte in den Tauschstäben hat eine 
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allgemeine Bedeutung für den Fall, daß die Flechtwerke kompliziert ausgebildete 
durchgehende Seitenwände mit mehreren Streben (Netzwerk) besitzen. Es läßt 

~
. e sich dann nämlich für die ganze Ausfachung 

der. Seitenwand gemäß Abb. 476 eine einzige 
Ersatzstrebe e einführen. Man berechnet zu
nächst das so gewonnene wesentlich einfachere 

Abb.476. N .. tzwerkwand. Fachwerk. Die Berichtigung ist wieder durch 
die Lösung des ebenen Problems der Seiten

wand mit der bekannten Kraft (-S.) gegeben. Alle Stäbe, die nicht in dieser 
Wand enthalten sind, in der e die Diagonale darstellt, werden von der Berich
tigung nicht beeinflußt. 

Vbungsaufgaben fiber Raumfachwerke. 
1. Aufgabe. Die Stabkräfte des in Abb. 477 dargestellten Stabsystems sind zu 

berechnen. 
Lösung: Es handelt sich um ein Gebilde nach dem ersten Bildungsgesetz. 

Knotenpunkt M ist durch drei Stäbe an die Erde angeschlossen, dann Punkt N 
angefügt durch den Stab ® und die beiden Stützungsstäbe @ und ®. Man wird 

Abb.477. übungsbeisp!el. 

11 

_: ___ xp---: 

\ll 
il 

das Gebilde im allgemeinen so berechnen, daß man am Knotenpunkt N die Last P 
mit S4' S5 und S6 ins Gleichgewicht setzt und dann S4 mit S3' 8 2 und 81 , Es soll 
hier das Momentenvertakren angewandt werden. Da die Kräfte P, S4' 85 und 86 
Gleichgewicht miteinander bilden, muß die Summe ihrer Momente für jede be
liebige Achse verschwinden. Will man 84 berechnen, wird man die Moment-enaehse 
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80 wählen, daß S6 und S6 keinen Momentenbeitrag liefern, d. h. in der Ebene der 
Stäbe @ und @. Wir wählen als Momentenachse die VerbindungsJinie der Fuß
punkte D und E; für diese Achse I-I ergeben nur P ulld SI. ein Moment. Wir 
führen zunächst eine Zugkraft im Stabe ® mit Punkt N als Angriffspunkt der 
Kraft ein. Zur Aufstellung des Momentes selbst verschieben wir diese Zugkraft 
SI. (Pfeil von N nach M) nach dem Durchdringungspunkt F vom Stab ® mit der 
horizontalen Ebene und zerlegen sie daselbst in eine lotrechte Komponente und 
eine waagerechte in diesel' Ebene. Letztere liefert keinen Momentenbeitrag, 
er!Jtere.,s, verläuft unter Zugrundelegung des Zugpfeiles nach unten (vgl. Aufriß); 
ihre Größe ist nach der Formel (43) bestimmt durch 

,.8, ht 

S, = FN' 

Dabei ist· 

Der Hebelarm dieser Kraft .,sI. bezüglich der Achse I-I ist gegeben durch die 
Entfernung de's Punktes F' von der Achse I-I, also dureh a4 

Entsprechend verfahren wir mit der Kraft P. Sie wird zum Schnitt gebracht 
mit der horizontalen Ebene und in diesem Schnittpunkt G zerlegt in eine lot
rechte und eine waagerechte Komponente, von denen nur die erste einen Mo
mentenbeitrag liefert. Die Komponente von P, die in G angreift, also P~, geht 
nach unten; sie ist gegeben durch 

p. h. h. ". 
P = ON = VO' N" + h~ = Vx~ + y~ + M' 

Ihr Hebelarm ist durch die Entfernung des Punktes G' von I-I bestimmt, abo 
durch apo Damit ergibt sich die Momentengleichung (mit Blickrichtung von D' 
nach 'E'): "2 h. 

-S4='a4 -P=ap = O. 
FN ON 

Zur Ermittlung von S6 ist als Achse die Verbindungslinie FE zu benutzen, für 
S8 die Gerade DF. Dabei ist das Moment von P gegeben durch P" mal Entfernung 
des Punktes G' von der Geraden E' F' bzw. F' D' (im Grundriß). 

Zur Berechnung ..... von S3 wird als Momentenachse die Verbindung~lini(' AB 
verwendet (Achse II-II in der Abb.477)_ Der Durchdringungspunkt von S3 
mit der horizontalen Ebene ist 0; derjenige von S4 ist F. Da SI. bereits als Druek
kraft erkannt ist, geht ihr RichtungspfeiI gegen M, ist also bei der Verschiebung 
in den Punkt F auch nach die~em Punkt F hin gerichtet. Die Kraft S3 wird 
als Zug angenommen; sie geht bei der Verschiebung nach dem Punkt C eben
falls von oben nach unten; die Momentengleichung lautet dann: 

-.,84' b4 + ,S3' ba = O. 

.s3 = Sa . nx 83 • ", - • 

VM'O" + hi Vx~ + y~ + hi 

Dabei ist 

Die Berechnung von SI und S2 kann dann mittels der Achse Be bzw. AC ge· 
schehen. 

2. Aufgabe. Für die in Abb. 478 in Grundriß, Aufriß und Seitenriß dargestellte 
Scheibenkuppeil sind die- Kräfte in den Streben @ und @ zu berechnen. 

Lösung: Die Kuppel, auf die beliebige Lasten wirken sollen, ist in den Eck. 
punkten A, B, 0, D, E auf freien drehbeweglichen Kugellagern gestutzt, in den 
Fußpunkten F, G, H, J, K dagegen auf Kugeldrehlagern, die auf Rollen gesetzt 

1 Vgl. W. ScrrLI~K, Statik der Raumfachwerke, 1907. 
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sind, deren Verschiebungsmöglichkeit stets senkrecht zum betreffenden Ringstab 
gerichtet ist. In den ersten.. Lagern entsteht nur eine unbekannte Gegenkraft, in 
den Rollenlagern dagegen treten deren zwei auf, eine in Richtung des Ringstabes 
und eine in lotrechter Richtung. 

Zur Ermittlung der beiden Stabkräfte 84 und 8 6 sollen zwei Momentenglei
chungen verwendet werden, die durch LE'gen von ZWE'i Schnitten entstehen. Ein 
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Abb.478. Übungsbeispiel (Scheibenkuppel). 

räumlicher Flächenschnitt ist um den Lagerpunkt F herumgeführt; er trifft die 
Stäbe @, @, ®, (J) . Ein anderer räumlicher Flächenschnitt ist um die Knoten
punkte I und II gelegt, der die Stäbe @, ®, ®, @, ®, @, @, (j1) trifft. Für 
den ersten Schnitt müssen die geschnittenen Stabkräfte mit der Last P und den 
Lagerkräften F" und F v im Gleichgewicht stehen, für den letzteren Schnitt die ent
"prechenden Stabkräfte mit PI und Pu. Die Monwntenachse wird für jeden 
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Schnitt so gewählt, daß in der betreffenden Gleichung auf3er 8 4 und 86 nur die 
bekannten Lasten auftreten. Für den ersten Schnitt erfüllt diese Bedingung jede 
Gerade in der lotrechten Ebene, die die Rihgstäbe @, !J) enthält, für den letzteren 
Schnitt liefert die Schnittlinie der Ebenen (@, ®, ®) und (@, ®l, @) die ge
wünschte Momentenachse. Die Momentenachse I-I wurde hier waagerecht ein
geführt; sie projiziert sich im Seitenriß als Punkt. Dasselbe gilt von den Kräften 
83 ,87 und F". Die Kraft F •. geht in der Seitenrißprojektion durch den Punkt 1 
hindurch, die Kraft F h läuft paralle I der Achse 1 -I; beide haben also kein Monwnt 
um diese Achse. Die Kräfte 84 und 86 denkt man sich in ihrer Trapezebene zer
legt in eine Komponente in Richtung des Ringes und eine in Richtung der Winkel
halbierenden; letztere sind gegeben durch 84 , COS IX und 86 . oos IX. Die Momenten
gleichung lautet also: 

P'" . p - (84 + 86) • aos IX . a = o. 
Für die zweite lVIomentengleichung kann man sich die Stabkräfte 84 lind 86 zer

legt denken in zwei Kompone-uten, von denen die eine in Richtung des Stabes ~ 
fällt, die andere in Richtung ® bzw. @. Letztere Komponenten fallen.in die 
Ebene (@, ~, ® bzw. @, ®l, @), schneiden also die Achse II-II. Erstere 
Komponenten projizieren sich im Seitenriß in einem Punkt. Beide haben den 
gleichen Hebelarm b für die Achse' lI-lI. Aus einem Kraftdreieck (.Abb. 478b) 
entnimmt man das Verhältnis der fraglichen Komponente 8~ bzw. S~ zu 8 4 und 86 , 

Es Rei 

Die Kraft PI (bzw .. PlI) kann man in drei Komponenten zerlegen in Richtung der 
Stäbe @, @, @ (bzw. 111', @, @). Nur die ersten'n Komponenten sP1 und sPu 
liefern einen Momentenbeitrag, und zwar am gleichen Hebelarm b. Es entstept 

die Gleichung: (-Je84 + sP1) • b + (Je 8 6 - sPu ) . b =0 O. 

Die beiden Gleichungen erlauben, die Unbekannten 8 4 und 8 6 zu berechnen. 
Das Moment'der Kräftc84 und 8 6 für die Achse lI-lI kann man auch in an

derer Weise aufstellen :.man verschiebt die an den Punkten I und II angreifenden 
Stabkräfte 8 4 und 8 6 nach dem unteren Endpunkt F und zerlegt dort jede (wie 
vorhin bezüglich der Achse 1 -I angpgeben) in zwei Komponpnten, von denen einc 
in die Mittellinie des Trapezfeldes fällt, die andere in den Ringstab @, CD; die 
ersteren Komponenten Hchneiden dif Achse II --II, die letzteren KOll1pOIlPnten 
8 4 , 8in IX und 8 6 • sin (X ergeben ·für die Achse II -11 den Monwntenbeitrag: 

(-84 ' sinIX + 8 6 , sin(X)' c. 

3. Aufgabe. Für den in Abb. 479a dargestellten Abspannmast sind dip Stab· 
kräfte zu ermitteln. 

Lösnng: Der Mast ist als räumliches Fachwerk aufgebaut, und zwar sind illl 
wesentlichen vier Kantenstäbe (.Gratstäbe) hochgeführt, die sich in einem Punkt S 
schneiden. Die entstehenden Seitenwände sind entsprechend den auftretenden 
Längen und der Belastung ausgefacht. Als Belastung wirken auf den Mast an der 
Spitze 8 eine lotrechte Kraft V = 1000 kg und vier waagerechte Kräfte PI = 500 kg 
P 2 = 400 kg, Pa = 300 kg und P4 = 450 kg in der in Abb.479d gegebenen 
Anordnung. Diese horizontalen Kräfte lassen sich in einfacher Weise (Abb. 47ge) 
zu einer Resultierenden R bzw. zu zwei Einzelkräften X und Y zusammenfügen. 
An den Ausfachungsrahmen des Mastfachwerkes greifen weiterhin in derx-Rich. 
tung die in Abb. 479a und b gezeichneten Kräfte Ps = 300 kg, P6 = 300 kg, 
P7 = 200 kg, Ps = 200 kg, P'I = 200 kg, P10 = 200 kg an. 

Die Lösung des Fachwerks nach dem Knotenpunktsverfahren bietet gleich 
bei Beginn am oberen Knoten 8 imofern Schwierigkeiten, als hier vier nnbekannt·e 
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Stabkräfte mit der gegebenen Belastung zusammentreffen, d. h. das Fachwerk 
ist eigentlich statisch unbestimmt. Durch eine einfache überlegung kommt man 
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Abb. 479. tlbungsbel8plel. 

hier jedoch sehr schnell zu einer vereinfachten Lösung. Da das Fachwerk doppel
symmetrisch ist, wird die Last V zu gleich großen Teilen in die vier Gratstäbe 
geleitet. Wir können auch sagen: Wir zerlegen V in zwei Komponenten Xl und X 2 , 
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eine in der v,?rderen Wand A S B und eine in der hinteren Wand 0 S D (Abb. 479f). 
Erstere ruft in den Stäben CD und @) letztere in den Stäben '.2\ und @ gkich große 
KräHe hervor. 

Wir sehneiden das Mastfachwerk längs der Kantenlinien (Grat~täbe) bis. zn 
den Anschlußpunkten ABO D auf und klappen die vier Seitenwänd{' um ihre 
Fußpunkte um, also die Ebene.A BS um die Linie AB, die Seitenfläche ADS um 
die Linie AD usw. Bei der Umklappung nehmen wir die an den eben(>n Seiten
fachwerken angreifend~n Kräfte mit. Die Kräfte X und Y werden zu gleichen 
Teilen verteilt (Abb. 479g und h), RO daß abo X 12 in di0 vordere Wand A BS und 
X/2 in die hintere Wand ODS zu liegen kOlllmt, und ellt~prf'ehend Y/2 in die 
linke Seitenwand ADS und Yj2 in die rechte Wand BOS. Dazu tritt für die vor
dere Wand die erwähnte Kraft K I , für die hink!'t' Walld die Kraft K 2 • 

Dureh die~e Auf teilung ist für den oberen Tpil da~ Problem de~ räumlif'lwn 
:Faehwerks zurüekgeführt worde? auf vier ebene Probleme dn Sf'iknfachwerkC'. 
Zur Lösung dieser ebenen Aufgaben bedieI)en \tir nTl~ des CRE'!O"Ase!lPn Krii.ftp
plans, der uns (naeh Abb. 479i und k) dip Stabkräfte in bekannter Wei~e liefprt. 
Wir müssen uns dabei vor Augen halten, daß die Kanten~täbe wwohl in einem aIR 

auch im anderen Fachwerk auftreten, daß also die sich im CRElVlOx,\-Plan ergeben
dm Stabkräfte nur l'eilkl:äfte darstellen, die erst nach der Addition der beiden An
tpile die ,\irklich,,'n Stabkräfte liefern. 

Di(, Seitenwände ABS und ODS, eben~o di( Wände AD8 unu BOS sind 
kon~truktiv wie bl>la~tnngRmäßig gleich, so daß wir bei diesel' Aufgabestellun,g mit 
der Stabkraftermittlung einer Wand die zugehörige gegenüberliegmde· Seiten, 
wand sofort mit ermittelt haben. (Wären die Wände ungleich belastet, dann 
müßten die Stabkräfte für die gegenüber1iegendf' Wand in "inem neupn Krafteck 
bzw. CREMcN.\-Plan ermittelt werden.) 

In d('r Ringebene A Be D tritt ein Kni(:k in den Gratstäben und d~ Illit auch 
('in Knick in den begrenzenden Seitenflächen auf. Die Überleitung der Kräfte in 
diesen vier Eckpunkten wird damit auch nicht mehr in einem ebenen Bild wl'iter
geführt werden könnpJ1. Um nun ein mit gl'ring"tem Zeichenaufwand allgempin
gültiges Lösungsverfahren des Restproblems zu crhalkn, lenkt·n wir die an den 
Knotenpunkten A, R, 0 und D auftn>wm!en KräftE' (vgL Abb.- 4791) in dip 
vier n('uen Ebenen dps unteren Mastteilt's um. Verfolgen wir eil1l11al die UIll
lenkuflg bzw. die Komponcnt(mbi1dung an den Ecken A und B. Üic Trennung 
der Stabkraftanteile in den Stäben ;2L, :21, aus df'n beiden pbencn l'roblenlPn soll 
zunächst aufrechterhalten blciben. Die in der Ebene AB S wirkenden Kräfte 
8 21 , S23, S2G und S;71 (Abb. 47(1) lassen sich in Komponenten in Richtung AB 
(z. B. Ah ) und senkrecht dazu (~. B. X.) zerlegen (gestrichelt gezeichnet~ Kraft
zerlegung im Kräfteplan, Abb. 479i). Während die in Richtung der Kante AB 
verlaufenden KO,mpor.enkn (z. B. A,,) bereits in der neuen Ebene A BEF liegel!, 
müssen die in der Ebene AB S enthaltenen Vertikalkomponentpn noch in zwei 
Unterkomponenten zerlegt wPfden, von denen die ein!1 in Richtung der Kante 
AD (A;') bzw. BO liegt, die andere aber (A~) in die neue Ebene A BF E zu liegen 
Komlllt. Diese Kompollentenbildung ist im SeitE'nriß (h'1' Abb. -l7U mangegeben, 
wobei absichtlich die Pfeile wpgge1aRsen sind (vgl. w('iter unkn). Die ~o erhalknp 

Vertikalkolllponente (A;), die vorher erhaltenE' Hunzontalkomponenk (.A,,) und 
diE' aus (kr KOlllpollplltenzerlegung in der anheg(>ndcll Seitenfläche AB 8 an
fallem!e KOlllpoIlcnb, (A;:) bilc]en ZUtiamm('ll dip ('bene Hela.~tung (im Punkte A) 
cl,·r ebE'1Wll Begren;';llllgsfläclw (A BFE), dil' damit wieder als ,·benl·" ProbkIll 

1 ~lit S~, ist die aus der Betr:\chtullg Je!' yorJcI'l'1l \YallJ _111 S IH'J'yol'gdll'nde I'taiJkraft. 
ntit / ..... "< die Ull~'" der Sl-'ltellWHlHI A J) J,",' hervorgehende, hf'zE'i('hllt't. 
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(Abb. 479n) weiterbehandelt werden kann. Nach den gleichen Grundgedanken 
wird dann auch die Komponentenzerlegung in den anderen Seitenflächen vor
genommen, indem erst die wirksamen Kräfte in der oberen Ebene in zwei Kom
ponenten in Richtung der unteren Kante und senkrecht dazu zerlegt werden, die 
letztere dann umgelenkt wird (unter Zuhilfenahme der angrenzenden oberen 
Mastfliche). Wir erhalten damit auch für den unteren Teil vier ebene Probleme, 
die nach dem bekannten Knotenpunktsverfahren in ihren Stabkräften bestimmt 
werden können (Abb.479n-q). 

Zur ausgeführten Zeichnung sei bemerkt, daß die Stäbe mit der Kraft Null 
keine Stabziffer erhalten haben. Die einfa.ch gestrichenen Stabzahlen (21', 22') 
beziehen sich auf Ergebnisse aus der vorderen bzw. hinteren Fachwerkswand; die 
doppelt gestrichenen deuten die Ergebnisse .aus der Betrachtung der Seitenwand 
an. Die Umlenkung der Kräfte am Knick ist absichtlich ohne Vorzeichen bzw. 
Richtungspfeil angegeben, da sie für den vorderen Stab z. B. nach hinten, für den 
hinteren nach vorne eingeführt werden müßte, was nur zu Unübersichtlichkeit 
führen kann. Bei Behandh.mg des Restfachwerks (Abb. 4791) mit den eingezeich
neten Stabkräften wird" die Richtung ohnedies klar genug angegeben. 

Bei der Nachprüfung beachte man, daß mit Rücksicht auf die Deutlichkeit 
der Darstellung zwei verschiedene Kräftemaßstäbe verwendet sind. 

XXIV. Die Hemischtbauweise. Allgemeine Itaumwerke. 

111 •. Der Aufbau der Gemischtsysteme. Das Raumfachwerk, das wir im Ab
schnitt XXIII behandelt haben, ist, weil nur in Knotenpunkten belastet, ein Ge
bilde aus reinen Längskraftträgern ; jeder Stab besitzt in seiner "Schnittstelle nur 
eine Unbekannte, die Längs- oder Stabkraft. Fügen wir nun an Stelle einzelner 
Stäbe Balken, das sind zwischen den 
Knoten belastete Teile,. in Art der 
Fachwerke zusammen, so entsteht das 
Rau.mwerk in Gemischtbauweise. Wie 
wir für den Aufbau und die Ermitt
lung der Stabkräfte des Raumfach
werks uns die Ebene als Vorbild 
nehmen konnten, können wir nun auch 
die Erweiterungen des ebenen Fach
werks durch Rahmen und Balken
teile als Grundlage für das gemischt!· 
Raumwerk dienen lassen. 

Den Bedingungen des räumlichen 
Balkens entsprechend, müssen die all
gemein belasteten Teile des gemisch
ten Raumwerks durch sechs Lager
fesseIn in allgemeiner Lage im Ge
samtbild festgehalten sein. Ein in 

~,\.'''''' 
Abb.480. ]{aulllwerk mit einem Balken. der unter 

allgemeiner Belastung steht. 

einem Raumwerk vorhandener Balken I, 11 kann also nicht mehr durch zwei 
Kugelgelenke (Abb. 480) festgelegt werden, sobald er Lasten trägt, die auch ein 
Torsionsmoment hervorrufen; denn ein solches würde ja den Balken um die Ver
bindungslinje der Kugelgelenke verdrehen können. Sind aber bei einem geraden 
Balken nur solche Kräfte vorhanden, die seine Achse schneiden, d. h. fehlt das 
Torsionsmoment, 80 genügen die beiden Endgelenke zu seiner Festlegung. Aller
dings tritt dann zunächst eine Unbestimmtheit auf für die Komponenten der 
Gelenkkräfte in der Stabrichtung, weil man nicht weiß, welchen Anteil der eine 
21) Schlink. Statik. 4. u. 5. Aufl. 
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und wplchpn dpr andere Anschlußpunkt aufnimmt. Be~timmt wäre PS, w(>nn in 
dem einen Anschlußpunkt drei unbekannte Lagerkräft,e, aber in dem andpren 
nur deren zwei vorhanden wären (Abb. 481). Ein räumlich gestützter Balken, der 
nur dureh Kräfte belastet wird, die die Balkenachse schneiden (also keine Tor
siönsmomente hervorrufen), bedarf demgemäß zu seiner Lagerung fünf Fesseln; 
dieser Fall würde dem ebenen Balken mit drei Fesseln entsprechen (Abb.482). 

Abb, 48 [. Fester Anschluß eines Balkens ohne 
'rorsionsbeansPl'ucbung. 

Abb. 482. Ebener Balken mit· drei Fesbeln. 

Wir werden abo zu unterscheiden haben zwischen gemischten RaUmWerKen 
mit allgemein belasteten Konstruktiomgliedern und tiolchen mit ~täben und 
Biege balken, die keine Torsionslllomente aufnehmen. Eiü Raumwerk, das aus 
Stäben und tOI'sionsfl'eien Biegebalken zusammengesetzt ist, ist dann statisch 
bestimlllt, wennsein Aufbau einem Bildungsgesetz des Raumfachwerks entspricht. 

Dieses Sy~klll der Gc>mischtbauweisp kann grundsätzlich in zweifacher Wei,e 
untersucht wl'l'df'll. Entwpdpr sehnl'idet llIan den zu untersuchcnden Balkpn 

heraus, Pl'mittelt die Reaktionen, 
Ru die in Reinen Endpunkten an ihltl 

/' angreifen und läßt die umgekehrt('1l 
;j(:-:-:--"-7.'!:""";;"-;;-""::!'--""';:;rr Reaktionell auf das übrige tlyst{,lll 

Abt. 13:1. RcLl.tl1werk mit ,.:-:t:.nn alli ni(',;~lr;t; 
bean:'JpI'u(~hten H:l,L:\'1L 

ohnl' <1;'/l Balken (Rpst~ystPm) ein
wirkell. ndi'l' mall betrachtet da, 
ganz{~ ~~.V:-ltl'nl, geht \:'olll~lloten (lU~, 
an (1(>11('11 nur drei Ullh{>];:a./lll~'> H,r
liegen, ballt, dalln l'nt-prl'cl!cllÜ ab 
und l'l'lIIit.t,·lt m zWl,;,·kt all,> Stab
luift", _-\n (/('111 Ba!k€n k'>llllt 1)!,ln 

dann nJ!/' 1\.1"äU2~ dj(' iH ;-";(-;;>,"1 i'~!~,f

·pullktt·ll Zll~aJn IllP1l1at:lt,·1I. 11>- t il:lt 
delllg('llliiß t'inpn .BaIL(\!l; "H .. ,lf d('n 

Il\lI' b,·kannte Eillflih."" ,,;/,'; .. n. 
J)as (>j'~t('n' Vel'fahn·J\ ist nieht aiIW'lllf'in Hll\\'endbar, \\il',[ ,,;)('1' Im!!'<." :1:1.,:1'1 

ZlJl~l Zü·k~ iith:f ll. \\'('1111 {.'iner dC']" Balkpn(,ll({pul1ktt~ cl.:l' ~l'~Lllil-/j.";lot{·n dt: l::H':l 

dein cr,-;tC:1 t B: ~:iung~gp~{'t~ ttuf!!eba1itr'n (;('jni:-5(~htR-y;-:t('1l1S 1,:.,t. J 11 :\ !J},. ·fco3 i ... ;t 
ein Raur:,w,;r:':' ;.!(>7,l,iehnet, in dem IllIl' (hl~ Kon~trnktioJ1~gli{'d '.1, anf Hieg1lllC" 
bean.,prneht, I'.:nl. Diebe!' Balken ist g('geniibl'l' dem "ysteul I-\"1 ang('H·td()S"(·~l 
dUl'l'l1 rla~ U.·j,·n;c I (in \\-P}(·hem Knoten vi('l' Stäb" ZURlJ,lllml'lllwnllnell) lind 
fhm 11 dao; G('!cu k VI im Ead]Hmkt der heiden Stäbe (lW und ~1'. Uie von dem 
,·i?ptlt.!ichen ,stn L5Y,'ltelll auf den Baikl'll wirkenden Kräftl', also die Reaktionen 
de, .Balkl'lls, si!lil ]pieht zu ermitteln: Die Heaktioll in I IllUß dUl'eh den Punkt I 
gehcll, kann au('1' ganz belif'bige Ri,·ht.Ullg hah'lll; die· l{pakt.ioll dllt''!h \'1 ,,,uß 
l-jc,türlich dlln'h VI gdlen ullll außr·rden,. in ,leI' /<;b,·,w tIpI' :-ltiibp (Jn, ,)1 Jil'gl'll. 
Dil' auf den Balken wirker.d .. l' Lai,tr'll k;'inm'!' hier ,i"n·h Pirll' R"SllJt.i(>ff'll'L, (im 
ailgenH:inf'Il I,-"all durch c·iJ~ j~f".dt~\?'~'~J~:. ,d~'f) ~'~\-'f;_-i 1(\-;-;tdtipI'('ndl') ('r~,C'L:t -·";l'ldpl1. 



Der Aufbau der GemiBchtsystcme. 403 

ER müssen im Gleichgewicht stehen diese Resultierende R mit einer Kraft durch 
I (RI) und einer durch VI (RVI) in der Ebene @l, ®. Drei Kräfte können abe,· 
nur im Gleichgewicht sein, wenn sie in einer Ebene liegen und durch einen 
Punkt gehen. Man hat demgemäß die Resultierende R zum Schnitt zu bringen 
mit der Ebene ®, ® und v~rbindet diesen Schnittpunkt M mit VI und I. Da
<,lurch sind die Reaktionen R VI und RI in ihrer Richtung bestimmt und damit 
alle Kräfte bekannt, die auf den Balken I, VI wirken. (Sollte ein Kraftkreuz 
vorliegen, 130 muß man natürlich diese D~rchführung mit jeder der beiden Kräfte 
machen und dann die erhaltenen Krä.fte zusammensetzen.) Die umgekehrten 
Kräfte (Kr, K VI) wirken auf das Restsystem, und in diesem treten für alle Stä.be 
lIur Längskräfte auf, während der Balken unter dem Einfluß der auf ihn wirken
den Lasten und der errechneten Reaktionen im allgemeinen Querkräfte, Biegungs
momente und eine Längskraft aufweisen wird. Die Berechnung der übrigen 
Stäbe macht nach Ermittlung von 810 und 
811 (den Komponenten von R vr ) keine 
Schwierigkeiten mehr, da in den Punkten 
V, IV, m jedesmal nur drei Unbekannte 
auftreten. Die Knoten III und 11 ergeben 
eine Kontrolle, cbenso auch der Punkt I, 
wo die Relmltierende von 8 1 , 82 , 84 , 8 7 

gleich RI sein muß. 
Führt dieses erste Verfahren nicht zum 

Ziele, dann muß man das oben angeführte 
andere Verfahren benutzen. Wenn man 
in Abb.484 den Balken I-V abtrennt, 
HO sind die Reaktionen in I und V nicht, Abb. 484. Allgemein,-s Ranmwerk mit einem 
eindeutig bestimmbar, denn die Resul- "ur lliegung beanspruchten.Balken 

tierende R ist ins Gleichgewicht zu setzen 
mit einer Kraft durch. I und einer durch V (beide mit unbekannter Richtung 1), 
und das ist vieldeutig. Hier wird man a.usgehen vom letzten Knotenpunkt VI, 
ermittelt daselbst die Stabkräfte 810 , 811 , 812 , da.nn weiter am Knoten II die 
Kräfte 8 1 , 85 , 8 3 , am Knoten III die Kräfte 8a, 86 , 88 und schließlich am 
Knoten IV noch die Stabkräfte 84 und 8 7 , An diesem Knoten liegt bereitH eine 
Kontrolle vor, da die Resultierende aus 810, 85 , 86 !md RIV in die Ebene der noch 
unbekannten Kräfte 84 und 8 7 fallen muß. Die Resultierende von 8 1 , 84 , 82 gibt 
nun die Reaktion R I an, die auf den Balken I-V wirkt, und die Resultienmde 
aus 87 , 88 , 811 die Reaktion Rv . Diese beiden Reaktionen stehen mit dl'n auf 
den Balken wirkenden Lasten im Gleichgewicht; seine Berechnung bereitpt dann 
keine Schwierigkeiten mehr. 

Man kann übrigens, nachdem lllan den Knotenpunkt VI und dip Stabkräfte 
810' 811 , 812 berechnet hat, auch anden; vorgehen. Am Knoten V muß Gleich
gewicht bestehen zwischcn 8n , 88 , 8, und dE'r Kraft K.,v' die vom Balken I-V 
im PunKt, V auf die Stäbe (J), @, ® ausgeübt wird. (Es besteht also kein Gleich
gewicht zwischen den Kräften 8 n , 88, 87 und ,,89'" denn im "Stab" @ tritt 
nicht nur eine Längskraft auf.) Nun kennt man ja die Ri,cht.ung dieser Kraft K v 

bzw. der Gegenkraft R v noch nicht, wohl aber können wir un~ den Lösung"gang 
der vorigen Aufgabe (Abb. 483) zunutze machen, indem wir die bekannte Stab
kraft 8 11 genau wie R als Belastung des Balkens ansehen und damit die Kompo
nenten R'v (infoJge R) und R:; (infolge 8 n ) der auf den BalkE'n wirkenden Kraft R \' 
getrennt bE's ti lil t:l, n. 

Die vVirkungen d"l' bpidell BtHa,uuJlgen R uud Sn, die im allgemeill"1J wind
;;chipf zueinander stdH'II, lIlü~"pn gpsond('l't bphand'Ht \VprdPII, wt'nn sich durch 
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Stab ®, !t und R keine gemeimame Ebene legen läßt.. R liefert die beiden 
Kräfte R~ und R~ auf den Balken ®, wobei wieder die Richt.ung von R' gege~l1 
ist dureh die Verbindungslinie des Durchstoßpunktes A, von R, durch die Ebenc 
der Stäbe CD, @ mit dem Knoten V, und entsprechend verläuft R{in dp/, Linie A I. 
Um den Einfluß der "Belastung" Sn auf den Balken @) zu ermitteln, betrachten 
wir die Schnittlinie der Ebenen CD, @ mit der Ebene ®, '11. In diese Schnitt
linie (B V) und die Richtung des StabeR ® wird Sn zerlegt; erSU'l'e Komponente 
wird von den Stäben CD und @ aufgenommen, letztere wirkt auf ®. Der Balken ® 
verhält sieh somit bei dieser Knotenpunktsbelastung wie ein Stab, und zwar wirkt 
er als Druekstab. Die maßgebende Komponente von Sn, das ist die auf den Bal
ken ® (bzw. jetzt Stab ®) wirkende, wird somit als eine auf den Stab ® drük. 
kende Teilkraft R'~ gefunden, die eine entspreehend drückende Teilkraft Ri' am 
anderen Ende I des Balken~ zur Folge hat. R; und Ri' und andererseits R~ und 

r R~ stellen somit die auf den Balken ® ein
wirkenden Belastungen dar, die an diesem 
mit R (bz\\. PI und P2) Gleichgewicht halten,. 

Liegen Raumwerke in GemischtbalLweis!l 
vor, die nach dcm zweiten oder dritten Bil
dungsgesetz aufgebaut sind und bei denel] 
für die einzelnen Balken keine Torsions
momente auftreten, so wird man unter Ver
wendung der früheren Ausführungen über 
Berechnung der Raumfaehwerke und Bt>
nutzung der oben angewendetpn Gpdanken
gänge vorwärtskommen. -

Treten in einem Raumwerk Balken auf, 
Abb. 485. AIlgemcin,," Raußlwcrk mit h V 

tOl'sionsfestem Rahmen. die durc erdrehungsmomente beansprucht 
werden, ~o werden diese drehenden Momente, 

wic schon früher bemerkt, den in zwei Kugelgelenken angeschlossenen Balken 
nicht im Ruhestand lassen, da die Kugelgelenke an beiden Enden :<echs Lager
reaktionen darstellen, die alle dureh eine Gerade, die Balkenach~e, gehen und 
damit eine Drehung um diese Achse zulassen. Wir müssen alRo bei Torsions
momententrägern eine Lagerung anbringen, die diese Drehung verhindert. All
gemein belastete Balken- oder Rahmenteile müssen demnach im Fachwerk an 
festen Knotenpunkten des Raumwerks so angeschlossen werden, wie es dem räum
lichen Anschluß eines allgemein ausgebildeten und allgemein belasteten Körper", 
entspricht. Beim Aufbau des in Abb. 485 dargestellten gemischten Raumwerkf<. 
daR aus neun Stäben CD-® und einem räumlieh ausgebildeten Rahmen b (A, p, 
q, r, 8) bellteht und bei dem die Lasten nur für den Rahmenteil außerhalb der 
Gelenkpunkte wirken sollen, kann man ausgehen von den Stäben CD, ® und @ , 
die den Punkt I festlegen. Dieser Knotenpunkt kann neben den festen Punkten 
A, B, C, D als Ausgangsstelle für neue Anschlüsse, z. B. auch für den Rahmen 
benutzt werden. Der Rahmen ist unverschieblich angeschlosEen durch das fesk 
Gelenk A mit drei Unbekannten und durch die von festen Punkten ausgehenden 
Stäbe ®, @ und @ mit je einer Unbekannten. Die Anschlußkräfte gehen nicht, 
durch eine gemeinsame Gerade; der Rahmen ist gegen jede allgemeine Belastung 
unverschieblich festgelegt. Das damit entstandene unverschiebliche Raumwerk 
kann nun durch weitere Stabanschlüsse erweitert werden, wie eR hier z. B. durch 
die Stäbe CD, :~.', ® mit dem neuen Knoten II gezeigt ist. -

Ein, dem ersten bzw. dem zweiten Bildungsgesetz der Raumfachwerke ent
sprechendes gemischtes Raumwerk, das aus Balken oder Rahmen und Stäben 
zusammengefügt ist, muß also;;o aufgebaut Hein, daß von jeweils festen Punkten 
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aus der neue Teil seinen Belastungen entsprechend angeschlossen wird. Bei I:ltäben 
bilden drei Stäbe einen neuen Knoten, bei torsiorMfreien Biegebalken wird der 
Aufbau genau so vorgenommen wie bei Stäben; Balken und Rahmen mit Tor
sionsbeanspruchungen dagegen müssen durch sechs Fesseln gehalten werdcn, 
deren Kraftrichtungen in allgemeiner Lage gegeben sind, vor allem also nicht 
eine gemeinsame Gerade schneiden dürfen. 

Für den Anschluß des allgemein belasteten Rahmenteils können als Au~
gangspunkte natürlich auch die Knoten eines nach einem anderen als dem er~ten 
BiIdungsgesetz aufgebauten unverschieblichen Raumfachwerks dienen. Ebenso 
können über diesen Rahmenteil hinaus wieder Fachwerke nach einern anderen 
Bildungsgesetz weitergebaut werden. 

Die Ermittlung der Längskräfte und der andcren Beanspruehllngsgrößen läßt 
sich bei solchen Systemen durch den entsprechenden Abbau erreichen, wic dies 
bei Fachwerken bzw. bei Abb.483 lind 484 gezeigt wurde. In ümgekehrter 
Reihenfolge des Aufbaus werden die einzelnen Bauteilc abgeschnitten, die An
schlußkräfte (als Reaktionen allgemt'in ausgebildeter und belasteter Bauele
mente) nach bekanntem Verfahren bestimmt und für den mit nunmehr bekannten 
Kräften belasteten Teil die BeanspruchuI}gsgrößen ermittelt. Das ganze Raum
werk Zerfällt damit in eine Reihe von Einzelaufgaben, die nach bereits bekannten 
Methoden gelöst werden können.. Ein allgemein gehaltenes Beispiel ist auf 
Seite 417 behandelt. 

Natürlich können bei solchen Raumwerken in Gemischtbauweise auch 
Zwisehengelenke auftreten, es können auch Balken über einen Knoten hinaus
ragen usw. Die früher bei Balken bzw. Rahmen gemachten Ausführungen können 
hier entsprechend verwendet werden. 

112. Statisch unbestimmte Raumwerke und der Grad der statischen Unbestimmt
heit. Das Wesen der statischen Unbestimmtheit ist uns bereits aus früheren Aus
führungen bekannt. Im Aufbau und der Lagerung einer Konstruktion sind mehr 
Unbekannte vorhanden, als der Anzahl der zur Verfügung stehenden Gleichungen'T 
Gleichgewichtsbedingungen und zusätzliche Aussagen dureh konstruktive Maß
nahmen (Gelenke), die auch auf Gleichgewichtsbedingungen beruhen ~ ent
spricht. Die statisch unbestimmte Konstruktion läßt sich also nicht mehr durch 
Gleichgewichtsbetrachtungen allein lösen. Wir könmm, wie bei den ebenen Ge
bilden, aueh hier wieder unterscheiden zwischen innerlicher und äußerlicher sta
tiseher Unbestimmtheit. Innerlich statiseh unbestimmt sind solche Gebilde, die 
nicht nach einem Bildungsgesetz der Raumfachwerke oder, bei allgemeiner Be
lastung, nicht naeh dem AufbaugeHetz der gemisehten Raumwerke gebaut sind 
und mehr Unbekannte aufweisen. Xußere statische Unbestimmtheit ist gekenn
zeichnet durch überzählige Lagerunbt'kannte. Sehr häufig wird jedoch ein inner
lich bewegliches System (statiseh unterbestimmt) dureh überzählige Lagerfesseln 
unversehieblich gemacht, so daß hier die scheinbare äußere statische Unbestimmt
heit die innerliehe Verschieblichkeit aufhebt; das Gesamtbild wird dadurch 
statisch bestimmt. Es ist daher zweckmäßig, die innerliche und äußere statische 
Unbestimmtheit stets zusammen als tatsächliche Unbestimmtheit zu prüfen. Den 
Grad der statischen Unbestimmtheit gibt die Anzahl der Unbekannten an, die 
über die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen und der aus den konstruktiven 
Maßnahmen hervorgehenden anderen Bedingungen hinausgeht. Es stellt der 
Grad der statischen Unbestimmtheit also die Am;ahl der unbekannten Größen 
d~r, die beseitigt werden müssen, damit das übrige (statiseh bestimmte) Gebilde 
mit statischen Aussagen bereehnet Werden kann. 

Zur Ermittlung des Grades der statischen Unbestinllntheit mögen die folgen
den Ausführungen dienen. Die drei Stäbe der Abb. 486 sindinfolge der Gelenk(· 
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gegeneinander bew~glich. Zur Festlt'gung der Stäbe gegt'llt·inandl'l" j"t dip st,arre 
Anordnung sowohl von Stab ® als auch von Stab @ an den Stab (1) nötig 
(Abb. 487), und zwar so, daß sich die beiden Stäbe auch nicht scharnierartig um 

~ 
die Achse des Stabes G) drehen können (durchgehend Rteikr 
Knoten). Mit die~er Festlegung iöt ein allgemt'in amgebildekr 

1 ~ räumlicher Balken ent.st, anden, dt'r bt'i beliebigt'r Bl'la~tung mit 
l4.' sechs Fesseln in allgemeiner Lage gt'gen die Erdt' festgelegt 

werden kann (Abb. 488). Der in Abb. 489 gezeiehnete Dreibock 
mit Rteifem Knotenanschluß und Lagerung in drei Kugelgelen
ken stellt demnach ein innerlich statisch bestimmtes System 

Abh. 486. RäumlicheR 
DreistabsYstem 

mit Kugelgelenk. 

Abb.i87. Räumlich.-" 
Drelstab.ystem 

mit steifer 
VerbindunI<. 

~'\ ,\,: 

Abb. 488. Bestimmte 
Lagerung des 

versteiften 
Drelbocks. 

Abb.489. 
Unbestimmte 

Lagerung eines 
steifen Drelbtlcb. 

dar, die drei Lagergelenke besitzen jedoch zusamnwu neun 
Fesseln (je drei Kräfte in der x, y und z-Richtung), d. h. der 
in Abb. 489 gegebene Dreibock ist bei allgemeiner Belastung 
äußerlich dreifach statisch unbestimmt. Wir können aber auch 
ausgehen von dem früher betntehteten Dreibock, bei dem die 
Stäbe gelenkig miteinander verbunden und diese nun in Kugel
lagern abgestützt sind (Abb. 490). Dieses Gebilde ist statisch 
bestimmt. Verbindet man nun die Stäbe o~n völlig Rteif mit
einander, so kann jeder Stab ein ganz beliebiges Moment aus
halten, oder anders ausgedrückt, er kann zwei Biegungsmo
mente und ei~ Verdrehungsmoment übertragen; das wären im 
ganzen neun unbekannte Momentengrößen. Diese neun Größen 
sind allerdings nicht unabhängig voneinander, da sie an die 
Bedingung geknüpft sind, daß sie miteinander im Gleichgewicht 
stehen müssen, daß also an dem Knotenpunkt die Summt'n der 
Momente für drei verschiedene Achsen verschwinden müssen; 
es liegen tatsächlich keine neun, sondern nur sechs Unbekannte 
vor. Hiernach wäre das System sechsfach unbestimmt, während 
es nach der früheren überlegung nur dreifach unbestimmt 
wäre. Der Widerspruch klärt sich aber leicht auf. Da.; System 
der Abb. 490 ist tatsächlich für eine allgemeine Belastung nicht 
bestimmt, sondern nur für eine solche, die keine Verdrehungs
momente auf die Stäbe ausübt; denn der einzelne Stab kann 
infolge des gelenkigen Anschlusses an seinen Enden keinem ver
drehenden Moment standhalten, er dreht sich unter dem Ein
fluß eines solchen Momentes. Der Dreibock nach Abb. 490 ist 
also für eine aUgemeine Belastung (einschließlich Torsions
moment) dreifach unsicher, dreifach verschieblich; nun kom
men durch die Ausbildung eines steifen oberen Knotenpunkte!; 

~ 
sechs Unbekannte hinzu, so daß der Dreibock nach Abb. 489 

. im ganzen dreifach unbestimmt ist. Bei dieser Betrachtungs-
~ ,C weise kommen wir auf eine innere Unbestimmtheit, nämlich 

~ drei unbekannte Momente, während wir nach der ersten Be-
~ B t.rachtung eine äußere Unbestimmtheit, nämlich drei unbe-

Abb. 490. Drelbock kannte Auflagerkräfte, erhalten haben. 
mit lauter Kugel· Wollen WlJ' ein solches dreifach unbestimmtes System sta-

gelenken. 
tisch bestimmt gestalten, so müssen drei neue Bedingungeu, 

etwa durch Einführung technischer Anordnungen, wie z. B. durch Einfügen VOll 

Gelenken, zu den bestehenden Gleichgewichtsbedingungen hinzugefügt werden. 
Um ein unbestimmtes System zu. berechnen, führt man es mcist auf ein sta

tisch bestimmtes Grundsystem zurück, hier entweder dadurch, daß man von den 
neun Lagerunbekannten drei fortnimmt, oder aber dadurch, daß man durch Ein-
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führung geeigneter Maßnahmen im Inneren der Konstruktion dtei lTnbekannte 
fortschafft. Auf das 80 entstandene bestimmte System v;irken dann allß(>)" den 
äußeren Einflüssen auch noeh die fortgenommenen Unbekannten (äußere oder 
innere Einflütise) ein, die man naturgemäß noch nieht kennt,. Es könnten hier 
z. B. Rtatt dreier feskr Kugellager eingeführt werden: ein festes Kugellager, ein 
einfaeh bewegliches (zwei "C'nbekannte) und ein doppelbeweglich<,s (eine Unbe
kannte) Kugellager im ~illne der Abb. 488; {>der aber es könnte in pinel1l Stabteil 
ein Kreuzgelenk mit zwei neuen Gldchungen und in einem anderen pin Scharniei' 
mit einer neuen Gleichung eingeführt werden. Das statisch be~timmte Grundsystem 
kann demnach in verschiedener Gestalt auftreten, aber es ist zu berücksichtigen, 
daß zur Wahl des Grundsystems bestimmte Zweckmäßigkeitsbedingungen be· 
stehen, die man nach Möglichkeit stets befolgen mll. Auf Einzf'lheiten möge je
doch hIer nicht weiter eingegangen werden. -

Dem Aufbaugesetz der GemiRchtbauweise entsprechend, können wir nach 
früheren Ausführunw·n auch hier wieder unterscheiden z\\isclwn RaulIlwerken 
aus allgenwin belast'eten Balken- und Rahl1lenu'ilen und solchpn, die nur aus 
torsionsfrPipn Balkpn und Stäben zUEammengesetzt sind. Dil' Raumwerke au~ 
geraden tor;;ionsfreien Biegebalken entsprechpn in ihrem ~tatisch bestimmten 
Aufbau ganz dpn Faehwprkell. Ist ein Raumwerk mit nur tor8ionsfreien Balken 
infolge stdfer Anschlüsse statisch unbestimmt, so b! ps dadurch auf cin statisch 
bestimmteR GrundsystPlll zurückzuführen, daß man an den steifen Knoten
punkten allgemeine Gelenke (Kugelgplenke) bzw. in c!('J1 Stäben so viel Gelenke 
einführt, bii< das neue Gebilde einem ,<tatisch bestimmten RannnH'l'k entspricht. 
Das in einen Biegebalken ('ingeführte Gelenk beseitigt zwei Unbpkannt(', da ja da;: 
Torsionsmoment voraus~etzullgsgemäß schon Null war. Ein steifer Knotenpunkt 
mit k angp>;cbloRs.enPll Balkenteilen wird also bei diesen Ralllllwprken aus tor· 
sionsfrpipn Bipgebalkl'n mit PÜIP!l1 allgemeinen, alle Ans9hlußkik umfassenden 
Gelenk zum stati,,(·h bpstimll1ten Knoten eines fachwerksmäßigeIl Raumwerks 
gemacht. Wir beseitigm dabpi (21.:-3) Unbekarmt,e, denn jeder einzelne Biege
balken besitzt im starren Anschluß Biegemomentp in zwpi Ebpnpn, für den Gp
samtknoten besteht jt'doch dip B('dingung, daß dip Momente in drei verschiedenen 
Ebenen verschwindpJl müssen. Das allgemein bela~tpte Raumwerk (mit Tor
sionFgliedern) verliprt ('nt>;prpchpnd, bei d('r Einführung eines durchgphenden 
Gplenks an Stplle eines steifpn Knotens, in der Anschlußstelle von k Bautpilell 
(3 k. - 3) Unbekannte, da hierbei für jcd('n einzPlnen Ansehlußtpilnooo das Tor
,;ionsmoment hinzukommt. 

Der in Abb. 490 dargestellte räumliehe Drpibock ist bpi der Belastung aller 
Teile (Stäbe oder Biegebalken) mit Kräften, die dip Achsen schneiden, statisch 
bestimmt, das Amgangsgpbilde Abb. 489 demnach durch Eihführullg des durch
gehenden Gelenks an der KnotensteIle der drei Stäbe statisch betitimmt gemacht 
worden; es war also (2 k - 3) fach = dreifach statisch unbestimmt. B~'i allge
meiner Belastung wäre, wie oben schon bemerkt, das Gebilde Abb. 490 dreifach 
verschieblich da jeder pinzplne Teil einer Yprdrehnng gpgpnüber nachgeben 
kann. DaR muß so sein; denn das Swtem der Abb. 489 war dreifaeh unbe
stimmt; bei allgemeiner Belastung verschwinden durch das allgemeine Knoten
gelenk (3k - 3) = sechs Unbekanntt·, al~o hat das System der Abb, 490 für all
gemeine Belastung drei Unbekanntt·, d. h. drPi Fes~eln zu wl'nig. 

Die Verschiedenartigkpit der Raulllwerke bei diesen beiden Arten der Be· 
lastung (allgemeine und solche, die die Achsen schneidet) prklärt sich dadurch, daß 
durch die Voraussetzung, daß die Teile nicht auf Verdrehung beansprucht werden, 
schon einige Unbekannte von vornherein fortfallen. 

Die statisch begründete Erklärung, daß <ler in Abb. 489 dargestellt{' Dreibock 
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dreifach statisch unbestimmt ist, kann auch auf kinematischplll WPgP sehr lpicht 
bewiesen werden. Die allgemeine Beweglichkpit des Drpistabsystpms (Abb. 486) in 
Hich selbst (die ja bei der Lagerung in drei festen Gdenklagern zur statischen Be
stimmtheit notwendig ist) kann dadurch in eine Unverschieblichkeit (entsprechend 
dem steifen Knoten) verwandelt werden, daß z. B. Stab @ nach Abb. 491 dur('h 
einen Zwischenstab I ·gegenüber Stab G) in der Ebene beider Stäbe unbeweglich 

gemacht wird, ebenso Stab ® durch den Zwischen stab H. Bpide rt Stäbe ® und @'können sich jetzt nur noch um die StabachR(' 
11 7lI des Stabes CD gegeneinander drphen. Wird aber auch noch der 
® Zwischenstab III eingezogen, dann ist die Unverschieblichkeit. 

dieser beiden angeschlossenpn Stäbe ® und @ gegeneinander 
gesichert. Da jeder Zwischen stab nur eine Unbekannte besitzt 

Abb.49lh· Unver' (Längskraft), ist damit durch drei Unbekannte die Unverschieb-
scblebhc es, freies I' hk . d K f I W' d d' S . d . f Dreistabsystem. lC elt es notens estge egt. II' leS ystem In rel eskn 

Kugellagern gestützt, so wird es dreifach statisch unbes.timmt : 
IJ,lso ist das in drei Kugelgelenken gelagerte Dreibockgerüst mit steifem Knoten 
dreifach unbestimmt, wip ps auch oben durch die ~tatische Aussagt' sehon be
wiesen war. -

Ähnlich "";e bei den ebenen Gebilden, Nr. 79, können wir auch im Raulll in Ge
mischtbauweise erscheinende Systeme betrachten. Solange nur Kräfte wirken, 
die die Stabachse schneiden, die also kein Verdrehungsmompnt ausJöspn, entskhen 
keine besonderen Schwierigkeiten, aber stets ist Vorsicht geboten, wenn auch 
Torsionsmomente übertragen werdl,n sollen. So ist bei~pi('JHwei~e_ (Abb. 492) deI' 

in Kugelgelenken befestigte D]'('ibock, bei dem zwei Stäbe 
steif miteinander verbunden sind und der dritte durch ein 
RaumgeJenk angeschlossen i;;t, für Übertragung von LängH
kräften und Biegungsmol!lpntl'n feiSt, und zwar ist er nicht 
etwa zweifach, sondern nul' (·infach statiseh unbestimmt 
(für das Gelenk müssen zwei Biegungsmomente verschwin
den); dagegen für ein wirkpndes Torsionsllloment anf 

Abb. 492Di;;fb~;~immtcI Stab C1l wäre dieser Dreiboek nicht mehr fl'st. 
Das in Abb. 493 dargestellt\' Fachwerk mit zwölf Kno

tenpunkten wäre statisch bestimmt, wenn alle Stäbe geJenkartig miteinandeJ' 
verbunden wären (Flechtwerk). Liegen dagl'gen stl'ife Knotenpunktl' vor und 
werden die Balkenstäbe auch auf Verdrehung beansprucht, so gibt jeder Knot(,n, 
an dem k-Stäbe zusammenlaufen, (3k ~ 3) Unbekannte. Wir haben also bei n Kno
ten n lllal eine (3 k - 3)-fache Unbestimmtheit. Jeder Stab kommt 111m mit j(' 

Abb.493. Räumliches }!~achwerk mit steifeIl Abb. 494. Riiumlichc!!1 Fachwerk mit !SteHen 
Knot.enpunkten. und gelcllkigf'll StabanschlüRs('n. 

einem Ende an zwei verschiedenen Knoten vor, die Anzahl der Stabenden ist also 
28 = n . k. Damit beträgt, bei allgemeiner Belastung und überall steifen Knoten
anschlüssen, der· Grad der Unbestimmthpit 3· (28 - 'fI). Wenn abpr kl'inl' TOl'sinn,,-
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momente für die einzelm'n Stäbe auftreten, dann liegt n mal eine (2k - 3)-fach<, 
Unbestimmtheit vor odt;r eine (2·28 - 3n)-fache. Werden jedoch im letzten 
I<'all die Streben und die Zwischenpfosten mittels Raumgelenken angeschlossen 
(Abb. 494), dann würden. für die vierzehn Stäbe an jedem Ende je zwei Momentp, 
also im ganzen 56 Unbekannte fortfallen. -

Wir sprachen oben von dem statisch unbestimmten Grundsystem, in dalS ein 
n-fach unbestimmtes Fachwerk durch Fortnahme von nUnbekannten über
geführt werden kann. Durch geschickte Wahl des Grundsystems kann man es 
erreichen, daß bei gewissen Belastungen des Raumwerks eine oder mehrere der 
unbekannten unbestimmten Größen Null werden, wodurch die Berechnung der 
statisch unbestimmten Größen stark vereinfacht werden kann. Es ist z. B. das 
in Al)b.495 dargestellte Raumwerk gegenüber allgemeiner Belastung 3Ofa<,h 

_~bb. 195. Statlsoh unbestimmtes Raulllwcrk 
(Verbindung von I:lpanten durch Löngsträgl'J·). 

Abb. 4U6. Dus statisch bestimmt!' Gl'undS)'stem 
zU Abb. 495. 

statisch unbestimmt, denn e" ist durch die angegebenen Schnitte an fünf Stpllpll 
ein allgemein ausgebildeter statisch bestimmter -offener Rahmen nach Abb. 496 
herzustellen. Mit jedem Sohnitt werden sechs Unbekannte beseitigt (zwei Biege
momente, ein TorsionsDloment, zwei Querkräfte und eine Längskraft), im ganzen 
also 30 Unbekannte. Bei der in Abb. 495 gegebenen Belastung (Lasten in Rich
tung der Längsträger) ist das System aber nur 21fach statisch unbestimmt. Wenn 
wir uns die bewirkte Gestaltsänderung des Grundsystems vorstellen, so erkt'nnen 
wir ohne weiteres, daß bei der vorliegenden Belastung 
eine Verformung der beiden Endringe (Spanten) in ihrer 
eigenen Ebene nicht zu erwarten ist, daß also in dieser 
:mbene keine Längskraft, kein Biegemoment und keine 
Qu.erkraft auftreten, demnach auch nicht durch den 
Schnitt beseitigt zu werden brauchen. Es bleiben in 
diesen beiden Schnitten also als Unbekannte nur übrig: 
die Querkraft, das Biegemoment senkrecht zur Ebene 
und das Verdrehungsmoment. Des weiteren sehEm wir 
aus den entstehenden Verformungen des Grundsystems, 
daß in den durchschnittenen Längsgliedern (Streben) 
keine Verdrehung zu erwarten ist, da durch die be
schriebene Verformung der Endringe (keine Verfor/llung 
in der Ringebene!) keine Torsion eingeleitet werden kann. 

Abb. 497. Ebener. aber 
räumlich gcIagl'l'tel' Rahmen 

belastet ,lurch Einflüsse 
in sehU'l" Eb("DC. 

Damit kommen also in den Spantenschnitten je drei Unbekannte, in den Stre
benschnitten je eine Unbelqmnte, das sind insgesamt (2 . 3 + 3 . 1) = 9 Unbe
kannte in Wegfali, die die 30fache statische Unbestimmtheit des allgemein be
last.eten Raumsystems auf eine 2lfache Unbestimmtheit des speziell belasteten 
System!! zurückführen. 

Sehr deutlich zeigen sich die!!e Vereinfachungen bei eben au!!gebildeten Rahmen 
(auch aIR Teilgebilde von Raumwerken, wie in Abb. 495), bei denen sieh nach 
Spit,p 349 die räumliche Belastung zerlegen läßt in pine solchp, die in der Rahmen-
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ebene und {'ine Rolehe, die I-;enkreeht zur Rahm{'nern'n{' wirkt und wo Rieh bcidt' 
Teilbela~tungen .getrennt voneinander b{'trachkn lasser!. Der in Abb. 497 dar
gestellte geschlossene ebene RahulE'n ist mit seiner ebenen Belastung (Momente in 
der Rahmenebene) innerlieh dreifach stati~ch nnbe~timmt. Bei Lagerung in den 
vier Endpunkten mit räumlichen Gelpnklag{'rn sind die ;;{'nkreeht zur Rahmen
ehene stehenden Lagerkom:ponpl1tt-n als Null zu erkennen, da in dicspr Richtung 
keine Kräfte aufgegeben, abo auch k{'ine aufzunehuwn Hind. Di{' in der Rahmen

ebene übrigbleibenden acht Lagerkomponenten bil
den eine fünffach statisch unbest.immte Lagerung, 
so daß das ebell auxgebild{'tc und eben belastek 
System insgesamt achtfach statisrh unbrstimmt ist. 
Bei der Belastung des gleiC'lwn Rahmens durch 
Kräfte und Momente' 8enkrecht zu seim·r Ebene 
(Abb. 498) ist nicht zu erwart{')\, daß der Rahmen 

i!:~~~t 4X~~(.~cEi~~~s::,a~~~e:"e~~t Hieh in seiner eigem'n Ebene verformt. In einem 
zu seiner Ebene. Schnitt der Rahmenachse wird daher die Längs-

kraft, das Biegemoment und die Querkraft in dp!" 
Rahmenebene Null werden; der Rahmen ist innerlich nur dreifach unbeEtlmmt. 
Ebenso verschwinden damit die in der RahmenebenE' liegl'llden Lagerkräfte ; ('~ 
bleiben noch viE'r übrig, abE'r drei sind nur nötig. Es bE'stE'hi al~o für das ebl'np 
Gebilde, das senkrecht zu seiner Ebene belastet i<4, E'inE' dreifaehe innere und 
eine einf.1Che äußere, d. h. imgesamt einE' vierfache statischE' Dnbestimmtheit. 
Da Rieh nun jede allgemeine Belastung zer!pgen läßt in eine in der Ebene lie
gende und eine senkrecht dazu stehendE', müßte die f<tatische Unbestimmt-
4eit des allgemeinen Belastungsfalles als Summe dieser beiden SonderfällE' ge
gE'ben, d. h. dE'r Rahmen zwölffach unbestimmt sein. DiE's E'rgibt sich auch für da~ 
allgemein belastetE' System: es ist innerlich seehsfach unbE'stimmt, wie daR Auf
schneiden des Rahmens an einer beliebigen St.E'lle zeigt; ferner ist es, da mit 
4 . 3 = 12 Lagerfesseln gehalten, äußerlich auch sechsfach unbestimmt. Der all
gemein belastete E'bene Rahmen ist demnach innE'rlieh sechsfaeh lind äußerlich 
sechsfach, insgesamt also zwölffach statisch unbestimmt. 

Weitere - Vereinfachungen diesE'r Art bieten dip 8ymmetri8ch aufgebauten 
Raumwerkl'. Nach Nr. 101 lasspn ~ich bei allpn symmetrischen Gebilden die 

Las'ten Htets aufteilen in piJH' 

~ymmetrische und eine gegen' 
symmetrische Belastung. Mit 
dE'n dort bereits gemachten 
FeststellungE'n, daß für den 
gegensymmE'trischen Anteil im 
SvmmetriE'schnitt dic Längs
k;aft und die BiE'gemomente und 
für dpn RYJllmE'trischE'n Labt

------". 
Aht) 199. Vierundzwanzigfach unbestilllmter ehen<'!' 

Ha.hmen luit räumlicher Lagertmg. 

anteil die Qllerkraft und das TorsiommolllE'nt verschwimlE'lJ, kann durch den Weg
fall dieser Größen die Anzahl der auftretenden Unbekannten vermindert. werden. 
So ist z. B. das in Abb. 499 dargestellte ebene Gebilde (Tragrost pillE's :Flugzeug
fliigpls) bei ein!'r allgemeinen Belastung innerlich 18fach statisch unbestimmt, da 
es durch die in Abb. 500 angegebenen Schnitte a, bund c in einen allgemein (hin 
eben) ausgebildpt!m BlJ,lken übergeführt werden kann. Die Lagerung in den vi{'\" 
Gelenklagern A, B, G und Dergibt 4·3 = 12 Fessl'ln, so daß zu der 18fachpn 
inneren statischen Unbestimmtheit noch eine sechsfache äußere hinzukommt und 
das Gesamtgebilde Homit 24faeh statisch unbestimmt gebaut ist. Da dieseH eben 
ausgebildete RaumwNk neben seiner ebenen Bauart auch noch wwohl zur Quer-
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achse q-q als auch zur Längsachse 1-1 symmetrisch aufgebaut ist, läßt sich die 
Belastung (allgemein eine in der Rahmenebene und . eine senkrecht zur Ebene 
stehende) umordnen in eine symmetrische und eine gegensymmetrische zu den 
beiden Mittellinien. Die vorliegende Doppelsymmetrie läßt eine besonders weit
gehende Zurückführung des Grades der §tatischen Unbestimmtheit erwarten. 
Für die Ge}\>innung des statisch bestimmten Grundsystems ist es natürlich wichs 
tig, daß die geometrische Symmetrie des Aufbaus nicht gestört wird, d. h. daß da-
Grundsystemdie gleichenSym- IT 

metrien aufweist. Wir werden 
also die Maßnahmen zur Er
reichung der statischen Be
stimmtheit nur in den Sym-
metrielinien (bzw. -ebenen) an- C'~IT 
bringen dürfen. Die inAbb.500 Abb.500. Ein einfach symmetrisches Grundsystem zu der 
gezeigte Zurückführung auf . Konstruktion Abb. 499. 

ein innerlich statisch bestimmtes Grundsystem durch die ruei Schnitte, in denen 
dann je sechs unbektmnte äußere Beanspruchungen einzuführen wären, wäre 
demnach in bezug auf den Schnitt a nicht zweckmäßig, da damit die bauliche 
Symmetrie des Rahmens für die Achse q-q gestört wird. Wenden wir den Schnitt 
aber trotzdem an (zur Erreichung des Grundsystems) so dürfen wir dann nur 
noch von einer Symmetrie zur Achse 1-1 sprechen, die Symmetrie zur Achse q-q 
dagegen ist nicht mehr vorhanden. Außer der inneren Unbestimmtheit ist natür
lich auch noch die äußere statische Unbestimmtheit, die durch die Lagerung be
dingt ist, fortzuschaffen; es kann etwa geschehen durch geeignete Beweglich
machung der einzelnen Lager. Es wird auch dabei nicht immer ganz einfach sein, 
unter Wahrung der Symmetrie für beide Achsen, die günstigste Zurückführung 
zu finden. 

Grundsätzlich soll man aber bei gegebener g!'lometrischer Symmetrie einer 
statisch unbestimmten Konstruktion auch die Symmetrie des Grundsystems im
mer anstreben und die daraus erwachsenden Vorteile ausnutzen. So wäre für 
den gegebenen Rahmen das statisch bestimmte Grundsystem etwa in der Art der 
Abb. 501 auszubilden, wobei 
be'i bund c Trennungsschnitte 
gelegt und in den Symmetrie
steIlen des mittleren Rahmen
teilsSondergelenke ange bracht 
sind', die so beschaffen sein 
müssen, daß das verbleibende 
Restsystem keine überzähligen 
Unbekannte mehr enthält, zu

Abb. 501. J<;in doppelt symmetrisches Grundsystem zur 
Konstruktion Abb. 499. 

gleich aber unverschieblich ist. Es ist oft nicht leicht, diesen "Gelenken", die 
ja nur gedanklich einzuführen sind, technische Form zu geben. Hier erhält 
man z. B. ein brauchbares Grundsystem. wenn zu den Schnitten bei bund c 
die Sondergelenke I und III (auf der Symmetrielinie q-q) so ausgeführt ge
dacht sind, daß sie kein Torsionsmoment und keine Beanspruchungen in der 
Ebene übertragen (Ti = 0, Bi = 0, Qi = 0, Li = 0): die Sondergel~nk~ n 
und IV (auf der Symmetrie linie 1-1) müßten dann als längsverschIebhch{' 
Hülsen ausgeführt werden, die keine Längskraft und kein Torsionsmoment 
übernehmen (Li = 0, Ti = 0). Die für die Gelenke I und III erwünsc~ten 
Eigenschaften könnten etwa durch eine Konstruktion nach Abb. 502a erreIcht 
werden, oder auch dadurch, daß an dieser Stelle ein K.,Iotz, in dem eine Hülse an
gebr~cht ist, zwischen zwei Platt~ geführt wird (Abb. 502b). Durch diese vier 
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Sondergelenke I bis IV und die beiden Schnitte b 1I.nd c ist der ebene Rahmen 
statisch bestimmt gemacht worden (es sind 2 . 4, 2 . 2 und 2 . 6, das sind 24 \JI1-

bekannte, beseitig~ worden). Der statisch unbestimmte gestützte Rahmen kl1nll 
also als ein von vornherein statisch bestimmter betrachtet werden, auf d!'n außf'T 
den vorhandenen Lasten noch an zunächst unbekannten, äußeren EinflüsRen 
wirken: in jedem Schnitt sechs Unbekannte (zwei Querkräfte, eine Längskraft, 
zwei Biegungsmomente, ein Verdrehungsmoment) und in jedem Sondergelenk 
eine Längskraft, ein Torsionsmoment, in den Sondergelenken I und III außN
dem je eine Querkraft und ein Biegemom.ent in der Ebene. 

Bei der Auf teilbarkeit der Gesamtbelastung in eine in der Rahmenebene lü" 
gende und eine senkrecht dazu wirkende Teilbelastung, die sich gegenseitig nicht 
beeinflussen, lassen sich die Probleme auch schon vor der Einführung des Grund
systems trennen. Das 80ll heißen: wir trennen dit' Aufgabe auf in ein ebene" 

Aufriß 

a b 

~
't 

': 'Grundriß 

, I 

;-~1 8rundriB 
~ - -.. , L __ :...1 

Ah\) .. 50:!. Da.rstellung' Pille:-; d('[' in Abh. ,1)01 angewandteIl Gelcnkp. 

Problem und ein lotrechtes Problem, für die einzeln (also für jede Tf'iIaufgabt' 
getrennt) ein passendes Grundsystem gewählt wird. Das einzelne GrundsystRm 
braucht dann nicht die Forderungen des anderen Grun.dsystems zu erfüllen, und 
zwar sowohl in bezug auf dessen statische Bestimmtheit als auch bezüglich def'sen 
Unverschieblichkeit. 

Ist nun der Rahmen nur senkrecht zu seiner Rahmeneb~'lle belastet, so fallen 
nach den oben angestellten Betrachtungen iI. den Schnitten bund cinfolge dicser 
Sonderbelastung je drei Unbekannte heraus (Biegungsmoment in der Rahmen
ebene, Querkraft in der Rahmenebene und Längskraft), und außerdem ver
schwindet für jedes Sondergelenk die als unbekannte äußere Kraft eingeführte 
Längskraft und für die Gelenke I und III das Biegungsmoment und die Quer
kraft in der Rahmenebene. Somit wird durch die Besonderheit der Belastung 
selbst die Anzahl der Unbekannten um vierzehn vermindert, und wir haben nm 
noch zehnfache Unbestimmtheit. Bei Belastungssymmetrie (doppelseitiger) Vt'l'

~chwindet weiterhin im Schnitt bund c die Querkraft und das Torsionsmoment, 
in jedem Sondergelenk das Torsionsmoment, was eine Reduzierung der statisch 
Unbestimmten um weitere acht Größen bedeutet. Das senkrecht zu seiner Ebene 
doypelsymmetri8ch belastete Rahmengebilde ist also nur noch (24-22) = 2fach 
statisch unbestimmt. Die Unbekannten sind die Biegungsmomente senktecht 
zur Rahmenebene an den Stellen bund c. Dabei ist noch zu bemerken, daß die 
beiden Unbekannten einander gleich sind und damit tatsächlich nur eine ein
fache statische Unbestimmtheit entsteht. Die gegensymmetrische Belastung senk
recht zur Rahmenebene läßt hier, außer der Verminderung der Unbekannten 
durch diese Belastungsart an sich (14), in den beiden Schnitten je ein Biegemoment 
zu Null werden, das iHt Fortfall zweier Unbekannten. Die Querkräfte in bund c 
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sind sich paarweise zahlenmäßig gleich, ebenso die VerdrehungHmomente in 
diesen QuerschnittsteIlen und an den vier Sondergelenken, HO daß weitere sech" 
Unbekannte fortfallen und wir in diesem Sonderfall nur auf ci np vierfache sta
tische Unbestimmtheit (24-14-6) gelangen. 

Eine entsprechende Untersuchung läßt <lich für die Belastung in der Rahmen
ebene anstellen. Da sich nun jede allgemeine Belastung aufteilell läßt in eine Teil
belastung senkrecht zur Rahmenebene und eine Teilbelastung in der Rahmen
ebene, so können die Vorteile der Belastung in der Rahmenebene und diejenigen 
der Belastung senkrecht zur Rahmenebene ausgenutzt werden. 

Es ergeben sich bei weitgehendster Aufteilung des allgemein belasteten Sy
~tems nach Abb. 489 folgende vereinfachende Teilzustände : 

I. Belastung senkrecht zur Rahmenebene, allgemein zehnfach unbestimmt. 
a) Beiderseitig symmetrisch: zweifach statisch unbestimmt bzw. Wf'gt'n dt'J" 

Gleichheit der Unbekannten (H. v.) nur einfach. 
b) Symmetrisch zur Achse q-q, gegensymmetrisch zur Achse I-l: vierfaeh 

bzw. zweifach statisch unbestimmt. 
c) Beiderseitig gegenHymmetrisch: achtfach bzw. vierfach statisch unb(·-

\Stimmt. . 
d) Gegensymmetrisch zur Achse q-q, symmetrisch zur Achst' l-l: sechsfach 

bzw. dreifach statiseh unbestimmt. 
H. Belastung in der Rahmenebene, allgemein vierzehnfach unbestimmt 
a) Beiderseitig symmetrisch: zehnfach bzw. fünffach statisch unbestimmt. 
b) Symmetrisch zur Achse q-q, gegensymmetrisch zur Achse l-I: achtfach 

bzw. vierfach statisch unbestimmt. 
c) Beiderseitig gegensymmetrisch : vierfach bzw. zweifach statisch unbestimmt. 
d) Gegensymmetrisch zur Achse q-q, symmetrisch zur Achse I-l: sechsfach 

bzw. dreifach statisch unbestimmt. 
Eine derartig weitgehende Auf teilung der Belastung wird in der Praxis meist 

nicht nötig sein, da fast immer irgendwelche Belastungsbeschränkungen gegeben 
sind. Aber es ist grundsätzlich bei den räumlichen Problemen immer von Vorteil, 
eine gegebene konstruktive Symmetrie auszunutzen. Das Gesamtbild verliert 
durch die Lastaufteilung durchaus nichts an Übersichtlichkeit, und wir haben 
für die Ermittlung der ßeanspruchungsgrößen den. ·großen Vorteil einer guten 
Überwachbarkeit der Rechnung. Weiterhin brauchen wir, wie schon früher er
wähnt wurde, nur die Hälte der gegebenen Konstruktion durchzurechnen (für 
jeden Teilbelastungszustand), da sich wegen der Symmetrie und Gegensymmetrit' 
die sich ergebenden Beanspruchungsgrößen auf der gegenüberliegenden Seite 
wiederholen (symmetrisch oder gegensymmetrisch sind). 

Um noch einmal 'zu zeigen, wie sich eine allgemeine Belastung an eiIwm 
doppelsymmetrischen System in Symmetrie- und Gegensymmetrie-Belastung für 
beide Achsen umordnen Iä.ßt (B.-U.Verfahren) ist am Beispiel des ebenen Rah
mens der Abb. 503, mit einer Einzelkraft P und einem Moment M belastet, diest' 
Belastungsumördnung vorgenommen Der allgemein achtfach statisch unbe
stimmte Rahmen wird durch diese Umgruppierung der Lasten im Falle der 

t-iymmetrie zur Achse a-a und Symmetrie zu b-b: 3fach, 
Symmetrie zur AchHe a-a und Gegensymmetrie zu b-b: 2fach, 
Gegensymmetrie zu a-a und Symmetrie zu b-b: 2fach, 
Gegensymmetrie zu a-a und Gegensymmetrie zu b-b: lfach. 

statisch unbestimmt. (Zur Erreichung eines Grundsystcms ließe sicllhie, bei 
z. B. je 1 Schnitt und je 1 Hülse (Li = 0) in zwei gegenüberliegenden Symmetrie
schnitten anbringen.) Neben dieser Zurückführung der Zahl der UnbekannteIl 
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für das Einzelproblem ist noch zu beachten, daß jeweils nur ein Viertel des Rah
mens zu betrachten ist, so daß tiich die Rechnung wesentlich vereinfachen wird. 

Die Wahl des statisch bestimmten Grund~ystems ist, wie wir bereits früher 
gesehen haben, in weiten Grenzen willkürlich. Wir können also für eine gegebene 
.. tatiseh unbestimmte Konstruktion verschiedene Grundsysteme wählen, die alle 
als 'Ausgangssystem für die statisch unbestimmte Rechnung dienen können, in-

Atib. :!03. Belastungsumm'dnung bei doppelsymmetrischen Sysh·mcn. 

dem auf sie außer den wirklichen LaHten oder äußeren Einflüssen die zunäehst 
unbekanntpn,.statisch unbestimmten Größen, das sind die bei der Umformung 
fortgenommenen EinflfuHle, wirken. Dieser freien Wählbarkeit des Grundsystems 
wird nun vom rein rechenteohnisohen Standpunkt aus eine Bpschränkung auf
f'rlpgt. Wir s~lll'n nämlieh V-Oll allt'Jl mögliehen Grundsystemen daRjenige wähh··n, 
das noch die größte Steifigkeit besitzt. Da die GleiehungRsYRteme zur J;~tr('('h
Dung der Rtatiseh unbestimmkn Größen, die sog. "ElastizitätsgleiehullW'n", ud 
FormänderungRbetraehtungen aufgpbaut sind, werden die Verformumil tI l'iPi." 
steifen Grundsystems durch die ii.ußrren La~tell und damit auch die unbcstilllllltl'l1 
Zw!tngskl'äfte klein, die Gld('hungl>n dadureh fphlp],llnempfindlieher, und für di." 
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Lösungsverfahren ergibt sich eine schnellere Ermittlung der gesuchten Größen. 
Grundsätzlich führt jedoch auch jede andere Wahl des Grundsystems zur Lösung 
der Unbekannten. Die Suche nach dem möglichst steifen Grundsystem ist also 
eine vom Zweckmäßigkeitsstandpunkt aus erhobene Forderung, aber keine not
wendige Bedingung. 

Die Berechnung der statisch unbestimmten Größen selbst gehört nicht· in die 
Statik, da sie, wie schon erwähnt, Kenntnisse über Formänderungen von Kör
pern voraussetzt, die in der Elastizitätstheorie (Festigkeitslehre) gebracht werden. 

Aufgaben über räumliche Gemischtsysteme. 
1. Aufgabe. Das in Abb. 504 dargestellte Raumwerk soll bezüglich seiner Be

anspruchungsgrößen untersucht werden . 
. Löaung: Das vorliegende Gemischtsystem besteht aus einem ebenen Rahmen 

.A 0 B, der mit sechs StAbgebilden an einen festen anderen Konstruktionsteil 
(Wand) angeschlossen ist. Der Rahmen selbst ist allgemein, d. h. mit Kräften 
in und senkrecht zu der Rahmenebene, belastet. Außerttem sitzen auf den beiden 
Stabgebilden '1) und ® in der Mitte Lasten, woourch diese beiden Konstruk-

lil ;; ---/ 

h 

~m.kg 
r-nrI~kg 

~WW~mmmn c=mm~~ilW~ 

lfI m 

tionstcil(, zu Balkl'n, d. h. Biegemomenü·nträgern,. werden. Dpr Rahmen wird 
entsprechend seiner allgemeinen Belastung alle sechs Einflüs~e der räumlich be-
lasteten Rahmen (Bi' Bil.' Qi ,-Qü, Li' Ti) aufzunehmen h.tbt-n, während die 
heiden Balken (j) und ® nur in der Vertikalebt'ne biegend beanspru,ht werden, 
also nur die Be3.n~pruchungsgrößen der ebenpn Belastung (Bi' Qi' Li) auftn·ben. 
"Zur J.ö:,;uflg betra.ehten ·wir 1.11nächst die beidpll Balken (V und l?'!, und zwar in 
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ihrer Eigenschaft ab Balken geg('nüb('r den lotrechkn Laskn. Die in der Mittt' 
angreifenden LastE'n verteilen ~ich zu gleichen Teilen auf die Endlager ; die Mo-
111l'ntenflächen di('sPl" Balken sind in Abb. 504f und g darg('stellt. In Richtung 
des Balkens sind keine Kräfte vorhanden, also !c'ntsteh!c'n auch durch di!c' eigent
lich" Balkenbelastung k"ine Längskräfte in den Balkpn. Wohl aber sind dies(' 
beiden Balken Längskraftträger durch ihre Eigenschaft als stützend" ~tabg('bi)d(' 
geg!c'nüber dem allgemein helasteten Balken AC B, wie (>s sich aus d"n folgl'nden 
Betrachtungen !>rgibt. Es sei noch erwähnt, daß alle ('vtl. eingeleiteten Achsial
kräfte nach den Wandlagern hin abgeleitet w!c'rden würden, daß also für einen all
gemein belasteten Balken Cf oder @ das Wandlager als festes Lager, das alll 

Rahmen angeschlossene "Lager" nur als bewegliches Lager aufzufassen ist. Zur 
Berechnung der sechs Stabkräfte (wobE'i auch die in den "Balken" CD und (2 

übertragenen Längskräfte ('ingeschlossen sind) nehnwn wir die aus den LastNl in 
der Mitte der Balken ,1 und (2'. in Punkt C entstE'h('ndt'n "Aktionen" mit. zur 
Belastung des Rahmens, d. h. auf den durch die sechs " Stäbe " (1!, @, @ (41, 

@, (0 gehaltenen Rahmen wirkt außer den gegebenen Lasten in C t'ine \VPikn' 
Kraft von 500 kg (= 200 + 300). Dip Stabkräftp ('rrpchnen siph dnrdl folgend., 
:,<eehs GIeiehgewichtsgleiphungen: 

Für die Achse AB: 
1. (..1' M)r = 0: (300 + GOO) . 0,;) -- (300 + <l00) . 1,:) + R{2 . 1,5 ~~ O. 

EI; ist die Komponente der Resulti!c'rend!'n aus SI und S2 in der Richt\ln~ 
~enkrecht zum Rahmen (Momentenanteil von R12). 

R' -- 350 - 933 3 k 
12 -- 1,5 - - , g. 

2 . ..!: Y i = 0: (y =~ Richtung parallel zur Achse i-l) 

1(12 = 150 kg (nach links gerichtet). 

Ri.2 ist die Komponente der Resultierenden R12 in der gewählten y-Richtung. 
R{2 und Ri; bilden zusammen die Resultierende R12 der beiden Stabkräfte SI 

und S2' die ja in deren Ebene liegen muß; R 12 läßt sich im Grundriß durch ein 
Krafteck (Abb. ;)04e) in die bei den Stabkräfte zerlegen. Wir mPR"e!1 ah: 

Für Achse FO: 

SI = - 52 kg (Druck), 

S2 = + 310 kg (Zug). 

3. (..1' M)n = 0: (400 + ;)00 + 250)·2,0 + (500 + 300) ·1,0; (85 -+ 86) ·1.5 =~ o. 
(Für 8 5 und S6 sind dabei zunächRt Zugpfeile einw'führt.) 

(8" + 8 6) = - 2300J ~ -,'\()f~ = _ 2066,7 kg. 

Für die lotrechte Achse durch C: 
4. (..!: M)m = 0: 

(200 + 500) . O,\J - (;JOO + 300) . O,\J -- (S3h - 84h ) • O.\J - (8.> - .. 8 6 ) . O,\J = O. 

Zur endgültigen Lösung brauchen wir noch eine AU~Haw' über Na und 8 4 bzw. ihre 
Komponenten; eH findet Rieh: 

Für die l.caagerechte Achse in der .Mitte zwischen Stab .5 und (j: 

5. (.2' M)IV c=o 0: Ri; '1,5 + 400· 0,0- 250· 0,9 + (83v - SI.").' O,\J ~-. 0, 
,>(JO 

,lOOk!!: 
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allßerdem: 

6 . .I V= 0: 

bzw. ~ Z. = 0: 500 + 400 + 250 = S3~ + Sh 

(Sa.. + 8h ) = 1150 kg. 

Aus Gleichung 6 und 5 ergibt sich: 

Ferner ist: 

8h +Sh= 1150 

83t>-S4fp= -400 

S3~ = +375 kg, 

8", = + 775 kg. 

83/1 = : . 375 = 500 kg, 

4 
S, h = "3 ' 775 = 1033,3 kg. 

417 

Der Wert: S3" - S4 h = - : . 400 = --533,3 in Gleichung 4 eingesetzt, liefert: 

da~u 

ergibt 

Sr, - S6 = + 633,3; 

Sr, + S6 = -2066,7 

8 5 = - 716,7 kg, 

8 6 = -1350 kg. 

Damit find(ilt sich das in Abb. 504d dargestellte Belastungsbild für den ebenen 
Rahmen, an dem dann in bekannter Weise die Einflüsse zu ermitteln sind. 

Es errechnen sich die Größen zu: 

Punkt B H J C K L A 

B, 0 -75 -225 +112,5 0 0 0 
B,-1 0 +158,3 -25/0 +105 0/+25 +108,3 0 
'1\ 0 0 0/+25 + 25 +25/0 0 0 

{Qi und Li sind die a.neinandergereihten Kräfte in der Quer- und Längsricntung.) 

2. Aufgabe. Das in Abb. 505 dargestellte allgemeine Raumwerk (schiefer 
Rahmenspant) soll nach den Beanspruchungsgrößen a.ller Teile gelöst werden. 

L&u/TI.f}: Der Hauptteil des gegebenen Gemischtsystems ist ein ehener ellip
tischer Rahmen EDGHF, der durch drei Gelenke in sich beweglich gemacht ist. 
Dadurch zerfällt der Rahmen in drei Teile, von denen der untere halbelliptische 
Rahmen DGHF durch sechs Stäbe @)-@ an einen festen Konstruktionsteil an
geschlossen ist. die beiden ober,~n Teile DE und EF stützen sich gegelleinander 
und jeweils noch gegen zwei Stäbe ab (J), @, @, wobei der mittlere Stützsta.b 
Z1 Schlink, Statik. 4. lI. 5. Autl. 
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als Lagerstab für beide Teile anzusehen ist. über das so festliegende System ist 
ein zweiknotiges Raumfachwerk mit den Ecken Mund N aufgebaut, dessen 
Stäbe @ und ® allerdings durch Lasten zwischen den Knoten auf Biegung be
ansprucht werden. Auf einem dieser Fachwerkstäbe ® und auf zwei Stützungs
stäben @) und ® des unteren RahmenteilR sitzt weiterhin ein Stabdreieck A Be, 
das der Belastung entsprechend nur in vertikaler Richtung bewegungslos ge
macht wurde; in den Stäben ®,J9> und ® werden durch dieses Dreieck Bie
gungsbeanspruchungen hervorgerufen. Damit ist ein statisch bestimmter Aufbau 
gegeben und die Lösung erfolgt dem Aufbau entgegengesetzt. Wie aus dem ein
zelnen Bildern der Abb. 505 hervorgeht, ist das ganze Raumgebilde symmetri~eh 
aufgebaut. 

2QQ 250 

15Q1<g 

Abb. 505. Übullgsbeb~pid: AUfgabf'stl'l1ung. 

Zur Berechnung machen wir zunächst das zuletzt angeschlossene 8tabdreieck 
frei (Abb. 506), das wir zur Bestimmung der Lagerkräfte als Scheibe betrachten 
und lösen die Reaktionen mit Hilfe dreier Momentengleichungen um die Achsen I, 
n und IH, die jeweils zwei. dieser Stützstäbe enthalten: 

(IM), =0: 250:3ii=A·55, 

(I M)u = 0: 300· 37,0 = B· ;)5~ 

(I M)11I = 0: 300· 17,5 + 250 . 20 = l~ . 5,), 

Die Kontrolle ergib" 

C = IR!) kg. 
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Die Reaktion A = 159 kg wirkt in umgekehrter Richtung auf' den Stab ® 
des Fa.chwerksystems, während die St'ützkräfte Bund e sich in umgekehrter 
Richtung auf die Lagerstäbe @) und ® des unteren Rahmenhalbteils absetzen. 

/c 
<:> 

BI I~' .. ! ff ~ 
~_"7>II"'- ~ 

' .... ,"'-

Abh. ,1'.06. Zum übungsbeispiel : Faeh",'erJntufsat z. 

leg 

Nebmen wir nun die Stäbe des Stabdreiecks einzeln vor, so finden wir, daß der 
Teil AB nicht belastet ist, also für ihn alle Beanspruchungen Null werden. Dip 
Teile A e und Be erhalten Biegemomente und Querkräfte, deren Größen ohne 

O. 

1{!()O 

;;000 

3IKJO 
cm1qJ 

178,S 

Abb.507. Zum Übllngsbelspiel: 8tabdreieck. 

weiteres bestimmt werden können. Es wird 

179.5 

für Teil A e: Bmax ,= 159 . 23 = 3657 cmkg, 
für Teil Be: B max = 205·20 = 4100 cmkg, 

heide unter der jeweilig:en Lastang:riffsRtelle. 
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Beide Biegemomentenflächen sind positiv, wenn wir in üblicher Weise fest
legen, daß einer Druckbeanspruchung auf der Oberseite das positive Vorzeichen 
entsprechen soll. Zum Verständnis der Querkraftflächen ist noch nötig zu sagen, 
da.ß die Lagerkraft 0 in Größe von 186 kg sich in Wirklichkeit zusammensetzt 

aus der Reaktion des Teiles A C mit 250~ 23 = 91 kg und der Reaktion des Teilt'A 

BO mit 3OO6~ 20 = 95 kg. 

Der Fachwerkauf8at'Z (Abb. 507), als nächstes Glied beim Abbau des Systems, 
besteht zum Teil aus Stäben, die, durch die Belastung zwischen den Knoten, den 
Charakter von Balken annehmen. Betrachten wir zunächst diese Balkeneigen
schaften der Stäbe @, @ und @, die jeweils in der Mitte belastet sind, so findt'n 
wir die Biegemomente 

des Stabes @ mit: B max = 159 . 70 = 2780 cmkg, 
2 2 

200 40,9 
des Stabes@und®·mitje:Bmax =2""·-2-=2045cmkg. 

Die Reaktionen dieser die Biegung hervorbringendt'n Lasten sind an den 
Enden der Stäbe anzubringen, und zwar je zur Hälfte der Mittellasten. Damit ent
steht ein reines Fachwerk mit Knotenlasten, zu denen auch die Kraft 150 kg 
in seitlicher Richtung zählt. Die Stäbe @, @ und ® werden außer der ange
gebenen Biegung nicht weiter belastet und wir finden mit einem Krafteck die 
restlichen Sta.bkräfte SI = -179,5 kg, Sa = -158,7 kg (mit den Komponenten 
Sn = 150 kg, S2fI = 51,5 kg) und S3 = -128 kg. 

Der obere Rahmertteil DEF (Abb. 508) ist symmetrisch aufgebaut und auch 
symmetrisch belastet. Auf ihn wirken die 11m gekehrten Reaktionen der aufge
setzten Stäbe @und@ mit je 100 kg und die horizontale äußere Kraft 400 kg in 
der Symmetrieebene des Systems. Der Ansatz einer Momentengleichung um die 
Achsen IV und V zeigt sofort, daß die beiden Aktionskräfte von je 100 kg auf dit' 
Stäbe (i) und @ einwirken, daß deren Komponenten senkrecht zur Rahmen
ebene gleich den lotrecht zum Rahmen stehendt'n Komponenten der Belastung 
sein müssen. Wir erhalten als Stabkräfte durch die Zusammensetzung der Pro
jektionen S7 = S8 = -95,7 kg. Grundsätzlich ist das gleiche über die Kraft 
400 kg und den Stab ® zu sagen (Momentengleichung um eine Achse durch die 
beiden Teilrahmenfußpunkte D und F). Man findet hier aber die Kraft S9 un
mittelbar aus dem Aufrißbild des Teilrahmens: es erscheint dort der Rahmen aIR 
Gerade, ist also in dieser Projektion als Stab aufzufassen, da er keinerlei Biege
momente und Querkräfte von anderen Belastungen erhält. Die Stabkraft S9 
ergibt sich also aus einem einfachen Zerlegungsbild im Aufriß zu S9 = -202 kg. 
Die zweite Komponente mit der Größe 326 kg wird vom Rahmen getragen, der 
sie im Aufrip sozusagen als Längskraft übernimmt. Außer dieser Kraft von 
326 kg, hat der Rahmen in seiner Eigenschaft als ebener Dreigelenkbogen die in 
der Rahmenebene liegenden Komponenten der heiden Lasten von je 50 kg und 
der Stäbe (i) und @ von je 41,6 kg zu übernehmen. Da der Rahmen nicht senk
recht zu seiner Ebene beansprucht wird (die einzelnen Kräfte heben sich ja stets 
am gleichen Angriffspunkt auf) bleiben für ihn nur die Beanspruchungen in seiner 
eigenen Ebene übrig, in der er als Dreigelenkbogen erscheint und graphisch mit 
Hilfe der Stützlinie gelöst werden kann. 

Auf den Dreigelenkbogen, der in der Abb. 508 rechts oben auf die Grundriß
ebene umgeklappt, also in wahrer Größe dargestellt ist, wirken in der oberen 
HäJfte die Resultierenden Raus KUOO) und K 7 , in der unteren Hälfte die Resul

tierende Raus K ÜOO) und K s• außerdem noch die Last 326 kg, von welch letz-
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terer die Hälfte auf den oberen Teil die andere Hälfte auf den unteren Teil ab
gesetzt wird. Der obere Teil wird demgemäß beansprucht durch .R und die 
Kraft 163 kg, die die Resultierende Ro bilden; der untere Teil durch R und die 
Kraft 163 kg, die die Resultierende Ru liefern. Beide Resultierenden laufen sym
metrisch zueinander. Zwischen den beiden Teilen liegt die Gelenkkraft E; da 
der Dreigelenkbogen symmetrisch gebaut ist und ebenso die Belastung symme
trisch ist, muß die Gelenkkraft E senkrecht zur Symmetrielinie verlaufen. Die 

126Kg 

(""lttT'" 

Q 50 100K9 

Bi 
.L ___ ._. __ . 

" 2000 @OOcmkg 

I 
I lt 
~._---_._. 

~ ,'00' 2.wl<g 
~ L._._._._._.-'-___ ..... 
J . 100 . zDOkg 

.\hb. 508. "-um Übuugsbei.piel: Oberer Rahmenteil. 

auf die obere Hälfte wirkende Kraft Ro muß mit E und der Auflagerkraft D im 
Gleichgewicht stehen; es muß demgemäß V durch den Schnittpunkt von E und 
Ro laufen und das zugehörige Kraftdreieck liefert die Größe von E und V. Ent
spreohendes gilt für die Ermittlung der Kraft F in der unteren Hälfte. Das Kraft
eck von V, Ro, Ru und F ist geschlossen. Zur Konstruktion der Kraftleitung 
(Stützlinie ) durch die Träger bedenk!> Ulan: Im Punkte V greift die Kraft V 
an; sie bleibt ungestört bis die Kraft Rhinzutritt (Punkt S), von da läuft die 
Resultierende aus if und V, das ist die Linie b; sie bleibt erh>tlten bis zur Kraft 
326 kg. Das Entsprechende gilt von der unteren Seite. Die kraftleitende Linie 
(Stützlinie) ist demgemäß gegeben durch a (Kraft V), b, c und d (Kraft F). Mit 
Hilfe dieser Stützlinie können dann nach Seite 189 die Querkräfte, Längskräfte 
uud Biegungsmomente ermittelt werden. Wegen der Symmetrie des Systems 
wird die Momenten- und Längskraftfläche symmetrisch, die Querkraftfläche 
gegensyrnrnctrisch; es genügt daher die DarstellUIlg des halben Bogens. 
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Die Reaktionen in den beiden Punkten D und F wirken in umgekPln'ter Rich. 
tnng als Belastungsglieder auf den unteren Rahnwn. Im gleichen Punkt sitzen 
auch die Stabkräfte der Stäbe CD, ® und ®, die bereits bekannt Rind. Noch 
nicht bekanIlt ist die Wirkung der Aktionen Bund C, die vom Stabdrt,ieck ABC 
herstammen und über die Stäbe @J und QD, dit:> dadurch wieder Balkencharakter 
annehmen, zum Teil an den Punktt:>n D und F abgesetzt werden. Wir betrachten 
zunächst wieder nur die :ßa,lkeneigenschaften der "Stäbe" qID und (11, (Abb. 509), 
die uns eine Biegungsheanspruchung, eine Querkraft. und Längskraftfläche dieser 
beiden Teile liefern. Zur Ermittlung von Querkraft und Längskraft ist für alle 
Kräfte, Lasten und Reaktionen, einE' ZE'rlE'gung in Quer. und Längsrichtung vor· 
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Abb.509. Zum Ühuug.hei8piel: Stäb" (10 uneln. 

zunehmen. Statt der vielen ähnlichen Dreiecke iRt hier eine "Einhpit>.zerkgung" 
vorgenommen, indem eine EinhE'itsstrecke in ihre Kompollt'ntE'Jl in Längs. und 
Querrichtung der Stäbe zerlegt ist. Die Kraftkomponenten ergeben sich dann' 
lurch einfache Verhältnisgleichungen. Die hier gezeichneten Längskraftflächen 
geben aber nur einen Anteil der wirklichen in diesen Teilen auftretenden Zug~ 
und Druckbeanspruchungen an, denn beide "Stäbe", @) und @, haben später 
noch die Aufgabe zu erfüllen, den unteren &ahmenteil tragen zu helfen. Wir zer· 
legen somit die Belastung der beiden Stäbe in eine Balkenbeanspruchung und 
eine Stabkraft, die nachher, in bezug auf die Längskraft, WIeder zusammengefaßt 
werden müssen. Außer der hier durch Biegungsmomente und Querkräfte an
gegebenen BalkenbeanspruclllUlg treten also in den beiden Streben Stabkräfte, 
Längskl'äfte, auf, die zusammengesetzt Hind aus den hier ermittelten Längskräften 
und den durch die Stützung des unteren Rahmenteils hervorgerufenen Kräftcn. 

Der untere Rahmen, als letzte~ Bauglied bcim Abbau, stellt einen in sich starren 
"Körper" dar, der durch sechs Stäbe angpschloseen ist (Abb. 510). Da er sym· 
metrisch aufgebaut ist, zerlegen wir dip in den Punkten D und F angreifende Be· 
lastung in einen symmetrischen und einen gegfnsymmet,ri~chen Lastanteil 
(B.U .. Vnrfahren). Die Lasten Setzen sich zusammen: 
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in Punkt D: von den Stäben W, @: 179,5 + 51,5 lotrecht, 150 kg waagrecht, 
"'om oberen Rahmen: 81 kg in Richtung dpr Rahllwllsymmetrie

achse, 65 kg waagrecht, 
VOll Stab @): 65,6 kg lotrecht; 

in Punkt F: von Stab @: 128 kg lotrecht, 
vom oberen Rahmen: 81 kg in Richtung der RahmcnsYlllllletrie

achse, 65 kg waagrecht, 
von Stab (ii): 72.2 kg lotrpcht. 

179.5 +51.5 ~6"5,6"kg 

~----51Q- - ---__ ~--I.!JL 

R~1T 
• t _ _ ., 

I 
n 

Ahb ,iIO. Z;Ulll Ühuugsbeispipl: Anschluß des untt'J'('n RahmeIls. 

Nach Zerlegung der Kräfte in einen Symmetrie- und Gegensymmetrieanteil er
geben sich für den Symmetrieanteil in den Punkten D und F: 

296,6 + 200,2 = 248 4 kg lotrecht 
2 ' 
und SI kg in Richtung der RahrnenRymrnt'trieachse, 
sowie 65 kg waagrecht. 

Die in der SYIl1nlPtriecbcne liegenden Stabkraftresultierenden (Anzeiger 8) 
lösen wir mit: 

(I M)VI c= 0: 
(I M)vlI- 0: 

(I M)VIIl= 0: 

49B,S . S5 -162·58 + Rf4>1s' 4ü,7 = 0, 
496,R . flO - R1o,11 . 39 = 0, 

Ri4,1'; . 29,2 + R12,13' 57,5 =_0. 
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Es wird daraus: 

.810.11 = + 637 kg, Rf2,l3 = t 358 kg, Rt4,l& = -704 kg. 

~'lir den Gegensymmetrieanteil erhalten wir in den Punkten 
296.6-200,2 

D:- 2 - = 48,2 kg lotrecht nach unten 

und 75 kg waagrecht. 

F: 48,2 kg lotrecht nach oben 

und 75 kg waagrecht. 

Die gegensymmetrischen Stabkraftresultierenden (Anzeiger a) lösen wir mit· 
Hilfe des Grund- und Seitenrißbildes ; 

(.2: M)lJ{, = c; 
(I M)x = 0: 

(..l' Mlxl = 0; 

Es e1'gibt sich: 

P.~O,ll . 510 - 150 . 85 ~-~ RJ2 ,13 . 98,7 = 0, 

R'1o,ll . 608,7 + R~4,l~ . 98,7 + 150 . 13,7 = 0, , 
R~2,13 . 85 - R~o,ll . lf)1,7 - 150· 29.2 - 48,3 . 70 =c O. 

R~O.ll = + 65,0 kg, R~2.13 = + 208 kg, R~4.15 == ~- 423 kg. 

Zur Bestimmung der wirklichen Stabkräfte klappen wir die Stabebenen m dIe 
Grundrißtafel und zerlegen die Gesamtresultierenden der Stäbe in die einzelnen 
Stabkräfte. Wir finden auf diese Weise die Stabkrii.fte und ihre Komponenten 
parallel und senkrecht zur Symmetrieebene des Systems (d. h. parallel und senk. 
recht zur Aufrißtafel) : 

Stab @) ® @ @ ® @ 

Stabkraft . -246,4 +884,4 + 761,3 -397,4 f- 34,8 -839,3 
Komponente 11 zur 

Symmetrieebene . 246 883 749 391 30.0 734,5 
Komponente 1. zur -->- +- ..... -->- +- -+ 
Symmetrieebene . 14,2 t 60,9 t 136,7 t 71,3 t 16,9.j. 406,1 

Um die Beans1Jruchung8gröpen de8 Rahmens zu bestimmen, zerlegen wir seine 
Belastung in Kräfte in der Rahmenebene und Kräfte senkrecht dazu. Damit er
halten wir ein "ebenes Problem" (Rahmen in eigener Ebene belastet) und ein 
"lotrechtes" Problem" (Rahmen nur lurch Kräfte senkrecht zu seiner Ebene be
lastet). Die in der Rahmentbene liegende Belastung setzt sich zusa.mmen aus 
den Kräften senkrecht zur Symmetrieebene des Systems (d. s. die in ien Punkten 
D und F gegebenen äußeren Kräfte in Richtung DF und die in Jer Tabelle ent
haltenen senkrechten Komponenten der Stabkrätte) und den in der Ebene lie
genden Komponenten der Stabkraftanteile, die parallel Lum Aufriß liegen. Die 
letzteren Kraftkomponenten finden wir. wenn wir die in der Tabelle enthaltenen 
Komponenten parallel zur ~ymmetrieebene des Systems, d. h. die im Aufriß 
erscheinenden Projektionen der Stabkrii.fte, im AufrW in eine- Komponente in 
Richtung der Rahmenebene (Gerade im Autriß) und eine Komponente senkrecht 
dazu zerlegen (vgl. Abb. 511). Vas gleiche unternehmen wir mit den Vertikal
kräften in den Punkten D und F. Die Komponenten senkrecht zur Rahmenebene 
stellen die Belastung für das lotrflchte Problem dar, während die in der Ebellf' 
liegenden Komponenten. die alle parallel zur Symmetrieachse des Rahmens lie
gen, mit den aus den vorhergehenden Betrachtungen gewonnenen ebenen Lasten 
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(senkrecht zur Symmetrieebene des Sy~tems) zummmen dip Kräfte deI' ebeneIl 
Problems darstellen. Biege- und Torsion~momentenflächcn, Querkraft- und 
Längskraftflächen sind dann, wie früher schon gezeigt (S. 169 und 189), mit Hilfp 
der Stützlinie zu ermitteln. Bezüglich dieser Stützlinie i~t folgendes zu bedenken: 
die in der (parallel zum Grundriß gelegten) Ebene angegebenen Kräfte in den 
Punkten D, G, H, F' stehen im Gleichgewicht; ihr Krafteck ist geschlossen. In 
jedem Punkt sind die zwei wirkenden Kräfte zu einer Resultierenden RD , Ra, 
RH' RF zusammengefaßt. Ausgehend von D entwickelt sich die Stützlinie, Kraft
leitungslinie. Zunächst fällt sie mit RD im Punkte D zusammen, bis diese Kraft 
von Ra geschnitten wird. Im Punkte S tritt zur Kraft in I noch die Resultierende 
Ra hinzu, so daß nun die Stützlinie mit· der Resultierenden von RD und Ra, 
Linie 11, zusammenfällt. Diese geht unbeeinflußt bis zum Punkte T, wo die 
Resultierende RH erscheint und die Stützlinie demgemäß in der Resultierenden 
aus 11 und RH weiterläuft (111) .. Diese Gerade 111 muß von selbst durch den 
Punkt F gehen, oder anders ausgedrückt: RF muß mit 111 zusammenfallen. ;Nach 
früheren Ausführungen ist die Stützlinie ein Seileck zu den wirkenden Kräften 
R D, Ra, RH und RF , die parallelen Polstrahlen laufen durch einen Punkt; ihre 
Längen geben dic Kräfte in den Seiten I, 11, 111 der Stützlinie an. 

Querkräfte, Biegungsmomente und Län~kräfte des ebenen Problems Hind 
beim vorliegenden Übungsbeispiel mit Hilfe der Stützlinie für verschiedene 
Punkte zahlenmäßig ermittelt und auf entsprechendeIl l\1Urmalcn zur Rahmen
kurve aufgetragen (Abb.oll). 

Für das lotrechte Problem ergibt ~ich eine entsprechende "Kraftleitungs
linie", wenn wir die lotrechten Kräfte, die uns bcim Rahmen der Reihe nach be
gegnen, zu Resultierenden zusammensetzen. So ist für ~ie lotrechten Beanspru" 
chungen (Qu, B u , Ti) zwischen D und G die lotrechte Kraft bei D (420 kg), zwi
schen G und H die Resultierende (R) der beiden Kräfte bei D und G (342 kg) maß
gebend. Diese Resultierende muß, weiterhin mit der Kraft bei H (762 kg) zu
sammengesetzt, die Kraft bei F liefern, da das Gesamtsy~tem dt'r lotrechten Be
lastung im Gleiehgewichtsteht. Diese letzte Kraft beiF (420 kg), bzw. diE' Resul
tiE'rende der drei obt'ren Kräfte, liefert die Bt'ansprllchungen zwischen Hund F. 
Torsionsmomente und lotrechte Biegemomente ~ind wit'der zahlenmäßig ermittelt 
und senkrecht zur Rahmenachse aufgetragen. Die Querkraft deH lotrechten 
Problems läßt sich aus der Belastung ohne weitt'n's ablesen: sie beträgt zwischpJ1 
D und G: + 420 kg, zwi~chen G und H: - 342 kg und zwi~chen Hund F: 
-+- 420 kg. 
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-, - - im Raum 409 u. r. 

Hängebrücke, Cremona-
scher Kräfteplan 240. 

Hebelarm 49. 
Hebelgesetz 69. 
Hennebergs Stabilitätskrite

rium 215. 
- Verfahren der Stabver

tamlchung 229, 388. 
Hülse, genutete 367. 
Hülsengelenk 367. 

Indifferentes Gleichgewicht 
95. 

Innere Einflüsse eines Quer
schnitts in der Ebene 107, 
139. 
- - - im Raum 335. 
statische Bestimmtheit, 
ebene 247. 
----'-- - räumliche 405. 

Gleichgewicht dreier Kräfte Kegelradgetriebe 369, 375. 
68. Kettenbrücke, Cremonaschet· 

Gleichgewichtsaufgaben mit Kräfteplan 240. 
zwei Unbekannten 15ff. Kinematisclr bestimmtes 

Gleichgewicht paralleler Fachwerk in der Ebene 
Kräfte 86. 208. 
von Kräften der Ebene - - im Raum 376. 
an demselben Punkt 9, Knorpelgelenk 369, 375. 
14_ Knotenpunktsverfahren bei 
von räumlichen Kräften ebenen Fachwerken 218. 
an demselben Punkt 34, - bei Raumfachwerken382. 
37. Körper mit sechs Stützungs-
vtm Kräftepaaren in der stäben 315. 
Ebene 56. I -, gestützt in Drehlagern 
- - im Raum 295. , 33l. 
zerstreuter Kräfte in der ~ Körperlagerungen, verschie-
Ebene 63, 80. I dene Fälle 337. 
- - im Itotum 302. Komponente 1, 8. 



Komponentenbedingungen 
der Ebene 9. 
bei ebenen Fachwerken 
227. 
bei Stützungastiben im 
Raum 327. 

Kontinuierliche Belastung 
116. 

x.oo.dinatenanwendung beim 
Zweistabanschluß 22. 

- beim Dreistabanschluß 
38. 

Kraft. Definition 1-
-, nnendlich kleine in uno 

endlich großer Entfer· 
nung 55. 
und Kriftepaar, Zusam. 
DIIlD8etzung 59. 

Xraftdreieck 11. 
Kräfte an demselben Punkt 

in der Ebene 7, 18. 
- ---imRaum88,S5. 
- an Rollen 33. 
- in einer Geraden 5. 
Kra.fteck, ebenes 13. 
-, räumliches 35. 
- und Seileck 78. 
Kmftkreuz 801. 
Kraftschraube 300. 
Kräftepaar 53. 
-, auf Balken wirkend 89. 
- in der Ebene 54. 
- in parallelen Ebenen 290. 
- im Raum 293. 
Krifteplan 219. 
XrlfteZusammensetzung in 

der Ebene 59, 78. 
- im Raum 299. 
Kra.u und.Balken 145. 
- - -, Einflnßlinien 283. 
Kreuzgelenk 367, 369. 
- mit Querverschieblioh· 

bit 869. 
Krummer ebener Rahmen 

169,180. 
- Jiumlicher Rahmen, 

"Obungsbeispiel 858. 
KugeI,gelenk 368. 
KuplJlung mitQuerverschieb. 

lichkeit 368. 
Kurbelwelle,. Lagerung 341. 
-, Berechnung der Bean· 

spruchungsgrößen 362. 

Labiles Gleichgewicht 95. 
Ladebaum, Aufgabe 33. 
Lager und Stützungastabe 

102,332. 
-, verschiedene, des ebenen 

Balkens 97. 
Lagerhallenrahmen 177. 
~kraft 98. 
Lagerung einer Dampftur. 

bine 341. 
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La gerung einer Kurbelwelle Netzwerkswand 394. 
341. 
eines Drehkrans 341. 
eines Meßinstrumentes 
342. 
von Brückenträgern 338. 
von Förderbrücken 339. 

Lagerungen im Raum 336. 
Lampe. Aufgabe 30, 31. 
Lii.ngsla:a.ft 20, 106. 
- bei 'Raumgebilden 335. 
- ud Querkraft bei ebenen 

Rahmen 163, 167. 
Längskraftfläche 113. 
Lingsverschieblichkeit, in. 

nere 197. 

Maschinenrahmen, Übungs. 
beispiel 180. 

Mast, abgespannter 45, 159. 
-, lotrechter 159. 
- mit räumlioher Belastung 

353. 
-, 8chrigliegender 201. 
Mastfachwerk 398. 
Mayor 305. 
MaximaImomente, geometri· 

scher Ort 275. 
Meohanik, ihre Aufgabe 1. 
.Mises, v. 305. 
Mohnrohe Gleiohung 217. 
1\J oment, geometrische Dar. 

stellung 50, 295. 
eines KrlLftepaares 53. 

Momentenaohse und - Mo· 
mentenpunkt im Raum 
295. 

Momentenbedingunp;en,ebene 
01, 68. 

-, im Raum 304. 
Mvmentenberechnung bei ge· 

stützten Körpern 318. 
- für eine Achse, Sonder· 

fall 321. 
Momentendreieck 50. 
Momenteneok 293. 
Momentenermittlung für eine 

Aohse 296. 
Momentenfliche 108. 
-, Addition 137, 147. 
- eines Flngze1J.gfiügels 147. 
-, resultierende 148, 345,_ 

347. 
Momentengleichung beim 

Dreistabanschluß 394. 
- beim Zweistabanschluß 

52. 
Momentenmaßstab 111. 
Momentenpunkt 49, 295. 
Momentenvektor 292. 
Momentenverfahren bei 

räumlichen Fachwerken 
388,396. 

Motoreinbau bei Flugzeugen 
328. 

Pänzerwagen, Übungsauf. 
gabe 75. 

Parallele Kräfte 69, 82. 
Parallelepiped der Kräfte 33. 
Paralleiogramm der Kräfte 4. 
Paralleltriger 227. 
Parallelverschiebung einer 

Kraft 58. 
Pendelstütze 103. 
Pol, Seileck 78. 
Polonc;e&.u 228. 
Portalrahmen mit räumlicher 

Belastung 354. 
~er 306. 
ProJektionsverfahren der 

Ebene 26. 
im Raum 40. 

Querkraft beim geraden Bal· 
ken 106 
bei verschiedenartiger 
Belastung 135. 
und Biegungsmoment, 
Zusammenhang 111. 
und Längskraft bei Rah· 
men Hi3, 167. 

Querkräfte im Raum 335. 
Querkraftfläche 108. 
- bei schiefer Belastung 

113. 
- eines Flugzeugfiügelsl55. 
Querschnitt, allgemeine Be· 

lastun"g im Raum 335. 
-, - - in der Ebene 139. 
Querträger 289. 

Rad und Welle 57. 
Rahmen, Aufgabe in der 

:gbene 174. 
-, ebener aus zwei geraden 

Teilen 161, 166. 
-, - gekrümmt 169, 180. 
-, - niit räumlicher Be· 

lastung 353. 
-, gegliedert 250. 
- mit Gelenk 200. 
- mit steifen Eckverbin· 

dungen. 250. 
-, räumlicher 343, 347. 
Rahmenspant, Übungsauf. 

gabe 417. 
-, statisch unbestimmter, 

Berechnung 252. 
-, - - räumlich belastet 

343,348. 
Räumlicher Balken mit Stüt. 

zungsstä.ben 402. 
Räumliche Einspannung 333. 

Fachwerksträger 380. 
Stabgebilde, Sonderfall 
45. 
Fachwerksträger, mit 
Hennebergs Verfahren 
368. 
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Räumliche Faehwerksträgel,", 
Schnittverlahren 387. 

- -, vereinfachte Berech· 
nungsverlahren 384. 

- -, Verlahren der zuge· 
ordneten Abbildung 384. 

Räumlicher Gelenkträger 387. 
Räumliches Fachwerk, Bi!. 

dungsgesetze 377. 
- mit steüen Knoten 
408. 
GemiachtsyBtem, Übungs. 
aUfgaben 415. 
Krafteck 33. 
Moment 296. 
- bei gestützten Kör· 
pern 318. 

Raumfachwerksträger als 
Abspannmast 398. 

-, Übungsaufgaben 394. 
Raumwerk, doppelsymme. 

trisch 410; 413. 
-, GemischtbauweisE) 401. 
- mit Spanten 409. 
-, Rahmengebilde 409. 
-, statisch unbestimmt 408. 
- mit Torsionsbelastung 

404. 
Reaktionen beim ebenen Bal· 

ken 98. 
Resultierende aller Kräfte auf 

der einen Seite eines 
Schnittes 107. 
bei zerstreuten Kräften 
im Raum 30l. 
paralleler KFäfte 6~), 82. 

-, Resultante 1. 
von Kräften an demsel· 
ben Punkt 13, 35. 

- zerstreuter Kräfte der 
Ebene 60, 78. 

Resultierendes Kräftepaar im 
Raum 293. 

- - in der Ebene 56, 79. 
Reziproke Figuren, Fachwerk 

und Kräfteplan 221. 
-- -, Krafteck und Seileck 

81. 
Riementrieb, Aufgabe 7·t 
Rittersches Schnittverfahren 

224. 

Sägebock, 
203. 

Übungsaufgabc 

Satz vom statischen Moment, 
Ebene 50. 

- - - -, Raum 297. 
Sauer 305. 
Scharnier 36G. 
Scheibe 94, HI1. 
- auf ·Welle 57. 
-,gegliederte 197. 
Scheibenkuppel 395. 
Schencksche Zerreißmaschi· 

ne, Übungsaufgabe 76. 
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Schiefer Rahmenspant 417. 
SchlaffeGegendiagonalen 235. 
Schleusentor, Übungsaufgabe 

204. 
Schlink 380, 395. 
Schlußlinie beim Seileck 105. 
- des Kraftecks 13. 
Schnitt 107, 335. 
-, Kräfte auf einer Seite 

107, 334. 
Schnittverlahren, ebenes 

Fachwerk 224. 
-, Raumfachwerk 387. 
Schrägliegender Balken 114, 

164. 
Schraubenfeder 350. 
Schwimmeranschluß, Beispiel 

322. . 
Sedeck 78. 
- und statisches Moment 

83. 
Sechsstäbeanschluß, Berech. 

nung mit Projektionen 
327. 

-, - mit Symmetrie und 
Gegensymmetrie 328. 

- eines Kör/lCrs 317: 
Sessellehne, Ubungsaufgabe 

358. 
Siebengelenkträger 205. 
Signalspannvorrichtung, 

Übungsaufgabe 156. 
Sonderiälle beim Dreistaban

schluß der Ebene 29. 
- - im Raum 44. 
beim Mehrstabanschluß 
im Raum 45. 
beim Zweistabanschluß 
27. 

Spannrollentrieb, Übungs. 
aufgabe 74. 

Sprengwerk, Einflußlinien 
282. 

-, Gemischtbauweise 244. 
Stabbeanspruchungen auf 

Zug und Druck 19. 
Stäbe und Balken 243. 
Stabiles Gleichgewicht 94. 
Stabilitätsforderung bei 

Fachwerken 215, 390. 
Stabkraft }fJ. 
-- und Stablänge, Beziehun· 

gen 25, 321. 
Stabverbindungen, verschie· 

dene im Raum 406. 
-, - in der Ebene 246. 
-, zweier ebener Scheiben 

141. 
- - Körperteile 336. 
Stabvertauschung, ebene 

Fachwerke 2l3, 229. 
-, räumliche Fachwerke 

378, 388. 
Stabzahl, ebenes Fachwerk 

207,217. 

Stabzahl, Raumfachwerk37G. 
381. 

Statik, ihre Aufgabe 1. 
Statisch bestimmtes Fach

werk 207. 
- Grundsystem 251, 40G, 
411. 
unbestimmt 2,. 
unbestimmter Balken !:J~. 
- ebener Rahmen, Bei
spiel 252. 
- räumlicher Rahmen 
409. 
unbestimmtes Raumfach" 
werk 408. 
unbestimmte Tragwerke 
247. 

Statisches Moment (vgl. Mo
ment) 49 u. a.·-

Steife Knotenanschlüsse im 
Raum 408. 

- - in der Ebene 253. 
Steifigkeit von Raumwerken 
Sternwelle 367. [407. 
Stützung einesDrehkrans 341. 

eines Körpers durch La
ger 336. 
eines Meßinstrumentes 
342. 

Stützungsstäbe der Ebene 
102. 

- im Raum 316. 
- und Lager 332. 
Stützlinie 188. 
-, schiefer Rahmenspa'nt 

421, 425. 
Symmetrie und Gegensym. 

metrie beim Dreigelenk
bogen 171. 
- - beim Sechsstäbe· 
anschluß 327. 
- - im Raum 351. 
- - in der Ebene 17I. 

Symmetrische unbestimmte 
Rahmen 253, 411, 414. 

- und gegensymmetrische 
Belastung bei ebenen 
Balken, Beispiel 149. 

System aus Balken und Stä
berr 242. 

~'emperatureinfluß 2!J, 3H. 
Tischplatte, gestützte 319. 
Tragkonstruktion mit schie-

fem Stützungsstab, 
Übungsbeispiel 356. 

Tragwerke, unbestimmte 246. 
Transmissionswelle, Übungs-

beispiel 345. _ 
Torsionsmoment 334, 343. 

Unbestimmter ebener Rah. 
men, Berechnung 25~. 
- -, räumlich belastet 
409, 413. 



Unbestimmtes System, Zu
rückführung auf be
stimmtes 249, 365, 409. 

Übungsaufgaben über ebene 
Fachwerke 238. 
- - Gemischtsysteme 
254. 

- Rahmen 174. 
- Gelenkträger 197. 
- gestützte ebene Sy-
steme 89, 149. 
- Kräfte an demselben 
Punkt in der Ebene 15, 
30. 
- - - - im Raum 45. 
- räumlich belastete 
Balken 345_ 
- - - Rahmen ,353. 
über räumliche Fach
werke 394. 
- Gemischtsysteme 415. 
- zerstreute Kräfte im 
Raum 314. 

zerstreut liegende 
Kräfte in der Ebene 70. 

Vektor L 
- des Kräftepaares 291-
Vektoreck 293. 
Ventil, Übungsaufgabe 75. 
Verdrehungsmoment 334. 
Verfahren der zugeordneten 

ebenen Abbildung 305. 
Verladeanlage, Fachwerk 227. 
-, - Übungsbeispiel 257. 
-, Gemischtbauweise 261. 
Verladebrücke, Übungsbei

spiel 263. 
Verschiebung einer Kraft in 

eigener ·Linie 4. 
- - parallel zu sich 
selbst 58. 
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Verschiebung eines. Kräfte
paares in 'ler Ebene 54. 

Verschwinden des Drehmo
mentes 50. 

Verstellritzelwelle 367. 
Verwandlung von Kräfte

paaren 54. 
Vorzeichen der Beanspru

Chungsgrößen 105, 344. 
- der Komponenten 8. 

Waagebalken ·96. 
Waagrechte Belastung 13l. 
Wagenbremse, übungsauf-

gabe 76. 
Walze, mit Gewichten be

lastet, Übungsaufgabe 'i0. 
Walzensystem, Übungsauf

gabe 72. 
Wärmespannung 341. 
Welle, Lagerungsmögl.ich-

keiten97. 
- mit Rad 57. 
- mit Scheibe 57. 
Wendepunkt der Biegelinie 

120. 
Wiegmannträger 228. 
Windmühlengerüst, übungs

aufgabe 314. 

Zerlegung einer 'Kraft in 
Kräfte durch denselben 
Punkt 6, 4L 
- - in lotrechte Kom· 
ponenten 6, 36. 
- - in parallele Kräfte 
69,85. 
eines Kräftepaares 294. 
eines räumlichen Momen· 
tes 2%, 297. 
und Gleichgewicht in der 
Ebene 14, 85. 
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Zerreißmasehine, Übungsauf
gabe 7',. 

Zerstreute Kräfte im Raum 
299. 

- - in der Ebene 61, 78. 
Zugeordnete ebeneAbbildung 

305. 
Zusammenfü~g von Bal

kenteilen durch Stäbe 141, 
335. 

Zusammenhängende Bela-
stung 115. 

Zusammenhang zwischen 
Biegemoment und Biege
linie 118. 
- Biegungsmoment und 
Querkraft 111. 
- Stützungsstäben und 
Lagern 102, 332. 

Zusammensetzung paralleler 
Kräfte 69, 82. 
von Kraft und Kräfte
paar 59. 
- Kräften im Raum an 
demselben Punkt 35, 37. 
- - in der Ebene an 
demselben Punkt 8, 13. 
von Kräftepaaren im 
Raum 293, 294. 
- - in der Ebene 55. 
zerstreuter Kräfte im 
Raum 299. 
- - in der Ebene 61,78. 

Zweistabanschluß, verschie. 
dene Bereclmungsverfah
ren ZO u. f. 

-, Sonderfälle 27 u. f. 
ZyJindergelenk 366. 
Zylinderlager 336. 
Zurückführung des statisch 

unbestimmten Syst<!ms 
auf ein statisch be
stimmtes 249, 365, 40n. 




