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VORWORT

Urspringlich waren betrichtliche Teile dieses Bandchens
in dem Btichlein tiber abgektirzte Rechnung (der Sammlung
Bd. 47) untergebracht. Da der Stoff aber zu sehr anschwoli,
so muflite eine Abspaltung eintreten, die den Vorteil bot,
auch die graphische Darstellung mit zu berticksichtigen. Be-
sonderer Wert wurde auf den Nachweis gelegt, dafl die be-
trachteten Funktionen sich abschnittweise durch lineare Funk-
tionen angenshert darstellen lassen — nur so ist ein wirk-
liches Verstandnis der tiblichen Interpolationsmethode moglich.

Der notwendig begrenzte Umfang dieses Bandchens ver-
bot, auch auf die Exponentialfunktion, den Logarithmus und
die trigonometrischen Funktionen einzugehen; ftir die erste-
ren beiden sei auf das Bandchen 41%) dieser Sammlung ver-
;;viese%x, fir die Trigonometrie auf das Bandchen 43 der Samm-
ung.

Die vorausgesetzten Kenntnisse sind in algebraischer und
geometrischer Hinsicht gering, unbedingt nétig ist aber
vdllige Vertrautheit mit der abgekiirzten Rechnung in dem
Umfange, wie sie das oben angegebene Bindchen lehrt.

1) A. Witting, Einfihrung in die Infinitesimalrechnung 1l, Die
Integralrechnung, 2. Auflage. Leipzig 1921, B. G. Teubner.

2) A.Wiltting, Emfﬁhrgng in die Trigonometrie, Eine elementare
Darstellung ohne Logarithmen. Leipzig 1921, B. G. Teubner.

Dresden, Juni 1922,

Alexander Witting.
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§ 1. DAS GERADE VERHALTNIS

Im gewohnlichen Leben versteht man unter einer Funktion
eine bestimmte Beschiftigung oder Betatigung. So wird z. B.
jemand mit der Funktion eines Schriitftihrers bei einer Ver-
sammlung betraut, oder, um ein Beispiel anderer Art zu
nennen, das Pendel einer Uhr funktioniert als Regulator der
Bewegung des Raderwerkes. In allen solchen Fillen haben
wir ein Subjekt (die Person, das Pendel usw.), das eine Funk-
tion verrichtet, ein bestimmtes Amt versieht. Wo wir in der
Mathematik von Funktionen reden, haben wir es immer mit
Zahlen zu tun, und zwar immer mindestens mit zwei Zahlen-
folgen, die in bestimmter Weise aufeinander bezogen sind.
Das einfachste Beispiel, das dem Anfinger ziemlich irth ent-
gegentritt, ist durch das gerade Verhdltnis gegeben, und an
ihm wollen wir uns den Begriff der Funktion klar machen.
Was heifit das z. B.: Gewicht (oder Menge) und Preis einer
Ware stehen in geradem Verhiltnis? Das bedeutet doch,
daf ich fir doppelt soviel Ware den doppelten Preis be-
zahlen muf, {tr die dreifache Menge den dreifachen Preis,
fir den vierten Teil der Ware den vierten Teil des Preises.
Wenn also (im Fruhjahr 1921) 1 g Sohlenleder 9 Pfennige
kostet, so kosten 2 g eben 18 Pig.,, 3 g kosten 27 Pig. usw.
Wir haben also folgende zwei Zahlenfolgen:

1 2 3 4
9 18 27 36

Jede Zahl der einen Folge ist auf die dartiber oder darunter
stehende Zahl der anderen Folge bezogen, die eine laft
sich aus der anderen berechnen. Allgemein kénnen wir den
Zusammenhang ausdriicken, indem wir etwa sagen: x Gramm
Leder kosten 9x Piennige: hier kann offenbar x irgendeine
positive Zahl sein. Bezeichne ich den Preis durch den Buch-
staben y und nehme ich allgemein den Preis von 1 g zu
a Plennigen an, so lautet die Beziehung

(1) y=ax,



2 § 1. Das gerade Verhiltnis

und dies ist der allgemeine Ausdruck dafur, dafl die Groie
y in geradem Verhaltnis zur Grofle x steht. Die Zahl a ist
der Einheitspreis, aligemein bezeichnet: der Einheifswert;
man nennt a auch den Proportionalititsfaktor oder die Ver-
hiltniszahl. Eine noch allgemeinere Bezeichnung ist Zahlen-
faktor, Koeffizient oder Festzahl, Vorzahl, Beiwert. Wir
konnen fur x irgendeine Zahl nehmen, und aus der Glei-
chung (1) das zugehorige y be echnen. Das ist nun das ent-
scheidende Merkmal fir einen funktionalen Zusammenhang
zweier Groflen. Wir nennen y eine Funktion von x, wenn
wir imstande sind, fiir jeden Wert von x den zugehérigen
Wert oder die zugehodrigen Werte von y anzugeben') —
vielleicht nur innerhalb irgendeines Intervalles oder mit sonst
einer Beschriankung; hier in unserm Beispiel mufite x eine
positive Zahl sein. Beide Grofien, x sowohl wie y, nennt man
verdnderliche Grofien oder Variable, und zwar heifit in Glei-
chung (1) x die unabhingige Variable, y die abhangige. Wir
konnen aber auch z B.f{ragen, wieviel Gramm man fiir 63
Pig. erhilt; die gesuchte Zahl ergibt sich, indem wir 63 Pig.
durch den Einheitspreis9Pig. dividieren. Allgemein erhalt man

1
@ x=y:a=_y,

und hier erscheint y als unabhingige Verinderliche, x aber
als Funktion von py, also als abhingige Variable. Ebenso
wie Gewicht und Preis einer Ware stehen eine Menge an-
derer Zahlenpaare in geradem Verhéaltnis, z. B. Weg und
Zeit bei gleichféormiger Bewegung, Arbeitszeit und Arbeits-
lohn, Kapital und j#hrliche Zinsen bei demselben Zinsfufl,
Mittelpunktswinkel und Bogenlinge bei einem Kreise. Fiir alle
diese Fille gelten die Gleichungen (1) und (2), immer ist
die eine Variable eine Funktion der anderen.

Wenn man mit der Zahl a bequem rechnen kann, wie zu-
meist, so wird man eben die Multiplikation oder Division in
jedem Falle ausfuhren; wenn aber, wie in dem zuletzt an-

1) Auf welche Weise wir in den Stand gesetzt werden, fir jeden
Wert von x den zugehorigen Wert von y hinzuschreiben, ist ganz
gleichgiiltig. Es kann eine Tabelle gegeben sein, eine Gleichung,
eine Zeichnung, irgendeine Vorschrift, eine mechanische Vorrich-
tung usw. Die besondere Art und Weise der Zuordnung von x
und y hat mit dem Wesen des Funktionsbegriffs nichts zu tun.
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gefohrten Beispiele, die Zahl a unbequem ist, so bedient man
sich mit Vorteil einer Tabelle oder Tafel.

Eine solche Tafel kann natiirlich nicht fur jeden beliebi-
gen Wert von x das zugehorige y angeben, es mufl viel-
mehr nach Maigabe des verfiigbaren Raumes und des prak-
tischen Bedarfs eine Auswahl unter den Werten von x ge-
troffen werden. Meist geschieht dies so, dal die Verander-
liche x von einem Anfangswerte an immer um denselben
Betrag zunimmt; als Anfangswert wird fast immer Null ge-
nommen. Kurzund bezeichnend kann man das so ausdritcken:
x schreitet gleichmdfig fort, die Schriftbreite — eben der
Betrag, um den x stiandig wichst — ist meist 1 oder 10
oder 75 oder irgendeine andre passende positive oder ne-
gative Potenz von 10. Die Tafel ermoglicht auch umgekehrt
zu einem gegebenen Werte von g, der in ihr enthalten ist,
den zugehdrigen Wert von x aufzusuchen. Damit die Tafel
aber fiir alle Werte brauchbar wird, missen wir die Frage
beantworten:

Wie findet man fiir einen nicht in der Tafel enthalte-
nen Wert von x das zugehirige y, und wie bestimmt man
zu einem nicht in der Tafel stehenden y das zugehérige x?
Eine solche Berechnung von Zwischenwerten nennt man

Interpolation oder Einschaltung, und das dabei gebrauchte
Verfahren wollen wir jetzt an einem einfachen Beispiel er-
klaren.

Die Arkustafel. Wir nehmen einen Kreis mit dem Radius
OE =1 (Fig. 1), dann bezeichnet man den zu einem bestimm-
ten Mittelpunktswinkel o gehdrenden Bogen als den Arkus
des Winkels:

—_
3 EA=arco,

und der oben mit a bezeichnete Verhaltnisfaktor, also der
Arkus, der zum Winkel von 1° gehort, ist,

wie in der Planimetrie bewiesen wird, der
180t Teil von m, also

@) arc 1°= 0,01745
arc a®=0,01745 - a.

Rect.met man fiir jeden Grad den Arkus aus, so erhilt
man eine Tafel, wie sie sich in mancher Logarithmentafel
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40° | 0,698 findet; nebenstehend ist ein Stick davon
41 716  abgedruckt. Unsere nichsten Aufgaben sind,

42 733  zu zeigen, wie man etwa arc 42,7° findet und
43 750  wie man den Winkel bestimmt, wenn als Arkus
44 768 etwa 0,754 gegeben ist.

45 785 Wir benutzen dazu die Tatsache, dafi der

Arkus dem Winkel proportional ist, dal also
der Arkus mit dem Winkel gleichmiBig wachst. Da arc 1°
= 0,017 ist, so ist — indem wir beiderseits den zehnten
Teil nehmen — arc 0,1° = 0,0017. Demnach wird z. B.
arc 0,7° = 0,0017 - 7 = 0,012, und daraus ergibt sich
arc 42,7° = arc 42° + arc 0,7° = 0,733 + 0,012 = 0,745.
Diese Rechnung pflegt man nun folgendermaBien zu machen:
Aus unserer Tabelle bestimmen wir jene Zahl 0,017 ein-
fach dadurch, dafl wir zusehen, um wieviel arc 43° grofer
ist als arc 42° Diese sogenannte Tafeldifferenz gibt man
immer in Einheiten der letzten Stelle an, sagt also nicht
0,017, sondern einfach 17. Nun rechnet man 17-7:10=12
Einheiten der letzten Stelle — denn es war doch der zehnte
Teil der Tafeldifferenz mit 7 zu multiplizieren — und addiert
diesen Zuwachs wie oben: 733 + 12 = 745 Einheiten der
letzten Stelle, so dafl man erhalt: arc 42,7° = 0,745. Diese
so ausgefiihrte Rechnung nennt man Inferpolation nach vor-
wdrts, und die Regel lautet:

Der Zuwachs fiir Zehntel des Winkels wird erhalten, in-
dem man den zehnten Teil der Tafeldifferenz mit der Dezi-
male des Winkels multipliziert.

Man erkennt leicht, dal man auch riickwidirts interpolieren
kann, indem man in unserem Beispiel von 43° um 0,3° zuriick-
geht. Die Rechnung ist offenbar 17 - 3 : 10 = 5; arc 42,7°
=~ (0,750 — 0,05 = 0,745.

Aufgaben: Berechne arc 41,2°; arc 44,6°; arc 43,9%
arc 40,8°%

Es 1ait sich auch eine Formel zur Berechnung der Zwischen-
werte in folgender allgemeinerer Weise aufstellen. Nehmen
wir an, dafl die Werte der unabhingigen Verinderlichen x
in der Tabelle immer um d zunehmen und betrachten wir den
Zwischenraum zwischen den Werten x; und xy = x, 4+ d, so ist

(5) h=ax, y,=a(x,+d=ax, + ad
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Lassen wir nun x,; um einen Betrag d zunehmen, der kleiner
als d ist, so liegt der Wert x=x, 4+ 0 in dem betrachteten
Zwischenraum, und es handelt sich um die Berechnung von

y=ax=ax; + ad.

Aus den Gleichungen (5) folgt die Tafeldifferenz, die wir
mit D bezeichnen wollen,

D=ad=y,—y;

Yo—U1

dd’

(6) dann ist y=y, +

d.h. die Zunahme von y, wird erhalten, indem man die Tafel-
differenz y, — y; durch die konstante Differenz d der un-
abhdngigen Verdnderlichen teilt und diesen Bruch mit dem
Zuwachs d von x;, multipliziert,

Bezeichnet man den zum Zuwachs ® von x; gehorigen
Zuwachs y — g, mit A, so kann man aus der Gleichung (6}
auch die Formel ableiten
A D
S d’

Soll die umgekehrte Auigabe gelost werden, ist alsc z.B.
zu dem Arkuswerte 0,754 der Winkel zu bestimmen, so sieht
man, daB er zwischen 43° und 44° liegt. Fur 10 Einheiten
der ersten Dezimale von x wiichst y um 0,768 —0,750=0,018,
also um 18 Einheiten der letzten Stelle. Wachst also y um
1 Einheit, so nimmt x um 3 der ersten Dezimale zu. Da g
um 4 Einheiten groBer ist als arc 43°, so ist die erste De-

zimale von x viermal so grofi: 1(_18_4 = 2 und wir erhalten

0,754 = arc43,2°% Jene Differenz von 4 Einheiten der letzten
Dezimale (0,754 — 0,750 = 0,004) heilt eigne Diiferenz.

Wir konnen daher die Regel aufstellen:

Die erste Dezimale des Winkels ist das Zehnfache der
eigenen Differenz dividiert durch die Tafeldifferenz.

Auch hier wird man manchmal mit Vorteil riickwirts inter-
polieren.

Aus Formel (6) folgt jetzt die allgemeine Formel

7 o=4"HU 4
() ye'—yld

D
A=7b oder



6 § 2. Die lineare Funktion

Aufgaben: Berechne die Winkel zu den Arkus 0,783;
0,740; 0,748; 0,711.

Aus der Gleichung (1) kann man auch die andre bilden
(8) g— =aq, d. h.:

Stehen zwei verdnderliche Grifen in geradem Verhdltnis,
so hat ihr Quotient immer denselben Wert (ist konstant).

Die Verhaltniszahl gibt also den konstanten Quotienten
zweier zusammengehdriger Werte der beiden Verénderlichen
an. Friher pflegte man diese Sachlage anders darzustellen,
man vermied Gleichungen und benutzte zur Festlegung des
geraden Verhéltnisses Proportionen. Wenn — um das gleich
allgemein darzulegen — fiir die Werte x; und x, der unab-
hingigen Verdnderlichen die abhingige die Werte gy, und
Yy, hat, so wurde der Tatbestand des geraden Verhaltnisses
durch die Proportion

9) Y1: 2= X1 Xy
dargestellt, die man nach bekannten Regeln auch in der Form
(10) U2 X%, =Yy X2

schreiben kanny d. h. das Verhiltnis zweier zusammengeho-
riger Werte der beiden Verinderlichen hat stets denselben
Wert — die oben eingefithrte Verhaltniszahl.

§ 2. DIE LINEARE FUNKTION

Wir kommen zu einer sehr wichtigen Frage, deren volles
Verstindnis uns fiar spiter von groflem Nutzen sein wird.
Wir wollen annehmen, dafl irgend zwei voneinander ab-
hingige Veranderliche durch eine Tabelle gegeben sind,
und fragen:

Kann man aus der Tabelle erkennen, ob die beiden Ver-
dnderlichen in geradem Verhdlinis stehen oder nicht?

Wir nehmen an, dal die Werte von x immer um denselben
Betrag — meist wird es die Einheit sein — zunehmen (vgl.
die Tabelle S. 4).

Nach den bisherigen Erfahrungen wird man sofort ant-
worten kénnen: wenn gerades Verhiltnis vorliegt, so miissen
die Zunahmen von y konstant sein, was wir oben durch die



Beispiele 7

Gleichung D= ad ausgedriickt hatten. LdSt sich dieser Satz
umkehren, so dafl also das konstante Wachstum von y ge-
niigt, um den Tatbestand des geraden Verhiltnisses zu be-
stimmen?

Wir werden an einfachen Beispielen zeigen, dafl diese
Frage zu verneinen ist.

(1) Jemand legt am Anfange eines Jahres 260 M in seinem

Schreibtisch zurtick, um davon jeden Sonntag zu irgend-
einem Zwecke 5 M wegzunehmen. Dann hat man die
beiden Zahlenfolgen:
Nummer des Sonntags: 0 1 2 ...50 51 52
In der Kasse vorhanden: M 260 255 250 ..10 5 0.
Wenn man dic ganze Folge von 53 Werten hinschreibt,
so kann man fiir jeden Sonntag den Kassenbetrag ablesen.
Es ist aber auch sehr leicht, eine Formel anzugeben, mit deren
Hilfe man zu jeder Nummer eines Sonntags die zugehorige
Geldsumme zu berechnen vermag, denn wenn man x mal
5 M weggenommen hat, so bleiben noch y=1(260—5x M
tibrig. Fthren wir Buchstaben ein, um eine allgemeine Be-
ziehung zu bekommen, so erhalten wir die Gleichung

(1) y=ax+b.

In unserem Beispiel hat der Koeffizient*a den Wert —5
und das sog. freie Glied b den Wert 260. Da bei wachsender
Sonntagsnummer x der Kassenbestand abnimmt, so ist es
durchau$ verstindlich, daBl der Koeffizient von x negativ ist.

(2)) Von einem See ftihre ein Weg zu einer um 7 m hoheren
Rampe, auf der sich ein Turm erhebt, den man auf 118 Stufen
von je 14 cm Hohe ersteigen kann; wie hoch befindet man
sich tiber dem Wasserspiegel, wenn man auf irgendeiner
Stufe steht? Bezeichnet man mit x die Nummer der Stufe
von unten an gezahlt, so ergibt sich sofort fir die Hohe y

i tern:
in Metern g=0,1dx+17,

also wieder eine Gleichung von der Form (11); hier ist
a==0,14 und b = 7. Die zugehérige Tabelle ist:

x|0 1 2 3 ... 116 117 118
yl7 7,14 728 742...2324 2338 23,52
(3) Wenn man einen Metallstab erwarmt, so nimmt seine
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Linge bekanntlich. zu. Hat er bei 0° C die Lange J, und bei
1% die Lange I, so besteht die Gleichung

l=10+oat) =lat + I,

abermals eine Gleichung von der Form (11). Sei etwa I,
= 100 cm und der Stab aus Zink, so ist & = 0,000029; der
Koeifizient der unabhéngigen Verinderlichen, die hier theifit,
ist Iyo = 0,0029, und man kann ohne Mithe eine Tabelle, die
etwa von 10 zu 10 Grad fortschreitet, auistellen.

(4.) Ein weiteres Beispiel, der Wert, den ein Kapital von
7200 M, das zu 3 %, auf einer Sparkasse liegt, innerhalb eines
Jahres fir jeden beliebigen Tag hat, mdge der Leser selbst
ausfithren.

In allen diesen Fillen wird man erkennen, daf} die Tafel-
differenzen konstant sind. Lafit man die unabhingige Ver-
anderliche immer um 10 Einheiten springen, so kann man
die Zwischenwerte der abhingigen Veranderlichen nach der
im vorigen Paragraphen gegebenen Methode berechnen.
Haben wir aber gerades Verhdlinis? Offenbar nicht; denn
nehmen wir irgend zwei Wertpaare x;, g; und x,, g, so be-
stehen zufolge (11) die Gleichungen

U= ax +b,
ye=ax+0b;

daraus aber kdnnen wir nicht die Proportionen (9) des vorigen
Paragraphen ableiten, sondern es folgt

b b
lh:y4=(x1 +;)f(x2 +7)
oder auch (@, —b):(y, — b)=x,: x,.
Wir miissen also die eine der beiden Verinderlichen um

einen konstanten Betrag <+ §~ oder — b) vermehren, ehe wir

gerades Verhiltnis haben.

Die konstante Tafeldiiferenz ist also zwar ein nofwendiges
Merkmal fur gerades Verhiltnis, aber sie ist nicht hinreichend
daftr. Nicht nur die Funktion y = ax, sondern auch die
allgemeinere Funktion y =ax + b zeigt eine konstante Tafel-
differenz in der zugehérigen Tabelle.

Man kann das auch ganz allgemein einsehen. Wenn ich
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in dem Ausdrucke ax -+ b die GroBe x um 1 wachsen lasse,
so erhalte ich a(x + 1) + b=ax + b+ a, d. h. der Aus-
druck wachst um den konstanten Betrag a.

Endlich aber wollen wir von einem Wertpaare x,, y, aus-
gehen und die zwei Gleichungen anschreiben

yo=:axo+b7
y=ax +b

Subtrahieren wir die obere Gleichung von der unteren, so
ergibt sich

(12) ¥ — U= alx — xy),

das freie Glied ist weggefallen, und wir sehen nun, dafl die
Differenzen y — g, und x — x, in geradem Verhaltnis stehen.
Der Leser wird gebeten, diese allgemeinen Rechnungen an
den vorher angegebenen bestimmtien Beispielen durchzu-
fuhren, bis er zu volliger Klarheit tiber diese Dinge gekommen
ist. Weil es sich bei der Inferpolation immer nur um
Ditferenzen der beiden Verinderlichen handelt, so haben
wir auch hier dieselbe Berechnungsart wie beim geraden
Verhiltnis.

Jetzt kénnen wir unsere Untersuchung lickenlos abschliefien.
Die Gleichung (12) sagt aus, daB sich die Differenzen der y
verhalten wie die zugehorigen Differenzen der x, sie ist also
oifenbar die allgemeine Formel dafir, daB in einer Funktions-

tafel durchweg konstante Differenzen vorhanden sind. Aus
(12) folgt aber

(13) y=ax + (y, — axy),

und das ist nichts anderes als unsere Gleichung (11), wenn
wir das freie Glied y, — ax, mit b bezeichnen.
1Dann ist y=ax + b und y,=ax, + b. Wir schlieien
also:
Die allgemeinste Funktion, deren Tabelle!) konstante
Differenzen aufweist, hat die Form y = ax + b.
Eine solche Funktion nennt man lineare Funktion.
Aufgabe: Eine lineare Funktion hat ftr x, den Wert y,
und for x, den Wert y,. Wie heiit diese Funktion?

1) Beachte die Annahme, daf x immer um konstante Betrige
wachsen sollte!
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Wir benutzen zur Losung der Auigabe die Methode der
unbestimmten Koeffizienten. Die Funktion mufl namlich die
Form y = ax + b haben, es sind demnach die zun#chst
noch unbekannten Grofien a und b so zu bestimmen, daf
fiir x, und x, die Werte y, und y, herauskommen — denn
das war ja die Forderung der Aufgabe. Es bestehen also
die beiden Gleichungen

yy=ax +b,

= ax + b.
Durch Subtraktion erhilt man g, — gy, = a(x; — x,), also
wird 4 — 18
Y — 4 |

=X "x

Setfzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so kann
man b berechnen; es kommt

Y — 4
Xy — X%

Damit sind die Koeffizienten bestimmt, und die Funktion lautet:

b=y — Xy .

{14) y= w __x x+y, - ;;/c” ___gya‘ X, | oder auch’):
— —-Y:
(15) y—'y1+x —yy (x—xy).

Diese letztere Formel stimmt vollig mit der irtther abgelei-
teten allgemeinen Interpolationsformel (6) des §1 auf S.5
tiberein, wenn man x, — x, = d und x — x, = 0 setzt. Wir
werden dieser Formel noch ofters begegnen.

§ 3. DAS SCHAUBILD

Vor 50 Jahren waren Schaubilder oder graphische Dar-
stellungen selbst bei hoher gebildeten Leuten fast unbekannt,
heute sind sie ganz allgemein tblich, so dafl das Grund-
satzliche davon kurz erledigt werden kann.

1) Beweise, da8 man auch schreiben kann

y—-J.+y' y’(x x,).
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Meistverwendet man einrechtwinkliges Koordinatensystem,
d. h. man nimmt zwei aufeinander senkrechte Geraden als
Achsen, die eine horizontal, die andere vertikal, und tragt
irgendeine Strecke als Langeneinheit vom Schnittpunkt O
auf beiden Geraden nach beiden Seiten hin ab. Die Endpunkte
der einzelnen Strecken bezeichnet man, wie etwa bei einem
Mafistabe oder Mefiband, der Reihe nach mit den ganzen
Zahlen, wobei dem Anfangspunkt O die Zahl 0 beigelegt
wird. Es ist tiblich, auf der horizontalen Achse OX nach
rechts die positiven, nach links die negativen Zahlen an-
zuschreiben; bei der vertikalen
Achse OY schreibt man meist die
positiven Zahlen nach oben, die *
negativen nach unten. Irgendein
Punkt P” von OX hat nun, ge-
messen in der einmal angenom-
menen Einheit, eine bestimmte __.
Entfernung von O; bezeichnen ¢
wir ihre Mafzahl mit x, so kann
x eine beliebige positive oder
negative, ganze oder gebrochene /-
Zahl sein. In Fig. 2 ist x=+2,6.
Irgendein Punkt P von OY hat
eine Entiernung OP”" = y, in unserer Figur ist y = + 1,75.
Zieht man nun durch P* und P” Parallelen zu den beiden
Achsen OY und O X, so schneiden sie sich in einem bestimmten
Punkte P, und dessen Lage in der Ebene ist eindeutig be-
stimmt durch diese beiden Zahlen x = 2,6 und y = 1,75,
die man seine (rechtwinkligen) Koordinaten nennt. Insbe-
sondere heifit x die Abszisse, y die Ordinate von P. Wire
der Punkt P von vornherein gegeben, so hitten
wir P” und P” als Fufipunkte der Lote von P

X
auf die Achsen zu bestimmen und bekdmen da- lll +
_.’,_

durch die zugehorigen Werte von x und . 1t

Die beiden Achsen teilen die Ebene in vier ||y
sog. Quadranten I, II, Il und IV, und man tber-
zeugt sich leicht, daB die Vorzeichen von x und von y die
Lage eines Punktes in einem der vier Quadranten bestimmen,
wie das nebenstehende Tafelchen zeigt. So liegt also ein
Punkt P, dessen Koordinaten x = — 3, y = — 2 sind, im

L4+ =
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IlI. Quadranten; man bezeichnet ihn kiirzer durch den Aus-
druck P (— 3, — 2). Eine so eingeteilte Ebene wollen wir
kurz Koordinatenebene nennen.

Aufgabe: Zeichne in einem quadrierten Papier zwei aufein-
ander senkrechte Achsen!) und nimm als Einheit entweder den
Abstand zweier benachbarter Geraden oder irgendein passendes
Vielfaches davon; hat man z. B. Millimeterpapier, so wahit man
etwa 1 cm als Einheit der Lange, hat man Papier mit groBeren
Quadraten, wie in manchen Rechenheften, so nimmt man den ein-
fachen, doppelten oder fiinffachen Linienabstand als Einheit, je
nach der GroBe der darzustellenden Koordinaten.

Zeichne beliebige Punkte der Ebene und bestimme ihre Koor-
dinaten.

Zeichne die Punkte P, (42, 4+ 1); P, (— 2, + 1); P, (—2, — 1);
P, (+ 2, — 1) und verbinde sie untereinander; welcher Satz ergibt
sich iber die gegenseitige Lage der Punkte, wie erkennt man
die symmetrische Lage zweier Punkte in bezug auf eine Koor-
dinatenachse aus den Koordinaten?

Wenn nun y eine Funktion von x ist, so dafl also — im
einfachsten Falle — zu jedem Werte von x ein bestimmter
zugehdriger Wert von y irgendwie angegeben werden kann,
so ist in der Koordinatenebene jedem Punkte der Abszissen-
achse OX ein bestimmter Punkt der Ebene zugewiesen, der
das zugehorige y als Ordinate hat. In den Fallen, die wir
hier betrachten wolien, liegen alle diese Punkte der Ebene
auf einer Linie, die wir die graphische Darstellung, das Dia-
gramm oder das Schaubild der Funktion nennen. Wir fragen
sofort: wie sehen die Schaubilder der beiden Funktionen
y=axund y = ax + b aus?

L. Die Funktion y = ax.

Lassen wir x die Folge der ganzen Zahlen ...— 4, — 3,
—2,—1,0,+1,+2, +3,+4,... durchlaufen, so er-
geben sich far y die Werte ... — 44, — 3a, — 2a, — q,
0, +a +2a, + 3a, +4a,... Wie wir auch das a an-
nehmen, immer wird die Zeichnung ergeben, daf alle diese
Punkte, deren Koordinaten der Gleichung y = ax geniigen,
auf einer durch O gehenden Geraden liegen. In Fig. 3 ist
fiir g, ein positives a, ftir g, €in negatives a angenommen;
im ersten Falle geht die Gerade durch den I und lIl. Qua-
dranten, im zweiten Falle durch die Quadranten II und IV.

1) Selbstverstindlich wird man als Achsen zwei Linien der
Quadrierung nehmen.
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Darfen wir nun annehmen, dafl die ganze Gerade das
Schaubild der Funktion ist? Dazu miifite erst nachgewiesen
werden, dafl nicht nur fiir ganzzahlige x, sondern fir jedes
beliebige x der Punkt auf der Geraden liegt. Das gelingt
aber leicht.!) Nennen wir A den Punkt 4+ 1, + a, so daf
also 04" =+.1, AA" =+ a ist, und sei P" ein beliebiger
Punkt der x-Achse, P der senkrecht dariiber liegende Punkt
von g,, so ist PP : OP" = A’A: 0A"; nun ist aber A'A
=ga- 04, also ist auch PPP=qa-OF, d. h., wenn wir wieder
die Bezeichnungen gy und x
gebrauchen, auch zwischen
den Koordinaten x und y
des beliebigen Punktes P
von g, besteht die Gleichung |
y = ax. Wir kénnen dem- .
nach den Satz aussprechen: -

Das  Schaubild der ' I
Funktion y = ax ist eine I
durch den Koordinaten-

anfangspunkt gehende ' |
Gerade. i i

Die Gerade, deren Glei- !
chung y = ax ist — kurz: die Gerade y = ax — wird
konstruiert, indem man im Punkte +1 der x-Achse das Lot
a errichtet; ist a positiv, so geht das Lot nach oben, ist a
negativ, so ist das Lot nach unten zu errichten.

Bezeichnet man mit B den Punkt (+ 2, 4 2a) und zieht
A4l OX, so ist AAAB=AOAA und A,B =a. Geht
man von P um eine Einheit weiter nach Q" und zeichnet
ebenso das APP,Q, so erkennt man, dal auch dies den
vorigen Dreiecken kongruent ist, es ist also auch P,Q =a.
Ein solches Dreieck PP,Q, bei dem PP, = 1 ist und nach
rechts geht, bezeichnet man als Steigungsdreieck und die
GroBe P,Q = a heilt die Steigung (auch Gradient) der Ge-
raden. Bei positiver Steigung geht also die Gerade durch |
und I, bei negativer Steigung durch Il und 1V. In Fig. 3 ist

1) Wegen irrationaler Werte der Koordinaten sei auf Wie-
leitner, Der Begritf der Zahl, 2. Aufl. Leipzig (Teubner) 1918,
(diese Sammlung, Bd. 2) hingewiesen.

Math. Bibl. 48: Witting, Funktionen 2
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das Steigungsdreieck ftir verschiedene Punkte von g, und
g gezeichnet. Fuigen wir endlich noch ausdriicklich hinzu:
Der Koeffizient von x in der Gleichung y = ax gibt die
Steigung der Geraden nach Richtung und Gréfe an.
Aufgabe: Untersuche die Glei-
chungeny=3%x,y=—1%x3x+2y
= (. (Die letztere mufl erst in die
Form y=ax gebracht werden.) Wie
heifBen die Gleichungen der beiden
Geraden, die die Winkel der Achsen
halbieren? (y = x, y = — x.)
Jetzt sind wir so weit, die Formel
§ 1, (6) auch geometrisch einzusehen.
Wir betrachten (Fig. 4) die Punkte P, (x,, 3,), P (xe=x,+d,
Y¥: = i; + D) und nehmen zwischen ihnen einen Punkt
Px==x 4+, y=y + O) an. Dann erkennt man un-
mittelbar aus der Figur, dafl A:d = D : d ist und daraus
entnimmt man b
— — Y — U
y=mto=yt =g+ =0
Auch alle tibrigen Aussagen; Sitze und Formeln von § 1 liest
man ohne Mithe aus der Figur ab, sie sind geometrisch ein-
leuchtend. Der Leser mdoge § 1 nochmals durcharbeiten und
die Figuren selbst dazu zeichnen.

II. Die lineare Funktion y = ax + b.

Hier ist die Darstellung schnell erledigt: wenn man die
Gerade y = a x gezeichnet hat {Fig. 5), so braucht man sie
nur um die Strecke b in der Ordinaten-

richtung parallel zu verschieben, um die

Gerade y=ax -+ b zu erhalten; denn

alle Ordinaten sollen ja um b grofier sein,

als bei der Geraden y = ax. Man erkennt

sofort, dafl die Steigung der Geraden

y=ax + b wiederum a ist und daBl die

Gerade durch den Punkt S (x=0, y=">5) der Ordinatenachse
geht. Um also das Schaubild fiir y = ax + b zu zeichnen,
konstruiert man das Steigungsdreieck im Punkte O, bestimmt
den Punkt S (0, b) und zieht durch ihn die Parallele zur Hypo-
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tenuse des Steigungsdreiecks. In den Figuren 6 und 7 sind
alle vier moglichen Félle der Vorzeichen von a und b beriick-
sichtigt, Man erkennt, dafl bei g, sowohl a wie
b positiv sind, g, geht nicht durch
IV; g, hat positives a, negatives
b und geht nicht durch II; g; und
g, haben negatives a und posi-
tives oder negatives b, sie gehen
8 nicht durch 1l oder 1. Fig. 7.
Auigaben: Stelle dir die Lage der folgenden Geraden
vor, und dann zeichne sie:

y=38x—2, y=—x+3, y=ix+3, y=—%x—1i

Auch die umgekehrte Aufgabe ist leicht zu 16sen (Fig. 8):
Zu einer gezeichneten Geraden die Gleichung zu bestimmen.
Der Schnittpunkt mit der y-Achse gibt uns b nach Grofie

und Vorzeichen, das an irgendeiner Stelle gezeichnete

Steigungsdreieck liefert uns a nach Grofle und Vorzeichen.

Ehe wir aber abschliefien, miissen noch zwei Sonderfille be-

trachtet werden (Fig. 9). Wenn die Gerade der x-Achse

parallel l4uft, wird

offenbar a=0 und

die Gleichung heifit

y = b; wenn aber die

QGerade der y-Achse

parallel ist, so hat far

Fig. 8. ieden ihrer Punkte x Fig. 9.

denselben Wert, etwa p und die Gleichung lautet demnach
abweichend vom Bisherigen x = p. Diese letzten beiden

Falle sind fiir uns hier nicht von Belang, weil die Gleichung

dann nur eine Verdnderliche enthilt. Das Ergebnis der Unter-

suchung ist:

Jede Gleichung y = ax + b stellt eine Gerade dar;
deshalb heifit diese Gleichung lineare Gleichung, die Funk-
tion lineare Funkhktion.

Jede Gerade in der Koordinatenebene ist das Schau-
bild einer linearen Funktion.

Jetzt gehen wir zu § 2 zurtick und unterziehen die dort
angestellten Rechnungen und Formeln der geometrischen
Deutung.

2
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Die dort angefihrte konstante Tafeldifferenz ist sofort
Klar (Fig. 10). In Fig. 11 erhilt man aus der Gleichung y =
ax + b der Geraden ftur y =0 "

den Wert x = -g= OT; denn

T ist ja der Schnittpunkt der
. Geraden und der x-Achse und .
fur ihn ist y = 0; die absolute Fig. 11,
Lange von OT ist demnach b : a, mithin ist

’ b v
TPy=x+ _, TP,=x,+ g, und, wenn man durch S die

Parallele zur x-Achse zieht, S, P, = g, — b, S3P; =y, — 0.
Die Figur gibt dann ohne weiteres die beiden Proportionen
b

von S. 8.
pim=(a+ ) i(nt+l), G—b:m—b=x:x.

Die Forme! (12) auf S.9 liefert uns die Gleichung einer Ge-
raden, die durch den Punkt P, (xo7,) geht
: und die Steigung a hat (Fig. 12).
Endlich fordert, die Auigabe
S. 9 geometrisch ausgedriickt,
die Gleichung einer Geraden,
die durch zwei gegebene
Punkte P, (x;,3,) und Py (x,, y2)
geht man erkennt (Fig. 13), daf8 die Glei-
chung (15) nichts weiter aussagt als die Proportion:

PQ:QP,=P,R:RP,,
dh @G—g):kEx—x)=@ — 91) :(x — %)
P ist ein beliebiger Punkt der Geraden P, P;, dessen Ko-
ordinaten eben dieser Gleichung unterworfen sind.
Der Leser wird dringend gebeten, nicht eher weiter zu

gehen, als bis er diese drei Paragraphen vollig verstanden
hat; sie sind die Grundlage aller weiteren Untersuchungen.

§ 4. DAS UMGEKEHRTE VERHALTNIS

Die zweite Funktion, die bei der Schiufirechnung auftritt,
wird durch das umgekehrte Verhaltnis gekennzeichnet. Heifit
es beim geraden Verhaltnis ,je groBer, desto groBer”, so
sagt man hier woh! ,je groBer, desto kleiner”; allerdings



Beispiele und Proportionen 17

genigt weder die eine, noch die andere Aussage zur ge-
naueren Bestimmung des Verhiltnisses!

Wir haben auch beim umgekehrten Verhiltnis zwei ver-
anderliche GroBen; wird die eine verdoppelt, so mufl die
andere halbiert werden usw. In dieser Beziehung steht, um
das einfachste Beispiel zu nehmen, die Grofle der Teile eines
Kuchens zu ihrer Anzahl. Soll ich noch einmal soviel gleiche
Teile machen, so wird der einzelne Teil halb so grofl; sind
nur ein Drittel soviel Teile zu machen, so ist der einzelne
Teil dreimal so grof. In dieser funktionalen Abhéangigkeit
stehen weiter: Bei gleichidrmiger Bewegung die Zeit, in der
ein bestimmter Weg zurtickgelegt wird, zur Geschwindigkeif,
Druck und Volumen einer bestimmten Gasmenge bei gleicher
Temperatur, Hohe und Breite eines Rechtecks bei gleichem
Inhalt. Mifit die Breite x cm, die Hohe y cm, so ist der In-
halt xy qem. Soll das Rechteck gleich einem Quadrat von
k cm Seitenlinge sein, so bestehen die Gleichungen

N k k2
(16) xy=k“) ¥y=7%5 x=‘g
und diese Gleichungen sind kennzeichnend fiir das umge-
kehrte Verhdltnis.

Sind ferner x,, y; und x,, y, zwei zusammengehorige
Wertpaare, so ist x,y; = x,y,, also gelten die Proportionen

1 1
iifga= Xy xy und g1 ;= a—c:: %’
und daraus erklart sich die Bezeichnung umgekehrtes Ver-
hiltnis.

Sind n Wertpaare gegeben, so ist
. . . . . — 1 . 1 . 1 . 1
Yy o4t Uyt ”'y"—-_;'-’z;';s:”';;’

d. h. die Werte der einen Verinderlichen verhalten sich der
Reihe nach wie die Reziproka der zugehodrigen Werte der
anderen Veranderlichen.

Gehen wir nun zum Schaubild tiber, so bedienen wir uns
am einfachsten der geometrischen Deutung der Gleichung
xy = k?% die doch aussagt, daB das Quadrat mit der Seite
k in alle moglichen Rechtecke verwandelt werden soll. Da
nun k? sowohl (4 k) - (+ k) wie auch (— k) - (— k) sein kann
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und ebenso x und y gleiche Vorzeichen haben miissen, da-
mit ihr Produkt positiv wird, so erkennen wir, daB die zu

konstruierenden Rechtecke in I und 11l liegen.
Ist 08'SS” (Fig. 14) das Quadrat mit
der Seite &, so findet man zu einem be-
liebigen x = 0P das zugehorige y=0P",

indem man S"P” || P’S” zieht.
Das Rechteck OP'PP” ist
dem Quadrat OS'SS”
flichengleich.') Demnach ist
also P ein Punkt der Schau-

linie, die Schaulinie enthalt daher die ,ireien Ecken“ aller

solchen Rechtecke (Fig. 15).

v

Fig. 15

Oifenbar sind die beiden

nZweige" des Schau-
bildes in I und HI ein-
ander kongruent und
man tberzeugt sich
auch leicht, dafl die
beiden Geraden y = x
und y = — x, die die
Quadranten halbieren,
Symmetrielinien  der
Figur sind: durch Um-
klappen um jede dieser

_. Linien kommt die Figur

mit der fritheren Lage
zur Deckung. Ist nam-
lich fur die vier Punkte

Pl,Pg,P3,P4

X =Y =T XN
und

Y =X=—"l3=— Xy,

so folgt zunichst aus
xy; = k? auch x,y,

1) Beweis: Die beiden Dreiecke O S'S” und OP P’ haben
das Dreieck OS P’ gemeinsam. Die Restdreiecke S’P”“P" und
S'P’S” haben dieselbe Grundlinie S"P” und ihre Spitzen P und
S” liegen auf der Parallelen P'S” zur Grundlinie, die Restdreiecke
haben also auch gleiche Hohen, sind demnach flachengleich; usw.
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= x5 = x4, = k% d. h. wenn P, der Linie angehort, so
liegen auch Py, Py, P, auf ihr. Klappt man nun um die Linie
y =x um, so decken sich P; mit P,, P; mit P,; klappt man
aber-um y=—x um, so decken sich P, mit P, und P, mit
P;. Auflerdem werden P, P; und P, P, in O halbiert.

Die so erhaltene Linie nennt man gleichseitige Hyperbel,
sie hat eine grofle Menge hochst bemerkenswerter Eigen-
schaften, z.B.hingt sie eng mit den Logarithmen zusammen.)

§ 5. DIE INTERPOLATION
BEIM UMGEKEHRTEN VERHALTNIS

Um an einem bestimmten Beispiel?) arbeiten zu konnen,
wollen wir die Kaufkraft y von 100 M in der Schweiz be-
rechnen, wenn man xM fiur 100 Fr. zahlen mufl. Unter der
Kaufkraft verstehen wir hier den Wert von 100 M in Frie-
densmark ausgedriickt. Vor dem Kriege erhielt man 100 Fr.
fur 80 M; wenn man 160 M fir 100 Fr. zahlen mu8, so hat
die Mark nur noch den halben Wert, 100 M gelten also so-
viel wie 50 Friedensmark. Wirde man 100 Fr. fur 1 M er-
halten, so hitte diese eine Mark den 80fachen Friedenswert,
also wiirden 100 M soviel wie 8000 Friedensmark gelten,
Mu man x M fur 100 Fr. zahlen, so folgt ftir den Wert y
von 100 M in Friedensmark berechnet demnach
(17) y= 8_9(& .

x

Berechnet man y fiir x = 80 bis x = 400 von 10 zu 10, so
erhialt man nachstehende Tafel (s. S. 20).

Wir fragen jetzt, in welcher Weise man hier Zwischen-
werte berechnen kann, wie hoch also z. B. die Kaufkrait
von 100 M ist, wenn man fir 100 Fr. 127 M oder 216 M
oder 293 M oder 378 M bezahlen mufi.

Zur griindlichen Erledigung dieser Auigaben gehen wir
auf die allgemeine Gleichung (16) y = k? : x zuriick und
fragen, wie wir zwischen y, = R*:x und y,=k": (x + 1)
interpolieren.

1) Vgl. A. Witting, Einfithrung in die Infinitesimalrechnung H
Die Integralrechnung. 2. Aufl. (diese Sammlung Bd. 41).

2) Vgl.AWitting, Abgekiirzte Rechnung. S.22 (diese Sammlung
Bd. 47).
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x y | = v | x|
80, | 100,00 190 42,11 300 26,67
90 88,89 200 40,00 310 25,81
100 80,00 210 38,10 320 25,00
110 72,73 220 36,36 330 24,24
120 66,67 230 34,78 340 23,53
130 61,54 240 33,33 350 22.86
140 57,14 250 3200 | 360 22,22
150 53,33 || 260 30,77 | 370 21,62
160 50,00 270 2063 || 380 21,05
170 47,06 280 2857 || 390 20,51
180 44,44 || 290 | 2759 | 400 20,00

Lassen wir y um eine kleine Grofle d zunehmen, so er-
halten wir einen zwischen y, und y, liegenden Wert g, so
daBl y, > y > y, ist; daher setzen wir y = gy, — € und haben

k!
(18) W e=Fxs
Ist nun d klein gegen x, so kann man filir den Bruch einen
angeniherten Wert setzen?) und schreiben
S oy _ kR
(193') yl—_e’—‘x_'_b:}_(l—;)—'?_;?bv

unter Berticksichtigung von (16) findet man also
2

k
(19b) E:?by

d. h. die Abnahme von y, ist der Zunahme von x angendhert
proportional.

Es handelt sich also nur noch darum, die Verhaltniszahl
k*: x? mit gentigender Genauigkeit auszurechnen. Das ist
aber in einfacher Weise moglich, wenn x geniigend grof§
gegen b ist; denn setzen wir in (19a) d = 1, so erhalten wir

k* k? k?

TIT ~T Es ist daher
KRR
(20) ¥ ox x¥1 T

d. h. die Verhdltniszahl k* : x* ist gleich der Differenz zweier
aufeinander folgender Tafelzahlen (Tafeldifferenz).

1) Vgl. A. Witting, Abgekiirzte Rechnung § 13 (diese Samm-
lung Bd. 47).
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In unserem Beispiel schreitet x nicht um 1, sondern um
10 fort, wir haben demnach die Tafeldifferenz durch 10 zu
dividieren. Nehmen wir x =173, so ist folgende Rechnung
zu machen:

Tafeldifferenz = 47,06 — 44,44 = 2,62; 0,262 -3 = 0,786,
y = 47,06 — 0,79 = 46,27.

Rechnet man 8000 : 173 aus, so ergibt sich 46,24, die
vierte Stelle ist also ungenau.

Aufgabe: 1. Berechne die oben angegebenen Beispiele
durch Interpolation und unmittelbar durch abgektrzte Divi-
sion und vergleiche die Ergebnisse.

2. Berechne unmittelbar durch abgekiuirzte Division die
Werte von y fur alle ganzzahligen x der Dekade von 270
bis 280 und interpoliere dann fiir die Zehntel.

3. Berechne die Abweichung jedes Wertes von y der
Tabelle von dem arithmetischen Mittel der beiden benach-
barten Werte. Was folgt aus diesen Ergebnissen?

Beispiele: 61,54 = }(66,67 4+ 57,14) — 0,37

30,77 = (32,00 + 29,63) — 0,05
20,51 = (21,05 4+ 20,00) — 0,02.

Aus den soeben angestellten Rechnungen und den oben
entwickelten Formeln ergibt sich der Satz:

Je Rleiner die Tafeldifferenz ist, um so genauer hat die
Funktion y = k®: x in dem Zwischenraum das Verhalten
einer linearen Funktion.

Versuchen wir dem Satze noch ein strengeres Geprige
zu geben, so werden wir fiir diese lineare Funktion den Aus-
druck ax+ b voraussefzen und nun verlangen, dafl die un-
bestimmten Groflen a und b bestimmt werden. Unter der
Annahme, daBl sich unsere Funktion innerhalb der Fehler-
grenzen der Rechnung zwischen zwei bestimmten Werten
x, und x; + 1 gentigend einer linearen Funktion annahert
hat man die zwei Gleichungen

k2
=ax,+b und z +1 =a(x,+ 1)+ b
Subtrahlert man die erste von der zweiten, so kommt
k? k2 k’
Q= ——— — —— = —— —————

PR Y A
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setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so ergibt sich
B L R*(2x,41)

— + b, also b= FACRES))

x . x 1
Fur irgendeinen Wert x zwischen x; und x; + 1 kann
man mithin schreiben:
B __ k? R*(2x, 4+ 1)
A S R CoE )

k2
= sEmFplr T @xt )
Springt in der Tabelle die unabhingige Veranderliche
nicht um 1, sondern um d, so findet man leicht die Formel

(22) ¥ = soa - rt 2n+dl

Als Beispiel diene die Funktion der Gleichung (17) in dem
Bereiche von x; = 360 bis x,=x + d = 370; es ist also
d = 10, k*= 8000, die Rechnung ergibt

y=-—0060x + 4,38 (von x = 360 bis x = 370).

An den beiden Grenzen x; und x,= x,+ d findet genaue
Ubereinstimmung statt,zwischenden GrenzennurAnndherung.
Manerkenntleichtdurch Umrechnung, daB die Gleichung(22)
vollig tbereinstimmt mit der durch die Interpolationsmethode
gegebenen Gleichung?) (6) S. 5, die wir schreiben konnen:

(23) y=y+ 872 (x—x)

indem wir d = x, — x, setzen.) Auch steht sie im Einklang
mit Formel (15) S. 10.

1) Setze in Gleichung (23) fiir y, und gy, die Werte k*:x, und
k*:(x,+d) ein und ordne die Glieder. Erprobe das an dem obi-
gen Beispiel in Zahlen. Berechne die lineare Naherungsfunktion
fiir mehrere andere Stellen der Tabelle auf S. 20 und bestimme
die Abweichungen von den aus der Gleichung (17) unmittelbar
zu findenden Werten.

2) Eine genauere Untersuchung zeigt, daB das Maximum des
Unterschiedes zwischen der linearen Funktion und dem wahren
Werte der Funktion y fitr den Wert x =V/x, x, eintritt; wie grof
ist diese maximale Abweichung? Wie grof8 darf d hochstens
sein, damit dieser Inferpolationsfehler unterhalb der Genauigkeits-
grenze liegt?

1
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§ 6. GEOMETRISCHE BETRACHTUNG

Wie stellt sich nun die Interpolation unserer Funktion
y = k%: x graphisch dar? Diese Frage 148t sich leicht aus
unseren lefzten Formeln beantworten. Das Schaubild der
Funktion y =k?: x ist eine gleichseitige Hyperbel, das Schau-
bild einer linearen Funktion ist eine Gerade. Die Gleichung
(22) stellt daher eine Gerade dar, die durch die beiden
Punkte P, (x;,y,) und P, (x;=x, +d, y;) der Hyperbel hin-

durchgeht, und die durch Interpolation gefundenen
Werte von y zwischen y; und y, liegen nicht auf der
Hyperbel, sondern auf dem sie ersetzenden Siiick einer
Geraden, d. h. auf der Sehne der Hyperbel! An den
Endpunkten P, und P, der Sehne findet
volle Ubereinstimmung, dazwischen nur
eine Anniherung statt (Fig. 16). Das lift
sich aber sehr anschaulich durch Be-
achtung des geometrischen Sinnes der Genauigkeit auffassen.
Nehmen wir zur Vereinfachung k=1, x;, = 6, x, =17, also
d=1soisty;=1:6=0,166...; ygo=1:7=0,1428..;
wir werden also eine Verabredung tiber die Stellenzahl, die
wir anwenden wollen, treffen miissen. Nehmen wir 3 Dezi-
‘malen, so ist y, = 0,167, y,=0,143. Die Ungenauigkeit, die
wir hier begehen, kennen wir genau, da uns ja die wahren
Werte bekannt sind. Im allgemeinen aber wird man bei
solchen abgekiirzten Zahlen nach den Grundsitzen der ab-
gekuirzten Rechnung nur wissen, dal die beiden Grenzen
eine halbe Einheit der letzen Stelle kleiner oder groSer sind,
als die gegebene ungenaue Zahl. Wir erhalten demnach bei
der Zeichnung nicht die Punkte P, und P,, sondern an ihrer
Stelle zwei FEleine vertikale Strecken von der Breite der
Schwankung, d. h. von einer Einheit der letzten Stelle. Be-
denkt man jetzt, dafl wir ja auch gar nicht Punkte und Linien
in strengem Sinne zeichnen kénnen, sondern in der Ebene
statt dessen kleine Kreise und Streifen von gewisser Breite
ziehen, so erkennt man, daf} die geometrische Ungenauig-
ieit mit der arithmetischen in Einklang gebracht werden
kann.

Wir brauchen nur festzusetzen, da die Strichbreite eine

Einheit der letzten Stelle sein soll. Sind also in unserem
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Falle x und y in cm zu zeichnen, so mufl die Strichbreite in
vertikaler Richtung gemessen ein Hundertstel mm sein.

Die ,Punkte® der Tabelle der Funktion y = 1:x sind je-
weils die Mittelpunkte der kleinen vertikalen Strecken, die
ideale Sehne ist demnach die geradlinige Verbindung dieser
gt Mittelpunkte, die reale Sehine wird ebenso wie
I ... das Schaubild der Funktion ein Streifen von

" gleicher Breite sein, dessen Mittellinie die

ideale Sehne ist; die Rander des Streifens

Fig. 17. gehen genau durch die Grenzpunkte, das

Schaubild der Funktion ist ein etwas gekriimmter Streifen.

Fig. 17 stellt den Sachverhalt im wesentlichen dar. Wir er-
kennen leicht:

1. je grofler d gewdhlt wird, eine um so groflere Durch-
biegung des Kurvenstreifens hat gegentiber dem Sehnen-
streifen statt,

2. die ,,geradlinige Interpolation” ist solange zulassig, als
die Mittellinie des Sehnenstreifens noch innerhalb des Kur-
venstreifens liegt,

3. zu jeder Genauigkeitsgrenze (Stellenzahl von y) gibt
es einen Grenzwert fur d, der nicht tiberschritten werden
darf,

4, der Grenzwert fiir d ist offenbar abhangig von der
Krimmung der Kurve; je stiarker die Krummung ist, desto
kleiner mufl d gew#hlt werden. Um eine gleichméafige Fort-
schreitung der x zu haben, begntigt man sich mit einem
Mittelwert von d.

Aligemein ist es tblich, die Werte von y auf eine Stelle
mehr zu berechnen als die von x, so dafl also d = 10 Einheiten
der letzten Stelle von y ist. Die Interpolation ergibt aber
dann nicht immer zuverlissige Werte.

Wenn die Funktion y = k®: x fir eine gleichm4fBig fort-
schreitende Folge von x-Werten berechnet vorliegt, so stellt
eine solche Tafel eine Folge von Punkten in der Koordinaten-
ebene dar. Denken wir uns simtliche Zwischenwerte durch
lineare Interpolation berechnet, so ist das Schaubild ein
Sehnenpolygon der Kurve, wir ersetzen also auf diese Weise
die Kurve durch ein Vieleck.
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§ 7. DIE TAFEL DER REZIPROKA

Wir gehen nun dazu tiber, eine besondere allgemein iib-
liche Form der Tafel zu erlautern und deren Verwendung
zu zeigen. Wir benutzen als Beispiel die Funktion

1
y=;y

wo also y das Reziprokum von x ist. Eine brauchbare Tafel
befindet sich auf S. 26.

In dieser Tabelle sind die Reziproka der Zahlen von
1,0 bis 9,9 aut 3 Dezimalen gegeben. Wollen wir z. B. das
Reziprokum von 4,8 haben, so gehen wir auf der fiinften
Reihe, die mit 4 bezeichnet ist, bis zur neunten Spalte, die
mit 8 tiberschrieben ist, und finden ftir das Reziprokum den
Wert 0,208. In der Tat ist ja, wie man leicht ausrechnet,
1:4,8=0,208. Will man das Reziprokum von 48 haben,
so mufl man noch durch 10 dividieren, es ergibt sich dem-
nach 0,0208; das Reziprokum von 0,48 wird 2,08.

Berechnet man das Reziprokum von 6,5 auf 5 Dezimalen,
so ergibt sich 0,13585, daher heifit die Zahl auf 3 Dezimalen
abgekiirzt 0,154 ; in der Tabelle ist diese 4 schriag gedruckt,
und damit soll angedeutet sein, dafl sie durch Erhohung aus
einer 3 enistanden ist. Jede schrig gedruckte dritte Dezimale
ist bei der Abkiirzung erhiht.')

Die Tafel liefert durch Interpolation die Reziproka aller
dreistelligen Zahlen. Wir brauchen ja nur den zehnten Teil
der Taleldifferenz mit der dritten Stelle zu multiplizieren,
um den Zuwachs des zu den ersten zwei Stellen gehoren-
den Reziprokums zu erhalten.

In der letzten Spalte, die mit D tiberschrieben ist, stehen
die Differenzen der letzten Zahl einer Reihe und der ersten
Zahl der nachsten Reihe.

Soll also z. B. 1 : 4,83 berechnet werden, so suchen wir zu-
erst 1:4,80 = 0,208. Die Tafeldifferenz ist 0,204 — 0,208
= — (0,004 oder in Einheiten der dritten Dezimale ange-
geben — 4. Davon ist der zehnte Teil mit 3 zu multiplizieren:
—0,4:3=—1,2=—1, wir haben also die dritte Dezimale

1) Prife dies an einigen Zahlen, insbesondere bei den Rezi-
proken von 7,7 und 9,1,
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Tafel 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D

1,000 0,909 0,833 0,769 0,714 0,667 0,625 0,588 0,556 0,526
500 476 455 435 417 400 385 370 357 345,
333 323 313 303 294 286 278 270 263 256

6
250 244 238 233 227 222 217 213 208 204
200 196 192 189 185 182 179 175 172 1693
167 164 161 159 156 154 152 149 147 1452

2
143 141 139 137 135 133 132 130 128 127 2
125 123 122 120 119 118 116 115 114 112l
111 110 109 108 106 105 104 103 102 101 |

OPN ST W

von 0,208 um 1 zu vermindern, erhalten demnach 1 : 4,83
= 0,207. Es versteht sich von selbst, dafl wir stefs nur
3 Stellen erhalten konnen. Weitere Beispiele, die der Leser
selbst nachrechnen moge, sind:

Num/0,238(64,5 (3,72 |0,156/0,0705 3,01 "5,93 1,94
/! {
Rez 4,21 |0,0155/0,269/6,42 14,2 |0,332/0,168/0,516.

Die Bezeichnung Num. ist eine Abktirzung fur Numerus
und bedeutet beim Tafelrechnen ganz allgemein die unab-
hangige Veranderliche, d. h. die Zahl, fur welche die Funk-
tion (hier das Rez.= Reziprokum) berechnet ist.

Zum Schiufl wollen wir noch darauf hinweisen, dafl die
Umkehrung dieser Funktion wieder dieselbe Funktion ist;
aus y =1: x folgt ja umgekehrt auch x = 1:y. So konnen
wir also fur diejenigen 99 dreistelligen Zahlen, die in der
Tafel stehen, die Reziproka unmittelbar ablesen. Also ist
z.B.1:0,556 = 1,80 und 1: 0,185 = 5,40.

§8. DAS QUADRATISCHE VERHALTNIS

Als viertes Beispiel einer funktionalen Beziehung betrach-
ten wir das quadratische Verhiltnis: Die abhdngige Ver-
dnderliche soll dem Quadrat der unabhdngigen proportional
sein. In dieser Beziehung stehen die Flachen #hnlicher Fi-
guren zu den L#ngen entsprechender Strecken, z. B. die
Inhalte der Quadrate zu den Quadratseiten, oder die Inhalte
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der gleichseitigen Dreiecke zu den Seiten, die Inhalte der
regelmaBigen n-Ecke zu den Seiten. In jedem dieser Falle
gibt es einen bestimmten Proportionalitdtsfaktor. So ist die
MafBzahl der Flache eines Quadrats gleich dem Quadrat der
MafBzahl einer Seite; das kommt natiirlich nur dadurch und
dann zustande, wenn wir als Flicheneinheit das Quadrat
der Lidngeneinheit nehmen, also z.B.die Lange in cm messen
und die Fliche nach Quadratzentimetern (qcm = cm?) an-
geben. Bezeichnet y die Mafizahl der Fliche und x diejenige
einer Seite, so lautet die Beziehung y = x>

Fur das gleichseitige Dreieck haben wir unter denselben
Voraussetzungen bekanntlich y=§x21/§. Im ersten Falle
ist also der Proportionalitatsfaktor 1, im zweiten Falle ist er
Ly3 = 0,43;. Die Kreisflaiche vom Radius x wird durch die
Formel y = mx? gegeben, der Verhaltnisfaktor ist also =
3,14159. ..

Allgemein kénnen wir demnach fir das quadratische Ver-
héltnis die Gleichung ansetzen:

(24) y=cx’
aus der durch Umkehrung sofort folgt
(25) x=cVy,

wobei wir 1 : ¢ = ¢’ gesetzt haben.

Die Frage, die uns hier wie in den fritheren Fallen be-
wegt, ist, wie findet man aus einer Tabelle, die fiir eine Folge
von x-Werten die zugehorigen y-Werte enthilt, Zwischen-
werte, also wie interpoliert man. Die Antwort ist sehr ein-
fach, wenn wir uns gewisser Niherungsformeln?) bedienen.
Nennen wir wieder d die konstanie Differenz der x-Werte
und betrachten wir einen bestimmten Zwischenraum zwischen
den Werten x; und x, = x, + d, so werden wir verlangen,
auf maoglichst einfache Weise den y-Wert ftr irgendein in
dem Zwischenraum gelegenes x zu bestimmen. Sei d eine
Zahl, die kleiner als d ist, so wird x = x; + d eine in dem
angenommenen Zwischenraum liegende Zahl sein, und man
hat die drei Gleichungen

p=cx’ y=clx+, 5n=-cl+ad;

1) Vgl. A Witting, Abgekiirzte Rechnung § 13 (diese Samm-
lung Bd. 47).
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die Aufgabe ist nun so festzulegen:
Man soll y aus y,, y, und d berechnen.

Wenn die Differenz d so klein ist, dafl ihr Quadrat ver-
nachldssigt werden kann, so ist

ys= cx’+ 2cx,d=y, + 2cx,d,

also 2ex, = (s —yy) : d,
und damit wird
(26) y=cx+ 2emd =y, + BTy,

d. h. wir haben wieder die Anniherung durch eine lineare
Funktion.!)

Diese lineare Anndherungsifunktion koénnen wir ftir den
Zwischenraum von x, bis x3=x; + d auch auf folgende
Weise berechnen. Wir setzen y = ax -4 b, wo x zwischen
x, und x; liegen soll und verlangen, daff fur die beiden
Grenzen genaue Gleichheit besteht; dann hat man fiir die
beiden unbestimmten Grofien ¢ und b die Gleichungen

p=ax,+b yp=ax+b=alx,+d +b
Daraus ergibt sich
a=2¢x;+cd=c(x; + x3)
= —cx,l—cdx; = — cx;x;; also wird
27) y = clx, + x)x — cx; x5, x < x < x,.
Setzen wir in dieser Gleichung x = x, oder x = x,, s0

erhalten wir die genauen Werte von y, oder y,.°)
Wir betrachten jetzt die Umkehrung der quadratischen

PFunktion, die wir oben x = ¢’} schrieben. Wir wollen aber
lieber x und y vertauschen und nun die Funktion

(28) y=cl/x ins Auge fassen.

1) Fir 8 = 0 erhéalt man y = y,, und fiir d=d kommt y =1y,,
beides sind genaue Gleichungen.

2) Eine genauere Untersuchung lehrt, dafl die grofte Abwei-
chung dieser linearen Funktion von unserer quadratischen fir
den Wert §(x, + x,) eintritt; wie gro8 ist diese maximale Diffe-
renz? Wie grofl darf d hochstens sein, damit dieser ,Fehler*
unbeachtlich ist, d. h. unterhalb der Genauigkeitsgrenze liegt?
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Die Hauptirage ist fiir uns immer wieder: Wie ist diese
Funktion angenahert in einem kleinen Zwischenraum von
x, bis x;= x, -+ d beschaffen, wie kann man in solchem
Zwischenraum interpolieren? Wir wiinschen, dafl die Inter-
polation durch eine lineare Funktion als moglich erwiesen
werde ; damitetwas Abwechselungin die Untersuchung kommt,
wollen wir die Gleichung (12) (S. 9) zugrunde legen. Es
soll also untersucht werden, ob der Quotient (y—y,):(x—x,)
angen#hert konstantist.)) Setzen wir x— x, =29, so ergibt sich?

e R B ARV £

x—x,

—__—'—'—"’
2V x,

(29) also endlich gx—:—i—i :%:-
Damit ist aber bewiesen, dafl bei gentigend kleinem d der
Quotient konstant ist, daB also bei gentigend kleiner Ditfe-

renz d die Funktion y = cVx angenahert durch eine lineare
Funktion ersetzt werden kann. Jener konstante Quotient ist
der Koeffizient a der linearen Funktion ax + b; das freie
Glied b erhalt man durch Auflosung der Gleichung (29) nach
y. Es ergibt sich nach leichter Umrechnung
1

(30) yz%'x‘—lx+§y1,
eine angendherte Gleichung, die offenbar fiir x = x, in die
genaue Gleichung y = y, tibergeht. Aber fir x = x, erhélt
man keine genaue Gleichung, wir sehen also, daf§ die Dar-
stellung (30) ganz anderer Art ist als unsere friheren Ent-
wicklungen. Bisher gab die lineare Naherungsfunktion fiir
die beiden Grenzen x; und x, genaue Werte, hier erhalten
wir nur fir x, den genauen Wert, hingegen wird die Ab-
weichung mit wachsendem d immer grofier, die Anniherung
immer schlechter, wie aus der Herleitung von (29) erkenn-
bar ist. Wollen wir eine lineare Funktion haben, die wie

1) DaB wir dort die Marke 0 und hier die Marke 1 benutzen,
um den Ausgangswert zu bezeichnen, ist unwesentlich.

2) Vgl. A. Witting, Abgekiirzte Rechnung S. 33.

Math, Bibl. 48: Witting, Funklionen 3




30 §9. Geometrische Untersuchung d. reinquadratischen Funktion

fruher ftir x; und x; mit der gegebenen Funktion genau
ibereinstimmt, dann miissen wir bei der Entwicklung der
Gleichung eben auch beide Grenzen benutzen, uns also der
Formel (14) (S. 14) bedienen. Man bekommt dadurch nach
einiger Umrechnung die Naherungsgleichung?)

@1 _ Vxx, ¢

) y=o==x +
Y Ve +Va  Va+Va bt

§ 9. GEOMETRISCHE UNTERSUCHUNG
DER REINQUADRATISCHEN FUNKTION

Die Betrachtungen namentlich am Schlusse des vorigen
Paragraphen konnen erst vollig klar werden, wenn wir sie

an den Schaubildern der Funktionen?) y=cx® und y=c)/x
verfolgen. Es empfiehlt sich, der Herstellung der Kurven
nicht eine berechnete Tabelle zugrunde zu legen, sondern, wie
schonbeim Reziprokum, eine geometrische Konstruktion. Dabei
lernen wir eine fir die analytische Geometrie (in der Kurven
algebraisch untersucht werden) wesentliche Festsetzung
kennen, auf die zuerst Descartes (31. Marz 1596 bis 11. Febr.
1650) gekommen ist: jeder algebrzaische Ausdruck soll geo-
metrisch als die Strecke gedeutet werden, deren Mafzahl
sich durch Ausrechnung jenes Ausdruckes ergibt.

Damit war eine schwere Fessel der Geometrie gesprengt,
wie die auBBerordentlich schnelle Weiterentwicklung der Ma-
thematik im 17. Jahrhundert bekundet. Wenn wir nun eine
Strecke y = cx? konstruieren wollen, wo ¢ sowohl wie x
selbst Strecken bedeuten, so ftthren wir als Mafl dieser
Strecken die Einheitsstrecke m ein:

Y Ys
X + .
U+

m=1
. ) cx? .
und erreichen demgemas y = -, was numerisch dasselbe er-

1) Genauere Untersuchung zeigt, dafl die maximale Abwei-
chung dieser linearen Funktion von dem wahren Werte von g
innerhalb des Zwischenraumes von x, bis x, fiir den Wert
x=1}(Vx, 4 Vx,)? eintritt. Was folgt daraus? Vgl. die Anmer-
kungen auf S. 22 und S. 28. Dafiir ergibt sich y=1% (y, + 9,)-

2) Die allgemeine quadratische Funktion lautet y=ax®*-} bx
-+ ¢; sie kann aus Platzmangel hier nicht behandelt werden.
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gibt wie cx?, geometrisch, in gewdhnlicher Weise gedeutet,
tatsachlich eine Strecke ist. Soll y = g/x konstruiert werden,

dann schreiben wir daftir y = CV% .

Bei der Konstruktion von y = cx?: m? beschrinken wir
uns auf denl. Quadranten, denn ersichtlich |

ist die Kurve in Il das Spiegelbild, da man

fir entgegengesetzt gleiche x dasselbe y

erhalt. Wir machen (Fig. 18) auf 0X die

Strecke OM = m =1 und OA=x, er-

richten in M und A die Lote, machen 4
MC = c und ziehen die Gerade OC, die i
von dem andern Lot in A; geschnitten
wird. Dann ist: AA;:c=x:m, also AA, = cx:m. Zieht
man nun A, P, || OX, verbindet O mit P, bis zum Schnitt-
punkt 4, mit dem Lote in 4, so ist:

AAy: MP,=x:m,
also Ady=MP,-x:m=AA,- x :m=cx’: m?

d. h. A4, ist das zu OA = x gehorige y. LaBt man A auf
der x-Achse wandern und konstruiert fir jede Lage von A
den zugehorigen Punkt A, in derselben Weise, so beschreibt
A, die gesuchte Kurve, die das Schaubild der quadratischen
Funktion y = cx? ist; sie heifit abrigens (gewshnliche oder
quadratische) Parabel (mit vertikaler Achse).

Die Gleichungen (26) und (27) stellen ersichtlich wieder
die Sehnen der Parabel dar. Bei(26) ist 8 = x — x,, daher
hat (26) die Form y = ax + b, ist also die Gleichung einer
Geraden; da sie fur =0, also x=x,, den Wert g, und fiir
d=d, also x = x; + d=1x,, den Wert y, gibt, so geht die
Gerade durch die beiden Punkte P, und P,, ist also die
Sehne P, P;.

Bei (27) sind die Koeffizienten unmittelbar so bestimmt,
daBl die Gerade durch P, und P, geht. Die beiden Glei-
chungen (26) und (27) massen deshalb identisch sein; in
der Tatist ja d = x, — x;, b =1x — x,, also ist

X, — x,2 (

Y—uy . _ 9 _ )
y1+x,~x,(x x;) =cx,"+ ¢ p— x — x;) = cx,
telx+ x) (x — x) =c(x, + x) x — ex, x,.

3*
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Die in der Anmerkung 1, S. 30 angedeutete Untersuchung
lehrt zugleich auch hier den Zusammenhang der Strich-
breite mit der Stellenzahl bei Auf-
stellung einer Tabelle, ftir welche
die lineare Interpolation giiltig

sein soll.
Zur Konstruktion der Kurve

y = cVx, der Parabel mit horizon-
taler Achse, kann man mehrere
Wege1 einschlagzen. Zunachst wollen wir die Gleichung
x=?y2= 1%— ableiten und danach konstruieren. Man
tragt auf der y-Achse OB =y ab und
sucht nun in der aus der Figur 19 feicht

ersichtlichen Weise das zugehorige x. Es

ist ja BB, =")=NQ, und BB,
NQ‘ = "’Ci’ ; also ist BBy = x
und Bg ein Punkt der Kurve. Eine
zweite Moglichkeit der Konstruktlon er-
gibt sich, wenn die Kurve y = cx gezeichnet vorliegt (Fig. 20)
Schnexdet namlich die Gerade AP, die Kurve y = cx”
im Punkte R, so zieht man
RB, | OY und B,B, | OX.
_ _ Der Punkt R hat die Ab-
e szisse OB und die Ordinate
' B'R = AA, = cx :m; setzt
man diese GroBen in die Glei-
chung der Kurve ein, so kommt:

cx , o
=c-0OB’% also OB’ Vm’
folglich ist: ~ AB,= B'B,= M%'TV[O_B_ = % —cVa,

da jam = 1 ist. B, ist also ein Punkt der gesuchten
Kurve. Zieht man in dem Rechteck B,B;A;R die zweife
Diagonale R B,, so bildet diese mit der x-Richtung denselben
Winkel wie OC, nur nach der anderen Seite gekehrt,
und ferner wird RB; von der Geraden OC halbiert. Man
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kann demnach aus einem Punkte R der einen Kurve den
Punkt B, der andern erhalten, indem man in der festen
Richtung RB, || M N zieht und die Strecke von R bis zum
Schnitt mit 0C nochmals auftrigt. In Fig. 21 ist das an eini-
gen Punkten ausgefithrt. Man sagt, die beiden Kurven stehen
in schiefer Symmetrie. Die eine Kurve liegt in 1 und 1I, die
andere in [ und IV.

Die lineare Gleichung (31) ist ersichtlich nichts anderes
als die Gleichung der Sehne durch die Punkte P, und P,
dagegen muB noch untersucht werden, was Gleichung (30)
geometrisch bedeutet:

(30) y= §y; x+ 3y,

Nach den in 8§ 3 gegebenen Vorschriften ist 3y, der Ab-
schnitt 05, den die Gerade auf
der y-Achse bestimmt. Verldngert
man die Gerade bis zum Schnitt
T mit der x-Achse, so ist TP
= 2x,, was sich noch bequemer
zeichnet als die Halbierung von
y,. Die genau ausgeliihrte Zeich-
nung 148t uns vermuten, daB die Gerade wohl die Tangente
der Kurve im Punkte P, ist. Der Beweis dafiir, da das wirk-
lich so ist, 1aBt sich leicht mit Hilie der zweiten Form der
Gleichung (31)

(31

2

= UiYs

¥ Y, +y2x 1+ Y.

fihren. LaBt man namlich den Punkt P, immer naher an P,
heranrticken, so nahert sich die Sekante P, P, immer mehr
der Tangente im Punkte P;; sie fallt mit ihr zusammen, wenn
Py mit P, zusammenfallt, wenn also y, = y, gesetzt wird.
Dann entsteht aus (31) die Gleichung

=S, 8
b= 2y, *+ é?x
und das ist tatsdchlich dasselbe wie (30), man braucht nur
=y :x, zu setzen und die beiden Briiche zu kirzen!
Nun ist es auch ersichtlich, dal in unmittelbarer Nahe von

?1 der Ersatz der Kurve durch die Tangente gut moglich
ist, dal aber die Ubereinstimmung um so schlechter wird,
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je weiter man sich von P, entfernt; wir hatten das schon
auf S. 29 rechnerisch festgestelit.

§ 10. DIE QUADRATTAFEL UND DIE WURZELTAFEL

Wenn wir den Koefiizienten ¢ der beiden Funktionen y=cx?

und y=cl/x gleich 1 setzen und und fur die ganzzahligen
Werte von x die Quadrate und Wurzeln berechnen, so er-
halten wir die folgenden zwei Tafeln auf S. 35 u. 36.

Erlduterthg zur Quadrattafel. Alle Zahlen dieser Tafel
sind genau. So ist 6,7° = 44,89; daraus bestimmt sich
67 = 4489, 670% = 448900, 0,67 = 0,4489 und 0,067*
= 0,004489.

Die lineare Interpolation, wie wir kurz sagen wollen, ge-
stattet uns, angeniherte Werte der Quadrate von dreistelligen
Zahlen zu berechnen. Soll also z. B. 6,73% bestimmt werden,
so bilden wir die Tafeldifferenz D=6,82— 6,72=46,24 — 44,89
=1,35 und multiplizieren ihren zehnten Teil mit 3; dies gibt den
Zuwachs A=0,135-3=0,405=0,41. Also ist 6,73°=45,30.
Und so in allen anderen Fallen. Indessen wird man wohl zu-
geben miissen, dafl die Differenzbildung D zweier aufeinander
folgender Tafelwerte nicht immer bequem ist. Hier gibt es
eine bessere Methode der Interpolation. Wir gehen von den
Gleichungen

=2 und g=(+0) =x]+2x0+ =y +2xb
aus und sehen, daBl wir unter Vernachlassigung von 9® ein-
fach zu dem Tafelwert y;, das Produkt 2x,0 zu addieren
haben.') An Stelle der Tafeldifierenz D tritt einfach 2x,. Das
wiirde im obigen Falle heiflen: 2-6,7 -3 =13,4-3 =40
Einheiten der letzten Stelle. Wir bekommen demnach 44,89
+ 0,40 = 45,29, Ebenso haben wir fur 1,472 zu rechnen:
2,8-7=20, alsoist 1,47"= 1,96 4 0,20 = 2,16.
9,82 gibt 19,6 -2 = 39, also 9,82%= 96,43.

Soll aber z. B. 37,9% bestimmt werden, so interpoliert man

1) Setzt man b = x —x,, so erkennt man leicht, daf§ hier die

Tangente 1,y=2?c‘l!lx—1,y1 an Stelle der Sekante getreten ist.
1
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Tafel 1l
QUADRATTAFEL

WO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D

1) 100 120 1,44 1,60 1,96 225 256 2,89 324 86l .o
| 400 441 484 529 576 625 6,76 7,20 784 84l
9,00 961 10,24 10,80 11,56 12,25 12,96 13,69 14,44 15,1

2

79
4,16,00 1681 17,64 18,49 19,36 20,25 21,16 22,09 23,04 2401 (o
5,25,00 26,01 27,04 28,09 29,16 30,25 31,36 32,49 3364 3481
6,|36,00 37,21 38,44 39,69 40,96 42,25 43,56 44,89 46,24 47,61

139
749,00 50,4% 51,84 53,29 54,76 56,25 57,76 59,29 60,84 62,41 159
8,164,00 65,61 67,24 98,89 70,56 72,25 73,96 75,69 77,44 79,21 79
9,/81,00 82,81 84,64 86,49 88,36 90,25 92,16 94,09 96,04 98,01

3

am bequemsten riickwiarts nach der Formel y = (x, — 9)®
=y, — 2x,0, rechnet also 2-38-0,1 = 8, 37,9° = 1436.
Die Quadrattafel kann aber auch riickwdrts benutzt werden,
um Quadratwurzeln zu bestimmen. Soll z. B. V39,84 be-
rechnet werden, so sehen wir, daf der Numerus zwischen
6,3 und 6,4 liegt. Wir konnen nun die beiden obigen Me-
thoden umkehren. Wir rechnen also entweder:

a) Eigene Differenz A = 3984 — 3969 = 15, dies wird
dividiert durch den zehnten Teil der Tafeldifferenz D, also
durch 12,7, was 1 gibt — alles in Einheiten der letzten
Stelle — also wird }/39,84 = 6,31; oder

b) 39,84 = (6,3 + 9)? = 6,3 + 12,6 0, also ist die eigne
Differenz A = 15 zu dividieren durch 12,6, was ebenfalls
1 als zweite Dezimale gibt,

Weitere Beispiele:

V74,61; A= 65, 65:17,2=4; V74,61 = 8,64;
V3,984 =1/3,98; A =37, 37:38 = 10; 1/3,98 = 2,00;
V746,01 =V746; A =17, 17:54 = 3; V746 = 27,3.

Aus diesen Beispielen ersieht man, dafl die Stellung des
Kommas nicht gleichgtltig ist zur Auffindung der Stelle in

der Tafel; ohne Kommabeachtung finden wir jede Zahl an
zwei Stellen der Tafel.
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Tafel 11
QUADRATWURZELTAFEL
| o 1 2 3 45 6 7 8 9 D
L1400 1,05 1,10 1,14 1,i8 1,22 1,26 1,30 1,34 1,38
2,] 1,41 1,45 1,48 1,52 1,55 1,58 1,61 1,64 1,67 1,70
311,73 1,76 1,79 1,82 1,84 1,87 1,90 1,92 1,95 1,97 :
4,1 200 2,02 2,056 2,07 210212 2,14 2,17 2,19 2,21
5224 2,26 2,28 230 232235 237 2,39 241 243
6, 2,45 2,47 2,49 251 253 255 2,57 259 2,61 2,63
2
7,| 265 2,67 2,68 270 272274276 2,77 2,79 281 ,
8,1 283 2,85 2,86 2,88 2,90 292 2,93 2,95 2,97 2,98
9,] 3,00 3,02 3,03 3,05 3,07 3,08 3,10 3,11 3,13 3,15 2
113,17 3,32346360 374388400 412424436
2 | 447 4,58 4,60 4,80 4,90 5,00 5,10 5,20 5,29 5,39
3548 5,567 5,66 574 4,83 592 6,00 6,08 6,16 6,24 :
41632 6,40 6,48 6,56 6,63 6,71 6,78 6,86 6,93 7,00
5707 7,14 7,21 7,28 7,35 7,42 7,48 17,55 7,62 7,68 5
6773 7,81 7,87 7,94 8,00 806 8,13 8,19 825 831
6
71837 8,43 8,49 854 8,60 8,66 8,72 877 8383 8389 5
81894 9,00 0,069,11 917922 927 9,33 9,38 9,43 _
9949 9,54 9,59 964 9,70 9,75 9,80 9,85 9,90 9,95

So ist)/18,49 = 4,30; 1/10,849 = 0,430; 11849 = 43,0;
dagegenist}/1,849=1,36;1/0,01849 =0,136;1/184,8=13,6;
1V59,16; A = — 13, — 13 : 154 = — 1; V59,16 = 7,69.

Berechne: 0,544%; 736%; 45,8%; 3,93%; 6,057

V42,43; V'13,46; V7,744; V77,44; V7114,4.
Als Erginzung zur Quadrattafel ist die andere Tafel anzu-
sehen, der wir uns nun zuwenden:

Erliuterung zur Quadratwurzeltafel. Die Tafel hat dop-
pelt so groBen Umfang wie die vorherige und bietet daftir
den Vorzug, daf3 die Tafeldifferenzen sehr klein sind. Man

kann also bequem mit ihnen rechnen. Allerdings sind durch-
weg nur 3 Stellen angegeben und berechenbar. Die durch
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schragen Druck hervorgehobenen Stellen sind bei der Abkiir-
zung erhdht worden. Nehmen wir einige der oben gerech-
neten Beispiele!

}/'39,84; zu 39 gehort die Tafelzahl 6,24, 6,32 — 6,24 =0,08

also D=28;8-84=67;67:10 =7
mithin V39,84 = 6,24 + 0,07 = 6,31.

V74,61; 8,60; D=6, 6-6,1 =37, 37:10=4
also 174,61 = 8,64.

V398; 197; A=3; 3-8:10=2; V398=199.
V746,1; 27,2; A=22-61:10=1; )/746,1 = 273.
Berechne die anderen oben angegebenen Wurzeln auch mit
dieser Tafel.

Natiirlich kann man auch diese Tafel umgekehrt benutzen,
um zu quadrieren. So hat man fiir 6,817 zu rechnen:
6,78° = 46,0; A =3, D=8, 30:8 = 4 also 6,81’ = 46,4
gemiB der Formel ® = 10A:D— denn man kann entweder
die zehnfache eigne Ditferenz durch die Tafeldifferenz divi-
dieren oder die eigne Differenz durch den zehnten Teil der
Tafeldifferenz! Weitere Beispiele mdge sich der Leser selbst
bilden und rechnen.

Gute Beispiele zur Anwendung der Tafeln bietet der py-
thagoreische ‘Lehrsatz. Soll die Hypotenuse aus den Ka-
theten a = 6,38 und b = 4,63 berechnet werden, so hatman:

a®= 6,38% = 40,70, b*= 4,63 = 21,44,

c= 162,14 =188.

Weitere Beispiele wird der Leser selbst leicht finden.

§ 11. DIE POLYTROPEN y = x*

Die bisher betrachteten Kurven haben die allgemeine
Gleichungsform y = cx”, und zwar hatte n die Werte — 1,
+ 2, + 4, abgesehen vonn=1 bei der Geraden. Wir wenden
uns jetzt der allgemeinen Aufgabe zu, die Kurve fiir belie-
biges n zu konstruieren. Diese Kurven nennt man zusammen-
fassend Polytropen oder polytropische Kurven.

Wir beschranken uns aus naheliegenden Griinden auf den
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I. Quadranten und setzen ¢ = 1. Far ganzzahlige positive
Werte von n ist die punktweise Konstruktion eine Weiter-
bildung der in Figur 18 angewandten Methode. Die hori-
zontale Gerade CA, gibt die Linie y = x°= 1, die Gerade

s 04, gibt die Linie y = x'=x.
, / 4; ist ein Punkt der Kurve y=x2
el ja, S Geht man von A4, horizontal nach
/’ P, und zieht O P,, so erhilt man
y ' in 4; auf AA, einen Punkt von
/ ;= b
14 y g

Auf diese Weise klettert man

Fig. 23, auf der durch A4, gehenden Or-

dinate durch alle ganzzahligen

Werte von n in die Hohe oder

s e abwirts, je nachdem OA 21

ist. Hat man einen Punkt A, fiir den etwa A4, =x" ist und

geht horizontal nach P, auf die Ordinate durch M, zieht

dann OP, bis zum Schmtt mit der Ordinate durch A, so

erhdlt man fur diese Ordmate

/ den Wert MP,-x:1=x"+*}

/ man hat also den Punkt A,,,

/ Fig.24. erhalten.

/ 7 So lassen sich fur jedes po-

sitive ganzzahlige n Dbeliebig

viele Punkte der Kurve y= x"

e . darstellen. In Fig. 23 ist die

" Konstruktion fur zwei Wert x

A © =04>1 und x =04<1
ausgeftihrt.

Das  Konstruktionsverfahren
kann man aber leicht umkehren,
also von A, zu A, gelangen z. B. von A; zu 4,, indem
man A, 0 zieht und vom Schnittpunkt P, nach A, geht. Setzt
man diesen Riickweg tiber 4, hinaus fort, so erkennt man,
dafl man dadurch zu den Punkten mit negativen ganzzahligen
Werten von n kommt. Man erhilt so die Punkte mit nega-
tivem Index: P__,, A_y; P_y, A_4; P_4, A_3; ..

In Fig. 24 ist das wieder fur zwei Punkte 4 und A aus-
gefuhrt. LaBt man A von O aus die positive x-Achse durch-
wandern und Konstruiert stets die Punkte A_,,, so erhalt

ra a > 2
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tive Zaht ist. Hat
man nun die Funktionen y= x" fiir eine Anzahl positiver und

, Wo m eine posi

Die geometrische Konstruktion

man die Kurven y=x""
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Fig. 25,

P
x? flir ein beliebiges (positives) x ermitteln. Man sucht in

finden sich unter diesen die Exponenten p und ¢, so kann
man durch mehrere Parallelen zu den Achsen die Ordinate

negativer ganzzahliger Exponenten n gezeichnet und be-
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der Figur (s. Fig. 25) zunichst den Punkt gy, =x}, geht von
diesem horizontal bis zur Kurve y = x9 und trifft dort auf
den Punkt g, = x; . Von hier aus geht man vertikal bis zur
Geraden y = x 11 die im Punkte y,= x, geschnitten wird.
\ Von diesem
Punkt geht
man horizon-
tal weiter, bis
man zu der
o -7 Ordinate  x;
kommt. Es

ist nun gy,
a2
= Xg = Vypl
= il/xy = X1 q’
o= 7--7 also schneidet

die letzte

/ Horizontale
n~-r das im End-
il _ punkte vor x;
Fig. 26. ) errichtete Lot

in einem Punkte der Kurve y=x‘7. In der Figur fithren
die mit Pieilen versehenen gestrichflten Linien nach den
3 2 2 1

Punkten 1,4%; 1,5% 1,6% 2% und 0,5 >

Da fir jeden Exponenten 1"=1 ist, so mitssen alle Poly-
tropen durch den Punkt C (+ 1, + 1) gehen.

Der I. Quadrant wird durch die Linien y=12x° x=1
(y=x% y = x*+'und y =x"" in Felder von besonderer
Art zerlegt, die in Figur 26 deutlich gekennzeichnet sind.
Die Polytropen y = x verlaufen in den Feldern, die weif’
gelassen sind, wenn n>1 ist, schrig schraffiert sind, wenn
0<n<1 ist, wagerecht schraffiert sind, wenm 0>n>—1
ist, doppelt schraffiert sind, wenn n << — 1 ist.

Jeder Punkt auf einer Parallelen zur y-Achse stellt hier-
nach eine gewisse Potenz des Abstandes der Parallelen von
dem Punkte O dar, und jede Potenz einer positiven Grofie
wird durch einen Punkt im ersten Quadranten dargestelit;
man kann demnach diesen Quadranten als den geometrischen
Ort aller Potenzen mit positiven Grundzahlen betrachten.
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Ferner stellt jede Parallele zur y-Achse das Logarithmen-
system dar, dessen Grundzahl ihr Abstand x von der y-Achse
ist; fir x<<1 sind die Logarithmen aller Zahlen tiber 1 ne-
galiv und far x >1 sind die Logarithmen der Zahlen zwi-
schen 0 und 1 negativ. So lesen wir fiir die Grundzahl 0,8
aus Fig. 25 ab:

9810g0,343 = + 5; %810g 0,416 =+ 4; %8log1,250 =—1...;
fur die Grundzahl 2,2 ergibt sich

2210g0,04 = — 4, 2%10g0,1=—3, 22log0,454=—1,

2210g 0,693 = — 3 usw.



Die angegebenen Preise

sind Grundpreise, auf die ein den jeweiligen Herstellungs- und allgemeinen

Unkosten entsprechender Zuschlag (Sept, 1922: 29009, Schulbiicher mit * bezeich-

net 1400%) berechnet wird. Nur durch diese im geschéiftlichen Verkehr sonst auch

allgemein iibliche Berechnung ist es mdglich, den durch die fortschreitende Teue-
rung bedingten Preisinderungen zu folgen.

L e r———ea—a———=—————————-——-——-————" 27— —Ti oot —————————————————————

Von Oberstudienrat Prof. Dr. 4, Witting erschien ferner:

Abgekiirzte Rechnung. Nebst einer Einfilhrung in die Rechnung mit
Logarithmen. Mit 4 Fig. im Text und zahlreichen Aufgaben. [IV u. 51 S.]
8. 1922, (Math.-phys. Bibl, Bd. 47.) Kart. M. 1.20

Das Bindchen will den Anfinger mit den Methoden der ,abgekiirzten Rechnung” ver-
traut machen, die der Verfasser im Schulunterricht langjihrig ausprobiert hat. Es gelangen
zur Behandlung: die vier Grundrechnungsarten, Potenzen und Logarithmen, Funktionen, Funk-
tionstafeln und Interpolation. Zahlreiche fiir den praktischen Gebrauch wertvolle Tabellen
sind beigegeben, wie auch im ibrigen die Bedirfnisse des praktischen Lebens besonders be-
riicksichtigt worden sind.

Einfuhrung in die Infinitesimalrechnung. 2z.Aufl. Bd.I: Die Diffe-
rentialrechnung. Mit 1 Portrattafel, vielen Beispielen und Aufgaben u. 33 Fig.
im Text. [IV u. 52 S.] 8 1920. Bd II: Die Integralrechnung. Mit
1 Portrittafel, 85 Beispielen und Aufgaben und mit 9 Fig. im Text. [50 S.]
8. 1921. (MPhB 9. 41.) Steif geh. je M. 1,20

In der Nevauflage erscheint die Einfithrung in die Infinitesimalrechnung in zwei die Diffe-
rential- und die Integralrechnung getrennt behandelnden Bindchen. Dadurch ist es miglich
geworden, diese so leichtverstdndlich wie méglich gehaltene Anleitung in das heute in weitem
MasBe unentbehrliche Gebiet insbesondere durch Hinzufiigung zahlreicher, die Anschaulichkeit
wesentlich férdernder Beispiele und Aufgaben zu erweitern und auch den Logarithmus sowie
die Experimentalfunktion mit ihren wichtigsten Anwendungen in die Darstellung einzubeziehen.

»Eine musterhafte Einfiithrung in die Infinitesimalrechnung fiir jeden, der die Denk- und
Arbeitsweise kennen lernen und sich selbst so weit férdern will, daB er eine der gebrduch-
lichsten Aufgabensammlungen in Angriff nehmen kann, gibt Witting. Der Aufbau ist auBer-
ordentlich anschaulich und faBlich gegeben und doch streng in der Begriffsbildung., Passende
Beispiele und das unentbehrlichste Ubungsmaterial sind in die Entwickelungen eingeflochten.
Der Antor hat auch der Schule einen groBen Dienst geleistet dadurch, dab er in sglcher Kiirze
eine so einwandfreie Einfiibrung in das unentbehrliche Gebiet gegeben hat“ (Péd.Blatter.)

Einfithrung in die Trigonometrie. Eine element. Darstellung ohne Loga-
rithmen. Mit 26 Fig. u. zahlr. Aufg. [IVu.47S.] 8. 1921. (MPhB 43.) M. 1.20

Das Biandchen behandelt in ausfiihrlicher durch sehr viele einfache Beispiele und Auf-
gaben erliuterter Weise die Grundbegriffe der Trigonometrie. Die Tabellen der.naﬁirlichen
Winkelfunktionen werden durch Messung zweistellig gewonnen, es wird auch meist mit zwei
Dezimalen gerechnet. Das allgemeine Dreieck wird nur mit dem Sinus- und dem Kosinus~
satz bearbeitet.

Beispiele zur Geschichte der Mathematik. Ein mathematisch-histo-
risches Lesebuch. Von Oberstudienrat Prof. Dr. 4. Witting in Dresden
und Gymn.-Prof. Dr. M. Gebhard! in Dresden. Mit 1 Titelbild und 28 Fig.
[VIIIu. 61 5] 8. 1913. (MPhB 15.) Steif geh. M. 1.20

»Das vorliegende ,,Lesebuch* ist von entschiedenem Werte fiir die Schule, in die ein ganz
neues Element hineingetragen wird. Die Auswahl der Lesestiicke ist eine geschickte und
ganz geeignet, den Gymmasiasten oder Realschiiler zu interessieren, der in den Anfangs-
griinden der Geometrie und Algebra Bescheid weil. Mdchten recht viele Lehrer die gute
Gelegenheit wahrnehmen und an der Hand dieses Lehrmittels ihren Schillern ein Rild von
der Entwicklung der Schulmathematik verschaffen!«

(Mitteilungen zur Geschichte der Medizin und der Naturwissenschaften.)

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin
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Kosten entsprechender Zuschlag (Sept. 1922: 2900%,, Schulblicher mit * bezeichnet
1400%) berechnet wird. Nur durch diese im geschiiftlichen Verkehr sonst auch
allgemein libliche Berechnung ist es mdglich, den durch die fortschreitende Teuerung

bedingten Preisdnderungen zu folgen.

Leitfaden zum graphischen Rechnen. Von Dr. R. Mekmbke, Prof.a. d.
Techn. Hochsch. Stuttgart, 2., verb. Aufl. Mit Fig. und 1 Additions- und
Subtraktionskurve als Beilage. !U.d.Pr. 22.] (SMPL 19.)

wDie Vielseitigkeit und Anschaulichkeit des graphischen Verfahrens bringt das schéne
Werkchen ausgezeichnet zum BewuBtsein, Die Darstellung steigt in konsequentem Aufbaun
vom Leichteren zum Schwierigen rasch empor. Sie verlangt ein sorgsames Studiam, wenn
der Leser in alle Einzelheiten und Feinheiten eindringen will. Die zahlreichen und vortreff-
lichen Figuren und Beispiele erleichtern aber wieder sehr das Verstindnis, Literatur iiber
Originalabhandlungen und interessante historische Hinweise sind reichlich vorhanden.« (Sirius.)

Die graphische Darstellung. Von Hofrat Dr. F. Awerback, Prof. an
der Universitat Jena. 2. Aufl. Mit 139 Figuren im Text. [118 8] 8. 1919.
(ANuG 437.) Kart. M. 1.50, geb. M. 2.—

Das reichhaltige und allgemein verstindlich geschriebene Biichlein zeigt die ausgedehnte
Anwendbarkeit der graphischen Methode, die keineswegs nur auf Mathematik und Naturwissen-

schaften beschrinkt ist, sondern iiberall da einsetzen kann, wo die quantitativen Beziehungen
der Erscheinungen zu erfassen sind.

Graphische Methoden. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, Prof.a.d. Univ
Géttingen. 2.Aufl. M. 94 Fig.i.T.[IV u.130S.] gr.8. 1919. (SMPL18.) Kart. M.5.—

. »Wie es bei einem Verfasser vom Range Runges nicht iiberraschen kann, ist das Buch
eine wahre Fundgrube fiir jeden, der Ziffernrechnungen auszufithren hat.“
(Menatshefte fiir Mathematik und Physik.)

Graphisches Rechnen. Von Prof. 0. P»6/3, Studienrat an der Hansa-
Schule in Hamburg. Mit 164 Figuren im Text. [104 S.J 8. 1919. (ANuC
Bd. 708.) Kart. M. 1.50, geb. M. 2.—

. !}qhap(!elt an Hand'zahlreicher Beispiele, ohne grioBere Vorkenntnisse vorauszusetzen,
die Prinzipien des graphischen Rechnens,

Lehrbuch der modernen Funktionentheorie. Von Dr. L. Bicberbach
Prof. an der Univ. Berlin. Bd.[: Elemente der Funktionentheorie. Mit 8o Fig.
im Text. [VIu. 314 S.] gr.8. 1921. Geh.M. 17,50, geb. M, 20,—. Bd.1l. {In Vorb.]

D.as Werk gjbt eine fiir die H‘and der Studierenden bestimmte Darstellung der modernen
F?nktlonentheorxe komplexer _Vanabler. Der erste Band behandelt unter Verschmelzung
Riemannschen und WeierstraBischen Geistes die Elemente der allgemeinen und der speziellen

E:unktiouenth'eorie, der zweite wird die Auswirkung der Methoden in den modernen funk-
tionentbeoretischen: Arbcitsgebieten zam Gegenstand haben.

Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr.
E. Jahnke, Prof. a. d. Techn.Hochsch. Berlin, u. Dr. F, Emde, Prof. a.d. Techn.
Hochschule Stuttgart. Mit Fig. (SMPL 5.) 2. Aufl, [U.d.Pr.1922.]

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin
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Aus Watur und Geijteswelt

Jeder Band Rart. Ut. 1.50, geb. UL, 2.—
Mathematik

Naturwifienfhaften, Ntathematik und Medisin im Riaffijden Altertum. Don Prof. Dr,
3.£. Reiberg. 2. Aufl. it 2 Siguren. (Bd, 370.)

Einfithrung in die Nathematik. Don Oberl. 0. Mendelsiohn. Btit42 Sig. tm Text. (Bd. 503.)
Mathematifde Sormeljammiung. Ein Wiederholungsbudy der Elementarmathematif. [ Acith
metit und Algebra. II. Geometrie. Don Prof, Dr. S. Jatobi. (Bd. 646/47.)

arithmetik und Algebra jum Selbjtunterridit. Don Gefy. Studienrat P. Crang. Nlit 3ahlr. Sig.
I. Tetl: Die Rednungsarten. Gleidungen eriten Grades mit einer und mehreven Unbefannten,
Gleidungen sweiten Grades, 7. Aufl. Niit 9 Stg. im Tert. (Bd. 120.) IL Teil: Gleidungen.
Arithmetijhe und geometrijhe Reihen. Sinjeszinss und Rentenvedinung. Komplege Sahlen. Binos
mijder Cehriag. 5. Aufl. it 21 Tertfiguren. (BOL. 205.)

Cehrbud) der Redhenvorteile. Shnellredien und Redjentunjt. Don Ing. Dr. 3. Bojto. it
3ahireidien Ubungsbeifpielen. (Bd. 739.)

Graphifhes Redinen. Don Drof. @. Prilf. Ntit 164 Sig. i Tert. (Bd. 708.)

Die graphiffie Darftellung. Eine allgemeinverjtdndlidhe, durd) sahiveidie Beifpiele aus allen
Gebieten der Wiffenfdaft und Pragis erlduterte Einfiihrung in den Stnn und den Gebraudy der
Methode. Don Hofrat Prof. Dr. § Auerbady 2. Aufl. it 139 Sig. & Text. (BO. 457.)
Praktijhie Mathematik. Don Prof. Dr. R. Meuendor ff. .

[.Teil: Graph. Darftellungen. Dertiivat, Redimen. Das Redyn. m. Cabellen. Illcdy.Red;:n?ﬂfsmlttel.
Kaufm. Redynen im tagl.Ceben, Wahrideinlidleitsrednung. 2.,verb. Aufl it 29 Sig.u.1 Taf. (Bd.341.)
11 Teil : Geom. Seidynen, Projettionslelre, Slidienmefjung, Korpermeljung. Mit 133 5ig. (Bd.526.)

Kaufminnijdes Redynen jum Selbjtunterridit. Don Studienrat K. Droll. (Bd.724.)

Die Rethenmajchinen u. d. Majdhinenrednen, Don Reg.-Rat Dipl-Ing. K. Cen3. Mitd38bb. (490.)
Mage und Mejlen. Don Dr. . Blod. it 3¢ Abbildungen. (Bo. 385.)

Ginfilhrung in die Vektorredmung. Don Drof. Dr. §. Jung. (Bd.0668) [In Dorb. 1922.]
Einfiljrung in die Infinitefimalvedimung mit einer hiftor. Uberfiit. Don Prof. Dr.
®. Kowalewsti. 3. verb. Aufl. Wit 19 §ig. (Bd. 197.)

Differentialredinung unter Beriidjiditigung det pralt, Anw. in der Tedynit, mit safhir. Beifp. u. Aufg,
perfehen. Don Studienrat Dr. . € indow, 3. Aufl. Mt 45 Sig. im Tet u. 161 Aufg. (Bd. 387.)
Integralvecinung unter Berii djiditigung d.pratt fnw.in ogrme nit, mit jahlr.Betipielenu.Qujgaben
verjehen. Don Studienrat Dr. M.£indow. 2 Aufl. Wit 43 §ig. im Tegt u. 200 Aufg. (Bd. 673.)
Differentialgleihhungen, unter Beriidjiditigung der praltijden finwendung in der Tedit mit
jahlreidien Beiipiﬁer; ugb Hufggben verfehen. Don Studienrat Dr. Mm.Cindow. Wit 38 Siguren
im Text und 160 Aufgaben. (Bd. 589.)

Ausgleidungsredinung nady der Methode der Rieinjten Quadrate. Don ®el. Reg.-Rat
Prof. €. hegemann. Nlit 11 Stguren im Text. (BD. 609.) .
Planimetrie sum Selbjtunterrifit. Don Geh. Studienrat P.Crant. 3. Aufl, Mit94 Sig. (Bo. 340.)
Ebene Trigonometrie 3. Selbjtunterr, Don Geh. Studienrat P.Crant. 3.8ufl. Mit 505tg. (Bo.431.)
SphirijdeTrigonometrie 3. Selbjtuntervidit, D. Geh. Studienr. P.Lrang. mit 27 §ig. (Bb.605.)
Analntijdie Geometrie der Ebene zum Selbjtunterricit. Don Geh. Studienvat P. Crang.
3. Aufl. Mit 55 Siguren. (Bd.504.)

Geometrijthes Seichnen. Don 3eidienl. A. S dyudeistn. NMit 172Abb.im Tertu. a.12 Taf. (Bd.568.)
Darjtellende Geometrie. Don Prof. P. B, Sifder. Wit 59 Sig. . Tegt. (Bd. 541)
Projehtionslehre. Die reditwintelige Parallelprojeftion und thre Anmwendung auf die Darjtellung
tedintidier Gebilde nebjt And. iiber b. jdytefwintelige Parallelprofettion, in furjer leidytfagl. Darit. §.
Selbjtunterr. u. Sdyulgebraud). Don Seidienlehrer A. Shudeisfy. it 208 Sig. i Tert. (Bo. 564.)
Grundsiige der Perfpehtive nedjt Anwendungen. Don Prof. Dr. K. Doehlemann. 2., vetb.
Auflage. Mit 91 Siguren und 11 Abbtldungen. (Bd. 510.)

Photogrammetrie. Don Dr.3ng. B. Siifder. Mit 78 Sig. im Tert u. a. 2 Tafeln, (Bd. 612)
Mathematijdie Spiele. Don Dr. . Ahrens. 4., verb. Aufl. Mit 1 Titelbild u.78 $ig. (Bb. 170.)
Das Sdadipiel und jeine jivategijdhen Pringipien. Don Dr. M. Lange. 3. Aufl. Nit 2 Bilb
niffen, 1 Sdjadibrettafel und 43 Diagrammen. (Bo. 281.)

Derlagvon B.®. Teubner in Leip3zigund Berlin



—————————— Pje angegebenen Preife

ind Grundpreife, auf die ein den feweiligen Herjteilunges und aligemeinen Unloften

entfpredyender Jujdhlag (September 1922:2900 %, Chulbiidher mit * Fegetdnet 1400Y))

berednet wird. ur durd) diefe im geyd)aitlubcu Vertebr fonft audy allgemein iblide

Beredinung ift es moglid), den durdy die foctjdhreitende Xeuerung bedingten Preio-
anderungen 3u folgen.

Seubners

Naturwifjenjdbastlidhe Bibliothet

Die Gammiung will Euft und Licbe jur Natuc weden und fordern, indem fie in leidtialider
Weife dber die uns umgebenden Crfdeinungen cuftldct und die Selbittatigleit anyuregen judt, fei es
durd) bewufites Shauen und forgfdltiges Beobadten in der freien Natur oder durdy Anftellung voa
planmifiigen Verfuden dabeim. Jugleidy foll der Lefer einen Cinblid gewinnen in das Eeben und
Cdafien grofier Sorider und Denter, durd Cebensbilder, die von Fusdauer, Geduld und Hingabe
an ¢ine grofle Sade fpredyen, — Die mit 3adlreihen Abbidungen gefdbmiidten Vindden, die auf
cinen geotdneten Anfangsuntercidht in dee Shule aufgebaut find, find nidt nuc fic Shiler beftimmy,
fic werden audy ewadienen Waturfreunden, denen datan licgt, die in der Shule erworbenen Kenntnile
5u berwerten und ju vetticien — vot allem aber Studicrenden und Lebreen ——, nislidy fein,

Serie A, §iiv reifere €ditler, Studierende und Naturfreunde.
Rile Binde find reidy illuftriert und gefdmadooll gebunden.

@rofie Bhofiter. Von Direttor Prof. Dr. Job.
Keferftein, Wit 12 Vildniffen . M, 5.60
Bhyfitatijdyes Erperimentierbutch. V. Studient.
Brof, . Rebenftorf. In 2 Xeilen. 1. Teil. 2, Aufl,
it 99 RAbb, M. 7.50 H.Teil. Mit 87 Ab.NM.5.60
Chemifdyes Expevimentierbudy. V. Prof.Dr, K,
Gdheid, In 2 Teilen, I. Teil, 9, RNujl. Wit 77 Abd,
W.5.60 II Zeil. 2. Rufl, Wit 53 RbY, W, .90
Rn der Wertbant. Von Prof. €. Gfdeidlen. Mit
130 ﬂbbilbungcn und 44 Tafeln. . . M. 0.90
i} tungens der Tednit, Von
Brof.Dr, 5. Gd)ttbet Wit 56 Rbbildungen, WM. 5.~
Bom Einbaum yum Linfenfdiff. Streifziige auj
dem Oebicte der Sdifahit und des Eeewefens. Von
Ing. Katl Radung, Wit 90 Nbbildungen. M. 4.~
Die Luftjchiffabet. Bon Dr. ')l. 'mmiul)z. Mit
99 Abbildbungen . . . . W, 9.~
RAus dem Luftmeer, 'Bou Dlml m, Gaﬁmidb
Wit 90 Nbbildungen . 3=

Bimmelsbeobadtung mit bloffem ﬁlugc Bon
Ctudienzat Srany Rafd. 2. Aufl, Wit 30 Siguren
und 1 Gterntacte als Doppeltafel . . . M, 7.50

RAn der Gee. Gropr.sgeologifhe Vetradbtungen,
Bon Proj. Dr. P Dabms. Wit ¢1 AbL, MW, 2.60
Riijftenwanderungen. Biologifdre Rusfliige. Von
Dr. B, Stam. Mit 92 Signzen . R. 320

Beologijdes Wanderbud, Von Dir, Prof. Dr.

K.0,Volt, 2 Teile. 1. 2, Aufl, Wit 207 Abb, u,
1 Ortientiecungstafel. W,10.-, 1. 2. Rufl, Wit 3abls
weiden Rbb. i Text. M. 9.40

Brofie Geograpben. Bilder aus der Gefdidite
der Gedtunde. Von Puof. Dr. Selix Lampe. Mit
6 Porteits, 4 RNbb, und Kactenitizzen . . M. 7.~

Geographifdes Wanderbud, Von Briv.»Dos.
Dr. R, Berg. 2. Anfl. Mit 232 Abb. M, 7.~

RAnleitung ju photoge. Naturauinahmen. Von
Lebr. .¢. 8. éd)ul). IRt 39 photogr. ufn. M.8,20
i Bon Proj. Dr, B.
Oribner. vxm 40 Jibbildbungen . . . . 2.60
Unjere Sriblingspilonzen. Bon Prof. Dr. Sr.
Dod. Wit 76 Abbildungen . . M, 4.~
Srofie Biologen. Bildera.d. Bejdidyte d.Biologie.
“Bon Brof. Dr. W3.Man. Wit 2) Vildniffen. W, 5.~
Biologiidhes Experi bud. Jinlei
felbft. Stud. d. Eebenserfdeinung. f. jugendl. ’nalur-
freunde. B.Brof.De.C.EDifer. W.100 Abb,M.6.40
Injettenbiologie. Von Prof. Dr. Chr, Sdyrdder,
(3n Vorb. 1922,)
Eriedle Naturgefdidhte(Shiilerals Tietbeobadys

ter.) Bon Rettor & Shmitt, 2. Aufl, Mit35 Abb,
Raxt, M. 6.30

NMeaotath

i,

In Vorbereitung:
Srofie deutjdhe Indujtriebeqgriinder. Von €. Watido), - Brofe Mathematiter, Von &, Eofler.

Grojle Ehemiter.

Bon O.

Dbmann und R. Winderid.

Gevie B, Siir jiingere Sdiiler und Naturfreunde.

Bhyfitalij@ePlaudereien fiiv die Jugend. Ton
Obetlehrer E. ‘munbu. Wit 15 Nbbidungen,
RKart,. . . e e e e e M. 2.60

Chemifdye manbtmcn fiie die Jugend. Von
Obetlehrer £, Wunder, Wit 5 ﬁ%bllbungm.
ﬁart,i‘..........'m.z.éo

Mein Handwerfsyeug. Von Proj. O. Sred. Mt
12 Rbbildungen RKart. M, 2~
Vom Tiericben in den XTropen, Von Prof. Dr.
R, Guenther, Niit 7 Abbildungen. Kart. M. 2.~
Berfude mit lebenden Pilangen. BVon Dr. M,
Dettli. Wit 7 Abbildungen.. . Kozt WM, 2~

BVerlag von B. G, Teubner in Leipzig und Berlin
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