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VORWORT 

Ursprünglich waren beträchtliche Teile dieses Bändchens 
in dem Büchlein über abgekürzte Rechnung (der Sammlung 
Bd. 47) untergebracht. Da der Stoff aber zu sehr anschwoll, 
so mußte eine Abspaltung eintreten, die den Vorteil bot, 
auch die graphische Darstellung mit zu berücksichtigen. Be­
sonderer Wert wurde auf den Nachweis gelegt, daß die be­
trachteten Funktionen sich abschnittweise durch lineare Funk­
tionen angenähert darstellen lassen - nur so ist ein wirk­
liches Verständnis derüblichen Interpolationsmethode möglich. 

Der notwendig begrenzte Umfang dieses Bändchens ver­
bot, auch auf die Exponentialfunktion, den Logarithmus und 
die trigonometrischen Funktionen einzugehen; für die erste­
ren beiden sei auf das Bändchen 41 1) dieser Sammlung ver­
wiesen, für die Trigonometrie auf das Bändchen 43 der Samm­
lung.2) 

Die vorausgesetzten Kenntnisse sind in algebraischer und 
geometrischer Hinsicht gering, unbedingt nötig ist aber 
völlige Vertrautheit mit der abgekürzten Rechnung in dem 
Umfange, wie sie das oben angegebene Bändchen lehrt. 

1) A. Witting, Einführung in die Infinitesimalrechnung II, Die 
Integralrechnung. 2. Auflage. Leipzig 1921, B. G. Teubner. 

2) A. Witting, Einführung in die Trigonometrie, Eine elementare 
Darstellung ohne Logarithmen. Leipzig 1921, B. G. Teubner. 

Dresden, Juni 1922. 
Alexander Witting. 

l. 



INHALT 
Vorwort . . . . . . . . 111 

§ 1. Das gerade Verhältnis 1 

§ 2. Die lineare Funktion . 6 

§ 3. Das Schaubild . . . . 10 

§ 4. Das umgekehrte Verhältnis 16 

§ 5. Die Interpolation beim umgekehrten Verhältnis 19 

§ 6. Geometrische Betrachtung . . 23 

§ 7. Die Tafel der Reziproka. . . . . . . . 25 

§ 8. Das quadratische Verhältnis . . . . . . 26 

§ 9. Geometrische Untersuchung der rein-quadratischen Funk-
tion . . . . . . . . • . . . . . . 30 

§ 10. Die Quadrattafel und die Wurzeltafel 34 

§ 11. Die Polytropen . 37 



§ 1. DAS GERADE VERHÄLTNIS 

Im gewöhnlichen Leben versteht man unter einer Funktion 
eine bestimmte Beschäftigung oder Betätigung. So wird z. B. 
jemand mit der Funktion eines Schriftführers bei einer Ver­
sammlung betraut, oder, um ein Beispiel anderer Art zu 
nennen, das Pendel einer Uhr funktioniert als Regulator der 
Bewegung des Räderwerkes. in allen solchen Fällen haben 
wir ein Subjekt (die Person, das Pendel usw.), das eine Funk­
tion verrichtet, ein bestimmtes Amt versieht. Wo wir in der 
Mathematik von Funktionen reden, haben wir es immer mit 
Zahlen zu tun, und zwar immer mindestens mit zwei Zahlen­
folgen, die in bestimmter Weise aufeinander bezogen sind. 
Das einfachste Beispiel, das dem Anfänger ziemlich früh ent­
gegentritt, ist durch das gerade Verhältnis gegeben, und an 
ihm wollen wir uns den Begriff der Funktion klar machen. 
Was heißt das z. B.: Gewicht (oder Menge) und Preis einer 
Ware stehen in geradem Verhältnis? Das bedeutet doch, 
daß ich für doppelt soviel Ware den doppelten Preis be­
zahlen muß, !Ur die dreifache Menge den dreifachen Preis, 
für den vierten Teil der Ware den vierten Teil des Preises. 
Wenn also (im Frühjahr 1921) 1 g Sohlenleder 9 Pfennige 
kostet, so kosten 2 g eben 18 Pfg., 3 g kosten 27 Pfg. usw. 
Wir haben also folgende zwei Zahlenfolgen: 

1 2 3 4 ... 
9 18 27 36 ... 

Jede Zahl der einen Folge ist auf die darober oder darunter 
stehende Zahl der anderen Folge bezogen, die eine läßt 
sich aus der anderen berechnen. Allgemein können wir den 
Zusammenhang ausdrücken, indem wir etwa sagen: x Gramm 
Leder kosten 9x Pfennige: hier kann offenbar x irgendeine 
\)ositive Zahl sein. Bezeichne ich den Preis durch den Buch­
staben y und nehme ich allgemein den Preis von I g zu 
a Pfennigen an, so lautet die Beziehung 

(I) y=ax, 
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und dies ist der allgemeine Ausdruck dafUr, daß die Größe 
y in geradem Verhältnis zur Größe x steht. Die Zahl a ist 
der Einheitspreis, allgemein bezeichnet: der Einheitswert; 
man nennt a auch den Proportionalitätsfaktor oder die Ver­
hältniszahl. Eine noch allgemeinere Bezeichnung ist Zahlen­
faktor, Koeffizient oder Festzahl1 Vorzahl, Beiwert. Wir 
können für x irgendeine Zahl nehmen, und aus der Glei­
chung (1) das zugehörige y be echoen. Das ist nun das ent­
scheidende Merkmal für einen funktionalen Zusammenhang 
zweier Größen. Wir nennen y eine Funktion von x, wenn 
wir imstande sind, für jeden Wert von x den zugehörigen 
Wert oder die zugehörigen Werte von y anzugeben 1) -

vielleicht nur innerhalb irgendeines Intervalles oder mit sonst 
einer Beschränkung; hier in unserm Beispiel mußte x eine 
positive Zahl sein. Beide Größen, x sowohl wie y, nennt man 
veränderliche Größen oder Variable, und zwar heißt in Glei­
chung (1) x die unabhängige Variable, y die abhängige. Wir 
können aber auch z. B. fragen, wieviel Gramm man für 63 
Pfg. erhält; die gesuchte Zahl ergibt sich, indem wir 63 Pfg. 
durch den Einheitspreis 9 Pfg. dividieren. Allgemein erhält man 

1 
(2) X = Y : a = (iY• 

und hier erscheint y als unabhängige Veränderliche, x aber 
als Funktion von y, also als abhängige Variable Ebenso 
wie Gewicht und Preis einer Ware stehen eine Menge an­
derer Zahlenpaare in geradem Verhältnis, z. B. Weg und 
Zeit bei gleichförmiger Bewegung, Arbeitszeit und Arbeits­
lohn, Kapital und jährliche Zinsen bei demselben Zinsfuß, 
Mittelpunktswinkel und Bogenlänge bei einem Kreise. Filr alle 
diese Fälle gelten die Gleichungen ( 1) und (2), immer ist 
die eine Variable eine Funktion der anderen. 

Wenn man mit der Zahl a bequem rechnen kann, wie zu­
meist, so wird man eben die Multiplikation oder Division in 
iedem Falle ausführen; wenn aber, wie in dem zuletzt an-

1) Auf welche Weise wir in den Stand gesetzt werden, für jeden 
Wert von x den zugehörigen Wert von y hinzuschreiben, ist ganz 
gleichgültig. Es kann eine Tabelle gegeben sein, eine Gleichung, 
eine Zeichnung, irgendeine Vorschrift, eine mechanische Vorrich­
lung usw. Die besondere Art und Weise der Zuordnung von x 
und y hat mit dem Wesen des Funktionsbegriffs nichts zu tun. 
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geführten Beispiele, die Zahl a unbequem ist, so bedient man 
sich mit Vorteil einer Tabelle oder Tafel. 

Eine solche Tafel kann naturlieh nicht für jeden beliebi­
gen Wert von x das zugehörige y angeben, es muß viel­
mehr nach Maßgabe des verfügbaren Raumes und des prak­
tischen Bedarfs eine Auswahl unter den Werten von x ge­
troffen werden. Meist geschieht dies so, daß die Veränder­
liche x von einem Anfangswerte an immer um denselben 
Betrag zunimmt; als Anfangswert wird fast immer Null ge­
nommen. Kurz und bezeichnend kann man das so ausdrUcken: 
x schreitet gleichmäßig fort, die Schrittbreite - eben der 
Betrag, um den x ständig wächst - ist meist l oder 10 
oder io oder irgendeine andre passende positive oder ne­
gative Potenz von 10. Die Tafel ermöglicht auch umgekehrt 
zu einem gegebenen Werte von y, der in ihr enthalten ist, 
den zugehörigen Wert von x aufzusuchen. Damit die Tafel 
aber filr alle Werte brauchbar wird, müssen wir die Frage 
beantworten: 

Wie findet man für einen nicht in der Tafel enthalte­
nen Wert von x das zugehörige y, und wie bestimmt man 
zu einem nicht in der Tafel stehenden y das zugehörige x? 
Eine solche Berechnung von Zwischenwerten nennt man 

Interpolation oder Einschaltung, und das dabei gebrauchte 
Verfahren wollen wir jetzt an einem einfachen Beispiel er­
klären. 

Die Arkustafel. Wir nehmen einen Kreis mit dem Radius 
0 E = 1 (Fig. 1), dann bezeichnet man den zu einem bestimm­
ten Mittelpunktswinkel o. gehörenden Bogen als den Arkus 
des Winkels: 

(3) 
,-..., 

EA = arca, 

und der oben mit a bezeichnete Verhältnisfaktor, also der 
Arkus, der zum Winkel von 1° gehört, ist, 2J. A 
wie in der Planimetrie bewiesen wird, der l·w t. 
1801e Teil von n, also 

(4) {arc 1°= 0,01745 0 ~ f: 
arc a.0 = 0,01745 · a. 1 

Rechnet man fur jeden Grad den Arkus aus, so erhält 
man eine Tafel, wie sie sich in mancher Logarithmentafel 
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40° 
41 
42 
43 
44 
45 

0,698 
116 
733 
750 
768 
785 

§ 1. Das gerade Verhältnis 

findet; nebenstehend ist ein Stnck davon 
abgedruckt. Unsere nächsten Aufgaben sind, 
zu zeigen, wie man etwa arc 42,7° findet und 
wie man den Winkel bestimmt, wenn als Arkus 
etwa 0,754 gegeben ist. 

Wir benutzen dazu die Tatsache, daß der 
Arkus dem Winkel proportional ist, daß also 

der Arkus mit dem Winkel gleichmäßig wächst. Da arc 1° 
= 0,017 ist, so ist - indem wir beiderseits den zehnten 
Teil nehmen - arc 0,1° = 0,0017. Demnach wird z. B. 
arc 0,7°::::: 0,0017 · 7 ~ 0,012, und daraus ergibt sich 
arc 42,7° = arc 42° + arc 0,7°::::::: 0,733 + 0,012 = 0,745. 
Diese Rechnung pflegt man nun folgendermaßen zu machen: 
Aus unserer Tabelle bestimmen wir jene Zahl 0,017 ein­
fach dadurch, daß wir zusehen, um wieviel arc 43° größer 
ist als arc 42°. Diese sogenannte Tafeldifferenz gibt man 
immer in Einheiten der letzten Stelle an, sagt also nicht 
0,017, sondern einfach 17. Nun rechnet man 17 · 7: 10:::::: 12 
Einheiten der letzten Stelle - denn es war doch der zehnte 
Teil der Tafeldifferenz mit 7 zu multiplizieren - und addiert 
diesen Zuwachs wie oben: 733 + 12 = 7 45 Einheiten der 
letzten Stelle, so daß man erhält: arc 42,7° = 0, 7 45. Diese 
so ausgeführte Rechnung nennt man Interpolation nach vor­
wärts, und die Regel lautet: 

Der Zuwachs für Zehntel des Winkels wird erhalten, in­
dem man den zehnten Teil der Tafeldifferenz mit der Dezi­
male des Winkels multipliziert. 

Man erkennt leicht, daß man auch rückwärts interpolieren 
kann, indem man in unserem Beispiel von 43° um 0,3° zurück­

. geht. Die Rechnung ist offenbar 17 · 3 : 10 = 5; arc 42,7° 
= 0,750- 0,05 = 0,745. 

Aufgaben: Berechne arc 41,2°; arc 44,6°; arc 43,9°; 
arc 40,8°. 

Es läßt sich auch eine Formel zur Berechnung der Zwischen­
werte in folgender allgemeinerer Weise aufstellen. Nehmen 
wir an, daß die Werte der unabhängigen Veränderlichen x 
in der Tabelle immer um d zunehmen und betrachten wir den 
Zwischenraum zwischen den Werten x1 und x2 = x1 + d, so ist 

(5) Yt = axH y2 = a(x1 + d) = ax1 + ad. 
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Lassen wir nun x1 um einen Betrag b zunehmen, der kleiner 
als d ist, so liegt der Wert x = x1 + b in dem betrachteten 
Zwischenraum, und es handelt sich um die Berechnung von 

y = ax = ax1 + ab. 

Aus den Gleichungen (5) folgt die Tafeldifferenz, die wir 
mit D bezeichnen wollen, 

D = a d = Y2- Y1 ; 

(6) dann ist \Y=Y1+~o I· 
d. h. die Zunahme von y1 wird erhalten, indem man die Tafel­
differenz y2 - y1 durch die konstante Differenz d der un­
abhängigen Veränderlichen teilt und diesen Bruch mit dem 
Zuwachs b von x 1 mllltipliziert. 

Bezeichnet man den zum Zuwachs b von x1 gehörigen 
Zuwachs y- y1 mit t::., so kann man aus der Gleichung (6) 
auch die Formel ableiten 

D /::;,. D 
t::.. = d b oder '"[ = ([ · 

Soll die umgekehrte Aufgabe gelöst werden, ist also z. B. 
zu dem Arkuswerte 0,754 der Winkel zu bestimmen, so sieht 
man, daß er zwischen 43° und 44° liegt. Fur 10 Einheiten 
der ersten Dezimale von x wächsty um 0,768-0,750=0,018, 
also um 18 Einheiten der letzten Stelle. Wächst also y um 
1 Einheit, so nimmt x um ~ der ersten Dezimale zu. Da y 
um 4 Einheiten größer ist als arc 43°, so ist die erste De-

zimale von x viermal so groß: ~~~ 4 = 2 und wir erhalten 

0,754 = arc43,2°. Jene Differenz von 4 Einheiten der letzten 
Dezimale (0,754 - 0, 750 = 0,004} heißt eigne Differenz. 

Wir können daher die Regel aufstellen: 
Die erste Dezimale des Winkels ist das Zehnfache der 

eigenen Differenz dividiert durch die Tafeldifferenz. 
Auch hier wird man manchmal mit Vorteil rückwärts inter­

polieren. 
Aus Formel (6) folgt jetzt die allgemeine Formel 

(7) 
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Aufgaben: Berechne die Winkel zu den Arkus 0,783; 
0,740; 0,748; 0,711. 

Aus der Gleichung (1) kann man auch die andre bilden 

(8) R=a 
X ' 

d. h.: 

Stehen zwei veränderliche Größen in geradem Verhältnis, 
so hat ihr Quotient immer denselben Wert (ist konstant). 

Die Verhältniszahl gibt also den konstanten Quotienten 
zwei er zusammengehöriger Werte der beiden Veränderlichen 
an. Früher pflegte man diese Sachlage anders darzustellen, 
man vermied Gleichungen und benutzte zur Festlegung des 
geraden Verhältnisses Proportionen. Wenn - um das gleich 
aligemein darzulegen - für die Werte x 1 und x 2 der unab­
hängigen Veränderlichen die abhängige die Werte y1 und 
y 2 hat, so wurde der Tatbestand des geraden Verhältnisses 
durch die Proportion 

(9) 

dargestellt, die man nach bekannten Regeln auch in der Form 

(10) Yt:x1=y2:x2 

schreiben kann4 d. h. das Verhältnis zweier zusammengehö­
riger Werte der beiden Veränderlichen hat stets denselben 
Wert - die oben eingeführte Verhältniszahl. 

§ 2. DIE LINEARE FUNKTION 

Wir kommen zu einer sehr wichtigen Frage, deren volles 
Verständnis uns for später von großem Nutzen sein wird. 
Wir wollen annehmen, daß irgend zwei voneinander ab­
hängige Veränderliche durch eine Tabelle gegeben sind, 
und fragen: 

Kann man aus der Tabelle erkennen, ob die beiden Ver­
änderlichen in geradem Verhältnis stehen oder nicht? 

Wir nehmen an, daß die Werte von x immer um denselben 
Betrag - meist wird es die Einheit sein - zunehmen (vgl. 
die Tabelle S. 4). 

Nach den bisherigen Erfahrungen wird man sofort ant­
worten können: wenn gerades Verhältnis vorliegt, so müssen 
die Zunahmen von y konstant sein, was wir oben durch die 
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Gleichung D= ad ausgedrückt hatten. Läßt sich dieser Satz 
umkehren, so daß also das konstante Wachstum von y ge­
nagt, um den Tatbestand des geraden Verhältnisses zu be­
stimmen? 

Wir werden an einfachen Beispielen zeigen, daß diese 
Frage zu verneinen ist. 

(I.) Jemand legt am Anfange eines Jahres 260 M in seinem 
Schreibtisch zurück, um davon jeden Sonntag zu irgend­
einem Zwecke 5 M wegzunehmen. Dann hat man die 
beiden Zahlenfolgen: 
Nummer des Sonntags: 0 1 2 ... 50 51 52 
In der Kasse vorhanden: M 260 255 250 ... 10 5 0. 
Wenn man die ganze Folge von 53 Werten hinschreibt, 
so kann man für jeden Sonntag den Kassenbetrag ablesen. 
Es ist aber auch sehr leicht, eine Formel anzugeben, mit deren 
Hilfe man zu jeder Nummer eines Sonntags die zugehörige 
Geldsumme zu berechnen vermag, denn wenn man x mal 
5 M weggenommen hat, so bleiben noch y = (260 - 5 x) M 
übrig. Fuhren wir Buchstaben ein, um eine allgemeine Be­
ziehung zu bekommen, so erhalten wir die Gleichung 

(11) y = ax + b. 

In unserem Beispiel hat der Koeffizient •a den Wert- 5 
und das sog. freie Glied b den Wert 260. Da bei wachsender 
Sonntagsnummer x der Kassenbestand abnimmt, so ist es 
durchaus verständlich, daß der Koeffizient von x negativ ist 

(2.) Von einem See führe ein Weg zu einer um 7 m höheren 
Rampe, auf der sich ein Turm erhebt, den man auf 118 Stufen 
von je 14 cm Höhe ersteigen kann; wie hoch befindet man 
sich über dem Wasserspiegel, wenn man auf irgendeiner 
Stufe steht? Bezeichnet man mit x die Nummer der Stufe 
von unten an gezählt, so ergibt sich sofort fl1r die Höhe y 
in Metern: 

y = 0,14x + 7, 

also wieder eine Gleichung von der Form (11); 
a = 0,14 und b = 7. Die zugehörige Tabelle ist: 

x\0 1 2 3 ... 116 117 
y 7 7,14 7,28 7,42 ... 23,24 23,38 

hier ist 

118 

23,52. 

(3.) Wenn man einen Metallstab erwärmt, so nimmt seine 
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Länge bekanntlich zu. Hat er bei 0° C die Länge 10 und bei 
t0 die Länge l, so besteht die Gleichung 

l = 10 (1 + at) = /0'at + 10 , 

abermals eine Gleichung von der Form (11). Sei etwa /() 
= 100 cm und der Stab aus Zink, so ist u. = 0,000029; der 
Koeffizient der unabhängigen Veränderlichen, die hier theißt, 
ist 10 a = 0,0029, und man kann ohne Mühe eine Tabelle, die 
etwa von 10 zu 10 Grad fortschreitet, aufstellen. 

(4.) Ein weiteres Beispiel, der Wert, den ein Kapital von 
7200 M, das zu 3 % auf einer Sparkasse liegt, innerhalb eines 
Jahres für jeden beliebigen Tag hat, möge der Leser selbst 
ausfUhren. 

In allen diesen Fällen wird man erkennen, daß die Tafel­
differenzen konstant sind. Läßt man die unabhängige Ver­
änderliche immer um 10 Einheiten springen, so kann man 
die Zwischenwerte der abhängigen Veränderlichen nach der 
im vorigen Paragraphen gegebenen Methode berechnen. 
Haben wir aber gerades Verhältnis? Offenbar nicht; denn 
nehmen wir irgend zwei Wertpaare xl> y 1 und x2, y2, so be­
stehen zufolge (11) die Gleichungen 

Yt = axl + b, 

Y2 = ax2 + b; 

daraus aber können wir nicht die Proportionen (9) des vorigen 
Paragraphen ableiten, sondern es folgt 

Yt : Y2 = ( Xt + ~) : ( X2 + :) 
oder auch (y1 - b) : (y2 - b) = X 1 : x2. 

Wir müssen also die eine der beiden Veränderlichen um 

einen konstanten Betrag (+ ! oder- b) vermehren, ehe wir 

gerades Verhältnis haben. 
Die konstante Tafeldifferenz ist also zwar ein notwendiges 

Merkmal fur gerades Verhältnis, aber sie ist nicht hinreichend 
dafur. Nicht nur die Funktion y = ax, sondern auch die 
allgemeinere Funktion y = ax + b zeigt eine konstante Tafel­
differenz in der zugehörigen Tabelle. 

Man kann das auch ganz allgemein einsehen. Wenn ich 
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in dem Ausdrucke ax + b die Größe x um 1 wachsen lasse, 
so erhalte ich a(x + 1) + b = ax + b + a, d. h. der Aus­
druck wächst um den konstanten Betrag a. 

Endlich aber wollen wir von einem Wertpaare x0, y0 aus­
.gehen und die zwei Gleichungen anschreiben 

Yo ~ax0 + b, 

y= ax + b. 

Subtrahieren wir die obere Gleichung von der unteren, so 
ergibt sich 

(12) y -- Yo = a(x- Xo), 

das freie Glied ist weggefallen, und wir sehen nun, daß die 
Differenzen y- y 0 und x- x0 in geradem Verhältnis stehen. 
Der Leser wird gebeten, diese allgemeinen Rechnungen an 
den vorher angegebenen bestimmten Beispielen durchzu­
fahren, bis er zu völliger Klarheit über diese Dinge gekommen 
ist. Weil es sich bei der Interpolation immer nur um 
DiUerenzen der beiden Veränderlichen handelt, so haben 
wir auch hier dieselbe Berechnungsart wie beim geraden 
Verhältnis. 

Jetzt können wirunsere Untersuchunglückenlos abschließen. 
Die Gleichung (12) sagt aus, daß sich die Differenzen der y 
verhalten wie die zugehörigen Differenzen der x, sie ist also 
offenbar die allgemeine Formel da!Ur, daß in einer Funktions­
tafel durchweg konstante Differenzen vorhanden sind. Aus 
(12) folgt aber 

(13) y = ax + (y0 - ax0), 

und das ist nichts anderes als unsere Gleichung (11), wenn 
wir das freie Glied y0 - a x0 mit b bezeichnen. 

Dann ist y = ax + b und y0 = ax(l + b. Wir schließen 
also: 

Die allgemeinste Funktion, deren Tabelle 1} konstante 
Differenzen aufweist, hat die Form y = ax + b. 

Eine solche Funktion nennt man lineare Funktion. 
Aufgabe: Eine lineare Funktion hat für x1 den Wert y1 

und für x2 den Wert y2• Wie heißt diese Funktion? 

1) Beachte die Annahme, daß x immer um konstante Beträge 
wachsen sollte! 



10 § 3. Das Schaubild 

Wir benutzen zur Lösung der Aufgabe die Methode der 
unbestimmten Koeffizienten. Die Funktion muß nämlich die 
Form y = ax + b haben, es sind demnach die zunächst 
noch unbekannten Größen a und b so zu bestimmen, daß 
für x1 und x2 die Werte y1 und y2 herauskommen - denn 
das war ja die Forderung der Aufgabe. Es bestehen alsG 
die beiden Gleichungen 

Y1 = ax1 + b, 

l/2 = ax2 + b. 

Durch Subtraktion erhält man y2 - y 1 = a(x2 - x1), also 
wird y. -y, 

a=--· 
x 2 -x, 

Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so kann 
man b berechnen; es kommt 

b = y - y, -y, X 
l x.- x, 1. 

Damitsind die Koeffizienten bestimmt, und die Funktion lautet: 

(14) I y = y,- y, x + y - 11•- y, x I oder auch 1): 
x 1 - x, 1 x. - x, 1 

(15) 
Y -y 

Y = Y1 + -•-· -' (X - X1) • x 1 -x1 

Diese letztere Formel stimmt völlig mit der fraher abgelei­
teten allgemeinen Interpolationsformel (6) des § 1 auf S. 5 
nberein, wenn man x2 - x1 = d und x - x 1 = b setzt. Wir 
werden dieser Formel noch öfters begegnen. 

§ 3. DAS SCHAUBILD 

Vor 50 Jahren waren Schaubilder oder graphische Dar­
stellungen selbst bei höher gebildeten Leuten fast unbekannt, 
heute sind sie ganz allgemein üblich, so daß das Grund­
sätzliche davon kurz erledigt werden kann. 

1) Beweise, daß man auch schreiben kann 

y = !fo + y, - y, (X- x 1 ). 
x1 -x, 
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Meist verwendet man ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
d. h. man nimmt zwei aufeinander senkrechte Geraden als 
Achsen, die eine horizontal, die andere vertikal, und trägt 
irgendeine Strecke als Längeneinheit vom Schnittpunkt 0 
auf beiden Geraden nach beiden Seiten hin ab. Die Endpunkte 
der einzelnen Strecken bezeichnet man, wie etwa bei einem 
Maßstabe oder Meßband, der Reihe nach mit den ganzen 
Zahlen, wobei dem Anfangspunkt 0 die Zahl 0 beigelegt 
wird. Es ist üblich, auf der horizontalen Achse OX nach 
rechts die positiven, nach links die negativen Zahlen an­
zuschreiben; bei der vertikalen 
Achse 0 Y schreibt man meist die 
positiven Zahlen nach oben, die ll (-, +J ... 
negativen nach unten. Irgendein 
Punkt P' von 0 X hat nun, ge­
messen in der einmal angenom­

•.1 

y 

I f •. •I 

p 

menen Einheit, eine bestimmte ---+--...ri--.....J.:.P_. --J< 
Entfernung von 0; bezeichnen . ., -J ·z .,_, 
wir ihre Maßzahl mit x, so kann 
x eine beliebige positive oder 
negative, ganze oder gebrochene JJl ( · ,-J 

Zahl sein. In Fig. 2 ist x = + 2,6. 
Irgendein Punkt P" von 0 Y hat 

·z 
-J 

D f+,-) 
J'il{. 2 

eine Entfernung OP" = y, in unserer Figur ist y = + 1,75. 
Zieht man nun durch P' und P" Parallelen zu den beiden 
Achsen 0 Y und 0 X, so schneiden sie sich in einem bestimmten 
Punkte P, und dessen Lage in der Ebene ist eindeutig be­
stimmt durch diese beiden Zahlen x = 2,6 und y = 1,75, 
die man seine (rechtwinkligen) Koordinaten nennt. Insbe­
sondere heißt x die Abszisse, y die Ordinate von P. Wäre 
der Punkt P von vornherein gegeben, so hätten 
wir P' und P" als Fußpunkte der Lote von P 
auf die Achsen zu bestimmen und bekämen da­
durch die zugehörigen Werte von x und y. 

Die beiden Achsen teilen die Ebene in vier 
sog. Quadranten I, Il, lii und lV, und man über­

I 
II 
lli 
IV 

X y 

+ + - .L 
I 

- -
+ -

zeugt sich leicht, daß die Vorzeichen von x und von y die 
Lage eines Punktes in einem der vier Quadranten bestimmen, 
wie das nebenstehende Täfelchen zeigt. So liegt also ein 
Punkt P, dessen Koordinaten x = - 3, y = - 2 sind, im 
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lll. Quadranten; man bezeichnet ihn kUrzer durch den Aus­
druck P (- 3, - 2). Eine so eingeteilte Ebene wollen wir 
kurz Koordinatenebene nennen. 

Aufgabe: Zeichne in einem quadrierten Papier zwei aufein­
ander senkrechte Achsen 1) und nimm als Einheit entweder den 
Abstand zweier benachbarter Geraden oder irgendein passendes 
Vielfaches davon; hat man z. B. Millimeterpapier, so wählt man 
etwa 1 cm als Einheit der Länge, hat man Papier mit größeren 
Quadraten, wie in manchen Rechenheften, so nimmt man den ein· 
fachen, doppelten oder fünffachen Linienabstand als Einheit, je 
nach der Größe der darzustellenden Koordinaten. 

Zeichne beliebige Punkte der Ebene und bestimme ihre Koor­
dinaten. 

Zeichne die Punkte P1 (+ 2, + 1); P2 (- 2, + 1); P, (- 2,- 1); 
P. (-I- 2,- 1) und verbinde sie untereinander; welcher Satz ergibt 
sich über die gegenseitige Lage der Punkte, wie erkennt man 
die symmetrische Lage zweier Punkte in bezug auf eine Koor­
dinatenachse aus den Koordinaten? 

Wenn nun y eine Funktion von x ist, so daß also - im 
einfachsten Falle - zu jedem Werte von x ein bestimmter 
zugehöriger Wert von y irgendwie angegeben werden kann, 
so ist in der Koordinatenebene jedem Punkte der Abszissen­
achse OX ein bestimmter Punkt der Ebene zugewiesen, der 
das zugehörige y als Ordinate hat. In den Fällen, die wir 
hier betrachten wollen, liegen alle diese Punkte der Ebene 
auf einer Linie, die wir die graphische Darstellung, das Dia­
gramm oder das Schaubild der Funktion nennen. Wir fragen 
sofort: wie sehen die Schaubilder der beiden Funktionen 
y = ax und y = ax -1- b aus? 

I. Die Funktion y = ax. 
Lassen wir x die Folge der ganzen Zahlen ... - 4, - 3, 

- 2, - 1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, .•. durchlaufen, so er-
geben sich fUr y die Werte ... - 4a, - 3a, - 2a, - a, 
0, + a, + 2a, + 3a, + 4a, ... Wie wir auch das a an-
nehmen, immer wird die Zeichnung ergeben, daß alle diese 
Punkte, deren Koordinaten der Gleichung y = ax genügen, 
auf einer durch 0 gehenden Geraden liegen. In Fig. 3 ist 
für g1 ein positives a, für g9 ein negatives a angenommen; 
im ersten Falle geht die Gerade durch den I. und III. Qua­
dranten, im zweiten Falle durch die Quadranten II und IV. 

1) Selbstverständlich wird man als Achsen zwei Linien der 
Quadrierung nehmen. 
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Dürfen wir nun annehmen, daß die ganze Gerade das 
Schaubild der Funktion ist? Dazu müßte erst nachgewiesen 
werden, daß nicht nur für ganzzahlige x, sondern für jedes 
beliebige x der Punkt auf der Geraden liegt. Das gelingt 
aber leicht.1) Nennen wir A den Punkt + 1, + a, so daß 
also OA' = +.1, AA' = + a ist, und sei P' ein beliebiger 
Punkt der x-Achse, P der senkrecht darober liegende Punkt 
von g1 , so ist P'P: OP' = A'A: OA'; nun ist aber A'A 
=a · OA', also ist auch P'P= a · OJ>', d. h., wenn wirwieder 
die Bezeichnungen y und x 
gebrauchen, auch zwischen 
den Koordinaten x und y ' g, 

des beliebigen Punktes P 
von g11>esteht die Gleichung 
y = ax. Wir können dem-
nach den Satz aussprechen: 

Das Schaubild der 
Funktion y = ax ist eine 
durch den Koordinaten­

anfangspunkt gehende 
Gerade. 

Die Gerade, deren Glei­
chung y = ax ist - kurz: die Gerade y = ax - wird 
konstruiert, indem man im Punkte + 1 der x-Achse das Lot 
a errichtet; ist a positiv, so geht das Lot nach oben, ist a 
negativ, so ist das Lot nach unten zu errichten. 

Bezeichnet man mit B den Punkt (+ 2, + 2 a) und zieht 
AAoll OX, so ist ~AA0B :;;; D.OA'A und A0 B = a. Geht 
man von P' um eine Einheit weiter nach Q' und zeichnet 
ebenso das I::.P P 0 Q, so erkennt man, daß auch dies den 
vorigen Dreiecken kongruent ist, es ist also auch P0 Q = a. 
Ein solches Dreieck P P0 Q, bei dem PP 0 = 1 ist und nach 
rechts geht, bezeichnet man als Steigungsdreieck und die 
Größe P0 Q = a heißt die Steigung (auch Gradient) der Ge­
raden. Bei positiver Steigung geht also die Gerade durch I 
und 111, bei negativer Steigung durch II und IV. In Fig. 3 ist 

l) Wegen irrationaler Werte der Koordinaten sei auf Wie­
leitner, Der Begriff der Zahl, 2. Auf!. Leipzig (Teubner) 1918, 
(diese Sammlung, Bd. 2) hingewiesen. 

Math. Bibl.48 : Witting, Funktionen 2 
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das Steigungsdreieck fUr verschiedene Punkte von g1 und 
g2 gezeichnet. Fügen wir endlich noch ausdrUcklieh hinzu: 

Der Koeffizient von x in der Gleichung y = ax gibt die 
Steigung der Geraden nach Richtung und Größe an. 

Aufgabe: Untersuche die Glei­
chungen y=~x, y = -~x, 3x + 2y 

Fig. ~. p 1-, = 0. (Die letztere muß erst in die 
f., io·,. '· Form y= ax gebracht werden.) Wie 
•
1
., ,: heißen die Gleichungen der beiden 

1· 
Geraden, die die Winkel der Achsen 

-'+-----,,~:,-,--..,----:J.. halbieren? (y = x, y =- x.) 
Jetzt sind wir so weit, die Formel 

§ 1, (6) auch geometrisch einzusehen. 
Wir betrachten (Fig. 4) die Punkte P 1 (x1 , y1), P2 (x2=x1 + d, 

y~ = y1 + D) und nehmen zwischen ihnen einen Punkt 
P (x = x1 + b, y = y1 + 6) an. Dann erkennt man un­
mittelbar aus der Figur, daß 6 : b = D : d ist und daraus 
entnimmt man 

Y = Y1 + 6 = Y1 + !!_d () = Y1 + y2 - Yt b • x2 -x~ 

Auch alle übrigen Aussagen; Sätze und Formeln von§ lliest 
man ohne Mühe aus der Figur ab, sie sind geometrisch ein­
leuchtend. Der Leser möge § 1 nochmals durcharbeiten und 
die Figuren selbst dazu zeichnen. 

II. Die lineare Funktion y = ax + b. 

Hier ist die Darstellung schnell erledigt: wenn man die 
Gerade y = a x gezeichnet hat (Fig. 5), so braucht man sie 

nur um die Strecke b in der Ordinaten-
, •· ·• richtung parallel zu verschieben, um die 

Gerade y = ax + b zu erhalten; denn 
alle Ordinaten sollen ja um b größer sein, 
als bei der Geraden y = ax. Man erkennt 

Fi~. 5. sofort, daß die Steigung der Geraden 
y = ax + b wiederum a ist und daß die 

Gerade durch den Punkt S (x = 0, y = b) der Ordinatenachse 
geht. Um also das Schaubild fl.lr y = ax + b zu zeichnen, 
konstruiert man das Steigungsdreieck im Punkte 0, bestimmt 
den Punkt S (0, b) und zieht durch ihn die Parallele zur Hypo-
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tenuse des Steigungsdreiecks. In den Figuren 6 und 7 sind 
alle vier möglichen Fälle der Vorzeichen von a und b bernck­
sichligt. Man erkennt, daß bei g1 sowohl a wie 
, b positiv sind, g1 geht nicht durch 1! ''' s, r 

i. IV; g2 hat positives a, negatives ;. 
s. -,·--Ib und geht nicht durch II; g3 und ---11-'--

111 s. 1 ~ I'• u g4 haben negatives a und posi­
tives oder negatives b, sie gehen 

1-'if.. 6 · nicht durch Ill oder I. Pig. 7· 

Aufgaben: Stelle dir die Lage der folgenden Geraden 
vor, und dann zeichne sie: 

y=3x-2, y=-x+3, y=!x+~, y=-{-x-~· 

Auch die umgekehrte Aufgabe ist leicht zu lösen (Fig. 8): 
Zu einer gezeichneten Geraden die Gleichung zu bestimmen. 
Der Schnittpunkt mit der y-Achse gibt uns b nach Größe 

und Vorzeichen, das an irgendeiner Stelle gezeichnete 
Steigungsdreieck liefert uns a nach Größe und Vorzeichen. 
Ehe wir aber abschließen, müssen noch zwei Sonderfälle be­
trachtet werden (Fig. 9). Wenn die Gerade der x-Achse 

parallel läuft, wird 
offenbar a = 0 und 
die Gleichung heißt 
y = b; wenn aber die 
Gerade der y-Achse 
parallel ist, so hat für 

Fig. s. jeden ihrer Punkte x Pig. 9. 

denselben Wert, etwa p und die Gleichung lautet demnach 
abweichend vom Bisherigen x = p. Diese letzten beiden 
Fälle sind für uns hier nicht von Belang, weil die Gleichung 
dann nur eine Veränderliche enthält. Das Ergebnis der Unter­
suchung ist: 

Jede Gleichung y = a x + b stellt eine Gerade dar; 
deshalb heißt diese Gleichung lineare Gleichung, die Funh­
fion lineare Funktion. 

Jede Gerade in der Koordinatenebene ist das Schau­
bild einer linearen Funktion. 
Jetzt gehen wir zu § 2 zurück und unterziehen die dort 

angestellten Rechnungen und Formeln der geometrischen 
Deutung. 

z· 
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Die dort angeführte konstante Tafeldifferenz ist sofort 
klar (Fig. 1 0). In Fig. 11 erhält man aus der Gleichung y = 

ax + b der Geraden für y = 0 Y1 P/ 

den Wert x = -~= OT; denn J IJ /~ 
T ist ja der Schnittpunkt der 1 s --~ · 

-,;t-"-'-""-'-"-L.!..I.....-_r Geraden und der x-Achse und ' . .--P7~ 
Fig. 10. für ihn ist lJ = 0; die absolute Fip;.ll. 

y 

Länge von 0 T ist demnach b : a, mithin ist 

Tp ' + b ' b 
1 = X1 ä, TP2 =x2 + ä• und, wenn man durch S die 

Parallele zur x-Achse zieht, S1 P1 = Yt- b, S9P2 = Y2- b. 
Die Figur gibt dann ohne weiteres die beiden Proportionen 
von S. 8. 

Yt : Y2 = ( X1 + ~) : ( X2 + ~) , (yt - b) : (y2- b) = X1: Xs. 

Die Formel (12) auf S. 9 liefert uns die Gleichung einer Ge­
raden, die durch den Punkt P0 (x0 y0) geht 

. und die Steigung a hat (Fig. 12). 
Endlich fordert, die Aufgabe 

Po/ J~ , S. 9 geometrisch ausgedruckt, 
-'I ' " die Gleichung einer Geraden, 

v, 

:r ·Y• 
~+'""-'-----'---. ..r die durch zwei gegebene 

l'iR". 12· Punkte P 1 (x1,y1) und P2 (x2, Y2) Fig. 13. 

geht; man erkennt (Fig. 13), daß die Glei­
chung (15) nichts weiter aussagt a\s die Proportion: 

PQ:QP1 =P2 R:RP1 , 

d. h. (y- g1): (x- xt)= (y2- Yt): (x2- Xt); 

P ist ein beliebiger Punkt der Geraden P 1P 2 , dessen Ko­
ordinaten eben dieser Gleichung unterworfen sind. 

Der Leser wird dringend gebeten, nicht eher weiter zu 
gehen, als bis er diese drei Paragraphen völlig verstanden 
hat; sie sind die Grundlage aller weiteren Untersuchungen. 

§ 4. DAS UMGEKEHRTE VERHÄLTNIS 

Die zweite Funktion, die bei der Schlußrechnung auftritt, 
wird durch das umgekehrte Verhältnis gekennzeichnet. Heißt 
es beim geraden Verhältnis "je größer, desto größer", so 
sagt man hier wohl "je größer, desto kleiner"; allerdings 
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genügt weder die eine, noch die andere Aussage zur ge­
naueren Bestimmung des Verhältnisses! 

Wir haben auch beim umgekehrten Verhältnis zwei ver­
änderliche Größen; wird die eine verdoppelt, so muß die 
andere halbiert werden usw. In dieser Beziehung steht, um 
das einfachste Beispiel zu nehmen, die Größe der Teile eines 
Kuchens zu ihrer Anzahl. Soll ich noch einmal soviel gleiche 
Teile machen, so wird der einzelne Teil halb so groß; sind 
nur ein Drittel soviel Teile zu machen, so ist der einzelne 
Teil dreimal so groß. In dieser funktionalen Abhängigkeit 
stehen weiter: Bei gleichförmiger Bewegung die Zeit, in der 
ein bestimmter Weg zurückgelegt wird, zur Geschwindigkeit, 
Druck und Volumen einer bestimmten Gasmenge bei gleicher 
Temperatur, Höhe und Breite eines Rechtecks bei gleichem 
Inhalt. Mißt die Breite x cm, die Höhe y cm, so ist der In­
halt xy qcm. Soll das Rechteck gleich einem Quadrat von 
k cm Seitenlänge sein, so bestehen die Gleichungen 

(16) 
k' 

xy = kt y=-
' X' 

k" 
x=-

Y 

und diese Gleichungen sind kennzeichnend für das umge­
kehrte Verhältnis. 

Sind ferner x1 , y 1 und x2 , y2 zwei zusammengehörige 
Wertpaare, so ist x1 y 1 = x2 y2 , also gelten die Proportionen 

1 1 
Y1: Y2 = X2: xl und Y1: Y2 = x: x, 

1 ' 

und daraus erklärt sich die Bezeichnung umgekehrtes Ver­
hältnis. 

Sind n Wertpaare gegeben, so ist 

1 1 I 1 
Y1 : Y2: Y3 : · · · : Yn = - : - : - : · · : - , 

x1 xi x 0 Xn 

d. h. die Werte der einen Veränderlichen verhalten sich der 
Reihe nach wie die Reziproka der zugehörigen Werte der 
anderen Veränderlichen. 

Gehen wir nun zum Schaubild über, so bedienen wir uns 
am einfachsten der geometrischen Deutung der Gleichung 
xy = k 2, die doch aussagt, daß das Quadrat mit der Seite 
k in alle möglichen Rechtecke verwandelt werden soll. Da 
nun k2 sowohl(+ k) · (+ k) wie auch(- k) · (- k) sein kann 
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und ebenso x und y gleiche Vorzeichen haben mUssen, da­
mit ihr Produkt positiv wird, so erkennen wir, daß die zu 

y konstruierenden Rechtecke in I und lllliegen. 
Ist 0 s· S S" (Fig. 14) das Quadrat mit 

0 

der Seite h, so findet man zu einem be­s liebigen x = 0 V das zugehörige y = 0 P", 
p 

P' 

indem man s· P" II P' S" zieht. 
Das Rechteck OP' PP" ist 
ja dem Quadrat 0 S' S S" 
llächengleich.1) Demnach ist 
also P ein Punkt der Schau-

linie, die Schaulinie enthält daher die "freien Ecken" aller 
solchen Rechtecke (Pig. 15). Offenbar sind die beiden 

"Zweige" des Schau­
y 

/ 
y.: 

/ 

/ 

bildes in I und lli ein­
ander kongruent und 
man Oberzeugt sich 
auch leicht, daß die 
beiden Geraden y = x 
und y = - x, die die 
Quadranten halbieren, 

• · Symmetrielinien der 
L l /Ä_ Figur sind: durch Um-

1 • I ---___!. klappen um jede dieser 
--,.----,--.....-,J!(;;-L.;_..L-_____ ;~ Linien kommt die Figur 

mit der früheren Lage 
zur Deckung. Ist näm­
lich für die vier Punkte 
PI, P2, Pg, p4 

Fi~ . 15. 

X1 = Y2 = - Xs =- Y4 

und 

Yt =x2=-y3 =-x4, 

so folgt zunächst aus 
x1 y1 = k 2 auch x2 y2 

1) Beweis: Die beiden Dreiecke 0 S' S" und OP'P" haben 
das Dreieck OS' P" gemeinsam. Die Restdre iecke S' P" P' und 
S' P" S" haben dieselbe Grundlinie S' P'' und ihre Spitzen P' und 
s·· liegen auf der Parallelen P' S" zur Grundlinie, die Restdreiecke 
haben also auch gleiche HOhen, sind demnach flächengleich; usw. 
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= x3g3 = x4y4 = k 2, d. h. wenn P1 der Linie angehört, so 
liegen auch P2 , P3 , P 4 auf ihr. Klappt man nun um die Linie 
g =x um, so decken sich P 1 mit P2, P 3 mit P 4 ; klappt man 
aber· um y =- x um, so decken sich P 1 mit P 4 und P 2 mit 
P3• Außerdem werden P 1 P 3 und P2P4 in 0 halbiert. 

Die so erhaltene Linie nennt man gleichseitige Hyperbel; 
sie hat eine große Menge höchst bemerkenswerter Eigen­
schaften, z. B. hängt sie eng mit den Logarithmen zusammen.1) 

§ 5. DIE INTERPOLATION 
BEIM UMGEKEHRTEN VERHÄLTNIS 

Um an einem bestimmten Beispiel 2) arbeiten zu können, 
wollen wir die Kaufkraft y von 100M in der Schweiz be­
rechnen, wenn man xM fUr 100 Fr. zahlen muß. Unter der 
Kaufkraft verstehen wir hier den Wert von 100M in Frie­
densmark ausgedrückt. Vor dem Kriege erhielt man 100 Fr. 
fUr 80 M; wenn man 160M fur 100 Fr. zahlen muß, so hat 
die Mark nur noch den halben Wert, 100M gelten also so­
viel wie 50 Friedensmark. Wurde man 100 Fr. fUr 1 M er­
halten, so hätte diese eine Mark den SOfaehen Friedenswert, 
also wurden 100 M soviel wie 8000 Friedensmark gelten. 
Muß man x M für 100 Fr. zahlen, so folgt für den Wert y 
von 100 M in Friedensmark berechnet demnach 

8000 
(17) y= -x· 
Berechnet man y fur x = 80 bis x = 400 von 10 zu 10, so 
erhält man nachstehende Tafel (s. S. 20). 

Wir fragen jetzt, in welcher Weise man hier Zwischen­
werte berechnen kann, wie hoch also z. B. die Kaufkraft 
von 100M ist, wenn man fur 100 Fr. 127M oder 216M 
oder 293M oder 378M bezahlen muß. 

Zur gründlichen Erledigung dieser Aufgaben gehen wir 
auf die allgemeine Gleichung (16) y = k 2 : x zurUck und 
fragen, wie wir zwischen y1 = k2 : x und y 2 =k2 : (x + 1) 
interpolieren. 

l) Vgl. A. Wi tt in g, Einfilhrung in die Infinitesimalrechnung II 
Die Integralrechnung. 2. Auf!. (diese Sammlung Bd. 41). 

2) Vgl.A.Witti n g, Abgekilrzte Rechnung. S. 22 (diese Sammlung 
Bd. 47). 
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X I y II X Ly II X I y 

so. 100,00 
I 

I 
190 42,11 300 26,67 

90 88,89 200 40,00 310 25,81 
100 80,00 

! 
210 38,10 320 25,00 

110 72,73 220 36,36 330 24,24 
120 66,67 230 34,78 340 23,53 
130 61,54 240 33,33 I 350 22,86 
140 57,14 250 32,00 I 360 22,22 I 

150 53,33 260 30,77 'I 370 21,62 
160 50,00 I 270 29,63 

II 
380 21,05 

170 47,06 
I 

280 28,57 390 20,51 
180 44,44 290 I 27,59 'I 400 20,00 f !I 

Lassen wir y um eine kleine Größe b zunehmen, so er­
halten wir einen zwischen y1 und y2 liegenden Wert y, so 
daß y1 > y > Ya ist; daher setzen wir y = y1 - E und haben 

k' 
(18) Yl- E = X+ ö . 

Ist nun h klein geg-en x, so kann man für den Bruch einen 
angenäherten Wert setzen 1) und schreiben 

(19a) y -E=~=~(t-~)=k' _k'b· 
1 X+ b X X X X 2 ' 

unter Berücksichtigung von (16) findet man also 
k' 

(19b) E::::: X'()• 

d. h. die Abnahme von y1 ist der Zunahme von x angenähert 
proportional. 

Es handelt sich also nur noch darum, die Verhältniszahl 
k~: x~ mit genügender Genauigkeit auszurechnen. Das ist 
aber in einfacher Weise möglich, wenn x genügend groß 
gegen h ist; denn setzen wir in (19~) b = 1, so erhalten wir 

k' k' k' 
x+ 1 ::::::: x- x• · Es ist daher 

k' k' k' 
(20) x' = x - x + 1 = Yt - Ys, 

d. h. die Verhältniszahl k2 : x 2 ist gleich der Differenzzweier 
aufeinander folgender Tafelzahlen (Tafeldifferenz). 

1) Vgl. A. Witting, Abgekürzte Rechnung § 13 (diese Samm­
lung Bd. 47). 
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In unserem Beispiel schreitet x nicht um 1, sondern um 
10 fort, wir haben demnach die Tafeldifferenz durch 10 zu 
dividieren. Nehmen wir x = 173, so ist folgende Rechnung 
zu machen: 
Tafeldifferenz = 47,06- 44,44 = 2,62; 0,262 · 3 = 0,786, 

y = 47,06- 0,79 = 46,27. 
Rechnet man 8000 : 173 aus, so ergibt sich 46,24, die 

vierte Stelle ist also ungenau. 
Aufgabe: 1. Berechne die oben angegebenen Beispiele 

durch Interpolation und unmittelbar durch abgekürzte Divi­
sion und vergleiche die Ergebnisse. 

2. Berechne unmittelbar durch abgekürzte Division die 
Werte von y fUr alle ganzzahligen x der Dekade von 270 
bis 280 und interpoliere dann for die Zehntel. 

3. Berechne die Abweichung jedes Wertes von y der 
Tabelle von dem arithmetischen Mittel der beiden benach­
barten Werte. Was folgt aus diesen Ergebnissen? 

Beispiele: 61,54 = t{66,67 + 57,14)- 0,37 
30,77 = i(32,00 + 29,63)- 0,05 
20,51 = t(21,05 + 20,00)- 0,02. 

Aus den soeben angestellten Rechnungen und den oben 
entwickelten Formeln ergibt sich der Satz: 

Je kleiner die Tafeldifferenz ist, um so genauer hat die 
Funktion y = k 2 : x in dem Zwischenraum das Verhalten 
einer linearen Funktion. 

Versuchen wir dem Satze noch ein strengeres Gepräge 
zu geben, so werden wir for diese lineare Funktion den Aus­
druck ax + b voraussetzen und nun verlangen, daß die un­
bestimmten Größen a und b bestimmt werden. Unter der 
Annahme, daß sich unsere Funktion innerhalb der Fehler­
grenzen der Rechnung zwischen zwei bestimmten Werten 
x1 und x1 + 1 genUgend einer linearen Funktion annähert 
hat man die zwei Gleichungen: 

k' k' x;- = ax1 + b und xL + 1 = a(x1 + 1) + b. 

Subtrahiert man die erste von der zweiten, so kommt 
k' k' k' 

Q = XL + I - ~ = - XL (X1 + 1) j 
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setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so ergibt sich 

k2= _ __!:_'_+b, also b=k•(zx,+1). 
x, x 1 +1 x 1(x,+l) 

Für irgendeinen Wert x zwischen x 1 und x1 + 1 kann 
man mithin schreiben: 

Y = k 2 = _ k' x + k 2 (2x, + 1) 
x x,(x,+l) x,(x,+l) 

k• = x,(x, + 1) [- x + (2x1 + 1)]. 
{21) 

Springt in der Tabelle die unabhängige Veränderliche 
nicht um 1, sondern um d, so findet man leicht die Formel 

k' 
{22) y = -x1 (x, + d) [- x + 2x1 + d]. 

Als Beispiel diene die Funktion der Gleichung (17) in dem 
Bereiche von x1 = 360 bis x2 = x + d = 370; es ist also 
d = 10, k2 = 8000, die Rechnung ergibt 

y = - 0,060 x + 4,38 (von x = 360 bis x = 370). 

An den beiden Grenzen x1 und x2 = x 1 + d findet genaue 
Übereinstimmung statt, zwischen den Grenzen nur Annäherung. 

Man erkennt leicht durch Umrechnung, daß die Gleichung(22) 
völlig übereinstimmt mit der durch die Interpolationsmethode 
gegebenen Gleichung 1) (6) S. 5, die wir schreiben können: 

(23) y = y1 + y.--; y, (x - xt) 

indem wir d = x 2 - x1 setzen.2) Auch steht sie im Einklang 
mit Formel (15) S. I 0. 

1) Setze in Gleichung (23) für y1 und y. die Werte k': x1 und 
k': (x1 + d) ein und ordne die Glieder. Erprobe das an dem obi­
gen Beispiel in Zahlen. Berechne die lineare Näherungsfunktion 
für mehrere andere Stellen der Tabelle auf S. 20 und bestimme 
die Abweichungen von den aus der Gleichung (17) unmittelbar 
zu findenden W erlen. 

2) Eine genauere Untersuchung zeigt, daß das Maximum des 
Unterschiedes zwischen der linearen Funktion und dem wahren 
Werte der Funktion y für den Wert x=Vx, x2 eintritt; wie groß 
ist diese maximale Abweichung? Wie groß darf d höchstens 
sein, damit dieser Interpolationsfehler unterhalb der Genauigkeits­
grenze liegt? 
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§ 6. GEOMETRISCHE BETRACHTUNG 
Wie stellt sich nun die Interpolation unserer Funktion 

:y = k2 : x graphisch dar? Diese Frage läßt sich leicht aus 
unseren letzten Formeln beantworten. Das Schaubild der 
Funktion y = k2 : x ist eine gleichseitige Hyperbel, das Schau­
bild einer linearen Funktion ist eine Gerade. Die Gleichung 
(22) stellt daher eine Gerade dar, die durch die beiden 
Punkte P1 (x1 , y 1) und P 2 (x2 = x1 + d, y 2) der Hyperbel hin­

.o 

durchgeht, und die durch Interpolation gefundenen 
Werte von y zwischen y1 und Yt liegen nicht auf der 
Hyperbel, sondern auf dem sie ersetzenden Sltick einer 
Geraden, d . h. auf der Sehne der Hyperbel! An den 

Fi~. 16. 

Endpunkten P1 und P2 der Sehne findet 
volle Übereinstimmung, dazwischen nur 
eine Annäherung statt (Fig. 16). Das läßt 
sich aber sehr anschaulich durch Be­

achtung des geometrischen Sinnes der Genauigkeit auffassen. 
Nehmen wir zur Vereinfachung k2 = 1, x 1 = 6, x2 = 7, also 
d = 1, so ist y1 = 1 : 6 = 0,166 .. . ; y2 = 1 : 7 = 0,14 28 . .. ; 
wir werden also eine Verabredung über die Stellenzahl, die 
wir anwenden wollen, treffen müssen. Nehmen wir 3 Dezi­
malen, so ist y 1 = 0, 167, y2 = 0,143. Die Ungenauigkeit, die 
wir hier begehen, kennen wir genau, da uns ja die wahren 
Werte bekannt sind. Im allgemeinen aber wird man bei 
solchen abgekürzten Zahlen nach den Grundsätzen der ab­
gekürzten Rechnung nur wissen, daß die beiden Grenzen 
eine halbe Einheit der Ietzen Stelle kleiner oder größer sind, 
als die gegebene ungenaue Zahl. Wir erhalten demnach bei 
der Zeichnung nicht die Punkte P1 und P 2 , sondern an ihrer 
Stelle zwei kleine vertikale Strecken von der Breite der 
Schwankung, d. h. von einer Einheit der letzten Stelle. Be­
<lenkt man jetzt, daß wir ja auch gar nicht Punkte und Linien 
in strengem Sinne zeichnen können, sondern in der Ebene 
s tatt dessen kleine Kreise und Streifen von gewisser Breite 
ziehen, so erkennt man, daß die geom etrische Ungenauig­
keit mit der arithmetischen in Einklang gebracht werden 
k ann. 

Wir brauchen nur festzusetzen, daß die Strichbreite eine 
Einheit der letzten Stelle sein soll. Sind also in unserem 
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Falle x und y in cm zu zeichnen, so muß die Strichbreite in 
vertikaler Richtung gemessen ein Hundertstel mm sein. 

Die "Punkte" der Tabelle der Funktion y = 1 : x sind je­
weils die Mittelpunkte der kleinen vertikalen Strecken, die 
ideale Sehne ist demnach die geradlinige Verbindung dieser 

Mittelpunkte, die reale Sehne wird ebenso wie 
das Schaubild der Funktion ein Streifen von 

...:.: "'' gleicher Breite sein, dessen Mittellinie die 
- ·' ideale Sehne ist; die Ränder des Streifens 

Fig. 17. gehen genau durch die Grenzpunkte, das 
Schaubild der Funktion ist ein etwas gekrümmter Streifen. 
Fig. 17 stellt den Sachverhalt im wesentlichen dar. Wir er­
kennen leicht: 

1. je größer d gewählt wird, eine um so größere Durch­
biegung des Kurvenstreifens hat gegenüber dem Sehnen­
streifen statt, 

2. die "geradlinige Interpolation" ist solange zulässig, als 
die Mittellinie des Sehnenstreifens noch innerhalb des Kur­
venstreifens liegt, 

3. zu jeder Genauigkeitsgrenze (Stellenzahl von y) gibt 
es einen Grenzwert für d, der nicht überschritten werden 
darf, 

4. der Grenzwert für d ist offenbar abhängig von der 
Krümmung der Kurve; je stärker die Krummung ist, desto 
kleiner muß d gewählt werden. Um eine gleichmäßige Fort­
schreitung der x zu haben, begnügt man sich mit einem 
Mittelwert von d. 

Allgemein ist es üblich, die Werte von y auf eine Stelle 
mehr zu berechnen als die von x, so daß also d = 10 Einheiten 
der letzten Stelle von y ist. Die Interpolation ergibt aber 
dann nicht immer zuverlässige Werte. 

Wenn die Funktion y = k2 : x für eine gleichmäßig fort­
schreitende Folge von x-Werten berechnet vorliegt, so stellt 
eine solche Tafel eine Folge von Punkten in der Koordinaten­
ebene dar. Denken wir uns sämtliche Zwischenwerte durch 
lineare Interpolation berechnet, so ist das Schaubild ein 
Sehnenpolygon der Kurve, wir ersetzen also auf diese Weise 
die Kurve durch ein Vieleck. 
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§ 7. DIE TAFEL DER REZIPROKA 

Wir gehen nun dazu über, eine besondere allgemein üb­
liche Form der Tafel zu erläutern und deren Verwendung 
zu zeigen. Wir benutzen als Beispiel die Funktion 

1 y=--x· 
wo also y das Reziprokum von x ist. Eine brauchbare Tafel 
befindet sich auf S. 26. 

In dieser Tabelle sind die Reziproka der Zahlen von 
1,0 bis 9,9 auf 3 Dezimalen gegeben. Wollen wir z. B. das 
Reziprokum von 4,8 haben, so gehen wir auf der fünftep 
Reihe, die mit 4 bezeichnet ist, bis zur neunten Spalte, die 
mit 8 überschrieben ist, und finden fllr das Reziprokum den 
Wert 0,208. In der Tat ist ja, wie man leicht ausrechnet, 
I : 4,8 =::: 0,208. Will man das Reziprokum von 48 haben, 
so muß man noch durch 10 dividieren, es ergibt sich dem­
nach '0,0208; das Reziprokum von 0,48 wird 2,08. 

Berechnet man das Reziprokum von 6,5 auf 5 Dezimalen, 
so ergibt sich 0,13585, daher heißt die Zahl auf 3 Dezimalen 
abgekürzt 0,154; in der Tabelle ist diese 4 schräg gedruckt, 
und damit soll angedeutet sein, daß sie durch Erhöhung aus 
einer 3 entstanden ist. Jede schräg gedruckte dritte Dezimale 
ist bei der Abkürzung erhöht.1) 

Die Tafel liefert durch Interpolation die Reziproka aller 
dreiste\ligen Zahlen. Wir brauchen }a nur den zehnten Teil 
der Tafeldifferenz mit der dritten Stelle zu multiplizieren, 
um den Zuwachs des zu den ersten zwei Stellen gehören­
den Reziprokums zu erhalten. 

In der letzten Spalte, die mit D überschrieben ist, stehen 
die Differenzen der letzten Zahl einer Reihe und der ersten 
Zahl der nächsten Reihe. 

Soll also z. B. 1 : 4,83 berechnet werden, so suchen wir zu­
erst I : 4,80 = 0,208. Die Tafeldifferenz ist 0,204 - 0,208 
= - 0,004 oder in Einheiten der dritten Dezimale ange­
geben- 4. Davon ist der zehnte Teil mit 3 zu multiplizieren: 
- 0,4 · 3 =- 1,2 =- 1, wir haben also die dritte Dezimale 

1) Prüfe dies an einigen Zahlen, insbesondere bei den Rezi­
proken von 7,7 und 9,1. 
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§ 8. Das quadratische Verhältnis 

Tafel 1. 

2 3 4 5 6 7 
. -·-

8 9 0 

I, 11,000 0,909 0,833 0,769 0,714 0,667 0,625 0,588 0,556 0,526 26 
2, 500 476 455 435 417 400 385 370 357 345 12 
3, 333 323 318 303 294 286 278 270 263 256 

6 
4, 250 244 238 238 227 222 217 213 208 204 
5, 200 196 192 189 185 182 179 175 172 169 4 
6, 167 164 161 15.'1 156 154 152 149 147 145 2 

2 
7, 143 141 13.9 137 135 133 132 130 128 127 2 
8, 125 123 122 120 119 118 116 115 114 112 1 
9, 111 110 109 108 106 105 104 103 102 101 

von 0,208 um 1 zu vermindern, erhalten demnach 1 : 4,83 
= 0,207. Es versteht sich von selbst, daß wir stets nur 
3 Stellen erhalten können. Weitere Beispiele, die der Leser 
selbst nachrechnen möge, sind: 

Num.!/0,238164,5 :3,72 /0,156/0,070513,01 15,93 [1,94 

Rez./)4,21 0,0155[0,269)6,42 lt4,2 0,332[0,168 10,516. 

Die Bezeichnung Num. ist eine Abkürzung für Numerus 
und bedeutet beim Tafelrechnen ganz allgemein die unab­
hängige Veränderliche, d. h. die Zahl, für welche die Funk­
tion (hier das Rez. = Reziprokum) berechnet ist. 

Zum Schluß wollen wir noch darauf hinweisen, daß die 
Umkehrung dieser Funktion wieder dieselbe Funktion ist; 
aus y = 1 : x folgt ja umgekehrt auch x = 1 : y. So können 
wir also f!lr diejenigen 99 dreistelligen Zahlen, die in der 
Tafel stehen, die Reziproka unmittelbar ablesen. Also ist 
z. B. 1: 0,556 = 1,80 und 1 : 0,185 = 5,40. 

§ 8. DAS QUADRATISCHE VERHÄLTNIS 

Als viertes Beispiel einer funktionalen Beziehung betrach­
ten wir das quadratische Verhältnis: Die abhängige Ver­
änderliche soll dem Quadrat der unabhängigen proportional 
sein. In dieser Beziehung stehen die Flächen ähnlicher Fi­
guren zu den Längen entsprechender Strecken, z. B. die 
Inhalte der Quadrate zu den Quadratseiten, oder die Inhalte 
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der gleichseitigen Dreiecke zu den Seiten, die Inhalte der 
regelmäßigen n-Ecke zu den Seiten. In jedem dieser Fälle 
gibt es einen bestimmten Proportionalitätsfaktor. So ist die 
Maßzahl der Fläche eines Quadrats gleich dem Quadrat der 
Maßzahl einer Seite; das kommt naturlieh nur dadurch und 
dann zustande, wenn wir als Flächeneinheit das Quadrat 
der Längeneinheit nehmen, also z. B. die Länge in cm messen 
und die Fläche nach Quadratzentimetern (qcm = cm 2) an­
geben. Bezeichnet y die Maßzahl der Fläche und x diejenige 
einer Seite, so lautet die Beziehung y = x 2• 

Für das gleichseitige Dreieck haben wir unter denselben 
Voraussetzungen bekanntlich y = t x2y3. Im ersten Falle 
ist also der Proportionalitätsfaktor 1, im zweiten Falle ist er 
~V3 = 0,43s. Die Kreisfläche vom Radius x wird durch die 
Formel y = rr x 2 gegeben, der Verhältnisfaktor ist also rr = 
3,14159 ... 

Allgemein können wir demnach für das quadratische Ver­
hältnis die Gleichung ansetzen: 
(24) y = cx2, 

aus der durch Umkehrung sofort folgt 

(25) x = c'VY, 
wobei wir Yl : c = c' gesetzt haben. 

Die Frage, die uns hier wie in den früheren Fällen be­
wegt, ist, wie findet man aus einer Tabelle, die für eine Folge 
von x-Werten die zugehörigen y-Werte enthält, Zwischen­
werte, also wie interpoliert man. Die Antwort ist sehr ein­
fach, wenn wir uns gewisser Näherungsformeln 1) bedienen. 
Nennen wir wieder d die konstante Differenz der x-Werte 
und betrachten wir einen bestimmten Zwischenraum zwischen 
den Werten x1 und x 2 = x1 + d, so werden wir verlangen, 
auf möglichst einfache Weise den y-Wert für irgendein in 
dem Zwischenraum gelegenes x zu bestimmen. Sei b eine 
Zahl, die kleiner als d ist, so wird x = x 1 + b eine in dem 
angenommenen Zwischenraum liegende Zahl sein, und man 
hat die drei Gleichungen 

Y1 = cx1 2, y = c(xt + b)2, y2 = c (x1 + d)2; __ ____:...::___ 

1) V gl. A. W i tt in g, Abgekürzte Rechnung § 13 (diese Samm­
lung Bd. 47). 
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die Aufgabe ist nun so festzulegen: 

Man soll y aus y1 , y2 und b berechnen. 

Wenn die Differenz d so klein ist, daß ihr Quadrat ver­
nachlässigt werden kann, so ist 

Y'J = cx12 + 2 cx1d = y 1 + 2 cx1 d, 

also 2cx1 :::::: (y2 - y1) : d, 
und damit wird 

(26) y=cx12 +2cx1h=y1 +Y' dy1 b, 

d. h. wir haben wieder die Annäherung durch eine lineare 
Fun ktion.1) 

Diese lineare Annäherungsfunktion können wir fur den 
Zwischenraum von x1 bis x2 = x1 + d auch auf folgende 
Weise berechnen. Wir setzen y = ax + b, wo x zwischen 
x1 und x2 liegen soll und verlangen, daß for die beiden 
Grenzen genaue Gleichheit besteht; dann hat man fUr die 
beiden unbestimmten Größen a und b die Gleichungen 

Y1 = ax1 + b, y2 = ax2 + b = a(x1 + d) + b. 

Daraus ergibt sich 

a = 2cx1 + cd= c(x1 + x2) 

b =- cx12 - cdx1 =- cx1 x2 ; also wird 

(27) y = c(x1 + x2)x- cx1 x 2 , x1 :s; x :s; x2• 

Setzen wir in dieser Gleichung x = x1 oder x = x2 , so 
erhalten wir die genauen Werte von y 1 oder y2•2) 

Wir betrachten jetzt die Umkehrung der quadratischen 
Funktion, die wir oben x = c'Vy schrieben. Wir wollen aber 
lieber x und y vertauschen und nun die Funktion 

(28) y = c"Vx ins Auge fassen. 

1) Für b = 0 erhält man y = y10 und filr b = d kommt y = y,, 
beides sind genaue Gleichungen. 

2) Eine genauere Untersuchung lehrt, daß die größte Abwei­
chung dieser linearen Funktion von unserer quadratischen für 
den Wert {(x1 + x2) eintritt; wie groß ist diese maximale Diffe­
renz? Wie groß darf d höchstens sein, damit dieser "Fehler" 
unbeachtlich ist, d. h. unterhalb der Genauigkeitsgrenze liegt? 
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Die Hauptfrage ist für uns immer wieder: Wie ist diese 
Punktion angenähert in einem kleinen Zwischenraum von 
x1 bis x2 = x1 + d beschaffen, wie kann man in solchem 
Zwischenraum interpolieren? Wir wunschen, daß die Inter­
polation durch eine lineare Funktion als möglich erwiesen 
werde; damitetwasAbwechselungin die Untersuchung kommt, 
wollen wir die Gleichung (12) (S. 9) zugrunde legen. Es 
soll also untersucht werden, ob der Quotient (y-y1):(x-x1) 

angenähert konstant ist.1) Setzen wir x- x1 =b, so ergibt sich 2) 

~ ~:=HVx~+h-Vxl)""HV;;~+ 2~--v~) 
c 

= zrx;, 
(29) also endlich 

Damit ist aber bewiesen, daß bei genügend kleinem b der 
Quotient konstant ist, daß also bei genügend kleiner Diffe-
renz d die Funktion y = cVx angenähert durch eine lineare 
Funktion ersetzt werden kann. Jener konstante Quotient ist 
der Koeffizient a der linearen Funktion a x + b; das freie 
Glied b erhält man durch Auflösung der Gleichung (29) nach 
y. Es ergibt sich nach leichter Umrechnung 

( ) - y, +I 30 y - zx X zYt , 
eine angenäherte Gleichung, die offenbar für x = x1 in die 
genaue Gleichung y = y1 Ubergeht. Aber für x = x2 erhält 
man keine genaue Gleichung, wir sehen also, daß die Dar­
stellung (30) ganz anderer Art ist als unsere frUheren Ent­
wicklungen. Bisher gab die lineare Näherungsfunktion fUr 
die beiden Grenzen x 1 und Xa genaue Werte, hier erhalten 
wir nur fur x1 den genauen Wert, hingegen wird die Ab­
weichung mit wachsendem b immer größer, die Annäherung 
immer schlechter, wie aus der Herleitung von (29) erkenn­
bar ist. Wollen wir eine lineare Funktion haben, die wie 

l) Daß wir dort die Marke 0 und hier die Marke I benutzen, 
um den Ausgangswert zu bezeichnen, ist unwesentlich. 

2) Vgl. A. Witting, Abgekürzte Rechnung S. 33. 
Math. Bibi. 48: W i t t in g, Funktionen 3 
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früher für x1 und x2 mit der gegebenen Funktion genau 
übereinstimmt, dann müssen wir bei der Entwicklung der 
Gleichung eben auch beide Grenzen benutzen, uns also der 
Formel (14) (S. 14) bedienen. Man bekommt dadurch nach 
einiger Umrechnung die Näherungsgleichung 1) 

§ 9. GEOMETRISCHE UNTERSUCHUNG 
DER REINQUADRATISCHEN FUNKTION 

Die Betrachtungen namentlich am Schlusse des vorigen 
Paragraphen können erst völlig klar werden, wenn wir sie 
an den Schaubildern der Funktionen 2) y = c x2 und y = c Vx 
verfolgen. Es empfiehlt sich, der Herstellung der Kurven 
nichteine berechnete Tabelle zugrunde zu legen, sondern, wie 
schon beim Reziprokum, eine geometrische Konstruktion. Dabei 
lernen wir eine für die analytische Geometrie (in der Kurven 
algebraisch untersucht werden) wesentliche Festsetzung 
kennen, auf die zuerst Descartes (31. März 1596 bis 11. Febr. 
1650) gekommen ist: jeder algebr.aische Ausdruck soll geo­
metrisch als die Strecke gedeutet werden, deren Maßzahl 
sich durch Ausrechnung jenes Ausdruckes ergibt. 

Damit war eine schwere Fessel der Geometrie gesprengt, 
wie die außerordentlich schnelle Weiterentwicklung der Ma­
thematik im 17. Jahrhundert bekundet. Wenn wir nun eine 
Strecke y = cx2 konstruieren wollen, wo c sowohl wie x 
selbst Strecken bedeuten, so fahren wir als Maß dieser 
Strecken die Einheitsstrecke m ein: 

m=1 
2 

und erreichen demgemäß y = c;. , was numerisch dasselbe er-

1) Genauere Untersuchung zeigt, daß die maximale Abwei­
chung dieser linearen Funktion von dem wahren Werte von y 
innerhalb des Zwischenraumes von x 1 bis x2 filr den Wert 
x = t (~+V x 2) 2 eintritt. Was folgt daraus? Vgl. die Anmer­
kungen auf S. 22 und S. 28. Dafür ergibt sich y = t (y1 + y,). 

2) Die allgemeine quadratische Funktion lautet y = ax2 + bx + c; sie kann aus Platzmangel hier nicht behandelt werden. 
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gibt wie cx2, geometrisch, in gewöhnlicher Weise gedeutet, 
tatsächlich eine Strecke ist. Soll y = cVx konstruiert werden, 

dann schreiben wir dafür y = c y~ · 
Bei der Konstruktion von y = cx 2 : m 2 beschränken wir 

uns auf den I. Quadranten, denn ersichtlich 1 Pig. 18. 
ist die Kurve in li das Spiegelbild, da man 1 

·' far entgegengesetzt gleiche x dasselbe y r 
erhält. Wir machen (Fig. 18) auf OX die 
Strecke OM = m = 1 und OA = x, er-
richten in M und A die Lote, machen I 
MC = c und ziehen die Gerade OC, die *0::::::::-:---!:---
von dem andern Lot in A1 geschnitten ° -.- ' 
wird. Dann ist: AA1 : c = x: m, also AA1 = cx: m. Zieh t 
man nun A1P1 II OX, verbindet 0 mit P 1 bis zum Schnitt­
punkt A2 mit dem Lote in A, so ist: 

A A2 : M P1 = x : m, 
also AA2 = M P1 • x : m = A A1 • x : m = c x2 : m', 
d. h. AA2 ist das zu OA = x gehörige y. Läßt man A auf 
der x-Achse wandern und konstruiert für jede Lage von A 
den zugehörigen Punkt A2 in derselben Weise, so beschreibt 
A2 die gesuchte Kurve, die das Schaubild der quadratischen 
Funktion y = c x 2 ist; sie heißt übrigens (gewöhnliche oder 
quadratische) Parabel (mit vertikaler Achse). 

Die Gleichungen (26) und (27) stellen ersichtlich wieder 
die Sehnen der Parabel dar. Bei (26) ist b = x - x1 , daher 
hat (26) die Form y = ax + b, ist also die Gleichung einer 
Geraden; da sie für b = 0, also x= x11 den Wert y1 und für 
b = d, also x = x1 + d = x2 , den Wert y2 gibt, so geht die 
Gerade durch die beiden Punkte P1 und P2 , ist also die 
Sehne P1P2 • 

Bei (27) sind die Koeffizienten unmittelbar so bestimmt, 
daß die Gerade durch P1 und P2 geht. Die beiden Glei­
chungen (26) und (27) m!lssen deshalb identisch sein; in 
der Tat ist ja d = x2 - x1 , b = x- x1 , also ist 

+ !lt- !lt ) 2 X, • - XI • ( ) •• Yt x -x (x-x1 = cx1 +c x x x-x1 =cx1 -
! 1 2- 1 

+ c (x2 + x1) (x- x1) = c (x1 + x2) x- cx1 x2 • 

3* 
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32 § 9. Geometrische Untersuchung d. reinquadratischen Funktion 

Die in der Anmerkung 1, S. 30 angedeutete Untersuchung 
lehrt zugleich auch hier den Zusammenhang der Strich-

breite mit der Stellenzahl bei Auf­
stellung einer Tabelle, für welche 
die lineare Interpolation gültig 
sein soll. 

Zur Konstruktion der Kurve 
I - -+------- y = c V~. der Parabel mit horizon­

taler Achse, kann man mehrere 
Wege einschlagen. Zunächst wollen wir die Gleichung 

1 my• 
x = Ci y2 = ----c" ableiten und danach konstruieren. Man 

trägt auf der y-Achse 0 B = y ab und 
sucht nun in der aus der Figur 19 leicht f'ig~2o. ' 
ersichtlichenWeise daszugehörige x. Es 
. t . BB my I/ 
lS Ja 1 = c = NQ1 und B B, '-• • ; 

NQ, -y m y• . , ~.// _1.. J, . .' 
= -c-= ~; also 1st BB9 = x ~ , 
und B2 ein Punkt der Kurve. Eine ~ , , 
zweite Möglichkeit der Konstruktion er- · 
gibt sich, wenn die Kurve y = c x2 gezeichnet vorliegt (Fig. 20). 

Schneidet nämlich die Gerade A1 P1 die Kurve y = cxQ 

Fig.21. 

folglich ist: 

im Punkte R, so zieht man 
RB1 1\ 0 Y und B1B2 \1 OX. 

Der Punkt R hat die Ab­
szisse 0 B' und die Ordinate 
B'R = AA1 = cx: m; setzt 
man diese Größen in die Glei­
chung der Kurve ein, so kommt: 

cx = c· OB' 2 also OB'= 1 /~ 
m ' V m• 

, MG· 0 B' c 1 jx -
A B2 = B BI= 0 M = m V m = cy x, 

da ja m = 1 ist. B1 ist also ein Punkt der gesuchten 
Kurve. Zieht man in dem Rechteck ß 1 B 2 A1 R die zweite 
Diagonale R B2 , so bildet diese mit der x-Richtung denselben 
Winkel wie 0 C, nur nach der anderen Seite gekehrt, 
und ferner wird R B2 von der Geraden 0 C halbiert. Man 
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kann demnach aus einem Punkte R der einen Kurve den 
Punkt B2 der andern erhalten, indem man in der festen 
Richtung R B2 II MN zieht und die Strecke von R bis zum 
Schnitt mit OC nochmals aufträgt. In Fig. 21 ist das an eini­
gen Punkten aüsgefUhrt. Man sagt, die beiden Kurven stehen 
in schiefer Symmetrie. Die eine Kurve liegt in I und li, die 
andere in I und IV. 

Die lineare Gleichung (31) ist ersichtlich nichts anderes 
als die Gleichung der Sehne durch die Punkte P1 und P2 , 

dagegen muß noch untersucht werden, was Gleichung (30) 
geometrisch bedeutet: 

(30) y = 2Y~ x +tu~" 
1 

Nach den in § 3 gegebenen Vorschriften ist {- Yt der Ab­
schnitt OS, den die Gerade auf 
der y-Achse bestimmt. Verlängert r . ....-

man die Gerade bis zum Schnitt b 
T mit der x-Achse, so ist TP~ 1 

= 2 x1 , was sich noch bequemer 1 ,---x 
zeichnet als die Halbierung von r o P, • 

y1 • Die genau ausgeführte Zeich- ''J.:· 22. 

nung läßt uns vermuten, daß die Gerade wohl die Tangente 
der Kurve im Punkte P1 ist. Der Beweis dafür, daß das wirk­
lich so ist, läßt sich leicht mit Hilfe der zweiten Form der 
Gleichung (31) 

(31) y = _c_•- x + ...Jh_ 1!.!_ 
Yt+Yt Yt + y, 

führen. Läßt man nämlich den Punkt P 2 immer näher an P 1 

heranrucken, so nähert sich die Sekante Pt P2 immer mehr 
der Tangente im Punkte P1 ; sie fällt mit ihr zusammen, wenn 
Pli mit Pt zusammenfällt, wenn also y 2 = Yt gesetzt wird. 
Dann entsteht aus (31) die Gleichung 

c• y• 
y=-x+-' 

2y1 2y, 

und das ist tatsächlich dasselbe wie (30), man braucht nur 
c2 = y~ : x1 zu setzen und die beiden Brüche zu kürzen! 

Nun ist es auch ersichtlich, daß in unmittelbarer Nähe von 
P1 der Ersatz der Kurve durch die Tangente gut möglich 
ist, daß aber die Übereinstimmung um so schlechter wird, 



34 §10. Die Quadrattafel und die Wurzeltafel 

je weiter man sich von P1 entfernt; wir hatten das schon 
auf S. 29 rechnerisch festgestellt. 

§ 10. DIE QUADRATTAFEL UND DIE WURZELTAFEL 

Wenn wir den Koeffizienten c der beiden Funktioneny=cx2 

und y = cYx gleich 1 setzen und und filr die ganzzahligen 
Werte von x die Quadrate und Wurzeln berechnen, so er­
halten wir die folgenden zwei Tafeln auf S. 35 u. 36. 

Erläuteruhg zur Quadrattafel. Alle Zahlen dieser Tafel 
sind genau. So ist 6,7'J = 44,89; daraus bestimmt sich 
67 2 = 4489, 6702 = 448900, 0,67 2 = 0,4489 und 0,067 2 

= 0,004489. 
Die lineare Interpolation, wie wir kurz sagen wollen, ge­

stattet uns, angenäherte Werte der Quadrate von dreisteiligen 
Zahlen zu berechnen. Soll also z. B. 6, 732 bestimmt werden, 
so bilden wir die TafeldifferenzD=6,8 2-6,7,=46,24-44,89 
= 1,35 und multiplizieren ihren zehnten Teil mit3; dies gibtden 
Zuwachst:.= 0,135 · 3 = 0,405z0,41. Also ist 6,732::::::45,30. 
Und so in allen anderen Fällen. Indessen wird man wohl zu­
geben müssen, daß die Differenzbildung D zweieraufeinander 
folgender Tafelwerte nicht immer bequem ist. Hier gibt es 
eine bessere Methode der Interpolation. Wir gehen von den 
Gleichungen 

y1 =- x~ und y = (x1 + 1>)2 = x~ + 2 x1 b + 1>2 :::::::: y1 + 2x1 b 

aus und sehen, daß wir unter Vernachlässigung von 1> 2 ein­
fach zu dem Tafelwert y1 das Produkt 2x1 b zu addieren 
haben.1) An Stelle der Tafeldifferenz D tritt einfach 2x1• Das 
würde im obigen Falle heißen: 2 · 6,7 · 3 = 13,4 · 3 = 40 
Einheiten der letzten Stelle. Wir bekommen demnach 44,89 
+ 0,40 = 45,29. Ebenso haben wir fur 1,472 zu rechnen: 

2,8 · 7 = 20, also ist 1,472 :::::: 1,96 + 0,20::::::::2,16. 

9,822 gibt 19,6 · 2 = 39, also 9,822 = 96,43. 

Soll aber z. B. 37,92 bestimmt werden, so interpoliert man 

I) Setzt man b = x- x11 so erkennt man leicht, daß hier die 

Tangente y = 2Yt x- y1 an Stelle der Sekante getreten ist. 
XI 
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Tafel II 

QUADRATTAFEL 

35 

I o 2 3 4 5 6 7 8 9 D 

1, 1,00 
2, 4,00 
3, 9,00 

1,21 1,44 1,69 1,96 2,25 2,56 2,89 3,24 3,61 39 
4,41 4,84 5,29 5,76 6,25 6,76 7,29 7,84 8,41 

59 
9,61 10,24 10,89 11,56 12,25 12,96 13,69 14,44 15,21 

4, 16,00 16,81 17,64 18,49 19,36 20,25 21,16 
5, 25,00 26,01 27,04 28,09 29,16 30,25 31,36 
6, 36,00 37,21 38,44 39,69 40,96 42,25 43,56 

7, 49,00 50,41 51,84 53,29 54,76 56,25 57,76 
8, 64,00 65,61 67,24 98,89 70,56 72,25 73,96 
9, 81,00 82,81 84,64 86,49 88,36 90,25 92,16 

79 
22,09 23,04 24,01 99 
32,49 33,64 34,81 19 
44,89 46,24 47,61 1 

139 
59,29 60,84 62,41 159 
75,69 77,44 79,21 
94,09 96,04 98,01 179 

am bequemsten rnckwärts nach der Formel y = (x2 - W 
= y2 - 2x2b, rechnet also 2 · 38 · 0,1 = 8, 37,92 = 1436. 
Die Quadrattafel kann aber auch rückwärts benutzt werden, 
um Quadratwurzeln zu bestimmen. Soll z. B. "j/39,84 be­
rechnet werden, so sehen wir, daß der Numerus zwischen 
6,3 und 6,4 liegt. Wir können nun die beiden obigen Me­
thoden umkehren. Wir rechnen also entweder: 

a) Eigene Differenz ß = 3984 - 3969 = 15, dies wird 
dividiert durch den zehnten Teil der Tafeldifferenz D, also 
durch 12,7, was 1 gibt - alles in Einheiten der letzten 
Stelle- also wird Y39,84 = 6,31; oder 

b) 39,84 = (6,3 + o)2 = 6,32 + 12,6 a, also ist die eigne 
Differenz ß = 15 zu dividieren durch 12,6, was ebenfalls 
1 als zweite Dezimale gibt. 

Weitere Beispiele: 

V74,6t; ~::i= 65, 65:11,2 = 4; V74,61 = 8,64; 

V3,984:::::: V3,98; 6 = 37, 37: 3,8 = 1o; V3,98 = 2,oo; 

V746J = V746; 6 = 11, 11: s,4 = 3; V746 = 27,3. 

Aus diesen Beispielen ersieht man, daß die Stellung des 
Kommas nicht gleichgültig ist zur Auffindung der Stelle in 
der Tafel; ohne Kommabeachtung finden wir jede Zahl an 
zwei Stellen der Tafel. 
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I o 
l, 1,00 
2, 1,41 
3, 1,73 

4, 2,00 
5, 2,24 
6, 2,45 

7, 2,65 
8, 2,83 
9, 3,00 

1 3,17 
2 4,47 
3 5,48 

4 6,32 
5 7,07 
6 7,73 

7 8,37 
8 8,94 
9 9,49 

Tafel 1!1 

QUADRATWURZELTAFEL 

1 2 3 

1,05 1,10 1,14 
1,45 1,48 1,52 
1,76 1,79 1,82 

2,02 2,05 2,07 
2,26 2,28 2,30 
2,47 2,49 2,5 t 

2,67 2,68 2,70 
2,85 2,86 2,88 
3,02 3,03 3,05 

3,32 3,46 3,61 
4,58 4,69 4,80 
5,57 5,66 5,74 

6,40 6,48 6,56 
7,14 7,21 7,28 
7,81 7,87 7,94 

8,43 8,49 8,54 
9,00 0,06 9,11 
9,54 9,59 9,64 

4 5 6 

1,18 1,22 1,26 
1,55 1,58 1,61 
1,84 1,87 1,90 

2,10 2,12 2,14 
2,32 2,35 2,37 
2,53 2,55 2,57 

2,72 2,74 2,76 
2,90 2,92 2,93 
3,07 3,08 3,10 

3,74 3,88 4,00 
4,90 5,00 5,10 
4,83 5,92 6,00 

6,63 6,71 6,78 
7,35 7,42 7,48 
8,00 8,06 8,13 

8,60 8,66 8, 72 
9,17 9,22 9,27 
9,70 9,75 9,80 

7 8 9 D 

1,30 1,34 1,38 3 
1,64 1,67 1,70 

3 1,92 1,95 1,97 
3 

2,17 2,19 2,21 3 
2,39 2,41 2,43 2 
2,59 2,61 2,63 

2 
2,77 2,79 2,81 2 
2,95 2,97 2,98 2 
3,11 3,13 3,15 

4,12 4,24 4,36 11 
5,20 5,29 5,39 9 
6,08 6,16 6,24 

8 
6,86 6,93 7,00 7 
7,55 7,62 7,68 5 
8,19 8,25 8,31 

6 
8, 77 8,83 8,89 5 
9,33 9,38 9,43 6 
9,85 9,90 9,95 

so istV18,49 = 4,30; y1o,849 = 0,430; Y1849 = 43,0; 

dagegen ist V 1,849=1,36; VO,Ol849=0,136; 11184,8=13,6; 

V59,16; t::.. =- 13, - 13 : t5.4 =- 1; V59,16 .:::: 7,69. 
Berechne: 0,5442 ; 736 2 ; 45,8 2; 3,932 ; 6,05 2; 

V42,43; Vt3.46; V7,744; Vn,44; V774,4. 
Als Ergänzung zur Quadrattafel ist die andere Tafel anzu­
sehen, der wir uns nun zuwenden: 

Erläuterung zur QuadratwurzeltafeJ. Die Tafel hat dop­
pelt so großen Umfang wie die vorherige und bietet dafür 
den Vorzug, daß die Tafeldifferenzen sehr klein sind. Man 
kann also bequem mit ihnen rechnen. Allerdings sind durch­
weg nur 3 Stellen angegeben und berechenbar. Die durch 
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schrägen Druck hervorgehobenen Stellen sind bei der Abkür­
zung erhöht worden. Nehmen wir einige der oben gerech­
neten Beispiele! 

y'39,84; zu 39 gehört die Tafelzahl 6,24, 6,32-6,24 =0,08 

also D = 8; 8 · 8,4 = 67; 67: 10 -:::o• 7 

mithin V'39,84 = 6,24 + 0,07 = 6,31. 

V74,61; 8,60; D=6, 6·6,1=37, 37:10=4 

also vi4;6T = 8,64. 

Y3,98; 1,97; t::.. = 3; 3 · 8: 1o = 2; 113,98 = 1,99. 

Y746,1; 27,2; 6. = 2, 2 · 6,1: 10 = 1; V746,1 = 27,3. 
Berechne die anderen oben angegebenen Wurzeln auch mit 
dieser Tafel. 

Naturlieh kann man auch diese Tafel umgekehrt benutzen, 
um zu quadrieren. So hat man für 6,81 2 zu rechnen: 

6,782 ::::: 46,0; t::.. = 3, D = 8, 30: 8 = 4 also 6,81 2 = 46,4 
gemäß der Formel b = 10 D..: D- denn man kann entweder 
die zehnfache eigne Differenz durch die Tafeldifferenz divi­
dieren oder die eigne Differenz durch den zehnten Teil der 
Tafeldifferenz! Weitere Beispiele möge sich der Leser selbst 
bilden und rechnen. 

Gute Beispiele zur Anwendung der Tafeln bietet der py­
thagoreische Lehrsatz. Soll die Hypotenuse aus den Ka­
theten a = 6,38 und b = 4,63 berechnet werden, so hat man: 

a2 = 6,382 = 40,70, b2 = 4,632 = 21,44, 

c = V62,14 =7,88. 
Weitere Beispiele wird der Leser selbst leicht finden. 

§ 11. DIE POLYTROPEN y = x" 

Die bisher betrachteten Kurven haben die allgemeine 
Gleichungsform y = cx", und zwar hatte n die Werte -1, 
+ 2, + {, abgesehen von n = 1 bei der Geraden. Wir wenden 
uns jetzt der allgemeinen Aufgabe zu, die Kurve für belie­
biges n zu konstruieren. Diese Kurven nennt man zusammen­
fassend Polytropen oder polytropische Kurven. 

Wir beschränken uns aus naheliegenden Gründen auf den 
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I. Quadranten und setzen c = 1. Für ganzzahlige positive 
Werte von n ist die punktweise Konstruktion eine Weiter­
bildung der in Figur 18 angewandten Methode. Die hori­
zontale Gerade C A0 gibt die Linie y = x 0 = 1, die Gerade 

,, OA1 gibt die Linie y = x1 = x. 

Fig. 23. 

A2 ist ein Punkt der Kurve y =x2• 

Geht man von A2 horizontal nach 
P2 und zieht OP27 so erhält man 
in A8 auf AA0 einen Punkt von 
y=xs. 

Auf diese Weise klettert man 
auf der durch A1 gehenden Or­
dinate durch alle ganzzahligen 
Werte von n in die Höhe oder 

,. M ~ abwärts, je nachdem OA ~ 1 
ist. Hat man einen Punkt An für den etwa AAn = xn ist und 
geht horizontal nach P n auf die Ordinate durch M, zieht 
dann OPn bis zum Schnitt mit der Ordinate durch A, so 

erhält man für diese Ordinate 
~Jt~ den Wert MPn · x: 1 = xn+t, 

/ man hat also den Punkt An+t 
·~/1. Fig.24. erhalten. 

So lassen sich f!lr jedes po­
---+-+-----c<"----?1..- sitive ganzzahlige n beliebig 

viele Punkte der Kurve y = xn 
darstellen. In Fig. 23 ist die 
Konstruktion für zwei Wert x 
= OA > 1 und x' =OA' < 1 
ausgeführt. 

Das Konstruktionsverfahren 
Q 

kann man aber leicht umkehren, 
also von An+ 1 zu An gelangen z. B. von A3 zu A2, indem 
man A3 0 zieht und vom Schnittpunkt P 2 nach A2 geht. Setzt 
man diesen Rückweg über A0 hinaus fort, so erkennt man, 
daß man dadurch zu den Punkten mit negativen ganzzahligen 
Werten von n kommt. Man erhält so die Punkte mit nega-
1ivem Index: P _ 1 , A_l; P -2• A_l!; P _ 5 , A_3 ; ••• 

In Fig. 24 ist das wieder f!lr zwei Punkte A und A' aus­
gef!lhrt. Läßt man A von 0 aus die positive x-Achse durch­
wandern und konstruiert stets die Punkte A_m, so erhält 
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man die Kurven y = x-m, wo m eine positive Zahl ist. Hat 
man nun die Funktionen y = xn für eine Anzahl positiver und 

Fig.25. 

negativer ganzzahliger Exponenten n gezeichnet und be­
finden sich unter diesen die Exponenten p und q, so kann 
man durch mehrere Parallelen zu den Achsen die Ordinate 

!'._ 

xq für ein beliebiges (positives) x ermitteln. Man sucht in 
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der Figur (s. Fig. 25) zunächst den Punkt y 1 = xf, geht von 
diesem horizontal' bis zur Kurve y = xq und trifft dort auf 
den Punkt y1 = x~. Von hier aus geht man vertikal bis zur 
Geraden y = x+ \ die im Punkte y 2 = x2 geschnitten wird. 

u ~ J 

A 
I' 

/" 

Von diesem 
Punkt geht 
man horizon­
tal weiter, bis 
man zu der 

/ 0 _ ,.. < t Ordinate x1 

; kommt. Es 
ist nun Yz V-
= X2 = !h 

----1} q- 1'. 
= Vx, = Xtq• 

o ". 1!>- t also schneidet 
die letzte 

-.I Horizontale 
n- - .t das im End­

punkte von x1 

Fig. zo. errichtete Lot 
!!. 

in einem Punkte der Kurve y = xq. In der Figur fahren 
die mit Pfeilen versehenen gestrichelten Linien nach den 

3 2 2 1 1 

Punkten 1 4:( 1 5if. 1 6~'~. 22 und 0 5 -s-
' t ' ' , ' ' • Da for jeden Exponenten 1n = 1 ist, so müssen alle Poly-

tropen durch den Punkt C (+ 1, + 1) gehen. 
Der I. Quadrant wird durch die Linien y = x0, x = 1 

(y = x0), y = x + 1 und y = x- 1 in Felder von besonderer 
Art zerlegt, die in Figur 26 deutlich gekennzeichnet sind. 
Die Polytropen y = xn verlaufen in den Feldern, die weiß 
gelassen sind, wenn n > 1 ist, schräg schraffiert sind, wenn 
0 < n < 1 ist, wagerecht schraffiert sind, wenn 0 > n >- 1 
ist, doppelt schraffiert sind, wenn n < - 1 ist. 

Jeder Punkt auf einer Parallelen zur y-Achse stellt hier­
nach eine gewisse Potenz des Abstandes der Parallelen von 
dem Punkte 0 dar, und jede Potenz einer positiven Größe 
wird durch einen Punkt im ersten Quadranten dargestellt; 
man kann demnach diesen Quadranten als den geometrischen 
Ort aller Potenzen mit positiven Grundzahlen betrachten. 
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Ferner stellt jede Parallele zur y-Achse das Logarithmen­
system dar, dessen Grundzahl ihr Abstand x von der y-Achse 
ist; f!lr x < 1 sind die Logarithmen aller Zahlen ober 1 ne­
gativ und fUr x > 1 sind die Logarithmen der Zahlen zwi­
schen 0 und 1 negativ. So lesen wir für die Grundzahl 0,8 
aus Fig. 25 ab: 

0•8 log0,343 = + 5; 0•8 log 0,416::::::: + 4; 0•8 log 1,250 z -1...; 

fUr die Grundzahl 2,2 ergibt sich 

2•2 log 0,04 = - 4, 2•2 log 0,1 = - 3, 2•2 log 0,454 = - 1, 
2•2 log 0,693 = - t usw. 



Die angegebenen Preise 
sind Grundpreise, auf die ein den jeweiligen Herstellungs- und allgemeinen 
Unkosten entsprechender Zuschlag (Sept. 1922: agoo%, Schulbücher mit • bezeich­
net 1400%) berechnet wird. Nur durch diese im geschäftlichen Verkehr sonst auch 
allgemein übliche Berechnung ist es möglich, den durch die fortschreitende Teue-

run~ bedingten Preisänderungen zu folgen. 

Von Oberstudienrat Prof. Dr. A. Tf/itting erschien ferner: 

Abgekürzte Rechnung. Nebst einer Einführung in die Rechnung mit 
Logarithmen. Mit 4 Fig. im Text und zahlreichen Aufgaben. [IV u. 51 S.J 
8. 1922, (Matb.-phys. Bibl. Bd. 47.) Kart. M. I .20 

Das Bändchen will den Anfänger mit den Methoden der "abgekürzten Rechnung" ver· 
traut machen, die der Verfasser im Schulunterricht langjährig ausprobiert hat. Es gelangen 
zur Behandlung: die vier Grundrecbnungsarten, Potenzen und Logarithmen, Funktionen, Funk .. 
tionstafeln und Interpolation. Zahlreiche für den praktischen Gebrauch wertvolle Tabellen 
sind beigegeben, wie auch im übrigen die Bedürfnisse des praktischen Lebens besonders be­
rücksichtigt worden sind. 

Einführung in die Infinitesimalrechnung. 2. Auf!. Bd. I: Die Diffe­
rentialrechnung. Mit I Porträttafel, vielen Beispielen und Aufgaben u. 33 Fig. 
im Text. [IV u. 52 S.] 8. I920. Bd. li: Die Integralrechnung. Mit 
I Porträttafel, 85 Beispielen und Aufgaben und mit 9 Fig. im Text. [50S.] 
8. I92I. (MPhB 9· 41.) Steif geh. je M. I.20 

In der Neuauflage erscheint die Einführung in die Infinitesimalrechnung in zwei die Diffe­
rential· und die Integralrechnung getrennt behandelnden Bändchen. Dadurch ist es möglich 
geworden, diese so leichtverständlich wie möglich gehaltene Anleitung in das heute in weitem 
Maße unentbehrliche Gebiet insbesondere durch Hinzufügung zahlreicher, die Anschaulichkeit 
wesentlich fördernder Beispiele und Aufgaben zu erweitern und auch den Logarithmus sowie 
die Experimentalfunktion mit ihren wichtigsten Anwendungen in die Darstellung einzubeziehen. 

"Eine musterhafte Einführung in die Infinitesimalrechnung- fiir jeden, der die Denk- und 
Arbeitsweise kennen Jerncn und sich selbst so weit fördern will, daß er eine der gebräuch­
lichsten Aufgabensammlungen in Angriff nehmen kann, gibt yvitting. ~er .:lufbau 1st außer­
ordentlich anschanlieh und faßlich gegeben und doch streng m der Hegnffsbtldung-, Passende 
Beispiele und das unentbehrlichste Übungsmaterial sind in die Entwickehtng<"n eingeflochten. 
Der Autor hat auch der Schule einen großen Dienst geleistet dadurch, daß er in solcher Kürze 
eine so einwandfreie Einführung in das unentbehrliche Gebiet gegeben hat" (Päd.Blätter.) 

Einführung in die Trigonometrie. Eine element. Darstellung ohne Loga­
rithmen. Mit 26 Fig. u. zahlr. Aufg. [IVu. 47 S.] 8. 192 r. (MPhB 43.) M. 1.20 

Das Bändchen behandelt in ausführlicher durch sehr viele einfache Beispiele und Auf­
gaben erläuterter Weise die Grundbegriffe der Trigonometrie. Die Tabellen der natürlichen 
Winkelfunktionen werden durch Messung zweistellig gewonnen, es wird auch meist mit zwei 
Dezimalen gerechnet. Das allgemeine Dreieck wird nur mit dem Sinus· und dem Kosinus­
satz bearbeitet. 

Beispiele zur Geschichte der Mathematik. Ein mathematisch-histo­
risches Lesebuch. Von Oberstudienrat Prof. Dr. A. Witting in Dresden 
und Gymn .. Prof. Dr. M. Gebhardt in Dresden. Mit I Titelbild und 28 Fig. 
[VIII u. 6I S.] 8. 19I3. (MPhB 15.) Steif geh. M. r.2o 

"Das vorliegende "Lesebuch'1 ist von entschiedenem Werte für dif' Schule, in die ('in ganz 
neues Element hineingetragen wird. Die Auswahl der Lesestücke ist eine geschickte und 
ganz geeignet, den Gymnasiasten oder Realschüler zu interessierf'n, der in den Anfangs­
gründen der Geometrie und Algebra Bescheid weiß. Möchten recht viele Lehrer die gute 
G<"legenlwit wahrnehmen nnd an der Hand dieses Lehrrnitt<'ls ihren Schülern ein Bild von 
dC"r Entwicklung der Schulmathematik versch:df('n !" 

(Mitteilungen zur Geschichte der Medizin und der Naturwissenschaften.) 
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Die angegebenen Preise 
sind Grundpreise, auf die ein denjeweiligen Herstellungs- und allgemeinen Un­
kosten entsprechender Zuschlag (Sept.tg22: 2goo%, Schulbücher mit • bezeichnet 
1400%1 berechnet wird. Nur durch diese im geschäftlichen Verkehr sonst auch 
allgemein übliche Berechnung ist es möglich, den durch die fortschreitende Teuerung 

bedingten Preisänderungen zu folgen. 

Leitfaden zum graphischen Rechnen. Von Dr. R.Mehmke, Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. Stuttgart. 2., verb. Auf!. Mit Fig. und 1 Additions- und 
Subtraktionskurve als Beilage. ~U. d. Pr. 22.] (SMPL 19.) 

,,Die Vielseitigkeit und Anschaulichkeit des graphischen Verfahrens bringt das schöne 
Werkchen ausgezeichnet zum Bewußtsein. Die Darstellung steigt in konsequentem Aufbau 
vom Leichteren zum Schwierigen rasch empor. Sie verlangt ein sorgsames Studium, wenn 
der Leser in alle EinzeU1eiten und Feinheiten eindringen will. Die zahlreichen und vortreff ... 
lieben Figuren und Beispiele erleichtern aber wieder sehr das Verständnis. Literatur über 
Originalabbandlungen und interessante historische Hinweise sind reichlich vorhanden." (Sirius.) 

Die graphische Darstellung. Von Hofrat Dr. F. Auerback, Prof. an 
der Universität Jena. 2. Auf!. Mit 139 Figuren im Text. [I 18 S.J 8. 1919. 
(ANuG 437-) Kart. M. 1.5o, geb. M. 2.-

Das reichhaltige und allgemein verständlich geschriebene Büchlein zeigt die ausgedehnte 
Anwendbarkeit der graphischen Methode, die keineswegs nur auf Mathematik und Naturwissen· 
schaften beschränkt ist, sondern überall da einsetzen kann, wo die quantitativen Beziehungen 
der Erscheinungen zu erfassen sind. 

Graphische Methoden. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Run~:e, Prof. a. d. Univ 
Göttingen. 2.Aufl. M.94Fig. i.T. [IV u.13oS.] gr.8. 1919. (SMPL 18.) Kart.M.s.-

., Wie es bei einem Verfasser vom Range Runges nicht überraschen kann, ist tlas Buch 
eine wahre Fundgrube ftir jeden, der Ziffernrechnungen auszuführen hat." 

(Monatshefte für Mathematik und Physik.) 

Graphisches Rechnen. Von Prof. 0. Prölß, Studienrat an der Hansa .. 
Schule in Hamburg. Mit 164 Figuren im Text. [104 S.J 8. 1919. (ANuC. 
Bd. 708.) Kart. M. 1.5o, geb. M. 2.-

Bchandelt an I-land zahlreicher Beispiele ohne größere Vorkenntnisse vorauszusetzen. 
die Prinzipien des graphischen Rechnens. ' 

Lehrbuch der modernen Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach 
Prof. an der Univ. Berlin. Bd. I: Elemente der Funktionentheorie. Mit So Fig. 
im Text. [VI u. 314 S.J gr. 8. 1921. Geh.M. 17.5o, geb. M. 20.--. Bd. I!. [In Vorb.J 

Das Werk gibt eine für die Hand der Studierenden bestimmte Darstellung der moderneu 
Funktionentheorie komplexer Variabler. Der erste Band behandelt unter Verschmelzung 
Riemannschen und "\V eierstraßischen Geistes die Elemente der allgemeinen und der spezie1len 
Funktionentheorie, der zweite wird die Auswirkung der 1\!Iethoden in den modernen funk· 
tioncntbeoretischen• Arbeitsgebieten zum Gegenstand haben. 

Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E.jahnke, Prof. a. d. Techn. Hochsch.Berlin, u. Dr. F. Emde, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule Stuttgart. Mit Fig. (SMPL 5-) 2. Auf!. [U. d. Pr. 1922.) 
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Die nngegebenen :Preife 
linb Chunbpr-elfe, auf ble ein IIen- jeweiligen fjerjteUungs. unb allgemeinen Unkolttn 
entfpred]~nber 3Ufd!lag I September 1922: 2900%. Sdlulbüdjer mit • be3eidjnet t400%) be. 
teelittet ~trb. nur burd! biete Im gelelliiftl. t>erkel}r fonlt aud! allgemein übllelle 13eredjnung 
lft es moglldl, ben bureil ble fottlellrelt. lteuetung beblugten preisönberungen 3u folgen, 

aus natur unb O>eittesroe lt 
Jeber Banb ltllrt. m. 1.50, geb. m. 2.-

mat~ematik 
naturwiHenfellaften, matl)ematlk unb mebl3in Im klafiffd!en altertum. non Prof, Dr 
J. t.l)eiberg. 2. Aufl. mit 2 Siguren. (Bb. 370,) . 
CEinfül!rung in bie matl)ematik. llon (f)beri. m. m e n beI s 1 o I) n. mit 42 Sig. im U:eft. (Bb. 503.) 
matl!ematifelle Sormeljammiung. <Ein Wieberqolungsbudj ber <Eiementarmatf!ematll. I. Arltlj• 
metlf unb fllgebra. 11. aieometrie. llon pro!. Dr. S. Jafobi. (Bb. 646/47.) 
J:lrltf!metib Uttb Algebra 3um Selbftunterrici)t. llon <lief!. Stubienrat p, ci r an\!. mit 3«1Jlr. Slg. 
I. a: e II: Die Red}nungsarten. (bleid}ungen erflen <lirabes mit einer unb meqreren Unbefannten. 
aileid)ungen 3tueiten airabes. 7. J:lufl. mit 9 Slg. im ll:efl. (Bb. 120.) II. a: e II: aileid)ungen. 
Aritl)metifd)e unb geometrijd)e Reil)en. öinjes3ins• unb Rentenredjnung. Komplefe 3aqlen. Bino• 
mifd)er Cel)rfa\!. 5. Auf(. mit 21 ll:ert!iguren. (Bb. 205.) 
~tl!rbuell b.~r Red}enuortelle. Sd)nellredJnen Uttb Reellenfunft, llon Jng. Dr. J, Bojfo. mu 
3al)lreid)en Ubungsbeifpielen. (Bb. 739.) 
dirapl!ifcl)es Red!nen. llon Prof. (1). pröl[l. mtt 164 Slg. i.liert. (Bb. 708.) 
Die grapl!lfdje Darftenung. lEine allgemelnuerftänblielle, burdj 3al!Ireidje Bei[plele aus allen 
(iiebieten ber Wiffenjcl)aft unb prarts erläuterte <Einfüljrung in ben Sinn unb ben Q;ebt·au<fl ber 
ffietllobe. llon l)ofrat Prof. Dr. 5. Auerbalf!. 2. Aufl. ffiit 139 5tg. i. !feil. (Bb. 457.) 
pralltl!dle matl}ematih. llon Prof. Dr. R. Ueuenbo r ff. 

I. !I eil: (brapl). Darjtcllungen.llerfür3t.Redjnen. Das Red)n. m. U:abellen. llled).Red)enqilfsmittel. 
Kaufm. Relflnen im tägi.l:eben. Waflridlelnlld)fe!tsredjnung. 2.,oerb.Ru(Lmit295fg.u.l Q:af. (llb.341.) 

II. ~eil: dieom. 3eld)nen, Projeftionsleljre, 5Iiid)enmeifung, Körpermei[ung. !_11ft 133 Slg. (Bb.526.) 
Kaufmänni!elles lted!nen 3um Selbjtunterriellt. Von Stubfenrat K. Droll. (Bb. 724.) 
DieRedjenmafdllnen u.b. matdltnenredjnen. von Neg .• RatDfpL•Jng. K.ten3. mit43Abb. (490.) 
malie unb mefjen. JJon Dr. m. Blocf. mtt 34 Rbbilbungen. (Bb. 385.) 
CE!nfül)rung in ble D ektorred)nung. Von prof. Dr. s. J u 11 g. (J:!b. 668.) [Jn llorb. 1922.) 
<Einfül!rung in bie ::lttflnfteflmalred)nung mit einer l)ijtor. Uber!llflt. Von Prof. Dt. 
(ii. Kotualetusfi. 3., uerb. Ruf!. mit 19 5tg. (Bb. 197.) 
Differentialred)nung unter Berücf!hbtigung ber praft. Antu. tn ber lielflnl!, mit ~a~lr.l3elfp. u. flujg. 
oer[eljen. llon Stubienrat Dr. m. t inbotu. 3. fluil. mtt 45 Slg. im U:e~t u. 161 flujg. (Bb. 387.) 
J ntegralrecl)nung unter Berüdlid)tlgung b.ptQ!t.l.'\11tu.ln berll:ed}nl!, mit 3al]\r.Bel\pl•\en u.flujga beu 
oerjel)e11. non Stubienrat Dr. m. t 1 n b o tu. 2. flufl. mu 43 Sig.lm li•~t u. 200 1.'\ujg. (Bb. 673.) 
Dlfferentlnlgleldlungen, unter Berüdjld)ttgung btr praltijd)en flntuenbuug ln ber U:ed]n\l mit 
3ai)Ireid)en Beifplelen unb Aufgaben oerfeljen. llon Stub\enrat Dr. m. Cinbotu. mtt 38 Slguren 
im trert unb 160 Aufgaben. (Bb. 589.) 
flusgleid!ungsred!nung nad! ber metl}obe ber kletntten Qluabrate. Don (bel). Reg.•Rat 
Prof. <E.!jegemann. mtt 115iguren im lteii. (Bb. 609.) . 
Planimetrie 3Um Selbftunterricl)t. llon (belj. Stubienrat p. a: r a II ~. 3. flufl. mit 94 5tg. (Bb. 340.) 
<Ebene U:rigonometrle 3.Selb!tunterr. DonQieq.Stubienrat p.a:r a 11 ~· 3.fluf(. mtt 505ig. (Bb.431.) 
S!llliirltd!ell:rlgonometrie 3· Selbftunterrld)t. D.aiel). Stubienr.p.a: ra n~. mtt27 5ig. (Bb.605.) 
flttallltifelle dieometrle ber ;&bette 3um Selbftunterridlt. llon (bei). Stubieurat P· «:ta n II· 
l!. Aufl. mtt 55 5iguren. (Bb. 504.) 
(lieometrljd)es 3eid!nen. Von 3eid)enl. a. S dJu b els I 11· mit 172f!bb.lm a:ert u. a.12 U:aj. (Bb.568.) 
Darjtellenbe e5eometrie. llon Prof. p. B. 5 if d! er. mtt 59 Stg. I. lie~t. (Bb. 541.) 
projehtlonslel!re. Die redjttuinfelfge parallelprojeftion uno t~re antuenbung auf bie Dar[tellung 
tecflnlid)•r (bebilbe nebft Anl). über b. fd}lefw!nfelige parallelprojeftlon, in fur3et leid!tfa[ll. Darjt. f. 
Sdbjtuntett. u. Sdjulgebraudj. Don 3tfdjenle~rer fl, S d! u b els fq. mtt 208 S!g. I. lie~t. (Bb. 564.) 
Grunb3üge ber Perjpektlue nebft anw•nbungen. Don Prof. Dr. K. Doeqlema11n. 2., uerb. 
Auflage. mtt 91 ;l'iguren U11b II f!bbllbungen. (Bb. 510.) 
Pl!otogrammetrie. llon Dr •• Jng.l). tütd)er. mtt 78 Sig. im ll:ert u. a. 2 liafeln. (Bb.612.) 
matl!emat!felle Spiele. Von Dr. m. a I) r e ns. 4., uerb. Auf!. mu 1 U:!telbilb u. 78 ;l'ig. (Bb. 170.) 
Das Sd)acl)fp!el unb feine jtrategijd)en J)t!tt3iPlen. Don Dr. m.tange. 3. auf!. mtt 2 BUb• 
niffen, I Scftalflbrettafel u11b 43 Diagrammen. (Bb. 281.) 
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tDft angegtbtntn J,luife 
ilnb 4llrunbprelfe, ouf Ofe efn ben ltwdllqen l)crjtetlunqe• unO all!ltmrinm Untoflen 
mlfprtd)enbcr 3ufd)log (Ci>cpttmber 19~2:2900 ·~. Cd)ulbiicfl~r rnft • hJdd;nd 1400'){,) 
brud)nd wirb. 'llur ilur.r, ilfcfe fm gejd)iiflli<IJ•• 'llcrrcbr fonjt ouc(l ollgcmrin üblld.J• 
tlrrr<!lnung fit u mögll.r,, ilcn ilurd) ilfc fortf<!lreltcnilc :teucrung l~ebfngten Pule. 

änbcrungen )U folgen. 

Xtubnere 
tßaturwiff enf4)aftli ~ e l3iblfot~et 

'Die 6ammlnng ll'ill fuft unb ficbr )Ut '!lalut wc~tn unb förbem, inbtm ~e in l<i<blfa~ii<b<~ 
llltift iibtt bio uns umgebrnb<n <lrl<l><inungtn auf!lätl nnb b1t 0elbfltällg!eit an)uttgen fud)4 Iei u 
burd) btll'u~tts Gmou<n unb forgfältigts Ucobod)t<n in btr l~titn 11atur obtt burd) :1\nftcllunJ ooa 
plonm,iBigtn 'Uetfud)rn ba~tim. 3ual<id) !oll btt f<ftr rincn \!inblid gtwin"en in ba• Erben unb 
6d1aijen groO« ~orfd)fl unb 'Dm!tt, butd) ftbrnsbllbrt, btr oon :P.usbauer, ~)rbulb nnb tlingabc 
on eint groOe eiad)r fpred)en. - 'Dit mit Jablr(ld)en :Abbilbunoen ocf<bmüdtcn Uänbdlen, bir aui 
<in<n georbnrl<n :Jlnfangount<ni<bt in ber 6d111le aufgebaut linb, flnb ni<bt nur iüt 0d;ü!tt britimmr, 
fj( wttben aud) t[Wod)j'entn 'llalutfttunbtn, btnen baran litot. bie in bcr Gd)ule trcoorbenen .fttnncni;1r 
~u Dttwtrttn unb )U outiefcn - oor allem tll1er 0tubitrenten unb t.tbtern --, nüblid) fdn. 

~erie A. ~ür rtifere €d)ülcr, ®tubimnbe unb 'llaturfreunbe. 
:Jllh ~ilnb• finb ul<{) iHu[ltlttt unb gef<l>m•<holl gebunb<n. 

4llro"t Phfltcr. 'llon 'Dittttot }3cof. Dr. :Job. ll}tologifd)c<> '!Uonb~rbud). 'Uon 1lir. )Jrof. Dr. 
lttftrfttin. 'l!lit 12 llilbnlf!rn .••• '!ll. 5.60 Jt.<il, 'Uolt. 2 :>:eile. L 2. :Jlu!l. 7l1it201 :llbb. u. 

IJ69Jitollidlt6Q)pttlmtnllcrbu.r,. 'll.Gtubitn<. I OtimlierunQotafd. /ll.IO.-.ll.z.:Jluff. 'll!it Jabl• 
Prof,!). Jlebenftcrff. ;Jn 2 Irllen. l. :>:eil. 2. :Jlull. md)<n :1\bb. hn ::l:eJI. 7!1. 9.40 
111it99 :Jlbb. 7ll.7.5o li.Xril. 7llila7:Jlbb.7ll.s.6o C!Jro"c (!5eograpflm. llilbtt an• btt 0ef<j>ld)t< 

qemffc{lee ~Jpcrlmenlicrbucf). 'll.l)rof. Dr. J\. ber ~rblunbe. 'Von Prof. Dr. ,s,r;, tampt. ?Nil 
6<l>tib, eln 2 :tei!rn. I. :teil. 4. 1\ufi, 7lli177:llbb. 6 1Jotltal5, 4 1\bb. unb J\at!<nlli))en •• 7!1. 7.-
?R.s,6o II. :teil. 2. :JiuO. 7/lil SI :Ab~. 7!1. 6.40 C!Je~grapfllfl6ce 'Wanbcrbud). 'Uon IJrio.•1loJ. 

:Jin Dtt'lllcrtbonr. ·lJon Prof. rf. <ßfd)tiblen. 1lllt Dr. Jl. Urrg. 2. 1\ufl. 1lH! 212 Jlbb. '!ll. 7.-
J 10 :Jibb1lbungen unb 44 Xafdn • • . 7!1. 9.40 

l)croorragenbe eetflungcn lle~ :te.r,nlt. 'Uon :Jlnleilun~nu p~otogc.1laluraufnabmen. 1Jon 
lltof.Dr. st. 0d)reber. 'll!il s6 1\bbllbung<n. 7R. s.- fcbr.0.<f.S.0<bnl). '1R!I 41 pbologt • .llujn.1R.S,20 

'llom<flnbaum JUm Einlenfd}ifl. Gtttihügtaui 
b<m ~<biete btt liid)i~a~rl unb b<s €<<a><l<ns. 'Ucn 
<lng. Jtotl 'J\abun). 'll!il 90 :llbbilbungen. 7!1. 4.· 

1>1c euflic(llfio~rL 'Uon Dr. ')\. 11imiübt. 7llit 
99 :Jlbbllbung<n . • . • • . • • . • ·1n. 4.-

:JI~e bem euflmtcr. 'llon Obetl, 'lll. eiafl<nftlb. 
11<11 40 :AbbJibunom • • • • • • . . 1n. 4.-

ßlmmdef>~obo~tunq mflblojJem :Auge. 1Jon 
€tu~~Cnwt .\wn.l Jlul.b. 2. :Jlull. 'lllil30 ~igurm 
unb J Gtcrntartt als 'Doppdh1jd .•• 'JR. 7.5.:.-

:Jin Otr 0tt. (~<o~r.<g<ologifd>t :8ttro<blungen. 
'Uon Prof. !Jr. P. 'Dobm•. 'lllrt 61 :Jibb. 1n. c.6o 

'lJegdatlon6fd}lll>trungen. 'llon )3<o!. Ur. lJ. 
lt>täbn<L 7llit ·<10 :1\bbilbungen • • • ;lL 2.60 

Unim Srü(Jiingepflon)tn. 'llon )Jcof. Dr. ,\r. 
ijö~. 7llit 76 1\bbilbungm . • • • • . 1n. 4.-

ll}roQe Ulolcgcn. Uilbtta.b. ~<ld>i<bl< b.llio!oglt. 
'llon l)roi. Dr. 'lll.'llla~. 1Rii2J llilbnifl<n. 7!1.5.-

Uiologil~ee Cf~pcdmcnlittbuc(l. :Jinlt!tung 1. 
f<lbfl.liitub. b. Erbenoetld!<inun~. 1. iugrnb1.1lalll,. 
f«unbe. 'U,)3tof.Dr.'l:.0d)iifflt. 'lll.JOO Jlbb.1R.6.40 

<Jnj<tftnbfologle. 1Jon )Jrof. Dr. 'l:br. iö~riibtt. 
('ln 'llo<b. I 922.) 

<frlrblt1lo!urgd 6)fd) ft.( eid)ültt •I• Xi«bro&a~· 
S!ulfenwonberunqtn.llrologrfdJ< Jlusflaigt, "llon tcr.) 1Jon 'J\tl!ot II:. G<bmUL 2.:1\ufi. 'lllit3S Jlbb. 
Dr. 'U. Stan). ?NU 92 Srgm<n 1R. ~ 20 ltart. • . . • • • • • • . . . . • 'lll. 6.<10 

;:,ln 'Uorbereltung: 
(!}roßt Oeulf41t ilnOuflricbel)riinbcr. 'Uon 1[. molldlo0. • l&rojle mcatbcmolitcr. 'Uon tl. föWlu. 

lllrot}e <!l)cmifcr. 'Uon D. Domann unb ::R. Winbedid). 

®erie B. ~üt jüngere Gcflüler unb 'naturfreunbe. 
llhflfollf~tPiouOereicn fiir ille Jugenb. 'llon 'llltin tjcnbwuteJCUtl. 'll0111ltor. 0. Sreö. 'll!at 
Obttltbttt !:!. 'Ulunbtt. 'mit JS 1\bbi!bunqen. 12 Jlbbil~ungcn . • . • . . . l\art.1R. 2.­
J\atl .. • · • • · · • • · · · · • 1!1. 2.60 'lJom :titrl~b•n in ilcn :S:ropen. 'lJon )Jrof. Dr. 

ll:b<mffd)e PlouDcreitn für l>le Jugenb. 'llon Jl. <ilu<nlbct. 1llit 7 1\bbilbungen. Jtart. 7!1. 2.­
übcrl<bttt f. 'Ulunbtt. 'mit s :Jibbi!bungcn. 'lJtrlud)c mit Iebenben PflonJen. 'Uon Dr. )11. 
ltarl.. . . • • • . • . 'lll. 2.60 Ü<tlli. 7Ril 7 1\bbilbungm.. . • J\arl. 7!!. 2.-

'Uetlag oon t>. <ß. X eubnet in feip;ig unb Uedin 
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