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Vorwort. 
Das vorliegende Buch ist aufgebaut auf den Vorträgen, die ich 

in Mechanik an einer staatlichen höheren Maschinenbauschule gehalten 
habe. Sie geben in erweiterter :Form dasjenige, was ich meint'll Hiirern 
diktiert habe. 

Der Umstand, daß das Diktieren viel Zt'it kostet uml .daß es über
haupt nicht möglich ist, im Diktat auch nur annähernd so viel zu geben, 
daß ein Schüler, der einen Teil hat versäumen müssen, die Möglichkeit 
des selbständigen Nachholens in diesem Diktat fände, hat mich ver
anlaßt, das Buch herauszugeben. Ich habe im Laufe der letzten 15 Jahre 
wiederholt Kollegen aufgefordert, an die Herausgabe ihrer Ausarbei
tungen zu gehen. Ich habe einen Erlolg damit nicht erzielt. So habe 
ich mich selbst entschlossen, dieses Buch herauszugeben. 

Es bedarf nicht der besonderen Betonung, daß sich das Buch auf 
fremde Arbeit stützt. Im Laufe der ,Jahre habe ich alle mir vorkom
menden Veröffentlichungen, welche das ellgbegrenzte Gebiet eines Lehr
buchs der Mechanik behandeln, durchgesehen, um für Aufbau deli 
Ganzen und den Ausbau im Einzelnen Anregullgen zu gewinnen. Ich 
will auch nicht unerwähnt lassen, daß sich das Ganze in weitgehendem 
Grade an das anschließt, was in der Hagener Schule, in die ich vor nun
mehr 18 Jahren eintrat, damals VOll sämtlichen Kollegen gelehrt wurde. 
Daß ich bei dieser Anordnung geblieben bin, ist nicht darauf zurück
zuführen, daß ich die andere Anordnungsart - Nachstellen der be
schleunigten Bewegung und Behandlung der Gesetze von der Träg
heit der Masse im Kapitel Dynamik - nicht kenne oder für falsch 
halte. Ich verhehle mir nicht die Vorzüge, welche dieser andere Auf
bau hat. Trotzdem habe ich an der alten Anordnung festgehalten. 

Ich glaube das Buch so aufgebaut zu haben, daß es sehr wohl 
auch dann zur Begleitung des Unterrichts dienen kann, wenn der 
Lehrer den anderen Weg geht. Es stehen die Teile, um· deren gegen
seitige Lage der Streit geht, in ihrer inneren Behandlung so selbständig 
da, daß sich aus einer Abweichung der Stoffolge Schwierigkeiten kaum 
ergeben werden. 

:Nicht tUlerwähllt soll dabei bleibeIl, daß es ungefährlidl ist, im 
Unterricht Sprünge zu machen. Es ist aus pädagogischen Gründen 
oft sogar erwünscht, einzelne Teilstücke zunächRt zurückzustellen und 
sie dann nachzutragen. Diese Behandlungsweise ist aber für ein Buch 
nicht angängig. Mit aus diesem Grunde wird man bei der Behandlung 
der Mechanik in Büchern vorwiegend die vorliegende Anordnung finden 
und nicht die Voranstellung der Kraftlehre. 



IV Vorwort. 

Das Buch Illnfaßt in knapper Form das, wm; lllall VOll dem Au
solventen einer staatlich höheren Maschinenbauschule verlangen muß. 
Dieses Pensum weicht nicht wesentlich von dem ab, was ein Hochschul
ahsolvent beherrschen muß. ln der aus langer Lehrerfahrung gewon
llenell Gewißheit, daß der Anfänger sich in die Mechanik einfühlen 
muß, und daß dieses Einfühlen dem Hochschüler viel leichter fällt, 
wenn er zunächst ohne die Benutzung der doch nicht spielend be
herrschten höheren Mathematik an die Meehallikprohleme herantritt, 
halte ich daH Buch zugleich geeignet für den Hochschüler, d. h. für 
den anfangenden Hochschüler. Es soll dabei nicht vergessen werden, 
daß die überwiegende Zahl aller Maschineningenieure einige 90% ihrer 
Mechanikaufgaben an Hand des im vorliegenden Buche Gebotenen 
wird lösen können. 

Die VOll mir entworfenen l1'iguren führten im Auftrage des Verlegers 
die Herren Mücke und Piontek, Hörer der hiesigen Schule, aus. 
Ihnen sage ich an dieser I:ltelle nochmals meinen Dank. 

Die Korrektur las in liebenswürdigster Bereitwilligkeit mein hiesiger 
Kollege Dipl.-Ing. L. Brn n n. Dem ihm ausgesprochenen Dank gehe 
ich hier erneut Ausdruck. 

Dr.-Ing. Lau die n 

Prof('sflor der Staatlichen höheren :;Ylasehinellsehule III Breslau. 
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Einleitung. 
Die Mechanik ist 

die Lehre von den Kräften, 
die~Lehre von der 'Wirkung der Kräfte auf die Körper. 

Die Wirkung der Kräfte kann sich in zweierlei 'Veise äußern: 
erstens in einer Bewegungsänderung der Körper; 
zweitens in einer Formänderung der Körper. 

Den ersten Teil - die Lehre von den Kräften, soweit sie eine Be
wegungsänderung der Körper, d. h. die Lage der Körper im 
Rau m e betreffen - behandeln die beiden Kapitel 

Statik und Dynamik. 
Man schließt diese beiden Kapitel allgemein unter dem nun enger 

gefaßten Begriffe "Mecha ni k" zusammen. Den Trennungsstrich 
zwischen ihnen zieht man in folgender Weise: 

Handelt es sich um eine Bewegungsänderung gleich Null, 
so gehört die Aufgabe in das Gebiet der Statik. (Man bezeichnet die 
Statik auch als Lehre vom Gleichgewicht der Körper.) 

Handelt es sich um eine Beweg u ngsänderung, die nich t gleic h 
Null ist, so fällt die Aufgabe in das Gebiet der Dyna mik (siehe S.140). 

Fig. 1 kennzeichnet eine Statikaufgabe. Es soll die Stützkraft X 
so bestimmt werden, daß der Balken B unter der Last Q keine Be
wegungsänderung erfährt. - Mit anderen Worten: Der Balken soll in 
der gezeichneten Lage liegen bleiben. 

Fig.2 und 3 kennzeichnen Dynamikaufgaben. Es soll (Fig.2) 
die Kraft X bestimmt werden, die das Geschoß B aus der Ruhelage 
auf eine bestimmte Geschwindigkeit bringt. - Es soll iFig.3) die Be
wegungsänderung bestimmt werden, welche der Körper D erfährt, wenn 
die ihn stützende Unterlage U fortgezogen wird. 

Den zweiten Teil der Mechanik - die Lehre von den Kräften, 
soweit sie eine Formänderung der Körper, d. h. die Lag e der ein
zeInen Körperteilchen zueinander betreffen, - behandelt 
das Kapitel 

Elastizitäts- und Festigkeitslehre. 
Fig. 4 kennzeichnet in dieses Gebiet fallende Aufgaben. Es sollen 

die Abmessungen x und y des Balkens B so bestimmt werden, daß er 
unter der Last Q nicht zerbricht. Es soll die Durchbiegung bestimmt wer
den, die der Balken B durch die Wirkung der Last Q erfährt. 

Laudien. Mechanik. 1 



2 Einleitung. 

Den Zusammenhang zwischcn den beiden Teilen Meehanik und 
Elastizitäts- und l!'estigkeitslehre kennzeichnet . folgendes Bei
spiel: Bevor man an die Berechnung eines Körpers nach der Festig
keitslehre gehen kann, muß man die auf ihn wirkenden Kräfte nach 
der Mechanik bestimmt haben. Es muß (Fig. 1) zunächst die Größe 
der Stützkraft X ermittelt werden, ehe (Fig.4) die Abmessungen x 
und y des Balkens B berechnet werden können. 

Früher unterteilte man die Mechanik nach den physikalischen 
Eigenschaften der Körper, indem man folgende Unterkapitel schuf: 

Statik der festen, der flüssigen und der gasförmigen Körper 
. Dynamik der festen, der flüssigen und der gasförmigen Körper. 

Ba/Iren B 

Fig. 1. I 
.:r 

T'T"-ooy------i I---,r--'L-. , 

Fig. 3. } ' jg. 4. 

/ 
/// 

Heute gibt man der physikalischen Eigenschaft das Übergewicht 
und teilt zunächst nach ihr das ganze Gebiet ein, um dann nach Statik 
und Dynamik zu trennen. Damit ergibt sich folgende Einteilung: 

1. Mechanik: Statik und Dynamik der festen Körper; 
2. Hydraulik: Statik und Dynamik der flüssigenKörper; 
3. Mechanik der gasförmigen Körper. 
Dem letztgenannten Kapitel gibt man der einschneidenden Bedeu

tung der Wärmewirkung wegen die Bezeichnung Wärmemechanik. 
Daraus ergibt sich die Gesamteinteilung : 
I. 1. Mechanik. 2. Hydraulik. 3. Wärmemechanik. 

11. Elastizitäts- und Festigkeitslehre. 

Der Mechanik, der Lehre von den auf Bewegungsänderullg 
hinwirkenden Kräften, müssen zwei einleitende Kapitel voran
gestellt werden: 

1. Ein Kapitel über Bewegungslehre. 
2. Ein Kapitel über die physikalischen Grundgesetze der Kraft

wirkungen. 



A. Bewegungslehre. 
Die Bewegungslehre behandelt die Beziehungen zwischen den 

Größen Weg und Zeit und den auf diesen zwei Größen aufgebauten 
Werten Geschwindigkeit und Beschleunigu,ng. 

1. Gleichförmige Bewegung. 

Man nennt die Bewegung eines Körpers eine gleichförmige 
Bewegung, wenn der Körper in gleichen Zeiten gleiche Weg
strecken zurücklegt. 

Bei gleichförmiger Bewegung kommt ein Körper in der zweiten 
Zeiteinheit um die gleiche Wegstrecke voran wie in der ersten - in 
der dritten Zeiteinheit um wieder die gleiche Wegstrecke wie in der 
zweiten usw. Bezeichnet man die Anzahl der Zeiteinheiten mit t, 
den Gesamtweg mit 8 und den in jeder Zeiteinheit zurückgelegten 
Weg mit v, so folgt: 8 = v· t; 

8 = Weg (spatium), 
v = der in der Zeiteinheit zurückgelegte Weg (velocitas), 
t = Anzahl der Zeiteinheiten (tempus). 

Die in der Zeiteinheit zurückgelegte Wegstrecke be
zeichnet man als Geschwindigkeit. Mit dieser Bezeichnung lautet 
die obige Gleichung inW orten: 

Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit. 

Aus der Gleichung: 8 = V • t folgt v = ~-. 
t 

Nach den in dem Einzelfalle für Weg und Zeit gewählten Maß
einheiten bestimmt sich die Maßeinheit der Geschwindigkeit. Mißt 
man den Weg in "Meter" und die Zeit in "Sekunden", so ist das 
Maß der Geschwindigkeit "Meter in der Sekunde" oder "Meter 
pro Sekunde". Setzt man den Weg in "Kilometer" und die Zeit 
in "Stunden" ein, so wird das Maß für die Geschwindigkeit "Kilometer 
in der Stunde". In anderen Fällen wird man nach Millimetern und 
Minuten, Kilometern und Sekunden, Meilen und Stunden messen, und 
damit die Geschwindigkeitsmaße "Millimeter in der Minute", "Kilo
meter in der Sekunde", "Meilen in der Stunde" erhalten usw. 

Man schreibt diese Bezeichnungen: 

m/sec = Meter in der Sekunde; 
km/st = Kilometer in der Stunde. 

s=v·t Gi. 1 

1* 



4 Bew('gullg~khre. 

Bei einer Messung des Weges in Metern und der Zeit in Hekunden ist 

8 = Meter, t = Sekunden, v = rn/sec . 

Neben den obigen Bezeichnungen findet man die Ausdrücke 
"Sekundenmeter, Stundenkilometer". Dieselben kennzeichnen die 
gleichen Werte, wie Meter in der Sekunde, Kilometer in der Stunde, 
obschon sie schei n bar Meter mal Sekunden, Kilometer mal Stunden 
bedeuten. 

a) GradIinige Bewegung. 

Beispiell. Welchen Weg legt ein Zug in 1 Stunde zurück, wenn Cl' sich in 
gleichförmiger Bewegung mit einer Ge~chwindigkeit von 4 m in der Sekunde bewegt? 

t = I Stundl' = 3600 Sekunden v = 4 m in der Sekunde = 4 m/Rec . 

Nach Gleichung I 
... = v . t = 4 . 3600 = 14400 m = 14,4 Kilometer. 

Beispiel2. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich ein Körper, wenn er 
bei gleichförmiger Bewegung in 10 Minuten den Weg von 120 Meter zurücklegt? 

t ~ 10 Minnten = 600 Sekunden 8 = 120 Meter. 

8 " v· t 
09 120 . 

v = = -600 = 0,2 mjscc = 0,2 lUeter In der Sekunde. 

b) Kreisende Bewegung. 

Zur Kennzeichnung einer kreisenden Bewegung benutzt man den 
Begriff "Umdrehungszahl" -Anzahl der in 1 Minute gemach
ten Umdrehungen. Man bezeichnet die Umdrehungszahl (Touren
zahl) mit dem Buchstaben n. 

Bei n Umdrehungen in der Minute durchläuft ein Körper n-mal 
den Weg einer Umdrehung. Bei einer Bahn vom Durchmesser D 
beträgt der Weg einer Umdrehung D· Jl. Der Weg in n Umdrehungen, 
d. h. der Weg in einer Minute ist D . Jl . n. Die Zeiteinheit 1 Minute 
in 60 Sekunden verwandelt, ergibt für die Umfangsgeschwindigkeit 

8 D·Jl·n 
v = =--- - - m/sec 

t 60 

',) = D·:Jr·'n 
60 

v = Umfangsgeschwindigkeit in m/sec, 
D = Durchmesser der Bahn in Metern, 
n = Umdrehungszahl in der Minute. 

GI. II 

Beispiel 3. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat pme Scheibe yon 4111 
Durchmesser bei 240 Umdrehungpn.in der Minute? 

Nach Gleichung II 

D·:7·n 4':7·240 ~ 
1) = -~ = --60-- = 00,26 rn/sec. 

Beis piel 4. :Mit welchem Durchmesser ist eine Riemenscheibe auszuführen. 
wenn sie eine Riemengeschwindigkeit (Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe) VOll 

25 m/sec bci n ,= 180 Umdrehungen pro Minute ergeben soll? 



Nach Gleichung n 
D·., ·n 

v (iO 

Gleichförmige Bewegung. 5 

v· (i0 25·60 
f) = --- = .. ... = 2,65 In • 

.7' n ",·180 

Aus dem ·Werte n "Umdrehungszahl in der Minute", welcher 
rtngibt, wie oft pro Minute jeder Punkt der sich drehenden Scheibe einen 
Winkelweg von :360° zurücklegt, wird der Begriff der Winkelgeschwindig
keit abgeleitet. Man bezeichnet als Winkelgeschwindigkeit - gemessen 
in Bogenmaß - die Umfangsgeschwindigkeit am Radius "I". 

In jeder Minute legt ein Punkt den Weg 2· n . n zurück; seine 
Geschwindigkeit, bezogen auf Sekunden als Zeiteinheiten, beträgt danach 
2·n·n 

- ----. Man gibt der Winkelgeschwindigkeit den Buchstaben (J). 

60 
2·n·n 

(J) = -_ .. --
60 ' 

n·n 
w=3O' Gl. III 

cu = Winkelgeschwindigkeit I/sec. (Gesprochen; Eins durch Se
kunde.) 

n = Umdrehungszahl in der Minute. 

Die Winkelgeschwindigkeit hat das Maß I/sec. Der Zähler des 

Bruchesn3~n, ist eine Zahl, da der Durchmesser /12/1 nicht "2 Meter" 

bedeutet, sondern nur die /lZ a hI2"; der Nenner 30 ist aus dem Werte 
60 Sekunden entstanden. Der Nenner ist als 0 in Sekunden gemessen. 

Beispiel5. Welche Winkelgeschwindigkeit hat eine Scheibe bei 300 Umdre
hungen in der :l\Iinutc? 

Nach Gleichung In 
:r·n .7·300 

1'; ---:16 = 30- - = 10 . "' = 31,-1 lIsec. 

Die \Vinkelgeschwindigkeit cu und die Umfangsgeschwindigkeit v 
sind durch die Gleichung verbunden; 

IJ=W·1'. 

v = Umfangsgeschwindigkeit 
r = Radius der Kreisbahn 

cu = Winkelgeschwindigkeit 

m/sec; 
m; 
I/sec. 

GI. IV 

Die Winkelgeschwindigkeit, d. i. die Geschwindigkeit am Radius 1 
verwandelt sich in die Umfangsgeschwindigkeit, wenn man für die Zahll 
den Radius l' Mpter einsetzt. 

Beispiel6. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat ein 2 m vom Mittelpunkt 
entfernt liegender Scheibenpunkt, wenn die Scheibe mit der Winkelgeschwindigkeit 
u) = 30 umläuft? 

Nach Gleichung IV 
l' = W • r = 30 • 2 = 60 rn/sec. 



6 Bewegungs1ehre. 

c) Grallhisehe Darstellung der Größen: Zeit, Weg, Geschwindigkeit. 

Die drei Größen - Zeit, Weg, Geschwindigkeit - lassen sich 
. graphisch in drei Kombinationen darstellen. Erstens in/einem Zeit
Weg-Diagramm, zweitens in einem Zeit-Geschwindigkeit
Diagramm, drittens und in einem Weg-Geschwindigkeit-Dia
gramm. 

Fig. 5 zeigt das Zei t-W eg -Diagramm eines mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit bewegten Körpers. Als Ordinaten sind die Zeiten, 
als Abszissen die Wege aufgetragen. Es legt der Körper in der ersten 
Zeitspanne t1 die Wegstrecke 81 zurück. Die Auftragung von t1 und 81 

1,11 gibt den Punkt 1. Er legt 
-r--t-------------7( darauf in der zweiten, 

glei chlangen Zeitspanne t 2 

den gleichlangen Weg 8 2 

zurück. Diese Auftragung 
gibt den Punkt 2. Durch 

_-+-It./V weitere Auftragung für 
~Id eine dritte Zeitspanne t3 

tg und den dazugehörenden 
l-~fl!==--_+-__ + __ -t _ __ tit---,-,tI:... Weg 8 3 erhält man den 

Punkt 3 und so. fort. 
D er Bewegungsvorgang 
wird durch die Grade 

l ' ig. 5. Zeit-Weg-Diagramm für gleichförmige Bewegungen.' 0 _ 1 _ 2 _ 3 - 4 . . . 

dargestellt. 
Die dritte Größe, die Geschwindigkeit v des Bewegungsvorganges 

0-1 - 2 _ .. ist in diesem Diagramm durch den Tangens des Neigungs
winkels a der Linie 0 - 1 - 2 - 3 ... gegen die Ordinatenachse dar
gestellt. 

v = 8/t 

8 dargestellt durch die Abszissen, t durch die Ordinaten ergibt 

OA 
v = 8/t = 4A = tg a . 

Die Linie 0 - I-lI - UI verbildlicht eine gleichförmige Be
wegung mit größerer Geschwindigkeit . Es werden bei dieser Bewegung 
die '\Vegstreckcn 8 1 8 2 8 3 in den kürzeren Zeiten t I tn tw zurück
gelegt. tg (1 ist größer als tg a. 

In der Praxis findet das Zeit-Weg-Diagramm Verwendung zur 
graphischen Auftragung von Fahrplänen. Fig.6 kennzeichnet einen 
solOOen technischen Eisenbahnfahrplan. Die Zeit wird hierbei von oben 
nach unten gemessen und unter Angabe der Tagesstunden aufgetragen. 
Auf der Abszissenachse -werden die Wegst~ecken als die Länge von Station 
zu Station gekennzeichnet. Die Stationen sind mit ABC . .. benannt. 

Der Linienzug 1 bis 13 stellt die Bewegung eines von A nach Ci 
fahrenden Zuges dar. Der Zug geht um 4h 35' in A ab, er erreicht die 
Station B um 4h 44' . Dort hält er bis 411 45', um dann nach C weiter-
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zufahren, wo er um 4h 56' eintrifft. Der Aufenthalt auf der Station H 
ist durch die kurze vertikale Strecke 2 - 3 gekennzeichnet. Die Ge
schwindigkeit des Zuges ist während dieser Zeit (4h 44' bis 4" 45') gleich 
Null. Da der Tangens des Neigungswinkels die Geschwindigkeit dar
stellt, ergibt sich diese Vertikalstrecke im Linienzuge (v = tg IX = Null; 
IX = Null). Deren Verlauf erklärt sich im übrigen auch dadurch, daß 
während einer gewissen Zeit 
kein W eg zurückgelegt wird, 
d. h. einem Fortschreiten 
in der Richtung des Zeit
verla ufs (vertikal) kein 

Fortschritt. in Richtung des ~~~~~gl~~~==1=tl~~ Weg verlaufs (horizontal) I'~ 
zufällt . Die Geschwindig
keiten auf den einzelnen 
Streckenstücken sind ver
schieden groß. Es fährt der 
Zug auf der Strecke B-C 
langsamer als auf der 
Strecke C-D. tg fJ ist 
kleiner als tg IX. 

Für die Benützung 
eines solchen Eisenbahn
fahrplans darf die Rich
tung der Bewegung nicht 
unberücksichtigt bleiben. 
Es ist bei den vorstehen
den Glei ch ungen stillsch wei -
gend angenommen, daß 
nur die Länge desWeges 
in den Gleichungen in Er
scheinung tritt. Bei Auf
gaben, indenennureineBec 
wegungsrichtung verfolgt 

Weg 

Fig. 6. Zeit-Weg-Diagramm . 
(Technischer Eisenbalmfahrplan.) 

Zeit von oben nach nnten gemessen. (Fig. 5 zeigt die 
umgekehrte Meßrichtung.) 

wird, fällt die Richtung nicht in Betracht. In allen Fällen, in denen es sich 
um ein Hin- und Hergehen handelt, muß sowohl für den Weg, als auch 
für die Geschwindigkeit ein Unterschied zwischen den beiden Richtungen 
gemacht werden. Man trennt die Richtungen durch das Vorzeichen. 
Die eine Richtung wird durch +, die andere durch - gekennzeichnet. 

Mit dem Minuszeichen wird man die Wege einzusetzen haben, 
welche der von G nach D fahrende Zug, dessen Bewegung die geknickte 
Linie I- VIII darstellt , durchmißt. Mit dem Minuszeichen wird man 
zugleich auch die Geschwindigkeit einzusetzen haben, mit welcher dieser 
Zug fährt. Dieses Minuszeichen für die Geschwindigkeit ist zugleich 
durch die Gleichung v = tgy, fixiert. Da )' größer ist als 90 °, ist tgy 
negativ. Im übrigen kommt es für die Anwendung der Gleichung 
s = v· t nicht in Betracht, ob v und s beide das negative Vorzeichen 
haben oder das positive. Die Zeit t wird in jedem Falle eine positive Größe. 
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Ein Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm zeigt Fig.7. Die 
Zeiten sind a.ls Abszissen aufgetragen, dic Geschwindigkeiten als Ordi
naten. 

Die gleichförmige Bewegung wird durch eine zur Abszissenachse 
parallel laufende Grade dargestellt. Es bleibt die Geschwindigkeit v 
unverändert. 

Die dritte Größe, der Weg, ist durch den Flächeninhalt des zwischen 
der Parallelen und der Abszissenachse liegenden Rechtecks dargestellt. 
Der Flächeninhalt ist geometrisch bestimmt durch die Gleichung: 

- t ---
Fläche gleich Grundlinie 
mal Höhe. Die Grund
linie stellt die Zeit t 

B dar, die Höhe die Ge-
--r-~-'"'r""+--'"""!-""-~""':"7''''-'!'1 schwindigkeit v. Das Pro-

dukt v . t ist nach Glei
chung I gleich 8. 

Den Maßstab für den 
Weg gibt folgende über
legung : Ein Quadrat
millimeter Fläche ist das 

C Produkt aus 1 Millimeter 
..L-A9~:....t':"""",,+",,:..........a..-L-f--i.L-"'"1-",,--"""'-6=--Höhe mal 1 Millimeter 

Breite. Bedeutet 1 Milli

Fig. 7. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm für eine gleichförmige meterHöhez.B.l/3m/sec 
Bewegung. und 1 Millimeter Breite 

z. B.2sec, so stellt der aus 
dieser Multiplikation (1 Millimeter Höhe mal 1 Millimeter Breite) hervor
gehende Quadratmillimeter 1/3.2 = 2fam Weg dar. I/3m/sec- 2 sec = 2/3 m. 

Beispiel 7. Welchen Weg stellt ein Geschwindigkeitsdiagramm für v = 3,0 
rn/sec und t = 104 sec nach Fig. 7 dar? 

Maßstab für die Geschwindigkeit: 1 rn pro Sekunde = 10 rnm 
Maßstab für die Zeit: 1 Sekunde = 1/2 rnrn. 

Die Höhe des Rechtecks beträgt 30 rnm (3,0 rn/sec . 10 mrn). Die Grundlinie des 
Rechtecks hat die Länge von 52 mm (104 sec· 1/2 mm). Der Flächeninhalt des 
Rechtecks beträgt damit 30· 52 = 1560 qmrn. 

1 rnrn Höhe bedeutet 0,1 rn/sec. 1 rnrn Breite bedeutet 2 sec. 1 qrnrn Fläche 
bedeutet 0,1.2'= 0,2 m Weg. Danach beträgt der Weg 1560' 0,2 = 312 m . 

(8 = v· t = 104· 3 = 312 rn) . 

Das Geschwindigkeit-Weg- Diagramm unterscheidet sich bei 
der gleichförmigen Bewegung zei chnerisch ni cht vom G e sc h w in d i g k e i t -
Zei t- Diagramm. Bei einer Auftragung der Geschwindigkeit auf der 
Ordinatenachse und einer Auftragung der Wege in Richtung,der Abszis
senachse ist die Bewegung als Parallele zur Abszissenachse dargestellt. 

Die dritte Größe, die Zeit, wird gleichfalls durch die Abszissen 
gegeben. Es nimmt t proportional 8 zu, da t = 8/V ist, und v konstant 
bleibt. Es stellen die Abszissen sowohl die Wege als auch die Zeiten 
dar. Der Maßstab für die Zeitdarstellung berechnet sich aus dem Maß
stab für den Weg und aus der Geschwindigkeit. Ist z. B. die Geschwin-
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cligkeit der Bewegung 2 m/sec und hat man den Wegmaßstab mit 12 mm 
gleich 1 m Weg aufgetragen, so bedeuten die 12 mm zugleich die Zeit 
von 1/2 Sekunden. Denn bei v = 2 rn/sec wird zu dem (durch 12 mTn 
clargestellten) 1 m Weg die Zeit von 1/2 sec benötigt. Der Zeitmaßstah 
ist also 24 mm gleich 1 Sekunde. 

2. Ungleichförmige Bewegung. 

Als u ngleichf örmige Beweg u ng bezeichnet man eine Bewegung, 
bei welcher in gleichen Zeiten ungleiche W egstrec ken r.urÜck
gelegt werden. 

Bei ungleichförmiger Bewegung kommt ein Körper in der zweiten 
Zeiteinheit um eine andere 1Negstrecke voran als in der ersten usw. 
Er bewege sich mit veränderter 
Geschwindigkeit. 

Die Geschwindigkeit v, der 
Quotient aus W egstrecked urchZeit
einheit, ist nicht konstant, da zu ~ 
den gleichen Zeiteinheiten (gleiche .~ 
~enner des Quotienten) ungleiche 1 
Wegstrecken (ungleiche Zähler des ~ 
Quotienten) gehörell. Es gibt die ~ 
Gleichung v = 8/t für die verschie
denen Zeit p uni, t e verschieden 
hohe Werte v. Da bei muß man die 
Zeiteinheit überhaupt außerordent
lich klein annehmen, um zu einer 

tJ ---"" 
Zeit 

richtigen Beurteilung der Geschwin- Fig. 8. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm für 
digkeit, die in dauerndem Wechsel eine ungleichförmige Bewegung. 

begriffen ist, zu kommen. Man ist 
gezwungen, sich den in einem verschwindend kurzen Zeitteilchen be
stehenden Zustand auf eine längere Zeit - z. B. eine ganze Sekunde -
erstreckend zu denken, um die alten Maße m/sec usw. anwenden zu 
können. In Wirklichkeit wird innerhalb einer jeden Sekunde die Ge-
schwindigkeit verschieden hohe Werte haben. r 

Fig. 8 gibt die Darstellung einer ungleichförmigen Bewegung im 
Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. Nach Ablauf der Zeitlänge t1 

beträgt die Geschwindigkeit für ein unendlich kleines Zeitteilchen VI . 

Nach t 2 hat sie die Größe V 2 angenommen, nach t 3 die Größe v3 usw. 
Bei der gleichförmigen Bewegung stellt eine Parallele zur Abszissen

achse die Geschwindigkeit dar (siehe Geschwindigkeitskurve der Fig. 7). 
Die Darstellung der ungleichförmigen Bewegung zeigt ein Abweichen 
von der parallelen Lage in dem Punkte A um den Winkel IX , im Punkte B 
um den Winkel ß. Der Tangens dieser Abweichungswinkel 
tg IX, tgß usw. charakterisiert die Geschwindigkeitsänderungen 
in den einzelnen Punkten. 

Legt man (Fig. 9) zur Bestimmung des tg IX in A die Tangente an die 
Geschwindigkeitsknrve, so bestimmt sich der Tangens als der Quotient 
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(V2 - VI) durch (t2 - tI ). Der Zähler dieses Bl'llcheH - die Differenz 
der Geschwindigkeiten - hat den Wert m/t-;ee. Der "Xmlller - die Diffe
renz der Zeitlängen - hat den Wert see. Die Änderung der Geschwin
digkeit (v2 - VI), bezogen auf Zeitdauer während ihreR Verlaufs (t2 - t I ), 

bezei chnet man als Beschleunigung. Der Wert der Beschleunigung ist 
gleich tg (x = m/sec: sec = m/sec2 (spr. Meter durch Sekundenquadrat). 

Beträgt z. B. in Fig. 9 die Differenz zwischen v2 Hnd VI 27 mm, so 
bedeutet diese Differenz in dem gewiihlten Cieschwindigkeitsmaßstab 
von 36mm = 1m/sec 3/4m/sec. Ist der r.eitliche Abstand von 1 nach 2 

t z 23,5 mm im gewählten Zeit
maßstab 2,5 mm = 1 sec, also 
9 sec, so beträgt die Be
schleunigung im Augenblicke 

3{4 = 1 m/sec2 . 
n 12 

Es herrscht in einen:t Augen
blicke nach Ablauf von 
ta sec die Geschwindigkeit 
Va = 0,85 m/sec und die Be-

schleunigung p = 1_ m/sec2. 
12 

a) Gleichförmig beschleunigte 
Bewegung. 

Ist die Änderung der 
Geschwindigkeit in der Zeit
einheit, die Beschleuni

gung, konstant, so nennt man die Bewegung eine gleichförmig 
beschleunigte Bewegung. Es ändert sich die Geschwindigkeit in 
gleichen Zeiten um die gleichen Größen. . 

]<'ig. 9. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm für eine un
gleichförmige Bewegung. 

cx) Gradlinige Bewegu ng. 
:Man bezeichnet die Beschleunigung mit dem Buchstaben p. 

Bei konstanter Beschleunigung ändert sich die Geschwindigkeit in 
jeder Sekunde um den gleichen Betrag p. Beträgt die Geschwindigkeit 
zu Beginn des Vorganges Vo (Anfangsgeschwindigkeit) und bezeichnet 
man mit Vs die nach 5 Sekunden erreichte Geschwindigkeit, so gilt 

v5 = Vo + 5· p. 

In allgemeiner Formel gilt: 

I' =1'0 + p. t GI. Y 

Vo = Anfangsgeschwindigkeit m/sec; 
V = Endgeschwindigkeit nach Ablauf von t Sekunden m/sec; 
t = Anzahl der Sekunden sec; 
p = Beschleunigung (Zunahme der Geschwindigkeit in der Sekunde), 

m/sec2• 
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Beis picl8. Welche Geschwindigkeit erreicht ein Körper nach 10 ~ekunden, 
wenn die Anfangsgeschwindigkeit 5 rn/sec beträgt und die Beschleunigung 
l' = 3 rn!sec2 ist? 

v = vo + p . t V5 = 5 rn/acc t = 10 sec p = 3 rn /Rcc2 

t' = 5 + 3.10 = 36 rn/sec. 

Handelt es sich nicht um ein Größerwerden der Geschwindigkeit, 
sondern um ein Kleinerwerden derselben, so hat der Wert p das 
Minuszeichen. Es lautet die Gleichung V unverändert v = vo + p. t . 
Nur ist in diese Gleichung der 
Wert p mit dem negativen Vor
zeichen einzusetzen. Man nennt p 
dann Verzögerung. 

Beispiel 9. Welche Endge
schwindigkeit erreicht ein Körper in 
(j Sekunden, wenn er von der An
fangsgeschwindigkeit vo = 28 rn/sec 
ausgehend eine Verzögerung von 
p = -3 rn/sec' erfährt? 

Vo = 28 rn/sec 

p = -3 rn/sec· 

t = 6 sec 

I.' = Vo + p , t = 28 + (- 3) . 6 = 
28 - 18 = 10 rn/sec, 

Beispiel 10. Welche Beschleu
nigung hat ein Körper erfahren, wenn 
er in 6 Sekunden von der Geschwin- ]<'ig. 10. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm für eine 
digkeit - 120 rn/sec auf 180 rn/ sec gleichförmig beschleunigte Bewegnng. 

kommt? 
v = 180 rn/sec 

v = vo + p. t 

Vo = 120 rn/"ec 

180 = 120 + P . 6 

60 = 6p 

IJ = 10 m/sec2 • 

t = 6 sec 

Beispiel H. Welche Beschleunigung liegt bei einem Körper vor, der m 
6 Sekunden von der Geschwindigkeit - 180 rn/sec auf 120 rn/sec kommt? 

v = 120 rn/sec "-'0 = 180 ml3ec t = 6 sec. 

v = Vo + P . t 120 = 180 + P . t 
- 60=6p 

IJ = - 10 rn/sec' . 

Es handelt sich nicht um eine Beschleunigung, sondern um eine Verzögerung, 
denn p ist negativ. 

Fig. 10 gibt für die gleichförmig beschleunigte Bewegung den Ver
lauf der Geschwindigkeit nach der Zeit aufgetragen: die Gesch·windig
keiten -Ordinaten; die Zeiten -Abszissen. Es nimmt die Geschwindigkeit 
in der ersten Sekunde um elen Betrag 1 . P zu. Sie nimmt in der zweiten 
Sekunde um wiederum 1· p zu und, ganz allgemein gefaßt, in tSekunden 
um die Größe t· p. Es ist 

v = vo + p. t. 
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Der GeschwindigkcitsyerIauf ergibt eine Grade. Die Xeigung der
seihen, ihre Ahweichlll1g VOll der Horizontalrichtung, ist 

t· P 
tgC\ = -- = p. 

t 

Die Gleichung für den Weg, der bei einer gleichförmigen beschleunig
ten Bewegung zurückgelegt wird, leitet man an Hand des Geschwindig
keit-Zeit-Diagramms ab (Fig. ll). 

Das Trapez OABC, das zur Geschwindigkeitslinie AB gehört, 
zerlegt man durch Vertikallinien in viele kleine Trapezehen .• Jedes dieser 
kleinen Trapezehen kann der Geringfügigkeit des Unterschiedes zwischen 
Anfangsgeschwindigkeit v' und Endgeschwindigkeit v" wegen durch ein 

v' + v" 
Rechteck von der mittleren Höhe- -~-~ 

2 
ersetzt werden. Diese Rechtecke stellen 

u dann Geschwindigkeitsdiagramme für viele 
einzelne Bewegungsvorgänge gleichför
miger Bewegung in der bei Fig. 7 erklärten 
Art und Weise dar. Der Flächeninhalt aller 
dieser kleinen Rechtecke ist ein Maß für 
den in den einzelnen kleinen Zeitteilchen 
zurückgelegten Weg und die Summe aller 

~f--"----'-'-----L.-'-""""'-'---+"-' dieser kleinen Rechteckflächen stellt den 

Zell 
I<'ig. 11. Geschwindigkeit.-Zeit-Dia

g-ranlm für eine gleichförmig beschleu
nigte Bewegung. - Bestimmung der 

'Yeglänge. Gleichuug VI. 

Gesamtweg dar. Da die Flächeninhalte 
der kleinen Rechtecke denjenigen der 
kleinen Trapezchen gleich sind, stellt auch 
die Summe der kleinen Trapezflächen den 
Gesamtweg dar. Da schließlich die kleinen 

Trapezflächen in ihrer Gesamtheit die Fläche des großen Trapezes 
OABCbilden, ist diese ein Maß für denGesamtweg bei der gleich
förmig beschleunigten Bewegung, die mit der Anfangsgeschwin
digkeit Vo = OA beginnend in t Sekunden (OC) auf die Endgeschwindig
keit v (BC) kommt. 

Aus den geometrischen Werten der Fig. II leitet sich folgende Glei
chung für die Wegstrecke ab. 

Inhalt der Trapezfläche 

OA+BC 
OABC = --~ ~ . OC 

2 

Vo + IJ 
s= 2 ·t. 

Vo Anfangsgeschwindigkeit rn/sec; 
v Endgeschwil1digkeit m/sec; 
t Zeit sec; 
8 Weg m. 

GI. VI 

Vo + v 
Den Bruch bezeichnet man als mittlere Geschwindigkeit 

2 
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und ersetzt ihn durch den Buchstaben v"'. Man Hchreibt dann die 
Gleichung VI in der Form 

S = IJ",' t. GI. VIl 

Diese Form zeigt den gleichen Aufbau wie die Gleichung I, welche 
für die gleichförmige Bewegung gilt. Man berechnet nach ihr den Weg, 
der in gleichförmig beschleunigter Bewegung zurückgelegt ist, wie 
den Weg, der in gleichförmiger Bewegung zurückgelegt ist, indem 
man die konstante Geschwindigkeit der gleichförmigen Bewegung durch 

d . h . h -.Ir· I Vo + v as ant metIsc e mItte Vm = 2- ersetzt. 

Beispiel 12. Welchen Weg legt ein Körper bei gleichförmig beschleunigt PI' 

Bewegung in 8 Sekunden zurück, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit Vo = 4 m/see 
und seine Endgeschwindigkeit v = () rn/sec beträgt? 

.~ = Vo t v . t = ~t-~ . 8 = l~ . 8 = 40 m. r-I'=E=---------.....".I!::...-, 

Dmch die Vereinigung der Glei
chung V und VI lassen sich eine Reihe u 
weiterer Gleichungen bilden. -+":z,.4:~~~~,,,+<,m<"'-f,p~1-

Von den fünf Größen (vo - v -- t 
-- P -- 8), die in diesen beiden Glei
chungen vorkommen, müssen stets drei 
gegeben sein, da sich nur zwei Be
stimmungsstücke aus den zwei Glei
chungen berechnen lassen. .J e nachdem 
die einen oder anderen drei Stücke ge
geben sind, und nur das eine oder 

~------ t-----~ 

Fig. 12. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
für eine gleichförmig beSChleunigte Be
wegung. - Zel'leglln~ des Weges nach 

Gleichung VIII und IX. 

andere der zwei übrigen Größen berechnet werden soll, wird man mit 
der einen oder anderen der weiteren Gleichungen am schnellsten zum 
Ziele kommen. (Es bieten diese weiteren Gleichungen VIII bis X im 
Grunde keine neuen Bestimmungsmöglichkeiten gegenüber den alten 
Gleichungen V und VI, die letzten Endes zur Lösung aller Aufgaben 
genügen.) 

Setzt man in die Gleichung VI für v den in Gleichung V gegebenen 
Wert Vo + P . t ein, so folgt: 

Vo + Vo + p. t 
8 = ~~ ~-- ~ . ---. t 

2 ' • 

pt2 
S = Vo • t + --2- . GI. VIII 

Diese Teilung des \Vertes 8 in die zwei Teile Vo t und P-!/ kennzeichnet 

die Fig.I2. Das Rechteck OA DC entspricht dem ersten Werte vot, 

das darüberliegende 

halbe Höhe P/). 
- ; 

pt 2 ( Dreieck dem zweiten Werte -2- Grundlinie t; 
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Setzt man für Vo deu 'Vert v - p . t ein, so crgibt sich die ueue 
Gleichung: 

v-p·t+v 
8 = - . t 

2 

pt'.!. 
.~=v·t- T GI. IX 

pt2 
Die Teilung des Wertes 8 in die zwei Teile v· t und - .... kenn-

2 
zeichnet gleichfalls die Fig. 12. Das Rechteck 0 E Be entspricht dem 
ersten Werte v· t, das davon abzuziehende Dreieck E AB dem zweiten 

p. t2 
Werte _ ... -_ .. _- . 

2 

Beispiel ]3. Welchen Weg legt ein Körper in 10 Sekunden zurück, wenn er 
eine Anfangsgeschwindigkeit V o = 5 rn/sec besitzt und sich mit einer Beschleunigung 
p == 2 rnjsec 2 bewegt? 

v = Vo + pt = 5 + 10·2 = 25m/sec. 

Vo + v 5 + 25 ~ s = - 2- t = --2- . 10 = 100 m, 

( pt2 ') . 102 

8 = Vo ' t + -2 = 5·10 + ~ 2 = 150m). 

Beispiel 14. Welchen Weg legt ein Körper in 12 Sekunden zurück, wenn 
seine Endgeschwindigkeit v = 40 rn/see beträgt und er sich mit einer Verzögerung 
p = - 3 rn/see 2 bewegt? 

v = Vo + p. t; 40=vo+(-3)·12; Vo = 76 mjsec; 

vo+v 76+40 
s=--2- t = - 2~ ·12= 696111, 

(S=vt-P!:=40,12- (- 3).:.E~= 696m) , 
2 2 

Setzt ml)Il in die Gleichung VI den aus Gleichung V gewonnenen 

v-vo d' lb Vo + v "b ' Wert t = --p- ein, so geht lese e aus 8 =-2-- t u er m 

vo+v v-vo 
8 == ----- -,--,-. --- , 

2 P 

v2 - v~ 
s= 2p GI. X 

Beispiel 15. Welchen Weg legt ein Körper zurück, während er mit der Be· 
schleunigung p = 3 m/sec2 von 40 rn/sec auf 70 mjsec kommt? 

Vo = 40 rn/sec v = 70 rn/sec p = 3 rn/sec2 

v = Vo + P . t 70 = 40 + 3 . t t = 10 sec 

Vo + v 40 + 70 ~ s = -2-- . t = --2~ . 10 = 500 m 

4900 - 1600 ) 
6 = 550m . 
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ß) Der freie Fall. 

Ein Spezialfall der gleichförmig beschleunigten Bewegung ist 
der freie Fall. 

Freifallende und freiaufsteigende Körper bewegen sich, 
wenn man den Einfluß des Luftwiderstandes auf den Bewegungsvorgang 
vernachlässigt, gleichförmig beschleunigt, bzw. gleichförmig 
verzögert. Die Beschleunigung hat den Wert von 9,81 m/s.ec2 • Man 
gibt derselben den Buchstaben g. 

Damit lauten die Gleichungen V, VIII, IX, X 

v = Vo + gt 

gt 2 gt2 

8 = vot +2~ = vt - 2 

V2_V~ 
8=-~. 

Beispiel 16. Welchen Weg durchfällt ein Körper in den ersten 5 Sekunden 
nach dem Loslassen? 

vo=O p = g = 9,81 'm/sec2 v = Vo + g • t = 0 + 9,81 . 5 = 49,05 rn/sec 

S = vo ~ v . t = 0 + :9,05 . 5 = 122,625 m • 

Da man es beim freien Fall in den meisten Fällen mit einer An
fangsgeschwindigkeit gleich Null zu tun hat, vereinfacht man die Glei
chungen V, VIII für diese Sonderaufgaben 

"=g·t 
gt2 

8=2 GI. XI 

Da es sich um eine vertikal liegende Wegstrecke handelt, setzt 
man ferner für den Buchstaben 8 den Buchstaben h (Höhe) ein. Damit 
lautet die Gleichung 

gt2 
h=-· 

2 

Aus der Gleichung X folgt bei Vo = 0 

h Fallhöhe m; 

v 2 
8=--=h 

2g 
. v2 = 2 gh 

" =y2gh 

v = Aufschlaggeschwindigkeit rn/sec; 
g = Erdbeschleunigung m/sec2• 

GI. XII 

GI. XIII 

Beispiel 17. Mit welcher Geschwindigkeit schlägt ein aus 45 m Höhe fallender 
Körper auf? 

'V = Y2 . 10 . 45 = y900 = 30 rn/sec. 
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Beispiel 18. Mit welcher Geschwindigkeit geht ein senkrecht aufwärts mit 
einer Anfangsgesehwindigkeit von 150 m/scc emporgeschleuderter Körper durch 
eine 1500 m höher liegende Niveaufläche? 

Vo = 150 m/see g = - 10 rn/3l'C2 8 = 1500 m 

v - 150 150 - v 
v = va + (- 10) t t = _ 10 = 10 

Vo + v 150 + v 150 - v 
8 =-2- . t = - - 2 . --io 1500·2· 10 = 1502 - v2 

v2 = 30000 - 22500 = 7500 - v = 86,6 rn/sec. 

Beispiel 19. Welchen Weg durchfällt ein Körper in der vierten 
Sekunde? 

Zu Anfang der vierten Sekunde, d. i. nach 3 Sekunden hat der Körper die Ge
schwindigkeit va = g • t = 10 . 3 = 30 m/sec. Zu Ende der vierten Sekunde be
trägt seine Geschwindigkeit v = g • t = 10 ·4 = 40 rn/sec. 

va+v 30+40 
s = -2,- . t = -2-- . 1 = 35 m • 

y) Kreisende Bewegung. 

Für die gleichförmig beschleunigte Bewegung eines Körpers III 

einer Kreisbalm kann man die Gleichungen V und VI benutzen. 

vo+v 
8 = -- t 

2 
v = Vo + p. t 

Vo = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn des Beschleunigungs
- vorganges; m/sec, 

v = Umfangsgeschwindigkeit bei Ende des Beschleunigungsvor
ganges ; rn/sec, 

t = Zeitdauer des Beschleunigungsvorganges ; . 
p = Umfangsbeschleunigung (Beschleunigung 

UmIaufsinn, d. h. tangential gemessen); 
8 = Umfangsweg; m. 

sec, 
am Umfange 

m/sec2, 

im 

Beispiel 20. Mit welcher Umfangsbeschleunigung bewegt sich ein Punkt 
am Umfange einer Scheibe von 4 rn Durchmesser, die in 10 Sekunden von der 
Umdrehungszahl 120 auf die Umdrehungszahl 180 in gleichförmig beschleunigter 
Bewegung gebracht wird? 

Vo = ~"'-no = ~-' " . 120 = 8" 
60 60 .. 

4·;r . 180 
v = 60 =12 . .., t = 10. 

v = va + pt = 12" = 8;7, + P . 10, 

Man verfolgt die Beschleunigungsvorgänge an kreisenden Körpern 
jedoch besser durch ein Reclmen mit den Winkelgeschwindigkeiten 
und charakterisiert den Verlauf der Beschleunigung dann durch die 
Winkelbeschleunigung. 

Geht eine Scheibe von der Winkelgeschwindigkeit Wo in t Se
kunden bei gleichförmig beschleunigter Bewegung zur Winkel-
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geschwindigkeit (J) über und bezeichnet man die Winkelbeschleu
nigung mit E, so gilt 

w = Wo + f·t 
IJJo = Winkelgeschwindigkeit bei Beginn (I/sec); 
(t) = Winkelgeschwindigkeit zu Ende (I/sec); 

t = Zeitdauer in Sekunden; 
E = Winkelbeschleunigung l/sec2 . 

Daraus folgt 
w-wo 

F= 

GI. XIV 

Da der Zähler in (l/sec-l/sec) in I/sec gemessen ist und der Nenner 
Sekunden bedeutet, folgt für E der Wert I/sec/sec = I/sec2 • • 

Beispiel 21. Welche Winkel beschleunigung erfährt eine Scheibe, wenn sie 
bei gleichförmiger Beschleunigung in 10 Sekunden von einer Umlaufzahl n:t = 120 
Umdrehungen in der Minute auf n 2 = 240 Umdrehungen in der Minute kommt? 

Die Winkelgeschwindigkeit beträgt zu Beginn . 

Wl=n~Öl=n'3~0 =4·n. 

Die Winkelgeschwindigkeit hat am Ende den Wert 

Cl' n. n ·240 
w 2 =30= 30' =8·n. 

Die Winkclbeschleunigung 

Die Winkelbeschleunigung f: (Beschleunigung am Radius r = 1) 
) hängt mit der Umfangsbeschleunigung p zusammen nach der Gleichung 

P = 1'· f. GI. XV 

jJ = Bescbleunigung am Umfang (m/sec2) in tangentialer Richtung; 
1" = Radius der Kreisbahn m; 
c = Winkelbescbleunigung l/sec2. 

Diese Gleichung ergibt sieb, wenn man in Gleichung IV v = 1" • (I) 

für den Wert v· p. t und für den Wert (jJ E' teinsetzt. 

p = r· E. 

Bei s pi el 22. Welche Größe erreicht die Umfangsgeschwindigkeit einer 
Scheibe von 4 m Durchmesser, wenn dieselbe 10 Sekunden lang mit der Winkel
beschleunigung f = 2 1/sec 2 von der Anfangsdrehungszahl n o = 240 aus beschleu
nigt wird? 

n· n o ;r. 240 
U'o = -30- =. :36 = 8 .. 7 

W = Wo + f • t = 8 . :r + 2 . 10 = "" 45 I/sec. 

V = w • r = 45 . 2 = 90 mjsec • 

Laudien, Mechanik. 2 
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Den Itreisweg berechnet man bci gleichförmig beschleunigter Be
wegung als Umfangswcg nach den Gleichungen VI, VIII, IX 

v + Vo pt2 p. t2 
8 =~ --2-- ~ t = Vo . t + -2- = v • t - -2- . 

Vo = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Bewegung (m/sec); 
v = Umfangsgeschwindigkeit am Ende der Bewegung (rn/sec); 
p = Umfangsbeschleunigung (m/sec2); 

t = Zeitdauer in Sekunden (sec). 

Beispiel23. Welchen Weg legt ein in einer Bahn von 5m Durchmesser mit 
gleichförmig beschleunigter Bewegung kreisender Körper in 10 Sekunden zurück, 
'wenn die Umlaufzahl in dieser Zeit von n o = 120 Umdrehungen pro Minute auf 
n = 150 Umdrehungen pro Minute steigt? 

1'0 = D::_~ = 5· n . 120~ = 10" 
60' 60 

l' = D:rn = ~~:....:~~ = 125:7 
60 60 ' . 

vo + v 10" + 12,5" • 
H = -2- . t = 2~-' -. 10 = 112,5. JT = 3a4 m. 

Für ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten Wo und wund 
der Winkelbeschleunigung E gilt die Gleichung: Winkelweg = mittlere 
Winkelgeschwindigkeit mal Zeit 

2 . i . ]l • = Wo + (I) • t 
2 

(i Anzahl der zurückgelegten Umdrehungen). 

Dieselbe folgt aus der Gleichung s = Vo ~ ~ • ~t, wenn man für den 

Umfangsweg s ' i· D . 1l einsetzt, und für die Geschwindigkeiten '1.'0 

D D 
und v die Werte r· Wo = 2 Wo und r· (0 = 2 weinführt. 

. D . (1)0 + D . W 
~ . D· ]l = ~.- .~- ---- . t 

2·2 

(00 + (0 
2·i·:r= 2 ·t. 

i = Anzahl der zurückgelegten Umdrehungen; 
Wo = Winkelgeschwindigkeit zu Beginn I/sec, 
m = Winkelgeschwindigkeit zu Ende I/sec, 
t = Zeit sec. 

GI. XYI 

Man rechnet auch hier, ähnlich wie bei der gradlinigen BewegUl1g 
(siehe Seite 12) mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit. Es geht 

b · E' t f" Wo + W d' GI' h XVI b . mm lUse zen von (0", ur---· --~- lC eIe ung Ü er In 
2 

2 . i .:r. W m ' t . 
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Bei spiel 24. Wipviel Umdrehungen legt pine Scheibe zurück, welln ~i(' 
vom Stillstande in 15 Sekunden bei gleichförmig bPRchlPunigter Bewegung auf dip 
Winkclgf'Rchwindigkpit 12;r kommt? 

0+12 
(Om =c ---2---- = 6.7 2· i . ;T ~, 6 . ;r • 15 . 6'.,·15 

1= ... =45 
2·;r 

Beispiel 25. Welche Zeit vergeht bis zum Stilbtande einer Scheibe, wmlll die
,clbe von einer Winkelgeschwindigkeit w~" 8.7 ausgehend bei gleichförmig 
vprzögerter Bewegung bis zum Stillstande noch 70 limun'hungen zurücklegt? 

2 . i . ;r = W m • t Sn + 0 
OJ m = ------2--- = 4:r i = 70 

2 . 70 . :r = 4· ;r • t 2·70· .7 • 
t = -4~~- = 3 .. sec. 

n o + n 
mittlere Umdrehungszahl n",. = 

2 Einsetzen von 

In 

Jt. n o 
und 

::T·n 
Wo = 

30 w=3ü 

277 . i = 
wo + W -_·_-·t 

2 
über In JT:' no + JT:' n 

30·2 

. no +n 
t = 2.60 . t. 

i = Anzahl der Umdrehungen; 
no = Umdrehungszahl in der Minute zu Beginn; 
n = Umdrehungszahl in der Minute zu Ende; 
t = Sekunden. 

t=2·JT:·i. 

GI. XVII 

Durch Einführen dcr Minutenzahl t1 geht die Gleichung XVlI 
über in 

. no + n 
~=------.tl· 

2 

Bei spiel 26. Dip Auslaufbewegung einer Scheibe von 110 = 100 bis n = 0 
ergibt volle SO Umdrehungen. Welehe Zeit vergeht bis zum Stillstand der Scheibe, 
wenn die V frzögerung gleichförmig ist? 

i=~o~~t 
2 

SO '0 100 ±_O .; 
:2 

t = 1,6 Minuten = 96 Sekunden. 

y) Graphische 
sch wi ndig kei t, 

Darstellung der Gräßen: 
Beschleunigung bei der 

schleunigten Bewegung. 

Zeit, Weg, Ge
gleichförmig be-

Die vier Gräßen I) Zeit, 2) Weg, 3) Geschwindigkeit und 4) Beschleuni
gung lassen sich graphisch in sechs Kombinationen darstellen. Man kann 

2* 
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em Zeit-Weg-, ein Zeit-Geschwindigkeit-, ein Zeit-Besehleunigung-, 
em Weg-Gesehwindigkeit-, ein Weg-Beschleunigung- und schließlich 
em Geschwindigkeit-Beschleunigl1ng-Diagramm auftragen. Wichtig 
ist neben dem bereits bei der Ableitung der Gleichung VI be
nützten Gesehwindigkeit-Zeit-Diagramm nur noch das Zeit-Weg-Dia

gramm. 
Zur Auftragung desselben 

berechnet man die zu den 
einzelnen Zeiten gehörenden 
Wege nach der Gleichung 

Vo +v d . d 
8 = - t un trägt Sie ann 

2 
auf. Dabei wählt man im 
Gegensatz zu dem bei den 
technischen Eisenbahnfahr
plänen üblichen Verfahren 
der Auftragung der Zeiten 
als Ordinaten eine Auftragung 
der Zeiten als Abszissen. 

Fig. 13. Weg-Zeit-Diagramm für eine gleichförmig 
beschleunigte Bewegung. 

Fig.13 zeigt ein Weg-Zeit
Diagramm für den Sonder
fall V o = 0, also 

p. t 2 
8= 

2 

p·9 
2 

p.l 

2 

p·22 p. 4 
8 2 =-2- - = - -2-

p.7 2 
8 = -. -

2 

p.49 

2 

Die Wegkurve ist eine Parabel. Die Geschwindigkeiten werden in jedem 
Augenblicke durch den tg IX dargestellt, IX ist der Neigungswinkel der an 
die Kurve gelegten Tangente 

8 
tg IX = = v . 

t 

3. Aus gleichförmiger und gleichförmig beschleunigter B-ewegung 
zusammengesetzte Bewegungsvorgänge. 

Die Bewegungsvorgänge der Technik setzen sich in den meisten 
Fällen aus einem Beschleunigungsvorgange, einem Verzögerungsvorgange 
und einer dazwischenliegenden gleichförmigen Bewegung zusammen. 
Die Aufzüge z. B. fahren aus dem Ruhezustande mit Beschleunigung an, 
verharren dann einige Zeit mit gleichförmiger Bewegung auf ihrer Höchst
geschwindigkeit und verzögern dann ihre Geschwindigkeit bis zum Still
stehen. Auch bei den Zügen handelt es sich um eine solche Zusammen
setzung dreier verschiedener Bewegungsvorgänge. Wenn in der Aufgabe I 
die Bewegung eines Zuges einfach als eine gleichförmige Bewegung 
angesetzt wurde, so ist dabei nur ein Zeitteil der Gesamtbewegung 
eines Zuges verfolgt und der einleitende Beschleunigungsvorgang und 
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der abschließende Verzögerungsvorgang sind nicht berüeksichtigt. 1m 
allgeI1leinen sind übrigens diese bei den Zeiten für Anfang und Ende HO 

kurz, daß man auf ihre rechnerische Verfolglmg verzichten kann. Nur 
bei der Berechnung von Fahrzeiten auf ganz kurzel\ Strecken - Straßcn
bahnfahrzeitcn- kommt eine BeriiekHiehtigung dCK Anfahr- llll([ Brems
vorganges in Betracht. 

Das Geschwindigkeit- - t 
Zeit-Diagramm verläuft nach 
Fig. 14: 

t1 = Zeit für den Beschleu
nigungsvorgang sec, 

t2 = Zeit für die gleichförmige 
Bewegung sec, 

t3 = ZeitfürdenVerzögerungs
vorgang sec; 

81 = Weg für die Anfahr
periode m, 

8 2 = Weg für die gleichförmige 
Bewegung m, 

8 3 = Weg für die Verzögerungs
periode m. 

Bezei chnet man die Höchst

]!'ig. 14. Geschwindigkeit·Zeit-Diagramm für einen 
aus einer. gleichförmig beschleunigten. einer gleich· 
förmigen und einer gleichförmig verzögerten Be· 

wegung zusammengesetz.ten Bewegungsvorgang. 

geschwindigkeit mit Vrnax und setzt die Anfangsgeschwindigkeit der 
ersten Periode sowie die Endgeschwindigkeit der dritten Periode mit 
~ull ein (Stillstand), so ergeben sich die drei Gleichungen: 

Vmax 
2 t1 , 

8 2 = V • t2 = VIllax • t2 , 

Vo + V Vrna>: + 0 V lllax 
83 = .. 2- - t3 = 2 t3 = 2 t 3 . 

Der Gesamtweg 8 = 81 + 8 2 + 83 ist 

) "max 
S = (tl + t3 -2- + t2 . Vmax 

GI. XVIII 

Bezeichnet man die Gesamtheit mit t, so lautet die Gleichung 

'VI! max t + max t s=-2--' -2-' 2· GI. XIX 

Beispiel 27. Welche Gesamtzeit braucht ein Aufzug für 30 m Höhe, wenn 
er mit Vma" = 4 rn/sec fährt, die Anfahrbeschleunigung Pl = 0,8 m/sec 2 und die 
Bremsverzögerung P3 = - 1.0 rn/sec 2 beträgt? 



22 Bewegungslehrc. 

Beschleunigungsp<,riod(' : 

I.' = Vo + PI . t1 , Vo = 0, V :::: Vmnx = 4 nl/Sf!'C, 

Bl'tml'!pedod!': 

" = Vo + P3 '/3' 

4. 
t l = 0,8 --. 5 sec. 

Vo + v 0 + 4 " 
81 = 2 . tl = - 2- ." = 10 m. 

Vo = Vm" = 4. n);!t'c, V=o, 
4. 

la = I = 4. sec. 

Vo + v 4 + 0 
8a = --2-- . ta = -2- . 4 = 8 Ill. 

Gleichförmige Bewegung: 

Pa = -1 m/sec2 , 

8 = 8 1 + 8 2 + 8a , 

8 2 = V • t2 , 

82 = 8 - 81 - 8a = 30 - 10 - 8 = 12 1l1, 

V=Vmax , 

82 12 t2 = ---- = - = 3 sec. 
Vmax 4 

t = t1 + t2 + t3 = 5 + 3 + 4. = 12 sec. 
Beis piel28. Mit welcher Höchstgeschwindigkeit muß ein Aufzug für 

:l2,4 m Hubhöhe betrieben werden, wenn er mit einer Gesamtzeit von 17 Sekunden 
,1uskommen soll, bei einer Anfahrbeschleunigung von 0,6 rn/sec· und pinpr Brerns
verzögerung von 0,8 rn/sec 2 ? 

tl + t2 + t3 = 17, 
PI = 0,6 rn/sec2, 

Vmax = 0 + 0,6 i 1• 

t _ .:!!.~x_ 
1 - 0,6 ' 

Nach Gleichung XIX ist 

8 1 + 8 2 + 8 3 = 32,4, 

Pa = -0,8 rn/sec2, 

o = Vmax + (- 0,8) ta , 

.$ Vmax 
"3=-~-

0,8 

Vmax Vmax 24 17 . ---z- + t2 • -2 = 3, 

t2 = 17 - t1 - ta = 17 _ 'l!rn'~ _ ~~x. 
0,6 0,8 

Durch Einsetzen dieses Wertes von t2 in die vorstehende Gleichung wird: 

8 5 (17 Vm.x Vmax ) vm"x 324 
, .vmax + - -o,ä· - 0,6 2-- = ." 

4,08 vn:'~ + 4,08 Vma.~ - 0,3 Vm.,2 - 0,4 vm • x2 = 15,552. 

0,7 vm .. 2 - 8,16vmax = 15,552. 

v max = 2,4 mjsec. 

4. Ungleichförmig beschleunigte Bewegung. 
Fig. 15 gibt in dem kurvenartigen Verlauf der nach der Zeit auf

getragenen Geschwindigkeit die Darstellung einer ungleichförmig be
schleunigten Bewegung. Von Augenblick zu Augenblick ändert sich die 
Neigung der Kurve gegenüber der Horizontalen, d. h. es ändert sich 
dauernd IX und die dem tglX gleiche Beschlennigung p (siehe Fig. 9). 
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Die ullgleichförmig beschleunigte Bewegung entzieht sich damit oer 
Verfolgung des ganzen Bewegungsvorganges in ei)\ e r ei 11 Z i ge nl{ech
nung. Man ist bei solchen Bewegungsvorgängen gezwungen, den ganZ('!l 
Vorgang zu unterteilen und die einzelnen Teile desselben angenähert als 
gleichförmige oder gleichförmig beschleunigte Bewegungen zu hchandeln. 
Man erf\etzt zu diesem Zweck die Kurve durch einen ihr sich anpaHscndl'!l 
Zug gerader Linienstücke. Dann charakterisiert jedes einzelne gerade 
Linienstückchen eine gleichförmige oder gleichförm ig heschleimigt(, 

- t;..--...--"..., 

Fig-. 15. Geschwilldigkeit-Z,eit-Diagl'<\lllltl. TaehugrapheJldiagramnl. 

Bewegung, deren rechnerische Verfolgung nach elen Glcichungen III 

Abschnitt 1 und 2 erfolgen kann. 
In der Mehrzahl der Fälle ist der Bewegungsvorgang durch ein 

mittels Tachographen aufgenommenes Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
gegeben und es wird di3 Berechnung der Weg länge und des Beschleuni
gungsdiagramms verlangt. 

Fig. 16 zeigt ein solches Tachographendiagramm. Dasselbc iHt 
in der oben gekennzeichneten Art in 8 Teile unterteilt. 

Für den ersten Teil berechnet sich aus dem Dreieck 0 lA d.h. am; 

der Endgeschwindigkeit VI und der Zeit tl der Weg mit SI = ° + ~ t1 . 

In gleicher Weise ergibt sich aus dem Trapez 1 A B 2 der Weg 2 

VI + V 2 
8 2 = -- --2 t2 • 

Es ergeben sich für den Verlauf des Tachographenc1iagramms nach 
der geknickten Linie der Fig. 16 die Werte 

t] = 3 t2 = ;>,7 i t3 = 7,3 I t4 = 5 t 5 = 2,:{ t6 = 6,\! 

Vo = ° VI = 0,4 v2 = 5,85 i v 3 = 8,6 ! v4 = 8,8 v5 = 8,3 v6 = 2,1 

t7 = 3,8 I t8 = 2,8 sec 

117 = 0,35 , v8 = ° . 



Bewl'gullg"lchre. 

Dal'<1uti herechlll'll "ich mit: 

8 1. = 0 + 0,4 . :{, 
2 

10 mise}( 

0,4 .+ ;i, ~\;) 
·5,7, 

2 
5,H,i + 8,6 

2 
·7 .S 

Fig. 16. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme für gleichiörwig
beschlennigte bzw. verzögerte Bewegungen. 

Fig. 17. Geschwindigkeit-Weg-Diagramlll zu den\ 
Tachographendiagrallllll Fig. 16. 

die Werte : 

81 = O,H m, 
8 2 = 17,8 lll, 

83 = 54 In , 

84 = 43Jim, 
85 = l(J,ß lll . 

86 = 35,9 m, 
87 = 4,7 m, 
8 S = 0,49 m. 

Das Geschwindigkeit-Weg
Diagramm verläuft dann nach 
der Fig. 17 . 

5. Zusammengesetzte Bewegung. 
Legt ein Körper einen Weg u,uf einer gleichfalls bewegten Unterlage 

zurück, so setzt sich seine Bewegung gegenüber dem stillstehenden 
Raume aus zwei Einzelbewegungen zusammen : aus seiner Bewegung 
gegenüber dem anderen Körper und aus der Bewegung dieses anderen 
Körpers selbst. So ist (Fig . 18) die Bewegung des Körpers A gegenüber 
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dem gaume abzuleiten aus der Bewegung von A Cl,uf ß uild all~ d('1' 
Bewegung VOll B selbst. 

Die Bewegung eines Körpers in bezug auf eillen ,111derell 
Kör per nellnt man eine 
Relativbewegung. Um 
eine Bewegung beson
ders zu kennzeichnen als 
gemessen gegenüber 
dem stillstehenden 
Raume, spricht man 
von einer absoluten 
Bewegung. Es hat A 
eine Relativbewegung 
gegenüber B (natur
gemäß auch B gegen
über A). Beide Körper 

Bewegung eines Körpers A auf dem gleiChfalls be
wegten Körper B. 

haben eine Absolutbewegung gegenüber dem stillstehenden Raume. 
Beim Gehen auf der festen Erde führt man eine Absolutbewegung 

aus. Bei einem Gehen im fahrenden Zuge bewegt man sich relativ 
gegenüber dem Zuge, während der Zug selbst eine Absolutbewegung 
auf der Erde ausführt. Um die 
eigene Absolutbewegung gegen
über der Erde zu bestimmen, muß 
man die Relativbewegung gegen
über dem Zuge und dessen Ab
solutbewegung gegenüber der Erde 
zusammensetzen. 

Fig. 19 zeigt die Art einer 
solchen Zusammensetzung. Bewegt 
sich A auf B um die Strecke 8 1 , 

während B sich um die Strecke 8 2 

bewegt, so kommt der 
Körper A in die mit A' ge

~ 
B S1 

1 fA-l - Sz -

1 A~so!/J(e Be,!,eg~n~o~ B 
Sz 

kelillzeichnete Lage .. Sein 
Absolutweg ist also die 
Diagonale in einem aus 
den Wegen 81 und 82 ge
bildeten Parallelogramm. 

ReloIiVbewegu:; I Absolute akung von A 
von 11 o'{[ ß I sJ I 

Wie sich die Wege zu 2 
sammensetzen, so setzen Fig. 19. Zusammeusetzuug zweier Bewegungen; Beweguug 

eines Körpers (A) auf einem sich gleichfalls bewegenden 
sich auch die Geschwindig- Körper (B). 

keiten zusammen. Es sind 
die Geschwindigkeiten nichts anders als auf eine besondere Einheit, d. h. 
auf eine Zeiteinheit bezogene Wegteile. Es sind die Werte 81 = VI • t 
82 = V 2 • t gewissermaßen nur Vielfache von VI und v2 und zwar die 
gleichen Vielfachen, die t Sekundenfachen. 

Die Zusammensetzung zweier Geschwindigkeiten eines 
Körpers erfolgt nach dem Satze vom Parallelogramm der 
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Geschwindigkeiten. Die Seiten des Paralleiogramllls sind 
die Einzelgeschwindigkeiten; die Diagon<t1e ist die absolute 

Fig. 20. ]'ahrt eines Bootes auf sieh bewegendem Wa,,,,,,. 

C esch windig kei t. 
Die Strecke 1- 2 für 81 

kann auch als Dar
stellung von VI - Rela
tivgeschwindigkeit von 
A gegenüber B - gelten 
und die Strecke 1-3 
als Darstellung der Ge
schwindigkeit V 2 von B 
gegenüber dem still
stehenden H,aume. 8 3 ist 
dann die Darstellung der 
absoluten Geschwindig
keit vonAgegenüberdem 
stillstehenden H,aume. 

Fig. 20 verdeutlicht die Bewegung eines Bootes auf einer selbstbewegten 
Wasserfläche, auf einem Flusse. Das Boot hat gegenüber der Wasser

fläche die Geschwindigkeit VI' (Es wird 
durch seine Motor- oder Ruderkraft mit der 
Geschwindigkeit VI getrieben.) Das Wasser 
selbst fließt mit der Geschwindigkeit V2 . 

SO ergibt sich für das Boot die Absolut
geschwindigkeit V 3 . Sein Kiel hat, wie 
eingetragen, dauernd die Richtung von VI; 

das Boot bewegt sich aber in Wirklichkeit 
absolut in der Richtung von Va' 

Beispiel 29. Wo und nach welcher Zeit 
landet ein Boot am anderen Ufer des 200 m 
breiten Flusses, der mit der Geschwindigkeit 
von 1,5 rn/sec fließt, wenn es unter dem 

Fig. 21. WegbestilllllJlmg für pi n lIIlter Winkel IX = 20 0 (stromaufwärts gemessen) gc
, Grad über einen Fluß gestellertes steuert wird und eine Geschwindigkeit von 

Boot. 3 m/sec hat? Fig. 21. Bei stillstehendcr 

Fig. ~2. ZllsHlIlJlIensetzlIllg 
zweier Geschwindigkeiten. -

Wasseroberfläche würde das Boot, das bei A 
abstößt, bei Blanden. Dic Strecke AB hat die 

200 
Größe AB = cos 200 = 213 lll. Da dic Fahrgeschwin-

digkeit in Steuerrichtung mit :3 m/sec gegeben ist, 
würde das Boot bei stillstehendem Wasser in B 

nach 2~3 = 71 sec landen. Während dieser Zeit wird 

das Boot aber um den Weg 8 2 abgetrieben, den die 
Wasseroberfläche in dieser Zeit zurücklegt. Es berechnet 
sich diese Strecke BD mit 8 = V • t = 1,5 . 71 = 106 m. 

Es landet also das Boot um 106 rn unterhalb B. Da Be = 200 tg 20° = 73 mist, 
liegt D um 33 m stromabwärts A. 

Beis piel 30. Wie muß ein Boot, das eine Fahrgeschwindigkeit von 2 rn/sec be
sitzt, gesteuert werden, damit es querüberden mit 3/4 rn/sec fließenden Strom kommt? 

Die resultierende Geschwindigkeit soll quer zU!' Flußrichtung gehen. Sie 
bildet also mit der Flußgescbwindigkeit einen rechten \Vinkel. Daraus folgt nach 
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:t! 

I·'ig. 22 . /" 
Sln~t:.::.=... :2 

2 . CO~ 22° _.c 1,8;) m/Hec. Bei diesel' (h'Hchwindigk!'it braucht dus Boot zum Durch· 
'fuerell ein,'" 200 Jll bl'eit.'11 FlusH,'" dip Zeit VOll 

200 .. , 108 "'C. R("'hllpt 1lH1l\ die Zeit für d"" 
1 85 
~;ahrell "uf HtillHtehend!'1l1 WasH,'r au" mit dpr Gp· 
iichwindigk!'it von 2 rn/Hel'. HO ergibt sieh dUHgleich .. 
RCHltltat aus fo]gpndpnZwiKchpnwerkn. I kl'Weg ist 

200 '.0 2Hi m. t = 8 c= 21(i = 108 H"C. 
c0822° v 2 

Zur Bestimmung der Relativgeschwin
digkeit eines Körpers (der Geschwindigkeit
gegenüber einem anderen) aus den Ahsolut
geschwindigkeiten beider Körper bedient 
man sich eines Kunstgriffs. Man denkt 
sich den einen der heiden Körper dadureh 
zur Ruhe gehraeht, daß man dem ganzen 
Raume eine C..-eschwindigkeit, welche die 
Geschwindigkeit des einen Körpers auf
hebt, erteilt. Man gibt dem ganzen Raume 
eine Geschwindigkeit, die von gleicher 
Größe aber umgekehrter Richtung ist, wie 
eine der beiden Körpergesehwindigkeiten. 

Bewegen sieh in Fig. 23 die heiden 
Körper 1 und 2 mit den ahsoluten Ge
schwindigkeiten VI und v2 , so kommt der 
Körper 1 da~urch zur Rllhe, daß man dem 
ganzen Raume die Geschwindigkeit - VI 

erteilt. Damit erhält der Körper 2 zu 
seiner Geschwindigkeit V 2 noch die Ge
schwindigkeit -VI hinzu, sodaß er nUll 
die resultierende Geschwindigkeit V 2 - 1 an
nimmt. Es hat also der Körper 2 gegenüber 
dem Körper 1 die Gesehwindigkeit V 2 l' 

denn der Körper 1 steht nun still. 
Will man die Relativgeschwindigkeit 

von 1 gegen 2 feststellen, so bringt man 
den Körper 2 zur Ruhe. Der ganze Raum 
muß nun die Gesehwindigkeit - V 2 hinzu
bekonimen. Damit erhält der Körper 1 
zu seir1er Geschwindigkeit VI die Ge

1 .. I b~ . ~ I.. . ....:.. __ -J - v., 
Fig. ~a. Be~tiJlIIHUIll,( der Helativ
geRehwindigkeit (1m; beweg"ttm Kür
l)Cr~ 2. gegenüber dem l){'we~tt'n 

Kiirper 1. 

1 

Vig. 24. Bestimmung der Hel'ltlvgf'
Hchwindigkeit des bewe~u.~u 1,ürper:-.; L 
.!!~genüber deIH bewegt.en }\ürper~. 

[

Norden 

Süden 

schwindigkeit - v2 hinzu. Er hat dann 1<'ig.25. Bestimmung der öeheinbaren 

1· I' d G h' d' k . (relativen) Windrichtuug an J101'<l eines (le resu treren e "esc Win Ig eIt VI - 2' fahrenden Schiffeö. 

d. i. seine Relativgeschwindigkeit gegen-
üher 2. Die beiden H,elativgeschwindigkeiten V I _ 2 und V2I sind gleich 
groß, aber entgegengesetzt gerichtet. 

Fig.25 gibt die auf diese Weise durchgeführte Feststellwlg der 
scheinbaren Windrichtung auf einem Schiffe. Das Schiff hat die Ge-
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schwintligkeit '1\. E>l fährt VOll Süllen ll<Lch ~onl('n. Der "Vi nd bläst 
aus Ost-Nord-OHt mit der UCHchwindigkeit v2 . Die Windrichtung an 
Bord wird durch Rückwärtsbcwegung deH ganzen Raumes (mitsamt 
dem Winde) um die GeKchwindigkeit - VI bestimmt. - VI und V 2 

gebcn zusammen die Ge>lchwindigkcit V 3 • M<Ln wird an Bord die Emp
findung haben, ab kämc der Wind halb VOll rechts vorn, wie Va zeigt. 

Beispiel :ll. Mit welcher Relativgeschwindigkeit tritt der die feststehenden 
Schaufeln A mit (kr ahsoluten Geschwindigkeit VI durchfließende Wasserstrahl 
in (],i~ mit d(·]' C('~uh windigkeit V2 sich bewegende Rad Rein? Fig. 26. 

Durch Hillzufügung einer Rückwärtsbewegung 
um - 'V2 kann man sich das Rad R zum Still
stande gebracht denken. Der Wasserstrahl tritt 
dann gleichsam aus einer mit - V 2 bewegten 
Röhre aus. Er hat die Geschwindigkeit V gegen
über R. (Nach dieser Geschwindigkeit sind die 
oheren Kanten der Schaufeln in R geneigt.) 

Der Austritt aus dem Laufrad R erfolgt mit 
der Relativgeschwindigkeit v' und der Absolut-

R geschwindigkeit 'Vo V o Resultante von v'und v2 • 

Aus der Zusammensctzbarkeit der Wege 
ist die Zusammensetzbarkeit der Geschwin
digkeiten abgeleitet (siehe S. 25). Aus der 
Zusammensetzbarkeit der Geschwindig
keiten läßt sich die Zusammensetzbarkeit 
der Beschleunigungen ableiten. -u~ 

~- Besitzt ein Körper zwei verschieden 
gerichtete Bewegungen, die beide gleich
förmig beschleunigt sind, so hat er nach 

Fig. 26. Bestimmung der Wasser- t Sekunden die beiden Einzelgeschwindig
bewegungen beim Durchfließen eines keiten VI = PI • t undv2 = P2 • t, sofern 

bewegten Rades (R). 

beide Bewegungen gleichzeitig von der 
Anfangsgeschwindigkeit Null ausgehen. Diese Geschwindigkeiten geben 
vereinigt die resultierende Geschwindigkeit va' Dividiert man die 
Einzelgeschwindigkeiten wie auch ihre Resultante durch die Zeit t, so 
gehen die Einzelgeschwindigkeiten in die Einzelbeschleunigungen PI 

und P2 über, und die resultierende Geschwindigkeit wird in den Wert va: t 
verwandelt, d. h. in die Beschleunigung Pa, welche in t Sekunden Va er
zeugt. Anstatt die Geschwindigkeiten zusammenzusetzen und daraus die 
resultierende Geschwindigkeit zu bestimmen, kann man aus den Be
schleunigungen PI und P2 die resultierende Beschleunigung Pa und aus Pa 
die Geschwindigkeit va = Pa termitteln. 

Zwei Beschleunigungen eines Körpers setzen sich zu
sammen nach dem Parallelogramm der Beschleunigungen. 
Die Einzelbeschle unigungen sind die Parallelogrammsei ten, 
die resultierende Beschleunigung ist die Diagonale. 

Bei einer Bewegung, die aus zwei verschiedenartigen Bewegungen 
- z. B. einer gleichförmigen und einer gleichförmig beschleunigten -
resultiert, ist neben der Bestimmung der Geschwindigkeit in den ein
zelnen Augenblicken die Bestimmung der Bahnkurve wichtig (siehe 
Abb.27). Man ist imstande, jede beliebige Bahnkurve zu erzielen, 
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wenn man zu der in einer I{'ichtung gegebenen Geschwindigkeit eine be
liebige andere und anders gerichtete Geschwindigkeit hinzufügt. VOll 

Bedeutung ist diese Art des Zustandekommens einer beliebig geformten 
Bahn für die Zurückführung der Lehre von den Richtungsällde
rungen der Körper auf die Geschwindigkeitsänderungen der 
Körper und damit auf das Grundgesetz der Physik "Kraft gleich MasRe 
mal Beschleunigung". 

B. Grundgesetze der Physik. 

1. Das Geset~ der Massenbeschleunigung. 

Das Grundgesetz der Physik, auf welchem die ganze 
den Kraftwirkungen ruht, lautet: 

Wirkt auf einen Körper eine Kraft, so ändert sich der 
zustand des Körpers. 

Lehre VOll 

Bewegungs-

Der Bewegungszustand 
eines Körpers ist durch zwei 
Größen bestimmt; erstens 
durch die Bewegungs
ri ch tung lmd zweitens 
durch die Bewegungs
ges ch windigkei t. Es 
kann sich die Kraftwirkung 
demzufolge in drei Formen 
äußern: 

Fig. 27. Herbeiführung einer Richtungsänderung durch 
Hinzukommen einer neuen Geschwindigkeit. 

1. Die Kraft führt eine 
Änderung der Bewegungsrichtung des Körpers herbei. Sie zwingt 
z. B. den Körper seine geradlinige Bewegung, d. i . die Bewegung mit 
unveränderter Bewegungsrichtung, aufzugeben und einer anders ge
richteten Bahn zu folgen. 

2. Die Kraft führt eine Änderung der Beweg ungsgeschwin
dig kei t des Körpers herbei. Sie zwingt ihn z. B. vom Ruhczustand 
in den Bewegungszustand überzugehen oder seine gleichförmige Be
wegung, d. i. die Bewegung mit unveränderter Geschwindigkeit auf
zugeben und eine beschleunigte Bewegung anzunehmen. 

3. Die Kraft führt sowohl eine Änderung der Bewegungsrichtung 
als auch eine Änderung der Bewegungsgeschwindigkeit herbei. 

Das Gesetz für die Änderung der Bewegungsrichtung wird aus dem 
Gesetz für die Ähderung der Bewegungsgeschwindigkeit abgeleitet. Man 
kann die Bewegung auf einer krummlinigen Bahn zurückführen auf die 
Zusammensetzung zweier Bewegungsvorgänge, das Ausweichen eines 
Körpers aus seiner zunächst g eradlinigen Bahn also erklären als die Folge 
einer neu hinzugekommenen zweiten Geschwindigkeit . Durchläuft z. B. 
ein Körper die Bahn. Fig. 27, die sich bei B zu krümmen beginnt, so 
gibt die in diesem Punkte beginnende, durch die Bahnkrümmung er
zwungene zweite GeschwiQ,digkeit eine Erklärung für die Richtungs
änderung. Das Gesetz für dieses Neuhinzukommen der zweiten Be-
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wegung, d. h. für die Änderung cLieser zweiten Be weg ullgsgesch w i n
digkeit (in dieser zweiten Richtung hatte der Körper his dahin die 
Geschwindigkeit Null, dann aber hat er eine von ~ull abweichende 
Geschwindigkeit v2 ), gewinnt so ('leItung für die Erklärung der Rich
tu ng sänclerungen, so daß für heide Arten Bewegungsänderung ei n 
Gesetz der GCfIChwi ndigkeitsänder\lllg genügt. 

Das Grundgesetz der Physik lautet: 

Kraft gleich Masse mal Beschleunigung: 

P=m·p. GI. XX 

Man mißt die Kraft P in Kilogramm, die Beschleunigung p hat den 
Wert mjsec2 • Damit folgt für die Masse aus m= PjpKilogramm durch 
(Meter durch Sekundenquadrat) oder Kilogramm mal Sekundenquadrat 

Kilogramm mal Sekunden 2 •• 
durch Meter.--- ---- ----- ---. Da SICh dIeser Ausdruck zu 

Meter 
unbequem spricht und auch nicht dazu beitragen kann, die Vorstellung 
vom Wesen der Masse zu bessern, spricht man vielfach von Massen
ei nheiten und gibt dafür die Bezeichnung ME. Der Techniker versteht 
unter ME ganz allgemein die auf das Kilogramm als Kraft be
zogene Einheit. Der Physiker bezieht seine Einheiten auf das Gramm. 

Die zahlenmäßige Größe einer Körpermasse wird aus einem Spezial
fall der Gleichung P = m· p abgeleitet. Jeder Körper wird durch die 
Kraft seines Eigengewichts (G) mit der Erdbeschleunigung (g) beschleu
nigt. Es gilt für jeden Körper die Gleichung 

GI. XXI 

m = Gig Masse gleich Gewicht durch Erdbeschleunigung. 
In Wirklichkeit ist nicht das Gewicht eines Körpers das ursprünglich 

Gegebene, sondern die Masse. Die Berechnung des Massenwertes aus 
dem Gewicht stellt die Verhältnisse gewissermaßen auf den Kopf. Ein 
Körper zeigt eine verschiedene Gewichtswirkung, je nachdem man ihn 
unter dem 45. Breitengrade oder am Nordpol wiegt. Sein Gewicht 
ändert sich mit der Änderung seines Abstandes vom Erdmittelpunkt 
und schon eine Nachprüfung. des Gewichtes auf einem hohen Berge 
ergibt eine Abweichung gegenüber dem, was man in der Ebene, am Berg
fuß, mißt. Es ändert sich der Wert g mit der Änderung des Abstandes 
vom Erdmittelpunkt und in der Gleichung G = m . g ist nur der eine 
Wert m unveränderlich und unabhängig von der Lage des Körpers. 
Des,eL ungeachtet rechnet der Techniker so, als sei das Gewicht eine 
feste Eigenschaft des Körpers. 

Beispiel 32. Wel0he Maße besitzt ein Körper von 20 Kilogramm Ge
w:eht? 

G=m. g, m = Gig, 20/9,81 = rund 2ME. 
(Man rechnet in der Technik in der überwiegenden Zahl aller Fälle mit IJ 

rund 10 mJsec2.) 
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Beispiel :3:3. Welch<' B<'f'ehleunigung ,'/'ü,ilt "in" Kraft YOll -W kg "ill"111 Kill"' 
per von 20 kg Gewicht? 

P=rn.p. rn = 

p= 

G = 20 = 'Jl\IE 
fJ 10 - ~, 

40 
2 -~ 20 m/sec2 • 

Bcispiel34. Welche Zugkraft muß cine Lokomotive für die Bpschleulligullg 
ihres eigenen Gewichtes und deR Zuggewichtes im Betrage von insgesamt 4-00 t 
aufwenden, wenn sie mit einer Beschleunigung von 0,15 m/spc" anfahrPll Holl'! 
(Die Lokomotive hat außer der Kraft für die Beschleunigung noch dic Kmft fiil' 
die Überwindung der Bewegungswiderstände aufzuw<,nden): 

400000 
rn = Gig = -10 - = 40000 ME, 

p = 0,15 rr Isec, 

P = rn . p = 40000·0,15 = 6000 kg Zugkraft für die Be~ehleuniguni!. 

Beispiel 35. Ein Straßenbahnwagen soll so anfahren, daß er H Hekund"11 
!lach dem Anfahren die Geschwindigkeit von 3 rn/sec besitzt. \VcIehe Beschleuni
gungskraft ist aufzuwenden, wenn das Wagengewicht 8 t beträgt und der Besehl"u
Iligungsvorgang gleichförmig verläuft? 

8000 
rn = Gig = -lÖ- = 800 ME, 

v = Vo + p. t, Vo = 0, t = H sec, v = 3 m/sec, 

:3 = 0+ p. 6, 

P = rn . p = 800 . 0,5 = 400 kg. 

2. Der Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung. 
Als mechanische Arbcit bezeichnet man das Produkt aus Kraft mal 

Weg länge in der Kraftrichtung. Oder kurz gefaßt: Arbeit gleich Kraft 
mal Weg. 

GI. XXU 

Als Einheit der Kraft das Kilogramm-und als Einheit für die Weg
strecke das Meter eingesetzt, folgt für die Arbeit der Wert: 
Arbeit gleich Meter mal Kilogramm = Meterkilogramm (geschr. mkg). 

Beis pie136. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, wenn er das Gewicht VOll 

2 t um 5 rn hebt? 

A = p. 8 = 2000· 5 = 10000 mk\S = 10000 mkg. 

Die beim Heben einer Last l;Lufgewendete Kraft P ist eine vertikal 
nach oben, dem Gewicht der Last entgegengesetzt gerichtete Kraft. 
Der Weg wird darum in der Vertikalrichtung gemessen. Es kommt 
(Fig.28) bei einem Heben des Körpers von A nach B demgemäß nur 
die Wegstrecke h in Anrechnung und nicht der Gesamtweg 8. Wohl 
spielt auch dieser eine Rolle, insofern eine Verlängerung des Weges eine 
Erhöhung der Arbeitsverluste mit sich bringt. Für die wirklich geleistete 
Nutzarbeit ist nur der in der Kraftrichtung (beim Heben in der 
Vertikalrichtung) z urüc kgelegte Weg einzusetzen. Ob der Kran 
die Last während des Hebens noch hin und her schwenkt, hat für die 
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Nutzleistung nichts zu sagen, dieRe vVegvergrößerullg spielt nur bei der 
Bewertung der Arbeitsverluste eine Rolle. Naturgemäß hat man mehr 
Arbeit aufzuwenden, wenn man nicht gerade hochhebt, wndern noch Reit
lich verschiebt (siehe S. 110 unter Reibung). 

Beispiel 37. Welche Arbeit verrichtet eine Pumpe, wenn sie 2 cbm Wasser 
auf 40 m Höhe pumpt? 

P = 2000 kg, 8 = 40 m, 
A = P <8 = 2000·40 = 80000 mkg. 

(Die Hebung des Wassers erfolgt kaum jemals genau sbllkrecht aufwärts. 
Die Rohrleitung für das WaRser liegt in den meisten Fällen auf einzelnen Teilen 

h 

G 

der Gesamtlänge horizontal. Es werden sich nach 
der Gesamtlänge der Rohrleitung verschieden 
große Verluste ergeben, die neben der wirklichen 
Nutzarbeit mit aufgewendet werden müssen.) 

Die Einzelberechnung aller bei einer 
Arbeitsleistung mitzuleistenden Verluste 
läßt sich nur bei genauer Kenntnis der 
einzelnen Vorgänge durchführen. Die 
Mechanik gibt für diese Berechnungen in 
der Reibungslehre die Grundsätze. Für 
die Beispiele der Arbeitslehre und der 
Leistungslehre muß einstweilen die Zu
sammenfassung der ganzen Ver

lii;:. 28. Heben eines Gewichtes G 1 u s te genügen. Man berechnet die Ge
durch die Kraft P . um die Höhe h. samtheit der Verluste nach dem Werte 

"Wir ku ngsgrad". 
Der Wirkungsgrad ist das Verhältnis zwischen Nutzarbeit und auf

gewendeter Arbeit. Kommt bei einer Arbeitsleistung mit aufgewen
deten 100 mkg nur eine Nutzarbeit von 70 mkg zustande, so beträgt 
der Wirkungsgrad 70/100 = 70%. Man gibt dem Wirkungsgrad den 
Buchstaben '1): 

Nutzal'beit GI. XXIII 
1] = Aufgewendete Äl'beit . 

Beis piel 38. Welche Arbeit ist aufzuwenden, um eine Last von 2 t 5 m hoeh 
zu heben. wenn der Wirkungsgrad der Winde 1) = 40% beträgt? 

Nutzarbeit p. 8 = G . h = 2000 . 5 = 10000 mlqI, 

Nutzarbeit 
'I = Aufgewerdete Arbeit ' 

100PO 
0,40 = Aufgewerdete Arbeit' 

. 10000 
Aufgewendete ArbeIt = ü,4 = 25 000 mkg. 

Bei einer mehrfachen Umwandlung von Arbeit in verschiedenen 
Maschinen hintereinander ist der Wirkungsgrad der einzelnen Maschinen 
'1)1' 1}2' '1)3 durch Multiplikation zum Gesamtwirkungsgrade 1} zu ver
Binigen. Wenn mit 100 aufgewendeten Meterkilogramm in der ersten 
Maschine eine Nutzarbeit von 80 mkg verrichtet wird ('1)1 = 80%) und 



Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung. 33 

die zweite Maschine verwandelt diese 80 mkg weiter mit einem Wir

kungs.'grade von 60%, so kommen schließlich nur 80. 60 = 48 mkg 
100 

heraus. Für den zweiten Umwandlungsvorgang ist die beim ersten 
erzielte Nutzarbeit die aufgewendete Arbeit. 

Gl. XXIV 
Beispiel 39. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, der aus dem Netz an eh·k

trischer Arbeit 2000 mkg aufnimmt, wenn der Elektromotor einen Wirkung~grad 
von 85% und das Triebwerk einen Wirkungsgrad von 30?o beRitzt? 

'7 = '11 • "72 = 0,85 . 0,3 = 0,255 
2000 . 0,255 = 510 mkg • 

(Der Motor gibt an das Triebwerk 2000 . 0,85 = 1700 mkg ab_ Diese 1700 mkg 
sind die Nutzarbeit des Motors und zugleich bilden sie die aufgewendete Arbeit 
für dlts Triebwerk. Aus diesen 1700 mkg Arbeitsaufwendung macht das Triebwerk 
nun die Nutzarbeit von 1700· 0,30 = 510 mkg.) 

Die mechanische Arbeit tritt noch in einer zweiten Form auf. 
Läßt man einen um die Höhe h gehobenen Körper frei faUen, so be
schleunigt er sich unter der Wirkung seines Gewichtes. Die in ihn beim 
Heben um die Höhe h hineingesteckte Arbeit A = G· h geht in eine 
andere :Form über, deren Wert bei verlustlosem Fallvorgange gleich dem 
Wert G· h ist. 

Nach Gleichung XXI 
G=m.g. 

:Nach Gleichung XIII (Endgeschwindigkeit beim Fallen um die 
Höhe h) 

m·v2 

A=-""2-

A = Arbeit mkg, 

v2 
h=~-

2g' 

m = Masse des bewegten Körpers ME, 

m ·v2 

2 

v = Geschwindigkeit des bewegten Körpers m/see. 

GI. XXV 

Beispiel 40. Welche Arbeit steckt in einem Körper von 200 kg Gewicht, 
wenn derselbe die Geschwindigkeit v = 30 rn/sec besitzt? 

cl. m· v2 m = ~ = 200 = 20ME, A =~~ 302 = 9000mkg • 
• = -2-' (/ 10 2 

(Die Geschwindigkeit von 30 rn/sec kann man sich durch einen Fallvorgang 
des Körpers herbeigeführt denken. Es gehört zu dieser Geschwindigkeit die 

__ v2 30 2 ., 
Fallhöhe h, berechnet aus v = 1"2 g h, h = ----- = .- -- = 45 rn. DIe ArbeIt als 

2.(/ 2-10 
G . h berechnet, gibt mit diesem Werte h den gleichen Betrag, nämlich 

A = G - h = 200 . 45 = 9000 mkg.) 

La ud ie n, Mechanik. 3 
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Der Physiker unterscheidet diese beiden Formen der Arbeit mit 
den Bezeichnungen "potentielle Energie" und "kinetische Energie". 
In der Technik ist diese Bezeichnung weniger gebräuchlich, da sie zu 
Verwechslungen führen kann. Der Techniker versteht unter "Energie" 
überhaupt nicht "Arbeit", sondern "Leistung" (s. w. u.). Daneben findet 

m·v2 
sich der Ausdruck "lebendige Kraft" für "A = -2-- " , dessen Fassung 

m·v2 
eine ähnliche Mißdeutung herbeiführen kann. - - ist keine 

2 
Kraft, sondern Arbeit. Kraft sind Kilogramm. Es ist wohl erklärlich, 
daß man die in einem bewegten Körper steckende Arbeit nach der 
Schlagkraft, mit der derselbe beim Auftreffen auf einen stillstehenden 

. Gegenstand zur Wirkung kommt, beurteilt, aber darum ist 'In;~ immer 
noch keine Kraft. m • v2 

Bestimmt man zur Kontrolle die Maßeinheit des Wertes --
aus m und v, so folgt: 2 

Kilogramm. Sekunden2 
m=-~~~~----

Meter 

v = Meter v2 = MeterS 
Sekunde' Sekunden2 ' 

m·v2 Kilogramm. Sekunden2 • Meter2 

Meter· Sekunden2 2 
= Kilogramm. Meter = mkg. 

Beispiel 41. Welche Arbeit steckt in einem Schwungrade von 4t Kranz
gewicht und 30 m/sec Umfangsgeschwindigkeit ? 

(Vereinfachend ist angenommen, daß alle Masseteilchen des Kranzes ein und 
dieselbe Geschwindigkeit v haben, während in Wirkliohkeit die äußersten Massen
teilchen eine höhere GeschWindigkeit haben als die mehr zur Mitte liegenden. Ge
meinschaftlich ist den Masseteilchen nur die Winkelgeschwindigkeit ()). Sie haben 
die verschiedenen Geschwindigkeiten 

VI = ()) . f 1, V2 = OJ ·1"2. 

Die genaue Bestimmung der in einem Schwungkranze steckenden mechanischen 
Arbeit siehe S. 155.) m v2 

4000 
m=--=400ME 

10 

A = ----
2 

400.302 
Ä = --2-- = 180000 mkg • 

Die beiden Formen der Arbeitaufspeicherung können nebenein
ander stehen. Es kann ein Körper sowohl kinetische Energie als auch 
zugleich potentielle Energie enthalten. Ein in 240 m Höhe über dem 
Erdboden befindlicher Körper von 30 kg Gewicht, der eine Geschwin
digkeit von v = 40 m/sec besitzt, enthält eine Arbeit von A = Al + A 2 : 

Al = G • h = 30 . 240 = 7200 mkg 
m·v2 G 402 3.402 

As = -- = -- . - = -- = 2400 mkg 
2 g 2 2 ' 

A = 9600mkg. 
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Diese Summe der Arbeiten kaIm in eine einzige der beiden Formen 
übergeführt werden. Man kann den Wert Al (die potentielle Energie) 
in die Form von A2 (kinetische Energie) verwandeln, indem man den 
Körper aus der Höhe von 240 m frei herabfallen läßt. Man kann auch 
den Betrag A 2 dazu benutzen, um den Abstand h von der Erdoberfläche 
zu erhöhen. Rechnerisch 
führt man diese Umwandlung 
am einfachsten durch, indem 
man sich auf das Gesetz von 
der Erhaltung der Energie 
stützt. Es muß die im Körper 
steckende Arbeit unver
ändert bleiben , wenn die 
Umwandlung verlustlos ist. 
Der Betrag A ist also nur der 
Form nach zu verwandeln, 
seine Gesamtgröße bleibt un
verändert . 

Fig. 29 zeigt links den in 
der Höhe h l befindlichen, mit 
der Geschwindigkeit VI be
wegten Körper. In der Mitte 
den in h2 befindlichen, ruhen

0 -

h 1 

,J,,, "" """",Im""" 
Fig. 29. Verschiedene Lagen und verschiedene Ge· 
schwindigkelten eines Körpers bei Gleichheit der in 

ihm aufgespeicherten Arbeit., 

den Körper, rechts den in der Höhe Null mit V 3 bewegten Körper. Die 
9600 mkg der obigen Rechnung sind bestimmt aus : 

G • hz ~ 9600 = 30 . hz , 

Sie sind 

m· v~ 
2 

ferner gleich: 

3 2 
9600=~ 

2 ' 

V 3 = 80 rn/sec. 

Man bezeichnet eine 
so durchgeführte Rech
nung als Rechnung mit 
der Arbeitsbilanz. Wie 
dem Kaufmann die Bilanz 
aus Kassenbestand, Aus-

Fig.30. Verschiedenheit der Geschwindigkeitsr! chtung 
bei Gleichheit der Geschwindigkeit (G r ö ß e) nach Durch

eilen der gleichen Höhe. 

gaben und Einnahmen in jedem Augenblicke dasselbe Gesamtergebnis 
am Besitz und Schulden ergeben muß, wenn er v e rl u s t los und ver
di e n s t los gearbeitet hat, so muß sich auch bei einem Rechnen nach 
dem Arbeitswert, nach den Meterkilogramm, in jedem Augenblick der 
einmal vorhandene Wert an Meterkilogramm nachweisen lassen. 

Nach der Arbeitsbilanz ergibt sich für das Übergehen eines still
stehenden Körpers aus einer Niveaufläche in eine andere die Geschwindig
keit v nach der Gleichung v = V2g h . Es ist also die Geschwindigkeit V 

vollkommen unabhängig von dem Wege, auf welchem der Körper von 

3* 
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der einen Niveaufläche zu der anderen übergeht. Die Richtung, welche 
der Körper beim Kreuzen der zweiten Fläche hat, ist ohne jeden 

I 
11 

~ { " g 

+-><-<1 Q S i' 

l i' ig . 31. \Veitersclnvingen der Hm 
Kranhaken hängenden Last bei plötz. 
lichem Stillstehen des Aufhänge. 

punktes . 

(J~5000kg 

1!'ig. 32. Umsetzung der kinetischen 
Energie des anf der Trommelwelle 
sitzenden Schwungrades in Lasthebe· 

arbeit. 

Einfluß auf die Größe von v. Der Körper 
tritt in jedem Falle mit der gleichen Ge
schwindigkeit v durch die untere Fläche 
hindurch (Fig.30). 

Ein Bild einer solchen Umwandlung 
der kinetischen Energie in potentielle 
kennzeichnet die Fig.31. Die am Haken 
des Laufkrans hängende Last Q hat die 
Geschwindigkeit v. Hält man plötzlich 
den Kran selbst. an, so schwingt die Kette 
aus, bis der in der Last (und der Kette) 

m. v2 
steckende Betrag - . - in Lasthebearbeit 

2 
umgewandelt ist. Es wird die Last also 
noch soweit schwingen, bis die aus der 

mv2 
Gleichung G· h = - - berechnete Hub-
höhe h erreicht ist. 2 

B e ispiel 42. Um welchen Betrag 
schwingt die Last weiter, wenn der Kran aus 
der Geschwindigkeit von v = 2 rn/sec plötzlich 
zum Stillstand gebracht wird und die freie 
Kettenlänge r = 8 m beträgt? 

m . v2 v2 22 

G . h = --2 - , h = z-:i = 2:10 = + ID. 

(2 r - h) h= 8 2 , 8 2 = 3,16, 

(16 - 0,2) 0,2 = 82 , S = 1,77 m. 

B eispiel 43. Ein mit n = 200 Um
drehungen laufendes Rad von 2,2 t Kranz
gewicht und 3 m Durchmesser (siehe Beispiel 41 ) 
wird dadurch zur Ruhe gebracht, daß es ge
zwungen wird, eine Last von G = 5000 kg zu 
heben. Wie hoch wird das Gewicht gehoben? 
(Fig. 32.) 

Umfangsgeschwindigkeit des Rades: 

v = !!~ .;t"_.~ = 3· r. ·200 = 31 ,4 rn/sec. 
60 60 

Im Rade steckende Arbeit; 

m . v2 2200 31,42 

Al = - ""2- = 1-6-- ' - 2 = 1085OOmkg, 

A 2 = Gh = 5000·h, 

Al = A 2 , 180500 = 5000 . h, 

h=36,1 m. 

Schwankt die Kraft, welche die Arbeit verrichtet, auf den einzelnen 
Teilen des Gesamtweges, so berechnet man die Gesamtarbeit an Hand 
der graphischen Darstellung des Arbeitsvorganges in einem Kraft-Weg-
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Diagramm. Man trägt (Fig. 33) die Kraftgrößen als Ordinaten nach den 
Kraftwegeu (Abszissen) auf. Die Arbeit ist dann durch den Flächen
inhalt des Diagramms dargestellt. Die einzelnen kleinen Trapez ehen , 
in welche sich die Figur teilen läßt, kann man durch Rechtecke von 
mittlerer Höhe ersetzt denken. Diese Rechtecke bilden dann Darstel
lungen von Arbeitsvorgängen mit konstanten Kräften. Ihre Flächen
inhalte sind die Darstellung VOll 

Wegstrecke (Grundlinie des Recht
ecks) mal Kraft (Höhe des Recht
ecks), d.i. von Arbeit 

1\ ·Sl + P2·S2 +P3 · S3 +P4 ·sJ ••• 

So sind denn auch die Trapez
chen Darstellungen der Arbeit 
und der Flächeninhalt der Ge
samtfigur charakterisiert die Ge
samtarbeit. 

W~g 

Der Maßstab der Arbeit wird ]<'ig. 33. Kraft- Weg -Diagramm für eine wech-
selnde Kraftgröße. 

in der gleichen Weise festgestellt, 
wie der Maßstab des W egesim Geschwindigkeit-W eg-Diagramm (siehe S. 8). 
Bedeutet 1 mm Ordinatenhöhe z. B. eine Kraft von 50kg (Kraftrnaßstab 

1 
100 kg = 2 mm) und 1 mm Abszissenlänge einen Weg von 10 m (Weg-

maßstab 1 m = 10 mm), so stellt jeder Quadratmillimeter eine Arbeit von 
1 

50 .1.0 = 5 mkg dar. 

Beispiel 44. Welche Arbeit verrichtet man 
beim Zusammenpressen einer Feder um 58 mm, 
wenn die Zusammenpressung eine von Null 
auf 170 kg stetig steigende Kraft erfordert? 
(Fig. 34.) 

Das Kraft-Weg-Diagramm wird durch -ein 
Dreieck dargestellt, dessen Höhe die End
kraft von 170 kg darstellt und dessen Grundlinie 
den Weg von 58 rnrn kennzeichnet. Der In
halt des Dreiecks ist gleich Grundlinie mal 
Höhe durch 2. Die Arbeit beträgt demgemäß 

1 
0,058 m . 170 kg. 2 = 4,93 rnkg_ Bei einer 

Weg 

Fig. 34. Kraft-Weg - Diagr:1Jmn für 
eine stetig größer werdende Kraft; 

Zusammenspannnng einer Feder. 

Auftragung mit den Maßstäben 1 mm Ordinate-= 10 kg und 1 mm Abszisse gleich 
0,002 m Weg erhält das Diagramm die in Fig. 34 eingetragenen Abmessungen von 
17 mm Höhe und 29 rnm Grundlinie, d. i. von 246,5 qmm Flächeninhalt. Dabei 
bedeutet jeder Quadratmillimeter 10 ·0,002 = 0,02 rnkg Arbeit und so ergibt sich 
das bereits oben ausgerechnete Resultat von 246,5 ·0,002 = 4,93 mkg Arbeit. 

Fig.35 kennzeichnet eine Anwendung des Kraft-Weg-Diagramms 
zur Berechnung des Kraftverlaufs bei einer Arbeitsumwandlung. 

Das Kmft-Weg-Diagramm des Antriebskolbens ist das Rechteck 
ABO D. Mit der konstanten Druckkraft P wird die Arbeit verrichtet 

Al = P . SI = A2 = P • 8 2 = A 3 = P • S3 = A 4 = P • S4 • 
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Die Wegstrecken des Arbeitsstempels ergeben sich aus den Längen der 
Stangen und der -Anordnung des Getriebes zu 8[, 8~, 8~, 8~. Bei einer 
gleichförmigen Bewegung auf diesem Wege würden sich für das Arbeits
diagramm des Stempels die Kräfte P{, P~, P~, P~ berechnen aus: 

Al = Pi' 81> A 2 = p~. 82• Aa = P~ • 83 A 4 = Ps. . 84 

(siehe Fig. 35 rechts unten). Da die Bewegung des Stempels nicht gleich
förmig mit derjenigen des Antriebskolbens verläuft, darf mit konstanten 

Weg-Krojf-Diogromm 
des Stempels 

KrqJf 

Fig. 35. Bestimmung des Kraltverlaufs eines Preßstempels aus der Gleichsetzung des 
auf den einzelnen Wegstrecken aufgewendeten und geleisteten Meterkilogramm. Kolben

arbeit = aufgewendete Arbeit. Stempelarbeit = geleistete Arbeit. 

Werten P{, P~ ... nicht gerechnet werden. Es müssen vielmehr die 
Rechtecke Pi, 8{- p~. 82, . _ in kurvenartig begrenzte Flächen gleichen 
Inhalts umgewandelt werden, um den Verlauf der Stempelkräfte zu 
gewimlen. Fig. 35 zeigt oben im doppelten Maßstabe für die Wege und 
für die Kräfte, d. i. im vierfachen Maßstabe für die Arbeit den Verlauf. 
Die Gleichheit der kleinen schraffierten Eckflächen ist der Beweis für 
die Richtigkeit der Flächenumwandlung. Es steigt die Stempelkraft 
von Pa auf Pe. 

Die Arbeitsaufwendung hat in vielen Fällen zwei verschiedene 
Arbeitsbeträge zu decken, Sie hat einmal eine Arbeit nach P , 8 zu ver-

richten undzugleich einen Wert an m ~v~ herzugeben. Beim Anfahren 

eines Zuges z. B. wird die Lokomotive sowohl für die Überwindung der 
Reibungswiderstände eine gewisse Kraft P aufwenden müssen und 



Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung. 39 

zweitens für die Beschleunigung der Massen, d. i. zur Deckung des Be· 

m· V S • • Z kr ft "b .. B 'd K ft trages---- eIDe geWIsse ug a ausu en mussen. el e rä e zu· 2 . 
sammen geben dann A = PI' 8 + Ps' 8. 

Beispiel 45. Welche Zugkraft hat eine Lokomotive beim Antahren aufzu
wenden, wenn die Bewegungswiderstände 2000 kg betragen und der Zug von 200 t 
Gewicht mit p = 0,5 rn/sec· beschleunigt werden soll? 200000 

Zur Beschleunigung der Massen ist aufzuwenden Pa = m . P = - - --. 0,15 
= 3000 kg. Die Gesamtkraft beträgt P = 2000 + 3000 = 5000 kg_ g 

Beispiel 46. Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Zug von 250 t Ge· 
samtgewicht nach Durchfahren einer Strecke von 2500 m, wenn die Zugkraft der 
Lokomotive 4500 kg beträgt und die Fahrwiderstände für sich eine Zugkraft von 
1800 kg verlangen? 

Für die Beschleunigung bleiben 4500 -1800 = 2700 kg zur Verfügung. 
Sie ergeben eine Beschleunigung p, berechnet aus P = m· p mit 

P 2700·10. 
P = m = 250 000 = 0,108 mIsecI. 

Auf dem Wege von 2500 m wird mit 'P = 0,108 rn/sec die Geschwindigkeit ver
reicht. GI. X ergibt für "0 = 0: 

",. "r 
8 = 2p , 2500 = 2.0,108 ' v2 ... 540, v = 23,2 m/sec. 

(Eine Rechnung nach der Arbeitsbilanz ergibt das gleiche Resultat in ein
fauherer Weise. Die Beschleunigungskraft von 2700 kg verrichtet auf dem Wege 
von 2500 m die Arbeit A = p. 8 = 2700 ·2500 = 6750000 mkg. Diese Arbeit 
wird umgeformt in 

250000 
m = -10 = 25000 ME, 

m· v2 25000 
-2- = -2- • v2 = 6750 000, 

v2 = 540, v = 23,2 rn/sec.) 

Beispiel47. Es ist das Kraft.Zeit.Diagrarum für den aus einer gleichförmig 
beschleunigten, einer gleichförmigen und einer gleichförmig verzögerten Bewegung 
zusammengesetzten Bewegungsvorgang mit folgenden Daten zu zeichnen. Anfangs. 
geschwindigkeit 0, Höchstgeschwindigkeit v = 12 m/sec. Zeit für den Anfahr
vorgang t l = 24 sec, Zeit für die gleichförmige Bewegung tl = 8 sec, Verzögerungs. 
zeit ts "" 16 sec, Zugkraft zur Überwindung der Fahrwiderstände P = 2100 kg, 
Gewicht der bewegten und zu beschleunigenden Teile G = 40 000 kg. 

Für die Beschleunigung ist eine Kraft P = m' PI aufzuwenden. PI berechnet 
sich aus v == Vo + PI • tl mit v =- 12 rn/sec, Vo = 0 und t1 == 24 sec zu 0,5 m/sec I. 

40000 
m =-- = 4000 ME, P = 4000 • 0,5 = 2000 kg. 

g 

Während des Beschleunigungsvorganges sind PI == 2100 + 2000 ... 4100 kg auf. 
zuwenden. Während der gleichförmigen Bewegung sind nur die 2100 kg Fahr· 
widerstand zu überwinden PI = 2100 kg. Während der Verzögerungszeit beträgt 
die Verzögerung Ps berechnet aus v == Vo + pt; 11 =- 0; Vo = 12 rn/sec; ts ... 16 sec: 

12 . 
Ps = -16 =- 0,75 m/sec2• 

Die Verzögerungskraft beträgt P == Ps . m = -0,75· 4000 = - 3000 kg. Da die 
Fahrwiderstände nur 2100 kg erfordern, ist die Gesamtkraft in dieser Periode 
P3 == -3000 + 2100 == -900 kg. Es wird also in dieser Zeit keine Arbeit in 
den Zug hineiJ,lgesteckt (durch die Zugkraft der Lokomotive). Es muß vielmehr 



40 Grundgesetze der Physik. 

Arbeit aus ihm herausgpzogpn wrrclell (durch die Bremsen). So entsteht das 
Diagramm Fig. 36. 

Die in der Zeiteinheit vcrrichtcteArbeit bezeichnet man als Leistung: 

. Arbeit p. s 
LeIstung = r' = -- = L . Gi. XXVI 

Zelt t 

Bei einer Messung der Zeit in Sekunden folgt damit für die Leistung 
der Wert Meterkilogramm durch Sekunden. 

Man schreibt diesen Wert Meterkilogramm pro Sekunde mkgjsec 
(in der Sekunde). 

Bei s pie 1 48. Welche Leistung hat ein Kran, der eine Last von 800 kg 
in 2 Minuten um 15 m hebt? 

P . 8 G . h 800 . 15 
L = ~t-. - = ~t- = 2.60' = 100 mkg(sec. 

Für die technischen Rechnungen ist die Einheit 1 m.kgjsec zu klein. 
Man faßt daher 75 mkgjsec unter dem Namen 1 Pferdestärke zusammen. 

75 mkg/sec = 1 PS. 
Die Anzahl der Pferdestärken bezeichnet man mit dem Buchstaben N 

p·s 
~=75.t . GI. XXVII 

Beispiel49. Welche Leistung hat ein Kran, der in 4 Minuten eh;J.e Last von 
6 t um 12 m zu heben vermag? 

P = G = 6 t = 6000 kg, 8 = 12 111, 

t = 4 Minuten = 4 . 60 = 240 sec. 

~~ G . h 6000 . 12 4 PS (Pi d t .. k ) 
... > ='ifj:T = ~40 = • er es ar en . 

Die Gleichung XXVI und demzufolge auch die Gleichung XXVII 
läßt sich noch in anderer Weise unterteilen, als es die obige Ableitung 
aus Arbeit durch Zeit zeigt. Man kann für diese Gleichungen auch 
schreiben: 

L= (~)(8) Leistung gleich Kraft pro Zeiteinheit mal Weg. 

L = (P) (!-.) Leistung gleich Kraft mal Weg pro Zeiteinheit gleich 
t Kraft mal Geschwindigkeit. 

p·v 
L=-P·v, N="'"75' 

Bei spiel 50. Welche Leistung hat eine Pumpe, die 27 cbm Wasser pro Stunde 
auf 12 m Höhe hebt? 

P = 27000 kg t = 1 St. = 3600 sec, 

P /t = 27000/3600 = 75 k'g/sec. (Kraft pro Zeiteinheit), 

• p. 8 12 
1'1 = t. 75 = 75· 75 = 12 PS. 
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Beispiel 51. Welche Leistung hat ein Windwcrk, das 9000 kg 11m 15 m 
pro Minute hebt? 

P = 9000 kg, 8/t = 15 m/60 sec = 0,25 m/,,('c = v. 

N = P . 8/t . 1/75 = p. v . 1(75 = 90°°7'5°,25 ~~ HO })S. 

Auch bei der Berechnung einer Leistung faßt man die auftretenden 
Verluste zusammen und berechnet sie zahlenmäßig unter Einführung 
des Begriffes "Wirkungsgrad". Wirkungsgrad gleich Nutzleü;tung durch 
aufgewendete Leistung. Es ist diese Gleichung mit der Gleichung XXIII 
identisch. Es bedarf nur der Erweiterung des Bruches Wirkungs-

grad = _L_I _ mit t, um aus den Werten L die entsprechenden Werte A 
L 2 

zu machen , da A = L· t ist. 
Al. A 2 

t t' 

Beis piel52. Welche Leistung gibt eine Pumpe ab, wenn der sie treibende 
Elektromotor an elektrischer Arbeit 14 PS aus dem Netz zieht und der Wirkungs. 
grad des Motors '11 = 90%, der des Triebwerks 'fJ2 = 95% und derjenige der Pumpe 
'Ja = 80% beträgt? 

'1 = 'fJl • '/2 . '13 (GI. XXIV) = 0,9 . 0,95 . 0,8 = 0,684, 
Aufgewendete Leistung = ] 4 PS, 

Nutzleistung = 14·0,684= 9,576 PS. 
Beispiel 53. Welche Leistung nimmt"ein Elektromotor aus dem Netz, wenn 

er eine Pumpe treibt, die in der Stunde 24 cbm Wasser auf 27 m Höhe hebt, wenn 
d<'r Wirkungsgrad der ganzen Übertragung (umfassend die Wirkungsgrade des 
Motors, des Triebwerks und der Pumpe) 60% beträgt. 

. p . 8 24000 . 27 
NutzleIstung N = ~ =-75. 3600 = 24 PS. 

Af dtL ·t 24 401)S u gewen e e eis uug 0,6 - = • 

Beis pie154.Welche Leistung 
gibt eine Transmission an eine 
Pumpe ab, welche bei jeder Um
drehung 6 I Wasser verdrängt, 
wenn die Umdrehungszahl der 
Pumpe n = 120 beträgt und die 
Druckhöhe der Pumpe 48 mist? 
Der Wirkungsgrad der Pumpe ist 
mit 64% anzusetzen. 

In einer Umdrehung wird 
die Arbeit A = G . h = 6 . 48 
= 288 mkg verrichtet. In den 
120 Umdrehungen werden 120·288 
= 34 560 mkg geleistet, d. i. 
die Leistung in einer Minute. 
Die auf die Sekunde bezogene 
Leistung beträgt 34 560 : 60 
= 576 mkgjsec bzw. 7,68 PS 
:Nutzleistung. Aus der Transmission 
= 7,68/0,64 = 12 PS. 

Flg. 36. Kraft-Zelt-Diagramm für einen Bewegungs
vorgang, der sich aus einer gleichförmig beschleunig
ten, einer gleichförmigen und einer gleichförmig ver-

zögerten Bewegung zusammensetzt. 

werden abgegeben: aufgewendete Leistung 
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Für die graphische Auftragung des Leistungsverlaufs wählt man 
Leistung-Zeit-Diagramm, das aus dem Kraft-Zeit-Diagramm und 

dem Geschwindigkeit-Zeit
Diagramm berechnet wird. 

Fig. 37. Geschwlndlgkeit-Zelt-Diagramm. 

50000 mlrg,;SeK 

f 

Fig. 38. Lelstung·Zelt-Diagramm für das Kraft-Zeit
Diagramm der Figur 36 und das Geschwindigkeit-Zeit

Diagramm der Figur 37 (s. Beispiel 47). 

Ist für einen Leistungs
vorgang das in Fig. 36 dar
gestellte Kraft -Zeit - Dia
gramm und das in Fig. 37 
dargestellte Geschwindig
keit -Zeit - Diagramm ge
geben, so berechnen sich 
die einzelnen Leistungen 
nach L = P . v aus den 
Produkten der zu gleichen 
Zeitpunkten gehörenden 
Ordinaten der beiden Dia
~ramme. Es herrscht z. B. 
nach Ablauf der Zeit von 
t = 5 Sekunden die Ge
schwindigkeit v und es ist 
mit dieser Geschwindig
keit die Kraft P auszu
üben. Dann ist in diesem 
Augenblicke die Leistung 
L = p. v mkg/sec auf
zuwenden. Diese Auf
tragung zeigt die Fig. 38. 

5000 
kg 

Fig. 39. Schematische Dar
stellung einer Fördermaschine. 

Beispiel 55. Es ist das Leistungsdiagramm 
einer Fördermaschine der durch das Schema nach 
Fig. 39 gekennzeichneten Bauart für folgende Daten zu 
berechnen: 

Gesamtgewicht der zu beschleunigenden Massen 
G = 20 000 kg. 

Zu hebende Nutzlast Q = 2000 kg. 
(Es geht die leere Schale von 3000 kg Gewicht 

herunter und die volle von 2000 + 3000 kg Gewicht 
muß gehoben werden.) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
nach Fig. 40. (Fig. 40 ist mit den Fig. 15 und 16 
identisch. Es gelten die Geschwindigkeitsdaten von 
S. 23 für dieses Beispiel.) 

Es bestimmen sich aus aem Geschwindigkeits
diagramm die Beschleunigungen. 

Die Beschleunigung während der ersten 
Periode ist PI = 0,133 rn/sec berechnet aus 
va = 0, VI = 0,4 rn/sec, tl = 3 sec. Für die 
zweite Periode berechnet sich P2 aus 

VI = 0,4 rn/sec, V 2 = 5,85 rn/sec, t2 = 5,7 sec, 

5,85 - 0,4 / 2 
= 0,956 m sec, 

5,7 
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_ 10 mhek 

.g-
I 

Fig. 40. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit·Diagramme für gleichföndg 
beschleunigte bzw. verzögerte Bewegungen. 

8,6 - 5,85 
P3 = 7 ~ - = 0,368 mJsec2, 

,;) 

; 8,3 - 8,8 2 
Ps = ----- = - 0 217 rn/sec 2,3' , 

0,35 - 2,1 
P7 = - - - = - 0 461 mJsec2 

38 ' , 
, t o 

Für die Be
schleunigung der 
Massen sind daher 
die Kräfte auf
zuwenden: 

P1=m'Pl 
=20000·0,133 
= 266 kg, 

P2 = m· P2 
= 2000 . 0,956 
= 1912 kg. 

P3 = 736kg, 

P 4 = 80 kg, 

Ps = -434 kg, 

Ps = -1796kg, 

P7 = -922kg, 

Ps = -250 kg. 

8,8 - 8,6 . 
P =- - -- = 0 04 m/sec2 

4 5 ' , 

2,1- 8,3 
Ps = 6 9 = - 0,898 mJsec2, , 

0-0,35 
Ps = - -28- = - 0,125 m/sec2• 

Fig. 41. Krun-Zeil' Diullramm IIIr 
die In I!' jgur 39 echcmatiscll dur· 
~CSLe1lt8 Föruermaschlne mit d~D 
Zahlendetcn des B I plel. 45 und 
dnsGc. ehwlndlgkell.Zell·Dlugrlllllm 
der Figur 40. (Die ""'geZ,,"PII6 
"Fil(ur cnt prlcht der I:CkllicktNl 
I .inie. die si r icl lJlUnktieflc ,Ier 

glut!en Ku rve der b' lgur 40.) 
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Zu diesen Beschleunigungskräften 
hinzu. So folgt das die Lasthehekraft 

kommt <lie Last von 2000 kg 
und die Beschlennigungskräfte 

zusammenfassende Kraft
Zeit-Diagramm der Fig. 4l. 

Fig. 42. Leistung-Zeit - Diagramm für das Kraft-Zeit
Diagramm (strichpunktiert) der }"igur 41 und das Ge
schwindigkeit-Zeit-Diagramm (glatte Kurve) der Figur 40. 

Die Multiplikation der 
Ordinaten dieses Diagramms 
mit denen des Geschwindig
keit -Zeit -Diagramms nach 
Fig . 40 ergibt das Leistung
Zeit-Diagramm der Fig. 42. 
(Für den Punkt nach der 
Zeit to z. B. beträgt Last
hebekraft + Beschleunigungs-
kraft Po uml die Geschwindig
keit vo' Daraus folgt die 
Leistung L = Po' Vo mkgjsec. 
Da die scharfkantige Gestalt 
der Fig. 41 dem vereinfachten 

Geschwindigkeitsverlauf nach Fig. 40 entspricht, hat man entsprechende 
Abrundungen vorzusehen. Man wird durch weitergehende Unterteilung 
der Geschwindigkeitskurve von vornherein eine bessere Anpassung an 
die Wirklichkeit zu erzielen suchen.) 

c. Die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften. 
Eine Kraft ist bestimmt durch 3 Daten 

Lage, Größe, Richtung. 
Die Größe der Kraft wird in Kilogramm oder Tonnen angegeben. Die 

Lage und die Richtung werden entweder in einer Zeichnung festgelegt 
oder durch die Angabe des Neigungswinkels 
und des Angriffspunktes der Kraft be
stimmt. (Bezüglich des Angriffspunktes siehe 
weiter unten.) Bei der zeichnerischen Dar
stellung einer Kraft wird auch die Kraft
größe zeichnerisch dargestellt. Die Länge 
der Strecke, zu deren Auswertung ein Maß
stab z. B. 1 mm = 5 kg gegeben ist, stellt 
die Kraftgröße dar. 

So entspricht die in Fig. 43 aufgetragene 
Strecke A - B von 40 mm Länge bei einem 
Maßstab von 1 mm = 2 kg einer Kraft von 
80 kg, die unter 45 0 nach rechts oben gerich -
tet ist und im Punkte A am Körper K an
greift. 

Die Bestimmung der Wirkung mehrerer 
auf einen Körper wirkender Kräfte verein

facht sich in vielen Fällen, wenn man die Kräfte zu einer einzigen Kraft 
zusammenfaßt, deren Wirkung gleich der der Summe der Wirkungen 

Fig. 43. Darstellung einer Kraft 
von 80 kg im Maßstabe 1 kg = '" mm, 
die am Körper K im Punkte A an
greift mit der Richtung von 45 0 

nach rechts oben. 
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der einzelnen Kräfte ist. In anderen Fällen kann die Zerlegung eincr 
Kraft in mehrere Einzelkräfte für den Rechnungsvorgang von Vorteil sein. 
Man wird z. B. dann eine Kraft zerlegen, wenn es sich darum handelt, 
die Wirkung der Kraft nach verschiedenen Richtungen zu bestimmen. 

So hat man der ganzen Lehre von den Kraftwirkungen ein Kapitel 
über die Zusammensetzung und die Zerlegung von Kräften voranzu
stellen. 

Zwei gleichgeneigte, am glei
chen Punkte angreifende ent
gegengesetzt gerichtete Kräfte 
heben sich in ihrer Wirkung auf. 
Greifen (Fig. 44) die zweI Kräfte 
+ P und - P am Körper K an, 

... +P cb -p 

so ist ihre Wirkung gleich Null. ]'ig.44. Darstellung zweier sich in ihrer Wir-
kung aufhebender Kräfte + P und -Po 

(Vielfach fügt man zu einer Reihe 
gegebener Kräfte derartige sich gegenseitig aufhebende Hilfskräfte hin
zu, um die Zusammenfassung der gegebenen Kräfte zu erleichtern. Die 
Gesamtwirkung wird dadurch nicht beeinflußt.) 

Die Zusammensetzung mehrerer nicht paralleler Kräfte zu einer 
Resultanten, d. h. zu einer Kraft, deren Wirkung gleich der Summe 
der Wirkungen der durch sie ersetzten Kräfte ist, erfolgt nach dem 
Parallelogramm. 

1. Beweis für den Satz vom Parallelogramm der Kräfte. 
Nach S. 28 lassen sich die zwei Beschleunigungen PI und P2' welche 

ein Körper K erfährt, ersetzen durch die Beschleunigung P3' welche 
nach Größe und Richtung durch die 
Diagonale in dem aus PI und P2 ge
hildeten Parallelogramm bestimmt 
ist. PI und P2 sind nach dem Ge
setze von der Massenbeschleunigung 
hervorgerufen durch die Kräfte PI 
und P 2 , PI = ml • PI' P 2 = m 2 • P2' 
Das für die Vereinigung der Folgen 
(der Beschleunigungen PI und P2) 

8 o 

geltende Gesetz gilt auch für die l<'ig.45. Zusammensetzung zweier Kräfte 
Vereinigung der Ursachen, d. h. der P 1 und P , zur Resultanten p, - Parallelo· 

gramm der Kräfte. 
Beschleunigungskräfte PI und P 2 • 

Es sind auch die Kräfte PI und P 2 nach dem Parallelogrammgesetz zu
sammenzusetzen. 

Die Fig. 45 stellt in den Längen A B = 20 mm und A G = 30 m 
die Beschleunigungen PI und P2 mit 2 m/sec2 und 3 m/sec2 dar, welche 
zusammengesetzt die resultierende Beschleunigung P3 = 4 m/sec2 

(AD = 40 mm) ergeben. Bei einem Körper von m = 5 Masseneinheiten 
betragen die Kräfte PI = 5·2 = 10 und P2 = 5·3 = 15 kg. Der 
Kraftmaßstab bestimmt sich auch AB = 10 kg = 20 mm (AG = 15 kg 

I 
= 30 mm) mit I kg = 2 mm oder 1 mm = -- kg. 

2 
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Die resultierende Kraft dargestellt durch die 40 mm lange Strecke 
A D beträgt demnach 40 . 0,5 = 20 kg. Das entspricht der ermittelten 
resultierenden Beschleunigung Pa = 4 m/sec2 ; Pa = m· Pa = 5 ·4 = 20 kg. 

Man setzt zwei im gleichen Punkte angreifende Kräfte 
zusammen, indem man aus ihnen ein Parallelogramm 
bildet. Die Diagonale des ParallelogrammE. stellt nach Lage, 
Größe und Richtung die Resultante dar. 

2. Methoden für die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften. 
s) Graphische Methode der Kräftezusammensetzung. 

(X) Die Kräfte haben den gleichen Angriffspunkt. Die 
Fig.45 kennzeichnet die Zusammensetzung der Kräfte auf zeichne-

C rischem Wege, d. i. in einem 
'f------~ Kräfteplan. Bei einer Zu

Fig.46. Zusammensetzung der 5 Kräfte P , . .• Po. die 
alle am Punkt A angreifen. zur Resultanten R nach dem 

Satz vom Parallelogramm der Kräfte. 

sammensetzung von mehr 
als zwei Kräften vereinigt 
man nacheinander Kraft PI 
mit Kraft P 2 zur Resul
tante RI - 2 , dann Resul
tante RI - 2 mit Kraft P 3 

zur Resultante RI - 2 - 3 , 

dann Resultante RI - 2 - a 
mit Kraft P4 zur Resul
tante RI - 2 - 3 - 4 usw. 

Fig. 46 stellt in der 
Strecke AF = R die Resul
tante der Kräfte PI' P 2 , 

P 3 , P4 , P 5 nachLage, Größe 
und Richtung in dem für die Auftragung von PI' P 2 , P 3 , P 4 , Pr, ge
wählten Maßstabe dar. Die Zeichenarbeit für die graphische Zusammen-

F 

8';::-__ =--_~C setzung kann wesentlich verein-
~ facht werden.. Es bedarf nicht der 

~ Aufzeichnung der vollständigen 
Parallelogramme. Die Diagonale 
AD des Parallelogramms Fig.45 

o ist zugleich die dritte Seite eines 
aus den Strecken A Bund B D = PI 
und P 2 gebildeten Dreiecks ABD. 
Es genügt danach zu ihrer Er
mittlung das Aneinanderreihen der 
Kräfte PI und P 2 • Die SchI uß
linie des Dreieckes stellt die 
Resultante dar. 

Fig. 47. Zusammensetzung der 5 Kräfte aus 
Figur 46 durch Hintereinanderreihen. In glei eher Weise ist in Fig. 47 

die der Fig. 46 entsprechende Kon
struktion der Resultanteu aus den Kräften PI' P 2 , Pa, P 4 , P 5 durch
geführt. Es sind die Kräfte PI bis P 5 aneinandergereiht. Die Schluß-
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linie vom Ausgangspunkte A von PI zum 
Endpunkte F von P 5 stellt die Resultante R 
dar. Die Reihenfolge der Aneinanderreihung 
ist ohne Einfluß. Fig.48 kennzeichnet eine 
andere Reihenfolge. Man kommt, wie man 
auch die Strecken, welche die Kräfte dar
stellen, aneinanderfügt, stets zum gleichen 
Endpunkte. 

Fällt der Endp'unkt der letzten Kraft mit 
dem Ausgangspunkt der ersten zusammen, 
so ist die Resultante gleich Null. Man 
spricht dann von einem geschlossenen Kräfte
plan. 

Fig.49 zeigt einen geschlossenen Kräfte
plan. Die Resultante der drei Kräfte PI' P 2 

und P3 ist gleich Null. Die Aneinanderreihung 

Fig. 4S. Zusammensetzung 
der 5 Kräfte aus Figur 46 durch 
Hintereinanderrelhen. (Andere 
Reihenfolge als in Figur 47.) 

im Linienzuge ABO D führt nach A. A und D, der Aus
gangspunkt und der Endpunkt, sind ein und derselbe Punkt. 

Beispiel 56. Mit welcher Kraft wird der 
Dampfer D von den 3 Schleppern 1, 2, 3 ge
zogen, wenn die Trossen die in der Fig. 50 ge
kennzeichneten Richtungen haben und die Zug
kräfte P 1 = 1500 kg, P 2 = 2000 kg. und 
P 3 = 1000 kg betragen. 

Kräftemaßstab I mm = 50 kg. 
Die einzelnen Kräfte werden dargestellt 

durch die Längen a b = 20 mm, a c = 40 mm 
und a d = 30 mm. Diese Längen in Parallelo
grammen zusammengesetzt, ergeben eine Resul
tante von der Länge von 85 mm. Die resul
tierende Kraft beträgt 85 . 50 = 4250 kg. 

8 

Fig. 49. Zusammensetzung von 3 
in A angreifenden Kräften P" P 2 

und Ps, die eine Resultante gleich 
Null ergeben. 

ß)Die Kräfte greifen an verschie
denen Punkten des Körpers an. Für 
die Zusammensetzung mehrerer an verschie
denen Punkten des Körpers angreifender 
Kräfte verlegt man den Angriffspunkt in der Richtung der Kraft nach 
vorwärts oder rückwärts. Es bleibt für die Wirkung der Kraft P auf 

__ --C~ 3> _ .... .,.,...-
.. 1Q!JO~.-- -- e 

h ~"-- L o a~==-~~~: ... -- .c~i?-:''1"i5o.i?~~~ 2> 
----- -------E± 1 > 
Fig. 50. Zusammensetzung von 3 Kräften, p,. P2 und P" zu R. (Beispiel 56.) 

einen Körper von genügender Festigkeit ohne Einfluß, ob dieselbe 
(Fig. 51) in A, B oder sonstwo auf ihrer Richtungslinie angreift. Ihr 
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Fig. 51. .\lIgrilf'IJUnld L1l1d Angriffslinie einer KrafL 

Angriffspunkt spielt wohl eine 
Rolle bei der Festigkeits
rechnung des Körpers. Für die 
Ermittlung der Kraftwirkung 
ist er gleichgültig. Die Kraft 
beschleunigt in jedem Falle den 
Körper auf derselben Bahn, 
d. h. auf der eigenen Richtungs-

linie , und zwar mit derselben Beschleunigung p = Pjm. Nur daß bei 
ihrem Angriff in A die Zugfestigkeit des ganzen Körpers in Anspruch 

genommen wird, während bei einem 
Angriff in B der vordere Teil 
zwischen BA keine Belastung er
fährt, unterscheidet diese beiden 

!-\.:---~........;~~~B Fälle. (Über die Stabilität eines 
Körpers bei Verlegung des Angriffs
punktes s. S. 108.) Für die Fest
legung der Lage einer Kraft ist also 
nicht der Angriffspunkt zu be
stimmen, sondern nur die Angriffs
linie. 

Die Zusammensetzung der in 
Fig. 52. Zusammensetzung zweier an ver- A und D angreifenden Kräfte PI 
schiedenen Punkten (D und A) eines Körpers 

angreifender Kräfte p, und P,. und P 2 zur Resultanten R I _ 2 zeigt 
Fig_ 52_ Die Kräfte bzw. die sie 

darstellenden Strecken AB und DE sind zum Schnittpunkt ihrer Rich
tungen zurückverlegt_ Es sind von F aus die Längen FG = AB und 

F H = DE erneut aufgetragen_ Die 
Resultante RI - 2 von FG und F H 
ist zugleich die Resultante von AB 
und DE. 

Die Zusammensetzung von drei 
oder mehr Kräften kennzeichnet die 
Fig_ 53_ Aus PI und P 2 wird nach 
Verlegung derselben zum Schnitt
punkt der Richtungen A die Resul
tante R I _ 2 gewonnen_ Diese zum 
Schnittpunkte B mit der Kraft
richtung von P 3 zurückverlegt, er
gibt bei der Zusammensetzung mit 
P3 die Resultante RI - 2 - 3 • 

Fig_ 53_ Zusammensetzung dreier an ver- Zur Erleichterung der Zusammen-
schiedenen Puukten eines Körpers angreifen- f d-

der Kräfte_ setzung von solchen Krä ten, Ie 

gleichgerichtet oder fast gleich
gerichtet sind, deren Richtungen sich demzufolge in einem PlJ.Ilkte 
schneiden, der weit herausfällt, wendet man einen Kunstgriff an. Man 
fügt zwei Kräfte, die sich gegenseitig aufheben und demzufolge ohne 
Einfluß auf das Resultat bleiben, hinzu_ Durch die Vereinigung je einer 
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dieser zwei Hilfskräfte mit je 
ciner der beiden gegebenen 
Kräfte, werden Resultanten 
erzeugt, deren Schnittpunkt 
bequemer liegt. 

Fig. 54 zeigt die Zusammen
setzung der Kräfte PI und P 2 • 

Als Hilfskräfte sind die 
KräfteHI und H2 (Hl heht Hz 
auf; H I und H 2 sind gleich 
groß, entgegengesetzt gerichtet 
und in die gleiche Linie fallend) 
hinzugefügt. Die Richtungen 
der Resultanten RI und Rz 
schneiden- sich in A. Von A 
erneut aufgetragen ergeben R I 

und R2 die Resultante RI - 2 • 

Fig. 54. Zusammensetzung zweier Kräfte 1', und 
1', zur Resultanten R durch Hinzufügung zweier sich 

gegenseitig aufhebender Hilfskräfte B, und Il,. 

y) Das Kräftepaar. Die Vereinigung 
von zwei Kräften PI und P z wird undurch
führbar, wenn die mit den Hilfskräften H I Hz 
gewonnenen Resultanten RI und Rz -sich 
nicht schneiden, d. h. wenn sie parallel 
liegen. Dieser Fall tritt ein, sobald die zu 
vereinigenden Kräfte PI P z gleich groß und 
entgegengesetzt gerichtet sind und nicht in 
eine Linie fallen. Solche Kräfte bilden ein 
Kräftepaar (Fig.55). 

Ein Kräftepaar ist gebildet aus 
zwei gleich großen ent
gegengesetzt gerichteten 
und nicht in ei ne Li nie 
fallenden Kräften. 

Fig. 55. Kräftepaar 1', -1',. 

r 
8 

Fügt man zu einem Kräfte
paar zwei beliebige sich gegen
seitig aufhebende Kräfte hinzu, 
so verwandelt man damit das 
Kräftepaar in ein anderes. Es 
geht (Fig. 56) das Kräftepaar 
+P111-P1 über in das Kräfte
paar + R I 11- RI beim Hinzu
fügen der Kräfte + Z und - Z . 
Es läßt sich durch Hinzufügen 
zweier anderer sich zu Null er
gänzender Kräfte + Hund-H 
indasKräftepaar+MII' -MJ 

überführen usw. Gemeinschaft
lich ist allen diesen drei Kräfte-

Fig. 56. Umwandlung eines Kräftepaares + P,l - p, 
In andere dnrch Hinzufügnng sich gegenseitig auf

hebender Hilfskräfte (+ Z, - Z oder + B. - B)_ 

La u die n. Mechanik, 4 
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paaren erstens der Drehsinn. Demgemäß gehört zur Festlegung (les 
Wertes eines Kräftepaares der Drehsinn desselben. Man charakterisiert 
denselben durch ein Pluszeichen, wenn er im Uhrzeigersinne, wirkt und 
durch ein Minuszeichen, wenn er entgegengesetzte Richtung hat. Die 
Kräftepaare PIPI ! RIRI i M1MI haben positiven Drehsinn. Zweitens ist 
bei den drei Kräftepaaren das Moment gleich, d. i. das Produkt aus 

Kraftgröße mal Abstand von 
der Gegenkraft. Es beträgt das
selbe in den drei Fällen 
PI ,·a = RI ' b = MI' C. Aus 
der Gleichheit der Flächeninhalte 
des Rechtecks ABOD und des 
Parallelogramms CD E F - sie 

PJ haben die gleiche Grundlinie CD 
+--~-...;....:~_ .. - und die gleiche Höhe h - folgt die 1 Gleichheit von PI' a und RI ' b . • IJ PI ist die andere Rechteck-

Fig. 57. Drei gleichwertige Kräftepaare. Md,; seite, a die andere Höhe; RI ist 
+P,· a; Md,; +P" b ; Md,; +P3 • c. die andere Parallelogrammseite, 

b die andere Höhe. 
Ein Kräftepaar ist bestimmt durch zwei Angaben: 

durch die Größe des Momentes (Kraftgröße mal Abstand zur 
Gegenkraft) und den Drehsinn (+ im Uhrzeigersinne drehend,-ent
gegengesetzt dem Uhrzeigersinne drehend). 

Dem Moment gibt man den Buchstaben M 
oder Md: 

Md=P·a. GI. XXVIII 

Md Moment eines Kraftpaares. kg X cm, 
gesprochen Kilogramm mal Zentimeter: 

P = Kraft kg, 
a = Hebelarm cm. 

(Man rechnet auch mit a in mm oder m. "'10 
s, es sich darum handelt, das Drehmoment in Arbeit 

.l.-_~'"+1*t--__ (mkg) zu verwandeln, muß man mit kg X m . 
rechnen.) Die Gleichheit "kg mal m" für den 

Fig. 58. Wirkung eines Begriff, ,Arbeit" und den Begriff "Drehmoment", 
Kräftepaares p,. P,aufelnen 
um A drehbaren Hebel H. die etwas durchaus Ver.3chiedenes bedeuten, er-

klärt sich aus der Verschiedenheit der Richtung 
der "Kilogramm" zur Meßrichtung der "Meter". Arbeit ist Kilogramm 
mal "in der Kraftrichtung" gemessener Meterzahl. Drehmoment 
ist Kilogramm mal "senkrecht zur Kraftrichtung" gemessener 
MetErzahl. 

Verschiebt man ein Kräftepaar nach der bei Fig.52 für die Ver
schiebung einer Einzelkraft erklärten Art und Weise, so ergibt sich die 
völlige Freiheit der Lage eines Kräftepaares. Es ist das Kräftepaar P IP I 
(Fig. 57) gleich dem Kräftepaar P2 P 2 , Pa Pa usw., sofern alle das gleiche 
Moment haben, d. h. PI' a = P2' b = P 3 • eist. 
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Dem technisch Denkenden fällt es schwer, die im Obigen bewiesene 
}1'reihei t der Lage eines Kräftepaares zuzugestehen. Er verbindet 
mit einem Kräftepaar unbedingt die Vorstellung der Drehung um einen 
zwischen den Kräften liegenden Punkt. 
Das Kräftepaar PIPI (Fig.57), das ihm 
einen anderen Drehpunkt festzulegen 
Hcheint als das Kräftepaar P 2 P 2' d. h. 
einen zwischen PI und P 1 liegenden Dreh
punkt, will ihm anderswertig erscheinen. 
Dieses Gefühl des Technikers beruht auf 
einer durch die technischen Formen der 
Maschinen hervorgerufenen Täuschung. 
Unmittelbar gegebene Kräfte
paare, wie sie die Fig. 57 darstellt, sind 
in der Technik äußerst selten. 
Man legt in der Technik, wenn man " 
überhaupt ein Kräftepaar verwendet, das- ' ..9-1 

selbe um den Drehpunkt oder mit anderen '"'-
Worten, man ordnet den Drehpunkt Fig.59. Wirkung eines KräftepaareR 
zwischen den Kräften an, z. B. den Dreh- T,. T, anf einen Hebel mit festem 

Drehpunkt. 
punkt eines Handrades in dessen Mitte. 

Im übrigen wird in den meisten technischen Konstruktionen die 
Drehbewegung eines Körpers nicht durch ein unmittelbar gegebenes 
Kräftepaar herbeigeführt, sondern durch eine einzelne Kraft. 

Zur Erläuterung des Obigen dienen die Fig. 58 und 59. An dem auf 
der WeIle A aufgekeilten Hebel H greifen f} 
die ein Kräftepaar bildenden Kräfte PI 
und P 2 an. Ihr Moment ist p. a. Im 
Drehpunkt sind zwei sich gegenseitig auf
hebende Hilfskräfte SI' S2 hinzugefügt, 
welche den gegebenen Kräften PI P 2 

gleich (groß) und gleichgerichtet sind. 
Diese hinzugefügten Kräfte bilden mit 
den gegebenen Kräften zusammen die 
zwei neuen Kräftepaare PI' SI und P 2, S2. 
Die Momente dieser Kräftepaare betragen 
+ P 2 (a + b) und -PI(b). Das ist in 
Summa p. a. Nimmt man (Fig. 59) ein 
anderes Kräftepaar an, dessen Moment 
T . c dem Momente p. ades Kräfte
paares der 1<'ig. 58 gleich ist, so ergibt 
sich dasselbe Resultat. Die zwei neuen 
Hilfskräfte QIQ2 von gleicher Größe 

}l'ig. 60. Zustandekommeu eines Dreh
momentes an einem drehbaren Hebel bei 
Belastung desselben durch eine Einzel-

kraft P,. 

und gleicher Richtung wie Tl und T 2 ergeben mit den Kräften '1\T2 zu
sammen die Momente + T 2(d + c) und -TI(d). Ihre Summe ist 
T·c=P·a. 

Fig. 60 zeigt das Zustandekommen eines Drehmomentes, das ist 
eines Kräftepaares in der Art und Weise der Technik. Der um A dreh-

4* 
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bare Hebel H wird durch die Einzelkraft PI belastet und kann eine 
Bewegung in der Richtung PI nicht machen, da seine Welle nur di{~ 
Drehbewegung um A freigibt. Der infolge der Wirkung von PI auf
tretende Lagerstützdruck P 2 hält die \Velle fest. Diese Stützkraft P 2 

bildet mit der gegebenen Einzelkraft PI zusammen ein Kräftepaar 
vom Momente p. a. (über das Zustandekommen von P2 siehe Seite 104.) 

Im Sinne dieser Art der Kräftepaarentstehung aus einer an einem 
drehbaren Körper angreifenden Einzelkraft spricht man vom stati
schen Moment einer Kraft. Es ist das statische Moment eine!' Kraft 
gleich dem Momente des Kräftepaares, das von ihm selbst erzeugt wird. 
Es ist gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. Das statische Mo
ment der Kraft PI in Fig.60 ist M = PI· a. 

Statisches Moment GI. XXIX 
gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. 

Die Zusammensetzung von zwei Kräftepaaren ergibt ein resultieren
des Kräftepaar, dessen Moment gleich der Summe der Momente der 
Einzelkräftepaare ist (Fig. 61). Die gegebenen Kräftepaare 8 18 2 11 PI P 2 sind 
zu dem Kräftepaar R I R2 vereinigt, durch Vereinigung von 8 2 und P2 

zu R2 und von 8 1 und PI zu RI . Das Moment R· c ist dargestellt 
durch den Flächeninhalt des Parallelogramms 1375, dessen eine Seite 
(57) gleich R ist und dessen Höhe c beträgt. Dieses Parallelogramm zer
fällt in die zwei gleichen Dreiecke 3 75 und 3 1 5. Der Inhalt von 3 7 5 ist 
gleich der Summe der Inhalte der Dreiecke 3 6 5 und 3 8 5, deren Höhen 
hi und h2 zusammen gleich h3 sind, und welche die gleiche Grundlinie 

3 5 habe~. Da der Inhalt von 365 gleich }- 8 2 • bist (65 = 82 und die 

Höhe auf 6 5 gleich b) und der Inhalt von 385 gleich + P . a ist (58 = P 2 

und die Höhe auf 58 gleich a), so ist -~- . R . c = ~-8· b + ~ p. a. 

Aus den Resultaten der Fig. 53 und 61 ergibt sich, daßdieZusam
mensetzung beliebig in einer Ebene liegender Kräfte ent
weder eine Einzelkraft oder ein Kräftepaar ergibt. 

Die Arbeit eines Kräftepaares oder einer ein statisches Moment 
ausübenden Kraft wird aus Arbeit = Kraft X Weg berechnet. Der 
Weg ist die Länge der Kreisbahn der Kraft. 

Die Arbeitsleistung eines Kräftepaares berechnet man nach der 
Gleichung Arbeit gleich Kraft mal Weg, indem man den Drehpunkt 
auf der einen der beiden Kräfte annimmt. Es legt dann die andere Kraft 
bei einer Umdrehung den kreisförmigen Weg 2 . r • n zurück und die 
Größe der Arbeitsleistung ist gegeben durch den Wert A = p. 2· r· n . 

Setzt man in diese Gleichung den Wert des Momentes des Kräfte
'paares Md = p. r ein, so geht dieselbe über in: 

A=2·:rr·Md • GI. XXX 

A = Arbeit mkg, 
J.11 d = Kilogramm mal Met er. 
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Beispiel 57. W"lche Arbeit verrichtet ein Kräftepaal' vom Momente 
J/d = 2000 kg . cm bei ein!'r Umdrehung? 

Das :Moment des Kräftepaares umgerechnet in kg . III ergibt .~[d = 20 kg . 111. 

Die Arbeit beträgt 20·2 . er = 12S,6 mkg. 

An die Stelle des 
Kräftepaares, d. i. 

zweier paralleler 
gleich großer und ent
gegengesetzt gerich
teter Kräfte, tritt in 
der Technik in den 
meisten Fällen die 
an einem Hebel an
greifende (siehe S. 51) 
Einzelkraft und das 
Moment des Kräfte
paares wird durch das 

statische Moment 
dieser Einzelkraft er
setzt. Für die Arbeits
leistung des sta
tischen Momentes gilt 
in gleicher Weise das 
oben abgeleitete Re
sultat: 

A = M d ·2·][ UVId 

gemessen in kg X m). 

Die Leistung einer 
Ylaschine, welche ein 
Drehmoment hergibt 
(die Arbeit in der 
Sekunde), berechnet 
man, indem man die 

. ArbeitA = p. 2· r· 17, 

auf die Zeit bezieht. 
Bei n Umdrehungen 
in der Minute beträgt 

~. 

die Arbeit in der ' 
Minute A =P·2r·][·n 
Sekunde: 

und die Leistung, d. i. die Arbeit 1Il der 

p. 2· r· 17,· n Md' 2· n· n 
L= ._-= 

60 60 

In Pferdestärken umgewandelt folgt: 

L 
N=--

75 

}JI!d' 2 . 17, • n 
60·75 



54 Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften. 

Setzt man das Drehmoment in kg X cm ein, so folgt: 

Md 2·:n· n N = -- . ---- _._--~-

100 60.75' 

Md = ~ . 100·60·75 
n 2· :n 

Md = 71620. N . GI. XXXI 
n 

Md Drehmoment, kg ~al cm, 

N Anzahl der Pferdestärken, n Tourenzahl. 

Beispiel 58. Welches Drehmoment übt ein 10pferdiger Motor. der mit 
1000 Umdrehungen läuft, aus? 

Md = 71620· ~ = 71620· _~O .. = 716,2 kg X Clll. 
n 1000 

Beispiel 59. Welche Leistung erfordert der Antrieb einer Spindel, die in 
der Minute 12 Umdrehungen machen soll, wenn für das Drehen dersp1ben ein Moment 
von 14400 kg . cm nötig ist: 

N 
Md =14400 = 71620 .-~, 

n 

T 14400· 12 
~ = --71620 -- = 2,4 PS . 

ö) Die Zusammensetzung in zwei getrennten zeichne
rischen Verfahren. Neben der zeichnerischen Zusammensetzung 
der Kräfte nach Fig. 53 bis 61 zur gleichzeitigen Ermittlung der 
Größe, Richtung und Lage der Resultanten verwendet man ein 
zweites zeichnerisches Verfahren, bei welchem getrennt: 

1. die Größe und Richtung der Resultanten une" 
2. die Lage derselben ermittelt wird. 

Diese Trennung ist besonders dann am Platze, wenn der eine Teil 
der Aufgabe bequem durchgeführt werden kann. Das ist der Fall, wem~ 
es sich um die Zusammensetzung gleichgerichteter Kräfte handelt. Die 
Richtung der Resultanten ist dann durch die Richtung der Einzelkräfte 
von vornherein gegeben. Ihre Größe ist gleich der algebraischen Summe 
der Größe der Einzelkräfte. 

Fig. 62 kennzeichnet das Verfahren für die Zusammensetzung der 
drei beliebig gerichteten Kräfte Pl' P2 , P 3 • Für die Bestimmung von 
Größe und Richtung der Resultanten sind die drei Kräfte (Fig. 62a) be
sonders herausgezeichnet und in einem Kräfteplan vereinigt. Es ergibt 
sich so die Größe und Richtung der Resultanten R. 

Zur Feststellung der Lage der Resultanten sind zu den gegebenen 
drei Kräften PI' P 2 , P3 eine Reihe von Hilfskräften hinzugefügt, die 
sich gegenseitig aufheben und von denen wiederum immer je zwei mit 
einer der gegebenen Kräfte ein geschlossenes Kräftedreieck bilden, d. h. 
diese aufheben (Fig.62b). 
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Im Kräfteplan 1 sind die Größen 
der beiden beliebig gerichtet ange
nommenen Hilfskräfte + H 1 und + SI 
ermittelt, die mit der gegebenen 'l 
Kraft PI einen geschlossenen Kräfte
plan bilden. Die an der Kraft P 2 an
greifende Hilfskraft H 2 wird so gewählt, 
daß sie die vorher eingeführte Hilfs
kraft H 1 aufhebt. So ergibt sich 
H 2 = -H1 • Die Zusammensetzung 
dieser Hilfskraft H 2 mit der gegebenen 
Kraft P 2 erfordert zum Schließen des 
Kräftedreiecks 2 die Hinzufügung der 
neuen Hilfskraft + T 2 . Zu der Kraft P 3 

Fig. 62a. Kräfteplan zur Bestimmllll!< 
der. Resultanten R für p,. P, und P, nach 
Große und Richtung unq zur Bestimmung 

der Richtungen ,ler Hilfskräfte. 
ist eine weitere Hilfskraft T 3 hinzu
gefügt, die sich mit der vorher an der Kraft P 2 an
genommenen Hilfskraft +T2 zu Null ergänzt. Es 
ist T 3 = - T 2 • Die Vereinigung von T 3 mit der 

R 

.Fig. 62 b. Bestimmung fler Lage. Größe und Richtung der Resultanten R der drei Kräfte Pi. 
P, undl', durch Hinzufügung der 8 Hilfskräfte +8,. -8,. +H,. -H,. +T •. -T,. +N,. -N,. 

gegebenen Kraft P3 im Kräftedreieck 3 erfordert für das Schließen 
des Kräftedreiecks die Hilfskraft + N3 • Um die heiden noch nicht 
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ausgeglichenen Hilfskräfte + N 3 und + SI auszugleichen, fügt man nun 
zwei Hilfskräfte hinzu, welche die beiden Hilfskräfte + SI und + Na 
zu Null ergänzen, nämlich die Hilfskräfte -SI und -N3 • So sind 
diese beiden letzten Hilfskräfte die einzig übrigbleibenden Kräfte und 
ihre Vereinigung legt die Lage der Resultanten R fest. 

Kurz zusammengefaßt: Es sind zu den drei gegebenen Kräften viermal 
zwei Hilfskräfte hinzugefügt, die sich untereinander gegenseitig aufheben, 
so daß die Hinzufügung eine Änderung der Belastung nicht bedeutet. 
Von diesen Hilfskräften dienen sechs zu der Bildung der geschlossenen 
Kräftepläne 1, 2 und 3. Es bleiben demnach von den insgesamt vor-

\ 
Fig. 63. Kräfteplan und Seilpolygon für die Zusammensetzung der drei Kräfte PI. Po und y,. 

handenen elf Kräften nur die zwei Hilfskräfte -SI und -Na übrig 
und aus diesen wird die Resultante gebildet. Die in der Figur 62 b 
eingetragenen Kräftepläne 1-2-3-4 lassen sich in den Kräftei>lan 
der Figur 62a ohne Mühe eintragen. Wenn man an die einzelnen 
Kräfte PI' P2 und P3 die Hilfskräfte +SI -SI' +H1 -HI , +T2 -T2 

und +Na -N3 im Sinne der kleinen Kräftepläne 1-2-3-4 anlegt, 
ergibt sich als Endpunkt aller dieser Hilfskräfte S, H, T und N ein und 
derselbe Punkt X. Denn es sind in den Plänen 1 bis 4 die Längen, 
welche ein Paar der Hilfskräfte darstellen, stets gleich groß und gleich
geneigt. Sie haben nur den verschiedenen Richtungssinn, da sie sich 
zu je zweien aufheben müssen. - So wird man die kleinen Pläne 
1 bis 4 überhaupt entbehren und von der Figur 62a ausgehen können. 
Man wird einen Punkt X (Pol) wählen, von ihm aus die Strahlen S, 
H, T, N ziehen und zu diesen Strahlen die Parallelen in die Haupt
figur 62b einziehen. Die Schlußfigur (4 in Figur 62b) entspricht dann 
dem in Figur 62a aus R; +SI -SI und +N3 -N3 gebildeten Dreieck. 

Da die Resultante bereits durch einen Kräfteplan nach Größe 
und Richtung bestimmt, so bedarf es nicht weiter der Zusammensetzung 
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von -N3 und -81 , Es genügt die Bestimmung des Schnittpunktes 
von N und 8, denn es ist ja nur noch die Lage von R zu ermitteln. 

Die Linien, auf denen H 1 H 2 T 2 , TB' N 2 N 3 , + 8 1 - 8 1 wirken, 
dienen schließlich nur der Bestimmung der Lage von R. Die Eintragung 
dieser Kraft g r ö ß e n auf den Linien ist unnötig. Man verfährt zur 
Ermittlung der Resultantenlage rein zeichnerisch (Fig. 63). 

Man trägt die gegebenen Kräfte PI' P 2, P3 in einem Linienzuge 
hintereinander auf und ermittelt so Größe und Richtung der Resul
tanten R. Man wählt einen beliebigen Pol x und zieht VOll ihm aus 
Strahlen nach den Punkten, in denen die einzelnen Kräfte zusammen
stoßen. So entstehen die Linien 8 1 - 2 , 8 2 - a, 8 1 - R, 83-R' Durch 
Einflechten eines parallelen Linienzuges zu diesen Strahlen in die ur-

/ 

/ 
L iSz-R 

Fig. 64. Kräfteplan und Seilpolygon für die Zusammensetzung der drei Kräfte Pt, P, und P,. 
(Die Kräfte sind in anaerer Heihenfolge aneinandergefügt als in Figur 63.) 

sprüngliche Figur von einem beliebig gewählten Punkt A auf einer Kraft 
aus, entsteht der Linienzug ABC D. Es sind dabei die Strahlen so zu 
wählen, wie es der Figur rechts entspricht. Zwischen die Kräfte PI und 
P 2 kommt die Linie I - 2 parallel zu dem nach dem Berührungspunkte 
I -II gehenden Strahl 81 - 2 , Zwischen die Kräfte P 2 und P 3 ist ein
geflochten die Linie 2 - 3, d. i. die Parallele zu dem Strahl 8 2 - a . 
Durch die Parallelen zu den beiden Strahlen, welche im Kräfteplan 
rechts zum Treffpunkt der Kraft PI und der Resultanten R (81 - R ) bzw. 
der Kraft P3 und der Resultanten R (Sa-R) führen, wird der letzte 
Schnittpunkt D festgelegt. Die Resultante R muß durch D gehen. 

Aus der Erklärung der Figur geht ohne weiteres hervor, daß die 
Reihenfolge der Kräfteauftragung ohne jeden Einfluß auf das Resultat 
ist. Ob man die zwei ersten der sich gegenseitig aufhebenden Hilfs
kräfte auf PI und P2 , dann die zwei weiteren auf P2 und Pa wirken läßt 
usw. oder zuerst zwei Hilfskräfte an PI und Pa ansetzt und dann an 
Pa und P 2 bleibt selbstverständlich ganz ohne Einfluß. 

In Fig. 64 ist parallel zur Fig. 63 eine Darstellung in einer anderen 
Zusammenfassung gegeben. Es sind die Hilfskräfte nicht zwischen die 
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benachbarten Kräfte P1 und P 2 , sondern zwischen die Kräfte P 1 und 
Pa eingeschaltet. 

Die Lage des Pols X ist gleichfalls ohne Bedeutung für das Resultat. 
Ob man im Kräfteplan 1 der Fig. 62a die Kräfte S1 und H 1 zum Schließen 
des Kräfteplans benutzt oder zwei anders gerichtete Kräfte S' und H' , 
die dementsprechend auch in ihrer Größe von S1 und H 1 abweichen, ist 
ohne Einfluß auf das Gesamtresultat. Der dünn eingetragene Linienzug 
a - b - c - d entspricht einer Konstruktion mit dem Pole Z, d. h. 
mit Kräften S', H', T', N' . 

Den in die Kräfte eingezogenen Linienzug nennt man ein Seilpolygon 
Es entspricht der Verlauf dieser Linien der Lage eines Seiles, welches 
die Kräfte P1 P 2 Pa zusammenzuhalten vermag. 

R 

Fig. 60. Vereinigung der Kräfte p,. P, und p . zur Resultanten R mittels Kräfteplan und 
Seilpolygon . 

Die Vereinigung beliebig gerichteter Kräfte stellt sich 
in der getrennten Konstruktion, mittels Kräfteplans und Sei 1-
polygons nicht einfacher, als die gleichzeitige Bestimmung von 
Lage, Größe· und Richtung der Resultanten in einer gemeinschaftlichen 
Konstruktion nach Fig. 53. Sie ergibt jedoch wesentliche Vorteile bei 
der Vereinigung gleichgerichteter Kräfte (siehe Fig.65). 

B eispiel 60. Die drei vertikal gerichteten Kräfte Pl' P2 , Pa sind in Kräfteplan 
und Seilpolygon zu vereinigen. 

Die Resultante der drei Kräfte R ist gleich Pt + P2 + Pa. Der Kräfteplan 
schrumpft in eine Grade zusammen, deren Verlauf. von oben nach unten einmal 
durch die Kräfte PI' P2 , Ps und dann auch durch die Resultante R gebildet ist. 

Neben dem Kräfteplan ist ein Pol X beliebig angenommen. Von ihm aus 
sind die Strahlen 1 -R, 1-2, 2 -3, 3 -R zu den Trennpunkten zwischen 
P l und R, PI und P 2 , P2 und Pa' Ps und R gezogen. Die Parallelen zu diesen 
Strahlen eingeflochten als fortlaufender Linienzug von einem beliebigen Punkte A 
aus bestimmen im Schnittpunkte S die Lage von R. 

e. Die zeichnerische Zerlegung von Kräften. 
Die Zerlegung der Kräfte entspricht der Umkehrung der in Fig. 45 

bis Fig.53 dargestellten Zusammensetzung. Man zerlegt eine Kraft, 
indem man ihre zeichnerische Darstellung als Diagonale eines Parallelo
gramms auffaßt. Die Parallelogrammseiten stellen dann die Einzel-
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kräfte dar. Man bezeichnet die Einzel
kräfte dann als Komponenten. 

Sind die Richtungen der Einzel
kräfte nicht festgelegt und kann man 
demzufolge die Neigung der Parallelo
grammseiten beliebig annehmen, so 
ergeben sich verschiedene Zerlegungs- ]'ig.66. Zerlegung einer Kraft P in 2 Kräfte
möglichkeiten für eine" Kraft. Es P, und l', oder 8, und 8, - nach dem Pa· 

ralleiogrammsatz. 
läßt sich z. B. die Kraft~P (Fig. 66) 
zerlegen in die beiden Kräfte PI und P 2' sowie auch in SI und 8 2 , Dit, 
Zerlegung einer Kraft in zwei Teilkräfte, deren Angriffspunkte uJld 
Richtungen gegeben I 
sind mittels Kräfte- I 
plans und Seilpoly- l' 
gons, zeigt Fig. 67. F'===ti=======-=!=i 

L 
Beispiel 61. Es 4'- /p-.. 

ist die Kraft R zu zer- R .. D 
legen in die zwei verti- 1~Z ./' 
kaIen Einzelkräfte PI ( 
und P 2 , welche in den C .- 4 

Stützpunkten des ,// v 
Balkens angreifen. ,7 ',f> ---v 

Der Kräfteplan A 
mit dem beliebig ge- Fig. 67. Zerlegung einer vertikalen Kraft R in 2 vertikale Kräfte 
wählten Pole x legt die P, und P" deren Angriffspunkte festgelegt sind, mittels Kräfteplan 
Neigung der Seilpoly. uud Seilpolygon. 
gonseiten 1 - Rund 
2 - R fest. Ihre Eintragung vom beliebig gewählten Punkte A aus ergibt dip 
Punkte C und D. Die Richtung von CD bestimmt die Neigung des im Kräfte
plan einzutragenden Strahls 8 1 - 2 , welcher R in PI und P 2 trennt. 

b) Rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften, 

a) Die Kräfte greifen an einem Punkte an. 

Für die rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von KräfteJl 
wird allgemein der folgende Weg beschritten. Man zerlegt die Kräfte 
nach zwei Richtungen, setzt dann die gleichgerichteten KomponenteJl 
zusammen und bildet schließlich aus deren Resultanten die Gesamt
resultante. - Da die Zusammensetzung der gleichgerichteten Kompo
nenten nichts anderes ist als eine einfache Addition, so gestaltet sich 
der scheinbar komplizierte Vorgang äußerst einfach. 

Man vermeidet mit dieser Zerlegung nach zwei Richtungen die 
Schwierigkeiten der Winkelrechnungen, d. h. der Berechnung aller ein
zelnen Schnittwinkel zwischen je zwei gegebenen Kräften. Man legt 
die Kraft nun nicht mehr fest durch Lage, Größe und Winkelrichtung, 
sondern durch zwei Größen (die Größen der beiden Komponenten) und 
deren Lage gegeneinander. . 

. Fig. 68 kennzeichnet dieses Verfahren. Die h.räfte PI' P 2 , P3 

sind in die Vertikalkomponenten 0-1, 0-2, 0-5 = P1 ,siniX1 , P 2 

. sin iX2 , Pa' sin iXa und in die Horizontalkomponenten 0 -2, 0-4, 
0-6=P1"cOSiX1 , P 2 'COSIX2 , Pa,coslXa zerlegt. Die Vereinigung 
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der ersten Gruppe ergibt die Teilresultante Rv = Pl • Si!lIX l + 1'2 

. sin IX 2 + P3 • sin IX 3 , die der zweiten Gruppe die Teilresultante Rh 
= Pl • co., CX l + P2 • COS CX 2 + Pa' cas IX3 • Die Resultante R hat die 

1 

Fig. 68. Zusammensetzung von drei in einem 
Punkte angreifenden Kräften P" P, und P, durch 
algebraische Addition der Komponenten der Eln-

zelkräfte. 

Größe R = -V R~ +R~ . Ihre 
Richtung ist bestimmt durch 

Rv 
tg IX = Rh' 

In Figur 68 sind die Winkel IX 

vo.n der positiven Richtung der 
Abszissenachseausgemessen und 
zwar IXl und cx 2 nach links herum 
nud IXa nach rechts herum. Auf 
die Meßrichtnug muß bei der 
Bestimmung des Vorzeichens 
geachtet werden. Esist in diesem 
Fall die algebraische Summe der 
Vertikalko.mponenten gebildet 
aus +01 +03 -05 und die 

horizontale Summe aus + 06 + 02 - 04. Aus der zeichnerischen 
Darstellung sind die Vorzeichen der Ko.mpo.nenten ermittelt, nuter 
Beibehaltung der üblichen Bewertung: Plus der Vertikalen = vo.n 

unt'n n.oh ob.n; PI": d" Hod,"nta1.n ~ =1 ~inkH naeh 'O,h"-

~-; i 
_~A !p, Pz i 
I • 
~---------~----------~ 

Fig.69. Vereinigung der drei Kräfte Pt. p. und P a zur Resultanten R 
auf rechnerischem Wege. 

Kann man die Anschauung nicht zu Hilfe nehmen, so. muß 
man die Winkel ex: alle in gleiCher Umlaufsrichtung messen. In Figur 68 
hätte nicht CXa, so.ndern 360 0 - IXa als der Neigungswinkel der Kraft P 3 

eingetragen werden müssen. Doch ko.mmt eine derartige rechnerische 
Bestimmung 0. h n e Hilfsfigur kaum vo.r. 

ß) Die Kräfte greifen an verschiedenen Punkten des 
Körpers an. 
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Bei der Zusammensetzung von Kräften, die an verschiedenen Punk· 
ten eines Körpers angreifen, ist außer der Größe und Richtung, die nach 
Fig. 68 rechnerisch be- I 
stimmt werden können, I 
noch die dritte Bestim- I 
mungsgröße, die Lage 
der Resultanten, zu be- bz; 'I 
rechnen. 

Zur Berechnung der 
Lage der Resultanten be-
nützt man den Satz vom _ ___ <::;j 

statischen Moment: Das 
statische Moment der 

Resultanten muß 
gleich der Summe der 
statischen Momente 
der'Einzelkräfte sein. 

Man nimmt einen be
liebigen Punkt A an und 

Fig, 70. Vereinigung der drei Kräfte P,. P, un« P, zur 
Resultanten auf rechnerischem Wege. 

berechnet für ihn die Summe der Einzelmomente der gegebenen Kräfte. 
Durch Gleichsetzen dieser Momentensumme und des Momentes der Resul
tanten läßt sich x bestimmen, Es muß R im Abstande x an A vorbeigehen. 

P l . al + P 2 • ct2 + P3 • a3 = R· X • GI. XXXI a 

Beispiel62, Für drei Vertikalkräfte PI = 16 kg, P 2 = 20 kg, Pa = 34 kg 
zeigt Fig. 69 diese Bestimmung der Lage. Der Drehpunkt ist in A angenommen. 
Die Hebelarme der Kräfte stellen sich auf a l = 3, a2 = 5, aa = 7. Damit wird dip 
Summe der statischen Momente P I'al+P2 ,a2+PS 'as= 16·3+20.5 +34.7 =386. 

Da R = PI + P2 + Pa = 70 kg ist, berechnet sich der Hebelarm x aus 
386 

R . x = 386, x = 70' = 5.51. 

Für beliebig gerichtete Kräfte gibt das Beispiel 63 den Verlauf der 
Rechnung. 

Beispiel 63. Die Größe, Richtung und Lage der Resultanten des nach 
Fig, 70 durch PI' P 2 und Pa belasteten Körpers sind rechnerisch zu bestimmen. 

PI = 100kg, (Xl = 135°, siniXI = 0,707, COSiXl = - 0,707, 
P 2 = 4Okg, (X2 = 30°, siniX2= 0,5, COSiX 2 = 0,866, 
Pa = 60kg, (X3 = 270°, sino:s = - 1, COSiX a = O. 

PI' sin (Xl = 70,7 kg, PI' COS (Xl = - 70,7 kg, 
P 2 • Ein 0:2 = 20,0 kg, P2 • COS 0: 2 = 34,6 kg, 
Ps' sin (Xa = - 60,0 kg, Pa' cos a3 = 0 kg. 

al = 2 cm, bl = 3 cm, 
a2 = 1 cm, b2 = 4 cm, 
a3 = 0 cm, b3 = 5 cm. 

R = v'(p~--:-slna;·"Fp;":sin(X2 + Ps . sfniXs )2' + (PI' coscX;,"+F2 COSiX2 + Fa cosaa}2, 

R = l!(70,7 +2O,Ö:::':60,oF+(-iO,7 + 34;6" +0)2 = j/1421 + 1303 = 52,2, 

PI' sin <Xl + P2 fin (X2 + Pa sin iXa 70,7 + 20,0 - 60,0 
tg (X = 1\ ' cos"al + p 2-.-Cüs (X2 +P-;: cos aa = - 70,7 + 34,6 + 0 

37,7 
----= -104 - 36,1 ,. 



62 Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften. 

<X = 133 0 45' (geme~sen von der positiven Richtung der X·Achse entgegen
gesetzt dem Uhrzeigerumlauf). 

Nach Gleichung XXXI a ist 

52,2 • x = -70,7 . 2 + 70,7 . 3 - 20 . 4 + 34,6 . 1 + 60 . 5, 
325,3 

X = 52-2- = 6,23, , 
x ist der Abstand der Resultanten R von dem Drehpunkt A. 

Schlägt man um A einen Kreis mit x = 6,23 und legt an ihn eine Tangente 
unter dem Wirkel oe' = 1330 45', und zwar im UhrzeigerRinne, so ist mit dieser 
Tangente die Lage von R bestimmt. 

c) Kombiniert zeichnerisch-rechnerisches Verfahren. 

Um die langwierige Rechnung zur Bestimmung der Kraftgröße und 
Kraftrichtung zu vermeiden, verwendet man vielfach ein kombiniert 

1-' ig.71. Bestimmung einer Resultanten auf kombiniert zeiclmer;6 ~h·recbnerischem Verfahreu. 

zeichnerisch rechnerisches Verfahren. Man bestimmt Größe und Rich
tung der Resultanten zeichnerisch und legt die Lage durch Berechnung 
von x nach dem Satze vom statischen Moment fest. 

Fig. 71 zeigt rechts im Kräfteplan die Bestimmung von R nach Größe 
und Richtung. Für die Berechnung von x gilt die Momentengleichung 

R· X,= -PI' rl - P 2 • r2 + Ps' ra 
R (aus dem Kräfteplan entnommen) = 29,2 mm. Bei einem Maß

stabe 1 kg = 2 mm ist 
292 -

R = -;- = 14,6 kg, 

R·x=-5.6 - 10·1,5+8·3,5 = -17, 
17 

x= ---- ---- = -116cm. 
14,6 ' 

Da x negativ herauskommt, hat Reinen Drehsinn entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinn. 

3. Zusammensetzung von Kräften im Raume. 
a) Die Kräfte greifen am gleichen Punkte des Körpers an. 

Legt man durch zwei der Kräfte eine Ebene, so lassen sie sich in 
dieser Ebene nach dem Parallelogrammsatz zu einer Resultanten ver-
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eiUlgen. Diese Resultante läßt sich mit der dritten Kraft zusammen
setzen, indem man durch sie und . diese dritte Kraft eine zweite Ehene 
legt usw. 

Es ergibt die Zusammensetzung 
beliebiger, an einem Punkte des 
Körpers angreifender Kräfte eine 
Einzelkraft. 

, Fig. 72 zeigt die Vereinigung 
von PI und P 2 in der Ebene I zur 
Resultante R I - 2 und die Zusammen
setzung dieser Resultante RI - 2 mit 
der dritten Kraft P3 zur Resul
tante R I - 2 - 3 in der Ebene n. 
b) Die Kräfte greifen nicht am gleichen 

Punkte an. 

Für die Vereinigung im Raume 
liegender Kräftepaare gelten zwei 
Sätze: 

Fig. 72. Zusammensetzung der drei Kräfte 
Pi, P, und P., die am gleichen Punkte an· 
greifen, aber nicht in einer Ebene liegen. 

1. Ein Kräftepaar läßt sich in eine parallele Ebene verlegen. 
Den Beweis gibt die Fig. 73. Gegeben ist das Kräftepaar PI P 2 

in der Ebene I. Hinzugefügt sind die vier sich zu je zwei gegenseitig 
aufhebenden Kräfte 81 8 2 und Tl T 2' 

die in einer Parallelebene II liegen, 
gleichgroß P sind und im gleichen Ab
stande a von einander wirken. 

Durch die Hilfsebenen III und IV 
lassen sich die Kräfte PI und 8 1 , 

sowie P 2 und T 2 zu Resultanten 
von der Größe 2· P - 2 . P ver
einigen. Da diese Resultanten in eine 
Linie fallen, heben sie sich gegen
seitig auf. So bleiben von den sechs 
Kräften PI P 281 8 2 Tl T 2 nur die zwei 
Kräfte 8 2 und Tl übrig, und sie bilden 
ein dem gegebenen Kräftepaar PI P 2 

gleiches, aber in der Ebene n liegendes 
Kräftepaar . 

2. Beliebig viele Kräftepaare im 
Raume lassen sich zu einem Kräftepaare 
vereinigen. 

Fig. 74 zeigt die Vereinigung der 

Fig. 73. Ersetzung eines in einer Ebene 
liegenden Kräftepaares (Pi-P, in Ebene 1) 
durch ein in einer Parallelebene liegendes 

Kräftepaar (T1-S, in Ebene II). 

zwei Kräftepaare PI P2 und 8 1 8 2 in den Ebenen I und n. Die Ebenen 
schneiden sich in der Geraden A - A. Legt man die Kräftepaare zurück 
bis zum Angreifen an A - A und verwandelt man das eine derselben PI P 2 

(siehe S . 49, Fig. 56) in das Kräftepaar P;P2, das in den gleichen Schnitt
punkten wie 81 8 2 angreift, so lassen sich die Kräfte Pi und 8 1 sowie P2 
und 8 2 vereinigen zu R1 und R 2 , die ein neues Kräftepaar bilden. 
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Fig. 74. Vereinigung mehrerer Im Raum liegender Kräftepaare '(P, P, 
- S, S,) zu einem Kräftepaare. 

Die Vereini
gung beliebig im 
Raume liegender 
ICräfte stiitzt 
sich auf den vor
stehenden Satz 
von der Vereini
gung beliebiger 
ICräftepaare zu 
einem einzigen 
ICräftepaar. Sind 
zwei Kräfte im 
Raume gegeben, 
die sich nicht 

schneiden, so lassen sie sich verwandeln in ein Kr ä ft e pa a run d 
eine Einzelkraft. Den Beweis gibt die Fig.75. 

Gegeben sind die zwei Kräfte PI 
und P 2. An PI sind zwei sich gegen
seitig aufhebende Hilfskräfte SI 
und 8 2 angefügt, welche parallel 
zu p 2 liegen und gleich P 2 sind. 
Eine dieser Hilfskräfte S2 läßt sich 
mit PI zu einer Resultanten R 
vereinigen. Die andere SI bildet 
mit der anderen gegebenen Kraft P 2 

ein Kräftepaar. 
Aus n Einzelkräften wird man 

Fig. 7:ich z;:::z~~:~e~~~t1/;,ei~~d~, ~um auf diese Weise nj2 Einzelkräfte 
und n(2 Kräftepaareerhalten. Setzt 

man diese nj2" Einzelkräf te wiederum zusammen, so erhält man nun 
n(4 Einzelkräfte und weitere n(4 Kräftepaare. Die n'ochmalige Zusammen

I 

fassung dieser nl 4 Einzel
kräfte zeitigt n/8 Einzel
kräfte und weitere nj8 
ICräftepaare. Schließlich 
ergibt sich so eine einzige 
Einzelkraft und n Kräfte
paare. Diese n Kräfte
paare lassen sich zu einem 
ICräftepaar vereinigen, 
so daß in jedem Falle 
nur ein e Einzelkraft 
und ein Kräftepaar 
übrigbleiben. Fig. 76. Zerlegung einer Kraft nach drei senkrecht aufein

anderstehenden Richtungen. 
Um die rechnerische 

Verfolgung beliebig im Raume liegender Kräfte zu erleichtern, zerlegt 
man die Kräfte, welche auf einen Körper wirken, im Sinne der Fig. 76 
nach drei verschiedenen Richtungen. Bei einem Körper, welcher um 
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.eine Achse drehbar ist, wird man die Zerlegullg so durchführen, daß die 
eine Komponente der Kraft der Richtung der Achse parallel ist (A) und 
die zweite eine Drehung um die Achse einzuleiten bestrebt ist (D). Die 
dritte (Q) wird man so legen, daß sie quer zur Achse liegt. 

D. Die Lehre vom Schwerpunkt. 

Die Lehre vom Schwerpunkt behandelt die Bestimmung des Körper
punktes, in dem man die auf die einzelnen Körperteilchcu wirkenden 
Anziehungskräfte der Erde vereinigt denken kann. Sie behandelt die 
Bestimmung der Lage der Resultanten dieser einzelnen Anziehungskräfte, 
dieser einzelnen Schwerkräfte. 

Bei der Bestimmung der Lage der Resultanten nach Kapitel C 
handelte es sich um die Zusammensetzung von Kräften fest
bestimmter Richtungen. Die Lage der Resultanten wurde durch 
eine Linie bestimmt. Auf dieser Linie konnte und brauchte ein An
griffs pu n kt nicht .festgelegt werden. Die Lage des Angriffspunktes 
auf dieser Li nie ist olme jeden Einfluß auf die Wirkungsweise der Resul
tanten (siehe S. 48). Bei der Lehre vom Schwerpunkt handelt es sich 
nicht um die Zusammensetzung von Kräften bestimmter Rich
tungen, sondern um die Zusamm,ensetzung von parallelen Kräf
t e n ver s chi e den e r R ich tun g. Der Körper kann in die verschie
densten Stellungen zur Erde kommen. Die auf seine Einzelteile wirken
den Schwerkräfte können die verschiedenste (untereinander gleiche) Rich
tung haben. Demzufolge genügt hier nicht die Bestimmung einer Linie, 
in welche bei einem Sonderfalle die Resultante fallen wird. Es muß 
vielmehr derPunkt bestimmt werden, durch den bei jeder beliebigen 
Stellung des Körpers die Resultante gehen muß. Man wird demzufolge 
für zwei verschiedene Stellungen des Körpers gegenüber der Erde die 
Linie der Resultantenwirkung ermittehl müssen. Der Schnittpunkt 
dieser beiden Linien ist der Punkt, durch welchen bei jeder beliebigen 
Stellung des Körpers die Resultante der EinzeJschwerkräfte, d. i. die 
Schwerkraft, geht. 

Da es sich vor allem um die :Feststellung der Lage handelt, da die 
Größe der Resultanten einfach bestimmt ist als die Summe der ein
zelnen Kräftegrößen, wird man die getrennte Bestimmung von Lage 
und Größe (und Richtung) bevorzugen. Man verwendet entweder das 
rechnerische Verfahren - Gleichheit der statischen Momente der 
Einzelkräfte und der Resultanten - oder das zeichnerische - Kräfte
plan und Seilpolygon. 

1. Schwerpunkt von Linien. 
Im Grunde ist es sinnwidrig, vom Schwerpunkte einer Linie zu 

sprechen. Linien haben keine MaEse, und somit unterliegen sie auch 
nicht der Anziehungskraft der Erde. Trotzdem ist es allgemein üblich, 
die Schwerpunkte stabförmiger Körper gleichförmigen Querschnitts 
unter dem Kapitel Schwerpunkt von Linien zu behandeln. 

La u di e n. Mechanik. 5 
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.1) Schwerpunkt von Geraden. 

Der Schwerpunkt einer einzelnen Geraden fällt III die Mitte der 
Geraden. 

Der Schwerpunkt eines aus mehreren Graden bestehenden Linien
zuges (Fig.77) wird nach dem bei Fig. 69 geschilderten Verfahren er
mittelt. Jedes gerade Linienstück ist gleichwertig einer in seiner Mitte 
angreifenden Kraft von der Größe der Linienlänge. Die Richtung der 
Kräfte kann beliebig angenommen werden. Man kann sich die Erde 

b 

Yo 

Fi!1. 77. 

a 
I 

unter dem Linienzuge 
oder über dem Linien
zuge, rechts von dem 
Linienzuge oder links 
von demselben liegend 
denken. Nimmt man 
die bei den für die Be
rechnung erforderlichen 
Lagen unter der Ab
szissenachse und links 
von der Ordinatenachse 

\ 
~ an, so ergeben sich die 

~-/Ichse in Fig. 77 eingetragenen - Xo ---r-
a 

Bestimmung des Schwerpunktes eines Linienzuges 
auf rechnerischem Wege. 

KräftePI, P2-P{, P2· 
Die Vereinigung der 

Kräfte PI und P 2 wird 
eine V ertikalresultan te 

ergeben, die Vereinigung der Kräfte P{ und P2 wird eine Horizontal
resultante ergeben. Der Schnittpunkt dieser Resultanten ist der Schwer
punkt des Linienzuges. 

Beispiel64. Es ist der Schwerpunkt des aus den Linien LI = 32 mm 
und L2 = 40 mm bestehenden Vnienzuges nach Fig. 77 zu berechnen. 

Unter Annahme des Drehpunktes bei 0 (Koordinatenanfangspnnkt) betragen 
die statischea Momeate der be:den Vnien stücke bel Annahme der Kräfte P 2 uud P l 

PI' Xl und P2':l:2 (PI = 32 P 2 = 40 Xl = 48mm x2 = 20 film). 

Das Moment der Resultante R ist der Summe dieser Momente gleich 

R· XQ = PI' Xl + P2 • X2 = 32·48 + 40·20 = 2336. 

Die Resultante R i~t gleich der Summe der Einzelkräfte, da diese gleichge 
richtet sind. 

R = PI + P2 = 32 + 40 = 72, 

2336 2336 
R . Xo = 2336 , Xo = -il - = 72- = 32,5 mm. 

Unter Benutzung des gleichen Drehpunktes betragen bei der Annahme der Kräfte 
P; und P; die Einzelmomente 

P; . YI und p;. Y2 • YI = 20 mm Y2 = 32mm. 

Das Moment der Resultanten mit R • Yo und R mit p~ + P; = 72 eingesetzt, folgt 

1984 
72 . Yo = 48 . 20 + 32 . 32 = ···72- = 27,5 mm. 
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Der Schwerpunkt ist 8. Er liegt im Abstande Xo von der Ordinatenachse, 
d. i. auf der Linie a - a und im Abstande Yo von der Abszissenachse, d. i. auf der 
Linie b - b. (Er liegt zugleich auf der Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte 
8 1 und 8 2 der einzelnen Linien. Diese Bestimmung folgt ohne weiteres am; der 
Bedingung, daß man zwei gleichgerichtete Lasten nur stützen kann. wenn man an 
einer sie beide verbindenden, geraden Stange angreift.) 

Denkt man sich die Erde u n t e r der Papierfläche liegend, so geheIl 
die Anziehungskräfte senkrecht in die Papierfläche hinein. 'Sie lassen 
sich zeichnerisch nicht zur Dar
stellung bringen. Nimmt man an, 
daß die x-Achse eine Drehachse 
bildet, so ergeben die Kräfte PI 
und P 2 die Momente PI' Yl und 
P 2 • Y2' wie vorher bei der An
nahme des Drehpunktes 0 und 
der Erdlage links von der Ordi
natenachse. Nimmt man die Y
Achse als Drehachse an, so 
stellen sich die Momente auf 
PI· Xl und P 2 • x2 • Sie ergeben 
so das gleiche Resultat, das 
vorher bei der Drehung um 0 
durch die Kräfte PI und P2 er
zielt wurde. - Zur Verdeut
lichung dieser Annahme für den 
zugrunde gelegten Drehvorgang 
deutet man die Drehachsen be
sonders an, wie es Fig.78 für 
die untere Kante des Linien
zuges zeigt. 

3 2 

~-"----~"~1--~-~ 
Fig. 78. Bestimmung des Schwerpunktes eines 
Rahmens von gleichförmigem Querschnitt auf 

rechnerischem Wege. 

:Für alle diejenigen Aufgaben, bei welchen der Linienzug eine 
Symmetrieachse besitzt, erübrigt sich eine der beiden Berechnungen. 
Es ist selbstverständlich, daß der Schwerpunkt auf dieser Symmetrie
achse liegt, da sich die Einzelstücke um sie gleichmäßig gruppieren und 
so in ihren Drehwirkungen ausgleichen. Bei der Schwerpunktsbestim
mung für einen Linienzug nach Fig. 78 ist nur der Schwerpunkts
abstand von oben oder unten zu berechnen. 

Beis piel 65. Es i~t der Schwerpunkt des in Fig. 78 dargestellten Rahmens 
gleichförmigen Querschnitts zu berechnen. 

Als Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente 
beträgt 

Pt' Yl + P z • Yz + Pa· Ya + P4 . Y4 + Ps . Ys, 

Yl = 0; P z = 40 Y2 = 20; 

Pa =.40 Y3=20; P4=~25 Y4=40+Y, 

Y = ii2,52.---Ü2 = 10 Y4 = 50; Po = 25 Ys = 50. 

Die Resultante.ist gleich der Summe der Einzelkräfte 

R = Pt + P z +~P3 +~P4 + Pr, ='30 + 40 + 40 + 25 + 25 = 160. 

5* 
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Das Moment der Resultanten ist gleich der Summe~der Momente der Einzelkräfte 

R . Yo = 160 . Yo = 30·0 + 40·20 + 40 . 20 +25·50 + 25 . 50 
= 0 + 800 + 800 + 1250 + 1250 = 4100, 

4100 () 
Yo = l60 = _5,6 mrn. 

b) Schwerpunkt eines Kreisbogens. 

Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt um die Länge 

y = Radius mal Sehne durch Bogen. GI. XXXII 

vom Kreismittelpt.nkt entfernt. 
Die Länge des ganzen Bogens (Fig. 79) läßt sich in eine unendlich 

große Zahl kleiner Bogenstückchen unterteilen, die wegen der Gering-
' da fügigkeit ihrer Krümmung als 

b , B 't gerade Linien aufgefaßt werden Er- -..-;-r können undderenSchwerpunkt~ 
~--\--S_I ~ -r- in der Mitte der Bogenstückchen 

liegen. So liegt der Schwerpunkt 
der kleinen Bogenstückchen d b 
in D. Diese Bogenstückchen 
haben in bezug auf die durch 
den Kreismittelpunkt M gelegte 

7' 
\ 

y-~--

J 

/1 ,:; S 
/ ~ ' -, 

,......., 

Fig. 79. Bestimmung des Schwerpunktes 
eines Kreisbogens. 

Drehachse Y - Y die Momente 
db'Yl> db'Y2, db·Ya ... Aus 
der Ähnlichkeit der beiden Drei-

Y ecke ABC und M DE folgt 
d b : 0 A = MD: ME. Setzt 
man für CA den Wert ds ein 
und gibt man der Länge MD die 

Bezeichnung r, so folgt d b : d 8 = r : yoder d b . Y = d s • r. Die Momente 
d b . Y lassen sich also ersetzen durch die Momente d 8 • r. Die Summe 
der Momente d b . Y ist gleich der Summe aller Werte d 8 • r. Da in den 
Produkten d 8 • r der Faktor rüberall konstant ist, so ist diese Summe 
aller d 8 ' r ersetz bar durch r mal Summe aller d 8, d. i. durch Sehne mal 
Radius. 

Das Moment der Resultanten, deren Größe gleich der Bogen
länge ist, der Summe der Momente der Einzelstücke gleichgesetzt, folgt 

Y mal Bogenlänge = Sehne mal Radius 

Radius mal Sehne 
y= 

Bogen 

Beis piel 66. Es ist der Schwerpunkt eines H albkreisbogens vom Radius r 
zu berechnen. 

Nach Gleichung XXXII ist y = Radius mal Sehne durch Bogen. 
Die Sehne im Halbkreis ist gleich 2 . r . Der Halbkreisbogen hat die Länge 

r .. 7. Damit wird 
r' 2r 2 

'I = - -- = - . r . 
. r';r n; 
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c) Schwerpunkt von Linienzügen, die aus Geraden und Kreisbögen 
"Zusammengesetzt sind. 

69 

Die Zusammenfassung von Linienzügen, die aus Kreisbögen und 
Geraden zusammengesetzt sind, erfolgt in der bei Fig. 78 gekennzeich
neten Art und Weise. Es wird die Summe der statischen Momente der 
Einzellinien dem statischen Momente der Resultante, deren Größe 
gleich der Länge der Gesamtlinie ist, gleichgesetzt. 

Beis piel67. Es ist die Lage des Schwerpunktes eines Rahmens nach Fig. 80 
zu berechnen. 

Als Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente 
in bezug auf diese Achse beträgt: 

PI' YI + P 2 • Y2 + P3• Y3 + P 4 • Y4' 

PI = b = 40 mll1 YI = 0 ; P 2 = h = 30mm. 

Y4=h+y=30+y, 

Radius mal Sehne bJ2 . b b b 
Y = --~B~-----'- = --b -2-- = _., Y4 = h +-- = 30 + 12,8 = 42,8, 

ogen J • n n n 

(PI + P2 + P3 + P4) Yo = 40·0 + 30 ·15 + 30 . 15 + 62,8' 42,8 

(40 + 30 + 30 + 62,8) . Yo = 0 + 450 + 450 + 2690 = 3590, 

3590 
Yo = T62~8 =22 mm. 

2 I 

Bei einer Ungleich· 
förmigkeit der Quer
schnitte berechnet 
man den Schwerpunkt 
in gleicher Weise, in
dem man der Ver
schiedenheit der Quer . 
schnitte durch ent
sprechend veränderte 
Längen Rechnung 
trägt. 

h 

Beispiel 68. Es ist 
der Schwerpunkt des 
Rahmens nach Fig. 80 
zu berechnen, wenn der 
Querschnitt des oberen 
Teiles (des Bogens) 
p / 2 mal so groß ist, wie 
der Querschnitt der 
Seitenstücke und der 

Fig. 80. Bestimmung des Schwerpunktes eines Rahmens auf 
rechnerischem Wege. 

Querschnitt der Unterkante doppelt so groß ist, wie der der Seiten kanten. 

Gegenüber den Daten in Beispiel 67 ändert sich 

PI von 40 auf 40·2 = 80, 

P4 von 62,8 auf 62,8 . 1,5 = 94 . 

110 = 
o + 450 + 450 + 94· 42,8 ~920 _ 21 02 

80 + 30 + 30 + 94 234 - , mm. 
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2. Schwerpunkt von Flächen. 
Man spricht vom Schwerpunkte einer Fläche, indem man sich die 

gewichtslose Fläche durch eine Platte von gleichmäßiger Dicke ersetzt 
denkt. 

a) Schwerpuukt eiuer Rechteckfläche. 

Man kann ein Rechteck zerlegen in unendlich viele schmale Streifen, 
die wie Linien behandelt werden können (Fig.81). Die Schwerpunkte 

Fig. 81. Bestimmung des 
Schwerpunktes einer Recht
eckfläche. Unterteilung der 
Fläche in schmale S trellen 

- Linien. 

aller dieser Linien liegen in den Linienmitten. 
Da die Linienstücke alle gleichlang sind und 
also gleichviel wiegen, stellt die Verbindungs
linie ihrer Schwerpunkte eine gleichmäßig be
lastete Linie dar, eine Linie von gleichmäß'ger 
Dicke, eine gleichförmige Linie. Der Schwer
punkt derselben liegt in der Mitte. 

Der Schwerpunkt eines Rechtecks 
liegt auf halber Höhe und in halber 
Breite, d. i. im Schnittpunkte der Dia
gonalen. 

b) Schwerpunkt eines Parallelogramms. 

Der< Schwerpunkt eines Parallelo
gramms liegt, wie bei einem Rechteck in 

halber Höhe und' in halber Breite. Man kann sich dasselbe wie 
das Rechteck in unendlich viele Linienstücke zerlegt denken, deren 
Schwerpunkte eine Mittellinie gleichmäßigen Gewichts bilden. 

M Eine andere Ableitung 
für dieses Resultat gibt der 
Vergleich der beiden Fig. 82 
und 83. Man kann das Pa
rallelogramm sich einmal ge
teilt denken nach Fig. 82. 
Danach wird der Schwer
punkt auf der Mittellinie M M 
liegen müssen. Man kann 
sich dasselbe zweitens geteilt 
denken nach Fig. 83. Damit 
gewinnt man in der Mittel
linie N N einen zweiten geo

Fig. 82 u. 83. Unterteilung einer Parallelogramm
fläche in zwei Systeme schmaler Streifen znr Schwer

pnnkts bestimmung. 

metrischen Ort für den Schwerpunkt. Der Schnittpunkt der beiden 
Linien M Mund N N ist der Schwerpunkt. 

c) Schwerpunkt eines Dreiecks. 

Zerlegt man ein Dreieck (Fig. 84) in unendlich viele schmale Streifen, 
die parallel einer Seite liegen, so lassen sich diese einzelnen Streifen als 
Linien auffassen. Die Schwerpunkte der Linim liegen in den Mitten. 
Die Fläche läßt sich ersetzen durch die Gerade MI A., welche diese 
Schwerpunkte vereinigt, d. h. die Mitte einer Seite mit der gegenüber
liegenden Ecke verbindet. Da die einzelnen Streifen verschiedene Länge 
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haben, ist die Verbindungslinie als u n gle ich m ä ß i g stark anzusetzen. 
Ihr Schwerpunkt liegt nicht in der Mitte der Linie, wie z. B. bei einem 
Parallelogramm oder Rechteck. 

Zerlegt man das Dreieck in eine zweite 
Gruppe derartiger Streifen, z. B. durch 
Unterteilung parallel zur Grundlinie AB, 
so erhält man in der Mittellinie M2U 
einen zweiten geometrischen Ort für den 
Schwerpunkt. Der Schwerpunkt liegt also 
im Schnittpunkte der beiden Mittel
linien M1A und .M2C. 

Der Schwerpunktsabstand h1 von der 
Grundlinie berechnet sich aus der Ähn
lichkeit der heiden Dreiecke S M 2 M1 

und SOA. (Die Verbindungslinie M 1M 2 

ist parallel zu AC, da sie die beiden Fig.84. Unterteilung einer Dreieck· 
Seiten AB undCB halbiert.) Aus dieser fläche in schmale Streifen zur Schwer' 

punktsbestimmung. 
Ähnlichkeit folgt 

MI M 2 : M 2 S = A 0: SO, und da MI M 2 : A 0 = 1: 2 ist, 
wird M 2 S:SO= 1:2. 

Es teilt also S die Länge M 20 in zwei Teile, die sich wie 1: 2 verhalten, 
also in 1/3 und 2/3, S liegt auf 1/3 der ganzen Länge. Damit wird auch 
h1 =I/3 h. 

Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt auf % Höhe. 

d) Schwerpunkt eines Paralleltrapezes. 
Die Trapezfläche läßt sich auf

fassen als die Verbindung eines 
Parallelogramms und eines Drei
ecks. Ihr Schwerpunkt bestimmt 
sich damit aus der Gleichung: 

b 

Moment der Trapezfläche gleich 
Moment der Parallelogramm
fläche plus Moment der Drei
eckfläche. Auf die Grundlinie be
zogen, stellt sich diese Momenten-

F ig. 85. Unterteilung einer Trapezfläche in eine 
gleichung mit den Daten der Dreieckfläche und eine Parallelogrammfläche zur 
Fig. 85 wie folgt: Berechnung des Schwerpunktes. 

[lZ{_~-'h]'Yo=(a'h)~ + l(b-a). 

Yo = 

h 2a+b 
YO=-a . 

(l + b 

h ]. h 
23' 

2 ah2 + 1 bh2 

6 6 
a+b 

-) 
·h 

GI. XXXIII 
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(Für a = 0 wird das Trapez ein Dreieck 

h 0 + b h 
Y =. = 

o 3 o+b 3 

Für a = b wird das Trapez ein Rechteck 

h 2b + b h 
Y=a·b+b 2 

Die zeichnerische Ermittlung der Schwerpunktslage zeigen die Fig. 86 
und 87. 

In Fig. 85 ist das 1'rapez erstens aufgefaßt als die Vereinigung einer 
Anzahl schmaler parallel zur Grundlinie liegender Streifen. Die Schwer

Fig.86. Bestimmung des Schwerpuuktes einer Trapez
fläche auf zeichnerischem Wege durch Zerlegung der
selben erstens in eine Parallelogramm- und eine 
Dreieckfläche und zweitens in schmale, parallel zur 

Grundlinie liegende Streifen. 

punkte aller dieser Streifen 
liegen auf der Mittellinie MIM 2· 

Auf dieser Linie muß der 
Schwerpunkt der Gesamtfigur 
liegen. Da die Streifen ver
schiedene Längen haben, ist 
die Linie MIM 2 ungleichmäßig 
belastet. Sie muß als ungleich 
dick angesehen werden. Ihr 
Schwerpunkt liegt also nicht in 
ihrer Mitte. Zweitens läßt sich 
das Trapez auffassen als die 
Vereinigung des Dreiecks D E G 

und des Parallelogramms BCEA. In den Schwerpunkten SI und S2 
greifen die Gewichte dieser beiden Flächen an. Da zwei Gewichte sich 
nur dann durch eine Kraft tragen lassen, wenn deren Angriffspunkt 

r 
G 

---- b .,..J.c·-----b---
-=7--r~:..._...::~'---------~H ---

'F 

Fig. 87. Zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes einer Trapezfläche. 

auf der die Angriffspunkte der beiden Gewichte verbindenden Graden 
liegt, so muß der Schwerpunkt zweitens auf der Linie SIS2liegen. Der 
Schnittpunkt von M 1 M 2 und S182 ist der Schwerpunkt 8. 

Trägt man (Fig. 87) an die obere Seite a die Länge b der Grundlinie 
nach beiden Seiten an und an die Grundlinie b beiderseitig die Länge a 
der oberen Seite, so bestimmt die kreuzweise Verbindung der so gewon
nenen Punkte mit ihrem Schnittpunkt den Schwerpunkt 8. Aus der 
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Symmetrie der neuen Figur J H G F gegenüber der alten Figur ADe B, 
welche durch die gleichzeitige Auftragung gleicher Längen nach heiden 
Seiten hin gewährleistet ist, folgt, daß dieser Schnittpunkt auf die 
Mittellinie MI M 2 fällt. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke J S M 2 und 
H S MI folgt 

M 2 S a+b/2 2a+b M 2 S: MIS = J M 2 : H M l ouer - - -- = ~---- = --~~--~-- . 
MIS b + a/2 2b + a 

Es teilt also S die Länge M I M 2 im Verhältnis 2a + b und es ist 
2b + a 

h1 : h2 = (2a + b): (2b + a). Bildet man das Verhältnis hl : (hl + h2), 

d. i. h l : h, so folgt 

hl:h= (2a+b): (2a+b+2b+a), 

2a+b h 2a+b h 1 = h . ~-~~- - - = - . ---. 
3a+3b. 3 a+b 

Bei s pie I 68 a. Wo liegt der Schwerpunkt einer 
Größen h = 9 cm, a c= 8 cm und b = 12 cm? 

TrapezflächC' der 

h1 = ~ .2._a _+_b = ~~~.~ . 2._~ + 1Z = 3 • 28 = 4 2 cm 
3 a + b 3 8 + 1Z ZO' 

(h2 = i .Z: t:-= -~. 2~1~ ~Z~ = 3· ~~ = 4,8 h1 + h2 = h). 
e) Schwerpunkt eines Kreisausschnittes. 

Ein Kreisausschnitt (Kreissektor) läßt sich (Fig.88) auffassen, als die 
Vereinigung einer großen Anzahl unendlich kleiner Sektoren, die wegen 
der Geringfügigkeit der Krümmung 
ihres Bogenstückchens wie Dreiecke 
behandelt werden können. Die 
Schwerpunkte aller dieser Dreiecke 
liegen auf % Höhe von der Spitze 
aus gemessen. Es bilden diese 
Schwerpunkte also einen Bogen von 
2/3 Radius. Da alle diese kleinen 
Dreiecke untereinander gleich sind, 
lassen sie sich ersetzen durch eine 
gleichmäßig starke Linie von der 
Form dieses Bogens. Der Schwer
punkt dieses Bogens ist also zu
gleich der Schwerpunkt der Fläche. 

Nach Gleichung XXXII folgt 
y = Radius mal Sehne durch Bogen. 

Fig. 88. Bestimmung des Sehwerpunktes eines 
Kreissektol·s. 

Setzt man die entsprechenden Werte ein: Radius %. r, Sehne 2/3 , 8 

und Bogen = % . b, so wird 

2 2/3 • 8 2 8 
Y = / . r -- - - = - . r -

3 2/ 3 , b 3 b 

= 2Js Radius mal Sehne durch Bogen. GI. XXXIV 
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Beispiel 69. Es ist der Schwerpunkt einer Halbkreisfläche vom Radius 
r - 50. mm zu bestimmen. 

Die Sehne beträgt 

Der Bogen ist 

2 . r = 2.50. = 100 mrn. 

T • :r = 50. .:r = 157 mrn. 

2 100., 
Y = 3 '157= 21,2mm. 

(All . '1 f" d' H lbk . fl" h 2 r· 2· r 4r) gemem gl t ur Je. a felS ac e y = 3 • ~ -- = 3:r, . 

f) Schwerpunkte zusammengesetzter Flächen. 

Die Bestimmung des Schwerpunktes zusammengesetzter Flächen 
erfolgt nach dem unter a) erklärten Verfahren. Man stellt die Momente 

der Einzelflächen auf 
und setzt ihre Summe 
dem Momente der Ge
samtfläche gleich. 

Beis piel 70.. Fig. 89. 
Es ist der Schwerpunkt 
der winkelförmigen Fläche 
G F E BO D zu berechnen. 

Die Fläche wird unter
teilt in die Rechtecke 
ABOD und AEFG. 
Die Einzelmornente dieser 
Flächen sind in bezug auf 
die untere Seite XX der 
Gesamtfigur aufgestellt. 

~------------~o------~ 
llrd 

1!'ig. 89. Rechnerische Bestimmung des Schwerpunktes 
(Beispiel 70). F2·-~2 ; 

]~--8----; 

Fig. 90. Rechnerische Bestimmung des 
Schwerpunktes (Beispiel 71). 

(bI' h1) (~l + h2) und (b2 • h2)~2 . 

Die Gesarntfläche hat die Größe 

(bI • hl + b2 • h2) 

Yo (bI· hl + b2 .~) = b1 . hl . (~! + h2 ) 

h2 + b2 • h2 ·2-' 

Yo (40 • 80 + 160 • 50) = 40 • 80. (~ + 50.) 

50. 
+160..50.'2 ' 

40 • 80. • 90 + 160. . 50 • 25 
Yo =---4MO+ 160. • 50---

= 288 ~o. -I- 2o.o._Q.0() = 43 5 cm 
1120.0. ,. 
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Die Einzelmomente dieser Rechteckflächen in bezug auf die linke Kante YY der 
Gesamtfigur sind: 

1\ • ~l und F 2 • ~2; b1 • hl • ~ und b2 • h2 • ~2 , 

h bl' b h b2 
2'0 (bI • h1 + b2 • h2) = b1 • l' -2 ' + 2' 2' 2 . 

X o (40' 80 + 160 . 50) = 40·80·20 + 160· 50· 80, 

40 . 80 . 20 + 160 . 50 . 80 64 000 + 640000 
X o = 40· 80-+160----=- 50-- = - (1200 

2200 • 
35 = 62,8 cm. 

Beis piel 71. Es ist der Schwerpunkt der aus drei Rechtecken zusammen· 
gesetzten Fig. 90 zu berechnen. 

Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die untere Kante beträgt 

F 1 • YI + F 2 • Y2 + Fa . Ya ~ (8 . 3) (~ '+ 6 + 4) + (22' 6) (~ + 4 ) + (9 . 4) (~) . 
Die Gesamtfläche hat die Größe (8 . 3 + 2·6 + 9 . 4) . Ihr Moment, dem der 

Summe der Einzelmomente gleich gesetzt, ergibt 

Yo . (8 . 3 + 2 • 6 + 9· 4) = (8' 3) (~+ 6 + 4) + (2' 6) (~ + 4) + (9' 4) { , 

Yo = 2~ 11_,~+J2.7± 36. 2 = ~6_±_~~j- 72 = 432 = 6 
24 + 12 + 36 72 72' 

Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die linke Kante beträgt 

(8) '2) '9) F 1 • Xl + F 2 • X2 + Fa . X3 = (8 ':3) .;2 + (2' 6) (4,5 + 2. + 9 ·4 \2 . 

Das Moment der Gesamtfläche der Summe der Einzelmomente gleich gesetzt. 

X o (8 ·3 + 2 . 6 + 9 • 4) = 8 • 3 . 4 + 2 . 6 . 5,5 + 9 . 4 . 4,5 , 

x:o = 96 +_66 +J .. ~ = 324 = 4 5. 80 
. 72 72' _..-r--. 

Bei s pie I 72. Es ist der Schwerpunkt der 
Fläche nach Fig. 91 zu berechnen. 

Die Fläche zerlegt in ein Rechteck und eille 
Halbkreisfläche ergibt die Momentensumme 

F1 • Yl + F2 • Y2' 
F1 = 80·80 = 6400, 

1 80 2", 
F 2 = 2 '-4-- = 2500, 

Yo(Fl + F2 ) = 6400 ·40 + 2500· 97 

80 
Yl =2 = 40, 

Fig.91. Rechnerische Bestimmung 
des Schwerpunktes (Beispiel 72). 

Y2 = ;. 40 .2 + 80 = 17 + 80 = 97, 
v .7 

256 000 + 242 500 
Ho = _. --8900·-- = 56. 

Bei Flächen, die sich, wie Fig. 92, aus zwei unsymmetrisch zuein
ander liegenden Teilen zusammensetzen, läßt sich in vielen Fällen 
der Schwerpunkt einfacher zeichnerisch ermitteln. Man zerlegt die 
Fläche in die zwei Teile 1 und 2. Die Verbindungslinie der Schwerpunkte 



76 Lehre vom Schwerpunkt. 

SI S2 gibt emen geometrischen Ort für den Schwerpunkt der geraden 
Fläche. 

Man zerlegt die Fläche dann in die zwei Teile 3 und 4. Di{ 
Verbindungslinie der Schwerpunkte 8 3 8 4 gibt einen zweiten geometri. 

'"-------150----_ _ 

sehen Ort für den Schwerpunkt 
der ganzen Fläche. 

Es ist der Schwerpunkt be
stimmt durch den Schnittpunkt S 
der zwei Linien SI S2 und S3S4' 

Bei Flächen nach Fig. 93 wird 
man einfacher zum Ziele kommen, 
wenn man die Fläche durch 
Subtraktion einzelner Teile ent
standen denkt. Es wird sich die 
Zerlegung dieser Fläche (wie 
rechts von der Hauptfigur in 
verkleinertem Maßstabe dar
gestellt) in ein großes Rechteck 3, 

Fig. 92. Zeicbnerische Bestimmung des Scbwer- ein kleines Rechteck 2 und eine 
puuktes. Halbkreisfläche 1 einfacher ge-

stalten, als eine Addition von vier 
Rechteckflächen und von zwei Kreiswinkelstücken. Man hat dabei die 
abzuziehenden Flächenstücke negativ einzusetzen. 

Beis piel 73. Es ist der Schwerpunkt der in Fig.93 dargestellten Fläche zu 
berechnen. Die Fläche hat die Größe (- F 1 - F 2 + Fa)' 

J 

Fig. 93. Rechnerische Bestimmung des Schwer
punktes (Beispiel 73). 

Die Summe der Momente der 
Einzelflächen ergibt 

(-Fl)Yl + (-F2)' Y2 + F 3 ' Y3' 

1 60 2.n 
-Fl = -2--4- = rund -1400, 

2 8 
Yl = C + h + :I r . b = 30 + 70 

2 60 + 3 . 30 . -30 :-:';- = 112,7 , 

-F2 = - 60.70 = - 4200, 

h 70 
Y2 = C + 2 = 30 +"2 = 65 , 

Fa = 100 ·170 = 17000, 

H 8-Ya="2= tl, 

Yo(-Fc F2 +Fa) = -1400 ·112,7 
- 4200 . 65 + 17 000 . 85 , 

_ - 1400 . 112, 7 - 4200 • 65 + 17 000 . 85 _ 88 
Ho - _ 1400 - 4200 + 17000 -. 

Beis piel 74. Es ist der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes nach Fig. 94 
zu berechnen. cx = 90°, r = 100 cm . 
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Der Kreisabschnitt als Differenz eines Kreissektors und eines DreieckR auf· 
gefaßt ergibt als Summe der Einzelmomente: 

F 1 • Y1 + (- F2) . Y2' 

F _ r 2 ,7 _ 100::~ = 7850, 
1- 4 - 4 

2 R d' Sehne 
Y1 = 3 a lUS Bogen 

2 100 V 2 
= 3 . 100 . 100.:;" = 60 cm . 

2 
r2 2 1 ! 

- F 2 = -2 = - 5000 Y2 = 3 '2 . 100 . I 2 = 47,2 em . 

Yo (Fr - F 2) = 7850 . 60 + (- 5000) . 47,2 

y = !850 • 60 - 5Q09~!,5 = 82 cm 
o 7 850 - 5000 • 

Für die Bestimmung des Schwer
punktes einer unregelmäßigen Fläche 
wendet man in den meisten Fällen das 
graphische Verfahren mittels Seil. 
polygons an. Man zerlegt die Fläche 
in eine Reihe von Dreiecken und Recht. 
ecken, bestimmt deren Schwerpunkte 

-~-

,Fig. 94. Rechnerische Bestimmung des 
Schwerpunktes (Beispiel 74). 

I 

31 3, Il-
I 

1'. '\ 2' .. I 3' -) 'I' ,)'1 

Fig. 95. Bestimmung des Schwerpunktes einer unregelmäßigen Fläche durch t:'nterteilung der· 
selben in einfache Flächenstücke nach dem Verfahren: Kriifteplan - Seil polygon. 

und bringt in ihnen Kräfte gleich den Inhalten der Einzelflächen 
zum Angriff. 
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Fig. 95 zeigt diese Konstruktion für eine in zwei Dreiecke und zwei 
Parallelogramme zerlegte Fläche. Die Einzelschwerpunkte sind zeich
nerisch ermittelt. Die Kräfte PI' P 2 , Pa, P4 und PI, p,;, P H, P.; 
entsprechen den Flächeninhalten von F I , F 2 , F 3 , F 4 . 

Das unter der Figur eingetragene Seilpolygon besbnmt die Lage 
der Resultanten B nach dem rechts verzeichneten Kräfteplan, d. i. 
für die vertikal angenommenen Kräfte 1, 2, 3,4. Das links eingetragene 
Seilpolygon, das sich auf dem unten verzeichneten Kräfteplan für die 
Kräfte 1', 2', 3', und 4' aufbaut, legt die Lage von R' f~st. 

Der Schnittpunkt von Rund B' ist der Schwerpunkt. 

g) Schwerpunkte gewölbter Flächen. 

Der Schwerpunkt einer Zylindermantelfläche liegt in 
halber Höhe. 

Der Schwf\rpunkt einer Kegelmantelfläche liegt in ein 
Drittel Höhe. 

Die Mantelfläche kann man 
zerlegen in eine große Zahl 
kleiner Dreiecksflächen. Der 
Schwerpunkt dieser Dreiecks
flächen liegt auf ein Drittel Höhe. 
Es bilden die Schwerpunkte dieser 
Dreiecksflächen eine Kreislinie, 
die in ein Drittel Höhe liegt. 
Der Schwerpunkt dieser Kreis

Fig. 96. Bestimmuug des Schwerpunktes einer linie ist der Schwerpunkt der 
Kegelmantelfläche. Kegelmantelfläche. 

Der Schwerpunkt der Man telfläche eines Kegelstumpfes 
liegt in der Höhe 

. h 21'1 + ""2 
ho=-'-~:"'-"";:' 

-~ 3 1"1 + 1'2 
(Fig.96.) GI. XXXY 

Man kann die Mantelfläche zerlegen in eine große Zahl kleiner Trapez
flächen, deren Höhe gleich 8 ist und deren obere Seite a zur unteren Seite 
b sich verhält wie r l zu r2 • Die Schwerpunkte aller dieser kleinen 
Trapezehen liegen auf einem Kreise im Abstande hz von der unteren 
Kante 

hz : h = 8 2 : 8. 

82 : 8 berechnet sich nach Gleichung XXXI mit 

82 = 
8 2a+ b 
3' -a+~b~ ' 

82 2 a + b h2 82 2 a + b 
8 3 (a + ~b) . h ="8 = 3 (a + b)' 

h 2a + b 
hz = 

3 a + b 
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Für a den Wert !"l eingesetzt 
b T2 

h 21'1 + 1'2 

= 3". '/'1 + '1'2 -

79 

Schwerpunkt einer Kugclkalotte und einer Kugelzone. 

Teilt man die Oberfläche 
einer Kugelkalotte durch 
Parallelschnitte, die in den 
gleichen Abständen h von
einanderliegen, in eine Al;lzahl 
von Kugelzonen, so haben 
diese gleiche Oberflächen. 
Es beträgt die Oberfläche 
des in Fig. 97 stark ge
zeichneten Zonenstückes 
F = s - x - 2 - Jl. Nach der 
Ähnlichkeit des kleinen 
schraffierten Dreiecks und 
des Dreiecks 111 A Bist 
J.l1A:x=s:h, r:x=8:h. 

Fig. 97. Bestimmung des Schwerpunktes einer Kugel
kalotte. 

Setzt man den aus dieser Gleichung 
h·r 

folgenden Wert x = -- ein, in Gleichung F = 8· X - 2· n, so beträgt 
die Oberfläche 8 

8·h-r 
F = 2 • n·- ----- = 2 • Jl • h . r . 

8 

Es ist die Größe des Oberflächenstückes also lediglich abhängig von der 
Höhe h, d. h. alle Kugelzonen von der gleichen Höhe h haben dieselbe 
Oberfläche. 

Denkt man sich die einzelnen Zonen in ihren Schwerpunkten ver
einigt, so bilden diese Schwerpunkte das Stück eines Radius. Da auf die 
gleichen Längen h stets die gleiche Oberfläche entfällt, so ist die radiale 
Linie gleichstark. Ihr Schwerpunkt liegt also in der Mitte. 

Daraus folgt: Der Schwerpunkt einer Kugelkalotte und 
einer Kugelzone liegt in halber Höhe. 

Beis pie I 75. Wo liegt der Schwerpunkt einer Kugelzone, wenn dieselbe die 
Höhe h gleich 300 rnm besitzt und um den Betrag a = 100 mrn vom Mittelpunkt 
entfernt liegt? 

h 300 
;)' = a + -2 = 100 + -2 = 21)0 mm, 

3. Schwerpunkte von Körpern. 
a) Schwerpunkt eines Zylinders und eines Prismas. 

Ein Zylinder läßt sich durch Schnitte parallel zu einer seiner Grund
flächen in dünne kreisfärmige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte 
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im Kreismittelpunkte liegen. Diese Schwerpunkte bilden ZUSllmmen 
eine gleichförmige Linie. Ihr Schwerpunkt liegt in der Mitte. 

Der Schwerpunkt eines Zylinders liegt in halber Höhe 
und auf der Verbindung der Mitten der beiden Endflächen. 

Für ein Pris ma läßt sich die gleiche Ableitung anwenden. Es liegt 
der Schwerpunkt in halber Höhe. 

b) Schwerpunkt einer Pyramide und eines Kegels. 

Zerlegt man eine dreiseitige Pyramide (Fig. 98) durch Schnitte 
parallel zu einer Seitenfläche in unzählige dünne Scheiben, die sich als 
Dreiecksflächen auffassen lassen, so liegt der Schwerpunkt aller dieser 

o 

A 

ß 

einzelnen Flächen auf einer die 
Mitte der Seitenfläche mit der 
gegenüberliegenden Spitze ver
bindenden Graden. Bei der Zer
legung in Scheiben parallel zur 
Grundfläche ABO ist demzufolge 
die Linie 81 D ein geometrischer 
Ort für den Körperschwerpunkt. 
Zerlegt man die Pyramide noch
mals durch Schnitte parallel zu 
einer anderen Seitenfläche, so 
wird die Vereinigung der Schwer
punkte dieser Scheibenflächen 
eine zweite Grade ergeben, welche 
auch durch den Schwerpunkt 
gehen muß. Der Schwer

Fig. 98. Bestimmung des Schwerpunktes einer punkt muß auch auf der 
Pyramide. Linie A 82 liegen. . Die Lage 

des Schwerpunktes ist so be
stimmt durch den Schnittpunkt 8 der beiden Graden A 8 2 und D 8 1 • 

Da 8 2 die Strecke M 2 D im gleichen Verhältnis teilt wie 81 die Strecke 
M 2 A, ist die Linie 81 8 2 parallel der Kante A D. Es verhält sich 
A D : 81 8 2 = M 2 D : M 282 = 3 : 1. (82 der Schwerpunkt der Fläche 
BO D liegt auf ein Drittel Höhe, d. i. auf ein Drittel der Mittel-
linie M 2D.) . 

Aus der durch die Parallelität von AD und 81 82 festgelegten Ähn
lichkeit der Dreiecke A D 8 und 81 882 folgt 

und 
AD:D8=81 8 2 :881 

D8 und 881 bilden zusammen die Länge D81 • Es wird D81 durch 
8 im Verhältnis 3 : 1 geteilt, d. h. es liegt 8 in ein Viertel der Länge von 
D 8 + 881 also in ein Viertel Höhe. 

DerSchwerpunkt einer Pyramide liegt in ein Viertel 
Höhe. 

(-~.~ = 3 . 1) 4·4 .. 
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Da man einw Kegel als eine Pyramide von unendliCh gl'oLkr 
Seitenzahl auffassen darf, gilt das Gleiche für den Kegel. 

Der Schwerpunkt eines Kegels liegt in ein Viertel Höhe. 

c) Schwerpunkt eines Kegelstumpfes. 

Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfes 
berechnet sich aus der Momentengleichung : 
Statisches Moment des Stumpfes gleich 
Differenz der statischen Momente zweier 
Kegel (Fig. 99)., 

Bezogen auf die Grundfläche gilt: 

Vo • Xo = V2 • x 2 - V 1 • Xl . 

Bezeichnet man mit F die Fläche r~n 
und mit f die Fläche rI n, so ist 

h I 
kz 

I 
h 

L-.----L--l __ --'-_LJI 

GI. XXXVI Fig.99. Bestimmung des Schwel" 
punktes eines Kegelstumpfes. 

d) Schwerpunkt eines Kugelausschnittes und eines Kugelabschnittes. 

Den Kugelausschnitt (Fig. 100) kann man ersetzt denken durch 
eine unendlich große Zahl kleiner Pyramiden, deren Spitzen im 
Kugelmittelpunkte liegen und deren Grund- t. 

flächen zusammen die Oberfläche des h 
Kugelsektors ausmachen. 

Die Schwerpunkte aller dieser Pyra
miden liegen in ein Viertel Höhe von 
der Grundfläche bzw. in drei Viertel 
Höhe von der Spitze, d. i. in diesem Falle 
auf 3/4 r . 

Alle diese Schwerpunkte bilden zu
sammen eine gleichförmige Kugelkalotte Fig.100. Bestimmung des Schwel" 
vom Radius 3/4 r. Der Schwerpunkt derselben punktes eines Kugelausschnittes, 

liegt in halber Höhe ihres Bogenstichs. 
Damit berechnet sich der Schwerpunkt des Kugelausschnittes mit 
dem Abstand 

3 3 1 3 3 
Xo= r-, h· =-'f'--h 

4 4 2 4 8· 
GI. XXXVI 

Der Kugelabschnitt ist aufzufassen als die Differenz eines Kugel
ausschnittes und eines Kegels. 

Bei dünnwandigen Körpern, z. B. bei Hohlkegeln faßt man den 
Körper besser als Fläche gleicher Dicke auf. Man begeht in den meisten 
Fällen eine in den Rahmen der Gesamtgena uigkeit der ganzen technischen 
Berechnungen fallende Ungenauigkeit. Ist der Hohlkegel aus Blech 
hergestellt, so ist die Berechnung als Fläche sogar genauer. Diese Berech
nung setzt eine Kantenausbildung nach Fig. 101 links voraus, während 

Lau die n, Mechanik. 6 
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die Berechnung als Differenz zweier Kegelkörper eme Kantenforlll 
nach Fig. 101 rechts verlangen müßte. 

B eispiel 76. Wo liegt der Schwerpunkt des in Fig. 101 dargestellten Kegel
stumpfmantels ? 

Der Gesamtmantel hat die Oberfläche r· ~'" 8 = 50 OJl. V502+ 12"0-2 = 50 ' }T' 130. 
50 V502 +-1202 1 

Der Mantel der Spitze beträgt T 0 ~-, • - :J 0 = 9" 0 50 0 ~7 ·1:30. Die Volumina 

Fig. 101. Bestimmung des Schwer
punktes eines Kegelstumpfmantels. 

betragen 8' (50 0 lT' 130) und§ . (50 . lT • 130) 

Der Schwerpunkt des Gesamtmantels liegt 
auf 40 cm Abstand von der Grundfläche. Der 
Schwerpunkt des abgeschnittenen Spitzen-

manteIs liegt auf 80 + ~ Abstand. 

Xo (8' 50 .. 7 . 130 - 8 ·50'.7 '130) = 
. 9 0" 

s ·50 '.7' 130 '40-~o50' Jr-l30. (80 + ~). 

4. Guldinsche Regel. 
Die Lehre vom Schwerpunkt findet Anwendung bei der Bestim

mung der Oberflächen und Rauminhalte nach der Guldinschen Regel. 
Die Guldinsche Regel lautet: 
Die Oberfläche eines Rotationskörpers ist gleich 

dem Produkte aus Länge der die Oberfläche erz e ugen
den Linie mal dem Weg des Schwer-

.r-)~ ____ Jlt punkts der erzeugenden Linie. 
Der Rauminhalt eines Rotations

körpers ist gleich dem Produkte aus 
Flächeninhalt dererzeugenden Figur 
mal dem SchwerpunktS'weg der er
zeugenden Figur. 

Für die erste der beiden Regeln gibt Fig. 102 
den Beweis. 

1 Die erzeugende Linie läßt sich in eine 
Anzahl von kleinen Graden unterteilen, welehe 

Fig. 102. Guldinsche R egel ihre Schwerpunkte in der Mitte haben. Sie be-
znr Bestimmung der Ober- h b . I lfl h d G ß 
fläche eines Rotationskörpers. SC rei en e1nZe ne Kege äc en, eren rö en 

durch die Gleichung Länge .der Kegelkante mal 
mittlerem Radius mal 2 0 n bestimmt ist. Für die Summe aller 
dieser Kegelmantelflächen gilt 

F I + F2 + F 3 0 •• = ll° 2 0 Xl 0:n + l2° 2· x 2 ':Z + la' 2 ·xa·Jl + l4·:2 0 x 4 ·:r . .. 

= 2 o :r (l1 0 Xl + l2' x2 + la 0 x3 + l4 . x4 • •• ) 0 
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Die rechtsstehende Klammer ist die Summe dei' ~tati~dll'll Momente 
der Linienstücke in bezug auf die Rotationsachse. Diese Summe läßt 
sich durch das statische Moment der Linie als Ganzes ersetzelI, nämlieh 
durch das Produkt Länge der ganzen Linie mal 
Schwerpunktsabstand derselben. - Damit geht 
die Summe über in L . Xo - X o Schwerpunkts
abstand - und es lautet die Gleichung 

1" = 1\ + F 2 + F3 + F 4 • • • .;; 

= L· 2 . :r . ;x:o • GI. XXXVI 

Den Beweis für die zweite Regel gibt Fig. 103. 
Die erzeugende Fläche läßt sich in eine Anzahl 
kleiner Flächenteilchen unterteilen, deren Aus
dehnung so gering ist, daß man den von 
ihnen erzeugten Körper als einen Zylinder von 
der Grundfläche / und der Höhe 2· X· n an
sehen darf. x ist dabei die Entfernung des 

Fig. 103. Guldinsclm !legel 
zur Hestin1.mung de~ Raum
inhaltes eines HotatiolH:j· 

körpers. 

Schwerpunktes der kleinen Fläche von der Achse. Die Summe aller 
dies~r kleinen Zylinder bildet den Gesamtkörper. Sein Volumen ist daher 

V = /1.2. Xl' n + /2' X 2 • 2 • n + /3.2. xa ' n + /4 • 2 . x4 • n . .. 

= 2· n . (/1 . Xl + /2' x2 + /3' x3 + /4' Xi ••• ) . 

Der Klammerausdruck ist die Summe der statischen Momente der 
einzelnen Flächenteilchen in bezug auf die Drehachse. Setzt man für 
diese Summe das statische Moment der Gesamtfläche F· Xo -
Xo Schwerpunktsabstand - ein, so lautet die Gleichung . 

V = F· 2 . :r . xo. GI. XXXVII 

Die Oberfläche einer Kugel bestimmt sich nach der Guldinschen 

Regel mit r. n Linienlänge, 2_~ r Schwerpunktsabstand mit 

(r . n) . (2 . ~~r . n) = : r 2 • n . 

Der Inhalt einer Kugel bestimmt sich 
r 2 .n 

mit . -"2- Flächeninhalt der erzeugenden 

Halbkreisfläche, und ~. 2 r Abstand des 
3 n 

Schwerpunktes der Halbkreisfläche mit 

(r: Jl) . (2, 2 . 2r . n) = .! r3 . .n . 
2 . 3 n 3 

Fig. 104. Bestimmung der Ober
fläche einer Spitze nach der Guldin

sehen Regel (Beispiel 76). 

Beis piel 76. Es ist die Oberfläche einer Spitze nach Fig.104 zu berechnen. 
Der Schwerpunkt des Viertelkreisstücks ist vom Mittelpunkte entfernt um 

.~ = Radius mal Sehne durch Bogen. Sehne = r • t2; Bogen = r_~:r ergibt 

r' t2- 2· t'2 
x= r'''--'-- = r ---

r·:n: :n: 
-2 

6* 
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. x 2 (f-Z) Der Schwerpunktsabstand Xo ~~ r - = r -'f' , = ~. '--"2 ",' er, • 

Mit 'f = 50 mm ist Xo = 50· -------" = 182 mm (3,14-2) 
, 3,14 ,. 

Oberfläche gleich Linienlänge mal Schwerpunktsweg 

'f'''' 50,,,, 
F = 2 . 18,2. 2 . er =-2 . 18,2 . 2 . '" = C'V 9000 qmm. 

E. Lehre vom Gleichgewicht der Körper. 
Die Lehre von der Zusammensetzung der Kräfte und der Zerlegung 

der Kräfte bildet die Grundlage der 

Lehre vom Gleichgewicht. 

Ein Körper befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Gesamtheit der 
auf ihn wirkenden Kräfte eine Wirkung gleich Null ergibt. 

Handelt es sich um Kräfte, die in einer Ebene liegen, so darf die 
Gesamtheit der Kräfte weder eine Einzelkraft noch ein Kräftepaar 
ergeben. Liegen die Kräfte in verschiedenen Ebenen im Raum, so tritt 
dann Gleichgewicht ein, wenn die Kräfte in keiner Ebene eine Einzel
kraft und auch kein Kräftepaar ergeben. 

In der überwiegenden Zahl aller Fälle lauten die gestellten Aufgaben 
wie folgt: 

Für den durch die Kräfte PI P 2 • • • belasteten' Körper sind die
jenigen Kräfte X, Y... zu bestimmen, welche in Gemeinschaft mit 
den gegebenen Kräften Pp P2 . •• den Körper im Gleichgewicht halten. 

Um die gegebenen Kräfte von den erst zu berechnenden Kräften 
zu unterscheiden, bezeichnet man die ersteren vielfach als Lasten. 
Im Grunde unterscheiden sich die Lasten von den Kräften nicht. Beide, 
die gegebenen wie die zu berechnenden Kräfte, unterliegen den Gesetzen 
von der Zusammensetzung und Zerlegung der Kräft,e. 

1. Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichtes. 
L Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichts. 

Greifen die gegebenen Kräfte am gleichen Punkte an, so kann ihre 
Zusammensetzung nur eine Einzelkraft ergeben (siehe S. 46). Um diese 
Einzelkraft zu Null zu ergänzen, muß eine Kraft hinzugefügt werden, 
die den Kräfteplan schließt. 

Ein Körper, auf den im gleichen Punkte angreifende 
Kräfte wirken, ist dann im Gleichgewicht, wenn der Kräfte
plan geschlossen ist. 

Wirken auf den Körper K (Fig. 105) die drei Einzelkräfte PI' P 2 , 

Pa' die eine Resultante Rl - 2 - a ergeben, so ist zur Herstellung des 
Gleichgewichtes die Hinzufügung einer Kraft X, welche mit der Resul
tanten Rl - 2 - 3 gleiche Lage, gleiche Größe, aber entgegengesetzte Rich
tung hat, erforderlich. X hebt dann die Wirkung von Rl - 2 - a , d. i. von 



Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichtes. 85 

PI' P 2' P 3, auf. Ein Körper K. der durch die drei Kräfte PI' P 2' P 3 

belastet ist, muß durch eine Kraft von der Größe, Richtung und Lage 
der Kraft X = -Rl - 2 - 3 ge
stützt werden, um ins Gleich
gewicht zu kommen. 

Trägt man PI' P2 , Pa und X 
in einem Kräfteplane zusammen 
auf, so ist der Kräfteplan ge
schlossen (Fig. 106). 

Die Fig. 106 zeigt, daß man 
nicht erst aus den drei ge
gebenen Kräften PI' P2' Pa die Fig.I05. Zusammensetzung der 3"Kräfte ,p" 
Resultante R zu bilden braucht, Po und P3 zur Resulta,nten Rl'-2-a. 

um deren Wirkung durch die 
Gegenwirkung der ge-
suchten Kraft X aufzu-
heben. Es genügt die 
Aneinanderreihung der 
gegebenen Kräfte PI' P 2 , 

P 3' um die Größe und 
Richtung der Stützkraft 
zu ermitteln, welche das 
Gleichgewicht herstellt. 

x 

x 
----~ 

/ 
/11 Greifen die gegebenen 

Kräfte nicht am gleichen 
Punkte des Körpers an, 
so kann ihre Zusammen-

Fig. 106. Bestimmung der Kraft x, welche den durch die 
3 Kräfte P" P2 und Pa belasteten Körper K im Gleich, 

gewicht hält. 

etzung entweder 
eine Einzelkraft oder 
ein Kräftepaar er
geben. Die Bedin
gung: "Der Kräfte
plan muß geschlo ~en 
sein" sichert wohl, 
daß keine Einzelluaft 
auftritt, ist jedoch 
nicht ausreichend da
für, daß sich kein 
Kräftepaar ergibt. 

Ist der Kräfteplan geschlossen, so 
ist damit fe tgelegt, daß die Zusammen
setzung aller Kräfte bis auf die letzte 
eine Resultante ergibt, die die gleiche 
Größe, aber entgegenge etzte Richtung 
wie diese letzte Kraft hat. Es ist da
mit aber nicht festgelegt, daß diese 

a 

Fig. 107. BelastulI8 eines 
Körpers durch Kräfte, dIe 
einen geschlosseDen Kräfte· 
plan, aber keio geschlOl!Senes 
SellpolygoD ergeben. ße· 
stirn rnung des resultierenden 

Kräftepnn res. 

letzte Kraft auch in die gleiche Linie fällt wie die Resultante. ie kann 
an ihr vorbeigehen und mit ihr ein Kräftepaar bilden. 



86 Lehre vom Gleichgewicht der Körper. 

Fig. 107 und 108 kennzeichnen diese Verhältnisse. Auf den Körper 
]( wirken die vier Kräfte PI ' P 2' P 3' P 4' Die drei ersten Kräfte PI' 
P2 , Pa ergeben die Resultante R l - 2 - 3 • Diese Resultante ist der 
vierten Kraft P 4 entgegengesetzt gerichtet und hat die gleiche Größe 
wie P 4' Das Einflechten des Seilpolygons bestimmt die Lage der 
Resultanten R 1 - 2 _ 3 durch den Punkt S. (Es schneiden sich in S 
die beiden letzten Parallelen zu den Strahlen 1 - Rund 3 - R des 
Kräfteplans). Geht die vierte Kraft P 4 am Punkte S vorbei, so ist kein 
Gleichgewicht vorhanden. Es bilden die beiden Kräfte R1 ~ 2 3 und P 4 

b 

}'ig. 10. llel tung eine. Korpers durch 
Kr. [W. die sowohl einen ge chlos.,o,ellen 
Kriilleplan als auch ein ge chlossene iI-

polygon ergeben. - Gleichgewicht. 

vielmehr ein Kräftepaar von dem Momente P 4 • a, Da die beiden letzten 
Strahlen die Kraft P 4 in zwei verschiedenen Punkten A und B schneiden, 
sagt man, das Seilpolygon ist nicht geschlossen. Es besitzt eine Lücke 
von der Länge AB. 

Die Kräfte nach Fig. 108 sind im Gleichgewicht. Es geht P 4 durch 
den Schnittpunkt S der Strahlen 1--4, 3-4. Die Kräfte ' nach 
Fig. 107 sind nicht im Gleichgewicht. 

Damit lautet die Gleichgewichtsbedingung : 

Die auf einen Körper wirkenden Kräfte befinden sich 
im Gleichgewicht, wenn Kräfteplan und Seilpolygon ge
schlossen sind. 

Beispiel 77. Wie muß der durch die drei Kräfte PI' P2 und Pa belastete 
Körper gestützt werden, damit er im Gleichgewicht ist? (.B'ig. 108.) 

Der Kräfteplan ist geschlossen, wenn die Stützkraft P4 die durch die Strecke 
a - b gegebene Größe und Richtung hat. 

Das Seilpolygon schließt sich im Punkte S. Die Stützkraft P4 muß also so 
liegen, daß sie durch S geht. 

Ist ein Körper nur durch zwei Kräfte belastet, so bestimmt sich 
die Lage der stützenden, das Gleichgewicht herstellenden dritten Kraft 
einfacher durch den Schnittpunkt der Richtungen der heiden gegebenen 
Kräfte. Es können drei Kräfte nur dann im Gleichgewicht sein, wenn 



Rechnerische Bestimmung des Gleichgewichts. 87 

sich ihre Richtungen in einem Punkte schneiden. Die dritte, die ge
suchte Kraft, muß die Resultante der zwei anderen Kräfte aufheben. 
Sie muß mit dieser also in eine Linie fallen. Die Linie der Resultanten 
ist ~ber durch den Schnittpunkt der zwei gegebenen Kräfte bestimmt.
Ji'ür so belastete Körper erübrigt sich die Zeichnung des Seilpolygons ; 
der Schnittpunkt der zwei gegebenen Kräfte legt die Lage der dritten 
Kraft fest. 

2. Rechnerische Bestimmung des Gleichgewichts. 
Für die rechnerische Bestimmung des Gleichgewichtes zerlegt mall 

alle Kräfte, die gegebenen wie die gesuchten, nach zwei Richtungen. 
(In der Mehrzahl der Fälle wird man zwei senkrecht aufeinanderstehende 
Richtungen wählen.) Man gewinnt durch diese Zerlegung eine Erleich
terung der Rechnung insofern, als man um die Winkelrechnung herum 
kommt (siehe S. 60). Man legt dann jede Kraft nicht nach Lage, Größe 
und Richtung fest, sondern nach den zwei Größen ihrer Komponenten 
und deren Lage gegeneinander. 

Den Richtungasinn der gesuchten Kräfte nimmt man an. Ist die An
nahme unrichtig, so ergibt das Rechnungsresultat ein Minuszeichen. 

Da das Gleichgewicht verlangt, daß keine Einzelkraft und kein 
Kräftepaar auftritt, müssen drei Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sein. 

1. Die Kräfte dürfen keine Vertikalkraft ergeben. Man sagt: 
"Die Summe der Vertikal kräfte muß gleich Null sein." 

2. Die Kräfte dürfen keine Horizontalkraft ergeben. Man faßt 
diese Bedingung in die Worte: "Die Summe der Horizontalkräfte 
muß gleich Null sein." 
. 3. Die Kräfte dürfen kein Kräftepaar ergeben oder: "Die Summe 
der statischen Momente, bezogen auf einen beliebigen 
Punkt, muß gleich Null sein." 

Diese drei Gleichgewichtsbedingungen genügen für die Bestim
mung von drei Größen. 

Da für jede Kraft drei Bestimmungsstücke nötig sind, kann man 
mit den drei Gleichgewichtsbedingungen z. B. folgende Aufgaben lösen: 

Drei unbekannte Kräfte: 
a) Gegeben die drei Richtungen und die drei Lagen der Unbekann

ten. - Zu bestimmen die drei Größen. 
b) Gegeben je zwei Richtungen, zwei Größen und zwei Lagen. Zu 

bestimmen eine Richtung, eine Größe und eine Lage. 

Zwei unbekannte Kräfte: 
a) Gegeben zwei Lagen und eine Richtung. - Zu bestimmen eme 

Richtung und zwei Größen. 
b) Gegeben eine Lage und zwei Richtungen. - Zu bestimmen eine 

Lage und zwei Größen. 
c) Gegeben zwei Richtungen und eine Lage. - Zu bestimmen zwei 

Größen und eine Lage. 
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Eine unbekannte Kraft. - Zu bestimmen eine Richtung, 
eine Lage und eine Größe. 

Bei der Bestimmung der Lage einer Kraft darf nicht übersehen 
werden, daß die Bestimmung der Lage keineswegs identisch ist 
mit der Bestimm ung des Angriffspunktes. Die Lage ist fest
gelegt durch die Linie, auf welcher die Kraft zur Wirkung kommt, 
nicht aber durch einen Punkt auf dieser Linie (siehe S. 48). Im übrigen 

~/ 

v: 
't/ 
I 

überwiegen die Aufgaben, bei denen die 
Lage der das Gleichgewicht herstellenden 
Kräfte von vornherein gegeben ist, und 
zwar durch einen Angriffspunkt ge
geben ist. Es ist durch ein en ge
ge benen Angriffspunkt die Lage 
der Kraft festgelegt. Es ist dur c h die 
rechnerisch oder zeichnerisch be s tim mt e 
Lage ein Angriffspunkt aberni ch t 

Fig.109. Festlegung der Richtungen festgelegt. 
der StX!~~!!f~~~~~ b~b. Stütz· Sind zwei unbekannte Kräfte an 

einem Körper zu bestimmen, ist z. B. 
der Körper an zwei Stellen gestützt, so sind von den zwei Stütz
kräften entweder beide Richtungen und eine Größe oder beide Größen 
und eine Richtung bestimmbar. Ist der Körper an drei Stellen gehalten, 

Fig. 110. stützung eines Körpers in 
2 Gelenken. Unbestimmtheit der Stütz
kraftrichtungen und damit auch Un-

bestimmtheit der Stützkraftgrößen. 

so kann die Aufgabe gestellt sein, die 
drei Kraftgrößen oder die drei Kraft
richtungen zu bestimmen oder zwei 
Größen und eine Richtung oder zwei 
Richtungen und eine Größe zu be
stimmen. 

Die Richtung der Stützkräfte 1st viel
fach durch die Ausbildung der Stütz
flächen festgelegt. Es können, wenn man 
von der Reibung an den Stützflächen ab
sieht, nur senkrechtdurchdieStützflächen 
gehende Kräfte übertragen werden. Der 
in Fig. 109 dargestellte Körper kann 
demnach nur durch senkrecht zu den 
Stützflächen a-a und b-b gerichtete 

Kräfte gehalten werden. Er darf also nur mit einer durch den Schnitt
punkt S der Stützrichtungen A - A und B - B gehenden Kraft bzw. 
mit einer Reihe von Kräften, deren Resultante durch den Schnittpunkt 
der Stützrichtungen A - A und B - B geht, belastet sein. 

Bei der Stützung eines Körpers in einem Gelenk, d. h. mittels 
Zapfens und Lagers, ist die Richtung nicht festgelegt. Ein Gelenk 
vermag eine beliebig gerichtete Druckkraft zu übertragen. Dieselbe 
muß nur die eine Bedingung erfüllen: Sie muß durch den Zapfenmittel
punkt gehen. Genügt sie dieser Bedingung, so genügt sie gleichzeitig 
der vorher aufgestellten des senkrechten Durchganges durch die Stütz
fläche. Der durch die Kraft Q belastete Körper Fig. llO, der beiderseits 
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durch Gelenke gehalten wird, kann demnach in der verschiedenstell 
Weise ins Gleichgewicht gebracht werden. Es können ihn die Kräfte 
SI und 8 2 im Gleichgewicht halten, oder die Kräfte R 1R 2 usw. Es sind 
bei dieser Art der Stützung vier Unbekannte: 1.wei Kraftgrößen und zwci 
Kraftrichtungen, vorhanden, zu deren Bestimmung nur drei Gleichungen 
zur Verfügung stehen. Eine eindeutige Bestim.mung des Glcich
gewichtes ist also unmöglich. 

Oft genii-gt scheinbar die Benutzung von zwei Glmchgewichts
bedingungen zur Berechnung der gefragten Größen. Ist z. B. ein Körper 
lediglich durch Vertikalkräfte belastet, und ist auch für die gesuchten 
Kräfte durch die Form der Stützflächen die Vertikalrichtung vorge
schrieben, so kann man auf die Benutzung der zweiten Gleichgewichts
bedingung verzichten. Ordnungshalber sollte man auch in diesen 
Fällen die zweite Gleichgewichtsbedingung - in der freilich kein Re
sultat ergebenden Form 0 = 0 - aufstellen, um klarzustellen, daU 
keine Horizontalkräfte vorhanden sind. 

3. Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene 
wirkender Kräfte. 

a) Hebel. 

Das Gleichgewicht an einem Hebel zeigt Fig.lll. Nach der dritten 
Gleichgewichtsbedingung muß die Summe der Momente, bezogen auf 
den Drehpunkt, Null sein. Es ist 

r2 1\ . r1 - P2 • r2 = 0 1\ = P2 • -- 1\ . ZI = P2' Z2' 
r, 

~'ig. 111. Gleichgewicht der Kräfte an einern 
Hebel. Pt nnd P2 gegebene Kräfte senk

recht zU lt uud f2. 
Fig. 112. Gleichgewicht der Kräfte an 

einern Hebel. 

Bei der gezeichneten Stellung stehen PI und P 2 senkrecht zu den 
Hebellängen 11 und 12 , so daß r 1 und r 2 gleich 11 und 12 sind. Bilden die 
Richtungen von PI und Pz keinen rechten Winkel mit 11 und 12 , so sind 
die Hebelarme r1 und r2 (Fig. 112) gleich 11 , COSiXl und 12 , COSiX 2 

PI' 11 • COS iX l - P z • 12 , COS iX2 = 0 . 

Bei Hebeln, die beiderseitig durch Gewichte belastet sind nach 
Art der Fig. 113, ändern sich auch bei weitestgehendem Ausschlage des 
Hebels die Hebelarme stets im gleichen Verhältnis, und so bleibt für 
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alle Stellungen erhalten 
P l • l) - P2 12 = 0, da 
COS(\l : co;; (\2 = 1 : 1 ist. 

Auf die Bestimmung der 
~tützkraft im Drehpunkt 
des Hebels legt man in 
den seltensten Fällen Wert. 
Sie berechnet . sich für die 
Anordnung nach Fig. 111 
aus den ersten bei den Gleich
gewichtsbedingungen 

Hg. 113. Gleichgewicht der Kräfte an einem Hebel 
bei verschiedenen Stellungen des Hebels. -Ht + H2 + X =0 

Vt + V2 - Y = O. 
Aus den Komponenten X und Y bestimmt sich der Stützdruck. 

b) Die lose RoDe. 
Die lose Rolle (Fig. 114), d. i. eine Rolle, die kein Drehmoment 

überträgt, sich also entweder lose auf ihrer Achse dreht, oder mit der 

Pig. 114. meichgewieht der Kräfte 
an einer losen Rolle. 

Achse lose in den Lagern dreht, befindet 
sich im GleiChgewicht mit PI = P2 
(PI' rl = P 2 • r2 , r1 = r2). Die Stützkraft 
bestimmt sich, wie beim Hebel, aus den 
ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen 

-HI + H2 -X=O 
- VI - V2 + Y = 0 . 

Hän gt die Rolle an eine;r gelenkartig 
befestigten Stange (Fig. 115), so muß sie 
sich so einstellen, daß diese Stange in 
die Richtung der Stützkraft fällt. Eine 
Stange mit nur zwei Gelenken vermag nur 
solche Kräfte aufzunehmen, welche in die 

Verbindungslinie der beiden Zapfenmitten 
fallen. Für die sie belastenden zwei 
Kräfte sind die Zapfenmittelpunkte als 
Angriffspunkte festgelegt. Zwei Kräfte 
können sich aber nur'dann aufheben, d. h. 
im Gleichgewicht halten, wenn sie in die 
gleiche Linie fallel', und diese Linie be
stimmen die zwei Zapfenmitten. 

fl c) Der Balken auf zwei Stützen. 

Zur Bestimmung des Gleichgewichtes 
Fig. 115. Gleichgewicht der Kräfte eines Balkens auf zwei Stützen wendet man 
an einer Rolle, deren Achse beweg· das zeichnerische und auch das rechne

lieh ist. 
rische Verfahren an. Wo es sich dabei 

um Belastungen durch Vertikalkräfte (Gewichte) handelt, wird man 
die zweite Gleichgewichtsbedingung nicht mit aufzustellen brauchen. 
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1\.) Rechnerische 
Bestimm ung 

(Fig. Il6). Nach der 
ersten Gleichgewichts
bedingung ist 
+A- P l+ B =O. 

Nach der dritten 

~-------l--------~ 

I 
IA 
I 

a. --..,..---b- -, 
P. A- B...-

1 ...-Y' / 

Gleichgewichtsbedin
gung ergibt sich bei 
einer Annahme des 
Drehpunktes im Stütz
punkt links die Mo
mentengleichurg 

Fig. 116. Rechnerische und zeichnerische Bestimlllung oer 
Stützkräfte A und B, die den durch Pi belasteten Balken im 

Gleichgewicht halten. 

+ PI ' a - B . l = O. 

PI' a 
Dara us folgt; B = -- i 
Aus der ersten und dritten Gleichgewichtsbedingung folgt 

PI' a PI(l-a) PI' b 
A = Pj-B = PI --f- = ---l-- --1--

~-----,l-ZIJ()() 

f-.:o-- f<,--l . 1oa -&~ 

P - 1{)()()kg ~ 
f'. '11' R 

'A '8 
1500119 r z 

I I jA 18 
I I 

, I 
I 

Fig, 117. Bestimmnng der Stützdrucke 

121J()/rg 

A und B für den durch P belasteten Fig. 118. Bestimmung der Stützdrucke A und B fÜ,. 
Balken (Beispiel 78). den dnrch Pi und Pz belasteten Balken (Beispiel 79). 

Diese Gleichung ergibt sich auch unmittelbar bei Aufstellung der 
dritten Gleichgewichtsgleichung für einen im Stützpunkt re c h t s liegen
den Drehpunkt 

-- PI' b + A,l = 0 

A = PL,b . 
l 

Beispiel 78. Wie groß sind die Stützkräfte des nach Fig. 117 belasteten 
Balkens? 

Die Summe der Vertikalkräfte ist gleich O. (Erste Gleichgewichtsbedingung.) 
A + B -- P = O. (Plusrichtung nach oben.) 

Die Summe der sbtischen Momente für einen beliebigen Drehpunkt ist 
gleich O. 

AIs Drehpunkt angenommen der Stützpunkt A. 

-- B . 1 + P , a = 0 , B = ~.!!.. = !QQ~~~O = 200 k~, 
l 2000 . 

A + 200 - 1000 = 0, A = 1000 - 200 = 800 kg·. 

Beispiel 79. Durch welehe Stützdrucke wird der überhängende Träger nach 
Fig 118 im Gleichgewicht gehalten? . 
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Nach der ersten Gleichgewichtsbedingung ist 

-PI +A+ B-P2 = O. 

Unter Annahme des Drehpunktes im linken Stützpunkt folgt 

- PI . a - B . l + P 2 • (b -+- l) = O. 

-1500' 300- B ·1000 

+ 1200 (250 -+- 1000) = 0, 

B = 1200 . 1250 ........ 1500 . 300 
1000 

1500000 -450000 
1000 

B = l050kg, 

Fig.119. Bestimmung der Stützkräfte"A und B - 1500 + A + 1050 - 1200 = 0 , 
(Beispiel 80). . 

A = 1200 + 1500 -1050 = 1650 kg. 

Beispiel 80. Welche Größe haben die Stützkräfte des nach Fig. 119 belaste
ten Balkens? I 

(Angenommen A und B sind naeh oben gerichtet. Plusrichtung nach oben.) 

-+- A + B-P1 -P2 + P3 = 0, + A + B-I000-1500 -+- 2000 = O. 

Drehpunkt über A angenommen. 

-PI'a+ P 2 ·b-P3 ·c-B·l= 0, 

- 1000 . 300 + 1500 . 400 - 2000 . 800 - B . 1000 = 0 , 

B = 1500 • 400 - 2000 . 800 - 1000 . ~OO = - 1 ~.!l0~~~ = _ 1300 ko" 
1000 1000 o' 

1 
(Die Richtung von B 

ist unrichtig angenom
men. B ist nicht von 
unten nach oben, son
dern von oben nach 
unten gerichtet.) 

Fig. 120. Bestimmung der Stützkräfte A und B (Beispiel 81) 
für eine Belastung des Balkens durch eine gleichmäßig verteilte 

Last. 

+A -1300 -1000 
- 1500 + 2000 = 0, 

A= +1800. 
(Die Richtung von A 

ist richtig gewählt.) 

Für eine verteilte Last kann man eine ihr gleiche Einzellast, die im 
schwerpunkte der verteilten Last angreift, einsetzen. So wird die gleich

i 

t I 
I 
I 

l "':1-
Fig. 121. Bestimmung der Stützkräfte A 
und B für eine Belastung des Balkens 
durch eine ungleichmäßig verteilte LasL 

mäßig über die Länge 11 verteilte Last 
11 • q in der Mitte von 11 angreifen 
(Fig. 120). Die ungleichmäßig nach 
einem rechtwinkligen Dreieck aufge
schüttete Belastung (Fig. 121) greift 
aufl/aAbstand von der Grundlinie an. 

Beis piel 81. Welche Belastung er
fahren die zwei Stützpunkte, wenn die 
Belastung q = 100 kg für einen Zentimeter 
Balkenlänge beträgt? (Fig. 120.) 

al = 30 cm .11 =50 cm . bl = 120 cm. 
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Der Angriffspunkt der die gleichmäßig verteilte Last ersetzenden Einzellast 

liegt im Abstande al + ;1 von links. 

PI = 11 • q = 50 . 100 = 5000 kg, 

PI [al + (1~)1 5000. (30 + 25) 
B =~----- ---- =-------- -- -- .. . - = 1375 ko· 

1 200 ,." 

A = 5000 -1375 = 3625 kg. 

ß) Zeichnerische Bestimmung. Die zeichnerische Bestim
mung der beiden Stützdrucke erfolgt mittels Kräfteplans und Seilpoly-
gons nach Fig. 122. b 

Der Kräfteplan ist die 
Grade I-II. Die Parallelen 
zu den Polstrahlen P - Bund 
P ----: A geben von c aus ein
geflochten die Punkte a und b 
auf den Richtungslinien von A 
und B. Die Parallele zu a b, 
in den Kräfteplan übertragen, 
bestimmt den Punkt S, der 
die Länge I-lI, welche die 
Summe der Stützdrucke A + B . 

B I 

Fig. 122. Zeichnerillche Bestimmung der Stützkräftc 
A ·und B, die den durch die Kraft P helasteten 

Balken im Gleichgewicht halten. 

darstellt, in 1- S = A und 11 - S = B teilt. 
Fig. 123 zeigt die zeichnerische Bestimmung der Stützkraft A 

und B zu Fig. 119 bezw. Beispiel 80. 
Im Kräfteplan, der in eine grade Linie zusammengeschrumpft ist, 

wird die Summe 
A + Bdurchdie~Länge 
1- III dargestellt. 
I Ausgangspunkt der 
Kräfteauftragung (An-
fang von PI)' IIIEnd-
punkt der Kräfteauf
tragung (Ende von Pa)' 

Das SeiIpolygon 
nimmt, von a begin
nend, den Verlauf a
b-c-d-e. Es 
endet in der Stützlinie 
von A mit dem 
Punkte e und in der 
Stützlinie von B mit 
dem Punkte d. Die 
Parallele B - A zur 

/ 
.,/ 

IA '/ / 
I "7/ 
I // 

~ { ~ \-/;r4b 

I 

-'"', / 
~ / 

e 

Fig. 123. Zeichnerische Bestimmung der Stützkräfte A unll 
B, die den durch die Kräfte P" P2 und P a belasteten Balken 

im Gleichgewicht halten. 

. Verbindungslinie e-din den Kräfteplan übertragen gibt den TeilpunktS 
für die Länge 1- III. Es stellt 1 - S die Größe von A dar, III - S 
die Größe von B. (Der auf A liegende Punkt e stammt von drl' Linie 
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1 - A, dahe!' ist I - S = A; der auf B liegende Punkt d stallllllt 
von 3 - B, daher ist III - S = B). Es fällt der Punkt S , welcher die 
i-ltrecke 1 - 111 teilt, aus dieser Strecke heraus. Es ist das begründet. 
mit der Verschiedenheit des Richtnngssinns von A und B (A nach oben, 
B, wie die Rechnung im Beispiel zeigt, nach unten), welche die 
Länge I - 111 als einen Wert A + (- B) = A -- B erkennen 
lassen muß. 

d) Der allgemeine Fall der rechnerischen Bestimmung einer Stützkraft 
nach Lage, Größe und Richtung. 

Beis pie 182. Es ist die Kraft zu bestimmen, welche den dureh die drei Kräfte 
Pt, P2 und Ps belasteten Körper im Gleichgewicht hält (Fig.124). 

Die Zerlegung der drei Kräfte PI' P 2 , Ps in ihre Horizontal- und Ver
tikalkomponenten ergibt die ~fe'lS Kräfte 

VI = + 60 kg, V2 = + 45 kg, V3 = -69 kg, 

H 1 = -50 kg, H 2 = + 35 kg, H3 = -70 kg. 

(Für beide Kraftarten ist eine bestimmte Richtung als positive Richtung 

+ 

!/-. Yz 

I 
I 
I 
\ 
\ 
\ 

\ 

\ 

Fig. 124. Rechnerische Bestimmung der Kraft (Lage, Größe 
lind Richtung), die d en durch P" P2 und Pa belasteten 

Körper im Gleichgewicht hält. 

angesetzt. Zur K ennzeich
nung derselben sind links 
in der Figur Richtungs
pfeile mit dem Pluszeichen 
eingetragen. ) 

Der Einfachheit wegen 
ist zunächst angenommen, 
daß durch die R echnung 
der Angriffspunkt der zu 
bestimmenden Kraft er
mittelt werden kann. Zur 
Ermittlung seiner Lage 
sollen die beiden Ab
stände x und y berechnet 
werden. 

Die zu berechnenden 
Komponenten X und Y 
sind mit beliebigen Rich
tungen eingetragen, und 
zwar X nach r echts ge
richtet, also als positive 
Kraft, und Y nach unten 
gerichtet, also als negative 
Kraft. Ergibt die Berech
nung für einen der beiden 
Werte ein negatives Vor

zeichen, so bedeutet das, daß die Riohtung falsch gewählt war. Es bedeutet das 
negativ herausgerechnete Vorzeichen also nicht, daß die Kraft die negative 
Richtung hat, sonder 1 daß die Annahme unrichtig war. 

Erste Gleichgewichtsbedingung: 

+ VI + V2 - V3 - Y = 0, 

+ 60 + 45 - 69 - Y = 0 , 

Zweite Gleichgewichtsbedingung : 

- BI + H2 - Hs + X = 0 , 
- 50 + 35 - 70 + X = 0 , 

Y = 36 kg (nach unten). 

X = 85 kg (naoh rechts). 
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Dritte Gleichgewichtsbedingung : 
Angenommen Drehpunkt A. 

-- IfI ·20 - VI· 0 - V2 • 40 - H 2 ·0 - X . x -i- y. yc. Fa ·10 + Ha· 47 .~ 11. 

- :;0 . :20 - 43 . 40 - X . x + y. y + Iif) . 10 -\- 70 . 47 = 0, 

- 1000 - 1800 - X . x + y. y + ö90 + 3:2\l0 = 0 . 

-X· x + y. y + ll80 = 0, 

- 85 . x + 36 . y = - ll80 . 

'Vie bereit~ vorausgeschickt, ist eine Bestimmung VOll x und y nicht möglich. 
Es gibt für die Kraft keinen festen Angriffspunkt. Es läßt sich nur die Lini" 
ermitteln, auf welcher die zu berechnende Kraft wirken muß. 

~etzt man für x einen beliebigen Wert ein, so bestimmt sich damit ein zug<'
höriger Wert für y. 

L'·· 50 fIt - USO + 85 . 50 85 -"ur Xl = rnm og YI = ---3ti- -- = mm. 

F ·· -70 f I - USO + 85 ·70 133 ur x2 = rnrn 0 gt YI = -----3-6- = nlm. 

Die Auftragung dieser zwei Punkte legt eine Linie fest, auf welcher die Kraft 
zur Wirkung gebracht werden muß, um das Gleichgewicht herzustellen. (Das 
Pluszeichen für die Werte Xl> x 2, YI' Y2' bedeutet, daß die Werte so liegen, 
wie die angepomrnenen Werte x und y.) 

e) Gleichgewicht eines aus mehreren Einzelteilen bestehenden Körpers. 
Aktion und Reaktion. 

Bei der Feststellung des Gleichgewichts einer Körpergruppe, die 
unter der Wirkung einer Reihe äußerer Kräfte steht, tritt das Gesetz 
von Aktion und Reaktion in Erscheinung. 

Die Kraft, mit welcher der eine Körper einer Gruppe auf den anderen 
einwirkt, ist gleich groß, in derselben Richtung fallend, aber entgegeE
gesetzt gerichtet derjenigen Kraft, mit welcher der andere Körper auf 
den einen wirkt. Es heben sich Aktion und Reaktion auf, so lange man 
die Gesamtheit der einzelnen Körper, d. i. die ganze Körpergruppe in 
Betracht zieht. Es sind Reaktion und Aktion gewissermaßen innere 
Kräfte in dem Körpersystem, die wohl den Zusammenhang des einen 
Teils mit dem anderen sichern und so beide zusammen mittelbar unter 
dem Einfluß der äußeren Kräfte stehen, die aber einzeln für die Berech
nung der Kraftwirkung nach außen nicht einzusetzen sind. 

Sie kommen einzeln nur dann zur Erscheinung, wenn man jeden 
einzelnen Körper des ganz.en Systems für sich betrachtet. 

Als Beispiel für das Obige dient Fig. 125a. Auf das System der drei 
Kugeln 1, 2 und 3 wirkt die Last Q. Für die Aufnahme dieser Last kom
men nur die Kräfte in Frage, welche an den Stützpunkten der beiden 
Kugeln 2 und 3 von den äußeren Stützflächen ausgeübt werden. Die 
Richtungen dieser Stützkräfte sind bestimmt senkrecht zu den Stütz
flächen a - a und b - b und müssen durch die Mittelpunkte der Kugeln 2 
und 3 gehen. Da Q durch den Mittelpunkt der Kugel 1 gehen muß, 
ergibt sich das Gleichgewicht des ganzen Systems nach Fig. 125 b. 

Das Gleichgewicht der einzelnen Teile kennzeichnen die Fig. 12& 
bis 128. 
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Die Kugel 2 steht unter dem Einfluß der einen äußeren Kraft PI 
und der beiden von den Kugeln 1 und 3 auf sie ausgeübten Kräfte 

Fig. 125 a. Äußere und innere 
Kräfte an einer aus mehreren 
Teilen bestehenden Körpergruppe. 

l;'ig. 125 b. Gleichgewicht der 
äußeren Kräfte an einer Körper

gruppe. 

81 - 2 und 8 3 - 2 , Für das Gleichgewicht der Kugel 3 sind einzutragen 
die äußere Kraft P2 und die Reaktion 8 2 - 3 zu der Stützkraft 8 3 - 2 , 

die vorher beim Gleichgewicht der Kugel 2 bestimmt wurde, ferner die 
Stützkraft 8 1 - 3 , Ihr Gleichgewicht kennzeich
net die Fig.127. In gleicher Weise ist das Gleich
gewicht für die. Kugel 1 ermittelt (Fig. 128) . 

Fig. 126. Gleichgewicht der 
Kugel 2 unter der Wirkung 
der zwei inneren Kräfte des 
Systems 8, - 2 und 83 _ 2 und 

der äußeren Kraft P,. 

. ng. 1;;:: '(. lilelcngewicnt 
der Kugel 3 uuter Wir· 
kung der zwei inneren 
Kräfte des Systems 8, _ 3 
und 82 _ 3 und der änße-

ren Kraft P2. 

Fig. 128. Gleichgewicht 
der Kugel 1 unter Wir
kung der zwei inneren 
Kräfte des Systems S, - 1 

nndS,_> und der Last Q. 

Bei der Bestimmung des Gleichgewichts einer aus mehreren Teilen 
zusammengesetzten Konstruktion ermittelt man entweder zunächst 
das Gleichgewicht des ganzen Systems und bestimmt dann unter Ein
setzen von Aktion und Reaktion das Gleichgewicht der Einzelteile, 
oder man schreitet von einem Einzelteil zum anderen fort, die Aktion 
am einen Teil als Reaktion am anderen einsetzend. 
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Der aus drei Rollen bestehende Rollenzug llach Fig. 12H ;rillt ein 
Beispiel zu obigem. Mit der Kraft P1 wird dit' La"t Qgehoht' li . 

Das Gleichgewicht für die Rolle 1 ergibt 

Für {lie l~olle :2 gilt 

ts, 'P, 
~~~ 

~ 

PI = 8\ 
P 2 = :!P j • 

SI = P3 
S3 = 28\ = :J!'t 

= 2P3' 

S3 p.1 

f~ 
3 i 

Q 

FÜ!. ]i!9, (";-lpjC'hl!f'wieht an eiIL'1H Roll9llZUg und (Heichgewi cht an den einzelnen Tt'·ilen de~ 

RollellzlHJes. 

Für die Holle :3 gilt 

+ :{l+P4 -Q = O H'ld S:l'J':I-PJ·r3=O, 

Das Gleichgewicht der äußeren Kräfte ergibt 

-PI + P 2 + P:1 + P 4 - Q = 0 , 

-PI + 2P1 + PI + 2P j - - 4PI = 0 -

-5Pl + 5P1 = 0 . 

8 3 = P4 

Q =2S:1=4P\. 

Bei einem Differentialflaschenzug nach Fig. 130 ergeben sich fol
gende Gleichgewichtsbedingungen. 

An der nnteren Rolle 

+.5\ + S2 - Q = 0 

SI = S., = Q. .. 2 

81 = S; 82 = S~ . 
Lau die n J M~hanik. 'j 
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,\n der oberen l~olle 

-s; - s~ + P z - PI = 0 und -Sr· R + PI ' R + s~. r = 0 , 
Q . Q 

- 2 . R + PI' R + 2 . r = 0, 

Q= 2·Pl·R . 
R - 'I' 

Beispiel 83. Welche Last vermag ein Mann bei Ausüben einer Zugkraft 
von PI = 40 kg . zu heben, wenn der Differentialflaschenzug die Radien 
R = 420, r = 350 mm besitzt und der Wirkungsgrad des Getriebes 80% beträgt! 

Theoretisch hebt der Mann 

Q = _2_·~:.Jl. = 2 ___ ._'!.O _'~20 = 480 kg. 
R- r 420 - 350 

Bei 80% Wirkungsgrad vermag er nur 480 . 0,8 = 384 kg zu heben. 

Fig, 131 stellt einen Flaschenzug dar. Die Last Q 
wird durch die Kraft PI gehoben. 

Die äußeren Kräfte PI' P2 und Q ergeben das 
Gleichgewicht mit 

-PI + P2 - Q = 0, 
Denkt man sich den unteren Teil abgeschnitten 

nach der Linie A - A, so schneidet man das Seil 
sechsmal. Da die Kraft im Seil unverändert die 

Sz 

Größe PI be~ 
sitzt, folgt für 
den unterenTeil 

+6P1 -Q=O, 
Q = 6 PI ' 

(Die Seil
kräfte sind ver
einfachend alle 
genau vertikal 
angenommen.) 

Fig.132zeigt 
dieses Verfah
ren für die Be-
stimmung der 
Kräfte, die an 
den einzelnen 
Teilen einer Fig. 131. Gleich-

Fig. 130. Gleichgewicht an einem Differential- Wage auftre- gewicht an einem 
flaschenzug. Flaschenzug. 

ten. 
Die Wage ist belastet durch die vier äußeren Kräfte 
GI Gewicht auf der Wagschale, 
G2 Last auf der Wageplatte 4, 
PI Stützdruck am Wagebalken 1, 
P2 Stützdruck an dem Hebel 5. 
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Für die iiußeren vier Kräfte gilt: 

-GI - G2 + PI + P 2 = 0, 

-GI' (a + b + e) + PI (b + e) - G2 (/ + d) = 0 (Drehpunkt A). 

Für die inneren Krüfte gilt: 

Am Wagebalken 1 1) -GI + PI - 8 2 -- S3 = O. 
2) - G] . a + 8 2 , C + S3 . b = O. 

An der Stange 2 
An der Stange 3 

3) + S2 - 8~ = 0 . 

4) +S3 - 8~ = O. 
An der Wageplatte 4 5) =S~·Z- (g + f) - G2 • f = O. 

An dem Hebel 5 
6) +S~ + 8 4 - G2 = O. 
7) S~ . e - 8~ . d = 0 . 

8) +S~ + P z - 8~ = 0 . 
1 

Z 3 

s; s; 

Fig. 132. Gleichgewicht an einer Wage. - Äußere Kräfte G" P" Go und P2 - innere Kräfte 
82, S~. Sa, 8l, 84, SI. 

Aus Gleichung 5 berechnet sich 8~ bzw. 8 2 mit 

S~=S2=G2f . 
G2 (l-f) 

Aus Gleichung 6 folgt dann S4= --- z- - . 

A GI ' h f I S3/--84~ -_ G2 • (l-f). d __ --83 , us elc ung 7 0 gt e- Z e 

Das Einsetzen dieser zwei Werte für 8 2 und 83 in Gleichung 2 ergibt 

-- GI . a + (G2 • f) . c + (G2 (l ~ fl. ~) b = 0 . 

7* 
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Wählt mall eill Heheh-erhält!\is 

d 

e 
e 
b 

d. i. 
d·b 

= c, ~o folgt 
e 

e . f (l - f) . c 
-G t • a + G~· l + G2 - Z = 0 , 

c·f l·e f·e 
- GI . a + O2 , l + G2 1 - 0 2 ·l = 0 . 

G C (' 
71 =-';-' >'2 

Die Länge t kommt in dieser Gleichung nicht yor. Es ist die Lage 
der Last G2 auf der Wageplat,te ohne Einfluß. 

e 1 
Bei einer Dezimalwage wählt man = ·0·· .. a 1 

Beis pie 1 84. \Vie sind die einzelnen Teile einer Dezilllalwage Bach Fig. 132 
bela~tet bei folgenden Daten? 

a = 50 OJll C = 5 0111. 

d = 20 em. e = lOOcm, b = c.· e = ~~!?..c> = 25 em. 
d :ZII 

f = 40cm, g = (1 +,b-c-d- f) = 100 + 25 -5-20-40 = 60Clll. 
Nach 5. S2' 100 - 60 . 40 •.. 0 S2 = 24 kg 
Nach 6. 24 + S4 - 60 = (I S4 = 36 kg. 
Nach 7. S3' 100 - 36 . 20 = (I 8 3 = 'i,2 kg. 
Gleichung 2 ergibt dann 

6 . 50 = 24 . 5 + 7,2 . 25 . 
300 = 120 + 180 . 
300 = 300. 

Für die rechnerische Bestimmung der Kräfte in den einzelnen 
Stä]wn eines ebenen Fachwerks wendet man die Rittersehe Methode 
an. Man ermittelt zunächst alle äußeren Kräfte. welch"e das Fachwerk 
all' Ganzes im Gleichgewicht halten. Dann schneidet mau von dem 
Fachwerk einzelne Teile ab und stellt für sie nach dem Satz \'om stati
schen Moment die Gleichgewichtsbedingungen auf. Es werden beini 
Durchschneiden die inneren Kräfte, die von Knotenpunkt zu Knoten
punkt durch die einzelnen Stäbe übertragen werden, um die Wirkung 
der einen äußeren Kraft zur anderen zu leiten, freigelegt. Auf der 
Schnittfläche muß eine Kraft angreifen, die gleich der vorher vom Stabe 
übertragenen inneren Kraft ist. Man gewinnt also mit dem Durch
schneiden die Möglichkeit einer Bestimmung der Stabkräfte. 

Da die drei GJeichgewichtsbedingungen nicht mehr als drei Stücke 
bestimmen lassen, müssen die Schnitte so gelegt werden, daß aller
höchsteI;s drei Stäbe geschnitten werden. - Man muß ferner die ver
einfachende Annahme machen, daß die Stäbe in den Knotenpunkten 
gelenkartig gehalten werden, d. h. daß die Stabkräfte in die Stangen
richtungen fallen. - Die Drehpunkte wird man möglichst so wii.hlel1, daß 



Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene wirkender Kräfte. 101 

man stets nur eine unbekannte Stabkraft in jeder Momentglei
chung hat. 

Der Ausleger nach Fig. 133 ist belastet durch die an seinem 
Ende hängende Last Q. Er wird gestützt durch ein Traglager in 
der Ecke A und ein Trag- und r l 
Stützlager, deren gemeinschaft- f-c 1500 .L.: 
li eher Mittelpunkt verein- II 
fachend in B angenommen ist. k---!.._.,.--...;....-+=-~ 
In Wirklichkeit erfolgt die obere 
Stützung über dem Knoten
punkt A und die untere Stüt
zung unterhalb des Knoten
punktes B. 

Die äußeren Kräfte, die 
Stütz kräfte PI' P2 und P3 be
rechnen sich aus 

f!=2000kg 

- Q+P3 =0 , 

-PZ +P1 =O, 

Fig. 133. Aus den tA
ben 1- 2-3--1-5 zu
.ammeoRe tztcrFach
wcrkl\usleger. belasoot 
durch Q. geslutzt bei 
A durch eIne Horl.on
talkrart und bei B 
.lurch ine Horizontal
kroft und oincVcrUkl\I
kn.{t. Bestimmung der 
~tlltzkra(te Pt. P. und 

P a. 

I B-:& 
tl3 

- Q·l + P1 ·h = 0. 

Mit den Zahlendaten der rig. 133 folpi 

P3 = Q = 2000 kg , P 2 = PI' 

PI = 2000· 2400 = 1600 k' 
3000 g. 

Der Schnitt 1 -1 legt die Kräfte der Stäbe 1 und 2 frei. Drehpunkt 
C (Fig. 134) 

81 , 800 - Q. 1500 = 0, 

Fig_ 134. Gleichgewicht der Last Q 
mit den Kräften in Stab 1 und 
Stab 2. Bestimmung der Kraft im 
Stabe 1 unter Annahme des Dreh-

punktes C. 

Dreh punkt A (Fig. 135). 

- Q . 2400 + 8 2 .1120 = 0 , 

A 

Fig. 135. GleiChgewicht der Last Q 
mit den Kräften in Stab 1 und 
Stab 2. Bestimmung der Kraft im 
Stabe 2 unter Annahme des Dreh-

punktes A. 

8 = _2000 . 2400 = 4300 
z 1120 • 

Der Schnitt 11 -11 legt die Kräfte der Stäbe 3, 4 und 1 frei (81 ist 
bereits bestimmt). 
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Drehpunkt B (Fig. 136). 
- Q • 2400 - SI . 3000 + 8 3 • 2200 = 0, 

8 = 2000: 2400 ±_?~~Q ·3000 = "" 7300 kg 
3 2200 .• 

.... --2/jOO 
1 

y 
J I Q __ 2/jOO--t-/"-' 7-:r 

I 
I 

~ 1\ I 
"b I 

B 

Fig. 136. Gleichgewicht der Last Q mit 
den Kräften in den Stäben 1-3-4 
(S. schon vorher bestimmt). Bestimmung 
der Kraft im Stabe 3 unter Annahme 

Fig. 137. Gleichgewicht der Last Q 
mit den Kräften In den Stäben 
1-3-4 (S, schon vorher bestimmt). 
Bestimmung der Kraft im Stabe 4 
unter Annahme des Drehpunktes A. des Drehpunktes B. 

Fig. 138. Gleichgewicht der 
Stützkräfte P 2 und Pa mit 
den Krätten im Stab 4 und 

Stab 5. 

Drehpunkt A (Fig. 137). 

- Q . 2400 + S4' 1140 = 0, 

8 = 2000· 2400 = 4250 . 
4 1140 

Schnitt III -III. Drehpunkt C (Fig. 138) 
+ P 2 • 2200 - Pa . 900 - S5 • 900 = 0 , 

S5 = 1600·2200 - 2000·900 = 1900. 
900 

Die zeichnerische Bestimmung der Stab
kräfte eines ebenen Fachwerks nach Cremona 
ist nichts anderes als eine auf dem Parallelo
grammgesetz aufgebaute Zerlegung der äußeren 
Kräfte nach den einzelnen Stabrichtungen für 
die einzelnen Knotenpunkte. 

Die im Knotenpunkte 1 (Fig. 139) an
greifenden Kräfte Q, SI und 8 2 bilden den 

Kräfteplan I. In ihm bestimmen sich 8 1 und S2' Entnimmt man 
ihm die Größe S2 für den Kräfteplan II der im Knotenpunkte 2 
angreifenden Kräfte, so bestimmen sich daraus die Größen 8 3 und S4' 
Der Kräfteplan III für die im Knotenpunkte 3 angreifenden Kräfte 
ergibt die Größe der Kräfte A und 8 5 , Das Einführen von 8 4 und 85 in 
den Kräfteplan I V für den Knotenpunkt 4 ergibt endlich die Bestimmung 
der zwei Kräfte Bund C. 
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Die einzelnen Kräftepläne 1-1 V lassen sich aneinanderreihen , 
wie Fig. 139 links unten zeigt. Man verwendet die in I gewonnene Länge 
für SI und 8 2, um daran S4 und S3 anzuschließen usw. 

~---
/ 

/ 
S5 S 

/ '3 
\y 

/ 

Q I 
_ 51 _ 

\ 

.lI 

c 

IV I 
8 

S. ' 
IJ 

Fig. 139. Zeichnerische Bestimmung der Stabkräfte eines Auslegers (Cremonascher Kräfteplan). 

Bei der Aneinanderreihung der Kräfte hat man darauf zu 
achten, daß man dieselben an allen Knotenpunkten in gleicher 
Reihenfolge verwendet. Ist man um den Knotenpunkt 1 im Uhr
zeigersinne herumgegangen (Q - SI - 8 2), so muß man auch im 
Knotenpukt 2 in diesem Sinne vorgehen und in der Reihenfolge 
S2 S3 S4 aneinanderreihen. So schließt sich in der Fig. 139 unten 
links die Summe der Figuren 1 - IV so zusammen, daß jede Kraft 
nur einmal verzeichnet ist. Im übrigen ist es für die Bestimmung 
von SI und 8 2 vollkommen gleichgültig, ob man die in I gewählte 
Reihenfolge oder die in I' angenommene benutzt. 

Die gesamten äußeren Kräfte, die das System als Ganzes im 
Gleichgewicht halten, stellen im Cremonaschen Kräfteplan eine für 
sich geschlossene Figur, einen geschlossenen Kräfteplan dar. Sie 
halten sich untereinander das Gleichgewicht, wie die stärkeren Linien 
m Fig. 139 links unten, zeigen. 

4. Gleichgewicht von Kräften im Raum. 
Für die Herstellung des Gleichgewichtes im Raume liegender Kräfte 

lassen sich ähnliche Gleichgewichtsbedingungen aufstellen wie auf 
S. 84 für die in einer Ebene wirkenden Kräfte abgeleitet ist. 
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übersichtlicher wird die Rechnung, wenn man anders verfährt, 
wenll mall durch Hinzufügung von sich gegenseitig aufhebenden Hilfs 
kräften die gegebenen Kräfte so ergänzt, daß die Sätze vom Gleich
gewicht in einer Ebene liegender Kräfte und der Satz von der Verlegbar
keit eines Kräftepaares in eine Parallelebene angewendet werden 
können. 

Wie bei Fig. 75 erklärt ist, läßt sich eine beliebig im Raum liegende 
lüaft durch Hinzufügung zweier sich gegenseitig aufhebender Hilf,,
kräfte verwali(leln in eine in einer bestimmten Ebene liegende Kraft 
und ein Kräftepaar. Man hat es also in der Hand, alle gegebenen Kräfte 
(lurch andere zu ersetzen, welche die Gleichgewichtsbedingullgen für 
Kräfte in einer Ebene anwenden lassen. Da die dabei entstehenden 
Kräftepaare sich beliebig verschieben lassen, macht deren Vereinigung 
keine Schwierigkeiten. 

_.r, 

FII!. HO. JWI 'HI"I~ ducr Well~ 
durch zwei H'OI I"minnge der 
·chcibl'll I lind ~ .tngreüende 

Krßfte P , "nu P,. Geg bene 
Kraft P,. - P, IInu P, pnral1el. 

Fig. 140 zeigt einen vorbildlichen Fall. Die Welle trägt zwei 
Scheiben, die durch die Einzelkräfte PI und P2 belastet sind. Die Welle 
ist gestützt in den beidenLagernA undB. PI istgegeben'P2 und die Kräfte 
in A und B gesucht. In der Ebene der Scheibe 1 werden zwei Hilfskräfte 
PI und PI hinzugefügt. PI = Pi = PI. Pi bildet mit der gegebenen 
Kraft PI das Kräftepaar PI' r1 , die übrigbleibende Kraft PI hat ihren 
Angriffspunkt bei a, das ist in der Mitte der Welle. Sie liegt also in 
einer die Wellenmittellinie enthaltenden Ebene. Demgemäß wird sie 
"ich durch die Stützkräfte in den Lagern A und B im Gleichgewicht 
halten lassen. 

, In der Ebene der Scheibe 2 sind die Hilfskräfte PlI und PiI hinzu
gefügt. PiI bildet mi~ der gegebenen Kraft P2 das Kräftepaar P 2 • r2 • 

Die übrigbleibende Kraft PlI hat ihren Angriffspunkt bei b, das ist 
in der Mitte der Welle, sie liegt also auch in einer die Wellenmittellinie 
enthaltenden Ebene und wird sich demgemäß durch die Stützkräfte 
in den Lagern iris Gleichgewicht bringen lassen. 
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Die Kräftepaare PI . r l und 
P2 • r 2 sind im Gleichgewicht , 
sobald -PI' rl + P2r2 = 0 ist 
(Fig. 141). 

Es bestimmt sich also P 2 

mit !:..1 • Tl. Die 2 Kräfte PI 
T 2 

und PIT , die beide vertikal 
durch die Wellenmitte gehen, 
liegen in der gleichen durch 
die Wellenmittellinie gehenden 
Ebene. Sie befinden sich im 
Gleichgewicht mit den Stütz
kräften A upd B (Fig. 142). 

lOb 

Beis pie185. Es sind die Stütz· 
drucke A und B an einer VorgelegE' . 
welle nach Fi,g. 140 zu berechnen. 

Fig. 141. Gleichgewicht der zwei Kräftevaare 
P , - 1'[ und P'-Pi, der Belastung nach Fig. 140. 

Durchmesser des kleinen Rades dr = 380 ern , 

Durchmesser des großen Rades d2 = 600 cm. 

e = 500 Clll , C = 550 cm. d = 520 cm. 

Die übertragene Leistung beträgt bei n = 120 Umdrehungen 40 PS. Die 
Zahnraddrucke liegen beide vertikal, der größere Druck ist von unten nach oben 
!!erichtet. 
- Die Umfangskraft Pr am kleinen Rad bestimmt sich ans (Gleichung XXXI) 

N 40 · 71620 
"lI" = 'n ' 71620 = P 1 • T r , Pr = 120.19 - = 1260 kg . 

Die Umfangskraft P2 am großen Rade ist 

P _ Pr . Tr _ 1260:.!~ = 800 kg 
2 - T 2 - 30 " 

Die Hilfskräfte Pfund 
PI~ haben die Größen 1260 
und 800 kg. Nach Fig. 142 
wird damit die Gleichge. 
wichtsbedingung für die 
StützdruckeA und B 

A (e + c + d) - Pll (c+ d) 
...L P, ·d=O 

! d! ' I« e · ! E c - - ~-_.- d - - ..J 
fA-'-~-'-'-' ,- --_J'l 

Fig. 142. Gleichgewicht der zwei E illzelkräfte Pu und PI der 
Fig . 140 mit den Stützkräften A und B . 

A(50 + 55 + 52) - 800(55 + 52) + 1260·52 = 0, 

A = - 65520 + 85600 = 20 08~ = 128 k ' 
157 157 g 

A - Pu + PI - B = 0, 

128 - 800 + 1260 - B = 0, 

B = 588kg. 

Fig. 143 zeigt eine ähnliche \Vellenbelastung, bei welcher jedoch 1\ 
und P 2 verschiedene Richtung haben und demzufolge die zwei Hilfs, 
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kräfte PI und PlI nicht in die gleiche (durch die Wellenmittellinie 
gelegte) Ebene fallon. 

Jo'Ij:t. 143. Bel~ tunl! einet w elle durch ~wei "m 
mfange zweIer chelben an!!r lfende Kräfte PI 

lind P" Oegebene Kraft: PI' PI lind p , nicht 
parallel. 

Für das Gleichgewicht der Kräftepaare gilt (Fig. 146) 

+ PI' r l - P 2 • r2 = 0 . 

I 
I 
l:J;-.---------.-
TAl 

1-<-------a.I -----~I__- b, 

Fig. 144. Gleichgewicht der Einzelkraft PI der Fig. 143 mit 
den Stützkräften A, und B, . 

Das Gleichgewicht in der die Kraft PI enthaltenden Ebene wird 
bestimmt (Fig. 144) aus 

+ Al . (al + bl ) - PI' bl = 0 und Al + BI - PI = 0 . 

M------- -;;1 
P. 82 \ o 

az--------bz-- --- ... 
Fig. 145. Gleichgewicht der Einzelkraft Pu mit den Stütz

kräften A, und B,. 

Das Gleichgewicht in der die Kraft PlI enthaltenden Ebene 
wird bestimmt (Fig. 145) aus 

+ A 2 (a2 + b2 ) - PlI . b2 = 0 und A 2 + B2 - Pu = 0 . 
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Die ,Vereinigung der zwei Kräfte Al und A2 und Bl und B 2 erfolgt, wie 
Fig. 147 zeigt, in den senkrecht zur Wellenachse gelegten Ebenen a 

und b. 
Da die Gleichung 

Pl • f l - P2 , r2 = 0 
ohne die genaue, oben 
gegebene Erklärung 
der Kräftepaare PlPi 
und P 2 PiI und der 
Stützdruckzeichnun -

gen nach Fig. 140 und 
143 aus dem Satz vom 
statischen Moment der 
Kräfte folgt, wird man 
einfacher arbeiten. 

Man bestimmt P 2 

r 1 aus P 2 = P l , - . 
f 2 

Dann d nk man sich 
di mfan skräft ein 
fach in die Wellen
mitt verleg und be
rechn t für ie AI BI 
n nd AI!' B? 

Fig. 146. Gleichgewicht der zwei Kräftepaare P, - P~ 

und p, - PlI der Belastung nach Fig. 143. 

Fig. 147. Vereinigung der Wt.krlllte 
A.1 • B" A. und B. der Fig. 144 lind 145 

In den Lag"rrott! nebenen a und b. 

5, Standsicherheit vom Körper. 
Man unterscheidet drei Gleichgewichtslagen. Die stabile, die 

la bile und die indifferente Gleichgewichtslage. 
Beim stabilen Gleichgewicht erzeugt eine Änderung der ursprüng

lichen Lage der Last ein Drehmoment, das im Sinne einer Wieder
herstellung der alten Lage wirkt. Fig. 148 zeigt einen im stabilen Gleich-
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gewicht befindlichen Körper. Der Stützdruck P und das Gewicht G 
halten sich das Gleichge~cht. Der Angriffspunkt der Stützkraft liegt 
oherhalb'des Angriffspunktes des Gewichtes, das ist des Schwerpunktes. 

Fig. 149 zeigt das bei einer Änderung 
P der Körperlage auftretende Kräftepaar gg-

~--+---, bildet aus Stützdruck und Gewicht, dessen 
Drehsinn auf die I{ückführullg des Ge-

~ wichtes in die alte Lage hin wirkt. 
Beim labileIl Gleichgewicht entsteht 

bei einer Änderung der Gleichgewichtslage 
G ein Kräftepaar, das bestrebt ist, die Bewe-

gung, der es sein Entstehen verdankt, fort
zusetzen. Es bedarf also nur der Ein

Fig. ~48 und 149. Stabile Gleich- leitung der Bewegung, um ein Weiter-
gewichtslage. 1 h d . (re en e~ Körpers zu erzwmgen. In 

diesem Sinne bezeichllet mall die labile Gleichgewichtslage als un
sie here Gleichgewichtslage. 

p p 

Fig. 150 zeigt einen im la-bilen Gleich
gewicht befindlichen Körper. Der Angriffs
punkt der Stützkraft liegt unterhalb des 
Angriffspunktes des Gewichtes. Fig. 151 
zeigt das Auftreten des Kräftepaares, 
dessen Drehsinn die einmal eingeleitete 
Bewegung unterstützt. 

Tritt bei einer Bewegung, wie sie 
Fig. 152 zeigt, gleichzeitig mit der Änclerng 
des Angriffspunktesder Last eine Verlegung 
des Angriffspunktes der Stützkraft auf, so 
wird es von dieser Verlegung abhängen, 
ob das entstehende Drehmoment den 
Körper hei clereingeleiteten B ewegung 
erhält oder ihn zurückzudrehen bemüht 

Fig. 150 und 151. I.abile G1eich- ist. Die Lage des Stützpunktes unter-
gewichtslage. halb des Angriffspunktes der Last 

ist keineswegs allein kennzeichnend für labiles Gleichgewicht. 
Fällt der Stützpunkt mit dem Angriffspunkt der Last zu-
~_ sammen, so ist die Gleichgewichtslage 
~ ~ :-~= indifferent. Es tritt bei einem Bewegen des 
~ __ ~ Körpers keinerlei Drehmoment auf, das ein 

I I Weiterdrehelloclel'einZurückdyehen erzwin-

Fig. 152. Stabile Gleichgewichts
lage. Verlegung des Stützpunktes 
bei einer Lagenänderung des 

gen könnte. Es fallen vielmehr Stützkraft 
und Last in jedem Falle in eine grade Linie 
und heben sich auf. 

KÖl'])ers. .Fig. 153 zeigt einen im indifferenten 
Gleichgewicht, befindlichen Körper. Fig. 154 kennzeichnet das Gleich
gewicht bei einer anderen Lage des Körpers. 

Den Einfluß der Verlegung des Stutzpunktes kennzeichnet Fig. 155. 
Um den Körper K zu kippen, bedarf es der Drehmomente von der Größe 
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p. r 1 = G· al oder P2 • r2 = G· a2 • Vor dem Auftrete ll der kip
penden Last P halten sich Gewicht und Stützkraft das Gleichgewicht, 
indem die Stützkraft in die gleiche Linie wie das Gewicht fällt. Beim 
Auftreten von PI rückt die Stützkraft nach Unks his das Gleichgewicht 
G1 • a 1 = PI' rl erreicht ist und der Körper 
sich zu hewegen beginnt. Nach dieser Gleich
gewichtsbedingung berechnet man die Stand
sicher heit eineR Körpers. 

p ., 
ti 

Fi~. 153 und 154. Indifferente 
(}leichgewichtslage. 

Unter dynamischer 
Standsicherheit ver
steht man die Arbeit 
A = Gh, welche 
aufzuwenden ist , um 
einen Körper in die 
labile Gleichgewichts
lage überzuführen . 
Es ist der Ausdruck 
gewissermaßen un
richtig gewählt. Es 
handelt sich llicht 
um eine dynamisehe 

~kl 
G 

I 
r-a. 
I 

Fig. 155. Bestimmnng der 
zumKippen eines Körpers auf· 
zuwendenden Arbeit. Dyna· 

mische Standsicherheit. 

Wirkung der Kraft im Sinne der Lehre von den Bewegungsände
run~en. 

Man mißt die dynamische Standsicherheit in mkg. 

6. Verl'infachungen an GIeichg·ewichtsaufgaben. 

Die Aufstellung der Gleichgewichtsbedillgungell verlaJlgt vielfach 
vereinfachende Annahmen über die Art der Kraftaufnahme an den 
StützsteIlen des Körpers. Die Gleichgewichtshedingungen geben nur 
die Möglichkeit , drei Stücke zu he
stimmen. Ist ein Körper nicht in scharf 
festgelegten Punkten gestützt, erfolgt 
vielmehr seine Stützung in einer breiten 
Fläche, so ist zunächst einmal bei jeder 
Stützfläche die Lage der Stützkraft un~ 
bekannt. Schon bei einer Stützung in zwei 
Flächen entfallen also zwei der vorhandenen 
Gleichgewichtsbedingungen für die Bestim
mung allein der Lagen. Bei einer Auflage 
d es Körpers an drei Flächen also könnten 
überhaupt nur die Lagen bestimmt Flg. 156. Vereinfachung an Gleich-
werden. Demzufolge muß man vielfach gewichtsaufgaben. 

vereinfachen, um zum Ziele zukommen. 
Die Aufgabe der Gleichgewichtsbestimmung für einen Körper nach 

Fig. 156 wird durch Annahme über die Stützpunktlagen lösbar macheIl. 
Man nimmt an , die StütZUllg erfolgt in den äußersten Ecken . Damit ent-
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fallen die drei unbekannten Lagen und es bleiben nur die drei Kräfte
größen als Unbekannte übrig. 

Inwieweit es berechtigt ist, diese Vereinfachung vorzunehmen, 
muß von Fall zu ]'all entschieden werden., Man kann geneigt sein, die 
Angriffspunkte der Kräfte nach den Mitten der Stützflächen zu verlegen. 
Muß man das Resultat der Gleichgewjchtsbedingungen für eine Festig
keitsrechnung verwerten und schließlich ist die Feststellung der Stütz
kräfte in den meisten Fällen nur der Auftakt zur Aufstellung der Festig
keitsrechnung, so wjrd man in jedem Falle diejenige Art der Stützung, 
welche die ungünstigste Beanspruchung des Körpers ergibt, wählen. 

F. Reibung. 
In dem Kapitel "mechanische Arbeit" ist darauf hingewiesen, daß 

bei der Umwandlung von Arbeit nur ein Teil der aufgewendeten Arbeit 
als Nutzarbeit verfügbar wird und daß dabei ein Teil der aufgewendeten 
Arbeit verloren geht. Die mechanischen Vorgänge, welche diese Arbeits
und Leistungsverluste erklären, behandelt das Kapitel: Reibung. 

1. Gleitende Reibung. 
Die Nutzarbeit ist gleich Kraft mal Weg in der Kraftrich t ung. 

A = p. 8. Die Verluste sind abhängig von der absol uten Weglänge, 
der Güte des Weges und der Belastung der Wegbahn. 

Bei einem Heben des Gewichtes G (Fig. 157 links) mit der Hand von 
A nach B wjrd man kaum mehr als die Nutzarbeit A = G· h aufwenden 

Fig. 157. Leisten einer Nutzarbeit - Heben eines 
Gewichtes G um die Höhe h - durch freies Heben 
und durch Heraufschieben an einer schiefen Ebene. 

müssen. Der Wirkungsgrad 
wird verhältnismäßig hoch 
sein. Dagegen wird bei einem 
Heraufschieben des Gewjch
tes G (Fig. 157 rechts) an der 
schiefen Ebene eine wesent
lich über G· h hinausgehende 
Arbeitsaufwendung nötig sein. 

Bei der gleitenden Bewe
gung des Gewichtes an der 
schiefen Ebene entlang dringt 
das Gewicht mit den kleinen 
Vorsprüngen seiner 0 berfläche 

in die kleinen Vertiefungen der tragenden Oberfläche der schiefen Ebene 
ein. Die Vorsprünge auf dieser wjederum senken sich in entsprechende 
Vertiefungen an der Oberfläche des Gewichtes. Das Gewicht muß also 
dauernd beim Verschieben um kleine Streckenteilchen gehoben werden, 
damit die Vorsprünge aus den Vertiefungen herauskommen und diese 
kleinen Wege werden dann nutzlos durchfallen werden. Oder es muß
nach einer anderen Auffassung der Reibungsvorgänge - jeder einzelne 
Vorsprung zurückgebogen werden, um dann nutzlos zurückzuschnellen, 
oder überhaupt in der verbogenen Stellung zu verbleiben. In jedem Falle 
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ü;t für die Bewegung einer Fläche auf einer anderen ein Al'beiÜmufwalld 
nötig. Ob derselbe für ein Heben und :Fallenlassen oder für eill Um
biegen verbraucht wird, kann dahingestellt bleiben. VermutJich gl'hell 
Vorgänge der einen Art mit Vorgängen der anderen Halld in Halid. 

Aus diesen Vorgängen erklärt sich die Ermüdung eines Men,;ehen 
beim Wandern auf ebener Bahn. Wohl wird keine Nutzarbeit im ~inlle 
der Mechanik geleistet, wenn das Ziel des Weges in gleicher Höhe Jiegt, 
wie der Ausgangspunkt. Es hat dann der Mensch sein Gewicht um nichts 
vom Erdmittelpunkte entfernt, d. h. gehoben. Aber das Bewegen der 
Gelenke, auf denen das Körpergewicht ruht, das dauernde Allflpallllcn 
der Muskeln und ihr Loslassen, das Heben des Körpers bei jedem ein
zelnen Schritte und schließlich auch das Auffangen des Körpergewichte" 
bei jedem Schritte - Gehen ist ein verhindertes Fallen - erfordert 
Arheitsaufwendungen, die den Körper ermüden. 

Die Vorgänge der Reibung sind sehr verwickelt. Die gen aue rech
nerische Ermittlung der Reibungsverluste ist äußerst kompliziert, wenn 
man alle Einzelbedingungen, die dabei eine Rolle spielen, in Ansatz 
bringen will. Man ist gezwungen, sich mit der Berücksichtigung einer 
kleinen Zahl der in Betracht kommenden Faktoren zu begnügen, d. h. 
die Rechnung zu vereinfachen, will man überhaupt zu einem greifbaren 
und durchsichtigen Resultate komm~n. 

Bei der Verschiebung eines Körpers auf einem anderen tritt ein 
Reibungswiderstand W in der Berührungsfläche auf (Fig. 158). Die 
Größe des Reibungswiderstandes hängt ab: 

1. von der Größe des Druckes N, mit dem die sich berühren
den Körper gegeneinander gepreßt werden. (Der Druck steht 
senkrecht zu den sich berührenden Flächen.) 

2. von der Beschaffenheit der sich berührenden Flächen; 
3. von der Größe der sich berührenden Flächen; 
4. von der Geschwindigkeit, mit der die Körper aufeinander gleitel1. 
Man rechnet in der Technik vorwiegend mit den beiden ersten 

Faktoren allein. 
Die Reibungsgleichung lautet: 
Der Reibungswiderstand W ist gleich dem Normal

druck zwischen den sich berührenden Flächen (N) mal 
dem Rei bungskoeffizien ten. 

Der Reibungskoeffizient wird allgemein mit dem griechischen Buch
staben fl (sprich "mü") bezeichnet. 

W=.N·[1. 
Beis pie186. Welchen Widerstand setzt ein mit seinem Gewichte G = 200 kg 

aufliegender Körper einer Verschiebung entgegen, wenn der Reibungskoeffizient 
.u = 0,3 beträgt? 

W = N· f1 = 200· 0,3 = 60 kg. 

In dem Werte des Reibungskoeffizienten ist in erster Linie der Ein
fluß der Oberflächenbeschaffenheit in Rechnung gestellt. Bei rauhen 
Flächen wird man für fl einen hohen Wert wählen, bei polierten Flächen 
einen kleinen Wert. In zweiter Linie bringt man die unter 3. und 4. an-
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geführte!! EiJiflü>;,,{' zur Geltung bei der Bemessung VOll 11. Sind die 
Berühruugsflächen übermäßig groß, so daß eine übergroße Anzahl VOll 

Vorsprüngen und VertiefllngE'n ill 'Wirksamkeit treten, so wird mall f1 
größer einsE'tzen al" hei kleinen Flächell. Bei ganz kleitJell Flächen wird 
Ilaturgemäß ft wieder höher zu wählen sein, da dann die Gefahr eines 
Eindrillg('lIs der einen ganzen Fläche in die andere zu befürchten steht. 
Bei hohcll GleitgeschwindigkeitE'1l wird man einen niedrigeren Wert für 
/1 einsetzen als bei niedrigen. Es finden dann die einzelnen Vorsprüuge 
lIicht die Zeit. sich ganz in die Vertiefungen der andere;) Fläche zu ver
senken, und es können elie einmal zurückgebogenen Vorsprünge nicht ganz 
zuriickfcc1ern. bevor sie zn einem nochmaligen Zurückgebogen werden 
kommen. Es b.leibt idso ein Teil eier für das Zurückhiegen einmal auf
gE'wrndeteTl "\l'heit fii]'(!c\l zweiten gleichartigen Vorgal,g aufgespeichert. 

Fig. 158. Kräfte beillI Verschiebt!l 
eines Körpers auf einer ebenell 
Fläche durch eine Kraft l', )Jei 
einer Anpressllng des Körpers gegPl1 

die Unterlage mit de'r Kraft S. 

Fig. 159. Kräfte beim Verschieben 
f'ines Körpers .:tuf eiller. ebenen 
Fläche durch eine Kraft l', bei 
einer Anpressullg des Körpers gegen 

.He Unterlage mit der Kraft N. 

Für die zahlellmäßige Bemessullg von iU mit ·Berücksichtigung der 
verschiedenen Gleitgeschv;rindigkeiten unterscheidet man der Einfach
heit halber nur zwei Fälle: den des Stillstandes und den der Bewegung. 
:Man bezeichnet den R,eihungskoeffizienten für den Zustand des Still
standes als Reibungskoeffizienten der Ruhe und schreibt für ihn den 
Buchstaben Po. Den Reibungskoeffizientell der Bewegung kennzeichnet 
man durch den Buchstaben .(/, ,HO~: fI. Es fällt der größere vYert 
/lO nicht mOnlentall mit dem Eintreten der Bewegung VOll ,HO auf ,11; 

auch ist /1 bei verschiedenen Gleitgeschwindigkeitensehrverschiede!l groß. 
Es verlangt jedoch die Vereinfachung der Rechnung in den Mechanik
hei;;:pielen die Beschränkung auf nur zwei \Verte. Bei den Aufgaben des 
}laschinenbaues, für welche in jedem einzelnen Falle besondere Angaben 
übel' die Größe der berührenden Flächen, die Herstellungsart der Flächen, 
(lie Höhe der Gleitgeschwindigkeit genuwht werd.en können, wird man 
!! aus kontinuierlich verlaufenden Kurven entnehmen. Im ührigell sind 
die Vorgänge bei der gleitenden Reibung noch immer nicht so weit 
geklärt, daß Ulan ein richtiges Resultat für einen außerhalb des Rahmens 
der no I' mal e n Bewegungs- und Belastungsvorgänge liegenden Fall \'01'

ausherechnen könnte. 
Der \Vert des Reibungskoeffizienten der Ruhe ist als GI' e 11 z \ve l' t 

aufzufassen. Zieht an einem stillstehenden Körper eine Kraft P = 20 kg, 
wenn der Reibungswiderstand der Ruhe nach der Gleichung W = N· iU 

eine Höhe von 30 kg erreichen kann - (N = 100 kg; p = 0,3) -, so 
wird der erreichbare Höchstwert des H,eibungswiderstandes nicht zur 
Geltung kommen. Die Gleichgewichtsbedingungen verlangen P = X . ,u. 
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Daraus ergibt sich, daß das Gleichgewicht bereits durch 20 kg Reibungs
widerstand cl. h. bereits durch einen ReibUllgskoeffizienten fl = 0,2 
erreicht wird. Da der Höchstwert der Reibung (30 kg) den in Anspruch 
genommenen Reibungswiderstand (20 kg) um 50% übersteigt, würde man 
in diesem Falle von einer P/2fachen Sicherheit gegen Gleiten sprechen. 

Der Reibungswiderstand W ist der Bewegung entgegengesetzt 
gerichtet, bzw. derjenigen Richtung entgegengesetzt, in welcher die 
auf den Körper wirkenden Kräfte den Körper zu bewegen bestrebt 
sind. Wirkt auf einen Körper (Fig. 158) eine nach links gerichtete Kraft 
PI' so ist der Reibungswiderstand W1 nach rechts gerichtet anzutragen. 
Steht der Körper unter dem Einflusse der Kraft P 2 (Fig.159), und will 
er ihr nachgebend nach rechts ausweichen, so ist der Reibungswider
stand als nach links gerichtet einzutragen. 

a) Verschiebung eines Körpers auf einer Ebene. 
Stellt man für den nach Fig. 160 durch das Eigengewicht, den 

Stützdruck, den Reibungswiderstand und die horizontal gerichtete Zug
kraft P belasteten Körper die Gleichgewichtsbedingungen auf, so folgt: 

1. G - N = 0; 
2. P - W = 0; 

3. W· h - N . a = O. 
(Drehpunkt A angenommen.) 

Bei Benutzung der Reibungsgleichung W = ,u· N lassen sich vier 
Größen von den in obigen Gleichungen A 
vorkommenden sieben Stücken G, N, P, ..,..--"""""---...... P 
W, ,U, a, h bestimmen. 

Beispiel Si. Welche Kraft ist erforder
lich, um einen Körper von 1000 kg Gewicht auf 
einer ebenen Fläche zu verschieben, wenn der G AI 
Reibungskoeffizient i' = 0,2 ist? Wo greift der 
Stützdruck an, wenn der Angriffspunkt der 
Kraft um h = 50 rnrn über der Gleitfläche liegt? 

G - N = 0 1000 - N = 0 N = 1000 kg, _ a _ 
.W = N·." = 1000· 0,2 = 200 kg, 
P - W = 0 P = 200 kg, 
W . h - N . a = 0 200 . 5 - 1000 . a = 0 
(t = 1 cm. 

Fig. 160. Bestimmung lies Gleich
geWichtes an einem durch eine Kraft 
P nach rechts gezogenen Körper, 
<len sein Gewicht G gegen die 

Unterlage drückt. 

In den meisten Fällen legt man auf die Berechnung von a, d. h. 
auf die Feststellung der Lage von N, keinen Wert. Es handelt sich 
eigentlich immer nur um die Berechnung der Größe des Reibungs
widerstandes und nicht um die Feststellung der Lage des Stütz
d r uc kes. Es genügt in diesen Fällen die Anwendung der zweitCli Gleich
gewichtsbedingung allein. Im übrigen darf nicht übersehen werden, 
daß die Stützung des Körpers auf der ganzen Fläche durch unendlich 
viele kleine Stützkräftchen erfolgt und daß die eingetragene Stütz kraft N 
nichts anderes ist als die Resultante derselben. Die rechnerische Ver
folgung des ganzen Vorganges macht die Zusammenfassung der vielen 
kleinen Stützkräfte zu einer Resultanten nötig. 

Lau die n. Mechanik. 
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Die Bestimmung von a hat folgenden Wert. Die einzelnen Flächen-
druckkräfte, deren Resultante N ist, sind gleichmäßig um den Angriffs

G 

Fig. 161. Kräfte an einem dureh 
P nach rechts gezogenen Körper 
-ungleichmäßige Verteilung der 
Stützkräftchen über die Auflage-

fläche 

punkt von N verteilt zu denken. Es gibt die 
Größe von a, d. h. die Lage von N einen ge
wissen Anhalt über die Art der Verteilung 
der Flächendruckkräfte über die ganze Stütz
fläche. Bei einer KörperformnachFig.161'und 
einem kleinen Wert a wird die an der äußersten 
vorderen Kante A auftretende Flächenpres-
sung nicht wesentlich von der an der äußersten 
hinteren Kante B auftretenden abweichen. Bei 
einer Belastung des Körpers nach Fig. 162, die 
einen großen Wert a ergibt, wird die Flächen-
pressung bei A wesentlich größer sein, als die 

bei B, und es besteht hier die Gefahr eines Fressens der Kante A. 
Für die zeichnerische Behandlung der Reibungsvorgänge faßt 

man die beiden Kräfte~N und W zusammen zu ihrer Resultanten R 

p 

/ 

W 
(Fig. 1(3) R = yW2 + N2. tg e = N . Den 

Winkel e bezeichnet man als Reibungswinkel. tg e 
istgleichdemReibungskoeffizienten,u. W =N· ft 
und W ~ N· tge. Daraus folgt tg e =,u. 

Hat man bei reibungsloser Stützung den 
Stützdruck senkrecht zu den Stützflächen an· 
zusetzen, so muß bei Berücksichtigung der Rei
bung die Auftragung unter Q 0 erfolgen. Es 
kann der Stützpunkt um e 0 von der N ormal
richtung abweichen. Dabei liegt die Ab
weichung um (J0 gegen die Bewegungsrichtung. 

Beispiel 88. Es ist zeichnerisch die in einem 
festgelegten Punkt angreifende, horizontal gerichtete 

Zugkraft für die Bewegung eines Körpers zu bestimmen, wenn das Gewicht des 
Körpers G = 18 kg und der Reibungskoeffizient ft = 0,45 beträgt. Der Angriff 

Fig. 162. Ungleichmäßig
keit der Stützkräftevertei
lung bei großem Werte h 
lind demzufolge großem 

Werte a. 

p 

G 

der Kraft soll in einer Höhe h = 15 mm erfolgen 
(Fig.164). 

Der tg!2 = 0,45 eingesetzt, bestimmt die Rich
tung des Stützdrucks. Es wirken auf den Körper 
drei Kräfte: das Gewicht G, die Zugkraft P, und der 
Stützdruck S. Damit diese drei Kräfte im Gleich
gewicht sind, müssen sie sich in einem Punkte 
schneiden. Durch Auftragen nach ihren Richtungen 
im Maßstabe 1 kg = 1 mm ergibt sich der Kräfte
plan, aus dem P mit 8,1 mm = 8,1 kg abge
stochen werden kann. 

Fig. 165 zeigt den allgemeinen Fall der 
Fig. 163. Zusammensetzung des 
~tützdruckesNlInddesRelbungs- Belastung eines auf ebener Fläche gleiten-
widerstanllesWzurResuitantenR. den Körpers durch eine beliebig liegende 
!lnd beliebig gerichtete Kraft P und durch das Gewicht G . 

Für die rechnerische Lösung dieser Aufgaben stehen die drei Gleich-
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gewichtsbedingungen und die Reibungsgleichung, 
VIer Gleichungen, zur Verfügung. 

das sind insgesamt 

~G 
\ 

p 
r-. __ .... t--

6 

w 

N 

Fig.164. Zeichnerische Bestimmung 
der Zugkraft P . die eiuen durch 
sein Gewicht G an die Unterlage 
angepreßten Körper bei gegebenem 
Reibungskoeffizienten ,u verschiebt. 

Fi~. 165. Gleichgewicht an einem durch die 
Kraft P und sein Gewicht G belast.et.en Körper 
bei Auftreten von Reibung an der Stützfläche. 

1. G + p. sin iX - N = 0;' 
2. p. COSiX - W = 0; 
3. - P . sin iX • b - W . h+ N . a = 0 (Drehpunkt in A); 

4. W = N· /-l. 
Bei einer Ausbildung der Tragfläche nach 

Fig. 166 als Rinne werden die zwei Stütz-

kräfte N je ~- groß. Damit steigt der 
2 'C08 iX 

Reibungswiderstand für die Verschiebung . 
des Körpers in der Rinne vom Werte 

W = 2· N· ,U = G· fl auf G .~ . Man faßt 
COSiX 

~ 
C(t ~ 

~ I 
I 
I 

für solche Ausführungen den Wert p viel· 
1 Fig. 166. St,ützlln~ eines Körpers 

fach mit denl 'Verte _~ _____ zusammen und in einer lUlle. 
COBiX 

führt für den so erhöhten Reibungskoeffizienten den Buchstaben Il' 

ein. So folgt W = f!..:..Jl_ = G. '. 
COS iX fl 

b) Verschiebung' eines Körpers auf einer sehiefen Eb(me. 

Neben der Verschiebung von Körpern auf einer horizontalen Ebene 
spielt in der Technik die Verschiebung auf einer schiefen Ebene eine 
große Rolle. Dabei handelt es sich entweder um eine Verschiebung 
mit gradliniger Bewegung (Keil) oder um eine Verschiebung mit krei
sender Bewegung (Schraube). Die Verschiebung muß mit gleich-

8* 
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förmiger Bewegung erfolgen, d. h. ohne Änderung der Bewegungs
geschwindigkeit. Bei einer Verschiebung in verzögerter oder be
schleunigter Bewegung ist Gleichgewicht überhaupt nicht vorhanden. 

Für beide Fälle kommen zwei grundlegende Arten der Kraft
anordnung in Betracht (Fig. 167 u. 169). 

Bei diesen zwei Belastungsfällen sind 
ferner je zwei Gleichgewichtszustände zu 
unterscheiden. 

1. Der Körper gleitet abwärts (olme 
Beschleunigung) ; 

2. der Körper gleitet aufwärts (ohne 
Beschleunigung. 

Fig. 167. StützUng eines abwärts
gleitenden Körpers durch die Kraft P. 

So ergeben sich vier Sonderfälle: 
ex) Fig. 167. Auf den Körper wirkt 

eine parallel zu der Neigung der Ebene 
gerichtete Kraft; der Körper gleitet abwärts. 

Das Gewicht des Körpers G in die zwei Richtungen parallel und 
senkrecht zur tragenden Fläche zerlegt, ergibt die beiden Komponenten 
G . sin IX und G· cos IX. Die zweite Komponente wird durch den Stütz
druck N ins Gleichgewicht gebracht. G· COSIX - N = 0 . 

Die erstere Komponente und der aus N resultierende Reibungs
widerstand W = N • !" müssen sich mit der Kraft P im Gleichgewicht 
befinden. Gsin:ex ist abwärts, W ist aufwärts gerichtet 

-GsinlX + W + p = 0, 
- G sinlX + N· P + P = 0 , 
-GsinlX + (G· cosex) ft + P = 0, 

P = G (sin ex - f.t· COSIX) . GI. XXXIX 

(Die dritte Gleichgewichtsbedingung, welche die Lage von N berechnen 
läßt, ist nicht verwertet, da die Lage vom N unwesentlich ist, siehe S.113.) 
Für den Sonderfall P = 0 geht die obige Gleichung über in G· sinex -

. sinIX.... 
G·cosex· u = 0, SllllX - u·cosex = 0, ft = -- =tgIX. Fuhrt manfur , ., COSIX 
,u tgQ ein, so folgt tgQ = tgIX. Der Winkel IX ist gleich dem Reibungs
winkel e. 

Auf dieser Gleichung tgIX = tge baut man die Versuche zur Be
stimmung des Reibungskoeffizienten p und des Reibungswinkels e auf. 
Man legt einen Körper K auf eine schiefe Ebene, deren Neigung verstell
bar ist. Der Neigungswinkel IX I , bei welchem der Körper zu gleiten 
beginnt, bestimmt mit tg IX1 = Po = tg eo den Reibungskoeffizienten 
der Ruhe Po' Der Winkel, bei welchem der Körper in gleichförmiger 
Geschwindigkeit abwärts gleitet, gibt nach der Gleichung tg ex = I" = tg Q 
den Reibungskoeffizienten ft der Bewegung. 

Da Po größer ist als ,u, wird man für die Einleitung der Bewegung einen 
größeren Winkel einstellen müssen, als für den fortlaufenden Bewegungs
vorgang. Man wird die schiefe Ebene nach dem Eintreten der Bewegung 
wieder flacher stellen, bis die Bewegung aus der beschleunigten, in eine 
gleichförmige Bewegung übergeht. 
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ß) Auf den Körper wirkt eine parallel zur Neigung der Ebene ge
richtete Kraft P (Fig. 168). Der Körper gleitet aufwärts. 

Die erste Gleichgewichtsbedingung ergibt das gleiche Resultat wie 
bei der' Ableitung unter IX 

G· cos cx: - N = 0 , N = G· cos<X . 

Die zweite weicht von der für den Bewegungsvorgang unter IX 

aufgestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also 
mit dem umgekehrten Vorzeichen einzusetzen ist. Der Körper hat 
umgekehrte Bewegungsrichtung, demzufolge wirkt W nach der anderen 
Seite. 

- G· sincx: - W + P = 0, 
- Q. sincx: - N· fl + P = 0, 
- G . sin cx: - G • cos IX • ,(( + P = 0 , 

P = G . sin IX + G . cos <X . fl , 
P= G (sin<x + ~ . COSIX) • GI. XL 

Durch Zusammenfassung der beiden Ergebrusse von <X und ß ge
winnt man einen Überblick über das 
Verhalten eines Körpers dieser Be
lastungsart bei schwankender Größe 
von P. 

Gleichgewicht ist am Körper K vor
handen, solange P in den Grenzen 
zwischen G sin IX - G· cos <X . ,u und 
G sin <X + G cos cx: . flliegt. Bei dem erste
ren Werte gleitet K gleichförmig her
unter, bei dem zweiten Werte geht K 
in gleichförmiger Bewegung nach oben. 
Für alle dazwischenliegenden Werte von Fig. 168. Heraufschieben eines Körpers 
P befindet sich der Körper in Ruhe. an einer schiefen Ebene. 

ES genügt dann P zwar nicht, um die 
Bewegung nach oben zu erzwingen. P ist aber zu groß, als daß der 
Körper nach unten gleiten könnte. 

Beis piel 89. In welchen Grenzen darf die einen Körper K von 1200 kg Ge
wicht belastende Kraft P verändert werden, ohne daß der Körper in Bewegung 
kommt, wenn die Neigung der schiefen Ebene IX = 20° beträgt, und auf einen 
Reibungskoeffizienten ,U = 0,18 gerechnet werden kann? 

P l = G . sin IX - G . cos IX • i' = 1200· 0,342 - 1200 • 0,939 . 0,18 = 208 kg, 
P2 = G • sin IX + G . cos IX . • i' = 1200· 0,342 + 1200 . 0,939 . 0,18 = 612 kg. 

Mit P2 = 612 kg beginnt die Aufwärtsbewegung. Mit P l = 208 kg beginnt 
der Körper abwärts zu gleiten. Anger. ommen ,Uo = ,LI • 

Für P l = 0 wird G· sin<x = G· COSIX· ,(( fl = tg<X, tg(> = tgcx:. 
Pt kann entfallen, sobald <X -<::: e ist. Ein Körper bleibt auf einer 
schiefen Ebene ohne Stützung liegen, wenn die Neigung (cx:) 
gleich oder kleiner ist als der Reibungswi n kel ((». 

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad für das Heraufschieben 
einer Last nach Fig. 168 berechnet man aus der Arbeitsbilanz. Legt 
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die Kraft P den beliebig angenommenen Weg 8 zurück, so he trägt die 
aufgewendete Arbeit Al = p. 8. Bei Zurücklegen dieHcH Weges in 
Richtung der schiefen Ebene wird das Körpergewicht um die Höhe h 
gehoben. h = 8' Hillit. Die Nutzarbeit beträgt alHu A 2 = G· h. 
Der WirkungsgradJI hcrcchnet ßich ans Nutzarheit A 2, divitliert durch 
aufgewendete Arheit Al mit 

A.) G . h G . Hin /\ 
"1 = "= = 

Al p. 8 

sinlX 
G1. XL[ 

p - sinlX + (t· COSIX • 

)') Auf den Körper wirkt eine horizontal gerichtete Kraft. Der Kör
per gleitet abwärts (Fig. 169). 

rJ. Die Zerlegung des Gewichtes G 
p.cos und der Kraft P nach den zwei Rich

tungen parallel zur schiefen Ebene 
und senkrecht zur Tragfläche ergibt 
die Komponenten p. sin C\, p. COS IX , 

G . sin C\, G· eos IX • Die Summe der 
Kräfte senkrecht zur Tragfläche er
gibt 

GcosC\ + P siniA - N = O. 

Fig. 169. Halten eines Körpers gegen 
Heruntergleiten an einer schiefeu Ebene. 

Die zweite Gleichgewichtsbedin
gung verlangt 

G sin IX - P cos (X - lV = 0 , 
G sin (X - P cos (X - N . f-1 = 0 , 
G sin (X - P cos (X = (G cos C\ + P sin 1X) fl = 0 , 
G sin (X - G eos 1X f-1 - P cos C\ - P sin iA· ,U = 0 , 
p. (cos(X + ,usinC\) = G· (siniA - pCOS1X), 

P _- G~ sinlX - (t co. sC\. , GI. XLII 
COSIX + /1, SlllC\ 

Setzt man für fl den Wert tge (Tangens des Reibungswinkels) ein, 
so geht diese Gleichung über in 

---s 

I ..-
/' 

h 

Fig. 170. Bestimmung des Wir· 
knngsgrades für das Heben eines 
Gewichtes durch Heraufschieben 

an einer schiefen Ebene. 

sin (X - tg e . cos (X 
P=G· - ---;--. 

Cos (X + tg t.! • sm (X 

Durch cos C\ gekürzt folgt 

P = G tg IX - tg e 
1 + tgC\ tge 

p= Gtg(x':"" Q). GI. XLIII 

O. Auf den Körper wirkt eine hori
zontal gerichtete Kraft. Der Körper gleitet 
aufwärts (Fig.170). 

Die erste Gleichgewichtsbedingung er
gibt das gleiche Resultat, wie bei der 
Ableitung unter )'. 

GcosC\ + PSiüiX - N = O. 
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Die zweite weicht von der für den Bewcgungsvorgallg unter )' auf
gestellten insofern ab, als W die umgekehrte l~ichtullg hat, also mit 
dem umgekehrten Vorzeichen einzuseken ist. Der Körper hat um
gekehrte Bewegungsrichtung, demzufolge wirkt W nach der umgekehrten 
Richtung. 

G sin i\ - P cos IX + N ~ = 0 , 
G si n i\ - p. cos IX + (G cos cx + P si Tl cx) P = 0 , 
G sincx + G COSIX - P COSi\ + P fÜni\,t/ = 0, 
p. (coscx - ,u. sinIX) = G· (sinIX +,1/. cm;IX) , 

P = G . sin IX + [L C?S IX • 
COSIX - [L SIll IX 

GI. XLIV 

Setzt man für ,u den Wert tg e (Tangens des Reibungswinkels) ein, 
so geht diese Gleichung über in 

P = G . sin IX + tg e c~s-"" . 
cos IX - tg eS! n cx 

Durch cos cx gekürzt folgt 

P = G. tg IX + tg e = G. tg (IX + Q) • 
1 - tgIX tgQ -

Gi. XLV 

Durch Zusammenfassung der beiden Ergebnisse von y und 0 ge
winnt man einen Überblick über das Verhalten eines Körpers dieser 
Belastungsart bei schwankender Kraftgröße. 

Gleichgewicht ist am Körper K vorhanden, solange P in den Gren· 
zen zwischen P = G tg (IX - e) und P = G tg (cx + e) liegt. Bei ersterem 
Werte gleitet K in gleichförmiger Bewegung herunter, bei dem zweiten 
Werte geht K in gleichförmiger Bewegung herauf. Für alle da
zwischenliegenden Werte von P befindet sich der Körper K in Ruhe. 
Es genügt dann P zwar nicht, um die Bewegung nach oben zu er· 
zwingen. P ist aber zu groß, als daß der Körper K nach unten gleiten 
könnte. 

Für P = 0 gilt, wie bereits abgeleitet, tg IX = tg (! . 

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad für das Heraufschieben 
einer Last nach Fig. 170 berechnet man wie folgt. Legt die Kraft P 
den beliebig gewählten Weg 8 zurück, so beträgt die aufgewendete Arbeit 
Al = p. 8. Bei Zurücklegen dieses Weges wird das Körpergewicht 
gehoben um die Höhe h h = 8· tg IX . Die Nutzarbeit beträgt 
A 2 = G . h = G • 8 • tg IX . 

Der Wirkungsgrad 1] berechnet sich aus Nutzarbeit durch aufge
wendete Arbeit mit 

A 2 G . h G . 8 • tg IX G . tg IX 
17 = -- = ~---- = - .. _-.-._---- = ----

Al p. 8 p. 8 P 

G· tg IX tg cx 
11 = a:tg{a + e) tg(IX + Q) 

GI. XLVI 
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Wenn die Werte <% und I! klein sind, rechnet man genau genug nach 
dl r ver ein fa c h tell GI (' ich u II g. 

P = G . (tg <% + tg Q) 

[ P = G· (tg LX - tg (?) J 
tg .x 

11 = tgiX + tg~ 
Die zeichnerische Verfolgung 

Kräftepläne der Fig.171-174. 

Fig. 171. Kräfteplan für das Gleich· 
gewicht beim Halten des Gewichtes G. 

dieser vier Fälle kennzeichnen die 
Fig. 171 entspricht der Fig. 167; 

Fig. 172 entspricht Fig. 168; 
Fig. 173 der Fig. 169; Fig. 174 
der Fig. 170. 

Fig. 172. Kräfteplan für das Gleichgewicht 
beim Heraufschieben des Gewichtes G. 

Für den allgemeinen .Fall (derselbe kommt in der Technik kaum vor) 
und hat nur insofern Interesse, als er die beiden vorher gekennzeichneten 
Fälle <%, ß und ')', b in sich zusammenfaßt, ist nach Fil2;. 175 für die Auf
wärtsbewegung und Abwärtsbewegung 

p = _ 0 sin <% .+ G . cos.~~ 
COS(IX - ß) + ,U ' sin (IX - ß) , 

G cos ex + P . sin (LX - ß) - N = 0 , 

- G sin IX + p. cos (IX - ß) + N . p = 0 , 

p. cos (LX - ß) ± [G cos ex + p. sin (ex - ß)]p = G· sin LX , 

G sin <% + G • cos <% • P 
P = cos (ex - ß) -+:: ,u . sin (ex - ß) , 

Für Fall LX und ß wird ß = LX 

P = G sin <% + G . cos IX • fL • 

Für Fall ')' und b wird ß = 0 

p = G siniX :;: G . C?SIX • fL • 

cos .x + (..t • sm IX 

Die Arbeitsweise eines Keils und einer Schraube entspricht den 
Fig. 173 und 174. Dabei tritt jedoch in den allermeisten Fällen außer 
der vorher verfolgten Reibmlg an der schiefen Ebene noch an einer oder 
gar zwei weiteren Stellen Reibung auf. Die sich hochschraubende Mutter 



Gleitende Reibung. 1 :21 

dreht sich z. B. auf der Spindel und unter der Last; der ulltergetriebene 
Keil sehiebt sich an der schiefen Ebene entlang und zugleich bewegt er 
sich auf einer Unterlage. 

p 

Fig. 173. Kräfteplan für das Gleich
gewicht beim c Halten des Gewichte. G. 

Fig. 174. Kräfteplan für das Gleichgewicht beim 
Heraufschieben des Gewichtes G. 

Eine Ausnahme macht lediglich der sehr seltene Fall nach Fig. 176. 
Die Last Q wird durch Hochdrehen der Mutter bei stillstehender 
Spindel gehoben. Die Last dreht 
sich mit der Mutter mit. 

Mit den im Maschinenbau üblichen 
Daten der Ganghöhe h (Fig. 177) 

und der Neigung tg IX = ~
. 2· r·n 

geht die Gleichung XLV über in 

h 
~+,u 

P = G.,_~~n~~_ 
• h 

Fig. 175. Allgemeiner Fall des Gleichgewichtes 
für ein Gewicht an einer schiefen Ebene. 

1- -' - ·,u 
2rn 

p=G. h + 2 . r .:rr.f.-L 
2.r.:Jr-f.-L. h 

GI. XLVla. 

Das Drehmoment zur Bewegung der Mutter ist 

h + 2rn,u 
Md = p. r = G· r GI. XLVII. 

, 2rn - ,uh 

Es treten rings um das ganze Ge
winde viele kleine Einzelkräfte auf, die in 
Summa das Moment M a ergeben. Sie bilden 
zusammen ein Kräftepaar vom Moment .p. r . 
Stellt man dasselbe zeichnerisch dar und teilt 
zu diesem Zweck die Summe aller Einzel-

kräfte in zwei Kräfte von je ~, die dafür. den 

Hebelarm 2'1' haben, so entsteht daraus die Dar-

Fig. 176. Gleichgewicht 
beim Heben eines Ge
wichtes durch Hoch
schrauben einer Mutter. 
- Das Gewicht dreht sich 

mit der Mutter. 
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stellung im Gl'Illldriß (leI' Fig. 176. Es ist das Moment Jj. r = 1'0' 1"0 

P 
und da ao = 2· r heträgt, iHt Po = 2 . Es kommt zahlenmäl3ig auf da,,-

seihe hrrauH, 01> man mit ei Il er Kra f t Pa Jll Hadi UR r, <1. h. mit einrlll 
. P 

statiHchcll lV[Olll0llte {"rchuet oder mit emem Kräftepaar vo 11 . ·2· r . 
2 

~ JD] 
h 
~ 

1 r =-1 
C Dm ·x 

( -
Fig. 177. Darstellung des Neigungswinkels 
einer anfgewickelten schiefen Ebene -

. Schr3 ubenfläche. 

Fig.178. Gleichgewicht beim Drehen 
einer Mutter durch eine Einzelkraft 
Pt. p,. a. Moment des Reibungs
widerstandes im Gewinde. - Pt . a, 
Moment des Kräftepaars Pi und P; 

- Pt Einzelkraft· 

Der Wirklichkeit steht der letzte Vorgang näher. Trotzdem bevorzugt 
man das Rechnen mit dem statischen lV[oment einer Kraft P am Ra

Fig. 179. Gleichgewicht 
beim lIeben eines Gewich
tes durch Hochschrauben 

,einer l'ilutter. - Das Ge
wicllt dreht sich nicht mit. 

dius r, da es rechnerisch übersichtlicher ist. 
Wird die Mutter durch ein Kräftepaar ge

dreht, so muß dasselbe das Drehmoment 

h+2r·lt·ft 
PI' a l = G· r· . 

2·r·n-,u, h 

aufweisen. Die Mutter ist dann im Gleichgewicht. 
wie es Fig. 176 zeigt. Die zwei Kräftepaare 
P 1 • a1 - das vom Schlüssel auf die Mutter 
ausgeübte - und Po' ao - das von der Reibung 
im Gewinde ausgeübte-halten sich das Gleich
gewicht. Q die Last wird durch die Stützkraft 
des Spindelgewindes N zu Null ergänzt. 

Beis pie 1 90. Welches Drehmoment ist aufzu
wenden, um eine durch 5000 kg belastete Mutter von 
r = 40 mm mittleren Gewinderadius und h = 18 mm 
Ganghöhe bei ,U = 0,08 hochzudrehen ? 

Md = G. r. h + 2 r~:".E = 5000.4 1,8 + 2·4·;r· ~~08 
2 r:rc - ,U h 2 . 4 . ;r - 0,08 . 1,8 

. = 20000 . 1,8 + 2,01 = 20000 . },~!.. = 3060k I . 
25-0,144 24,85 gern 

Erfolgt das Drehen der Mutter nicht durch ein Kräftepaar, sondern 
durch eine Einzelkraft (Fig.178) PI' die am Hebelarme a'l angreift, 
so hat die Spindel für das Gleichgewicht der Mutter eine Stützkraft 
Pi' aufzuwenden. Es wird die Spindel nicht nur auf Verdrehen be-
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amlprucht durch das Kräftepaar PiPi vom Moment 1\. a 1 , wildem 
außerdem noch durch die Einzclkraft Pi' (siehe Fig. 140ft.). 

Wird durch Hochdrehen einer Mutter die Last gehoben, und dreht 
sich die Last nicht mit der Mutter zusammen, so findet eine Bewegung 
zwischen Mutter und Spindel wie auch zwischen Mutter und Last Htatt. 

Es ist dann ein zweiter Reibungsvorgang zwischen Mutter ulld Last 
in Rechnung zu setzen. Durch Abstützen der Last in Kugellagern lassen 
sich elie Verluste an dieser zweiten Stelle außerordentlich hcrul\ter
drücken. Daher ist eine Vernachlässigung dieser zweiten l{eibungsver
luste vielfach angebracht. Zum mindesten ist es unzweckmäßig, die heiden 
Reibungsvorgänge in gemeinschaftlicher l=technung zusammenzufassen. 

Für die Mutter gilt in diesem :Falle die Gleichgewichtsbedingung 
(Fig. 179). 

P2 • a2 - Po . ao - Pi . a1 = 0 . 
Po . ao Moment zur überwindung der Heibung im Gewinde und zum 

Heben der Last; (an = 2 . r); 
Pi . a i Moment zum Drehen der Mutter gegenüber der stillstehenden 

Last (Ebene 1 - 1). 
Beispiel 91. Welches Drehmoment ist zum Hochdrehen einer Mutter von 

28 mm Ganghöhe und 120 mm rnittleren Gewindedurchmesser aufzuwenden, wenn 
der Reibungskoeffizient an beiden Stellen /1 = 0,09 beträgt und die Reibungsfläche 
zwischen Mutter und Last einen mittleren Durchmesser D = 200 mm hat? 

Q = 10000kg. 
Drehmoment für das Drehen der Mutter gegenüber dem stillsteh enden Ge· 

winde. 

h+2·r·.7·,U 
"Vld=G·r· ---

I 2.r .. 7-,Il.h 

12 2,8 + 2 • 122 . er • 0,09 

10000· 2 • --T2~--~--·-
2 . 2 . JT - 0.09 . 2,8 

2,8 + 3,4 
10000· 6 37,7 ~ 0.25-

.~ 10000· 6 . 6,2 = 9900 kO' X cm. 
37,45 " 

Drehmoment für das Drehen der Mutter gegenüber der stillstehenden Last. 

Md = W' R, (W = G· ,ll), 
20 

Md, = 10000 . 0,09 '2 = 9000 kg X cm. 

Es sind aufzuwenden 18900 kg X cm. 
Beis piel 92. Welchen Wirkungsgrad hat die Schraubenspindel nach vor

stehendem Beispiel, wenn erstens, wie vorher berechnet, an beiden Flächen glei
tende Reibung auftritt und wenn zweitens die Mutter gegen die Last durch Kugeln 
abgestützt ist, so daß die Reibung zwischen Mutter und Last vernachlässigt 
werden kann. 

Bei einer Umdrehung wird die Last um 28 mm gehoben, also die Nutzarbeit 
10000· 0,028 = 280 mkg verrichtet. Dazu muß mit dem Momente p. r c= 18900 
kg . om = 189 kg X m eine Umdrehung gemacht werden. Der Weg der Kraft P 
bei einer Umdrehung beträgt 2· r . Jr A = p. (2 . r • n) = (P. r) (2 . JT) = 
2 . JT • 2If,,= 2 . Jr • 189 = 1190 mkg. 

1) = :1~9~ = 0,235 = 23,5 %. 
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Bei Fortfall der Reibunc: an der zweiten Stelle ist nur das Moment Md1 
aufzuwellden, d. s. 9900 kg X om = 99 kg X m. Der Wirkungsgrad beträgt 

_ 280 _ 4 0/ 
1] - 99 . 2 ':TC - 5 / 0' 

(Nach der Gleichung 1] = tg<x folgt mit 
tg(<x + e) ~ 

28 
tu<x = - --- = 0,0743 <X = 4 0 15', 
" 2·60·" 

tg e = 0,09 e = 5 0 10' • 

_ tg4° 15' _ 0,0743 _ 0 

1] - r,;'I)o25' - 0 1658 - 45 Yo.) " , 
Den bei Fig. 179 erklärten Vorgängen durchaus gleich sind die Vor

gänge beim Heben einer Last durch Drehen der Spindel. 
Gleichartig ist das Heben der Last bei Steigen der Spindel und nicht 

steigender, sondern nm sich drehender Mutter. In beiden Fällen wird 
nicht sowohl die Last an der schiefen Ebene heraufgeschoben, als viel
mehr die s~hiefe Ebene unter die Last heruntergeschoben. Für die Kraft
und Reibungsverhältnisse an der schiefen Ebene kommt die Änderung 
nicht in Betracht. Es tritt jedoch bei dieser Art des Lasthebens unter 
allen Umständen eine zweite Reibungsstelle auf. 

Es gehört zum Drehen der Spindel oder der Mutter die Aufwendung 
eines Momentes Md = Mdl + Md, nach Fig.179. 

,Hz -

Treibt man einen Keil K (Fig. 
181) unter einen Körper A, um 
diesen in die Höhe zu heben, so 
tritt neben der Reibung an der 
horizontalen und der schrägen 
Fläche noch Reibung an der Stütz-

p fläche 3 auf. Bei einem Herunter
treiben zweier symmetrisch an
greifender Keilstücke nachFig.182, 
deren Wirkungsweise derjenigen 
einer Mutterdrehung gleichkommt, 
trat diese Haltekraft nicht in Er
scheinung. Sie wurde ersetzt durch 

Flg. 180. Gleichgewicht beim Eintreiben eines 
Keiles unter eine Last Q. ohne Berücksichtigung 
der Relbnng an der seitlichen Stützfläche der 

das Kräftepaar, welches die Spindel 
gegen das Mitgedrehtwerden durch 
die Mutter festhalten mußte. Last. 

Die auf den Keilkörper wirkende 
Kraft P hat nach Fig. 180 die beiden Kräfte B1 und B 2 zu überwinden. 

Es ist BI = Qtg(iX + ~h), 
B 2 = Qtge2' 

Daraus folgt 
P = Q [tg (iX + el) + tge2]' 

Da der Körper mit der Kraft BI an seine Führung (Fig. UH) gedrückt 
wird, tritt an dieser ein Reibungswiderstand in der Größe H 1 • ft3 auf. 
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Damit folgt, daß die nutzbare Last Ql um diesen RcibullgswiderstaJltl 
kleiner ist, als die Vertikalkomponentc der Stütz kraft S ulld es hcrcchllct 
sich 

Q, 

Fig.181. Gleichgewicht beim Hochtreiben eines durch Ql belasteten Körpers A 
durch den von der Kraft P getriebenen Keil K. 

Ql = Q - Hl · ,U3 = Q - H1 . tgQ3 

P 
tg(a + el) + tge2 - Q. tg (oc + el) . tgea , 

1 tg(oc + el) . tgea Ql = p. -- - - - -- -- --- - - - , 
tg(ex + (h) + tge2 tg(a -+- .Ql) + tge2 

Q = p.l- tg (c:x + (>1) tgQ3 • GI. XLVIII 
1 tg(c:x + (>1) + tgQ2 

In den meisten Fällen vernach
lässigt der Techniker die Reibung an 
der dritten Fläche. Besonders dann 
darf er dies tun, wenn ex gering ist und 
das Anziehen des Keils durch Schlagen 
erfolgt . 

c) Zaplenreibung. 

a.) Tragzapfenrei bung (Fig . 183). 

Lastet auf einem Zapfen eine Kraft P, 
und liegt die Schale vollkommen an dem 
Zapfen an, so erfährt der Zapfen eine 
Bremsung durch die Zapfenreibung von 

4 
Md = - . p, . p. l' • 

:n: 
GI. XLIX 

Fig. 182. Hochtreiben einer I,ast 
durch 2 Keile. - Vermeidung der 
bei einfachem Keil anftretenden 

Seitenstützung. 
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Darin bedeutet P die auf dem Zapfen ruhende Last, p den Reibungs
koeffizienten. Es hcträgt abo der Reibllllgswiderstand am Umfange 

W=P.~(t. 
Jr 

Man faßt den Wert 4_ mit dem Werte p, der an und für sich nicht 
n 

genau angegeben werden kann und, wie oben erklärt, von zahlreichen 
Faktoren beeillflußt wird, die man 
nicht alle erfassen kann, zusammen 

. 4 
11l dem Faktor f t1 = - . Jh . 

n 

Fig. 183. Tragzapfen belastet mit P. 
Reibungswiderstand W. 

Es bedeutet das lediglich eine 
Vereinfachung der Schreibweise, 
wenn man in vorstehender Gleichung 

4 
statt -. IJ ,u1 schreibt. ,u1 nennt 

:n 
man den Zapfenreibungskoeffizienten 

Md = P . 'I' . (tl' GI. L 

Beispiel 93. Welche Leistung geht in einem Traglagervon W=250mm 
Durchmesser verloren, wenn dasselbe mit 5000 kg belastet ist und die Welle 
140 Umdrehungen pro Minute macht. Der Zapfenrcibungskoeffizient "I be
trage 0,04. W Reibungswiderstand am Zapfenumfange. 

W = N . ."1 = 5000 . 0,04 = 200 kg. 

Die Gesehwindigkcit am Z:tpfcnumfange ist 

v= 
D-:r·n 0,25 . 7T • 140 = 1 83 f 

60 ' m sec. 60 

Mit dieser Geschwindigkeit muß eine dem Widerstand W gleiche Kraft P 
Arheit leisten, um die Reibung zu ii berwinden. 

L = p. v =~OO . 1,8~ = 4,9 PS. 
75 75 

Beis piel 94. Die Welle eines Schwungrades von 5000 kg Gewieht ruht in den 
Traglagern von 150 und 170 mm. Die Lagerung ist so ausgeführt, daß auf das 
stärkere Lager 3000 kg und auf das sehwäehere 2000 kg kommen. Welehe Arbeit 
verzehrt die Zapfenreibung in jeder Umdrehung, wenn der Zapfenreibungskoeffi
zient in den Lagern /'1 = 0,03 ist? 

Der Reibungswiderstand am starken Lager beträgt Wl = 3000 . 0,03 = 90 kg. 
Im schwachen Lager ist W2 = 2000 . 0,03 = 60 kg. 
Bei jeder Umdrehung verzehren die beiden Reibungswiderstände 

Al = W1 • 2 . r l . 7T und A 2 = W2 ·2· r2 ' .7 , 

Al = 90· 0,17' 7[ = 48,2 mkg, 

A 2 = 60 . 0,15 . ,7 = 28,2 mkg, 

A = 77 mk~·. 

ß) Stützzapfenreibung (Fig.184). 
Nimmt man an, daß sich die Last gleichmäßig auf die ganze Fläche 

verteilt - eine Annahme, die im übrigen durchaus nicht einwandfrei 
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. 2 

ist - so greift die Summe der Reibungswiderstände Im Ab:,;tande r 
3 

vom Zapfenmittelpunkte an. Man kann die Kreisfläche unterteilt 
denken in einer Reihe von Dreiecken. Die Schwer-

punkte aller dieser Dreiecksflächen liegen in .~ r Ab-

stand. 
2 

von - ,1' 
3 

Es bilden die Schwerpunkte einen Kreis 

Radius. Am Umfange dieses Kreises greifen 

die Reibungswiderstände an. Ihr Moment beträgt 
2 

p·f.L· 3 ·'}·· 

y) Backenbremsen. 

Die Reibungsvorgänge finden eine Nutzanwen
dung beim Bau von Bremsen. Man vernichtet durch 
Bremsen' mechanische Arbeit, z. B. um einen bewegi!en 

Fig. 184. Stütz
zapfen belastet mit 

P. 

K S '11 d b' 1 . m . v 2 
, örper zum tl stan zu rIngen, a so um sem 2-" aufzuzehren. 

Man benutzt diese Aufzehrung auch zugleich zu Meßzwecken. 
Fig. 185 kennzeichnet die einfachste Form einer Bremse. (Nach der 

Anwendung einer Bremsbac ke bezeichnet man derartige Bremsen als 
Backenbremsen zum Unterschiede von 
den mit einem Bremsbande arbeitenden ,L 

Band bremSeIl. ) 
Der Bremsklotz wird mittels eines Hebels 

gegen die Scheibe gepreßt. Bei einer 
Kraft P am Hebelende ist der Anpressungs

P ·l 
druck N = --. An der Berührungs-

a 
fläche zwischen Backe und S.cheibe tritt ein 
Reibungswiderstand von der Größe W = 

N· /u auf. Der Reibungwiderstand ergibt 
das lVIoment W· r Und bremst mit diesem 
Momente die sich drehende Scheibe. Er 
zieht also 2. n . 'f • W mkg in jeder Um
drehung aus der bewegten Masse heraus. 

~_--I!L-__ ---, 

Fig. IS5. Backenbremse. P anf 
(len Bremshebel ausgeübte Kraft. 
- N Anpressungsdruck der Brems
backe gegen die Scheibe. - W 
Reibungswiderstand am Scheiben
umfang auf die Scheibe w;rkend. 

(m . V 2 ) Beis piel 95. In wieviel Umdrehungen wird ein 20000 mkg ,. 2 " ellt-

haltendes Schwungrad abgebremst, wenn die Bremsscheibe 600 mm Durchmesser 
besitzt und der an ihrem Umfange erzeugte Reibungswiderstand W = 100 kg. 
beträgt. 

Bremsarbeit in einer Umdrehung 

A = 2 . n • r . W = 2 • n . 0,3 . 100 = 188 mkg . 

In i Umdrehungen wird die Arbeit von 20 000 mk~ vernichtet. 

i . 188 = 20000 . 

i = 106. 
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Beis piel 96. Welches Bremsmoment übt eine nach ]j'ig. 185 gebaute Backen. 
bremse aus, wenn die Kraft am Hebelende P = 30 kg beträgt und die Hebellängen 
mit I = 1000 mm und a = 400 mm ausgeführt sind? Der Seheibendurchmesser 
i~t 500 mm und der Reibungskoeffizient kann mit I' = 0,18 angenommfln werden. 

N = ~:;l = ~~. ~OOO = 75 k" 
a 400 b' 

W = N . /' = 75 . 0,18 = 13,5 kg, 
Md = W· r = 13,5: 25 = 337,5 kg X bcm. 

(P ist als auf den Hebel wirkend eingetragen, N als auf die S chei be wirkend.) 

Die vorstehende Berechnung ist nur dann richtig, wenn die Richtung 

o 

Fig. 186. Backenbremse. P auf 
den Bremshebel ausgeübte Kraft. 
N Anpressungsdruc k der Scheibe 
gegen die Bremsbacke (Reaktion der 
von der Bremsbacke auf die Scheibe 
ausgeübten Kraft, s. Fig. 185). - W 
Reaktion zu dem von der Brems
backe auf die Scheibe ausgeübten 
Reibungswiderstand der Fig. 185. 

des Bremswiderstandes wie in l!'ig. 185 dar
gestellt, durch den Drehpunkt des Brems
hebels geht. Bei einer Lage des Drehpunktes 
nach Fig. 186 gibt die dritte' Gleichgewichts
bedingung für den Bremshebel folgende 
Gleichung 

P . 1 - N . a - W .:b = 0 . 

In Fig. 186 sind die Kräfte eingetragen 
nach ihrer Wirkungsweise auf den Brems
hebel. 

Es wird die Wirkung der Anpressungs
kraft P durch das vom Bremswiderstande 
ausgeübte Moment W· b verringert. Es 
muß also zur Erzeugung des gleichen An
pressungsdruckes N eine größere Kraft P 
aufgewendet werden, als bei der Aus-
führung nach Fig.185 nötig war. 

Legt man den Drehpunkt des Bremshebels nach der anderen Seite 
(Fig. 187), so verlangt das Gleichgewicht 

P.l-N·a+ W·b=O. 

Fig. 187. Backenbremse, wie 'Fi~. 186, 
mit anderer La«e des Hebeldrehpunktes. 

E~ unterstützt nun die Wirkung 
des Bremswiderstandes W die aufge
wendete Kraft P. 

Wählt man die Lage des Dreh
punktes, d. h. die Länge b, so 'daß 

N·a 
-N· a + W· b = 0 ist ; b = - 'iV' 
so kann 
entfallen. 
sperrend. 

die Kraft P überhaupt 
Die Bremse wirkt selbst-

Die obigen Gleichgewichtsbedin-
gungen sind sämtlich unter Annahme 

eines Drehsinns aufgestellt. Bei einer Umkehrung des Umlallfsinnes 
wird die Bauart nach Fig. 1087 die Aufwendung einer Kraft P nach der 
Gleichung P - 1 - N . a - W - b = 0 nötig machen ; also ein größeres 
P erfordern als die Bauart nach Fig. 185. p. 1 - N· a = O . 
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Ij'ür Meßzwecke baut man eine Bremse nach Fig. 193 (Proll'yscher 
Zaum). 

Dieselbe besteht aus einer Doppelbackenbremse, deren Hebel sich 
auf eine Wage stützt oder durch ein Gewicht belastet ist, so daß die 
am Hebelende angreifen
de Kraft gemessen wer
den kann. 

/ , , 

Halten die Backen 
die sich drehende Scheibe 
mit dem Reibungsmo
mente W· D zurück ur.d 
nimmt demzufolge die 
Scheibe ihrerseits die 
Backen mit dem Momente 
W . D mit, so wird sich 
am Endpunkte des Hebels 
eine Kraft Pergeben, 
welche sich berechnet aus 

p 

P . l = W· D oder 
P·l=2·W·R. 

I 
I""'" 

Fig. 188. Pronyscher Zaum. 

Beispiel 97. Ein Prony~cher Zaum von L = 1200 mm Hebellänge, der um 
eine mit 150 Umdrehungen laufende Scheibe von D = 600 mm gespannt ist, trägt 
ein Gewicht P = 25 kg. Welches Drehmoment wird dabei abgebremst und welche 
Leistung gilt die Scheibe an der Bremse ab? 

Das Bremsmoment ist 

2 . W • R = p. 1 = 25 • 120 = 3000 kg X cm . 

Der Reibungswiderstand am Umfange beträgt 

2· W = 3000= 100 kg. 
30 • 

Die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe v berechnet sich mit 

D . 1l • n 0,6 . 1l • 150 
v = - 60- - - ---60 _. _ = 4,7 rn/sec. 

Die abgebremste Leistung ist 

2 . W . v 100 ·47 
N ='- - 75 - = --7:5 -'- = 6,28 PS. 

Obschon es sich beim Bremsen mit einem Pronyschen Za,um um 
die "Virkung eines Kräftepaares von der Kraftgröße W und dem Ab
stande 2 . R handelt, führt man auch hier das statische Moment ein von 
2· W Kraftgröße und 1· R He belarm. Es ist das zahlenmäßig genau 
dasselbe, das statische MOluent ist jedoch insofern leichter faßbar, als es 
durch das statische Moment der gewogenen Kraft ausgeglichen werden 
muß. Das statische Moment der auf den Wagebalken wirkenden Kraft 
läßt sich einfacher als (2 . W) (1. R), d. h. als das statische Moment 
des alle einzelnen Reibungswiderstände zusammenfassenden 'Vertes 2 W 
auffassen. 

Lau d len. Mecban;k. 
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Man Rchreibt darum die obige Gleichung: 

P·l=W.R 

lind bezeichnet mit W die Summe aller am Scheiben umfange auftreten
den Reibungswiderstände. (Vorher ist füllt diese SUITlIne die 
Bezeichn 11 ng 2 W gewählt.) 

N 

Fig. 189. Gleichgewicht 
an einer dnrch die Kraft 
P gezogenen R"olle vonl 

Gewichte G. 

Beispiel 98. Das am Hebel eines l'ronysehen 
Zaums hängende Gewicht P ergibt in bezug auf den 
Seheibenmittclpunkt das statische Moment P·1 = 25·120 
= 3000 kg . cm = 30 kg . m. Wic groß ist die Summe 
aller am Scheibenradius r = 30 cm auftretender Reibungs· 
widerstände und welche Leistung bremsen sie ab, wenn die 
Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe 4,7 rn/sec ist? 

W'R= P'l Tl' = 30 = 100 kg 
0.3 

N = P. v = 100· 4,7 = 628 PS . 
• 75 75 ' 

2. Rollende Reibung. 
Die rollende Reibung faßt man so auf, als wenn der gerollte Körper 

wegen der Formänderungen an der Auflagefläche über eine Ecke her
,übergekippt werden muß. Die Fig. 189 kennzeichnet diese Auffassung. 
Die Rolle hat sich in die Unterlage eingedrückt. Bei einer Bewegung 
nach rechts muß sie über die Ecke A hinweggekippt werden. 

Die dritte Gleichgewichtsbedingung verlangt: 

P·h=G·j, 
j 

P =G· X' 

Da h nur um einen kleinen Betrag von r abweicht, kann man für h 
den Wert reinsetzen . 

. p=(.}.f. GI. LI 
'I' 

Die Länge t bezeichnet man als den Hebelarm der rollenden Rei
bung. Die nachstehende Tabelle gibt eine Reihe von Erfahrungswerten 
von f. 

Eisen auf Eisen (Stahl auf Stahl) 
Pockholz auf Pockholz . . . . . 
Ulmenholz auf Pockholz. . . . . 

0,05 cm 
0,047 cm 
0,081 cm. 

Beispiel 99. Welche Kraft ist für das Fortrollen einer Walze von 300 kg 
Gewicht/und 20 em Radius aufzuwenden, wenn der Faktor t der rollenden Reibung 
0,05 cm beträgt? 

P = 300· 0~~5 = 0,75 kg. 

Für das Verschieben einer Platte auf einer Rolle zeigt Fig. 190 die 
Kräfteverteilung. Es tritt sowohl zwischen der Rolle und der Unterlage 
als auch zwischen der Last u'lld der Rolle rollende Reibung auf. Übe; 
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wie unter der Rolle ergeben sich Formänderungen, die ein Kipjllllomcnt 
erforderlich machen. An der oberen Rollenseite tritt die Kmft O2 ((]~ 
Gewicht der Platte), an der unteren Rollenseite der Kraft G = 01 + (}Z 

(GI Gewicht der Platte, G2 Gewicht der Rolle) 
auf. Die Summe der Momente bezogen auf Aals 
Drehpunkt beträgt mit der vereinfachenden An- P 
nahme, daß die Hebelarme a und b beide gleich r 
gesetzt werden können 

+ p. 2 r - (}2(fl + 12) - °1 ,11 = 0 , 

p = G2{{l.j- 12) +~~l: 11 . 
2r G1fGZ 

Da in den meisten Fällen 11 = 12 = 1 gesetzt 
werden kann, schreibt man einfacher 

f 
P = (2 G2 + GI) 21" • GI. LII 

.Fig. 190. Gleichgewicht all 
einer dllrch eine Rolle ge
~tützten Platte, die durch 
eine Kraft l' gezogen wird. 

In der Technik tritt die rollende Reibung vorwiegend mit gleitender 
Reibung zusammen auf. Es handelt sich in den meisten Fällen um eine 
Bewegung von Rädern, deren Achszapfen durch das zu tragende Gewicht. 
belastet sind. ~eben der rollenden Reibung zwischen Rad und Schiene 
tritt die gleitende Reibung zwischen dem Zapfen der 
Radachse und der Lagerschale auf. Die Schiene ist 
dabei belastet durch Q + G; Q Last auf dem Zapfen- f! 
lager; G Gewicht des Radsatzes. Das Zapfenlager 
hat nur Q zu tragen. 

Das die Radachse antreibende Drehmoment Md 
bestimmt sich nach der Fig. 191 mit 

Md = (Q + G) f + W· r 

W Reibungswiderstand am Zapfen umfange W = Q '/1,1' 

Denkt man sich das Drehmoment erzeugt durch 
eine am Radius R angreifende Kraft P, so erhält 
man aus der Gleichung Md = p. R für P den Wert 

f '/' 
P = (Q + G) B + Q , [.LI R GI. LIII 

Diesen Wert nennt man den Fahrwiderstand. 

}'ig.191. Gleichgewicht 
an einer mit rollender 
.Reibung auf der Un· 
terlage und gleitender 
Iteibung alll Zapfen 
bewegten Achse vom 
Gewichte U bei Be-

lastung mit Q. 

Beispiel 100. Welchen Fahrwiderstand hat ein Kran von 800 mm Rad
durchmesser, 90 mm Achszapfendurchmesser, 12 000 kg Gewicht des ganzen Kranef> 
inkl. Last bei 1000 kg Gewicht der Räder und deren Achsen? 

t = 0,05 cm f.l1 = 0,03 . 
, f r 

P = (Q T G) R + Q . 1-'1 - R 

Q = 12000 - 1000 = 11 000 kg . G = 1000 kg. 

P = 12000 . . ~,05. + 11 000 .003 . !o,5. 
40 ' 40 

= 15 + 37 = 52 kg . 

9* 
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Bei spie 1101. Welche LeiHtung IllUß der Kranfahl'lllotor fiil'dcll in Bl'ispiellOl. 
berechneten Fahrwiderstand erhalten, wenn der Kran mit v ~ .. 36 mjmin fahren solI 
und der Wirkungggrad deR TriebwPl'kes I1 = 70% ist? 

p. V 52·36 
L = = - - - = 0416 PS . 

1 75 HO . 75 ' 

L 0,416 06' 
/ ,2 = 'I = ü,7 = '" , PS. 

3. Seilreibung. 

Unter Seilreibullg versteht man die Reibung zwischen einem ela
stischen Körper und einem von diesem umspannten Körper. Zwischen 

Fig· 192. Die Seilkrä fte S, und 
S, und die unmittelbar an den 
Endpunkten des umspannten 
Bogens auftreteuden Anpres-

sungsdrucke 1'll und N :) . 

dem Band B und dem Körper K, der von B 
umschi ungen ist, herrscht Seilreibung. (Fig .192. ) 
Die Seilreibung unterscheidet sich von der 
Reibung zwischen starren Körpern dadurch , 
daß die anpressende Kraft abhängig ist von 
der Größe des Reibungswiderstandes. Der 
Reibungswiderstand also rückwirkend die ihn 
erzeugende Anpressungskraft beeinflußt. Eine 
solche Rückwirkung zeigt sich freilich schon 
bei einer Backenbremse nach Figur 185-187. 
Doch kann bei ihr die ganze Rückwirkung 
durch ein e Gleichung (3te Gleichgewichts-
bedingung) rechnerisch erfaßt werden. Bei 

der Seilreibung ist diese Rechnungsart nicht durchführbar. 
Bewegt sich ein Körper auf einem anderen nach Fig. 158, so ist der 

Anpressungspunkt N durch die äußeren Kräfte, die auf den Körper K 
wirken, von vornherein eindeutig festgelegt. Legt sich ein Balld um 

eine Scheibe, wie es Fig. 192 zeigt, so wird 
es zwar auf der einen Seite mit einer von 

ft vornherein durch die gegebene Kraft 8 2 be-
l stimmten Kraft N 2 angepreßt . Der Anpres

sungsdruck NI an der anderen Seite hängt aber 
davon ab, welchen I{eibungswiderstand das 
Seil an der Scheibe findet. Nimmt die Scheibe 

J;' ig. 193. Zerlegung des um- das Seil mit dem Reibungswiderstand W 
spannten Bogens a in n Teile. mit, zieht sie also das Seil links mit der 

Kraft 8 2 + W in die Höhe, so h ängt von 
diesem Werte 8 1 = 8 2 + W, d. h. von W selbst die Anpressung NI 
auf dieser Seite der Scheibe ab. Es bildet der den Wert Wenthaltende 
Seilzug 8 1 = 8 2 + W in Gemeinschaft mit dem eindeutig festgelegten 
Seilzuge 8 2 gewissermaßen das, was bei einer Reibung nach Fig. 158 
der von W unabhängige Faktor N ergab. 

Die Seilreibung folgt der Gleichung 



Rollende Reibung. 133 

Darin bedeutet 
8 1 die Zugkraft im ziehenden Ende, 
8 2 die Zugkraft im gezogenen Ende, 
e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen, 
ft den Reibungskoeffizienten zwischen f-leile und Scheib<" 
1X den umspannten Bogen. 

Teilt man den umspannten ~Willkel nach Fig. 193 in n Teile, so gilt 

für den ersten Teil, d. i. für einen Winkel VOll der Größe ~ der Krlifk-
plan nach Fig. 194. n 

Fig. 194. Kräfte am ersten der n Teile 
des umspannenden Seilstückes. 

1<'ig. 195. Kräfte am zweiten 
der n Teile des umspannenden 

Seilstückes. 

Die Anpressung erfolgt durch die Kraft N 2 , die wegen der Gering

fügigkeit des Unterschiedes zwischen 82 und 82 mit N 2 = 2 • sin 2~' 82 

angesetzt werden kann. Dieser Anpressungsdruek erzeugt den Reibungs-

widerstand W. W = N 2 • ,u = 8 •. 2 sin 1X • II~ , " 2n ["" 

82 = 8 2 + W'= 8 2 + 82 • 2 sin 2~n . p . 

Setzt man für den Sinus den Winkel selbst ein, was bei kleinen 
~Winkelgrößen zulässig ist, so geht die vorstehende Gleichung über in 

82 = 82 + 8 2 2 21Xn . p = 82 (1 + ,u~) . 
Die so erzielte Kraft 8 2 legt das Band an das zweite Bogenstückehen 

(Fig. 195) an, so daß die Spannkraft 8'2 am Ende dieses zweiten Bogen
stückehens sich auf 82 aufbauend den Wert 

82 = 82 (1 + ,u~) = 82 (1 + fl :) 2 

erreicht. 
So steigert sich die Spannkraft immer weiter auf 

82 (1 + /l ~rauf 8 2 (1 + p ~r 
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bis am Ende des letzten Stückchens der Wert 

erzielt wird. 
Der Klammerwert i8t gleich ei"X 

GI. LI\" 
Beispiel 102. Mit welcher Kraft nimmt eine Scheibe das Seil mit, wenn 

da~felbe bei einem Anpre'sen durch die Kraft 8 2 = 60 kg so zur Anlage g('. 
bracht wird, daß es die Last 81 = 180 kg zu heben vermag? 

Bei einer losen Rolle würde SI = 8 2 "ein. Die in der Aufgabe festgelegk 
Differenz SI - 8 2 = 120 kg i,t gleich der Größe de, Reibungswiderstandes W, 
der von der Scheibe durch die Seilreibung auf das Seil übertragen wird. 

Der Wert von ,u hängt, wie oben bereits erklärt, vOn zahlreichen 
Faktoren ab. (Die Auswertung derselben fällt in die Maschinenbaulehre.) 
Die Tabelle gibt für eine Reihe verschiedener Werte für 11 und IX die 
Werte ei'" . 

Werte von ef<<<. 

Verhältnis!! I~ederrjeHlen auf Scheibe 
Eiserne 
Brems· 
bänder 

aus 
Gußeisen 

Hanf.eile 
anf 

(les um- 11 

~pa.nnten !I Holz 
Bogens (X ij 

ZUlll gan-!j Zusta.nd des Riemens 
Eisen· I HÜIZ'1 rauhem polier

tem 
Holz 

auf 
zen Kreis-I:- etwas 
l1l;:a~ge :I_gefet!~t_ 

2:7 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1.0 
1,5 
2.0 
2.5 
:3,0 
:1,5 

0.47 

1,34 
1,81 I 

2,43 
3,26 
4,38 
5,88 
7,90 

10,60 
14,3 
19,2 

sehr i etwas i 
gefette_t--,-_g~fette~ I 

0,12 

1,02 
1,16 
1,25 
1,35 
1,46 
1,57 
1,66 
1,83 
1,97 
2,12 

/',':.":: 
0,28 

1,19 
1,42 
1,69 
2,02 
2,41 
2,81 
3,43 
4,09 
4,87 
5,81 

feucht 

0.38 

1,27 
1,61 
2,05 
2,60 
3,30 
4,19 
5,32 
6,75 
8,57 

10,9 

t~~~. t~~~. Holz 
eiserner 
Scheibe 

J~,~~5 [~~"o~ O_LO,3-3 I X~8 
1,17[ 1,291 1,371 1,23 1,12 
1,371 1,65 i 1,87[ 1,51 1,25 
1 60 I 213 I 257 1 86 1,40 
1:87! 2:73 :3:511' 2:29 1,51 
2,19: 3,51 4,81 2,82 1,76 
2,57 i 4,52 6,59 3,47 1,97 
3,00 I 5,81 9,00 4,27 2,21 
3,51, 7,47 12,34 5,25 2,47 
4,11 9,60 I 16,90 6,46 2,77 
4,~111~.35 j 23,14 7,95 3,1 "' 

10,;)5 'I 43,381~1~,12 22,42 5,4" 

~23'14 152'41"3')'41 1 63'23

1
9'6 

50.75 ,535,5 257,60 178,.5 16,9 
111,3 11881 12392 502.9 29,8 

44,2 6611 59610 1 1418 52,4 

Bei s pi 0 1 103. Welche Leistung vermag ein Riemen bei 25 m Isec Riemen· 
geschwindi~keit zu übertragen, wenn an der treibenden Scheibe der umspannte 
Bogen 180 0 an der getriebenen 144 0 beträgt, !], = 0,28 angenommen werden darf 
und 82 = 100 kg ist? 

Nach der Tabelle bestimmt sich e,1I1X für 180 0 Umschlingung (180° = 0,5' 360; 

0,5 = 2~'.J = 2,41 und für 144 0 Umschlingung (144 = 0,4 . 360; 40, = 2~) = 2,02. 

Die treibende Scheibe vermag mit 8 1 = 2,41 ' 100 = 241 kg den Riemen zu ziehen, 
d. h. 241 - 100 = 141 kg an den Riemen abzugeben. Die getriebene Scheibe ver
mag jedoch nur die Differenz von 2,02 ' 100 = 202 kg weniger 100 kg aus dem 
Rienwn herauszuziehen. So werden auch nur 202 - 100 ~ 102 kg übertragen. 

p. v 102·25 
N = -. = ... ~. = 34 PS. 

7.1 ja 
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(Es wird in diesem _Falle die Reibung an (kr tr"ibenuen I'cheibe nicht voll 
ausgenutzt; s. S. 112.) 

Bei einer mehrfachen Umschlingung addieren :;ieh dic U IllHeh Ii 11-

gungswinkel. Läuft an der ersten Rille 
kommt el-> umgelenkt <lurch die lost' 
I{,olle R (Fig. U)6) nun mit dieser 
Spannkmft in die zweite Rille, so 
:;teigert iSich in ihr die Kraft VOll 
8 2 • Cl"" I ausgehend auf das el/ a, fache, 
d. i. auf 8 2 , (el /"")' (el/"") =82 , ell(a,+rx,l. 

Es ist dieser Vorgang nur eine 
Wiederholung der vorstehenden Ab
leitung im größeren Maßstabe. Die 
kleinen Winkelstücke sind auf 
zwei Rollen verteilt. An der 

das Neil Illit ,wf und 

Addition ihrer Wirkungen wird 
dadurch nichts geändert. 

Fig. UJ6. Kräft(~ an einem ~eil bei luch/'
fa('her UH1Sehlingung einer Schribp. 

Beispiel 104. Ein durch zwei Scheiben getriebenes Seil nach 
J<'ig. 197 ist im losen Ende mit 8 2 = 1.~00 kg angespannt. Welche Zug· 

kr'Lft vermag dasselbe auszuübell, wenn,l' = 0,25 beträgt; ZIX1 = 0,7 (al = 252°) 
IX n 

und -2-2- o e 0")(<>:2 = 180°) ist? Welche Leistungen geben die beiden Sclwiben .. 
einzeln an das Seil ab bei einer Seilgeschwindigkeit von v = 8 rn/sec ? 

Nach der Tabelle ist e,// "" ~" 3 e," '" = 2,19. 

Die erste Scheibe steigert die Scilkraft von 1500 ,tuf 1500 . :3 ~" 4500, nimmt 
also das Seil mit 4500 - 1500 = 3000 kg mit. - Die 7,weite Scheibe steigert VOll 

4500 kg ausgehend die Seil kraft 
auf 4500· 2,19 = 9800 kg, über
trägt also auf das Seil die Kraft 
von 9800 - 4500 = .5300 kg. 

Die erste Scheibe gibt all 
das I'eil eine Leistung VOll 

P . 11 "000 . 8 c 

N =-- =" - = 320 PS 
75 75 

ab. Die zweite Scheibe gibt 
;")300·8 

c " 565 PS ab, 
75 

Beträgt die Scilbelastung 
IlU r 4900 k" bei 1500 k" ZU" 

im losen E~de, so crgcb~n diZ 
Scheiben eine zweifache Sicher
heit gegen Gleiten. 

Fii!. 197. Kräfte an einmn :-:;eil bei .Mitnahme durch 
2 einzeln angetriebene Scheiben. 

Die Bauart der auf Seilreibung fußenden Bandbremsen kenm\eichllet 
Fig. 198. und 199. Das eine Bandende ist mit dem festen Punkte A, 
dem Drehpunkte des Hebels H verbunden. Die am Hebelarmendc anf-

1 K f b · ] ""1 . Z K . lAI B" gewellt ete ra t nngt (as ,~el mit = --b zur TI age. CI emer 

Umdrehung im Sinne I ist Z die Zugkraft im losen Ende. Z bringt da" 
Seil zur Anlage an der Scheibe. Das Seil wird von der Scheibe so mit
genOlumen, daß es das andere Ende mit U = Z· e,// a zieht hzw. vom 
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Seil mit Z· ei'''' zurückgehalten wird. Die Bremsung erfolgt dann mit 
uer Kraft 

K·l 
p = Z • Cl" - Z = Z (e/"" - 1) = -b-- (e," IX - 1) , 

K·l 
P = -;) (ei'" -1) . GI. LV 

Bei einer Drehung im umgekehrten Sinne II ist Z = li/ die im straffen 
Ende herrschende Kraft. 

!( 

}'ig. 198. Kriifte an einer Band
brelnse. 

}'ig.199. Kräfte an einer Differential
Bandbremse. 

Z - U ist die übertragene Kraft, wobei Z = U ei'''' ist. 

Z ei"X - 1 Kl e,UIX - 1 
P = Z -- U = Z ---- = Z--- = -- - ---

elf a e"t a b e"f IX 

K· l e,«''< - 1 p=-_. . 
bei'''' 

GI. LVI 

Beis piel 105. Welche Bremskraft übt eine Bremsanordnung nach Fig. 198 
aus, wenn e,lI" = 2,47 (IX = 0,8' 2· JT; ,11 = 0,18) beträgt, und K = 20 kg, 
l = 1200 rum, b = 100 mm ist? 

Umlaufsinn I: 

Umlaufsinn rr. P = !,_,-" (~"."-=-}) = 20 -1200. 2'~2,_ -, 1 = 133 kg. 
2 b eva 100 2.47 

Bei der Drehrichtung I wird eine Bremskraft PI = 354, bei der Drehrichtung II 
wird mit nur 133 kg gebremst. 

Bei der Differ'entialbremse nach Fig 199 führen heide Seilenden 
zu beweglichen Punkten am Hebel. 
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Die dritte Gleichgewichtsbedingullg für den Hebeldrehpullkt auf
gestellt., verlangt bei Drehsiull I 

- K . l + Z . a l - U· a2 = 0 , 

U = Z . e,llf' , 

K·l 

p = u - Z = Z . ei' IX -- Z = Z (e,1I IX _.- 1) , 

GI. LVII 

Für den Drehsinn II folgt aus 

- K . l + Z . a l - U . a 2 = 0 und Z = U . e,1t '" , 

Z.a2 a1'e!""'-aZ K· l = Z . a l - U· a 2 = Z . a l - .. _- = - ~-_._-- . Z 
e," IX e!" '" 

K ·l· (eil IX - 1) 
P = Z - U = Z . (eil '" - 1) = ---'---

a l • et'1X .- a2 

p=K.l.(cl'''' -1) ·e""" 
al' Cf'''' - a2 

• e/'IX , 

GI. LVIII 

Führt man bei der Verwendung für den Drehsilln I die Bremse mit 
at = ai! e,UIX aus, so wird K = 0 . 

K .[. (0U '" - 1) 
P = ---'. 

o 
Es sperrt die Bremse selbst. 

4. Standsicherheit bei Berücksichtigung der Reibung. 

Die Belastbarkeit eines Körpers, dessen Gleichgewicht durch das 
Auftreten der Reibung an den Stützpunkten gesichert ist, beurteilt sich 
am einfachsten an Hand einer zeichnerischen Auftragung. Ein Körper, 
an dessen Stützflächen keine Reibung auftritt, kann nur durch Kräfte, 
die senkrecht durch die Stützflächen gehen, gehalten werden. Es darf 
demzufolge der Körper K in Fig. 200 nur so belastet sein, daß die Resul
tante seiner Belastungskräfte durch den Schnittpunkt S der heiden 
Normalen a-a und b-b geht. Denn nur dann läßt sich die Resul
tante in diese beidpJ1 Richtungen zerlegen. 
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Tritt an den Stützpunkten Reibung auf, HO kanll die Stützkraft 
um den Reibungswinkel von der Normalen im Berührungspunkte ab
weichen. Bei einer Stützung des schrägstehenden Stabes nach Fig. 201 

I 

/~ 
wird solange Gleich
gewicht vorhanden sein, 
als die den Stab be
lastende Kraft eine Zer
legung in zwei Stütz
kräfte, die um nicht mehr 
ais die Reibl{ngswinkel 
von den Nonnalell ab
weichen, zuläßt. Hat 
Fig. 201 der Reibungs
winkel an der Stütz
fläche 1 die Größe Ih und 
an der Stützfläche 2 2 

~'ig. 200. Belastung eines die Größe 122, so ist die 
angelehnten Körpers K bei Kraft P im Gleichge

reibungsloser Stütznng. 
wicht durch die beiden 

Fig.201. Belastung eines an
geleImten Körpers beim Auf
treten von Reibung an den 

Stützpunkten. 

Stützkräfte 8 1 und S2' Zerlegt man diese Stützdrücke in die Normal
kräfte NI und N 2 , so ergeben sich die R.eibungswiderstände W 1 und W1 , 

W1 = NI' tg(h W2 = N 2 • tgrh . 

Hat die Last eine Lage, die ohne Inanspruchnahme des erreichbaren 
Höchstwertes an Reibung im Gleichgewicht gehalten werden kann, 

,... so sind viele Lösungen möglich. Fig. 202 
zeigt einen solchen Fall. Es läßt sich die Kraft 
P zerlegen in die Werte Pi und P{' und auch 

Fig. 202. Unbestimmtheit 
deI' Stütz kraft g r ö ß e n und 
Stützkraftrichtungen bei 
einem angelehnten Körper. 

in die Werte P; und P2'. Rechnet man da-
mit, daß die Stützung durch die letztgenannten 
beiden Kräfte erfolgt, so wird für das Gleich
gewicht das Auftreten der Reibung im oberen 
Stützpunkte überhaupt nicht nutzbar gemacht. 
Es steht die Kraft P2' senkrecht auf der oberen 
Stützfläche . Auch an der unteren Stützfläche 
wird nicht der volle Reibungswiderstand be
ansprucht. Es weicht die Richtung der 
Kraft P~ nur um den Winkel iX 2 von der Verti
kalen ab, während der Reibungswinkel eine Ab
weichung um 112 zuläßt. 

Bei der Stützung durch P~ und P'{ ist an
genommen, daß am oberen Stützpunkt der 
volle Reibungswiderstand ausgenutzt wird. Es 
weicht die Richtung der Kraft P1' um den 
vollen Winkel !h von der Vertikalen ab. Dafür 

wird in diesem Fall die Reibung an der unteren Fläche in noch ge
ringerem Maße in Anspruch genommen als bei der vorher beschriebenen 
Kraftzerlegung. Die Richtimg der Kraft P{ weicht nur um den 
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Winkel (\1 VOll der Vertikalen ab, gegenüber 1X 2 bei der vorhergehendeIl 
Rechnung. Den rechnerischen Nachweis für elie im obigen erklärte Un
möglichkeit einer eindeutigen Bestimmung gibtF'ig. 203. Die er~tc 

Gleiehgewichtsherlingung lautet 

-- W 1 + p. cos(X - N 2 =~ 0 . 

Die zweite lautet 
-NI + P Sill IX + W 2 = 0 . 

Die tlritte lautet hei Annahme des Drehpuuktm.; A 

+ P . sin iX • a + P . cos IX . r: -~ N 2 • d + W 2 • b = 0 . 

Zu diesen drei Gleichungen kommen 
hi~lZU die zwei Reibungsgleichungen 

Es sind somit :J Gleichungen vorhanden 
für die 4 Bestimmungsstücke NI' N 2 , W I 

und W 2' Man ist also nicht genötigt, alle 
anderen 8 Größen P, iX, a, b, c, d, fll und J.l2 
als gegeben anzusehen, sondenl es kann 
von diesen noch eine Größe als Unbekannte 
eingesetzt werden. 

Diese Möglichkeit, die SChOll dC'I' Ver
gleich der Figuren 202 und 201 kennzeichnet, 
verdeutlicht die Figur 204. 

Es sind in der Figur 204 an den beiden 

b 

Fig. 203. Reclllleri~chc He
sthnll1ung des Gleichgewichte." 

eines allgelehllt~Il Körper~. 

Stützpunkten die Reibungswinkel QI und (12 nach heiden Seiten 
aufgetragen als QI' Ql' (!2 und Q;. Ist der Stab so belastet, daß er 
nach ab","ärts zu gleiten bestreht ist, so kann der Stützdruck an der 
Horizontalflächc um [12 gegen die Normale 
geneigt sein. Ist eine Kraftz erlegung möglieh, 
welche einen in den Winkel (12 fallenden 
Stützdruck ergibt, so ist der Stab, was 
seine Stützung an der Horizontalfläche an
langt, im Gleichgewicht. An der Vertikal
stützfläche kann bei dieser Bewegung die 
Abweichung QI betragen. Ist die Zer
legung der Last nun so m.öglich, daß 
der andere Stützdruck in dieses ~Feld zu 
liegen kommt, so ist das Gleichgewicht 
auch hier gesichert. Daraus folgt, daß 
die Last so liegen muß, daß ihre Richtung 
durch die kreuzweis schraffierte ]'läehe geht. Fig. 204. Standsicherheit eines 
Denn nur dann ist eine Zerlegung möglich, angelehnten Körpers. 

welche in heide Winkel !h und (22 fällt. Da 
elie äußersten Punkte dieser Fläche die Endpunkte der Diagonale SI 
und 8 2 sind, so wird man als Bedingung für das Gleichgewicht die 
Forderung aufstellen, daß d;e Kraftrichtung die Strecke 8 1-82 kreuzt. 
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Verfolg t llIan die gleieh(~ überlegung für ein Hoehgleiten dm; 
Körpers, so treten die Heibungsneigungen e; und g~ in Wirksamkeit. 
Die neue Bedingung wird verlangen, daß die Kraftrichtung die 
:-;trccke 8 2-83 schneidet, mll Gleichgewicht möglich scin. Damit er
giht ~ieh als Gesamtbedingung für das Gleichgewicht, daß die Kraft
richtung dip Ntreekc 8 1-8:1 schneidet. 

G. Dynamik. 
Die Dvnamik umfaßt die Lehre von den Kräften, die eine von 0 

abweichende Bewegungsänderung des Körpers herbeiführen, d. h. von 
denjenigen Kraftwirkungen, die überhaupt eine Bewcgungsänderu'hg 
zeitigen. 

Die Zusammenfassung der heiden Kapitel "Statik" und "Dynamik" 
einerseits zu dem einheitlichen Kapitel "Mechanik" und die Trennung 
dieses Kapitels Mechanik andererseits von dem Abschnitt "Festigkeits
Ichre" hat dazu geführt, daß man auch die Statik als Lehre von be
wegullgsändernden Kraftwirkungen auffaßt (siehe S. 1). Es 
widerspricht diese Einteilung zwar dem Empfinden. Eine Kraftwirkung 
die eine Bewegungsänderung von der Größe Null erzeugt, ist dem Gefühl 
nach eine Kraftwirkung, welche keine Bewegungsänderungen ergibt. 
Vom rein rnathematischen Standpunkt aus ist jedoch Null genau so gut 
eine Zahl wie 1 und zwischen einer wirklichen Bewegungsänderullg und 
dem Verharren in l{,uhe oder in gleichförmiger gradliniger Bewegung 
besteht kein grundsätzlicher, sondern nur ein gradueller Unterschied. 

1. Bewegung eines Körpers auf einer schiefen Ebene. 
Auf den auf der schiefen Ebene ruhenden Körper (Fig. 205) wirkt 

das Eigengewicht, das in die zwei Komponenten G . sin IX und G . cos (). 

./ 
,/ 

Fig. 205. Kräfte an einem Körper auf 
einer schiefen Ebene. 

sich zerlegen läßt. Die Stützkraft, welche 
die schiefe Ebene auf den Körper aus
übt, hält der Komponenten G cos IX das 
Gleichgewicht. Die andere Komponente 
ist, wenn die Reibung unberücksichtigt 
bleibt, nicht ausgeglichen. Sie beschleu
nigt den Körper nach der Gleichung 

G . sin IX = m . p , 

G . . p = -. sm IX = g . sm iX • 
m 

GI. LX 

Durchläuft qer Körper mit dieser Beschleunigung den Weg 8, so kOlmnt 
er mit der Geschwindigkeit v am unteren Ende der Bahn an. 

v2 - v~ 
8 = (Gi. X), 

2p 

v 2 = 2 p. 8, 
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Setzt man für 8 dcn Wert . h ein, so geht die obige Gleichung üher ill 
Sln~ . 

v = ll2gh. 
Wie bereits S. 35 erklärt, ist die Geschwindigkeit v, mit der ein Körjl(']' 
eine Fläche kreuzt, unabhängig von der Richtung der Geschwindigkeit 
an dieser Stelle. Dieselbe ist lediglich bestimmt durch den Höhenunter
schied zwischen dem Ausgangspunkt und dem End punkt seiner B!1hn. 

Berücksichtigt man die Reibung, so steht der Wirkung der 
Komponenten G· sin IX der l{eibungswiderstand in der Größe U . co!'; (\ . l' 
entgegen. Es folgt die Bewegung nun der Gleichllng 

P = G sin IX - G • cos IX • ,11 = rn . p , 

p = g . sin IX - g cos IX • (L • GI. LXI 

Es erreicht der Körper auf dem Wege 8 die Endgeschwindigkeit l' 

pt2 
berechnet aus v = p . t und 8 = . 0 . mit. 

2 
2 . ) h v = 2 . P . 8 = 2 . (g sm ~ - g . cos c). • /'~--

SIll IX 
= 2h.(.g-g. ,u). 

tg IX 

Die Endgeschwindigkeit ist nicht mehr unabhängig von der Längt' 
der Bahn bzw. IX. Es tritt vielmehr, wie bereits S. 31 grundsätzlich 
erklärt, hervor, daß die Länge der Bahn von maßgebendem Einfluß 
auf die Größe der Verluste ist und daß für alle praktischen Arbeitsver
hältnisse eine Vergrößerung der Bahn, d. i. eine Verkleinerung von C\, 

eine Erhöhung der Verluste, d. i. eine Herabsetzung des Wirkungsgrades 
bedeutet. 

Bei einem Herabrollen eines Körpers an einer schiefen Ebene wirkt 
der beschleunigenden Kraft G . sin IX nur der Rollwiderstand in der Größe 

G. f entgegen. Der Körper wird denmach eine Beschleunigung VOll 
r 

der Größe p, die sich aus der Kom
ponenten G· siniX weniger Widerstand 

der rollenden Reibung G • 1. berechnet, 
r 

·erfahren. Es handelt sich in diesem 
Falle um eine doppelartige Beschleuni
gung des Körpers. Der Körper muß 
einmal in R.otation versetzt werden, 
d. h. eine Winkelbeschleunigung er· 
halten. Er muß zweitens parallel der 
sehiefen Ebene beschleunigt herunter 
gehen, d. i. eine gradlinie:e Beschleu- Fig.206. Beschleunigung in der Achsell-

c~ bewegung (p) und WinkelbeschleunigllJlI! 
nigung erfahren. Es berechnet sich der (E) beim Herabrollen eines Körpers. 

Beschleunigungsvorgang nach ] 'ig. 206 
wie folgt. Gleicht man die gradlinige Beschleunigung + p dadurch aus, 
daß man dem ganzen System eine Beschleunigung in umgekehrter Rich-



142· [) ynamik. 

tung (---p) nach oben erteilt, indem man die Unterlage der Rolle ent
gegen nach oben beschleunigt, so kommt der Rollenmittelpunkt zum 
Stillstehen. Die Umfangsbeschleunigung des Rades (- p) ist gleich 
f • r. Demnach war p ebenfalls C~~ e· r . 

2. Der schiefe Wurf. 

Ein im Raume freier Körper erfährt durch die Wirkuug der Erd
anziehung eine gleichförmig beschleunigte Bewegung in vertikaler 
Richtung abwärts mit der Beschleunigung g = 9,81 m/sec 2 • Besitzt 
er beim Frciwerden, z. B. beim Abwurf oder beim Fortnehmen der 
ihn stützenden Unterlage eine bestimmte Geschwindigkeit in einer be
,;timmten Richtung, so tritt zu dieser gegebenen Geschwindigkeit nun 

Fig. 207. Bewegung eines Körpers beim schiefen Wurf. 
schwindigkeiten an verschiedenen Stellen d er Bahn. 

die gleichförmig be
schleunigte Geschwin
digkeit des freien Falls 
hinzu. 

Zur Vereinfachung 
der Rechnungen zerlegt 
man die Wurfgeschwin
digkeit in zwei Kompo
nenten (Fig. 207), in 
eine Vertikal- und eine 
Horizontalkomponente 

Ge- und verfolgt die Ge-
samtbewegung ge-
trennt nachHorizontal

bewegung und nach Vertikalbewegung. Die Horizontalbewegung ist eine 
gleichförmige Bewegung mit der Geschwindigkeit v· cos ex (Fig. 207). 
Die Vertikalbewegung ist eine gleichförmig verzögerte mit der Anfangs
geschwindigkeit v· sinlX' und der Verzögerung g = 9,81 m/sec 2 • 

Nach Gleichung I auf S. 3 und nach Gleichung IX auf S. 14 er
geben sich dic beiden Weggleichungen 

Horizontalweg Sk = v . cos ex . t , (t _ Sk ) 
- V· cos IX ' 

. . g. t2 
VertIkal weg Sv = v . sm ex . t - -f . 

Faßt man diese beiden Gleichungen unter Herausschaffen der Zeit t 
zusammen, so ergibt sich 

v· sin IX • Sz 
S - ' v-

v· cosex 
g si 
2 . v2 • C032 IX . 

Die Auftragung der Wegkurve in einem Koordinatensystem, in welchem 
die Abszissen die Horizontalwege (Sk = x) und die Ordinaten die Verti
kalwege (sv = y) darstellen, gibt den in Fig. 208 gekennzeichneten Ver
lauf. 

g y2 
X = Y . tg ex - "2 . '-v2"""C'::'O-S""2 -IX • Gl.LXII 
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:Beis pie I 107. Welche Bahn durchfliegt ein Stein, der mit v 80 m/Hcc 
unter 60° gegen die Horizontale geneigt geworfen wird? 

Die Anfangsgeschwindigkeiten sind: 

v . sin IX = 80 . sin 60 =, 80 . 0,866 = 69,28 <Xl 70 11' Isel' 

lind v· cos 60 = 80 . 0,5 = 40 !TI/see 

Die Vertikalwege betragen in 1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8 >ce. 

. gt' ( 10 . 12)' " ( 10 . 2 2 ) • 
8=' r . sm IX • t - '2 = 70· 1 - -2-- = 6" m 70 . 2 - - ' .. 2-- = 130 III 

( 10 . 32 ) ( 10 . 42 ) (10 . 5') 70 . 3 - '-2- = 165 !TI 70 . 4 - -2-, = 200 m 70 . 5 - -2--

=225m (70.5_10~62)='240m (70.7-.!.o./~)=245m (70.S 

10 . 82 ) - -2- =240m 

I 
r;-
I 

I 

I 

I ~ 
V~ 
I 

/~ 

( 10.92) 
70·9 - -2- 225m. 

Fig. 208. Bahn eines Körpers bei schiefem Wurfe. 

Die Horizontalwege betragen in 1-2-3-4 ... sec. 8 = v· COSIX· t 
= 40 . t, 40 m - 80 m - 120 m - 160 m... Die Auftragung 
dieser Werte ergibt den Verlauf der Kurve (Fig. 208). 

Die Geschwindigkeit in den einzelnen Punkten der Bahn bestimmt 
sich als die Resultante aus den beiden Werten v . COS IX und v . sin IX -

g • t. Ihre Richtung ist gleichfalls durch diese beiden Werte bestiwmt. 
Es ist 

v . sin IX - g • t 
tg ß = --------- . 

v· COSIX 

Da für die Berechnung der Einzelwerte von ß zunächst die Zeit t 
bestimmt werden müßte, stellt man die Geschwindigkeit des Körpers 
an beliebigen Punkten der Bahn bequemer fest, durch eine Rechnung 
nach der Arbeitsbilanz. 

In dem um die Höhe h über dem Abschußpunkte liegenden Bahn
punkte ist die dem Körper beim Abschuß als lebendige Kraft mit-

gegebene mechanische Arbeit ~. v2 enthalten in den bei den Teilwerten 
2 2 

Al = G . hund A 2 = 'f11,~z . z Geschwindigkeit in dem Bahnpunkte 
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in h m Höhe. Setzt man die Ge>;amtarbeit, die der Körper erhalten hat, 
der Summe der beiden Teilwerte gleich, so folgt: 

mv2 m. Z2 

=O·h + 2 2 

Durch Herausheben von m folgt 

,.2 = 2 . g . h + ;t:2 • 

BeispiellOS. Mit welcher Geschwindigkeit kreuzt ein mit 400 m/sec unter 
einem Winkel von 50° gegen die Horizontale abgefeuertes Geschoß den um 2000111 
höherlicgcnden Punkt seiner Bahn? 

v 2 = 2 . g • h + Z2 , 400 2 = 2 . 10 . 2000 + Z2 , 

Z2 = 160000 - 40000 = 120000, z = 346,4 rn/sec. 

Auch die Richtung der Geschwindigkeit an den einzelnen Punkten 
der Bahn läßt sich durch eine Rechnung mit der Arbeitsbilanz ermitteln. 
Da die Horizontalgeschwindigkeit des Körpers unverändert bleibt 
v· cos IX, läßt sich die Neigung der Bahn aus der nach der Arbeitsbilanz 
festgestellten wirklichen Geschwindigkeit z und dieser Horizontal
geschwindigkeit ermitteln. 

v· cos iX 
cosß = .. _. - . 

z 

Beispiel 109. Unter welcher Neigung kreuzt ein mit v = 400 m/sec unter 
50° gegen die Horizontale abgefeuertes Geschoß den um 2000 m höher liegenden 
Punkt seiner Bahn? 

Die Geschwindigkeit des Geschosses an diesem Punkte der Bahn ist (siehe 
Beispiel lOS) z = 346,4 rn/sec. Die Horizontalkomponente ist 

256,8 
v' cos" = 400 . c0850 = 400· 0,642 = 256,8 cos(J = 346,4 = 0,742, ß = 42° 10'. 

Den Gipfelpunkt der Bahn erreicht der Körper in dem Augenblick 
III welchem seine Vertikalgeschwindigkeit gleich Null wird. Das ist, 

'" . v·~niX 
wenn dIe GleIChung Vv = v· sm IX - g. t = 0 erfüllt 1st. t = . 

g 
Sekunden. Die Steighöhe berechnet sich am einfachsten, wenn man nur 
die Vertikalgeschwindigkeit für sich allein in Rücksicht zieht, als Weg 

. . v·~nIX. 
Jmt der von Vv = v· siniX auf Vv = 0 in der Zelt von t =. gleJCh-

[J 
förmig verzögerter Geschwindigkeit 

v· siniX + 0 v· sino: v 2 • sin2 IX 
Sv = .. --. = . GI. LXIII 

2 . g 2g 
Die Wurfweite ist gleich der doppelten Entfernung des Gipfelpunktes 

vom Abschußpunkt, da die Bahn vollkommen symmetrisch ist. Zu 
der konstant bleibenden Horizontalgeschwindigkeit v . COS IX kommt auf 
dem ersten Teile der Bahn die mit g gleichförmig verzögerte Bewegung 
hinzu. Auf dem zweiten Teile der Bahn tritt an deren Stelle die mit g 
gleichförmig beschleunigte Bewegung in Abwärtsrichtung. 
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. W f . b h . h 'I 'I I . V • Hili .\ DIe ur weite erec net SIC so aUi-> ( er ( üppt' tl'lI Zel t t = 2. 
g 

biH zur Erreichung des Gipfelpunktes und der konstanten Horizontal
gt'Rchwindigkeit v· cos (X mit der Größe 

Da 

v . cos IX • 2 . v . "in iX 
s,,= 

'/)~ . :2 "i 11 (\ • co" 1\ 

g y 

2· sin 1\ • COS i\ = sin 2 (\ i"t, folgt 

. ,,2 • s in 2 IX 
Wnrfwelte = ----

g 
GI. LX[\, 

Bei gegebener Abschußgeschwindigkeit v wird die größte Wurf
weite erzielt, wenn der Faktor sin 2 IX seinen Höchstwert hat. sin 2 iX 

erreicht für 2 iX = 90 ° seinen Höchstwert 1. Damit heträgt die maximale 
\Vlufweite 

8 1uax = 
g 

Beis piel 110. Welche Wu.rfweite läßt sich mit einem mit v = 1200 mjsec 
abgefeuerten Geschoß erzielen? 

v2 1200 2 
8max = = _._- = 144 000 In ~, 144 km . 

g g 

Beispiel IU. Welche \Vurfweite hat ein unter 50° gegen die Horizontale 
mit v = 800 m/see abgefeuertes Geschoß? - -

s = v2. sin 2" 800 2 • :,;in UO 800 2 ',Rin 80° 800 2 • 0,985 
g g IJ g 

= 63000 m = 63 km. 

Da der Wert der Wurfweite durch sin 2 (\.. bestimmt ist, ergeben sich 
für das Treffen eines Punktes zwei Möglichkeiten des Abschusses. sin 2 IX 

gibt den gleichen Wert für iX l = (45 + y)O wic für iX2 = (45 __ y)O . 

a. Das Gleichgewicht an einem beschleunigten Körper; 
das d' Alembertsche Prinzip. 

Ureift an einem Körper eine Kraft an, welche nicht durch die ande
ren uuf deu Körper wirkenden Kräfte zu Null ergänzt wird, so erfährt 
der Körper durch diese Kraft eine Bewegungsänderung. Die Massen
teilchen des Körpers setzen dieser Bewegungsänderung einen Wider
stand entgegen. Man sagt, der Widerstand rührt von der Trägheit der 
Masse her. Es will die Masse des Körpflrs in ihrem jeweiligen Bewegungs
zustande verharren. In diesem Sinne spricht man auch von einem Be
harrungswiderstand oder Trägheitswiderstancl einer Masse. 

Der Trägheitswiderstand W der Masse ist gleich Masse mal Beschleu-

nigung. .'J' G'l. LX" ··=m.·p. 
Die Aufgaben der Dynamik werden auf Statikaufgaben dadurch 

zurückgeführt, daß man diesen Trägheitswiderstand als äußere Kraft 
hinzufügt. 

I~ au die n, Mechanik. 10 
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Wie man bei allen Aufgaben, welche die Berücksichtigung der Rei
bung verlangen, den Reibungswiderstand als äußere Kraft hinzufügt, 

Fig. 209. Gleichgewicht 
an einem K,örper vom 
Gewicht U. der durch die 
Kraft PP = G gehalten 
wird. (Statisches Gleich-

gewicht.) 

so hat man bei allen Dynamikaufgaben den aUH 
der Masse des Körpers resultierenden Trägheits
widerstand bei der Lösung der Aufgaben mit in 
Rechnung zu stellen. Dieser Vergleich des Trägheits
widerstandes mit dem Reibungswiderstand hat 
noch eine weitere Ähnlichkeit. Die Richtung des 
Reibungswiderstandes ist nicht unmittelbar durch 
die Aufgabe gegeben. Sie wird festgelegt durch 
die Bewegungsrichtung, welche der Körper unter 
der Wirkung seiner Kräfte einschlagen will. Dieser 
Bewegungsriehtung ist die Richtung des Reibungs
widerstandes entgegengesetzt. Die Richtung des 

Beschleunigungswiderstandes ist der Beschleunigung entgegengesetzt. 
Hält man einen Körper vom Gewicht G mit der Kraft P = G fest, 

Fig. 210. Gleichgewicht 
an einem Körper vom 
Gewicht G. Trägheits-

widerstand m . g = G. 

so befindet er sich im statischen Gleichgewicht nach 
Fig.209. Die Summe der Vertikalkräfte ist gleich 
Null. Eine Bewegungsänderung tritt nicht ein. -
Fällt der Körper frei und beschleunigt er sich 
mit der Erdbeschleunigung nach unten, so ist der 
Beschleunigungswiderstand gleich Masse mal Be
schleunigung, und zwar in diesem Falle Masse mal 
der Erd beschleunigung nach oben aufzutragen. 
Das nun statische Gleichgewicht gibt Fig. 210. 
Nach unten wirkend das Gewicht G, nach oben 
wirkend der Beschleunigungswiderstand m· g . 

Da G = m . g ist, ist die Summe der Vertikalkräfte wiederum gleich 
Null und somit auch jetzt Gleichgewicht vorhanden. - Hebt man den 

i 

f( 

Fig. 211. Gleichgewicht 
an einem Körper vom 
Gewicht G, der unter Be
schleunigung nach oben 
durch die Kraft P - P 
> G - gehoben wird. 

Körper mit einer Kraft P, die größer ist als G, so 
tritt eine Beschleunigung nach oben ein. Nun ist 
der Beschleunigungswiderstand nach unten ge
richtet. Seine Größe beträgt m· p. Dabei ist die 
Größe von p bestimmt durch die Differenz von P 
und G. Die erste Gleichgewichtsbedingung ver
langt (Fig. 211) -P + G + m· p = O. Hebt 
man ein Gewicht von 15 kg mit einer Kraft von 
20 kg, so bleiben zur Beschleunigung der Masse von 
1.5 Masseneinheiten (m = 1,5; Gig = 15/10) eine 
Kraft von 5 kg übrig (20-15). Die Beschleunigung 
beträgt P 5 

P = - =-= 33m/sec2 • 
. m 1,5 ' 

Man kann danach die Lösung der Dynamik
aufgaben aufbauen auf dem Satze: Ein be

schleunigter Körper muß nach den 1ll der Statik 
geltenden Sätzen im Gleichgewicht sein, sofern man 
zu den äußeren Kräften den Trägheitswiderst,and des 
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Körpers entgegengesetzt der Beschleunigungsrichtnng 
hinzufügt. 

Beis piel 112. Mit welcher Beschleunigung bewegt sich der in Fig. 212 lllit 
A bezeichnete Körper abwär.ts, wenn er 30 kg wiegt und auf der Gegenseite ein 
Gewicht von der Größe 20 kg hängt? (Das Seil 
und die Scheibe, über welche das Seil gelegt ist, 
sind als gewichtslos angenommen.) 

Bezeichnet man die im Seile herrschende Kraft 
mit SI' so gilt für die rechte Seilseite (für die 
heraufgehende) SI = 20 + 2 . P und für die linke 
Seite (für die herabgehende) SI = 30 - 3· p. 

Durch Gleichsetzen der beiden Werte für S1 
folgt 

20 + 2p = 30 - 3p, 5p = 10, P = 2 rn/sec 2. 

Beis piel1l3. Ein Aufzug, dessen totes Gewicht 
(Fahrkorb) durch ein Gegengewicht von 1000 kg 
ausgeglichen ist, kommt in folge Brechens 
seines Hauptantriebsrades und Versagens 
der Fangvorrichtung zum Fallen. Er ist mit 
2500 kg belastet. Mit welcher Geschwindigkeit 
schlägt er nach Durchfallen einer Höhe von 12 m 
auf? (Fig. 213.) 

Das sieh aufwärts beschleunigende Gegen
gewicht von 100 ME setzt dieser Aufwärtsbeschleu
nigung den Widerstand 100 . p entgegen, spannt 
also das Seil mit seinen 1000 kg Gewicht plus 
100 • p. Der abwärtsfallende Fahrkorb mit den 

Fig. 212. Gleichgewicht. an zwci 
durch ein Seil verbundenen Kör
pern. von denen der eine in be
schleunigter Bewegung abwärts 
geht. während der undere in be
schleunigter Bewegung aufwärts 

geht. 

2500 kg Nutzlast + 1000 kg Eigengewicht setzt der Abwärtsbeschleunigung dell 
nach oben gerichteten Beschlcunigungswiderstand von (250 + 100) . P (250 ME 
der Nutzlast, 100 ME des Fahrkorbs selbst) entgegen. Die Sei/kräfte betragen 
S = 1000 + 100 . P und 8 = 3500 - (250 + 100) . p . 

Daraus folgt 1000 + 100 • p = 3500 - (250 + 100) . P 
450, P = 2500 P = 5,56 m/sec 2• 

Der Fahrkorb durchfällt den Weg 8 = 12 m . Nach 
p . t 2 

Gleichung XII ist _ 8 =~2- Die Fallzeit beträgt damit 

= 2,08 sec. t = l/~: 162. Die Endgeschwindigkeit berechnet r 5,5 . 
sich mit v = p • t = 5,56 • 2,08 = 11,56 rn/sec. 

Rechnet man nach der Arbeitsbilanz, so ergibt sich 
folgender Rechnungsverlauf. 

Bis zum Aufschlagen unten hat die Nutzlast den 
Weg 8 = 12 III zurückgelegt und somit die Arbeit 2500 . 12 
= 30000 mkg verrichtet. Gleichzeitig ist der Fahrkorb um 
12 m heruntergegangen, was einer Arbeit von 1000' 12 mkg 
gleich ist, während andererseits das Gegengewicht um diese 
Höhe heraufgegangen ist, und dafür 1000· 12, d. i. die 
gleiche Anzahl Meterkilogramm verzehrt hat. In den be
wegten Massen - Fahrkorb, Gegengewicht und Nutzlast -

m' v 2 
steckt zu Ende des Weges die kinetische Energie 2 -- -

Fig.213. Schema
tische Darstellung 

eines Aufzuges. 

m Maße aller bewegten Teile 250 + 100 + 100 = 450 ME: 

2 

2/30000.2 
v =V450- = 11,56 rn/sec. 

450. v 2 
= 30000, 

10* 
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4. Bewegung' eines KÖl'llers auf einer Kreisbahn. ZelltI'ifugalkmft. 

Rotiert ein fester Körper um eine Achse, so wird er gezwungen. 
dauernd seine Bewegungsriehtung zu ändern. Von Augenblick zu Augen
blick nimmt er eine andere Bewegungsrichtung an, entsprechend den 
verschiedenen Hichtungen der Tangenten in den einzelnen Punkten 
seiner Bahn. Sie hat (Fig. 214) in der durch 1 gekennzeichneten Stellung 

I ß~LS1 8 
~ /--- ---, 
~ /' 1 / \ .,.., 

/ '- 1
1 

/ \ 

'- / \ +---- -t--i-

~ / 15;- '" I 
<? \ / I 
~ 1/ 1 / / 

, 1// 
'-. / / 

'- / -- ..-E 
Fig. 214. Bewegung eines Körpers auf einer 
Kreisbahn. Zustandekommen der krumn1~ 
Iinigen Bahn (Richtlln~sänderung) durch 
Hinzukommen einer radial gerichteten Ge-

schwindigkeit. 

die Richtung a - a in der Stellung 2 
die Richtung b -- b usw. 

Diese Richtullgsänderung wird 
hervorgerufen durch das stetigp 
Hinzukommen einer zweiten radial 
zum Bahnmittelpunkt gerichtetell 
Gesehwindigkeit. Es bewegt sich 
der Körper gewissermaßen unter 
dem Einfluß zweier Geschwindig
keiten, einer tangentialen und einer 
radialen. Die tangentiale Ge
sehwindigkeit ist konstant. Der 
Körper legt in tangentialer Richtung 
gemessen seinen Weg in gleich
förmiger Bewegung zurück. Es 
wirkt auf ihn keine beschleuni
gende oder verzögernde Kraft, die 
eine Größenänderung der tangen
tialen Gesch'winc1igkeit herbeiführen 
könnte. 

Die Radialbewegung ist eine gleichförmig beschleunigte. Die 
Fadenspannkraft zwingt den Körper, seine gradlinige Tangentialbahn 
zu verlassen und der Kreisbahn zu folgen. Die Fadenspannkraft be
schleunigt den Körper dauernd aus seiner tangentialen geradlinigen 
Bahn in die Kreisbahn hinein. Man spricht daher von einer Zentripetal
kraft. (Zum Zentrum gerichtete Kraft.) 

Da die Fadenspannkraft als konstant anzusehen ist, erfolgt die 
Hineinbeschleunigung mit konstanter Beschleunigung und es vollzieht 
sich die Bewegung auf den radialen Stücken in gleichförmig beschleu
nigter Bewegung. 

Nach Fig. 214 muß der Körper, wenn er den Weg SI = v· t tangen-
pt 2 

tial zurücklegen wollte, gleichzeitig um. den Weg S2 = 2 radial nach 

innen gehen, um die Kreisbahn zu erreichen. Aus den geometrischen 

Verhältnissen ergibt sich SI = AB; 8 2 = BD; AB = v. t; BD = ~2 
Setzt man für die Länge AB die Länge CD ein, die nur um unendlich 

wenig von der ersten abweicht, und ersetzt man (mit der gleichen Be
rechtigung) die Länge BD durch die Länge AC, so folgt aus dem recht-
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winkligen Dreieck ADE OD? = AG· GE. Durch Einsetzen dcr Werte 

pt2 für AG und v • t für 0 D ergibt sich dann (v • t) 2 = pt2 
• (2r _ pt2

) • 
2 2 2 

Für den Klammerausdruck kann man wegen der Geringfügigkeit 
pt2 

des Wertes 2 gegenüber 2r, den Wert 2r allein einsetzen. 

pt2 
v 2 • t 2 = .... 2r 

2 ' 

v2 = r· p, 

'02 

P=-;r' GI. LXVI 

p zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sec 2, 

v Umfangsgeschwindigkeit rn/sec, 
r· Radius der Kreisbahn m. 

Ersetzt man v nach Gleichung IV durch w· r, so geht die 
Gleichung LXVI über in 

p=w2 ·r. GI. LXVII 

p zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sec 2, 

w Winkelgeschwindigkeit I/sec, 
r Radius der Kreisbahn m. 

Beispiel 114. Welche Zentripetalbeschleunigung erfährt ein Körper, der 
auf einer Kreisbahn von 3 rn Durchmesser mit d~r Umfangsgeschwindigkeit 
v = 6 m/sec rotiert? 

v 2 62 
P = ~ = _. = 24mjsec2 • 

r 1,5 

Die Fadenkraft S, die den Körper zum Kreisen in der Bahn bringt, 
2 

die ihn mit der Beschleunigung p = ~ zum Rotationsmittelpunkt 
. r 

zieht, hat nach dem Massenbeschleunigungsgesetz Gleichung XX die 
Größe 

m. v2 
S = P = m· p = = --------' = m, • 0)2 • r . 

r 

GI. LXVIII 

Beis piel 115. Welche Fadenkraft ist aufzuwenden, um einen Körper von 
15 kg Gewicht zum Rotieren in der Kreisbahn von 4 rn Durchmesser mit der Um
fangsgeschwindigkeit v = 12 rn/sec zu bringen? 

m • v 2 1,5 . 122 

P = r -2- = 108 kg. 

Beispiel 116. Welche Fadenspannkraft ist aufzuwenden, um einen mit 
0) = 20n Winkelgeschwindigkeit im Abstande r = 20 cm vom Drehpunkt rotierende 
Körper von' 30 kg Gewicht zu halten? 

P = m' 0)2. r = 3· (20' .'7)2. 0,2 = 2380 kg. 
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Der dem Zentrum zugt'richteten Zentripetalbeschleunigung setzt 
der Körper seinen Trägheitswiderstand entgegen. Der Triigheitswider

stand ist nach außen gerichtet. Er hat die gleiche 

r 
5, , " 

t 

Fig. 215. Gleichge
wicht für die in einer 
Vertikalebene rotie
rende Kugel bei deren 
Stellung im Höchst
und Tiefstpunkt der 

Kreisbahn. 

Größe wie die nach innen gerichtete Beschleunigungs
m-v2 

kraft m - p = ~~ -~~~ = m - w2 - r . Man bezeichnet 
r 

diesen Widerstand u n gen au als Zentrifugal k raft. 
Es ist die Zentrifugalkraft nur die Reaktion der 
Masse auf die ihr aufgezwungene Bewegungsänderung. 
d. h. die Ausweichung aus der gradlinigen Bewegung 
zur Kreisbewegung. 

Bei den obigen Beispielen ist die Wirkung des 
Körpergewichtes außer Ansatz geblieben. Wenn 
ein Körper in einer Vertikalebene rotiert, so ist 
die Spannkraft, die der Faden auszuüben hat, nicht 
an allen Stellen der Bahn konstant. Das Gleich
gewicht im obersten Bahnpunkte zeigt Fig. 215_ Es 
wirken auf den Körper die Zugkraft SI nach 
unten, das Gewicht G gleichfalls nach unten und 
der Beschleunigungswiderstand, der radial nach 
innen gerichteten Beschleunigung entgegengesetzt, 
also radial nach außen_ 

Damit berechnet sich die Spannkraft SI für 
diesen Augenblick aus 

" m-v2 
S +G---"""=O 

1 r 
m-v-

IS ='--~ -G. 
• 1 "< r I 

Für den unteren Punkt der Bahn beträgt 
die Spannkraft S2 

m-v2 
S., = -- + G. 

- r 

I --T--
Fig. 216. Gleichgewicht 
für die Höchststellung 
der in einer Rille krei ~ 

senden Kugel. Fig_ 217. Schema des Looping the loop. 

m - v2 

Es muß also im obersten Punkte der. Bahn der Wert 
r 

größer als G sein, wenn die Kreisbahn gesichert sein soll. Ist G 

größer als m . ~, so wird S negativ, d. h. die Fadenkraft ist eine 
r 



Bewegung eines Körpers auf einer KrcisLlthn. Zentrifugalkraft. 151 

Druckkraft. Der Körper müßte dureh eine ßtange vom }littdpuflkü' 
fern gehalten werden. Ein Festhalten dureh {'inen Faden wird ulImöglich. 

Eine Kugel, die eine kreisförmige !{,ille in vertikaler Ebl'TJe uUl'elt
liiuft (Fig. 216), würde sich in diesem Ftüle auf dem obersten 'I\>il dl'J" 
Bahn an der Innenseite der Rille bei a - a stützen. Soll di('sl'lbl' flllr 

die Außenrille berühren, so muß m • v2 größer als G sein. 
m. v2 r 

Auf der Gleichung ~_.. - G > 0 beruht die Bcn>ehnung eim'l' 
r 

Bahn für das artistische Kunststück Looping the loop. Ver Körper 
hat im Scheitelpunkte der Bahn eine Geschwindigkeit, die einen Wt>r( 

des Beschleunigungswiderstandes ~. v2 ergibt, der größer ist 1Lis das 
Gewicht G des Körpers. r 

Beispiel 117. Mit welcher Geschwindigkeit muß eine Kugel den obersten 
Punkt der Bahn von der Krümmung r = 2 m durcheilen, wenn sie nicht nach innen 
gehalten ist? 

G=m-g, 

v2 

r ::.>. g, 

1n . v2 

r 
~ m' g, 

v2 ~ 2·9,81, 

'IJ 2: 4,5 m/sec. 

Läßt man eine Kugel von einem um die Höhe h über uen Gipfel
punkt der Schleife liegenden Punkte aLlS herabrollen (Fig. 217), so ist 
(Gleichung XIII) 

mv2 v =1 2gh, 
Da :?_' G sein muß, wird 

1)2 = 2. g . h. 

r 

2h 

r 

m .2g.h 
... ~~:m·g, 

r 

~"; I , 
'r 

h2 --. - 2 

(Bei dieser Berechnung ist der in der Kugel steckende Betrag 
J. (02 

.. :) - (siehe S. 156) nicht berücksichtigt.) 
~ . . . m. v2 • 

Es 1St, WIe von dem Anwachsen von-- bel kleiner werdendem r 
r 

hervorgeht, h um so kleiner, je kleiner r ist. Man gibt aus diesem Grunde 
derartigen Schleifen am Gipfel den kleinsten Krümmungsradius. 

Beis pie I 118. Mit welcher Geschwindigkeit muß ein mit Wasser gefüllter 
Eimer den obersten Punkt der Bahn durchlaufen, damit das Wasser nicht heraus
fließt? 

Die Massenteilchen an der Wasseroberfläche müssen bei einem Abstand 
r = 0,6 m vom Drehmittclpunkt eine Geschwindigkeit haben, welche einen Wert 
v 2 • 

;. = g erzwillgt. 
v 2 =~: g • r = 0,6 . 9,81 , 

l' = 2,44 ru/sec. 
Der Massenbeschleunigungswiderstand (die Zentrifugalkraft) greift 

im Schwerpunkte des Körpers an. Es sind in die oben abgeleiteten Glei-
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chungen ;.;owohl für (lie Umfangsgeschwindigkeit v als auch für den Radius 
r die Werte einzusetzen, welche der Bahn des Schwerpunktes zukommen. 

Eine um den eigenen Schwerpunkt rotierende Masse besitzt, da 
v die Schwerpunktsgeschwincligkeit gleich Null ist, keine Zentrifugalkraft, 
die durch andere ii ußere Kräfte aufgehoben werden müssen. .Für die 
Berechnung der inneren Kräfte im Ringe, welche die eine Ringhälfte 
an der anderen halten und so die auf jeden einzelnen Teil wirkenden 
~entrifugalkräfte gegeneinander ausgleichen, zu eincr GeRamtresul
tanten gleich N ull, gilt folgende;.;. 

Dcr Schwerpunkt der oberen Ringhälfte liegt, wenn man die radiale 
Htärke klein annimmt und die Masse des Ringes als gleichmiißig um 
dcn mittleren Radius rm verteilt ansetzt bei 

Die Zentrifugalkraft C einer Ringhälfte berechnet sich aus Volumen 
des Halbringes : 

V = q. r m • n = b • 8' r m • n cbclrn, 

bRingbreite in drn, 8 Ringstärke in dm, r Ringradius in dm. 

G b·8.rm ·n·y 
G = Tl· y, m = - ... "'~""-' ~ 

g g 
. m· v 2 m ·v2 

C Zentrifugalkraft m kg =~-- --- v Geschwindigkeit am 
X o 0,637· rm 

Radius Xo geIllessen in mjsec, r m in rn. 
Bei Einsetzen von r m - wie es die Berechnung des Gewichtes ver

langt - in drn ist m· v 2 .10 
C=----. 

0,673· r m 

Ersetzt man die Schwerpunktsgeschwindigkeit durch die um das 
1 

0,637 fache größere Urnfangsgeschwindigkeit, so ist 

C = m· v~2~.1~.:.~,637 = ?--,-8_~'-.!.1n' n '_Y . v2.1O. 0,637 . 
r m g r m 

Diese Zentrifugalkraft haben die zwei Kranzflächen vom Quer
schnitte b· 8 zu tragen. Bei kz kg/qcm tragen dieselben 100· kz ' 2 
. b • 8 kg. (Diß' 100 ergibt sich aus der Messung von bund 8 in dm in 
der obigen Gleichung und der für kz erforderlichen Umrechnung in qcm) 

100 . k . 2. b. s = b . 8 • r m • Ir· y. v2 .1Q.' 0-,_?37 
z , 

kz = kg/qClll, 

y ·v2 

kz=~. g 

J' = spezifisches Gewicht kg/cbdrn, 
v = Umfangsgeschwilldigkeit rn/sec, 
g = Erdbeschleunigung rn/sec 2. 

g·rm 

GI. LXIX 
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Die in der Praxis vielfach übliche Formel 

y • v2 
. kz = 1 

g 

rechnet nicht mit dem spezifischen Gewicht y, das ist mit dem Gewieht· 
für einen Kubikdezimeter, also einen Rauminhalt von 1 dm Länge, 
I dm Breite und 1 dm Stärke, sondern mit dem Gewichte für 1 III 

I~änge und 1 qCl1l Querschnitt. Letztgenannter Wert r'l betriigt nllr 
1/10 des in der Gleichung LXIX verwendeten Wertes ")'. Dcmzufolgl' 
enthält die in der Praxis übliche Gleichung nicht den Zahlenfaktor 10. 

Beispiel 119. Welche Beanspruchung erfährt ein 
gußeiserner Ring von 4 m Durchmesser bei einer Um
fangsgeschwindigkeit v = 40 m, wenn das spezifische 
Gewicht mit )' = 7,5 eingesetzt wird. 

402 .7,5 
k, = w:-g = 122 kg/qcm, 

In der Formel ist die Größe des Kranzquer
schnittes nicht enthalten. Es steigt die Zentri -
fugalkraft mit der Größe des Wertes q und 
andererseits erhöht sich die Tragfähigkeit des 
Kranzquerschnittes im gleichen Maße. So kommt 
das Herausfallen des Wertes q zustande. 

Rotiert ein Körper in einer Horizontalebene 
gehalten durch einen Faden, wie es Fig. 218 zeigt, 
so folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen für 
die drei auf den Körper wirkenden Kräfte (das 
Gewicht G, der Zentrifugalwiderstand W und die 
Seilspannkraft 8.) 

8 . sin a = W, 8 . cos IX = G, 

t 

]'ig. 218. Gleichgewicht. 
an einem in Horizontal
ebene kreisenden Körper. 

W 
tga =

G m·g·r g·r 
0)2· r 

Ersetzt man v2 durch w 2 • r2 so ist tg a = --- . 
g 

. r r 0)2. r 
l\ht tg a = - folgt - =--

h lt (J 

ha:c g2 • 
(!) 

GI. LXX. 

h ist unabhängig von der Stangenlänge l. Alle um die gleiche Achse, 
d. i. mit gleichem w, rotierenden Kugeln kommen in die gleiche Höhen
ebene h unter dem Aufhängepunkt zu liegen. 

Es verringert sich h mit steigendem w. 
Die Verwertung dieser Abhängigkeit der Höhe h von der Umdrehungs

zahl kennzeichnet der in Fig. 219 schematisch dargestellte Regulator. 
Die an den Stäben 8 1 und 8 2 befestigten Kugeln streben bei steigen

der Geschwindigkeit den Abstand h zu verringern. Sie werden durch 
das Gewicht der Muffe H, das vermittels der Stangen BI und R2 auf ihre, 
Stangen 81 und 82 übertragen wird, am freien Aufsteigen gehindert. 
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Sie heben bei Steigerung der Umdrehungszahl die Muffe H und verstellen 
die an die Muffe H angeschlossene Steuerung. 

Die Berechnung der Umdrehungszahlen, bei welchen die Kugeln 
sich in ihren einzelnen Stellungen im Gleichgewicht befinden, zeigt 
Fig.219. Das Gewicht der Muffe zerlegt in die heiden Stangenkräfte 

BI und R 2 ergibt die Werte BI = R 2 = %. COSIX. Auf jedes Pendel 

wirkt demnach die Zentripetalkraft C = m . ~~ , das Gewicht G, die 
r 

Stangenkraft R und der im obersten Drehpunkte A angreifende Stütz
druck. Die Momentengleichung für den Drehpunkt A aufgestellt, läßt 
für jede beliebige Kugelstellung die Größe C und damit v berechnen: 

B.a+G·c - C·b=O. 

I 
h 

}·I~. 219. Glcichg" Icht an einem Zen
lrlfugalregulalor bel nr.rhirdenen lel

I ungen der Kugeln. 

I 

b 

c 

Mit den Daten der Fig. 219 für die drei Kugelstellungenl-2-3 folgt aus 

R 1 = 32 kg, B2 = 39 kg, Ba = 51 kg, 

a2 = 48 

G = 29kg_ 

"\ = 26 , c2 = 42 , 

b1 = 78, b2 = 71 , 

C _ 32· 34 + 29 . 26 
1 - ~--78'---

39 . 48 + 29 . 42 
O2 = ---,-

71 

b3 = 64, 

1090 + ~~ = 24 
78 ' 

1870 + 1220 
= 43,5 , 

71 

51 . 52 + 29· 52 2650 + 1510 o - ---------- --- = ~~~ = 65 . 
a- 64 64 
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Die Auftragung der Werte für C unter den Kugelstellungcll gibt 
die C-Kurve, die das Verhalten des Regulators bei verschiedenen Ulll
drehungszahlen charakterisiert. Aus dem Werte Cl und r l berechnp( 
sich die Winkelgeschwindigkeit (1)1 für die Kugelstellung 1 mit 

Da die Kugeln mit steigender Winkelgeschwindigkeit von 1 nach 

2 nach 3 gehen 
Ca 

= tg 1Xz , -- tg iXa . 

11 Cl C2 Ca _. Cl C2 so en, muß --- < - <-- Rem; = tgiX I , 
r l r2 ra r l T~ 

tg1X1 < tgiX2 < tgiXa . Die C Kurve muß so 
Ta 

verlaufen, daß der tgiX wächst, d. h. konkav. 

5. Das Massenträgheitsmoment. 
Erteilt man einem Körper eine beschleunigte Drehbewegung, so 

erfahren die einzelnen MassenteiIchen ml' m2 , m 3 ••• je nachdem sie 
näher oder weiter vom Drehpunkt entfernt liegen, die tangential gerich
teten Beschleunigungen PI' P2' P3'" Sie stellen der Beschleunigung 
die Beschleunigungswiderstände ml • PI m2 • pz m 3 • Pa . .. ent
gegen. Diese Beschleunigungswiderstände greifen an den Radien Tl' 

rz , r3 an, stellen also dem beschleunigenden Drehmoment die Drehmo
mente 

entgegen. Das dynamische Gleichgewicht ergibt dann die Gleichung 

Md = ml • PI • r I + m2 • P2 • r 2 + m3 • P3 • r 3 ... 

En:'etzt man in dieser Gleichung die Umfangsbeschleunigullgcn 
PI' Pz, P3'" nach Gleichung XVdurchdieWcrte E·rI , E·r2 , f:·ra ····• 
so geht die vorstehende Gleichung über in 

Md = C' ml • ri + E' m2 • r~ + f: • ma . r~ 

= c (mI' ri + m 2 • T~ + m3 • r~ ... ) . 

Den Klammerwert bezeichnet man als dynamisches Trägheits
moment. Man gibt demselben den Buchstaben J 

Md = I! • J . GI. LXXI 

e = Winkelbeschleunigung I/sec, 
Md = Drehmoment kg X m, 

J = Dynamisches Trägheitsmoment Masse mal Meterquadrat. 

Die Arbeit, die in einem rotierenden Körper steckt, deren einzelne 
Massenteilchen verschiedene Geschwindigkeiten haben wegen der Ver
schieden)leit ihrer Abstände vom Rotationsmittelpunkte, ist 

2 2 2 
A = rJ1,!~1_ + mz V2 + m3 Va _ 

2 2 2 
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Ersetzt man v I d urüh (I). r l' V 2 durch W· 1'2 .. " so wird 

A= m l • w 2 • rr _+ m 2 • (J)2 • d 
2 2 

A= w Z 2 'l ./ 
2 (mI' rl + m 2 • r z + m 3 • r~ ... ) . 

Unter Einsetzen von J (dynamisches Trägheitsmoment) für den Klam
llleransdruck folgt 

(02 

A. ="2"" GI. LXXII 

A = Arbeit in mkg, 
w = Winkelgeschwindigkeit I/sec, 
J= Dynamisches Trägheitsmoment. 

a) Trägheitsmoment eines dünnen Ringes. 

Bei einem Ringe von geringer radialer Stärkc 8 (Fig. 220) kann man 
die Werte r für alle Masscnteilchen gleich annehmen. Der Wert J wird 

Fig. 220. Ring von geringer radialer Stärke. 

dann r 2 • (mI + mz + m 2 ••• ) = r 2 • m, 
m = ml + m 2 + m 3 • m ist die Ge
samtmasse. 

b) Trägheitsmoment einer vollen Scheibe. 

Die volle Scheibe (Fig. 221) kann 
man sich ersetzt denken durch eine 
Anzahl dünner Ringe von der ge
ringen Stärke 8 und verschiedenen 
Radienx. Das Massenträgheitsmoment 
eines einzelnen Ringes beträgt 

ml • xi = (2. Xl • ll' 8 • b) • r . xi. 
g 

J = (2 . ll' Xl • 8 • b) • X xi + (2 . ll' X • • 8. b) r. X~ + ... 
g - g 

Jeden einzelnen Ring vom Radius X kann man ersetzt denken 
durch einen Ring vom Radius r, wenn man seine Masse entsprechend 
verkleinert. Die gedachte Masse des Ersatzringes vom Radius r muß 

2 

um das x~ -fache kleiner sein als die Masse des Ringes vom Radius x, 
r 

damit ihr Trägheitsmoment denselben Wert hat, wie das TrägheitR
moment des ersetzten Ringes. 

Denkt man sich die Reduktion der Ringmassen dadurch herbei
geführt, daß man die Breite des Ringes im oben angegebenen Verhält

'l 
. . ., (2 b' Y b . b' b Xl· !lIsse verrIngert, so 1st ml = .. II • Xl . 8) 1'-, wo el I' = I' -21st. 

g r 
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" a;~ rn~ , 1'2 hat dann df'n Wert (2, Jl' x j , S ,)bj '1'2 j:-;t. ,\Iso gl{'ieh 
~, 9 r 2 

rnl • xf (2 ' Tl ' Xl' 8 ' bj )' x'i ' 
g 

Die Summe aller Werte m1 xi -+- m2x~ , " ergiht, dann mJ.' r~ 
+- m2 . r2 -+- m3' 1'2 = r2 (ml + m2 -+- m~l ' .. ) . 

. ,. .' x't x~ x:i . 
Die Im VCl'hitltlllS 2 ' " rl'(lnzl!~rtell Massen bilden 

r 2 r 2 r' 
eine Scheib~ der in kreuzweißer Schmffnl' dargl\Rkllten },'01'1l1. E:-; 
ist das eine Scheibe, deren 
Dicke von Null ill der Mitte 
auf b am Rande nach der 

x 2 , 
Gleichung bx = b, Q steIgt. 

r" 
Die Masse dieser Scheibe ist 

gleich {- der Masse der vollen 
Scheibe. Für den Klammer
ausdruck (mI -+- mz + m3 ... ) 
ist demnach ~. einzusetzen. 

'r m 0 GIL .., ="2 ' 1"· , . XXIII 

Beispiel 115. Welches dyna
mische Trägheitsmoment hat eine 
volle Scheibe von 4 m Durchmesser 
Gewicht )' = 3? 

Fig. 221. Bestimmung des dynamischen Trüglleit~
momentes einer Scheibe. - ~erlegllllg der Scheibe 

in dünne Ringe. 

und 20 cm Stärke be i einem spezifischen 

40 2 07 
Volumen V = -. 2 = 2512 cdm (40 dm; 2 dm) ; 

4 

V = 2512dm; 

G = 3 . 2512 = 7536 kg; 

Masse m = 753,6 ME. 

m 7536. 92 
J = :2 'v 2 = . '2 ~ =.1:>07,2. 

Bcispiel1l6. Welche Arbeit steht in einer Scheibe von 4 JII Durchllle8ser. 
20 em Stärke und J' = 7,5, die mit n = 120 Umdrehungen pro Minute umläuft? 

Seheibengewicht, 40 2 " -- ·2 . 7,5 = 18900 kg 
4 .' 

Scheibenmasse 1890 ME. 

J = ~ . v 2 = 18~qO . 22 = 3780 , 

,,'n 
0) = 30 = 4.7. 

",2' (4 '07)2 _ 
A =-- • J = -- -~- ·3180 = "",300000 mkg. 

2 2 
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Beispielll7. Welche Winkelbeschleunigullg erfährt die im BeiRpiel1l6 be· 
rechnete Scheibe durch einen Motor, der ein Moment von 10 000 kg X cm ausübt 

Md = ,. . J = 100 kg X m; 

jl'ld ]00 1 1 2 

,= .J = :1780 = :17,8 jsee . 

c) Träghe itsmoment einer Ringscheibe. 

Eine Ringscheibe nach Fig. 222 läßt sich auffassen als Differenz 
~w('i('r Vollscheihen. Ihr Trägheitsmoment ist 

- B .. 

Fig. 222. mngscheibe. 

b·n 4 
2 . rl , 

J 2 = ri'/,~,'3 = (b • rin) . 1'~, = b . n 4 
2 2 ~ 2' r~ , 

b· n 4 4 
.J = 2 h - r~) = 

1 [b ( ., 2 (" ~ 2 . n ri - rz)]· ri + rz) . 

Der Wert in der eckigen Klammer ist gleich der Masse m des Ringes. 

GI. LXXIV 

Beispiel 118. Welches Trägheitsmoment hat eine Scheibe von D1 = 4m, 
D2 = 3m, b = 30cm bei)' = 7,5? 

V = (l)~;r - Pi-"') b = (1256 - 706) . 3 = 550·3 = 1650 cdm, 

G = 1650· 7,5 = 12400 kg, 

m = 1240 ME. 
m 1240 

.T = 2' (ri + rl) =2' (2 2 + 1,5 2) = 3880 • 

Beispiel 119. In welcher Zeit kommt eine Scheibe nach Beispiel 118 durch 
das Drehmoment von 12000 kg X cm auf die Umdrehungszahl n = 180? 

jWd 120 
Md = ,. J F =-J :3880 = 0,0308 

;r' n JT' 180 
ro =30 =--30' -- = 6 JT , 

ü) 6·JT 
t = - = -- = 610 sec. 

s 0,0308 
W=cot, 

(In der Scheibe stecken dann 
0)2 62 • JT2 

-2 . J = -'2 . 3880 = 690000 mkg. 

Da die Scheibe mit der mittleren Umdrehungszahl nm = 90 auf die Tourenzahl 

180 kommt, hat sie in 610 sec 11 i = ~6tO • 90 = 913 Umdrehungen zurückgelegt. 
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In dieser Anzahl Umdrehungen hat das Drehmoment 111 d die Arbeit A = i ·2· "7' M" 
= 913·2·;r· 120 = 690000 mkg abgegeben.) 

d) Träg'heitsmoment einer Stange. 
Teilt man die Stange (Fig. 223) in eine Anzahl kleiner Stücke von 

der Länge 8, so hat ein beliebiges Stückchen ein Trägheitsmomcnt 
m1 • xr . Das Trägheitsmoment" ist gleich der Summe aller diCRP!' 
einzelnen Trägheitsmomente. 

J = m1 xI + mzx~ + m3x~", 
Denkt man sich die Trägheitsmomente 

mz x~ ... ersetzt durch die Werte 

m{. r2 m~. r Z , 

so muß 
, x~ 

ml = m1 • r 2 
, x~ 

m 2 = m2r2 ·,· 

seIn. 

J ist dann gleich r Z (mi + m~ + m~ . . ,) . 
Die Massen m;, m2 ... kann man aus den 
1\'[assen m1 , m2 ••• entstanden denken durch Ver
ringerung des Querschnittes des Stabes vom End-

, xr 
querschnitt q am Radius rauf ql = q. r2 

, x~ 
q2 = q. 1-2 ' .. Die Querschnitte q' nehmen dann 

mit den Werten x2 nach dem Aufhängepunkt der 
Stange hin ab. Es kann die Summe dieser Massen 

Fig. 223. llestimmung tles 
dynamischen Trägheits
nlomentescinerStange.
Zerlegung tier Stange in 

kurze Stücke. 

m[ + m~ + m~ . .. also durch eine kegelförmige Masse vom Quer
schnitt q am Radius rund 0 am Radius 0 ersetzt werden. Diese 
Masse ist gleich g- derjenigen der volle'} Stange vom gleichmäßigen 
Querschnitt q. J = r 2 • (m{+m~+m;., .), 

Ersetzt man r durch l· sinIX, so ist 

Für IX = 90 0 folgt 

. 'fn . 12 sin2 IX 
.1 = 3 . 

m12 
J=-3-' 

GI. LXXV 

GI. LXXVI 

GI. LXXVII 

Eine Stange, die um ihren Mittelpunkt rotiert (Fig.224), kann 

in zwei Stangen von je m zerlegt gedacht werden, 
einzusetzen sind. 2 

m ·l2 
Aus J = --- wird 

3 
J = 2 . ~ . ur. ~ = 1~~12 • 

l 
deren Längen l = 2 

GI. LXXVrIl 
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In der Technik verwendet man neben dem dynamiHchen Trägheit~
moment noch den Begriff "G· D2". Ersetzt man in den Gleichungen 
J = Masse mal Radius2 die Masse durch das Gewicht G, so wird der 

Zahlenwert 9,81 mal so groß. Setzt 
l,1 T. lh .... man statt Radius2 Durchmesser2, 

r z ~[ I so steigt er um das 22 = 4fache. Der 
1------jI-------1~_ Wert GD2 = ",40· J. 
= ---- 1 Zur Erleichterung der Rechnung * mit mehreren Beträgen J führt man 
-- l I den Begriff "reduzierte Masse" und 

Fig. 224. Um ihren Mittelpunkt rotie· ,. Trägheitsradius" ein. m . r2 
rende Stange von der Länge I. Man kann z. B. für J = ---2:-- -, Träg· 

heitsmoment einer vollen Scheibe, -- einen RinQ: von der Masse m 
u 2 

am Radius r setzen. Man hat in ~ die auf den Radius r reduzierte 

Masse. Man kann ebensogut die 2 im Nenner zum 'Werte r 2 hinzu-

. h M' , r h I ,m . r2 ,. d T h' Zle en. It r = --- ce. er ä t man m . r 2 = -- -. T 1st er räg elts-
V2 2 

radius, d. i. der Radius, an welchem man sich die Masse m vereinigt 
denken kann. /~"1. +r~ 

Der Trägheitsradius einer Ringscheibe ist r' = V -~ 2. Der 

Trägheitsradius einer Stange r' = -V -i . 
Rollt ein Körper eine schiefe Ebene herunter, so steckt in ihm 

2 

(eine lebendige Kraft rn~ (v Geschwindigkeit der gradlinigen Bewegung 

des Schwerpunktes) un~ J ;2 (w Winkelgeschwindigkeit des Körpers). 

Da v = (t) • r ist, so hat die Gesamtarbeit den Wert 

m. 0)2 • r2 w 2 0)2 

A = --2--- + J 2 = 2 (m. r 2 + J) . 

mr2 
Für das Herabrollen einer vollen Scheibe mit J = folgt 

2 
0)2 ( mr2 ) 3 A = m . 1.2 + --- = - m . v2 
2 2 4 . 

Beis pie 1120. Welche Geschwindigkeit erreicht eine volle Scheibe beim Herab
rollen auf einer schiefen Ebene von der Höhe h = 20 m? 

Aufgewendete Arbeit G • h = m . g • 20 mkg . 

m v2 w 2 3 
A = -2-- + 2- . J = 4 m· v2 , 

3 
m· g. 20 = T' m· V, 

v2 = 20· (J • 4 = 262 , 
3 

v = 16,15 m/sec. 
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6. Schwingende Bewegungen. 
a) Harmonische Schwingungen. 

161 

Die Bewegung eines Körpers auf einer Kreisbahn mit der kon:,;tanten 
Geschwindigkeit v läßt sieh auffassen als eine aus zwei Bewegungen in 
zwei senkrecht zueinander stehenden Richtungen zusammengesetzte Be
wegung. Die Umfangsgeschwindigkeit v kann man sich (Fig. 225) zerlegt 
denken in die beiden Komponenten VI und v2 , welche die stetig wechseln
den Größen V· siniX und v· COSiX haben. Es kommt die konstante Um
laufgeschwindigkeit in kreisförmiger Bahn also auch zustande, wenn man 
dem Körper gleichzeitig zwei hin-und herschwingende Bewegungen nach 
VI = v· siniX und V 2 = v . eos iX aus
führen läßt. - Da cos IX = sin (90 - iX) 
ist, ist auch die Geschwindigkeit 
V 2 = v· COSiX einer Sinusschwingung 
gleich. 

Führt man für die U mfangsge
schwindigkeit v aus der Gleichung 
v = w . r den Wert w· r ein, so gehen 
die Werte v· sin iX und v· COSiX über 
in w· r • sin iX und w . r • cos iX. Setzt 
man für den Winkel iX , d. i. den seit 
Beginn der Bewegung zurückgelegten 
Winkel weg das Produkt Winkelge
schwindigkeit w mal Zeit t ein, so wird 

VI = v· sin iX = w . r· sin (w . t) 
und 

v2 = v • cos IX = W • r . cos (w . t) . 

11 

I 
/ 

\ u 

\ 

\ I / 
) 

\ I / 
",,__ I ./// -.- B 
--2r- - - -

Fig. 225. Zerlegung der Bewegung in einer 
Kreisbahn in zwei Schwingungsbewegungen . 

Die Beschleunigung, welche der rotierende Körper erfährt, ist 
P = w2 • r. Dieselbe zerlegt sich für die beiden Teilgeschwindigkeiten 
in PI = P . COS iX und Pt. = P . sin iX . 

Die Beschleunigungskräfte, welche diese schwingenden Bewegungen 
herbeiführen, betragen PI = PI' mund P2 = P2 . m. Sie haben den 
Höchstwert P = p • m = m . w 2 • r . 

Die Beschleunigungskraft an einem beliebigen Punkte 1 der einen 
Schwin,gungsbahn (A - B) beträgt (Fig. 225) P = m . w2 • r • sin iX = 

m . w 2 • x. Sie nimmt also mit dem Abstande x des Körpers von dem 
Mittelpunkte der Bahn stetig zu. 

Die Schwingungszeit für die einmalige Hin- oder Herbewegung 
des Körpers mit einer beschleunigten und verzögerten Bewegung, bei 
welcher die Beschleunigungs- bzw. Verzögerungskraft. stetig zunimmt 
mit dem Abstande vom Schwingungsmittelpunkt berechnet sich aus der 

Umlaufszeit in der Kreisbahn aus der Gleichung 8 = V· t 
= V • t mit V = r • w , 

2·r·.71 
2 

sr· .7l .7l 
t=-=--=-. GI. LXXVIII 

v '('·w w 

Lau die n. Mechanik. II 
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b) Das mathematische Pendel. 

Unter einem mathematischen Pendel versteht man eine am ge
wichtslosen Faden hängende punktförmige Masse, die in einer Ebene 
hin- und herschwingt (Fig.226). 

Bringt man den Massenpunkt m in die äußerste Lage und gibt ihn 
der Einwirkung seines Gewichtes frei, so beschleunigt er sich unter der 
Kraft G· sin (\. Im tiefsten Punkte der Bahn besitzt er die Höchst
geschwindigkeit t'max, die sich aus der durchfallenden Höhe h nach der 
Arheitsbilanz mit Villa x = y'2 g h bestimmt. 

Die Beschleunigung in einem beliebigen Punkte 0 der Bahn hat 
den Wert p = g. sinT berechnet aus P = m· p und P = m : g. sinT 

(Fig. 226). Setzt man für sinT 
aus dem Dreieck M BC den Wert 

~ = ~- ein so geht die beschleu-
MO l ' 
rligende Kraft Paus m· g • sinrp 

über in m· g . ~. Es ist die he-, l 
schleunigende Kraft also pro
portional dem Abstand x vom 
Schwingungsmittelpunkte 0 . 

Bei einem kleinen Ausschlag 
des Pendels kann man für die 
Wegstrecken am Umfange des 
Kreises die Längen x einsetzen. 

J,' ig.226. Das mathematische Pendel; am gewicht-
losen Iraden aufgehängte Masse. Damit entspricht der Vorgang 

des PendelnR dem der harmo
nischen Schwingung, für welche die stetige Zunahme der Beschleunigungs
kraft mit dem Abstande vom Schwingungsmittelpunkt abgeleitet ist. 

Es herrscht am Endpunkt der schwingenden Bewegung die Beschleu-

nigungskraft P = rn·{~ _x. Setzt man P der Beschleunigungskraft" 

welche das Durchlaufen einer Kreisbahn von 2· x Durchmesser er
zwingt, gleich, so folgt mit 

P = m. w 2 • X = rt/, ____ g_. X (1)2 = -~ 
l' . l ' w = V-i. 

, n 
Setzt man diesen Wert für w in die Gleichung t = - ein, so wird 

w 

T= x 11;. GI. LXXIX 

Die Fadenspannkraft hat in den beiden Endpunkten der Bahn 
die Größen G· cos cx. Es ist der Faden nur durch die Radial
komponente des Gewichtes gespannt. Im Schwingungsmittelpunkt 

m. v 2 
erreicht sie die Größe S = G + -~-. -

r 
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c. Das physische Pendel. 

Unter einem physischen Pendel vcrsteht man ein Pcndel, desflcll 
Masse eine Zusammenfassung in dem Sinne des mathematischen Pen
dels, cl. i. in einem Punkte nicht, zuläßt, CilJ Pendel also, das an einem 
Faden, der Gewicht bcsitzt, hängt. 

Nach dem d'Alembertschen Gesetz und dCll Ableitungen vom 
Massenträgheitsmoment ergibt sich für das Gleichgewicht emes Pen
dels nach Fig. 227 die Gleichung G· e· sin cx = E' J. 

Es stellt sich der die beschleunigende Be
wegung herbeiführenden Komponenten G am He be 1-
arm e sin IX der Widerstand der Massc E' J ent
gegen. (e Abstand des Schwerpunktes S vom Auf
hängepunkt.) 

Das dynamische Gleichgewicht der Masse am 
gewichtslosen Faden von der Länge 1 würde 
die Erfüllung der Gleichung G· l· sin IX = E • rn . 12 

verlangen. 
Denkt man sich das physische Pendel durch ein 

mathematisches von der Länge 1 ersetzt, welches Fig.227. Das physische 

die gleiche Schwingungszeit d. h. die gleiche Pendel. 

Winkelbeschleunigung e besitzt so wird sich aus 

E • rn . 12 = G • 1 . sin 0; . und E • J = G . e sin cx 

die Gleichung 

ergeben. 

G . 1 . sin cx G . e • sin IX 

.J 
7=--. 

m· e 

J 

Gl. LXXX 

Die Pendellänge 1 eines physischen Pendels ist gleich dem dyna
mischen Trägheitsmoment derselben dividiert durch die Masse mal 
Schwerpunktsabstand. 

Setzt man diesen Wert von 1 in die Gleichung für die Schwingungs
zeit ein, so geht dieselbe über in 

1 = n· / 
J , -l/ 

. rn· e . g 
GI. LXXXI 

7. Die Lehre vom stoß. 

Bei der übertragung einer Arbeit von einem Körper auf den 
anderen kann man in den meisten Fällen die Rechnung nach der 
Arbeitsbilanz durchführen. Die bei Beginn des Prozeßes vorhandenen 
Meterkilogramm müssen auch am Ende desselben vorhanden sein. 
Diese Berechnung nach der Arbeitsbilanz führt jedoch nicht zum Ziele 
bei Aufgaben, bei denen der Arbeitsweg einer Kraft durch die Bewegung 
zweier Körper gegeneinander festgelegt ist. Man kann bei ihnen nicht 
direkt bestimmen, welcher Teil 81 des Gesamtweges 8 und welcher Teil 

11* 
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PI . 81 der Gesamtarbeit A = P . 8 an den Körper 1 und welcher an 
den Körper 2 abgeben wird. Zur Bestimmung der Einzelgrößen Al 
und A2 aus der gegebenen Summe A = Al + A2 ist die Verfolgung 
des Arbeitsvorganges nach den Gleichungen der Bewegungsgröße er
forderlich. 

Ein :Fall der oben geschilderten Arbeitsabgabe liegt vor beim Ab· 
feuern eines Geschosses, wenn ein Teil der Explosionsarbeit an das rück
laufende Geschütz abgegeben wird. Ähnlich liegen die Verhältnisse 
bei den Aufgaben vom Stoß. Die Kraftabgabe, welche bei der Form· 
änderung aufeinander stoßender Körper vor sich geht und die Kraft
abgabe, die beim Zurückgehen des Formänderungsprozesses auftritt, 
ist eine Arbeitsabgabe einer Kraft a If zwei Wegteilen. Der eine Wegteil 
bestimmt die Arbeit, die der eine Körper erhält bzw. abgibt, der andere 
Wegteil bestImmt die Arbeit, welche auf den anderen Körper entfällt. 
Diese Vorgänge müsse'1 nach den Gleichungen von der Bewegungsgröße 
gelöst werden. 

a) Die Geschwindigkeitsänderungen beim vollkommen unelastischen, 
geraden, zentrischen Stoß. 

Es wirkt auf einen Körper von der Masse m während einer Zeit
dauer t die Kraft P beschleunigend oder verzögernd. P = m· p. Setzt 

v 
man für den Wert p den Wert t ein (v = p. t), so geht diese Gleichung 

über in P = m ~~ p. t = m. v. Man bezeichnet die Werte p. t 
t 

und m· v als Bewegungsgröße. 
Besitzt ein Körper die Masse m und die Anfangsgeschwindigkeit vo' 

so wird sich bei einer Einwirkung der Kraft P während der Zeit t 
dic Geschwindigkeit erhöhen von Vo auf v. Aus der Arbeitsbilanz folgt 

( 
2 2' 

P . 8 = m· v __ =-_VO). Setzt man für 8 den bei gleichförmig be-
2 v + v 

schleunigter Bewegung geltenden Wert 8 = ~2-- . t (Gleichung VI) 

ein, so geht die vorstehende Gleichung über In 

P V o + v m ( 2 0m 
. --2- . t = 2 v - vö) = 2 (v + vo) (v - vo), 

, 

P . t = m . (v - vo) = 'tu .1) -fn . i'o. Gl.LXXXII 

Da man für einen unendlich kleinen Zeitteil eine konstante Kraft P 
annehmen darf, ist die Benutzung der Gleichungen VI und XX 
zulässig. 

Ändert sich die Größe der Kraft während des Arbeitsvorganges, 
so ergibt sich für den ersten Zeitteil tI der Kraftabgabe mit der 
Kraft PI und der zu Anfang vorhandenen Geschwindigkeit '1,'0 die 
Gleichung 
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Wirkt während des darauffolgenden Zeitteilchens t2 die Kraft P 2' so geht 
die Geschwindigkeit VI zu Anfang dieser Bewegung über in v2 nach der 
Gleichung P 2 • t2 = m . V 2 - m . VI . 

Bei einer weiteren Ejnwirkung von P3 während der Zeit ta folgt 
P 3 • t3 = m . Va - m • v2 • 

Faßt man die ganzen Werte PI ' t1 . .• P2' t2 • .. Pa' t3 . .• zu
sammen als Summe aller p. t (2.' P . t), die vom Anfangszustande mit 
der Geschwindigkeit Vo zum Endzustande mit der Geschwindigkeit Vn 

führt, so folgt aus 

Pt . t1 + P2 · t2 + Pa . t3 ... = (m. VI - m . Vo) + (m. V2 - m· VI) 

+ (m. Vn - m· Vn - I) . 

Es heben sich in der Summe rechts alle Glieder bis auf das erste - mvo -
und das letzte - m· V n - heraus. 

L: . P . t = Summe aller p. t . = m· Vn - m . va GI. XXXIII 
= rn . (vn - t'o) . 

V o Anfangsgeschwindigkeit, Vn Endgeschwindigkeit . 
Die Wirkung der verschiedenen Werte P in den Zeitteilchen t1 , 

t 2 , t3 ••• wird also charakterisiert durch die Geschwindigkeitsände
rung Vn - vo, welche der Körper erfährt. 

Treffen zwei Körper K I und K 2 von den Masseninhalten ml und m 2 

aufeinander, so platten sie sich an den AufschlagsteIlen ab. Dabei 
verzögert sich der Körper der höheren Anfangs
geschwindigkeit VI' während der andere seine 
Anfangsgeschwindigkeit V 2 erhöht. Dieser Ver
zögerungs- bzw. Beschleunigungsvorgang erfährt 
sein Ende in dem Augenblick, in welchem die 
Abplattung ihren Höchstwert erreicht hat. 
Dann haben die beiden Körper die gleiche Ge
schwindigkeit c. (Fig. 228). 

Nach der Gleichung von der Bewegungsgröße 
gilt für den Körper K 1 , dessen Geschwindigkeit 
von der Größe VI auf die Größe cherabgegangen Fig. 228. Grader zentraler 
ist: Stoß. L: P . t = m l • VI - m1 • c. 

Für den von der Geschwindigkeit V2 auf die Geschwindigkeit c 
beschleunigten Körper K z von der Masse m 2 gilt 

L: P . t = m2 c - m2 v2 • 

Durch Gleichsetzung der heiden WerteL: . P . t - die auf den einen 
Körper wirkende Kraft ist in jedem Augenblick gleich der auf den ande
ren Körper ,virkenden - erhält man 

ml • VI - m1 • C = m2 c - m 2 v2 , 

mt Vt + m21J2 
C= . 

'mt +m2 
GI. LXXXIIla 
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Bei unelastischen Körpern endet der Stoßvorgallg mit dieser Ge
schwindigkeit c. Die Endgeschwindigkeit bei einem unelastischen 
Stoße ist gleich der Summe der Bewegungsgrößen zu Beginn des Auf
einandertreffens dividiert durch die Summe der Massen. 

Bei der Ableitung sind VI und V 2 als gleichgerichtet eingesetzt. Bei 
einer Bewegung der Körper gegeneinander sind die beiden Geschwindig
keiten durch das Vorzeichen als + und - zu unterscheiden. Es folgt, 
wenn man die Richtung von VI als negativ und die von v2 als positiv 
ansetzt: 

c =" 1~2 _____ v2 - m l _· 1)1 

m l +mz 
Ergibt das Resultat für c einen negativen Wert, so hedeutet das, daß c 
die Richtung von VI besitzt. Ein mit positivem Vorzeichen errechnetes c 
hat die Richtung von V 2 . 

(Treffen zwei gleich große Körper mit gleichen Geschwindigkeiten 
gegeneinander, so ist die Endgeschwindigkeit gleich Null: 

b) Die Geschwindigkeitsänderungen beim vollkommen elastischen, 
geraden, zentrischen, Stoß. 

Beim elastischen Stoß folgt auf die oben erklärte erste Periode der 
Deformation der beiden Körper eine zweite. Es gehen die Deforma
tionen wieder zurück. Dabei geht die Geschwindigkeit des schon vorher 
verzögerten Körpers KI um einen weiteren Betrag herunter. Gleichzeitig 
beschleunigt sich der andere Körper um einen weiteren Betrag. Von 
der, beiden Körpern gleichen, Geschwindigkeit c ausgehend, kommt der 
Körper K I auf die weiter verringerte Geschwindigkeit VI und der Körper 
K 2 auf die weiter erhöhte Geschwindigkeit VII. Es wiederholt sich 
während dieser zweiten Periode der während der ersten sich abspielende 
Kraftzeitverlauf, den die Summe aller Werte P . t festlegt. In umgekehr
ter Reihenfolge spielt sich der Deformationsvorgang erneut ab. Es 
geben die elastisch zusammengepreßten Materialteilchen nunmehr die in 
sie hineingesteckte Arbeit zurück. Der Wert der Summe aller Beträge 
p. t bleibt derselbe, wennschon dieser zweite Vorgang mit der größten 
Druckkraft beginnt und mit der kleinsten endet, während sich in der 
ersten Periode die Abstufung vom kleinsten Werte P zum größten Werte 
vollzog. Aus der Gleichheit der Summe p. t folgt, daß die Endgeschwin
digkeiten der zweiten Periode VI und VII um genau den gleichen Betrag 
von den Anfangsgeschwindigkeiten c der zweiten Periode abweichen, 
wie die Endgeschwindigkeit c der ersten Periode von den Anfangs
geschwindigkeiten VI und va der ersten Periode. Es wird also die Diffe
renz: 

1'1 - C = C - VI' 

VII - C = C - V 2 , 

VI = 2c - VI' 

VII = 2c - V z • 
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rn1 • VI + m2 • V~ 
c= 

ml +- m~ 
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wird 2( +- ) . ml VI rnz V z 2mI VI +- 2 m 2 v 2 ~ m J VI - m~vI . 
-01 = - -- - ~ VI = 

ml +- m 2 m l + m 2 

('1n1 - m2)Vt + 2 m 2 '02 
IJI = . GI. LXXXl\' 

'1nt + mg 

2 (mIvl +- m 2 v2 ) 2ml v1 +- 2m2 v 2 - m 1 v2 --- mZv2 t'n = - - - ~-- ~ Vz = • 
ml +- m2 m 1 -I-- m z 

VII = (m2 - '1nt) Vg + 2m1 v 1 . GI. LXXXV 
, '1nt + mg 

Beispiel 121. Zwei Körper von den Gewichten GI = 40kg und 
O2 = 50 kg treffen mit den gegeneinander gerichteten Geschwindigkeiten 
VI = 3 rn/sec und V2 = 6 rn/sec aufeinander. Welche Endgeschwindigkeiten er
halten die Körper bei vollkommen elastischem Stoß? 

Die Richtung der Geschwindigkeit VI des Körpers vom Gewicht GI als 
positiv, diejenige der Gewhwindigkeit v2 als negativ bezeichnet. 

3 (4 - 5) + 2 . (- 6) . 5 - 63 
v, = --- --- --- - = --- = -7 m/occ. 

4 + 5 9 

VI hat die gleiche Richtung wie V 2 • 

-6(5-4)+2·3.418 
Vll = - 4 -+ 5 - + 9 = + 2 rn/sec. 

VI[ hat die gleiche Richtung wie VI' 

Für ml = mz = m folgt: 

2 . m· V o 
VI = -" - V 2.m - 2' 

2m· VI 
VII = -2~-in = VI • 

Die aufeinandertreffenden Massen mI und m 2 tauschen ihre Ge
schwindigkeiten aus. m l hat nach dem Stoße die Geschwindigkeit v2 , 

m 2 die Geschwindigkeit VI' 

c) Die Geschwindigkeitsänderungen beim unvollkommen elastischen, 
geraden, zentrischen Stoß. 

Da die Körper nicht vollkommen elastisch sind, kann in Wirklich
keit nicht damit gerechnet werden, daß die Rückbildung in der zweiten 
Stoßperiode der Deformation in der ersten gleichwertig ist. Man muß 
vielmehr damit rechnen, daß ein Teil der hineingesteckten Deformations
arbeit als Deformationsarbeit in den Körpern verbleibt und nur ein Teil 
als mechanische Arbeit zurückgewonnen ~rd. Es wird, wenn man diesen 
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Teil mit k bezeichnet, nicht 2' P . t, sondern nur k . 2' P . t zurückge· 
wonnen, wobei "k" ein Zahlenwert kleiner als 1 ist. 

Unter Einsetzen von 

ml VI - m, c für ~ P . t und m 2 c - m2 c - m2 v2 für 2,' P t 

folgt aus 

k 2' P . t = m1 • c - ml • VI und k· 2' P . t = m2 • c - m 2 • VII 

k· (mI VI - m1 c) = m1 C - m l VI, k· (VI - c) = C - VI, 

VI = C - k (VI - c) = (k + 1) c - k· VI , 

k· (m2 c - m2 V2) = m2 VII - m 2 C, k· (C' - V 2) = Vn - C, 

VII = C + k (c - v2 ) = (k + 1) c - k· v2 . 

. m 1 VI + m2 V 2 • Durch Emsetzen von c = ----- ~--~~ ergIbt sich: 
m 1 +m2 

VI = J'! f n ~1~1 + m2 V 2) - - k • V 1 
m l + m2 

lc • m1 VI + ml VI + k . m 2 V 2 + m2 V2 -=-~~_m,l_~l - k· m2 VI 

m 1 + m z 

ml Vl + ms Vs + 'Ins' (V2 - VI) k 
ml+m2 

tnl Vl + msvs + ml (Vl - vs)k 
VII = . 

ml+'m2 . 
(Für lc = 0, d, i. für den unelastischen Stoß wird 

m 1 VI + m2 v2 
VI = VII = ----- ------~ . 

m 1 +m2 . 

GI. LXXXVI 

GI. LXXXVII 

Für k = 1, d. i. den vollkommen elastischen Stoß wird 

und 

d) Die Arbeitsumwandlung beim Stoß. 

Stellt man die Arbeitsbilanz für den Augenblick des Zusammen
treffens und für den Augenblick des Wiederauseinandergehens auf, so 
kann man aus dem Vergleiche der für diese beiden Augenblicke ermittel
ten Arbeitswerte den Betrag errechnen, der als Deformationsarbeit Ad 

in den Körpern geblieben ist. 2 

Im Körper K I steckt eine lebendige Kraft von Al = m l V1 vor und 
~~ 2 

AI = -2- nach dem Stoß. Im Körper K 2 sind enthalten vor dem Stoß 

m2v~ m2vir 
A~ = 2-mkg und nach dem Stoß An = -2- mkg. 

A d = (Al - AI) + (A 2 - An) ist die in Deformationsarbeit umgesetzte 
Arbeit. 
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Für den vollkommen unelastischen Stoß ergibt sich unter Benützung 
der Gleichung LXXXIII: 

A
d 

= ~ ___ Vl + m2 • v:; _mI m2 • mI • VI + 17/,2 • v 2 2 ry + ( )2 
2 2 2 mI +m2 ' 

A _ (mi VI + m2v~) (mJ + m 2)_---::(11J,1'Vl + m 2 v 2 )2 
d - .-.- ----.. -----.-----~-. . -.-

2 (m1 + m2) , 

A mI m2 V~ + m, m 2 vi - 2 m1 m2 VI V 2 d =. -.-. - .. -------.----..... - ..... . 

2 (1nt + m2 ) 

Ad = m,1m,2~:vL=- 2 v1v.!.- v~) = m1 m2 ('01 - V2)2 • GI. LXXXVIII 
2 (mI + m 2) 2 (ml + 'ln2) 

Treffen gleich große Körper mit gleich großen, aber entgegengesetz
ten Geschwindigkeiten (VI = -v2) aufeinander, so daß sie nach dem 
Zusammenstoß zum Stillstand kommen, so wird ihre Gesamtarbeit 
mvi mv~. .. -2 + --2· III DeformatlOnsarbClt umgesetzt. 

m [( -V2)2 - V2]2 '2 

A d = -·····2--·-- = mv2 • 

Für den vollkommen elastischen Stoß muß die Deformationsarbeit 
gleich Null werden. Aus den obigen Gleichungen folgt: 

Ar = ~iV; = ~l. (~-= ::):1..!22 m 2V2)2 

An = ~ivJ. = ~2 (~m2 -..-~2i2~ ~~11)!) 2 , 

( .. 1 )2 [mI [( • 2 ( 2 2 
= m

l 
+ m

2 
• ·2 ml + m2)" • Vi - m l - m 2 ) Vi 

- 4· m2 (mI - m 2)VI v2 - 4m~v~] + ~2 [ (mI + m,)2v~ 

- (m2 - ml ) v1- 4· ml (m2 = ml ) vl V z - 4· mi v~J . 

( 1 )2 1 ['.l (3 2 '2 2 3 2 2 2 ~---- •.• Vi ml + m1m2 + mi m2 - m 1 + mim, = m1m2 
m1 +m2 2 

= 4 m2 mi) + VI ·V2 (4mrm2 - 4mlm~ + 4mIm~ - 4mim~) 

+ v~(4mlm~ + mim2 + 2mlm~ + m~ - m~ + 2mlm~ - mima} ] . 
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Da die Klammel'allsclrücke gleich Null sind, folgt, 'wie schon oben 
erklärt 

Ar/ = Null. 

Für den unvollkol1l1ll8tl C'lastischen Stoß folgt: 

ml~i. = rn1 (rn1vt + rn2v2 + m 2 (v2 -='y12!\2 
2 2. m 1 +m2 ) , 

m, vi 
2 

= rnz (rnI V 1 + rn 2v 2_+ m1 (V 1 _. v2) k)2 A
2 

= m 2 v~ 
2 m I + m 2 ' 2 

1 IItl Tn2 
A" = " {/'1 - 02)2 (1 - k2). GI. LXXXIX 

,. 111,1 + Jn2 

Bei der Anwendung des Stoßes zu J<~ormänderungsarbeiten (Schmie· 
den), muß man bestrebt sein, den Wett A d möglichst groß zu erhalten, 
Bei Dampfhämmern ist die Geschwindigkeit v in gewissen Grenzen vari
abel, die Größe des Schlagkörpers ist durch clas Gewicht des Bärs usw, 
festgelegt. Um die Deformationsarbeit auf einen möglichst hohen Wert 
zu bringen, wird man bestrebt sein, die ruhende Masse des geschlagenen 
Körpers möglichst groß zu halten. Es steigt cler Wert von A d mit steigen
dem m2 • 

Durch Kürzung mit rn2 geht die Gleichung LXXXIX über in 

1 rn1 A d = (VI = v2)2(1 = k2) . 
:2 rn 

l~ + 1 
'm2 

m2 komlnt nur im Nenner vor. Eine Vergrößerung von m 2 verkleinert 
den Nenner und erhöht damit den vVert von Ad . 

Aus dieser Gleichung leitet sich das Bestreben, die Chabotte eines 
Dampfhammers möglichst groß zu machen ab. Die Cha bottenmasse 
bildet mit der Masse des zu bearbeitenden Stückes zusammen den 
Wert m2 • 

Beispiel 121. Ein Dampfhammer vom Bärgewicht G = 4000 kg kann mit 
den Schlaggeschwindigkeiten zwischen 2,5 rn/sec und 4,5m/sec arbeiten. Das 
Gesamtgewicht des Arbeitsstücks samt Chabotte usw. beträgt 50000 kg. Welche 
Formänderungsarbeit verrichtet der Bär bei einem k = 5/9? Welchen Wirkungs
grad hat der Hammer? 

A,= J __ m 1 m 2 __ (v -v.)2(1-P) 
( 2 m1 + m 2 1 2 ' 

m = .0.1.. = 400 m 2 = ~ = 5000 VI = 2,5 l1lj",ec (4,5 mjsec) v2 = 0 k = ~ .. 
g g v 

Ad =~- '4~J~ 7ö~ö .2,53 • (1 = :~_) = 200000g " ;~~~ . 0,692. 

= 800 rnkg (2600 mkg), 

800 
I} = = 6!,2 %. 

400.2,52 

2 
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Bei einer Anwenclung des Stoßes zum Eintreiben eines Körpers 
(Einschlagen eines Nagels) ist die vom schlagenden Körper dem ruhenden 
Körper zugeführte Arbeit die Nutz-
arbeit. Es wird der Nagel um so 
tiefer in die Wand eindringen, bzw. 
mn so mehr Arbeit für das Eindringen 
zurVerfügunghaben, einen je größeren 

2 

\\Tert von !'1'ZV11 ihm durch die auf-
2 

treffende Masse m1 gegeben wird. 
Nimmt man einen völlig un

elastischen Stoß mit vz=O an (vn=c) , 

so erreicht c = m j VI bei ge
mI +m2 

, , , 

I 
I 

Fig. 229. Schiefer SLoß. 

tXz 

gebenem 'Verte m2 und VI' dann den Höchstwert, wenn 1n1 einen 
Höchstwert hat. 

d) Der schiefe zentrische Stoß. 
Treffen zwei Massen so aufeinander, daß ihre Geschwindigkeiten 

im Augenblicke des Aufeinandertreffens nicht in die Richtung senkrecht 
zur Anfschlagfläche fallen, so nennt man den Stoß einen schiefen Stoß 
(Fig.229). 

Man behandelt densei ben wie einen geraden Stoß, indem man an Stell e 
der Geschwindigkeiten VI und v2 die Komponenten VI sin <Xl und v2 sin <X 2 

einsetzt. Aus ihnen gewinnt man die Endgeschwindigkeiten VI und V n 
nach den Gleichungen LXXXIV bis LXXXVII. Durch Zusammen
setzung von VJ und VII mit VI cos <Xl und V 2 cos <X 2 gewinnt man die end
gültigen Endgeschwindigkeiten T'r undv;I' 
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