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Vorwort.

Das vorliegende Buch ist aufgebaut auf den Vortrigen, die ich
in Mechanik an einer staatlichen hoheren Maschinenbauschule gehalten
habe. Sie geben in erweiterter Form dasjenige, was ich meinen Horern
diktiert habe.

Der Umstand, dafi das Diktieren viel Zeit kostet und daf} es iber-
haupt nicht méglich ist, im Diktat auch nur anndhernd so viel zu geben,
daB ein Schiiler, der einen Teil hat versiumen miissen, die Moglichkeit
des selbstdndigen Nachholens in diesem Diktat finde, hat mich ver-
anlaft, das Buch herauszugeben. Ich habeim Laufe der letzten 15 Jahre
wiederholt Kollegen aufgefordert, an die Herausgabe ihrer Ausarbei-
tungen zu gehen. Ich habe einen Krfolg damit nicht erzielt. So habe
ich mich selbst entschlossen, dieses Buch herauszugeben.

Es bedarf nicht der besonderen Betonung, dal} sich das Buch auf
fremde Arbeit stutzt. Tm Laufe der Jahre habe ich alle mir vorkom-
menden Verdtfentlichungen, welche das engbegrenzte Gebiet eines Lehr-
buchs der Mechanik behandeln, durchgesehen, um fiir Aufbau des
Ganzen und den Ausbau im Einzelnen Anregungen zu gewinnen. Ich
will auch nicht unerwiihnt lassen, daB} sich das Ganze in weitgehendem
Grade an das anschliefit, was in der Hagener Schule, in die ich vor nun-
mehr 18 Jahren eintrat, damals von simtlichen Kollegen gelehrt wurde.
DaBl ich bei dieser Anordnung geblieben bin, ist nicht darauf zuriick-
zufithren, daf ich die andere Anordnungsart — Nachstellen der be-
schleunigten Bewegung und Behandlung der Gesetze von der Trig-
heit der Masse im Kapitel Dynamik — nicht kenne oder fir falsch
halte. Ich verhehle mir nicht die Vorziige, welche dieser andere Auf-
bau hat. Trotzdem habe ich an der alten Anordnung festgehalten.

Ich glaube das Buch so aufgebaut zu haben, daB es sehr wohl
auch dann zur Begleitung des Unterrichts dienen kann, wenn der
Lehrer den anderen Weg geht. Es stehen die Teile, um.deren gegen-
seitige Lage der Streit geht, in ihrer inneren Behandlung so selbsténdig
da, daf} sich aus einer Abweichung der Stoffolge Schwierigkeiten kaum
ergeben werden.

Nicht unerwihnt soll dabei bleiben, dall es ungefahrlich ist, im
Unterricht Spriinge zu machen. Es ist aus pddagogischen Griinden
oft sogar erwiinscht, einzelne Teilstiicke zunichst zuriickzustellen und
sie dann nachzutragen. Diese Behandlungsweise ist aber fiir ein Buch
nicht angingig. Mit aus diesem Grunde wird man bei der Behandlung
der Mechanik in Biichern vorwiegend die vorliegende Anordnung finden
und nicht die Voranstellung der Kraftlehre.



v Vorwort.

Das Bueh umfal3t in knapper Form das, was man von dem Ab-
solventen einer staatlich hoheren Maschinenbauschule verlangen muB.
Dieses Pensum weicht nicht wesentlich von dem ab, was ein Hochschul-
absolvent beherrschen mufl. In der aus langer Lehrerfahrung gewon-
nenen GewiBheit, dall der Anfinger sich in die Mechanik einfithlen
mull, und dafl dieses Einfilhlen dem Hochschiiler viel leichter fillt,
wenn er zundchst ohne die Benutzung der doch nicht spielend be-
herrschten hoheren Mathematik an die Mechanikprobleme herantritt,
halte ich das Buch zugleich geeignet fiir den Hochschiiler, d. h. fur
den anfangenden Hochschiiler. Es soll dabei nicht vergessen werden,
dafl die iiberwiegende Zahl aller Maschineningenieure einige 909, ihrer
Mechanikaufgaben an Hand des im vorliegenden Buche Gebotenen
wird losen kénnen.

Die von mir entworfenen Figuren fiihrten im Auftrage des Verlegers
die Herren Miicke und Piontek, Hérer der hiesigen Schule, aus.
Thnen sage ich an dieser Stelle nochmals meinen Dank.

Die Korrektur las in liebenswiirdigster Bereitwilligkeit mein hiesiger
Kollege Dipl.-Ing. I.. Brunn. Dem ihm ausgesprochenen Dank gebe
ich hier erneut Ausdruck.

Dr.-Ing. Laudien

Professor der Staatlichen hoéheren Maschinenschule in Breslau.
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Einleitung.

Die Mechanik ist

die Lehre von den Kraften,
die Lehre von der Wirkung der Krafte auf die Korper.

Die Wirkung der Krafte kann sich in zweierlei Weise auBern:

erstens in einer Bewegungsinderung der Xorper;
zweitens in einer Formanderung der Kérper.

Den ersten Teil — die Lehre von den Kriften, soweit sie eine Be-
wegungsinderung der Korper, d. h. die Lage der Korper im
Raume betreffen — behandeln die beiden Kapitel

Statik und Dynamik.

Man schlieft diese beiden Kapitel allgemein unter dem nun enger
gefallten Begriffe ,,Mechanik’ zusammen. Den Trennungsstrich
zwischen ihnen zieht man in folgender Weise:

Handelt es sich um eine Bewegungsinderung gleich Null,
so gehort die Aufgabe in das Gebiet der Statik. (Man bezeichnet die
Statik auch als Lehre vom Gleichgewicht der Korper.)

Handelt essichum eine Bewegungsanderung,die nicht gleich
Null ist, so fallt die Aufgabe in das Gebiet der Dynamik (siehe S. 140).

Fig. 1 kennzeichnet eine Statikaufgabe. Es soll die Stiitzkraft X
$0 bestimmt werden, dafl der Balken B unter der Last @ keine Be-
wegungsinderung erfahrt. — Mit anderen Worten: Der Balken soll in
der gezeichneten Lage liegen bleiben.

Fig.2 und 3 kennzeichnen Dymnamikaufgaben. Es soll (Fig. 2)
die Kraft X bestimmt werden, die das Geschol B aus der Ruhelage
auf eine bestimmte Geschwindigkeit bringt. — Es soll (Fig. 3) die Be-
wegungsanderung bestimmt werden, welche der Korper D erfihrt, wenn
die ihn stiitzende Unterlage U fortgezogen wird.

Den zweiten Teil der Mechanik -— die Lehre von den XKraften,
sowelt sie eine Forminderung der Korper, d. h. die Lage der ein-
zelnen Korperteilchen zueinander betreffen, —— behandelt
das Kapitel

Elastizitits- und Festigkeitslehre.

Fig. 4 kennzeichnet in dieses Gebiet fallende Aufgaben. Es sollen
die Abmessungen z und y des Balkens B so bestimmt werden, da8 er
unter der Last Q nicht zerbricht. Es soll die Durchbiegung bestimmt wer-
den, die der Balken B durch die Wirkung der Last @ erfihrt.

Laudien, Mechanik. 1



2 Einleitung.

Den Zusammenhang zwischen den beiden Teilen Mechanik und
Elastizitits- und Festigkeitslehre kennzeichnet folgendes Bei-
spiel: Bevor man an die Berechnung eines Korpers nach der Festig-
keitslehre gehen kann, mull man die auf ihn wirkenden Krifte nach
der Mechanik bestimmt haben. Es muf3 (Fig. 1) zunachst die Grofie
der Stitzkraft X ermittelt werden, ehe (Fig.4) die Abmessungen x
und y des Balkens B berechnet werden kénnen.

Frither unterteilte man die Mechanik nach den physikalischen

Figenschaften der Korper, indem man folgende Unterkapitel schuf:
Statik der festen, der fliissigen und der gasférmigen Korper

"Dynamik der festen, der fliissigen und der gasformigen Korper.

Fig. 3. Fig. 4.

Heute gibt man der physikalischen Eigenschaft das Ubergewicht
und teilt zunichst nach ihr das ganze Gebiet ein, um dann nach Statik
und Dynamik zu trennen. Damit ergibt sich folgende Einteilung:

1. Mechanik: Statik und Dynamik der festen Kérper;

2. Hydraulik:Statik und Dynamik der flissigen Korper;

3. Mechanik der gasférmigen Korper.

Dem letztgenannten Kapitel gibt man der einschneidenden Bedeu-
tung der Wirmewirkung wegen die Bezeichnung Warmemechanik.

Daraus ergibt sich die Gesamteinteilung:

I. 1. Mechanik. 2. Hydraulik. 3. Warmemechanik.

II. Elastizitits- und Festigkeitslehre.

Der Mechanik, der Lehre von den auf Bewegungsinderung
hinwirkenden Kraften, miissen zwei einleitende Kapitel voran-
gestellt werden :

1. Ein Kapitel iiber Bewegungslehre.

2. Ein Kapitel iiber die physikalischen Grundgesetze der Kraft-
wirkungen.



A. Bewegungslehre.

Die Bewegungslehre behandelt die Beziehungen zwischen den
GroBlen Weg und Zeit und den auf diesen zwei Grofen aufgebauten
Werten Geschwindigkeit und Beschleunigung.

1. Gleichformige Bewegung.

Man nennt die Bewegung eines Korpers eine gleichférmige
Bewegung, wenn der Kérper in gleichen Zeiten gleiche Weg-
strecken zuriicklegt.

Bei gleichformiger Bewegung kommt ein Kérper in der zweiten
Zeiteinheit um die gleiche Wegstrecke voran wie in der ersten — in
der dritten Zeiteinheit um wieder die gleiche Wegstrecke wie in der
zweiten usw. Bezeichnet man die Anzahl der Zeiteinheiten mit ¢,
den Gesamtweg mit s und den in jeder Zeiteinheit zuriickgelegten
Weg mit v, so folgt: s = v - ¢;

s = Weg (spatium),
v = der in der Zeiteinheit zuriickgelegte Weg (velocitas),
t = Anzahl der Zeiteinheiten (tempus).

Die in der Zeiteinheit zuriickgelegte Wegstrecke be-
zeichnet man als Geschwindigkeit. Mit dieser Bezeichnung lautet
die obige Gleichung in Worten:

Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit.

Aus der Gleichung: s = v -t folgt v = i

Nach den in dem Einzelfalle fir Weg und Zeit gewahlten Mal-
einheiten bestimmt sich die MaBeinheit der Geschwindigkeit. MiBt
man den Weg in ,Meter” und die Zeit in ,,Sekunden®, so ist das
MaB der Geschwindigkeit ,,Meter in der Sekunde’ oder ,,Meter
pro Sekunde®. Setzt man den Weg in ,Kilometer und die Zeit
in ,,Stunden‘ ein, so wird das MaB fiir die Geschwindigkeit ,,Kilometer
in der Stunde”.. In anderen Fallen wird man nach Millimetern und
Minuten, Kilometern und Sekunden, Meilen und Stunden messen, und
damit die GeschwindigkeitsmaBe , Millimeter in der Minute®, ,,Kilo-
meter in der Sekunde®, ,,Meilen in der Stunde‘‘ erhalten usw.

Man schreibt diese Bezeichnungen :

m/sec == Meter in der Sekunde;
km/st = Kilometer in der Stunde.

sS=v-t Gl 1
1*



4 Bewegungslehre.

Bei einer Messung des Weges in Metern und der Zeit in Sekunden ist
s = Meter, ¢ = Sekunden, » = m/sec .

Neben den obigen Bezeichnungen findet man die Ausdriicke
,,Sekundenmeter, Stundenkilometer. Dieselben kennzeichnen die
gleichen Werte, wie Meter in der Sekunde, Kilometer in der Stunde,
obschon sie scheinbar Meter mal Sekunden, Kilometer mal Stunden
bedeuten.

a) Gradlinigze Bewegung.

Beispiel 1. Welchen Weg legt ein Zug in 1 Stunde zuriick, wenn er sich in
gleichférmiger Bewegung mit einer Geschwindigkeit von 4 m in der Sekunde bewegt ?

t = 1 Stunde = 3600 Sekunden v=4m in der Sekunde = 4 m/sec .

Nach Gleichung I
s=v.-t=4.3600=14400 m = 14,4 Kilometer.
Beispiel 2. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich ein Korper, wenn er
bei gleichformiger Bewegung in 10 Minuten den Weg von 120 Meter zuriicklegt ?
t = 10 Minuten = 600 Sekunden s = 120 Meter.

E 12
s=w-1 v = ; = —(% = 0,2 mfsec = 0,2 Meter in der Sekunde.

b) Kreisende Bewegung.

Zur Kennzeichnung einer kreisenden Bewegung benutzt man den
Begriff ,,Umdrehungszahl-— Anzahl der in 1 Minute gemach-
ten Umdrehungen. Man bezeichnet die Umdrehungszahl (Touren-
zahl) mit dem Buchstaben z.

Bei n Umdrehungen in der Minute durchliuft ein Kérper n-mal
den Weg einer Umdrehung. Bei einer Bahn vom Durchmesser D
betrigt der Weg einer Umdrehung D - 7. Der Weg in » Umdrehungen,
d. h. der Weg in einer Minute ist D.n-n. Die Zeiteinheit 1 Minute
in 60 Sekunden verwandelt, ergibt fiir die Umfangsgeschwindigkeit

s D-m-n

V== m/sec

D.-w-n

’l}=—'—60_.

v = Umfangsgeschwindigkeit in m/sec,
D = Durchmesser der Bahn in Metern,
n = Umdrehungszahl in der Minute.

GLII

Beispiel 3. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat eine Scheibe von 4 m
Durchmesser bei 240 Umdrehungen in der Minute ?
Nach Gleichung IT

_Dirr"n_‘ 4.7-240
60 60 a
Beispiel 4. Mit welchem Durchmesser ist eine Riemenscheibe auszufithren.

wenn sie eine Riemengeschwindigkeit (Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe) von
25 mfsec bei » = 180 Umdrehungen pro Minute ergeben soll?

v 50,26 m/sec.



Gleichtérmige Bewegung. H

Nach Gleichung 1T

D-7-n ) v - 60 25 - 60
v 60 D= = 2180
Aus dem Werte n ,,Umdrehungszahl in der Minute*, welcher
angibt, wie oft pro Minute jeder Punkt der sich drehenden Scheibe einen
Winkelweg von 360° zuriicklegt, wird der Begriff der Winkelgeschwindig-
keit abgeleitet. Man bezeichnet als Winkelgeschwindigkeit — gemessen

in Bogenmall — die Umfangsgeschwindigkeit am Radius ”1”.
In jeder Minute legt ein Punkt den Weg 2. ;- n zuriick; seine
Geschwindigkeit, bezogen auf Sekunden als Zeiteinheiten, betrigt danach

= 2,656 m .

2.7 -
- —g)—n. Man gibt der Winkelgeschwindigkeit den Buchstaben .
2-m-mn
= —
' 60
aT-n -
=", 1. T11
w 30 GL I
w = Winkelgeschwindigkeit 1/sec. (Gesprochen: Kins durch Se-
kunde.)

n = Umdrehungszahl in der Minute.
Die Winkelgeschwindigkeit hat das MaB 1/sec. Der Zihler des
Bruches 3()” ist eine Zahl, da der Durchmesser ”2” nicht ”2 Meter”

bedeutet, sondern nur die “Zahl 2”; der Nenner 30 ist aus dem Werte
60 Sekunden entstanden. Der Nenner ist als 0 in Sekunden gemessen.

Beispiel 5. Welche Winkelgeschwindigkeit hat eine Scheibe bei 300 Umdre-
hungen in der Minute ?

Nach Gleichung ITI
a-n  a- 300
o e e e = 10 e T = /sec .
™ 50 30 10-7=31,4 1/sec
‘Die Winkelgeschwindigkeit « und die Umfangsgeschwindigkeit v
sind durch die Gleichung verbunden :

V=w- 7. GlL IV

v = Umfangsgeschwindigkeit m/sec;
r = Radius der Kreishahn m;
w = Winkelgeschwindigkeit 1/sec.

Die Winkelgeschwindigkeit, d. i. die Geschwindigkeit am Radius 1
verwandelt sich in die Umfangsgeschwindigkeit, wenn man fir die Zahl 1
den Radius # Meter einsetzt.

Beispiel 6. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat ein 2 m vom Mittelpunk®t
entfernt liegender Scheibenpunkt, wenn die Scheibe mit der Winkelgeschwindigkeit
@ = 30 umlduft?

Nach Gleichung IV
vr=w-r=30.2= 60 m/sec.



6 Bewegungslehre.

¢) Graphische Darstellung der GriBen: Zeit, Weg, Geschwindigkeit.

Die drei GroBen — Zeit, Weg, Geschwindigkeit — lassen sich

- graphisch in drei Kombinationen darstellen. Erstens in einem Zeit-

Weg-Diagramm, zweitens in einem Zeit-Geschwindigkeit-

Diagramm, drittens und in einem Weg-Geschwindigkeit-Dia-
gramm.

Fig. 5 zeigt das Zeit-Weg-Diagramm eines mit gleichférmiger
Geschwindigkeit bewegten Korpers. Als Ordinaten sind die Zeiten,
als Abszissen die Wege aufgetragen. Es legt der Korper in der ersten
Zeitspanne ¢; die Wegstrecke s, zuriick. Die Auftragung von ¢, und s,

gibt den Punkt 1. Er legt
darauf in der zweiten,
gleichlangen Zeitspannet,
den gleichlangen Weg s,
zuriick. Diese Auftragung
gibt den Punkt 2. Durch
V weitere Auftragung fir
eine dritte Zeitspanne i,
und den dazugehérenden
Weg s, erhialt man den
Punkt 3 und so . fort.
Der Bewegungsvorgang

Weg . ;
7 wird durch die Grade
Fig. 5. Zeit-Weg-Diagramm fiir gleichférmige Bewegungen.- 0—1-—2_ .34
dargestellt.
Die dritte Grofe, die Geschwindigkeit » des Bewegungsvorganges
0—1—2...istin diesem Diagramm durch den Tangens des Neigungs-

winkels o der Linie 0 — 1 —2—3 ... gegen die Ordinatenachse dar-
gestellt,

v = sft
s dargestellt durch die Abszissen, ¢ durch die Ordinaten ergibt
v = 8t = 04 _ tgo
T T g TR

Die Linie 0 — I — II —III verbildlicht eine gleichformige Be-
wegung mit groflerer Geschwindigkeit. Es werden bei dieser Bewegung
die Wegstrecken s, s, s, in den kiirzeren Zeiten t, t;; t;; zuriick-
gelegt. tgp ist grofer als tga.

In der Praxis findet das Zeit-Weg-Diagramm Verwendung zur
graphischen Auftragung von Fahrplinen. Fig. 6 kennzeichnet einen
solchen technischen Eisenbahnfahrplan. Die Zeit wird hierbei von oben
nach unten gemessen und unter Angabe der Tagesstunden aufgetragen.
Auf der Abszissenachse werden die Wegstrecken als die Linge von Station
zu Station gekennzeichnet. Die Stationen sind mit 4 B C . .. benannt.

Der Linienzug 1 bis 13 stellt die Bewegung eines von 4 nach ¢
fahrenden Zuges dar. Der Zug geht um 4" 35" in A4 ab, er erreicht die
Station B um 4"44’. Dort hilt er bis 4"45”, um dann nach C weiter-
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zufahren, wo er um 4" 56" eintrifft. Der Aufenthalt auf der Station B
ist durch die kurze vertikale Strecke 2-— 3 gekennzeichnet. Die Ge-
schwindigkeit des Zuges ist withrend dieser Zeit (4" 447 bis 4" 45’) gleich
Null. Da der Tangens des Neigungswinkels die Geschwindigkeit dar-
stellt, ergibt sich diese Vertikalstrecke im Linienzuge (v = tg & = Null;
o = Null). Deren Verlauf erklart sich im {ibrigen auch dadurch, dafB
wahrend einer gewissen Zeit 5

kein Wegzuriickgelegt wird, — %-
d. h. einem Fortschreiten
in der Richtung des Zeit-
verlaufs (vertikal) kein
Fortschritt in Richtung des
Wegverlaufs  (horizontal)
zufillt. Die Geschwindig-
keiten auf den einzelnen
Streckenstiicken sind ver-
schieden groff. Es fihrt der
Zug auf der Strecke B—C
langsamer als auf der
Strecke C—D . tgp ist
kleiner als tg .

Fiar die Beniitzung
eines solchen Kisenbahn-
fahrplans darf die Rich-
tung der Bewegung nicht
unberiicksichtigt bleiben.
Es ist bei den vorstehen-
denGleichungenstillschwei-
gend angenommen, dal3
nurdieLinge desWeges
in den Gleichungen in Er- (hiE 8. Zeit W Diagramm,
schelnu.ng tritt, Be_l Auf- Zeit von obeicnalcslf Snteli gemessen. I:Fig. 5 zeigt die
gaben, in denen nur eine Be- umgekehrte MeBrichtung.)
wegungsrichtung verfolgt
wird, fallt die Richtung nicht in Betracht. In allen Fallen, in denen es sich
um ein Hin- und Hergehen handelt, muB sowoh! fiir den Weg, als auch
fiir die Geschwindigkeit ein Unterschied zwischen den beiden Richtungen
gemacht werden. Man trennt die Richtungen durch das Vorzeichen.
Die eine Richtung wird durch 4-, die andere durch — gekennzeichnet.

Mit dem Minuszeichen wird man die Wege einzusetzen haben,
welche der von ¢ nach D fahrende Zug, dessen Bewegung die geknickte
Linie I—VIII darstellt, durchmif3t. Mit dem Minuszeichen wird man
zugleich auch die Geschwindigkeit einzusetzen haben, mit welcher dieser
Zug fahrt. Dieses Minuszeichen fiir die Geschwindigkeit ist zugleich
durch die Gleichung v = tgy, fixiert. Da y grofler ist als 90°, ist tgy
negativ. Im ibrigen kommt es fiir die Anwendung der Gleichung
s = v+ 1 nicht in Betracht, ob v und s beide das negative Vorzeichen
haben oder das positive. Die Zeit ¢ wird in jedem Falle eine positive GroBe.
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Ein Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm zeigt Fig. 7. Die
Zeiten sind als Abszissen aufgetragen, die Geschwindigkeiten als Ordi-
naten.

Die gleichformige Bewegung wird durch eine zur Abszissenachse
parallel laufende Grade dargestellt. Es bleibt die Geschwindigkeit v
unveréndert.

Die dritte GroBe, der Weg, ist durch den Flacheninhalt des zwischen
der Parallelen und der Abszissenachse liegenden Rechtecks dargestellt.
Der Fliacheninhalt ist geometrisch bestimmt durch die Gleichung:

Flache gleich Grundlinie
B z b mal Hohe. Die Grund-
linie stellt die Zeit ¢
A £ dar, die Hohe die Ge-
f - | schwindigkeit . Das Pro-
dukt v - ¢ ist nach Glei-
- Wec _ | chung I gleich s.
P L A) Den MafBstab fiir den
' - 1 Weg gibt folgende Uber-
legung: Ein Quadrat-
! millimeter Flache ist das
1C Produktaus 1 Millimeter
SR P TR I P e B Hohe mal 1 Millimeter
R B b Breite. Bedeutet 1 Milli-

Zeit . 1
Tig. 7. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fiir eine gleichférmige meterHo'hejz.B. /3m/§ec
Bewegung. und 1 Millimeter Breite
z.B.2sec, sostellt deraus
dieser Multiplikation (1 Millimeter Hohe mal 1 Millimeter Breite) hervor-
gehende Quadratmillimeter 1/;-2 =2/, m Wegdar. 1/, m/sec- 2sec = 2/, m.

—

¢ Flacheriiphalt

.%-w,{rmfgfi'eflf
U

”
G

Ges

o

Beispiel 7. Welchen Weg stellt ein Geschwindigkeitsdiagramm fir v = 3,0
m/sec und ¢ = 104 sec nach Fig. 7 dar?

MaBstab fir die Geschwindigkeit: 1m pro Sekunde = 10 mm
MaBstab fir die Zeit: 1 Sekunde = 1/, mm.

Die Hohe des Rechtecks betrdgt 30 mm (3,0 m/sec - 10 mm). Die Grundlinie des
Rechtecks hat die Linge von 52 mm (104 sec + 1/, mm). Der Flicheninhalt des
Rechtecks betrigt damit 30 - 52 = 1560 gmm.

1 mm Hohe bedeutet 0,1 m/sec. 1 mm Breite bedeutet 2 sec. 1 gmm Fliche
bedeutet 0,1 -2 = 0,2 m Weg. Danach betrigt der Weg 1560 -0,2 = 312 m .

(3= wv-t=104-3 = 312m) .

Das Geschwindigkeit-Weg- Diagramm unterscheidet sich bei
der gleichférmigen Bewegung zeichnerisch nicht vom Geschwindigkeit-
Zeit- Diagramm. Bei einer Auftragung der Geschwindigkeit auf der
Ordinatenachse und einer Auftragung der Wege in Richtung.der Abszis-
senachse ist die Bewegung als Parallele zur Abszissenachse dargestellt.

Die dritte GroBe, die Zeit, wird gleichfalls durch die Abszissen
gegeben. Es nimmt ¢ proportional s zu, da ¢ = s/v ist, und v konstant
bleibt. Es stellen die Abszissen sowohl die Wege als auch die Zeiten
dar. Der MaBstab fiir die Zeitdarstellung berechnet sich aus dem MaB-
stab fir den Weg und aus der Geschwindigkeit. Ist z. B. die Geschwin-
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digkeit der Bewegung 2 m/sec und hat man den WegmaBstab mit 12 mm
gleich 1 m Weg aufgetragen, so bedeuten die 12 mm zugleich die Zeit
von !/, Sekunden. Denn bei » = 2 m/sec wird zu dem (durch 12 mm
dargestellten) 1 m Weg die Zeit von 1/, sec bendtigt. Der ZeitmaBstah
ist also 24 mm gleich 1 Sekunde.

2. Ungleichformige Bewegung.

Alsungleichférmige Bewegung bezeichnet man eine Bewegung,
bei welcher in gleichen Zeiten ungleiche Wegstrecken zuriick-
gelegt werden.

Bei ungleichformiger Bewegung kommt ein Koérper in der zweiten
Zeiteinheit um eine andere Wegstrecke voran als in der ersten usw.
Er bewege sich mit veranderter
Geschwindigkeit.

Die Geschwindigkeit v, der
QuotientausWegstreckedurch Zeit-
einheit, ist nicht konstant, da zu
den gleichen Zeiteinheiten (gleiche
Nenner des Quotienten) ungleiche
Wegstrecken (ungleiche Zihler des
Quotienten) gehoren. Es gibt die
Gleichung » = s/t fiir die verschie-
denen Zeitpunkte verschieden iy i 1
hohe Werte ». Dabei mufl man die ~i
Zeiteinheit itberhaupt auflerordent- - s -
lich klein annehmen, um zu einer Zert
richtigen Beurteilung derGeschwin-  gig 3. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fir
digkeit, die in dauerndem Wechsel cine ungleichfrmige Bewegung.
begriffen ist, zu kommen. Man ist
gezwungen, sich den in einem verschwindend kurzen Zeitteilchen be-
stehenden Zustand auf eine lingere Zeit — z. B. eine ganze Sekunde —
erstreckend zu denken, um die alten MaBe m/sec usw. anwenden zu
konnen. In Wirklichkeit wird innerhalb einer jeden Sekunde die Ge-
schwindigkeit verschieden hohe Werte haben. r

Fig. 8 gibt die Darstellung einer ungleichfsrmigen Bewegung im
Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. Nach Ablauf der Zeitlinge t,
betriagt die Geschwindigkeit fiir ein unendlich kleines Zeitteilchen v, .
Nach ¢, hat sie die GroBe v, angenommen, nach t; die Grofe v, usw.

Bei der gleichformigen Bewegung stellt eine Parallele zur Abszissen-
achse die Geschwindigkeit dar (siehe Geschwindigkeitskurve der Fig. 7).
Die Darstellung der ungleichférmigen Bewegung zeigt ein Abweichen
von der parallelen Lage in dem Punkte 4 um den Winkel « , im Punkte B
um den Winkel . Der Tangens dieser Abweichungswinkel
tg , tg f usw. charakterisiert die Geschwindigkeitsinderungen
in den einzelnen Punkten.

Legt man (Fig. 9) zur Bestimmung des tgo in A die Tangente an die
Geschwindigkeitskurve, so bestimmt sich der Tangens als der Quotient

Geschwindigkerf




10 Bewegungsichre.

(v, —v,) durch (¢, —¢,) . Der Zihler dieses Bruches — die Differenz
der Geschwindigkeiten — hat den Wert m/sec . Der Neuner — die Diffe-
renz der Zeitlingen — hat den Wert sec. Die Anderung der Geschwin-
digkeit (v, — v,), bezogen auf Zeitdauer withrend ihres Verlaufs (t, — ¢,),
bezeichnet man als Beschleunigung. Der Wert der Beschleunigung ist
gleichtg x = m/fsec: sec = m/sec? (spr. Meter durch Sekundenquadrat).
Betriigt z. B. in Fig. 9 die Differenz zwischen », und »; 27 mm, so
bedeutet diese Differenz in dem gewithlten GeschwindigkeitsmaBstab
von 36mm = Im/sec 3/,mfsec. Ist der zeitliche Abstand von 1 nach 2
- 23,5 mm im gewihlten Zeit-
mafstab 2,5 mm = 1 sec, also
9 sec, so betrigt die Be-
schleunigung im Augenblicke
3/ 4 1 2

g = g M@ /sec? .

Es herrscht in einem Augen-
blicke nach Ablauf von
t, sec die Geschwindigkeit
v, = 0,85 m/sec und die Be-

Geschwindligkeit

’__ I6mm="1"/se

schleunigung p = 112 m/sec?.

REAEA s a) Gleichformig beschleunigte
ba Zeoib a6/ Bewe.gung.
2.5 mim=175ek Ist die Anderung der
¥ig. 9. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fiir eine un- Geschvvindigkeit in der Zeit-
gleichférmige Bewegung. . . . -

einheit, die Beschleuni-

gung, kounstant, so nennt man die Bewegung eine gleichférmig

beschleunigte Bewegung. Es andert sich die Geschwindigkeit in
gleichen Zeiten um die gleichen GréBen. ‘

«) Gradlinige Bewegung.

Man bezeichnet die Beschleunigung mit dem Buchstaben p.
Bei konstanter Beschleunigung andert sich die Geschwindigkeit in
jeder Sekunde um den gleichen Betrag p . Betrigt die Geschwindigkeit
zu Beginn des Vorganges v, (Anfangsgeschwindigkeit) und bezeichnet
man mit v; die nach 5 Sekunden erreichte Geschwindigkeit, so gilt

Vg =10+ 5 p.
In allgemeiner Formel gilt:
v=v9+p-t Gl V
v, = Anfangsgeschwindigkeit m/sec;
v = Endgeschwindigkeit nach Ablauf von ¢ Sekunden m/sec;
t = Anzahl der Sekunden sec;

p = Beschleunigung (Zunahme der Geschwindigkeit in der Sekunde),
m/sec2.
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Beispiel8. Welche Geschwindigkeit erreicht ein Korper nach 10 Sekunden,
wenn die Anfangsgeschwindigkeit 5m/sec betrigt und die Beschleunigung
p =3 m/sec? ist?

v=0v,+p-1 vy = 5 m/sec t = 10 sec P = 3 m/sec?

v =5+ 3.10 = 35 m/sec.

Handelt es sich nicht um ein GroBerwerden der Geschwindigkeit,
sondern um ein Kleinerwerden derselben, so hat der Wert p das
Minuszeichen. Es lautet die Gleichung V unveréindert v —= vy + p - t.
Nur ist in diese Gleichung der
Wert p mit dem negativen Vor-
zeichen einzusetzen. Man nennt p
dann Verzogerung.

Beispiel 9. Welche Endge-
schwindigkeit erreicht ein Koérper in

6 Sekunden, wenn er von der An- B
fangsgeschwindigkeit v, = 28 m/sec =,
ausgehend eine Verzigerung von ¥
p = —3 m/sec? erfihrt ? &N
vy = 28 m/sec f‘t
p = —3 m/sec? él
t = 6sec 7]
V=054 p-t=284+(—3)-6 = 1
28 — 18 = 10 m/sec . RPN [
Beispiel 10. Welche Beschleu- la - Zr - 3 t -
nigung hat ein Korper erfahren, wenn ! Zelt

er in 6 Sekunden von der Geschwin- Fig. 10. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fiir eine

digkeit — 120 m/sec auf 180 m/sec gleichformig beschleunigte Bewegung.
kommt ?
v = 180 m/sec vy = 120 m/sec t == 6 sec
v="1,+p-t 180 =120 +p.6
60 =6p

p =10 m/sec?.

Beispiel 11. Welche Beschleunigung liegt bei einem Korper vor, der in

6 Sekunden von der Geschwindigkeit — 180 m/sec auf 120 m/sec kommt ?
v = 120 m/sec v, = 180 m/zec t = 6 sec.
v=v,+p-t 120 =180+ p-¢

— 60 =6p
Pp = — 10 m/sec2.

Es handelt sich nicht um eine Beschleunigung, sondern um eine Verzogerung,
denn p ist negativ.

Fig. 10 gibt fiir die gleichformig beschleunigte Bewegung den Ver-
lauf der Geschwindigkeit nach der Zeit aufgetragen : die Geschwindig-
keiten -Ordinaten; die Zeiten -Abszissen. Es nimmt die Geschwindigkeit
in der ersten Sekunde um den Betrag 1 - p zu. Sie nimms$ in der zweiten
Sekunde um wiederum 1-p zu und, ganz allgemein gefalt, in ¢Sekunden
um die Gréfie t-p. Es ist

vy =7+ 1:p Vo= +1:p v=1vy+ p-t.
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Der Geschwindigkeitsverlauf ergibt eine Grade. Die Neigung der-
sethen, ihre Abweichung von der Horizontalrichtung, ist
‘-
tga = PR P
t

Die Gleichung fiir den Weg, der bei einer gleichférmigen beschleunig-
ten Bewegung zuriickgelegt wird, leitet man an Hand des Geschwindig-
keit-Zeit-Diagramms ab (Fig. 11).

Das Trapez OABC, das zur Geschwindigkeitslinie AB gehért,
zerlegt man durch Vertikallinien in viele kleine Trapezchen. Jedes dieser
kleinen Trapezchen kann der Geringfiigigkeit des Unterschiedes zwischen
Anfangsgeschwindigkeit » und Endgeschwindigkeit v wegen durch ein
. Rechteck von der mittleren Hohe - 7{2—‘?)7

ersetzt werden. Diese Rechtecke stellen
., dann Geschwindigkeitsdiagramme fiir viele
einzelne Bewegungsvorginge gleichfor-
| miger Bewegung in der bei Fig. 7 erklarten
Art und Weise dar. Der Flacheninhalt aller
dieser kleinen Rechtecke ist ein MaB fir
den in den einzelnen kleinen Zeitteilchen
¢, y zuriickgelegten Weg und die Summe aller
6 151 qieser kleinen Rechteckflichen stellt den
o z - Gesamtweg dar. Da die Fliacheninhalte

e

Pig. 11, Geschwindigkeit-Zeit-Dia- der kleinen Rechteck.e denjenigen der
gramm iiir eine gleichformig beschleu- kleinen Trapezchen gleich sind, stellt auch
vigte E?ji‘l‘gneg PR 4 die Summe der kleinen Trapezflichen den

Gesamtweg dar. Da schlieBlich die kleinen
Trapezflichen in ihrer Gesamtheit die Flache des groBen Trapezes
0ABC bilden, ist diese ein MaB filr denGesamtweg bei der gleich-
formig beschleunigten Bewegung, die mit der Anfangsgeschwin-
digkeit v, = OA beginnend in ¢ Sekunden (OC) auf die Endgeschwindig-
keit v (BC) kommt.
Aus den geometrischen Werten der Fig. 11 leitet sich folgende Glei-
chung fiir die Wegstrecke ab.

Inhalt der Trapezflache

0ABC = 074%”3*0 oC
s=”°’2*'"-t. Gl. VI

v, Anfangsgeschwindigkeit m/sec;
v Endgeschwindigkeit m/sec;

t Zeit sec;

s Weg m.

+ . - T
Den Bruch ,,?,)9,,,“) Y bezeichnet man als mittlere Geschwindigkeit

&
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und ersetzt ihn durch den Buchstaben v,,. Man schreibt dann die
Gleichung VI in der Form
$=0,-1. Gl. V11

Diese Form zeigt den gleichen Aufbau wie die Gleichung I, welche
fiir die gleichférmige Bewegung gilt. Man berechnet nach ihr den Weg,
der in gleichférmig beschleunigter Bewegung zuriickgelegt ist, wie
den Weg, der in gleichférmiger Bewegung zuriickgelegt ist, indem
man die konstante Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung durch

Vo + v

das arithmetische Mittel v,, = o ersetzt.

Beispiel 12. Welchen Weg legt ein Korper bei gleichférmig beschleunigter
Bewegung in 8 Sekunden zurtick, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit v, = 4 m/sec
und seine Endgeschwindigkeit v == 6 m/sec betrigt ?

Vg4 v 446 10
0;‘,, ~t=—;—4—-8:—2~-8:40m. i
Durch die Vereinigung der Glei-
chung V und VI lassen sich eine Reihe
weiterer Gleichungen bilden.

Von den finf Grofien (vg—ov—1t
— p-—3¢), die in diesen beiden Glei-
chungen vorkommen, miissen stets drei
gegeben sein, da sich nur zwei Be- I 2
stimmungsstiicke aus den zwei Glei- pig 12. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
chungen berechnen lassen. Je nachdem Iir eine eI e it o
die einen oder anderen drei Stiicke ge- Gleichung VIII und IX.
geben sind, und nur das eine oder
andere der zwel iibrigen Grofen berechnet werden soll, wird man mit
der einen oder anderen der weiteren (leichungen am schnellsten zum
Ziele kommen. (Es bieten diese weiteren Gleichungen VIII bis X im
Grunde keine neuen Bestimmungsmdoglichkeiten gegeniiber den alten
Gleichungen V und VI, die letzten Endes zur Lésung aller Aufgaben
geniigen.)

Setzt man in die Gleichung VI fiir v den in Gleichung V gegebenen
Wert vy, 4 p -t ein, so folgt:

s 0 T U+ Pt ¢,
2 .
pt
5 -

8§ =

s=uvy-t+ Gl. VII1

2

Diese Teilung des Wertes s in die zwei Teile v,¢ und gzt—d— kennzeichnet

die Fig.12. Das Rechteck O A D C entspricht dem ersten Werte v,?,
. t2 ..

das dariiberliegende Dreieck dem zweiten Werte 732~ <Grundhn1e t;

N p-i
halbe Hohe ?j .

-



14 Bewegungslehre.

Setzt man fir ¢, den Wert v — p -t ein, so ergibt sich die neue
Gleichung :

v—p-t4+ o
= £ -t
° 2
2
s=v.t— L Gl 1X
2
Die Teilung des Wertes s in die zwei Teile v-¢ und ~Z}2t_ kenn-

zeichnet gleichfalls die Fig. 12. Das Rechteck O E B C entspricht dem
ersten Werte v - ¢, das davon abzuziehende Dreieck £ 4 B dem zweiten

p- £2
t T YT T .
Werte

Beispiel 13. Welchen Weg legt ein Korper in 10 Sekunden zuriick, wenn er
eine Anfangsgeschwindigkeit v, = 5 m/sec besitzt und sich mit einer Beschleunigung
P = 2 m/sec? bewegt ?

v=1v,+ pt=5+10-2 =2 5m/sec.
54 25 .
%—-E f= D—ZV .10 =150 m,

, 2 2.102
(szpo.t+%=5'lo+220 = 150m).

s =

Beispiel 14. Welchen Weg legt ein Korper in 12 Sekunden zuriick, wenn
seine Endgeschwindigkeit » = 40 m/sec betriigt und er sich mit einer Verzégerung
p = — 3 m/sec? bewegt? .

v=vy}+p-t; 40 = vy + (— 3) - 12; vy = 76 m/sec;
_wkv,  T6--40 L
$§=—a—1l= —2&«12#696)11,
9 7. 192
(s:vt—?;:am-lz—(i,) 12 :696m>.
2 2
Setzt man in die Gleichung VI den aus Gleichung V gewonnenen
V"V . . P v, .
Wert ¢ = % ein, so geht dieselbe aus s = ~(—’72~— ¢ iber in
Uyt v—17
=5 o
vt -
§=—- Gl. X
2p

Beispiel 15. Welchen Weg legt ein Korper zuriick, wihrend er mit der Be-
schleunigung p = 3 m/sec? von 40 m/sec auf 70 m/sec kommt ?
v = 40 m/sec v = 70 m/sec p = 3 m/sec?
v=y+p-1 70=40-+3-¢ t = 10 sec
s= Dt ¢ e L 10 =550 m
2 2
(s _ P —uy? 707 —40° 4900 — 1600

2p =5 = 5 :550111).
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p) Der freie Fall.

Ein Spezialfall der gleichformig beschleunigten Bewegung ist
der freie Fall.

Freifallende und freiaufsteigende Korper bewegen sich,
wenn man den Einflull des Luftwiderstandes auf den Bewegungsvorgang
vernachlissigt, gleichférmig beschleunigt, bzw. gleichférmig
verzégert. Die Beschleunigung hat den Wert von 9,81 m/sec?. Man
gibt derselben den Buchstaben ¢ .

Damit lauten die Gleichungen V, VIII, IX, X

v = vy -} gt

gi? g
= t se—— == t»—w——
8§ = Vgl + 5 v 5
P —
=3

Beispiel 16. Welchen Weg durchfillt ein Korper in den ersten 5 Sekunden
nach dem Loslassen?
vy =0 =g = 9,81 m/sec? v=v,+¢g-t=0- 9,81 .5 = 49,05 m/sec

Vg + v f— 0 + 49,05

- -5 =122,625 m.
) 5 5 = 122,626 m

8§ =

Da man es beim freien Fall in den meisten Fillen mit einer An-
fangsgeschwindigkeit gleich Null zu tun hat, vereinfacht man die Glei-
chungen V, VIII {fur diese Sonderaufgaben

gt
2
Da es sich um eine vertikal liegende Wegstrecke handelt, setzt

man ferner fiir den Buchstaben s den Buchstaben & (Hohe) ein. Damit
lautet die Gleichung

Gl XI

r=gqg-t §=

2
h= 2.5_ Gl XII
Aus der Gleichung X folgt bei v, =0
2
s:—;—g—:-h 2 =2¢gh

v=12¢gh Gl. XIIL

h Fallhohe m;
v = Aufschlaggeschwindigkeit m/sec;
g = Erdbeschleunigung m/sec2.

Beispiel 17. Mit welcher Geschwindigkeit schléigt ein aus 45 m Hohe fallender
Koérper auf?

g = oo 10 m/sec?, v = 21045 = }/900 = 30 m/sec.
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Beispiel 18. Mit welcher Geschwindigkeit geht ein senkrecht aufwirts mit
einer Anfangsgeschwindigkeit von 150 m/sec emporgeschleuderter Kérper durch
eine 1500 m hoher liegende Niveaufliche?

vy = 150 m/sec ¢ = — 10 m/sec? s = 1500 m
v-— 150 150 — v
v =9y + (— 10)¢ t = _10 = 10

Y + v ‘o 150 +v 150 — v

§ = — 1500 - 2 - 10 = 150% — ¢?

2 2 10
¥® = 30 000 — 22 500 = 7500 — v =— 86,6 m/sec.

Beispiel 19. Welchen Weg durchfillt ein Koérper in der vierten
Sekunde ?

Zu Anfang der vierten Sekunde, d. i. nach 3 Sekunden hat der Kérper die Ge-
schwindigkeit vy =g+ ¢ = 10-3 = 30m/sec. Zu Ende der vierten Sekunde be-
tragt seine Geschwindigkeit v = ¢+t = 10-4 = 40 m/sec .

Bto 30140

5 . 9 1 =3m.

y) Kreisende Bewegung.
Fur die gleichférmig beschleunigte Bewegung eines Korpers in
ciner Kreisbahn kann man die Gleichungen V und VI benutzen.

V=) p-t s:?o—;—vt

v, = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn des Beschleunigungs-
- vorganges; m/sec,
v = Umfangsgeschwindigkeit bei Ende des Beschleunigungsvor-
ganges; m/sec,
t = Zeitdauer des Beschleunigungsvorganges; sec,
p = Umfangsbeschleunigung (Beschleunigung am Umfange im
Umlaufsinn, d. h. tangential gemessen); m/sec?,
s = Umfangsweg; m.
Beispiel 20. Mit welcher Umfangsbeschleunigung bewegt sich ein Punkt
am Umfange einer Scheibe von 4 m Durchmesser, die in 10 Sekunden von der

Umdrehungszahl 120 auf die Umdrehungszahl 180 in gleichférmig beschleunigter
Bewegung gebracht wird ?

Dany 4.7-.120 4.7 -180
= 0= T 8 = =12 = 10.
Vg 60 50 87 v 50 1 i
2a — 8
v=12y + pt =127 = 87 + p - 10, p = 1”1716787 = 0,47 nr/:ec

Man verfolgt die Beschleunigungsvorgiinge an kreisenden Kérpern
jedoch besser durch ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten
und charakterisiert den Verlauf der Beschleunigung dann durch die
Winkelbeschleunigung.

Geht eine Scheibe von der Winkelgeschwindigkeit w, in ¢ Se-
kunden bei gleichférmig beschleunigter Bewegung zur Winkel-
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geschwindigkeit « tiiber und bezeichnet man die Winkelbeschleu-
nigung mit ¢, so gilt
w=wy+ &t Gl XTIV

wgy = Winkelgeschwindigkeit bei Beginn (1/sec);
m = Winkelgeschwindigkeit zu Ende (1/sec);

t = Zeitdauer in Sekunden;

& = Winkelbeschleunigung 1/sec?.
Daraus folgt

w—
0
E ==
¢

Da der Zahler in (1/sec—1/sec) in 1/sec gemessen ist und der Nenner
Sekunden bedeutet, folgt fir & der Wert 1/sec/sec = 1/sec2 .

Beispiel 21. Welche Winkelbeschleunigung erfihrt eine Scheibe, wenn sie
bei gleichformiger Beschleunigung in 10 Sekunden von einer Umlaufzahl n, = 120
Umdrehungen in der Minute auf 7, = 240 Umdrehungen in der Minute kommt ?
Die Winkelgeschwindigkeit betrigt zu Beginn

_wny w120
®17 30 T 30 T

Die Winkelgeschwindigkeit hat am Ende den Wert

4.7,

Ty w240 =8
“2=7T30 T 80 07T
Die Winkelbeschleunigung

— 8a—4:
g= 02T %1 g T—=0,47 1sect.

¢ - 10

Die Winkelbeschleunigung ¢ (Beschleunigung am Radius r = 1)
» hingt mit der Umfangsbeschleunigung p zusammen nach der Gleichung
pP=r-E. Gl. XV

# = Beschleunigung am Umfang (m/sec?) in tangentialer Richtung ;
r = Radius der Kreisbahn m;
¢ = Winkelbeschleunigung 1/sec?.

Diese Gleichung ergibt sich, wenn man in Gleichung IV v = 7. w
fir den Wert v° p-.¢ und fiir den Wert o &-{ einsetzt.

pet=r-g-t Cp=ree.

‘Beispiel 22. Welche Grofle erreicht die Umfangsgeschwindigkeit einer
Scheibe von 4 m Durchmesser, wenn dieselbe 10 Sekunden lang mit der Winkel-
beschleunigung ¢ = 2 1/sec? von der Anfangsdrehungszahl #, = 240 aus beschleu-
nigt wird ?

(g = 0 T T 8.7

30 30
©=wytet=8+7+2.10 = cv 45 I/scc.
V=w-r=45.2 = 90 m/sec.

10

Laudien, Mechanik.
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Den Kreisweg berechnet man bei gleichformig beschleunigter Be-
wegung als Umfangsweg nach den Gleichungen VI, VIII, IX
v+ g ;e pt:

‘ p-t
D) .vo-t+~—:2~fv t— 5

7, = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Bewegung (m/sec);
v = Umfangsgeschwindigkeit am Ende der Bewegung (m/sec);
p = Umfangsbeschleunigung (m/sec?);

t = Zeitdauer in Sekunden (sec).

=

Beispiel 23. Welchen Weg legt ein in einer Bahn von 5m Durchmesser mit
gleichformig beschleunigter Bewegung kreisender Korper in 10 Sekunden zuriick,
‘wenn die Umlaufzahl in dieser Zeit von n, = 120 Umdrehungen pro Minute auf
n = 150 Umdrehungen pro Minute steigt?

Dang 5.a 120 Dan 5.7 150

3 == e e TS - = 10: T o== L s e = 12,50
"0 = 60 60 O YT 60 60 12,5
g ok 0T I2ST g 12500 - 854 m.

2 2
Fir ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten wq und ¢ und
der Winkelbeschleunigung & gilt die Gleichung: Winkelweg = mittlere
Winkelgeschwindigkeit mal Zeit
9.4 g+ @
e = 0 7

2

(¢ Anzahl der zuriickgelegten Umdrehungen). ‘
Dieselbe folgt aus der Gleichung s = —3{0';;7)- - ¢, wenn man fiir den
Umfangsweg s " §.D-x einsetzt, und fir die Geschwindigkeiten v,

. D D .
und » die Werte 7 - wy = — w, und - 1 = —2—(0 einfiithrt.

2
_D-wy+D-w

D= o T L@
) a 9.5 t
2-i-:r=w—°§-—w-t. GL XVI

1 = Anzahl der zuriickgelegten Umdrehungen;
wy = Winkelgeschwindigkeit zu Beginn 1/sec,
o = Winkelgeschwindigkeit zu Ende 1/sec,
t = Zeit sec.
Man rechnet auch hier, dhnlich wie bei der gradlinigen Bewegung
(siche Seite 12) mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit. Es geht

beim Einsetzen von e, fir chq;—wa) - die Gleichung XVTI iiber in

2.0 =, 1.
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Beispiel 24, Wieviel Umdrehungen legt cine Scheibe zuriick, wenn sie
vom Stillstande in 15 Sekunden bei gleichftrmig beschleunigter Bewegung auf dic
Winkelgeschwindigkeit 12 7 kommt ?

o . 6.7-15
®,, = 5 = 6 2.0 6.x.-15 i = o., = 45
Beispiel 25. Welche Zeit vergeht bis zum Stillstande einer Scheibe, wenn dice-
selbe von einer Winkelgeschwindigkeit = 8 ausgehend bei gleichformig
verzogerter Bewegung bis zum Stillstande noch 70 Umdrehungen zuriicklegt ?

2.0-7=0w,"1 W, = e = 4 i ="70

2.70 . 7=4-7-¢ t=~—~jr;'~:35sec.

Der Techniker rechnet bei derartigen Beschleunigungs- und Ver-
zogerungsvorgéngen nicht mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit,
sondern mit der mittleren Umdrehungszahl. Ein von %, auf % sich in
gleichférmig beschleunigter Bewegung beschleunigendes Rad hat eine

.
mittlere Umdrehungszahl n, = "o é " Die Gleichung X VI geht unter
Einsetzen von
Wy = T Mo und = 33.0n
in
201 = fffﬂgi,t iiber in n;()—~2n " t=2.-m-12

. Ny +n

tl=——"-1. 1. XVII

i 360 Gl XV

¢ = Anzahl der Umdrehungen;
7, = Umdrehungszahl in der Minute zu Beginn;
n = Umdrehungszahl in der Minute zu Ende;
t = Sekunden.
Durch Einfithren der Minutenzahl # geht die Gleichung XVI1I
tiber in
5 = Mt ot

2

Beispiel 26. Die Auslaufbewegung einer Scheibe von ny = 100 bis n = 0
ergibt volle 80 Umdrehungen. Welche Zeit vergeht bis zum Stillstand der Scheibe,
wenn die Verzogerung gleichformig ist ?

g+ n
1= - 14
1
80 == E;H) B t = 1,6 Miruten = 96 Sekunden .

7) Graphische Darstellung der GroBen: Zeit, Weg, Ge-
schwindigkeit, Beschleunigung bei der gleichférmig be-
schleunigten Bewegung.

Die vier Groflen 1) Zeit, 2) Weg, 3) Geschwindigkeit und 4) Beschleuni-
gung lassen sich graphisch in sechs Kombinationen darstellen. Man kann

P
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ein Zeit-Weg-, ein Zeit-Geschwindigkeit-, ein Zeit-Beschleunigung-,
ein Weg-Geschwindigkeit-, ein Weg-Beschleunigung- und schlieBlich
ein Geschwindigkeit-Beschleunigung-Diagramm auftragen. Wichtig
ist neben dem bereits bei der Ableitung der Gleichung VI be-
niitzten Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm nur noch das Zeit-Weg-Dia-
gramm.

Zur Auftragung desselben
berechnet man die zu den
einzelnen Zeiten gehorenden
Wege nach der Gleichung

& s = YTV nd tragt sie dann
=3 5 auf. Dabei wihlt man im
Gegensatz zu dem bei den
technischen Eisenbahnfahr-
plinen iiblichen Verfahren
der Auftragung der Zeiten
L foom fon ot b e [t o als Ordinaten eine Auftragung
T Zeit der Zeiten als Abszissen.
Fig. 13. Weg-Zeit-Diagramm fiir eine gleichférmig Fig. 13 zeigt ein Weg-Zeit-
beschleunigte Bewegung. Diagramm fiir den Sonder-
fall vy = 0, also
p.tz p.]_z p.l p.22 p.4
T g T T g BT g T
S_p-32_p~9 s p-77  p-49
T2 2 T T2 2

Die Wegkurve ist eine Parabel. Die Geschwindigkeiten werden in jedem
Augenblicke durch den g« dargestellt, « ist der Neigungswinkel der an
die Kurve gelegten Tangente

8
tgx = =w.
& {

3. Aus gleichformiger und gleichformig besehleunigter Bewegung
zusammengesetzte Bewegungsvorgiinge.

Die Bewegungsvorgange der Technik setzen sich in den meisten
Fallen aus einem Beschleunigungsvorgange, einem Verzogerungsvorgange
und einer dazwischenliegenden gleichférmigen Bewegung zusammen.
Die Aufziige z. B. fahren aus dem Ruhezustande mit Beschleunigung an,
verharren dann einige Zeit mit gleichférmiger Bewegung auf ihrer Hochst-
geschwindigkeit und verzégern dann ihre Geschwindigkeit bis zum Still-
stehen. Auch bei den Ziigen handelt es sich um eine solche Zusammen-
setzung dreier verschiedener Bewegungsvorginge. Wenn in der Aufgabe 1
die Bewegung eines Zuges einfach als eine gleichformige Bewegung
angesetzt wurde, so ist dabei nur ein Zeitteil der Gesamtbewegung
eines Zuges verfolgt und der einleitende Beschleunigungsvorgang und
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der abschlieflende Verzégerungsvorgang sind nicht beriicksichtigt. Im
allgemeinen sind tibrigens diese beiden Zeiten fiir Anfang und Ende so
kurz, dal man auf ihre rechnerische Verfolgumng verzichten kann. Nur
bei der Berechnung von Fahrzeiten auf ganz kurzen Strecken — Strafien-
bahnfahrzeiten — kommt eine Beritcksichtigung des Anfahr- und Brems-
vorganges in Betracht.
Das  Geschwindigkeit-
Zeit-Diagramm verlduft nach
Fig. 14 |
{; = Zeit far den Beschleu-
nigungsvorgang sec,
t, = Zeit fir die gleichférmige
Bewegung sec,
ty = ZeitfiirdenVerzogerungs-
vorgang sec;

; = Weg  fiir die Anfahr-
periode m, PO DRI PP

s, = Weg far die gleichformige K 7T '
Bewegung m, y o .

33 = Weg fir dieVerzogerungs-  yus oiner. gieiehibsmis beschlcunigton, ciner gleich

periode m. iérmigen und einer gleichformig verzdgerten Be-
wegung zusammengesetzten Bewegungsvorgang.

Bezeichnetmandie Hochst-
geschwindigkeit mit v,,; und setzt die Anfangsgeschwindigkeit der
ersten Periode sowie die Endgeschwindigkeit der dritten Periode mit
Null ein (Stillstand), so ergeben sich die drei Gleichungen:

UO“—F v [ O+ Ymax t = Ymax ¢

Sl = 2 1 2 ) 2 1>
8= V+ly = Vpax " {3,

Vo + v VUmax + 0 Umax
8= - 97 Iy = 5 tg = o ts .

Der Gesamtweg s = s, -+ 8, + 83 ist
Umax
§= (tl + ts) "—2'— + &3 Vppax

=(t; + ts + t3) “‘“ +t5 ”2 Gl XVIII

Bezeichnet man die Gesamtheit mit ¢, so lautet die Gleichung

.s=1’2'2-“-’5t+"';;"‘-t2. Gl XIX

Beispiel 27. Welche Gesamtzeit braucht ein Aufzug fir 30 m Hohe, wenn
er mit ¥max = 4 m/sec fihrt, die Anfahrbeschleunigung p; = 0,8 m/sec? und die
Bremsverzogerung py = — 1,0 m/sec? betragt?
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Beschleunigungsperiode:
v vy Py - by, vy == 0, Y o Uy = 4 M[sEC, Py == 0,8 mJscc?,
4
t = 08 5 see.
0+ 4
8 = ”"j Yoty = j .5 =10 m.
Bremsperiode:
v =0y Py ly, Vg = Umax = 4 n/iCc, v=0, py = —1 m/sec?,
ty = = 4 sec
) 4
83 = -&;2-13 = -+—() 4 =8m

Gleichformige Bewegung:

§ = 8 + 8 + S3, S =8—8 — & =30 —10—8 =12 m,
8y = U+ Iy, V = Vmax »

s 12
fy= -2 = =3 sec.

Vmax 4

t=1 +t,+t;5=25+ 3+ 4 =12 sec.

Beispiel 28. Mit welcher Hochstgeschwindigkeit mufl ein Aufzug fir
32.4 m Hubhohe betrieben werden, wenn er mit einer Gesamtzeit von 17 Sekunden
auskommen soll, bei einer Anfahrbeschleunigung von 0,6 m/sec? und ciner Brems-
verzogerung von (,8 m/sec??

L+t + =17, s+ 8 + 8 = 32,4,
7, = 0,6 m/sec?, ps = —0,8 m/sec?,

Vinax = O + 0,61, O = Vpax + {— 0.,8) 73,
oo Umax ;. — Ymex
1706 ° 5708

Nach Gleichung XIX ist

17 Vmax
2

vmax
ty o o = 32,4
T+l
vmax /Umax
b= 17 — £ fo — 17 . Jmax _ Ymwex
2= 1T —=b =t =1T= 56~ 58
Durch Einsetzen dieses Wertes von ?, in die vorstchende Gleichung wird:

Vmax Vmax Vmax .
8,5 Vimax (17 - 0’65) Taex 32,

4,08 Vumax + 4,08 vyax — 0,3 Vmax? — 0,4 Umax? = 15,552,
0,7 Vmax® — 8,16 vypax = 15,552,

Ve = 2,4 m/sec.

4. Ungleichformig beschleunigte Bewegung.

Fig. 15 gibt in dem kurvenartigen Verlauf der nach der Zeit auf-
getragenen Geschwindigkeit die Darstellung einer ungleichformig be-
schleunigten Bewegung. Von Augenblick zu Augenblick dndert sich die
Neigung der Kurve gegeniiber der Horizontalen, d. h. es adndert sich
dauvernd x und die dem tgo gleiche Beschleunigung p (siehe Fig. 9).
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Die ungleichférmig beschleunigte Bewegung entzieht sich damit der
Verfolgung des ganzen Bewegungsvorganges in einer einzigen Rech-
nung. Man ist bei solchen Bewegungsvorgingen gezwungen, den ganzen
Vorgang zu unterteilen und die einzelnen Teile desselben angenihert als
gleichformige oder gleichférmig beschleunigte Bewegungen zu behandeln.
Man ersetzt zu diesem Zweck die Kurve durch einen ihr sich anpassenden
Zug gerader Linienstiicke. Dann charakterisiert jedes einzelne gerade
Linienstiickchen eine gleichformige oder gleichférmig beschleunigte

Geschwindigkert

Zert SN

Fig. 15. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. ‘Tachographendiagramm.

Bewegung, deren rechnerische Verfolgung nach den Gleichungen in
Abschnitt 1 und 2 erfolgen kann.

In der Mehrzahl der Fille ist der Bewegungsvorgang durch ein
mittels Tachographen aufgenommenes Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
gegeben und es wird di> Berechnung der Weglinge und des Beschleuni-
gungsdiagramms verlangt.

Fig. 16 zeigt ein solches Tachographendiagramm. Dasselbe ist
in der oben gekennzeichneten Art in 8 Teile unterteilt.

Fur den ersten Teil berechnet sich aus dem Dreieck O 7.4 d.h. aus
04 v,

L

P

der Endgeschwindigkeit v, und der Zeit ¢, der Weg mit s, =
In gleicher Weise ergibt sich aus dem Trapez 1 4 B 2 der Weg

Es ergeben sich fiir den Verlauf des Tachographendiagramms nach
der geknickten Linie der Fig. 16 die Werte
[
|
6=0 =04 v,=585  v,—8,6 | u,=88

ls=2,3
v, = 8,3

te=06,9
v, =21

=3 | $,=37 lg="T75 | ty=>

|
| ty= 2,8 sec

t,=3.8 |
. = 0,35 [ vg=0.

1
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Daraus berechnen sich mit:

0L 04 0.4 - 5,85 5834 8.6 _
8 = LeB, 8y -5,7, 837 - <75
2 ’ 2 2
St
; Z @ B r |
f \
| \
o | I\.I "
\ I \ &
| \
\
< \

) o \
(B ) \, n
I bt )
= f L} \ S
/ <o | S
ets| b [y [F s Ng s,
o= P
el vl mmr— [ o e e L, e 2

Fig. 16. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme fiir gleichiormig
beschleunigte bzw. verzdgerte Bewegungen.

1017 /5ek die Werte:
8 = 0,6 m,
B -
_?f 8y = 17,8 m,
S 8y == 54 m,
bS] -
e 8y = 43,5m,
£ $s = 19,6 m
3 o O
S 8 = 35,9 m,
s = 4,7 m,
sg = 0,49 m.
Sy Syt § e S )
¥ Weg °7 Y8 Das Geschwindigkeit-Weg-

) . Diagramm verlauft dann nach
Tig. 17. Geschwindigkeit-Weg-Diagramm zu dem d i 1
Tachographendiagramm Fig. 16. er Kig. . 7.

5. Zusammengesetzte Bewegung.

Legt ein Korper einen Weg auf einer gleichfalls bewegten Unterlage
zuriick, so setzt sich seine Bewegung gegeniiber dem stillstehenden
Raume aus zwei Einzelbewegungen zusammen: aus seiner Bewegung
gegeniiber dem anderen Korper und aus der Bewegung dieses anderen
Korpers selbst. So ist (Fig. 18) die Bewegung des Kérpers A gegentiber
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dem Raume abzuleiten aus der Bewegung von 4 auf B und aus der
Bewegung von B selbst.

Die Bewegung eines Korpers in bezug auf einen anderen
Kérper nennt man eine
Relativbewegung. Um
eine Bewegung beson-
ders zu kennzeichnen als
gemessen  gegeniiber
dem stillstehenden
Raume, spricht man
von einer absoluten
Bewegung. Es hat 4
eine  Relativhewegung
gegeniiber B  (natur-
gemif3 auch B gegen-
uber 4). Beide Kérper
haben eine Absoluthewegung gegeniiber dem stillstehenden Raume.

Beim Gehen auf der festen Erde fithrt man eine Absolutbewegung
aus. Bei einem Gehen im fahrenden Zuge bewegt man sich relativ
gegeniiber dem Zuge, wihrend der Zug selbst eine Absolutbewegung
auf der Erde ausfihrt. Um die

eigene Absolutbewegung gegen- I] S
|

|
Fig. 18. Bewegung eines Korpers A auf dem gleichfalls be-
wegten Korper B

iiber der Erde zu bestimmen, muf}
man die Relativhewegung gegen-
iber dem Zuge und dessen Ab-
solutbewegung gegeniiber der Erde | i ' |
zusammensetzen. ‘ | B s,
Fig. 19 zeigt die Art einer |
solchen Zusammensetzung. Bewegt
sich 4 auf B um die Strecke s,,
wahrend B sich um die Strecke s,
bewegt, so kommt der Mhsaie Boweria vor B
Korper 4 in die mit A” ge- 1 LTS
kennzeichnete Lage. " Sein
Absolutweg ist also die
Diagonale in einem aus
den Wegen s, und s, ge-
bildeten Parallelogramm.

Wie sich die Wege zu- 2
Fig. 19. Zusammensetzung zweier Bewegungen; Bewegung
sammensetzen so setzen eines Xorpers (4) auf einem sich gleichfalls bewegenden

sich auch die Geschwindig- Kérper (B).
keiten zusammen. Essind
die Geschwindigkeiten nichts anders als auf eine besondere Einheit, d. h.
auf eine Zeiteinheit bezogene Wegteile. Es sind die Werte s, = v, « ¢
s, = vy - t gewissermallen nur Vielfache von v, und v, und zwar die
gleichen Vielfachen, die ¢ Sekundenfachen.

Die Zusammensetzung zweier Geschwindigkeiten eines
Kérpers erfolgt nach dem Satze vom Parallelogramm der

-

He, ';}'.-""L.'}‘ps;v:’j’f('!f? Absoiute Bédw eqLg von A
vonn A auf” B ‘
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Geschwindigkeiten. Die Seiten des Parallelogramms sind
die Einzelgeschwindigkeiten; die Diagonale ist die absolute

AR AANAA AR AN AAAAAANARARRRAARRRAMRRIALARAN]

Geschwindigkeit.

Die Strecke I—2 fir s,

kann auch als Dar-

stellung von v, — Rela-
tivgeschwindigkeit von

A gegeniuber B — gelten

et ot und die Strecke I—3
Nr.aniynil als Darstellung der Ge-
b T+ schwindigkeit », von B
gegenitber dem still-
stehenden Raume. s,ist
dann die Darstellung der
absoluten Geschwindig-

Fig. 20. Fahrt eines Bootes auf sich bewegendem Wasser. keit VonAgegenﬁberdem

stillstehenden Raume.

Fig. 20 verdeutlicht die Bewegung eines Bootes auf einer selbstbewegten
Wasserfliche, auf einem Flusse. Das Boot hat gegeniiber der Wasser-

—_—
G
t B
LT T
i A
—%
LT ¢ Sy
/4._{_:__:__:_ O . £
t1ftr ettt E"
g 200m -
.53 _—‘-'

Fig. 21, Wegbestinnuung fiir ein unter
x Grad iiber einen FluB gesteuertes

fliche die Geschwindigkeit »,. (Bs wird
durch seine Motor- oder Ruderkraft mit der
Geschwindigkeit v, getrieben.) Das Wasser
selbst flieBt mit der Geschwindigkeit v,.
So ergibt sich fiir das Boot die Absolut-
geschwindigkeit v;. Sein Kiel hat, wie
eingetragen, dauernd die Richtung von v;;
das Boot bewegt sich aber in Wirklichkeit
absolut in der Richtung von wv,.

Beispiel 29. 'Wo und nach welcher Zeit
landet ein Boot am anderen Ufer des 200 m
breiten Flusses, der mit der Geschwindigkeit
von 1,5 m/sec flieBt, wenn es unter dem

Winkel o = 20° (stromaufwiirts gemessen) ge-
steuert wird und eine Geschwindigkeit von

Boot. 3 m/sec hat? Fig. 21. Bei stillstechender
K Wasseroberfliche wiirde das Boot, das bei 4
Zm [5&- abstoBt, bei B landen. Die Strecke AB hat die
200 .
_/'/u't' Grofle AB = o500 — 213 m. Da die Fahrgeschwin-
! > digkeit in . Steuerrichtung mit 3 m/sec gegeben ist,
3/ M/sek e wiirde das Boot bei stillstehendem Wasser in B

nach ?:1; = 71 sec landen. Wihrend dieser Zeit wird

Fig. 22. Zusammensetzung ~ G8S Boot aber um den Weg s, abgetrieben, den die
zweier Geschwindigkeiten, ~ Wasseroberfliche in dieser Zeit zuriicklegt. Es berechnet
sich diese Strecke BD mit s =v-¢=1,5+71 = 106 m.
Es landet also das Boot um 106 m unterhalb B. Da B €' = 200 tg 20° = 73 m ist,
liegt D um 33 m stromabwiirts 4 .
Beispiel 30. Wie muf ein Boot, das eine Fahrgeschwindigkeit von 2 m/sec be-
sitzt, gesteuert werden, damit es queritberdenmit 3/, m/sec flieBenden Strom kommt ¥
Die resultierende Geschwindigkeit soll quer zur FluBrichtung gehen. Sie
bildet also mit der FluBgeschwindigkeit einen rechten Winkel. Daraus folgt nach
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3y

")“ =3y w == 22" Die Absolutgeschwindigkeit »; betriigt dann
2 - cos 22° == 1,85 m/sec. Bei dieser Geschwindigkeit braucht das Boot zum Dureh-
queren eines 200 m breiten Flusses die Zeit von _
200 C e e VA,

L85 " 108 see.  Rechnet man die Zeit fiir das Ui

5 i
y ;
Fahren auf stillstchendem Wasser aus mit der Ge-
schwindigkeit von 2m/sec, so ergibt sich dasgleiche
Resultat aus folgendenZwischenwerten. DerWegist
200 8 216

. =z 216 = == =
cos33° 216 m. ¢ ; o 108 sec

Fig. 22 sinwx =

i

Zur Bestimmung der Relativgeschwin- ) {.}1
digkeit eines Korpers (der Geschwindigkeit- g5 >%  festimpuing dor Relatis:
gegeniiber einem anderen) aus den Absolut-  pers 2 ““g‘*';\ii(gf‘[fﬂfll““l bewegten
geschwindigkeiten beider Kérper bedient S
man sich eines Kunstgriffs. Man denkt
sich den einen der beiden Korper dadurch
zur Ruhe gebracht, dall man dem ganzen
Raume eine Geschwindigkeit, welche die
Geschwindigkeit des einen Korpers auf-
hebt, erteilt. Man gibt dem ganzen Raume
eine Geschwindigkeit, die von gleicher

srofie aber umgekehrter Richtung ist, wie
eine der beiden Kérpergeschwindigkeiten. i 1)

Bewegen sich in Fig. 23 die beiden = '

Kérper 1 und 2 mit den absoluten Ge- Vig. 24. Bestimmung der Relativge-
schwindigkeiten »; und v,, so kommt der ;iﬁ;g‘.iﬁ%ti“‘i‘lﬁ,‘,‘f“bﬁiv”izfﬁi“ ;I;;Ef?:l
Kérper 1 dadurch zur Ruhe, dafl man dem
ganzen Raume die Geschwindigkeit — v,
erteilt. Damit erhdlt der Korper 2 zu
seiner Geschwindigkeit v, noch die Ge-
schwindigkeit —; hinzu, sodal3 er nun
die resultierende Geschwindigkeit v,_, an-
nimmt. Es hat also der Korper 2 gegeniiber
dem XKorper 1 die Geschwindigkeit v,. ,,
denn der Koérper 1 steht nun still.

Will man die Relativgeschwindigkeit
von 1 gegen 2 feststellen, so bringt man
den Korper 2 zur Ruhe. Der ganze Raum
muB nun die Geschwindigkeit — v, hinzu-
bekommen. Damit erhalt der Korper 1
zu seinter Geschwindigkeit »;, die Ge-
schwindigkeit — v, hinzu. Er hat dann ¥ig 25. Bestimmung der scheinbaren
die resultierende Geschwindigkeit v,_,, (feWtiven)Windrichtung an Bord eines
d. i. seine Relativgeschwindigkeit gegen-
iiber 2. Die beiden Relativgeschwindigkeiten v, , und »,_, sind gleich
grof}, aber entgegengesetzt gerichtet.

Fig. 25 gibt die auf diese Weise durchgefilhrte Feststellung der
scheinbaren Windrichtung auf einem Schiffe. Das Schiff hat die Ge-

3
5y
2

Stiden
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schwindigkeit ¢, . Es fihrt von Siden nach Norden. Der Wind blast
aus Ost-Nord-Ost mit der Geschwindigkeit v, . Die Windrichtung an
Bord wird durch Riickwiirtshewegung des ganzen Raumes (mitsamt
dem Winde) um die Geschwindigkeit — »; bestimmt. — v, und v,
geben zusammen die Geschwindigkeit v, . Man wird an Bord die Emp-
findung haben, als kime der Wind halb von rechts vorn, wie v, zeigt.

Beispiel 31 Mit welcher Relativgeschwindigkeit tritt der die feststehenden
NSchaufeln 4 mit der absoluten Geschwindigkeit v, durchfliefende Wasserstrahl
in das mit der Geschwindigkeit v, sich bewegende Rad R ein? Fig. 26.

Durch Hinzufiigung einer Riickwirtsbewegung
um — v, kann man sich das Rad R zum Still-
stande gebracht denken. Der Wasserstrahl tritt
dann gleichsam aus einer mit — v, bewegten
Rohre aus. Er hat die Geschwindigkeit v gegen-
iber B. (Nach dieser Geschwindigkeit sind die
oberen Kanten der Schaufeln in R geneigt.)

Der Austritt aus dem Laufrad R erfolgt mit
der Relativgeschwindigkeit v* und der Absolut-
geschwindigkeit v, vy Resultante von v und v,.

Aus der Zusammensetzbarkeit der Wege
ist die Zusammensetzbarkeit der Geschwin-
digkeiten abgeleitet (siehe S.25). Aus der
Zusammensetzbarkeit der Geschwindig-
keiten laBt sich die Zusammensetzbarkeit
der Beschleunigungen ableiten.

Besitzt ein Korper zwei verschieden
gerichtete Bewegungen, die beide gleich-
formig beschleunigt sind, so hat er nach
Fig. 26. Bestimmung der Wasser- ¢ Sekunden die beiden Einzelgeschwindig-
e e RarmilieBen eines  Keiten v, = p; - ¢ und v, = p,-t, sofern

beide Bewegungen gleichzeitig von der
Anfangsgeschwindigkeit Null ausgehen. Diese Geschwindigkeiten geben
vereinigt die resultierende Geschwindigkeit v;. Dividiert man die
Einzelgeschwindigkeiten wie auch ihre Resultante durch die Zeit ¢, so
gehen die Einzelgeschwindigkeiten in die Einzelbeschleunigungen p,
und p, iiber, und die resultierende Geschwindigkeit wird in den Wert v, : ¢
verwandelt, d. h. in die Beschleunigung p;, welche in ¢ Sekunden v; er-
zeugt. Anstatt die Geschwindigkeiten zusammenzusetzen und daraus die
resultierende Geschwindigkeit zu bestimmen, kann man aus den Be-
schleunigungen p, und p, die resultierende Beschleunigung p; und aus p,
die Geschwindigkeit v; — p,t ermitteln.

Zwel Beschleunigungen eines Kérpers setzen sich zu-
sammen nach dem Parallelogramm der Beschleunigungen.
DieEinzelbeschleunigungen sind die Parallelogrammseiten,
die resultierende Beschleunigung ist die Diagonale.

Bei einer Bewegung, die aus zwei verschiedenartigen Bewegungen
— z. B. einer gleichférmigen und einer gleichférmig beschleunigten —
resultiert, ist neben der Bestimmung der Geschwindigkeit in den ein-
zelnen Augenblicken die Bestimmung der Bahnkurve wichtig (siehe
Abb.27). Man ist imstande, jede beliebige Bahnkurve zu erzielen,
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wenn man zu der in einer Richtung gegebenen Geschwindigkeit eine be-
liebige andere und anders gerichtete Geschwindigkeit hinzufigt. Von
Bedeutung ist diese Art des Zustandekommens einer beliebig geformten
Bahn fir die Zuriickfihrung der Lehre von den Richtungsinde-
rungen der Koérper aunf die Geschwindigkeitsinderungen der
Kérper und damit auf das Grundgesetz der Physik ,,Kraft gleich Masse
mal Beschleunigung®.

B. Grundgesetze der Physik.

1. Das Gesetz der Massenbeschleunigung.

Das Grundgesetz der Physik, auf welchem die ganze Lehre von
den Kraftwirkungen ruht, lautet:
Wirkt auf einen Kérper eine Kraft, so dndert sich der Bewegungs-
zustand des Korpers. .
Der Bewegungszustand
eines Korpers ist durch zwei
Grofen bestimmt; erstens
durch  die Bewegungs-
richtung und zweitens
durch die Bewegungs-
geschwindigkeit. Es ///} _ g
kann sich die Kraftwirkung

demzufOIge in drei Formen Fig. 27. Herbeifiihrung einer Richtungsénderung durch
aulBern : Hinzukommen einer neuen Geschwindigkeit.

1. Die Kraft fithrt eine
Anderung der Bewegungsrichtung des Kérpers herbei. Siezwingt
z. B. den Korper seine geradlinige Bewegung, d. i. die Bewegung mit
unverinderter Bewegungsrichtung, aufzugeben und einer anders ge-
richteten Bahn zu folgen.

2. Die Kraft fithrt eine Anderung der Bewegungsgeschwin-
dlg keit des Korpers herbei. Sie zwingt ihn z. B. vom Ruhezustand
in den Bewegungszus’cand iiberzugehen oder seine gleichférmige Be-
wegung, d. i. die Bewegung mit unverinderter Geschwindigkeit auf-
zugeben und eine beschleunigte Bewegung anzunehmen.

3. Die Kraft fithrt sowohl eine Anderung der Bewegungsrichtung
als auch eine Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit herbei.

Das Gesetz fiir die Anderung der Bewegungsrichtung wird aus dem
Gesetz fur die Ahderung der Bewegungsgeschwindigkeit abgeleitet. Man
kann die Bewegung auf einer krummlinigen Bahn zuriickfithren auf die
Zusammensetzung zweier Bewegungsvorginge, das Ausweichen eines
K(‘jrpers aus seiner zunachst geradlinigen Bahn also erkliren als die Folge
einer neu hinzugekommenen zweiten Geschwindigkeit. Durchlauft z. B.
ein Korper die Bahn. Fig. 27, die sich bei B zu kriimmen beginnt, so
gibt die in diesem Punkte beglnnende durch die Bahnkriimmung er-
zwungene zweite Geschwindigkeit eine Erklirung fur die Richtungs-
anderung. Das Gesetz fir dieses Neuhinzukommen der zweiten Be-
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wegung, d. h. fir die Anderung dieser zweiten Bewegungsgeschwin-
digkeit (in dieser zweiten Richtung hatte der Kérper bis dahin die
Geschwindigkeit Null, dann aber hat er eine von Null abweichende
Geschwindigkeit »,), gewinnt so Geltung fiir die Erklirung der Rich-
tungsinderungen, so dall fir beide Arten Bewegungsinderung ein
Gesetz der Geschwindigkeitsinderung gentgt.

Das Grundgesetz der Physik lautet:
Kraft gleich Masse mal Beschleunigung:
P=m-p. , Gl. XX

Man miBt die Kraft P in Kilogramm, die Beschleunigung p hat den
Wert m/sec2. Damit folgt fiir die Masse aus m == P/p Kilogramm durch
(Meter durch Sekundenquadrat) oder Kilogramm mal Sekundenquadrat
. 4 s
durch Meter. Kilogramm mal Sekunden . Da sich dieser Ausdruck zu
Meter
unbequem spricht und auch nicht dazu beitragen kann, die Vorstellung
vom Wesen der Masse zu bessern, spricht man vielfach von Massen-
einheiten und gibt dafiir die Bezeichnung ME. Der Techniker versteht
unter ME ganz allgemein die auf das Kilogramm als Kraft be-
zogene Einheit. Der Physiker bezieht seine Einheiten auf das Gramm.
Die zahlenmiBige GrofBle einer Korpermasse wird aus einem Spezial-
falt der Gleichung P = m - p abgeleitet. Jeder Korper wird durch die
Kraft seines Eigengewichts (G) mit der Erdbeschleunigung (g) beschleu-
nigt. Es gilt fiir jeden Korper die Gleichung

G=m-g. Gl. XXI

m = (/g Masse gleich Gewicht durch Erdbeschleunigung.

In Wirklichkeit ist nicht das Gewicht eines Kérpers das urspriimnglich
Gegebene, sondern die Masse. Die Berechnung des Massenwertes aus
dem Gewicht stellt die Verhiltnisse gewissermaBen auf den Kopf. Ein
Koérper zeigt eine verschiedene Gewichtswirkung, je nachdem man ihn
unter dem 45. Breitengrade oder am Nordpol wiegt. Sein Gewicht
andert sich mit der Anderung seines Abstandes vom Erdmittelpunkt
und schon eine Nachpriifung des Gewichtes auf einem hohen Berge
ergibt eine Abweichung gegeniiber dem, was man in der Ebene, am Berg-
fuB, miBt. Es andert sich der Wert g mit der Anderung des Abstandes
vom Erdmittelpunkt und in der Gleichung & = m - ¢ ist nur der eine
Wert m unveridnderlich und unabhingig von der Lage des Korpers.
Desserungeachtet rechnet der Techniker so, als sei das (ewicht eine
feste Eigenschaft des Korpers.

Beispiel 32. Welche MaBe besitzt ein Koérper von 20 Kilogramm Ge-
w.cht ? ‘
G=m-g, m = Glg, 20/9,81 = rund 2 ME.

(Man rechnet in der Technik in der itberwiegenden Zahl aller Fille mit ¢
rund 10 m/sec?)
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Beispiel 33. Welche Beschleunigung erteilt eine Kraft von 40 kg cinem Kir-

per von 20 kg Glewicht ?
P‘T m m = ¢ = 2 = 2ME
=] P g 10 R

)
40 =2 p, »P = 42( = 20 m/sec2,

Beispiel 34. Welche Zugkraft muBl eine Lokomotive fiir die Beschleunigung
ihres cigenen Gewichtes und des Zuggewichtes im Betrage von insgesamt 400 t
aufwenden, wenn sie mit einer Beschleunigung von 0,15 m/sec? anfahren soll?
(Die Lokomotive hat auBer der Kraft fiir die Beschleunigung noch die Kraft fiir
die Uberwindung der Bewegungswiderstinde aufzuwenden):

400 000
m=QJg = T
p = 0,15 m/sec,

P =m-p=40000-0,15 = 6 000 kg Zugkraft fiir die Beschleunigung.

Beispiel 35 Ein Stralenbahnwagen soll so anfahren, daBl er 6 Sekunden
nach dem Anfahren die Geschwindigkeit von 3 m/sec besitzt. Welche Beschleuni-
gungskraft ist aufzuwenden, wenn das Wagengewicht 8 t betrigt und der Beschleu-
nigungsvorgang gleichformig verldauft ?

m= Qg = §(1)§9- = 800 ME,

v =10+ p-t, vy = 0, t = 6 sec, v = 3 m/see,

= 40000 ME,

3=0+p-6, p:EZ}:(),51rn/soc2

P=m-.p=2800-0,56 =400 kg.

2. Der Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung.

Als mechanische Arbeit bezeichnet man das Produkt aus Kraft mal
Weglinge in der Kraftrichtung. Oder kurz gefaBt: Arbeit gleich Kraft

mal Weg.
A=DP.s. Gl. XXI1I

Als Einheit der Kraft das Kilogramm und als Einheit fiir die Weg-
strecke das Meter eingesetzt, folgt fiir die Arbeit der Wert:
Arbeit gleich Meter mal Kilogramm = Meterkilogramm (geschr. mkg).
Beispiel 36. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, wenn er das Gewicht von
2t um 5m hebt? .
A=P.s=2000-5= 10000 wke — 10 000 mkg.

Die beim Heben einer Last aufgewendete Kraft P ist eine vertikal
nach oben, dem Gewicht der Last entgegengesetzt gerichtete Kraft.
Der Weg wird darum in der Vertikalrichtung gemessen. Es kommt
(Fig. 28) bei einem Heben des Koérpers von 4 nach B demgemifl nur
die Wegstrecke h in Anrechnung und nicht der Gesamtweg s. Wohl
spielt auch dieser eine Rolle, insofern eine Verlangerung des Weges eine
Erhohung der Arbeitsverluste mit sich bringt. Fir die wirklich geleistete
Nutzarbeit ist nur der in der Kraftrichtung (beim Heben in der
Vertikalrichtung) zuritckgelegte Weg einzusetzen. Ob der Kran
die Last wihrend des Hebens noch hin und her schwenkt, hat fir die
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Nutzleistung nichts zu sagen, diese Wegvergroflerung spielt nur bei der
Bewertung der Arbeitsverluste einc Rolle. Naturgemif hat man mehr
Arbeit aufzuwenden, wenn man nicht gerade hochhebt, sondern noch seit-
lich verschiebt (siehe S. 110 unter Reibung).
Beispiel 37. Welche Arbeit verrichtet cinc Pumpe, wenn sie 2 cbm Wasser
auf 40 m Hohe pumpt ?
P = 2000 kg, s =40 m,
A= P.s=2000-40 = 80 000 mkg.
~ {(Die Hebung des Wassers erfolgt kaum jemals genau senkrecht aufwirts.
Die Rohrleitung fiir das Wasser liegt in den meisten Fillen auf einzelnen Teilen
der Gesamtlinge horizontal. Es werdensich nach
P der Gesamtlinge der Rohrleitung verschieden

groBe Verluste ergeben, die neben der wirklichen
Nutzarbeit mit aufgewendet werden miissen.)

I Die Einzelberechnung aller bei einer
Arbeitsleistung mitzuleistenden Verluste

§ G laBt sich nur bei genauer Kenntnis der

h P einzelnen Vorginge durchfithren. Die
Mechanik gibt fiir diese Berechnungen in

{ der Reibungslehre die Grundsitze. Fir

die Beispiele der Arbeitslehre und der

Leistungslehre muf einstweilen die Zu-

G sammenfassung der ganzen Ver-

Iig. 28, Heben eines Gewichtes & luste genﬁgen' Man berechnet die Ge-

durch die Kraft P.um die Hohe k. gamtheit der Verluste nach dem Werte
LWirkungsgrad®.

Der Wirkungsgrad ist das Verhaltnis zwischen Nutzarbeit und auf-
gewendeter Arbeit. Kommt bei einer Arbeitsleistung mit aufgewen-
deten 100 mkg nur eine Nutzarbeit von 70 mkg zustande, so betragt
der Wirkungsgrad 70/100 = 70%,. Man gibt dem Wirkungsgrad den
Buchstaben #:

Nutzarbeit

n= Aufgewendete Arbeit

Beispiel 38. Welche Arbeit ist aufzuwenden, um eine Last von 2t 5 m hoch
zu heben, wenn der Wirkungsgrad der Winde n = 40%, betriigt ?

Nutzarbeit P.s= G-k = 2000 -5 = 10000 mke,

Gl XXIIL

- Nutzarbeit 7
"T'= "Aufsewerdete Arbeit
10 000
0,40 = Aufgewerdete Arbeit ’
Aufgewendete Arbeit = 1%0400 = 25 000 mkg.

Bei einer mehrfachen Umwandlung von Arbeit in verschiedenen
Maschinen hintereinander ist der Wirkungsgrad der einzelnen Maschinen
s s B3 durch Multiplikation zum Gesamtwirkungsgrade 4 zu ver-
einigen. Wenn mit 100 aufgewendeten Meterkilogramm in der ersten
Maschine eine Nutzarbeit von 80 mkg verrichtet wird (5, = 80%) und
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die zweite Maschine verwandelt diese 80 mkg weiter mit einem Wir-

0

- =48 mk
100 ~ e
heraus. Fiir den zweiten Umwandlungsvorgang ist die beim ersten
erzielte Nutzarbeit die aufgewendete Arbeit.

N=1"N Mg Ng... Gl XXIV
Beispiel 39. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, der aus dem Netz an eclek-
trischer Arbeit 2000 mkg aufnimmt, wenn der Elektromotor einen Wirkungsgrad
von 859, und das Tricbwerk einen Wirkungsgrad von 30°; besitzt ?
) =1ny-ny = 0,85.0,3 = 0,255
2000 - 0,255 = 510 mkg .
(Der Motor gibt an das Triebwerk 2000 - 0,85 = 1700 mkg ab. Diese 1700 mkg
sind die Nutzarbeit des Motors und zugleich bilden sie die aufgewendete Arbeit

tiir das Triebwerk. Aus diesen 1700 mkg Arbeitsaufwendung macht das Triebwerk
nun die Nutzarbeit von 1700 - 0,30 = 510 mkg.)

Die mechanische Arbeit tritt noch in einer zweiten Form auf.
LaBt man einen um die Hohe h gehobenen Korper frei fallen, so be-
schleunigt er sich unter der Wirkung seines Gewichtes. Die in ihn beim
Heben um die Hohe h hineingesteckte Arbeit 4 = G - b geht in eine
andere Form iiber, deren Wert bei verlustlosem Fallvorgange gleich dem
Wert G- b ist.

kungsgrade von 60%, so kommen schlieflich nur 80 -

A=0G-h.
Nach Gleichung XXI
G=m-g.

Nach Gleichung XIII (Endgeschwindigkeit beim Fallen um die
Héhe h)

P v
o—Y2gh, k=,
V29 p
me g - v m - v?
A = G . ]L == **2*g* == 2 s
. 292
A=ﬂ2”—. GL XXV

A = Arbeit mkg,
m = Masse des bewegten Korpers MI,
v == Geschwindigkeit des bewegten Korpers m/sec.

Beispiel 40. Welche Arbeit steckt in einem Korper von 200 kg Gewicht,
wenn derselbe die Geschwindigkeit v = 30 m/sec besitzt ?

e, me g =20 _oomm, = 2030 _ 9000 mise.
(Die Geschwindigkeit von 30 m/sec kann man sich durch einen Fallvorgang
des Korpers herbeigefithrt denken. Es gehort zu dieser Geschwindigkeit die
TFallhshe &, berechnet aus v = V2gh, b = 2129 = 230;0 = 45 m. Die Arbeit als
¢ - b berechnet, gibt mit diesem Werte % den gleichen Betrag, ndmlich
A= G- h = 200 -45 = 9000 mkg.)

A=

Laudien, Mechanik. 3
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Der Physiker unterscheidet diese beiden Formen der Arbeit mit
den Bezeichnungen ,,potentielle Energie’* und ,kinetische Energie®.
In der Technik ist diese Bezeichnung weniger gebrauchlich, da sie zu
Verwechslungen fithren kann. Der Techniker versteht unter ,,Energie‘
itberhaupt nicht ,,Arbeit*, sondern ,,Leistung® (s. w. u.). Daneben findet

. Lyt

gich der Ausdruck ,,lebendige Kraft fir ,,4 = anég- ¢, dessen Fassung
. 2

eine dhnliche MiBdeutung herbeifiihren kann. -- r;)v ist keine

Kraft, sondern Arbeit. Kraft sind Kilogramm. Es ist wohl erklarlich,
daB man die in einem bewegten Korper steckende Arbeit nach der

Schlagkraft, mit der derselbe beim Auftreffen auf einen stillstehenden
2

_Gegenstand zur Wirkung kommt, beurteilt, aber darum ist m g immer

noch keine Kraft. m e 2
Bestimmt man zur Kontrolle die MaBeinheit des Wertes e

aus m und v, so folgt:
__Kilogramm . Sekunden?

Meter
_ Meter ,  Meter®
~ Sekunde ’ ©  Sekunden® ’
m-v?*  Kilogramm - Sekunden?® - Meter®
2 Meter - Sekunden? ’

= Kilogramm : Meter = mkg.

Beispiel 41. Welche Arbeit steckt in einem Schwungrade von 4t Kranz-
gewicht und 30 m/sec Umfangsgeschwindigkeit ?

(Vereinfachend ist angenommen, da8 alle Masseteilchen des Kranzes ein und
dieselbe Geschwindigkeit v haben, wihrend in Wirklichkeit die duflersten Massen-
teilchen eine hohere Geschwindigkeit haben als die mehr zur Mitte liegenden. Ge-
meinschaftlich ist den Masseteilchen nur die Winkelgeschwindigkeit . Sie haben
die verschiedenen Geschwindigkeiten

V=@, Vg = " 1y.

Die genaue Bestimmung der in einem Schwungkranze steckenden mechanischen
Arbeit siehe S. 155.)

mv?
4 = 9
.- 302
m = % = 400 ME A= 7%99—2——'”~ = 180000 mkg .

Die beiden Formen der Arbeitaufspeicherung kénnen nebenein-
ander stehen. Es kann ein Korper sowohl kinetische Energie als auch
zugleich potentielle Energie enthalten. Ein in 240 m Héhe tiber dem
Erdboden befindlicher Kérper von 30 kg Gewicht, der eine Geschwin-
digkeit von v = 40 m/sec besitzt, enthilt eine Arbeit von 4 = 4, 4 4,:

Ay = G- h = 30240 = 7200 mkg
m-v* G 40* 3.402
g Ty 2T 2T 2400 mkg ,
A = 9600 mkg.
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Diese Summe der Arbeiten kann in eine einzige der beiden Formen
iibergefithrt werden. Man kann den Wert 4, (die potentielle Energie)
in die Form von 4, (kinetische Energie) verwandeln, indem man den
Kérper aus der Hohe von 240 m frei herabfallen 158t. Man kann auch
den Betrag A4, dazu benutzen, um den Abstand h von der Erdoberfliche
zu erhdéhen. Rechnerisch
fithrt man diese Umwandlung
am einfachsten durch, indem I Q
man sich auf das Gesetz von
der Erhaltung der Energie @
stiitzt. Es muf} dieim Korper ¥
steckende  Arbeit unver-
sindert bleiben, wenn die
Umwandlung verlustlos ist. Ry
Der Betrag A ist also nur der
Form nach zu verwandeln,

seine GesamtgroBe bleibt un-
verandert. Y | _ @ -

Fig. 29 zeigt links den in
der Hohe A, befindlichen, mit
der Geschwindigkeit v, _be- O B, e toors "hel Glatonhett der
wegten Korper. In der Mitte thm aufgespeicherten Arbeit..
den in A, befindlichen, ruhen-
den Korper, rechts den in der Hohe Null mit v, bewegten Kérper. Die

9600 mkg der obigen Rechnung sind bestimmt aus :

G- hy = 9600 = 30 - by, hy = 320 m.
: s o Qere Mieagbcre

Sie sind ferner gleich: S

m - v3 3.9}
™Y 9600 = 2
2 2 7’

vy = 80 m/sec. Untere Wi
Man bezeichnet eine
so durchgefithrte Rech-

nung als Rechnung mit

3 1 1 Tig. 30, Verschiedenheit der Geschwindigkeitsrichtung
der Arbeitsbilanz. Wie 8 2 o Genchwindigkelt (G x 6.8 &) nach Durche
dem Kaufmann die Bilanz eilen der gleichen Hohe,

aus Kassenbestand, Aus-
gaben und Einnahmen in jedem Augenblicke dasselbe Gesamtergebnis
am Besitz und Schulden ergeben muf}, wenn er verlustlos und ver-
dienstlos gearbeitet hat, so muf} sich auch bei einem Rechnen nach
dem Arbeitswert, nach den Meterkilogramm, in jedem Augenblick der
einmal vorhandene Wert an Meterkilogramm nachweisen lassen.
Nach der Arbeitsbilanz ergibt sich fir das Ubergehen eines still-
stehenden Korpers aus einer Niveaufliche in eine andere die Geschwindig-
keit » nach der Gleichung v=}2g k. Es ist also die Geschwindigkeit v
vollkommen unabhingig von dem Wege, auf welchem der Kérper von
3*
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der einen Niveaufliche zu der anderen itbergeht. Die Richtung, welche
der Kérper beim Kreuzen der zweiten Flache hat, ist ohne jeden

Tig. 31. Weiterschwingen der am

Kranhaken hingenden Last bei plotz-

lichem Stillstehen des Aufhinge-
punktes.

N
.l . i \"--\___—-""/
[
' J'G-mﬁa@. |
|

Fig. 32. Umsetzung der Xkinetischen

Energie des auf der Trommelwelle

sitzenden Schwungrades in Lasthebe-
arbeit.

EinfluB auf die Grofie von ». Der Korper
tritt in jedem Falle mit der gleichen Ge-
schwindigkeit v durch die untere Fliche
hindurch (Fig. 30).

Ein Bild einer solchen Umwandlung
der kinetischen Energie in potentielle
kennzeichnet die Fig. 31. Die am Haken
des Laufkrans hingende Last @ hat die
Geschwindigkeit ». Halt man pldtzlich
den Kran selbst, an, so schwingt die Kette
aus, bis der in der Last (und der Kette)

.2
m 2” - in Lasthebearbeit
umgewandelt ist. Es wird die Last also
noch soweit schwingen, bis die aus der

2
Gleichung G« & = MY perechnete Hub-
hohe A erreicht ist.

Beispiel 42. Um welchen Betrag
schwingt die Last weiter, wenn der Kran aus
der Geschwindigkeit von » = 2 m/sec plstzlich
zum Stillstand gebracht wird und die freie
Kettenlinge r = 8 m betrdgt ?

steckende Betrag

m - v> 2 22
choe e )= e = = L,
Grh="g h=gymag T
(27r — h) h=3s%, s? = 3,16,
(16 — 0,2) 0,2 = s, $=1,77 m.

Beispiel 43. Ein mit # = 200 Um-
drehungen laufendes Rad von 2,2t Kranz-
gewicht und 3 m Durchmesser (siche Beispiel 41)
wird dadurch zur Ruhe gebracht, daB es ge-
zwungen wird, eine Last von G = 5000 kg zu
heben. Wie hoch wird das Gewicht gehoben ?

(Fig. 32.)
Umfangsgeschwindigkeit des Rades:
Dex-n 3-%-200
V= e = e 31,4 m/sec.
Im Rade steckende Arbeit:
m-v: 2200 31,4
4, = B5T = Z0E S < 108500 mkg,
Ay = Gh = 5000-h,
A, = 4,, 180500 = 5000 « &,
h =36,1 m.

Schwankt die Kraft, welche die Arbeit verrichtet, auf den einzelnen
Teilen des Gesamtweges, so berechnet man die Gesamtarbeit an Hand
der graphischen Darstellung des Arbeitsvorganges in einem Kraft-Weg-
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Diagramm. Man trigt (Fig. 33) die KraftgréBien als Ordinaten nach den
Kraftwegen (Abszissen) auf. Die Arbeit ist dann durch den Flachen-
inhalt des Diagramms dargestellt. Die einzelnen kleinen Trapezchen,
in welche sich die Figur teilen laBt, kann man durch Rechtecke von
mittlerer Hohe ersetzt denken. Diese Rechtecke bilden dann Darstel-
lungen von Arbeitsvorgingen mit konstanten Kriften. Ihre Flachen-
inhalte sind die Darstellung von
Wegstrecke (GrundliniedesRecht-
ecks) mal Kraft (Hohe des Recht-
ecks), d.i.von Arbeit

Piosg+ Pyesy+ Pyosg+ Pyesy ... p.p

So sind denn auch die Trapez-
chen Darstellungen der Arbeit -
und der Flacheninhalt der Ge- '
samtfigur charakterisiert die Ge-
samtarbeit.

Der Mafstab der Arbeit wird Fig. 33, Kraft,s-eggg-é);:ﬁ?rl{;g:‘ fiir eine wech-
in der gleichen Weise festgestellt,
wie der Mafstab des Wegesim Geschwindigkeit-Weg-Diagramm (siehe S. 8).
Bedeutet 1 mm Ordinatenhéhe z. B. eine Kraft von 50kg (KraftmaBstab

1
100kg = 2mm) und 1 mm Abszissenlinge einen Weg von 0 ™ (Weg-
mafstab 1 m = 10mm), so stellt jeder Quadratmillimeter eine Arbeit von

| -
50 - 0=7° mkg dar.

Beispiel 44. Welche Arbeit verrichtet man
beim Zusammenpressen einer Feder um 58 mm,
wenn die Zusammenpressung eine von Null
auf 170 kg stetig steigende Kraft erfordert?
(Fig. 34.)

Das Kraft-Weg-Diagramm wird durch ein
Dreieck dargestellt, dessen Hohe die End-
kraft von 170 kg darstellt und dessen Grundlinie e
den Weg von 58 mm kennzeichnet. Der In-
halt des Dreiecks ist gleich Grundlinie mal Fig. 34. Krait-Weg- Diagramm fiir
Hohe durch 2. Die Arbeit betrigt demgemifs eine stetig grofer werdende Kraft;

1 Zusammenspannung einer Feder.
0,058 m - 170 kg - — = 4,93 mkg. Bei einer

Auftragung mit den MaBstiben 1 mm Ordinate’ = 10 kg und 1 mm Abszisse gleich
0,002 m Weg erhilt das Diagramm die in Fig. 34 eingetragenen Abmessungen von
17 mm Hoéhe und 29 mm Grundlinie, d.i. von 246,5 qmm Flicheninhalt. Dabei
bedeutet jeder Quadratmillimeter 10 - 0,002 = 0,02 mkg Arbeit und so ergibt sich
das bereits oben ausgerechnete Resultat von 246,5 - 0,002 = 4,93 mkg Arbeit.

Heg

Fig. 35 kennzeichnet eine Anwendung des Kraft-Weg-Diagramms
zur Berechnung des Kraftverlaufs bei einer Arbeitsumwandlung.

Das Kraft-Weg-Diagramm des Antriebskolbens ist das Rechteck
ABCD. Mit der konstanten Druckkraft P wird die Arbeit verrichtet

Ay =P.s=Ay=P-s=A3=P-s3=A4A,=P-34.
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Die Wegstrecken des Arbeitsstempels ergeben sich aus den Lingen der
Stangen und der Anordnung des Getriebes zu sj, s;, s;, §;. Bei einer
gleichformigen Bewegung auf diesem Wege wiirden sich fir das Arbeits-
diagramm des Stempels die Krafte P{, P;, Pj, P; berechnen aus:

4, = P, +sy, Ay = Pj-s,, 4y = Pj. s A,= P8

(siehe Fig. 35 rechts unten). Da die Bewegung des Stempels nicht gleich-
formig mit derjenigen des Antriebskolbens verlduft, darf mit konstanten

Weg-HKraff-Diagrarmim
< des Stempels

) | =
‘:'g . K Araf

4 SIS o
& 1 -
7 P
XV y des Kolbens
A’ Weg D
|
=
f

Fig. 35, Bestimmung des Kraftverlaufs eines PreBstempels aus der Gleichsetzung des
auf den einzelnen Wegstrecken aufgewendeten und geleisteten Meterkilogramm., Kolben-
arbeit — aufgewendete Arbeit. Stempelarbeit = geleistete Arbeit.

Werten P], P,... nicht gerechnet werden. Es miissen vielmehr die
Rechtecke P]- s — Pj-s;...in kurvenartig begrenzte Fléchen gleichen
Inhalts umgewandelt werden, um den Verlauf der Stempelkrifte zu
gewinnen. Fig. 35 zeigt oben im doppelten MaBstabe fir die Wege und
fiir die Krifte, d. i. im vierfachen MaBstabe fiir die Arbeit den Verlauf.
Die Gleichheit der kleinen schraffierten Eckflichen ist der Beweis fir
die Richtigkeit der Flichenumwandlung. Es steigt die Stempelkraft
von P, auf P,.

Die Arbeitsaufwendung hat in vielen Fallen zwei verschiedene
Arbeitsbetrige zu decken. Sie hat einmal eine Arbeit nach P - s zu ver-

. 2
richten und zugleich einen Wert an %2— herzugeben. Beim Anfahren

eines Zuges z. B. wird die Lokomotive sowohl fiir die Uberwindung der
Reibungswiderstinde eine gewisse Kraft P aufwenden miissen und



Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung. 39

zweitens fiir die Beschleunigung der Massen, d. i. zur Deckung des Be-
. p2
trages ,’Yké,',’, eine gewisse Zugkraft ausiiben miissen. Beide Krifte zu-

sammen geben dann 4 = P, -84 Py-s.

Beispiel 45. Welche Zugkraft hat eine Lokomotive beim Antahren aufzu-
wenden, wenn die Bewegungswiderstinde 2000 kg betragen und der Zug von 200 t
Gewicht mit p = 0,5 m/sec? beschleunigt werden soll? 200 600

Zur Beschleunigung der Massen ist aufzuwenden Py =m - p = 20,15
= 3000 kg . Die Gesamtkraft betrigt P = 2000 4 3000 = 5000 kg. ¢

Beispiel 46. Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Zug von 250t Ge-
samtgewicht nach Durchfahren einer Strecke von 2500 m, wenn die Zugkraft der
Lokomotive 4500 kg betrigt und die Fahrwiderstinde fiir sich eine Zugkraft von
1800 kg verlangen?

Fir die Beschleunigung bleiben 4500 — 1800 = 2700kg zur Verfiigung.
Sie ergeben eine Beschleunigung p, berechnet aus P = m - p mit

_ P _2700-10.
P=m = 250000
Auf dem Wege von 2500 m wird mit p = 0,108 m/sec die Geschwindigkeit » er-
reicht. Gl. X ergibt fiir v, = 0:

v? v
=2pr  B®=35.610s"
(Eine Rechnung nach der Arbeitsbilanz ergibt das gleiche Resultat in ein-
facherer Weise. Die Beschleunigungskraft von 2700 kg verrichtet auf dem Wege

von 2500 m die Arbeit A = P -s = 2700 - 2500 = 6750000 mkg. Diese Arbeit
wird umgeformt in

= 0,108 m/sec2.

8 v? = 540, v = 23,2 m/sec.

m e 250 000

mTL, m=2000 500,
a2

me. 252000-1;2=6750000,

v? = 540, v = 23,2 m/sec.)

Beispiel 47. Es ist das Kraft-Zeit-Diagramm fiir den aus einer gleichférmig
beschleunigten, einer gleichférmigen und einer gleichformig verzdgerten Bewegung
zusammengesetzten Bewegungsvorgang mit folgenden Daten zu zeichnen. Anfangs-
geschwindigkeit 0, Héchstgeschwindigkeit » = 12 m/sec. Zeit fitr den Anfahr-
vorgang t, = 24 sec, Zeit fiir die gleichformige Bewegung ¢, = 8 sec, Verzogerungs-
zeit 3 = 16 see, Zuglkraft zur Uberwindung der Fahrwidersténde P = 2100 kg,
Gewicht der bewegten und zu beschleunigenden Teile G = 40 000 kg.

Fiir die Beschleunigung ist eine Kraft P = m - p, aufzuwenden. p, berechnet
sich aus v = vy 4 p,+#; mit v = 12 m/sec, vy = 0 und ¢, = 24 sec zu 0,5 m/sec?

m = 40ng90 = 4000 ME, P = 4000 - 0,5 = 2000 kg.

Wihrend des Beschleunigungsvorganges sind P, = 2100 4- 2000 = 4100 kg _auf-
zuwenden. Wihrend der gleichformigen Bewegung sind nur die 2100 kg Fahr-
widerstand zu iiberwinden P, = 2100 kg. Wihrend der Verzogerungszeit betrégt
die Verzégerung p, berechnet aus v = vy -+ pt; v = 0; v, = 12 m/sec; #; = 16 sec:

=12
Ps= 16

Die Verzogerungskraft betriigt P = ps-m = —0,75- 4000 = —3000kg. Da die
Fahrwiderstinde nur 2100 kg erfordern, ist die Gesamtkraft in dieser Periode
Py = —3000 + 2100 = —900kg. Es wird also in dieser Zeit keine Arbeit in
den Zug hineingesteckt (durch die Zugkraft der Lokomotive). Es muB vielmehr

= 0,75 m/sec?.
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Arbeit aus ihm herausgezogen werden (durch die Bremsen). So cntsteht das
Diagramm Fig. 36.
Die in der Zeiteinheit verrichtete Arbeit bezeichnet man als Leistung:
Arbeit P-s
Leistung = . e m———=1I. Gl. XXVI
g Zeit t N -
Bei einer Messung der Zeit in Sekunden folgt dainit fir die Leistung
der Wert Meterkilogramm durch Sekunden.
Man schreibt diesen Wert Meterkilogramm pro Sekunde mkg/sec
(in der Sekunde).
Beispiel 48. Welche Leistung hat ein Kran, der einec Last von 800 kg
in 2 Minuten um 15 m hebt?
P.s G-h 80-15
t  t  2.60

I = = 100 mkg/sec .

Fir die technischen Rechnungen ist die Einheit 1 mkg [sec zu Kklein.
Man fafit daher 75 mkg/sec unter dem Namen 1 Pferdestarke zusammen.

75 mkgfsee=1 PS.
Die Anzahl der Pferd_est'arken bezeichnet man mit dem Buchstaben N
P-s
.t
Beispiel 49. Welche Leistung hat ein Kran, der in 4 Minuten eine Last von

6t um 12m zu heben vermag ?

P =@=6t=6000 kg, s=12 m,

t = 4 Minuten = 4. 60 = 240 sec,

N = G-h — E’QO_E = 4 PS. (Pferdestéiirken).

75 75.240
Die Gleichung XXVI und demzufolge auch die Gleichung XXVII
laBt sich noch in anderer Weise unterteilen, als es die obige Ableitung
aus Arbeit durch Zeit zeigt. Man kann fiir diese Gleichungen auch
schreiben :

N= GL XXVII

P
L= <7> (s) Leistung gleich Kraft pro Zeiteinheit mal Weg.

L= (P) ( s ) Leistung gleich Kraft mal Weg pro Zei.teinheit gleich
? Kraft mal Geschwindigkeit.
~ P-v
L = v T e .
P.v, N 3
Beispiel 50. Welche Leistung hat eine Pumpe, die 27 ¢cbm Wasser pro Stunde
auf 12m Hohe hebt?

P = 27000 kg t = 18t. = 3600 sec,
Pjt = 27000/3600 = 75 kg/sec. (Kraft pro Zeiteinheit),
P.s 1

75.—2=12PS.

N=im= 75
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Beispiel 51. Welche Leistung hat cin Windwerk, das 9000 kg um 15 m
pro Minute hebt?

P = 9000 kg, s/t = 15 m/60 sec = 0,25 m/sce = v,
9000 - 5
N—P-sjt-115=P.v-1/75 = 00750’2" — 30 PS.

Auch bei der Berechnung einer Leistung fafit man dic auftretenden
Verluste zusammen und berechnet sie zahlenmiBig unter Einfithrung
des Begriffes ,,Wirkungsgrad‘‘. Wirkungsgrad gleich Nutzleistung durch
aufgewendete Leistung. Es ist diese Gleichung mit der Gleichung XXIIT
identisch. Es bedarf nur der Erweiterung des Bruches Wirkungs-

grad = %1; mit £, um aus den Werten L die entsprechenden Werte 4

2
zu machen, da 4 = L- ¢ ist.

- I{1 - 4, A,z
7 L, £t
4,
’I] == Az .

Beispiel 52. Welche Leistung gibt eine Pumpe ab, wenn der sie treibende
Elektromotor an elektrischer Arbeit 14 PS aus dem Netz zieht und der Wirkungs-
grad des Motors 1, = 909, der des Triebwerks 5, = 959%, und derjenige der Pumpe
13 = 809, betrigt?

N =1y -9y - 45 (Gl. XXIV) = 0,9-0,95-0,8 = 0,684,
Aufgewendete Leistung = 14 PS,
Nutzleistung = 14 - 0,684 = 9,576 PS.

Beispiel 53. Welche Leistung nimmt’ein Elektromotor aus dem Netz, wenn
er eine Pumpe treibt, die in der Stunde 24 cbm Wasser auf 27 m Héhe hebt, wenn
der Wirkungsgrad der ganzen Ubertragung (umfassend die Wirkungsgrade des
Motors, des Triebwerks und der Pumpe) 609, betrigt.

. P.s 24000 - 27 .
Nutzleistung N = 5t T 75,3600 24 PS.

Aufgewendete Leistung - O?tf = 40 PS.

Beispiel 54 Welche Leistung L =
gibt eine Transmission an eine 1
Pumpe ab, welche bei jeder Um- 4000kg
drebhung 6 1 Wasser verdringt, R,
wenn die Umdrehungszahl der NN A
Pumpe » = 120 betrigt und die NARTRRAN
Druckhthe der Pumpe 48 m ist? q";; 91.._:}7 § § BN
Der Wirkungsgrad der Pumpe ist o A )
mit 649/ anzusetzen. SRS TR GRS

In einer Umdrehung wird NN NN
die Arbeit 4 =G-h=6-48

= 288 mkg verrichtet. In den |

120 Umdrehungen werden 120 - 288 I
= 34560 mkg geleistet, d. i

die Leistung in einer Minute.  Fig. 36, Kraft-Zeit-Diagramm fiir einen Bewegungs-
Die auf die Sckunde bezogene —yomens, Cot o o o it Siner gleschiormiz vou
Leistung betréigt 34560 : 60 ’ zogerten Bewegung zusammensetzt. i
= 576 mkg/sec bzw. 7,68 PS

Nutzleistung./ Aus der Transmission werden abgegeben: aufgewendete Leistung
= 7,68/0,64 = 12 PS.




42

Grundgesetze der Physik.

Fir die graphische Auftragung des Leistungsverlaufs wahlt man
das Leistung-Zeit-Diagramm, das aus dem Kraft-Zeit-Diagramm und

Gesch windlgken|

dem Geschwindigkeit-Zeit-
Diagramm berechnet wird.
Ist fiir einen Leistungs-

S vorgang das in Fig. 36 dar-
N gestellte Kraft - Zeit - Dia-
w N,

{

gramm und das in Fig. 37
AN dargestellte Geschwindig-

Fig. 37. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm.

keit - Zeit - Diagramm  ge-
geben, so berechnen sich
die einzelnen Leistungen
nach L= P.v aus den
Produkten der zu gleichen
— Zeitpunkten  gehorenden
Ordinaten der beiden Dia-

50000 mkg/ser

gramme. Es herrschtz. B.
nach Ablauf der Zeit von
t=1>5 Sekunden die Ge-
schwindigkeit v und es ist

w800

Lelstung = Kraf x Geschwindlgkeit

- (-900) x 12

mit dieser Geschwindig-
—1  keit die Kraft P auszu-
iiben. Dann ist in diesem
Augenblicke die Leistung

Fig. 38. Leistung-Zeit-Diagramm fiir das Kraft-Zeit- — . -
Diagramm der Figur 36 und das Geschwindigkeit-Zeit- L P.v mkg/ sec auf
Diagramm der Figur 37 (s. Beispiel 47). zuwenden.  Diese Auf-

=%

[jsfgn

JJ 5000
¥

Fig. 89. Schematische Dar-
stellung einer Fordermaschine.

tragung zeigt die Fig. 38.

Beispiel 55. Es ist das Leistungsdiagramm
einer Fordermaschine der durch das Schema nach
Fig. 39 gekennzeichneten Bauart fiir folgende Daten zu
berechnen:

Gesamtgewicht der zu beschleunigenden Massen
G = 20 000 kg,

Zu hebende Nutzlast © = 2000 kg.

(Es geht die leere Schale von 3000 kg Gewicht
herunter und die volle von 2000 -+ 3000 kg Gewicht
muB gehoben werden. ) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
nach Fig. 40. (Fig. 40 ist mit den Fig. 15 und 16
identisch. Es gelten die Geschwindigkeitsdaten von
S. 23 fiir dieses Beispiel.)

Es bestimmen sich aus aem Geschwindigkeits-
diagramm die Beschleunigungen.

Die Beschleunigung wihrend der ersten
Periode ist p; = 0,133 m/sec berechnet aus
vy=0, v,=04mfsec, t =3sec. Fur die
zweite Periode berechnet sich p, aus

v, = 0,4 mfsec, v,=585m/sec, I,=15,7sec,

y2)

tz

Vg — Y 5,85 — 0,4

= T— = 0,956 m/sec2,
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Zort 20 30 Sekurndern

Tig. 40. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme fiir gleichiorn:ig
beschleunigte bzw. verzSgerte Bewegungen.

8,6 — 5,85 8,8 — 8,6 ,
e 0,368 m/sec?, Py = — 5 = 0,04 m/sec?,
8,3 — 8,8 2,1 —8,
Py = 53 ~— 0,217 m/sec?, p;= ’@'3 = — 0,898 m/sec?,
0,35 — 2,1 — 0,35
pr= 020 — 046l mfsec?, py = 0035 _ 0,125 m/sec?.
3,8 p 2,8
Fir die Be- -
sehleunigmlg der [ A Fig. 41, I(r:n‘l -Zeit - Diagramm Ilu.r
Massen sind daher E | cenrpe i o
die Krafte auf- ; | Zahlendaten des Be iels 45 und
/ \, | dasGeschwindigkeit-Zeit-Diagramm
Zuwenden: =, \ | der Figur -Ii_i, (Die ausgezogens
Py=m- A | P T S ot o
! :2003)6 0 133 | A ¥ 1*\ ! u;;;Ll--u h'ulr\'v der Figur 40.)
o e ? P 1 I-. )
— 266 kg U A BN
’ P, ya 1 1'7 L i
Py, =m- p, % ll i 1 j— 2% a’.pa
—=2000.0,956 < | | 4 i
— 1912 kg. | v /é’ .
. { 1o
P, =T736kg, 2000 kg }I ok
P = —434 kg, | I 1 A
| 1 1 {7 A
P, = —1796kg, f ! A
P, = —922kg, ] Wil
Py = —250 kg. R e ey a2 L L )

Zert



44
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~ Zu diesen Beschleunigungskriften kommt die Last von 2000 kg
hinzu. So folgt das die Lasthehekraft und die Beschleunigungskrifte

1

/

| 4

. o
Q| Lo,
%
3| UL )
NW A7y,

.

zusammenfassende  Kraft-
Zeit-Diagramm der Fig. 41.

Die Multiplikation der
Ordinaten dieses Diagramis
mit denen des Geschwindig-
keit - Zeit - Diagramms nach
Fig. 40 ergibt das Leistung-
Zeit-Diagramm der Fig. 42.
(Fiir den Punkt nach der
Zeit t, z. B. betragt Last-
hebekraft - Beschleunigungs-
kraft Pyund die Geschwindig-

Zeit
Fig. 42. Leistung-Zeit - Diagramm fiir das Kraft-Zeit-

Diagramm (strichpunktiert) der Figur 41 und das Ge-
schwindigkeit-Zeit-Diagramm (glatte Kurve) der Figur 40.

keit v,. Daraus folgt die
Leistung L = P,- vomkg/sec.
Da die scharfkantige Gestalt
der Fig.41 dem vereinfachten
Geschwindigkeitsverlauf nach Fig. 40 entspricht, hat man entsprechende
Abrundungen vorzusehen. Man wird durch weitergeliende Unterteilung
der Geschwindigkeitskurve von vornherein eine bessere Anpassung an
die Wirklichkeit zu erzielen suchen.)

C. Die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.
Eine Kraft ist bestimmt durch 3 Daten
Lage, GroBe, Richtung.

Die GréBe der Kraft wird in Kilogramm oder Tonnen angegeben. Die
Lage und die Richtung werden entweder in einer Zeichnung festgelegt
oder durch die Angabe des Neigungswinkels
und des Angriffspunktes der Kraft be-
stimmt. (Beziiglich des Angriffspunktes siehe
weiter unten.) Bei der zeichnerischen Day-
stellung einer Kraft wird auch die Kraft-
groBe zeichnerisch dargestellt. Die Linge
der Strecke, zu deren Auswertung ein Maf-
stab z. B. 1 mm == 5 kg gegeben ist, stellt
die Kraftgréfe dar.

So entspricht diein Fig. 43 aufgetragene
Strecke A — B von 40 mm Liange bei einem
MafBstab von 1 mm = 2 kg einer Kraft von

Vo4

Fig. 43. Darstellung einer Kraft

von 80 kg im MaBstabe 1 kg =%/ mm,

die am Kérper K imn Punkte 4 an-

greift mit der Richtung von 45°
nach rechts oben.

80 kg, die unter 45 ° nach rechts oben gerich-
tet ist und im Punkte 4 am Kérper K an-
greift.

Die Bestimmung der Wirkung mehrerer
auf einen Korper wirkender Krifte verein-

facht sich in vielen Fillen, wenn man die Krifte zu einer einzigen Kraft
zusammenfaft, deren Wirkung gleich der der Summe der Wirkungen
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der einzelnen Krifte ist. In anderen Féllen kann die Zerlegung einer
Kraft in mehrere Einzelkrifte fiir den Rechnungsvorgang von Vorteil sein.
Man wird z. B. dann eine Kraft zerlegen, wenn es sich darum handelt,
die Wirkung der Kraft nach verschiedenen Richtungen zu bestimmen.
So hat man der ganzen Lehre von den Kraftwirkungen ein Kapitel
itber die Zusammensetzung und die Zerlegung von Kriften voranzu-
stellen.
Zwei gleichgeneigte, am glei-
chen Punkte angreifende ent-

K
gegengesetzt gerichtete Krafte ok @ <A -

heben sich in ihrer Wirkung auf.

Greifen (Fig. 44) die zwei Krafte

+ P und — P am Korper K an,

?%ié?};éﬁrfeﬁglff;fiugiﬁi?RNe g wuthebender Rradte F £ und S
gegebener Krafte derartige sich gegenseitig authebende Hilfskrifte hin-
zu, um die Zusammenfassung der gegebenen Krifte zu erleichtern. Die
Gesamtwirkung wird dadurch nicht beeinflufit.)

Die Zusammensetzung mehrerer nicht paralleler Krafte zu einer
Resultanten, d. h. zu einer Kraft, deren Wirkung gleich der Summe
der Wirkungen der durch sie ersetzten Kraite ist, erfolgt nach dem
Parallelogramm.

1. Beweis fiir den Satz vom Parallelogramm der Krifte.
Nach S. 28 lassen sich die zwei Beschleunigungen p, und p,, welche
ein Koérper K erfihrt, ersetzen durch die Beschleunigung p;, welche
nach GréBe und Richtung durch die

Diagonale in dem aus p, und p, ge- B 2 /,«".ﬁ
bildeten Parallelogramm bestimmt / s
ist. p; und p, sind nach dem Ge- 2 K /

setze von der Massenbeschleunigung
hervorgerufen durch die Krifte P;
und Pz, Pl = my + Py, P2 = My + Py -
Das fiir die Vereinigung der Folgen
(der Beschleunigungen p, und p,)
geltende Gesetz gilt auch fir die ¥ig 45. Zusammensetzung zweier Krifte
Vereinigung der Ursachen, d. h. der ~Frund F»zur Resuftanten fs — Parallelo-
Beschleunigungskrifte P, und P,.

Es sind auch die Krifte P; und P, nach dem Parallelogrammgesetz zu-
sammenzusetzen.

Die Fig. 45 stellt in den Langen 4 B = 20mm und 4C = 30 m
die Beschleunigungen p, und p, mit 2 m/sec? und 3 m/sec® dar, welche
zusammengesetzt die resultierende Beschleunigung p; = 4 m/sec?
(4D = 40 mm) ergeben. Bei einem Korper von m = 5 Masseneinheiten
betragen die Krifte P, =5.2 =10 und P,=5.3 = 15kg. Der
KraftmaBstab bestimmt sich auch AB = 10 kg = 20 mm (4AC = 15 kg

=30 mm) mit 1 kg =2 mm oder 1 mm :73; kg.

Z



46 ) Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.

Die resultierende Kraft dargestellt durch die 40 mm lange Strecke
A D betrigt demnach 40 - 0,5 = 20 kg. Das entspricht der érmittelten
resultierenden Beschleunigung p; =4 m/sec?; Py =m-p;=>5-4=20kg.

Man setzt zwei im gleichen Punkte angreifende Krifte
zusammen, indem man aus ihnen ein Parallelogramm
bildet. Die Diagonale des Parallelogramms stellt nach Lage,
GroBe und Richtung die Resultante dar.

2. Methoden fiir die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften,
a) Graphische Methode der Kriiftezusammensetzung.

«) Die Krifte haben den gleichen Angriffspunkt. Die
Fig. 45 kennzeichnet die Zusammensetzung der Krifte auf zeichne-
rischem Wege, d. i. in einem
Krafteplan. Bei einer Zu-
sammensetzung von mebr
als zwei Kriften vereinigt
man nacheinander Kraft P,
mit Kraft P, zur Resul-
tante R,_,, dann Resul-
tante R,_, mit Kraft P,
zur Resultante R,_,_,,
dann Resultante R;_,_,
mit Kraft P, zur Resul-
tante R, _,_5_, usw.
Fig. 46 stellt in der
Flo i oo dor g Kl Py Bgdle Strecke AF — R die Resul-
Satz vom Parallelogramm der Krifte. tante der Krifte P, P,,
P,, P,, PsnachLage, Gré3e
und Richtung in dem fiar die Auftragung von P,, P,, P;, P,, P; ge-
wiihlten MaBstabe dar. Die Zeichenarbeit fiir die graphische Zusammen-
¢ setzung kann wesentlich verein-
facht werden. Es bedarf nicht der
p Aufzeichnung der volistindigen
*  Parallelogramme. Die Diagonale
AD des Parallelogramms Fig. 45
ist zugleich die dritte Seite eines
aus den Strecken A Bund BD = P,
und P, gebildeten Dreiecks ABD.
Es gentugt danach zu ihrer Er-
mittlung das Aneinanderreihen der
Krifte P, und P,. Die SchluBl-
linie des Dreieckes stellt die
. ) Resultante dar.
Pt eur 46 Guroh Hintereinandorreihen, In gleicher Weise istin Fig. 47
die der Fig. 46 entsprechende Kon-
struktion der Resultanten aus den Kraften P,, P,, P;, P,, Py durch-
gefithrt. Es sind die Kriafte P, bis P, aneinandergereiht. Die Schlufi-

—
.
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linie vom. Ausgangspunkte 4 von P; zum
Endpunkte F von P; stellt die Resultante R
dar. Die Reibenfolge der Aneinanderreihung
ist ohne EinfluB. Fig. 48 kennzeichnet eine
andere Reihenfolge. Man kommt, wie man
auch die Strecken, welche die Krifte dar-
stellen, aneinanderfiigt, stets zum gleichen
Endpunkte. .

Fallt der Endpunkt der letzten Kraft mit
dem Ausgangspunkt der ersten zusammen,
go ist die Resultante gleich Null. Man
gpricht dann von einem geschlossenen Kriifte-
plan.

Fig. 49 zeigt einen geschlossenen Kriifte- Fig. 48. ~Zusammensetzung

. . der 5 Krif i
plan. Die Resultante der drei Krifte P,, P, }ﬁ;tere{nafdzgseﬁxf&r ji(fs‘\(!ll‘(lig;g
und P, ist gleich Null. Die Aneinanderreihung *eihenfolge als in Figur 47.)
im Linienzuge ABCD fihrt nach 4. A4 und D, der Aus-
gangspunkt und der Endpunkt, sind ein und derselbe Punkt,

Beispiel 56. Mit welcher Kraft wird der
Dampfer D von den 3 Schleppern 1, 2, 3 ge-
zogen, wenn die Trossen die in der Fig. 50 ge-
kennzeichneten Richtungen haben und die Zug-
krafte P, = 1500 kg, P, = 2000 kg und
P, = 1000 kg betragen.

KriftemaBstab 1 mm = 50 kg.

Die einzelnen Krifte werden dargestellt
durch die Léingen ab =20 mm, ¢c¢ =40 mm
und ad = 30 mm. Diese Lingen in Parallelo-
grammen zusammengesetzt, ergeben eine Resul-
tante von der Linge von 85 mm. Die resul-
tierende Kraft betrigt 85 50 = 4250 kg.

p)Die Krafte greifen an verschie- 2 cung von 3
denen Punkten des Kérpers an. Fur i}nlgji4ghg{e§2;ggenxsfafztengn,.Py
die Zusammensetzung mehrerer an verschie- ~ wnd Ps, die efne Resultante gleich
denen Punkten des Korpers angreifender
Krafte verlegt man den Angriffspunkt in der Richtung der Kraft nach
vorwirts oder riickwirts. Es bleibt fir die Wirkung der Kraft P auf

Fig. 50. Zusammensetzung von 3 Kriften, Py, P, und P;, zu R. (Beispiel 56.)

einen Koérper von geniigender Festigkeit ohne EinfluBl, ob dieselbe
(Fig. 51) in 4, B oder sonstwo auf ihrer Richtungslinie angreift. Thr
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Angriffspunkt spielt wohl eine
Rolle bei der Festigkeits-
rechnung des Korpers. Fir die
Ermittlung der Kraftwirkung
ist er gleichgiltig. Die Kraft
beschleunigt in jedem Falle den
Korper auf derselben Bahn,
d. h. auf der eigenen Richtungs-
linie, und zwar mit derselben Beschleunigung p = P/m. Nur daf} bei
ihrem Angriff in A die Zugfestigkeit des ganzen Kérpers in Anspruch
genommen wird, wihrend bei einem
Angriff in B der vordere Teil
zwischen B4 keine Belastung er-
fahrt, unterscheidet diese beiden
Falle. (Uber die Stabilitit eines
Korpers bei Verlegung des Angriffs-
punktes s. S. 108.) Fir die Fest-
legung der Lage einer Kraft ist also
nicht der Angriffspunkt zu be-
stimmen, sondern nur die Angriffs-
linie.
§ Die Zusammensetzung der in
Tig I8, Ameetnng s e A und D angreifenden Krafte P,
angreifender Krifte P; und Po. und P, zur Resultanten R, _, zeigt
Fig. 52. Die Krifte bzw. die sie
darstellenden Strecken 4 B und DE sind zum Schnittpunkt ihrer Rich-
tungen zuriickverlegt. Es sind von F aus die Lingen FG = AB und
F H = DE erneut aufgetragen. Die
Resultante R,_, von FG und FH
ist zugleich die Resultante von A B
und DE.

Die Zusammensetzung von drei
oder mehr Kriften kennzeichnet die
Fig. 53. Aus P, und P, wird nach
Verlegung derselben zum Schnitt-
punkt der Richtungen 4 die Resul-
tante R;_, gewonnen. Diese zum
Schnittpunkte B mit der Kraft-
richtung von P, zuriickverlegt, er-
gibt bei der Zusammensetzung mit
P, die Resultante B, , ;.

Fig. 51. Angriffspunkt und Angriffslinie einer Kraft.

e

Filg. 33 Zulgammensetzuug dreier an ver- ZurErleichterungderZusammen-
schiedenen Punkten eines Korpers angreifen- .. .
dor Krafte. T setzung von solchen Kriften, die

gleichgerichtet oder fast gleich-
gerichtet sind, deren Richtungen sich demzufolge in einem Punkte
schneiden, der weit herausfillt, wendet man einen Kunstgriff an. Man
fiigt zwei Krifte, die sich gegenseitig aufheben und demzufolge ohne
EinfluB auf das Resultat bleiben, hinzu. Durch die Vereinigung je einer
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dieser zwei Hilfskrafte mit je !
einer der beiden gegebenen

Kriafte, werden Resultanten J R,
erzeugt, deren Schnittpunkt Ry 47 Hy
bequemer liegt. pe g '\
Fig. 54 zeigt die Zusammen- /
setzung der Krifte Pyund P,.  / fa / N\ o A
Als  Hilfskrafte sind die [ Ry | gl X
Krafte H, und H, (H, hebt H, ' / \\
auf; H, und H, sind gleich J / Ry

grofB}, entgegengesetzt gerichtet
und in die gleiche Linie fallend)
hinzugefiigt. Die Richtungen
der Resultanten B, und R,

schneiden sich in 4. Von 4 Fig. 54. Zusammensetzung zweier Krifte P, und

erneut aufgetragen ergeben R, P zur Resultanten

R durch Hinzufiigung zweier sich

. gegenseitig authebender Hilfskrifte H, und H,.
und R, die Resultante R, , . N !

y) Das Kraftepaar. Die Vereinigung
von zwei Kraften P, und P, wird undurch-
filhrbar, wenn die mit den Hilfskraften H, H,
gewonnenen Resultanten R; und R, -sich
nicht schneiden, d. h. wenn sie parallel
liegen. Dieser Fall tritt ein, sobald die zu
vereinigenden Krifte P, P, gleich grofl und
entgegengesetzt gerichtet sind und nicht in
eine Linie fallen. Solche Krifte bilden ein
Kriftepaar (Fig. 55).

Ein Kraftepaar ist gebildet aus
zwel gleich groBen ent-
gegengesetzt gerichteten
und mnicht in eine Linie
fallenden Kriften.

Figt man zu einem Krafte-

Fig. 55. Kriftepaar P;— P,.

_paar zwei beliebige sich gegen- |~~~ 2 5

seitig aufhebende Krafte hinzu, TS b

so verwandelt man damit das . - ¢ v _—Z | )
Kriftepaar in ein anderes. Es Z | T~ ‘
geht (Fig. 56) das Kriftepaar My LA NN

+ Py |l — Pyiiberin das Krafte- V +ﬁ/

paar -+ R, || — R, beim Hinzu- 4~ : " ‘
fiigen der Krifte +-Zund —%. / b 7

Es 148t sich durch Hinzufiigen 1~

zweier anderer sich zu Null er- |/ {r ¥
ginzender Krifte - H und —H £ - F A o 8

in das Kraftepaar +M, || — M,
tiberfuhren usw. Gemeinschaft-  Fig. 56. Umwand!

ung eines Kriftepaares + Py| — P,

. . . . .. in andere durch Hinzufiigung sich gegenseitig auf-
lich ist allen diesen drei Krifte- hebender Hiltskriite (+ Z, —Z oder -+ H, — H).

Laudien, Mechanik,

4
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paaren erstens der Drehsinn. Demgemil gehort zur Festlegung des
Wertes eines Kraftepaares der Drehsinn desselben. Man charakterisiert
denselben durch ein Pluszeichen, wenn er im Uhrzeigersinne, wirkt und
durch ein Minuszeichen, wenn er entgegengesetzte Richtung hat. Die
Kriftepaare P, P,|R,R,| M, M, haben positiven Drehsinn. Zweitens ist
bei den drei Kraftepaaren das Moment gleich, d. i. das Produkt aus

Kraftgrole mal Abstand von

der Gegenkraft. Es betragt das-
y selbe in den drei Fallen

L Pea=R,-b=M -c. Aus
< der Glelchhelt der Flachemnhalte

des Rechtecks ABCD und des

b P, Parallelogramms CDEF — sie

a 2 , P, haben die gleiche Grundlinie C D

A R ~——— und die gleiche Hohe h — folgt die

S <+ Gleichheit von P, -aund R, 5.

3 P, ist die andere Rechteck-

Tig. 57. Drei gleichwertige Kriftepaare. Md1 seite, a die andere Hohe; R, ist
+Pr-@=May=+P>-b=May= +Ps- die andere Parallelogrammseite,

b die andere Hohe.

Ein Kraftepaar ist bestimmt durch zwei Angaben:
durch die GréBe des Momentes (Kraftgrofie mal Abstand zur
Gegenkraft) und den Drehsinn (4 im Uhrzeigersinne drehend, — ent-
gegengesetzt dem Uhrzeigersinne drehend).

Dem Moment gibt man den Buchstaben M
oder Mdi

.:;, Mg=P-a. Gl. XXVIII

' M, Moment eines Kraftpaares. kg X cm,
t gesprochen Kilogramm mal Zentimeter:

P = Kraft kg,
D a = Hebelarm cm.

(Man rechnet auch mit ¢ in mm oder m. Wo
es sich darum handelt, das Drehmoment in Arbeit
(mkg) zu verwandeln, muf man mit kg X m .
rechnen.) Die Gleichheit ,.kg mal m* far den
D roapiune  elnes  Begriff,, Arbeit*‘ und den Begriff ,,Drehmoment‘,
um 4 drehbaren” Hebel H.  die etwas durchaus Verschiedenes bedeuten, er-

klart sich aus der Verschiedenheit der Richtung
der , Kilogramm*‘ zur MeBrichtung der ,,Meter*. Arbeit ist Kilogramm
mal ,,in der Kraftrichtung® gemessener Meterzahl. Drehmoment
ist Kilogramm mal ,,senkrecht zur Kraftrichtung™ gemessener
Meterzahl.

Verschiebt man ein Kriftepaar nach der bei Fig. 52 fir die Ver-
schiebung einer Einzelkraft erklirten Art und Weise, so ergibt sich die
vollige Freiheit der Lage eines Kriftepaares. Es ist das Kraftepaar P, P,
(Fig. 57) gleich dem Kraftepaar P, P,, P, Pyusw., sofern alle das gleiche
Moment haben, d. h. P,.a= P,-b= Py c ist.
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Dem technisch Denkenden fallt es schwer, die im Obigen bewiesene
Freiheit der Lage eines Kriftepaares zuzugestehen. Er verbindet
mit einem Kriftepaar unbedingt die Vorstellung der Drehung um einen
zwischen den Kriften liegenden Punkt.
Das Kraftepaar P,P, (Fig. 57), das ihm
einen anderen Drehpunkt festzulegen
scheint als das Kriftepaar P, P,, d. h.
cinen zwischen P, und P, liegenden Dreh-
punkt, will thm anderswertig erscheinen.
Dieses Gefiihl des Technikers beruht auf
einer durch die technischen Formen der
Maschinen hervorgerufenen Tauschung.
Unmittelbar gegebene Krafte-
paare, wie sie die Fig. 57 darstellt, sind
in der Technik #dullerst selten.
Man legt in der Technik, wenn man
itberhaupt ein Kraftepaar verwendet, das-
selbe um den Drehpunkt oder mit anderen
Worten, man ordnet den Drehpunkt Fig. 59. Wirkung eines Kriftepaares
zwischen den Kriften an, z. B. den Dreh-  Ts, T: aut eﬁi%‘ﬁplﬂlﬁﬂ mit festem
punkt eines Haudrades in dessen Mitte. '

Im wbrigen wird in den meisten technischen Konstruktionen die
Drehbewegung eines Kérpers nicht durch ein unmittelbar gegebenes
Kraftepaar herbeigefiihrt, sondern durch eine einzelne Kraft.

Zur Erlsuterung des Obigen dienen die Fig. 58 und 59. An dem auf

der Welle 4 aufgekeilten Hebel H greifen A

die ein Kraftepaar bildenden Krifte P, \%\ ==
und P, an. Ibhr Moment ist P-a. Im RPA b
Drehpunkt sind zwei sich gegenseitig auf- | | /£

hebende Hilfskrifte S,,S, hinzugefiigt,
welche den gegebenen Kriften P; P,
gleich (groB) und gleichgerichtet sind.
Diese hinzugefiigten Kriifte bilden mit
den gegebenen Kriften zusammen die
zwel neuen Kriftepaare P, ,S; und P,, S,.
Die Momente dieser Kriftepaare betragen
+ Py(@ 4 b) und —P,(b). Das ist in
Summa P -a. Nimmt man (Fig. 59) ein
anderes Kraftepaar an, dessen Moment
T+c dem Momente P-a des Krafte- ,
paares der Fig. 58 gleich ist, 50 ergibt mementes an einem drohbaren Hebol be
sich dasselbe Resultat. Die zwei neuen Belastung desselben durch eine Binzcl-
Hilfskrifte @0, von gleicher GréBe '
und gleicher Richtung wie T'; und 7', ergeben mit den Kraften 7,7, zu-
sammen die Momente -+ To(d + ¢) und —7,(d). Ihre Summe ist
T-c=P-a. ‘

Fig. 60 zeigt das Zustandekommen eines Drehmomentes, das ist
eines Kriftepaares in der Art und Weise der Technik. Der um A4 dreh-

4%
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bare Hebel H wird durch die Einzelkraft P,; belastet und kann eine
Bewegung in der Richtung P; nicht machen, da seine Welle nur die
Drehbewegung um A freigibt. Der infolge der Wirkung von P, auf-
tretende Lagerstuitzdruck P, hilt die Welle fest. Diese Stiitzkraft P,
bildet mit der gegebenen Einzelkraft P, zusammen ein Kriftepaar
vom Momente P - a . (Uber das Zustandekommen von P, siehe Seite 104.)

Im Sinne dieser Art der Kraftepaarentstehung aus einer an einem
drehbaren Korper angreifenden Einzelkraft spricht man vom stati-
schen Moment einer Kraft. Es ist das statische Moment einer Kraft
gleich dem Momente des Kriftepaares, das von ihm selbst erzeugt wird.
Es ist gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. Das statische Mo-
ment der Kraft P, in Fig.60 ist M = P, -a

Statisches Moment
gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. Gl. XXIX

Die Zusammensetzung von zwei Kriaftepaaren ergibt ein resultieren-
des Kriftepaar, dessen Moment gleich der Summe der Momente der
Einzelkraftepaare ist (Fig.61). Diegegebenen Kriftepaare S8, || Py Pysind
zu dem Kriftepaar R,R, vereinigt, durch Vereinigung von S, und P,
zu R, und von S; und P; zu R,. Das Moment R .c ist dargestellt
durch den Flicheninhalt des Parallelogramms 1375, dessen eine Seite
(57) gleich R ist und dessen Hohe ¢ betragt. Dieses Parallelogramm zer-
fallt in die zwei gleichen Dreiecke 37 5 und 3 1 5. Der Inhalt von 3 7 5 ist
gleich der Summe der Inhalte der Dreiecke 3 6 5 und 385, deren Hohen
h, und h, zusammen gleich &4 sind, und Welche die gleiche Grundlinie

'35 haben. Da der Inhalt von 365 glelch — 8, b 1st (65 =28, und die
Hohe auf 6 5gleich b) und der Inhalt von3 8 5 glelch — P.aist (5 8=P,

und die Hohe auf 5 8 gleich a), so ist 42., -R.c= *78 b + P.a.

Aus den Resultaten der Fig. 53 und 61 ergibt smh, daBdie Z usam-
mensetzung beliebig in einer Ebene liegender Kriafte ent-
weder eine Einzelkraft oder ein Kraftepaar ergibt.

Die Arbeit eines Kraftepaares oder einer ein statisches Moment
ausiibenden Kraft wird aus Arbeit = Kraft X Weg berechnet. Der
Weg ist die Lange der Kreisbahn der Kraft.

Die Arbeitsleistung eines Kriftepaares berechnet man nach der
Gleichung Arbeit gleich Kraft mal Weg, indem man den Drehpunkt
auf der einen der beiden Kriifte annimmt. Es legt dann die andere Kraft
bei einer Umdrehung den kreisférmigen Weg 2. -z zuriick und die
GroBe der Arbeitsleistung ist gegeben durch den Wert A = P.2.7- 7.

Setzt man in diese Gleichung den Wert des Momentes des Krifte-
‘paares My = P - r ein, so geht dieselbe iiber in:

A=2.n- M,. Gl. XXX

A = Arbeit mkg,
M ; = Kilogramm mal Meter.
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Beispiel 57. Welche Arbeit verrichtet ein Kriftepaar vom Momente
M, = 2000 kg : cm bei einer Umdrehung ?

Das Moment des Kriftepaares umgerechnet in kg - m ergibt M, = 20 kg - m.
Die Arbeit betrigt 20 -2 -7 = 125,6 mkg.

An die Stelle des e
Kriftepaares, d. i. 7 Q v
zweier paralleler S /
gleich groBer und ent- /

gegengesetzt gerich-
teter Krifte, tritt in
der Technik in den
meisten Fillen die
an einem Hebel an-
greifende (siehe S. 51)
Einzelkraft und das
Moment des Krifte-
paares wird durchdas
statische Moment
dieser Einzelkraft er-
setzt. Far die Arbeits-
leistung des sta-
tischen Momentes gilt
in gleicher Weise das
oben abgeleitete Re-
sultat:

A=M;-2.-7 (M,
gemessen in kg X m).

Sy zu dew resulticrenden Kriftepaar Iy IR,.

P, und Sy

Die Leistung einer
Maschine, welche ein QY
Drehmoment hergibt
(die Arbeit in der =
Sekunde), berechnet '
man, indem man die
"ArbeitA=P.2.rn N
auf die Zeit bezieht. A
Bei n Umdrehungen
in der Minute betrigt
die Arbeit in der
Minute A = P.2¢.5.-n und die Leistung, d. i. die Arbeit in der
Sekunde :

Zusaunuensetzung zweier Kriftepaare Py

Fig. 61.

L#,,Ii,'2'r'n'n _ M;-2-a-m
T 60 - 60

In Pferdestirken umgewandelt folgt:

V_L__Md'Q'ilﬂ‘ﬂ{
ST 60-75
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Setzt man das Drehmoment in kg X em ein, so folgt:

Md 2'.717'1&7

V=100 6075
<6075
Md=£ ) 100‘ 60 7) ’
n 2.z
My="71620. J—::— . Gl. XXXI
M; Drehmoment, kg mal cm,
N Anzahl der Pferdestiarken, n Tourenzahl.

Beispiel 58. Welches Drehmoment iibt ein 10 pferdiger Motor, der mit
1000 Umdrehungen lauft, aus?
, _ N 10
Mz = 71620 - = 71620 - 1600

Beispiel 59. Welche Leistung erfordert der Antrieb einer Spindel. die in
der Minute 12 Umdrehungen machen soll, wenn fiir das Drehen derselben ein Moment
von 14 400 kg - cm notig ist:

M, =14400 = 71620 - i\: ,

= 716,2 kg X cm.

14400 - 12
el .
71620 4 PS

N =

0) Die Zusammensetzung in zwei getrennten zeichne-

rischen Verfahren. Neben der zeichnerischen Zusammensetzung

der Krafte nach Fig. 53 bis 61 zur gleichzeitigen Ermittlung der

GrofBle, Richtung und Lage der Resultanten verwendet man ein
zweites zeichnerisches Verfahren, bei welchem getrennt :

1. die Gr6B8e und Richtung der Resultanten unc
2. die Lage derselben ermittelt wird.

Diese Trennung ist besonders dann am Platze, wenn der eine Teil
der Aufgabe bequem durchgefithrt werden kann. Das ist der Fall, wenn
es sich um die Zusammensetzung gleichgerichteter Krifte handelt. Die
Richtung der Resultanten ist dann durch die Richtung der Einzelkrifte
von vornherein gegeben. Ibre GroBe ist gleich der algebraischen Summe
der GroBe der Einzelkrifte.

Fig. 62 kennzeichnet das Verfahren fir die Zusammensetzung der
drei beliebig gerichteten Krifte P,, P,, P;. Fir die Bestimmung von
GréBe und Richtung der Resultanten sind die drei Krifte (Fig. 62a) be-
sonders herausgezeichnet und in einem Krafteplan vereinigt. Es ergibt
sich so die GréBe und Richtung der Resultanten R .

Zur Feststellung der Lage der Resultanten sind zu den gegebenen
drei Kraften P;, P,, P, eine Reihe von Hilfskriften hinzugefiigt, die
sich gegenseitig aufheben und von denen wiederum immer je zwei mit
einer der gegebenen Kriifte ein geschlossenes Kriftedreieck bilden, d. h.
diese aufheben (Fig.62b).
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Im Krafteplan 1 sind die GréBen
der beiden beliebig gerichtet ange-
nommenen Hilfskrifte + H;, und + S,
ermittelt, die mit der gegebenen
Kraft P; einen geschlossenen Krifte-
plan bilden. Die an der Kraft £, an-
greifende Hilfskraft H, wird so gewahlt,
daf} sie die vorher eingefithrte Hilfs-
kraft H, aufhebt. So ergibt sich
H, = —H,. Die Zusammensetzung
dieser Hilfskraft H, mit der gegebenen
Kraft P, erfordert zum SchlieBen des
Kriftedreiecks 2 die Hinzufiigung der
neuen Hilfskraft + 7',. Zu der Kraft Py
ist eine weitere Hilfskraft 75 hinzu-

gefiigt, die sich mit der vorher an der Kraft £, an-
genommenen Hilfskraft + 7', zu Null erginzt. Es
ist T3 = —T,. Die Vereinigung von T; mit der

und Zerlegung von Kriiften. 55

| N
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7| | i
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Fig. 62a. Krifteplan zur Bestimmung

der Resultanten R fiir P, P, und P; nach

GroBe und Richtung und zur Bestimmung
der Richtungen der Hilfskrifte.

Fig. 62b. Bestimmung der Lage, GroBe und Richtung der Resultanten R der drei Krifte P, .
P. und P; durch Hinzufiigung der 8 Hilfskrifte +8y, -8y, +Hy, — Hi, +Ta, — T2, + N3, —Ns.

gegebenen Kraft P, im Kriftedreieck 3 erfordert firr das Schliefien
des Kriiftedreiecks die Hilfskraft -+ N,. Um die beiden noch nicht
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ausgeglichenen Hilfskrifte + N, und -+ S, auszugleichen, figt man nun
zwei Hilfskrifte hinzu, welche die beiden Hilfskrifte + 8, und -+ N,
zu Null erginzen, nimlich die Hilfskrafte —8, und —N;. So sind
diese beiden letzten Hilfskrifte die einzig tibrigbleibenden Krafte und
ihre Vereinigung legt die Lage der Resultanten R fest.
Kurzzusammengefafit : Es sind zu den drei gegebenen Kriften viermal
zwei Hilfskrifte hinzugefiigt, die sich untereinander gegenseitig aufheben,
so daB die Hinzufiigung eine Anderung der Belastung nicht bedeutet.
Von diesen Hilfskraften dienen sechs zu der Bildung der geschlossenen
Kraftepline 1, 2 und 3. Es bleiben demnach von den insgesamt vor-

Fig. 63. Krifteplan und Seilpolygon fiir die Zusammensetzung der drei Krifte P, P> und Ps.

handenen elf Kraften nur die zwei Hilfskrafte —S8; und —XN; iibrig
und aus diesen wird die Resultante gebildet. Die in der Figur 62b
eingetragenen Kriftepline 1—2—3—4 lassen sich in deén Krifteplan
der Figur 62a ohne Miihe eintragen. Wenn man an die einzelnen
Krifte P,, P, und P, die Hilfskrifte +8; —8,, +H, —H,, +T, - T,
und + N, — N, im Sinne der kleinen Kriftepline 1—2—3—4 anlegt,
ergibt sich als Endpunkt aller dieser Hilfskrafte S, H, T und N ein und
derselbe Punkt X. Denn es sind in den Planen 1 bis 4 die Langen,
welche ein Paar der Hilfskrifte darstellen, stets gleich grol und gleich-
geneigt. Sie haben nur den verschiedenen Richtungssinn, da sie sich
zu je zweien aufheben miissen. — So wird man die kleinen Pline
1 bis 4 iiberhaupt entbehren und von der Figur 62a ausgehen konnen.
Man wird einen Punkt X (Pol) wihlen, von ihm aus die Strahlen S,
H, T, N ziechen und zu diesen Strahlen die Parallelen in die Haupt-
figur 62b einziehen. Die Schlullfigur (4 in Figur 62b) entspricht dann
dem in Figur 62a aus R, +8; —8; und + N, — N, gebildeten Dreieck.

Da die Resultante bereits durch einen Krifteplan nach GroBe
und Richtung bestimmt, so bedarf es nicht weiter der Zusammensetzung
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von —N; und —S8,; . Es genigt die Bestimmung des Schnittpunktes
von N und 8, denn es ist ja nur noch die Lage von R zu ermitteln.

Die Linien, auf denen H, H, T,, Ty, Ny, N,, -+ S; — 8, wirken,
dienen schliefilich nur der Bestimmung der Lage von R. Die Eintragung
dieser KraftgréBen auf den Linien ist unnotig. Man verfihrt zur
Ermittlung der Resultantenlage rein zeichnerisch (Fig. 63).

‘Man tragt die gegebenen Krafte P;, P,, P, in einem Linienzuge
hintereinander auf und ermittelt so Grofle und Richtung der Resul-
tanten B . Man wihlt einen beliebigen Pol z und zieht von ihm aus
Strahlen nach den Punkten, in denen die einzelnen Kriafte zusammen-
stofen. So entstehen die Linien 8;_,, S;-5, S;-g, Ss_r. Durch
Einflechten eines parallelen Linienzuges zu diesen Strahlen in die ur-

/\
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Fig. 64. Krifteplan und Seilpolygon fiir die Zusammensetzung der drei Krifte P;, P, und Ps.
(Die Krifte sind in anderer Reihenfolge aneinandergefiigt als in Figur 63.)

sprimgliche Figur von einem beliebig gewihlten Punkt 4 auf einer Kraft
aus, entsteht der Linienzug 4 BC'D . Es sind dabei die Strahlen so zu
wihlen, wie es der Figur rechts entspricht. Zwischen die Kréfte P, und
P, kommt die Linie 1 — 2 parallel zu dem nach dem Berithrungspunkte
I — II gehenden Strahl S, _, . Zwischen die Krifte P, und P, ist ein-
geflochten die Linie 2— 3, d. i. die Parallele zu dem Strahl S,_;.
Durch die Parallelen zu den beiden Strahlen, welche im Krifteplan
rechts zum Treffpunkt der Kraft P, und der Resultanten R (S;_z) bzw.
der Kraft P, und der Resultanten R (S;_z) fithren, wird der letzte
Schnittpunkt D festgelegt. Die Resultante R muff durch D gehen.

Aus der Erklirung der Figur geht ohne weiteres hervor, daf die
Reihenfolge der Krifteauftragung ohne jeden Einflu auf das Resultat
ist. Ob man die zwei ersten der sich gegenseitig aufhebenden Hilfs-
krifte auf P, und P,, dann die zwei weiteren auf P, und P; wirken 1aft
usw. oder zuerst zwei Hilfskrafte an P, und P, ansetzt und dann an
P, und P, bleibt selbstverstéindlich ganz ohne Einfluf3.

In Fig. 64 ist parallel zur Fig. 63 eine Darstellung in einer anderen
Zusammenfassung gegeben. Es sind die Hilfskrifte nicht zwischen die



58 Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.

benachbarten Krafte P; und P,, sondern zwischen die Krifte P, und
P, eingeschaltet.

" Die Lage des Pols X ist gleichfalls ohne Bedeutung fiir das Resultat.
Ob man im Krafteplan 1 der Fig. 62a die Krafte 8, und H, zum SchlieBen
des Krifteplans benutzt oder zwei anders gerichtete Krifte S’ und H’,
die dementsprechend auch in ihrer GroBe von S, und H, abweichen, ist
ohne EinfluB auf das Gesamtresultat. Der diinn eingetragene Linienzug
@ —b—c—d entspricht einer Konstruktion mit dem Pole Z, d. h.
mit Kraften 8, H’, T/, N’.

Den in die Krifte eingezogenen Linienzug nennt man ein Seilpolygon
Es entspricht der Verlauf dieser Linien der Lage eines Seiles, welches
die Krifte P, P, P; zusammenzuhalten vermag.

% 3
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Fig. 65. Vereinigung der Krifte P;, P> und P; zur Resultanten R mittels Kriafteplan und
Seilpolygon.

Die Vereinigung beliebig gerichteter Krifte stellt sich
in der getrennten Konstruktion, mittels Krafteplans und Seil-
polygons nicht einfacher, als die gleichzeitige Bestimmung von
Lage, GréBe und Richtung der Resultanten in einer gemeinschaftlichen
Konstruktion nach Fig. 53. Sie ergibt jedoch wesentliche Vorteile bei
der Vereinigung gleichgerichteter Krifte (siehe Fig. 65).

Beispiel 60. Die drei vertikal gerichteten Krifte P,, P,, P,sind in Krifteplan
und Seilpolygon zu vereinigen.

Die Resultante der drei Krifte R ist gleich P, + P, -+ P;. Der Krifteplan
schrumpft in eine Grade zusammen, deren Verlauf von oben nach unten einmal
durch die Krifte P,, P,, P; und dann auch durch die Resultante R gebildet ist.

Neben dem Krifteplan ist ein Pol X beliebig angenommen. Von ihm aus
sind die Strahlen 1 — R, 1—2, 2—3, 3 — R zu den Trennpunkten zwischen
P, und R, P, und P,, P, und P;, P; und R gezogen. Die Parallelen zu diesen
Strahlen eingeflochten als fortlaufender Linienzug von einem beliebigen Punkte A
aus bestimmen im Schnittpunkte § die Lage von R.

¢. Die zeichnerische Zerlegung von Kriaften.

Die Zerlegung der Krifte entspricht der Umkehrung der in Fig. 45
bis Fig. 53 dargestellten Zusammensetzung. Man zerlegt eine Kraft,
indem man ihre zeichnerische Darstellung als Diagonale eines Parallelo-
gramms auffafit. Die Parallelogrammseiten stellen dann die Einzel-
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krafte dar. Man bezeichnet die Einzel- \
krifte dann als Komponenten. \

Sind die Richtungen der Einzel- N P
krifte nicht festgelegt und kann man % ¢
demzufolge die Neigung der Parallelo- A\

o

grammseiten beliebig annehmen, so . I SR

ergeben sich verschiedene Zerlegungs- yig. 66. Zerlegung einer Kratt P in 2 Kréitte—

moglichkeiten fiir eine Kraft. Es Fiund P °d§£lgio‘é‘r1§mi;sa—t‘zn“h dem Pa-

1Bt sich z. B. die Kraft’P (Fig. 66) ) '

zerlegen in die beiden Krifte P, und P,, sowie auch in §; und §,. Die

Zerlegung einer Kraft in zwei Teilkrifte, deren Angriffspunkte und

Richtungen gegeben |

sind mittels Krifte- |

plans und Seilpoly- |

gouns, zeigt Fig. 67. Y t P
7

|
|
1
Beispiel 61. Es & = - 7 |
ist die Kraft B zu zer- R ) *
legen in die zwei verti- 1-2 ye)
kalen REinzelkrafte P, ‘r zﬁ
und P,, welche in den - I x R
Stutzpunkten des C v
Balkens angreifen. 7«,? |
Der Krifteplan A
mit dem beliebig ge- g g7. Zerlegung einer vertikalen Kraft R in 2 vertikale Krifte
wiihlten Polex legt die P, und P., deren Angriffspunkte festgelegt sind, mittels Krifteplan
Neigung der Seilpoly- und Seilpolygon.
gonseiten 1 — R und
2 — R fest. Ihre Eintragung vom beliebig gewihlten Punkte A aus ergibt die
Punkte ¢ und D. Die Richtung von CD bestimmt die Neigung des im Krifte-
plan einzutragenden Strahls §,_,, welcher B in P; und P, trennt.

b) Rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von Kriiften.
a) Die Krafte greifen an einem Punkte an.

Fiir die rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften
wird allgemein der folgende Weg beschritten. Man zerlegt die Krafte
nach zwei Richtungen, setzt dann die gleichgerichteten Komponenten
zusammen und bildet schlieBlich aus deren Resultanten die Gesamt-
resultante. — Da die Zusammensetzung der gleichgerichteten Kompo-
nenten nichts anderes ist als eine einfache Addition, so gestaltet sich
der scheinbar komplizierte Vorgang &uBerst einfach.

Man vermeidet mit dieser Zerlegung nach zwei Richtungen die
Schwierigkeiten der Winkelrechnungen, d. h. der Berechnung aller ein-
zelnen Schnittwinkel zwischen je zwei gegebenen Kréften. Man legt
die Kraft nun nicht mehr fest durch Lage, GroBe und Winkelrichtung,
sondern durch zwei Grofen (die GroBen der beiden Komponenten) und
deren Lage gegeneinander. i

. Fig. 68 kennzeichnet dieses Verfahren. Die hrifte P;, P,, P
sind in die Vertikalkomponenten 0—1, 0—2, 0—5 = P, -sina,, P,
-sin &y, Py+sinx; und in die Horizontalkomponenten 0 —2, 0—4,
0—6 = P,-cosa,, Py-cosxy, Py-cosng zerlegt. Die Vereinigung
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der ersten Gruppe ergibt die Teilresultante R, = P,-sinx, + P,

-sin, + Py -sin oy, die der zweiten Gruppe die Teilresultante R,

= P, .cosoq + Pyecosay + Py-cosay. Die Resultante R hat die

GroBe R = ]/R',‘, 4+ R%. TIhre

Richtung ist bestimmt durch
v

‘I..\_\"r:.‘; tg “ - Rh.

In Figur 68 sind die Winkel &
von der positiven Richtung der
Abszissenachseausgemessenund
zwar &, und &, nach links herum
und o, nach rechts herum. Auf
die MeQrichtung muBl bei der
Bestimmung des Vorzeichens
Fig. 68. Zusammensetzung von drei in ei geaChtet Werden-' Esistin diesem
l’ugx.xkte “angreifenden Kréz:ftegn Py, P, u:llex dll?:(?}: Fall die algebrMSChe Summe der
algebraische Addition der Komponenten der Ein- Vertikalkomponenten gebﬂdet

zelkrifte.
aus +01 +03 —05 und die
horizontale Summe aus +06 102 —04. Aus der zeichnerischen
Darstellung sind die Vorzeichen der Komponenten ermittelt, unter
Beibehaltung der blichen Bewertung: Plus der Vertikalen = von

Y
< +06+02-04 ~ _|
h

unten nach oben; Plus der Horizontalen — von links nach rechts.
» 7 -
- 5 T
E ) .

Q
AN
<D
r\h)_
W

- b o .

Y

Fig. 69. Vereinigung der drei Krifte Py, P, und P; zur Resultanten R
auf rechnerischem Wege.

Kann man die Anschauung nicht zu Hilfe nehmen, so muf3
man die Winkel « alle in gleicher Umlaufsrichtung messen. In Figur 68
héatte nicht &g, sondern 360°— oy als der Neigungswinkel der Kraft P
eingetragen werden miissen. Doch kommt eine derartige rechnerische
Bestimmung ohne Hilfsfigur kaum vor.

p) Die Krafte greifen an verschiedenen Punkten des
Korpers an.
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Bei der Zusammensetzung von Kriften, die an verschiedenen Punk-
ten eines Korpers angreifen, ist auBler der GrofSe und Richtung, die nach
Fig. 68 rechnerisch be-
stimmt werden konnen,
noch die dritte Bestim-
mungsgréBe, die Lage
der Resultanten, zu be-
rechnen. AR

Zur Berechnung der A p
Lage der Resultanten be- N | = %
niitzt man den Satz vom = (A
statischen Moment: Das
statische Moment der I {

Resultanten muf g
gleich der Summe der
statischen Momente
der' Einzelkrafte sein. . o

Man nimmt einenbe- 1% 7% FEERE A0 rnerischers Wege 1" 2
liebigen Punkt 4 an und
berechnet fiir ihn die Summe der Einzelmomente der gegebenen Krifte.
Durch Gleichsetzen dieser Momentensumme und des Momentes der Resul-
tanten 148t sich x bestimmen. Es mufl Rim Abstande x an 4 vorbeigehen.

P1-¢T/1+P2'(I/2+P3‘(03=R-m. Gl XXXTIa

Beispiel 62. Fiir drei Vertikalkrifte P; = 16 kg, P, = 20 kg, P;=34 kg
zeigt Fig. 69 diese Bestimmung der Lage. Der Drehpunkt ist in 4 angenommen.
Die Hebelarme der Krifte stellen sich auf @, = 3,4, = 5.ay = 7. Damit wird dic
Summe der statischen Momente P, -@y~+ Py+ g+ Py-@t3=16+3-+20.5 1+ 34 .7 = 386.

Da R = P,+ P, + Py= 70 kg ist, berechnet sich der Hebelarm z aus

386

R.z = 386, =y = 5.51.

Fiir beliebig gerichtete Krifte gibt das Beispiel 63 den Verlauf der
Rechnung.

Beispiel 63. Die GroBe, Richtung und Lage der Resultanten des nach
Fig. 70 durch P,, P, und P, belasteten Korpers sind rechnerisch zu bestimmen.

!
|

P; = 100 kg, &, = 135°, sinoag = 0,707, cos &y = — 0,707,
P, = 40kg, %y = 30°, sinxy, = 0,5, cosa, = 0,866,
P, = 60kg, o, =270°, sinog = — 1, cosog = O
Py-sineg = 70,7 kg, P, . cos oy = — 70,7 kg,
Py sina, = 20,0 kg, Py cos oy = 34,6 kg,
Py sin oy = — 60,0 kg, P;.cosag = 0 kg
a; =2cm, b, = 3cm,
a, = 1cm, by, = 4 cm,
a; = 0 cm, b, = 5cm.

R = Y(Py -sinoy + P, - sinag -+ Py » silloeg)? - (Py 0085 + Py cos axg + Py co805)?
R = Y(70,7 + 20,0—60,0)2 + (—70,7 + 34,6 + 0)2 = Y1421 + 1303 — 52,2,

Pysinag 4 Pysinay + Pysinag  70,7+20,0—60,0 37,7 - 104
Py-cosa; + Py-cosa,+ Py-cosay —70,7+346--0 —361

g o =
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o = 133° 45" (gemessen von der positiven Richtung der X-Achse entgegen-
gesetzt dem Uhrzeigerumlauf).
Nach Gleichung XXXTIa ist
522ex=—70,7-2+70,7-3—20-4+84,6.1-60.5,
325,3
= 22 ~ 0%

z ist der Abstand der Resultanten R von dem Drehpunkt A .

Schléigt man um 4 einen Kreis mit # = 6,23 und legt an ihn eine Tangente
unter dem Wirkel o« = 133°45', und zwar im Uhrzeigersinne, so ist mit dieser
Tangente die Lage von R bestinmt.

¢) Kombiniert zeichnerisch-rechnerisches Verfahren.

Um die langwierige Rechnung zur Bestimmung der KraftgroBe und
Kraftrichtung zu vermeiden, verwendet man vielfach ein kombiniert

|73" 35 om |

7 / v |
e R =8kg

Fig. 71. Bestimmung einer Resultanten auf kombiniert zeichnerisch-rechnerischem Verfahren.

zeichnerisch rechnerisches Verfahren. Man bestimmt GréBe und Rich-
tung der Resultanten zeichnerisch und legt die Lage durch Berechnung
von z nach dem Satze vom statischen Moment fest.

Fig. 71 zeigt rechts im Krafteplan die Bestimmung von R nach GroBe
und Richtung. Fiir die Berechnung von x gilt die Momentengleichung

R-x=—Pyry—Py-ry+ Pyery

R (aus dem Krifteplan entnommen) = 29,2 mm. Bei einem MaB-
stabe 1kg = 2 mm ist

2 P
R=—2—Z’— = 14,6 kg,
Rox=—-56—-10-15-+8-35= 17,
17
T= = g = " Ll6em.

Da z negativ herauskommt, hat R einen Drehsinn entgegengesetzt
dem TUhrzeigersinn.

3. Zusammensetzung von Kriiften im Raume.
a) Die Kriifte greifen am gleichen Punkte des Korpers an.

Legt man durch zwei der Krifte eine Ebene, so lassen sie sich in
dieser Ebene nach dem Parallelogrammsatz zu einer Resultanten ver-
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einigen. Diese Resultante laBt sich mit der dritten Kraft zusammen-
setzen, indem man durch sie und.diese dritte Kraft eine zweite Ebene

legt usw.
Es ergibt die Zusammensetzung r———————erer— ]
beliebiger, an einem Punkte des ' y ) /

Kérpers angreifender Krifte eine
Einzelkraft.

" Fig. 72 zeigt die Vereinigung
von P, und P, in der Ebene I zur
Resultante R, _, und die Zusammen-
setzung dieser Resultante R,_, mit
der dritten Kraft P; zur Resul-
tante R,_,_, in der Ebene II.

b) Die Kriifte greifen nicht am gleichen
Punkte an.

. . o . i
Fur die Verelnlgung m Raume Fig. 72. Zusammensetzung der drei Kriifte

liegender XKriftepaare gelten zweli P, P, und P;, die am gleichen Punkte an-
Sitze greifen, aber nicht in einer Ebene liegen.

1. Ein Kriftepaar 148t sich in eine parallele Ebene verlegen.

Den Beweis gibt die Fig. 73. Gegeben ist das Kraftepaar P, P,
in der Ebene I. Hinzugefiigt sind die vier sich zu je zwel gegenseitig
aufhebenden Krifte S, 8, und 7', T,
die in einer Parallelebene I1 liegen,
gleichgro3 P sind und im gleichen Ab-
stande @ von einander wirken.

Durch die Hilfsebenen 111 und IV
lagsen sich die Krifte P, und 8,
sowie P, und 7T, zu Resultanten
von der Grofle 2.P—2-P ver-
einigen. Da diese Resultanten in eine
Linie fallen, heben sie sich gegen-
seitig auf. So bleiben von den sechs
Kraften P, P,8,8,T, T, nur die zwei
Krafte S, und 7' iibrig, und sie bilden
ein dem gegebenen Kriftepaar P, P,
gleiches, aber in der Ebene I1 liegendes
Kriaftepaar.

2. Beliebig viele Krﬁ’ftepaare im Fig. 73. Ersetzung eines in einer Ebene
Raume lassen sich zu einem Kriaftepaare liegenden Kriftepaares (Py—P; in Ebene I)
vereinigen. O ttepann (7 oy In Tbene T

Fig. 74 zeigt die Vereinigung der
zwei Kriftepaare P, P, und S; S, in den Ebenen I und II. Die Ebenen
schneiden sich in derGeraden 4 — A . Legt man die Kriftepaare zurtick
bis zum Angreifen an 4— A4 und verwandelt man das eine derselben P, P,
(siehe S.49, Fig. 56) in das Kriftepaar P; Py, das in den gleichen Schnitt-
punkten wie S, S, angreift, so lassen sich die Krifte P und S; sowie Ps
und S, vereinigen zu R, und R,, die ein neues Kriftepaar bilden.
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Fig. 74. Verelniguné mehrerer im Raum liegender Kriftepaare (P P>
— 81 8:) zu einem Kriftepaare.

Die Vereini-
gung beliebig im
Raume liegender
Krifte stutzt
sich auf den vor-
stehenden Satz
von der Vereini-
gung beliebiger
Kraftepaare zu
einem einzigen
Kraftepaar. Sind
zwei Krifte im
Raume gegeben,
die sich nicht

schneiden, so lassen sie sich verwandeln in ein Kraftepaar und
eine Einzelkraft. Den Beweis gibt die Fig. 75.

RLA

Fig. 76. Zusammensetzung zweier im Raum
sich kreuzender Kritte P, und P,.

Gegeben sind diezwei Krifte P,
und P,. An P, sind zweisich gegen-
seitig aufhebende Hilfskrafte S,
und S, angefiigt, welche parallel
zu P, liegen und gleich P, sind.
Eine dieser Hilfskrafte S, 148t sich
mit P, zu einer Resultanten R
vereinigen. Die andere .S; bildet
mit der anderen gegebenen Kraft P,
ein Kraftepaar.

Aus n Einzelkriften wird man
auf diese Weise n/2 Einzelkréfte
und 7/2 Kriftepaareerhalten. Setzt

man diese 7/2 Einzelkrafte wiederum zusammen, so erhilt man nun
n/4 Einzelkrifte und weitere n/4 Kriftepaare. Dienochmalige Zusammen.-

Fig. 76. Zerlegung einer Xraft nach drei senkrecht aufein-

anderstehenden Richtungen.

fassung dieser n/4 Einzel-
krifte zeitigt n/8 Einzel-
krifte und weitere n/8
Kriftepaare. SchlieBlich
ergibt sich so eine einzige
Einzelkraft und » Krifte-
paare. Diese n Kriafte-
paarelassensichzu einem
Kriftepaar vereinigen,
so daB8 in jedem Falle
nur eine Einzelkraft
und ein Kriftepaar
tibrigbleiben.

Umn die rechnerische

Verfolgung beliebig im Raume liegender Kriifte zu erleichtern, zerlegt
man die Krafte, welche auf einen Korper wirken, im Sinne der Fig. 76
nach drei verschiedenen Richtungen. Bei einem Korper, welcher um
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eine Achse drehbar ist, wird man die Zerlegung so durchfiihren, daf die
eine Komponente der Kraft der Richtung der Achse parallel ist (4) und
die zweite eine Drehung um die Achse einzuleiten bestrebt ist (D). Die
dritte (@) wird man so legen, daB sie quer zur Achse liegt.

D. Die Lehre vom Schwerpunkt.

Die Lehre vom Schwerpunkt behandelt die Bestimmung des Korper-
punktes, in dem man die auf die einzelnen Kérperteilchen wirkenden
Anziehungskrifte der Erde vereinigt denken kann. Sie behandelt die
Bestimmung der Lage der Resultanten dieser einzelnen Anziehungskriifte,
dieser einzelnen Schwerkrafte.

Bei der Bestimmung der Lage der Resultanten nach Kapitel C
handelte es sich um die Zusammensetzung von Kriaften fest-
bestimmter Richtungen. Die Lage der Resultanten wurde durch
eine Linie bestimmt. Auf dieser Linie konnte und brauchte ein An-
griffspunkt nicht .festgelegt werden. Die Lage des Angriffspunktes
auf dieser Linie ist ohne jeden Einflu8 auf die Wirkungsweise der Resul-
tanten (siehe S.48). Bei der Lehre vom Schwerpunkt handelt es sich
nicht um die Zusammensetzung von Kriften bestimmter Rich-
tungen, sondern um die Zusammensetzung von parallelen Kraf-
ten verschiedener Richtung. Der Korper kann in die verschie-
densten Stellungen zur Erde kommen. Die auf seine Einzelteile wirken-
den Schwerkrifte konnen die verschiedenste (untereinander gleiche) Rich-
tung haben. Demzufolge gentigt hier nicht die Bestimmung einer Linie,
in welche bei einem Sonderfalle die Resultante fallen wird. Es muB
vielmehr der Punkt bestimmt werden, durch den bei jeder beliebigen
Stellung des Kérpers die Resultante gehen muB. Man wird demzufolge
fiir zwei verschiedene Stellungen des Korpers gegentiber der Erde die
Linie der Resultantenwirkung ermitteln miissen. Der Schnittpunkt
dieser beiden Linien ist der Punkt, durch welchen bei jeder beliebigen
Stellung des Korpers die Resultante der Einzelschwerkrifte, d. i. die
Schwerkraft, geht.

Da es sich vor allem um die Feststellung der Lage handelt, da die
Grofle der Resultanten einfach bestimmt ist als die Summe der ein-
zelnen KriftegroBen, wird man die getrennte Bestimmung von Lage
und GroBe (und Richtung) bevorzugen. Man verwendet entweder das
rechnerische Verfahren -—— Gleichheit der statischen Momente der
Einzelkrifte und der Resultanten — oder das zeichnerische — Krifte-
plan und Seilpolygon.

1. Sehwerpunkt von Linien.

Im Grunde ist es sinnwidrig, vom Schwerpunkte einer Linie zu
sprechen. Linien haben keine Masse, und somit unterliegen sie auch
nicht der Anziehungskraft der Erde. Trotzdem ist es allgemein iiblich,
die Schwerpunkte stabférmiger Korper gleichférmigen Querschnitts
unter dem Kapitel Schwerpunkt von Linien zu behandeln.

Laudien, Mechanik. 5
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a) Schwerpunkt von Geraden.

Der Schwerpunkt eciner einzelnen Geraden fillt in die Mitte der
Geraden.

Der Schwerpunkt eines aus mehreren Graden bestehenden Linien-
zuges (Fig.77) wird nach dem bei Fig. 69 geschilderten Verfahren er-
mittelt. Jedes gerade Linienstiick ist gleichwertig einer in seiner Mitte
angreifenden Xraft von der GréBe der Linienléinge. Die Richtung der
Krifte kann beliebig angenommen werden. Man kann sich die Erde
unter dem Linienzuge
oder iiber dem Linien-
zuge, rechts von dem
Linienzuge oder links
von demselben liegend
denken. Nimmt man
die beiden fir die Be-
rechnungerforderlichen
Lagen unter der Ab-
szissenachse und links
von der Ordinatenachse
an, so ergeben sich die
in Fig. 77 eingetragenen
Krifte P,, P,— Py, Ps.

Die Vereinigung der

Fig. 77. Bestimmung des Schwerpunktes eines Linienzuges .. .
auf rechnerischem Wege. Krifte P, und P, wird

eine Vertikalresultante
ergeben, die Vereinigung der Krifte P; und P; wird eine Horizontal-
resultante ergeben. Der Schnittpunkt dieser Resultanten ist der Schwer-
punkt des Linienzuges.

Beispiel 64. Es ist der Schwerpunkt des aus den Linien L; = 32 mm
und L, = 40 mm bestehenden Linienzuges nach Fig. 77 zu berechnen.
Unter Annahme des Drehpunktes bei 0 (Koordinatenanfangspunkt) betragen
die statischen Momente der beiden Linien stiicke bei Annahme der Krifte P, und P,
Pyrzy und Pyemy (P;=232 P,=40 z,=48mm x,= 20 mm).
Das Moment der Resultante R ist der Summe dieser Momente gleich
Rexg= Py 2,4+ Py-a,=32.48 + 4020 = 2336.

Die Resultante R ist gleich der Summe der Einzelkrifte, da diese gleichge
richtet sind.

R=P,+ P,=324 40 =72,
(2336 _ 2336

R-x0=2336, Ty = B =—7T

= 32,5 mm.

Unter Benutzung des gleichen Drehpunktes betragen bei der Annahme der Krifte
P; und P; die Einzelmomente

Piry, und Py,  y=20mm Y, = 32 mm.
Das Moment der Resultanten mit B « y, und R mit P; 4 P} = 72 eingesetzt, folgt

72y, =48-20432.32 = 13247 = 27,5 mm.
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Der Schwerpunkt ist S. Er liegt im Abstande z, von der Ordinatenachse,
d.i. auf der Linie ¢ — @ und im Abstande y, von der Abszissenachse, d. i. auf der
Linie 5—b. (Er liegt zugleich auf der Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte
8, und 8, der einzelnen Linien. Diese Bestimmung folgt ohne weiteres aus der
Bedingung, da} man zwei gleichgerichtete Lasten nur stiitzen kann. wenn man an
einer sie beide verbindenden, geraden Stange angreift.)

Denkt man sich die Erde unter der Papierfliche liegend, so gehen
die Anziebungskrifte senkrecht in die Papierfliche hinein. Sie lassen
sich zeichnerisch nicht zur Dar-
stellung bringen. Nimmt man an,
daB die z-Achse eine Drehachse
bildet, so ergeben die Krifte P,
und P, die Momente P, - y, und
P, . y,, wie vorher bei der An-
nahme des Drehpunktes 0 und
der Erdlage links von der Ordi-
natenachse. Nimmt man die y-

Achse als Drehachse an, so 3 .
1

stellen sich die Momente auf
P, -z, und P,-2,. Sie ergeben
so das gleiche Resultat, das — :
vorher bei der Drehung um 0 I
durch die Krifte P, und P, er- i
zielt wurde. — Zur Verdeut- '
lichung dieser Annahme fiir den | < 30— - !
zugrunde gelegten Drehvorgang am L |
deutet man die Drehachsen be- T 7 =
sonders an, wie es Fig. 78 fiir  Fig. 78. Bestimmung des Schwerpunktes eines
die untere Kante des Linien- fonmens V"“re%%,e,izf-fm"c’ifﬁ,‘ﬁe&egﬁ“e“c‘“““ auf
zuges zeigt.

Fir alle diejenigen Aufgaben, bei welchen der Linienzug eine
Symmetrieachse besitzt, eriibrigt sich eine der beiden Berechnungen.
Es ist selbstverstindlich, daB der Schwerpunkt auf dieser Symmetrie-
achse liegt, da sich die Einzelstiicke um sie gleichmiBig gruppieren und
so in ihren Drehwirkungen ausgleichen. Bei der Schwerpunktsbestim-
mung fiir einen Linienzug nach Fig. 78 ist nur der Schwerpunkts-
abstand von oben oder unten zu berechnen.

I

Beispiel 65. Es ist der Schwerpunkt des in Fig. 78 dargestellten Rahmens
gleichférmigen Querschnitts zu berechnen.
Als Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente

betragt
Poryy+ Pyys - Psoys+ Py + Ps-ys,
P, =30 y, = 0; P, = 40 Yy, = 20;
Py = 40 ys = 20; P, =25 Y, =40 + ¥,
y =125 — 175 = 10 Y, = 50; P, =25 ys = 50.

Die Resultante ist gleich der Summe der Einzelkrifte

R = P, 4+ P, 4Py P, + Py ="30 4- 40 + 40 + 25 + 25 = 160.
5%
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Das Moment der Resultanten ist gleich der Summe der Momente der Einzelkriifte
R-yy =160 -y, = 300 -+ 40 - 20 + 40 - 20 +.25 - 50 + 25 - 50
= 0 - 800 4 800 - 1250 + 1250 = 4100,
4100

= =2 .
Yo 160 5,6 mm

b) Schwerpunkt eines Kreisbogens.
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt um die Lénge
y = Radius mal Sehne durch Bogen. GL XXXIT

vom Kreismittelpunkt entfernt.
Die Linge des ganzen Bogens (Fig. 79) 1aft sich in eine unendlich
grofe Zahl kleiner Bogenstiickchen unterteilen, die wegen der Gering-
fiigigkeit ihrer Krimmung als
gerade Linien aufgefalit werden
I kénnen und deren Schwerpunkte
in der Mitte der Bogenstiickchen
liegen. So liegt der Schwerpunkt
/ der kleinen Bogenstiickchen db
7 ds y in D. Diese Bogenstiickchen
. ' haben in bezug auf die durch
den Kreismittelpunkt M gelegte
Drehachse Y — Y die Momente
db-y,, db-y,, db-y,... Aus
der Ahnlichkeit der beiden Drei-

Y= M = Ly ecke ABC und MDE folgt
Fig. 79. Besti des Sch Ktes db CA:M.DME Setzt
e eines Kretsbogens, | o man fir CA den Wert ds ein

und gibt man der Linge M D die
Bezeichnung 7, so folgt db : ds=1r : yoderd b - y = d s - r. Die Momente
d b - y lagsen sich also ersetzen durch die Momente d s - r. Die Summe
der Momente d b - y ist gleich der Summe aller Werte d s- 7. Da in den
Produkten d s - r der Faktor 7 iiberall konstant ist, so ist diese Summe
aller ds - r ersetzbar durch r mal Summe aller d s, d. i. durch Sehne mal
Radius.
Das Moment der Resultanten, deren GroBe gleich der Bogen-
lange ist, der Summe der Momente der Einzelstiicke gleichgesetzt, folgt

y mal Bogenlinge = Sehne mal Radius

Radius mal Sehne
Bogen

Yy =

Beis piel 66. Es ist der Schwerpunkt eines Halbkreisbogens vom Radius r
zu berechuen,

Nach Gleichung X XXII ist y = Radius mal Sehne durch Bogen.

Die Sehne im Halbkreis ist gleich 2 - . Der Halbkreisbogen hat die Liange
r-x. Damit wird
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¢) Schwerpunkt von Linienziigen, die aus Geraden und Kreisbogen
zusammengesetzt sind.

Die Zusammenfassung von Linienziigen, die aus Kreisbogen und
Geraden zusammengesetzt sind, erfolgt in der bei Fig. 78 gekennzeich-
neten Art und Weise. Es wird die Summe der statischen Momente der
Einzellinien dem statischen Momente der Resultante, deren GroBe
gleich der Lange der Gesamtlinie ist, gleichgesetzt.

Beispiel 67. Esist die Lage des Schwerpunktes eines Rahmens nach Fig. 80

zu berechnen.
Als Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente

in bezug auf diese Achse betrigt:
Piryi+ Porys+ Pyys+ Pyoy,y-

P, =b=40mm Yy =03 Py, =h=30mm. Yp = "';L=15mm’
b
Py =P, y3=1; P4=‘§'*'7’:20'1=62:8s Yo=h+y=30+y,

y= Bogen T b2
(Py + Pyt Py+ P yo =40 -0+ 3015+ 30 - 15 + 62,8 - 42,8
(40 - 30 + 30 + 62,8) - 5o = O -+ 450 + 450 + 2690 = 3590,

Radius mal Sehme /2.5 -b_, ve=h+ ]f? _ 30 4+ 12,8 = 42,8,

3590
Fe—— ) 2 .
Yo = 628 = 2 mm

Bei einer Ungleich-
formigkeit der Quer-
schnitte berechnet
manden Schwerpunkt
‘in gleicher Weise, in-
dem man der Ver-
schiedenheit derQuer-
schnitte durch ent-
sprechend veridnderte
Langen Rechnung
tragt.

Beispiel 68.  Es ist
der - Schwerpunkt des
Rahmens mnach Fig. 80
zu berechnen, wenn der
Querschnitt des oberen
Teiles (des Bogens)
11/, mal so groB ist, wie  Fig. 80. Bestimmung des Schwerpunktes eines Rahmens auf
der Querschnitt der rechnerischem Wege.

Seitenstiicke und der
Querschnitt der Unterkante doppelt so groB ist, wie der der Seitenkanten.

Gegeniiber den Daten in Beispiel 67 éndert sich
P, von 40 auf 40-2 = 80,

P, von 62,8 auf 62,8-1,5=94.

0+ 450 + 450 4 94-428 4920

Yo= "800 130+ 3094 23

Se—1

Yz
—

- 21,02 mm.
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2. Schwerpunkt von Flichen.

Man spricht vom Schwerpunkte einer Fliche, indem man sich die
gewichtslose Fliiche durch eine Platte von gleichm#Biger Dicke ersetzt
denkt.

a) Schwerpunkt einer Rechteckfliche.

Man kann ein Rechteck zerlegen in unendlich viele schmale Streifen,
die wie Linien behandelt werden konnen (Fig.81). Die Schwerpunkte
aller dieser Linien liegen in' den Linienmitten.
Da die Linienstiicke alle gleichlang sind und
also gleichviel wiegen, stellt die Verbindungs-
linie ihrer Schwerpunkte eine gleichm#Big be-
lastete Linie dar, eine Linie von gleichmif ger
Dicke, eine gleichférmige Linie. Der Schwer-
punkt derselben liegt in der Mitte.

Der Schwerpunkt eines Rechtecks
liegt auf halber Héhe und in halber
Breite, d.i. im Schnittpunkte der Dia-
gonalen.

Fig. 81, Bestimmung des

Schwerpunktes einer Recht- 0
eckfliche, Unterteiung  der b) Schwerpunkt eines Parallelogramms.

Fliche in_sehmale Streifen  Dep Schwerpunkt eines Parallelo-
gramms liegt, wie bel einem Rechteck in
halber Héhe und in halber Breite. Man kann sich dasselbe wie
das Rechteck in unendlich viele Linienstiicke zerlegt denken, deren
Schwerpunkte eine Mittellinie gleichmiBigen Gewichts bilden.

Eine andere Ableitung
fiir dieses Resultat gibt der
Vergleich der beiden Fig. 82
und 83. Man kann das Pa-

" _ rallelogramm sich einmal ge-
NV teilt, denken nach Fig. 82.

/ / Danach wird der Schwer-
punkt auf der Mittellinie M .M
liegen miissen. Man kann

M sich dasselbe zweitens geteilt

Fig, 82 u. 83, Unterteilung einer Parallelogramm-  denken nach Fig. 83. Damit

fliche in zwei Sys;eurﬁ(la( t:l?g?ﬁz::f;l usrg?lfen zur’ Schwer- gewinn t man in der Mittel-

linie NN einen zweiten geo-

metrischen Ort fiir den Schwerpunkt. Der Schnittpunkt der beiden
Linien MM und NN ist der Schwerpunkt.

¢) Schwerpunkt eines Dreiecks.

Zerlegt man ein Dreieck (Fig. 84) in unendlich viele schmale Streifen,
die parallel einer Seite liegen, so lassen sich diese einzelnen Streifen als
Linien auffassen. Die Schwerpunkte der Linien liegen in den Mitten.
Die Fliche laBt sich ersetzen durch die Gerade M, A, welche diese
Schwerpunkte vereinigt, d. h. die Mitte einer Seite mit der gegeniiber-
liegenden Ecke verbindet. Da die einzelnen Streifen verschiedene Liange
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haben, ist die Vexbindungslinie als ungleichmiBig stark anzusetzen.
Ihr Schwerpunkt liegt nicht in der Mitte der Linie, wie z. B. be1 einem
Parallelogramm oder Rechteck.

Zerlegt man das Dreieck in eine zweite
Gruppe derartiger Streifen, z. B. durch
Unterteilung parallel zur Grundlinie 4B,
so erhalt man in der Mittellinie M,
einen zweiten geometrischen Ort firr den
Schwerpunkt. Der Schwerpunkt liegt also
im Schnittpunkte der beiden Mittel-
linien M;A4 und M,(C.

Der Schwerpunktsabstand %, von der
Grundlinie berechnet sich aus der Ahn-
lichkeit der beiden Dreiecke S M,M,
und SCA. (Die Verbindungslinie M, M, .
ist parallel zu AC, da sie die beiden ¥ig. 84. Unterteilung einer Dreieck-
Seiten 4B und CB halbiert.) Aus dieser ahein schmalo Stroifen sur Schwer-
Ahnlichkeit folgt

M, My:M,S=AC:8SC, und da M\ M,: AC = 1:2 ist,
wird M,S8:80=1:2.

Es teilt also S die Lange M ,C in zwei Teile, die sich wie 1:2 verhalten,
also in 1/; und 2/,. S legt auf /; der ganzen Linge. Damit wird auch
hy=1/3h.

Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt auf 15 Hohe.

d) Schwerpunkt eines Paralleltrapezes.

Die Trapezfliche lifit sich auf- @]
fassen als die Verbindung eines
Parallelogramms und eines Drei-
ecks. Ihr Schwerpunkt bestimmt
sich damit aus der Gleichung:
Moment der Trapezfliche gleich
Moment der Parallelogramm-
fliche plus Moment der Drei-
eckflache. Auf die Grundlinie be-
zogen, stellt sich diese Momenten-

. . Tig. 85. Unterteilung einer Trapezfliche in eine
glelChung mit den Daten der preieckfisiche und cine Parallologrammiliche zur
Flg 85 wie folgt: Berechnung des Schwerpunktes,

[,‘,‘,,j)f,,,b,.h}.y[):(a.h)g + {(b—a)- g] ;l ,

P4

ah? bh? ah? 2 1
- [ L 2 th
2 6 6 g VT g
Yo = T = -
a+0b L a-+b 4
2 2
_}_L_ . M . Gl XXXIII
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(Fir a =0 wird das Trapez ein Dreieck
v h o+b h
P3040 3
Fiir ¢ = b wird das Trapez ein Rechteck
26406 _ R
37 b4+0b 2
Die zeichnerische Ermittlung der Schwerpunktslage zeigen die Fig. 86
und 87.

In Fig. 86 ist das Trapez erstens aufgefat als die Vereinigung einer
Anzahl schmaler parallel zur Grundlinie liegender Streifen. Die Schwer-
punkte aller dieser Streifen
liegen auf der Mittellinie M, 11 ,.
Auf dieser Linie muf der
Schwerpunkt der Gesamtfigur
liegen. Da die Streifen ver-
schiedene Léngen haben, ist
die Linie M, M, ungleichma Big
belastet. Sie muf als ungleich
dick angesehen werden. Ihr
Fig. 86. Bestimmung des Schwerpunktes einer Trapez- Schwerpunk‘o lieet also nicht in

(=}

fliche auf zeichnerischem Wege durch Zerlegung der-
selben erstens in eine Parallelogramm- und eine ihrer Mitte. Zweitens laBt sich

Dreieckfliche und zweitens in schmale, parallel zur A
Grundlinie liegende Streifen. das Trapez auffassen als die
Vereinigung des Dreiecks DEC

und des Parallelogramms BOEA. In den Schwerpunkten §;, und S,
greifen die Gewichte dieser beiden Flichen an. Da zwei Gewichte sich

nur dann durch eine Kraft tragen lassen, wenn deren Angriffspunkt

a -—
7
o

e L la
8 *M° IC

Fig. 87. Zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes einer Trapezfliche.

auf der die Angriffspunkte der beiden Gewichte verbindenden Graden
liegt, so mufl der Schwerpunkt zweitens auf der Linie 8,5, liegen. Der
Schuittpunkt von M; M, und S, S, ist der Schwerpunkt S .

Tragt man (Fig. 87) an die obere Seite a die Lange b der Grundlinie
nach beiden Seiten an und an die Grundlinie b beiderseitig die Lénge a
der oberen Seite, so bestimmt die kreuzweise Verbindung der so gewon-
nenen Punkte mit ihrem Schnittpunkt den Schwerpunkt S. Aus der

a.l 3 .

-/
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Symmetrie der neuen Figur J H G F gegentiber der alten Figur 4 DC B,
welche durch die gleichzeitige Auftragung gleicher Lingen nach heiden
Seiten hin gewihrleistet ist, folg'!:, dafl dieser Schnittpunkt auf die
Mittellinie M, M, fallt. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke J S M, und
H 8 M, folgt

M J B 2 -
M,S:M,S = J My HM, oder 225 _ a+b2 @b

MS  b+a2  2b+a

und es ist

Es teilt also S dio Linge M, M, im Verhiltnis 3_‘;‘ +o

hy:hy— 2@+ b): (2b+a). Bildet man das Verhaltnis hy : (hy + hy),
d.i. ky t h, so folgt
by:h=_2a-+0b):2Qa+b-+2b+a),
2a+b6 h 2a+b
By =t 2000 2 2R D
3a+3b. 3 a+d

Beispiel 68a. Wo liegt der Schwerpunkt einer Trapezfliche der
GroBen b =9 ¢cm, a =8 ¢cm und b= 12 cm?

b 2 4+b 9 28412 28
M= 0is T3 s412 Sy H2m

b 24a 9 21248 . 32 s
(=g et = 5 sram ~ =B it h=1).

¢) Schwerpunkt eines Kreisausschnittes.

Ein Kreisausschnitt (Kreissektor) lafit sich (Fig. 88) auffassen, als die
Vereinigung einer groflen Anzahl unendlich kleiner Sektoren, die wegen
der Geringfiigigkeit der Kritmmung

ihres Bogenstiickchens wie Dreiecke S | 2
behandelt werden kénnen. Die
Schwerpunkte aller dieser Dreiecke
liegen auf 2/, Hohe von der Spitze
aus gemessen. KEs bilden diese
Schwerpunkte also einen Bogen von
2/, Radius. Da alle diese kleinen
Dreiecke untereinander gleich sind,
lagsen sie sich ersetzen durch eine
gleichmaBig starke Linie von der
Form dieses Bogens. Der Schwer-
punkt dieses Bogens ist also zu-

leich der Schwerpunkt der Fliche. . .

® Nach Gleichurr)lg XXXIT folgt b o ortors, e eines
y = Radius mal Sehne durch Bogen.

Setzt man die entsprechenden Werte ein: Radius 2/, - #, Sehne %/,-s
und Bogen = ?/;-b, so wird

a8 2 8
Y= /372/3'6—3 rb

= 2/; Radius mal Sehne durch Bogen. Gl XXXIV
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Beispiel 69. Es ist der Schwerpunkt einer Halbkreisfliche vom Radius
r = 50 mm zu bestimmen.

Die Sehne betragt 2.1 =250 = 100 mm.

Der Bogen ist rex =150+ 7 = 157 mm.
2 100,
Y = 3 57— 21,2 mm.
C oy s s - 2 r-2.r d4r
(Allgemem gilt fiir die Halbkreisfliche y = 3 T 37) .

f) Schwerpunkte zusammengesetzter Flichen.

Die Bestimmung des Schwerpunktes zusammengesetzter Flichen
erfolgt nach dem unter a) erklérten Verfahren. Man stellt die Momente
der Einzelflichen auf

V]b by—=d und setzt ihre Summe
b B LA _ dem Momente der Ge-
7 g ! samtfliche gleich.
2,7 64,5—~ Beispiel 70. Fig. 89.
s, i = 1, S (}i]s ist kd?if" Schwe?f}nllit
er winkelférmigen ¥lache
L o | A GFEBCD zu berechnen.
: | 7 Die Fliche wird unter-
A N8| t 1 £ teilt in die Rechtecke
gy _,&1_*_)__#_ﬂr. -7 ABCD und AEFAQG.
L _f-"_j A N AT Y Die Einzelmomente dieser
2 A<Dy Y ¥ S S Flichen sind in bezug auf
§ oy V7744 die untere Seite XX der
X—= G 1’é { Pratd wu Gesamifigur aufgestellt.
2, - NLTPR
V]E ~ 10 . i (2 o+ 1)
Tig. 89. Rechnerische Bestimmung des Schwerpunktes urd 3
(Beispiel 70). Fy-- 2.

2
h h
(by + Iy) (’21 + hz) und (b, - Fp) 22 .

Die Gesamtfliche hat die GroBe
by hy + by« hy)
hy )
Yolby+ hy + by hy) =By hy- 5 + hz/

© k.
+ bz'hz"gz’

o PO

Yo (40 - 80 + 160 - 50) = 40 - 80 (%4— 50)

50
2,

+ 160 - 50 -

s =
 S—— g _ 408090 + 16050 .25
L o Yo = T49.80 + 160 - 50
__ 288000 -+ 200 000

Tig. 90. Rechnerische Bestimmung des =" " " =435 cm.
Schwerpunktes (Beispiel 71). 11200
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Die Einzelmomente dieser Rechteckflichen in bezug auf die linke Kante YY der
Gesamtfigur sind:

b

Fl'?)l und Fg‘b;; bl'k1‘2 und b2 h2 ’
bl! b2
2o (By by 4 by hy) = b1‘h1"<24+ bz'hz‘2

2y (40 + 80 -+ 160 - 50) = 40 - 80 - 20 - 160 - 50 - 80,

408020 +160+50 - 80 _ 64000 + 640000 _ 2200 _ ., 4
o= 7 30.805160-50 11 200 = gp T oeSom.

Beispiel 71. Es ist der Schwerpunkt der aus drei Rechtecken zusammen-
gesetzten Fig. 90 zu berechnen,
Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die untere Kante betrigt

Fogo+ Byt Fooga=8-3) (361 4) 1 o) (3 + 4 )+ 0 0(d).

Die Gesamtiliche hat die GroBe (8 -3 4 2+ 6 4 9-4). Thr Moment, dem der
Summe der Einzelmomente gleich gesetzt, ergibt
3 .

Yo (83 4+2-6--9-4)=(8-3) ( r+6+4)+(2-6) (g +4> +(9-4)i;,

24-11,54+12-7436 2 276+ 84472 432_6
24 1 12 - 36 = 72 Sy T

Yo =
Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die linke Kante betrigt
Fioay+ Fyoay+ Fyozy = (83) (g)m)(4,5+ )+ 9. 4(9)
Das Moment der Gesamtfliche der Summe der Einzelmomente gleich gesetzt.

%(8°3+2-6+9-4)=8-3-44+2-6:551-0-4-45,
96+ 66 -+ 162 324

€Xy = s = = 4,5.

72 72
Beispiel 72. Es ist der Schwerpunkt der

Fliche nach Fig. 91 zu berechnen. &
Die Fliache zerlegt in ein Rechteck und eine I
Halbkreisfliche ergibt die Momentensumme |
Foogpn+ Forys, V.7 —_ Q
Fy = 80 - 80 = 6400, 274, 9
_ 1 80%x AR
F, = R 2500, / >
i ¥ ro X A
Yo (Fy + F,) = 6400 - 40 -+ 25 00 - 97 ~— .
80 Fig. 91. Rechnerische Be_sti'mmung
Y = 3 =40, des Schwerpunktes (Beispiel 72).
2 2 o _ 256000 4 242 500
Y=g 40 3780—17-;-80~«91, Yo=""gooo =56.

Bei Fliachen, die sich, wie Fig. 92, aus zwei unsymmetrisch zuein-
ander liegenden Teilen zusammensetzen, lafit sich in vielen Fillen
der Schwerpunkt einfacher zeichnerisch ermitteln. Man zerlegt die
Flache in die zwei Teile 1 und 2. Die Verbindungslinie der Schwerpunkte
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8,8, gibt einen geometrischen Ort fir den Schwerpunkt der geraden
Flache.
Man zerlegt die Fliche dann in die zwei Teile 3 und 4. Die
Verbindungslinie der Schwerpunkte Sg.S, gibt einen zweiten geometri.
_ schen Ort fiir den Schwerpunkt
=30 [—" - der ganzen Flache.
7 Es ist der Schwerpunkt be-

\! W - stimmt durch den Schnittpunkt S
g WY 7 _f‘:l der zwei Linien S;8, und 848,.
N Bei Flachen nach Fig. 93 wird
N man einfacher zum Ziele kommen,

5;\‘_ N wenn man die Fliche durch
W R oo Subtraktion einzelner Teile ent-

standen denkt. Es wird sich die

TR Zerlegung dieser Fliache (wie

. ) L rechts von der Hauptfigur in

: ' ==l verkleinertem MaBstabe dar-

~ 760 —.  gestellt) in ein groBes Rechteck 3,

Fig. 92. Zeichnerische Bestimmung des Schwer- €10 kleines Rechteck 2 und eine

punktes. Halbkreistliche 1 einfacher ge-

stalten, als eine Addition von vier

Rechteckflichen und von zwei Kreiswinkelstiicken. Man hat dabei die
abzuziehenden Flichenstiicke negativ einzusetzen.

Beispiel 73. Es ist der Schwerpunkt der in Fig. 93 dargestellten Flache zu

berechnen. Die Fliche hat die GroBe (— F; — F, 4 Fy).
—700 < Die Summe der Momente der

Einzelflichen ergibt
A

I (—F)yy+(—Fs)  yo + Fs* 45,
2
_Fl____,%,%l: rund — 1400,
z 2 s
y1=c+k+§r-~b——= 30 + 70
2 60 ;
J 1 5 30.73,0,;[— = 112,7,
N Q
N —F,= —60.70 = — 4200,
3 pa= o+ b =30+ T =65,
F,=100-170 = 17 000,
| ! y3=!2—1—=85,

Fig. 93. Rechgﬁ;i}s{zlg: (]?ézt;imdm;l;;.g des Schwer- Yo(—F—Fy+ F3) = —1400 - 112,7
— 4200 - 654 17 000 - 85 ,
— 1400 - 112,7 — 4200 - 65 + 17000 - 85
— 1400 — 4200 + 17000

Beispiel 74. Es ist der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes nach Fig. 94
zu berechnen. o
x = 90°, r = 100 cm.

= 88.

Yo =
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Der Kreisabschnitt als Differenz eines Kreissektors und eines Dreiecks auf-
gefaBt ergibt als Summe der Einzelmomente:

Fy-yy+ (— Fy) 4,

r2x 1002z 2 Sehne
F, = 4= 7850, Y=g Radi Bogen
2 100y 2
=4 100 1007 = 60 cm .
2
72 . 2 1 .
—F2=——2:—0000 Y2= 359 10012 = 47,2¢cm .
Yo (F, — F,) = 7850 - 60 + (— 5000) - 47,2 _ 700 /2" F

__ 7850 - 60 — 5000 - 47,5

Yo= ~ g0 —s000 T o2 om.

Fiir die Bestimmung des Schwer-

. e " o N by
punktes einer unregelmafigen Fliche N ;J'J
wendet man in den meisten Fillen das 90° S
graphische Verfahren mittels Seil-
polygons an. Man zerlegt die Fliache T =t — .
in eine Reihe von Dreiecken und Recht-  yig. 94, Rechnerische Bestimmung des
ecken, bestimmt deren Schwerpunkte Schwerpunktes (Beisplel 74).
-
L}
70 ¥ 12 -
X [
11 |
f =
| S NP
| 2\
|
2-3 ,
"
)
py
W

- Z""jf \:"/ i

Iy ﬂ\)/ % " R
s S A et
YN [

Fig. 95. Bestimmung des Schwerpunktes einer unregelmifigen Fliche durch Unterteilung der-
selben in einfache Flichenstiicke nach dem Verfahren: Krifteplan — Seilpolygon.
und bringt in ihnen Krifte gleich den Inhalten der Einzelflichen

zum Angriff.
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Fig. 95 zeigt diese Konstruktion fiir eine in zwei Dreiecke und zwei
Parallelogramme zerlegte Flache. Die Einzelschwerpunkte sind zeich-
nerisch ermittelt. Die Krifte P,, P,, P;, P, und P;, Ps, Pj;, Pj
entsprechen den Flicheninhalten von ¥y, F,, F,, F,.

Das unter der Figur eingetragene Seilpolygon best'mmt die Lage
der Resultanten R nach dem rechts verzeichneten Krifteplan, d. i.
fiir die vertikal angenommenen Krifte 1, 2, 3, 4. Das links eingetragene
Seilpolygon, das sich auf dem unten verzeichneten Krifteplan fur die
Krifte 17, 2/, 8’, und 4’ aufbaut, legt die Lage von R’ fest.

Der Schnittpunkt von R und R’ ist der Schwerpunkt.

g) Schwerpunkte gewdolbter Flichen.

Der Schwerpunkt einer Zylindermantelfliche liegt in
halber Hohe.

Der Schwerpunkt einer Kegelmantelfliche liegt in ein
Drittel Héhe.

Die Mantelfliche kann man
zerlegen iIn eine grofle Zahl
kleiner Dreiecksflichen. Der
Schwerpunkt dieser Dreiecks-
flachen liegt auf ein Drittel Hohe.
Es bilden die Schwerpunkte dieser
Dreiecksflichen eine Xreislinie,
die in ein Drittel Hohe liegt.
Der Schwerpunkt dieser Kreis-
Fig. 96. Bestimmung des Schwerpunktes einer  linie ist der Schwerpunkt der

Kegelmantelfliiche. Kegehnan telfliche.
Der Schwerpunkt der Mantelflache eines Kegelstumpfes
liegt in der Hohe

hy=o 22172 (g 96) Gl XXXV

Man kann die Mantelfliche zerlegen in eine grofe Zahl kleiner Trapez-
flichen, deren Hohe gleich s ist und deren obere Seite a zur unteren Seite
b sich verhalt wie r, zu r,. Die Schwerpunkte aller dieser kleinen
Trapezchen liegen auf einem Kreise im Abstande %, von der unteren
Kante ‘

hy:h=sy:5.
s, : 8 berechnet sich nach Gleichung XX XTI mit
_ 820+ s _ 2etd hy 8 2ath
3 at+b’ s 3(@+0b)’ ) s 3(@+b)’
2a
T ae
p !
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Fiir Z den Wert —;1 eingesetzt
2

27y
R e T
2 3 oY 41 3 1+ e :

Schwerpunkt einer Kugelkalotte und einer Kugelzone.
Teilt man die Oberfliche

|
einer Kugelkalotte durch ) J W :
Parallelschnitte, die in den . LI AN |
gleichen Abstinden % von- H\ . LA /
einanderliegen, in eine Anzahl 1\ Tc
von Kugelzonen, so haben _ X N
diese gleiche Oberflichen. )zh X, :
Es betrigt die Oberfliche N 7 s e 4
des in Fig. 97 stark ge- e gf): & ¥
zeichneten Zonenstiickes 1 -
Fe=gs-2-2.7 Nach der I

Abhnlichkeit des kleinen
schraffierten Dreiecks und
des Dreiecks M AB ist
MA:x2=s:h, r:2=s:h. Setzt man den aus dieser Gleichung

Fig. 97. Bestimmung des Schwerpunktes einer Kugel-
kalotte.

b
folgenden Wert & = ver ein, in Gleichung F =s-x-2- 7, so betrigt
die Oberfliche

F:Q-n-§.~@—.r=2-n-k'r.
s

Es ist die Grofie des Oberflichenstiickes also lediglich abhingig von der
Hohe 7, d. h. alle Kugelzonen von der gleichen Hohe % haben dieselbe
Oberfliache.

Denkt man sich die einzelnen Zonen in ihren Schwerpunkten ver-
einigt, so bilden diese Schwerpunkte das Stiick eines Radius. Da auf die
gleichen Lingen h stets die gleiche Oberfliche entfillt, so ist die radiale
Linie gleichstark. Thr Schwerpunkt liegt also in der Mitte.

Daraus folgt: Der Schwerpunkt einer Kugelkalotte und
einer Kugelzone liegt in halber Hdohe.
Beispiel 75. Wo liegt der Schwerpunkt einer Kugelzone, wenn dieselbe die

Hohe & gleich 300 mm besitzt und um den Betrag a = 100 mm vom Mittelpunkt
entfernt liegt?

w=at o= 100+,330= 250 mm .

3. Schwerpunkte von Kérpern.,
a) Schwerpunkt eines Zylinders und eines Prismas.

Ein Zylinder 148t sich durch Schnitte parallel zu einer seiner Grund-
flichen in diinne kreisférmige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte
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im Kreismittelpunkte liegen. Diese Schwerpunkte bilden zusammen
eine gleichformige Linie. Ihr Schwerpunkt liegt in der Mitte.
Der Schwerpunkt eines Zylinders liegt in halber Héhe
und auf der Verbindung der Mitten der beiden Endflichen.
Fiir ein Prisma lift sich die gleiche Ableitung anwenden. Es liegt
der Schwerpunkt in halber Héhe.

b) Schwerpunkt einer Pyramide und eines Kegels.

Zerlegt man eine dreiseitige Pyramide (Fig. 98) durch Schnitte
parallel zu einer Seitenfliche in unziahlige diinne Scheiben, die sich als
Dreiecksflichen auffassen lassen, so liegt der Schwerpunkt aller dieser
einzelnen Flichen auf einer die
Mitte der Seitenfliche mit der
gegeniiberliegenden Spitze ver-
bindenden Graden. Bei der Zer-
legung in Scheiben parallel zur
Grundflsiche A BCist demzufolge
die Linie §; D ein geometrischer
Ort fiir den Korperschwerpunkt.
Zerlegt man die Pyramide noch-
mals durch Schnitte parallel zu
einer anderen Seitenfliche, so
wird die Vereinigung der Schwer-
punkte dieser Scheibenflichen
eine zweite Grade ergeben, welche
auch durch den Schwerpunkt
gehen muB. Der. Schwer-
Fig. 98. Bestimmung des Schwerpunktes einer Punkt muB auch auf der

Pyramide. Linie 4 S, liegen. 'Die Lage
des Schwerpunktes ist so be-
stimmt durch den Schnittpunkt S der beiden Graden 4 .S, und D 8, .

Da 8, die Strecke M, D im gleichen Verhiltnis teilt wie 8; die Strecke
M, A, ist die Linie 8, S, parallel der Kante 4 D. Es verhilt sich
AD:8,8 =M,D:M,8,=3:1. (8, der Schwerpunkt der Fliche
BCD liegh auf ein Drittel Hohe, d. i. auf ein Drittel der Mittel-
linie M,D.) 5 -

Aus der durch die Parallelitit von A D und S, S, festgelegten Ahn-
lichkeit der Dreiecke A DS und S;SS, folgt

AD:DS8 = 8;8,: 88,
AD:88=D8S:88;=3:1.
DS und 88, bilden zusammen die Lange DS, . Es wird DS, durch
S im Verhiltnis 3 : 1 geteilt, d. h. es liegt .S in ein Viertel der Lange von

DS -+ 88, also in ein Viertel Hohe.
DerSchwerpunkt einer Pyramide liegt in ein Viertel

Hohe.
(37' 1 = 3: 1).

44

und
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Da man einen Kegel als eine Pyramide von unendlich groficr
Seitenzahl auffassen darf, gilt das Gleiche fiir den Kegel.
Der Schwerpunkt eines Kegels liegt inein Viertel Hohe.

¢) Schwerpunkt eines Kegelstumpfes.

Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfes
berechnet sich aus der Momentengleichung: /I
Statisches Moment des Stumpfes gleich 1\
Differenz der statischen Momente zweier /A
Kegel (Fig. 99). T hy

Bezogen auf die Grundfliche gilt: P A = AR

Vo-tg=Vyrg— Vye;.
Bezeichnet man mit ¥ die Flache rin h
und mit f die Fliche #in, so ist

Xo = 4 b F“ * Gl. XXXVI Fig. 99. Bestimmung des Schwer-
+V 'f + f punktes eines Kegelstumpfes.

d) Schwerpunkt eines Kugelausschnittes und eines Kugelabschnittes.

Den Kugelausschnitt (Fig. 100) kann man ersetzt denken durch
eine unendlich groBe Zahl kleiner Pyramiden, deren Spitzen im
Kugelmittelpunkte liegen und deren Grund-
flichen zusammen die Oberfliche des
Kugelsektors ausmachen. ¢

Die Schwerpunkte aller dieser Pyra-
miden liegen in ein Viertel Hohe von
der Grundfliche bzw. in drei Viertel
Ho6he von der Spitze, d. i. in diesem Falle
auf 3/, r.

Alle diese Schwerpunkte bilden zu- M
sammen eine gleichformige Kugelkalotte g, 100, Bestimmung des Schwer-
vom Radius3/,7. Der Schwerpunkt derselben  punktes eines Kugelausschnittes.
liegt in halber Hohe ihres Bogenstichs.

Damit berechnet sich der Schwerpunkt des Kugelausschnittes mit
dem Abstand

3 3.1 3 3
to=r— b, =gr—5h Gl. XXXVI

Der Kugelabschnitt ist aufzufassen als die Differenz eines Kugel-
ausschnittes und eines Kegels.

Bei diinnwandigen Kérpern, z. B. bei Hohlkegeln falit man den
Korper besser als Fliche gleicher Dicke auf. Man begeht in den meisten
Fillen eine in den Rahmen der Gesamtgenauigkeit der ganzen technischen
Berechnungen fallende Ungenauigkeit. Ist der Hohlkegel aus Blech
hergestellt, so ist die Berechnung als Fliche sogar genauer. Diese Berech-
nung setzt eine Kantenausbildung nach Fig. 101 links voraus, wihrend

Laudien, Mechanik. 6
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die Berechnung als Differenz zweier Kegelkorper eine Kantenform
nach Fig. 101 rechts verlangen miiBite.

Beispiel 76. Wo liegt der Schwerpunkt des in Fig. 101 dargestellten Kegel-

stumpfmantels ? o
Der Gesamtmantel hat die Oborﬂache rears= 50 750241202 = 50 - 7 - 130.
1502 + 1202 )
Der Mantel der Spltze betraﬂt ; 3 — 50 - 130 Die Volumina
i A ) betragen s - (50 - 7 - 130) und ° 9 (50 - - 1303

Der Schwerpunkt des Gesamtmantels liege
auf 40 cm Abstand von der Grundfliche. Der
Schwerpunkt des abgeschnittenen Spitzen-

mantels liegt auf 80 - 430 Abstand.

7
Vorwg=Vyepg— Vy-2,,

2550 7130 — ¢

9-50-,7-130) =

§+50 -7+ 130 - 40 — - +50 - 130. (80+4O)

. 40 — 1/ 250/3 40—10,37
Fig. 101. Bestimmung des Schwer- Ty == A S — = 33,3.
punktes eines Kegelstumpfmantels. / / 9

4. Guldinsehe Regel.

Die Lehre vom Schwerpunkt findet Anwendung bei der Bestim-
mung der Oberflichen und Rauminhalte nach der Guldinschen Regel.
Die Guldinsche Regel lautet:

Die Oberfliche eines Rotationskorpers ist gleich

dem Produkte aus Linge der die Oberfliche erzeugen-

den Linie mal dem Weg des Schwer-

_ ]J[ punkts der erzeugenden Linie.

%4 | Der Rauminhalt eines Rotations-

- kérpers ist gleich dem Produkte aus

; - Flicheninhalt dererzeugenden Figur

L It Xy ~ mal dem Schwerpunktsweg der er-
. zeugenden Figur.

] Fir die erste der beiden Regeln gibt Fig. 102

s NI | _ ) 1 den Beweis.
g | Die erzeugende Linie lift sich in eine
Anzahl von kleinen Graden unterteilen, welche

Fig. 102. Guldinsche Regel ihre Schwerpunkte in der Mitte haben. Sie be-
B o koo, schreiben einzelne Kegelflachen, deren Grofen
durch die Gleichung Linge.der Kegelkante mal
mittlerem Radius mal 2-x bestimmt ist. Fir die Summe alier
dieser Kegelmantelflichen gilt
Fyd-Fyb Fyoo =1, 2eay st 1y 2emge by 2oy o+ 1y 224
=2l o2yl gl Iy ).
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Die rechtsstehende Klammer ist die Summe der statischen Momente

der Linienstiicke in bezug auf die Rotationsachse.

Diese Summe a8t

sich durch das statische Moment der Linie als Ganzes ersetzen, nimlich

durch das Produkt Linge der ganzen Linie mal
Schwerpunktsabstand derselben. — Damit geht
die Summe iiber in L.z, — x4, Schwerpunkts-
abstand — und es lautet die Gleichung

F=F +F,+F,+F,. ..
— L2, Gl. XXXVI

Den Beweis fiir die zweite Regel gibt Fig. 103.
Die erzeugende Fliche la3t sich in eine Anzahl
kleiner Flichenteilchen unterteilen, deren Aus-
dehnung so gering ist, dal man den von
ihnen erzeugten Korper als einen Zylinder von
der Grundfliche f und der Hohe 2.x-x an-
sehen darf. « ist dabei die Entfernung des

Schwerpunktes der kleinen Fliche von der Achse.

|
]|[
_4
JC
|
Fig. 103. Guldinsche Regel
zur Bestimmung des Raum-

inhaltes eines Rotations-
korpers.

Die Summe aller

dieser kleinen Zylinder bildet den Gesamtkdorper. Sein Volumen ist daher

V=rf-2-2-n+4f -

= 2 7

.n+f3-2.w3.n+f4.2.x4.n
SRR o PR PN ol PR N o R JRIN I

Der Klammerausdruck ist die Summe der statischen Momente der

einzelnen Flichenteilchen in bezug auf die Drehachse.

Setzt man fiir

diese Summe das statische Moment der Gesamtfliche F.xz, —
rq Schwerpunktsabstand — ein, so lautet die Gleichung

V=F-.2

s Wg .

Gl. XXXVII

Die Oberfliche einer Kugel bestimmt sich nach der Guldinschen

Regel mit r.a Linienlinge,
2.7
(r-m) -(2-—7—— -n) =4r%.z
T
Der Inhalt einer Kugel bestimmt sich
2
mit ?’“23} Flicheninhalt der erzeugenden
Halbkreisflache, und E 2r Abstand des
7

Schwerpunktes der Halbkrelsﬂache mit

ren 227‘) 4
T (2. 2.2 4 = = ps.
(2)(_3,77 3"

Fig. 104.
fliche einer Spitze nach der Guldin-

T Schwerpunktsabstand mit

Bestimmung der Ober-

schen Regel (Beispiel 76).

Beispiel 76. Es ist die Oberfliche einer Spitze nach Fig.104 zu berechnen.
Der Schwerpunkt des Viertelkreisstiicks ist vom Mittelpunkte entfernt um

2 = Radius mal Sehne durch Bogen. Sehne = r-}2; Bogen = -

h _/7
xzrr ; —rg ](2‘
T]Z T

2

rex
5 ergibt

6%
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Der Schwerpunktsabstand z, = r — x —r—p. 2 - ( r~—2)
2 24 L a
. . 3,14 — 2,
Mit r = 50 mm ist 2y = 50 + (“7:{171“_) = 18,2 mm
Oberfliche gleich Linienlinge mal Schwerpunktsweg
F= ’;- 18,2-2-,7———-»5-9«2»"7 18,2 - 2 - 7 = o 9000 gmm.

E. Lehre vom Gleichgewicht der Korper.

Die Lehre von der Zusammensetzung der Krifte und der Zerlegung
der Krifte bildet die Grundlage der

Lebre vom Gleichgewicht.

Ein Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Gesamtheit der
auf ihn wirkenden Krifte eine Wirkung gleich Null ergibt.

Handelt es sich um Krifte, die in einer Ebene liegen, so darf die
Gesamtheit der Krafte weder eine KEinzelkraft noch ein Kraftepaar
ergeben. Liegen die Krifte in verschiedenen Ebenen im Raum, so tritt
dann Gleichgewicht ein, wenn die Krifte in keiner Ebene eine Einzel-
kraft und auch kein Kriftepaar ergeben.

In der iiberwiegenden Zahl aller Fille lauten die gestellten Aufgaben
wie folgt: :

Fir den durch die Krifte PP, ... belasteten Korper sind die-
jenigen Krafte X, Y ... zu bestimmen, welche in Gemeinschaft mit
den gegebenen Kriften P;, P, ... den Koérper im Gleichgewicht halten.

Unm die gegebenen Krifte von den erst zu berechnenden Kréaften
zu unterscheiden, bezeichnet man die ersteren vielfach als Lasten.
Im Grunde unterscheiden sich die Lasten von den Kriften nicht. Beide,
die gegebenen wie die zu berechnenden Krifte, unterliegen den Gesetzen
von der Zusammensetzung und Zerlegung der Krafte.

1. Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichtes.

1. Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichts.

Greifen die gegebenen Kriifte am gleichen Punkte an, so kann ihre
Zusammensetzung nur eine Einzelkraft ergeben (siehe 8.46). Um diese
Einzelkraft zu Null zu erginzen, muBl eine Kraft hinzugefiigt werden,
die den Kriafteplan schliet.

Ein Kérper, auf den im gleichen Punkte angreifende
Krafte wirken, ist dann im Gleichgewicht, wenn der Krafte-
plan geschlossen ist. ‘

Wirken auf den Kérper K (Fig. 105) die drei Einzelkrifte P,, P,,
P,, die eine Resultante RB,_, ; ergeben, so ist zur Herstellung des
Gleichgewichtes die Hinzufiigung einer Kraft X, welche mit der Resul-
tanten R, _,_4 gleiche Lage, gleiche GroBe, aber entgegengesetzte Rich-
tung hat, erforderlich. X hebt dann die Wirkung von B, _,_5, d. i. von
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P,, P,, P,, auf. Ein Korper K, der durch die drei Krafte P;, P,, P,
belastet ist, muB durch eine Kraft von der Grofle, Richtung und Lage

der Kraft X = —R,_,.5 ge-
stiitzt werden, um ins Gleich-
gewicht zu kommen.

Tragt man P,, P,, Py und X
in einem Krafteplane zusammen
auf, so ist der Krifteplan ge-
schlossen (Fig. 106).

Die Fig. 106 zeigt, dal man
nicht erst aus den drei ge-
gebenen Kriften P;, Py, P, die
Resultante R zu bilden braucht,
um deren Wirkung durch die
Gegenwirkung der ge-
suchten Kraft X aufzu-
heben. Es geniigt die
Aneinanderreihung  der

gegebenen Krafte P,, P,,
P,;, um die GroBe und
Richtung der Stitzkraft
zu ermitteln, welche das

Gleichgewicht herstellt. [
Greifen die gegebenen B
Krafte nicht am gleichen L —-

Punkte des Korpers an,
so kann ihre Zusammen-
setzung entweder
eine Einzelkraft oder
ein Kriftepaar er-
geben. Die Bedin-
gung: ,,Der Kriifte-
plan muf geschlossen
sein‘ sichert wohl,
daB keine Einzelkraft
auftritt, ist jedoch
nicht ausreichend da-
fiir, daB sich kein
Kriftepaar ergibt.
Ist der Krifteplan geschlossen, so
ist damit festgelegt, daB die Zusammen-
setzung aller Krifte bis auf die letzte
eine Resultante ergibt, die die gleiche
GréBe, aber entgegengesetzte Richtung
wie diese letzte Kraft hat. Es ist da-
mit aber nicht festgelegt, dafl diese

/

Fig. 105. Zusammensetzung der 37 Kriite P,
Py und P3 zur Resultanten Ry_ga-3.

Fig. 106. Bestimmung der Kraft z, welche den durch die
3 Kriite Py, P2 und P3 belasteten Korper K im Gleich-
gewicht halt.

Fig. 107. Belastung eines
Korpers durch Krifte, die
einen geschlossenen Kriifte-
plan, aber kein geschlossenes
Seilpolygon ergeben. Be-
stimmung des resultierenden
Kriiftepaares.

letzte Kraft auch in die gleiche Linie fillt wie die Resultante. Sie kann
an ihr vorbeigehen und mit ihr ein Kriftepaar bilden.
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Fig. 107 und 108 kennzeichnen diese Verhiltnisse. Auf den Korper
K wirken die vier Krifte P,, P,, Py, P,. Die drei ersten Krafte P,
P,, P, ergeben die Resultante R, ,. . Diese Resultante ist der
vierten Kraft P, entgegengesetzt gerichtet und hat die gleiche Grofie
wie P,. Das Einflechten des Seilpolygons bestimmt die Lage der
Resultanten R, ,_, durch den Punkt S. (Es schneiden sich in §
die beiden letzten Parallelen zu den Strahlen 1 — R und 3 — R des
Krifteplans). Geht die vierte Kraft P, am Punkte S vorbei, so ist kein
Gleichgewicht vorhanden. Es bilden die beiden Krifte R, _, 3 und P,

Fig. 108, Belastung eines

Kriiite, die sowohl ei
Krifteplan als auch ein gesc
polygon ergeben.

vielmehr ein Kraftepaar von dem Momente P,-a, Da die beiden letzten
Strahlen die Kraft P, in zwei verschiedenen Punkten 4 und B schneiden,
sagt man, das Seilpolygon ist nicht geschlossen. Es besitzt eine Liicke
von der Lange AB.

Die Kriafte nach Fig. 108 sind im Gleichgewicht. Es geht P, durch
den Schnittpunkt S der Strahlen 1—4, 3—4. Die Kriifte nach
Fig. 107 sind nicht im Gleichgewicht.

Damit lautet die Gleichgewichtsbedingung:

Die auf einen Korper wirkenden Krafte befinden sich
im Gleichgewicht, wenn Kréfteplan und Seilpolygon ge-
schlossen sind.

Beispiel 77. Wie mull der durch die drei Krafte Py, P, und P, belastete
Korper gestiitzt werden, damit er im Gleichgewicht ist? (Fig. 108.)

Der Krifteplan ist geschlossen, wenn die Stiitzkraft P, die durch die Strecke
a — b gegebene GréBe und Richtung hat.

Das Seilpolygon schlieBt sich im Punkte S. Die Stiitzkraft P, muf also so
liegen, dafl sie durch S geht.

Ist ein Xorper nur durch zwei Krifte belastet, so bestimmt sich
die Lage der stiitzenden, das Gleichgewicht herstellenden dritten Kraft
einfacher durch den Schnittpunkt der Richtungen der beiden gegebenen
Krifte. Es konnen drei Krifte nur dann im Gleichgewicht sein, wenn
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sich ihre Richtungen in einem Punkte schneiden. Die dritte, die ge-
suchte Kraft, mu3 die Resultante der zwei anderen Kriafte aufheben.
Sie muB mit dieser also in eine Linie fallen. Die Linie der Resultanten
ist aber durch den Schnittpunkt der zwei gegebenen Krifte bestimmt. —
Fiir so belastete Kérper eritbrigt sich die Zeichnung des Seilpolygons;
der Schnittpunkt der zwei gegebenen Krifte legt die Lage der dritten
Kraft fest.

2. Rechnerische Bestimmung des Gleichgewichts.

Fir die rechnerische Bestimmung des Gleichgewichtes zerlegt man
alle Krifte, die gegebenen wie die gesuchten, nach zwei Richtungen.
(In der Mehrzahl der Fille wird man zwei senkrecht aufeinanderstehende
Richtungen wihlen.) Man gewinnt durch diese Zerlegung eine Erleich-
terung der Rechnung insofern, als man um die Winkelrechnung herum
kommt (siehe S.60). Man legt dann jede Kraft nicht nach Lage, Gréfle
und Richtung fest, sondern nach den zwei Grolen ihrer Komponenten
und deren Lage gegeneinander.

Den Richtungssinn der gesuchten Kréfte nimmt man an. Ist die An-
nahme unrichtig, so ergibt das Rechnungsresultat ein Minuszeichen.

Da das Gleichgewicht verlangt, dafi keine Einzelkraft und kein
Kriftepaar auftritt, miissen drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein.

1. Die Krifte diirfen keine Vertikalkraft ergeben. Man sagt:
,Die Summe der Vertikalkrafte mull gleich Null sein.”

2. Die Krifte diirfen keine Horizontalkraft ergeben. Man fafit
diese Bedingung in die Worte: ,,Die Summe der Horizontalkrifte
mufl gleich Null sein.*
. 3. Die Krifte diirfen kein Kriftepaar ergeben oder: ,,Die Summe
der statischen Momente, bezogen auf einen beliebigen
Punkt, muB gleich Null sein.*

Diese drei Gleichgewichtsbedingungen geniigen fiir die Bestim-
mung von drei Grélen.

Da fiir jede Kraft drei Bestimmungsstiicke notig sind, kann man
mit den drei Gleichgewichtsbedingungen z. B. folgende Aufgaben losen:

Drei unbekannte Krafte: _

a) Gegeben die drei Richtungen und die drei Lagen der Unbekann-
ten. — Zu bestimmen die drei GroBen.

b) Gegeben je zwei Richtungen, zwei GroBlen und zwei Lagen. Zu
bestimmen eine Richtung, eine GréBe und eine Lage.

Zwei unbekannte Krafte:

a) Gegeben zwei Lagen und eine Richtung. — Zu bestimmen eme
Richtung und zwei GroBen.

b) Gegeben eine Lage und zwei Richtungen. — Zu bestimmen eine
Lage und zwei GrofSen.

c¢) Gegeben zwei Richtungen und eine Lage. — Zu bestimmen zwel
GroBen und eine Lage.
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Eine unbekannte Kraft. — Zu bestimmen eine Richtung,
eine Lage und eine GroBe. ‘

Bei der Bestimmung der Lage einer XKraft darf nicht iibersehen
werden, daBl die Bestimmung der Liage keineswegs identisch ist
mit der Bestimmung des Angriffspunktes. Die Lage ist fest-
gelegt durch die Linie, auf welcher die Kraft zur Wirkung kommt,
nicht aber durch einen Punkt auf dieser Linie (siche S. 48). Im ibrigen

iberwiegen die Aufgaben, bei denen die
Lage der das Gleichgewicht herstellenden
= Krifte von vornberein gegeben ist, und

v zwar durch einen Angrifispunkt ge-
= — ] geben ist. Es ist durch einen ge-
[ < | gebenen Angriffspunkt die Lage
@J ” o4 der Kraft festgelegt. Esist durch die

. rechnerisch oderzeichnerischbestimmte
Lageein Angriffspunkt abernicht
Fig. 109, Festlogung der Richtungen  festgelegt. ,
der Stitzkrafte durch die Stiltz- Sind zwei unbekannte Krifte an
einem Korper zu bestimmen, ist z. B.
der Kérper an zwei Stellen  gestiitzt, so sind von den zwei Stitz-
kriften entweder beide Richtungen und eine Grofie oder beide Grofen
und eine Richtung bestimmbar. Ist der Korper an drei Stellen gehalten,
so kann die Aufgabe gestellt sein, die
\iz drei KraftgroBen oder die drei Kraft-
' richtungen zu bestimmen oder zwei
& Grofen und eine Richtung oder zwei
i TS Richtungen wund eine Grofle zu be-

e,

7 stimmen.

@ Die Richtung der Stittzkrifte ist viel-

] fach durch die Ausbildung der Stiitz-

il ) flichen festgelegt. Es kénnen, wenn man

g\ von der Reibung an den Stiitzflachen ab-

| sieht, nur senkrecht durchdie Stiitzflachen

Fig. 110. Stitzung eines Korpers in gehende Krifte iibertragen werden. Der

b Oclenken. unbestimmthelt derStit-  in  Fig. 109 dargestellte Korper kann

bestimmtheit der Stiitzkraftgrofen.  demnach nur durch senkrecht zu den

Stiitzflichen a—a und b—b gerichtete

Krifte gehalten werden. Er darf also nur mit einer durch den Schnitt-

punkt S der Stiitzrichtungen 4 — 4 und B— B gehenden Kraft bzw.

nit einer Reihe von Kriften, deren Resultante durch den Schnittpunkt
der Stiitzrichtungen 4— A4 und B— B geht, belastet sein.

Bei der Stiitzung eines Korpers in einem Gelenk, d.h. mittels
Zapfens und Lagers, ist die Richtung nicht festgelegt. ¥in Gelenk
vermag eine beliebig gerichtete Druckkraft zu itbertragen. Dieselbe
muB nur die eine Bedingung erfiillen: Sie muf durch den Zapfenmittel-
punkt gehen. Geniigt sie dieser Bedingung, so geniigt sie gleichzeitig
der vorher aufgesteliten des senkrechten Durchganges durch die Stiitz-
fliche. Der durch die Kraft @ belastete Koérper Fig. 110, der beiderseits
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durch Gelenke gehalten wird, kann demnach in der verschiedensten
Weise ins Gleichgewicht gebracht werden. Es konnen ihn die Krafte
S, und S, im Gleichgewicht halten, oder die Krafte R, R, usw. Es sind
bei dieser Art der Stiitzung vier Unbekannte : zwei KraftgréBen und zwei
Kraftrichtungen, vorhanden, zu deren Bestimmung nur drei Gleichungen
zur Verfiigung stehen. Eine eindeutige Bestimmung des Gleich-
gewichtes ist also unmoéglich.

Oft geniigt scheinbar die Benutzung von zwei Gleichgewichts-
bedingungen zur Berechnung der gefragten GroBen. Ist z. B. ein Kérper
lediglich durch Vertikalkrifte belastet, und ist auch fiir die gesuchten
Krafte durch die Form der Stutzflichen die Vertikalrichtung vorge-
schrieben, so kann man auf die Benutzung der zweiten Gleichgewichts-
bedingung verzichten. Ordnungshalber sollte man auch in diesen
Fillen die zweite Gleichgewichtsbedingung — in der freilich kein Re-
sultat ergebenden Form 0 =0 — aufstellen, um klarzustellen, daB
keine Horizontalkrifte vorhanden sind.

3. Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene
wirkender Krifte.
a) Hebel.

Das Gleichgewicht an einem Hebel zeigt Fig. 111. Nach der dritten
Gleichgewichtsbedingung muB3 die Summe der Momente, bezogen auf
den Drebhpunkt, Null sein. Ks ist

Por,—Pyry=0 P =Py, 2 P .l = Pyl.

> v
s . ~
Fig. 111. Gleichgewicht der Krifte an einem "
Hebel. Pi und P; gegebene Krifte senk- Fig. 112. Gleichgewicht der Krifte an
recht zu 41 und Zs. einem Hebel.

Bei der gezeichneten Stellung stehen P, und P, senkrecht zu den
Hebelléngen I, und I,, so daB 7, und r, gleich I, und I, sind. Bilden die
Richtungen von P, und P, keinen rechten Winkel mit 7, und I, so sind
die Hebelarme r, und r, (Fig. 112) gleich 1, . cosa; und 1, - cosa,

Pioliccosaxy— Py-lyicosa,=0.

Bei Hebeln, die beiderseitig durch Gewichte belastet sind nach
Art der Fig. 113, andern sich auch bei weitestgehendem Ausschlage des
Hebels die Hebelarme stets im gleichen Verhiltnis, und so bleibt fiir
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i alle  Stellungen erhalten
Y P, 1, —P, I, =0, da

cosx, 1cosn, =1 :1 ist.
¢ Auf die Bestimmung der
L . 7Y Stiitzkraft im Drehpunkt
_ e des Hebels legt man in
o L - g\@j_. SR den seltensten Fallen Wert.
A HFE =] % ? Sie berechnet sich far die
i Anordnung nach Fig. 111
aus den ersten beiden Gleich-
Y gewichtsbhedingungen
Fix 115, Gelohgericht Qo Ketle un, duems Hebel _F |- H, 4 X = 0

Vi+Vy,—Y=0.
Aus den Komponenten X und Y bestimmt sich der Stiitzdruck.

b) Die lose Rolle.
Die lose Rolle (Fig. 114), d. i. eine Rolle, die kein Drehmoment
iibertragt, sich also entweder lose auf ihrer Achse dreht, oder mit der
>, - Achse lose in den Lagern dreht, befindet
sich im Gleichgewicht mit P, = P,
(Py- 1, == Py 1y, ¥, =1,) . Die Stittzkraft
bestimmt sich, wie beim Hebel, aus den
ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen
—H, +H—X=0
—V,—¥V,+Y=0.
Hingt die Rolle an einer gelenkartig
befestigten Stange (Fig. 115), so muf} sie
sich so einstellen, daB diese Stange in
} ) . i die Richtung der Stiitzkraft fallt. Eine
Fig. 114. Gleichgewicht der Kriite St it i Gelenken vermag nur
an einer losen Rolle. ange mit nur zwel g

solche Krifte aufzunehmen, welche in die
Verbindungslinie der beiden Zapfenmitten
fallen. TFar die sie belastenden zwei
Krafte sind die Zapfenmittelpunkte als
Angriffspunkte festgelegt. Zwei Krafte
kénnen sich aber nur‘dann aufheben, d. h.
im Gleichgewicht halten, wenn sie in die
gleiche Linie faller, und diese Linie be-

stimmen die zwei Zapfenmitten.

f'? ¢) Der Balken auf zwei Stiitzen.

Zur Bestimmung des Gleichgewichtes

Fig. 115. Gleichgewicht der Krafte cines Balkens aufzwei Stiitzen wendet man
an efner Rolle, deren Achse bewes-  dag zeichnerische und auch das rechne-
) rische Verfahren an. Wo es sich dabei

um Belastungen durch Vertikalkrifte (Gewichte) handelt, wird man
die zweite Gleichgewichtsbedingung nicht mit aufzustellen brauchen.

ta

<o
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a)Rechnerische
Bestimmung
(Fig. 116). Nach der A A I

Gleichgewichtsbedin-
gung ergibt sich bei Y w
einer Annahme des

3 iitz.  Fig. 116. Rechnerische und zeichnerische Bestimmung der
Drehpunktes im Stiitz Stiitzkréfte 4 und B, die den durch Py belasteten Balken im

ersten Gleichgewichts- e I &
bedingung ist 7 N % ~ .RI ' s
’+_ a‘i — Pl + B = 0 A : [ A | 7 A
Nach der dritten | ~g 18 k A
I A | : [

|
41
|
I

punkt links die Mo- Gleichgewicht halten.
mentengleichurg
+ Prae—B-1=0.
P, .
Daraus folgt: B = .il,,,_a

Aus der ersten und dritten Gleichgewichtsbedingung folgt

A—p —p—p Do Pl=a  Pib

1

Fig. 117. Bestimmung der Stiitzdrucke
A und B fiir den durch P belasteten Fig. 118, Bestimmung der Stiitzdrucke 4 und B fir
Balken (Beispiel 78). den durch Py und P2 belasteten Balken (Beispiel 79).

l ] j
- L =2000— -l h
& < e = 1000 e bl
| —
ol y 8 Y L s
i | |

Diese Gleichung ergibt sich auch unmittelbar bei Aufstellung der
dritten Gleichgewichtsgleichung fiir einen im Stiitzpunkt rechts liegen-
den Drehpunkt

— P b+ 4-1=0
P-b
7

Beispiel 78. Wie groB sind die Stiitzkriite des nach Fig. 117 belasteten
Balkens ?

Die Summe der Vertikalkrifte ist gleich 0. (Erste Gleichgewichtsbedingung.)
A+ B— P =20. (Plusrichtung nach oben.)

Die Summe der statischen Momente fiir einen beliebigen Drehpunkt ist
gleich O .

T Als Drehpunkt angenommen der Stiitzpunkt 4.
P-a 1000 - 400

o . - B—=_ " =" 77 =9 o
B:l4+P.a=0, B . 5000 00 kg,

A4+ 200—1000=0, A = 1000 — 200 = 800 kg.

Beispiel 79. Durch welche Stiitzdrucke wird der ubelhangende Triger nach
Fig 118 im Gleichgewicht gehalten?

A=
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Nach der ersten Gleichgewichtsbedingung ist
—~P,+4+B—P,=0.
Unter Annahme des Drehpunktes im linken Stiitzpunkt folgt

A —Py-a—Bl+ P (bt =0,
— 1500 - 300 — B - 1000
ﬁ _.‘,l"_-_.'.’F-"i.-j 8‘ 7500 ""_l /D}' 2000 J,-;‘_;
—e— . -+ 1200 (250 + 1000) = 0,
T ' BN 1200 - 1250 — 1500 - 300
\ A A B = ) — 1500
4 Ig 1000
Y ! 1500000 — 450000
bt JO— et O —— et — YO — st 200w 1000
f~———7000 - B = 1050 kg,
Fig. 119. Bestimmung der Stiitzkrifte’ 4 und B — 1500 4 4 + 1050 — 1200 =0,

(Pelspiel 80) A = 1200 + 1500 — 1050 — 1650 kg.

Beispiel 80. Welche GréBe haben die Stiitzkrifte des nach Fig. 119 belaste-
ten Balkens?

(Angenommen A und B sind nach oben gerichtet. Plusrichtung nach oben.)
+A44+B—P,—P,+ P,=0, + A+ B—1000—1500-- 2000 = 0.
Drehpunkt tiber 4 angenommen.
—Py-a+ Pyrb—Py-¢c—B-1=0,
— 1000 - 300 -+ 1500 - 400 — 2000 - 800 — B - 1000 =0,

1500 - 400 — 2000 - 800 — 1000 - 300 — 1300000 )
B= 1000 C=ggog T 1800 ke
a, Ls b (Die Richtung von B
T i 50  — = ist unrichtig angenom-
[——. men. B ist nicht von
A[ e unten nach oben, son-
Lr ¥ 2 dern von oben nach
4 VA /4\ unten gerichtet.)
A 7 +4—1300 — 1000
1 — 1500 4 2000 = O,
Fig. 120. Bestimimung der Stiitzkrifte 4 und B (Beispiel 81) 4 = <1800
fiir eine Belastung des Balkens durch eine gleichmiiBig verteilte _ :

TLast. (Die Richtung von 4
ist richtig gewihlt.)

Fiir eine verteilte Last kann man eine ihr gleiche Einzellast, die im
schwerpunkte der verteilten Last angreift, einsetzen. So wird die gleich-
miBig tiber die Lange!l, verteilte Last

% I,-¢ in der Mitte von I, angreifen
R (Fig. 120). Die ungleichmifig nach

— - einem rechtwinkligen Dreieck aufge-
/f' N /A\ schiittete Belastung (Fig. 121) greift
I ) | aufl/; Abstand vonder Grundlinie an.
% =¥ I Beispiel 81. Welche Belastung er-

Fl
Fig. 121. Bestimmung der Stiitzkrifte 4 fahren die zwei St“tZ.P uqkte, Weqn die
und B fiir eine Belastung des Balkens Belastung g = 100 kg fiir einen Zentimeter
durch eine ungleichmigig verteilte Last. Balkenldnge betrigt? (Fig. 120.)
a; = 30 em - [, =50 cm - by = 120 cm.
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Der Angriffspunkt der die gleichmiBig verteilte Last ersetzenden Einzellast

liegt im Abstande a, + 21 von links.

P, =1 +q=>50-100 = 5000 kg,

1
2, 5000 - (30 4 25) _
B= : = "5 | = 1375 kg,

A = 5000 — 1375 = 3625 kg.

B) Zeichnerische Bestimmung. Die zeichnerische Bestim-
mung der beiden Stitzdrucke erfolgt mittels Krafteplans und Seilpoly-
gons mach Fig. 122. b

Der Krifteplan ist die -
Grade I—II. Die Parallelen 4\
zu den Polstrahlen P— B und
P — A4 geben von ¢ aus ein-
geflochten die Punkte a und &
auf den Richtungslinien von 4 N
und B. Die Parallele zu a b, R
in den Krifteplan tibertragen,
bestimmt den Punkt S, der  Fig.122. Zeichnerische Bestimmung der Stiitzkrifte
die Léinge I—II, welche die 4 ™ By ten Qe o oht hottan, et
Summe der Stiitzdrucke 4 - B
darstellt, in I —S=A4 und II —8 = B teilt.

Fig. 123 zeigt die zeichmnerische Bestimmung der Stitzkraft A
und B zu Fig. 119 bezw. Beispiel 80.

Im Kriftéplan, der in eine grade Linie zusammengeschrumpft ist,
wird die  Summe
4 + Bdurchdie Linge > P ,q‘ﬁ_u_r\‘?
I'—IIT dargestellt. Z e
I Ausgangspunkt der 4 1

P .
|
|
|
l
\

“

h]

N s
S
=
\
LS

=

— e e e — — T

<
*
.

oy !

Krafteauftragung (An- Y
fang von P,), II1 End-
punkt der Krifteauf-
tragung (Ende von P,).

Das Seilpolygon a+
nimmt, von a begin-
nend, den Verlauf @ — A ' B
b—¢c—d-—e. Es /"
endet in der Stiitzlinie ¢ pli8
von A mit dem Y

Punkte e und in der
Q15 101 3 Fig. 123. Zeichnerische Bestimmung der Stiitzkriifte 4 und
Stutzlinie von B mit B, die den durch die Krafte P1, P2 und Pj3 belasteten Balken

dem Punkte d. Die im Gleichgewicht halten.
Parallele B — A zur

" Verbindungslinie e— d in den Krafteplan iibertragen gibt den Teilpunkt S
fiir die Lange 1 — III. Es stellt 7 — § die GréBe von A dar, 111 — §
die Gréfle von B. (Der auf 4 liegende Punkt ¢ stammt von der Linie

/0
A

Y
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1 — 4, daher ist I—8 = A4; der auf B liegende Punkt d stammt
von 3 — B, daher ist III — 8§ = B) . Es fillt der Punkt S, welcher dic
Strecke I — I11 teilt, aus dieser Strecke heraus. Es ist das begriindet
mit der Verschiedenheit des Richtungssinns von 4 und B (4 nach oben,
B, wie die Rechnung im Beispiel zeigt, nach unten), welche die
Lange I— IIT als einen Wert 4 4 (— B) = A— B erkennen
lassen muf.

d) Der allgemeine Fall der rechnerischen Bestimmung einer Stiitzkraft
nach Lage, Grofle und Richtung.

Beispiel 82. Esist die Kraft zu bestimmen, welche den durch die drei Kréfte
P,, P, und P, belasteten Korper im Gleichgewicht hilt (Fig. 124).

Die Zerlegung der drei Krifte Py, P,, Pg in ihre Horizontal- und Ver-
tikalkomponenten ergibt die scchs Krifte

V,= -+ 60 kg, V,= -+ 45 kg, Vy=—69 kg,
H, = — 50 kg, H,= + 35 kg, Hy = —170 kg.

(Fiir beide Kraftarten ist cine bestimmte Richtung als positive Richtung
angesetzt. Zur Kennzeich-
nung derselben sind links
in der Figur Richtungs-
pfeile mit dem Pluszeichen
eingetragen. )

Der Einfachheit wegen
ist zundchst angenommen,
daf} durch die Rechnung
der Angriffspunkt der zu
bestimmenden XKraft er-
mittelt werden kann. Zur
Ermittlung seiner Lage
sollen die beiden Ab-
stinde # und y berechnet
werden.

Die zu berechnenden
Komponenten X und Y
sind mit beliebigen Rich-
tungen eingetragen, und
zwar X nach rechts ge-
richtet, also als positive
Kraft, und ¥ nach unten
Fig. 124. Reclmerische Bestimmung der Kraft (Lage, Groge gerichtet, also als negative
und Richtung), die den durch P;, P: und Pz belasteten Kraft. Ergibt die Berech-

Korper im Gleichgewicht halt. nung fiir einen der beiden
Werte ein negatives Vor-
zeichen, so bedeutet das, daB die Richtung falsch gewihlt war. Es bedeutet das
negativ herausgerechnete Vorzeichen also nicht, daf die Kraft die negative
Richtung hat, sonderi daB die Annahme unrichtig war.
Erste Gleichgewichtsbedingung:

+Vi+V,=V;—-Y=0,
-+ 604 45—69— Y =0, Y = 36 kg (nach unten).

Zweite Gleichgewichtsbedingung:
—H,+H,—H,+X=0,
—50+35—70-+-X=0, X = 85 kg (nach rechts).
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Dritte Gleichgewichtsbedingung :

Angenommen Drehpunkt A. -
—H 20—V 0=V, 40 —Hy - 0—X-x+ Yoyt ¥Vy - 10 + H, - 47— 0,
—50-20—45-40—X x4+ Y-y 4+ 69-104-70-47=0,
— 1000 — 1800 — X -z + Y -y + 690 - 3200 = 0.
— X x-+ Y- -y+ 1180 =0,
—85-x 4 36-y=—1180.

Wic bereits vorausgeschickt, ist eine Bestimmung von x und y nicht moglich.
Es gibt fiir die Kraft keinen festen Angriffspunkt. Es 1Bt sich nur die Linic

ermitteln, auf welcher die zu berechnende Kraft wirken muB.
Setzt man fiir x einen beliebigen Wert ein, so bestimmt sich damit ein zuge-

hériger Wert fir y.
— 1180 + 85 - 50

Fir 2y = 50 mm folgt y, = e = 85 mm.
Fiir 2, = 70 mm folgt y, = ——_118_0_3—%— 85-70 133 mm.

Die Auftragung dieser zwei Punkte legt eine Linie fest, auf welcher die Krait
zur Wirkung gebracht werden muf, um das Gleichgewicht herzustellen. (Das
Pluszeichen fiir die Werte x;, @, %y, ¥,, bedeutet, daB die Werte so liegen,
wie die angepommenen Werte x und y.)

¢) Gleichgewicht eines aus mehreren Einzelteilen bestehenden Korpers,
Aktion und Reaktion.

Bei der Feststellung des Gleichgewichts einer Korpergruppe, die
unter der Wirkung einer Reihe auBerer Krifte steht, tritt das Gesetz
von ‘Aktion und Reaktion in Erscheinung.

Die Kraft, mit welcher der eine Korper einer Gruppe auf den anderen
einwirkt, ist gleich groB, in derselben Richtung fallend, aber entgegen-
gesetzt gerichtet derjenigen Kraft, mit welcher der andere Koérper auf
den einen wirkt. Es heben sich Aktion und Reaktion auf, so lange man
die Gesamtheit der einzelnen Kérper, d. i. die ganze Korpergruppe in
Betracht zieht. Es sind Reaktion und Aktion gewissermafBen innere
Kréfte in dem Korpersystem, die wohl den Zusammenhang des einen
Teils mit dem anderen sichern und so beide zusammen mittelbar unter
dem Einfluf} der auleren Krafte stehen, die aber einzeln fiir die Berech-
nung der Kraftwirkung nach aufBlen nicht einzusetzen sind.

Sie kommen einzeln nur dann zur Erscheinung, wenn man jeden
einzelnen Korper des ganzen Systems fiir sich betrachtet.

Als Beispiel fiir das Obige dient Fig. 125a. Auf das System der drei
Kugeln 1, 2 und 3 wirkt die Last @ . Fiir die Aufnahme dieser Last kom-
men nur die Krifte in Frage, welche an den Stiitzpunkten der beiden
Kugeln 2 und 3 von den duBeren Stiitzflichen ausgeiibt werden. Die
Richtungen dieser Stiitzkrifte sind bestimmt senkrecht zu den Stiitz-
flachen @ —a und b— b und miissen durch die Mittelpunkte der Kugeln 2
und 3 gehen. Da @ durch den Mittelpunkt der Kugel 1 gehen muB,
ergibt sich das Gleichgewicht des ganzen Systems nach Fig. 125b.

Das Gleichgewicht der einzelnen Teile kennzeichnen die Fig. 126
bis 128.
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Die Kugel 2 steht unter dem Einfluf der einen duBieren Kraft P,
und der beiden von den Kugeln 1 und 3 auf sie ausgeiibten Krifte

a
Fig. 125a. AuBere und innere Fig. 125b. Gleichgewicht der
Krafte an einer aus mehreren #uberen Krifte an einer Korper-
Teilen bestehenden Xorpergruppe. gruppe.

8;_pund S;_, . Fir das Gleichgewicht der Kugel 3 sind einzutragen
die dufiere Kraft P, und die Reaktion S,_; zu der Stiitzkraft S,_,,
die vorher beim Gleichgewicht der Kugel 2 bestlmmt wurde, ferner die
Stiitzkraft §; 5. Thr Gleichgewicht kennzeich-
net die Fig. 127. In gleicher Weise ist das Gleich-
gewicht fiir die Kugel 1 ermittelt (Fig. 128).

g, 127, Gielchgewicht

Fig. 126. Gleichgewicht der der Kugel 3 unter Wir- Fig. 128. Gleichgewicht
Kugel 2 unter der Wirkung kung der zwei inneren der Kugel 1 unter Wir-
der zwei inneren Krifte des Krifte des Systems Sy _3 kung der zwei inneren
Systems §1 -2 und S3 -2 und und S2 — 3 und der dufe- Krifte des Systems 8;-1

der suBeren Kraft Pj. ren Kraft Pso. und S; —; und der Last Q.

Bei der Bestimmung des Gleichgewichts einer aus mehreren Teilen
zusammengesetzten Konstruktion ermittelt man entweder zunichst
das Gleichgewicht des ganzen Systems und bestimmt dann unter Ein-
setzen von Aktion und Reaktion das Gleichgewicht der Einzelteile,
oder man schreitet von einem Einzelteil zum anderen fort, die Aktion
am einen Teil als Reaktion am anderen einsetzend.
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Der aus drel Rollen bestehende Rollenzug nach Fig. 129 gibt ein
Beispiel zu obigem. Mit der Kraft P, wird die Last Q gehoher.

Das Gleichgewicht fur die Rolle 1 ergibt

—Py 4+ Py —85,=0 md —P.r+8.rn=0, P =34,
Py, =2p
Fuar die Rolle 2 gilt
+8 + Py —8=0 wd S;.r,—P,or=0, 8, = P,
A Sy = 28, — 27,
{ ] =2P,.
A |z '
A \2
I e .
f‘f ) \ 1 S .1‘f_'
N SN G B
.j‘ l < - '
/D 2 "‘xl Ul 12 S, Al
| | |
o
L3
- 43
o
¥

Gleicheewieht an eincmn Rollenzug und Gieichgewicht an den einzelnen Teilen des

Fiz. 120,
Rollenzuges.

S, = P,
Q =28,=4P,.

Fir die Rolle 3 gilt
+N, 4+ P —@=0 ud S;-ry — Pyory=
Das (leichgewicht der dulleren Krifte ergibt
—P1+P2+P:;+P4_Q:0=
—P,+2P, + P, +2P,— 4P, =0,
—5P,+5P;=0.
Bei einem Differentialflaschenzug nach Fig. 130 ergeben sich fol-
gende Gleichgewichtsbedingungen.
An der unteren Rolle
+8+8—Q=0 und Sy — S, =0.
@

Sy =8, = >,
1 2 2

S, =8 8,=8.

-1

IL.audien, Mechanik.
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An der oberen Rolle

-8 -8+ P, — P, =0 und —S{ R+ PB4+ 8S,-r=0,
Q Q
— S REPRA D r=0,
_ ’—v¥ 2. R
P=—= V=R

Beispiel 83. Welche Last vermag ein Mann bei Ausiiben einer Zugkraft
von P, = 40 kg zu heben, wenn der Differentialflaschenzug die Radien
R =420, r = 350 mm besitzt und der Wirkungsgrad des Getriebes 809, betrigt?

Theoretisch hebt der Mann

_2-P-B_2-40-420

O="Rm—r =20 350~ W0ke
Bei 809, Wirkungsgrad vermag er nur 480 - 0,8 = 384 kg zu heben,
Fig. 131 stellt einen Flaschenzug dar. Die Last @
wird durch die Kraft P, gehoben. ; 2
Die auBeren Kriafte P,, P, und ¢ ergeben das =
Gleichgewicht mit iR

—P, 4+ P,—@=0.
Denkt man sich den unteren Teil abgeschnitten  p

nach der Linie 4 — 4, so schneidet man das Seil 7 Y
sechsmal. Da die Kraft im Seil unverindert die NITT A
GroBe P, be- lidl
sitzt, folgt fir Lo H 1
denunterenTeil " I Hl )
+6P,—Q=0, “,iff m-"—*
7 A
Q=6P. eg.@w
(Die  Seil- 7/ /17
krafte sind ver- |4 .J\i !i
% |

einfachend alle [ ‘\\‘I
genau vertikal | ]
angenommen.)

Fig.132 zeigt |
dieses Verfah- — {3
ren fir die Be-
stimmung der
Krafte, die an
den einzelnen

Teilen  einer g 131.  Gleich-

Fig. 180. Gleichgewicht an einem Differential- . gewicht an einem
flaschenzug. Wage auftre Flaschenzug.

ten.
Die Wage ist belastet durch die vier auBeren Kriifte
G, Gewicht auf der Wagschale,
G, Last auf der Wageplatte 4,
P, Stutzdruck am Wagebalken 1,
P, Stutzdruck an dem Hebel 5.
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Fiir die duleren vier Kriifte gilt:

-G, — G+ P +P,=0,
—G (@t b+e+ Pi(b+ e) —Gy(f +d)=0 (Drehpunkt A).
Fir die inneren Krifte gilt:

Am Wagebalken 1 1) —G+P,—8,—-8=0.
2 —Gica+ Syoc+ S;-0=0.

An der Stange 2 3) +8,—8=0.
An der Stange 3 4y +8,—-8;=0.
An der Wageplatte 4 5) =85-1—(9+/f) —G,-f=0.

6) +8+8,—6G,=0.
An dem Hebel 5 7 Sie—8{-d=0.

)
8) +S8{P,—8=0.

Fig. 132. Gleichgewicht an einer Wage. — XuBere Krifte Gy, Pi, G2 und P2 — innere Krifte
Sz, S%, S3, 84, S, 8.

Aus Gleichung 5 berechnet sich §; bzw. S, mit

S5=28,=0, —];— .
i J Qzﬂ— )
Aus Gleichung 6 folgt dann S,= o
Aus Gleichung 7 folgt S=8 4% = g_z_%__jl . % =8

Das Einsetzen dieser zwei Werte fiir S, und S, in Gleichung 2 ergibt

—G-a+ <G2. §> .c 4+ (ng‘flfj)b =0.
7%
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Wihlt man ein Hebelverhiltnis

i _° d.i. d-f{ =c¢, =~o folgt
e b e

. I —f-
‘"Gl'““{‘Gz'clf“FGz(A'lf) CZO,

. 1. ¢
~G,-a+G2-c[f+Gz A -azf,l —0.

(4
Gl-a:GE-c G1=—(-I—'(}2

Die Lange f kommt in dieser Gleichung nicht vor. Es ist die Lage
der Last @, auf der Wageplatte ohne Einflufi.

. 3 . c 1
Bei einer Dezimalwage withlt man = =10
Beispiel 84. Wie sind die einzelnen Teile einer Dezimalwage nach Fig. 132
belastet bei folgenden Daten ?
Gy = 6ke, G,=60ky, a=50cm c¢=>5cm
. 5-100
d=20cm, e=100cm, b= cd—e= —4_;(——?7—— = 25 cm.
f=40cm, g = (l -L‘b—c-—d-—f) = 100 + 25— 5 —~—20 — 40 = 60 cm.
Nach 5. 8, -100-—60-40 == 0 S, = 24 ke
Nach 6. 24 -+ §,—60 = 0 S, = 36 ke.
Nach 7. S5-100 —36-20 = 0 S, = 7,2ky.
Gleichung 2 ergibt dann
6-50=24-5-+ 7,225,
300 = 120 4 180,
300 = 300 .

Fir die rechnerische Bestimmung der Krifte in den einzelnen
Stahben eines ebenen Fachwerks wendet man die Rittersche Methode
an. Man ermittelt zunachst alle suleren Krifte, welche das Fachwerk
als Ganzes im Gleichgewicht halten. Dann schneidet man von dem
Fachwerk einzelne Teile ab und stellt fiir sie nach dem Satz vom stati-
schen Moment die Gleichgewichtsbedingungen auf. Es werden beim
Durchschneiden die inneren Krifte, die von Knotenpunkt zu Knoten-
punkt durch die einzelnen Stibe tibertragen werden, um die Wirkung
der einen #uBeren Kraft zur anderen zu leiten, freigelegt. Auf der
Schnittfliche muB eine Kraft angreifen, die gleich der vorher vom Stabe
iibertragenen inneren Kraft ist. Man gewinnt also mit dem Durch-
schneiden die Moglichkeit einer Bestimmung der Stabkrifte.

Da die drei Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr als drei Stiicke
bestimmen lassen, miissen die Sehnitte so gelegt werden, daB aller-
hichstens drei Stibe geschnitten werden. — Man muf} ferner die ver-
einfachende Annahme machen, daB die. Stibe in den Knotenpunkten
gelenkartig gehalten werden, d. h. daB die Stabkrifte in die Stangen-
richtungen fallen. — Die Drehpunkte wird man méglichst so withlen, daB
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man stets nur eine unbekannte Stabkraft in jeder Momentglei-

chung hat.

Der Ausleger nach Fig. 133 ist belastet durch die an seinem
Ende hingende Last Q. Er wird gestutzt durch ein Traglager in

der Ecke A und ein Trag- und
Stutzlager, deren gemeinschaft-
licher  Mittelpunkt verein-
fachend in B angenommen ist.
In Wirklichkeit erfolgt die obere
Stiitzung iiber dem Knoten-
punkt 4 und die untere Stiit-
zung unterhalb des Knoten-
punktes B.

Die &#uBeren Krifte, die
Stutzkrifte P;, P, und P; be-
rechnen sich aus

—‘Q“'Pa:():
—P,+ P, =0,
—Q-14+ P, h=0.

Mit den Zahlendaten der

Py = Q = 2000 kg,

pP,=P,,

— 1600 kg .

Der Schnitt I — I legt die Krifte der Stabe 1 und 2 frei. Drehpunkt

2000 - 2
p, =" =7V
1 3000
C (Fig. 134)
S; - 800 — @-1500 =0, 8, =
11 &
i’,‘ ,..—_-_.—_

~ 3
N

Fig. 134. Gleichgewicht der Last @

mit den Kriften in Stab 1 und

Stab 2. Bestimmung der Kraft im

Stabe 1 unter Annahme des Dreh-
punktes C.

Drehpunkt 4 (Fig. 135).

— Q- 2400 + 8,-1120 = 0,

Q1500

2000 - 1500

800 800 = 3750.

[\\ '
{ | \ O

Fig. 135. Gleichgewicht der Last @

mit den XKriften in Stab 1 und

Stab 2. Bestimmung der Kraft im

Stabe 2 unter Annahme des Dreh-
punktes 4.

¥

2000: 2400 _ 4300.

S ET)

Der Schnitt IT —II legt die Krifte der Stabe 3, 4 und 1 frei (8, ist

bereits bestimmt).
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Drehpunkt B (Fig. 136).

— Q- 2400 — 8, - 3000 + S5 - 2200 = 0,
2000 - 2400 + 3750 - 3000

8y = U — ~ 7300 kg.
3 2200 &
[ 2L o
g 1
I
£ ) i p
I S p— =
~ 1,1..0
2 ¥
) 3A
X
S 4"-\
N
|
S,
Nz
Fig. 136. Gleichgewicht der Last @ mit Fig. 137. Gleichgewicht der Last Q
den Kriften in den Stiben 1-—3—4 mit den Xriften in den Stében
(S, schon vorher bestimmt). Bestimmung 1—3—4 (S, schon vorher bestimmt).
der Kraft im Stabe 3 unter Annahme Bestimmung der Kraft im Stabe ¢
des Drehpunktes B. unter Annahme des Drehpunktes A.

Drehpunkt A4 (Fig. 137).

00—
- — @ -2400 4 §,-1140 =0,
2000 - 2400
S Schnitt III —1III. Drehpunkt O (Fig. 138)
h S5 + P,-2200 — P;- 900 — S5 - 900 = 0,
| i =
. 1600 - 2200 — 2000 - 900
o 2 S,— == - = 19 .
I A 000 00
1 — Die zeichnerische Bestimmung der Stab-
P krifte eines ebenen Fachwerks nach Cremona
3 ist nichts anderes als eine auf dem Parallelo-

grammgesetz aufgebaute Zerlegung der duleren

Fig. 138, Gleichgewicht der Kréfte nach den einzelnen Stabrichtungen fir

Stiitzkrifte P, und P3 mit i i
Sodizkrafte Po und Pe mit  die einzelnen Knotenpunkte.

Stab 5. Die im Knotenpunkte 1 (Fig. 139) an-
greifenden Krifte @, S; und S, bilden den

Krifteplan I. In ihm bestimmen sich 8, und §,. Entnimmt man
ihm die GroBe S, fir den Krifteplan II der im Knotenpunkte 2
angreifenden Krafte, so bestimmen sich daraus die GroSen S; und S, .
Der Krafteplan III fir die im Knotenpunkte 3 angreifenden Krafte
ergibt die GroBe der Krafte 4 und S; . Das Einfithren von S, und S; in
den Krifteplan I'V fiir den Knotenpunkt 4 ergibt endlich die Bestimmung
der zwei Krafte B und C.
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Die einzelnen Krifteplane I—IV lassen sich aneinanderreihen,
wie Fig. 139 links unten zeigt. Man verwendet die in I gewonnene Linge
fiir §; und S,, um daran S, und S; anzuschlieBen usw.

C
N

Fig. 139. Zeichnerische Bestimmung der Stabkrifte eines Auslegers (Cremonascher Krifteplan).

Bei der Aneinanderreihung der Krifte hat man darauf zu
achten, daf man dieselben an allen Knotenpunkten in gleicher
Reihenfolge verwendet. Ist man um den Knotenpunkt 1 im Uhr-
zeigersinne herumgegangen (@ — 8; — 8;), so muB man auch im
Knotenpukt 2 in diesem Sinne vorgehen und in der Reihenfolge
8; 85 8, aneinanderreihen. So schliet sich in der Fig. 139 unten
links die Summe der Figuren I — IV so zusammen, daf} jede Kraft
nur einmal verzeichnet ist. Im tbrigen ist es fiir die Bestimmung
von §; und 8§, vollkommen gleichgiiltig, ob man die in I gewihlte
Reihenfolge oder die in I’ angenommene benutzt.

Die gesamten #ulleren Krafte, die das System als Ganzes im
Gleichgewicht halten, stellen im Cremonaschen Krafteplan eine fiir
sich geschlossene Figur, einen geschlossenen Krafteplan dar. Sie
halten sich untereinander das Gleichgewicht, wie die starkeren Linien
in Fig. 139 links unten, zeigen.

4. Gleichgewicht von Kriiften im Raum.,

Fiir die Herstellung des Gleichgewichtes im Raume liegender Krifte
lassen sich #hnliche (leichgewichtsbedingungen aufstellen wie auf
S. 84 fir die in einer Ebene wirkenden Krifte abgeleitet ist.
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Uhersichtlicher wird die Rechnung, wenn man anders verfahrt,
wenn man durch Hinzufiigung von sich gegenseitig authebenden Hilfs-
kraften die gegebenen Krafte so erginzt, daB die Sitze vom Gleich-
gewicht in einer Ebene liegender Kriifte und der Satz von der Verlegbar-
keit eines Kriftepaares in eine Parallelebene angewendet werden
kénnen.

Wie bei Fig. 75 erklirt ist, 1aBt sich eine beliebig im Raum liegende
Kraft durch Hinzufiigung zweier sich gegenseitig aufhebender Hilfs-
krifte verwandeln in eine in einer bestimmten Ebene liegende Kraft
und ein Kriftepaar. Man hat es also in der Hand, alle gegebenen Krifte
durch andere zu ersetzen, welche die Gleichgewichtsbedingungen fir
Krifte in einer Ebene anwenden lassen. Da die dabei entstehenden
Kriftepaare sich beliebig verschieben lassen, macht deren Vereinigung
keine Schwierigkeiten.

Fig. 140 zeigt einen vorbildlichen Fall. Die Welle triagt zwei
Scheiben, die durch die Einzelkriafte P, und P, belastet sind. Die Welle
ist gestiitzt in den beiden Lagern A und B. P, ist gegeben, P, und die Krafte
in 4 und B gesucht. In der Ebene der Scheibe 1 werden zwei Hilfskrifte
Pr und P§ hinzugefiigt. Py = P{ = P, . Pfbildet mit der gegebenen
Kraft P, das Kraftepaar P, - r;, die iibrigbleibende Kraft Py hat ihren
Angriffspunkt bei a, das ist in der Mitte der Welle. Sie liegt also in
einer die Wellenmittellinie enthaltenden Ebene. Demgem&B wird sie
sich durch die Stiitzkrifte in den Lagern 4 und B im Gleichgewicht
halten lassen.

. In der Ebene der Scheibe 2 sind die Hilfskrifte Py und Pifr hinzu-
gefiigt. Py bildet mit, der gegebenen Kraft P, das Kraftepaar Py 7, .
Die iibrigbleibende Kraft Pry hat ihren Angriffspunkt bei &, das ist
in der Mitte der Welle, sie liegt also auch in einer die Wellenmittellinie
enthaltenden Ebene und wird sich demgemifi durch die Stiitzkrafte
in den Lagern ins Gleichgewicht bringen lassen.
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Die Kriftepaare P, - 7, und —
P,-r, sind im Gleichgewicht, | l
sobald —P, «r, + Py, = 0 ist : |

[
|

(Fig. 141). ' R 1[)
Es bestimmt sich also P, 5 ] A7
. i L, Ll & |
mit—&—ﬁ. Die 2 Krifte Py & A1 1 |
L) I iy $ //" P 1
und Prx, die beide vertikal ;}L{ 7, 1 |
durch die Wellenmitte gehen, 77 /’ 77 7T |
liegen in der gleichen durch V7 ’3‘ J
die Wellenmittellinie gehenden i Oy
Ebene. Sie befinden sich im [ L
Gleichgewicht mit den Stiitz- I ¢

kriiften 4 und B (Fig. 142).

Beispiel 85, Es sind die Stiitz-
drucke 4 und B an einer Vorgelege -
welle nach Fig. 140 zu berechnen.

Durchmesser des kleinen Rades d, = 380 ¢m,

Durchmesser des groflen Rades d, = 600 cm.

e == 500 cm , ¢ = 550 cm, d = 520 cm.

Die iibertragene Leistung betragt bei » = 120 Umdrehungen 40 PS. Die
Zahuraddrucke liegen beide vertikal, der groBere Druck ist von unten nach oben
gerichtet. :

Die Umfangskraft P, am kleinen Rad bestimmt sich aus (Gleichung XXXT)

Tig. 141. Gleichgewicht der zwei Xriitepaare
P, — P} und P2—Pj; der Belastung nach Fig. 140.

N 40 - 71 620
. M, = -;;-71 620 = P, -7y, P, = 120.19 = 1260 kg .
Die Umfangskraft P, am groBen Rade ist
_Pyer;  1260.19 ,
P, = vy T80 T 800 kg.
Die Hilfskrafte Pjund
P}, haben die Grofen 1260 | £
und 800 kg. Nach Fig. 142 | o R 1z 4
wird damit die Gleichge- . | o
wichtsbedingung fiir die [ "
Stiitzdrucked und B A e] 3

e — Fig. 142, Gleichgewicht der zwei Einzelkrifte Pyr und Pr der
A j 3;{' ‘fi) OPII(°+ 9) Fig. 140 mit den Stiitzkriften 4 und B.
i 1 =

A(50 + 55 + 52) — 800 (55 + 52) + 1260 - 52 = 0,

— 65520 - 85600 _ 20080
157 157

A— Py~ P, —B=0,
128 — 800 ++ 1260 — B=10.
B = 588 kg.
Fig. 143 zeigt eine ahnliche Wellenbelastung, bei welcher jedoch F;
und P, verschiedene Richtung haben und demzufolge die zwei Hilfs-
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krifte Py und Py nicht in die gleiche (durch die Wellenmittellinie
gelegte) Ebene fallen.

E ~
Fig. 143. Belastung einer Welle durch zwei am
Umfange zweier Scheiben angreifende Krifte P,
und P,. Gegebene Krait: P,. P; und P. nicht

parallel,

Fir das Gleichgewicht der Kriftepaare gilt (Fig. 146)
+ Prory — Pyery=0.

Fig. 144, Gleichgewicht der Rinzelkraft P; der Fig. 143 mit
den Stiitzkriften 4; und B,.

Das Gleichgewicht in der die Kraft P; enthaltenden Ebene wird
bestimmt (Fig. 144) aus

+A4,-(@,+b)—Py-b,=0 und 4, +B —Py=0.

2

&g -

Fig. 145. Gleichgewicht der Einzelkraft Pj; mit den Stiitz-
kriften 4. und B..

Das Gleichgewicht in der die Kraft Py enthaltenden Ebene
wird bestimmt (Fig. 145) aus

+Ay(@y 4 b)) — Proby=0 und A+ By— Pp=0.
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Die Vereinigung der zwei Krifte 4, und 4, und B, und B, erfolgt, wie
Fig. 147 zeigt, in den senkrecht zur Wellenachse gelegten Ebenen g
und b. |

Da- die Gleichung

Pi.r, — Pyery=0

|
40

ohne die genaue, oben i
gegebene  Erklirung _ Bl g
der Kraftepaare Py Py " LT
und P,P# und der \s A A
Stuitzdruckzeichnun- < R
gen nach Fig. 140 und SSAT AR a7
143 aus dem Satz vom /K 7
statischen Moment der o apr
Krifte folgt, wird man ’ VL
einfacher arbeiten. |
Man bestimmt P, L
aus P2 = Pl' 11 Fig. 1486. Gleichge,wicht der zwei Kriftepaare P, — P}
Ty und P, — Pjr der Belastung nach Fig. 143.

Dann denkt man sich
die Umfangskrifte ein-
fach in die Wellen-
mitte verlegt und be-
rechnet fiir sie 4,, B,
und A4,, B,.

Fig. 147. Vereinigung der Stiitzkriite
Ay, By, Asund B, der Fig. 144 und 145
in den Lagermittenebenen a und b.

5. Standsicherheit vom Korper.

Man unterscheidet drei Gleichgewichtslagen. Die stabile, die
labile und die indifferente Gleichgewichtslage.

Beim stabilen Gleichgewicht erzeugt eine Anderung der urspriing-
lichen Lage der Last ein Drehmoment, das im Sinne einer Wieder-
herstellung der alten Lage wirkt. Fig. 148 zeigt einen im stabilen Gleich-
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gewicht befindlichen Kérper. Der Stiitzdruck P und das Gewicht @
halten sich das Gleichgewicht. Der Angriffspunkt der Stiitzkraft liegt
oherhalb’des Angriffspunktes des Gewichtes, das ist des Schwerpunktes.
\ Fig. 149 zeigt das bei einer Anderung
1P Al der Korperlage auftretende Kraftepaar go-
=F = i \ bildet aus Stiitzdruck und Gewicht, dessen
' \ Drehsinn auf die Rickfihrung des Ge-
‘ h e | wichtes in die alte Lage hinwirkt.
| \ % Beim labilen Gleichgewicht entsteht
: \ Dbei einer Anderung der Gleichgewichtslage
i \ o \  ein Kraftepaar, das bestrebt ist, die Bewe-
) \ gung, der es sein Entstehen verdankt, fort-
| \Y_—"  zusetzen. KEs bedarf also nur der Ein-
Fig. 148 und 149. Stabile Gleich- leitung der Bewegung, um ein Weiter-
gewichtslage. drehen des Koérpers zu erzwingen. In
diesem Sinne bezeichnet man die labile Gleichgewichtslage als un-
sichere Gleichgewichtslage.

Fig. 150 zeigt einen im labilen Gleich-

1 [T  gewicht befindlichen Korper. Der Angriffs-

| punkt der Stiitzkraft liegt unterhalb des

[ i ; [ Angriffspunktes des Gewichtes. Fig. 151
|

| zeigt das  Auftreten des Kraftepaares,

E | dessen Drehsinn die einmal eingeleitete
G | G| Bewegung unterstiitzt.
| * Tritt bei einer Bewegung, wie sie

- (11 | Fig. 152 zeigt, gleichzeitig mit der Anderng

A\ \ des Angriffspunktes der Last eine Verlegung
™ ‘ des Angriffspunktes der Stittzkraft auf, so
P iF wird es von dieser Verlegung abhingen,
ob das entstehende Drehmoment den

Kérper bei der -eingeleiteten Bewegung

_ . erhilt oder ihn zuriickzudrehen bemiiht
Fig. 150 und 151. Labile Gleich-  1st. Die Lage des Stiitzpunktes unter-
gewichtslage. halb  des  Angriffspunktes der Last

ist keineswegs allein kennzeichnend fir labiles Gleichgewicht.
Fillt der Stitzpunkt mit dem Angriffspunkt der Last zu-

N g sammen, so ist die GlelchgerchtRldge
N u" i indifferent. Es tritt bei einem Bewegen des
N M Korpers keinerlei Drehmoment auf, das ein

{' # Weiterdrehen oder ein Zuriickdrehen erzwin-

| gen konnte. Es fallen vielmehr Stitzkraft

Fig. 152. Stabile Gleichgewichts-  und Last in jedem Falle in eine grade Linie

lage. Verlegung des Stiitzpunktes -
bei einer Lageninderung des und heben sich auf.

Korpers. Tig. 153 zeigt einen im indifferenten

Meichgewicht befindiichen Korper. Fig. 154 kennzeichnet das Gleich-
gewicht bei einer anderen Lage des Korpers.

Den EinfluB der Verlegung des Stiitzpunktes kennzeichnet Fig. 155.

Um den Kérper K zu kippen, bedarf es der Drehmomente von der GréBe
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P.r,=@G.a, oder Py-7,=0G.a,. Vor dem Auftreten der kip-
penden Last P halten sich Gewicht und Stutzkraft das Gleichgewicht,
indem die Stittzkraft in die gleiche Linie wie das Gewicht fillt. Beim
Auftreten von P, riickt die Stiitzkraft nach links bis das Gleichgewicht
@, -a, = P, -r, erreicht ist und der Korper
sich zu bewegen beginnt. Nach dieser Gleich- A
gewichtsbedingung berechnet man die Stand- T |
sicherheit eines Korpers. ! .
Unterdynamischer ! :
Standsicherheit ver- {
] y o N steht man die Arbeit z | l
E o | AN A=Gh, welche | &
[ l aufzuwenden ist, um *
[ ®. / einen Korper in die S (LT (RS (R
G ‘ 4 labile Gleichgewichts- B .
* { lage  uberzufithren. TR aiks i
—r X Es ist der Ausdruck ; i
gewissermaBen un-  Fig. 155. Bestimmung der
richtig gewihlt. Es  Jutcalivien Aebeit. Dyna-
handelt sich nicht mische Standsicherheit.
um eine dynamische
Wirkung der Kraft im Sinne der Lehre von den Bewegungsénde-
rungen.
Man mifit die dynamische Standsicherheit in mkg.

-

Fiz. 153 und 154. Indifferente
(leichgewichtslage.

6. Vereinfachungen an Gleichgewichtsaufgaben.

Die Aufstellung der Gleichgewichtshedingungen veriangt vielfach
vereinfachende Annahmen iiber die Art der Kraftaufnahme an den
Stiitzstellen des Kérpers. Die Gleichgewichtshedingungen geben nur
die Moglichkeit, drei Stiicke zu. be- .
stimmen. Ist ein Kérper nicht in scharf
festgelegten Punkten gestiitzt, erfolgt
vielmehr seine Stiitzung in einer breiten
Fliche, so ist zunichst einmal bei jeder /
Stutzflache die Lage der Stiitzkraft un-
bekannt. Schon bei einer Stittzung in zwei Y
Flachenentfallen alsozwei der vorhandenen )1
Gleichgewichtshedingungen fiir die Bestim- 7 T

A

Ce b

mung allein der Lagen. Bei einer Auflage
des Korpers an drei Flichen also kénnten
iiberhaupt nur die Lagen bestimmt Fig. 156, Vereinfachung an Gleich-
werden. Demzufolge muBl man vielfach gewichtsaufgaben.
vereinfachen, um zum Ziele zukommen.

Die Aufgabe der Gleichgewichtsbestimmung fir einen Korper nach
Fig. 156 wird durch Annahme #ber die Stiitzpunktlagen 16sbar machen.
Man nimmt an, die Stiitzung erfolgt in den #uBlersten Ecken. Damit ent-

y o
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fallen die drei unbekannten Lagen und es bleiben nur die drei Krifte-
grofen als Unbekannte iibrig.

Inwieweit es berechtigt ist, diese Vereinfachung vorzunehmen,
muB von Fall zu Fall entschieden werden. Man kann geneigt sein, die
Angriffspunkte der Krifte nach den Mitten der Stitzflichen zu verlegen.
MuB man das Resultat der Gleichgewichtsbedingungen fiir eine Festig-
keitsrechnung verwerten und schlieSlich ist die Feststellung der Stiitz-
krifte in den meisten Fillen nur der Auftakt zur Aufstellung der Festig-
keitsrechnung, so wird man in jedem Falle diejenige Art der Stiitzung,
welche die ungiinstigste Beanspruchung des Kérpers ergibt, wihlen.

F. Reibung.

In dem Kapitel ,,mechanische Arbeit‘‘ ist darauf hingewiesen, daf
bei der Umwandlung von Arbeit nur ein Teil der aufgewendeten Arbeit
als Nutzarbeit verfiighbar wird und dafBl dabei ein Teil der aufgewendeten
Arbeit verloren geht. Die mechanischen Vorgéinge, welche diese Arbeits-
und Leistungsverluste erkliren, behandelt das Kapitel: Reibung.

1. Gleitende Reibung.

Die Nutzarbeit ist gleich Kraft mal Weg in der Kraftrichtung.
A = P.s. Die Verluste sind abhéingig von derabsoluten Weglinge,
der Giite des Weges und der Belastung der Wegbahn.
Bei einem Heben des Gewichtes G (Fig. 157 links) mit der Hand von
A nach B wird man kaum mehr als die Nutzarbeit 4 = ¢ - A aufwenden
miissen. Der Wirkungsgrad
wird verhiltnismdBig hoch
sein. Dagegen wird bei einem
Heraufschieben des Gewich-
tes G (Fig. 157 rechts) an der
schiefen Ebene eine wesent-
lich iber @ -k hinausgehende
Arbejtsaufwendung nétig sein.
Bei der gleitenden Bewe-
gung des Gewichtes an der

Fig. 167. Leisten einer Nutzarbeit — Heben eines schiefen Ebene entlang drlngt
Gewichtes G um die Hohe h — durch freies Heben das Gewicht mit den kleinen

und durch Heraufschieben an einer schiefen Ebene. N . N

Vorspriingen seiner Oberfliche
in die kleinen Vertiefungen der tragenden Oberfliche der schiefen Ebene
ein. Die Vorspriinge auf dieser wiederum senken sich in entsprechende
Vertiefungen an der Oberfliche des Gewichtes. Das Gewicht muf3 also
dauernd beim Verschieben um kleine Streckenteilchen gehoben werden,
damit die Vorspriinge aus den Vertiefungen herauskommen und diese
kleinen Wege werden dann nutzlos durchfallen werden. Oder es mull —
nach einer anderen Auffassung der Reibungsvorginge — jeder einzelne
Vorsprung zuriickgebogen werden, um dann nutzlos zuriickzuschnellen,
oder itberhaupt in der verbogenen Stellung zu verbleiben. In jedem Falle
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ist far die Bewegung einer Flache auf einer anderen ein Arbeitsaufwand
notig. Ob derselbe fiir ein Heben und Fallenlassen oder fiir cin Um-
biegen verbraucht wird, kann dahingestellt bleiben. Vermutlich gehen
Vorginge der einen Art mit Vorgingen der anderen Hand in Hand.

Aus diesen Vorgingen erkliart sich die Ermiidung eines Menschen
beim Wandern auf ebener Bahn. Wohl wird keine Nutzarbeit im Sinne
der Mechanik geleistet, wenn das Ziel des Weges in gleicher Hohe liegt,
wie der Ausgangspunkt. Es hat dann der Mensch sein Gewicht um nichts
vom Erdmittelpunkte entfernt, d. h. gehoben. Aber das Bewegen der
Gelenke, auf denen das Kérpergewicht ruht, das dauernde Anspannen
der Muskeln und ihr Loslassen, das Heben des Korpers bei jedem ein-
zelnen Schritte und schlieBlich auch das Auffangen des Kérpergewichtes
bei jedem Schritte — Gehen ist ein verhindertes Fallen — erfordert
Arheitsaufwendungen, die den Kérper ermiiden.

Die Vorginge der Reibung sind sehr verwickelt. Die genaue rech-
nerische Ermittlung der Reibungsverluste ist dullerst kompliziert, wenn
man alle Einzelbedingungen, die dabei eine Rolle spielen, in Ansatz
bringen will. Man ist gezwungen, sich mit der Beriicksichtigung einer
kleinen Zahl der in Betracht kommenden Faktoren zu begniigen, d. h.
die Rechnung zu vereinfachen, will man iberhaupt zu einem greitbaren
und durchsichtigen Resultate kommen.

Bei der Verschiebung eines Korpers auf einem anderen tritt ein
Reibungswiderstand W in der Berlihrungsfliche auf (Fig.158). Die
GroBe des Reibungswiderstandes hangt ab:

1. von der GroBe des Druckes N, mit dem die sich beriithren-
den Korper gegeneinander gepreft werden. (Der Druck steht
senkrecht zu den sich berithrenden Flichen.)

2. von der Beschaffenheit der sich berithrenden Flichen;

3. von der GroBe der sich berithrenden Flichen;

4. von der Geschmndlgkelt mit der die Korper aufeinander gleiten.

Man rechnet in der Techuik vorwiegend mit den beiden ersten
Faktoren allein.

Die Reibungsgleichung lautet:

Der Reibungswiderstand W ist gleich dem Normal-
druck zwischen den sich berithrenden Flachen (N) mal
dem Reibungskoeffizienten.

Der Reibungskoeffizient wird allgemein mit dem griechischen Buch-
staben u (sprich ,,mi“) bezeichnet.

W=N-u.

Beispiel 86. Welchen Widerstand setzt ein mit seinem Gewichte ¢ = 200 kg
aufliegender Korper einer Verschiebung entgegen, wenn der Reibungskoeffizient
u == 0,3 betriagt?

W= N-u=200-0,3=60kg.

In dem Werte des Reibungskoeffizienten ist in erster Linie der Ein-
fluB der Oberflichenbeschaffenheit in Rechnung gestellt. Bei rauhen
Flachen wird man fiir 4 einen hohen Wert wihlen, bei polierten Flichen
einen kleinen Wert. In zweiter Linie bringt man die unter 3. und 4. an-
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gefilhrten Einflusse zur Geltung bei der Bemessung von x. Sind die
Berithrungsfliichen tbermiBig gro3, so daB eine iibergrole Anzahl von
Vorsprimmgen und Vertiefungen in Wirksainkeit treten, so wird man u
grafier einsetzen alg bei kicinen Flachen. Bei ganz kleinen Flichen wird
naturgemiB o wieder hoher zu withlen sein, da dann die Gefahr eines
Eindringens der einen ganzen Fliche in die andere zu hefirchten steht.
Bei hohen Gleitgeschwindigkeiten wird man einen niedrigeren Wert fiir
(o eingetzen als bei niedrigen. Eg finden dann die einzelnen Vorspriinge
nicht die Zeit. sich ganz in die Vertiefungen der anderen Fliche zu ver-
senken, und es kénnen die einmal zuriickgebogenen Vorspriinge nicht ganz
zuritckfedern, bevor sie zu einem nochmaligen Zuriickgebogenwerden
kommen. Es bleiht also ein Teil der fiir das Zuriickbiege:: einmal auf-
gewendeten Arvheit fir den zweiten gleichartigen Vorgang aufgespeichert.

N

We W

Fig. 158, Kritte beim Verschicber: Fig. 159. Krifte beim Verschieben
eines Korpers auf einer ebenen eines Korpers auf einer ebenen
Fliche durch eine Kraft P; bei Fliche durch eine Kraft P, bel
einer Anpressung des Korpers gegen einer Anpressung des Korpers gegen

die Unteriage mit der Xraft A die Unterlage mit der Kraft N.

Fir die zahlenmiBige Bemessung von u mit Beriicksichtigung der
verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten wunterscheidet man der Einfach-
heit halber nur zwei Fille: den des Stillstandes und den der Bewegung.
Man bezeichnet den Reibungskoeffizienten fir den Zustand des Still-
standes als Reibungskoeffizienten der Ruhe und schreibt fiir ihn den
Buchstaben u, . Den Reibungskoeffizienten der Bewegung kennzeichnet
man durch den Buchstaben . iy 0. Es fallt der groBere Wert
1y nicht momentan mit dem Eintreten der Beweguug von ug auf i
auch ist u bei verschiedeuen Gleitgeschwindigkeiten sehr verschieden grof3.
Bs verlangt jedoch die Vereinfachung der Rechnung in den Mechanik-
heispielen die Beschrankung auf nur zwei Werte. Bei den Aufgaben des
Maschinenbaues, fiir welche in jedem einzelnen Falle besondere Angaben
iiber die GréBe der berithrenden Flachen, die Herstellungsart der Fliachen,
die Hohe der Gleitgeschwindigkeit gemacht werden konnen, wird man
w aus kontinuierlich verlaufenden Kurven entnehmen. Im iibrigen sind
die Vorginge bei der gleitenden Reibung noch immer nicht so weit
geklirt, dal man ein richtiges Resultat fiir einen auflerhalb des Rahmens
der normalen Bewegungs- und Belastungsvorginge liegenden Fall vor-
ausherechnen konnte.

Der Wert des Reibungskoeffizienten der Ruhe ist als Grenzwert
aufzufassen. Zieht an einem stillstehenden Korper eine Kraft P = 20 kg,
wenn der Reibungswiderstand der Ruhe nach der Gleichung W= N . u
eine Hohe von 30 kg erreichen kann — (N = 100kg; u = 0,3) —, =0
wird der erreichbare Hchstwert des Reibungswiderstandes nicht zur
Geltung kommen. Die Gleichgewichtshedingungen verlangen P = N - .
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Daraus ergibt sich, dafl das Gleichgewicht bereits durch 20 kg Reibungs-
widerstand d. h. bereits durch einen Reibungskoeffizienten u = 0,2
erreicht wird. Da der Héchstwert der Reibung (30 kg) den in Anspruch
genommenen Reibungswiderstand (20 kg) um 509%, iibersteigt, wiirde man
in diesem Falle von einer 11/,fachen Sicherheit gegen Gleiten sprechen.

Der Reibungswiderstand - W ist der Bewegung entgegengesetzt
gerichtet, bzw. derjenigen Richtung entgegengesetzt, in welcher die
auf den Korper wirkenden Krifte den Kérper zu bewegen bestrebt
sind. Wirkt auf einen Kérper (Fig. 158) eine nach links gerichtete Kraft
Py, so ist der Reibungswiderstand W, nach rechts gerichtet anzutragen.
Steht der Korper unter dem Einflusse der Kraft P, (Fig. 159), und will
er ihr nachgebend nach rechts ausweichen, so ist der Reibungswider-
stand als nach links gerichtet einzutragen.

a) Verschiebung eines Korpers auf einer Ebene.

Stellt man fir den nach Fig. 160 durch das Eigengewicht, den
Stittzdruck, den Reibungswiderstand und die horizontal gerichtete Zug-
kraft P belasteten Kérper die Gleichgewichtshedingungen auf, so folgt:

1. G — N =0;

2. P—W=0;,

3. Weh—N-a=090.
(Drehpunkt 4 angenommen.)

Bei Benutzung der Reibungsgleichung W = u - N lassen sich vier
GroBen von den in obigen Gleichungen

vorkommenden sieben Stiicken G, N, P, P
W, u, a, h bestimmen. ! W T A
1

Beispiel 87. Welche Kraft ist erforder-
lich, um einen Kérper von 1000 kg Gewicht auf

einer ebenen Fliche zu verschieben, wenn der G N
Reibungskoeffizient ;¢ = 0,2 ist ? Wo greift der

Stiitzdruck an, wenn der Angriffspunkt der |

Kraft um A = 50 mm iiber der Gleitfliche liegt?

G—N=0 1000—-N¥N=0 N =1000kg, - =

W = N-u=1000-02 = 200 kg, Fig. 160. Bestimmung des Gleich-
’ gewichtes an einem durch eine Kraft
P_W-=0 P = 200 kg, P nach_rechts gezogencn Kérper,
Zf_hl_cnly va =0 200 -5 — 1000 - g = 0 den SemUri?aﬁngd?ﬁcl%ﬁgen die

In den meisten Fallen legt man auf die Berechnung von a, d. h.
auf die Feststellung der Lage von N, keinen Wert. Es handelt sich
eigentlich immer nur um die Berechnung der GréBe des Reibungs-
widerstandes und nicht um die Feststellung der Lage des Stiitz-
druckes. Esgeniigtin diesen Fillen die Anwendung der zweiten Gleich-
gewichtsbedingung allein. Tm tbrigen darf nicht iibersehen werden,
daf die Stiitzung des Korpers auf der ganzen Fliche durch unendlich
viele kleine Stiitzkriftchen erfolgt und daB die eingetragene Stiitzkraft N
nichts anderes ist als die Resultante derselben. Die rechnerische Ver-
folgung des ganzen Vorganges macht die Zusammenfassung der vielen
kleinen Stiitzkrifte zu einer Resultanten nétig.

Laudien. Mechanik. 8
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Die Bestimmung von a hat folgenden Wert. Die einzelnen Flachen-
druckkrafte, deren Resultante N ist, sind gleichmaBig um den Angriffs-

punkt von N verteilt zu denken. Es gibt die
GriBe von a, d. h. die Lage von N einen ge-
wissen Anhalt iber die Art der Verteilung
der Flachendruckkrifte iber die ganze Stiitz-
fliche. Bei einer Kérperform nach Fig. 161 und
einem kleinen Wert ¢ wird die an der duf3ersten
vorderen Kante A auftretende Flachenpres-
sung nicht wesentlich von der an der duflersten

Fig. 161. Krifte an einem durch  hinteren Kante B auftretenden abweichen. Bei
P nach rechts gezogenen Korper . . . .
—ungleichmiBige Verteilung der  €iner Belastung des Korpers nach Fig. 162, die

Stiitzkriftchen iiber die Auflage-

fliche

einen groBen Wert a ergibt, wird die Flachen-
pressung bei 4 wesentlich groBler sein, als die

bei B, und es besteht hier die Gefahr eines Fressens der Kante A.
Fiir die zeichnerische Behandlung der Reibungsvorginge faft
man die beiden Krifte; N und W zusammen zu ihrer Resultanten R

B R

Fig. 162. UngleichmiBig-

keit der Stiitzkriiftevertei-

lung bei groBem Werte A

und demzufolge groBem
Werte a.

(Fig. 163) R = JW2+ Nz. tgg=%7~. Den
Winkel pbezeichnet man als Reibungswinkel. tg ¢
ist gleichdem Reibungskoeffizienten . W=N-pu
und W= N-tgp. Daraus folgt tgo = u.
Hat man bei reibungsloser Stiitzung den
Stitzdruck senkrecht zu den Stiitzflichen an-
zusetzen, so mufl bei Beriicksichtigung der Rei-
bung die Auftragung unter ¢° erfolgen. Hs
kann der Stiitzpunkt um o° von der Normal-
richtung abweichen. Dabei liegt die Ab-
weichung um o° gegen die Bewegungsrichtung.
Beispiel 88. HEs ist zeichnerisch die in einem
festgelegten Punkt angreifende, horizontal gerichtete

Zugkraft fiir die Bewegung eines Korpers zu bestimmen, wenn das Gewicht des
Korpers G = 18 kg und der Reibungskoeffizient p = 0,45 betragt. Der Angriff

I'ig. 163. Zusammensetzung des

der Kraft soll in einer Héhe b= 15 mm erfolgen
(Fig. 164).

Der tg o = 0,45 eingesetzt, bestimmt die Rich-
tung des Stiitzdrucks. Es wirken auf den Korper
drei Krifte: das Gewicht @, die Zugkraft P, und der
Stiitzdruck S . Damit diese drei Kriafte im Gleich-
gewicht sind, miissen sie sich in einem Punkte
schneiden. Durch Auftragen nach ihren Richtungen
im MaBstabe 1kg = 1 mm ergibt sich der Krifte-
plan, aus dem P mit 8,1 mm = 8,1 kg abge-
stochen werden kann.

Fig. 165 zeigt den allgemeinen Fall der

Stittzdruckes ¥ und des Reibungs-  Belastung eines auf ebener Fliache gleiten-

widerstandes W zur ResultantenR.

den Korpers durch eine beliebig liegende

und beliebig gerichtete Kraft P und durch das Gewicht G .
Fiir die rechnerische Losung dieser Aufgaben stehen die drei Gleich-
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gewichtsbedingungen und die Reibungsgleichung, das sind insgesamt
vier Gleichungen, zur Verfiilgung.

A
7
\ |

&\f

4 N
Fig. 164, Zeichnerische Bestimmung
der Zugkraft P, die einen durch . . . :
sein Gewicht G an die Unterlage Fig. 165. Gleichgewicht an einem dureh die
angepreBten Korper bei gegebenem Krait P und sein Gewicht ¢ belaste‘tep Korper
Reibungskoeffizienten w« verschiebt. bei Auftreten von Reibung an der Stiitzfliche.

1. G + P.sinoo — N = 035

2. P.cosa — W = 0;

3. —P.sina-b— W-h+ N.a=0 (Drehpunkt in 4);

4. W=N.u.

Bei einer Ausbildung der Tragfliche nach o
Fig. 166 als Rinne werden die zwei Stiitz-

) G . . —
krifte AV je Srooe groB. Damit steigt der Jf
Reibungswiderstand fiir die Verschiebung :
des Korpers in der Rinne vom Werte

N
7 \

W =2-N-p=G-u auf G.'I’L.Manfaﬁt
c

S

fiir solche Ausfithrungen den Wert u viel- ) -
1 Tig. 166. Stiitzung eines Korpers
. in einer Rille.
fach mit dem Werte ~-— zusammen und
COS &
fithrt fiir den so erhohten Reibungskoeffizienten den Buchstaben p
. G u
ein. So folgt W =—"-=@G.u".
¢

08 &

b) Verschiebung eines Korpers auf einer schiefen Ebene.

Neben der Verschiebung von Kérpern auf einer horizontalen Ebene
spielt in der Technik die Verschiebung auf einer schiefen Ebene eine
groBe Rolle. Dabei handelt es sich entweder um eine Verschiebung
mit gradliniger Bewegung (Keil) oder um eine Verschiebung mit krei-
sender Bewegung (Schraube). Die Verschiebung mufl mit gleich-

8%
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formiger Bewegung erfolgen, d. h. ohne Anderung der Bewegungs-
geschwindigkeit.  Bei einer Verschiebung in verzogerter oder be-
schleunigter Bewegung ist Gleichgewicht iiberhaupt nicht vorhanden.

Fir beide Fille kommen zwei grundlegende Arten der Kraft-
anordnung in Betracht (Fig. 167 u. 169).

Bei diesen zwei Belastungsfillen sind
ferner je zwei Gleichgewichtszustinde zu
unterscheiden.

1. Der Korper gleitet abwarts (ohne

Beschleunigung);
2. der Korper gleitet aufwiirts (ohne
Beschleunigung.
- So ergeben sich vier Sonderfille:
Fig. 167. Stitzlng eines abwirts- «) Fig. 167. Auf den Korper wirkt
gleitenden Korpers durch die Kraft P. eine p)arallgel zu der Neigung dgr Ebene
gerichtete Kraft; der Korper gleitet abwirts.

Das Gewicht des Korpers G in die zwei Richtungen parallel und
senkrecht zur tragenden Fliche zerlegt, ergibt die beiden Komponenten
G . sinx und G- cos«. Die zweite Komponente wird durch den Stiitz-
druck N ins Gleichgewicht gebracht. G -cosa — N =0.

Die erstere Komponente und der aus N resultierende Reibungs-
widerstand W = N . u missen sich mit der Kraft P im Gleichgewicht
befinden. Gsin'x ist abwirts, W ist aufwirts gerichtet

—@sina 4+ W 4+ P =0,
—@sing + N-u+ P=0,
—Gsina + (G- cosx)u+ P=90,

P=G (sinx — @- €osx) . Gl. XXXIX

(Die dritte Gleichgewichtsbedingung, welche die Lage von N berechnen
148t, ist nicht verwertet, da die Lage vom I unwesentlich ist, siehe S.113.)
Fiir den Sonderfall P = 0 geht die obige Gleichung iiber in G . sinax —

. sin & .. .
Gecosxe =0, sing —u-cosx =0, u =-— =tga. Fihrt man fur
cosa

1 tgo ein, so folgt tgo =tga . Der Winkel « ist gleich dem Reibungs-
winkel o .

Auf dieser Gleichung tgo = tgo baut man die Versuche zur Be-
stimmung des Reibungskoeffizienten p und des Reibungswinkels o auf.
Man legt einen Kérper K auf eine schiefe Ebene, deren Neigung verstell-
bar ist. Der Neigungswinkel «;, bei welchem der Kérper zu gleiten
beginnt, bestimmt mit tge, = 1, = tg g, den Reibungskoeffizienten
der Ruhe py. Der Winkel, bei welchem der Kérper in gleichférmiger
Geschwindigkeit abwirts gleitet, gibt nach der Gleichungtg & = u =tge
den Reibungskoeffizienten ¢ der Bewegung.

Da uy gréBer ist als 1, wird man fiir die Einleitung der Bewegung einen
groBeren Winkel einstellen miissen, als fiir den fortlaufenden Bewegungs-
vorgang. Man wird die schiefe Ebene nach dem Eintreten der Bewegung
wieder flacher stellen, bis die Bewegung aus der beschleunigten, in eine
gleichformige Bewegung ibergeht.



Gleitende Reibung. 117

B) Auf den Korper wirkt eine parallel zur Neigung der Ebene ge-
richtete Kraft P (Fig. 168). Der Korper gleitet aufwiirts.

Die erste Gleichgewichtsbedingung ergibt das gleiche Resultat wie
bei der’Ableitung unter «

G-cosa — N =0, N=G- -cosx.

Die zweite weicht von der fiir den Bewegungsvorgang unter o
aufgestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also
mit dem umgekehrten Vorzeichen einzusetzen ist. Der Korper hat
umgekehrte Bewegungsrichtung, demzufolge wirkt W nach der anderen
Seite.

—G.sino0 — W+ P=0,
—G.sino0e — N-u+P=0,
—@-sing —G-.cosx-pu+ P =0,

P =G.sinn 4+ G-cosx-pu,

P=¢G (sinax + u - cosn). Gl XL

Durch Zusammeunfassung der beiden Ergebnisse von « und § ge-
winnt man einen Uberblick tiber das
Verhalten eines Korpers dieser Be-
lastungsart bei schwankender Grofie
von P.

Gleichgewicht ist am Korper K vor-
handen, solange P in den Grenzen A
zwischen @ sin & — G-cosx - u und /
Gsin & + Geosa - uliegt. Bei dem erste- P
ren Werte gleitet K gleichférmig her-
unter, bei dem zweiten Werte geht X
in gleichférmiger Bewegung nach oben. L0t
Fiar alle dazmschenhegenden Werte von Fig. 168. Heraufschieben eines K&rpers
P befindet sich der Korper in Rube. an einer schiefen Ebene.
gs gentigt dann P zwar nicht, um die
Bewegung nach oben zu erzwingen. P ist aber zu groB, als dafi der
KoOrper nach unten gleiten konnte.

Beispiel 89. In welchen Grenzen darf die einen Korper K von 1200 kg Ge-
wicht belastende Kraft P verindert werden, ohne daf der Korper in Bewegung
kommt, wenn die Neigung der schiefen Ebene & — 20° betrigt, und auf einen

Reibungskoeffizienten i = 0,18 gerechnet werden kann?
P, = @-sing — G-cosa + ¢ = 1200 - 0,342 — 1200 - 0,939 - 0,18 = 208 kg,
P, = @ -sina 4 G- cosa + = 1200 - 0,342 + 1200 - 0,939 - 0,18 = 612 kg.

Mit P, = 612 kg beginnt die Aufwirtsbewegung. Mit P, = 208 kg beginnt
der Korper abwirts zu gleiten. Angerommen u, = s .

Fir P, =0 wird G- sinx = G-cosov- u pu = tgx, tgo =tga.
P, kann entfallen, sobald & < ¢ ist. Ein Koérper bleibt auf einer
schiefen Ebene ohne Stittzung liegen, wenn die Neigung («)
gleich oder kleiner ist als der Reibungswinkel (o).

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad fiir das Heraufschieben
einer Last nach Fig. 168 berechnet man aus der Arbeitsbilanz. Legt
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die Kraft P den beliebig angenommenen Weg s zuriick, so betrigt die

aufgewendete Arbeit 4, = P.s. Bei Zuricklegen dieses Weges in

Richtung der schicfen Ebene wird das Korpergewicht um die Héhe 7

gehoben. h = s-sina. Die Nutzarbeit betrigt also 4, = G- h.

Der Wirkungsgrad s berechnet sich aus Nutzarbeit 4,, dividiert durch

aufgewendete Arbeit 4, mit

A, G-h (-sinn sinx

4, P-s P sina+u-eosn
v} Auf den Kérper wirkt eine horizontal gerichtete Kraft. Der Kor-

per gleitet abwirts (Fig. 169).

o Die Zerlegung des Gewichtes @
und der Kraft P nach den zwei Rich-
tungen parallel zur schiefen Ebene
.~ und senkrecht zur Tragfliche ergibt
die Komponenten P.sincx, P - coso,
G-sinx, G-.cosa. Die Summe der
Krafte senkrecht zur Tragfliche er-
gibt

Geosa - Psinag — N = 0.

. Gl XL

1N =

Fig. 169, Halten eines Xdrpers gegen Die zweite Gleichgewichtsbedin-
Heruntergleiten an einer schiefen Ebene gung rl ngt

Gsinx — Pcosao — W = 0,

Gsinx — Pcosx — N -y =10,
Gsinx — Pcosaw — (Gcosa + Psina)u =0,
Gsina — Geosax u — Pcosa — Psina =0,
P . (cosx + psinx) = G- (sina — ucosa),
P__:Gsmzx [ COS x

[ T, Gl. XLIT
eosx ++ ¢ Sinx

Setzt man fir u den Wert tgo (Tangens des Reibungswinkels) ein,
so geht diese Gleichung iiber in
sinx — tgo - cosa

: ! _ P=6G. - .
i 13 cosX -+ tgo-smo
2 g Durch coso gekiirzt folgt
" _gtex—tge
P =6y + tga tgo
P=Gtg(x—09). Gl. XLIII

4. Auf den Kérper wirkt eine hori-
zontal gerichtete Kraft. Der Kérper gleitet
aufwirts (Fig. 170).

) ) N Die erste Gleichgewichtsbedingung er-
Fig. 170. Bestimmung des Wir-

kungsgrades fir das Heben emes gibt das gleiche Resultat, wie bei der
Gewichtes durch Heraufschieben Ableitung unter 7

an einer schiefen Ebene.
Goosx + Psina — N =0.
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Die zweite weicht von der fiir den Bewegungsvorgang unter y auf-
gestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also mit
dem umgekehrten Vorzeichen einzusetren ist. Der Koérper hat um-
gekehrte Bewegungsrichtung, demzufolge wirkt W nach der uingekehrten
Richtung.

Gsina — Peogx + N u =0,
Gsing — P.cosx 4 (Geosx 4 Psina) u = 0,
Gsiny 4+ Geosox — Pceosa + Psina o = 0,
P.(cosa — pu-sinex) = G+ (sina + 10+ cosx)
sina 4+ g eosw
= Br s Gl XLIV
coSx — pSinx

Setzt man fiir 4 den Wert tgo (Tangens des Reibuugswinkels) ein,

so geht diese Gleichung tiber in
p — g.ono Tt tgecosa

coso —tgpsina

Durch coso gekirzt folgt

tgo + tgo ,
P—G-l_tg“th—G~tg(a+g). Gl. XLV

Durch Zusammenfassung der beiden Krgebnisse von y und d ge-
winnt man einen Uberblick tiber das Verhalten eines Korpers dieser
Belastungsart bei schwankender Kraftgrofie.

Gleichgewicht ist am Korper K vorhanden, solange P in den Gren-
zen zwischen P = Gtg(x — p) und P = G tg(x + o) liegt. Bei ersterem
Werte gleitet K in gleichférmiger Bewegung herunter, bei dem zweiten
Werte geht K in gleichformiger Bewegung herauf. Fir alle da-
zwischenliegenden Werte von P befindet sich der Koérper K in Ruhe.
Es geniigt dann P zwar nicht, um die Bewegung nach oben zu er-
zwingen. P ist aber zu groB, als daB der Kérper K nach unten gleiten
konnte.

Fiar P =0 gilt, wie bereits abgeleitet, tgx = tgo .

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad fiir das Heraufschieben
einer Last nach Fig. 170 berechnet man wie folgt. Legt die Kraft P
den beliebig gewihlten Weg s zuriick, so betrigt die aufgewendete Arbeit
A, = P-s. Bei Zuricklegen dieses Weges wird das Korpergewicht
gehoben um die Hohe B h =s.tgx. Die Nutzarbeit betragt
Ay, =G -h=G s -tg o .

Der Wirkungsgrad # berechnet sich aus Nutzarbeit durch aufge-
wendete Arbeit mit

g G-k Gostga G-tgo
=4, P-s Ps P
g Grtex 8y Gl XLV
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Wenn die Werte &« und o klein sind, rechnet man genau genug nach
der vereinfachten Gleichung.

P=G.(tgx + tgo)
[P=G-(tgax — tgo)]
tg x
N =—
tgx + tgo
Die zeichnerische Verfolgung dieser vier Fille kennzeichnen die
Kriftepline der Fig.171—174. Fig. 171 entspricht der Fig. 167;

| Fig. 172 entspricht Fig. 168;
Fig. 173 der Fig. 169 ; Fig. 174

der Fig. 170.
\ | //\\ ) §
A 7 A 7N
P A 7 p \ ] Py
PP W ! < -
N\ y |7 W |
’ L&) {
/ G\N I.\'*'\_\J
Fig. 171. Krifteplan fiir das Gleich- Fig. 172. Krifteplan fiir das Gleichgewicht
gewicht beim Halten des Gewichtes Q. beim Heraufschieben des Gewichtes G.

Firr den allgemeinen Fall (derselbe kommt in der Technik kaum vor)
und hat nur insofern Interesse, als er die beiden vorher gekennzeichneten
Falle &, 8 und p, 4 in sich zusammenfaBt, ist nach Fig. 175 fiir die Auf-
wirtshewegung und Abwartshewegung

P Gsinax == G- cos o - pu
" cos(x — Byt pusin(a — p)’
G cosx + P.sin (& —pfH—N=0,
—Gsina + P-cos(ox — ) =N -u=0,
P.cos (6 — B)+[Geosx 4+ P-sin (6 — f)Ju = G - sin &,

p_ Gsinx FG-cosa-u
"~ cos(x— ) £ u-sin(a—f)’
Fir Fall &« und § wird § = «
P=Gsinx+ G -cosx-p-
Fir Fall y und ¢ wird =0
_Gsina + G - cosx-p
T cosx 4 p-sina

Die Arbeitsweise eines Keils und einer Schraube entspricht den
Fig. 173 und 174. Dabei tritt jedoch in den allermeisten Fallen auBer
der vorher verfolgten Reibung an der schiefen Ebene noch an einer oder
gar zwei weiteren Stellen Reibung auf. Die sich hochschraubende Mutter
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dreht sich z. B. auf der Spindel und unter der Last; der untergetriebene
Keil schiebt sich an der schiefen Ebene entlang und zugleich bewegt er
sich auf einer Unterlage.

Fig. 173. Krifteplan fiir das Gleich- Fig. 174. Krifteplan fiir das Gleichgewicht beim
gewicht beim  Halten des Gewichtes G. Heraufschieben des Gewichtes .

Eine Ausnahme macht lediglich der sehr seltene Fall nach Fig. 176.
Die Last @ wird durch Hochdrehen der Mutter bei stillstehender
Spindel gehoben. Die Last dreht
sich mit der Mutter mit.

Mit denim Maschinenbau iiblichen P ."'-. .
Daten der Gangh¢he h (Fig. 177) | / -
h ./'
d der Nei - L7
un er Neigung tg o = .y n 5
geht die Gleichnng XLV iiber in *
h T
x m + M Fig. 1756. Allgemeiner Fall des Gleichgewichtes
P =0>G — 5 tiir ein Gewicht an einer schiefen Ebene.
1 .
2rm M 1
h+2-r-m-pn ¢

Gl. XLVIa. 1

Das Drehmoment zur Bewegung der Mutter ist

h4+2rmu
. 7 —
C 2rm — uh

My— P.-r =@ Gl XLVIL.

Es treten 7rings um das ganze Ge-
winde viele kleine Einzelkrifte auf, die in
Summa das Moment M; ergeben. Sie bilden
zusammen ein Kriftepaar vom Moment P-7.
Stellt man dasselbe zeichnerisch dar und teilt

zu diesem Zweck die Summe aller Einzel- Fig. 176. Gleichgewicht
beim Heben }eline]si Gﬁ.

w2 wichtes durc! och-
dafir. den schrauben einer Mutter.
— Das Gewicht dreht sich

Hebelarm 22 haben, so entsteht daraus die Dar- mit der Mutter.

P
krafte in zwei Krafte von je 5 die
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stellung im Grundrif} der Fig. 176. Es ist das Moment P.r = P. r,
. P ) :

und da @y, = 2. r betriigt, ist L, = 9" Es kommt zahlenmilig auf das-

selbe heraus, ob man mit einer Kraft P am Radiusr, d. h. mit einem

. L. P
statischen Momente rechnet oder mit einem Kraftepaar von 2.7

S

= S
HH

- - ] Fig. 178. Gleichgewicht beim Drehen
. T { einer Mutter durch eine Einzelkraft
iy A =t Py P;- ap Moment des Reibungs-

. . . widerstandes im Gewinde. — Py - a,
Fig. 177. Darstellung des Neigungswinkels " L
einer aufgewickelten schiefen Ebene — Moment des Kriftepaars £{ und P}

Schraubenfliche. — Py Einzelkraft-

Der Wirklichkeit steht der letzte Vorgang niher. Trotzdem bevorzugt
man das Rechnen mit dem statischen Moment einer Kraft P am Ra-
. dius 7, da es rechnerisch iibersichtlicher ist.
T | | Wird die Mutter durch ein Kréftepaar ge-
) dreht, so muBl dasselbe das Drehmoment

[ h+2r-m-p
Prray =Gy

aufweisen. Die Mutter ist dann im Gleichgewicht,
wie es Fig. 176 zeigt. Die zwei Kriftepaare
P,-a;, — das vom Schliissel auf die Mutter
ausgeiibte —und Py - ¢, — das von der Reibung
im Gewinde ausgeiibte — halten sich das Gleich-
gewicht. @ die Last wird durch die Stiitzkraft
des Spindelgewindes N zu Null erginzt.
Beispiel 90. Welches Drehmoment ist aufzu-
wenden, um eine durch 5000 kg belastete Mutter von

r = 40 mm mittleren Gewinderadius und A = 18 mm
Ganghdhe bei @ = 0,08 hochzudrehen ?

Fig. 179. Gleichgewicht ¢ 4 og-
béim Heben e'm:as ]GG::I;CIII- M, =G-r kj_ 2_7;:[.;‘[,{ = 5000 -4 __l’__8 +2-4 - ;0108
tes durch Hochschrauben @ 2ra—u b 2.4.72—0,08.18
“Sient drent sich nicks mit 1,8+ 2,01 3,81
wicht dreht sich nicht mit. s s
. =2 . T R A k .
0000 95— 0,144 20000 34,85 3060kg/cm

Erfolgt das Drehen der Mutter nicht durch ein Kriftepaar, sondern
durch eine Einzelkraft (Fig.178) P,, die am Hebelarme a; angreift,
so hat die Spindel fiir das Gleichgewicht der Mutter eine Stutzkraft
Py aufzuwenden. Es wird die Spindel nicht nur auf-Verdrehen be-
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ansprucht durch das Kraftepaar P, P{ vom Moment P, - a;, sondern
auflerdem noch durch die Einzelkraft P{ (siehe Fig. 140 ff.).

Wird durch Hochdrehen einer Mutter die Last gehoben, und dreht
sich die Last nicht mit der Mutter zusammen, so findet eine Bewegung
zwischen Mutter und Spindel wie auch zwischen Mutter und Last statt.

Es ist dann ein zweiter Reibungsvorgang zwischen Mutter und Last
in Rechnung zu setzen. Durch Abstiitzen der Last in Kugellagern lassen
sich die Verluste an dieser zweiten Stelle auBerordentlich herunter-
driicken. Daher ist eine Vernachlissigung dieser zweiten Reibungsver-
luste vielfach angebracht. Zum mindesten ist es unzweckmiaBig, die beiden
Reibungsvorginge in gemeinschaftlicher Rechnung zusammenzufassen.

Fir die Mutter gilt in diesem Falle die Gleichgewichtsbedingung
(Fig. 179).

Pyray— Py-ag—Pi-a,=0.
P, . ay Moment zur Uberwindung der Reibung im Gewinde und zum
Heben der Last; (ag == 2 - 7);
P, - a, Moment zum Drehen der Mutter gegeniiber der stillstehenden
Last (Ebene 1 —1).

Beispiel 91. Welches Drehmoment ist zum Hochdrehen einer Mutter von
28 mm Ganghdhe und 120 mm mittleren Gewindedurchmesser aufzuwenden, wenn
der Reibungskoeffizient an beiden Stellen 1 = 0,09 betrigt und die Reibungsfléche
zwischen Mutter und Last einen mittleren Durchmesser D = 200 mm hat?

Q = 10000 kg.
. dDrehmomenb fiir das Drehen der Mutter gegeniiber dem stilistehenden Ge-
winde.

hd-2r-7-u 2’8“'_2'17)2'7"0,09
My =G-r- ”;_, . ,‘72 = 10000 - 5" "ﬁmfé'ﬁﬁj\ -
2.r.eq w 2. 5T 0,09 - 2,8
2,8 - 3,4
= 10000 637’7 e
10000 - 6 - 6,2
= _T%_ = 9900 kg X cm.
Drehmoment fiir das Drehen der Mutter gegeniiber der stillstehenden Last.
My=W-R. (W =G-n),

M,;, = 10000 - 0,09 270 = 9000 kg x cm.

Es sind aufzuwenden 18900 kg X cm.

Beispiel 92. Welchen Wirkungsgrad hat die Schraubenspindel nach vor-
stehendem Beispiel, wenn erstens, wie vorher berechnet, an beiden Flichen glei-
tende Reibung auftritt und wenn zweitens die Mutter gegen die Yast durch Kungeln
abgestiitzt ist, so daB die Reibung zwischen Mutter und Last vernachléssigt
werden kann.

Bei einer Umdrehung wird die Last um 28 mm gehoben, also die Nutzarbeit
10000 - 0,028 = 280 mkg verrichtet. Dazu muB mit dem Momente P-r = 18900
kg - om = 189 kg X m eine Umdrehung gemacht werden. Der Weg der Kraft P
bei einer Umdrehung betragt 2.7r-2 A=P-2-r-a)=(P.7) 2 -7)=
2.2+ M,=2-2.189 = 1190 mka.

280

= =% 0,235 = 23,59,
Ui 1190 0,235 = 23,59,
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Bei Fortfall der Reibun: an der zweiten Stelle ist nur das Moment M
aufzuwenden, d. s. 9900 kg < em = 99 kg > m. Der Wirkungsgrad betrigt

280
=525~ 45%:
(Nach der Gleichung 7 = — 5% folgt mit
tg(x + o) i

b = - 25 =0,0743 5 =4°15,

8= 50607

tgo = 0,09 0 =5°10",

tg4°15’  0,0743
= EZE)"EE' =0.1658 — %)

Den bei Fig. 179 erklarten Vorgdngen durchaus gleich sind die Vor-
ginge beim Heben einer Last durch Drehen der Spindel.

Gleichartig ist das Heben der Last bei Steigen der Spindel und nicht
steigender, sondern nur sich drehender Mutter. In beiden Fallen wird
nicht sowoh! die Last an der schiefen Ebene heraufgeschoben, als viel-
mehr die schiefe Ebene unter die Last heruntergeschoben. Fiir die Kraft-
und Reibungsverhiltnisse an der schiefen Ebene kommt die Anderung
nicht in Betracht. Es tritt jedoch bei dieser Art des Lasthebens unter
allen Umstinden eine zweite Reibungsstelle auf.

Es gehort zum Drehen der Spindel oder der Mutter die Aufwendung
eines Momentes My = M, + M, nach Fig. 179.

Treibt man einen Keil K (Fig.
181) unter einen Koérper 4, um
diesen in die Hohe zu heben, so
tritt neben der Reibung an der
horizontalen und der schrigen
Fliache noch Reibung an der Stiitz-
flache 3 auf. Bei einem Herunter-
treiben zweier symmetrisch an-
greifender Keilstiicke nach Fig. 182,
deren Wirkungsweise derjenigen
einer Mutterdrehung gleichkommt,
trat diese Haltekraft nicht in Er-

Fig. 180. Gleichgewicht beim Eintreiben eines

Keiles unter eine Last Q, ohne Berlicksichtigung

der Reibung an der feitlichen Stiitzfliche der
ast.

Kraft P hat nach Fig. 180 die beiden
Es ist H =Qtg(x
Hy, = Qtgo,

Daraus folgt
P =QItg(x +
Da der Korper nuit der Kraft H; an

scheinung. Sie wurde ersetzt durch
das Kriftepaar, welches die Spindel
gegen das Mitgedrehtwerden durch
die Mutter festhalten muBte.
Dieaufden Keilkorper wirkende
Krifte H, und H, zu iiberwinden.

+ 04,

01) + tge.] .
seine Fiithrung (Fig. 181) gedriickt

wird, tritt an dieser ein Reibungswiderstand in der Gréfie H, - u; auf.
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Dait folgt, daB die nutzbare Last ¢; um diesen Reibungswiderstand
kleiner ist, als die Vertikalkomponente der Stiitzkraft S und es herechnet
sich

Fig. 181, Gleichgewicht beim Hochtreiben eines durch @, belasteten Xorpers 4
durch den von der Kraft P getriebenen Keil K.

Q=Q— Hi-u; =Q— H,-tgo,

P
- e @t (o -t
ta(& 1 0y + tgo, Q- tg(x + 04) - tg0s,
0, = p. L g+ o) tges
r tg(x 4 0,) + tgo. tg(x -+ 0,) + tgo, ’
0, = 1— tg(x + 01) tg03 Gl XLVIII

"tg(x + 01) + 802

In den meisten Fallen vernach-
lassigt der Techniker die Reibung an
der dritten Fliche. Besonders dann
darf er dies tun, wenn & gering ist und
das Anziehen des Keils durch Schlagen
erfolgt.

¢) Zaplenreibung.
&) Tragzapfenreibung (Fig. 183).

Lastet auf einem Zapfen eine Kraft P,
und liegt die Schale vollkommen an dem
Zapfen an, so erfihrt der Zapfen eine
Bremsung durch die Zapfenreibung von

4 Fig. 182. Hochtre%)en ei(;ler Lgst

= g durch 2 Keile. — Vermeidung der

Md - ; o Py, Gl. XLIX bei einfachem Xeil auftretenden
Seitenstiitzung.
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Darin bedeutet P die auf dem Zapfen ruhende Last, 4 den Reibungs-
koeffizienten. Es betragt also der Reibungswiderstand am Umfange

4
Se— .
W=1r .

4 .
Man faBit den Wert — mit dem Werte u, der an und fiir sich nicht
7

genau angegeben werden kann und, wie oben erklart, von zahlreichen
Faktoren beeinfluft wird, die man
. . ) ; nicht alle erfassen kann, zusammen

. 4
T ‘ | in dem Faktor u; = gy

' ‘ Es bedeutet das lediglich eine
174 PWW—?_ Vereinfachung der Schreibweise,
wenn man in vorstehender Gleichung

Fig. 183. _Tragzapfen belastet mit P. 4
Reibungswiderstand . statt —.u  pyschreibt. u; nennt
T

man den Zapfenreibungskoeffizienten
My=P-»r-yu,. Gl L

Beispiel 93. Welche Leistung geht in cinem Traglager von W = 250 mm
Durchmesser verloren, wenn dasselbe mit 5000 kg belastet ist und die Welle
140 Umdrehungen pro Minute macht. Der Zapienreibungskoeffizient w; be-
trage 0,04. W Reibungswiderstand am Zapfenumfange.

W = N.uy = 5000 -0,04 = 200 kg.
Die Geschwindigkeit am Zapfenumfange ist

D.x.-n 025-7-140 . .
v o= - 0= 7, 1,83 m/sec.

Mit dieser Geschwindigkeit mul eine dem Widerstand W gleiche Krait P
Arbeit leisten, um dic Reibung zu itberwinden.

Py 2001
=10 200183 g,

7 75
Beispiel 94. Die Welle eines Schwungrades von 5000 kg Gewicht ruht in den
Traglagern von 150 und 170 mm. Die Lagerung ist so ausgefiihrt, daB auf das
stirkere Lager 3000 kg und auf das schwichere 2000 kg kommen. Welche Arbeit
verzehrt die Zapfenreibung in jeder Umdrehung, wenn der Zapfenreibungskoeffi-
zient in den Lagern y; = 0,03 ist? .
Der Reibungswiderstand am starken Lager betragt W; = 3000 - 0,03 = 90 kg.
Im schwachen Lager ist W, = 2000 - 0,03 = 60 kg.
Bei jeder Umdrehung verzehren die beiden Reibungswiderstande
A, =Wi-2-r-a und Ay =Wy-2:ry-7,
A, =90-0,17- 7 = 48,2 mkg,
4, =60-0,15 -7 = 28,2 mkg,

= 77 mkg.

p) Stitzzapfenreibung (Fig. 184).

Nimmt man an, daB sich die Last gleichmaflig auf die ganze Fliche
verteilt — eine Annahme, die im tibrigen durchaus nicht einwandfrei
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. . . . 2
ist — so greift die Summe der Reibungswiderstinde im Abstande 3 r

vom Zapfenmittelpunkte an. Man kann die Kreisfliche unterteilt
denken in einer Reihe von Dreiecken. Die Schwer-

punkte aller dieser Dreiecksflichen liegen in g— 7 Ab- P
stand. Hs bilden die Schwerpunkte einen Kreis

von :2)’1 Radius. Am Umfange dieses Kreises greifen W]
die Reibungswiderstinde an. Thr Moment betragt

P.M.g./)'.

y) Backenbremsen.

Die Reibungsvorginge finden eine Nutzanwen-
dung beim Bau von Bremsen. Man vernichtet durch
Bremsen mechanische Arbeit, z. B. um einen bewegten

Fig. 184. Stiitz-
zapfen belagtet mit
P.

. 02
Korper zum Stillstand zu bringen, also um sein Zn—éi aufzuzehren.

Man benutzt diese Aufzehrung auch zugleich zu MeBzwecken.

Fig. 185 kennzeichnet die einfachste Form einer Bremse. (Nach der
Anwendung einer Bremsbac ke bezeichnet man derartige Bremsen als
Backenbremsen zum Unterschiede von

den mit einem Bremsbande arbeitenden I S 17, "]
Bandbremsen.) | 1
Der Bremsklotz wird mittels eines Hebels s ANy P
gegen die Scheibe geprefit. Bei einer b 8 NN l
Kraft P am Hebelende ist der Anpressungs- L / ol
Pl }

druck N =—— . An der Beriihrungs- \ f I

a

flache zwischen Backe und Scheibe tritt ein N /

Reibungswiderstand von der Gréle W = ——

N . u auf. Der Relbungw1derstapd e.zrglbt Fig. 185. Backenbremse. P auf

das Moment W.r und bremst mit diesem deIEV Bremshebel a{usgiﬁ(ll)teBKmft.
. . . —_ npressungsdruc. er Brems-

Momente die sich drehende Scheibe. Er packe gegon i sc},eibe,.i) g

71 - . . 1 1 N Reibungswiderstand am Scheiben-

zieht also 2.m.r- W mkg m Jeder Um umfang auf die Scheibe wirkend.

drehung aus der bewegten Masse heraus.
.o 2
Beispiel 95. In wieviel Umdrehungen wird ein 20 000 mkg (7,”9” ) ent-

haltendes Schwungrad abgebremst, wenn die Bremsscheibe 600 mm Durchmesser
besitzt und der an ihrem Umfange erzeugte Reibungswiderstand W = 100 kg.

betriagt.
Bremsarbeit in einer Umdrehung

A=2ar-W=2-2-0,3-100 = 188 mkg .
In ¢ Umdrehungen wird die Arbeit von 20 000 mkg vernichtet.
7+ 188 = 20000.
t=106.
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Beispiel 96. Welches Bremsmoment iibt, eine nach Fig. 185 gebaute Backen-
bremse aus, wenn die Kraft am Hebelende P = 30 kg hetriigt und die Hebellingen

mit / = 1000 mm und a = 400
ist 500 mm und der Reibungsko

N= %
a

Pl 30-1000

mm ausgefiihrt sind? Der Scheibendurchmesser
effizient kann mit 4 = 0,18 angenommen werden.

400 ~ ke

W=N-n=175-0,18 = 13,5 kg,

My=W-r

= 13,525 = 337,5kg X em.

(P ist als auf den Hebel wirkend eingetragen, N als auf die S cheibe wirkend.)

Die vorstehende Berechnung ist nur dann richtig, wenn die Richtung

-,'/ T I
[+ \'|
\

\__/

Fig. 186. Backenbremse. P auf
den Bremshebel ausgeiibte Kratt.—
N Anpressungsdruck der Scheibe
gegen die Bremsbacke (Reaktionder
von der Bremsbacke auf die Scheibe
ausgeiibten Kraft, s. Fig. 185). — W
Reaktion zu dem von der Brems-
backe auf die Scheibe ausgeiibten
Reibungswiderstand der Fig. 185.

des Bremswiderstandes wie in ¥ig. 185 dar-
gestellt, durch den Drehpunkt des Brems-
hebels geht. Bei einer Lage des Drehpunktes
nach Fig. 186 gibt die dritte Gleichgewichts-
bedingung fiir den Bremshebel folgende
Gleichung

P.l—N-a—Wb=0.

In Fig. 186 sind die Krifte eingetragen
nach ihrer Wirkungsweise auf den Brems-
hebel.

Es wird die Wirkung der Anpressungs-
kraft P durch das vom Bremswiderstande
ausgeiibte Moment W.b verringert. Es
muf} also zur Erzeugung des gleichen An-
pressungsdruckes N eine gréfere Kraft P
aufgewendet werden, als bei der Aus-
fithrung nach Fig. 185 notig war.

Legt man den Drehpunkt des Bremshebels nach der anderen Seite
(Fig. 187), so verlangt das Gleichgewicht

Pl—N-a+W-b=0.

Fig. 187. Backenbremse, wie Fig. 186,
mit anderer Lage des Hebeldrehpunktes.

eines Drehsinns aufgestellt.

Es unterstiitzt nun die Wirkung
des Bremswiderstandes W die aufge-
wendete Kraft P .

Wihlt man die Lage des Dreh-
punktes, d. h. die Linge b, so dafl
—N-aLW-b=0 ist. b — AW“

so kann die Kraft P iiberhaupt
entfallen. Die Bremse wirkt selbst-
sperrend.
Die obigen Gleichgewichtsbedin-
gungen sind simtlich unter Annahme
Bei einer Umkehrung des Umlaufsinnes

wird die Bauart nach Fig. 387 die Aufwendung einer Kraft P nach der
Gleichung P-1 — N.a¢ — W. b = 0 nétig machen; also ein groBeres

P erfordern als die Bauart

nach Fig. 185 P.l—N.a =0.
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Fiir MeBzwecke baut man eine Bremse nach Fig. 193 (Pronyscher
Zaum).

Dieselbe besteht aus einer Doppelbackenbremse, deren Hebel sich
auf eine Wage stiitzt oder durch ein Gewicht belastet ist, so daf3 die
am Hebelende angreifen-
de Kraft gemessen wer- Y
den kann. e d =

Halten die Backen B L
die sich drehende Scheibe Wi
mit dem Reibungsmo- ~e—T—_|
mente W . D zuriick und / \
nimmt demzufolge die |
Scheibe  ihrerseits die |
Backen mit dem Momente
W . D mit, so wird sich
am Endpunkte des Hebels ‘ ‘

|
eine Kraft P ergeben, 1
welche sich berechnet aus L—‘_;_-—-.. — .t“:JI
P.-l=W.D oder | r= L >

Z) . l = 2. W . _R . Fig. 188, Pronyscher Zaum.

1
1.

i

Beispiel 97. Ein Pronyscher Zaum von L = 1200 mm Hebellinge, der um
eine mit 150 Umdrehungen laufende Scheibe von D = 600 mm gespannt ist, trigt
ein Gewicht P = 25 kg. Welches Drehmoment wird dabei abgebremst und welche
Leistung gitt die Scheibe an der Bremse ab?

Das Bremsmoment ist

9-W-R=P+1=25-120 = 3000kg X cm .
Der Reibungswiderstand am Umfange betrigt
3000.

2. W = "5 = 100ke.

Die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe v berechnet sich mit
D-w-n _70,6°:£'150

R 4,7 m/sec.
Die abgebremste Leistung ist
g2 Wew 10047 ocps.

75 75

Obschon es sich beim Bremsen mit einem Pronyschen Zaum um
die Wirkung eines Kriiftepaares von der KraftgroBe W und dem Ab-
stande 2 . R handelt, fithrt man auch hier das statische Moment ein von
2. W Kraftgrofe und 1 - R Hebelarm. Esist das zahlenmifig genau
dasselbe, das statische Moment ist jedoch insofern leichter faBbar, als es
durch das statische Moment der gewogenen Kraft ausgeglichen werden
muB. Das statische Moment der auf den Wagebalken wirkenden Kraft
14Bt sich einfacher als (2 - W) (1- R), d. h. als das statische Moment
des alle einzelnen Reibungswiderstiande zusammenfassenden Wertes 2 W
auffassen.

Laudien, Mechanik. 9
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Man schreibt darum dic obige Gleichung:
P.l=W-.R

und bezeichnet mit W die Summe aller am Scheibenumfange auftreten-
den Reibungswiderstinde. (Vorher ist fiirs diese Summe die
Bezeichnung 2 W gewihlt.)

Beispiel 98. Das am Hebel eines Pronyschen
Zaums hingende Gewicht P ergibt in bezug auf den
Scheibenmittelpunkt das statische Moment P+l = 25 - 120
= 3000kg em = 30kg-m. Wie groBl ist die Summe
aller am Scheibenradiusr = 30 cm auftretender Reibungs-
widerstinde und welche Leistung bremsen sie ab, wenn dic
Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe 4,7 m/sec ist?

W-R=P-1 ],1/':39=100kg
=03
vy Loy M004T eogps.

Fig. 189. Gleichgewicht 75 75
an einer durch die Kraft
r geztazengnhtkoéle vom

ewlchte . .
2. Rollende Reibung.

Die rollende Reibung faBt man so auf, als wenn der gerollte Korper
wegen der Formianderungen an der Auflagefiiche iiber eine Ecke her-
Jiibergekippt werden mufl. Die Fig. 189 kennzeichnet diese Auffassung.
Die Rolle hat sich in die Unterlage eingedriickt. Bei einer Bewegung
nach rechts muB sie iiber die Ecke A hinweggekippt werden.

Die dritte Gleichgewichtsbedingung verlangt:
1
5
Da % nur um einen kleinen Betrag von » abweicht, kann man fir
den Wert r einsetzen.

Ph=G-f, P=@-

p=(}.§, Gl LI

Die Linge f bezeichnet man als den Hebelarm der rollenden Rei-
bung. Die nachstehende Tabelle gibt eine Reihe von Erfahrungswerten
von f.

Eisen auf Eisen (Stahl auf Stahl) . . . 0,05 cm
Pockholz auf Pockholz . . . . . . . . 0,047cm
Ulmenholz auf Pockholz. . . . . . . . 0,081 cm.

Beispiel 99. Welche Kraft ist fiir das Fortrollen einer Walze von 300 kg
Gewicht/und 20 em Radius aufzuwenden, wenn der Faktor f der rollenden Reibung
0,05 cm betrigt ? :

P =300 - 0,05

20
Fir das Verschieben einer Platte auf einer Rolle zeigt Fig. 190 die

Krifteverteilung. Es tritt sowohl zwischen der Rolle und der Unterlage,
als auch zwischen der Last und der Rolle rollende Reibung auf. {ber

— 0,75 kg.
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wie unter der Rolle ergeben sich Forménderungen, die ein Kippmoment
erforderlich machen. An der oberen Rollenseite tritt die Kraft U, (G,
Gewicht der Platte), an der unteren Rollenseite der Kraft ¢ = 0, + G,
(G4, Gewicht der Platte, (7, Gewicht der Rolle)
auf. Die Summe der Momente bezogen auf 4 als
Drehpunkt betrigt mit der vereinfachenden An-
nahme, daf die Hebelarme @ und b beide gleich »
gesetzt werden konnen

+ P2 =i+ ) — G- /=0,
Colh )+ fr

P =
2r
Da in den meisten Fillen f, = f, = | gesetut
werden kann, schreibt man einfacher Fig. 190. Gleichgewicht an
f einer dnrl(;? eine Rolle ge-
. stiitzten Platte, die durch
P = (2 Gz + Gl) W . Gl LIT eine Kraft P gezogen wird.

In der Technik tritt die rollende Reibung vorwiegend mit gleitender
Reibung zusammen auf. Es handelt sich in den meisten Fillen um eine
Bewegung von Ridern, deren Achszapfen durch das zu tragende Gewicht
belastet sind. Neben der rollenden Reibung zwischen Rad und Schiene
tritt die gleitende Reibung zwischen dem Zapfen der
Radachse und der Lagerschale auf. Die Schiene ist
dabei belastet durch @ + ¢; @ Last auf dem Zapfen-
lager; G Gewicht des Radsatzes. Das Zapfenlager
hat nur @ zu tragen.

Das die Radachse antreibende Drehmoment M,
bestimmt sich nach der Fig. 191 mit

My=@Q +G)f+W-r

W Reibungswiderstand am Zapfenumfange W= Q- u, .
Denkt man sich das Drehmoment erzeugt durch »

. . o . Fig.191. Gleichgewicht

eine am Radius R angreifende Kraft P, so erhilt o, einer wit rollondor

i = P. il Reibung auf der Un-
man aus der Gleichung M, P . R fir P den Wert e
f P Reibung am Zapfen
> = — . — bewegten Achse vom
P = (Q + G) R + Q ‘Ml R Gl LITI Gewichte ¢ bei Be-
g lastung mit Q.

Diesen Wert nennt man den Fahrwiderstand.

Beispiel 100. Welchen Fahrwiderstand hat ein Kran von 800 mm Rad-
durchmesser, 90 mm Achszapfendurchmesser, 12 000 kg Gewicht des ganzen Kranes
inkl. Last bei 1000 kg Gewicht der Réder und deren Achsen ?

f=1005cem p, =0,03.
7

Po@ie) @

R
@ = 12000 — 1000 = 11 000 kg . G = 1000 kg .
0,05 45
T | . i
P = 12000 40 ~+ 11 000 - 0,03 40

15437 52kg.
9*



132

Reibung.

Beispiel 101. Welche Leistung mufl der Kranfahrmotor fiirden in Beispiel 100
berechneten Fahrwiderstand erhalten, wenn der Kran mit v =+ 36 m/min fahren soll

und der Wirkungsgrad des

L -

Ju

Triebwerkes 5 = 709 ist?

Py 52-36
= o9 S.
5 = o5 " OHOP
L 0416 ,
= = o7 = 08

3. Seilreibung.

Unter Seilreibung versteht man die Reibung zwischen einem ela-
stischen Koérper und einem von diesem umspannten Korper. Zwischen

Fig- 192. Die Seilkrifte S;und
S: und die unmittelbar an den
Endpunkten des wumspannten
Bogens auftretenden Anpres-
sungsdrucke Ny und N».

dem Band B und dem Korper K, der von B
umschlungen ist, herrscht Seilreibung. (Fig.192.)
Die Seilreibung unterscheidet sich von der
Reibung zwischen starren Korpern dadurch,
da die anpressende Kraft abhangig ist von
der GréBe des Reibungswiderstandes. Der
Reibungswiderstand also rickwirkend die ihn
erzeugende Anpressungskraft beeinflufit. Eine
solche Riickwirkung zeigt sich freilich schon
bei einer Backenbremse nach Figur 185—187.
Doch kann bei ihr die ganze Riuckwirkung
durch eine Gleichung (3% Gleichgewichts-
bedingung) rechnerisch erfalt werden. Bei

der Seilreibung ist diese Rechnungsart nicht durchfiihrbar.
Bewegt sich ein Kérper auf einem anderen nach Fig. 158, so ist der
Anpressungspunkt N durch die duBeren Krifte, die auf den Koérper K

wirken, von vornherein

Fig. 193. Zerlegung des um-
spannten Bogens « in # Teile.

eindeutig festgelegt. Legt sich ein Band um
eine Scheibe, wie es Fig. 192 zeigt, so wird
es zwar auf der einen Seite mit einer von
vornherein durch die gegebene Kraft S, be-
stimmten Kraft N, angeprefft. Der Anpres-
sungsdruck NV, an der anderen Seite hingt aber
davon ab, welchen Reibungswiderstand das
Seil an der Scheibe findet. Nimmt die Scheibe
das Seil mit dem Reibungswiderstand W
mit, zieht sie also das Seil links mit der
Kraft S, -~ W in die Hohe, so hingt von

diesem Werte S, = 8, - W, d. h. von W selbst die Appressung N,
auf dieser Seite der Scheibe ab. Es bildet der den Wert W enthaltende
Seilzug S; = 8§, + W in Gemeinschaft mit dem eindeutig festgelegten
Seilzuge S, gewissermaBen das, was bei einer Reibung nach Fig. 158
der von W unabhingige Faktor IV ergab.

Die Seilreibung folgt der Gleichung

8, =8, - e
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Darin bedeutet
8; die Zugkraft im ziehenden Ende,

S, die Zugkraft im gezogenen knde,
e die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen,
o den Reibungskoeffizienten zwischen Seile und Scheibe,

o den umspannten Bogen.
Teilt man den umspannten Winkel nach Fig. 193 in n Teile, so gilt
. . . : &
fiir den ersten Teil, d. i. fiir einen Winkel von der Grofe — der Krifte-
plan nach Fig. 194. "

S -

N9z

J Fig. 195. Krifte am zweiten

Fig. 194. Kriifte am ersten der n Teile der n Teile des umspannenden
des umspannenden Seilstiickes. Seilstiickes.

Die Anpressung erfolgt durch die Kraft N,, die wegen der Gering-
fiigigkeit des Unterschiedes zwischen S, und 8% mit Ny = 2. sin om’ S,
angesetzt werden kann. Dieser Anpressungsdruck erzeugt den Reibungs-

o
widerstand W, W = Ny-u=2=8,-2sin 9y M

2/ Y . fy 3 “
Sp =8y -+ W=28, +8,-2sir o M
Setzt man fiir den Sinus den Winkel selbst ein, was bei kleinen
Winkelgroflen zulissig ist, so geht die vorstehende Gleichung iiber in
, o o
ngsg—}— 822-‘:2‘—”;‘11,(/“—:82(1—}—1@;;).

Die so erzielte Kraft S5 legt das Band an das zweite Bogenstiickchen
(Fig. 195) an, so daf} die Spannkraft S am Ende dieses zweiten Bogen-
stiickchens sich auf §; aufbauend den Wert

" ’ “ {x' 2
smte o))

erreicht.
So steigert sich die Spannkraft immer weiter auf

LAY ( (x)‘l
S2(1 + u h—) auf S, ~1 —[—,u;;
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bis am Ende des letzten Stiickchens der Wert

S1=S2<l + ﬁ)
erzielt wird. n

Der Klammerwert ist gleich e *
= Sz "™ Gl. LIV

Beispiel 102. Mit welcher Kraft nimmt eine Scheibe das Seil mit, wenn
dasselbe bei einem Anpressen durch die Kraft 8, = 60kg so zur Anlage ge-
bracht wird, daB} es die Last 8, = 180 kg zu heben vermag?

Bei einer losen Rolle wiirde 8; = 8, sein. Die in der Aufgabe festgelegte
Differenz S; — 8, = 120 kg ist gleich der Gréfie des Reibungswiderstandes W,
der von der Scheibe durch die Seilreibung auf das Seil iibertragen wird.

Der Wert von u hingt, wie oben bereits erklart, von zahlreichen
Faktoren ab. (Die Auswertung derselben fillt in die Maschinenbaulehre.)
Die Tabelle gibt fiir eine Reihe verschiedener Werte fiir 1 und « die
Werte e~ .

Werte von etta,

Verh:'iltms" TLederriemen auf Scheibe .

des um- H aus Hanfseile %1‘?:;:1;

{3"02‘;‘,‘,?‘;‘ Holz . _Gufleisen | ant bander

2 gan- Zustand des Riemens Eisen- | Holz- ‘ poher- ~auf

zen Kreis- ‘ . i T rom- | trom- rathem tem | eiserner

umfange‘ gegvt%:et 1 geﬁ}i}g;‘et gggti:t feucht tmel me] | Holz ; Holg | Scheibe
& 1= n=20 w=
27 \ 0,47 | 012 ° 0,28 0,38 0,25 ‘ 0.4 | 05 | 0,33 0,18
o1 | 134 102 | 119 | 127 | 117 120 137 123 112
02 | 1,81 1,16 | 142 1,61 | 137 165 1,87 1,51 1.2
03 | 243 1,25 1,69 2,05 | 1,60, 2,13| 2,57 1,86] 1,40
0,4 3,26 | 1,35 | 2,02 2,60 | 1,87 273! 351] 2,29] 1,51
05 | 438 | 146 | 241 3,30 | 2,19| 3517 481| 2,82] 1,76
0,6 5,88 | 1,57 | 2,81 419 | 257 4,52‘ 6,59| 3,47| 1,97
0,7 7,90 | 1,66 | 343 532 | 3,00, 581 900 427|221
0,8 10,60 | 1,83 | 4,09 6,75 | 3,51 7.47!12347 525| 2,47
0,9 | 14,3 197 | 487 8,57 | 411 9,60 1690\ 6,46 2,77
1.0 | 192 2,12 | 581 | 10,9 4,81 1235] 23,14 17,95] 3.1
15 | | 10,55 | 43,38 |111,16 | 2242 5,45
2,0 | 23,14 1152,4 535,47 | 63,231 9,6
25 | | 50.75(535.5 [257.60|178.5 |16.9
30| ‘ 111,3 | 1881 [12392 [502,9 |29,8
25 244,2 | 6611 | 59610 | 1418 |52,4

Beispiel 103. Welche Leistung vermag ein Riemen bei 25 m/sec Riemen-
geschwindigkeit zu iibertragen, wenn an der treibenden Scheibe der umspannte
Bogen 180° an der getriebenen 144° betrigt, « = 0,28 angenommen werden darf
und 8§, = 100 kg ist?

Nach der Tabelle bestimmt sich e« « fiir 180 ° Umschlingung (180° = 0,5 - 360;
0,5 = 2“7) — 2,41 und fiir 144° Umschlingung ( 144 = 0,4 - 360; 40, f’i) —2,02.
Die treibende Scheibe vermag mit 8; = 2,41 - 100 = 241 kg den Riemen zu ziehen,
d. h. 241 — 100 = 141 kg an "den Riemen abzugeben. Die getriebene Scheibe ver-
mag jedoch nur die leferenz von 2,02 - 100 = 202 kg weniger 100 kg aus dem
Riemen herauszuzichen. So werden auch nur 202 — 100 = 102 kg iibertragen.

p- 102 - 25

A — - DQ
N = 75 = s = 34 PS.




Seilreibung. 135

(Es wird in diesem Falle die Reibung an der treibenden Scheibe nicht vol)
ausgenutzt; s S. 112.)

Bei einer mehrfachen Umschlingung addieren sich die Umschlin-
gungswinkel. Lauft an der ersten Rille das Seil mit S,e" ™ auf und
kommt es umgelenkt durch die lose
Rolle R (Fig. 196) nun mit dieser
Spannkraft in die zweite Rille, so
steigert sich in ihr die Kraft von
8, - e*rausgehend auf das e’ *:fache,
d.i.auf S, (e"*1). (e %) =S, - eslxitar),
Bs ist dieser Vorgang nur eine
Wiederholung der vorstehenden Ab-
leitung im groferen Mafistabe. Die
kleinen  Winkelstiicke sind  auf
zwei  Rollen verteilt. An  der ) o
Addition ihrer Wirkungen  wird "0 Shihingunt ener Sehetbe
dadurch nichts geindert.

Beispiel 104. EKEin durch zwei Scheiben  getriebenes Seil nach
Fig. 197 ist im losen TEnde mit S, = 1500 kg angespannt. Welche Zug-
;ﬁl = 0,7 (4; = 252°)

4
und X2 .. 0,5{xy =180°) ist? Welche Leistungen geben die beiden Scheiben

kraft vermag dasselbe auszuiiben, wenn g = 0,25 betragt;

einzeln an das Seil ab bei einer Seilgeschwindigkeit von v = 8 m/sce?
Nach der Tabelle ist erros == 3 eror = 219,

Die erste Scheibe steigert die Seilkraft von 1500 auf 1500 - 3 = 4500, nimmt
also das Seil mit 4500 — 1500 = 3000kg mit. — Die zweite Scheibe steigert von
4500 kg ausgehend die Seilkraft
auf 4500 - 2,19 = 9800 kg, iiber-
trigt also auf das Seil die Kraft
von 9800 — 4500 = 5300 kg.

Die erste Scheibe gibt an
dasg  Neil cine Leistong  von
> . : .
N 1} ”_ .30Q0 8 _ 320 PN
75 75
ab.  Die zweite Scheibe gibt
P300 °8 _ 565 ab,
75 ‘

Betrigt die Seilbelastung
nur 4900 kg bei 1500 kg Zug
im losen Ende, so ergeben die  Fig. 197. Krifte an einem Seil bei Mitnahme durch
Scheiben cine Zweifachl(‘, Sicher- 2 einzeln angetriebene Scheiben.
heit gegen Gleiten.

Die Bauart der auf Seilreibung fuflenden Bandbremsen kennzeichnet
Fig. 198. und 199. Das eine Bandende ist mit dem festen Punkte A,
dem Drehpunkte des Hebels H verbunden. Die am Hebelarmende auf-

K-1 .
gewendete Kraft bringt das Seil mit Z = e zur Anlage. Bei einer

Umdrehung im Sinne [ ist Z die Zugkraft im losen Ende. Z bringt das
Seil zur Anlage an der Scheibe. Das Seil wird von der Scheibe so mit-
genommen, daf} es das andere Ende mit U = Z . e"* zieht hzw. vom



136 Reibung.

Seil mit Z - e> zuriickgehalten wird. Die Bremsung erfolgt dann mit
der Kraft '

K.l
P=2Z-.e%—27 zz(eya _ 1) — “,bm(e,m _ 1) ,
= 1—(,,—1 (e"*—1). Gl. LV
A
Bei einer Drehung im umgekehrten Sinne 1l ist Z = S die im straffen

Ende herrschende Kraft.

Fig. 198, Krifte an einer Band- ¥ig.199. Kriftean einer Differential-
bremse. Bandbremse.

Z — U ist die iibertragene Kraft, wobei Z = Ue"* ist.

p_g - U_g_ L et _Kler—1

?

el eu‘ o b B éu &
K .7 ZAZ—
p=K-l -1 Gl LVI

b en>

Beispiel 105. Welche Bremskraft iibt eine Bremsanordnung nach Fig. 198
aus, wenn et = 247 («x =08+2+7; u =0,18) betrigt, und K = 20kg,
1 =1200mm, b = 100 mm ist?

Umlaufsinn I: P, = Igbl (e — 1) = 29—101—3—09 < (2,47 — 1) = 354 ke.

o1 et . -
Umlaufsinn II. P, = Egl (e 1> = 13?02’4%47 o s kg.

o
&

Beider Drehrichtung I wird eine Bremskraft P, = 354, bei der Drehrichtung I1
wird mit nur 133 kg gebremst.

Bei der Differentialbremse nach Fig 199 fithren beide Seilenden
zu beweglichen Punkten am Hebel.
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Die dritte Gleichgewichtsbedingung fiir den Hebeldrehpunkt auf-
gestellt, verlangt bei Drehsinn I

—K.l+Z-ay—U-+ay,=0,

U=1Z-.e“~,
K-l=Z-a,—-Z-¢"*+q,,
K-l
L

P=U—Z="1Z-eFL=0Z~—1),

_K-l-(ev—1)
T ay — ag - e

l)

Gl LVII

Fiir den Drehsinn IT folgt aus
-Ki+Z.ay—U-a,=0 und Z=0U:-e'>,

Z-a, ay-et* —a,

K-l=Z-a,~U-a,="Z-a,— s eb;oc"'**-Z,
P:Z—(]=Z,(e‘uo<__l):ﬂ'(e‘”’ i,ﬂ.@lux:
al.eﬂo‘ J— a/z
K-l -(etx — 1) .e2>
p=f Ll i Gl LVILL

ay - e~ — ay

Fiithrt man bei der Verwendung fiir den Drehsinn 1 die Bremse mit
ty = a, e“% aus, so wird K =0 .
K -1-{erx—1)
= Ce2 P2 - ;1276'” x
K- 1-(er*—1)

P- o

1)

Es sperrt die Bremse selbst.

4. Standsicherheit bei Beriicksichtigung der Reibung.

Die Belastbarkeit eines Korpers, dessen Gleichgewicht durch das
Auftreten der Reibung an den Stiitzpunkten gesichert ist, beurteilt sich
am einfachsten an Hand einer zeichnerischen Auftragung. Ein Koérper,
an dessen Stutzflichen keine Reibung auftritt, kann nur durch Krifte,
die senkrecht durch die Stiitzflichen gehen, gehalten werden. Es darf
demzufolge der Korper K in Fig. 200 nur so belastet sein, daf} die Resul-
tante seiner Belastungskriifte durch den Schnittpunkt .8 der beiden
Normalen a—a und 5—b geht. Denn nur dann lit sich die Resul-
tante in diese beiden Richtungen zerlegen.
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Tritt an den Statzpunkten Reibung auf, so kann die Stiitzkraft
um den Reibungswinkel von der Normalen im Berithrungspunkte ab-

weichen.

Fig. 200. Belastung eines
angelehnten Korpers K bei
reibungsloser Stiitzung.

Stitzkrafte S; und 8,.

Bei einer Stitzung des schragstehenden Stabes nach Fig. 201

wird solange Gleich-
gewicht vorhanden sein,
als die den Stab be-
lastende Kraft eine Zer-
legung in zwei Stiitz-
krifte, dieumnicht mehr
als die Reibungswinkel
von den Normalen ab-
weichen, zulaBt. Hat
Fig. 201 der Reibungs-
winkel an der Stiitz-
flache 1 die GréBe g, und !
an der Stutzfliche 2 o o2
die Grofle gy, so ist die 1L, Besstung cassu:
Kraft P im Gleichge- treten ‘;‘gﬁtzl‘p‘iigﬂi‘fn an den
wicht durch die beiden ‘ '

Zerlegt man diese Stiitzdriicke in die Normal-

krafte N, und N,, so ergeben sich die Reibungswiderstande W, und W,

Wy

= N;-tgo, Wy = Ny-tgo, .

Hat die Last eine Lage, die ohne Inanspruchnahme des erreichbaren
Hochstwertes an Reibung im Gleichgewicht gehalten werden kann,

Iig. 202.  Unbestimmtheit
der StiitzkraftgroB8en und
Stiitzkraftrichtungen bei
einem angelehnten KXorper.

so sind viele Losungen wmoglich. Fig. 202
zeigt einen solchen Fall. Es 146t sich die Kraft
P zerlegen in die Werte P{ und P{ und auch
in die Werte P; und P;. Rechnet man da-
mit, daf§ die Stiitzung durch die letztgenannten
beiden Krifte erfolgt so wird fir das Gleich-
gewicht das Auftreten der Reibung im oberen
Stiitzpunkte itberhaupt nicht nutzbar gemacht.
Es steht die Kraft Py senkrecht auf der oberen
Stiitzflache. Awuch an der unteren Stutzflache
wird nicht der volle Reibungswiderstand be-
ausprucht.  Es weicht die Richtung der
Kraft P nur um den Winkel &, von der Verti-
kalen ab, wahrend der Reibungswinkel eine Ab-
weichung um g, zulafit.

Bei der Stiitzung durch P und PY ist an-
genommen, daB am oberen Stiitzpunkt der
volle Reibungswiderstand ausgenutzt wird. Es
weicht die Richtung der Kraft P{ um den
vollen Winkel g, von der Vertikalen ab. Dafii

wird in diesem Fall die Reibung an der unteren Fliche in noch ge-
ringerem MaBe in Anspruch genommen als bei der vorher beschriebenen
Kraftzerlegung. Die Richtung der Kraft P{ weicht nur um den
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Winkel a, von der Vertikalen ab, gegeniiber «, bei der vorhergehenden
Rechnung. Den rechnerischen Nachweis fur die im obigen erklirte Un-
moglichkeit einer eindeutigen Bestimmung gibt Fig. 203. Dic erste
Gleichgewichtshedingung lautet

—W,+ P.cosae — N, = 0.
Die zweite lautet .
N, + Psina + W, =0
Die dritte lautet bei Annahme des Drehpunktes A4
+P-sina-a4 P-cosx-c—Ny-d+ Wy-eb =0
. Zu diesen drei Gleichungen kommen
hinzu die zwei Reibungsgleichungen
Wy =Ny, Wy = Ny ;.

Es sind somit 5 Gleichungen vorhanden
fir die 4 Bestimmungsstiicke N,, N,, W,
und W,. Man ist also nicht gendotigt, alle
anderen 8 GroBen P, «, a, b, ¢, d, u; und u,
als gegeben anzusehen, sondern es kann
von diesen noch eine GroBe als Unbekannte

eingesetzt werden. 7R
Diese Moglichkeit, die schon der Ver- I a -
gleich der Figuren 202 und 201 kennzeichnet, Fig. 203. Rechnerische Be-
- . T T ¢ stimmung  des Gleichgewichtes
verdeutlicht die Figur 204. cinex angelehnten Korpers.

Es sind in der Figur 204 an den beiden
Stutzpunkten die Reibungswinkel o, und ¢, nach beiden Seiten
aufgetragen als o;, of, 0, und o). Ist der Stab so belastet, dal} er
nach abwirts zu gleiten bestrebt ist, so kann der Stitzdruck an der
Horizontalfliche um o, gegen die Normale
geneigt sein. Ist eine Kraftzerlegung maoglich,
welche einen in den Winkel p, fallenden
Stiitzdruck ergibt, so ist der Stab, was
seine Stiitzung an der Horizontalfliche an-
langt, im Gleichgewicht. An der Vertikal-
stiitzfliche kann bei dieser Bewegung die
Abweichung g, betragen. Ist die Zer-
legung der Last nun so moglich, dal
der andere Stiitzdruck in dieses Feld zu
liegen kommt, so ist das Gleichgewicht
auch hier gesichert. Daraus folgt, daf}
die Last so liegen muB, dafi ihre Richtung _
durch die kreuzweis schraffierte Flache geht. . o0, stanasicherheit eines
Denn nur dann ist eine Zerlegung moglich, angelehnten Korpers.
welche in beide Winkel o, und g, fillt. Da
die auBersten Punkte dieser Fliche die Endpunkte der Diagonale §;
und 8, sind, so wird man als Bedingung fiir das Gleichgewicht die
Forderung aufstellen, daB die Kraftrichtung die Strecke 8,—=8, kreuzt.
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Verfolgt man die gleiche Uberlegung fiir ein Hochgleiten des
Korpers, so treten die Reibungsneigungen g; und o) in Wirksamkeit.
Die neue Bedingung wird verlangen, dafl die Kraftrichtung die
Strecke S,—8,; schneidet, soll Gleichgewicht moglich sein. Damit er-
¢ibt sich als Gesamtbedingung fiir das Gleichgewicht, dal die Kraft-
richtung die Strecke S;—=8, schneidet.

G. Dynamik.

Die Dynamik umfaft dic Lehre von den Kriften, die eine von 0
abweichende Bewegungsinderung des Korpers herbeifithren, d. h. von
denjenigen Kraftwirkungen, die tiberhaupt eine Bewegungsinderuhg
zeitigen.

Die Zusammenfassung der beiden Kapitel ,,Statik” und ,,Dynamik*
einerseits zu dem einheitlichen Kapitel ,,Mechanik’ und die Trennung
dieses Kapitels Mechanik andererseits von dem Abschnitt ,,Festigkeits-
lehre” hat dazu gefithrt, dafi man auch die Statik als Lehre von be-
wegungsindernden Kraftwirkungen auffait (siehe S. 1). Es
widerspricht diese Einteilung zwar dem Empfinden. Eine Kraftwirkung
die eine Bewegungsinderung von der Grofie Null erzeugt, ist dem Gefiihl
nach eine Kraftwirkung, welche keine Bewegungsinderungen ergibt.
Vom rein mathematischen Standpunkt aus ist jedoch Null genau so gut
eine Zahl wie 1 und zwischen einer wirklichen Bewegungsinderung und
dem Verharren in Ruhe oder in gleichférmiger gradliniger Bewegung
besteht kein grundsitzlicher, sondern nur ein gradueller Unterschied.

1. Bewegung eines Korpers auf einer schiefen Ebene.

Auf den auf der schiefen Ebene ruhenden Kérper (Fig. 205) wirkt
das Eigengewicht, das in die zwei Komponenten G -sinx und G - cosa

sich zerlegen lit. Die Stiutzkraft, welche
,  die gchiefe Ebene auf den Korper aus-
"\ iibt, hilt der Komponenten @ cos « das
Gleichgewicht. Die andere Komponente
ist, wenn die Reibung unberiicksichtigt
bleibt, nicht ausgeglichen. Sie beschleu-
nigt den XKorper nach der Gleichung

G.sihna=m-p,
Fig. 205. Krifte an einem Korper auf
einer schiefen Ebene.

ng-sina:y-sino&. Gl. LX
Durchlanft der Kérper mit dieser Beschleunigung den Weg s, so kommt
er mit der Geschwindigkeit v am unteren Ende der Bahn an.

v — v}
=% G -
s 2 p (G X) s v«) O )

2=2p.s5, v=|2.p.-5=)2.g.sina-s.
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h . . . .
Setzt man fir s den Wert sin o ein, so geht die obige Gleichung Gber in
v = }2¢gh.
Wie bereits S. 35 erkliart, ist die Geschwindigkeit v, mit der ein Korper
eine Fliche kreuzt, unabhingig von der Richtung der Geschwindigkeit
an dieser Stelle. Dieselbe ist lediglich bestimmt durch den Héhenunter-
schied zwischen dem Ausgangspunkt und dem Endpunkt seiner Bahn.
Beriicksichtigt man die Reibung, so steht der Wirkung der

Komponenten G- sin « der Reibungswiderstand in der Groie ¢ - cos a -
entgegen. Es folgt die Bewegung nun der Gleichung

P=@Gsinx —G-cosa-jt=m-p,

p=g¢g-sinx — gecosa-p. - GLLXI
Es erreicht der Korper auf dem Wege s die Endgeschwindigkeit v
(AN
berechnet ausv =p-¢ und s = p) - mit.

P

2 9 um.ce9. S . ,,,_h 5 ( /1)
=2.p.5=2-(¢gsincx — g-cosn ‘“)sinthhh g g.tgzx .

Die Endgeschwindigkeit ist nicht mehr unabhingig von der Linge
der Bahn bzw. a. Es tritt vielmehr, wie bereits S. 31 grundsitzlich
erklart, hervor, daf die Lange der Bahn von mafBgebendem Einflufl
auf die GréBe der Verluste ist und daf fiir alle praktischen Arbeitsver-
hiltnisse eine Vergroferung der Bahn, d.i. eine Verkleinerung von «,
eine Erhohung der Verluste, d. i. eine Herabsetzung des Wirkungsgrades
bedeutet.

Bei einem Herabrollen eines Korpers an einer schiefen Ebene wirkt
der beschleunigenden Kraft G - sin & nur der Rollwiderstand in der Grolic

G- f entgegen. Der Kérper wird demnach eine Beschleunigung von
r

der GroBe p, die sich aus der Kom-
ponenten @ -sinx weniger Widerstand

der rollenden Reibung G - A berechnet,
r

erfahren. Es handelt sich in diesem
Falle um eine doppelartige Beschleuni-
gung des Kéorpers. Der Korper mul}
einmal in Rotation versetzt werden,
d. h. eine Winkelbeschleunigung er-
halten. Fr mul zweitens parallel der
schiefen Ebene beschleunigt herunter _

gehen, d. i. eine gradlinige Beschleu- L& 20 Beschioumigung o dor dcber.
nigung erfahren. Es berechnet sich der (¢) beim Herabrollen eines Korpers.
Beschleunigungsvorgang nach Fig. 206

wie folgt. Gleicht man die gradlinige Beschleunigung - p dadurch aus,
daf man dem ganzen System eine Beschleunigung in umgelkehrter Rich-
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tung (— p) nach oben erteilt, indem man die Unterlage der Rolle ent-
gegen nach oben beschleunigt, so kommt der Rollenmittelpunkt zum
Stillstehen. Die Umfangsbeschleunigung des Rades (— p) ist gleich
¢+r. Demnach war p ebenfalls - . 7.

2. Der schiefe Wurt,

Ein im Raume freier Korper erfihrt durch die Wirkung der Erd-
anziehung eine gleichférmig beschleunigte Bewegung in vertikaler
Richtung abwirts mit der Beschleunigung g = 9,81 m/sec?. Besitzt
er beim Freiwerden, z. B. beim Abwurf oder beim Fortnehmen der
ihn stiitzenden Unterlage eine bestimmte Geschwindigkeit in einer be-
stimmten Richtung, so tritt zu dieser gegebenen Geschwindigkeit nun
die gleichformig be-
schleunigte Geschwin-
digkeit des freien Falls
hinzu.

Zur Vereinfachung
derRechnungen zerlegt
vt st mandie Wurfgeschwin-
digkeit in zwei Kompo-
nenten (Fig. 207), in

= e R X eine Vertikal- und eine
e Yogpin - Horizontalkomponente
Fig. 207. Bewegung eines Korpers beim schiefen Wurf. Ge- und Verf()lgt die Ge-
schwindigkeiten an verschiedenen Stellen der Bahn. samtbewegung ge-

trennt nach Horizontal-
bewegung und nach Vertikalbewegung. Die Horizontalbewegung ist eine
gleichformige Bewegung mit der Geschwindigkeit v- cos o (Fig. 207).
Die Vertikalbewegung ist eine gleichfoérmig verzogerte mit der Anfangs-
geschwindigkeit » - sina und der Verzdgerung g = 9,81 m/sec?.
Nach Gleichung I auf 8.3 und nach Gleichung IX auf 8. 14 er-
geben sich die beiden Weggleichungen

. s
Horizontalweg s, =v-cos« - ¢, (t = —h—> s
V- CO8 &

.42
Vertikalweg s,=v-sinx -t — th .

Fafit man diese beiden Gleichungen unter Herausschaffen der Zeit ¢
zusammen, so ergibt sich

vesing - s, g Sh
SU:—‘\ -

vecosx 2 ?.costa’

Die Auftragung der Wegkurve in einem Koordinatensystem, in welchem
die Abszissen die Horizontalwege (s; = ) und die Ordinaten die Verti-
kalwege (s, = ) darstellen, gibt den in Fig. 208 gekennzeichneten Ver-
lauf.

2
r=ytga—L._Y __, Gl. LXII
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Beispiel 107. Welche Bahn durchfliegt cin Stein, der mit » - 80 m/sce
unter 60° gegen die Horizontale geneigt geworfen wird ?
Die Anfangsgeschwindigkeiten sind:

v+ sin & = 80 - sin 60 = 80 - 0,866 = 69,28 = o~ 70 n*/sec

und v - c08 60 = 80 - 0,5 = 40 m/sec
Die Vertikalwege betragen in 1 —2—3—4—5-— 6 —17 —8 vec.
o gt2_( 10.12>_ [ 10 . 22 ‘
s=v-sina i = = |10-1— 2 —) = 65m (70 205 = 130m
. 0.3 ( 10 - 42\ ( o 10-52
(0.3 L) c1em (70425 Z200m 70522
10- 62 .72 /
— 225m (70.5- 02 ) =240 m (70 . 7—&2»1,) = 245m (70 -8
. 82 .02
-31)2240111 (70-9~£i)225m.
2 : 2
| e o
] ‘L// l .‘\\‘\
| 1.’/ i \\\
I ‘_/ T
| //" g = \\
| il & & oy X \\
.f.f . w3 b ¢ \\\
S T SRR I
J4I w |\
//\:: T \\
2 | ¥ i ¥ | L] L 2 | it B, [ (O O P SN W A (R,
Ly oty ey oY o1 Y YOO H O YO YO T 4O RO Y0

Fig. 208. Bahn eines Korpers bei schiefem Wurfe.

Die Horizontalwege betragenin1—2—3—4 .. .sec. s =v-c0sa 1
=40-¢, 40m—80m — 120m — 160m. . . Die Auftragung
dieser Werte ergibt den Verlauf der Kurve (Fig. 208).

Die Geschwindigkeit in den einzelnen Punkten der Bahn bestimmt
sich als die Resultante aus den beiden Werten » - cos & und v - sinx —
g -t . IThre Richtung ist gleichfalls durch diese beiden Werte bestir:mt.
Es ist

’ vesina —g-t

tgp— 201

Da fiir die Berechnung der Einzelwerte von g zuniichst die Zeit ¢
bestimmt werden miifite, stellt man die Geschwindigkeit des Kérpers
an beliebigen Punkten der Bahn bequemer fest, durch eine Rechnung
nach der Arbeitshilanz.

In dem um die Hohe % iiber dem AbschuBpunkte liegenden Bahn-
punkte ist die dem Koérper beim Abschufl als lebendige Kraft mit-

a2
gegebene mechanische Arbeit ™Y enthalten in den beiden Teilwerten

L2
A4, =G-h uwd 4, = 5’”{ .z Geschwindigkeit in dem Bahnpunkte
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in A m Hohe. Setzt man die Gesamtarbeit, die der Kérper erhalten hat,
der Summe der beiden Teilwerte gleich, so folgt:

mv? m. 22
=G h .
g ~G AT

Durch Herausheben von m folgt

vr=R.g-h +z*.

Beispiel 108. Mit welcher Geschwindigkeit kreuzt ein mit 400 m/sec unter
einem Winkel von 50° gegen die Horizontale abgefeuertes GeschoB den um 2000 m
hoherliegenden Punkt seiner Bahn ?

v?=2-g-h+ 22, 4002 = 210 - 2000 -+ 22,
22 = 160 000 — 40 000 = 120000, =2=2346,4 m/sec.

Auch die Richtung der Geschwindigkeit an den einzelnen Punkten
der Bahn 183t sich durch eine Rechnung mit der Arbeitsbilanz ermitteln.
Da die Horizontalgeschwindigkeit des Korpers unverdndert bleibt
v cos«, laBt sich die Neigung der Bahn aus der nach der Arbeitsbilanz
festgestellten wirklichen Geschwindigkeit z und dieser Horizontal-
geschwindigkeit ermitteln.

V- cosa
cos f3 S

Beispiel 109. Unter welcher Neigung kreuzt ein mit » = 400 m/sec unter
50° gegen die Horizontale abgefeuertes Geschofl den um 2000 m héher liegenden
Punkt seiner Bahn?

Die Geschwindigkeit des Geschosses an diesem Punkte der Bahn ist (siehe
Beispiel 108) z = 346,4 m/sec. Die Horizontalkomponente ist
v-cosx = 400 - cos50 = 400-0,642 = 256,8 cosf = gzg,i ~ 0,742, p=42°10.

Den Gipfelpunkt der Bahn erreicht der Kérper in dem Augenblick,
in welchem seine Vertikalgeschwindigkeit gleich Null wird. Das ist,
. . . . v - sina
wenn die Gleichung v, = v-sina — g ¢ = 0 erfillt ist. ¢ = - -
Sekunden. Die Steighthe berechnet sich am einfachsten, wenn man nur
die Vertikalgeschwindigkeit fiir sich allein in Riicksicht zieht, als Weg
v-sinx

mit der von v, = v - sin« auf v, = 0 in der Zeit von { = gleich-
formig verzogerter Geschwindigkeit
SU___v-sinzx+Q.v-sina._vg-singcx. Gl LXIII

2 g 2

Die Wurfweite ist gleich der doppelten Entfernung des Gipfelpunktes
vom Abschufipunkt, da die Bahn vollkommen symmetrisch ist. Zu
der konstant bleibenden Horizontalgeschwindigkeit » - cos & kommt auf
dem ersten Teile der Bahn die mit g gleichférmig verzégerte Bewegung
hinzu. Auf dem zweiten Teile der Bahn tritt an deren Stelle die mit ¢
gleichformig beschleunigte Bewegung in Abwirtsrichtung.
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Die Wurfweite berechnet sich so aus der doppelten Zeit t=2 s

bis zur Erreichung des Gipfelpunktes und der koustanten Horizontal-
geschwindigkeit v-cosa mit der Grofie

VeCOSK - 2. v sina 2. 28ina - cosa
= e ST T
g q
Da 2.sinx - cosa =sin 2a ist, folgt

v2.sin 2

—. Gl LX1V
9

Bei gegebener AbschuBgeschwindigkeit v wird die groBte Wurf-
weite erzielt, wenn der Faktor sin2« seinen Hochstwert hat. sin2a
erreicht fiir 2x = 90° seinen Hochstwert 1. Damit betrigt die maximale
Wurfweite

Wurfweite =

,02
Smax = 7

Beispicl 110. Welche Wurfweite 146t sich mit einem mit » = 1200 m/sec
abgefeuerten Geschol erzielen ?
2 2
Smax = Z = Eg(l = 144000 m = 144 ki .
Beispiel 111. Welche Wurfweite hat ein unter 50° gegen die Horizontale
mit v = 800 m/sec abgefeuertes Geschof?

_#2-sin2a  8002.sin110  800%-sin 80°  800%- 0,985

g g q g
= 63000 m = 63 km.

Da der Wert: der Wurfweite durch sin 2 a bestimmt ist, ergeben sich
fur das Treffen eines Punktes zwei Moglichkeiten des Abschusses. sin 2 «
gibt den gleichen Wert fiir o; = (45 -+ »)° wie fiir &, = (45 — y)°.

3. Das Gleichgewicht an einem beschleunigten Korper;
das d’Alembertsche Prinzip.

Greift an einem Korper eine Kraft an, welche nicht durch die ande-
ren auf den Korper wirkenden Krifte zu Null ergénzt wird, so erfihrt
der Korper durch diese Kraft eine Bewegungsinderung. Die Massen-
teilchen des Korpers setzen dieser Bewegungsinderung einen Wider-
stand entgegen. Man sagt, der Widerstand rithrt von der Trigheit der
Masse her. Es will die Masse des Korpers in ihrem jeweiligen Bewegungs-
zustande verharren. In diesem Sinne spricht man auch von einem Be-
harrungswiderstand oder Tragheitswiderstand einer Masse.

Der Tragheitswiderstand W der Masse ist gleich Masse mal Beschleu-

nigung. W=m-p. GL LXV
Die Aufgaben der Dynamik werden auf Statikaufgaben dadurch
zuriickgefiithrt, dafl man diesen Trigheitswiderstand als duflere Kraft

hinzufigt.
10

Laudien, Mechanik.
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Wie man bei allen Aufgaben, welche die Beriicksichtigung der Rei-
bung verlangen, den Reibungswiderstand als duBlere Kraft hinzufiigt,

Fig. 200. Gleichgewicht
an einem Korper vom
Gewicht (/. der durch die
Kraft P P = G gehalten
wird. (Statisches Gleich-
gewicht.)

so hat man bei allen Dynamikaufgaben den aus
der Masse des Korpers resultierenden Trigheits-
widerstand bei der Lésung der Aufgaben mit in
Rechnung zu stellen. Dieser Vergleich des Triagheits-
widerstandes mit dem Reibungswiderstand hat
noch eine weitere Ahnlichkeit. Die Richtung des
Reibungswiderstandes ist nicht unmittelbar durch
die Aufgabe gegeben. Sie wird festgelegt durch
die Bewegungsrichtung, welche der Korper unter
der Wirkung seiner Krifte einschlagen will. Dieser
Bewegungsrichtung ist die Richtung des Reibungs-
widerstandes entgegengesetzt. Die Richtung des

Beschleunigungswiderstandes ist der Beschleunigung entgegengesetzt.
Halt man einen Korper vom Gewicht G mit der Kraft P = @ fest,

Fig. 210. Gleichgewicht
an einem Korper vom
Gewicht .  Trigheits-

widerstand m - g = G.

so befindet er sich im statischen Gleichgewicht nach
Fig. 209. Die Summe der Vertikalkrafte ist gleich
Null. Eine Bewegungsinderung tritt nicht ein. —
Fillt der Korper frei und beschleunigt er sich
mit der Erdbeschleunigung nach unten, so ist der
Beschleunigungswiderstand gleich Masse mal Be-
schleunigung, und zwar in diesem Falle Masse mal
der Erdbeschleunigung nach oben aufzutragen.
Das nun statische Gleichgewicht gibt ¥ig. 210.
Nach unten wirkend das Gewicht G, nach oben

wirkend der Beschleunigungswiderstand m-g.
Da G = m - g ist, ist die Summe der Vertikalkrifte wiederum gleich
Null und somit auch jetzt Gleichgewicht vorhanden. — Hebt man den
Korper mit einer Kraft P, die grofler ist als &, so
tritt eine Beschleunigung nach oben ein. Nun ist
der Beschleunigungswiderstand nach wunten ge-
richtet. Seine GroéfBe betrigt m-p. Dabei ist die
GroBe von p bestimmt durch die Differenz von P
und G¢. Die erste Gleichgewichtsbedingung ver-
langt- (Fig. 211) — P+ G+ m-p = 0. Hebt
man ein Gewicht von 15 kg mit einer Kraft von
4 20 kg, so bleiben zur Beschleunigung der Masse von
1.5 Masseneinheiten (m =1,5; G/g = 15/10) eine

i Kraft von 5kg iibrig (20—15). Die Beschleunigung
Fig. 211. (i{lgichgewicht betréig‘o P 5
Gewicht 6, der unter Be- p=— = =33 m/fsec?.

m 1,5

Man kann danach die Losung der Dynamik-
aufgaben aufbauen auf dem Satze: KEin be-
schleunigter XKoérper muB mnach den in der Statik
geltenden Satzen im Gleichgewicht sein, sofern man
zu den #“uBeren Kriften den Trigheitswiderstand des

schleunigung nach oben
durch die Kraft P —P
> @ ~ gehoben wird.
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Koérpers entgegengesetzt der Beschleunigungsrichtung
hinzufiigt.

Beispiel 112. Mit welcher Beschleunigung bewegt sich der in Fig. 212 mit
A bezeichnete Korper abwirts, wenn er 30 kg wiegt und auf der Gegensecite ein
Gewicht von der Gréfle 20 kg héngt? (Das Seil
und die Scheibe, iber welche das Seil gelegt ist,
sind als gewichtslos angenommen.) —
Bezeichnet man die im Seile herrschende Kraft
mit §;, so gilt fir die rechte Seilseite (fiir die
heraufgehende) S, = 20 4+ 2 - p und fiir die linke
Seite (fiir die herabgehende) S; = 30 — 3-p.

Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir S i i
folgt

5 5,

20+ 2p=30—38p, 5p=10, p=2m/sect 1 Y

Beispielll3. Ein Aufzug, dessen totes Gewicht LT

F11
(Fahrkorb) durch ein Gegengewicht von 1000 kg~ /5'¥%$ |4 1 |
ausgeglichen  ist, kommt infolge Brechens L | i
seines  Hauptantriebsrades und  Versagens 30kg ; nkg
der Fangvorrichtung zum Fallen. Er ist mit !

2500 kg belastet. Mit welcher Geschwindigkeit

schlagt er nach Durchfallen einer Hohe von 12 m  Fig. 212. Gleichgewicht an awei
auf? (Fig 213.) durch ein Seil verbundenen Kér-
* toT " . pern, von denen der eine in be-
Das sich aufwirts beschleunigende Gegen-  gchlounigter Bewesung abwarts

gewicht von 100 ME setzt dieser Aufwirtsbeschleu-  geht, wihrend der andere in be-
nigung den Widerstand 100 - p entgegen, spannt Schleunigter Bewogung aufwarts
also das Seil mit seinen 1000 kg Gewicht plus gent

100 - p. Der abwirtsfallende Fahrkorb mit den

2500 kg Nutzlast + 1000 kg Eigengewicht setzt der Abwiirtsbeschleunigung den
nach oben gerichteten Beschleunigungswiderstand von (250 -} 100) - p (250 ME
der Nutzlast, 100 ME des Fahrkorbs selbst) entgegen. Die Seilkriifte betragen

8 = 1000 + 100 -p und S = 3500 — (250 + 100) - p.

Daraus folgt 1000 + 100 - p = 3500 — (250 -+ 100) - p i
450 - p = 2500 p = 5,56 m/sec?. ( W

Der Fahrkorb durchfillt den Weg s = 12m. Nach |
.22 .
Gleichung XII ist s— ,”v; . Die Fallzeit betrigt damit i ‘
= 2,08 sec. ¢ = /—2% Die Endgeschwindigkeit berechnet I|
sich mit v = p-t = 556 - 2,08 = 11,56 msec. ,

Rechnet man nach der Arbeitshilanz, so ergibt sich |- 4 (|
folgender Rechnungsverlauf.

Bis zum Aufschlagen unten hat die Nutzlast den
Weg s = 12 m zuriickgelegt und somit die Arbeit 2500 - 12
= 30 000 mkg verrichtet. Gleichzeitig ist der Fahrkorb um

72N

O~ T A

12 m heruntergegangen, was eifier Arbeit von 1000 - 12 mkg f
gleich ist, wihrend andererseits das Gegengewicht um diese !
Héhe heraufgegangen ist, und dafiir 1000-12, d. i. die 1000 kg

gleiche Anzahl Meterkilogramm verzehrt hat. In den be- Fig. 213. Schema-

wegten Massen — Fahrkorb, Gegengewicht und Nutzlast —  tische Darstellung
- p2 eines Aufzuges.

steckt zu Ende des Weges die kinetische Energie ﬂg——f— .

m MaBle aller bewegten Teile 250 4 100 4+ 100 = 450 ME:
mev? 450 - 02 +/30000 -2
30000 = %, TR = 30000, v= |/ TRET = 11,56 mysec.

10*
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4. Bewegung eines Korpers auf einer Kreishahn. Zentrifugalkraft.

Rotiert ein fester Korper um eine Achse, so wird er gezwungen.
dauernd seine Bewegungsrichtung zu dndern. Von Augenblick zu Augen-
blick nimmt er eine andere Bewegungsrichtung an, entsprechend den
verschiedenen Richtungen der Tangenten in den einzelnen Punkten
seiner Bahn. Sie hat (Fig.214) in der durch 1 gekennzeichneten Stellung

d >
h - -
2\ i
“
L
Fig. 214. Bewegung eines Korpers auf einer
Kreisbahn. Zustandekommen der krumm-

linigen Bahn (Richtungsinderung) = durch
Hinzukommen einer radial gerichteten Ge-
schwindigkeit.

die Richtung ¢ — ¢ in der Stellung 2
die Richtung b - b usw.

Diese Richtungsiinderung wird
hervorgerufen durch das stetige
Hinzukommen einer zweiten radial
zum Bahnmittelpunkt gerichteten
Geschwindigkeit. Es bewegt sich
der Korper gewissermaflen unter
dem Einflul zweier Geschwindig-
keiten, einer tangentialen und einer
radialen. Die tangentiale Ge-
schwindigkeit ist konstant. Der
Korper legt in tangentialer Richtung
gemessen seinen Weg in gleich-
formiger Bewegung zuriick. Es
wirkt auf ihn keine beschleuni-
gende oder verzogernde Kraft, die
eine Groflendnderung der tangen-
tialen Geschwindigkeit herbeifiihren

konnte.

Die Radialbewegung ist eine gleichférmig beschleunigte. Die
Fadenspannkraft zwingt den Korper, seine gradlinige Tangentialbahn
zu verlassen und der Kreisbahn zu folgen. Die Fadenspannkraft be-
schleunigt den Korper dauernd aus seiner tangentialen geradlinigen
Bahn in die Kreisbahn hinein. Man spricht daher von einer Zentripetal-
kraft. (Zum Zentrum gerichtete Kraft.)

Da die Iadenspannkraft als konstant anzusehen ist, erfolgt die
Hineinbeschleunigung mit konstanter Beschleunigung und es vollzieht
sich die Bewegung auf den radialen Stiicken in gleichférmig beschleu-
nigter Bewegung.

Nach Fig. 214 mul} der Kérper, wenn er den Weg s, = » - ¢ tangen-

. o 2 .
tial zuriicklegen wollte, gleichzeitig um den Weg s, = P Py radial nach

innen gehen, um die Kreisbahn zu erreichen. Aus den geometrischen

£2
Verhiltnissen ergibt sichs;, = AB; sy, = BD; AB=v-i{; BD =£2 .

Setzt man fir die Linge 4 B die Lange O D ein, die nur um unendlich
wenig von der ersten abweicht, und ersetzt man (mit der gleichen Be-

rechtigung) die Lange BD durch die Lange AC, so folgt aus dem recht-
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winkligen Dreieck ADE (' D?* = AC-CE . Durch Einsetzen der Werte

2 2 2
p?t filr AC und v - ¢ fiir C'D ergibtsichdann (v - ¢)2 = P; (2r — pzt

Fir den Klammerausdruck kann man wegen der Geringfigigkeit

t2
des Wertes p,,2, gegenitber 27, den Wert 2+ allein einsetzen.
t2
v2. 2 =p2 < 27,

2 =17, P,
2

p=—. GL LXVI
r

p zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sec?,
v Umfangsgeschwindigkeit m/sec,
7 « Radius der Kreisbahn m .

Ersetzt man v nach Gleichung IV durch w-r, so geht die
Gleichung LXVI dber in
p=0?-r. Gl LXVII

p zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sec?,
w Winkelgeschwindigkeit 1/sec,
7 Radius der Kreisbahn m .

Beispiel 114. Welche Zentripetalbeschleunigung erfahrt ein Korper, der
auf einer Kreisbahn von 3 m Durchmesser mit der Umfangsgeschwindigkeit
v = 6 m/sec rotiert?

AL 71 m/sec?
P=r=i15=" :

Die Fadenkraft §, die den Kérper zum Kreisen in der Bahn bringt,
2
die ihn mit der Beschleunigung p = 1;7 zum Rotationsmittelpunkt

zieht, hat nach dem Massenbeschleunigungsgesetz Gleichung XX die
GroBe

.2
S=P=m-p==—m;rv =m-w?.r.
,,2
P=""Y .0 r. Gl LXVIII

Beispiel 115. Welche Fadenkraft ist aufzuwenden, um einen Korper von
15 kg Gewicht zum Rotieren in der Kreisbahn von 4 m Durchmesser mit der Um-
fangsgeschwindigkeit v = 12 m/sec zu bringen?
m -7”'17)2 _L5-122
r 2
Beispiel 116, Welche Fadenspannkraft ist aufzuwenden, um einen mit
w = 20z Winkelgeschwindigkeit im Abstande r = 20 cm vom Drehpunkt rotierende
Korper von 30 kg Gewicht zu halten?

P=m-0’7r=3-20-7)2-02 = 2380 kg.

P= = 108 kg.
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Der dem Zentrum zugerichteten Zentripetalbeschleunigung setzt
der Korper seinen Triigheitswiderstand entgegen. Der Triigheitswider-
stand ist nach auBen gerichtet. Er hat die gleiche

,,L,,,; Gréfe wie die nach innen gerichtete Beschleunigungs-

m - v? .
/@QL kraft m-p = o =me w*-r. Man Dbezeichnet
7 q -

L diesen Widerstand ungenau als Zentrifugalkraft.
3 Es ist die Zentrifugalkraft nur die Reaktion der
Masse auf die ihr aufgezwungene Bewegungsinderung.
—'7+ - d. h. die Ausweichung aus der gradlinigen Bewegung
o zur Kreisbewegung.
]; A Bei den obigen Beispielen ist die Wirkung des
3} Korpergewichtes auBer Ansatz geblieben. Wenn
ein Korper in einer Vertikalebene rotiert, so ist
\L{ = die Spannkraft, die der Faden auszuiiben hat, nicht
m.v? an allen Stellen der Bahn konstant. Das Gleich-
] " gewicht im obersten Bahnpunkte zeigt Fig. 215. Es
rg’ wirken auf den Korper die Zugkraft S; nach
— unten, das Gewicht G gleichfalls nach unten und
Vig, 210, Sleichge der Beschleunigungswiderstand, der radial mach

Vertikalebene rotie-  j ichtet eschleunigung entgegengesetz
rende Kugel bei deren innen g_er chteten B gung gegeng b,
Stellung im Hochst-  also radial nach aullen.

und Tefstpunkt der Damit berechnet sich die Spannkraft S; fiir
diesen Augenblick aus

mev? m-v?
— =0 8, ="~ —@.
Sl +G r ’ Fas | <y '

Fir den unteren Punkt der Bahn betrigt
die Spannkraft S,

Fig. 216. Gleichgewicht
fiir die HOchststellung
der in einer Rille krei-

senden Kugel. Fig. 217. Schema des Looping the loop.

m - v

Es muB also im obersten Punkte der. Bahn der Wert
grofer als @ sein, wenn die Kreisbahn gesichert sein soll. Ist G

m - v? . . . . .
gréBer als ———, so wird S negativ, d. h. dic Fadenkraft ist eine
r
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Druckkraft. Der Korper miiite durch cine Stange vom Mittelpunkte
ferngehalten werden. Ein Festhalten durch einen Faden wird unmdéglich.

Eine Kugel, die eine kreisférmige Rille in vertikaler Ebene durch-
luft (Fig. 216), wiirde sich in diesem Falle auf dem obersten Teil der

Bahn an der Innenseite der Rille bei ¢ — « stiitzen. Soll dieselbe nur
2

die AuBenrille beriihren, so muf} mr Y groler als G sein.
. m - v? .
Auf der Gleichung — G > 0 berubht die Berechnung eincr

Bahn fiir das artistische Kunststiick Looping the loop. Der Kérper
hat im Scheitelpunkte der Bahn ecine Geschwindigkeit, dic cinen Wert

. . m - v2 .
des Beschleunigungswiderstandes ———— ergibt, der groBer ist als das
Gewicht G des Korpers. r .
Beispiel 117. Mit welcher Geschwindigkeit mufl eine Kugel den obersten
Punkt der Bahn von der Kriitmmung » = 2 m durcheilen, wenn sie nicht nach innen

gehalten ist?
G=m-g, m—;v‘;:m-g,

2
Yoy, v? 2 249,81,
v z 4,6 m/sec.
LafBt man eine Kugel von einem um die Héhe A iiber den Gipfel-

punkt der Schleife liegenden Punkte aus herabrollen (Fig. 217), so ist
(Gleichung XIII)

 me? . v=V'2g.h, =2.9-h.
Da — = @ sein mufl, wird
m-2g-h
=My
2h r
- =1 o .
ro 7 -2

(Bei dieser Berechnung ist der in der Kugel steckende Betrag
Jw? . oy
. 53’,, (siehe 8. 156) nicht beriicksichtigt.)
el N . 2
Es ist, wie von dem Anwachsen von mey bel kleiner werdendem 7
7

hervorgeht, & um so kleiner, je kleiner r ist. Man gibt aus diesem Grunde
derartigen Schleifen am Gipfel den kleinsten Krimmungsradivs.

Beispiel 118. Mit welcher Geschwindigkeit mul ein mit Wasser gefiillter
Eimer den obersten Punkt der Bahn durchlaufen, damit das Wasser nicht heraus-

flieBt ?
Die Massenteilchen an der Wasseroberfliche miissen bei einem Abstand

7 = 0,6 m vom Drehmittelpunkt eine Geschwindigkeit haben, welche einen Wert
2
o g erzwingt.
r ' v2z=g-r=206-981,
v = 2,44 m/sec.
Der Massenbeschleunigungswiderstand (die Zentrifugalkraft) greift
im Schwerpunkte des Kérpers an. Es sind in die oben abgeleiteten Glei-
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chungen sowohl fiir die Umfangsgesehwindigkeit v als auch fur den Radius
r die Werte einzusetzen, welche der Bahn des Schwerpunktes zukommen.

Eine um den eigenen Schwerpunkt rotierende Masse besitzt, da
vdie Schwerpunktsgeschwindigkeit gleich Nullist, keine Zentrifugalkraft,
die durch andere iuBere Krifte aufgehoben werden miissen. Fir die
Berechnung der inneren Krifte im Ringe, welche die eine Ringhalfte
an der anderen halten und so die auf jeden einzelnen Teil wirkenden
Zentrifugalkriafte gegeneinander ausgleichen, zu einer Gesaintresul-
tanten gleich Null, gilt folgendes.

Der Schwerpunkt der oberen Ringhilfte liegt, wenn man die radiale
Stirke klein annimmt und die Masse des Ringes als gleichmaBig um
den mittleren Radius r,, verteilt ansetzt bei

2 Tm 0,637 1,
JT

Ty =

Die Zentrifugalkraft C einer Ringh#lfte berechnet sich aus Volumen
des Halbringes :
v =gty T = b 'S-’l‘m-ncbdm,

b Ringbreite in dm, s Ringstirke in dm, r Ringradius in dm .

G =7V-y, mz__g:bf,f'f”lfly’
g g
m « v2 m - v?
C Zentrifugalkraft in kg = ———— = — » Geschwindigkeit am
gatura £7 0,637 -7, g
Radius x, gemessen in m/sec, r, in m.
Bei Einsetzen von r,, — wie es die Berechnung des Gewichtes ver-

langt — in dm ist

~ m-22-10
00,6737,
Brsetzt man die Schwerpunktsgeschwindigkeit durch die um das

1
076—37fache groBere Umfangsgeschwindigkeit, so ist
C o m v 100637 beserumiy 0710 0,637
in g Tm
Diese Zeutrifugalkraft haben die zwei Kranzflichen vom Quer-
schnitte b.s zu tragen. Bei k, kg/qem tragen dieselben 100 - %, 2
-b-skg. (Die 100 ergibt sich aus der Messung von b und s in dm in
der obigen Gleichung und der fiir k, erforderlichen Umrechnung in qem)
c 87y, ey-v2.10- 0,637
100 - k2. bog = 208 T ey 02 100,687
g Tm

y-?

k, = kg/qem, 109
y = spezifisches Gewicht kg/cbdm,
v = Umfangsgeschwindigkeit m/sec,

g = Erdbeschleunigung m/sec2.

E Gl. LXIX
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o

Die in der Praxis vielfach iibliche Formel
R
q

rechnet nicht mit dem spezifischen Gewicht y, das ist mit dem Gewicht.
fiir einen Kubikdezimeter, also einen Rauminhalt von 1 dm Linge,
1 dm Breite und 1dm Stidrke, sondern mit dem Gewichte fir 1 m
Lange und 1 qem Querschnitt. Letztgenannter Wert p, betrigt nur
/10 des in der Gleichung LXIX verwendeten Wertes y. Demzufolge
enthilt die in der Praxis tibliche Gleichung nicht den Zahlenfaktor 10.
Beispiel 119. Welche Beanspruchung erfihrt ein
guBeiserner Ring von 4 m Durchmesser bei einer Um-
fangsgeschwindigkeit v =40 m, wenn das spezifische
Gewicht mit y = 7,5 eingesetzt wird.
_ 01
T 10-¢

e, —

= 122 kg/qem,

In der Formel ist die Gréfe des Xranzquer-
schnittes nicht enthalten. s steigt die Zentri-
fugalkraft mit der Grofie des Wertes ¢ und
andererseits erhoht sich die Tragfihigkeit des
Kranzquerschnittes im gleichen Mafle. So kommt
das Herausfallen des Wertes ¢ zustande.

Rotiert ein Korper in einer Horizontalebene
gehalten durch einen Faden, wie es Fig. 218 zeigt,
so folgt aus den Gleichgewichtshedingungen fiir

. . . . . Fig. 218. Gleichgewicht
die drei auf den Kérper wirkenden Krifte (das an einem in Horizontal-

Gewicht @, der Zentrifugalwiderstand W und die ~©Peme kreisenden Korper.

Seilspannkraft §.)

c? 2
S.sina =W, S-cosa = @, tga:W.: mevt v
G me-qg-r g-r
2 5 . m?.r
Ersetzt man v* durch w?- 7% g0 ist tga ==
r r w?-.r
Mit tea = — folot — == - —
1t tga = dolgt 5=
h = —‘(’2 . Gl LXX.
»

h ist unabhingig von der Stangenlinge I . Alle um die gleiche Achse,
d. i. mit gleichem w, rotierenden Kugeln kommen in die gleiche Héhen-
ebene % unter dem Aufhingepunkt zu liegen.

Es verringert sich & mit steigendem o .

Die Verwertung dieser Abhéngigkeit der Hohe £ von der Umdrehungs-
zahl kennzeichnet der in Fig. 219 schematisch dargestellte Regulator.

Die an den Stiben S; und 8, befestigten Kugeln streben bei steigen-
der Geschwindigkeit den Abstand % zu verringern. Sie werden durch
das Gewicht der Muffe H, das vermittels der Stangen R, und R, auf ihre,
Stangen S; und S, itbertragen wird, am freien Aufsteigen gehindert.
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Sie heben bei Steigerung der Umdrehungszahl die Muffe H und verstellen
die an die Muffe H angeschlossene Steuerung.

Die Berechnung der Umdrehungszahlen, bei welchen die Kugeln
sich in ihren einzelnen Stellungen im Gleichgewicht befinden, zeigt
Tig. 219. Das Gewicht der Muffe zerlegt in die beiden Stangenkrifte

R, und R, ergibt die Werte B, = R, == g cosa . Auf jedes Pendel

.2
wirkt demnach die Zentripetalkraft ¢ = m;— , das Gewicht @G, die

Stangenkraft R und der im obersten Drehpunkte A angreifende Stiitz-
druck. Die Momentengleichung fiir den Drehpunkt 4 aufgestellt, lalt
fir jede beliebige Kugelstellung die Grofie € und damit v berechnen:

Ria+G.c —C-b=0.

g 2 Gleichgewicht an einem Zen-
trifugalregulator bei versehiedenen Stel- i 4
lungen der Kugeln.

Mit den Daten der Fig. 219 fiir die drei Kugelstellungen 1—2-—3 folgt aus

R, = 32 kg, R, = 39 kg, s = 51 kg,
a; = 34 a, = 48 a; = 52
G=29kg.

o, == 26, cp — 42, c; =52,

b, =118, b, =171, : b, =64,
32-344-29. 26 1090 + 752

C = = ==

! 78 78 2,

39-48 4- 29 42 1870 + 1220

Cy = *;7 — = ,,,,,,,,,;LT = 43,5,

51-52429.52 2650 4 1510 _ o
- 64 o 64 o
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Die Auftragung der Werte fiir ¢ unter den Kugelstellungen gibt
die O-Kurve, die das Verhalten des Regulators bei verschiedenen Um-
drehungszahlen charakterisiert. Aus dem Werte €| und 7, bercchnet
sich die Winkelgeschwindigkeit w, fir die Kugelstellung 1 mit

0, C C
Ty 7o Ty

Da die Kugeln mit steigender Winkelgeschwindigkeit von 1 nach

Y
2 mnach 3 gehen sollen, muB G < (:2 <€3—— sein ; G = tgoy,

1 2 3 71 2
= tg &,, f"’ tgay.  tgog <tga, <tga,. Die C Kurve mufl so

3
verlaufen, dafB} der tgo wichst, d. h. konkav.

5. Das Massentrigheitsmoment.

Erteilt man einem Koérper eine beschleunigte Drehbewegung, so
erfahren die einzelnen Massenteilchen m,, my, ms . . . je nachdem sie
niher oder weiter vom Drehpunkt entfernt liegen, die tangential gerich-
teten Beschleunigungen p,, Py, P53 ... Sie stellen der Beschleunigung
die Beschleunigungswiderstande m,-p, my-py Mmgz-pz... ent-
gegen. Diese Beschleunigungswiderstinde greifen an den Radien r,,
1y, 75 an, stellen also dem beschleunigenden Drehmoment die Drehmo-
mente

My Py Mg Py My P3-Ty-..
entgegen. Das dynamische Gleichgewicht ergibt dann die Gleichung
Mg=my-py 7y + Mg -Pp-TgtMy*Pg-Ts...
Ersetzt man in dieser Gleichung die Umfangsbeschleunigungen
Dys Pas Ps--. nach Gleichung XV durchdie Werte e-7y, €-75, ¢-73....,
so geht die vorstehende Gleichung iiber in

My=com -7} +c-my-ri4e-mg-75...
=g(my -1} -+ myri+my-ri. L)
Den Klammerwert bezeichnet man als dynamisches Triigheits-
moment. Man gibt demselben den Buchstaben J
Md=¢-dJ. Gl LXXI

& = Winkelbeschleunigung 1/sec,
My = Drehmoment kg X m,
J = Dynamisches Trigheitsmoment Masse mal Meterquadrat.

Die Arbeit, die in einem rotierenden Kérper steckt, deren einzelne
Massenteilchen verschiedene Geschwindigkeiten haben wegen der Ver-
schiedenheit ihrer Abstinde vom Rotationsmittelpunkte, ist
my Vi

A= -

my V3

My Vs
_,_722 2

2 2

+
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Ersetzt man v, durch w .7, v, durch w-r,..., so wird
4 w?erf | my s ey n my - 01
2 2 2
n? ) " R
A = 9 (my-ri+my-r3 4 mg-r5...).

Unter Einsetzen von J (dynamisches Trigheitsmoment) fir den Klam-
merausdruck folgt

A=—-.]. . LXXII

A = Arbeit in mkg,
w = Winkelgeschwindigkeit 1/sec,
J = Dynamisches Tragheitsmoment.

a) Trigheitsmoment eines diinnen Ringes.
Bei einem Ringe von geringer radialer Starke s (Fig. 220) kann man
die Werte r fiir alle Massenteilchen gleich annehmen. Der Wert J wird
_ dann 72 . (m, +my+my . ..) =1%-m,
m}gfzm m = m, + my + my. m ist die Ge-
samtmasse.

b) Triigheitsmoment einer vollen Scheibe.

Die volle Scheibe (Fig. 221) kann
man sich ersetzt denken durch eine
Anzahl dinner Ringe von der ge-

N ——

~—b ringen Stirke s und verschiedenen
Radienz. DasMassentrigheitsmoment

eines einzelnen Ringes betriagt

Fig. 220. Ring von geringer radialer Stirke. N 7
2 4 2
my « & (2-x,-n-s-b)-(-:c1.

J=@omomese ) batp @oames ) Load

Jeden einzelnen Ring vom Radius z kann man ersetzt denken
durch einen Ring vom Radius 7, wenn man seine Masse entsprechend
verkleinert. Die gedachte Masse des Ersatzringes vom Radius r muf

2
um das —12 -fache kleiner sein als die Masse des Ringes vom Radius «,
r

damit ihr Trigheitsmoment denselben Wert hat, wie das Trigheits-
moment des ersetzten Ringes.
i

LA, ! ’ : 2
ml_ml';z’ .m1.72=m1.x%’ m2'7'z=m2'x2‘

Denkt man sich die Reduktion der Ringmassen dadurch herbei-
gefithrt, dal man die Breite des Ringes im oben angegebenen Verhilt-
2

) xl

nisse verringert, so ist mi = (2- 7 - 2, - 8)b; - g, wobei by = b, - e ist.
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2
m/ - »2 hat dann den Wert (2-z-2 -s:)b ' | - 72 ist also gleich
gr
2
2 a2
my -2 (2 x50 @y
Die Summe aller Werte mqai -+ mya;. .. ergibt dann mj.r?
- mb - 72 & mhy -t = r2(mh - mh 4 my ).
2 2 2
_ aroso XY Ty Xy - .
Die im Verhiiltnis -~ 2 g reduzierten Massen  bilden
2 2 2

eine Scheibe der in kreuzweiler Schraffur dargestellten Form. Es
ist das eine Scheibe, deren
Dicke von Null in der Mitte
anf b am Rande nach der

i 22
Gleichung b, = b - ,

Die Masse dieser Scheibe ist
gleich 1 der Masse der vollen
Scheibe. Fir den Klammer-
ausdruck (mj -+ mh+ms . . )

, steigt.

. m .
ist demnach 5 einzusetzen.

J=" e, gL LXXIIT

2 Fig. 221. Bestimmung des dynamischen Trigheits-
3 . momentes einer Scheibe. -— Zerlegung der Scheibe
Beispiel 115. Welches dyna- in diinne Ringe.

mische Trigheitsmoment hat eine
volle Scheibe von 4 m Durchmesser und 20 cm Stirke bei einem spezifischen
Gewicht y = 37

402

Volumen V = 4 7.9 — 2512 cdm (40 dm; 2dm) ;

V =2512dm;

@ = 3-2512 = 7536 kg;
Masse m = 753,6 ME.
m 753,6 - 22

2 =

J:2. Ty

- 1507,2.

Beispiel116. Welche Arbeit steht in einer Scheibe von 4 m Durchmesser.
20 em Stirke und » = 7,5, die mit » = 120 Umdrehungen pro Minute umlbiuft?

2
Scheibengewicht. QT” -9 7,5 — 18900 ke.
Scheibenmasse 1890 ME.
m 1890 . ..
J=T v = 20 - 3780
= 73'07% =47
2 . 2
a=2""7 =% 5750 — 5300000 mkg.
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Beispiel 117. Welche Winkelbeschleunigung erféhrt dic imn Beispiel 116 be-
rechnete Scheibe durch einen Motor, der ein Moment von 10 000 ke X ¢m ausiibt
M,=:¢-J=100kg X m;
M, 100 1 \
=7 T oa780 T ars 8Ot
¢) Trigheitsmoment einer Ringscheibe.

Eine Ringscheibe nach Fig. 222 148t sich auffassen als Differenz
zweier Vollscheiben. Thr Trigheitsmoment ist

J—J, 1,
my .17 (berim)r? b-n
PR Ll
my-ry (bemim) , b-a
']2— 727 27 2 = f); 72!
b.x
— 7= -
1 2 2 2 2
Fig. 222. Ringscheibe. 5 [b-a(ri —r3)]- (r7 + 73} .

Der Wert in der eckigen Klammer ist gleich der Masse m des Ringes.
J= > (7' +r3) . Gl. LXXIV

Beispiel 118. Welches Trétgheltsmoment hat eine Scheibe von D; = 4m,
Dy=3m, b=30cm bei y =7,5?

2
v <Dn ”_Pj)b — (1256 — 706)-3 = 550 - 3 — 1650 cdm,

4
G = 1650 -17,5 = 12400 kg,
m = 1240 ME.

T =" =150 @0 4 1,50 = 3880

Beispiel 119. In welcher Zeit kommt eine Scheibe nach Beispiel 118 durch
das Drehmoment von 12000kg X em auf die Umdrehungszahl n = 180?

M, 120
My=c¢-J £= 5= 38Q0—00308
a-n _ x+180 .
=730 30 i
w 6 -
= =2
w=c"1, . 0 0308 = 610 sec.

(In der Scheibe stecken dann

o? 2

e J =" .3880 — 690000 mkg.

Da die Scheibe mit der mlttleren Umdrehungszahl »,, = 90 auf die Tourenzahi
180 kommt, hat sie in 610sec | ¢ = 6 —9 + 90 = 913 Umdrehungen zurtickgelegt.
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In dieser Anzahl Umdrehungen hat das Drehmoment M ; die Arbeit 4 =4-2-7- M,
= 913+ 27120 = 690000 mkg abgegeben.)

d) Trigheitsmoment einer Stange.

Teilt man die Stange (Fig. 223) in eine Anzahl kleiner Stiicke von
der Lénge s, so hat ein beliebiges Stiickchen ein Tragheitsmoment
m,; - 27 . Das Trigheitsmoment ist gleich der Summe aller diescr
einzelnen Trigheitsmomente.

2 2
J =m i + myx} + myak. ..

Denkt man sich die Tragheitsmomente m, x?
my @3 . . . ersetzt durch die Werte

’

mi-1?  mser?,

so mulfl )
7

m, = mz—z‘ P

sein.

J ist dann gleich 7r2(m{ -+ m;+mf...).
Die Massen m{, mj ... kann man aus den ¢
Massen m,, m, ... entstanden denken durch Ver-
ringerung des Querschnittes des Stabes vom End-

2 Ir

. . xl |

querschnitt ¢ am Radius r auf ¢i=¢q-
2 r

T . . ’ Fig. 223. Bestimmung des

9 =q- FRRE Die Querschnitte ¢ nehmen dann  gynamischen . Trigheits-

momentes einer Stange.—
mit den Werten 22 nach dem Aufhiingepunkt der  Zerlegung der Stange in

kurze Stiicke.
Stange hin ab. Es kann die Summe dieser Massen
m{ -+ mj 4+ mj ... also durch eine kegelformige Masse vom Quer-
schnitt ¢ am Radius # und 0 am Radius O ersetzt werden. Diese
Masse ist gleich | derjenigen der vollen Stange vom gleichmiBigen

Querschnitt ¢. J =72 (m]+m§+mj...),
m

J = T 2, Gl. LXXV
Ersetzt man r durch 1. sinx, so ist
1 . 72 ing
Jg=2 l;m z. Gl. LXXVI
Fir o« = 90° folgt
m 2
J = 5 Gl. LXXVII1

Eine Stange, die um ihren Mittelpunkt rotiert (Fig.224), kann

in zwei Stangen von je "—; zerlegt gedacht werden, deren Lingen I = 2
einzusetzen sind.

.12
Aus J =”L31— wird

zo.ﬁ.<i)2.l:__m'l2. :
J = 2 5 3 3 12 Gl. LXXVII1
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In der Technik verwendet man neben dem dynamischen Tragheits-
moment noch den Begriff ,,G'- D2“. Ersetzt man in den Gleichungen
J = Masse mal Radius? die Masse durch das Gewicht &, so wird der

Zahlenwert 9,81mal so grof3. Setat
— ; - man statt Radius? Durchmesser?
I . 80 steigt er um das 22 = 4fache. Der
Wert GD? = ~40.J.

""" T = Zur Erleichterung der Rechnung
i | mit mehreren Betrigen J fithrt man
- den Begriff . reduzierte Masse™ und

Fig. 224. Um ihren Mittelpunkt rotie- r-TragheitSfadiuS“ ein. . r2
rende Stange von der Linge I Man kann z. B. fiir J = ,,,72,,',, -, Tl‘éig-
heitsmoment einer vollen Scheibe, -— einen Ring von der Masse gz

am Radius 7 setzen. Man hat in 9 die auf den Radius r reduzierte

Masse. Man kann ebensogut die 2 im Nenner zum Werte 2 hinzu-

me-r? . .
ziehen. Mit #" = 7; erhialt man m - »’2 = — . ¢’ ist der Trigheits-
9 g

radius, d. i. der Radius, an welchem man sich die Masse m vereinigt
denken kann. s
/ri + £

Der Tragheitsradius einer Ringscheibe ist »' = ]/ Der

/ 2

Tragheitsradius einer Stange r’ = V; .
Rollt ein Korper eine schiefe Ebene herunter, so steckt in ihm
2
cine. lebendige Kraft m—;— (v Geschwindigkeit der gradlinigen Bewegung

2
des Schwerpunktes) und J—;O (v Winkelgeschwindigkeit des Korpers).

&

Da v = - r ist, so hat die Gesamtarbeit den Wert

mew?-r? w? w? .
A_*‘QM +JE——? (m-r2 4+ J).

. . mr?
Fir das Herabrollen einer vollen Scheibe mit J = 5 folgt
w? mr? 3 -
A= (m-rz >=*m-v2.
2 i 2 4
Beispiel 120. Welche Geschwindigkeit erreicht eine volle Scheibe beim Herab-
vollen auf einer schiefen Ebene von der Hohe b = 20m?
Aufgewendete Arbeit G-h = m - g - 20 mkg.

m v? w? 3 R
A=—§—+~2—7-J=4m-v,
m 20~im ?
;g- _4 »
1/2—20.39'4:262,

v = 16,15 m/sec.
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6. Schwingende Bewegungen.
a) Harmonische Sehwingungen.

Die Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn mit der konstanten
Geschwindigkeit v 148t sich auffassen als eine aus zwei Bewegungen in
zwel senkrecht zueinander stehenden Richtungen zusammengesetztc Be-
wegung. Die Umfangsgeschwindigkeit v kann man sich (Fig. 225) zerlegt
denken in die beiden Komponenten v, und »,, welche die stetig wechseln-
den GrofBen v - sinx und » - cos« haben. Es kommt die konstante Um-
laufgeschwindigkeit in kreisférmiger Bahn also auch zustande, wenn man
dem Korper gleichzeitig zwei hin- und herschwingende Bewegungennach
v, =wv-sina und v, = v . cosa aus-
fithren 1aBt. — Da cos & = sin (90 — «) -
ist, ist auch die Geschwindigkeit
vy, = v -coso einer Sinusschwingung | _.._7 75
gleich.

Fibrt man fir die Umfangsge- / /|
schwindigkeit v aus der Gleichung & J Vv
v =w - r den Wert w - 7 ein, so gehen .
die Werte v-sina und v - cos« iiber .
in w.r-sino und w-r-cosx. Setzt
man fiir den Winkel «, d. i. den seit
Beginn der Bewegung zuriickgelegten
Winkelweg das Produkt Winkelge-
schwindigkeit w mal Zeit ¢ ein, so wird A i s

v, =v.sin&=w- 7. sin(w-t) [T

und Fig. 225. Zerlegung der Bewegung in einer
Kreisbahn in zwei Schwingungsbewegungen.
Vy=1v.0080 =® -7+ COS (w-1).

Die Beschleunigung, welche der rotierende XKorper erfahrt, ist
p = w?-r. Dieselbe zerlegt sich fiir die beiden Teilgeschwindigkeiten
in p, = p-cosax und p, = p-sina.

Die Beschleunigungskriifte, welche diese schwingenden Bewegungen
herbeifiihren, betragen P; = p, -m und P, = p, - m . Sie haben den
Hochstwert P=p-m = m - w?-r.

Die Beschleunigungskraft an einem beliebigen Punkte 1 der einen
Schwingungsbahn (4 — B) betrigt (Fig.225) P =m - w?.7r-sinx =
m - w2 x. Sie nimmt also mit dem Abstande = des Kérpers von dem
Mittelpunkte der Bahn stetig zu.

Die Schwingungszeit fiir die einmalige Hin- oder Herbewegung
des Korpers mit einer beschleunigten und verzégerten Bewegung, bei
welcher die Beschleunigungs- bzw. Verzdgerungskraft. stetig zunimmt
mit dem Abstande vom Schwingungsmittelpunkt berechnet sich aus der

Umlaufszeit in der Kreisbahn aus der Gleichung ¢ = v .1 2 ; -7

=wv.t mit v=7r.w,

== —— = Gl. LXXVIIT

Laudien, Mechanik. 11
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b) Das mathematische Pendel.

Unter einem mathematischen Pendel versteht man eine am ge-
wichtslosen Faden hingende punktférmige Masse, die in einer Ebene
hin- und herschwingt (Fig. 226).

Bringt man den Massenpunkt m in die dullerste Lage und gibt ihn
der Einwirkung seines Gewichtes frei, so beschleunigt er sich unter der
Kraft G- sina . Im tiefsten Punkte der Bahn besitzt er die Hochst-
geschwindigkeit vy, die sich aus der durchfallenden Hohe A nach der
Arbeitsbilanz mit vy, = J2 ¢ & bestimmt.

Die Beschleunlgunﬂ in einem beliebigen Punkte C der Bahn hat
den Wert p = g - sing berechnet aus P =m-p und P = m - g-sing

v (Fig. 226). Setzt man fir sing
& aus dem Dreieck M BC den Wert

Jig[LO = g; ein, so geht die beschleu-
nigende Kraft P aus m . g -sing
{iber in m.¢- il Es ist die be-

schleunigende Kraft also pro-
Scosce  portional dem Abstand x vom

- G N Schwingungsmittelpunkte 0.
1 [ Bei einem kleinen Ausschlag
gi\ des Pendels kann man fir die
q Wegstrecken am Umfange des
Fig. 226. Das mathematische Pendel; am gewicht- Krels.es die L_%ingen @ einsetzen.
losen ¥aden aufgehiingte Masse. Damit entsprlcht der Vorgang

des Pendelns dem der harmo-
nischen Schwingung, fiir welche die stetige Zunahme der Beschleunigungs-
kraft mit dem Abstande vom Schwingungsmittelpunkt abgeleitet ist.
Es herrscht am Endpunkt der schwingenden Bewegung die Beschleu-
‘9

nigungskraft P = 5. Setzt man P der Beschleunigungskraft,

welche das Durchlanfen einer Kreisbahn von 2.z Durchmesser er-
zwingt, gleich, so folgt mit

P=m-a)2-x:»m—:3(l}-.x—, w‘lzvigf, w——Vg

Setzt man diesen Wert fiir  in die Gleichung ¢ = E ein, so wird

T=mn Vl- Gl. LXXIX

Die Fadenspannkraft hat in den beiden Endpunkten der Bahn
die GroBen G .cos . Es ist der Faden nur durch die Radial-
komponente des Gewichtes gespannt. Im Schwingungsmittelpunkt

2
erreicht sie die Grofe § = G + - m-et
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¢. Das physische Pendel.

Unter einem physischen Pendel verstebht man ein Pendel, dessen
Masse eine Zusammenfassung in dem Sinne des mathematischen Pen-
dels, d. i. in einem Punkte nicht zulaft, cin Pendel also, das an einem
Faden, der Gewicht besitzt, hingt.

Nach dem d’Alembertschen Gesetz und den Ableitungen vom
Massentragheitsmoment ergibt sich fir das Gleichgewicht eines Pen-
dels nach Fig. 227 die Gleichung G-e-sing =¢- J.

Es stellt sich der die beschleunigende Be- AT
wegung herbeifithrenden Komponenten G am Hebel- NN
arm esin o der Widerstand der Masse ¢-J ent- \ \
gegen. (e Abstand des Schwerpunktes S vom Auf- \
hingepunkt.) L
Das dynamische Gleichgewicht der Masse am ; T
gewichtslosen Faden von der Linge I wiirde |G
die Krfillung der Gleichung G- 1-sinx =¢&.m - I2 i
verlangen. .
Denkt man sich das physische Pendel durch ein e R W ¢
n}athematisches von der Lﬁ_ngel ersetzt, welches . 500 Das physisehe
die gleiche Schwingungszeit d. h. die gleiche Pendel.
‘Winkelbeschleunigung ¢ besitzt so wird sich aus
eem-12=0-1.-sinx- und £€-J =G .esinn
die Gleichung G-l.-sina @G-e¢.sinn
m-lE J
ergeben.
g J

Tm-e’

Gl. LXXX

Die Pendellinge ! eines physischen Pendels ist gleich dem dyna-
mischen Trigheitsmoment derselben dividiert durch die Masse mal
Schwerpunktsabstand. ’

Setzt man diesen Wert von [ in die Gleichung fiir die Schwingungs-
zeit ein, so geht dieselbe iber in

J "" B ',
]" e- G’

T - ' Gl LXXXT

=7
m-e-g

7. Die Lehre vom StoB.

Bei der Ubertragung einer Arbeit von einem Kérper auf den
anderen kann man in den meisten Fillen die Rechnung nach der
Arbeitsbilanz durchfithren. Die bei Beginn des Prozefies vorhandenen
Meterkilogramm'™ miissen auch am Ende desselben vorhanden sein.
Diese Berechnung nach der Arbeitshilanz fithrt jedoch nicht zum Ziele
bei Aufgaben, bei denen der Arbeitsweg einer Kraft durch die Bewegung
zweier Korper gegeneinander festgelegt ist. Man kann bei ihnen nicht
direkt bestimmen, welcher Teil s; des Gesamtweges s und welcher Teil

11*
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P, s, der Gesamtarbeit 4 = P -s an den Korper 1 und welcher an
den Kérper 2 abgeben wird. Zur Bestimmung der Einzelgrofien 4,
und 4, aus der gegebenen Summe A = 4, 4 4, ist die Verfolgung
des Arbeitsvorganges nach den Gleichungen der Bewegungsgrofie er-
forderlich.

Ein Fall der oben geschilderten Arbeitsakgabe liegt vor beim Ab-
feuern eines Geschosses, wenn ein Teil der Explosionsarbeit an das riick-
laufende Geschiitz abgegeben wird. Ahnlich liegen die Verhaltnisse
bei den Aufgaben vom StoB. Die Kraftabgabe, welche bei der Form-
anderung aufeinander stoBender Korper vor sich geht und die Kraft-
abgabe, die beim Zuriickgehen des Forménderungsprozesses auftritt,
ist eine Arbeitsabgabe einer Kraft a 1f zwei Wegteiler. Der eine Wegteil
bestimmt die Arbeit, die der eine Korper erhilt bzw. abgibt, der andere
Wegteil bestimmt die Arbeit, welche auf den anderen Korper entfillt.
Diese Vorgéinge miissen nach den Gleichungen voun der Bewegungserife
gelost werden.

a) Die Geschwindigkeitsinderungen beim vollkommen unelastischen,
geraden, zenfrischen Sto8.

Es wirkt auf einen Kérper von der Masse m wiahrend einer Zeit-
dauer £ die Kraft P beschleunigend oder verzogernd. P = m - p. Setzt

man fiir den Wert p den Wert 1; ein (v = p- 1), so geht diese Gleichung
tber in P = ﬂtjf P-t=m.v. Man bezeichnet die Werte P.¢
und m - v als Bewegungsgrole.

Besitzt ein Korper die Masse m und die Anfangsgeschwindigkeit v,
so wird sich bei einer Einwirkung der Kraft P wihrend der Zeit ¢
die Geschwindigkeit erhéhen von v, auf v. Aus der Arbeitsbilanz folgt

2 __ 2
P.s=m- <?{— 3 —?)9). Setzt man fiir ¢ den bei gleichférmig be-
schleunigter Bewegung geltenden Wert s = %——}l} - t (Gleichung VI)

ein, so geht die vorstehende Gleichung tiber in

Vg + v m N m
P 02 '-t:Q(’U2—2’6)=é'(”‘f"”o)(v“vo),
P-t=m-v—v)=m-0—m- 0. Gl. LXXXII

Da man fiir einen unendlich kleinen Zeitteil eine konstante Kraft P
annehmen darf, ist die Benutzung der Gleichungen VI und XX
zuldssig.

Andert sich die GroBe der Kraft wahrend des Arbeitsvorganges,
so ergibt sich fir den ersten Zeitteil ¢ der Kraftabgabe mit der
Kraft P, und der zu Anfang vorhandenen Geschwindigkeit v, die
Gleichung

P ty=m-v, —m-v,.
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Wirkt withrend des darauffolgenden Zeitteilchens ¢, die Kraft P,, so geht
die Geschwindigkeit v, zu Anfang dieser Bewegung iiber in v, nach der

Gleichung Pyoty—=m-v,—m-v, .
Bei einer weiteren Binwirkung von P; wahrend der Zeit ¢, folgt
Pyotg=m-vg—m-v,.
FafBt man die ganzen Werte P, -t ... Py«ty. .. Py-ty. .. zu-
sammen als Summe aller P.¢ (2 P-1), die vom Anfangszustande mit
der Geschwindigkeit v, zum Endzustande mit der Geschwindigkeit v,

fihrt, so folgt aus

Poty+Pyody+ Pyoty. .. =(m vy —m-vy) + (m-v, —m-v,)
F(mvy —m-vy) ... +(m-v, — m-v,q).
Es heben sich in der Summe rechts alle Glieder bis auf das erste — mv, —
und das letzte — m - v, — heraus.

2.P-t=8umme aller P-t-=m-v, —m-v, GL XXXIII
=m - (v, — vo).
vy Anfangsgeschwindigkeit, v, Endgeschwindigkeit.
Die Wirkung der verschiedenen Werte P in den Zeitteilchen ¢, ,
to, ;... wird also charakterisiert durch die Geschwindigkeitsinde-
rung v, — v,, welche der Korper erfihrt.

Treffen zwei Kérper K, und K, von den Masseninhalten m; und m,
aufeinander, so platten sie sich an den Aufschlagstellen ab. Dabei
verzogert sich der Korper der hoheren Anfangs-
geschwindigkeit v;, wahrend der andere seine
Anfangsgeschwindigkeit v, erhoht. Dieser Ver-
zbégerungs- bzw. Beschleunigungsvorgang erfahrt
sein Ende in dem Augenblick, in welchem die
Abplattung ihren Hochstwert erreicht hat.
Dann haben die beiden Korper die gleiche Ge-
schwindigkeit ¢. (Fig. 228).

Nach der Gleichung von der Bewegungsgrofie
gilt fur den Korper K, dessen Geschwindigkeit
von der Grofle », auf die Grofle ¢ herabgegangen  p. o0 Grager sentraler

ist: SPet=my v, —m,-c. Stos.
Fiir den von der Geschwindigkeit v, auf die Geschwindigkeit c
beschleunigten Korper K, von der Masse m, gilt
2Pt =myc — myv,.
Durch Gleichsetzung der beiden Werte X'« P - ¢ — die auf den einen
Korper wirkende Kraft ist in jedem Augenblick gleich der auf den ande-

ren Korper wirkenden — erhilt man
My + Uy — My + €= MyC — My Vg,
my vy + mev
¢ =20 T Mavs Gl. LXXXIITa

my + Mg
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Bei unelastischen Korpern endet der StoBvorgang mit dieser Ge-
schwindigkeit c¢. Die Endgeschwindigkeit bei einem unelastischen
Stofle ist gleich der Summe der Bewegungsgrofien zu Beginn des Auif-
einandertreffens dividiert durch die Summe der Massen.

Bei der Ableitung sind », und v, als gleichgerichtet eingesetzt. Bei
einer Bewegung der Korper gegeneinander sind die beiden Geschwindig-
keiten durch das Vorzeichen als 4+ und — zu unterscheiden. Es folgt,
wenn man die Richtung von »; als negativ und die von v, als positiv
ansetzt :

My + Vg — My * ¥y
my + my,
Ergibt das Resultat fiir ¢ einen negativen Wert, so bedeutet das, da8 ¢
die Richtung von v, besitzt. Ein mit positivem Vorzeichen errechnetes ¢
hat die Richtung von v,.

(Treffen zwei gleich grofe Korper mit gleichen Geschwindigkeiten

gegeneinander, so ist die Endgeschwindigkeit gleich Null:
Mg Vy ~— My - Uy

=m0

b) Die Gesehwindigkeitsinderungen beim vollkommen elastischen,
geraden, zentrischen, StoB.

Beim elastischen Stofl folgt auf die oben erklirte erste Periode der
Deformation der beiden Kérper eine zweite. Es gehen die Deforma-
tionen wieder zurtick. Dabei geht die Geschwindigkeit des schon vorher
verzogerten Korpers K; um einen weiteren Betrag herunter. Gleichzeitig
beschleunigt sich der andere Korper um einen weiteren Betrag. Von
der, beiden Korpern gleichen, Geschwindigkeit ¢ ausgehend, kommt der
Korper K, auf die weiter verringerte Geschwindigkeit »f und der Korper
K, auf die weiter erh6hte Geschwindigkeit v;. Es wiederholt sich
wahrend dieser zweiten Periode der wahrend der ersten sich abspielende
Kraftzeitverlauf, den die Summe aller Werte P - ¢ festlegt. In umgekehr-
ter Reihenfolge spielt sich der Deformationsvorgang erneut ab. Es
geben die elastisch zusammengepreBten Materialteilchen nunmehr die in
sie hineingesteckte Arbeit zuriick. Der Wert der Summe aller Betrige
P .t bleibt derselbe, wennschon dieser zweite Vorgang mit der gréiten
Druckkraft beginut und mit der kleinsten endet, wihrend sich in der
ersten Periode die Abstufung vom kleinsten Werte P zum gré8ten Werte
vollzog. Aus der Gleichheit der Summe P . ¢ folgt, daff die Endgeschwin-
digkeiten der zweiten Periode »r und wpr um genau den gleichen Betrag
von den Anfangsgeschwindigkeiten ¢ der zweiten Periode abweichen,
wie die Endgeschwindigkeit ¢ der ersten Periode von den Anfangs-
geschwindigkeiten v; und v, der ersten Periode. Es wird also die Diffe-
renz:

v —C=1¢— 7, vp = 2¢ — v,

Vif — € =€ — Uy, 1)1:[:20-—7)2.

2
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Mit oo Mt + my - v,
my - m,
er‘i 2. (my vy + My V) ” 2myv, + 2myv, — myv, - myo,
o= e Sy =T g
my - My ! my -+ my ’
my — mg) Uy + 2mg ve . .
vy = ( ) . Gl. LXXXI\
my + mg
v 2 (my v, + myv,) v 2mv; + 2muvy — Myv, — My,
n=- - =
m, -+ my my - my 7
Mo — Hy) Vg + 2mq v1

my + mg

Beispiel 121. Zwei Korper von den Gewichten G = 40kg und
Gy = 50 kg treffen mit den gegeneinander gerichteten Geschwindigkeiten
v; = 3m/fsec und v, = 6 m/sec aufeinander. Welche Endgeschwindigkeiten er-
halten die Korper bei vollkommen elastischem Stof?

my = = 4 My = = 5.
g Py

Die Richtung der Geschwindigkeit v, des Korpers vom CGewicht G, als
positiv, diejenige der Geschwindigkeit v, als negativ bezeichnet.

_ 3(4—5)+2-(—6)-5 —863

VL 415 =9 = —T7 m/sec.
v; hat die gleiche Richtung wie v,.
_ —6(5—4)+2-3-4 18
vyp= - 415 -+ g = -2 m/sec.
v hat die gleiche Richtung wie v .
Fiir m, = m, = m folgt:
2.m-. v, »
vy = - - — ,
T S m 2
2m - v,
Vg = o =,
II 2. m 1

Die aufeinandertreffenden Massen m; und m, tauschen ihre Ge-
schwindigkeiten aus. m,; hat nach dem Stofle die Geschwindigkeit v,,
my die Geschwindigkeit v, .

¢) Die Geschwindigkeitsiinderungen beim unvollkommen elastischen,
geraden, zentrischen Sto8.

Da die Kérper nicht vollkommen elastisch sind, kann in Wirklich-
keit nicht damit gerechnet werden, daf die Riickbildung in der zweiten
StoBperiode der Deformation in der ersten gleichwertig ist. Man muf}
vielmehr damit rechnen, daB ein Teil der hineingesteckten Deformations-
arbeit als Deformationsarbeit in den Kérpern verbleibt und nur ein Teil
als mechanische Arbeit zurtickgewonnen wird. Es wird, wenn man diesen
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Teil mit % bezeichnet, nicht 2 P-¢, sondern nur k-2 P ¢ zuriickge-
wonnen, wobei ,,k ein Zahlenwert kleiner als 1 ist.
Unter Einsetzen von

mv, — myc fir 2Pt und myc —mye —myv, fir 2Pt

folgt aus
EXP-t=my-c—m-vf und k-2P.{=my-Cc— my vy
k- (myv; —mc) =mc— myey, k(v —¢) = ¢ —y,
vp=c¢ — kv, —¢)=(k +1ec—k-v,
k- (mgc — myvy) = myvrr — My, ke(c' — ) = vm—e,

vp=¢-t+kic—w)=((F&-F1)c—k-v,.

My 0y MV

Durch Einsetzen von ¢ = - - ergibt sich:
my - my
o FED Mo Emo)
my -+ My
_kemgv +mo ko my vy A myvy — k-my vy — k- myvy
my —+ my
_ M1t mety t - (Vg —O) K Gl. LXXXVI
my + Mg
vy = ALt Ma s 1 (0g — Vo) ke Q1. LXXXVIIT
my + Mg

(Fir & = 0, d. i. fir den unelastischen Stof wird
my vy + My ¥y
Vv =V = — ==
1 11 my + my
Fir £ =1, d. i. den vollkommen elastischen StoB wird
o = (my — mg) vy + 2my v, und o = (my — my) v, 4 2my vy )
my + My my -+ my

d) Die Arbeitsumwandlung beim Stofl.

Stellt man die Arbeitshilanz fiir den Augenblick des Zusammen-
treffens und fiir den Augenblick des Wiederauseinandergehens auf, so
kann man aus dem Vergleiche der fiir diese beiden Augenblicke ermittel-
ten Arbeitswerte den Betrag errechnen, der als Deformationsarbeit 4,
in den Kérpern geblieben ist.

2
Im Korper K, steckt eine lebendige Kraft von 4, = e

vor und
2
4= %ﬂ nach dem Sto. Im Kérper K, sind enthalten vor dem Stol

2 2
Ay == 1%33 mkg und nach dem Stoff Ay = m—z;—’l—r mkg.
Ay = (4,— A4;1) + (4, — Ay) ist die in Deformationsarbeit umgesetzte

Arbeit.
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Fiir den vollkommen unelastischen Stofl ergibt sich unter Bentitzung
der Gleichung LXXXIIT:

myv: | My V3 my +my My vy - my v, \2
A= e U )
my - My
A, — (my v+ myv3) (my + mg) — (my v + My y)?
! 2 (mq + my) ’
A, Mm% My my 0] — 2y My, v,
! 2 (my + my) ’
mymy (v — 20, 0y — v3) My Mg (V1 — ve)?
A, =212 T . GlL LXXXVIIT
d 2(m1 -+ mz) 2 (m1 -+ ')’)’Lg) L v
Treffen gleich grofle Korper mit gleich groflen, aber entgegengesetz-
ten Geschwindigkeiten (v; = —v,) aufeinander, so daB sie nach dem

Zusammensto zum Stillstand kommen, so wird ihre Gesamtarbeit
2 2
7»”’2&1 -+ Zn—;—z in Deformationsarbeit umgesetzt.

2

—_ 2 2
a, ==l

2

Fiir den vollkommen elastischen Sto muB die Deformationsarbeit
gleich Null werden. Aus den obigen Gleichungen folgt:

A =™ ',”3.:”11,.<(1”,1_mz)”1+2m2”2)2 4, ™ot
2 2 m; + m, ’ ! 2

A M My (&m — ) 92,,,Jc?@1,f??;)2 4 M
o 2 2 my + m, ’ R

.

(4, — )+ 4y — Agy = o — (T D 2 2]

2 my —+ my
my | o ((my — my) vy 4 2my 3’1,)2}
Ty {”2 < my + My

-1 2 )
= (;n‘l +M2> . [ﬂ% [omy 4 my)? - v — (my — my)? i

m.
— 4 - my (my — My) vy vy — dMIV5] + 53 [ (my + my)2 03

— (my — my) V3 — 4-m1(m2—m1)vlv2~4~m%v?}.

1 L T 2 2 3 2 2
) e (Vi (m] - 2mimy - mymy — my + 2mimg — mymy
my + My 2

— dmymi) + vy - vy (dmimy — dmym3 + dmymi — dmim,)

2
o - g+ 2y -+ — md - 2} — mitmy) |
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Da die Klammerausdriicke gleich Null sind, folgt, wie schon ohen
erklirt

Agq = Null.
Fir den unvollkommen clastischen Stofi folgt:
4= O (e, e may —nE med
! 2 2 my - m, ’ ! 2
4 My Vi my (mlv] + Moy 4 My (V) - V) k)z 4 My V3
- 2 2 my -+ my ’ o2

1 ingmg

Aj=— ———
; 2y + me

(1 — )2 (1 — k). Gl LXXXIX

Bei der Anwendung des StoBes zu Forminderungsarbeiten (Schmie-
den), muB man bestrebt sein, den Wett 4,; moglichst grol zu erhalten.
Bei Dampfhammern ist die Geschwindigkeit » in gewissen Grenzen vari-
abel, die GroBe des Schlagkérpers ist durch das Gewicht des Birs usw.
festgelegt. Um die Deformationsarbeit auf einen méglichst hohen Wert
zu bringen, wird man bestrebt sein, die ruhende Masse des geschlagenen
Korpers moglichst groll zu halten. Es steigt der Wert von 4, mit steigen-
dem m, .

Durch Kiirzung mit m, geht die Gleichung LXXXIX iiber in

l, my

my
+1

My

A4, = (03 — ve)2(1 — k%) .

my, kommt nur im Nenner vor. Eine VergrofBerung vou m, verkleinert
den Nenner und erhéht damit den Wert von 4;.

Aus dieser Gleichung leitet sich das Bestreben, die Chabotte eines
Dampfhammers moglichst gro8 zu machen ab. Die Chabottenmasse
bildet mit der Masse des zu bearbeitenden Stiickes zusammen den
Wert m, .

Beispiel 121. Ein Dampfhammer vom Birgewicht G = 4000 kg kann mit
den Schlaggeschwindigkeiten zwischen 2,5 m/sec und 4,5 m/sec arbeiten. Das
Gesamtgewicht des Arbeitsstiicks samt Chabotte usw. betrigt 50 000 kg. Welche
Formanderungsarbeit verrichtet der Bér bei einem k& = 5/9? Welchen Wirkungs-
grad hat der Hammer?

1 mym.
Ay= - — =22 (p, — )2 (1 — 1Y),
=y e R (= B
G, Gy ) 5
m = ra = 400 m, = > = 5000 vy = 2,5 m/fsec (4,0m/fsec) v, =0 k= g
Aa — 1 400-5000 5. ( . 725) 2000000 - 6,25 - 0,692
“ 7 2740045000 7 81/~ 2. 5400
= 800 mkg (2600 mkg).
4, ) 800 o o
T om0 gy SO

2 2 2
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Bei einer Anwendung des Stofes zum Eintreiben cines Korpers
(Einschlagen eines Nagels) ist die vom schlagenden Koérper dem ruhenden
Korper zugefithrte Arbeit die Nutz-
arbeit. Es wird der Nagel um so
tiefer in die Wand eindringen, bzw. :
um so mehr Arbeit fiir das Eindringen
zurVerfiigung haben, einen je gréBeren

MoV )
Wert von —g ihm durch die auf-
treffende Masse m, gegeben wird.
Nimmt man einen vollig un-

elastischen Stofl mit v,=0 an (vg=c), ”
my vy . TFig. 229. Schiefer Sto8.
bei ge-

so erreicht ¢ =
m; + my

gebenem Werte my, und wv;, dann den Hochstwert, wenn m, einen
Hochstwert hat.

d) Der schiefe zentrische Stof.

Treffen zwei Massen so aufeinander, daf ihre Geschwindigkeiten
im Augenblicke des Aufeinandertreffens nicht in die Richtung senkrecht
zur Aufschlagfliche fallen, so nennt man den StoB einen schiefen Stof
(Fig. 229).

Man behandelt denselben wie einen geraden Stof, indem man an Stelle
der Geschwindigkeiten v; und v, die Komponenten v, sin«, und v, sin o,
einsetzt. Aus ithnen gewinnt man die Endgeschwindigkeiten v, und v,
nach den Gleichungen LXXXIV bis LXXXVII. Durch Zusammen-
setzung von v; und v; mit v, cos«, und v, cos &, gewinnt man die end-
giiltigen Endgeschwindigkeiten «; und ;.
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