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Einleitung.

Bekanntlich ist die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie im
Raume nicht immer in dem strengen Sinne losbar, der von der Losung
die Stetigkeit bis in den Rand hinein fordert'). Mildert man diese Be-
dingung jedoch, so 1aBt sich jedem beliebigen Gebiet und jeder stetigen
Randwertvorgabe eine Losung im erweiterten Sinne zuordnen?®). Sie ist
eindeutig bestimmt durch die Forderung, Grenzfunktion von Folgen gewisser
benachbarter Losungen zu sein. In mehreren Arbeiten wurde die wichtige
Frage behandelt, inwieweit die Losung im erweiterten Sinne die vorgegebenen
Randwerte annimmt?3).

Im folgenden werden die entsprechenden Verhdltnisse bei der allge-
meinen selbstadjungierten elliptischen Differentialgleichung

(1) d,u+a(z, x,, x)u+b(x,x,, 2,)=0
untersucht; hierbei bezeichnet .I,u einen elliptischen Differentialausdruck
der Form 4
e du
) L-—1T%' (az, % px,‘) (“i, =, i)

1) H. Lebesgue, C. R. séances Soc. math. France 41 (1912), S. 17.

?) N. Wiener, a) Certain Notions in Potential Theory, Journ. math. phys. Mass.
Institut 3 (1924), 8. 24—51; b) The Dirichlet Problem, ebenda, S. 127—146.

%) Aus ihrer groBen Zahl seien folgende hervorgchoben: N. Wiener, vorige An-
merkung. O.D. Kellog, a) On the Classical Dirichlet Problem for General Domains, Proc.
Nat. Acad. 12 (1926), S. 397—406; b) Foundations of Potential Theory, Berlin 1929,
S. 315—338. Daselbst auch Angaben iiber weitere Literatur. Ferner F. Vasilesco, Sur
les singularités des fonctions harmoniques, Journ. math. pures et appl. 9 (9) (1930),
S. 81—111.
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Das Hauptergebnis ist folgendes: Die erste Randwertaufgabe fiir beliebige
beschrinkte Gebiete und stetige Randwerte besitzt stets eine Losung im
erweiterten Sinne). Dabei zerfallen die Randpunkte unabhingig von der
speziellen Wahl der Differentialgleichung (1) und der Randwertvorgabe in
drei Klassen: die eine Klasse A wird von den reguldren Punkien gebildet,
d. h. von solchen Randpunkten, in denen bei beliebiger Annaherung von
innen her die Losung stets gegen den vorgegebenen Randwert konvergiert.
Die zweite Klasse B besteht aus denjenigen nichtreguliren Punkten, in
denen bei Anndherung auf einer passenden Teilfolge von innen her die
Losung gegen den vorgegebenen Randwert konvergiert. Dagegen haben die
auf den Punkten der dritten Klassen C vorgegebenen Randwerte keinerlei
Einflu auf die Losung, die in diesen Punkten stetig definiert werden kann
und dann sogar reguldr, d. h. zweimal stetig differenzierbar in ihnen ist.
Die Zugehorigkeit eines Randpunktes p zu einer der drei Klassen wird
durch das Konvergenzverhalten gewisser von N. Wiener eingefiihrter Reihen
bestimmt, die den einzelnen Randpunkten zugeordnet werden; p gehort zu
A, B oder C, je nachdem die zugehorige Rethe divergiert, konvergiert ohne
abzubrechen oder aber abbricht.

Der Gang der Untersuchung ist in kurzem folgender: Zunachst wird die
Losung im erweiterten Sinne konstruiert, wonach in den Paragraphen 2 und 3
einige Hilfsmittel fiir die Untersuchung des Randes bereitgestellt werden.
Die Klasse C 1aBt sich dann sehr einfach erledigen (§ 4). Hierbei ergibt sich
ingbesondere eine Charakterisierung derjenigen Mengen, welche nur hebbare
Singularitdten tragen konnen. Im nichsten Paragraphen wird der iibrige Rand
behandelt. Wahrend wir uns in den Paragraphen 1 bis 5 auf Differential-
gleichungen der Form 4, = 0 beschrinken, erfolgt die Ubertragung der
Ergebnisse auf die allgemeine Differentialgleichung im letzten Paragraphen.
Dies gelingt ohne Schwierigkeit unter Benutzung einer Integralgleichung.
An vielen Stellen lassen sich die Uberlegungen aus der Potentialtheorie
fast wortlich iibertragen; dort werden wir uns dementsprechend kurz fassen.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit habe ich Herrn R. Courant zu danken.

§ L.
Existenz und Eindeutigkeit der Losung im erweiterten Sinne voun
Ayw = 0 fiir beliebige Gebiete.

1. Vorbemerkungen.
Von den Koeffizienten des Differentialausdruckes 4,u setzen wir zwei-

malige stetige Differenzierbarkeit voraus, wobei die zweiten Ableitungen

%) Falls ¢ und b nicht auftreten, lassen wir auch unbeschrinkte Gebiete zu,
deren Rand im Endlichen liegt.
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einer Holder-Bedingung geniigen sollen. Unter Wahrung dieser Forderungen
denken wir uns die Koeffizienten-Matrix ein fiir allemal in den ganzen
Raum derartig fortgesetzt, daf sie auBlerhalb einer hinreichend grofen
Kugel in die Einheitsmatrix iibergeht. Die zweimal stetig differenzierbaren
Losungen einer Differentialgleichung 4,u = 0 mdégen kurz ,reguldre Poten-
tialfunktionen“ heilen, wihrend wir die entsprechenden Ldsungen der
Laplaceschen Differentialgleichung 4% = 0 als ,reguléire spezielle Potential-
funktionen“ bezeichnen. Unter einem Gebiet verstehen wir stets eine beliebige
zusammenhingende und dreidimensional offene Punktmenge, deren simtliche
Randpunkte eine beschrankte Menge bilden. Ist das Gebiet nicht beschrankt,
so nehmen wir den unendlich fernen Punkt P_ zum Rand hinzu. Die
Randwerte diirfen von irgendeiner auf der abgeschlossenen Randpunktmenge
stetigen Funktion f(p)®) gebildet werden. Fiir ,glatte Gebiete“, das heilt
solche, deren Rand (notigenfalls von P_ abgesehen) aus endlich vielen
stetig gekriimmten Flédchen besteht, ist die erste Randwertaufgabe im
strengen Sinne losbar; z. B. laBt sich die von W. Sternberg®) fiir einfach
zusammenhingende glatte Gebiete entwickelte Methode auf beliebige glatte
(Gebiete genau so wie in der speziellen Potentialtheorie iibertragen. Ehe
wir zu beliebigen Gebieten iibergehen, seien einige Bemerkungen iiber
potentialkonvexe Funktionen vorausgeschickt, wobei wir unter einer solchen
eine stetige Funktion ¢ (P) verstehen, die mit einer jeden reguliren
Potentialfunktion % (P) im Innern eines glatten Gebietes die Ungleichung
@ = u erfiillt, sofern sie auf dem Rande erfiillt ist. Beispielsweise ist
@ (P) potentialkonvex, falls es dreimal stetig differenzierbar ist und der
Differentialausdruck 4,¢ nicht positiv ausfallt. Diese Bemerkung fiihrt
sofort zu der Moglichkeit 7), in jedem beschrinkten abgeschlossenen Bereich B
ein beliebiges Polynom F(P) als Differenz zweier potentialkonvexer Funk-
tionen @ und vy darzustellen. Man braucht dazu nur das Maximum des
Betrages von 4, F(P) in diesem Bereich mit 47 M zu bezeichnen, und
hat in F(P) =@ (P) —y (P) die gewiinschte Darstellung, falls

» (P)= F(P) + M[[] K(P, Q)dre,
y(P)=¢(P)— F(P)

gesetzt wird; hierbei ist K (P, Q) die von W. Sternberg betrachtete im
Unendlichen verschwindende symmetrische Grundlésung®).

%) Wir werden Randpunkte vielfach mit kleinen Buchstaben bezeichnen, wahrend
groBe Buchstaben beliebige, meist innere Punkte bedeuten.

%) W. Sternberg, Uber die linearen elliptischen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in drei unabhingigen Veréinderlichen, Math. Zeitschr. 21 (1924), S. 286—311.

") Hierauf machte mich Herr W. Feller aufmerksam.
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2. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir beschrinkte Gebiete.

Als Losung im erweiterten Sinne der zum beliebigen Gebiet & und
der stetigen Randfunktion f(p) gehoérigen Randwertaufgabe suchen wir
eine solche Funktion, die gleich der klassischen Losung ist, falls diese
existiert und sich sonst als Limes von gewissen klassischen Losungen u,(P)
darstellen 148t, wobei wir die u,(P) folgendermaBen definieren: wir appro-
ximieren & durch eine Folge von glatten Gebieten (., die mit ihrem
Rand I'; im Innern von & liegen. Solche Folgen mdgen ,zulissige Appro-
ximationsfolgen“ heilen. Sodann setzen wir die Funktion f(p) zu einer
im ganzen Raum stetigen Funktion F(P) fort und l6sen die durch die
auf I'; von F(P) gebildeten Randwerte gegebene Randwertaufgabe fiir die
glatten Gebiete (,. Die u,(P) sind die auf diese Weise erhaltenen in &,
reguliren Potentialfunktionen, die wir in & — &, durch die Gleichung
u,(P) == F(P) fortgesetzt denken. Dann gilt der folgende

Existenzsatz. Bilden die ®&, eine zuldssige Approximationsfolge
fiir das Gebiet & und ist F(P) eine stetige Fortsetzung der gegebenen
Randwerte f(p), so konvergieren die zugehorigen Funktionen w,(P) gegen
eine tn & reguldre Potentialfunktion w(P), die eine Lésung der zu ©
und f(p) gehorigen Randwertaufgabe heifst. Ferner konvergieren die Ab-
lestungen erster Ordnung von wu;(P) gegen die entsprechenden Ablestungen
von u(P). Die Konvergenz der Funktionen und der ersten Ablestungen
ist gleichmdfig in jedem abgeschlossenen Teilbereich B von ©.

Wir fiithren den Beweis zunéichst fiir den Spezialfall, daB F(P)
potentialkonvex ist, und machen fiir einen Augenblick iiber die Folge ®,
die zusétzliche Voraussetzung, daB sie monoton sei, d.h. daB &,--I'; in
®, ., enthalten ist. Wie man ohne weiteres sieht, bilden dann die Funk-
tionen wu,(P) eine abnehmende Folge, und die Behauptung folgt sofort aus
dem zweiten Harnackschen Satz®). Es liegt auf der Hand, wie man sich
von der Monotonititsvoraussetzung iiber die Folge &, befreien kann, so
daB die Behauptung allgemein fiir potentialkonvexes F(P) bewiesen ist.
Da aber jedes Polynom als Differenz zweier potentialkonvexer Funktionen
dargestellt werden kann, ist zugleich der Fall mit erledigt, dal F(P) ein
Polynom ist. Wenn nunmehr F(P) eine beliebige stetige Funktion ist, so
approximiere man sie gleichméfig in & - I" durch eine Folge von Poly-
nomen F, (P). Die zu F,(P) und ®, gehorigen Losungen seien u(P);
sie konvergieren bei wachsendem ¢ gegen die zu F, und & gehdrigen
Losungen im erweiterten Sinne »™ (P); diese wieder konvergieren nach dem

%) Vgl. W. Feller, Uber die Losungen der linearen partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung vom elliptischen Typ, Math. Annalen 102 (1980), 8. 633—649.



Elliptische Differentialgleichungen. 539

ersten Harnackschen Satz gleichmifig gegen eine in & regulire Potential-
funktion % (P). Mit Riicksicht darauf, daB die Polynome F,(P) die
Funktion F(P) gleichméBig in & approximieren, ergibt sich miihelos, dal3
auch die in der Behauptung auftretende Folge w,(P) gegen u(P) konver-
giert mitsamt den Ableitungen erster Ordnung, und zwar gleichméBig im
Sinne der Behauptung, womit der Existenzsatz bewiesen ist.

Der Relation u;(P) — u(P) entnimmt man sofort die wichtige Un-
gleichung

(1) Minf(p) < w(P) < Max £(p),

pcl

wobei das Gleichheitszeichen wegen der Nichtexistenz eines Extremums im
Innern des Regularitatsbereiches ausgeschlossen ist, falls £ (p) nicht konstant ist.

Eindeutigkeitssatz. Die Losung u(P) hdngt nur vom Gebiet &
und von den Randwerten f(p) ab, nicht von der speziellen Wahl der QGe-
bietsfolge &, und der Fortsetzungsfunktion F(P).

Beweis. Um die Unabhingigkeit der Loésung von der Wahl der
approximierenden Gebietsfolge zu zeigen, betrachten wir zwei verschiedene
zuldssige Folgen ®; und &,. Die Funktion F(P) sei beidemal die gleiche;

%= limwu, o =llim u/ seien die beiden zugehdrigen Losungen. Wir bilden
1> - 0

eine dritte Folge ®; — ®, die unendlich viele &, und unendlich viele &/
enthilt; dieses ist stets moglich. Weil »” :kli% i existiert, ist %" = u,
u”’ =u', also u=1u'.

Jetat seien F(P) und F'(P) zwei stetige Fortsetzungen der gleichen
Randfunktion f(p). Wieder werde » = lim u;, u’ :il_i)nol° u/ gesetzt, wobei

beidemal die gleiche Gebietsfolge (3, benutzt werde. Bezeichnen wir die
Differenz w;(P) — u{(P) mit w;(P), so haben wir wegen |F— F'| <
auf I fiir ¢>4, und w;, = F— F auf I, in &, I, die Ungleichung
|w;(P)| <. Daraus folgt w,(P)— 0 fiir alle P in ®; es ist also
%(P)=wu'(P). Da man den allgemeinen Fall, da8 gleichzeitig die Gebiets-
folge &, und die Funktion F(P) geindert wird, auf die beiden behandelten
Spezialfille zuriickfithren kann, so ist der Eindeutigkeitssatz bewiesen.
Aus ihm folgt insbesondere, daf die Losung w(P) im erweiterten Sinne
mit der klassischen Losung U(P) iibereinstimmt, falls diese existiert; man
braucht ja nur F(P) = U(P) zu setzen und hat U(P) = u,(P) = u(P).

3. Unbeschrdinkte Gebiete.

Ist & ein beliebiges unbeschriinktes Gebiet, I" der im Endlichen ge-
legene Teil des Randes, f(p) eine stetige auf I" definierte Randwertfunktion
und ¢ der Wert in P, so gelangen wir ahnlich wie im Fall beschrinkter

Gebiete auf folgende Weise zur Lésung im erweiterten Sinne: wir approxi-
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mieren & von innen durch eine Folge unbeschrinkter glatter Gebiete ;.
Sodann setzen wir f(p) in eine Umgebung von I stetig fort zu einer
Funktion F(P). Mit den von F(P) auf I', gebildeten Werten und dem
Werte ¢ im Unendlichen lésen wir durch die Funktionen u,(P) die Rand-
wertaufgabe fiir &,. Dann gilt wieder der

Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Die Folge u,(P) konvergiert
gegen etne tn & reguldre Potentialfunktion w(P). Diese Grenzfunktion
hdngt nur vom Gebiet &, den Randwerten f(p) und ¢ ab und heifit die
Lésung im erweiterten Sinne der zugehorigen Randwertaufgabe. Die Kon-
vergenz der Funktionen und threr ersten Ableitungen ist gleichmdfig in
jedem abgeschlossenen beschrdnkten Teilbereich.

Der Beweis ergibt sich fast wortlich wie bei beschriankten Gebieten,
wenn man beachtet, dal es auch dort geniigt hitte, F(P) nur in einer
Umgebung von I" zu definieren, und daB die Majorisierung durch die Rand-
werte fiir die Funktionen #,(P) gilt. Diese letztere Eigenschaft erlaubt,
wiederum im wesentlichen alles auf monotone Folgen hinauszuspielen.

Entsprechend (1) gilt hier
(2) m< u(P) < M,
wo m und M das Minimum und Maximum der Randwerte f(p) und ¢ ist.
Ferner iiberzeugt man sich miihelos davon, dal «(P) in P_ stets den
vorgeschriebenen Wert ¢ stetig annimmt.

§ 2.

Die Greensche Funktion im erweiterten Sinne.

1. Definition und einfache Eigenschaften.

Ist K(P, @) die zu 4,4 =0 und dem Pol @ gehdrige symmetrische
Grundlssung ®), und 4 (P, @) die zum Gebiet & und den von K(p, @) auf
seinem Rand gebildeten Werten gehdrige Lésung im erweiterten Sinne, so
nennen wir die Funktion

(1) G(P,Q)=K(P,Q)—h(P, Q)
die zum Gebiet & gehorige Greensche Funktion itm erweiterten Sinne.

Ohne Schwierigkeit bestitigt man die folgenden Hilfssdtze, in denen wir
stets P <= @ voraussetzen.

a) In jedem beschrinkten Gebiet gilt
(2) K(P,Q) < Cps)
wo C unabhingig von P und @ ist.

%) Vgl. Anm. °).
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b) G(P, Q)< K(P, Q)

¢) Wenn P und @ im Innern von & liegen, so gilt
(3) G(P, Q) >0.

d) Ist &, ein Teilgebiet von ®, so ist G, (P, Q) L G(P, Q) fir P
und @ in &,.

e) Sind &, irgendwelche Gebiete, die ® von innen approximieren, so
gilt fiir die zugehorigen Greenschen Funktionen im erweiterten Sinne die
Relation
(4) G,(P, Q) — G(P, Q).

Die Konvergenz ist in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleichmiBig.
(Stetige Abhéngigkeit vom Gebiet.)

f) Sind @ und Q' zwei feste Punkte in &, wihrend p ein Randpunkt
ist, so gilt G(P,Q')— 0 fir P—p falls G(P,Q)—0; gilt nur fiir
eine passende Folge P, — p die Relation G (P, @) — 0, so gilt fiir die
gleiche Folge
(5) G(P. Q) —0.

Uberdies gelten diese Konvergenzeigenschaften gleichmiBig fiir alle @’ eines
jeden abgeschlossenen Teilbereiches von &.

(Beweis wie in der speziellen Potentialtheorie bei O. D. Kellog?).)

2. Zusammenhang zwischen Greenscher Funktion und Liésung der ersten
Randwertaufgabe.

® sei ein beschrénktes Gebiet, f(p) .selen die vorgegebenen Rand-
werte und % (P) die zugehérige Losung. Dann gilt der folgende

Satz 1. Falls die stetige Fortsetzung der Randwerte f(p) als dres-
mal stetig differenzierbare Funktion F(P) gewdhlt werden kann, so gilt
die Darstellung

(6) u(P) = FP) + 15 [ [ [0, @) 4, (@ dve.

Hierbei ist das Integral notigenfalls im Lebesgueschen Sinne zu nehmen.

Beweis. Zunichst ist 4,4 = 0. DaB ferner «(P) im Falle eines glatten
Gebietes die Randwerte f(p) annimmt, folgt sofort aus den Hilfssétzen
a), b) und f). DaBl die Integraldarstellung aber auch bei beliebigem Gebiet
gilt, erkennt man wie in der speziellen Potentialtheorie!?), indem man &
durch glatte Gebiete &, und »(P) durch die zu F(P) und &, gehérigen
Losungen approximiert. Wendet man namlich auf diese Losungen die Dar-

1% Vgl. Apm. 3).
Mathematische Zeitschrift. 84. 35
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stellung (6) an, so ergibt sich die Behauptung unter Benutzung der Hilfs-
sitze a), b) und e).

Gestattet jetzt f(p) keine dreimal stetig differenzierbare Funktion als
stetige Fortsetzung F (P), so bezeichne F,(P) eine Polynomfolge, die F(P)
in @ + I' gleichmaBig approximiert. Fiir die Losung »™ (P), die zu den
Randwerten F,(P) gehort, gilt die Darstellung (6), indem man % und F
durch %™ und F, ersetzt. Nun ist aber w — lim «™. Mithin gilt unter
Benutzung von F,(P)— F(P) "

0 w@)=FE) -+ Jm L [ [[er,0) 4, 5,0 ar.
@

Mit Riicksicht auf den Hilfssatz e) schlieBt man nunmehr leicht aus (6)
mit Hilfe einfacher Uberlegungen auf den folgenden

Satz 2. Sind &, beliebige, nicht notwendig glatte Gebiete, die das
beschrdinkte Gebiet & von innen approximieren, und sind u,(P) und u(P)
die zugehorigen Losungen tm erwesterten Sinne, dann besteht die Relation
w,(P) — u(P). In jedem abgeschlossenen Teilbereich ist die Komvergenz
gleichmdf3ig.

Als weitere Anwendung der Integraldarstellung ergibt sich unter Be-
nutzung der Hilfssétze a), b) und f) &hnlich wie in der speziellen Potential-
theorie '%) der fiir das Studium der Randwertannahme grundlegende

Satz 3. Wenn die Greensche Funktion G (P, Q) fir einen festen
Punkt Q aus ® gegen Null konvergieri, falls sich P dem Randpunkt p
auf einer bestimmiten Folge P, ndhert, so strebt w(P,) gegen den Rand-
wert f(p); nimmt also speziell die Greensche Funktion in p den Wert
Null stetig an, so nimmt w(P) den Wert f(p) in p stetig an.

Durch diesen Satz ist die Frage der Randwertannahme der Losung
u(P) auf die entsprechende Frage bei der Greenschen Funktion zuriick-
gefithrt. Wir werden in dieser Richtung noch einen Schritt weitergehen und
fithren zu diesem Zwecke im nichsten Paragraphen zwei Hilfsbegriffe ein.

§ 3.

Das normierte Potential und die Kaparzitiit einer beliebigen
beschrinkten Punktmenge.

1. Definitionen und einfache Eigenschaften.

Es liege eine beliebige beschrinkte Punktmenge B vor, B’ sei ihre
abgeschlossene Hiille. Die Komplementirmenge von B’ enthilt ein Gebiet £,
das sich ins Unendliche erstreckt. Sein Rand 2’ ist in der Randmenge von B
enthalten. Indem wir einen in der speziellen Potentialtheorie neuerdings be-
nutzten Begriff verallgemeinern, verstehen wir unter dem ,,normierten Po-
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tential* v(P) von B die Losung im erweiterten Sinne der ersten Rand-
wertaufgabe fiir das Gebiet £ mit den Randwerten Eins auf 2" und Null
im Unendlichen. Ist & irgendeine glatte geschlossene Flidche ohne Doppel-
punkte, die B’ umschlieBt, » die gegen B’ weisende Flichennormale, und wird

(1) ga , COS xi,n)ax ~;—

P
gesetzt, so definieren wir die Kapazitdt ¢ von B durch das von § unab-
héngige Integral

(2) =1 [[av@ado
F

Wie man sieht, hingt v(P) und ¢ nur von dem Teil 2 der Randmenge
von B ab, der zugleich Rand von 2 ist. Speziell ist ¢ (B) = ¢ (B’) = ¢ ().
Im iibrigen héngt ¢ noch von der Wahl des Differentialausdruckes 4, u ab.

Falls Q glatt ist, kann man fiir v (P) und ¢ explizite Darstellungen
geben. Zunéchst ist wie in der speziellen Potentialtheorie

(3) =[[o(p)K(p, P)do,,

wo sich die Belegung ¢ (p) als nicht-triviale Losung einer homogenen Inte-
gralgleichung gewinnen laft. Da, wie man sich leicht iiberzeugt, die von
W. Sternberg ¢) bewiesene Sprungrelation fiir Potentialfunktionen der Form (3)
gleichméfig in p gelten, erhdlt man fiir glattes £ aus (2) und (3) fiir die
Kapazitat die Darstellung

(4) 6=f2f9(p)d0-

Da ferner, wie man ebenfalls bestétigt die benutzte Sprungrelation auch bei
Randanniherung lings der durch - bestimmten Richtung giiltig bleibt,

stellt man leicht mit Riicksicht darauf, dal v(P) <1 in Q2 ist, fest, daBl
o(p) =0 gilt. Demnach erhélt man, falls Q glatt ist, aus (3) und (4) die
die fiir spater wichtige Ungleichung

(5) cM1nK(p,P)<1;(P)<c Max K (p, P).

pcl

Um diese Ungleichung auszudehnen auf den Fall einer beliebigen beschriinkten
Punktmenge B mit dem Potential v(P), schlieBen wir B durch glatte
Flichen 2 ein; das auBlerhalb 2 liegende unendliche Gebiet heiBe £ ;
das zugehorige normierte Potential v,(P). Ist 2, eine solche Folge, daf
die zugehorigen €2, das Gebiet (2 ausschopfen, und zwar in monotoner
Weise, so sind die v,(P) monoton beziiglich ¢ und konvergieren nach § 1
gegen v (P).
35%
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Da auch die ersten Ableitungen in jedem abgeschlossenen Teilbereich
gleichméBig gegen die zugehdrigen Ableitungen konvergieren, so haben wir
wegen (2) sofort die Relation
(6) c,—c,
wo ¢, die Kapazitit von 2, ist. Nunmehr ergibt sich ohne weiteres die
Allgemelngultlgkelt von (9).

Wie man dieser Ungleichung entnimmt, folgt v(P)=0 aus ¢ =0 und
umgekehrt.

Ferner erwidhnen wir noch eine weitere wichtige Ungleichung: Sind B
und E zwei Punktmengen, so gilt

(7) ¢c(B)<c(B+E)<c(B)+c(B).
Man beweist diese Ungleichung &hnlich wie in der speziellen Potential-
theorie %) ® unter Benutzung von (2).

2. Vergleich der Kapazitdten einer Punkitmenge beziiglich verschiedener
Differentialausdriicke.

Zunichst geben wir fiir das normierte Potential und die Kapazitit
einer Punktmenge B mit glattem £ eine Charakterisierung durch ein
Minimumproblem **). Wir behaupten, da das Potential v (P) die Losung
des folgenden Variationsproblems ist:

(8) C'D[<P]:fff{j’ai,ks—z%%}dT:Min,

Q k=1

und daB dieses Minimum D [v] die Gleichung erfiillt
(9) D[v] = 4xc.
Hierbei sind alle Funktionen ¢ zuléissig, die in £ stetig sind, auf 2 den
Wert 1, in P, den Wert 0 annehmen; die ersten Ableitungen von ¢ sollen
in © stiickweise stetig sein und dem Ausdruck D[] einen endlichen Wert
erteilen.

Man iiberzeugt sich hiervon, indem man 2 durch Parallelflichen im

Abstande A approximiert und auf die so entstehenden Teilgebiete 2, von 2
die Greensche Formel anwendet. L#Bt man A gegen Null streben und be-

achtet, da8 dabel glelchmaﬁlg gegen 470 (p) konvergiert, so ergibt sich
die Behauptung.

Nunmehr sind wir in der Lage, eine Ungleichung herzuleiten, die die
Grundlage dafiir bildet, daB die Einteilung der Randpunkte eines Gebietes

1) Vgl. G. Bouligand, Ensembles impropres et nombre dimensionel, Bull. des
Sciences math. 52 (12. sér.) (1928), S.320—344 und 8. 361—376. Insbesondere S.373.



Elliptische Differentialgleichungen. 545

in drei Klassen gemdl dem Randwertverhalten der Loésung im erweiterten
Sinne unebhingig ist von der speziellen jeweiligen Differentialgleichung. Die
fragliche Ungleichung lautet

(10) me, <cy < Mc,,

wo ¢, und ¢, die zu den Differentialausdriicken 4% und 4,u gehdrigen
Kapazititen einer Punktmenge B sind, wahrend m und M positive Kon-
stanten bezeichnen, die nur vom Differentialausdruck 4,u, nicht aber von
B abhéngen.

Beim Beweise geniigt es, sich auf glatte B zu beschrinken. Setzen
wir zur Abkiirzung

Dig)=[[[{p:+ pg+ w2} dadydz,

wo xz,y,z statt z,, x,, x, geschrieben ist, so folgt mit Riicksicht darauf,
dafl die a; ,(P) des elliptischen Differentialausdruckes 4,% im ganzen Raum
stetig und auBerhalb einer gewissen Kugel konstant sind, die Ungleichung

mD[p] SDT[p] < MDp)

tir alle @, die fiir das Variationsproblem (8) zuldssig sind; hierbei sind m
und M positive von ¢ und £ unebhéngige Konstanten. Ferner ist nach (9)

dnc, = Dw], dne, =D[v],

wo w und v die zu B gehérigen normierten Potentiale beziiglich 4% und
Ayu sind. Wegen D[v] < D[w] ist D[v] < MD [w], also auch e, < Mc,;
dhnlich folgt mc, <c, . Damit ist (10) bewiesen. Entsprechende Un-
gleichungen gelten natiirlich fiir die Kapazititen beziiglich zweier beliebiger
Differentialausdriicke 4,4 und 4, .

§ 4.

Das Verhalten der Losung am kapazititslosen Bestandteil des Randes.

Wir sagen, daB die Menge B in einem ihrer Punkte P die lokale Ka-
pazitdt Null besitzt, wenn es eine hinreichend kleine Kugel X um P gibt,
derart, daf die in und auf ihr liegende Teilmenge von B die Kapazitit Null
besitzt. Jede abgeschlossene Menge von solchen Punkten verschwindender
lokaler Kapazitat hat mit Riicksicht auf § 3 (7) nach dem Heine-Borelschen
Satze gleichfalls die Kapazitit Null. Ferner nennen wir eine Menge kapa-
zitétslos, wenn jede abgeschlossene Teilmenge von ihr die Kapazitdt Null
besitzt. Insbesondere ist die Gesamtheit der Punkte von B, in denen B
die lokale Kapazitiit Null besitzt, eine solche. Sie heiBe der kapazititslose
Bestandtesl von B und werde mit A bezeichnet. Nach § 3 (10) hiingt A
nicht von der speziellen Wahl der Differentialgleichung 4,u ab.
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Uber das Verhalten der Losung im erweiterten Sinne am kapazitéts-
losen Bestandteil des Randes gelten die gleichen Sitze, wie sie O. D. Kellog
und F. Vasilesco®) gefunden haben. Da sich auch die von dem letzteren
benutzten Beweise ohne Schwierigkeit iibertragen lassen, geniigt es, das
Resultat anzugeben:

® set irgendein Gebiet, y ein Teil seines Randes mit der Eigenschaft,
dafp & + y wieder ein Gebiet ist. Falls y kapazititslos ist, so kann jede
Potentialfunktion u(P), die in der Umgebung von y beschrinkt und reguldr
ist, auf y so definiert werden, daf3 sie in y reguldr wird. Umgekehrt,
falls dies stets moglich ist, so ist y kapazitditslos. Insbesondere erfiillt der
kapazititslose Bestandteil A des Randes die diber y gemachien Voraus-
setzungen.

Die Punktmenge &' = & - A, die hiernach wieder ein Gebiet ist,
heiBt reduziert. Thr Rand I' — A enthilt keinen kapazititslosen Bestandteil
mehr und heiflt gleichfalls reduziert.

§ 5.

Das Verhalten der Losung in einem beliebigen Randpunkt.

1. Gedankengang der folgenden Untersuchung.

Die Methode, mit der wir das Verhalten der Losung in einem Punkte
des reduzierten Randes untersuchen, besteht darin, daB wir diese Frage
zuriickfithren auf das Verhalten der Greenschen Funktion sowie der nor-
mierten Potentiale gewisser Punktmengen, die nur von der Umgebung des
betrachteten Randpunktes abhéngen. Dadurch werden wir zu einem not-
wendigen und hinreichenden Kriterium fiir die Regularitdt'?) eines Rand-
punktes gefiihrt, das die Unabhingigkeit der in der Einleitung ausgespro-
chenen Einteilung der Randpunkte in drei Klassen von der spezellen Wahl
der Differentialgleichung 4,% = 0 in Evidenz setzt, womit der Anschluf} an
die fiir die speziellen Potentialfunktionen entwickelte Theorie gewonnen ist.

2. Die Zuriickfiihrung auf gewisse spezielle Randwertaufgaben.

Aus der Definition der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne,
sowie aus Satz 3 § 2 ergibt sich sofort der folgende

Satz 1. Notwendig und hinreichend fiir die Regularitdt des Rand-
punkies p ist es, dafi die Greensche Funktion des Gebietes ® fiir irgend-
einen Aufpunkt Q in p den Wert Null stetig annimmi, daf also die
folgende Relation gilt
(1) GP,Q)—0 fir P—p.

12) Definition in der Einleitung.
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Satz 2. Sind & und § zwei Gebiete mit dem gemeinsamen Rand-
punkt p, und ist & 9, so ist der Randpunkt p beziiglich & reguldr,
falls er es beziiglich & ist.

Sind némlich G (P, Q) und H(P, Q) die zu & und § gehorigen Green-
schen Funktionen im erweiterten Sinne, so gilt 0 < G (P, Q) < H(P, Q)
fir P und @ in @, also G(P, Q) — 0 fiir P— p, falls das Entsprechende
tir H(P, Q) gilt.

Um zu zeigen, daf fiir die Regularitit von p ebenso wie das Ver-

halten d&r Greenschen Funktion auch das Verhalten gewisser normierter
Potentiale mafigebend ist, brauchen wir eine Ungleichung zwischen dem
normierten Potential v(P) einer beliebigen Punktmenge B und der Green-
schen Funktion H(P, Q) des zu B gehérigen Aullengebietes £2. Es sei
ein Punkt aus 2, K eine beliebige in £ enthaltene Kugel um ¢, auf
welcher das Maximum von »(P) mit m, das Maximum von H(P, @) mit M
bezeichnet werde (0 <m <1). Dann gilt in dem ganzen auBerhalb K
liegenden Teile von £ die Ungleichung
(2) HP, Q) <12 (1—v(P))
Man beweist sie genau so wie die entsprechende fiir spezielle Potential-
funktionen, die O. D. Kellog®)® angegeben hat. Nunmehr sei &, die Kugel
um p mit dem Radius «; die Menge derjenigen in ihr enthaltenen Punkte,
die nicht zu & gehoren, heile £,, wihrend v, (P) das normierte Potential
von E, sei. Sobald « hinreichend klein ist, gehért & dem unendlichen
AuBengebiet £,.von E, an und p ist ein Punkt seines Randes 3. Dann
gilt folgender

Satz 3. Fir die Regularitit von p ist es notwendig und hinreichend,
daf3 fir einen geniigend klesnen Wert « das Potential v, (P) den richtigen
Randwert annimmt, d. h. dafy v, (P) —1 fir P— p ist.

Ist ndmlich v, (P) —1, so gilt nach (2) fiir die Greensche Funktion
H(P, Q) von 2, die Beziehung H(P, @) — 0 fiir P — p, so daB p nach
Satz 1 beziiglich £ , also nach Satz 2 auch beziiglich & regulir ist. Die
Umkehrung wird genau so bewiesen wie in der speziellen Potentialtheorie 1%).

Bei diesem Kriterium kommt nur eine beliebig kleine Umgebung &,
des Gebietes & ins Spiel, wodurch der rein lokale Charakter der Regularitdt
eines Randpunktes in Evidenz gesetzt wird. Sagen wir kurz, ein Gebiet &
sei in einer Umgebung von p Teilgebiet eines Gebietes §, falls fiir ein
passendes « >0 die in einer Kugel & enthaltene Teilmenge &, von &
Teilmenge der entsprechenden Menge ), ist, so ergibt sich aus dem lokalen
Charakter der Regularitdt und dem Satz 2 sofort das folgende

%) Vgl. N. Wiener unter Anm. 2)¥, S, 135.
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Majorantenprinzip. Ist p gemeinsamer Randpunkt der beiden
Gebiete & und 9, ist ferner & in esner Umgebung von p Teilmenge von §,
so ist der Randpunkt p fir & reguldr, falls er es fiir 9 ist, dagegen
singuldr fir 9, falls er es fir © ist.

3. Das Wienersche Reihenkriterium und seine Uberlragung auf die
Differentialgleichungen der Form A,u = 0.

Nach Ungleichung (5) des § 3 besteht zwischen dem Potential einer
Punktmenge und ihrer Kapazitiat ein Zusammenhang, der es erwarten la(t,
daB sich auch mit Hilfe der Kapazitidten der Mengen E, ein Kriterium
fiir die Regularitdt eines Randpunktes finden 148t. Ein solches notwendiges
und hinreichendes Kriterium wurde in der Tat fiir die spezielle Potential-
theorie von N. Wiener *)" hergeleitet; man kann es nach einer Bemerkung
von O.D. Kellog und F. Vasilesco!) in folgender Form aussprechen: 1 sei
eine positive Zahl mit 0 < 4 <1; k; die Menge der nicht zu & gehérigen
Punkte in und auf der Kugel § um p mit dem Radius 1%; (k,) die
Kapazitit von %, genommen in bezug auf die Laplacesche Differential-
gleichung du = 0. Der Randpunkt p ist dann reguldr oder singular be-
ziiglich A% =0, je nachdem die Reihe

(3) _217) (8 = S(p)),

fiir irgendein zulassiges 1 divergiert oder konvergiert.

Ehe wir zeigen, daB dies Kriterium auch fiir die Differentialgleichungen
d,u =0 gilt, schicken wir einige Bemerkungen voraus, die sich in der
Hauptsache auf das Konvergenzverhalten von S und &hnlichen Reihen
beziehen. '

a) Bezeichnen wir mit (k;), die Kapazitit von k; beziiglich 4,u =0
und mit S, = 8,(p) die Reihe

(4) = W

so haben nach §3 (10) die Reihen S, und S das gleiche Konvergenz-
verhalten. Wir schreiben dafiir kurz

(5) 8, ~ 8.

Hiernach konnen wir bei Konvergenzbetrachtungen einfach (k,) statt (k;),
schreiben.

2

1) 0. D. Kellog und V. Vasilesco, A Contribution to the Theory of Capacity,
Journ. of Math. 51 (1929), S. 515—526, insbes. S. 518.
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b)
© [e2)
(ki — ;1) 4, (ki) 4,
(6) D~ X

i=1 i=1 *

(Zu dem einfachen Beweis vergleiche Anm. !).)

¢) Der Bereich B moge durch eine nicht-singulére lineare Transfor-
formation P= T P aus einem Bereich B hervorgehen, kurz B = ¥ B,
wobei der Differentialausdruck 4, % (P) in 4,u(P) tibergehen moge. Dann
gilt fiir die Kapazititen von B und B

(7) (B),,=|T{(B),,

wo |Z| die Determinante von ¥ ist. Fiir glatte B sieht man das sofort
aus der Darstellung (9) § 3:

(8) 47 (B), =DBy[v], 4a(B);=Dy[v].

Da némlich durch die Transformation das auf 4,u beziigliche normierte
Potential v(P) von B in das auf 4,% beziigliche Potential #(P) von B
libergeht, folgt aus (8) fiir glatte B sofort wegen

Dy [v] =T |Dy[7]
die behauptete Gleichung (7). Durch eine Approximationsbetrachtung
ergibt sich ihre Richtigkeit fiir beliebige Punktmengen B.
Aus (7) und den vorhergehenden Bemerkungen folgt, daB sich das

Konvergenzverhalten von S durch eine lineare Transformation nicht #ndert,
(4 wird dabei festgehalten). Kurz:
(9) 8, ~ 8§,.

d) Ferner machen wir eine Feststellung beziiglich der symmetrischen
Grundlésung K (P, @) in der Umgebung eines solchen Punktes p, in dem
die Koeffizientenmatrix a; ,(P), die zum Differentialausdruck A,% gehért,
gleich der Einheitsmatrix ist, ohne daf} sie in der Umgebung von p kon-
stant zu sein braucht. Wir sagen dann, 4,% = 0 besitzt in P die Normal-
form. Schreiben wir die Grundlésung in der Form %)

(10) K(Pﬁ Q) ZE(IQ)i ] — - W(R Q)][’

3
V' kz_lei.k(P) (& =) (& — =)

wobei sich z; auf P, & auf @ bezieht und 4, ,(P) die durch die Deter-
minante |a, ,(P)| dividierte und mit Vorzeichen versehene Unterdeter-
minante von a,,(P) ist, wo ferner E(Q) eine stetige positive Funktion
ist mit H(p)=1 und PQW(P,Q)— 0 fir PQ — 0, gleichméBig fiir

%) Vgl. Anm, ¢).



550 W. Piischel.

alle voneinander verschiedenen Punkte P und @ aus & 4 I', so ergibt
sich in unserm Fall, daBl es zu jedem ¢ >0 ein « >0 gibt, derart, daB
die Ungleichung

(11) [rK(P,Q)—1|<e mit r=PQ

fir Pp <@, @p<we, d. h in R, gilt. In &, ist also
1—¢ 14-¢

(12) FRIE PQ< K0

e) SchlieBlich erinnern wir an die Ungleichung (5) §3. Sie nimmt,
wenn P und die Punktmenge B, um deren Kapazitit und Potentiale es sich
handelt, in &, liegt, wegen (12) die Gestalt an

. 1 1
13 1— -Mi :S P é_ 1 -M —_—.
(13) (1= ) e-Min - < o(P) < (1+¢)o-Max L
Nunmehr kommen wir zu dem Reihenkriterium fiir die Diffe-
rentialgleichung 4,4 =0. Es lautet:

Der Randpunkt p ist reguldr oder singuldr ¢n bezug auf die Diffe-
rentialglesichung 4,u =0, je nackdem die Rethe (3) fir drgendein i mat
0 < 12 <1 divergiert oder konvergiert, p tst also requldr fiir alle Diffe-
rentialgleichungen A, u = 0 oder fiir keine.

Nach den Vorbemerkungen kénnen wir uns beim Beweis sehr kurz fassen.

S, also auch S,, sei divergent. Zunéchst ist es klar, daf p beziiglich
A,u und @ regular ist oder nicht, je nachdem 7 beziiglich 4,% und ®
es ist, wobel die iliberstrichenen Symbole mit den uniiberstrichenen durch
eine lineare Transformation P = T P verbunden sind. Da sich nach (9)
auch das Konvergenzverhalten der Reihe (4) durch eine solche Transfor-
mation nicht &ndert, diirfen wir annehmen, daf 4,% = 0 im Punkte p die
Normalform besitzt. Nach der Bemerkung b) ist mit (4) auch die Reihe

. (k i 14
1 S L

=1

divergent. Nunmehr ist zum Beweis der Regularitit von p nach Satz 3
nur zu zeigen, daB fiir einen geeigneten Wert « das Potential v (P) in p
den Wert 1 annimmt. Dies 188t sich aber unter Benutzung von (13) aus
der Divergenz von S; ebenso beweisen, wie es O. D. Kellog in der speziellen
Potentialtheorie getan hat®).

Jetzt sei (3), also auch S5 konvergent. Nach c) diirfen wir annehmen,
da 4,2 =0 in p die Normalform besitzt. Wir bestimmen dann eine
positive ganze Zahl m derart, dal erstens 1™ < e, wird, wo «, der Unglei-

%) Vgl. O. D. Kellog unter Anm. %)?, 8. 832ff.
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chung (11) geméB mit ¢ =1 bestimmt ist, und dall zweitens

oo?’i 2
NPy
8

t=m At
wo y, = (k, — k;,,) 4, 18, wird. Zum Beweis der Singularitit von p geniigt
es zu zeigen, daf} das Potential v, (P) der Menge E,, « — 1™, im Punkte p
den Wert 1 nicht stetig annimmt.  Dies aber stellt man wieder unter Be-
nutzung von (7) § 8 und (13) genau durch die gleichen Uberlegungen
fest, mit denen O.D. Kellog die entsprechende Tatsache in der speziellen
Potentialtheorie bewiesen hat?'®).

4. Endgiiltige Ergebnisse.

Wir vervollstindigen die bisher gewonnenen Resultate durch einige
Aussagen, die sich auf die singuliren Randpunkte beziehen. Zunéchst gilt
fiir die singuldren Punkte des reduzierten Randes folgender

Satz 4. Jeder singuldre Punkt p des reduzierten Randes lifit sich
durch eine solche Punktfolge P, aus & approximieren, daf w(P,)— f(p) gilt.

Der Beweis erledigt sich durch die Bemerkung, daf er genau der
gleiche ist wie der von F. Vasilesco®) fiir den entsprechenden Satz bei
harmonischen Funktionen benutzte.

Die weiteren Aussagen beziehen sich auf den kapazititslosen Bestand-
teil des Randes.

Satz 5. Die Punkte p des kapazititslosen Bestandteils A des Randes
sind singuldr und dadurch charakterisiert, daf3 die zugehorigen Reshen S(p)
abbrechen.

Die Singularitidt von p folgt sogleich aus Satz 3. Dal S(p) abbricht,
ergibt sich sofort aus dem Satz von § 4. Umgekehrt ist klar, dall ein
Randpunkt, fiir den S(p) abbricht, die lokale Kapazitit Null besitzt, also
zu /A gehort.

Ehe wir zu dem nichsten auf A beziiglichen Satz iibergehen, ist eine
Bemerkung iiber kubische Gebiete, d. h. solche, deren Rand aus endlich
vielen achsenparallelen Ebenenstiicken besteht, einzuschieben. Offenbar kann
man mit kubischen Gebieten jedes beliebige Gebiet (% im Sinn von § 1
approximieren. Man wei ferner, dafl die sémtlichen Punkte eines kubischen
Gebietes fiir die spezielle Potentialgleichung reguldr sind'?). Mithin ist auch
die Randwertaufgabe der Differentialgleichung 4,u = 0 fiir kubische Ge-
biete stets im strengen Sinn lésbar. Daher kénnen wir an Stelle der in
§ 1 zur Konstruktion der Losung im erweiterten Sinne benutzten Approxi-
mation durch glatte Gebiete eine solche durch kubische Gebiete verwenden.

t7) Vgl. z. B. N. Wiener, loc. cit. )P
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Mit Hilfe dieser Bemerkung 148t sich der folgende Eindeutigkeitssatz ganz
dhnlich beweisen, wie es F. Vasilesco mit dem entsprechenden Satz in der
speziellen Potentialtheorie getan hat®). Es geniigt daher das Ergebnis an-
zugeben.

Satz 6. Zwer Losungen im erwesterten Sinne der ersten Randwert-
aufgabe sind identisch, wenn nur thre Randwertvorgaben auf dem redu-
zierten Tesl des Randes dibereinstimmen.

Wendet man die Integraldarstellung von § 2 auf die zu & und seinem
reduzierten Gebiet &' gehorigen Losungen u(P) und «’(P) bei auf I' — A
gleichen Randwertvorgaben an, so ergibt sich sofort der folgende

Satz 7. Der kapazitditslose Bestandtes! des Randes besitzt stets das
dresdimenstonale Maf3 Null.

Abschliefend erkennt man, dal fiir die Differentialgleichungen der
Form 4,4 ==0 die Resultate dieses und des vorangehenden Paragraphen
das in der Einleitung zusammengefate Hauptergebnis in sich enthalten.

§ 6.
Die allgemeine selbstadjungierte elliptische Differentialgleichung
dovw + au 4+ b=0.

& sei ein beliebiges beschrinktes Gebiet; die Funktionen a(P) und
b(P) seien mit ihren Ableitungen erster Ordnung in & stetig. Um die im
vorangehenden fiir die Losungen von 4, % = 0 entwickelte Theorie auf den
allgemeinen Fall zu iibertragen, bezeichnen wir mit w(P) die zu & und
den stetigen Randwerten f(p) gehorige Lésung im erweiterten Sinne von
dyw =0, setzen zur Abkiirzung aw + b = h und machen fiir »(P) den
Ansatz w = v + w, der fiir v(P) die Differentialgleichung

(1 d,v+av+h=0

mit den Randwerten Null ergibt. Setzen wir noch
1
(2) #(P) = [[[ e@ @ n@ i,
©

wo G (P, ) die zum Gebiet & gehérige Greensche Funktion im erweiterten
Sinne beziiglich der Differentialgleichung 4,w = 0 ist, so definieren wir all-
gemein v(P) durch die Integralgleichung

(3) vP) = [[[ e, @ a@ @ dr + HEP)

bzw., falls a(P) =0, durch
(4) v(P) = H(P).
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Auf die Integralgleichung (3) laBt sich die iibliche Theorie anwenden; ins-
besondere folgt aus der bekannten Alternative, da entweder das zu den
Randwerten Null gehorige Eigenwertproblem

(5) dyv+4Aa(P)v=0
mit dem Eigenwert 1 =1 oder aber die Differentialgleichung
(6) dgu+a(P)u—+b(P)=0

mit beliebigen Randwerten und beliebiger Funktion &(P) eine Losung im
erweiterten Sinne besitzt. Ferner folgt die Existenz von abzahlbar vielen,
sich im Endlichen nicht hdufenden Eigenwerten mit je endlich vielen Eigen-
funktionen im erweiterten Sinne. Die Frage nach der Annahme der Rand-
werte fiir die Losung von (6).und fiir die Eigenfunktionen laBt sich sehr
einfach erledigen. Wir behaupten:

Die durch das Konvergenzverhalten der in § 5 eingefiihrten Reihe S(p)
bestimmie Einteilung eines beliebigen beschrinkten Gebietes in drei Klassen
besitzt auch fiir die Losungen tm erweiterten Sinne der Randwertaufgabe
der Differentialgleichung (6) wie auch fiir die Eigenfunktionen von (5)
die in der Einleitung ausgesprochene Bedeutung.

Wendet man némlich die Ergebnisse von § 4 und § 5 auf w(P) und
H(P), auf letateres ferner die Uberlegungen von § 2 an, so erkennt man
zundchst, da die fragliche Klasseneinteilung fiir die Funktionen w (P) und
H(P) giiltig ist. Also wegen u(P) = v(P)+ w(P) und (4) auch fiir u(P),
falls a@(P)=0. Sie bleibt aber auch bei nicht identisch verschwindenden
a(P) giiltig, wie man ohne Schwierigkeit erkennt, wenn man die fiir die
Greensche Funktion im erweiterten Sinne gefundenen Eigenschaften auf den
Integralausdruck auf der rechten Seite von (3) anwendet und beachtet,
dafl & eine Nullmenge ist.

Aus dem universellen Charakter der Klasseneinteilung folgt insbeson-
dere, da3 die von F. Vasilesco?) fiir die speziellen Potentialfunktionen her-
geleiteten Sétze iiber die Verteilung der reguliren und singuliren Rand-
punkte auch fiir die allgemeine Differentialgleichung gelten.
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bis Wintersemester 1925/26 studierte ich in Miinchen, danach in Géttingen,
wo ich im Sommer 1929 das Staatsexamen ablegte.

Wihrend meines Studiums nahm ich hauptsichlich an Vorlesungen
und Ubungen der folgenden Professoren und Dozenten teil, und zwar in
Miinchen: Carathéodory, Hartogs, Perron, Tietze; Wien, Willstatter; Becher,
Kerschensteiner; und in Gottingen: Bernays, H. Bohr, Courant, Grandjot,
Herglotz, Hilbert, Landau, Lewy, Ostrowski, v. d. Waerden, Walther; Born,
Franck, Hund, Pohl; Ach, Geiger, Misch, Nohl

Ihnen allen bin ich zu Dank verpflichtet; besonders Herrn Professor
Dr. R. Courant, dem ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir manchen
Rat bei ihrer Durchfiihrung zu danken habe.
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