


Die angegp.benen als unverbindlich anzusehenden Preise sind Grundpreise. 
Ole Ladenpreise ergeten sioh fiir den a Ilg e mel n e n Verlag aus h a I b i e r t e m Grundpreis x SOhlussel­
zabl des Biirsenvereins (Feb. 1923: 1400), ("lir Soh u I b jj 0 her (mit * bezeichnet) aus v 0 II em Grund­

preis x besondere Sohliisselzahl (z. Zt. 400). 

TEUBNERS 
TECHNISCHE LEITFADEN 
Die Leitfl1den wollen zunaehsl dem Sludierenden, dann aber aneh dem Praktiker in knapper, 
wissensehaftlleh einwandfreier nnd zugleieh Qbersichtlieher Forl1l das Wesentliche des Tal­
sachenmalerials an die Hand geben, das die Orundlage seiner Iheorelischen Ansbildung und 
praklisehen Tlitigkeil bildet. Sic wollen ihm diese erleichtern und ihm die AnschaHung um­
langlicher uDd koslspieliger Handbncher ersparen. Aul klare Oliederung des SloHes auch in 
der aulleren Porm der Anordnung wie auf seine Veranschaulichung dureh einwandlrei ausge­
fnhrtc Zeichnungen wird besonderer Wert gelegt. - Die einzelnen Bande der S3mmlung, 
fiir die vom Verlag die ersten Vertreter der verschiedenen Pachgebiele gewonnen werden 

konnten, erseheinen in rascher POige. 

Bisher sind erschienen bzw. unter der Presse: 
Analytische Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Techn. 

Hochschule zu Braunschweig. 2. Auf!. Mit 96 Figuren. (VI u. 135 S.) 
M. 3.60. (Bd. 1.) 

Darstellende Geometrie. Von Dr. M. GroBmann, Professor an der Hid­
gen~ssischen Technischen Hochschule zu ZOrich. Band I. 3., durchges. 
Auf!. IU. d. Pro 1923.) (Bd.2.). Band 11. 2., umg. Aufl. Mit 144 Figuren. 
(VI u. 154 S.I 1921. Kart. M. 4.-. (Bd.3.) 

Differential· und Integralrechnung. Von Dr. L. Bleberbach, Pro­
fessor an der Universitat Berlin. 1. Differentlalrechnung. 2., verb. Auf!. 
(IV u. 131 S.) Mit 34 Figuren. Steif geh. M. 4.40. 11. Integralrechnung. 
Mit 25 Figuren. (VI u. 142 S.) 1918. Steif geh. M. 4.-. (Bd. 45.) 

Funktionentheorle. Von Dr. L. Bleberbach, Professor an der Universitlit 
Berlin. Mit 34 Fig. (118 S.\ 1922. Kart. M. 3.20. (Bd. 14.) 

Einfilhrung In die Vektoranalysis mit Anwendung auf die mathe­
matische Physik. Von Prof. Dr. R. Gans, Direktor des physikalischen 
Instituts in La Plata. 5. Auf!. (Bd. 16.) 

Praktlsche Astronomie. Geographische Orts- und Zeitbestimmung. Von 
V. Thelmer, Adjunkt an der Montanistischen Hochschule zu Leoben. Mit 
62 Fig. IIV u. 127 S.\ 1921. Kart. M. 3.40. (Bd. 13.) 

Feldbuch fur geodatlsche Praktika. NebstZusammenstellung derwich­
tigsten Methoden und Regeln sowie ausgefilhrten Musterbeispielen. Von 
Dr.-Ing. O. Israel, Prof. an der Techn. Hochschule in Dresden. Mit 46 Fig. 
[IV u. 160 S.I 1920. Kart. M. 4.20. (Bd. 11.) 

Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate 
in ihrer Anwendung auf Physik, Maschinenbau, Elektrotechnik 
und Geodasie. Von Ingenieur V. Happach, Chari otten burg. IU. d. Pr.I923.) 

Grundzuge der Festigkeits\ehre. Von Geh. Hofrat Dr. Dr.-Ing. A.FOppl, 
Prof. a. d. Techn. Hochschule in Milnchen u. Dr.-Ing. O. FOppl, Prof. a. d. 
Techn. Hochschule zu Braunschweig. Mit 141 Abb. im Text u. a. 1 Tafel. 

Erdbau, Stollen- und Tunnelbau. Von Dipl.-Ing. A Slrk, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule zu Prag. Mit 1 iO Abb. IV u.117 S.] 1920. Kart. M. 3.20. (Bd.7.) 

Landstra6enbau elnschlle6\ich Trassieren. Von Oberbaurat W.Euting. 
Stuttgart. Mit54Abb.i.Textu.a.2Taf. IIVu.lOOS.) 1920. Kart.M.3.20. (Bd,9.) 

SPRINGER F ACHMEDIEN WIESBADEN GMBH 

Anfragen 1st Riickporto beizufiigen 

T. L.17: Fllppl, FestigkeitBlehre 



Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden P reise sind Grundpreise. 
Die Ladenpreise ergeben sioh fiir den a II gem e I n e n Verlag aus h a I b I e r t e m Qrundprels x Soh liissel­
zahl des Btirsenver.ins (Febr. ~923: 1400), fUr S c h u I b U c her (mit * bezelchnet) aus v 0 II e m Grund­

preis x besonderer SchlUsselzahl (z. Zt. 400). 

TEUBNERS TECHNISCHE LEITFADEN 

Dampfturblnen und Turbokompressoren. Von Dr.-Ing. H. Baer, 
Professor an der Technischen Hochschule in Breslau. lU. d. Pro 1923.] 

Eisenbetonbau. Von H. Kayser, Professor an der Technischen Hoch­
schule zu Darmstadt. lU. d. Pro 1923.] 

Hochbau In Stein. Von Geh. Baurat H. Walbe, Prof. an der Tech. Hochsch. 
zu Darmstadt. Mit J02 Pig. i. Text. [VI u.ll0 S.) 1920. Kart. M. 3.50. (Bd.IO.) 

Veranschlagen, Bauleitung, Baupollzel, Hefmatschutzgesetze. 
Von Stadtbaurat Fr. Schultz, Bielefeld. Mit 3 Taf. [IV u. 150 S.] 1921. 
Kart. M. 4.20. (Bd. 12.) 

Leltfaden der Baustoffkunde. Von Geh. Hofrat Dr. M. Foerster, Professor 
all der Technischen Hochschule Dresden. Mit 57 Abb. im Text. lV u. 220 S.) 
1922. M. 5.80. (Bd. 15.) 

Mechanlsche Technologle. Von Dr. R. Escher, weil. Professor a. d. Eld­
geMssischen Technischen Hocnschule IU ZQrich. 2. Aun. Mit 418 Abb. 
(VI u. 164 S.) 1921. Kart. M. 4.40. (Bd.6.) 

Grundri6 der Hydraulfk. Von Hofrat Dr. Ph. Forchhelmer. Professor an 
der Technischen Hochschule in Wi en. Mit 114 Pig. i. Text. [V u. 118 S.] 
1920. Kart. M. 3.40. (Bd.8.) 

In Vorbereilung befinden sich: 
HOhere Mathematik. 2 Bltnde. Von Dr. R. Rothe, Professor an der Tech­

nischen Hochschule Berlin. 
Mechanlk. 2 Biinde. Von Dr.-Ing. A. PrOll, Prof. a. d. Techn. Hochschule 

In Hannover. Bd. I: Dynamik. Bd. ll: Technische Statik 
Maschlnenelemente.:2 Bde. V .K. K u tz b a c h, Prof.a.d.Techn.Hochsch.Dresden. 
Thermodynamlk. 2 B!\nde. Von Geh. Hofrat Dr. R. Mollier, Professor an 

der Technischen Ho.:hschule Dresden. 
Kolbenkrnftmaschlnen. V.Dr .• lng.A.N Ilg e I, Prof. a.d.Techn.Hochsch.Dresden. 
Wasserkraftmaschlnen und Krelselpumpen. Von Oberlngenieur Dr.-Ing. 

P. Lawaczeck, Halle. 
Grundlagen der Elektrotechnlk. 2 BAnde. Von Dr. E. Orlich, Professor 

an der Technischen Hochschule Berlin. 
E1ektrlsche Maschlnen. 4 Biinde. Von Dr.-Ing. M. K loB, Prof. an der Techn. 

Hochscllule Berlin. 
I: Transformatoren und asynchrone Motoren. 

II: Drehstrom-Maschinen (Synchronmascbinen). 
\II: Gleichstrommaschinen. 
IV: Wechselstrom-Kommotaturmaschinen. 

Eisenbau. Von Dr. A. Hertwlg, Prof. an der Techn. Hochschule Aachen. 
Hydrographle. Von Dr. H. G ra v e Ii us, Prof. a. d. Techn. Hocbschule Dresden. 
Hochbau In Holz. Von Geh. Baurat H. Wal be, Professor an der Tech-

nischen Hochschule Darmstadl 

SPRINGER FACHMEDIEN WIESBADEN GMBH 

Anfragen ist Rackporto beizufagen 



Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden Preise sind Grundpreise. 
Die Ladenpreise ergeben sich fur den allgemeinen Verlag aus halbiertem Grund ... 
preis x SchlUsselzahl des Borsenvereins (Februar '923: 1400), Itir SchulbUcher (mit" 

bezeichnet) aus vollem Grundpreis x besondere SchlUsselzabl (z. Zt. 400) 

Als Ergiinzung zu dem vorliegenden Band erscheint in derselben Sammlung: 

DYNAMIK . TECHNISCHE STATIK 
Von Prof. Dr-.Ing. A. Proll 

Vorlesungen tiber technische Mechanik. In 6 Bdn. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. FoPP!, Prof. an der Technischen Hochschule Miinchen. 
I. Bd. Einfiihrung in die Mechanik. 7. Auff. Mit 104 Fig. im Text. [XVI 
u. 414 S.l gr. 8. 1921. Geh. M. 12.-, geb. M. 17.-
II. Bd. Graphische Statik. 6. Auff. Mit 209 Abb. im Text. [XII u. 404 S.l 
gr. 8. 1922. Geh. M. 11.-, geb. M. 16.-
III. Bd. Festigkeitslehre. 9. Auff. Mit 114 Abb. im Text. [XVIII u. 446 S.] 
gr. 8. 1922. Geh. M. 13.-, geb. M. 18.-
IV. l d. Dynamik. 7. Auff. Mit 86 Fig. im Text. [X u. 417 S.] gr. 8. 1923. 
Geh. M. 10.-, geb. M. 14.40 
V. "cd. Die wichtigsten Lehren der hoheren Elastizitatstheorie. 4. Auff. 
Mi' 44~bb. im Text. [XII u. 372 S.] gr. 8. 1922. Geh. M. 10.-, geb. M. 15.­
VI. Bd. Die wichtigsten Lehren der hoheren Dynamik. 4. Auff. Mit 33 A bb. 
im Text. [XII u. 456 S.] gr. 8. 1922. Geh. M. 13.-, geb. M. 18.-

Elementare Mechanik. Em Lehrbuch. Enthaltend: Eine Begriindung 
der allgemeinen Mechanik; die Mechanik der Systeme starrer Korper: 
die synthetischen und die Elernente der analytischen Methoden sowie eine 
Einfiihrung in die Prinzipien der mechanischen deformierbaren Systerne. 
Von Dr. G. Hamel, Prof. an d. Techn. Hochschule Charlottenburg 2.Aufl. ;\lit 
265 Fig. i. Text. [XVlll u.634 S.] gr. 8. 1922. Geh. M. 15.-, geb. M. 20.-

Statik. Von Gewerbeschulrat Reg.-Baumeister A. Schau. 
Teil 1: Grundgesetze. Anwendungen der statischen Gesetze auf Trageranordnungen, ein· 
fache Stabkonstruktionen and ehene Fachwerktdiger. 3. Aufl. l\lit 1.85 Abb. im Text. [VIII 
u. 105 S.] gr. B. 192[. ·101.4.-
Teil II: Festigkeitslehre. Zug- und Druckfestigkeit. Schubfestigkeit, Biegungsfestigkeit 
und Knickfestigkeit. 3. Auf!. Mit 209 Abb. im Text. [VI u.15+ S.] gr. B. 1911. ·:\L 5.Bo 

TeillIIa: FUrdie Hochbauabteilungen. Mit23BA.bb. im Text. [VI u.10B S.] gr.B. '921. ·~I.4.20 
Teil IIIb: FUr die Tiefbauabteilungen. Genietete Trager, Krag- und durchlaufende 
GelenktrAger, Eingespannte Trager, Zusammengesetzt~ Festigkeit, Exzentrischer Druck und 
Zug, Druckverteilung im ~lauerwerk, Treppen, Dacbbinder, Erddruck. \\'asserdruck, Stlitz­
maueTn, Gewolbe, Widedager und Pfeiler, Die statiscb unbestimmten durchlaufendcn Balken­
trager. Mit 379 Abb. im Text. [VI u. 2'5 S.] gr. 8. 1922. *11. 7.40 
Teil IVa: Die Stat,k derEisenbetonbauten. :\litIlJAbb. i.Te"t. [IV u,'J5 S.) gr.8 192 .. *:\1.5.-

Statik. Von Gewerbeschulrat Reg.-Baumeister A. Schau. 2. Auff. Mit 112 Fig. 
im Text. [I10 S.] 8. 1921. (ANuG Bd. 828.) Kart. M. 2.-, geb. M. 3.­

Festigkeitslehre. Von Gewerbeschulrat Reg.-Baurneister A. Schau. 2. Aufl. 
Mit I19 Fig. imText. [I12S.] 8. 1921. (ANuGBd.829.) Kart.M.2.-, geb.M.3.-

Die Grundgleichungen der Mechanik insbesondere starrer KarpeL 
Neu entwickelt mit GraBrnanns Punktrechnung von Dr. A. Lotu, Studien­
direktor an der Miidschenrealschule in Stuttgart. [VI u. 50 S.] gr. 8. 1922. 
(Abh. u. Vortr. a. d. Geb. d. Mathern., Naturw. u. Technik, Heft 7.) Geh. M. 1.80 

ZeitgemaBe Betriebswirtschaft. Von Dir. Dr.-Ing. G. Pe/seler, Leipzig. 
Teill.: Grundlagen. M. 30 Abb. l VI U. 182 S.] gr. 8. 1921.1\1. 520, geb. M. 7.20 

Maschinenbau_ Von Ing. O. Stolzenberg. I: \Verkstoffe d. l\-Iaschmenbaues 
u. ihre Bearbeit. a. warm. Wege. Mit 225 Abb. i. Text. [IVu. In S.j gr. S. 1920. 
Geb. M. 4.60 II: Arbeitsverfahren. Mit 750 Abb. i. T. [IV u. 3 ISS] gr. 8. 
1921. Geb. M. 8-40. III: Methodik der Fachkunde u. Fachrechnen. Mit 
35 Abb. i. Text. [IV u. 99 S.] gr. 8. 1921. Kart. M. 2.60. 

VERLAG VON B. G. TEUBNER· LEIPZIG UND BERLIN 

Anfragen ist Rilckporto beizuf'Ugen 



TErBNERS TECHNISCHE LEITF~~ DEN 
BAND 17 

(illlTNDZOGE DER 
FF~STIGKElrrSLEHRE 

l'ROFE~:-;'VR DER TEcn~l~CIlF.~ HOCHSCHl"LE 

lJXD 

.:Dr.::,Sng. OTTO FOPPL 
A 0 PROF£S~OR t- .VOHST.\~O D.FESTlliKEITS­

LABORATOBrnlS DEB TECH!,. HOCHSCHl:LE 

lX RRAL'SSCH'YEIG 

MIT 141 ABBILDUXGEN Dl TEXT 

UXD AUF EIXER TAFEL 

SPRINGER FACHMEDIEN WIESBADEN GMBH 1923 



Vorwort. 
Die Festigkeitslehre kann in sehr verschiedener W eise behandelt 

werden. Wir hatten bei der Abfassung dieses Buches die Absicht, 
ein Hilfsmittel fiir strebsame Ingenieure zu schaffen, die iiber eigene 
praktiscbe Erfahrungen verfUgen und das Bediirfnis empfinden, 
ihre theoretiscben Kenntnisse zu erweitern und zu vertiefen. Da­
bei haben wir die einfachsten Lehren der Differentialrechnung 
vorausgesetzt. Dagegen sind alle Gedankengănge, die der Festig­
keitslehre selbst eigentiimlich sind, von Grund aus neu entwickelt. 
Als Ziel des ganzen Lehrgangs bat uns gegolten, den Leser mit 
der neueren Festigkeitslehre soweit vertraut zu machen, daB er 
die in der Praxis băufiger vorkommenden A ufgaben zu lăsen ver­
mag und dafi er auch verwickelteren Problemen nicht ganz hilflos 
gegeniibersteht. 

Eine besondere Eigentiimlichkeit des Buches ist die gegeniiber 
anderen W erken von ăhnlicher Art viel ausfiihrlichere Behandlung 
der V erdrehungslehre. Eine vom al teren V erfasser aufgestellte neue 
Theorie eines krummen Stabes, der zugleich auf Biegen und auf 
V erdrehen beansprucht ist, wird bei dieser Gelegenheit zum ersten 
Male veroffentlicht. 

Nachdem das praktische Ziel der Festigkeitsberecbnungen die 
"RiBvermeidung" ist, verdient die Lehre von der "Rifihildung" 
im AnschluB an Festigkeitsuntersuchungen besondere Aufmerksam­
keit. Dieser Frage ist deshalb ein besonderer A bschnitt (VIII) ge­
widmet worden, in dem unter Bezugnahme auf neuere V ersuche 
des jiingeren Verfassers auf die Frage nach den Ursachen fiir RiB­
bildung bei Schwingungsbeanspruchung und nacb der Fortschrei­
tungsgeschwindigkeit von Rissen eingegangen wird. 

Miinchen und Braunschweig 
im Oktober 1922. 

A. und O. Foppl. 
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Einleitung. 
§ 1. AnJ3ere nnd innere Krafte. Das W echsel wirkungsgesetz 

lehrt, daB aile Krafce paarweise auftreten, entweder zwIschen 
zwei verschiedenen Karpern oder aneh zwischen zwei verschie­
denen Teilen desselben Karpel's, 1m ersten Falle bezeichnet man 
sie als auBel'e, im zweiten Faile als innere Krane des betrach­
teten Karpers. 

Die Festigkeitslehre untersucht den Zustand eines festen Karpers, 
der sich unter del' Einwirkung del' an ihm angreifenden auBeren 
Krafte im Gleichgewicht und in Ruhe befindet. Solange diesel' 
Zustand dauert, kann man den Korper auch als starr betrachten. 
Daher miissen zwischen den auBeren Kr1iften die allgemeinen 
Gleicbgewichtsbedingungen del' Statik starrer Korper erfiillt sein. 
Es mull namlich 1. die graphische Sum me aller auBeren Krafte 
gleich Null sein, 2. muB auch die Summe der statischen ~fomente 
fUr jeden Momentenpunkt und fur jede Momentenachse zu Null 
werden und 3. muB fiir jede virtuelle Verschiebung, die man mit 
dem Karpel' ohne Gestaltsanderung vornehmen kann, die algebra­
ische Summe der Arbeiten aller auBeren Krafte Null ergeben. 
In diesen allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen kommen die 
innereu Krafte iiberhaupt nicht VOl'; selbst wenn man sie darin 
beriicksichtigen wonte, wiirden sie sich nach dem W echsel wirkungs­
gesetz wieder daraus hinwegheben. 

Was von dem ganzen Korper gesagt war,. gilt ebenso auch 
von jedem Teil~tiicke, das man sich in beliebiger Weise davon 
abgegrenzt denken mag. Man muB nul' beachten, daB die zwischen 
dem Stuck und dem Rest des Korpers iibertragenen Krafte fiir 
das Stuck (oder auch fUr den I~est) zu den II. uBeren Kraften zu 
rechnen sind, wahrend sie bei del' Betrachtung des ganzen Kar­
pers zu den inneren Kraften gehOren. De}' hiermit aus.lJesprochene 
Satz, dafi I'S zuUissig ist, jcdes beliebi.1J a/Jgegrenzte Korperstilck 
als einen selbsUindi.qen Korper zu betmchten und die allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen auf· die dal'an angreifenden auBeren 
Krafte (mit EinfluB del' in den Schnittflachen iibertragenen) auzu­
wenden, bildet die Grundlage del' ganzen Festigkeitslehre. 

In del' Festigkeitslehre bezeichnet man die in den Schnitt­
flacben ubertragenen Krafte, die fUr den ganzen Korper innere, 
fur das Teilstiick abel' auBere Krafte sind, als "Spannungen". 

Teubn. Leitf. 17: Eo p p 1, Grund.fige der Feltigkeihlehre 1 



2 Einleitung 

Diese Spannungen sind "Nabkrafte" und setzen daher eine un­
mittelbare Berubrung der Teile voraus, zwiscben denen sie wirken. 
AuBerdem konnen un tel' Umstanden (wenn der Korper z. B. ein 
Magnet ist) zwiscben dem Teilstuck und dem Rest des Korpers 
auch noch "Fernkrafte" (etwa magnetische Kraft e) ubertragen 
werden. Bei den praktiscben Anwendungen del' Festigkdtslebre 
kommt a bel' der Fall, daB man auch Fernkrafte von merklicber 
GroBe zwiscben zwei Teilen desselben Korpers beriicksichtigen 
muBte, kaum einmal Val', und er solI daher weiterbin als aus­
geschlossen betracbtet werden. Dann bestehen aHe inneren Krafte 
des betracbteten Korpers aus Spannungen. 

Die Ffstigkeitslehre hat zwei Grundaufgaben zu Wsen. Die erste 
Aufgabe besteht darin, die Spannungen zu berechnen, die in 
beliebig durch den Korper gele/l'ten Schnittflachen ubertragen 
werden, wenn die am ganzen Korper angreifenden auBeren Krlifte 
gegeben sind. Die zweite Aufgabe betrifft die Feststellung del' Ge­
stalUinderung, die der vorher unbelastete KOfJ·er erfahren baben 
muB, wiihrend man diese auBerell Krafte an ibm anbrachte, ehe 
er wieder zur Rube kam. Beide Aufgaben· konnen nicbt getrennt, 
sondern sie mussen zusammen in Angriff genommen werden, selbst 
wenn man zunachst nm eine von ihnen zu losen beabswbtigt. 

Die Spannungsberecbnung ist an sicb die eillfacbere der beiden 
Aufgabell, und sie wird gelO,;t, indem man die allgemeinen Gleich­
gewicbtsbedingungen zwiscben den Spannungen und den ubrigen 
auBeren Krafte an einem Teile des Karpers ins Auge faBt. Aber 
diese Bedingungen allein geniigen noch nicht, urn die in der 
Scbnittfiacbe iibertragenen Spannungen zu berechnen, solange 
man Doch nicht weiB, wie sieb die Spannungen im einzelnen iiber 
die Schnittflache verteilen. fiber diese Scbwierigkeit hilft man 
sich haufig durch mebr oder weniger willkurliche Annabmen 
hinweg Das fiibrt dann oft zu erhebliehen Fehlern oder aucb zu 
ganz faIst-hen Ergebnissen. Zu einem zuverlassigen Urteile tiber 
die Art der Spannungsverteilung kann nur ein naheres Eingehen 
auf die bei der Belastung des Karpers entstebenden ela"tischen 
(oder auch unelastischen) Formanderungen verhelfen. Urn diesen 
beiden Seiten del' Festigkeitslehre einen sinnfalligen Ausdruck zu 
geben, kann man sie als die Lebre you "Orang" und "Zwang" 
bezeicbnen, wobei das Wort "Drang" aut die Spannungen und 
das Wort "Zwang" auf die damit verbundene Gestaltanderung 
hinweisen solI. 

In gewissen einfaehen Fallen kann der Zusammenbang zwischen 
Spannungen und Formanderungen odeI' zwi~cben Drang und Zwang 
durch unmittelbare Messungen auf dem Wege cines zweckmaBig 
durchgefUhrten Versucbes zuverHissig genug festgestellt werden. 
Die Erfabrungen, die man dabei gewinnt, bilden die Grundlage 
flir alle weiteren Schliisse Durch bloBe Haufung von sehr zahl-
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reichen Beobachtungsergebnissen allein kann man abel' nicht all­
zuviel el'reichen. Erst durch die vel'titandesmiiBige Verkniipfung 
und Priifung der verscbiedenen Erfahrungstatsacben, durch die 
Hervorbebung und Zusammenfassung des WesentJichen und die 
Ausscheidung des Nebensachlichen kann man zu einem Lehrge­
baude gelangen, das seinem Zweck so weit entspricht, als dies 
zur Zeit moglich ist. 

Diese tbeoretische Verarbeitung, namlich die Begriffsbildung 
und die sieb daran knilpfende ScLluBfolgerung nacb dem V 0l'bi1de 
del' mathematisthen Wissenschaften nehmen mebr Raum und Zeit 
in Anspruch als ein Bericht ilbcr die grundlegenden Erfahrungen, 
del' sieh auf das Wichtige und Wesentliche beschrankt Abel' man 
darf bei dem Uberwiegen der mathematischen Ableitungen in del' 
Festigkeitslehre niemals aus den Augen verlieren, daB (jin zweck­
maBig angelegter Versuch, sofel'll ein solcher eine bestimmte Frage 
unmittelbar zu entscheiden gestattet, immer die hohere Beweis­
kraft hat, g~genilher einer ihm etwa widersprechenden theoretisch 
hergeleiteten Formel. Die TbeOl'ie muB sich den Tatsachen anbe­
quemen und wo sie ihnen noch widerspricht, muB sie verbes~ert 
werden. 

I. Der einachsige SpannullgRzustand. 
§ 2. Del' Zugversuch. Wie slch ein Karpel' verhalt, wenn 

man ihn durch Anbringen von auBeren Kraften bela stet, hangt 
einerseits von dem Stoffe ab, aus dem er besteht, und andererseits 
von del' Gestalt des Karpel's und von del' Art del' Belastung, die 
el' aufzunebmen hat. VOl' allem ist es wichtig, die Abhangigkeit 
von dem Stoffe festzustellen. Das kann nul' auf dem Ver6uchs­
wegoe gescheben. Zu diesem Zwecke stellt man aus dem be­
treffenden Stoffe einen Korper von moglichst einfacher Gestalt 
her und belastet ihn in einer dHzu eingerichteten Festigkeits­
maschine auf moglichst einfache Weise. In den meisten Fallen 
geniigt schon die Ausfiibrung eines Zugversuchps, um sich ein bin­
reichend zuverHissiges U rteil libel' die Festigkeitseigenschaften 
eines b~stimmten Werkstoffes zu verscbafl'en. Wenigstens gilt dies 
fiir die Metallp, aus denen die meisten Karpel' hergestellt werden, 
fiir die man genauere Festigkeitsberechnungen durchzufiihren hat. 

Urn ein bestimmtes Metall auf seine Widerstandsfahigkeit gegen 
eine Zugbelastung zu prilfen, fel'tigt man entweder einen Rund­
stab odeI' auch einen Flachstab daraus an, den man an beiden 
Enden mit geeigneten Kopfen versiebt, um ihn daran fassen und 
in die Festigkeitsmaschine einspannen zu konnen. Am Lastzeiger 
del' Festigkeitsmaschine liest man ab, wie groB die Zuglast ist, 
die del' Pl'obestab wabrend des Steigerns del' Belastung in einem 
bestimmten Augenblick zu libertragen hat. Die Gestaltanderung, 

1· 
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die del' Probestab unter diesel' Zuglast erfahren hat, kann man. 
soweit es notig erscheint, durch geeignete Feinme13vorrichtungell 
feststellen. 

Auf die besondere Form del' Kopfe an den Stabenden kommt 
sonst nicht viel an, sofem man nUl' sichel' sein kann, da13 sie 
widerstandsfahig genug sind, um zu verhiiten, daB der Bruch des 
Stabes bei ihnen oder in ihrer Nahe stattfindet. Ais brauchbar 
gilt der Versuch nul' dann, wenn del' Stab in seinem mittleren 
Teile nicht gebrochen ist. Bei GuBeisen, das nul' ganz geringe 
Dehnungen vertragt, ehe es bricht, bedarf as einer etwas sorg­
faItigeren Fol'mgebung del' Kopfe, um einen Bruch in del' Nahe 
del' Stabenden zu verhiiten. Hauptsachlich kommt es dabei dar­
auf an, aile schroffen Ubergange aus dem dickeren Ropf in den 
diinneren. mittleren Teil des Stabes zu vermeiden. (V gl. hierzu 

-8 -f-·- -+]_.-.. -----I-~-·-~--4E·-1B 
L - --- i ~ ____ .J 

Abb. la. 

auch § 7.) In Abb. 1 a ist ein Probestab mit kreisformigem 
Querschnitt in del' gewohnlich verwendeten AusfUhrungsform 
dargestellt. Die Messung am Stab beschrankt sich auf das zylin­
drische Stiick von a bis b. 

Zur Beurteilung del' Giite eines metallischen Baustoffes hin­
sichtlich seiner Festigkeitseigenschaften begniigt man sich in den 
meisten praktisch vorkommenden Fallen damit, auBer del' Bruch­
last nul' noch die bleibende Dehnung festzustellen, die eine durch 
geeignete Marken bezeichnete Lange l, die sich iiber den mitt­
leren Teil des Stabes erstreckt, beim Bruche erfahren hat. Die 
"Bruchdehnung" ist ein MaB fUr die Formandenmgsfahigkeit des 
Stoffes, und fUr viele Verwendungszwecke ist sie ebenso wichtig 
wie die Festigkeit. Von ein'em weichen FluBeisen verlangt man 
z. B. gewonlich, daB bei einem daraus gefertigten Rundstab fiir 
eine MeBstrecke, die die Bruchstellen entfialt und die gleich dem 
10 fachen des Quersclmittsdurchmessers ist, die Bruchdehnung 
mindestens 20 %. del' ursprfinglichen Lange betragen solI. Dagegell 
ist beim GuBeiBen die Bruchdehnung so gering, daB sie nul' mit 
besonderen FeinmeBvorrichtungen festgestellt werden konnte. Man 
begnilgt sich daher bei del' Gutepriifung einer GuBeisensorte mit 
der Angabe del' Zugfestigkeit, darf abel' niemals vergessen, daB 
sich diesel' Baustoff nul' zu solchen Zwecken eignet, bei denen 
es auf die Formanderungsfahigkeit nicht wespntlich ankommt. 
Unter "Zuufestigkeit" ist in dies em Zusammenhang del' auf die 
Flacheneinheit bezogene Wert der Spannung 

p 
o=lI' (1) 
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zu ·verstehen, wenn man darin P gleich del' Brucblast in kg setzt, 
wahrend F die Querschnittsflache in qcm bedeutet. 

Diesel' Art del' Bereehnung del' "Zug(esligkeitf' odeI' "Bruch­
spannung" liegt die stillsehweigende Voraussetzung zugrunde, 
daB sieh die Belastung gleiehmaBig iiber den Quersehnitt verteile 
und es daher fUr die Beanspruehung, die del' Stoff an sieh aus­
zuhalten vermag, nul' anf die Belastung ankomme, die dureh­
sehnittlich auf die Fliicheneinheit des Quersehnitts entfltllt. Ami 
den Beobachtuneen iiber die dem Bruche vorausgehenden Gestalt­
iinderungen des Stabl's, die man mit geeigneten FeinmeBvorrich­
tungen leicht vornehmen kanD, darf man abel' in del' Tat sehlieBen, 
daB sieh in allen hinreicbend weit von den Stabenden entfernten 
Qul'rschnitten die Spannungen zum lllindesten annahernd gleich­
t'Ormig fiber den Querschnitt veneilen miiss~n. 

LaBt man namlieh aus demselben Stoffe versehiedene Stabe 
herstellen, dicke und diinne, Rundstabe und Flachstabe, und be­
obachtet man die kleine Langenanderung LiZ, die eine dem mitt­
leren StabteiLe angehorige und bei allen Staben gleieh groB ge­
wahlte MeBlange Z wahrend des Ansteigens del' Belastung beim 
Zugversuche erfahrt, so zeigt sich, daB bei· allen Staben zu del' 
gleichen nach Gl. (1) bereehneten Spannungo aueh die gleiche 
Langenanderung Lil geMrt. Dabei ist es auch gleichgiiltig, ob 
die MeBlange auf del' Vorderseite odeI' Riickseite des Stabes oder 
wie sonst abges'eekt war, wenn sie nul' zwischen denselben Quer­
sebnitten liegt. Wiihlt man l groBer, so wird auch LiZ unter del' 
gleichen Belastung in demselben MaBe groBer gefunden, jedoeh 
immel' unter del' V oraussetzung, daB die MeB:;treeke nieht zu nahe 
an die Stabknopfe heranreiehen darf, weil dort ganz andere Be­
dingungen vorliegen. Als bezogene Lfingenandentng c bezeiehnen 
wir das Verhiiltnis dt 

<=-
l (2) 

und aus den soeben besprochenen Beobaehtungen sehlieBen wir, 
daB im mittleren Teil des Stabes c iioerall gleieh groB ist und 
bei einem gegebenen Stoff nul' von del' naeh Gl. (1) bereehneten 
bezogenen Spannung abbiingt. 

Flir versehiedene Stoffe ist del' naturgesetzliehe Zusammenhang 
zwischen E und a versehieden. Analytisch laBt er sieh ausdriieken, 
indem man setzt 

E = tCa) odeI' umgekehrt a = rpCE) (3) 

worin (eine aus den Beobachtungsergebnissen abzuleitende Funk­
tion und rp deren Umkehrung bedtmtet. Anstatt dessen kann man 
die Beubaehtungen aueh dureh eine bildliehe Darstellung wieder­
geben, inrlem man die Dehnungen E in einem passenden MaBstab 
als Abszissen und die zugehorigen Spannungen als Ordinaten ab­
tragt, wie Abb. 1 zeigt. 
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Eine solche Darstellung wird gewobnlicb als ein Deltnungs­
diagramm bezeichnet. 

Von der Art, wie es in Abb. 1 angenommen wurde, ist das 
Dehnungsdiagramm ungefahr bei einem FluBeisenstab. Von 0 
bis A ist die Diagrammlinie gradlinig, von A ab gekriimmt und 
von einem nur seiner ungefahren Lage nach eiuzusch,itzenden 
Punkt B aus nur noeh sebwach gekriimmt und nahezu wagreeht. 
Nach rechts bin ist die Diagrammlinie in der Zeichnung abge­
brochen, sie geht aber in Wirkliebkeit noeb viel weiter, bebt sich 
dabei noeh etwas, senkt sieh dann allmahlich wieder und brieht 
dann plOtzlieb ab an der Stelle, die dem ZerreiBen des Stabes ent­
spriebt. 

8 
(5 
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Abb.l. Abb.2. 

Imeinzelnen konnen·noch mancberlei Abweiehungen vorkommen, 
die fur die Beurteilung der Eigenschaften einer bestimmten Eisen­
sorte von Wiehtigkeit sind. Bei den· allgemeinen Betraehtungen, 
die wir hier ammstellen haben, kommt es aber auf die Besonder­
heiten nieht an. Am wiehtigsten ist fUr uns die Lage des Punktes 
A, bis zu dem hin del' erste gradlinige Teil des Diaflramms reicht. 
Man nennt diese Stelle die Proportionaliititsgrenze, weil bis dahin 
u und c proportional miteinander wachsen. Fur das Stuek 0 A 
des Diagramms HiBt sich an Stelle von Gl. (3) 

(j 

c = au = E odeI' aueh IJ = EE (4) 

satzel!. Die GroBe a ist ein nul' von dem betrefl"enden Stoffe ab­
bltngiger Festwert, den man den Dehnungskoelfizienten nennt, 
wiihrend der reziproke Wert E des Dehnungskoeffizienten als 
Ela8tizittitsmodul bezeichnet wird. 

Bisher wurde vorau"gesetzt, daB der Zugversueh ohne Unter­
brecbung bis zum Bruehe des Stabes hin durebgefiihrt werden soUte. 
Man kann abel' den Versueh aueh dahin abandern, daB man von 
ainem Zustande ab, der irgendeinem bestimmten Punkt des auf"­
steif!enden Teiles des Dehnungsdiagramms in Abb. 1 entspricbL 
die Last nieht weiter steigert, sondern sie allmahlich wieder bis 
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auf Null hin ahnehmen laBt. "MiBt man auch hiefUr die zusammen­
gebarigen Werte von E und u und tragt sie in derselben Weise wie 
vorher ab, so erhalt man einen zweiten Ast des Dehnungsdiagramms, 
wie er in Abb. 2 durch die Linie CD angegeben ist, wah rend der 
erste Ast OAC einen Teil des ganzen durch Abb. 1 wiederge­
gebenen Dehnungsdiagramms bildet. Die Erfahrung lehrt, daB 
del' absteigende Ast CD mit dem aufsteigenden 'Aste OC zu­
sammenfallt, falls der Umkehrpunkt C dem gradlinigen Teil OA 
angehart. Bei anderen Stoff~n als den zaben "Metallen kann es 
iibrigens auch vorkommen, daB del' aufstFigende Ast des Dehnungs­
diagramms von Anfang schon etwas gekriimmt ist und daB trotz­
dem von einem nicht aUzu weit yon 0 entfernten Umkehrpunkt C 
ab der dem Entlastungsvorgange entsprechende absteigende Ast, 
so genau als es die Messungen erkennen lassen, mit dem aufstei­
genden Aste zusammenfallt. J edem "\Vert von E entspricht dann 
ein bestimmter Wert von u, gleicbgiiltig ob man zu diesem Zu­
stande bei der Belastung odeI' bei der Entlastung gelangt ist. 
Immer wenn dies zutrifft, sagt man, daB sich del' betrefi'ende Stoff 
bi,; zum Punkte Chin vollkrnmnen ela.otisch verMlt. 

Trifft es nicbt zu, so wird durch die beiden Aste 0 C und CD 
und durch die Abszissenachse eine Flache abgegrenzt, von der sicb 
spaterhin zeigen wird, daB sie proportional ist mit dem Arbeits­
VI rtu.stl' , der durch die unvollkommen elastische Formanderung 
eines Karpers bei Belastung und Entlastung hervorgerufen wird. 
Die Strecke 0 D gibt die vleibende Dc/mung an, die als eine dauernde 
Bescbadigung des Karpel's anzusehen ist. Da der Zweck der tech­
niscben Festigkeitsberecbnungen hauptsachlich dar auf hinausHiuft, 
solche Bescbadigungen zu vermeiden, haben wir es in der Folge 
mit solcben Fallen, wie sie der Abb. 2 entsprechen, in del' Regel 
nicht zu tun, sondern wir haben vorauszusetzen, daB die Belastung 
nicht weiter gesteigert wird, als bis zur Elastizitiitsgrcnze d. h. bis 
zur Grenze des vollkommrn elastischen Verbaltens des Karpers. 
Bei den scbmiedbaren Metallen faUt die Elastizitatsgrenze mit del' 
Propol'tionalitatsgrenze zusammen. 

Die Gleichungen (1) bis (4) kann man sehlieBlich auch noeh 
zu einer einzigen Gleichung zusammenfassen, die den un mittel­
baren Zusammenbang zwischen der Langenanderung einer be­
stimmten MeBstrecke Z und der Belastung P ausspricht, durch die 
sie hervorgebracht wird. U nter der Voraussetzmng, daB P die 
Proportionalitatsgrenze nicht iiberschreitet, erhltlt man 

(j l 
A l = d = l E = Eli' P (5 ) 

indem man sich der Reihe nach auf die Gleichungen (2), (4) und 
(1) stiitzt. Kiirzer kann man dafiir auch schreiben 

(5a) 
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Die damit eingefiihrte GroBe 
l 

r = EF (5 b) 

wird als die Siaukonstanfe bezeichnet. 
Gleichung (4) oder (5) wurde im 17. Jahrhundert von dem 

englisehen Physiker Rooke aufgestellt. Rooke nahm an, daB Gl. (4) 
fUr aIle festen Korper zutreffe; das hat 8ieh aber nicht als richtig 
bewahrt. In den meisten Fallen, fUr die man Festigkeitsberech­
nungen durchzufUhren hat, darf man jedoeh bis zu einer gewissen 
Grenze A hin annehmen, daB Gl. (4) entweder genau oder min­
destens naherungsweise zutreffe, und man sagt dann, daB del' 
Karpel' bis dahin dem Hookeschen G('setzG gehorehp. 

Den Begriff und die Bezeichnung "Elastizitatsmodul" hat im 
Anfange des 19. Jahrhunderts der englische Physiker Young ein­
gefUhrt, und zum Untersehiede von einem anderen Elastizitats­
modul, den wir spater noeh zu besprechen haben werden, nennt 
man E aueh den Youngschen 1I1odul, wahrend die SpraclJreiniger 
vorziehen, dafiir die Bezeichnung "ElaBtizitalszahl" zu gebramhen. 

Diese Elastizitatszahl ist iibl'igens keine reine odeI' unbenannte, 
sand ern eine benannte Zahl und zwar von del' gleieten Bt'nennung 
odeI' Dimension wie die bezogene Spannung. Die in Gl. (4) VOl'­
kommende bezogene Dehnung 8 ist namlieh naeh Gl. (2) als "pr­
haltnis zweier Langen eine reine Zahl und sie hat daher, wie man 
in del' Lehre von den Dimensionen del' physikalischen GraBen sagt, 
die Dimension Null. Die Dimension einer bezogenen Spannung 
und daher auch des Elastizitiitsmoduls E ergibt sieh nach GJ. (1) 

1m technischen MaBsystem zu 11 kg., und diese Einheit, die dem 
em 

mittleren Werte des Luftdruckes etwas oberhalb des Meeresspiegels 
entspricht, wird haufig auch als eine Atmm'phare (abgekurzt atm 
odeI' at gesehrieben) bezeiehnet. Der Elastizitatsmodul del' schmied­
baren Eisensorten liegt gewohn lich zwiscben 2000000 und 
2200000 atm, bei Wolframdrabt ist er ungefabr doppelt, bei GuB­
eisen (fUr kleinere Lasten) ungefabr halb so hocb. 

c 

o 
Abb, S. 

Das GuBeisen liefert wie alle steinarti-
gen Massen, die ihm in dieser Beziehung 
gleichen, ein Dehnungsdiagramm, bei dem 
das gradlinige SUick 0.£1 in Abb. 1 fehlt 
und das ungefiihr so wie in Abb. 3 aus­
sieht, Bei C bricht es ab, da del' Stab 

t zerreiBt Die Linie 0 C ist iibrigens nicht 
aUzu stark gekriimmt und wenn man da­

fiir sorgt, daB ein GnBeisenstab nul' Lasten aufzunebmen hat, 
die etwa to odeI' i der Brucblast nicht ubersc1Jreiten, kann man 
das bis dahin reichende Anfangsstuck des Diagramms ollne merk­
lichen Febler genau genug als gradlinig ansehen. In diesem Binne 
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war auch vorher schon von dem Elastizitatsmodul des GuBeisens 
gesprochen worden, denn die Angabe eines solchen Moduls setzt 
von vornheJ ein die mindestens naherungsweise zutreffende Giiltig­
keit des Hookeschen Gesetzes voraus. 

Urn moglichst genauen AufschluB iiber aIle elastischen Eigen­
schaften eines bestimmten Werkstoffes zu erhalten, die sich bei 
eimm Zugver,ucbe feststellen lassen, darf man sich jedoch nicht 
damit begnugen, nul' die Dehnungen in del' Langsricbtung zu 
messen. Wahrend sich del' Stab in del' L~ngsrichtung streckt, 
zieht e1' sich namlich zugleich in jeder Querrichtung zusammeu 
und durch hinreichend genaue MeBvorrichtungen liiBt sich fest­
stellen, urn wieviel. Freilich sind diese Messungpn der Querver­
kiirzung viel schwieriger anzustellen, und sie werden daher nur 
selten vorgenommen. Ungefabr weiB man aber, welchem Gesetze 
die Quervt'rkul'zungen folgen. 

Handdt es sich etwa urn einen Rundstab vom Querscbnitts­
dnrchmesser d und vel'mindert sich d urn ein kleines Stiick L1 d, 
so kommt es auch hier darauf an, welcben Brucbteil L1 d von d 
au~macht. Das Verhiiltnis beidel' bildet die bezogene Querc('rkilr­
zung, namlich 

(6) 

wobei zum Unterscbiede von del' durcb Gl. (2) eingefiihrten be­
zogenen Anderung in del' Liingsl'icbtung, die jetzt mit °1 bezeichnet 
werden mag, del' Zeiger d an den Bucbstaben f gehiingt wurde. 
Genaue Messun/Zen haben nun gelehrt, daB bei einpm Zugversucbe 
mit eiDem Metallstab, solange dabei die Proportionalitiitsgrenze 
Dicbt uherschritten wird, auch fa proportional mit der Zuglast P 
anwachst. Dabei bleibt fa stets kleinel' als Ep und zwar macht 6S 

immel' denselben Bruchteil davon aus. Wir konnen also 

(7) 

setzen, wobei das Minuszeichen darauf hinweist daB in der Quel'­
richtung eine Verkiirzung entsteht, wenn sich der Stab in der 
Langsrichtung streckt. 

Die Verbaltniszahl 1 wird gewohnlich die Poissonsche Kon-
m 

stante genannt, ste dient neben dem Elastizitiitsmodul E dazu, 
die elastischen Eigenschaften eines bestimmten WerkstotIes zahlen­
maBig zu beschreiben. Bei den meisten Stoffen schwankt sie urn 
den Wert ± hprum, fUr die ~chmiedbaren Eisensorten kann man 

im Mittel m zu 3}, also ~ gleich 0,3 annehmen. Bei GuBeisen 
m 

und den meisten steinartigen Massen ist m groBer (von 5 bis 9 
bin oder auch noch dariiber.) 
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Setzt man den Wert von Ez aus Gl. (4) in Gl. (7) ein, so kann 
man dafiir auch 

1 (j 

(8) 

s(;hreiben. 
Bei den vorhergehenden Erorterungen wurde stillschweigend ein 

isntroper vVrrksioff vorausgesetzt. Damit ist namlich gemeint, 
daB del' betreffende Stoff an sich nach allen Richtungen hin die 
gleichen elasti.schen "Eigenschaften hat. Entnimmt man also einem 
groBeren Korper Probestiicke zur Ausfiibrung des Zugversuches 
in verschiedenen Richtungen, einen etwa in wagrechter - einen 
anderen in lotrechter und elnen dritten in beliebig schief gestellter 
Riehtung, so wird der Korper iootrop genannt, wenn alle diese 
Probestabe unahbangig von del' Lage, die sie im gamen Korper 
einnehmen, dieselben elastischen Eigenschaften 7.eigen, so daB also 
E und m bei allen gleich groB gefunden werden. Bei GuBeisen 
und iiberhaupt bei allen Korpern, die auf fiiissigem Wege herge­
stellt und nachher keiner weiteren stark eingreifenden Bearbeitung 
mehr unterzogen wurden, darf man in del' Regel von vorneherein 
voraussetzen, daB sie isotrop sind, es sei denn, daB sich bei del' 
Erhartung groBere Kristalle ausbildeten, die bestimmte Richtungen 
bevorzugten. 

Alle Kristalle freilich sind gerade dadurch gekennzeichnet, daB 
sie sich nach verschiedenen Richtungen hin und zwar in gesetz­
maBiger Weise verSl!hieden verhalten, sie sind, wie man sagt, 
anisotrope oder aolotrnpe Korper. Je nach der Richtun;(, in del' 
man ein kleines Probestabcnen aus einem groBeren einheitlichen 
Kristalle entnimmt, findet man ganz verschiedene Werte fiir die 
Elastizitatskon:;tanten E und m. Auch bei einem Kesselblech findet 
man E und m, sowie die Zugfestigkeit und Proportionalitatsgrenze 
etwas verschieden, je nachdem man die Probestabe, die man dem 
Versuche unterwirft, in der Walzrichtung oder senkrecht dazu aus 
der Blechtafel entnimmt. Das anisotrope Yerhalten wird in diesem 
Falle durch den Wa/;!;vorgang herbeigefiihrt. Ein sehr ausge­
sprochen anisotropes Verhalten zeigt besonders das Hol~. Ein 
Probestab, der aus einem Baumstamm in del' Langsrichtung (in 
del' Richtung der Fasern) entnommen wurde, zeigt ganz andere 
Festigkeitseigenschaften als einer, der quer dazu herausgeschnitten 
wird. 

In der technischen Festigkeitslehre kann und muS man sich 
aber meistens damit begniigen, aile Betrachtungen unter der Vor­
aussetzung eines isotropen Verhaltens des Werkstoffes durchzu­
fiihren. In der Folge wird daher von anisotropen Korpern hier 
nicht wei tel' die R,ede sein. Bei den An wendungen der fUr iso­
trope Korper abgeleiteten Berechnungsvorschriften darf man abel' 
niemals ganz aus den Augen verlieren, daB sich im einzelnen Falle 
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durch Abweichungen des betreffenden Werkstoffes von der Isotro­
pie unter Umstanden erhebliche Fehler ergelJPn konnen. 

§ 3. Der Druckversuch. Wahrend die Giite eines metal­
lischen Werkstoffes hauptsachlich nach dem Ergebnisse eines Zug­
versuches beurteilt wird, sieht bei den natiirlichen und kiinst­
lichen Bausteinen der Druckversuch im V ordergrunde. Rei der 
Art, wie er gewohnlieh zu praktischen Zwecken ausgefiihrt wird, 
erfabrt man durch ihn freilich nichts iiber die elastischen Eigen­
schaftell der Versuehskorper. Man benutzt dazu namlich moglichst 
genau wiirf'elfOrmige Probekorper aus del' zu priif'enden Stein­
sorte, die z. B. bei Hartsteinen mit einer Diarnantsage herausge­
schnitten und dann noch auf den Druckflachen sorgfaltig ge­
schliffen oder sonst abgeglichf'n werden, und zerdriickt diese Wiirfel 
zwischen zwei stahlernen Druckplatten einer Festigkeitsmaschine. 
Dabei wird nur die Bruchlast P beobachtet und daraus durch 
DiVIsion mit del' Flache der W~rfelseite die "Druckfestigkeii" in 
derselben Weise wie nach Gl. (l) die Zugfestigkeit beim Zugver­
suche berechnet. 

Als Giitepriifung, also zum Vergleiche verschiedener Steinarten, 
die aIle in der gleichen Weise behandelt wurden, untereinander 
ist dieses Verf'ahren ganz angebracht und zweckmaBig. Man darf 
nur nicht auBer acht lassen, daB die Annahme eines einachsigen 
Spannungszustandes und einer gleichfOrmigen Spannungsverteilung, 
die bei del' Division der Bruchlast durch die Druckflache zur Be­
rechnung del' Druckfestigkeit als V oraussetzung zugrunde liegt, 
bei dem Wiirf'elversuch viel weniger begriindet ist und zu weit 
groBeren Fehlern fiihrt, als bei dem in § 1 besprochenen Zug­
versuche. Beim Zugversuche ist der Stab lang im Vergleiche zu 
den Querschnittsabmessungen und am Ende mit Kopfen versehen, 
von denen ein allmahlicher Ubergang in den kleinen Querschnitt 
des mittleren Stabteiles stattfindet. Wenn man sich a.uf die Be­
obachtung dieses mittleren Stabteiles beschrankt, fUr den iiberall 
gleiche Verhaltnisse vorliegen, darf man sicher sein, daB dort in 
der Tat iiberall nahe7.u ein einachsiger und iiberall gleichfOrmiger 
Formanderungs- und Spannungszustand herrscht. 

Beim Druckversuche braucht man keine Kopfe, urn die Druck­
last auf den Probekorper zu iibertragell, und insofern ist del' Druck­
versuch einfacher als der Zugversuch. Man laBt sich aber da­
durch leicht verleiten, die beim Zugversuch ganz selbstverstilnd­
liche Vorsicht, zwischen den Kopfen einen langeren Stabteil an­
zuordnen, innerbalb dessen sich die unvermeidlicbe UnregelmaBig­
keit in der Kraftiibertragung an den Kopfen bereits hinreichend 
ausgleicben konnte, beirn Druckversuche ganz auBer acht zu lassen. 
Urn allgemein verwertbare Ergebnisse zu erhalten, ist abel' diese 
Vorsicbt auch beim Druckversuche erforderlich. Man muB dazu 
die Hohe des Probekorpers erheblich groBer wahlen als die Quer-
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schnittsabmessungen und sich auch hier auf die Beobachtung des 
mittleren Stabteiles beschranken. N ur auf diese Weise ist es mog­
lich, das elastische Verhalten des Werkstoffes bei einer einachsi­
gen Druckbeanspruchung genau genug festzustellen . 

. Wenn dies geschieht, zeigt sich, daB die Verktirzungen, die ein 
Druck hervorbringt, mit der GroBe del' Drucklast in einem ganz 
ahnlichen Zusammenbange stehen, wie die Dehnungen beim Zug­
versuche. Die Metalle, die dem Hookeschen Gesetze bis zu einer 
gewissen Grenze hin gehorchen, erfahren auch beim Druckversuch 
Verkiirzungen, die den Lasten proportional sind, solange eine ent­
sprechende Grenze nicht tiberschritten wird. AuBerdem 1ebrt auch 
del' Versuch, daB der durch G1. (4) eingefiibrte Elastizitatsmodul 
E bei solchen Stoffen fUr Druck den gleicben Wert bat wie bei 
Zug, sowie ferner, daB auch die Verbaltnis:lahl m zwischen der 
Langsverkiirzllng und der Querdebnung, die durch eine Druck­
belastung bervorgerufen werden, ebenso groB ist, wie sie beim 
Zugversuche gefunden wurde. Mit. anderen Worten heiBt dies, 
daB unter der V oraussetzung eines moglichst einfachen e1astischen 
Verhaltens eines Baustoffes, wie es bei den theoretischen Ablei­
tung en der Festigkeitslehre als normal angesehen und ihnen zu­
grunde gelegt wird, alle Formeln des t'origcn Paragraph en mit den 
gleichen Wcrten von E und m ohne 'u'cite1'es auch aUf die ein­
achsige Druc1.beanspruchung iibcrtragen u'eJ den k6nnell, indem man 
darin auf die Vorzeichen achtet und einer Druckspannung 0 eben­
so wie einer Verkiirzung E das negative V orzeichen beih·gt. 

Bei den Stoffen, die dem Hookesehen Gesetze von vorneherein 
nicht gehorehen, trifft dies freilieh nicht zu. Insbesondere besteht 
bei den steinartigen JJ1 assen zwischen Druck und Verkiirzung ein 
anderer· Zusammenhang als zwischen Zug und Dehnung. Das in 
Abb. 3 fUr den Zugversuch mit GuBeisen oder auch mit Steinen 

+0- angedeutete Dehnungsdia­
gramm 111Bt sieh dureh Hin­
zuf'iigen eines zweiten Astes 
erglln7.en, so daB es auch 'das 
elastische Verhalten gegen-

-------::l''---.[--'---- +t iiber einer Druckbeanspru­
chung wiedergibt, indem man 
die Druckspannung und die 

Abb.4. ibr entsprecbende Verkiirzung 
in den Riebtungen der ne-

-a gativen Koordinatenachsen 
auftrllgt. Man erhalt dann eine ungefahr S - formige Kurve, 
mit einem Wendepunkt im Ursprunge, wie sie in Abb. 4 ange­
geben ist. 

Bei den Festigkeitsberechnungen fijr Eisenbetonkonstruktionen iet 
man genotigt, einerseits auf den fUr Eisen und fiir Beton aehr ver-
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8chiedenen Wert des Elastizitatsmoduls und andererseits auch auf 
das ver~chiedene elastische Verhalten des Betons gegeniiber Zug- und 
Druckbean,pruchnng zn achten. Dabei ist es iiblich geworden, so 
zu rechnen, ala wenn de!' Beton Bowohl bei Zng als bei Druck dem 
Hookeschen Ge"etze gehorcbte, dabei aber den Elastizitatsmodul fiir 
Druck weit haber anzunehmen ala den fiir Zug. Diese A.nnabme 
kommt darauf hiuaus, daB sich da.s Dehnungsdiagramm der Abb. 4 
fiir Beton aus zwei geraden Linien ZUBammensetzen lieBe, die im Ur­
sprunge unter sebr verschiedenen ltichtungpn zusammellstieBen. Man 
kann aber keine Elastizitatsmessungen anfiihren, die einer solchen 
Annahme zur Stiitze dienen kannten, sie ist vielmehr ganz willkilr­
hch zum Zwecke einer beqnemen Rechnungsgrundlage gewahlt und 
nur d .. shalb unschadlich, weil die auf dieser Grundlage abgeleiteten 
Formeln fiir die Tragrahigkeit von Eisenbetonkonstruktionen durch 
sehr zahlreiche Versucbe f'ortlauf'end gepriift und mit entspre,<;henden 
Koetfizienten versehen wurden, wodurch eine hinreichende Uberein­
stimmung zwischen Formeln und Priifungsergebnissen herbeigefiihrt 
wurde. 

Wir sahen vorher, daB beim Druckversuche mit einem ~tein­
prisma, dessen Hohe vielleicht das 4-8-fache der Querschnitts­
seite ausmacht, im mittleren Teile eine ringsum gleichfOrmige 
'Verkiirzung in del' Langsrichtung und zugleich eine Dehnung in 
jeder Querrichtung stattfindet. In del' Nahe del' Druckflachen 
kann sich dagegen diese Querdehnung nicht ungehindert ausbilden. 
Steigert man namlich die Lasten, so muBte auch die Querdehnung 
zunnehmen, und dabei muBten sich die Flachenteilchen del' Druck­
flache gegen die stahlel'lle Druckplatte, die man als nahezu starr 
beh'achten kann, nach auBen hin verschieben. Dem widersetzt 
slcb jedoch die Reibung zwischen den bereits stark aufeinander 
gedruckten Karpel'll. Es treten daher auch beim Druckversuche 
in der Nahe del' Lastiibertragungsstellen wesentlich abweichende 
Bedingungen gegeniiber den im mittlel'en Stabteil herrschenden 
ein, in ganz ahnlicher Weise wie beim Zugversuche, wenn auch 
die Abweichungen nicbt so stark sind wie bei diesem. 

Eine Folge davon ist, daB die Brucblast fUr ein Steinprisma 
bei gegebenem Querschnitt urn so graBer gefunden wird, je geringer 
seine Hahe ist. Die bei wiirfelfOrmigen Probekarpern gefundene 
Bruchlast entspricht daher nicht del' Druckfestigkeit im eigent­
lichen Sinne des W ortes, das einen einachsigen und gleichfOrmigen 
Spannungszustand zur Voraussetzung hat, sondern sie ist groBer. 
Urn diesen Unterscbied hervorzuheben, spricbt man. bei ihr von 
einer Wiirfelfestigkcit. 

Rei Sieinen ist die Zugfestigktit weit kleiner als die Druckfestig­
keit. Wie groB sie im einzelnen Falle tatsachlich ist, laBt sich 
mit Hilfe eines Zugversuchs nicht zuverlassig genug feststellen, 
weil es hum gelingt, einen Probekorper herzustellen und ihn so 
zu belasten, daB man auf eine gleichfOrmige Verteilung del' Zug­
spannungen iiber den Bruchquerschnitt rechnen dui-fte. Fur die 
Beurteilung del' Zugfestigkeit eines Zementmortels stent man kurze 
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geigenformige Probekorpel' ( Abb.4 a) mit einer stal'ken Einschiirung 
in del' Mitte her, reiBt sie durch Bine Zugbelastung ab und sieht 
die aus der Division der Bruehlast durch die Bl'uchfHiehe el'haltene 
mittlel'e Sp3nnung im Bruchquel'schnitt als die Zugfestigkeit an. 
In Wil'klichkeit aber vel'teilen sieh die Spannungen ungleichfOrmig 
iiber den Bruehquerschnitt, und dort wo der Bruch beginnt, wo 

Abb.4a. 

sie also am groBten sind, iibertreffen sie 
el'heblieh den Mittelwert, der als MaB fUr 
die Zugfestigkeit beniitzt wil'd. 

Pilr den ZZl"Cck del" Zementpriifung schadet 
dies nicht." weil aile Zemente in del' glei­
chen Weise gepriift werden, so daB aueh 
der :VIittelwert der Spannungen im Bruch­
quersehnitt, der zum Bruehe fUhrt, ein ge­
eignetes GiitemaB fUr eine bestimmte Ze­
mentsorte hildet. Braueht man aber zu 
anderen Zweeken einen zu verHbsigen Wert 
del' Zugfestigkeit, also jener Spannung, die 
bei gleichfOrmiger Verteilung und ein­
aehsigem Spannungs7.ustande zum Bruehe 
fUhrt, so ist es am besten, ganz darauf zu 
verziehten, sie aus einem Zugversuche zu 
ermitteln, sondern sic aus einem Biegungs­
versuehe reehnungsmaBig abzuleiten, in­
dem man die zur Bruehlast gehorige groBte 
Kanten~pannung des Probekorpers naeh 
den spiiter in der Lehre von der Biegung 
aufzustellenden Formelm ausrechnet. 

Vorher war wiederholt die Rede davon, daB man die Hohe des 
Probekorpers b"im Druckversuehe erhehlich groBer, etwa gl .. ieh 
dem 4-8-fachen del' Quel'schnittsahmessungen machen musse, 
urn den EinfluB del' abweichenden Bedingungen an den Enden, 
namlich del' Reibungen in del' Druekflaehe "auf den mittleren Teil 
des Stabes hinreichend auszuschalten. Wie weit man damit gehen 
muB, BIBt sieh dadurch entseheiden, daB man versehieden hohe 
Probekorper miteinander vergleicht. Zu weit clarf man abel' mit 
der VergroBerung del' Hobe jedenfalls nicht gehen, weil sonst die 
Gefahl' einesAuskniekens in Frage kame, von del' spatel'hin die 
Rede sein wird. Wenn die Hohe nieht groBer als etwa gleieh dem 
8 -fachen del' Quersehnittsseite g wiihlt wird, wie es gewohnlieh 
geschieht, ist diese Gefahr abel' jedenfalls noeh nieht zu befurcbten. 

Endlich muB noeh erwahnt werden, daB sieh aueh bei den 
natiirliehen Bausteinen haufig ein Mangel an Isotropie zeigt, und 
zwar hei Sandsteinen, Kalksteinen u. d~l., die ein natiirliches 
"Lager" erkennen lassen. Gewohnlich ist dann die Dr~ckfestig­
keit senkreeht zum Lager etwas groBer als die in der Riehtung 
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parallel zum LHger. Genaue Elastizitatsmessungen fUr die ver­
schiedenen Richtungen sind an solchen Baustuffen bisher wohl 
noch kaum ausgefiihrt worden. 

§ 4. Flie~figuren, Spannungen fUr schiefe Schnittrich­
tungen. Zur Priifung des Werkstoffes, aus dem die Platten, 
Winkel und sonstigen Profileisen bestehen, die zum Aufbau einer 
groBeren Tragkonstruktion dienen sollen, lliBt man gewohnlieh 
Probestabe von del' in Abb. 5 angegebenen Gestalt herstellen. 
Der Quersehnitt ist rechteckig und von ;) em Breite, wahrend sich 
di~ aus der Abbildung nieht ersichtlicbe Dicke nach der Dicke 
des Bleches odeI' der Flanscbdicke dt's Profileisens richtet, aus 
dem der Stab entnommen wurde. Als Mittelwert kann man etwa 
eine Dicke von 1 cm oder etwas dariiber annehmen. 

E-Y~:~ ,~i~ t-+--;3-
.... -----zoo------! 

Abb.5. 

An den Enden versieht man den Stab in der aus del' Zeichnung 
ersil'bthchen Weise mit Kopren. Auf den AnsiehtsfHieben der 
Kiipfe laBt man durcb eine Frasmaschine einige seiehte Rinnen 
oder Furchen einscbneiden, an denen die "Beitlkeile" eingreifen 
konnen, mit denen der Slabkopf von beiden E-eiten bel' gefaBt 
und durcb deren Vermittlung er in die Festigkeitsmasebine ein­
ge~pannt wird. 

In einigen Abstlinden von den Kopfen laBt man die in Abb.5 
mit A und B bezeichneten Marken anbringen, zwischen denen 
gewohlllich cine MeBHinge von 20 em abgegtenzt wird. Erfolgt 
der Brueh auBerbalb der MeBstrecke A B, so wird der Versueh 
verworfen, und baufig verlangt man aueh, daB er im mittleren 
Drittel der MeBlange AB erfolgt sein muB, urn einen einwand­
freien Wert fUr die Bruchdehl,ung daraus ableiten zn konnen. 

Gewobnlich wird der Stab auf den Ansichtsflachen nicbt be­
arbeitet, sondern er beLalt dort die Walzhaut, die vom Herstellungs­
yorgange des Profileisens berriihrt. Entfernt man aber die Walzbaut 
vor dem Zugversuehe und poliprt man die Ansiebtsflachen des 
Stabes, so kann man bald naeh Uberscbreitung der Proportionali­
tatsgrenze das Auftreten von sogenannten "Fli( f.J(iguren" bemerken, 
durch die sicb die bleibende Formanderung im Innern des Stabes 
naeh auBen hin verrat. Gewohnlich be,teben diese "FlieBfiguren" 
aus einer Anzabl feiner Linien, die von heiden Seiten her unter 
einem Winkel von 45° gegen die Langsriehtung- des Stabes geneigt 
sind und sitb gegenseitig durchsebneiden (vgl. die gestriehelten 
Linien in Abb. 5). Zuerst treten sie nul' vereinzelt auf, dann 
mebren sie sieb b~i weiterer Steigerung del' Belastung und spater-
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hin, wenn die Formanderung noch weiter fortgeschritten ist, ver­
schwinden sie wieder, wogegen die vorber glatt polierte Flacbe 
rauh wird, so daB sich feinere Linien darauf obnehin nicht mebr 
unterscheiden lieBen. Haufig beschrankt sich das Auftreten dieser 
FlieBfiguren zunachst fiberbaupt nur auf ein kfirzeres Stuck der 
Ansicbtsflache, wie auch in Abb. 4 angenommen wurde, und dies 
ist dann ein Zeichen dafiir, daB sich vorliiufig der Stab nur in 
dies en Teilen merklicher streckt, wahrend er an anderen Stellen 
noch weniger nacbgibt. 

Gegen das Ende des Brucbversuches hin bildet sich an irgend­
einer Stelle del' Stablange eine etwas starkere Zusammenziehung 
del' Quere na0h aus als an den iibrigen Stellen, und zugleich bemerkt 
man an dem Lastzeiger der Festigkeitsmaschine, daB biermit die 
groBte Last erreicht ist, die der Stab fiberhaupt aufzunebmen ver­
mag. Von da ab sinkt die Last wieder, die erforderlich ist, um 
den volligen Bruch herbeizuflihren, und dabei beschrankt sich die 
waitere Formiindel'ung in der Regel auf die Nachbarschaft der 
Stelle, an der sich die erste Einschnfirung gebildet hatte. Hier 
dehnt sich del' Stab und er zieht sich dabei der Quere nach weiter 
zusammen, bis er zerbricht. Die Einschniirung des Brucllquer­
sc1mittes wird ebenfalls als ein GiUema{;J zw' Beurteilung del' Ziihig­
keitseigenschaften des Werkstoffes benutzt. 

Die mikroskopische Betrachtung einer fein geschliffenen Flil.che 
eines Metallstilckes liiBt bei geeigneter Atzung unter starker Ver­
groBerung erkennen, daB die Metalle aus feinen Kornern von ver­
scbiedener chemischer Zusammensetzung (je nach dem Kohlenstoff­
gehalt. bei Eisen) und daher auch verschiedenen mechanischen 
Eigenscbaften aufgebaut sind. Bei starken Spannungen beginnen 
sich einzelne dieser Kristallkorner Hings ihrer Beriihrungsfiachen 
gegeneinander zu verschieben, und dieser Vorgang ist es, del' sich 
nach auBen hin durch das Auftreten der FlieBfiguren kenntlich 
macht. Es ist auch leicht verstandlich, daB ein Gleiten, das 
einmal an einer bestimmten Stelle eingetreten ist, sich nachher 
urn so leichter in derselben Richtung weiterhin fortsetzt, wodurch 
sich erklart, daB die FlieBfiguren meistens aus ungefil.hr geradlinig 
verlaufenden Linien besteben. 

Das Aufketen von FlieBfiguren an einer polierten Stelle eines 
metallischen Korpers ist ein sicheres Zeichen dafiir, daB bereits 
eine dauernde Beschadigung des Korpers an dieser Stelle hervor­
gebracht wurde. Von den Beobachtungen fiber das Auftreten von 
FlieBfiguren muB man sich daher vielfach lei ten lassen, um ein 
Urteil fiber den in einem gegebenen Faile auftretenden Spannungs­
zustand zu erhalten oder um die Gefahr zu beurteilen, die mit 
eillHr bestimmten Belastungsweise des Korpers verbunden ist. 1) 

1) Bei den Prufungen, die in der Praxis von Behorden und Fabriken 
zur Qualifikation des Materials angestellt werden, wird gewohnlich 
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Insbesondere gilt dies auch von der Beobachtung, daB die FlieB­
linien beim Zugversuche nicht etwa in del' Richtung verlaufen, 
in der der Stab gespannt wird, und auch nicht senkreeht zu dieser 
Richtung, sondern ungeflihr uuter 45° dazu. Man kann noch hin­
zufiigen, daB sieh unter entspreehenden Bedingungen aueh beim 
Druekversuehe die gleiehe Erseheinung zeigt. Der Riehtung von 
45°, in der sieh die FlieBfiguren vorzugsweise ausbreiten, muB 
daher eine besondere Bedeutung zukommen. Wir werden dadureh 
zu der Frage gefiihrt, was fiir Sp'lllnungen beim einachsigen 
Spanuungszustande in einer SchnittfHiehe iibertragen werden, die 
zunaehst einen beliebigen Winkel ffJ mit der 
Rauptriehtung einsehlieBen moge. 

In Abb. 6 ist ein Stiiek der Ansiehtsflache des 
schon ill Abb. 5 dargestellten Stabes in groBerem 
MaBstabe herausgezeiehnet. Die Stabachse und 
hiermit die Achse des einachsigen Spannungs­
zustandes iiberhaupt, wahlen wir zur X-Achse 
und bezeiehnen die in einem Querschnitt e D iiber­
tragenen Spannungen mit o. Diese sind jedenfalls 
gleichfOrmig fiber den ganzen Querschnitt ver­
teilt, da nach Voraussetznng der Breite nach 

Abb.6. 

aIle Teile des Stabes unter den gleiehen Bedingungen 
Daraus folgt p 

0=-­
x F' 

stehen. 

(9) 

wenn F die Quersehnittsflaehe des Stabes bedeutet. Dann legen 
wir noeh einen zweiten Sehnitt eE, der mit del' Stabachse einen 
beliebigen Winkel ffJ bildet, so daB zwischen e D und 0 E ein 
dreiseitiges Prisma abgegrenzt wird, das wir als einen selb­
standigen Korper auffassen konnen und dessen Gleiehgewicht wir 
jetzt untersuehen wollen. 

nieht auf die FlieLlfiguren geachtet, da sieh diese Beobacbtung nicht 
in Zahlen ausdriicken lassen wiirde. In del' Regel werden deshalb nur 
die Bruchfestigkeit und die Bruchdehnung und mitunter anch die Last, 
bei der FlieBen eintritt, bestimmt. Die letztere FeststeHung wird so vor­
genommen, daB der Kraftanzeiger bei etwa gleichmaBig steigender 
Langung des Stabes beobachtet wird. Zuerst riickt der Kraftanzeiger 
auf immer hOhere Werle hinauf. PlOtzlich abel' bleibt er stehen oder 
geht Bogar trotz rortschreitender Langung des Stabes zuruck. Dieser 
Ponkt wird bei Mes:!ungen in der Praxis als FlieBgrenze vermerkt. 

Die Abmessungen des Probestabes, die auf das Ergebnis erheb­
lichen EinfluB baben, werden besonders bei Abnahmeversuehen fiir 
Behorden nach genauen Vorschrirten festgestellt. In der Regel werden 
fUr Zerreillversucbe Rundstabe von 10 oder 20 mm Durchmesser und 
einer MeBlange gleich dem Zehnfachen des Durchmessers vorgeseben. 
Die in Deut~chland am meisten zugrunde gelegten Versuchsvorschriften 
sind die del' Reichsmarine nnd die der preullischen Eisenbahnverwal­
tung, die beide im Buchhandel erschienen sind. 

'l'eubn. Leitf. 17: 1<' i) P pI, Grnnd.iige der Fe.tigkeitsJehre 2 
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Auch UhfI' die Schnittflache CE mussen sith die Spannungen 
gleichfOrmig verteilen. Wir schlieBen dies daraus, daB sich die 
elastische Formanderung an allen Stellen del' AnsichtsfHicbe des 
Stabes, die von den Stabkopfen genugend weit entfernt sind, wie 
die Beobachtung lehrt, iiberall in del' gleichen Weise vollzieht. 
Dasselbe muB daber auch von dem Spannungszustand gtlten, der 
durch den an del' gleichen Stelle bestehenden Formanderungs­
zustand naturgesetzlich bedingt ist. 

Gegenuber den groBen Lasten, die del' Stab heim Zugversuche 
zu ubertragen bat, ist das Eigengewicht des Prismas CDE so 
unbedeutend, daB wir es von vornherein vernachlassigen konnen. 
Urn GIeichgewicht am Prisma herzustellen, muB alsdann die Re­
sultierende aller in del' Schnittflache CD ubertragenen Spannungen 
eben so groB und entgegengesetzt gerichtet sein wie die Resul­
tierende P del' im Schnitte CD ubertragenen Spannungen. Auch 
beirn schiefen Schnitt gehen daher die Spannungen parallel zur 
Stabachse, und sie sind urn den Winkel rp gegen die Schnittflache 
geneigt. 

In de/' Festigkeitslehre hat es sich als Imeckmii(jig lzerat~sgestellt, 
cine Spannung, die einen schiefen Winkel mit del' fJugeJzorigen 
Schnitl/ldc1w cinschlir(jt, stets in zwei Komponenten fJU urlegen, 
von denen die eine senkrecht zur Schnittflache steht, wahrend die 
andere in die Schnittflache selbst fallt. Bei del' 1I'ormalSpann1tl1g 
unterscbeidet man dann noch je nach dem Pfeile zwischen Zug 
odeI' Druck. Die andere Komponente dagegen wird als die Sclmb­
spannung bezeichnet. Bei ihr kommt es nicht nur auf die GroBe, 
sondern auch auf die Richtung an, die ihr innerhalb del' Schnitt­
flache zukommt. Ein ahnlicher Gegensatz wie zwischen Zug und 
Druck ist dagegen bei del' Schubspannung nicht zu machen. Fur 
die auf die Flacheneinheit bezogene Schubspannung wird in del' 
technischen Festigkeitslehre stets del' Buchstabe ]; gebraucht. Zur 
naheren Angabe der Schnittflache, auf die sich • beziehen soIl, 
oder del' Richtung innerhalb del' Schnittflache kann man je nacb 
Bedarf an ]; noch einen oder zwei Zeiger anhlingen. 

1m FaIle von Abb. 6 wollen wir die im Schnitte C E uber­
tragene und auf die FHicheneinheit dieses Schnittes bezogene 
Normalspannung mit Ucp und die Schubspannung mit -';cp bezeich­
nen. Wir finden diese beiden Komponenten, indem wir zuerst die 

ganze vom Stabe ubertragene Belastung P durch die Flache Ij~ 
Sill rp 

del' Schnittflache dividieren und bierauf mit sin rp multiplizieren, 

urn 0cp' oder mit cos rp multiplizieren, nm .,p zu erhalten. So er­
gibt sich 

p . 2 
Ucp = F 8m rp und 

P. 
.'f =F~ SIll cp cos cp, 
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wofiir man auch mit Riicksicht auf Gl. (9) 

()'I'=0",sini!p=tC1",(1-cos2!p) und ",p=to",sin2!p (10) 

schreiben kann. 
Die Scbnittrichtung 0 E in Abb. 6 diirfen wir zwar nicht so 

weit scbief steUen, daB wir mit 0 oder E in die Nabe der Stab­
kopfe kamen. Trotzdem diirfen wir die Gleichungen (10) un­
bedenklicb fiir aUe Winkel !p von Null an bis zu einem Rechten 
anwenden, indem wir uns bei den kleineren Winkeln den Stab 
entsprechend verHtngert denken. Fiir den Zusammenhang zwischen 
den Spannungskomponenten ()'I' und "'I' und del' Scbnittrichtung !p 
kann es namlich nicht darauf ankommen, wie lang der Stab ist, 
falls darin nur iiberall innerbalb der Scbnittflache der gleiche 
Spannungszustand vorausgesetzt werden darf. 

Die Schubspannung "'I' nimmt nach Gl (10) ihren gro{Jten Wert 
an fUr sin 2!p = 1, also fur eine SchnittTichtung, die mit del' Stab­
achse einen Winkel von 45° bildet. Del' groBte Wert von 1: ist 
jedoch nur balb so groB als die groBte Normalspannung 0"" die 

im Scbnitte !p = ~ also im Querschnitt des Stabes iibertragen 

wird und vorher mit ()", bezeichnet wurde. 
Das Rechenergebnis, zu dem wir soeben gelangten, fordert zu 

einem Vergleicbe mit den vorher mitgeteilten Beobachtungen iiber 
das Auftreten del' FlieBfiguren beraus. Man wird dadurck zu 
der Vermutung gefiih·rt, da{J bei einem Metallstabe, del' diese Er­
sclieinungen zeigt, die Ubi l'sckreitung del' Elastizitii#grenze da­
dUl'ck lterbeigefiikrt wird, da{J die Sckubspannung .. einen Grenz­
uJert ilberschrilten hat, iiber den kinaus dCT Sioff einer Versckiebung 
del' eintl'lnen Kristallkorncr gegeneinander keinen Widerstand mekr 
zu leis fen vermag. 

N aeb dieser Auffassung, der man bei allen Stoffen, die FlieB­
figuren von den vorher bescbriebenen Eigenschaften erkennen 
lassen, die Berechtigung kaum abstreiten kann, ist es daher nicht 
die groBte Normalspannung oder die Hauptspannung, die selbst 
unmittelbar eine Beschadigung oder den Bruch herbeifiihrt. Sondern 
die bleibende Formanderung wird durch die mit der Hauptspan­
nung verbundene, werlll auch nur halb so groBe Schubspannung 
in jenen Schnittrichtungen herbeigefiihrt, nach denen die FlieB­
figuren verlaufen. Diese Bemerkung ist hauptsachlich von Wich­
tigkeit, wenn es sieh darum handelt, Spannungszustande von ver­
schiedener Art auf die mit ihnen verbundene Bruchgefahr hin 
untereinander zu vergleichen, wie dies spater geschehen wird. 

Zur Veranschaulichung del' durch die Gleichungen (10) aus­
gesprochenen Ge,etzmaBigkeiten kann man sich nach dem Vor­
gange von Mohr eines Spannungskreises bedienen, wie er in 
Abb. 7 gezeichnet ist. 

2* 
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Man tragt namlich zwei senkrecht zu einander stehende Achsen 
auf, bezeichnet die eine als 0-, die andere als 7:-Achse nnd zieht 
hierauf einen Kreis, dessen Durchmesser in einem passenden MaB­
stabe die Hauptspannung Ox angibt und der durch den Koordi­
n"tenursprung 0 geht, wahrend der Mittelpunkt M auf der o-Achse 
liegt. Jeder Schnittrichtung, die in Abb. 6 den Winkel q; mit 
der Stabachse einschlieBt, laBt sich dann ein Radius in Abb. 7 
zuordnen, der einen Winkel 2cp mit der Horizontalen bildet, so 
wie es aus der Abbildung zu ersehen ist. Die Koordinaten des 
EndpunJrtes dieses Halbmessers geben dann, wie aus den Glei­
chungen (10) hervorgeht, die Spannungskumponenten Ocp und 7:'1' 

f"dr die dem Winkel cp entsprechende Schnittrichtung an. 

T 

-'r---~~-----+-6 -u -f-----f."l:Lf--+_ -cr 

Abb.7. Abb.8. 

Zur anschaulichen Wiedergabe des Inhalte~ der Gleichungen (10) 
wiirde es schon genligen, nur den oberen Halbkreis in Abb. 7 zu 
benlitzen. Man zieht aher gewohnlich vor, den ganzen Kreis zu 
zeichnen und hiermit Zentriwinkel 2cp zuzulassen, die im 3. oder 
4. Qlladranten liegen. In Abo. 6 entsprechen ihnen stumpfe Win­
kel cp, also solche Schnittrichtungen, die ntcht mehr von links 
nach rechts, sondern umgekehrt von rechts nach links hin an­
steigen. Man sieht ohne weiteres ein, daB fiir diese dieselben 
Beziehungen wiederkehren miissen, die wir flir jene gefunden 
hatten und dem entspricht es, daB auch in Ahb. 7 im unteren 
Halbkreise aIle Werte von ° und 7:, bei letztprf-'n wenigstens der 
GroBe nach, eben so wiederkehren wie im oberen.' Auf das Vor­
zeichen von t' braucht namlich hierbei nicht geachtet zu werden, 
da es fUr die Schubspannungen im Geg-ensatz zu den Normal­
spannungen nicht von vornherein wesentlich ist. Wir haben auch 
bisher noch keine Verabredung dariiber getroifen, wie das Vor­
zeichen von t' im einzelnen Falle gewahlt werden soIl, und behalten 
uns dies flir spitter vor. 

Die vorhergehenden Betrachtungen und besonders die Glei­
chungen (10) lassen sich ohne weiteres auch auf den Fall iiber­
tragen, daB die Hauptspannung Ox hine Zug-, sondern eine 
Druckspanllung ist. In Abb. 6 kehren sich dann aIle Pfeile urn, 
und in den Glcichungen (10) hat man Ox negativ zu rechnen. 
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Damit werden dann auch aIle Normalspannungen 6ep negativ, 
wahrend dem Vorzeichenwechsel fUr Tep keine wesentliche Bedeu­
tung zukommt. 

Das Spannungsdiagramm andert sich in diesem FaIle, wenn 
man Sflnst niehts andert, so ab, wie aus Abb. 8 zu entnehmen ist. 
Die Zentriwinkel 2 rp waehsen freilich unter diesen U mstanden 
im entgegengesetzten Drehsinn wie in Abb. 7. Das hangt damit 
zusammen, daB derWinkel rp = 0 in beiden Fallpn dem Sebnitte 
zugeordnet ist. in dem (j und zugleich aueb T zu Null wlrd, gleich­
giiltig, ob nun 6" algebraiscb genommen groBer oder kleiner ist 
als der Wert Null. Diese Verabredungen kann man aber spater, 
wenn es sich als vorteilbaft erweist, auch leicht wieder iindern 
(vgl. § 10). Wesentlich ist dagegen der Unterschied, daB der 
Spannungskreis in diesem Falle auf der entgegengesetzten Seite 
liegt wie in Abb. 7. 

LaLlt man in den Abbildungen 7 oder 8 den Winkel 2 rp urn 
2 Rechte zunehmen, indem man den Radius liber den Mittelpunkt 
hinaus verHingert, so gelangt man zu einem Punkt des Spannungs­
kreises, der wieder dem gleichpn Werte von T entspricht wie zu­
vor, da es ja bei T auf das Vorzeicben nicht ankommen sollte, 
sondern nur auf den zahlenmaBigen Betrag. Der gleiche Wert von 
T kommt daber in je zwei Scbnittricbtungen vor, die in der An­
sicbtszeichnung des Stabes .A bb. 6 rechtwinklig zu einander steben. 
Es wird sich spater zeigen, daB sich dieser Satz auch auf ver­
wickeltere Spannungszustande ubertragen laBt und daB er in 
seiner allgemeinen Form als "Slltz von der Gleichkeit der einllnder 
zugeordnetm Sc!iubspannungen" zu den wicbtig~ten S11tzen der 
Festigkeitslehre gehort. 

§ 5. Die Formii.nderungsarbeit. Beim Zug- oder Druckver­
suche wird von den auBeren Kraften, die die Formanderung er­
zwingen, eine gewisse Arbeit geleistet. Wir denken uns durch 
zwei Querschnitte, die um die "MeBlange" 1 voneinander entfernt 
sind, ein StUck aus dem mittleren Teile des Stabes abgegrenzt, 
auf das sich unsere Betracbtung zunachst allein beziehen solI. 
Die Kraft P, die in jedem der beiden Querschnitte auf den mitt­
leren Stabteil ubertragen wird, wacbst wahrend des Zugversucbes 
von Null bis auf einen Wert an, den wir mit P1 bezeichnen 
wollen. Wie groB wir Pl wablen wollen, ist sonst gleicbgfiltig, 
jedenfalls aber solI damit die Proportionalitatsgrenze noeh nicht 
uberscbritten sein. Zujedem P gehort dann eine Langenanderung Lll 
der MeBstl'ecke 1, die nach G1. (5) 

l 
Al = EpP 

gesetzt werden kann. Wir wollen zllnachst annehmen, daB der 
cbere der beiden Stabquerschnitte wahrend der Formanderung in 
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Ruhe bleibe, der untere verschiebt sich dann im ganzen um die 
Strecke Lll. Die am oberen Querschnitt angreifende Kraft P kann 
nnter dies en Umstanden keine Arbeit leisten. Wahrend P urn ein 
Differential dP anwachst, verschiebt sich der untere Querschnitt 
nach abwarts um 1 

dLil ~ EFdP, 

und auf diesem ~Vege wi I'd von der am unteren Querschnitt an­
greifenden Kraft P die Arbeit 

dA = PdLll = ~FPdP 
geleistet. Bis zum Endzustande hin, in dem P bis P1 angewachsen 
ist, wird daher im ganzen eine Arbeit A geleistet, die sich zu 

P, f 1 1 P 2 

A= EpPdP=JljF·--t (11) 
o 

berechnet. Bezeichnet man die zu P1 gehOrige Langenanderung LiZ 
mit Lilll so kann man dafiir auch 

A = t P1 Llli (12) 

8chreiben, und diese Gleichung HiJ3t sich dahin deuten, daB als 
"Mittelwert" der arbeitsleistenden Kraft P wiihrend des ganzen 
Wl'gcs Lilp die Hiilftc des Endwertes PI anzunchrnen ist. 

Die V oraussetzung, von der wir bei dieser Berechnung aus­
gegangen sind, daB der obere Querschnitt des ins Auge gefaBten 
Stababschnittes in Ruhe bleil>en und der untere allein sich be 
wegen soUte, erkennt man als unwesentlich, wenn man sich VOf­

stellt, daB nach erfolgter Formanderung noch irgendeine Be­
wegung des Stababschnittes ohne Formanderung vorgenommen 
werde. Hierbei bewegt sich der Stababschnitt als starrer Korper, 
und da sich die auBeren Krafte an ihm im Gleichgewicht halten, 
muB nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten die 
Summe ihrer Arbeitsleistungen gleich Null sein. Es kommt daher 
bei der Berechnung von A nur auf die relativen Bewegungen der 
Angriffspunkte der Krii.fte gegeneinander an, und es bleibt dabei 
gleichgiiltig, wie wir uns diese vorgenommen denken, wenn wir 
damit nur zu der vorgeschriebenen Endgestalt gelangen, wiihrend 
die Endlage gleicbgiiltig ist. 

Wenn das Hooke'sche Grsetz nicht erruUt ist, gelten die Glei­
ohungen (11) und (12) nicht mehr. Auf jeden Fall kann man 
aber A in der Form 

(13) 

anschreiben, mit dem V orbehalte, daB zur Ausrechnung des lnte-
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grals Pals Funktion von LiZ (oder umgekehit) durch das in dies em 
Falle zutretfende Elastizitatsgesetz gegeben sein muB. Kennt man 
das ElastiziUitsgetetz nur in der Form eines Dehnungsdiagramms 
etwa nach Abb. 3, S. 8, so kann man auch sagen, daB A. durch 
die Flache dargestellt wird, die zwischen der Abszissenachse, der 
Diagral1lmlinie und der dem Endzustande entsprechenden Ordi­
nate eingeschlossen wird. 

Del' V organg der vollkommen elastischen Formanderung ist 
umkehrbar, insofern namlich, als bei allmahlicher Verminderung 
der vorher bis zu PI gesteigerten Belastung aHe vorher zusam­
mengehiirigen Werte von P und dl von neuem wieder in nmge­
kehrter Richtung gemeinsam durchlaufen werden. VI( enn sich der 
gestreckte Stab wieder zusammenzieht, leisten die an ihm an­
greifenden auBeren Krafte Peine negative Arbeit, die ebenso groB 
ist wie die positive Arbeit, die sie vorher leisten muBten, um den 
Stab zu spannen. ""Vir kunnen diesen Sachverkalt daltin ausdriieken, 
daf3 dem Stabe bei del' Herstent~ng der Formandfrung ein gewisser 
Energiebetrag dureh die Arbeit der aufJeren Krafte zugefuhrt wird, 
del' darin aufgespeiehcrt bleibt, solange der Stab in dem gespannten 
Zustande verhrtrrt, und del' in Gestalt von A.rbeitsleistung zur Uber­
windung cines auf3eren sich allmahlich vermindet'nclen Widerstandes 
wieder daraus zuriiekgewonnen werden kann, vorausgesetzt, daB 
man die geeigneten auBeren Bedingungen dafiir schatft, die Ge­
legenheit zu einer solchen Riickgewinnung geben. 

Um diesen Tatbestand durch eine darauf hinweisende beson­
dere Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, nennt man die auf­
gespei"herte Formanderungsarbeit in Anlehnung an den Sprach­
gebrauch del' allgemeinen Physik auch eine potentielle Energie 
odeI' auch, was auf dasselbe hinauskommt, das Potential der 
elastischen Krafte. In der Technik sind diese Bezeichnungen frei­
lich weniger iiblich als di.e Bezeichnung Formanderungsarbeit, 
sie soIlen abel' hie I' nebenbei eben falls beniitzt werden. 

Wenn die Formanderung nicht vollkommen elastisch ist, ent­
spricht dem Riickgange del' Formanderung ein anderes Dehnungs­
diagramm als dem V orwartsgange, wie dies. schon in Abb. 2, S. 6 
durch die beiden Diagrammlinien OC und CD angedeutet war. 
Die dem Vorwarts- und dem Riickwartsgange entsprechendeu 
Arbeitsbetrage werden auch hier durch die Inhalte der zwischen 
del' Kurve, der Abszissenachse und der Endordinate liegenden 
Flachen angegeben, und dar'tus folgt, daB in del' Tat, wie schon 
damals gesagt war, da,s zwischen den Linien OAC, CD und OD 
eingeschlossene Flachenstiick den Arbeitsverlust darstellt, der 
mit einer nicht vollkommen elastischen Formanderung verbun­
den ist. 

Die Gleichungen (11) und (12) bezogen sich auf die ganze in 
dem Stababschnitt von del' Lange l aufgespeicherte Formande-
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rungsarbeit A. Innerhalb dieses Absehnittes yom Rauminhalt IF 
herrseht abel' uberall del' gleiche Drang und Zwang, und es liegt 
daher nahe, dureb Division mit IF festzustellen, wieviel von A in 
der Raumeinheit enthalten ist, also etwa in 1 cern, wenn man 
dieL1i.ngen in em miBt. :Man kommt so auf die bezogme Form­
anderungsarbeit, die wir mit dem Buehstaben A bezeiehnen wollen, 
und erhiilt naeh Gl. (11) 

(14) 

Unter (}1 . und cl sind die der Last PI entspreehenden Spannungen 
und Dehnungen zu verstehen. Da PI irgendeine Last sein konnte, 
die die Proportionalit1itsgrenze nieht ubersehreitet, kann man die 
Zeiger 1, die hier bedeutungslos geworden sind, naehtriiglieh aueh 
streichen. Die zuletzt angegebenen Formen fUr A ergeben sich 
aus dem Zusammenhange, del' zwischen P, u und C besteht. 

Zunachst war bei der Ableitung an einen Zugversuch gedaeht, 
abel' sie bnn naehtraglicb aueh anf den Fall eines gleichformigen 
einaehsigen Druckzustandes ubertragen werden, da fUr diesen Fall 
unter Voraussetzung der Gultigkeit des Hooke'sehen Gesetzes die­
selben Formanderungsgesetze geIten wie fUr den Fall des Zuges, 
falls man nul' beacbtet, daB Ii und c dann iiberall als negative 
Werte eingefUhrt werden mussen. Kehrt man abel' in G1. (14) 
die Vorzeiehen von PI' up cl urn, so behalt A trotzdem das po­
siti ve V orzeieben. Die aUfgespeicherte Furmanderungsarbeit ist, 
wie si'eh aueh spateI' noeh weiterhin zeigen wird, eine 'UJPsentlich 
positive Gro/Je, die nicmols negativ und auch dann ml1' zu Null 
ll'crden kann, wenn del' Korper iiberall SlJannungslos ist. 

§ 6. StoJ3weise Be]astung. Bei der vorhergehenden Berech­
Hung del' Formanderungsarbeit Dahmen wir an, daB die Belastung 
"allmiihlieh" von 0 bis auf PI anwachsen sollte. Jetzt betrachten 
wir umgegehrt den Fall, daB die Last "plOtzlich" aufgebracht 
wird. Vor aHem muS jedoeh erklart . werden, was hier unter "all­
mahlich" und "p16tzlich" zu verstehen ist. 

Betrachten wir das Verhalten des Karpers wahrend der Zeit, 
in del' die Belastung vorgenommen wird, so haben wir es nicht 
mehr mit einer Gleiehgewiehtsaufgabe zu tun, sonderu mit einer 
Aufgabe der Dynamik, also mit einer Aufgabe, deren vollstandige 
Lasung gar nieht hieher gehart. Fur unsere Zwecke geniigt es 
abel' bere~ts, wenn nur daraut' geaehtet wird, daB jedenfalls eine 
gewisse wenn aueh nor kleine Zeit vergeht, bis der Korper naeh 
dem Aufbringen der Last wieder zur Ruhe gekorumen ist. Wahrcnd 
dieser Zeit bewegen sich die einzelnen Bestandteile des Korpers 
mit gewissen Geschwlndigkeiten, die zur gleiehen Zeit fur die 
verschiedenen TeiIe verschieden und· auch fiir denselben Teil zu 
versehiedenen Zeiten versehieden sind. 
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Der Geschwindigkeit entspricht be""i jedem Massenelemente eine 
gewisse kinetische Energie oder lebendige Kraft. Die von der 
liuEeren Kraft P beim Formanderungsvorgang geleistete Arbeit 
kann daher nicht ausschlieElich als potelltlelle Energie aufge­
speichert werdt'n, sondern ein Teil davon wird verbraucbt, urn 
den Karper in Bewegung zu setzen, wobei dieser Teil, wie IDan 
sagen kann, in kinetische Energie umgesetzt wird. Die kinetische 
En~rgie bangt aber von dem Quadrate der Geschwindigkeit ab, 
und sie ist daher urn so kleiner, je langsamer sich die Formande­
rung vollzieht. Wenn man nun sagt, daB die Belastullg "all­
mahlicb" aufgebracht werden soIl, meint man damit, daB soviel 
Zeit vergeht und die Geschwindigkeit del' Formanderung daher 
wahrend des ganzen Vorganges so klein bleibt, daB die kindi:.che 
Energie nul' einen verschwindend klein en Bruchteil der Arbeits­
leistung der auEeren Krafte iu Anspruch nimmt. In diesem Falle 
geniigt es, diesen Teil zu vernachlaRsigen und die potentielle 
Energie des gespannten Korpers gleich del' gesamten Arbeit der 
auBeren Krafte zu setzen, wie es im vorigen Paragraphen ge­
schehen ist. 

Denken wir uns dagegen umgekehrt, die Belastung P in einer 
unmpBbar kurzen Zeit aufgebracht, so kann die Formanderung 
der Belastung nicht ebenso schnell folgen. Der Belastung PI ent­
spricht im Ruhezustand eine Streckung Lill del' MeEstrecke, die 
man auch als die "statische ]?ormtinderung" bezeichnen kann. Da 
nun P schon unmittelbar nach Beginn des Formanderungsvor­
ganges seine volle GroBe PI erlangt haben solI, wird bis zum 
Erreichen dfr Formanderung eine Arbeit PI Litl geleistet, die 
doppelt so groB ist als del' Arbeitsbetrag A nach G1. (12) fUr 
den Fall des allmahlichen Aufbringens del' Last. Die potentielle 

·Energie bangt nach den Vorstellungen, die wir uns yon ihr ge­
bild~t haben, nul' von dem augenblicklichen Formanderungszustande 
ab, un d sie ist daher in heiden Fallen, die wir miteinandel' ver­
glichen haben, gleich groB. Bairn pl6tzlichen A ufbringen del' Last 
wird daher nul' die Halfte del' geleistetpn Arbeit PI Litl aufge­
speichert und die andere Halfte in kin8tische Energie del' Form­
anderungsbewegung umgesetzt. Die Formanderung scbreitet dem­
entsprechend fiber den statischen Wert LiZI hinaus weiter fort. 
Von da ab reicht abel' die weitere Arbeitsleistung der Kraft P 
aUein nicht mehr aus, urn die mit dem Quadrate der Formande-
rung anwachsende potentielle Energie entsprechend zu vermehren. 
Die weitere Bewegung ist daher verzogert, und die kinetische 
Energie verwandelt sich dahei wieder in Arbeitsleistung und hie­
mit ebenfalls in potentielle Energie urn, bis eine gewisse groBte 
Formanderung Lil2 erreicht ist. 

In diesem Zustande kann abpl' der Korper nicht dauernd bleiben, 
da die Kraft PI die Formanderung d l, nicht aufrccht zu erhalten 
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vermag. Die Formanderung wird wieder riickgangig, biemit wird 
die potentielle Energie zum Teil wieder in kinetische Energie 
verwandelt usf. Die Folge ist, daB Schwingungen um die der 
statischen Formanderung All entsprechende Gleichge -vichtslage 
herum entstehen, denn weitere Verfolgung im einzelnen bier 
nicbt zu un serer Aufgabe gehOrt. 

Fur uns korn rnt es hauptsachlich darauf an, wie groB Al2 wird, 
weil davon die Bruchgefahr abhangt. Wir wollen annehmen, daB 
auch mit Al~ die Proportionalitatsgrenze des WerkstolYes noch 
nicht iiberscbritten ist. Dann la.Bt sich eine Belastung P2 an­
geben, die Lil2 als statische Forrnanderung zur Folge haben wurde, 
und zwischen p] und P2 besteht der Zusammenhang 

P, Lil, 
¥, =:dl." (15) 

Um ein Urteil iiber die GroSe von Pi zu erlangen, erinnern 
wir uns zunachst, daB sich die Schwingungen fester Korper urn 
eine Gleichgewichtslage Lill herum der Luft mitteilen und in 
unserem Ohre vernehrnlich werden. Je schneller die Schwingungen 
erfolgen, urn so hoher ist der ihnen entsprechende Ton. In dern 
FaIle, der uns jetzt beschaftigt, kann es freilich leicht vorkornmen, 
daB die Schwingungsdauer so kurz und der Ton so hoch wird, 
daB er iiber die Grenze der Tonernpfindungen hinaus reicht. Jeden­
falls aber ist anzunehrnen, daB die Zeit, die yom ersten Augen­
blicke des Aufbringens der Belastung Pl an bis zur Erreichung 
der groBten Forrnanderung Lil2 vergeht und die einern Viertel 
einer vollen Schwingungsdauer entspricht, unter den praktisch vor­
liegenden Urnstanden gewohnlich nur einen sehr kleinen Bruch­
teil einer Sekunde ausmachen wird. 

Durell diese Uberllgungen sind wir nun aueh in den Stand ye­
setzt, genauer anzugeben, was man unter dem "plOfzlicllen" Auf­
bringen einer Belaslung zu verstehen hat. Eine gewisse wenn auch 
nuraaBerst kurze Zeit nimrnt jeder physikalische Vorgang in 
Anspruch. Es genugt aber, die Belastung als "plOtzlich" anzusehen, 
wenn die Zeit, in der sie erfolgt, 8ehr klein ist im Vergleiche zu 
der Zeit, die dann noch bis zur Erreichung der groBten Form­
anderung Lll2 vergeht, oder auch sehr klein gegeniiber derSchwin­
gungsdauer der sich daran schlieBenden Schwingungen. 

Ferner wissen wir aus der Erfabrung, daB eine Schwingungs­
bewegung, die einmal angeregt war und dann sich selbst liber­
lassen wird, allrnahlich erlischt, weil sich ihr allerlei kleine 
Widerstande in den Weg stellen. Die mit den Schwingungen ver­
bundenen mechanischen Energieforrnen werden dabei allmahlich 
aufgezehrt und der Hauptsache nach in Warme umgewandeIt. 
Wir haben daher anzunehmen, daB auch schon beirn ersten 
Schwingungsausschlage nach dem plOtzlichen Aufbringen der 
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Last Pi bis zur Formanderung Lll2 ein gewisser wenn auch nur 
sehr geringer Teil der dabei von Pi geleisteten Arbeit P 1 Lll2 in 
Warme umgewandelt wird odeI' sonst verloren geht. Hiernach 
k5nnen wir die Gleichung bilden 

nP1 Lll2 = I~P2L112' 

Dabei ist n eine Zahl, die in del' Regel nahezu gIeich Eins, 
abel' doch ein wenig kleiner als Eins ist, wahrend auf del' rechten 
Seite del' Gleichung die nach Gl. (12) berecbnete potentielle 
Energie stebt, die dem Formanderungszustande Lll2 entspricht. 
Aus del' Gleicbung folgt 

P2 = 2nP1 oder nabezu P2 = 2P1 (16) 

Man siebt auch, daB die ganze Beweisfiihrung, die zu diesel' 
Gleichung fiibrte, sinngemaB obne weiteres auch auf andere Be­
Iastungsfalle iibertragen werden kann, so daB del' durch G1. (16) 
ausgesprochene Satz nicht nur fUr den Fall del' einfachen Zug­
oder Druckbeansprucbung eines Stabes gilt, bei dem wir ihn 
zuerst kennen lemen, sondern daB ihm eine viel allgemeinere 
Giiltigkeit zukommt. Wir merken uns daher als Regel, dafJ beim 
plotzlicllen Aufbringen eimr Belastung eine nahezu doppelt so 
hohe Beanspruchung entsteht, als sic durch cine gleich grofJe ruhende 
BelaRtung hfrvorgfbracht lcird. 

Schon beim plotzlicben Aufbringen einer Last spricht man von 
einer stoBweisen Belastung, weil sich ein dynamischer V organg 
daran kniipft. Wir baben abel' jetzt auch noch den Fall zu be­
trachten, daB die Last mit einer gewissen Anfangsgeschwindig­
keit Vo auf den K5rper auftrifft, womit wir zu dem allgemeinen 
Falle del' stoBweisen Belastung kommen, in dem del' jetzt be­
trachtete als Sonderfall mit entbalten ist, wenn wir darin Vo = 0 
setzen. 

Urn zu einer klaren Vorstellung zu gelangen, betrachten wir 
als Beispiel einen Draht oder ein Drabtseil von del' Lange l, das 
in einen Schacbt binabhangt und das dazu bestimmt ist, einen 
K5rper vom Gewichte Pi' del' aus einer Hobe h herabstiirzt, am 
unteren Ende aufzufangen. Wir k5nnen auch in dies em Falle 
nach einer Last P2 fragen, die im Rubezustande dieselbe statische 
Formanderung und daher dieselbe Beanspruchung des Drabtseiles 
hervorzubringen vermochte wie die herabstiirzende Last. Del' Ge­
dankengang, del' zur L5sung fUhrt., schlieBt sich eng an den VOl'­

bel' beroIgten an. 
Die Gescbwindigkeit vo, mit del' Pl auftrifft, steht mit del' 

FallhOhe h in del' Beziehung 

vo=Y2gh, 

und wenn nicht h sondern die Geschwindigkeit Vo unmittelbar 
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gegeben ist, kann man eine ibm entsprecbende Fallbohe h nacb 
diesel' For:nel ausrechnen. Die kinetisehe Energie del' aufstoBen­
den Last ist gleich der Arbeit PI h des Gewichtes auf dem Wege h. 
Dann wird von dem Gewichte P l noch eine weitere Arbeit P l Lilt 
geleistet, wenn Li72 die groBte elastiscbe Debnung der ganzen 
SeilHinge bedeutet. Beachten wir auch hier wieder, daB ein ge­
wisser Verlust an mecbanischer Energie wah rend des StoBvor­
ganges entsteht, so konnen wir wie im fruheren FaIle die Gleichung 

nPl (11 + Lil2) = tPiLi12 

bilden, falls vorausgesetzt werden darf, daB mit P2 und dem ibm 
entsprechenden Li12 die Proportionalitatsgrenze norh nicbt liber­
schritten ist. In diesem FaIle kann ferner auch 

Li72 = r P2 

gesetzt werden, wenn r die "Stabkonstante" nach GI. ( 5 b) bedeutet, 
und P2 wird dann aus der Auflosung der quadrati~chen Gleichung 

2nPl (h + r P2 ) = rP: 

gefundell, von der nur die positive 'Wurzel, namlich 

(17) 

braucbbar ist. Bei einer groBen Fallhi:ihe h genligt es, dafUr kliner 

(18) 

:m sc~reiben, wahrend man fUr h = 0 wieder auf Gl. (16) zuruck­
kommt. 

Der Beiwert n, der sogenannte "StoBkoeffizient" ist bei kleineren 
Werten von h nicht viel kleiner als Eins. Dies tnfft aucb bei etwRs 
groBerer Fallbobe nocb ZU, solange das Eigengewicbt des Drabtes 
oder des !'eils klein ist gf'genuuer dem (jewichte P 1 der herab­
stiirzenden Masse. 1m anderen Faile kann aber n erbeblicb kleiner 
werflen als Eins. Man kann dalm entweder n aus Erfabrungen ouer 
aua Versueben ermitteln oder auch auf Grund einer theoretiscben 
Betrachtung im Anschlusse an die Lehre vom StoEe, die aber recht 
unsieher und hier nicht weiter zu besprecben ist. 

Bisher war vorausgesetzt, daB mit der Debnung Lil, die Pro­
portionalit1itsgrenze noch nicht liberschritten wlirde. Man muB 
dies aucb verlangen, wenn der Korper einen StoB Ofters aufzu­
nebmen hat, wie dies etwa in einem regelmaBigen Maschinen­
betriebe vorkommen kann. Anders ist es aber, wenn ein StoB 
nur ganz ausnahmsweise zu erwarten ist, und wenn es nicbts 
schadet, daB bei einer solcben Gelegenheit der den StoB auf­
nehmende Korper eine daucrnde Beschadigung erfllhrt, falls er 
nur nicht gleich ganz zerbricbt. In diesem FaIle genligt es, wenn 
die bis zum Bruche aufzuwendende Arbeit g-roBer ist als die 
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kinetische Energie des aufstoBenden Korpers. Je zaher ein Werk­
stoff ist, um so bessel' ist er geeignet, ausnahmsweise odeI' selten 
vorkommende StoBe aufzunehmen, ohne daB sofort ein Bruch 
eintritt. Gegen 8ehr oft wiederholte SWBe sind abel' auch die 
zithesten Stoffe empfindlich, sobald dabei die Elastizitatsgrenze 
uberschritten wird. 

§ 7. Der Dauerversuchsbruch. Bei den Dauerversuchen wird 
ein Stab sehr oft belastet und wieder entlastet, bis er nach sehr 
haufiger, oft erst nach vielmillionenfacher Wiederholung schlieB­
lich zerbricht .. Ein solcher Bruch wird hervorgerufen durch Lasten, 
die erhehlich niedriger sind als die Bruchlast, die den Stab schon 
beim erstmaligen Aufhringen zu zersWren vermag. J e groBer man 
die La~t beim Dauerversuch wahlt, desto geringer ist die Zahl 
der Wiederholungen, die man notig hat, urn den Stab zum Bruche 
zu bringen. Unter einer gewissen Grenze darf abel' die Last nicht 
liegen, wenn sie bei geniigend haufiger Wiederholung iiberhaupt 
zum Bruche fiihren soil. 

So weit die bisherigen Erfahrungen reich en , die sich haupt­
sachlich auf schmiedbare Eisen- und Stahlsorten beziehen, darf 
man annehmen, daB ein Zugdauerversuch nach geniigend haufiger 
Wiederholung schlieBlich zum Bruche fiihrt, sohald die Propor­
tionalitatsgrenze dabei merklich iiberschritten wird. Daraus folgt, 
dl/{J die Sichcrheit einer Tragkonstruktion, die aUf unbegrenzte Zeit 
hinaus wechselnden Belastungen widerstehen son, weit mehr nach 
der Lage del' ProporfionalitiitRgrenze oder der mit ihr gewohnlich 
zusammenfallenden E!astizitiitsgrenze zu beurteilen ist als nach det· 
Bruchgrenze, d. h. nach del' aus einem gewohnlichen Zugversuche 
ermittelten Zugfestigkeit. 

Das Bruchaussehen ist bei einem Dauerversuchsbruche gam: 
andel'S als bei einem gewohnlichen Zugversuche. Werden Unter­
schied nicht kennt, nimmt bei einem im Betriebe vorkommenden 
Bruche irgendeines Konstruktionsteiles, der haufig wechselnden 
Belastungen ausgesetzt war, gewohnlich an, daB ein Material­
schaden vorgelegen haben miisse, weil sich wedel' eine merkliche 
Dehnung noch eine Querschnittseinschniirung an del' Bruchstelle 
erkennen laBt, die beim gewohn-
licben Zugversuche als Merkmale P--Ic... --r-r~' -~--Id;--t- p 

eines zahen Werkstoffes anzusehen 
sind. 

Abb.9. 

Bei einem Da.uerversuche machen sich ferner auch die durch 
besondere U mstande veranlaBten Spannungserhohungen weit mehr 
bemerklich als bei einem gewohnlichen Zugversuche. Als Beispiel 
moge ein Rundstab von derin Abb. 9 angegebenen Gestalt dienen, 
der sich aus zwei verschieden dicken Teilen mit den Durch­
messel'll d1 und d2 zusammensetzt. Nach heiden Seiten hiu moge 
man sich den Stab nach Belieben weiter fortgesetzt und an den 
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Enden durch zwei Stabkopfe begrenzt vorstellen, mit denen er 
in eine Festigkeitsmaschine eingespannt und auf Zug belastet 
werden kann. Del' Ubergang aus dem diinneren in den dickeren 
Stabteil kann mehr oder weniger schroff oder auch allmahlich 
erfolgen. Gewohnlich wird er, wie in del' Zeichnung angedeutet, 
mit einer Ausl'undung bewirkt, deren Halbmesser nicht zu klein 
gewahlt werden sollte. 

Unterwirft man einen solchen Stab aus einem schmiedbaren 
Metalle einem gewohnlichen Zugversuch, so wird er in del' Regel 
irgendwo im diinneren Stabteil brechen. Wenn del' Bruch weit 
genug von del' Ubergangsstelle eintritt, dart' man annehmen, daB 
sich dort die Spannungen gleichfOrmig iiber den Querschnitt ver­
teilen, so daB die Zugfestigkeit aus dem Versuche in del' gewohn­
lichen Weise durch Division del' Bruchlast durch die Querschnitts­
flache yom Durchmesser d1 gefunden wird. Anders ist es dagegen, 
wenn del' Stab aus GuBeisen besteht und del' Halbmesser del' 
den (j bergang vermittelnden Ausrundung ziemlich klein ist. Dann 
tritt del' Bruch gewohnlich an del' Ubergangsstelle ein, und aus 
diesel' Beobachtung geht hervor, daB an del' Ubergangsstelle 
Spannungserhohungen auftreten, die durch eine ungleichmaBige 
Verteilung del' Spannungen in den Ubergangsquerschnitten zu 
erklaren sind. 1st del' Abrundungsbalbmesser besonders klein, so 
wird auch bei einem Stabe aus zaherem Stoff del' Bruch ziemlich 
baufig au der Ubergangsstelle eintreten. DaB es nicht noch 
baufiger geschieht, liegt daran, daB ein zaher Stoff, bevor er 
bricht, an den stark beanspruchten Stellen eine bleibende Dehnung 
erfahrt, wodurch diese Stell en entlastet werden und hiermiteine 
mebr gleichfOrmige Spannungsverteilung iiber den ganzen Quer­
schnitt herbeigefiihrt wil'd. 

Bei einem Dauerversuche macht sich dagegen die durch einen 
mehr odeI' weniger scbroffen Ubergang hervorgerufene Storung 
in del' gleichmaBigen Spannungwerteilung tiber den Querschnitt 
auch bei einem zahen Stoffe viel mehr bemerkbar. Del' Bruch tritt 
dann regelmaBig an del' Ubergangsstelle auf, und zwar bedarf es 
einer geringeren Last oder einer weniger haufigen Wieder.holung 
des Belastungswechsels, je schroffer del' Ubergang aus dem diinneren 
in don dickeren Teil gestaltet ist. Bei allen Masl'hinenteilen, die 
in jahrelangem Betriebe unausgesetzt schnell aufeinanderfolgende 
Spannttngsu:echscl zu cl'tragen habrn, ist daller die V crmeidung 
sch1'offel' Ubergiinge von del' Al·t lcie in Abb. 9 besondcl's wichtig. 
.. Die Frage, wie sich die Spannungsverteilung in del' Nahe der 
Ubergangsstelle und iiberbaupt die Spannungsiibertragung aUB dem 
diinneren in den dickeren Teil des Stabes im einzelnen genaUl'I ge­
staltet, gehOl't zu den schwierigeren Aufgaben del' Festigkpitslehre, 
und Bie hat nil' den Fall einer Zug- oder Druckbelastung eines Stabes 
von del' Gestalt del' Abb. 9 bisher iiherbaupt noch keine befriedigende 
tbeoretiscbe LOBung gefunden. Nur fiir den Fall, daB ein solcher 
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Stab einer Verdrehungsbelastung unterworfen wird, kennt man eine 
solcbe Lasung, wie hier nebenbei bemerkt werden mage (vgl. Drang 
nnd Zwang, Band II, § 77). 'pabei hat sich herausgestellt, da~ die 
Spannungserbabung an der Ubergangsstelle um so I!raBer ausfallt, 
je kleiner der AbrundungshalumeBser gewablt wird. Man kann nicht 
bezweifeln, daB es sicb bei einer Zug. oder Druckbell1stung eines 
solchen Stabes ebenso verhalt. 

H. Der zweiachsige und der dreiachsige 
Spannungszustalld. 

§ 8. Die Scheibe. In der Festigkeitslehre nennt man einen 
Korper, der durch zwei parallele Ebenen begrenzt wird, deren Ab­
stand voneinander "klein ist im Vergleiche zu den Abmessungen 
in del' Begrenzungsebene, unter gewissen Umstanden eine "Scheibe", 
wahrend derselbe Korper unter andern Umstanden als eine "Platte" 
bezeichnet wird. Die Scheibenaufgaben sind im allgemeinen 
einfacher als die Plattenaufgaben. Man ncnnt namlich den ]Iorpcr 
eine Scheibe, wenn alle auBeren Krafte, die als Lasten an ihm an­
gl'eifen, parallel zu den Begrenzungsebenen gerichtet und an jeder 
Angriffsstelle gleichfiirmig libel' die Scheibendicke verteilt sind, 
so daB hiermit und auch sonst keinerlei Grund dafiir vorliegt, 
daB sich die Mittelebene der Platte bei del' elastischen Form­
anderung verbiegen konnte. Tritt dagegen eine solche Verbiegung 
ein odeI' muB man sie als moglich in Aussicht nehmen, so wird 
del' 1\ orper eine Platte genannt. 

Unter den hier vorausgesetzten Umstanden verteilen sich auch 
die Spannungen, die in einem senkrecht zur Scheioonebene be­
lie big gelpgten Schnitte ubertragen werden, der Dicke nach gleich­
formig uber die Schnittfiache, und sie haben keine Komponenten 
in der Richtung senkrecht zur Scheibenebene. Wenn wir uns ein 
Scheibenelf>ment durch Schnittebenen abgegrenzt denken, die 
wiederum senkrecht zur Scheibenebene stehen, so haben wir es 
hiernach fUr die Gleichgewichtsbetrachtung an diesem Scheiben­
elemente nur mit Kraftrn zu tun, die alle in derselben Ebene, 
namlich in der Mittelebene der Scheibe entbalten sind. 

Wenn auch die Mittelebene der Scheibe bei der elastischen 
Formanderung, die durch die Belastung hervorgebracht wird, eben 
bleibt, so gilt dies im allgemeinen nicht ganz genau von den 
beiden Begrenzungsebenen. Die Scheibendicke wird sich niimlich 
wegen del' elastischen Querwirkung, die mit den in der Scheiben­
ebene ubertragellen Spannungen verhunden ist, an verschiedenen 
Stellen im allgemeinen urn verschiedene Betriige verkleinern oder 
vergroBern, nnd das hat danll_ eine schwache Krummung der Be­
grenzungsf'benen zur Folge. Es kann jedoch auch vorkommen, 
daB die Spannungsverteilung in besonderen Fallen von solcher Art 
ist., daB die Dickenanderung iiberaH gleich groB oder auch tiberall 
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zu Null wird, und dann bleiben aueh die Begrenzungsebenen naeh 
der Formanderung eben. 1m and ern Falle kann man sieh zur 
Vereinfachung der Aufgabe haufig damit helt"en, daB man die 
Poissonsche Konstante, von der die Querwirkung abhangt, gleich 
Null, also m = 00 setzt, was oft genug fUr die AbleituDg einer 
NaherungslOsung als zulassig angesehen werdeu kann. In dies em 
Falle kommt es auch nicht mehr auf die Dicke der Scheibe an, 
sondern man kann sie sich beliebig groB vorstellen, wenn nur 
sonst aHe Bedingungen liber die Gleichfi::irmigkeit des Lastangriffes 
usf. der Dicke nach ebenso erfiillt sind, wie es vorher ,"oraus­
gesetzt war. 

Die allgemeine Scheibenaufqabe kann unter Bezugnahme auf 
Abb. 10 in der folgenden Weise ausgesprochen werden. Deu U m-

J: riB del' Scheibe denke man sich belie big 
__ -_t gegeben_ Die Scheibe sei an verschieuenen 

Abb.10. 

P, Punkten etwa in A, B, C festgehalten. 
Diese Auflagerpunkte brauchen librigens 
nicht ausschlieBlich am Umfange ange­
ordnet zu sein, sondern es kann auch 
irgendein PUDkt in der Mitte zu einem 
Auflagerpunkt gemacht werden, indem 

man ihn in geeigneter Weise festhalt (etwa indem man dort eineD 
Bolzen durchsteckt, um den sil:h die Scheibe in ihrer Ebene drehen 
kann). Dann seien beliebige Lasten Pll P2 usf. an der Scheibe 
angebracht, entweder am Ulllfange oder auch an Punkten in der 
Scheibenflache, selbstverstlindlich aber so, daB diese Lasten in del' 
Scheibenebene liegen und an jeder Angl'iff:lstelle iiber die Scheiben­
dicke hin gleichfOrmig verteilt sind, wie dies unseren V oraus­
setzungen entspricht. 

Verlangt wird die Ermittlung von Drang und Zwang, die unter 
diesen U mstanden in der Scheibe zustande kommen. Dazu gehort 
insbesondere auch die Ermittlung der Auflagerkrafte an den ver­
schiedenen Lagerstellen, wenn der Scheibe mehr als drei Auf­
lagerbedingungen vorgeschrieben sind Drei wiirden namlich 
bereits ausreichen, um die Scheibe in ihrer Ebene vollsfandig 
festzuhalten, und in dies em FaIle wiirden die allgemeinen Gleich­
gewichtsbedingungen bereits hinreichen, um die Auflagerkrafte 
zu berechnen. Sonst aber ist die Aufgabe der Berechnung der 
Auflagerkrafte statisch unbestimmt, ebenso wie die Aufgabe, den 
Spannungs- und Formanderungszustand der Scheibe anzugeben. 

Die Aufgabe in dieser allgemeinsten Form wirklich lOsen zu 
konnen, darf man freilich nicht hoffen. Man muS damit zufrieden 
sein, wenn die Losung in gewissen einfacheren Fallen gelingt, die 
in dem allgemeinen Falle mit enthalten sind. Um auch nul' dies zu 
erreichen, sieht man sich uberdies gewohnlich noeh zu mehr oder 
weniger willkiirlichen Annahmen genotigt, um die Aufgabe zu 
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vereinfachen. Solche Annahmen sind unbedenklich, wenn sie 
entweder selbst oder die aus ihnen gezogenen Fol~erungen auf 
dem Wege des Versuches an geeigneten Probekorpern als hin­
reichend genau zutretfend bestatigt werden. 

§ 9. Die gleichma~ig gespannte rechteckige Scheibe. Del' 
durch Ahb. 11 dargestellte Fall ist in dem allgemeinen Faile der 
Abb. 10 mit enthalten. Eine Auflagerung ist dabei niebt Yor­
gesehen, da die iiber die vier Rander in der angedeuieten Weise 
verteilten auBeren Krafte schon allen Gleiehgewiehtsbedingungen 
am starren Korper geniigen, so daB ein Festhalten der Scheibe 
nieht notig ist, urn den gewilnsehten Zustand herzustellen. 

Wir ziehen in Abb. 11 von der Ecke 0 aus in den Seitenrieh­
tungen die X- und die Y·Achse. Dunn greozen wir irgendwo em 

Abb. 11. 

kleines rechteckiges Scheib .. nele­
ment d urch Schnitte in den Rich­
tungen der Koordinatenachsen ab 
und hetrachten das Gleichgewicht 
dieses Elementes von den Kanten­
langen dx und dy fiir sich. An 
ihm wirken die Normalspannun­
gen Ox und 0y' so wie sie in 
Abb. 11 eingetragen sind. Wir behaupten, daB diese Spannungen 
iiberall gleich groB gefunden werden, wo man auch das Element 
aus der Scheibe herausschneiden mag, sowie daB diese Spaunungen 
ubereinstimmen mit den auf die FHicheneinheit bezogenen auBeren 
Kraften am Umrisse der Scheibe. ~ 

Der Leser wird vielleicht geneigt sein, auf den Beweis zu vel" 
zichten, da er die Behauptung fur selbstverstandlich halt. Abel' 
damit tauscht man sich leicht, wie wir das bald sehen werden, 
nnd ein Beweis muB daller erbracht werden. Er beruht darauf, 
daB der iiber die ganze Scheibenfl.ache gleichformige Spannungs­
znstand, wie wir ihn behauptet baben, nicht nur iiberall Gleich­
gewicht herstelIt, was freilieh selbstverstandlich ist, sondern daB 
er auch zu elastischen Formanderungen an allen Scheibenelementen 
filhrt, die geometrisch vertraglich miteinander sind. Nur wenn 
diese letzte Forderung ebenfalls zutritft, darf man in der Tat stets 
als be wiesen anseben, daB der als statisch moglich erkannte Span­
nungszustand auch wirklich eintritt. 

Das Scheibenelement ~ird bei der Formanderung, die es unter 
dem Einfiusse der Spannungen 0., und uy erfahrt, jedenf~~ls recht­
eckig bleiben. Die Kantenlange ax wird eine kleine Anderung 
erfahren, die wir mit .ddx bezeichnen wollen. Als bezogene Deh­
nung in der X·Richtung bezeichnen wir die Verhaltniszahl 

.dax 
E.,= 7[:i', 

Teubn. Leitf. 17: Fil p pI, GrundzUge der Festigkeitslehre 3 
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und die bezogene Debnung in der y-Ricbtung bezeicbneh wir 
ebenso mit E. Offenbar bangt jede dieser beiden Debnungen so­
wohl von Ox vals von 0y abo Von welcber Art diese Abhangigkeit 
ist, konnte urspriinglich nur auf Grund von Beobacbtungen fest­
gestellt werden. 

Die grundlegende Erfahrungstatsacbe, auf die wir uns in diesem 
wie in vielen anderen Fallen stiitzen kannen, wird als das Gesetz 
del" Superposition bezeicbnet. Dieses Gesetz gilt freilich nicbt fiir 
aHe Karper, sondern es kommt dabei auf den Stofi an, aus dem 
sie bestehen; fUr viele Stoffe aber gilt es bis zu einer gewissen 
Grenze hin entweder genau oder doch mit genitgender Annaherung. 
Ermhrt namlich ein Karper aus einem solchen Stoffe unter dem 
Einflusse irgendeiner Belastung eine gewisse elastische Form­
anderung von del' Art, daB die Gestalt des Karpers und aHe Ab­
messungen, die an ihm vorkommen, nul' sehr wenig geandert 
werden, und bringt eine zweite Belastung, die von der ersten vollig 
verschieden sein kann, an dem zuvor un belasteten Karper eben falls 
nul' geringfiigige Anderungen in del' Gestalt und in den Abmes­
sungen des Karpers hervor, so lehrt die Erfahrung, daB beim Zu­
sammenwirken der beiden Lastgruppen jede von ihnen unabhangig 
von der anderen die ibr entsprechende Formanderung hervorbringt, 
und daB sich beide Formanderungen ungestort iibereinanderlagern. 

Das Hookesche Gesetz, mit dem wir uns schon in § 2 beschaf­
tigten, ist in dem aHgemeinen Gesetz del' Superposition: mit ent­
halten. Es bildet die Aussage, die daraus hervorgeht, wenn man 
das allgemeine Gesetz etwa auf den Fall des Zugversuches an­
wendet, so namlich daB die beiden Belastungen, die zusammen­
wirken, beide aus Zugbelastungen in del' gleichen Zugrichtung 
bestehen. Nach den bisher dariiber vorliegenden Erfahrungen ist 
anzunehmen, daB fiir aIle Karper, die dem Hookeschen Gesetze 
geborchen, auch das Superpositionsgesetz bis zu einer gewissen 
Grenze hin zutrifft. In der Festigkeitslehre ist man genotigt, 
einen Stoff von maglichst einfachem elastischen Verbalten voraus­
zusetzen, und wir nehmen daher in del' Folge an, daB diesel' Stoff 
dem Superpositionsgesetz geborcht, solange die Spannungen, und 
die Formanderungen die bei dem betreffenden Stoffe zulassigen 
Grenzen nicht iiberschritten haben. 

Kehren wir nun wieder zu der Formanderung zuriick, die das 
Scheibenelement in Abb. 11 un tel' dem Einftusse del' Spannungen 
Ox und uy erfahrt, so erhalten wir auf Grund des Superpositions­
gesetzes fUr die Dehnung Ex in der X-Richtung sofort 

(1) 

Del' erste Anteil von Ex entspricht namlich nach Gl. (4) von 
§ 2 der fUr sich genommenen Wirkung, die von 0.r herriihrt, und 
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der zweite Anteil nach Gl. (8) von § 2 der zu 0y gehorigen Quer­
wirkung. Ebenso erhalt man auch 

1 1 
Ey= E (oY-1n ax) (2) 

1 
Ez = - mE(ox + Oy)' (3) 

Mit E. ist dabei in del' letzten Gleichung die aut' die Langeneinheit 
bezogene Dickenanderung del' Scheibe bezeichnet, die man aber 
in den meisten Fallen del' Anwendung vernachlassigen kann. 

Wenn die Scheibe in Abb. 11 tiberall aus dem gleichen Stoffe 
besteht oder wenn wenigstens die Elastizitatszahlen E und m 
tiberall gleich groB sind, strecken sich alle rechteckigen Scheiben­
elemente, in die man sich die ganze Scheibe nach Art des vorher 
betrachteten zerlegt denken kann, in beiden Kantenrichtungen um 
gleichviel, und die in diesE'r Weise verformten Elemente passen, 
wenn man sie nachher wieder zusammenlegt, liickenlos aneinander. 
Die Formanderungen der einzelnen Elemente sind daher unter del' 
Voraussetzung fiberall gleicher Werte von E und von m geome­
trisch vertraglich miteinander, und damit ist der verlangte Nachweis 
dafiir erbracht, dajJ sich in de,. Tat ein iiberall gleichformiger 
Spannungszusland in der Scheibe einstellt. 

Anders ist es abel', wenn die Scheibe in Abb. 11 nicht tiberall 
aus dem gleichen Stoffe besteht odeI' wenn, worauf es hierbei aUein 
ankommt, die Elastizitiitszahlen E und m nicht tiberall die gleichen 
Werte haben. Dann ist kein gleichformiger Spannungszusfand in 
de,. Scheibe moglich, obschon sonst aIle Vorbedingungen dafiir wie 
im vorigen FaIle zutrefi'en. Das geM daraus hervor, daB bei 
tiberall gleichen Werten von Ox und t1y die einzelnen Scheib en­
elemente verschiedene Dehnungen E", und Ey erfahren miiBten und 
daB die so verformten Elemente nicht mehr liickenlos zueinander 
passen wurden, wenn man versuchte, sie in derselben Reihenfolge 
wieder aneinander zu legen, in del' sie VOl' del' Gestaltanderung 
die ganze Scheibe zusammensetzten. 

Man sieht aus diesem Beispiel zugleich, daB ein Urleil tiber die 
Art del' Spannungsverteilung in einem ROI per in del' Tat immer 
nul' im Zusammenhange mit einer Dntersuchung fiber die dadurch 
hervorgebrachte elastische Formanderung abgegeben werden kann. 

§ 10. Die Spannungen in 8chiefen Schnittrichtungen. In 
den Schnitten, die man langs del' X- odeI' del' y. Richtung durch 
die Scheibe in Abb.lliegen kann, treten nul' die Normalspannungen 
0", und 011 und keine Schubspannungen auf. Es fragt sich abel' 
jetzt noch, welche Spannungen in einem Schnitte tibertragen werden, 
del' irgendeinen Winkel q; mit del' X-Richtung bildet. Um dies 
hU untersuchen, denken wir uns ein dreiseitiges Scheibenelement 

3* 
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herausQescbnitten, wie es in Abb 12 in starker VergroBerung ge­
zeichnet ist, und betrachten das Gleicbgewicht der an ihm an­
greifenden Krafte. In der Hypotenusenfiiiche wird eine Spannung 
iibertragen, die irgendeinen schiefen Winkel mit der Fliiche bildet. 
Wir zerll'gen dann, wie es sehon bei der ahnlichen Untersuchung 
in § 4 gescbehen war, dlese Spannung in zwei Kompont-'nten, die 
wir mit u'l' und '1:'1' bezeichnen. Aus dem Gleichgewicht gegen Ver­
schieben in der X-Riehtung folgt dann: 

- u",dFsinq; + 'I:'I'dFcosq; + u,pdFsinq; = O. 
r 

DaLei ist der Inhalt der Hypotenusl'nfiache 
mit dF be7;eiehnetj die Kathetenfiache, an 
der die Spannung u'" angreift, bat dann 
den Inhalt d F sin cpo Setzen wir ebenso 
die Komponentensumme in der y. Richtung 
~leich Null und lassen den gemeinsamen 

L....<-L..-<-~'-L..!4..L::>.-_ X Faktor d F in allen Gliedern von vorn-
herein fort, so folgt 

Abb.12. - uy cos q; - 'l:rp sin cp + u'l' cos q; = O. 

Lost man die beiden Gleicbungen nach den Unbekannten u'l' und 
'1:'1' auf, so erhalt man 

• 2 2 Ux +6y (i",-6y 1 
u'l' = U'" sm q; + uy cos q; = --2"- - -----2- cos 2 q; l 

U _ (i I (4) 
''1'= ~sin2q; 

Zunachst er ·ibt sicb namlich u'l' in der zuerst angegebenen Form; 
fiir die weitere Verwendung ist es aber am bequpmsten, sin2 q; und 
cos2 q; illl Kosinus des doppelten Winkels auszudriicken, was nach 
bekannten Formeln leicht geschehen kann. Damit kommt man 
auf die zuletzt angegebene Formel fiir u'r' die fUr die Anwendungen 
bequemer ist. 

S ... tzt man in diesen Gleicbungen nacbtraglicb u" = 0, so gehen 
sie in die Gldcbungen (10) von § 4 iiber, die wir fUr den ein­
acbsigen Spannungszustand in der X-Ri.htung abgeleitet hatten. 
Dieser einfachste Spannungszustand ist ja auch in der Tat in dem 
jetzt untersuchten ebenen Spannungszustande als Sond ... rfall mit 
enthaltl'n. Es ist ferner obne weiteres moglich, die graphische 
Darstellung des Spannungszustandes durch den Spannungskreis, 
die in § 4 besprochen wurde, auf den allgemeinen Fall des zwei­
achsigen Spannungszustandes zu, iibertragen. Zu diesem Zwecke 
trage man auf der u-Acbse in Abb.13 die Hauptspannungen 0", 

. und u" ab und lege durch die Endpllnkte dipser heiden Strecken 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf dAr u-Achse liegt. Dieser Kreis 
ist del' Spannun,qskreis fur den ebl'nen Spannungszusland ~1an 
kann namlich aus ihm in derselben Weise, wie es fruher gezeigt 
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wurde, fUr eine Schnittricbtung, die den beliebigen Winkel cp mit 
der X-Richtung bildet, die SpHnnungskomponenten 6,p und Trp als 
Koordinaten des Kreispunktes entnehlllen, der ZUll Zentralwinkel 
2tp gehOrt. Der Halbmesser des Kreises ist namlich ~(ux- 6 ,), 

und der Kreismittelpunkt hat die Abszisse ~ (6x + 6y ), woraus die 
lTbereinstimmung mit den Gleichungf-'n (4) hervorgeht. 

Auch hier ist wieder daran festzuhalten, daB positive Werte 
der Hauptspannungen u'" und 61/ nach rechts hin, negative naeh 
links hin vom Ursprunge 0 aus abzutragen sind, wahrend auf die 
Vorzeicben del' T nicbt geacbtet wird. Wir wollen aber jetzt noch 
eine weitere Vereinbarung treffen. Es ?" 

steht uns namlich frei, in welche der 
beiden Hauptrichtungen wir bei der 
UntersucblUlg einps zweiachsigen Span­
nungszustandes die X· Richtung legen 
wollen, und wir entscbeiden nns da­
fUr, daB unter 6 x bei der Darstellung 
in Abb. 13 stets die algebraisch groBere 
del' beiden Hauptspannungen verstan- Abb.13. 

den werden soIl. Sind also Ux und u1/ 

beide Zngspannungen, wie in Abb. 11 bis 13 zunachst angenommen 
wurde, so sol! einfacb die griiBere von beiden als Ux angesehen 
werden. Aber die vorhergebenden Betrachtungen bleiben auch 
noch anwendbar, wenn eine der Hauptspannungen oder auch beide 
Druckspannungen sind, womit nur ein Vorzeichf'nwechst'l, sonst 
aber kt,ine weitere Anderung verbunrlen ist. 1st eine der Haupt­
spannungen positiv und die andere npgativ, so ist die erste als Ux 
und die andere als 6 y anzusehen, und wenn beide negativ sind, 
solI 6" die "a gebraisch groBere", d. h. die zahlenmabig klein ere 
der beiden Druckspannungen bedeuten. Durch diese Verabredung 
wird erreicht, daB der Endpunkt von 6" immer rechts vom End­
punkte von Uy im Spannungsdiagramm liegt. Dt'm Winkel rp = 0 
in Abb. 13 entspricht dann stets die Hauptspannung uy und dem 

Winkel rp = i die algebraisch groBere Hauptspannung 6", und 

zwar so, daB bei wachsendem Winkel der Spannungskreis stets 
im Uhrzeigersinn durchlaufen wird. 

In Abb. 8 von § 4 war fUr den Fall del' einfachen Druckspan­
nung' zuniichst ein SpaU!lungsdiagramm W zeichnet worden, worin 
die Hauptspannung als u'" angesehen wurde. Das hatte die Unbe­
quemlicbkeit zur Folge, daB fur waehsende Winh 1 rp der Spannun~s­
kreis entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn durchlaufen werden muBte, 
und es war damals schon darauf hingewiesen wordf'n, daB sieh 
durch eine geeignete Vera bredung, wie wir sie jetzt getr"fft'n 
habpn, eine einheitlichere Darstellung f'r7.ielen lieBe. Darnach 
haben wir in Zuk,unft bei der einfachen Druckspannung diese als 
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(j anzusehen und (j1lJ gleich Null zu setzen, weil Null algebraisch 
g~nommen groBer ist als ein negativer Wert. Wir ersetzen daher 
fill' die Folge Abb. 8 dnrch Abb. 14, womit erreicht ist, daB in 
allen Fallen del' Schnitt q; = 0 del' algebraisch kleineren und del' 

Schnitt cp = i del' algebraisch groBeren Hauptspannung ent­

spricht und bei wachsendem Winkel q; del' Spannungskreis stets im 
Sinne des Uhrzeigers durcblaufen wird. 

Dies ist namlich wiinscbenswert, urn alle Zweifel auszuschlieBen 
fiir den Fall, daB eine del' Hauptspannungen positiv und die andere 
negativ ist, wie in Abb. 15. - Man sieht aus dieser Darstellung 
zugleicb, daB fiir Spannungszustiinde mit Hauptspannungen von 
entgegengesetzten V orzeichen der Spannungskreis besonders groB 
ausfiillt und daB dabei besonders groSe Scbubspannungen vor­
kommen, im Vergleicbe zu den GroBen der Hauptspannungen. 

-0 
'" 

Abb.14. Abb.1 •. 

§ 11. Besondere FaIle. Der einfachste Fall, daB eine der 
beiden Hauptspannungen des ebenen Spannungszustandes zu Null 
wird, hat uns schon im vorigen Abschnitte beschiiftigt, und wi]' 
haben uns inzwischen iiberzeugt, daS er sich in den allgemeineren 
Fall obna weiteres einordnen laBt. Ein anderer wiclltiger Grenz­
fall entsteht dann, wenn die b~iden Hauptspannungen glrich g1'o/3 
und von gleichen Vorzeichen sind. Del' Mohrsche Spannungskreis 
scbrumpft dann zu einem Punkt zusammen. Wie wir auch den 
Winkel q; wahlen mogen, gelangeri wir in dies em Falle zur gleichen 
Normalspannung (jep' wahrend die Schubspannung fiir aUe Scbnitt­
richtungen zu Null wird. Keine der Scbnittricbtungen ba.t dann 
vor den andern etwas voraus, und wir konnen daber jede von 
ihnen nacb Belieben als Hauptricbtung anseben. Ein TromnieI­
fell, von dem man verlangt, daB es nach allen Richtungen hin 
gleichmll.Big angespannt sein solI, bildet ein Beispiel fiir diesen 
ringsum symmetriscben Spannungszustand. 

Auch die bezogenen Dehnungen E sind in diesem FaIle ringsum 
gleich groB, und nach Gl. (1) von § 9 folgt dafiir 

'I1t-l 
E = --- (j 

mE (5) 
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worin (j den gemeinschaftlichen Wert aHer Normalspannungen be­
deutet. 

Dann ist noch del' andere wichtige Sonderfall zu besprechen, 
daft die beiden Hauptspannungen gleich gro[J, aber von entgegenge­
setztem Vorzeichen sind. Der Mittelpunkt des Spannungskreises 
falIt in diesem Falle mit dem Ursprunge zusammen. Die groBte 
Schubspannung 't'max, die in allen Fallen durch den Halbmesser 
des Spannungskreises dargestellt wird, stimmt in diesem FaIle 
der GroBe nach mit jeder der beiden ~ 
Hauptspannungen uberein. Fur einen 
Stoff, bei dem die Bruchgefahr oder die 
Gefahr einer bleibenden Formanderung 
von dem Werte der Schubspannungen '0 _0 

abhangt, also bei den schmiedbaren :2f--t-L--t----t~ 
Meta.llen (vgl. § 4), ist daher ein Span­
nungszustand von dieser Art im Ver­
gleiche zur GroBe der dabei vorkom­
menden Hauptspannungen besonders ge­
fahrlich. 

Abb.16. 

~Ian bezeichnet dies en Zustand haufig auch als den der reinen 
Schubbeanspruchun{J. Damit solI namlich ausgedruckt werden, 
daB man aus der Scheibe in geeignet gewahlten Schnittrichtungen 
ein rechteckiges Scheibenelement abgrenzen kann, auf dessen Um­
fang iiberhaupt nur Schubspannungen und keine Normalspannungen 
ubertragen werden, wie dies in Abb. 17 angegeben ist. Das 
Scheibenelement ist dabei quadratisch angenommen. Die Schnitt­
richtungen, in denen nur Schubspannungen auftreten, ergeben 
sich aus der Bedingung, daB nach Abb. 16 2 tp entweder gleich 
einem Rechten oder gleich drei Rechten ist. Hier-
nach ist tp entweder gleich 450 oder gleich 1350 8, -"-- C 

zu setzen, d. h. die beiden Schnittrichtungen stehen "I "" // 
bei diesem Spannungszustande rechtwinklig zu- >'\ 
einander, wie dies vorher behauptet und durch / '" 
Abb. 17 erlautert wurde. In beiden Schnittrich-" , 

~ 
tungen haben die Schubspannungen 't' dieselbe 

Abb.17. 
GroBe 't'max. Die Hauptschnittrichtungen des Span­
nungszustandes, in denen nul' Normalspannungen und keine Schub­
spannungen vorkommen, fallen in Abb. 17 mit den Diagonalen 
des Quadrats zusammen. 

Von den Pfeilen der Schubspannungen war bisher nicht die 
Rede, sondern wir haben uns immer nur um ihre GroBe gekiimmert. 
Man sieht abel' sofort ein, daB in Abb. 17 die Pfeile der 't' auf 
allen vier Seitenfiachen, entweder aHe so wie sie dort eingetragen 
wurden oder alle entgegengesetzt gerichtet sein mussen. DaB 
namlich die Pfeile auf zwei parallelen Seitenflachen einander ent­
gegengesetzt sein muss en, folgt aus dem Wechselwirkungsgesetze, 
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wonach die in einer Schnittflache von del' oben angrenzenden Masse 
auf die untere iibertragene Kraft entgegengesetzt gerichtet und 
cbenso gro!l sein muB wie die von un ten her nach oben iiber­
tragene. Die Spannungen T auf je zwei gegeniiberliegenden Seiten­
fH:ichen bilden demnach ein Kraftepaar miteinander. Das Gleich­
gewicht der beiden Kraftepaare gegen Drehen erfordert aber dann, 
da!l das eine' im Uhrzeigersinn und das andere entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinne dreht. DaB sie gleich groB sind, folgte schon 
aus dem Spannungsdiagramm. 

Wenn die Pfeile derT so gerichtet sind wie in Abb.17, wird 
in del' Hauptschnittrichtung B D eine Zugspannung und in A C 
eine Druchpannung iibertragen. Dies folgt fur B D aus der 
Gleichgewichtsbetrachtung des dreiseitigen Prism as A B D gegen 
Versehieben in del' Richtung del' Diagonale B D und flir A C aus 
dem Gleichgewichte des Prismas ABC odeI' aueh A CD. 

§ 12. Del' Schubmodul. Wir betracht .. n jetzt die elastische 
Formanderung, die mitdem Zustande derreinen Schubbeansprucbung 
verbunden ist. Zu dies em Zwecke den ken wir uns das in Abb. 18 
gezeichnete quadratische Scheibenelement herausgeschnitten, dessen 
Diagonalenrichtungen in die Hauptrichtungen des Spannungszu­
standes fallen, und zwar moge 

crx = + Tm .. x und cry = - Tm .. x 

sein, wenn mit Tmax die GroBe del' bezogenen Schubspannung in 
den unter 45° gegen die Hauptrichtnngen geneigten Schnitten 
b('zI'ichnet wird. Die Halften der Diagonalen des Quadrates be­

v 

/ 

/­
/ 

/ 

Abb. 18. 

..... A 

zeichnen wir mit a und 
die VergroBerung del' in 
del' X-Richtung grhenden 
Halbdiagonale mit c1 aj 

dann ist nach Gl. (1) 
von § 9 

LJa 1 1 a = );"(cr,,, - 111 cJy ) 

oder 

Lla = arnm-±t.J~Tm .. x (5) 

und urn del1selben Betrag 
verkiirzt sich die in del' 
y-Richtung gehende Halb-
diagonale. Die Folge da­

von ist, daB das Quadrat in eine schiefwinklige Raute iibergeht, 
die in Abb. 18 stark iibertrieben durch punktierte Linien ange­
deutet ist. Del' urspriinglich rechte Winkel an den Ecken des 
Quadrates hat sich tatsacblich nul' urn einen sehr kleinen Betrag 
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geandert, den wir mit dem Buchstaben I bezeichnen wollen. Die 

Rautenwinkel betragen daher jetzt~- + I an del' oberen und 

unteren und -~- - r an del' linken und rechten Ecke. Zwischen 

del' Winkelanderung i' und den vorher berechneten Langenande­
rungen L1 a besteht ein einfacher geometrischer Zusammenhang, 
del' sicb aus del' Betrachtung eines del' vier rechtwinkligen Dreiecke 
ergibt, in die die Raute durch ihre beiden Diagonalen zerlegt wird. 

Man findet zunachst: 

CD=~ 1/2 =,....., CF . 2 r 

und in erster Aunahel'ung durch Betrachtung des rechtwinkligen 
DreiecksCEFund des gleichschenkligrechtwinkligen Dreiecks D EF: 

oder: 

y r a 1/G .d a-V- LI a r 2' CF=22- r2 =EF=-i 2, daher a -2-

Lla 
1=2--· a 

(6) 

Bei dieser Betl'achtungsweise erscbeint 'Y als eine Folge del' durch 
die Haupt8pannungen Ux und uy hervorgebrachten Dehnungen Ex 

und Ey in den Hauptrichtungen. Man kann aber andererseits den 
in del' Scheibe herrschenden Spannungszustand auch dadurch be­
schreiben, daB man, wie es vorher in Abb 17 geschehen war, die 
Hngs der Quadratseiten herrschenden Schubspannungen 'fmax an­
gibt und diese selbst als Ursachen del' entstehenden Formanderung, 
namlich del' Winkelanderung I' ansieht. Man spricht dann von 
einer "Schiebunff', die in Abb. 17 die Quadratseite Be unter dem 
Einflllsse der an ihr angreifenden Schubspannung T bei festge­
haltener Grundlinie AD nach 1'e(;hts hin erfahrt, und als MaB fur 
die GroBe diesel' Schiebung benutzt man den Winkel 'Y' Von 
welcher Art der Zusammenhang zwischen 'Y und 'f ist, ergibt sich 
aus der Verbindung del' Gleichungen (5) und (6), namlich 

2(m+ 1) 
i' = ---mE T (7) 

wenn jetzt zur Vereinfachung 'f an Stelle von Tmax, aber in der 
gleichen Bedeutung geschrieben wird. 

Nach Gl. (7) wachst I verhiiltni!'gleich mit T, gerade so wie 
beim einachsigen Spannungszustande E proportional mit u ist. Urn 
diesen Zusammenhang bessel' hervorzuheben, schreibt man Gl. (7) 
in der Form 

(8) 

und man kann sagen, daB damit das Hookesche Elastizitatsgesetz 
fUr den Fall der reinen Schubbeanspruchung ausgesprochen wird. 
Unter Gist dabpi eine die elastischen Eigenschaften des Stoffes 
Leschreibende GroBe zu verstehen, die ganz ahnlich wie froher 
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cler Youngsche Elastizitatsmodul die Dimensionen einer bezogenen 
Spannung hat. Auch G wird als ein Elastizitatsmodul, und zwar 
fUr die Schubelastizitat bezeichnet, oder kiirzel' als Schubmoclul 
oder auch Gleitmodul. 

Der Zusammeuhang zwischen G und E folgt aus dem Ver­
gleiche der Gleichungen (7) und (8), namlich 

mE 
G=-'2(m+l)' (9) 

Fiir m = 4 wird hiernach G = 0,4 E, wonach G gew6hnlich be­
rechnet wird. Es ist namlich gewohnlich einfacher, E aus einem 
Zugversuche abzuleiten, als G fur denselben Stoff durch unmittel­
bare l\fessung des Winkels I' zu bestimmen, der durch ein ge­
gebenes 'C hervorgebracht wird. 

§ 13. Die Forrnanderungsarbeit beirn zweiachsigen Span­
nungszustand. Hier kniipfen wir an § 5 an, indem wir die dort 
angestellte Betrachtung entsprechend erweitern. Wir hetrachten 
jetzt eine rechtevkige Scheibe, wie sie in Abb. 11 gezeichnet war 
mit den Hauptspannungen Ox und Oy. In Abb. 19, die sich auf 
denselben Fall bezieht, sind die elastischen Langenanderungen Li a 
und Lib der Rechteckseiten a und b stark vergrobert eingetragen. 

Nach den Gleichungen (1) und (2) von § 9 erhalt man dafiir 

Lia=-~ (0 _1, 0 ) 
E x m 11 

und Lib =; (011 - ~ ox). 
Wahrend Ox und 01/ gleichzeitig mit 

einander allmahlich von Null bis zu ihren 
Endwerten anwachsen, leisten diese am 

Abb.19. Rande der Scheibe als Lasten angreifen-
den Krafte auf den Wegen Lia und Lib Arbeiten, die aus den­
selhen Griinden und in derselben Weise wie in Gl. (12) von § 5 
zusammengenommen gIeich 

A = ,L 0 bh . Li a + 1.. a ah • Llb 
2 IX .2 11 

gesetzt werden konnen, wenn unter h die Scheibendicke verstanden 
wird. In Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung folgt daraus 

A = aJi~ (0 2 + 02 _ '2 0 0) 
'2E x Y 'In x 11 

und fiir die auf die Raumeinheit bezogene aufgespeicherte Form­
anderungsarbeit A erbalt man 

A = ~ (0 2 + 62 _2'0 0 ) 2E x 11 m x 11 • (10) 
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In Abb. 19 waren zunachst positive Werte der Spannungen 
()", und ()y angenommen; aber aIle angeschriebenen Gleichungen 
bleiben auch giiltig, wenn eine Hauptspannung oder auch beide ne­
gativ sind, wenn man nur iiberall genau auf die Vorzeichen­
iinderungen achtet, die damit verbunden sind. 

FUr den Fall dej· reinen Schubbeanspruchung kann man die be­
zogene Formanderungsarbeit auch noch auf einem anderen Wege 
berechnen. Man denke 8ich namlich ein quadratisches Scheiben­
element herausgeschnitten, wie es in Abb. 17 gezeichnet war, 
so namlich, daB am Umfange nur Schubspannungen iibertragen 
werden, die man als auBere Krafte oder als Lasten an diesem 
Element ansehen kann. Dnter der Voraussetzung einer vollkommen 
elastischen Formanderung muB die von diesen auBeren Kraften 
geleistete Arbeit gleich der in dem Elemente aufgespeicherten 
Formanderungsarbeit sein. 

Die Formanderung kann man sich in der Art vollzogen denken, 
daB die untere Quadratseite AD in Abb. 17 festgehalten wird, 
wahrend die ihr gegeniiberliegende B 0 eine Schiebung nach 
rechts um eine Strecke ys erfiihrt, wenn s die Quadratseite be­
deutet. Die Senkung, die der Punkt B dabei erfahrt, ist kiein von 
der zweiten Ordnung, wenn ys klein von der ersten Ordnung ist, 
und braucht daher nicht beachtet zu werden. Hiernach leistet nur 
die in B a iibertragene Schubkraft eine Arbeit auf dem Wege 
"s, und wegen des allmahlicben Anwachsens dieser Kraft von Null 
an bis auf den Endwert r:sh erhalt man fiir die dem Scheiben­
elemente durch die Arbeit der auBeren Krafte zugefiihrte Energie 

t r:sh . ys. 

Die auf die Raumeinheit bezogene aufgespeicherte Formanderungs­
arbeit A folgt daraus durch Division mit dem Rauminhalte hs 2 zu 

(11) 

wenn man dabei .zugleich auf Gl. (8) von § 12 achtet. 
Dieser Wert von A muB mit dem in Gl. (10) gegebenen Werte 

iibereinstimmen, wenn man darin ()", = + 1: und () == - 1: setzt 
und unter diesem r: den GroBtwert der dabei vorkom~enden Schub­
spannung versteht. Gl. (10) geht dann iiber in 

A =!':.+ 1 r:2 
mE ' 

und aus dem Vergleiche mit Gl. (11) erhint man von neuem die 
Formel filr den Zusammenhang zwischen den drei Elastizitats­
zahlen G, m und E, die vorher schon in Gl. (9) auf anderem 
Wege abgeleitet wurde. 
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§ 14. Der allgemeine gleichmli.Bige ebene Spannungs­
zustand. Del' allgemeinste Spannungszustand, der in einer gleich­
maBig gespaDnten Scheibe auftreten kann, HiBt sich dadun:h be­
schreiben, daB man eiD rechteckiges Scheibenelement abgrenzt. 
dessen Kantenrichtungen 0 U und 0 V sonst beliebig, aber sen k­
reeht zu einander gezogen sind, und auf den vier Umfangseiten 
beliebige Normal- oder.Sehub~pannungen angibt, so j~doch, daS 
dem Wechselwirkungsgesetz gemiW die Spannungen aufzwei gegen­
iiberliegenden Seiten gleieh groB und entgegengesetzt gerichtet 
sind_ Diese Spannungen an den Umfangseiten kann man als Be­
lastung des Scheibenelementes anseben und naeh den Spannungen 
fragen, die durch sie in anders gewahlten Schnittrichtungen inner­
halb des Seheibenelementes hervorgerufen werden. 

Urn diese Frage in moglichst einfacher Weise zu beantworten, 
konnen wir uns auf das in § 9 besprochene Superpositionsgesetz 
stiitzen. Hiernach kann der ganze Drang- und Zwangzusfand in 
der Scheibe, wie er der Abb. 20 entspricht, aueh dadurch hervor­
gerufen werden, daB man zuerst nur einen zweiachsigen 8pan­
nungsZllstand mit den Hauptspannungen 0u und 0v darin hervorruft 
und hierauf noch einen Zustand del' rein en Sehubbeampruchung 
mit den Sehubspannungen 7:UD und 7:. u aIs Lasten an den Randern 
dariiber lagert. Man kann dann die Formiinderungen und die 
Spannungen fUr sieh untersuchen, die von jeder dieser beiden 
Lastgruppen einzeln hervorgerufen werden, und daraus durch 
Ubereinanderlagerung die Gesamtwirkung ableiten. Fiir die Er­
mittlung der Teilwirkungen konnen wir uns hierbei auf die dafUr 
bereits festge,tellten Gesetzm1iBigkeiten stiitzen. 

Zunachst folgt darau~, daB die in den beiden senkrecht zu ein­
ander stehenden Sehnittflachen iibertragenen Schubspannungen 

(12) 

jedenfalls gleich groB und ent-weder so zueinander oder alle ent­
gegengesetzt gerichtet sein miissen, wie sie in Abb. 20 .eingetragen 
wurden. Wenn man aber will, kann man diese Behauptung auch 
nochmals unabhangig von dem in § 11 dafiir gegebenen Beweise 
aus der Gleichgewicbtsbedingung gpgen Dreben ableiten. Sie 
spricht den Satz von del" Gleichheit del" einander zugeordneten Schub­
spannungen fur den aUgemeinsten Fall des ebenen Spannungszu­
standes aus. 

W ir . denken uns weiterhin einen Schnitt durch die Scheibe 
gelegt, der einen beliebigen schiefen Winkel 1/1 mit der U-Achse 
bildet. In Abb. 20 ist er durch eine punktierte Linie angedeutet. 
Um zu ermitteln. welche Spannungen 0", und 7:", in diesem Scbnitte 
iibertragen werden, konnten wir zuerst naeh den Gleichungen (4) 
von § 10 die Betrage ermitteln, die del' zweiaebsige Spannungs­
zu'Stand mit .den Hauptspannungen 0" und 0" da7.u liefert, lind dann 
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noch hinzufiigen, was von T". und T;.u entsprechend den Lehren von 
§ 11 dazu beigesteuert wird. Auch aus der Untersu(;hung des Gleich­
gewichtes des dureh die Schnittrichtung 'ljJ begrenzten dreiseitigen 
Prismas lieSen sich 6 ,p und T1!J sofort ulJabh1tngig von den fruheren 
Betrachtungpn berechnen. 

Eint'acher abel' kommen wir noch zum Ziele, indem wir uns 
auf die Sitze uber den Spannungskreis stiitzen. In das Koordinaten­
system der aT; tragen wir in Abb. 21 auf der a- Achse zuerst Uu 

und 6. ab, nach reehts hin, wenn sie Zug·, nach links hin, wenn 
eine oder beide von ihnen Druckspannungen sind. Von diesen 
heiden Punkten der u- Achse tragen wir ferner in ent gegengesetzten 
Richtungen Tu. und T,,, parallel zur Achse ab, wobei es gleich-

o 

Ahb.20. Abb.21. 

; 
; 

giiltig ist, welche von beiden nach oben und welche nach unten 
geht. Wir gelangen so zu zwei Punkten A und B, die wir mit­
einander verbinden. Die Verbindungslinie sehen wir als Dureh­
messer und den Schnittpunkt M mit del' u-Ach~e als :'l1ittelpunkt 
eines Kreises an. Diesen Kreis konnen wir als Spannnngskreis 
eines zweiach~igen Spannungszustandes mit den Hauptspannungen 
a", :und u II auffassen, die sich nach GroBe und Vorzei(;hen aus del' 
Zeichnung entnehmen lassen. Del' fruher getroffenen Verabredung 
gemaB bezeichnen wir als Ux die algebraisch groBere dieser beiden 
Hauptspanuungen. 

DaB dieser zweiachsige Spannungszustand mit dem durch 
Abb. 20 angegebenen, an sich beliebigen Spannungszustande im 
wesentlichen, abgesehen namlich von einer Drehung des XY­
Systems gegen das System del' UV, vollstll,ndig ubereinstimmt, 
folgt daraus. daB man durch Drehen del' Schnittrichtungen urn 
die Halfte des Zentriwinkels aNA wieder auf die in Abb. 20 vor­
geschriebenen Spannungskomponenten gelangt. Umgekehrt muB 
man sich in dem durch Abb. 20 angegebenen Spannungszustande 
das Achsenkreuz del' UV im Uhrzeigersinne urn die Rattle des aus 
Abb. 21 zu entnehmenden Zentriwinkels ANa gedrebt denken, 
urn auf die Rauptschnittrichtung dieses Spannungszustandes zu 
gelangen. Hiermit ist bewies('n. daj3 jeder ebene, qleirhmiij3igc 
Spannungszustand als ein zweiachsiger im Sinne von § 9 angesehen 
werden kann. 
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Die Pfeile oder V orzeichen der 1: spielen bei diesel' Be1 rachtung 
keine Rolle. Durch Vergleich del' beiden Abbildungen 20 und 21 
kann man abel' nachtraglich feststellen, welche Pfeile del' , auf 
den vier Umfangsseiten einer in Abb. 21 nach oben hingehenden 
Ordinate des Punktes A entsprecben. Dreht man hierauf das UV­
Kreuz in Abb. 20 urn einen beliebigen Winkel, so ist in Abb. 21 
der HaIbmesser MA urn den doppelten Winkel im gleicben Sinne 
zu drehen, urn aus dem Spannungskreise die den neuen Schnitt­
richtungen entsprechenden Spannungskomponenten entnehmen zu 
konnen. Solange hierbei die Ordinate des Punktes A in Abb.21 
nach oben hin geht, behalten die r in Abb. 20 dieselben Pfeile 
wie in del' Anfangsiage bei, wabrend sich aIle Pfeile umkehren, 
sob aId beim Weiterdrehen die Hauptrichtungen des Spannungs­
zustandes iiberschritten werden und hiermit Punkt A in Abb. 21 
in die untere Halfte des Spannungskreises gerat. 

Denkt man sich in Abb. 20 die Pfeile dert umgekehrt, ohne sonst 
etwas zu andern, So entspricht diesem neuen Spannungszustand 
derselbe Spannungskreis Abb. 21 wie dem friiberen, abgesehen davon, 
daB sich auch fUr aIle anderen Schnittrichtungen die Pfeile del' 
"umkehren. Auf den ersten Blick mag es befremdlich erscheinen, 
daB die Umkehrung del' Pfeile der , an dem del' Abb. 20 ent­
sprechenden Spannungszustande so wenig andert, daB man den­
selben Spannungskreis daftir beibehalten kann. Abel' man bedenke, 
daB man eine Scheibe von zwei Seiten her betrachten kann und 
daB derselbe Spannungszustand, dem von einer Seite her betrachtet 
Abb. 20 entspricbt, von del' anderen Seite her gesehen sonst die 
gleichen Spannungskomponenten aufweist, mit dem einzigen Unter­
schiede, daB sich die Pfeile der 1: umgekebrt haben. In del' Tat 
kommt es daher fUr die besonderen Eigenscbaften eines bestimmten 
Spannungszustandes gar nicht wesentlich darauf an, ob man die 
Pfeile del' , umkehrt oder nicht. 

Aus Abb. 21 kann man auch entnehmen, wie sich Ox und 0, 

berechnen lassen, wenn 0u' o. und del' gemeinschaftlicbe Wert" 
von "u. und 'vu gegeben sind. Fiir die Strecke OM und den Halb­
messer MA hat man namlich 

OM = Gut~p und MA = V,s + (Gu 2 _~~)2, 

und daraus folgt fUr die Hauptspannungen Ox undoy 

° = Gu-±~ +.~,/ 4r~ + -(6-=.a)f j x 2 2 V u. 
(13) ° = Gu+a. _ l,/4r2+ (0 _ a)2-

y 2 2 Y ' u ,,' 

Endlich wollen wir auch noch die Formanderungsarbeit A be­
rechnen, die dem durch Abb. 20 bescbriebenen Spannungszustande 
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entspricht. Dies konnte geschehen, indem wir die soeben fUr u'" 
und uy aufgestellten FOfmeln in Gl. (10) von § 13 einsetzten. Abef 
dieser Umweg ist gar nicht notig, sondern man kann A auch un­
mittelbar aus Abb. 20 entnehmen, indem man die von den Kraften 
bei del' FOfmiinderung geleisteten Arbeiten feststent. Bei der 
Schiebung, die durch die l" hervorgebracht wird, ist namlich die 
Summe der von den u" und Go geleisteten Arbeiten, wie man 
leicht erkennt, gleich Null, und umgekehrt ist auch die Summe 
der Arbeitsleistungen der l" gleich Null, wenn man die durch die 
Gu und GD hervorgebrachten Dehnungen der Kanten sich vollziehen 
laBt. Daraus folgt ohne weiteres 

(14) 

indem man die Einzelbetriige del' Gleichungen (10) und (11) 
zusammenzahlt. 

§ 15. Der ungleichmaaige ebene Spannungszustand. Von 
§ 9 ab hatten wir bisher stets vorausgesetzt, daB in der ganzen 
SchE'ibe iiberall der gleiche Spannungszustand herrschen sollte. 
Jetzt dagegen kehren wir zu der in § 8 angestellten allgemeinen 
Betrachtung zUliick. Bei der allgemeinsten ScheibenaufgabC', wie 
sie durch Abb. 10 erHiutert war, ist zu erwarten, daB Form­
anderung und Spannungszustand an verschiedenen Stellen der 
Scheibe ganz verschieden sein werden. Dagegen diirfen und wollen 
wir voraussetzen, daB zwischen benachbarten Stell en diese Unter­
schiede urn so kleiner ausfallen, je naher die Stellen bei einander 
angenommen werden. Eine plotzliche Anderung konnte zwar in der 
Nahe des A ngriffspunktes einer Einzellast erwartet werden. Aber wir 
wollen uns in diesem Falle die unmittelbare Umgebung del' Angriffs­
stelle del' Eill7.ellast aus del' Betrachtung ausgeschaltet denken. 
Das ist urn so mehr zuliissig, als Einzelkrafte im strengen Sinne 
des Wartes in der N atur liberhaupt nicht vorkommen, vielmehr 
aHe endlichen Krafte sich auch liber endliche, wenn auch nur 
kleine Flachen oder Raume verteilen. 

Wir setzen also mit anderen Worten voraus, daB sich Drang 
und Zwang innerbalb der Scheibe stetig andern und daB daher 
in einem Scheibenelement, sobald es nul' klein genug angenommen 
wird, der Spannungszustand nahezu als gleichmaBig angesehen 
werden kann. Unter dieser V oraussetzung lassen sich die Betrach­
tungen der vorhergehenden Paragraph en liber die Beziehungen 
zwischen den Spannungen in verschiedenen Schnittrichtungen und 
liber die Eigenschaften des gleiehmaBigen ebenen Spannungszu­
standes uberbaupt ohne weiteres aueh auf die Verhaltnisse inner­
balb eines nnendlich kleinen Bezirkes in dem allgemeinen Falle 
iibertragen. Sie miissen nur auBerdem noeh dahin erganzt werden, 
daB auch auf die Spannungsunterschiede zwischen unendlicb nahe 
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benachbarten parallelen Schnitten so we it als notig Riicksicht 
genomrnen wir,i. 

Zu diesem Zwecke den ken wir uns in A bb. 22 ein unendlich 
kleines rechteckiges Scheibenelement von den Kantenlangen d:;c 
und ely abgegrenzt . .Ahnlich wie in Abb. 20 wird der Spannungs~ 
zustand beschrieben durch die Spannungskompon'lntt'n, die wir 
jetzt mit Ox' Oy und mit T bezeichncn wollen, oder auch mit Txy 

odeI' Tyx. wenn eine nl1here Bezeichnung der zugehorigen FHichen 
und Richtungen erwiinscht erscheint. 

Urn von der vergroBerten Darstellung in Abh. 22 ~u dem un~ 
endlich klein zu denkenden Elcmente zuriickzukchren, denken 

wir UllS die Recht-

o 

O'y' ~.tly 
4 Y 

~'~.dY 

dx 

Abb.n 

'1', if. tlx 

~~'dX 

eckseiten im Zusam­
menschrurnpfen be­
griffen, wobei wir 
uns die Ecke 0 des 
Rechteckes fe,;tgehal­
ten den ken wollen. 
Die Lage des Punk~ 
tcs 0 aut' del' S0heiue 
Imnn durch die Ko~ 
oJ'dinaten x, JI in be­
zug auf ein gegen 
die Scheibe festgcleg­

tes Kool'dinatensystem beschrieben werden, zu des sen Achsen die 
Rechteckseiten parallel gezogen seien. Unter ax ist dann die ~or­
malspannung zu vel'stp,hen, die in einern dUl'ch den Pllnkt 0 senk~ 
recht zur y-Achse gelegten Schnitte an del' Stelle 0 selbst iiber­
tragen wird. Auf del' gegeniiberliegenden Rechteckseite, die im 
Abstande dx von 0 aus nach rachts hin liegt, ist die Normal­
spannung etwa-; von Ox verschieden. Allgemein lliBt sicb. sagen, 
daB Ox fUr verschiedene Punkte der Scheibe verschieden ausfallen 
kann, d. h. abel' mit anderen Worten, daB 0,. als eine Fllnktion 
von X und y ax = f(xy) 
aufzufassen ist. Das gleiche gilt auch fUr 0y und fUr "C. Urn den Untel'~ 
sehipd festzustellen, del' in Ox dadurch hervorgebracht wird, da~ 
die gegeniiberliegende Rechteckseite urn dx nach rechts hin ver­
schoben ist, haben wir demnach ein Differential von ax zu bilden, 
bei dem y als konstant und nul' x als veranderlich anzusehen ist. 
Fiir die Spannungskornponente in der X-Richtuug auf del' naeh 
rechIs hin liegenden Reehteckseite el'halten wir demnach den 
Ausdruck 

a +~~x..dx 
x ox ' 

worin die runden (; noch ausdriicklich darauf hinweisen sollen. 
daB es sien urn einen partiellcn Di:fferentialquotienten hande1t: 
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Diese B~zeichnung ist schon in Abb. 22 ein~eschrieben; ebenso 
auch die Ausdt'ucke, die man in der gleichen Weise fUr die iibrigen 
Spannllngskomponenten auf den beiden nicht durch den Punkt 0 
gehenden Rechteckseiten erhalt. 

Wenn wir auf die durch die Differentiale amgedriickten Span­
nnngsuntersehiede nicht achteten, ware das Scheibenelement in 
Ahh. 22 unter de:n Einflusse der am U mfcl.nge angreifenden Span· 
nnngen ohne weitere;; im Gleiehgewicht. Aber wir verlangen jetzt, 
daB das Gleiehgewieht auell dann noeh erhalten bleiben muB, 
wenn wir die unendlieh kleinen Spannungsuntersehiede mit hinzu­
nehmen. Dabei ist jedoeh zu beaehten, daB diesen feinen IT nter­
schieden gegenubp-r aueh die auBeren Massenkrafte mit in Betraeht 
zu ziehen sind, die wie etwa das Eigengewieht als Fernkriifte un­
mittetbar an der Masse des Elementes selbst angreifen. Gegeniiber 
den Spannungen am Rande sind zwar diese Massenkriifte als 
unendlich klein anlUsehen und daher zu vernachlassigen, aber 
gegeniiber den Spannungsuntersehielen sind sie von der gleichen 
GriiBtlnordnung und daher neben ihnen zu beriieksiehtigen. Die 
l!.uBeren }!Iassenkrafte denken wir uns auf die Raumeinheit des 
Korpers beZGgen (so wie es beim spe7,ifisehen Gewiehte geschieht) 
und diese Kraft, die beliebig gerichtet sein kann, in zwei Kom­
ponenten in den Richtungen der Koordinatenachsen zerlegt, die 
wir mit X und Y bezeichnen wollen. Diese Komponenten sind 
eben falls in Abb. 22 eingetragen. 

Ails der Zeichnung kann man nun unmittelbar die Gleieh­
gewichtsbedingung gegen Verschieben in der Richtung der X-Achse 
ablesenj sie entbalt drei Glieder, deren Summe gleieh Null ge­
setzt werden muB, namlieh 

OG. or: 
<;ldx· hdy + .,-dy· hax + X· hdxdy = O. 
uX uy 

Der durch den Punkt abgetrennte letzte Faktor in diesen Gliedern 
gibt jedesmal die Flache oder den Rauminhalt an, mit dem man 
den auf die Flacheneinheit bewgenen Spannungsunterschied oder 
die auf die Raumeinheit bezogene Massenkraft zu multiplizieren 
hat, um die gesamte am Scheibenelement wirkende Kraft zu er­
halten. Unter h ist dabei wieder die Scheibendicke zu verstehen. 
Streicht man in jedem Glied der Gleichung den gemeinschaft­
lichen Fa.ktor hdx dy, so erhalt man die ersten der beiden fo1-
genden Gleichungen; c (} 

-(};+~~+X=OI (15) 

o Gy + il--=-- + Y = 0 oy ox 
die an jeder Stelle der Scheibe zwischen den Spannungskomponenten 
erfiillt sein miisseD. Die zweite Gleichung laBt sieh in derselben 

Teubn. Leitf. 17: FOppl, Grundzuge der Festigkeit81ehre 4, 
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Weise aus Abb. 22 fUr das Gleichgewicht in der Y-Richtung 
aLlesen. 

Bei den meisten Festigkeitsaufgaben kann man das Eigen­
gewicht des Korpers und iiberhaupt die Massenkrafte gegenuber 
den sonst an ihm angreifenden Lasten vernachlassigen, also X 
und Y in den Gleichungen (5) nachtraglich streichen. 

Die Aufgabe der Festigkeitsberechnung besteht nun darin, die 
Spannungskomponenten ux, 0y' -r; fUr jede Stelle der Scheibe an­
zugeben. sie also als Funktionen von x und ?J darzustellen. Dazu 
konnen aber die zwei Gleichungen (15) zwischen den drei unbe­
kannten Funktionen aUein nicht ausreichen, auch nicht in Ver­
bin dung mit den Grenzbedingungen am Umfange sowie an den 
Auflagerstellen und an den Angriffsstellen der an dem Kor.per 
von auBen her angebrachten Lasten, die daneben auch noch er­
fiint sein mussen. Die Aufgabe ist statisch unbestimmt in dem 
von friiber bekannten Sinne. Urn sie iiberhaupt losen zu konnen, 
muS man daher jedenfalls auf den Zusammenhang zwischen den 
Spannungen und der Formanderung der Scheibe eingehen .. 

§ 16. Die elastische Formanderung der ungleichm.a~ig ge­
spannten Scheibe. Schon in § 8 wurde auf eine Schwierigkeit 
hinge wiesen , die sich der genauen Untersuchung der elastischen 
Formanderung einer Scheibe im allgemeinen Falle entgegenstellt. 
Die Scheibendicke h wird an verschiedenen Stellen wegen der mit 
den Spannungen in der Scheibenebene verbundenen Querwirkung 
in verschiedenem MaSe vergroBert oder verkleinert, und die nachste 
Folge davon ist, daB die beiden BegrenzungsfHichen bei der ela~ti­
schen Formanderung der Schoobe nicht eben bleiben konnen. Das 
hat daon zur weiteren Folge, daB auch die in der Dickenrichtung 
gezogenen Geraden von der Lange h etwas gekriimmt werden, 
weil die rechten Winkel, die sie mit der Mittelebene, den Begren­
wngsebenen und allen dazwischen parallel dazu gezogenen Ebenen 

A urspriinglich gebildet haben, wegen des 
~ A Fehlens von Schubspannungen, die zu -------u-- einer Anderung fiihren konnten, auch 

AI J AI weiterhin rechte Winkel bleiben mlissen . 
..-- cl Durch Abb. 23, in der M Meinen Schnitt 
~ 8 durch einen Teil der Mittelfliiche, AA 
8 und B B Schnitte durch die Begren-

Abb.23. zungsflachen nach der elastischen Form-
anderung in 8ehr verzerrtem MaBstabe und en die in der Dicken­
richtung gezogene urspriinglich gerade Linie bezeichnen, wird dies 
nliher erlautert. 

Wahrend die allgemeine Scheibenau(gabe vom rein staiiscllen Ge­
sichtspunkt aus betrachtet als eine Au(gabe in deT Eberle cTscheint, 
Teicht man damit bci deT elastischen E'ormandeTung nicht aus. Man 
kann diese Schwierigkeit entweder uberwinden, indem man auf 
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eine genauere Untersuchung eingeht, oder man kann sie vermeiden, 
indem man auf eine genauere Untersuchung verzichtet und sich 
mit einer Naherungslosung zufrieden gibt. Fur eine erste Ein­
fiihrung in die Festigkeitslehre kann nul' der zweite, weit ein­
fachere W'eg in Frage kommen. Er bestpht darin, daB man einen 
IV erkstofl' voraussetzt, bei dem die Poissonsche Querdehnungszahl 

~ so klein ist, daB sie genau genug gleich Null, also m = 00 
III 

gesetzt werden kann. In dies em FaIle bleiben auch die Begren­
zungsfHichen der Scheibe eben, und die Geraden CD werden nicht 
gekrummt, womit man del' ganzen Schwierigkeit, die davon her­
riibrt, aus dem Wege gegangen ist. 

Zur Rechtfertigung der Annahme m = 00 kann man anfUhren, 
daB die Werte von m bei den verschiedenen Stoffen, mit den en 
man zu tun hat, ziemlich weit auseinandergehen, ohne daB sich 
gezeigt hatte, daB diese Unterschiede das Verha!ten del' Korper 
im iibrigen wesentlich beriihrten. Vielmehr hat sich in fa~t allen 
Fallen, fUr die man zu strengen Losungen von Festigkeitsauf­
gaben gelangt ist, herausgestellt, daB es nicht allzuviel ausmacht, 
welchen Wert von m man in die Losung einsetzt. Man darf da­
her von vorneberein ann ehmen, daB eine Losung, die fUr m = 00 

gefnnden ist, auch fUr Korper mit m = 4 oder selbst m = 3 noch 
als eine annebmbare Naherungslosung anzusehen ist, die wenigstens 
zu einer ungefahlen Abschatzung ausreicht, was in praktisch vor­
kommenden Fallen bereits genligt. Wir stellen uns daber hier 
auf diesen Standpunkt und fragen nur noch darnach, wie die Span­
nungsverteilung bei del' Scheibenaufgabe ansfallt, wenn man m = 00 

setzpn darf. 
Die elastische Formanderung der Scheibe kann alsdann voll­

stan dig dadurch beschrieben werden, daB man fiir jeden Punkt 
der Mittelebene mit den Koordinaten x, y die Verschiebungen ;, 
'7 in den Richtungen der Koordillatenachsen angibt. Die Aufgabe 
kommt daher darauf hinaus, zwei unbekannte Funktionen 

;=f1(xy) und 'Y/=f2(XY) 

zu ermitteln, und sobald dies gelingt kann die Scheibenaufgabe 
fiir den betreifenden Fall als gelost angesehen werden. Aile andern 
Formanderung.s- und SpannungsgroBen lassen sich namlich, wie 
man sofort sehen wird, in 1; und 'Y/ ausdrucken. 

Wie immer setzen wir auch in diesem Faile wieder voraus, 
daB die elastische Formanderun~ als sehr klein angesehen werden 
darf. Auch ~ und 'Y/ sind daher als kleine GroBen im Verhaltnisse 
zu den Scheibenabmessungen zu bptrachten In Abb. 24 moge 1 
ainen Punkt der Mittplebene der Scheibe mit den Koordinaten xy 
vor der Formanderung bezeichnen und 2 einen Nachbarpunkt., der 
in der X-Richtung um die kleine Strecke dx von ihm entfernt ist. 

4* 
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Bei der Formanderung seien die Punkte in die Lagen l' und 2' 
gelangt. Die Komponenten der Verschiebungen 11' oder 2:?' sind 
es, die wir vorher mit I; und '1'/ bezeichnet hatten. Sollte sich et­
wa Punkt 2 urn ebensoviel und in derselben Richtullg verschoben 
haben wie Punkt 1, so wiirde sich bei del' Formanderung der 
Scheibe die Strecke 1, 2 weder del' GroBe noch der Richtung nach 
geandert haben. 

1m andern Falle wird die Richtungsanderung der Strecke 12 
dadurch bedingt, daB die Verschiebungskomponente "1 im Punkt 2 

von der im Punkte 1 urn eiu Differential ~~ dx verschieden ist. 

Da die Richtungsanderung nach unseren V oraussetzungen als klein 
betrachtet werden darf, kounen wir den 
kleinen Winkel ox, urn den sich die 
Sirecke 12 bei der Formanderung dreht, 
einf'ach ° =(1) 

x ox (16) 

setzen. Dagpgen wird die Langenande-
Abb. 24. rung der Strecke 12 dadurch hervorge-

rufen, daB sich Punkt 2 urn ein Differential ~; dx mehr 'nach rechts 

hin verschiebt als Punkt 1. Die auf die Langene nheit bezogene 
Dehnung Ex in der X -Richtung an der betrachteten Stelle ergibt 
sich daher zu 

(17) 

Was so eben fUr die Strecke 12 gesagt wurde, HiBt sich sinngem1l.B 
auch auf die in der Y-Richtung gezogene Strecke 13 iibertragen. 
Daraus ergibt sich 

o=£! 
II oy und 

(1) 
E =--. 
" oy (18) 

Positive Werte von 0", und 0ll fiihren nach unseren Vorzeichen­
festsetzungen, wie aus Abb. ~4 zu ersehen ist, in beiden Fallen 
zu einer Verminderung des urspriinglich rechten Winkels 312 bei 
der Formanderung der Scheibe. In § 12 haben wir eine solche 
Winkelanderung mit dem Buchstaben r bezeichnet. Hier wollen 
wir r"'lI dafiir schreiben, urn anch die Richtungen hervorzuheben, 
zwischen denen diese Winkel1l.nderung stattfindet. 

Dann gilt also 
", = 0 + 0 = os + (1) . 
fXy Y .", oy ox (19) 

Ein kleines rechteckiges Scheibenelement, zu dessen Ecken die 
Punkte 1, 2, 3 in Abb. 24 gehOren, erfahrt eine Formanderung, 
die durch E"" Ell und rXlI bereits geniigend beschrieben ist. Diese 
Formlinderung steht nach dem Elastizitatsgesetze mit den am Um-
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fange des Elements ubertragenen Spannungskomponenten ax, 0y 

und '[; in ursachlichem Zusammenhange. Mit m = (Xl ergibt 8ich 
aus den Gleidmngen (1) und (2), von § 9 und Gl. (8) von § 12 

Ux = E ~ i;x ; ° = E ?TJ • '[; = G (0 6 + (71) . (20) 
u' y oy' oy ox . 

Wir kehren jetzt zu den Gleichgewichtsbedingungen (15) von 
§ 15 zwischen den Spannungskomponenten zuriick unn setzen in 
ihnen die soeb!'ll festgestellten Werte ein. Zugleich streich en wir 
dal'in die KOIllponenten X und T der 1iuBeren ~lassenkraft, was 
gewohnlieh zuHbsig ist, und beachten, daB tTl!" m = (Xl nach G1. (9) 
von § 12 

gesetzt werden kann. 
chungen (15) 

Damit erhalten WH· nun anstatt del' Glei-

0'; 0'[; O'TJ 
:? -ox' +(;yi + ~;; oy = 0 

0'1] 0'1] (;'; 
2·~+'· +. ·=0 oy' ex' oxoy . 

(21) 

Die Gleichungen (15), in denen drei unbekannte Funktionen Ox' 

0y und '[; vorkamen, sind jetzt durch zwei Gleichungen mit nur 
zwei unbekallnten Funktionen I; und 1/ c!"setzt., womit die Scheib en­
auf/Zahe wenigstens grundsatzlich lashar wird. 

Man kann die Gleichungen (21) als die elastischen Grundglei­
cliungm fih· die Sclleibenaufgabe im Falle m = (Xl bezeicbnen. 
Vom m athematischen Standpunkt aus gesehen, kommt die naberungs· 
weise Lasung irgendeiner Scbeibenaufgabe jetzt nul' noch darauf 
hinaus, Lasungen del' beiden partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung fUr ~ und 1) zu finden, die zu­
gleil:h :1Ucb allen Grenzbedingungen geniigen, die 
daneben auBerdem noch vorgesl:hrieben sind. 

Freilich ist diese mathernatiscbe Aufgabe nur 
in wenig-en einfacben Fallen wirklich durchfiihrbar. 
Grundsatzlich aber ist es von Wichtigkeit, einen 
Weg zu wissen, d"r unter giinstigen UrosUinden 
zuro Ziele fiihren kann. 

§ 17. Ein einfaches Beispiel. Der wichtigste 
Gebrauch, den man von den elastisLOhen Gruud­
gleichungen roachen kann, besteht darin, die La­
sung einer bestirnmten Scbeibenaufgabe, die man 
'LUS andern Erwiigungen fUr wabrscheinlich halt, Abb.25. 

<Lui" ihre Rithtigkeit zu priifen. Ais Beispiel wahlen wir dafiir die 
in Abb. 25 gezeichnete recbteckige Scheibe, die an zwei Seiten frei 
von Lasten sein soli, w1ihrend lln den wagrechten Seiten oben und 
unten Lasten angebracht sind, die sieh Ilach einem Gradlinien­
gesetz dariiber verteilen, wie aus del" Zeichnung ZIl entn€hmen ist. 
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Zu vermuten ist, daB dieselbe Spannungsverteilung wie am 
oberen und untefflll Rande auch in allen wagrechten Schnitten 
durch die ::)cheibe wiederkehrt, daB also an der Stelle :xy die Haupt­
schnittrichtungen ebenfalls parallel zu den Achsen gehen, daB 
ferner Ox = ° und (22) 

gesetzt werden kann, wenn unter p und q die durch die Lastver­
teilung an den Randern gegebpnen Werte verstanden werden. DaB 
durch einen solchen Spannungszustand Gleichgewicht an jedem 
Scheibenelement hergestellt wird, ist ohne weiteres ersichtlichj 
der Spannungszustand ist also jedenfalls statisch moglich. Es 
fragt sich abel' noch, ob er allch zu Formanderungen fiihrt, die 
geometrisch vertraglich miteinander sind, denn nur in dies em Falle 
kann er wirkllch zustande kommen. 

Es wird sich alsbald zeigen, daB auch diese Frage zu bejahen 
ist, wenn auch nicht in demselben Sinne wie ihre Beantwortung 
am nachsten zu liegen scheint und wie sie daher ofters gegeben 
wird. Eine landlaufige Ansicht geht namlich dahin, daB im vor­
liegenden FaIle jede zur Y- Achse parallel gezogene Streck!' von 
der urspriinglichen Lange b sich einfach um ein MaB Lib 

Lib = b ~ = b P--=-.fJ3J 
E E 

strecke, ollne dafJ sich an der Gestalt der Scheibe im ubrigen etwas 
lindern kiJnne. Die Folge wiirde sein, daB das Rechteck bei der 
Formanderung in ein Trapez iiberginge. Denkt man sich die 
untere Rechteckseite dabei festgehalten, so wiirde ein Punkt mit 
den Koordinaten xy die Verschiebungen 

P - qx ( ) g = ° und 11 = Y -~ E--- 23 

erfanren. Hierbei ist namlich g = 0, weil wir die Querdehnungs­

zahl ~ gleich Null angenommen haben. 
m 

Der Vergleich mit den elastischen Grundgleichungen (21) lehrt 
abel', daB diese Annahme nicht richtig sein kann. Die zweite von 
ihnen wird zwar durch die gewiihlten Ansatze von g und 11 er­
fiillt, aber die erste nicht. Aus Gleichung (23) ergibt sich namlich 

0'"1/ q 
;Txoy = - j;J' 

wahrend die iibrigen Glieder in der ersten Grundgleichung zu Null 
werden. Damit ist der Beweis geliefert, daB mindestens eine der 
beiden Annahmeniiber die 8pannungsverteilung oder iiber die da­
mit verbundene Formanderung unrichtig sein muB. 

W 0 der Febler liegt, laBt sich durch eine eiufache Ubedegung 
von anderer Art so fort erkenneJl. Denkt man sich namlich durch 
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den Punkt xy zwei Linien parallel zu den Koordinatenachsen ge­
zogen, so behalt die in del' Y - Richtung gehende nach den Glei­
chungen (23) bei del' Formanderung ihre Richtung unverandert 
bei, wahrend sich die in del' X, Richtung gezogene nachher ein 
wenig schief stent. Der urspriinglich rechte Winkel zwischen bei­
den Linien andert sich daher urn einen kleinen Betrag 'Yxy' Wir 
wissen abel', daB eine Formanderung von diesel' Art notwendig 
mit Schubspannungen 1:xy und 1:yx verbunden ist, N ach un serer 
Voraussetzung iiber die Art des Spannungszllstandes in del' Scheibe 
8011ten dagegen die beiden Schnittrichtungen Hauptrichtungen und 
da her 1: fUr sie gleich Null sein. V orausgesetzt, daB die vermutete 
Art del' Spannungsverteilung in der Scheibe iiberhaupt zutrifft, 
muB daher die zunachst gleichfalls vermutete Art del' Formande­
rung jedenfalls unrichtig sein. 

Es fragt sich jetzt, wie wil' den Ansatz tiber'die Formanderung 
zu verbessern baben, urn diesem Widersprllche zu entgeben. Offen­
bar waren wir beim Ansatze der Gleichungen (23) zu voreilig, 
In Wirklichkeit hangen ja nicbt ; und 'IJ, sondel'll die bezogenen 
Dehnungen Ex und Ey unmittelbar mit den Spannungen zusammen. 
An Stelle del' Gleichungen (23) setzen wir daher jetzt 

06 
- = 0 ax und 

p-qx 
-J<; -. 

Beim Einsetzen diesel' Werte in die erste Grundgleichung ergibt 
sicb 

02 ~ q 
-~----=O 
i3y2 E ' 

und daraus folgt, daB g nicht gleicb Null sein kann, wie wir vor­
bel' angenommen hatten, sondern daB es eine Funktion zweiten 
Grades von y sein muB. Wil' setzen dabel' 

(24) 

womit die erste Grundgleicbung erfiillt ist. Da die untere Recbt­
eckseite bei der Formanderung festgehalten werden sollte, muB 
die Integrationskonstante c1 nachtrliglicb gleicb Null gesetzt werden. 

Damit anch die zweite Grundgleichung erfiillt wird, baben wir 

( 2 1) 

OX. = 0 

zu setzen. Hiel'llacb ist 'IJ eine Funktion ersten Grades von x, die 
iiberdies fiir x = 0 IIU Null werden muB. Hiermit und mit dem 

vorher. schon festgestellten Werte von ~~ ergibt sich schlieBlich 

p-qx ( ) 'IJ=y --iF' 25 
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in Ubereinstimmung mit dem schon in den Gleichungen (23) an­
genomn,enen Ausdrucke. Nur 1; hat sich daher gegeniiber dern 
voreiligen Ansatze 1; = 0 geandert. 

Urn nachtraglicb auch noch die Integrationskonstante cj in Gl. (24) 
zu ermitteln, beachten wir, daB mit 1:"'11 = 0 auch Yx . iiberall gleich 
Null sein muB, also nach Gl. (19) auch Y 

?l + ~1j = 0 oy ox 
und dazu gehOrt, daB c2 ebenfalls gleich Null zu setzen ist. Hier­
mit geht Gl. (24) iiber in 

'- q 2 
;; = 2)!j Y (26) 

Durch die Gleichungen (25) und (26) ist jetzt ein Formande­
rungszustand bescbrieben, del' geometrisch moglich ist und del' 
dem vorher vorausgesetzten und an sil'h statisch moglichen Span­
nungszustande nach dem Elastizitatsgesetze entspricht. Hierin ist 
aber del' Beweis dafilr zu erulicken, da/3 wir dam it die richtigc Lo­
sung dcr Aufgabe gefunden haben. 

Eine wichtige Bemerkung ist hierbei noch binzuzufiigen. Die 
ganze Betrachtung beruht namlich, wie immer in solchen Fallen, 
auf del' schon in § 9 bei del' Besprechung des Superpositionsge­
setzes allgemein eingefiihrten Annahme, daB die elHstische Form­
anderung stets als sehr klein an!!esehen werden soil, so daB sie 
an del' Korpergestalt nichts Wesentlichps andert. Auf aine Form­
anderung, die zu groBen Wert en von ~ und 'YJ in den Gleicbungen (25) 
und (26) fiihren witrde, darf daber die ge,gebene Losung nicht 
angewendet werden. Die Formanderung muB vielmehr immer so 
klein bleiben, daB man sie bei der Feststellung del' G1eichgewichts­
bedingungen zwischen den lluBeren Kraften, die als Lasten an del' 
Scheibe angreifen, als unendlich klein ansehen oder auch ganz ver­
nachlassigen darf. 

Die linke Rechteckseite in Abb. 25 ~eht Dach GI. 26 bei del' 
Formanderung in einen Parabelbogen uber, des sen S{'heitel mit 
dem Koordinatenursprung und des sen Achse mit del' X -Achse zu­
sammenfaIlt. Dnter del' Voraussetzung einer kleinen Formande­
rung ist aber del' KriimI:Dungshalbmesser del' Para bel im Scheitel 
sehr groB, und del' Parabelbogen kann daher mit demselben MaBe 
von Genauigkeit, wie es hier durehweg als ausreichend erachtet 
wurde, auch durch einen Kreisbogen namlich durch ein verhaltnis­
maBig kleines Stiick des Krummungskreises im Scheitel del' Para­
bel ersetzt werden. Darauf werden wir in del' Folge noch zuriick­
kommen. 

Schon jetzt muB abel' noeh auf einen fUr die spateren An wen­
dungen sehr wichtigen Dmstand hingewiesen werden. Man denke 
sich namlich in Abb. 25 durch den Punkt xy eine Gerade parallel 
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zur x- Achse gezogen und verfolge die Rewegungen, die alle Punkte 
dieser Geraden bei del' Formanderung del' Scheibe ausfiibren. Dann 
folgt aus den Gleichungen (25) und (26), daB allePunkte del' 
Scheibe, die lorher aUf diesl'r Geraden logen, auch nadl der Form­
iinderung nocll auf cil1er geradtn 1 inie erdhalten sind. 

Da niillllicb y fur aHe Punkte der Geraden vor del' Formiinderung 
den gleichen Wert hat, fulgt aus G1. (:26), daB sie sich in wag­
rechter Ri,·htung alle nul' urn den glpichen Betrag ~ verschieben, 
was wedel' zu einer Gestaltanderung no(;h zu einer Ricbtungsande­
rung der diese Punkte verbindenden Linie fiihren kann. LaBt 
man hierauf die Verschiebungen 'IJ nacb G1. (~5) folgen, so sind 
diese zwar fUr die verscbiedenen Punkte verscbieden je nach ibrem 
Abstande x von der Y-Achse; da abel' 'IJ eine Funktion ersten 
Grades von x ist, liegen die Punkte, die diesel' Gleicbung geniigen, 
auf einer geraden Linie, die um einen kleinen Winkel rp gegen 
die X- Achse geneigt ist, fur den man 

q 
tgrp=Ylf 

erhalt, wofiir man genau genug auch 

(26a) 

schreiben kann. Die Drehungswinkel del' verschiedent>n Parallelen, 
die man zur X-Achse leg en kann, wachst;n daher proportional 
mit dem Abstande y yom unteren Seheibl'nrande, den wir uns 
wahrend del' Formanderung festgebalten dachten. 

Den j'arallelen zur X- Acbse entsprechen Scbnitte dunh die 
ScbfiLe, die wir auch als Querschnitte bezeicbnen konnen, weil 
sie quer zu den Richtungen del' von Null verschiedenen Haupt­
spannungen ~tehen. Dann laBt sich del' vorhar aufgestellte Satz 
auch in die W orte fassen: 

Bei der durch Abb. 25 anglgevel1en Belasfu'fIg8'lceisr der recht­
eckigen Scheibe blfiben die QUClscl,niite vei der Formiinderung eben. 

§ 18. Anwendung auf den Riementrieb. In den meisten 
Modellsammlungen fiir Maschinenhau wird man eine kleine VOl'­
ricbtung Dnden konnen, die zum Nacbweise dufur dient, daB ein 
Riemen auf einer Riemenscheibe wahrend des Betriebes die Nei­
gung bat, stets auf' den dicksten Teil del' Scbei\'en aufzulaufen, 
wenn die Scheiben etwas "ballig'" also in der Mitte dicker als 
nach den Enden zu abgedI'eht sind. Diese Erscheinung ist sehr 
bekannt, und sie wird iiberall benutzt. Nach einer ausreichenden 
ErkJarung dat'iir sieht man sicb ·abl'r meist vergebJich um. Was 
dariiber in dell Lehrbiicbern iiber Maschinenelemente gesagt wird, 
ist gewobnlich mindestens unzureichend. 

Die Vorricbtung, von del' hier die Rede ist, wird von zwei ab­
gestumpften Kegeln AB und CD in Abb. 26 gebildet, die auf 



58 II. Der zweiachsige und der dreiachsige Spannungszustand 

zwei parallel en in einem Gestell gelagerten Wellen sitzen. Ein 
LederriE'men EF umschlingt beide Kegel, die an Stelle der Riemen­
scheiben bei einem gewohnlichen Riementriebe treten, und er sitzt 
anfanglich mit geringer Spannung auf den Kegeln auf. Versetzt 
man nun mit Hilfe einer aufgesteckten Kurbel die eine Welle in 
U mdrehung, so wird durch den Riemen auch die andere Welle 
mitgenommen. Dabei zeigt sieh nun, daB der Riemen alsbald be­
ginnt, oben sowohl als unten auf den dickeren Teil der Kegel 
hinaufzuklettern. Auch wenn man mit dem Drehen in der ersten 
Richtung aufhort und in der entgegengesetzten Richtung drebt, 

I etwa in der Meinung, damit die Erscheinung 
I wieder riickgiingig machen zu konnen, fiihrt 

...-_oof""r...;:E:..-._ der Riemen trotzdem fort, immer weiter auf 
~ den dickeren Teil der beiden Kegel hinauf­

zuklettern, bis er schlieBlich dabei so stark 
gedehnt wird, daB er zerreiBt. 

Dieser Versuch ist sehr lehrreich und 
zweifellos ist er auch sehr geeignet, das 
Verhalten eines Riemens auf ballig gedrehten 
Scheiben verstiindlich zu machen.· Um den 
Grund aufzudecken, del' das Hinaufklettern 

_D des Riemens auf die dickeren Teile der 
Kegel herbeifiihrt, kann man ihn noch wie 
folgt ausgestalten. Man nehme einen Papier-

Abb. 26. streifen aus ziemlich dehnbarem Papier und 
lege ihn zu einer Schleife zusammen, wie vorher den Riemen, 
indem man die Enden miteinander verklebt. Vorher bringe man 
in der Mitte der Ansichtsflache des Streifens einen scharf begrenzten 
Bleistiftstrich an, del' sieh iiber die ganze Lange des Streifens 
erstreckt, und beim Zusamrnenkleben des Streifens acbte man 
darauf, daB Anfang und Ende des Bleistiftstriches gut miteinander 
zusammenfallen. Dann schiebe man die Schleife tiber die beiden 
Kegel, so daB sie auf beiden gleichmaBig aufsitzt, was sich wegen 
der Dehnungsfiihigkeit des Papierrs leicht erreichen laBt. Der 
Hauptunterschied gegeniiber dem Riemen bei dem ersten Versuche 
besteht darin, daB man jetzt den Bleistiftstrich beobachten kann, 
der die Mittellinie des Streifens angibt. Man braucht die Wellen 
gar nicht erst zu drehen, sondern man bemerkt so fort, daB der 
Bleistiftstrich nach dem Aufsetzen der Papierschleife an den 
freien Teilen in del' Art gekriimmt ist, wie es in Abb. 26 durch 
punktierte Linien angedeutet ist. 

Was man bei diespm Versuche beobachtet, entspricht genau 
dem, was im vorigen Paragraphen fiir die nach Abb. 25 belastete 
Scheibe theoretisch abgeleitet wurde. Die Scheibe muBte sieh in 
ihrer Ebene kriimmen, und eben so kriimmt fiich hier auch unter 
den gleichen Umstanden die Papierschleife oder del' Riemen. DaB 
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-damit die Vorbedingung fUr das Auflaufen des Riemens auf den 
dickerell Teil des Kegels gegeben ist, sob aid man die Wellen in 
Umdrehung versetzt, gleichgiiltig in welchem Umdrehungssiune 
dies geschleht, ist nun ohne weiteres verstandlich. 

Bei ballig abgedrehten Riemenscheiben liegt die Sache freilich 
nicht so einfach wie bei den abgestumpften Kegeln, weil del' Rie~ 
men iiber die Stelle des groBten Scheibendurcbmetisers seiner 
Breite nach beiderseits hinausreicht. Erst wenn er im Begriffe 
ware, von del' dicksten Stelle aus irgendeinem andel'll Grunde 
abzulaufen, wiirde der Fall wieder ahnlich liegen wie zuvor. 1m 
andern FaIle dagegen erscheint zu voller AufkHirung des Sach­
verhaltes die Losung einer andern Scheibenauf­
gahe erwiinscht, wie sie durch Abb. 27 beschrieben 
wird. Der einzige Unterschied gegeniiber Abb. 25 
besteht darin, daB jetzt die an der oberen und del' 
tinteren Rechteckseite angebrachten Lasten nicht 
mehr nach einem Gradliniengesetz, sondern nach 
ilinem beliebigen anderen Gesetz iiber die Schei­
benbreite verteilt sind (oben und unten jedoch 
gleich). 

Auch hier mochte man vielleicht zunachst ver­
muten, daB die Hauprrichtungen des Spannungs­
zustandes an jedem Punkte der Scheibe parallel 
zur X- und Y- Richtung gingen und daB in jedem 

Abb.ll7. 

parallel zur X-Richtung durch die Scheibe gelegten Schnitte die­
selbe Verteilung der Normalsparmungen 0y zutriife, wie oben und 
unten. 1m Falle der Abb. 25 hatte sich diese Vermutung als 
richtig erwiesen. Aber in dem allgemeinen FaIle del' Abb. 27 
trifft sie durchaus nicbt zu. Die Aufgabe ist vielmehr so schwierig, 
daB sie nur mit den Hilfsmitteln der hoheren Festigkeitslehre 
wenigstens naherungsweise gelost werden kann, wahrend die 
Frage soweit wenigstens, als es sich um Drang und Zwang in 
der Nahe der Enden handelt, hier ganz offen gelassen werden 
muB. Dagegen wird sich aus § 22 spater ergeben, daB fUr ein 
Ianges schmaIes Rechteck (b > a) del' mittIere Teil del' Scheibe 
eine Spannungsverteilung del' 0y nach einem Gradliniengesetz auf­
weist, ahnlich etwa wie in Abb. 25, und daB erst in del' Nahe 
del' Enden die Spannungsverteilung del' 011 allmlLhlich in die am 
Rande vorgeschriebene iibergeht. Sind etwa die Spannungen 0y 

an den Enden symmetrisch zur Mittellinie der Scheibe (Linie x=-i-) 
verteilt, so werden die hinreichend weit von den Enden liegenden 
Teile del' Scheibe gleichmaBig und einacbsig gespannt mit einer 
Spannung, die gleich dem Mittelwerte der an den Enden ist. Die 
Mittellinie bleibt dann an dies en Stell en gerade, wahrend sie ge­
kriimmt wird, wie es vorher besprochen war, wenn die Resul-
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tierende der Lasten an den Enden nicht mit der Linie X = ~­
zusammenfallt. 

§ 19. Die Eruchgefahr. Wir betrachten jetzt die Aufgabe der 
Spannungsberechnung als bereits gplost und knfipfen daran die 
weitere Frage, wie hoch man die Brucbgefabr oder die Anstrengung 
einzuschatzen bat, die dpll Werkstoft' zugemutet wird. 1m Falle 
des einacbsigen Spannungszustandes ist k~in Zwpifel dariiber 
moglicb. Man vergleicbt die groBte vorkommende Spannung mit 
jener, die entweder sofort den Brucb oder was gewobnlicb noch 
,vichtiger ist, die Uberscbreitung der Elastizitatsgrenze ber­
beifUbrt. Bei scbmiedbarem Eisen nimmt man z. B. baufig an, 
daB der Sieberbeit wegen die groBte vorkommende Hauptspannung 
uicbt mebr als die Halfte der Spannung an del' Proportionalitats­
grenze betragen solI. J e mehr sich dieses Verhaltnis der Einheit 
nabert, urn so 40her ist die Bruebgetabr einzuscbatzen. Auch 
wenn man annimmt, daB die Schuhspannungen die naebste Ur­
sache fiir die Uberscbreitung der Propol tionalitlitsgrenze bilden, 
wie dies friiber aus den Beobaebtungen fiber die FlieBfiguren ge­
gesehlossen wurde, schlieBt dies doeh nieht aus, die Bruchgefahr 
nach der Hauptspanllung zu bemessen, weil Truax und vmax beim 
einacbsigen Spannungszustande stets irn Verhaltnisse 1 : 2 zu­
einander stehen, so daB es gleichgfiltig ist, ob man etwa ein 
Umax von 1000 atm oder ein tma", von 500 atm als zuHtssig er­
klart. 

Anders ist es abel' beim zweiachsigen Spannungszustande. Hier 
muB man sich fUr eine bestimmte Annabme darfiber entscheiden, 
welcbe der GroBen, die Drang und Zwang naher beschreiben oder 
welche Verbindung dieser GroBen untereinander als 1\1 aB flir die 
Bruehgefahr betrachtet werden solI. Frfiher nahm man an, daB 
die Bruchgefahr von der groBten del' beiden Hauptspannungen 
allein abhinge, wenn beide vom gleichen Vorzeichen sind, oder 
von jener allein, die den groBeren Bruchteil der Zug- oder Vruck­
festigkeit beirn einacbsigen Spannungszustande ausmacbt, wenn 
sie von versehiedenen Vorzeichen sind. Diese einfachste Annahme 
stimmt abel' mit del' Erfahrung nicht iiberein, nnd mau bat sie 
daher verlassen. Die Anstrengung des Materials hangt zweifellos 
irn all6"emeinen Falle von beiden Hauptspannungen zugleich ab 
und nicht nur von einer von ihnen. 

Eine um die Mitte des vorigen Jahrhunderts in Frankreicb auf­
gestellte und bald darauf im deutschen Maschinenbau eingefiihrte 
Annabme, die hier auch jetzt noch die meislen Anhiinger zahlt, 
geht dahin, dap die Bruchgefahr von dcr gropten bezogenl'n Deh-
1'tung aIJhiinge. Bezeichnet man die Hauptspannungen dt's ebenen 
Spannungszustandes mit tJ1 und 02 und ist tJ1 · die groBere von 
beiden, so wird demnach 
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< =!-(o -~o) 1 E 1 111 2 

als maSgebend fUr die Bruchgefahr betrachtet. Man beniitzt aber 
nicht <I selbst als MaS dafiir, sondern rechnet eine sogenannte 
"reduzierte Spannunq" Ored aus, die beim einachsigen Spannungs­
zustande dieselbe Dehnung hervorbringen wiirde, wie sie beim 
zweiachsigen Spannungszustande durch das Zusammenwirken von 
Ql und 6 2 tatsachlich hervorgebracht wird. Demnach ist 

(27) 

zu setzen. Der allgemeinste ebene Spannungszustand kann, wie es 
in § 14 bereits geschehen ist, durch die Spannungskomponenten 0,., 
0., T". fur ein beliebig gerichtetes rechtwinkliges Koordinaten­
system der uv beschrieben werden. Fur die zugehOrigen Haupt­
spannungen, die wir hier mit 01 und 02 bezeichneten, erhielten 
wir damals nach den Gleichungen (13) 

G + G 1 11 -----------° = _U ____ " _ _ 4.2 + (0 _ ° )2 
II 2 2 u. 

und daraus folgt fiir die reduzierte Spannung nach Gl. (27) 

(28) 

Mit dem Vorbehalte, daB die Bezeichnungen 0,. und 0" unter sich 
auch vertauscht werden durfen und daB del' ungiinstigere der 
beiden hiernach moglichen Faile gewahlt. wird, sieht man das 
nach dieser Formel berecbntlte Orad als unmittelbares MaS der 
Bruchgefahr an. Aile ebenen Spannun_qszustiinde, die zu dem gleichen 
Werte von "red fiJhren, werden dahe1" al.~ gleich gefahrlich be­
trachtet. 

Ein Hauptgebrauch dieser Formel bestebt darin, den zulassigen 
Wert der reinen Schubbeansprucbung, den wir mit Tzul bezeichnen 
wollen, mit dem zulitssigen Werte einer einfachen Zug- oder 
Druckbeanspruchung zu vergleichen. Dabei ist hauptsachlich an 
Wellenstahl gedacht oder jedenfalls an einen Werkstoff, der 
gegen Zug und Druck als gleich widerstandsfahig angesehen 
werden kann. Setzen wir in Gl. (28) eJ,. und 0. gleich Null, so 
bleibt 

und der auf der rechten Seite stehende Wert von '£' erlangt seine 
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zuHissige GroBe, wenn Ored gleich O'zul gesetzt wird. Daraus folgt 

(29) 

wenn zuletzt m = 4 angenommen wird. 
Aber diese Formel stimmt mit den zu ihrer Priifung angestell­

ten Versuchsergebnissen nicht befriedigend iiberein, und man hat 
daher in neuerer Zeit auch in Deutschland begonnen, sie und 
hiermit natiirlich auch die allgemeinere Gl. (28) zu verlassen, 
wie dies in England schon vorher geschehen ist. 

An ihre Stelle tritt eine von Mohr schon im vorigen Jahrhun­
dert aufgestellte Annahme, die sich mit den deutchen Versuchs­
ergebnissen sowie mit den spater von Guest in England erhaltenen 
weit besser deckt. Die Mohrsche l'heo1'ie dl'r Bruchgefahr geht 
von einem dreiachsigen Spannungszustande aus. Der ebene Span­
nungszustand ist darin mit enthalten, indem man eine der drei 
Hauptspannungen, die im allgemeineren Falle vorkommen, gleich 
Null setzt. Man ordnet nun die drei Hauptspannungen der GroBe 
und dem Vorzeichen nach, wobei die Hauptspannung Null des 
ebenen Spannungszustandes ebenfalls mit einznordnen ist. Ver­
steht man unter Ox die algebraisch groBte der drei Hauptspan­
nungen, unter uy die mittlere und unter Uz die algebraisch kleinste 
(also die groBte Druckspannung, wenn iiberbaupt Druckspannungen 
dabei vorkommen), so kommt es nach Mohr auf 0y nicht an. Auf 
den eben en Spannungszustand angewendet, heiBt dies demnach, 
daB es nur auf die zablenmaBig groBere der beiden Hauptspan­
nungen u[ und 0'2 in del' Spannungsebene ankommt, wenn beide 
von glei('hlm VOJ'zeichcn sind. Dagegen kommt es auf beide im 
einzelnen an, wenn sie von verschiedenen Vorzeichen sind, weil 
dann die Hauptspannung Null bei der vorher angegebenen Reihen­
folge zwischen ihnen liegt. 

Dariiber wie die Brucbgefahr zu beurteilen ist, wenn 01 und O"ll 

verschiedene Vorzeicben baben, gibt die Mohrsche Theorie keine 
unzweideutige Antwort, sondern sie verweist auf Versucbsergeb­
nisse mit dem in Frage kommenden Staffe, und sie nimmt an, daB 
sich verschiedene Stoffe in diesel' Hinsicht verschieden verbalten 
konnten. Bei dem Wellenstabl, fUr den die Frage praktisch baupt­
sacblich von Wichtigkeit ist, kann man als be wiesen ansehen, 
daB die Bruchgefahr von ul - 02' also (da 02 jetzt als negativ 
anzuseben ist) von del' Summe der Absolutwerte von 01 und °2 

abbangt. Anstatt dessen kann man auch sagen, daB es auf die 
GroBe des in § 10 besprochenen Spannungskreises oder mit andern 
Worten auf die mit dies em Spannungszustande verbundene groBte 
Schubspannung ankommt. In dieser Beziehung stimmt die Mobrsche 
Theorie mit del' in § 4 aus del' Erscheinung der FlieBfiguren ab­
geleiten SchluBfolgerung iiberein. 
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N ach der l\Iohrschen Theorie ist hiernach fUr Wellen stahl 
Gl. (29) durch die davon sehr stark verschiedene, aber mit den 
Erfahrungen besser iibereinstimmende Gleichung 

-rzul = 0,5 Ozul (30) 

zu ersetzen, weil einem einachsigen Spannungszustande von der 
Hauptspannung Ozul ein eben so groBer Spannungskreis entspricht, 
wie einem Zustande der rein en Schubbeanspruchung, bei der Tmax 

nur ha1b so groB ist als Ozul. 

Man kann ferner auch nach der Mobrschen Theorie eine fUr 
Wellen stahl oder ahnliche Stoffe giiltige Formel fUr eine reduzierte 
Spannung aufstellen, die sich auf einen beliebigen ebcnen Span­
llungsz1tstand mit Hauptspannungcn von entgrgcngesetzten Vor­
zeichen bezield. Zum Unterschied von der nacb del' alteren Theorie 
allf~estellten Gl. (28) flir O,ed wollen wir OMobr damr schreiben. 
Mall erhalt dafiir, wenn die Buchstaben im iibrigen dieselbe Be­
deutung haben wie zuvor 

OMobr = 0 1 - o~ = V 4-r Z + (ou - 0D)2. (31) 

§ 20. Der dreiachsige Spannungszustand. Wir betrachten 
einen Korper von wli.rfelformiger oder auch von rechtwinklig par­
allelepipedischer Gestalt (einen Quader, wie wir dafiir sagen 
wollen) und nehmen an, daB er auf allen sechs Seitenfiachen 
dUTch gleicbmliBig dariiber verteilte und rechtwinklig zu den 
Flachen stehende Krafte belastet ist. Die auf die FJacheneinheit 
kommende Belastung der zur X-Acbse senkrecbt stebenden Seiten­
fiiichen bezeicbnen wir mit Ox und cntsprecbend auf den andern 
Fliichcn. Auf gegeniiberliegenden Seitenflachen sind die Belastul gen 
gleich groB anzunehmen, damit der Korper 
im G 1eichgewicht gegen Verschieben ist. 
Zugspannungen rechnen wir wie friiher 
positiv und als Zugspannungen sind auch 
die Ox, 0y' 0. in Abb. 28 eingetragen; sie 
konnen abel' ebenso gut auch negativ sein. 
Der Fall, mit dem wir es jetzt zu tun haben, 
entspricht sonst genau dem der rechteckigen 
Scheibe, den wir in § 9 behandelt baben, 
abgesehen davon, daB wir von del' zwei­

o 
Abb.28. 

dimensionalen jBtzt zu der ihr entsprechenden dreidimensionalen 
Aufgabe iibergegangen sind Das hindert aber nicht, daB sich die 
friiheren Schliisse wiederholen lassen. 

Zunachst schlieBen wir, daB auch auf den sechs Seitenfiachen 
jedes unendlich kleinen rechteckigen Raumelementes von den 
Kantenlangen dX, dy, dz, das wir irgendwo aus dem Quader in 
den drei Hauptrichtungen herausschneiden konnen, iiberall die­
selben Spannungen Ox, Oy, 6. wiederkehren, die wir an den Quader-
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fBi-chen als Lasten angebracht hatten. Hierbei wird als selbstver­
standlich angesehen, ditB der Qua,jer in allen seinen Te ilen aus dem­
seIben Stoffe hergestellt ist oder wenigstensaus Stoffen mit iiberall 
gleichen eIastischen Eigenschaften. Unter dies~r Vorausset;r,ung 
folgt abel' die Behauptung aus dem gIeichen lirunde wie in § 9. 
Die gIeichmaBige Spannungsverteilung stelIt namlich nicht nur 
iiberall Gleichgewicht her, soudera sie fiihrt auch zu eIastischen 
Formanderungen del' einzelnen Raumelemente, die geometri~ch 

vertraglich miteinander sind. Hierin besteht abel' die notwendige 
und hinreichende Bedingung da.fiir, daB diese 8pannungsverteilung 
auch wirkIich zustande kommt. 

Fill' die Dehuung fx in der X-Richtung erhiilt man jetzt 

(32) 

und entsprechend fur die andern Richtungen. 1m Zusammenhange 
damit wollen wir auch die kubische Ausdehnung be"echnen, die 
del' Quader unter diesel' Belastung erfahrt. Man ver:>teht darunter 
den Zuwaehs an Rauminhalt, bezJgen auf die Einheit des ur­
spriinglich eingenommenen Raums, und bezeichnet diese GroBe 
gewohnIieh mit dem Buehstaben e. VOl' der Belastung war der 
Rauminhalt des Quaders abc, und durch die Formanderung geht 

er iiber in a(l + f x)' bel + <y) . e(l + <.). 

Beim Ausreehnen beaehten wir, daB die < sehr kleine BrUehe 
sind, die man fur die Feststellung von e genau genug als unend­
lieh klein ansehtln d'lrf. Dann sind die Pro lukte VOn zwei oder 
drai E als kleine GroBen hoherer Ordnung wegzuIassen, und wir 
erhalten ( ) abc 1 +Ex + <11 + E •. 

Der vorher angegebenen Begriffserklarung fUr die kubische 
Ausdehnung gemaB folgt daraus 

(33) 

Setzt man hierauf noeh die Werte der E entspreehend GI. (32) 
sin, so erhalt man aueh 

(34) 

Fiir den Fall, daB ein Quader einem Fliissigkeitsdrucke von 
del' GroBe p ausgesetzt wird, folgt daraus z. B. 

3(m- 2) p 
e = - ----;n---- • IF (35) 

Das negative Vorzeichen entspricht dabei einer Raumverminde­
rung. Die Gleichung gilt natiirlieh nul' so lange, als die Propor­
tionalitittsgrenze bei del' Belastung nieht iiberschritten wird. 
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Der niichste Schritt zur U ntersuchung der weiteren Eigen­
schaften des dreiachsigen Spannungszustandes besteht darin, daB 
man die in schiefen Schnittrichtungen ubertragenen Spannungen 
feststellt. Das kann in ganz iihnlicher Weise wie fur die Scheibe 
in § 10 geschehen, abgesehen davon, daB die Formeln jetzt er­
heblich verwickelter ausfallen_ Zu diesem Z wecke grenzt man 
durch eine beliebig schief gestellte Ebene an einer der Ecken des 
Quaders ein Tetraeder ab, so daB drei Seitenflachen davon Teile 
der Quaderflache bilden. Auf diesen drei SeitenfHichen kennt man 
die Spannungen bereits, und die Spannungskomponenten auf del' 
schief 'gestellten Flache ergeben sich alsdann auf Grund der 
Gleichgewichtsbl'dingungen gegen Verschieben in den drei Achsen­
richtungen. 

Bei allen Festigkeitsberechnungen einfacherer Art kommt man 
mit der Lehre von den zweiachsigen Spannungszustanden aus. 
Es liegt daher an dieser Stelle kein Grund vor, ausfiihrlicher auf 
die Eigenschaften des dreiachsigen Spannungszustandes einzu­
gehen. Nur einige Bemerkungen mogen daruber noch hinzugefiigt 
werden. 

Zunachst sei erwahnt, daB der allgemeinste, aber iiberall gleich­
maBige riiumliche Spannungszustand stets als ein dreiachsiger 
Spannungszustand aufgefaBt werden kann. 'Vie man die Achsen­
richtungen und die dazu gehorigen Hauptspannungen findet, ist 
z. B. in Drang und Zwang, Bd. I ausfiibrlich auseinandergeset7.t; 
hier gehen wir dariiber hinweg. 

Der allgemeinste raumliche 
Spannungszustand mit iiberal! 
gleicbmiiBiger Verteilung wird 
durch Ahb. 29 angegeben. Auf 
den drei sichtbaren SeitenfHtchen 
des Quaders sollen positiven 
Werten der Spannungskomponen· 
ten die dort eingetragencn Pfeile 
entsprechen. Fur die Normal-
spannungen Clx ' Cly, Clz geben diese 

y 

preile Zugspannungen an, womit 
wir in Ubereinstimmung mit der 0 

I 
I 
I 
J. /~G 

# ~-""- L, Y 
... '-YIII .. "- - __ 

c (yz 

Abb.29, 

friiheren Verabredung bleiben, daB Zugspannungen stets positiv ge­
rechnet werden sollen. Auf der oberen senkrecht zur Z-Achse stehen­
den Quaderflache geht der so bestimmte Pfeil von Cl. in der Richtung 
der positiven Z -Achse und auf dieser Seitenflache'lassen wir die 
pfeile der r: bei positiven Werten dieser Spannungskomponenten 
ebenfalls in den Riehtungen der positi ven Koordinatenachsen gehen. 
Auf den andern beiden sichtbaren Seitenfliichen in .Abb. 29 geht 
die auBere Normale entgegen del' positiven Ko ordinate nrichtung, 
und dort lassen wir daher die Pfeite der Cl sowohl als der r: ent-

Teubn. Leitf. 17: Fop pl, Grllndzllge der FestigkeitBlehre I) 

x 



66 lI. Der zweiachsige und der dreiachsige Spannungszustand 

gegengesetzt den positiven Koordinatenrichtungen laufen. Auf 
den verdeckt liegenden Seitenfiachen kehren sich alIe Pfeile gegen­
liber den ihnen auf den sichtbaren Seitenfiachen entsprechen­
den um. 

Diese Festsetzungen sind willkiirlich getroifen. Sie sagen nichts 
dariiber aus, wie in einem gegebenen FaIle die Pfeile wirklich 
gehen, sondern nul' welche Pfeilrichtungen zu positiven oder lIe­
gativen Werten del' Spannungskomponenten gehoren sollen. 

Ferner ist aus Abb. 29, wenn man sich die verdeckt liegenden 
Seitenfiachen hinzudenkt, unmittelbar zu entnehruen, daB der Satz 
von der Gleiehheit der einander zugeordnden Sehub8pannungen auch 
im allgemeinen FaIle des raumlichen Spannungszustandes gUltig 
bleibt. Die parallel zur X Y·Ebene gehenden Schubspannungen Txv 

und Tyx bilden namlich mit den ihnen auf den verdeckt liegenden 
Seitenfiachen entsprechenden zwei Kraftepaare, die den Quader im 
entgegengesetzten Sinne um eine zur Z-Richtung parallele Achse 
zu drehen suchen, wahrend die Momente von allen andern Kraften 
fUr diese Achse gleich Null sind. Das Kraftepaar aus den Kraften 
Txy· be mit dem Hebelarme a hat das Moment Txv • abc, und das 
entgegengesetzt drehende Moment des Kraftepaares aus den Kraf­
ten Tyx· ae mit dem Hebelarme b hat die GroBe Tv x • abc, woraus 
die erste del' drei folgenden Gleichungen 

(36) 

hervorgeht, wahrend die beiden andern eben so aus den Gleich­
gewichtsbedingungen gegen Drehen um die x- oder um die Y-Rich­
tung folgen. 

Bei diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, daB es sich urn 
einen iiberall gleichmaBigen Spannungszustand handle, mit dessen 
Eigenschaften man sich in der Tat zuerst bekannt machen muE. 
Wenn det· Spannungszusfand 'can art zu Ort tceenselt, kann dies 
abel' nicht sprungweise geschehen, und wenn wir ein Raumelement 
abgrenzen, dessen Kantenlangen klein genug gewlthlt sind gegen­
libel' den Abmessungen des ganzen Korpers, di:irfen wir innerhalb 
dieses Raumelements den Spannungszustand genau ·genugals 
gleichfOrmig betrachten. Damit ist man berechtigt, alles was iiber 
die Eigenschaften des gleichmaBigen Spannungszustandes gefunden 
ist, sofort auch auf den Spannungszustand in der unmittelbaren 
Umgebung eines bestimmten Punktes in dem allgemeineren Falle 
zu iibertI-agen .. Die Hauptrichtungen des Spannungszustandes sind 
im allgemeinen verschieden an verschiedenen Stallen und fiir jede 
Stelle besonders zu ermitteln. Endlich bleibt nns noch ubrig, die 
GZeichgewichtsbedingungen gegen Verschieben eines Raurnelernentes 
von den Kantenlangen dx, dy, dz in den Richtungen der drei 
Koordinatenachsen anzuschreiben. Diese Gleichgewichtsbedingungen 
entsprechen genall jenen, die wir in den Gleichungen (15) von 
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§ 15 fUr ein Scheibenelement aufgestellt hatten, und sie sind 
ebenso zu bilden. 1m FaIle des gleichmaBigen Spannungszustandes 
sind sie ohne weiteres von selbst erfiillt, wenn keine auBere Mas­
senkraft wie etwa das Eigengewicht an dem Raumelemente an­
greift. 1m andern Falle seien die Komponenten der auf die Raum­
einheit bezogenen Massenkl'aft in den drei Koordinatenrichtungen 
mit X Y Z bezeichnet. Die auBere Kraft X· dx dy clz muB Gleich­
gewicht gegen Verschieben in del' X -Richtung mit den in del' 
gleichen Richtung oder entgegengesetzt dazu gehenden sechs 
Spannungskomponenten auf den sechs SeitenfHichen des Quaders 
halten. Dabei kommt es auf die unendlich kleinen Spannungs­
untel schiede zwischen zwei einander gegeniiberliegenden Seiten­
flachen des Raumelementes an. Die beiden senkrecht zur X-Rich­
tung stehenden Seitenflachen tragen zur Gleichgewichtsbedingung 
das Glied 

bei, und ahnlich ist es bei den andel'll beiden Seitenpaaren. Setzt 
man die Summe diesel' Krafte gleich Null und streicht darauf 
den gemeinschaftlichen Faktor dx dy dz, so erhalt man die erste 
del' drei folgenden Gleichungen 

0.6X + o";yx + 0,"; ... ," + X = 0 I ax oy iJz ' 

o~)j + o";zy + c}.,;xY + Y = 0 
oy at ox ' 
o(jz + ihxz+ o";Yz+Z=O. 
oz ax oy 

(37) 

Bei den meisten Anwendungen, die man von dies en Glei­
ehungen zu machen hat, braucht man anf das Eigengewicht des 
Karpel's oder auf etwaige andere Massenkrafte keine Riicksieht 
zu nehmen, kann also die Glieder X, Y, Z in diesen Gleichungell 
naehtriiglich streichen. 

II r. Die J)iegullgslehre. 
§ 21. Die einfache Biegung des geraden Stabes. Untel' 

allen elasti,ehen Formanderungen ist die Biegung die auffalligste, 
und sie ist daher von vol'llherein jedermann aus del' Erfahrung 
bekannt. Man fasse etwa einen Stahldraht von 2 mm Durch­
messer und 60 bis 80 cm- Lange an beiden Enden an und ube 
mit Mittelfinger und Daumen jeder Hand ein Kraftepaar darauf 
aus. Es bedarf keiner groBen Anstrengung, um den Draht recht 
merklich zu biegen. Dabei federt er, sobald man ihn 10sla.6t, sofort 
wieder in die ursprlillglich gerade Gestalt zuriick. W ollte man 
versuchen, denselben Draht durch eine Zugbelastung auf seine 

6* 
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elastisehen Eigensehaften zu priifen, 80 wiirde man weit groBere 
Krafte dazu aufwendenmiissen, und trotzdem bliebe innerhalb des 
rein elastisehen Gebietes die Formanderung so klein, daB sie sich 
nur mit Hilfe besonderer MeBvorrichtungen feststellen lieBe. 

Unsere nachste Aufgabe besteht darin, fUr den beschriebenen 
Biegungsversuch eine ausreichende und erschopfende ErkHirung 
zu suchen, aus der sich aUe Einzelheiten des damit verbundenen 
Dranges und Zwanges entnehmen und fiir andere Falle von iihn­
lieher Art vorausberechnen lassen. 

Zunaehst stellen wir zu diesem Zwecke den Begriff des Stabes 
auf und verstehen darunter einen Korper, der in der Langsrich­
tung sehr ausgedehnt ist im Vergleiche zu den Querschnitts­
abmeSsungen. Gewohnlich verbindet man mit dem Begriffe des 
Stabes zugleieh die V oraussetzung, daB er iiberall denselben Qner­
schnitt haben solI. Auch wir wollen dies annehmen, uns aber 
dabei vorbehalten, die Gesetze, zu denen wir unter dieser einfachsten 
V oraussetzung gelangen werden, spater auch auf Stabe von ver­
anderliehem Querschnitt anzuwenden. 

Uberhaupt mnB schon hier daraut' hingewiesen werden, daB 
sich die meisten praktisehen Anwendungen der Biegungslehre auf 
Korper beziehen, bei denen die Voraussetzungen nur sehr mangel­
haft ertiillt sind, die man bei der Ableitung der Formeln zugrunde 
legt. Das gilt auch schon von dem Begrifle des Stabes selbst. 
Man hat diesen Begriff notig, urn die Aufgabe soweit zu verein­
fachen, daB sie iiberhanpt gelOst werden kann. Aber man tragt 
kein Bedenken, die LOtiung spater sehr weitherzig auch auf andere 
FaIle zu iibertragen. Man spricht sogar von "kurzen dicken Sttiben" 
in der Festigkeitslehre, was eigentlich ein Widerspruch in sieh ist. 
Aber die Bezeichnung ist ganz geeignet, urn darauf hinzuweisen, 
daB man so rechnet, als wenn es sich urn einen Stab im strengen 
Sinne des Wortes handle, obschon diese Voraussetzung gar uicht 
zutrifft. 

Wie weit man mit solchen Ungenauigkeiten gehen darf, ist eine 
Frage fUr sich. Hierbei ist zu beachten, daB der Zweck der 
meisten Festigkeitsberechnungen keine groBe Genauigkeit der Er­
gebnisse vedangt. Fehler im Betrage von 5% oder 10 %, unter 
Umstanden auch noch groBere, kann man gewohnlich oder hiiufig 
ohne Schaden hinnehmen. Vor allem aber fiihlt man sich hierbei 
durch die Erfahrung gedeckt. Diese wiirde auf die Fehll'r der 
iiblichen einfachsten Berechnungsweise schon langst aufmerksam 
gemacht haben, wenn sie unzulassig groB gewesen waren. 

Wenn ain Stab in ganz beliebiger Weise durch Krlifte belastet 
wird, die sich an ihm im Gleichgewichte halten, macht die damit 
verbundene Biegung im allgemeinen FaIle nur einen Teil, meistens 
aber den wichtigsten Teil des ganzen Dranges und Zwanges aus. 
In diesem Abschnitte aber haben wir nur die Biegung fUr sich 
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zu untersuehen, also den Fall der einfachen oder der reimn Bie­
gung.,beanspruchung. 

Man denke sieh den Stab dureh einen Querschnitt in zwei 
Teile zerlegt und betrachte das Gleichgewicht des einen Stabteiles. 
Fur dies en Stabteil bilden die im Querschnitte ubertragenen 
Spannungen auBere Krafte, die zusammen mit den iibrigen und 
von vornherein gegebenen auBeren Kriiften an diesem Stabteile 
allen Gleichgewichtsbedingungen der Statik starrer Karper ge­
nugen mussen. Der Fall der reinen Biegung liegt vor, wenn sich 
diese iibrigen Krafte, also etwa die Lasten und die Auflagerkrafte, 
nach den Lehren der Kraftezusammensetzung am starren Karpel' 
zu einem Kraftepaare vereinigen lassen, dessen Ebene durch die 
Stabachse geht, oder wie man damr auch sagen kann, dessen 
Momentenvektor senkrecht zur Stabachse steht. 

Die im Querschnitte iibertragenen Spannungen miissen sich 
dann eben falls zu einem Kraftepaar zusammensetzen lassen, das 
in del' gleiehen Ehene liegt nnd des sen Moment ebenso grotl abel' 
entgegengesetzt gerichtet ist wie das Moment der auBeren Krafte. 
"Man nennt dieses Moment das Biegungsmomenf und bezeichnet es 
gewohnlich mit dem Buchstaben M. 

Del' Fall der reinen Biegung bildet einen Ausnahmefall, del' 
selten genau odeI' ,auch nur nahezu erfiillt ist. Er trifft z. B. zu 
im mittleren Teite des Drahtes, den man mit beiden Handen so 
verbiegt, wie ps vorher besprochen war. Die Endstucke des Drahtes, 
die man zwischen den Fingern hat, sind dagegen nicht mehr aus­
schlieBIich auf Biegung beansprucht. 

Wir stellen daher dem seltenen FaIle del' rein en Biegung den 
sehr haufig vorkommenden allgemeinen Fall der Biegung gegenuber. 
Diesel' liegt VOl', wenn sieh naeh den Regeln del' Kraftezusammen­
setzung alle an einem Stabteile angreifenden gegebenen auBeren 
Krafte auf eine durch 
den Schwerpunkt des 
betrachteten Quer­
schnitts gehende und 
in del' Querschuitts­
ebene liegende Resul- A 
tierende und auf ein 
Kraftepaar zuriickfiih­
ren lassen,dessenEbene 

P, 

Abb.30. 

durch die Stabachse geht, so daB es fiir sich genommen eine reine 
Biegung hervorbringen wurde. Die im allgemeinen Falle noch 
hinzukommende in del' Querschnittsebene liegende Resultierende 
heiSt die "Schubkraft" oder "Scherkraft" und wird gewohnlich mit 
dem Buchstaben V bezeichnet. 

Zur Erlauterung del' vorhergehenden Festsetzungen moge Abb. 30 
dienen. Sie stellt einen Balken dar, del' an beiden Enden unter-
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stiitzt ist und in den AbsHtnden PI P2 usf. vom linken Auflager 
die gegebenen Lasten PI P2 usf. zu tragen hat. Die Auflager­
krafte A und B an beiden Stiitzpunkten ergeben sich aus den 
Gleiehgewichtsbedingungen am starren Korper zu 

A = +2'P(l- p) und B = ~~PP' 

worin sieh die Summen iiber alle vorkommenden Lasten zu er­
strecken haben. Legt man einen Sehnitt mm im Abstande X vom 
linken Auflager durch den Balken, so lassen sich alle auBeren 
Krltfte links vom Schnitte zusammenfassen zu einer durch den 
Schwerpunkt des Querschnitts gehenden Schubkraft V und einem 
Biegungsmomente M, namlich 

x 

V = A - ,L: P und 
o 

x 

JJI = Ax - ,L:P(x - p), 
o 

(1) 

worin sich die Sum men iiber aIle Krafte P 7,wischen den Quer­
schnitten 0 und x zu erstrecken haben. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit sofort noch eine Beziehung 
zwischen M und V ableiten, die wir spater gebrauchen werden. 
Zwischen zwei aufeinander folgenden Lastangriffspunkten ist nam­
lich, wie aus Gl. (1) hervorgeht, Meine Funktion ersten Grades 
von x. Differentiiert man diese Funktion nach x, so kommt man 
auf deli fiir V gegebenen Ausdruck und daraus folgt 

V= dM (2) 
dx' . 

giiltig fiir jede Strecke zwischen zwei aufeinander folgenden 
Lasten. An der Ubergangsstelle von einer dieser Strecken zur 
nachsten tritt fUr V eine Stetigkeitsunterbrechung ein, indem noch 
ein neues Glied in die Summe einspringt. Zugleich andert sieh 

aber auch ~~ plOtzlich, wahrend es vorher konstant war. In dem 

Werte von M selbst tritt dagegen kein sprungweiser Wechsel 
ein, da das Glied, da5 neu in die Summe eintritt, mit dem Werte 
Null beginnt. 

Der allgemeine Fall der Biegung ist, wie man auch sagen kann, 
ein Fall der zusammengesetzten Beanspruchttng. Damit ist schon 
angedeutet, daB man ihn auf das Zusammenwirken einer rein en 
Biegung mit einer Beanspruehung dureh die Schubkraft V zuriick­
fiihrt. Hiernach bildet die Untersuchung des Falles der reinen 
Biegung zugleich auch die Vorbedingung fUr die spater zu be­
sprechende Festigkeitsberechnung im allgemeinen Falle der 
Biegung. 

§ 22. Da.s Prinzip von de Sa.int-Venant. Urn die Mitte des 
vorigen Jahrhunderts hat der Franzose de Saint-Venant, einer der 
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Hauptbegrunder unserer heutigen Festigkeitslehre, eine sehr a11-
gemein gehaltene Behauptung aufgeste11t, die man als ein "Axiom" 
anzuseben hat, namlich als einen Satz, der eine Reibe sehr ver­
schiedener Erfabrungen und Erwagungen zu einer einheitlicheri 
Aussage zusammenfaBt. Urspriinglich bezog sich diese Behaup­
tung nur auf die stabformigen Korper, anf die man sie auch jetzt 
noch hauptsachlich anwendet. Die Giiltigkeit des Prinzips reicht 
aber zweifellos noch erheblich dariiber hinaus. Wir wollen dem 
Satze den folgenden Wortlaut geben: 

Wird an einem weithin ausgedehnten Karpet' innerhalb c'ines 
eng begrenzten Bezirks cine Gr1fppe von tiu!3ere11 K:rarten angc­
bracht, die allen Gleichgewichtsbedingungen zwischen Krii(ten an 
einem staTren Korper genugt, so wird dadurch nUT innet'halb (les 
BeziTks selbst, sowiein seiner ltnmittelbar angTenzenden Nachbat·­
schaft ein merklicher Drangund Zwang hervorgerufen, WahTend 
aUc weiter davon abliegenrlen Teile des Korpers nahezu dmng- 1md 
zwangfrei blfiben. 

Zu den selbstverstandlichen V oraussetznngen dieses Satzes ge­
hOrt, daB durch die Belastung auch innerhalb des Bezirks selbst 
kein Bruch herbeigefiihrt werden darf, ebenso auch daB die in dem 
Bezirk angebrachten Gleichgewichtsgruppen nicht etwa mit auBeren 
Kraften, die daneben etwa noch an anderen Teilen des Korpers 
angreifen konnten, in einem notwendigen Zusammenhange stehen. 

In einer Anzahl von Fallen ist es gelungen, die Aussage des 
Prinzips entweder nach den der hOheren Festigkeitslehre ange­
horenden Methoden oder auch auf dem Wege des Versuchs un­
mittel bar als richtig zu bewcisen. In anderen Fallen freilich fehlt 
ein unmittelbarer Nachweis von dieser Art. Dagegen hat man 
bisher keinen einzigen Fall anfiihren k5nnen, der iiberhaupt zum 
Aufgabenkreise der Festigkeitslehre gehort und fUr den sich, sei 
es aus theoretischen Griinden, sei es auf Grund VOn Beobach­
tung en das Prinzip als unhaltbar herausgestellt batte. Hiernach 
ist man berechtigt, das Prinzip als einen aus der Erfahrung ab­
geleiteten und durchweg durch sie bestatigten Hauptgrundsat:t. 
der Festigkeitslehre anzusehen. 

Die GroBe des Bezirks, von dem der Satz handelt, kann nach 
dem groBten darin vorkommenden Abstande zwischen den An­
griffspunkten der zur Gleichgewichtsgruppe gehOrigen Krafte be­
messen werden. Als "unmittelbare Nachbarschaft" hat man etwa 
das Zwei- bis Dreifache dieses Abstandes anzusehen, je nach dem 
Genauigkeitsgrade, den man von der Aussage des Satzes ver­
langt. Auf Grund der schon genauer daraufhin untersuchten FaIle 
darf man ferner annehmen, daB von den Grenzen des Bezirks 
nach auBen hin Drang und Zwang zum mindesten ungelahr 
nach einem Exponentialgesetze abnehmen, also so wie e-Clx bei 
wachsendem x, wenn IX der GroBe des Bezirks umgekehrt propor-
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tional ist. Das bedeutet aber in der Tat eine schnelle ·oder wenn 
man will nahezu platzliche Abnahme, sobald man sich weiter von 
del' Bezirksgrenze entfernt. 

Del' Hauptgebrauch des Saint-Venantschen Prinzips besteht 
iibrigens nicht in dem Satze selbst odeI' wenigstens nicht in del' 
Fassung, die wir ihm vorber gegeben haben, sondern in einem 
Zusatze oder in einer einfachen Folgerung, die sich unmittelbar 
daraus ableiten HiBt. Hat man namlich eine Gruppe von Kraften, 
die als Lasten innerhalb eines engen Bezirks an dem Karpel' an­
greifen, ohne sich jedoch dort im Gleic7lgeu'icJd miteinander ~u halten, 
so kann es fUr die Untersuchung von Drang und Zwang an 
weiter davon entfernten Stellen des Karpers nicht darauf an­
kommen, wie sich die betreffende Lastgruppe innerbalb des engen 
Bezirks im einzelnen verteilt. AIle verschiedenen Lastgruppen, 
die man innerhalb dieses Bezirks anzugeben vermag, miissen viel­
mehr nach auBen hin (wenigstens in graBeren Abstanden) dieselbe 
Wirkung hervorbringen, falls sie sich nach den Regeln fiir die 
Zusammensetzung von Kraften an einem starren Karper unter 
Wahl eines bestimmten innerbal b des Bezirks gelegenen Bezugs­
punktes durch diesel be Resultierende und dasselbe resultierende 
Moment ersetzen lassen. Oder kiirzer gesagt: 

Alle Lastgruppen innerhalb eines engen Bezirks, die statisck 
gleichwertig miieinander sind, dilrfen (iir die Berechnung von Drang 
und Zwang in allen weiter davon entfernten Teilen des Korpers 
nach Belieben miteinander vertauscht u;erden. 

Man sieht den Zusammenhang mit dem vorhergebenden Satze 
wohl ohne weiteres ein. Urn aber auch noch einen fOrmlichen 
Beweis dafiir zu liefern, vergieiche man eine Lastgruppe 1 mit 
einer Lastgruppe 2, die beide innerhalb desselben kleinen Bezirks 
angebracht werden kannen, und die statisch gleicbwertig mitein­
ander sind. Kehrt man von Lastgrnppe 2 aIle Pfeile urn, ohne 
sonst etwas daran zu andel'll und laBt sie hierauf mit Gruppe 1 
zusammen angreifen, so besteht innerhalb des Bezirks Gleich­
gewicht, und nach der ersten Fassung des Prinzips verschwindet 
daher in graBeren Abstanden auBerhalb jede Wirkung. Da hier­
nach Lastgruppe 2 mit gewechselten Pfeilen in groBeren Ent­
fernungen iiberall gleich groBe aber entgegengesetzt gerichtete 
Verschiebungen hervorbringt wie Lastgruppe 1, so folgt, daB sie 
ohne dies en Pfeilw~chsel dieselben Wirkungen hervorbringt wie diese. 

§ 23. Der Stab von rechteckigem Querschnitt. Wir be­
trachten jetzt einen Stab von rechteckigem Querschnitt, der auf 
reine Biegung beansprucht ist. Di~ Belastung soIl also, mit andern 
Worten, aus zwei Kraftepaaren bestehen, die an den Stabenden 
angreifen (Abb. 31). AuBerdem setzen wir noch voraus, daB die 
Ebenen der beiden Kraftepaare parallel zu einer del' Seitenrich­
tungen des Rechteckquerschnitts sind. 



§ 23. Der Stab von rechteckigem Querschnitt 73 

In der Niihe der Stabenden werden zwar Drang und Zwang 
von der besonderen Art abhiingen, wie sich die zu einem biegen­
den Kraftepaare zusammengefaBten Krafte dort im einzelnen ver­
teilen. Aber fiir die etwas weiter davon abliegenden mittleren 
Teile des Stabes kommt es darauf dem Saint-V enantschen Prinzip 
zufolge llicht an. Wir dilrfen daher, wenn wir uns auf die Betraeh­
tung del' mitt­
leren Teile be­
sehrlinken, eine 
beliebige Vertei­
lung der Lasten 
in den Endquer-

II M 
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Abb.31. 

schnitten annehmen, sofern sie nur zu dem vorgeschriebenen Bie­
gungsmomente fiihrt. 

1n Abb. 31 sind die Momente an den Stabenden durch Dreb­
pfeile angedeutet. Die Querschnittsseiten sind mit b und h und 
die Stabliinge mit l bezeiehnet. Wir reehnen dabei so, als wenn l 
8ehr groB ware im Vergleiche zu b und h, wie dies in § 21 be­
sprochen wurde. 

Bei der Aufgabe, die uns hier gestellt ist, durfen wir den 
Korper als eine Scheibe im Sinne von § 8 ansehen. In der Tat 
haben wir b als klein gegen l vorausgesetzt, und daB hier auBer­
dem aueh noeh 11 klein von derselben Ordnung ist, verstoBt nieht 
gegen den Begriff del' Scheibe. Wir Mnnen daher unmittelbar an 
den bereits in § 17 behandelten Belastungsfall einer rechteckig 
begrenzten Scheibe anknupfen. Damals handelte es sich nur urn 
einen etwas allgemeineren 
Fall, der den bier vorliegen-
den zugleich mit umfaBt. 

In Abb. 32 ist das An-
fallgsstuck del' Scheibe in ___ _ 
groBerem MaBstabe fUr sich 
hera us gezeichne~; nach 
reehts hin kann man sieh 
die Zeichnung entsprechend 
Abb. 31 weiter fortgeset/.t 
dmken. Wir sehen eine 
Verteilung del' als Lasten 

y 
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I 

Abb.82. 

am linken S(:heibeIirande angreifendpn Krll.fte nacb einem Gerad­
liniengesetze voraus, wie durch die Pfeile angedeutet ist. Zuerst 
mussen wir ausrechnen, wie groB man die Spanuung G'max am 
unteren und am oberen Rande anzunehmen bat, damit das vor­
gescbriebene Biegungsmoment M herauskommt. 

Zu diesem Zwecke ist in Abb. 33 del' Rechteekquerschnitt eben­
falls iu groBerem MaBstabe herausgezeiebnet. Das Diagramm del' 
dariiber verteilten Spannnngen G' ist daneben nochmals angegeben. 
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Fiir aHe Punkte des Querschnitts, die auf einer Parallel en zur 
Z-Achse liegen, ist 0 gleich groB, und zwar lii.Bt sich aus del' 
Zeichnung entnehmen, daB 

U = 0 max' __ '!L_ 
~II 
2 

(3) 

zu setzen ist. Zur Momentengleichung in bezug auf die Z-Achse 
liefel'll die in einem Streifen von del' Ht'lhe dy iibertragenen 

Spannungen einen Bei­

Abb.33. I 
·r 
I 

h __ Z 

dy 

trag von del' GroBe 

0' bdy . Y 

oder 
y' 

2omaxh bdy. 

Die Summe aller diesel' 
Beitrage Ilir die untere 
Querschnittshalfte ist 

-til 
b j' 2 

2umax h~ :II dy 

odeI' 

o 
bh' 

Om"x' 12' 

Die in del' oberen Querschnittshalfte iibertragenen Druckspannungen 
liefel'll den gleichen Beitrag zur Momentengleichung und im ganzen 
wird daher bh" 

M = Omax' I) 

Die Auflosung nach Omax liefert 

6M 
Umax = bh" 

womit die zuerst gestellte Frage beantworlet ist. 

(4) 

Aus del' in § 17 durchgefiihrten Untersuchung wissen wir be­
reits, daB sich in del' rechtecJrigen Scheibe eine Spannungsver­
teilung nach einem Geradliniengesetze, die an zwei gegeniiber­
liegenden Scheibenrandern vorgeschrieben ist, auch in allen da­
zwischen parallel gezogenen Schnitten iiber dieganze Scheibenlange 
hin unverandert fortsptzt. Andererseits abel' wissen wir auch nach 
dem Prinzip von de Saint-V en ant , daB es bei einer lang hinge­
streckten Scheibe fiir die etwas weiter vom Anfangsquerschnitte 
entfernten Teile nicht darauf ankommt, wie sich die Belastung im 
Anfangsquerschnitte im einzelnen verteilt, sofem sie sich nul' zu 
dem gleichen Biegungsmomente M. zusammenfassen laBt. Hier­
nach sind wir zu dem Schlusse berechtigt, da{3 die Biegun,qsspan-
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nungen in einem rechteckigen Balktnquersc1mitte, del' von den 
Lastangri/fsstellen writ genug entfernt ist, stets nach Gl. (4) be­
reehnet werden konnen. Allerdings ist diese Aussage an die Voraus­
setzung gebunden, daB die Lastebene parallel zu einer der Sym­
metrieachsen des rechteckigen Querschnitts gehen muE, weil sich 
andernfalls der Balken uberhaupt nicht als Scheibe ansehen laBt. 

Kehren wir jetzt zu dem durch Abb. 30 auf S. 69 dargestellten, 
schon ziemlich aUgemein gehaltenen Belastungsfalle zuriick, so 
konnen wir hiernach fUr irgendeinen Querschnitt mm die Kanten­
spannung Om"", nach Gl. (4) berechnen, wenn darin unter ]Jf del' 
durch Gl. (1) von § 21 angegebene Wert verstanden wird. 
Hierbei wird vorausgesetzt, daB der Querschnitt rechteckig ist, und 
daB der Schnitt mm nicht zu nahe bei einer Lastangriffsstelle 
liegt. Dieser letzte Vorbebalt muB gemacht werden, wenn eine 
genauere Berechnung von Omax verlangt wird. Praktisch setzt man 
sich aber uber ihn fast stets hinweg und berechnet die Biegungs­
spannungen nach Gl. (4) selbst in den durch einen Lastangriffs­
punkt hindurchgehenden Querschnitten. Dieses Verfahren· wird 
durch die Erwagungen gereehtfertigt, die daruber schon im Ein­
gange von § 21 angestellt wurden. 

Es bleibt uns jetzt noch ubrig, die Formanderung festzustellen, 
die der Balken durch die in Abb. 31 angegebene Belastung er­
fahrt. Auch hierbei konnen wir uns auf die schon in § 17 durch­
gefiihrte Betrachtung tltiitzen. Am Schlusse von § 17 wurde 
namlich bewiesen, daB die Querschnitte einer rechteckigen Scheibe 
eben bleiben, wenn die Scheibe auf zwei gegenuber liegenden 
Seitenwanden durch auBere Krafte belastet wird, die sich nach 
einem Geradliniengesetze dariiber verteilen. Aber selbst wenn diese 
Verteilungsart bei dem durch Abb. 31 dargestellten Belastungs­
falle tatsachlich gar nicht zutrifft, kann man sich die heiden End­
stucke durch zwei Querschnitte abgetrennt denken, die nur urn 
das Zwei· bis Dreifache der Balkenhohe von den Enden entfernt 
zu sein brauchen, urn nach dem Prinzip von de Saint-Venant sicher 
zu sein, daB die in diesen Querschnitten ubettragenen Spannungen 
mit groBer AnT1aherung nach einem Geradliniengesetze verteilt 
sein mussen. Fiir das zwischen den heiden Querschnitten liegende 
Mittelstuck des Balkens lassen sich aber diese Spannungen als die· 
Belastung ansehen, und daraus folgt, dafJ zum mindesten im mitt­
leren Teile des Balkens alte Querschnitte fast gcnau eben bleiben 
mussen. 

Abb. 34a stelle das mittlere Stuck des Stabes vor der Form­
anderung dar. Dem Begriffe des Stabes entsprechend hat mau sich 
die Lange 1 dieses Stuckes immer noch als sehr groB gegeniiber 
der QuerschnittshOhe h vorzustellen. Man denke sich ferner die 
Lll.nge l durch eine beliebige Anzahl von Querschnitten in eine 
Reihe von gleich langen Teilen zerlegt. J edes dieser Teilstiicke 
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be:lindet sich dann, wenn man es fUr sich untersucht, unter den 
gleichen Bedingungen wie jedes andere und daher miissen sie aUe 
die gleiche Gestaltanderung erfahren. Die krumme Linie. in die 
die Stabachse dabei iibergeht, muB daher iiberall gleicb stark ga­
kriimmt sein. Man bezeichnet diese krumme Linie als die elastische 
Linie des Stabes, und man sieht, daB sie unter den gegebenen 
Umstitnden ein Kreisbogen sein muB (vgl. Abb. 34b). 

Wir haben schon friiher verabredet, daB sich un sere Unter­
suchungen stets nul' auf kleine Formitnderungen beziehen sollen, 

Abb.34a. 

Abb.34b. 

wenn wir sie auch del' 
Deutlichkeit wegen iiber­
trieben groB hinzeichnezi. 
Der Winkel ep, den wiT 
den Birgungsu'inkeZ nen­
nen wollen, ist daher als 
ein sehr kleiner Winkel 
und del' Kriimmungshalh­
messer r del' elastischen 
Linie als sehr groB an­
zusehen. Zwi~chen beiden 
besteht die Beziehung 

rep = l, (5) . 

wenn man den Winkel ep m "Bogenmafj" ausmiBt, wie es hier 
stets geschehan solI. 

Urspriinglich waren alle "Fasern" des Balkens gleich lang. 
Als Faser bezeichnet man namlich del' Anschaulichkeit wegen in 
del' Theorie del' Balkenbiegung ein Balkenelement, das sich iiber 
die ganze Lange des Balkens parallel zur Stabachse erstreckt und 
das iiberall denselben unendlich kleinen Querschnitt hat. Nach 
del' Biegung sind, wie aus Abb. 34 b hervorgeht, die nach oben 
zu liegenden Fasern kiirzer und die nach unten zu liegenden 
Hinger geworden als die mit del' Stabachse zusammenfallenden 
neutralen Fasem. Diese konnennamlich ihre Lange nicht itndern, 
weil in ihnen, wie wir schon vorher erkannten, die Spannung 0 

zu Null wird. 
Liings jeder Faser herrscht iiberall derselbe einachsige Span­

nungszustand mit del' Hauptspannung o. Bezeichnet man den nach 
unten hin positiv gerechneten Abstand irgendeiner Faser von der 
neutralen Faserschicht mit y, so hat die Faser nach del' Form­
anderung, wie aus der Abbildung hervorgeht, die Litnge (r + y) ep 
angenommen. Sie hat sich also um yep verlitngert und.die auf die 
Litngeneinheit bezogene Langenanderung E ist 

yep y 
c =~=--

1 r ' 
(5 a) 
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woraus sich die groBte Dehnung (in der untersten Faser) zu 

h 
Emax = 2r 

ergibt. Nach dem Hookeschen Gesetze und mit Riicksicht auf 
Gl. (4) folgt daraus h 6 M 

2r· E =W' 
und durch Auflosen nach r findet man 

bhS 

r=E 12 it' (6) 

Auch den Biegungswinkel q; erhalt man daraus mit Riicksicht 
auf Gl. (5) .zu 12MZ 

q; = Ebhs • (7) 

Endlich soil auch noch die Formanderungsarbeit A berechnet 
werden, die im gebogenen Stabe aufgespeicherl wird. Bei rein 
elastischer Formanderung ist sie ebenso groB wie die Arbeit, die 
von den auBeren Kraften wahrend del' Formanderung geleistet 
wird. Denkt man sich nun in Abb. 34a den rechten Endquer­
scbnitt bei der Formanderung festgehalten, so dreht sich del' linke 
Anfangsquerschnitt um den Winkel q;, und dabei leistet das an 
diesem Querschnitte angreifende Krii.ftepaar nach einem bekannten 
Satze iiber die Arbeit von Kraftepaaren eine Arbeit, die sich bier 
zu 

A = tMq; 

ergiht. Del' Faktor t war namlich, wie immer in solchen Fallen, 
beizufiigen, weil der Mittelwert des Momentes, das zugleich mit 
der Formanderung allmahlich anwachst, gleich der Hil.lfte des 
Endwertes M zu setzen ist. Mit dem Werle von q; aus Gl. (7) 
folgt daraus 

6 M'l 
A = lJFb}is' (8) 

Diese Betrachtung triJft zunacbst nur fUr den Fall dAr rein en 
Biegung zu und zwar auch nur unter der V oraussetzung, daB die 
Endstiicke des Balkens, in denen die Spannungsverteilung von del' 
linearen abweicht, zuvor abgetrennt wurden. Nachtraglich kann 
man sie aber obne erheblichen Fehler auch auf den durch Abb. 30, 
S. 69 dargestellten allgemeineren Belastungsfall eines Balkens von 
rechteckigem Querschnitte iibertragen. Nul' wenn der Balken gar 
zu "kurz und dick" sein sollte, werden die Fehler zu groB, als 
daB man diese Ubertragung noch als zulassig ansehen konnte. 
Untel' den gewohnlich vorkommenden Umstanden iiberwiegen aber 
die Biegungsspannungen die von den Schubkraften herriihrenden 
Spannungen so weit, daB es geniigt, bei der Berechnung der Form­
anderungsarbeit nul' auf jene 7.U achten. Auch die Abweichungen 
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vom Geradliniengesetze der Spannungsverteilung in der Nahe der 
Lastangriifsstellen, die wir uns vorher durch Abtrennen der End­
stucke des Balkens ausgeschaltet dachten, kann man mit einer flir 
praktische Zwecke immer noch ausreichenden Genauigkeit in der 
Regel vernachHissigen. 

Auf ane Falle ist aber selbstverstandlich darauf zu achten, daB 
das Biegungsmoment M in Abb. 30 flir verschiedene Querschnitte 
des Balkens 8ehr verschieden groB ausflillt. Urn diesem Umstande 
Rechnung zu tragen, wenden wir die in Gl. (8) aufgestellte For­
mel flir die Formanderungsarbeit zunachst nur auf ein Langen­
element dx des Balkens zwischen zwei benachbarten Querschnitten 
an. Die. dazu gehOrige Formanderungsarbeit dA ergibt sich dann 
zu 

6M' 
rlA = Ebh 3 dx , (9) 

und daraus folgt fi1r die Formanderungsarbeit im ganzen Balken 

t J 6M' 
A = Ebi/} dx. (10) 

o 

Hat man M als Funktion von x etwa nach Gl. (1) von § 21 
berechnet und sind E, b und h gegeben, so kann A nach dieser 
Gleichung stets ausgerechnet werden. Entweder geschieht dies 
durch Ausflihrung der Integration oder auch, wenn diese nicht 
durchflihrbar sein soUte, durch eine "mechanische Quadratur", 
d. h. durch cine Summierung uber eine endliche (und auch gar 
nicht besonders groBe) Anzahl von Balkenabschnitten dX, die nicht 

mehr unendlich klein sind. Unter dem f in Gl. (10) ist dann ein 

Summenzeichen zu verstehen. 

§ 24. Der Stab von beliebiger Querschnittsgestalt. Beim 
rechteckigen Querschnitt lieB sich der Stab als Scheibe auffassen, 
und wir konnten uns daher auf den Satz stiitzen, daB die Quer­
schnitte der Scheibe unter den in § 17 naher besprochenen Um­
standen eben bleiben mussen. Aber schon lange bevor man ge­
nauere Untersuchungen uber die elastische Formanderung von der 
Art der in § 17 besprochflnen angestellt hatte, war man zu der 
Vermutung gekommen, dap die Querschnitte eines geraden Stabes 
bei de?" reinen Biegung stets eben bZeiben mil pten, .qleichgultig, 'welche 
Gestalt diesc Querschnitte haben moc7~ten. 

1m allgemeinen hat sich diese Vermutung als richtig erwiesen, 
und seit dem Vorgang von Navier vor ungefahr 100 Jahren bildet 
sie bis auf den heutigen Tag die Grundlage aller Betrachtungen 
liber die Biegungslehre in der Technik. Ubrigens hatte schon vor 
Navier der Schweizer Mathematiker Bernoulli diese Annabme bei 
seinen Untersuchungen uber die Gestalt der elastischen Linie ge-
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bogener Stiibe zugrunde gelegt, und er hatte sie nul' noch nicht 
dazu beniitzt, urn daraus auch die Biegungsspannungen zu berechnen. 
Man spricht daher bald von del' Navierschen, bald von del' Bel'­
noullischrn Hypotl/ese del' bei del' Stabbiegung eben bleibenden 
Querschnitte. 

Wir wollen uns jetzt uberlegen, was sich aus diesel' Hypothese 
tiber das Gesetz schlieBen laBt, nach dem sich die Biegungsspan­
nungen uber den Querschnitt verteilen. Zwei im Abstande dx 
voneinander liegende Querschnitte des Stabes drehen sich bei del' 
Formanderung urn einen kleinen Winkel d q; gegeneinandel', den 
wir ebenso wie im vorigen Paragraphen als den Biegungswinkel 
bezeichnen wollen. VOl' del' Biegung waren die Querschnitte paral­
lel, nach der Formiinderung abel' schneiden sich ihre Ebenen in 
einer gewissen Geraden IX, die jedenfaIls 8ehr weit von der Stab­
achse entfernt und senkrecht zu ihl' verliiuft, also windschief zu 
ihr liegt. 

Es kommt nun 8ehr auf die Lage und auf die Richtung an, die 
die Gerade IX in der Querschnittsebeue einnimmt. Wir denken 
uns in jedem der beiden Querschnitte eine Reihe von Parallelen 
zur Geraden IX gezogen. Zwischen je zwei gleichliegenden Paral­
lelen in beiden Querschnitten verliiuft eine Faserschicht, deren 
einzelne Fasern sich bci del' Biegung aIle urn gleichviel verUingert 
odor verktirzt haben. J ene Faserschichten, die sich verlangert 
haben, sind dabei in Zug8pannung geraten und die anderen in 
Druckspannung. 

Am Htngsten sind offenbar jene Fasern geworden, die den groBten 
Abstand von del' Geraden IX haben, und diese mussen jedenfaIls 
Zugspannungen aufnehmen, wahrend die del' Geraden IX am nachsten 
gelegenen in Druck­
spanuung versetzt sein 
muss en, damit aUe Span­
nungen zusammen ge­
nom men einem Kritfte­
paal'e Gleichgewicht hal­
ten konnen. Zwischen 
diesen auBersten Fasel'll 
liegt die neutrale Faser­
schicht, die ihre ur­
spriingliche Llinge be­
haIten hat und die da-

"---

Abb.35. 

her spannungslos ist. Auch sie geht parallel ZUl' Geraden IX. Die 
Verlangerungen oder Verkiirzungen der iibrigen Fasern und daher 
auch die ihnen auftl'etenden Spannungen sind proportional mit 
den Abstanden y von del' neutralen Faserschicht. 

N aeh diesen Vorbemerkungen betrachte man Abb. 35, die einen 
beliebig gestalteten Querschnitt VOl' Augen fiihren solI. Die neu-
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trale Faserschicht moge die mit NN bezeichnete Lage haben. Es 
fragt sich zunachst, an welcher Stelle des Querschnitts die Linie 
N N verlaufen mufj, wenn ihre Richtung beliebig angenommen tcird. 

Die Antwort darauf erhalt man aus del' Ubedegung, daB die 
Summe der Zugspannungen gleieh del' Summe alIer Druekspan­
imngen sein muB, damit alle Spannungen mit einem Kraftepaaro 
im Gleiehgewiehte siehen konnen. Die auf die Flaeheneinheit be­
zogene Spannung in dem mit dF bezeiehneten Flachenteilehen laSt 
sieh in del' Form 

u = cy (11) 

ansehreiben, in del' c ein Festwert ist, den wir nachher noeh naher 
bestimmen werden. Nach dem, was vorher iiber die Spannungs­
verteilung erkannt war, gilt diesel' Ausdruck mit demselben Werte 
von c auch fiir aHe iibrigen Stellen des Quersehnitts. Dabei ist 
zu beachten, daB sich das Vorzeichen von y fUr die auf del' anderen 
Seite von N N liegendenFlaehenteilehen umkehrt, wie es dem da­
mit verbundenen Weehsel im V orzeichen von u entsprieht. Die 
Bedingung, daB aIle Spannungen einem Krltftepaare Gleiehgewicht 
halten sollen, laBt sieh daher in del' Gleichung 

!cydF= 0 

ausdriicken, in del' sich die dureh das Zeichen f ausgedriickte 
Summierung iiber die ganze Flache zu erstrecken hat. Den Fest­
wert c kann man auch vor das Summenzeichen setzen, undo es 
bleibt daher 

(12) 

als Bedingungsgleichung fiir die Lage einer Nullinie von beliebig 
vorgeschriehener Richtung im Querschnitt iibrig. N ach der Lehre 
vom Schwerpunkt ist aber Gl. (12) zugleich die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB die Linie N N durch den Schwer­
punkt S des Querschnitts hindurch geht. Als erstes Ergehnis 
un serer Uberlegungen erhalten wir daher den Satz, dafJ bei der 
rein~n Biegung eines Stabes von beliebigem Querschnilt die Null­
linie- mit einer Schwerlinic zusammenfallen mufJ. 

Von del' Stellung del' Ebene des biegeuden Kraftepaares hangt 
es ab, mit welcher von allen unendlich vielen Sch werlinien des 
Querschnitts die Nullinie in einem bestimmten FaIle zusammen­
fant. Diese Ebene geht auf jeden Fall entweder durch die Stab­
achse oder sie ist parallel zu ihr, da wir vorausgesetzt haben, daB 
es sich urn eine reine Biegung handeln solI. Nach den S1Ltzen 
nber die Krltftezusammensetzung am starren Korper darf man fur 
den Zweck del' Gleichgewichtsbetraehtung zwischen dem biegen­
den Kriiftepaare und den im QuerscItnitte nbertragenen Spannungen 
das Kr1tftepaar ohne sonstige Anderung auch in die durch die 
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Stabachse gehende parallele Ebene verleg-en, so daB wir uns nur 
mit diesem Falle zu beschaftigen brauchen. 

Urn die raumliche SteHung des biegenden Kraftepaares ersicht­
Iich zu machen, geniigt es daher, in die Querschnittszeichnung 
Abb. 36 eine durch den Schwerpunkt S gehende Gerade KK ein­
zutragen, die die Spur der Kraftebene in der Querschnittsebene 
angibt. Jeder Richtung der "Klaftspur" KK ist eine bestimmte 
Richtung der Nullinie NN \ 
zugeordnet und umgekehrt. .K 
Es entsteht daher jetzt die Frage 
nach de/' Zuordnung der beiden 
Geraden K K und N N. 

Die Antwort erhlilt man auf ). 
Grund des Momentensatzes. N L\ s 
Wahlen wir die Kraftspur KK -_. _. C! ;r 
selbst als Momentenachse, so \ y 
ist das Moment jeder der beiden . U F 
Krafte des biegenden Krafte- d 
paares gleich Null, da die Abb. 36. \ . 

Richtungslinien die MomenteI;!- '\K 
aehse entweder schneiden oder 
parallel zu ihr sind. Die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen 
um die Achse K K fordert daher, daB auch die algebraische 
Sttmme der Momente aller im Querschnitte iibertragenen Biegungs­
spannungen fUr diese Momentenachse zu Null werden muS. 
Diese Bedingung wird durch die GIeichung 

fodFu =;= 0 

ausgesprochen, in der n den senkrechten Abstand eines Flachen­
teilchens dF von del' Achse KK bedeutet und die Summierung 
sich iiber ane ]'lachenteilchen des ganzen Querschnitts zu erstrecken 
hat. Hierbei sind fUr die zu verschiedenen Seiten von KK ge­
legenen TeiIchen die Abstande u mit verschiedenen V orzeichen 
zu versehen. Setzt man in diese Gleichung den Wert von t5 aus 
Gl. (11) ein, so erhalt man aIs Zuordnungsbedingung zwischen 
Kraftspur KK und Nullinic NN die Gleichung 

J~tydF = o. (13) 

Hiermit ist die statische Frage auf eine rein geometrische Frage 
znriickgefiihrt, deren Beantwortung nur noch von den durch die 
Querschnittsgestalt bedingten geometl'ischen Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Schwerlinien des Querscbnitts abhangt. 

Zuerst wollen wir diese Frage fUr den einfachsten Fall ent­
scheiden, der zugleich auch am haufigsten vorkommt. Gewohn­
lich haben namlich die Stabe, die man auf Biegungsfestigkeit be-

Teubn. Leitf. 17: F ij p pi, Grundzfige der FeBtigkeitslehre 6 
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rechnen soIl, einen symmetrischen Querscl1nitt, und meistens faUt 
die Spur der Kraftebene entweder mit einer Symmetrieachse zu­
sammen oder sie steht senkrecht zu ihr. In diescm Falle, auf den 
sich Abb. 37 beziehen soll, .~tehen Kraftspur und Nullinie reclit­
winklig weinander. 

Der Beweis folgt daraus, daB fUr die mit dor Y-Achse zusam­
menfallimde Symmetrieachse und fUr die senkrecht dazu durch 

den Schwerpunkt S gewgene Z-Achse offenbar 

jyzdF = 0 (14) 

wird, weil jedem FHtchenteilchen auf der einen 
Seite der Symmetrieachse ein symmetrisch 
dazu gelegenes auf der anderen Seite gegen-

fiber gestellt werden kann, die 
gleich groBe Beitrage von entgegen­
gesetztem V orzeichen zur Summe 
liefern, so daB sieh in der Summe 
je zwei Glieder gegeneinander weg­
heben. Die Bedingungsgleichung 

Abb. ;;7. (13) ist daher erfiillt, wenn KK 
mit del' Y- und NN mit del' Z-Achse zusammenfallt, da 'If in 
Gl. (13) fUr dies en Fall durch z zu ersetzen ist. Dasselbe gilt 
auch noch, wenn man die Bezeichnungen Y und Z filr die beiden 
Achsen miteinander vertauscht. 

Uberhaupt gilt auch bei einem beliebigen Querschnitt allgemein, 
daB NN und KK immer dann rechtwinklig zueinander stehen, 
wenn eine von beiden Geraden mit der Y-Achse cines durch den 
Schwerpunkt gelegten recht~inkligen Achsenkreuzes del' Y Z zu­
sammenfallt, fill' das Gl. (14) erfilllt ist. Denn hiermit ist auch 
die fUr die Zuordnung notwendige und hinreichende Gleichge­
wichtsbedingung erfiillt, die durch Gl. (13) ausgesprochen wurde. 

Dem in Gl. (14) vorkommenden Summenausdruck hat man einen 
besonderen Namen gegeben. Man nennt ihn das Zentrititgalmo­
ment des Querscl1nitts fUr die beiden rechtwinklig zueinander durch 
den Schwerpunkt gezogenen Achsen. Gewohnlich gebraucht man 
dafiir den Buchstaben W, dem man auch noch eine nahere Be,eich­
nung der Achsen beifiigen kann, auf die sieh das Zentrifugalmo­
ment beziehen solI. Als Begriffserklarung des Zentri.fugalmoments 
schreiben wir die Gleichnng an 

wy ; = j'yzdE' (15) 

und konnen hiermit den vorher abgeleiteten Satz in die Worte 
fassen, da{3 die Nullinie und die Spur del' I(raftebene nU1' dann 
/J,nd dann stets 1'echtwinklig zueinander stf>hen, wenn das Zrntri­
fugalmoment des Querschnitts fii,r die beiden Richtungslinien zu 
Nu,Zl wird. 
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~Fiir diesen besonderen Fall kann man auch den durch Gl. (11) 
eingefiihrten Beiwert c und hierrnit die Spannung 0 an jedel' Stelle 
des Querschnitts sofort berechnen. Zu diesem Zwecke schreiben 
wir noch eine zweite Momentengleichung fiir die Nullinie N N 
als Momentenachse an. Da diese Momentenachse jetzt senkrecht 
zur Ebene des biegenden Kraftepaares steht und der Momenten­
vektor dieses Kraftepaares daher mit der Momentenachse selbst 
zusammenfallt, ist das Moment fiir NN gleich dem schon in § 21 
eingefiihrten Biegungsmomente M. Dieselbe Uberlegung, die in 
§ 23 7,U Gl. (4) fiihrte, liefert hier die Gleichgewichtsbedingung 

M = J CidFy = c J y 2dF. (16) 

Del' in der letzten Form del' Gleichung vorkommende Summen­
ausdruck wird als das Triigheitsmoment des Querschnitts in bezug 
auf die Z· Achse bezeichnet, weil von diesel' Achse aus die senk· 
recht dazu stebenden Abstande z zahlen. Wil' gebrauchen dafiir 
die Bezeichnung Oz, setzen also 

Oz=Jy2dF (17) 

und linden hiermit aus Gl. (16) 
M 

c=O' 
worauf Gl. (11) iibergeht in ' 

M 
Ci =O-y. 

z 
(18) 

Die Aufgabe der Spannungsermittelung ist damit gelOst. Be­
zeichnet man den graBten im Querschnitte vorkommenden Ab­
stand von der Z - Achse mit a, so erhalt man fiir die groBte Bie­
gungspannung 

111 M 
0max = -- n = - , e, W z 

(19) 

wenn man mit W z das auf die Z-Acbse bezogene Widerstands­
moment des Qu£rschnitt8 namlich 

W=(Jz 
Z a (20) 

bezeichnet. Hierbei ist jedoch zu beachten, daB zul' Z - Achse im 
allgemeinen Falle zwei verscbiedene Widerstandsmomente geharen, 
je nacbdem die groBte Zugspannung oder die graBte im Quer­
schnitt vorkommende Druckspannung ermittelt werden solI. Nul' 
wenn die auBersten Fasel'll zu beiden Beiten gleich groBe Abstande 
von del' Nullinie haben, kommt man mit der Angabe eines ein­
zigen Wertes fUr das Widerstandsmoment aus. 

Fur den rechfeckigen Querschnitt wurde del' Summenausdruck, 
den wi.r jetzt als Tragheitsmoment bezeichnet haben, schon im 
vorigen Pagraphen im Anschlusse an Abb. 33 bel'echnet. Wider-

6* 
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holt man dieselbe Betrachtung nochmals fUr die beiden Symmetrie­
achsen, so erhalt man 

bhS hb" 
(}=~--. (}=-_. 

• 12' 1/ 12 ' 

bh~ w=-_· 
z 6' (21) 

womit man von G1. (19) wieder auf Gl. (4) zuruckkommt. 
Ferner konnen wir jetzt auch den Kriimmungshalbmesser r und 

den Bicgungswinkel rp in derselben Weise berechnen, wie es fiir 
den besonderen Fall des rechteckigen Querschnitts schon fruher 
geschehen ist. Die Gleichungen (5) und (5 a) Mnnen wir aus § 23 
unverandert ubernehmen. Mit der in Gl. (5 a) vorkommenden be­
zogenen Dehnung Ii steht die Spannung in dem Zusammenhange 

y 
(j = Eli = E-, 

r 

und wenn wir fUr (j den durch G1. (18) gegebenen Wert einsetzen, 
erhalten wir daraus 

(21 a) 

Del' Biegungswinkel wird daraus unter Hinzunahme von G1. (5) 
ebenfalls erhalten, namlich 

Ml 
rp=-' 

EO. 
(21 b) 

Bisher bezogen sich unsere Uberlegungen von Gl. (14) ab aus­
schlieBlich auf den Fall der geraden Biegungsbelastung. Damit 
ist namlich del' Fall gemeint, daB Nullinie und Spur del' Kraft­
ebene senkrecht zueinander stehen, also der bei den _meisten prak­
tischen Anwendnngen tatsachlich zutreffende Fall. 1m Gegensatze 
zu ihm steht der an sich allgemeinere, wenn auch tatsachlich sel­
tener vorkommende Fall der Biegung bei schiefer Belastung, bei 
dem die genannte V oraussetzung nicht zutrifft und del' daher noch 
eine weitere Besprechung erfordert. 

Zunl1chst uberlegen wir uns, wie in dies em Faile die del' Gl. (16) 
entsprechende Momentengleichung lautet. Wenn die Kraftebene 
Kl(, wie in Abb. 36, einen schiefen Winkel a mit del' Nullinie 
N N bildet, erhalten wir das auf NN bezogene statische Moment 
des biegenden Kraftepaares, indem wir den senkrecht zur Kraft­
ehene stehenden Momentenvektor auf die Richtung von NN pro­
jizieren. Dafiir ergibt sich Msina, wenn unter M wie vorher das 
in del' Kraftebene selbst festgesteute Biegungsmoment verstanden 
wird_ An Stelle von G1. (16) erhlm man daher jetzt 

Msin a = c J y2dF = CON' 

worin mit dem Zeiger N an 0 darauf hingewiesen werden soll, 
daB es sich urn das auf die Nullinie NN bezogelle Tragheitslllo­
ment des Querschnitts handelt. 
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Gl. (18) ist daher jetzt durch die allgemeiner giiltige Gleichung 
Msina 

(i=--Y 
ON 

zu ersetzen, und an Stelle von Gl. (19) tritt 

Msina M 
(imax =-0-- Ymax = W . 

N N 

(24 ) 

(23) 

In der zuletzt angeschriebenen Form ist unter WN ein zur Null­
linie NN gehOriges Widerstandsmoment zu verstehen, namllch der 
an Stelle von Gl. (20) tretende Ausdruck 

ON 
WN = -y'---sma ' (22) 

max 

wobei auch hier zu beach ten ist, daB im allgemeinen zu einer be­
stimmteu Nullinie zwei verschiedene Widerstandsmomente ge­
horen, je nachdem man die groBte Zug- oder die gro8te Druck­
spannung im Querschnitte zu berechnen wiinscht. 

U ill den in diesen Formeln auftretenden Winkel Ct zwischen 
Nullinie und Spur der Kraftebene zu berechnen, kommen wir 
jetzt nochmals auf Gl. (13), namlicb 

j'uydF=O 

zuriick, die wir als die Zuordnungsbedingung zwischen Nullinie 
und Kraftebene erkannt hatten. In Abb. 38, die sonst ganz mit 
Abb. 36 unter Weglassung der UmriBlinie des Querschnitts iiber­
einstimmen soIl, ziehen wir noch 
eine zu N N senkrecht stehende 
y-Achse, wahrend wir die Linie 
NN selbst als die Z-Achse eines 
rechtwinkligen Achsenkreuzes 

K 

ansehen wollen. 
Die in die Zeichnung einge- ..:.N'-----l"--~~----*---l:N:­

tragenen Hilfslinien la~sen er­
kennen, daB zwischen den Ab­
standen u, y, z die Beziehung 

'u = z sin Ct - Y cos IX 

besteht, giiltig zunachst fiir das 
besonders hervorgehobene Flli­

y 
Abb.38. 

chenteilcben dE'. Man iiberzeugt sich aber leicht, daB diese Gleichung 
auch nOlh nach jeder Verschiebung von dF in eine beliebige 
andere Lage innerhalb der Querschnittsebene giiltig bleibt, wenn 
man dabei nur auf die Vorzeichenwechsel, die mit einer Uber­
schreitung einer der drei Achsen 1D den Werlen von u, y, z ver­
bunden sind, entsprechend Riicksicht nimmt. 
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Mit diesem Werte von tt geht die vorhergehende Gleichung 
fiber in 

sin IX f Y z d F - cos IX J y2 d F = 0, 

und mit Benutzung der durch die Gleichungen (15) und (17) ein­
gefiihrten Bezeichnungen erhlilt man daraus 

tg IX = ~z_ (25) 
iPy , 

Das Vorzeichen von tg IX stimmt mit dem von l/J1I' iiberein, da 
0. stets positiv ist. Einem positiven Werte von l/J1I' entspricht 
dieser Gleichung zufolge ein spitzer Winkel IX in Abb. 38 und 
einem negativen Werte ein stumpfer Winkel. Dagegen wird a 
ein rechter Winkel, wenn /]Jy. gleich Null ist. Damit kommen 
wir nur wieder auf den vorher schon erledigten Fall der geraden 
Biegungsbelastung zuriick. 

Zur vollstiindigen Losung der Aufgabe im allgemeinen FaIle 
ist noch eine Untersuchung iiber die gegenseitige Abhiingigkeit 
der Werte von () und /]J fUr aHe verschiedenen Achsen erforder­
lich, die man durch den Schwerpunkt des Querschnitts legen kann. 
Dazu wollen wir jetzt iibergehen. 

§ 25. Der 'l'ragheitskreis. Wir vergleichen jetzt zwei recht-
winklige Achsenkreuze YZ und UV miteinander, die in Abb. 39 

durch den Schwerpunkt S des 
Querschnitts gelegt sind und die 
einen beliebigen Winkel rp mit­
einander bilden mogen, der mit 
dem in der vorigen Zeichnung 

--L-~r--------:>I>--_Z vorkommenden Winkel a nichts 
zu tun bat. Das hindert jedoch 
nicht, daB wir die vorber fUr 
n aufgestellte Gleichung nach 
Ersatz von IX durch rp auch hier­
her iibernehmen konnen. Fiigen 
wir ihr noch einen entsprechend 
gebildeten Ausdruck fUr den hier 
neu auftretenden Abstand v hin-

+ V 
Abb.89. 

zu, so gelten fUr jede Lage des Fliichenteilchens dF die Beziehungen 

u = z sin rp - y cos cp } 

v = z cos cp + y sin cp . 
(26) 

Hiermit erhalten wir fUr das zum Acbsenkreuze U V gehOrige 
Zentrifugalmoment l/Juv entsprechend der in Gl. (15) eingefUhrten 
Begriffsfestsetzung 

l/Ju.' = fllvdF = f (z sin rp - y cos rp) (z cos rp + y sin rp) dF. 
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Durch Ausmu.ltiplizieren auf der rechten Seite und Zerlegung 
der Summe in vier Teilsummen ergibt sich daraus 

cpu. = sin fJJ cos fJJ J z2dF - sin rp cos fJJ J y2 dF 

wofiir man auch ku.rzer 
+ (sin2 fJJ - cos2 rp)JyzdF. 

W"v =1 sin 2 rp (Oy- 0,) - cos 2 rp Wyz (27) 

schreiben kann. Man sieht nun sofort, daB man durch passende 
Wabl des Winkels rp zwischen Null und einem Rechten stets er­
reichen kann, daB dieser Ausdruck zu Null wird. Die Bedingung 
fiir diese Wahl des Winkels rp lautet 

t '> 2lfJy z 
g ~ rp = Oy- 0, . (28) 

Nimmt der Ausdruck auf der rechten Seite diesel' Gleichung 
in einem gegebenen FaIle einen positiven Wert an, so ist 2 rp schon 
selbst ein spitzer Winkel und rp daher kleiner oder im Grenzfalle 
bocbstens gleich 45°. Wird der Ausdruck dagegen negativ, so ist 
zwar 2'P ein stumpfer, aber rp selbst ein spitzer Winkel, del' groBer 
als 45° ist. 

Hieraus {oZgt, dafJ man bci jeder beliebigen Querschnittsgestalt 
stets zlcei rechtwinklig zlleinande1' slehende Achsen angeben kann, 
fur die das ZentrifHllulmoment m Null 'wird. 

Wie wichtigdieser Satzfiir die Biegungslehre ist, gebt aus den 
Bemerkungen hervor, die wir an Gl. (15) des vorigen Paragraph en 
angekniipft hatten. Die Achsen, bei denen die Bedingung IP uv = 0 
zutrifft, bezeichnet man als die Hauptachsen des Querschnitts. 1m 
allgemeinen kommen in einem gegebenen Querschnitte nur die 
beiden rechtwinklig zueinander stehenden Achsen U V VOl', auf die 
sich unsere Betrachtung libel' die Hauptachsen bezog. AuBerdem 
muB aber auch noch der bisher unbeachtet gebliebene Ausnahme­
{all erwiihnt werden, bei dem aIle Schwerlinien eines Querschnitts. 
in dem vorher angegebenen Sinne als Hauptachsen anzusehen 
sind. Diesel' Fall tritt stets ein, sobald fiir das zuerst angenommene 
Achsenkreuz Y Z zufallig zugleich 

IDyz= 0 und Oy = (J, 

gcfunden wird. In diesem FaIle (abel' auch nul' in ihm) wird 
namlich nach Gl. (27) CPuv fUr jeden Winkel rp gleich Null. 

Die auf die Hauptachsen bezogenen Tragheitsmomente bezeichnet 
man als die Haupttriigheitsmomente des Querschnitts. Abgesehen 
von dem Ausnahmefalle sind sie, wie aus den letzten Bemerkungen 
hervorgeht, stets von verschiedener GroBe. 

Die weitere Betrachtung konnen wir dadurch vereinfachen, da.B 
wir das vorher beliebig angenommene Achsenkreuz Y Z uns' von 
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jetzt a b mit den Quersehnittsbauptacbsen zusammenfallend 
stellen. Dann vereinfaebt sicb zunticbst Gl. (27) zu 

vor-

m. 011 - Oz· ?, 
'Vu • = -2-- sm ~ q; (29) 

und fUr das Tragheitsmoment 0 v in bezug auf die einen beliebigen 
Winkel rp mit del' Hauptacbse Z einschlieBende V-Acbse el'halt 
man unter Bel'ucksiehtigung von Gl. (26) 

O. ft 2dP= sin2 cpfz2 dF + eos2 tpjy2dP - 2 sinq; eosq;J~$rlF, 

worin sicb abel' das letzte Glied wegbebt. Die Summe der beiden 
ubrigen Glieder kann man in der Form anschreiben 

(30) 

,~ie man sieh durch Entwicklung von cos 2 cp leicbt uberzeugt. 
Wir sehen uns jetzt nach einer graphischen Darstellung urn, 

die den Inhalt diesel' Formeln anscbaulich VOl' Augen filhrt. Die 
Gleichungen(29) und (30) sind genau so gebaut wie die Gleichungen 
(4) von § 10, zu denen wir bei del' Untersuehung del' Eigen­
sehaften eines ebenen Spannungszustandes gelangt waren. Wir 
konnen uns daher aueh desselben Mittels bedienen wie damals: 
namlich eines Kreises, den man in dem jetzt betrachteten Zu­
sammenhange den Mohrschen Triigheitskreis nennt, wahrend der 
ibm in § 10 entsprechende Kreis als Spannungskreis bezeichnet 
wurde. 

Von den beiden Haupttragheitsmomenten Oy und {)z moge {)y 
das groBere sein, womit jedoeh nul' gesagt wird, daB wir uns die 
p Y·Achse in die entsprechende 

Richtung gelegt denken wol­
len. Wir ziehen in Abb.40 
eine {}- und eine tlJ -Achse 
und tragen auf del' O-Acbse 

-=+ __ + __ f-'l'-+;--___ t-_~B {)y und 0$ in einern passend 
o gewahlten MaBstabe abo 

Dann beschreiben wir einen 
durch die Endpunkte beider 
Strecken gehenden Kreis, 

Abb.40. dessen Mittelpunkt auf del' 
(j Aehse liegt, ganz ahnlich 

wie es fruher beim Spannungskreise in Abb. 13, Seite 37 geschehen 
ist. Einem Zentriwinkel 2 tp in Abb. 40 entspricbt ein Punkt des 
Rreises, dessen Koordinaten die zur Acbsenriebtung q; in Abb.39 
gehorenden Querschnittsmomente (). und Wuv (odel' ktirzer ge­
sehrieben tlJ,,) nach den Gleicbungen (29) und (30) darstellen, wie 
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aus dem Vergleiche der Zeiehnung mit diesen Formeln sofort 
hervorgeht. 

Zugleieh folgt aus dieser Darstellung, da(J die Haupttriigheits­
momente () und (}z das grofJte und das ldeinste von allen Triigheits­
lJIomenten Ysincl , die zu den verschiedenen Schwerlinien des Quer­
schniits gehorm. 

Zu einer V-Aehse, die in Abb.39 den Winkel !p mit der jetzt 
als Hauptachse angenommenen Z-Aehse einschlieBt, gehOrt ein 
Tragheitsmoment, das wir im Anschlusse an Abb.38 auch mit 
o ,Y be.zeichnen konnen, wenn if' 
wir weiterhiri ann ehmen, 
daB die V- Achse mit der 
Nullinie fiir den ins Auge 
gefaBten Belastungsfall zu­
sammenfalle. Wir erhalten 
ON und das zugeborige WN, 
indem wir in Abb. 41 das 
Doppelte des aus Abb. 39 0 
entnommenen Winkels!p ~---+-===-------.J 

als Zentriwinkel eintragen. 
Alsdann laBt sieh aus der 
Zeichnung zugleich der 
Winkel" entnehmen, den 

Abb.41. 

die der Nullinie zugeordnete Kraftebene KK mit NN einschlieBt, 
da nach Gl. (28), wenn man sie in die hier gebrauchten Bezeieh-
nungen umschreibt, () 

tg" = _ h' wN 

ist. Bezeiehnet man ferner die Hypotenuse des zu ON und f]JN als 
Katheten gehorigen rechtwi.nkligen Dreiecks in Abb. 41 mit .Q.\", 

so ist e 
.Q --~ 

N- sinet' 

und naeh Gl. (24) ergibt sieh daher das zur Nullinie N N gehOrige 
Widerstandsmoment lVN zu 

Sl.N 
WN=-, (31) 

Ymu 

wenn man unter Ymax den groBten Abstand versteht, der im 
Querschnitt von der Nullinie nach einer der beiden'Seiten hin 
vorkomrnt. Allerdings laBt sich aus Abb. 41, wenn man sie nur 
fur sieh betrachtet, nicht entnehmen, bei welcher Richtung der 
Nullinie das Widerstandsrnoment W N seinen kleinsten Wert an­
nimmt. Dies mull vielmehrdurch Vergleieh mit der besonderen 
Gestalt des Querschnittsumrisses, von der die Abstltnde Ymax ab­
bangen, im einzelnen Falle noch J;liiher festgestellt werden. 

8 
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§ 26. Die Tragheitsellipse. Fiir viele Zwecke ist eine andere 
graphische Darstellung del' Beziehungen zwischen den Tragheits­
momenten fiir die versehieden gerichteten Schwerlinien eines Quer­
schnitts vorzuziehen. :Man bedient sieh dabei einer Ellipse, die 
als Tragheitsellipse odeI' aueh als Zentralellipse bezeichnet wird. 
Bei diesel' Art del' Darstellung tragt man nicht die Tragheits­
momente selbst in die Zeiehnung ein, sondern die ihnen ent­
spreehenden Tragheitsllalbmesser. Zu jedem Tragheitsmomente (J 

laBt sieh namlieh eine Strecke i angeben derart, daB 

(32) 

wird, wenn man unter F den Flacheninhalt des Querschnitts vel" 
steht. Aus dem Vergleiche dieses Ansatzes mit del' durch Gl. (17) 
gegebenen Begl'iffserklarung des Tragheitsmoments geht hervor, 
daB i 2 dem Mittel werte del' Quadrate del' Abstande aller Flachen­
teilehen des ganzen Quersehnitts von del' betreffenden Aehse ent­
sprieht. Kiirzer laBt sich dafiil' auch sagen, daB i selbst als qua­
dratischel' JJiittelwert aller dieser Abstande anzusehen ist. 

Da i eine Lange ist, laSt sieh bequemer mit ihr reehnen als 
mit den Tragheitsmomenten selbst, deren Dimension dureh die 
zur vierten Potenz erhobene Langeneinheit angegeben wird. 
Namentlieh kann man i in riehtiger GroBe unmittelbar in die 
Quersehnittszeiehnung eines Stabes eintragen, wahrend man sieh 
zur Darstellung von () stets auf einen bestimmten, willkiirlieh zu 
wahlenden MaBstab beziehen muB. 

Wir nehmen jetzt an, daB fUr den Quersehnitt, mit dem wir 
uns zu besehaftigen haben, die Richtungen del' beiden Haupt­
aehsen bereits bekannt und aueh die dazu gehorigen Tragheits­
momente entweder gegeben odeI' bereits bereehnet seien. Dar­
aus folgen dann nach Gl. (32) auen die zugehorigen Tdigheits­
halbmesser. In Abb. 42 ist dureh punktierte UmriBlinien ein recht­
winkliger' Querschnitt angedeutet, den man etwa als Beispiel 
nehmen kann, obsebon das, was weiterbin folgt, von diesel' be­
sonderen Wahl des Beispiels unabhangig ist. Den Tragheitshalb­
messer iy tragen wir rechtwinklig zur Y-Aehse vom Scbwerpunkte S 
aus nach beiden Seiten bin ab und eben so i z rechtwinklig zur Z­
Achse. Dureh die hiermit bestimmten vier Punkte legen wir eine 
Ellipse, deren Hauptachsen in die Richtungen del' Querschnitts­
hauptachsen fallen. Diese Ellipse bezeichnet man als die 'l'rag­
heitsellipse, weil man aus ihr aueh fur jede andere Sch werlinie V F 
den zugehOrigen Tragheitsbalbmesser iv mit geringer Miihe ent­
nehmen kann. 

Gebt man namlieh in Gl. (30) des vorigen Paragraphen von 
den Tragheitsmomentell: () zu den Tragheitshalbmessern i iiber, 
indem man die game Gleichung durch den Flaeheninhalt F divi-
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cliert, und entwickelt man hierauf cos 2 cp, so geht diese Gleichung 
iiber in 

N ach einer geometrischen Eigenschaft j eder Ellipse, die wir 
hier als bekannt voraussetzen wollen, hat aber eine zum Durch­
messer V V parallel gezogene Tangente einen Abstand von V Y, 
clessen Quadrat durch den auf der rechten Seite diesel" Gleichung 
stehenden Aus­
clruck angege ben 
wird. Daraus folgi, 
dati die in Abb. 42 
eingetragene und 
mit ic bezeichnete 
Strecke ohne wei­
teres den zur 
Schwerlinie VV ge­
hOrigen Tragheits­
halbmesser angibt. 

In Abb. 42 war 
ein rechteckiger 
Querschnitt ange­
deutet, auf den 
sich die Zentral-

v 
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Abb.42. 

ellipse etwa beziehen konnte. Da der rechteckige Querschnitt hautig 
vorkommt und daher besonders wichtig ist, moge noch erwahnt 
werden, dati man flir ihn nach den Gleichungen (21) von § 25 

.. , h' 
'/.: =--
- 12 

und '2 b" 
~y = 12 (33) 

erhalt, falls man die in der Y-Richtung gehende Rechteckseite 
mit h und die andere mit b bezeichnet, wie es auch damals schon 
geschehen war. 

Ferner laSt sich behaupten, daB (ganz unabhangig von del' 
Querschnittsgestalt) die Spur del" Kra(tebene KK und die ihr fJU­

gehorige Nullinic N N konjugifrte Durchmesser der Zentralellipse 
bilden. Zum Beweise berechnen wir zuerst den Winkel ~, den del' 
zu NN konjugierte Dnrchmesser KK del' Ellipse mit der Y-Achse 
bildet. Den Winkel zwischen NN und der Z-Achse bezeichnen 
wir dabei mit cp. Aus der Ellipsengleichung 

'1]2 t' 
-'2 + -" = 1 
~z ~y 

folgt durch Difl'erentiation nach "/ 

dt 'l]i~ 
(r~ = - ti; , 

und dieser Differentialquotient gibt, vom Vorzeichen abgesehen, 
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zugleieh die Riehtung del' im Punkte "1 ~ an die Ellipse gelegten 
Tangente, also aueh die Richtung des zu N N konjugierten Dureh­
messers an. Hieraus folgt 

(34) 

Naehdem diese geometrisehe Beziehung festgestellt ist, iiberlegen 
wir uns, daB ein Kraftepaar, das in der Ebene KK liegt, einen 
senkreeht dazu stehenden Momentenvektor hat, den wir uns in 
zwei Komponenten My und M. zerlegt denken konnen, die in die 
Riehtungen der Quersehnittshauptachsen fallen. Diese Kompo­
nenten sind 

My = M sin ~ und Mz = M cos ~, 

und zwar sind beide entweder positiv oder beide negativ, jedenfalls 
abel' von gleichem V orzeiehen. N aeh dem Superpositionsgesetze 
erhalten wir die in irgendeinem Flachenteilchen mit den Koordinaten 
yz entstehende Biegungsspannung als algebraische Summe del' 
durch die Komponenten My und ]J{; ffir sleh hervorgebraehteu 
Anteile. Del' Komponente M. entspricht ein biegendes Kraftepaar, 
des sen Ebene dureh die Y-Achse geht, und den davon herriihrenden 
Anteil konnen wir daher nach G1. (18) von § 24 ohne weiteres 
gleich 

Meos ~ 
~-y 

(}z 

setzen. Dagegen ist bei der Berechnung des anderen Anteils zu 
beaehten, daB beim An­
waehsen des Winkels ~ 
von Null bis zu einem 

_--k--fv--::-=-t-='h----t--tZ 

Rechten die positive Z­
Achse mit der positiven 
y-Achse zu vertauschen 
ist, wahrend beim gleichen 
Drehnngssinn an Stelle 
der positiven Y- Achse 
nachher die negative Z­
Achse tritt. Wir erhalten 
daher als Beitrag von 
My zur Biegungsspannang 

K 

Abb.43. N 
+Y 

nach G1. (18) unter Beriicksichtigung dieses V orzeichenwechsels 

M'sin ~ ---O-z, 
y 

und im ganzen wird daher 

(j = 1l! (Y cos ~ _ z Si~) 
F '2 '2 

~z ~y 
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wofiir sich auch unter Beriicksichtigung von Gl. (34) 

M (Y ztgfl ) M 
(j = -F- cos (3 ~. - ~·2· = .]i'~' cos 13 (y - z tg rp) 

t z ~y z. 

sehreiben laBt. Dieser Ausdruek wird aber zu Null ffir aile auf 
NN in Abb. 43 liegenden Punkte und damit ist bewiesen, daB 
der zu KK konjugierte Durchmesser NN in der Tat die Nullinie 
bildet, wenn KK die Spur der Kraftebene ist. Ubrigens gilt dies 
auch umgekehrt, namlich wenn man NN und KK miteinander 
vertauscht. 

§ 27. Die elastische Linie. Der Anschaulichkeit wegen wollen 
WIT hier ein bestimmtes Beispiel in den V ordergrund stellen. In 
Abb.44 ist ein Balken ge- <f 
zeichnet, del' eine Spann- ' 
weite 1 iiberdeckt und der IJ.J. A 'Ll 
an beiden Enden frei dreh- 2 z 
bar aufgelagert ist. Der 
Balken soll eine gleich· 
formig iiber die ganze 
Lange verteilte Belastung 
tragen, und die auf die 

1+------ / ____ --,.1 

Abb.44. 

Langeneinheit kommende Last bezeichnen wir mit q. Die Gesamt­
last ist daher ql und der Auflagerdruck an jeder Stiitze gleich 

q;. Wir nehmen an, daB die Lastebene durch eine Querschnitts­

hauptachse geht, so daB der Fall einer "geraden Biegungsbe­
lastung" vorliegt, und bezeichnen das auf die Nullinie, die in diesem 
FaIle mit der anderen Hauptaehse zusammenfallt, bezogene Trag­
heitsmoment mit O. 

Gefragt wird nach der Gestalt der elastischen Linie und nach 
der graBen Durchbiegung, die der Balken unter dieser Belastung 
erfiihrt. Das kommt darauf hinaus, die Ordinate y der elastischen 
Linie zu bereehnen, die zu einpm beliebigen Abstande x vom linken 
Auflager gehOrt. Hierbei darf noeh vorausgesetzt werden, daB 
die Pormanderung des Balkens klein ist, also weit kleiner, als sie 
in Abb.44 der Deutliehkeit wegen gezeichnet werden muBte. 

Wif beginnen mit einer Uberlegung, die sieh nieht nur auf den 
besonderen Belastungsfall bezieht, sondern die allgemeiu anwend­
bar bleibt. Eine Normale, die wir im Punkte xy zur elastischen 
Linie ziehen konnen, bildet mit der lotrechten Richtung einen 
kleinen Winkel, der in Abb. 44 mit rp bezeichnet ist. Dieser 
Winkel gibt an, urn wieviel sich der zur Abszisse x gehOrige 
Querschnitt des Balkens bei der Formanderung gedreht hat. Ein 
nahe benachbarter Quersehnitt, der zur Abszisse x + dx gehort, 
hat sich urn einen etwas davon verschiedenen Winkel gedreht, 
den wir mit rp + dfT! bezeiehnen wollen. Unter dfT! ist daher der 
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Drehungsunterschied zwischen den um dx voneinander entfernten 
Querschnitten zu verstehen. 1m allgemeinen kann dcp sowohl 
positiv als negativ sein; in dem Beispiele von Abb.44 ist dcp 
offenbar negativ. Auf das Vorzeichen von cl q:> kommt es aber in 
der weiteren Betrachtung nicht an. 

Vor del' Formanderung waren die beiden Querschnitte parallel 
zueinander und nachher sehlieBen sie den Winkel dq:> miteinander 
ein. Dieser Winkel hat dahel' die Bedeutung des Biegungswinkels, 
den wir fUr den Stab von rechteckigem Querschnitt schon in 
Gl. (7) von § 23 und fUr den allgemeineren Fall del' geraden 
Biegungsbelastung in Gl. (21 b) von § 24 berechnet haben. Er 
wurde damals mit q:> bezeichnet und bezog sieh auf eine Stab­
lange l, iiber die hin iiberall dasselbe Biegungsmoment M herrschen 
sollte. In un~el'em Fane dagegen und iiberhaupt im allgemeinen 
andert sieh JJ[ von Ort zu Ort, und wir diirfen daher die friiher 
abgeleitete Formel hier nur auf ein kleines Balkenelement dx an­
wenden, innerhalb dessen M keine merkliche Anderung mehr er­
fahrt. Wir iibernehmen daher Gl. (21 b) in del' Form 

Mdx 
dq:> = EO' (35) 

FaBt man y als Funktion von x auf, so ist nach einem bekannten 
Satze del' analytischen Geometrie 

dy 
tgq:> = dx 

zu setzen, da die Tangente der elastischen Linie denselben Winkel 
q:> mit der X-Achse einschlieBt wie die Normale mit der Y·Achse. 
Zu unseren Voraussetzungen gehorte abel', daB die Formanderung 
und hiermit auch del' Winkel q:> sehr klein sein sollte, und bei 
einem kleinen Winkel unterscheidet sich die Tangente nUl' um 
eine von del' dritten Ordnung kleine GroBe von dem dazugehOrigen 
Bogen. Wir sind daher ohne wesentliehe EinbuBe an Genauigkeit 
berechtigt, an Stelle der vorigen Gleichung kiirzer 

dy 
cp =-- und daher auch 

dx 

zu schreiben. Hiermit geht Gl. (35) iiber III 

d 2y M 
dx'= + EO' (36) 

In diesel' Gleichung wurde auf der rechten Seite das Vorzeichen 
als zweifelhaft angegeben. In del' Tat wurde bisher auf die VOl'­
zeichen gar nicht geachtet, und nul' nebenber wurde einmal darauf 
hingewjesen, daB dcp im FaIle von Abb. 44 negativ ausfiele. 
Weiterhill wurde abel' nul' mit dem absoluten Betrage von dcp 
gereehnet. In jedem FaIle der Anwendung von Gl. (36) muB 
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daher das Vorzeiehen erst noeh dureh eine besondere Uberlegung 
festgestellt werden. Es kommt dabei auf die iibrigen V orzeichen· 
festsetzungen an, namlich auf die Richtung, in der die y als positiv 
angesehen werden sollen, und auf den als positiv anzusehenden 
Drehsinn des Biegungsmomentes M. 

1m FaIle von Abb. 44 und bei allen ahnlieh liegenden :b'iillen 
ist es ublich, die y als positiv zu reehnen, wenn sie naeh abwarts 
gehen, und die Biegungsmomente M als positiv, wenn die Mo­
mentensumme aller links vom Querschnitte auftretenden auBeren 
Krafte im Uhrzeigersinne dreht. Das ist der gewohnlich vor-

liegende Fall. In diesem Falle aber ist:~ am link en Auflager 

positiv und groBer als an den spater folgenden Stellen. In der 
Mitte wird es zu Null, und auf del' reehten Balkenhiilfte ist es 
negativ und waehst dem Absolutbetrage nach immer mehr an, je 

weiter man naeh rechts kommt. Hiernaeh ist ~:. in Abb. 44 uber 

die ganze Balkenlange hin negativ. Andererseits ist auf der 
reehten Seite von Gl. (36) tiberall in unserem Beispiele M positiv, 
und E und () sind uberhaupt wesentlieh positive GraBen, d. h. 
sie konnen niemals negativ werden. Daher muB Gl. (36) jetzt in 
der bestimmteu Form 

EO (dl'~ = - M 
X" 

(37) 

angeschrieben werden, und diese V orzeiehenbestimmung bleibt aueh 
sonst in der Regel giiltig. In besonderen Fallen, bei denen man 
sich etwa zu abweiehenden Bezeichnungen und Verabredungen 
veranlaBt sieht, darf aber die Zweideutigkeit des V orzeichens in 
der ursprunglicben Gl. (36) nicht auBer acht gelassen werden. 

Gl.(37) wird als die Differentia7gltichung der elastischen Linie 
bezeichnet.. Sie bildet eines der wichtigsten Hilfsmittel der Bie" 
gungslehre des urspriinglich geraden Stabes. Wie sie gewohnlich 
angewendet wird, zeigen wir weiterhin an dem durch Abb. 44 an­
gegebenen einfachen Beispiele. 

Dcr erste Schritt bosteht immer darin, daB man das Biegungs­
moment M als Funktion der Querschnittsabszisse x ausdriickt. 
In Abb.44 hat man links vom Schnitte den Auflagerdruck, der 
um den im Querschnitte x liegenden Momentenpunkt im Ubrzeiger­
sinne dreht, und die am linken Balkenteile angreifenden Lasten. 
Diese drehen entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne um den Mo­
mentenpunkt. Die Lasten konnen wir uns fUr die Aufstellung 
der Momentengleichung zu einer Resultierenden qx zusammenge­
faBt denken, die in der 1iitte des linken Balkenteiles angreift und 
daher den Hebelarm t x hat. So ergibt sieh 

ql q.v 2 

JJf=2x-T" \38) 
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Wir setzen dies en Wert in die Differentialgleichung (37) ein und 

erhalten diy qlx q .x! 
EO dxl = - -2-- + --2' 

Jetzt kommen wir zum zweiten Schritte, namlich zur Integration 
der Gleichung. Sie laSt sich in unserem FaIle sofort ausfiihren 
und liefert nacheinander 

E()dy = _ glx' + qa;" + 0 
dx 4 6 1 

qlx' qa;4 
EOy = - -12+24 + Ctx + O2 , 

Unter 01 und O2 sind darin die zunacbst als willkiirlich anzu· 
sehenden Integrationskonstanten zu verstehen. Ihre nahere Be­
stimmungfinden sie auf Grund derim einzelnen FaIle vorgeschriebenen 
Grenzbedingungen, und damit kommen wir zum dritten Schritte des 
ganzen Vorgehens. Wir wissen im FaIle von Abb. 44, daB y zu 
Null werden muB _ fur x = 0 und auch fUr x = Z, weil sich die 
Auflagerpunkte nicht verschieben Mnnen. Urn dies en Bedingungen 
zu genugen, haben wir nachtraglich 

O2 = 0 mid 

zu setzen, womit man die fertige Losung 

Ina; - 21x' + a;' 
y =.q 24E/J (39) 

erhl1lt. Insbesondere erhalt man darans fUr den Biegungspfeil, 
worunter man die groBte Durchbiegung f in der Mitte der Spann­
weite versteht, 

I) q I' I) Q IS 
f = 384 . E e = 384 . E (J' (40) 

wenn man noch die Bezeichnung Q fur die ganze vom Trager 
p aufzunehmende Belastung 

I ! II einfUhrt. §-.., f Dem ersten Beispiele 
B _. _: _. I Classen wir so fort ein zweites 

_ _. /--_-.,_ folgen, das durch Abb. 45 
__ 9 __ ---->' angegeben ist. Der Balken 

tragt hier eine Einzellast P 
im Abstande p vom linken 

Abb.45. 

Auflager. Die Auflagerkrafte B und 0 erhalt man aus Momenten­
gleichungen fUr die heiden Stiitzpunkte zu 

B = P ~:- p = Pq und 0 = P p- . 
1 1 I (41) 

In diesem FaIle ist es nicht moglich, einen einheitlichen Aus­
druck fur das Biegungsmoment M als Funktion der Querschnitts-
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abszisse x anzugeben, der iiber die ganze Spannweite gultig ware. 
Wir haben vielmehr zwei verschiedene Balkenabschnitte, namlich 
I von x = 0 bis x = p und II von x = p bis x = l zu unter­
scheiden. Innerhalb des ersten Abschnitts gilt 

MI = Bx und im zweiten Abschnitte ltI = Bx - P(,a,' -}J). 

Beide Aussagen wollen wir dahin zusammenfassen, daB 

M=Bx,-P(x-p). (42) 
1 II 

gesetzt wird. Hierbei wird durch das Komma hinter dem ersten 
Gliede darauf hingewiesen, daB der Ausdruck an die,ser Stelle ab­
zubrechen ist, wenn es sich um einen Querschnitt handelt, fiir den 
x kleiner oder hochstens gleich p ist. 1m zweiten Abschnitte ist 
dagegen auch das zweite Glied des Ausdrucks hinzuzunehmen. An 
der Ubergangsstelle selbst, also bei x = p wird das zweite Glied 
zu Null, und es ist daher gleichgiiltig, ob wir diesen Querschnitt 
noch zum ersten oder schon zum zweiten Balkenabschnitte rechneu. 

Setzen wir diesen Ausdruck fUr M iu die DitIerentialgleichung 
der elastischen Linie ein, so geht sie uber in 

d 2 y 
EO -~ = -Bx, + P(x - p). 

dx I II 

und auch hier sind zwei verschiedene Gleichungen fUr die beiden 
Balkenabschnitte oder, wie man in der Geometrie sagt, fiir die 
beiden Aste der elastischen Linie wenigstens in einheitlicher Schreib­
weise zusammengefaBt. Auch bei der Integration der Gleichung 
ist darauf genau zu achten. Wir konnen sie so ausfiihren, daB wir 

dy x! (X_p)i 
EO-=Ol-B-, +P------, 

dx 2 I 2 II 

schreiben. Eigentlich ware namlich die Integrationskonstante 01 
fur be ide A.ste verschieden anzunehmen, da es sich von vornberein 
um zwei verschiedene Differentialgleichungen handelte. Aber zu 
den Grenzbedingungen, die zur Ermittlung der Integrationskon­
stanten dienen, gehOrt in diesem Falle, daB sich -beide Aste der 
elastischen Linie ohne Knick aneinander schlieBen miissen. Fur 
x = p sollen also beide Aste gleich gerichtet sein, und dazu muB 

~~ den gleichen Wert annehmen, ob man das Ietzte Glied des 

Ausdrucks fUr x = p noch hinzunimmt oder nicht Das ist aber 
nur moglich, wenn man denselben \Vert von 01 in der vorher­
gehenden Gleichung flir beide Aste geIten HiBt. 

Integriert man nochmals, so ergibt sich 

EO,!! = 0 + ° x _ Bi!!.~ +p\X_p)S (43) 
2 1 6 i 6 II 

Teubn. Lett!. 17: F ij p pI, Grundziige der Festigkeihlehre 7 
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Auch hier gilt die neu hin:.mkommende Integrationskonstante O2 

fiir beide Ast'e zugleich, weil hiermit der Grenzbedingung ent­
sprochen wird, daS der Endpunkt des ersten Astes mit dem An­
fangspunkte des zweiten zusammenfallen muS. 

AuEerdem sind noch die Grenzbedingungen :.m verwerten, daB 
an beiden Auflagern y zu Null werdenmuS. Fiir das zum Ab­
schnitte I gehorige linke Auflager folgt daraus O2 = 0, und fUr 
das rechte Auflager, das zum Abschnitt II gehort, erhalt man 

Bl' (l_p)3 
01 l --s-- + p - 6-- = O. 

Setzt man hierin den Wert von B aus G 1. (41) ein und schreibt q 
an Stelle von 7 - p, so folgt damus 

, Pq" Pql 
C1 = - sf + --6-' 

Fur einen Querschnitt x, der zum Balkenabschnitte I gehOrt, 
folgt hieraus nach G1. (43) -

(44) 

Es wiirde eine Hingere Rechnung erfordern, um auch die Ordi­
nate yn des zweiten Astes der elastischen Linie aus G1. (43) zu 
entnebmen und den Ausdruck auf eine moglichst einfache Form zu 
bringen. Diese Recbnung konnen wir uns aber durch die -ober­
legung ersparen, daB sich der linke und der rechte Ast der ana­
lytischen Form nach nicht wesentlich voneinander unterscheiden 
konnen, da der rechte Ast zum linken wird, wenn man sich den 
Balken von der hinteren Seite her betrachtet denkt. Wir brauchen 
daher in G1. (44) nur q durch p und x durch l - x zu ersetzen, 
urn sofort auch den fUr !In gultigen Ausdruck daraus zu erhalten. 
So ergibt sich 

Pp(l-X)(2 2 - )2) 
.lin = -6EOr- l - P - (l - x . (45 ) 

Fur die Senkung !lp ' also fur den Weg des Angriffspunktes der 
Last P folgt aus beiden Gleichungen ubereinstirnmend 

!I =1!xq_ (l2 - p2 - q2) (46) 
P 6EIJI . 

Als einfacher und wichtiger Sonderfall moge noch der in der 
Mitte belastete -Balken hervorgehoben werden. In diesem FaIle 
bezeichnet man die Senkung des Angriffspunktes del' Last wieder 
als den Biegungspfeil und gebraucht dafiir den. Buchstaben f. Mit 

p = q = } ergibt sich dafiir aus G1. (46) 

(47) 
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Das ist, wie sich leicht beweisen laBt, der groBte Wert, den 
Jie Ordinate y der elastischen Linie fUr irgendeinen Querschnitt 
und fUr irgendeine SteHung der Last annehmen kann. 

Ferner mage noch erw11hnt werden, daB man die vorhergehende 
Betrachtung sinngemaB auch fUr den Fall wiederholen kann, daB 
der Balken zwei oder noch mehr Einzellasten tragt. Die Rech­
llUngen und auch die SchluBformeln werden dann entsprechend 
langer, aber an sich nicht schwieriger. Anstatt des sen geniigt es 
aber auch, wenn man sich in solchen Fallen auf das Superposi­
tionsgesetz stiitzt. ~fan kann namlich die Ordinate der elastischen 
Linie an irgendeiner Stelle durch eine Summe von so vie I Gliedern 
darstellen, als Lasten vorkommen, wobei jedes Glied je nach der 
Lage del' Stelle und der Lage des Lastangriffspunktes entweder 
entsprechend der GL (44) oder entsprechend (45) zu bilden ist. 

Hierbei muB auch erwahnt werden, dRB man die zu gegebenen 
Lasten geharige elastische Linie auch auf zeichnerischem Wege 
erhalten kann als.sogenanntes zweites Seilpolygon, was unter Um­
standen einfacher und zweckmaBiger ist als die rechnerische Er­
mittlung. Darauf soIl aber "hier nicht weiter eingegangen werden, 
da die Lehre vom Seilpolygon zur graphischen Statik gebOn und 
besser dort besprochen wird. 

Alle vorhergehenden Betrachtungen dieses Paragraphen be­
ruhten auf der Voraussetzung einer "geraden Biegungsbelastung" 
des Balkens, d. h. die Lasten soUten samtlich in einer Ebene ent­
halten sein, die durch eine der Querschnittshauptachsen des Balkens 
hindurchgeht. Diese Voraussetzung ist jedoch nicht so wesentlich 
fUr "die Anwendbarkeit der hier abgeleiteten Formeln, als es zu­
nachst vielleieht erscheinen mag. 

SteM namlich die Lastebene schief zu den Querschnittshaupt­
achsen oder liegen die Lasten windschief zueinander (obschou alIe 
senkrecht zur Stabachse), so ist nur notig, jede Last durch zwei 
Komponenten zu ersetzen, die in den Richtungen der Querschnitts­
hauptachsen gehen. Man erhalt damit zwei Gruppen unter sich 
paralleler Lasten, von denen jede fUr sich eine gerade Biegungs­
belastung des Balkens bildet. Fur jede Gruppe ermittelt man die 
von ihr hervorgebrachten Durchbiegungen nach den vorhergehen­
den Lehren, worauf nur noch iibrigbleibt, den Verschiebungsweg 
jedes Punktes der Stabachse dem Superpositionsgesetze gemaB 
durch geometrische Summierung aus den bereits festgestellten 
Einzelbetragen abzuleiten. 1m allgemeinen Falle geht hierbei die 
Stabachse in eine doppelt gekriimmte Kurve uber. 

§ 28. Die Formanderungsarbeit im gebogenen Balken. 
Wir kommen jetzt auf die Eingangsbetrachtungen des vorigen 
Paragraphen zuruck und fragen nach der Formanderungsarbeit, 
die in einem zwischen zwei aufeianderfolgenden QuerschniUen 
liegenden Balkenelemente aufgespeichert wird. Zu diesem Zwecke 

7· 
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konnen wir das Balkenelement von der Lange dx als einen selb­
standigen Karper auffassen, der durch die in den beiden Quer­
schnitten ubertragenen Spannungen belastet wird. Diese Span­
nungen geIten dann als auBere Krafte, und die von ihnen wahrend 
der Formanderung geleisteten Arbeiten sind der dem Endzustande 
entsprechenden potentie1len, d. h. der im Balkenelemente aufge· 
speicherten Energie gleichzusetzen. 

AuBer den Biegungsspannungen werden in dell Querschnitten 
im allgemeinen FaIle auch noch Schubspannnngen iibertragen. 
Beide leisten wahrend der Formanderung Arbeiten, und zwar die 
Biegungsspannungen bei der von ibnen hervorgerufenen Drehung 
der Querschnitte gegeneinander urn den Biegungswinkel und die 
Schubspannungen bei der gegenseitigen Schiebung del' Querschnitte. 
Bei einem Stabe im eigentlicben Sinne des W ortes und uberhaupt 
bei fast allen Fallen, mit den en man pra.ktisch zu tun bekommt, 
iiberwiegt aber die Biegung und die ihr entsprechende Arbeit so 
weit die Wirkung der Schubkrafte, daB man die eine gegen die 
andere ohne merklichen Fehler vernachlassigen darf. Nur bei den 
"kurzen dicken" Staben ist dies nicht mehr zulassig und darauf 
werden wir im fiinften Abschnitt zuriickkommen. Hier aber 
rechnen wir so, als wenn es sich bei dem betrachteten Balken­
elemente um einen Zustand der reinen Biegungsbeanspruchung 
handelte. Bei del' Ableitung der Differentialgleichung der elastischen 
Linie war dies im vorhergehenden Paragraphen ebenfalls schon 
geschehen. 

Die Gestaltanderung des Balkenelementes bei der Biegungwird 
durch die Angabe des Biegungswinkels dcp bereits genugend be­
schrieben und dieser ist uns aus Gl. (35) bekannt. Fur die Be­
rechnung der Arbeitsleistungen der auBeren Krafte kommt es nur 
auf die relativen Bewegungen innerhalb des betrachteten Karper· 
stiicks an. Wir konnen uns daher den einen Querschnitt festge­
halten denken, wahrend sich der andere um dcp dreht. Bei der 
Drehung bleibt der Querschnitt eben. Die an ihm angreifenden 
Biegungsspannungen leisten daher dieselbe Arbeit, als wenn die 
Querschnittsflache zur Begrenzungsflache eines starren Karpers ge­
hOrte, der sich ebenfalls um den Winkel dcp und zwar um die 
Nullinie als Achse drehte. Die Arbeit wird daher als Produkt aus 
dem Biegungsmoment und dem Biegungswinkel gefunden. Dabei 
muS man jedoch, wie immer in solchen Fallen, beachten, daB das 
Moment erst wahrend der Formanderung von N u1l bis zu seinem 
Endwerte M anwachst, so daB der Mittelwert halb so groB ist 
als der Endwert. Wir erhalten demnach fiir die im Balkenele­
mente aufgespeicherte Arbeit dA 

M'ax 
dA = tMdqJ = 2E8 ' (48) 
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und schlieBlich fUr die potentielle Energie des ganzen Stabes 
I I 

A J'2~28dX=2~8J'M2dX, (49) 
o 0 

wobei in der letzten Form des Ausdrucks vorausgesetzt wird, daB 
der Stab tiber seine ganze Lange die gleiche Biegungssteifigkeit EO 
hat. Das gehort zu den gewohnlich als selbstverstandlich betrach­
teten Eigenscbaften eines Korpers, den man als Stab hezeicbnet. 
Es muB jedocb hinzugefligt werden, daB man die Gleichung in 
del' zuerst angeschriebenen allgerneineren Form auch auf Stabe 
mit veranderlicbem Querschnitt anwendet. Das ist zwar nicht ge­
nau richtig, dan aber in der Regel als wenigstens naberungsweise 
zutreffend angeseben werden. 

Wir haben jetzt die aufgespeicherte Arbeit ullmittelbar berechnet. 
Anstatt dessen kann man aber aucb feststellen, welcbe Arbeiten 
von den einzelnen zur Belastung des ganzen Balkens gehOrigen 
auBeren Kraften geleistet werden. Die Summe diesel' Arbeiten gibt 
die dem ganzen Korper w11hrend der Formanderung zugefuhrte 
FAtergie an. U nter der V oraussetzung, daB die Formanderung 
vollkommen elastisch ist, konnen wir dann nachtraglich die zu­
geftihrte gleich der aufgespeicherten Energie set.zen, womit man 
zu wichtigen Schliissen gelangt. 

Zur Erlauterung moge hier Abb. 46 dienen. Zwar handelt es 
sich jetzt urn Ubedegungen von sehr allgemeiner Giiltigkeit und 
Tragweite, die keineswegs auf den Fall der Stabbiegung beschrankt 
sind. Abel' man macht sich darnit am besten zuerst an der Hand 
des einfachen Beispielil bekannt und iiberlegt sich erst nachtrag­
lich, daB del' eingeschlagene Gedankengang davon in del' Tat 
gam unabhlingig ist. 

Der Balken moge die drei Lasten P 1 P2 PS tragen und sich an 
den Angriffsstellen der Lasten urn die kleinen Strecken Yl Y2 Ys 
durchbiegen, die in der Zeich­
nung iibertrieben groB darge­
stent sina. Aus den Formeln 
des vorigen Paragraphen ergibt 
sieh, wie man diese Strecken flir 
den Fall un seres Beispiels be­
rechnen kann. In anderenF11llen, 

Abb.46. 

auf die sich die weiteren Erorlerungen ebenfalls anwenden lassen, 
wird freilich der Zusarnrnenhang zwischen den P und den y ein 
anderer sein. J edenfalls soIl aber wie bei fast allen Betrachtungen 
der Festigkeitslehre auch hier vorausgesetzt werden, daB der 
Korper dem Superpositionsgesetze gehorcht. Man bnn dann 
jedes y als eine Summe von Gliedern darstellen, die von den ein­
zelnen P herriihren. 
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Urn diesen Inhalt des Superpositionsgeset7:es formelmaBig aus­
zudriicken, seb:en wir 

Yl = etU P1 + et12P2 ~ "ISPS \ 

Y2 = et21 PI + et22 P2 T (Y2s PSI' 
Y3 = etSI PI + ets2 P2 + "S3 Ps 

150) 

Die Beiwerte a in dies em Ansatze hang en von der Gestalt und 
den elastischen Eigenschaften des Korpers sowie auch von der 
Lage der Angriffsstellen und von den Richtungen der Lasten P, 
aber nicht mehr von der GroBe der P abo Man nennt diese Bei­
werte die Einflu/3zahlen und versieht sie mit zwei Zeigern, vOtI 
denen der erste angibt, welche Angriffsstelle gemeint ist, und del" 
eweite, von welcher Last der betreffende EinflufJ herruhrt. 

In unserem Beispiele fallen die Verschiebringswege y in die 
gleiche Richtung wie die Lasten. 1m allgemeinen trifft dies aber 
nicht zu. Dann ist unter YI die in der Richtung der Kraft PI 

gehende Komponente des Verschiebungsweges zu verstehen, den 
der Angriffspunkt dieser Kraft zuriicklegt. Wir wollen aber jetzt 
lieber bei dem einfachen Beispiele stehen bleiben. 

Von grundlegender Bedeutung ist nuIJ. die BemerkuDg, daB man 
zu ganz verschiedenen Ausdriicken fiir die dem Korper durch die 
Arbeitsleistung der Krafte P zugefiihrte Energie gelangt, je nach 
der Art der Herbeifiihrung des Endzustandes, namlich je nach der 
Reihenfolge, die man beim Aufbringen der Lasten einhalt. Wie 
man diese abel' auch wahlen mag, muB die Summe der Arbeits­
leistungen del' Krafte P stets denselben Gesamthetrag ergeben 
Denn die zugefiihrte Energie ist in jedem FaIle gleich der auf­
gespeicherten zu setzen, in unserem FaIle also gleich dem durch 
Gl. (49) angegebenen Werte von A, der nur vom Endzustande 
abhangig ist. Diese Uberlegung wird nns sofort zu wichtigen 
SchluBfolgerungen fiihren. 

Zuerst betrachten wir den Fall, dap aUe drei Lasten P i'it Abb. 46 
g7eichzcitig miteinandcr aufgebracht werden. Das soIl langsam in 
dem schon in § 5 und § 6 besprochenen Sinn geschehen und zwar 
so, daB aUe Lasten den gleichen Bruchteil ihres Endwertes stets 
gleichzeitig durchlaufen. Unter diesen Umstanden wachsen auch 
die verschiedenen y gleichmaBig miteinander an. Fiir die Berech­
nung der von einer der Krafte P geleisteten Arbeit ist daher ge­
nan so wie schon in Gl. (12) von § 5 die HaUte des Endwertes 
von Pals Durchschnittswert wahrend der Formanderung einzu-
8etzen. Hiernach ergibt sich fiir diese Art der Lastaufbringung 
die Formanderungsarbeit zu . 
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N ach Einsetzen der fiir die y in G1. (50) aufgestellten Ausdriicke 
folgt daraus 

1 • 1 P" 1 p2 P P au +. au 
A = 2 "1lPi + 2 "22 2 + 2 ((S3 a + 1 2 - 2---··· 

+ p p, alS + c:s., + p. p. ~. + a., . 
1 3 2 2 S 2 

(52) 

Naehdem dies festgestellt ist, berechnen wir ferner die Arbeits­
leistung fiir den Fall, dafJ die Lasten nicht miteinander, sondern 
nacheinander aufgebracht werden. Die Reihenfolge moge dabei so 
gewahlt werden, daB zuerst PI aufgebracht wird, hierauf P2 und 
zuletzt Ps' Beim ersten Schritte leistet nm Pl Arbeit auf einem 
Wege au Pl , also unter Beriieksichtigung des Faktors ~ die Ar­
beit tau Pi, Wahrend des zweiten Sehrittes ist Pl schon in voller 
GroBe vorhanden und beteiligt sieh damit an del' Herstellung des 
nachsten Formanderungszustandes, wogegen P2 dabei erst a11-
mahlich von Null bis zum Endwerte hin anwachst. Der Arbeits­
betrag wahrend des zweiten Schrittes ist daher 

PI . ((121'2 + ~ "22 P: . 
Beim dritten Schritte, der ZUlli Endzustande fUhrt, wirken aHe 
drei Krafte zusammen, die beiden erst en schon in voller GroBe 
und die dritte mit einem Durchschnittswerte gleich der Halfte 
des Endwertes. Beim dritten Schritte wird daher die Arbeit 

PI . a!3 PS + P2 • a2s Pn + }assPi 

geleistet. FaBt man die Arbeiten fUr aIle drei Schritte zusammen, 
so erhiilt man fUr die dem Karper im ganzen zugefiihrte Energie 
unter passender Anordnung der einzelnen Glieder den Ausdruck 

A = -~ all Pi +~((22P~ +t a s3 Pi + CiUP! P2 

+ CI1S PI Ps+ "2S P2 PS' 
(53) 

Diesel' Ausdruck muB aber mit dem in Gl. (52) erhaltenen von 
gleicher GroBe sein, weil sie beide gleich derselben dritten GroBe, 
namlich gleich der im Endzustande aufgespeicherten Energie sind. 
Die Ubereinstimmung fiir aHe beliebigen Annahmen, die man fiir 
die GroBe der P machen kann, erfordert. daB 

(54) 

sein muS. Hiermit 1st der zuerst von dem englischen Physiker 
Maxwell aufgestellte und nach ihm benannte Satz von de?' 
Gegenseitigkeit der Verschiebungen bewiesen. Was hier unter "Gegen­
seitigkeit" zn verstehen ist, ergibt sich einerseits ans der Begriffs­
festsetzung der EinfluBzahlen durch die Gleichungen (1)0) und 
andererseits aus der Aussage der Gleichungen (54). 
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Nachtraglich kann man sich davon. iiberzeugen, daB der hier 
eingeschlagene Gedankengang von dem besonderen Beispiele in 
Abb. 46 ganz unabhiingig ist. Er kann vielmehr sofort auch auf 
andere Falle iibertragen werden, solange nur bei diesen das Super­
positionsgesetz gemaB den Gleichungen (50) unverandert giiltig 
bleibt. 

Wir kommen jetzt auf eine besondere Anwendung, die man von 
der vorhergehenden Betrachtung machen kann. Wir nehmen nam­
lich an, daB eine von den drei Lasten, etwa die Last Pa unend­
lich klein sei gegeniiber den beiden anderen. Urn dies deutlich 
zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir sie in Form eines Diffe­
rentials an, setzen also weiterhin dPs an Stelle von Ps' Von den 
sechs Gliedern auf der rechten Seite von Gl. (53) sind alsdann 
drei von endlicher GroBe, zwei sind unendlich klein von der ersten 
Ordnung, und nur das Glied mit P~ wird von del' zweiten Ord­
nung klein. Dieses Glied konnen wir gegen die vorhergebenden 
streich en , wenn wir feststellen wollen, urn welchen Betrag dA die 
Formiinderungsarbeit infolge der Zufiigung von dPs zu den vor­
her schon vorhandenen Lasten PI und P2 anwachst. Wir erhalten 
dann 

Die letzte Form des Ausdrucks ergibt sich namlich aus der VOl"­

hergehenden auf Grund der Gleichungen (54). Andererseits aber 
ist nach den Gleichungen (50) fiir den jetzt vorausgesetzten Be­
lastungsfall, bei dem Ps wegfiillt oder wenigstens un en dlich klein ist, 

Him'mit geht die 
liber in 

Y3 = uS1 PI + IXS,P2 • 

vorhergehende Gleichung nach Division mit. dPa 
oA 
"15 = Ys (55) 
u s 

Die Verwendung von runden 0 beim Anschreiben des Differenf.ial­
quotienten solI darauf hinweisen, daB es sich urn die Veranderung 
handelt, die A erflihrt, wenn nur der kleine Lastzuwachs dPs 
dazukommt, wahrend P1 und P2 unverandert bleiben. 

Gewohnlich wendet man Gl. (55) auf den besonderen Fall an, 
daB dPs mit einer der schon vorhandenen Lasten zusammenfallt, 
also etwa mit P2 • Das ist ohne weiteres zulassig, denn bei den 
vorhergehenden Betrachtungen wurde zwar P a als eine· von P1 

und P2 ganz unabhangige Last angesehen, aber es wurde niemals 
verlangt, daB sie an anderer Stelle angreifen miillte als die schon 
vorhandenen Lasten. Es steht uns daher frei, nachtriiglich iiber 
Pa auch in dieser Weise zu verfiigen, und dann kijnnen wir an 
Stelle von Gl. (65) aueh 

OA (56) 
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schreiben, vorausgesetzt natiirlicb, daB A jetzt nur noch als Funk­
tion yon PI und P2 anzusehen ist. 

DaB auBer Pa nur noch zwei Lasten in unserem Beispiele Yor­
kamen, entsprang dem Wunscbe, einen moglichst leicht iiberseh­
baren Fall vor Augen zu fUhren. Geht man aber die ganze Be­
weisfiihrung nachtriiglich nochmals durch, so iiberzeugt man sich 
schnell, daB sie auch auf Falle mit mehr Lasten und selbst auf 
einen Korper von anderer Gestalt und von anderer Belastungs­
weise sinngemaB ubertragen werden kann. Wir durfen daher 
Gl. (56) auch in der allgemeineren Form 

oA --=y 
oP; t 

(57) 

anschreiben, in der Pi irgendeine der Lasten, und Yi die in del' 
Richtung von Pi genommene Komponente del' Verschiebung ihres 
Angriffspunktes ist. 

Diese Gleicbung spricht einen namentlich bei der Berechnung 
der statiscb unbestimmten 'l'ragkonstruktionen viel gebrauchten 
Satz aus. Er wurde von den italienischen Mathematikern, an­
scheinend zuerst yon Bttti aufgestellt, wii.hrend ihn der Ingenieur 
Custigliano, nach dem er gewohnlich benannt wird, zuerst in die 
praktische Anwendung bei den Festigkeitsberechnungen der Tech­
nik eingefiihrt hat. 

Bei der Ableitung der vorhergehenden Gleichungen wurde unter 
A die dem Korper durch die Arbeit der auBeren Krafte zugefiihrte 
Euergie verstanden. Bei den Anwendungen, die man von GL (57) 
macbt, setztman dagegen fur A den Ausdruck fiir die aufge­
speicherte Energie ein. Das ist also bei der Anwendung auf den 
gebogenen Balken der durch Gl. (49) geg-ebene Ausdruck. Diesel' 
Bedeutungswechsel ist zulassig, weil die aufgespeicherte Energie 
unter der bei allen diesen Betrachtungen selbstvers~iindlichen 
V oraussetzung einer vollkommen elastischen Formanderung stets 
gleich der zugefUhrten Energie ist. Daher andern sich auch beide 
urn gleiche Betrage, p 
wenn man ein Last- 8 C X 

differential d Pi zu tl+---P. ---+/J i =i den schon vorhandenen _ j 
Lasten hinzufiigt. !-------.l---r-------I>. 

Wir besprechen so- '+----'-', a b 
fort ein einfaches 1A,nd 
wichtiiJcS Beispiel fUr 

Abb.47, 

das bei del' Anwendung von Gl. (57) einzuhaltende Verfahren. 
Abb. 47 stellt einen Balken dar, der an drei Punkten unter­
stiitzt ist, so daB er zwei Offnungen mit den Spannweiten 
a und b uberdeckt. Er soIl 'eine Last P im Abstande p vom 
linken Auflager tragen, und gefragt wird nach den Auflager-
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kraften, die dadurch an den drei Stiitzpunkten hervorgerufen 
werden. 

Wenn dil' Stiitze am rechten Stabende fehlte, konnte man die 
Auflagerkrafte B und emit Hilfe des Momentensatzes sofort in 
bekannter Weise berechnen. In diesem FaIle wiirde der nach rechts 
hin vorkragende Teil des Stabes gerade bleiben, und seine Achse 
wiirde im Stiitzpunkte C eine Tangente an die elastiscbe Linie. 
bilden, zu der der linke Teil der Stabachse verbogen wiirde. Die­
selbe Formanderung nach Abb. 48 tritt auch ein, wenn die rechte 
Stiitze zwar vorhanden ist, aber keinen Widerstand gegen ein Ab­
heben des Stabes zu leisten vermag. Del' Sinn der gestellten Auf-

p gabe kommt aber dar-k auf hinaus, die Auf-1 p-----i> l~! lagerkraft !- an der 
___ _ rechten Stutze unter 

:=::::::=----- der V oraussetzung zu 
Abb. 48. herechnen, daB die 

Stiitze nicht nur eine Senkung, sondern auch eine Hehung des 
rechten Stabendes zu verhindern vermag. 

Jedenfalls lehrt uns diese Uberlegung schon. daB die Auflager­
kraft X am Balken nach abwarts hin geht, daB es sich also bei 
ihr nicht urn einen Auflagerdruck, sondern urn einen Auflagerzug 
handelt. Mit diesem Pfeile wurde X auch schon in Abh. 47 ein­
getragen. Aus Gleichgewichtsbetrachtungen allein kann man X 
offenbar nicht berechnen, da diese Kraft zur Herstellung des 
Gleichgewichts am starren Korper neb en der Last P und den Auf­
lagerkrliJten hei B und C iiberhaupt nicht notig ware. Die Auf­
gabe ist also statisch unbestimmt und sie kann nur durch ein 
Eingehen auf die elastische FOl'manderung des Balkens gelost 
werden. 

Das kann noch auf verschiedene Art geschehen. Zuerst wollen 
wir uns des Verfahrens von Castigliano dazu bedienen. Wir den ken 
uns· die Auflagerkraft am rechten Tragerende durch eine Last X 
ersetzt, die wir so groB anzunehmen haben, daB sich ihr Angriffs­
punkt weder hebt noch senkt. Fiir das Zusammenwirken del' 
beiden Lasten P und X HiBt sich die aufgespeicherte Formll.nde­
rungsarbeit nach Gl. (49) als Funktion von P und X berechnen, 
wie wir sofort zeigen werden; Durch Differentiation des damit 
gefundenen Ausdrucks nach .X erbalt man, wie Gl. (57) lehrt, 
den Weg des Angriffspunktes von X und zwar als eine lineare 
Funktion von P und X. Diesel' Weg ist gleich Null zu setzen, 
und damit erhalten wir eine Gleichung ersten Grades, die nach 
der Unbekannten X aufgelost werden kann. 

Der erste Schritt zur Losung der Aufgabe besteht in der Be­
rechnung del' Auflagerkraft B am linken Stiitzpunkte als Funk-
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tion von P und X. Aus dem Momentensatze erhalt man 

P(a-p) -Xb B = ---- - --- . 
a 

Rierauf berechnen wir die im ersten Balkenabschnitte von x = 0 
bis x = p aufgespeicherte Formanderungsarbeit AI' fUr die wir 
nach Gl. (49) 

p 

AI = 210j B2Xt dx = :1-i = [p~a_-~_~ ~J!J' 6~O 
o 

erhalten. 1m zweiten Balkenabschnitte, der von J.' = p bis J' = a 
reicht, ist 

Pp +Xb 
Mu=Bx-P(x-p)=- ----a-x+Pp, 

und daraus ergibt sich die Formanderungsarbeit An in diesem 
Abschnitte zu 

a 

A = -~ji[(PP + ~~.0~ x2 - 2 Pp . P.p±~~ X + p2p2] dx 
II 2EB a2 a 

p 

= 2~O [<pp-t-!W . aS~!7" _ 2 Pp . J>jJ -:; x:b . (t!-; p' 

+p2p2(a -p)]. 

1m dritten Abschnitte des Balkens von X = a bis x = a + b 
driickt man das Biegungsmoment Mm am einfachsten als Moment 
der rechts vom Querschnitte angreifenden Last X aus, indem man 

MIll = - Xu 

setzt, also unter u den Abstand vom rechten Tragerende versteht. 
Damit ergibt sich b 

1 (' _ X!b" 
Am= 2EO X2u 2du =SEB' 

0' 

Urn die statisch unbestlmmte GroSe X zu berechnen, haben wir 
jetzt die Gleichung 

O.d= 0 ax (58) 

zu bilden, nachdem darin A = AI + AlI + AlII eingesetzt ist. 
Damit erhalten wir eine Gleichung ersten Grades' fUr X, die sich 
nach langerer, abel' ganz einfacher Ausrechnung, die wir hier 
iibergehen wollen, auflosen laSt und 

Pp(ai_p') X= -
2ab(a + b) 

(59) 
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liefert. Damit ist das gesteckte Ziel auf dem von Castigliano an­
gegebenen Wege erreicht. 

Aber wir sind auf diesen Weg allein nicbt angewiesen. Ein­
tacber nocb kommt man bei dem vorliegenden Beispiele zum Ziele, 
indem man sich auf die bereits in § 27 abgeleiteten Rormeln 
stutzt, die sieb auf einen ganz ahnlicben Fall bezogen. Dabei ist 
es zweckmaBiger, zuerst den Auflagerdrnck C an der Mittelstutze 
zu berechnen, also C als statiscb unbestimmte GroBe anzuseben. 

Wir denken nns, wie in Abb. 49 angedeutet ist, die Mittelstiitze 
entfernt und dafUr eine nacb oben hin gerichtete Last 0 ange­
bracht, deren GroBe durcb die Bedingung bestimmt ist, daB sie 

? C 

~-*---p=. '-..,.l! J __ ~ J 

ihren Angriffspunkt 
um ebensoviel heben 
muB, als er bei dieser 
Stiitzungsweise des 
Balkens durcb die 
Last P gesenkt wird. 

Die Senkung durch Abb.49. 
P folgt aus Gl. (45) 

von § 27, iridem wir darin, den bier gebrauchten Bezeicbnungen 
entsprechend, x ·durcb a ersetzen, wahrend die dort gebraucbte 
Bezeicbnung 1 fUr die Strecke a + b in Abb. 49 aucb bier bei­
behaltenwerden mag. Damit ergibt sicb die Senkung des An­
griffspunktes von C durch die Last P zu 

Ppb (l2 2 2) 
6EOl -p - b • 

Andererseits folgt die Hebung dieses Punktes durch die Kraft a 
selbst aus Gl. (46) zu 

Cab ('2 2 2) 
6EOl • -a - b . 

lndem man beide Werte einander gleichsetzt und dabei beachtet, 
daB 1 = a + b ist, folgt nach einfacher Rechnung 

C = Pp(a! + 2ab-::-: 1>.1) • (60) 
2a'b 

Nachtriiglich kann man daraus auch noch den vorher mit X 
bezeichneten Auflagerzug am recbten Aliflager aus der fUr den 
linken Stiitzpunkt des Tragers angeschriebenen Momentengleichung 

Oa = Pp + X(a + b) 

berechnen. Setzt man niimlich 0 aus Gl. (60) ein und lOst nach 
X auf, so kommt man wieder auf den durch Gl. (59) angegebenen 
Wert zuriick, was zur Bestatigung dafiir dienen kann, daB bei 
den Ausrechnungen keine Rechenfebler vorgekommen sind. 
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Nachdem die Auflagerkrafte fUr den Fall einer Einzellast be­
rechnet sind, kann man die Losung derselben Aufgabe fUr den 
Fall einer beliebigen Belastung des Tragers daraus in sehr ein­
facher Weise zusammensetzen. Jede der Lasten Pu P2 ... , aus 
denen die ganze Belastung hesteht, bringt namlich fUr sich ge­
nommen einen Mittelstiitzendruck C nach Gl. (60) hervor, und 
der gesamte Auflagerdruck folgt daraus durch Summierung der 
einzelnen Beitrage Zn 

C _ ~ Pp(a 2+ 2ab - p') (61) 
-.:::.,; 2a"b ' 

J.~doch mit dem Vorbehalte, daB bei den Lasten, die zur rechten 
Offnung gehoren, der in dieser Formel votkommende Abstand p 
vom rechten Auflager zu zahlen und zugleich a mit b zu ver­
tauschen ist. 

§ 29. Die Einflu.1mnien. Wir geben jetzt noch eine dritte 
Losung fur die unmittelbar vorber behandelte Aufgabe. Wir 
denken uns in Abb. 47 die Mittelstutze des Tragers entfernt und 
an ibrer Stelle eine Last angebracbt, die wir gleich der Lastein­
heit, also etwa gleich 1 t oder 1 kg wahlen. Hierauf ermitteln 
wir die Gestalt der Biegungslinie, die durch eine solche Belastung 
hervorg9rufen wird. Die Ordinaten dieser Linie tragen wir in einer 
passend gewahlten starken Verzerrung (vielleicht in 100- oder 
alJch lOOO-facher GroBe) ab und gelangen damit auf eine im 
MaBstab auszufUhrende Zeichnung nach der Art von Abb. 50. 

Die Ermittelung dieser verzerrten elastischen Linie erfolgt ent­
weder auf graphischem Wege, indem man das zur Belastung 
P = 1 von del' Stelle p = a 
gehorige zweite Seileck nach den 
Lehren der graphischen Statik 
herstellt, oder man berechnet 
eine Anzahl von Ordinaten nach 
den Gleicbungen (44) und (45) 
fiir die beiden Aste. Zu diesem 

Abb.50. 

Zwecke hat man z. B. fUr den linken Ast in Gl. (44) ·l = a + b, 
ferner p = a und q = b einzusetzen, womit die Gleichung iiber-

geht in . _ :Pb ( 2 + 9) 
YI-SEOl a 2ab-x x. (62) 

Nachtraglich hat man darin noch P gleich del' Lasteinbeit anzu­
nehmen und nach zahlenmaBiger Ausrechnung des vor der Klam­
mer stehenden Beiwertes ibn mit del' als passend erscheinenden 
Verzerrungszahl zu multiplizieren, urn zu einer gut brauchbaren 
Zeichnung zu gelangen. Die Gleichung ist vom dritten Grade in 
x, und der linke Ast der Biegungslinie bildet daher ein Stuck einer 
sogenannten kubischen Parabel. Das gilt auch vom rechten Aste; 
nur gebBren beide nicht zu derselben kubischen Parabel. 
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In § 28 hatten wir im Zusammenhange mit den Gleichungen (50) 
den Begriff der EinfluBzahlen eingefiihrt. Wenn wir davon Ge­
brauch machen, konnen wir Gl. (62) auch in der Form 

~_ b (S 1I) cxxa ,- 6E()l a + 2ab - x x (63) 

anschreiben. Dabei deutet der erste Zeiger an Ci auf den Quer­
schnitt x in Abb. 50 und der zweite auf den Querscbnitt a hin, 
in demselben Sinne wie diese Zeiger friiher in § 28 gebraucht 
wurden. Nach dem durch die Gleichungen (54) ausgesprochenen 
Maxwellschen Satze liber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen ist 
aber Ciaz = ((x a , und man hat daher auch 

b 
cxax = 6E()Z (a2 + 2ab - x2) x. 

N ach diesen Vorbereitungen kehren wir zu del' vorher im An­
schlusse an Abb. 49 behandelten Aufgabe zuriick, eine nach oben 
hin gerichtete Kraft 0 an der Stelle der dabei entfernt gedachten 
Mittelstiitze so zu wahlen, dafl ihr Angriffspunkt unter der gleich­
zeitigen Belastung des Tragers durch die beiden Krafte P und 0 
in Ruhe bleibt. Die Bedingung darnr lautet 

und daraus erh1tlt man als Losung der Aufgabe die Gleichung 

(64) 

in del' die C( aus der im Maflstabe ausgefiihrten Zeichnung nach 
Art der Abb. 50 unmittelbar entnommen werden konnen. 

Wahlt man den MaBstab, nach dem man die Strecken IX in 
Abb. 50 ausmiflt, nachtl'aglich so, daB CXaa = 1 wird, so gibt die 
in dies em neuen MaBstabe ausgemessene Strecke C(xa unmittelbar 
die zur Laststelle x gebOrige Einflu(jzahl fiit" den Mittelstiltzen­
druck an. Die Linie, zu der aIle diese Ordinaten Cixa gehOren, wird 
daher auch als die Ein(lu(jlinie bezeichnet. 

Man kann die vorhergehenden Erorterungen zu dem Satze zu­
sammenfassen, daB die zu einer Last P = 1 an der Stelle det· 
MitfelsfiUze ge1l0rige Biegungslinie zugleich die EinflufJlinie auf 
den MitlelstiUzendruck fur den uber zwei O/fmf,ngen durchlaufen­
den Balken bildet. 

Nachdem man die Einflufllinie, etwa auf graphischem Wege 
mit Hilfe eines "zweiten Seilecks" aufgetragen hat, kann man 
auch fiir jede Stellung einer beliebig gegebenen Lastgruppe, also 
etwa eines Eisenbahnzugs, del' iiber die Brocke fahrt, den Mittel­
stiitzendruck in sehr einfacher Weise daraus ableiten. Dazu ist 
nur notig, jede Last mit der zur gleichen Abszisse gehOrigen Ein­
AuB7.ahl zu multiplizieren und aIle diese Produkte zu addieren. 
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Sob aId man abel' den Mittelstiitzendruck hat, folgen daraus auch 
die Auflagerkrafte an den Endstiitzen aus Momentengleichungen. 
)Iran kann dann ferner auch fiir jeden Querschnitt des Tragers 
das del' betreffenden Laststellung entsprechende Biegungsmoment 
ausrechnen. Oder man kann auch, wenn man die graphische Lo­
sung vorzieht, zu der ins Auge gefaBten Laststellung die Mo­
mentenfliiche mit Hilfe eines ersten Seilecks herstellen, das man 
zu den gegebenen p 
Lasten und dem vor- B C 0 £ 
her festgestellten Mit­
telstiitzendruck zeich­
nen kann. 

Aus dies en Bemer­
kungen geht hervor, 
dil B die Festigkeits­
berecbnung eines iiber 
zweiOffnungen durch-
laufenden Tragers 
nach del' Erledigung 
der Vorarbeit des Auf-
tt'agens del' EinfluB-
linie keine wesentlich 
groBeren Schwierig­

C-l 

Abb.51. 

keiten mehr macht als die eines statisch bestimmten Tragel's, del' 
nul' eine einzige Offnung iiberdeckt. 

Mit Hilfe von Abb. 51 solI noch auseinandergesetzt werden, 
wie ~an dasselbe Verfahren auch fiir die Berechnung eines iiber 
drei Offnungen hinwegreichenden und daher zweifach statisch un­
bestimmten Tragers anwenden kann. Man denke sich beide Mittel­
stiitzen entfernt uud an del' Stelle a eine Last C = 1 angebracht 
(entweder nach abwarts oder auch nach oben hin gerichtet, wie 
man will). Die zu diesem BelastungsfaHe gehOrige Biegungslinie 
ist wie in Abb. 5b aufzutragen. Sie liefert zu den Querschnitten a, 
b und dem belie big herausgegriffenen Querschnitte x die EinfluB­
zahlen aaa' "ba und "xa' Hierauf zeichnet man darunter eine 
)'.weite Biegungslinie fiir den wiederum nur an beiden Enden unter­
stiitzten Trager, die zu einer Last D = 1 am Querschnitte b gebort. 

Um nach diesen Vorarbeiten die zu einer Last P im Quer­
schnitte x gehorigen Auflagerkrafte 0 und D zu ermitteln, schreibt 
man die Bedingungsgleichungen dafiir an, daB sich die Angriffs­
punkte von C und D beim Zusammenwirken diesel' Krafte mit 
der gegebenen Last P am ganzen Balken wedel' heben noch senken 
diirfen. Diese Gleichungen lauten 

"aa C + aabD = "axP , }' 

a"a C + abb D = "b:e P 
(65) 
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Dabei bestehen zwischen den EinfluBzahlen nach dem Max­
wells chen Satze die Beziehungen "ax = a",a und IXbx = "",b sowie 
auch "ab = a ba • Die letzte Ubereinstimmung kann :mr Prufung 
der GenRuigkeit del' Zeichnung verwendet werden. Die anderen 
dagegen fUhren dazu, daB aUe in den vorstehenden Gleichungen 
vorkomnienden a aus der Zeichnung entnommen werden konnen 
Berncksichtigt man dies und lost nach C auf, so erhalt man 

(66) 

Der Wert von .D ergibt sich daraus, indem man die Zeiger a und b 
an den auf del' rechten Beite del' Gleichung yorkommenden Ein­
fluBzahlen miteinander vertauscht. 

Die EinflufJlinie fur den MittelsfiUzendruck C wird erhalten, 
indem man fUr eine Reihe von Werten del' .Abszisse x und fUr 
den Wert P = 1 den Ausdruck (66) ausrechnet und die erhaltenen 
Werte in einem geeigneten MaBstabe in einer besonderen Zeich­
nung als Ordinaten auftriigt, die zu den .Abszissen x gehoren. 
Ebenso kann manaueh die EinfluBlinie ffir die Auflagerkraft .D 
auftragen. Nachdem dies alIes geschehen ist, vermag man genau 
so, wie es vorher beim Trager iiber nur zwei 0ffnungen besprochen 
wurde, zu jeder SteHung einer vorgeschriebenen Lastgruppe die 
statisch unbestimmten Auflagerkrafte C und D anzugeben. Die 
weitere Festigkeitsbereehnung, also die Ermittelung del' Biegungs­
momente usf. erfolgt von da ab ebenso, als wenn es sich urn einen 
statisch bestimmten Trager handeite, der nul' an den beiden End­
stiitzen aufruhte, und bei dem auBer den nach abwarts gehenden 
Lasten auch noch zwei nach oben gerichtete Lasten C und D 
vorkamen. 

§ 30. Der Stab auf nachgiebiger Unterlage. Wir denken 
uns einen Stab von del' Lange 2 a (vgl. Abb. 52) auf den Erd-

p boden gelegt und in del' Mitte 
durch eine Last Pbelastet. Ge· 
fragt wird, nach welehem Ge­
setze sich der Druck auf den 
Boden fiber die Btablange hin 

a ---...+----a 

~??~?3;;t~;;:;:::~~~?8~,?~~-;/;::.?/ verteilt, ferner um wieviel del' 

y 

Abb.52. 

Boden an den verschiedenen 
Stell en nachgibt oder aueh, was 
auf dasselbe hinauskommt, wie 
del' Stab durch die an ihm an­
greifenden Krafte gebogen wird. 

Die hier aufgeworfenen Fragen sind hauptsacblich fUr die Be­
reehnung des Eisenbahnoberbaues von Bedeutung. In ahnlicher 
Gestalt treten sie abel' auch in manchen anderen Flillen auf. Bei 
einer Eisenbahnquerschwelle kommen zwei Lasten vor, die von 
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den Schienen auf die Sehwelle iibertragen werden. Wir wollen 
abel' jetzt bei dem dureh Abb. 52 dargestellten einfacheren Be­
lastungsfalle stehenbleiben, da .sieh, naehdem er erledigt ist, 
ohnebin leieht einsehen laBt, wie man die dabei anzustellenden 
Uberlegungen auf andere Falle zu iibertragen hat. 

Bei unserer Aufgabe haben wir es mit einem Zusammenwirken 
von zwei elastiseh naehgiebigen Korpern zu t.un. Von welehen 
Gesetzen die Biegung des Stabes abhangig ist, wissen wir bereits. 
Von del' elastischen Nachgiebigkeit des Erdbodens weiB man da­
gegen znnachst nur, daB sie jedenfalls vall del' GroBe des darauf 
i'lbertragenen Druckes abhangen wird, . und zwar die Einsenkung 
all jeder Stelle vorwiegend von dem an diesel' Stelle selbst und in 
del' nachsten Nachbarschaft iibertragenen Drucke. Ferner latH 
sich auch aus del' Erfahrung schlieBen, daB die Formanderung, 
die del' Erdboden unter einer solchen Belastung erfahrt, in den 
praktiseh vorkommenden Fallen, fUr die eine nahere Berccbnung 
verlangt wird, als nahezu vollkommen elastisch angesehen werden 
dal'f. Dies geht namlich aus der Beoachtung hervor, daB eine gut 
verlegte und gleiehmaBig unterstopfte Eisenbahnsehwelle viele 
Tausende von Lasten wahrend des Eisenbahnbetriebes libel' sich 
hinweggehen laBt, ohne daB sie im Erdboden versinkt, obsehon 
jede einzelne Last eine recht merkliehe und ohne besondere Hilfs­
mittel wahrnehmbare Einsenkung hervorbringt. 

Die sieh hier einstellende Frage nachdem genaueren Gesetzc 
del' elastischen Formanderung, die .ein weithin ausgedehnter Korper 
wie del' Erdboden in del' Nahe del' AngriffssteUe einer Einzellast 
erfahrt, bildet eine Aufgabe del' hoheren Festigkeitslehre, die eine 
befriedigende Lasung bereits gefllnden hat. Bei del' Bereehnung 
des Eisenbahnoberbaues und bei allen ahnlichen Aufgaben macht 
man aber keinen Gebraueh von dieser Lasung, weil die sieh darauf 
stiitzenden Rechnungen viel zu umstandlich wiirden. Man behilft 
sich vielmehr mit einem viel einfaeheren Ansatze, del' zwal' nicht 
gam richtig, abel' fUr diose Zwecke genau genug ist. 

Man nimmt namlich an, daB die im unteren Teile von Abb. 52 
in starker Verzerrung angegebene Einsenkung y dem gerade an 
dieser Stelle iibertragenon, auf die Langeneinheit des Stabes be­
zogenen Drllcke p proportional Zll setzen SBl. Man setzt also 

11 = ky, (67) 

worin k ein von del' Art del' Bettung und ihren elastiilchen Eigen­
sehaften abhangiger Pestwert ist, den man als die Bettungs.?iffCt· 
bezeiehnet. Mit Riicksieht auf diesen Zusammenhang kann man 
daher den unteren Teil von Abb. 52 nicht nul' als einc Darstellung 
del' elastischen Formanderung von Stab und Erdboden sondern 
zugleieh auch als ein Diagramm del' Lastverteilung iiber den 
Erdboden in del' Langsrichtung des Stabes ansehen, €las nach 

Tcubn. Leitt. 17: J<' (i p pI, Grundzfige der Fe.tigkeitslebre 8 
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einem in Ubereinstimmung mit Gl. (67) stehenden MaBstabe aus­
zumessen ist. 

Da die Diagrammlinie zugl~ich auch die Biegungslinie des 
Stabes angiht, muB sie der Differentialgleichung (37) von § 27 

. d!y 
EO -- = - 1JJ (68) 

I dx' \ 

geniigen. Die BiegungssteifigkeitE 0 des Stabes kann darin a Is 
gegeben angesehen werden. Das Biegungsmoment M, das zu einem 
bestimmten !:'tabquerschnitte gehort, ist dagegen vorlaufig eben so­
wenig bekannt wie die Ordinate y. 

Hier erinnern wir uns des schon in § 21 besprochenen Zusammen­
hanges zwischen Biegungsmoment M und Schubkraft V, der (la-
mals in Gl. (2) _ dM 

1 = ax 
ansgesPlochen wurde. DaB die den Balken biegenden Lasten hier 
aus den nach oben gerichteten Auflagerkraften bestehen, die vom 
Erdboden darauf iibertragen werden, wahrend in § 21 eine nach 
abwarts gericbtete Belastung vorkam, andert an dieser Beziehung 
nichts, ebensowenig auch, daB die hier vorkommenden Lasten ste­
tig verteilt sind, wahrend damals Einzellasten betracbtet wurden, 
da man sich jede stetige Belastung auch durch eine sehr groBe 
Zahl entsprechend kleine1' und seb1' nahe beieinander liegender 
Einzellasten ersetzt denken kann. 

Urn in Gl. (68) V an Stelle von M treten lassen zu konnen, 
differentiieren wir die Gleicbllng nach x und erhalten 

EO ~!8 = - ~~ = - V. (68 e.) 

Aueh V ist uns zwar nicht unmittelbar gegeben; aber wir wissen 
doch, daB sich V von einem Querschnitte x zu einem Nachbar­
querschnitte x + d x urn ein Differential d V andert, das gleich 
pdx ist, so daB man d V 

fix =1' 

hat. Urn p an Stelle von Veinfiihren zu konnen, geniigt es daher, 
die vorbergehende Gleichung ncchmals nach x 7,U differentile1'en. 
Damit erhalten wir 

FlO d4 y = _ ~X 
dx' d.r·- P 

und in Verbindnng mit dem durch Gl. (67) ausgesprochenen An­
satze konnen wir dafiir 

(69) 

schreiben. In dieser G1eichung kommt nur noch ("ine unbekannte 
Funktion y von .1" vor. Sie ist zwar eine Diife1'entialgleirhung 
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viertel' Ordnung, aber von besonders einfacher Art, so daB ihre 
Lasung gar keine Sch wierigkeiten macht. V orher schreiben wir 
sie unter Zusammenfassung der darin vorkommenden Festwerte 
kiirzer an in der Form d'y 

dx' = - 4ex4 y, (70) 

indem wir unter ex den unveranderlichen und als gegeben anzu­
sehenden Wert 

(71) 

verstehen. Hierauf konnen wir die allgemeine Losung der Diffe­
rentialgleichung in der Form 

.II = 01 e""cosax + 02eaxsinIXx + Cse-u""cosax 

+ C4 e- ax sinax (72) 

anschreiben, in der unter den ° die vier willkiirlicben Integra­
tionskonstanten zu versteben sind, die in der allgemeinen Losung 
einer Differentialgleichung vierter Ordnung vorkommen mussen. 

Urn die Richtigkeit der Lasung zu beweisen, bilden wir die 
Differentialquotienten des aufgestellten Ausdrucks nach den ge­
wahnlichen Differentiationsregeln und erhalten der Reihe nach bei 
passender Zusammenfassung der einzelnen Glieder 

~.~ = IX lea", cosex.c (°1 + 02) + eax sinax (02 - 01) 

+ e-a"'cosax(04 - Os) + e-aXsinax(- 0 3 - C4JJ 
d'lL = 2a2 [eaXcosax. ° - e'''''sinax. C - e-axcoSax, C d x' 2 1 4. 

+ e-axsinaX' Os] 

d~,!! = 2 a~ [ea." cosa x (0 - C) - c" x sina X (0 + ° ) dx" 2 1 1 2 

+ c- ax COSIXX (Os + 04.) + c-«Xsinax(O", - 0,)] 

d~ = __ 4a4 [c"" COSexX' ° + e"xsinax . 0 dx' . 1 2 

+ e- "xcOsax • Os + e- ax sinax . 04.]' 

Beim Vergleiche des vierten Differentialquotienten mit dem 
Ausgangswerte fiir y in Gl. (72)erkennt man auf den ersten Blick, 
daB wir hiermit in del' Tat eine Lasung von Gl. (70) gefunden 
baben, und daB sie die allgemeinste Lasung dieser Gleichung ist, 
folgt daraus, daB sie die notwendige Zahl von vier willkurlichen 
Integrationskonstanten enthiilt. 

Die allgemeine Lasung gilt nicht nul' fiir den durch Abb. 52 
bezeichneten Belastungsfall, sondern fiir jeden Ast del' elastischen 
Linie eines Stabes auf nachgiebiger U nterlage, der eine Anzahl 
beliebig verteilter Einzellasien aufzunehmen hat. Insbeso~~ere 
gilt sie auch filr die Eisenbahnquerschwelle. Die Zahl der Aste, 

8* 
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zwischen denen man zu unterscheiden hat, ist stets urn Eins groBer 
als die Zahl del' Lasten. Zwischen je zwei Lasten und zwischen 
jed em Stabende und der ihm henachbarten Last liegt namlich ein 
Ast, fUr den alIe vier Integrationskonstanten ° der allgemeinen 

.Losung besonders zu ermitteln sind. Dazu gehOrt bei n Asten 
die Auflosung von 4n Gleichungen e1'sten Grades nach den 4n 
unbekannten Integrationskonstanten. Die Rechnungen werden da­
her bei einer groBeren Zahl von Asten seh1' umstiindlich, wenn sie 
auch an sich nicht schwie1'ig sind, sondern nul' viel Zeit und. Ge­
duld erfordern. 

Hier wollen wir uns damit begnugen, fUr den durch Abb. 52 
bezeichneten einfachsten Fall die Bedingungsgleichungen aufzu­
stellen, denen die Integrationskonstanten genugen mussen. Da 
der rechte Ast symmetrisch zum linken ist, reicht es aus, den lin­
ken Ast zu betrachten. 

Am linken Stabende in Abb. 52 wird das Biegungsmoment lJ1 
und die Scherkraft V zu Null, und daher muB dort auch, wie 
aus den Gleichungen (68) und (68a) hervorgeht, der zweite und 
der dritte Differentialquotient von y zu Null werden. Seht man 
in den daflir aufgestellten Ausdriicken x = 0 ein, so erhint man 
die beiden Bedingungsgleichungen 

Os - 04 = 0 und 02 -.01 + Os + 04, = O. 

Ferner muB in der Stabmitte, also am rechten Ende des linken 
Astes wegen del' Symmetrie die elastische Linie eine horizontal 
gerichtete Tangente haben. Fiir x = a muB daher der erste Diffe­
rentialquotient zu Null werden, woraus sich die Gleichung ergibt 

e"4cosaa· (01 + 02) + eaasinaa· (02 - 01 ) 

+ e-aacosaa· (04,- Os) + e-aasinaa(- 0s- 04) = O. 

Endlich weiB man noch, daB die Schubkraft V unmittelbar vor 
del' Stabmitte gleich t P sein muf.l, da der Symmetrie wegen die 
Summe der Auflagerkriifte fiir jede Stabhitlfte gleich der Halfte 
der Belastung ist. Daraus erhlilt man mit Riicksicht auf Gl. ( 68 a) 
die Bedingungsgleichung 

2aS[euacosaa(Ot-01) - e'Wsinaa(Ol + 02) 
. p + e-rxa cosaa (Os + C4) + e-aaSlllaa (C4 - Os)] = - 2EO' 

Die Auflosung del' vier Gleichungen nach den Unbekannten 0 soIl 
hier unterbleibeu. 

Dagegen moge noch auf eine etwas andere Art der Behandlung 
der Aufgabe hingewiesen werden. Man hatte niimlich fur das Bei­
spiel in Abb. 52 die allgemeine Loaung (72) der Differentia.lgleichung 
von vornherein auf den rechten Ast der elastischen Linie anwenden 
konnen, und zwar so, da.B man die Abszisaen x von einem in der Stab­
mitte liegenden UrRprunge aus naeh rechts hin positiv gezahlt hatte 
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Dann halte man fiir x = 0 die Grenzbedingungen V = - .1 P und d~-!{ = 0 
2 x 

und fiir daB rechte Stabende x = a die Grenzbedingungen V =0 und 
M = 0 zu verwenden gehabt. Mit dieser Art der Darstellung ist der 
Vorteil verbunden, da6 man in der gefundenen Liisung nachtra~lich 
auch a = 00 annehmen kann. Damit findet man die Druckverteilung 
einer 8ehr langen Schit'ne, die auf den Erdboden gelegt ist und eine 
Einzellast in der Mitte zu tragen hat. Die Auerechnung 1ehrt, daB 
in diesem Falle in verhaltnisma6ig gro6en Abstanden von der Last­
angrilIsstelle der Druck p und die Ordinate y negative Werte an­
nehmen. Die Schiene mii6te sich daher dort vom Boden abheben, 
wenn sie daran nicht durch das bei dieser Betrachtung veniachlassigte 
Eigengewicht verhindert wurde. 

§ 31. Die krummen Stabe. Bisher war zwal' immer nul' von 
geraden Stab en die Rede. Man kann aber die fUr sie abgeleiteten 
Lebren wenigstens zum groBen Teile und mit gel'ingfiigigen Ande­
l'ungen auch auf andere langgestl'eckte Korper iibel'tragen, deren 
Mittellinie oder Stabachse (wie wil' auch hier sagen wollen) Echon 
im unbelasteten Zustande gekl'iimmt ist. Wesentlich fUr die Mog­
licbkeit einer solchen Ubertragung ist nur die V oraussetzung, daB 
sowohl die StabHtnge als auch del' Kriimmungshalbmesser der 
Stabachse an allen Stellen als groB angeseben werden konnen im 
Vergleiche zu den Querschnittsabmessungen. 

Urn diese Voraussetzung noch besonders bervorzuheben, spricht 
man auch von "schu'ach gekriimmten Stiiben" und stent ihnen die 
stark gekriimmten gegeniiber, unter den en solche einigermaBen stab­
ahnliche Karper zu verstehen sind, bei denen die Kriimmungs­
halbmesser der Stabachse nicht allzuviel graBer sind als die Quer­
schnittsmaBe. Eine solche Karpergestalt hat aber zur Folge, daB 
die Stablange ebenfalls verbaltnismaBig klein ist, wenn sich der 
Korper nicht gar (ganz oder nahezu) zu einem ringfOrmigen Karpel' 
zusammenschlieBen solI. 

Hiermit entfernt man sich aber soweit von dem nrsplunglichen 
Begriffe des Stabes, auf den sich die Biegungslehre zunachst aHein 
bezieht, daB man sich nicbt daruber wundern darf, wenn die be­
denkenlose Ubertragung der in del' Biegungslehre abgeleiteten 
Gesetze oder auch der Annahmen, die sich bei ihr bewahrt haben, 
auf Karper von so stark davon abweichender Gestalt gelegentlich 
zu Folgerungen fiihrt, die durch die Erfahrung keineswegs be­
statigt werden. Das gilt besonders von der Festigkeitsberechnung 
der Haken. Bei dieser ist es fruher fast aUgemein ublich gewesen, 
die bei der Biegungslehre des Stabes bewahrte Annabme zugrunde 
zu legen, dafl die Querschnitte bei der Formanderung eben blieben. 
Auch jetzt werden vermutlich viele noch an dieser nicht nnr UD­

begriindeten, sondern auch zu recht umstandlichen Rechnungen 
fiihrenden Annahme festhalten. Abel' die l<'olgerungen, zu denen 
man dabei gelangt, stehen im Widersprucbe mit der Erfahrung, 
insbesondere mit den Ergebnissen von D auerversuch en , die zur 
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Priifung dieser Theorie im Miinebener Festigkeitslaboratorium 
durehgefdhrt wurden. .. 

Diese Bemerkungen sollten zur Warnung vor voreiligen rber 
tragungen der Ansatze der Biegungslebre auf zu stark vom Be­
griffe des Stabes abweichende Korperformen vorausgesehickt wer­
den. Hier aber wollen wir uns weiterhin nur mit den schwach 
gekriimmten Stltben beschaftigen, bei denen diese Bed.enken nich1 
bestehen. 

Die Moglichkeit, die meisten Satze der Biegungslehre aueh auf 
sehwaeh gekriimmte Stabe zu iibertragen, berubt auf del' folgen­
den Uberlegung. Man denke sich einen urspriinglich geraden Stab 
in geeigneter Weise helastet, in solcher Art daB die elastisehe 
Linie eine Gestalt annimmt, die mit del' Gestalt del' Stabmittel­
linie des krummen Stabes im unbelasteten Zustande iibereinstimmt. 
Zugleieh nebmen wir dabei an, daB der urspriinglieh gerade Stab 
aus einem Stoffe bestehe, der sieh hinreiehend weit verbiegen laBt, 
ohne daB die Proportionalitatsgrenze damit iibersehritten wiirde. 
Diese Annahme ist unbedenklieh, weil wir ausdriieklieb einen 
sehwach gekriimmten Stab vorausgesetzt haben. 

Naehdem der urspriinglich gerade Stab die gewiinsehte Gestalt 
angenommen hat, fiigen wir zu der Gleiehgewichtsgruppe von 
Lasten, die ihn in diesen Zustand gebraeht hat, noeh eine. weitere 
Gleiehgewichtsgruppe von auBeren Kraften hinzu, die genau mit 
jener iibereinstimmt, die dem urspriinglieh schon gekriimmten 
Stab aufgebiirdet werden soil. Unter der Voraussetzung, daB beide 
~tabe nicht nul' gleichen Querschnitt, sondern auch gleiehe ela­
stische Eigensehaften haben und daB die Pl'oportionalitatsgrenze 
des Baustofl'es aueh hei der weiteren Formanderung nicht iiber­
schritten wird, werden sie sieh der neu binzukommenden Belastung 
gegeniiber aueh beide gleich verhalten. Dies folgt aus dem Super­
positionsgesetze in seiner Anwendung auf den urspriinglich geraden 
Stab, und dadureb sind wir in den Stand gesetzt, aueh das Ver­
halten des krummen Stabes unter der von ihm aufzunehmenden 
Belastung vorauszusagen. 

Weiterhin wollen wir uns auf die Dntersuchung eines Stabe>, 
besehr!inken, des sen Mittellinie im unbelasteten Zustande eine 
ebene Kurve bildet. Der Querschnitt des Stabes solI iiberall gleich 
sein und eine der beiden Quersehnittshauptachsen solI in die Stab­
ebene fallen. Aueh die Belastung, die der Stab aufzunehmen hat, 
moge ausschlieBlieh aus Kraften bestehen, deren Riehtungslinien 
selbst in der Stabebene enthalten sind. Dnter diesen Umstanden 
diirfen wir von vornherein erwarten, daB die Stabaehse auch nach 
del' Formanderung, die sie unter diesen Lasten erfahrt, immer 
noch eine ebene Kurve bildet. 

Wir fassen jetzt ein Stabelement ins Auge, das von zwei Quer­
sehnitten begrenzt wird, die im Abstande ds voneinander liegen. 
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Del' Winkel, den die beiden Querschnitte schon im uubelasteteu 
Zustande miteinander einschlieBen, sei mit d CPo und der Kriimmungs­
halbmesser der Stabachse an dieser Stelle mit 1'0 bezeichnet. Zwi­
schen diesen GroBen besteht del' Zusammenhang 

(73) 

An einem urspriinglich geraden Stabe muSte, urn den Kriim­
mungshalbmesser 1'0 hervorzubringen, an dieser Stelle ein "Ersatz­
biegungsmoment" No bestehen, fiir das mau nach Gl. (21 a) von § 24 

M - ~~ (74) 
0- '1'0 ' 

erhalt. Kommt das von del' Belastung des krummen Stabes her­
riihrende Biegungsmoment M nocb hinzu, so verbiegt sich del' ur­
spriinglich gerade Stab noch weiter zu einem Kriimmungshalb­
messer 1', so daB 

M +M =EO o l' 

ist. Dllrch Subtraktion beider Gleichungen voneinander erhiUt man 

M = EO (~-~) 
1V ro' 

giiltig zugleich auch fUr den krummen Stab. StiUschweigend ist 
dabei vorausgesetzt, daB die Vorzeichen von M und No entweder 
gleich oder daB sie wenigstens fUr beide nach derselben Uberein­
hnrt festzusetzen seien. Das ist eine lastige Bedingung, deren 
Nichtbeachtung leicht zu Fehlern fiihren kann und von der wir 
uns daher freimachen wollen, indem Wir die vorige Gleichung 
in der allgemeineren Form 

(75) 

anschreiben. Wir behalten unsdamit vor, das Vorzeichen erst 
spater, je nach den besonderen Verhaltnissen im einzelnen Falle 
der Anwendung der Gleichung festzusetzen. 

Aus den Gleichungen (73) und (74) folgt noch 

und entsprechend auch 

M. ds 
drpo= -~(i 

(Mo+ M)ds drp = ------' 
EO 

Bezeichnen wir mit LJdrp den Winkel, um den sich die beiden 
aufeinander folgenden Querschnitte des krummen Stabes wahrend 
der Verbiegung durch das Moment M gegeneinander drehen, so 
fu~ Mds 

LJdrp = drp - dcpo = ± EiT' (76) 
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wobei aus demselben Grunde wie zuvor, also vorsichtshalber, das 
Vorzeichen reehts unbestimmt gelassell wurde. 

DaB die dureh das Moment M hervorgerufenell Biegungspan­
nungen in derselben Weise wie beirn geraden Stabe, also naeh 
Gl. (18) von § 24 zu bereehllen sind, bedarf nach dem, was vor­
ausging, kaurn noeh einer besonderen Bemerkung. 

Ferner konnen wir jetzt auch in Anknupfung an § 28 die Forrn­
anderungsarbeit d A. angeben, die in dem Elemente des im krummen 
Zustande spannungslosen Stabes wahrend del' Biegung durch M 
aufgespeichert wird. Man erhalt dafiir ebenso wie in Gl. (48) 
von § 28 

(77) 

In dies ern Faile hat das in GI. (76) vorkommende doppelte 
Vorzeichen keine Bedeutung mehr, da auch ein negatives M ein 
positives Quadrat liefert. Fur den ganzen Stab erhalt man 

J'M' 
A. = 2EO ds. (78) 

Die darin vorgesehriebene Summierung hat sich iiber die ganze 
Stab lange zu erstreeken und ist entweder dureh eine Integration 
oder, wenn diese zu umstandlich oder nieht durchfiihrbar sein solIte, 
dunh Zerlegung del' Stabachse in eine genugende Anzahl von 
Teilen und Summierung uber diese auszufiihren. Unter Mist im 
letzten Falle del' sehlitzungsweise anzunehmende Durchschnitts­
wert fUr den betreffenden Teil zu verstehen. 

Die vorausgehenden Formeln beziehen sieh auf den Fall del' 
rein en Biegungsbeanspruehung des krummen Stabes. Bei den 
Anwendungen aufpraktisch vorliegende Festigkeitsaufgaben komrnt 
freilich gewohnlich daneben auch noch eine Beanspruchung durch 
Schubkrafte odeI' durch Norrnalkriifte hinzu. In del' Regel ist es 
abel' zulassig, die davon herriihrenden Beitrage zur Formanderungs­
arbeit gegenuber den von den Biegungsmomenten verursachten 
als ganz unerheblich anzusehen und sie daher zu vernachHissigen. 

Es kann abel' auch vorkommen, daB zufalligel'weise die Bie­
gungsmomente bei einer bestimmten Art del' Belastung des Stabes 
seb1' gering ausfallen, und in solchen J<'allen ist es notwendig, auch 
die von den Normal- oder Schubkraftenbei del' Formanderung ge­
leisteten Arbeiten in Ansatz zu bringen. Namentlich sind bei den 
Bogentragern die Normalk1'afte in mancben Fallen zu beriicksich­
tigen. Wie dies geschehen kann, muB daher auch noch besprochen 
werden. 

Ein Stabelement, das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quer­
schnitten enthalten ist, erfllhrt im allgeme.inen nebe~ del' Drehung 
derQuerschnitte gegeneinander urn den Biegungswinkel LJdrp auch 
noch eine Verkiirzung odeI' Verlangerung LIds durch die im Que1'-
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s(;hnitte iibertragE'ne Normalkraft N. N ach dem Elastizitiitsgesetze 
i~ N 

LIds = EF ds 

zu setzen, wenn unter J;' del' FHicheninhalt des Querschnitts ver­
standen wird. Wir wollen uns mit dem Stabelemente zuerst die 
durch M bewirkte Verbiegung um den Biegungswinkel A dq; vor­
genommen denken. Hierbei wird die in Gl. (77) angegebene Ar­
beit geleistet. Dann lassen wir die durch N bewirkte Langen­
anderung LIds darauf folgen. Zunachst mlissen wir uns iiberlegen, 
o welche Arbeit bei diesem zweiten Teile der ganzen Formanderung 
von den bereits vorher bestehendeuound weiterhin bestehen bleiben­
den Biegungsspannungen in den Endquerschnitten des Stabele­
mentes geleistet wird. Den einen Querschnitt konnen wir uns 
ilabei festgehalten denken. In einem Flachenteilchen dF des an­
derell Querschnitts wird eine Biegungsspannung (JbdF libertragen, 
wenn del" Zeiger b in dies em Sinne gebraucht wird. N ach Gl. (18) 
von § 24 ist abel' M 

fib=OY' 

Bei del' durch die Normalkraft N bewirkten Verschiebung um 
LIds leistet die Kraft (JbdF eine Arbeit (JbdF. LIds, und zusam­
mengenommen wird daher von den vorher schon bestehenden Bie­
gungsspannungen wahrend des zweiten Teiles der ganzen Form­
anderung die Al'beit 

j "oM 
Ads· 00 ydF oder Mj' LIds T ydF 

geleistet, wobei sichdie Summierung libel' aIle Flachenteilchen des 
ganzen Querschnitts zu erstrecken hat. Die Abstande y sind da­
bei von del' Nullinie bei del' vorausgegangenen Biegung, also 
jedenfalls von einer Schwerlinie der Querschnitts aus zu rechnen. 
Daher ist 

jydF=O, 

und es folgt, daB die Biegungsspannungen zusammengenommen 
keine weitere Arbeit bei del' VerHingerung oder Verklirzung des 
Stabelementes urn LIds leisten. Es bleibt also nul' noch die Ar­
beit del' von del' Normalkraft N selbst herruhrenden Spannungen 
zu berechnen, und dafiir ergibt sich genau so wie schon in Gl. (12) 
von § f, der Betrag 

1 N" 
"2 N LIds oder 2 EF ds. 

An die Stelle von Gl. (77) tritt daher in dem jetzt betrachteten 
allgemeineren FaIle die Gleichung 

(79) 
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und daher flil' 
druck 
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den ganzen Stab an Stelle von 

A = f (2~1J + 2~~') ds. 

Gl. (78) der Aus-

(80) 

Auf die von den Schubkraften herl'iihl'enden Arbeitsbetrage wer­
den wir im 5. Abschnitte noch zuriickkommen. Aber jetzt kann 
schon bemerkt werden, daB sie bei den krummen Staben tatsach-
1ich kaurn jemals beachtet zu werden brauchen. 

§ 32. Der Bogentriiger. Wir betrachten hier einen Bogen­
trager mit zwei Gelenken. Daruntel' versteht man einen krummen 
Stab, del' heiderseits drehbar aufge1agert ist. Del' Einfachheit 

~ 

c 8 c 

H 
~--------I--------~ 

*----------I--------~ 
Abb.54. Abb.53. 

wegen wollen wir ann ehmen, daB die beiden Stiitzpunkte, wie in 
Abb. 53 angegeben, gleich hoch liegen. Die Lasten Pi P2 usf. 
sollen alle lotrecht gerichtet und mogen sonst belie big gegeben 
sein. 

Ein solcher Trager 1St statisch unbestimmt. Es ist namlich 
nicht moglich, ausschlieBlich auf Grund del' allgemeinen Gleich­
gewichtsbedingungen am starren Korpel' di.e Horizontalkomponente 
1I des link en Stiitzendruckes zu berechnen. Man kann nul' daraus 
folgern, daB die Horizontalkomponente des rechten Stlitzendruckes 
ebenso groB und entgegengesetzt gerichtet sein muS. 

Denkt man sich, ohne sonst etwas zu andel'll, das linke Tragel'­
ende auf ein horizontal verschiebliches Rollenlager gesetzt, wie es 
in Abb. 54 angegeben ist, so kann an diesel' Stelle nur eine senk­
recht gerichtete Auflagerkl'aft B iibertragen werden. Aus del' 
Gleichge'wichtsbedingung gegen Verschieben in wagerechter Rieh­
tung folgt, daB dann auch am rechten Ende nul' eine lotrecht ge­
richtete Kraft C angreifen kann. 1m FaIle von Abb. 54 ergeben 
sich B nnd C aus Momentengleichnngen fiir die beiden Stiitz­
punkte. Diese Gleichungen fallen genau so aus, als wenn die 
Spannweite l durch einen Balkentragel' iiberdeckt ware, an dem 
diesel ben Lasten P in denselben Hol'izonta}abstanden voneinander 
angriffen. Kehrt man nach diesel' Bemerkung zu Abb. 53 zu­
rlick und schreibt dort ebenfalls Momentengleichungen flir die 
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beiden Stutzpunkte an, so zeigt sieh, daB diese ebenfalls mit den 
vorher erhaltenen genau ubereinstimmen, da die beiden Krafte H, 
die noeh dazu kommen, durch die gewahlten Momentenpunkte 
hi~durchgehen und daher nichts zu den Momentengleichungen bei­
tragen. 

Daraus folgt, daB bei aem durch Abb. 53 angegebenen Bogen­
trager die Vertikalkomponenten del' Auflagerkrafte genau so groB 
sind wie bei einem Balkentrager, del' dieselbe Spannweite fiber­
deckt und del' dieselben Lasten aufzunehmen hat. Das gilt je­
doeh nul' von dies em besonderen, wenn aueh sehr haufig vorkom­
menden FaIle, und es gilt z. B. schon nicht mehr, wenn die beiden 
Stutzpunkte verschieden hoch liegen. 

Aus einer Erfahrung, die jedermann gelaufig ist, weiB man 
schon, daB ein nach Art von Abb. 54 belasteter krummer Stab 
seine Spannweite vergroBert, wenn die Enden oder eines von ihnen 
seitlich ausweichen kann. Dagegen wird dem nach Abb. 53 ge­
lagerten Trager eine VergroBerung der Spann weite unmoglieh ge­
macht. Wir konnen abel' den einen Fall auf den anderen zuriick­
ftihren, indem wir uns in Abb. 54 an dem beweglich aufgelager­
ten linken Ende nachtraglich noeh eine horizontal gerichtete Kraft 
H als weitere Belastung angebracht denken, die so groB zu be­
messen ist, daB sie die durch die Lasten P hervorgebraehte Spann­
weitenvergroBerung wieder ruckgangig macht. Aus diesel' Bemer­
Kung geht del' Weg hervor, den man einzuschlagen hat, um diese 
Kraft Ii, die man den IiorizontaLschub des Bogentrii.qers nennt, 
zu berechnen. 

Die SpannweitenvergroBerung Lll, die im Falle von Abb. 54 
eintritt, kann als eine Folge der Verbiegungen del' einzelnen Stab­
elemente aufgefaBt werden, die dabei aHe mitwirken. Zuerst abel' 
wollen wir uns fiberlegen, um wieviel sich die Bogensehne ver­
groBert, wenn nul' ein einzelnes Bogenelement von der Lange ds 
urn den dafiir zutrefl'enden 
Biegungswinkel Ll d rp ver­
bogen wird, wahrend die zu 
heiden Seiten davon liegenden 
Teile del' Kurve ihre Gestalt 
vorlaufig nieht andern. Da­
mit ist eine geometrische Frage 
gestellt. Zu ihrer Beantwor­
tung soIl Abb. 55 dienen, in 
der die unendlich kleine Form-

Abb.65. 

anderung del' Deutlichkeit wegen auBerordentlich stark ubertrieben 
werden muSte. 

Den rechten Teil DC der Kurve denken wir uns festgehalten. 
Der linke Teil dreht sich dann ohne Gestaltanderung infolge del' 
Verbiegung des Elementes ds urn den Biegungswinkel LJdc:p urn 
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den auf dem Elemente ds liegenden Punkt D. Das lillke Bogen­
ende B besebreibt dabei ein Kreisbogenelement B B' von del' Lange 
(lLldrp, wenn del' Kreisbalbinesser BD mit (J be~eichnet wird. 
Um die neue Bogensehne B' C mit del' alten Sehne B 0 bequem 
vergleicben zu konnen, denken wir uns nachtraglich noeh eine 
Drehung del' ganzen Kurve nm den Punkt C, abel' ohne weitere 
Gestaltanderung vorgenommen, so lange bis B' nach B" auf del' 
Verliingerung del' alten Sehne BO gelangt. Die Strecke BB" 
giht uns dann den Betrag dLiZ an, del' durch die Verbiegung des 
Bogenelementes d s zur VergroBerung Lil del' Bogensehne beige­
steuert wird. 

Wenn man beachtet, daB del' Winkel B' BB" eben so groB ist 
wie del' mit a bezeicbnete Winkel B DE, weil die Schenkel des 
einen Winkels senkrecbt zu denen des anderen stehen, erhalt man 

dLiZ = (I Lid rp . cos I¥ = z LI drp, (81) 

wobei DE = z gesetzt ist. Fiir die gesamte VergroBerung del' 
Bogensehne infolge del' Verbiegung aUer Bogenelemente folgt damus 

und wenn man fiir 
dies iiber in 

Lll = jZLldcp, 

Ll d rp seinen Wert aus 

! MZ 
LIZ = EfJ ds, 

Gl. (76) einsetzt, geht 

(82) 

worin sicb die Summe uber aIle Elemente ds del' Bogenachse zu 
erstrecken hat. 

1m FaIle von Abb. 54 ist fiir .llf derselbe Wert des Biegungs­
momentes M einzusetzen, del' zur gleichen Querscbnittsabszisse 
bei einem Balkentrager geh1:irt, del' die gleichen Lasten aufzunebmen 
hat. Wir wollen dafUr weiterbin Mb schreiben, so daB durcn den 
Zeiger b auf den Balken hingewiesen werden solI. 

Ebenso konnen wir Gl. (82) abel' anch dazn benutzen, urn die 
Verkurzung zn herecbnen, die die Bogensebne nacbher wieder er­
fahrt, wenn man am linken Balkenende in Abb. 54 eine Kraft 
H als Belastung anhringt, wie dies vorher verabredet wurde. In 
dies em Falle ist das im Elemente ds auftretende Moment ]JI, vom 
Vorzeichen abgesehen, gleich II z. Aus del' Gleichsetzung del' Spann­
weitenvergroBerung .,11 im einen und del' Verkurzung im anderen 
Falle entsteht die Gleichung 

J~; ds = J' ~~ ds. (83) 

Wenn del' T rll.ger fiber seine ganze Lange hin dieselbe Biegungs­
steifigkeit EO hat, folgt damus 

J MbZds 
H=--o (84) 

JZ1ds 
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Del' EinfluB der Normalkrafte und der Schubkriifte auf die 
€lastische Formanderung des Tragers ist bei diesel" Berechnung 
gegeniiber der weit iiberwiegenden Wirkung del' Biegungsmomente 
unberiicksichtigt geblieben. Das ist gewohnlich zulassig. Bei einem 
sehr fiachen Bogen macht siel! jedoch del' EinfluB der Normal­
krafte etwas starker bemerklieh, und man kann ihn dann eben­
falls leicht in Rechnung stell en, indem man auf del' rechten Seite 
von Gl. (82) ein davon herriihrendes Glied hinzufiigt. 

Bei einem flachen Bogen geniigt es, naherungs weise hierbei 
N = H und fUr die Bogenlange die Spannweite 7 zu setzen. Hier­
mit geht G1. (83) iiber in 

J ~~- ds = H f ;;0 ds + ~~ , 
woraus die fiir den flachen Bogen mit iiberall gleiehem Querschuitt 
hinlanglich genau zutreffende Gleiehung fUr den Horizontalschub 

( Mb Zds 
H= -"'- - (85) 

i 2 / + JZ2ds 

folgt. Darin ist unter i der Trligheitshalbmesser des Querschnitts 
zu verstehen. Nur bei einem ungewohnlich flachen oder sehr dicken 
Bogen ist i 2 ein merklicher Bruehteil des Durchsehnittswertes von 
Z2 fiber die ganze Spannweite. In allen anderen Fallen dagegen 
ist es genau genug, die einfachere Gleichung (84) zu beniitzen. 

Ein anderes Verfahren zur Berech·nung des Horizontalschubs eines 
Bogentragers mit zwei Gelenken besteht darin, den Ausdruck fUr 
die Formanderungsarbeit aufzustellen, die in einem nach Abb. 54 
gelagerten Trager aufgespeichert wird, wenn daran uuBer den ge­
gebenen Lasten P auch noch eine Horizontalkraft Ham beweglichell 
Auflager als weitere Last angreift. Damit unter dem Zusammen­
wirken aller Lasten der Angriffspunkt von H in Ruhe bleibt, muB 
nach Gl. (57) von § 28 i3.A 

iTJ1= 0 

sein, oder es muS, wie man dafur auch sagen kann, H so gewahlt 
werden, daB die Formanderungsarbeit dadurch zu einem Minimum 
gemacht wird. Man erhalt damit· ellle Gleichung ersten Grades fUr 
H, deren Auflosung wieder zu Gl. (84) oder (85) zuriickfiihrt. 

§ 33. Der eingespannte Bogentrager. Ein nach AQb.:16 an 
beiden Enden eingespannter Bogentrager ist dreifach statisch un­
bestimmt. Um den Trager vollstandig festzuhalten, wurde es 
namlich bereits geniigen, ihn nur an einem Ende, etwa am rechten, 
einzuspannen. Eine auf den Trager gebrachte Last P wiirde ihn 
dann ungefahr so verbiegen, wie aus der stark ubertriebenen Dar­
steHung in Abb. 57 zu ersehen ist. Dabei wiirde sieh das linke 
Tragerende sowohl in lotrechter als in wagerechter Richtung ver­
schieben und zugleich um einen Winkel drehen, der gleich der 
Summe aHer Biegungswinkel des unter dieser Belastung allein in 
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Spannung versetzten rechten Tragerteiles ware. Um diese Be­
wegung des linken Stabendes wieder ruckgangjg zu machen und 
damit auf den der Abb. 56 entsprechenden Zustand des Stabes zu 
kommen, ware alsdann nachtraglich eine lotrecht gerichtete Kraft 
R, eine wagerechte Kraft H und ein KrlLftepaar vom Momente No 

B 

B 

p 

Abb.56. 

p 

------ ' .". ' .... 
/ ..... 

/ ..... 
I '.:: 

I 
Iff 

/ Abb.57. 

p 

am Einspannquerschnittdes 
linken Stabendes anzubrin­
gen, die alle drei durch 
die Forderung bestimmt 
sind, daB sie im Zusammen­
wirken mit der gegebenen 
Last Peine elastische Form­
anderung des am rechten 
Ende eingespannten Tra­
gers hervorbringen, bei der 
sich das linke Stabende 
wederverschiebtnoch dreht. 

A us Gleichgewichtsbe­
trachtungen Mnnen die 
Krafte B und H und das 
Moment No nicht ermittelt 
werden, da sie ja in der 
Tat auch fehIen konnten, 
ohne daB das Gleichgewicbt 
del' Kraft P mit den als­
dann noch iibrig bleibenden 
Auflagerkriiften am rechten 
Triigerende unmoglich ge­
macht wiirde. B, H und Mo 
mussen daber aus den be­
reits angegebenen Form­
anderungsbedingungen er­
mittelt werden, d. h. sie 

/ sind aIle drei statisch un-
bestimmte GroBen. 

Zunachst uberlegen wir uns, welche Bewegung das dem Ein­
spannquerschnitte in Abb. 56 entsprechende Element des linken 
Stabendes ausfiihren wiirde, wenn bei del' Anordnung in Abb.57 
beliebig gewiihlte Werte von B, H und Mo mit der Einzellast P 
zusammenwirkten. Dazu baben wir, wie aus Abb. 58 ersichtlich 
ist, zwei Tragerabschnitte zu unterscheiden, von denen der eine 
von x = 0 bis x = p reicht und der andere den Rest des Tragers 
bildet. Ein Stabelement ds, das zum Abschnitte I gehOrt, wird 
durch ein Moment MI verbogen, fiir das man 

(86) 



§ 33. Der eingespannte Bogentriigel' 127 

aus der Abbildung ~ntnebmen kann, wahrehd im Abschirltte II 
noch ein von P herriibrendes Glied binzukommt, so daB dort 

MIl = Mo + Bx - Hz - P(x- p) (87) 
zu setzen ist. 

Wie es scbon im vorigen Paragraphen gescbah, wollen wir uns 
auch jetzt wieder zuerst ein einziges Stabelement ds durch das 
ibm entsprechende Moment M verbogen denken. Vorlaufig kiinnen 
wiT. dabei dahingestellt sein la;:sen, zu welchem del' beiden Trager­
abschnitte dieses Element gehiil't. Zur Spannweitenvel'griiBerung, 
also zur wagereehten Verschiebung des linken Tragerendes liefert 
die Verbiegung dieses Elementes einen Beitrag, del' genau so wie 
in Gl.(81) Mz 

dLll = zLldrp = Ejj ds 

gesetzt werden kann. Fiir den Beitrag dAzo zur Bebung (oder 
bei negativem Werte zur Senkung) des linken Tragerendes, also 
fUr die in A bb. 55 mit B' B" bezeichnete Strecke, liefert eine sebr 
einfach durchzufUhrende Erweiterung der damals angestellten Be­
trachtung den Wert 

dAzo = f!Adrp . sin a = xLJdrp = ~: ds. 

Endlich ist die Drebung des linken Stabendes, also die Richtungs­
anderung del' Endtangente an die Stabachse einfacb gleich Ad rp 
zu setzen. 

Hiel'llach wird die Bedingung, daB sieb das linke Stabende in­
folge des Zusammenwirkens del' Verbiegungen alIer Stabelemente 
weder verschieben noch dreben solI, durcb die drei Gleichungen 

JM zds =f Mxds =JMdS = ° (88) 

ausgesprocben, in denen sich die Summen libel' die ganze Bogen­
Hinge zu erstrecken baben. Beim Anschreiben der Gleicbungen 
wurde vorausgesetzt, daB die Biegungssteifigkeit des Tragers iiberall 
gleicb ist. 1m anderen FaIle blitte man unter den drei Summen­
zeichen E () als N enner beizubebalten. 

Fiihrt man in die erste dieser Gleichungen die Werte von M 
fUr beide rrragerabschnitte aus den Gleichungen (86) und (87) ein, 
so gebt sie libel' in 

1JIloJ~ds + B.j~zdS -1~j~2dS - pflx -p)zds=O, (89) 
r 

also in eine Gleicbung ersten Grades zwischen den drei Unbekannten 
M o' B, H. Die Koeffizienten diesel' Unbekannten werden durch 
die sich fiber die ganze Bogenlange erstreckenden ersten drei 
Summenausdrlicke gebildet. 1m Einzelfalle kann es keine grund­
satzlichen Schwierigkeiten machen, sondern nur eine langere Rech-
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nung erfordern, urn diese Sum men entweder durch Ausfiihrung del' 
Integration oder hinllinglich genau durch eine Summierung end­
licher Teile, deren Anzahl gar nicht besonders groB zu sein braucht, 
zu berechnen. Das letzte Glied in Gl. (89) enthalt nur bekannte 
GroBen. Die darin vorkommende Sum me ist nur fiber den rechten 
Bogenteil zu erstrecken, was durch den un ten angehlingten Zeiger r 
angedeutet wird. Auch dieser Summenwert hlingt wie die vorigen 
nur von der Gestalt der Bogenmittellinie vor der Formlinderung 
sowie von der die Laststellung besehreibenden Abszisse p abo Auch 

8 

p die Berechnuug dieser Summe 
kann daher keille Schwierig­
keiten machen. 

Abb.59. 

Was jetzt von del' ersten 
der drei Gleiehungen (88) ge­
sagt wurde, laBt sich ebenso 
aueh auf die beiden anderen 
ubertragen. Nachdem dies ge­
schehen ist und die hierin 
neu auftretenden Summen­

ausdrficke ebenfalls zahlenmaBig ausgerechnet sind, bleibt noeh 
die Aufgabe, die drei G1eichungen ersten Grades nach den Un­
bekannten M o' B, H aufzulosen. Hierauf wird man dieselbe 
Rechnuug noch fUr eine Reihe anderer Laststellungen zn wieder­
ho1en haben. Die Ergebnisse kann man dann verwerten, um die 
EinfluBlinien fUr die drei statisch unbestimmten GroBen aufzu­
tragen, wie dies bereits in § 29 besprochen wurde. 

Ein anderes Beispiel, und zwar fUr einen einfach statisch un­
bestimmten Bogentrliger wird durch Abb. 59 angegeben. Der Trager 
soIl nur am rechten Ende eingespannt sein, wahrend sich das linke 
Ende um ein Ge1enk zu drehen und auBerdem langs eines Rollen­
lagers in wagerechter Richtung zu verschieben vermag. Die vorher­
gehenden Entwickltibgen lassen sicb auf dies en Fall ohne weiteres 
ubertragen, indem man darin H und Mo gleich Null setzt und von 
den drei Gleichungen (88) nur die zweite, die sich auf die Ver­
schiebung des Hnken Tragerendes in lotreehter Riehtung bezog, 
zur Berechnung der einzigen statisch unbestimmten GroBe B bei­
behalt. - Aueh andere Fulle lassen sieh in abn1ieher Weise be­
handeln, obne daB ein aufmerksamer Leser dazu noeh einer weiteren 
Beihilfe bediirfen wird. 

Dagegen muB noeh die l<'rage der Tempemtul·spannungen be­
sproehen werden. In den statiseh unbestimmten Bogentragern 
werden namlieh nieht nur durch die daran angebrachten Lasten, 
sondern auch dureh die Temperaturanderungen, die im Wecbsel 
der Jahreszeiten vorkommen, recht erhebliche Spannungen hervor­
gerufen, die ebenfalls sorgfliltig berecbnet werden mussen. Ein 
Trager, der im Freien aufgestellt ist, suelit sich an einem heiBen 
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Sommertage auszudehnen, und wenn er durch die Auflagerbe­
dingungen daran gehindert wird, entstehen Auflagerkrafte, die 
zu Biegungsmomenten und hiermit zu Verbiegungen des ganzen 
Tr!1gers fUhren, die in Verbindung mit den durch die Erwarmung 
hervorgerufenen Dehnungen den vorgeschriebenen Auflagerbe­
dingungen geniigen. 

1m Falle yon Abb. 59 treten (unter der Voraussetzung, daB beide 
Auflager gleich hoch liegen) keine Temperaturspannungen durch 
eine gleichmaBige Erwarmung oder Abkiihlung ein, da das Rollen­
lager eine entsprechende Spannweitenanderung gestattet. Anders 
ist es aber bei dem durch Abb. 56 dargestellten, beiderseits ein­
gespannten Bogentrager. In der dazu gehorigen Abb. 57 laBt sich 
die Bogenachse nach der Erwarmung durth eine der urspriing­
lichen Gestalt abnliche Kurve angeben, die den rechten Endpunkt 
und die rechte Endtangente mit ihr gemeinsam hat. Handelt es 
sich etwa um einen Eisentr!1ger, fUr den der Ausdehnungskoeffizient 
gleich 86~oo gesetzt werden kann und um 40° C TemperaturerhOhung, 
so verschiebt sich unter den durch Abb. 57 beschriebenen Um­
standen das linke Bogenende um 20~O del' Spannweite nach links, 
wahrend es sich wedel' dreht noch hebt oder senkt. Urn hierauf 
das linke Bogenende wieder in die durch die Auflagerbedingungen 
vorgescbl'iebene Lage zuriickzuftlbren, muB man daran genau wie 
im friiheren FaIle Krafte B und H und ein Krllftepaar Mo an­
bringen. Zur Berechnung dieser statisch unbestimmten GroBen 
dienen die hier an Stelle derGleichungen U~8) tretenden Gleichungen 

J MUods = - A1: • (lJirxds = JM1 d8 = 0, (90) 

worin Al die ruckgangig zu machende SpannweitenvergroBerul1g 
angibt. Fill' die Mist hier uberall del' durch Gl. (8t-i) angegebene 
Wert M1 einzusetzen. Die weitere Ausrechnung kann alsdann genau 
wie vorber erfolgen. 

Fur den Bogentrager mit zwei Gelenken vereinfacht sich die 
Rechnung erheblich, da bei ihm B und Mo wegfallen und nul' 
noch eine Bedingungsgleichung mit del' Unbekannten II zu e1'­
fiiIlen ist. 

§ 34. Der ringf"ormige Karper. Ein ringfOrmigm' Korpet· 
kann als ein Bogentrager aufgefaBt werden, bei dem Anfangs­
querschnitt und Endquerschnitt miteinander zusammenfallen. W 0 

man sich diesen gemeinsamen Scbnitt gelegt denkerr will, ist dabei 
gleichgiiltig. J eden falls sind abel' Anfangs- und Endquerschnitt 
gegeneinander eingespamit, so daB sie sich gegeneinander wedel' 
drehen noch verschieben konnen. Falls man dies beriicksichtigt, 
kann man die Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen 
ohne weitere Andel'ungen auch auf den ringfOrmigen Korper iiber­
tragen. 

Teubn. Leltf. 17: Foppl, Grundziige der ~'e8tigkeitslehrc 9 
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Hierbei muB jedoch zuvor daran erinnert werden, daB sich aUe 
in diesem A bschnitte abgeleiteten Satze der Biegungslehre streng 
genom men nur auf den stabfi:irmigen Korper im urspriinglichen 
Sinne des W ortes beziehen. Die Ubertragung auf die krummen 
Stabe ist zwar zulassig, aber immer nur mit dem Vorbehalte, daB 
der Krummungshalbmesser an allen Stellen groB genug sein muS 
im Verhaltnisse zu den Querschnittsabmessungen. Bei den prak­
tisch vorkommenden ringformigen Korpern ist aber diese Voraus­
setzung haufig nur 8ehr mangelhaft erfiillt, und je mehr dies zu­
trifft, urn so unsicherer wird jede auf die Biegungslehre' aufgebaute 

A-

r- r·cos Cfl_--t-_ 

j 

Abb.60. 

Festigkeitsberechnung sol­
cher Korper. Wer z. B. ain 
gewohnliches Kettenglied, 
wie einen in sieh zuriick­
laufenden Bogentrliger, be­
l'echnet, darf nicht erwal'ten, 

8 daraus auch nur einigel'­
maBen zuverlassige Ergeb­
nisse zu erhalten. Wenn 
abel', wie in Abb. 60, die 
einen Kreisring darstellt, der 
Halbmesser /' der Bogen­
mittellinie ein mehrfaches 
(zum mindesten etwa das 
drei- bis fiinffache) del' Dicke 

It ausmacht, darf man eine Berechnung auf Grund der Biegungs­
lehre immel'hin noch als genugend genau fUr die meisten prak­
tischen Zwecke ansehen. 

Wir beschranken uns hier darauf, die Rechnung nur fUr den in 
Abb. 60 angegebenen Belastungsfall vollstandig durchzufiihl'en, 
daB der Ring durch die beiden Krafte P auseinander gezogen wird. 
Zugleich wird jedoch damit auch del' andere Fall erledigt, daB 
der Ring durch zwei solche Krafte zusammengedriickt wird, da 
dies nnr auf einen Vorzeichenwechsel hinauskommt, ohne daB sich 
sonst etwas iinderte. 

Durch einen Schnitt AB in Abb. 60 denken wir uns den Ring 
in zwei spiegelbildlich zueinander liegende und auch gleichartig 
belastete Teile 7.erlegt. Wir betrachten das Gleichgewicht des obel'en 
Teiles. In der Schnittfiliche konnen der Symmetrie wegen nur 
Normalspannungen und keine Schubspannungen iibertragen werden. 
Fiir den Zweck der Gleichgewichtsuntersuchung kann man die in 
jeder der heiden zum Schnitte AB geh5rigen Querschnittsflachen 
iibertragenen Normalspannungen zu einer durch den Quer­
schnittsschwel'punkt gehenden Resultiel'enden und zu einem 
Krliftepaare 7.usammenfassen, dessen Moment mit Mo bezeichnet 
werden soll. 
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Da auch ein in del' Lastl'ichtung gelegter Schnitt eine Symmetrie­
ebene des ganzen Karpel's bildet, mussen die Resultierenden 80-

wohl als das Moment Mo beiderseits von gleicher GroBe sein. 
Daher folgt aus dem Gleichgewicht der oberen Ringh1:tlfte gegen 
Verschieben, daB in jedem der beiden durch den Schnitt AB ge­
bildeten Querschnitte die Sumrrie del' N ormalspannungen gleich 
~ P sein muB. 

Das Moment Mo kann man dagegen nicht aus einer einfachen 
Gleicbgewichtsbetrachtung ableiten. Es bildet vielmehr eine statisch 
unbestimmte GroBe, und zwar die einzige, die bei del' gestellten 
Aufgabe vorkommt. 

Ziebt man einen weiteren Schnitt, del' mit del' Symmetrieebene 
AB den beliebigen Winkel rp einsehlieBt, so laBt sieh fur das in 
diesem Quersehnitte iibertragene Biegungsmoment M ein einfaeher 
Ausdruck aufstellen, indem man das Gleichgewicht des zum Zentri­
winkel rp gehorigen Ringsektors ins Auge faBt. Fur den Sehwer­
punkt des Querschnittes rp als Momentenpunkt folgt dann 

p 
M=Mo-2"(r-rcos'P)' (91) 

Der ganze Ring wird durch die beiden Symmetrieebenen in vier 
Quadranten zerlegt, die den gleiehen Bedingungen unterworfen sind. 
Es geniigt daher, wenn wir nur einen dieser Quadranten betrachten, 

und zwar den, der von rp = 0 bis rp = ; reicht. Wir berechnen 

die Formanderungsarbeit A, die in ihm aufgespeichert ist, nach 
GL (78) von § 31 und erbalten dafiir 

2 

A = 2~e.r[Mo- ~ (r-r cOS'P)}·drp. (92) 
o 

Die darin vorkommende statisch unbestimmte GroBe Mo ist nach 
dem Verfahren von Castigliano, dessen wit" uns hier bedienen 
wollen, so zu wahlen, daB sie dies en Ausdruck fiir A zu einem 
Minimum macht. Wir bilden also den Differentialquotienten von 
A nach Mo und setzen ihn gleich Null. Die Differentiation kann 
unter dem Integralzeichen vorgenommen werden und damit gelangt 
man wr Gleichung 

7t 

J 

./t Mo -.~ (1' - r cos 'P)]d'P = O. 
o 

Die Integration nach rp IliBt sich leicht ausfiihren, womit die 
Gleichung ubergeht in 

(Mo - ~r) . _~ + ~r = O. 

9* 
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Daraus erhlilt man 

(93) 

Setzt man lJiIo in G1. (91) ein, so erhalt man fiir das in einem 
beliebigen Querschnitte iibertragene Biegungsmoment 

PI' Pr 
M = 2"" cos rp - -;t, (94) 

woraus folgt, daB Mo 'das groBtR positiv drebende Mompnt inner­
halb des Quadranten ist. Dagegen nimmt ]J[ seinen gro.Bten nega-

tiven Wert an fiir rp = ~ , namlieh 

Pr . 
Mmin = --- = - 0,32 P1·. 11: (95) 

1m Scheitel wird demnaeh der Ring am starksten beansprucht. 
Endlich recbnen wir aueh noch die Formanderungsarbeit naeh 

Gl. (92) weiter aus, indem wir Mo einsetzen und nach rp inte­
grieren. Damit ergibt sicb 

2 

A = 2~O.r(~! cos rp - ~!) 'drp = f~~ (i~ - ~. + 2~) . 
o 

Um die in der ganzen ringfOrmigen Feder aufgespeicherte 
Arbeit A,. zu erhalten, haben wir davon das Vierfache zu nehmen, 
also 

P'I" (1& 1 ) P"r" 
Ar=EO 8-;- =0,074 EO' (96) 

Als "Federhub" f bezeicbnet man die elaslische VergroBerung 
des in die Lastrichtung fallenden Ringdurchmessers. Da die Lasten 
bei der Formanderung die Arbeit ~ Pf' leisten, folgt dafur 

, r" (11: 2) r" t =P EO 4' -:n- = p. 0,1481£0' (97) 

Bei diesen Recbnungen wurde iiber die Gestalt des Ringquer­
schnitts niehts vorausgesetzt. Sie hat nur insofern EintluB auf die 
SchluBerf!ebnisse, als das Tragheitsmoment () von ihr abhangt. 
1st der Querschnitt ein Rechteck, dessen Schmalseite h in der 
Ansicbtszeichnung del' Abb. 60 sehr klein ist gegenuber del' Lang­
seite l, so nennt man den Korper eine Rolire oder ein Bohr. Auch 
darauf konnen die abgeleiteten Formeln angewendet werden, falls 
man voraussetzen dar!'; daB sich die Last P iiber die ganze Rohr­
lange hin gleichformig verteilt. In dieser Lage befindet sich z. B. 
ein Entwasserungsrohr aus Beton oder aus Steingut, das man 
einige Meter tief in den Erdboden verlegt und das nach Zuschiitten 
der Baugrube die darliber befindliche Erdmasse zu tt'agen hat. Fiir 
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die Berecbnung der Tragfahigkeit hat man den ungunstigsten und 
dabei recbt wohl moglichen Fall anzunehmen, daB die ganze Last 
nahAzu vollstandig im Scheitel des Rohrs angreift. Die Pfeile del' 
Krafte P sind dann in Abb. 60 umzukehren und die Angriffspunkte 
au Ben anzunehmen. Auch die Vorzeichen der Biegungsmomente 
kehren sich damit urn, Fur die groBte Biegungsspannung, die im 
Scheitel auf tritt, folgt aus Gl. (95) nach Einsetzen des hier zu­
treffenden Wertes fur das Widerstandsmoment des rechteckigen 
Querscbnitts 6Pr 

Omax = nih'· 

Schlu~bemerkungen. 

(98) 

Ebe wi!' die Lehre von der Biegung verlassen, moge noch einmal 
au.driicklich daran erinnert werden, daB alle in diesem Abschnitt ab­
geJeiteten FOl'meln auf einer Reihe von Voraussetzungen heruben. Bei 
ihrer Anwendung' auf auBerl1ewobnliche FaIle hat man daher stets 
sorgfaltig 2-U pr(ift'n, ob die dabei vorkoIDmenden Abweichungen von 
dies en Voraussetzungen nicht so groB sind, daB die 
Formeln unzuverlassig werden. Die,e Priifung erfolgt 
in der Regel am sichersten durch den geiegentlichen 
Vergleich der Rechenergebnisse mit den Beobach­
tungen oder mit einem Versucbe. 

Em Beispiel, dem eine gewisse Bedeutung zu­
kommt, moge dafiir noch angefiibrt werden. Bei 
Biegungsversuchen mit [- Eisen hat man scbon wieder­
holt festgesteUt. datl die Ergebnisse mit den Voraus­
sagen der gewobnlicben Biegungslebre nicbt gut zu­
sammen~timmen. Auf den Grund der Abweichungen 
mage bier mit einigen Worten eingegangen werden. 

Abb.61. 

Legt man ein [-Eisen als Balken uber eine Spannweite und be­
lastet es etwa. in der Mitte, so kommt nur dann eine reine Bie­
gungslleansprucbung heraus, wenn die Lastebene durch die mit I 
in Abb. 61 bezeichnete Querschnittshauptachse geht. Richt~t man 
den Versuch nicht so ein, daR dlese Bedingung erfullt wird. sondern 
geht die Lastebene, wie es le.icht vorkommt, durch die Mittellinie 
des Steges, so entsteht auBer dem Biegungsmoment auch noch ein 
VerdrebungsDloment. Unter den gewohnlich vorliegenden Umstanden 
wird dieses zwar nur klein sein gegenuber dem Biegungsmomente. 
Trotzdem spielt es aber, wie sich spater zeigen wird (vgl. § 42), eine 
sebr wesentliche Rolle bei der Formanderung des Tragers. weil ein 
Stab von dieser QueJschnitt>gestalt viel weniger widerstandsfahiO' gegen 
Ver:~reben ist als gegen hiegen. " 

Andert man dagegen die Versuchsanordnung in der Art all, daB 
die Lastebene durch den Schwerpunkt des Quer"chnitts gehen muB, 
so hiegt sich der Flansch, der die Last unmittelbar aut'znnebmen hat, 
ein wenig gegen den Steg, namentlich in der Nahe der Lastangriifs­
stellen. Damit wird aber die der ganzen Biegungtilehre zugrunde 
liegl'lnde Voraussetzung verlptzt, dall die Stabquerscbnitte hei del' 
elastischen Formanderung des Tragers ihre Gestalt nicht merklich 
andern konnten. 

Bei geeigneten Vorkehrungen wiirde es ja wohl auch moglicb sein, 
eine Versucbsanordnung zu schaifen, die beide Begleitumstande und 
die von ihnen verursachten Storungen zu vermeiden gestattet. Nur 



134 IV. Die Verdrehungslehre 

in dies em FaIle liei\en sich Versuchsergebnisse erwarten, die den Vor­
aussagen der Biegungslehre hinlanglich entsprechen. In den gewohn­
lichen ~'allen der Anwendung eines r: -Tragers zur Aufnahme von 
Biegung:;lasten darf man aber Ilicht darauf rechnen, und man hat 
daher einen Trager von diesem Profile fUr solche Zwecke als minder 
geeignet anzusehen. Fiir andere Tragerformen, insbesondere fUr die 
l.-Eisen lassen sich ganz ahnliche Betrachtungen durchfUhren. /la­
gegen verhalt sich ein I-Trager unter gewohnlichen Umstanden, del' 
Erfahrung zufolge, in der Tat ziemlich genau so, wie fS die Theorie 
voraussagt. Der Grund dafiir ist natiirlich darin zu erblicken, daB 
es bei dies em Profile viel leichter ist, bei der Anstellung cines Ver­
suches dafiir zu sorgen. daB die Lastebene durch die Querschnitts­
hauptachse geht. 

IV. Die V erdreh ungslehre. 
§ 35. Stellung der Aufgabe. Die Verdrebungslehre ist an 

sieb sehwieriger als die Bieguugslehre. Sie ist aueh nicht so 
wiehtig als diese, weil bei den praktisehen Anwendungen der 
Festigkeitslehre die Beanspruehung eines Stabes auf Verdrehen 
selteuer vorkommt als die auf Biegen. Bei den groBen Tragver­
banden z. E., mit deren Entwurf und Bereehnung sieh die soge­
nannten "Statiker" besehaftigen, sueht man zwar die Beanspruchung 
der einzelnen Stabe, aus denen sie aufgebaut werden, sowohl auf 
Biegen als auf Verdl'ehen nach Moglichkeit zu vel'meiden. Mit 
del' Biegung gelingt dies aber nicht so leicht, und sie muB daher 
neben der Widerstandsmhigkeit der einzelnen Faehwerkglieder 
gegen Zug oder Druck fortwahrend ebenfalls im Auge behalten 
werden. Dagegen laBt sieh eine Beanspruehung auf Verdrehen 
in den meisten Fallen leiehter vermeiden oder wenigstens so weit 
vermindern, daB man sie vernachlassigen zu diirfen glaubt. 

Bieraus erkJart es sieh, daB selbst von den Ingenieuren, die 
beruflich sehr viel mit Festigkeitsbereehnungen zu tun haben, nur 
wenige genauer mit der Theorie der Torsion vertraut sind. Da 
sie schwierig ist und den meisten entbehrlich erseheint, wird sie 
in der Regel vernaehlassigt. Aueh in den Lebrbiichern spielt sie 
meist nur ~ine untergeordnete Rolle neb en der Biegung. Das 
solI aber bier nieht gesehehen, da es immerhin FaIle genug gibt, 
hei den en es auf die. Widerstandsfahigkeit gegen Verdrehen sehr 
wesentlich ankommt. Es riicht sieh namlieh leicht, wenn selbst 
eine kleine Verdrehungsbelastung, die neben einer weit groBeren 
Biegungsbelastung vorkommt, von vornherein vernaehlassigt wird. 
Gar manche Erseheinung, die sonst ratselhaft bliebe, kliirt sich 
auf, wenn man aueh auf jene Riieksieht nimmt. 

Ein einfaehes Beispiel, bei dem es unbedingt notig ist, neben 
der Biegung auch auf die Verdrehung zu achten, wird durch 
Abb.62 angegeben. Ein Ring ist in AufriB nnd GrundriB dar­
gestellt, an dem sieh vier gleieh groBe lotreehte Krafte im Gleicb­
gewichte halten. Die Krafte P1 und Ps sind naeh aufwarts und 
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die anderen beiden nach abwarts gerichtet. Ein Ingenieur, der 
Ofters Festigkeitsberechnungen vorzunehmen hat, wird nicht be­
streiten konnen, daB es auch fiir ihn gelegentlich von Wichtigkeit 
werden kann, sich ein zuverHissiges Urteil iiber das Verhalten 
des Rings unter einer solchen Belastung zu bilden. Es ist auch 
klar, daB es nicht gerade ein Ring zu sein braucht, sondern daB 
auch ein anders gestalteter Korper unter ahnlichen Umstlinden zu 
der gleichen Fragestellung fiihren kann. 

DaB der Ring durch die Lasten P gebogen wird, sieht jeder 
sofort ein. Aber nicht jeder denkt zugleich daran, daB mit der 
Biegung auch eine Verwindung yerbunden 
ist und daB sich beide Beanspruchungs- .I.~===t=== • .L. 
arten gegenseitig bedingen, so daB es gar ~~ it, p. 

nicht moglich ist, jede fUr sich allein zu 
untersuchen. Immerhin wird es keines 
langen Nachdenkens bediirfen, um einzu­
sehen, daB dies wirklich so ist. Wie viele 
aber von den Lesern, die die~es Buch ein­
mal linden wird, wissen auch, daB die 
elastische Formanderung des Ringes unter 
gewissen Umstanden so viel mehr von der 
Verwindung als von der Biegung herriihrt, 
daB diese neben jener kaum in Betracht 

.p 

I' 

Abb.62. 

kommt? Und doch ist es so, wie man spater sehen wird, wenn 
der Ring etwa aus einem hochkant gestellten Flacheisen oder aus 
einem der ublichen Prolileisen hergestellt wurde, also in einem 
Falle, der gerade sehr nahe liegt. 

Bei den meisten praktischen Anwendungen del' Verdrehungslehre 
liegt die Aufgabe insofern ganz ahnlich wie bei diesem Beispiele, 
als dabei zur Verdrehung gewohnlich auch noch eine Bieguug 
hinzukommt. Auf solche Falle wird im nachsten Abschnitte, so­
weit wenigstens, als es in einem zur Einfiihrung des Lesers in 
diesen Gegenstand bestimmten Lehrbuche moglieh ist, noeh naher 
eingegangen werden. Riel' aber wollen wir die Verdrehung fUr 
sich betrachten, und zwar fiir einen geraden Stab und unter den 
einfachsten Bedingungen. Dcnn diese Frage muB zuerst ent­
schieden werden, ehe man mit Erfolg seh wierigere Aufgaben in 
Angriff nehmen kann. 

Natiirlich ist es von vornherein unsere Absicht, die Batze, zu 
denen wir hier gelangen werden, spater zum mindesten naherungs­
weise auch auf ein kleines Langenelement eines gekriimmten 
Stabes zu ubertragen. Das war in der Biegungslehre zuHissig und 
aueh von jeher ublich. Der Leser wird daher von vornherein zu 
dem gleiehen Schritte aueh in der Verdrehungslehre geneigt sein. 
Aber aueh hierbei zeigt sieh, daB die Verdrehungslehre schwieriger 
ist als die Biegungslehre, denn der Schritt, der so selbstverstand-
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lich erscheint, ist in Wirklichkeit recht gewagt und kann leicht 
zu groben Fehlern fiihren. Darauf werden wir spater noch zuriick­
kommen; abel' es schien notig, auch schon in der Einleitung darauf 
hinzuweisen. 

In diesem Abschnitt soll es sich also immer nur um den durch 
die axonometriscbe Darstellung in Abb. 63 gekennzeichneten Be­
Iastungsfall handeln. An den beiden Enden des Stabes von del' 
Lange 1 seien zwei Stangen angebracht, an denen die Krafte P 
der im entgegengesetzten Sinne drehenden Kraftepaare vom Mo­
mente Pcp angreifen. Die Ebene jedes Kraftepaares steht senkrecht 

I 

,~I I . 
p, 

i I I 
p' 

Abb.63. 

rp 

zur Stabachse, und der Mo­
mentenvektor taut daher in 
die Richtung der Stabacbse. 
Das Moment 

M=Pp (1) 

wird als das Verdrehungs­
odeI' Venoindungs- oder Tor­
sionsmoment bezeichnet. Riel' 
gebraucben wir dafiir den-
selben Buchstaben M wie 

fruher fUr das Biegungsmoment. Wenn spateI' beide Momente 
nebeneinander vorkommen, werden wir einen Zeiger anbangen, 
also etwa Mv fUr das Verdrehungsmoment und Mb fUr das Biegungs­
moment scbreiben. 

Ein Querschnitt in del' Stabmitte zerlegt den Stab in zwei 
Half ten, die sich im wesentlichen in del' gleichen Lage befinden. 
Die Querschnittsebeoe ist zwar keine eigentliche oder echte Sym­
metrieebene, da die Pfeile der Krafte auf del' einen Stabhalfte 
keine Spiegelbilder zu den Pfeilen auf del' anderen Seite sind. 
Abgesehen von den Pfeilrichtungen ist abel' sonst anes symmetrisch 
zu beiden Seiten des Mittelquerschnitts, und man kann dies dahin 
ausdl'iicken, daB man die Mittelebene als eine Arliisymmetrieebene 
bezeichnet. 

Daraus liitlt sich sofort ein wichtiger SchluB ziehen. Da abge­
sehen von den Pfeilen del' auSeren Krafte zu beiden Seiten des 
Mittelquerschnitts alIes symmetrisch ist, miissen auch Drang uud 
Zwang in beiden Stabhalften in dem vorber angegebenen Sinne 
antisymmetrisch zueinander sein. In zwei gleich gelegenen Quer­
schnitten beider Stabhltlften werden daher an entsprechenden 
Stell en gleich groBe und entgegellgesetzt gerichtete Spannullgen 
iibertragen und auch die Verschiebung gleicb gelegener Punkte 
bei der eJastischenFormanderung ist beiderseits gleich groB und 
entgeg!\ngesetzt gerichtet. 

Insbesondere {olgt daraus, dafJ in der Mittelebene selbst nur 
Schubspannungen und keine Normalspannungen iibertragen werden 
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kanner!. Kehrt mannamlich von einer Schubspannung im Spiegel­
bilde den Pfeil um, so steht diese Umkehrung in Ubereinstimmung 
mit dem Wechselwirkungsgesetze, wonach Kraft und Gegenkraft 
zu heiden Seiten des Mittelquerschnitts gleich groB und entgegen­
gesetzt gerichtet sein mus~en. Anders ist es dagegen mit den 
Norrualspannungen. Eine Umkebrung der pfeile zu heiden Seiten 
des Mittdquerschnitts, wie sie vom W echselwirkung~gesetze ver­
langt wird, filhrt bei ihnen zu einer echten Symruetrie, so niimlich 
daB del' eine Pfeil das Spiegelbild des anderen ist. Bei dem Be­
iastungsfalle von Abb. 63 mussen wir abel' eine Antisymmetrie 
erwarten, und diese ist nul' miiglich, wenn die Normalspannungen 
im Mittelquerschnitt iiberall zu Null werden. 

Zum Vergleiche erinnern wir damn, daB bei der Betrachtung 
des riugfiirmigen Kiirpers in § 34 auch eine Symmetrie und zwar 
eine echte vorlag und daB wir daruals schlie Ben konnten, daB in 
der Symruetrieebene .keine Schubspannungen iibertragen werden. 
Dieser SchluB ist allgemein bekannt und wird sehr haufig ange­
wendet. Der ihm genau entsprechende SchluB, daB in einer Anti­
symmetrieebene keine Norrualspannungen miiglich sind, scheint 
wenig bekannt zu sein; er ist aber eben so sicher wie jener. 

Bei der durch Abb. 63 beschriebenen Belastung des Stabes 
kann man noch hinzufiigen, daB sich aHe Langenelemente, in die 
man sich den Stab durch cine griiBere Zahl von Querschnitten 
zerlegtdenken kann, mit Ausnahme der in der Niihe der Stab­
enden liegenden nahezu unter den gleichen Bedingungen befinden, 
ulld daB sie sich daher in bezug auf Drang und Zwang nicht 
viel voneinander unterscheiden kiinnen. Dort freilich, wo die 
Stang en angreifen, und in der nachsten Nachbarschaft davon, 
liegen die Verhaltnisse wesentlich anders. Auf Grund des in § 22 
besprochenen Prinzips von de Saint-Venant durfen wir aber von 
einem nahreren Eingehen darauf absehen, solange wir nur nach 
dem Verhalten des Haupiteiles des ganzen Stabkorpers mit Aus­
nahme del' beiden Endstucke fragen. Und hierauf allein sollen 
sich die weiteren Eriirterungen beziehen. 

Alles, was jetzt besprochen wurde, dient sebr dazu, die Ver­
drehungslehre zu vereinfachen. DaB sie trotzdem schwieriger ist 
als die Biegungslehre, riihrt davon her, daB man in der Biegungs­
lehre die einfache und wohl' bewahrte Annahme an die Spitze 
stell en konnte, daB die Querschnitte eines Stabes bei der Biegung 
eben bleiben. In der Verdrehungslehre geht das aber nicht. Ur­
priinglich batte man allerdings geglaubt, daB sich dieselbe An­
nahme allgemein auch auf die Formanderung bei der Verdrehnng 
iibertragen lieBe. Navier, der als der Begriinder der heutigen 
Biegungslehre anzusehen ist, hatte gleichzeitig auch eine sehr 
einfache Verdrehungslehre aufgesteUt, die ebenso wie jene auf 
der Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte beruhte.· Aber 
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wahrend sich die Annahme bei del' Biegung bewithrte, hat sie sich 
im anderen Falle als triigerisch el'wiesen und zu SchluBfolgel'ungen 
gefiihrt, die im grobsten Widerspruche mit den einfachsten Beob­
achtungstatsachen standen. 

Diese Erkenntnis kam freilich erst vel'haltnismaBig spat und 
erst zu einer Zeit, als sich del' lrrtum schon so fest eingewurzelt 
hatte, daB e1' nachher nicht leicht zu liberwinden war. Der Grund 
dafiir liell't darin, daB die N aviersche Annahme bei einem Stabe 
mit kreisformigem Querschnitt tatsachlich zutrifft und hiermit fUr 
dies en Fall auch die dar auf gegriindete Theorie. Die Stabe von 
kreisformigem Querschnitt, namlich die Maschinenwellen, ware 11 

es aber, fiir die eine Festigkeitsberechnung auf Verdrehen anfiing­
lich banptsachlich in Frage kam. N achdem sich die Annahme in 
dem zunachst wichtigsten Falle du1'chaus bewahrt hatte, war 
man S elbstverstandlich sehr dazu geneigt, ihr auch in allen anderen 
Fallen zu vertrauen. Es hat daher lange gedauert, bis die letzten 
AnMnger der N a vierschen Verdrehungslehre bekehrt wurden, und 
manche davon sind es vielleicht selbst heute noch nicht. 

1m einzelnen besteht zwischen Biegungslehre und Verdrehungs­
lehre noch del' wesentliche U nterschied, daB es moglich war, Bie­
gungsformeln fUr Stabe mit beliebiger Querschnittsgestalt aufzu­
stellen, in die es geniigt, nachtraglich noch das dem betreffenden 
Qnerschnitte zukommende und nach einfache1' Vorschrift zu be­
l'echnende Tragheitsmoment einzusetzen, wahrend in del' Ver­
drehungsleh1'e jeder andere Querschnitt auch wieder eine ganz 
neue Aufgabe stellt. Diese Aufgabe ist in den meisten Fallen 
schwierig zu losen und wenn man die Losung wirklich gefunden 
hat, gelingt es gewohnlich nicht, sie in einfacher Weise auch auf 
ahnliche FaIle zu iibertl'agen. In manchen Fallen, die praktisch 
gerade sehr wichtig sind, ist dies neuerdings abel' doch bis zu 
einem gewissen Grade gelungen, namlichbei. den Walzeisentragern, 
deren Querschnitte aus einer Aneinanderreihung schmaler Recht­
ecke bestehen. Davon wird spater (in § 42) die Rede sein. 

§ 36. Die Erfahrungsgrundlagen und ihre analytische 
Fassung. VOl' vielen Jahren hat Bauschinger einen Verdrehungs­
versuch mit einem Stahlstabe ausgefiihrt, del' eine Lange von un­
gefahr 80 em und einen quadratisehen Querschnitt von rund 6 em 
Seitenlange batte. Nach dem Versuehe waren die Kauten in 
Sehraubenlinien iibergegangen, die libel' zwei UmUiufe umfaBten. 
Die SeitenfHtehen hatte man VOl' dem Versuche poliert und mit 
der ReiBnadel ein Netz von feinen Linien darauf eingerissen, teil,; 
in der Langsrichtung des Stabes und teils senkrecht dazu. Die 
QuerIinien auf den vier SeitenfHiehen schlossen sich aneinander 
und bildeten zusammen den QuersehnittsumriB an del' betrefl'enden 
Stelle des Stabes. Nach dem Versucbe waren sie stark S-fOrmig 
gekriimmt. Darnit war der augenseheinliehe Beweis dafiir geliefert, 
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daB ein quadrati seher Querschnitt bei del' Verdrehung des Stabes 
nieht eben bleibt. 1m Gegensab:e dazu blieben die kreisfOrmigen 
UmriBlinien eines Rundstabes, del' ebenso behandelt wurde, auch 
nach vollzogener Verdrehung Kreise. In diesem FaIle bewahrte 
sich daher die N aviersehe Annahme, daB die Quersehnitte eben 
blieben. 

Zunachst war durch diesen Versueh freilich nul' bewiesen, daB 
sich die Querschnitte eines Vierkantstabes bei einer starken bleiben­
den Formanderung tatsaehlich kriimmen. Es blieb also immerhin 
noch die Moglichkeit bestehen, daB die Naviersche Annahme bis 
zur Uberschreitung del' Proportionalitatsgrenze des Stahles zuge­
troffen haben konnte und erst nachher eine Abweichung davon 
eingetreten ware. Abel' bei FeinmeBversuchen, die mit geeigneten 
Hilfsmitteln im Laufe der letzten Jahre im Munchener Festigkeits­
laboratorium durchgefUhrt wurden, hat sich stets gezeigt, daB aHe 
Querscbnitte, die stark genug von del' Kreisform abweichen, auch 
schon lange VOl' der Ubersebreitung del' Proportionalitatsgrenze 
bei del' Verdrehung eine deutlicb naehweisbare Krummung er­
fahren. 

AuBerdem zeigt sieh bei solchen Versuchen, daB aHe Stabquer­
schnitte, die nicht zu nahe an den Enden liegen, in der gleiehen 
Weise gekriimmt werden. Hiernach kann man diesen Beobaeh­
tungsergebnissen den folgenden formelmaBigen Ausdruck geben. 
Man betraehte die Stabachse als die X-Achse eines reehtwinkligen 
Koordinatensystems. Den Koordinatenursprllllg und die Y- und 
die Z-Achse denke man sieh in einem Quersehnitte festgelegt, del' 
hinlanglich weit von dem einen Stabende entfernt ist, urn die 
elastiscbe Forll1anderung von da ab fUr positive Werte von x als 
liberall gleichmaBig (also unabbangig von x) ansehen zu konnen. 
Der in dieser Art ausgewahlte Anfangsquersehnitt dreht sieh nicht 
gegen das an ihm selbst festgeheftete Koordinatensystem; dagegen 
erfab1't e1' eine Kriimmung. Diese hat zur Folge, da6 sicb irgend­
ein Punkt des Anfangsquerschnitts mit den Koordinaten y, z urn 
eine kleine Strecke.~ in del' Ricbtung del' Stabaehse ve1'schiebt. 
Flir. manche Punkte des Anfangsquerschnitts wird ~ positiv, fUr 
andere negativ sein, und fUr den auf die Stabachse fallenden Punkt 
wird ~ zu Null, da das Koordinatensystem, von dem aus wir die 
Versehiebungen: i; zablen, an diesem Punkte festgebeftet ist. Die 
Strecken ~ bilden die Ordinaten der krummen Flaebe, in die del' 
Querschnitt bei del' Formanderung libergeht, und die Gleiehung 
dieser Flache kann in der allgemeinen Form 

; = f'(yz) (2) 

angeschrieben werden, in der f i1'gendeine unbekannte Funktion 
von y und z bedeutet, die in zunachst unbekannter Weise von del' 
Querschnittsgestalt abhangt. 
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Von da gehen wir zu einem anderen Querschnitt des Stabes 
und zu einem darin gelegenen Punkte mit den Koordinaten xy Z 

VOl' der Formanderung iiber. Dessen Bewegung 11iBt sich in zwei 
Anteile zerlegen. Del' in der Richtung der Stabachse gebende 
Anteil S ist ebenso groB wie der sich auf den Anfangsquerscbnitt 
beziehende Wert von S in G1. (2), da die Beobachtung 1ehrt, daB 
sich alle Querschnitte in der gleichen Art kriimmen. Der andere 
Anteil riibrt von der Drehung des Querschnitts x gegen den An­
fangsquerschnitt her. Wenn wir den auf die Langeneinbeit del' 
Stabachse bezogenen Verdrehungswinkel mit dem Buchstaben -tT 
bezeichnen, hat sich del' im Abstande x 1iegende Querschnitt gegen 
das Koordinatensystem urn den Winkel -tTx gedreht. Wir Iletracbten 

diesen Winkel als sehr klein, da es uns jetzt auf 
die Untersuchung der elastischen Formanderung 
vor der Uberschreitung del' Proportionalitats­
grenze ankommt. 

Abb. 64 gibt den in die Querschnittsebene 
--f----!-----L fallenden Anteil del' Bewegung des Punktes 

Abb.64. 
xyz i.n starker VergroBerung an. Den Quel'­
scbnittsumriB kann man sich nach Belieben 

hinzudenken. Die Y- und die Z-Achse sind gegen den Anfangs­
querscbnitt festge1egt und dreben sich daber nicht mit dem jetzt 
ins Auge gefaBten Querschnitt. Del' vom Punkte yz bescbriebene 
Kreisbogen vom Zentriwinkel ~x hat die Lange r~x, die als sehr 
klein gegen den Halbmesser r zu betrachten ist. Fur die beiden 
Komponenten '11 und t, in die wir uns diesen klein en Weg zerlegt 
den ken konnen, durfen wir daber 

schreiben. 

T} = - r~x sin a = - .a-xz 

6 = + r~x cosa = + .a-xy } (3) 

Del' in diesen Gleichungen vorkommende Verdrebungswinkel -tT 
kann je nach dem Drehungssinn positiv oder negativ sein. Sob aId 
er und die durch GI. (2) ausgedriickte Verschiebungskomponente ~ 
auf irgendeine Weise ermittelt sind, kennt man die elasti~che 
Formanderung des Stabes vollst1indig. N ach dem Elastizit1itsge­
setze laBt sich alsdann auch der dazu gehorige Spannungszustand 
filr jede Stelle des Querscbnitts angeben. 

In der alten Navierschen Theorie del' Verdrehung hatte man 
nUl' auf den durch die Gleichungen (3) beschl'iebenen Bewegungs­
anteil bei der ganzen Formanderung geachtet und ; willkiirlich 
gleich Null gesetzt. 1m allgemeinen FaIle sind abel' beide Be­
wegungsanteile gleich wichtig, und sie miissen daher beide beibe­
balten werden, urn zu einer mit den Tatsachen iibereinstimmenden 
Theorie zu gelangen. 
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§ 37. Die Naviersche Theorie fiir den Kreisquerschnitt. 
Anstatt die vorhergehende Betrachtung unmittelbar fortzusetzen, 
wollen wir zunachst in Anlehnung an Abb. &5 die iibliche einfache 
Theorie der Verdrehung eines Stabes vom kreisfOrmigen Quer­
schnitt wiedergeben. Wie schon bemerkt, hat die Erfahrung be­
stiitigt, daB in diesem Falle die Querschnitte eben bleiben. Die 
elastische Formanderung eines Stabelementes von der Lange dx 
wird daher bereits vollstandig durch die Angabe des Verdrehungs­
winkels {tdx beschrieben. Die Zylindererzeugenden der Mantel­
flache des Stabes gehen in Schraubenlinien von groBer Ganghohe 
iiber und ebenso auch jede andere Parallele zur Stabachse, die 

Abb.65. Abb.66. 

man sich im Abstande r von dieser gezogen denken kann. In 
Abb. 65 kommen nur Elemente dieser Schraubenlinien VOl', dif' 
man genau genug als geradlinig ansehen kann. 

Der ursprunglich rechte Winkel zwischen dem Elemente A C 
einer solchen Parallele zur Stabachse und der Querschnittsebene 
andert sich bei der Formanderung urn einen kleinen 'Betrag y, und 
aus der Abbildung entnimmt man, daB 

yclx = {tdx . l' 

gesetzt werden kann, da be ide Ausdriicke dieselbe kleine Strecke 
AB angeben. Daraus folgt 

y = &,'. (4) 

Diese Art del' Formanderung entspricht augenscheinlich einer 
rt'inen Schiebung; und sie muB daher einen Zustand der rein en 
Schubbeanspruchung herbeifiihrt>n. Die in einem Flachenelemente d F 
des Querschnitts iibertragene Schubspannung t;dF steht senkrecht 
zu dem dahin gezogenen Radius r, und die GroBe von j; ergibt 
sich Zll 

t=Gy= Gfh (5) 

worallS hervo.rgeht, daB j; nach einem Geradliniengesetze von T 

abhangig ist. Ein Spannungsdiagramm, das diese Verteilung vor 
Augen fiihrt, ist in Abb. 66 eingetragen. Fiir die Schubspannung 't: 
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im Abstande l' kann man hiernach auch 

r 
T =Ci,rmax (6) 

setzen, und die Kraft ,dF hat daher vom Kreismittelpunkte aus 
gerechnet das Moment 

't'max 
--rdF·r. 
a 

Die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen zwischen den im 
Querscbnitt ubertragenen Schubspannungen und dem Verdrebungs-

~ 
momente]J;l del' auBeren Krafte am einen 
Stabteile wird durch die Momenten­
gleichung 

M = TmaxJr2dF= 'rna". 0 (7) 
a a P 

ausgesprochen, wenn darin unter Op das 
po7are Triighcitsmoml"l1t del' KreisfHiche 
verstanden wird, 

Abb.67. Um (Jp auszurechnen, beziehen wir uns 
auf Abb. 67. Zwischen den unendlich nahe 

benacbbarten Kreisen von den Halbmessern r und " + dr liegen 
nur FIachenteilchen, die gleich weit vom Mittelpunkte entfernt 
sind und den Beitrag 2rndr· r2 zu ()p liefern. Daher ist 

Setzen wir 
so folgt 

a 

o = 2115 (r3dr = ~ a4
• 

p 'jJ 2 (8) 
o 

dies en Wert in Gl. (7) ein und lOsen nach 'max auf, 

Ma 2M 
'max = 0; = ~a.· (9) 

Hiel'auf ergibt sich aus Gl. (5) auch del' auf die Liingeneinheit 
bezogene Verdrebungswinkel a-, namlich 

a- = . ~ = Tm~ = _l!!_ = 2 M _ . 
G1' Ga GOp ~a4G 

(10) 

Bezeichnet man den ganzen Verdrehungswinkel del' Welle von del' 
Lange l mit LI q;, so HiBt sich dafUr auch 

(11) 

schreiben. 

Die bier vorgetragene Theorie laBt nur eine einzige Ubertragung 
auf einen verwandten Fall zu, namlich auf eine hohle Welle, also 
auf einen Querschnitt, del' von zwei zum gleichen Mittelpunkte 
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gehOrigen Kreisen begrenzt wird, wie in Abb. 68. Man erhalt dafiir 

a'-b" 2Ma 2Ml 
Op = 1t 2-; 't'max = n(Q4=-b-'); L1 fJi = ;TJi'-=- b4)7J" (12) 

Navier hatte geglaubt, die vorhergehenden allgemeineren Formeln 
auf jeden beliebigen QuerschniU iibertragen zu diirfen, wobei nur 
fUr () das diesem Querschnitte entspreehende polare 'Iragheits­
mom:nt einzusetzen ware. Er lieB sieh da­
bei von der Annahme leiten, daB die Quer­
sehnitte bei der Verdrebung stets eben blei­
ben rniiBten. Aber ganz unabhangig von 
den sch(,n angefiihrten Beobachtungstat­
sac:hen, die dieser Annahme widers!Jrechen, 
werden wir sofort einen augenscheinliehen 
Nachweis damr geben, daB die Navier-
sebe Theorie zu ganz falscben Ergebnissen Abb.68. 

fUbrte. 
§ ;)8. Die Randbedingung der Verdrehungsaufgabe. Urn 

zunacbst zu zeigen, daB die Naviersehe Theorie bei ihrer Anwen­
dung auf den recbteckigen Querscbnitt zu den grobsten Wider­
spriichen fiihrt, bereehnen wir das pol are Tragbeitsmornent () p 

fUr die Reehteckflaehe. Darunter ist der Summenausdruck 

Op=..{r2dF = Jcy2 + z2)dF~ (y2dF +,(z2dF= (), + ().. (13) 

zu verstehen, der sieh, wie aus der Ableitung hervorgeht, naeh 
dem Pytbagoreischen Lehrsatze stets auf die Summe del' Haupt­
tragheitsmomente 0. und Oy der betreffenden 
Querscbnittsflache zuriickfiihren laBt. Beirn Reeht­
eck konnen wir dafiir die in den Gleiehungen (21) 
von § 24 aufgestellten Werie einsetzen. Be­
achtpn wir noeh, daB jetzt die Bezeiehnung a 
an Stelle von h fiir die zur Y- Aehse gleich­
gerichtete Reehteckseite getreten ist, so folgt ; 

-. c--~' 
I 

aSb+abs a2+b' 
Op = --12- - = ali '--12·· (14) 

I 
• 

und fUr dPll auf die Langeneinheit bezogenen Ver­ Abb.69. 

drehungswinkel {t fand daher die Naviersehe Theorie gemaB Gl. (10) 
M 12M {t = ---._ .. = ..... _ .. - .-.... 

OpG ab(a"+b')G (15) 

Urn diese Formel auf ihre Ubereinstimmung mit den Beob­
aehtungstatsaehen zu priifen, vergleiehen wir 7.wei Reehtecke mit­
einander, die beide denselben Flaeheninhalt 0 1 bJ = a2 b2 haben. 
Das eine davon solI ein Quadrat und das andere ein 8ehr schmales 
Rechteck sein. Es moge etwa a1 = b1 = 1 em, dagegen a2 = 5 ern 
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und b2 = t em sElin. Das letzte Reehteek wurde dann ungefahr 
dem Querschnitt einer dunnen ReiBschiene. entsprechen. Die polaren 
Tdlgheitsmomente ergeben sieh naeh Gl. (14) fUr die ReiBsehiene 
zu 0 = 2,09 em4 und fUr das Quadrat zu Op = 0,17 em!. Die 
ReiB:ehiene hat also ein ungefahr zwolfmal so groBes Op als ein 
Vierkantstah von derselben Quersehnittsflaehe. Wenn Gl (15) 
riehtig ware, muBte sieh demnaeh die ReiBschiene dem glpichen 
verdrehenden Momente gegeniiber zwolfmal steifer verhalten als 
ein aus demselben Holze hergestellter Stab von quadratisehem 
Quersehnitte. J eder, der eine ReiBsehiene :.mr Halld hat, kann 
sieh abel' sofort davon uberzeugen, daB die ReiBschiene keineswegs 
viel steifer ist als del' Vergleiehsstab, sondern sieh entgegen der 
Voraussage der Navierschen Theorie umgekcbrt schon dureh ein 
kleines Moment M stark verdrehen laBt und jedenfalls weit mehr 
als del' Vergleiehsstab. 

Man wird nicht leicht ein zweites ehenso schlagendes Beispiel 
dafUr anzugeben vermogen, wie groB die Irrtumer werden konnen, 
zu denen eine Theorie unter Umstanden fiihrt, wenn sie sich zu 
sehr auf die ihr zugrunde liegenden Annahmen verlil.Bt und 
dariiber den fortwahrenden Vergleieh ihrer Folgerungen mit den 
Beobachtungstatsachen vernaehlassigt. 

DaB die N a viersche Theorie del' Verdrehung fUr den Fall des 
rechteckigen Querschnitts unriehtig ist, kann hiernaeh nieht mehr 
bezweifelt werden. Wo del' naehste Grund fUr den Fehler liegt, 
geht aus der schon in § 36 erw1ihnten anderweitigen Beobaehtung 
hervor, daB der reehteekige Quersehnitt bei del' Verdrehung nieht 
eben bleibt. Man wird sieh aber mit dieser Bemerkung allein 
nicht gerne zufrieden geben, sondern wird weiter noeh wissen 
wollen, woher es wohl kommt, daB hei der Biegung fUr beliebige 
Quersehnitte und selbst bei del' Verdrebung wenigstens fUr kreis­

formige Querschnitte die Naviersche Annahme 
vollsUindig zutrifft, wahrend ~.e in anderen Fallen 
und insbesondere beim rechteckigen Querschnitte 
zu so starken Fehlern fiihrt. 

- -z Aueh auf diese Frage laSt si<lh eine befriedi­
gende Antwort geben. Die Naviersche Theorie 
hatte namlich die sehr wiehtige Grenzbedingung 
auBer acht gelassen, die nach dem Satze von del' 

Abb.70. Gleicbheit del' einander zugeordneten Schubspan­
nungen am Querschnittsumfange erfiillt sein muS. 

Nur beim kreisformigen Querschnitt war die Randbedingung ganz 
von selbst erfiillt, bei allen anderen Querschnitten abel' nicht. 

Fur den reehteekigeu Quersehnitt wird dies aus Abb. 70 e1'­
sichtlich. Naeh der Navierschen Theorie muBte namlich die in 
einem Flacbenteilchen dF am Rande ubertragene Schubspannung T 

rechtwinklig zu del' yom Mittelpunkte aus dahin gezogenen Ver-
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bindungslinie steben, weil bei eben bleibenden Querschnitten 
auch die Schiebung in dieser Richtung erfolgte. Diese Richtung 
steht aber im allgemeinen schief zur U mriBlinie des Querschnitts; 
nur beim kreisformigen Querschnitt steht jeder Radius senkrecht 
zur UmriBlinie. Beim rechteckigen Querschnitt kann man dagegen 
.. in die beiden Komponenten "xy und -ex. zerlegen, von denen die 
eine in die Richtung der UmriBlinie flillt und die andere senkrecht 
dazu steht. 

Jeder diesel' beiden Komponenten laSt sich eine zugeordnete 
Schubspannung gegeniibersteIlen, die nach Gl. (12) von § 14 und 
den daran gekniipften Bemerkungen gleich groB mit ihr sein muS. 
An einem unendlich kleinen rechteckigen Parallelepiped, von dem 
dF eine Seitenflache bildet, wiirde jedoch die der Komponente -';xz 

zugeordnete Komponente ... ," auf einer zur freien Staboberflache 
gehOrigen Seitenflache angreifen. Da aber nach auBen hin nichts 
mebr angrenzt, was eine solcbe Kraft iibertragen konnte, muS dort 
-,;"" zu Null werden und damit auch T x ., um das Gleichgewicht 
gegen Drehen an dem Parallelepiped herbeizufiihren. 

Durch diese Uberlegung sind wir zu der die ganze Verdrehungs­
lehre beherrschenden, aber auch heute noch in technischen Kreisen 
nicht iiberall geniigend bekannten und daber hiiufig auRer acht 
gelassenen Randbedingung gelangt, die sich in die Worte fassen 
laBt: 

"Am Querschnitfsumfange mUssen die Schubspannungcn iiberall 
tangential gerichtet sein". 

Bei Hohlquerscbnitten gilt dieser Satz aus den gleichen Griin­
den nicht nur fUr den auBeren, sondern ebenso auch fiir jeden 
inneren Rand. 

An den Eckpnnkten des rechteckigen Querschnitts verschwin­
den nach diesem Satze die beiden Komponenten"ex und "e"", d. h. 
die Ecken bleiben ganz spannungsfrei. Diese FOlgerung der von 
de Saint-Venant begriindeten Verdrehungslehre steht im scharfsten 
Widerspruche mit der Navierschen Theorie, aus der man schloB, 
daB an diesen Stell en gerade die groBten Spannungen auftreten 
mii6ten. Del' Fehler liegt natiirlich auf der Seite der alten Theo­
rio. Er zeigt von neuem, wie weit man fehlgehen kann, wenn 
man sich blindlings auf eine so wiIlkiirliche Annahme verl1i6t wie 
die, daB die Querschnitte unter allen Umstanden eben bleiben 
miiBten. 

§ 39. Ansatze zur strengen Theorie der Verdrehung. Die 
im mathematischen Sinne dieses Wortes als "streng" bezeichnete 
Theurie der Verdrehung wurde von de Saint-Venant aufgestellt, 
dem unmittelbaren NachfoIger von N avier als Professor an der 
Pariser ecole poly technique. Er hat die Irrtiimer von Navier er­
kannt und sie widerlegt und eine einwandfrei begriindete Theorie 
aufgebaut, die mit den Beobachtungstatsachen gut iibereinstimmt. 

Teubn. Leitf.I7: Fllppl, Grund.fige dot Fe8tigkeitslehre 10 
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Dagegen gelang es ihm nul' in einer beschrankten Zahl von Fallen, 
die Verdrehungsaufgabe vollstandig zu lOsen. Was er dabei ge­
funden hat, ist und bleibt richtig und zugleich praktisch wertvolL 
Aber fiir die Anforderungen der Technik reichte es nicht aus, so 
daB man sich spater zu anderen Ansiitzen genotigt gesehen hat, 
um wenigstens zu gut brauchbareu Naherungslosungen flir solche 
Falle zu gelangen, bei denen die strenge Theorie versagte. Aus 
diesem Grunde wollen wir uns hier nicht lange bei der strengen 
Theone aufhalten. Mit ihren Hauptgedanken muB sich aber jeder 
vertraut machen, der sich in der Verdrehungslehre die Befiihigung 
zu selbstandigen Urteilen erarbeiten will. 

Man gelangt zu den Hauptgleichungen del' strengen Theorie 
durch eine Fortbildung der schon in den Gleichungen (2) und (3) 
von § 36 auf Grund der Beobachtungstatsachen aufgestellten An­
saize. Del' Weg von de Saint· Venant selbst war freilich langer 
und miihsamer, und er war auch im mathematischen Sinne strenger 
in del' Begrundung. Die Ergebnisse, zu den en man dabei gelangt, 
sind aber in beiden Fallen dieselben, und es genfigt daher voll­
standig, wenn wir den Leser hier auf dem kfirzeren Wege zum 
Ziele flihren. 

Wir fibernehmen also aus § 36 die Gleichungen 

~ = f(yz); 'Y/ = - ftxz; t = + ftxy (16) 

und schlieBen aus dem durch sie beschriehenen Zwange auf den 
damit verbundenen Drang. Zunachst ergibt sich daraus, daB an 
einem unendlich klein en Parallelepipede, das wir uns durch Schnitte 
in den Richtungen der Koordinatenebenen irgendwo aus dem Stabe 
herausgeschnitten denken k6nnen, keine Normalspannungen an­
greifen k6nnen. Aus den Gleichungen folgt namlich fur die be­
zogenen Dehnungen 

E = B = 0 ebenso € =?21 = 0 und Ez = ~ = O. 
x i3x' y i3y (jv 

N ach dem Elastizitlitsgesetze folgt abel' daraus, daB auch 

Ox = ()y = 0. = 0 (17) 
wird. Ebenso findet man (vgl. Gl. (19) auf S. (52)) 

i31j i3t 
IY. = i3z + 3;Y = - ftx + {tx = 0 

und daher auch (18) 

Fiir die alsdann aHein noch iibrigbleibenden Schubspannungs­
komponenten erhalt man auf demselben Wege 

"&3J1/ = "&fX= G (~~ + ~~) = G (;; - ftz) I. 
"&x.="&zx=G(~!+~)=G(~; +fty) 

(19) 
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Hierauf erinnern wir uns der zwischen allen diesen Spannungs­
komponenten bestehenden Gleichgewichtsbedingungen gegen Ver­
scbieben in den drei Achsenriebtungen, die in den Gleichungen (37) 
von § 20 ausgesprochen wurden. Diese Gleiebungen lauten in 
der ihnen damals gegebenen allgemeinen Form nach Streicben der 
sich auf die hier nicht vorkommenden MassenkrtLfte beziehenden 
Glieder 

(20) 

Setzt man fiir die Spannungskomponenten ihre Werte aus den 
Gleicbungen (17), (18) und (19) ein, so sieht man, daB die bei­
den letzten Gleicbungen obne weiteres erfiillt sind, da aIle in 
ihnen vorkommenden Glieder zu Null werden. Die erste Gleichung 
geht zunachst iiber in 

oder nach Einsetzen aus den Gleichungen (19) in 

a'; a's 
ay' + az' = 0 (21) 

und diese Gleichung kann als die Hauptgleichung der strengen 
Tlieorie der Verdrehun.q bezeiehnet werden. Aus ihr laBt sich 
namlich schlieBen, welchem Gesetze die krumme Flache gehorcht, 
in die der ebene Stabquersehnitt bei der elastischen Formanderung 
des Stabes iibergeht. Sie bildet, wie man aueh sagen kann, die 
Differentialgleichung der Verwindungsflache. 

Gleichung (21) liiBt unendlich viele voneinander verschiedene 
Lasungen zu, und es macht gar keine Schwierigkeiten, beliebig 
viele solcher Losungen und seblieBlich auch die allgemeinste Lasung 
anzugeben, in der aIle iibrigen enthalten sind. Aber damit ist die 
Verdrehungsaufgabe noeh lange nicht gelOst. Die Anpassung der 
allgemeinen Lasung an die im besonderen Falle bestehenden Grenz­
bedingungen macht erst die Hauptschwierigkeit aus, die in den 
meisten Fallen iiberhaupt nicht zu iiberwinden ist. 

Am Schlusse von § 38 wurde die Randbedingung ausgesprochen, 
von del' gesagt wurde, daB sie die ganze Verdrehungstheorie be­
herrscht. Wir wollen sie jetzt ebenfalls in Gestalt einer Gleiehung 
anschreiben. An einer bestimmten Stelle des Querschnittsumrisses 
mage zwischen den Koordinaten der UmriBlinie irgendeine Glei­
chung 

y = fez) 
10* 



148 IV, Die Verdrehungslehre 

bestehen, in der f eine beliebige Funktion sein kann, Die Rich­
tung der Tangente, die sich im Punkte y z an diese Kurven legen 

laSt, wird durch den Differentialquotienten :; beschrieben. Die 

Bedingung, daS die Schubspannung an dieser Stelle mit den Kom­
ponenten t'a: und 'l:xz in die Richtung der Tangente fallen solI, 
laSt sich daher in der Gleichung 

-ra:y dy (22) 
'l:x, = dz 

ausdriicken. Setzt man die Werte von 'l:zu und 'l:." aus den Glei­
chungen, (19) ein, so laSt sich daflir auch 

O{_~z 
Oy dy 

O~_ ~~y = iii 
OZ 

(23) 

Bchreiben und damit ist die Randbedingung ausgesprochen, der 
die gesuchte Funktion ; auller der Hauptgleichung (21) ehenfalls 
noch, und zwar an allen Stellen des Querschnittsumrisses ge­
niigen muS. 

Gelingt es, filr eine gegehene Querschnittsgestalt durch einen 
passenden Ansatz fiir ~ der Gleichung (21) an allen Stellen der 
Querschnittsflache und zugleich der Gleichung (23) an allen Stellen 
~es Randes zu geniigen, so bleibt nur noch die verhiiltnismaSig 
einfache Aufgabe zu lOsen, die in der letzten Gleichung vorkommende 
unveranderliche GraBe .If zu ermitteln, Das geschieht durch An­
schreiben einer Momentengleichnng filr das Gleichgewicht gegen 
Drehen zwischen den im Querschnitte iibertragenen Schubspan­
nungenmitdem von den auBeren KrMten herriihrllnden Verdrehungs­
momente M. 

Fiir eine Anzahl von Fallen, insbesondere den elliptischen, den 
rechteckigen und den regelmaBig dreiseitigen Querschnitt und auch 
noch fiir verschiedene krummlinig begrenzte Querschnitte beson­
derer Art hat de Saint-Venant urn die Mitte und in der zweiten 
Halfte des vorigen Jahrhunderts die vollstandige Lasung dieser 
Aufgabe gefunden, In § 44 werden wir darauf nochmals zuriick­
kommen, 

§ 40. Die beiden Gleichnisse der Verdrehungslehre. Wir 
zeigten vorher, daS die strenge Lasung del' Verdrehungsaufgabe 
fiir einen bestimmten Querschnitt von einer Lasung der Differen­
tialgleichung (11) abbangt, die zugleich der durch Gl. (22) oder 
(23) ausgesprochenen Randbedingung geniigt. Von derselben ein­
fach gebauten Differ!lntialgleichung (21) hangt aber auch in ver­
schiedenen anderen Teilen der theoretischen Physik die Lasung 
gar mancher wichtigen Frage ab, die im iibrigen mit del' uns hier 
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beschaftigenden gar nichts zu tun hat. Manchmal trifft es sich 
dabei, daB auch noch eine Randbedingung von der gleichen Art 
hinzntritt wie bei der Verdrehungsaufgabe. Die mathematische 
Aufgabe, die Gleichung zu losen und die Randbedingung zu be­
friedigen, ist dann in beiden Fallen diesp.lbe, und man vermag da­
her jede auf dem einen Gebiete durch irgendeinen gliicklichen 
Griff oder sonstwie gefundene Losung sofort auch auf dem anderen 
Gebiete nutzbar zu machen. 

Auf diesen Bemerkungen beruhen die beiden Gleichnisse, mit 
denen wir den Leser hier bekannt zu machen haben. Eine strenge 
Beweisfiihrung verlangt freilich vorher schon eine gewisse Be­
kanntschaft mit den Erscheinungen und ihrer Theorie, die auf 
dem anderen Gebiete vorliegen, das ZUlli Vergleiche herangezogen 
werden soll. Durch diesen Urn stand darf man sieh aber als An­
fanger nicht abschreeken lassen, auch wenn man von dem anderen 
Gebiete noch sehr wenig weiB. Denn auf den strengen Beweis 
komrut es dabei nicht so viel an als auf die Moglichkeit, den Zu­
samruenbang anschaulich zu erfassen. 

Es ist sogar zulassig, auf einen Beweis ganz zu verzichten und 
die heiden Gleichnisse der Verdrehungslehre als Annahmen hinzu­
stellen, die willkiirlich zu Ausgangspunkten der Untersuehung ge­
wahlt werden soli en, ausseblieBlich mit der Begriindung, daB sich 
die auf diesem Wege erhaltenen Folgerungen beim Vergleiche mit 
allen wiehtigeren Beobachtungstatsacben bereits hinHtnglich be­
wahrt haben. Die Gleichnisse erscbeinen dann als Axiome, ge­
nau so wie in der Biegungslehre die Annahme, daB die Quersehnitte 
eines Stabes bei der Biegung eben bleiben. 

Dureh ein solches Vorgehen wird erreicht, daB jeder Anfangel', 
der sich mit der Verdrehungslehre bekannt maehen will, ohne 
sehr viel Zeit darauf anwenden zu konnen, sofort mit den beiden 
Gleicbnissen bekannt gemacht wird und sie zu gebrauchen lernt. 
Damit wird ihm der Scbliissel in die Hand gegeben, der eine Reihe 
von Fragen hinreichend genau zu IOsen gestattet, die fUr die prak­
tischen Anwendungen von groBer Bedeutung sind. - Besser frei­
lich ist es, wenn der Leser nicbt nur der nachfolgenden Beschrei­
bung, sondern Ruch der dazu gegebenen Begrundung der beiden 
Gleicbnisse mit Verstandnis zu folgen vermag. 

Das zuerst von Thomson und Tait aufgestellte hydrodynamische 
Gleichnis filhrt die Verdrehungsaufgabe auf eine Aufgabe del' 
Stromungslehl'e zuriick, namlich auf die Aufgabe, cine ebene Wasser­
stromung innerhalb eines dem Stabkorpel' kongruenten Hoblraumes 
anzugeben, bci der die Wirbelstarkc in aUen Pu,nkten des Quer­
schnitts gleich grofJ ist. 

Man setzt namlich die Geschwindigkeitskomponenten Vy und v. 

der Wasserstromung in den Richtung(m der Koordinatenachsen in 
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jedem Punkte des Querschnitts 

Vy = m.xy und v. = m.xz (24) 
worin m einen der hydrodynamischen Abbildung des Spannungs­
feides zugrunde gelegten unveranderlichen MaBstabfaktor bedeutet, 
den man nach Belieben wahlen darf. Durch den Ansatz (24) wird 
zunachst erreicht, daB die Geschwindigkeit der Stromung iiberall 
gleich gerichtet mit der Schubspannung an der betrefl'enden Stelle 
und mit ihr verhaltnisgleich ist. 

Die Stromung einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit ist der 
sogenannten Kontinuitiitsb/'dingung unterworfen, namlich der Be­
dingung, daB in jeden belie big abgegrenzten Teil des von der 
Stromung durchflossenen Ra!lmes, damit er stets von der Fliissig­
keit erfullt bleibt, ebensoviel einstromen muS, aLs wahrend der 
gleichen Zeit an anderen Stellen davon ausflieBt. Grenzt man in 
der Bewegungsebene ein kleines Rechteck von den Kantenlangen 
dy und dz ab, so laSt sich die Bedingung fUr diesen Raum durch 
die Gleichung 

aussprechen. Wegen des in den Gleichungen (24) ausgesprochenen 

Z 

Zusammenhanges muS da­
her auch 

~";xy + 0'1:",. = 0 
oy oz 

sein und wenn man fur die 
.,; ihre Werte aus den Glei­
chungen (19) einfiihrt, folgt 
daraus 

in Ubereinstimmung mit 
Gl. (21). Man sieht daher, 
daB die hydrodynamische 
Abbildung von vornherein 
dafiir sorgt, daB diese 

Abb.71. Hauptgleichung der Verdre­
hungstheorie erfii.llt wird. 

Auch die Randbedingung, die in den Gleichungen (22) oder (23) 
ausgesprochen wurde, wird von vornherein von ihr erfiillt. Zur 
Erlauterung moge dabei Abb. 71 dienen, die sich a.uf einen recht­
eckigen Querschnitt bezieht. Die in ihn eingetragenen Linien 
konnen entweder als Spannungslinien aufgefaBt werden, namlich 
als Linien, die iiberall in der Richtung der dort herrschenden 
Schubspannung fortschreiten, oder auch als Stromlinien der Fliissig-
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keitsstromung. Nach der in § 35 im Anschlusse an Abb. 70 be­
sprochenen Randbedingung muB die auBerste Spannungslinie 
mit del' UmriBlinie des Querschnitts zusammenfallen. Das gilt 
aber ebenso auch von del' auBersten Stromlinie, da die Fliissig­
keit die Wand nicht durchsetzen kann, sondern ihr entlang 
flie.Ben muB. 

Die bisher besprochenen Bedingungen geniigen abel' noeh nicht, 
um die Wasserstromung viillig zu bestimmen. Die allgemeine hy­
drodynamische Aufgabe, mit der wir UlIS hier besehlHt.igen, ver­
langt die Ermittelung von zwei unbekannten Funktionen Vy uud v., 

wahrend die Losung der Verdrehungsaufgabe nul' von del' Er­
mittelung del' einzigen unbekannten Funktion !; del' Quersehnitts­
koordinaten abhing. Daher muB noeh eine 'Weitere Bedingung 
zwischen Vy und V z hinzutreten, urn gerade jene unter den bisher 
noeh moglichen \Vasserstromungen heraussuehen zu kiinnen, die 
dem KraftHusse bei der Verdrehungsaufgabe entspricht. 

Man gelangt zu dieser welteren Bedingungsgleiehung, indem 
man die erste der Gleichungen (19) partiell nach z und die zweite 
nach y differentiiert und hierauf beide voneinander subtrahiert. 
Daraus entsteht die Gleichung 

(25) 

Bei der Wasserstromung, die del' Verdrehungsaufgabe entspricht, 
muB den Gleichungen (24) gemaB hiernach 

(26) 

sein, worin del' auf del' rechten Seite stehende Wert fUr alle Stell en 
des Quel·schnitts gleich groB ist. Del' linksstehende Ausdruck wird 
aber in del' Hydrodynamik als ein MaB fiir die Starke angesehen, 
mit del' die Fliissigkeit an del' betreffenden Stelle wirbelt. Hier­
nach erklart sich eine vorher bei del' Aussage des hydrodynami­
schen Gleichnisses gebrauchte Bezelchnung. 

Von vornherein i, t die Forderung, daB die Wirbelstarke der 
Stromung uberall gleich groB sein soli, frellich nul' fUr jene Leser 
verstandlich, die mit dem Begriii'e del' Wirbelstarke scbon von 
fruber her bekannt sind. Man kann sie abel' in anscbaulicher 
Weise ungefahr wenigstens auch dahin auslegen, daB die Strom­
linien jedenfalls elnen glatten, moglichst einfachen und regel­
maBigen Verlauf nebmen mussen. Da nun die auBerste Strom­
linie mit del' U mriBlinie des Querschnitts zusammenfallt, kann 
man daher nicht sehr im Zweifel dariiber sein, wie die naehst be­
nachbarten ungefahr verlaufen werden. Auf diese nachst benach­
barten kommt es abel', wie man spater sehen wird, hauptsach­
lich an. 
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Eine genauere Auskunft iiber den StromliQ.ienverlauf, die ohne 
besondere V orkenntnisse verstandlich ist, gibt das von L. Prandtl 
aufgestellte Seif( nhautglr ichn'is, das daher eine wicbtige Erganzung 
des ersten Gleichnisses bildet. Bei ihm handelt es sich um den 
folgenden Zusammenhang. 

In den Deckel eines GefaBes sei ein Loch gescbnitten von ge­
uau derselben Gestalt, wie sie der Querschnitt des Stabes bat, fUr 
den man die Verdrebungsaufgabe lOt'en will. Man iiberspanne 
dieses Loch mit einer Seifenhaut mit denselben Hilfsmitteln, mit 
den en man die Seifenblasen herzustellen p£legt. Solange der 
Luftdruck im GefaBe ebenso groB ist wie auBerbalb, bleibt die 
Seifenhaut eben. Sobald man aber den Luftdruck im GemBe et­
was erhOht, baucht sie sich aus. Bei der Ausfiihrung des Ver­
suches darf man sie jedoch nur so weit aufblasen, daB die hOchste 
Erhebung, die die gewolbte FHiche dabei erfahrt, immer noch als 
klein gegeniiber den Abmessungen des Loches und hiermit des 
ihm entsprechenden Querschnittes angesehen werden kann. Zur 
strengen Giiltigkeit des Prandtlschen Gleichnisses wiirde namlich 
eigentlich gehoren, daB die Ausbauchung unendlich klein bliebe. 
Der von der Verletzung dieser Bedingung herriihrende Febler 
kann abel' bei del' A usfiihrung des Versuches in hinliinglich engen 
Grenzen gehalten werden. 

Die Seifenbaut schlieBt mit der Ebene des Deckelrandes einen 
Haum ein, den Prandtl als den Spannungshiigel bezeichnet hat. 
Man kann die Gestalt dieses Riigels dadutch beschreiben, daB man 
in den GrundriB Linien gleicher Robe eintragt, wie sie in Land­
karten zur GelandedarsteUung verwendet werden. Von diesem 
Spannungshugel, der also durch einen einfachen Versuch herge­
stellt und dabei auch genau genug ausgemessen werden kann, 
lassen sich die folgenden Behauptungen aufstellen: 

1. Die in den Grundrif.J eingetragenen Linien gleicher Hohe deckcn 
sich mit den Sparmungslinien del' V(rdrellungsaufgabe fur dm zu­
gehih'igen Stabquerschnitt. 

2. Das Gefiill de8 Hiigels ist an jeder Stelle proportional der 
Grof.Jc del' an del' zugehorigen Stelle des Querschnitts iiber/Turfmen 
Schubspannung. 

3. Det· Rauminhalt des Spannungshiigels ist fur verschiedene Quer­
schnitte unter sonst gleichen Umstiinden proportional dem Drill'~ngs­
widerstande des Querschnitts. 

Die im letzten Satze gebrauchte Bezeichnung "Drillung.<u·ideT­
stand" bedarf noch einer naheren Erklarung. Del' auf die Llingen­
einheit des Stabes bezogene Verdrehungswinkel .ft wird beim kreis­
formigen Querschnitt nach Gl. 10 von § 37 durch die Formel 

(27) 
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angegeben. Das darin vorkommende Produkt G ()p nellnt man die 
Verdrehungssteifigkeit eles Stabes, weil {t urn so kleiner ausflillt, 
je groBer bei gegebenem M das Produkt ist. Diese Steifigkeit 
hangteinerseits vom Schubmodul G, also vom Stoffe ab und anderer­
seits von del' Gestalt und von der GroDe des Stabquersehnitts, die 
in 0 zum Ausdruck kommen. In der Naviersehen Verdrehungs­
lehr: nahm man an, daB Gl. (27) auf jede Querschnittsgestalt an­
wendbar sei, so daB z. B. fUr den rechteckigen Querschnitt Gl. (15) 
von § 38 giiltig ware. Das war nun freilich falsch. Jedenfalls 
kann man abel' Gl. (27) in der Art auf einen beliebigen Quer­
schnitt iibertragen, daB man 

M 
{T = GJ (28) 

setzt und unter J einen nur noeh von der Gestalt und von del' 
GroBe des Querschnitts abhlingigen Wert versteht, del' in derselben 
Einheit, also in der viertenPotenz der Litngeneinheit auszudriicken 
ist wie in Gl. (27) das Tragheitsmoment Op. Das muB namlich 
gefordert werden, damit Gl. (28) eben so wie Gl. (27) in den Di­
mensionen der darin vorkommenden GroDen riehtig ist. 

Welehen Wert man fUr J anzunehmen hat, damit GJ. (28) den 
richtigen Wert des Verdrehungswinkels liefert, hlingt von del' be­
sonderen Quers('hnittsgestalt abo Diese GroBe Jist es, die wir 
als den DriUu'/'Igswiaerstand bezeichnet haben. Von ihr steht bis 
jetzt nul' so viel fest, daB sie im FaIle des kreisfOrmigen Quer­
schnitts gleich dem polaren Tragheitsmomente ist. 

Riel' kommt uns nun der dritte der vorher angefijhrten Prandtl­
schen Satze zu Hilfe. Er lehrt, wie man durch Ausfiihrung des 
Seifenblasenversuchs und Ausmessung des Spannungshligels den 
Drillungs\\ iderstand fUr irgendeinen Querschnitt ermitteln kann. 
Selbst schon auf Grund von friiher gemachten und im Geditcht­
nisse aufbewahrten Erfahrungen liher das Verhalten der Seifen­
blasen vermag man den Drillungswiderstand in manchen Fitllen 
wenigstens ungefiihr abzuscbatzen. Man kann dabei etwa so vor­
gehen, daB man sich in den Deekel des GefiiBes zwei Locher ge­
schnitten denkt, von denen das eine kreisformig ist und denselb€n 
Pliieheninhalt hat wie das andere, das dem Querschnitte entspricht, 
fUr den man den Drillungswiderstand abschatzen will. Man ver­
gleicht die beiden Spannungshtigel miteinander, die zu dem gleichen 
Luftiiberdrucke iIll GefaBe gehOren, und findet daraus Darb dem 
unter 3. angefiihrten Satze den gesuchten Drillungswiderstand, 
da der fUr den kreisfOrmigen Querschnitt von vornherein schon be­
kannt ist. 

Es muB noch bemerkt werden, daB das Seifenhautgleichnis fUr 
Hohlquerschnitte wel,iger brauchbar ist. Es laBt sich zwar auch 
auf diesen Fall iibertragen, aber nur mit Umstandlichkeiten, auf 
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die wir hier nicht eingehen wollen, weil sie die praktische An­
wendung des Vergleiches nicht mehr lohnend erscheinen lassen. 

Man beweist die Prandtlschen Satze, indem man zuerst die Diffe­
rentialgleichung fUr die krumme Flache aufstellt, nach del' sich 
die durch die Kapillarspannungen zusammengehaltene Seifenhaut 
unter der Belastung durch den Luftiiberdruck ausbaucht. Diese 
Gleichung stimmt zwar nicht ganz mit Gl. (:H) iiberein, aber sie 
ist ahnlich gebaut, und hierauf beruht die Moglichkeit, die Ver­
drehungsaufgabe mit Hilfe des Seifenblasenversuchs zu lOsen. ~Ian 
kann den ausfiihrlichen Beweis in "Drang und Zwang", Ed. II, § 67 
finden. Der Anfanger moge die Prandtlschen Satze einstweilen 
als eine Annahme gelten lassen, die sich hewahrt hat, und sich ihre 
Nachpriifung fUr eine spatere Stufe seiner Ausbildung vorbehalten. 

Nur darauf moge noch hingewiesen werden, daB die Randbe­
dingung der Verdrehungsaufgabe beim Selfenblasenversuche ohne 
weiteres erfiillt wird, da die unterste Linie gleicher Hohe von 
selbst mit dem Querschnittsrande zusammenfallt. 

§ 41. Der Drillungswiderstand eines Flacheisens. Das 
"Flacheisen" hat einen rechteckigen Querschnitt, dessen Langseite 
weit groBer ist als die Schmalseite. Urn zu einem brauchbaren 
Niiherungswerte fUr den Drillungswiderstand zu geJangen, geniigt 
es, ihn fUr den Grenzfall zu berechnen, daB die Langseite als un­
endlich groB im Vergleiche zur Schmalseite angesehen werden 
kann. 

Denkt man sich die Langseite des Rechtecks in Abb. 71 stark 
vergroBert, so ziehen sich die Spannungslinien immer mehr in die 
Lange, und der mittlere Teil des ganzen Eildes sieht alsdann 

1 

I 
--1 

II 
I 

1 
1 
II 

ungefahr so aus wie Abb. 72, die als eine nach 
oben und un ten hin abgebrochene Zeiehnung 
des Spannungslinienverlaufes anzusehen ist. 1m 
mittleren Teile des Querschnitts miissen namlich 

z die Spannungslinien ziemlich genal! geradlinig und 
parallel mit den benach barten U mriJ3seiten verlaufen. 
Aus dem Vergleiche mit einer Seifenblase fiber einer 
schmalen und sehr langgestreekten Spalte folgt dies 

, • I • -" ohne weiteres. 

Abb.72. 

N aeh Gl. (25) von § 40 besteht fiir jeden Quersehnitt 
und fUr jede Stelle im Querschnitt die Eeziehung 

{}'Cxy _ ~T:~_~ = __ 2 G{} oz oy , 
die sich hier wesentlich vereinfaeht, weil im mittleren Teile des 
sehmalen Rechteeks t x • durch weg genau genug als Null angenommen 
werden kann. Es bleibt dann 

OT:xy = _ 2G.f7 
OZ ' 
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und durch Integration nach z erhiilt man daraus 

(29) 

Hierbei ist namlich zu beachten, daB 7:xy in dem jetzt allein in 
Frage kommenden mittleren Teile des Querschnitts nicht von y 
abhiingig sein kann. Dies folgt aus dem hydrodynamischen Gleich­
nisse, indem bei parallelen Stromlinien die Geschwindigkeit in 
€iner Stromlinie iiberall gleich groB sein muB, damit durch jeden 
Querschnitt eines Stromfadens dieselbe Menge flieBen kann. Zu 
demselben Schlusse gelangt man auch auf Grund des zweiten der 
Prandtlschen Satze. Da ferner flir y = 0 aus Symmetriegriinden 
'xy zu Null werden muB, ist auch die Integrationskonstante, die 
man sonst in Gl. (29) noch hinzufiigen konnte, gleich Null zu 
setzen. 

G1. (29) lehrt uns, daB sich die Schubspannungen langs der in 
der Richtung der Schmalseite des Recbtecks gezogp.nen Z-Achse 
nach einem Geradliniengesetze verteilen mussen. 1m unteren Teile 
von Abb. 72 ist ein Diagramm dieser Spannungsverteilung ge­
zeichnet. Bezeichnet man die im A bstande a auftretende groBte 
Spannung dem Absolutwerte nach mit 7:max , so kann man aucb, 
wie aus dem Diagramm hervorgeht, 

1:max 
t" =--~-z xy a (30) 

setzen. Der Vergleich mit Gl. (29) lehrt alsdann, daB zwiscben 
t"max und eft die Beziehung besteht 

{t = 'tmax • 
2aG un) 

Es handelt sich jetzt vor aHem darum, t" max zu berechnen. Dazu 
dient eine Momentengleichung fUr das Gleichgewicht gegep,Dreben 
zwischen den im Querschnitte iibertragenen Schubspannungen und 
dem von den auBeren KriiJten herriihrenden Verdrehungsmomente 
M. Bei ihrer Aufstellung durfen wir uns aber nicht darauf be­
schranken, nur die im mittleren Teile des Querschnitts zutrefl'ende 
Spannungsverteilung ins A uge zu fassen, wie es in Abb. 72 ge­
schehen war. Die Spannungen sind zwar, wie aus beiden Gleich­
nissen leicht zu schUeBen ist, in den nach den Enden hin liE'­
genden Querscbnittsteilen viel kleiner als im mittleren Teile. Dafiir 
sind abel' ihre Hebelarme vom Mittelpunkte des Rechtecks aus 
gerechnet weit groBer als im mittleren Teile, und so kommt es, 
daB auch die gering gespannten Endteile einen sehr wesentlichen 
Beitrag zur MomentensummA liefern. 

Wir baben daher eine Quersclmittszeichnung notig, die den 
Kraftlinienverlauf im ganzen Querschnitte vor Augen fiihrt. Um 
den sonst dafiir erforderlichen Raum zu ersparen, helfen wir uns 
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damit, in Abb. 73 die Zeichnung fur ein Rechteck auszufiihren, 
dessen Seiten von gleicher GroBenordnung sind, und uns nachtrll.g­
lich zu iiberlegen, wie man die Zeichnung abzuandern hat, wenn 
die Halbseite b viel groBer wird als die Halbseite a. 

In die Zeichnung sind zwei benachbarte Spannungslinien ein­
getragen, die auf der Z-Achse Abschnitte z und z + dz vom 
Ursprunge 0 aus gerechnet bilden. Bei der hydrodynamischen 

Abbildung des Spannungsverlaufes 
lit'gt zwischen beiden ein Strom­

Abb.79. 

faden, durch dessen Querschnitt 
iiberall dieselbe Fliissigkeitsmenge 
fiieBt. Fassen wir ein Element AB 
des Stromfadens von der Lange ds 
und der Breite dn ins Auge, so 
muB demnach die der dort auf-

--z tretenden Geschwindigkeit ent­
T m , sprecbende Schubspannung .. mit 

der im Abschnitte dz auf der Z­
Achse ubertragenen Schubspan­
nung t:ZII in dem Zusammenhange 

.. dn =~lIdz (32) 

stehen. In dem Flachenteilchen 
dnds wird die Kraft .. dnds iiber-
tragen. und das Moment dieser 

Kraft in bezug auf 0 als Momentenpunkt ist pr:dnds, wenn der 
Hebelarm mit p bezeichnet wird. Hierfiir kann man nach Gl. (32) 
auch 

schreiben. FaBt man aIle 1!'liichenteilchen zusammen, die zwischen 
den beiden Spannungslinien enthalten sind, so liefern sie zur 
Momentengleichung einen Beitrag dM, fiir den man 

erhalt. Hierin ist fUr "CitY ohne Riicksicht auf das Vorzeichen der Wert 
aus Gl. (30) eingesetzt. Auf das Vorzeichen kommt es namlich 
hier nicht an, da aIle r: jedenfalls im gleichen Sinne urn den Mo­
mentenpunkt 0 drehen, entweder aIle so, wie in Abb. 73 an­
genom men wurde, oder aIle im entgegengesetzten Sinne. 

Das Produkt pds gibt nach Abo. 73 den doppelten Inhalt des 
durch Schraffierung hervorgehobenen Dreicks OA B an. Aile diese 
Dreiecke zusammen genommen bilden den Inhalt F des vom Strom-

faden umschlungenen Teiles der Querschnittsflache und pds ist 
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daber gleich 2 F zu ~etzen. Fur dM ergibt sicb daber jetzt 
'l'max 

dM =--. 2F· zdz. 
a 

(34) 

Jeder andllre Stromfaden liefert einen Beitrag von derselben 
Form und wenn wir die Summe daraus bilden, erhalten wir die 
Momentengleicbuilg a 

M= 2 t::ax!FZdZ, (35) 
o 

in der jetzt unter M das ganze verdrehende Moment zu ver­
stehen ist. 

Urn die Summe ausrechnen zu konnen, muB man Pals Funktion 
von z darzusteUen vermogen. Fur ein Rechteck von beliehigem 
Seitenverhaltnis ist dies eine schwierige Aufgabe, mit deren Losung 
wir uns hier nicht zu befassen hahen. Fur den Grenzfall des un­
endlich langen Rechtecks, auf den es jetzt allein ankommt, ist sie 
abel' leicht zu beantworten. 

Denken wir uns namlich jetzt die Halbseite b in Abb. 73 immer 
mehr vergro6ert, so ziebt sich auch der ins Auge gefaSte Strom­
faden immer mehr in die Lange. Dabei folgt aber aus dem Seifen­
hautgleichnis, daB er sich auch nachher immer erst in del' Nabe 
der Schmalseite des Rechtecks umbiegt. Wenigstens gilt dies fUr 
aHe Stromfaden, die in nicbt allzu klein en Abstiinden vom Ur­
sprunge die Z-Acbse schneiden. Auf diese kommt es aber in der 
Momentengleichung (35) hauptsachlich an, weil fUr sie sowohl 
z als F groBer ausfallt als fiir die in der Nahe von 0 vorbei­
gehenden. 

Beirn schmalen Recktecke begehen wir daher nul' einen kleinen 
Fehler, der im Grenzfalle'des unendlicb lang en Rechtacks sagar 
unendlich klein sein wird, wenn wir in der Momentengleichung (35 ) 

F= 4bz (36) 

setzen. Wenn dies geschieht, laSt sich die Summa in Gl. (35) so­
fort weiter ausrechnen. Man erhalt 

a a 

!FZdZ = 4bJZ2d Z =4b3a~_, 
o 0 

worauf man Gl. (35) nach Tmax auflosen kann. Nachtrliglich ergibt 
sich dann auch noch .If auf Grund von Gl. (31), und zwar wird 

3M 3M 
TIDax = -Sa'ib = a" b' (3 7) 

1 1 

(38) 
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wenn man zuletzt noeh die ganzen Rechteekseiten al = 2a und 
bl = 2 b an Stelle der Halbseiten einfiihl't. 

Da Fin Gl. (36) etwas zu groB angesetzt wurde, findet man 
bei einem Rechtecke, das zwar ziemlich lang, aber doeh nieht 
unendlieh lang ist, Tmax und hiermit auch ,If Darb diesen Formeln 
etwas zu klein. Bei einem Flacheisen, dessen Bl'eite jedenfalls ein 
Mehrfaches del' Dicke betragt, bleibt abel' del' Fehler klein genugt 

urn ihn in del' Regel unbedenklich vernachlassigen zu konnen. 
Aus dem Vergleiehe von Gl. (38) mit Gl. (28) von § 40, die 

zur Feststellung des Begriffes des Drillungswiderstandes diente t 

folgt fUr das Flacheisen 
J _ arb, 

- 3 ' (39) 

und aus den vorhergehenden Bemerkungen ergibt sieh, daB diesel' 
Naherungswert streng genommen etwas zu groB ist, und zwar um 
so mehl', je ungenauer die V oraussetzung erffillt ist, daB del' Quer­
sehnitt als ein schmales Rechteck angesehen werden kann. 

§ 42. Der Drillungswiderstand del' Walzeisentrager. Als 
einfachstes Beispiel betrachten wir zuerst das Winkeleisrn. Wir 
setzen jedoch sofort den allgemeinsten Fall voraus, daB die beiden 
Schenkel verschieden lang und aueh verschieden stark sein konnen. 
In der Querschnittszeichnung Abb. 74 ist del' Verlauf del' Span­
nungslinien angedeutet. so wie er etwa scbatzungsweise erwartet 
werden kann. Dabei behalten wir uns VOl', daB er mit Hilfe eines 
Seifenblasenversuchs erst noch etwas genauer festzustellen sein 
wird, wenn man sich mit dieser vorlaufigen Schatzung nicht be­
gniigen will. 

Mit a1 ist jetzt die Dicke des starkeren Scbenkels bezeichnet 
und mit a2 die des scbwacheren. Wie sich die Schenkellangen zu 

+- einander verhalten, ist gleichgultig; jedenfalls sollen abel' 

r Irmal-+ beide Schenkellangen groB sein im Verhii.ltnisse zu den 

bill' ~ 
Schenkelstarken. U nterdieser V oraussetzung kann man den 
Drillungswiderstand des Winkeleisens mit geniigender 
Annaherung gleich der Summe der Drillungswiderstande 
del' beiden Flacheisen setzen, in die sich das Winkel­

eisen durch einen geeignet gefiihrten 

I ~:=:~~~~~~~D '" Scbnitt zerlegen latlt. t a. 
"f Bewiesen wird diese Behauptung 

'+---b.--_ durch den Hinweis auf den Seifen­
Abb.74. blasenversuch, den man ent.weder 

wirklieh vornimmt oder auch nul' auf Grund vorhandener Erinne­
l'ungsbilder sich vorgenommen denkt. Man hat dann die Seifenblase 
iiber einem Loche von del' Gestalt del' Abb. 74 mit den beiden Seifen­
blasen zu vergleichen, die sich iiber den recbteckigen Lochern al , b1 

und a2, b2 ausspannen, wenn man etwa einen Draht einschaltet, del' 
die rechteckigen Locher gegen einander abgrenzt. Die geometrische 
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Anschauung lehrt dann ohne weiteres, daB unter sonst gleichen 
Umstanden der Spannungshtigel tiber dem ganzen Loche einen 
etwas griiBeren Rauminhalt hat als die Summe der Spannungs­
hiigel uber den beiden Teillochern. Die beiden Teilhiigel werden 
namlich durch eine bis zum HiigelfuBe hinabreichende Talfurche 
gegen einander abgegrenzt, deren Rauminhalt beirn Gesamthiigel 
auch noch mitzahlt. Der EinfluB dieser Talfurche kann sich aber 
nur aut klein ere Abstande hin starker bemerklich machen. Va 
wir nun die Lange des Schenkels als groB ansehen wollten im Ver­
haltnisse zu seiner Dicke, genugt es demnach, wenn wir als erst en 
Ansatz fUr den IJrillu'fIgsu·idersiand des Winkeleisens auf Grund 
von Gl. (39) den Ausdruck 

(40) 

wallien. Mit Riicksicht auf die Ungenauigkeiten, die wir dabei zu­
lieBen, und auf die mangelnde Strenge der Beweisflihrung iiber­
haupt schreiben wir aber besser daflir 

(41) 

wobei unter 1'1 eine Berichtigungszahl zu verstehen ist, die aus 
wirklich ausgefiihrten Verdrehungsversuchen mit Winkeleisen er­
halten werden kann. 

Die Zerlegung des Winkeleisens in zwei Flacheisen war iibrigens 
in der Art vorzunehmen, daB zur gr5Beren Schenkeldicke a j die 
ganze SchenkelHinge bj gerechnet wurde, wahrend dem schwa­
cheren Flacheisen nur der dann noch verbleibende Rest des Quer­
scbnitts zuzuteilen ist. Bei dieser Einteilung wird namlich der 
Stromlinienverlauf bei der hydrodynamischen Abbildung weniger 
gestort, oder der Talfurcbeninhalt beim Seifenhautgleicbnis wird 
geringer als im umgekebrten Falle. Von der gleichen Erwagung 
hat man sich bei der Wahl der Einteilung auch in anderen Fallen 
leiten zu lassen. Wenn in Abb. 74 a2 = aj gemacht wird, ist es 
gleichgiiltig, wie man die Einteilung in die beiden Rechtecke 
vornimmt. 

Bei der Ableitung von Gl. (39) im vorigen Paragraphen fanden 
wir, daB der Drillungswiderstand des Flacheisens durch diese 
Formel etwas zu groB angegeben wird. Andererseits hat sich jetzt 
bei der Ableitung von Gl. (40) gezeigt, daB der Drillungswider­
stand des Winkeleisens tatsachlich etwas groBer sein muB als 
die Summe del' Drillungswiderstande der beiden Flacheisen, in 
die wir es uns zerscbnitten dachten. Wi!" haben demnach bei der 
Ableitung von Gl. (40), die sich auf Gl. (39) stiitzte, nach ein­
ander zwei Felller zugelassen, die im entgegengesetzten Sinne a.uf 
das SchluBergebnis einwirkten. Von vorn herein bleibt zweifelhaft, 
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welcher von beiden Fehlern iiberwiegt. Die Berichtigungszahl "1/ 
kann daher je nach den besonderen Umstanden sowohl groBer 
als kleiner sein als Eins. 

Bei Vel'drehungsversuchen mit 11 verschiedenen Winkeleisen, 
die im Miinchener Festigkeitslaboratorium vorgenommen wurden, 
schwankte die Berichtigungszahl 1), die man notig hatte, um 
Gl. (41) zur Ubereinstimrnung mit den gemessenen Verdrehungs­
winkeln zu bringen, zwischen den Grenzen 0,86 und 1,10. 1m 
Mittel aus allen 11 Versuchsreihen mit teils gleichschenkeligen 
und teils ungleichsehenkeligen Winkeleisen ergab sieh 

1) = 0,99 

also fast genau gleieh Eins. 
Es fragt sich jetzt noch, an welcher Stelle des Winkeleisen­

Quersehnitts die groBte Schubspannung t"max beirn Verdrehungs­
versuehe auf tritt, und wie groB sie ist. Eine besonders groBe 
Spannung ware in der einspringenden Ecke zwischen beiden 
Schenkeln zu erwarlen, wenn sie sich ohne Ausrundung scharf 
aneinander schlossen. Nach beiden Gleichnissen geht dies schon 
aus der unmittelbaren Anschauung hervor. Tatsachlich vermeidet 
man aber nberall, wo es darauf ankommt, scharf einspringende 
Ecken, weil die mit ihnen verbundene Gefahr allgemein bekannt 
ist. Wir nehmen daher an, daB die Ecke ausgerundet ist. Nun 
ist zwar bei den gewohnlich vorkommenden, itnmerhin ziemlich 
ldeinen Ausrundungshalbrnessern das Gefall des Spannungshiigels 
und hiermit die Spannung an dieser Stelle immer noch groBer als 
sonstwo. U nter gewohnlichen U rnstanden schadet e3 aber nichts, 
wenn an dieser ganz eng begrenztenStelle die Elastizit~tsgrenze 
etwas iiberschritten wird. Sob aId dies geschieht, sinkt namlich 
die Spannung an diesel' Stelle sofort wieder, ohne daB sich damit 
im weiterem Umkreise viel anderte. 

Wenn freihch ein Stab durch wechselnde Momente sehr oft im 
entgegengesetzten Sinne hin und her gedreht wird, kann auch 
eine solche rein ortliche Uberanstrengung mit der Zeit zu einem 
Bruche fiihren. Unter solchen Umstanden bildet sie daher eine 
ernste Gefahr, der man durch genngend groBe Halbmesser der 
Ausrundung begeguen muS. Wenn die Lastrichtung nicht wechselt, 
wie dies bei den gewohnlichen Tragkonstruktionen zutrifft, die 
man aus den Profileisen zusammenbaut, kommt es aber auf eine 
rein ortliche Uberanstrengung dieser Art niehL an, und es soll 
daber hier nicht weiter davon die Rede sein. 

Vorber hatten wir schon auf Grund des Seifenhautgleichnisses 
geschlossen, daB dar Spannungshiigel nber den Schenkeln in gro­
Beren Abstanden von der einspringenden Ecke nicht merklieh ab­
geandert wird, wenn man das Winkeleisen in zwei Flacheisen 
zedegt. FUr die Berechnung von t"max in jedem Schenkel kouuen 
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wir uns daher auf Gl. (31) von § 41 stutzen, also auf die Gleichung 

't"mu>1 = a1 G.{} 

wenn jetzt die ganze Rechteckschmalseite a1 an Stelle der damals 
mit a bezeichneten Halbseite eingefiihrt wird. Ebenso erh1ilt man 
fUr den anderen Schenkel 

't"max'2 = a2 G.{} 

und aus dem Vergleiche ergibt sich, da{J die gro[Jte Spannung im 
starkeren der beiden Schenkel au{tritt. 

Andererseits ist nach den Gleichungen (28) und (41) 

G,ft=M= __ 3M __ _ 
J 1j(a~bl+a~b.)' 

und hiermit endlich erhalt man 

(42) 

mit dem Vorbehalte, da[J die Bezeiehnung a1 aUf die Dicke des 
stiirkeren Schenkels zu beziehenist. 

SinngemaB laSt sich die ganze hier durchgefiihrte Betrachtung 
sofort auch auf die iibrigen aus selimalen Reehteeken zusammen­
gesetzten Walzeisenprojile, insbesondere also auf die T -Eisen, [-Eisen, 
1.. Eisen und I-Eisen ubertragen. Fur den Drillungswiderstand 
aller dieser Querschnitte kann man die gemeinschaftliche Formel 

(43) 

aufstellen, worin sieh die Summe iiber all!) Rechtecke zu er­
strecken hat, aus denen der Querschnitt zusammengesetzt ist. 
TInter den a sind darin die Schmalseiten und unter den b die 
Langseiten der Rechtecke zu verstehen (also nicht etwa die .Halb­
seiten, die Un Eingange dieses Paragraphen mit a und b bezeichnet 
worden waren). Bei del' Aufteilung des Querschnitts ist darauf 
zu achten, daB die Zahl der Rechtecke so klein sein soIl als 
moglich, sowie daB das dickere Rechteck im Zweifelsfalle dureh­
laufend zu nehmen ist, wie schon im Beispiele von Abb. 74. 

Bei den Miinchener Versuchen hat sieh die Berichtigungszahl 7j 

fiir die verschiedenen Profilarten verschieden ergeben. Am groBten 
wurde sie fUr die I-Trager gefunden, und zwar im Mittel aus je 
5 Versuchsreihen 

7j = 1,31 fiir die I·Normalprofile 

'f} = 1,29 fUr die I-Breitflanschprofile. 

1m Mittel aus 7 Versuchen mit teils hochstegigen, teils breit­
flanschigen T -Eisen ergab sich 

'1'/ = 1,15 
Teubn. Leitf. 11: ].' 0 p pI, GrundzUge der Festigkeitslehre 11 



J 62 TV. Die VerdrehungRlehre 

lind fiir die C- Eisen, von denen ebenfalls 7 Stiick gepriift wurden, 

'I) = 1,12. 

Von 'l-Eisen wurden nur zwei Stiick gepriift und dafUr 

1/ = 1,13 und 'Yj = 1,20 

gefunden. Man sieht, daB mit Ausnahme des Winkeleisens 1/ III 

allen Fallen groBer als Eins ist. 
Die groBte Schubspannung 'rm." ist auch im allgemeineren Faile 

ebenso wie beim Winkeleisen, wenn man von der SpamlUngserhohung 
in den einspringenden Ecken absieht, im dicksten der Flacheisen 
zu erwarten, in die wir uns das Profileisen zerlegt. dacMen. Ent­
sprechend den Entwickelungen, die zu Gl. (42) gefiihrt hatten, 
ist daher jE'tzt 

(44) 

zu setzen, worin unter (/1 das groBte aller (( zu verstehen ist. 
~um Scblusse moge hier noch ein Vergleieh angestellt werden, 

aus dem die iiberaus geringe Verdrehungssteifigkeit der Walz­
eisentrager im Verhaltnisse zu ihrer Biegungssteifigkeit besonders 
deutlich hervorgeht. Bei den Miinchener Versuchen befand sich 
unter den I-Tragern ein Normalprofiltrager von 30 em Hohe, 
dessen QuerschnittsmaBe ziemlich genau mit den dafUr in den 
Profiltabellen vorgeschriebenen iihereinstimmten, wahrend sich bei 
den andE'rE'n Versuchskorpern Ofters groBere Abweichungen del' 
wirklichen l\laBe von den Soil-MaBen ergehen hatten. 

Dei dies em Trager I N. P. 30 war bei einem Schuhmodul G 
von 830000 atm nach den vorgenommenen Messungen des Vel'­
drehungswinkels del' Drillungswiderstand J = 64 cm4 und die 
Verdrehungssteifigkeit J G = 5:3.106 kg cm2. Anderel'seits ist das 
bei der gewohnlichen Gebrauchsweise dieses Tragers maBgebende 
Haupttragheitsmoment nach den Profiltabellen 0 = 9884 cm 4, 

d. h. () ist 154 mal graBer als J (wahrend es lIach der altesten 
N avierschen Verdrehungstheorie sogar kleinel' als J h1itte sein 
sollen)' Nimmt man den Elastizitatsmodul E zu 2150000 atm an, 
so entspricht ihm eine Biegungssteifigkeit EO = 2125.107 kg cm2 , 

gegeniiber der Vel'drehungssteifigkeit von 53.106 kg cm2• Die Bie­
gungssteifigkeit ist daher rund 400mal so groB als die Verdrehungs­
steifigkeit, oder mit andPren Worton: ein verdl'ehendes Moment 
bringt bei gleicher Stablange einen vierhundertlllal groBeren 
Drehullgswinkel hervor als ein gleich groBes Bicgungsmoment, 
dessen Ebene mit der Mittelebene des Stegs zusammcnfallt. 

Aus diesrr GegeniibersleUung folpt,~cie wichlig es unter Urn­
standen werden kann, selbst klein ere Verdrc7IUl1gsmomente bri der 
Fesligkeitsbereckmmg sorgfiillig zu beadden, (Jl1sialt sic, wic es ge­
wiihnlich {/cschieltt. von vornherein zu vcrnachliissigen. 
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§ 43. Die Hohlquerschnitte. Weit steifer gegen Verdrehen 
als die so eben besprochenen Walzeisentrager sind alIe Stabe mit 
diinnwandigen Hohlquerschnitten. Fur den kreisformigen Hohl­
querschnitt in Abb. 75 gelten die Formeln der Navierschen Theorie, 
und nach G1. (12) von § 37 wird 

{} = 2M also 
n(a4 -b4)G' (45 ) 

Das fijr die Biegungssteifigkeit des Stabes maBgebende axiale 
Tragheitsmoment () ist nur halb so groB als J oder 0P' und dar­
aus folgt, daB die Verdrehungssteifigkeit GJ zwar immer noch 
etwas, aber doch nur wenig kleiner ist als die Biegungssteifigkeit 
EO, ganz im Gegensatze zu dem, was wir 
soeben fUr die I Trager festgestellt bahen. 

Urn versehiedene HohHormen bequem 
mit einander vergleichen zu konnen, ist es 
besser, GJ. (45) auf die FOrm 

(46) 

zu bringen, in der F die \,luerschnitts­
fHiche ist und r den quadratischen Mittel­
wert von a und b bedeutet, an des sen 
Stelle man im FalJe einer geringeren 

Abb.75. 

Wandstarke h genau genug auch das arithmetische Mittel von a 
und b nehmen kann. 

Fur die Beurteilung des Drillungswiderstandes alJer iibrigen 
diiIlnwandigen Bohlqllersehnitte" ist man in. erster Linie auf das 
hydrodynamische Gleichnis angewiesen. Ganz reicht man mit ibm 
allerdings nicht aus, sobald IJiihere Auskunft iiber aile Einzel­
heiten verlangt wird. Um die Aufgabe streng zn losen, muB man 
sieh auf mathematische Satze stutzen, deren Besprechung hier 
nicht am PJatze ware. WeI' will, kann sie in Band II von "Drang 
und Zwang" find en. Hier gehen wir liber die strengere Beweis­
fiibrung hinweg und begniigen uns mit del' Besprechung der Frage 
in ihren allgemeinen Zugen, was nieht nur fiir eine Einfiihrung 
in den Gegenstand, sondern auch fur die meisten praktischen An­
wendungen schon volbtlindig ausreicht. 

Bei gegebenem Flacheninhalte E'des Querschnitts und gegebener 
Wandstarke h, also bei gleichem Stoftaufwand und einer durch 
andere Riicksichten vorgeschriebenen Mindestwandstarke h erzielt 
man den gro{3tl'fI Drillungswid'1"stand mit dem aus Abb. 76 er· 
sichtlichen quadratischen Hohlquerschnit1 • Die Wandslarke h ist 
stets bei allen Hohlquers,·hniUen in allen Wanden gleich groB, 
und zwar so klein als tunlich anzunehmen, wenn es sich darum 
handelt, den Drillungswiderstand moglichst groB bei gegebenem 
Stoffaufwande IIU machen. Von den Ausrundungen in den ein-

11* 



164 IV. Die Verdrehungslehre 

springenden Ecken gilt das schon im vorigen Paragraphen Ge­
sagte. 

Unter der Voraussetzung, daB man h als klein gegen a ansehen 
kann, berechnet sich der Drillungswiderstand fur Abb. 76 nacb 
den in "Drang und Zwang" abgeleiteten Formeln zu 

J = 2J?a2• (47) 

Der Vergleich mit Gl. (46) zeigt, daB der quadratische Hohl­
querschnitt dem kreisfOrmigen hiernach noch ziemlich stark iiber­
legen ist, wenn man auch dabei zu beriicksichtigen hat, daB der 

Abb.76. 

/ 
./ 

zu gleichen Wert en von Fund h 
gehOri!le Halbmesser r des kreis­
fOrmigen Querschnitts groBer ist als 
die Halbseite a beirn Quadrate. Das 
Ergebnis ist auffallig genug, um 
seine N achpriifung durcb einen Ver­
such sehr wiinschenswert erscheinen 
zu lassen, urn so mehr, als die hier 
nicht wiedergegebene Ableitung von 
GL (47) auf der wesentlicben V or­
aussetzung sehr kleiner Wandstarken 
h beruht, die in praktiscben Fallen 
nur mangelhaft zutrifIt. Gar zu weit 

diirfte aber die durcb Gl. (47) ausgesprochene Behauptung unter 
gewohnlichen U mst!tnden trotzdem kaum von der Wahrheit ab­
weicben. 

In Abb. 76 ist auch ein Diagramm der Spannungsverteilung 
eingetragen. Man darf annebmen, daB sich die Spannungen "t;a 

und 'i am Au Ben- und am Innenrande wie die Abstande von der 
Querschnittsmitte zu einander verhalten. Bezeichnet man den 
Mittelwert von 't"a und 1:. mit 't"m' so folgt aus der Mornenten­
gleichung fUr das Gleichgewicht gegen Drehen zwischen den Span­
nungen und den auBeren Kraften, abermals unter der Voraussetzung, 
daB h klein genug gegen a ist, 

8a2hr:m = M, 

womit die Spannung 'a am AuBenrande 

a+~h M 
1:a =--U---' -Sa2 h 

gefunden wird. 

(48) 

Der Grund fiir die Uberlegenheit der Hohlquerschnitte iiber die 
Walzeisenprofile in bezug auf den DrilluIlgswiderstand ist aus 
dem Verg leiche des durch Pfeile hervorgehobenen Verlaufes der 
Spannungslinien in den Abbildungen 75 und 76 gegeniiber Abb. 74 
mit einem Blicke zu iibersehen. In den Hohlquerschnitten erhalten 
nach dem hydrodynamischen Gleichnisse aHe nebeneinanderliegenden 
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Stromlinien gleiehe Pfeile, wahrend beim Flaeheisen, dem Winkel­
eisen in Abb. 74 und den anderen einfaeh zusammenhangenden 
Walzeisenquerschnitten in allen sehmalen Rechtecken eine Um­
kehr der Stromriehtung stattfinden muB, damit sieh die Strom­
linien schlieBen konnen. Den entgegengesetzten Pfeil en entsprechen 
auch in kleinen Abstanden nebeneinanderliegende entgegengesetzt 
gerichtete Krafte. Diese Krafte liefern daher bei gegebener GroBe 
einen viel kleineren Beitrag zur Momentengleichung als bei den 
weit groBeren Abstanden, wie er in denHohlquerschnitten zwischen 
entgegengesetzt gerichteten Kriiften vorkommt. Ein kleines Ver-
drehungsmoment M vermag daher in den ! J 
Walzeisenquerschnitten schon groBe Schub­
spannungen hervorzubringen, wahrend es da­
zu bei den Hohlquerschnitten eines viel gro­
Beren Momentes bedarf. 

Hier mag noeh ein Hinweis auf eine der 
wichtigsten Anwendungen am Platze sein, die 
sieh von diesen theoretischen Darlegungen 
machen lassen. Diinnwandige Hohlstabe von 
quadratisehem oder rechteckigem Querschnitte 
kommen hauptsachlich bei guBei~ernen Ma­
schinengestel1en VOl'. Von einem solchen Ge­
stell verlangt man nieht nul', daB es fest genug 

"r- ---. -1- -It- :'\. 

I ',I I 
I I ----4-
I~ _:_ -1.-
,~~-. I 
i ! b I 

I 

Abb. 77. 

ist, um unter den beim Maschinenbetriebe an ihm angreifenden 
Lasten nicht zu zerhrechen, sondern auBerdem auch norh, daB die 
elastischen Formanderungen, die es unter dieser Belastung er­
f11hrt, klein genug bleiben, urn das Gestell nahezu als einen starren 
Korper ansehen zu konnen. 

Bei den verscbiedenen Mascbinenarten sind die Anforderungen, 
die man in dieser Beziebung macht, verscbieden bocb, manchmal 
aber tatsachlieh sehr boch. Dies gilt von mancben Werkzeug­
maschinen, bei denen die Sauberkeit der geleisteten Arbeit zulli 
groBen Teile davon abhiingt, daB das Mascbinengestell nur mog­
liehst wenig fed en. Gewohnlieh steht dabei die Anforderung an 
eine ausreichende Biegungssteifigkeit im Vordergrunde; aber je 
nach dem Kraftespiele, das beim Betriebe del' Maschine vor­
kommen kann, kommt es auch mebr oder weniger auf die Ver­
drehungssteifigkeit an. Da ist es nun ein groBer Vorzug der Hohl­
form en, daB sie beiden Forderungen. gleichzeitig zu genugen ver­
mogen. 

Auch ein rechteckiger Hohlquerschnitt, dervielleicht aus ande'rem 
Grunde den Vorzug vor einem quadratisehen verdient, hat ubrigens 
immer noeh einen verhiiltnismaBigen groBen Drillungswiderstand, 
solange wenigstens, als die beiden Reebteckseiten nicht allzuviel 
voneinander verschieden sind. DaB man auch in dies em FaIle die 
Wandstarke h bei allen vier Wanden am besten gleich groB 
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macht, HtBt sich scbon aus dem hydrodynamischen Gleiehnisse 
sehlieBen (vgl. Abb. 77). 

U nter der V oraussetzung, daB II als klein angeseben werden 
kann, HiBt sieh fUr den Drillungswiderstand die Formel 

4u"b 2 

J = F· a2+b" (491 

ableiten, die fUr b = a wieder :.m Gl. (47) zuriiekfiihrt. Je mehr 
sieh die Reehteekseiten a und b voneinander unterseheiden, desto 
kleiner wird bei gegebenem Fund h del' Drillungswiderstand J. 

Auf dem gleieben Wege, der zu Gl. (48) fiihrte, gelangt man 
aueh zu einer Formel filr den Mittelwert 7:m der Sehubspannungen, 
namlieh M 

"m =Sabh' (50) 

Dagegen ist die Frage hier schwieriger zu entsebeiden, urn wie­
viel die Spannung T:a am auBeren Rande groBer ist als 7:m • So­
lange a und b niebt zu viel voneinander abweiehen und die Wand­
starke h klein gegen beide ist, unterscheiden sieh aber aueh 7:a , 

7:", und 7:; nieht viel voneinander. 

§ 44. Der elliptische nnd der rechteckige Vollquerschnitt. 
Aucb hier mussen wir uns mit einer kurzen Zusammenstellung 
der Ergebnisse der strengen Theorie begnugen, da ein naheres 
Eingehen darauf einer spateren Stufe der Ausbildung vorbehalten 
werden muS. 

Beim elliptischen Querschnitt sind aIle Spannungslinien zur Um­
riBlinie ahnliehe und ahnlieh liegende Ellipsen. Der Drillungs­
widerstand ergibt sieh zu 

:rr:a'b' a"b 2 
J=- --- = F· -----a2+ b' - u"+ b"' 

(51) 

worin die Halbachsen der UmriBellipse mit a und b bezeichnet 
sind und unter F die Querschnittsflache verstanden wird. Mit 
b = a geht die Formel wieder in die fur den Kreis uber. 

Die groBte Sehubspannung 7:max tritt, wie aus dem hydro­
dynamisehen Gleichnisse sofoit zu schlieBen ist, am Ende der 
kleineren Halbachse auf, also in jenem Punkte des Umfanges, del' 
der Mitte am nachsten liegt. Fur 7:max gilt die Formel 

2M 
(52) 

wenn unter a die klein ere und unter b die graB ere Halbachse 
verstanden wird. Die Pun kte, die vor der Formanderung auf einem 
ebenen Querschnitte enthalten waren, liegen nach del' Verwin­
dung auf einer Flache zweiten Grades, deren Ordinate; durch die 
Formel 

(53) 
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gegeben ist, worin y und z die Querschnittskoordinaten des Punktes 
bedeuten, der diese Versehiebung 1; ausfiihrt. 

Fur den quadratiscllen Querschnitt mit der Halbseite a oder del' 
ganzen Seite at = 2 a ist der Drillungswiderstand naeh der 
strengen Theorie von de Saint· Venant 

J = 2,281a4 = 0,1426a14 = 0,1426Pa12 , 1,54) 

Ferner liefert die genaue Theoriefiir die in den Mitten der Um­
fangseiten auftretende groBte Spannung Tmax den Wert 

(55) 

Fiir einen recliteckigen Quel'schnitt, der die Mitte halt zwischen 
einem Quadrate und dem friiher betrachteten sehmalen Reehtp,cke, 
liefert die strenge Theorie sehr uIDstandliehe Formeln, die wir 
hier nicht wiedergeben wollen. Fiir praktische Zwecke genau ge­
nug kann man sieh an ihrer Stelle der folgenden einfachen 
Naherungsformeln bedienen, namlich fiir den Drillungswiderstand 

a 2 b2 
J = 0 285F. _--'-_1_, , ar + bi (56) 

In dieser Formel ist der Beiwert 0,285 so gewahlt,. daB Gl. (56) 
auf die strenge Formel (54) zuruekgeht, wenn man bt = at setzt. 
Die groBte Spannung Tmax tritt in den Mitten der Langseiten des 
Umfanges auf. Sie kann in Anlehnung an die genaue .\<'ormel (55) 
naherungsweise 

!max= 4,73 - fb--­a 1 1 
(57) 

gesetzt werden, worin at die klein ere Reehteckseite bedeutet. 
Die Formeln (56) und (57) werden urn so ungenauer, je groBer 

b1 im Verhaltnisse zu a l wird. Fiir den Grenzfall, daB b1 als sehr 
groB gegen at angesehen werden kann, kommtln wir auf den schon 
in § 41 behandelten Fall des Flacheisens zuriiek. Der Vergleich 
mit den damals aufgestellten GIeichungen (39) und (37) zeigt, 
daB im Grenzfalle der Beiwert 0,285 in Gl. (56) durch 0,333 zu 
ersetzen ist und der Beiwert 4,73 in Gl. (57) dureh 3,00. 

§ 45. Die Formanderungsarbeit im verwundenen Stabe. 
Wir betrachten jetzt noebmals von neuem den dureh Abb. 63 in 
§ 35 dargestellten Belastungsfall, urn die von den auBeren Kraften 
bei der Verdrehung des Stabes geleistete Arbeit festzustellen. 
Den einen Endquersehnitt den ken wir uns dabei festgehalten, 
wahrend sich der andere um den Winkel {tl dreht, wenn l die 
Stablange und {} den auf die Lan~eneinheit bezogenen Verdrehungs­
winkel bedeutet. Die zum Stabe rechtwinkelig aufgesteckten 
Stangen, an denen die Kriifte P in Ab~. 63 angebraeht sind, 
nehmen wir als starr an. Dann ergibt sieh flir die von dem Krafte-
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paare mit dem Momente M geleistete Arbeit 

A = tMftl, (58) 
wobei der Faktor t wieder davon herriihrt, dail das Moment 
wahrend des Forlschreitens der Verdrehung von N uIl bis zu seinem 
Endwerte M anwachst. Mit dem Werte fUr ft von Gl. (28) in 
§ 40 folgt daraus M!l 

A=2GJ' (59) 

Unter der in der Festigkeitslehre iiberall stillschweigend zu­
grunde gelegten Voraussetzung einer vollkommen elastischen 
Formanderung ist die im verwundenen Stabe aufgespeicherte Form­
anderungsarbeit ebenso groil wie die ihm zugefiihrte Energie, die 
wir soeben berechnet haben. 

Da aUe Langenelemente bei dem durch Abb. 63 angegebenen 
Belastungsfalle in der gleichen Weise beansprucht sind, konnen 
wir Gl. (59) sofortaucb auf ein beliebiges Langenelement dx in 
del' Form M'dx 

d.A=2GJ (60) 

iibertragen, und von dieser Gleichung werden wir auszugehen 
haben, wenn wir spater auch die Formanderungsarbeit in einem 
krummen Stabe betechnen wollen, soweit sie von der Verdrehung 
herriihrt. Freilich ist diese Ubertragung, wie wir spater sehen 
werden, nicht so einfach, wie sie auf den ersten Blick schein en 
konnte. 

Schon in § 35 wurde darauf hingewiesen, daB gewohnlich zur 
Verdrehung eines Stabes auch noch eine Biegung hinzukommt. 
Beim krummen Stabe kann dies iiberbaupt kaum anders sein, da. 
dasselbe Kraftepaar, das in einem Quer8chnitte eine reine Ver­
drehung hervorbringt, in einem spater folgenden Querschnitte, der 
irgendeinen Winkel mit dem ersten einschlieEt, in ein Biegungs­
und ein Verdrehungsmoment zu zerlegen ist. 

Wir wollen daher jetzt ein Langenelement betrachten, das 
gleichzeitig auf Biegen und auf Verdrehen beansprucht ist, wozu 
auch noch eine Normalkraft N kommen kann. Den Beitrag zur 
Formanderungsarbeit, der auBerdem noch von einer Schubkraft 
herriihrt, wollen wir dagegen von vornherein vernachHissigen. 
Auch der Beitrag von N ist gewohnlich so klein, daB er nicht 
beachtet zu werden braucht; wir wollen ihn aber zunachst mit­
nehmen. 

Dagegen beschranken wir unsere Betrachtung vorHlufig auf 
den Fall, daB das Langenelement einem geraden Stabe angehOrtt 

der fiber seine ganze Lange hin das gleicbe Verdrehungsmoment1l-I" 
zu ubertragen hat. Auch das Biegungsmoment Mb wollen wir 
zunachst als unveranderlich ansehen, ob8chon es darauf weniger 
ankomm1;. 



§ 45. Die Formanderungsarbeit im verwundenen Stabe 169 

Wir stell en uns das Stabelement dx als einen selbstandigen 
Korper Val', an dem die in seinen Endquerschnitten ubertragenen 
Spannungen als gegebene Lasten angl'eifen. Die durch Mb und 
durch N hervorgebrachte Formanderung denken wir uns zuel'st 
vollzogen. Hierbei wird eine Arbeit dAb,n aufgespeiehert, die sieh 
nach GI. (79) von § 31 zu 

(61) 

ergibt. Man beachte, daB zu Mb und N in den Endquerschnitten 
des Stabelementes nul' Normalspannungen und keine Schubspan­
nungen gehoren. Nlj.chdem diesel' Zustand erreicht ist, lassen wir 
nacht1'aglieh noch das verdrehende :Moment M. angreifen. Dabei 
verdrehen sieh beide Querschnitte gegeneinander um einen Winkel 
{tax. Die schon vorhandenen Normalspannungen konnen wahrend 
diesel' Bewegung keine Arbeit leisten, da sie senkrecht zur Ver­
schiebungsriehtung ih1'er AngritIspunkte stehen. Das gilt zunaehst 
unter del' Voraussetzung, daB die Querschnitte bei del' Verdrehung 
eben bleiben, also fiir den kreisfOrmigen Querschnitt. 

Bei del' Verdrehung eines Stabes von beliebigem Querschnitte 
kann zwar die in einem FHichenelemente dF \"orhe1' schon vor­
handene Normalkraft odF eine Al'beit ;odF leisten. Abel' die 
Ordinate ; del' krummen Flache, in die del' Querschnitt iibergeht, 
ist an gleieh gelegenen Stellen beider Querschnitte gleich groB 
und gleich gerichtet, wahrend die Spannungen ad Fan beiden 
Querschnitten bei gleicher GroBe mit entgegengesetzten Pfeilen 
angreifen. Die Summe del' Arbeitsleistungen aller schon vorban­
denen Normalspannungen wabrend del' Verdrehung ist biernaeh 
auch indiesem Falle gleich Null. 

Hiernaeh wird in dem Faile, urn den es sich jetzt handelt, 
wahrend des Anbringens von Mv, womit man das Stab element in 
seinen endgiiltigen Zustand bringt, nul' noch von Mv selbst eine 
Arbeit geleistet, und zwar eine Arbeit, die ebenso groB ist, als 
wenn Mv am unbelasteten Stabelemente angebracht worden ware. 
Die zuletzt aufgespeicherte Formanderungsarbeit ergibt sieh daher 
nach den Gleichungen (60) und (61) zu 

(62) 

Ersetzt man dx durch l, so erbalt man damit auch die im 
ganzen Stabe aufgespeicherle Arbeit. In vielen F"allen, ~eso'1'ld(rs 
bei den Walzeisentriigern, ist GJ nach § 42 weit kleiner als EO, 
und dann kann das erste Glicd dieses Ausdrucks selbst bei einem 
im Vergleiche mit Mb ziemlich kleinen Werle von M. bcdeutend 
gr.o/Jer ausfallen als das zweite, wahrend das dritte Glied fast 
stets vernaeblassigt werden darf. 
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Wir wollen uns jetzt noch uberlegen, was sich an den vorhel'­
gehenden Entwickelungen iindert, wenn Mb liings del' Stabachsa 
veranderlich ist. Man hat dann nach Gl. (2) von § 21 

V = ~ lY~b_ 
dx ' 

und der Span nungsunterschied d6 zwischen zwei gleich gelegenen 
Stell en beider Querschnitte ist 

Vdx 
d6=-O-Y' 

In dies em FaIle leisten auch die vorher schon vorhandenen Bie­
gungsspannungenwahrend der Vel'drehung eine weitere Arbeitd A. b' 

die slch zu V dxf' • 
dA,.,b=-O- ~ydF (63) 

berechnet. Dieses Glied ware dann in Gl. (62) noch zu dA hinzu­
zufiigen. In del' Regel wird abel' das Glied entwedel' genau zu 
Null, wie bei den symmetl'ischen Querschnitten oder wenigstens 
so klein, daB es unbedenklich vernachHissigt werden kann. 

Dagegen zeigt sich hierbei, daB as unter Umstanden seh1' wich­
tig werden kann, die v~:m den Biegungsspannungen wahrend del' 
darauf folgenden Verdrehung erneut geleistete Arbeit sorgfaltig 
zu beachten. U nd zwa1' gilt dies immer dann, wenn das Ver­
drehungsmoment Mv und hiel'mit auch die davon abhiingige Or­
dinate ~ der verwundenen Que1'schnittsfiache langs del' StalJachse 
veranderlich ist. Dies trifft bei den krummen Staben zu. N1,U' 

wenn der Querschnitt kreisformig ist, hat die Veriinderlichkeitvon 
M,. keincn Ein(lufj [Luf den Ausdruck filr dA in GJ. (62). Nul' 
in diesem FaIle ist man daher berechtigt, Gl. (62) auch auf ein 
Element eines krummen Stabes anzuwenden. 

Unterdriickt man noch, wie es gewohnlich zulas~ig ist, das 
Glied mit N, so gilt daher bei einem kntmmen Stab von kreis­
formigem Querschnitt fUr die aufgespeicherte Formanderungsarbeit 

die Gleichung J M' M' 
A = t (OJ + j1f~) ds, (64) 

wenn man jetzt das Bogenelement mit ds bezeichnet. 

§ 46. Die Schraubenfeder. Eine einfache und wichtige An­
wendung finden die vorhergchenden Betrachtungen bei dem durch 
Abb. 78 angegebenen Beispiele einer schraubenformig gewundenan 
Feder, die an ihI'en Enden durch zwei entgegengesetzt gerichtete 
Lasten P auseinandergezogen odeI' auch zusammengedruckt wird. 
Allerdings bildet hier die 8tabmittellinie eine raumliche Kurve, 
wahrend wir sonst immer stillsehweigend vorausgesetlt hatten, 
daB .~ie Stabachse durch eine ebene Kurve gebildet wiirde. Abel' 
die Ubertragung auf den hier vorlieganden Fall ist ohne weiteres 
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mi:iglich, weil es sich bei den Schraubenfedern nur um Schrauben­
linien von sehr geringer GanghOhe handelt, so daB sich ein ein­
zeIner Umlauf nicht viel von einer ebenen Kurve, also von einem 
Kreise unterscheidet. 
iT Jedes Stab element del' Schraubenfeder wird vorwiegend auf 
Vel'drehen beansprucht, weshalb man diese Fedel'll haufig auch 
als Torsionsfedern bezeichnet. Denkt man sich namlich die Feder 
an irgendeiner Stelle A- durchschnitten und den untpren Teil ent­
ferut, so miissen die im Quersc.hnitte iiber­
tragenen Spannungen mit der am oberen Feder­
ende angreifenden Kraft P im Gleichgewicht 
stehen. Fiir den Zweck dieser Gleichgewichts­
untersuchung denke man sich P parallel mit 
sich selbst nach dem Schwerpunkte des Quer­
scbnitts verlegt. Dabei tritt ein Kraftepaar auf, 
dessen Momentenvektor [Jl in beide Risse von 
Abb. 78 eingetragen ist. [Jl bildet mit der 
Quersehnittsebene einen Winkel, del' mn den 
als klein anzusehenden Steigungswinkel ex del' 
Schraube von einem Rechten abweicht. Wir 
ki:innen daher 9R in die heiden Komponenten 
Mo und Mb zerlegen, fUr die man 

M. = Pr cos ex und Mb = Pr sin a 

setzen kann. Dies gilt fiir jedes beliebig heraus-
gegriffene Langenelement ds der Schraube. " 

Hiernach ist JJfb klein gegen Mv' Bei der Abb.18. 

Berechnung del' Formanderungsarbeit durfen 
wir uns auf Gl. (64) stiitzen, da del' Querschnitt del' Feder in del' 
Regel kreisfOl'mig ist. Beim Kreise unterscheiden sich GJ und EO 
nicht viel voneinander, wahrend hier zugleich M! seh!' viel groBer 
ist als M;. Da del' Beitrag zur Formandel'ungsarbeit, del' von der 
nach dem Schwerpunkte des Querschnitts verlegten Einzelkraft P 
herriihrt, wie immer in solchen Fallen als ganz unerheblich ver­
nachlassigt werden darf, geniigt es daher, wenn wir die Form­
anderungsarbeit gleich dem weitaus iiberwiegenden ersten Gliede 
in Gl. (64) setzen. Damit ergibt sich 

Naehtraglich kann man noeh genau genug cos 2 ex = 1 und die 
ganze Lange del' Schraubenlinie gleich 2rnn setzen, wenn man 
die Zahl der Umlaufe mit n bezeichnet. Hiermit folgt 

(65) 
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Hauptsachlich bandelt es sicb bei der Schraubenfeder urn di.e 
Berecbnung des Federbubes f, worunter man die gesamte Debnung 
odeI' Verklirzung der zwischen den Angriffspunkten der beiden 
Lasten P liegenden Strecke verstebt. Die von den Kriiften P bei 
derFormanderung geleistete Arbeit ist gleich t P {, und wenn 
man sie gleich der aufgespeicberten Arbeit setzt, folgt daraus 

2nr" 
f' = p. GJ- n. (66) 

Da der Querschnitt del' Feder als kreisformig vorausgesetzt wurde, 
konnen wir nachtraglicb nocb 

J = () = ,..a4 

p 2 

einsetzen, wenn unter a der Kreishalbmesser verstanden wird. 
Hiermit geht Gl. (66) liber in 

4r" 
{= p. G,fi4 n. (67) 

V. Die zusammengesetzte Beanspruchung 
stabfOrmiger Korper. 

§ 47 Biegung und Schub. 1m dritten Abscbnitte haben wir 
nur den Fall der einfachen Biegung vollstiindig erledigt. Zwar 
wurde in den einleitenden Betrachtungen iiber die Biegungslehre 
von § 21 auch schon auf den "allgemeinen Fall der Biegung" hin­
gewiesen, namlich auf den Fall, daB die Spannungen und die Form­
anderungen nicht nur durch ein Biegungsmoment M, sondel'll zu­
gleich auch noch durch eine Schubkr,aft V hervorgerufen werden. 
Bei der weiteren Ausrechnung wurde aber die Wirkung von V 
gegeniiber der von M iiberall vernachHtssigt. Das ist in der Uber­
wiegenden Mehrzabl aller FaIle zulassig, aber docb nicbt immer. 
Es ist daber notig, daB wir diese Frage jetzt nocbmals auf­
greifen. 

Hauptsachlich sind es die schon in § 21 besprochenen kurzen 
und dir-ken Sfiibe, bei denen es neben den )fomenten auch auf die 
Schubkriifte sehr wesentlich ankommt. Unter Umstanden konnen 
sogar Drang und Zwang hauptsiicblich von den Schubkriiften ber­
riihren, wie bei dem in Abb. 79 dargestellten FaIle eines Bolzens B, 
der von drei mit Augen versehenen Staben umfaBt wird, von denen 
der mittlere eine Kraft von der GroBe 2 P und jeder von den beiden 
seitlicben eine entgegengesetzt gerichtete Kraft P auf ibn iiber­
tragt. Der Bolzen B ist als ein "kurzer dicker Stab" aufzufassen, 
der durch diese Lasten auf Biegung beansprucht wird. Aber die 
Biegungsmomente sind nur klein wegen der kleinen Hebelarme, 
also in dem Ubergangsquerscbnitte zwischen der mittleren und 
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einer der auBeren Stangen etwa gleich Pp (Abb.· 79). Den 
kleinen Momenten entsprechen auch kleine Biegungsspannungen, 
denen gegeniiber die von der Schuhkraft V = P in dies em 11ber­
gangsquerschnitte hervorgerufenen Schubspannungen als die ge­
flihrlicheren anzusehen sind. In Fallen dieser Art, insbesondere hei 
den liietbolzen ist es daher allgemein ublich und auch ganz he­
rechtigt, sie einfach aUf "Abscheren" zu berechnen, ohne sieh 
urn die von den Biegungsspannungen oder von dem Druck an 
den Lastubertragungsstellen herruhrende 
Bruchgefahr viel zu kiimmern. 

Die in solchen Fallen geiibte Berechnung 
aUf Abscheren besteht einfach darin, die 
Schubkl'aft V durch die Querschnittsflltche F 
zu dividieren und den damit erhaltenen 
Mittelwert der Schubspannung ~ mit dem 
als zuHissig angesehen en Werte zu ver­
gleichen. Wenn man so rechnet, legt man 
stillschweigend die Annahme einer gleich­
formigen Spannungsverteilung zugrunde. Da 
diese Annahme keineswegs zutrifft, hatte 

Abb.79. 

man eigentlich fiir die groBte im Querschnitt vorkommende Schuh-
spannungTmax 

V 
Tmax= 111" (1) 

zu setzen, worin "1 ein Beiwert ist, von dem man zunachst nur 
weiB, daB er jedenfalls groBel' als Eins ist. An Stelle von ~max 
kann man aber aueh mit dem Mittelwerte rechnen, da man sieh 
ohnehin vorbehalt, den zulassigen Betrag dieses Mittelwertes auf 
Grund der Ergebnisse von Festigkeitsversuchen anzunehmen, die 
unter den gleichen Bedingungen, also ebenfalls mit Nietverbin­
dungen der gleichen Art ausgefiihrt wurden. Wenn man sieh auf 
zuverlassige Versuche stiitzen kann, ware es in der Tat ein Um­
weg, erst ~max zu berechnen oder einzuschatzen, urn danaeh zu 
beurteilen, welche Schubkraft V von dem Bolzen ubel'tragen wer­
den kann. 

In anderen Fallen aber, bei denen man sich nicht auf unmittel­
bar verwendbare Versuchsergebnisse stiitzen kann, istman gee 
notigt, sich Klarheit dariiber zu versehaffen, nach welchem Ge­
setze sich die Schubspannungen uber den Quersch!litt verteilen 
Am besten geschieht dies, indem man zunachst einmal den Fall 
ins Auge faBt, daB in einem bestimmten Stabquerschritte uber­
haupt nur eine Sehubkraft V und kein Biegungsmoment iibertragen 
wird. Das kann freilich immer nur in einzelnen Querscbnitten und 
bei einer bestimmten Art der Belastung zutreffen. Ein Beispiel 
dafiir zeigt Abb. 80, namlich einen Balken, der an beiden Enden 
gestiitzt und dureh die beiden gleich groBen, aber entgegengesetzt 
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gerichteten Krafte PI lind P2 belastet ist. Die dadurch hervor­
gerufenen Auflagerkrafte B und 0 miissen dann eben falls ein 
KrliJtepaar miteinander bilden. In dem Beispiele ist angenommell, 
daB zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der Krafte BPI P2 C 
derselbe Abstand a liegt. Dann fordert das Gleichgewicht gegen 
Drehen, daB B und C ein Drittel von P l oder P2 ausmachen. 

Dnter diesen Umstanden wird in dem durch die Stabmitte ge­
legten Quersehnitte mm, wie man leicht sieht, das Biegungsmoment 
M zu Null. Es konnen daher nur Sehubspannungen in ihm iiber­
tragen werden, die mit der Schubkraft V = f P Gleiehgewieht 

Abb.80. 

halten mussen. Das gilt aber nur fUr den 
Querschnitt mm. Sobald man zu einem 
Nachbarquersehnitt urn ein Langenelement 
dx weitergeht, tritt dort auBer der Schul')­
kraft V, die sich nicht geandert hat, auch 
noch ein Biegungsmoment von der GroBe 
Vdx auf. Diesel' Zusammenhang wurde 

schon in § 21 besprochen und damals unter Beziehung auf den 
durch Abb. 30 dargestellten allgemeinen Belastungsfall durch die 
Gleichung 

ausgedruckt. 

dM 
V=-­

dx 
(2) 

Das Gesetz, nach dem sieh die Sehubspannungpn tiber irgend­
einen Querschnitt des Balkens in dem del' Abb. 30 entsprechenden 
allgemeinen Belastungsfalle oder aueh in dem besonderen Falle 
des Querschnittes mm in Abb.80 verteilen, hangt von der Gestalt 
des Stabquerschnittes abo Nul' fiir den Fall des rcchtcckigen Quer­
sclmitts laBt sieh die Frage leicht und zuverlassig beantworten. In 
allen anderen Fallen ist eine strenge Losung cntweder schwierig 
zu finden odeI' iiberhaupt nicht zu geben. Man ist daher in solcben 
Fallen praktiseh auf Naherungsl1isungen angewiesen, die sich auf 
mehr oder weniger willkiirlicheAnnahmen stiitzen unddieim iibrigen 
demselben Gedankengange folgen, der beirn rechteckigen Quer­
schnitte ohne wei teres zum Ziele fiihrt. 

Man denkt sieh den Balken durch eine Anzahl von Sebn tten, 
die parallel zur Lastebene gehen, in gleieh dicke Scheiben zerlf'gt_ 
In Abb. 81 sind diese Scheib en fiir den }'alJ des rechteckigen Quer­
schnitts angegeben. Wir diirfen in dies em Falle annehmen, daB sieh 
alIe Scheiben in dem gleichen Spannungszustande befinden, da sie 
auch aIle die gleiche Forrnanderung erfahrf'n. Als selbstverstand­
lieh wird dabei vorausgesetzt, daB sich auch die Lasten und die 
Auflagerkrafte der Breitenrichtung naeh gleichfonnig tiber die 
Querschrtittszeiehnung verteilen, wie es unter den gewohnlich vor­
kommenden Umstanden zutrifft. Aus dem in § 22 besprochenen 
Prinr.ipe VOIl de St.-Venant folgt jedoch, daB eine etwaige AL-
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weichung von del' gleichfiirmigen Verteilung del' auBel'en Krafte 
in del' Breitenrichtung nul' in del' Nahe del' Lastangriffsstellen von 
EinBuB sein kann, so daB wir sie als allgemein zutrefl'ende Regel 
vorb~haltlich etwaiger unbedeutender Abweichungen voraussetzen 
durfen. 

Ferner elinnern wir an die in § 38 besprochene Randbedingung, 
die liberal! am Querschnittsumfange eines Stabes erfiHlt sein muB. 
Damals handelte es sich zwal' urn 
einen Stab, del' auf Verdrehen be­
ansprucht war. Fur die Giiltigkeit 
der Randbedingung kommt es abel' 
auf die besondere Art del' Belastung 
des Stahes nicht weiter an. Sie for- £ . 
dert vielmebr stets, daB an allen 
Stellen des Stabumfanges, die frei 
sind von Lasten (odeI' wenigstens 
frei von Lasten mit Kompon8nten, 
die in die U mfangricbtung fallen), 
die im Querschnitte ubel'tl'agenen 

10 
I 

-

Abb 81. 

Scbubspannungen tangential zum Umfange gerichtet sein mussell. 
1m Falle des rechteckigen Querschllitts muS hiernach an den 

zu Z = + t b in Abb. 81 gehOrigen Rechteckseiten die in del' Z­
Richtung gt'hende Schubspannung,komponentA txz fUr jeden Wert 
von y zu Null werden. Wegen del' vorher besprochenen Gleich­
formigkeit der Spannungsverteilung in del' Breitenrichtung gilt 
dies abel' dann aueh fUr aile andpren Stell en im Querschnitte. Es 
bleiben abo uberall nul' noch Schubspannungen 'xy ubrig. Von 
dieseu wissen wir, daB sie sich ebenfalls del' Breite nach gleich­
lormig verteilen, also nul' von dem Abstande y del' betrefl'enden 
Stelle von del' Z-Achse abhangen kOhnen, und daB sie am oberen 

und unteren Querscbnittl'ande, also fUr 1/ = + -'~, zu Null werden . - 2 

mussen. Hiernach laBt sich die Verteilung del' Schubspannungen 
uber den reehteckigen Querschnitt durch ein Diagramm beschreiben, 
wie es del' ungefahren Art nach in Abb. 81 seitlic'h angegeben ist. 

Das genauere Gesetz fUr diese Verteilung findet man auf Grund 
del' folgenrlen Uberlegung. Dpn im Quprschnitte ubertragenen 
SI,anuungen t xy sind uberall dip, eben so groBen Spannungen .yx 

zwischen den Fasel'll ~ugeordnct, in die man sich den Balken noch 
weitel' zerlegt den ken kann. Diese lassen sich abel' auf' Grund del' 
Gleicllgewichtsbedingung gegen Versebieben in del' Richtung der 
Stabacbse sofort berechnen. In Abb. 82 i"st links vom Stabquer­
scbnitte auch ein kleine~ Stuck del' Ansicbfszeichnung des Balkens 
allgegeben. Fur das in beiden Rissen durcb Schraffierung hervor­
gehobene Korperstuck schrf'iben wir die soeben genannte Gleich­
gewichtsbedingung an. Dabei kommt es nul' auf die parallel zur 
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Stabachse gehenden Kraftkompon~nten an, also auf die Spannungen 
6 und r: . Von diesen sind uns die Spannungen 6", bereits von 
f;ii.her h:: bekanIit, und zwar ist fUr irgendeine Stelle im Abstanq.e 
y von der N ullinie M 

6"'=7FY'· 

In zwei Flaehenteilchen dF, die sieh in den beiden Querschnitten 
einander gegeniiberliegen, unterscheiden sieh die Spannungen a", 
urn ein Differential d6"" und zwar ist, da sieh () und y beim TIber­
gange von einem Querschnitte zum andern nicht geandert haben, 

y dM 
d6",= 0". -ax· dx. 

Dafiir konnen wir mit Riicksicht auf G1. (2) auch 

d6 = JL. Vdx 
'" (J 

schreiben. Von beiden Flaehenteilehen zusammen ruhrt daher zur 
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben der Beitrag 

Vdx dE' 
'TY 

her. Bilden wir die Summe dieser Beitriige fUr aIle zum schraffierten 
Querschnittsteile gehOrigen FHichenteilchen und beach ten dabei, 
daB 8, d x und V uberall in derselben GroBe wiederkehren, so er-

halten wir VdX! 
-0- ydF. 

Ebenso groB und entgegengesetzt muB die Resultierende aus 
den Kraften T:yx sein, die auBerdem noch in der Richtung der Stab­

achse an dem Kor­

x 

z 

Abb.82. 

perstiick angrei­
fen. Die voraus-

h gehenden fiber­
legungen lehrten 
uns schon, daB 
die Spannungen 
Tux der Breite 
nach gleichformig 
iibel' die Flache 
verteiIt sind, an 

der sie angreifen. In der Richtung der Stabachse ist diese FHiche 
unendlich schmal, so daB auch nach dieser Richtung keine merk­
lichen GroBenunterschiede in den T:y ", vorkommen konnen, die in 
~er Gleichgewichtsbedingung zu beriicksichtigen waren. Wir konnen 
daher 

VdX} r: • bdx = --- ydF yx (} 
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setzeu und erhalten daraus 

r: =r: =!fYdF xy yx bO 

177 

(3) 

Wir haben die Gleichung zuuachst in dieser allgemeiueren Form 
abgeleitet, weil offenbar dieselbe Uberlegung mit mehr oder weniger 
guter Annaherung auch auf Balken von anderer Querschnitts­
gestalt iibertragen werden kann. Denn es kommt dabei nur dar aut" 
an, inwiefern man bei ihnen ebenfalls - wenn auch nur annahe­
rungsweise - eine gleichf6rmige Verteilung der "y x der Breite 
nach annehmen darf, was nur von Fall zu Fall entschieden werden 
kann. In aller Strenge trifft Gl. (3) nul' im FaIle des rechteckigen 
Querschnitts zu. Hierfiir aber laSt sich die Rechnung sofon noch 
weiter durchfiihren. Nach der Lehre vom Schwerpunkt ist namlich 
beirn rechteckigen Querschnitte 

fYdF=b(~ -p)s 
zu setzen, wenn unter s = ~ (~ + p) der Schwerpunktsabstand 

des in Abb. 82 schraffierten Teiles der RechteckfHi.che von der 
Z-Achse verstanden wird. Hiernach ist 

f (hi p.) 
ydF= b if - '2 ' 

und Gl. (3) geht damit uber in 

(4) 

wobei zuletzt noch () aus Gl. (21) von § 24 eingesetzt wurde. 
Damit ist die Aufgabe fiir den rechteckigen Querschnitt voll­

standig gelOst. Da r:xy als eine Funktion zweiten Grades von p 
gefunden wurde und p hier dieselbe Bedeutung hat wie Y im 
Spannungsdiagramm der Abb. 81, so folgt, daB das Diagramm 
durch einen Parabelabschnitt gebildet wird. 

Bisher setzten wir voraus, daS die Lastebene durch eine Quer­
schnittshauptachse gehe. Auf den allgemeineren Fall del' "Biegung 
bei schiefer Belastung" laSt sieh aber die gefundene Losung eben­
falls so fort iibertragen, indem man sich jede Last durch zwei 
Komponenten nach den Richtungen del' Quersehnittshauptachsen 
el'setzt denkt. Man erhalt damit zwei Lastgruppen, deren jede fUr 
sich genommen eine "gel'ade" Biegung hel'vol'bl'ingt, so daB man 
die vorhergehende Betrachtung auf sie anwenden kann. Daraus 
folgen nach dem Superpositionsgesetze aueh die durch das 
Zusammenwirken beider Lastgruppen hervorgebrachten Span­
nungen .. 

Teubn. Leitf. 11: Foppl, Grund.lige der Fe8tigkeihlelue 12 
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Fiir den Fall der geraden Biegung ergibt sich die groBte Schub­
spannung "rmax in der Querscbnittsmitte, also fUr p = 0, zu 

3 V 
"rmax = 2: b-h . (5 ) 

Der in Gl. (1) mit 'Y/ bezeicbnete Beiwert ist daher flir den 
rechteckigen Querschnitt gleicb 1,5 gefunden, und zwar gilt dies 
nicht nur. fiir den Fall der geraden, sondern aucb fUr den Fall der 
schiefen Biegungsbelastung, wie aus den vorbergebenden Uber­
legungen leicht zu entnehmen ist. 

§ 48. Die elastische Formanderung im allgemeinen FaIle 
der Biegung. Die Voraussetzung, daB die Querschnitte eines Stabes 
bei der Biegung eben bleiben wllen, kann im allgemeinen Falle 
der Biegung nicht mehr genau erfUllt sein. Dies folgt daraus, daB 
nach dem fUr die Schubspannungen giiltigen Elastizitatsgesetze 
(vgl. § 12) zu jeder Scbubspannung "rxy oder Tyx eine kleine ela­
stis~he WinkeHinderung 'Yxy gebOrt, so daB zwischen beiden dip, 
Bmllehung 

bestebt. Wir wollen uns zunachst iiberlegen, von welcber Art hier­
l1ach die elastische Formanderung eines Stabelementes sein muB, 
bei dem M zu Null wird und nur die Schubkraft V iibertragen 
wird, wie bei dem in Abb. 80 gezeichneten Stabe im Querschnitte 
mm. Durch diese besondere Wahl wird die Uberlegung erheblich 

dz vereinfacbt, ohne daB sie deshalb fUr den 
C 0 allgemeineren Fall unbraucbbar gemacht 
I-------l wiirde. 

Ein kleines Stiick del' Ansicbtszeichnung 
des Stabes in Abb.80 ist in Abb.83 in ver-

A I! _ graBertem M aBstabe herausgezeicbnet. Der 1- Querscbnitt CE mage dem Querschnitte mm 
B' 

P in Abb 80 entsprecben, und der Querschnitt 
--t-~~====j D F soIl nul' urn ein unendlicb kleines Stuck 

E 
Abb.83. 

dx von CE entfernt sein. Den aus Abb. 83 
nicht ersichtlicben Querscbnitt des Stabes 
setzen wir als rechteckig voraus. 

Vor der Formanderung steht das Element A B der Stabachse 
l'echt.winklig zum Querschnitte C E. Die in del' Querschnittsmitte 
herrscbende Scbubspannung Tmax andert den rechten Winkel urn 
einen Betrag 'Y max' der mit Riicksicht auf Gl. (5) 

3V 
'Ymax = 2 bhG 

gesetzt werden kann. In sebr starker Ubertreibung ist dieser Winkel 
in Abb. 83 eingetragen. Wenn wir uns den Querschnitt C E fest-
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gehalten denken, gelangt B bei der Formanderung nach B', und 
fUr die Verschiebung B B' erhalt man 

BB,=~dx. 
2bhG 

Ebenso verschiebt sich ein Punkt J, der zur Faser II J im Ab­
stande p von der Stabachse gehort, urn ein Stiick J J', fUr das man 

J J' = B B'. 'l:xy 

't'max 

setzen kann. Die auBersten Punkte D und F des Querschnitts 
bleiben dagegen bei der Formanderung an ihrer Stelle, weil oben 
und unten, wie aus dem Diagramme in Abb. 81 zu entnehmen istr 
die Schubspannung zu Null wird und daher keine Anderung des 
ursprunglich rechten Winkels zwischen den Fasern CD und EF 
und del' Querschnittsebene stattfindet. 

So wie bis jetzt besprochen, muBte die Formanderung erfolgen, 
wenn die Querschnitte dabei eben blt'iben sollten. Aber man sieht 
sofort ein, daB dies gar nicht moglich 1st, weil sich bierbei die 
Streeke B F urn B B' verkiirzen und B D urn ebensoviel verHingern 
miiBte, wahrend gar keine Spannungen in dem Stabelemente vor­
kommen, die elastische Dehnungen oder VerkuTzungen in dies en 
Riehtungen hervorhringen konnten. Damit ist die Annahme, daB 
die Querscbnitte ehen bleiben konnten, widE'rlegt. LaBt man diese 
Annahme fallen und fiigt die Bedingung, daB die Streck en B D 
und BF so lang bleiben miissen, wie sie waren, den vorher schon 
genannten hinzu, so kann man allen zu- d:c 

sammen nur dUTch die Annahme genugen, 
daB sieh die Querschnitte S-formig krummen, 
wie es mit punktierten Linien in Abb. 84 an­
gedeutet ist. 

Dieselben Uberl!;lgungen lassen sich auch 
auf deu allgemeinen Fall ubertragen, daB 
zur Schubkraft V noch ein Biegungsmoment 
M hinzukommt. Das Moment bewirkt fUr 
sich genommen eine kleine Drehung beider 
Quersehnitte gegeneinander urn den. Biegungs­
winkel dip, und unabhangig davon kommt 

~>R--

A 

, 

I , 
i 

,... n' 
l..~ __ ;:;--+-, 

H ,_J 
--..l-l 

Abb.84. 

die dureb V bewirkte Krummung und gegE'nseitige Verschiebung 
der Querschnitte nocb hinzu. Wir wollen uns diese beiden Form­
anderungell nach einander vorgenommen denken. Mit der ersten 
sind wir von friiher her bereits geniigend bekannt und konnen 
den durcb sie bervorgebrachten Biegungspfeil nach den im 3. Ab­
schnitte aufgestellten Formeln ohne weiteres berecbnen. Es ban­
delt sich also jetzt nur noch darum, den fruher vernachl1issigten 
EinfluB der Scbubspannungen auf die Biegungslinie nachtraglich 
auch nocb festzustellen. 

12· 
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Wir beziehen uns dabei der Anschaulichkeit wegen auf das in 
Abb. 85 dargestellte Beispiel eines an beiden Enden unterstiitzten 
Balkens, der in der Mitte eine Last P tragt. In allen Querschnitten 

p 
der linken Stabhalfte wird dieselhe Schubkraft V = 2 iibertragen, 

und daher werden a.uch aIle Stabelemente in der gleicben Art durch 
V umgestaltet. Um zu berecbnen, wieviel dadurch zur Vergri:H3e­
rung dils Biegungspfeiles f in del' Mitte beigetragen wird, konnen 
wir von der fiir aIle Querschnitte gleichen Verkriimmung absehen 
und brauchen nur auf die Schiebung zu achten, die jeder Quer­
schnitt g~gen den vorhergehenden ausfiihrt. Diese Schiebung h1i.ngt 
von dem in Abb. 84 mit r' bezeichneten Winkel ab, und zwar ist 

1 p sie gleich ')" dx zu setzen, wenn beide 
";;~~~;g-~~:::;;;;~:;J Querschnitte urn d x von einander ent-
l,,_-:: - ;' ferntsind. 

In Abb. 85 ist durch punktierte Linien 
Abb.85. in sehr starker Ubertreibung die durch die 

Schubkrafte fUr sich genommen bewirkte 
Gestaltanderung des Balkens angegeben, Sie hat zur Folge, daB 
die elastische Linie in der Mitte einen Knick um den Winkel 2')" 
erflihrt, wii.hrend sich aIle .Aste der elastischen Linie ohne Knick 
aneinanderschlieBen, wenn man nur auf die durch Biegungsmomente 
hervorgebrachte Formanderung zu achten braucht. Der Knick in 
der Mitte von .Abb. 85 oder iiberhaupt an jeder Lastangriffsstelle 
bei einem anderen Belastungsfalle ist es allein, der zur VergroBe­
rung des Biegungspfeiles odeI' del' Ordinaten der elastischen Linie 
durch den EinfluB der Schubspannungen fiihrt. 1m FaIle voil 
.Abb.85 betragt die dadurch herbeigefiihrte VergroBemng von f 
offenbar fly', und es fragt sich nul' noch, wie groB " ist. 

So groB wie es der groBten Schubspannung 'tmax in der Quer­
schnittsmitte entsprechen wiir.je, also gleich 'max in Abb. 83 kann 
r' offenbar nicht sein, denn wir sahen vorher schon, daB diese An­
nahme zu Widerspriichen fiihren wiirde. Urn r' zu berechnen, gehen 
wir von der Formanderungsarbeit aus, die mit del' gegenseitigen 
Schiebung zweier aufeinanderfolgender Querschnitte um den Be­
trag r'dx verbunden ist. Denken wil' uns den einen Querschnitt 
festgehalten, so leistet die im and ern iibertragene Schubkraft F 
hierbei eine Arbeit lV,' dx, 

wahrend die Normalspannungen hiel'bei keine Arbeit feisten, da 
sie rechtwinklig zur Schiebungsrichtung stehen. Ebenso groB wie 
die zugefiihrte Energie muB die potentielle Enel'gie sein, die den 
durch V hervorgebrachten Schubspannungen entspricht. Hiermit 
erhiilt man die Gleichung 

1 ITS 2- Vy'dx = dx 2G dF (6) 
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aus del' sich r' berechnen laBt, falls man das Gesetz bereits kennt, 
nach dem sich die Schubspannungen fiber den Querschnitt verteilen. 

Fiir den rechteckigen Querschnitt k6nnen wir die Rechnung so­
fort vollstandig zu Ende fiihren. N ach Gl. (4) ist bei ihm, wenn 
man kiirzer 'r; an Stelle von 'xy schreibt, 

r = b~.(fh2 - 6p2). 
Da t del' Breite nach gleichfOrmig fiber den Querschnitt verteilt 
ist, fol gt zuniichst " 

2 

fr2dF =~;G . 2b 'f(~h2 - 6p2)2dp, 
u 

und nach einfacher Ausrechnung gebt dies libel' in 

r2dF = 1 2 -- --- . f' V' 

. ' bh 
Setzt man diesen Wert in Gl. (6) ein, so ergibt sich 

, V V ( ) y = 1,2bha = 1,2 Fa 7 

Hiernach wird del' Biegungspfeil eines in del' Mitte belasteten 
Balkens von rechteckigem Querschnitt bei Mitberiicksichtigung 
des durch die Schubspannungen hervorgebrachten Anteils an 
Stelle del' Gl. (47) von § 27, in del' nul' auf die Wirkung del' 
Biegungsmomente geachtet worden war, im ganzen gefunden zu 

PZS Pl 
f=48EfJ + 0,3 Fa' 

Urn beide Gliedel' del' GroBe nach bequem mit einander ver­
gleichen zu konnen, setzen wir G = 0,4E, wie es dem Werte del' 
Poissonschen Konstantenm = 4 entspricht, und driicken () und 
F in b und h aus. Damit geht die Gleichung iiber in die Form 

. Pl (12 ) 
f = 4Ebh kif + 3 , (8) 

bei del' das erste in del' Klammer stehende Glied von den Biegungs­
momenten und das zweite von den Schubkraften herriihrt. 

Schon fUr l = 10k macht del' von den Schubspannungen her­
riihrende Anteil nul' rund 3% von del' ganzen Durchbiegung aus. 
In den meisten Fallen ist abel' l noch groBer, und man erkennt 
daraus, daB es ganz berechtigt ist, bei einem langen, schlanken 
Stabe den EinfluB del' Schubspannungen ganz zu vernachlassigen, 
wie dies gewohnlich geschieht. Dagegen ist bei einem kurzen, 
dicken Stabe die Vernachllissigung bedenkIich oder iiberhaupt 
nicht zulassig. 
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Fiir den Fall des rechteckigen Querschnitts ist hiermit die Auf'­
gabe, die wir uns gestellt hatten, bereits als gelost zu betrachten, 
da es gar keine Schwierigkeiten macht, die zunachst fUr das B"i­
spiel von Abb. 85 gefundene Lasung sinngemaB aueh auf andere 
Belastungsfalle zu iibel'tragen. 

Dagegen muB bei anderen Quersehnittsformen die Berechnung von 
r aut' Grund von G1. (6) ganz von neuem wiederholt werden. Das ist 
aber nur moglich, nachdem man sich zuvor auf irgend eine Weise 
- also etwa auf Grund geeigneter, mehr oder weniger willkiir­
lieher A nnahmen - ein Urteil dariiber versehaflt hat, nach wel­
chem Gesetze sich die Schubkraft V iiber den Querschnitt verteilt. 
Bei der weiteren Ausrechnung wird man alsdann an Stelle von 
G1. (7) eine Gleichung von del' Form 

(9) 

erhalten, in del' " nieht mehr gleich 1,2 ist, sondern irgendeinen 
anderen Wert hat, wie er der betrefi'enden Quersehnittsgestalt 
entsprieht. Jedenfalls muB aber " groBer sein als Eins. Fiir den 
Fall der I-Trager hat man z. B. gefunden, daB x zwischen 2,0 
und 2,4 schwankt, wobei x um so groBer ist, je mehr das Profil 
ausgeschnitten ist, d. h. je mehr es von einem vollen Reehtecke 
abweieht. 

§ 49. Die genieteten Trager. Ein nach Abb. 86 aus einem 
Stehbleeh, aus Winkeleisen und Gurtplatten zusammengenieteter 
Trager verhalt sich in den meisten Fallen ganz ahnlieh wie ein 
I-Trager von derselben Quersehnittsgestalt. Doeh gilt dies keines­
wegs immer und aueh niemals genau. Del' dureh die Nietverbindung 
vermittelte Zusammenhang zwischen den einzelnen Bestandteilen 
hnn namlich nieht als ein fur alle Fiille ausreiehender vollwel'tiger 

Ersatz fUr den unmittelbaren 
korperlichen Zusammenbang in­
nerhalb einesaus eillem einzigen 
Stiicke bestehenden Tragers an­
gesehen werden. Fiir die gewohn­
liche Verwendungsweise geniete­
ter Blechtrager, bei der sie iiber­
wiegend auf Biegung und nul' mit 

Abb.86. verhaltnismaBig geringen Schub-
kraften beanspruchtwerden, reicht 

aber del' Widerstand del' Nietbolzen aus, um das Ganze so fest 
zusammenzuhalten, daB sieh del' Trager ziemlieh genau so ver­
halt, als wenn er ein einziges ungeteiltes Stiick bildete. 

Um sieh genauere Rechenschaft dariiber zu geben, ob die Ver­
nietung hierf'iir stark genug ist, berechnet man die Kraft, die von 
einem Nietbolzen N in Abb. 86 bei del' Biegung des Trltgers auf-
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genommen werden muB. Man findet sie aus del' Gleichgewichts­
bedingung gegen Verschieben in del' Richtung del' Stabachse, 
die man filr das durch den Bolzen N an das Stehblech ange­
schlossene Gurtstiick aufstellen kann. Die Lange dieses Gurtstlicks 
ist gleich del' Nietteilung e anzunehmen. 1m Querschnitte AB des 
Gurtstiicks werden die Biegungsspannungen 61 iibertragen, fUr die 
man !lach Gl. (is) von § 24 

Ml °1 =O-!J 

erhalt, wenn unter () das Tragheitsmoment des ganzen Trager­
querschnitts und unter ]}I1 das an diesel' Stelle vom ganzen Blech­
trager aufzunehmende Biegungsmoment verstanden wird. In dem 
urn die Nietteilung e entfernten Querschnitt CD hat das Bie­
gungsmoment einen von dem vorigen etwas verschiedenen Wert 
M2 , dem die Biegungsspannungen 

M! 
62 =-o-y 

entsprechen. Del' GesamtiiberschuB der im Querschnitte CD 
iibertragenen Gurtspannungen fiber die im Querschnitte A B ist 
gleich der Kraft P, die vom Nietbolzen aufgenommen werden 
muB. Hieraus folgt 

P = f( 0'2 -- ( 1) d F = J'lI!2~ _ll!l_ Y d F = !!~~-~j~ d F. 

Die durch das j:Zeichen vorgeschriebene Summierung hat sich 

iiber aHe zum Gurtquerschnitt gehorigen FHichenteilchen dF zu 
erstrecken. Fur diese Summe kann man nach der Lehre vom 
Schwerpunkte auch das Produkt aus der Gurtflache (bestehend 
aus Gurtwinkeln und Gurtplatten) und dem Schwerpqnktsabstande 
diesel' FHiche von del' Stabachse setzen. Gebraucht man dafiir den 

Buchstaben 8, so ist P = _lJ!J-:;_1J!1_ S. 

Auch diesel' Ausdruck kann noch etwas vereinfacht werden. 
1m Verhaltnisse zur ganzen Trligerlange kann namlich die Niet­
teilung e als klein angesehen werden. Wir konnen daher in GL (2) 
von § 47 . dM 

V=-;Zx 

unter dx naberungsweise auch e verstehen, wenn man darin fUr 
dM den zwar endlichen, abel' hei benachbarten Querschnitten auch 
nur kleinen U nterschied M2 - MI einsetzt Wenn man dies be­
achtet, geht die vorhergebende Formel libel' in 

Ve 
P=(F 8 . (10) 
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Gewohnlich nimmt man an, daB auf 1 qcm Nietquerschnitt 
eine Schubkraft von ungefahr 700 kg mit ausreichender Sicher­
beit iibertragen werden kann. Hierbei ist noch zu beachten, daB 
sich bei N in Abb. 86 die Last P auf zwei Querschnitte des Niet­
bolzens verteilt. Nach Gl. (10) kann man hiernach ausrechnen, 
wie groB man unter sonst gebenen Umstanden die Nietteilung e 
hOchstens machen darf. Unter gewobnlichen Umstanden nimmt V 
seinen groBten Wert in del' Nahe des Tragerendes an, und zwar 
ist es dort gleich dem Auflagerdrucke. Die Trtigerquerschnitte 
und biermit die Werte von S und von () hat man schon vorher 
auf Grund der erforderlichen Biegungsfestigkeit des Tragers fest­
gestellt, ehe man Gl. (10) benutzt, urn die Nietverbindungen zu 
berechnen. 

Die Durchbiegung, die ein genieteter Trager unter einer ge­
gebenen Belastung erfahrt, wird zwar etwas groBer ausfallen als 
die eines zusammenhangenden Tragers von demselben Querschnitte 
unter sonst gleichen Umstanden. In der Regel diirfte abel' del' 
Unterschied nur ganz gering sein. Ob schon Versuche ausgefiihrt 
wurden, urn den Unterschied zahlenmaBig festzustellen, ist uns 
nicbt bekannt. 

Jedenfalls wird sich abel' die grBBere Nacbgiebigkeit der genieteten 
Trager stets bemerklich machen, wenn die vom Trager aufzunehmenden 
Schubkrafte nicht nur eine nebensachliche Rolle gegem'iber den Bie­
gungsmomenten, sondern wenn sie eine gleich wichtige oder gar die 
Hauptrolle spiel en. Das kann bei verhaltnismaBig kleiner Stablange 
vorkommen. Namentlich aber gilt es bei del' Beanspruchung eines 
genieteten Tragers auf Verdrehen. An sicb ist schon ein I-fijrmiger 
Querschnitt, wie wir in § 42 fanden, sehr wenig widerstandsf'ahig 
gegen Vel'drehen. Aber daruber hinaml wird del' Drillungtiwiderstand 
noch weiter stark vermindert, wenn del' Trager aus einzelnen <lurch 
Vernietung zusammengehaltenen Teilen besteht. Wir sprechen damit 
nicht nur eine Vermutung aus, Bondern sprechen auf Grund von Er­
fahrungen, dre vor kurzem in del' Zeitscbrift "Bauingenieur" 1922, 
S. 427 verijffentlicht wnrden. In § 61 werden wir darauf zuriick­
kommen. 

Auch fur die Berechnung des Knickwiderstandes eines Stabes ist 
es nicht von vornherein selbstverstandlich, daB sich ein zusammen­
genieteter Stab ziemlich genau eben so verhalten miiBte wie ein Stab, 
der aUB einem Stucke besteht, unter sonst gleichen Umstanden. Am 
Schlusse von § 54 wird darauf eben falls zuriickgekommen werden. 

§ 50. Biegung mit Zug oder mit Druck. Abb. 87 gibt den 
einfachsten Fall an, mit dem wir uns hier zu besch!tftigen haben. 
Gezeichnet ist ein "kurzer dicker" Stab, der im Grundrisse recht­
eckig ist. Man kann sich den Stab aber auch beliebig lang denken 
und annehmen, daB wir den Stab nul' aus Platzmangel nicht 
Ian gel' gezeichnet haben. Oder man kann sich vorstellen, daB 
Abb. 87 eine Zeichnung in verzerrtem MaBstabe bildet, bei der 
die StabHinge l in einem kleineren MaBstabe aufgetragen ist als 
die Querschnittsabmessungen b und It. Auch die V oraussetzung, 
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daB del' Querschnitt rechteckig sein soIl, ist fur die weiteren Be­
trachtungen nicbt wesentlich; sie wurde nur der Anscbauliehkeit 
wegen gewahlt. 

Die Belastung des Stabes soll aus den an den Enden ange­
brachten entgegengesetzt gleichen Kraften P bestehen, deren ge­
meinschaftliehe Richtungslinie man in dies em Zusammenhange 
auch als die "Kraftachse" bezeichnet. Wir nehmen hier an, daB 
die Kraftaehse parallel zur Stabaebse ist und daB sie durch seine 
Querschnittsbauptachse hindurcbgebt. Den Abstand p zwiscben 
Kraftaehse und Stabachse bezeichnet man als die 
"Exzentrizifat'· des Kraftangriffs odeI' aueb als den 
"Felilhebel". 

In der Zeiehnung ist Pals Druekbelastung an­
genom men , und das ist auch der praktiseh wich- !!.. 

tigere Fall. Man kann sich aber die Pfeile auch 
umgekebrt clenken, so daB der Stab eine eX7.en­
trische oder, wie man dafiir auch sagen kann, eine 
einseilig~ Zugbelastung aufzunehmen hat. Damit 
andert sieh an den folgenden Betraehtungen nicbts 
Wesentliehes. 

Wir fragen jetzt nur nach Drang und Zwang in 
den mittleren Teilen des Stabes, die von beiden 
Endquersehnitten geniigend weit entfernt sind. 

~~ 
I I 
i I 

-T+' 
i I 
. I 

I 
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In den Endquerscbnitten selbst und aueh noeh Abb.87. 

in ibrer Nacbbarschaft hangt namlieh die Spannungsverteilung 
und biermit die Art der Formanderung offen bar sehr wesentlieh 
davon ab, wie die Last P selbst im einzelnen tatsachlieh an­
gebraeht wird. Denn unter der Last P in Abb. 87 ist selbstver­
stiindlieh nicht eine Einzelkraft im strengen Sinne, sondern nur 
eine Resultierende von dort irgendwie verteilten Lasten zu ver­
stehen, da man eine endliche Kraft niemals in einem einzigen 
Punkte libertragen kann, sondern mindestens eine kleine, aber 
endliche Flaehe dafiir zur Verfiigung baben muB. Sobald daber bei 
einer Aufgabenstellung von Einzelkraften gesprochen wird, ver­
zichtet man damit von vornherein scbon auf eine nahere Unter­
suchung der Verhaltnisse in del' Nahe der Lastangriffsstelle. Erst 
fiir die etwas weiter davon ab gelegenen Teile des Stabes ist es 
nach dem Prinzip von de St.-Venant gleichgiiltig, wie sieh die 
Kraft P im einzelnen liber den Endquerschnitt verteilt. 

Von dem Scbnitte mm in Abb. 87 setzen wir voraus, daB er 
weit genug von den Stabenden entfernt ist, wlthrelld es sonst 
gleichgliltig ist, wo er gelegt wird. Fiir den Zweck der Gleich­
gewichtsbetrachtung konnen wir uns die am oberen '1'eile des Stabes 
angebrachte Last P durch eine im Sehwerpunkte angreifende Kraft 
von derselben GroBe und ein Kraftepaar vom Momente Pp ersetzt 
denken. Die Ebene des Kraftepaars geht im FaIle von Abb. R7 
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dureh eiue Quersehnittshauptachse. In einern Flachenteilehen, das 
einen Abstand y von der Z-Achse hat, entsteht durch das Zu­
sammenwirken der achsreeht angreifenden Kraft P und des Bie­
gungsmomentes Pp eine Spannnng 0, die sich nach dem Super­
positionsgesetze 

u = ; + ~~ y = -; (1 + -~f-) (11 ) 

ergibt. Unter i; ist das Quadrat des Tragheitshalbmessers zu ver­

stehen, wofiir man beirn reehteckigen Querschnitte auch -~~ setzen 
kann. 

Solange del' Klammerwert in Gl. (11) positiv ist, haben u nnd 
P gleiehes Vorzeiehen, d. h. zu einer Druckbelastung P gehort 
aueh eine Druckspannung 0 in allen durch den Abstalld y gekenn­
zeichneten FHichenteilchen. Del' Klamrnerwert kanu abel' auch 
negativ werden, wenn y und p naeh entgegengesetzten Riehtungen 
gehen und del' Fehlhebel p groB genug ist. Nimmt man beirn 

rechteckigen Querschnitt p = + ~ an, so wird fiir y = - ~ der 

Klammerwert zu Null. Erst wenn p noeh groBer angenommen 

wird als ~, kommen im reehteckigen Quersehnitt Flachenteilchen 

VOl', indenen dureh die exzentrisehe Druekbelastung des Stabes 
7..ugspannungen hervorgerufen werden. 

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und betraehten den dllrch 
Abb. 88 erHiuterten allgerneineren Fall, bei dem die Kraftachse 
nicht mehr dUl'ch eine Querschnittshauptachse geht. Die Koordi­
naten der Spur del' Kraftachse in der Querschnittsebene sind 

I 
I 

-----+n---
1 I" 

I I' 

I 
Iz Abb.88. 

mit p und q bezeichnet. Den Aufrif.l 
des Stabes kann man sieh eben so hin­
zudenken wie in Abb. 87. 

Verlegt man aueh jetzt wieder die 
__ y Kraft P in die Stabachse, so tritt da­

bei ein Kraftepaar auf, dessen Ebene 
schief steht gegen die Querschnitts­
hauptachse und das daher nach der in 
§ 24 gebrauchten Bezeichnung eine 
"scbiefe Biegungsbelastung" des Stabes 

bildet. In § 26 fanden wir, daB die einem solchen Falle entspre­
chende Nullinie mit einem Durchmesser der Tragheitsellipse zu­
sammenfallt, del' dem durch den Kraftangriffspunkt gehenden 
Durchmesser konjugiert ist. 

Wir konnen uns auch, wie es schon friiher geschehen ist, das 
biegende Kraftepaar dureh zwei Kraftepaare von den Momenten 
Pp und Pq ersetzt denken, deren Ebenen durch die Hauptachsen 
des Querschnitts gehen. Die in irgendeinem Flachenteilchen mit 
den Koordinaten yz hervorgerufene Spannung setzt sich dann im 
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ganzen aus drei Gliedern zusammen, namlieh 

(j = -F~ +PIJ-~Y + ~1J~z =~ (1 + E;f- + -~~). (12) 
z y .L' ~z ty 

Diese Gleiehung gilt noeh allgemein fUr einen beliebigen Quer­
sehnitt. Ftir den reehteekigen Quersehnitt geht sie iiber in 

p ( py qZ) u=]f 1+ 12V+ 12 bf . (13) 

Aueh jetzt wollen wir nns wieder die Frage vorlegen, wie weit 
der Angriffspunkt der Kraft P vom Sehwerpunkte entfernt sein 
darf, ohne daB Spannungen versehiedenen Vorzeiehens im Quer­
schnitte auftreten. 1m Grenzfalle hat die N ullinie einen Punkt 
mit der U mriBlinie des Querschnitts gemeinsam, ohne ins Innere 
einzndringen. Beim rechteckigen Quersehnitte wird also bei einer 
Grenzlage des Angriffspunktes del' Kraft die Spannung a in einer 
Ecke zu Null werden. Nehmen wir p und q als positiv an und 

setzen y = -% und z = -~, so geht Gl. (13) tiber in 

u=;(1-6~-6t) (14) 

und diesel' Ausdruek wird zu Null fur aHe Lagen des Angriffs­
punktes der Last P, fUr die 

p q 1 ( ) -h+b'=6 15 

ist, jedoch mit dem Vorbehalte, daB nul' positive Werte von p und 
q zuHtssig sind. AIle Punkte, bei " 
denen dies zutrifft, liegen auf del' 

~-c 
Geraden A B in Abb. 89, die auf 
den Hauptaehsen die Abschnitte 

: und -~ bildet. Fur aUe Punkte 

des ersten Qnadranten, die in 
dem Dreiecke 0 A B liegen, bleibt 
in Gl. (14) ein positiver Rpst in 
del' Klammer, und daher ist aueh 
die Spannung u in der Eeke C 
gleiehen V orleiehens mit P. Was 

Abb.89. J 

- --_. 

fUr den ersten Quadranten gesagt war, laSt sien sinngemil6 aueh 
anf die drei anderen tibertragen. Die in Abb. 89 sehraffierte 
Fliiehe, innerhab deren demnaeh del' Angriffspunkt der Belastung 
liegen dart', wenn man nur Spannungen gleiehen Vorzeiehens im 
Qnersehnitte zulassen will, wird als del' Querschnittskern be­
zeichnet. 

In ganz ahnlieher Weise HtBt sieh del' Kern aueh fUr andere 
Querschnittsformen ermitteln, womit wir uns aber hier nieht lilnger 
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aufhalten wollen. Die Lehre vorn Querscbnittskern ist bauptsach­
lich fUr die Untersuchung del' Standfestigkeit von Mauerpfeilern, 
Gewolben u. dgl. von Bedeutung, weil man von dem Entwurfe 
fUr derartige Bauwerke wegen der geringen Widerstandsfahigkeit 
des Mortels gegen Zugspannungen gewohnlich verlangt, daB in 
den Fugen des Mauerwerks nirgends Zugspannungen auftreten 
durfen. 

Denkt man sich die Abstande p und q in Abb.88 auf das n-fache 

vergroBert und zugleich P auf 1. verkleinert, so behalten in Gl. (12) 
n 

die sich auf die Biegung beziehenden Glieder ihre Werte unverandert 
bei, wahrend das nur von P abhangende erste Glied beirn Anwachsen 
von n irnmer kleiner wird. Im Grenzfalle n = 00 wird schlieBlich 
P zu Null, so jedoch, daB Pn seinen urspriinglichen Wert bei­
behalt. Damit komrnt man auf den Fall der reinen Biegung, der 
hiernach als ein Sonderfall del' einseitigen Zug- oder Dmckbe­
lastung aufgefaBt werden kann. 

Die elastische Formanderung, die ein Stab bei einseitiger Be­
lastung erfahrt, laBt sich ebenfalls aus den beiden Anteilen zu­
sammensetzen, namlichaus der Verlangerung oder Verkurzung 
durch die nach der Mitte verlegte Kraft P und der durch das 
Kraftepaar hervorgebrachten Biegung, die sich nach den Formeln 
des 3. Abschnitts leicht berechnen liillt. 

Bisher War vorausgesetzt, daB die Kraftachse parallel zur Stab­
achse gehen soUte. Wenn sich beide Achsen schneiden oder wenn 
sie windschief zu einander liegen sollten, kann es sich indessen 
immer nur um geringe Richtungsunterschiede zwischen ihnen 
handeln. Das folgt daraus, daB der Karper als Stab gelten soil, 
also langgestreckt ist, wahrend die Spurp.unkte der Kraftachsc 
in beiden Endquerschnitten nur um die verhaltnisrnaBig kleinen 
Strecken von der Mitte entfernt sein konnen, die in der \lueI'­
schnittsflache moglich sind. Die Spannungen sind in den beiden 
Fallen in allen Querschnitten verschieden von einander. Fur irgend­
einen Querschnitt, der nicht zu nahe an den Stabenden Jiegt, kann 
man die Spannungen nach Gl.(12) berechnen, indem man die Spur 
der Kraftachse in der Querschnittsebene als Angriffspunkt einer 
senkrecht zur Ebene stehenden Last von der GroBe P annimmt. 
Die geringe Scbubkraft, die als Komponente der tatsachlich et­
was schief zur Querschnittsebene stehenden Kraft. P daneben noch 
auf tritt, darf man dabei unbedenklich vernachlassigen. 

Unter Umstanden kann es dagegen sehr notig werden, das bei 
windschiefer Lage zwischen Kraftachse und Stabacbse neben dem 
Biegungsmomente noch auftretende Verdrehungsmoment zu beriick­
sichtigen, obscbon es eben falls jenem gegenuber nur klein sein wir:d. 
Streng genommen uberdecken sich bei windschiefer Kraftrichtung 
in jedem Punkte des Querschnitts vier verschiedene Spannungen, von 
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denen die erste del' naeh dem Schwerpunkt verlegten Normalkraft, 
die zweite del' geringen Sehubkraft, die dritte dem Biegungs­
momente und die vierte denrVerdrehungsmomente entspricht. Jede 
einzelne diesel' Spannungen hat man nach den dafiir friiher aufge­
stelltenV orschriften zu bereehnen. Hierbei wird es stets zulassig sein, 
den von der Sehubkraft herriihrenden Betrag zu vernachlassigen, 
und wenn es sieh urn einen Mauerpfeiler handelt, auch den des 
Verdnihungsmomentes. Handelt es sich abel' urn einen Querschnitt 
von geringem Dl'illungswiderstande, also etwa urn einen I -Quer­
schnitt, so ware es, wie aus § 42 hervol'geht, sehr bedenklich, 
selbst ein kleines Verdrehungsmoment gegeniiber dem Biegungs­
moment zu vernachlassigen. 

Bei allen vorhergehenden Betrachtungen wurde die elastische 
Formanderung des stabfOrmigen Korpers, wie es auch sonst fast 
ausnahmslos in del' Festigkeits- 8 

lehre geschieht, stillschweigend D t t f 
~. '-tl---l+>---+--~' f! als 8ehr klein vorausgesetzt, so i 

daB auf die damit verbundene An- ,< ,J 

derung des urspriinglichen Fehl- Abb. \10. 

hebels nicht geachtet zu werden 
brauchte. Dil'se Vernachll¥ssigung ist abel' nicld immer zulassig, und 
wenn del' Fehlhebel urspriinglich sehr klein war, kann es leicht 
vorkommen, daB er durch eine geringe Ausbiegung des Stabes 
verhaltnismaBig so stark vergroBert wird, daB man sorgfaltig 
darauf achten muB. 

1m folgenden Paragraphen werden wir naher darauf eingehen. 
Vorher abel' sei lioch auf den durch Abb.90 dargestellten Be­
lastungsfall verwiesen. Bei ihm kommen zwei Lastgruppen vor, 
namlich die Gruppe del' Lasten P und der dazugehorigen, etwa 
als Auflagerkrafte aufzufassenden Krafte B und 0, die aHe senk­
recht zur Stabachse gerichtet sind, wozu noch als zweite Gruppe 
die beiden entweder genau oder wenigstens annahernd mit del' 
Stabachse zusammenfallenden Krafte Q kommen. Solange die Q 
von gleicher GroBenordnung mit den P sind, geniigt es, die Span­
nungen und die Formanderungen einzeln zu berechnen, die von 
jeder der beiden Lastgruppen fUr sich hervorgerufen werden, und 
hierauf nach dem Superpositionsgesetz beide iibereinander zu lagern. 
Die Aufgabe kann dann nach den friiher dafiir gegebenen An.­
leitungen ohne weiteres gelost werden. 

Ganz anders aber ist es, wenn die Q sehr viel groBer sind als 
die P. Die von den Lasten Q herriihrenden Biegungsmomente 
konnen dann nach erfolgter Formanderung, selbst wenn ursprling­
Jich keine Fehlhebel vorgekommen sein soUten, trotz der vie I 
kleineren Hebelarme doch von gleicher GroBenordnung mit den 
von den Lasten P herriihrenden werden oder sie gar noch liber­
treffen. Ein Urteil iiber das Verhalten des Stabes und liber die 
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Bruchgefabr ist dann nur moglicb, indem man berechnet, urn 
wieviel sich die Fehlhebel del' Q fUr die einzelnen Querschnitte 
des Stabes bei der Ausbiegung andern. 

Hauptsachlich gilt dies fiir den Fall, daB die Krafte Q eine 
Druckbelastung des Stabes bilden, wie in Abb. 90 angenommen 
wurde. Die Aufgabe ist dann nahe verwandt mit del' im nacbsten 
Paragraphen zu besprechenden und ahnlich wie diese zu losen. Kebrt 
man dagegen die pfeile der Q in Abb. 90 urn und setzt voraus, daS 
der Fehlhebel ur,.prunglich gleich Null war, so sind die den Q 
entsprechenden Biegungsrnomente nach erfolgter Formanderung 
von entgegengesetztem V orzeil'hen als die von den Lasten P her­
riibrenden. Die Ausbirgung del' Stabacbse wird daher durch die 
Mitwirkung der Lasten Q verkleinert, und zwar unter UmsHinden. 
namlich wenn die Q sehr viel groBer sein sollten als die P, sogar 
sehr stark verkleinert. Auch dies ist ein Fall, der praktisch vor­
kommt. Er wurde von M. Tolle in der Z. d. V. D. 1, 1897, S. 855, 
behandelt, worauf hier verwiesen werden moge. Die Gestalt del' 
elastischen Linie wurde dabei von Tolle als eine "steife Ketten­
linie" bezeicbnet. 

§ 51. Die Knickfestigkeit. Del' einfachste Fall del' Knick­
festigkeit schlieBt si~h dem vorher bebandelten Faile del' "ein­
seitigen" oder "exzentriscben" Druckbelastung eines Slabes 'un­
mittelbar an. Er geht aus ihm hervor, wenn die anfanglichen 
Fehlhebel klein waren, die Drucklast abel' groB genug ist, urn 
wegen del' groBen Lange oder del' geringen Biegungssteifigkeit 
des Stabes eine starke VergroBerung dieser Fehlhebel und damit 
einen Biegungsbruch des Stabes befUrehten zu mussen. 

Ehe die Rechnung durehgemhrt wird, muS aber noch ein Ein­
wand besproehen werden, der gegen eine Erkliirung des Knick­
vorganges auf Grund dieser Uberlegung ofters erhoben wird. Es 
wird niimlieh gesagt, die Aufgabe bestebe eigentlich darin, das 
Ausknicken aueh fiir den Fall zu erklaren, daB Kraftachse und 
Stabachse anfanglich genau zusammenfielen. Wenn dies dringend 
verlangt wird, kann man aucb diesel' Forderung entsprechen, wie 
in § 101 von "Drang und Zwang" ausfiihrlich auseinanderge­
setzt ist. 

A ber die Forderung selbst ist an sieh ganz unberechtigt. Geringe 
Abweichungen zwischen Kraftachse und Stabachse lassen sieh 
iiberhaupt nieht vermeiden, und es ist daher nicht willkiirlieb, 
sondern ganz saebgemaB, von ihnen auszugehen. Das ist aueb 
gar keiue be-ondere Eigentiimlichkeit der Kniekfestigkeit, sondern 
man befindet sieh iiberhaupt in allen Fallen des "unsicheren" oder 
"instabilen" Gleiehgewichts stets in derselben Lage. An einem 
einfachen Beispiele moge dies noch etwas naher erlautert werden. 

Der in Abb. 91 im AufriB gezeichnete Karper bestehe aus einem 
zylindrischen Teile von del' Rohe h und dem Halbmesser T und 
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einer sich unten daran scblleBenden Kugelbaube vom Ralbmesser R. 
Dieser Korptr sei auf eine Tiscbplatte gestellt, und es fragt sieb, 
ob er aufreeht stehen bleibt oder ob er umfiillt. Unter sonst 
gleicben Umstanden hiingt dies von der Robe h abo Bei geringer 
Robe bleibt er steben, bei groBer faUt er urn, wie jedermann aus 
Erfahrung weiB. 

Wenn eine Erklarung dafiir verlangt wird, oder wenn die 
"kritiscbe" Rohe It berecbnet werden soll, bei del' das Gleiehge­
wicht "unempfindiich" odeI' "indifferent" wird, stellt man sieh VOl', 

daB der Korper anfanglieb ein klein wenig schief aufgestellt wurd.e, 
und sieht zu, ob er sieb, nacbdem e1' losgelassen wurde, unter dem 
Einflusse del' an ihm angreifenden Krafte, 
namlieh des im Sehwerpunkte S angrei­
fenden Eigengewichtes und des Auflage1'­
drllcks von selbst aufriehtet, odeI' ob e1' 
volleuds umfallt. Rebt sieh der Sehwer­
punkt bei einer kleinen Rollbewegung 
.aus der aufreebten Lage, so ist das Gleieh­
gewicht stabi!, ve1'sehiebt es sieh in wag­
reehter Riehtung, so ist es indifferent, 
und labil ist es, wenn sieh der Sehwe1'­
punkt dabei senkt. 

Itt 
/ , 

R / j \ 
/ S' 

/ I ' / , 
/ , 

Abb.91. 

Es wi1'd sieh nieht leieht jemand findt'n, del' mit del' Losung 
der Aufgabe auf diesem Wege nicht zufrieden ware, sondern dariiber 
hinaus aueh noch eine ErkHirung dafiir verlangte, warum del' 
J{orper bei zu groBem h tatsachlieh immer umfallt, obscbon an 
sieh ein dauerndes Verbarren in del' aufrecbten Lage aueh in 
diesem Faile recbt wohl denkbar ware. 

Dieselben Uberlegungen, die hier zum Ziele fUhren, muE man 
al1ch in allen anderen Fallen an stell en , bei denen ein in stabiles 
Gleicbgewicbt in Frage kommt. Auch in del' Knicktbeorie geht 
man von einer klein en Starung aus, indem man einen ganz un­
vermeidlicben kleinen Fehlbebel vo1'aussetzt und nacbrechnet, ob 
und wie stark er sich unter den gegebenen Umstanden bei der 
elastischen Formanderung vergroBern wird. 

WeI' sieh aber auch durrh den bier angestellten Vergleieh noch 
nicht davon iiberzeugen laBt, daB dieses Vorgeben berechtigt ist, 
muE die Gelegenheit sucben, selbst einmal einen Knickversueh zu 
beobachten. WeI' jemals in seinem Leben das Entsteben und An­
wacbsen des Ausknickens bei einem solcben Ve1'suche messend 
verfolgt bat, wird kein Bediirfnis mebr danach emptinden, eine 
eigene neue Knicktheorie aufzustellen, sondern sieh fUr den ein­
fachsten Fall, urn den es sich bei dies en Betracbtungen allein 
handelt, mit den schon vorhandenen Theorien gern zufrieden 
geben. 
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§ 52. Die Knickformel von Navier, Schwarz, Rankine. 
Wir gehen jetzt auf die sich an Abb.87 anlehnenden Eingangs­
betrachtQ.ngen von § 50 zuriick. DaB sich ein anfangs bestehender 
kleiner Fehlhebel p bei der elastischen Formanderung je nach der 
GroBe der von einer Saule oder einem Pfeiler oder einem anderen 
auf Druck beanspruchten Baugliede aufzunehmenden Last mehr 
oder weniger vergroBern muB, geht daraus unmittelbar hervor, 
ebenso daB hiermit zur Druckbeanspruchung auch noch eine Bie­
gungsbeanspruchung des Stabes tritt. Uber den anfanglichen Fehl­
hebel weiB man nichts; man kann ihn hochstens auf Grund von 
Erfahrungen fUr eine gewisse Art der Bauausfiihrung nngef"ahr 
einschatzen. Auf ihn kommt es aber auah gar nicht so 8ehr an, 
sondern vielmebr auf den groBten Wert p, den man dafUr nach 
vollzogener Formanderung endgiiltig als moglich in Aussicht zu 
nehmen hat. 

Diese Uberlegung hat zu einer Formel gefUhrt, die in den itlteren 
Schl'iften fiber Baumechanik mit geringen Abweichungen iibera-ll 
wiederkehrte und die auch jetzt noch sehr haufig verwendet wird. 
Es lag namlich nahe, fUr den Fehlhebel p teils gefiihlsmaBig, teils 
mit der einen odeI' anderen nicht ganz ausreichenden Begriindung 
den Ansatz 

[2 
P=:I'-­

a 
(16) 

zu machen, in der l die Stablange, a eine von den Querschnitts­
abmessungen abhangige Lange und :I' eine Zahl bedeutet, die man 
so zu wahlen hat, daB die auf den Ansatz gestiitzte Knickfestig­
keitsformel moglichst gut mit der Erfahrung iibereinstimmt. 

Die Begrfindungen, die man dem Ansatze (16) zu geben ver­
suchte, kommen im allgemeinen darauf hinaus, daB es bei der 

Knickgefahr hauptsachlich auf das Schlankheitsverhiiltnis l. an-
a 

komme. Dabei ist unter a der Abstand der auBersten Faser von 
der zum kleinsten Tragheitsmomente gehOrigen Querschnittshaupt­
achse zu verstehen, weil eine Ausbiegung nach dieser Richtung 
bin offen bar am meisten zu befiirchten ist. Ferner ist aber auch 
noch VOII vornherein zu erwarten, daB bei geometrisch ahnlichen 
Staben, also bei gegebenem Schlankheitsverhaltnisse, der Fehlhebel 
punter sonst entsprechellden U mstanden in demselbell Verhlilt­
nisse zunimmt wie alIe iibrigen MaBe, also in dem gleichen Ver­
haltnisse wie l. Hiermit erklart es sich, daB in GI. (16) l im 
Quadrate vorkommt. Als einen Beweis von GI. (16) kann man 
diese Bemerkungen freilich nicht ansehen; aber zur Stiitzung einer 
Vermutung, die man sich vorbehalt, durch Vergleich mit der Er­
fahrung zu priifell, reichen sie immerhin aus. 

Nachdem der Ausdruck fUr p in GI. (16) festgesteUt ist, hat 
man es weiterhin nur noch mit einer exzentrischen Druckbelastung 
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des Stabes zu tun. Man bereehnet die dureh die Last P hervor­
gerufene Druckspannung Omax naeh Gl. (11) von § 50, die zwar 
dort zunachst nur fUr den rechteckigen Quersehnitt abgeleitet, 
aber nachher als allgemeingiiltig erkannt wurde. An die Stelle 
von y hahen wir darin den vorher eingefiihrten Abstand a zu 
setzen und an Stelle von 8, das Produkt Fi2, wenn unter i der 
klein ere von den beiden Haupttragheitshalbmessern des Querschnitts 
verstanden wird. Damit ergibt sich unter Beaehtung von Gl. (16) 

P( ap) P( I!) 
Omax = F 1 + --;s = F 1 + "i2 . (17) 

Man nimmt nun weiterhin an, daB der Stab als knicksicher 
anzusehen ist, falls das so berechnete Omax den zulassigen Wert 
(fzul der Druckbeanspruchung des betreffenden Werkstoffes nicht 
iiberschreitet. Diese Annahme ist auch ganz unbedenklieh, falls 
nur " auf Grund von hinreichend zahlreichen Erfahrungen iiber 
den Knickwiderstand von Stiiben aus demselben Stoffe und unter 
sonst ganz ahnlichen Verhaltnissen gewahlt wird. Hiermit kommt 
man fUr die zulassige Belastung Pzul des Stabes auf die Formel 

Fa"ul p -zul---p' 

l+"ii 
(18) 

um deren Ableitung es sich handelte. 
Die Brauchbarkeit der Formel hiingt ganz davon ab, daB man 

in jedem FaIle der Anwendung sowohl fUr " als fUr Ozul einen 
durch die Erfahrung irgendwie geniigend verbiirgten Wert einsetzt. 
Gewohnlich stiitzt man sich dabei auf die Vorsehriften der iu dem 
betreffenden Verwaltungsbezirke giiltigen Bauordnung, womit man 
dem Haftpflichtgesetze gegeniiber gedeckt ist Bei der Wahl von 
(izul ist man daran weniger gebunden, sondern kann aueh von der 
dem betreffenden Baustoffe entsprechenden Druekfestigkeit aus­
gehen. Dagegen vermag man sieh kein eigenes IT rteil iiber den 
angemessenen Wert von " ffir ainen bestimmten Fall zu bilden, 
falls man nicht selbst schon fiher zahlreiche Erfahrungen unter 
ganz il.hnlichen Umstanden verfiigt. Diese Unsicherheit 7.eigt sich 
aueh darin1 daB man Werte von :II: empfohlen findet, die in den 
weiten Greman von 0,0001 bis 0,0006 schwanken. 

Es mag nur noeh erwahnt werden, daB man unter sonst gleichen 
Umstanden :II: um so kleiner wahlen darf, je mehr man zu der 
Annahme berechtigt ist, daB der Stab an den Enden als einge­
spannt zu betrachten sei. In den meisten Fallen ist aber diese 
Annahme zu giinstig, und dann sind groBere Werte fur It am Platze. 

§ 5:~. Die Knickformel vou Euler. .Alter als die vorher­
gehende Formel und viel besser in Ubereinstimmung mit dern bei 
Knickversuchen beobachteten Verhalten eines schlanken Stabes, 

Teubn. Leitr. 17: F(jppl, GrundzUge der Festlgkellolehre 13 
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der aine Druckbelastung zu iibertragen hat, ist die von Euler auf­
gestellte Knickfestigkeitsformel. Ein Jahrhundert lang war sie 
nur in einem engen Kreise von Mathematikern und Physikern be­
kannt, die sich gelegentlich nebenher einmal mit diesem besonderen 
FaIle des instabilen oder indifferenten elastischen Gleichgewichts 
beschaftigt hatten, ehe sie schlieBlich auch in den technischen 
Kreisen beachtet und nach lang em Widersheben anerkannt wurde. 

Zur Ableitung der Eulerschen Formel gehen wir wiederum von 
dem durch ALb. 87 vou § 50 dargestellten FaIle der einseitigen 
Druckbelastung aus. Hierbei setzen wir den anfiinglichen Fehl­

hebel pals sehr klein voraus. Das geschieht jedoch 
nicht, urn die Betrachtung dadurch zu vereinfachen 
(da sie auch fUr groBere Werte von Po in ganzahn­
licher Weise durchgefiihrt werden konnte), sondern 
nur, urn un sere Untersuchung von vornherein den 
Verhaltnissen anzupassen, auf die sie nachher ange­
wendet werden solI. 

Nur insofern weichen wir von Abb.87 ab, als 
wir nicht gerade einen rechteckigen, sondern eine.n 
beliebigen Querschnitt des Stabes voraussetzen und 
auBerdem die Spur der Kraftachse in der Querschnitts­
ebene auf jener Querschnittshauptachse annehmen, 
zu der das groBte Tragheitsmoment gehi:irt. Auch 

Abb.92. diese Voraussetzung ist nicht wesentlich fUr die Durch-
fiihrung der sich daran schlieBenden Rechnung, sondern 

sie wird nur gemacht, weil eine Ausbiegung naw diesel' Rich­
tung gefahrlicher ist als nach jeder anderen, da die ihr ent­
sprechende Biegungssteifigkeit von dem kleinsten Haupttragheits­
momente abhangt. 

In Abb. 92 sind die Stabachse AB und die durch die Richtungs­
linie der P bestimmte Kraftachse nebeneinander aufgetragen. Der 
sehr kleine Abstand Po zwischen beiden ist der Deutlichkeit wegen 
viel groBer gezeicbnet, als er zu erwarten ist. Wir wollen iiber­
haupt annehmen, daB in der Zeichnung die in der Y-Richtung 
gebenden Strecken nach einem viel groBeren MaBstabe auszumessen 
sind als die in der X-Richtung gehenden. Die Stabdicke lassen 
wir in der Zeichnung ganz weg; man kann sie sich nach Belieben 
hinzudenken, mit dem Vorbehalte jedoch, daB sie klein sein rouB 
gegen die Stablange. 

In dem zur Abszisse x oder zum Punkte C der Stabachse ge­
horigen Querschnitte bestebt vor der Formanderung der Fehlhebel 
Po und das ihm entsprechende Biegungsmoment PPo' Wahrend 
der Formanderung denken wir uns die Stabenden bei A und B 
festgehalten, und zwar so, daB sie sich widerstandslos urn diese 
Punkte zu drehen verrnogen. Durch die Biegungsmomente wird 
dann eine Kriimmung der Stabachse von der aus Abb. 92 ersicht-
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lichen Art herbeigefUhrt, wobei die GroBe der Ausbiegung zunachst 
dahingestellt bleiben moge. Der Fehlhebel in dem zur Abszisse x 
gehOrigen Querschnitte wachst damit auf Po + y an. Jedenfalls 
wird die GroBe der Ordinaten y der elastischen Linie irgend wie 
von del' GroBe del' Last P abhangen. Wenn del' Stab schlank 
genug odeI' biegsam genug ist, wird man die Last P so weit 
steigern konnen, daB die y durchschnittlich von gleicher GroBen­
ordnung mit Po werden, ohne daB dabei die Proportionalitatsgrenze 
des Baustofl'es an irgendeiner Stelle uberschritten wiirde. Das 
ist deshalb moglich, weil wir den anfanglichen Fehlhebel Po selbst 
schon als sehr klein vorausgesetzt hatten. 

Abb. 92 ist so gezeichnet, wie es del' eben gemachten Annabme 
iiber die GroBe von P entspricht. Hierbei macht es jedoch nichts 
aus, ob Po odeI' del' mit t bezeichnete Biegungspfeil groBer ist, 
und es darf auch eine diesel' beiden Streck en mehrmals so groB 
sein als die andere. Wesentlich ist dagegen die Voraussetzuug, 
daB del' Stab geniigend schlank ist, um Ausbiegungen y, die von 
gleicber Grof3enordnung mit Po sind, ohne Uberschreitung der Pro­
portionalitatsgrenze des Bau~toffes ertragen zu konnen, und diese 
Voraussetzung dart bei dlr Anwendung de1' sick aUf sie stiltzenden 
Eullrschen Formel nirmals aufjer acht gelassen werden. 

Wil' denken uns die elastische Formanderung, die del' Stab 
beim Aufbringen del' Last P erfuhr, bereits vollzogen und fragen 
nach der Gestalt der elastischen Linie, in die die vormals gerade 
Stabachse dabei iibel'gegangen ist. Die Verkiirzung in del' X­
Richtung ist so unbedeutend, daB wir von ihr ganz absehen konnen. 
Um zu einem Urleile iiber die Gestalt del' elastischen Linie zu 
gelangen, geniigt es vielmehr, nul' auf die weit gl'oBeren Ver­
schiebungen in del' Y-Richtung zu achten. N ach Eintritt des 
Gleichgewichtszustandes ist das Biegungsmoment M im Quer­
schnitte x 

M= P(Po+ y) (19) 

und von diesem Biegungsmomente hangt die Stabkriimmung an 
der betrachteten Stelle abo Dieser Zusammenhang wurde in § 27 
durch Gl. (37) ausgesprochen, und mit ihr erhalten wir 

d'y 
E(J (}'x-' = - P(Po + y). (20) 

Hierdurch ist y als Funktion von x der Form nach vollig be­
stimmt; die Losung del' Gleichung lautet namlich 

y = C1 sin Ci x + C2 cos a X - Po, (21) 

wenn man unter C1 und C2 die beiden willkiirlichen Integrations­
konstanten versteht, die in del' allgemeinen Losung einer Difl'eren­
tialgleichung zweiter Ordnung vorkommen miissen, wahrend a 

ebenfalls ein unveranderlicher Wert ist, del' abet nicht willkurlich 
13· 
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bleibt, sondern erst noch so gewahlt werden muB, daB Gl. (20) 
in der Tat durch den in Gl. (21) fUr y aufgestellten Ausdruck 
befriedigt wird. Setzt man dies en Ausdruck in die Differential­
gleichung ein, so findet man, daB fiir ex, urn ihr. zu geniigen, der Wert 

(22) 

angenommen werden mutt 
Die Integrationskonstanten 01 und O2 bleiben zwar in der aU­

gemeinen Losung der Differentialgleichung willkiirlich; aber auch 
sie werden bei der Anwendung auf den besonderen Fall durch die 
Forderung bestimmt, daB die GreI!zbedingungen an den heiden 
Stabenden erfiillt werden miissen. Fiir x = 0 muB auch y = 0 
werden, da der Punkt A in Ahh. 92 festgehalten wird. Damit 
dies zutrefi'e, hat man in Gl. (21) nachtraglich 

°2=PO 

zu setzen. Ferner muB aber auch am Punkte B, also fiir x = I 
die Ordinate y der Biegungslinie zu Null werden, und hieraus folgt 

1- cos cd 
0 1 =Po' sina-l-' 

Die auch schon den Grenzbedingungen angepaBte Losung der 
Differentialgleichung (20) fUr die elastische Linie lautet daher jetzt 

{ sinClx } Y=P -.--·-(1-cosal)+cosexx-l. o SIll ClI (23) 

Aus ihr laBt sich zunachst entnehmen, daB die elastische Linie 
des Stabes bei dem durch Abb. 92 bescbriebenen Belastungsfalle 
die Gestalt einer allgemeinen Sinus- oder Kosinus-Linie annimmt. 
Die Ausbiegung wird am groBten in der Stabmitte, und fUr den 
Biegungspfeil f erhalt man 

I . all 
Sill 2 al 

f = Po I sin cd (1 - cos a 1) + cos 2 - 1 \. (24) 

Die GroBe von f hangt auBer von Po nur noch von IX, das heiBt 

gemaB Gl. (22) von P abo Wahlt man z. B. P so, daB ffl = ~;, 
der Winkel exl im GradmaB daher = 120 0 wird, so folgt daraus 
. cd . 1 1 V- 1 cd 1 sm -2 = SIn ex = "2- 3. ferner cos ex l = -- und cos -. = + .. . 2 2 '2 

Setzt man diese Werte in Gl. (24) ein, so ergibt sich f= Po' Damii 
erkennt man jetzt auch, wie groB man die Last P zu wahlen hat, 
damit, wie wir es bei der Ableitung voraussetzten, die Ausbiegungen 
von gleicher GroBenordnung mit dem urspriinglichen Fehlhebel Po 
werden konnen. Bezeichnct man die Last, die in der Stabmitte 
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cine Verdoppelung des urlprunglichen Fehlhebels Po herbei{uhrt, 
mit P1 ; so tolgt sic aus der Glciclmng 

(24a) 

Da wir Po als klein vorausgesetzt hatten, wird del' Stab durch 
die soeben bereehnete Last P1 immer noch wenig durchgebogen. 
Sobald wir abel' von da ab die Last noch weiter vermehren, nimmt 
f rasch und immer rascher zu. Man kann aueh sofort eine obere 
Grenze angeben, die von P nicht ganz erreicht werden kann, weil 
sich del' Stab vorher schon so star~ ausbiegt, daB damit dio Pro­
portionalitiitsgrenze des Baustoffes iiberschritten wird, womit spine 
'l'ragfiihigkeit erschOpft ist. Man nennt diese obere Grenze die 
kritisc71c Btlastung odeI' auch die Eulersche Knicklast. Setzt man 
namlich, urn dies weiter auszufiihren, in Gl. (24) exl = n, so wird 
sin al = 0 und cos exl = - 1 und hiermit das erste Glied in del' 
Klammer von Gl. (24) unendlich graB. Das heiBt aber, daB man 
Gl. (24) auf einen so groBen Wert von ex oder von P iiberhaupt 
nicht mehr anwenden darf, weil schon bei del' Annaherung an 
diese Grenze infolge del' stark en Ausbiegung des Stabes die Vor­
aussetzungen nicht mehr zutreffen, auf denen die Differential­
gleichung del' elastischen Linie beruht. 

Setzt man exl = n in Gl. (22) ein und Hist nach P auf, so erh1tlt 
man fUr die Eulm'sche Knicklast, die wir mit PE bezeiehnen wollen, 

2 EfJ ( PE=n Ti- 25) 

Das ist also etwas mehr als das Doppelte des vorher in Gl. (24a) 
bere~hneten Wertes von Pl' 

Nach Gl. (25) ist PE unabhangig vou del' GroBe Po des anfang­
lichen Fehlhebels. Damit ist jedoeh nicht gesagt, daB del' Knick­
widersta.nd des Stabes eben falls ganz nnabhangig von Po w1tre. 
Del' Knickwiderstand ist vielmebr stets kleiner als PE , und er bleibt 
urn so mehr hinter PE zuriick, je groBer del' anfangliche Febl­
hebel Po war. Nul' wenn Po als 8ehr klein im Verh1tltnisse zu den 
QuerschnittsmaBell des Stabes angenommen wird, macht es fUr den 
Knickwiderstand niehts mehr aus, wenn man Po dann noch weiter 
verkleinert. 

Nachtr1tglich kalln man auch lloch berechnen, wie graB die 
Beanspruchung des Baustoffes, also die Spanllung Omax ausf1tllt, 
die im mittleren Querschmtt des Stabes unter del' Annahme eines 
anfanglichen Fehlhebels Po durch eille Last P hel'vorgebracbt 
wird. Ganz 1thnlich wie bei der Ableitung del' Navierschen Knick­
formel erh1tlt man hier an Stelle del' 01. (17) von § 52 

Omax = ; (1 + a (Poi~f)), 
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da jetzt (Po + f) den groBten vorkommenden Fehlhebel angibt, 
der in Gl. (17) mit P bezeichnet war. Setzt man fUr f' seinen 
Wert aus Gl. (24) ein, so folgt daraus 

{ 
. IXl Jl 

P apo [8111 2- IXl l 
Umax = F 1 +7,2 8i~ (1 - cos al) + cos 2 J (26) 

worin noch a nach Gl. (22) in P auszudriicken ist. Man kann 
auch, wie es friiher geschehen war, omax = Uzul setzen und hierauf 
die Gleichung nach dem als zullissig anzusehenden Werte von P 
auflasen. Die Gleichung ist zwar transzendent, abel' ihre Auf­
lasung durch Probieren odel' nach einem der iiblichen Naherungs­
verfahren macht keinerlei Schwierigkeiten, wenn ein bestimmtes 
Zahlenbeispiel vorliegt. Am besten ist es, wenn man sie zu dieselll 
Zwecke in der Form 

Uzul = E1X2{ i 2 + apJ::: :: (1 - cos 1X1) + cos ~ J} (27 ) 

anschreibt, in del' a bei gegebenem Po die einzige Unbekannte ist. 
Nachdem diese Gleichung nach a aufgelOst ist, findet man die zu­
lltssige Belastung P daraus nach Gl. (22). 

Dagegen vermag die Theorie keinen AufschluB dariiber zu geben, 
wie groB man den anflinglichen Fehlhebel Po annehmen solI. Hier 
muE stets die Erfahrung erganzend eingreifen; nur sie kann lebren, 
auf welche Febler man bei einer bestimmten Art der Banausfiihrung 
trotz allen Bestrebens, die Last genau achsrecht aufzubringen, 
stets gefaBt sein muB. 

An;tatt eine bestimmte Annahme iiber Po zu machen und hierauf 
Pzu1 mit Hilfe von G1. (27) Zll berechnen, ist es aber einfacber 
und fUr alle praktischen Zwecke geniigend, Pzul gleich einem 
passend geWlihlten Bruchteile von PE zu setzen, namlich 

(28) 

und den darin vorkommenden "Sicherheitsgrad" n so zu wahlen, 
wie es die vorliegenden praktischen Erfahrungen erforderlicb er­
scheinen lassen. 

Auf keinen Fall darf man aber bei der Berechnwng von P zul 

nach Gl. (28) unterlassen, sich at~f.3erdem noch davon zu uberzettgen. 
da~ der hicrnach berechnete Wert kleiner bleibt als Fuzul : diese 
Forderung wird erfiillt, wenn der Stab schlank genng ist, d. h. 
wenn die Stablange 1 einen gewissen Mindestwert 10 ti.berschreitet, 
der sich nach Gl. (28) )lU 

berechnet. 

l/Jir 
10 = ni v--

'n azul 
(29) 
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§ 54. Knicken bei anderen Grenzbedingungen. Bisher 
wurde vorausgesetzt, daB sich die Stabenden urn die Punkte A 
und B in Abb. 92 frei zu drehen vermochten und daB die Kraft­
achse stets denselben kleinen Ab:-;tand Po von del' Verbindungs­
linie beider Punkte beibehielte wie VOl' del' elastischen Form­
anderung. Genau wird diese Voraussetzung freilich nul' selten 
zutreffen; immerhin schlieilt sie sich abel' in den meisten Fallen 
den tatsachlicb vorliegenden Bedingungen ziemlich gut an. In 
anderen Fallen dagegen muB man sie durcb andere Annahmen er­
setzen. 

Ein wich.tiges Beispiel dafiir bilden die Stiitzen, etwa die guB­
eisernen Saulen, die dazu bestimmt sind, eine Decke in einem Ge­
baude zu tragen, wie durch Abb. 93 in einem Aufrisse angedeutet 

~I~~~*~~t~h~:lt:It E~ "r:I~] 
hung nach Moglicbkeit verbindern Abb.93. 

odeI' wenigstens erschweren sollen. Hierbei darf man ferner in 
der Regel annehmen, dail eine Verschiebung del' Decke oder 
auch des FuBbodens in wagrecbter Richtung schon durch den 
Zusammenhang mit den iibrigen Gebaudeteilen ausgeschlossen 
ist, so daB nicht etwa die Stiitzen selbst aucb dafur aufkommen 
miissen. 

Die Stabe A B, 0 D usf. haben demnach nul' die Aufgabe, die 
Drucklast aufzunehmen und sie nach abwarts zu iibertragen. Wie 
groil die Last ist, die auf jede einzelne Stiitze entfallt, ist eine 
Frage fiir sich, die bereits entschieden sein muil, ehe man an die 
Berecbnung auf Knickfesti3keit herantreten kann. Wir betrachten 
daher die Last P a1s gegeben, genau so wie in dem vorhergehen­
den FaIle VOll Abb. 92. Dagegen durren wir hier nicht annehmen, 
daB die "Kl'aftachse" del' P vor der l!'ormanderung mit del' Stab­
achse zusammenfalle und diese Lage gegen die Stabenden A und 
B ebenso wie in Abb. 92 auch dauernd beibehalte. Vielmehr mussen 
wir als moglich ansehen, daB die Kraftachse vielleiyht von An­
fang an schon, erst recht aber, sobald merkliche Ausbiegungen 
der Stabe eintreten, in groBen Abstanden von den Endpunkten A 
und B del' Stabachse voriibergehen konnte. 

Urn die Knicksicherheit der Stabe in einem sol chen FaIle be­
urteilen zu konnen, muB man sich die Art der Verbindung naher 
ansehen, die zwischen den Stabenden einerseits und FuBboden und 
Decke andererseits tatsachlich besteht. 1st sie hinreichend stark 
bemessen, urn jede merkliche Dreh ung del' Stabenden verhindern 
zu konnen, so spricht man von einer Einspannung, und auf diesen 
Fall solI sich die weitere Betrachtung beziehen. 
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Vorher aber ist es sebr notig, darauf hinzuweisen, daB diese 
Voraussetzung nur selten einigermaBen genau zutreffen wird. Man 
wurde zwar die Tragfabigkeit del' Saulen unterschiitzen, wenn 
man iiberhaupt keine Riicksicht auf die wenigstens teilweise Ein­
spannung an den Stabenden nebmen wonte. Dagegen iiberscbHtzt 
man sie, je nach den besonderen Umstanden des einzelnen Falles 
mehr oder weniger, wenn man die Einspannung als voll wirksnm 
ansieht. 

In Abb. 94 ist der Stab AB fiir sich herausgezeichnet. Dabei 
ist angenommen, daB er sicb bereits merklich ansgebogen hat, 

wenn auch nicht so stark, wie es Abb. 94,iibertrieben 
angibt. Die Ordinateny der elastis~hen Linie sollen 
vielmehr immer nocb klein sein gegen die Stablange Z 

Abb.94. 

und auch jedenfalls klein genug, urn keine Uber­
schreitung der Proportionalitiitsgrenze infolge del' 
Stabkriimmung herbeizufiihren, da andernfalls ein 
Zusammenbruch SOfOl t zu erwarten ware. 

Die Einspannung an den Stabenden betracbten 
wir jetzt als vollkommen. Um sie zu· erzwingen, 
InuB auBer der Drucklast P, die wir uns parallel mit 
sich selbst nach dem Schwerpunkte del' Endquer­
scbnitte verlegt denken, auch noch ein Kraftepaar 

auf jedes Stabende iibertragen werden, dessen Moment Mo wir als 
das Einspannmoment bezeichnen konnen. Gefragt wird, wie weit die 
Last P gesteigert werden muB, urn einen solchen Formanderungs­
zustand des Stabes, wie wir ihn hier vorausgesetzt haben, dauernd 
aufrechterbalten zu konnen. 

Fiir das Biegungsmoment Min einem Querscbnitte, del' den 
Abstand x vom oberen Stabendfl bat, ergibt sich hier 

M=Mo+ Py. (30) 

Eigentlich ist, wie scbon aus dem in Abb. 94 eingetragenen 
Drehpfeile hervorgeht, Mo negativ anzunehmen. Wir schreiben 
aber das Minuszeichen nicht ausdriicklich hin, sondern behalten 
uns vor, es spater zu beriicksichtigen, so fern dies notig werden 
sollte. Mitdiesem Werte von .lll geht die Differentialgleichung 
der elastiscben Linie iiber in 

d'y EO --- = - M - Py 
dx~ 0 (31) 

und ihre allgemeine Losung lautet ganz ahnlich \Vie im vorigen 
Paragrapben 

y = 01 sinlXx + O2 COS ClX -~. (32) 

worin fiir CI wieder der schon in Gl. (22) angegebene Wert zu 
nehmen ist. 
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Riel' sind vier Grenzbedingungen zu erfiillen. An jedem Stab­

ende .muB namlich sowohl y als ~~ zu Null werden. Unbekannt 

sind auf del' rechten Seite von G1. (32) auBer C1 und 02 noch Mo 
und a, da ja jetzt die Last P nicht gegeben ist, sondern selbst 
erst berechnet werden soIl. Aus G1. (32) folgt 

dy C C . dx = a 1 COS ax -- a 2 sm ax. 

Damit fUr x = 0 zugleich y und dd Y ve1'schwinden, haben wir 
x 

und C = Mo 
2 P 

zu setzen. Dagegen erfordert die Erfiillung del' beiden G1'enz­
bedingungen fiir x = l nach dem Einsetzen del' Werte von C1 und 
02' daB cos al = 1 und sin al = 0 

wird. Die Unt ekannte Mo ist aus diesen GJeichungen ganz he1'­
ausgefallen ,und sie lliBt sich daher aus den Grenzbedingungen 
iiberhaupt nicht ermitteln. Die Unbl!kannte IX muE dagegen die 
beiden letzten Gleichungen zugleich befriedigen, wenn del' hier vo1'­
ausgest'tzte Gleichgewichtszustand des ausgebogenen Stabes mog­
lich sein solI. In del' Tat widersprechen sich auch die heiden 
Gleichungen nicht, und man hnn heiden geniigen, indem man 

al= 2% (33) 

setzt. Mit ('{ = 0 waren sie zwar auch beide zugleich befriedigt, 
aberdas wiirde dem hier nicht in Frage kommenden FaIle ent­
sprechen, daB del' Stab unbelastet ist. Auch die sonst noch 
moglichen Losungen beider GJeichungen al = 4% usf. kommen 
nicht fUr nns in Betracht, da es sich jetzt nul' darum handelt, 
wieweit man die Last P und hiermit a anwachsen lassen muB, 
um den durch Abb. 94 beschriebenen Zustand herbeifiihren zu 
konnen. 

Setzt man a aus Gl. (22) in G1. (33) ein und lOst nach P auf, 
so findet man die Eulersche Knicklast fiir den Fall beiderseits ein­
gespannter Enden 

(34) 

DaB sich Mo aus den Grenzbedingungen nicht ermitteln heE, 
kommt da von her, daB es sich hier urn ein "indifi'erentes" oder 
"unempfindliches" eJastisches Gleichgewicbt handelt. B1'ingt man 
etwa den Stab dUl'ch auBere Eingriffe in eine Lage, bei del' sich 
aUe y verdoppelt haben, und iiberliiBt ibn bieraufwieder sich selbst, 
so haben sich auch Mo und aile anderen Momente verdoppelt, und 
das Gleich:gewicht besteht daher auch in del' neuen Lage weiter, 
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vorausgesetzt natiirlich, daB hierbei die y noch nicht so groB ge­
worden sind, daB die del' ganzen Ableitung zugrunde liegenden 
Voraussetzungen dadurch hinfiillig gemacht werden. Das ist abel' 
keine besondere Eigentiimlichkeit des Knickvorgangs, sondel'll ein 
Umstand, der auch bei allen anderen Fallen des indifferenten Gleich­
gewichtes wiederkehrt. 

Vorher war schon bemerkt, daB man fast stets zu giinstig rechnet, 
wenn man den Knickwiderstand nach Gl. (34) beurteilt. Meistens 
wird man der Wahrheit naher kommen, wenn man den giinstigen 
EinfluB del' Einspannung ganz vel'llachlassigt, also nach Gl. (25) 
rechnet. Man kann aber aueh beide Falle und die zwischen ihnen 
liegenden zusammenfassen, indem man 

setzt und unter 11 einen Beiwert versteht, del' von dem Ein­
spannungsgrade abhangt und zwischen den Grenzen 1 und 4 
liegen kann. Wenn man auf eine ziemlich gute Einspannung 
rechnen kann, mag 1) = 2 gewahlt werden. Einen noch graBe­
ren Wert fUr 'YJ einzusetzen, wird sich nur selten rechtfertigen 
lassen. 

Uber die Art, wie der Bruch beim Ausknicken eines Stabes er­
folgt, mage noch gesagt werden, daB sieh die vorhergehenden Be­
trachtungen nm' auf die dem Bruehe vorhergehenden rein elasti­
schen Formanderungen beziehen. Sobald beim Ausknicken an der 
meist beanspruchten Stelle des Stabes die Proportionalitatsgrenze 
des Baustofi'es iibersehritten wird, wachsen von da ab die FOl'm­
anderungen und mit ihnen die .Fehlhebel schneller an als nach 
unseren Formeln. Die weitere Verbiegung kann dann sagar durch 
eine klein ere Kraft P fOl tgesetzt werden als jene, die notig war, 
um zu diesel' Grenze zu gelangen. Behalt dagegen die Last ihre 

Abb.95. 

urspriingliche GroBe bei, so erfolgt del' Zusammen bruch 
nach dem Erreiehen der Grenzbelastung plotzlich. 

DaB man aueh von del' naeh Gl. (35) berechneten 
Eulersehen Knieklast, ebenso wie im Falle von Gl. (28) 
nul' einen angemessenen Bruehteil als zulassige Be­
lastung ansehen darf, bedarf kaum noch einer be­
sonderen Begriindung. 

In einem anderen Falle del' Knickfestigkeit, del' durch 
Abb. 95 veransehaulicht ist, wird del' Stab am einen 
Ende frei drehbar festgehalten, wahrend er am anderen 
Ende eingespannt ist. An dem dl'ehbar gelagerten Stab­

ende muB dann au Bel' del' Last P aueh noeh eine rechtwinklig 
dazustehende Kraft H auftreten, die cine seitliche Verschiebung 
verhindert. Del' Gang del' Berechnung stimmt mit dem in den 
vorhergehenden Fallen iiberein, und man kommt dabei zu dem 
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SchluBergebnis, daB bei diesen Grem.bedingungen 

2 EO 
PE = 2n; --yo (36) 

wird. Man kann auch sagen, daB in dies em FaIle - oder iiber­
haupt immer, wenn man die Einspannung am einen Ende als voll, 
am anderen Ende als gar nicht wirksam ansieht - der in G1. (35) 
elngefUhrte Beiwert t) gleich 2 ist. 

Endlich schlieBt sich noch del' in Abb. 96 angegebene 
Fall, daB das eine Ende eingespannt, das andere aber gar 
nicht festgehalten ist, den vorigen ohne wesentliche 
Anderung an. Anstatt die Betrachtung hierfiir von neuem 
durchzufiihren, kann man die Eulersche Knickformel fUr 
diesen. Fall aber auch durch einen Vergleich mit dem 
zuerst behandelten FaIle sofort finden. In Abb. 96 be- 7hzWmWi'71111, 
findet sich namlich del' Stab in genau derselben Lage wie 
die obere Halfte des in Abb. 92 gezeichneten Stabes, Abb.96. 

wenn man diesem die doppelte Lange gibt. Man el'halt daher PE 

fUr Abb. 96, wenn man in G1. (25) anstatt I hier 2l einsetzt, 
womit die Gleichung in 1 EO 

P =-- n;2 --- (37.) 
E 4 l! 

iibergeht. Del' in G1. (35) vorkommende Beiwert'l] nimmt da­
ber in diesem Falle die GroBe { an. 

Die bisher besprocbenen vier Falle, sind als die wicbtigsten an­
zllseben, und sie werden daber in allen Lehrbiichern besprocben. A uBer­
dem kaun man aber aucb noch eine Reihe von anderen angehen, die 
sich ebenfalJs in ganz l1bnlicher Weise erledigen lassen. So kann 
z. B. in den Abbildungen 94 oder 95 vorausgesetzt werden, dati die 
Einspannung nicbt starr, sondern elasti,ch ist, so namlich daB sicb 
das betreffende Stabende etwas drehen kann, wobei das Einspann­
moment im gleichen Verbl1ltnisse mit dem Drehungswinkel anwacbst. 
Der Zusammenbang zwischen Moment und Winkel hlingt dabei von 
den elastiscben Eigeoschaften der die Einspannung bewirkenden Teile 
ab und ist bei der Berechnung des Stabes auf Knickfestigkeit als be­
reits gegeben anzusehen. 

Ferner kann etwa im Falle von Abb. 96 angenommen werden, daB 
die horizontale Beweglichkeit des oberen Stabendes nicbt vollig frei, 
Bondern an eine widerstehende Kraft gekniipft ist, die alB verhaltnis­
gleich mit der GroBe der Ausweichung anzusehen ist. Es kann auch 
vorkommen, daB der Stab nicht iibflrall denselben Querschnitt hat, 
sondern daB er etwa aus zwei oder noch mebr aufeinanderfolgenden 
Teilen von verscbiedener Biegungssteifigkeit besteht. Oder es kann 
auch irgenrlein Pllnkt der Stabachse zwiscben den beiden Enden 
entweder ganz festgehalten oner aueh elast.iscb an eine Auflagerstelle 
gefesselt sein usf. AHe hier genannten Falle und nocb eine Reibe 
von anderen konnen in iihnlicher Weise wie die friiberen behandelt 
werden. Die Rechnungen werden dabei entsprechend 111nger, aber 
ohne daB wesentliche Schwierigkeiten dadurcb herbeigembrt wiirden. 

Ehe wir diesen Gegenstand verlassen, muB aber noch eine wich­
tige Bemerkung gemacht werden, die sich auf die Anwendbarkeit 
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der vorgetragenen Lehren bezieht. Vorausse{zurlg da(ilr ist niim­
lich, dall der Stab aus ein.em Stucke besteM und dall bei der dem 
Ausknicken v01'ausgeheriden elastischen Formtinderung die Que/'­
sclinitte eben bleiben und illrc Gestalt nield u'esentlich iindcrn. 

Diese V oraussetzungen sind nicht immer erfiillt. Es kann z. B. 
vorkommen, daB ein dunner, weit hinausragender Flansch unab­
hangig von dem iibrigen Stabkorper seitlich ausweicht, bevor noch 
del' Stab im ganzen ausknickt. Besonders nahe liegt die Gefahr 
eines verschiedenen Yerbaltens del' einzt'lnen Stabteile bei ge­
nieteten Stiiben, also etwa bei den Gurtstaben eines Fachwerktragers. 
In solchen Fallen ist es nicht ohne weiteres zulassig, den Knick­
widerstand nacb den vorber aufgesteUten Formeln zu beurteilen. 
\ ielmehr wird man sich zuvor Recbenscbaft dariiber geben miissen, 
wie sich bei der Belastung des Stabes die einzelnen Teile verhalten 
und Db etwa eine gegenseitige Verscbiebung zwiscben dfn Teilen 
zu befiircbten ist, die zu einer Anderung der Querscbnittsgestalt 
des ganzen Stabt's fiihren konnte. Naher auf die dabei moglichen 
Einzelheiten einzugehen, ware abel' hier nicht am Platze. 

§ 55. Biegung und Verwindung. Zuerst behandeln wir hier 
die schon in § 35 als Beispiel angefiihrte verMltnismliBig ein­
fache Aufgabe, die damals durcb Abb. 62 erlautert wurde. Ab­
geseben von geringen Anderungen stimmt damit die beistebende 
Abb. 97 iiberein. Sie stellt einen Ring dar, an dem vier Krafte 
von gleicher GroBe angreifen, von denen Pl und P2 nach oben 

J 

Abb. 97. 

hin und Pa und P4 nach abwarts ge­
ricbtet sind. Auf den Querschnitt des 
Ringes kommt es vorlaufig nicht an; 
man kann ihn sicb etwa kteisfOrrnig vor­
stellen. 

Die Losung der Aufgabe, die Biegungs­
und die Verdrehungsbeanspruchung an­
zugeben, die der Ring an jeder Stelle 
erfiih1't, wird durcb die Syrnrnetriebezie­
bungen, die in dem Beispiele vorkommen, 
bedeutend vereinfacht. 1m vorliegenden 
l!'alle kommen namlich, wie wir sagen 
wollen, zwei echtc Symmetl'ieebcnen VOl', 
namlicb die Ebenen aa und bb, und 

auBerdem noch zwei AnfisymmetrieelJencn, als die wir die Ebenen 
cc und dd bezeicbnen konnen. Damit ist gemeint, daB cc und dd 
zwar Symmetrieebenen sind in bezug auf die G~stalt des Karpel'S 
und auf die Richtungslinien der an ihm angreifenden Krafte, daJ3 
aber die pfeile von je zwei spiegelbildlicb zueinander liegenden 
Kraften einander entgegengesetzt gericbtet sind. Mit solcben Fallen 
del' Antisymmetrie bat man es bei mancben Aufgaben der Festig­
keitslehre zu tun, und es ist daher nutzlich, sich mit diesem Be-
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griffe an der Hand des Beispieles noch naher vertraut zu machen. 
Auch in § 35 war davon schon die Rede. 

1m FaIle der "echten" Symmetrie s timmen auch die preile der 
zu heiden Seiten einander entsprechenden Krafte miteinander iiber­
ain. Bei der durch die Richtungslinien von P j und P2 in Abb. 97 
gelegten Ebene aa hat man sich vorzu stellen, daB jede der beiden 
Krafte durch sie halbiert wird, so daB die eine Halfte zur linken, 
die andere Halfte zur rechten Seite zu rechnen ist. Da eine Kraft 
ohnehin niernals genau in einem einzigen Angriff3punkte iibertragen 
werden kann, sondel'll sich tatsachlich zurn mindesten iiber eine, 
wenn auch nur sehr kleine Flache verteilen muS, steht dieser Auf­
fassung kein Bedenken im Wege, soIidern sie entspricht vielmehr 
der Wirklichkeit. 

1m Falle del' ecnlen Symmetrie treten, da zu beiden Seiten die 
gleichen Bedingungen bestehen, an entsprechenden Stell en auch 
vollig gleiche Spannungszustande auf, so namlich, daB die zum 
einen Spannungszustande gehOrigen Pfeile die Bpiegelbilder der 
zum anderen gehOrigen Pfeile sind. Dies hat zur unmittelbaren 
Folge, dafJ in der Symrnetricebene selbst nul' NOTmalspannungen 
und keine Schubspannungrn ubertragen werden konnen. Von dieser 
Uberlegung haben wir iibrigens schon in § 34 Gebrauch gemacht, 
und in § 35 sind wir nochmals darauf zuruckgekommen. 

Bei den Antis!Jmmeir-icebenen dagegen kehren sich mit den Pfeilen 
der Lasten auch alIe Pfeile der Spannungen zu beiden Beiten fUr 
aHe einander entsprechenden Stell en und Schnittrichtungen gegen­
einander urn, ohne daB sich dabei an den GraBen dieser Span­
nungen etwas andert. Hieraus folgt, dafJ in einer Antisymmetrie­
ebene selbst nur Schubspannungen und keine Normalspannungen 
auftreten konnen. 

N ach diesen V orbemerkungen betrachten wir das Gleichgewicht 
der links von der Symmetrieebene aa liegenden Ringhalfte. An 
ihr greifen drei Lasten an, namlich P a und die HalfteD von P1 und 
P2• Fur den Zweck, die Gleichgewichtsbedingungen zwischen diesen 
Lasten nnd den in beiden Schnittflachen ubertragenen Spannungen 
aufzustellen, kannen wir uns die drei Krafte zu einem Kraftepaare 
zusammengesetzt denken, dessen Ebene mit der Symmetrieebena 
bb zusammen{!!.llt und dessen Moment gleich Pr ist. Da. die bei­
den durchaa gebildeten Schnittflachen durch den Ring symme­
trisch zu der echten Symmetrieebene bb liegen, miissen sich dem­
nach in jeder von ihnen die Spannungen zu einem Kraftepaare 
vom Momente t Pr zusammensetzen lassen, dassen Ebene gleich­
gestellt mit der Ebene bb ist. 

Andflrerseits aber gehOren die Schnittflachen auch selbst der 
echten Symmetrieebene aa an, so daB in ihnen nul' Normalspan­
nungen vorkommen konnen. Auf jeden Fall muss en sich daher 
die Bpannungen in jeder der beiden Schnittflachen zu einer im 



206 V. Die zusammengesetzte Beanspruchungstabformiger Korper 

Schwerpunkte angreifenden Normalkraft N und einem Biegungs­
momente, das wir mit Mb aa bezeichnen wollen, zusammensetzen 
lassen. Eine einfache Ub~rlegung HHlt jedoch erkennen, daB N 
im hier varliegenden Falle zu Null werden muB. Die Narmal­
krafte N in beiden Schnittfiachen mussen namlich zunachst zu bei­
den Seiten del' echten Symmetrieebene b b nicht nul' gleich graB 
sein, sondern auch beide den gleichen Pfeil haben. Da nun die 
Lasten P keine Komponenten in diesel' Richtung haben, erfordert 
das Gleichgewicht gegen Verschieben, daB beide N gleich Null 
sind. 

Hiermit ist bewiesen, daB in den zu aa gehiirigen Quersehnitten 
des Ringes ein Zustand del' rein en Biegungsbeanspruchung herrscht, 
und daB das Biegungsmoment fUr jeden del' beiden Schnitte 

Mb,aa = tPr (38) 

ist. Die gleiche Betrachtung laBt sich auch fUr die in del' Symme­
trieebene bb liegenden Querschnitte wiederholen. Auch in jedem 
von ihnen wird ein Biegungsmoment t Pr ubertragen, jedoch mit 
dem Unterschiede, daB die Pfeile del' Momentenvektoren entgegen­
gesetzt gerichtet sind, wenn man zwei Querschnitte miteinander 
vergleicht, die sich in bezug auf eine del' Antisymmetrieebenen 
cc oder dd einander entsprechen. Dies hat zur Folge, daB in den 
oberen Fasel'll del' beiden Querschnitte aa Zug- und in den unteren 
Druckspannungen auftreten, wahrend es bei den in del' Symme­
trieebene bb liegenden Querschnitten umgekehrt ist. 

Wir gehen jetzt weiter zur Betrachtung des Gleichgewichtes 
einer der Ringhalften, in die del' Ring durch die Antisymmetrie­
ebene cc zerlegt wird. und zwar wollen wir die in Abb. 97 nach 
links vorn liegende Halfte ins Auge fassen. An ihr greifen die 

Lasten P2 und Ps an, die ein Kraftepaar vom Momente PrV2 mit­
einander bilden. Der Momentenvekt.or liegt in del' Ebene dd und 
hat gemaB unsern Vorzeichenfestsetzungen einen Darb dem Ring­
mittelpunkte hin gerichteten Pfeil. 

In den beiden Schnittfiachen konnen, da sie zu einer Antisymme­
trieebene gehoren, nul' Schubspannungen ubertragen werden. Diese 
kann man sich in jedem der beiden Querschnitte zu einer durch 
den Schwerpunkt gehenden Schubkraft V und einem Verdrehungs­
momente zusammengesetzt denken, das wir mit M.,cc bezeicbnen 
wollen. Die Schubkraft V muB lotrecht gerichtet und gleich t P 
sein I wie aus dem Gleichgewicht gegen Verschieben an einem 
zwischen den Ebenen aa und cc gelegenen Achtelringe sofort ge­
schlossen werden kann, In den beiden dutch die Ebene cc ge­
bildeten Querschnitten ist V gleich groB, aber entgegengesetzt ge­
richtet. Daher greift an dem Halbringe, dessen Gleichgewicht 
jetzt zu untersuchen ist, ein Kriiftepaar del' Schubkrafte V vom 
Momente Pr an. Dieses Kriiftepaar dreht entgegengesetzt dem 
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aus den Lasten P2 und Pa gebildeten; es hat also einen Momenten­
vektor, dessen Pfeil vom Ringmittelpunkte aus nach links vorn 
gerichtet ist. 

Wir kommen jetzt zu den in den Quel'schnitten cc iibertragenen 
Verdrehungsmomenten M. ce. Sie sind in heiden Querschnitten 
gleich groB und drehen auch beide im gleichen Sinne an der 
Ringhalfte. Zur Erlauterung dafiir ist in Abb. 98 eine Draufsicht 
auf die durch 
die Ebene ec 
abgeschnittene 

Ringhlilfte ge­
zeicbnet, in del' 
die Querschnitt.e 
del' Deutlichkeit 
1I'~:cen stark ver­
gro!lert wurden. 
Die Antisymme­
trieebene d d 
steht senkrecht 
zur Zeichenebene von Abb. 98. Betrachtet man in beiden Quer­
schnitten gleich gelegenePunkte wie 1 und I' odeI' 2 und 2', so treten 
dem Begrifi'e del' Antisymmetrie entsprechend in ihnen gleich groBe 
Schubspannungen auf, deren Pfeile abel' sich nicht in del' Ebene d d 
spiegeln, sondel'll deren jeder dem Spiegelbilde des and ern ent­
gegengesetzt gel'ichtet ist. Die von diesen Schubspannungen ge­
bildeten Kraftepaare drehen daher, wie ein Blick auf die Zeich­
nung lehrt, beide im gleichen Sinne und zwar auch in demselben 
Sinne wie das Kriiftepaar del' Schubkrafte V, die ebenfalls in 
Abb. 98 eingetragen wurden. 

Aus der Momentengleichung fUr die an del' Ringhalfte an­
greifenden Krafte folgt daher 

Mv,co = HPrY2 - Pr) = 0,207 Pro (39) 

Hiera ut' beirachten wir noch einen Quer­
schnitt, del' in beliebiger Richtung durch 
den Ring gelegt sein kann. In Abb. 99, 
die im ubrigen mit dem in Abb. 97 ge­
zeichneten Ringgrundrisse iibereinstimmt, ~ 
wird die neue Schnittrichtung durch den 
Winkel tp beschrieben, den sie mit del' Sym­
metrieebene a a einschlieBt. Wir unter­
such en das Gleichgewicht del' Krafte an 
dem dul'ch Schraffierung hervorgehobenen 
Ringsektor, derzum Zentriwinkel tp gehort. 

I. 
Abb.99. 

.L 

Dicht am Schnitte aa greift an ihm die Last t Pan, und auBer­
dem wird auf ihn im Schnitte a a das in Gl. (38) berechnete 
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Biegungsmoment Mb,aa von del' GroBe ~ Pr iibertragen, dessen 
Momentenvektor nach dem Mittelpunkte hin .gerichtet ist. Hier­
mit miissen die im Querschnitte fTJ iibertragenen Spannungen im 
Gleichgewichte stehen. 

Aus del' Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben folgt, daB 
im Querschnitt g; eine Jotrecht gerichtete Schubkraft V von del' 
GroBe {P iibertragen werden muB. Fur das Biegungsmoment Mb 
und das Verdrehungsmoment Mv erhalt man aus Momenten­
gleichungen fUr eine Achse, die in del' Richtung g; geht, und fiir 
eine zweite, die senkrecht dazu steht, die heiden Ausdriicke 

Mb = tPr(COSfTJ - sinfTJ) } 

M, = t Pr (sin fTJ + cos g; - 1) 
(40) 

Die Momentenvorzeichen sind dabei so gewahIt, daB das im 
Querschnitte fTJ = 0 iibertragene Biegungsmoment sowie das im 

Querschnitte g; = : (also im Querschnitte ce) iibertragene Ver­

drehungsmoment positi v gerechnet werden. Die Gleichungen (40) 
geIten nicht nur f'iir den Achtelring zwischen aa und ee, sondern 

n 
fiir den ganzen Quadranten von fTJ = 0 bis g; = 2" Urn die an-

deren Quadranten brauchen wir nns jetzt nicht zu kiimmern r da 
in ihnen derselbe Drang und Zwang wiederkehrt wie im ersten. 

Wir schlieBen hier sofort noch eine Bemerkung an, die sich 
nicht auf das hesondere Beispiel beschrankt, sondei'll die auch flir 

einen in anderer Weise belasteten Ring giiltig hleibt. , FMu In Abb. 100 ist ein Ringelement herausgezeichnet, 
M. das zum Zentriwinkel dfTJ gehort, und dessen Gleich­

gewicht wir untersuchen. Die im ersten Schnitte 
iibertragenen Momente bezeichnen wir wieder mit Mb 
und ]1v , wobei die Pfeile in Ahb. 100 so einge­
zeichnet sind, wie sie dem vorher behandelten Bei­
spiele entsprechen. Es fragt sieh, um wieviel sich 
Mb und Me andel'll, wenn man um dg; weitergeht. 

Abb. 100. Da cos dfTJ = 1 und sin rig; = dg; gesetzt werden 
kann, folgt zunachst wegon des Winkels. den beide 

Schnitte miteiuander einschlieBen, eine Anderung 

Dazu kommt noch die Anderung, die in }Jill> durch die im Quel'­
sehnitte iibertragene Schubkraft V hervorgebracht wird. Diese ist 
gleich - Vrdg;, wenn man V in del' Richtung positiv rechnet, 
in del' es im ersten Quadranten von Abb.99 vorkommt. 1m ganzen 
erhlilt man daher als Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen an 
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dem Ringelement 

dMh = -1Jf - Vr 
drp v 

d dM. M 
un drp = b' (41) 

und zwar unahhangig von der besonderen Belastungsweise des 
Ringes. 

DiJferent.iiert man eine dieser Gleichungen nach rp und setzt 
den Wert aus der anderen ein, so erhltlt man zwei Diflerential­
gleiehungen, in denen Mb und M. getrennt vorkommen, namlich 

d.::b. = - Mb - r ~-:l 
d'M. = _ M - Vr 
drp' I' 

(42) 

Wenn V als Funktion von rp gegebenist, kann man dureh 
Integration dieser Gleiehungen aueh Mb und M. als Funktionen 
von rp darstellen. In dem besonderen Belastungsfalle, den wir 

vorher behandelt haben, ist V in dem Quadranten von rp = 0 bis ; 

konstant und zwar gleieh }P. Setzt man diesen Wert in die Glei­
chungen (4'2) ein, so lassen sie sich sofort integrieren, und man 
findet, da.B die in den Gleiehungen (40) aufgestellten Ausdriieke 
fur Mb und llIv die den besonderen Grenzbedingungen bereits 
angepaBten Losungen del' Differentialgleichungen (42) sind. 

Naehdem die Momente Mb und Me iiberall bekannt sind, kann 
man naeh den im 3, und 4. Absehnitte aufgestellten Formeln aueh 
die durch sie hervorgebraehten Spannungen fUr jeden Querschnitt 
ohne wei teres bereehnen. Die Aufgabe der Spaunungsermittelung 
hnn daher jetzt als gelost betraehtet werden. 

Wiehtiger nocn als die Spannungsberecnnung ist in vielen Fallen 
dieser Art die Feststellung del' damit verbundenen Formanderung. 
Insbesondere wollen wir es als unsere Aufgabe betraehten, fUr 
das vorher behandelte Beispiel den E'ederhub f zu berechnen, 
namlieh die gegenseitige Verschiebung del' Angriffspunkte ,der 
Lasten P in lotrechter Richtung. Das gesehieht am einfachsten 
mit Hilfe der Formanderungsarbeit. Denken wir uns die Angriffs­
punkte von P1 und P2 in Abb. 97 festgehalten, so verschieben 
sieh die von Ps und P4 urn f naeh abwarts. Dabei leistet jede 
dieser beiden Kr1!.fte eine Arbeit t Pf, beide zusammen also die 
Arbeit Pf. Diese Arbeit haben wir der im Ringe aufgespeicherten 
Formanderungsarbeit gleichzusetzen. Den Ausdruek daftir haben 
wir aber erst noen zu bilden. 

§ 56. Die Formanderungsarbeit im krummen Stabe fUr 
Biegung und Verwindung. Am Schlusse von § 45 wurde be­
reits darauf hingewiesen, daB bei der Berechnung del' Form­
ltnderungsarbeit im krummen Stabe genau auf die mit der Ver-
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drehung verbundene Querschnittsverwindung zu achten ist, wenn 
es sich nicht gerade zufallig urn einen Stab von kreisfi:irmigem 
Querschnitte handelt. Bier haben wir diesen Gedanken weiter zu 
verfolgen, urn den endgiiltigen Ausdruck fUr die Pormanderungs­
arbeit bilden zu k6nnen. 

Die Verwindung, die ein Querschnitt bei der Verdrehung des 
Stabes erfahrt, laSt sich durch einen Ansatz fiir die Ordinate S 
der Verwindungsflacbe nach Art del' Gl. (2) von § 36 beschreiben. 
Rier wollen wir dafUr 

( 43) 

setzen, urn zugleicb darauf hinzuweisen, daB S nicht nur eine 
Funktion der Querschnittskoordinaten, sondern auBerdem auch 
dem Verdrehungsmomente proportional ist. In den beiden Quer­
schnitten, zwischen denen das Stabelement liegt, fiir das wir die 
Formanderungsarbeit berechnen wollen, ist Mv und daher auch S 
an gleich gelegenen Stellen, also fUr gleiche Werte von y und z 
etwas versrhieden. Fiir die Anderung dl; kann man zunachst 

ill; = dd!" dq; . 'l/J(yz) 

setzen. Mit Rucksicht auf die letzte der Gleichungen (41), die 
auch unabhitngig von dem besonderen Beispiele giiltig bleibt, auf 
das wir uns der Anschaulichkeit wegen bei ihrer Ableitung be­
zogen hatten, kann man dafiir 

d~ = Mbdq; . 'l/J(yz) 

schreiben oder schlie.Blich aurh, wenn man den Krummungshalb­
messer der Stabmittellinie mit r und das zu dcp geh6rige Bogen­
element mit ds bezeichnet, 

Mb ds () dg=--·'l/JYz. r ' 
(44) 

Bei dieser Ableitung wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB 
die Stabmittellinie vor der Formanderung eine ebene Kurve bildete. 
Fiir die Zwecke, die wir hier verfolgen, geniigt es, un sere Be­
trachtungen auf diesen Fall zu beschranken. 

Der in Gl. (44) berechnete Unterscbied d~ gibt die Langen­
anderung an, die eine zu den Querscbnittskoordinaten yz geborige 
Faser bei der elastischen Formanderung des Stabelements infolge 
der Verdrehung erfahrt. Die urspriingliche Lange dieser Faser 
k6nnen wir gleich ds annehmen, da wir hier einen hummen Stab 
im gewohnlichen Sinne dieses W ortes, also einen schwach ge­
krummten Stab voraussetzen. 

Nach dem Elastizitatsgesetze entspricht der elastischen Lltngen­
anderung dl; einer Faser von der Lange ds eine Zug- oder Druck­
spannung, die wir mit 6 0 bezeichnen wollen, urn durch den Zeiger v 
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auf die Herkunft von der Wirkung del' Verdrehungsmomente hin­
zu weisen. A us G 1. (44) folgt fUr a 1) 

d; Mb a = E --- = E ---- . ""(yz). 
• ds r ~ . 

(45) 

Zu dies en Normalspannungen (1) kommen im Querschnitte des 
Stabes noch die Biegungsspannungen ab , die dadurch hervor­
gerufen werden, daB sich die beiden benaehbarten Querschnitte 
infolge des Biegungsmomentes Mb um den Biegungswinkel gegen­
einander drehen. Die Biegungsspannungen konnen ebenso berech­
net werden wie beim geraden Stabe, also wenn die Ebene des 
Biegungsmomentes durch eine Querschnittshauptachse geht odeI' 
mit anderen Worten, im FaIle del' "geradeu" Biegungsbelastung 
nach Gl. (18) von § 24 

Mb 
ub=e; y. (46) 

1m ganzen entsteht daher im Quersehnitte eines zugleich auf 
Biegen und Verdrehen beanspruchten krummen Stabes eine Nor­
malspannung a, fiir die wil' in etwas abgekiirzter Schreibweise 

(47) 

setzen konnen. 
Man beachte wohl, daB sieh a nach einem ganz anderen Gesetze 

iiber den Querschnitt verteilt als die Biegungsspannung 0b' auf 
die man sonst allein zu achten gewohnt ist. Das Verteilungsge­
setz hangt ganz von del' Funktion 1jJ, und hiermit von der Gestalt 
des Querschnittsumrisses abo Wenn 1jJ = 0 ist, was abel' nul' beim 
kreisfOrmigen Quersehnitte zutrifft, £aUt a. fort und ub bleibt allein 
iibrig. AuBerdem faUt aueh beim geraden Stabe (1) fur jede Quer­
schnittsgestalt fort, weil bei ihm r = 00 wird. In anderen Fallen 
wird (1) bei einem hinreichend groBen Werte von r wenigstens 
klein genng bleiben, um es ohne erheblichen Fehler gegeniiber ub 

vernachHtssigen zu konnen. Das trifft abel' keineswegs immer zu, 
und namentlich wird in dem praktisch seh1' wichtigen Falle des 
I-Tragers av schon unter den gewohnlich vorliegenden Umstanden 
so groB, daB es neb en 0b unbedingt beriicksichtigt werden muB, 
da es durchschnittlich sogar viel groBer als ub werden kann. 

Nach dies en Vorbemerkungen konnen wir die im Stabelemente ds 
aufgespeicherte Formanderungsarbeit d A berechnen. Um zu einem 
einfachen Ausdrucke zu gelangen, vernachlassigen wi1' dabei von 
vornherein die Beitrage, die von del' N cirmalkraft N und del' 
Schubkraft V herriihren, da diese Glieder unter gewohnliche~ 
Umstanden unbedeutend gegeniiber den anderen sind, die wir bei­
behalten. Wir rechnen also so, als wenn die Formanderung des 
Stabelements nur durch Mb und M. hervol'gebmcht ware. 

14 * 
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AuBerdem maehen wir abel' noch eine weitere Vernacblassigung, 
die freilich unter Umstanden zu einem nicht unerbeblichen Fehler 
fubren konnte, zu del' wir uns abel' irotzdem einstweilen und mit 
dem V orbehalte einer spateren Beriicksichtigung entschlieBen 
mussen, urn zu einer moglicbst einfachen Darstellung zu gelangen. 
Die Spannungen 0., die nach Gl. (45) im Querschnitte auftreten, 
baben namlich zugleich Schubspannungen zwischen den Fasern 
zur Folge, die man auf Grund derselben Uberlegungen wie in 
§ 47 wenigstens naherungsweise berechnen konnte. Den' Schub­
spannungen zwischen den Fasern sind dann weiter auch solche 
im Querschnitte zugeordnet, und diese treten zu den durch das 
Verdrehungsmoment Moo ullUlittelbar, d. h. nach denselben Ge­
setzen wie beim geraden Stabe hervorgebrachten hinzu. Unter ge­
wohnlichen Umstanden diirfte aber der EinfluB der durch die (j 

bedingten Schubspannungen auf die Formanderungsarbeit ungefah; 
mit demselben Recht zu vernachlassigen sein, wie dies beim ge­
bogenen Balken in der Regel geschieht. Immerhin darf man sich 
nicbt verhehlen, daB in diesel' Vernachlassigung eine Fehlerquelle 
lieg11 die unter Umstanden gefahrlich werden konnte. 

Die elastische Formlinderung des Stabelemelltes ds denken wir 
uns, rein geometrisch betracbtet, in zwei Teile zerlegt. Der erste 
Teil bestehe in del' Drehung 8-ds, die beide Querscbnitte gegen­
einander um die Stabachse berum ausfiihren, wlthrend der andere 
Teil den ganzen Rest der Formanderung, insbesondere also auch 
die Quersch:r;tittsverwindungen und die dadurch herbeigefiihrten 
Langenanderungen dg der Fasern umfaBt. Beim ersten Bewegungs­
anteile leisten nur die im Querschnitte als Belastung des Stab­
elements angreifenden Scbubspannungen, beim zweiten nur die 
Normalspannungen Arbeit. Nach Gl. (60) von § 45 entspricht 
dem ersten Bewegungsanteile eine Arbeit 

M2 
dAt = ds· 2GJ' 

wltbrend sich die von den NOl'malspannungen geleistete Arbeit zu 

dAa = dsf2(]~ dF 

ergibt. 1m ganzen hat man daher fiir die dem Stabelemente zu­
gefiihrte und daher auch in ihm aufgespeicherte Formanderungs­
arheit den Ausdruck 

dA =<= ds (2!~ + 2 ~f(j2dF)' (48) 

Es handelt sich jetzt noch darum, das uber die Querschnitts­
flitcbe erstreckte Integral von (i2 zu berecbnen. A us Gl. (47) folgt 

f sdP Mlf 2dF'+ E2M~j~ 2 F ~EJ 
(j = -02 Y -r'-- 1/J d + 2 ----,:0 Y1/JdP, 
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und hiermit erhalt man schlieBlich 

riA = ds (2 !~ + 2~t + ~~~j'1jJ2 dF + ~!fY1)1dF) 
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(49) 

Mit 1)1 = 0, also fiir den kreisfOrmigen Querschnitt, kommt 
man damit wieder auf die schon in § 45 abgeleitetenFormeln 
zuriick. 

Eine weitere Verwertung von Gl. (49) ist nur moglich, wenn 
man 1jJ, also die Form der Querschnittsverwindung, bereits kennt. 
In Gl. (53) von § 44 ist z. B. fiir den elliptischen Querschnitt 
der in der strengen Theorie fUr ; abgeleitete Wert, wenn auch 
ohne Beweis, mitgeteilt. Man braucht in dieser Formel nur den 
}<'aktor 11:[ zu streichen, urn auf 1jJ zu kommen. Auch in einigen 
anderen Fallen vermag man 1/J aus der strengen Theorie zu ent­
nehmen, und wenn dies geschehen ist, steht nichts mehr im Wege, 
die in Gl. (49) vorkommenden Integrale zu berechnen. Es mag 
nur bemerkt werden, daB bei allen symmetrischen Querschnitten 
(und fUr audere kennt man iiberhaupt keine strengen Losungen) 

JY1f1dF= 0 

wird, so daB das letzte Glied in G 1. (49) fiir sie wieder wegflillt. 
AuBerdem gibt es aber auch noch einen anderen und fiir den 

Praktiker wichtigeren Weg, 1f1 wenigstens naherungsweise zu er­
mitteln, namlich den Weg des Versuchs. Fiir den I-Trager, auf 
den es dabei hauptsachlich ankommt, hat dieser Weg bereits zu 
einem annehmbaren und gut verwendbaren Ergebnisse gefiihrt, 
auf das wir sofort naher eingehen werden. 

§ 57. Naherungsformeln fur den I-Trager. Bei den im 
Miinchener Laboratorium im Laufe der letzten Jahre ausgefiihrten 
Verdrehungsversuchen wurde aucb die Querschnittsverwindung 
untersucht, die ein Stab bei der Verdrehung erfahrt. Dies geschah, 
indem man von einem in geeigneter Weise festgestellten Rahmen 
aus mit Hilfe von gewohnlichen Spiegelgeraten die Verscbiebungen 
1; maB, die einzelne Punkte eines bestimmten Querschnitts in der 
Richtung der Stabachse ausfiihrten. Fur einen Stab von ellip­
tischem Querschnitt, der zu diesem Zwecke angefertigt wurde, 
stimmten die gemessenen Werte der ; innerhalb der Fehlergrenze 
der Versuche mit den durch Gl. (53) von § 44 theoretisch ge­
forderten geniigend iiberein. AuBerdem wurden die recht miih­
samen Versuche bisher nur noch auf einen I-Trager vom Normal­
profile 30 ausgedehnt, weil sie fUr Trager von dieser Art und 
aucb ungeflihr in dieser GroBe hauptsachlich von Wic1J.tigkeit 
sind. 

Es geniigt, wenn wir uns hier auf die Mitteilung einer Naherungs­
formel beschrlinken, die von uns aus den Versuchsergebnissen 
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einerseits und mit Rucksicht auf einige andere Erwagungen anderer­
seits abgeleitet wurde. Mit dem V orbehalte, daB es sich vielleicht 
spater noeh als notig erweisen konnte, einige kleinere Verbesse­
rungen daran vorzunehmen, glauben wir, daB sie auch in ihrer 
jetzigen einfachen Gestalt der Wirkliehkeit schon recht nahe kommen 
diirfte. Diese bisher noeh nicht verofl"entlichte Formel lautet 

(50) 

worin die b, h, d die aus Abb~ 101 ersichtliche Bedeutung haben. 
Die Stegdicke wurde in die Formel nicht aufgenommen, weil sie 
keinen merklichen EinfiuB auf das Ergebnis haben durfte, wenigstens 

r~'~= 
I z 

C~ -!----
Abb.101. 

nicht innerhalb der Grenzen, in denen sie 
sieh etwa andern konnte. Unter kist eine 
reine Zahl zu verstehen, die aus den 
Messungsergebnissen abzuleiten ist. Von 
vornherein ist jedoch zu erwarten, daB k 
fiir aIle geometrisch ahnlichen Profile 
gleich groS gefunden werden muS. In 
dem Ausdrucke fUr 1; ist namlich der 
hinter k stehende Bruch so zusammen­
gesetzt, daB er die Dimension einer 
Lange hat. Nach der Lehre von der 
mechanisehen Ahnlichkeit muB k unter 
dies en Umstanden von der Wahl der 

Langeneinheit unabhiingig sein, so daB k nicht mehr von der 
GroBe, sondern nur noeh von der Gestalt des Querschnitts ab­
hangen kann. Diese Bedingung war eine der wichtigsten, die bei 
der Aufstellung der Niiherungsformel fUr 1; zu beachten waren. 

Wenn auch die Normalprofile der I-Trager nicht geometriseh 
ahnlich untereinander sind, so sind doeh die Abweichungen davon 
nicht allzu groB und es laBt sieh daher ann ehmen, daB hei den 
Tragern von anderen Hohen k aueh nicht viel anders als bei dem 
Trager von 30 em Hohe ausfallen wird. Bei diesem ergab sieh 

k= 43. (51) 

Wie groB k bei den Breitflansehtragern gefunden werden wird, 
steht freilich einstweilen noch ganz dahin. SolIte sieh bei ihnen 
ein stark von 43 abweichender Wert von k ergeben, so ware 
daraus zu schlieBen, daB mit dem Ansatze (50) noch nieht die 
beste Form gefunden ist. Es mag also sein, daB an diesem An­
satze spater noch eine Verbesserung anzubringen ist. Fur die 
Normalprofiltrager wird sieh aber niehts Wesentliches an Gl. (50) 
andern konnen, so daB wir einstweilen an ihr festhalten durfen. 

Die Querschnittsebene wiirde bei ihrer Verwindung nach Gl. (50) 
in ein hyperbolisches Paraboloid ubergehen. Genau trifft dies beim 
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elliptiscben Querschnitt nach Gl. (53) von § 44 und mit groBer 
Annaherung, wie ebenfalls aus del' strengen Theorie zu entnehmen 
ist, bei einem sehr schmalen Rechtecke zu. Allerdings lehrt die 
strenge Theorie zugleich, daB dieses einfache Verwindungsgesetz 
nur beim elliptiscben Querschnitte genau richtig sein kann. Der 
Ansatz (50) kann daber jedenfalls nur naherungsweise gultig 
sein. Das hindert jedoch nicht, daB er fUr die Z wecke, nm die es 
sich hier handelt, allen berechtigten Anspriichen geniigt. 

Fiir die durch Gl. (43) eingefiihrte GroBe 1f.! ist nach Gl. (50) 

(52) 

zu setzen, wenn die Bezeichnung 0 zur Abkiirzung voriibergehend 
gebraucht wird. Hiermit sind wir in den Stand gesetzt, die in 
Gl. (49) vorkommenden Integrale fUr den Fall des I-Tragers 
vollstandig auszurechnen. Zunachst ergibt sich 

JY1f.!dF = CJy 2Z d E' = 0, 

da die zu beiden Seiten der Y -Acbse in Abb. 101 einander ent­
sprechenden Flachenteile gleich groBe Beitrage von entgegen­
gesetzten Vorzeichen zur Summe liefern. Ferner erhalt man 

j ",2 dE'= 02 ry2Z2dF= rund 0 2 • ~~ah2d oder = k"-._~ __ . (53) 
'Y J ~ 24 24 ~E'd3 \ 

Bei der Ausrechnung wurde der vom Stege herriihrende geringe 
Beitrag vernachlassigt und anderseits der Mittel wert von y fUr 
den Flansch etwas zu groB, namlich gleich der hal ben Tragerhohe 
angenommen. Genauer zu reehnen und damit die l!'ormeln zu ver­
langern, hlitte im Rahmen dieser ganzen Betraehtung keinen Zweck. 

Mit Gl. (53) geht der in Gl. (49) aufgestellte Ausdruck fiir die 
Formanderungsarbeit im Langenelemente ds iiber in 

(54) 

Vor allen Dingen handelt es sich nun darum, sieh ein Urteil 
dariiber zu verschatfen, wie sieh die drei GIieder dieses Ausdrucks 
unter den bei gebogenen I-Tragern gewohnlieh zu ervvartenden 
Umstanden ihrer GroBe naeh ungefahr zueinander verhalten. Da­
zu ist es notig, die Reehnung fUr bestimmte Annahmen wei tel' 
durchzufiihren. Hierfiir setzen wir zunachst voraus, daB fUr das 
hetrachtete Stabelement die beiden Momente M. und Mb entweder 
gleieh groB oder wenigstens nieht viel voneinanderversehieden seien. 
Dann iibertritft das erste Glied des Ausdrucks weitaus das zweite_ 
Nach den Bemerkungenam Schlusse von § 42 wird es namlich 
fUr M. = Mb ungefahr 400 mal so groB. Es handelt sieh also nur 
noeh darum, die GroBe des dritten Gliedes gegeniiber den beiden 
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andaren ahzuschatzen. Urn diese Schatzung bequem durehfiihren 
zu konnen, stell en wir auch fUr J und fJ einfache Naherungsformeln 
auf, die auf denselben Vernaehlassigungen wie Gl. (53) beruhen, 
namlieh bh 2d 

J =2_ bds und fJ = --. 
3 2 

Nimmt man auLlerdem noch G = 0,4E an, so laLlt sieh GI. (54) 

dS(15 M2 ~ k 2b )' 
dA = E "8. bdD. + bh'J, + M: . 48,"d8 

schreiben oder schlieBlich auch 

dA = ;bsd (¥.!If; + ~! (1 + !;. ~~~:)). (55) 

Jetzt miissen wir uns auLlerdem noch fUr eine bestimmte An­
nahme iiber den Krummungshalbmesser r entscheiden. Baim Nor-

malprofiltrager 30 ist b: = 230 em. Nehmen wi!' nun an, es sei 

r = 324 em, was etwa mittleren Verhaltnissen entsprechen durfte, ' 
so wird 

Ulid wenn man auBerdem nach Gl. (51) lc = 43 annimmt, Ht6t 
sich G 1. (55) fur diesen Fall sehreiben 

ds (15 M2 M" ) 
dA = Ebd ~. d2"- + ,;f (1 + 19) . 

Hiernach wird zwar das dritte Glied in Gl. (54) fiir diese be­
sondere Wahl des Kriimmungshalbmessers 19 mal so groB als das 
zweite; trotzdem reichen aber beide Glieder zusammengenommen 
immer noch Hingst nicht an die GroBe des ersten Gliedes heran, 
sofern nicht etwa M~ erheblich kleiner ist als M b • 

Unter den gewohnlich vorliegenden Umstanden wird man daher 
keinen gro(Jen Fehler begehen, wenn man zur Berechn'Umg der in emem 
gebogenen I-Trager au(gespeicherten Formiinderungsarbeit nur das 
erste Glied in al. (54) berucksichtigt und die anderen beiden ver­
nachlassigt. Bei kleineren Werten d('s Krummungshalbmessers t· ist 
aber auch das dritte Glied in Gl. (54) zu beachten, wahrend das 
zweite stets ganz geringfugig bleibt. 

Diese Bemerkungen sind namentlich deshalb von Wichtigkeit, 
weil das elastische Verhalten des Stabes, also z. B. die GroBe des 
Federhubes (, von dem schon am Schlusse von § 55 die Rede war, 
von der GroBe der Formltnderungsarbeit unmittelbar abhltngt. 
Ebenso dienen sie auch zur Vereinfachung der Berechnung statisch 
unbestimmter TrAger mit gebogener Mittellinie von I-fOrmigem 
Querschnitt, die senkreeht zu ihrer Ebene belastet sind. 
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§ 5&. Bereohnung des Federhubes bei Biegung und Ver­
windung. Wir kommen jetzt wieder auf das schon in § 55 be­
bandelte, durch Abb. 97 dargestellte Beispiel zurlick, um an ibm 
zu zeigen, wie man dafiir den Federhub f berechnen kann. Damit 
unsere Darlegungen aber auch allgemein verwendbar bleiben, 
scbreiben wir zunachst Gl. (49) von § 56 mit Benutzung der Ab­
kiirzungen ](1 und K2 in del' Form 

(56) 

an. Flir den Fall des I· formigen Querschnitts sind hierin, wie 
aus dem Vergleiche mit Gl. (54) hervorgeht, unter Kl und K2 die 
folgenden Ausdriicke zu verstehen: 

1 I Kl = 2GJ 

K2 = ~-1 + 48I:~d:l . (57) 

Jedenfalls sind abel' Kl und K2 auch bei anderen Querschnitten 
auBer von den ElastizitatsmaBen G und E nur noch von der Quer­
schnittsgestalt des Stabes und dem Kriimmungshalbmesser r ab­
hangig. 

Aus § 55 konnen wir die fiir das dort behandelte Beispiel be­
reits in den Gleichungen (40) aufgestellten Werte von Mb und Mv 
iibernehmen, nl!.mlich 

Mb= iPr(cos<p - sin<p) } 
(58) 

Mv = tPr(sin <p + cos cp - 1) , 

die fUr den ganzen Quadranten von cp = 0 bis cp = i giHtig sind. 

Um die in dem Quadranten aufgespeicherte Formanderungs­
arbeit zu berechnen, bilden wir 

tt tt 
2 ! 

KlrjM;drp +K2 rjM:d<p 
o 0 

und fbiden nach Einsetzen der Werte von Mv und Mb nach elll­
facher Ausrechnung 

tt n 
2 t f P'r' r. . PI,.' 

• ~dcp = --4 J (sin <p + cos!p - 1)'dcp = (n - 3)-4-
o 0 
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Fiir die Formanderungsarbeit im ganzen Ringe ergibt sich daher 

A = [Kl (n - 3) + K2(-~ -1)] p2rB. (.59) 

Dieser Wert muB mit Pf iibereinstimmen, wie schon am Schlusse 
von § 5.5 gezeigt wurde. Daher hat man fiir den Federhub f 

(60) 

Fur den Fall des 1- formigen Querschnitts genu,gt es bei nicht 
zu kleinem Werte von r, wie wir in § 57 fan den, Kl als sehr groB 
gegen K2 anzusehen und daber das letzte Glied in der Klammel" 

trotz des mehrmals groBeren Rei wertes (; - 1) gegeniiber dem 

Beiwerte (n; - 3) des ersten Gliedes zu vernachlassigen. Mit dem 
Vorbehalte, notigenfalls die genauere Rechnung nach den Gleichun­
gen (57) durchzufUhren, setzen wir daher naherungsweise 

( ) s :11:-3 Q 

f= 1t - 3 KlPr =2GJPr". (61) 

AuBerdem soil die Rechnung noch etwas weiter fUr den Fall 
durchgefiihrt werden, daB der Querschnitt entweder kreisf"6rmig 
ist, oder daB bei anderer Querschnittsgestalt der Kriimmungshalb­
messer r so groB ist, daB in Gl. (49) die letzten beiden Glieder 
gegeniiber den beiden ersten vernachlassigt werden durfen. Dann 
geht Gl. (60) iiber in 

f= pr3(~G; + ~.;/). (62) 

Insbesondere erhalt man fur den kreisformigen Querschnitt, wenn 
man den Kreishalbmesser mit a bezeichnet und G = 0,4 E setzt, 

Prs 
f= 0,476 Ea" (63) 

DaB sich die letzte Formel beim Vergleiche mit Versuchsergeb­
nissen bewahren wird, darf man ziemlich zuversichtlich erwarten. 
Wahrscheinlich wird sich auch Gl. (62) z. B. fUr einen quadratischen 
oder rechteckigen Querschnitt und auch selbst noch fiir ein Flach­
eisen als ziemlich gut zutreffend erweisen, solange der Kriimmungs­
halbmesser r nicht gar zu klein ist. Hier ware es aber freilich 
schon recht erwiinscht, die GroBe des Fehlers, der durch die vor­
genommenen Annaherungen herbeigefiihrt wird, auf Grund von 
Versuchen besonders festzustellen. 

Viel ruehr aber ware noch zu wiinschen, daB die fiir den I­
Trager abgeleitete Formel (61) mit Versuchsergebnissen verglichen 
werden konnte. Denn man darfnicht verges sen, daB diese Gleichung 
auf einer Reihe von Naherungsannahmen beruht, deren Zuver-
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Htssigkeit erst noch einer Bestatigung durch die Erfahrung bedarf. 
Hier handelt es sich eben urn ein noch sehr wenig durchforschtes 
Gebiet, auf dem Theorie und Erfahrung zusammenwirken mussen, 
urn zu endgiiltig gesicherten Ergebnissen zu gelangen. DaB dabei 
die Theorie vorangehen muB, ist selbstverstandlich, da Erfahrungen 
erst moglich sind, nachdem klar gestellt ist, auf was man bei der 
Ausfiihrung eines Versuches zu achten hat. 

Das Beispiel des Ringes, fur das wir die Berechnung hier durch­
gefiihrt haben, ist zwar an sich vielleicht nicht gerade besonders 
wichtig. Abel' als Anleitung dafiir, wie man auch in anderen Fallen 
gekriimmter SUibe, solange sie nicht zu schwierig sind, zu ahn­
lich einfachen Losungen gelangen kann, durfte es ganz geeignet sein. 

§ 59. Statisch unbestimmte Verdrehungsaufgaben. Aueh 
hier beschranken wir uns auf die Behandlimg eines Beispieles, aus 
dem hervorgeht, wie man statisch un­
bestimmte Trager zu berechnen hat, bei 
denen die Beanspruchung auf Ver­
drehen eine wichtige Rolle mit und 
neben del' Biegung spielt. Der in 1.1JIIJ!.,~'I1fU,II1ft.~IfULI.'LLl1/.'LL.LL.df2""'" 
Abb. 102 iIi AufriB und GrundriB ge­
zeichnete halbringfOrmige Trager solI 
an beiden Enden eingespannt sein. Man 
kann sich etwa einen an beiden Enden 
eingemauerten gebogenen I-Trager Abb.l01l. 

darunter vorstellen, der dazu bestimmt ist, einen uber die Vorder­
mauer eines Hauses hinauskragenden Bauteil zu tragen. 

In dem genannten FaIle wiirde es freilich naher liegen, die Rech­
Dung fiir eine gleicbfOrmig uber den Halbkreisbogen verteilte Be­
lastung durchzufiihren. Urn einen unmittelbaren Vergleich mit dem 
vorher behandelten Beispiele zu ermoglichen, ziehen wir es abel' 
vor, den in Abb. 102 angegebenen Belastungsfall vorauszusetzen, 
bei dem der Trager eine Einzellast P in der Mitte aufzunehmen hat. 

1m FaIle des Ringes, den wir vorher besprochen haben, wurde 
die Betrachtung durch die hierbei bestehenden Symmetriebezie­
hungen bedeutend vereinfacht. 1m allgemeinen Falle wird die 
Aufgabe der Spannungsberechnung auch schon beim Ringe sta­
tisch uubestimmt, sob aId man namlich die vorher gewahlte regel­
maBige Anordnuug der Belastung durch eine allgemeinere ersetzt. 
1m allgemeinsten Falle wird die Aufgabe sogar sechsfach statisch 
unbestimrnt. 

Auf verwickelte FaIle dieser Art konnen wir hier nicht ein­
gehen. Dagegen liefert Abb.l02 wenigstens ein Beispiel fiir einen 
einfach statisch unbestimmten krummen Trager, der Lasten senk­
recht zur Trltgerebene aufzunehmen hat. 

DaB diesel' Trager nur einfach statisch unbestimmt ist, hangt 
ebenfalls mit den Symmetriebeziehungen zusammen, die fiir ihn 
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zutrefi'en, wenn sie auch nieht. so weit reicben wie im vorigen Bei­
spiele. Auf den ersten Blick konnte es zwar vielleicht so scheinen, 
als wenn sicb der Trager unter der angegebenen Belastung ebenso 
verhalten milBte wie die vordere Ringhalfte im FaIle von Abb. 97. 
Das trifft aber nicbt ZU, wei I in Abb. 102 die Tragerenden dureb 
die Einspannung an jeder Drehung verhindert sind, wahrend sich 
im FaIle von Abb 97 die zu den Symmetrieebenen gebOrigen Quer­
sehnitte um ihre Normalen frei zu dreheu vermogen und sich bei 
der elastischen Formanderung auch tatsachlich urn sie drehen. 1m 
Falle von Abb. 102 muE daher vom Mauerwerk, urn diese Drehung 
zu verhindern, auEer dem Biegungsmoment auch noch ein Ver­
drehungsmoment aufgenommen werden. 

Dagegen liiBt sieh in derselben Weise wie bei dem frUheren Bei­
spiele schlieBen, daB in dem Mittelquerschnitte des Halbkreistragers, 
da er zu einer eebten Symmetrieebene gehort, keine Schubspan­
nungen sondern nul' N ormalspannungen auftreten konnen. Denkt 
man sich diese Spannungen zu einer durch den Schwerpunkt gehen­
den N ormalkraft N und einem Biegungsmomente zusammengefaBt, 
das wir jetzt mit Mo bezeichnen wollen, so erkennt man leicht, 
daB N = 0 sein mu13. 1m Verhalten des Tragers Mnnte sich nam­
lich nichts Wesentliches andern, wenn man die LastP in Abb.102 
in umgekehrter Pfeilrichtung angreifen lieBe. Ware also lY im ge­
gebenen 'Falle eine Zugkraft, so miiBte N auch nach der Umkeh­
rung des Pfeiles immer noch eine Zugkraft bleiben. Da aber ein 
Zusammenwirken beider Lasten dem unbelasteten Trager entspricht, 
kann auch jede einzelne von ihnen keine von Null abweichende 
Normalkraft im Mittelquersehnitte des Tragers berbeifUhren. 

Auf dieselbe Weise kann man auch schlieBen, daB der Momenten­
vektor des im Mittelquersebnitte auftretenden Biegungsmomentes 
Mo wagrecht geriehtet sein muS. Als selbstverstiindlich wird da­
bei angesehen, daB der Fall der "geraden Biegung" im Sinne von 
§ 24 vorliegen solI, d. h. daB aueh die Querschnittsbauptachsen wage­
reeht und lotrecht gerichtet sind. Das im Mittelquerschnitte iiber~ 
tragene BiegungsmomentMo bildet die einzigestatisch unbestimmte 
GroBe, die in unserer Aufgabe vorkommt. 

Fur einen Querschnitt des Trltgers, dessen Ebene den ·Winkel 
fP mit der Mittelebene biIdet, erhltlt man aus dem Gleicbgewichte 
des zum Zentriwinkel fP gehOrigen Sektors gegen Drehen fiir das 
Biegungsmoment Mb,<p und das Verdrehungsmoment Me,,,, die Aus-
driicke Pr 

Mb,rp = JJ£o cos fP - 2- sin fP I 
JtIv,rp "'" Mo sin fP - ~ (r - r cos fP) J' 

(64) 

Hiermit konnen wir die im Trager aufgespeicherte Formande­
rungsarbeit berechnen. Unter der Annahme, daB es sich um einen 
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I· Trager handelt, wollen wir gemaB den am Schlusse von § 57 
gegebenen Ausfiihrungen die beiden letzten Glieder von GL (54) 
gegeniiber den ersten vernachlassigen. Es geniigt dann 

7t 

"2 

A = 2~J' 2rJ M;drp (65) 
o 

zu setzen, obschon es natiirlich auch leicht moglich ware, die Rech­
nung ohne diese VernachHissigung d urchzufiihren. 

Da M" in bekannter Weise von Mo abhangt, ist hiermit A als 
Funktion von Mo dargestellt. Nach dem in § 28 besprochenen 
Satze von der kleinsten Formanderungsarbeit hat man die statisch 
unbestimmte GroBe Mo so zu wahlen, daB der Differentialquotient 
von A nach Mo zu Null wird Hiermit erhalt man zunachst 

1< 1< 

i 2 .r M" ~!: drp = J'(Mosin rp - ~r + ~r cos rp) sin rpdrp = 0, 
o 0 

woraus sich nach einfacher A.usrechnung 

M. = Pr 
o n (66) 

ergibt. A.uch die Senkung f des Lastangriffspunktes laBt sich leicht 
aus der G leichung 7t 

l! 

! Pf = i;jJ M;drp 
o 

berechnen, und man findet dafUr nach einfacher A.usrechnung, deren 
Einzelheiten wir hier iibergehen, 

Prs 
f= 0,0189-a/' (67) 

Das groBte Verdrehungsmoment M", max tritt im Einspannquer­
schnitte auf. Man findet dafiir, vom Vorzeichen abgesehen, 

M.,max= 0,182 Pro (68) 

AuBerdem tritt noch ein analytisches Maximum von M" au der 

Stelle auf, fiir die tg rp = Y-- ist. Do. es weit kleiner ist als aer 
11: 

Wert an der Einspannstelle, kommt es aber darauf nicht an. 
Auch das gr5Bte Biegungsmoment Mb,mM' tritt ill Einspann­

querschnitte auf, und zwar erhalt man dafiir nach den Gleichungen 
(64), wiederum ohne Beriicksichtigung des V orzeichens 

lYlb,max = 0,5 Pr. (69) 
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Man darf aber daraus, daB Mb,max groBer ist als M., max nicht 
etwa schlieBen, daB die groBte Beanspruchung durch die Biegung 
hervorgerufen wiirde. Vielmehr hangt die Tragfahigkeit des Tragers 
in erster Linie von M v, max ab, weil del' I -Trager gegen Biegen 
weit widerstandsfiihiger ist als gegen Verdrehen. Da abel' die groBte 
Schub- und die groBte Biegungsspannung an derselben Stelle des 
Querschnitts zusammentreffen, hangt die Bruchgefahr von dem 
Zusammenwirken beider Momente abo Hierauf werden wir in § 62 
mriickkommeu. 

Welln an Stelle der Einzellast in Abb. 102 eine gleichfOrmig 
iiber die ganze BogenHinge verteilte Belastung tritt, kann man die 
Aufgabe in derselben Weise los en, wie es soeben besprochen wurde. 
Das gilt auch noch fUr eine beliebig verteilte Belastung, sofern 
nur aIle Lasten lotrecht gerichtet und symmetrisch zur Mittelebene 
angeordnet sind. In allen dies en Fallen bildet namlich .JIo stets 
die einzige statisch unbestimmte GroBe, die in der Aufgabe vor­
kommt. Wenn es Schwierigkeiten macht, die an Stelle del' Glei­
chungen (64) tretenden Ausdrucke fiir M b,,,, und lYlv,<p aufzustellen 
oder wenn sich das Integral in Gl. (65) nicht ausfiihren laSt, kann 
man sich immer damit heHen, die Integration durch eine Sum­
mierung fiber eine Anzahl endlicher Teilstiicke zu ersetzen, in die 
man den Quadranten zerlegen kann. Mehr als 6 odeI' hochstens 
8 Teilstficke werden in del' Regel kaum notig sein, um eine ge­
niigende Genauigkeit zu erreichen. Die Werte von Mh,,,, und M.,'I' 
fiir die Mitte jedes Teilstiickes wird man stets mit geringer Mfibe 
angeben konnen. 

Was am Schlusse von § 58 fiber die in mancher Hinsicht un­
genaue und bisher noch nicht genugend praktisch erprobte Grund­
lage gesagt wurde, auf der alle diese Betrachtungen aufgebaut 
wurden, trifft natiirlich auch hier zu. Eine groBe Genauigkeit der 
in den Gleichungen (66) bis (69) ausgesprochenen SchluSergeb­
nisse darf man daher nicht erwarten. Trotz dieses Vorbehaltes be­
trachten wir sie abel' immerhin als weit zuverlassiger als alle 
Schatzungen auf Grund von Berechnungsverfahren, wie sie bisber 
gelegentlich versucht wurden. 

Uber einen Umstand sind wir bisher stillschweigend hin weg­
gegangen, der nachtragJich auch noch erwahnt werden muS. Unsere 
Berechnung beruht namlich auf del' Annahme, daB die Einspan­
nung del' beiden Tragerenden im M auerwerk zwar geniigt, urn jede 
Drehung der Einspannquel'schnitte zu verhindern, daB sie abel' der 
Ausbildung del' Querschnittsverwindung, die zum Momente Mv, max 

in Gl. (68) gehOrt, keinen merklichen Widerstand entgegenzusetzen 
vermag. Unter gewobnlichen Umstanden, insbesondere wenn es 
sicb wil'klich nur urn eine Einmauerung handelt, diirfte dies wohl 
aueh ganz gut zutreffen. Sollte jedoch mit binreichend wirksamen 
Mitteln das Tragerende "vollkommen" eingespannt sein, so daB 
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auch selbst die klein en elastischen Verschiebungen ~, die zur Quer­
scbnittsverwindung gebOren, unmoglich gemaeht sind, so ware der 
Biegungspfeil f etwas kleiner zu erwarten als nach Gl. (67) und 
auch Bonst wurde sich manches andern. Hierauf gehen wir sofort 
noch etwas naher ein. 

§ 60. Die vollkommene Einspannung bei der Verdrehung. 
Der Belastungsfall der rein en Verdrehung fUr einen geraden Stab 
wurde in § 35 durch Abb. 63 veranschaulicht. Ihr stellen wir hier 
Abb. 103 gegeniiber, bei der ein Stab durch drei Kraftepaare be­
lastet ist. Das im Mittelquerschnitt angreifende Kraftepaar yom 
Momente 2 Pp dreht im entgegengesetzten Sinne wie die beiden 
iiuBeren, die nur halb so groB 
;,ind. Auf den ersten Blick konnte 
es so schein en , als wenn jede 
der beiden Stabhlilften genau 
eben so beansprucht ware wie 
der Stab in Abb.63, abgesehen 
davon, daB be de im entgegen­
gesetzten Sinne verdreht wer­
den. Wenn der Stab einen kreis­
formigen Querschnitt hat, trifft 
diese Vermutung auch tatsach­
lich zu. In jedem anderen Falle 
aber sind die in der Nahe des 

Abb.l03. 

p 

Mittelquerschnitts liegenden Teile beider Stabhlilften durch den 
zwischen ihnen bestehenden Zusammenhang verhindert, die zur 
reinen Verdrehung gebOrendec Formanderung auszufuhren, mit der 
eine Verwindung des Querschnitts verbunden ist. 

DUTch die Mittelebene haben wir uns, wie schon in friiheren 
Fallen, nicht nur den Stab, sondern aueh das Moment 2Pp in zwei 
gleiche Teile zerlegt zu denken, von denen jeder Teil an der zu­
gehOrigen Stabhltlfte angreift. In dem ebenfalls fruher schon ge­
brauchten Sinne bildet die Mitielebene eine echte Symmetrieebene 
fUr den ganzen Stab. Daraus folgt, daB im Mittelquerschnitt keine 
Schubspannungen auftreten konnen, wohl aher Normalspannungen. 
Solche aber muss en auftreten, wenn der Querschnitt nicht gerade 
kreisfOrmig ist. 

Das geht namlich daraus hervor, daB auch die Verschiebungs­
wege von je zwei gleich gelegenen Punkten zu beiden Seiteu der 
Symmetrieebene hei del' elasti.schen Formanderung des Stahes 
spiegelbildlich zueinander lieglll miissen. Daher konnen sich die 
in der Symmetrieebene selbst liegenden Punkte nul' innerhalb 
dieser Ebene verschieben. Dcr Mittelqucrsclmitt mufj dalirr eben 
bltiben. 

Die durch Abb. 103 heschriebene Anordnung bildet das wirk­
samste und vielleicht sogar das einzig vollkommen wirksame Mittel, 
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um eine volZkommene Einspannung eines Stabquerschnitts bei der 
Verdrehung berbeizufiihren. Durch die Koppelung der beiden im 
entgegengesetzten Sinne verdrehten Stabbalften miteinander wer­
den im Mittelquerscbnitte derart gro£e Normalspannungen hervor­
gerufen, wie sie notig sind, um jede Querschnittsverwindung zu 
verhindern. Eine Einmauerung reicht dazu Hingst nicht aus und 
auch die meisten anderen Endv_erbindungen, die man etwa vor­
schlagen mag, werden die Querschnittsverwindung zwar erschweren, 
aber nicht vollig verbindern konnen. 

Wird del' Stab im Mittelquerschnitt von Abb. 103 durch­
schnitten, so verschieben sich bei del' Verdrebung die Punkte dieses 
Querschnitts in beiden Stabhalften um die kleinen Strecken g, die 
dem Momente Pp entsprechen, nach entgegengesetzten Richtungen. 
Der Zusammenhang beider Teile verhindert diese Verschiebungen 
und bringt daher Normalspannungen im Mittelquerschnitt hervor, 
die man nach Gl. (45) von § 56 

6. = E;! 1(70) 

sofort berechnen kann. Da es sich jetzt um einen geraden Stab 
handelt, haben wir dx an Stelle von ds geschrieben. 

AIle im Mittelquerschnitt ubertragenen Normalspannungen 0. 

mussen unter sich an jeder Stabh1i.lfte den allgemeinen Gleich­
gewichtsbedingungen zwischen Krll.ften an einem starren Korper 
geniigen. Ihre Summe muB also Null sein und ebenso die Momenten­
summefiir jede Achse. Rier hegen also die Voraussetzungen des 
in § 32 besprochenen Prinzips von de St.-Venant vor, und wir 
durfen daher erwarten, daB sich die durch die vollkommene Ein­
spannung bewirkte Spannungsstorung nul' auf die Nachbarschaft 
del' Einspannstelle beschriinkt. Schon damals wurde auch bemerkt, 
daB die Abnahme diesel' Storung mit del' Entfernung von del' Er­
regungsstelle nach einem Gesetze erfolgt, das sich entweder genau 
oder naherungsweise durch eine Exponentialfunktion darstellen 
laBt. Wir setzen daher zugleich in Anlebnung an Gl. (43) von § 56 
oder Gl. (52) von § 57 

; = (1 - e- Y"')M.1JJ(Yz) = (1 - e-Y"')M.Cyz, (71) 

worin x die Entfernung des ins Auge gefaBten Querscbnitts yom 
Mittelquerschnitte bedeutet. Unter r ist eine von der Gestalt und 
GroBe des Querschnitts abhangige Konstante zu verstehen von der 
Einheit em-I. Wenn x so groB ist, daB rx gleich 3 oder noch 
groBer wird, unterscheidet sich nach G1. (71) ; nicht mehr erheb­
lich von dem. ihm bei der rein en Verdrebungsbeanspruchung zu­
kommenden Werte. 

Aus den Gleichungen (70) und (71) folgt 

(72) 
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und in gro.6eren Abstlinden von der Einspannstelle wird dies un­
merklit.:h klein. 

Eine nach den Verfahren der hoheren Festigkeitslehre durch­
gefiihrte Untersuchung hat gelehrt, daB man fiir den Fall des 
elliptischen Querschnitts mit den Ralbachsen a und b z. B. fiir 
a = lOb 1 1 r = 2 65 . - = 0 265-

'. a ' b 

anzunehmen hat. Fiir andere Querschnittsgestalten ist, man bis jetzt 
entweder auf Schatzungen angewiesen oder auch auf die Verwer­
tung der Beobachtungsergebnisse von Feinmessungen an verdrehten 
Stliben. 

Beim elliptischen Querschnitte unterscheidet sich hiernach ~ 
im Abstande :x; = a schon nicht mehr wesentlich von dem nor­
ma.len Werte von ~ bei der rein en Verdrehungsbeanspruchung, al­
so schon in einem Abstande vom Einspannquerschnitte, der nur 
halb so groB ist als die groBte Querschnittsabmessung. Ein ahn­
liches Verhalten ist auch fur den quadratischen oder rechteckigen 
Querschnitt zu erwarten, Nur beim I- formigen Querschnitt scheint 
sieh, soweit man dies bisher iibersehen ka.nn, die durch eine voll­
komIilene Einspannung bewirkte Spannllngsstorung noch auf Ent­
fernungen hin bemerklich zu machen, die groBer sind als die Rohe 
des Tragers, die hier die groBte Querschnittsabmessung bildet. 

Jedenfalls aber verhii.lt sich unter der durch Abb. 103 ange­
gebenen Belastung ein zu beiden Seiten des Mittelquersehnitts 
gelegener Teil de8 Stabes anders als die Hauptteile, die sieh von 
da bis zu den Enden hin erstrecken. Infolge davon flillt der Ver­
drehungswinkel Llcp fUr eine Stabh1ilfte kleiner aus, als wenn sich 
diese Stabhalfte unbehindert durch die Einspannung im Mittel­
querschnitte unter demselben Momenta frei nach Art von Abb. 63 
verdrehen konnte. 

Dieser Unterschied lliBt sich nun leicht auf dem Versuchswege 
durch Messung des Verdrehutlgswinkels feststellen, und das ist 
das beste Mittel, den EinfluB einer voIlkommenen Einspannung auf 
die elastische Formanderung bei der Verdrehung zu unter.mchen. 
Ohne die Einspannung ware nach Gl. (28) von § 40 

Ml 
.dIP = -Itl = GJ' 

Wii.hlt man die StabHinge l so groB, daB sieh der EinHuB der 
Einspannung zweifellos nicht mehr iiber die ganze Llinge hin be­
merklich machen kann, so laSt sieh der durch den Versuch fest­
gestellte Wert des Verdrehungswinkels in der Form 

LIm _ M(l-l') 
'1'- GJ 

Tenbn. Leitf, 17 FOppl, GrundzOge der FeBtigkeitolehre 

(73) 

15 
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darstellen. Aufgabe des Versuches bleibt es dann, einerseits fest­
zustellen, wie lang man l mindestens wahlen muB, urn die Messungen 
von da ab in Form der G1. (73) wiedergeben zu konnen und' an­
dererseits, die Lange l' aus den Versuchswerten abzuleiten. 

Bei den Munchener Verdrehungsversuchen ergab sich fUr einen 
Stab von quadratischem Querscbnitt von der Seitenlange s 

1'=0,22s. (74) 

Fur den Kreis wird natiirlich l' = 0, da sich ein kreisf ormiger 
Querschnitt iiberhaupt nicht verwindet und daher von einer Ein­
spannung gegen Verdrehen bei ibm nicht die Rede sein kann. Da­
gegen nimmt l' beim I -Trager vom N ormalprofil30 den verhltltnis­
maBig 8ebr groBen Wert (75) 

l' = 1,67 h 

an, wenn h die Rohe bedeutet. Wenn auch die Messung nur fur 
den Fall h = 30 em durchgefiihrt wurde, darf man diese Beziehung 
aber auch fUr die anderen N P- Trager als hinlanglich genau zn­
treffend ansehen. 

AIle diese Untersuchungen stammen aus den letzten J abren, 
und sie werden spater noch weiter zu fiihren sein. Zu erwahnen 
ist noch, da.6 das besondere Verhalten der I -Trager bei dem durch 
Abb. 103 dargestellten Belastungsfalle zuerst von Prof. Timo­
schenko und dann von A. Senft richtig erkannt und theoretisch 
behandelt wurde, wenn auch in anderer Art, als es hier geschehen 
ist. Die Versuchsergebnisse sind aus dem Mlinchener Laborato­
rium hervorgegangen. 

Wir werfen jetzt noch einmal einen Blick zuruck auf die in 
§ 59 behandelte Aufgabe, bei deren Losung vorausgesetzt wurde, 
daB die Einspannung del' Tragerenden von der Art sei, daB sie 
eine Ausbildung der Querschnittsverwindung nicht verhindern 
konne. Nimmt man jetzt umgekehrt eine vollkommene Einspan­
nung der Tragerenden an, so wiirde man ihr dadurch ungefahr 
Rechnung tragen konnen, da.6 man bei der Berechnung der Form­
anderungsarbeit nach G1. (65) das Integral nicht liber die ganze 
Bogenlange erstreckt, sondern ein Stuck an den Enden davon aus· 
schlieBt, das man gleich l' oder auch bei teilweiser Einspannung 
entsprechend niedriger einzuschiitzen hatte. 

Zum Schlusse moge hier nocb eine Bemerkuug dariiber Platz finden, 
wie man es sich wohl zu erklaren haben wird, na8 die Lange l' ge­
rade beirn I-Trager so ungewohnlich hoch gefundeu wird. Verrnut­
lich wird der Grund dafiir iu dem Umstande zu erblicken sein, da8 
das zweiachsige Fliichenmoment vierten Grades 

Q = f y!z!dF (76) 

beim 1- formigen Querschnitte einen bei gegebenem FIacheninbalt be­
souders groBen Wert annimmt. Es scheint namlich, da8 die in § 57 
auf Grund von Versuchsergebnissen eingetiihrte Naberungsannabme, 
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daB die Verwindungsflache beim 1- Querschnitt ungefahr ein hyper­
bolisches Paraboloid bilde, auch in zahlreichen anderen Fallen nicht 
viel von dt'r Wahrheit abweicht. Unter dieser Voraussetzung hl1ngt 
aber, wie aus G1. (4\)) von § 56 hervorgeht, der Ausdruck fiir die 
Formanderungsarbeit sehr wesentlich von der GroBe des FJachen­
momentes .Q abo Das gilt Bowohl fur die Nahe einer Einspannstelle 
bei einem geraden Stabe wie bei einem krummen Stabe, der zugleich 
auf Biegen und Verdrehen beansprucht ist. Da nun die Forman­
derungsarbeit maBgebend fiir das elastische Verhalten eines als Trager 
verwendeten Stabes ist, versteht man leicht, daB eine Querschnitts­
gestalt mit groBem .Q auch entsprechende Abweichungen in der Art 
der eladtischen Formanderung zur Folge hat. 

Wir konnen diese Vermutung freilich nur mit dem Vorbehalte aus­
sprechen, daB sie von der weiteren I<'orschung erst noch nachzupriifen 
sein wird, was ja leicht moglich ist. Wenn sie richtig ist, muB sich 
das besondere Verhalten der I-Trager bei den breitHanschigen Pro­
filen noch viel starker bemerklich macben als bei den Normalprofilen, 
fiir die bisher allein Messungen von l' vorliegen. Ein groBer Wert 
von a, wie er namentlich den Breitflanschprofilen eigen ist, darf fiir 
gewisse Zwecke als ein nicht zu unterschatzender Vorzug ang,·s,·hen 
werden. Auf dies em Gebiete ist noch viel zu tun, um volle Klarheit 
zu schafl'en. 

§ 61. Die Berechnung genieteter Trager auf Verdrehen. 
Wir kommen jetzt auf eine Frage zuriick, die bereits in § 49 ge­
streift wurde. Damals zei~ten wir, wie die Kraft berechnet wer­
den kann, die von einem Nietbolzen N aufgenommen werden muB, 
wenn der in Abb. 86 gezeichnete genietete Blechtrager zugleich 
auf Biegen und auf Schub beansprucht wird. Jetzt haben wir die 
friihere Untersuchung entsprechend zu erwei­
tern, so daB sie auch auf den Fall einer Be­
anspruchung auf Verdrehen angewendet wer­
den kann. 

Die Grundaufgabe, auf die aIle anderen FaIle 
dieser Art zuriickzufiihren sind, wird durch 
Abb. 104 erliiutert. Sie stent einen Stab dar, 
der aus zwei Flacheisen zusammengenietet ist. 
Dieser Stab soIl durch ein Moment M auf Ver­
drehen beansprucht werden, und gefragt wird, 
wie groB die Schubkraft S ist, die hierbei von 
einem Nietbolzen N aufgenommen werden mnB. 
Wie immer in solchen Fallen ist es dabei 
gleichgiiltig, welcher Teil von S unmittelbar Abb.104.. 

an N angreift, und welcher Teil auf die Reihungen zwischen den 
beiden Flacheisen kommt, die infolge der im Nietbolzen herrschen­
den Zugspannung stark aufeinander gepreBt sind. 

Die Losung findet man ebenso wie in § 49, indem man das 
Gleichgewicht eines in geeigneter Weise abgetrennten Stiickes des 
Stabes gegen Verschieben in der Richtung der Stabachse unter­
sucht. A uch hier haben wir ebenso wie friiher die Lange des 
Stiickes gleich der Nietteilung e zu wahlen, wahrend der Quer-

15* 
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schnitt von einem Viertel des Gesamtquerschnitts gebildet wird. 
Abb. 105 zeigt das Stuck in axonometrischer Darstellung, wobei 
jedoch der Deutlicbkeit wegen besonders die Dicke a des Flach­
eisens iibertrieben groB angegeben wurde. Auf den drei sicbt­
baren SeitenfHLchen des Stucks sind die Spannungslinien einge­
tragen, entsprechend den dafiir in § 40 gegebenen Lehren_ 

Die obere Seitenflache entspricbt in Abb. 105 einem Viertel des 
Stabquerschnitts in Abb. 104, uud die Spannungslinien sind so 
angegeben, wie sie im Querschnitt eines ungeteilten Stab,'s gemaB 
Abb. 71 von § 40 oder Abb. 73 von § 41 in dem Rechteckviertel 

zu erwarten sind. Auf den anderen beiden 
sichtbaren Seitenflachen, die durcb die 
Stabacbse gelegt sind, werden nur Schub· 
spannungen "zwischen den Fasern", wie 

I man zusagen pflegt, iibertragen, die im 
1 ungeteilten Stabe iiberall parallel zur Stab-

# eN achse gerichtet sind. Die Spann ungslinien 
bestehen daher auf diesen Seitenflachen 
aus geraden Linien. Endlich verlaufen 
noch die Spannungslinien auf der verdeckt 
liegenden, nach unten gekehrten Seiten­
flache, ebenso wie in der oberen, nur mit 

s ~ Abb.105. . entgegengesetzten Pfeilen. 
Damit sind alle Krafte aufgezahlt und durch Spannungslinien 

vor Augen gefiihrt, die sich an dem Korperstftck des ungeteilten 
Stabes irn Gleichgewichte miteinander halten mussen. Fur den Zweck 
der Gleicbgewichtsbetrachtung kann man sich zunachst die Span­
nungen auf den durch die Stabachse gehenden Seitenflachen zu 
je einer Resultierenden S zusammengesetzt denken, die parallel 
zur Stabachse geht. Die Resultierenden S auf beiden Flachen sind 
entgegengesetzt gerichtet und von gleicher GroBe, wie aus der 
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in Richtung der Stab­
aehse hervorgebt, da andere Krafte in dieser Riehtung an dem 
StUcke nicht vorkommen. 

Die beiden Krafte S bilden ein Kraftepaar miteinander. Mit 
ibm steht im Gleichgewiebt gegen Drehen das andere Kraftepaar, 
das aus den beiden Resultierenden gebildet wird, zu denen man 
die in jedem Quers<-hnittsviertel auf der oberen und unteren Seiten­
flache vorkommenden Sehubspannungen zusammensetzen kann. 
Hieraus folgt, nebenbei bemerkt, daB die Resultierende der Schub­
spannungen auf jeder dieser Seitenflachen parallel zu der dureh 
die beiden S gelegten Ebene gerichtet sein muB. 

Dies alIes gilt fUr den ungeteilten Stab. In dem aus zwei Flach­
eisen zusammengenieteten Stabe feblen dagegen die Schubspan­
nungen in der Trennungsflaehe, soweit sie nieht dureh die gleitende 
Reibung zwischen beiden Teilen ersetzt werden. Sehen wir von 
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den Reibungen ab, so muB die Kraft S vom Nietbolzpn aufge­
nommen werden, dam it sich der zusammengesetzte Stab i1hnlich 
wie der ungeteilte erhalten kann. Vor aHem handelt es sich also 
darum, diese Kraft S zu berechnen. 

Nach den Lehren von § 41 ist dies aber ohne weiteres mog­
lich,· wenn die Schmalseite a in Abb. 105 als klein gegen die 
Breitseite b arigesehen werden kann, wie dies bei einem Flach­
eisen zutrifIt. Wie aus den Abbildungen 72 oder 73 von § 41 
zu entnehnlen ist, besteht das Diagramm del' Spannuugsverteilung 
Iaugs del' Schmalseite aus einem Dreiecke und hieraus folgt, dall 
S auf der Schmalseite den Abstand i a von der Stabacbse hat. 
Da del' Durcbschnittswert der Schubspannung auf der Scbmalseite 
gleich t "rmax ist, erhiilt man S selbst zu 

$'max 
S = -2- ae. (77) 

Setzt man fUr '"max den aus Gl. (37) von § 41 bekannten Wert 
ein, so geht dieser Ausdruck fiber in 

S= 3Me. (78) 
16ab 

Ebenllo groB jst, wie wir vorber schon bemerkten, die ReRul­
tierende der Schubspannungen auf der Breitseite und hiermit die 
Kraft, die im genieteten Stab von dem Nietbolzen aufgenommen 
werden mull. Dagegen ist die Lage der Resultierenden S auf del' 
Breitseite nicht· genauer bekannt, da das Spannungsverteilungs­
diagramm liings der Breitseite nicht geradlinig ist. Aus demSeifen­
hautgleicbnis 11iJ3t sich jedoch so fort schlieBen, daB der Abstand 
der Resultierenden S von der Stabachse jedenfalls groBer als t b 
sein muS. 

Konnte man die Nietreihen so anordnen, daB sie mit der vor­
aussichtlicben Lage der Resultierenden S auf del' Breitseite zu­
sammenfielen. so wiirde der vorher berechnete Wert von S ohne 
weiteres die von einem Nietbolzen aufwnehmende Kraft angeben. 
Tatsachlich liegen aber die Ni!Jtreihen stets naher bei der Stab­
achse. Wenn keine Reibungen zwischen den beiden Flacheisen 
hinzukamen, miiBten daher die auf die Nieten treffenden Krafte 
etWHS groSer ausfallen, und der Spannungszustand wiirde iiber­
haupt erh!Jblich verwiekelter, als wir ihn jetzt vorausgesetzt haben. 
Bei Nietverbindungen darf man aber immer auf die sehr wesentliche 
Mitwirkung der Reibungen bei der Kraftfibertragung rechnen, und 
unter dit'ser Yoraussetzung macht es nicht viel aus, wenn die Kraft 
S auch etwas seitlich am Nietbolzen vorbeigeht. 

Bestatigt wurde diese Auffassung durch die Ergebnisse eines Ver­
drehuugllversuchsmit einem aUB zwei Flacheisen zusammengesetzten 
Stabe mit einer einzigen Nietreihe in d .. r Mitte. In diesem Falle 
ist innerhalb des Bezlrks, der zu einem der Nietbolzen geh5rt,ein 
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Drehmoment zu ubertragen, das gleich del' vorher berechneten Kraft 
S mal dem doppelten Ab.tande zwischen S und del' Stabachse ist. 
Teils geschieht dies unmittelbar durch die Reibungen zwischen beiden 
Platten, teils aueh durch die Vermittelung der zwischen je einer Platte 
und dem darauf sitzenden Nietkopfe ubertragenen Reibungen, die den 
Nietbolzen auf Verdrehen belasten. Versuche mit zwei derart zu­
Bammengesetzten Probek6rpern, die sich nur durch die verschieden 
groB gewahlte Nietteilung voneinander nnterschieden, haben gelehrt, 
daB die Reibungen in der Tat im.tande sind, bis zu einem gewi"sen 
Grad" eine solche Leistnng zu iibernehmen, vorsnsgesetzt, daB die 
Nietteilung e nicht allzn groB ist. Einen Bericht uber diese Ver­
Buche findet man in del' Zeitschrift "Bauingenieur" 1922, S. 427. Da 
eine zweireihige Vernietung nach Abb. 104 weit geringere Anspruche 
an die Mitwirkung der Reibungen bei der KraftiibertrRgung macbt aIo 
eine einreihige, darf man aus den Versuchsergebnissen scblieBen, daB 
nicht viel daranf ankommt, wenn auch bei der zweil'eihigen Vernietung 
die Kraft S etwaR seitlich vom Nletbolzen vorbeigeht. 

N N 

I .. 

Abb.l06. 

Wir erweitern jetzt die Grundaufgabe dahin, daB die beiden 
miteinander vernieteten Platten von vel'schiedencl' Dicke sein sollen. 
Abb. 106 gibt den Querschnitt des daraus zusammengesetzten 
Stabes an, jedoch so, daB die Dicken a + d und a -. d del' bei­
den Platten in einem groBeren MaBstabe aufgetragen wurden alB 
die halbe Breite b. Die Achsen beider Nietbolzen sind mit N be­
zeichnet. 

Wir betrachten in diesem FaIle, ebenso wie es vorher auf Grund 
von Abb. 105 geschehen war, das Gleichgewicht einer R1tlfte del' 
diinneren Platte auf die Stablange e hin. Die Kraft S, die im 
Scbmalschnitte iibertragen wird, l1i.Bt sich wiedel'um leicht berech­
nen, wenn man bedenkt, daB das Diagramm del' Spannungsver­
teilung im Schmalschnitte geradlinig ist und daB daher im Ab-

stande d von del' Stabmitte die Spannung 't'max ~ auftritt. Rier-
a 

nach ist 

wobei man auch noch 't'max in M ausdriicken kann, so daB 

3M(a 2 - d')e 8 = --- ---.-. 
16 aSb (80) 

gefunden wird. 



§ 61. Die Berechnung genieteter Trager auf Verdrehen 231 

Eine Kraft von derselben GroBe S muB auch in der GrenzfHiche 
zwischen der diinnen und der dicken Platte ubertragen werden, 
und zwar wenn beide Platten einen einzigen Korper bilden, durch 
die irn Schnitte auftretenden Schubspannungen und bei der Ver­
nietung teils durch die Reibungen, teils durch den Nietschaft gam 
wie im vorigeu FaIle. 

Hiermit ist die Grundaufgabe auch fUr den allgemeineren Fall 
der Vernietung von zwei ungleich dicken Platten gelost. Fiir einen 
genieteten Trager von I-formigem Querschnitt mit Gurtwinkeln 
und Gurtplatten ist die Aufgabe der Nietberechnung freilich an 
sich schwieriger. Aber da 
man sich zu praktischen 
Zwecken mit einer unge­
fahren Annaherung zu­
fried en geben kann, kornmt 
man mit geeigneten An-
nahmen auch fUr dies en Fall leicht 
zurn Ziele. 

Zuerst wird man eine Querschnitts­
zeichnung anfertigen, wie sie in Abb. 
107 angedeutet ist. Dann iiberlegt Abb.10 •• 

man sich, welchen Verlauf die Span-
nungslinien nehmen muSten, wenn die 
einzelnen 'reile miteinander ver-
schweiBt waren, so daB sie alIe zusammen einen einzigen Karper 
bildeten. Schatzungsweise lassen sich diese Linien llach den Lehren 
von § 40 eintragen, notigenralls unter Zuhilfenahme cines Seifen­
blasenversuchs. In den bei A und B iiberstehenden Teilen der 
Gurtplatte werden jedenfalls nur geringe Spannungen iibertragen 
werden, so daB man sie von vornherein unberucksichtigt lassen 
darf. Von den drei punktiert eingetragenen Spannungslinien wird 
die auBere in den Steg hinein zum andern Gurt verlaufen, dort 
umkehren und sich oben schlieBen. Von den andern beiden ist 
anzunehmen, daB sie sich schon innerhalb des Obergurts selbst 
schlieBen. 

Besitzt man eine Zeichnung des Kraftflusses, von der man an­
nehmen darf, daB sie durch einen Seifenblasenversuch hinreichend 
bestatigt wurde, wenn sie nicht uberhaupt durch einen solchen 
gewonnen wurde, so laBt sich leicht abscbatzen, wie dick man eine 
zweite Platte zu wahlen batte, die an Stelle des ganzen ubrigen 
Tragerteiles mit der Gurtplatte nach Art von Abb. 106 zu ver­
binden ware, urn in dieser denselben KraftfluB aufrecht zu erhalten 
wie im vorliegenden FaIle. Die von den Nieten aufzunehmenden 
Krafte S ergeben sich dann ohne weiteres aus Gl. (79), da man 
t"max zwar nicht mehr aus Gl. (37) von § 41, wohl aber Dach Gl. (44) 
von § 42 berechnen kann. 
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Hiermit. diirfte zum mindesten ein y,,' eg gewiesen sein, der zu 
praktisch befriedigenden Ergebnisspn zu fiiLren vermag, und mehr 
hnn man auf diesem Gebiete von der Theorie zunachst nicht ver­
langen. Man sieht auch leicht ein, wie dieser Weg weiter zu ver­
folgen sein wird, um die Theorie noch etwas weiter auszubauen. 
Insbesondere ist die Kraft, die in jedem Schnitt des zweischnittigen 
Niets zwischen Gurtwinkeln und Stebblech zu iibertragen ist, als 
ebenso groB anzusehen wie die nach den vorhergebenden V orschriften 
berechnete Kraft S. 

§ 62. Die Berechnung einer Welle auf Biegen und Ver­
drehen und abnlicbe FaIle. Eine Kurbelwelle besteht aus zwei 
oder mehr stababnlichen Teilen, die sich mit passenden Uberglingen 
senkrecht aneinander scblieBen. Es ist dabei ziemlich gleichgultig, 
ob diese Teile in geeigneter Weise fest miteinander verbunden 
sind, oder ob der ganze Korper aus einem einzigen Stiicke her­
gestellt ist. Zum Zwecke der Festigkeitsberechnung denkt man 
eich die Welle in Ruhe, wahrend die Lasten und die Auflager­
krafte im Laufe einer Umdrehung verschiedene Ricbtungen gegen 
sie einnebmen und auch der GraEe nach wechseln. Jeder SteHung, 
die wahrend des Umlaut's. der Maschine dnrchlaufen wird, ent­
spricht daher ein anderer Belastungsfall, und fUr die Festigkeits­
berechnung kommt es auf den ungiinstigsten unter ihnen an. 

Bei den einfacheren Anordnungen wird man ohne besondere 
Schwierigkeiten entweder genau oder wenigstens niiherungsweise 
das Biegungsmoment Mb und das V erdrehungsmoment M~ angeben 
konnen, die in einem belie big ins Auge gefaBten Querschnitte im 
ungiinstigsten FaIle auftreten. Wir wollen jetzt annehmen, daB 
diese V orarbeiten, die mehr in das Gebiet del' theoretischen Ma­
schinenlebre als in das der Festigkeitslehre fallen, bereits erledlgt 
seien, und fragen nach der durch das Zusammenwirken von Mb 
und Me in diesem Querschnitte bervorgeruf.men gr.oBten, Bean­
spruchung des Werkstoffes. AusschlieBlich auf die Beantwortung 
dieser Frage soIl sich also unsere Betracbtung hier beschranken. 

Am einfacbsten gestaltet sieh die Losung fiir den kreisfOrmigen 
Querschnitt, der bei dem Hauptbestandteil des ganzen Korpers, 
namlich bei der Welle selbst die Regel bildet. Dem Verdrehuugs­
momente M. entspricht eine Schubspannung 'rm •x am Wellenum­
fange, die nacb Gl. (9) von § 37 

Mea 
'tmax = -- ---

(Jp 

berechnet werden kann. Andererseits bringt das Biegungsmoment 
Mb Spannungen (j hervor, die ihren GroBtwert 6max ebenfalls am 
Wellenumfang annehmen, woffir man nach Gl. (19) von § 24 

Mba 6m"",= ~­
(J. 
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ethalt. Das Zusammenwirken von omax und Tmax an derselben 
Stelle des Querscbnittsumfangs bringt eine .Anstrengung des Bau­
stofl'es bervor, die nacb einer der in § 19 besprochenen .Annahmen 
einzuscbl:Ltzen ist. Nacb der wenigstens im deutschen Maschinen­
bau bis beute noch meist verbreiteten .Annahme wird die nach 
Iil. (28) von § (19) berechnete reduzierte Spannung als MaB fur 
die Bruchgefahr angesehen. Setzt man in diesel' Gleichung 0v = 0 
und Uu gleich dem vorher berechneten Werte von Urn.x, ebenso fUr 
t den Wert von 'max, so findet man zunachst 

m - 1 Mb m + 1 -V .M; 2 Mg 2 o d = -- . - a + --- 4 - a + - a . 
re 2 tn 0 z 2 1n O~ 8; 

Hierbei ist ferner noch zu beachten, daB beim kreisfOrmigen 
Querschnitte () (j 

p= 2 • 

ist. Setzt man dies eiD, so gebt die vorhergehende Gleichung fiber in 

=~{m-~M +m+~'/M~+M2}. 
()red 0 2m b 2.m Y '0 b 

• 
Man erkennt daraus, daB dieselbe .Anstrengung des Baustofl'es 

auch durcb ein Biegungsmoment Mred hervorgebrarbt wfirde, das 
allein im Querschnitte ohne Mitwirkung eines Verdrehungsmo­
mentes zu ubertragen ware. 1\1 an nannt dieses Moment, das mit 
dem in del' Klammer enlbaltenen Ausdrucke von gleicher GroBe sein 
muS, das reduzierte Biegungsmoment und erhalt dafiir 

M, = rn-!.M, + 111+ 1 ,1 M2 + Mi = ~M +~YM2+M2. (81) 
red 2m b 2m Y. b 8 b 8 • b 

Der zuletzt angescbriebene A usdruck gilt fUr m = 4. Das ist 
eine sehr bekannte und vielfach angew~ndete Formel. 

Grl1?z anders faW sie jedocll aus, v'enn man sich auf den Bodm 
der Molirschen Thcorie der Bruchgefahr steUt, die mit den Beob­
achtungstatsachen bessel' iibtreinstimmt. Man erlJalt dann nach 
G1. (31) von § 19 

1/- Mta' M'a l a --_._--
UMohr = V 4 ~- + -;.-- = 7f Y M~ + M~ 

p :s • 

und hat daher an Stelle von G1. (81) 

zu setzen. 
(82) 

Hiermit ist die Frage der groBten Beanspruchung fur den kreis­
formigpn Querscbnitt erledigt. A uch bei anderen Querschnitten 
wird as sich hliufig so trefl'en, daB die groBte Bil'gungs~pannnng 
an derselben Stelle mit der groBten VerdrehuDgs~pannung zu­
sammenwirkt, oder daBwenigstens dem GroBtwerte der einen zu­
gleich ein verhaltnismaBig groBer Wert der anderen zngeordnet 
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ist. Diese Frage ist von Fall zu Fall je nach del' Querscbnitts­
gestalt zu entscheiden. 

Die Mascbineningenieure waren mit Gl. (81) von jeher bekannt; 
die Bauingenieure haben sich dagegen mit Fragen von dieser Art 
bisher noeb kaum bescbaftigt. Wi.l' wollen daher hier noch ein 
Beispiel daftlr angeben, bei dem sich auch die Bauingenieure ge­
notigt sehen werden, sich fUr eine bestimmte Annahme liber die 
Bemessung der Bruchgefahr nach einer reduzierten Spannung zu 
entscheiden. 

Bei dem in § 59 behandelten FaIle eines halbkreisfOrmigen 
I-Tragers, der entweder nach Abb. 102 eine EinzeJlast Pin der 
Mitte odel' auch irgendeine symmetrisch verteilte Belastung auf­
zunehmen bat, tritt namlich in der Flanschmitte des Einspanu­
querscbnitts die groBte Bieguogsspannung Umax mit del' gl'oBten 
Verdrehungsspannung "'max an derselben Stelle zugleicb auf, und 
man kommt daber nieht urn die Beantwortung der Frage herum, 
wovon unter diesen Umstanden die Anstrengung des Baustoffes 
oder die Bruchgefahr abhangen. 

Fur die Biegungsspannung erhalt man hier, wenn h die Trager­
Mhe bedeutet, 

und fUr die Verdrehungsspannung nach Gl. (44) von § 42 

Mv 
'max == ~- a1 , 

worin a1 die Flanschdicke bezeicbnet. Nun ist zwar a1 weit kleiner 
als die balbe Tragerhohe und auch Mist in dem Beispiele, auf 
das wir hinwiesen, weniger als 'halb sov groB als M b • Da abel' bei 
einem I -Trager, wie wir fruher fan den , J unter gewohnlichen 
Umstanden weniger als ein Hundertstel von {)z ausmacht, wird in 
allen Fallen ahnlicher Art entwerler "'max trotzdem groBer aus­
fallen als umax oder wenigstens nicht viel darunter bleiben. 

Unter der Voraussetzung, daB keine del' beiden Spannungen 
Omax und 'rmax gegen die andere vernacblassigt werden darf, hat 
man ebenso wie bei der Kurbelwelle eine reduzierte Spannung 
als MaB fur die Bruchgefahr zu bereehnen, indem man sich da­
bei entweder auf die im deutschen Maschinenbau iibliche Annahme 
oder auf die Theorie von Mohr Htlitzt. 1m ersten Falle erhalt man 
mit m == 4 

Dagegen wird nach der Theorie von Mohr 

V-- M"ai--M,'-ji,' 
Orad = 4 __ "I + 4--0\-· 

J'Io - z 

(83) 

(84) 
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"Tir halten, wie schon ofters bemerkt, die letzte Formel fUr die 
besser begriindete und wollen sie daher bei del' weiteren Ausrech­
nung zugrunde legen. 

Gl. (84) ist noch unabhiingig von dem besonderen Beispiele. 
Setzen wir dagegen bei dem in § 59 behandelten Trager fiir Mv 
und Mb im Einspannquerschnitt die in G1. (68) und Gl. (69) auf­
gestellten Werte ein, so geht die vorige Gleichung fiber in 

(85) 

Da bei den 1- Tragern (). in der Regel niehr als hundertmal 
groBer ist als J, hiingt freilich bei diesem Beispiele die Bruch­
gefahr, oder genauer gesagt die Gefahr einer Uberschreitung del' 
Proportionalitatsgrenze in erster Linie von dem Verdrehungsmo­
mente Mv ab, so daB man hier auch damit auskommt, die Bean­
spruchung durch das Biegungsmoment Mb ganz zu vernachlassigen. 
Hiermit entfiillt die Notwendigkeit, sich fUr die Anwendung einer' 
der heiden Gleichungen (83) oder (84) zu entscheiden, wenn man 
nur beachtet, daB die zulassige Schubspannung jedenfalls kleiner 
ist als die zulassige Zug- odel' Druckspannung. 

Jedrn(alls ware es abel" durchaus rerfehlt, die Beanspruchung 
pegen Verdrellen gegenilber der auf Biegen zu vernachlassigen, wie 
AS bisher viel(ac71 geschehen ist. 

VI. Platten, Rohre und Gefa6e. 
Wir verstehen unter "Platte" eirien Korper, der nach zwei Ko­

ordinatenrichtungen wesentlich graBere Langenabmessungen hat 
als nach der dritten Richtung und an dem (im Gegensatz zur 
Scheibe) Krafte senkrecht zur Plattenflache auftreten, die eine Ver­
biegung zur Folge haben. PlattenfOrmige Korper werden in del' 
Technik sehr viel und in verschiedenartigster Formgebung ver­
wendet. Die einfachste Form del' Platte, mit der wir uns im 
Nachfolgenden aHein befassen wollen, ist dadurch gekennzei~hnet, 
daB die Plattendicke (\' an allen Stellen gleich und klein gegen 
die Oberflacbenabmessungen ist. 

Da die Platten auf Biegung beansprucht werden, schlieBt sich 
die Berechnung del' Platten eng an die Biegungsberechnung von 
Balken an; es besteht allerdings der wesentliche U nterschied, daB 
man bei der Plattenberechnung auf die Ausdehnung in drei Rich­
tungen zu achten hat, wahrend die Betrachtung del' Spannungs­
verteilung im gebogenen Balken als zweidimensionale Aufgabe 
behandelt wird. Der Durchfiihl'ung del' Plattenberechnung stehen 
deshalb erheblich groBere Schwierigkeiten entgegen als del' Bie­
gungsberechnung von Balken. Es ist zur Durchfiihrung del' 
Spannungsberechnung von Platten - selbst bei denen von del' 
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einfachsten Form - immer notig, vereinfachende Annahmen zu­
grunde zu legen, um uberbaupt zu einem zahlenma.Bigen Ergebnis 
tiber die Spannungsverteilung und die zugehOrigen Formanderungen 
zu gelangen. 

Die Vereinfachungen, die man bei den Plattenberethnungen zu 
machen hat, gehen also nach zwei Richtungen: Man hat erstens 
die Grenzbedingungen so einfach zu wahlen, daB man die Auf­
gabe iiberhaupt in Gleichungen fassen kann, und man hat zweitens 
vereinfachende Annahmen tiber die Art del' Spannungsverteilung 
zu machen, um die aufgestellten GIeichungen lOsen zu konnen. 
Die Kunst bei del' Losung del' Aufgabe besteht darin, die Verein­
fachllngen so zu treifen, daB mit ihnen einerseits moglichst geringe 
Fehler verbunden sind, und da.B andrerseits die Durchfiihrung der 
Aufgabe moglichst erleichtert wird. Die Behandlung der Platten­
aufgaben bietet unter diesen Umstlinden ein reiches Feld fiir 
theoretische BetrachtuDgen. 

Zu den vereinfachenden Annahmen der ersten Art (einfache 
Grenzbedingungen) gehoren vor aHem: 1. die Form del' Platte -
man achtet nicht auf Verstarkungen, Rippen oder Anbohrungent 

sondern setzt iiberall gleiche Plattenstarke (J voraus -j 2. die 
Art der Auflagerung - man setzt gleichmaBige Verteilung der 
Auflagerung tiber die gesamte Auflagerkante voraus und ver­
nachlassigt gewobnlich einspannende Krafte, die an del' Auflager­
stelle ubertragen werden -j 3. der uber die Auflagerkante 
tiberstehende Teil del' Platte wird, wiewohl er tatsachlich an der 
Spannungsubertragung teilnimmt, vernachHissigt; 4. bei der Be 
lastung durch Einzellast nimmt man an, daB die Kraft in einem 
Punkt angreift, wahrend sie tatsachlich stets auf eine Flache 
wirkt usw. 

Bei der groBen Tragweite dieser Vernachlassigungen ist es klar. 
daB eine strenge Durchrechnung der Spannungbverteilung fUr den 
durch die vereinfachten Grenzbedingungen gegebenen Fall wenig 
Wert hatte. Gewohnlich macht man deshalb auch bei der Durch­
rechnung stark vereinfachende Annahmen fiber die Spannungs­
verteilung und begniigt sich mit einer Niiherungstheorie, auf die 
wfr im Nachfolgenden eingehen wollen. 

§ 63. Die Eachsche Naherungstheorie. a) Die kreisformige 
Platte mit Einzellast in der Mitte. Wir setzen eine kreisfOr­
mige Platte mit Einzellast Pin der Mitte voraus. Wir mach en dazu 
die vereinfachende Annahme, daB P in einem Punkte und zwar 
im Mittelpunkte 0 der Kreisflache angreifen moge. Der bezogene 
Auflagedruck in 0 wfirde unter' diesen Umstanden allerdillgs un­
endlich groB, und es wiirden in nachster Umgebung von 0 unend­
lich groBe Spannungen ausgelOst werden. Tatslichlich verteilt 
sich aber eine Einzellast tiber eine nicht alhu kleine Flache, und 
die in der Umgebung des Kraftangriffs auftretende Sonderbean-
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sprucbung, die der Biegungsbeanspruchung zuzuziihlen ist, ist 
deshalb in der Regel vernachlassigbar klein gegeniiber der Bie­
gungsbeanspruchullg - eine Annabme, die in gleicher Weise schon 
fiir die Umgebung des KraftangrifIs beim gebogenen Balken ge­
macht worden ist. 

Es kommen in der Praxis allerdiugs auch FaIle vor, in denen 
die Sonderbeanspruchung in der Umgebung des Kraftangriffs nicht 
vernachlassigt werden darf, und zwar trifft das vor allemdann zu, 
wenn die EinzelJast auf die Platte durch ein Zwischenglied mit 
groBem Elastizitatsmodul und hober FlieBgrenze iibertragen wird 
(z. B. durch eine Stiitze aus gebartetem Stahl). Wenn die Stlitze 
in einem solcben FaIle auch mit einer' einigermaBen ausgedehnten 
Flacbe auf del' Platte ruht, so 
darf man doch nicht annehmen, 
daB die Kraft von der Stiitze 
gleichmaBig auf die Platte iiber- t f 
tragen werde. Denn tatsachlich 
liegt die Stlitze nicht auf del' "E-____ ----'-Z'-r _____ --,~ 
ganzen Flac1;te, sondern nur an Abb. 108. 

einzelnen Stellen von ganz geringer Ausdehnung auf. Die Sonder­
beanspruchung an diesen Stellen ist deshalb nicht mehr vernach­
lassigbar klein gegen die Biegungsbeanspruchung. Auf diese Frage, 
die in gleicher Weise auch bei del' Kraftiibertragung auf anders 
gebildete Korper (Wellen, Balken usw.) auf tritt, wird im 8. Kapitel 
an Hand von Versuchsergebnissen an auf Biegung beanspruchten 
Wellen zuriickgekommen werden, so daB hier ein Hinweis auf 
jene Ausfiihrungen geniigt. 

Wir werden uns also im Nachfolgenden nul' um die Biegungs­
beanspruchungen, die in der Platte durch die Einzellast P in der 
Mitte hervorgerufen werdeu, kiimmern. Als weitere auBere Kraft 
greift die Auflagekraft Q = 2rn q = P an der Platte an, von 
der wir ebenfalls annehmen wollen, daB sie gleichmaBig (q = konst.) 
libel' die Stiitzkante 2rn verteilt ist. Auch hier konnte der Ein­
wand erhoben werden, daB Platte und Unterlage, wenn sie aus 
Material mit hohem Elastizitatsmodul (z. B. Eisen) hestehen, theo­
retisch nur in drei Punkten, praktisch in Flachen von geringer 
Ausdehnung aufli-egen werden. Aus der Erfahrung wei6 man ja, 
daB man mitunter eine wenig belastete Platte ahnlich wie einen 
Tisch auf vier ungleich langen Beinen durch Anderung der Kraft­
verteilung ins Wa\Jkeln und zum KLappern bringen kann. Sobald 
aber die Belastullg der Platte grOBer wird - und dieser Fall 
interessiert ja VOl' aHem bei Festigkeitsbetrachtungen -, kann 
man in der Regel annehmen, daB dann aucb die Verbiegungen 
der Platte bfli den verhaltnisma6ig groBen Abmessungen in Richtung 
der Oberflache so groB sind, daB kleine Ungenauigkeiten in der 
AuflagefHiche ausgeglichen sind und daB eine wenigstens ange-
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niihert gleichmaBige Verteilung del' Auflagekraft stattfindet. Bei 
sehr steifen Platten, also vor aHem bei kurzen, dicken Platten, 
kann aber unter Umstanden die Annahme, daB sich die Auflage­
kraft bei der kreisformigen Platte gleichmaBig iiber die A uflage­
Hache verteilt, zu unvollstandigen Ergebnissen fiihren. Die nach­
folgende Betrachtung wird auf den einfachsten Fall der gleich­
miiBig verteilten Auflagekraft bescbrankt. . 

Weiter mtissen wir noch eine Annahme tiber die besondere Art 
der Auflagerung machen Beirn gebogenen Balken war es von 
EinHuB, ob die Enden des Balkens frei auflagen odeI' ob sie ein­
gespannt waren. Es ist selbstverstandlich, daB es auch ffir die 
in del' Platte auftretenden Biegungsbeanspruchungen nicht gleich-

t
x gliltig sein kann, ob die Enden 

der Platte eingespannt sind oder 
p nul' lose auf del' Unterlage auf-

-4-- - - - _ _ -- - ---:if'- liegen. Bei del' frei aufliegenden 
• c d Platte kommt es aber (im Gegen-

x satz zum frei aufliegenden Hal-
Abb. 109. ken) noch darauf a.n, wieviel der 

Platte am Umfang tiber die Auflagerung tibersteht. Um das 
einzusehen, wollen wir zuerst den gebogenen Balken mit tiber­
stehenden Enden betrachten. Wir wissen hier, daB die tiber­
stehenden Enden ab und cd (Abb. 109) nicht beansprucht sind 
und desbalb gerade bleiben. Man wird versuchen, das Ergeb­
nis vom gebogenen Balken auf die gebogene Platte zu liber­
tragen und anzunehmen, die elastische Fliiche del' gebogenen 
Platte werde als Rotationsllache aus der elastischen Linie des 
Balkens durch Drehung urn die Mittelachse xx erhalten. Hei der 
Rotation gehen aber die Strecken a b und cd vor der Beansprucbung 
durch die Last P in eine Ringfliicbe und nach del' Beanspruchung 
in eine abgestumpfte Kegelflache libel'. Eine Ringflache kann aber 
nicht durch einfache Lagenanderung - wie das mit den liber­
stehenden Enden beim Balken der Fall ist - in eine Kegelflache 
verwandelt werden, do. mit dem Ubergang Liingenanderungen der 
einzelnen Teile gegeneinander (Verlangerungen der innenliegen­
den und Verkiirzungen del' auBenliegenden Teile) verbunden sind. 
Die Formanderung einer Ringflache in eine Kegelflache kann nur 
durch Spannungen erzwungen werden, die im Plattenquerschnitt 
an der Auflagerstelle iibertragen werden. Das iiberstehende 
Ende widersetzt sich also del' Schragstellung des Randes in 
Richtung der Tangente an die elastische Fliiche und wirkt auf 
diese Weise wie eine teilweise Einspannung, die um so unvoll­
kommener ist, je weniger del' Rand der Platte liber die Auf­
lagerung libersteht. Bei den nachfolgenden Betrachtungen wol­
len wir annehmen, der Plattenrand stehe nur so wenig liber 
die Auflagerung iiber, daB die Beeinflussung des Spannungs-
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zustands durch das iiberstehende Randstiick vernachlassigt wer­
den kann. 

Wir haben nun einen Schnitt durch die Platte zu legen und 
das Gleichgewicht der inneren und au£eren Krafte an dem durch 
die Schnittlegung ahgetrennten Stuck zu untersuchen. Den Schnitt 
legen wir durch den Mittelpunkt 0 der Platte, da wir hier die 
",OS'" Bean,p,ucl>~g d" Mat,ri,l, ~ 
'" ",warten h,b.n. • #~_ a p 

_ In Abb. 110 '" die link. PM"'n- f~~ X~ 2 
halfte wledergegeben. Da auf dIe ge-
samte Platte die Belastung P wirkt, 
kommt auf die Hiilfte die von oben. q 

wirkende Kraft ~, der die Auflage-

kraft -~ = i = '-onq das Gleichge­

wicht balt. Die beiden auSeren 

Krafte ~ und ~ bilden das Moment 

M = ~a, dem ein Moment der im 

Querschnitt iibertragenen inneren 
Krafte (Spannungen) von gleicber 
GroBe und entgegengesetzter Rich­
tung zugeordnet sein muB. U m die 
GroBe des M omentes an7.Ugeben, mussen 
wir a bestimmen. {Q. a ist das 
statische Moment der Resultierenden 
der Auflagekrafte, bezogen auf die 
Schnittlinie. Auf das Stiick vom 
Zentriwinkel dcp wirkt die Auflage-
kraft q. '-odcp, die. den Beitrag 
q . '1'0 d fJi . 1'0 sin cp zum statischen Moment 

1t 

Abb.110. 

liefert. Es ist also: 

} Qa = 1'0 nq· a =fir~ sin fJidfJi = q,-~ [-cos cp]: = 2qr~ (1) 

und daraus: 

u 

2 
a=~,- . 

:It 0' (2) 

Das Biegungsmoment wird eine Beanspruchung ahnlich wie 
beim gebogenen Balken hervorrufen: die obere Faser wird ge­
driickt, die untere gespannt sein, und dazwischen muB die neutrale 
Faser liegen. 

Wie sich das Moment M der inneren Krafte, das als Bi.egungs­
moment im Querschnitt auf tritt, uber den Querschnitt verteilt, 
welcher Anteil also z. B. auf das Element dr· 0 (Abb.ll0) ralIt, 
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ist nicht bekannt. Man wird vermuten, daB der Beitrag zum Mo­
ment (auf die Liingeneinheit des Querschnitts bezogen) in der 
}litte am groBten sein und nach dem Rande zu a lmahlich ab­
nehmen wird. fiber der Unterstiitzungskante wird iiberhaupt koin 
Momentenbeitrag zu beriicksichtigen sein, da die Platte hier keine 
Einsenkung nnter der Belastung erfiihrt. Uns interessiert vor 
aHem die groBte Beanspruchung Umax, die an der Oberftiiche jener 
Stelle auftreten wird, wo del' Momentenbeitrag den groBten Wert 
hat - also in der Mitte der Platte. Wir stellen Omax einen Wert 
00 gegeniiber, den wir erhalten wiirden, wenn aile Teile des Quer­
schnitts gleichmaBig zum Moment beitragen wiirden. Wir fassen 
also die Platte als einen Balken vom Quer5chnitt 2roo auf, del' 
durch das Moment M auf Biegung beansprucht wird. Das achsiale 

Triigheitsmoment der Querschnittsflache ist () = 2:"t· Dann ist: 

M h M 12 d' 3 M 3P 
°0== Ii· "2=2r ""2 = ~ == nd'" o 0 

(3) 

Wir setzen omax = /-t uO' wobei nach den vorausgehenden Uber­
legungen f" grOBer als 1 sein ·miiBte. Fiir die tatsiichliche Bean­
spruchung ist aber zu beriicksichtigen, daB auch EintHisse un be­
riicksichtigt geblieben sind, die eine Verminderung der Spaunung 
zur Folge haben j es ist das vor aHem die in der Praxis nie ganz 
erreichbare freie Auflagerung des Eudes. Um diese Einfliisse zu 
beriicksichtigen, miiBte It kleiner als 1 gesetzt werden. Uber die 
GroBe von /-t kann die Theorie keinen AufschluB geben. Nur soviel 
ist durch Uberlegung anzugeben, daB das Gesetz, nach dem das 
Moment iiber die Querschnittsflache verteilt ist, unabhiingig von 
der GroBe derBelastung P und den Langenabmessungen sein wirdj 
d. h. /-t wird fUr iihnlicb belastete und aufgelagerte kreisfOrmige 
Platten mit Einzellast in der Mitte ein von den Abmessungen und 
der Belastung unabhiingiger Wert sein. Die Gr.oBe von /-t ist 
durch Versuche bestimmt worden. Bach fandfiir guBeiserne 
Platten, die absichtlich so gelagert waren, daB die in der Berech­
nung nicht beriicksichtigten Randkrartemoglichst gering ausfielen, 
Werte f" zwischen 0,8 und 1,2, im Mittel also 1,0. Die Gl. (3) 
gibt deshalb obne weitere Erganzung angenahert die maximale 
Beanspruchung der Platte an. 

b) Die kreisformige Platte mit gleichformig verteilter 
Belastung p at. Die Betrachtung wird in gleicher Weise wie fiir 
den vorausgehend behandelten Fall durchgefiihrt. Wir legen wieder 
einen Schnitt durch den Mittelpunkt und betrachten das Kraftegleich­
gewicht an del' einen Halfte. Von oben wirkt der resultierende 

2 

}'liissigkeitsdruck p. r~n, von unten eine gleich groBe Auflage-

kraft. Es ist jetzt nur zu beachten; daB die Resultierende R des 
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Fliissigkeitsdrucks auf die eine Plattenhalfte nicht wie vorhin in 
der Mitte, sondern im Abstand b von der 8chnittstelle (Abb. 111) 

angreift. Das Biegungsmoment Mist also jetzt M = ~ (a - b). 

Wir mu~sen zuerst die GroBe b bestimmen. 
Der Druck p ist gleicbmaBig fiber die Flache verteilt; auf ein 

FHlcbenelement dF = dr· r· dcp wirkt del' Druck p. dF. Die 
Resultierende geht demnach durch den 8chwerpunkt der Flache. 
Da der Abstand der Fl!lcbe dF von der Querschnittsftiiche gleich 
r sin cp ist, ist: n 

bR = b . p r~~ = j~O Jp . rdcp . dr . r sinlp 

r=Orp=O 

r& [ ]" 2 3 = p 3 - cos Ip 0 = 3 pro (4) 

4, 

b=3n rO ' 

Dnter Berucksichtigung der Gl. (2), die den Abstand a del' resul-
tierenden Auflagekraft von der Quer- I 
schnittsflache angibt, erhalten WIr: ~. 

IJ ". rin pr' --., 
M=p+(a-b)='ao. (5) 

Dnd darau8 ebenso wie vorbin: 

(Jo=~' i=f~~=P~~2' (6) 
° 

Wie groB [.t in del' Gleichung 
omax = [.tuo hier sein wird, muB in 
jedem Fall besonders ermittelt wer­
den, da bei einer durch Fliissigkeits­
druck belasteten Platte stets eine 
erhebliche Einspannung durch den 
Flansch stattfinden wird, die das Er­
gebnis beeinftuBt. 

c) Die rechteckige Platte. 
Es ist von vornherein klar, daB die 
groBte Beanspruchung ebenso wie 
bei del' krei~fOrmigen Platte in del' 
Mitte· auftreten wird. Nach welcher 
Richtung aber der erste EinriB er­
folgt - ob er parallel zu einer 
Kante oder parallel zu einer Diago­

Abb.ll1. 

nale auftritt - kann nur del' Versuch entscheiden. Versuche 
in diesel' Richtung sind von Bach ausgefiihrt worden mit dem 
Ergebnis, daB der erste EinriB nn in Richtung der Diagonale 

Teubn. IJeUf.li: Foppl, Grundzllga der Fe.tigkaitBIehre 16 
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erfolgt (Abb.112). Wir leg en deshalb unseren Schnitt durch 
die Diagonale und betrachten eine der beiden Plattenhiilften 
von del' Form eines rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecks. Die 

resultierende Auflagekraft einer Seite ~ greift aus Symmetrie-

griinden in del' Mitte der Seite an. Die Resultierende~ auf die 

Plattenhltlfte hat demnach den Abstand a gleich ein Viertel del' 
Diagonale von del' Schnittflltche: 

eV2 
a-~~. (~ 

Ie 

I 

, 
n 

- ---},/.---~ 
n I 

c 

I 
i 
I 

Abb.112. 

Nehmen wir Einzellast in del' Mitte P an, so ist: 

p V2 11{ =- . a = --- Pc 
2 8 (8) 

1YI V2 P . c . 6 3 P 
6 =--. = -----;:=::.-- -

o W 8 • e V2 . 0 2 4 0 2 
und: (9) 

oder, wie ein Vergleich mit Formel (3) lehrt, ein wenig kleiner 
als bei del' kreisfiirmigen Platte. 

Bei gleichformig verteilter Belastung ist del' Abstand b del' Re­
sultierenden des ltuBeren Druckes (Abb.113) gleich ein Drittel 
del' DreieckshOhe, also: 

b= e{~ (10) 

CS 112' 
M= 2 P (a- b) =ucsp (11) 

(j = V2e8~=pc2 (12) 
o 24. eVio' 4 0" 

Ein Vergleich mit Formel (6) zeigt, daB die Beanspruchung die 
gleiche ist wie bei der kreisformigen Platte, deren Durchmesser 
gleich del' Kantenlltnge des Quadrats ist. 
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§ 64. Die strenge Theorie fUr die kreisf"6rmige Platte 
mit gleichf"6rmiger Belastung p Wie schon erwlthnt, geniigen 
die Ergebnisse del' Bachschen Naherungstheorie der im praktischen 
Fall so unvollstandig zu fassenden Grenzbedingungen wegen in 
der Regel fiir die Berechnung der groBten Beanspruchung. Die 
bisher angestellten Betrachtungen geben aber keinen Aufschlu.6 
fiber den Biegungspfeil f. Ferner ist die Beantwortung von Son­
derfragen - z. B. der EinfluB einer vollstandigen Einspannung, 
oder eines um einen bestimmten Betrag iiberstehenden Platten­
endes auf die Spannungsverteilung, odeI' das Gesetz, naeh dem 
die Spannungen von der Mitte nach dem Rande zu abnehmen -
mit Hilfe der Naherungstheorie nieht moglich. Fur weitergehende 
Betrachtungen ist man deshalb auf die strengere Theorie ange­
wiesen, die wir wenigstens fUr den einfachsten Fall der kreis­
(iirmigen Platte, auf die von einer Scite ein FWssigkeitsdruck ein­
wirkt, bringen wollen. 

Die Aufgabe, die Durchbiegung einer Platte zu bereehnen, 
schlieBt sieh an die fruher schon hehandelte Aufgabe der Berech­
nuug eines auf Biegung beanspruchten Balkens an. Damals hatten 
wir der Bet rachtung die Bernoullische Annahme, daB ebene Quer­
schnitte bei del' Formanderung eben bleiben, zugrunde gelegt. 
Eine elltsprechende Annahme werden wir bei del' kreisfOrmigen 
Platte dadurch treffen konnen, daB wir sagen: Gerade senkrecht 
zur Platte bleiben bei der Formanderung Gerade; oder aus Sym­
metriegrunden: Zylindrische Querschnitte mit der Mittelsenkrechten 
auf die Platte als MiUellinie gehen bei del' 
Forrnanderung in Kegelflacben mit der gleicben 
Mittellinie iiber. 

Wir untersuchen nun das Gleichgewicbt an 
einem Element vom Volumen 
o· dr' . rd1Jl (Abb. 114). Die 
Mittellinie des Elementes ist 
infol>te der Beanspruchung urn 
den Betrag y nach un ten ver­
schoben worden. Wir nehmen 
nun abnlich wie beim gebogenen 

t-------r. 

't! 

Balken - aber nicht mit del' gIeichen Berech- d1jl 

tigung -- an, die Mittellinie sei zugleich Null-
linie, d. h. in ihr treten keine Zugspannungen r " 

auf und ihre Lange bleibe deshalb ungeandert. 1) Dann wird ein 
Punkt del' N ullinie (richtiger N ullflache, die durch Rotation der 
Nullinie entsteht) nur urn den Betrag y nach unten wandern, 
ohne daB eine radiale Verschiebung zu beriicksicbtigen ware. 

1) Diese Annabme trifft dnrchaus nicht in allen praktischen Fallen 
auch nur angenahert mit der Wirklichkelt iiberein. Wir kommen 
ZUlli Schlu.6 des Absatzes nochmals auf diesen Punkt zuriick. 

16* 
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Die Langenanderungen, die an den Kanten des Elpments (} . dr· r d 1jJ 

auftrt:lten, konnen nun angegeben werden. 1m Abstand z von der 

Abb.115. 

Mittellinie ist der Kreis vom 
Halbmesser r in einen solchen 
vom Halbmesser r + zcp liber­
fiihrt worden, wenn cp den Win­
kel bezeichnet, urn den sich die 
Senkrechte auf die Plattenflache 
an der Stelle r gegen die Mittel­
senkrechte an der Stelle r = 0 
gedreht hat (Abb. 115) j die 
tangentiale Dehnung 0t betragt 
demnach: 

Die radiale Debnung Or im 
Abstand to ergibt sich aus der 
Schiefstellung der heiden Sei­
ten ad und be zueinander. 
Die beiden Seiten, die ur­
sprunglich parallel waren, sind 
nach der Formanderung urn 
den Winkel drp gegeneinander 
geneigt. 

Der Inbalt der eckigen Klammer gibt die Lange der Kante dr 
nach der Formanderung an, wenn noch die Annabme gemacht ist, 
daB z nach unten positiv gezahlt wird. Die Formeln (14) und 
(15) sind so gebaut, daB Et und Er Null werden fUr die Mittel­
flache (.z = 0). 

Die N ormalspaunungen in Schnitten parallel zur Mittelflache 
werden von der GroBenordnung des auSeren Dru(;kes p, also klein 
im Vergleieh zu den durch die Biegung hervorgerufenen Span­
nungen (it und ar sein. Wir konnen sie vernachlassigen. Dann ist: 

(16) 

und daraus je durch Elimination del' einen Unbekannten Or bzw. 6"t! 
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mE 

U = ----- (mE + E) r m2 -1 r t 
(17) 

= _ mE z (m P- + dIP) 
m 2 -1 r dr' 

Fur Et und Er sind die Werte aus den Gleichungen (14) und (15) 
eingesetzt worden. A.uBer den Normalspannungen wirken noch die 
Schubspannungen t' in den heiden Kegelflachen von der Rohe J; 
Da die Resultierende der t'-Krafte einer ganzen Querschnitts­
kegelfHicbe J. 2r . n der auBeren Kraft pr2n auf die einge­
schlossene Plattenflliche das Glei!lhgewicht halten mussen, ist: 

o 
'=+-s 

2rn;Jt'. dz,= pr2n;; 
o 

z=---
2 

J . pr 
t'·dz=-· • 2 (18) 

Wir stellen nun die Gleicbgewichtsbedingungen fUr das Ele­
ment iJ • dr • rd1J.l auf. Die Krafte nach jeder Richtung sind im 
Gleicbgewicht. Es treten z. B. am oberen Teil Druckkrafte (i in 
radialer Richtung auf, die beim Weitergehen um dr einen Zuwachs 

~; . dr erleiden. Dazu kommt noch der Zuwachs an Fll!.che, der 

ein Anwachsen der Kraft urn 
ur . r d 1J1 d z zur Folge hat, so daB 
an der oberen Halfte des Elements in 
Abh.116 die resultierende, nach innen 

cl' 
2 

j "a 
wirkende Kraft dr (6r rd1jJdz) . dr 

z= 0 

ausgeiibt wird. A.n der unteren 
Halfte treten an entsprechenden 
Stellen gleich groBe Spannungen (iT 

wie oben nur mit entgegengesetztem 
Vorzeichen auf, so daB die Or ins­
gesamt am Element keine resul­
tierende Kraft, sondarn nur ein 
resultierendes Moment M"hervor­
rufen, das das Element i~ Sinne 
des Uhrzeigers zu drehen sucht. Abb.116. 

Die Beitrage zum Moment werden erhalten, indem man die 
Kraft auf ein Flachenelement mit dem Ahstand z von der Mittel­
linie multipliziert. Es ist unter Beriicksichtigung der Gl. (17). 
die den Wert fUr Or liefert: 



246 VI. Platten, Rohre und Gefalle 

u ,: + 2 

M =ji[_d (0 ·r· dljJdz)]. z· dr 
fJ,. dr r 

rl 

(19' 

Die Differentiation unter dem Integralzeichen muSte fUr jede 
Faser bei unveranderlichem z und veranderlichem r - also in 
radialer Richtung - die nachfolgende Integration aber in senk­
rechter (z-) Richtung bei unveranderlichem r ausgefiibrt werden. 

Fiir ZS ist durch Einsetzen der beiden Grenzwerte ~s erhalten 

worden. 
Die gleiche Uberlegung hab,m wir fiir die tangentiale Richtung 

(also fUr die Krafte 0t) anzustellen: die resultierende Kraft del' 0t 

ist an del' oberen Halfte, wo 0t Druckspannungen sind, nach auSen 
gerichtet - je zwei entsprechend gelegene 0t' dF schneiden sich 
unter dem Winkel d1fJ und liefern die nach auBen gerichtete 
Kraft 6 1 , dF· d'ljJ. An del' unteren Halfte des Elements liefern 
die 6 t , die dort als Zugbeanspruchungen auftreten, aine nach 
innen gerichtete Resultierende von gleicher GroBe. Insgesamt 
rufen also die 0t ein Moment Ma hervor, das in Abb. 116 ent-

t 
gegengesetzt dem Uhrzeigersinn auf das Element einwirkt und 
das wir deshalb mit einem Minuszeichen versehen: 

d 
,: + 2 

M = -fo . dr . dz . d·" . z at t 't' 

U 
':=-:-2 

= _ _ 11!!E d r d") (m rp + d!Jl) ~s • 
m2 -1 ~ r dr 3·4 

(20) 

Es bleiben noch die Schubkrafte 'r in senkrechter Richtung IIU 

berftcksichtigen. Del' Zuwachs del' 'r • dF bei wachsendem r ist 
gleich dem Druck auf die Ringflache, also fUr den gesamten Ring 
gleich p . 2rn. dr, so daB die Resultierende del' Schubkrafte der 
auSeren Kraft das Gleichgewicht halt. Die Schllbkrafte geben 
abel' ein Moment M", ab, das, wie Abb. 116 zeigt, im Uhrzeiger­
sinn dreht.. Der Hebelarm del' Kraft ist dr: 
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d" 
z= +2-

jJf .. = f1: . dz . nl1fJ . dr = p ~ dr d 0/, 
d 

z ==-

247 

(21) 

wobei Gl. (18) berficksichtigt ist. Die Verteilung der T fiber die 
QuerschnittsfHiche ist uns dabei nicht bekannt. Es gentlgt zu 

wissen, daB die resultierenden Schubspannungen JT . dz . I"d1/J 
auf den beiden Seiten in erster Annaherung gleich groB und ent­
gegengesetzt gerichtet sind und im Abstand dr wirken. 

Das Element steht im Gleichgewicht, d. h. die Summe der Mo­
mente Ma , Ma und M t ist gleich Null. Bei der Summierung 

,. t 
lassen wir die jedem Gliede zugehorenden Faktoren d I" d 1fJ weg 
und finden aus Gleichung (19), (20) und (21): 

'fI!!" 03(m r d'.rp_ + m drp + dcp _ m'E _ ~I£) +pr' = 0 
m"-112 dr" dr dr I' dr 2 ' 

"!..2:§_ .~(r d 2_rp + dp' _ rp) + EC = O. 
m'-112 dr" d'l' 1" 2 ' 

setzen wir noch 
6~1~-=-1) _ N 
m"EoS P - , 

so erhalten wir die Ditferentialgleichung: 

2 d"rp drp 3 
r d~ + r dr - cp + Nr = 0 

(22) 

(23) 

(24) 

mit del' Lasung (wie man sich durch Ditferenzieren sofort iiber­
zeugeu kann): 

(25) 

B und C sind die Konstanten, deren Wert aus den Grenzbe­
dingungen zu ermitteln ist. 

Die erste Grenzbedingung lautet: In del' Mitte - also fUr r = 0 
- ist cp = OJ gibt: 

c=O. (26) 

Die 2. Grenzbedingung erhalten wir am Rande der Platte, d. h. 
an der Stelle r = roi dort muS, wenn der Rand nicht tlbersteht, 
Or fiir alle Werte z verschwinden. Oder nach Gl. (17) muS sein: 

[ dcp cpJ m-+-- =0. dr r 
(27) 

r= ro 
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Setzen wir hier die Werte aus den Gleichungen (25) und (26) 
ein, so erhalten wir: 

3N 2 B N 2 -msro+m -sro+B=O. 

2 3m + 1 
B=Nr08 (m+l) . 

Und nach Gl. 25: 

cp = N. r . (r~ 3 m + 1 _ rS) . 
8 (m + 1) 

Setzen wir m=4 

so ist N (13 ) cp =S" 5 r~ - r2 . 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

Die Spannungen erhalten wir aus den Gleichungen (17), (23), 
(30) und ~31): 

4 E N [ (13 2 lI) 13 2 2J 
(it = 15 .z. s 4 5" ro - r + 5' ro = 3 r 

Ez N[ 2 2] 3 zp (2 2) =-. 13ro-7r =--- 13ro-7r 30 16 d's . 

(32) 

4 E N (52 2 II 13 2 2) (i=-Z·~ -r-121' +-ro=r 
r 15 8 5 0 5 

Ez N( 2 3 2) 3 pz ( 3 2 3 2) = 30 13ro - 1 r = 16 ~s 1 ro-:-l r . 

(33) 

(O'r)max und (lit)max sind einander gleich und treten beide in der 

Mitte (r = 0) an der Ober- und Unterflache (z = ± :) auf; dort ist: 

() ( ) 3· 13 r~ 1 r~ 
lir max = (it max = 16.2 . P""F = ,22p-;p, (34) 

r 2 
withrend die Annitherungsformel den Wert lima", = p ;. geliefert 

hatte. 
Do. die Normalspannung in der Schnittrichtung parallel zur 

Oherflache vernachlitssigt werden soIl, ist t1max nach der Mohrschen 
TheOlie auch zugleich t1red also ein Wert fiir die Beanspruchung 
des Materials. 

Die elastische Linie der Platte erhalten wir aus der Uberlegung, 
daB 

tg<p = cp = - ~; (Abb. 114). (35) 
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Aus den Gleichungen (23), (30) und (31) folgt demnach: 

dy 45 P (13 2 s) 
dl'=-64Ed'35rro-r 

(36) 

Fur r = 1'0 muB y = ° sein: 

_ 4( 13 1) _ 21 4. 
D - 1'0 - 10 + -4- - - 201'0' 

daraus: _ 45 P ( 2 .2 4 4) Y--64E83 1,3r 'o-1,05ru-0,25r , (37) 

und die groBte Durchbiegung Yo in der Mitte (1' = 0): 

45 P 05 4 pro r3 
Yo = 64 ElJs . 1, 1'0 = 0,74· IE'1"' (38) 

Es wiirde noeh vor aHem eine Betraehtung interessieren, in­
wieweit eine Einspannung am Ende, die ja gerade bei gleichfOrmig 
verteilter Belastung dureh die Flanschverbindung erzielt wird, 
das Ergebnis beeinHuBt, zumal die Naherungstheorie uber diese 
Frage keinen AufschluB geben kann. Die Untersuchung wiirde 
uns aber hier zu weit fiihren; sie ist in A. Foppl "V orlesungen" 
Band III zu finden. 

Es soll nur noeh eine Betrachtung dariiber angestellt werden, 
innerhalb welcher Grenzen die gewonncnen Ergebnisse gultig sind. 
Wir haben bei der Aufstellung der Gleichungen die Annahme ge­
macht, daB die Durchbiegung der Platte klein sein soll oder, was 
das gleiche 1st, daB i.n der Mittelebene keine Spannungen auf­
treten. Tatsachlieh wird ja aber durch den Ubergang der ebenen 
Mittelflache in die gewvlbte 8' , I 
eine Dehnung del' Mittel- ~P! LJj 
Hache st~~tfinden, wie eine H?t. ~-.-.--t. 
einfache U?erlegung, die von ~ ~~._g 
der TheorIe des gebogenen 8 _ .~ =;:; 
Balkens ausgeht, sofort erken- .t-----f§-----..I. 
nen laBt. Abb. 117. 

Abb. 117 stem die eine Halfte eines auf Biegung beanspruchten 
Balkens dar. Wenn wir hier annehmen wollten, daB del' Auf­
lagerungspunkt in der Balkenmittellinie liber der Stelle B fest­
gehalten wiirde, so wiirde durch den Ubergang der geraden 
Mittellinie in die elastisehe Linie eine Langung der mittleren 
Faser ei"treten. Es miiSte also ein Horizontalzug H auf den 
Balken ausgeiibt werden, urn den Punkt. B festzuhalten. Oder 
wenn H nicht auf tritt, wird die Mittellinie nicbt gereckt, und 
der Balken rutscht eir.. wenig iiber der Auflagerungsstelle. Diese 
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Erscheinung kann ja bei langen p.iinnen Brettern, die an beiden 
Enden frei aufliegen, leicht mit dem bloBen Auge verfolgt werden: 
Wenn man z. B. ein langes Brett mehrmals hintereinander be­
und entlastet hat, so kann man bei geeigneter Ausbildung der 
Autlagerstelle B nachtrliglich auf der Unterseite des Brettes eine 
vom Hin- und Herrutschen blahk geriebene Flliche B' B O

' (Abb.ll 7) 
erkennen. 

Wir stellen uns jetzt unter Abb. 117 den Querschnitt durch 
l 

eine Platte vor, deren' Halbmesser 2 = 0 B' betrligt. W ir be-

trachten die Auflagerfaser vor der Beanspruchung. Ihre Lange ist 
2%( 0 B'). Wenn bei der Beanspruchung wieder ein Rutschen urn 
das StUck B' B"!) stattfindet, so erfahrt dabei der nach der Be­
anspruchung iiber der Auflagerung liegende Kreis del' Mittelflache 

B' B" 
eine Zusammenpressung 'I = oiY' Diese Zusammenpressung des 

ringfOrruigen Randes kann abel' nur dul'ch radiale Zugkrafte be­
wirkt werd.en, die in Abb. 117 in einiger Entfernung vom Rand 
als Horizontalzug H auftreten. Die Folge des Horizontalzuges ist 
aber, daB die Mittellinie in radialer Richtung bei der Bean­
spruchung eine Langung errahrt, also nicht spannungsfrei bleibt. 
Und diese gleichmaBige radiale Zugbeanspruchung, die man sich 
iiber die Biegungsbean-pruchung gelagert denken kann, ist im 
Vorausgehenden vernachllissigt worden. 

Del' EinfluB der gleichmaBigen radialen Zugbeanspruchung 
wird gegeniiber den durch die Verdrehung des Elementes ausge­
losten Biegungsbeanspruchungen urn so weniger ins Gewicht fallen, 
je geringer im Vergleich zum Plattendurchmes~er der Biegungs­
pfeil ist. Die im Vo ausgehenden entwickelte Theorie, bei del' die 
Langung del' Mittelfaser vernacblassigt, also keine gleichmaBig 
iibergelagerte radiale Zngbeanspruchung vorausgesetzt worden ist, 
konnen wir deshalb als die Theorie der dicken Platte oder die 
Theorie del' bif'gungssteifen Platte bezeichnen. Es kann anderseits 
auch die Tbeorie fiir die besonders diinne Platte (auch Haut ge­
nannt) entwickelt werden, bei del' die eigentlichen Biegungs­
spannungen gegeniiber den gleichrnaBig liber die Plattendicke 
verteilten radialen Zugspannungen (und tangentialen Druckspan­
nungen) vernachlassigt werden. Und scblieBlich konnen beide Be­
ansprucbungsarten miteinander verbunden werden. ·An dieser 
Stelle wollen wir uns mit dern Hinweis begniigen, daB die 
weitergehende Behandlung in "Drang und Zwang" Band I zu 
finden ist. 

1) Die Betrachtung miiLlte eigentlich auf der Mittellinie durchge­
fiihrt werden. Filr diinne Platten, fur die die radiale Formanderung 
der Mittelflache von besonderer Wichtigkeit ist, kann die Mittelflache 
aber durch die untere Begrenzungoflache erdetzt werden. 
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§ 65. Spannungsverteilung in dickwandigen Rohren. 
Bei den gewohnlich in der Praxis vorkommenden Rohrberechnungen 
hat man es mit diinnwandigen Rohren zu tun, d. h. mit Rohren, 
bei den en die Wandstiirke 0 klein ist gegen den Rohrhalbmesser r. 
Man setzt dann gleichmaBige Verteilung der Spannung 00 liber 
den Querschnitt (0 . I) voraus (1 = RohrHinge). Ans der Gleich­
gewichtsbetrachtung an der oberen Rohrhalfte in Abb. 118 folgt: 

2°0' 0 . 1 = p . 2rl . I; 

r 1 °0 = P if' 
(39) 

Die Annahme gleichmaBiger Spannungsverteilung ist aber nur 
bei diinnwandigen Rohren zulassig. Wenn die Wand starke 0 im 
Vergleich zu r betrachtliche Werte . 
annimmt, muB man die Betrach­
tung der Spannung an einem Ele­
ment durchfiihren und auf die ge­
samte Wandstarke integrieren. 

Wir betrachten das Gleichge­
wicht an einem Elemente der Rohr-,- + 
wand von der Lange senkrecht zum (J 

o 
Papier I und von den Kantenlangen 
rdq; und dr. An den radialen und 
tangentialen SchnittfHkhen konnen 
aus Symmetriegriinden nur Norm al­
krafte auftreten. Die tangentialen 

Abb.118 
Krafte 0tl d r an den beiden radia-
len Sehnittflachen haben eine naeh innen gerichtete Resultierende 
0t' l dr . dq;. Die radialen Krafte, die auf der Innenseite in der 
GroBe Or ·lrdq; und auf der AuBenseite entsprechend dem Zuwachs 

des Halbmessers und der Spannung in der GroBe (or + fz~r. dt·) 

1 . (r + ,dr) dq; wirken, heben sieh bis auf die von den beiden Zu­
waehsen herriihrenden Glieder gegeneinander heraus. Es ist also: 

( d(j d(J ) 
u,·ldr.dq;= Or·dr+a;;·1-dr+ a-/.dr.dr ldq;. (40) 

Das letzte Glied in der Klammer ist von der 2. Ordnung klein 
gegen die beiden vorausgehenden, die nur von der 1. Ordnung 
klein sind; es kann deshalb weggelassen werden. 

(41 ) 

Wir haben zwei Unbekannte - 0t und 0,- in Abhangigkeit von 
r - und cine Gleichung. Eine zweite Gleichung liefert die Be­
traehtung der Formanderung, die ebenfalls aus Symmetriegriinden 
nur in der WeisEl vor sieh gehen kann, daB jeder Punkt eine 
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radiale - keine tangentiale - Verschiebung el'leidet. Wir nennen 
die Verschiebung /; und die Debnungen in radialer und tangen­
tialer Richtung Er bzw. Et ; ein Element im Abstand r geht also 
infolge del' Formanderung in r + /; iiber, wobei ~ = fer). 

(1' + s)dtp - rdtp s 
Et = ~~- I.dtp-----= r' (42) 

Abb.119. 

Et ist del' Definition nach 
als "Lange nach del' Form­
anderungwenigerurspriing­
liche Lange geteilt durch 
urspriingliche Lange" an­
geschrieben worden. Die 
radiale Dehnung erhalten 
wir, wenn wir beachten, 
daB der Punkt r des Ele­
ments in Abb.119 in r + /; 
und del' Punkt r + dr in 

l' + dr + /; + ~~. dr iiber­

geht. Del' Unterschied bei­
del' Entfernungen weniger 
del' ursprtinglichen Llinge 
dr und geteilt durch dr 
gibt nach Definition E,.: 

dr+ :; . dt' - dr d~ 
sr = - dt' . = dr' (43) 

Aus den Gleichungen (42) und (43) konnen wir /; eliminieren: 

ds dEt 
- = E =-= E + r-· dt' r t dr (44) 

Wir haben einen zweidimensionalen Spannungszustand; ftir ihn ist: 

lir at (45) E == ---- - m~jj;; r E 

und 
lit (I,. 

(46) c=- -mE' t E 

Wir haben jetzt vier Onbekannte Ci,., 6" Er,Et und dazu die vier 
Gleichungen (41), (44), (45) und (46). Wir lOsen nach einer del' 
Unbekannten (z. B. nach ar ) auf und setzen zuerst die Werte von 
Er und Et in G1. (44) ein: 

(Ir lit (It Ii,. r (d lit· 1 d IJr ) 

E - mE = E - n~E + lJI d r - m a;;: 

( Ci - a) m+l""'r(dat _.!...dlJr). 
r t m dt' m dr 

(47) 
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Aus Gl. (41) setzen wir die Werte fiir (6r - at) und fur ~;. , 
das wir durch Differenzieren erhalten, ein; dann ist: 

_ m+t r dar =r (dar.. + dar + r~2ar _~ dar) 
m dr 0,1· dr dr! m dr 

d~ar dar 
r dr!+3 CIr =O. 

(48) 

Zur Durchfiihrung der Integration setzen wir fiir ~~ = r: 

r :~ + 3y = 0 (49) 

r=C1 r- s, 

und dies nochmals integriert giht: 

(50) 

Die beiden Integrationskonstanten sind aus den Grenzbedingungen 
zu ermitteln, und zwar ist (jr = P an der Stelle r = r1 und 6r = 0 
an der Stelle r = rs: 

(51) 
giht: 

und 

(52) 

p hat ein negatives Vorzeichen erhalten, weil (ar\l = -p eine 
Druckspannung vorsttlllt. Die Werte aus Gl. (52) werden in Gl. (50) 
eingesetzt: 

(j =_Erlr'_r-2+~=_~ ~_ 1 2 2 .2 2 (2 ) 
r !'i - ri r~ - r~ r~ - ri r2 

(53) 

(6) =-p r max . (54) 

(),. hat seinen absolut groBtenWert an der Stelle r = r1 und 
verschwindtlt an der Stelle r = r2 • Den Wert von Gl. (53) setzen 
wir in Gl. (41) ein: 

(55) 
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Die groBte Spannung (<it)max' die dem Absolutbetrage nach 
groBer ist als (<ir)max' tritt ebenfalls an der Stelle r = r 1 auf. 
Dort ist: 

r~ + ri (12+1 
(Ot)max = P rf= ri = P (12-1' (56) 

wenn fUr ~ = ~ gesetzt wird. An der gleichen Stelle r = r1 tritt 
r 1 

die groBte radiale Dl'uckspannung auf. Un.ter del' Annahme, daB 
die groBte Schubspannung, also die groBte Differenz der Haupt­
spannungen fUr die Bruchgefahr maBgebend ist, erhalten wir aus 
den Gleichungen (54) und (56): 

(1'+ 1 2(1' 
Ored = (Ot)r,-(<i,.)r, = P (12=1 + P = P (1'--1:= "p. (57) 

Wir haben den Wert _,2(1'1' der die Beziehung zwischen p 
(l-

und <ired angibt, mit " bezeichnet. 
Wenn wir das Ergebnis mit dem fUr diinnwandige Rohre ge­

fundenen Ergebnis in Gl. (39) vergleichen, so finden wir schon 

bei mittelstarken Rohren ~ = 0,3 erhebliche Abweichungen (15 
1', 

bis 20 0/(1). In del' Praxis wird deshalb vielfach fUr die Berechnung 
mittelstarker Rohre eine verbesserte Annll,herungsformel verwendet, 

in der r 1 in Gl. (39) durch den mittleren Halbmesser r2 t!! er­

setzt wird. Die verbesserte Annaherungsformel lautet also: 

o =p1'~+1"=p 1"+~' __ =p __ ~±! =AP (58) 
o 20' 2(1'. - r,) 2((1-1) , 

wobei wir den Reziehungswert 2 ~(I+ ;j durch A ersetzt hahen. 

Wir wollen nun noch in einer Tabelle an Hand eines Vergleiches 
mit del' strengen Formel (57) die Genauigkeit del' verbesserten 
Annaherungsformel untersuchen. - Wir nennen zu diesem Zweck 
den verhll,ltnismaBigen Fehler der Annaherungsformel y: 

(59) 

und finden folgende Zllgehorigkeiten zwischen ~, A, " und r: 

JI 1,1 I =1=,2==1,=3' I 1,5 J 2,0 I 3,0 1=5'0==,=00= 

l-l-o,tr 5,5 3,8 I 2,5 1,51 1,0 I 0,75 

r I
i 10,5 : 5,55 3,9 2,6 1,7 I 1,25 1 1,1 

0% I 1 3 4 12 1 25 !, 60 

0,5 
1,0 
100 

Wie man aus del' Zusammenstellung sieht, liefert die verbesserte 
Annaherungsformel genilgend genaue Ergebnisse, solange del' 



§ 66. Einkllicken von ~'lammrohrell 255 
Wert Q nicht iiber 2 liegt. Selbst fUr Q = 2 ist del' l!'ehler, del' 
mit del' Anwendung del' Formel (59) begangen wird, erst 12 %. 

§ 66. Einknicken von Flammrohren. Wir betl'achten ein 
Rohr von kreisfOrmigem Querschnitt, dessen Lange nicht begrenzt 
ist und das durch einen auBeren Uberdruck bela stet ist. Die 
Gefahr, daB ein solches Rohr durch auBeren Druck eingeknickt 
wird, tl'itt nul' bei dlinnwandigen Rohren auf, also bei Bohren, 
bei denen die Wand starke 0 klein ist gegen den Halbmesser 1'. 

Wir konnen dann, solange del' auBere Druck p unterhalb des 
kritischen liegt (das Rohr also zusammengedriickt, nicht verbogen 
wird), gleichmaBige Verteilung del' Spannung Ii libel' einen Langs­
scbnitt voraussetzen. Nach Gl. 39 ist: 

(60) 

Das Minuszeichen weist darauf hin, daB Drttekspannungen durch 
den aUBHen Uberdruck erzeugt werden. 

Wir baben hier, ahnlich wie beim auf Druck beanspruchten 
geraden HI ab, Gleichgewicht zwischen inneren und auBeren Krliften 
bei beliebigem Druck zu erwarten, solange die volbtandig gleich­
maBige Spannungsverteilung an keiner Stelle gest ort ist. Das 
Gleicbgewieht ist abel' nul' bis zu einem gewissen Druck Pk' des sen 
GroBe von den Rohrabmessungeh abhangt, ein stabiles, und es 
gebt, sobald Pk liberschl'itten ist, in ein labiles libel', bei dem ein 
unendlicb kleiner AnlaB endlicbe FormilnderunglCn nacb sicb zieht. 
Ein solcher AniaB ist praktiscb immer vorhanden, da die kreis­
bogenti5rmige Gestalt des Querscbnitts mit iiberall gleicbel' 'V and­
stal'ke nicht mathematisch genau erfiillt ist, sondel'll stets kleine 
Abweichungen aufweist. 

Bei del' nachfolgenden Berechnung gehen wir so VOl', daB wir 
annebmen, ein ideales Flammrohr werde einem auBeren Uberdruckp 
ausgesetzt. Dann erleide die Kreisbogenform eine unendlich kleine 
Verzerrung (del' Halbmesser ro abo eine Anderung + .dr, wobei 
.dr eine Funktion des Zentriwinkels rp ist), die durch auBere Krafte 
- also etwa durch eine unendlich Kleine ortliche St6rung des 
Flussigkeilsdlu~ks - hervorgerufen werden mage. Wir denken 
uns dann die Z usatzkrafte wieder entfernt nnd untel'sucben, 
welcher Gleichgewichtslage das Rubr zustrebt: Geht es wieder in 
die urspriingliche Lage (1" = konst) zuriick, so nennan wir diese 
Lage eine stabile. Kann es nicbt zurtickgehen, so ist die Kreis­
bogenform instabil~ die geringste Storung geniigt, urn das Gleicb­
gewicht zwisehen Drang und Zwang ins Wanken zu bringen odeI' 
das Rohr ist iiber die Knickgrenze belastet. 

Infolge del' zusatzlirhen auBeren Kraft treten im Rohr Spannungen 
auf, durcb die bei der Formanderung die Formanderungsarbeit L1 AF 
aufgespeichert wird. Sobald die zusatzliche Kraft wegfallt, steht 
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Ll Ap fiir die Ruckbiegung des Rohres in die Kreisform zur Ver­
fugung. Infolge del' Formanderung, die die auBere Krait bewirkte, 
leisteten aber aueh die auBen am Rohr angreifenden KraJte (d. h. 
del' auBere Uberdruck) eine Arbeit Ll Ap. Del' Beitrag zu A Ap 
= - Jp . AI' . dF ist an den Stellen, an denen das Rohr nach 
innen wandert (Llr also nl:'gativ ist), positiv und fUr positives Llr 
negativ. Da die Wandstarke des Rohres nur klein sein soil gegen 
die iibrigen Abmessungen, wird das Rohr infolge der zusatzlichen 
Krafte vor allem auf fliegung beansprucht. Wir vernachlassigen 
die iibrigen Spannungen gegeniiber der Biegungsbeaospruchung, 
die eine lineare Spanoungsverteilung iiber die Dicke des Rohres 
zur Folge hat und bAi der die mittlere Faser spannungs- und 
formanderungsfrei bleibt. Durch die Zusatzkraft bleibt demnach 
die Lange del' Kreisquerschnittslinie 2 rn ungeandert. N achdem 
aber die Kreislinie unter allen Linien gleicher Lange diejenige ist, 

~1t 

die die groBte Flache umspannt, wird das Integral - Jp. A r· r d rp ·1, 
'1'=0 

das die gesamte Arbeit LlAp der auBeren Krafte bei der zusatz­
lichen Biegungsbeauspruchung angibt, aiuen positiven Wert haben, 
da JAr. rdrp die Anderung del' Querschnittsflache angibt. Bei 
del' zusatzlichen Verbiegung wird also eine Arbeit LlAp von den 
auBeren Kraften geleistet, die bei del' nachfolgenden Ruckfiihrung 
in die urspriingliche Kreisform vom Flammrohr wieder hergegeben 
werden muB. Zur Verfiigung steht hierfiir abel' naeh Aufhoren 
des auBeren Zwanges nul' AA.p . Wenn AAp groBer ist als AA.F, 

hat das Flammrohr mit seiner Umgebung in del' verbogenen Form 
weniger Energie als in del' Ausgangsform, d. h. es kann auch 
nach Aufhoren des auBeren Zwanges nicht aus sich heraus in die 
Kreisform zuriickgehen. Fur die Stabilitat del' Ausgangsform ist 
deshalb notig, daB sie mit einem Minimum an innerer Arbeit 
gegeniiber beliebigen Nachbarlagen verbunden ist. 

Wir suchen den Grenzwert, d. h. die GroBe des ilu!3eren Druckes p, 
bei dem die Formanderungsarbeitgteich del' Arbeituer auBeren Kriifte, 
Ll Ap = A Ap, wirti und nellllen dies en Druck den kritischen Druck 
P.. Die Uutersuchung miiBte fUr beliebige Nachbarlagen durch­
geliihrt werden. Die maBgebende fUr die Knickgefahr ist jene, 
bei del' PIc den kleinsten Wert bat. Wir wahlen die Nachbarlage 
so, daB sich die Rechnnog moglichst einfach durchfiihren, die 
Ausdriicke fUr Ll Ap und LI Ai? sich VOl' aHem leicht aufstellen 
lassen. Zu diesem Zwecke den ken wir uns den Querschnittskreis 
durch die li.uBere Zusatzkraft in die Kurve K (Abb. 120) iibergefiihrt, 
die, wie vorstehend gezeigt, gleich der Lange des Kreisumfangs 
ist. Kist die Evolutp, deren Evolvente aus den um den Mittel­
punkt 0 gelagerten Viertelkreisbogen kj bis k, besteht. Beim 
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Abrollen aufkl nimmt r um e; zu, beim Abrollen auf k2 um 

den gleichen Betrag ab usw., so daB sich Vermehrungen und Ver­
minderungen von r nach Abrollen auf allen vier Kreisbogen gegen­
seitig aufheben und die Kurve eine geschlossene Form einnimmt. 
Wenn e gleich Null wird, geht K in die Kreisform uber. Wir 
setzen im Nachfolgen­
den e als sehr klein 
gegen r voraus. Wel­
cher Art \Ind GroBe 
die auBeren Zusatz­
krafte sein miiBten, 
die die Veranderung 
des Querschnittskreises 
in die Kurve K her­
vorrufen, interessiert 
uns nicht, da die Be­
trachtung erst in dem 
Augenblick einsetzen 
soIl, in dem die auBe­
ren Krafte plOtzlich 
entfernt werden. 

Wir berechnen zu­
erst die Formande­
rungsarbeit L1 A F , die 

p 

Abb.120. 

in der Rohrwandung bei der Verbiegung aufgespeichert wird. K setzt 
sich aus vier gleichen, spiegelbildlich gelegenen Stiicken zusammen, 

K 
deren jedes die Lange 4" hat. DO. die Gesamtlange K = 2 roTC des 

Kreisumfangs bei der Verbiegung nicht geandert wird, ist: 
n 
i 

~= Jh + Llr). drp = r~'1t; (61) 
o 

die L!l.nge von r in der oberen Ausgangslage ist mit r1 und die 
von r in einer beliebigen Lage mit r1 + L1r bezeichnet. 

Aus del' Betrachtung an del' Evolvente folgt: 

L1r=rp·e (62) 
n 
2 

ron J'( n n 2 
2 = r 1 + e rp) . d rp = I't 2' + e -s-

o 
en 

r1 =ro-T 
en 

r =r1 +.dr = r 1 + erp = rO- 4 +ecp. 

Teubn. LeHf. 17: F6ppi, Grandzllge der Festigkeltslehre 17 
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Wir fassen jetzt ein Rohrviertel von der Hinge 1 senkrecht zur 
Zeichenebene (Abb.120) als einen gekriimmten Trager auf, der 
durch Biflgung aus einem Kreisbogen vom Halbmesser ro in einen 
solchen vom Halbmesser l' iibergefiihrt wird. Nach Formel (75) 
und (78) Seite 118 ist: 

2,,: 

j ' , 
LlAF = _M ds 

2EfI 
o 

und M= EO(! -~). 
l' ro 

1< 

2 

Folglich LlAF = 4· ~ EO J'G -1~Jrdrp. 
o 

Fur _1 __ 1 k6nnen wir aber nach Gl. (62) schreiben: 
I' ro 

~ - r; = ~o-= e; +eq> - 1~ = ~(~~j~(~-~;)- 1)-

(63) 

(64) 

(65) 

Da r~ (~ - rp) belie big klein gegen 1 ist, steht unter dem Bruch­

strich eine Differenz, die beliebig wenig von 1 verschieden ist. In 
erster Annaherung konnen wir dafiir schreiben: 

(66) 

und nach Gl. (64): 1< 

2 

LlAF= 2EO ;;1(-1- tp)2. rdrp. (67) 
o 

Ersetzen wir unter dem Integralzeichen den Faktor r durch den 
unendlich wenig davon verschiedenen Faktor ro, so ist: 

e' (n3 n n 2 n3) e' n" LlAF = 2E()- ---+- = EO--· 
r~ 32 2 8 24 48 r~ 

(68) 

Fu"r () k" . d W rt l~" . t onnen wuo en e 12 elllse zen: 

l~"e' 
LlAF = E12.481·~7t3. (69) 

Die Arbeit LI.Ap der auSeren Krafte ist gleich dem auSeren 
Druck p mal der Volumanderung; also: 

LI Ap = p . l . LI F , (70) 

wobei p ein konstanter Wert und LI F die Differenz zwischen 
Kreisfl.!tche r~7t und Kurvenflache Fk ist. Fiir die Berechnung 
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von Fk beachten wir, daB der Fahrstrahl l' = 1'1 + Lir beirn 
Weitergehen urn drp die Flache -~- r . (1" drp) bestreicht. Es ist also: 

-2 

Fk = 4J'~ "(1'dcp) - (4e2 - e2n). (71) 
u 

Denn bei der Integration wird, wie man aus Abb. 120 ersieht, 
del' mittlere Stern zweimal gezahlt. Der mittlere Stern ist aber 
gleich dem Quadrat von der Seitenlange 2 e weniger den vier 
Viertelkreisflachen vom Halbmesser e. Die Verbindung der Gl. (62) 
und (71) liefert: 

Aus Gl. (70) und (73) folgt: 

Lf Ap = 0,212 e2lp. (74) 

Die Grenze fUr das Einknicken liegt bei dem Druck Pk' bei dern 
LfAF = LlAp ist. Also nach Gl. (69) und (74): 

(75) 

Wenn p unterhalb Pk liegt, hat das Flammrohr bei der Ver­
biegung in die Nachbarlage soviel Energie in Formanderungsarbeit 
aufgespeichert, daB es nach Wegfallen der auBeren Zusatzkrafte 
in die Kreisform zuriickgehen kann. Wenn p iiber Pk liegt, ist 
die statische Energie der gesamten Anordnung in del' Nachbarlage 
kleiner als bei der urspriinglichen Kreisform. 

Die gleiche Uberlegung muBten wir nun fUr beliebige Kurven 
durchfiihren. Fur die Ellipse ist die Betrachtung in Drang und 
Zwang Band I zu findeu; sie liefert den Wert P.= 0,250. Es 
laBt sich zeigen, daB die Ellipse diejenige Kurve ist, bei del' die 
Forrnanderungsarbeit im Vergleich zur aufgewandten Arbeit del' 

auBeren Kraft P den kleinsten Wert hat. Pk = 0,25 E !; ist des­

halb tatsachlich die Knicklast. Da die von uus angenornrnen9 
Kurve nur wenig von der Ellipse abweicht, ist das Ergebnis fUr 
h in Gl. (75) auch nur wenig vom genannten Wert verschieden. 

17 * 
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Wah rend des Krieges hatte die Berechnung von Rohren auf 
au6eren Uberdruck durch den U-Bootskrieg besondere Bedeutung 
erlangt. Denn der Druckkorper eines U-Boats ist bei der Unter­
wasserfahrt ein Raum, der unter auBerem Druck steht. Neben 
der Knickfestigkeit des Druckkorpers interessierten damals auch 
der Einflu.B von Versteifungen und die Formen, die der Druck­
korper unter dem Einflu.B auBerer Druckkrl1fte einnimmt. Die 
Frage ist besonders eingehend von Dr. Horn "Festigkeitsverhalt­
nisse eines beliebig belasteten Ringes" im "Schiffbau", 22. Jahrgang 
1920, Heft lSf. behandelt worden. Horn hat unter anderem auf 
Grund der Marbecschen Knotenkreistheorie die Stabilitiit der Ver­
biegungsformen untersucht. 

Wenn man die vorstehend entwickelte Theorie auf Flammrohre 
anwendet, sind zwei wesentliche Abweichungen zwischen Theorie 
und Praxis zu erwarten: Die Flammrohresind nicht unendlich 
lang, sondern an beiden Enden, die verglichen mit dem Durchmesser 
in nicht allzu groBer Entfernung voneinander liegen, eingespannt .. 
Die Einspannung wirkt als V ersteifung, durch die die Knicklast 
heraufgesetzt wird. Eine nahere Untersuchung, in welchem MaRe 
das geschieht, findet man in einem Aufsatz von R. v. Mises in der 
Z. d. V. d. J. 1914, S.750. 

Ferner hat man in der Praxis gerade bei Flammrohren mit er-
heblichen Warmespannungen zu tun, da der Innenteil des Flamm­

rohres unter der Feuerung durch die Frischluft 
gekiihlt oder weiter hinten durch abgelagerte 
Flugasche geschiitzt und der Oberteil durch die 

'-1~---I--I~- Abgase geheizt wird. Besonders groB werden die 
Warmespannungen, wenn durch Unachtsamkeit 
des Heizers der Wasserspiegel im Kessel unter 
den hOchsten Punkt des Flammrohrs herunter­
gegangen ist. Dann kann, da die kiihlende Wir­
kung des Wassers von auBen an der Oberseite 
wegfimt, das Flammrohr oben so warm werden, 
daB es zum Gliihen kommt. Das Material ist in 
diesem Zustand wenig widerstandsfiihig, und del' 
Druck im Kessel, der wesentlich unter dem kri­
tischen liegt, bringt eine Einbeulung hervor. Wenn 
in der Praxis Flammrohreinbeulungen festgesteUt 
werden, so sind sie gewohnlich auf Ursachen 
dieser Art - nicht auf Uberschreiten des kri­
tischen Drucks unter normalen Umstanden -

Abb.lll1. 
zuriickzufiihren, da die Bemessung des Roh\'es 

stets mit erheblicher Sicherheit gegen Knicken vorgesehen wird. 
§ 67. GelaSe. Die Formen der GetaBe konnen sehr mannig­

faltig sein. Eine Reihe von GefaBen, z. B. die Flaschen fiir ver­
dichtete Luft und Gase sind aus einem zylindrischen und zwei 
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lmgelformigen Stucken zusammengesetzt. Das zylindrische Stuck 
kann als Robr berecbnet werden. Es bleibt dann noch die Be­
rechnung des kugelfOrmigen Teiles, oder die Berechnung eines 
"Kugelkessels" zu erledigen. Wir mussen hier ebenso wie beirn 
Rohr unterscheiden, ob die Wandstarke im Vergleich zum Halb­
messer del' Kugel gering ist, dann wer­
den wir eine Annaherungsrechnung 
durchfiil:.ren konnen, oder ob die Dicke 
del' Wandstarke gegenuber dem Kugel­
balbmesser berucksichtigt werden muS. 

Wir wollen ill Nachfolgenden nul' die a 
Annaherungsrechnung bebandeln, bei del' Abb. 122. 

vorausgesetzt wird, d sei klein gegen r 
Wir teilen von der Kugel durch einen Schnitt eine Halbkugel ab und 
betrachten das Kraftegleichgewicht an ihr (Abb.122). Die Druck­
krafte ~p . dF geben die Resultierende nr2p. Ihr miissen die 
Zugkr!l.fte in derSchnittfiache oder deren Resultierende (j. o· 2nr 
das Gleichgewicht halten. Daraus folgt: 

nr' p pr 
(J = 82'1tr = .2rl" (76) 

wahrend nach Gl. (39) die Zugspannung im zylindrischen Stuck 

(J = 'E{ betragt. Del' erste EinriB bei Uberanstrengung ist also 

im r.ylindrischen Teil zu erwarten. Beim GelliS, das aus zylin­
drischem und kugeligem Teil zusammengesetzt ist, ist noch zu 
beachten, daB nicht nul' die 
Spannungen, sondel'll infolge da­
von auch die Dehnungen im zy­
lindrischen Teil doppelt so groB 
sind wie im kugeligen. Dort, wo 
Kugel und Zylinder zusammen­
stoBen, muB deshalb ein Aus­
gleich der Formanderungen statt­
linden, d. h. das kugelige Ende 
wirkt auf den zylindrischen Teil 
wie eine Einspannung, odeI' das 
zylindrische Stuck wirkt auf die 
Kugel aufweitend. 

Wesentlich umstandlicher 
wird die Berechnung, wenn del' 

-_._-------

Abb 128. 

GefaBboden geringere Wolbung als oben angenommen bat, wie es 
z. B. bei KesselbOden del' Fall ist. Dann muB neben del' reinen 
Zugbeanspruchung auch noch die Biegungsbeanspruchung beruck­
sichtigt werden. Die letztere iallt um so groBer aus, je schroffer die 
Ubergange sind, je geringer also del' Kriimmungsbalbmesser r ist. 
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VII. Umlaufende Rader nnt! Scheibell. 
Die Berechnung umlaufenderSehwungrader und Scheiben interes­

siert vor aHem den Mascbineningenieur, und sie wird deshalb illl 
AnschluB an die Lasung konstruktiver Fragen in Werken, die fiber 
Bereebnung und Konstruktion von Mascbinenelementen beriehten, 
eingehend behandelt. 

In den nachfolgenden A usfiihrungen wird der Leser nieht soweit 
unterrichtet, daB er auf Grund der erbaltenen UnterwAisungen 
Schwungrader oder umlaufende Scheiben konstruieren kann, SOI1-

dern es wird nur soweit in den Stoff eingedrungen, als bei der 
Aufgabe Festigkeitsfragen grundsatzlicber Art zu losen sind. 

§ 68. Schwungradberechnung- unter vereinfachten An­
nahm.en. Aus der Erfahrung weiB man, daB der Sch wungring 
eines umlaufenden Schwungrades bei Uberschreitung einer be­
stimmten Drebzabl auseinanderfliegt_ Wenn man den Ursa chen 
dieser Erscheinung nachgebt, so erkennt man, daB die Zentripetal­
krafte, die die kreisfdrmige Bahn der Massenteilchen erzwingen, bei 
einer bestimmten Drehzabl sogroB werden, daB die im Sch wung­
kranz auftretenden Spannungen die Bruchfestigkeit iiberschreiten. 

Die erste Annaherung an das tatsaehlicb umlaufende Schwung-
rad erhalt man, wenn man sieh die Schwungradarme entferut denkt 

und die Beanspruchung im 
umlaufenden Schwungring 
obne Arme ermittelt. Man 
erhiilt die gleiche Bean­
spruchung, die am umlau­
fend en Schwungrad auttritt, 
am ruhenden Ring, wenn 

-Ait--t-tt---".r:~~L-.J+-.,f.-I-.~-- man an jedem Masseteilchen 

Abb.124. 

dm die Zentrifugalkraft 
dZ = dm . I' • ())2 beifiigt, 
die der bei oer Bewegung tat­
sachlicb auftretenden Zentri­
petalkraft gleich und ent­
gegengesetzt gerichtet ist 
(Abb. 124). Um die in den 
einzelnen Querschniiten auf-

tretenden Spannungen zu ermitteln, legt man eine Ebene durch 
den Ringmittelpunkt 0, die den Ring in den beiden Quersehnitten 
A und B aufschneidet. Betrachtet man nun den oberen Teil fUr 
sieh, so muB die resultierende Zentrifugalkraft Z den in den 
Schnittflachen iibertragenen inneren Kraften das Gleichgewicht 
halten. Z steht senkrecht zu den beiden Querschnittsflachen A uud B; 
die inneren Krafte sind deshalb Normalkrafte, diewir uns gleich-
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maBig uber den Quersehnitt verteilt denken. Es ist, wenn wir 
den mittleren Halbmesser eines Elements des Sch wungrings mit 
r bezeichnen: 

" 
Z _j~r-l'drpp. sin cpl' w2 = _r. r2 E'w2 [- cos rp r = 21' F1,2 w 2 (1) 

g gO 9 \ 
o 

und . 

(2) 
s' y o = . =.l r 2 w 2 =--v2• 

o F g g' 

wobei mit v die Schwerpunktsgeschwindigkeit der SehnittfHiche F 
des umlaufenden Rades, mit 8 die resultierende Spannung in der 
SehnittfHiche und mit 00 die bez, Spannung bezeichnet sind. 
Die Beanspruehung ist flir eiu gegebenes Material nm yom Qua­
drate der Umfangsgesehwindigkeit v abbangig. So ist z. B. fUr GuB­
eisen mi.t 'Y = 0,0073 kg( ems und Ozul = 80 kg/cm2 : 

80 = 0,0073 2. 
911l v, Vzul = 3300 em/sek = 33 m/sek. (3) 

§ 69. Die genaue Schwungradberechnung. Bezeichnungen: 

r Halbmesser des ruhenden Sehwungrads. 
r + Llr Halbmesser des umlaufenden Schwungrads ohne Beriick-

sichtigung des Einftusses der Arme. 
r + Ll r + .d (! Halbmesser des umlaufenden Schwungrads mit Armen. 
P Zugkraft, die von einem Arm auf den Schwungkranz iibertragen wird. 
M Biegungsmoment im Schwungkranz alB Funktion vom Winkel cpo 
M t Biegungsmoment, das im Scbnitt durch die Mitte zwischen 

2 Armen ubertragen wird. 
Nt Kraft durch den FHtchensehwerpunkt an der gleichen Stelle. 
n Armzahl. 

3600 

Z Zentrifugalkraft eines Schwungkranzstiicks von der GroBe 2a. 
z Zentrifugalkraft eines Armstiicks. 
I Lange des Arms. 
cp Zentriwinkel. 
ds (r+.dj·)·dcp. 
ds' dieselbe ,Lange nach der Formanderung durch die Arme. 
F QuerschnittsfHi.che des Schwungkranzes. 
f " eines Arms. 
e aehsiales Tragheitsmoment der Querschnittsfiache F. 

Tragheitshalbmesser der Flache F. 
cAbstand der auBersten Faser des Schwungkranzes von der Nullillie. 

Das tatsachliche Sehwungrad wird dureh die Arme an der freien 
Ausdehnung gehindert, was bei den Annahmen des vorausgehenden 
Abschnittes nicht beriicksichtigt war. Der urspriinglich kreisf6rmige 
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Schwungkranz wird infolgedessen in eine der Abb. 125 ahnliche 
Form verzerrt werden. Dabei wird der Schwungkranz auBer durch 
Normalkrafte auch durch Biegungsmomente]J{ beansprucht, so daB 
sich die Gesamtbeanspruchung in Einzelbeansprucbungen zerlegen 
liiBt, die sich nach dem Superpositionsgesetz ohne SUirung iiber­

Abb.125. 

einanderlagern. 
Wir denken uns den umlaufenden 

Ring zuerst ohne Arme durch die 
Zentrifugalkrafte beausprucht, wo­
bei der Halbmesser r in r + L1 r iiber­
geht. An dies em Ring vom Halb­
messer t' + Llr denken wir uns 
die durch die Arme iibertragenen 
KrMte P, die aus Symmetriegriinden 
nach dem Mittelpunkt zu gerichtet 
sein miissen, angreifend und unter­
suchen die hierdurch hervorgerufenen 
Formanderungen. 

Die Arlllzahl n mag 4, 6, 8 oder 10 betragen. Wenn man das 
Schwungrad durch n Schnitte, die in der :Mitte zwischen je 2 Armen 
gelegt sind, unterteilt, so hat man n Teile, die untereinander gleich 
beansprucht sind, wobei jeder Teil iiberdies symmetrisch belastet 
ist. Es geniigt deshalb die Beanspruchung eines Ringstiickes vom 

Zentriwinkel 2 a = 36~~ (Abb. 126) zu untersuchen. Die Schnitte 
n 

1 und 3, die das RingsH'Lck begrenzen, sind je in del' Mitte zwischen 

Abb.126. 

2 Armen in radialer Rich-
tung gezogen worden. 

~ An dem Ringstiick wirkt 
'" die auBere Kraft P, die nach 
'" "-.....IY, dem Kreismittelpunkt 0 zu 

M, gerichtet ist, und die von 
dem zwischen den beiden 
Schnittflachen liegenden Arm 
iibertragen wird. A uBerdem 
wirken an dem Ringstiick 
in den heiden Schnittflachen 
1 und 3 iunere Krafte, die 

wir nach del' Schnittlegung ebenfalls als liuBere Krafte anzu­
sehen haben. Diese Krlifte in jeder SchnittfHiche lassen sich zu 
einer resultierenden im Schwerpunkt der FHiche angreifenden 
Kraft Nl und zu einem Kraftepaar Ml zusammensetzen. Solange 
wir von den Beschleunigungskraften bei Veriinderung del' Umlauf­
zahl absehen, hat keine der beiden Schnittflachen vor der anderen 
etwas voraus. Denn wenn wir den Umlaufsinn des Schwung­
rades andern, so wil'd aus der Schnittflliche 1 die SchnittfHiche 3, 
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obne daB die Beanspruchung des Rades geandert wurde. Es miissen 
demnacb die Beanspruehungen in den beiden Flachen gleich und 
senkrecht zur Flache gerichtet sein. Die resultierende Normalkraft 
in jeder Flltche bezeichnen wir mit Nt, das resultierende Moment, 
das das Ringstuck zu verbiegen sucht, mit MI' An dem Ringstiick 
treten demnaeh 3 unbekannte auBere Krafte bzw. Momente Nt, 
Ml und P auf, zu deren Bestimmung wir 3 Gleichungen aufzu­
stollen baben. Dabei sei nochmals besonders daran erinnert, daB 
sieh diese so gekennzeicbnete Belastung iiber die Beanspruehung 
infolge der Zentrifugalkrafte iiberlagert, die die Spannungen 8 
auslOst und die Pormiinderung r in r + LIt· zur Folge hat. 

Die 1. Gleicbung erbalten wir durch die Uberlegung, daB die 
am Ringstuck angreifenden Krafte gegen Verschiebung in Richtung 
der Kraft Pim Gleichgewicht stehen mussen. Es ist also: 

P= 2NI sina. (4) 

Um eine 2. Gleichung aufzustellen, beachten wir, daB der ge­
samte Umfang des Sehwungkranzesfor und nach der' Bean-

sprucbung 3600 , del' des Ringstuckes also ~~~ betragt. U nter 
n 

diesem Winkel muss en sieh auch nach der Formanderung die beiden 
Schnittflachen 1 und 3 wieder schneid en. Zwei unendlich benach­
barte Schnittfliichen, die durch die Zentriwinkel rp und ffJ + drp 
gekennzeichnet sind, werden aber infolge des an den beiden Be­
grenzungsf!.acben wirkenden Momentes Meine .Anderung ihres 
Schnittwinkels drp erfahren, die wir mit Lldrp bezeichnen, Lldrp 
ist naeh del' Entwieklung in § 31 gleich: 

(4 a) 

und, da der Winkel a bei der Formanderung erhalten bleibt, 

a ct a 

fLldrp = 0 = r M ds =fM-r. drp . .J OE • OE 
o 0 0 

IX 

.!Mdrp=O, 
o 

(5) 

Fur ds konnte rdrp geschrieben werden, da die Formanderungen 
.L1r usw. nur klein sind gegen r. 

Es ist, wie ma.n sieb an Hand der geometrisehen Beziebungen 
in Abb. 127 sofort uberzeugt: 

M = M t - Nt cos rpr(. __ l __ - 1) = Mt - Nt r(1 - cos rp). (6) 
cos rp 
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Aus (5) und (6) erhlilt man 

(7) 

und folglich ( Bina) M = N1 r cos rp - -a- . (8) 

Das Moment ist als positiv angeschrieben, wenn es gleichsinnig 
mit M1 dreht, also in del' auBeren Faser des Schwungkranzes eine 

Zugbeanspruchung, in del' inneren 
eine Druckbeanspruchung auslOst. 

Um die 3. Gleichung zwischen 
M t , Nt und P endlich aufzustellen, 
mussen wir die radialen Formande­
rungen an der Stelle 2 (Abb. 126) 
betrachten, was etwas umstandlichere 
Uberlegungen natig macht. 

Den Querschnitt des Armes be­
zeichnen wir mit fund mach en die 
vereinfachende Annahme, daB del' 
Arm auf seine ganze Lange Z gleichen 

Abb.127. Querschnitt haben mage. Del' Arm 
steht unter der Belastung P und Ez, 

wobei z die Zentrifugalkraft del' Armteilchen bedeutet. Erwird 
infolgedessen eine Langendehnung L1l erfahren, die gleich ist 

LIZ P+ K 
T=·E-Y· (9) 

Mit Kist das Glied bezeichnet, das von del' an den verschiedenen 
Stellen verschieden starken Zentrifugalkraft del' Arme herriihrt. 
Dies Glied liefert fUr eine bestimmte Umlaufzahl einen von den 
nachfolgenden Betrachtun~en unabhangigen Wert (Lil)t, urn den 
die gesamte Lltngenanderung des Armes gekiirzt werden mull Die 
verbleibende Langenanderung ist dann del' Kraft P verhaltnisgleich. 
Da die Beriicksichtigung von K keine Schwierigkeiten bereitet 
und anders,·its gegeniiber P del' geringen Arl11masse wegen nur 
eine untergeordnete Rolle spielt, wird K il11 Nachfolgenden ver­
nachHtssigt und Gl. (9) in der vereinfachten Form weiter verwendet: 

P 
LiZ = Z Ef' (10) 

Das Lll ist hier ausgedriickt als Langenanderung des Arms infolge 
del' Kraft Pi es kann auch ausgedruckt werden als Verschiebung 
des Punktes 2 des Schwungrings bei del' Beanspruchung, und zwar 
setzt sich diese zusaml11en aus del' VergraBerung Li r des Sch wung­
radhalbmessers infolge del' durch die Zentrifugalkraft hervor­
gerufenen Schwungringbeanspruchung S, die eine gleichmaBige 



§ 69. Die genaue Schwungradberechnung 267 

Dehnung ~ bewirkt, und aus der Wanderung L1(!2 des Punktes 2 

infolge del' Kraft P. Es ist also: 

(11) 

Da der Ring unter den Lasten P seine urspriinglich kreisbogen­
fOrmige Gestalt verl1tBt, ist ,d(! eine Funktion von qJ (Abb.128). 
Der groBte Wert von Ll Q ist das oben eingefiihrte ,d (h an der 
Stelle 2. 

Wir berechnen zuerst Llr. Die Spannung S bewirkt nach Gl. (2) 
eine Dehnung des Ringstiicks 

Es ist also nach GJ (2): 

a(r + Llr) - ar 
ar 

Llr 
r 

(12) 

(13) 

Dann beachten wir, daB das Ringstiick yom Zentriwinkel IX in­
folge der N ormalkrafte N, die durch P hervorgerufen werden, in 
seiner Lange verkiirzt und infolge des Momentes M verbogen wird. 
U ill die Verbiegung Ll Qa - ,d (!l der Stelle 2 gegen Stelle 1 zu be­
rechnen, greifen wir auf Gl. (8) zuriick und verbinden sie mit 
Gl.(4a) 

N\ r (Sina) ) Lldg; = - - cos qJ -~- r· dg;. (14 OE a 

Fur ds konnten wir rdg; schreiben, da 
die Abweichungen von r infolge der 
Formanderung nur klein gegen r sind. 

,d d qJ ist dabei die Drehung, die die 
beiden Begrenzungsflachen eines Ele­
mentes ds gegen einander ausfiihren. 
Infolge der Drehung Lf d qJ wandert 
der PUllkt 2 urn Lldg;· r· sin (a - g;) 
dem Mittelpunkte zu (Abb. 128). Die 
gesam te Verbiegung Ll Qil - ,d Ql er­
halten wir als Integral der Einzel­
wanderungen 

II 

,d (!2 - Ll Ql = J Ll d g; . rsin (IX - g;) 
o (15) 

= ~1;8J( cos qJ - Si~) sin (a - qJ) • dqJ. 
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Wir losen sin (a - cp) in sin ct • cos cp - cos a . sin cp auf und 
finden: a 

L1 (12 - L1 1.>1 = ~t;8 j'( COS cp - si: IX) (sin a cos cp - cos a sin qJ) d cp 
o 

- Nt r8 [Sin'a. + sin a COsa 
= ------oJff-- a-- sm qJ a cos cp .-

. (sin 2q> + CP) + sin!fPJ" sma -- - cosa--
4 2 2 0 

und nach Einsetzen der Grenzen qJ = 0 und cp = a: 

-Nt r 8 [sina(. 2 2 siua cosa 
=~ -a 8m ct + cos a) - .. ~---

2sin 2a COsa _ c: sin IX + sin2acosaJ 
422 

_ Ntl's . ( 2) 
-20EIX sma 2cosct + a - 2 . 

(16) 

(17) 

Das 4. Glied in der 1. Zeile der eckigen Klammer haben wir 
umgeformt, indem wir fiir sin 2 ct = 2 sina Cosa gesetzt hahen. 
Das 4. und 6. Glied der eckigen Klammer heben sich dann gegen­
einander heraus. 

Bei der Beanspruchung durch die Kraft P tritt nicht nur ein 
Biegungsmoment in jedem Ringquerschnitt auf, sondern auch eine 
Normalkraft N, die die Lange jedes Ringelements ds verkiirzt. 
In den Querschnitten 1 und 3 hat N seinen groBten Wert Nt) 
wahrend die GroBe der Normalkratt in einem Radialschnitt an der 
Stelle qJ nur N1 cos cp betragt. Dafiir tritt aber an dieser Stelle 
eine Schuhkraft N1 sin cp auf, die ebenfalls eine Senkung des 
Punktes 2 zur Folge hat. Wir vernachlassigen die Schubkraft und 
setzen dafiir die N ormalkraft ii berall gleich ihrem groBten Wert N;.. 

(18) 

Bezeichnen wir mit s die Lange des gesamten Bogens ct und 
mit L1 s seine Langenanderung, so ist: 

(19) 
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Die Langenanderung konnen wir aber an Hand von Abb. 129 
leicht feststellen, in der der Kreisbogen 1, 2 in den Bogen 1', 2' 
ubergefiihrt worden ist. 1, 2 ist also der Bogen mit dem Halb­
messer r + Lir vor der Verzerrung durch die Kraft P und 1',2' 
der Bogen des belasteten Schwungrads, des sen Halbmesser an jeder 
Stelle (r + Ar - A(I) ist. Aus dem 
Bogen greifen wir das Element ds her­
aus, das in ds' ubergeht: 

d 
ds"= ds!(~-,,~Q)' + (dtsf! dst (20) f 

Setzen wir noch voraus, daB die Form­

anderung Li(l, und damit auch at/' 
klein ist gegen den Schwungradhalb­
messer r bzw. gegen 1, so erhalten wir 
unter Vernachlassigung von Gliedern, 
die von hOherer Ordnung klein sind: 

d '2...:.. d 2 2d(ld 2 s - S -- s r 

Abb. 129. 

, V 2L/f! (L/(I) ) ds = ds 1- ~r~ = ds 1- r = dtp(r - LlQ • 

(21 ) 

Den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen hahen wir durch Bei­

fiigung des von der nachsten Ordnung kleinen Gliedes ..:::1;2 zum 
r 

vollstandigen Quadrat erganzt. 

a a a 

Lis JdS -fas' = ar - at" + r Li(ldcp = Di.d~± ..:::1~_. 1(22) 
.~ 2 

o 0 0 

Die letzte Integration haben wir in der Weise ausgefuhrt, daB 

wir fur das veranderliche LI Q den Mittel wert L1 (11 t _..:::1 f!. eingesetzt 

haben. 

L1_~ = ~8 = ~ (I, + .<1 ~1 = ..:::1 f!. _ ~_ (L1 tl _ A tl ) = E =_!!L 
S ra 2r 2r r 2r \ ,2 ,1 N E JJ' 

(23) 
L1 "2 = N1 r + :J_~ L1 (11 = !!J~ (~ + c~in a(2 cos a + a' - 2)) 
"EF 2 E F M/a:- , 

wobei der Wert von LI Q2 - A (11 aus Gl. (17) entnommen 
wurde. 
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Dureh Verbinden del' Gleiehungen (10), (11); (13) und (23) 
erhalten wir: 

LiZ = _PI = Lir _ Li () = rr'co~ _ Nt/' (_~_ + r'sina(2cosa+ a 2 _2») 
E{ ,2 gE E l!' 40a 

(24) 

verbunden mit Gl. (4) gibt, wenn man den Tragheitshalbmesser 

. 1/0 . f"h t ~ = V F em u I' : 

2 N sin a = 'L1·2C02l ~ _ N I' • L (1 + r'sin a(2Co~a+ a-=--=~) 
1 9 l j I F 4~'a 

yr'OJ'l N = ----------------------- ----- -- --
I (. 1+ f +fr'sina(2COSCi+a'-2») 9 2 SlDa . - ----

r F P·4i'Ci 

(25) 

und nach GL (8): M = Nj r (cos 'P _ si:a). (26) 

Der groBte Wert von M tritt naeh Gl. (26) dort auf, wo 'P = 0 
und del' kleinste dort, wo qJ = et ist. Da del' negative Wert von ]}1 an 
del' Stelle 'P = et dem Absolutbetra,Q'e nach groBer ist als del' groBte 
Wert von M und da die Beanspruehungen im Schwungring infolge 
del' KrJifte S und Nj' die sich fiber die Biegungsspannungen lagern, 
an jedem Querschnitt gleichen Wert liefern, ist an del' Stelle 'P = a 
die absolut groBte Beanspruchung des Schwungkranzes vorhanden. 
Die an jeder Stelle des Schwungkranzes in gleicher GroBe auf-

tretenden Spannungen ; - i sind Zugspannungen, wahrend das 

Biegungsmoment M Zug- und Druckspannungen liefert. Die ab­
solut groBte Spannung im Schwungkranz ist also eine Zugspan­
nung; sie tritt dort auf, wo M die grOBte Zugspannung liefert, 
d. h. an del' Innenseite des Kranzes, an del' Stelle 2, an del' del' 
Arm angreift. An diesel' Stelle ist unter Berucksichtigung von G 1. (2): 

• 2 

Bezeichnen wir wie fruher mit 0"0 die Spannung )lr OJ 1m um-
9 

laufenden Ring ohne Arme und setzen: : = Ai ~ = Vi ~ =~; 
r sin a . sina(2cosa+ a'- 2) 
--;;='1); ---COSet=A' 2sma=B und ---- - =c 
• ex' 4a' 
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so wird: 
(28) 

Die Werte von A, B und 0 konnen fiir die in der Praxis lib­
lichen Armzahlen aus del' Tabelle entnommen werden: 

n ~=:_1~~4~ ____ ,__ 6 
=== 

.A ~ -r o,i94 -I 0,089 
B = :i 1,414 1,000 
C = II 00070 0 0015 

8 i 10 

0,051 0,032 
0,765 0,618 
0,0005 0,0002 

Gl. (28) zeigt, daB die Arme sowohl eine Vermebrung als anch 
eine Mindernng der max. Beansprnehung bewirken konnen. Der 
Grenzfall (d. h. der Fall, in dem del' Sehwungring mit und der 
ohne Arme gleicbes Umax baben) tritt ein, wenn (1)A = 1 ist. In 
del' Praxis ist 1) bei guLleisernen Sch wungradern oft von del' GroBen­
ordnung 10 und S von der GroBenordnung 2. Flir diese Zahlen 
liegt nach der Tabelle der Grenzfall bei etwa 8 Armen. Sind 
weniger als 8 Arme vorhanden, so ist die Beanspruchung im um­
laufenden Ring mit Armen bei der Zablenangabe gro13er als im 
Ring ohne Arme, und bei mehr als 8 Armen liegt der Fall um­
gekehrt. 

In einem anderen eben falls der Praxis entnommenen Beispiel 
ist S = 2, 1) = 25, A = 0,7 und v = 4. Setzt man diese Werte 
in Gl. (28) ein, so erbalt man fUr 6 Arme nach der Tabelle 

Umax = uo( 1 + 2,8 ~51+10,95) = 1,7 60 , Die Berlicksichtignng 

der Arme ergibt also in diesem Fall eine Vermehrung der groBten 
Beanspruchung urn etwa 70 v. H. 

In den vorstehenden Ausfuhrungen ist die Festigkeitsberechnung 
von Schwungriidern nichterschopfend behandelt, sondern es ist 
nur soweit auf den Stoff eingegangen, als Grundlagen der Festig­
keitslehre in Frage kamen. Wer sich libel' weitergehende Betrach­
tungen von Sch wungradern (Beriicksichtigung del' Zentrifugal­
kraft del' Arme, Beanspruchungen, die bei del' Beschleunigung auf­
treten usw.) unterrichten will, sei auf die Ausfiihrungen in dem 
Buch von Tolle "R( gelung der Kraftmaschincn" verwiesen. 

§ 70. Umlaufende Scheib en. 1m Vorausgehenden ist del' 
Schwungkranz del' umlaufenden Scheibe durch die Kreislinie, die 
durch den Schwerpunkt der QuerschnittsfHiche gebt, wiedergegeben 
worden, ohne Riicksicbt darauf, daB einzelne Massenteilchen naher 
der Drehachse, andere weiter davon entfernt liegen. Diese Annahme 
ist nicht mehr zulassig, wenn auBerer und innerer Durchmesser 
des Schwunghanzes sehr stark voneinander abweichen, vor allem 
also bei umlaufenden Scheiben, bei denen Nabe und Bchwung­
kl'anz ohne Arme ineinander ubergehen. 
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Jlrfit solchen umlaufenden Scheib en hat der praktische Maschinen· 
ingenieur z. B. bei Dampfturbinen zu tun; sie sind vielfach aus 
Festigkeitsrucksichten nach auBen zu verjiingt ausgefiihrt, so also, 
daB sie an der Nabe die groBte Breite in Achsrichtung haben. 1m 
Nachfolgenden 8011, urn die Betrachtung nicht zn umstandlich zu 
machen, von der Vedinderlichkeit der Breite abgesehen und vor­
ausgesetzt werden, die Scheibe (Abb. 130) sei ein Zylinder vom 
Ralbmesser r1 und von del' Rohe b, der in der Mitte eine Bohrung 

f-3h--'+--- --1-

vom Halbmesser r 2 tragt 
und der urn seine Achse 0 
umlauft. 

Urn die BeanspruchuDg 
in der Scheibe zu ermitteln, 
schneid en wir ein Element 
b . rdtp . dr durch die kon­
zentrischen Zy linderflachen 
vom Halbmesser r und 
(r + dr) und durch die 
Meridianebenen p und 
(tp + dcp) heraus. An die­
sem Element wirkt als 
liuBere Kraft die Zentri­
fugal kraft dZ. Ihr halten 
die inneren durch die 
Schnittflache iibertragenen 
Krafte das Gl eichgewicht. 

Abb.130 

Aus Symmetriegrunden 
musseD die Krafte, die 
an den beiden Zylinder­

schnitten und an den beiden Meridianschnitten iibertragen wer­
den, normal zur Flache gerichtet sein. Wir bezeichnen mit Or 

die bezogenen Spannungen, die in radialer Richtung an den Zy­
linderflacben b· l' . dtp und b· (1' + dr) . dcp auftreten, und mit 
at die tangential gericbteten Spannungen auf den beiden anderen 
Flachen. Or und at sind aus Symmetriegriinden nicht von cp ab­
haugig sondern nur von r. 

Die am Element b· rdtp . dr angreifenden Krafte sind im Gleich­
gewicht, d. h. die resultierende Kraft nach jeder Richtung ist Null. 
In tangentialer Richtung treten nur die beiden Krafte atb . dr auf 
(Abb. 131), die gleich groB und entgegengesetzt gerichtet sind, 
so daB ihre Resultierende keinen Beitrag in tangentialer Rich­
tung liefert. (\' on der Schwerkraft wird abgesehen, da sie im 
Vergleich zu den ubrigen Kraften nur einen geringen Beitrag 
liefern wurde.) Wir untersuchen nun das Gleichgewicht der Krafte 

in radialer Richtung. Wenn mit flo =1 die bezogene Masse be-
g 
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zeichnet wird, ist die Zentrifugalkraft d Z gleich: 

dZ = (l-bdl'l'dcprco2 = (l-br2002 d1'drp. 
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(29) 

Auf del' inneren ZylinderfHiche wirkt die Kraft b . rdcp . al' und 

auf del' auBeren b . (1' + dr) . dg; . (U,. +~~dr). Da beide ent­

gegengesetzt gerichtet sind, ist nul' die Differenz dS,. zu beriick­

sichtigen. Der Differentialquotient ~~ ist als totaler angeschrieben. 

da 0,. nul' von l' abhangig ist. 
. dur 

dS,. = u/,bdrdcp + brdrprT;: dr, 

wobei Wlr das von del' nach­
sten Ordnung klein ere Glied 

b . dl' . dfJJ . d~ . dr vernach-
dr 

lassigt bahen. 
Endlich liefern noeh die 

Krafte at' b . cl r, die gleich 
groB sind und auf zwei unter 
dem Winkel d rp geneigten 
FHichen senkrecht stehen, eine 
Resultierende dSI in radialer 
Richtung: 

dSt = - Ut' b· ell" lirp. (30a) 

dr 

(30) 

dZ 

Das negative Vorzeichen im letzten Ausdruek soIl darauf hin­
weisen, daB dS, im Gegensatz zu dS,. und dZ nach innen zu ge­
richtet ist. Die Summe del' Krafte dZ, dS,. und dSt liefert die 
Resultierende dB an dem Element, die Null ist, weil del' Span­
nungszustand ein Gleichgewichtszustand ist 

dB = ftb1' 2 co 2(l}'(lfJJ + urbdrdcp + b/'dfJJ~~dl' - utbdrdcp = 0 

o - 0 = 111.200 2 + rdar . (31) 
I I' c- dt' 

Damit haben wir die erste Gleichung zwischen den beiden Un­
hekannten ar und ut aufgestellt. Eine zweite Gleichung find en wir, 
wenn wir auf die Formanderungen eingehen. Die Formanderung 
geht so VOl' sieh, daB ein Teilchen von del' Stelle l' an die Stelle 
l' + ; riickt, wobei die HilfsgroBe ; nul' eine Funktion von r (also 
unabhiingig von fJJ) ist. Wir haben nun die Dehnungen 13,. und Or 

in ; auszudriicken. f l , die bezogene Dehnung in tangentialer Rich­
tung kann an einem Ringschnitt von der Starke d1' und von del' 
Lange 2 1"1! festgesteUt werden: 

2(1' + ~)n - 2j'n ~ , 
f l = 2r1l-- = ',,-' (32) 

Teubn. Leitf.17: Foppl, Grundzl1ge der Festigkeitslehre 18 
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Zur A uffindung V()D Or beach ten wir, daB der A bstand r del' 
inneren Begrenzungsflache in (r +~) und der Abstand (r + dr) 

del' auBeren BegrenzungsfHiche in (r + dr + 6 + ~; dr) bei der 

Formanderung uLergeht. Die Lange des Elementes in radialer 
Richtung nach der Formanderung ist demnach: 

[ d6 . ] [ d6 ~ 
y + 6 + dr + dr dr - (r + §) = dr + dr dr J 

und die bezogene Dehnung or: 

d6 
dr +dr . dl' -. dr d~ 

c,. = -----d-I-' ----- = ar (33) 

In G1. (32) konnen wir ; nach r differentiieren und durch Ein­
setzen in G1. (33) die HilfsgroBe ~ eliminieren: 

(.34) 

Die Dehnungen kiinnen wir unter Bel'ucksichtigung des Um­
standes, daB der Spannungszustand ein zweidimensionaler ist, 
wieder in den Spannungen ausdriicken: 

aY at 
Er= E - mE 

(35) 

Die Verbindung der Gleichungen (34) und (35) liefert die zweite 
Gleichung zwischen den Spannungen ur und ut> aus der wir den 

1 
gemeinsamen Faktor E herausheben: 

Ut IJr d at r d (j,. 
U - - = 0 - --- + r - - -- - --

r m t m dr m dr 
(36) 

und nach Zusammenfassung der einzelnen Glieder unter Beriick­
sichtigung von G1. (31): 

(u _ (j ) , m ± 1 = (lI.y2ro2 + r dar) !'Itl = 2' da~. _ r~3..t, (37) 
t r m r- dr m m dl' dr 

Aus Gl. (31) ermitteln wir noch :;t 
dIJ1 dal· 2 dar d'ar 
- = - + 2 f£rw + --- + 1'­
dr dr dr dl" 

(38) 

und setzen das Ergebnis in (37) ein, wodurch wir eine Differential­
gleichung 2. Ordnung erhalten, in der ur als Funktion von r aus-
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gedriickt ist: 

r da ( dar 9 diGr ) m+l( 2 2 dar) 
md-{-r 2 d ;+2Il rw +r dri =-'nl' (.trw +r'a;:-

• (39) 
SrdGr + r2 ~Gr + 3.m+ 1 (tr2 w 2 = O. 

dr dr' m 

Wir scbreiben fUr 3m + 1 (trot den Buchstaben 7c und fiir ddG1: = y, 
m r 

da Or selbst nicht auftritt. Die Ordnung der Differentialgleichung 
wird dadurch urn einen Grad erniedrigt: 

3y + r:; + kr = 0 (40) 

L Iv D" dG. mit der osung: Y = - -:;;;- l' + 1'-" = 1Jj:-; (41) 

wovon man sich durch Differentiieren und Einsetzen in Gl. (40) 
sofort iiberzeugen kann. D und das in der nachfolgenden Gleichung 
auftretende E sind die beiden Integrationskonstanten, deren Wert 
aus den Grenzbedingungen zu errnitteln ist. Eine nochmalige 
Integration der Gl. (41) liefert: 

(42) 

Bis hierber ist die Aufgabe allgemein gelOst. Zur Bestimmung 
der IntegratioDskonstanten miissen wir nun auf die im einzelnen 
Fall giiltigen Grenzbedingungen eingehen. Wir wollen die weitere 
Durehbrechung fiir verschiedene Falle zu Ende fiihren. 

a) Die umlaufende Scheibe mit Nabenbohrung vom Halbmesser r2• 

Grenzbedingungen sind hier: Die radialen Spannungen Or werden 
Null an den zylindrischen Begrenzungsstellen r = 1'1 und r = '"2 . 
N aeb G 1. (42) erhalten wir also: 

o =_k 1'2 _ "P· 1' -2 +E=-~.rS _ !J.r-2 +E-. 
8 1 ;lJ 8 2 22' 

k r2 - 1" k D=- '- _2~ =_r21'2 
4 r,-' - r1 -' 4 1 2' 

(43) 

und demnach: 

(44) 

Die Gleicbungen (42), (43) und (44) liefern: 

Ci = ~ 1'2 + 1'2 - -- -1' • k ( r~ r~ 2) 
r 8 1 2 r' (45 ) 

18* 
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U mauch 0t zu erhalten, setzen wir dies en Wert in G 1. (31) ein: 

k( r'r' r'r') ° _ - r2 + r2 _ -~~ - r2 + 2_1 -'- _ 21'2 + 1l.1"2(O2 
t 8 1 2 1" 1" r-

(46) 

Die Spannungsverteilung nachden Gleichungen (45) und (46) ist 
in Abb. 132 eingetragen worden. Wenn man die reduzierle Span­

nung ermitteln will, 
ist nach den auf 
Seite 63 gegebenen 
Anweisungen zu ver-

Abb.1S!. 

fahren. Da hier die 
dritte Hauptspan­
nung Null und die 
heiden anderen Span­
nungen von gleichem 
V orzeichen sind, ist 
nach der- Mohrschen 
Theorie die reduzier­
te Spannung gleich 
der groBten Span­
nung also (j"red gleich 
0t oder fur die Bruch­
gefahr ist nul' (j" t maB­
gehend. 

Aus der Abb.132 
ersiehtman, wasauch 

sofort aus den Gleichungen abgeleitet werden kann, daB 0t an 
jeder Stelle groBer ist als (j"r' und daB Ut an der Stelle l' = 1'2 

seinen groBten Wert hat, an der Ur = 0 ist. 

(47) 

b) Die umlaufende Scheibe mit unend~ich kle'iner Bohrung. Von 
besonderem Interesse ist die GroBe von (Ot)ma" fUr den Fall, daB 
die Scheibe nur ein sehr kleines Loch in der Mitte hat, das.etwa 
auf eine Fehlstelle im GuB zuruckzufiihren ist, Es ist dann 1'2 

vernachllissigbar klein gegen r 1 , folglich: 

(48) 

Der Index b deutet darauf hin, daB sich Gl. (48) auf den Fall b 
bezieht. 
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c) Die umlaufende -Scheibe ohne Nabenbohrung. Das Ergebnis 
fitr die Scheibe mit unendlich kleiner Nabenbohrung kann nicht 
auf den vorliegenden Fall iibernommen werden, da ja gerade an 
der Stelle, wo die Storung durch die Bohrung auftritt, die Span­
nung den groBten Wert hat. Wir miissen deshalb, urn fiir unseren 
Fall die Gleichungen fiir 0t und uT aufzustellen, auf Gl. (42) zu­
riickgreifen, und die geanderten Grenzbedingungen beachten: An 
der Stelle r = 0 wird jetzt 0t = ur , wahrend die zweite Grenz­
bedingung von vorbin, namlich uT = 0 fiir r = r1 unverandert 
iibernommen werden kann. Beniitzen wir zuerst die erstgenannte 
Bedingung, so ist nach G1. (31) und (42): 

[Ut - uT ] = 0 = [fA-r2002 + r(~! r + Dr-a)] 
T~O k r=o, (49) 
= /-,02 00 2 -402 + DO-2, 

das kann aber, da 0-2 = 00 2, nur dann fiir 1" = 0 giiltig sein, wenn 

D=O. (50) 

Die zweite Grenzbedingung in G1. (42) und (50) eingesetzt, gibt 

0=- ~r2 + J!, 8 1 , 
(51) 

und die Gleichungen f~r Or und ut lauten nach Gl. (31), (42), 
(50) und (51): 

3m+l 2e 2 2) 
0,.= -~ fl-OO r1-r . (52) 

3m+ 1 2( 2 2 2) 2 2 0t=--ifm-fl-OO r1-r -2r +fl-r 00 

3m+ 1 2 2 ,9m + 3 - Sm 2 2 
=-Sm-(-toor1 - 8m t-t roo , (53) 

_3m+l 2 It m+1l 2 2 - 8m fl-OO r 1 - -srn- jar 00 • 

Den Gro£enwerl haben u,. und 0t an der Stelle r = O. Dort ist: 

(54) 

Die reduzierle Spannung ist wieder nach der Mohrschen Theorie 
gleich (Ot)me.x, da die dritte Hauptspannung Null ist. Die Art 

c 
der Spannungsverteilung iiber die Scheibe ist aus .A.bb. 133 zu 
entnehmen. 
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Vergleicht man die Ergebnisse in Gleichung (48) und (54) 
miteinander, so findet man, daB die unendlich dunne Nabenbohrnng 
ein Anwachsen der groBten Spannung auf den doppelten Wert 
zur Folge hat. Auf dies Ergebnis wird im nachsten Kapitel noch 
naher eingegangen werden. 

d) Die umlaufende Scheibe gleicher Festigkeit. Auf die Behand­
lung dieser Aufgabe wird hier nicht erschOpfend eingegangen,da 
die Betrachtllng von Grund auf neu durchgefiihrt werden mliBte. 
Nur soviel sei erwiihnt, daB man den Ansatz macht 0t = konst., 
und daB man dann als nachste Folge erhiilt Or = konst. U m aber 

I 
(j . 

r -1'_-

Abb.133. 

01 an jeder Stelle gleich 
groB zn erhalten, mnB 
man die Breite b ver­
anderlich wahlen, nnd 
zwar mnB dort, wo 01 

bei derScheibe gleicher 
Breite den groBten 
Wert annimmt (siene 
Abb. 133), die Breite 
am groBten gewahlt 
werden, damit sich die 
Gesamtkraft auf eine 
moglichst groBe Flache 
verteilt. Die Scheibe 
gleicher Festigkeit ist 
deshalb an der N abe 
am starksten und nach 
auBen zu verjungt. 
Die Aufstellung nnd 

Durchrechnung der Gleichungen erfolgt im ubrigen in gleicher 
Weise wie vorhin, nnr da.B statt Or = fer) und 0t = f(l') jetzt 
b = fer) gesetzt wird. Diejenigen Leser, die sich naher fur die 
Behandlung der Aufgabe interessieren, seien auf das Buch von 
Stodola "Darnpfturbinen" verwiesen. 

V HI. Schwingungsfestigkeit und ~chwillgungsrisse. 
§ 71. Theoretische Betrachtungen. Wir greifen zuriick auf 

die im letzten Kapitel erhaltenen Formeln (48) und (54), mit 
denen wir uns etwas eingehender zu befassen haben. Die Formeln 
sind der Ausdruck flir das Ergebnis, daB eine Scheibe mit un­
endlich kleiner N abenbohrung - oder richtiger Fehlstelle in der 
Mitte, da die Stelle bei den nachfolgenden Betrachtungen viel 
klein ere Abmessungen baben solI als eine iibliche Nabenbohrllng 
- bei sonst gleichen Verhaltnissen doppelt so groBe maximale 
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Beanspruchung hat wie eine Scheibe ohne Bohrung. Wenn man 
die Spannungsverteilung in der Umgebung der Fehlstelle unter­
sucht (Abb. 132), so findet man, daB der Hochstwert von (Jt nur 
in der unmittelbaren Umgebung der mittleren Fehlstelle auftritt 
und sehr rasch abnimmt, wenn man tiefer ins Fleisch der Scheibe 
von der Fehlstelle nach auB!!n zu vordringt. Sobald man sich von 
der Feblstelle ein Stiick entfernt, das mehrfach so groB wie ihr 
Durchmesser ist, findet man· angenahert die gleiche Spannungs­
verteilung wie bei einer voUen Scheibe. 

Ahnliche theoretische Betrachtungen iiber die Spannungsver­
teilung in der Umgebung einer Storungsstelle sind auch schon fiir 
andere Arten der Belastung angestellt worden. }Ian hat z. B. die 
groBte Spanuung in einer auf Verdrehullg beanspruchten Welle 
rechnerisch untersucht und dabei gefunden, daB eine Feblstelle, 
selbst wenn sie sehr klein ist, ahnlich wie bei der umlaufen­
den Scheibe eine ganz betrachtliche Spannullgssteigerung znr 
Folge hat. 

Die durch die Rechnung erhaltelle Spannullgsverteilung wird, 
da sich die Ableitungen auf streng giiltige Uberlegungen stiitzen, 
solange mit del' Wirklichkeit libereinstimmen, wie die gemachten 
V oraussetzungen tatsachlich erfiillt sind. Bevor aber der Bruch 
eintritt - und diesel' Fall ist es ja gerade, dessenwegen die 
ganzen Festigkeitsuntersuchungen angestellt werden - wird 
die Proportionaliti1tsgrenze des Materials iiberschritten. Die Deh­
nungen erfolgen nicht mehr verhaltnisgleich den Spanllungen, 
sondern sie schreiten in viel rascherem Tempo voran und 
die fUr die Ableitung gemachten Annahmen verlieren ihre Giil­
tigkeit. 

Das Ergebnis del' Betrachtung, daB die gr5Bten Spannungen 
bei del' Scheibe mit FehlsteUe in del' Mitte doppelt so groB sind 
wie bei del' voUen Scheibe gilt also nul', solange die Proportio­
nalitatsgrenze des Materials an keiner Stelle iiberschritten wird. 
Sobald aber die Umlaufr.ahl libel' die Grenze gesteigert wird, an 
der die Proportionalitatsgrenze des Materials an der gefabrdetsten 
Stelle iiberschritten wird, tritt durch ein iibergroBes Recken del' 
hochstbeanspruchten Stelle ein Spannungsausgleich ein. Del' 
schiidliche EinftuB del' sehr kleinell Fehlstelle wird also durch 
die unelastischen Formanderungen lJeseitigt und, so betrachtet, 
kann man sagen, die Fehlstelle hat Hingst nicht die Erniedrigung 
del' Bl'uchfestigkeit zur Folge, die die theoretische Betracbtung 
ergeben hat. 

Diese Uberlegung ist zutreffend, solange man es mit cinmali.qer 
Uberallstreugullg des Materials zu tun hat. Wann abel' das Ma­
terial immer wieder bis ZULU Hochstwert belastet und dann wieder 
entlastet wird (Ursprungsfestigkeit) oder, wenn gar die Uber­
lastung zwischen einem positiven und negativen Hochstwert von 
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gleicher absoluter GroBe scbwankt (Schwingungsfestigkeit), dann 
tritt jedesmal eine bleibende Formanderung auf, die nacb viel­
tausendfacher Wiederholung das Material an del' iiberanstrengten 
Stelle zerstort und den Brucb des ganzes Stiickes zur Folge bat. 
Durcb eine geniigend kleine FebIstelle in del' Mitte wird deshalb 
die ·Festigkeit des Materials bei einmaliger Beansprucbung kaum 
beeintrachtigt, bei geniigend oft wiederholten Beanspruchungen 
abel' ganz wesentlich herabgedriickt. 

Die Bedeutung del' Betracbtung geht weit iiber den vorliegen­
den Fall hinaus: Bei den MaterialprufungeiJ, die die Unterlagen 
fiir die praktiscb zullissigen Beanspruchungen liefern soIl en, wird 
in del' Regel nul' die Brucbfestigkeit festgestellt. Die ermittelte 
Brucbbeanspruchung wird dann mit einer Sicherheitszabl t, t, t .. 
multipliziert und die so erhaltene GroBe als hOchst zulassige Be­
ansprucbung angesehen. Trotzdem die Sicberheitszahl ganz wesent­
lich kleiner als 1 ist, treten doch mitunter Briicbe an den Kon­
struktionsteilen auf. Es liegt die Frage nabe: auf was sind diese 
Brucbe zuriickzufiihren? Eine Erklarung fUr den Unterschied 
zwiscben tatsachlicber und errecbneter Beanspruchung baben wir 
im V orausgebenden gefunden: kleine FebIstellen im Material, die 
auf die Brucbfestigkeit keinen, auf die Schwingungsfestigkeit aber 
sebr wesentlichen EinfluB haben. Diese eine Erkliirung geniigt 
abel' del' GroBe nach nicht, urn die Abweichungen vollstandig 
aufzuklaren. Wir muss en uns nach anderen noch binzutretenden 
Gr'iinden umsehen. 

§ 72. Versuche zur Feststellung der Schwingungsfestig­
keit. Die Angelegenheit solI an Hand von Versuchen erklart werden, 
die zur Aufklarung del' Beziebungen zwischen Schwingungsfestig­
keit und Bruchfestigkeit im Laboratorium des jiingeren Verfassers 
angestellt worden sind. 1m AnscbluB an die einzelnen Versuchs­
ergebnisse werden die Beziebungen zu praktisclien Fallen mitge­
teilt werden. Durch den Versuch sonte die Schwingungsfestigkeit 
von Konstruktionsstahlen festgestellt werden, und es wurden 
neb en her ganz von selbst die Einflusse gefunden, die die Festig­
keit des Materials bei oft wiederholten Beanspruchungen herab­
driicken. 1) 

1) Die Versuche, die urspriinglich vom Geheimrat Schottler zu­
sammen mit Prof. A. Hofmann, Generaldirektor von Bussing-Braun­
schweig aufgenommen worden sind, wurden spater vom j iingeren 
Verfasser mit weitgehendster Unterstutzung durch den General­
direktor der Berg. Stahlindustrie Dr. H. G. Boker sowie den tech­
nischen Leiter Direktor Ruppert und unter Beihilfe seines Assistenten, 
Herm Dipl.-Ing. Dohms weitergefiihrt. Ein ausfiihrlicher Bericht 
tiber die Versuche soU demnRchst in del' Dissertation von Herrn 
Dohms erscheinen. 
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Die Versuchsanordnung ist aus Abb. 134 ersichtlich. Ein Stab a 
ist an seinen heiden Enden in Kugellagern 1) b und c drehbar ge­
halten. In seiner Mitte d triigt er eben falls ein Kugellager, an 
dem ein Gewicht G hiingt. Durch G wird der Stab durcbgebogen; 
das groBte Moment M tritt in der Mitte auf und es ist, wenn 
daffir gesorgt ist, daB durch die Kugellager b und c kE'in Ein-

spannmoment auf den Stab iibertragen wird, M = ~- ! .2) 
Vom linken Ende aus wird der Stab unter Zwischenschaltung 

einer elastischenKupplung e durch einen Motor f angetrieben. 

r 1 = ·870mm 
·h =+=~=-:--:z;;----~--==! 

Abb.134. 

Jede an der Oberfliiche liegende Faser des Stahes bei d ist deshalb, 
wenn sie bei der Umdrebung unten liegt, auf Zug, und, wenn sie 
oben liegt, auf Druck beansprucht. Die Zabl der Schwingungs­
beansprucbungen ist demnach gleicb der Zabl der Umdrebungen. 

Neben gewobnlichen Stahlsorten und Bronzestaben wurden vor 
aHem Konstruktionsstable, die von der Berg. Stablindustrie in Rem­
scheid geliefert wurden, untersucht. Die letzteren batten eine Bruch­
festigkeit von etwa 85 kg/qmm, eine Streckgrenze von 60-
70 kg/qmm und eine Bruchdehnung von 12-16%. Die nach­
folgenden Ausflihrungenbeziehen sicb vor aHem auf die Versuche 
mit den Konstruktionsedelstahlen. 

Der Stab wurde mit steigender Last G solange beansprucht, 
bis er einriB. Sobald der geringste EinriB festgestellt werden 
konnte, wurde der Stab, urn die EinriBstelle moglichst un versebrt 
zu erhalten, ausgebaut und in der ZerreiBmascbine vollst!i.ndig 
abgerissen. Die Brucbf!!i.che zeigte das in Abb. 136 (Tafel) ge­
gebene Bild, in dem deutlich die Grenzlinie zwischen Schwingungs­
bruch (oben) und ZerreiBbruch (unten) zu sehen ist. 

1) Von Kugellagern haben sich am besten die von Fichtel und 
Sachs in Schweinfllrt gelieferlen bewii.hrt. 

2) Ahnlicbe Anordnungen zur Ermittelung der Schwingungsfestig­
keit sind von Wobler und anderen beniitzt worden. 
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Die ersten mit del' Anordnung angestellten Versucbe nach 
Ubernahme del' Versuchsanordnung durch den jiingeren Verfagser 
lieferten eine Scbwingungsfestigkeit von 18-20 kg/qmm, d. h., 
wenn das Gewicht G so groB war, daB die rnaximale Beanspruchung 
(j'max fiber 18-20 kg/qmm betrug, so brachen die Stabe nach 
einiger Zeit (oft erst nach vielen Millionen Umdrehungen) ent­
zwei, und nur, wenn umax unter 18-20 kg/qmm war, konnten 
die Stabe einen dauernden Betrieb, d. h. iiber 20 Millionen Urn­
drehungen, aushalten. 

Es wurden nun Sonderversuche angestellt, ob del' erhaltene 
Wert von 18-20 kg/qmm wirklich die Schwingungsfestigkeit 
des Materials ist. Dabei stellte sich heraus, daB storende Ein­
ftfisse bei den Versuchen auftraten, durch die die tatsachliche 
maxirnale Beanspruchung gegeniiber del' in del' iiblichen Weise 
errechneten, ganz wesentlich erhoht wurde, so daB nicht die 
Sch wingungsfestigkeit des Materials, sondern eine 8ch wingungs­
festigkeit bei gam be stirn rnten Versuchsbediugungen el'mittelt 
worden war. 

1. UngleichtnlilJige Verteilung del' AuflaJekraft. Urn zu un ter­
suchen, ob die Auflagekraft G gleichmaBig, wie es die Rechnung 

vorgesehen hatte, vom mittleren Kugel­
lagerring auf den Stab iibertragen wird, 
wurde eine 0,8-1 mm starke Hart­
papierbeilage h eingelegt (Abb. 135). 
Das Ergebnis war iiberraschend: Die 
Schwingungsfestigkeit in del' vorhin 
festgelegten Bedeutung wurde durch 
die Papierbeilage auf 30 kg/qrnm er­
hOht, 

Zur AufkHirung sei erwahnt, daB 
del' eine Schubkraft hervorrufende Auf­
lagedruck, wenn man gleichrnaBige 
Verteilung del' Auflagekraft fiber den 

Ring voraussetzt (wie das bei Berechnungen dieser Art all­
gernein ublich ist), eiue Schubbeanspruchung von etwa 7 kg/qmm 
ergibt gegen 30 kgfqmm maximale Biegungsbeanspruchung. In 
Wirklichkeit wird abel' del' Auflagedruck an del' Auflagestelle 
ohne elastische Zwischenlage so ungleichmaBig libel' den Quer­
schnitt verteilt I daB die maxirnale Beanspruchung durcb die 
Auflagekraft vielleicht das fiinf- odeI' zebnfache des Wertes 
bei gleichmaBiger Verteilung ergibt. Es ist eben zu beachten, 
daB ohne elastisches Zwischenglied del' Stahlriug des Kugel­
lagers hart auf dem Stahl des Stabs aufliegt. Er wlirde in 
drei unendlich kleinen Punkten aufliegen, wenn beide Flachen 
vollstandig starr waren. Die geringe Nachgiebigkeit des Materials 
bewirkt, daB die Auflagekraft statt in drei Punkten in einzelnen 
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Flaebenstiicken von geringer Ausdehnung aufgenommen wird. 
Eine so vollstiindige Bearbeitung des Stabes und des Rings, daB 
die gesamt.e RingfHiche allseits anliegt, ist ganz unmoglieh, zumal 
sieb der Stab bei der Belastung auch in dem vom Ring um­
sehlossenen Teil durchbiegt. Infolgedessen ist die maximale 
Beansprucbung des Materials infolge der Auflagerung ohne 
Papierbeilage weit groBer als die maximale Biegungsbean­
spruehung. Bei Zwischensehalten eines elastischen Zwischen­
gliedes wird die Last viel gleiehmaBiger verteilt und der genannte 
EinfiuB kommt gegeniiber del' Biegungsbeanspruchung in -ober­
einstimmung mit den iiblieben Berechnungsgrundlagen nicht in 
Betracht. 

Die gleiche Uberlegung, auf die uns das Ergehnis des Labora­
toriumversuches hingewiesen hat, kommt auch fiir die im prak­
tiseben Betrieb verwendeten Konstruktionsteile in Betraeht: wir 
setzen bei der Berechnung gleichmaBige Kraftverteilung voraus, 
in "Tirklichkeit verteilt sich die Kraft aber ungleichmaBig und 
die am meisten belastete Stelle hat· eine mehrfach so groBe Be­
ansprucbung auszuhalten, als bei gleichmaBiger Kraftverteilung 
zu erwarten ware. Das einfachste Beispiel del' Praxis ist eine 
Schl'aubenverbindung: wir nehmeu bei der Berechnung an, daB 
die Schraube nur auf Zug beansprucht, d. h. daB die Kraft durch 
die Scbraubenmitte iibertragen wil'd. Damit die Unterlagen del' 
Berechnung erfiillt waren, miiBten abel' die Auflagefiachen an 
Schraubenkopf und Mutter mit ihren Gegenfliichen genau ausge­
richtet sein, d. h. senkl'echt zur Schraubenmittellinie steben. So­
bald die Abweichungen von del' GroBenordnung der normalen 
elastischen Dehnung an del' betreffenden Stelle werden, kann 
durch die ungleichmaBige Kl'aftverteilung eine Stelle iiberanstrengt 
werden, was bei einmaliger Beanspruchung ein geringes unelas­
tisches Recken des Gebietes der groBten Spannungen zur Folge 
hat. Bei oftmaliger Kl'aftwiederholung (z. B. im Kul'belgetriebe 
einer Kolbenmaschine) abel' tritt Bruch ein. 

Man kann sich in del' Praxis iihnlich wie beim beschriebenen 
Versuch vielfach durch Zwisehonschalten von elastischen Gliedern 
helfen. 1st dazu keine Moglicll keit vorhallden, so wird man die 
Sieberheitszahl, die das Verhaltnis del' del' Rechnullg zugrunde zu 
legenden Beanspruchung zur Bruchfestigkeit angibt, entsprechend 
niedrig wahlen, wenn gedrungene KOllstruktionen eine besonders 
ungleichmaBige Kraftverteilung durch geringe elastische N ach­
giebigkeit zu begiinstigen scbeinen. 

2. SWf,Je und Erschu.tterungen. Eine weitere El'hohung del' 
Sch wingungsfestigkeit bei del' Versuchsanordnung wurde erzielt 
durch Vermeidung allel' StoBe und Ers~hiitterungen. Zu diesem 
Zwecke wul'de der Schlag, den del' Stab bei einer U mdrehullg hat, 
taglich gemessen und der Stab neu ausgerichtet, wenn del' Schlag 



284 VIII. Schwingungsfestigkeit und Schwingungsrisse 

mehl' als 0,08 mm betrug. Del' Motor wurde unter Beriicksichti­
gung del' Durchbiegung des Stabes in .die Richtung del' Tangente 
an das Stabende ausgerichtet (also ein wenig geneigt) und die 
Kraftiibertragung durch Anordnung einer zweibackigen Kupplung 
mit Weicbgummibeilagen so stoBfrei wie moglich gestaltet. So­
bald irgendeine Storung in die Anlage kam, sorgte eine elektri­
sche Ausscbaltvorrichtung, die auf weniger als 0,1 mm Durcb­
biegungsvermehrung des Stabes (normale Durchbiegung infolge 
des Gewichts G etwa 5 mm) ansprach, dafiir, daB del' Betrieb 
selbsttatig unterbrochen wurde. Die Schwingungsfestigkeit wurde 
bei den vorhin erwahnten Stahlsorten durch diese MaBnahmen 
auf etwa 40 kg/qmm erhDht. 

Auch fiir die Praxis ist die Erkenntnis wichtig, daB durch noch 
so unscheinbare StoBe und Erschiitterungen die Bruchgefahr ganz 
wesentlich erbOht werdenkann. Denn StoBe und Erschiitterungen 
lassen sich ja bei umlaufenden Maschinen nie gan~ vermeiden. 
Wie das Ergebnis des Versuchs zeigt, soll man versuchen, sie mog­
lichst niedrig zu halten. Wenn besonders groBe StoBe bei einer 
Anlage zu erwarten sind, muB man die Sicherheitszahl entsprechend 
niedrig wlihlen. 

3. Die Obcrflachenbeschaffenheit. Es wurde bei den Briichen 
beobachtet, daB sie fast immer an del' Oberflache ansetzten und 
sich Dach dem lnnern des Stabes zu kreisbogenfOrmig ausbreiteten. 
Dazu ist zu bemerken, daB es nicht moglich war, einen EinriB am 
Stab mit dem Auge oder an einer VergroBerung del' Durchbiegung 
zu erkennen, bevor sich nicht del' Schwingungsbruch wenigstens 
fiber ein Drittel del' Querschnittsflliche erstreckte. Das erste An­
zeichen fUr einen erfolgten EinriB konnte gewohnlich durch die 
Durchbiegungsvermebrung festgestellt werden: Sobald sich die 
Durchbiegung urn etwa 0,1 mm vermehrte, schaltete ein elektri­
scher Kontakt den Motor abo Das selbsttatige Ausschalten war 
bei del' feinen Einstellung des KODtaktes auch vielfach auf andere 
Ursachen als auf beginnenden EinriB zuriickzufiihren. Nach dem 
Ausschalten wurde del' Stab ausgebaut und oberfllichlich mit dem 
Auge und der Lupe genauestens auf Einrisse untersucht. Wenn 
nichts festgestellt werden kODDte, wurde· er wieder eingebaut und 
von Deuem in Betrieb genommen. Es kam dann mituDter vor, 
daB del' Kontakt wenige tausend Umdrehungen nach del' Wieder­
inhetriebnahme von neuem in Tii.tigkeit trat. Wenn del' Stab jetzt 
wieder ausgebaut wurde, konnte schon ein sehr erheblicher Schwin­
gungseinriB festgestellt werden. Aus dem Aussehen des Schwin­
g-uDgsbruches konnte spliter vielfach auch ein RiickschluB auf die 
Grenze, bis zu der der Schwingungsbruch beim ersten Ausschalten 
vorgeschritten war, angestellt werden. Das Bruchbild eiDes der­
artigen Bruches ist in Abb. 140 (Tafel) dargestellt. Die Grenze 
zwischen Schwingungsbruch und ZerreiBbruch ist mit aa bezeichnet. 
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1m Schwingungsbruch liegt die scharf abgehobene Linie bb, bis zu 
der der Sch wingungsbruch kurz vorber vorgeschritten war, ohne 
daS er auBerlich am Stab, trotz peinliehster Priifung hatte be­
obachtet werden konnen. Dber die Ausbildung der Schwingungs­
briiche und die Geschwindigkeit ihrer Fortbildung wird man 
nahere .Aufscbliisse in der schon genannten Dissertation von 
Herrn Dohms erhalten. 

Durch das nachfolgende .AbreiBen des schon eingerissenen Stabes 
wurden aber auch mitunter an anderen Stellen als an del' vorher 
beobachteten Schwingungseinrisse sichtbar, die erst gerade im Ent­
stehen begriffen waren; an ihnen konnten Schliisse liber die .Aus­
breitung von Rissen gezogen werden (z. B. .Abb. 136 ganz unten 
Stellen x). Bei genauer Untersuchung dieser EinriBstellen konnte 
man nun feststellen, daB der erste AnriB an .einer Stelle der Ober­
flache erfolgt war, an der eine geringe Beschadigung (oft von 
weniger als 0,1 mm Tiefe), wie sie beim Einbauen des Stabes 
leicht eintritt, zu sehen war. Durch besondere V orsicht wurden 
auch diese Oberflachenbeschadigungen nach Moglichkeit vermieden. 
Der RiBansatz erfolgte aber immer wieder an der Oberflache, und 
zwar geniigten die weniger als 0,01 mm tiefen Risse, die beim 
Abschleifen und Polieren des Stabes unvermeidbar auftreten, den 
Beginn eines Einrisses bei entsprechend hoher Belastung vorzu­
bereiten - bei einer Stahlsorte konnte mit 41-42 kg/qmm Schwin­
gungsbeanspruchung noch dauernder Betrieb iiber (20 Mill. Be­
lastungswechsel) aufrechterhalten werden. 

Das Versuchsergebnis ist sehr wicbtig in seiner Nutzanwendung 
flir die Praxis: Denn an allen auf Schwingungsfestigkeit bean­
spruchten Konstruktionsteilen werden leichte Oberflachenbeschadi­
gungen zu finden sein. Diese Stellen wiirden einen ZerreiBversuch, 
du)"ch den die Eignung des Materials fUr den Verwendungszweck 
in der ublichen Weise untersucht wird, so gut wie gar nicht he­
einflussenj sie erhOhen aber die Bruchgefahr, wenn wechselnde 
Beanspruchung auf tritt, ganz erheblich. In der Praxis ist diese 
Erscheinung bei groben Oberfiachenbeschadigungen allgemein be­
kannt: Man weiB z. B., daB der scharfe Schnitt eines Gewindes 
die Bruchfestigkeit bei wiederholten Belastungen erheblich her­
untersetzt. Auf geringe Oberflachenbeschadigungen, die, wie wir 
oben sahan, ebenfalls schon einen erheblichen EinfluB auf die Bruch­
festigkeit des Konstruktionsteils haben konnen 1 wird dagegen oft 
nicht genugend Rucksicht genommen. 

4. Dopprlte Gleichgewichtslagen. Vereinzelt ist es bei unlegier­
ten Kohlenstoffstahlen vorgekommen, daB ein Stab plotzlich 
krumm wurde und zwar urn einen ganz, betrachtlichen Betrag 
(z. B. 1 mm). Die Erscheinung lieB auf innere Spannungen schlieBen, 
die neben der geraden Richtung des Stabes eine zweite Gleich­
gewichtslage zulieBen. Durch .Anwendung entsprechend groBer 
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Krafte konnte del' Stab aus del' einen Gleichgewichtslage in die 
andere iibergefiihrt werden. Beide Gleichgewichtslagen waren also 
mit einem Minimum an Formanderungsarbeit gegeniiber Nachbar­
lagen verbunden, und es muBte deshalb erst durch Verbiegung des 
Stabes soviel auBere Arbeit in den Stab hineingesteckt werden, 
bis del' Hochstwert an Formandenmgsarbeit auf der Verbindungs­
linie beider Gleichgewichtszustande erreicht war; dann fiel del' 
Stab ganz von selbst in die 2. Gleichgewichtslage weiter. Wenn 
nun ein Stab auf diese Weise im Betrieb plotzlich krumm ge­
worden war, so schlug er natiirlich betrachtlich, und durch die 
StoBe wurden zusatzliche Beanspruchungen hervorgerufen, die die 
Lebensdauer des Stabes sehr beeintrachtigten. 

In del' Praxis treten lihnliche Erscheinungen (daB ein Konstruk­
tionsteil plOtzlich im Betrieb krumm wird) z. B. bei den Einspritz­
nadeln der Dieselmaschinen auf. Ein Geraderichten der Nadeln 
ist in solchem FaIle ausgeschlossen, und man muB eine krumme 
Nadel auswechseln. Nach den Verwchsergebnissen scheinen nicht­
legierte Stahlsorten eher zum Krummwerden zu neigen als Nickel­
stahle. 

5. Materialfehler. Bei der Biegung tri'tt die groBte Bean­
spruchung an del' Oberfiache, d. h. in del' auBersten Faser auf. 
Wenn man aber nur wenig von del' Oberflache nach innen zu vor­
dringt, so nimmt die Spannung entsprechend wenig abo So ware 
also z. B. bei unseren 28 mm starken Staben in 0,5 mm Entfer­
nung vom Rand die Spannung noch etwa 96,5 % vom Rochst­
wert. Es miiBte deshalb, wenn nicht eine besondereErhOhung 
der Spannung durch die Oberflachenbeschaffenheit auftreten wiirde, 
zu erwarten sein, daB auch einmal ein RiBbeginn an einer schad­
haften Stelle im Fleisch in der Nahe der Oberflache zu beobacbten 
ware. Tatsachlich smd auch in zwei Fallen Schwingungsbriiche 
berbeigefiihrt worden, die nicht an del' Oberflache angesetzt hatten, 
sondern die an einer im Material gelegenen Stelle - im einen 
Fall 0,6 mm, im anderen Fall 1,5 mm von der Oberflache ent­
fernt - ihren Ursprung genommen hatten. Der eine Bruch ist 
in Abb. 138 ('1'afel) und in 30facher VergriiBerung in Abb 139 
(Tafel), del' andere Bruch in Abb. 140 (Tafel) und in 20 facher 
VergroBerung in Abb. 141 ('fafel) wiedergegeben. Die Grenze, 
bis zu der der Schwingungsbruch beim Ausbauen des Stabes 
vorgeschritten war, ist mit a - a bezeichnet. Wie man sieht, 
hatte del' Schwingungsbruch beim Ausbauen des Stabs in beiden 
Fallen noch nicht ganz die Stabmitte erreicht. Am oberen Ende 
des Schwingungsbruches (Abb. 138 und 139) ist iu 0,6 mm 
Abstand vom Rand eine l<'eblstelle y von etwa 0,1 mm Durch­
messer zu sehen. Der Rauminhalt der Fehlstelle betragt weniger 
als ein Hundertmilliontel des gesamten Stabinhalts, und es hatte 
wohl kaum ein Mittel gegehen, diese Feblstelle, wenn ihr Vor-
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handensein bekannt gewesen ware, freizulegen. Durch den 
Schwingungsbruch abel' ist sie freigelegt worden, denn die Brnch­
gefahr ist durch die Fehlstelle erheblich gesteigert worden, wie­
wohl allseits um die Fehlstelle gesundes Material zu finden ist, 
und wiewohl die Spannungen hier schon 4 % geringer sind als 
am Rand. Zuerst ist del' Bruch auf einer Kreisfliiche mit del' 
FehlsteHe als Mittelpunkt sehr langsam fortgeschritten (wie aus 
del' Feinkornigkeit des Bruches vorvorgeht), bis die Bruchkreis­
flache auf etwa 1,0 mill Durchmesser angewachsen war und den 
Oberflachenrand erreicht hatte. Dann ist die Randpartie einge­
brochen und del' Bruch ist dem groberen Korn Darb zu schlieBen, 
raseher vorgedrungen. 

Die 2. Fehlstelle (Abb. 140 und 141) hat 0,4 mm Durchmesser 
und 1,4 mm Abstand yom Rand. Del' Bruch in der Umgebung del' 
Fehlstelle ist, wie die feinkornige Struktur (Abb. 140) erkennen 
I aBt, anfanglich langsam fortgeschritten. Den groBeren Spannungen 
entsprechend ist er rascher nach dem Rande zu als nach innen 
vorgedrungen. SchlieBlich ist der Rand eingebrochen, und nach 
etwa 10 Mill. Umdrehungen hatte del' Bruch die Linie b b erreicht. 
N ach weiteren 5600 Umdrehungen war schon die Linie a a erreicht. 

Del' Versuch lehrt uns, was die theoretische Betrachtung im 
AnschluB an die umlaufende Scheibe schon ergeben hatte, daB 
Fehlstellen, die auf die Bruchfe~tigkeit nicht den geringsten Ein­
fluB haben - im ersten Fall ist die Verringerung del' Querschnitts­
flache des Stabes durch die Fehlstelle von del' GroBenordnung 
0,01)1 % - die Schwingungsfestigkeit des Materials ganz wesent­
lieh herabsetzen. Man sieht daraus, daB die vorher abgeleitete 
Theorie fUr die umlaufende Scheibe mit unendlich kleiner Naben­
bohrung, wenn aueh nicht del' GroBe nach so doch dem Sinne des 
Ergebnisses naeh, im weitgebendsten Sinne praktischen Hinter­
gruna bat. 

Zur Frage, inwieweit Fehlstellen die Festigkeit des Materials 
herabsetzen, ist noch zu bemerken, daB bei jedem Material Fehl­
stellen, wenn man die nul' mit dem Mikroskop feststellbaren GraBen 
nicht ausschlieBt, vorbanden sind. Zum mindesten gibt ja schon 
die kriotallinische Struktm', die die Bausteine del' ublichen Ma­
terialien aufweist, an den Gefiigestellen Ungleichheiten, die im 
Sinne del' Theorie als Fehlstellen aufgefaBt werden mussen, da es 
auf die GroBe del' Fehlstellen nicht ankommt. Dazu kommen die 
tatsachlichen Materialfehler und die unvermeidbaren Oberflachen­
beschadigungen, die mensehlichem Machwerk trotz groBter Sorg­
faIt bei del' Herstellung anhaften. Die Schwingungsfestigkeit wird 
deshalb niE'driger liegen als die Elastizitatsgrenze, die bei gleicb­
maBiger Kraftverteilung festgestellt wird. Wie groB die Verhalt-

nl'szahl '}' __ Sch~~g.U.D.g. 8fest_igk._e~ .... ist, kann nacb. den bisherigen 
Elastlzltatsgrenze 
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Versuchsergebnissen noch nicht genau angegeben werden. Fur 
Konstruktionsedelstahl scheint 'Y nach den Versuchen des jungeren 
Verfassers zwischen 0,6 und 0,7 zu liegen. Auf die Schwingungs­
festigkeit schein en abel' auBer del' Elastizitatsgrenze noch andere 
Eigenschaften des Materials EinfluB zu haben. 

Ober Fehlstellen, die so groB sind, daB sie mit dem bloBen 
Auge gesehen werden konnen, lehrt die Betrachtung del' Bilder 
138-141 das Folgende: 

Bei 0,1 mm Durchmesser del' Fehlstelle (Abb. 138 und 139) ist 
die SpannungserbOhung infolge del' J<'ehlstelle groBer als 4 % gegen­
fiber der Spannung im gesunden Material (mit den nul' mikros­
kopisch wahrnehmbaren Fehlstellen). 

Bei 0,4 mm Durchmesser del' Fehlstelle (Abb. 140 und 141) ist 
del' EinfluB del' Fehlstelle groBer als 10 % gegeniiber del' Span­
nung im gesunden Material. Denn del' Abstand del' FehIstelle 
vom Mittelpunkt del' Querschnittsflache ist urn 10 % geringer als 
del' Halbmesser des Kreisquerschnitts. Wiewohl demnach die 
Spannung bei einer linearen Spannungsverteilung iiber den Quer­
schnitt an del' Fehlstelle um 10% niedriger hatte sein miissen als 
am Rand, ist gieichwohl del' Bruch von del' FehIstelle ausgegangen, 
ein Zeichen dafiir, daB die Spannung durch die Fehlstelle in ihrer 
Umgebung um mehr ais 10 % erhoht worden ist. 

Die in del' Praxis oft vertreteue Ansicht, daB eine sichtbare 
Fehlstelle odeI' Starung (z. B. eine Bohrung) eine Spannungs­
starung auf den doppelten Wert zur Folge haben miiBte - eine 
Ansicht, die durch die im V orausgehenden entwickelte Ableitung 
an del' umlaufenden Scheibe mit Fehlstelle in del' Mitte nahe­
gelegt wird -, ist nach diesen Versuchsergebnissen nicht berechtigt. 
Diese Ansicht wird auch nicht durch die Theorie gestiitzt, da bei 
del' vergleichenden Spaunungsberechnung mit und ohne Fehlstelle 
stets von del' V oraussetzung ausgegangen wird, daB das Material 
ohne Fehlstelle homogen bis in die kleinsten Teilchen sei, was tat­
sachlich nicht zutrifft. 

Die Nutzanwendung del' vorstehenden Ausfiihl'ungen fUr die 
Praxis ist, was auch ohne Versuch selbstverstandlich ist, daB man 
Fehlstellen im Material moglichst vermeiden soIl. Der Versuch 
zeigt abel', daB nicht nul' grobe Fehlstellen, sondern auch sebr 
kleine einen ungiinstigen EinfluB auf die Festigkeitseigenschaften 
des Baustoffs bei wechselnder Beanspruchung ausfiben, und daB 
man deshalb an einen hochwertigen Konstruktionsstahl in diesel' 
Richtung sehr weitgehende Anspriiche zu stell en hat. 

6. Kristallinische Struktur des Baustoffs. Die kristallinische 
Struktur kann, wie im Vorausgehenden schon ausgefiihrt ist, 
auch als Materialfehler (gegeniiber dem del' Betrachtung zugrunde 
gelegten homogenen Bausto.tf) angesehen werden. Von wesentlichem 
EinfluB auf die Schwingungsfestigkeit ist dabei die Grobheit des 
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Metallkorns (also die GroBe des Materialfehlers). Bei hochwerti­
gem Konstruktionsstahl wird ja gerade bei der Herstellung ins­
besondere bei del' Vergutung darauf Rucksicht genommen, daB eih 
moglichst feinkorniges Geflige erzielt wird. Infolgedessen ist die 

Schwingungsfestigkeit ' ... 
Zahl y = ElastlZlilitsgfElllze --- verhaltmsmaBlg hoch. Bei anderen 

Materialsorten hat man viel grobkorniges Gefiige und infolgedessen 
niedrigere Wene fUr y. So ist' z. B. in der vorstehend beschriebenen 
vV' cise auch ein Stab aus bester Bronze del' Harburger Metallwaren­
fabrik zur Untersuchung gekommen (Abb.137) (Tafel). Die Festig­
keitszahlen fUr dieses erstklassige Material sind 51,0 kg/ qmm Zer­
reiBfestigkeit, 31,5 % Dehnung bei 10fached'laBHtngc und Streck­
grenze unhestimmt, jedenfalls liber 17,3 kg/qmm, also Zahlen, 
die den fUr gewohnlicben Stahl erhaltlichen Weden nicht nach­
stehen. Trotzdem hat dies Material, (wie wahrscheinlich Bronze 
allgemein) nur eine recht nie<drige Schwingungsfestigkeit (unter 
13 kgjqmm). Del' Stab ist namlich mit 13 kghmm Belastung 
11,5 Mill. Umdrehungen gelaufen und dabei etwa bis zur Mitte 
eingebrochen. Die Ursache fUr die im V crgleich lIur ZerreiBfestig­
keit geringe Schwingungsfestigkeit laBt das Bruch bild Abh 137 
erkennen: wahrend del' ZerreiBbruch (unterhalb Linie c c) auf ein 
sehr feinkorniges Geflige mochte schlie Ben lassen, zeigt derSchwin­
gungsbruch, daB grobe Kristallflachen im Material vorhanden sind, 
langs den en der Schwingungsbruch fortgeschritten ist. Das fein­
kornige Aussehen des ZerreiBbruches ist demnach darauf zUrUck­
zufUhren, daB die Kristallkorner durchgerissen worden sind. Ge­
rade an diesem Beispiel sieht man, wie mangelhaft es ist, Ma­
schinenteile, die wechselnder Beanspruchung unterworfen sind, auf 
Grund der Angaben von ZerreiBversuchen zu bemessen. Denn die 
ZerreiBfestigkeitszahlen fUr hochwertigen Konstruktionsstahl und 
beste Bronze liegen bei 80-85 bzw. 51 kgjqcm, wahrend die 
fUr die Haltbarkeit bei wechselnder Beanspruchung maBgebende 
Scbwingungsfestigkeit mit 40-44 bzw_ 12-13 kg/qcm anzu­
setzen ist. 

Die groBte bisher bei den Versuchen erreichte Schwingungs­
festigkeit ist mit einem Stab del' Stahlsorte E 7 24 d~r Berg. Stahl­
Industrie in Remscheid erhalten worden. Diesel' Stab war, ohne 
Schaden zu erleiden, bela stet mit 40,0 kg/qmm 15,6 Mill., mit 
42,0 kg/qmm 20,9 Mill., mit 43,0 kg/qmm 28,3 :Mill., mit 
44,0 kq/qmm 11,0 :Mill., und mit 44,2 kg/qmm 20,8 Mill. Um 

drehungen. Nach der Erhohung auf 45 LO kg/qmm ist der Stab 
nach 700000 Umdrehungen bis auf etwa ~- del' QuerschnittsfHiche 
eingerissen. Die ubrigen t del' Querschnittsflache sind in del' Zer­
'teiBmaschine getrennt worden. Del' Schwingungsbruch laBt er­
kennen, daB er ohne Unterbrechung, also erst nacJa del' ErhOhung 
auf 45,0 kg/qmm vor sich gegangen ist. Die Schwingungsfestig-

Teubn. Leitf. 17: ]'Opp], Grundziige der Festigkeitslehre 19 
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keit flir dieses ganz vorziigliche Material liegt, wenn man a.uch 
noch die Versuchsergebnisse an anderen St&ben a.us der gleichen 
Materialsorte heranzieht, bei 42-44,5 kg/qmm, ein ganz auBer­
ordentlich hoher Wert, namentlich wenn man hinzufiigt, daB das 
Material eine Bruchdehnung von 16% aufzuweisen hat. 

Die geeignetste Qualifikation eines Materials, das zu Konstruk­
tionszwecken verwendet wird und im Betrieb wechselnder Bean­
spruchung ausgesetzt ist, ware nach den' vorstehenden Ausfiih­
rungen die Angabe der Schwingungsfestigkeit Wenn man in del' 
Praxis statt der Schwingungsfestigkeit die Bruchfestigkeit all. 
garnein verwendet, so ist das nur damit zu rechtfertigen, daB die 
Bestimmung der Schwingungsfestigkeit sehr umstandlich ist. 



Abb. 139. 
Abb.138. 

z 
! 

a a 

Abb, 140, 
Abb. 141. 

Abb,136-141. Oben Schwingungsbriiche, unten ZerreiBbriiche von hoch­
wertigen Stahl- und Bronzestaben von 28 mm Durchmesser. Abb. 136. 
Stellen x beginnende Scbwingungsbriiche, Abb.137 . Schwingungs- und 
ZerreiBbruch eines Bronzestabes, Abb.138. Schwingungsbruch ausgehend 
von Fehlstelle y. Abb.139. Umgebung der Fehlstelle in 30facher Ver­
groBerung. Abb. 140. Fehlstelle z, LiDie bb nacb 10 Mill., aa nach 
weiteren 5600 Umdrehungen erreicht. Abb. 141. Derselbe Bruch in 

20facber VergroBerung. 
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wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn Hochsch. 
Braunschweig. gr.8. I.Bd.: Differentialrechnung. 2.U.3.Auf!. Mit 129 in d.Text 
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geb.M. 12.60. II. Bd.:lntegralrechnung. 2. U.3.Auf!. Mit 100 in d.Textgedr.Fig., 
15amml.v.242Aufg.u 1 Formeltab. (IVu. 4065.)1921. Geh.M.9.60, geb. M.I2.60 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprlinglich 
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Lehrbuch der darstellenden Geometrie flir Technische Hochschulen. 
Von Hofrat Dr. E. Mztl/er, Prof. a. d. Techn. Hochschule Wien. I. Bd. 3. Auf!. 
Mit 289 Fig. u. 3 Taf. [XIV u. 370 S.] gr. 8. 1920. Geh. M. 8.-, geb. M. 11.­
II Bd. I. Heft. 2. Auf!. Mit 140 Fig. [VII u. 129 S.l 1919. M. 5.-, 2. Heft. 
2.Auf!.. M. 188Fig. [VII u. 233 S.] 1920. M. 10.80. 

Angewandte Mechanik. Ein Lebrbucb flir Studierende, die Versuche 
anstelJen u. numerische u. graphische Beispiele durcharbeiten wollen. Von 
Prof.J. Perry. Berechtigte deutsche Ubersetzung von lng. R. Schick in Berlin­
Schoneberg. Mit 371 Fig. im Text. [Vlll u. 666 S.] gr. 8. 1908. Geb. M. 21.70 

Lehrbuch der Physik. Von Prof. E. Grimsekl, wei!. Dir. an der Oberreal· 
schule a. d.Uhlenhorst in Hamburg. Zum Gebrauch beim Unterr., bei akad. 
Vorles. u. z. Selbststudium. 2 Bde. Bearb. v. Prof. Dr. W. Hillers u. Prof. Dr. 
H.Starke. Mitetwa 1600 Fig. l.Bd.: Mechanik, Wiirmelehre, Akustik 
u. 0 p ti k. 6. Auf!. [U. d. Pro 23]. II. Bd.: Magnetism us u. Ele ktr i z i tat. 
Hrsg. V. Prof. Dr. W. Hillers in Hamburg u. Prof. Dr. H. Starke i. Aachen. 
5. Auf!.. Mit S80Abb. im Text. [X u. 786 S.] 1922. Geh. M. 15.-, geb. M. 20.-

Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. Von Prof. Dr.F. Koklra.usck, 
weil. Prasident d. physikal..techn. Reichsanstalt zu Berlin. 4. Auf!.. bearb. von 
Dr. H. Scholl, Prof. an der Univ. Leipzig. Mit 165 Abb. im Text. [X U. 

320 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 8.40, geb. M. 10.80 

Theorie der ElektrizitiU. Von Prof. Dr. M. Abraham. I. Bd.: Einfilhrung 
in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitit. Mit einem einleitenden Ab· 
schnitt liber das Recbnen mit VektorgriiJ3en in der Physik von Geh. Hofrat 
Dr. A. FojJjl, Prof. a. d. Techn. Hochschule Mlinchell. 7. Auf!.. Mit 14 Fi& 
[VIII u. 390 S.] 1923. Geh. M. 8.-, geb. M. 10.20. 2. Bd.: Elektromagnetische 
Theorie der Strahlung. 5. Aufl. Mit Abbildungen im Text. [U. d. Pr. 1923.] 

Physikalisches WOrterbuch. Von Prof. Dr. G. Berndt, Berlin. Mit 
8IFig.imText.[IVu.200'S.] 8. 1920. (Teubn.kl.Fachworterb. Bd.5.) Geb.M.5.-

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 
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