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Vorwort.

Die Festigkeitslehre kann in sehr verschiedener Weise behandelt
werden. Wir hatten bei der Abfassung dieses Buches die Absicht,
ein Hilfsmittel fiir strebsame Ingenieure zu schaffen, die tiber eigene
praktische Erfahrungen verfiigen und das Bediirfnis empfinden,
ihre theoretischen Kenntnisse zu erweitern und zu vertiefen. Da-
bei haben wir die einfachsten Lehren der Differentialrechnung
vorausgesetzt. Dagegen sind alle Gedankenginge, die der Festig-
keitslehre selbst eigentiimlich sind, von Grund aus neu entwickelt.
Als Ziel des ganzen Lebrgangs hat uns gegolten, den Leser mit
der neueren Festigkeitsiehre soweit vertraut zu machen, dafl er
die in der Praxis hiufiger vorkommenden Aufgaben zu losen ver-
mag und daB er auch verwickelteren Problemen nicht ganz hilflos
gegeniibersteht.

Eine besondere Eigentiimlichkeit des Buches ist die gegentiber
anderen Werken von #hnlicher Art viel ausfithrlichere Behandlung
der Verdrehungslehre. Eine vom #lteren Verfasser aufgestellte neue
Theorie eines krummen Stabes, der zugleich auf Biegen und auf
Verdrehen beansprucht ist, wird bei dieser Gelegenheit zum ersten
Male verdffentlicht.

Nachdem das praktische Ziel der Festigkeitsberechnungen die
»RiBvermeidung ist, verdient die Lehre von der ,,RiBhildung®
im Anschlul an Festigkeitsuntersuchungen besondere Aufmerksam-
keit, Dieser Frage ist deshalb ein besonderer Abschnitt (VIIL) ge-
widmet worden, in dem unter Bezugnahme auf neuere Versuche
des jiingeren Verfassers auf die Frage nach den Ursachen fiir RiB-
bildung bei Schwingungsbeanspruchung und nach der Fortschrei-
tungsgeschwindigkeit von Rissen eingegangen wird.

Miinchen und Braunschweig A. und 0. Fippl
im Oktober 1922. '
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Einleitung.

§ 1. AuBero und innere Kriifte. Das Wechselwirkungsgesetz
lehrt, daB alle Kriifte paarweise auftreten, entweder zwischen
zwei verschiedenen Korpern oder auch zwischen zwei verschie-
denen Teilen desselben Korpers. Im ersten Falle bezeichnet man
sie als duBere, im zweiten Falle als innere Krifte des betrach-
teten Korpers.

Die Festigkeitslehre untersucht den Zustand eines festen Korpers,
der sich unter der Einwirkung der an ihm angreifenden &uBeren
Krifte im Gleichgewicht und in Ruhe . befindet. Solange dieser
Zustand dauert, kann man den Korper auch als starr betrachten.
Daher miissen zwischen den #uBeren Kriften die allgemeinen
Gleichgewichtsbedingungen der Statik starrer Korper erfiillt sein.
Es muB ndmlich 1. die graphische Summe aller duBeren Krifte
gleich Null sein, 2. muB auch die Summe der statischen Momente
fiir jeden Momentenpunkt und fiir jede Momentenachse zu Null
werden und 3. muB fiir jede virtuelle Verschiebung, die man mit
dem Korper ohne Gestaltsinderung vornehmen kann, die algebra-
ische Summe der Arbeiten aller #uBleren Kriifte Null ergeben.
In diesen allgemeinen Gleichgewichisbedingungen kommen die
inneren Krifte iiberhaupt nicht vor; selbst wenn man sie darin
berticksichtigen wollte, wiirden sie sich nack dem Wechselwirkungs-
gesetz wieder daraus hinwegheben.

Was von dem ganzen Kbrper gesagt war, gilt ebenso auch
von jedem Teilstiicke, das man sich in beliebiger Weise davon
abgegrenzt denken mag. Man muB nur beachten, da8 die zwischen
dem Stick und dem Rest des Korpers iibertragenen Krifte fiir
das Stiick (oder auch fiir den Rest) zu den #uBeren Kriften zu
rechnen sind, wihrend sie bei der Betrachtung des ganzen Kor-
pers zu den inneren Kriften gehdren. Der hiermit ausgesprochene
Satz, dap es zuldssig ist, jedes beliebig abgegremzte Korperstiick
als einen selbstdndigen Korper zu betrachten und die allgemeinen
Gleichgewichtsbedingungen auf die daran angreifenden #uBeren
Krifte (mit Einfluf der in den Schnittflichen iibertragenen) anzu-
wenden, bildet die Grundlage der ganzen Festigkeitslehre.

In der Festigkeitslehre bezeichnet man die in den Schnitt-
flichen iibertragenen Kriifte, die fiir den ganzen Korper innere,
fir das Teilstiick aber #ufBiere Krifte sind, als ,Spannungen®,

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundziige der Fastigkeitslehre 1



2 Einleitung

Diese Spannungen sind ,Nahkrifte“ und setzen daher eine un-
mittelbare Beriithrung der Teile voraus, zwischen denen sie wirken,
AuBerdem konnen unter Umstinden (wenn der Korper z. B. ein
Magnet ist) zwischen dem Teilstiick und dem Rest des Korpers
auch noch ,Fernkrifte“ (etwa magnetische Krifté) iibertragen
werden. Bel den praktischen Anwendungen der Festigkcitslehre
kommt aber der Fall, da man auch Fernkrifte von merklicher
Grofle zwischen zwei Teilen desselben Korpers berticksichtigen
miifte, kaum einmal vor, und er soll daher weiterhin als aus-
geschlossen betrachtet werden. Dann bestehen alle inneren Kriifte
des betrachteten Kérpers aus Spannungen.

Die Festigkeitslehre hat zwei Grundaufgaben zu losen. Die erste
Aufgabe besteht darin, die Spannungen zu berechnen, die in
beliebig durch den Korper gelegten Schuittflichen iibertragen
werden, wenn die am ganzen K&rper angreifenden dufleren Kriite
gegeben sind. Die zweite Aufgabe betrifft die Feststellung der Ge-
staltinderung, die der vorher unbelastete Koryer erfahren haben
mufl, wihrend man diese duferen Kriifte an ihm anbrachte, ehe
er wieder zur Ruhe kam. Beide Aufgaben konnen nicht getrennt,
sondern sie miissen zusammen in Angriff genommen werden, selbst
wenn man zunidchst nur eine von ihnen zu ldsen beabsichtigt.

Die Spannungsberechnung ist an sich die einfachere der beiden
Aufgaben, und sie wird geldost, indem man die allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingungen zwischen den Spannungen und den tibrigen
duferen Krifte an einem Teile des Korpers ins Auge faBt. Aber
diese Bedingungen allein gentigen noch nicht, um die in der
Schnittfiiche ibertragenen Spannungen zu berechnen, solange
man noch nicht weiB, wie sich die Spanoungen im einzelnen tiber
die Schnittfliiche verteilen. Uber diese Schwierigkeit hilft man
sich hiufig durch mebhr oder weniger willkiirliche Annahmen
hinweg Das fithrt dann oft zu erheblichen Fehlern oder auch zu
ganz falschen Ergebnissen. Zu einem zuverlissigen Urteile tiber
die Art der Spannungsverteilung kann nur ein néheres Eingehen
auf die bei der Belastung des Korpers entstehenden elastischen
(oder auch unelastischen) Forminderungen verhelfen. Um diesen
beiden Seiten der Festigkeitslehre einen sinnfilligen Ausdruck zu
geben, kann man sie als die Lebhre von ,Drang” und ,Zwang*
bezeichnen, wobei das Wort ,,Drang* aut die Spannungen und
das Wort ,Zwang” auf die damit verbundene Gestaltinderung
hinweisen soll.

In gewissen einfachen Féllen kann der Zusammenhang zwischen
Spannungen und Form#nderungen oder zwischen Drang und Zwang
durch unmittelbare Messungen auf dem Wege eines zweckmiBig
durchgefithrten Versuches zuverlissig genug festgestellt werden.
Die Erfahrungen, die man dabei gewinnt, bilden die Grundlage
fiir alle weiteren Schitisse Durch bloBe Hiufung von sehr zahl-
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reichen Beobachtungsergebnissen allein kann man aber nicht all-
zuviel erreichen. Erst durch die verstandesmiflige Verkniipfung
und Priffung der verschiedenen Erfahrungstatsachen, durch die
Hervorhebung und Zusammenfassung des Wesentlichen und die
Ausscheidung des Nebensichlichen kann man zu einem Lehrge-
biude gelangen, das seinem Zweck so weit entspricht, als dies
zur Zeit moglich ist.

Diese theoretische Verarbeitung, nimlich die Begriffsbildung
und die sich daran kniipfende SchluBfolgerung nach dem Vorbilde
der mathematischen Wissenschaften nehmen mehr Raum und Zeit
in Anspruch als ein Bericht fiber die grundlegenden Erfahrungen,
der sich anf das Wichtige und Wesentliche beschriinkt. Aber man
darf bei dem Uberwiegen der mathematischen Ableitungen in der
Festigkeitslehre niemals aus den Augen verlieren, daf ein zweck-
mifig angelegter Versuch, sofern ein solcher eine bestimmte Frage
unmittelbar zu entscheiden gestattet, immer die hohere Beweis-
kraft hat, gegeniiber einer ihm etwa widersprechenden theoretisch
hergeleiteten Formel. Die Theorie muf sich den Tatsachen anbe-
quemen und wo sie ihnen noch widerspricht, mufl sie verbessert
werden.

I. Der einachsige Spannungszustand.

§ 2. Der Zugversuch. Wie sich ein Kérper verhilt, wenn
man ihn durch Anbringen von HuBeren Kriften belastet, hingt
einerseits von dem Stoffe ab, aus dem er besteht, und andererseits
von der Gestalt des Korpers und von der Art der Belastung, die
er aufzunehmen hat. Vor allem ist es wichtig, die Abhéngigkeit
von dem Stoffe festzustellen. Das kann nur auf dem Versuchs-
wege geschehen. Zu diesem Zwecke stellt man aus dem be-
treffenden Stoffe einen Korper von méglichst einfacher Gestalt
her und belastet ihn in einer dazu eingerichteten Festigkeits-
maschine auf moglichst einfache Weise. In den meisten Fillen
geniigt schon die Ausfithrung eines Zugversuches, um sich ein hin-
reichend zuverlissiges Urteil iiber die Festigkeitseigenschaften
eines bestimmten Werkstoffes zu verschaffen. Wenigstens gilt dies
fir die Metalle, aus denen die meisten Korper hergestellt werden,
fiir die man genauere Festigkeitsberechnungen durchzufiihren hat.

Um ein bestimmtes Metall auf seine Widerstandsfihigkeit gegen
eine Zugbelastung zu priifen, fertigt man entweder einen Rund-
stab oder auch einen Flachstab daraus an, den man an beiden
Enden mit geeigneten Kopfen versieht, um ihn daran fassen und
in die Festigkeitsmaschine einspannen zu kdnnen. Am Lastzeiger
der Festigkeitsmaschine liest man ab, wie groB die Zuglast ist,
die der Probestab wahrend des Steigerns der Belastung in einem
bestimmten Augenblick zu tibertragen hat. Die Gestaltinderung,

1*
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die der Probestab unter dieser Zuglast erfahren hat, kann man.
soweit es notig erscheint, durch geeignete FeinmeBvorrichtungen
feststellen.

Auf die besondere Form der Kopfe an den Stabenden kommt
soust nicht viel an, sofern man nur sicher sein kann, daB sie
widerstandsfahig genug sind, um zu verhiiten, da der Bruch des
Stabes bei ihnen oder in ihrer Nahe stattfindet. Als brauchbar
gilt der Versuch nur dann, wenn der Stab in seinem mittleren
Teile nicht gebrochen ist. Bei GuBeisen, das nur ganz geringe
Dehnungen vertriigt, che es bricht, bedarf es einer etwas sorg-
filltigeren Formgebung der Kopfe, um einen Bruch in der Nihe
der Stabenden zu verbiiten. Hauptsiichlich kommt es dabei dar-
auf an, alle schroffen Ubergiinge aus dem dickeren Kopf in den
diinneren .mittleren Teil des Stabes zu vermeiden. (Vgl. hierzu

B e e

S S

Abb. 1a.

auch § 7.) In Abb. la ist ein Probestab mit kreisférmigem
Querschnitt in der gewdhnlich verwendeten Ausfilhrungsform
dargestellt. Die Messung am Stab beschréinkt sich auf das zylin-
drische Stiick von a bis b.

Zur Beurteilung der Giite eines metallischen Baustotfes hin-
sichtlich seiner Festigkeitseigenschaften begntigt man sich in den
meisten praktisch vorkommenden Fillen damit, auBer der Bruch-
last nur noch die bleibende Dehnung festzustellen, die eine durch
geeignete Marken bezeichnete Linge I, die sich iiber den mitt-
leren Teil des Stabes erstreckt, beim Bruche erfahren hat. Die
wBruchdehnung* ist ein MaB fiir die Formdnderungsfihigkeit des
Stoffes, und fiir viele Verwendungszwecke ist sie ebenso wichtig
wie die Festigkeit. Von einem weichen FluBeisen verlangt man
z. B. gewdnlich, daB bei einem daraus gefertigten Rundstab fur
eine MeBstrecke, die die Bruchstellen entbilt und die gleich dem
10 fachen des Querschnittsdurchmessers ist, die Bruchdehnung
mindestens 20 %' der urspriinglichen Liinge betragen soll. Dagegen
ist beim GuBeiBen die Bruchdehnung so gering, daB sie nur mit
besonderen FeinmeBvorrichtungen festgestellt werden kénnte. Man
begniigt sich daher bei der Giitepriifung einer GuBeisensorte mit
der Angabe der Zugfestigkeit, darf aber niemals vergessen, daB
sich dieser Baustoff nur zu solchen Zwecken eignet, bei demen
es auf die Forminderungsfihigkeit nicht wesentlich ankommt.
Unter ,,Zugfestigkeit ist in diesem Zusammenbang der auf die
Flécheneinheit bezogene Wert der Spannung

o= @
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zu -verstehen, wenn man darin P gleich der Bruchlast in kg setat,
wihrend F die Querschnittsfliche in qem bedeutet.

Dieser Art der Berechnung der ,,Zugfesligkeit” oder ,,Bruch-
spannung® liegt die stillschweigende Voraussetzung zugrunde,
daB sich die Belastung gleichmifiig iiber den Querschnitt verteile
und es daher fiir die Beanspruchung, die der Stoff an sich aus-
zuhalten vermag, nur auf die Belastung ankomme, die durch-
schnittlich auf die Flicheneinheit des Querschnitts entfillt. Aus
den Beobachtungen iiber die dem Bruche vorausgehenden Gestalt-
inderungen des Stabes, die man mit geeigneten Feinmefvorrich-
tungen leicht vornehmen kann, darf man aber in der Tat schlieBen,
daB sich in allen hinreichend weit von den Stabenden entfernten
Querschnitten die Spannungen zum nindesten annéhernd gleich-
formig dber den Querschnitt verteilen miissen.

LiBt man némlich aus demselben Stoffe verschiedene Stibe
herstellen, dicke und diinne, Rundstibe und Flachstibe, und be-
obachtét man die kleine Lingeninderung A, die eine dem mitt-
leren Stabteile angehorige und bei allen Stiben gleich grof ge-
wihlte MeBlinge ! wihrend des Ansteigens der Belastung beim
Zugversuche erfihrt, so zeigt sich, daB bei-allen Stiber zu der
gleichen nach Gl (1) berechneten Spannung ¢ auch die gleiche
Lingeniinderung 41 gehért. Dabei ist es auch gleichgiiltig, ob
die MeSBlinge auf der Vorderseite oder Riickseite des Stabes oder
wie sonst abgesteckt war, wenn sie nur zwischen denselben Quer-
schnitten liegt. Wihlt man ! grofer, so wird auch 4/ unter der
gleichen Belastung in demselben MaBe grofler gefunden, jedoch
immer unter der Voraussetzung, daB die MeBstrecke nicht zu nahe
an die Stabkndpfe heranreichen darf, weil dort ganz andere Be-
dingungen vorliegen. Als bezogene Ldngendnderung ¢ bezeichnen
wir das Verhiltnis ai

¢ = (2)

und aus den soeben besprochenen Beobachtungen schlieBen wir,
daB im mittleren Teil des Stabes ¢ iiberall gleich groB ist und
bei einem gegebenen Stoff nur von der nach Gl. (1_) berechneten
bezogenen Spannung abhingt.

Fiir verschiedene Stoffe ist der naturgesetzliche Zusammenhang
zwischen ¢ und ¢ verschieden. Analytisch 1i8t er sich ausdriicken,
indem man setzt

¢ = f(6) oder umgekehrt o = @(c) (3)
worin [ eine aus den Beobachtungsergebnissen abzuleitende Funk-
tion und ¢ deren Umkehrung bedeutet. Anstatt dessen kann man
die Beobachtungen auch durch eine bildliche Darstellung wieder-
geben, indem man die Dehnungen ¢ in einem passenden MaBstab

als Abszissen und die zugehdrigen Spannungen als Ordinaten ab-
trigt, wie Abb. 1 zeigt.
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Eine solche Darstellung wird gewdhnlich als ein Delnungs-
diagramm bezeichnet.

Von der Art, wie es in Abb. 1 angenommen wurde, ist das
Dehnungsdiagramm ungefsbr bei einem FluBeisenstab. Von O
bis 4 ist die Diagrammlinie gradlinig, von 4 ab gekriimmt und
von einem nur seiner ungefihren Lage nach einzuschitzenden
Punkt B aus nur noch schwach gekriimmt und nahezu wagrecht.
Nach rechts hin ist die Diagrammlinie in der Zeichnung abge-
brochen, sie geht aber in Wirklichkeit noch viel weiter, hebt sich
dabei noch etwas, senkt sich dann allmihlich wieder und bricht
dann plotzlich ab an der Stelle, die dem ZerreiBlen des Stabes ent-

spricht.
s p 6
£
4
0
e ¢ A £
Abb, 1. Abb. 2,

Im einzelnen kdnnen noch mancherlei Abweichungen vorkommen,
die fiir die Beurteilung der Eigenschaften einer bestimmten Eisen-
sorte von Wichtigkeit sind. Bei den-allgemeinen Betrachtungen,
die wir hier anzustellen haben, kommt es aber auf die Besonder-
heiten nicht an. Am wichtigsten ist fiir uns die Lage des Punktes
A, bis zu dem hin der erste gradlinige Teil des Diagramms reicht.
Man nennt diese Stelle die Proportionalititsgrenze, weil bis dahin
¢ und ¢ proportional miteinander wachsen. Fiir das Stiick 04
des Diagramms liBt sich an Stelle von Gl. (3)

¢ =00 = ]z oder auch ¢ = Ee¢ 4

setzen. Die GroBe o ist ein nur von dem betreffenden Stoffe ab-
hiingiger Festwert, den man den Dehnungskoeffizienten nennt,
wihrend der reziproke Wert E des Dehnungskoeffizienten als
Elastizitatsmodul- bezeichnet wird.

Bisher wurde vorausgesetzt, dafl der Zugversuch ohne Unter-
brechung bis zum Bruche des Stabes hin durchgefiibrt werden sollte.
Man kann aber den Versuch auch dahin abéindern, da man von
einem Zustande ab, der irgendeinem bestimmten Punkt des auf-
steigenden Teiles des Dehnungsdiagramms in Abb. 1 entspricht,
die Last nicht weiter steigert, sondern sie allmihlich wieder bis
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auf Null hin abnehmen li8t. MiBt man auch hiefiir die zusammen-
gehdrigen Werte von ¢ und ¢ und trigt sie in derselben Weise wie
vorher ab, so erhilt man einen zweiten Ast des Dehnungsdiagramms,
wie er in Abb. 2 durch die Linie C D angegeben ist, wihrend der
erste Ast O AC einen Teil des ganzen durch Abb. 1 wiederge-
gebenen Dehnungsdiagramms bildet. Die Erfahrung lehrt, dafi
der absteigende Ast CD mit dem aufsteigenden -Aste OC zu-
sammenfillt, falls der Umkehrpunkt € dem gradlinigen Teil 0 A
angehdrt. Bel anderen Stoffen als den ziihen Metallen kann es
iibrigens auch vorkommen, daB der aufsteigende Ast des Dehnungs-
diagramms von Anfang schon etwas gekriimmt ist und daB trotz-
dem von einem nicht allzu weit von O entfernten Umkehrpunkt ¢
ab der dem Entlastungsvorgange entsprechende absteigende Ast,
so genau als es die Messungen erkennen lassen, mit dem aufstei-
genden Aste zusammenfillt. Jedem Wert von & entspricht dann
ein bestimmter Wert von 6, gleichgiiltig ob man zu diesem Zu-
stande bei der Belastung oder bei der Entlastung gelangt ist.
Immer wenn dies zutrifft, sagt man, daf sich der betreftende Stoff
bis zum Punkte C hin vollkommen elastisch verhilt.

Trifft es nicht zu, so wird durch die beiden Aste O0C und CD
und durch die Abszissenachse eine Fliche abgegrenzt, von der sich
spiterhin zeigen wird, daB sie proportional ist mit dem Arbeits-
verluste, der durch die unvollkommen elastische Form#nderung
eines Korpers bei Belastung und Entlastung hervorgerufen wird.
Die Strecke O D gibt die bleibende Dehnung an, die als eine dauernde
Beschidigung des Kérpers anzusehen ist. Da der Zweck der tech-
nischen Festigkeitsberechnungen hauptsiichlich darauf hinauslauft,
solche Beschidigungen zu vermeiden, haben wir es in der Folge
mit solchen Fillen, wie sie der Abb. 2 entsprechen, in der Regel
nicht zu tun, sondern wir haben vorauszusetzen, daB die Belastung
nicht weiter gesteigert wird, als bis zur Elastizititsgrenze d. h. bis
zur Grenze des vollkommen elastischen Verhaltens des Korpers.
Bei den schmiedbaren Metallen fillt die Elastizititsgrenze mit der
Proportionalitiitsgrenze zasammen.

Die Gleichungen (1) bis (4) kann man schlieBlich auch noch
zu einer einzigen Gleichung zusammenfassen, die den unmittel-
baren Zusammenhang zwischen der Lingenénderung eiver be-
stimmten MeBstrecke | und der Belastung P ausspricht, durch die
sie bervorgebracht wird. Unter der Voraussetzung, dafl P die
Proportionalititsgrenze nicht iiberschreitet, erhalt man

{
~mrt @)
indem man sich der Reihe nach auf die Gleichungen (2), (4) und
(1) stiitzt. Kiirzer kann man dafiir auch schreiben

Al =rP. (5a)

Al=sl=l%
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Die damit eingefiihrte Grofe

i
T EF
wird als die Slalkonstante bezeichnet.

Gleichung (4) oder (5) wurde im 17. Jabrbundert von dem
englischen Physiker Hooke aufgestellt. Hooke nahm an, da Gl. (4)
fiir alle festen Korper zutreffe; das hat sich aber nicht als richtig
bewébrt. In den meisten Fillen, fiir die man Festigkeitsberech-
nungen durchzufiihren hat, darf man jedoch bis zu einer gewissen
Grenze A hin annehmen, daB Gl. (4) entweder genau oder min-
destens niberungsweise zutreffe, und man sagt dann, daB der
Korper bis dahin dem Hookeschen Gesetze gehorche.

Den Begriff und die Bezeichnung ,,Elastizitdtsmodul® hat im
Anfange des 19. Jabrhunderts der englische Physiker Young ein-
gefiibrt, und zum Unterschiede von einem anderen Elastizitits-
modul, den wir spiter noch zu besprechen baben werden, nennt
man F auch den Youngschen Modul, wibrend die Sprachreiniger
vorziehen, dafiir die Bezeichnung ,,Elastizildiszahl“ zu gebrauchen,

Diese Elastizititszahl ist ibrigens keine reine oder unbenannte,
sondern eine benannte Zahl und zwar von der gleicken Benennung
oder Dimension wie die bezogene Spannung. Die in Gl. (4) vor-
kommende bezogene Debnung & ist nimlich nach Gl (2) als Ver-
biltnis zweier Lingen eine reine Zahl und sie bat daher, wie man
in der Lehre von den Dimensionen der physikalischen Grofen sagt,
die Dimension Null. Die Dimension einer bezogenen Spannung
und daber auch des Elastizititsmoduls E ergibt sich nach GI. (1)

. . 1k . . . .
im technischen Mafsystem zu lcjé, und diese Einheit, die dem

mittleren Werte des Luftdruckes etwas oberbalb des Meeresspiegels
entspricht, wird hiufig auch als eine Atmosphiire (abgekiirzt atm
oder at geschrieben) bezeichnet. Der Elastizititsmodul der schmied-
baren Eisensorten liegt gewdhnlich zwischen 2000000 und
2200000 atm, bei Wolframdraht ist er ungefiibr doppelt, bei Guf-
eisen (fiir kleinere Lasten) ungefihr halb so hoch.

Das GuBeisen liefert wie alle steinarti-
gen Massen, die ihm in dieser Beziehung
gleichen, ein Dehnungsdiagramm, bei dem
das gradlinige Stiick OA in Abb. 1 fehlt
und das ungefihr so wie in Abb. 3 aus-
o sieht. Bei C bricht es ab, da der Stab

r

(5b)

-2

zerreift Die Linie O C ist iibrigens nicht
allzu stark gekriimmt und wenn man da-
fiir sorgt, daB ein GuBeisenstab pur Lasten aufzunehmen hat,
die etwa ,%) oder % der Bruchlast nicht tiberschreiten, kann man
das bis dahin reichende Anfangsstiick des Diagramms ohne merk-

lichen Fehler genau genug als gradlinig ansehen. In diesem Sinne

Abb. 8.



§ 2. Der Zugversuch 9

war auch vorher schon von dem Elastizititsmodul des GuBeisens
gesprochen worden, denn die Angabe eines solchen Moduls setzt
von vornherein die mindestens naherungsweise zutreffende Giiltig-
keit des Hookeschen Gesetzes voraus.

Um moglichst genauen AufschluB iiber alle elastischen Eigen-
schaften eines bestimmten Werkstoffes zu erhalten, die sich bei
einem Zugversuche feststellen lassen, darf man sich jedoch nicht
damit begntigen, nur die Dehnungen in der Lingsrichtung zu
messen. Wihrend sich der Stab in der Lingsrichtung streckt,
zieht er sich ndmlich zugleich in jeder Querrichtung zusammen
und durch hinreichend genaue MeBvorrichtungen 18t sich fest-
stellen, um wieviel. Freilich sind diese Messungen der Querver-
kiirzung viel schwieriger anzustellen, und sie werden daher nur
selten vorgenommen. Ungefiihr weiB man aber, welchem Gesetze
die Querverkiirzungen folgen.

Handelt es sich etwa um einen Rundstab vom Querschnitts-
durchmesser d und vermindert sich d um ein kleines Stiick 4d,
so kommt es auch hier darauf an, welchen Bruchteil 4d von d
ausmacht. Das Verhiltnis beider bildet die bezogene Querverkiir-
zung, nimlich 4d

&= a4 (6>

wobei zum Unterschiede von der durch Gl. (2) eingefilbrten be-
zogenen Anderung in der Lingsrichtung, die jetat mit ¢, bezeichnet
werden mag, der Zeiger d an den Buchstaben & gehingt wurde.
Genaue Messungen haben nun gelehrt, daB bei einem Zugversuche
mit einem Metallstab, solange dabei die Proportionalititsgrenze
nicht tiberschritten wird, auch ¢, proportional mit der Zuglast P
anwichst. Dabei bleibt ¢, stets kleiner als ¢, und zwar macht es
immer denselben Bruchteil davon aus. Wir kénnen also

1
BT TG (7>

setzen, wobei das Minuszeichen darauf hinweist daB in der Quer-
richtung eine Verkiirzung entsteht, wenn sich der Stab in der
Lingsrichtung streckt.

Die Verhaltniszabl — wird gewdhulich die Poissonsche Kon-

stante genannt, sie dient neben dem Elastizitatsmodul E dazu,
die elastischen Eigenschaften eines bestimmten Werkstoffes zahlen-
miBig zu beschreiben. Bei den meisten Stoffen schwankt sie um
den Wert ; herum, fiir die schmiedbaren Eisensorten kann man

im Mittel m zu 31, also% gleich 0,83 annehmen. Bei GuBeisen

und den meisten steinartigen Massen ist m gréBer (von 5 bis 9
hin oder auch noch dariiber.)
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Setst man den Wert von ¢ aus GL (4) in Gl (7) ein, so kann
man dafiir auch

10
e (8)

schreiben.

Bei den vorhergehenden Erdrterungen wurde stillschweigend ein
isotroper Werkstoff vorausgesetzt. Damit. ist némlich gemeint,
daf der betreffende Stoff an sich nach allen Richtungen hin die
gleichen elastischen Eigenschaften hat. Ertnimmt man also einem
groBeren Korper Probestiicke zur Ausfihrung des Zugversuches
in verschiedenen Richtungen, einen etwa in wagrechter — einen
anderen in lotrechter und einen dritten in beliebig schief gestellter
Richtung, so wird der Kérper isotrop genannt, wenn alle diese
Probestiibe unabhingig von der Lage, die sie im ganzen Korper
einnehmen, dieselben elastischen Eigenschaften zeigen, so daf also
E und m bei allen gleich grof gefunden werden. Bei GuBeisen
und tiberhaupt bei allen Korpern, die aut fliissigem Wege herge-
stellt und nachher keiner weiteren stark eingreifenden Bearbeitung
mehr unterzogen wurden, darf man in der Regel von vorneherein
voraussetzen, dafB sie isotrop sind, es sei denn, daB sich bei der
Erhértung grofiere Kristalle ausbildeten, die bestimmte Richtungen
bevorzugten.

Alle Kristalle freilich sind gerade dadurch gekennzeichnet, daB
sie sich nach verschiedenen Richtungen hin und zwar in gesete-
miBiger Weise verschieden verhalten, sie sind, wie man sagt,
anisutrope oder dolotrope Korper. Je nach der Richtunyg, in der
man ein kleines Probestibchen aus einem griBeren einheitlichen
Kristalle entnimmt, findet man ganz verschiedene Werte far die
Elastizititskonstanten Zund m. Auch bei einem Kesselblech findet
man F und m, sowie die Zugfestigkeit und Proportionalititsgrenze
etwas verschieden, je nachdem man die Probestibe, die man dem
Versuche unterwirft, in der Walzrichtung oder senkrecht dazu aus
der Blechtafel entnimmt. Das anisotrope Verhalten wird in diesem
Falle durch den Walsvorgang herbeigefiihrt. Ein sehr ausge-
sprochen anisotropes Verhalten zeigt besonders das Holz. Ein
Probestab, der aus einem Baumstamm in der Lingsrichtung (in
der Richtung der Fasern) entnommen wurde, zeigt ganz andere
Festigkeitseigenschaften als einer, der quer dazu herausgeschnitten
wird.

In der technischen Festigkeitslebre kann und muB man sich
aber meistens damit hegniigen, alle Betrachtungen unter der Vor-
aussetzung eines isotropen Verhaltens des Werkstoffes durchzu-
fihren. In der Folge wird daher von anisotropen Kérpern hier
nicht weiter die Rede sein. Bei den Anwendungen der fiir iso-
trope Korper abgeleiteten Berechnungsvorschrifien darf man aber
niemals ganz aus den Augen verlieren, daB sich im einzelnen Falle
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durch Abweichungen des betreffenden Werkstoffes von der Isotro-
pie unter Umsténden erhebliche Fehler ergeben kénnen.

§ 3. Der Druckversuch. Wihrend die Giite eines metal-
lischen Werkstoffes hauptsichlich nach dem Ergebnisse eines Zug-
versuches beurteilt wird, steht bei den natiirlichen und kiinst-
lichen Bausteinen der Druckversuch im Vordergrunde. Bei der
Art, wie er gewohnlich zu praktischen Zwecken ausgefiihrt wird,
erfabrt man durch ihn freilich nichts tiber die elastischen Eigen-
schaften der Versuchskérper. Man benutzt dazu niimlich moglichst
genau wiirfeltérmige Probekérper aus der zu priifenden Stein-
sorte, die z. B. bei Hartsteinen mit einer Diamantsige herausge-
schnitten und dann noch auf den Druckflichen sorgfiiltig ge-
schliffen oder sonst abgeglichen werden, und zerdriickt diese Witrfel
zwischen zwei stihlernen Druckplatten einer Festigkeitsmaschine.
Dabei wird nur die Bruchlast P beobachtet und daraus durch
Division mit der Fliche der Wiirfelseite die ,» Druckfestigkeit in
derselben Weise wie nach Gl. (1) die Zugfestigkeit beim Zugver-
suche berechnet.

Als Gittepriifung, also zum Vergleiche verschiedener Steinarten,
die alle in der gleichen Weise behandelt wurden, untereinander
ist dieses Verfahren ganz angebracht und zweckmiBig. Man darf
nur nicht auBer acht lassen, daf die Annahme eines einachsigen
Spannungszustandes und einer gleichférmigen Spannungsverteilung,
die bei der Division der Bruchlast durch die Druckfliche zur Be-
rechnung der Druckfestigkeit als Voraussetzung zugrunde liegt,
bei dem Wiirfelversuch viel weniger begriindet ist und zu weit
groBeren Fehlern fiihrt, als bei dem in § 1 besprochenen Zug-
versuche. Beim Zugversuche ist der Stab lang im Vergleiche zu
den Querschnittsabmessungen und am Ende mit Kopfen versehen,
von denen ein allmahlicher Ubergang in den kleinen Querschnitt
des mittleren Stabteiles stattfindet. Wenn man sich auf die Be-
obachtung dieses mittleren Stabteiles beschrinkt, fiir den iiberall
gleiche Verhiltnisse vorliegen, darf man sicher sein, dal dort in
der Tat tiberall nahezu ein einachsiger und iiberall gleichformiger
Forminderungs- und Spannungszustand herrscht.

Beim Druckversuche braucht man keine Kdpfe, um die Druck-
last auf den Probekorper zu iibertragen, und insofern ist der Druck-
versuch einfacher als der Zugversuch. Man liBt sich aber da-
durch leicht verleiten, die beim Zugversuch ganz selbstverstind-
liche Vorsicht, zwischen den Ktipfen einen lingeren Stabteil an-
zuordnen, innerhalb dessen sich die unvermeidliche UnregelmiBig-
keit in der Kraftiibertragung an den Kopfen bereits hinreichend
ausgleichen konnte, beim Druckversuche ganz auBler acht zu lassen.
Um allgemein verwertbare Ergebnisse zu erhalten, ist aber diese
Vorsicht auch beim Druckversuche erforderlich. Man mufl dazu
die Hohe des Probekdrpers erheblich groBer wihlen als die Quer-
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schnittsabmessungen und sich auch hier auf die Beobachtung des
mittleren Stabteiles beschribken. Nur auf diese Weise ist es mog-
lich, das elastische Verhalten des Werkstoffes bei einer einachsi-
gen Druckbeanspruchung genau genug festzustellen.

. Wenn dies geschieht, zeigt sich, daB die Verkiirzungen, die ein
Druck hervorbringt, mit der GroBe der Drucklast in einem ganz
#hnlichen Zusammenbange stehen, wie die Dehnungen beim Zug-
versuche. Die Metalle, die dem Hookeschen Gesetze bis zu einer
gewissen Grenze hin gehorchen, erfahren auch beim Druckversuch
Verkiirzungen, die den Lasten proportional sind, solange eine ent-
sprechende Grenze nicht iiberschritten wird. AuBerdem lebrt auch
der Versuch, daB der durch Gl (4) eingefiibrte Elastizitdtsmodul
E bei solchen Stoffen fiir Druck den gleichen Wert hat wie bei
Zug, sowie ferner, daB auch die Verhiltniszahl m zwischen der
Langsverkiirzung und der Querdehnung, die durch eine Druck-
belastung hervorgerufen werden, ebenso groB ist, wie sie beim
Zugversuche gefunden wurde. Mil. anderen Worten heiit dies,
daB unter der Voraussetzung eines moglichst einfachen elastischen
Verhaltens eines Baustoffes, wie es bei den theoretischen Ablei-
tungen der Festigkeitslehre als normal angesehen und ihnen zu-
grunde gelegt wird, alle Formeln des vorigen Paragraplen mit den
gleichen Werten von E und m olme weiteres auch auf die ein-
achsige Druchbeanspruchung ibcrtragen wei den kinnen, indem man
darin auf die Vorzeichen achtet und einer Druckspannung ¢ eben-
so wie einer Verkiirzung ¢ das negative Vorzeichen beilegt.

Bei den Stoffen, die dem Hookeschen Gesetze von vorneherein
nicht gehorchen, trifft dies freilich nicht zu. Insbesondere besteht
bei den steinartigen Massen zwischen Druck und Verkiirzung ein
anderer Zusammenhang als zwischen Zug und Dehnung. Das in
Abb. 3 fiir den Zugversuch mit Gufleisen oder auch mit Steinen

v angedeutete  Dehnungsdia-
gramm ldBt sich durch Hin-
zufiigen eines zweiten Astes
ergiinzen, so daB es auch das
elastische Verhalten gegen-

«¢ tber einer Druckbeanspru-
chung wiedergibt, indem man

die Druckspannung und die
Abb. 4. ihr entsprechendeVerkiirzung
in den Richtungen der. ne-

2 gativen Koordinatenachsen

auftrigt. Man erhidlt dann eine ungefibr §-férmige Kurve,
mit einem Wendepunkt im Ursprunge, wie sie in Abb. 4 ange-
geben ist.

Bei den Festigkeitsberechnungen fiir Eisenbetonkonstruktionen ist
man genttigt, einerseits auf den fiir Eisen und fiir Beton sehr ver-
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schiedenen Wert des Elastizitiitsmoduls und andererseits auch auf
das verschiedene elastische Verhalten des Betons gegeniiber Zug- und
Druckbeanspruchung zu achten. Dabei ist es iiblich geworden, so
zu rechnen, als wenn der Beton sowohl bei Zug als bei Druck dem
Hookeschen Gesetze gehorchte, dabei aber den Elastizitiitsmodul fiir
Druck weit hoher anzunehmen als den fiir Zug. Diese Annahme
kommt darauf hinaus, daB sich das Dehnungsdiagramm der Abb. 4
fiir Beton aus zwei geraden Linien zusammensetzen lieBe, die im Ur-
sprunge unter sehr verschiedenen Richtungen zusammenstieBen. Man
kann aber keine Elastizitiitsmessungen anfiihren, die ciner solchen
Arnahme zur Stiitze dienen konnten, sie ist vielmehr ganz willkiir-
lich zum Zwecke einer bequemen Rechnungsgrundlage gewiiblt und
nur deshalb unschidlich, weil die auf dieser Grundlage abgeleiteten
Formeln fiir die Tragfibigkeit von Eisenbetonkonstruktionen durch
sebr zahlreiche Versuche fortlanfend geprift und mit entsprechenden
Koetfizienten versehen wurden, wodurch eine hinreichende Uberein-
stimmung zwischen Formeln und Priifungsergebnissen herbeigefiihrt
wurde.

Wir sahen vorher, daB beim Druckversuche mit einem Stein-
prisma, dessen Héhe vielleicht das 4—8-fache der Querschnitts-
seite ausmacht, im wmittleren Teile eine ringsum gleichférmige
‘Verkiirzung in der Laingsrichtung und zugleich eine Debhnung in
jeder Querrichtung stattfindet. In der Nihe der Druckflichen
kann sich dagegen diese Querdehnung nicht ungehindert ausbilden.
Steigert man némlich die Lasten, so miiBte auch die Querdehnung
zunnehmen, und dabei miiBten sich die Flichenteilchen der Druck-
fliche gegen die stihlerne Druckplatte, die man als nahezu starr
betrachten kann, nach auBflen hin verschieben. Dem widersetzt
sich jedoch die Reibung zwischen den bereits stark aufeinander
gedriickten Korpern. Es treten daher auch beim Druckversuche
in der Nihe der Lastiibertragungsstellen wesentlich abweichende
Bedingungen gegeniiber den im mittleven Stabteil herrschenden
ein, in ganz Bhuolicher Weise wie beim Zugversuche, wenn auch
die Abweichungen nicht so stark sind wie bei diesem.

Eine Folge davon ist, daB die Bruchlast fiir ein Steinprisma
bei gegebenem Querschnitt um so gréfer gefunden wird, je geringer
seine Hohe ist. Die bei wiirfelformigen Probekorpern gefundene
Bruchlast entspricht daher nicht der Druckfestigkeit im eigent-
lichen Sinne des Wortes, das einen einachsigen und gleichférmigen
Spannungszustand zur Voraussetzung hat, sondern sie ist grofer.
Um diesen Unterschied hervorzuheben, spricht man bei ihr von
einer Wiirfelfestigkeit.

Bei Steinen ist die Zugfestigheit weit Kleiner als die Druckfestig-
keit. Wie groB sie im einzelnen Falle tatsichlich ist, 14Bt sich
mit Hilfe eines Zugversuchs nicht zuverlissig genug feststellen,
weil es kaum gelingt, einen Probekorper herzustellen und ihn so
zu belasten, daB man auf eine gleichférmige Verteilung der Zug-
spannungen iber den Bruchquerschnitt rechnen diirfte. Fiir die
Beurteilung der Zugfestigheit eines Zementmortels stellt man kurze
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geigenformige Probekorper (Abb.4a) mit einer starken Einschiirung
in der Mitte ber, reifit sie durch eine Zugbelastung ab und sieht
die aus der Division der Bruchlast durch die Bruchfliche erhaltene
mittlere Spannung im Bruchquerschnitt als die Zugfestigkeit an.
In Wirklichkeit aber verteilen sich die Spannungen ungleichférmig
iiber den Bruchquerschnitt, und dort wo der Bruch beginnt, wo
sie also am groBten sind, tibertreffen sie
erheblich den Mittelwert, der als MaB fiir
die Zugfestigkeit bentitzt wird.

Fiir den Zwecl: der Zementpriifung schadet
dies nichts, weil alle Zemente in der glei-
chen Weise gepriift werden, so daB auch
der Mittelwert der Spannungen im Bruch-
querschnitt, der zum Bruche fithrt, ein ge-
eignetes GlitemaB fiir eine bestimmte Ze-
mentsorte bildet. Braacht man aber zu
anderen Zwecken einen zuverlissigen Wert
der Zugfestigkeit, also jener Spannung, die
bei gleichformiger Verteilung wund ein-
achsigem Spannungszustande zum Bruche
fiihrt, so ist es am besten, ganz darauf zu
verzichten, sie aus einem Zugversuche zu
ermitteln, sondern sie aus einem Biegungs-
versuche rechnungsmiBig abzuleiten, in-
dem man die zur Bruchlast gehdrige grofite
Kantenspannung des Probekdrpers nach
den spiter in der Lehre von der Biegung
aufzustellenden Formelm ausrechnet.

Vorher war wiederholt die Rede davon, dafl man die Héhe des
Probekérpers beim Druckversuche erheblich griBer, etwa gleich
dem 4—8-fachen der Querschnittsabmessungen machen miisse,
um den Einflu der abweichenden Bedingungen an den Enden,
némlich der Reibungen in der Druckfiiche auf den mittleren Teil
des Stabes hinreichend auszuschalten. Wie weit man damit gehen
muB, 1iBt sich dadurch entscheiden, daB man verschieden hohe
Probekérper miteinander vergleicht. Zu weit darf man aber mit
der Vergroflerung der Hobe jedenfalls nicht gehen, weil sonst die
Gefahr eines Ausknickens in Frage kiime, von der spiterhin die
Rede sein wird. Wenn die Hohe nicht groBer als etwa gleich dem
8-fachen der Querschnittsseite g withlt wird, wie es gewdhnlich
geschieht, ist diese Gefahr aber jedenfalls noch nicht zu befiirchten.

Endlich muf noch erwibnt werden, daB sich auch bei den
natiirlichen Bausteinen h#ufig ein Mangel an Isotropie Zeigt, und
zwar bei Sandsteinen, Kalksteinen u. dgl., die ein natiirliches
wlagert erkennen lassen. Gewdhnlich ist dann die Druckfestig-
keit senkrecht zum Lager etwas gréfer als die in der Richtung

uerschmtt

Abb. 4a.
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parallel zum Lager. Genaue Elastizititsmessungen fiir die ver-
schiedenen Richtungen sind an solchen Baustoffen bisher wohl
noch kaum ausgefiihrt worden.

§ 4. FlieBfiguren, Spannungen fiir schiefe Schpittrich-
tungen. Zur Prifung des Werkstoffes, aus dem die Platten,
Winkel und sonstigen Profileisen bestehen, die zum Aufbau einer
groBeren Tragkonstruktion diemen sollen, 1aBt man gewdhnlich
Probestibe von der in Abb. 5 angegebenen Gestalt herstellen.
Der Querschnitt ist rechteckig und von 3 cm Breite, wihrend sich
die aus der Abbildung nicht ersichtliche Dicke nach der Dicke
des Bleches oder der Flanschdicke des Profileisens richtet, aus
dem der Stab entnommen wurde. Als Mittelwert kaon man etwa
eine Dicke von 1 ¢m oder etwas dariiber annehmen.

14 | {8 ——
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An den Enden versieht man den Stab in der aus der Zeichnung
ersichtlichen Weise mit Kopfen. Auf den Ansichtsfiichen der
Kopfe 1i8t man durch eine Friismaschine einige seichte Rinnen
oder Furchen einschneiden, an denmen die ,BeiBkeile eingreifen
konoen, mit demen der Stabkopf von beiden Seiten her gefaBt
und durch deren Vermittlung er in die Festigkeitsmaschine ein-
gespannt wird.

In einigen Abstinden von den Képfen 148t man die in Abb.5
mit A und B bezeichneten Marken anbringen, zwischen denen
gewthnlich eine MeBlinge von 20 cm abgegrenzt wird. Erfolgt
der Bruch auBerbalb der Mefistrecke A B, so wird der Versuch
verworfen, und hiufig verlangt man auch, daf er im mittleren
Drittel der MeBlinge AB erfolgt sein mufl, um einen einwand-
freien Wert fiir die Bruchdehrung daraus ableiten zu konnen.

Gewohnlich wird der Stab auf den Ansichtsflichen nicht be-
arbeitet, sondern er behilt dort die Walzhaut, die vom Herstellungs-
vorgange des Profileisens herrithrt. Entfernt man aber die Walzhaut
vor dem Zugversuche und poliert man die Ansichtsflichen des
Stabes, so kann man bald nach Uberschreitung der Proportionali-
titsgrenze das Auftreten von sogevannten ,,F/ir figuren bemerken,
durch die sich die bleibende Forménderung im Innern des Stabes
nach auBen hin verrit. Gewdhnlich bestehen diese ,FlieBfiguren*
aus einer Anzahl feiner Linien, die von beiden Seiten her unter
einem Winkel von 45° gegen die Liingsrichtung des Stabes geneigt
sind und sich gegenseitig durchschneiden (vgl. die gestrichelten
Linien in Abb. 5). Zuerst treten sie mur vereinzelt auf, dann
mehren sie sich bei weiterer Steigerung der Belastung und spiter-
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hin, wenn die Forminderung noch weiter fortgeschritten ist, ver-
schwinden sie wieder, wogegen die vorher glatt polierte Fliche
rauh wird, so daB sich feinere Linien darauf ohnehin nicht mehr
unterscheiden lieBen. Hiufig beschriinkt sich das Auftreten dieser
FlieBfiguren zunichst tiberhaupt nur auf ein kiirzeres Stiick der
Ansichtsfliche, wie auch in Abb. 4 angenommen wurde, und dies
ist dann ein Zeichen dafiir, daB sich vorliufig der Stab nur in
diesen Teilen merklicher streckt, wihrend er an anderen Stellen
noch weniger nachgibt.

Gegen das Ende des Bruchversuches hin bildet sich an irgend-
einer Stelle der Stablinge eine etwas stirkere Zusammenziehung
der Quere nach aus als an den iibrigen Stellen, und zugleich bemerkt
man an dem Lastzeiger der Festigkeitsmaschine, daB hiermit die
groBte Last erreicht ist, die der Stab tiberhaupt aufzunehmen ver-
mag. Von da ab sinkt die Last wieder, die erforderlich ist, um
den volligen Bruch herbeizufithren, und dabei beschriankt sich die
weitere Forménderung in der Regel auf die Nachbarschaft der
Stelle, an der sich die erste Einschniirung gebildet hatte. Hier
dehnt sich der Stab und er zieht sich dabei der Quere nach weiter
zusammen, bis er zerbricht. Die Einschniirung des Bruchquer-
schwittes wird ebenfalls als ein Giitemaf zur Bewrteilung der Zihig-
Eeitseigenschaften des Werkstoffes benutzt.

Die mikroskopische Betrachtung einer fein geschliffenen Fliche
eines Metallstiickes 1iBt bei geeigneter Atzung unter starker Ver-
groBerung erkennen, daB die Metalle aus feinen Kérnern von ver-
schiedener chemischer Zusammensetzung (je nach dem Kohlenstoff-
gehalt. bei Bisen) und daher auch verschiedenen mechanischen
Eigenschaften aufgebaut sind. Bei starken Spannungen beginnen
sich einzelne dieser Kristallkorner lings ibrer Berithrungsflichen
gegeneinander zu verschieben, und dieser Vorgang ist es, der sich
nach auBen hin durch das Auftreten der FlieBfiguren kenntlich
macht. Es ist auch leicht verstindlich, daf ein Gleiten, das
einmal an einer bestimmten Stelle eingetreten ist, sich nachher
um so leichter in derselben Richtung weiterhin fortsetzt, wodurch
sich erklirt, daB die FlieBfiguren meistens aus ungefihr geradlinig
verlaufenden Linien bestehen.

Das Auftreten von Flieffiguren an einer polierten Stelle eines
metallischen Korpers ist ein sicheres Zeichen dafiir, daf bereits
eine dauernde Beschiidigung des Korpers an dieser Stelle hervor-
gebracht wurde. Von den Beobachtungen tiber das Auftreten von
FlieBfiguren muB man sich daher vielfach leiten lassen, um ein
Urteil tiber den in einem gegebenen Falle auftretenden Spannungs-
zustand zu erhalten oder um die Gefahr zu beurteilen, die mit
einer bestimmten Belastungsweise des Kérpers verbunden ist.")

71) Bei den Priifungen, die in der Praxis von Behorden und Fabriken
zur Qualifikation des Materials angestellt werden, wird gewdohnlich
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Insbesondere gilt dies auch von der Beobachtung, daf die Flie-
linien beim Zugversuche nicht etwa in der Richtung verlaufen,
in der der Stab gespannt wird, und auch nicht senkrecht zu dieser
Richtung, sondern ungefihr unter 45° dazu. Man kann noch hin-
gufiigen, daB sich unter entsprechenden Bedingungen auch beim
Druckversuche die gleiche Erscheinung zeigt. Der Richtung von
45% in der sick die FlieBfiguren vorzugsweise ausbreiten, muf
daher eine besondere Bedeutung zukommen. Wir werden dadurch
zu der Frage gefihrt, was fiir Spannungen beim einachsigen
Spannungszustande in einer Schnittfliche iibertragen werden, die
zunichst einen beliebigen Winkel ¢ mit der
Hauptrichtung einschlieBen moge. /\———|-—\ﬁ

In Abb. 6 ist ein Stiick der Ansichtsfliche des I '
schon in Abb. 5 dargestellten Stabes in grofierem
MaBstabe herausgezeichnet. Die Stabachse und
hiermit die Achse des einachsigen Spannungs-
zustandes tiberhaupt, wihlen wir zur X-Achse £ REERHEREE!
und bezeichnen die in einem Querschnitt C D iiber- ’
tragenen Spannungen mit 6. Diese sind jedenfalls ‘———t—u-.
. . . ]
gleichférmig iiber den ganzen Querschnitt ver- Abb. 6
teilt, da nach Voraussetzung der Breite nach o
alle Teile des Stabes unter den gleichen Bedingungen stehen.
Daraus folgt p

0= F (9)

wenn F' die Querschnittsfliche des Stabes bedeutet. Dann legen
wir noch einen zweiten Schnitt CE, der mit der Stabachse einen
beliebigen Winkel ¢ bildet, so daB zwischen CD und CE ein
dreiseitiges Prisma abgegrenzt wird, das wir als einen selb-
stindigen Korper auffassen konnen und dessen Gleichgewicht wir
jetzt untersuchen wollen.

nicht auf die FlieBfiguren geachtet, da sich diese Beobachtung nicht
in Zahlen ausdriicken lassen wiirde. In der Regel werden deshalb nar
die Bruchfestigkeit und die Bruchdehnung und mitunter auch die Last,
bei der FlieBen eintritt, bestimmt. Die letatere Feststellung wird so vor-
genommen, daf der Kraftanzeiger bei etwa gleichmiBig steigender
Léngung des Stabes beobachtet wird. Zuerst riickt der Kraftanzeiger
auf immer hohere Werte hinauf. Plétzlich aber bleibt er stehen oder
geht sogar trotz lortschreitender Liangung des Stabes zuriick. Dieser
Punkt wird bei Messungen in der Praxis als FlieBgrenze vermerks.

Die Abmessungen des Probestabes, die auf das Ergebnis erheb-
lichen EinfluB haben, werden besonders bei Abnahmeversuchen fiir
Behdrden nach genauen Vorschriften festgestellt. In der Regel werden
fir ZerreiBversuche Rundstibe von 10 oder 20 mm Durchmesser und
einer MeBitinge gleich dem Zehnfachen des Durchmessers vorgesehen.
Die in Deutschland am meisten zugrunde gelegten Versuchsvorschriften
sind die der Reichsmarine und die der preuBischen Eisenbahnverwal-
tung, die beide im Buchhandel erschienen sind.

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundeiige der Festigkeitalehre 2
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Auch iiber die Schnittfliche CE miissen sich die Spannungen
gleichformig verteilen. Wir schlieBen dies daraus, dafl sich die
elastische Form#inderung an allen Stellen der Ansichtsfliche des
Stabes, die von den Stabképfen geniigend weit entfernt sind, wie
die Beobachtung lehrt, tiberall in der gleichen Weise vollzieht.
Dasselbe muB daher auch von dem Spannungszustand gelten, der
durch den an der gleichen Stelle bestehenden Forminderungs-
zustand naturgesetzlich bedingt ist.

Gegeniiber den grofen Lasten, die der Stab beim Zugversuche
zu tibertragen hat, ist das Eigengewicht des Prismas CDE so
unbedeutend, daB wir es von vornherein vernachlissigen konnen.
Um Gleichgewicht am Prisma herzustellen, mufl alsdann die Re-
sultierende aller in der Schnittfliche C D iibertragenen Spannungen
ebenso groB und entgegengesetzt gerichtet sein wie die Resul-
tierende P der im Schnitte CD tibertragenen Spannungen. Auch
beim schiefen Schnitt gehen daher die Spannungen parallel zur
Stabachse, und sie sind um den Winkel ¢ gegen die Schnittfliche
geneigt.

In der Festigheitslehre hat es sich als zweckmdfig herausgestellt,
eine Spannung, die einen schiefen Winkel mit der gugelorigen
Schnittfliche einschlicft, stets in 2wei Komponenten zu gerlegen,
von denen die eine senkrecht zur Schnittfliche steht, wihrend die
andere in die Schnittfliche selbst fillt. Bei der Normalspannung
unterscheidet man dann noch je nach dem Pfeile zwischen Zug
oder Druck. Die andere Komponente dagegen wird als die Schulb-
spannung bezeichnet. Bei ihr kommt es nicht nur auf die GroBe,
sondern auch auf die Richtung an, die ibr innerbalb der Schnitt-
fliiche zukommt. Ein #bnlicher Gegensatz wie zwischen Zug und
Druck ist dagegen bei der Schubspannung nicht zu machen. Fiir
die auf die Flicheneinheit bezogene Schubspannung wird in der
technischen Festigkeitslehre stets der Buchstabe t gebraucht. Zur
niheren Angabe der Schnittfliche, auf die sich z beziehen soll,
oder der Richtung innerhalb der Schnittfliche kann man je nach
Bedarf an v noch einen oder zwei Zeiger anhingen.

Im Falle von Abb. 6 wollen wir die im Schnitte CE iiber-
tragene und auf die Flicheneinheit dieses Schnittes bezogene
Normalspannung mit 6, und die Schubspannung mit 7, bezeich-

nen. Wir finden diese beiden Komponenten, indem wir zuerst die

ganze vom Stabe tibertragene Belastung P durch die Fliche éi?ij;

der Schnittfliche dividieren und hierauf mit sin ¢ multiplizieren,

um 6., oder mit cos ¢ multiplizieren, um 7, zu erhalten. So er-

gibt sich

P ., PR
6,=7 sin"g und 7, =g sing cos g,
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wofiir man auch mit Riicksicht auf Gl (9)

= 0,sin’p =30, (1 —cos2¢) und 7,=;0,sin2¢ (10)

¢
schreiben kann.

Die Schnittrichtung CE in Abb. 6 diirfen wir zwar nicht so
weit schief stellen, daB wir mit C oder E in die Nihe der Stab-
kopfe kiimen. Trotzdem diirfen wir die Gleichungen (10) un-
bedenklich fiir alle Winkel ¢ von Null an bis zu einem Rechten
anwenden, indem wir uns bei den kleineren Winkeln den Stab
entsprechend verlingert denken. Fiir den Zusammenhang zwischen
den Spannungskomponenten ¢, und r, und der Schnittrichtung ¢
kann es némlich nicht darauf ankommen, wie lang der Stab ist,
falls darin nur iiberall innerhalb der Schnittfliche der gleiche
Spannungszustand vorausgesetzt werden darf.

Die Schubspannung t,, nimmt nach Gl (10) ihren gripten Wert
an fir sin 2¢ = 1, also fiir eine Schnittrichtung, die mit der Stab-
achse eimen Winkel von 45° bildet. Der grofite Wert von 7 ist
jedoch nur halb so groB als die gréBte Normalspannung 6,, die

im Schnitte ¢ =% also im Querschnitt des Stabes iibertragen

wird und vorher mit ¢, bezeichnet wurde.

Das Rechenergebnis, zu dem wir soeben gelangten, fordert zu
einem Vergleiche mit den vorher mitgeteilten Beobachtungen iiber
das Auftreten der FlieSfiguren herauns. Man wird dadurch zu
der Vermutung gefiihrt, daf bei einem Metallstabe, der diese Er-
scheinungen zeigt, die Ubcrschreitung der Flastizititsgrenze da-
durch herbeigefiihrt wird, daf die Schubspannung © einen Grenz-
wert dberschriften hat, tiber den hinaus der Stoff einer Verschiebung
der eingelnen Kristallkorner gegeneinander keinen Widerstand mehr
zu leisten vermag.

Nach dieser Auffassung, der man bei allen Stoffen, die FlieB-
figuren von den vorher beschriebenen Eigenschaften erkennen
lassen, die Berechtigung kaum abstreiten kann, ist es daher nicht
die grofite Normalspannung oder die Hauptspannung, die selbst
unmittelbar eine Beschéidignng oder den Bruch herbeifiibrt, Sondern
die bleibende Form#nderung wird durch die mit der Hauptspan-
nung verbundene, wenn auch nur halb so grofie Schubspannung
in jenen Schnittrichtungen herbeigefiihrt, nach denen die FlieB-
figuren verlaufen. Diese Bemerkung ist hauptstichlich von Wich-
tigkeit, wenn es sich darum handelt, Spannungszustinde von ver-
schiedener Art auf die mit ihnen verbundene Bruchgefahr hin
untereinander zu vergleichen, wie dies spiter geschehen wird.

Zur Veranschaulichung der durch die Gleichungen (10) aus-
gesprochenen Gesetzm#Bigkeiten kann man sich nach dem Vor-
gange von Mohr eines Spannungskreises bedienen, wie er in
Abb. 7 gezeichnet ist.

2%

&
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Man triigt nimlich zwei senkrecht zu einander stehende Achsen
auf, bezeichnet die eine als ¢-, die andere als v-Achse und zieht
bierauf einen Kreis, dessen Durchmesser in einem passenden Mag-
stabe die Hauptspannung ¢, angibt und der durch den Koordi-
natenursprung O geht, wihrend der Mittelpunkt M auf der ¢-Achse
liegt. Jeder Schoittrichtung, die in Abb. 6 den Winkel ¢ mit
der Stabachse einschliefit, 188t sich dann ein Radius in Abb. 7
zuordnen, der einen Winkel 2¢ mit der Horizontalen bildet, so
wie es aus der Abbildung zu ersehen ist. Die Koordinaten des
Endpunktes dieses Halbmessers geben daon, wie aus den Glei-
chungen (10) hervorgeht, die Spannungskomponenten 6, und 7,
fiir die dem Winkel ¢ entsprechende Schnittrichtung an.

T

4 ,

= e

T

Abb. 7. Abb. 8.

Zur anschaulichen Wiedergabe des Inhaltes der Gleichungen (10)
wiirde es schon geniigen, nur den oberen Halbkreis in Abb. 7 zu
beniitzen. Man zieht aher gewéhnlich vor, den ganzen Kreis zu
zeichnen und hiermit Zentriwinkel 2¢ zuzulassen, die im 3. oder
4. Quadranten liegen. In Abh. 6 entsprechen ihnen stumpfe Win-
kel @, also solche Schnittrichtungen, die nicht mehr vou links
nach rechts, sondern umgekehrt von rechts nach links hin an-
steigen. Man sieht ohne weiteres ein, daB fiir diese dieselben
Beziehungen wiederkehren miissen, die wir fiir jene gefunden
hatten und dem entspricht es, daB auch in Abb. 7 im unteren
Halbkreise alle Werte von ¢ und 7z, bei letzteren wenigstens der
GroBe nach, ebenso wiederkehren wie im oberen. Auf das Vor-
zeichen von 7 braucht nimlich hierbei nicht geachtet zu werden,
da es fir die Schubspansungen im Gegensatz zu den Normal-
spannungen nicht von vornherein wesentlich ist. Wir haben auch
bisher noch keine Verabredung dartiber getroffen, wie das Vor-
zeichen von 7 im einzelnen Falle gewihlt werden soll, und behalten
uns dies fiir spiter vor.

Die vorhergehenden Betrachtungen und besonders die Glei-
chungen (10) lassen sich ohne weiteres auch auf den Fall #ber-
tragen, daB die Hauptspannung o, keine Zug-, sondern eine
Druckspannung ist. In Abb. 6 kehren sich dann alle Pfeile um,
und in den Gleichungen (10) hat man ¢, negaliv zu rechnen.
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Damit werden dann auch alle Normalspannungen ¢, negativ,
wihrend dem Vorzeichenwechsel fiir 7, keine wesentliche Bedeu-
tung zukommt.

Das Spannungsdiagramm #ndert sich in diesem Falle, wenn
man snnst nichts #ndert, so ab, wie aus Abb. 8 zu entnehmen ist.
Die Zentriwinkel 2¢ wachsen freilich unter diesen Umstéinden
im entgegengesetzten Drehsinn wie in Abb. 7. Das hingt damit
zusammen, daB der Winkel ¢ =0 in beiden Fillen dem Schnitte
zugeordnet ist, in dem ¢ und zugleich auch 7 zu Null wird, gleich-
giiltig, ob nun @, algebraisch genommen groBer oder kleiner ist
als der Wert Null. Diese Verabredungen kann man aber spiter,
wenn es sich als vorteilhaft erweist, auch leicht wieder d@ndern
(vgl. § 10). Wesentlich ist dagegen der Unterschied, daB der
Spannungskreis in diesem Falle auf der entgegengesetzten Seite
liegt wie in Abb. 7.

L&Bt man in den Abbildungen 7 oder 8 den Winkel 2¢ um
2 Rechte zunehmen, indem man den Radius iiber den Mittelpunkt
hinaus verlingert, so gelangt man zu einem Punkt des Spannungs-
kreises, der wieder dem gleichen Werte von 7 entspricht wie zu-
vor, da es ja bei t auf das Vorzeichen nicht ankommen solite,
sondern nur auf den zahlenmiBigen Betrag. Der gleiche Wert von
t kommt daher in je zwei Schnittrichtungen vor, die in der An-
sichtszeichnung des Stabes Abb. 6 rechtwinklig zu einander stehen.
Es wird sich spiter zeigen, daB sich dieser Satz auch auf ver-
wickeltere Spannungszustinde ibertragen 148t und dal er in
seiner allgemeinen Form als ,,Sutz von der Gleickheit der einander
zugeordnetcn Schubspannungen” zu den wichtigsten R#tzen der
Festigkeitslehre gehort.

§ 5. Die Forminderungsarbeit. Beim Zug- oder Druckver-
suche wird von den #uBeren Kriften, die die Form#nderung er-
zwingen, eine gewisse Arbeit geleistet. Wir denken uns durch
zwei Querschnitte, die um die ,,MeBlinge ! voneinander entfernt
sind, ein Stiick aus dem miitleren Teile des Stabes abgegrenzt,
auf das sich unsere Betrachtung zunichst allein beziehen soll.
Die Kraft P, die in jedem der beiden Querschnitte auf den mitt-
leren Stabteil iibertragen wird, wichst wihrend des Zugversuches
von Null bis auf einen Wert an, den wir mit P, bezeichnen
wollen. Wie groB wir P, wihlen wollen, ist sonst gleichgiiltig,
Jjedenfalls aber soll damit die Proportionalitéitsgrenze noch nicht
tiberschritten sein. Zu jedem P gehort dann eine Léngenidnderung A1
der MeBstrecke 7, die nach Gl. (5)

l
Al = E—FP
gesetzt werden kann. Wir wollen zunichst annehmen, daf der
chere der beiden Stabquerschnitte wihrend der Formiinderung in
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Ruhe bleibe, der untere verschiebt sich dann im ganzen um die
Strecke 41. Die am oberen Querschnitt angreifende Kraft P kann
unter diesen Umstiéinden keine Arbeit leisten. Wahrend P um ein
Differential d P anwichst, verschiebt sich der untere Querschnitt

nach abwirts um 7

adl = EFdP

und auf diesem Wege wird von der am unteren Querschnitt an-
greifenden Kraft P die Arbeit

14
dA4 = PdAdl = ﬁ,PdP

geleistet. Bis zum Endzustande hin, in dem P bis P, angewachsen
ist, wird daher im ganzen eine Arbeit A geleistet, die sich zu

—f, pap= . B (11)

berechnet. Bezeichnet man die zu P, gehdrige Lingeninderung 417
mit A1, so kann man dafiir auch

A=1Pp 4], (12)

schreiben, und diese Gleichung 148t sich dahin deuten, daB als
wMittelwert" der arbeitsleistenden Kraft P wdihrend des ganzen
Weges Aly, die Hdifte des Endwertes P, anzunehmen ist.

Die Voraussetzung, von der wir bei dieser Berechnung aus-
gegangen sind, daB der obere Querschnitt des ins Auge gefafiten
Stababschunittes in Ruhe bleiben und der untere allein sich be-
wegen sollte, erkennt man als unwesentlich, wenn man sich vor-
stellt, daB nach erfolgter Forminderung noch irgendeine Be-
wegung des Stababschnittes ohne Formi#nderung vorgemommen
werde. Hierbei bewegt sich der Stababschnitt als starrer Korper,
und da sich die #ufleren Krifte an ihm im Gleichgewicht halten,
mufl nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten die
Summe ihrer Arbeitsleistungen gleich Null sein. Es kommt daher
bei der Berechnung von A nur auf die relativen Bewegungen der
Angriffspunkte der Krifte gegeneinander an, und es bleibt dabei
gleichgiiltig, wie wir uns diese vorgenommen denken, wenn wir
damit nur zu der vorgeschriebenen Endgestalt gelangen, wihrend
die Endlage gleichgiiltig ist.

Wenn das Hooke'sche Gesetz nicht erfiillt ist, gelten die Glei-
chungen (11) und (12) nicht mehr. Auf jeden Fall kann man

aber A in der Form P,
' A= f Pddl (13)
0

anschreiben, mit dem Vorbehalte, daB zur Ausrechnung des Inte-



§ 5. Die Forminderungsarbeit 23

grals P als Funktion von A1 (oder umgekehrt) durch das in diesem
Falle zutreffende Elastizititsgesetz gegeben sein mufl. Kennt man
das Elastizititsgetetz nur in der Form eines Dehnungsdiagramms
etwa nach Abb. 3, S. 8, so kann man auch sagen, daB A4 durch
die Flache dargestellt wird, die zwischen der Abszissenachse, der
Diagrammlinie und der dem Endzustande entsprechenden Ordi-
nate eingeschlossen wird.

Der Vorgang der vollkommen elastischen Forminderung ist
umkehrbar, insofern némlich, als bei allméhlicher Verminderung
der vorher bis zu P, gesteigerten Belastung alle vorher zusam-
mengehirigen Werte von P und 4! von neuem wieder in umge-
kehrter Richtung gemeinsam durchlaufen werden. Wenn sich der
gestreckte Stab wieder zusammenzieht, leisten die an ihm an-
greifenden suBeren Kriifte P eine negative Arbeit, die ebenso gro8
ist wie die positive Arbeit, die sie vorher leisten mufiten, um den
Stab zu spaunen. Wir Linnen diesen Sachverhalt dahin ausdriicken,
dap dem Stabe bei der Herstellung der Formdnderung ein gewisser
Energiebetrag durch die Arbeit der duferen Krifte zugefiilrt wird,
der darin aufgespeichert bleibt, solange der Stab in dem gespannten
Zustande verharrt, und der in Gestalt von Arbeitsleistung zur Uber-
windung eines duPeren sich allmdhlich vermindernden. Widerstandes
wieder daraus zuriickgewonmen werden kann, vorausgesetzt, daB
man die geeigneten #uBleren Bedingungen dafiir schafft, die Ge-
legenheit zu einer solchen Riickgewinnung geben.

Um diesen Tatbestand durch eine darauf hinweisende beson-
dere Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, nennt man die auf-
gespoeicherte Form#nderungsarbeit in Anlehnung an den Sprach-
gebrauch der allgemeinen Physik auch eine pofenticlle Energie
oder auch, was auf dasselbe hinauskommt, das Polential der
elastischen Krifte. In der Technik sind diese Bezeichnungen frei-
lich weniger iiblich als die Bezeichnung Forménderungsarbeit,
sie sollen aber hier nebenbei ebenfalls bentitzt werden.

Wenn die Forménderung nicht vollkommen elastisch ist, ent-
spricht dem Riickgange der Forminderung ein anderes Dehnungs-
diagramm als dem Vorwirtsgange, wie dies schon in Abb.2, S. 6
durch die beiden Diagrammlinien OC und CD angedeutet war.
Die dem Vorwirts- und dem Rickwirtsgange entsprechenden
Arbeitsbetrige werden auch hier durch die Inhalte der zwischen
der Kurve, der Abszissenachse und der Endordinate liegenden
Flichen angegeben, und daraus folgt, daB in der Tat, wie schon
damals gesagt war, das zwischen den Linien 0AC, CD und 0D
eingeschlossene Flichenstiick den Arbeitsverlust darstellt, der
mit einer nicht vollkommen elastischen Forminderung verbun-
den ist.

Die Gleichungen (11) und (12) bezogen sich auf die ganze in
dem Stababschnitt von der Linge ! aufgespeicherte Forminde-
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rungsarbeit A. Innerhalb dieses Abschnittes vom Rauminhalt IF
herrscht aber tiberall der gleiche Drang und Zwang, und es liegt
daher nahe, durch Division mit I F' festzustellen, wieviel von 4 in
der Raumeinheit enthalten ist, also etwa in 1 ccm, wenn man
die Lingen in cm miBt. Man kommt so auf die bezogcne Form-
dnderungsarbeit, die wir mit dem Buchstaben A bezeichnen wollen,
und erhilt nach Gl (11)

]

__f{___l P12_1 _t _E2
A=p=sn(p) —spi=saa=54 (19

Unter 6, und ¢ sind die der Last P, entsprechenden Spannungen
und Dehnungen zu verstehen. Da P, irgendeine Last sein konnte,
die die Proportionalititsgrenze nicht iiberschreitet, kann man die
Zeiger 1, die hier bedeutungslos geworden sind, nachtriiglich auch
streichen. Die zuletzt angegebenen Formen fiir A ergeben sich
aus dem Zusammenhange, der zwischen P, ¢ und ¢ besteht.

Zunichst war bei der Ableitung an einen Zugversuch gedacht,
aber sie kann nachtriglich auch auf den Fall eines gleicliformigen
einachsigen Druckzustandes tibertragen werden, da fiir diesen Fall
unter Voraussetzung der Giiltigkeit des Hooke’schen Gesetzes die-
selben Forminderungsgesetze gelten wie fiir den Fall des Zuges,
falls man nur beachtet, daBl ¢ und ¢ dann dberall als negative
Werte eingefithrt werden miissen. Kehrt man aber in Gl (14)
die Vorzeichen von P, 0, & um, so behilt A trotzdem das po-
sitive Vorzeichen. Die aufgespeicherte Formdnderungsarbeit ist,
wie sich auch spiter noch weiterhin zeigen wird, eine wesentlich
positive Grofe, dic nicmals negativ und auch dann nur zu Null
werden kann, wenn der Korper diberall spannungsios ist.

§ 6. StoBweise Belastung. Bei der vorhergehenden Berech-
nung der Forminderungsarbeit nahmen wir an, daf die Belastung
»allmihlich* von O bis auf P, anwachsen sollte. Jetzt betrachten
wir umgegehrt den Fall, daBl die Last ,plotzlich aufgebracht
wird. Vor allem muB jedoch erklirt werden, was hier unter ,all-
mihlich® und ,,plétzlich® zu verstehen ist.

Betrachten wir das Verhalten des Korpers wihrend der Zeit,
in der die Belastung vorgenommen wird, so haben wir es nicht
mehr mit einer Gleichgewichtsaufgabe zu tun, sonderm mit einer
Aufgabe der Dynamik, also mit einer Aufgabe, deren vollstindige
Liésung gar nicht hieher gehort. Fir unsere Zwecke gentigh es
aber bereits, wenn nur darauf geachtef wird, daB jedenfalls eine
gewisse wenn auch nur kleine Zeit vergeht, bis der Korper nach
dem Aufbringen der Last wieder zur Ruhe gekommen ist. Wihrend
dieser Zeit bewegen sich die einzelnen Bestandteile des Korpers
mit gewissen Geschwindigkeiten, die zur gleichen Zeit fiir die
verschiedenen Teile verschieden und auch fiir denselben Teil zu
verschiedenen Zeiten verschieden sind.
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Der Geschwindigkeit entspricht bei jedem Massenelemente eine
gewisse kinetische Emergie oder lebendige Kraft. Die von der
suBeren Kraft P beim Forminderungsvorgang geleistete Arbeit
kann daher nicht ausschlieBlich als poteutielle Energie aufge-
speichert werden, sondern ein Teil davon wird verbraucht, um
den Korper in Bewegung zu setzen, wobei dieser Teil, wie man
sagen kann, in kinetische Energie umgesetzt wird, Die kinelische
Energie bingt aber von dem Quadrate der Geschwindigkeit ab,
und sie ist daher um so kleiner, je langsamer sich die Form#nde-
rung vollzieht. Wenn man nun sagt, daB die Belastung ,all-
méhlich* aufgebracht werden soll, meint man damit, dal} soviel
Zeit vergeht und die Geschwindigkeit der Forminderung daher
wihrend des ganzen Vorganges so klein bleibt, dafi die kinetische
Energie nur einen verschwindend kleinen Bruchteil der Arbeits-
leistung der duBeren Kréfte in Anspruch nimmt. In diesem Falle
gentigt es, diesen Teil zu vernachlissigen und die potentielle
Energie des gespannten Korpers gleich der gesamten Arbeit der
duBleren Kriifte zu setzen, wie es im vorigen Paragraphen ge-
schehen ist.

Denken wir uns dagegen umgekehrt, die Belastung P in einer
unmeBbar kurzen Zeit aufgebracht, so kann die Form#nderung
der Belastung nicht ebenso schnell folgen. Der Belastung P, ent-
spricht im Ruhezustand eine Streckung A1, der MeBstrecke, die
man auch als die ,,statische Formdnderung* bezeichnen kann. Da
nun P schon unmittelbar nach Beginn des Forminderungsvor-
ganges seine volle GroBe P, erlangt haben soll, wird bis zum
Erreichen der Forménderung eine Arbeit P 4!, geleistet, die
doppelt so groB ist als der Arbeitsbetrag A nach Gl (12) fir
den Fall des alim&hlichen Aufbringens der Last. Die potentielle
‘Energie hingt nach den Vorstellungen, die wir uns von ihr ge-
bildet baben, nur von dem augenblicklichen Forminderungszustande
ab, und sie ist daher in beiden Fillen, die wir miteinander ver-
glichen haben, gleich gro8. Beim plotzlichen Aufbringen der Last
wird daher nur die Hilfte der geleisteten Arbeit P, 4!, aufge-
speichert und die andere Hilfte in kinetische Euvergie der Form-
dnderungsbewegung umgesetzt. Die Forminderung schbreitet dem-
entsprechend iiber den statischen Wert 41, hinaus weiter fort.
Von da ab reicht aber die weitere Arbeitsleistung der Kraft P
-allein nicht mebhr aus, um die mit dem Quadrate der Forménde-
rung anwachsende potentielle Encrgie entsprechend zu vermehren.
Die weitere Bewegung ist daher verzogert, und die kinetische
Energie verwandelt sich dahei wieder in Arbeitsleistung und hie-
mit ebenfalls in potentielle Energie um, bis eine gewisse griBte
Form#nderung A1, erreicht ist.

In diesem Zustande kann aber der Korper nicht dauernd bleiben,
da die Kraft P, die Forminderung 47, nicht aufrecht zu erhalten
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vermag. Die Forménderung wird wieder riickgiingig, hiemit wird
die potentielle Energie zum Teil wieder in kinetische Energie
verwandelt usf. Die Folge ist, daBl Schwingungen um die der
statischen Forménderung A1, entsprechende Gleichge~ichtslage
herum entstehen, deren weitere Verfolgung im einzelnen hier
nicht zu unserer Aufgabe gehort.

Fiir uns kommt es hauptsiichlich darauf an, wie groB 41, wird,
weil davon die Bruchgefahr abhiingt. Wir wollen annehmen, dag
auch mit 41, die Proportionalititsgrenze des Werkstoffes noch
nicht fiberschritten ist. Dann 148t sich eine Belastung P, an-
geben, die 41, als statische Forménderung zur Folge haben wiirde,
und zwischen P, und P, besteht der Zusammenhang

P,
P, =4l (13)

Um ein Urteil iiber die GréBe von P, zu erlangen, erinnern
wir uns zuniichst, daB sich die Schwingungen fester Kérper um
eine Gleichgewichtslage 47, herum der Luft mitteilen und in
unserem Ohre vernehmlich werden. Je schneller die Schwingungen
erfolgen, um so héher ist der ihnen entsprechende Ton. In dem
Falle, der uns jetzt beschiftigt, kann es freilich leicht vorkommen,
daf die Schwingungsdauer so kurz und der Ton so hoch wird,
daB er tiber die Grenze der Tonempfindungen hinaus reicht. Jeden-
falls aber ist anzunehmen, dafl die Zeit, die vom ersten Augeun-
blicke des Aufbringens der Belastung P; an bis zur Erreichung
der groBten Form#nderung A1, vergeht und die einem Viertel
einer vollen Schwingungsdauer entspricht, unter den praktisch vor-
liegenden Umstéinden gewShnlich nur einen sehr kleinen Bruch-
teil einer Sekunde ausmachen wird.

Durch diese Uberlrgungen sind wir nun auch in den Stand ge-
setzt, genauer anzugebem, was man unter dem ,plotzlichen Auf-
bringen einer Belastung zu versiehen hat. Eine gewisse wenn auch
nur #HuBerst kurze Zeit nimmt jeder physikalische Vorgang in
Anspruch. Es geniigt aber, die Belastung als ,,pl6tzlich* anzusehen,
wenn die Zeit, in der sie erfolgt, sehr klein ist im Vergleiche zu
der Zeit, die dann noch bis zur Erreickung der gréfiten Form-
inderung A1, vergeht, oder auch sehr klein gegeniiber der Schwin-
gungsdauer der sich daran schlieBenden Schwingungen.

Ferner wissen wir aus der Erfahrung, daB eine Schwingungs-
bewegung, die einmal angeregt war und dann sich selbst iiber-
lassen wird, allmiblich erlischt, weil sich ihr allerlei kleine
Widerstinde in den Weg stellen. Die mit den Schwingungen ver-
bundenen mechanischen Energieformen werden dabei allmihlich
aufgezehrt und der Hauptsache nach in Wirme umgewandelt.
Wir haben daher anzunehmen, daB auch schon beim ersten
Schwingungsausschlage nach dem plétzlichen Aufbringen der
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Last P, bis zur Formiinderung A1, ein gewisser wenn auch nur
sehr geringer Teil der dabei von P; geleisteten Arbeit Py 4l, in
Wirme umgewandelt wird oder sonst verloren geht. Hiernach
kénnen wir die Gleichung bilden

nP Aly = EP,4l,.

Dabel ist n eine Zahl, die in der Regel nahezu gleich Eins,
aber doch ein wenig kleiner als Eins ist, wihrend auf der rechten
Seite der Gleichung die nach Gl. (12) berechnete potentielle
Energie steht, die dem Form#nderungszustande A1, entspricht.
Aus der Gleichung folgt

P,=2nP, oder nahezu P,=2P, (18)

Man sieht auch, daB die ganze Beweisfithrung, die zu dieser
Gleichung fiihrte, sinngem#f ohne weiteres auch auf andere Be-
lastungsfille tibertragen werden kann, so daB der durch Gl. (16)
ausgesprochene Satz nicht nur fiir den Fall der einfachen Zug-
oder Druckbeanspruchung eines Stabes gilt, bei dem wir ihn
zuerst kennen lernen, sondern daB ihm eine viel allgemeinere
Giiltigkeit zukommt. Wir merken uns daher als Regel, daf beim
plotelichen Auflringen cincr Belastung eine nahezuw doppelt so
hohe Beanspruchung entsteht, als sie durch eine gleich grofie ruhende
Belastung hervorgebracht wird.

Schon beim plétzlichen Aufbringen einer Last spricht man von
einer stoBweisen Belastung, weil sich ein dynamischer Vorgang
daran kniipft. Wir baben aber jetzt auch noch den Fall zu be-
trachten, daf die Last mit einer gewissen Anfangsgeschwindig-
keit v, auf den Korper auftrifit, womit wir zu dem allgemeinen
Falle der stoBweisen Belastung kommen, in dem der jetzt be-
trachtete als Sonderfall mit enthalten ist, wenn wir darin v, =0
setzen.

Um zu einer klaren Vorstellung zu gelangen, betrachten wir
als Beispiel einen Drabt oder ein Drahtseil von der Linge I, das
in einen Schacht hinabhéingt und das dazu bestimmt ist, einen
Korper vom Gewichte P, der aus einer Hohe : herabstiirzt, am
unteren Ende aufzufangen. Wir konnen auch in diesem Falle
nach einer Last P, fragen, die im Ruhezustande dieselbe statische
Forminderung und daher dieselbe Beanspruchung des Drahtseiles
hervorzubringen vermdchte wie die herabstiirzende Last. Der Ge-
dankengang, der zur Losung fiihrt, schlieBt sich eng an den vor-
her betolgten an.

Die Geschwindigkeit vy, mit der P, auftrifft, steht mit der
Fallhohe % in der Beziehung

n="V 2k,

und wenn nicht » sondern die Geschwindigkeit v, unmittelbar
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gegeben ist, kann man eine ihm entsprechende Fallhohe k2 nach
dieser Formel ausrechnen. Die kinetische Energie der aufstoBen-
den Last ist gleich der Arbeit P,/ des Gewichtes auf dem Wege .
Dann wird von dem Gewichte P, noch eine weitere Arbeit P, 41,
geleistet, wenn A/, die groBte elastische Dehnung der ganzen
Seillinge bedeutet. Beachten wir auch hier wieder, daB ein ge-
wisser Verlust an mechanischer Energie wibrend des Stofivor-
ganges entsteht, so konnen wir wie im fritheren Falle die Gleichung

nP (h 4 A1) = 1 P41,

bilden, falls vorausgesetzt werden darf, daB mit P, und dem ibm
entsprechenden A1, die Proportionalititsgrenze noch nicht iiber-
schritten ist. In diesem Falle kann ferner auch

dly=rP,
gesetat werden, wenn » die ,,Stabkonstante“ nach Gl. (5b) bedeutet,
und P, wird dann aus der Auflésung der quadratischen Gleichung

2nP,(h + rP,) = rP;

gefunden, von der nur die positive Wurzel, nimlich

h
P—nP +])/nB(nP, + 2 ) (17)
brauchbar ist. Bei einer groBen Fallhdhe & gentigt es, dafir kiirzer

B=)/2np " (18)

zu schreiben, wihrend man fiir # = O wieder auf Gl (16) zuriick-

kommt.

Der Beiwert n, der sogenannte ,Stofikoeffizient ist bei kleineren
Werten von h micht viel kleiner als Eins. Dies trifft auch bei etwas
groBerer Fallhdhe noch zu, solange das Eigengewicht des Drahtes
oder des Seils klein ist gegentiber dem Gewichte P, der herub-
stiirzenden Masse. - Im anderen Falle kann aber » erbeblich kleiner
werden als Eins. Man kann daun entweder » aus Erfahrungen oder
aus Versuchen ermitteln oder auch auf Grund einer theoretischen
Betrachtung im Anschlusse an die Lehre vom Stofie, die aber recht
unsicher und hier nicht weiter zu besprechen ist.

Bisher war vorausgesetzt, daB mit der Dehnung A1, die Pro-
portionalitétsgrenze noch nicht tberschritten wiirde. Man muB
dies auch verlangen, wenn der Korper einen Stof ofters aufzu-
nehmen hat, wie dies etwa in einem regelmiBigen Maschinen-
betriebe vorkommen kann. Anders ist es aber, wenn ein StoB
nur ganz ausnahmsweise zu erwarten ist, und wenn es nichts
schadet, daB bhei einer solchen Gelegenheit der den StoB auf
nehmende Kérper eine daucernde Beschidigung erfihrt, falls er
nur nicht gleich ganz zerbricht. In diesem Falle geniigt es, wenn
die bis zum Bruche aufzuwendende Arbeit groBer ist als die
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kinetische Energie des aufstoBenden Korpers. Je ziiher ein Werk-
stoff ist, um so besser ist er geeignet, ausnahmsweise oder selten
vorkommende St68e aufzunehmen, ohne daf sofort ein Bruch
eintritt. Gegen sehr oft wiederholte StéBe sind aber auch die
zihesten Stoffe empfindlich, sobald dabei die Elastizitédtsgrenze
iiberschritten wird.

§ 7. Der Dauerversuchsbruch. Bei den Dauerversuchen wird
ein Stab sehr oft belastet und wieder entlastet, bis er nach sehr
hiufiger, oft erst nach vielmillionenfacher Wiederholung schlieB-
lich zerbricht.  Ein solcher Bruch wird hervorgerufen durch Lasten,
die erheblich niedriger sind als die Bruchlast, die den Stab schon
beim erstmaligen Aufbringen zu zerstéren vermag. Je groBer man
die Last beim Dauerversuch wiahlt, desto geringer ist die Zahl
der Wiederholungen, die man notig hat, um den Stab zum Bruche
zu bringen. Unter einer gewissen Grenze darf aber die Last nicht
liegen, wenn sie bei genfigend hiufiger Wiederholung tiberhaupt
zum Bruche fiihren soll.

8o weit die bisherigen Erfahrungen reichen, die sich haupt-
sichlich auf schmiedbare Eisen- und Stahlsorten beziehen, darf
man annehmen, daB ein Zugdauerversuch nach gentigend hiufiger
Wiederholung schlieBlich zum Bruche fiibrt, sobald die Propor-
tionalititsgrenze dabei merklich iiberschritten wird. Daraus folgt,
dapB die Sicherheit einer Tragkonstruktion, die auf unbegrenste Zeit
hinaus wechselndern Belastungen widerstehen soll, weit mehr nach
der Lage der Proportionalititsgrenze oder der mit ihr gewdhnlich
zusammenfallenden Flastizititsgrenze zu beurteilen ist als nach der
Bruchgrenze, d. h. nach der aus einem gewdhnlichen Zugversuche
ermittelten Zugfestigkeit.

Das Bruchaussehen ist bei einem Dauerversuchsbruche ganz
anders als bei einem gewdhnlichen Zugversuche. Wer den Unter-
schied nicht kennt, nimmt bei einem im Betriebe vorkommenden
Bruche irgendeines Konstruktionsteiles, der hiufig wechselnden
Belastungen ausgesetzt war, gewdhnlich an, daB ein Material-
schaden vorgelegen haben miisse, weil sich weder eine merkliche
Dehnung noch eine Querschnittseinschniirung an der Bruchstelle
erkennen 1i8t, die beim gewdhn-
lichen Zugversuche als M%rkmale ’ g
eines zihen Werkstoffes anzusehen Abb. 9
sind.’ -

Bei einem Dauerversuche machen sich ferner auch die durch
besondere Umstédnde veranlafiten Spannungserhshungen weit mehr
bemerklich als bei einem gewdhnlichen Zugversuche. Als Beispiel
mdge ein Bundstab von der in Abb. 9 angegebenen Gestalt dienen,
der sich aus zwei verschieden dicken Teilen mit den Durch-
messern d; und d, zusammensetzt. Nach beiden Seiten hin mdge
man sich den Stab nach Belieben weiter fortgesetzt und an den
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Enden durch zwei Stabktpfe begrenzt vorstellen, mit denen er
in eine Festigkeitsmaschine eingespannt und auf Zug belastet
werden kann. Der Ubergang aus dem diinneren in den dickeren
Stabteil kann mehr oder weniger schroff oder auch allméhlich
erfolgen. Gewdhnlich wird er, wie in der Zeichnung angedeutet,
mit einer Ausrundung bewirkt, deren Halbmesser nicht zu klein
gewihlt werden sollte.

Unterwirft man einen solchen Stab aus einem schmiedbaren
Metalle einem gewShnlichen Zugversuch, so wird er in der Regel
irgendwo im diinneren Stabteil brechen. Wenn der Bruch weit
genug von der Ubergangsstelle eintritt, darf man annehmen, daB
sich dort die Spannungen gleichformig iiber den Querschnitt ver-
teilen, so dafl die Zugfestigkeit aus dem Versuche in der gewthn-
lichen Weise durch Division der Bruchlast durch die Querschnitts-
fliche vom Durchmesser d; gefunden wird. Anders ist es dagegen,
wenn der Stab aus Gufleisen besteht und der Halbmesser der
den Ubergang vermittelnden Ausrundung ziemlich klein ist. Dann
tritt der Bruch gewshnlich an der Ubergangsstelle ein, und aus
dieser Beobachtung geht hervor, daB an der Ubergangsstelle
Spannungserhohungen auftreten, die durch eine ungleichmiBige
Verteilung der Spannungen in den Ubergangsquerschnitten zu
erkliren sind. Ist der Abrundungshalbmesser besonders klein, so
wird auch bei einem Stabe aus ziherem Stoff der Bruch ziemlich
hiufig an der Ubergangsstelle eintreten. DaB es nicht noch
hiufiger geschieht, liegt daran, daB ein ziiher Stoff, bevor er
bricht, an den stark beanspruchten Stellen eine bleibende Dehnung
erfihrt, wodurch diese Stellen entlastet werden und hiermit eine
mehr gleichférmige Spannungsverteilung iiber den ganzen Quer-
schnitt herbeigefiihrt wird.

Bei einem Dauerversuche macht sich dagegen die durch einen
mehr oder weniger schroffen Ubergang hervorgerufene Storung
in der gleichmiBigen Spannungsverteilung tiber den Querschnitt
auch bei einem zihen Stoffe viel mehr bemerkbar. Der Bruch tritt
dann regelmiBig an der Ubergangsstelle auf, und zwar bedarf es
einer geringeren Last oder einer weniger hiufigen Wiederholung
des Belastungswechsels, je schroffer der Ubergang aus dem diinneren
in den dickeren Teil gestaltet ist. Bei allen Maschinenteilen, die
in jahrelangem Betriebe unausgesetzt schuell aufeinanderfolgende
Spannungswechscl 2w ertragen haben, ist daher die Vermeidung
schroffer Ubergiinge von der Art wie in Abb. 9 besonders wichtig.

.. Die Frage, wie sich die Spannungsverteilung in der Nihe der
Ubergangsstelle und iiberhaupt die Spannungsiibertragung aus dem
diinneren in den dickeren Teil des Stabes im einzelnen genauer ge-
staltet, gehort zu den schwierigeren Aufgaben der Festigkeitslehre,
und sie hat fir den Fall einer Zug- oder Druckbelastung eines Stabes
von der Gestalt der Abb. 9 bisher {iherhaupt noch keine befriedigende
theoretische Losung gefunden. Nur fiir den Fall, daB ein solcher



§ 8. Die Scheibe 31

Stab einer Verdrehungsbelastung unterworfen wird, kennt man eine
solche Losung, wie hier nebenbei bemerkt werden moge (vgl. Drang
und Zwang, Band II, § 77). Dabei hat sich herausgestellt, daB die
Spannungserhbhung an der Ubergangsstelle um so grofer ausfillt,
je kleiner der Abrundungshalbmesser gewithlt wird. Man kann nicht
bezweifeln, daB es sich bei einer Zug- oder Druckbelustung eines
solchen Stabes ebenso verhilt.

il. Der zweiachsige und der dreiachsige
Spannungszustand.

§ 8. Die Scheibe. In der Festigkeitslehre nennt man einen
Korper, der durch zwei parallele Ebenen begrenzt wird, deren Ab-
stand voneinander klein ist im Vergleiche zu den Abmessungen
in der Begrenzungsebene, unter gewissen Umstinden eine ,,Scheibe®,
wihrend derselbe Korper unter andern Umstéinden als eine ,,Platte®
bezeichnet wird. Die Scheibenaufgaben sind im allgemeinen
einfacher als die Plattenaufgaben. Man nennt ndmlich den Korper
eine Scheibe, wenn alle iuBeren Krifte, die als Lasten an ihm an-
greifen, parallel zu den Begrenzungsebenen gerichtet und an jeder
Angriffsstelle gleichformig iiber die Scheibendicke verteilt sind,
so dafl hiermit und auch sonst keinerlei Grund dafiir vorliegt,
daB sich die Mittelebene der Platte bei der elastischen Form-
inderung verbiegen konnte. Tritt dagegen eine solche Verbiegung
ein oder muf man sie als mdglich in Aussicht nehmen, so wird
der Worper eine Platte genannt.

Unter den hier vorausgesetzten Umstéinden verteilen sich auch
die Spannungen, die in einem senkrecht zur Scheibenebene be-
liebig gelegten Schnitte iibertragen werden, der Dicke nach gleich-
formig tiber die Schnittfliche, und sie haben keine Komponenten
in der Richtung senkrecht zur Scheibenebene. Wenn wir uns ein
Scheibenelement durch Schnittebenen abgegrenzt denken, die
wiederum senkrecht zur Scheibenebene stehen, so haben wir es
hiernach fiir die Gleichgewichtsbetrachtung an diesem Scheiben-
elemente nur mit Kriften zu tun, die alle in derselben Ebene,
némlich in der Mittelebene der Scheibe enthalten sind.

Wenn auch die Mittelebene der Scheibe bei der elastischen
Forminderung, die durch die Belastung hervorgebracht wird, eben
bleibt, so gilt dies im allgemeinen nicht ganz gemau von den
beiden Begrenzungsebenen. Die Scheibendicke wird sich niimlich
wegen der elastischen Querwirkung, die mit den in der Scheiben-
ebene tibertragenen Spannungen verbunden ist, an verschiedenen
Stellen im allgemeinen um verschiedene Betriige verkleinern oder
vergroBern, und das hat dann eine schwache Kriimmung der Be-
grenzungsebenen zur Folge. Es kann jedoch auch vorkommen,
daB die Spannungsverteilung in besonderen Fillen von solcher Art
ist, daB die Dicken#inderung tiberall gleich groB oder auch tiberall
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zu Null wird, und dann bleiben auch die Begrenzungsebenen nach
der Forminderung eben. Im andern Falle kann man sich zur
Vereinfachung der Aufgabe hiufig damit helfen, daB man die
Poissonsche Konstante, von der die Querwirkung abhingt, gleich
Null, also m = co setzt, was oft genug fiir die Ableitung einer
Niherungsldsung als zuliissig angesehen werden kann. In diesem
Falle kommt es auch nicht mehr auf die Dicke der Scheibe an,
sondern man kann sie sich beliebig groB vorstellen, wenn nur
sonst alle Bedingungen tiber die Gleichférmigkeit des Lastangriffes
usf. der Dicke nach ebenso erfiillt sind, wie es vorher voraus-
gesetzt war.

Die allgemeine Scheibenaufgabe kann unter Bezugnahme auf
Abb. 10 in der folgenden Weise ausgesprochen werden. Den Um-
riB der Scheibe denke man sich beliebig
gegeben. Die Scheibe seian verschiedenen
Punkten etwa in A, B, C festgehalten.
Diese Auflagerpunkte brauchen iibrigens
nicht ausschlieflich am Umfange ange-
ordnet zu sein, sondern es kann awuch
irgendein Punkt in der Mitte zu einem
Auflagerpunkt gemacht werden, indem
man ihn in geeigneter Weise festhilt (etwa indem man dort einen
Bolzen durchsteckt, um den sich die Scheibe in ihrer Ebene drehen
kann). Dann seien beliebige Lasten P, P, usf. an der Scheibe
angebracht, entweder am Umfange oder auch an Punkten in der
Scheibenfliche, selbstverstdndlich aber so, daB diese Lasten in der
Scheibenebene liegen und an jeder Angriffsstelle iiber die Scheiben-
dicke hin gleichféormig verteilt sind, wie dies unseren Voraus-
setzungen entspricht.

Verlangt wird die Ermittlung von Drang und Zwang, die unter
diesen Umstinden in der Scheibe zustande kommen. Dazu gehért
insbesondere auch die Ermittlung der Auflagerkrifte an den ver-
schiedenen Lagerstellen, wenn der Scheibe mehr als drei Auf-
lagerbedingungen vorgeschrieben sind Drei wiirden n#mlich
bereits ausreichen, um die Scheibe in ihrer Ebene vollstindig
festzuhalten, und in diesemn Falle wiirden die allgemeinen Gleich-
gewmhtsbedmguno‘en bereits hinreichen, um die Auflagerkrifte
zu berechnen. Sonst aber ist die Aufgabe der Berechnung der
Auflagerkrifte statisch unbestimmt, ehenso wie die Aufgabe, den
Spannungs- und Formanderunosmsta,nd der Scheibe anzugeben.

Die Aufgabe in dieser allgememsten Form wirklich lésen zu
konnen, darf man freilich nicht hoffen. Man muB damit zufrieden
sein, wenn die Lsung in gewissen einfacheren Fillen gelingt, die
in dem allgemeinen Falle mit enthalten sind. Um auch nur dies zu
erreichen, sieht man sich iberdies gewdhnlich noch zu mehr oder
weniger willkiirlichen Annahmen genttigt, um die Aufgabe zu

Abb. 10.



§ 9. Die gleichmiBig gespannte rechteckige Scheibe 33

vereinfachen. Solche Annahmen sind unbedenklich, wenn sie
entweder selbst oder die aus ihnen gezogenen Folgerungen auf
dem Wege des Versuches an geeigneten Prohekdrpern als hin-
reichend genau zutreffend bestitigt werden.

§9. Die gleichm#Big gespannte rechteckige Scheibe. Der
durch Abb. 11 dargestellte Fall ist in dem allgemeinen Falle der
Abb. 10 mit enthalten. Eine Auflagerung ist dabei nicht vor-
gesehen, da die iber die vier Rdnder in der angedeuteten Weise
verteilten duBeren Krifte schon allen Gleichgewichtsbedingungen
am starren Korper geniigen, so daB ein Festhalten der Scheibe
nicht nétig ist, um den gewiinschten Zustand herzustellen.

Wir ziehen in Abb. 11 von der Ecke O aus in den Seitenrich-
tungen die X- und die Y-Achse. Dann greozen wir irgendwo ein

kleines rechteckiges Scheibenele- T -

ment durch Schnitte in den Rich- __1 AESHETRASNEE NN

tungen der Koordinatenachsen ab a— A
und betrachten das Gleichgewicht --— " — — — o I __.
dieses Elementes von den Kanten- o —
lingen dx und dy fir sich. An h”“‘l”l”ll_.l

ihm wirken die Normalspannun-
gen 6, und 6,, so wie sie in
Abb. 11 eingetragen sind. Wir behaupten, dafl diese Spannungen
tiberall gleich groB gefunden werden, wo man auch das Element
aus der Scheibe herausschneiden mag, sowie da diese Spannungen
fibereinstimmen mit den auf die Flicheneinheit bezogenen #uBeren
Kriften am Umrisse der Scheibe.

Der Leser wird vielleicht geneigt sein, auf den Beweis zu ver-
zichten, da er die Behauptung fur selbstverstindlich halt. Aber
damit tiuscht man sich leicht, wie wir das bald sehen werden,
und ein Beweis muB daher erbracht werden. Er beruht darauf,
daB der tber die ganze Scheibenfliche gleichférmige Spannungs-
zustand, wie wir ihn behauptet haben, nicht nur tiberall Gleich-
gewicht herstellt, was freilich selbstverstindlich ist, sondern daB
er auch zu elastischen Form#nderungen an allen Scheibenelementen
fithrt, die geometrisch vertriiglich miteinander sind. Nur wenn
diese letzte Forderung ebenfalls zutrifft, darf man in der Tat stets
als bewiesen ansehen, daB der als statisch méglich erkannte Span—
nungszustand auch wirklich eintritt.

Das Scheibenelement wird bei der Forminderung, die es unter
dem Einflusse der Spannungen 6, und ¢, erfihrt, jedenfalls recht-
eckig bleiben. Die Kantenlauge dx wird eine kleine Anderung
erfahren, die wir mit 4dx bezeichnen wollen. Als bezogene Deh~
nung in der X-Richtung bezeichnen wir die Verhiltniszahl

Adw
= g

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundziige der Festigkeitslehre 3

Abb. 11,
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und die bezogene Dehnung in der y-Richtung bezeichneh wir
ebenso mit ¢, Offenbar hingt jede dieser beiden Dehnungen so-
wohl von ¢, als von 6, ab. Von welcher Art diese Abhingigkeit
ist, konnte urspriinglich nur auf Grund von Beobachtungen fest-
gestellt werden.

Die grundlegende Erfahrungstatsache, auf die wir uns in diesem
wie in vielen anderen Fillen stiitzen konnen, wird als das Gesefz
der Superposition bezeichnet. Dieses Gesetz gilt freilich nicht fiir
alle Korper, sondern es kommt dabei auf den Stoft an, aus dem
sie bestehen; fiir viele Stoffe aber gilt es bis zu einer gewissen
Grenze hin entweder genau oder doch mit geniigender Annéherung.
Ertihrt nimlich ein Korper aus einem solchen Stoffe unter dem
Einflusse irgendeiner Belastung eine gewisse elastische Form-
anderung von der Art, daB die Gestalt des Koérpers und alle Ab-
messungen, die an ihm vorkommen, nur sehr wenig gefindert
werden, und bringt eine zweite Belastung, die von der ersten vollig
verschieden sein kann, an dem zuvor unbelasteten Korper ebenfalls
nur geringfiigige Anderungen in der Gestalt und in den Abmes-
sungen des Kérpers hervor, so lehrt die Erfahrung, daB beim Zu-
sammenwirken der beiden Lastgruppen jede von ihnen unabhingig
von der anderen die ihr entsprechende Forminderung hervorbringt,
und daB sich beide Forminderungen ungestort tibereinanderlagern.

Das Hookesche Gesetz, mit dem wir uns schon in § 2 beschif-
tigten, ist in dem allgemeinen Gesetz der Superposition mit ent-
halten. Es bildet die Aussage, die daraus hervorgeht, wenn man
das allgemeine Gesetz etwa auf den Fall des Zugversuches an-
wendet, so némlich daB die beiden Belastungen, die zusammen-
wirken, beide aus Zugbelastungen in der gleichen Zugrichtung
bestehen. Nach den bisher dariiber vorliegenden Erfahrungen ist
anzunehmen, daf fiir alle Korper, die dem Hookeschen Gesetze
gehorchien, auch das Superpositionsgesetz bis zu einer gewissen
Grenze hin zutrifft. In der Festigkeitslehre ist man gendtigt,
einen Stoff von mdglichst einfachem elastischen Verhalten voraus-
zusetzen, und wir nehmen daher in der Folge an, daf dieser Stoff
dem Superpositionsgesetz gehorcht, solange die Spannungen und
die Form#nderungen die bei dem betreffenden Stoffe zuldssigen
Grenzen nicht iiberschritten haben.

Kehren wir nun wieder zu der Forminderung zuriick, die das
Scheibenelement in Abb. 11 unter dem Einflusse der Spannungen
o, und ¢, erfibrt, so erhalten wir auf Grund des Superpositions-
gesetzes fiir die Dehnung ¢, in der X-Richtung sofort

1 1
&= 'E(G:c “m Gy) . (1>

Der erste Anteil von ¢, entspricht némlich nach Gl. (4) von
§ 2 der fiir sich genommenen Wirkung, die von ¢, herriihrt, und
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der zweite Anteil nach Gl (8) von § 2 der zu 6, gehdrigen Quer-
wirkung. Ebenso erhilt man auch

1 1
&y =7 (0,— 57 %) (2

b= — (0, + 6. (3)

Mit ¢, ist dabel in der letzten Gleichung die auf die Lingeneinheit
bezogene Dickeniinderung der Scheibe bezeichnet, die man aber
in den meisten Féllen der Anwendung vernachlissigen kann.

Wenn die Scheibe in Abb. 11 {iiberall aus dem gleichen Stoffe
besteht oder wenn wenigstens die Elastizititszahlen £ und m
iiberall gleich groB sind, strecken sich alle rechteckigen Scheiben-
elemente, in die man sich die ganze Scheibe nach Art des vorher
betrachteten zerlegt denken kann, in beiden Kantenrichtungen um
gleichviel, und die in dieser Weise verformten Elemente passen,
wenn man sie nachher wieder zusammenlegt, liickenlos aneinander.
Die Formi#nderungen der einzelnen Elemente sind daher unter der
Voraussetzung tiberall gleicher Werte von E und von m geome-
trisch vertriiglich miteinander, und damit ist der verlangte Nachweis
dafiir erbracht, daf sich in der Tat ein idiberall gleichformiger
Spannungszusiand in der Scheibe einstellt.

Anders ist es aber, wenn die Scheibe in Abb. 11 nicht iiberall
aus dem gleichen Stoffe besteht oder wenn, worauf es hierbei allein
ankommt, die Elastizitédtszahlen £ und m nicht tiberall die gleichen
Werte haben. Damnn ist kein gleichformiger Spannungszustand in
der Scheibe moglich, obschon sonst alle Vorbedingungen dafiir wie
im vorigen Falle zutreffen. Das geht daraus hervor, daB bei
iiberall gleichen Werten von 6, und ¢, die einzelnen Scheiben-
elemente verschiedene Dehnungen ¢, und ¢, erfahren miiiten und
daB die so verformten Elemente nicht mehr liickenlos zueinander
passen wiirden, wenn man versuchte, sie in derselben Reihenfolge
wieder aneinander zu legen, in der sie vor der Gestaltdnderung
die ganze Scheibe zusammensetzten.

Man sieht aus diesem Beispiel zugleich, daB ein Urteil tiber die
Art der Spannungsverteilung in einem Korper in der Tat immer
nur im Zusammenhange mit einer Untersuchung iiber die dadurch
hervorgebrachte elastische Forminderung abgegeben werden kann.

§ 10. Die Spannungen in schiefen Schnittrichtungen. In
den Schnitten, die man lings der X- oder der Y-Richtung durch
die Scheibe in Abb.11 legen kann, treten nur die Normalspannungen
o, und o, und keine Schubspannungen auf. Es fragt sich aber
jetzt noch, welche Spannungen in einem Schnitte iibertragen werden,
der irgendeinen Winkel ¢ mit der X-Richtung bildet. Um dies
zu untersuchen, denken wir uns ein dreiseitiges Scheibenelement

3%
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herausgeschnitten, wie es in Abb 12 in starker VergroBerung ge-
zeichnet ist, und betrachten das Gleichgewicht der an ihm an-
greifenden Kriifte. In der Hypotenusenfliche wird eine Spannung
tibertragen, die irgendeinen schiefen Winkel mit der Fliche bildet.
Wir zerlegen dann, wie es schon bei der #hnlichen Untersuchung
in § 4 geschehen war, diese Spannung in zwei Komponenten, die
wir mit ¢, und 7, bezeichnen. Aus dem Gleichgewicht gegen Ver-
schieben in der X-Richtung folgt dann:

— 6, dFsingp + T(deGOSq) + o“deSin(p =0.

Dabei ist der Inbalt der Hypotenusenfliche
mit d F bezeichnet; die Kathetenfliche, an
der die Spannung ¢, angreift, hat dann
den Inbalt dF'sin . Setzen wir ebenso
die Kompouentensumme in der Y-Richtung
gleich Null und lassen den gemeinsamen

¥ Faktor dF in allen Gliedern von vorn-
herein fort, so folgt
Abb. 12. - — 7 s =
6,€0S @ — 7,810 @ -+ G, COS @ 0.

List man die beiden Gleichungen nach den Unbekannten ¢, und

w ¢

Ty auf, so erhilt man
. [ O, 6,— O
6,=0,sin’p + o, cos®gp =i'§|ll'_,_:e,2_y

» cos2qpl

e, @
T T

sin 2 ¢ ‘

Zuniichst er ibt sich nimlich 6, in der zuerst angegebenen Form;
fiir die weitere Verwendung ist es aber am bequemsten, sin® @ und
cos® g im Kosinus des doppelten Winkels auszudriicken, was nach
bekannten Formeln leicht geschehen kann. Damit kommt man
auf die zuletzt angegebene Formel fiir 6, die fiir die Anwendungen
bequemer ist.

Setzt man in diesen Gleichungen nachtriiglich ¢, = 0, so gehen
sie in die Gleichungen (10) von § 4 iiber, die wir fur den ein-
achsigen Spannungszustand in dér X-Richtung abgeleitet hatten.
Dieser einfachste Spannungszustand ist ja auch in der Tat in dem
jetzt untersuchten ebenen Spannungszustande als Sonderfall mit
enthalten. Es ist ferner ohne weiteres moglich, die graphische
Darstellung des Spannungszustandes durch den Spannungskreis,
die in § 4 besprochen wurde, auf den allgemeinen Fall des zwei-
achsigen Spannungszustandes zu iibertragen. Zu diesem Zwecke
trage man auf der o-Achse in Abb.13 die Hauptspannungen g,
-und 6, ab und lege durch die Endpunkte dieser beiden Strecken
einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der ¢-Achse liegt. Dieser Kreis
ist der Spannumgskreis fiir den ebenen Spannungszusiand Man
kann ndmlich aus ihm in derselben Weise, wie es frither gezeigt

P
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wurde, fiir eine Schnittrichtung, die den beliebigen Winkel ¢ mit
der X-Richtung bildet, die Spannungskomponenten ¢, und 7, als
Koordinaten des Kreispunktes entnehmen, der zum Zentralwinkel
2¢ gehort. Der Halbmesser des Kreises ist niimlich (¢, — 6y),
und der Kreismittelpunkt hat die Abszisse 2(6 +q ) woraus dle
Ubereinstimmung mit den Gleichungen (4) hervorgeht

Auch hier ist wieder daran festzuhalten, daB positive Werte
der Hauptspannungen ¢, und 6, nach rechts hin, negative nach
links hin vom Ursprunge O aus abzutragen sind, wihrend auf die
Vorzeichen der 7 nicht geachtet wird. Wir wollen aber jetzt noch
eine weitere Vereinbarung treffen. Es *
steht uns pimlich frei, in welche der
beiden Hauptrichtungen wir bei der
Untersuchung eines zweiachsigen Span-
nungszustandes die X-Richtung legen
wollen, und wir entscheiden uns da-
fiir, daB unter ¢, bei der Darstellung
in Abb. 13 stets die algebraisch groBere
der beiden Hauptspannungen verstan-
den werden soll. Sind also ¢, und ¢
beide Zugspannungen, wie in Abb. 11 bis18 zunéichst angenommen
wurde, so soll einfach die groflere von beiden als ¢, angesehen
werden. Aber die vorhergehenden Betrachtungen bleiben auch
noech anwendbar, wenn eine der Hauptspannungen oder anch beide
Druckspannungen sind, womit nur ein Vorzeichenwechsel, sonst
aber keine weitere Anderung verbunden ist. Ist eine der Haupt-
spannungen positiv und die andere negativ, so ist die erste als o,
und die andere als o, anzusehen, und wenn beide negativ sind,
soll ¢, die ,a gebraisch gréBere”, d.h. die zahlenmiibig kleinere
der beiden Druckspannungen bedeuten. Durch diese Verabredung
wird erreicht, daB der Endpunkt von 6, immer rechts vom End-
punkfe von 6, im Spannungsdiagramm hegt Dem Winkel ¢ =0
in Abb. 13 entsprlcht dann stets die Hauptspannung 6, und dem

Abb. 18.

Winkel ¢ = 72 die algebraisch groBere Hauptspannung o, und

zwar so, daB bei wachsendem Winkel der Spannungskreis stets
im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

In Abb.8 von § 4 war fiir den Fall der einfachen Druckspan-
nung zunfichst ein Spanvungsdiagramm g« zeichnet worden, worin
die Hauptspannung als o, angesehen wurde. Das hatte die Unbe-
quemlichkeit zur Folge, daf fiir wachsende Wink«1 ¢ der Spannungs-
kreis entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn durchlaufen werden muBte,
und es war damals schon darauf hingewiesen worden, daf sich
durch eine geeignete Verabredung, wie wir sie jetzt getroffen
haben, eine einheitlichere Darstellung erzielen lieBe. Darnach
haben wir in Zukunft bei der einfachen Druckspannung diese als
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g, anzusehen und ¢, gleich Null zu setzen, weil Null algebraisch
genommen - grofler ist als ein negativer Wert. Wir ersetzen daher
fiir die Folge Abb.8 durch Abb. 14, womit erreicht ist, da8 in
allen Fillen der Schnitt ¢ = O der algebraisch kleineren und der

Schnitt p = % der algebraisch groferen Hauptspannung ent-

spricht und bei wachsendem Winkel ¢ der Spannungskreis stets im
Sinne des Uhrzeigers durchlaufen wird.

Dies ist nimlich wiinschenswert, um alle Zweifel auszuschlieBen
fir den Fall, daB eine der Hauptspannungen positiv und die andere
negativ ist, wie in Abb.15. — Man sieht aus dieser Darstellung
zugleich, daf fiir Spannungszustinde mit Hauptspannungen von
entgegengesetzten Vorzeichen der Spannungskreis besonders groB
ausféllt und daB dabei besonders groBe Schubspannungen vor-
kommen, im Vergleiche zu den Grifen der Hauptspannungen.

z
z

AN

Abb, 14. Abb. 15.

§ 11. Besondere Fille. Der einfachste Fall, daB eine der
beiden Hauptspannungen des ebenen Spannungszustandes zu Null
wird, hat uns schon im vorigen Abschnitte beschiftigt, und wir
haben uns inzwischen iiberzeugt, daB er sich in den allgemeineren
Fall ohne weiteres einordnen 1i8t. FEin anderer wichtiger Grenz-
fall entsteht dann, wenn die beiden Hauptspannungen gleich grof
und von gleichen Vorzeichen sind. Der Mohrsche Spannungskreis
schrumpft dann zu einem Punkt zusammen. Wie wir auch den
Winkel ¢ wihlen mgen, gelangen wir in diesem Falle zur gleichen
Normalspannung 6, wihrend die Schubspannung fiir alle Schnitt-
richtungen zu Null wird. Keine der Schnittrichtungen bat dann
vor den andern etwas voraus, und wir kdnnen daher jede von
ihnen nach Belieben als Hauptrichtung ansehen. Ein Trommel-
fell, von dem man verlangt, daB es nach allen Richtungen hin
gleichmiiBig angespannt sein soll, bildet ein Beispiel fiir diesen
ringsum Symmetrischen Spannungszustand.

Auch die bezogenen Dehnungen ¢ sind in diesem Falle ringsum
gleich groB, und nach Gl (1) von § 9 folgt dafiir

m—1
iy A (5)
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worin ¢ den gemeinschaftlichen Wert aller Normalspannungen be-
deutet.

Dann ist noch der andere wichtige Sonderfall zu besprechen,
dapf die beiden Hauptspannungen gleich grof3, aber von entgegenge-
setztem Vorzeichen sind. Der Mittelpunkt des Spannungskreises
fillt in diesem Falle mit dem Ursprunge zusammen. Die griBte
Schubspannung Tmax, die in allen Féllen durch den Halbmesser
des Spannungskreises dargestellt wird, stimmt in diesem Falle
der Griofe nach mit jeder der beiden
Hauptspannungen tiberein. Fiir einen
Stoff, bei dem die Bruchgefahr oder die
Gefahr einer bleibenden Forminderung 7
von dem Woerte der Schubspannungen
abhiingt, also bei den schmiedbaren
Metallen (vgl. § 4), ist daher ein Span-
nungszustand von dieser Art im Ver-
gleiche zur Grofe der dabei vorkom-
menden Hauptspannungen besonders ge-
fihrlich.

Man bezeichnet diesen Zustand hiufig auch als den der reinen
Schubbeanspruchung. Damit soll nimlich ausgedriickt werden,
daB man aus der Scheibe in geeignet gew#hiten Schnittrichtungen
ein rechteckiges Scheibenelement abgrenzen kann, auf dessen Um-
fang tiberhaupt nur Schubspannungen und keine Normalspannungen
tibertragen werden, wie dies in Abb. 17 angegeben ist. Das
Scheibenelement ist dabei quadratisch angenommen. Die Schnitt-
richtungen, in denen nur Schubspannungen auftreten, ergeben
sich aus der Bedingung, daB nach Abb. 16 2¢ entweder gleich
einern Rechten oder gleich drei Rechten ist. Hier- .
nach ist ¢ entweder gleich 45° oder gleich 135° ¢ il

~

Abb. 16.

zu setzen, d.h. die beiden Schnittrichtungen stehen N
bei diesem Spannungszustande rechtwinklig zu- Tl ,\x\ (f
einander, wie dies vorher behauptet und durch SN

Abb. 17 erliutert wurde. In beiden Schnittrich- ,“—=——,
tungen haben die Schubspannungen z dieselbe
GroBe Tmax. Die Hauptschnittrichtungen des Span-
nungszustandes, in denen nur Normalspannungen und keine Schub-
spannungen vorkommen, fallen in Abb. 17 mit den Diagonalen
des Quadrats zusammen.

Von den Pfeilen der Schubspannungen war bisher nicht die
Rede, sondern wir haben uns immer nur um ihre GroBe gekiimmert.
Man sieht aber sofort ein, daB in Abb. 17 die Pfeile der 7 auf
allen vier Seitenflichen, entweder alle so wie sie dort eingetragen
wurden oder alle entgegengesetzt gerichtet sein miissen. DaB
némlich die Pfeile auf zwei parallelen Seitenflichen einander ent-
gegengesetzt sein miissen, folgt aus dem Wechselwirkungsgesetze,

Abb. 17.
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wonach die in einer Schnittfliche von der oben angrenzenden Masse
auf die untere iibertragene Kraft entgegengesctzt gerichtet und
ebenso groB sein muf wie die von unten her nach oben iiber-
tragene. Die Spannungen v auf je zwei gegeniiberliegenden Seiten-
flichen bilden demnach ein Kriftepaar miteinander. Das Gleich-
gewicht der beiden Kriiftepaare gegen Drehen erfordert aber dann,
daB das eine im Uhrzeigersinn und das andere entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinne dreht. Dafl sie gleich groB sind, folgte schon
aus dem Spannungsdiagramm.

Wenn die Pfeile der 7 so gerichtet sind wie in Abb. 17, wird
in der Hauptschnittrichtung BD eine Zugspannung und in 4C
eine Druckspannung iibertragen. Dies folgt fir BD aus der
Gleichgewichtsbetrachtung des dreiseitigen Prismas ABD gegen
Verschieben in der Richtung der Diagonale BD und fiir AC aus
dem Gleichgewichte des Prismas 4 B C oder auch ACD.

§ 12. Der Schubmodul. Wir betrachten jetzt die elastische
Forménderung, die mit dem Zustande derreinen Schubbeanspruchung
verbunden ist. Zu diesem Zwecke denken wir uns das in Abb. 18
gezeichnete quadratische Scheibenelement herausgeschnitten, dessen
Diagonalenrichtungen in die Hauptrichtungen des Spannungszu-
standes fallen, und zwar méoge

6, = + Tmex und 6y= ~ Tmax

sein, wenn mit Tmax die GroBe der bezogenen Schubspannung in
den unter 45° gegen die Hauptrichtungen geneigten Schnitten
hezeichnet wird. Die Halften der Diagonalen des Quadrates be-
zeichnen wir mit e und
die Vergroferung der in
der X-Richtung gehenden
Halbdiagonale mit Jaj;
dann ist nach Gl (1)

von § 9
da 1 1
— = (¢ -G,)
x a K \= m Y
oder
m 1 -
da = am%vrm“ ®

und um denselben Betrag
verkiirzt sich die in der
Y-Richtung gehende Halb-
diagonale. Die Folge da-
von ist, daBl das Quadrat in eine schiefwinklige Raute ibergeht,
die in Abb. 18 stark tibertrieben durch punktierte Linien ange-
deutet ist. Der urspriinglick rechte Winkel an den Ecken des
Quadrates hat sich tatsichlich nur um einen sehr kleinen Betrag




§ 12. Der Schubmodul 41
geindert, den wir mit dem Buchstaben y bezeichnen wollen. Die

Rautenwinkel betragen daher jetzt g—}— v an der oberen und

unteren und g——y an der linken und rechten Ecke. Zwischen

der Winkeldnderung y und den vorher berechneten Lingeninde-

rungen Aa besteht ein einfacher geometrischer Zusammenhang,

der sich aus der Betrachtung eines der vier rechtwinkligen Dreiecke

ergibt, in die die Raute durch ibre beiden Diagonalen zerlegt wird.
Man findet zun#chst:

(D=4V2=~CF

und in erster Anniherung durch Betrachtung des rechtwinkligen
DreiecksCEF und des clewhschenkhorechtwmkhgen Dreiecks DEF:

y - OF = V' FF—ﬂ V2, aaher i’a—q=%

oder: y = 27;- (6)

Bei dieser Betrachtungsweise erscheint ¢ als eine Folge der durch
die Hauptspannungen 6, und ¢, hervorgebrachten Dehnungen &,
und ¢, in den Hauptrichtungen. Man kann aber andererseits den
in der Scheibe herrschenden Spannungszustand auch dadurch be-
schreiben, dafl man, wie es vorher in Abb 17 geschehen war, die
lings der Quadratseiten herrschenden Schubspannungen Tpmax an-
gibt und diese selbst als Ursachen der entstehenden Forménderung,
némlich der Winkelinderung y, ansieht. Man spricht dann von
einer ,,Schiebung*, die in Abb. 17 die Quadratseite B C unter dem
Einflusse der an ihr angreifenden Schubspannung 7 bei festge-
haltener Grundlinie A D na(*h rechts hin erfihrt, und als MaB fiir
die GroBe dieser Schiebung benutzt man den Winkel y. Von
welcher Art der Zusammenhang zwischen y und 7 ist, ergibt sich
aus der Verbindung der Gleichungen (5) und (6), nimlich
2(m -1
y=0 ()
wenn jetzt zur Vereinfachung v an Stelle von 7max, aber in der
gleichen Bedeutung geschrieben wird.
Nach Gl (7) wichst y verhiltnisgleich mit ¢, gerade so wie
beim einachsigen Spannungszustande ¢ proportional mit ¢ ist. Um
diesen Zusammenhang besser hervorzubeben, schreibt man Gl (7)

in der Form .

Y= (8)
und man kann sagen, daf damit das Hookesche Elastizititsgesetz
fiar den Fall der reinen Schubbeanspruchung ausgesprochen wird.
Unter @ ist dabei eine die elastischen Eigenschaften des Stoffes
beschreibende GriBe zu verstehen, die ganz #hnlich wie frither
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der Youngsche Elastizititsmodul die Dimensionen einer bezogenen
Spannung hat. Auch G wird als ein Elastizitdtsmodul, und zwar
fiir die Schubelastizitit bezeichnet, oder kiirzer als Schubmodul
oder auch Gleitmodul.

Der Zusammenhang zwischen G und E folgt aus dem Ver-
gleiche der Gleichungen (7) und (8), nimlich

mE
ST ®)

Fiir m = 4 wird hiernach ¢ = 0,4 E, wonach G' gewdhnlich be-
rechnet wird. Es ist nimlich gewdhnlich einfacher, £ aus einem
Zugversuche abzuleiten, als G fir denselben Stoff durch unmittel-
bare Messung des Winkels y zu bestimmen, der durch ein ge-
gebenes 7 hervorgebracht wird.

§ 13. Die Forminderungsarbeit beim zweiachsigen Span-
nungszustand. Hier kniipfen wir an § 5 an, indem wir die dort
angestellte Betrachtung entsprechend erweitern. Wir betrachten
jetzt eine rechteckige Scheibe, wie sie in Abb. 11 gezeichnet war
mit den Hauptspannungen ¢, und 6,. In Abb. 19, die sich auf
denselben Fall bezieht, sind die elastischen Lingeninderungen da
und 4b der Rechteckseiten ¢ und b stark vergribert eingetragen.

Nach den Gleichungen (1) und (2) von § 9 erhilt man dafiir

U ga= (6.~ Ls,)
, b 1
“[ _;_.". und Ab:E‘(G!/—T”;GZ)
’ ‘g‘a P Wihrend ¢, und ¢, gleichzeitig mit
l einander allmihlich von Null bis zu ihren

Endwerten anwachsen, leisten diese am
Rande der Scheibe als Lasten angreifen-
den Krifte auf den Wegen da und A4b Arbeiten, die aus den-
selben Griinden und in derselben Weise wie in Gl (12) von § 5
zusammengenommen gleich

Abb. 19.

A=1Lobh-da+o,ah- Ab

gesetzt werden konnen, wenn unter % die Scheibendicke verstanden
wird. In Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung folgt daraus
abh ( 4 9 2
A= 5 E (650 + 6 — m Oz Gy)

und fiir die auf die Raumeinheit bezogene aufgespeicherte Form-
dnderungsarbeit A erhilt man

1 2
A= (63 + o2 ———Mcixay). (10)
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In Abb. 19 waren zunichst positive Werte der Spannungen
6, und ¢, angenommen; aber alle angeschriebenen Gleichungen
bleiben auch giiltig, wenn eine Hauptspannung oder auch beide ne-
gativ sind, wenn man nur iiberall genau auf die Vorzeichen-
inderungen achtet, die damit verbunden sind.

Fiir den Fall der reinen Schubbeanspruchung kann man die be-
zogene Form#inderungsarbeit auch noch auf einem anderen Wege
berechnen. Man denke sich nimlich ein quadratisches Scheiben-
element herausgeschnitten, wie es in Abb. 17 gezeichnet war,
so ndmlich, daB am Umfange nur Schubspannungen iibertragen
werden, die man als duBere Kriifte oder als Lasten an diesem
Element ansehen kann. Unter der Voraussetzung einer vollkommen
elastischen Forminderung muB die von diesen HuBeren Kriften
geleistete Arbeit gleich der in dem Elemente aufgespeicherten
Form#nderungsarbeit sein.

Die Formiinderung kann man sich in der Art vollzogen denken,
daB die untere Quadratseite AD in Abb. 17 festgehalten wird,
wihrend die ihr gegeniiberliegende BC eine Schiebung nach
rechts um eine Strecke ys erfiahrt, wenn s die Quadratseite be-
deutet. Die Senkung, die der Punkt B dabei erfihrt, ist kiein von
der zweiten Ordnung, wenn ys klein von der ersten Ordnung ist,
und braucht daher nicht beachtet zu werden. Hiernach leistet nur
die in BC iibertragene Schubkraft eine Arbeit auf dem Wege
9s, und wegen des allméhlichen Anwachsens dieser Kraft von Null
an bis auf den Endwert tsh erhilt man fiir die dem Scheiben-
elemente durch die Arbeit der #uBeren Kriifte zugefiibrte Energie

1
s Tsh - ys.

Die auf die Raumeinheit bezogene aufgespeicherte Forméinderungs-
arbeit A folgt daraus durch Division mit dem Rauminhalte zs? zu

1 t?

=l " g
=2 3= & (11)

wenn man dabei zugleich auf Gl (8) von § 12 achtet.

Dieser Wert von A muf mit dem in Gl. (10) gegebenen Werte
tbereinstimmen, wenn man darin 6, = + 7 und 6, = — 7 setzt
und unter diesem 7 den GroBtwert der dabei vorkommenden Schub-
spannung versteht. Gl. (10) geht dann tiber in

m+1
A=F ™

und aus dem Vergleiche mit Gl. (11) erhilt man von neuem die
Formel fir den Zusammenhang zwischen den drei Blastizitits-
zahlen G, m und E, die vorher schon in Gl (9) auf anderem
Wege abgeleitet wurde.
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§ 14. Der allgemeine gleichmiBige ebene Spannungs-
zustand. Der allgemeinste Spannungszustand, der in einer gleich-
miBig gespannten Scheibe auftreten kann, 188t sich dadurch be-
schreiben, daB man ein rechteckiges Scheibenelement abgrenzt,
dessen Kantenrichtungen OU und OV sonst belicbig, aber senk-
recht zu einander gezogen sind, und auf den vier Umfangseiten
beliebige Normal- oder.Schubspannungen angibt, so jedoch, daB
dem Wechselwirkungsgesetz gemidB die Spannungen auf zwei gegen-
iiberliegenden Seiten gleich groB und entgegengesetzt gerichtet
sind. Diese Spannungen an den Umfangseiten kann man als Be-
lastung des Scheibenelementes ansehen und nach den Spannungen
fragen, die durch sie in anders gewihlten Schnittrichtungen inner-
halb des Scheibenelementes hervorgerufen werden.

Um diese Frage in moglichst einfacher Weise zu beantworten,
kdnnen wir uns auf das in § 9 besprochene Superpositionsgesetz
stiitzen. Hiernach kann der ganze Drang- und Zwangzustand in
der Scheibe, wie er der Abb. 20 entspricht, auch dadurch hervor-
gerufen werden, dal man zuerst nur einen zweiachsigen Span-
nungszustand mit den Hauptspannungen 6, und ¢, darin hervorruft
und hierauf noch einen Zustand der reinen Schubbeanspruchung
mit den Schubspannungen z,, und 7,, als Lasten an den Rindern
dariiber lagert. Man kann dann die Forminderungen und die
Spannungen fiir sich untersuchen, die von jeder dieser beiden
Lastgruppen einzeln hervorgerufen werden, und daraus durch
Ubereinanderlagerung die Gesamtwirkung ableiten. Fir die Er-
wmittlung der Teilwirkungen kénnen wir uns hierbei auf die dafiir
bereits festgestellten GesetzmiBigkeiten stiitzen.

" Zunichst folgt daraus, daB die in den beiden senkrecht zu ein-
ander stehenden Schnittflichen iibertragenen Schubspannungen

T, =T (12)

oYU uv

jedenfalls gleich gro8 und entweder so zueinander oder alle ent-.
gegengesetzt gerichtet sein miissen, wie sie in Abb. 20 eingetragen
wurden. Wenn man aber will, kann man diese Behauptung auch
nochmals unabhéingig von dem in § 11 dafiir gegebenen Beweise
aus der Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen ableiten. Sie
spricht den Satz von der Gleichheit der einander zugeordneten Schub-
spannungen fiir den allgemeinsten Fall des ebenen Spannungszu-
standes aus.

Wir .denken uns weiterhin einen Schnitt durch die Scheibe
gelegt, der einen beliebigen schiefen Winkel « mit der U-Achse
bildet. In Abb. 20 ist er durch eine punktierte Linie angedeutet.
Um zu ermitteln, welche Spannunoen o, und 7, in diesem Schoitte
iibertragen werden, kdnnten wir zuerst nach (Iipen Gleichungen (4)
von § 10 die Betréige ermitteln, die der zweiachsige Spannungs-
zustand mit den Hauptspannungen 6, und ¢, dazu liefert, und dann
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noch hinzufiigen, was von 7,, und z,, entsprechend den Lehren von
§11 dazu beigesteuert wird. Auch aus der Untersuchung des Gleich-
gewichtes des durch die Schnittrichtung 1 begrenzten dreiseitigen
Prismas lieBen sich 6, und 7, sofort unabhiingig von den fritheren
Betrachtungen berechnen.

Einfacher aber kommen wir noch zom Ziele, indem wir uns
auf die Siitze tber den Spannungskreis stiitzen. In das Koordinaten-
system der ¢v tragen wir in Abb. 21 auf der ¢-Achse zuerst ¢,
und 6, ab, nach rechts hin, wenn sie Zug-, nach links hin, wenn
eine oder beide von ihmen Druckspannungen sind. Von diesen
beiden Punkten der 6-Achse tragen wir ferner in entgegengesetzten
Richtungen 7,, und 7, parallel zur Achse ab, wobei es gleich-

Abb. 21.

giiltig ist, welche von heiden nach oben und welche nach unten
geht. Wir gelangen so zu zwel Punkten 4 und B, die wir mit-
einander verbinden. Die Verbindungslinie sehen wir als Durch-
messer und den Schnittpunkt M mit der o-Achse als Mittelpunkt
eines Kreises an. Diesen Kreis konnen wir als Spannungskreis
eines zweiachsigen Spannungszustandes mit den Hauptspannungen
0, und ¢, autfassen, die sich nach GriBe und Vorzeichen aus der
Zeichnung entnehmen lassen. Der frither getroffenen Verabredung
gemiB bezeichnen wir als ¢, die algebraisch groBere dieser beiden
Hauptspannungen.

DaBl dieser zweiachsige Spannungszustand mit dem durch
Abb. 20 angegebenen, an sich beliebigen Spannungszustande im
wesentlichen, abgesehen nimlich von einer Drehung des XY-
Systems gegen das System der UV, vollstindig iibereinstimmt,
folgt daraus, da man durch Drehen der Schnittrichtungen um
die Hilfte des Zentriwinkels CM A wieder auf die in Abb. 20 vor-
geschriebenen Spannungskomponenten gelangt. Umgekehrt muB
man sich in dem durch Abb. 20 angegebenen Spannungszustande
das Achsenkreuz der UV im Uhrzeigersinne um die Hiltte des aus
Abb. 21 zu entnehmenden Zeutriwinkels A MC gedreht denken,
um auf die Hauptschnittrichtung dieses Spannungszustandes zu
gelangen. Hiermit ist bewiesen. daf jeder ebenme, gleirhmiiBige
Sparnwungszustand als ein zweiachsiger im Sinne von § 9 angesehen
werden kann.
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Die Pfeile oder Vorzeichen der z spielen bei dieser Betrachtung
keine Rolle. Durch Vergleich der beiden Abbildungen 20 und 21
kann man aber nachtriiglich feststellen, welche Pfeile der © auf
den vier Umfangsseiten einer in Abb. 21 nach oben hingehenden
Ordinate des Punktes A entsprechen. Dreht man hierauf das UV-
Kreuz in Abb. 20 um einen beliebigen Winkel, so ist in Abb. 21
der Halbmesser M A um den doppelten Winkel im gleichen Sinne
zu drehen, um aus dem Spannungskreise die den neuen Schnitt-
richtungen entsprechenden Spannungskomponenten entnehmen zu
konnen. Solange hierbei die Ordinate des Punktes A in Abb. 21
nach oben hin geht, behalten die r in Abb. 20 dieselben Pfeile
wie in der Anfangslage bei, wihrend sich alle Pfeile umkehren,
sobald beim Weiterdrehen die Hauptrichtungen des Spannungs-
zustandes iiberschritten werden und hiermit Punkt A in Abb. 21
in die untere Hilfte des Spannungskreises geriit.

Denkt man sich in Abb. 20 die Pfeile der v umgekehrt, obne sonst
etwas zu #ndern, so entspricht diesem neuen Spannungszustand
derselbe Spannungskreis Abb. 21 wie dem friiheren, abgesehen davon,
daB sich auch fiir alle anderen Schnittrichtungen die Pfeile der
7 umkehren. Auf den ersten Blick mag es befremdlich erscheinen,
daB die Umkehrung der Pfeile der v an dem der Abb. 20 ent-
sprechenden Spannungszustande so wenig #ndert, daB man den-
selben Spannungskreis dafiir beibehalten kann., Aber man bedenke,
daB man eine Scheibe von zwei Seiten her betrachten kann und
dafl derselbe Spannungszustand, dem von einer Seite her betrachtet
Abb. 20 entspricht, von der anderen Seite her gesehen sonst die
gleichen Spannungskomponenten aufweist, mit dem einzigen Unter-
schiede, dal sich die Pfeile der v umgekehrt haben. In der Tat
kommt es daher fiir die besonderen Eigenschaften eines bestimmten
Spannungszustandes gar nicht wesentlich darauf an, ob man die
Pfeile der v umkehrt oder nicht.

Aus Abb. 21 kann man auch entnehmen, wie sich ¢, und
berechnen lassen, wenn ¢,, 6, und der gemeinschaftliche Wert ¢
von t,, und 7,, gegeben sind. Fiir die Strecke O M und den Halb-
messer M A hat man némlich

_ + 61{ —_ 2— Oy — 0y \2
OM =T ung MA-V;—;—(“T),
und daraus folgt fiir die Hauptspannungen ¢, und o,
6,0 VT
6, = %ﬁv + 9 V4tz + (Gu - 60)2

6y + 6,

T
6, =——5"— Vi’ + (6,— 3,

Endlich wollen wir auch noch die Formiinderungsarbeit A be-
rechnen, die dem durch Abb. 20 beschriebenen Spannungszustande
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entspricht. Dies konnte geschehen indem wir die soeben fiir ¢,
und 6, aufgestellten Formeln in Gl. (10) von § 13 einsetaten. Aber
dleser Umweg ist gar nicht nétig, sondern man kann A auch un-
mittelbar aus Abb. 20 entnehmen, indem man die von den Kriiften
bei der Forminderung geleisteten Arbeiten feststelit. Bei der
Schiebung, die durch die ¢ hervorgebracht wird, ist nimlich die
Summe der von den ¢, und ¢, geleisteten Arbeiten, wie man
leicht erkennt, gleich Null, und umgekehrt ist auch die Summe
der Arbeitsleistungen der 7 gleich Null, wenn man die durch die
6, und o, hervorgebrachten Debhnungen der Kanten sich vollziehen
148t. Daraus folgt ohne weiteres :

7? 1 2
A=W +—2*E(62+63—W66uv> (14)

indem man die Binzelbetriige der Gleichungen (10) und (11)
zusammenzihlt.

§ 15. Der ungleichmiBige ebene Spannungszustand. Von
§ 9 ab hatten wir bisher stets vorausgesetzt, dall in der ganzen
Scheibe tiberall der gleiche Spannungszustand herrschen sollte.
Jetzt dagegen kehren wir zu der in § 8 angestellten allgemeinen
Betrachtung zuriick. Bei der allgemeinsten Scheibenaufgabe, wie
sie durch Abb. 10 erldutert war, ist zu erwarten, duf Form-
inderung und Spannungszustand an verschiedenen Stellen der
Scheibe ganz verschieden sein werden. Dagegen diirfen und wollen
wir voraussetzen, daB zwischen benachbarten Stellen diese Unter-
schiede um so kleiner ausfallen, je ndher die Stellen bei einander
angenommen werden. Eine plstzliche Anderung kinnte zwar in der
Nihe des Angriffspunktes einer Einzellast erwartet werden, Aber wir
wollen uns in diesem Falle die unmittelbare Umgebung der Angriffs-
stelle der Einzellast aus der Betrachtung ausgeschaltet denken.
Das ist um so mehr zulissig, als Einzelkrifte im strengen Sinne
des Wortes in der Natur iberbaupt nicht vorkommen, vielmehr
alle endlichen Krifte sich auch tiber endliche, weun auch nur
kleine Flichen oder Riume verteilen.

Wir setzen also mit anderen Worten voraus, daB sich Drang
und Zwang innerbalb der Scheibe stetig #ndern und daB daher
in einem Scheibenelement, sobald es nur klein genug angenommen
wird, der Spannungszustand nahezu als gleichmifig angesehen
werden kann. Unter dieser Voraussetzung lassen sich die Betrach-
tungen der vorhergehenden Paragraphen iiber die Beziehungen
zwischen den Spannungen in verschiedenen Schnittrichtungen und
iiber die Eigenschaften des gleichmifBigen ebenen Spannungszu-
standes iiberhaupt ohne weiteres auch auf die Verhiltnisse inner-
halb eines unendlich kleinen Bezirkes in dem allgemeinen Falle
ibertragen. Sie miissen nur auBerdem noch dahin ergiinzt werden,
daf auch auf die Spannungsunterschiede zwischen unendlich nahe
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benachbarten parallelen Schnitten so weit als nétig Riicksicht
genommen wird.

Zu diesem Zwecke denken wir uns in Abb. 22 ein unendlich
kleines rechteckiges Scheibenelement von den Kantenlingen da
und dy abgegrenzt. Ahnlich wie in Abb. 20 wird der Spannungs-
zustand beschrieben durch die Spannungskomponenten, die wir
Jetzt mit 6,, 6, und mit 7 bezeichnen wollen, oder auch mit 7,
oder 7,,, wenn eine nihere Bezeichnung der zugehdrigen Flichen
und Richtungen erwiinscht erscheint.

Um von der vergroferten Darstellung in Abb. 22 zu dem un-
endlich klein zu denkenden Elemente zuriickzukehren, denken

wir uns die Recht-

Gy + gj"‘"ﬂ'y eckseiten im Zusam-
. oz menschrumpfen  be-
’ a—'-dy o bei .
—L Jy griffen, wobel wir
uns die Ecke O des
Y T tg)—z-dx X
x Rechteckes festgehal-
Ox dy ¥ ; ten denken wollen.
z | O+ §2dx Die Lage des Punk-
I tes O aut der Scheibe
kann durch die Ko-
g z , ordinaten x, ¥ in be-
Abb. 22. .
o, zug auf ein gegen
die Scheibe festgeleg-

tes Koordinatensystem beschriecben werden, zu dessen Achsen die
Rechteckseiten parallel gezogen seien. Unter o, ist dann die Nor-
malspannung zu verstehen, die in einem durch den Punkt O senk-
recht zur y-Achse gelegten Schnitte an der Stelle O selbst iiber-
tragen wird. Auf der gegeniiberliegenden Rechteckseite, die im
Abstande dz von O aus nach rechts hin liegt, ist die Normal-
spannung etwas von ¢, verschieden. Allgemein lift sich sagen,
daBl ¢, fiir verschiedene Punkte der Scheibe verschieden ausfallen
kann, d. h. aber mit anderen Worten, daB o, als eine Funktion

von z und y 6, = f(zy)

aufzufassen ist. Das gleiche gilt auch fiir 6, und fiir 7. Um den Unter-
schied festzustellen, der in ¢, dadurch hervorgebracht wird, da
die gegeniiberliegende Rechteckseite um dx nach rechts hin ver-
schoben ist, haben wir demnach ein Differential von ¢, zu bilden,
bei dem y als konstant und nur « als veriinderlich anzusehen ist.
Fir die Spannungskomponente in der X-Richtung auf der nach
rechts hin liegenden Rechteckseite erhalten wir demnach den
Ausdruck oo,
6, + Fr dz,

worin die runden ¢ noch ausdriicklich darauf hinweisen sollen,
daB es sich um einen partiellen Differentialquotienten handelt.
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Diese Bezeichnung ist schon in Abb. 22 eingeschrieben; ebenso
auch die Ausdriicke, die man in der gleichen Weise fiir die tibrigen
Spannnngskomponenten auf den beiden nicht durch den Punkt O
gehenden Rechteckseiten erhilt.

Wenn wir auf die durch die Differentiale ausgedriickten Span-
nungsunterschiede nicht achteten, wire das Scheibenelement in
Abb. 22 uater dem Einflusse der am Umfange angreifeaden Span-
nungen ohne weiteres im Gleichgewicht. Aber wir verlangen jetzt,
dab das Gleichgewicht auch dann noch erhalten bleiben muf,
wenn wir die unendlich kleinen Spannungsunterschiede mit hmzu—
nehmen. Dabei ist jedoch zu beachten, daBl diesen feinen Unter-
schieden gegeniiber auch die &uBeren Massenkrifte mit in Betracht
zu ziehen sind, die wie etwa das Eigengewicht als Fernkréfte un-
mittelbar an der Masse des Elementes selbst angreifen. Gegeniiber
den Spannungen am Raunde sind zwar diese Massenkrifte als
unendlich klein anzusehen und daher zu vernachlissigen, aber
gegeniiber den Spannungsunterschielen sind sie von der gleichen
GroBenordnung und daher neben ihnen zu beriicksichtigen. Die
duBeren Massenkriifte denken wir uns auf die Raumeinheit des
Kbrpers bezogen (so wie es beim spezifischen Gewichte geschieht)
und diese Kraft, die beliebig gerichtet sein kann, in zwei Kom-
ponenten in den Richtungen der Koordinatenachsen zerlegt,. die
wir mit X und Y bezeichnen wollen. Diese Komponenten sind
ebenfalls in Abb. 22 eingetragen.

Aus der Zeichnung kann man nun unmittelbar die Gleich-
gewichtsbedingung gegen Verschieben in der Richtung der X-Achse
ablesen; sie enthdlt drei Glieder, deren Summe gleich Null ge-
setzt werden muB, nﬁ.mlich

2% 4 2 hdy + —dy-hdx + X hdzdy = 0.

Der durch den Punkt abgetrenate letate Faktor in diesen Gliedern
gibt jedesmal die Fliche oder den Rauminhalt an, mit dem man
den auf die Flicheneinheit bezogenen Spannungsunterschied oder
die auf die Raumeinheit bezogene Massenkraft zu multiplizieren
hat, um die gesamte am Scheibenelement wirkende Kratt zu er-
halten. Unter A ist dabei wieder die Scheibendicke zu verstehen.
Streicht man in jedem Glied der Gleichung den gemeinschaft-
lichen Faktor hdx dy, so erhdlt man die ersten der beiden fol-
genden Gleichungen) Py

»~€ + 3y +X=0

(15)
a“y+ L Y=0

die an jeder Stelle der Scheibe zwischen den Spannungskomponenten
erfiillt sein miissen. Die zweite Gleichung liBt sich in derselben
Teubn. Leitf. 17: F8ppl, Grundziige der Festigkeitslehre 4
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Weise aus Abb. 22 fiir das Gleichgewicht in der Y-Richtung
ablesen.

Bei den meisten Festigkeitsaufgaben kann man das Eigen-
gewicht des Koérpers und iiberhaupt die Massenkrifte gegentiber
den sonst an ihm angreifenden Lasten vernachlissigen, also X
und Y in den Gleichungen (5) nachtriiglich streichen.

Die Aufgabe der Festigkeitsberechnung besteht nun darin, die
Spannungskomponenten 6, 6,, v fur jede Stelle der Scheibe an-
zugeben. sie also als Funktionen von x und y darzustellen. Dazu
konnen aber die zwei Gleichungen (15) zwischen den drei unbe-
kannten Funktionen allein nicht ausreichen, auch nicht in Ver-
bindung mit den Grenzbedingungen am Umfange sowie an den
Auflagerstellen und an den Angriffsstellen der an dem Korper
von auBen her angebrachten Lasten, die daneben auch noch er-
fiillt sein miissen. Die Aufgabe ist statisch unbestimmt in dem
von frither bekannten Sinne. Um sie tiberhaupt 16sen zu konnen,
mufl man daher jedenfalls auf den Zusammenhang zwischen den
Spannungen und der Form#inderung der Scheibe eingehen.

§ 16. Die elastische Formiinderung der ungleichmi8ig ge-
spannten Scheibe. Schon in § 8 wurde auf eine Schwierigkeit
hingewiesen, die sich der genauen Untersuchung der elastischen
Forménderung einer Scheibe im allgemeinen Falle entgegenstellt.
Die Scheibendicke % wird an verschiedenen Stellen wegen der mit
den Spannungen in der Scheibenebene verbundenen Querwirkung
in verschiedenem MaBe vergréBert oder verkleinert, und die néchste
Folge davon ist, daB die beiden Begrenzungsflichen bei der elasti-
schen Forminderung der Schetbe nicht eben bleiben kénnen. Das
hat dapn zur weiteren Folge, da auch die in der Dickenrichtung
gezogenen Geraden von der Liinge & etwas gekrimmt werden,
weil die rechten Winkel, die sie mit der Mittelebene, den Begren-
zungsebenen und allen dazwischen parallel dazu gezogenen Ebenen

urspriinglich gebildet haben, wegen des
Fehlens von Schubspannungen, die zu

A
\D[\ .
\d\— einer Anderung fiihren konnten, auch
]
Ay
——

#  weiterhin rechte Winkel bleiben miissen.

Durch Abb.23, in der M M einen Schnitt

/af"— 4 durch einen Teil der Mittelfliche, A A

£ Abb. 35 und BB Schoitte durch die Begren-

o zungsflichen nach der elastischen Form-

dnderung in sehr verzerrtem MaBstabe und C D die in der Dicken-

richtung gezogene urspriinglich gerade Linie bezeichnen, wird dies
niher erliutert.

Wiahrend die allgemeine Scheibenaufgabe vom rein statischen Ge-
sichispunkt aus betrachtet als eine Aufgabe in der Ebene erscheint,
reicht man damit bei der elastischen Forminderung nicht aus. Man
kann diese Schwierigkeit entweder iiberwinden, indem man auf
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eine genauere Untersuchung eingeht, oder man kann sie vermeiden,
indem man auf eine genauere Untersuchung verzichtet und sich
mit einer Niherungslosung zufrieden gibt. Fiir eine erste Ein-
fiihrung in die Festigkeitslebre kann nur der zweite, weit ein-
fachere Weg in Frage kommen. Er bestht darin, daf man einen
Werkstoff voraussetzt, bei dem die Poissonsche Querdehnungszahl

% so klein ist, daB sie genau genug gleich Null, also m = oo

gesetzt werden kann. In diesem Falle bleiben auch die Begren-
zungsfliichen der Scheibe eben, und die Geraden CD) werden nicht
gekriimmt, womit man der ganzen Schwierigkeit, die davon her-
rithrt, aus dem Wege gegangen ist.

Zur Rechtfertigung der Annahme m = o0 kann man anfiihren,
daB die Werte von m bei den verschiedenen Stoffen, mit denen
man zu tun hat, ziemlich weit auseinandergehen, ohne daB sich
gezeigt hitte, daB diese Unterschiede das Verhalten der Kdorper
im tibrigen wesentlich berithrten. Vielmehr hat sich in fast allen
Fillen, fiir die man zu strengen Losungen von Festigkeitsauf-
gaben gelangt ist, herausgestellt, daf es nicht allzuviel ausmacht,
welchen Wert von m man in die Losung einsetzt. Man darf da-
her von vorneherein annehmen, daB eine Losung, die fiir m = oo
gefunden ist, auch fiir Korper mit m = 4 oder selbst m = 3 noch
als eine annehmbare Niherungslosung anzusehen ist, die wenigstens
m einer ungefihien Abschitzung ausreicht, was in praktisch vor-
kommenden Fillen bereits geniigt. Wir stellen uns daher hier
auf diesen Standpunkt und fragen nur noch darnach, wie die Span-
nungsverteilung bei der Scheibenaufgabe ausfillt, wenn man m = oo
setzen darf.

Die elastische Forménderung der Scheibe kann alsdann voll-
stindig dadurch beschrieben werden, dal man fir jeden Punkt
der Mittelebene mit den Koordinaten x, y die Verschiebungen &,
y in den Richtungen der Koordinatenachsen angibt. Die Aufgabe
kommt daher darauf hinaus, zwei unbekannte Funktionen

E=fy(xy) und n = f3(2y)

zu ermitteln, und sobald dies gelingt kann die Scheibenaufgabe
fiir den betreffenden Fall als geldst angesehen werden. Alle andern
Forménderungs- und SpannungsgréBen lassen sich nimlich, wie
man sofort sehen wird, in £ und % ausdriicken.

Wie immer setzen wir auch in diesem Falle wieder voraus,
daB die elastische Forminderung als sehr klein angesehen werden
darf. Auch £ und % sind daher als kleine GréBen im Verhiltnisse
zn den Scheibenabmessungen zu betrachten In Abb. 24 mége 1
einen Punkt der Mittelebene der Scheibe mit den Koordinaten zy
vor der Formiinderung bezeichnen und 2 einen Nachbarpunkt, der
in der X-Richtung um die kleine Strecke d« von ihm entfernt ist.

4%
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Bei der Forminderung seien die Punkte in die Lagen 1 und 2’
gelangt. Die Komponenten der Verschiebungen 11" oder 22’ sind
es, die wir vorher mit £ und % bezeichnet hatten. Sollte sich et-
wa Punkt 2 um ebensoviel und in derselben Richtung verschoben
haben wie Punkt 1, so wiirde sich bei der Forminderung der
Scheibe die Strecke 1, 2 weder der GroBe noch der Richtung nach
geiindert haben.

Im andern Falle wird die Richtungséinderung der Strecke 12
dadurch bedingt, dal die Verschiebungskomponente 7 im Punkt 2
n
E: v
Da die Richtungsénderung nach unseren Voraussetzungen als klein
betrachtet werden darf, kdnnen wir den

von der im Punkte 1 um ein Differential dxz verschieden ist.

o kleinen Winkel J,, um den sich die
L Sirecke 12 bei der Form#nderung dreht,
r : , einfach an
12 o RE (e

s /7
7 PPR— * setzen. Dagegen wird die Langeninde-
Abb. 24. rung der Strecke 12 dadurch hervorge-

rufen, daB sich Punkt 2 um ein Differential g—idx mehr nach rechts

hin verschiebt als Punkt 1. Die auf die Léngene nheit bezogene
Dehnung ¢, in der X-Richtung an der betrachteten Stelle ergibt
sich daher zu o€

e, = 7>+ an

Ye T 5
Was soeben fiir die Strecke 12 gesagt wurde, 188t sich sinngemi

auch auf die in der Y-Richtung gezogene Strecke 13 iibertragen.
Daraus ergibt sich

8,=2% una o —07. (18)

v dy v 0y

Positive Werte von d, und d, fithren nach unseren Vorzeichen-
festsetzungen, wie aus Abb. 24 zu ersehen ist, in beiden Fillen
zu einer Verminderung des urspriinglich rechten Winkels 312 bei
der Forminderung der Scheibe. In § 12 haben wir eine solche
Winkelénderung mit dem Buchstaben y bezeichnet. Hier wollen
wir y,, dafiir schreiben, um auch die Richtungen hervorzuheben,
zwischen denen diese Winkeldnderung stattfindet.

Dann gilt also ok

0
7zy=6y+6:c=@+§"g' (19)

Ein kleines rechteckiges Scheibenelement, zu dessen Ecken die
Punkte 1, 2, 3 in Abb. 24 gehdren, erfihrt eine Forminderung,
die durch ¢,, ¢, und y,, bereits gentigend beschrieben ist. Diese
Forménderung steht nach dem Elastizititsgesetze mit den am Um-
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tange des Elements tibertragenen Spannungskomponenten 6, o,
und 7 in ursichlichem Zusammenhange. Mit m = 0o ergibt sich
aus den Gleichungen (1) und (2), von § 9 und Gl. (8) von § 12
—g%. s_gin. _g(% Qﬂ).

s,—EZ=; o, F% T_G(ay+w (20)

Wir kehren jetzt zu den Gleichgewichtsbedingungen (15) von

§ 15 zwischen den Spannungskomponenten zuriick und setzen in
ihnen die soeben festgestellten Werte ein. Zugleich streichen wir
darin die Komponenten X und Y der #duBeren Massenkraft, was
gewdhnlich zuliissig ist, und beachten, daf fiir m = oo nach G1.(9)

von § 12 G=1E
gesetzt werden kann. Damit erhalten wir nun anstatt der Glei-
chungen (15) o8 | o . i,
2 0.732 cy: U oxon ' 21)
9% + *n x S T l (
Z}y- cx® U oxdy

Die Gleichungen (15), in denen drei unbekannte Funktionen Gy
6, und 7 vorkamen, sind jetzt durch zwei Gleichungen mit nur
zwei unbekannten Funktionen £ und 5 ersetzt, womit die Scheiben-
aufgabe wenigstens grundsttzlich 18sbar wird.

Man kann die Gleichungen (21) als die elastischen Grundglei-
clungn fiir die Scheibenaufgabe im Falle i = oo hbezeichnen.
Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen, kommt die néherungs-
weise Ldsung irgendeiner Scheibenaufgabe jetzt nur noch darauf
hinaus, Losungen der beiden partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordoung fiir £ und % zu finden, die zu-

gleich auch allen Grenzbedingungen gentigen, die Ty
daneben auBerdem noch vorgeschrieben sind. 4 LD \H
Freilich ist diese mathematische Aufgabe nur L

a—~~——m

in wenigen einfachen Fillen wirklich durchfiithrbar. **
Grundsitalich aber ist es von Wichtigkeit, einen |
Weg zu wissen, der unter giinstigen Umstiinden [
zum Ziele fiihren kann. Z

§ 17. Ein einfaches Beispiel. Der wichtigste -

S —

{
Gebrauch, den man von den elastischen Grund- o&&asedas
gleichungen machen kann, besteht darin, die Lo- ,MM’U—U
sung einer bestimmten Scheibenaufgabe, die man
aus andern Erwiigungen fiir wahrscheinlich halt,
auf ihre Richtigkeit zu priifen. Als Beispiel wihlen wir dafiir die
in Abb. 25 gezeichpete rechteckige Scheibe, die an zwei Seiten frei
von Lasten sein soll, wihrend an den wagrechten Seiten oben und
unten Lasten angebracht sind, die sich nach einem Gradlinien-
gesetz dariiber verteilen, wie aus der Zeichnung zu entnehmen ist.

Abb. 25.
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Zu vermuten ist, dafl dieselbe Spannungsverteilung wie am
oberen und unteren Rande auch in allen wagrechten Schnitten
durch die Scheibe wiederkehrt, dafl also an der Stelle xy die Haupt-
schnittrichtungen ebenfalls parallel zu den Achsen gehen, dal
ferner ¢_= 0 und

z 6,=p—q%x (22)
gesetzt werden kann, wenn unter p und ¢ die durch die Lastver-
teilung an den Réndern gegebenen Werte verstanden werden. Daf
durch einen solchen Spannungszustand Gleichgewicht an jedem
Scheibenelement hergestellt wird, ist ohne weiteres ersichtlich;
der Spannungszustand ist also jedenfalls statisch moglich. Es
frigt sich aber noch, ob er auch zu Forminderungen fiihrt, die
geometrisch vertriglich miteinander sind, denn nur in diesem Falle
kann er wirklich zustande kommen.

Es wird sich alsbald zeigen, daB auch diese Frage zu bejahen
ist, wenn auch nicht in demselben Sinne wie ihre Beantwortung
am nichsten zu liegen scheint und wie sie daher Ofters gegeben
wird. Eine landliufige Ansicht geht nimlich dahin, daB im vor-
liegenden Falle jede zur Y-Achse parallel gezogene Strecke von
der urspriinglichen Linge b sich einfach um ein Mafl 4%

¢ »—qx
4b =0 =b—F—
strecke, ohime daf sich an der Gestalt der Scheibe im vbrigen etwas
dndern konne. Die Folge wiirde sein, daB das Rechteck bei der
Forminderung in ein Trapez iiberginge. Denkt man sich die
untere Rechteckseite dabei festgehalten, so wiirde ein Punkt mit
den Koordinaten xy die Verschiebungen

E=0 ud n=y %gm (23)

erfanren. Hierbei ist nimlich § = O, weil wir die Querdehnungs-
zahl % gleich Null angenommen haben.

Der Vergleich mit den elastischen Grundgleichungen (21) lehrt
aber, daB diese Annahme nicht richtig sein kann. Die zweite von
ihnen wird zwar durch die gew#hlten Ansitze von § und % er-
fiillt, aber die erste nicht. Aus Gleichung (23) ergibt sich nimlich

’n ¢
oxdy K
wihrend die iibrigen Glieder in der ersten Grundgleichung zu Null
werden. Damit ist der Beweis geliefert, daB mindestens eine der
beiden Annahmen iiber die Spannungsverteilung oder tiber die da-
mit verbundene Form#nderung unrichtig sein muf.

Wo der Fehler liegt, 168t sich durch eine einfache Uberlegung

von anderer Art sofort erkennen. Denkt man sich ndmlich durch
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den Punkt xy zwei Linien parallel zu den Koordinatenachsen ge-
zogen, so behilt die in der Y-Richtung gehende nach den Glei-
chungen (23) bei der Forménderung ihre Richtung unveréndert
bei, wihrend sich die in der X- Richtung gezogene nachher ein
wenig schief stellt. Der urspriinorlich rechte Winkel zwischen bei-
den Linien #ndert sich daher um einen kleinen Betrag y,,. Wir
wissen aber, daB eine Forminderung von dieser Art notwendw
mit Schubspa,nnunden oy Und 7, velbunden ist. Nach unserer
Voraussetzung tiber die Art des Spannuncszustandes in der Scheibe
sollten daoegen die beiden Schnittrichtungen Hauptrichtungen und
daher 7 fiir sie gleich Null sein. Vorausgesetzt, dafl die vermutete
Art der Spannungsverteilung in der Scheibe iiberhaupt zutrifft,
mufl daher die zunichst gleichfalls vermutete Art der Forménde-
rung jedenfalls unrichtig sein.

Es frigt sich jetzt, wie wir den Ansatz iiber'die Forminderung
zu verbessern haben, um diesem Widerspruche zu entgehen. Offen-
bar waren wir beim Ansatze der Gleichungen (23) zu voreilig.
In Wirklichkeit hingen ja nicht £ und v, sondern die bezogenen
Dehnungen ¢, und &, unmittelbar mit den Spannungen zusammen.
An Stelle der Gleichungen (23) setzen wir daher jetzt

ox T e
Beim Einsetzen dieser Werte in die erste Grundgleichung ergibt
sich

und daraus folgt, daB & nicht gleich Null sein kann, wie wir vor-
her angenommen hatten, sondern daB es eine Funktion zweiten
Grades von y sein muB. Wir setzen daher

§ = ¢y 1+ CY +§qEvy2a (24)

womit die erste Grundgleichung erfilllt ist. Da die untere Reeht-
eckseite bei der Forminderung festgehalten werden sollte, muf
die Integrationskonstante ¢, nachtriglich gleich Null gesetzt werden.
Damit anch die zweite Grundgleichung erfiillt wird, haben wir
o'n

gz — 0
zu setzen. Hiernach ist 5 eine Funktion ersten Grades von x, die
iiberdies fiir x = O zu Null werden muB. Hiermit und mit dem

vorher schon festgestellten Werte von % ergibt sich schlieBlich

n= y E(l (2 5)
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in Ubereinstimmung mit dem schon in den Gleichungen (23) an-
genomn.enen Ausdrucke. Nur £ hat sich daher gegeniiber dem
voreiligen Ansatze § = O geiindert.

Um nachtriglich auch noch die Integrationskonstante ¢y in Gl. (24)
zu ermitteln, beachten wir, daB mit 7, = O auch y,, tiberall gleich
Null sein muf, also nach Gl (19) auch

08 4 om _

oy T o
und dazu gehort, daB c, ebenfalls gleich Null zu setzen ist. Hier-
mit geht Gl. (24) tber in

§= ngyg (26)

Durch die Gleichungen (25) und (26) ist jetzt ein Forménde-
rungszustand beschrieben, der geometrisch mdglich ist nnd der
dem vorher vorausgesetzten und an sich statisch moglichen Span-
nungszustande nach dem Elastizitiitsgesetze entspricht. Hierin ist
aber der Beweis dafiir zu.erllicken, daf3 wir damit die richtige Li-
sung der Aufgabe gefunden lLaben.

Eine wichtige Bemerkung ist hierbei noch hinzuzufiigen. Die
ganze Betrachtung beruht niimlich, wie immer in solchen Fillen,
auf der schon in § 9 bei der Besprechung des Superpositionsge-
setzes allgemein eingefiibrten Annahme, daB die elustische Form-
inderung stets als sehr klein angesehen werden soll, so daB sie
an der Korpergestalt nichts Wesentliches #indert. Auf eine Form-
anderung, die zu groBen Werten von £ und 7 in den Gleichungen (25)
und (26) fihren wiirde, darf daher die gegebene Losung nicht
angewendet werden. Die Forminderung muB vielmehr immer so
klein bleiben, daB man sie bei der Feststellung der Gleichgewichts-
bedingungen zwischen den dufleren Kriften, die als Lasten an der
Scheibe angreifen, als unendlich klein ansehen oder auch ganz ver-
nachlissigen darf.

Die linke Rechteckseite in Abb. 25 geht nach GI. 26 bei der
Form#nderung in einen Parabelbogen iiber, dessen Scheitel mit
dem Koordinatenursprung und dessen Achse mit der X-Achse zu-
sammenfillt. Unter der Voraussetzung einer kleinen Forménde-
rung ist aber der Kriimmungshalbmesser der Parabel im Scheitel
sehr groB, und der Parabelbogen kann daher mit demselben MaBe
von Genauigkeit, wie es hier durchweg als ausreichend erachtet
wurde, auch durch einen Kreisbogen nimlich durch ein verhiltnis-
miig kleines Stiick des Kriitmmungskreises im Scheitel der Para-
bel ersetzt werden. Darauf werden wir in der Folge noch zuriick-
kommen.

Schon jetzt mufl aber noch auf einen fiir die spiteren Anwen-
dungen sehr wichtigen Umstand hingewiesen werden. Man denke
sich ndmlich in Abb. 25 durch den Punkt 2y eine Gerade parallel
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zur X-Achse gezogen und verfolge die Bewegungen, die alle Punkte
dieser Geraden bei der Forménderung der Scheibe ausfithren. Dann
folgt aus den Gleichungen (25) und (26), daf alle Punktc der
Scheibe, die corher auf dieser Geraden lugen, auch nach der Form-
inderung noch auf ciner geraden 1inie enthalten sind.

Da nimlich y fiir alle Punkte der Geraden vor der Forménderung
den gleichen Wert hat, folgt aus Gl. (26), daB sie sich in wag-
rechter Richtung alle nur um den gleichen Betrag & verschieben,
was weder zu einer Gestaltinderung noch zu einer Richtungsinde-
rung der diese Punkte verbindenden Linie fithren kann. LaBt
man hierauf die Verschiebungen 5 nach Gl. (25) folgen, so sind
diese zwar fiir die verschiedenen Punkte verschieden je nach ibrem
Abstande x von der Y-Achse; da aber % eine IFunktion ersten
Grades von z ist, liegen die Punkte, die dieser Gleichung gentigen,
auf einer geraden Linie, die um einen kleinen Winkel ¢ gegen
die X- Achse geneigt ist, fiir den man

gy — 9

erhilt, woftir man genau genug auch
9=y (26a)

schreiben kann. Die Drehungswinkel der verschiedenen Parallelen,
die man zur X-Achse legen kann, wachsen daher proportional
mit dem Abstande y vom unteren Scheibenrande, den wir uns
wibrend der Form#énderung festgehalten dachten.

Den Farallelen zur X-Achse entsprechen Schnitte durch die
Scheibe, die wir auch als Querschnitte bezeichnen konnen, weil
sie quer zu den Richtungen der von Null verschiedenen Haupt-
spannungen tstehen. Dann 148t sich der vorher aufgestellte Satz
auch in die Worte fassen:

Bei der durch Abb. 25 angrgeberen Belasiungsweise der recht-
eckigens Scheibe bleiben die Quersclnitie Lei der Formdnderung eben.

§ 18. Anwendung auf den Riementrieb. In den meisten
Modellsammlungen fiir Maschinenbau wird man eine kleine Vor-
richtung finden konnen, die zum Nachweise dafiir dient, daB ein
Riemen auf einer Riemenscheibe wihrend des Betriebes die Nei-
gung hat, stets auf den dicksten Teil der Scheiben aufzulaufen,
wenn die Scheiben etwas ,balligh, also in der Mitte dicker als
nach den Enden zu abgedreht sind. Diese Erscheinung ist sehr
bekannt, und sie wird tiberall benutzt. Nach einer ausreichenden
Erkldrung dafiir sieht man sich aber meist vergeblich um. Was
dartiber in den Lehrbiichern iiber Maschinenelemente gesagt wird,
ist gewohnlich mindestens unzureichend.

Die Vorrichtung, von der hier die Rede ist, wird von zwei ab-
gestumpften Kegeln AB und CD in Abb. 26 gebildet, die auf
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zwei parallelen in einem Gestell gelagerten Wellen sitzen. Ein
Lederriemen EF umschlingt beide Kegel, die an Stelle der Riemen-
scheiben bei einem gewdhnlichen Riementriebe treten, und er sitzt
anfinglich mit geringer Spannung auf den Kegeln auf. Versetzt
man nun mit Hilfe einer aufgesteckten Kurbel die eine Welle in
Umdrehung, so wird durch den Riemen auch die andere Welle
mitgenommen. Dubei zeigt sich nun, daB der Riemen alsbald be-
ginnt, oben sowohl als unten auf den dickeren Teil der Kegel
hinaufzuklettern. Auch wenn man mit dem Drehen in der ersten
Richtung aufhdrt und in der entgegengesetzten Richtung dreht,
etwa in der Meinung, damit die Erscheinung
wieder riickgingig machen zu kdnnen, fihrt
der Riemen trotzdem fort, immer weiter auf
den dickeren Teil der beiden Kegel hinauf-
zuklettern, bis er schlieBlich dabei so stark
gedehnt wird, daB er zerreilit.

Dieser Versuch ist sehr lehrreich und
zweifellos ist er auch sehr geeignet, das
Verhalten eines Riemens auf ballig gedrehten
Scheiben verstindlich zu machen.” Um den
Grund aufzudecken, der das Hinaufklettern
L ——.13-% des Riemens auf die dickeren Teile der
Kegel herbeifithrt, kann man ihn noch wie
folgt ausgestalten. Man nehme einen Papier-

AbD. 26. streifen aus ziemlich dehnbarem Papier und
lege ihn zu einer Schleife zusammen, wie vorher den Riemen,
indem man die Enden miteinander verklebt. Vorher bringe man
in der Mitte der Ansichtsfliche des Streifens einen scharf begrenzten
Bleistiftstrich an, der sich iber die ganze Linge des Streifens
erstreckt, und beim Zusammenkleben des Streifens achte man
darauf, daB Anfang und Ende des Bleistiftstriches gut miteinander
zusammenfalien. Dann schiebe man die Schleife tiber die beiden
Kegel, so daB sie auf beiden gleichm#Big aufsitzt, was sich wegen
der Dehnungsfihigkeit des Papieres leicht erreichen la8t. Der
Hauptunterschied gegeniiber dem Riemen bei dem ersten Versuche
besteht darin, daB man jetzt den Bleistiftstrich beobachten kann,
der die Mittellinie des Streifens angibt. Man braucht die Wellen
gar nicht erst zu drehen, sondern man bemerkt sofort, daB der
Bleistiftstrich nach dem Aufsetzen der Papierschleife an den
freien Teilen in der Art gekriimmt ist, wie es in Abb. 26 durch
punktierte Linien angedeutet ist.

Was man bei diesem Versuche beobachtet, entspricht genau
dem, was im vorigen Paragraphen fiir die nach Abb. 25 belastete
Scheibe theoretisch abgeleitet wurde. Die Scheibe muBte sich in
ihrer Ebene kriimmen, und ebenso kriimmt sich hier auch unter
den gleichen Umstinden die Papierschleife oder der Riemen. DaB
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damit die Vorbedingung fiir das Auflaufen des Riemens auf den
dickeren Teil des Kegels gegeben ist, sobald man die Wellen in
Umdrehung versetzt, gleichgiiltig in welchem Umdrehungssinne
dies geschieht, ist nun ohne weiteres verstindlich.

Bei ballig abgedrehten Riemenscheiben liegt die Sache freilich
nicht so einfach wie bei den abgestumpften Kegeln, weil der Rie-
men iber die Stelle des groBiten Scheibendurchmessers seiner
Breite nach beiderseits hinausreicht. Erst wenn er im Begriffe
wire, von der dicksten Stelle aus irgendeinem andern Grunde
abzulaufen, wiirde der Fall wieder dhnlich liegen wie zuvor. Im
andern Falle dagegen erscheint zu voller Aufklirung des Sach-
verhaltes die Losung einer andern Scheibenauf-

gabe erwiinscht, wie sie durch Abb. 27 beschrieben ]
wird. Der einzige Unterschied gegeniiber Abb. 25 ”Hﬂ\ﬁ\h
besteht darin, daB jetzt die an der oberen und der |7
interen Rechteckseite angebrachten Lasten nicht |/
mehr nach einem Gradliniengesetz, sondern nach R A
einem beliehigen anderen Gesetz tiber die Schei- [
benbreite verteilt sind (oben und unten jedoch :
gleich). 4

Auch hier mchte man vielleicht zunéchst ver- {4 7z
muten, daB die Hauptrichtungen des Spannungs-
zustandes an jedem Punkte der Scheibe parallel Abb. 7.

zur X- und Y-Richtung gingen und da in jedem
parallel zur X-Richtung durch die Scheibe gelegten Schnitte die-
selbe Verteilung der Normalspannungen ¢, zutriife, wie oben und
unten. Im Falle der Abb. 25 hatte sich diese Vermutung als
richtig erwiesen. Aber in dem allgemeinen Falle der Abb. 27
trifft sie durchaus nicht zu. Die Aufgabe ist vielmehr so schwierig,
daB sie nur mit den Hilfsmitteln der hoheren Festigkeitslehre
wenigstens niéherungsweise geldst werden kann, wihrend die
Frage soweit wenigstens, als es sich um Drang und Zwang in
der Nihe der Enden handelt, hier ganz offen gelassen werden
muB. Dagegen wird sich aus § 22 spiter ergeben, daB fiir ein
langes schmales Rechteck (b > a) der mittlere Teil der Scheibe
eine Spannungsverteilung der 6, nach einem Gradliniengesetz auf-
weist, Shnlich etwa wie in Abb. 25, und daB erst in der Nihe
der Enden die Spannungsverteilung der o, allmihlich in die am
Rande vorgeschriebene iibergeht. Sind etwa die Spannungen o,
an den Enden symmetrisch zur Mittellinie der Scheibe (Linie x=%)
verteilt, so werden die hinreichend weit von den Enden liegenden
Teile der Scheibe gleichm#Big und einachsig gespannt mit einer
Spannung, die gleich dem Mittelwerte der an den Enden ist. Die
Mittellinie bleibt dann an diesen Stellen gerade, wihrend sie ge-
kriimmt wird, wie es vorher besprochen war, wenn die Resul-
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tierende der Lasten an den Enden nicht mit der Linie z = —g—
zusammenfillt.

§ 19. Die Bruchgefahr. Wir betrachten jetzt die Aufgabe der
Spannungsberechnung als bereits geldst und kniipfen daran die
weitere Frage, wie hoch man die Bruchgefahr oder die Anstrengung
einzuschiitzen hat, die dem Werkstoff zugemutet wird. Im Falle
des einachsigen Spannungszustandes ist kein Zweifel dariiber
moglich. Man vergleicht die gréfte vorkommende Spannung mit
jener, die entweder sofort den Bruch oder was gewdéhnlich noch
wichtiger ist, die Uberschreitung der Elastizititsgrenze her-
beifiihrt. Bei schmiedbarem Eisen nimmt man z. B. hiufig an,
daB der Sicherheit wegen die griBte vorkommende Hauptspannung
nicht mehr als die Hélfte der Spannung an der Proportionalitits-
grenze betragen soll. Je mehr sich dieses Verhiltnis der Einheit
nghert, um so hoher ist die Bruchgetahr einzuschétzen. Auch
wenn man annimmt, daB die Schubspannungen die nichste Ur-
sache fiir- die Uberschreitung der Propoitionalititsgrenze bilden,
wie dies frither aus den Beobachtungen iiber die FlieBfiguren ge-
geschlossen wurde, schlieBt dies doch nicht aus, die Bruchgefahr
nach der Hauptspannung zu bemessen, weil Tmax und Gmax beim
einachsigen Spannungszustande stets im Verhiltnisse 1 : 2 zu-
einander stehen, so daB es gleichgiiltig ist, ob man etwa ein
Omax von 1000 atm oder ein 7max von 500 atm als zuliissig er-
klart.

Anders ist es aber beim zweiachsigen Spannungszustande. Hier
muB man sich fiir eine bestimmte Annahme dariiber entscheiden,
welche der Grofien, die Drang und Zwang niher beschreiben oder
welche Verbindung dieser Grofien untereinander als Maf fiir die
Bruchgefahr betrachtet werden soll. Frither nahm man an, da
die Bruchgefahr von der grofiten der beiden Hauptspannungen
allein abhinge, wenn beide vom gleichen Vorzeichen sind, oder
von jener allein, die den gréfleren Bruchteil der Zug- oder Druck-
festigkeit beim einachsigen Spannungszustande ausmacht, wenn
sie von verschiedenen Vorzeichen sind. Diese einfachste Annahme
stimmt aber mit der Erfahrung nicht iiberein, und man hat sie
daher verlassen. Die Anstrengung des Materials hiingt zweifellos
im allgemeinen Falle von beiden Hauptspannungen zugleich ab
und nicht nur von einer von ihnen.

Eine um die Mitte des vorigen Jahrhunderts in Frankreich auf-
gestellte und bald darauf im deutschen Maschinenbau eingefiihrte
Annahme, die hier auch jetzt noch die meisten Anbiinger zihlt,
geht dahin, daf die Bruchgefahr von der grépten bezogenem Deh-
nung abhdnge. Bezeichnet man die Hauptspannungen des ebenen
Spannungszustandes mit 6; und ¢, und ist @, die gréfere von
beiden, so wird demnach
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als maBgebend fiir die Bruchgefahr betrachtet. Man beniitzt aber
nicht ¢, selbst als MaB dafiir, sondern rechnet eine sogenannte
wreduzierte Spannung* Grea aus, die beim einachsigen Spannungs-
zustande dieselbe Dehnung hervorbringen wiirde, wie sie beim
zweiachsigen Spannungszustande durch das Zusammenwirken von
6, und o6, tatsiichlich hervorgebracht wird. Demnach ist

1
Ored == 6; — " Gy (27)

zu setzen. Der allgemeinste ebene Spannungszustand kann, wie es
in § 14 bereits geschehen ist, durch die Spannungskomponenten s,
G,, T,, flir ein beliebig gerichtetes rechtwinkliges Koordinaten-
system der uv beschrieben werden. Fiir die zugehdrigen Haupt-
spannungen, die wir hier mit ¢, und 6, bezeichneten, erhielten
wir damals nach den Gleichungen (13)

6=t YT (o, — )

6,40, 1 gy

oyt Ly ey

und daraus folgt fiir die reduzierte Spannung nach Gl. (27)
owa="" 15, +0) + " Y4 (5,—0,) (28)

Mit dem Vorbehalte, daf die Bezeichnungen ¢, und ¢, unter sich
auch vertauscht werden diirfen und daB der ungiinstigere der
beidén hiernach moglichen Fille gewihlt wird, sieht man das
nach dieser Formel berechnete or03 als unmittelbares MaB der
Bruchgefahr an. Alle ebenen Spannungszustinde, die zu dem gleichen
Werte von yea fiihren, werden daher als gleich gefdhrlich be-
trachtet.

Ein Hauptgebrauch dieser Formel besteht darin, den zuldssigen
Wert der reinen Schubbeanspruchung, den wir mit 7,4 bezeichnen
wollen, mit dem zulissigen Werte einer einfachen Zug- oder
Druckbeanspruchung zu vergleichen. Dabei ist hauptsichlich an
Wellenstahl gedacht oder jedenfalls an einen Werkstoff, der
gegen Zug und Druck als gleich widerstandsfihig angesehen
werden kann, Setzen wir in Gl (28) ¢, und ¢, gleich Null, so
bleibt

m-41
6red°—‘_,”‘l"— ’

und der auf der rechten Seite stehende Wert von v erlangt seine



62 II. Der zweiachsige und der dreiachsige Spannungszustand

zulissige- GroBe, wenn oreq gleich 6,4 gesetzt wird. Daraus folgt

Tzul = ;77;?:—71 Oul = 0,8 Ozul <29)
wenn zuletzt m — 4 angenommen wird.

Aber diese Formel stimmt mit den zu ihrer Priifung angestell-
ten Versuchsergebnissen nicht befriedigend iiberein, und man hat
daher in neuerer Zeit auch in Deutschland begonnen, sie und
hiermit natiirlich auch die allgemeinere Gl. (28) zu verlassen,
wie dies in England schon vorher geschehen ist.

An ihre Stelle tritt eine von Mohr schon im vorigen Jahrhun-
dert aufgestellte Annahme, die sich mit den deutchen Versuchs-
ergebnissen sowie mit den spéter von Guest in England erhaltenen
weit besser deckt. Die Mokrsche Theorie der Bruchgefahr geht
von einem dreiachsigen Spannungszustande aus. Der ebene Span-
nungszustand ist darin mit enthalten, indem man eine der drei
Hauptspannungen, die im allgemeineren Falle vorkommen, gleich
Null setzt. Man ordnet nun die drei Hauptspannungen der GroBe
und dem Vorzeichen nach, wobei die Hauptspannung Null des
ebenen Spannungszusiandes ebenfalls mit einznordnen ist. Ver-
steht man unter ¢, die algebraisch gréBte der drei Hauptspan-
nungen, unter ¢, die mittlere und unter ¢, die algebraisch kleinste
(also die groBte Druckspannung, wenn fiberhaupt Druckspannungen
dabei vorkommen), so kommt es nach Mohr auf 6, nicht an. Auf
den ebenen Spannungszustand angewendet, heifit dies demnach,
daB es nur auf die zahlenmiBig groBere der beiden Hauptspan-
nungen ¢, und G, in der Spannungsebene ankommt, wenn beide
von gleichem Vorzeichen sind. Dagegen kommt es auf beide im
einzelpen an, wenn sie von verschiedenen Vorzeichen sind, weil
dann die Hauptspannung Null bei der vorher angegebenen Reihen-
folge zwischen ihnen liegt.

Dariiber wie die Bruchgefahr zu beurteilen ist, wenn ¢, und o,
verschiedene Vorzeichen haben, gibt die Mohrsche Theorie keine
unzweideutige Antwort, sondern sie verweist aut Versuchsergeb-
nisse mit dem in Frage kommenden Stoffe, und sie nimmt an, daB
sich verschiedene Stoffe in dieser Hinsicht verschieden verhalten
konnten. Bei dem Wellenstahl, fiir den die Frage praktisch haupt-
sichlich von Wichtigkeit ist, kann man als bewiesen ansehen,
daB die Bruchgefahr von ¢, — 6,, also (da oy jetzt als negativ
anzusehen ist) von. der Summe der Absolutwerte von ¢, und 6,
abhéingt. Anstatt dessen kann man auch sagen, da es auf die
GroBe des in § 10 besprochenen Spannungskreises oder mit andern
Worten auf die mit diesem Spannungszustande verbundene gréBte
Schubspannung ankommt. In dieser Beziehung stimmt die Mohrsche
Theorie mit der in § 4 aus der Erscheinung der FlieBfiguren ab-
geleiten SchluBfolgerung itberein.
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Nach der Mohrschen Theorie ist hiernach fiir Wellenstahl
Gl (29) durch die davon sehr stark verschiedene, aber mit den
Erfahrungen besser tibereinstimmende Gleichung

Tzul = 0,5 Ozul (30)

zu ersetzen, weil einem einachsigen Spannungszustande von der
Hauptspannung 6,m ein ebenso groBer Spannungskreis entspricht,
wie einem Zustande der reinen Schubbeanspruchung, bei der Tmax
nur halb so groB ist als cuu.

Man kann ferner auch nach der Mohrschen Theorie eine fiir
Wellenstahl oder dhnliche Stoffe giiltige Formel fiir eine reduzierte
Spannung aufstellen, die sich auf einen beliebigen cbcnen Span-
nungszustand mit Hauptspannungcn von  entgegengesetzten Vor-
zeichen Dbezieht. Zum Unterschied von der nach der #lteren Theorie
anfeestellten Gl (28) fiir 6;0a Wollen Wir 6umon: dafiir schreiben.
Man erhilt dafiir, wenn die Buchstaben im iibrigen dieselbe Be-
deutung haben wie zuvor

OMohr = 0y — 0q =V4.Ez + (0, — 61’)2' (31)

§ 20. Der dreiachsige Spannungszustand. Wir betrachten
einen Korper von wiirfelformiger oder auch von rechtwinklig par-
allelepipedischer Gestalt (einen Quader, wie wir dafiir sagen
wollen) und nehmen an, dafl er auf allen sechs Seitenflichen
durch gleichm#Big dariiber verteilte und rechtwinklig zu den
Flichen stehende Krifte belastet ist. Die auf die Flicheneinheit
kommende Belastung der zur X-Achse senkrecht stehenden Seiten-
flichen bezeichnen wir mit ¢, und entsprechend auf den andern
Flachen. Auf gegeniiberliegenden Seitenflichen sind die Belastw gen
gleich groB anzunehmen, damit der Korper
im Gleichgewicht gegen Verschieben ist.
Zugspannungen rechnen wir wie frither
positiv und als Zugspannungen sind auch
die 6,, 0,, 6, in Abb. 28 eingetragen; sie
konnen aber ebenso gut auch negativ sein.
Der Fall, mit dem wir es jetzt zu tun haben,
entspricht sonst genau dem der rechteckigen
Scheibe, den wir in § 9 behandelt haben,
abgesehen davon, da wir von der zwei-
dimensionalen jetzt zu der ihr entsprechenden dreidimensionalen
Aufgabe itbergegangen sind Das hindert aber nicht, daBl sich die
fritheren Schliisse wiederholen lassen.

Zuniichst schlieBen wir, daB anch auf den sechs Seitenfiichen
jedes unendlich kleinen rechteckigen Raumelementes von den
Kantenlingen dz, dy, dz, das wir irgendwo aus dem Quader in
den drei Hauptrichtungen herausschneiden konnen, iiberall die-
selben Spannungen ¢,, 6,, 6, wiederkehren, die wir an den Quader-

Abb. 28.
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flichen als Lasten angebracht hatten. Hierbei wird als selbstver-
stindlich angesehen, dafl der Quader in allen seinen Teilen aus dem-
selben Stoffe hergestellt ist oder wenigstens -aus Stoffen mit tiberall
gleichen elastischen Eigenschaften. Unter dies-r Voraussetzung
foigt aber die Behauptung aus dem gleichen Grunde wie in § 9.
Die gleichmiiflige Spannungsverteilung stellt nimlich nicht nur
iiberall Gleichgewicht her, sondern sie fiihrt auch zu elastischen
Forménderungen der einzelnen Raumelemente, die geometrisch
vertriglich miteinander sind. Hierin besteht aber die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daB diese Spannungsverteilung
auch wirklich zustande kommt.
Fiir die Dehnung ¢, in der X-Richtung erhiilt man jetat

1 1 1
&= g (6, — 57 6, 57 02) (32)

und entsprechend fiir die andern Richtungen. Im Zusammenhange
damit wollen wir auch die kubische Ausdchnung berechnen, die
der Quader unter dieser Belastung erfihrt. Man versteht darunter
den Zuwachs an Rauminhalt, bezogen auf die Einkeit des ur-
spriinglich eingenommenen Raums, und bezeichnet diese GroBe
gewdhnlich mit dem Buchstaben e. Vor der Belastung war der
Rauminhalt des Quaders abc, und durch die Formdnderung geht

er {iber in a(l +&)-b(1 +¢)-c(1+¢).

Beim Ausrechnen beachten wir, daB die & sehr kleine Briiche
sind, die man fir die Feststellung von e¢ genau genug als unend-
lich klein ansehon darf. Daen sind die Prolukte von zwei oder
drei ¢ als kleine Gri8en hoherer Ordoung wegzulassen, und wir

erhalten abe(1 +Sz+8y+8,)-

Der vorher angegebenen Begriffserklirung fiir die kubische
Ausdehnung gemiB folgt daraus

e=sz+sy+s,. (33)

Setzt man hierauf noch die Werte der ¢ entsprechend Gl. (32)
ein, so erhilt man auch

=" (e, + ¢, + o). (34)

Far den Fall, daB ein Quader einem Fliissigkeitsdrucke von
der GroBe p ausgesetzt wird, folgt daraus z. B.
3(m—2) p
e = — »—"‘—— . E.. (35)
Das negative Vorzeichen entspricht dabei einer Raumverminde-
rung. Die Gleichung gilt natiirlich nur so lange, als die Propor-
tionalitiitsgrenze bei der Belastung nicht iberschritten wird.
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Der niichste Schritt zur Untersuchung der weiteren Eigen-
schaften des dreiachsigen Spannungszustandes besteht darin, daB
man die in schiefen Schnittrichtungen iibertragenen Spannungen
feststellt. Das kann in ganz #hnlicher Weise wie fiir die Scheibe
in § 10 geschehen, abgesehen davon, daB die Formeln jetzt er-
heblich verwickelter ausfallen. Zu diesem Zwecke grenzt man
durch eine beliebig schief gestellte Ebene an einer der Ecken des
Quaders ein Tetraeder ab, so daB drei Seitenflichen davon Teile
der Quaderfliche bilden. Auf diesen drei Seitenflichen kennt man
die Spannungen bereits, und die Spannungskomponenten auf der
schief - gestellten Fliche ergeben sich alsdann auf Grund der
Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben in den drei Achsen-
richtungen.

Bei allen Festigkeitsberechnungen einfacherer Art kommt man
mit der Lehre von den zweiachsigen Spannungszustinden aus.
Es liegt daher an dieser Stelle kein Grund vor, ausfithrlicher auf
die Eigenschaften des dreiachsigen Spannungszustandes einzu-
gehen. Nur einige Bemerkungen migen dariiber noch hinzugefiigt
werden.

Zunschst sei erwihnt, daB der allgemeinste, aber iiberall gleich-
miBige riumliche Spannungszustand stets als ein dreiachsiger
Spannungszustand aufgefaBt werden kann. Wie man die Achsen-
richtungen und die dazu gehdrigen Hauptspannungen findet, ist
z. B. in Drang und Zwang, Bd. T ausfiibrlich auseinandergesetzt;
hier gehen wir daritber hinweg.

Der allgemeinste rdumliche
Spannungszustand mit iiberall
gleichméBiger Verteilung wird
durch Abb. 29 angegeben. Auf
den drei sichtbaren Seitenfliichen
des Quaders sollen positiven
Werten der Spannungskomponen-
ten die dort eingetragenen Pfeile
entsprechen. Fir die Normal-
spannungen 6, 6,, 6, geben diese Z
Pfeile Zucspa:mu?;gen an, womit 6\1 Abb. 29.
wir in Ubereinstimmung mit der 0
fritheren Verabredung bleiben, daB Zugspannungen stets positiv ge-
rechnet werden sollen. Auf der oberen senkrecht zur Z- Achse stehen-
den Quaderfliche geht der so bestimmte Pfeil von ¢, in der Richtung
der positiven Z-Achse und auf dieser Seitenfliche lassen wir die
Pfeile der 7 bei positiven Werten dieser Spannungskomponenten
ebenfalls in den Richtungen der positiven Koordinatenachsen gehen.
Auf den andern beiden sichtharen Seitenflichen in Abb. 29 geht
die duBere Normale entgegen der positiven Koordinatenrichtung,
und dort lassen wir daher die Pfeile der ¢ sowohl als der 7 ent-

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundzige der Festigkeitslehre b)
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gegengesetzt den positiven Koordinatenrichtungen laufen. Auf
den verdeckt liegenden Seitenflichen kehren sich alle Pfeile gegen-
tiber den ihnen auf den sichtbaren Seitenflichen entsprechen-
den um.

Diese Festsetzungen sind willkiirlich getroffen. Sie sagen nichts
dariiber aus, wie in einem gegebenen Falle die Pfeile wirklich
gehen, sondern nur welche Pfeilrichtungen zu positiven oder ne-
gativen Werten der Spannungskomponenten gehdren sollen.

Fereer ist aus Abb. 29, wenn man sich die verdeckt liegenden
Seitenflichen hinzudenkt, unmittelbar zu entnehmen, daB der Satz
von der Gleichheit der einander zugeordneten Schubspannungen auch
im allgemeinen Falle des riumlichen Spannungszustandes giiltig
bleibt. Die parallel zur X Y-Ebene gehenden Schubspannungenz,,
und 7, bilden nimlich mit den ihnen auf den verdeckt liegenden
Seitenflichen entsprechenden zwei Kriftepaare, die den Quader im
entgegengesetzten Sinne um eine zur Z-Richtung parallele Achse
zu drehen suchen, wihrend die Momente von allen andern Kriften
fiir diese Achse gleich Null sind. Das Kriftepaar aus den Kriiften
T,, ' b¢c mit dem Hebelarme a hat das Moment 7,, . abc, und das
entgegengesetzt drehende Moment des Kriiftepaares aus den Kraf-
ten 7, - ac mit dem Hebelarme b hat die GréBe 7, - abe, woraus
die erste der drei folgenden Gleichungen

Ty yz; Ty: = tzy; Tow = Tas (36)

hervorgeht, wihrend die beiden andern ebenso aus den Gleich-
gewichtsbedingungen gegen Drehen um die X- oder um die Y-Rich-
tung folgen.

Be: diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, daB es sich um
einen iiberall gleichmiBigen Spannungszustand handle, mit dessen
Eigenschaften man sich in der Tat zuerst bekannt machen muf.
Wenn der Spannungszustand von Ort zu Ort wechselt, kann dies
aber nicht sprungweise geschehen, und wenn wir ein Raumelement
abgrenzen, dessen Kantenlingen klein genug gewihlt sind gegen-
tiber den Abmessungen des ganzen Korpers, diirfen wir innerhalb
dieses Raumelements den Spannungszustand genau -genug -als
gleichformig betrachten. Damit ist man berechtigt, alles was iiber
die Eigenschaften des gleichmdBigen Spannungszustandes gefunden
ist, sofort auch auf den Spannungszustand in der unmittelbaren
Umgebung eines bestimmten Punktes in dem allgemeineren Falle
zu fibertragen. Die Hauptrichtungen des Spannungszustandes sind
im allgemeinen verschieden an verschiedenen Stellen und fiir jede
Stelle besonders zu ermittelo. Endlich bleibt uns noch iibrig, die
Gleichgewichisbedingungen gegen Verschieben eines Raumelementes
von den Kantenlingen dz, dy, d# in den Richtungen der drei
Koordinatenachsen anzuschreiben. Diese Gleichgewichtsbedingungen
entsprechen genan jenen, die wir in den Gleichungen (15) von
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§ 15 fiir ein Scheibenelement aufgestellt hatten, und sie sind
ebenso zu bilden. Im Falle des gleichmifigen Spannungszastandes
sind sie ohne weiteres von selbst erfiillt, wenn keine #uBere Mas-
senkraft wie etwa das Eigengewicht an dem Raumelemente an-
greift. Im andern Falle seien die Komponenten der auf die Raum-
einheit bezogenen Massenkraft in den drei Koordinatenrichtungen
mit X YZ bezeichnet. Die duBlere Kraft X - dx dy d# muB Gleich-
gewicht gegen Verschieben in der X-Richtung mit den in der
gleichen Richtung oder entgegengesetzt dazu gehenden sechs
Spannungskomponenten auf den sechs Seitenflichen des Quaders
halten. Dabei kommt es auf die unendlich kleinen Spannungs-
unterschiede zwischen zwei einander gegeniiberliegenden Seiten-
flichen des Raumelementes an. Die beiden senkrecht zur X-Rich-
tung stehenden Seitenflichen tragen zur Gleichgewichtsbedingung

das Glied G
355 dw - dydz

bei, und #hnlich ist es bei den andern beiden Seitenpaaren. Setzt
man die Summe dieser Krifte gleich Null und streicht darauf
den gemeinschaftlichen Faktor dzdy dz, so erhilt man die erste
der drei folgenden Gleichungen

851 at'l.r 872"0
oo Ty T s TATO
3oy LAY 0%1/ _xy,+ Y =0, (37)
Txz 01:1’—'
+ ox Ty oy +Z=0.

Bei den meisten Anwendungen, die man von diesen Glei-
chungen zu machen hat, braucht man auf das Eigengewicht des
Kérpers oder auf etwaige andeve Massenkrifte keine Riicksicht
zu nehmen, kann also die Glieder X, Y, Z in diesen Gleichungen
nachtriglich streichen.

II. Die Biegungslehre.

§ 21. Die einfache Biegung des geraden Stabes. Unter
allen elasti:chen Forminderungen ist die Biegung die auffilligste,
und sie ist daher von vornherein jedermann aus der Erfahrung
bekannt. Man fasse etwa einen Stahldraht von 2 mm Durch-
messer und 60 bis 80 em Linge an beiden Enden an wund iihe
mit Mittelfinger und Daumen jeder Hand ein Kriftepaar darauf
aus. Es bedarf keiner grofien Anstrengung, um den Draht recht
merklich zu biegen. Dabei federt er, sobald man ihn loslift, sofort
wieder in die urspriinglich gera,de Gestalt zuriick. Wollt-e man
versuchen, denselben Draht durch eine Zughbelastung auf seine

5*
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elastischen Eigenschaften zu priifen, so wiirde man weit gréfere
Krifte dazu aufwenden miissen, und trotzdem bliebe innerhalb des
rein elastischen Gebietes die Forminderung so klein, daB sie sich
nur mit Hilfe besonderer Mefivorrichtungen feststellen lieBe.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, fiir den beschriebenen
Biegungsversuch eine ausreichende und erschopfende Erklirung
zu suchen, aus der sich alle Einzelheiten des damit verbundenen
Dranges und Zwanges entnehmen und fiir andere Fille von #hn-
licher Art vorausberechnen lassen.

Zunichst stellen wir zu diesem Zwecke den Begriff des Stabes
auf und verstehen darunter einen Korper, der in der L#ngsrich-
tung sehr ausgedehnt ist im Vergleiche zu den Querschnitts-
abmessungen. Gewdhnlich verbindet man mit dem Begriffe des
Stabes zugleich die Voraussetzung, daB er iiberall denselben Quer-
schnitt haben soll. Auch wir wollen dies annehmen, uns aber
dabei vorbehalten, die Gesetze, zu denen wir unter dieser einfachsten
Voraussetzung gelangen werden, spiiter auch auf Stibe von ver-
anderlichem Querschnitt anzawenden.

Uberhaupt muB schon hier darauf hingewiesen werden, daf
sich die meisten praktischen Anwendungen der Biegungslehre auf
Korper beziehen, bei denen die Voraussetzungen nur sehr mangel-
haft erfiillt sind, die man bei der Ableitung der Formeln zugrunde
legt. Das gilt auch schon von dem Begriffe des Stabes selbst.
Man hat diesen Begriff nétig, um die Aufgabe soweit zu verein-
fachen, daf sie iiberhaupt gelost werden kann. Aber man trigt
kein Bedenken, die Losung spiter sehr weitherzig auch auf andere
Fille zu tibertragen. Man spricht sogar von ,,kurzen dicken Stiben'
in der Festigkeitslehre, was eigentlich ein Widerspruch in sich ist.
Aber die Bezeichnung ist ganz geeignet, um darauf hinzuweisen,
daB man so rechnet, als wenn es sich um einen Stab im strengen
Sinne des Wortes handle, obschon diese Voraussetzung gar nicht
zutrifft.

Wie weit man mit solchen Ungenauigkeiten gehen darf, ist eine
Frage fiir sich. Hierbei ist zu beachten, daB der Zweck der
meisten Festigkeitsberechnungen keine groBe Genauigkeit der Er-
gebnisse verlangt. Fehler im Betrage von 5%, oder 109, unter
Umstéinden auch noch grofers, kann man gewdhnlich oder hiufig
ohne Schaden hinnehmen. Vor allem aber fithlt man sich hierbei
durch die Erfahrung gedeckt. Diese wiirde auf die Fehler der
iiblichen einfachsten Berechnungsweise schon lingst aufmerksam
gemacht haben, wenn sie unzulissig groB gewesen wiiren,

Wenn ein Stab in ganz beliebiger Weise durch Krifte belastet
wird, die sich an ibm im Gleichgewichte halten, macht die damit
verbundene Biegung im allgemeinen Falle nur einen Teil, meistens
aber den wichtigsten Teil des ganzen Dranges und Zwanges aus.
In diesem Abschnitte aber haben wir nur die Biegung fiir sich
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zu untersuchen, also den Fall der cinfachen oder der reinen Bie-
gungsbeanspruchung.

Man denke sich den Stab durch einen Querschnitt in zwei
Teile zerlegt und betrachte das Gleichgewicht des einen Stabteiles.
Fiir diesen Stabteil bilden die im Querschnitte iibertragenen
Spannungen #uBere Krifte, die zusammen mit den tibrigen und
von vornherein gegebenen #uBeren Kriiften an diesem Stabteile
allen Gleichgewichtshedingungen der Statik starrer Korper ge-
niigen miissen. Der Fall der reinen Biegung liegt vor, wenn sich
diese iibrigen Krifte, also etwa die Lasten und die Auflagerkrifte,
nach den Lehren der Kriftezusammensetzung am starren Korper
zu einem Kriftepaare vereinigen lassen, dessen Ebene durch die
Stabachse geht, oder wie man dafiir auch sagen kann, dessen
Momentenvektor senkrecht zur Stabachse steht.

Die im Querschnitte iibertragenen Spannungen miissen sich
dann ebenfalls zu einem Kriftepaar zusammensetzen lassen, das
in der gleichen Ebene liegt und dessen Moment ebenso grof aber
entgegengesetzt gerichtet ist wie das Moment der suBeren Krifte.
Man nennt dieses Moment das Biegungsmomen! und bezeichnet es
gewbhnlich mit dem Buchstaben Af.

Der Fall der reinen Biegung bildet einen Ausnahmefall, der
selten genau oder auch nur nahezu erfiillt ist. Er trifft z. B. zu
im mittleren Teile des Drahtes, den man mit beiden Hénden so
verbiegt, wie es vorher besprochen war. Die Endstiicke des Drahtes,
die man zwischen den Fingern hat, sind dagegen nicht mehr aus-
schlieBlich auf Biegung beansprucht.

Wir stellen daher dem seltenen Falle der reinen Biegung den
sehr hiufig vorkommenden allgemeinen Fall der Biegung gegeniiber.
Dieser liegt vor, wenn sich nach den Regeln der Kriftezusammen-
setzung alle an einem Stabteile angreifenden gegebenen #uBeren
Krifte auf eine durch
den Schwerpunkt des R £ A
betrachteten Quer-

i

|
schnitts gehende und N |
in der Querschoitts- L Jm
ebene liegende Resul- A
tierende und auf ein P /
Kriftepaar zuriickfiih-
ren lassen,dessenEbene
durch die Stabachse geht, so daf es fiir sich genommen eine reine
Biegung hervorbringen wiirde. Die im allgemeinen Falle noch
hinzukommende in der Querschnittsebene liegende Resultierende
heiBt die ,Schubkraft* oder ,,Scherkraft* und wird gewShnlich mit
dem Buchstaben V bezeichnet.

Zur Erléuterung der vorhergehenden Festsetzungen mége Abb. 30

dienen. Sie stellt einen Balken dar, der an beiden Enden unter-

Abb. 30.
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stittzt ist und in den Abstinden p, p, usf. vom linken Auflager
die gegebenen Lasten P, P, usf. zu tragen hat. Die Auflager-
krifte A und B an beiden Stiitzpunkten ergeben sich aus den
Gleichgewichtsbedingungen am starren Kérper zu

1 A 1
4= 72 P(l—p) wd B= l-ZPp,

worin sich die Summen {iiber alle vorkommenden Lasten zu er-
strecken haben. Legt man einen Schnitt mm im Abstande z vom
linken Auflager durch den Balken, so lassen sich alle dufleren
Krifte links vom Schnitte zusammenfassen zu einer durch den
Schwerpunkt des Querschnitts gehenden Schubkraft ¥ und einem
Biegungsmomente 3/, néimlich

V=4 —ZP und M = Az —ZP(x —»), @)
0 0

worin sich die Summen iiber alle Kriifte P zwischen den Quer-
schnitten O und x zu erstrecken haben.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit sofort noch eine Beziehung
zwischen M und V ableiten, die wir spéter gebrauchen werden.
Zwischen zwei aufeinander folgenden Lastangriffspunkten ist nim-
lich, wie aus Gl. (1) hervorgeht, M eine Funktion ersten Grades
von . Differentiiert man diese Funktion nach z, so kommt man
auf den fiir V gegebenen Ausdruck und daraus folgt

am
giltig fiir jede Strecke zwischen zwei aufeinander folgenden
Lasten. An der Ubergangsstelle von einer dieser Strecken zur
niichsten tritt fiir V eine Stetigkeitsunterbrechung ein, indem noch

ein neues Glied in die Summe einspringt. Zugleich #ndert sich
aber auch %l plétzlich, wihrend es vorher konstant war. In dem

Werte von M selbst tritt dagegen kein sprungweiser Wechsel
ein, da das Glied, das neu in die Summe eintritt, mit demn Werte
Null beginnt.

Der allgemeine Fall der Biegung ist, wie man auch sagen kann,
ein Fall der susammengesetsten Beanspruchung. Damit ist schon
angedeutet, da man ihn auf das Zusammenwirken einer reinen
Biegung mit einer Beanspruchung durch die Schubkraft V zuriick-
fithrt. Hiernach bildet die Untersuchung des Falles der reinen
Biegung zugleich auch die Vorbedingung fiir die spéter zu be-
sprechende Festigkeitsberechnung im allgemeinen Falle der
Biegung.

§ 22. Das Prinzip von de Saint-Venant. Um die Mitte des
vorigen Jahrhunderts hat der Franzose de Saint-Venant, einer der
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Hauptbegriinder unserer heutigen Festigkeitslehre, eine sehr all-
gemein gehaltene Behauptung aufgestellt, die man als ein ,,Axiom*
anzusehen hat, némlich als einen Satz, der eine Reihe sehr ver-
schiedener Erfahrungen und Erwiigungen zu einer einheitlichen
Aussage zusammenfafit. Urspriinglich bezog sich diese Behaup-
tung nur auf die stabformigen Korper, auf die man sie auch jetzt
noch hauptsichlich anwendet. Die Giiltigkeit des Prinzips reicht
aber zweifellos noch erheblich dariiber hinaus. Wir wollen dem
Satze den folgenden Wortlaut geben:

Wird an einem weithin ausgedehnten Kiorper innerhalb eines
eng begrenzten Bezivks eine Gruppe von duferen Kriften ange-
bracht, dic allen Gleichgewichisbedingungen zwischen Kriften an
einem starren Korper gewiigt, so wird dadurch nur innerhald des
Bezirks selbst, sowie in seiner unmittelbar angrenzenden Nachbar-
schaft ein merklicher Drang und Zwang hervorgerufen, wihrend
alle weiter davon abliegenden Teile des Korpers nahezu drang- wnd
swangfres bleiben.

Zu den selbstverstindlichen Voraussetzungen dieses Satzes ge-
hort, daB durch die Belastung auch innerhalb des Bezirks selbst
kein Bruch herbeigefiihrt werden darf, ebenso auch daB die in dem
Bezirk angebrachten Gleichgewichtsgruppen nicht etwa mit duBeren
Kriften, die daneben etwa noch an anderen Teilen des Korpers
angreifen konnten, in einem notwendigen Zusammenhange stehen.

In einer Anzahl von Fillen ist es gelungen, die Aussage des
Prinzips entweder nach den der hoheren Festigkeitslehre ange-
horenden Methoden oder auch auf dem Wege des Versuchs un-
mittelbar als richtig zu beweisen. In anderen Fillen freilich fehlt
ein unmittelbarer Nachweis von dieser Art. Dagegen hat man
bisher keinen einzigen Fall anfiihren konnen, der iberhaupt zum
Aufgabenkreise der Festigkeitslehre gehtrt und fiir den sich, sei
es aus theoretischen Griinden, sei es auf Grund von Beobach-
tungen das Prinzip als unhaltbar herausgestellt hitte. Hiernach
ist man berechtigt, das Prinzip als einen aus der Erfahrung ab-
geleiteten und durchweg durch sie bestitigten Hauptgrundsatz
der Festigkeitslehre anzusehen.

Die Grofie des Bezirks, von dem der Satz handelt, kann nach
dem groften darin vorkommenden Abstinde zwischen den An-
griffspunkten der zur Gleichgewichtsgruppe gehorigen Krifte be-
messen werden. Als ,unmittelbare Nachbarschaft* hat man etwa
das Zwei- bis Dreifache dieses Abstandes anzusehen, je nach dem
Genauigkeitsgrade, den man von der Aussage des Satzes ver-
langt. Auf Grund der schon genauer daraufhin untersuchten Fille
darf man ferner annehmen, dafll von den Grenzen des Bezirks
nach auflen hin Drang und Zwang zum mindesten ungefihr
nach einem Exponentialgesetze abnehmen, also so wie ¢%* bei
wachsendem #, wenn « der Grife des Bezirks umgekehrt propor-
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tional ist. Das bedeutet aber in der Tat eine schnelle oder wenn
man will nahezu plotzliche Abnabme, sobald man sich weiter von
der Bezirksgrenze entfernt.

Der Hauptgebrauch des Saint-Venantschen Prinzips besteht
iibrigens nicht in dem Satze selbst oder wenigstens nicht in der
Fassung, die wir ihm vorbher gegeben haben, sondern in einem
Zusatze oder in einer einfachen Folgerung, die sich unmittelbar
daraus ableiten 1i8t. Hat man nimlich eine Gruppe von Kriften,
die als Lasten innerhalb eines engen Bezirks an dem Korper an-
greifen, ohne sich jedoch dort im Glcichgewicht miteinander zu halten,
so kann es fir die Untersuchung von Drang und Zwang an
weiter davon entfernten Stellen des Koérpers nicht darauf an-
kommen, wie sich die betreffende Lastgruppe innerhalb des engen
Bezirks im einzelnen verteilt. Alle verschiedenen Lastgruppen,
die man innerhalb dieses Bezirks anzugeben vermag, miissen viel-
mehr nach auBen hin (wenigstens in groBeren Abstéinden) dieselbe
Wirkung hervorbringen, falls sie sich nach den Regeln fiir die
Zusammensetzung von Kriften an einem starren Korper unter
Wahl eines bestimmten innerhalb des Bezirks gelegenen Bezugs-
punktes durch dieselbe Resultierende und dasselbe resultierende
Moment ersetzen lassen. Oder kiirzer gesagt:

Alle Lastgruppen innerhalb eines engen Bezirks, die statisch
gleichwertig miteinander sind, diirfen fiir die Berechnung von Drang
und Zwang in allen weiter davon enifernten Teilen des Korpers
nach Belieben miteinander vertauscht werden.

Man sieht den Zusammenhang mit dem vorhergehenden Satze
wohl ohne weiteres ein. Um aber auch noch einen formlichen
Beweis dafiir zu liefern, vergleiche man eine Lastgruppe 1 mit
einer Lastgruppe 2, die beide innerhalb desselben kleinen Bezirks
angebracht werden konnen, und die statisch gleichwertig mitein-
ander sind. Kebrt man von Lastgroppe 2 alle Pfeile um, ohne
sonst etwas daran zu #ndern und 1Bt sie hierauf mit Gruppe 1
zusammen angreifen, so besteht innerhalb des Bezirks Gleich-
gewicht, und nach der ersten Fassung des Prinzips verschwindet
daher in groBeren Abstinden auBerhalb jede Wirkung. Da hier-’
nach Lastgruppe 2 mit gewechselten Pfeilen in gréferen Ent-
fernungen {iiberall gleich groBe aber entgegengesetzt gerichtete
Verschiebungen hervorbringt wie Lastgruppe 1, so folgt, daB sie
ohne diesen Pfeilwechsel dieselben Wirkungen hervorbringt wie diese.

§ 23. Der Stab von rechteckigem Querschnitt. Wir be-
trachten jetzt einen Stab von rechteckigem Querschnitt, der auf
reine Biegung beansprucht ist. Die Belastung soll also, mit andern
Worten, aus zwei Kréftepaaren bestehen, die an den Stabenden
angreifen (Abb. 31). AuBerdem setzen wir noch voraus, daB die
Ebenen der beiden Kriftepaare parallel zu einer der Seitenrich-
tungen des Rechteckquerschnitts sind.
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In der Nihe der Stabenden werden zwar Drang und Zwang
von der besonderen Art abhiingen, wie sich die zu einem biegen-
den Kriiftepaare zusammengefafiien Krifte dort im einzelnen ver-
teilen. Aber fiir die etwas weiter davon abliegenden mittleren
Teile des Stabes kommt es darauf dem Baint-Venantschen Prinzip
zufolge nicht an. Wir diirfen daker, wenn wir uns auf die Betrach-

tung der mitt- A
leren Teile be- / | M
schrinken, eine — 1] e A
. . l N — O 4
beliebige Vertei- \ =3
< T b —ubu-

lung der Lasten
in den Endquer-
schnitten annehmen, sofern sie nur zu dem vorgeschriebenen Bie-
gungsmomente fiibrt,

in Abb. 31 sind die Momente an den Stabenden durch Dreh-
pfeile angedeutet. Die Querschnittsseiten sind mit » und A und
die Stablinge mit [ bezeichnet. Wir rechnen dabei so, als wenn [
sehr groB wire im Vergleiche zu b und 7, wie dies in § 21 be-
sprochen wurde.

Bei der Aufgabe, die uns hier gestellt ist, déirfen wir den
Korper als eine Scheibe im Sinne von § 8 ansehen. In der Tat
haben wir b als klein gegen I vorausgesetat, und daB hier auBer-
dem auch noch 7 klein von derselben Ordnung ist, verstéBt nicht
gegen den Begriff der Scheibe. Wir kidnnen daher unmittelbar an
den bereits in § 17 behandelten Belastungsfall einer rechteckig
begrenzten Scheibe ankniipfen. Damals handelte es sich nur um

Abb. 31.

einen etwas allgemeineren Oz l
Fall, der den bier vorliegen- '
den zugleich mit umfaBt. i
In Abb. 32 ist das An- :
fangsstiick der Scheibe in ;7 | X

groBerem MaBstabe fiir sich E T *l T
heraus gezeichnet; mnach ' .
rechts hin kann man sich I
die Zeichnung entsprechend :
Abb. 31 weiter fortgesett Crmax **——X“—J
denken. Wir setzen eine y Abb.82.
Verteilung der als Lasten
am linken Scheibenrande angreifenden Krifte nach einem Gerad-
liniengesetze voraus, wie durch die Pfeile- angedeutet ist. Zuerst
miissen wir ausrechnen, wie groB man die Spannung 6mex am
unteren und am oberen Rande anzunehmen hat, damit das vor-
geschriebene Biegungsmoment M herauskommt.

Zu diesem Zwecke ist in Abb. 33 der Rechteckquerschnitt eben-

falls in gréBerem MafBstabe herausgezeichnet. Das Diagramm der
dariiber verteilten Spannungen ¢ ist daneben nochmals angegeben.
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Fiir alle Punkte des Querschnitts, die auf einer Parallelen zur
Z-Achse liegen, ist ¢ gleich groB, und zwar 1iBt sich aus der
Zeichnung entnehmen, daf

0 = Omax"* 71%’ (3)

7 I

zu setzen ist. Zur Momentengleichung in bezug auf die Z- Achse
liefern die in einem Streifen von der Hdhe dy iibertragenen

| Spannungen einen Bei-
tr on der GriBe
Gma ag v
é’o

Die in der oberen Querschnittshélfte tibertragenen Druckspannungen
liefern den gleichen Beitrag zur Momentengleichung und im ganzen
wird daher bR

M= Gmax '""6 .

6-bdy -y

y2
oder 26max W bdy.

Die Summe aller dieser
Beitrige fiir die untere
Querschnittshilfte ist

%h

b {
26max 72—/ .7/2‘1.7/
1]

Abb. 33. '
: bh*

l oder Omax * ‘E‘

Die Auflosung nach omax liefert

6 M
Omax == Wy (4>

womit die zuerst gestellte Frage beantwortet ist.

Aus der in § 17 durchgefiihrten Untersuchung wissen wir be-
reits, daB sich in der rechteckigen Scheibe eine Spannungsver-
teilung nach einem Geradliniengesetze, die an zwei gegeniiber-
liegenden Scheibenréindern vorgeschrieben ist, auch in allen da-
zwischen parallel gezogenen Schnitten tiber die ganze Scheibenlinge
hin unveréindert fortsetzt. Andererseits aber wissen wir auch nach
dem Prinzip von de Saint-Venant, daB es bei einer lang hinge-
streckten Scheibe fiir die etwas weiter vom Anfangsquerschnitte
entfernten Teile nicht darauf ankommt, wie sich die Belastung im
Anfangsquerschnitte im einzelnen verteilt, sofern sie sich nur zu
dem gleichen Biegungsmomente M zusammenfassen 1iB8t. Hier-
nach sind wir zu dem Schlusse berechtigt, dag die Biegungsspan-
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nungen in einem rechieckigen Balkenquerschnitte, der von den
Lastangriffsstellen weit genug entfernt ist, stets nach Gl. (4) be-
rechnet werden konnen. Allerdings ist diese Aussage an die Voraus-
setzung gebunden, daB die Lastebene parallel zu einer der Sym-
metrieachsen des rechteckigen Querschnitts gehen mufl, weil sich
andernfalls der Balken iiberhaupt nicht als Scheibe ansehen 1ift.

Kehren wir jetzt zu dem durch Abb. 30 auf 8. 69 dargestellten,
schon ziemlich allgemein gehaltenen Belastungsfalle zuriick, so
konnen wir hiernach fiir irgendeinen Querschnitt mm die Kanten-
spannung Gmax Rach Gl (4) berechnen, wenn darin unter M der
durch Gl (1) von § 21 angegebene Wert verstanden wird.
Hierbei wird vorausgesetzt, daB der Querschnitt rechteckig ist, und
daB der Schnitt mm nicht zu nahe bei einer Lastangriffsstelle
liegt. Dieser letzte Vorbehalt muB gemacht werden, wenn eine
genauere Berechnung von owax verlangt wird. Praktisch setzt man
sich aber iiber ihn fast stets hinweg und berechnet die Biegungs-
spannungen nach Gl. (4) selbst in den durch einen Lastangriffs-
punkt hindurchgehenden Querschnitten. Dieses Verfahren wird
durch die Erwigungen gerechtfertigt, die dariiber schon im Ein-
gange von § 21 angestellt wurden.

Es bleibt uns jetzt noch itbrig, die Formiinderung festzustellen,
die der Balken durch die in Abb. 31 angegebene Belastung er-
fihrt. Auch hierbei kénnen wir uns auf die schon in § 17 durch-
gefiihrte Betrachtung stiitzen. Am Schlusse von § 17 wurde
ndmlich bewiesen, daB die Querschnitte einer rechteckigen Scheibe
eben bleiben, wenn die Scheibe auf zwei gegeniiber liegenden
Seitenwinden durch HuBere Kriifte belastet wird, die sich nach
einem Geradliniengesetze dartiber verteilen. Aber selbst wenn diese
Verteilungsart bei dem durch Abb. 31 dargestellten Belastungs-
falle tatsichlich gar nicht zutrifft, kann man sich die beiden End-
stiicke durch zwei Querschnitte abgetrennt denken, die nur um
das Zwei- bis Dreifache der Balkenhshe von den Enden entfernt
zu sein brauchen, um nach dem Prinzip von de Saint-Venant sicher
zu sein, daB die in diesen Querschnitten iibertragenen Spannungen
mit groBer Anndherung nach einem Geradliniengesetze verteilt
sein miissen. Fiir das zwischen den beiden Querschnitten liegende
Mittelstiick des Balkens lassen sich aber diese Spannungen als die-
Belastung ansehen, und daraus folgt, daf zum mindesten im mitt-
leren Teile des Balkens alle Querschnitte fust genaw eben bleiben
miissen.

Abb. 34a stelle das mittlere Stiick des Stabes vor der Form-
inderung dar. Dem Begriffe des Stabes entsprechend hat man sich
die Linge ! dieses Stiickes immer noch als sehr grof gegeniiber
der Querschnittshohe % vorzustellen. Man denke sich ferner die
Linge ! durch eine beliebige Anzahl von Querschnitten in eine
Reihe von gleich langen Teilen zerlegt. Jedes dieser Teilstiicke
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befindet sich dann, wenn man es fiir sich untersucht, unter den
gleichen Bedingungen wie jedes andere und daber miissen sie alle
die gleiche Gestaltdnderung erfahren. Die krumme Linie, in die
die Stabachse dabei iibergeht, mufl daher tiberall gleich stark ge-
kriimmt sein. Man bezeichnet diese krumme Linie als die elastische
Linie des Stabes, und man sieht, daB sie unter den gegebenen
Umstéinden ein Kreisbogen sein mufl (vgl. Abb. 34D).

Wir haben schon frither verabredet, daf sich unsere Unter-

suchungen stets nur auf kleine Form#nderungen beziehen sollen,
wenn wir sie auch der

Abb. 84a.
\ ‘ | Deutlichkeit wegen iiber-
! | L4 trieben grof hinzeichnen.
MC& t 1 + /'; ]>M Der Winkel ¢, den wir
! all — den Birgungswinkel nen-

nen wollen, ist daher als
ein sehr kleiner Winkel
und der Kriimmungshalb-
messer 1 der elastischen
Linie als sehr groB an-
zusehen. Zwischen beiden
besteht die Beziehung

Abb. 34b. ro =1, (5) .

wenn man den Winkel ¢ in ,,Bogenmaf* ausmiBit, wie es hier
stets geschehen soll.

Urspriinglich waren alle ,,fasern' des Balkens gleich lang.
Als Faser bezeichnet man nimlick der Anschaulichkeit wegen in
der Theorie der Balkenbiegung ein Balkenelement, das sich tiber
die ganze Linge des Balkens parallel zur Stabachse erstreckt und
das tiiberall denselben unendlich kleinen Querschnitt hat. Nach
der Biegung sind, wie aus Abb. 34b hervorgeht, die nach oben
zu liegenden Fasern kiirzer und die nach unten zu liegenden
linger geworden als die mit der Stabachse zusammenfallenden
neutralen Fasern. Diese kénnen nimlich ihre Linge nicht findern,
weil in ihnen, wie wir schon vorher erkannten, die Spannung o
zu Null wird.

Léngs jeder Faser herrscht tiberall derselbe einachsige Span-
nungszustand mit der Hauptspannung 6. Bezeichnet man den nach
unten hin positiv gerechneten Abstand irgendeiner Faser von der
neutralen Faserschicht mit y, so hat die Faser nach der Form-
#nderung, wie aus der Abbildung hervorgeht, die Linge (r + ¥)¢
angenommen. Sie hat sich also um y¢ verléingert und die auf die
Liéngeneinheit bezogene Lingenénderung & ist

s=y(p=1, (5a)
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woraus sich die groBte Dehnung (in der untersten Faser) zu
h

€max =5,

ergibt. Nach dem Hookeschen Gesetze und mit Riicksicht auf
Gl (4) folgt daraus Y
2r 7 bhY?
und durch Auflésen nach r findet man
_ g 6
STy (6)
Auch den Biegungswinkel ¢ erhilt man daraus mit Riicksicht
auf Gl. (3) zu 12 M1

P =Eohs (7

Endlich soll auch noch die Forminderungsarbeit 4 berechnet
werden, die im gebogenen Stabe aufgespeichert wird. Bei rein
elastischer Form#nderung ist sie ebenso grof wie die Arbeit, die
von den #uBeren Kriften wihrend der Form#nderung geleistet
wird. Denkt man sich nun in Abb. 34a den rechten Endquer-
schnitt bei der Forminderung festgehalten, so dreht sich der linke
Anfangsquerschnitt um den Winkel @, und dabei leistet das an
diesem Querschnitte angreifende Kriftepaar nach einem bekannten
Satze tiber die Arbeit von Kriftepaaren eine Arbeit, die sich hier

7
4=1Mp

ergibt. Der Faktor § war nimlich, wie immer in solchen Fillen,
beizufiigen, weil der Mittelwert des Momentes, das zugleich mit
der Forminderung allmiéhlich anwichst, gleich der Hilfte des
Endwertes M zu setzen ist. Mit dem Werte von ¢ aus Gl (7)
folgt daraus 6 M1

4= g (8)

Diese Betrachtung trifft zun#ichst nur fiir den Fall der reinen
Biegung zu und zwar auch nur unter der Voraussetzung, daf die
Endstiicke des Balkens, in denen die Spannungsverteilung von der
linearen abweicht, zuvor abgetrennt wurden. Nachtriglich kann
man sie aber ohne erheblichen Fehler auch auf den durch Abb. 30,
8. 69 dargestellten allgemeineren Belastungsfall eines Balkens von
rechteckigem Querschnitte iibertragen. Nur wenn der Balken gar
zu ,,kurz und dick® sein sollte, werden die Fehler zu groB, als
daB man diese Ubertragung noch als zuldssig ansehen konnte.
Unter den gewdhnlich vorkommenden Umstéinden tiberwiegen aber
die Biegungsspannungen die von den Schubkriften herriihrenden
Spannungen so weit, dal es geniigt, bei der Berechnung der Form-
inderungsarbeit nur auf jene zu achten. Awuch die Abweichungen
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vom Geradliniengesetze der Spannungsverteilung in der Néhe der
Lastangriffsstellen, die wir uns vorher durch Abtrennen der End-
stiicke des Balkens ausgeschaltet dachten, kann man mit einer fiir
praktische Zwecke immer noch ausreichenden Genaunigkeit in der
Regel vernachlissigen.

Auf alle Fille ist aber selbstverstindlich darauf zu achten, dafl
das Biegungsmoment M in Abb. 30 fiir verschiedene Querschnitte
des Balkens sehr verschieden groB ausfillt. Um diesem Umstande
Rechnung zu tragen, wenden wir die in Gl. (8) aufgestellte For-
mel fiir die Forminderungsarbeit zunichst nur auf ein Lingen-
element dx des Balkens zwischen zwei benachbarten Querschnitten
an. Die dazu gehdrige Forminderungsarbeit d A ergibt sich dann
2 6 M*

und daraus folgt fiir die Form#nderungsarbeit im ganzen Balken

6 M*
4 = fEbhq (10)

Hat man M als Funktion von » etwa nach Gl (1) von § 21
berechnet und sind £, b und % gegeben, so kann A nach dieser
Gleichung stets ausgerechnet werden. Entweder geschieht dies
durch Ausfiihrung der Integration oder auch, wenn diese nicht
durchfithrbar sein sollte, durch eine ,,mechanische Quadratur®,
d. h. durch eine Summierung tiber eine endliche (und auch gar
nicht besonders groBe) Anzahi von Balkenabschnitten dz, die nicht

mehr unendlich klein sind. Unter dem f in Gl (10) ist dann ein
Summenzeichen zu verstehen.

§ 24. Der Stab von beliebiger Querschnittsgestalt. Beim
rechteckigen Querschnitt lie§ sich der Stab als Scheibe auffassen,
und wir konnten uns daher auf den Satz stiitzen, daB die Quer-
schnitte der Scheibe unter den in § 17 ndher besprochenen Um-
stinden eben bleiben miissen. Aber schon lange bevor man ge-
nauere Untersuchungen iiber die elastische Form#inderung von der
Art der in § 17 besprochenen angestellt hatte, war man zu der
Vermutung gekommen, dap die Querschnitte eines geraden Stabes
bei der reinen Biegung stets eben bleiben miiSten, gleichgiiltiy, welche
Gestalt diese Querschwnitte haben wmichten.

Im allgemeinen hat sich diese Vermutung als richtig erwiesen,
und seit dem Vorgang von Navier vor ungefihr 100 Jahren bildet
sie bis auf den heutigen Tag die Grundlage aller Betrachtungen
iiber die Biegungslehre in der Technik. Ubrigens hatte schon vor
Navier der Schweizer Mathematiker Bernoulli diese Annahme bei
seinen Untersuchungen tiiber die Gestalt der elastischen Linie ge-
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bogener Stibe zugrunde gelegt, und er hatte sie nur noch nicht
dazu beniitzt, um daraus auch die Biegungsspannungen zu berechnen.
Man spricht daher bald von der Nawvierscher, bald von der Ber-
noullischen Hypothese der bei der Stabbiegung eben bleibenden
Querschnitte.

Wir wollen uns jetzt iiberlegen, was sich aus dieser Hypothese
iber das Gesetz schlieflen 1ifit, nach dem sich die Biegungsspan-
nungen tber den Querschnitt verteilen. Zwei im Abstande dz
voneinander liegende Querschnitte des Stabes drehen sich bei der
Form#nderung um einen kleinen Winkel d¢ gegeneinander, den
wir ebenso wie im vorigen Paragraphen als den Biegungswinkel
bezeichnen wollen. Vor der Biegung waren die Querschnitte paral-
lel, nach der Forménderung aber schneiden sich ihre Ebenen in
einer gewissen Geraden o, die jedenfalls sehr weit von der Stab-
achse entfernt und senkrecht zu ihr verlduft, also windschief zu
ibr liegt.

Es kommt nun sebr auf die Lage und auf die Richtung an, die
die Gerade ¢ in der Querschnittsebene einnimmt. Wir denken
uns in jedem der beiden Querschnitte eine Reihe von Parallelen
rr Geraden « gezogen. Zwischen je zwei gleichliegenden Paral-
lelen in beiden Querschnitten verliuft eine Faserschicht, deren
einzelne Fasern sich bei der Biegung alle um gleichviel verlingert
oder verkiirzt haben. Jene Faserschichten, die sich verlingert
haben, sind dabei in Zugspannung geraten und die anderen in
Druckspannung.

Am lingsten sind offenbar jene Fasern geworden, die den groBten
Abstand von der Geraden « haben, und diese miissen jedenfalls
Zugspannungen aufnehmen, wihrend die der Geraden o am niichsten
gelegenen in  Druck-
spannung versetzt sein
miissen, damit alle Span-
nungen zusammen ge-
nommen einem Krifte-
paare Gleichgewicht hal- g
ten konnen. Zwischen
diesen #uBersten Fasern
liegt die neutrale Faser-
schicht, die ihre ur-
spriingliche Liénge be-
halten hat und die da-
her spannungslos ist. Auch sie geht parallel zur Geraden «. Die
Verléingerungen oder Verkiirsungen der tibrigen Fasern und daher
auch die ihnen auftretenden Spannungen sind proportional mit
den Abstinden y von der neutralen Faserschicht.

Nach diesen Vorbemerkungen betrachte man Abb. 35, die einen
beliebig gestalteten Querschnitt vor Augen fiihren soll. Die neu-

Abb. 35.
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trale Faserschicht moge die mit NV bezeichnete Lage haben. Es
fragt sich zunéichst, an welcher Stelle des Querschnitls die Linie
NN verlaufen muf3, wenn ihre Richtung beliebig angenommen wird.

Die Antwort darauf erhilt man aus der Uberlegung, daB die
Summe der Zugspannungen gleich der Summe aller Druckspan-
nungen sein muB, damit alle Spannungen mit einem Kriiftepaare
im Gleichgewichte stehen konnen. Die auf die Flicheneinheit be-
zogene Spannung in dem mit d F bezeichneten Flichenteilchen 148t
sich in der Form
G =cy (11)
anschreiben, in der ¢ ein Festwert ist, den wir nachher noch niher
bestimmen werden. Nach dem, was vorher iiber die Spannungs-
verteilung erkannt war, gilt dieser Ausdruck mit demselben Werte
von ¢ auch fiir alle tibrigen Stellen des Querschnitts. Dabei ist
zu beachten, daB sich das Vorzeichen von y fiir die auf der anderen
Seite von NN liegenden Flichenteilchen umkehrt, wie es dem da-
mit verbundenen Wechsel im Vorzeichen von ¢ entspricht. Die
Bedingung, daf alle Spannungen einem Kriftepaare Gleichgewicht
halten sollen, 148t sich daher in der Gleichung

fcde=O

ausdriicken, in der sich die durch das Zeichen f ausgedriickte

Summierung iber die ganze Fliche zu erstrecken hat. Den Fest-
wert ¢ kann man auch vor das Summenzeichen sefzen, und. es

bleibt daher
Jyar —o (12)

als Bedingungsgleichung fiir die Lage einer Nullinie von beliebig
vorgeschriebener Richtung im Querschnitt tibrig. Nach der Lehre
vom Schwerpunkt ist aber Gl (12) zugleich die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daB die Linie VN durch den Schwer-
punkt S des Querschnitts hindurch geht. Als erstes Ergebnis
unserer Uberlegungen erhalten wir daher den Satz, daf bei der
reinen Biegung eines Stabes von belicbigem Querschnitt die Null-
linie- mit einer Schwerlinie susammenfallen muf.

Von der Stellung der Ebene des biegenden Kriftepaares hingt
es ab, mit welcher von allen unendlich vielen Schwerlinien des
Querschnitts die Nullinie in einem bestimmten Falle zusammen-
fillt. Diese Ebene geht auf jeden Fall entweder durch die Stab-
achse oder sie ist parallel zu ihr, da wir vorausgesetzt haben, daB
es sich um eine veine Biegung handeln soll. Nach den Sitzen
tiber die Kriftezusammensetzung am starren Korper darf man fir
den Zweck der Gleichgewichtsbetrachtung zwischen dem biegen-
den Kriiftepaare und den im Querschnitte tibertragenen Spannungen
das Kriftepaar ohne sonstige Anderung auch in die durch die
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Stabachse gehende parallele Ebene verlegen, so daB wir uns nur
mit diesem Falle zu beschiftigen brauchen.

Um die riumliche Stellung des biegenden Kriftepaares ersicht-
lich zu machen, geniigh es daher, in die Querschnittszeichnung
Abb. 36 eine durch den Schwerpunkt S gehende Gerade KK ein-
zatragen, die die Spur der Kraftebene in der Querschnittsebene
angibt. Jeder Richtung der ,Kiaftspur® K K ist eine bestimmte
Richtung der Nullinie NN \
zugeordnet und umgekehrt. K
Es entsteht daher jetzt die Frage )
nach der Zuordnung der beiden \
Geraden KK und NN. ,\

aﬁ\b‘
- Q —_—
\

Die Antwort erhiilt man auf
Grund des Momentensatzes.
Wihlen wir die Kraftspur KK 1\
selbst als Momentenachse, so
ist dag Moment jeder der beiden
Kriifte des biegenden Kriifte-
paares gleich Null, da die
Richtungslinien die Momenten-
achse entweder schneiden oder
parallel zu ibr sind. Die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen
um die Achse KK fordert daher, daB auch die algebraische
Sumume der Momente aller im Querschnitte {ibertragenen Biegungs-
spannungen fiir diese Momentenachse zu Null werden muB.
Diese Bedingung wird durch die Gleichung

fadFu=.0

Abb. 36. \ »

ausgesprochen, in der u den senkrechten Abstand eines Flichen-
teilchens dF von der Achse KK bedeutet und die Summierung
sich tiber alle Flichenteilchen des ganzen Querschnitts zu erstrecken
hat. Hierbei sind fiir die zu verschiedenen Seiten von KK ge-
legenen Teilchen die Abstinde w mit verschiedenen Vorzeichen
zu versehen. Setzt man in diese Gleichung den Wert von ¢ aus
Gl (11) ein, so erhilt man als Zuordnungsbedingung zwischen
Kraftspur KK und Nullinic NN die Gleichung ‘

fude =0. (13)

Hiermit ist die statische Frage auf eine rein geometrische Frage
zuriickgefiihrt, deren Beantwortung nur noch von den durch die
Querschnittsgestalt bedingten geometrischen Beziehungen zwischen
den verschiedenen Schwerlinien des Querschnitts abhingt.

Zuerst wollen wir diese Frage fiir den einfachsten Fall ent-
scheiden, der zugleich auch am hiufigsten vorkommt. Gewdhn-
lich haben nimlich die Stiibe, die man auf Biegungsfestigkeit be-

Teubn. Leitf. 17: F6ppl, Grundziige der Festigkeitslehre 6
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rechnen soll, einen Symmelrischen Querschnitt, und meistens fillt
die Spur der Kraftebene entweder mit einer Symmetrieachse zu-
sammen oder sie steht senkrecht zu ihr. In diesem Falle, auf den
sich Abb. 37 beziehen soll, stehen Kraftspur und Nullinie recht-
winklig zueinander.

Der Beweis folgt daraus, daB fiir die mit der Y- Achse zusam-
menfallende Symmetrieachse und fiir die senkrecht dazu durch
den Schwerpunkt S gezogene Z- Achse offenbar

JyzdF =0 (14)

wird, weil jedem Fliichenteilchen auf der einen
Seite der Symmetrieachse ein symmetrisch
dazu gelegenes auf der anderen Seite gegen-
tiber gestellt werden kann, die
gleich groBe Beitriige von entgegen-
gesetztem Vorzeichen zur Summe
- liefern, so dafl sich in der Summe
ez je zwei Glieder gegeneinander weg-
Y heben. Die Bedingungsgleichung
ARD. 5. (13) ist daher erfullt, wenn KK
mit der Y- und NN mit der Z-Achse zusammenfsllt, da » in
Gl (13) fiir diesen Fall durch # zu ersetzen ist. Dasselbe gilt
auch noch, wenn man die Bezeichnungen Y und Z fiir die beiden
Achsen miteinander vertauscht.

Uberhaupt gilt auch bei einem beliebigen Querschnitt allgemein,
daf NN und KK immer dann rechtwinklig zueinander stehen,
wenn eine von beiden Geraden mit der ¥ - Achse eines durch den
Schwerpunkt gelegten rechtwinkligen Achsenkreuzes der Y 7 zu-
sammenfillt, fir das Gl. (14) erfiillt ist. Denn hiermit ist auch
die fiir die Zuordnung notwendige und hinreichende Gleichge-
wichtsbedingung erfiillt, die durch Gl. (13) ausgesprochen wurde.

Dem in Gl. (14) vorkommenden Summenausdruck hat man einen
besonderen Namen gegeben. Man nennt ihn das Zentrifugalmo-
ment des Querschnitts fiir die beiden rechtwinklig zueinander durch
den Schwerpunkt gezogenen Achsen. Gewdhnlich gebraucht man
dafiir den Buchstaben ®, dem man auch noch eine nihere Bezeich-
nung der Achsen beiftigen kann, auf die sich das Zentrifugalmo-
ment beziehen soll. Als Begriffserklérung des Zentrifugalmoments
schreiben wir die Gleichung an

@, = [yzd¥ (15)
und konnen hiermit den vorher abgeleiteten Satz in die Worte
fassen, daB die Nullinie und die Spur der Kraftebene nur dann
und dann stels rechtwinklig zueinander stehen, wenn das Zentri-

fugalmoment des Querschnitts fiir die beiden Richtungslinien zu
Null wird.

|
|
i
I
|
I
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Fiir diesen besonderen Fall kann man auch den durch Gl (11)
eingefiihrten Beiwert ¢ und hiermit die Spannung ¢ an jeder Stelle
des Querschnitts sofort berechnen. Zu diesem Zwecke schreiben
wir noch eine zweite Momentengleichung fiir die Nullinie NN
als Momentenachse an. Da diese Momentenachse jetzt senkrecht
sur Ebene des biegenden Kriftepaares steht und der Momenten-
vektor dieses Kriiftepaares daher mit der Momentenachse selbst
msammenfillt, ist das Moment fiir NN gleich dem schon in § 21
eingefithrten Biegungsmomente M. Dieselbe Uberlegung, die in
§ 23 s Gl (4) fithrte, liefert hier die Gleichgewichtsbedingung

M= [6dFy=c [y*dF. (16)

Der in der letzten Form der Gleichung vorkommende Summen-
ausdruck wird als das Trdgheitsmoment des Querschnitfs in bezug
auf die Z-Achse bezeichnet, weil von dieser Achse aus die senk-
recht dazu stehenden Abstinde z zihlen. Wir gebrauchen dafiir
die Bezeichnung 0,, setzen also
0,— [y*d¥ (17)
und tinden hiermit aus Gl (16)
e =

worauf GL (11) tibergeht in

2|

6= V. (18)

Die Aufgabe der Spannungsermittelung ist damit gelost. Be-
zeichnet man den grofiten im Querschnitte vorkommenden Ab-
stand von der Z-Achse mit @, so erhilt man fiir die groBte Bie-
gungspannung M o »
Omax == érqu N (19)

z z

wenn man mit W, das auf die Z-Achse bezogene Widerstands-
moment des Querschnifts nimlich

9,

W,== (20)
bezeichnet. Hierbei ist jedoch zu beachten, daB zur Z- Achse im
allgemeinen Falle zwei verschiedene Widerstandsmomente gehéren,
Je nachdem die groBte Zugspannung oder die groBte im Quer-
schnitt vorkommende Druckspannung ermittelt werden soll. Nur
wenn die dullersten Fasern zu beiden Seiten gleich grofe Abstinde
von der Nullinie haben, kommt man mit der Angabe eines ein-
zigen Wertes fiir das Widerstandsmoment aus.

Fir den rechieckigen Querschnilt wurde der Summenausdruck,
den wir jetzt als Triigheitsmoment bezeichnet haben, schon im
vorigen Pagraphen im Anschlusse an Abb. 33 berechnet. Wider-

6*
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holt man dieselbe Betrachtung nochmals fiir die beiden Symmetrie-
achsen, so erhélt man

bht hb® bh* hb* ;
0 —*151 ) —’E) Wz=“6‘; Wy=76'7 (21.)
womit man von Gl. (19) wieder auf Gl. (4) zuriickkommt.
Ferner ktnnen wir jetzt auch den Kriimmungshalbmesser r und
den Bicgungswinkel ¢ in derselben Weise berechnen, wie es fiir
den besonderen Fall des rechteckigen Querschnitts schon frither
geschehen ist. Die Gleichungen (5) und (5a) konnen wir aus § 23
unveréindert ibernehmen. Mit der in Gl (5a) vorkommenden be-
zogenen Dehnung & steht die Spannung in dem Zusammenhange

6=E6=E%,

und wenn wir fiir ¢ den durch Gl. (18) gegebenen Wert einsetzen,
erhalten wir daraus
Pz, (214a)

Der Biegungswinkel wird daraus unter Hinzunahme von Gl. (5)

ebenfalls erhalten, nimlich 1
? = Zq, (21b)

Bisher bezogen sich unsere Uberlegungen von Gl (14) ab aus-
schlieBlich auf den Fall der geraden Biegungsbelastung. Damit
ist némlich der Fall gemeint, daf Nullinie und Spur der Kraft-
ebene senkrecht zueinander stehen, also der bei den meisten prak-
tischen Anwendnngen tatsichlich zutreffende Fall. Im Gegensatze
zu ihm steht der an sich allgemeinere, wenn auch tatsichlich sel-
tener vorkommende Fall der Biegung bei schiefer Belastung, bei
dem die genannte Voraussetzung nicht zutrifft und der daher noch
eine weitere Besprechung erfordert.

Zuntichst fiberlegen wir uns, wie in diesem Falle die der GL (16)
entsprechende Momentengleichung lautet. Wenn die Kraftebene
KX, wie in Abb. 36, einen schiefen Winkel « mit der Nullinie
NN bildet, erhalten wir das auf NN bezogene statische Moment
des biegenden Kriiftepaares, indem wir den senkrecht zur Kraft-
ebene stehenden Momentenvektor auf die Richtung von NN pro-
jizieren. Dafiir ergibt sich Msine, wenn unter M wie vorher das
in der Kraftebene selbst festgestellte Biegungsmoment verstanden
wird. An Stelle von Gl. (16) erhiélt man daher jetst

Msin ¢ = cfy2dF=c()N,
worin mit dem Zeiger N an 6 darauf hingewiesen werden soll,

daf es sich um das auf die Nullinie NNV bezogene Triigheitsmo-
ment des Querschunitts handelt,
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Gl. (18) ist daher jetzt durch die allgemeiner giiltige Gleichung

Msine«

3 (24)
zu ersetzen, und an Stelle von Gl. (19) tritt
Msi M

Omax = ‘;::l*a Ymax = —Wj; . (23)

In der zuletzt angeschriebenen Form ist unter Wy ein zur Null-
linie NN gehoriges Widerstandsmoment zu verstehen, némlich der
an Stelle von Gl. (20) tretende Ausdruck

Oy
Wy = Ymax SR & (22)
wobei auch hier zu beachten ist, da8 im allgemeinen zu einer be-
stimmten Nullinie zwei verschiedene Widerstandsmomente ge-
horen, je nachdem man die grofte Zug- oder die groBte Druck-
spannung im Querschnitte zu berechnen wiinscht.
Um den in diesen Formeln auftretenden Winkel & zwischen
Nullinie und Spur der Kraftebene zu berechnen, kommen wir
jetzt nochmals auf Gl. (13), nimlich

JuydF =0

zurlick, die wir als die Zuordnungshedingung zwischen Nullinie
und Kraftebene erkannt hatten. In Abb. 38, die sonst ganz mit
Abb. 36 unter Weglassung der UmriBlinie des Querschnitts iber-
einstimmen soll, ziehen wir noch

eine zu NN senkrecht stehende K
Y-Achse, wihrend wir die Linie

NN selbst als die Z-Achse eines
rechtwinkligen  Achsenkreuzes
ansehen wollen. jl

Die in die Zeichnung einge- N

tragenen Hilfslinien lassen er- «
kennen, daB zwischen den Ab-
stinden u, y, # die Beziehung af

U = zsin ¢ — y cos «

Y K

besteht, giiltig zunichst fir das
Abb, 88,

besonders hervorgehobene Fli-
chenteilchen dF. Man tiberzeugt sich aber leicht, daB diese Gleichung
auch noch nach jeder Verschiebung von dF in eine beliebige
andere Lage innerhalb der Querschnittsebene giiltig bleibt, wenn
man dabei nur auf die Vorzeichenwechsel, die mit einer Uber-
schreitung einer der drei Achsen i den Werten von u, y, # ver-
bunden sind, entsprechend Riicksicht nimmt.
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Mit diesem Werte von » geht die vorhergehende Gleichung

tiber in
sinafyzdF— eosafyng =0,

und mit Benutzung der durch die Gleichungen (15) und (17) ein-
gefithrten Bezeichnungen erhélt man daraus
tg e ==~é%z- (25)

Das Vorzeichen von tge stimmt mit dem von @,, tiberein, da
0, stets positiv ist. Einem positiven Werte von @,, entspricht
dieser Gleichung zufolge ein spitzer Winkel « in Abb. 38 und
einem negativen Werte ein stumpfer Winkel. Dagegen wird «
ein rechter Winkel, wenn @,, gleich Null ist. Damit kommen
wir nur wieder auf den vorher schon erledigten Fall der geraden
Biegungsbelastung zuriick.

Zur vollstindigen Losung der Aufgabe im allgemeinen Falle
ist noch eine Untersuchung {iber die gegenseitige Abhingigkeit
der Werte von 6 und @ fiir alle verschiedenen Achsen erforder-
lich, die man durch den Schwerpunkt des Querschunitts legen kann.
Dazu wollen wir jetzt tibergehen.

" § 25. Der Trigheitskreis. Wir vergleichen jetzt zwei recht-
winklige Achsenkreuze YZ und UV miteinander, die in Abb. 39
durch den Schwerpunkt S des

/ U Querschnitts gelegt sind und die
einen beliebigen Winkel ¢ mit-

einander bilden mdgen, der mit

9 S dem in der vorigen Zeichnung
—+7 vorkommenden Winkel « nichts

L]

zu tun hat. Das hindert jedoch

Y iF nicht, daB wir die vorher fiir

u aufgestellte Gleichung nach

v Ersatz von « durch ¢ auch hier-

her iibernehmen konnen. Fiigen

Jy N4 wir ibr noch einen entsprechend

gebildeten Ausdruck fiir den hier
neu auftretenden Abstand v hin-
zu, 80 gelten fiir jede Lage des Flichenteilchens d F' die Beziehungen

(26)

Abb. 89.

®w=z8inp — ycos g
v=12zc08¢Q -+ ysin .

Hiermit erhalten wir fiir das zum Achsenkreuze UV gehorige
Zentrifugalmoment @, entsprechend der in Gl. (15) eingefiihrten
Begriffsfestsetzung

tDm,=fuvdF =f(z sing — ycosp) (2 cos @ + ysing)dF.
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Durch Ausmultiplizieren auf der rechten Seite und Zerlegung
der Summe in vier Teilsummen ergibt sich daraus

®,,= sin @ cos q)fzzdF — sin @ cos q:fyng

s 2 . 2 . dF .
wofiir man auch kirzer + (sin*g cos q)) f ye i

@,,=}sm29(0,—0,) — cos 29D, (27)

u

schreiben kann. Man sieht nun sofort, daB man durch passende
Wahl des Winkels ¢ zwischen Null und einem Rechten stets er-
reichen kann, daBl dieser Ausdruck zu Null wird. Die Bedingung
fiir diese Wahl des Winkels ¢ lautet

2 lp!/ 3
9.’/ - 02 '

Nimmt der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung
in einem gegebenen Falle einen positiven Wert an, so ist 2¢ schon
selbst ein spitzer Winkel und ¢ daher kleiner oder im Grenzfalle
hochstens gleich 45°, Wird der Ausdruck dagegen negativ, so ist
zwar 2 ein stumpfer, aber ¢ selbst ein spitzer Winkel, der grofier
als 459 ist.

Hieraus folgt, daf man bei jeder beliebigen Querschnitisgesialt
stets ziwei rechtwinklig zueinander stehende Achsen angeben kann,
fur die das Zentrifugalmoment zu Null wird.

Wie wichtig dieser Satz fiir die Biegungslehre ist, geht aus den
Bemerkungen hervor, die wir an Gl (15) des vorigen Paragraphen
angekniipft hatten. Die Achsen, bei denen die Bedingung @,, = 0
zutrifft, bezeichnet man als die Hauptachsen des Querschnilis. Im
allgemeinen kommen in einem gegebenen Quersehnitte nur die
beiden rechtwinklig zueinander stehenden Achsen UV vor, auf die
sich unsere Betrachtung iiber die Hauptachsen bezog. AuBerdem
muf aber auch noch der bisher unbeachtet gebliebene Ausnahme-
fall erwihnt werden, bei dem alle Schwerlinien eines Querschnitts.
in dem vorher angegebenen Sinne als Hauptachsen anzusehen
sind. Dieser Fall tritt stets ein, sobald fiir das zuerst angenommene
Achsenkreuz Y Z zufillig zugleich

®,,=0 und 0y= 0.

tg2g = (28)

getunden wird. In diesem Falle (aber auch nur in ihm) wird
némlich nach Gl (27) @, fir jeden Winkel @ gleich Null.

Die auf die Hauptachsen bezogenen Trigheitsmomente bezeichnet
man als die Haupttrdgheitsmomente des Querschnitts. Abgesehen
von dem Ausnahmefalle sind sie, wie aus den letzten Bemerkungen
hervorgeht, stets von verschiedener GriBe.

Die weitere Betrachtung kionnen wir dadurch vereinfachen, daB
wir das vorher beliebig angenommene Achsenkreuz Y Z uns-von
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jetzt ab mit den Querschnittshauptachsen zusammenfallend vor-
stellen. Dann vereinfacht sich zunichst G1.(27) zu
0,— 6, . .
(Dw_:_ny sin 2¢ (29)
und fiir das Triigheitsmoment 6, in bezug auf die einen beliebigen

Winkel ¢ mit der Hauptachse Z einschliefende V-Achse erhilt
man unter Berticksichtigung von Gl (26)

0,=| u*dF = sin® (p‘/;zdF + cos® q)ﬂng — 2sing cos«pjyzdﬁ‘,

worin sich aber das letzte Glied weghebt. Die Summe der beiden
itbrigen Glieder kann man in der Form anschreiben

0 0 0y — 6 p
0,= »%‘ —cos2¢ 7, (30)
wie man sich durch Entwicklung von eos 2 ¢ leicht iiberzeugt.
Wir sehen uns jetzt nach einer graphischen Darstellung um,
die den Inhalt dieser Formeln anschaulich vor Augen fiihrt. Die
Gleichungen(29) und (30) sind genau so gebaut wie die Gleichungen
(4) von § 10, zu denen wir bei der Untersuchung der Eigen-
schaften eines ebenen Spannungszustandes gelangt waren. Wir
konnen uns daher auch desselben Mittels bedienen wie damals:
nimlich eines Kreises, den man in dem jetzt betrachteten Zu-
sammenhange den Mohrschen Trdgheitskreis nennt, wihrend der
ibm in § 10 entsprechende Kreis als Spannungskreis bezeichnet
wurde.
Von den beiden Hauptirigheitsmomenten 6, und 0, mdge 0,
das grofere sein, womit jedoch nur gesagt wird, daB wir uns die
é Y- Achse in die entsprechende
1 Richtung gelegt denken wol-
len. Wir ziehen in Abb.40
gine @- und eine @-Achse
und tragen auf der @- Achse
Oy und @, in einem passend
gewihlten  Mafistabe ab.
Dann beschreiben wir einen
durch die Endpunkte beider
Strecken gehenden Kreis,
Abb. 40. dessen Mittelpunkt auf der
6 Achse liegt, ganz #hnlich
wie es friiher beim Spannungskreise in Abb. 13, Seite 37 geschehen
ist. Einem Zentriwinkel 2¢ in Abb. 40 entspricht ein Punkt des
Kreises, dessen Koordinaten die zur Achsenrichtung ¢ in Abb. 39
gehGrenden Querschnittsmomente 6, und @,, (oder kiirzer ge-
schrieben @) nach den Gleichungen (29) und (80) darstellen, wie

£
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aus dem Vergleiche der Zeichnung mit diesen Formeln sofort
hervorgeht.

Zugleich folgt aus dieser Darstellung, dag die Haupttrigheits-
momente 6, und 0. das gropte und das kleinste von allen Trigheits-
momenten sind, die zu den verschiedenen Schwerlinien des Quer-
schnitls gehiren. ’

Zu einer V-Achse, die in Abb.39 den Winkel o mit der jetzt
als Hauptachse angenommenen Z-Achse einschlieBt, gehort ein
Trigheitsmoment, das wir im Anschlusse an Abb. 38 auch mit
@ » bezeichnen konnen, wenn &
wir weiterhin annehmen,
dafl die V-Achse mit der
Nullinie fir den ins Auge
gefaBten Belastungsfall zu-
sammenfalle, Wir erhalten
Oy und das zugehorige Dy, R
indem wir in Abb. 41 das /

Doppslte des aus. Abb. 39
entnommenen Winkels ¢ g \6" il
als Zentriwinkel eintragen.
Alsdann 146t sich aus der
Zeichnung zugleich der oy

Winkel & entnehmen, den
die der Nullinie zugeordnete Kraftebene KK mit NN einschlieBt,
da nach Gl.(28), wenn man sie in die hier gebrauchten Bezeich-
nungen umschreibt, p
tga=_%

Oy
ist. Bezeichnet man ferner die Hypotenuse des zu 64 und Dy als
Katheten gehtrigen rechtwinkligen Dreiecks in Abb. 41 mit Qy,
so ist 6

Qy=—-~

" sine?

und nach Gl. (24) ergibt sich daher das zur Nullinie NN gehorige
Widerstandsmoment Wy zu
Q
Wy= v R (31)

yma.x

wenn man unter y . - den groften Abstand versteht, der im
Querschnitt von der Nullinie nach einer der beiden ‘Seiten hin
vorkommt. Allerdings liBt sich aus Abb. 41, wenn man sie nur
far sich betrachtet, nicht entnehmen, bei welcher Richtung der
Nullinie das Widerstandsmoment Wy seinen kleinsten Wert an-
nimmt. Dies muB vielmehr durch Vergleich mit der besonderen
Gestalt des Querschnittsumrisses, von der die Abstinde Yunax 2P-

béngen, im einzelnen Falle noch niher festgestellt werden.
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§ 26. Die Trigheitsellipse. Fiir viele Zwecke ist eine andere
graphische Darstellung der Beziehungen zwischen den Tragheits-
momenten fiir die verschieden gerichteten Schwerlinien eines Quer-
schnitts vorzuziehen. Man bedient sich dabei einer Ellipse, die
als Trigheitsellipse oder auch als Zentralellipse hezeichnet wird.
Bei dieser Art der Darstellung trigt man nicht die Trigheits-
momente selbst in die Zeichnung ein, sondern die ihnen ent-
sprechenden T'rdgheitshalbmesser. Zu jedem Trigheitsmomente 0
118t sich ndmlich eine Strecke ¢ angeben derart, daf

0= Fit (32)

wird, wenn man unter F' den Flicheninhalt des Querschnitts ver-
steht. Aus dem Vergleiche dieses Ansatzes mit der durch Gl.(17)
gegebenen Begriffserklirung des Trigheitsmoments geht hervor,
daB % dem Mittelwerte der Quadrate der Abstinde aller Flichen-
teilchen des ganzen Querschnitts von der betreffenden Achse ent-
spricht. Kiirzer 148t sich daftir auch sagen, dafl ¢ selbst als qua-
dratischer Mittelwert aller dieser Abstinde anzusehen ist.

Da i eine Linge ist, liBt sich bequemer mit ihr rechnen als
mit den Trigheitsmomenten selbst, deren Dimension durch die
zur vierten Potenz erhobene Lingeneinheit angegeben wird.
Namentlich kann man i in richtiger GroBe unmittelbar in die
Querschnittszeichnung eines Stabes eintragen, wihrend man sich
zur Darstellung von @ stets auf einen bestimmten, willkiirlich zu
wihlenden MaBstab beziehen muB.

Wir nehmen jetzt an, daB fiir den Querschnitt, mit dem wir
uns zu beschiftigen haben, die Richtungen der beiden Haupt-
achsen bereits bekannt und auch die dazu gehorigen Trigheits-
momente entweder gegeben oder bereits berechnet seien. Dar-
aus folgen dann nach Gl (32) auch die zugehdrigen Trigheits-
halbmesser. In Abb. 42 ist durch punktierte UmriBlinien ein recht-
winkliger Querschnitt angedeutet, den man etwa als Beispiel
nehmen kann, obschon das, was weiterhin folgt, von dieser be-
sonderen Wahl des Beispiels unabhingig ist. Den Trigheitshalb-
messer ¢, tragen wir rechtwinklig zur Y-Achse vom Schwerpunkte S
aus nach beiden Seiten hin ab und ebenso i, rechtwinklig zur Z-
Achse. Durch die hiermit bestimmten vier Punkte legen wir eine
Ellipse, deren Hauptachsen in die Richtungen der Querschnitts-
hauptachsen fallen. Diese Ellipse bezeichnet man als die Trig-
heitsellipse, weil man aus ihr auch fiir jede andere Schwerlinie V'V
den zugehérigen Trigheitshalbmesser 4, mit geringer Miihe ent-
nehmen kann.

Gebht man ndmlich in Gl (30) des vorigen Paragraphen von

den Trigheitsmomenten 6 zu den Trigheitshalbmessern ¢ iiber,
indem man die ganze Gleichung durch den Flicheninhalt F' divi-
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diert, und entwickelt man hierauf cos 2, so geht diese Gleichung
iber in i3 = i sin? p + i cos® .

Nach einer geometrischen Eigenschaft jeder Ellipse, die wir
hier als bekannt voraussetzen wollen, hat aber eine zum Durch-
messer V'V parallel gezogene Tangente einen Abstand von V'V,
dessen Quadrat durch den auf der rechten Seite dieser Gleichung
stehenden Aus-
druck angegeben
wird. Daraus folgt,
daB die in Abb. 42
eingetragene und
mit i, bezeichnete
Strecke ohne wei-

-
|
|
|
|

teres den  zur :

Schwerlinie V'V ge- 1

horigen Tragheits- ||

halbmesser angibt. 1

In Abb. 42 war !
ein  rechteckiger t
Querschnitt ange-
deutet, auf den
sich die Zentral-
ellipse etwa beziehen konnte. Da der rechteckige Querschnitt hiufig
vorkommt und daher besonders wichtig ist, mdge noch erwihnt

werden, daB man fiir ihn nach den Gleichungen (21) von § 25

L .  bF

i=13 und i-y=~172 (33)

erhilt, falls man die in der Y-Richtung gehende Rechteckseite
mit » und die andere mit b bezeichnet, wie es auch darals schon
geschehen war.

Ferner 1Bt sich bebaupten, daB (ganz unabhingig von der
Querschnittsgestalt) die Spur der Kraftebene KK und die thr zu-
gehorige Nullinie NN konjugierte Durchmesser der Zentralellipse
bilden. Zum Beweise berechnen wir zuerst den Winkel 3, den der
zu NN konjugierte Durchmesser KK der Ellipse mit der Y-Achse
bildet. Den Winkel zwischen NN und der Z-Achse bezeichnen
wir dabei mit . Aus der Ellipsengleichung

,ni ;2 _
wtE=1
folgt durch Differentiation nach 4
g _ iy
dn g’

und dieser Differentialquotient gibt, vom Vorzeichen abgesehen,
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zugleich die Richtung der im Punkte ¢ an die Ellipse gelegten
Tangente, also auch die Richtung des zu N N konjugierten Durch-
messers an. Hieraus folgt

% 5=.’l.i_§=t L (84

g T e Pz )
Nachdem diese geometrische Beziehung festgestellt ist, iiberlegen
wir uns, daB ein Kriftepaar, das in der Ebene KX liegt, einen
senkrecht dazu stehenden Momentenvektor hat, den wir uns in
zwei Komponenten M, und M, zerlegt denken konnen, die in die
Richtungen der Querschnittshauptachsen fallen. Diese Kompo-

nenten sind
M,= Msinfi und M,= M cosf,

und zwar sind beide entweder positiv oder beide negativ, jedenfalls
aber von gleichem Vorzeichen. Nach dem Superpositionsgesetze
erhalten wir die in irgendeinem Flichenteilchen mit den Koordinaten
y# entstehende Biegungsspannung als algebraische Summe der
durch die Komponenten My und M, fiir sich hervorgebrachten
Anteile. Der Komponente M, entspricht ein biegendes Kriftepaar,
dessen Ebene durch die Y-Achse geht, und den davon herrithrenden
Anteil konnen wir daher nach Gl (18) von § 24 ohne weiteres

gleich M cos §
0. Y

setzen. Dagegen ist bei der Berechnung des anderen Anteils zu
beachten, daf beim An-

wachsen des Winkels $

von Null bis zu einem

Rechten die positive Z-

¢ K  Achse mit der positiven
. Y-Achse zu vertauschen
*y T ist, wiihrend beim gleichen

P Bl X 1y Drehungssinn an Stelle
8 \! der positiven Y-Achse

nachher die negative Z-
Abb. 48. ¥ Achse tritt. Wir erhalten

+Y daber als Beitrag von

M, zur Biegungsspannang

nach Gl (18) unter Beriicksichtigung dieses Vorzeichenwechsels

__ Msing

und im ganzen wird daher

M (y cosff zsin
6= ( 2 7‘{2_)
z Yy

F
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wofiir sich auch unter Beriicksichtigung von Gl. (84)

M y ztgf M
6=FOOS 6(7;—7%—‘>=F7§008 B(y—ztg q))

schreiben 188t. Dieser Ausdruck wird aber zu Null fiir alle anf
NN in Abb. 43 liegenden Punkte und damit ist bewiesen, daB
der zu KK konjugierte Durchmesser NN in der Tat die Nullinie
bildet, wenn K K die Spur der Kraftebene ist. Ubrigens gilt dies
auch umgekebrt, nimlich wenn man NN und KK miteinander
vertauscht.

§ 27. Die elastische Linie. Der Anschaulichkeit wegen wollen
wir hier ein bestimmtes Beispiel in den Vordergrund stellen. In
Abb. 44 ist ein Balken ge-
zeichuet, der eine Spann- 1
weite [ tiberdeckt und der g/ f g/
an beiden Enden frei dreh- 72 TTIT T I0°¢
bar aufgelagert ist. Der : ] £
Balken soll eine gleich-
formig tiber die ganze /
Liange verteilte Belastung
tragen, und die auf die
Lingeneinheit kommende Last bezeichnen wir mit g. Die Gesamt-
last ist daher g/ und der Auflagerdruck an jeder Stiitze gleich
q?l_ Wir nehmen an, daB die Lastebene durch eine Querschnitts-
hauptachse geht, so daB der Fall einer ,geraden Biegungsbe-
lastung" vorliegt, und bezeichnen das auf die Nullinie, die in diesem
Falle mit der anderen Hauptachse zusammenfillt, bezogene Triig-
heitsmoment mit 6.

Gefragt wird nach der Gestalt der elastischen Linie und nach
der grofien Durchbiegung, die der Balken unter dieser Belastung
erfahrt. Das kommt darauf hinaus, die Ordinate y der elastischen
Linie zu berechnen, die zu einem beliebigen Abstande z vom linken
Auflager gehdrt. Hierbei darf noch vorausgesetzt werden, daB
die Form#nderung des Balkens klein ist, also weit kleiner, als sie
in Abb.44 der Deutlichkeit wegen gezeichnet werden muBte.

Wir beginnen mit einer Uberlegung, die sich nicht nur auf den
besonderen Belastungsfall bezieht, sondern die allgemein anwend-
bar bleibt. Eine Normale, die wir im Punkte zy zur elastischen
Linie ziehen kénnen, bildet mit der lotrechten Richtung einen
kleinen Winkel, der in Abb. 44 mit ¢ bezeichnet ist. Dieser
Winkel gibt an, um wieviel sich der zur Abszisse x gehdrige
Querschnitt des Balkens bei der Form#inderung gedreht hat. Ein
nahe benachbarter Querschnitt, der zur Abszisse x -+ dz gehort,
hat sich um einen etwas davon verschiedenen Winkel gedreht,
den wir mit @ 4+ dg¢ bezeichnen wollen. Unter do ist daher der

Abb. 44.
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Drehungsunterschied zwischen den um dx voneinander entfernten
Querschnitten zu verstehen. Im allgemeinen kann d¢ sowohl
positiv als negativ sein; in dem Beispiele von Abb. 44 ist dg
offenbar negativ. Awuf das Vorzeichen von dg kommt es aber in
der weiteren Betrachtung nicht an.

Vor der Formiinderung waren die beiden Querschnitte parallel
zueinander und nachher schlieBen sie den Winkel dg miteinander
ein. Dieser Winkel hat daher die Bedeutung des Biegungswinkels,
den wir fir den Stab von rechteckigem Querschnitt schon in
Gl (7) von § 28 und fiir den allgemeineren Fall der geraden
Biegungsbhelastung in Gl (21b) von § 24 berechnet haben. Er
wurde damals mit ¢ bezeichnet und bezog sich auf eine Stab-
linge I, iiber die hin tiberall dasselbe Biegungsmoment M herrschen
sollte. In unserem Falle dagegen und tiberhaupt im allgemeinen
dndert sich M von Ort zu Ort, und wir diirfen daher die frither
abgeleitete Formel hier nur auf ein kleines Balkenelement dz an-
wenden, innerhalb dessen M keine merkliche Anderung mehr er-
fahrt. Wir dibernebhmen daher Gl.(21b) in der Form

d Mdax

Y= Eg (35)
FaBt man y als Funktion von x auf, so ist nach einem bekannten
Satze der analytischen Geometrie
a4

g =71
zu setzen, da die Tangente der elastischen Linie denselben Winkel
@ mit der X-Achse einschlieBt wie die Normale mit der Y-Achse.
Zu unseren Voraussetzungen gehorte aber, daB die Forménderung
und hiermit auch der Winkel ¢ sehr klein sein sollte, und bei
einem kleinen Winkel unterscheidet sich die Tangente nur um
eine von der dritten Ordnung kleine Grofle von dem dazugehirigen
Bogen. Wir sind daher ohne wesentliche Einbufie an Genauigkeit
berechtigt, an Stelle der vorigen Gleichung kiirzer

dp 4%y
dx dzx®

— 2y
= ix und daher auch

zu schreiben. Hiermit geht Gl.(35) tiber in

dy M
iet= T & (36)

In dieser Gleichung wurde auf der rechten Seite das Vorzeichen
als zweifelhaft angegeben. In der Tat wurde bisher auf die Vor-
zeichen gar nicht geachtet, und nur nebenher wurde einmal darauf
hingewiesen, da dg im Falle von Abb. 44 negativ ausfiele.
Weiterhin wurde aber nur mit dem absoluten Betrage von dg
gerechnet. In jedem Falle der Anwendung von Gl (36) muB
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daher das Vorzeichen erst noch durch eine besondere Uberlegung
festgestellt werden. Es kommt dabei auf die tibrigen Vorzeichen-
festsetzungen an, nimlich auf die Richtung, in der die y als positiv
angesehen werden sollen, und auf den als positiv anzusehenden
Drehsinn des Biegungsmomentes M.

Im Falle von Abb. 44 und bei allen &hnlich liegenden Fillen
ist es iiblich, dte y als positiv zu rechnen, wenn sie nach abwirts
gehen, und die Biegungsmomente M als positiv, wenn die Mo-
mentensumme aller links vom Querschnitte auftretenden #ufieren
Krifte im Uhrzeigersinne dreht. Das ist der gewdhnlich vor-

liegende Fall. In diesem Falle aber ist gz am linken Aufla.ger

positiv und grofer als an den spiter folgenden Stellen. In der
Mitte wird es zu Null, und auf der rechten Balkenhilfte ist es
negativ und wichst dem Absolutbetrage nach immer mehr an, je

weiter man nach rechts kommt. Hiernach 1st 21n Abb. 44 iiber

die ganze Balkenlinge hin negativ. Andererselts ist auf der
rechten Seite von G1.(36) iberall in unserem Beispiele M positiv,
und E und O sind tiberhaupt wesentlich positive GroBen, d. h.
sie konnen niemals negativ werden. Daher muB GI (36) jetzt in
der bestimmten Form

dty )
EH d—w—z—:‘—- '—M B (37)

angeschrieben werden, und diese Vorzeichenbestimmung bleibt auch
sonst in der Regel giiltig. In besonderen Fiillen, bei denen man
sich etwa zu abweichenden Bezeichnungen und Verabredungen
veranlaft sieht, darf aber die Zweideutigkeit des Vorzeichens in
der urspriinglichen Gl (36) nicht aufer acht gelassen werden.

G1.(37) wird als die Differentialglichung der elastischen Linie
bezeichnet. Sie bildet eines der wichtigsten Hilfsmittel der Bie-
gungslehre des urspriinglich geraden Stabes. Wie sie gewdhnlich
angewendet wird, zeigen wir weiterhin an dem durch Abb. 44 an-
gegebenen einfachen Beispiele.

Der erste Schritt besteht immer darin, daf man das Biegungs-
moment M als Funktion der Querschnittsabszisse z ausdriickt.
In Abb. 44 hat man links vom Schnitte den Auflagerdruck, der
um den im Querschnitte  liegenden Momentenpunkt im Ubrzeiger-
sinne dreht, und die am linken Balkenteile angreifenden Lasten.
Diese drehen entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne um den Mo-
mentenpunkt. Die Lasten konnen wir uns fiir die Aufstellung
der Momentenglelchung zu einer Resultierenden gx zusammenge-
faflt denken, die in der Mitte des linken Balkenteiles angreift und
daher den Hebelarm 4 2 hat. So ergibt sich

2

ql qz .
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Wir setzen diesen Wert in die Differentialgleichung (87) ein und
erhalten & s
Jop S A L L

dx® 2 2
Jetzt kommen wir zum zweiten Schritte, ndmlich zur Integration
der Gleichung. Sie 148t sich in unserem Falle sofort ausfiihren
und liefert nacheinander

TR L
By = -1 19 0t g,

Unter C; und C, sind darin die zunéchst als willkarlich anzu-
sehenden Integratwnskonstanten zu verstehen. Thre nihere Be-
stimmung finden sie auf Grund derim einzelnen Falle vorgeschriebenen
Grenzbedingungen, und damit kommen wir zum dritten Schritte des
ganzen Vorgehens. Wir wissen im Falle von Abb. 44, daB y zu
Null werden muB fiir # = O und auch fiir x = I, weil sich die
Auflagerpunkte nicht verschieben kinnen. Um diesen Bedingungen
zu geniigen, haben wir nachtriglich

C,=0 und 01—%

zu setzen, womit man die fertige Losung

Px — 2la® -+ 2t

erhilt. Insbesondere erhilt man daraus fiir den Biegungspfeil,
worunter man die grofite Durchblegung f in der Mitte der Spann-

weite versteht, 5 g 5 QU

=% 50~ 388 T (40)
wenn man noch die Bezeichnung @ fiir die ganze vom Triger
P aufzunehmende  Belastung

I I einfiihrt. )
[ 4 Dem ersten Beispiele
8 2 A ¢ lassen wir sofort ein zweites
¢ _ ? folgen, das durch Abb. 45
:j_ﬂ'b / 4 | angegeben ist. Der Balken

tr:igt hier eine Einzellast P
im Abstande p vom linken
Autlager Die Auflagerkrifte B und C erhilt man aus Momenten-
gleichungen fiir die beiden Stiitzpunkte zu

Abb. 45.

l—p_ P ?-

In diesem Falle ist es nicht miglich, einen einheitlichen Aus-
druck fiir das Biegungsmoment M als Funktion der Querschnitts-
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abszisse # anzugeben, der iiber die ganze Spannweite giiltig wire.
Wir haben vielmehr zwei verschiedene Balkenabschnitte, nimlich
Ivon 2=0 bis 2 =p und Il von 2 = p bis # = 1 zu unter-
scheiden. Innerhalb des ersten Abschnitts gilt

= Bz und im zweiten Abschnitte M = Bz — P{z — p).

Beide Aussagen wollen wir dahin zusammenfassen, daf
M =Bz, — P(z — p). (42)
1 1I

gesetzt wird. Hierbei wird durch das Komma hinter dem ersten
Gliede darauf hingewiesen, daB der Ausdruck an dieser Stelle ab-
zubrechen ist, wenn es sich um einen Querschnitt handelt, fiir den
« kleiner oder hochstens gleich p ist. Tm zweiten Abschnitte ist
dagegen auch das zweite Glied des Ausdrucks hinzuzunehmen. An
der Ubergangsstelle selbst, also bei # = p wird das zweite Glied
zu Null, und es ist daher glelchgultlc, ob wir diesen Querschnitt
noch zum ersten oder schon zum zweiten Balkenabschnitte rechnen.

Setzen wir diesen Ausdruck fiir M in die Differentialgleichung
der elastischen Linie ein, so geht sie iiber in

dy
Eﬂa? = — Bz, + P(z — p).
1 1

und auch hier sind zwei verschiedene Gleichungen fiiv die beiden
Balkenabschnitte oder, wie man in der Geome'me sagt, fir die
beiden Aste der elastzschen Linie wenigstens in einheitlicher Schreib-
weise zusammengefaBt. Auch bei der Integration der Gleichung
ist daranf genan zu achten. Wir kinnen sie so ausfiithren, daB wir

dy (%—— n*
E6-* dx=C B o + P o
schreiben. Eigentlich wire nimlich die Integrationskonstante O,
fiir beide Aste verschieden anzunehmen, da es sich von vornhereln
um zwei verschiedene Differentialgleichungen handelte. Aber zu
den Grenzbedingungen, die zur Ermittlung der Integrationskon-
stanten dienen, gehdrt in diesem Falle, daB sich beide Aste der
elastischen Linie ohne Knick aneinander schlieBen miissen. Fiir
2 = p sollen also beide Aste gleich gerichtet sein, und dazu muB

a .
d% den gleichen Wert annchmen, ob man das létzte Glied des

Ausdrucks fiir £ = p noch hinzunimmt oder nicht Das ist aber
nur moglich, wenn man denselben Wert von C, in der vorher-
gehenden Gleichung fiir beide Aste gelten lat.

Integriert man nochmals, so ergibt sich

ir

Teubn. Leitt. 17: Foppl, Grundziige dor Festigkeitslehre 7
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Auch hier gilt die neu hinzukommende Integrationskonstante Cy
fiir beide Aste zugleich, weil hiermit der Grenzbedingung ent-
sprochen wird, daB der Endpunkt des ersten Astes mit dem An-
fangspunkte des zweiten zusammenfallen muB.

AuBerdem sind noch die Grenzbedingungen zu verwerten, daB
an beiden Auflagern y zu Null werden muf. Fiir das zum Ab-
schnitte T gehorige linke Auflager folgt daraus C, = 0, und fiir
das rechte Auflager, das zum Abschnitt IL gehort, erhilt man

L T )

Setzt man hierin den Wert von B aus Gl. (41) ein und schreibt ¢
an Stelle von 7 — p, so folgt daraus
O, = — P’ | Pql
T 61 6
Fir einen Querschnitt #, der zum Balkenabschnitte I gehdrt,
folgt hieraus nach Gl.(43)
yr= ()P; Oql (B— ¢*— a?). (44)
Es wiirde eine lingere Rechnung erfordern, um auch die Ordi-
nate yrr des zweiten Astes der elastischen Linie aus Gl (43) zu
entnebmen und den Ausdruck auf eine moglichst einfache Form zu
bringen. Diese Rechnung konnen wir uns aber durch die Uber-
legung ersparen, daf sich der linke und der rechte Ast der ana-
lytischen Form mnach nicht wesentlich voneinander unterscheiden
konnen, da der rechte Ast zum linken wird, wenn man sich den
Balken von der hinteren Seite her betrachtet denkt. Wir brauchen
daher in Gl (44) nur ¢ durch p und # durch I — x zu ersetzen,
um sofort auch den fiir yrr giiltigen Ausdruck daraus zu erhalten.
S0 ergibt sich
Pp(l

Yi="- EEelx) @—p*— (I — x)?). (45)

Fiir die Senkung g, also fiir den Weg des Angriffspunktes der
Last P folgt aus beiden Gleichungen tbereinstimmend

Pra o0
Yp=smor '~V — @) (46)
Als einfacher und wichtiger Sonderfall mdge noch der in der
Mitte belastete .Balken hervorgehoben werden. In diesem Falle
bezeichnet man die Senkung des Angriffspunktes der Last wieder
als den Biegungspfeil und gebraucht dafiir den Buchstaben f. Mit

p=qg= ; ergibt sich dafiir aus GL (46)

. P13
= &Es (47)
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Das ist, wie sich leicht beweisen 14Bt, der grofite Wert, den
die Ordinate y der elastischen Linie fiir irgendeinen Querschnitt
und fiir irgendeine Stellung der Last annehmen kann.

Ferner mdge noch erwihnt werden, da man die vorhergehende
Betrachtung sinngemiB auch fiir den Fall wiederholen kann, da
der Balken zwei oder noch mehr Einzellasten trigt. Die Rech-
nungen und auch- die Schlufiformeln werden dann entsprechend
ldnger, aber an sich nicht schwieriger. Anstatt dessen geniigt es
aber auch, wenn man sich in solechen Fillen auf das Superposi-
tionsgesetz stiitzt. Man kann néimlich die Ordinate der elastischen
Linie an irgendeiner Stelle durch eine Summe von so viel Gliedern
darstellen, als Lasten vorkommen, wobei jedes Glied je nach der
Lage der Stelle und der Lage des Lastangriffspunktes entweder
entsprechend der Gl. (44) oder entsprechend (45) zu bilden ist.

Hierbei muB auch erwibnt werden, daB man die zu gegebenen
Lasten gehorige elastische Linie auch auf zeichnerischem Wege
erhalten kann als_sogenanntes zweites Seilpolygon, was unter Um-
stinden einfacher und zweckmiBiger ist als die rechnerische Er-
mittlung. Darauf soll aber hier nicht weiter eingegangen werden,
da die Lehre vom Seilpolygon zur graphischen Statik gehért und
besser dort besprochen wird.

Alle vorhergehenden Betrachtungen dieses Paragraphen be-
rubten auf der Voraussetzung einer ,,geraden Biegungsbelastung*
des Balkens, d. h. die Lasten sollten simtlich in einer Ebene ent-
halten sein, die durch eine der Querschnittshauptachsen des Balkens
hindurchgeht. Diese Voraussetzung ist jedoch nicht so wesentlich
fiir ‘die Anwendbarkeit der hier abgeleiteten Formeln, als es zu-
niichst vielleicht erscheinen mag.

Steht némlich die Lastebene schief zu den Querschnittshaupt-
achsen oder liegen die Lasten windschief zueinander (obschou alle
senkrecht zur Stabachse), so ist nur notig, jede Last durch zwei
Komponenten zu ersetzen, die in den Richtungen der Querschnitts-
bhauptachsen gehen. Man erhilt damit zwei Gruppen unter sich
paralleler Lasten, von denen jede fiir sich eine gerade Biegungs-
belastung des Balkens bildet. Fiir jede Gruppe ermittelt man die
von ihr hervorgebrachten Durchbiegungen nach den vorhergehen-
den Lehren, worauf nur noch ibrighleibt, den Verschiebungsweg
jedes Punktes der Stabachse dem Superpositionsgesetze gemiB
durch geometrische Summierung aus den bereits festgestellten
Einzelbetrigen abzuleiten. Im allgemeinen Falle geht hierbei die
Stabachse in eine doppelt gekriimmte Kurve iiber.

§ 28. Die Forminderungsarbeit im gebogenen Balken.
Wir kommen jetzt auf die Eingangsbetrachtungen des vorigen
Paragraphen zuriick und fragen nach der Forminderungsarbeit,
die in einem zwischen zwei aufeianderfolgenden Querschnitten
liegenden Balkenelemente aufgespeichert wird. Zu diesem Zwecke

7.
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konnen wir das Balkenelement von der Liinge dx als einen selb-
stindigen Korper auffassen, der durch die in den beiden Quer-
schnitten ibertragenen Spannungen belastet wird. Diese Span-
nungen gelten dann als duflere Krifte, und die von ihnen wihrend
der Forminderung geleisteten Arbeiten sind der dem Endzustande
entsprechenden potentiellen, d. h. der im Balkenelemente aufge-
speicherten Energie gleichzusetzen.

AuBer den Biegungsspannungen werden in den Querschnitten
im allgemeinen Falle auch noch Schubspannungen iibertragen.
Beide leisten wihrend der Forminderung Arbeiten, und zwar die
Biegungsspannungen bei der von ihnen hervorgerufenen Drehung
der Querschnitte gegeneinander um den Biegungswinkel und die
Schubspannungen bei der gegenseitigen Schiebung der Querschnitte.
Bei einem Stabe im eigentlichen Sinne des Wortes und iiberhaupt
bei fast allen Fillen, mit denen man praktisch zu tun bekommt,
fiberwiegt aber die Biegung und die ihr entsprechende Arbeit so
weit die Wirkung der Schubkrifte, daB man die eine gegen die
andere ohne merklichen Fehler vernachlissigen darf. Nur bei den
mkurzen dicken* Stében ist dies nicht mehr zulissig und darauf
werden wir im fiinften Abschnitt zuriickkommen. Hier aber
rechnen wir so, als wenn es sich bei dem bhetrachteten Balken-
elemente um einen Zustand der reinen Biegungsbeanspruchung
handelte. Bei der Ableitung der Differentialgleichung der elastischen
Linie war dies im vorhergehenden Paragraphen ebenfalls schon
geschehen.

Die Gestaltinderung des Balkenelementes bei der Biegung wird
durch die Angabe des Biegungswinkels d¢ bereits geniigend be-
schrieben und dieser ist uns aus Gl (85) bekannt. Fiir die Be-
rechnung der Arbeitsleistungen der #ufleren Krifte kommt es nur
auf die relativen Bewegungen innerhalb des betrachteten Korper-
stiicks an. Wir konnen uns daher den einen Querschnitt festge-
halten denken, wihrend sich der andere um dg dreht. Bei der
Drehung bleibt der Querschnitt eben. Die an ihm angreifenden
Biegungsspannungen leisten daher dieselbe Arbeit, als wenn die
Querschnittsfliche zur Begrenzungsfliche eines starren Korpers ge-
horte, der sich ebenfalls um den Winkel dg und zwar um die
Nullinie als Achse drehte. Die Arbeit wird daher als Produkt aus
dem Biegungsmoment und dem Biegungswinkel gefunden. Dabei
muf man jedoch, wie immer in solchen F#llen, beachten, daf das
Moment erst wihrend der Forménderung von Null bis zu seinem
Endwerte M anwichst, so daB der Mittelwert halb so groB ist
als der Endwert. Wir erhalten demnach fiir die im Balkenele-
mente aufgespeicherte Arbeit d.A

M2dx
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und schlieBlich fiir die potentielle Energie des ganzen Stabes

Z
4 J2E6 2” Mg, (49)

wobei in der letzten Form des Ausdrucks vorausgesetzt wird, dag8
der Stab iiber seine ganze Liinge die gleiche Biegungssteifigkeit 20
hat. Das gehort zu den gewdhnlich als selbstverstindlich betrach-
teten Eigenschaften eines Korpers, den man als Stab bezeichnet.
Es muB jedoch hinzugefiigt werden, daB man die Gleichung in
der zuerst angeschriebenen allgemeineren Form auch auf Stdbe
mit verinderlichem Querschnitt anwendet. Das ist zwar nicht ge-
nau richtig, darf aber in der Regel als wenigstens niherungsweise
zutreffend angesehen werden.

‘Wir haben jetzt die aufgespeicherte Arbeit unmittelbar berechnet.
Anstatt dessen kann man aber auch feststellen, welche Arbeiten
von den einzelnen zur Belastung des ganzen Balkens gehérigen
duferen Kriften geleistet werden. Die Summe dieser Arbeiten gibt
die dem ganzen Korper wihrend der Formiinderung sugefiihrte
Emergic an. Unter der Voraussetzung, daB die Forminderung
vollkommen elastisch ist, konnen wir dann nachtriiglich die zu-
gefiihrte gleich der aufgespeicherten Energie setzen, womit man
zu wichtigen Schliissen gelangt.

Zur Erlduterung moge hier Abb. 46 dienen. Zwar handelt es
sich jetzt um Uberlegungen von sehr allgemeiner Giiltigkeit und
Tragweite, die keineswegs auf den Fall der Stabbiegung beschrinkt
sind. Aber man macht sich damit am besten zuerst an der Hand
des einfachen Beispiels bekannt und tiberlegt sich erst nachtrig-
lich, dafl der eingeschlagene Gedankengang davon in der Tat
ganz unabhiingig ist.

Der Balken moge die drei Lasten P, P, P, tragen und sich an
den Angriffsstellen der Lasten um die kleinen Strecken y,y,¥;
durchbiegen, die in der Zeich-

nung ibertrieben groB darge- I B P
stellt sind. Aus den Formeln l

des vorigen Paragraphen ergibt

sich, wie man diese Strecken fir & ——&¥, __ [¥; =
den Fall unseres Beispiels be- Abb. 46.

rechnen kann. In anderen Fillen,

auf die sich die weiteren Erdrterungen ebenfalls anwenden lassen,
wird freilich der Zusammenhang zwischen den P und den y ein
anderer sein. Jedenfalls soll aber wie bei fast allen Betrachtungen
der Festigkeitslehre auch hier vorausgesetzt werden, daf der
Korper dem Superpositionsgesetze gehorcht. Man kann dann
jedes y als eine Summe von Gliedern darstellen, die von den ein-
zelnen P herriihren.



102 III. Die Biegungslehre

Um diesen Inhalt des Superpositionsgesetzes formelmifig aus-
zudriicken, setzen wir

Y =y Py + Py + oy Py
Yo = oy P, + apy Py + gy Py ‘ (50)
Ys = g Py + gy Py + gy Py

Die Beiwerte « in diesem Ansatze hiingen von der Gestalt und
den elastischen Eigenschaften des Korpers sowie auch von der
Lage der Angriffsstellen und von den Richtungen der Lasten P,
aber nicht mehr von der GrBe der P ab. Man nennt diese Bei-
werte die EinfluBeahlen und wversiecht sie mil zwei Zeigern, von
denen der erste angibt, welche Angriffsstelle gemeint ist, und der
#weite, von welcher Last der betreffende Einfluf3 herriilrt.

In unserem Beispiele fallen die Verschiebungswege y in die
gleiche Richtung wie die Lasten. Im allgemeinen trifft dies aber
nicht zu. Dann ist unter y; die in der Richtung der Kraft P,
gehende Komponente des Verschiebungsweges zu verstehen, den
der Angriffspunkt dieser Kraft zuriicklegt. Wir wollen aber jetzt
lieber bei dem einfachen Beispiele stehen bleiben.

Von grundlegender Bedeutung ist nun die Bemerkung, daB man
zu ganz verschiedenen Ausdriicken fiir die dem Korper durch die
Arbeitsleistung der Kriifte P zugefilhrte Energie gelangt, je nach
der Art der Herbeifiihrung des Endzustandes, nimlich je nach der
Reihenfolge, die man beim Aufbringen der Lasten einhilt. Wie
man diese aber auch wihlen mag, muf die Summe der Arbeits-
leistungen der Krifte P stets denselben Gesamtbetrag ergeben
Denn die zugefiihrte Energie ist in jedem Falle gleich der auf-
gespeicherten zu setzen, in unserem Falle also gleich dem durch
GL (49) angegebenen Werte von 4, der nur vom Endzustande
abhingig ist. Diese Uberlegung wird uns sofort zu wichtigen
SchluBfolgerungen fiihren.

Zuerst betrachten wir den Fall, dag alle drei Lasten P in Abb. 46
gleichzeitig mileinander aufgebrachi werden. Das soll langsam in
dem schon in § 5 und § 6 besprochenen Sinn geschehen und zwar
50, daB alle Lasten den gleichen Bruchteil ihres Endwertes stets
gleichzeitig durchlaufen. Unter diesen Umstinden wachsen auch
die verschiedenen y gleichmiiBig miteinander an. Fiir die Berech-
nung der von einer der Krifte P geleisteten Arbeit ist daher ge-
nau so wie schon in Gl (12) von § 5 die Hilfte des Endwertes
von P als Durchschnittswert wihrend der Forminderung einzu-
setzen. Hiernach ergibt sich fiir diese Art der Lastaufbringung
die Forminderungsarbeit zu

A=%(P1?/x +sz2+P3?/3)=%‘EP?/~ (51)
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Nach Einsetzen der fiir die y in Gl (50) aufgestellten Ausdriicke
folgt daraus
1 1 ) 1
A=y oy P} + 5wy Py + 5 ey PY+ P By Tst‘o“’g‘l’
52
_+_PP°‘13+E§1+PP°‘23+“3 (O )

Nachdem dies festgestellt ist, berechnen wir ferner die Arbeits-
leistung fir den Fall, dag die Lasten wmicht miteinander, sondern
nacheinander aufgebracht werden. Die Reihenfolge mige dabei so
gewiihlt werden, da8 zuerst P, aufgebracht wird, hierauf P, und
zuletzt P;, Beim ersten Schritte leistet nur P, Arbeit auf einem
Wege ocuPl, also unter Berticksichtigung des Faktors 3 die Ar-
beit Ja,, P2. Wihrend des zweiten Schrittes ist P, schon in voller
GroBe vorhanden und beteiligt sich damit an der Herstellung des
nichsten Form#nderungszustandes, wogegen P, dabei erst all-
mihlich von Null bis zum Endwerte hin anwichst. Der Arbeits-
betrag wihrend des zweiten Schrittes ist daher

) 1 2
P o by + e P

Beim dritten Schritte, der zum Endzustande fithrt, wirken alle
drei Krifte zusammen, die beiden ersten schon in voller GriBe
und die dritte mit einem Durchschnittswerte gleich der Hilfte
des Endwertes. Beim dritten Schritte wird daher die Arbeit

Py oy Py+ Py gy Py + G Py

geleistet. FaBBt man die Arbeiten fiir alle drei Schritte zusammen,
so erhilt man fiir die dem Korper im ganzen zugefiihrte Energie
unter passender Anordnung der einzelnen Glieder den Ausdruck

1 1 2 | 1 2
A= “11 1+ g0 P ogegs Py + g P Py

(53

+ a3 Py Py + gy Py Py, ® )
Dieser Ausdruck mu8 aber mit dem in Gl. (52) erhaltenen von
gleicher GréBe sein, weil sie beide gleich derselben dritten GréBe,
némlich gleich der im Endzustande aufgespeicherten Energie sind.
Die Uberemstlmmung fiir alle beliebigen Annahmen, die man fiir
die GroBe der P machen kann, erfordert, daB

Gy == Ugyy Oy = O35 Ogg == Oy (64)

sein muf. Hiermit ist der zuerst von dem englischen Physiker
Mazwell aufgestellte und nach ihm benannte Safz von der
Gegenseitigkeit der Verschiebungen bewiesen. Was hier unter ,,Gegen-
seitigkeit zu verstehen ist, ergibt sich einerseits aus der Begriffs-
festsetzung der EinfluBzahlen durch die Gleichungen (50) und
andererseits aus der Aussage der Gleichungen (54).
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Nachtriiglich kann man sich davon. iiberzeugen, daB der hier
eingeschlagene Gedankengang von dem besonderen Beispiele in
Abb. 46 ganz unabhiingig ist. Er kann vielmehr sofort auch auf
andere Fille iibertragen werden, solange nur bei diesen das Super-
positionsgesetz gem#B den Gleichungen (50) unveriindert giiltig
bleibt.

Wir kommen jetzt auf eine besondere Anwendung, die man von
der vorhergehenden Betrachtung machen kann. Wir nehmen nim-
lich an, dafl eine von den drei Lasten, etwa die Last P, unend-
lich klein sei gegeniiber den beiden anderen. Um dies deutlich
zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir sie in Form eines Diffe-
rentials an, setzen also weiterhin dP; an Stelle von P;. Von den
sechs Gliedern auf der rechten Seite von Gl. (53) sind alsdann
drei von endlicher Grifle, zwei sind unendlich klein von der ersten
Ordnung, und nur das Glied mit PZ wird von der zweiten Ord-
nung klein. Dieses Glied konnen wir gegen die vorhergebenden
streichen, wenn wir feststellen wollen, um welchen Betrag d 4 die
Form#nderungsarbeit infolge der Zuftigung von dP; zu den vor-
her schon vorhandenen Lasten P, und P, anwichst. Wir erhalten
dann

dA = dPy(ayz Py + agy Py) = d Py (4 Py +ayy By).
Die letste Form des Ausdrucks ergibt sich n#mlich aus der vor-
hergehenden auf Grund der Gleichungen (54). Andererseits aber
ist nach den Gleichungen (50) fiir den jetzt vorausgesetzten Be-
lastungsfall, bei dem P, wegfillt oder wenigstens unendlich kleinist,

Yg = og By + ez Py

Hiermit geht die vorhergehende Gleichung nach Division mit d.P;
iiber in oA
op, — Us (55)

Die Verwendung von runden ¢ beim Anschreiben des Differential-
quotienten soll darauf hinweisen, dab es sich um die Verinderung
handelt, die A erfihrt, wenn nur der kleine Lastzuwachs dP;
dazukommt, wihrend F, und P, unverindert bleiben.

Gewdhnlich wendet man Gl. (55) auf den besonderen Fall an,
daB dP; mit einer der schon vorhandenen Lasten zusammenfill,
also etwa mit P,. Das ist ohne weiteres zuliissig, denn bei den
vorhergehenden Betrachtungen wurde zwar P, als eine von P,
und P, ganz unabhingige Last angesehen, aber es wurde niemals
veriangt, daB sie an anderer Stelle angreifen miiBte als die schon
vorhandenen Lasten. Es steht uns daher frei, nachtriiglich iiber
P; auch in dieser Weise zu verfiigen, und dann kinnen wir an
Stelle vor Gl. (55) auch

o4
;)E =Y <56)
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schreiben, vorausgesetzt natiirlich, daB A jetzt nur noch als Funk-
tion von P, und P, anzusehen ist.

DaB auer P; nur noch zwei Lasten in unserem Beispiele vor-
kamen, entsprang dem Wunsche, einen moglichst leicht iiberseh-
baren Fall vor Augen zu fithren. Geht man aber die ganze Be-
weisfilbrung nachtriglich nochmals durch, so tiberzeugt man sich
schnell, dafl sie auch auf Fille mit mebr Lasten und selbst auf
einen Kérper von anderer Gestalt und von anderer Belastungs-
weise sinngem#f {ibertragen werden kann. Wir diirfen daher
Gl. (56) auch in der aligemeineren Form

04

a5, = L (87)
anschreiben, in der P, irgendeine der Lasten, und y; die in der
Richtung von P, genommene Komponente der Verschiebung ihres
Angriffspunktes ist.

Diese Gleichung spricht einen namentlich bei der Berechnung
der statisch unbestimmten Tragkonstruktionen viel gebrauchten
Satz aus. Er wurde von den italienischen Mathematikern, an-
scheinend zuerst von Beifti aufgestellt, wihrend ihn der Ingenieur
Custigliano, nach dem er gewdhnlich benannt wird, zuerst in die
praktische Anwendung bei den Festigkeitsberechnungen der Tech-
nik eingeftihrt hat.

Bei der Ableitung der vorhergehenden Gleichungen wurde unter
A die dem Korper durch die Arbeit der GuBeren Krifte zugefithrte
Energie verstanden. Bei den Anwendungen, die man von Gl (57)
macht, setzt -man dagegen fiir A den Ausdruck fiir dis aufge-
speicherte Energie ein. Das ist also bei der Anwendung auf den
gebogenen Balken der durch Gl. (49) gegebene Ausdruck. Dieser
Bedeutungswechsel ist zuldssig, weil die aufgespeicherte Energie
unter der bei allen diesen Betrachtungen selbstverstindlichen
Voraussetzung einer vollkommen elastischen Forminderung stets
gleich der zugefiihrten Energie ist. Daher #indern sich auch beide
um gleiche Betriige, P

wenn man ein Last- g A X
differential d P, zu y:
den sechon vorhandenen ’
Lasten hinzuftigt. »

Wir besprechen so- a % b ?
fort ein einfaches und Abb. 41,

wichtiges Beispiel fiir

das bei der Anwendung von Gl (57) einzuhaltende Verfahren.
Abb. 47 stellt einen Balken dar, der an drei Punkten unter-
stiitzt ist, so daB er zwei Offnungen mit den Spannweiten
a und b iiberdeckt. Er soll eine Last P im Abstande p vom
linken Auflager tragen, und gefragt wird nach den Auflager-
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kriften, die dadurch an den drei Stiitzpunkten hervorgerufen
werden.

Wenn die Stiitze am rechten Stabende fehlte, konnte man die
Avuflagerkrifte B und ¢ mit Hilfe des Momentensatzes sofort in
bekannter Weise berechnen. In diesem Falle wiirde der nach rechts
hin vorkragende Teil des Stabes gerade bleiben, und seine Achse
wiirde im Stiitzpunkte ¢ eine Tangente an die elastische Linie.
bilden, zu der der linke Teil der Stabachse verbogen wiirde. Die-
selbe Forminderung nach Abb. 48 tritt auch ein, wenn die rechte
Stiitze zwar vorhanden ist, aber keinen Widerstand gegen ein Ab-
heben des Stabes zu leisten vermag. Der Sinn der gestellten Auf-

P gabe kommt aber dar-
auf hinaus, die Auf-

P T/: lagerkraft X an der
4 rechten Stiitze unter

2 der Voraussetzung zu

ADD. 48. berechnen, daf die
Stiitze nicht nur eine Senkung, sondern auch eine Hebung des
rechten Stabendes zu verhindern vermag.

Jedenfalls lehrt uns diese Uberlegung schon, daB die Auflager-
kraft X am Balken nach abwirts hin geht, daB es sich also bei
ibr nicht um einen Auflagerdruck, sondern um einen Auflagerzug
handelt. Mit diesem Pfeile wurde X auch schon in Abb. 47 ein-
getragen. Aus Gleichgewichtsbetrachtungen allein kann man X
offenbar micht berechnen, da diese Kraft zur Herstellung des
Gleichgewichts am starren Kérper neben der Last P und den Auf-
lagerkriften bei B und C iberhaupt nicht nétig wire. Die Auf-
gabe ist also statisch unbestimmt und sie kann nur durch ein
Eingehen auf die elastische Form#nderung des Balkens geldst
werden.

Das kann noch auf verschiedene Art geschehen. Zuerst wollen
wir uns des Verfahrens von Castigliano dazu bedienen. Wir denken
uns die Auflagerkraft am rechten Trigerende durch eine Last X
ersetzt, die wir so groB anzunehmen haben, daB sich ihr Angriffs-
punkt weder hebt noch senkt. TFiir das Zusammenwirken der
beiden Lasten P und X liBt sich die aufgespeicherte Form#nde-
rungsarbeit nach Gl. (49) als Funktion von P und X berechnen,
wie wir sofort zeigen werden: Durch Differentiation des damit
gefundenen Ausdrucks nach X erhilt man, wie Gl (57) lehrt,
den Weg des Angriffspunktes von X und zwar als eine lineare
Funktion von P und X. Dieser Weg ist gleich Null zu setzen,
und damit erhalten wir eine Gleichung ersten Grades, die nach
der Unbekannten X aufgelést werden kann.

Der erste Schritt zur Losung der Aufgabe besteht in der Be-
rechnung der Auflagerkraft B am linken Stiitzpunkte als Funk-
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tion von P und X. Aus dem Momentensatze erhilt man

p_ F ig)f?@

Hierauf berechnen wir die im ersten Balkenabschnitte vonz= 0

bis x=p aufgespeicherte Forminderungsarbeit A;, fir die wir
nach Gl (49)

Pla —10)
— o 2 2 N -z
4 = oEefB de = sEo [ ] 6 Eo

erhalten. Im zweiten Balkenabschnitte, der von 2 = p bis » = a
reicht, ist

Pp +Xb

My = Bx — Pz — p) = — 2+ Pp,

und daraus ergibt sich die Forminderungsarbeit Ay in diesem
Abschnitte zu

Pp + Xb)* Pp + Xb
A= 2E6f L—~ z? — 2Pp - —r——l—;r——x—i-}’?p? dax

1 (PP +Xb)2 a,a___p ’ Pp—{-Xb.a’;pZ
T 2FE0 at —2Pp e

+ Pp*(a — p)].

Im dritten Abschnitte des Balkens von # =a bis x =a + b
driickt man das Biegungsmoment M;;; am einfachsten als Moment
der rechts vom Querschnitte angreifenden Last X aus, indem man

Myyp = — Xu

setzt, also unter « den Abstand vom rechten Trigerende verstoht.
Damit ergibt sich
X®ps

A= 2E /X2 wu =g

Um die statisch unbestimmte GroBe X zu berechnen, haben wir
jetzt die Gleichung o4

5% =0 (58)

zu bilden, nachdem darin 4 = A; 4+ A;; + Ay, eingesetat ist.
Damit erhalten wir eine Gleichung ersten Grades fiir X, die sich
nach lingerer, aber ganz einfacher Ausrechnung, die wir hier
iibergehen wollen, auflosen 148t und

Pp(a®—p?)
X= 2ab(a + b) (59)
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liefert. Damit ist das gesteckte Ziel auf dem von Castigliano an-
gegebenen Wege erreicht.

Aber wir sind auf diesen Weg allein nicht angewiesen. Ein-
tacher noch kommt man bei dem vorliegenden Beispiele zum Ziele,
indem man sich auf die bereits in § 27 abgeleiteten Formeln
stiitzt, die sich auf einen ganz ihnlichen Fall bezogen. Dabei ist
es uweckmifliger, zuerst den Auflagerdruck C an der Mittelstiitze
zu berechnen, also C als statisch unbestimmte GriBe anzusehen.

Wir denken uns, wie in Abb. 49 angedeutet ist, die Mittelstiitze
entfernt und dafér eine nach oben hin gerichtete Last C ange-
bracht, deren Grofle durch die Bedingung bestimmt ist, daB sie

ihren  Angriffspunkt

F s um ebensoviel heben

i mub, als er bei dieser

I 4 Stiitzungsweise  des
Balkens durch die

% 5 b % Last P gesenkt wird.

Die Senkung durch
P folgt aus Gl (45)
von § 27, indem wir darin, den hier gebrauchten Bezeichnungen
entsprechend, x -durch a ersetzen, wihrend die dort gebrauchte
Bezeichnung [ fiir die Strecke a + b in Abb. 49 auch hier bei-
behalten werden mag. Damit ergibt sich die Senkung des An-
griffspunktes von C durch die Last P zu

Ppd
(ﬁeoﬁ (12 —p* — 02).

Abb. 49,

Andererseits folgt die Hebung dieses Punktes durch die Kraft ¢
selbst aus Gl. (46) zu

Cab s o 42
m*l (l —a*—b ).

Indem man beide Werte einander gleichsetzt und dabei beachtet,
daB ! = a 4 b ist, folgt nach einfacher Rechnung

Pp(a®+2ab —p?)
¢ T e (60)

Nachtriglich kann man daraus auch noch den vorher mit X
bezeichneten Auflagerzug am rechten Auflager aus der fiir den
linken Stiitzpunkt des Trigers angeschriebenen Momentengleichung

Ca= Pp + X(a + b)

berechnen. Setzt man niimlich ' aus Gl. (60) ein und 16st nach
X auf, s0o kommt man wieder auf den durch Gl. (59) angegebenen
Wert zuriick, was zur Bestitigung dafiir dienen kann, da8 bei
den Ausrechnungen keine Rechenfehler vorgekommen sind.
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Nachdem die Auflagerkrifte fiir den Fall einer Einzellast be-
rechnet sind, kann man die Losung derselben Aufgabe fiir den
Fall einer beliebigen Belastung des Tréigers daraus in sehr ein-
facher Weise zusammensetzen. Jede der Lasten P;, P, ..., aus
denen die ganze Belastung besteht, bringt némlich fiir sich ge-
nommen einen Mittelstiitzendruck ¢ nach Gl. (60) hervor, und
der gesamte Auflagerdruck folgt daraus durch Sumwmierung der
einzelnen Beitrige zu

Pp(a®+2ab — p*

C=2 P ( ‘;‘azb P) (61)
jedoch mit dem Vorbehalte, daB bei den Lasten, die zur rechten
Offnung gehoren, der in dieser Formel vorkommende Abstand p
vom rechfen Auflager zu zihlen und zugleich a mit b zu ver-
tauschen ist.

§ 29. Die EinfluBlinien. Wir geben jetzt noch eine dritte
Losung fir die unmittelbar vorher behandelte Aufgabe. Wir
denken uns in Abb. 47 die Mittelstiitze des Trigers entfernt und
an ihrer Stelle eine Last angebracht, die wir gleich der Lastein-
heit, also etwa gleich 1 t oder 1. kg wihlen. Hierauf ermitteln
wir die Gestalt der Biegungslinie, die durch eine solche Belastung
hervorgerufen wird. Die Ordinaten dieser Linie tragen wir in einer
passend gewihlten starken Verzerrung (vielleicht in 100- oder
aych 1000-facher GroBe) ab und gelangen damit auf eine im
MaBstab auszufithrende Zeichnung nach der Art von Abb. 50.

Die Ermittelung dieser verzerrten elastischen Linie erfolgt ent-
weder auf graphischem Wege, indem man das zur Belastung
P=1 von der Stelle p=a

gehorige zweite Seileck nach den 3 Pt '
Lehren der graphischen Statik | -
herstellt, oder man berechnet | Y

eine Anzahl von Ordinaten nach Lxa Xss
den Gleichungen (44) und (45) Abb. 50.

fiir die beiden Aste. Zu diesem
Zwecke hat man z. B. fiir den linken Ast in Gl (44) 1 =a + b,

ferner p = @ und q = b einzusetzen, womit die Gleichung: fiber-
geht in

Yr= 6Eel(a + 2ab — a?)z. (62)

Nachtriiglich hat man darin noch P gleich der Lasteinheit anzu-
nehmen und nach zahlenmiBiger Ausrechnung des vor der Klam-
mer stehenden Beiwertes ihn mit der als passend erscheinenden
Verzerrungszahl zu multiplizieren, um zu einer gut brauchbaren
Zeichnung zu gelangen. Die Gleichung ist vom dritten Grade in
2, und der linke Ast der Biegungslinie bildet daher ein Stiick einer
sogenannten kubischen Parabel. Das gilt auch vom rechten Aste;
nur gehdren beide nicht zu derselben kubischen Parabel.
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In § 28 hatten wir im Zusammenhange mit den Gleichungen (50)
den Begriff der EinfluBzahlen eingefithrt. Wenn wir davon Ge-
brauch machen, kdnnen wir Gl. (62) auch in der Form

L

zas 6 EOL
anschreiben. Dabei deutet der erste Zeiger an « auf den Quer-
schnitt  in Abb. 50 und der zweite auf den Querschnitt a hin,
in demselben Sinne wie diese Zeiger frither in § 28 gebraucht
wurden. Nach dem durch die Gleichungen (54) ausgesprochenen
Maxwellschen Satze iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen ist
aber ¢,, =, , und man hat daher auch

(@ +2ab — 2*)x (63)

oy, = 6E0l(a2+ 2ab — a?) x.

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der vorher im An-
schlusse an Abb. 49 behandelten Aufgabe zuriick, eine nach oben
hin gerichtete Kraft C an der Stelle der dabei entfernt gedachten
Mittelstiitze so zu wiahlen, dafl ihr Angriffspunkt unter der gleich-
zeitigen Belastung des Trigers durch die beiden Krifte P und C
in Ruhe bleibt. Die Bedingung dafiir lautet

Pe x=naaa7

a

und daraus erhiilt man als Losung der Aufgabe die Gleichung

¢ = plaz — pZea, (64)
aa O‘aa
in der die « aus der im MaBstabe ausgefithrten Zeichnung nach
Art der Abb. 50 unmittelbar entnommen werden kdnnen.

Wihlt man den MaBstab, nach dem man die Strecken o« in
Abb. 50 ausmiBt, nachtriglich so, daB «,, = 1 wird, so gibt die
in diesem neuen MaBstabe ausgemessene “Strecke o,, unmittelbar
die zur Laststelle gehorige Einflufzahl fiir den Mttelstutzen-
druck an. Die Linie, zu der alle diese Ordinaten «, , gehdren, wird
daher auch als die FEinfluplinie bezeichnet.

Man kann die vorbergehenden Erérterungen zu dem Satze zu-
sammenfassen, daB die zu einer Last P =1 an der Stelle der
Mittelstiitze gehorige Biegungslinie zugleich die EinfluBlinie auf
den Mitlelstiitzendruck fir den iber zwei Offnungen durchlaufen-
den Balken bildet.

Nachdem man die Einflulinie, etwa auf graphischem Wege
mit Hilfe eines ,,zweiten Seilecks" aufgetragen hat, kann man
auch fiir jede Stellung einer beliebig gegebenen Lastgruppe, also
etwa eines Eisenbahnzugs, der iiber die Briicke fiahrt, den Mittel-
stiitzendruck in sehr einfacher Weise daraus ableiten. Dazu ist
nur notig, jede Last mit der zur gleichen Abszisse gehérigen Ein-
fluBzahl zu multiplizieren und alle diese Produkte zu addieren.
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Sobald man aber den Mittelstiitzendruck hat, folgen daraus auch
die Auflagerkrifte an den Endstéitzen aus Momentengleichungen.
Man kann dann ferner auch fiir jeden Querschnitt des Trigers
das der betreffenden Laststellung entsprechende Biegungsmoment
ausrechnen. Oder man kann auch, wenn man die graphische Li-
sung vorzieht, zu der ins Auge gefaBten Laststellung die Mo-
mentenfliche mit Hilfe eines ersten Seilecks herstellen, das man
zun  den gegebenen P
Lasten und dem vor- & A 0 E
her festgestellten Mit- f«—x— T T
telstiitzendruck zeich-
nen kann.
Aus diesen Bemer- b
kungen geht hervor, C-7
dafl die Festigkeits- Y
berechnung eines tiber Cry |@os

zwel Offnungen durch- Ly

laufenden Tragers

Xpg

nach der Erledigung L 'D=7
der Vorarbeit des Auf-
tragens der EinfluB- \%b o

linie keine wesentlich
groferen Schwierig-
keiten mehr macht als die eines statisch bestimmten Trigers, der
nur eine einzige Offnung tiberdeckt.

Mit Hilfe von Abb. 51 soll noch auseinandergesetst werden,
wie man dasselbe Verfahren auch fiir die Berechnung eines iiber
drei Offnungen hinwegreichenden und daher zweifach statisch un-
bestimmten Trigers anwenden kann. Man denke sich beide Mittel-
stiitzen entfernt und an der Stelle a eine Last ¢ = 1 angebracht
(entweder nach abwirts oder auch nach oben hin gerichtet, wie
man will). Die zu diesem Belastungsfalle gehorige Biegungslinie
ist wie in Abb. 50 aufzutragen. Sie liefert zu den Querschnitten a,
b und dem beliebig herausgegriffenen Querschnitte x die EinfluB-
zablen o, «,, und e,,. Hierauf zeichnet man darunter eine
zweite Biegungslinie fiir den wiederum nur an beiden Enden unter-
stiitzten Triger, die zu einer Last D=1 am Querschnitte b gehort.

Um nach diesen Vorarbeiten die zu einer Last P im Quer-
schnitte z gehorigen Auflagerkrifte ¢ und D zu ermitteln, schreibt
man die Bedingungsgleichungen dafiir an, daB sich die Angriffs-
punkte von C und D beim Zusammenwirken dieser Kriifte mit
der gegebenen Last P am ganzen Balken weder heben noch senken
diirfen. Diese Gleichungen lauten

o, 0+ e, D=0qa,P,).
,,C+ e, D=«,,P

Abb. 51.

(65)
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Dabei bestehen zwischen den EinfluBzahlen nach dem Max-
wellschen Satze die Beziehungen o, = «,, und @,, = a,, sowie
auch o , = «,,. Die letzte Ubereinstimmung kann zur Priifung
der Genauigkeit der Zeichnung verwendet werden. Die anderen
dagegen filhren dazu, daB alle in den vorstehenden Gleichungen
vorkommenden « aus der Zeichnung entnommen werden kinnen
Beriicksichtigt man dies und 15st nach C auf, so erhilt man

| Cra®b — %z %t

C=2r g% b~ % (66>
Der Wert von D ergibt sich daraus, indem man die Zeiger ¢ und b
an den auf der rechten Seite der Gleichung vorkommenden Ein-
fluBzahlen miteinander vertauscht.

Die Einfluplinie fir den Mittelstiitzendruck C wird erhalten,
indem man fiir eine Reihe von Werten der Abszisse x und fiir
den Wert P = 1 den Ausdruck (66) ausrechnet und die erhaltenen
Werte in einem geeigneten Mafistabe in einer besonderen Zeich-
nung als Ordinaten auftrigt, die zu den Abszissen # gehiren.
Ebenso kann man -auch die EinfluBlinie fiir die Auflagerkraft D
auftragen. Nachdem dies alles geschehen ist, vermag man genau
50, wie es vorher beim Triger tiber nur zwei Offnungen besprochen
wurde, zu jeder Stellung einer vorgeschriebenen Lastgruppe die
statisch unbestimmten Auflagerkriifte C und D anzugeben. Die
weitere Festigkeitsherechnung, also die Ermittelung der Biegungs-
momente usf. erfolgt von da ab ebenso, als wenn es sich um einen
statisch bestimmten Triger handelte, der nur an den beiden End-
stiitzen aufrubte, und bei dem auler den nach abwirts gehenden
Lasten auch noch zwei nach oben gerichtete Lasten € und D
vorkémen.

§ 30. Der Stab auf nachgiebiger Unterlage. Wir denken
uns einen Stab von der Linge 2a (vgl. Abb. 52) auf den Erd-
P boden gelegt und in der Mitte

durch eine Last P belastet. Ge-
fragt wird, nach welchem Ge-
e—X —>1 setze sich der Druck auf den

; Boden iiber die Stablinge hin
ZZ7 =277 verteilt, ferner um wieviel der
Boden an den verschiedenen

]\ y Stellen nachgibt oder auch, was
_—— auf dasselbe hinauskommt, wie

— der Stab durch die an ihm an-
greifenden Krifte gebogen wird.
Die hier aufgeworfenen Fragen sind hauptsichlich fiir die Be-
rechnung des Eisenbahnoberbaues von Bedeutung. In #hnlicher
Gestalt treten sie aber auch in manchen anderen Fillen auf. Bei
einer Eisenbahnquerschwelle kommen zwei Lasten vor, die von

Abb. 52.
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den Schienen auf die Schwelle ibertragen  werden. Wir wollen
aber jetzt bei dem durch Abb. 52 dargestellten einfacheren Be-
lastungsfalle stehenbleiben, da sich, nachdem er erledigt ist.
ohnehin leicht einsehen 148t, wie man die dabei anzustellenden
Uberlegungen auf andere Fille zu iibertragen hat.

Bei unserer Aufgabe haben wir es mit einem Zusammenwirken
von zwei elastisch nachgiebigen Kérpern zu tun. Von welchen
Gesetzen die Biegung des Stabes abhiingig ist, wissen wir bereits.
Von der elastischen Nachgiebigkeit des Erdbodens weif man da-
gegen zundchst nur, daf sie jedenfalls vou der Grofle des daraunf
iibertragenen Druckes abhingen wird, und zwar die Einsenkung
an jeder Stelle vorwiegend von dem an dieser Stelle selbst und in
der nichsten Nachbarschaft iibertragenen Drucke. Ferner lift
sich auch aus der Erfahrung schliefen, daB die Forminderung,
die der Erdboden unter einer solchen Belastung erfihrt, in den
praktisch vorkommenden Féllen, fiir die eine nihere Berechnung
verlangt wird, als nahezu vollkommen elastisch angesehen werden
darf. Dies geht ndmlich aus der Beoachtung hervor, dafl eine gut
verlegte und gleichmiBig unterstopfte Eisenbahnschwelle viele
Tausende von Lasten wihrend des Eisenbahnbetriebes iiber sich
hinweggehen 1iBt, ohne daB sie im Erdboden versinkt, obschon
jede einzelne Last eine recht merkliche und ohne hesondere Hilfs-
mittel wahrnehmbare Einsenkung hervorbringt.

Die sich hier einstellende Frage nach .dem genaueren Gesetsc
der elastischen Forminderung, die ein weithin ausgedehnter Kérper
wie der Erdboden in der Nihe der Angriffsstelle einer Einzellast
erfahrt, bildet eine Aufgabe der héheren Festigkeitslehre, die eine
befriedigende Losung bereits gefunden hat. Bei der Berechnung
des Eisenbahnoberbaues und bei allen #hnlichen Aufgaben macht
man aher keinen Gebrauch von dieser Liosung, weil die sich darauf
stiitzenden Rechnungen viel zu umstindlich wiirden. Man behilft
sich vielmehr mit einem viel einfacheren Ansatze, der zwar nicht
gany richtig, aber fiir diese Zwecke genau genug ist.

Man nimmt némlich an, da die im unteren Teile von Abb. 52
in starker Verzerrung angegebene Einsenkung y dem gerade an
dieser Stelle tibertragenen, auf die Lingeneinheit des Stabes be-
zogenen Drucke p proportional zu setzen sei. Man setzt also

= ky7 (67)

worin % ein von der Art der Bettung und ihren elastischen Eigen-
schaften abh#ngiger Festwert ist, den man als die Betfungsziffer
bezeichnet. Mit Riicksicht auf diesen Zusammenhang kann man
daher den unteren Teil von Abb. 52 nicht nur als eine Darstellung
der elastischen Forminderung von Stab und Erdboden sondern
zugleich auch als ein Diagramm der Lastverteilung iiber den
Erdboden in der Lingsrichtung des Stabes ansehen, das nach
Teubn, Leitf. 17: ¥ oppl, Grundziige der Festigkeitslehre 8
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einem in Ubereinstimmung mit Gl. (67) stehenden MaBstabe aus-
zumessen ist.

Da die Diagrammlinie zugleich auch die Biegungslinie des
Stabes angibt, muB sie der Differentialgleichung (37) von § 27

2
E0 (%?,: —M (68)
geniigen. Die Biegungssteifigkeit -6 des Stabes kann darin als
gegeben angesehen werden. Das Biegungsmoment M, das zu einem
bestimmten Stabquerschnitte gehort, ist dagegen vorlidufig ebenso-
wenig bekannt wie die Ordinate y.

Hier erinnern wir uns des schon in § 21 besprochenen Zusammen-
hanges zwischen Biegungsmoment M und Schubkraft V, der da-
mals in Gl (\2) amM

v =27
dx
ausgesprochen wurde. Dafl die den Balken biegenden Lasten hier
aus den nach oben gerichteten Auflagerkriiften besteben, die vom
Erdboden darauf iibertragen werden, wihrend in § 21 eine nach
abwirts gerichtete Belastung vorkam, #ndert an dieser Beziehung
nichts, ebensowenig auch, daB die hier vorkommenden Lasten ste-
tig verteilt sind, wihrend damals Einzellasten betrachtet wurden,
da man sich jede stetige Belastung auch durch eine sehr groBe
Zahl entsprechend kleiner und sehr nahe beieinander liegender
Einzellasten ersetzt denken kann.

Um in G1. (68) V an Stelle von I treten lassen zu kinnen,

differentiieren wir die Gleichung nach x und erhalten

3
E6 @,35 - My (68a)

Auch Vist uns zwar nicht unmittelbar gegeben; aber wir wissen
doch, daB sich V von einem Querschmnitte z zu einem Nachbar-
querschnitte £ 4+ dx um ein Differential d V #ndert, das gleich
pdx ist, so daB man av

dz

hat. Um p an Stelle von V einfilhren zu kénnen, geniigt es daher,
die vorhergehende Gleichung ncchmals nach #x zu differentileren.
Damit erhalten wir

und in Verbindung mit dem durch Gl. (67) ausgesprochenen An-
satze konnen wir dafiir

4
K0 t%g = — Iy (69)

schreiben. In dieser Gleichung kommt nur noch cine unbekannte
Funktion y von .r vor. Sie ist zwar eine Differentialgleichung
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vierter Ordnung, aber von besonders einfacher Art, so daB ihre
Lésung gar keine Schwierigkeiten macht. Vorher schreiben wir
sie unter Zusammenfassung der darin vorkommenden Festwerte
kiirzer an in der Form d'y

iar = — 'y, (70)
indem wir unter o den unverinderlichen und als gegeben anzu-
sehenden Wert Jp—

k

verstehen. Hierauf konnen wir die allgemeine Ldsung der Diffe-
rentialgleichung in der Form

y= Ce**cosax + Coe**sinax 4+ Cze™ “cosaw
+ Ce*sinex  (72)

anschreiben, in der unter den C die vier willkiirlichen Integra-
tionskonstanten zu verstehen sind, die in der allgemeinen Losung
einer Differentialgleichung vierter Ordnung vorkommen miissen.

Um die Richtigkeit der Losung zu beweisen, bilden wir die
Differentialquotienten des aufgestellten Ausdrucks nach den ge-
wohnlichen Differentiationsregeln und erhalten der Reihe nach bei
passender Zusammenfassung der einzelnen Glieder

% = a|e*Tcosar (C) + Cy) + “*sinax (C; — Cy)
+ e~ *“cosax (0, — C;) + ¢~ *sinaz (— C3— C,)]

da? ) . )

{159" = 2a®[e*®cosax - Cy — e“Tsinax - C; — e~ *“cosax - (,
+ e *ginaz - Cy)

d®: o 5 :

ff{% = 2a® [¢** cosax (Cy — C;) — ¢**sinaw (C; + Cy)

+ em*%cosax(C; + Cp + ¢~ *Tsinax (C, — Cy)]
4
j;% = — 4ot [e“* cosax- C,+ e**sinax - C,
+ e~ “Tcosax - O3+ e~ “*sinax - C,).

Beim Vergleiche des vierten Differentialquotienten mit dem
Ausgangswerte fiir y in Gl (72) erkennt man auf den ersten Blick,
dafl wir hiermit in der Tat eine Lsung von Gl (70) gefunden
haben, und daf sie die allgemeinste Lisung dieser Gleichung ist,
folgt daraus, daB sie die notwendige Zahl von vier willkirlichen
Integrationskonstanten enthilt.

Die allgemeine Liosung gilt nicht nur fiir den durch Abb. 52
bezeichneten Belastungsfall, sondern fir jeden Ast der elastischen
Linie eines Stabes auf nachgiebiger Unterlage, der eine Anzahl
beliehig verteilter Einzellasten aufzunehmen hat. Insbesondere
gilt sie auch fiir die Eisenbahnquerschwelle. Die Zahl der Aste,

8*
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zwischen denen man zu unterscheiden hat, ist stets um Eins grofer
als die Zahl der Lasten. Zwischen je zwei Lasten und zwischen
jedem Stabende und der ihm hbenachbarten Last liegt némlich ein
Ast, fir den alle vier Integrationskonstanten C der allgemeinen
.Losung besonders zu ermitteln sind. Dazu gehort bei # Asten
die Aufldsung von 4# Gleichungen ersten Grades nach den 4#
unbekannten Integrationskonstanten. Die Rechnungen werden da-
her bei einer gréBeren Zahl von Asten sehr umsténdlich, wenn sie
auch an sich nicht sehwierig sind, sondern nur viel Zeit und Ge-
duld erfordern.

Hier wollen wir uns damit begniigen, fiir den durch Abb. 52
bezeichneten einfachsten Fall die Bedingungsgleichungen aufzu-
stellen, denen die Integrationskonstanten geniigen miissen. Da
der rechte Ast symmetrisch zum linken ist, reicht es aus, den lin-
ken Ast zu betrachten.

Am linken Stabende in Abb. 52 wird das Biegungsmoment 37
und die Scherkraft V zu Null, und daher muB dort auch, wie
aus den Gleichungen (68) und (68a) hervorgeht, der zweite und
der dritte Differentialquotient von y zu Null werden. Setzt man
in den dafiir aufgestellten Ausdriicken = O ein, so erhilt man
die beiden Bedingungsgleichungen

C—C,=0 wd C— C,+ C+ C,= 0.

Ferner muB in der Stabmitte, also am rechten Ende des linken
Astes wegen der Symmetrie die elastische Linie eine horizontal
gerichtete Tangente haben. Fiir # = @ muB daher der erste Diffe-
rentialquotient zu Null werden, woraus sich die Gleichung ergibt

e*%cosaa - (Cy + Cp) + e*%sinaa - (Cy; — C))
+ e **cosaa - (C,— Cy) + e~ “*sinaa(— Cy— C,) = 0.

Endlich weiB man noch, daB die Schubkraft V unmittelbar vor
der Stabmitte gleich § P sein muB, da der Symmetrie wegen die
Summe der Auflagerkrifte fiir jede Stabhilfte gleich der Halfte
der Belastung ist. Daraus erhilt man mit Riicksicht auf GL (68a)
die Bedingungsgleichung

2e8[e*%cosaa (Cy — C)) — e**sinaa (C; + Cy)
+ e ““cosaa(Cy+ Cy) + e “*sinca (Cy,— Cy)] = — 2}%.

Die Auflésung der vier Gleichungen nach den Unbekannten C soll
hier unterbleiben.

Dagegen moge noch auf eine etwas andere Art der Behandlung
der Aufgabe hingewiesen werden. Man hitte néimlich fiir das Bei-
spiel in Abb. 52 die allgemeine Losung (72) der Differentialgleichung
von vornherein auf den rechten Ast der elastischen Linie anwenden
ktnnen, und zwar so, da man die Abszissen x von einem in der Stab-
mitte liegenden Ursprunge aus nach rechts hin positiv geziihlt hiitte
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. 1.
Dann hiitte man fiir & = 0 die Grenzbedingungen V' = — 5 Pund %Z =0

und fiir das rechte Stabende # = a die Grenzbedingungen ¥V =0 und
M =0 zu verwenden gehabt. Mit dieser Art der Darstellung ist der
Vorteil verbunden, daB man in der gefundenen Losung nachtriglich
auch ¢ =00 annehmen kann. Damit findet man die Druckverteilung
einer sehr langen Schiene, die auf den Erdboden gelegt ist und eine
Einzellast in der Mitte zu tragen hat. Die Ausrechnung lehrt, da8
in diesem Falle in verh&ltnismifig groBen Abstinden von der Last-
angriffsstelle der Druck p und die Ordinate y negative Werte an-
nehmen. Die Schiene miifte sich daher dort vom Boden abheben,
wenn sie daran nicht durch das bei dieser Betrachtung vernachlissigte
Bigengewicht verhindert wiirde.

§ 31. Die krummen Stébe. Bisher war zwar immer nur von
geraden Stiben die Rede. Man kann aber die fiir sie abgeleiteten
Lehren wenigstens zum groBen Teile und mit geringfiigigen Ande-
rungen auch auf andere langgestreckte Korper tibertragen, deren
Mittellinie oder Stabachse (wie wir auch hier sagen wollen) schon
im unbelasteten Zustande gekriimmt ist. Wesentlich fiir die Mog-
lichkeit einer solchen Ubertragung ist nur die Voraussetzung, daB
sowohl die Stablinge als auch der Kritmmungshalbmesser der
Stabachse an allen Stellen als grof angesehen werden kénnen im
Vergleiche zu den Querschnittsabmessungen.

Um diese Voraussetzung noch besonders hervorzuheben, spricht
man auch von ,schwach gekriimmten Stdben® und stellt ihnen die
stark gekriimmien gegeniiber, unter denen solche einigermafien stab-
dhnliche Korper zu verstehen sind, bei denen die Kriimmungs-
halbmesser der Stabachse nicht allzuviel griofier sind als die Quer-
schnittsmaBe. Eine solche Korpergestalt hat aber zur Folge, daB
die Stablinge ebenfalls verhiltnismiBig klein ist, wenn sich der
Korper nicht gar (ganz oder nahezu) zu einem ringférmigen Korper
zusammenschlieBen soll.

Hiermit entfernt man sich aber soweit von dem urspriinglichen
Begriffe des Stabes, auf den sich die Biegungslehre zunichst allein
bezieht, daB man sich nicht dariiber wundern darf, wenn die be-
denkenlose Ubertragung der in der Biegungslehre abgeleiteten
Gesetze oder auch der Annahmen, die sich bei ihr bew#hrt haben,
auf Koérper von so stark davon abweichender Gestalt gelegentlich
zu Folgerungen fithrt, die durch die Erfahrung keineswegs be-
stitigh werden. Das gilt besonders von der Festigkeitsberechnung
der Haken. Bei dieser ist es friiher fast allgemein Giblich gewesen,
die bei der Biegungslehre des Stabes bewihrte Annahme zugrunde
zu legen, daf die Querschnitte bei der Forminderung eben blieben.
Auch jetzt werden vermutlich viele noch an dieser nicht nur un-
begriindeten, sondern auch zu recht umstiindlichen Rechnungen
fithrenden Annahme festhalten. Aber die Folgerungen, zu denen
man dabei gelangt, stehen im Widerspruche mit der Erfahrung,
insbesondere mit den Ergebnissen von Dauerversuchen, die zur



118 III. Die Biegungslehre

Priifung dieser Theorie im Miinchener Festigkeitslaboratorium
durchgefithrt wurden.

Diese Bemerkungen sollten zur Warnung vor voreiligen Ther-
tragungen der Ansitze der Biegungslehre auf zu stark vom Be-
griffe des Stabes abweichende Kérperformen vorausgeschickt wer-
den. Hier aber wollen wir uns weiterhin nur mit den schwach
gekriimmten Stiben beschéftigen, bei denen diese Bedenken nicht
bestehen.

Die Moglichkeit, die meisten Sitze der Biegungslehre auch auf
schwach gekriimmte Stibe zu tibertragen, beruht auf der folgen-
den Uberlegung. Man denke sich einen urspriinglich geraden Stab
in geeigneter Weise belastet, in solcher Art daB die elastische
Linie eine Gestalt annimmt, die mit der Gestalt der Stabmittel-
linie des krummen Stabes im unbelasteten Zustande iibereinstimmt.
Zugleich nehmen wir dabei an, daB der urspriinglich gerade Stab
aus einem Stoffe bestehe, der sich hinreichend weit verbiegen 1aBt,
ohne daB die Proportionalititsgrenze damit tiberschritten wiirde.
Diese Annahme ist unbedenklich, weil wir ausdriicklich einen
schwach gekriimmten Stab vorausgesetzt haben.

Nachdem der urspriinglich gerade Stab die gewiinschte Gestalt
angenommen hat, fiigen wir zu der Gleichgewichtsgruppe von
Lasten, die ihn in diesen Zustand gebracht hat, noch eine. weitere
Gleichgewichtsgruppe von #uBieren Kriften hinzu, die genau mit
jener iibereinstimmt, die dem urspriinglich schon gekrimmten
Stab aufgebiirdet werden soll. Unter der Voraussetzung, daB beide
Stibe nicht nur gleichen Querschnitt, sondern auch gleiche ela-
stische Eigenschaften haben und daB die Proportionalititsgrenze
des Baustoffes auch bei der weiteren Forménderung nicht iber-
schritten wird, werden sie sich der neu hinzukommenden Belastung
gegeniiber auch beide gleich verhalten. Dies folgt aus dem Super-
positionsgesetze in seiner Anwendung auf den urspriinglich geraden
Stab, und dadurch sind wir in den Stand gesetzt, auch das Ver-
halten des krummen Stabes unter der von ihm aufzunehmenden
Belastung vorauszusagen.

Weiterhin wollen wir uns auf die Untersuchung eines Stabes
beschrinken, dessen Mittellinie im unbelasteten Zustande eine
ebene Kurve bildet. Der Querschnitt des Stabes soll iiberall gleich
sein und eine der beiden Querschnittshauptachsen soll in die Stab-
ebene fallen. Awuch die Belastung, die der Stab aufzunehmen hat,
mdge ausschlieBlich aus Kriften bestehen, deren Richtungslinien
gselbst in der Stabebene enthalten sind. Unter diesen Umstinden
diirfen wir von vornherein erwarten, daB die Stabachse auch nach
der Form#nderung, die sie unter diesen Lasten erfihrt, immer
noch eine ebene Kurve bildet.

Wir fassen jetzt ein Stabelement ins Auge, das von zwei Quer-
schnitten begrenzt wird, die im Abstande ds voneinander liegen.
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Der Winkel, den die beiden Querschnitte schon im unbelasteten
Zustande miteinander einschlieBen, sei mit d ¢, und der Kriimmungs-
halbmesser der Stabachse an dieser Stelle mit 7, bezeichnet. Zwi-
schen diesen GroBen besteht der Zusammenhang

rodp,= ds. (78)

An einem urspriinglich geraden Stabe miifite, um den Kriim-
mungshalbmesser #, hervorzubringen, an dieser Stelle ein ,Ersatz-
biegungsmoment* M, bestehen, fiir das man nach G1.(21a)von § 24

E6
My = ry (14)
erhilt. Kommt das von der Belastung des krummen Stabes her-
rithrende Biegungsmoment M noch hinzu, so verbiegt sich der ur-
spriinglich gerade Stab noch weiter zu einem Kriimmungshalb-
messer 7, so daB

M+ M= 22

ist. Durch Subtraktion beider (leichungen voneinander erhilt man

M= FEb(r— 1)
~ ",
giiltig zugleich auch fiir den krummen Stab. Stillschweigend ist
dabei vora.uagesetzt daB die Vorzeichen von M und M, entweder
gleich oder daB sie wenigstens fir beide nach derselben Uberein-
kunft festzusetzen seien. Das ist eine listige Bedingung, deren
Nichtbeachtung leicht zu Fehlern fithren kann und von der wir
uns daher freimachen wollen, indem wir die vorige Gleichung
in der allgemeineren Form

1 1 M
y T wm =t me (75)

5

anschreiben. Wir behalten uns -damit vor, das Vorzeichen erst
spiter, je nach den besonderen Verhiltnissen im einzelnen Falle
der Anwendung der Gleichung festzusetzen.

Aus den Gleichungen (73) und (74) folgt noch

M,ds
dgy = '"‘Ep@”
und entsprechend auch
(M, + M)ds
S T

Bezeichnen wir mit 4dg den Winkel, um den sich die beiden
aufeinander folgenden Querschnitte des krummen Stabes wihrend
der Verbiegung durch das Moment M gegeneinander drehen, so

folgt Mds
ddp =dyp —do, = + -, (76)
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wobei aus demselben Grunde wie zuvor, also vorsichtshalber, das
Vorzeichen rechts unbestimmt gelassen wurde.

DaB die durch das Moment M hervorgerufenen Biegungspan-
nungen in derselben Weise wie beim geraden Stabe, also nach
Gl. (18) von § 24 zu berechnen sind, bedarf nach dem, was vor-
ausging, kaum noch einer besonderen Bemerkung.

Ferner kénnen wir jetzt auch in Ankntipfung an § 28 die Form-
anderungsarbeit d A angeben, die in dem Elemente des im krammen
Zustande spannungslosen Stabes wihrend der Biegung durch MM
aufgespeichert wird. Man erhillt dafiir ebenso wie in Gl. (48)
von § 28 L Mids

In diesem Falle hat das in Gl (76) vorkommende doppelte
Vorzeichen keine Bedeutung mehr, da auch ein negatives M ein
positives Quadrat liefert. Fiir den ganzen Stab-erhilt man

"M N

Die darin vorgeschriebene Summierung hat sich tber die ganze
Stablinge zu erstrecken und ist entweder durch eine Integration
oder, wenn diese zu umstindlich oder nicht durchfiihrbar sein sollte,
durch Zerlegung der Stabachse in eine geniigende Anzahl von
Teilen und Summierung @iber diese auszufithren. Unter M ist im
letzten Falle der schitzungsweise anzunehmende Durchschnitts-
wert fiir den betreffenden Teil zu verstehen.

Die vorausgehenden Formeln beziehen sich auf den Fall der
reinen Biegungsbeanspruchung des krummen Stabes. Bei den
Auwendungen auf praktisch vorliegende Festigkeitsaufgaben kommt
freilich gewdhnlich daneben auch noch eine Beanspruchung durch
Schubkrifte oder durch Normalkrifte hinzu. In der Regel ist es
aber zuliissig, die davon herrithrenden Beitrige zur Forminderungs-
arbeit gegeniiber den von den Biegungsmomenten verursachten
als ganz unerheblich anzusehen und sie daher zu vernachlissigen.

Es kann aber auch vorkommen, da8 zuf#lligerweise die Bie-
gungsmomente bei einer bestimmien Art der Belastung des Stabes
sehr gering ausfallen, und in solchen Fillen ist es notwendig, auch
die von den Normal- oder Schubkriften bei der Forminderung ge-
leisteten Arbeiten in Ansatz zu bringen. Namentlich sind bei den
Bogentrigern die Normalkrifte in manchen Fillen zu beriicksich-
tigen. Wie dies geschehen kann, muB daher auch noch besprochen
werden.

Ein Stabelement, das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quer-
schnitten enthalten ist, erfahrt im allgemeinen neben der Drehung
der Querschnitte gegeneinander um den Biegungswinkel 4d¢ auch
noch eine Verktirzung oder Verlingerung 4ds durch die im Quer-
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schnitte tibertragene Normalkraft N. Nach dem Elastizititsgesetze
ist N
zu setzen, wenn unter F' der Flicheninhalt des Querschnitts ver-
standen wird. Wir wollen uns mit dem Stabelemente zuerst die
durch M bewirkte Verbiegung um den Biegungswinkel A4dg vor-
genommen denken. Hierbei wird die in Gl. (77) angegebene Ar-
beit geleistet. Dann lassen wir die durch N bewirkte Lingen-
dnderung Ads darauf folgen. Zunichst miissen wir uns iiberlegen,
.welche Arbeit bei diesem zweiten Teile der ganzen Forminderung
von den bereits vorher bestehenden und weiterhin bestehen bleiben-
den Biegungsspannungen in den Endquerschnitten des Stabele-
mentes geleistet wird. Den einen Querschnitt konnen wir uns
dabei festgehalten denken. In einem Fléchenteilchen dF des an-
deren Quersechnitts wird eine Biegungsspannung ¢,d F iibertragen,
wenn der Zeiger b in diesem Sinne gebraucht wird. Nach Gl. (18)
von § 24 ist aber M
G, = 0 Y.

Bei der durch die Normalkraft N bewirkten Verschiebung um
Adds leistet die Kraft 6,dF eine Arbeit 6,dF - Ads, und zusam-
mengenommen wird daher von den vorher schon hestehenden Bie-
gungsspannungen wihrend des zweiten Teiles der ganzen Form-
inderung die Arbeit

Ads-]—%de oder Ads%[— ydF

geleistet, wobei sich die Summierung tiber alle Flichenteilchen des
ganzen Querschnitts zu erstrecken hat. Die Abstéinde y sind da-
bei von der Nullinie bei der vorausgegangenen Biegung, also
jedenfalls von einer Schwerlinie der Querschnitts aus zu rechnen.

Daher ist
aner 18 fy(lF=0,

und es folgt, daB die Biegungsspannungen zusammengenommen
keine weitere Arbeit bei der Verlingerung oder Verkiirzung des
Stabelementes um Ads leisten. Es bleibt also nur noch die Ar-
beit der von der Normalkraft N selbst herrithrenden Spannungen
zu berechnen, und dafiir ergibt sich genau so wie schon in Gl. (12)
von § 5 der Betrag

1 N

*‘E' NAds oder mds.

An die Stelle von G1. (77) tritt daher in dem jetzt betrachteten

allgemeineren Falle die Gleichung
Mds | N'ds

4 =S5 + 5H5F (79)
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und daher fitr den ganzen Stab an Stelle von Gl. (78) der Aus-

druck
N .
A =f<é’1?79 + o) 95 (80)

Auf die von den Schubkréften herrithrenden Arbeitsbetrige wer-
den wir im 5. Abschnitte noch zurtickkommen, Aber jetzt kann
schon bemerkt werden, da sie bei den krummen Stiben tatsich-
lich kaum jemals beachtet zu werden brauchen.

§ 32. Der Bogentriger. Wir betrachten hier einen Bogen-
triger mit zwei Gelenken. Darunter versteht man einen krummen
Stab, der beiderseits drehbar aufgelagert ist. Der Einfachheit

/

Abb. 53. Abb. 54,

wegen wollen wir annehmen, daf die beiden Stitzpunkte, wie in
Abb. 53 angegeben, gleich hoch liegen. Die Lasten P, P, usf.
sollen alle lotrecht gerichtet und mdgen sonst beliebig gegeben
sein.

Ein solcher Triger ist statisch unbestimmt. Es ist nimlich
nicht méglich, ausschlieBlich auf Grund der allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingungen am starren Korper die Horizontalkomponente
H des linken Stiitzendruckes zu berechnen. Man kann nur daraus
folgern, daB} die Horizontalkomponente des rechten Stiitzendruckes
ebenso groB und entgegengesetzt gerichtet sein muf.

Denkt man sich, ohne sonst etwas zu #indern, das linke Triger-
ende auf ein horizontal verschiebliches Rollenlager gesetst, wie es
in Abb. 54 angegeben ist, so kann an dieser Stelle nur eine senk-
recht gerichtete Auflagerkraft B tiibertragen werden. Aus der
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in wagerechter Rich-
tung folgt, daB dann auch am rechten Ende nur eine lotrecht ge-
richtete Kraft C angreifen kann. Tm Falle von Abb. 54 ergeben
sich B und C aus Momentengleichungen fiir die beiden Stiitz-
punkte. Diese Gleichungen fallen genau so aus, als wenn die
Spannweite I durch einen Balkentriiger tiberdeckt wire, an dem
dieselben Lasten P in denselben Horizontalabstinden voneinander
angriffen. Kehrt man nach dieser Bemerkung zu Abb. 53 zu-
rlick und schreibt dort ebenfalls Momentengleichungen fiir die
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beiden Stiitzpunkte an, so zeigt sich, daf diese ebenfalls mit den
vorher erhaltenen genau iibereinstimmen, da die beiden Kriifte H,
die noch dazu kommen, durch die gew#hlten Momentenpunkte
hindurchgehen und daher nichts zu den Momentengleichungen bei-
tragen.

Daraus folgt, daB bei dem durch Abb. 53 angegebenen Bogen-
triiger die Vertikalkomponenten der Auflagerkrifte genau so grof
sind wie bei einem Balkentriger, der dieselbe Spanuweite iiber-
deckt und der dieselben Lasten aufzunehmen hat. Das giit je-
doch nur von diesem besonderen, wenn auch sehr hiufig vorkom-
menden Falle, und es gilt z. B. schon nicht mehr, wenn die beiden
Stiitzpunkte verschieden hoch liegen.

Aus einer Erfabhrung, die jedermann geldufig ist, weil man
schon, daB ein nach Art von Abb. 54 belasteter krummer Stab
seine Spannweite vergroBert, wenn die Enden oder eines von ihnen
seitlich ausweichen kann. Dagegen wird dem nach Abb. 53 ge-
lagerten Triger eine VergroBerung der Spannweite unmoglich ge-
macht. Wir kénnen aber den einen Fall auf den anderen zurtick-
fithren, indem wir uns in Abb. 54 an dem beweglich aufgelager-
ten linken Ende nachtriglich noch eine horizontal gerichtete Kraft
H als weitere Belastung angebracht denken, die so grof zu be-
messen ist, dafl sie die durch die Lasten P hervorgebrachte Spann-
weitenvergroBerung wieder riickgingig macht. Aus dieser Bemer-
kung geht der Weg hervor, den man einzuschlagen hat, um diese
Kraft H, die man den Horizontalschub des Bogentrdgers nennt,
zu berechnen.

Die SpannweitenvergrsBerung 41, die im Falle von Abb. 54
eintritt, kann als eine Folge der Verbiegungen der einzelnen Stab-
elemente aufgefaflt werden, die dabei alle mitwirken. Zuerst aber
wollen wir uns tiberlegen, um wieviel sich die Bogensehne ver-
groBert, wenn nur ein einzelnes Bogenelement von der Linge ds
um den dafiir zutreffenden
Biegungswinkel 4ddg ver-
bogen wird, wihrend die zu
beiden Seiten davon liegenden
Teile der Kurve ihre Gestalt
vorliufig nicht #ndern. Da-
mit ist eine geometrische Frage
gestellt. Zu ibhrer Beantwor-
tung soll Abb. 55 dienen, in
der die unendlich kleine Form-
inderung der Deutlichkeit wegen auBerordentlich stark iibertrieben
werden mufte.

Den rechten Teil DC der Kurve denken wir uns festgehalten.
Der linke Teil dreht sich dann ohne Gestaltdnderung infolge der
Verbiegung des Elementes ds um den Biegungswinkel 4d¢g um
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den auf dem Elemente ds liegenden Punkt D. Das linke Bogen-
ende B beschreibt dabei ein Kreishogenelement B B’ von der Linge
odde, wenn der Kreishalbmesser BD mit ¢ bezeichnet wird.
Um die neue Bogensehne B’ C mit der alten Sehne BC bequem
vergleichen zm konnen, denken wir uns nachfriiglich noch eine
Drehung der ganzen Kurve um den Punkt C, aber ohne weitere
Gestaltinderung vorgenommen, so lange bis B' nach B” auf der
Verlingerung der alten Sehne B(C gelangt. Die Strecke BE”
gibt uns dann den Betrag d 41 an, der durch die Verbiegung des
Bogenelementes ds zur VergroBerung 47 der Bogensehne beige-
steuert wird.

Wenn man beachtet, daB der Winkel B"BB" ebenso gro8 ist
wie der mit o bezeichnete Winkel BD F, weil die Schenkel des
einen Winkels senkrecht zu denen des anderen stehen, erhilt man

ddl=gddg - cose = zddgp, (81)

wobei DE = 2z gesetzt ist. TFiir die gesamte VergrdBerung der
Bogensehne infolge der Verbiegung aller Bogenelemente folgt daraus

Al =fzzid(p,

und wenn man fiir 4do seinen Wert aus GIl. (76) einsetzt, geht

dies tiber in.
o8 Mz

A — | 35 ds, (82)

worin sich die Summe iber alle Elemente ds der Bogenachse zu
erstrecken hat.

Im Falle von Abb. 54 ist fiir M derselbe Wert des Biegungs-
momentes M einzusetzen, der zur gleichen Querschnittsabszisse
bei einem Balkentriger gehort, der die gleichen Lasten aufzunehmen
hat. Wir wollen dafiir weiterhin M, schreiben, so daB durch den
Zeiger b auf den Balken hingewiesen werden soll.

Ebenso kénnen wir Gl. (82) aber auch dazu benutzen, um die
Verkiirzung zu berechnen, die die Bogensehne nachher wieder er-
fahrt, wenn man am linken Balkenende in Abb. 54 eine Kraft
H a]s Belastung anbringt, wie dies vorher verabredet wurde. In
diesem Falle ist das im Elemente ds auftretende Moment M, vom
Vorzeichen abgesehen, gleich Hz. Aus der Gleichsetzung der Spann-
weitenvergroBerung 47 im einen und der Verkiirzung im anderen
Falle entsteht die Gleichung

M,, "Hz?

o ds = | 5 ds. (83)

Wenn der Triiger iiber seine ganze Linge hin dieselbe Biegungs-
steifigkeit 0 hat, folgt daraus

_/sz ds

- fz’ds

. (84)
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Der Einflu8 der Normalkrifte und der Schubkréfte auf die
elastische Forminderung des Trigers ist bei dieser Berechnung
gegenitber der weit tiberwiegenden Wirkung der Biegungsmomente
unberiicksichtigt geblieben. Dasist gewdhnlich zulissig. Beieinem
sehr flachen Bogen macht sich jedoch der Einflu der Normal-
krafte etwas stirker bemerklich, und man kann ihn dann eben-
falls leicht in Rechnung stellen, indem man auf der rechten Seite
von Gl (82) ein davon herrithrendes Glied hinzufiigt.

Bei einem flachen Bogen geniigt es, niherungsweise hierbei
N = H und fiir die Bogenlinge die Spannweite ! zu setzen. Hier-
mit geht Gl. (83) iiber in

Mz o, 2? lH

726ds_Hff6ds+E7"
woraus die fiir den flachen Bogen mit fiberall gleichem Querschnitt
hinléinglich genau zutreffende Gleichung fiir den Horizontalschub

bezds
14 [e2ds

folgt. Darin ist unter i der Trigheitshalbmesser des Querschnitts
zu verstehen. Nur bei einem ungewdhnlich flachen oder sehr dicken
Bogen ist 2 ein merklicher Bruchteil des Durchschnittswertes von
? tiber die ganze Spannweite. In allen anderen Fillen dagegen
ist es genau genug, die einfachere Gleichung (84) zu beniitzen.

Ein anderes Verfahren zur Berechnung des Horizontalschubs eines
Bogentrigers mit zwei Gelenken besteht darin, den Ausdrack fiir
die Forménderungsarbeit aufzustellen, die in einem nach Abb. 54
gelagerten Triger aufgespeichert wird, wenn daran auBer den ge-
gebenen Lasten P auch noch eine Horizontalkraft H am beweglichen
Auflager als weitere Last angreift. Damit unter dem Zusammen-

wirken aller Lasten der Angriffspunkt von H in Ruhe bleibt, muB
nach Gl (57) von § 28

(85)

Py S

sein, oder es muB, wie man dafir auch sagen kann, H so gewihlt
werden, daB die Forminderungsarbeit dadurch zu einem Minimum
gemacht wird. Man erhiilt damit-emme Gleichung ersten Grades fiir
H, deren Auflosung wieder zu Gl (84) oder (85) zuriickfihrt.

§ 33. Der eingespannte Bogentriger. Bin nach Abb.56 an
beiden Enden eingespannter Bogentriiger ist dreifach statisch un-
bestimmt. Um den Triger vollstindig festzuhalten, wirde es
némlich bereits gentigen, ihn nur an einem Ende, etwa am rechten,
einzuspannen. Eine auf den Triiger gebrachte Last P wiirde ihn
dann ungefihr so verbiegen, wie aus der stark tbertriebenen Dar-
stellang in Abb. 57 zu ersehen ist. Dabei wiirde sich das linke
Triigerende sowohl in lotrechter als in wagerechter Richtung ver-
schieben und zugleich um einen Winkel drehen, der gleich der
Summe aller Biegungswinkel des unter dieser Belastung allein in
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Spannung versetzten rechten Trigerteiles wire. Um diese Be-
wegung des linken Stabendes wieder riickgiingig zu machen und
damit auf den der Abb. 56 entsprechenden Zustand des Stabes zu
kommen, wiire alsdann nachtriglich eine lotrecht gerichtete Kraft
B, eine wagerechte Kraft H und ein Kriftepaar vom Momente M,
P am Einspannquerschnittdes
linken Stabendes anzubrin-
gen, die alle drei durch
die Forderung bestimmt
sind, daB sie im Zusammen-
wirken mit der gegebenen
Last P eine elastische Form-
inderung des am rechten
Abb. 56, Ende eingespanuten Tri-
gers hervorbringen, bei der
sich das linke Stabende
weder verschiebt noch dreht.
Aus  Gleichgewichtsbe-
trachtungen konnen die
Krifte B und H und das
Moment M, nicht ermittelt
werden, da sie ja in der
Tat auch fehlen konnten,
ohne daB das Gleichgewicht
der Kraft P mit den als-
dann noch #ibrig bleibenden
Auflagerkriiften am rechten
Trégerende unmoglich ge-
macht wiirde. B, H und M,
miissen daher aus den be-
reits angegebenen Form-
#inderungsbedingungen er-
mittelt werden, d. h. sie
sind alle drei statisch un-
bestimmte Grofien,
Zunichst tiberlegen wir uns, welche Bewegung das dem Bin-
spannquerschnitte in Abb. 56 entsprechende Element des linken
Stabendes ausfiihren wiirde, wenn bei der Anordnung in Abb. 57
beliebig gewiihlte Werte von B, H und M, mit der Einzellast P
zusammenwirkten. Dazu baben wir, wie aus Abb. 58 ersichtlich
ist, zwei Triigerabschnitte zu unterscheiden, von denen der eine
von & =0 bis & = p reicht und der andere den Rest des Triigers
bildet. Ein Stabelement ds, das zum Abschnitte I gehort, wird
durch ein Moment My verbogen, fir das man

M,

[

My= My+ Bx — He (86)
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aus der Abbildung entnehmen kann, wihrend im Abschnitte 11
noch ein von P herriihrendes Glied hinzukommt, so daB dort

My = My+ Bz — Hz: — P(x— p) (87)
zu Setzen ist.

Wie es schon im vorigen Paragraphen geschah, wollen wir uns
auch jetzt wieder zuerst ein einziges Stabelement ds durch das
ihm entsprechende Moment M verbogen denken. Vorldufig kénnen
wir dabei dahingestellt sein lassen, zu welchem der beiden Triger-
abschnitte dieses Element gehdrt. Zur SpannweitenvergroBerung,
also zur wagerechten Verschiebung des linken Trigerendes liefert

die Verbiegung dieses Elementes einen Beitrag, der genau so wie

in GL(81
) 1A= cddp =5t
gesetzt werden kann. Fiir den Beitrag d A4z, zur Hebung (oder
bei negativem Werte zur Senkung) des linken Triigerendes, also
fiir die in Abb. 55 mit B’ B” bezeichnete Strecke, liefert eine sehr
einfach durchzufiithrende Erweiterung der damals angestellten Be-
trachtung den Wert
Mz
E6

dAdzgy= 9dde -sine =xddep ===

ds

ds.

Endlich ist die Drehung des linken Stabendes, also die Richtungs-
dnderung der Endtangente an die Stabachse einfach gleich 4d¢
zu setzen.

Hiernach wird die Bedingung, daB sich das linke Stabende in-
folge des Zusammenwirkens der Verbiegungen aller Stabelemente
weder verschieben noch drehen soll, durch die drei Gleichungen

J}llzds= 1Jll:zcds=‘flllols=0 (88)

ausgesprochen, in denen sich die Summen iiber die ganze Bogen-
linge zu erstrecken haben. Beim Anschreiben der Gleichungen
wurde vorausgesetzt, daB die Biegungssteifigkeit des Trigers tiberall
gleich ist. Im anderen Falle hiitte man unter den drei Summen-
zeichen E6 als Nenner beizubehalten.

Fibrt man in die erste dieser Gleichungen die Werte von M
fiir beide Trigerabschnitte ans den Gleichungen (86) und (87) ein,
so geht sie {iber in

MO'/;’ds + BJ;:zds~ Hj;gds — Pﬂx —p)eds=0, (89)

alsoin eine Gleichung ersten Grades zwischen den drei Unbekannten
M,, B, H. Die Koeffizienten dieser Unbekannten werden durch
die sich iiber die ganze Bogenlinge erstreckenden ersten drei
Summenausdriicke gebildet. Im Einzelfalle kann es keine grund-
siitzlichen Schwierigkeiten machen, sondern nur eine lingere Rech-
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nung erfordern, um diese Summen entweder durch Ausfithrung der
Integration oder hinlinglich genau durch eine Summierung end-
licher Teile, deren Anzahl gar nicht besonders grof zu sein braucht,
zu berechnen. Das letzte Glied in Gl. (89) enthiilt nur bekannte
Groflen. Die darin vorkommende Summe ist nur tiber den rechten
Bogenteil zu erstrecken, was durch den unten angehingten Zeiger »
angedeutet wird. Auch dieser Summenwert hiingt wie die vorigen
nur von der Gestalt der Bogenmittellinie vor der Form#nderung
sowie von der die Laststellung beschreibenden Abszisse p ab. Auch

P die Berechnung dieser Summe
kann daher keine Schwierig-
keiten machen.

Was jetzt von der ersten
der drei Gleichungen (88) ge-
sagt wurde, liBt sich ebenso
auch auf die beiden anderen
tibertragen. Nachdem dies ge-
schehen 1st und die hierin
neu auftretenden Summen-
ausdriicke ebenfalls zahlenm#Big ausgerechnet sind, bleibt noch
die Aufgabe, die drei Gleichungen ersten Grades nach den Un-
bekannten M,, B, H aufzuldsen. Hierauf wird man dieselbe
Rechnung noch fiir eine Reihe anderer Laststellungen zu wieder-
holen haben. Die Ergebnisse kann man dann verwerten, um die
EinfluBlinien fiir die drei statisch unbestimmten GroBen aufzu-
tragen, wie dies bereits in § 29 besprochen wurde.

Ein anderes Beispiel, und zwar fiir einen einfach statisch un-
bestimmten Bogentriiger wird durch Abb. 59 angegeben. Der Triger
soll nur am rechten Ende eingespannt sein, wihrend sich das linke
Ende um ein Gelenk zu drehen und auBerdem lings eines Rollen-
lagers in wagerechter Richtung zu verschieben vermag. Die vorher-
gehenden Entwicklungen lassen sich auf diesen Fall ohune weiteres
tibertragen, indem man darin H und B, gleich Null setzt und von
den drei Gleichungen (88) nur die zweite, die sich auf die Ver-
schiebung des linken Triégerendes in lotrechter Richtung bhezog,
zur Berechnung der einzigen statisch unbestimmten GriBe B bei-
behilt. — Auch andere Fille lassen sich in #hnlicher Weise be-
handeln, ohne daB ein aufmerksamer Leser dazu noch einer weiteren
Beihilfe bediirfen wird.

Dagegen muB noch die Frage der Temperaturspannungen be-
sprochen werden. In den statisch unbestimmten Bogentrigern
werden némlich nicht nur durch die daran angebrachten Lasten,
sondern auch durch die Tempsraturinderungen, die im Wechsel
der Jahreszeiten vorkommen, recht erhebliche Spannungen hervor-
gerufen, die ebenfalls sorgfiltig berechnet werden miissen. Ein
Triger, der im Freien aufgestellt ist, sucht sich an einem heiBen
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Sommertage auszudehnen, und wenn er durch die Auflagerbe-
dingungen daran gehindert wird, entstehen Auflagerkriifte, die
zu Biegungsmomenten und hiermit zu Verbiegungen des ganzen
Tragers filhren, die in Verbindung mit den durch die Erwirmung
hervorgerufenen Dehnungen den vorgeschriebenen Auflagerbe-
dingungen geniigen.

Im Falle von Abb. 59 treten (unter der Voraussetzung, daB beide
Auflager gleich hoch liegen) keine Temperaturspannungen durch
eine gleichmifige Brwirmung oder Abkiihlung ein, da das Rollen-
lager eine entsprechende Spannweiteninderung gestattet. Anders
ist es aber bei dem durch Abb. 56 dargestellten, beiderseits ein-
gespannten Bogentriger. In der dazu gehorigen Abb. 57 li8t sich
die Bogenachse nach der Erwidrmung durch eine der urspriing-
lichen Gestalt shnliche Kurve angeben, die den rechten Endpunkt
und die rechte Endtangente mit ihr gemeinsam hat. Handelt es
sich etwa um einen Eisentriiger, fiir den der Ausdehnungskoeffizient
gleich ;5 gesetzt werden kann und um 40° C Temperaturerhshung,
80 verschiebt sich unter den durch Abb. 57 beschriebenen Um-
stinden das linke Bogenende um ;i der Spannweite nach links,
wihrend es sich weder dreht noch hebt oder senkt. Um hierauf
das linke Bogenende wieder in die durch die Auflagerbedingungen
vorgeschriebene Lage zurfickzufilbren, muf man daran genau wie
im friheren Falle Krifte B und H und ein Kriftepaar M, an-
bringen. Zur Berechnung dieser statisch unbestimmten GréBen
dienen die hier an Stelle der Gleichungen (88) tretenden Gleichungen

Jzas = —a; [ Muwds = [Mrds =0, (90)

worin 4 die riickgiingig zu machende SpannweitenvergroBerung
angibt. Fiir die M ist hier iiberall der durch Gl.(84) angegebene
Wert M; einzusetzen. Die weitere Ausrechnung kann alsdann genau
wie vorher erfolgen.

Fiir den Bogentriiger mit zwei Gelenken vereinfacht sich die
Rechnung erheblich, da bei ihm B und M, wegfallen und nur
noch eine Bedingungsgleichung mit der Unbekannten H zu er-
fiillen ist.

§ 34. Der ringformige Korper. Ein ringférmiger Korper
kann als ein Bogentriiger aufgefaBt werden, bei dem Anfangs-
querschnitt und Endquersehnitt miteinander zusammenfallen. Wo
man sich diesen gemeinsamen Schnitt gelegt denken will, ist dabei
gleichgiiltig. Jedenfalls sind aber Anfangs- und Endquerschnitt
gegeneinander eingespannt, so daB sie sich gegeneinander weder
drehen noch verschieben konnen. Falls man dies beriicksichtigt,
kann man die Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen
ohne weitere Anderungen auch auf den ringformigen Korper tiber-
tragen.

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundzige der Festigkeitslohre 9
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Hierbei muB jedoch zuvor daran erinnert werden, daf sich alle
in diesem Abschnitte abgeleiteten Stitze der Biegungslehre streng
genommen nur auf den stabférmigen Korper im urspriinglichen
Sinne des Wortes beziehen. Die Ubertragung auf die krummen
Stibe ist zwar zuldssig, aber immer nur mit dem Vorbehalte, daB
der Kriimmungshalbmesser an allen Stellen grof genug sein muB
im Verhdltnisse zu den Querschnittsabmessungen. Bei den prak-
tisch vorkommenden ringformigen Korpern ist aber diese Voraus-
setzung hiufig nur sehr mangelbaft erfiillt, und je mehr dies zu-
trifft, um so unsicherer wird jede auf die Biegungslehre aufgebaute
Festigkeitsberechnung  sol-
cher Korper. Wer z B. ein
gewdshnliches  Kettenglied,
wie einen in sich zuriick-
laufenden Bogentriger, be-
recbnet, darf nicht erwarten,
daraus auch nur einiger-
maBen zuverlissige Ergeb-
nisse zu erhalten. Wenn
aber, wie in Abb. 60, die
einen Kreisring darstellt, der
Halbmesser » der Bogen-
mittellinie ein mehrfaches
(zum mindesten etwa das
drei- bis finffache) der Dicke
Iy ausmacht, darf man eine Berechnung auf Grund der Biegungs-
lehre immerhin noch als geniigend genau fiir die meisten prak-
tischen Zwecke ansehen.

Wir beschriinken uns hier darauf, die Rechnung nur fiir den in
Abb. 60 angegebenen Belastungsfall vollstindig durchzufithren,
daB der Ring durch die beiden Kriifte P auseinander gezogen wird.
Zugleich wird jedoch damit auch der andere Fall erledigt, daB
der Ring durch zwei solche Krifte zusammengedriickt wird, da
dies nur auf einen Vorzeichenwechsel hinauskommt, ohne daB sich
sonst etwas &dnderte.

Durch einen Schnitt 4 B in Abb. 60 denken wir uns den Ring
in zwei spiegelbildlich zueinander liegende und auch gleichartig
belastete Teile zerlegt. Wir betrachten das Gleichgewicht des oberen
Teiles. In der Schnittfliche kénnen der Symmetrie wegen nur
Normalspannungen und keine Schubspannungen tibertragen werden.
Fiir den Zweck der Gleichgewichtsuntersuchung kann man die in
jeder der beiden zum Schnitte A B gehorigen Querschnittsfiichen
tibertragenen Normalspannungen zu einer durch den Quer-
schnittsschwerpunkt gehenden Resultierenden und zu einem
Kraftepaare zusammenfassen, dessen Moment mit M, bezeichnet
werden soll.

Abb. 60.
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Da auch ein in der Lastrichtung gelegter Schnitt eine Symmetrie-
ebene des ganzen Korpers bildet, miissen die Resultierenden so-
wohl als das Moment M, beiderseits von gleicher Grofe sein.
Daher folgt aus dem Gleichgewicht der oberen Ringhilfte gegen
Verschieben, daB in jedem der beiden durch den Schnitt AB ge-
bildeten Querschnitte die Summe der Normalspannungen gleich
3 P sein muB.

Das Moment M, kann man dagegen nicht aus einer einfachen
Gleichgewichtsbetrachtung ableiten. Es bildet vielmehr eine statisch
unbestimmte GréBe, und zwar die einzige, die bei der gestellten
Aufgabe vorkommt.

Zieht man einen weiteren Schnitt, der mit der Symmetrieebene
A B den beliebigen Winkel ¢ einschlieBt, so 1d8t sich fiir das in
diesem Querschnitte tibertragene Biegungsmoment M ein einfacher
Ausdruck aufstellen, indem man das Gleichgewicht des zum Zentri-
winkel ¢ gehorigen Ringsektors ins Auge faBit. Fir den Schwer-
punkt des Querschnittes ¢ als Momentenpunkt folgt dann

M=Mo-~212(r—rcos¢). (91)

Der ganze Ring wird durch die beiden Symmetrieebenen in vier
Quadranten zerlegt, die den gleichen Bedingungen unterworfen sind.
Es geniigt daher, wenn wir nur einen dieser Quadranten betrachten,

und zwar den, der von ¢ =0 bis p = —g reicht. Wir berechnen

die Forminderungsarbeit 4, die in ihm aufgespeichert ist, nach
G1.(78) von § 31 und erhalten dafiir

b4

z
t ] P
A= Tzﬁ_[ [M0~ 5 (r—7 cos (p):\gl‘d(p. (92)
0

Die darin vorkommende statisch unbestimmte GréBe M, ist nach
dem Verfahren von Castigliano, dessen wir uns hier bedienen
wollen, so zu wihlen, daf sie diesen Ausdruck fiir A zu einem
Minimum macht. Wir bilden also den Differentialquotienten von
A nach M, und setzen ihn gleich Null. Die Differentiation kann
unter dem Integralzeichen vorgenommen werden und damit gelangt
man zur Gleichung

T

3
[[Mo———lg(r — 1 cos (p)]dtp =0.
b

Die Integration nach ¢ 148t sich leicht ausfibren, womit die
Gleichung iibergeht in
P = , Pr
(m,—75)-T+5 =0

9*
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Daraus erhilt man
Pr Pr

My =" " =0,8 Pr. (93)

Setzt man M in GL (91) ein, so erhilt man fiir das in einem
beliebigen Querschnitte ﬁbertragene Biegungsmoment

M= =L eos p — Pr (94)

woraus folgt, dall M das grﬁﬁtn pos1t1v drehende Moment inner-
halb des Quadranten ist. Dagegen nimmt M seinen griBten nega-

tiven Wert an fiir ¢ = 321 , nimlich

P .
Mpin = —— — — 0,32 Pr. (95)

Im Scheitel wird demnach der Ring am stirksten beansprucht.

Endlich rechnen wir auch noch dle Forménderungsarbeit nach
Gl (92) weiter aus, indem wir M, einsetzen und nach ¢ inte-
grieren. Damit ergibt sich

Tt

2
r Y Pr 2 Piré/a 1 1

4= 2E6]( os g~ ) dp = (e 2t k)

Um die in der ganzen ringférmigen Feder aufgespeicherte

Arbeit A, zu erhalten, haben wir davon das Vierfache zu nehmen,
also

Perd /oy Ps 3 i
4, =50 (5= 2) =0074 50 (96)

Als ,Federhub® f bezeichnet man die elastische VergroBerung
des in die Lastrichtung fallenden Ringdurchmessers. Da die Lasten
bei der Forminderung die Arbeit } Pf leisten, folgt dafir

r® /@ 2 s
f=P -Fo( ”~)=P-O,148E5a (97)

Bei diesen Rechnungen wurde iiber die Gestalt des Ringquer-
schnitts nichts vorausgesetzt. Sie hat nur insofern Einfluf auf die
Schlufergebnisse, als das Trigheitsmoment 6 von ihr abhingt.
Ist der Querschnitt ein Rechteck, dessen Schmalseite k in der
Ansichtszeichnung der Abb. 60 sehr klein ist gegeniiber der Lang-
seite ], so nennt man den Kérper eine Rolhre oder ein Rohr. Auch
darauf konnen die abgeleiteten Formeln angewendet werden, falls
man voraussetzen darf; daB sich die Last P iiber die ganze Rohr-
linge hin gleichférmig verteilt. In dieser Lage befindet sich z. B.
ein Entwiisserungsrobr aus Beton oder aus Steingut, das man
einige Meter tief in den Erdboden verlegt und das nach Zuschiitten
der Baugrube die dariiber befindliche Erdmasse zu tragen hat. Fiir
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die Berechnung der Tragfihigkeit hat man den ungiinstigsten und
dabei recht wobhl mdoglichen Fall anzunehmen, dafl die ganze Last
nahezu vollstindig im Scheitel des Rohrs angreift. Die Pfeile der
Krifte Psind dann in Abb. 60 umzukehren und die Angriffspunkte
anBen anzunehmen. Auch die Vorzeichen der Biegungsmomente
kehren sich damit um. Fiir die grofte Biegungsspannung, die im
Scheitel auftritt, folgt aus Gl (95) nach Einsetzen des hier zu-
treffenden Wertes fiir das Widerstandsmoment des rechteckigen

Querschnitts 6 Pr
Omax = W . (98)
Schlufbemerkungen.

Ehe wir die Lebre von der Biegung verlassen, moge noch einmal
ausdriicklich daran erinnert werden, da alle in diesem Abschnitt ab-
geleiteten Formeln auf einer Reihe von Voraussetzungen beruhen. Bei
ihrer Anwendung auf aufergewdhnliche Falle hat man daher stets
sorgfiltig zu priifen, ob die dabei vorkommenden Abweichungen von
diesen Voraussetzungen nicht so groB sind, daB die 7
Formeln unzuverldssig werden. Diese Priifung erfolgt
in der Regel am sichersten durch den gelegentlichen |
Vergleich der Rechenergebnisse mit der Beobach-
tungen oder mit einem Versuche.

Emn Beispiel, dem eine gewisse Bedeutung zu- _

kommt, moge daflir noch angefiibrt werden. Bei
Biegungsversuchen mit [ - Eisen hat man schon wieder-
holt festgestellt, daB die Ergebnisse mit den Voraus-
sagen der gewdhnlichen Biegungsiehre nicht gut zu- i
sammenstimmen. Auf den Grund der Abweichungen Ay 41
moge hier mit einigen Worten eingegangen werden.
Legt man ein [C-Eisen als Balken iiber eine Spannweite und be-
lastet es etwa in der Mitte, so kommt nur dann eine reine Bie-
gungsheanspruchung heraus, wenn die- Lastebene durch die mit I
in Abb. 61 bezeichnete Querschnittshauptachse gebt. Richtet man
den Versuch micht so ein, daB diese Bedingung erfiillt wird. sondern
geht die Lastebene, wie es leicht vorkommt, durch die Mittellinie
des Steges, so entsteht auBer dem Biegungsmoment auch noch ein
Verdrehungsmoment. Unter den gewdhnlich vorliegenden Umstinden
wird dieses zwar nur klein sein gegentiber dem Biegungsmomente.
Trotzdem spielt es aber, wie sich spiter zeigen wird (vgl. § 42), eine
sehr wesentliche Rolle bei der Forméinderung des Triigers, weil ein
Stab von dieser Querschnittsgestalt viel weniger widerstandsfithig gegen
Verdrehen ist als gegen hiegen.

Andert man dagegen die Versuchsanordnung in der Art ab, daB
die Lastebene durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehen muB,
so biegt sich der Flansch, der die Last unmittelbar aufzunehmen hat,
ein wenig gegen den Steg, namentlich in der Nihe der Lastangriffs-
stellen. Damit wird aber dig der ganzen Biegungsiehre zugrunde
liegende Voraussetzung verletzt, daB die Stabquerschnitte bei der
elastischen Forménderung des Trigers ihre Gestalt nicht merklich
dndern konnten.

Bei geeigneten Vorkehrungen wiirde es ja wohl auch moglich sein,
eine Versuchsanordnung zu schaffen, die beide Begleitumstinde und
die von ihnen verursachten Storungen zu vermeiden gestattet. Nur
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in diesem Falle lieflen sich Versuchsergebnisse erwarten, die den Vor-
aussagen der Biegungslehre hinlinglich entsprechen. In den gewthn-
lichen Fillen der Anwendung eines [-Trigers zur Aufnahme von
Biegungsiasten darf man aber nicht darauf rechnen, und man hat
daher einen Triger von diesem Profile fiir solche Zwecke als minder
geeignet anzusehen. Fiir andere Trigerformen, insbesondere fir die
7 -Eisen lassen sich ganz #huliche Betrachtungen durchfiihren. Da-
gegen verhalt sich ein I-Triger unter gewdhunlichen Umstinden, der
Erfahrung zufolge, in der Tat ziemlich genau so, wie es die Theorie
voraussagt. Der Grund dafiir ist natiirlich darin zu erblicken, daB
es bei diesem Profile viel leichter ist, bei der Anstellung eines Ver-
suches daflir zu sorgen, daB die Lastebene durch die Querschnitts-
hauptachse geht.

IV. Die Verdrehungslehre.

§ 35. Stellung der Aufgabe. Die Verdrehungslehre ist an
sich schwieriger als die Biegungslehre. Sie ist auch nicht so
wichtig als diese, weil bei den praktischen Anwendungen der
Festigkeitslehre die Beanspruchung eines Stabes auf Verdrehen
seltener vorkommt als die auf Biegen. Bei den groBen Tragver-
binden z. B., mit deren Entwurf und Berechnung sich die soge-
nannten ,,Statiker* beschiftigen, sucht man zwar die Beanspruchung
der einzelnen Stidbe, aus denen sie aufgebaut werden, sowohl auf
Biegen als auf Verdrehen nach Moglichkeit zu vermeiden. Mit
der Biegung gelingt dies aber nicht so leicht, und sie muf daher
neben der Widerstandsfihigkeit der einzelnen Fachwerkglieder
gegen Zug oder Druck fortwihrend ebenfalls im Auge behalten
werden. Dagegen lifit sich eine Beanspruchung auf Verdrehen
in den meisten Fillen leichter vermeiden oder wenigstens so weit
vermindern, daf man sie vernachléissigen zu diirfen glaubt.

Hieraus erklirt es sich, dall selbst von den Ingenieuren, die
beruflich sehr viel mit Festigkeitsberechnungen zu tun haben, nur
wenige genauer mit der Theorie der Torsion vertraut sind. Da
sie schwierig ist und den meisten entbehrlich erscheint, wird sie
in der Regel vernachlissigt. Auch in den Lehrbiichern spielt sie
meist nur eine untergeordnete Rolle neben der Biegung. Das
soll aber hier nicht geschehen, da es immerbin Fille genug gibt,
bei denen es auf die Widerstandsfihigkeit gegen Verdrehen sehr
wesentlich ankommt. Es richt sich namlich leicht, wenn selbst
eine kleine Verdrehungsbelastung, die neben einer weit gréBeren
Biegungshelastung vorkommt, von vornherein vernachlissigt wird.
Gar manche Erscheinung, die sonst riitselhaft bliebe, klirt sich
auf, wenn man auch auf jene Riicksicht nimmt.

Ein einfaches Beispiel, bei dem' es unbedingt nétig ist, neben
der Biegung auch auf die Verdrehung zu achten, wird durch
Abb. 62 angegeben. Ein Ring ist in AufriB und Grundrif dar-
gestellt, an dem sich vier gleich groBe lotrechte Krifte im Gleich-
gewichte halten. Die Krifte P, und P, sind nach aufwirts und
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die anderen beiden nach abwirts gerichtet. Kin Ingenieur, der
ofters Festigkeitsberechnungen vorzunehmen hat, wird nicht be-
streiten konnen, daB es auch fiir ihn gelegentlich von Wichtigkeit
werden kann, sich ein zuverlissiges Urteil iber das Verbalten
des Rings unter einer solchen Belastung zu bilden. Es ist auch
klar, daBl es nicht gerade ein Ring zu sein braucht, sondern daB
auch ein anders gestalteter Korper unter #hnlichen Umstinden zu
der gleichen Fragestellung fithren kann.

Daf der Ring durch die Lasten P gebogen wird, sieht jeder
sofort ein, Aber nicht jeder denkt zugleich daran, daf mit der
Biegung auch eine Verwindung verbunden
ist und daB sich beide Beanspruchungs-
arten gegenseitig bedingen, so daB es gar
nicht méglich ist, jede fir sich allein zu
untersuchen. Immerhin wird es keines
langen Nachdenkens bediirfen, um einzu-
sehen, daB dies wirklich so ist. Wie viele
aber von den Lesern, die dieses Buch ein-
mal finden wird, wissen auch, daB die
elastische Forminderung des Ringes unter
gewissen Umstéinden so viel mehr von der
Verwindung als von der Biegung herriihrt,
daB diese neben jener kaum in Betracht
kommt? Und doch ist es so, wie man spiter sehen wird, wenn
der Ring etwa aus einem hochkant gestellten Flacheisen oder aus
einem der tiblichen Profileisen hergestellt wurde, also in einem
Falle, der gerade sehr nahe liegt.

Bei den meisten praktischen Anwendungen der Verdrehungslehre
liegt die Aufgabe insofern ganz #hnlich wie bei diesem Beispiele,
als dabei zur Verdrehung gewdhnlich auch noch eine Biegung
hinzukommt. Auf solche Fille wird im n#chsten Abschnitte, so-
weit wenigstens, als es in einem zur Einfithrung des Lesers in
diesen Gregenstand bestimmten Lehrbuche mdglich ist, noch niher
eingegangen werden. Hier aber wollen wir die Verdrehung fiir
sich betrachten, und zwar fiir einen geraden Stab und unter den
einfachsten Bedingungen. Denn diese Frage muf zuerst ent-
schieden werden, ehe man mit Erfolg schwierigere Aufgaben in
Angriff nehmen kann.

Natiirlich ist es von vornherein unsere Ahsicht, die Sitze, zu
denen wir hier gelangen werden, spiter zum mindesten néherungs-
weise auch auf ein kleines Lingenelement eines gekriimmten
Stabes zu iibertragen. Das war in der Biegungslehre zulissig und
auch von jeher iiblich. Der Leser wird daher von vornherein zu
dem gleichen Schritte auch in der Verdrehungslehre geneigt sein.
Aber auch hierbei zeigt sich, daf die Verdrehungslehre schwieriger
ist als die Biegungslehre, denn der Schritt, der so selbstverstéind-

Abb. 62.
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lich erscheint, ist in Wirklichkeit recht gewagt und kann leicht
zu groben Fehlern fiihren. Darauf werden wir spiter noch zurfick-
kommen; aber es schien ndtig, auch schon in der Einleitung darauf
hinzuweisen.

In diesem Abschnitt soll es sich also immer nur um den durch
die axonometrische Darstellung in Abb. 63 gekennzeichneten Be-
lastungsfall handeln. An den beiden Enden des Stabes von der
Linge 1 seien zwei Stangen angebracht, an denen die Krifte P
der im entgegengesetzten Sinne drehenden Kriftepaare vom Mo-
mente Pp angreifen. Die Ebene jedes Kriiftepaares steht senkrecht
zur Stabachse, und der Mo-
mentenvektor fillt daher in
die Richtung der Stabachse.
Das Moment

M=Pp (1)

wird als das Verdrehungs-
oder Verwindungs- oder Tor-
sionsmoment bezeichnet. Hier
gebrauchen wir daftir den-
selben Buchstaben M wie
friher fiir das Biegungsmoment. Wenn spater beide Momente
nebeneinander vorkommen, werden wir einen Zeiger anhingen,
also etwa M, fur das Verdrehungsmoment und M, fiir das Biegungs-
moment schreiben.

Ein Querschnitt in der Stabmitte zerlegt den Stab in zwei
Halften, die sich im wesentlichen in der gleichen Lage befinden.
Die Querschnittsebene ist zwar keine eigentliche oder echte Sym-
metrieebene, da die Pfeile der Krifte auf der einen Stabhilfte
keine Spiegelbilder zu den Pfeilen auf der anderen Seite sind.
Abgesehen von den Pfeilrichtungen ist aber sonst alles symmetrisch
zu beiden Seiten des Mittelquerschnitts, und man kann dies dahin
ausdriicken, daB man die Mittelebene als eine Antisymmelrieebene
bezeichnet.

Daraus 1aBt sich sofort ein wichtiger Schluff ziehen. Da abge-
sehen von den Pfeilen der #uBleren Kriifte zu beiden Seiten des
Mittelquerschnitts alles symmettrisch ist, miissen auch Drang uud
Zwang in beiden Stabhilften in dem vorher angegebenen Sinne
antisymmetrisch zueinander sein. In zwei gleich gelegenen Quer-
schnitten beider Stabhilften werden daher an entsprechenden
Stellen gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Spannungen
ibertragen und auch die Verschiebung gleich gelegener Punkte
bei der elastischen Form#nderung ist beiderseits gleich groB und
entgegengesetzt gerichtet.

Insbesondere folgt daraus, dap in der Mittelebene selbst nur
Schubspannungern und keine Normalspannungen ubertragen werden
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konmen. Kehrt man nimlich von einer Schubspannung im Spiegel-
bilde den Pteil um, so steht diese Umkehrung in Ubereinstimmung
mit dem Wechselwukungsgesetze wonach Kraft und Gegenkraft
zu beiden Seiten des Mittelquerschnitts gleich groB und entgegen-
gesetst gerichtet sein miiscen. Anders ist es dagegen mit den
Normalspannungen. Eine Umkehrung der Pfeile zu beiden Seiten
des Mittelquerschnitts, wie sie vom Wechselwirkungsgesetze ver-
langt wird, fubrt bei ihnen zu einer echten Symmetrie, so nimlich
daB der eine Pfeil das Spiegelbild des anderen ist. Bei dem Be-
lastungsfalle von Abb. 63 miissen wir aber eine Antisymmetrie
erwarten, und diese ist nur moglich, wenn die Normalspannungen
im Mittelquerschnitt iiberall zu Null werden.

Zum Vergleiche erinnern wir daran, daf bei der Betrachtung
des ringférmigen Korpers in § 34 auch eine Symmetrie und zwar
eine echte vorlag und daf wir damals schlieBen konnten, daf in
der Symmetrieebene keine Schubspannungen ibertragen werden.
Dieser Schluf} ist allgemein bekannt und wird sehr hiufig ange-
wendet. Der ihm genau entsprechende Schiuf, daf in einer Anti-
symmetrieebene keine Normalspannungen moglich sind, scheint
wenig bekannt zu sein; er ist aber ebenso sicher wie jener.

Bei der durch Abb. 63 beschriebenen Belastung des Stabes
kann man noch hinzufiigen, da8 sich alle Lingenelemente, in die
man sich den Stab durch eine groBere Zahl von Querschnitten
zerlegt ‘denken kann, mit Ausnahme der in der Nihe der Stab-
enden liegenden nahezu unter den gleichen Bedingungen befinden,
und daB sie sich daber in bezug auf Drang und Zwang nicht
viel voneinander unterscheiden konnen. Dort freilich, wo die
Stangen angreifen, und in der niichsten Nachbarschaft davon,
liegen die Verhiltnisse wesentlich anders. Auf Grund des in § 22
besprochenen Prinzips von de Saint-Venant diirfen wir aber von
einem nihreren Eingehen darauf absehen, solange wir nur nach
dem Verhalten des Hauptteiles des ganzen Stabkorpers mit Aus-
nahme der beiden Endstiicke fragen. Und hierauf allein sollen
sich die weiteren Erorterungen beziehen.

Alles, was jetzt besprochen wurde, dient sebr dazu, die Ver-
drehungslehre zu vereinfachen. DaB sie trotzdem schwieriger ist
als die Biegungslehre, rihrt davon her, daB man in der Biegungs-
lehre die einfache und wobl bewihrte Annahme an die Spitze
stellen koonte, daB die Querschnitte eines Stabes bei der Biegung
eben bleiben. In der Verdrehungslehre geht das aber nicht. Ur-
priinglich hatte man allerdings geglaubt, daB sich dieselbe An-
nabme allgemein auch auf die Form#nderung bei der Verdrehung
iibertragen liefie. Navier, der als der Begriinder der heutigen
Biegungslehre anzusehen ist; hatte gleichzeitiz auch eine sehr
einfache Verdrehungslehre aufgestellt, die ebenso wie jene auf
der Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte beruhte.* Aber
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wihrend sich die Aunahme bei der Biegung bewihrte, hat sie sich
im anderen Falle als triigerisch erwiesen und zu SchluBfolgerungen
gefiihrt, die im grobsten Widerspruche mit den einfachsten Beob-
achtungstatsachen standen.

Diese Erkenntnis kam freilich erst verhiltnism#éfig spit und
erst zu einer Zeit, als sich der Irrtum schon so fest eingewurzelt
hatte, da er nachher nicht leicht zu tiberwinden war. Der Grund
dafiir liegt darin, daB die Naviersche Annahme bei einem Stabe
mit kreisfSrmigem Querschnitt tatsichlich zutrifft und hiermit fiar
diesen Fall auch die darauf gegriindete Theorie. Die Stibe von
kreisfsrmigem Querschnitt, nimlich die Maschinenwellen, waren
es aber, fiir die eine Festigkeitsberechnung auf Verdrehen anfing-
lich hauptsichlich in Frage kam. Nachdem sich die Annahme in
dem zundichst wichtigsten Falle durchans bewihrt hatte, war
man s elbstverstindlich sehr dazu geneigt, ihr auch in allen anderen
Fallen zu vertrauen. Es hat daher lange gedauert, bis die letzten
Anhiinger der Navierschen Verdrehungslehre bekehrt wurden, und
manche davon sind es vielleicht selbst heute noch nicht.

Im einzelnen besteht zwischen Biegungslehre und Verdrehungs-
lehre noch der wesentliche Unterschied, daB es mioglich war, Bie-
gungsformeln fiir Stibe mit beliebiger Querschnittsgestalt aufzu-
stellen, in die es gentigt, nachtriglich noch das dem betreffenden
Querschnitte zukommende und nach einfacher Vorschrift zu be-
rechnende Tragheitsmoment einzusetzen, wihrend in der Ver-
drehungslehre jeder andere Querschnitt auch wieder eine ganz
neue Aufgabe stellt. Diese Aufgabe ist in den meisten Fillen
schwierig zu 16sen und wenn man die Losung wirklich gefunden
hat, gelingt es gewshnlich nicht, sie in einfacher Weise auch auf
dholiche Fille zu fibertragen. In manchen Fillen, die praktisch
gerade sehr wichtig sind, ist dies neuerdings aber doch bis zu
einem gewissen Grade gelungen, nimlich bei den Walzeisentrigern,
deren Querschnitte aus einer Aneinanderreihung schmaler Recht-
ecke bestehen. Davon wird spiter (in § 42) die Rede sein.

§ 36. Die Erfahrungsgrundlagen und ihre analytische
Fassung. Vor vielen Jahren hat Bauschinger einen Verdrehungs-
versuch mit einem Stahlstabe ausgefiihrt, der eine Linge von un-
gefihr 80 em und einen quadratischen Querschnitt von rund 6 cm
Scitenlinge hatte. Nach dem Versuche waren die Kauten in
Sehraubenlinien {ibergegangen, die tiber zwei Umliufe umfaBten.
Die Seitenflichen hatte man vor dem Versuche poliert und mit
der Reifinadel ein Netz von feinen Linien darauf eingerissen, teils
in der Langsrichtung des Stabes und teils senkrecht dazu. Die
Querlinien auf den vier Seitenflichen schlossen sich aneinander
und bildeten zusammen den Querschnittsumrif an der betreffenden
Stelle des Stabes. Nach dem Versuche waren sie stark S-formig
‘gekriimmt. Damit war der augenscheinliche Beweis dafiir geliefert,
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daB ein quadratischer Querschnitt bei der Verdrehung des Stabes
nicht eben bleibt. Im Gegensatze dazu blieben die kreisférmigen
UmriBlinien eines Rundstabes, der ebenso behandelt wurde, auch
nach vollzogener Verdrehung Kreise. In diesem Falle bewihrte
sich daher die Naviersche Annahme, daB die Querschnitte eben
blieben.

Zunschst war durch diesen Versuch freilich nur bewiesen, daB
sich die Querschnitte eines Vierkantstabes bei einer starken bleiben-
den Forminderung tatséchlich krimmen. Xs blieb also immerhin
noch die Moglichkeit bestehen, da die Naviersche Annahme bis
zur Uberschreitung der Proportionalitiitsgrenze des Stahles zuge-
troffen haben konnte und erst nachher eine Abweichung davon
eingetreten wire.. Aber bei FeinmeBversuchen, die mit geeigneten
Hilfsmitteln im Laufe der letzten Jahre im Miinchener Festigkeits-
laboratorium durchgefithrt wurden, hat sich stets gezeigt, dafl alle
Querschnitte, die stark genug von der Kreisform abweichen, auch
schon lange vor der Uberschreitung der Proportionalititsgrenze
bei der Verdrehung eine deutlich nachweisbare Kritmmung er-
fahren.

Auflerdem zeigt sich bei solchen Versuchen, daf alle Stabquer-
schnitte, die nicht zu nahe an den Enden liegen, in der gleichen
Weise gekriimmt werden. Hiernach kann man diesen Beobach-
tungsergebnissen den folgenden formelm#figen Ausdruck geben.
Man betrachte die Stabachse als die X-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems. Den Koordinatenursprung und die Y- und
die Z-Achse denke man sich in einem Querschnitte festgelegt, der
hinlinglich weit von dem einen Stabende entfernt ist, um die
elastische Torminderung von da ab fiir positive Werte von « als
fiberall gleichmifig (also unabhiingig von z) ansehen zu konnen.
Der in dieser Art ausgewthlte Anfangsquersehnitt dreht sich nicht
gegen das an ihm selbst festgeheftete Koordinatensystem; dagegen
erfihrt er eine Kritmmung. Diese hat zur Folge, daB sich irgend-
ein Punkt des Anfangsquerschnitts mit den Koordinaten y, z um
eine kleine Strecke & in der Richtung der Stabachse verschiebt.
Fir manche Punkte des Anfangsquerschnitts wird & positiv, fur
andere negativ sein, und fiir den auf die Stabachse fallenden Punkt
wird § zu Null, da das Koordinatensystem, von dem ans wir die
Verschiebungew £ zihlen, an diesem Punkte festgeheftet ist. Die
Strecken & bilden die Ordinaten der krummen Fliche, in die der
Querschnitt bei der Form#nderung tibergeht, und die Gleichung
dieser Fliche kann in der allgemeinen Form

E=f(ye) (2)

angeschrieben werden, in der f irgendeine unbekannte Funktion
von y und 2 bedeutet, die in zunichst unbekannter Weise von der
Querschnittsgestalt abhingt.
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Von da gehen wir zu einem anderen Querschnitt des Stabes
und zu einem darin gelegenen Punkte mit den Koordinaten zy 2
vor der Form#nderung iiber. Dessen Bewegung liBt sich in zwei
Anteile zerlegen. Der in der Richtung der Stabachse gehende
Anteil £ ist ebenso groB wie der sich auf den Anfangsquerschritt
beziehende Wert von § in Gl.(2), da die Beobachtung lehrt, daB
sich alle Querschnitte in der gleichen Art kriimmen. Der andere
Anteil riihrt von der Drehung des Querschnitts « gegen den An-
fangsquerschnitt her. Wenn wir den auf die Lingeneinheit der
Stabachse bezogenen Verdrehungswinkel mit dem Buchstaben &
bezeichnen, hat sich der im Abstande # liegende Querschnitt gegen
das Koordinatensystem um den Winkel &x gedreht. Wir betrachten
diesen Winkel als sehr klein, da es uns jetzt auf
die Untersuchung der elastischen Forminderung
vor der Uberschreitung der Proportionalitits-
grenze ankommt.

Abb. 64 gibt den in die Querschnittsebene
fallenden Anteil der Bewegung des Punktes
xye in starker VergroBerung an. Den Quer-
schnittsumri kann man sich nach Belieben
hinzudenken. Die Y- und die Z-Achse sind gegen den Anfangs-
querschnitt festgelegt und drehen sich daher nicht mit dem jetzt
ins Auge gefaBten Querschnitt. Der vom Punkte yz beschriebene
Kreisbogen vom Zentriwinkel &2 hat die Liinge &z, die als sehr
klein gegen den Halbmesser r zu betrachten ist. Fiir die beiden
Komponenten # und §, in die wir uns diesen kleinen Weg zerlegt
denken konnen, diirfen wir daher

Abb. 64,

n=—rdzxsineg=— Fxz

(3)
§=+rdxcose =+ Sxy ’
schreiben.

Der in diesen Gleichungen vorkommende Verdrehungswinkel &
kann je nach dem Drehungssinn positiv oder negativ sein. Sobald
er und die durch Gl.(2) ausgedriickte Verschiebungskomponente §
auf irgendeine Weise ermittelt sind, kennt man die elastische
Formiinderung des Stabes vollstindig. Nach dem Elastizitatsge-
setze 186t sich alsdann auch der dazu gehorige Spannungszustand
fiir jede Stelle des Querschnitts angeben.

In der alten Navierschen Theorie der Verdrehung batte man
nur auf den durch die Gleichungen (3) beschriebenen Bewegungs-
anteil bei der ganzen Form#nderung geachtet und § willkiirlich
gleich Null gesetzt. Im allgemeinen Falle sind aber beide Be-
wegungsanteile gleich wichtig, und sie miissen daher beide beibe-
halten werden, um zu einer mit den Tatsachen iibereinstimmenden
Theorie zu gelangen.
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§ 37. Die Naviersche Theorie fiir den Kreisquerschnitt.
Anstatt die vorhergehende Betrachtung unmittelbar fortzusetzen,
wollen wir zunéchst in Anlehnung an Abb. 65 die iibliche einfache
Theorie der Verdrehung eines Stabes vom kreisformigen Quer-
schnitt wiedergeben. Wie schon bemerkt, hat die Erfahrung be-
stitigt, dafl in diesem Falle die Querschnitte eben bleiben. Die
elastische Forminderung eines Stabelementes von der Linge dzx
wird daher bereits vollstindig durch die Angabe des Verdrehungs-
winkels #dx beschrieben. Die Zylindererzeugenden der Mantel-
fliiche des Stabes gehen in Schraubenlinien von grofer Ganghdhe
tiber und ebenso auch jede andere Parallele zur Stabachse, die

Abb. 65. Abb. 66.

man sich im Abstande » von dieser gezogen denken kann. In
Abb. 65 kommen nur Elemente dieser Schraubenlinien vor, die
man genau genug als geradlinig ansehen kann.

Der urspritnglich rechte Winkel zwischen dem Elemente A C
einer solchen Parallele zur Stabachse und der Querschnittsebene
tindert sich bei der Forminderung um einen kleinen Betrag y, und
aus der Abbildung entnimmt man, daB

ydx = ddx - r

gesetzt werden kann, da beide Ausdriicke dieselbe kleine Strecke
AB angeben. Daraus folgt

y = 9r. (4)

Diese Art der Forminderung entspricht augenscheinlich einer
reinen Schiebung; und sie muB daher einen Zustand der reinen
Schubbeanspruchungherbeifiihren. Die in einem Fltichenelemente d F'
des Querschnitts iibertragene Schubspannung td F steht senkrecht
zu dem dahin gezogenen Radius », und die GréBe von r ergibt

ich z ,
e v =Gy = Gor (5)
woraus hervorgeht, daB r nach einem Geradliniengesetze von »

abhéingig ist. KEin Spannungsdiagramm, das diese Verteilung vor
Awugen fihrt, ist in Abb. 66 eingetragen. Fiir die Schubspannung =



142 IV. Die Verdrehungslehre

im Abstande r kann man hiernach auch

T =£1:m,,,x (6)

@
setzen, und die Kraft :d I" hat daher vom Kreismittelpunkte aus
gerechnet das Moment

Fmax rd - r.
a
Die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen zwischen den im
Querschnitt iibertragenen Schubspannungen und dem Verdrehungs-
momente M der #uBeren Krifte am einen
Stabteile wird durch die Momenten-
gleichung

Tmax Tmax ~
=T f,-mp= g (1)

ausgesprochen, wenn darin unter 6, das
polare Trighcitsmoment der Kreisfliche
verstanden wird.
Abb. 67. Um 0, auszurechnen, beziehen wir uns
auf Abb.67. Zwischen den unendlich nahe
benachbarten Kreisen von den Halbmessern # und # -+ dr liegen
nur Flichenteilchen, die gleich weit vom Mittelpunkte entfernt
sind und den Beitrag 27xndr - ! zu 0, liefern. Daher ist

@

4
0p=2nfr3dr=n; . (8)

0

Setzen wir diesen Wert in Gl (7) ein und l6sen nach 7y, auf,

so folgt Ma oM )
Tmax = —9; = zat (9)

Hierauf ergibt sich aus Gl (5) auch der auf die Liingeneinheit
hezogene Verdrehungswinkel 4, nimlich

T Tmax_ M 2M

== Ga = GO, et (10)

Bezeichnet man den ganzen Verdrehungswinkel der Welle von der
Liinge I mit A, so 1aBt sich dafiir auch

2.M1
Ao = "G (11)

schreiben,

Die hier vorgetragene Theorie lit nur eine einzige Ubertragung
auf einen verwandten Fall zu, nimlich auf eine hohle Welle, also
auf einen Querschnitt, der von zwei zum gleichen Mittelpunkte
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gehirigen Kreisen begrenzt wird, wie in Abb. 68. Man erhilt dafiar

at—Db* 2Ma . _ 2M1
bp=n—g 5 =Ty IP T ap—pee (12)

Navier hatte geglaubt, die vorhergehenden allgemeineren Formeln
auf jeden beliebigen Querschnitt Gibertragen zu diirfen, wobei nur
fiir Gp das diesem Querschnitte entsprechende polare Trigheits-
moment einzusetzen wire. Er lief sich da-
bei von der Annahme leiten, daf die Quer-
schnitte bei der Verdrehung stets eben blei-
ben miiBten. Aber ganz unabhingig von
den schon angefithrten Beobachtungstat-
sachen, die dieser Annahme widersprechen,
werden wir sofort einen augenscheinlichen
Nachweis dafiir geben, daf die Navier-
sche Theorie zu ganz falschen Ergebnissen
fiihrte.

§ 38. Die Randbedingung der Verdrehungsaufgabe. Um
zundchst zu zeigen, daB die Naviersche Theorie bei ihrer Anwen-
dung auf den rechteckigen Querschnitt zu den grobsten Wider-
spriichen fithrt, berechnen wir das polare Trigheitsmoment 6,
fiir die Rechteckfliche. Darunter ist der Summenausdruck

0p=fr2dF=f(y2 +2)dF=[ypar +fz2dF= 0,+0. (13)

zu verstehen, der sich, wie aus der Ableitung hervorgeht, nach
dem Pythagoreischen Lehrsatze stets auf die Summe der Haupt-
trigheitsmomente 6, und 6, der betreffenden v
Querschnittsfliche zuriickfithren 146t. Beim Recht- |
eck kénnen wir dafiir diein den Gleichungen (21)
von § 24 aufgestellten Werte einsetzen. Be-
achten wir noch, daB jetst die Bezeichnung a
an Stelle von % fiir die zar Y-Achse gleich- |
gerichtete Rechteckseite getreten ist, so folgt -
a®b + ab® a?+4-b2
6, =" 0 TP (1

und fiir den auf die Lingeneinheit bezogenen Ver-
drehungswinkel & fand daher die Naviersche Theorie gemiB GI. (10)

M 12
O =5,6 " abla*+ 696" (15)
Um diese Formel auf ihre Ubereinstimmung mit den Beob-
achtungstatsachen zu priifen, vergleichen wir zwei Rechtecke mit-
einander, die beide denselben Flicheninhalt a,b, = a,b, haben.
Das eine davon soll ein Quadrat und das andere ein sehr schmales
Rechteck sein. Es moge etwa a, = b; = 1 cm, dagegen a, = 5cm

Abb. 69.
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und b,=1 cm sein. Das letzte Rechteck wiirde dann ungefdhr
dem Querschnitt einer diinnen ReiBschiene entsprechen. Die polaren
Trigheitsmomente ergeben sich nach Gl. (14) far die Reifisehiene
zu 0 = 2,09 cm® und fir das Quadrat zu 0, = 0,17 em*. Die
ReiBschiene hat also ein ungefihr zwdlfmal so groBes 0, als ein
Vierkantstab von derselben Querschnittsfliche. Wenn Gl (15)
richtig wire, miiBte sich demnach die ReiBschiene dem gleichen
verdrehenden Momente gegeniiber zwolfmal steifer verhalten als
ein aus demselben Holze hergestellter Stab von quadratischem
Querschnitte. Jeder, der eine Reiffschiene zur Hand hat, kann
sich aber sofort davon iiberzeugen, daB die ReiBschiene keineswegs
viel steifer ist als der Vergleichsstab, sondern sich entgegen der
Voraussage der Navierschen Theorie umgekehrt schon durch ein
kleines Moment M stark verdrehen 1a8t und jedenfalls weit mehr
als der Vergleichsstab.

Man wird nicht leicht ein uweites ebenso schlagendes Beispiel
dafiir anzugeben vermogen, wie groB die Irrtiimer werden konnen,
zu denen eine Theorie unter Umstéinden fiithrt, wenn sie sich zu
sehr auf die ihr zugrunde liegenden Annahmen verliBt und
dariiber den fortwihrenden Vergleich ihrer Folgerungen mit den
Beobachtungstatsachen vernachlissigt.

DaB die Naviersche Theorie der Verdrehung fiir den Fall des
rechteckigen Querschnitts unrichtig ist, kann hiernach nicht mehr
bezweifelt werden. Wo der nichste Grund fiir den Fehler liegt,
geht aus der schon in § 36 erwihnten anderweitigen Beobachtung
hervor, daB der rechteckige Querschnitt bei der Verdrehung nicht
eben bleibt. Man wird sich aber mit dieser Bemerkung allein
nicht gerne zufrieden geben, sondern wird weiter noch wissen
wollen, woher es wohl kommt, da bei der Biegung fiir beliebige
Querschnitte und selbst bei der Verdrehung wenigstens fiir kreis-

' formige Querschnitte die Naviersche Annahme
i vollstandig zutrifft, wihrend s.e in anderen Fillen
| - t;i und insbesondere beim rechteckigen Querschnitte
. /=) 7 zu so starken Fehlern fiihrt.

e =l Auch auf diese Frage 1liflt sich eine befriedi-

J gende Antwort geben. Die Naviersche Theorie

| hatte nimlich die sehr wichtige Grenzbedingung

i auBer acht gelassen, die nach dem Satze von der

Abb. 70. Gleichheit der einander zugeordneten Schubspan-

nungen am Querschnittsumfange erfiillt sein muB.

Nur beim kreisformigen Querschnitt war die Randbedingung ganz
von selbst erfiillt, bei allen anderen Querschnitten aber nicht.

Fir den rechteckigern Querschnitt wird dies aus Abb.70 er-

sichtlich. Nach der Navierschen Theorie miiite nimlich die in

einem Flichenteilchen d ' am Rande tibertragene Schubspannung ¢

rechtwinklig zu der vom Mittelpunkte aus dahin gezogenen Ver-
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bindungslinie stehen, weil bei eben bleibenden Querschnitten
auch die Schiebung in dieser Richtung erfolgte. Diese Richtung
steht aber im allgemeinen schief zur UmriBlinie des Querschnitts;
nur beim kreisférmigen Querschnitt steht jeder Radius senkrecht
zur Unmriflinie. Beim rechteckigen Querschnitt kann man dagegen
7 in die beiden Komponenten 7, und 7,, zerlegen, von denen die
eine in die Richtung der UmriBhinie fillt und die andere senkrecht
dazu steht.

Jeder dieser beiden Komponenten 1iBt sich eine zugeordnete
Schubspannung gegeniiberstellen, die nach Gl (12) von § 14 und
den daran gekniipften Bemerkungen gleich grof mit ihr sein mu8.
An einem unendlich kleinen rechteckigen Parallelepiped, von dem
d F eine Seitenfliche bildet, wiirde jedoch die der Komponente 7,,,
zugeordnete Komponente z,, anf einer zur freien Staboberfliche
gehorigen Seitenfliche angreifen. Da aber nach auBen hin nichts
mehr angrenzt, was eine solche Kraft iibertragen kénnte, muff dort
7,, su Null werden und damit auch z,,, um das Gleichgewicht
gegen Drehen an dem Parallelepiped herbeizufiihren.

Durch diese Uberlegung sind wir zu der die ganze Verdrehungs-
lehre beherrschenden, aber auch heute noch in technischen Kreisen
nicht iiberall geniigend bekannten und daher hiufig auBer acht
gelassenen Randbedingung gelangt, die sich in die Worte fassen
laBt:

»Am Querschnittsumfange miissen die Schubspannungen iberall
tangential gerichtet sein®.

Bei Hohlquerschnitten gilt dieser Satz aus den gleichen Griin-
den nicht nur fiir den &uBeren, sondern ebenso auch fir jeden
inneren Rand.

An den Eckpunkten des rechteckigen Querschnitts verschwin-
den nach diesem Satze die beiden Komponenten v,, und 7,,, d. h.
die Ecken bleiben ganz spannungsfrei. Diese Folgerung der von
de Saint-Venant begriindeten Verdrehungslehre steht im schirfsten
Widerspruche mit der Navierschen Theorie, aus der man schlo8,
daB an diesen Stellen gerade die groBten Spannungen auftreten
miiBten. Der Fehler liegt natiirlich auf der Seite der alten Theo-
rie. Er zeigt von newem, wie weit man fehigehen kann, wenn
man sich blindlings auf eine so willkiirliche Annahme verlit wie
die, daB die Querschnitte unter allen Umstinden eben bleiben
miiften.

§ 39. Ansitze zur strengen Theorie der Verdrehung. Die
im mathematischen Sinne dieses Wortes als ,streng” bezeichnete
Theorie der Verdrehung wurde von de Saint-Venant aufgestellt,
dem unmittelbaren Nachfolger von Navier als Professor an der
Pariser école polytechnique. Er hat die Irrtimer von Navier er-
kannt und sie widerlegt und eine einwandfrei begriindete Theorie
aufgebaut, die mit den Beobachtungstatsachen gut iibereinstimmt.

Teubn. Leitf. 17: F5ppl, Grundztige der Festigkeitslehre 10
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Dagegen gelang es ihm nur in einer beschriinkten Zahl von Fiillen,
die Verdrehungsaufgabe vollstindig zu losen. Was er dabei ge-
funden hat, ist. und bleibt richtig und zugleich praktisch wertvoll.
Aber fir die Anforderungen der Technik reichte es nicht aus, so
daB man sich spiter zu anderen Ansiitzen gendtigt gesehen hat,
um wenigstens zu gut brauchbaren Niherungslosungen fiir solche
Fille zu gelangen, bei denen die strenge Theorie versagte. Aus
diesem Grunde wollen wir uns hier nicht lange bei der strengen
Theorie aufhalten. Mit ihren Hauptgedanken muf sich aber jeder
vertraut machen, der sich in der Verdrehungslehre die Befihigung
zu selbstindigen Utrteilen erarbeiten will.

Man gelangt zu den Hauptgleichungen der strengen Theorie
durch eine Foribildung der schon in den Gleichungen (2) und (8)
von § 36 auf Grund der Beobachtungstatsachen aufgestellten An-
sitze. Der Weg von de Saint-Venant selbst war freilich linger
und mithsamer, und er war auch im mathematischen Sinne strenger
in der Begritndung. Die Ergebnisse, zu denen man dabei gelangt,
sind aber in beiden Fillen dieselben, und es geniigt daher voll-
stindig, wenn wir den Leser hier auf dem kiirzeren Wege zum
Ziele fiihren.

Wir iibernehmen also aus § 36 die Gleichungen

E={f(y2); nm=—90xz (= dzy (16)
und schlieBen aus dem durch sie beschriebenen Zwange auf den
damit verbundenen Drang. Zunichst ergibt sich daraus, daB an
einem unendlich kleinen Parallelepipede, das wir uns durch Schnitte
in den Richtungen der Koordinatenebenen irgendwo aus dem Stabe
herausgeschnitten denken koénnen, keine Normalspannungen an-
greifen kénnen. Aus den Gleichungen folgt nimlich fir die be-
zogenen Dehnungen

08

on 0§

i 0, ebenso & = by = 0 und ¢= 5 =0
Nach dem Elastizititsgesetze folgt aber daraus, daB auch
6,=0,=0,=0 (17)
wird. Ebenso findet man (vgl. Gl. (19) auf S. (52))
—?—g+g—y§=—ﬁw+ﬁx=0
und dahker auch 7,,= 0. (18)

Fiir die alsdann allein noch ibrighleibenden Schubspannungs-
komponenten erhilt man auf demselben Wege

Yoy = Ty "G(a§+ax) G(f—f—ﬁ)

(19)
Tor = Tox= G (’a‘; + ﬁ) =G (37 + 99)



§ 89. Ansiitze zur strengen Theorie der Verdrehung 147

Hierauf erinnern wir uns der zwischen allen diesen Spannungs-
komponenten bestehenden Gleichgewichtsbedingungen gegen Ver-
schicben in den drei Achsenrichtungen, diein den Gleichungen (37)
von § 20 ausgesprochen wurden. Diese Gleichungen lauten in
der ihnen damals gegebenen allgemsinen Form nach Streichen der
sich auf die hier nicht vorkommenden Massenkrifte beziehenden

Glieder
06, afym + 21“, -0

ox

aﬁy+afzy + afxy =0 \. (20)
Z Xz %L_

Bz Vc";:c__l— oy =0

Setzt man fiir die Spannungskomponenten ihre Werte aus den
Gleichungen (17), (18) und (19) ein, so sieht man, daB die bei-
den letzten Gleichungen ohne weiteres erfiillt sind, da alle in
ihnen vorkommenden Glieder zu Null werden. Die erste Gleichung
geht zuniichst tiber in

?31“_*_3 -0

oder nach Einsetzen aus den Gleichungen (19) in
2 + aAzz =0 (21)

und diese Gleichung kann als die Hauptgleichung der strengen
Theorie der Verdrehung bezeichnet werden. Aus ihr 148t sich
némlich schlieBen, welchem Gesetze die krumme Fliche gehorcht,
in die der ebene Stabquerschnitt bei der elastischen Forminderung
des Stabes tibergeht. Sie bildet, wie man auch sagen kann, die
Differentialgleichung der Verwindungsfldche.

Gleichung (21) 148t unendlich viele voneinander verschiedene
Losungen zu, und es macht gar keine Schwierigkeiten, beliebig
viele solcher Losungen und schlieBlich auch die allgemeinste Losung
anzugeben, in der alle tibrigen enthalten sind. Aber damit ist die
Verdrehungsaufgabe noch lange nicht geldst. Die Anpassung der
allgemeinen Losung an die im besonderen Falle hestehenden Grenz-
bedingungen macht erst die Hauptschwierigkeit aus, die in den
meisten Fillen iiberhaupt nicht zu tiberwinden ist.

Am Schlusse von § 38 wurde die Randbedingung ausgesprochen,
von der gesagt wurde, daB sie die ganze Verdrehungstheorie be-
herrscht. Wir wollen sie jetzt ebenfalls in Gestalt einer Gleichung
anschreiben. An einer bestimmten Stelle des Querschnittsumrisses
mdge zwischen den Koordinaten der UmriBlinie irgendeine Glei-

chun
g y = f(2)
10%*
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bestehen, in der f eine beliebige Funktion sein kann, Die Rich-
tung der Tangente, die sich im Pankte yz an diese Kurven legen

158t, wird durch den Differentialquotienten Z—g beschrieben. Die

Bedingung, daB die Schubspannung an dieser Stelle mit den Kom-
ponenten 7,, und 7, in die Richtung der Tangente fallen soll,
158t sich daher in der Gleichung

Toy _ dy

o, dz (22)
ausdriicken. Setzt man die Werte von 7, und 7,, aus den Glei-
chungen, (19) ein, so 1Bt sich dafiir auch

05 _

oy 7" _ dy 23
0k oo " dz (28)
Pz + &y

schreiben und damit ist die Randbedingung ausgesprochen, der
die gesuchte Funktion £ auBer der Hauptgleichung (21) ebenfalls
noch, und zwar an allen Stellen des Querschnittsumrisses ge-
niigen muB.

Gelingt es, filr eine gegebene Querschnittsgestalt durch einen
passenden Ansatz fiir £ der Gleichung (21) an allen Stellen der
Querschnittsfliche und zugleich der Gleichung (23) an ailen Stellen
‘des Randes zu geniigen, so bleibt nur noch die verhiltnismiBig
einfache Aufgabe zu 16sen, die in der letzten Gleichung vorkommende
unverinderliche GréfBe & zu ermitteln. Das geschieht durch An-
schreiben einer Momentengleichung fiir das Gleichgewicht gegen
Drehen zwischen den im Querschnitte iibertragenen Schubspan-
nungenmitdem vonden suBeren Kriften herriihrenden Verdrehungs-
momente M.

_Piir eine Anzahl von Fillen, insbesondere den elliptischen, den
rechteckigen und den regelmiBig dreiseitigen Querschnitt und auch
noch fiir verschiedene krummlinig begrenzte Querschnitte beson-
derer Art hat de Saint-Venant um die Mitte und in der zweiten
Hilfte des vorigen Jahrhunderts die vollstindige Losung dieser
Aufgabe gefunden. In § 44 werden wir darauf nochmals zuriick-
kommen.

§ 40. Die beiden Gleichnisse der Verdrehungslehre. Wir
zeigten vorher, daB die strenge Losung der Verdrehungsaufgabe
fiir einen bestimmten Querschnitt von einer Ldsung der Differen-
tialgleichung (11) abhiingt, die zugleich der durch Gl (22) oder
(28) ausgesprochenen Randbedingung gentigt. Von derselben ein-
fach gebauten Differentialgleichung (21) hiingt aber auch in ver-
schiedenen anderen Teilen der theoretischen Physik die Lisung
gar mancher wichtigen Frage ab, die im #ibrigen mit der uns hier
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beschiftigenden gar nichts zu tun hat. Manchmal trifft es sich
dabei, daB auch noch eine Randbedingung von der gleichen Art
hinzutritt wie bei der Verdrehungsaufgabe. Die mathematische
Aufgabe, die Gleichung zu 16sen und die Randbedingung zu be-
friedigen, ist dann in beiden Fillen dieselbe, und man vermag da-
her jede auf dem einen Gebiete durch irgendeinen glicklichen
Griff oder sonstwie gefundene Losung sofort auch auf dem anderen
Gebiete nutzbar zu machen.

Auf diesen Bemerkungen beruhen die beiden Gleichnisse, mit
denen wir den Leser hier bekannt zu machen haben. Eine strenge
Beweisfilbrung verlangt freilich vorher schon eine gewisse Be-
kanntschaft mit den Erscheinungen und ihrer Theorie, die auf
dem anderen Gebiete vorliegen, das zum Vergleiche herangezogen
werden soll. Durch diesen Umstand darf man sich aber als An-
finger nicht abschrecken lassen, auch wenn man von dem anderen
Gebiete noch sehr wenig wei. Denn auf den strengen Beweis
kommt es dabei nicht so viel an als auf die Moglichkeit, den Zu-
sammenhang anschaulich zu erfassen.

Es ist sogar zuliissig, auf einen Beweis ganz zu verzichten und
die beiden Gleichnisse der Verdrehungslehre als Annahmen hinzu-
stellen, die willkiirlich zu Ausgangspunkten der Untersuchung ge-
wihlt werden sollen, ausschlieBlich mit der Begriindung, daB sich
die anf diesem Wege erhaltenen Folgerungen beim Vergleiche mit
allen wichtigeren Beobachtungstatsachen bereits hinlinglich be-
wibrt haben. Die Gleichnisse erscheinen dann als Axiome, ge-
nau so wie in der Biegungslehre die Annahme, daB die Querschnitte
eines Stabes bei der Biegung eben bleiben.

Durch ein solches Vorgehen wird erreicht, daB jeder Anféinger,
der sich mit der Verdrehungslehre bekannt machen will, ohne
sehr viel Zeit darauf anwenden zu kdnnen, sofort mit der beiden
Gleichnissen bekannt gemacht wird und sie zu gebrauchen lernt.
Damit wird ihm der Schliissel in die Hand gegeben, der eine Reihe
von Fragen hinreichend genau zu losen gestattet, die fiir die prak-
tischen Anwendungen von grofer Bedeutung sind. — Besser frei-
lich ist es, wenn der Leser nicht nur der nachfolgenden Beschrei-
bung, sondern auch der dazu gegebenen Begriindung der beiden
Gleichnisse mit Verstindnis zu folgen vermag.

Das zuerst von Thomson und Tait aufgestellie hydrodynamisclie
Gleichnis fihrt die Verdrehungsaufgabe auf eine Aufgabe der
Strémungslehre zuriick, nimlich auf die Aufgabe, cine ebene Wasser-
stromung innerhalb eines dem Stabkorper kongruenten Hohlraumes
anzugeben, bei der die Wirbelstirke in allen Punkten des Quer-
schuitls gleich grof ist.

Man setzt nimlich die Geschwindigkeitskomponenten v, und v,
der Wasserstromung in den Richtungen der Koordinatenachsen in
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jedem Punkte des Querschnitts

v,=mz,, und v,=mz,, (24)

worin m einen der hydrodynamischen Abbildung des Spannungs-
feldes zugrunde gelegten unverinderlichen MaBstabfaktor bedeutet,
den man nach Belieben wihlen darf. Durch den Ansatz (24) wird
zungchst erreicht, daB die Geschwindigkeit der Stromung iiberall
gleich gerichtet mit der Schubspannung an der betreffenden Stelle
und mit ibr verh#ltnisgleich ist.

Die Strdmung einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit ist der
sogenannten Kontinuitdtsbedingung unterworfen, nimlich der Be-
dingung, daB in jeden beliebig abgegrenzten Teil des von der
Stromung durchflossenen Raumes, damit er stets von der Flissig-
keit erfiillt bleibt, ebensoviel einstromen mufl, als wihrend der
gleichen Zeit an anderen Stellen davon ausflieBt. Grenzt man in
der Bewegungsebene ein kleines Rechteck von den Kantenlingen
dy und dz ab, so liBt sich die Bedingung fiir diesen Raum durch
die Gleichung

0
’Uy + 0%
aussprechen. Wegen des in den Gleichungen (24) ausgesprochenen
Y Zusammenhanges mufl da-
I her auch

I ar‘”!! + ara;z — 0

w sein und wenn man fiir die

7 ihre Werte aus den Glei-
chungen (19) einfiihrt, folgt

daraus
o TZ e o
8y’+az’

in Ubereinstimmung mit
Gl. (21). Man sieht daher,
daB die hydrodynamische
} Abbildung von vornherein

_L dafiir sorgt, daB diese
Abb. 71 Hauptgleichung der Verdre-

hungstheorie erfiillt wird.

Auch die Randbedingung, die in den Gleichungen (22) oder (23)
ausgesprochen wurde, wird von vornherein von ihr erfiilit. Zur
Erlduterung moge dabei Abb. 71 dienen, die sich auf einen recht-
eckigen Querschnitt bezieht. Die in ihn eingetragenen Linien
konnen entweder als Spannungslinien aufgefaBt werden, nimlich
als Linien, die tiberall in der Richtung der dort herrschenden
Schubspannung fortschreiten, oder auch als Stromlinien der Fliissig-
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keitsstromung. Nach der in § 35 im Anschlusse an Abb. 70 be-
sprochenen Randbedingung muB die #uflerste Spannungslinie
mit der UmriBlinie des Querschnitts zusammenfallen. Das gilt
aber ebenso auch von der HuBersten Stromlinie, da die Fliissig-
keit die Wand nicht durchsetzen kann, sondern ihr entlang
fliefen muf.

Die bisher besprochenen Bedingungen gentigen aber noch nicht,
um die Wasserstromung vollig zu bestimmen. Die allgemeine hy-
drodynamische Aufgabe, mit der wir uns hier beschéftigen, ver-
langt die Ermittelung von zwei unbekannten Funktionen v, und v,,
wihrend die Losung der Verdrehungsaufgabe nur von der Er-
mittelung der einzigen unbekannten Funktion § der Querschnitts-
koordinaten abhing. Daher muf noch eine weitere Bedingung
zwischen v, und v, hinzutreten, um gerade jene unter den bisher
noch moglichen Wasserstromungen heraussuchen zu konnen, die
dem Kraftflusse bei der Verdrehungsaufgabe entspricht.

Man gelangt zu dieser weiteren Bedingungsgleichung, indem
man die erste der Gleichungen (19) partiell nach z und die zweite
nach y differentiiert wnd hierauf beide voneinander subtrahiert.
Daraus entsteht die Gleichung

0tzy 0T,

"a’?' - 7?/;/" _ 2G'9‘. (25)

Bei der Wasserstromung, die der Verdrehungsaufgabe entspricht,
muB den Gleichungen (24) gemiB hiernach

¥ 0V,

o — = —2mGo (26)
sein, worin der aut der rechten Seite stehende Wert fiir alle Stellen
des Querschnitts gleich groB ist. Der linksstehende Ausdruck wird
aber in der Hydrodynamik als ein MaB fiir die Stirke angesehen,
mit der die Fliissigkeit an der betreffenden Stelle wirbelt. Hier-
nach erklirt sich eine vorher bei der Aussage des hydrodynami-
schen Gleichnisses gebrauchte Bezeichnung.

Von vornherein ist die Forderung, daB die Wirbelstirke der
Stromung tiberall gleich groB sein soll, freilich nur fiir jene Leser
verstindlich, die mit dem Begriffe der Wirbelstirke schon von
friiher her bekannt sind. Man kann sie aber in anschaulicher
Weise ungefihr wenigstens auch dahin auslegen, da die Strom-
linien jedenfalls einen glatten, mdglichst einfachen und regel-
miifigen Verlauf nehmen miissen. Da nun die duBerste Strom-
linie mit der UmriBlinie des Querschnitts zusammenfillt, kann
man daher nicht sehr im Zweifel dariiber sein, wie die niichst be-
nachbarten ungefihr verlaufen werden. Auf diese nachst benach-
barten kommt es aber, wie man spéter sehen wird, hauptsiich-
lich an.
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Eine genauere Auskunft iiber den Stromlipienverlauf, die ohne
besondere Vorkenntnisse verstindlich ist, gibt das von L. Prandtl
aufgestellte Seifcnhautglcichnis, das daher eine wichtige Erginzung
des ersten Gleichnisses bildet. Bei ihm handelt es sich um den
folgenden Zusammenhang.

In den Deckel eines GefiBes sei ein Loch geschnilten von ge-
nau derselben Gestalt, wie sie der Querschnitt des Stabes hat, fiir
den man die Verdrehungsaufgabe 16sen will. Man iiberspanne
dieses Loch mit einer Seifenhaut mit denselben Hilfsmitteln, mit
denen man die Seifenblasen herzustellen pflegt. Solange der
Luftdruck im Gef#Ble ebenso groB ist wie auBerbalb, bleibt die
Seifenhaut eben. Sobald man aber den Luftdruck im Gefifie et-
was erhoht, baucht sie sich ans. Bei der Ausfibrung des Ver-
suches darf man sie jedoch nur so weit aufblasen, daB die hochste
Erhebung, die die gewtlbte Fliche dabei erfihrt, immer noch als
klein gegeniiber den Abmessungen des Loches und hiermit des
ihm entsprechenden Querschnittes angesehen werden kann. Zur
strengen Giiltigkeit des Prandtlschen Gleichnisses wiirde nimlich
eigentlich gehoren, daf die Ausbauchung unendlich klein bliebe.
Der von der Verletzung dieser Bedingung herriihrende Fehler
kann aber bei der Ausfithrung des Versuches in hinléinglich engen
Grenzen gehalten werden.

Die Seifenhaut schlieBt mit der Ebene des Deckelrandes einen
Raum ein, den Prandtl als den Spannungshiigel bezeichnet hat.
Man kann die Gestalt dieses Hiigels dadurch beschreiben, daf man
in den GrundriB Linien gleicher Hohe eintriigt, wie sie in Land-
karten zur Geldndedarstellung verwendet werden. Von diesem
Spannungshiigel, der also durch einen einfachen Versuch herge-
stellt und dabei auch genan genug ausgemessen werden kann,
lassen sich die folgenden Behauptungen aufstellen:

1. Diein dew Grundrif eingetragenen Linien gleicher Hohe decken
sich mit den Spannungslinien der Verdrehungsaufgabde fiir dem zu-
gehirigen Stabquerschnitt.

2. Das Gefall des Hiigels ist an jeder Stelle proportional der
Grife der an der zugehorigen Stelle des Querschnitls diberlragenen
Schubspannung.

3. Der Rauminhalt des Spannungshiigels ist fiir verschiedene Quer-
schwitte unter somst gleichen Umstinden proportional dem Drillungs-
widerstande des Querschnitls.

Die im letzten Satze gebrauchte Bezeichnung ,, Drillungswider-
stand“ bedarf noch einer néheren Erklirung. Der auf die Lingen-
einheit des Stabes bezogene Verdrehungswinkel & wird beim kreis-
formigen Querschnitt nach Gl 10 von § 87 durch die Formel

M
¥ = g, (27)
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angegeben. Das darin vorkommende Produkt G 6 nennt man die
Verdrehungssteifigheit des Stabes, weil & um so kleiner ausfillt,
je groBer bei gegebenem M das Produkt ist. Diese Stelﬁgkelt
hingteinerseits vom Schubmodul G, also vom Stoffe ab und anderer-
seits von der Gestalt und von der GroBe des Stabquerschnitts, die
in @ zum Ausdruck kommen. In der Navierschen Verdrehungs-
lehre nahm man an, daB Gl (27) auf jede Querschnittsgestalt an-
wendbar sei, so daB z. B. fiir den rechteckigen Querschnitt Gl (15)
von § 38 giiltig wire. Das war nun freilich falsch. Jedenfalls
kann man aber Gl (27) in der Art auf einen beliebigen Quer-
schnitt iibertragen, daB man u

= (28)

setzt und unter J einen nur noch von der Gestalt und von der
GriBe des Querschnitts abhéingigen Wert versteht, der in derselben
Einheit, also in der vierten Potenz der Liingeneinheit auszudriicken
ist wie in Gl (27) das Trigheitsmoment 6,. Das muB nimlich
gefordert werden, damit Gl. (28) ebenso wie GL. (27) in den Di-
mensionen der darin vorkommenden Grofen richtig ist.

Welchen Wert man fiir J anzunehmen hat, damit Gl. (28) den
richtigen Wert des Verdrehungswinkels liefert, hingt von der be-
sonderen Querschnittsgestalt ab. Diese GroBe J ist es, die wir
als den Drillungswiderstand bezeichnet haben. Von ihr steht bis
jetzt nur so viel fest, da$l sie im Falle des kreisformigen Quer-
schnitts gleich dem polaren Trigheitsmomente ist.

Hier kommt vns nun der dritte der vorher angefiihrten Prandtl-
schen Sitze zu Hilfe. Er lebrt, wie man durch Ausfithrung des
Seifenblasenversuchs und Ausmessung des Spannungshiigels den
Drillungswiderstand fiir irgendeinen Querschnitt ermitteln kann.
Selbst schon auf Grund ven friher gemachten und im Gedicht-
nisse aufbewahrten Erfahrungen iiber das Verbalten der Seifen-
blasen vermag man den Drillungswiderstand in manchen Fillen
wenigstens uungefiihr abzuschiéitzen. Man kann dabei etwa so vor-
gehen, da man sich in den-Deckel des Gefifles zwei Licher ge-
schnitten denkt, von denen das eine kreisformig ist und denselben
Flécheninhalt hat wie das andere, das dem Querschnitte entspricht,
ftir den man den Drillungswiderstand abschitzen will. Man ver-
gleicht die beiden Spannungshiigel miteinander, die zu dem gleichen
Luftiiberdrucke im Gefiie gehdren, und findet daraus nach dem
unter 3. angefiihrten Satze den gesuchten Drillungswiderstand,
da der fiir den kreisférmigen Querschnitt von vornherein schon be-
kannt ist.

Es muB noch bemerkt werden, daB das Seifenhautgleichnis fiir
Hohlguerschnitte weniger brauchbar ist. Es 148t sich zwar auch
auf diesen Fall iibertragen, aber nur mit Umsténdlichkeiten, auf
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die wir hier nicht eingehen wollen, weil sie die praktische An-
wendung des Vergleiches nicht mehr lohnend erscheinen lassen.

Man beweist die Prandtlschen Sitze, indem man zuerst die Diffe-
rentialgleichung fiir die krumme Fliche aufstellt, nach der sich
die durch die Kapillarspannungen zusammengehaltene Seifenhaut
unter der Belastung durch den Luftiiberdruck ausbaucht. Diese
Gleichung stimmt zwar nicht ganz mit Gl. (21) tiberein, aber sie
ist dhnlich gebaut, und hierauf beruht die Moglichkeit, die Ver-
drehungsaufgabe mit Hilfe des Seifenblasenversuchs zu 16sen. Man
kann den ausfiihrlichen Beweis in ,,Drang und Zwang", Bd. II, § 67
finden. Der Anfiéinger mige die Prandtlschen Sitze einstweilen
als eine Annahme gelten lassen, die sich hew#hrt hat, und sich ihre
Nachpriifung fiir eine spitere Stufe seiner Ausbildung vorbehalten.

Nur darauf méoge noch hingewiesen werden, daB die Randbe-
dingung der Verdrehungsaufgabe beim Seifenblasenversuche ohne
weiteres erfiillt wird, da die unterste Linie gleicher Héhe von
selbst mit dem Querschnittsrande znsammenfillt.

§ 41. Der Drillungswiderstand eines Flacheisens. Das
»Flacheisen hat einen rechteckigen Querschnitt, dessen Langseite
weit groBer ist als die Schmalseite. Um zu einem brauchbaren
Niherungswerte fiir den Drillangswiderstand zu gelangen, gentigt
es, ihn fiir den Grenzfall zu berechnen, daB die Langseite als un-
endlich groB im Vergleiche zur Schmalseite angesehen werden

kann.

Denkt man sich die Langseite des Rechtecks in Abb. 71 stark
vergroBert, so ziehen sich die Spannungslinien immer mehr in die
Linge, und der mittlere Teil des ganzen Bildes sieht alsdann

¥

’ 2

Zon |
| z,,H

Abb. 12.

ungefihr so aus wie Abb. 72, die als eine nach
oben und unten hin abgebrochene Zeichnung
des Spannungslinienverlaufes anzusehen ist. Im
mittleren Teile des Querschnitts miissen nimlich
die Spannungslinien ziemlich genau geradlinig und
parallel mit den benachbarten UmriBseiten verlaufen.
Aus dem Vergleiche mit einer Seifenblase iiber einer
schmalen und sehr langgestreckten Spalte folgt dies
ohne weiteres.

NachG1.(25)von § 40 besteht fiir jeden Querschnitt
und fiir jede Stelle im Querschnitt die Bezichung

a’w . a""xz

Py 2y — 269,

die sich hier wesentlich vereinfacht, weil im mittleren Teile des
schmalen Rechtecks r,, durchweg genau genug als Null angenommen

werden kann.

Es bleibt dann

af}'g/

— Al
L~ — 2069,
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und durch Integration nach z erhilt man daraus

1, =—2G9z. (29)

@y

Hierbei ist nimlich zu beachten, daB} 7,, in dem jetzt allein in
Frage kommenden mittleren Teile des Querschnitts nicht von y
abhingig sein kann. Dies folgt aus dem hydrodynamischen Gleich-
nisse, indem bei parallelen Stromlinien die Geschwindigkeit in
einer Stromlinie iiberall gleich grof sein muf, damit durch jeden
Querschnitt eines Stromfadens dieselbe Menge flieBen kann. Zu
demselben Schlusse gelangt man auch auf Grund des zweiten der
Prandtlschen S#tze. Da ferner fir y = O aus Symmetriegriinden
Ty 20 Null werden muB, ist auch die Integrationskonstante, die
man sonst in Gl. (29) noch hinzuftigen kipnte, gleich Null zu
setzen.

Gl. (29) lehrt uns, daB sich die Schubspannungen lings der in
der Richtung der Schmalseite des Rechtecks gezogenen Z-Achse
nach einem Geradliniengesetze verteilen miissen. Im unteren Teile
von Abb. 72 ist ein Diagramm dieser Spannungsverteilung ge-
zeichnet. Bezeichnet man die im Abstande @ auftretende groBte
Spannung dem Absolutwerte nach mit tmax, so kann man auch,
wie aus dem Diagramm hervorgeht,

T.

= max z (30)

T = —-
2

setzen. Der Vergleich mit Gl (29) lebrt alsdann, daf zwischen
Tmax Und & die Beziehung besteht

T

¥ =suG (31)

Es handelt sich jetzt vor allem darum, . zu berechnen. Dazu
dient eine Momentengleichung fiir das Gleichgewicht gegen;Drehen
zwischen den im Querschnitte fibertragenen Schubspannungen und
dem von den #uBeren Kriiften herrithrenden Verdrehungsmomente
M. Bei ihrer Aufstellung diirfen wir uns aber nicht darauf be-
schrinken, nur die im mittleren Teile des Querschnitts zutreffende
Spannungsverteilung ins Auge zu fassen, wie es in Abb. 72 ge-
schehen war. Die Spannungen sind zwar, wie aus beiden Gleich-
nissen leicht zu schlieBen ist, in den nach den Enden hin lie-
genden Querschnittsteilen viel kleiner als im mittleren Teile. Dafiir
sind aber ihre Hebelarme vom Mittelpunkte des Rechtecks aus
gerechnet weit gréBer als im mittleren Teile, und so kommt es,
daf auch die gering gespannten Endteile einen sehr wesentlichen
Beitrag zur Momentensumme liefern.

Wir haben daher eine Querschnittszeichnung notig, die den
Kraftlinienverlauf im ganzen Querschnitte vor Augen fiihrt. Um
den sonst dafiir erforderlichen Raum zu ersparen, helfen wir uns
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damit, in Abb. 73 die Zeichnung fiir ein Rechteck auszufithren,
dessen Seiten von gleicher Grifenordnung sind, und uns nachtrig-
lich zu iiberlegen, wie man die Zeichnung abzuindern hat, wenn
die Halbseite b viel groBer wird als die Halbseite a.

In die Zeichnung sind zwei benachbarte Spannungslinien ein-
getragen, die auf der Z-Achse Abschnitte z und z 4 dz vom
Ursprunge O aus gerechnet bilden. Bei der hydrodynamischen

‘ Abbildung des Spannungsverlaufes

liegt zwischen beiden ein Strom-

faden, durch dessen Querschnitt
iiberall dieselbe Fliissigkeitsmenge
flieBt. Fassen wir ein Element 4 B

des Stromfadens von der Linge d's

und der Breite dx ins Auge, so
muB demnach die der dort auf-
~Ztretenden Geschwindigkeit ent-
z,, Sprecbende Schubspannung 7 mit
der im Abschnitte dz auf der Z-
Achse tiibertragenen Schubspan-
nung 7,, in dem Zusammenhange

Tdn = 1,,dz (32)

stehen. In dem Flichenteilchen
Abb. 73, dnds wird die Kraft vdnds tber-
tragen, und das Moment dieser
Kraft in bezug auf O als Momentenpunkt ist prdnds, wenn der
Hebelarm mit p bezeichnet wird. Hierfiir kann man nach Gl (32)
auch
Tpyd2  pds
schreiben. FaBt man alle Flichenteilchen zusammen, die zwischen
den beiden Spannungslinien enthalten sind, so liefern sie zur
Momentengleichung einen Beitrag d M, fiir den man

Tm X :
dM = [z, de-pds = vwdzfpds =—f— zdz | pds (33)

erhiilt. Hierin ist fiir 7, obne Rilcksicht auf das Vorzeichen der Wert
aus Gl (30) eingesetzt. Auf das Vorzeichen kommt es nimlich
hier nicht an, da alle v jedenfalls im gleichen Sinne um den Mo-
mentenpunkt O drehen, entweder alle so, wie in Abb. 73 an-
genommen wurde, oder alle im entgegengesetzten Sinne.

Das Produkt pds gibt nach Abb. 73 den doppelten Inhalt des
durch Schraffierung hervorgehobenen Dreicks O A B an. Alle diese
Dreiecke zusammen genommen bilden den Inhalt ¥ des vom Strom-

faden umschlungenen Teiles der Querschnittsfliche und ﬁds ist



§ 41. Der Drillungswiderstand eines Flacheisens 157
daher gleich 2 F' zu setzen. Fiir d M ergibt sich daher jetzt

T
AM =2 2F - pde. (34)
a

Jeder andere Stromfaden liefert einen Beitrag von derselben
Form und wenn wir die Summe daraus bilden, erhalten wir die
Momentengleichung o

max

T
M=32—~| Fzdz, (85)
0
in der jetzt unter M das ganze verdrehende Moment zu ver-
stehen ist.

Um die Summe ausrechnen zu kénnen, muB man ¥ als Funktion
von #z darzustellen vermogen. Fiir ein Rechteck von beliebigem
Seitenverhiiltnis ist dies eine schwierige Aufgabe, mit deren Lésung
wir uns hier nicht zu befassen haben. Fiir den Grenzfall des un-
endlich langen Rechtecks, auf den es jetzt allein ankommt, ist sie
aber leicht zu beantworten.

Denken wir uns nimlich jetzt die Halbseite b in Abb. 73 immer
mehr vergroBert, so zieht sich auch der ins Auge gefafite Strom-
faden immer mehr in die Lange. Dabei folgt aber aus dem Seifen-
hautgleichnis, daB er sich auch nachher immer erst in der Nahe
der Schmalseite des Rechtecks umbiegt. Wenigstens gilt dies fiir
alle Stromftiden, die in nicht allzu kleinen Abstinden vom Ur-
sprunge die Z-Achse schneiden. Auf diese kommt es aber in der
Momentengleichung (35) hauptsichlich an, weil fiir sie sowohl
2 als F' groBer ausfillt als fiir die in der N#he von O vorbei-
gehenden.

Beim schmalen Recktecke begehen wir daher nur einen kleinen
Fehler, der im Grenzfalle ‘des unendlich langen Rechtecks sogar
unendlich klein sein wird, wenn wir in der Momentengleichung (35)

F=4bz (36)

setzen. Wenn dies geschieht, liBt sich die Summe in Gl (35) so-
fort weiter ausrechnen. Man erhiilt

a a
3
/‘dez=4bfz’dz=-4l;“ ,
0 0

worauf man Gl. (85) nach tmax auflésen kann. Nachtriglich ergibt
sich dann auch noch & auf Grund von Gl. (31), und zwar wird

3M 3 M
Tmax = g5y = —“?51 (37}

3M 3M

? = 647G = aib, € (38)
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wenn man zuletzt noch die ganzen Rechteckseiten a, = 2a und
b, = 2b an Stelle der Halbseiten einfiihrt.

Da F in Gl. (86) etwas zu grof angesetzt wurde, findet man
bei einem Rechtecke, das zwar ziemlich lang, aber doch nicht
unendlich lang ist, Tmax und hiermit auch & nach diesen Formeln
etwas zu klein. Bei einem Flacheisen, dessen Breite jedenfalls ein
Mehrfaches der Dicke betriigt, bleibt aber der Fehler klein genug,
um ihn in der Regel unbedenklich vernachlissigen zu konnen.

Aus dem Vergleiche von Gl. (38) mit G (28) von § 40, die
zur Feststellung des Begriffes des Drillungswiderstandes diente,
folgt fiir das Flacheisen asb

1

J‘—“"j ’ (39)

und aus den vorhergehenden Bemerkungen ergibt sich, daff dieser
Naherungswert streng genommen etwas zu grof ist, und zwar um
o mehr, je ungenauer die Voraussetzung erfiillt ist, daB der Quer-
schnitt als ein schmales Rechteck angesehen werden kann.

§ 42. Der Drillungswiderstand der Walzeisentriger. Als
einfachstes Beispiel betrachten wir zuerst das Winkeleisen. Wir
setzen jedoch sofort den allgemeinsten Fall voraus, daB die beiden
Schenkel verschieden lang und auch verschieden stark sein kénnen.
In der Querschnittszeichnung Abb. 74 ist der Verlauf der Span-
nungslinien angedeutet, so wie er etwa schiitzungsweise erwartet
werden kann. Dabei behalten wir uns vor, daB er mit Hilfe eines
Seifenblasenversuchs erst noch etwas genauer festzustellen sein
wird, wenn man sich mit dieser vorldufigen Schitzung nicht be-
gniigen will.

Mit @, ist jetzt die Dicke des stdrkeren Schenkels bezeichnet
und mit a, die des schwicheren. Wie sich die Schenkellingen zu

<«a—» €inander verhalten, ist gleichgiiltig; jedenfalls sollen aber
beide Schenkelliingen grof sein im Verhiltnisse zu den
Schenkelstirken. Unterdieser Voraussetzung kann man den
Drillungswiderstand des Winkeleisens mit gentigender
Anniherang gleich der Summe der Drillungswiderstinde
der beiden Flacheisen setzen, in die sich das Winkel-

eisen durch einen geeignet gefiihrten
4 Schnitt zerlegen lafit.
¥  Bewiesen wird diese Behauptung

durch den Hinweis auf den Seifen-

blasenversuch, den man entweder
wirklich vornimmt oder auch nur auf Grund vorhandener Erinne-
rungsbilder sich vorgenommen denkt. Man hat dann die Seifenblase
iiber einem Loche von der Gestalt der Abb. 74 mit den beiden Seifen-
blasen zu vergleichen, die sich iiber den rechteckigen Lochern a,, b,
und a,, b, ausspannen, wenn man etwa einen Draht einschaltet, der
die rechteckigen Licher gegen einander abgrenzt. Die geometrische

——— b,
Abb. 74.

—
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Anschauung lehrt dann ohne weiteres, dafl unter sonst gleichen
Umstéinden der Spannungshiigel tiber dem ganzen Loche einen
etwas groferen Rauminhalt hat als die Summe der Spannungs-
hiigel iber den beiden Teillochern. Die beiden Teilbiigel werden
niamlich durch eine bis zum HiigelfuBe hinabreichende Talfurche
gegen einander abgegrenzt, deren Rauminhalt beim Gesamthiigel
auch noch mitziahit. Der Einfluf dieser Talfurche kann sich aber
nur aut kleinere Abstinde hin stirker bemerklich machen. Da
wir nun die Lénge des Schenkels als gro3 ansehen wollten im Ver-
hiltnisse zu seiner Dicke, gentigt es demnach, wenn wir als ersten
Ansatz fiir den Drillungswiderstand des Winkeleisens auf Grund
von Gl (89) den Ausdruck

J=a§b1“|;a3b2 (40)

wiiklen. Mit Riicksicht auf die Ungenauigkeiten, die wir dabei zu-
liefen, und auf die mangelnde Strenge der Beweisfiihrung tiber-
haupt schreiben wir aber besser dafiir

J = i?_bl_';"ﬂ%’ (41)
wobei unter % eine Berichtigungszahl zu verstehen ist, die aus
wirklich ausgefiihrten Verdrehungsversuchen mit Winkeleisen er-
halten werden kann.

Die Zerlegung des Winkeleisens in zwei Flacheisen war tibrigens
in der Art vorzunehmen, da8 zur gréoBeren Schenkeldicke a, die
ganze Schenkellinge b, gerechnet wurde, wihrend dem schwi-
cheren Flacheisen nur der dann noch verbleibende Rest des Quer-
schnitts zuzuteilen ist. Bei dieser Einteilung wird n#mlich der
Stromlinienverlauf bei der hydrodynamischen Abbildung weniger
gestort, oder der Talfurcheninhalt beim Seifenhautgleichnis wird
geringer als im umgekehrten Falle. Von der gleichen Erwigung
hat man sich bei der Wahl der Einteilung auch in anderen Fillen
leiten zu lassen. Wenn in Abb. 74 a, = a, gemacht wird, ist es
gleichgiiltig, wie man die Einteilung in die beiden Rechtecke
vornimmt.

Bei der Ableitung von G (39) im vorigen Paragraphen fanden
wir, daB der Drillungswiderstand des Flacheisens durch diese
Formel etwas zu groB angegeben wird. Andererseits hat sich jetzt
bei der Ableitung von Gl. (40) gezeigt, daB der Drillungswider-
stand des Winkeleisens tatsiichlich etwas grifler sein muf als
die Summe der Drillungswiderstinde der beiden Flacheisen, in
die wir es uns zerschnitten dachten. Wir haben demnach bei der
Ableitung von Gl. (40), die sich auf Gl. (39) stiitzte, nach ein-
ander zwei Feller zugelassen, die im entgegengesetzten Sinne auf
das SchluBergebnis einwirkten. Von vornherein bleibt zweifelhaft,
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welcher von beiden Fehlern iiberwiegt. Die Berichtigungszahl %
kann daher je nach den besonderen Umstiinden sowohl groBer
als kleiner sein als Eins.

Bei Verdrehungsversuchen mit 11 wverschiedenen Winkeleisen,
die im Miinchener Festigkeitslaboratorium vorgenommen wurden,
schwankte die Berichtigungszahl 1, die man nétig hatte, um
GL (41) zur Ubereinstimmung mit den gemessenen Verdrehungs-
winkeln zu bringen, zwischen den Grenzen 0,86 und 1,10. Im
Mittel aus allen 11 Versuchsreihen mit teils gleichschenkeligen
und teils ungleichschenkeligen Winkeleisen ergab sich

n =099

also fast genau gleich Eins.

Es fragt sich jetzt noch, an welcher Stelle des Winkeleisen-
Querschnitts die gréBte Schubspannung vmax beim Verdrehungs-
versuche auftritt, und wie groB sie ist. Eine besonders groBe
Spannung wére in der einspringenden Ecke zwischen beiden
Schenkeln zu erwarten, wenn sie sich ohne Ausrundung scharf
aneinander schldssen. Nach beiden Gleichnissen geht dies schon
aus der unmittelbaren Anschauung hervor. Tatsichlich vermeidet
man aber iiberall, wo es darauf ankommt, scharf einspringende
Ecken, weil die mit ihnen verbundene Gefahr allgemein bekannt
ist. Wir nehmen daher an, daf die Ecke ausgerundet ist. Nun
ist zwar bei den gewdhnlich vorkommenden, immerhin ziemlich
kleinen Ausrundungshalbmessern das Gefill des Spannungshiigels
und hiermit die Spannung an dieser Stelle immer noch gréBer als
sonstwo. Unter gewdhnlichen Umstéinden schadet es aber nichts,
wenn an dieser ganz eng begrenzten Stelle die Elastizititsgrenze
etwas iberschritten wird. Sobald dies geschieht, sinkt nimlich
die Spannung an dieser Stelle sofort wieder, ohne daB sich damit
im weiterem Umkreise viel #nderte.

Wenn freilich ein Stab durch wechselnde Momente sehr oft im
entgegengesetzten Sinne hin und her gedreht wird, kann auch
eine ‘solche rein ortliche Uberanstrengung mit der Zeit zu einem
Bruche fiihren. Unter solchen Umstéinden bildet sie daher eine
ernste Gefahr, der man durch gentigend groBe Halbmesser der
Ausrundung begegnen muB. Wenn die Lastrichtung nicht wechselt,
wie dies bei den gewGhnlichen Tragkonstruktionen autrifft, die
man aus den Profileisen zusammenbaut, kommt es aber auf eine
rein Ortliche Uberanstrengung dieser Art nicht anm, und es soll
daher hier nicht weiter davon die Rede sein.

Vorher hatten wir schon anf Grund des Seifenhautgleichnisses
geschlossen, dafl der Spannungshiigel iiber den Schenkeln in gro-
Beren Abstéinden von der einspringenden Ecke nicht merklich ab-
geiindert wird, wenn man das Winkeleisen in zwei Flacheisen
zerlegt. Fiir die Berechnung von zymax in jedem Schenkel kdunen
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wir uns daber auf G1.(31) von § 41 stiitzen, also auf die Gleichung
Tmaxyy = 0, G &

wenn jetzt die ganze Rechteckschmalseite a, an Stelle der damals
mit ¢ bezeichneten Halbseite eingefiihrt wird. Ebenso erhilt man
fiir den anderen Schenkel

Tmaxyy = G G &

und aus dem Vergleiche ergibt sich, dag die grofte Spannung im
stdarkeren der beiden Schenkel aufiritt. )
Andererseits ist nach den Gleichungen (28) und (41)

M 3 M
@9 =7 = wav, ¥ aipy’
und hiermit endlich erhilt man
- 3Ma,
Fmax = Y (adh, 4+ adby) (42)

mit dem Vorbehalte, daff die Bezeichnung a, auf die Dicke des
stirkeren Schenkels zu beziehen ist.

Sinngem#® 148t sich die ganze hier durchgefiihrte Betrachtung
sofort auch auf die iibrigen aus schmalen Rechtecken zusammen-
gesetaten Walzeisenprofile, insbesondere also auf die T-Bisen, C-Eisen,
L-Eisen und I-Eisen ibertragen. Fiir den Drillungswiderstand
aller dieser Querschnitte kann man die gemeinschaftliche Formel

J=19-+Za® (43)

aufstellen, worin sich  die Summe iiber alle Rechtecke zu er-
strecken hat, aus denen der Querschnitt zusammengesetzt ist.
Unter den a sind darin die Schmalseiten und unter den b die
Langseiten der Rechtecke zu verstehen (also nicht etwa die.Halb-
seiten, die im Eingange dieses Paragraphen mit ¢ und b bezeichnet
worden waren). Bei der Aufteilung des Querschnitts ist darauf
zu achten, daB die Zahl der Rechtecke so klein sein soll als
mdglich, sowie daB das dickere Rechteck im Zweifelsfalle durch-
laufend zu nehmen ist, wie schon im Beispiele von Abb. 74.

Bei den Miinchener Versuchen hat sich die Berichtigungszahl g
fiir die verschiedenen Profilarten verschieden ergeben. Am groBten
wurde sie fiir die I-Triger gefunden, und zwar im Mittel aus je
5 Versuchsreihen

5 = 1,31 fiir die I-Normalprofile
n = 1,29 fiir die I-Breitflanschiprofile.

Im Mittel aus 7 Versuchen mit teils hochstegigen, teils breit-
flanschigen T-Eisen ergab sich
n=1,15

Teubn. Leitf. 17: ¥6ppl, Grundaiige der Festigkeitslehre 11
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und fiir die [-FEisen, von denen ebenfalls 7 Stiick gepriift wurden,
7 =1,12.
Von L-Eisen wurden nur zwei Stiick gepriift und dafir
=113 und = =1,20

gefunden. Man sieht, daB mit Ausnahme des Winkeleisens # in
allen Fillen groBer als Eins ist.

Die grofite Schubspannung tma ist auch im allgemeineren Falle
ebenso wie beim Winkeleisen, wenn man von der Spannungserhéhung
in den einspringenden Ecken absieht, im dicksten der Flacheisen
zu erwarten, in die wir uns das Profileisen zerlegt dachten. Ent-
sprechend den Entwickelungen, die zu Gl. (42) gefiibrt hatten,
1st daher jetat o I 8 Ma,

Tmax = T *TI]WB (44)

zu setzen, worin unter «; das groBte aller o zu verstehen ist.

Zum Schlusse mdge hier noch ein Vergleich angestellt werden,
aus dem die Uiberaus geringe Verdrehungssteifigkeit der Walz-
eisentriger im Verhiltnisse zu ihrer Biegungssteifigkeit besonders
deutlich hervorgeht. Bei den Miinchener Versuchen befand sich
unter den I-Trigern ein Normalprofiltriger von 30 cm Héhe,
dessen Querschnittsmafle ziemlich genau mit den dafir in den
Profiltabellen vorgeschriebenen iibereinstimmten, wihrend sich bei
den anderen Versuchskorpern ofters gréflere Abweichungen der
wirklichen MaBe von den Soll-MaBen ergeben hatten.

Bei diesem Triger I N.P. 30 war bei einem Schubmodul G
von 830000 atm nach den vorgenommenen Messungen des Ver-
drehungswinkels der Drillungswiderstand J = 64 ¢cm* und die
Verdrehungssteifigkeit J G =53.10% kg em®  Andererseits ist das
bei der gewdhnlichen Gebrauchsweise dieses Triigers maBgebende
Haupttrigheitsmoment nach den Profiltabellen 6 = 9884 cm?,
d.h. 0 ist 154 mal groBer als J (wihrend es nach der iltesten
Navierschen Verdrehungstheorie sogar kleiner als J hitte sein
sollen). Nimmt man den Elastizititsmodul £ zu 2150000 atm an,
so entspricht ihm eine Biegungssteifigkeit £6 = 2125.107 kg cm?,
gegeniiber der Verdrehungssteifigkeit von 53.10% kg em? Die Bie-
gungssteifigkeit ist daher rund 400 mal so groB als die Verdrehungs-
steifigkeit, oder mit anderen Worten: ein verdrehendes Moment
bringt bei gleicher Stablinge einen vierhundertmal gréBeren
Drehungswinkel hervor als ein gleich groBes Biegungsmoment,
dessen Ebene mit der Mittelebene des Stegs zusammenfillt.

Aus dieser Gegeniiberstellung folgt, wie wichiig es unter Um-
slinden werden kann, selbst klcinere Verdrehungsmomente bei der
Festigkeitsberechnung sorgfdltiy zu beachten, anstatl sie, wic es ge-
wohmlich geschieht, von vornherein zu vernachldssigen.
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§ 43. Die Hohlquerschnitte. Weit steifer gegen Verdrehen
als die soeben besprochenen Walzeisentriger sind alle Stibe mit
diinnwandigen Hohlquersehnitten. Fiir den kreisformigen Hohl-
querschnitt in Abb. 75 gelten die Formeln der Navierschen Theorie,
und nach Gl. (12) von § 37 wird
2 M , x(a* — b%)

w@ e e J="Tg— - (4D)

9 =
Das fiir die Biegungssteifigkeit des Stabes malgebende axiale
Trigheitsmoment 6 ist nur halb so groB als J oder 6, und dar-
aus folgt, daB die Verdrehungssteifigkeit G'J zwar immer noch
etwas, aber doch nur wenig kleiner ist als die Biegungssteifigkeit
E§, ganz im Gegensatze zu dem, was wir
soeben fiir die I Trager festgestellt haben.
Um verschiedene Hohltormen bequem
mit einander vergleichen zu konnen, ist es
besser, Gl. (45) auf die Form

J = Fr? (46)

za bringen, in der F die Querschnitts-
fliche ist und » den quadratischen Mittel-
wert von a und b bedeutet, an dessen
Stelle man im Falle einer geringeren
Wandstiirke % genau genug auch das arithmetische Mittel von «
und b nehmen kann.

Fiir die Beurteilung des Drillungswiderstandes aller tbrigen
diinnwandigen Hohlguerschnitté ist man in. erster Linie auf das
hydrodynamische Gleichnis angewiesen. Ganz reicht man mit ibm
allerdings nicht aus, sobald nihere Auskunft iiber alle Einzel-
heiten verlangt wird. Um die Aufgabe streng zu 16sen, mufl man
sich auf mathematische Sitze stiitzen, deren Besprechung hier
nicht am Platze wire. Wer will, kann sie in Band II von ,Drang
und Zwang* finden. Hier gehen wir iiber die strengere Beweis-
filhrung hinweg und begniigen uns mit der Besprechung der Frage
in ibren allgemeinen Ziigen, was nicht nur fiir eine Einfiibrung
in den Gegenstand, sondern auch fiir die meisten praktischen An-
wendungen schon vollstindig ausreicht.

Bei gegebenem Flicheninhalte F des Querschnitts und gegebener
Wandstirke %, also bei gleichem Stoffaufwand und einer durch
andere Riicksichten vorgeschriebenen Mindestwandstiirke h erzielt
wan den grépton Drillungswidirstand it dem aus Abb. 76 ex-
sichtlichen quadratischen Hohlquerschnitt. Die Wandstirke A ist
stets bei allen Hohlquers'hnitten in allen Wanden gleich gro8,
und zwar so klein als tunlich anzunehmen, wenn es sich darum
handelt, den Drillungswiderstand moglichst groB bei gegebenem
Stoffaufwande zu machen. Von den Ausrundungen in den ein-

11*

Abb. 5.
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springenden Ecken gilt das schon im vorigen Paragraphen Ge-
sagte.

Unter der Voraussetzung, daf man % als klein gegen @ ansehen
kann, berechnet sich der Drillungswiderstand fiir Abb. 76 nach
den in ,,Drang und Zwang" abgeleiteten Formeln zu

J=2Fa® (47)

Der Vergleich mit Gl (46) zeigt, daB der quadratische Hohl-
querschnitt dem kreisformigen hiernach noch ziemlich stark tiber-
legen ist, wenn man auch dabei zu beriicksichtigen hat, da8 der
zu gleichen Werten von F und %
gehérige Halbmesser r des kreis-
formigen Querschnitts grofier ist als
die Halbseite a beim Quadrate. Das
Ergebnis ist auffillig genug, um
seine Nachpriifung durch einen Ver-
such sehr wiinschenswert erscheinen
zu lassen, um so mehr, als die hier
nicht wiedergegebene Ableitung von
Gl (47) auf der wesentlichen Vor-
aussetzung sehr kleiner Wandstirken

Abb. 76. h beruht, die in praktischen Fillen

nur mangelhaft zutrifft. Gar zu weit

diirfte aber die durch Gl (47) ausgesprochene Behauptung unter

gewthnlichen Umstinden trotzdem kaum von der Wahrheit ab-
weichen.

In Abb. 76 ist auch ein Diagramm der Spannungsverteilung
eingetragen. Man darf annehmen, daf sich die Spannungen =,
und 7; am AuBen- und am Innenrande wie die Abstinde von der
Querschnittsmitte zu einander verhalten. Bezeichnet man den
Mittelwert von 7, und 7; mit z,, so folgt aus der Momenten-
gleichung fiir das Gleichgewicht gegen Drehen zwischen den Span-
nungen und den #uBeren Kriften, abermals unter der Voraussetzung,
daB % klein genug gegen a ist,

8a*hr,, = M,
womit die Spannung r, am AuBenrande

_ot+ihk M
a™ o '8a®h

(48)
gefunden wird.

Der Grund fiir die Uberlegenheit der Hohlquerschnitte tiber die
Walzeisenprofile in bezug auf den Drillungswiderstand ist aus
dem Vergleiche des durch Pfeile hervorgehobenen Verlaufes der
Spannungslinien in den Abbildungen 75 und 76 gegeniiber Abb. 74
mit einem Blicke zu tibersehen. In den Hohlquerschnitten erhalten
nach dem hydrodynamischen Gleichnisse alle nebeneinanderliegenden
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Stromlinien gleiche Pfeile, wiihrend beim Flacheisen, dem Winkel-
eisen in Abb. 74 und den anderen einfach zusammenhingenden
Walzeisenquerschnitten in allen schmalen Rechtecken eine Um-
kehr der Stromrichtung stattfinden muB, damit sich die Strom-
linien schlieBen konnen. Den entgegengesetzten Pfeilen entsprechen
auch in kleinen Abstinden nebeneinanderliegende entgegengesetzt
gerichtete Kriifte. Diese Kriifte liefern daher bei gegebener GroBe
einen viel kleineren Beitrag zur Momentengleichung als bei den
welt groferen Abstinden, wie er in den Hohlquerschnitten zwischen
entgegengesetzt gerichteten Kriften vorkommt. Ein kleines Ver-
drehungsmoment M vermag daher in den
Walzeisenquerschnitten schon groBe Schub-
spannungen hervorzubringen, wihrend es da-
zu bei den Hohlquerschnitten eines viel gro-
Beren Momentes bedarf.

Hier mag noch ein Hinweis auf eine der
wichtigsten Anwendungen am Platze sein, die
sich von diesen theoretischen Darlegungen
machen lassen. Diinnwandige Hohlstibe von
quadratischem oder rechteckigem Querschnitte
kommen hauptsiichlich bei gufleisernen Ma-
schinengestellen vor, Von einem solchen Ge-
stell verlangt man nicht nur, daB es fest genug
ist, um unter den beim Maschinenbetriebe an ihm angreifenden
Lasten nicht zu zerbrechen, sondern auBerdem auch noch, daB die
elastischen Form#nderungen, die es unter dieser Belastung er-
fahrt, klein genug bleiben, um das Gestell nahezu als einen starren
Korper ansehen zu konnen.

Bei den verschiedenen Maschinenarten sind die Anforderungen,
die man in dieser Beziehung macht, verschieden hoch, manchmal
aber tatsichlich sehr hoch. Dies gilt von manchen Werkzeug-
maschinen, bei denen die Sauberkeit der geleisteten Arbeit zum
groBen Teile davon abhiingt, daB das Maschinengestell nur mog-
lichst wenig federt. Gewdhnlich steht dabei die Anforderung an
eine ausreichende Biegungssteifigkeit im Vordergrunde; aber je
nach dem Kriiftespiele, das beim Betriebe der Maschine vor-
kommen kann, kommt es auch mehr oder weniger auf die Ver-
drehungssteifigkeit an. Da ist es nun ein groBer Vorzug der Hohl-
formen, daB sie beiden Forderungen gleichzeitig zu geniigen ver-
mogen,

Auch ein rechteckiger Hohlquerschnitt, der vielleicht aus anderem
Grunde den Vorzug vor einem quadratischen verdient, hat fibrigens
immer noch einen verhiltnismiBigen groBen Drillungswiderstand,
solange wenigstens, als die beiden Rechteckseiten nicht allzuviel
voneinander verschieden sind. DaBl man auch in diesem Falle die
Wandstirke 2 bei allen vier Winden am besten gleich groB

Abb. 77,
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macht, 1Bt sich schon aus dem hydrodynamischen Gleichnisse
schlieBen (vgl. Abb. 77).

Unter der Voraussetzung, daB /2 als klein angesehen werden
kann, 148t sich fiir den Drillungswiderstand die Formel
4a*b®
a® 1 b*
ableiten, die fiir b = @ wieder zu GL (47) zuriickfilhrt. Je mehr
sich die Rechteckseiten @ und b voneinander unterscheiden, desto
kleiner wird bei gegebenem F und % der Drillungswiderstand J.

Auf dem gleichen Wege, der zu Gl. (48) fiihrte, gelangt man
auch zu einer Formel fiir den Mittelwert z,, der Schubspannungen,
némlich M

= Gabh’ (50)

Dagegen ist die Frage hier schwieriger zu entscheiden, um wie-
viel die Spannung 7, am #uBeren Rande griofer ist als z,. So-
lange @ und b nicht zu viel voneinander abweichen und die Wand-
stirke  klein gegen beide ist, unterscheiden sich aber auch 7,

7, und 7, nicht viel voneinander.

§ 44. Der elliptische und der rechteckige Vollquerschnitt.
Auch hier miissen wir uns mit einer kurzen Zusammenstellung
der Ergebnisse der strengen Theorie begniigen, da ein niheres
Eingehen darauf einer sp#iteren Stufe der Ausbildung vorbehalten
werden muB.

Beim elliptischen Querschnitt sind alle Spannungslinien zur Um-
riBlinie #hnliche und &hnlich liegende Ellipsen. Der Drillungs-
widerstand ergibt sich zu

7 a’h a®b?

=axe =¥ prm (51)

J=F. (49)

worin die Halbachsen der UmriBlellipse mit ¢ und b bezeichnet
sind und unter F die Querschnittsfliche verstanden wird. Mit
b = a geht die Formel wieder in die fiir den Kreis iiber.

Die groBte Schubspannung tmax tritt, wie aus dem hydro-
dynamischen Gleichnisse sofort zu schlieBen ist, am Ende der
kleineren Halbachse auf, also in jenem Punkte des Umfanges, der
der Mitte am niichsten liegt Fiir tmax gilt die Formel

2 M :
Tmax = _o5p (52)

wenn unter a die kleinere und unter b die gréBere Halbachse
verstanden wird. Die Punkte, die vor der Form#nderung auf einem
ebenen Querschnitte enthalten waren, liegen nach der Verwin-
dung auf einer Fliche zweiten Grades, deren Ordinate £ durch die
Formel B — a2

§ == m M ys (53)
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gegeben ist, worin y und z die Querschnittskoordinaten des Punktes
bedeuten, der diese Verschiebung & ausfiihrt.

Fiir den gquadratischen Querschnitt mit der Halbseite ¢ oder der
ganzen Seite a, = 2a ist der Drillungswiderstand nach der
strengen Theorie von de Saint-Venant

J = 2,281a* = 0,1426 a,* == 0,1426 F'u,?. (54)

Ferner liefert die genaue Theorie fiir die in den Mitten der Um-
fangseiten auftretende groBte Spannung Tmax den Wert

Tmax = 4,73 é’{ ‘ (55)
1

Fiir einen rechteckigen Querschnitt, der die Mitte halt zwischen
einem Quadrate und dem frither betrachteten schmalen Rechtecke,
liefert die strenge Theorie sehr umstidndliche Formeln, die wir
hier nicht wiedergeben wollen. Fir praktische Zwecke genau ge-
nug kann man sich an ihrer Stelle der folgenden einfachen
Niherungsformeln bedienen, nimlich fiir den Drillungswiderstand

ai b
ai b}
In dieser Formel ist der Beiwert 0,285 so gewablt, da8 Gl. (56)
auf die strenge Formel (54) zuriickgeht, wenn man b, =a, setzt.
Die groBite Spannung ty.x tritt in den Mitten der Langseiten des
Umfanges auf. Sie kann in Anlehnung an die genaue Formel (55)

niherungsweise M
Tmax = 4,73 a‘fib; <5 7)

J =0,285F -

(56)

gesetzt werden, worin g, die kleinere Rechteckseite bedeutet.
Die Formeln (56) und (57) werden um so ungenauer, je groBer
by im Verhsltnisse zu a, wird. Fiir den Grenzfall, daB b, als sehr
groB gegen a, angesehen werden kann, kommen wir auf den schon
in § 41 behandelten Fall des Flacheisens zurtick. Der Vergleich
mit den damals aufgestellten Gleichungen (39) und (37) zeigt,
daB im Grenzfalle der Beiwert 0,285 in Gl. (56) durch 0,333 zu
ersetzen ist und der Beiwert 4,73 in Gl (57) durch 3,00.

§ 45. Die Forminderungsarbeit im verwundenen Stabe.
Wir betrachten jetzt nochmals von neuem den durch Abb. 63 in
§ 35 dargestellten Belastungsfall, um die von den #uBeren Kriften
bei der Verdrehung des Stabes geleistete Arbeit festzustellen.
Den einen Endquerschnitt denken wir uns dabei festgehalten,
wihrend sich der andere um den Winkel &1 dreht, wenn ! die
Stablinge und & den auf die Léngeneinheit bezogenen Verdrehungs-
winkel bedeutet. Die zum Stabe rechtwinkelig aufgesteckten
Stangen, an denen die Kriifte P in Abb. 63 angebracht sind,
nehmen wir als starr an. Dann ergibt sich fiir die von dem Kriifte-
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paare mit dem Momente M geleistete Arbeit
A=3M8l, (58)

wobei der Faktor { wieder davon herriihrt, daB das Moment
wihrend des Fortschreitens der Verdrehung von Null bis zu seinem
Endwerte M anwéchst. Mit dem Werte fiir & von Gl (28) in

§ 40 folgt daraus M1
A=57" (59)

Unter der in der Festigkeitslehre {iberall stillschweigend zu-
grunde gelegten Voraussetzung einer vollkommen elastischen
Forminderung ist die im verwundenen Stabe aufgespeicherte Form-
dnderungsarbeit ebenso groB wie die ihm zugefiihrte Energie, die
wir soeben berechnet haben.

Da alle Lingenelemente bei dem durch Abb. 63 angegebenen
Belastungsfalle in der gleichen Weise beansprucht sind, kénnen
wir GL (59) sofort auch auf ein beliebiges Lingenelement dz in

der Form Mide

iibertragen, und von dieser Gleichung werden wir auszugehen
haben, wenn wir spiter auch die Forminderungsarbeit in einem
krummen Stabe berechnen wollen, soweit sie von der Verdrebung
herrithrt. Freilich ist diese Ubertragung, wie wir spiter sehen
werden, nicht so einfach, wie sie auf den ersten Blick scheinen
konnte.

Schon in § 85 wurde darauf hingewiesen, daB gewdhnlich zur
Verdrehung eines Stabes auch noch eine Biegung hinzukommt.
Beim krammen Stabe kann dies iiberhaupt kaum anders sein, da
dasselbe Kriiftepaar, das in einem Querschnifte eine reine Ver-
drehung hervorbringt, in einem spiter folgenden Querschnitte, der
irgendeinen Winkel mit dem ersten einschlieft, in ein Biegungs-
und ein Verdrehungsmoment zu zerlegen ist.

Wir wollen daher jetzt ein Liingenelement betrachten, das
gleichzeitig auf Biegen und auf Verdrehen beansprucht ist, wozu
auch noch eine Normalkraft N kommen kann. Den Beitrag zur
Forminderungsarbeit, der aufierdem noch von einer Schubkraft
herriihrt, wollen wir dagegen von vornherein vernachlissigen.
Auch der Beitrag von N ist gewOhnlich so klein, daB er nicht
beachtet zu werden braucht; wir wollen ihn aber zuniichst mit-
nehmen.

Dagegen beschrinken wir unsere Betrachtung vorliufig auf
den Fall, daB das Langenelement einem geraden Stabe angehort,
der tiber seine ganze Lange hin das gleiche Verdr ehungsmoment llI
zu tiibertragen hat. Auch das Blegungsmoment M, wollen wir
zunéichst als unveréinderlich ansehen, obschon es darauf weniger
ankommp,
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Wir stellen uns das Stabelement dx als einen selbstindigen
Korper vor, an dem die in seinen Endquerschnitten {ibertragenen
Spannungen als gegebene Lasten angreifen. Die durch M, und
durch N hervorgebrachte Forminderung denken wir uns zuerst
vollzogen. Hierbei wird eine Arbeit d 4, , aufgespeichert, die sich
nach Gl. (79) von § 31 zn

Midz | N'dw
Ay =35g TomF (61)

ergibt. Man beachte, daB zu M, und NV in den Endquerschnitten
des Stabelementes nur Normalspannungen und keine Schubspan-
nungen gehoren. Nachdem dieser Zustand erreicht ist, lassen wir
nachtriiglich noch das verdrehende Moment M, angreifen. Dabei
verdrehen sich beide Querschnitte gegeneinander um einen Winkel
9dz. Die schon vorhandenen Normalspannungen kénnen wihrend
dieser Bewegung keine Arbeit leisten, da sie senkrecht zur Ver-
schiebungsrichtung ihrer Angriffspunkte stehen. Das gilt zuniichst
unter der Voraussetzung, dafl die Querschnitte bei der Verdrehung
eben bleiben, also fiir den kreisformigen Querschnitt.

Bei der Verdrehung eines Stabes von beliehigem Querschnitte
kann zwar die in einem Flédchenelemente dF vorher schon vor-
handene Normalkraft 6dF eine Arbeit §6d F leisten. Aber die
Ordinate £ der krummen Fliche, in die der Querschnitt iibergeht,
ist an gleich gelegenen Stellen beider Querschnitte gleich grof
und gleich gerichtet, wihrend die Spannungen ¢d F an beiden
Querschnitten bei gleicher GroBe mit entgegengesetsten Pfeilen
angreifen. Die Summe der Arbeitsleistungen aller schon vorhan-
denen Normalspannungen wihrend der Verdrehung ist hiernach
auch in diesem Falle gleich Null.

Hiernach wird in dem Falle, um den es sich jetzt handelt,
withrend des Anbringens von M,, womit man das Stabelement in
seinen endgiiltigen Zustand bringt, nur noch von M, selbst eine
Arbeit geleistet, und zwar eine Arbeit, die ebenso groB ist, als
wenn M, am unbelasteten Stabelemente angebracht worden wire.
Die zuletzt aufgespeicherte Formiinderungsarbeit ergibt sich daher
nach den Gleichungen (60) und (61) zu

dz. (62)

id= (2GJ +i55 + 2EF)

Ersetzt man da durch I, so erh#lt man damit auch die im
ganzen Stabe aufgespeicherte Arbeit. In vielen Fallen, Lesondcrs
bei den Walzeisentrdgern, ist GJ nach § 42 weit kleiner als E0,
und dann kann das erste Glicd dieses Ausdrucks selbst bei einem
im Vergleiche mit M, ziemlich leinen Werte von M, bedeutend
grofer ausfallen als das zweite, wihrend das dritte Glied fast
stets vernachliissigt werden darf.
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Wir wollen uns jetzt noch iiberlegen, was sich an den vorher-
gehenden Entwickelungen #ndert, wenn M, lings der Stabachse
veréinderlich ist. Man hat dann nach Gl. (2) von § 21

dM,
dx

und der Spannungsunterschied d¢ zwischen zwei gleich gelegenen
Stellen beider Querschnitte ist

Vv —

do——57y.

In diesem Falle leisten auch die vorher schon vorhandenen Bie-
gungsspannungen wihrend der Verdrehung eine weitere Arbeitd 4, ,,
die sich zu v dx

dd,,= EydF (63)

berechnet. Dieses Glied wire dann in Gl. (62) noch zu d4 hinzu-
zufiigen. In der Regel wird aber das Glied entweder genau zu
Null, wie bei den symmetrischen Querschnitten oder wenigstens
so klein, daB es unbedenklich vernachlissigt werden kann.

Dagegen zeigt sich hierbei, daB es unter Umstinden sehr wich-
tig werden kann, die von den Biegungsspannungen wihrend der
darauf folgenden Verdrehung erneut geleistete Arbeit sorgfiltig
zu beachten. Und zwar gilt dies immer dann, wenn das Ver-
drehungsmoment M, und hiermit auch die davon abhiingige Or-
dinate £ der verwundenen Querschnittsfliiche lings der Stabachse
verdnderlich ist. Dies trifft bei den krummen Stiben zu. Nur
wenn der Querschnitt kreisformig ist, hat die Verdnderlichkeit von
M, keinen Einfluf auf den Ausdruck fiir dA in Gl. (62). Nur
in diesem Falle ist man daber berechtigt, Gl. (62) auch auf ein
Element eines krummen Stabes anzuwenden.

Unterdritckt man noch, wie es gewdhnlich zuldssig ist, das
Glied mit N, so gilt daher bei einem krummen Stab von kreis-
formigem Querschnitt fiir die aufgespeicherte Forminderungsarbeit

die Gleichung
M: M} .
A-——f(GJ—I—EG)ds, (84)

wenn man jetzt das Bogenelement mit ds bezeichnet.

§ 46. Die Schraubenfeder. Eine einfache und wichtige An-
wendung finden die vorhergehenden Betrachtungen bei dem durch
Abb. 78 angegebenen Beispiele einer schraubenférmig gewundenen
Feder, die an ihren Enden durch zwei entgegengesetzt gerichtete
Lasten P auseinandergezogen oder auch zusammengedriickt wird.
Allerdings bildet hier die Stabmittellinie eine riumliche Kurve,
whhrend wir sonst immer stillschweigend vorausgesetst hatten,
daB die Stabachse durch eine ebene Kurve gebildet wiirde. Aber
die Ubertragung auf den hier vorliegenden Fall ist ohne weiteres
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mbglich, weil es sich bei den Schraubenfedern nur um Schrauben-
linien von sehr geringer Ganghdhe handelt, so daB sich ein ein-
zelner Umlauf nicht viel von einer ebenen Kurve, also von einem
Kreise unterscheidet.

i Jedes Stabelement der Schraubenfeder wird vorwiegend auf
Verdrehen beansprucht, weshalb man diese Federn hiufig auch
als Torsionsfedern hezeichnet. Denkt man sich niimlich die Feder
an irgendeiner Stelle A-durchschnitten und den unteren Teil ent-
fernt, so miissen die im Quersc_hnitte tiber-
tragenen Spannungen mit der am oberen Feder-
ende angreifenden Kraft P im Gleichgewicht
stehen. Fiir den Zweck dieser Gleichgewichts-
untersuchung denke man sich P parallel mit
sich selbst nach dem Schwerpunkte des Quer-
schnitts verlegt. Dabei tritt ein Kriftepaar auf,
dessen Momentenvektor IR in beide Risse von
Abb. 78 eingetragen ist. I bildet mit der
Querschnittsebene einen Winkel, der um den
als klein anzusehenden Steigungswinkel « der
Schraube von einem Rechten abweicht. Wir
konnen daher I in die beiden Komponenten
M, und M, zerlegen, fiir die man

M,= Prcose und M, = Prsin«

setzen kann. Dies gilt fiir jedes beliebig heraus-
gegriffene Liéngenelement ds der Schraube. "
Hiernach ist 2, klein gegen IM,. Bei der Abb. 78.

Berechnung der Form#nderungsarbeit diirfen

wir uns auf Gl (64) stittzen, da der Querschnitt der Feder in der
Regel kreisformig ist. Beim Kreise unterscheiden sich ¢ J und E0
nicht viel Vonema.nder wihrend hier zugleich M2 sehr viel groBfer
ist als M?. Da der Be1trag zur Formanderunosarbelt der von der
nach dem Schwerpunkte des Querschnitts verlegten Einzelkratt P
herriihrt, wie immer in solchen Fillen als ganz unerheblich ver-
nachlissigt werden darf, geniigt es daher, wenn wir die Form-
andexungsa.rbelt gleich dem weitaus uberw1ecrenden ersten Gliede
in Gl (64) setzen. Damit ergibt sich

Pir?cos?a
A== 2GJ———fds.

Nachtriiglich kann man noch gemau genug cos?« =1 und die
ganze Linge der Schraubenlinie gleich 2rm#n setzen, wenn man
dle Zahl der Umliufe mit » bezeichnet. Hiermit folgt

_Prmr®
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Hauptstichlich bandelt es sich bei der Schraubenfeder um die
Berechnung des Federhubes f, worunter man die gesamte Dehnung
oder Verkitirzung der zwischen den Angriffspunkten der beiden
Lasten P liegenden Strecke versteht. Die von den Kriiften P bei
der Forminderung geleistete Arbeit ist gleich 3 Pf, und wenn
man sie gleich der aufgespeicherten Arbeit setazt, folgt daraus

. 2nr®
Da der Querschnitt der Feder als kreisférmig vorausgesetzt wurde,
kénnen wir nachtriiglich noch
wat
J = 0p= ?

einsetzen, wenn unter @ der Kreishalbmesser verstanden wird.
Hiermit geht Gl. (66) tiber in
47®

f=P Goen (67)

V. Die zusammengesetzte Beanspruchung
stabformiger Korper.

§ 47 Biegung und Schub. Im dritten Abschnitte haben wir
nur den Fall der einfachen Biegung vollstindig erledigt. Zwar
wurde in den einleitenden Betrachtungen iiber die Biegungslehre
von § 21 auch schon auf den ,allgemcinen Fall der Biegung® hin-
gewiesen, nimlich auf den Fall, daB die Spannungen und die Form-
#nderungen nicht nur durch ein Biegungsmoment M, sondern zu-
gleich auch noch durch eine Schubkraft V hervorgerufen werden.
Bei der weiteren Ausrechnung wurde aber die Wirkung von V
gegeniiber der von M iiberall vernachliéissigt. Das ist in der tiber-
wiegenden Mehrzahl aller Fille zuléissig, aber doch nicht immer.
Es ist da.her notig, daB wir diese Frage jetzt nochmals auf-
greifen.

Hauptsiichlich sind es die schon in § 21 besprochenen kusrzen
und dicken Stibe, bei denen es neben den Momenten auch auf die
Schubkriifte sehr wesentlich ankommt. Unter Umstéinden kénnen
sogar Drang und Zwang hauptsichlich von den Schubkriften her-
rithren, wie bei dem in Abb. 79 dargestellten Falle eines Bolzens B,
der von drei mit Augen versehenen Stében umfait wird, von denen
der mittlere eine Kraft von der Grifle 2 P und jeder von den beiden
seitlichen eine entgegengesetzt gerichtete Kraft P auf ihn iiber-
trigt. Der Bolzen B ist als ein ,kurzer dicker Stab* aufzufassen,
der durch diese Lasten auf Biegung  beansprucht wird. Aber die
Blegungsmomente sind nur klein wegen der kleinen Hebelarme,
also in dem Ubergangsquerschnitte zwischen der mittleren und
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einer der iHuferen Stangen etwa gleich Pp (Abb. 79). Den
kleinen Momenten entsprechen auch kleine Biegungsspannungen,
denen gegentiber die von der Schubkraft V= P in diesem Uber-
gangsquerschnitte hervorgerufenen Schubspannungen als die ge-
fibrlicheren anzusehen sind. In Fillen dieser Art, insbesondere bei
den Nietbolzen ist es daher allgemein iiblich und auch ganz be-
rechtigt, sie einfach auf ,Abscheren” zu berechnen, ohne sich
um die von den Biegungsspannungen oder von dem Druck an
den Lastiibertragungsstellen herriihrende
Bruchgefahr viel zu kiimmern.

Die in solchen Fillen geiibte Berechnung
auf Abscheren besteht einfach darin, die
Schubkraft ¥ durch die Querschnittsfliche F
zu dividieren und den damit erhaltenen
Mittelwert der Schubspannung z mit dem
als zulissig angesehenen Werte zu ver-
gleichen. Wenn man so rechnet, legt man
stillschweigend die Annahme einer gleich-
formigen Spannungsverteilung zugrunde. Da
diese Annahme keineswegs zutrifff, hitte
man eigentlich fiir die gréBte im Querschnitt vorkommende Schub-
Spannung Tmax v

Tmax = N7 (1)

zu setzen, worin 7 ein Beiwert ist, von dem man zunichst nur
weiB, daB er jedenfalls gréBer als Eins ist. An Stelle von Tmax
kann man aber auch mit dem Mittelwerte rechnen, da man sich
ohnehin vorbehilt, den zulissigen Betrag dieses Mittelwertes auf
Grund der Ergebnisse von Festigkeitsversuchen anzunehmen, die
unter den gleichen Bedingungen, also ebenfalls mit Nietverbin-
dungen der gleichen Art ausgefiihrt wurden. Wenn man sich auf
zuverlissige Versuche stiitzen kann, wire es in der Tat ein Um-
weg, erst Tmax zu berechnen- oder einzuschitzen, um danach zu
beurteilen, welche Schubkraft ¥ von dem Bolzen {ibertragen wer-
den kann.

In anderen Fillen aber, bei denen man sich nicht auf unmittel-
bar verwendbare Versuchsergebnisse stiitzen kann, ist man ge-
nétigt, sich Klarheit dartiber zu verschaffen, nach welchem Ge-
setze sich die Schubspannungen iiber den Querschnitt verteilen
Am besten geschieht dies, indem man zunichst einmal den Fall
ins Auge faBt, daB in einem bestimmten Stabquerschritte tiber-
haupt nur eine Schubkraft ¥ und kein Biegungsmoment iibertragen
wird. Das kann freilich immer nur in einzelnen Querschnitten und
bei einer bestimmten Art der Belastung zutreffen. Ein Beispiel
dafiir zeigt Abb. 80, nimlich einen Balken, der an beiden Enden
gestiitzt und durch die beiden gleich groBen, aber entgegengesetat
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gerichteten Krifte P, und P, belastet ist. Die dadurch hervor-
gerufenen Auflagerkrifte B und C miissen dann ebenfalls ein
Kraftepaar miteinander bilden. In dem Beispiele ist angenommen,
daB zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der Krifte BP, Py C
derselbe Abstand a liegt. Dann fordert das Gleichgewicht gegen
Drehen, da B und C ein Drittel von P, oder P, ausmachen

Unter diesen Umstéinden wird in dem durch die Stabmitte ge-
legten Querschnitte mm, wie man leicht sieht, das Biegungsmoment
M zn Null. Es konnen daher nur Schubspannungen in ihm tiber-
tragen werden, die mit der Schubkraft V = I P Gleichgewicht

P halten miissen. Das gilt aber nur fir den
'T £ Querschuitt mm. Sobald man zu einem

I ' | Nachbarquerschnitt um ein Lingenelement
r4 g ! dx weitergeht, tritt dort auBer der Schub-

' kraft V, die sich nicht geéndert hat, auch
noch ein Biegungsmoment von der Gréfe
Vdx auf. Dieser Zusammenhang wurde
schon in § 21 besprochen und damals unter Beziehung auf den
durch Abb. 30 dargestellten allgemeinen Belastungsfall durch die

Gleichung AM

V="4w (2)

ausgedriickt.

Das Gesetz, nach dem sich die Schubspannungen iber irgend-
einen Querschnitt des Balkens in dem der Abb. 30 entsprechenden
allgemeinen Belastungsfalle oder auch in dem besonderen Falle
des Querschnittes mm in- Abb. 80 verteilen, hiingt von der Gestalt
des Stabquerschnittes ab. Nur fir den Fall des rechteckigen Quer-
schnitts 180t sich die Frage leicht und zuverlissig beantworten. In
allen anderen Fillen ist eine strenge Losung entweder schwierig
zu finden oder tiberhaupt nicht zu geben. Man ist daher in solchen
Fillen praktisch auf Niherungslisungen angewiesen, die sich auf
mehr oder weniger willkiirliche Annahmen stiitzen unddieim iibrigen
demselben Gedankengange folgen, der beim rechteckigen Quer-
schnitte ohne weiteres zum Ziele fiihrt.

Man denkt sich den Balken durch eine Anzahl von Schn tten,
die parallel zur Lastebene gehen, in gleich dicke Scheiben zerlegt.
In Abb.81 sind diese Scheiben fiir den Fall des vechteckigen Quer-
schnitts angegeben. Wir diirfen in diesem Falle annehmen, da8 sich
alle Scheiben in dem gleichen Spannungszustande befinden, da sie
auch alle die gleiche Form#inderung erfahren. Als selbstverstind-
lich wird dabei vorausgesetzt, daf sich auch die Lasten und die
Auflagerkrifte der Breitemrichtung pach gleichformig tber die
Querschnittszeichnung verteilen, wie es unter den gewdhnlich vor-
kommenden Umsténden zutrifft. Aus dem in § 22 besprochenen
Prinzipe von de St.-Venant folgt jedoch, daB eine etwaige Ab-
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weichung von der gleichférmigen Verteilung der &ufleren Kriifte
in der Breitenrichtung nur in der Nihe der Lastangriffsstellen von
EinfluB sein kann, so daB wir sie als allgemein zutreffende Regel
vorbehaltlich etwaiger unbedeutender Abweichungen voraussetzen
diirfen.

Ferner erinnern wir an die in § 38 besprochene Randhedingung,
die tiberall am Querschnittsumfange eines Stabes erfiillt sein muf}.
Damals handelte es sich zwar um I
einen Stab, der auf Verdrehen be- |
ansprucht war. Fir die Giltigkeit T
der Randbedingung kommt es aber
auf die besondere Art der Belastung 4
des Stabes nicht weiter an. Sie for- = —-| H- HH H-|
dert vielmehr stets, daf an allen
Stellen des Stabumfanges, die frei
sind von Lasten (oder wenigstens
frei von Lasten mit Komponenten, |
die in die Umfangrichtung fallen), 4
die im Querschnitte tbertragenen
Schubspannungen tangential zum Umfange gerichtet sein miissen.

Im Falle des rechteckigen Querschnitts muB hiernach an den
zu 2= 4 Lb in Abb. 81 gehdrigen Rechteckseiten die in der Z-
Richtung gehende Schubspannungskomponente ., fiir jeden Wert
von ¥ zu Null werden. Wegen der vorher besprochenen Gleich-
formigkeit der Spannungsverteilung in der Breitenrichtung gilt
dies aber dann auch fir alle anderen Stellen im Querschnitte. Es
bleiben also tiberall nur noch Schubspannungen 7, Ubrig. Von
diesen wissen wir, daB sie sich ebenfalls der Breite nach gleich-
férmig verteilen, also nur von dem Abstande y der betreffenden
Stelle von der Z-Achse abhiingen k&nnen, und daB sie am oberen
und unteren Querschnittrande, also fiir y = —_i-—zi—,
miissen. Hiernach liBt sich die Verteilung der Schubspannungen
tiber den rechteckigen Querschnitt durch ein Diagramm beschreiben,
wie es der ungefibren Art nach in Abb. 81 seitlich angegeben ist.

Das genauere Gesetz fiir diese Verteilung findet man auf Grund
der folgenden Uberlegung. Den im Querschnitte tibertragenen
Spannungen 7, sind tiberall die ebenso grofien Spannungen ¢,
zwischen den Fasern zugeordnet, in die man sich den Balken noch
weiter zerlegt denken kann. Diese lassen sich aber auf Grund der
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in der Richtung der
Stabachse sofort berechnen. In Abb. 82 ist links vom Stabquer-
schnitte auch ein kleines Stiick der Ansichtszeichnung des Balkens
angegeben. Fiir das in beiden Rissen durch Schraffierung hervor-
gehobene Korperstiick schreiben wir die soeben genannte Gleich-
gewichtshedingung an. Dabei kommt es nur auf die parallel zur

Abb 81.

zu Null werden
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Stabachse gehenden Kraftkomponénten an, also auf die Spannungen
6, und 7,,. Von diesen sind uns die Spannungen ¢, bereits von
frither her bekanut, und zwar ist fiir irgendeine Stelle im Abstande
y von der Nullinie M
6:1: == *O‘y

In zwei Flichenteilchen dF, die sich in den beiden Querschnitten
einander gegeniiberliegen, unterscheiden sich die Spannungen o,
um ein Differential do,, und zwar ist, da sich 6 und y beim Uber—
gange von einem Querschmtte zum andern nicht geindert haben,

Dafiir kdnnen wir mit Riicksicht auf Gl (2) auch
do,= % Vdx

schreiben. Von beiden Flichenteilchen zusammen riihrt daher zur
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben der Beitrag

K@ ydF

her. Bilden wir die Summe dieser Beitriige fiir alle zam schraffierten
Querschnittsteile gehorigen Flichenteilchen und beachten dabei,
daB 0, dz und V iberall in derselben GriBe wiederkehren, so er-

halten wir
| V;ix f iF

Ebenso groB und entgegengesetzt muB die Resultierende aus
den Kriften 7, sein, die auBerdem noch in der Richtung der Stab-
achse an dem Kor-
perstiick angrei-

( z dx

]

J
| fen. Die voraus-
L 4 gehenden Uber-
’ ] legungen Iehrfen
! Ts uns schon, daB
1 . Z - die Spannungen
& - 7,, der DBreite
| nach gleichférmig
Abb. 82. y iiber die Fliche
' verteilt sind, an
der sie angreifen. In der Richtung der Stabachse ist diese Fliche
unendlich schmal, so daB auch nach dieser Richtung keine merk-
lichen GroBenunterschiede in den 7,, vorkommen kdnnen, die in

der Gleichgewichtshedingung zu beruyczksmhtlgen wiiren. er kdénnen

daher va
x
Tya® bdz = ﬁew—fde

IN

—
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setzen und erhalten daraus

14 .
1y =7y = g VAT (®)

Wir haben die Gleichung zunéichst in dieser allgemeineren Form
abgeleitet, weil offenbar dieselbe Uberlegung mit mehr oder weniger
guter Anniherung auch auf Balken von anderer Querschnitts-
gestalt iibertragen werden kann. Denn es kommt dabei nur darauf
an, inwiefern man bei thnen ebenfalls — wenn auch nur annihe-
rungsweise — eine gleichférmige Verteilung der z,, der Breite
nach annehmen darf, was nur von Fall zu Fall entschieden werden
kann. In aller Strenge trifft Gl (3) nur im Falle des rechteckigen
Querschnitts zu. Hierfiir aber 148t sich die Rechnung sofort noch
weiter durchfithren. Nach der Lehre vom Schwerpunkt ist nimlich
beim rechteckigen Querschnitte

fde= b(% — s

zu setzen, wenn unter s = %(—Z— + p) der Schwerpunktsabstand

des in Abb. 82 schraffierten Teiles der Rechteckfliche von der
Z-Achse verstanden wird. Hiernach ist

he 2
fde= (5 — %),
und Gl (8) geht damit iiber in

VRt ph\ V(3
=g (s — ) = ows (2~ 67%), (4)
wobei zuletzt noch 6 aus Gl (21) von § 24 eingesetzt wurde.

Damit ist die Aufgabe fiir den rechteckigen Querschnitt voll-
stindig geldst. Da 7, als eine Funktion zweiten Grades von p
gefunden wurde und p hier dieselbe Bedeutung hat wie y im
Spannungsdiagramm der Abb. 81, so folgt, daB das Diagramm
durch einen Parabelabschnitt gebildet wird.

Bisher setzten wir voraus, daB die Lastebene durch eine Quer-
schnittshauptachse gehe. Auf den allgemeineren Fall der ,, Biegung
bei schiefer Belastung 1i8t sich aber die gefundene Losung eben-
falls sofort iibertragen, indem man sich jede Last durch zwei
Komponenten nach den Richtungen der Querschnittshauptachsen
ersetzt denkt. Man erhilt damit zwei Lastgruppen, deren jede fiir
sich genommen eine ,gerade“ Biegung hervorbringt, so daB man
die vorhergehende Betrachtung auf sie anwenden kann. Daraus
folgen nach dem Superpositionsgesetze auch die durch das
Lusammenwirken beider Lastgruppen hervorgebrachten Span-
nungen.

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundzige der Festigkeitslehre 12
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Fiir den Fall der geraden Biegung ergibt sich die grofite Schub-
Spannung Tmax in der Querschnittsmitte, also fiir p = 0, zu

3V
Tmax = 5 3% (5)

Der in Gl. (1) mit n bezeichnete Beiwert ist daher fir den
rechteckigen Querschnitt gleich 1,5 gefunden, und zwar gilt dies
nicht nur fiir den Fall der geraden, sondern auch fiir den Fall der
schiefen Biegungsbelastung, wie aus den vorhergehenden Uber-
legungen leicht zu entnehmen ist.

§ 48. Die elastische Forménderung im allgemeinen Falle
der Biegung. Die Voraussetzung, daB die Querschnitte eines Stabes
bei der Biegung eben bleiben sollen, kann im allgemeinen Falle
der Biegung nicht mehr genau erfiillt sein. Dies folgt darans, daf
nach dem fiir die Schubspannungen giiltigen FElastizititsgesetze
(vgl. § 12) zu jeder Schubspannung T,, oder 7, eine kleine ela-
stische Winkelénderung y,, gehdrt, so dal zwischen beiden die
Beziehung

Tay

Vey = G
besteht. Wir wollen uns zunichst tiberlegen, von welcher Art hier-
nach die elastische Forménderung eines Stabelementes sein muf,
bei dem M zu Null wird und nur die Schubkraft V iibertragen
wird, wie bei dem in Abb. 80 gezeichneten Stabe im Querschnitte
mm. Durch diese besondere Wahl wird die Uberlegung erheblich

dz vereinfacht, ohne daB sie deshalb fiir den

c p  allgemeineren Fall unbrauchbar gemacht
wiirde. ‘ ]

i Ein kleines Stiick der Ansichtszeichnung

v des Stabes in Abb. 80 ist in Abb.83 in ver-

A b B groBertem MaBstabe herausgezeichnet. Der

‘l'f W&f Querschnitt C £ mdge dem Querschnitte nom
Y

in Abb 80 entsprechen, und der Querschnitt

1 JJ D F soll nur um ein unendlich kleines Stiick

7 ¥ dx von CE entfernt sein. Den aus Abb. 83

£ £ nicht ersichtlichen Querschnitt des Stabes
Abb, 83.

setzen wir als rechteckig voraus.

Vor der Forminderung steht das Element AB der Stabachse
rechtwinklig zum Querschnitte CE. Die in der Querschnittsmitte
herrschende Schubspannung tmax #ndert den rechten Winkel um
einen Betrag y ., der mit Ricksicht auf Gl (5)

3V
Ymix ™ SR G

gesetzt werden kann. In sebr starker Ubertreibung ist dieser Winkel
in Abb. 83 eingetragen. Wenn wir uns den Querschnitt C E fest-
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gehalten denken, gelangt B bei der Forminderung nach B’, und

fiir die Verschiebung BB’ erhilt man
3Vdx

BB =svia

Ebenso verschiebt sich ein Punkt J, der zur Faser HJ im Ab-

stande p von der Stabachse gehort, um ein Stiick JJ', fiir das man

JJ'= BB - 2L
T

max

setzen kann.

Die #uBersten Punkte D und F des Querschnitts
bleiben dagegen bei der Forménderung an ihrer Stelle, weil oben
und unten, wie aus dem Diagramme in Abb. 81 zu entnehmen ist,
die Schubspannung zu Null wird und daher keine Anderung des

urspriinglich rechten Winkels zwischen den Fasern CD und EF

und der Querschnittsebene stattfindet.

So wie bis jetzt besprochen, miiite die Forminderung erfolgen,
wenn die Querschnitte dabei eben bleiben soliten. Aber man sieht
sofort ein, daB dies gar nicht mdglich ist, weil sich hierbei die
Strecke B¥ um B B’ verkiirzen und B.D um ebensoviel verlingern
miifite, wibrend gar keine Spannungen in dem Stabelemente vor-

kommen, die elastische Dehnungen oder Verkiirzungen in diesen
Richtungen hervorbringen konnten. Damit ist die Annahme, daB
die Querschnitte eben bleiben konnten, widerlegt. LBt man diese
Anvahme fallen und fiigt die Bedingung, daBl die Strecken B D
und BI so lang bleiben miissen, wie sie waren, den vorher schon

genannten binzu, so kann man allen zu-
sammen nur durch die Apnahme geniigen,
daB sich die Querschnitte S-férmig- kriimmen,
wie es mit punktierten Linien in Abb. 84 an-
gedeutet ist.

Dieselben ﬁberlggungen lassen sich auch--

auf den allgemeinen Fall ibertragen, daB
zur Schubkraft ¥ noch ein Biegungsmoment
M hinzukommt. Das Moment bewirkt fiir
sich genommen eine kleine Drehung beider
Querschnitte gegeneinander um den- Biegungs-
winkel dp, und unabhingig davon kommt

Ia
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A ——
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Abb. 84.

die durch V' bewirkte Kriimmung und gegenseitige Verschiebung
der Querschnitte noch hinzu. Wir wollen uns diese beiden Form-
inderungen nach einander vorgenommen denken. Mit der ersten
sind wir von frither her bereits gentigend bekannt und kénnen
den durch sie hervorgebrachten Biegungspfeil nach den im 3. Ab-
schnitte aufgestellten Formeln ohne weiteres berechnen. Es han-
delt sich also jetzt nur noch darum, den frither vernachlissigten
Einflu der Schubspannungen auf die Biegungslinie nachtriiglich

auch noch festzustellen.

12*
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Wir beziehen uns dabei der Anschaulichkeit wegen auf das in
Abb. 85 dargestellte Beispiel eines an beiden Enden unterstiitzten
Balkens, der in der Mitte eine Last P triigt. In allen Querschnitten

der linken Stabhélfte wird dieselbe Schubkraft V= % iibertragen,

und daher werden auch alle Stabelemente in der gleichen Art durch
V umgestaltet. Um zu berechnen, wieviel dadurch zur VergréBe-
rung des Biegungspfeiles f in der Mitte beigetragen wird, kdnnen
wir von der fiir alle Querschnitte gleichen Verkriimmung absehen
und brauchen nur auf die Schiebung zu achten, die jeder Quer-
schnitt gegen den vorhergehenden ausfithrt. Diese Schiebung héingt
von dem in Abb. 84 mit y bezeichneten Winkel ab, und zwar ist

IP sie gleich y'dx zu setzen, wenn beide
- . Querschnitte um dx von elnander ent-
TT—————=—=—== =] .
K e ¥ fernt sind.
“ ! ‘f In Abb. 85 ist durch punktierte Linien
Abb. 85. ~ insehr starker Ubertreibung die durch die

Schubkrifte fiir sich genommen bewirkte
Gostaltdnderung des Balkens angegeben, Sie hat zur Folge, daB
die elastische Linie in der Mitte einen Knick um den Winkel 24
erfihrt, wihrend sich alle Aste der elastischen Linie ohne Knick
aneinanderschliefen, wenn man nur auf die durch Biegungsmomente
hervorgebrachte Forminderung zu achten braucht. Der Knick in
der Mitte von Abb. 85 oder iiberhaupt an jeder Lastangriffsstelle
bei einem anderen Belastungsfalle ist es allein, der zur VergroSe-
rung des Biegungspfeiles oder der Ordinaten der elastischen Linie
durch den EinfluB der Schubspannungen fithrt. Im Falle von
Abb. 85 betrigt die dadurch herbeigefithrte VergroBerung von f
offenbar 11y, und es fragt sich nur noch, wie groB 5" ist.
So groB wie es der groBten Schubspannung Tmax in der Quer-
schnittsmitte entsprechen wiirde, also gleich y - in Abb. 83 kann

¢’ offenbar nicht sein, denn wir sahen vorher schon, daf diese An-
nahme zu Widerspriichen fithren wiirde. Um 3’ zu berechnen, gehen
wir von der Forminderungsarbeit aus, die mit der gegenseitigen
Schiebung zweier aufeinanderfolgender Querschnitte um den Be-
trag y’dx verbunden ist. Denken wir uns den einen Querschnitt
festgehalten, so leistet die im andern iibertragene Schubkraft 1’
hierbei eine Arbeit 1y du,

wihrend die Normalspannungen hierbei keine Arbeit leisten, da
sie rechtwinklig zur Schiebungsrichtung stehen. Ebenso grof wie
die zugefithrte Energie muBl die potentielle Energie sein, die den
durch V hervorgebrachten Schubspannungen entspricht. Hiermit
erhélt man die Gleichung

Vyde = dw [ dF
g Vyda=ds |54 )
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aus der sich ¢ berechnen 1aBt, falls man das Gesetz bereits kennt,
nach dem sich die Schubspannungen tiber den Querschnitt verteilen.

Fiir den rechteckigen Querschnitt konnen wir die Rechnung so-
fort vollstindig zu Ende fithren. Nach Gl (4) ist bei ihm, wenn
man kiirzer 7 an Stelle von 7,, schreibt,

b;“( W — 61’)

Da 7 der Breite nach gleichférmig tiber den Querschnitt verteilt
ist, folgt zun#chst 2

T =

2
°/3 .
fﬁdF—rb,hG 2b j(ghz— 6p2)2dp,
13

und nach einfacher Ausrechnung geht dies iiber in

LJ V2
/ PdF = 1,2 55

»

Setzt man diesen Wert in Gl. (6) ein, so ergibt sich

V
/—12th L2 56 )

Hiernach wird der Biegungspfeil eines in der Mitte belasteten
Balkens von rechteckigem Querschnitt bei Mitberiicksichtigung
des durch die Schubspannungen hervorgebrachten Anteils an
Stelle der Gl. (47) von § 27, in der nur auf die Wirkung der
Biegungsmomente geachtet worden war, im ganzen gefunden zu

P

f= 48E0+03

Um beide Glieder der GroBe nach bequem mit einander ver-
gleichen zu konnen, setzen wir G = 0,4 E, wie es dem Werte der
Poissonschen Konstanten m = 4 entspricht, und driicken 8 und
Fin b und % aus. Damit geht die Gleichung iiber in die Form

P 8
l'=1mon (h2 + 3) (8)

bei der das erste in der Klammer stehende Glied von den Biegungs-
momenten und das zweite von den Schubkriften herrithrs.

Schon fiir = 10k macht der von den Schubspannungen her-
rilhrende Anteil nur rund 8%, von der ganzen Durchbiegung aus.
In den meisten Fillen ist aber ! noch groBer, und man erkennt
daraus, daB es ganz berechtigt ist, bei einem langen, schlanken
Stabe den Einflu der Schubspannungen ganz zu vernachldssigen,
wie dies gewdhnlich geschieht. Dagegen ist bei einem kurzen,
dicken Stabe die Vernachlissigung bedenklich oder iiherhaupt
nicht zuldssig.
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Fiir den Fall des rechteckigen Querschnitts ist hiermit die Auf-
gabe, die wir uns gestellt hatten, bereits als geldst zu betrachten,
da es gar keine Schwierigkeiten macht, die zuniichst fiir das Bei-
spiel von Abb. 85 gefundene Lisung sinngem#B auch auf andere
Belastungsfille zu tibertragen.

Dagegen muB bei anderen Querschnittsformen die Berechnung von
y auf Grund von Gl.(6) ganz von nenem wiederholt werden. Das ist
aber nur mdglich, nachdem man sich zuvor auf irgend eine Weise
— also etwa auf Grund geeigneter, mehr oder weniger willkiir-
licher Annahmen — ein Urtell dariiber verschafit hat, nach wel-
chem Gesetze sich die Schubkraft V tiber den Querschnitt verteilt.
Bei der weiteren Ausrechnung wird man alsdann an Stelle von
Gl. (7) eine Gleichung von der Form

: v
V=%Fa (9)

erbalten, in der » nicht mehr gleich 1,2 ist, sondern irgendeinen
anderen Wert hat, wie er der betreffenden Querschnittsgestalt
entspricht. Jedenfalls muBl aber x» grofer sein als Eins. Fir den
Fall der I-Triger hat man z B. getunden, dafl x zwischen 2,0
und 2,4 schwankt, wobei x um so grofer ist, je mehr das Profil
ausgeschnitten ist, d. h. je mehr es von einem vollen Rechtecke
abweicht,.

§ 49. Die genieteten Triger. Ein nach Abb. 86 aus einem
Stebblech, aus Winkeleisen und Gurtplatten zusammengenieteter
Triger verhilt sich in den meisten Fillen ganz &hnlich wie ein
I-Triger von derselben Querschnittsgestalt. Doch gilt dies keines-
wegs immer und auch niemals genau. Der durch die Nietverbindung
vermittelte Zusammenhang zwischen den einzelnen Bestandteilen
kann nimlich nicht als ein fiir alle Fglle ausreichender vollwertiger
Ersatz fiir den unmittelbaren
korperlichen Zusammenhang in-
nerhalb eines -aus einem einzigen
Stiicke bestehenden Trigers an-
gesehen werden. Fiir die gewdhn-
liche Verwendungsweise geniete-
ter Blechtriiger, bei der sie tiber-
79— wiegend auf Biegung und nur mit

Abb. 86 ) verhiltnismiBig geringen Schub-

kréften beansprucht werden, reicht

aber der Widerstand der Nietbolzen aus, um das Ganze so fest

zusammenzuhalten, daB sich der Triger ziemlich genau so ver-
hilt, als wenn er ein einziges ungeteiltes Stiick bildete.

Um sich genauere Rechenschaft dariiber zu geben, ob die Ver-
nietung hierfiir stark genug ist, berechnet man die Kraft, die von
einem Nietbolzen N in Abb. 86 bei der Biegung des Trigers auf-
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genommen werden muB. Man findet sie aus der Gleichgewichts-
bedingung gegen Verschieben in der Richtung der Stabachse,
die man fiir das durch den Bolzen N an das Stehblech ange-
schlossene Gurtstiick aufstellen kann. Die Liinge dieses Gurtstiicks
ist gleich der Nietteilung ¢ anzunehmen. Im Querschuitte A B des
Gurtstiicks werden die Biegungsspannungen ¢, iibertragen, fiir die
man nach Gl. (18) von § 24
M

61 = 46"-~y

erhilt, wenn unter 6 das Trigheitsmoment des ganzen Triger-
querschnitts und unter M, das an dieser Stelle vom ganzen Blech-
triger aufzunehmende Biegungsmoment verstanden wird. In dem
um die Nietteilung e entfernten Querschnitt CD hat das Bie-
gungsmoment einen von dem vorigen etwas verschiedenen Wert
M,, dem die Biegungsspannungen
M2
=" Y

entsprechen. Der Gesamtiiberschu der im Querschnitte C D
tbertragenen Gurtspannungen itber die im Querschnitte 4 B ist
gleich der Kraft P, die vom Nietbolzen aufgenommen werden
mufl. Hieraus folgt

P f (6 — 6,)d F — j%%%*yd 7 zﬂg_-ez%_jyd »

)
Die durch das [-Zeichen vorgeschriebene Summierung hat sich

iiber alle zum Gurtquerschnitt gehdrigen Flichenteilchen d F' zu
erstrecken. Fiir diese Summe kann man nach der Lehre vom
Schwerpunkte auch das Produkt aus der Gurtfliche (bestehend
aus Gurtwinkeln und Gurtplatten) und dem Schwerpynktsabstande
dieser liche von der Stabachse setzen. Gebraucht man daftir den

Buchstaben S, so ist M, — M,

_P = *0'"’"*‘ AS’.

Auch dieser Ausdruck kann noch etwas vereinfacht werden.
Im Verhiltnisse zur ganzen Trigerlinge kann nimlich die Niet-
teilung e als klein angesehen werden. Wir kénnen daher in GL. (2)
von § 47 aM

V="dx
unter dz niherungsweise auch e verstehen, wenn man darin fir
dM den zwar endlichen, aber bei benachbarten Querschnitten auch
nur kleinen Unterschied M, — M, einsetzt. Wenn man dies be-
achtet, geht die vorhergehende Formel iiber in

Ve
P= 6 S. (10)
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Gewdhnlich nimmt man an, daB auf 1 gem Nietquerschnitt
eine Schubkraft von ungefihr 700 kg mit ausreichender Sicher-
heit iibertragen werden kann. Hierbei ist noch zu beachten, daB
sich bei N in Abb. 86 die Last P auf zwei Querschnitte des Niet-
bolzens verteilt. Nach Gl. (10) kann man hiernach ausrechnen,
wie groB man unter sonst gebenen Umstiéinden die Nietteilung e
héchstens machen darf. Unter gewShnlichen Umstinden nimmt V
seinen grofBten Wert in der Néhe des Trégerendes an, und zwar
ist es dort gleich dem Auflagerdrucke. Die Triigerquerschnitte
und hiermit die Werte von S und von 6 hat man schon vorher
auf Grund der erforderlichen Biegungsfestigkeit des Triigers fest-
gestellt, ehe man Gl (10) benutzt, um die Nietverbindungen zu
berechnen.

Die Durchbiegung, die ein genieteter Tréger unter einer ge-
gebenen Belastung erfghrt, wird zwar etwas grofer ausfallen als
die eines zusammenhingenden Trigers von demselben Querschnitte
unter sonst gleichen Umsténden. In der Regel diirfte aber der
Unterschied nur ganz gering sein. Ob schon Versuche ausgefiihrt
wurden, um den Unterschied zahlenm#Big festzustellen, ist uns
nicht bekannt.

Jedenfalls wird sich aber die groere Nachgiebigkeit der genieteten
Triger stets bemerklich machen, wenn die vom Triiger aufzunebmenden
Schubkréifte nicht nur eine nebensichliche Rolle gegeniiber den Bie-
gungsmomenten, sondern wenn sie eine gleich wichtige oder gar die
Hauptrolle spielen. Das kann bei verhiltnismiiBig kleiner Stablinge
vorkommen. Namentlich aber gilt es bei der Beanspruchung eines
genieteten Triigers auf Verdrehen. An’ sich ist schon ein I-formiger
Querschnitt, wie wir in § 42 fanden, sehr wenig widerstandsfihig
gegen Verdrehen, Aber dartiber hinaus wird der Drillungswiderstand
noch weiter stark vermindert, wenn der Triger aus einzelnen durch
Vernietung zusammengehaltenen Teilen besteht. Wir sprechen damit
nicht nur eine Vermutung aus, sondern sprechen auf Grund von Er-
fahrungen, dfe vor kurzem in der Zeitscbrift ,Bauingenieur 1922,
S. 427 verdffentlicht wurden. In § 61 werden wir darauf zurtick-
kommen.

Auch fiir die Berechnung des Knickwiderstandes eines Stabes ist
es nicht von vornherein selbstverstéindlich, daB sich ein zusammen-
genieteter Stab ziemlich genau ebenso verhalten miifite wie ein Stab,
der aus einem Stiicke besteht, unter sonst gleichen Umstinden. Am
Schlusse von § 54 wird darauf ebenfalls zurfickgekommen werden.

§ 50. Biegung mit Zug oder mit Druck. Abb. 87 gibt den
einfachsten Fall an, mit dem wir uns hier zu beschiftigen haben.
Gezeichnet ist ein ,kurzer dicker* Stab, der im Grundrisse recht-
eckig ist. Man kann sich den Stab aber auch beliebig lang denken
und annehmen, daf wir den Stab nur aus Platzmangel nicht
linger gezeichnet haben. Oder man kann sich vorstellen, daB
Abb. 87 eine Zeichnung in verzerrtem MaBstabe bildet, bei der
die Stablinge ! in einem kleineren MaBstabe aufgetragen ist als
die Querschnittsabmessungen b und 4. Auch die Voraussetzung,
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daf der Querschnitt rechteckig sein soll, ist fiir die weiteren Be-
trachtungen nicht wesentlich; sie wurde nur der Anschaulichkeit

wegen gewihlt.

Die Belastung des Stabés soll aus den an den Enden ange-
brachten entgegengesetzt gleichen Kriften P bestehen, deren ge-
meinschaftliche Richtungslinie man in diesem Zusammenhange
auch als die ,,Kraftachse* bezeichnet. Wir nehmen hier an, daB
die Kraftachse parallel zur Stabacbse ist und daB sie durch seine
Querschnittshauptachse hindurchgeht. Den Abstand p zwischen

Kraftachse und Stabachse bezeichnet man als die
wLxzentrizitat des Kraftangriffs oder auch als den
Fehlliebel*.

In der Zeichnung ist P als Druckbelastung an-

genommen, und das ist auch der praktisch wich-

tigere Fall. Man kann sich aber die Pfeile auch
umgekehrt denken, so daB der Stab eine exzen-
trische oder, wie man dafiir auch sagen kann, eine
einseilige Zughelastung aufzunehmen hat. Damit
indert sich an deun folgenden Betrachtungen nichts
Wesentliches.

Wir fragen jetzt nur nach Drang und Zwang in
den mittleren Teilen des Stabes, die von beiden
Endquerschniften geniigend weit entfernt sind.
In den Endquerschnitten selbst und auch mnoch
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Abb, 87.

in ihrer Nachbarschaft hingt niimlich die Spannungsverteilung
und hiermit die Art der Forminderung offenbar sehr wesentlich
davon ab, wie die Last P selbst im einzelnen tatsichlich an-
gebracht wird. Denn unter der Last P in Abb. 87 ist selbstver-
stindlich nicht eine Einzelkraft im strengen Sinne, sondern nur
eine Resultierende von dort irgendwie verteilten Lasten zu ver-
stehen, da man eine endliche Kraft niemals in einem einzigen
Punkte tibertragen kann, sondern mindestens eine kleine, aber
endliche Fliache dafiir zur Verfiijgung haben muBl. Sobald daher bei
einer Aufgabenstellung von Einzelkriiften gesprochen wird, ver-
zichtet. man damit von vornherein schon auf eine nihere Unter-
suchung der Verhiltnisse in der Nihe der Lastangriffssielle. Erst
fir die etwas weiter davon ab gelegenen Teile des Stabes ist es
nach dem Prinzip von de St.-Venant gleichgiiltig, wie sich die
Kraft P im einzelnen iiber den Endquerschnitt verteilt.

Von dem Schnitte mm in Abb. 87 setzen wir voraus, da er
weit genug von den Stabenden entfernt ist, wdhrend es sonst
gleichgiiltig ist, wo er gelegt wird. Fir den Zweck der Gleich-
gewichtsbetrachtung kénnen wir uns die am oberen Teile des Stabes
angebrachte Last P durch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft
von derselben GrifBe und ein Kriftepaar vom Momente Pp ersetzt
denken. Die Ebene des Kriftepaars geht im Falle von Abb. 87
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durch eine Querschnittshauptachse. In einem Fléchenteilchen, das
einen Abstand y von der Z-Achse hat, entsteht durch das Zu-
sammenwirken der achsrecht angreifenden Kraft P und des Bie-
gungsmomentes Pp eine Spannung o, die sich nach dem Super-

positionsgesetze
o= E g Tr, E (1 ) 1)

% ist das Quadrat des Trigheitshalbmessers zu ver-

ergibt. Unter ¢
stehen, woftir man beim rechteckigen Querschnitte a.uch w setzen
kann.

Solange der Klammerwert in Gl (11) positiv ist, haben ¢ und
P gleiches Vorzeichen, d. h. zu einer Druckbelastung P gehort
auch eine Druckspannung ¢ in allen durch den Abstand y gekenn-
zeichneten Fléchenteilchen. Der Klammerwert kann aber auch
negativ werden, wenn y und p nach entgegengesetzten Richtungen
gehen und der Fehlhebel p groB genug ist. Nimmt man beim

rechteckigen Querschnitt p = +  an, 8o wird fir y = —g der
Klammerwert zu Null. Erst wenn p noch gréfler angenommen
wird als %, kommen im rechteckigen Querschnitt Flichenteilchen

vor, in denen durch die exzentrische Druckbelastung des Stabes
Zugspannungen hervorgerufen werden.

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und betrachten den durch
Abb. 88 erliuterten allgemeineren Fall, bei dem die Kraftachse
nicht mehr durch eine Querschnittshauptachse geht. Die Koordi-
naten der Spur der Kraftachse in der Querschnittsebene sind

mit p und ¢ bezeichnet. Den Aufrifi
+ des Stabes kann man sich ebenso hin-
l zudenken wie in Abb. 87.
Verlegt man auch jetzt wieder die
4 | _ _y Kraft P in die Stabachse, so tritt da-

| e bei ein Kriiftepaar auf, dessen Ebene
I 3 schief steht gegen die Querschnitts-
t hauptachse und das daher nach der in
:z Abb, 8. § 24 gebrauchten DBezeichnung eine

nschiefe Biegungsbelastung” des Stabes
bildet. In § 26 fanden wir, daB die einem solchen Falle entspre-
chende Nullinie mit einem Durchmesser der Trigheitsellipse zu-
sammenfillt, der dem durch den XKraftangriffspunkt gehenden
Durchmesser konjugiert ist.

Wir kénnen uns auch, wie es schon frither geschehen ist, das
biegende Kriiftepaar durch zwei Kriftepaare von den Momenten
Pp und Pq ersetzt denken, deren Ebenen durch die Hauptachsen
des Querschnitts gehen, Die in irgendeinem Flichenteilchen mit
den Koordinaten yz hervorgerufene- Spannung setzt sich dann im
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ganzen aus drei Gliedern zusammen, nimlich
_r Pp  Pq P Py | 9%
o=pt v tpi=p +7’§_+’i;)‘ (12)

Diese Gleichung gilt noch allgemein fiir einen beliebigen Quer-
schnitt. Fiir den rechteckigen Querschnitt geht sie iiber in

_P Py qz .
o =5 (1+ 1258+ 12%3). (13)

Auch jetzt wollen wir uns wieder die Frage vorlegen, wie weit
der Angriffspunkt der Kraft P vom Schwerpunkte entfernt sein
darf, ohne daB Spannungen verschiedenen Vorzeichens im Quer-
schnitte auftreten. Im Grenzfalle hat die Nullinie einen Punkt
mit der UmriBlinie des Querschnitts gemeinsam, ohne ins Innere
einzudringen. Beim rechteckigen Querschnitte wird also bei einer
Grenzlage des Angriffspunktes der Kraft die Spannung ¢ in einer
Ecke zu Null werden. Nehmen wir p und ¢ als positiv an und

setzen y = _";;' und z = —%, so geht Gl. (13) iiber in
_r P__ gl
c_F(1—67; 6b) (14)

und dieser Ausdruck wird zu Null fiir alle Lagen des Angriffs-
punktes der Last P, fiir die

»p ,q_ 1

TP % (15)
ist, jedoch mit dem Vorbehalte, daB nur positive Werte von p und
¢ zulissig sind. Alle Punkte, bei 4

denen dies zutrifft, liegen auf der _

Geraden A B in Abb. 89, die auf ‘} c !

den Hauptachsen die Abschnitte
h

3 und % bildet. Fir alle Punkte
des ersten Quadranten, die in
dem Dreiecke 04 B liegen, bleibt
in Gl. (14) ein positiver Rest in
der Klammer, und daher ist auch
die Spannung ¢ in der Ecke C
gleichen Vorzeichens mit P. Was
fiir den ersten Quadranten gesagt war, 1i8t sich sinngem#8 auch
auf die drei anderen iibertragen. Die in Abb. 89 schraffierte
Fliche, innerhab deren demnach der Angriffspunkt der Belastung
liegen darf, wenn man nur Spannungen gleichen Vorzeichens im
Querschnitte zulassen will, wird als der Querschnitiskern be-
zeichnet.

In ganz Hhnlicher Weise 1iBt sich der Kern auch fiir andere
Querschnittsformen ermitteln, womit wir uns aber hier nicht linger

Abb. 89. }



188 V. Die zusawmengesetzte Beanspruchung stabformiger Kérper

aufhalten wollen. Die Lehre vom Querschnittskern ist hauptséich-
lich fiir die Untersuchung der Standfestigkeit von Mauerpfeilern,
Gewdlben u. dgl. von Bedeutung, weil man von dem Entwurfe
fiir derartige Bauwerke wegen der geringer Widerstandsfihigkeit
des Mortels gegen Zugspannungen gewdhnlich. verlangt, daB in
den Fugen des Mauerwerks nirgends Zugspannungen auftreten
diirfen.

Denkt man sich die Absténde p und ¢ in Abb. 88 auf das n-fache

vergrofert und zugleich P auf :l verkleinert, so behalten in Gl. (12)

die sich auf die Biegung beziehenden Glieder ihre Werte unverindert
bei, wiihrend das nur von P abhéingende erste Glied beim Anwachsen
von # immer kleiner wird. Im Grenzfalle » = oo wird schlieflich
P zu Null, so jedoch, dafi Prn seinen urspriinglichen Wert bei-
behiilt. Damit kommt man auf den Fall der reinen Biegung, der
hiernach als ein Sonderfall der einseitigen Zug- oder Druckbe-
lastung aufgefaBt werden kann.

Die elastische Formi#nderung, die ein Stab bei einseitiger Be-
lastung erfihrt, 1iBt sich ebenfalls aus den beiden Anteilen zu-
sammensetzen, niémlich aus der Verlingerung oder Verkirzung
durch die nach der Mitte verlegte Kraft P und der durch das
Kriftepaar hervorgebrachten Biegung, die sich nach den Formeln
des 3. Abschnitts leicht berechnen 1a8t.

Bisher war vorausgesetzt, daB die Kraftachse parallel zur Stab-
achse gehen sollte. Wenn sich beide Achsen schneiden oder wenn
sie windschief zu einander liegen sollten, kann es sich indessen
immer nur um geringe Richtungsunterschiede zwischen ihnen
handeln. Das folgt daraus, da der Korper als Stab gelten soll,
also langgestreckt ist, wihrend die Spurpunkte der Kraftachse
in beiden Endquerschnitten nur um die verhiltnismiBig kleinen
Strecken von der Mitte entfernt sein kdnnen, die in der Quer-
schnittsfliche mdglich sind. Die Spannungen sind in den beiden
Fillen in allen Querschnitten verschieden von einander. Fiir irgend -
einen Querschnitt, der nicht zu nahe an den Stabenden liegt, kann
man die Spannungen nach Gl.(12) berechnen, indem man die Spur
der Kraftachse in der Querschnittsebene als Angriffspunkt einer
senkrecht zur Ebene stehenden Last von der GiiBe P annimmt.
Die geringe Schubkraft, die als Komponente der tatsichlich et-
was schief zur Querschnittsebene stehenden Kraft P daneben noch
auftritt, darf man dabei unbedenklich vernachlissigen.

Unter Umstéinden kann es dagegen sehr ndtig werden, das bei
windschiefer Lage zwischen Kraftachse und Stabachse neben dem
Biegungsmomente noch auftretende Verdrehungsmoment zu bertick-
sichtigen, obschon es ebenfalls jenem gegeniiber nur klein sein wird.
Streng genommen {iberdecken sich bei windschiefer Kraftrichtung
in jedem Punkte des Querschnitts vier verschiedene Spannungen, von
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denen die erste der nach dem Schwerpunkt verlegten Normalkraft,
die zweite der geringen Schubkraft, die dritte dem Biegungs-
momente und die vierte denfVerdrehungsmomente entspricht. Jede
einzelne dieser Spannungen hat man nach den dafiir frither aufge-
stellten Vorschriften zu berechnen. Hierbei wird es stets zuldssig sein,
den von der Schubkraft herrithrenden Betrag zu vernachléssigen,
und wenn es sich um einen Mauerpfeiler handelt, auch den des
Verdréhungsmomentes. Handelt es sich aber um einen Querschnitt
von geringem Drillungswiderstande, also etwa um einen I-Quer-
schnitt, so wire es, wie aus § 42 hervorgeht, sebhr bedenklich,
selbst ein kleines Verdrehungsmoment gegeniiber dem Biegungs-
moment zu vernachlissigen.

Bei allen vorhergehenden Betrachtungen wurde die elastische
Forménderung des stabformigen Korpers, wie es auch sonst fast
ausnahmslos in der Festigkeits-

lehre geschieht, stillschweigend f ; i | f P
als sehr klein vorausgesetzt,__so | } i I
daB auf die damit verbundene An- ] S

derung des urspriinglichen Fehl- Abb. 90.

hebels nicht geachtet zu werden

brauchte. Dirse Vernachldssigung ist aber nicht invmer suldssig, und
wenn der Fehlhebel urspriinglich sehr klein war, kann es leicht
vorkommen, daf er durch eine geringe Ausbiegung des Stabes
verhiltnismifBig so stark vergréBert wird, daB man sorgfiltig
darauf achten mu8B.

Im folgenden Paragraphen werden wir niher darauf eingehen.
Vorher aber sei noch auf den durch Abb. 90 dargestellten Be-
lastungsfall verwiesen. Bei ihm kommen zwei Lastgruppen vor,
némlich die Gruppe der Lasten P und der dazugehdrigen, etwa
als Auflagerkriifte aufzufassenden Krifte B und C, die alle senk-
recht zur Stabachse gerichtet sind, wozu noch als zweite Gruppe
die beiden entweder genau oder wenigstens annshernd mit der
Stabachse zusammenfallenden Kriifte @ kommen. Solange die @
von gleicher GréBenordnung mit den P sind, geniigt es, die Span-
nungen und die Forménderungen einzeln zu berechnen, die von
jeder der beiden Lastgruppen fiir sich hervorgerufen werden, und
hierauf nach dem Superpositionsgesetz beide fibereinander zu lagern.
Die Aufgube kann dann nach den frither dafiir gegebenen Amn-
leitungen ohne weiteres geldst werden.

Ganz anders aber ist es, wenn die @ sebr viel gréBer sind als
die P. Die von den Lasten @ herriihrenden Biegungsmomente
konnen dann nach erfolgter Forménderung, selbst wenn urspriing-
lich keine Fehlhebel vorgekommen sein sollten, trotz der viel
kleineren Hebelarme doch von gleicher GroBenordnung mit den
von den Lasten P herriihrenden werden oder sie gar noch iiber-
treffen. Ein Urteil tiber das Verhalten des Stabes und iiber die
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Bruchgefahr ist dann nur méglich, indem man berechnet, um
wieviel sich die Fehlhebel der @ fiir die einzelnen Querschnitte
des Stabes bei der Ausbiegung #ndern.

Hauptsiichlich gilt dies fiir den Fall, daB} die Kréfte @ eine
Druckbelastung des Stabes bilden, wie in Abb. 90 angenommen
wurde. Die Aufgabe ist dann nahe verwandt mit der im nichsten
Paragraphen zu besprechenden und &hnlich wie diese zu losen. Kehrt
man dagegen die Pfeile der @ in Abb. 90 um und setzt voraus, dal
der Fehlhebel urspriinglich gleich Null war, so sind die den @
entsprechenden Biegungsmomente nach erfolgter Forminderung
von entgegengesetztem Vorzeichen als die von den Lasten P her-
rithrenden. Die Ausbiegung der Stabachse wird daher durch die
Mitwirkung der Lasten @ verkleinert, und zwar unter Umstinden,
nimlich wenn die ¢ sehr viel gréfler sein sollten als die P, sogar
sehr stark verkleinert. Auch dies ist ein Fall, der praktisch vor-
kommt. Er wurde von M. Tolle in der Z.d.V.D.L, 1897, 8.855,
behandelt, worauf hier verwiesen werden moge. Die Gestalt der
elastischen Linie wurde dabei von Tolle als eine ,sieife Ketten-
linie* bezeichnet.

§ 51, Die Knickfestigkeit. Der einfachste Fall der Knick-
testigkeit schlieBt sich dem vorher behandelten Falle der ,ein-
seitigen” oder ,exzentrischen* Druckbelastung eines Stabes ‘un-
mittelbar an. Er geht aus ihm hervor, wenn die anfinglichen
Fehlhebel klein waren, die Drucklast aber groB genmug ist, um
wegen der grofien Linge oder der geringen Biegungssteifigkeit
des Stabes eine starke VergriBerung dieser Fehlhebel und damit
einen Biegungsbruch des Stabes befiirchten zu missen.

Ehe die Rechnung durchgefiibrt wird, muf aber noch ein Ein-
wand besprochen werden, der gegen eine Erkldrung des Knick-
vorganges auf Grund dieser Uberlegung ofters erhoben wird. Es
wird nimlich gesagt, die Aufgabe bestehe eigentlich darin, das
Ausknicken auch fiir den Fall zu erkliren, daB Kraftachse und
Stabachse anféinglich genau zusamwmenfielen. Wenn dies dringend
verlangt wird, kann man auch dieser Forderung entsprechen, wie
in § 101 von ,Drang und Zwang® ausfiihrlich auseinanderge-
setzt ist.

Aber die Forderung selbst ist an sich ganz unberechtigt. Geringe
Abweichungen zwischen Kraftachse und Stabachse lassen sich
iiberbaupt nicht vermeiden, und es ist daher nicht willkiirlich,
sondern ganz sachgemif, von ihnen auszugehen. Das ist auch
gar keine be-ondere Eigentiimlichkeit der Knickfestigkeit, sondern
man befindet sich iiberbaupt in allen Fillen des ,unsicheren® oder
pinstabilen Gleichgewichts stets in derselben Lage. An einem
einfachen Beispiele mdge dies noch etwas niher erliutert werden.

Der in Abb. 91 im AufriB gezeichnete Korper bestehe aus einem
zylindrischen Teile von der Héhe # und dem Halbnesser » und
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einer sich unten daran schlieBenden Kugelhaube vom Halbmesser RE.
Dieser Korper sei auf eine Tischplatte gestellt, und es fragt sich,
ob er auirecht stehen bleibt oder ob er umfillt. Unter sonst
gleichen Umstinden hingt dies von der Hohe & ab. Bei geringer
Hohe bleibt er stehen, bei grofer fillt er um, wie jedermann aus
Erfabhrung weiB.

Wenn eine Erklirung dafiir verlangt wird, oder wenn die
Jkritische* Hohe h berechnet werden soll, bei der das Gleichge-
wicht ,,unempfindiich® oder ,indifferent* wird, stellt man sich vor,
daB der Korper anfinglich ein klein wenig schief aufgestellt wurde,
und sieht zu, ob er sich, nachdem er losgelassen wurde, unter dem

Einflusse der an ihm angreifenden Kriifte, r
pimlich des im Schwerpunkte S angrei- :

fenden Eigengewichtes und des Auflager- )

drucks von selbst aufrichtet, oder ob er B 7/ l N

vollends umfillt. Hebt sich der Schwer- PARIAN 4
punkt bei einer kleinen Rollbewegung // | N

aus der aufrechten Lage, so ist das Gleich- ]

gewicht stabil, verschiebt es sich in wag-
rechter Richtung, so ist es indifferent,
und labil ist es, wenn sich der Schwer- Abb. 91,

punkt dabei senkt.

Es wird sich nicht leicht jemand finden, der mit der Losung
der Aufgabe auf diesem Wege nicht zufrieden wire, sondern dartiber
hinaus auch noch eine Erklirung dafiir verlangte, warum der
Kérper bei zu groBem & tatsichlich immer umfillt, obschon an
sich ein dauerndes Verharren in der aufrechten Lage auch in
diesem Falle recht wohl denkbar wire.

Dieselben Uberlegungen, die hier zum Ziele filhren, muf man
auch in allen anderen Fillen anstellen, bei demen ein instabiles
Gleichgewicht in Frage kommt. Auch in der Knicktheorie geht
man von einer kleinen Storung aus, indem man einen ganz un-
vermeidlichen kleinen Fehlhebel voraussetzt und nachrechnet, ob
und wie stark er sich unter den gegebenen Umsténden bei der
elastischen Forménderung vergréBern wird.

Wer sich aber auch durch den hier angestellten Vergleich noch
nicht davon tiberzeugen 148t, daB dieses Vorgehen berechtigt ist,
muB die Gelegenheit suchen, selbst einmal einen Knickversuch zu
beobachten. Wer jemals in seinem Leben das Entstehen und An-
wachsen des Ausknickens bei einem solchen Versuche messend
verfolgt hat, wird kein Bediirfnis mehr danach emptinden, eine
eigene neue Knicktheorie aufzustellen, sondern sich fiir den ein-
fachsten Fall, um den es sich bei diesen Betrachtungen allein
handelt, mit den schon vorhandenen Theorien gern zufrieden
geben.

/



192 V. Die zusammengesetzte Beanspruchung stabfSrmiger Korper

§ 52. Die Knickformel von Navier, Schwarz, Rankine.
Wir gehen jetzt auf die sich an Abb.87 anlehnenden Eingangs-
betrachtungen von § 50 zuriick. DaB sich ein anfangs bestehender
kleiner Fehlhebel p bei der elastischen Form#nderung je nach der
GroBe der von einer Siule oder einem Pfeiler oder einem anderen
auf Druck beanspruchten Baugliede aufzunehmenden Last mehr
oder weniger vergréBern muB, geht daraus unmittelbar hervor,
ebenso dal hiermit zur Druckbeanspruchung auch noch eine Bie-
gungsbeanspruchung des Stabes tritt. Uber den anfinglichen Fehl-
hebel wei man nichts; man kann ihn héchstens auf Grund von
Erfahrungen fiir eine gewisse Art der Bauausfiilhrung ungefihr
einschiitzen. Auf ihn kommt es aber auch gar nicht so sehr an,
sondern vielmehr auf den groBten Wert p, den man dafiir nach
vollzogener Forménderung endgiiltig als mdglich in Aussicht zu
nehmen hat.

Diese ﬁberlegung hat zu einer Formel gefiihrt, die in den dlteren
Schriften tiber Baumechanik mit geringen Abweichungen iiberall
wiederkehrte und die auch jetzt noch sehr hiufig verwendet wird.
Es lag nmlich nahe, fiir den Fehlhebel p teils gefiihlsmiBig, teils
mit der einen oder anderen nicht ganz ausreichenden Begrindung
den Ansatz 2

b=n_ (16)

zu machen, in der ! die Stablinge, @ eine von den Querschnitts-
abmessungen abhingige Liinge und x eine Zahl bedeutet, die man
5o zu wiihlen hat, daB die auf den Ansatz gestiitzte Knickfestig-
keitsformel mdglichst gut mit der Erfahrung iibereinstimmt.

Die Begriindungen, die man dem Ansatze (16) zu geben ver-
suchte, kommen im allgemeinen darauf hinaus, daB es bei der

Knickgefahr hauptsichlich auf das Schlankheitsverhiltnis r‘l; an-

komme. Dabei ist unter a der Abstand der #uBersten Faser von
der zum kleinsten Triigheitsmomente gehdrigen Querschnittshaupt-
achse zu verstehen, weil eine Ausbiegung nach dieser Richtung
hin offenbar am meisten zu befiirchten ist. Ferner ist aber auch
noch von vornherein zu erwarten, daf bei geometrisch #hnlichen
Stiben, also bei gegebenem Schlankheitsverhiltnisse, der Fehlhebel
» unter sonst entsprechenden Umstinden in demselben Verh#lt-
nisse zunimmt wie alle fibrigen MaBe, also in dem gleichen Ver-
hiltnisse wie 7. Hiermit erklirt es sich, daB in GL(16) 7 im
Quadrate vorkommt. Als einen Beweis von Gl.(16) kann man
diese Bemerkungen freilich nicht ansehen; aber zur Stiitzung einer
Vermutung, die man sich vorbeh#lt, durch Vergleich mit der Er-
fahrung zu priifen, reichen sie immerhin aus.

Nachdem der Ausdruck fiir p in Gl (16) festgestellt ist, hat
man es weiterhin nur noch mit einer exzentrischen Druckbelastung
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des Stabes zu tun. Man berechnet die durch die Last P hervor-
gerufene Druckspannung 6msx nach Gl (11) von § 50, die zwar
dort zun#chst nur fiir den rechteckigen Querschnitt abgeleitet,
aber nachher als allgemeingiiltig erkannt wurde. An die Stelle
von y hahen wir darin den vorher eingefiihrten Abstand a zu
setzen und an Stelle von 6, das Produkt Fi?, wenn unter ¢ der
kleinere von den beiden Haupttrigheitshalbmessern des Querschnitts
verstanden wird. Damit ergibt sich unter Beachtung von G1.(16)

am=§(1+“7£3)=§(1 + xz—:-) (17)

Man nimmt nun weiterhin an, daB der Stab als knicksicher
anzusehen ist, falls das so berechnete 6max den zuldssigen Wert
6m der Druckbeanspruchung des betreffenden Werkstoffes nicht
iiberschreitet. Diese Annahme ist auch ganz unbedenklich, falls
nur x auf Grund von hinreichend zahlreichen Erfahrungen iiber
den Knickwiderstand von Stiben aus demselben Stoffe und unter
sonst ganz dhnlichen Verhdltnissen gewithlt wird. Hiermit kommt
man fiir die zuléissige Belastung P, des Stabes auf die Formel

Fe

zul

1)zu1= T
1 +u% <18)

um deren Ableitung es sich handelte.

Die Brauchbarkeit der Formel hiingt ganz davon ab, daB man
in jedem Falle der Anwendung sowohl fiir  als fiir 6,u1 einen
durch die Erfahrung irgendwie gentigend verbiirgten Wert einsetzt.
Gewohnlich stiitzt man sich dabei auf die Vorschriften der in dem
betreffenden Verwaltungsbezirke giiltigen Bauordnung, womit man
dem Haftpflichtgesetze gegentiber gedeckt ist Bei der Wahl von
65u ist man daran weniger gebunden, sondern kann auch von der
dem betreffenden Baustoffe entsprechenden Druckfestigkeit aus-
gehen. Dagegen vermag man sich kein eigenes Urteil éiber den
angemessenen Wert von x fiir einen bestimmten Fall zu bilden,
falls man nicht selbst schon tiber zahlreiche Erfahrungen unter
ganz dhnlichen Umsténden verfiigt. Diese Unsicherheit zeigt sich
auch darin, daB man Werte von % empfohlen findet, die in den
weiten Grenzen von 0,0001 bis 0,0006 schwanken.

Es mag nur noch erwihnt werden, daB man unter sonst gleichen
Umstinden » um so kleiner wihlen darf, je mehr man zu der
Annabhme berechtigt ist, daB der Stab an den Enden als einge-
spannt zu betrachten sei. In den meisten Fillen ist aber diese
Annahme zu giinstig, und dann sind gréBere Werte fiir x am Platze.

§ 53. Die Knickformel von Buler. Alter als die vorher-
gehende Formel und viel besser in Ubereinstimmung mit dem bei
Knickversuchen beobachteten Verlhialten eines schlanken Stabes,

Teubn. Leitf. 17: F6ppl, Grundaiige der Festigkeitslehre 13
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der eine Druckbelastung zu ibertragen hat, ist die von Euler auf-
gestellte Knickfestigkeitsformel. Ein Jahrhundert lang war sie
nur in einem engen Kreise von Mathematikern und Physikern be-
kannt, die sich gelegentlich nebenher einmal mit diesem besonderen
Falle des instabilen oder indifferenten elastischen Gleichgewichts
beschiftigt hatten, ehe sie schlieBlich auch in den technischen
Kreisen beachtet und nach langem Widerstreben anerkannt wurde.

Zur Ableitung der Eulerschen Formel gehen wir wiederum von
dem durch Abb. 87 von § 50 dargestellten Falle der einseitigen
Druckbelastung aus. Hierbei setzen wir den anfinglichen Fehl-
—Jiy hebel p als sehr klein voraus. Das geschieht jedoch
4 F nicht, um die Betrachtung dadurch zu vereinfachen

(da sie auch fiir gréBere Werte von p, in ganz shn-
licher Weise durchgefithrt werden konnte), sondern
nur, um unsere Untersuchung von vornherein den
Verhiiltnissen anzupassen, auf die sie nachher ange-
wendet werden soll.

Nur insofern weichen wir von Abb. 87 ab, als
wir nicht gerade einen rechteckigen, sondern einen
beliebigen Querschnitt des Stabes voraussetzen und
auflerdem die Spur der Kraftachse in der Querschnitts-
5 ebene auf jener Querschnittshauptachse annehmen,

z
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i zu der das groBte Trigheitsmoment gehtrt. Auch

Abb. 93. diese Voraussetzung ist nicht wesentlich fiir die Durch-

fithrung der sich daran schlieBenden Rechnung, sondern

sie wird nur gemacht, weil eine Ausbiegung nach dieser Rich-

tung gefihrlicher ist als nach jeder anderen, da die ihr ent-

sprechende Biegungssteifigkeit von dem kleinsten Haupttrigheits-
momente abhingt.

In Abb. 92 sind die Stabachse A B und die durch die Richtungs-
linie der P bestimmte Kraftachse nebeneinander aufgetragen. Der
sehr kleine Abstand p, zwischen beiden ist der Deutlichkeit wegen
viel groBer gezeichnet, als er zu erwarten ist. Wir wollen tber-
haupt annebmen, daB in der Zeichnung die in der Y-Richtung
gehenden Strecken nach einem viel gréeren MaBstabe auszumessen
sind als die in der X-Richtung gehenden. Die Stabdicke lassen
wir in der Zeichnung ganz weg; man kann sie sich nach Belieben
hinzudenken, mit dem Vorbehalte jedoch, daf sie klein sein muf
gegen die Stablinge.

In dem zur Abszisse z oder zum Punkte C der Stabachse ge-
horigen Querschnitte besteht vor der Forminderung der Fehlhebel
Py und das ihm entsprechende Biegungsmoment Pp, Wiahrend
der Form#énderung denken wir uns die Stabenden bei 4 und B
festgehalten, und zwar so, daB sie sich widerstandslos um diese
Punkte zu drehen vermdgen. Durch die Biegungsmomente wird
dann eine Kriimmung der Stabachse von der aus Abb. 92 ersicht-
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lichen Art herbeigefiihrt, wobei die Grofe der Ausbiegung zunéchst
dahingestellt bleiben moge. Der Fehlhebel in dem zur Abszisse x
gehorigen Querschnitte wiichst damit auf p,+ y an. Jedenfalls
wird die Grofe der Ordinaten y der elastischen Linie irgendwie
von der GroBe der Last P abhingen. Wenn der Stab schlank
genug oder biegsam genug ist, wird man die Last P so weit
steigern konnen, daf die y durchschnittlich von gleicher GroBen-
ordnung mit p, werden, ohne daB dabei die Proportionalititsgrenze
des Baustoffes an irgendeiner Stelle iiberschritten wiirde. Das
ist deshalb mdglich, weil wir den anftinglichen Fehlhebel p, selbst
schon als sehr klein vorausgesetzt hatten.

Abb. 92 ist so gezeichnet, wie es der eben gemachten Annahme
iiber die GroBe von P entspricht. Hierbei macht es jedoch nichts
aus, ob p, oder der mit f bezeichnete Biegungspfeil groBer ist,
und es darf auch eine dieser beiden Strecken mehrmals so groff
sein als die andere. Wesentlich ist dagegen die Voraussetzung,
daB der Stab gentigend schlank ist, um Ausbiegungen y, die von
gleicher GroBenordnung mit p, sind, ohne Uberschreitung der Pro-
portionalitétsgrenze des Baustoffes ertragen zu kionnen, und diese
Voraussetzung darf bei dir Anwendung der sich auf sie stiitzenden
Eulirschen Formel niemals aufer acht gelassen werden. ‘

Wir denken uns die elastische Form#nderung, die der Stab
beim Aufbringen der Last P erfuhr, bereits vollzogen und fragen
nach der Gestalt der elastischen Linie, in die die vormals gerade
Stabachse dabei tibergegangen ist. Die Verkirzung in der X-
Richtung ist so unbedeutend, daf wir von ihr ganz absehen kénnen.
Um zu einem Urteile iiber die Gestalt der elastischen Linie zu
gelangen, genfigt es vielmehr, nur auf die weit gréBeren Ver-
schiebungen in der Y-Richtung zu achten. Nach Eintritt des
Gleichgewichtszustandes ist das Biegungsmoment M im Quer-

schnitte =
M = P(p,+ ¥) (19)

und von diesem Biegungsmomente hingt die Stabkrimmung an
der betrachteten Stelle ab. Dieser Zusammenhang wurde in § 27
durch Gl.(87) ausgesprochen, und mit ihr erhalten wir

dﬂ
E6 gfi= — P(po+ ) (20)
Hierdurch ist y als Funktion von % der Form nach vollig be-
stimmt; die Losung der Gleichung lautet nimlich

y = Cysin ax + Cy cos ax— p,, (21)

wenn man unter C; und C, die beiden willkiirlichen Integrations-

konstanten versteht, die in der allgemeinen Lisung einer Differen-

tialgleichung zweiter Orduung vorkommen miissen, wihrend «

ebenfalls ein unveréinderlicher Wert ist, der aber nicht willkiirlich
13*
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bleibt, sondern erst noch so gewihlt werden muB, daB Gl.(20)
in der Tat durch den in Gl (21) fiir y aufgestellten Ausdruck
befriedigt wird. Setzt man diesen Ausdruck in die Differential-
gleichung ein, so findet man, daB fiir &, um ihr zu gentigen, der Wert

P ¢
angenommen werden muf.

Die Integrationskonstanten C; und C, bleiben zwar in der all-
gemeinen LOsung der Differentialgleichung willkiirlich; aber auch
sie werden bei der Anwendung auf den besonderen Fall durch die
Forderung bestimmt, daf die Grenzbedingungen an den beiden
Stabenden erfiillt werden miissen. Fiir 2 = 0 mub auch y = O
werden, da der Punkt A in Abb. 92 festgehalten wird. Damit
dies zutreffe, hat man in Gl (21) nachtriglich

Cy = Dy

zu setzen. Ferner muB aber auch am Punkte B, also fir x =/
die Ordinate y der Biegungslinie zu Null werden, und hieraus folgt

1 — cosel
Cr=py~ sinel

Die auch schon den Grenzbedingungen angepaBte Lisung der
Differentialgleichung (20) fiir die elastische Linie lautet daher jetazt

sin ez

el (L cosal)-i—cosoex—l}‘ (23)

Yy =po{

Aus ihr 148t sich zunichst entnehmen, daB die elastische Linie
des Stabes bei dem dureh Abb. 92 beschriebenen Belastungsfalle
die Gestalt einer allgemeinen Sinus- oder Kosinus-Linie annimmt.
Die Ausbiegung wird am groBten in der Stabmitte, und fiir den
Biegungspfeil f erhilt man

sin ol
~ al .
f="0| 55071 — cosal) 4 cos 5 —1]. (24)
Die GroBe von f hiingt auBer von p, nur noch von «, das heiBt
gemiB GL.(22) vou P ab. Wahlt man 2 B. P so, dab ol = o,

der Winkel ol im GradmaB daher = 120° wird, so folgt daraus
sino;l =sinoal= ;—]/5 ferner cos ol = — ;— und cos ‘i;-l = 4 t—
Setzt man diese Werte in Gl (24) ein, so ergibt sich f=p,. Damit
erkennt man jetst auch, wie gro8 man die Last P zu wihlen hat,
damit, wie wir esbei der Ableitung voraussetzten, die Ausbiegungen
von gleicher GroBenordnung mit dem urspriinglichen Fehlhebel F
werden konnen. Begeichnet man die Last, die in der Stabmitte
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eine Verdoppelung des ursprimglichen Fehlhebels p, herbeifiihrt,
mit Py, so folgt sie aus der Gleichung
4 .

Da wir p, als klein vorausgesetzt hatten, wird der Stab durch
die soeben berechnete Last P, immer noch wenig durchgebogen.
Sobald wir aber von da ab die Last noch weiter vermehren, nimm#t
f rasch und immer rascher zu. Man kann auch sofort eine obere
Grenze angeben, die von P nicht ganz erreicht werden kann, weil
sich der Stab vorher schon so stark ausbiegt, daB damit die Pro-
portionalitétsgrenze des Baustoffes iiberschritten wird, womit seine
Tragfahigkeit erschopft ist. Man nennt diese obere Grenze die
kritische Belastung oder auch die Fulersche Knicklast. Setzt man
nimlich, um dies weiter auszufiihren, in Gl.(24) ol = =, so wird
sin @/ == 0 und cos «/ = — 1 und hiermit das erste Glied in der
Klammer von Gl.(24) unendlich gro8. Das heiBt aber, daB man
GL (24) auf einen so groBen Wert von « oder von P iiberhaupt
nicht mehr anwenden darf, weil schon bei der Anniherung an
diese Grenze infolge der starken Ausbiegung des Stabes die Vor-
aussetzungen nicht mehr zutreffen, auf denen die Differential-
gleichung der elastischen Linie beruht.

Setzt man «l=m in GL (22) ein und 16st nach P auf, so erhilt
man fiir die Eulersche Knicklast, die wir mit Py bezeichnen wollen,

Py=n* =5~ (25)

Das ist also etwas mebr als das Doppelte des vorherin Gl (24a)
berechneten Wertes von P,.

Nach Gl. (25) ist Py unabhingig vou der Grofe p, des anfing-
lichen Fehlhebels. Damit ist jedoch nicht gesagt, daB der Knick-
widerstand des Stabes ebenfalls ganz unabhingig von p, wére.
Der Knickwiderstand ist vielmehr stets kleiner als Pg, und er bleibt
um so mehr hinter Py zuriick, je groBer der anfingliche Fehl-
hebel p, war. Nur wenn p, als sehr klein im Verhiltnisse zu den
QuerschnittsmaBen des Stabes angenommen wird, macht es fiir den
Knickwiderstand nichts mehr aus, wenn man p, dann noch weiter
verkleinert.

Nachtriiglich kann man auch noch berechnen, wie groB die
Beanspruchung des Baustoffes, also die Spannung 6max ausfillt,
die im mittleren Querschmtt des Stabes unter der Annahme eines
anfinglichen Fehlhebels p, durch eine Last P hervorgebracht
wird. Ganz #hnlich wie bei der Ableitung der Navierschen Knick-
formel erhélt man hier an Stelle der GL (17) von § 52

Gmax = %(1 + Z(L:;f))’
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da jetzt (py+ f) den groBten vorkommenden Fehlhebel angibt,
der in GL (17) mit p bezeichnet war. Setzt man fiir / seinen
Wert aus Gl. (24) ein, so folgt daraus

el
s1in ——

Omax = % {1 + %?}0 [ﬁrfl (1 — cos al) + cos %l“ (26)
worin noch o« mnach Gl.(22) in P auszudriicken ist. Man kann
auch, wie es frither geschehen war, @max = 6zu setzen und hierauf
die Gleichung nach dem als zuldissig anzusehenden Werte von P
auflésen. Die Gleichung ist zwar transzendent, aber ihre Auf-
l6sung durch Probieren oder nach einem der tiblichen Niherungs-
verfahren macht keinerlei Schwierigkeiten, wenn ein bestimmtes
Zahlenbeispiel vorliegt. Am besten ist es, wenn man sie zu diesem

Zwecke in der Form
el

sin —
Goul = E'ug{i?—}— apo[m%l(l — cosel) + cos%l” (27)

anschreibt, in der « bei gegebenem p, die einzige Unbekannte ist.
Nachdem diese Gleichung nach « aufgeldst ist, findet man die zu-
lissige Belastung P daraus nach Gl.(22).

Dagegen vermag die Theorie keinen Aufschluff dariiber zu geben,
wie gro man den anfiinglichen Fehlhebel p, annehmen soll. Hier
muB stets die Erfabrung erginzend eingreifen; nur sie kann lehren,
auf welche Fehler man bei einer bestimmten Art der Bavausfithrung
trotz allen Bestrebens, die Last genau achsrecht aufzubringen.
stets gefaBt sein muB.

Anstatt eine bestimmte Annahme iiber p, zu machen und hierauf
P,y mit Hilfe von Gl (27) zu berechnen, ist es aber einfacher
und fiir alle praktischen Zwecke geniigend, P,y gleich einem
passend gewihlten Bruchteile von Pg zu setzen, némlich

-Pznlz,'%“g@ (28\)
und den darin vorkommenden ,,Sicherheitsgrad* » so zu wahlen,
wie es die vorliegenden praktischen Erfahrungen erforderlich er-
scheinen lassen.

Auf keinen Fall darf man aber bei der Berechnung von Py,
nach G1. (28) unterlassen, sich aufierdem noch davon zu iiberzeugen.
daf der hiernach berechnete Wert kleiner bleibt als Fo,m: diese
Forderung wird erfilllt, wenn der Stab schlank genug ist, d. h.
wenn die Stablénge ! einen gewissen Mindestwert I, iiberschreitet,
der sich nach GI.(28) zu

. E
ly= m]/;;; (29)

zul

berechnet.



§ 54. Kpicken bei anderen Grenzbedingungen 199

§ 54. Knicken bei anderen Grenzbedingungen. Bisher
wurde vorausgesetzt, daB sich die Stabenden um die Punkte 4
und B in Abb. 92 frei zu drehen vermdchten und daf die Kraft-
achse stets. denselben kleinen Abstand p, von der Verbindungs-
linie beider Punkte beibehielte wie vor der elastischen Form-
gnderung. Genau wird diese Voraussetzung freilich nur selten
utreffen; immerhin schlieft sie sich aber in den meisten Féllen
den tatsiichlich vorliegenden Bedingungen ziemlich gut an. In
anderen Fillen dagegen mufB man sie durch andere Annahmen er-
setzen.

Ein wichtiges Beispiel dafiir bilden die Stiitzen, etwa die guB-
eisernen Siulen, die dazu bestimmt sind, eine Decke in einem Ge-
biude zu tragen, wie durch Abb. 93 in einem Aufrisse angedeutet
ist. Die Stiitzen AB, CD usf sind ,
an den Enden nicht frei drehbar auf-
gelagert, sondern mit Kopf- und FuB-
platten, vielleicht auch noch mit Ver-
schraubungen versehen, die eine Dre- 77 7
hung nach . Mbglichkeit verhindern Abb. 93.
oder wenigstens erschweren sollen. Hierbei darf man ferner in
der Regel annehmen, daB eine Verschiebung der Decke oder
auch des FuBbodens in wagrechter Richtung schon durch den
Zusammenhang mit den {iibrigen Geb#udeteilen ausgeschlossen
ist, so daB mnicht etwa die Stiitzen selbst auch dafiir aufkommen
miissen.

Die Stibe A B, CD usf. haben demnach nur die Aufgabe, die
Drucklast aufzunehmen und sie nach abwiirts zu ibertragen. Wie
groB die Last ist, die auf jede einzelne Stiitze entfillt, ist eine
Frage fiir sich, die bereits entschieden sein mufl, ehe man an die
Berechnung auf Kpickfestigkeit herantreten kann. Wir betrachten
daher die Last P dls gegeben, genau so wie in dem vorhergehen-
den Falle von Abb. 92. Dagegen diirfen wir hier nicht annehmen,
daB die ,,Kraftachse* der P vor der Forminderung mit der Stab-
achse zusammenfalle und diese Lage gegen die Stabenden 4 und
B ebenso wie in Abb. 92 auch dauernd beibehalte. Vielmehr miissen
wir als moglich ansehen, daf die Kraftachse vielleicht von An-
fang an schon, erst recht aber, sobald merkliche Aushiegungen
der Stidbe eintreten, in grofen Abstéinden von den Endpunkten A
und B der Stabachse voriibergehen kdnnte.

Um die Knicksicherheit der Stibe in einem solchen Falle be-
urteilen zu konnen, muf man sich die Art der Verbindung niher
ansehen, die zwischen den Stabenden einerseits und FuBboden und
Decke andererseits tatséichlich besteht. Ist sie hinreichend stark
bemessen, um jede merkliche Drehung der Stabenden verhindern
zu kdnnen, so spricht man von einer Einspannung, und auf diesen
Fall soll sich die weitere: Betrachtung beziehen.
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Vorher aber ist es sehr nitig, darauf hinzuweisen, daB diese
Voraussetzung nur selten einigermaBen genau zutreffen wird. Man
wirde zwar die Tragféhigkeit der S#ulen unterschitzen, wenn
man iiberhaupt keine Riicksicht auf die wenigstens teilweise Ein-
spannung an den Stabenden nebmen wollte. Dagegen iiberschiitzt
man sie, je nach den besonderen Umstinden des einzelnen Falles
mehr oder weniger, wenn man die Einspannung als voll wirksam
ansieht.

In Abb. 94 ist der Stab A B fiir sich herausgezeichnet. Dabei
ist angenommen, daB er sich bereits merklich ausgebogen hat,
wenn auch nicht so stark, wie es Abb. 94 ,iibertrieben
angibt. Die Ordinaten .y der elastischen Linie sollen
vielmehr immer noch klein sein gegen die Stabliénge I
und auch jedenfalls klein genug, um keine Uber-
schreitung der Proportionalititsgrenze infolge der
Stabkriimmung herbeizufiihren, da andernfalls ein
Zusammenbruch sofoit zu erwarten wire.

Die Einspannung an den Stabenden betrachten
wir jetzt als vollkommen. Um sie zu. erzwingen,
mufB auBer der Drucklast P, die wir uns parallel mit
sich selbst nach dem Schwerpunkte der Endquer-
schnitte verlegt denken, auch noch ein Kriftepaar
auf jedes Stabende tibertragen werden, dessen Moment M, wir als
das Einspannmoment bezeichnen konnen. Gefragt wird, wie weit die
Last. P gesteigert werden mufl, um einen solchen Form#nderungs-
zustand des Stabes, wie wir ihn hier vorausgesetzt haben, dauernd
aufrechterbalten zu kénnen.

Fir das Biegungsmoment M in einem Querschniite, der den
Abstand & vom oberen Stabende hat, ergibt sich hier

M= M, + Py. ’ (30)

Eigentlich ist; wie schon aus dem in Abb. 94 eingetragenen
Drehpfeile hervorgeht, B/, negativ anzunehmen. Wir schreiben
aber das Minuszeichen nicht ausdriicklich hin, sondern behalten
uns vor, es spéter zu beriicksichtigen, sofern dies nétig werden
sollte. Mit -diesem Werte von M geht die Differentialgleichung
der elastischen Linie iiber in

10 d’y
und ihre allgemeine Losung lautet ganz &hnlich wie im vorigen
Paragraphen o
y = Cysinax + Gy cos azx — (32)
worin fiir « wieder der schon in Gl. (22) angegchene Wert zu
nehmen ist.
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Hier sind vier Grenzbedingungen zu erfiillen. An jedem Stab-
ende muB nimlich sowohl y als gz zu Null werden. Unbekannt

sind auf der rechten Seite von Gl. (32) auBer C; und C; noch M,
und «, da ja jetzt die Last P nicht gegeben ist, sondern selbst
erst berechnet werden soll. Aus Gl. (32) folgt

dy

P aCicosaxr — o Cysinax.

Damit fiir £ = O zugleich y und Z_Z verschwinden, haben wir
My

P

m ‘setzen. Dagegen erfordert die Erfiillung der beiden Grenz-

bedingungen fiir # = { nach dem Einsetzen der Werte von C; und
Cy, daf

Ci=0 wd Cy,=

cosel =1 und sinal=20

wird. Die Untekannte M, ist aus diesen Gleichungen ganz her-
ausgefallen, und sie 148t sich daher aus den Grenzbedingungen
iiberhaupt nicht ermitteln. Die Unbekannte « muB dagegen die
beiden letzten Gleichungen zugleich befriedigen, wenn der hier vor-
ausgesetzte (leichgewichtszustand des ausgebogenen Stabes mog-
lich sein soll. In der Tat widersprechen sich auch die beiden
Gleichungen nicht, und man kann beiden geniigen, indem man

wl=2m (33)

setzt. Mit « = O wiren sie zwar auch beide zugleich befriedigt,
aber das wiirde dem hier nicht in Frage kommenden Falle ent-
sprechen, daB der Stab unbelastet ist. Auch die sonst noch
moglichen Losungen beider Gleichungen ol = 47 usf. kommen
nicht fiir uns in Betracht, da es sich jetzt nur darum handelt,
wieweit man die Last P und hiermit « anwachsen lassen muf,
um den durch Abb. 94 beschriebenen Zustand herbeifithren zu
kénnen.

Setzt man « aus Gl (22) in GI. (33) ein und 13st nach P auf,
so findet man die Eulersche Knicklast fiir den Fall beiderseits ein-
gespannter Enden T

3. (34)

DaB sich M, aus den Grenzbedingungen nicht ermitteln lieB,
kommt davon her, daB es sich hier um ein ,indifferentes® oder
,unempfindliches* elastisches Gleichgewicht handelt. Bringt man
etwa den Stab durch #uBere Eingriffe in eine Lage, bei der sich
alle y verdoppelt haben, und iiberl&Bt ihn hierauf wieder sich selbst,
so haben sich auch M, und alle anderen Momente verdoppelt, und
das Gleichigewicht besteht daher auch in der neuen Lage weiter,

PE"—“ 4w
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vorausgesetzt natiirlich, daB hierbei die y noch nicht so groB ge-
worden sind, daB die der ganzen Ableitung zugrunde liegenden
Voraussetzungen dadurch hinfillic gemacht werden. Das ist aber
keine besondere Eigenttimlichkeit des Knickvorgangs, sondern ein
Umstand, der auch bei allen anderen Fillen des indifferenten Gleich-
gewichtes wiederkehrt.

Vorher war schon bemerkt, dal man fast stets zu giinstig rechnet,
wenn man den Knickwiderstand nach Gl. (34) beurteilt. Meistens
wird man der Wahrheit niher kommen, wenn man den giinstigen
Einflu der Einspannung ganz vernachlissigt, also nach GL (25)
rechnet. Man kann aber auch beide Fille und die zwischen ihnen
liegenden zusammenfassen, indem man

_PE= e 7!72 ——lg (35)

setzt und unter 7 einen Beiwert versteht, der von dem Ein-
spannungsgrade abhingt und zwischen den Grenzen 1 und 4
liegen kann. Wenn man auf eine ziemlich gute Einspannung
rechnen kann, mag # = 2 gewdhlt werden. Einen noch griBe-
ren Wert fiir % einzusetzen, wird sich nur selten rechtfertigen
lassen.

Uber die Art, wie der Bruch beim Ausknicken eines Stabes er-
folgt, mbge noch gesagt werden, daB sich die vorhergehenden Be-
trachtungen nur auf die dem Bruche vorhergehenden rein elasti-
schen Form#nderungen beziehen. Sobald beim Ausknicken an der
meist beanspruchten Stelle des Stabes die Proportionalititsgrenze
des Baustoffes tiberschritten wird, wachsen von da ab die Form-
#nderungen und mit ihnen die Fehlhebel schneller an als nach
unseren Formeln. Die weitere Verbiegung kann dann sogar durch
eine kleinere Kraft P fortgesetzt werden als jene, die nétig war,
um zu dieser Grenze zu gelangen. Behilt dagegen die Last ihre
urspriingliche Grofle bei, so erfolgt der Zusammenbruch
nach dem Erreichen der Grenzbelastung plotzlich.

DaB man auch von der nach Gl (35) berechneten
Eulerschen Knicklast, ebenso wie im alle von Gl1. (28)
nur einen angemessenen Bruchteil als zulissige Be-
lastung ansehen darf, bedarf kaum noch einer be-
sonderen Begriindung.

In einem anderen Falle der Knickfestigkeit, der durch
, Abb. 95 veranschaulicht ist, wird der Stab am einen
Ende frei drehbar festgehalten, wiihrend er am anderen
Ende eingespannt ist. An dem drehbar gelagerten Stab-
ende muB dann auBer der Last P auch noch eine rechtwinklig
dazustehende Kraft H auftreten, die eine seitliche Verschiebung
verhindert. Der Gang der Berechnung stimmt mit dem in den
vorhergehenden Fillen iiberein, und man kommt dabei zu dem

Abb. 95.
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SchluBergebnis, daB bei diesen Grenzbedingungen

K0
Py=2n® (36)
wird. Man kann auch sagen, daBl in diesem Falle — oder iiber-

haupt immer, wenn man die Einspannung am einen Ende als voll,
am anderen Ende als gar nicht wirksam ansieht — der in G1. (35)
eingefiihrte Beiwert 4 gleich 2 ist.
Endlich schlieft sich noch der in Abb. 96 angegebene
Fall, daB} das eine Ende eingespannt, das andere aber gar 17
nicht festgehalten ist, den vorigen ohne wesentliche
Anderung an. Anstatt die Betrachtung hierfdr von neuem
durchzufiihren, kann man die Eulersche Knickformel fiir
diesen Fall aber auch durch einen Vergleich mit dem
zuerst behandelten Falle sofort finden. In Abb. 96 be- i
findet sich ndmlich der Stab in genau derselben Lage wie
die obere Hilfte des in Abb. 92 gezeichneten Stabes,
‘wenn man diesem die doppelte Liinge gibt. Man erhilt daher Py
tir Abb. 96, wenn man in Gl (25) anstatt { hier 21 einsetat,
womit die Gleichung in 1, E6
Pe= '4* T **Zi"

/

Abb. 96.

(37)

tibergeht. Der in Gl (85) vorkommende Beiwert  nimmt da-

her in diesem Falle die GroBe § an.

Die bisher besprochenen vier Fille, sind als die wichtigsten an-
zusehen, und sie werden daher in allen Lehrbiichern besprochen. Aufer-
dem kann man aber auch noch eine Reihe von anderen angeben, die
sich ebenfalls in ganz #hnlicher Weise erledigen lassen. So kanmn
z. B. in den Abbildungen 94 oder 95 vorausgesetzt werden, daB die
Einspannung nicht starr, sondern elastixch ist, so niimlich daB sich
das betreffende Stabende etwas drehen kann, wobei das Einspann-
moment im gleichen Verhiiltnisse mit dem Drehungswinkel anwéchst.
Der Zusammenhang zwischen Moment und Winkel hingt dabei von
den elastischen Eigenschaften der die Einspannung bewirkenden Teile
ab und ist bei der Berechnung des Stabes auf Knickfestigkeit als be-
reits gegeben anzusehen.

Ferner kann etwa im Falle von Abb. 96 angenommen werden, daB
die horizontale Beweglichkeit des oberen Stabendes nicht vollig frei,
sondern an eine widerstehende Kraft gekniipft ist, die als verhiltnis-
gleich mit der Grife der Ausweichung anzusehen ist. Es kann auch
vorkommen, daB der Stab nicht {iberall denselben Querschnitt hat,
sondern daB er etwa aus zwei oder noch mehr aufeinanderfolgenden
Teilen von verschiedener Biegungssteifigkeit besteht. Oder es kann
auch irgendein Punkt der Stabachse zwischen den beiden Enden
entweder ganz festgehalten oder auch elastisch an eine Auflagerstelle
gefesselt sein usf. Alle hier genannten Fille und noch eine Reihe
von anderen konnen in dhnlicher Weise wie die-friiheren behandelt
werden. Die Rechnungen werden dabei entsprechend linger, aber
ohne dafl wesentliche Schwierigkeiten dadurch herbeigefiihrt wiirden.

Ehe wir diesen Gegenstand verlassen, muB aber noch eine wich-
tige Bemerkung gemacht werden, die sich auf die Anwendbarkeit
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der vorgetragenen Lehren bezieht. Vorausselzung dafiir ist ndm-
lich, daf3 der Stab aus einem Stiicke besteht und daf bei der dem
Ausknicken vorausgehenden elastischen Formdnderung die Quer-
schuitte eben bleiben und ihre Gestalt micht wesentlich dndern.

Diese Voraussetzungen sind nicht immer erfiillt. Es kann z. B.
vorkommen, da$ ein diinner, weit hinausragender Flansch unab-
hiingig von dem iibrigen Stabkorper seitlich ausweicht, bevor noch
der Stab im ganzen ausknickt. Besonders nahe liegt die Gefahr
eines verschiedenen Verhaltens der einzelnen Stabteile bei ge-
nieteten Stiben, also etwa bei den Gurtstéiben eines Fachwerktrigers.
In solchen Fillen ist es nicht obne weiteres zulissig, den Knick-
widerstand nach den vorher aufgestellten Formeln zu beurteilen.
Vielmehr wird man sich zuvor Rechenschaft dariiber geben miissen,
wie sich bei der Belastung des Stabes die einzelnen Teile verhalten
und ob etwa eine gegenseltlge Verschicbung zwischen den Teilen
zu befirchten ist, die zu einer Anderung der Querschnittsgestalt
des ganzen Stabes fihren konnte. Niher auf die dabel moglichen
Einzelheiten einzugehen, wire aber hier nicht am Platze.

§ 55. Biegung und Verwindung. Zuerst behandeln wir hier
die schon in § 35 als Beispiel angefiihrte verhiltnismifig ein-
fache Aufgabe, die damals durch Abb. 62 erliutert wurde Ab-
gesehen von geringen Anderungen stimmt damit die beistehende
Abb 97 tiberein. Sie stellt einen Ring dar, an dem vier Kriifte
von gleicher Grofie angreifen, von denen P1 und P, nach oben

Y hin und P; und P, nach abwirts ge-
t richtet sind. Auf den Querschnitt des
|7 *uv, Ringes kommt es vorldufig nicht an;
man kann ihn sich etwa kreisformig vor-
stellen.

Die Losung der Aufgabe, die Biegungs-
und die Verdrehungsbeanspruchung an-
zugeben, die der Ring an jeder Stelle
erfibrt, wird durch die Symmetricbezie-
hungen, die in dem Beispiele vorkommen,
bedeutend vereinfacht. Im vorliegenden
Falle kommen n#mlich, wie wir sagen

Abb. 97. wollen, zwei echte Symmetrieebenen vor,
nidmlich die Ebenen aa und b, und

auBerdem noch zwei Anlisymmetriechenen, als die wir die Ebenen
cc und dd bezeichnen kdnnen. Damit ist gemeint, daB c¢c und dd
zwar Symmetrieebenen sind in bezug auf die Gestalt des Kérpers
und auf die Richtungslinien der an ihm angreifenden Krifte, da
aber die Pfeile von je zwei spiegelbildlich zueinander liegenden
Kriiften einander entgegengesetzt gerichtet sind. Mit solchen Fiillen
der Antisymmetrie hat man es bei manchen Aufgaben der Festig-
keitslehre zu tun, und es ist daher niitzlich, sich mit diesem Be-

|
|
!
|
|
|
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grifie an der Hand des Beispieles noch niher vertraut zu machen.
Auch in § 35 war davon schon die Rede.

Im Falle der ,echten” Symmetrie stimmen auch die Pfeile der
zu beiden Seiten einander entsprechenden Krifte miteinander iiber-
ein. Bei der durch die Richtungslinien von P, und P, in Abb. 97
gelegten Ebene aa hat man sich vorzustellen, dafl jede der beiden
Kritte durch sie halbiert wird, so daf die eine Hilfte zur linken,
die andere Hilfte zur rechten Seite zu rechnen ist. Da eine Kraft
ohnehin niemals genau in einem einzigen Angriffspunkte iibertragen
werden kann, sondern sich tatsichlich zum mindesten tiber eine,
wenn auch nur sehr kleine Fliche verteilen muB, steht dieser Auf-
fassung kein Bedenken im Wege, sondern sie entspricht vielmehr
der Wirklichkeit.

Im Falle der echien Symmetrie treten, da zu beiden Seiten die
gleichen Bedingungen bestehen, an entsprechenden Stellen auch
véllig gleiche Spannungszustinde auf, so nimlich, daB die zum
einen Spannungszustande gehdrigen Pfeile die Spiegelbilder der
zum anderen gehorigen Pfeile sind. Dies hat zur unmittelbaren
Yolge, dap in der Symmetricebene selbst nur Normalspannungen
und keine Schubspannungen ibertragen werden konnen. Von dieser
Uberlegung haben wir iibrigens schon in § 34 Gebrauch gemacht,
und in § 35 sind wir nochmals darauf zuriickgekommen.

Bei den Antisymmetricebenen dagegen kehren sich mit den Pfeilen
der Lasten auch alle Pfeile der Spannungen zu beiden Seiten fiir
alle einander entsprechenden Stellen und Schnittrichtungen gegen-
einander um, ohne daff sich dabei an den GréBen dieser Span-
nungen etwas #ndert. Hieraus folgt, daf in einer Antisymmetrie-
ebene selbst nur Schubspannungen und keine Normalspannungen
auflreten kinnen.

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir das Gleichgewicht
der links von der Symmetrieebene aa liegenden Ringhilfte. An
ihr greifen drei Lasten an, nimlich P; und die Hslften von P, und
P,. Fiir den Zweck, die Gleichgewichtsbedingungen zwischen diesen
Lasten und den in beiden Schnittfliichen #ibertragenen Spannungen
aufzustellen, kdnnen wir uns die drei Krifte zu einem Kriftepaare
zusammengesetzt denken, dessen Ebene mit der Symmetrieebene
bb zusammenfillt und dessen Moment gleich Pr ist. Da die bei-
den durch aa gebildeten Schnittfliichen durch den Ring symme-
trisch zu der echten Symmetrieebene bb liegen, miissen sich dem-
nach in jeder von ihnen die Spannungen zu einem Kriftepaare
vom Momente § Pr zusammensetzen lassen, dessen Ebene gleich-
gestellt mit der Ebene bb ist.

Andererseits aber gehioren die Schnittflichen auch selbst der
echten Symmetrieebene aa an, so daB in thnen nur Normalspan-
nungen vorkommen kdnnen. Auf jeden Fall miissen sich daher
die Spannungen in jeder der beiden Schnittflichen zu eiver im
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Schwerpunkte angreifenden Normalkraft NV und einem Biegungs-
momente, das wir mit M, ,, bezeichnen wollen, zusammensetzen
lassen. Eine einfache Uberleouncr 1i8t jedoch erkennen, daf N
im hier vorliegenden Falle zu Null werden muBl. Die Norma]-
krifte IV in beiden Schnittflichen miissen néimlich zunichst zu bei-
den Seiten der echten Symmetrieebene db nicht nur gleich gro8
sein, sondern auch beide den gleichen Pfeil haben. Da nun die
Lasten P keine Komponenten in dieser Richtung haben, erfordert
das Gleichgewicht gegen Verschieben, dafl beide N gleich Null
sind.

Hiermit ist bewiesen, dafl in den zu aa gehdrigen Querschnitten
des Ringes ein Zustand der reinen Biegungsbeanspruchung herrscht,
und daB das Biegungsmoment fiir jeden der beiden Schuitte
M, ,,~ 5sPr (38)
ist. Die gleiche Betrachtung lifit sich auch fiir die in der Symme-
trieebene bb liegenden Querschnitte wiederholen. Auch in jedem
von ihnen wird ein Biegungsmoment 3 Pr iibertragen, jedoch mit
dem Unterschiede, daf die Pfeile der Momentenvektoren entgegen-
gesetzt gerichtet sind, wenn man zwei Querschnitte miteinander
vergleicht, die sich in bezug auf eine der Antisymmetrieebenen
cc oder dd einander entsprechen. Dies hat zur Folge, daBl in den
oberen Fasern der beiden Querschnitte aa Zug- und in den unteren
Druckspannungen auftreten, wihrend es bei den in der Symme-
trieebene bb liegenden Querschnitten umgekehrt ist.

Wir gehen jetzt weiter zur Betrachtung des Gleichgewichtes
einer der Ringhilften, in die der Ring durch die Antisymmetrie-
ebene cc zerlegt wird, und zwar wollen wir die in Abb. 97 nach
links vorn liegende Hilfte ins Auge fassen. An ihr greifen die

Lasten P, und P, an, die ein Kriftepaar vom Momente Pﬂ/2 mit-
einander bilden. Der Momentenvektor liegt in der Ebene dd und
hat gem#iB unsern Vorzeichenfestsetzungen einen nach dem Ring-
mittelpunkte hin gerichteten Pfeil.

In den beiden Schnittflichen konnen, da sie zu einer Antisymme-
trieebene gehdren, nur Schubspannungen iibertragen werden. Diese
kann man sich in jedem der beidem Querschnitte zu einer durch
den Schwerpunkt gehenden Schubkraft ¥ und einem Verdrehungs-
momente zusammengesetzt denken, das wir mit M, . bezeichnen
wollen. Die Schubkraft ¥V muB lotrecht gerichtet “ind glelch P
sein, wie aus dem Gleichgewicht gegen Verschieben an einem
zwischen den Ebenen aa und cc gelegenen Achtelringe sofort ge-
schtossen werden kann. In den beiden durch die Ebene cc ge-
bildeten Querschnitten ist V gleich gro8, aber entgegengesetzt ge-
richtet. Daher greift an dem Halbringe, dessen Gleichgewicht
jetzt zu untersuchen ist, ein Kriftepaar der Schubkrifte V vom
Momente Pr an. Dieses Kriftepaar dreht entgegengesetzt dem
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aus den Lasten P, und P; gebildeten; es hat also einen Momenten-
vektor, dessen Pfeil vom Ringmittelpunkte aus nach links vorn
gerichtet ist.

Wir kommen jetzt zu den in den Querschnitten c¢ iibertragenen
Verdrehungsmomenten /, cc. Sie sind in beiden Querschnitten
gleich groB und drehen auch beide im gleichen Sinne an der
Ringhiilfte. Zur Erlsuterung dafiir ist in Abb. 98 eine Draufsicht
auf die durch
die Ebene cc
abgeschnittene

Ringhdlfte ge-

zeichnet, in der 7

die Querschnitte o
der Deutlichkeit

wecen stark ver-
groBert wurden.
Die Antisymme-
trieebene dd
steht senkrecht
zur Zeichenebene von Abb. 98. Betrachtet man in beiden Quer-
schnitten gleich gelegene Punkte wie 1 und 1’ oder 2 und 2', so treten
dem Begriffe der Antisymmetrie entsprechend in ihnen gleich groBe
Schubspannungen auf, deren Pfeile aber sich nicht in der Ebene dd
spiegeln, sondern deren jeder dem Spiegelbilde des andern ent-
gegengesetzt gerichtet ist. Die von diesen Schubspannungen ge-
bildeten Kriiftepaare drehen daher, wie ein Blick auf die Zeich-
nung lehrt, beide im gleichen Sinne und zwar auch in demselben
Sinne wie das Kriftepaar der Schubkrifte ¥V, die ebenfalls in

Abb. 98 eingetragen wurden.
Aus der Momentengleichung fiir die an der Ringhilfte an-

greifenden Krifte folgt daher
M,,, = L(Pr)/2 — Pr) = 0,207 Pr. (89)

X7

\L V-iF lo

Hierauf betrachten wir noch einen Quer-
schnitt, der in beliebiger Richtung durch
den Ring gelegt sein kann. In Abb. 99,
die im @ibrigen mit dem in Abb. 97 ge-
zeichneten Ringgrundrisse tibereinstimmt,
wird die neue Schnittrichtung durch den
Winkel ¢ beschrieben, den sie mit der Sym-
metrieebene aa einschlieBt. Wir unter-
suchen das Gleichgewicht der Krifte an
dem durch Schraffierung hervorgehobenen
Ringsektor, der zum Zentriwinkel g gehort.

Dicht am Schnitte aa greift an ihm die Last 3 P an, und auBer-
dem wird auf ihn im Schnitte aa das in Gl (38) berechnete
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Biegungsmoment M, . von der GriBe § Pr iibertragen, dessen
Momentenvektor nach dem Mittelpunkte hin gerichtet ist. Hier-
mit miissen die im Querschnitte ¢ iibertragenen Spannungen im
Gleichgewichte stehen.

Aus der Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben folgt, daB
im Querschnitt @ eine lotrecht gerichtete Schubkraft V von der
GroBe 5 P iibertragen werden muB. Fir das Biegungsmoment M,
und das Verdrehungsmoment M, erhilt man aus Momenten-
gleichungen fiir eine Achse, die in der Richtung ¢ geht, und fir
eine zweite, die senkrecht dazu steht, die beiden Ausdriicke

M, = 1 Pr(cosp — sing)
o ips (40)
M, = +Pr(sing + cosp — 1)

z
Die Momentenvorzeichen sind dabei so gewihlt, daB das im
Quersehnitte @ = O tibertragene Biegungsmoment sowie das im

Querschnitte ¢ = Z— (also im Querschnitte cc) iibertragene Ver-

drehungsmoment positiv gerechnet werden. Die Gleichungen (40)
gelten nicht nur fiir den Achtelring zwischen aa und cc¢, sondern

fiir den ganzen Quadranten von ¢ == 0 bis ¢ = 721 Um die an-

deren Quadranten brauchen wir uns jetzt nicht zu kiimmern, da
in ihnen derselbe Drang und Zwang wiederkehrt wie im ersten.

Wir schliefen hier sofort noch eine Bemerkung an, die sich
nicht auf das besondere Beispiel beschrinkt, sondern die auch fiir
einen in anderer Weise belasteten Ring giiltig bleibt.
M In Abb. 100 ist ein Ringelement herausgezeichnet,
& M das zum Zentriwinkel d¢ gehdrt, und dessen Gleich-
gewicht wir untersuchen. Die im ersten Schnitte
r tibertragenen Momente bezeichnen wir wieder mit M,
und M,, wobei die Pfeile in Abb. 100 so einge-
zeichnet sind, wie sie dem vorher behandelten Bei-
spiele entsprechen. Es fragt sich, um wieviel sich
M, und M, dndern, wenn man um dg weitergeht.
Abb. 200. Da cosdp =1 und sindg = dg gesetzt werden
kann, folgt zunichst wegen des Winkels. den beide

Schnitte miteinander einschlieBen, eine Anderung

ap

AM,= — M,dp und dM, =+ M,dy.

Dazu kommt noch die Anderung, die in M, durch die im Quer-
schnitte tibertragene Schubkraft ¥V hervorgebracht wird. Diese ist
gleich — Vrdp, wenn man V in der Richtung positiv rechnet,
in der es im ersten Quadranten von Abb.99 vorkommt. Im ganzen
erhilt man daher als Gleichgewichtshedingung gegen Drehen an
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dem Ringelement

M, dM,
=—M — = 41
iy M,—Vr und is M,, (41)
und zwar unahhiingig von der besonderen Belastungsweise des

Ringes.

Differentiiert man eine dieser Gleichungen nach ¢ und setzt
den Wert aus der anderen ein, so erh#lt man zwei Differential-
gleichungen, in denen M, und M, getrennt vorkommen, nimlich

dZM":-—M —rfi——v

do? b do .
e (42)
diqizﬂ = - Mv — V

Wenn V' als Funktion von ¢ gegeben ist, kann man durch
Integration dieser Gleichungen auch M, und M, als Funktionen
von ¢ darstellen. In dem besonderen Belastungsfalle, den wir
vorher behandelt haben, ist V in dem Quadranten von ¢ =0 bis %
konstant und zwar gleich } P. Setzt man diesen Wert in die Glei-
chungen (42) ein, so lassen sie sich sofort integrieren, und man
findet, daB die in den Gleichungen (40) aufgestellten Ausdriicke
fir M, und B, die den besonderen Grenzbedingungen bereits
angepafBten Losungen der Differentialgleichungen (42) sind.

Nachdem die Momente M, und M, tiberall bekannt sind, kann
man nach den im 3. und 4. Abschnitte aufgestellten Formeln auch
die durch sie hervorgebrachten Spannungen fiir jeden Querschnitt
ohne weiteres berechnen. Die Aufgabe der Spannungsermittelung
kann daher jetzt als geldst betrachtet werden.

Wichtiger noch als die Spannungsberechnung ist in vielen Féllen
dieser Art die Feststellung der damit verbundenen Forminderung.
Inshesondere wollen wir es als unsere Aufgabe betrachten, fiir
das vorher behandelte Beispiel den Federhub f zu berechnen,
nimlich die gegenseitige Verschiebung der Angriffspunkte .der
Lasten P in lotrechter Richtung. Das geschieht am einfachsten
mit Hilfe der Forménderungsarbeit. Denken wir uns die Angriffs-
punkte von P; und Py in Abb. 97 festgehalten, so verschieben
sich die von P, und P, um f nach abwirts. Dabei leistet jede
dieser beiden Krifte eine Arbeit 1 Pf, beide zusammen also die
Arbeit Pf. Diese Arbeit haben wir der im Ringe aufgespeicherten
Forménderungsarbeit gleichzusetzen. Den Ausdruck dafir haben
wir aber erst noch zu bilden.

§ 56. Die Form#nderungsarbeit im krummen Stabe fiir
Biegung und Verwindung. Am Schlusse von § 45 wurde be-
reits darauf hingewiesen, daB bei der Berechnung der Form-
inderungsarbeit im krummen Stabe genau auf die mit der Ver-

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundziige der Festigkeitslehre 14
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drehung verbundene Querschnittsverwindung zu achten ist, wenn
es sich nicht gerade zufillig um einen Stab von kreisférmigem
Querschnitte handelt. Hier haben wir diesen Gedanken weiter zu
verfolgen, um den endgiiltigen Ausdruck fir die Forminderungs-
arbeit bilden zu kénnen.

Die Verwindung, die ein Querschnitt bei der Verdrehung des
Stabes erféhrt, 1868t sich durch einen Aunsatz fiir die Ordinate &
der Verwindungsfliiche nach Art der Gl (2) von § 36 beschreiben.
Hier wollen wir dafiir

§=M,-v(y2) (43)

setzen, um zugleich darauf hinzuweisen, daB & nicht nur eine
Funktion der Querschnittskoordinaten, sondern auBerdem auch
dem Verdrehungsmomente proportional ist. In den beiden Quer-
schnitten, zwischen denen das Stabelement liegh, fiir das wir die
Form#nderungsarbeit berechnen wollen, ist M, und daher auch §
an gleich gelegenen Stellen, also fiir gleiche Werte von  und 2
etwas verschieden. Fiir die Anderung d& kann man zunichst

., am
as =d—(pv do - v(yz)

setzen. Mit Riucksicht auf die letzte der Gleichungen (41), die
auch unabhiingig von dem besonderen Beispiele giiltig bleibt, auf
das wir uns der Anschaulichkeit wegen bei ihrer Ableitung be-
zogen hatten, kann man dafiir

dé = M,do - y(y2)

schreiben oder schlieBlich auch, wenn man den Kriimmungshalb-
messer der Stabmittellinie mit » und das zu dp gehérige Bogen-
element mit ds bezeichnet,

M,ds

dg = =%

- p(y2). (44)

Bei dieser Ableitung wurde stillschweigend vorausgesetzt, daf
die Stabmittellinie vor der Form#inderung eine ebene Kurve bildete.
Fir die Zwecke, die wir hier verfolgen, geniigt es, unsere Be-
trachtungen auf diesen Fall zu beschrinken.

Der in Gl (44) berechnete Unterschied d¢ gibt die Lingen-
inderung an, die eine zu den Querschnittskoordinaten y2 gehorige
Faser bei der elastischen Form#nderung des Stabelements infolge
der Verdrehung erfihrt. Die urspriingliche Linge dieser Faser
konnen wir gleich ds annehmen, da wir hier einen krummen Stab
im gewdhnlichen Sinne dieses Wortes, also einen schwach ge-
krimmten Stab voraussetzen.

Nach dem Elastizititsgesetze entspricht der elastischen Lingen-
inderung d§ einer Faser von der Linge ds eine Zug- oder Druck-
spannung, die wir mit ¢, bezeichnen wollen, um durch den Zeiger v
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auf die Herkunft von der Wirkung der Verdrehungsmomente hin-
zuweisen. Aus Gl (44) folgt fiir ¢,

d M,
0, = Efii =E=" - p(ya). (45)

Zu diesen Normalspannungen 6, kommen im Querschnitte des
Stabes noch die Biegungsspannungen ¢,, die dadurch hervor-
gerufen werden, daB sich die beiden benachbarten Querschnitte
infolge des Biegungsmomentes M, um den Biegungswinkel gegen-
einander drehen. Die Biegungsspannungen kénnen ebenso berech-
net werden wie beim geraden Stabe, also wenn die Ebene des
Biegungsmomentes durch eine Querschnittshauptachse geht oder
mit anderen Worten, im Falle der ,geraden“ Biegungsbelastung
nach Gl. (18) von § 24

0, = Jé{b?/- (46)

Im ganzen entsteht daher im Querschnitte eines zugleich auf
Biegen und Verdrehen beanspruchten krummen Stabes eine Nor-
malspannung o, fir die wir in etwas abgekiirzter Schreibweise

M, M,
6=0,+0,="7y +E?y (47)

setzen kOnnen.

Man beachte wohl, daf sich ¢ nach einem ganz anderen Gesetze
tiber den Querschnitt verteilt als die Biegungsspannung ¢,, auf
die man sonst allein zu achten gewohnt ist. Das Verteilungsge-
setz hingt ganz von der Funktion 1, und hiermit von der Gestalt
des Querschnittsumrisses ab. Wenn 1 = 0 ist, was aber nur beim
kreisformigen Querschnitte zutrifft, fillt ¢, fort und o, bleibt allein
ibrig. AuBerdem fillt auch beim geraden Stabe ¢, fiir jede Quer-
schnittsgestalt fort, weil bei ihm » = oo wird. In anderen Fillen
wird 6, bei einem hinreichend groBen Werte von r wenigstens
klein genug bleiben, um es ohne erheblichen Fehler gegeniiber o,
vernachlissigen zu kénnen. Das trifft aber keineswegs immer zu,
und namentlich wird in dem praktisch sehr wichtigen Falle des
I-Trigers 6, schon unter den gewohnlich vorliegenden Umstiinden
so groBl, daB es mneben ¢, unbedingt berticksichtigt werden mub,
da es durchschnittlich sogar viel gréBer als ¢, werden kann.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir die im Stabelemente d s
aufgespeicherte Forminderungsarbeit d A berechnen. Um zu einem
einfachen Ausdrucke zu gelangen, vernachlissigen wir dabei von
vornherein die Beitriige, die von der Normalkraft N und der
Schubkraft V herrihren, da diese Glieder unter gewdhnlichen
Umstinden unbedeutend gegeniiber den anderen sind, die wir bei-
behalten. Wir rechnen also so, als wenn die Forminderung des
Stabelements nur durch M, und B, hervorgebracht wire.

14%
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AuBlerdem machen wir aber noch eine weitere Vernachlissigung,
die freilich unter Umstéinden zu einem nicht unerheblichen Fehler
filhren konnte, zu der wir uns aber trotzdem einstweilen und mit
dem Vorbehalte einer spiteren Beriicksichtigung entschlieBen
miissen, um zu einer mdglichst einfachen Darstellung zu gelangen.
Die Spannungen 6,, die nach Gl. (45) im Querschnitte auftreten,
haben n#mlich zuglelch Schubspannungen zwischen den Fasern
zur Folge, die man auf Grund derselben Uberlegungen wie in
§ 47 wenigstens niherungsweise berechnen konnte. Den' Schub-
spannungen zwischen den Fasern sind dann weiter auch solche
im Querschnitte zugeordnet, und diese treten zu den durch das
Verdrehungsmoment M, unmwittelbar, d. h. nach denselben Ge-
setzen wie beim geraden Stabe hervorgebrachten hinzu. Unter ge-
wohnlichen Umsténden diirfte aber der Einflu der durch die o,
bedingten Schubspannungen auf die Forménderungsarbeit ungefihr
mit demselben Recht zu vernachliissigen sein, wie dies beim ge-
bogenen Balken in der Regel geschieht. Immerhin darf man sich
nicht verhehlen, da8 in dieser Vernachlissigung eine Fehlerquelle
liegt; die unter Umsténden gefihrlich werden konnte.

Die elastische Form#nderung des Stabelementes ds denken wir
uns, rein geometrisch betrachtet, in zwei Teile zerlegt. Der erste
Teil bestehe in der Drehung &ds, die beide Querschnitte gegen-
einander um die Stabachse herum ausfiihren, wihrend der andere
Teil den ganzen Rest der Forménderung, inshesondere also auch
die Querschnittsverwindungen und die dadurch herbeigefiihrten
Lingeninderungen d& der Fasern umfaft. Beim ersten Bewegungs-
anteile leisten nur die im Querschnitte als Belastung des Stab-
elements angreifenden Schubspannungen, beim zweiten nur die.
Normalspannungen Arbeit. Nach GL (60) von § 45 entspricht
dem ersten Bewegungsanteile eine Arbeit
a3
TG

wihrend sich die von den Normalspannungen geleistete Arbeit zu

dA -—dsf2EdF

ergibt. Im ganzen hat man daher fiir die dem Stabelemente zu-
gefiihrte und daher auch in ihm aufgespeicherte Forméinderungs-
arbeit den Ausdruck

w1
44 = ds <2GJ -y

Es handelt sich jetzt noch darum, das iiber die Querschnitts-
fliche erstreckte Integral von 6® zu berechnen. Aus Gl (47) folgt

fs”dF——» fng Ei”!’-jw, ME [ywar,

dA =ds -

T

o*dF)- (48)
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und hiermit erhiilt man schlieflich

EM " 4
dA=ds(2GJ+2E6 e dF+——fmde (49)

Mit 9 = 0, also fiir den kreisformigen Querschnitt, kommt
man damit wieder auf die schon in § 45 abgeleiteten Formeln
mriick.

Tine weitere Verwertung von Gl. (49) ist nur moglich, wenn
wan ¥, also die Form der Querschnittsverwindung, bereits kennt.
In GL (53) von § 44 ist z. B. fiir den elliptischen Querschnitt
der in der strengen Theorie fiir £ abgeleitete Wert, wenn auch
ohne Beweis, mitgeteilt. Man braucht in dieser Formel nur den
Faktor M zu streichen, um auf 7 zu kommen. Auch in einigen
anderen Fillen vermag man 1 aus der strengen Theorie zu ent-
nehmen, und wenn dies geschehen ist, steht nichts mehr im Wege,
die in G1. (49) vorkommenden Integrale zu berechnen. Es mag
nur bemerkt werden, daB bei allen symmetrischen Querschnitten
(und fiir andere kennt man tiberhaupt keine strengen Losungen)

deF=0

wird, so daB das letzte Glied in Gl. (49) fiir sie wieder wegfillt.

AuBerdem gibt es aber auch noch einen anderen und fiir den
Praktiker wichtigeren Weg, 4 wenigstens niherungsweise zu er-
mitteln, némlich den Weg des Versuchs. Fir den I-Triger, auf
den es dabei hauptsichlich ankommt, hat dieser Weg bereits zu
einem annehmbaren und gut verwendbaren Ergebnisse gefithrt,
auf das wir sofort niher eingehen werden.

§ 57. Nuherungsformeln fiir den I-Triger. Bei den im
Miinchener Laboratorium im Laufe der letzten Jahre ausgefiihrten
Verdrehungsversucheu wurde auch die Querschnittsverwindung
untersucht, die ein Stab bei der Verdrehung erfihrt. Dies geschah,
indem man von einem in geeigneter Weise festgestellten Rahmeu
aus mit Hilfe von gewshnlichen Spiegelgeriiten die Verschiebungen
£ maB, die einzelne Punkte eines bestimmten Querschnitts in der
Richtung  der Stabachse ausfiihrten. Fiir einen Stab von ellip-
tischem Querschnitt, der zu diesem Zwecke angefertigt wurde,
stimmten die gemessenen Werte der £ innerhalb der Fehlergrenze
der Versuche mit den durch Gl (53) von § 44 theoretisch ge-
forderten gentigend iiberein. AuBerdem wurden die recht miih-
samen Versuche bisher nur noch auf einen I-Triiger vom Normal-
profile 30 ausgedehnt, weil sie fiir Triger von dieser Art und
auch ungefshr in dieser GroBe hauptsichlich von Wichtigkeit
sind.

Es gentigt, wenn wir uns hier auf die Mitteilung einer Niherungs-
formel beschréinken, die voen uns aus den Versuchsergebnissen
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einerseits und mit Riicksicht auf einige andere Erwiigungen anderer-
seits abgeleitet wurde. Mit dem Vorbehalte, daB es sich vielleicht
spiter noch als notig erweisen kdnnte, einige kleinere Verbesse-
rungen daran vorzunehmen, glauben wir, daB sie auch in ihrer
jetzigen einfachen Gestalt der Wirklichkeit schon recht nahe kommen
diirfte. Diese bisher noch nicht verdffentlichte Formel lautet

M

Yz x
E =k Ebpﬁgw (OO>

worin die b, k, d die aus Abb. 101 ersichtliche Bedeutung haben.
Die Stegdicke wurde in die Formel nicht aufgenommen, weil sie
keinen merklichen EinfluB auf das Ergebnis haben diirfte, wenigstens
| nicht innerhalb der Grenzen, in denen sie
f———j*—| sich etwa fndern konnte. Unter & ist eine

) T%_ reine Zahl zu verstehen, die aus den
Messungsergebnissen abzuleiten ist. Von

vornherein ist jedoch zu erwarten, daB %
fir alle geometrisch #hnlichen Profile
gleich groB gefunden werden mufi. In
dem Ausdrucke fiir £ ist nimlich der
hinter % stehende Bruch so zusammen-

1
i
l
L__l_!;_.ﬁ gesetzt, daB er die Dimension einer
' .
I

=

i
|
i
i

[;.‘.A_._ Ho—_——.Z

1 Linge hat. Nach der Lehre von der
mechanischen Ahnlichkeit mu8 k unter
diesen Umstinden von der Wahl der
Lingeneinheit unabhiingig sein, so daB k nicht mehr von der
GroBe, sondern nur moch von der Gestalt des Querschnitts ab-
hingen kann. Diese Bedingung war eine der wichtigsten, die bei
der Aufstellung der Niherungsformel fiir § zu beachten waren.
Wenn auch die Normalprofile der I-Triiger nicht geometrisch
fhnlich untereinander sind, so sind doch die Abweichungen davon
nicht allzu grof und es 1aBt sich daher annehmen, daB bei den
Trigern von anderen Hohen & auch nicht viel anders als bei dem
Triger von 30 em Héhe ausfallen wird. Bei diesem ergab sich

k= 43. (51)

Wie groB % bei den Breitlanschtrigern gefunden werden wird,
steht freilich einstweilen noch ganz dahin. Sollte sich bei ihnen
ein stark von 43 abweichender Wert von % ergeben, so wire
daraus zu schlieflen, da mit dem Ansatze (50) noch nicht die
beste Form gefunden ist. Es mag also sein, daB an diesem An-
satze spdéter moch eine Verbesserung anzubringen ist. Fiir die
Normalprofiltrager wird sich aber nichts Wesentliches an G1. (50)
indern kdnnen, so daB wir einstweilen an ihr festhalten dtirfen.

Die Querschnittsebene wiirde bei ihrer Verwindung nach G1. (50)
in ein hyperbolisches Paraboloid iibergehen. Genau trifft dies beim

1 4
Abb. 101.
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elliptischen Querschnitt nach Gl (53) von § 44 und mit groBer
Anndherung, wie ebenfalls aus der strengen Theorie zu entnehmen
ist, bei einem sehr schmalen Rechtecke zu. Allerdings lehrt die
strenge Theorie zugleich, daB dieses einfache Verwindungsgesetz
nur beim elliptischen Querschnitte genau richtig sein kann. Der
Ansatz (50) kann daher jedenfalls nur niherungsweise giiltig
sein. Das hindert jedoch nicht, daB er fiir die Zwecke, um die es
sich hier handelt, allen berechtigten Anspriichen geniigt.

Pir die durch Gl. (43) eingefiihrte GroBe v ist nach Gl. (50)

k X5

zu setzen, wenn die Bezeichnung ' zur Abkiirzung voriibergehend
gebraucht wird. Hiermit sind wir in den Stand gesetst, die in
Gl (49) vorkommenden Integrale fir den Fall des L-Triigers
vollstindig auszurechnen. Zunichst ergibt sich

fy«de - ny?zdF -0,

da die zu beiden Seiten der Y-Achse in Abb. 101 einander ent-
sprechenden Flichenteile gleich groBe Beitrige von entgegen-
gesetzten Vorzeichen zur Summe liefern. Ferner erhilt man

bshid b o

fwzdF= C2fy2z2dF= rund O% - “gq Oder = %E’ﬁ (53)

Bei der Ausrechnung wurde der vom Stege herriihrende geringe
Beitrag vernachlissigt und anderseits der Mittelwert von y fiir
den Flansch etwas zu groB, nimlich gleich der halben Trigerhéhe
angenommen. Genauer zu rechnen und damit die Formeln zu ver-
lingern, hitte im Rahmen dieser ganzen Betrachtung keinen Zweck.

Mit Gl. (53) geht der in GL (49) aufgestellte Ausdruck fiir die
Forménderungsarbeit im Lingenelemente ds fiber in

M kb
a4 = ds(5577 + 5 g + M 5 o) (54)

Vor allen Dingen handelt es sich nun darum, sich ein Urteil
dariiber zu verschaffen, wie sich die drei Glieder dieses Ausdrucks
unter den bei gebogenen I-Trigern gewdhnlich zu erwartenden
Umstdnden ihrer GroBe nach ungefihr zueinander verhalten. Da-
zu ist es notig, die Rechnung fiir bestimmte Anmahmen weiter
durchzuftihren. Hierfiir setzen wir zunichst voraus, daB fiir das
betrachtete Stabelement die beiden Momente M, und M, entweder
gleich groB oder wenigstens nicht viel voneinander verschieden seien.
Dann tibertrifft das erste Glied des Ausdrucks weitaus das zweite.
Nach den Bemerkungen am Schlusse von § 42 wird es nimlich
fir M, = M, ungefihr 400 mal so groB8. Es handelt sich also nur
noch darum, die Grofe des dritten Gliedes gegeniiber den beiden
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anderen abzuschitzen. Um diese Schitzung bequem durchfiihren
zu konnen, stellen wir auch fiir J und 6 einfache Niherungsformeln
auf, die auf denselben Vernachlissigungen wie Gl. (53) beruhen,
nimlich bh*d

_ 2, oha
J = '3‘bd und 60 = 3

Nimmt man auBerdem noch G = 0,4 F an, so lift sich Gl (54)
ds /16 M2 k% \
d4 = "(s b5+ bh’d + M7 48r‘d”)
schreiben oder schlieflich auch

ds (15 M? i
Y (’8‘ e (1 t s r%d%)) (55)

Jetzt miissen wir uns auferdem noch fiir eine bestimmte An-
nahme tiber den Kriimmungshalbmesser # entscheiden. Beim Nor-

malprofiltriger 30 istl-)g =230 cm. Nehmen wir nun an, es sei
r = 324 cm, was etwa mittleren Verh#ltnissen entsprechen diirfte, .
so wird o

2 dﬁ

und wenn man auBerdem nach GL (51) k¥ = 43 apnimmt, 148t
sich G1. (55) fiir diesen Fall schreiben

ds (156 M2 Mz

mals - @+ 1+ 19):

Hiernach wird zwar das dritte Glied in Gl (54) fiir diese be-
sondere Wahl des Kriimmungshalbmessers 19 mal so groB als das
zweite; trotzdem reichen aber beide Glieder zusammengenommen
immer noch lingst nicht an die GrdéBe des ersten Gliedes heran,
sofern nicht etwa B, erheblich kleiner ist als M.

Unter den gewohnlich vorliegenden Umstinden wird man daher
Leinen groBen Fehler begehen, wenn man zur Berechnung der in einem
gebogenen L-Triger aufyespeicherten Formdnderungsarbeit nur das
erste Glied in Gl (54) beriicksichtigt wnd die anderen beiden ver-
nachldssigt. Bei kleineren Werten des Kriimmungshalbmessers r ist
aber auch das dritte Glied in Gl. (54) zu beachten, wihrend das
zweite stets game geringfiigig bleibi.

Diese Bemerkungen sind namentlich deshalb von Wichtigkeit,
weil das elastische Verhalten des Stabes, also z. B. die Groe des
Federhubes £, von dem schon am Schlusse von § 55 die Rede war,
von der Grofe der Forminderungsarbeit unmittelbar abhingt.
Ebenso dienen sie auch zur Vereinfachung der Berechnung statisch
unbestimmter Triger mit gebogener Mittellinie von I-formigem
Querschnitt, die senkrecht zu ihrer Ebene belastet sind.

= 0,5

dA =
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§ 58. Berechnung des Federhubes bei Biegung und Ver-
windung. Wir kommen jetzt wieder auf das schon in § 55 be-
handelte, durch Abb. 97 dargestellte Beispiel zuriick, um an ihm
i zeigen, wie man dafiir den Federhub f berechnen kann. Damit
unsere Darlegungen aber auch allgemein verwendbar bleiben,
schreiben wir zunichst Gl (49) von § 56 mit Benutzung der Ab-
kiirzungen K, und K; in der Form

dA = ds(E, % + K, M}) (56)

an. Piir den Fall des I-formigen Querschnitts sind hierin, wie
aus dem Vergleiche mit Gl. (54) hervorgeht, unter K, und K, die
folgenden Awusdriicke zu verstehen:

1
1 2GJ

% =yEe ¥ wErw

Jedenfalls sind aber K, und K, auch bei anderen Querschnitten
anfer von den Elastizititsmafen G- und E nur noch von der Quer-
schnittsgestalt des Stabes und dem Kriimmungshalbmesser » ab-
hingig.

Aus § 55 konnen wir die fiir das dort behandelte Beispiel be-
reits in den Gleichungen (40) aufgestellten Werte von M, und M,
iibernehmen, ngmlich

M, = 3 Pr(cosp — sin @) }

58
M,= ;Pr(sinp + cosgp — 1) (58)

die fiir den ganzen Quadranten von @ = 0 bis ¢ = 1;— giiltig sind.

Um die in dem Quadranten aufgespeicherte Form#nderungs-
arbeit zu berechnen, bilden wir
n n

2

2
EyrfMdp + Kyr [ Midg
[} 0

und finden nach Einsetzen der Werte von M, und M, nach ein-
facher Ausrechnung

-o[a

fM’dqn _ P f(smqy + cosp — 1)2deg = (

0
b H 4
2 2
* 2 2 1.2
Mide = %—C (cos p — sin @)*dg = (ﬁ — I)P[ .

0 0
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Fiir die Forménderungsarbeit im ganzen Ringe ergibt sich daher
A— [Kl (- 3) + Kg(;i — 1)] P, (59)

Dieser Wert muB mit Pf tibereinstimmen, wie schon am Schlusse-
von § 55 gezeigt wurde. Daher hat man fiir den Federhub f

f=Pr® [Kl(n — 3) + K, (125 - 1)] (60)

Fiir den Fall des I-formigen Querschnitts geniigt es bei wicht
2u Kleinem Werte von r, wie wir in § 57 fanden, K, als sehr groB
gegen K, aunzusehen und daher das letzte Glied in der Klammer

trotz des mehrmals groBeren Beiwertes (% — 1) gegeniiber dem

Beiwerte (7z — 3) des ersten Gliedes zu vernachlissigen. Mit dem
Vorbehalte, notigenfalls die genauere Rechnung nach den Gleichun-
gen (57) durchzufiihren, setzen wir daher niherungsweise
n—3
TGT Pr?, (61)
AuBerdem soll die Rechnung noch etwas weiter fiir den Fall
durchgefithrt werden, daB der Querschnitt entweder kreisférmig
ist, oder daB bei anderer Querschnittsgestalt der Kriimmungshalb-
messer 7 so groB ist, daB in Gl (49) die letzten beiden Glieder
gegeniiber den beiden ersten vernachlissigt werden diirfen. Dann
geht GL. (60) iiber in

f=(x—3)K,Prd=

T
-3, 2
f=or <’§w + m) (62)

Insbesondere erhilt man fiir den kreisformigen Querschmitt, wenn
man den Kreishalbmesser mit a bezeichnet und G = 0,4 E setzt,

Pre
f= 0,476 _E?' (63)

DaB sich die letzte Formel beim Vergleiche mit Versuchsergeb-
nissen bewihren wird, darf man ziemlich zuversichtlich erwarten.
Wahrscheinlich wird sich auch G1.(62) z.B. fiir einen quadratischen
oder rechteckigen Querschnitt und auch selbst noch fiir ein Flach-
eisen als ziemlich gut zutreffend erweisen, solange der Kriimmungs-
halbmesser r nicht gar zu klein ist. Hier wiire es aber freilich
schon recht erwiinscht, die GroBe des Fehlers, der durch die vor-
genommenen Annéherungen herbeigefiibrt wird, auf Grund von
Versuchen besonders festzustellen.

Viel mehr aber wire noch zu wiinschen, daB die fiir den I-
Triger abgeleitete Formel (61) mit Versuchsergebnissen verglichen
werden kénnte. Denn man darf nicht vergessen, da8 diese Gleichung
auf einer Reihe von Niaherungsannahmen beruht, deren Zuver-
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lussigkeit erst moch einer Bestitigung durch die Erfahrung bedarf.
Hier handelt es sich eben um ein noch sehr wenig durchforschtes
Gebiet, auf dem Theorie und Erfahrung zusammenwirken miissen,
um zu endgiiltig gesicherten Ergebnissen zu gelangen. Dafl dabei
die Theorie vorangehen muB, ist selbstverstindlich, da Erfahrungen
erst moglich sind, nachdem klar gestellt ist, auf was man bei der
Ausfithrung eines Versuches zu achten hat.

Das Beispiel des Ringes, fiir das wir die Berechnung hier durch-
gefithrt haben, ist zwar an sich vielleicht nicht gerade besonders
wichtig. Aber als Anleitung dafiir, wie man auch in anderen Féllen
gekriimmter Stibe, solange sie nicht zu schwierig sind, zu #hn-
lich einfachen Lidsungen gelangen kann, diirfte es ganz geeignet sein.

§ 59. Statisch unbestimmte Verdrehungsaufgaben. Auch
hier beschréinken wir uns auf die Behandlung eines Belspleles, aus
dem hervorgeht, wie man statisch un-
bestimmte Triiger zu berechnen hat, bei
denen die Beanspruchung auf Ver-
drehen eine wichtige Rolle mit und
neben der Biegung spielt. Der in
Abb. 102 in AufriB und GrundriB ge-
zeichnete halbringférmige Triger soll
an beiden Enden eingespannt sein. Man
kann sich etwa einen an beiden Enden
eingemauerten gebogenen I-Triger
darunter vorstellen, der dazu bestimmt ist, einen tiber die Vorder-
mauer eines Hauses hinauskragenden Bauteil zu tragen.

In dem genannten Falle wiirde es freilich néher liegen, die Rech-
nung flir eine gleichformig iiber den Halbkreisbogen verteilte Be-
lastung durchzufiihren. Um einen unmittelbaren Vergleich mit dem
vorher behandelten Beispiele zn ermoglichen, ziehen wir es aber
vor, den in Abb. 102 angegebenen Belastungsfall vorauszusetzen,
bei dem der Triger eine Einzellast P in der Mitte aufiunehmen hat.

Im Falle des Ringes, den wir vorher besprochen haben, wurde
die Betrachtung durch die hierbei bestehenden Symmetriebezie-
hungen bedeutend vereinfacht. Im allgemeinen Falle wird die
Aufgabe der Spannungsberechnung auch schon beim Ringe sta-
tisch unbestimmt, sobald man ndmlich die vorher gewihlte regel-
méBige Anordnung der Belastung durch eine allgemeinere ersetzt.
Im allgemeinsten Falle wird die Aufgabe sogar sechsfach statisch
unbestimmt.

Auf verwickelte Fille dieser Art kénnen wir hier nicht ein-
gehen. Dagegen liefert Abb. 102 wenigstens ein Beispiel fiir einen
einfach statisch unbestimmten krummen Triger, der Lasten senk-
recht zur Trigerebene aufzunehmen hat.

DaB dieser Tréger nur einfach statisch unbestimmt ist, hiingt
ebenfalls mit den Symmetriebeziechungen zusammen, die fiir ihn

Abb. 103.
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zutreffen, wenn sie auch nicht so weit reichen wie im vorigen Bei-
spiele. Auf den ersten Blick konnte es zwar vielleicht so scheinen,
als wenn sich der Tréger unter der angegebenen Belastung ebenso
verhalten miiBte wie die vordere Ringhilfte im Falle von Abb. 97,
Das trifft aber nicht zu, weil in Abb. 102 die Triigerenden durch
die Einspannung an jeder Drehung verhindert sind, wihrend sich
im Falle von Abb 97 die zn den Symmetrieebenen gehdrigen Quer-
schnitte um ihre Normalen frei zu drehen vermogen und sich bei
der elastischen Form#nderung auch tatséchlich um sie drehen. Im
Falle von Abb. 102 muf} daher vom Mauerwerk, um diese Drehung
zu verhindern, aufler dem Biegungsmoment auch noch ein Ver-
drehungsmoment aufgenommen werden.

Dagegen 1iBt sich in derselben Weise wie bei dem fritheren Bei-
spiele schlieBen, dafl in dem Mittelquerschnitte des Halbkreistriigers,
da er zu einer echten Symmetrieebene gehtrt, keine Schubspan-
nungen sondern nur Normalspannungen auftreten kénnen. Denkt
man sich diese Spannungen zu einer durch den Schwerpunkt gehen-
den Normalkraft N und einem Biegungsmomente zusammengefaBt,
das wir jetzt mit M, bezeichnen wollen, so erkennt man leicht,
daB N = O sein mu. Im Verhalten des Trigers kénnte sich nim-
lich nichts Wesentliches indern, wenn man die Last Pin Abb. 102
in umgekehrter Pfeilrichtung angreifen lieBe. Wiire also IV im ge-
gebenen Falle eine Zugkraft, so miiBte N auch nach der Umkeh-
rung des Pfeiles immer noch eine Zugkraft bleiben. Da aber ein
Zusammenwirken beider Lasten dem unbelasteten Triiger entspricht,
kann auch jede einzelne von ihnen keine von Null abweichende
Normalkraft im Mittelquerschnitte des Trigers herbeifithren.

Auf dieselbe Weise kann man aach schlieBen, daf der Momenten-
vektor des im Mittelquerschnitte auftretenden Biegungsmomentes
M, wagrecht gerichtet sein mufl. Als selbstverstindlich wird da-
bei angesehen, daB der Fall der ,,geraden Biegung“ im Sinne von
§ 24 vorliegen soll, d.h. daB auch die Querschnittshauptachsen wage-
recht und lotrecht gerichtet sind. Das im Mittelquerschnitte iiber-
tragene Biegungsmoment M, bildet die einzige statisch unbestimmte
GriBe, die in unserer Aufgabe vorkommt.

Fir einen Querschnitt des Trigers, dessen Ebene den ‘Winkel
@ mit der Mittelebene bildet, erhéilt man aus dem Gleichgewichte
des zum Zentriwinkel ¢ gehdrigen Sektors gegen Drehen fiir das
Biegungsmoment M, , und das Verdrehungsmoment M, , die Aus-
driicke Pr .
M, ,= Mycosp — 5 sing |

(64)

M, = M,ysing — = (r — reosg) |

Hiermit konnen wir die im Tridger aufgespeicherte Forminde-
rungsarbeit berechnen. Unter der Annahme, dab es sich um einen
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T-Triger handelt, wollen wir gemé8 den am Schlusse von § 57
gegebenen Ausfilhrungen die beiden letzten Glieder von Gl. (549)
gegeniiber den ersten vernachlissigen. Es geniigt dann

7
2

1
A= 2"6'7‘ 21‘/M3dq) (65)

[

zu setzen, obschon es natiirlich auch leicht moglich wiire, die Rech-
nung ohne diese Vernachlissigung durchzufiihren.

Da M, in bekannter Weise von M abhingt, ist hiermit 4 als
Funktion von M, dargestellt. Nach dem in § 28 besprochenen
Satze von der kleinsten Forminderungsarbeit hat man die statisch
unbestimmte GriBe M, so zu wihlen, daB der Differentialquotient
von 4 nach M, zu Null wird Hiermit erhilt man zunichst

d
2
oM, ‘ . Pr  Pr .
,[M”aMoqu ———‘/ (Mosm‘P"‘T + Tcosq;)smq;dcp = 0,
0 0

woraus sich nach einfacher Ausrechnung

Pr

,— 2 (66)

ergibt. Auch die Senkung f des Lastangriffspunktes 148t sich leicht
aus der Gleichung o
T

1 r
?Pf= ETT Mqu)
0

berechnen, und man findet dafiir nach einfacher Ausrechnung, deren
Einzelheiten wir hier iibergehen,

3
F=00189 2" (67)

Das groBte Verdrehungsmoment M, max tritt im Einspannquer-
schnitte auf. Man findet dafiir, vom Vorzeichen abgesehen,

M, max = 0,182 Pr. (68)
AuBerdem tritt noch ein analytisches Maximum von M, an: der

Stelle auf, fiir die tgg =—i~ ist. Da es weit kleiner ist als der

Wert an der Einspannstelle, kommt es aber darauf nicht an.

Auch das groBte Biegungsmoment M mex tritt im Einspann-
querschnitte auf, und zwar erhilt man dafiir nach den Gleichungen
(64), wiederum ohne Beriicksichtigung. des Vorzeichens

My max = 0,5 Pr. (69)
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Man darf aber daraus, dall M, max groBer ist als M, max nicht
etwa schliefen, daB die griBte Beanspruchung durch die Biegung
hervorgerufen wiirde. Vielmehr hiingt die Tragfihigkeit des Trigers
in erster Linie von M, max ab, weil der I-Triiger gegen Biegen
weit widerstandsfihigerist als gegen Verdrehen. Da aber die gréfite
Schub- und die groBte Biegungsspannung an derselben Stelle des
Querschnitts zusammentreffen, hingt die Bruchgefahr von dem
Zusammenwirken beider Momente ab. Hierauf werden wir in § 62
zuriickkommen.

Wenn an Stelle der Einzellast in Abb. 102 eine gleichformig
iiber die ganze Bogenlinge verteilte Belastung tritt, kann man die
Aufgabe in derselben Weise 18sen, wie es soeben besprochen wurde.
Das gilt auch noch fiir eine beliebig verteilte Belastung, sofern
nur alle Lasten lotrecht gerichtet und symmetrisch zur Mittelebene
angeordnet sind. In allen diesen Fillen bildet namlich M, stets
die einzige statisch unbestimmte Grofle, die in der Aufgabe vor-
kommt. Wenn es Schwierigkeiten macht, die an Stelle der Glei-
chungen (64) tretenden Ausdriicke fir M, s,p und M, aufzustellen
oder wenn sich das Integral in Gl. (65) nicht ausfihren 148t, kann
man sich immer damit helfen, die Integration durch eine Sum-
mierung tiiber eine Anzahl eudlicher Teilstﬁcke zu ersetzen, in die
man den Quadranten zerlegen kann. Mehr als 6 oder hdchstens
8 Teilstiicke werden in der Regel kaum nétig sein, um eine ge-
niigende Genauigkeit zu erreichen. Die Werte von M, , und M,
fu1 die Mitte jedes Teilstiickes wird man stets mit germger Muhe
angeben kénnen.

Was am Schlusse von § 58 tiber die in mancher Hinsicht un-
genaue und bisher noch nicht geniigend praktisch erprobte Grund-
lage gesagt wurde, auf der alle diese Betrachtungen aufgebaut
wurden, trifft natiirlich auch hier zu. Eine grofle Genanigkeit der
in den Gleichungen {66) bis (69) ausgesprochenen SchluBergeb-
nisse darf man daher nicht erwarten. Trotz dieses Vorbehaltes be-
trachten wir sie aber immerhin als weit zuverlissiger als alle
Schitzungen auf Grund von Berechnungsverfahren, wie sie bisher
gelegentlich versucht wurden.

Uber einen Umstand sind wir bisher stillschweigend hinweg-
gegangen, der nachtriiglich auch noch erwihnt werden mufl. Unsere
Berechnung beruht nimlich auf der Annahme, daB die Einspan-
nung der beiden Trigerenden im Mauerwerk zwar genligt, um jede
Drehung der Einspannquerschnitte zu verbindern, daB sie aber der
Ausbildung der Querschnittsverwindung, die zum Momente M, max
in G1. (68) gehért, keinen merklichen Widerstand entgegenzusetzen
vermag. Unter gewdhnlichen Umstiinden, insbesondere wenn es
sich wirklich nur um eine Einmauerung handelt, diirfte dies wohl
auch ganz gut zutreffen. Sollte jedoch mit hinreichend wirksamen
Mitteln das Trigerende ,vollkommen“ eingespannt sein, so daB
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auch selbst die kleinen elastischen Verschiebungen &, die zur Quer-
schnittsverwindung gehéren, unmoglich gemacht sind, so wiire der
Biegungspfeil f etwas kleiner zu erwarten als nach Gl (67) und
auch sonst wiirde sich manches #ndern. Hierauf gehen wir sofort
noch etwas niher ein.

§ 60. Die vollkommene Einspannung bei der Verdrehung.
Der Belastungsfall der reinen Verdrehung fiir einen geraden Stab
wurde in § 35 durch Abb. 63 veranschaulicht. Ihr stellen wir hier
Abb. 103 gegeniiber, bei der ein Stab durch drei Kriftepaare be-
lastet ist. Das im Mittelquerschnitt angreifende Kriftepaar vom
Momente 2 Pp dreht im entgegengesetzten Sinne wie die beiden
§uBeren, die nur halb so groB |
sind. Aufden erstenBlick kénnte
es so scheinen, als wenn jede
der beiden Stabhilften genau
ebenso beansprucht wire wie
der Stab in Abb. 63, abgesehen
davon, daB be de im entgegen-
gesetzten Sinne verdreht wer-
den. Wenn der Stab einen kreis-
formigen Querschnitt hat, trifft
diese Vermutung auch tatsich- ! Abb. 103.
lich zu. In jedem anderen Falle i
aber sind die in der Nihe des
Mittelquerschnitts liegenden Teile beider Stabhilften durch den
swischen ihnen bestehenden Zusammenhang verhindert, die zur
reinen Verdrehung gehorende: Form#nderung auszuftihren, mit der
eine Verwindung des Querschnitts verbunden ist.

Durch die Mittelebene haben wir uns, wie schon in fritheren
Fillen, nicht nur den Stab, sondern auch das Moment 2 Pp in zwei
gleiche Teile zerlegt zu denken, von denen jeder Teil an der zu-
gehorigen Stabhilfte angreift. In dem ebenfalls friher schon ge-
brauchten Sinne bildet die Mittelebene eine echte Symmetrieebene
fir den ganzen Stab. Daraus folgt, daB im Mittelquerschnitt keine
Schubspannungen auftreten kénnen, wohl aber Normalspannungen.
Solche aber miissen auftreten, wenn der Querschnitt nicht gerade
kreisformig ist.

Das gebt namlich daraus hervor, dafl auch die Verschiebungs-
wege von je zwei gleich gelegenen Punkten zu beiden Seiten der
Symmetrieebene bei der elastischen Forminderung des Stabes
spiegelbildlich zueinander liegen miissen. Daher kénnen sich die
in der Symmetrieebene selbst liegenden Punkte nur innerhalb
dieser Ebene verschieben. Der Mittelquerschnitt mufi dahcr ebcn
blciber.

Die durch Abb. 103 beschriebene Anordnung bildet das wirk-
samste und vielleicht sogar das einzig vollkommen wirksame Mittel,
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um eine vollkommene Einspannung eines Stabquerschnitts bei der
Verdrehung herbeizuftihren. Durch die Koppelung der beiden im
entgegengesetzten Sinne verdrehten Stabhilften miteinander wer-
den im Mittelquerschnitte derart grofie Normalspannungen hervor-
gerufen, wie sie notig sind, um jede Querschnittsverwindung zu
verhindern. Eine Einmauerung reicht dazu lingst nicht aus und
auch die meisten anderen Endverbindungen, die man etwa vor-
schlagen mag, werden die Querschnittsverwindung zwar erschweren,
aber nicht vollig verhindern kdnnen.

Wird der Stab im Mittelquerschnitt von Abb. 103 durch-
schnitten, so verschieben sich bei der Verdrehung die Punkte dieses
Querschnitts in beiden Stabhilften um die kleinen Strecken &, die
dem Momente Pp entsprechen, nach entgegengesetaten Richtungen.
Der Zusammenhang beider Teile verhindert diese Verschiebungen
und bringt daher Normalspannungen im Mittelquerschnitt hervor,
die man nach Gl. (45) von § 56

6= B3 (70)
sofort berechnen kann. Da es sich jetzt um einen geraden Stab
handelt, haben wir dz an Stelle von ds geschrieben.

Alle im Mittelquerschnitt iibertragenen Normalspannungen o,
milssen unter sich an jeder Stabhilfte den allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingungen zwischen Kriften an einem starren Kérper
geniligen. Thre Summe mubB also Null sein und ebenso die Momenten-
summe fiir jede Achse. Hier liegen also die Voraussetzungen des
in § 32 besprochenen Prinzips von de St.-Venant vor, und wir
diirfen daher erwarten, daB sich die durch die vollkommene Ein-
spannung bewirkte Spannungsstorung nur auf die Nachbarschaft
der Einspannstelle beschrinkt. Schon damals wurde auch bemerkt,
daB die Abnahme dieser Stérung mit der Entfernung von der Er-
regungsstelle nach einem Gesetze erfolgt, das sich entweder genau
oder néherungsweise durch eine Exponentialfunktion darstellen
1aBt. Wir setzen daher zugleich in Anlehnung an Gl. (43) von § 56
oder G1. (52) von § 57

E=A—e ") My(ys) = (1 — e~ %)M, Cyz, (71)

worin £ die Entfernung des ins Auge gefaBten Querschnitts vom
Mittelquerschnitte bedeutet. Unter y ist eine von der Gestalt und
GroBe des Querschnitts abhingige Konstante zu verstehen von der
Einheit ¢m~. Wenn « so groB ist, daB yx gleick 3 oder noch
grofer wird, unterscheidet sich nach Gl (71) & nicht mehr erheb-
lich von dem .ihm bei der reinen Verdrehungsbeanspruchung zu-
kommenden Werte.
Aus den Gleichungen (70) und (71) folgt

6, = Bye~ "= M, (y2), ‘ (72)
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und in gréBeren Abstinden von der Einspannstelle wird dies un-
merklich klein. :

Eine nach den Verfahren der héheren Festigkeitslehre durch-
gefiihrte Untersuchung hat gelehrt, daf man fiir den Fall des
elliptischen Querschnitts mit den Halbachsen a und b z. B. fiir
a=10b 1 1
7 =265 =0,2657
anzunehmen hat. Fiir andere Querschnittsgestalten ist man bis jetat
entweder auf Schitzungen angewiesen oder auch auf die Verwer-
tung der Beobachtungsergebnisse von Feinmessungen an verdrehten
Stiben.

Beim elliptischen Querschnitte unterscheidet sich hiernach §
im Abstande z = @ schon nicht mehr wesentlich von dem nor-
malen Werte von & bei der reinen Verdrehungsbeanspruchung, al-
50 schon in einem Abstande vom Einspannquerschnitte, der nur
balb so groB ist als die groBte Querschnittsabmessung. Ein &hn-
liches Verhalten ist auch fiir den quadratischen oder rechteckigen
Querschnitt zu erwarten. Nur beim I-formigen Querschnitt scheint
sich, soweit man dies bisher tibersehen kann, die durch eine voll-
kommene Einspannung bewirkte Spannungsstorung noch auf Ent-
fernungen hin bemerklich zu machen, die gréBer sind als die Héhe
des Trigers, die hier die groite Querschnittsabmessung bildet.

Jedenfalls aber verhilt sich unter der durch Abb. 103 ange-
gebenen Belastung ein zu beiden Seiten des Mittelquerschnitts
gelegener Teil des Stabes anders als die Hauptteile, die sich von
da bis zu den Enden hin erstrecken. Infolge davon fillt der Ver-
drehungswinkel A fiir eine Stabhilfte kleiner aus, als wenn sich
diese Stabhilfte unbehindert durch die Einspannung im Mittel-
querschnitte unter demselben Momente frei nach Art von Abb. 63
verdrehen kdnnte.

Dieser Unterschied 1Bt sich nun leicht auf dem Versuchswege
durch Messung des Verdrehungswinkels feststellen, und das ist
das beste Mittel, den Einflufl einer vollkommenen Einspannung auf
die elastische Forminderung bei der Verdrehung zu untersuchen.
Obne die Binspannung wire nach Gl. (28) von § 40

M1

Wihlt man die Stablinge | so gro8, daB sich der EinfluB der
Einspannung zweifellos nicht mehr {iber die ganze Linge hin be-
merklich machen kann, so 148t sich der durch den Versuch fest-
gestellte Wert des Verdrehungswinkels in der Form

Ml
R (73)

Teubn. Leitf. 17 F6ppl, Grundzige der Festigkeitslohre 15
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darstellen. Aufgabe des Versuches bleibt es dann, einerseits fest-
zustellen, wie lang man ! mindestens withlen mu8, um die Messungen
von da ab in Form der Gl (78) wiedergeben zu kénnen und an-
dererseits, die Linge I’ aus den Versuchswerten abzuleiten.

Bei den Miinchener Verdrehungsversuchen ergab sich fiir einen
Stab von quadratischem Querschnitt von der Seitenlinge s

[ = 0,225, (74)

Fiir den Kreis wird natirlich "= 0, da sich ein kreisf6rmiger
Querschnitt tberhaupt nicht verwindet und daher von einer Ein-
spannung gegen Verdrehen bei ihm nicht die Rede sein kann. Da-
gegen nimmt !’ beim I - Triger vom Normalprofil 30 den verh#ltnis-

ifig sehr groBen Wert
miflig sehr groBen Wer {— 1671 (15)

an, wenn % die Hohe bedeutet. Wenn auch die Messung nur fir
den Fall /» = 30 em durchgefithrt wurde, darf man diese Beziehung
aber auch fiir die anderen NP-Tréger als hinlinglich genau zu-
treffend ansehen.

Alle diese Untersuchungen stammen aus den letzten Jahren,
und sie werden spiter noch weiter zu fithren sein. Zu erwihnen
ist noch, daB das besondere Verhalten der I-Triger bei ders durch
Abb. 103 dargestelliten Belastungsfalle zuerst von Prof. Timo-
schenko und dann von A. Senft richtig erkannt und theoretisch
behandelt wurde, wenn auch in anderer Art, als es hier geschehen
ist. Die Versuchsergebnisse sind aus dem Mtmchener Laborato-
rium hervorgegangen.

Wir werfen jetzt noch einmal einen Blick zuriick auf die in
§ 59 behandelte Aufgabe, bei deren Lisung vorausgesetzt wurde,
daf die Einspannung der Triigerenden von der Art sei, daB sie
eine Ausbildung der Querschnittsverwindung nicht verhindern
kénne. Nimmt man jetist umgekehrt eine vollkommene Einspan-
nung der Trigerenden an, so wiirde man ibr dadurch ungefihr
Rechnung tragen k6nnen, daB man bei der Berechnung der Form-
inderungsarbeit nach Gl (65) das Integral nicht tiber die ganze
Bogenliinge erstreckt, sondern ein Stiick an den Enden davon aus-
schlieBt, das man gleich I’ oder auch bei teilweiser Einspannung
entsprechend niedriger einzuschitzen hitte.

Zum Schlusse mége hier noch eine Bemerkung dariiber Platz finden,
wie man es sich wohl zu erkliren haben wird, da8 die Linge I’ ge-
rade beim I-Triger so ungewShnlich hoch gefunden wird. Vermut-
lich wird der Grund dafir in dem Umstande zu erblicken sein, daB
das zweiachsige Flichenmoment vierten Grades

Q= [y*s*dF (76)
beim I-formigen Querschnitte einen bei gegebenem Flicheninhalt be-

sonders grofen Wert annimmt. Es scheint nimlich, daB die in § 57
auf Grund von Versuchsergebnissen eingefiihrte Niherungsannahme,
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daf die Verwindungsfliche beim I- Querschnitt ungefibr ein hyper-
bolisches Paraboloid bilde, auch in zahlreichen anderen Féllen nicht
viel von der Wahrheit abweicht. Unter dieser Voraussetzung hiingt
aber, wie aus Gl. (4Y9) von § 56 hervorgeht, der Ausdruck fiir die
Forménderungsarbeit sehr wesentlich von der GroBe des Flichen-
momentes £ ab. Das gilt sowohl fiir die Nihe einer Einspannstelle
bei einem geraden Stabe wie bei einem krummen Stabe, der zugleich
auf Biegen und Verdrehen beansprucht ist. Da nun die Formin-
derungsarbeit maBgebend fiir das elastische Verhalten eines als Trager
verwendeten Stabes ist, versteht man leicht, daB eine Querschmitts-
gestalt mit groBem & auch entsprechende Abweichungen in der Art
der elastischen Formiénderung zur Folge hat.

Wir konnen diese Vermutung freilich nur mit dem Vorbehalte aus-
sprechen, daB sie von der weiteren Forschung erst noch nachzupriifen
sein wird, was ja leicht méglich ist. Wenn sie richtig ist, muB sich
das besondere Verhalten der I-Triger bei den breitflanschigen Pro-
filen noch viel stirker bemerklich machen als bei den Normalprofilen,
fiir die bisher allein Messungen von " vorliegen. Ein grofler Wert
von &, wie er namentlich den Breitflanschprofilen eigen ist, darf fiir
gewisse Zwecke als ein nicht zu unterschitzender Vorzug anges-hen
werden. Auf diesem Gebiete ist noch viel zu tun, um volle Klarheit
zu schaffen.

§ 61. Die Berechnung genieteter Triger auf Verdrehen.
Wir kommen jetzt auf eine Frage zuriick, die bereits in § 49 ge-
streift wurde. Damals zeigten wir, wie die Kraft berechnet wer-
den kann, die von einem Nietbolzen N aufgenommen werden mufl,
wenn der in Abb. 86 gezeichnete genietete Blechtriger zugleich
auf Biegen und auf Schub beansprucht wird. Jetzt haben wir die
frithere Untersuchung entsprechend zu erwei- T

tern, so daB sie auch auf den Fall einer Be- -
anspruchung auf Verdrehen angewendet wer- f L
den kann. s Dt

dieser Art zuriickzufiihren sind, wird durch

Die Grundaufgabe, auf die alle anderen Fille _ | v
Abb. 104 erlsutert. Sie stellt einen Stab dar, |

{;;_

Ll
|
|

der aus zwei Flacheisen zusammengenietet ist. B I
Dieser Stab soll durch ein Moment M auf Ver- | :
drehen beansprucht werden, und gefragt wird, i

S\ LA arn. W
I Rzl
AN LSS
[ AN

b
Abb. 104.

wie grofl die Schubkraft S ist, die hierbei von
einem Nietbolzen N aufgenommen werden mus.
Wie immer in solchen Fillen ist es dabei
gleichgliltig, welcher Teil von S unmittelbar
an N angreift, und welcher Teil auf die Reibungen zwischen den
beiden Flacheisen kommt, die infolge der im Nietbolzen herrschen-
den Zugspannung stark aufeinander gepreBt sind.

Die Losung findet man ebenso wie in § 49, indem man das
Gleichgewicht eines in geeigneter Weise abgetrennten Stiickes des
Stabes gegen Verschieben in der Richtung der Stabachse unter-
sucht. Auch hier haben wir ebenso wie frither die Linge des
Stiickes gleich der Nietteilung ¢ zu wihlen, wihrend der Quer-

15*
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schnitt von einem Viertel des Gesamtquerschnitts gebildet wird.
Abb. 105 zeigt das Stlick in axonometrischer Darstellung, wobei
jedoch der Deutlichkeit wegen besonders die Dicke a des Flach-
eisens tiibertrieben groB angegeben wurde. Auf den drei sicht-
baren Seitenflichen des Stiicks sind die Spannungslinien einge-
tragen, entsprechend den dafiir in § 40 gegebenen Lehren.

Die obere Seitenfliiche entspricht in Abb. 105 einem Viertel des
Stabquerschnitts in Abb, 104, und die Spannungslinien sind so
angegeben, wie sie im Querschnitl eines ungeteilten Stabrs gemiB
Abb. 71 von § 40 oder Abb. 73 von § 41 in dem Rechteckviertel

m zu erwarten sind. Auf den anderen beiden
B r—-——, sichtbaren Seitenflichen, die durch die
] @ Stabachse gelegt sind, werden nur Schub-

|| spannungen ,zwischen den Fasern®, wie
man zu sagen pflegt, iibertragen, die im
ungeteilten Stabe tiberall parallel zur Stab-
achse gerichtet sind. Die Spannungslinien
bestehen daher auf diesen Seitenflichen
aus geraden Linien. Endlich verlaufen
I noch die Spannungslinien auf der verdeckt
liegenden, nach unten gekehrten Seiten-
fliche, ebenso wie in der oberen, nur mit
-entgegengesetzten Pfeilen.

Damit sind alle Krifte aufgezihlt und durch Spannungslinien
vor Augen gefiihrt, die sich an dem Korperstiick des ungeteilten
Stabes im Gleichgewichte miteinander halten miissen. Fiir den Zweck
der Gleichgewichtsbetrachtung kann man sich zun#ichst die Span-
nungen auf den durch die Stabachse gehenden Seitenflichen zu
je einer Resultierenden § zusammengesetzt denken, die parallel
zur Stabachse geht. Die Resultierenden S auf beiden Flichen sind
entgegengesetzt gerichtet und von gleicher Grofie, wie aus der
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in Richtung der Stab-
achse hervorgeht, da andere Kriifte in dieser Richtung an dem
Stiicke nicht vorkommen.

Die beiden Krifte § bilden ein Kriftepaar miteinander. Mit
ihm stebt im Gleichgewicht gegen Drehen das andere Kruftepaar,
das aus den beiden Resultierenden gebildet wird, zu denen man
die in jedem Querschnittsviertel auf der oberen und unteren Seiten-
fliche vorkommenden Schubspannungen zusammensetzen kann.
Hieraus folgt, nebenbei bemerkt, daB die Resultierende der Schub-
spannungen auf jeder dieser Seitenflichen parallel zu der durch
die beiden S gelegten Ebene gerichtet sein muf.

Dies alles gilt fiir den ungeteilten Stab. In dem aus zwei Flach-
eisen zusammengenieteten Stabe fehlen dagegen die Schubspan-
nungen in der Trennungsfliche, soweit sie nicht durch die gleitende
Reibung zwischen beiden Teilen ersetzt werden. Sehen wir von

, |
by E
R
"\\i\l\j//’)

5§ Abb.10s.
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den Reibungen ab, so muB die Kraft S vom Nietbolzen aufge-
nommen werden, damit sich der zusammengesetzte Stab #hnlich
wie der ungeteilte erhalten kann. Vor allem handelt es sich also
darum, diese Kraft § zu berechnen.

Nach den Lehren von § 41 ist dies aber ohne weiteres mdg-
lick, wenn die Schmalseite ¢ in Abb. 105 als klein gegen die
Breitseite b angesehen werden kann, wie dies bei einem Flach-
cisen zutrifft. Wie aus den Abbildungen 72 oder 73 von § 41
m entnehmen ist, besteht das Diagramm der Spannungsverteilung
lings der Schmalseite aus einem Dreiecke und hieraus folgt, daB
8 auf der Schmalseite den Abstand 2 a von der Stabachse hat.
Da der Durchschnittswert der Schubspannung auf der Schmalseite
gleich 3 Tmax ist, erhilt man S selbst zu

7max. \
§=—— ae. (77)

Setzt man fiir tmax den aus GL (37) von § 41 bekannten Wert
ein, so geht dieser Ausdruck tiber in

8 Me
§=Teas" (78)

Ebenso groB ist, wie wir vorher schon bemerkten, die Resul-
tierende der Schubspannungen auf der Breitseite und hiermit die
Kraft, die im genieteten Stab von dem Nietbolzen aufgenommen
werden mufl, Dagegen ist die Lage der Resultierenden § auf der
Breitseite nicht genauer bekannt, da das Spannungsverteilungs-
diagramm liéngs der Breitseite nicht geradlinigist. Aus dem Seifen-
hautgleichnis 188t sich jedoch sofort schlieBen, daf der Abstand
der Resultierenden § von der Stabachse jedenfalls griBer als £ b
sein muf.

K6nnte man die Nietreihen so anordnen, daB sie mit der vor-
aussichtlichen Lage der Resultierenden S auf der Breitseite zu-
sammenfielen, so wiirde der vorher berechnete Wert von S ohne
weiteres die von einem Nietbolzen aufzunebhmende Kraft angeben.
Tatsiichlich liegen aber die Nistreihen stets niher bei der Stab-
achse. Wenn keine Reibungen zwischen den beiden Flacheisen
hinzuk#imen, miiiten daher die auf die Nieten treffenden Kriifte
etwas grofler ausfallen, und der Spannungszustand wiirde tiber-
haupt erheblich verwickelter, als wir ibn jetzt vorausgesetzt haben.
Bei Nietverbindungen darf man aber immer auf die sehr wesentliche
Mitwirkung der Reibungen bei der Kraftitbertragung rechnen, und
unter dieser Voraussetzung macht es nicht viel aus, wenn die Kraft
8§ auch etwas seitlich am Nietbolzen vorbeigeht.

Bestatigt wurde diese Auffassung durch die Ergebnisse eines Ver-
drehungsversuchs -mit einem aus zwei Flacheisen zusammengesetzten
Stabe mit einer einzigen Nietreihe in der Mitte. In diesem Falle
ist innerhalb des Bezirks, der zu einem der Nietbolzen gehort, ein
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Drehmoment zu tibertragen, das gleich der vorher berechneten Kraft
S mal dem doppelten Abstande zwischen S und der Stabachse ist.
Teils geschieht dies unmittelbar durch die Reibungen zwischen beiden
Platten, teils auch durch die Vermirtelung der zwischen je einer Platte
und dem darauf sitzenden Nietkopfe tibertragenen Reibungen, die den
Nietbolzen auf Verdrehen belasten. Versuche mit zwei derart zu-
sammengesetzten Probekirpern, die sich nur durch die verschieden
groB gewiihlte Nietteilung voneinander unterschieden, haben gelehrt,
daB die Reibungen in der Tat imstande sind, bis zu einem gewissen
Grade eine solche Leistung zu tibernehmen, vorausgesetzt, daB die
Nietteilung ¢ nicht allzu groB ist. KEinen Bericht iiber diese Ver-
suche findet man in der Zeitschrift ,,Bauingenieur 1922, S. 427. Da
eine zweireihige Vernietung nach Abb. 104 weit geringere Anspriiche
an die Mitwirkung der Reibungen bei der Kraftiibertragung macht als
eine einreihige, darf man aus den Versuchsergebnissen schlieBen, daB
nicht viel daraufankommt, wenn auch bei der zweireihigen Vernietung
die Kraft S etwas seitlich vom Nietbolzen vorbeigeht.

aa{] /!/b /} b///l/// %
-

Wir erweitern jetzt die Grundaufgabe dahin, daB die beiden
miteinander vernieteten Platten von wverschiedener Dicke sein sollen.
Abb. 106 gibt den Querschnitt des daraus zusammengesetzten
Stabes an, jedoch so, daB die Dicken @ + d und @ — d der bei-
den Platten in einem gréferen MafBstabe aufgetragen wurden als
die halbe Breite b. Die Achsen beider Nietbolzen sind mit N be-
zeichnet.

Wir betrachten in diesem Falle, ebenso wie es vorher auf Grund
von Abb. 105 geschehen war, das Gleichgewicht einer H&lfte der
diinneren Platte auf die Stablinge e hin. Die Kraft S, die im
Schmalschnitte tibertragen wird, 168t sich wiederum leicht berech-
nen, wenn man bedenkt, daB das Diagramm der Spannungsver-
teilung im Schmalschnitte geradlinig ist und da daher im Ab-
stande d von der Stabmitte die Spannung rmax% auftritt. Hier-
nach ist

1 max o'—d?

d T N
S = E (Tma.x +Tmn.x E) (a—d) €=- “2‘ L <79)

a
wobei man auch noch 7y, in M ausdriicken kann, so daB

. 3M(a®*— d¥e
s= (50)

gefunden wird.
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Eine Kraft von derselben Gré8e S muB auch in der Grenzfliche
zwischen der diinnen und der dicken Platte iibertragen werden,
und zwar wenn beide Platten einen einzigen Kérper bilden, durch
die im Schnitte auftretenden Schubspannungen und bei der Ver-
nietung teils durch die Reibungen, teils durch den Nietschaft ganz
wie im vorigen Falle.

Hiermit ist die Grundaufgabe auch fiir den allgemeineren Fall
der Vernietung von zwei ungleich dicken Platten geldst. Fiir eiren
genieteten Triger von I-formigem Querschnitt mit Gurtwinkeln
und Gurtplatten ist die Aufgabe der Nietberechnung freilich an
sich schwieriger. Aber da |
man sich zu praktischen 4 l i | 8
Zwecken mit einer unge- > =
fihren Annsherung zu- % ‘1%7(@{% //y":/ 724
frieden geben kann, kommt l f
man mit geeigneten An- .
nahmen auch fiir diesen Fall leicht — 3.1+ —

S

zum Ziele. N
Zuerst wird man eine Querschnitts-
zeichnung anfertigen, wie sie in Abb. %

107 angedeutet ist. Dann tiberlegt
man sich, welchen Verlauf die Span-
nungslinien nehmen miifiten, wenn die
einzelnen Teile mitemnander ver- |

schweifit wiren, so daB sie alle zusammen einen einzigen Korper
bildeten. Schitzungsweise lassen sich diese Linien nach den Lehren
von § 40 eintragen, nétigenfalls unter Zuhilfenahme eines Seifen-
blasenversuchs., In den bei 4 und B {berstehenden Teilen der
Gurtplatte werden jedenfalls nur geringe Spannungen iibertragen
werden, so daB man sie von vornherein unberticksichtigt lassen
darf. Von den drei punktiert eingetragenen Spannungslinien wird
die #uBere in den Steg hinein zum andern Gurt verlaufen, dort
umkehren und sich oben schlieBen. Von den andern beiden ist
anzunehmen, daB sie sich schon innerhalb des Obergurts selbst
schlieBen.

Besitzt man eine Zeichnung des Kraftflusses, von der man an-
nehmen darf, dab sie durch einen Seifenblasenversuch hinreichend
bestitigt wiirde, wenn sie nicht tiberhaupt durch einen solchen
gewonnen wurde, so 148t sich leicht abschitzen, wie dick man eine
zweite Platte zu wihlen hitte, die an Stelle des ganzen tibrigen
Tragerteiles mit der Gurtplatte nach Art von Abb, 106 zu ver-
binden wire, um in dieser denselben KraftfiuBl aufrecht zu erhalten
wie im vorliegenden Falle. Die von den Nieten aufzunehmenden
Krifte S ergeben sich dann ohne weiteres aus Gl. (79), da man
Tmax zZwar nicht mehraus G (37) von § 41, wohl aber nach G1. (44)
von § 42 berechnen kann.

Abb, 107.
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Hiermit diirfte zum mindesten ein Weg gewiesen sein, der zu
praktisch befriedigenden Ergebnissen zu filhren vermag, und mehr
kann man auf diesem Gebiete von der Theorie zuniichst nicht ver-
langen. Man sieht auch leicht ein, wie dieser Weg weiter zu ver-
folgen sein wird, um die Theorie noch etwas weiter auszubauen.
Insbesondere ist die Kraft, die in jedem Schnitt des zweischnittigen
Niets zwischen Gurtwinkeln und Stehblech zu iibertragen ist, als
ebenso grof anzusehen wiedie nach den vorhergehenden Vorschriften
berechnete Kraft S.

§ 62. Die Berechnung einer Welle auf Biegen nnd Ver-
drehen und #bnliche Fille. Eine Kurbelwelle besteht aus zwei
oder mehr stabshnlichen Teilen, die sich mit passenden Ubergiingen
senkrecht aneinander schlieBen. Es ist dabei ziemlich gleichgiiltig,
ob diese Teile in geeigneter Weise fest miteinander verbunden
sind, oder ob der ganze Kérper aus einem einzigen Stiicke her-
gestellt ist. Zum Zwecke der Festigkeitsherechnung denkt man
sich die Welle in Ruhe, withrend die Lasten und die Auflager-
krifte im Laufe einer Umdrehung verschiedene Richtungen gegen
sio einnehmen und auch der GréBe nach wechseln. Jeder Stellung,
die withrend des Umlaufs der Maschine durchlaufen wird, ent-
spricht daher ein anderer Belastungsfall, und fiir die Festigkeits-
berechnung kommt es auf den ungiinstigsten unter ihnen an.

Bei den einfacheren Anordnungen wird man ohne besondere
Schwierigkeiten entweder genau oder wenigstens niherungsweise
das Biegungsmoment M, und das Verdrehungsmoment M, angeben
konnen, die in einem beliebig ins Auge gefaBten Querschnitte im
ungiinstigsten Falle auftreten. Wir wollen jetzt annehmen, daB
diese Vorarbeiten, die mehr in das Gebiet der theoretischen Ma-
schinenlehre als in das der Festigkeitslehre fallen, bereits erledigt
seien, und fragen nach der durch das Zusammenwirken von M,
und M, in diesem Querschnitte hervorgerufenen groBten . Bean-
spruchung des Werkstoffes. AusschlieBlich auf die Beantwortung
dieser Frage soll sich also unsere Betrachtung hier beschrinken.

Am einfachsten gestaltet sich die Losung fitr den kreisfrmigen
Querschnitt, der bei dem Hauptbestandteil des ganzen Korpers,
némlich bei der Welle selbst die Regel bildet. Dem Verdrehuvgs-
momente M, entspricht eine Schubspaonung 7m.x am Wellenum-
fange, die nach Gl. (9) von § 37

M,a
Tmax = 0.
P

berechnet werden kann. Andererseits bringt das Biegungsmoment
M, Spannungen 6 hervor, die ihren Groftwert 6max ebenfalls am
Wellenumfang annehmen, wofiir man nach Gl (19) von § 24

Omax = Jlleba

z
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erhdlt. Das Zusammenwirken von Gpax und tmax an derselben
Stelle des Querschnittsumfangs bringt eine Anstrengung des Bau-
stoffes hervor, die nach einer der in § 19 besprochenen Annahmen
einzuschitzen ist. Nach der wenigstens im deutschen Maschinen-
bau bis heute noch meist verbreiteten Annahme wird die nach
(1. (28) von § (19) berechnete reduzierte Spannung als Maf fiir
die Bruchgefahr angesehen. Setzt man in dieser Gleichung 6, = 0
und ¢, gleich dem vorher berechneten Werte von 6max, ebenso fir
7 den Wert von sy, $0 findet man zuniichst

mot 1/, 00
2m

m—1 M,

Tam 6, ¢

Ored = + ) a
Hierbei ist ferner noch zu beachten, dafl beim kreisfdrmigen

Querschnitte ep — 20

ist. Setzt man dies ein, so geht die vorhergehende Gleichung tiber in
— 1 1 T s
Orea = Bz{m M, + ﬂi_ﬁVMﬁ"}'Mi}

Man erkennt daraus, daB dieselbe Anstrengung des Baustoffes
auch durch ein Blegungsmoment Mrea hervmgebracht wiirde, das
allein im Querschnitte obne Mitwirkung eines Verdrehunvsmo-
mentes zu {ibertragen wire. Man nennt dieses Moment, das mit
dem in der Klammer enthaltenen Ausdrucke von gleicher GroBe sein
mufB, das reduzierte Biegungsmoment und erhalt dafiir

—1 1.~ 38 s N vy
S e S TERS T R A4 TERS e Y

Der zuletzt angeschriebene Ausdruck gilt fiir m = 4. Das ist
eire sehr bekannte und vielfach angewendete Formel.

Ganz anders fdllt sie jedoch aus, wenn man sich auf den Bodcn
der Molirschen Theorie der Bruchgefalir stcllt, die mit den Beob-
achtungstatsachen besser fibereinstimmt. Man erkslt dann nach
Gl (31) von § 19

OMohr = V4 ) oz—— = _02 .an_iim
und hat daher an Stelle von Gl. (81)
Mred'—"VMi + ﬂ% (82)
zu setzen.

Hiermit ist die Frage der groBten Beanspruchung fiir den kreis-
férmigen Querschnitt erledigt. Auch bei anderen Querschnitten
wird es sich hiiufig so treffen, daB die groBte Biegungsspannung
an derselben Stelle mit der grofiten Verdrehungsspannung zu-
sammenwirkt, oder daf wenigstens dem GroBtwerte der einen zu-
gleich ein verhiltnismiBig groBer Wert der anderen zugeordnet
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ist. Diese Frage ist von Fall zu Fall je nach der Querschnitts-
gestalt zu entscheiden.

Die Maschineningenieure waren mit Gl. (81) von jeher bekannt;
die Bauingenieure haben sich dagegen mit Fragen von dieser Art
bisher noch kaum beschiftigt. Wir wollen daher hier noch ein
Beispiel daftir angeben, bei dem sich auch die Bauingenieure ge-
notigt sehen werden, sich fiir eine bestimmte Annahme tiber die
Bemessung der Bruchgefahr nach einer reduzierten Spannung zu
entscheiden.

Bei dem in § 59 behandelten Falle eines halbkreisformigen
I-Triigers, der entweder nach Abb. 102 eine Einzellast P in der
Mitte oder auch irgendeine symmetrisch verteilte Belastung auf-
zunehmen hat, tritt ndmlich in der Flanschmitte des Einspann-
querschnitts die gréBte Biegungsspannung omax mit der groBten
Verdrehungsspannung zm.x an derselben Stelle zugleich auf, und
man kommt daher nicht um die Beantwortung der Frage herum,
wovon unter diesen Umstinden die Anstrengung des Baustoffes
oder die Bruchgefahr abhiingen.

Fiir die Biegungsspannung erh#lt man hier, wenn  die Trager-
hihe bedeutet, M, I

Omax == 6, -y

und fiir die Verdrehungsspannung nach Gl. (44) von § 42

Tm&x='J ay s

worin a, die Flanschdicke bezeichnet. Nun ist zwar a, weit kleiner
als die halbe Trigerhthe und auch Jf, ist in dem Beispiele, auf
das wir hinwiesen, weniger als halb so groB als M,. Da aber bei
einem'I-Trager, wie wir frither fanden, J unter gewShnlichen
Umsténden weniger als ein Hundertstel von 0, ausmacht, wird in
allen Fallen #hnlicher Art entweder zmax trotzdem groBer aus-
fallen als 6max oder wenigstens nicht viel darunter bleiben.
Unter der Voraussetzung, daB keine der beiden Spannungen
Omax Und Tmax gegen die andere vernachliéssigt werden darf, hat
man ebenso wie bei der Kurbelwelle eine reduzierte Spannung
als MaB fiir die Bruchgefahr zu berechnen, indem man sich da-
bei entweder auf die im deutschen Maschinenbau iibliche Annahme
oder auf die Theorie von Mohr stiitzt. Im ersten Falle erhilt man

it m = 4 8 Mu 5/ Miar  Mih
Al LTI Mpar Mk
Ored == 8 205 + 8 V4 Jt + 40: (83)

Dagegen wird nach der Theorie von Mohr

Mzaz Mz h?
Ored == V4 : J%l + 4"52“" (84)
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Wir halten, wie schon 4fters bemerkt, die letzte Formel fiir die
besser begriindete und wollen sie daher bei der weiteren Ausrech-
nung zugrunde legen.

Gl. (84) ist noch unabhingig von dem besonderen Beispiele.
Setzen wir dagegen bei dem in § 59 behandelten Triger fiir M,
und 3, im Einspannquerschnitt die in Gl (68) und Gl. (69) auf-
gestellten Werte ein, so geht die vorige Gleichung iiber in

Pry /T Al B
= Y 21 G (89)

Da bei den I-Trigern 6, in der Regel mehr als hundertmal
groBer ist als J, hingt freilich bei diesem Beispiele die Bruch-
gefahr, oder genauer gesagt die Gefahr einer Uberschreitung der
Proportionalititsgrenze in erster Linie von dem Verdrehungsmo-
mente MM, ab, so daB man hier auch damit auskommt, die Bean-
spruchung durch das Biegungsmoment J{, ganz zu vernachlissigen.
Hiermit entfillt die Notwendigkeit, sich fir die Anwendung einer
der beiden Gleichungen (83) oder (84) zu entscheiden, wenn man
nur beachtet, daf die zulissige Schubspannung jedenfalls kleiner
ist als die zuliissige Zug- oder Druckspannung.

Jedenfalls wire es aber durchaus verfehlt, die Beanspruchung
gegen Verdrehen gegeniiber der auf Biegen zu vernachlissigen, wie
es bisher wiclfach geschelien ist.

VI. Platten, Rohre und Geféibe.

Wir verstehen unter ,,Platte** einen Korper, der nach zwei Ko-
ordinatenrichtungen wesentlich grofere Lingenabmessungen hat
als nach der dritten Richtung und an dem (im Gegensatz zur
Scheibe) Krafte senkrechi zur Plattenfliche auftreten, die eine Ver-
biegung zur Folge haben. Plattenférmige Korper werden in der
Technik sehr viel und in verschiedenartigster Formgebung ver-
wendet. Die einfachste Form der Platte, mit der wir uns im
Nachfolgenden allein befassen wollen, ist dadurch gekennzeichnet,
dafl die Plattendicke J an allen Stellen gleich und klein gegen
die Oberflichenabmessungen ist.

Da die Platten auf Biegung beansprucht werden, schlieBt sich
die Berechnung der Platten eng an die Biegungsberechnung von
Balken anj; es besteht allerdings der wesentliche Unterschied, daB
man bei der Plattenberechnung auf die Ausdehnung in drei Rich-
tungen zu achten hat, wihrend die Betrachtung der Spannungs-
verteilung im gebogenen Balken als zweidimensionale Aufgabe
behandelt wird. Der Durchfiilhrung der Plattenberechnung stehen
deshalb erheblich griBere Schwierigkeiten entgegen als der Bie-
gungsberechnung von Balken. Es ist zur Durchfithrung der
Spannungsberechnung von Platten — selbst bei denen von der
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einfachsten Form — immer notig, vereinfachende Annabmen zu-
grunde zu legen, um tiberbaupt zu einem zahlenm#Bigen Ergebnis
tiber die Spannungsverteilung und die zugehdrigen Forménderungen
zu gelangen.

Die Vereinfachungen, die man bei den Plattenberechnungen zu
machen hat, gehen also nach zwei Richtungen: Man hat erstens
die Grenzbedingungen so einfach zu wiihlen, dafl man die Auf-
gabe tiberhaupt in Gleichungen fassen kann, und man hat zweitens
vereinfachende Annahmen iiber die Art der Spannungsverteilung
zu machen, um die aufgestellten Gleichungen l8sen zu kénnen.
Die Kunst bei der Losung der Aufgabe besteht darin, die Verein-
fachungen so zu treffen, daB mit ihnen einerseits moglichst geringe
Fehler verbunden sind, und daB andrerseits die Durchfiihrung der
Aufgabe moglichst erleichtert wird. Die Behandlung der Platten-
aufgaben bietet unter diesen Umstéinden ein reiches Feld fiir
theoretische Betrachtungen.

Zu den vereinfachenden Annahmen der ersten Art (einfache
Grenzbedingungen) gehdren vor allem: 1. die Form der Platte —
man achtet nicht auf Verstirkungen, Rippen oder Anbohrungen,
sondern setzt iiberall gleiche Plattenstirke ¢ voraus —; 2. die
Art der Auflagerung — man setzt gleichmifiige Verteilung der
Auflagerung fiber die gesamte Auflagerkante voraus und ver-
nachlissigt gewdhnlich einspannende Krifte, die an der Autlager-
stelle iibertragen werden —; 3. der iiber die Auflagerkante
iiberstehende Teil der Platte wird, wiewohl er tatséichlich an der
Spannungsiibertragung teilnimmt, vernachlissigt; 4. bei der Be
lastung durch Einzellast nimmt man an, dafl die Kraft in einem
Punkt angreift, wihrend sie tatséichlich stets auf eine Fliche
wirkt usw.

Bei der groflen Tragweite dieser Vernachlissigungen ist es klar,
daB eine strenge Durchrechnung der Spannungsverteilung fiir den
durch die vereinfachten Grenzbedingungen gegebenen Fall wenig
Wert hiitte. Gewdhnlich macht mran deshalb auch bei der Durch-
rechnung stark vereinfachende Anpahmen iiber die Spannungs-
verteilung und begniigt sich mit einer Niherungstheorie, auf die
wir im Nachfolgenden eingehen wollen.

§ 63. Die Bachsche Niherungstheorie. a) Die kreisf6rmige
Platte mit Einzellast in der Mitte. Wir setzen eine kreisfor-
mige Platte mit Einzellast Pin der Mitte voraus. Wir machen dazu
die vereinfachende Annahme, daB P in einem Punkte und zwar
im Mittelpunkte O der Kreisfliche angreifen moge. Der bezogene
Auflagedruck in O wiirde unter diesen Umstiinden allerdings un-
endlich groB, und es wiirden in niichster Umgebung von O unend-
lich groBe Spannungen ausgeldst werden. Tatstichlich verteilt
sich aber eine Einzellast iiber eine nicht allzu kleine Fliche, und
die in der Umgebung des Kraftangriffs auftretende Sonderbean-
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spruchung, die der Biegungsbeanspruchung zuzuzihlen ist, ist
deshalb in der Regel vernachlissigbar klein gegeniiber der Bie-
gungsbheanspruchung — eine Annahme, die in gleicher Weise schon
fir die Umgebung des Kraftangriffs beim gebogenen Balken ge-
macht worden ist.

Es kommen in der Praxis allerdings auch Fille vor, in denen
die Sonderbeanspruchung in der Umgebung des Kraftangriffs nicht
vernachliissigt werden darf, und zwar trifft das vor allem .dann zu,
wenn die Einzellast auf die Platte durch ein Zwischenglied mit
groBem Elastizititsmodul und hoher FlieBgrenze iibertragen wird
(z B. durch eine Stiitze aus gehiirtetem Stahl). Wenn die Stiitze
in einem solchen Falle auch mit einer’einigermafien ausgedehnten
Fliche auf der Platte ruht, so P
darf man doch nicht annehmen, l
daB die Kraft von der Stiitze

gleichm#Big auf die Platte iiber- -

tragen werde. Denn tatséchlich ?

liegt die Stittze nicht auf der ar
ganzen Fliche, sondern nur an ADb, 108.

einzelnen Stellen von ganz geringer Ausdehnung auf. Die Sonder-
beanspruchung an diesen Stellen ist deshalb nicht mehr vernach-
lissigbar klein gegen die Biegungsbeanspruchung. Auf diese Frage,
die in gleicher Weise auch bei der Kraftiibertragung auf anders
gebildete Korper (Wellen, Balken usw.) auftritt, wird im 8. Kapitel
an Hand von Versuchsergebnissen an auf Biegung beanspruchten
Wellen zuriickgekommen werden, so daf hier ein Hinweis auf
jene Ausfiihrungen geniigt.

Wir werden uns also im Nachfolgenden nur um die Biegungs-
beanspruchungen, die in der Platte durch die Einzellast P in der
Mitte hervorgerufen werden, kiimmern. Als weitere #uflere Kraft
greift die Auflagekraft § = 27mg = P an der Platte an, von
der wir ebenfalls annehmen wollen, daB sie gleichméBig (g = konst.)
tiber die Stiitzkante 2rm verteilt ist. Auch hier konnte der Ein-
wand erhoben werden, daf Platte und Unterlage, wenn sie aus
Material mit hohem Elastizitdtsmodul (z. B. Eisen) bestehen, theo-
retisch nur in drei Punkten, praktisch in Flichen von geringer
Ausdehnung aufliegen werden. Aus der Erfahrung weif man ja,
daB man mitunter eine wenig belastete Platte &hnlich wie einen
Tisch auf vier ungleich langen Beinen durch Anderung der Kraft-
verteilung ins Wackeln und zum Klappern bringen kann. Sobald
aber die Belastung der Platte gréfer wird — und dieser Fall
interessiert ja vor allem bei Festigkeitsbetrachtungen —, kann
man in der Regel annehmen, daB dann auch die Verbiegungen
der Platte bei den verhiltnism#&Big groBen Abmessungen in Richtung
der Oberfliche so grof sind, daB kleine Ungenauigkeiten in der
Auflagefliiche ausgeglichen sind und daB eine wenigstens ange-
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nihert gleichmiBige Verteilung der Auflagekraft stattfindet. Bei
sehr steifen Platten, also vor allem bei kurzen, dicken Platten,
kann aber unter Umstiinden die Annahme, daf sich die Auflage-
kraft bei der kreisférmigen Platte gleichmiBig tiber die Auflage-
fliche verteilt, zu unvollstindigen Ergebnissen fiihren. Die nach-
folgende Betrachtung wird auf den einfachsten Fall der gleich-
mifig verteilten Auflaoekra,ft beschrénkt.

Weiter miissen wir uoch eine Annahme iiber die besondere Art
der Auflagerung machen Beim gebogenen Balken war es von
EinfluB, ob die Enden des Balkens frei auflagen oder ob sie ein-
gespannt waren. Es ist selbstverstdndlich, daB es auch fiir die
in der Platte auftretenden Biegungsbeanspruchungen nicht gleich-

x giiltig sein kann, ob die Enden

der Platte eingespannt sind oder

- s _ nur lose auf der Unterlage auf-
L & ———__{_ == 4 " liegen, Bei der frei aufliegenden

7 Platte kommt es aber (im Gegen-
x satz zum frei aufliegenden Bal-

ADD. 109. ken) noch darauf an, wieviel der

Platte am Umfang #ber die Auflagerung iibersteht. Um das
einzusehen, wollen wir zuerst den gebogenen Balken mit iiber-
stehenden Enden betrachten. Wir wissen hier, daB die iiber-
stehenden Enden ab und cd (Abb. 109) nicht beansprucht sind
und deshalb gerade bleiben. Man wird versuchen, das Ergeb-
nis vom gebogenen Balken auf die gebogene Platte zu tiber-
tragen und anzunehmen, die elastische Fliche der gebogenen
Platte werde als Rotationsfliche aus der elastischen Linie des
Balkens durch Drehung um die Mittelachse zz erhalten. Bei der
Rotation gehen aber die Strecken ab und ¢d vor der Beanspruchung
durch die Last P in eine Ringfliche und nach der Beanspruchung
in eine abgestumpfte Kegelfiiche iber. Eine Ringfliche kann aber
nicht durch einfache Lageninderung — wie das mit den iiber-
stehenden Enden beim Balken der Fall ist — in eine Kegelfliche
verwandelt werden, da mit dem Ubergang Liingeninderungen der
einzelnen Teile gegeneinander (Verldngerungen der innenliegen-
den und Verkiirzungen der auBenliegenden Teile) verbunden sind.
Die Form#inderung einer Ringfliche in eine Kegelfliche kann nur
durch Spannungen erzwungen werden, die im Plattenquerschnitt
an der Auflagerstelle iibertragen werden. Das iiberstehende
Ende widersetzt sich also der Schrigstellung des Randes in
Richtung der Tangente an die elastische Fliche und wirkt auf
diese Weise wie eine teilweise Einspannung, die um so unvoll-
kommener ist, je weniger der Rand der Platte tiber die Auf-
lagerung iibersteht. Bei den nachfolgenden Betrachtungen wol-
len wir annehmen, der Plattenrand stehe nur so wenig iiber
die Auflagerung iiber, daB die Beeinflussung des Spannungs-
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zustands durch das tiberstehende Randstiick vernachlissigt wer-
den kann.

Wir haben nun einen Schnitt durch die Platte zu legen und
das Gleichgewicht der inneren und #ufleren Krifte an dem durch
die Schnittlegung abgetrennten Stiick zu untersuchen. Den Schnitt
legen wir durch den Mittelpunkt O der Platte, da wir hier die
grofite Beanspruchung des Materials
m erwarten haben. é ZQ' a

In Abb. 110 ist die linke Platten-
hilfte wiedergegeben. Da auf die ge-
samte Platte die Belastung P wirkt,
kommt auf die Halfte die von oben .

wirkende Kraft , der die Auflage-

kraft g= gzronq das Gleichge-
wicht h#lt. Die beiden #“uBeren

Krifte Q und £ bilden das Moment

M= Pa, dem ein Moment der im

Nl

Querschnitt  iibertragenen inneren
Krifte (Spannungen) von gleicher
GroBe wund entgegengesetzter Rich-
tung zugeordnet sein muff. Um die
GroBe des Momentesanzugeben, miissen
wir a bestimmen. @ -a ist das
statische Moment der Resultierenden
der Auflagekrifte, bezogen auf die
Schnittlinie. Auf das Stiick vom
Zentriwinkel dg wirkt die Auflage-
kraft ¢ - rodgo, die den Beitrag
q-7yd@ - rysing zum statischen Moment liefert. Es ist also:

Abb. 110.

1 Qa=ronq-a=ﬁr§sin pde=qri[~—cos q)]:= 2qr2 (1)
U

und daraus:

2 1
4= 17} M= _nrP. (2)

Das Biegungsmoment wird eine Beanspruchung #hnlich wie
beim gebogenen Balken hervorrufen: die obere Faser wird ge-
driickt, die untere gespannt sein, und dazwischen muB die neutrale
Fager liegen.

Wie sich das Moment M der inneren Krifte, das als Biegungs-
moment im Querschnitt auftntt iiber den Querschnitt verteilt,
welcher Anteil also z. B. auf das Element dr - & (Abb.110) f§,11t

len



240 VI. Platten, Rohre und GefiBe

ist nicht bekannt. Man wird vermuten, daB der Beitrag zum Mo-
ment (auf die Liingeneinheit des Querschnitts bezogen) in der
Mitte am groBten sein und nach dem Rande zu a lmihlich ab-
nehmen wird. Uber der Unterstiitzungskante wird iiberhaupt kein
Momentenbeitrag zu beriicksichtigen sein, da die Platte hier keine
Einsenkung unter der Belastung erfihrt. Uns interessiert vor
allem die groBte Beanspruchung 6max, die an der Oberfliche jener
Stelle auftreten wird, wo der Momentenbeitrag den groBten Wert
hat — also in der Mitte der Platte. Wir stellen 6nax einen Wert
6, gegeniiber, den wir erhalten wiirden, wenn alle Teile des Quer-
schnitts gleichmiBig zum Moment beitragen wiirden. Wir fassen
also die Platte als einen Balken vom Querschaitt 2r,d auf, der
durch das Moment M auf Biegung beansprucht wird. Das achsiale

M o M _120_sM_sp .
%=7 "3 27,0° 2 7, 0% =d? ()

Wir setzen 6max = 6y, wobei nach den vorausgehenden Uber-
legungen g groBer als 1 sein miiBte. Fiir die tatsichliche Bean-
spruchung ist aber zu beriicksichtigen, daB auch Einfliisse unbe-
riicksichtigt geblieben sind, die eine Verminderung der Spannung
zur Folge haben; es ist das vor allem die in der Praxis nie ganz
erreichbare freie Auflagerung des Endes. Um diese Einfliisse zu
beriicksichtigen, miiBte u kleiner als 1 gesetst werden. Uber die
GroBe von u kann die Theorie keinen AufschluB geben. Nur soviel
ist durch Uberlegung anzugeben, daB das Gesetz, nach dem das
Moment iiber die Querschnittsfliche verteilt ist, unabhanglo von
der GroBe der Belastung Pund den LﬁngenabmeSsungeu sein wird;
d.h. p wird fiir 8hnlich belastete und aufgelagerte kreisformige
Platten mit Einzellast in der Mitte ein von den Abmessungen und
der Belastung unabhiéingiger Wert sein. Die GroBe von u ist
durch Versuche bestimmt worden. Bach fand -fir guBeiserne
Platten, die absichtlich so gelagert waren, daB die in der Berech-
nung nicht beriicksichtigten Randkrifte mdglichst gering ausfielen,
Werte w zwischen 0,8 und 1,2, im Mittel also 1,0. Die Gl (3)
gibt deshalb ohne weitere Ergiinzung angenshert die maximale
Beanspruchung der Platte an.

b) Die kreisformige Platte mit gleichfdrmig verteilter
Belastung p at. Die Betra,cht;u.nor wird in gleicher Weise wie fiir
den vorausgehend behandelten Fall durchgefiihrt. Wir legen wieder
einen Schmtt durch den Mittelpunkt und betrachten dasKriftegleich-
gewicht an der einen Hilfte. Von oben wirkt der resultlerende

Flissigkeitsdruck p - 2”*, von unten eine gleich groBe Auflage-
kraft. s ist jetzt nur zu beachten, daB die Resultierende R des



§ 63. Die Bachsche Niherungstheorie 241

Flissigkeitsdrucks auf die eine Plattenhilfte nicht wie vorhin in
der Mitte, sondern im Abstand b von der Schnittstelle (Abb.111)

angreift. Das Biegungsmoment M ist also jetzt M = g (a—0).

Wir miissen zuerst die Grofle b bestimmen.

Der Druck p ist gleichmiBig tiber die Fliche verteilt; auf ein
Flichenelement dF =dr-r-de wirkt der Druck p-dF. Die
Resultierende geht demnach durch den Schwerpunkt der Fliche.
Da der Abstand der Fliche dF von der Querschnittsfliche gleich
rsing ist, ist:

ro P
bR=b-p%’f=J fp-rdqwdr-rsinq;
r=0(p=0
3 2
= p3[— cos fy =5 7 (4)
4
b=37‘7'0.

Unter Beriicksichtigung der Gl.(2), die den Abstand a der resul-
tierenden Auflagekraft von der Quer- |
schnittsfliche angibt, erhalten wir: ;

2 3
M~——pr°T”(a——b)=£§9- (5)

Und daraus ebenso wie vorhin:

M o pr 72
%=z pe Py (6)

Wie groff u in der Gleichung
Omax = @6, hier sein wird, muB in
jedem Fall besonders ermittelt wer-
den, da bei einer durch Fliissigkeits-
druck belasteten Platte stets eine
erhebliche Einspannung durch den
Flansch stattfinden wird, die das Er-
gebnis beeinfluBt.

¢) Die rechteckige Platte.
Es ist von vornherein klar, daB die
gioBte Beanspruchung ebenso wie
bei der kreisférmigen Platte in der
Mitte- auftreten wird. Nach welcher
Richtung aber der erste Einrif§ er-

folgt — ob er parallel zu einer Abb, 111
Kante oder parallel zu einer Diago- o
nale auftritt — kann nur der Versuch entscheiden. Versuche

in dieser Richtung sind von Bach ausgefiilhrt worden mit dem
Ergebnis, daB der erste EinriB n#» in Richtung der Diagonale
Teubn, Leitf. 17: F8ppl, Grundztige der Festigkeitslehre 16
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erfolgt (Abb. 112). Wir legen deshalb unseren Schnitt durch
die Diagonale und betrachten eine der beiden Plattenhilften
von der Form eines rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecks. Die

resultierende Auflagekraft einer Seite -~ greift aus Symmetrie-

griinden in der Mitte der Seite an. Die Resultierende g— auf die

Plattenhiilfte hat demnach den Abstand a gleich ein Viertel der
Diagonale von der Schnittfliche:

cy2

V2. @
le , N
Ili
! n

_.___7|Z_~____ c g

| 4

” .
|
|

Abbd. 112. Abb. 113.

Nehmen wir Einzellast in der Mitte P an, so ist:

= — . @ = f——-f Pc (8)

und: Gy = Ty = AL (9)

oder, wie ein Vergleich mit Formel (8) lehrt, ein wenig kleiner
als bei der kreisformigen Platte.

Bei gleichformig verteilter Belastung ist der Abstand b der Re-
sultierenden des #uBeren Druckes (Abb.113) gleich ein Drittel
der Dreieckshohe, also:

cye
p="%2 (10)
c? 2
M=Sp(a—b) Loy (11)
V2eip-6  p c
== YESE 2 _P 2 12
O 24.¢p280 £ O (12)

Ein Vergleich mit Formel (6) zeigt, daB die Beanspruchung die
gleiche ist wie bei der kreisférmigen Platte, deren Durchmesser
gleich der Kantenlinge des Quadrats ist.
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§ 64. Die strenge Theorie fiir die kreisformige Platte
nmit gleichférmiger Belastung p Wie schon erwihnt, geniigen
die Ergebnisse der Bachschen Niherungstheorie der im praktischen
Fall so unvollstindig zu fassenden Grenzbedingungen wegen in
der Regel fir die Berechnung der grofiten Beanspruchung. Die
bisher angestellten Betrachtungen geben aber keinen AufschluB
iber den Biegungspfeil f. Ferner ist die Beantwortung von Son-
derfragen — z. B. der Einflu einer vollstindigen Einspannung,
oder eines um einen bestimmten Betrag iiberstehenden Platten-
endes auf die Spannungsverteilung, oder das Gesetz, nach dem
die Spannungen von der Mitte nach dem Rande zu abnehmen —
mit Hilfe der Néherungstheorie nicht mdglich. Fiir weitergehende
Betrachtungen ist man deshalb auf die strengere Theorie ange-
wiesen, die wir wenigstens fiir den einfachsten Fall der kreis-
firmigen Platte, auf die von einer Seite ein Fliissigkeitsdruck ein-
wirkt, bringen wollen.

Die Aufgabe, die Durchbiegung einer Platte zu berechnen,
schlieBt sich an die frither schon behandelte Aufgabe der Berech-
nung eines auf Biegung beanspruchten Balkens an. Damals hatten
wir der Betrachtung die Bernoullische Annahme, daf ebene Quer-
schnitte bei der Form#nderung eben bleiben, zugrunde gelegt.
Eine entsprechende Annahme werden wir bei der kreisfrmigen
Platte dadurch treffen k6énnen, daB wir sagen: Gerade senkrecht
zur Platte bleiben bei der Form&nderung Gerade; oder aus Sym-
metriegriinden: Zylindrische Querschnitte mit der Mittelsenkrechten
auf die Platte als Mittellinie gehen bei der
Forménderung in Kegelflichen mit der gleichen ]
Mittellinie tiber. 4 g

Wir untersuchen nun das Gleichgewicht an ? <~

|

}

einem Element vom Volumen
d-dr-rdy (Abb. 114). Die < s
Mittellinie des Elementes ist 14
infolve der Beanspruchung um ~ =t
den Betrag y nach unten ver-
schoben worden. Wir nehmen Abb. 114,
nun #hnlich wie beim gebogenen ar

Balken — aber nicht mit der gleichen Berech- dy
tigung —- an, die Mittellinie sei zugleich Null- %——\—%“
linie, d. h. in ihr treten keine Zugspannungen ray

auf und ihre Linge bleibe deshalb ungetindert.!) Dann wird ein
Punkt der Nullinie (richtiger Nullfliche, die durch Rotation der
Nullinie entsteht) nur um den Betrag y nach unten wandern,
ohne daB eine radiale Verschiebung zu beriicksichtigen wiire.

1) Diese Annahme trifft durchaus nicht in allen praktischen Fillen
auch nur angendhert mit der Wirklichkeit iiberein. Wir kommen
zum Schluf des Absatzes nochmals aut diesen Punkt zuriick.

16%
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Die Liéngeninderungen, die an den Kanten des Elementsd-dr-rdy
auftreten, konnen nun angegeben werden. Im Abstand 2 von der
Mittellinie ist der Kreis vom
Halbmesser 7 in einen solchen
vom Halbmesser » + z¢ {iber-
fiihrt worden, wenn ¢ den Win-
kel bezeichnet, um den sich die
Senkrechte auf die Plattenfliche
an der Stelle r gegen die Mittel-
senkrechte an der Stelle r =0
gedreht hat (Abb. 115); die
tangentiale Dehnung &, betriigt
demnach:

rtepp—rv zo
&, = f’(;p '=T' (14)

Die radiale Dehnung ¢, im
Abstand 2z ergibt sich aus der
Schiefstellung der beiden Sei-
ten ad und bc zueinander.
Die Dbeiden Seiten, die wur-
springlich parallel waren, sind
nach der Forminderung um
den Winkel dg gegeneinander
geneigt.

Abb. 115.

99 ar) — ze|—
Er:[dr-i—z(tp"i-drd:lr) ztp] dr=z‘%$. (15)

Der Inbalt der eckigen Klammer gibt die Linge der Kante dr
nach der Forménderung an, wenn noch die Annahme gemacht ist,
dal 2z nach unten positiv gezéhlt wird. Die Formeln (14) und
(15) sind so gebaut, daB &, und &, Null werden fir die Mittel-
fliche (2 = 0).

Die Normalspannungen in Schnitten parallel zur Mittelfisiche
werden von der GroBenordnung des &uBeren Druckes p, also klein
im Vergleich zu den durch die Biegung hervorgerufenen Span-
nungen 6, und ¢, sein. Wir kdnnen sie vernachliissigen. Dann ist:

6 o, G, 6,

S E T wE &= F " mm (16)

und daraus je durch Elimination der einen Unbekannten o, bzw. ¢,
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mE mE
6= 5 (me,+ &) ™ (me, + &) an
mE ¢ , do _ mE do , 9\
=rﬁ”_—:—15<m7+dr)’ _E’—lz(md—r_‘_'f)'

Fiir &, und &, sind die Werte aus den Gleichungen (14) und (15)
eingesetzt worden. Aufler den Normalspannungen wirken noch die
Schubspannungen 7 in den beiden Kegelflichen von der Hohe 4.
Da die Resultierende der 7-Krifte einer ganzen Querschnitts-
kegelfliche d - 27 -w der #uBeren Kraft priz auf die einge-
schlossene Plattenfliche das Gleichgewicht halten miissen, ist:

d

z=+?

2"7va-d5.=pr2w; fr-d;z=%’- (18)

)

7= ——

2

Wir stellen nun die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Ele-
ment ¢ - dr - rdy auf. Die Kriitte nach jeder Richtung sind im
Gleichgewicht. Es treten z. B. am oberen Teil Druckkriifte ¢ in
radialer Richtung auf, die beim Weitergehen um dr einen Zuwachs
‘g—?- dr erleiden. Dazu kommt noch der Zuwachs an Fliche, der
ein  Anwachsen der Kraft um
6. rdyde zur Folge hat, so daB
an der oberen Hilfte des Elements in
Abb.116 die resultierende, nach innen

J

2

wirkende Kraftjélr— (6, rdyde) - dr
ausgelibt wird. An der wunteren
Hiltte treten an entsprechenden l G,

Stellen gleich groBe Spannungen o,

wie oben nur mit entgegengesetztem T D
Vorzeichen auf, so daB die ¢, ins- D
gesamt am Element keine resul- — 7

tierende Kraft, sondern nur ein —>
resultierendes Moment M, hervor- ,t t
rufen, das das Element im Sinne

des Uhrzeigers zu drehen sucht. Abb. 116
Die Beitrige zum Moment werden erhalten, indem man die
Kraft auf ein Flichenelement mit dem Abstand 2z von der Mittel-
linie multipliziert. Es ist unter Berficksichtigung der Gl. (17),
die den Wert fiir g, liefert:
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_, 9
z =+ 2
d
Mny=f|ia«r—(6,-r- dwdz)] credr
[
e=-
» 19
mE d do 94, (19,
o 1d'rdw./g;(mrd + o) e
E a8 dig dep  do
_w——x_l(lrdwm(mra?*-}'m%‘i‘d“;)
Die Differentiation unter dem Integralzeichen muflte fiir jede
Faser bei unverinderlichem # und verinderlichem + — also in
radialer Richtung — die nachfolgende Integration aber in senk-

rechter (z-)Richtung bei unveréinderlichem r ausgefiihrt werden.
3

Fir 2% ist durch Einsetzen der beiden Grenzwerte % erhalten

worden.

Die gleiche Uberlegung haben wir fiir die tangentiale Richtung
(also fir die Krifte 6,) anzustellen: die resultierende Kraft der ¢,
ist an der oberen Hilfte, wo ¢, Druckspannungen sind, nach auBen
gerichtet — je zwei entsprechend gelegene 6, - dF schneiden sich
unter dem Winkel dv und liefern die nach auflen gerichtete
Kraft 6, dF - dyp. An der unteren Hilfte des Elements liefern
die 6,, die dort als Zugbeanspruchungen auftreten, eine nach
innen gerichtete Resultierende von gleicher Grofle. Insgesamt
rufen also die 6, ein Moment M,,t hervor, das in Abb. 116 ent-
gegengesetzt dem Uhrzeigersinn auf das Element einwirkt und
das wir deshalb mit einem Minuszeichen versehen:

1=+

ol e

M, =— o, -dr-dz-dy- -z
”f s (20)

g=——

.2

- mE 9 dg\ &
= m2—1drd”’(m 7"’7)5’-4'

Es bleiben noch die Schubkrifte ¢ in senkrechter Richtung zu
berticksichtigen. Der Zuwachs der z - dI" bei wachsendem # ist
gleich dem Druck auf die Ringfliiche, also fiir den gesamten Ring
gleich p - 2rm . dr, so dal die Resultierende der Schubkriifte der
tuBeren Kraft das Gleichgewicht hilt. Die Schubkrifte geben
aber ein Moment M, ab, das, wie Abb. 116 zeigt, im Uhrzeiger-
sinn dreht. Der Hebelarm der Kraft ist do:
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7=+ l’
2
M=|v-dz-rdy - dr =p drdw, (21)
[

z=—

2

wobei Gl. (18) beriicksichtigt ist. Die Verteilung der v tiber die
Querschnittsfliche ist uns dabei nicht bekannt. Es geniigt zu
wissen, daf die resultierenden Schubspannungen f t-de - rdy
auf den beiden Seiten in erster Annaherung gleich groB und ent-
gogengesetzt gerichtet sind und im Abstand d» wirken.

Das Element stebt im Gleichgewicht, d. h. die Summe der Mo-
mente M(,]_, M"t und M, ist gleich Null. Bei der Summierung
lassen wir die jedem Gliede zugehorenden Faktoren dr dy weg
und finden aus Gleichung (19), (20) und (21):

mE 98 do ¢ do prt
mi—1 12( (i75+ dr+ ’?‘—37)-{-7_0’
m*E 6%/ dg (22)
1 12( drz-f-' )+“'~—
setzen wir noch
6(m —1)
migss P =N, (23)

so erhalten wir die Differentialgleichung:
d?
27"’+r — 9+ NrP=0 (24)

mit der Losung (wie man sich durch Differenzieren sofort tiber-
zeugen kann}:

N c
p=—"7g 1+ Br+ - (25)

B und C sind die Konstanten, deren Wert aus den Grenzbe-
dingungen zu ermitteln ist.

Die erste Grenzbedingung lautet: In der Mitte — also fiirr =0
— ist ¢ = 0; gibt:
C=0. (26)

Die 2. Grenzbedingung erhalten wir am Rande der Platte, d. h.
an der Stelle r = ry; dort muB, wenn der Rand nicht tibersteht,
6, fir alle Werte 2 verschwinden. Oder nach Gl (17) muf sein:

[mg-‘;-’+%]=o. (27)

0
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Setzen wir hier die Werte aus den Gleichungen (25) und (26)
ein, so erhalten wir:
—m—sl—\{rf;%— m B ——%r3+B=O.
(28)

B— N23m+1

"0 8(m 1)
Und nach GL 25:
¢p==i—27~r-(r Wm_‘t_) r*)- (29)
Setzen wir m =4 (30)
so ist @ = ]sl (§ re — ?2) ) (81)

Die Spannungen erhalten wir aus den Gleichungen (17), (23),
(30) und (31):

Gt—4E N[4(”r§ r)—i—%r——?»r]

Ez 3 zp
=Sy N85 — 107 = 555 (1875 — Tr%).

(32)

—ri—12s% + Er{’, - r”)

5 5

4 F N(
=178

(33)

3pz

16 35 (1375 —=1377).

— VN8 — 130 =

(6,)max und (0,)max sind einander gleich und treten beide in der
Mitte (» = 0) an der Ober- und Unterfléiche (z =4 %) auf; dort ist:

3-13
(6 )max (Gt)max 16.2 10 ro =1 22]’ FER (34)

2
wihrend die Annsherungsformel den Wert opax = p%—, geliefert

hatte.

Da die Normalspannung in der Schnittrichtung parallel zur
Oherfliche vernachlissigt werden soll, ist 6max nach der Mohrschen
Theorie auch zugleich 6;03 also ein Wert fiir die Beanspruchung
des Materials.

Die elastische Linie der Platte erhalten wir aus der Uberlegung,
daB

d
tgy =@ = — 7 (Abb. 114). (35)
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Aus den Gleichungen (23), (30) und (31) folgt demnach:

dy 9 p (18 3
ar 64 Ea?’(?”o - ’)

_ #op 13“__ )
y——ams( +D

Fir » = ry muB y = 0 sein:

(36)

13 1 21
D=ri(~f5+ ) =—3"h
daraus: y=— :Z E63(1 37212 — 1,0575 — 0,25¢%), (37)

und die gréBte Durchbiegung g, in der Mitte (r = 0):

45

3
Yo =55 i LOBrE =074 B2 (38)

63

Es wiirde noch vor allem eine Betrachtung interessieren, in-
wieweit eine Einspannung am Ende, die ja gerade bei gleichformig
verteilter Belastung durch die Flanschverbindung erzielt wird,
das Ergebnis beeinflut, zumal die Naherungstheorie tiber diese
Frage keinen Aufschlul geben kann. Die Untersuchung wiirde
uns aber hier zu weit filhren; sie ist in A. Foppl ,,Vorlesungen®
Band III zu finden.

Es soll nur noch eine Betrachtung dariiber angestellt werden,
innerhalb welcher Grenzen die gewonnenen Ergebnisse giiltig sind.
Wir haben bei der Aufstellung der Gleichungen die Anpnahme ge-
macht, daB die Durchbiegung der Platte klein sein soll oder, was
das gleiche ist, daB in der Mittelebene keine Spannungen auf-
treten. Tatsichlich wird ja aber durch den Ubergang der ebenen
Mittelfliche in die gewdlbte

eine  Dehnung der Mittel- v ’ l l 1 l | :a
fliche stattfinden, wie eine , _f §=N-. _______f_+
einfache Uberlegung, die von ; — :
der Theorie des gebogenen ,% — =

) H
K] i

Balkens ausgeht, sofort erken- {
Abb. 117,

nen laft.

Abb. 117 stellt die eine Hilfte eines auf Biegung beanspruchten
Balkens dar. Wenn wir hier annehmen wollten, daB der Auf-
lagerungspunkt in der Balkenmittellinie tiber der Stelle B fest-
gehalten wiirde, so wiirde durch den Ubergang der geraden
Mittellinie in die elastische Linie eine Lingung der mittleren
Faser eintreten. Es miite also ein Horizontaliug H auf den
Balken ausgeiibt werden, um den Punkt B festzuhalten. Oder
wenn H nicht auftritt, wird die Mittellinie nicht gereckt, und
der Balken rutscht eix wenig #iber der Auflagerungsstelle. Diese
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Erscheinung kann ja bei langen diinnen Brettern, die an beiden
Enden frei avfliegen, leicht mit dem bloBen Auge verfolgt werden:
Wenn man z B. ein langes Brett mehrmals hintereinander be-
und entlastet hat, so kann man bei geeigneter Aushildung der
Auflagerstelle B nachtra.crhch auf der Unterseite des Brettes eine
vom Hin- und Herrutschen blank geriebene Fliche B’ B” (Abb. 117)
erkennen.

Wir stellen uns jetzt unter Abb. 117 den Querschnitt durch
eine Platte vor, deren Halbmesser L OB’ betrigt. Wir be-

trachten die Auflagerfaser vor der Beanspruchung. Ihre Linge ist
27(0B"). Wenn bei der Beanspruchung wieder ein Rutschen um
das Sttick B'B"") stattfindet, so erfihrt dabei der nach der Be-
anspruchung iiber der Auflagerung liegende Kreis der Mittelfliche

eine Zusammenpressung &= OB - Diese Zusammenpressung des

ringférmigen Randes kann aber nur durch radiale Zugkriifte be-
wirkt werden, die in Abb. 117 in einiger Entfernung vom Rand
als Horizontalzug H auftreten. Die Folge des Horizontalzuges ist
aber, daB dié Mittellinie in radialer Richtung bei der Bean-
spruchung eine Lingung erfihrt, also nicht spannungsfrei bleibt.
Und diese gleichmiBige radiale Zugbeanspruchung, die man sich
tiber die Biegungsbeanspruchung gelagert denken kann, ist im
Vorausgehenden vernachlissigt worden.

Der Einflu der gleichmiBigen radialen Zugbeanspruchung
wird gegeniiber den durch die Verdrehung des Elementes ausge-
l6sten Biegungsbeanspruchungen um so weniger ins Gewicht fallen,
je geringer im Vergleich zum Plattendurchmesser der Biegungs-
pfeil ist. Die im Vo ausgehenden entwickelte Theorie, bei der die
Lingung der Mittelfaser vernachlissigt, also keine gleichm#Big
ibergelagerte radiale Zugbeanspruchung vorausgesetzt worden ist,
konnen wir deshalb als die Theorie der dicken Platte oder die
Theorie der birgungssteifen Platte bezeichnen. Es kann anderseits
auch die Theorie fiir die besonders diinne Platte (auch Haut ge-
nannt) entwickelt werden, bei der die eigentlichen Biegungs-
spannungen gegeniiber den gleichmifBig iiber die Plattendicke
verteilten radialen Zugspannungen (und tangentialen Druckspan-
nungen) vernachlissigt werden. Und schlieBlich kénnen beide Be-
anspruchungsarten miteinander verbunden werden. An dieser
Stelle wollen wir uns mit dem Hinweis begniigen, dafi die

weitergehende Behandlung in ,,Drang und Zwang* Band I zu
ﬁnden ist.

1) Dle Betrachtung niiBte eigentlich auf der Mittellinie durchge-
fiihrt werden. Fiir diinne Platten, fiir die die radiale Form#nderung
der Mittelfiiche von besonderer Wuhtlgkelt ist, kann die Mittelfliiche
aber durch die untere Begrenzungsfliche ersetzt werden.
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§ 65. Spannungsverteilung in dickwandigen Rohren.
Bei den gewdhnlich in der Praxis vorkommenden Rohrberechnungen
hat man es mit diinnwandigen Rohren zu tun, d. h. mit Rohren,
bei denen die Wandstérke 0 klein ist gegen den Rohrhalbmesser r.
Man setzt dann gleichmiBige Verteilung der Spannung o, iiber
den Quersehnitt (6 - I) voraus (! = Rohrlinge). Aus der Gleich-
gewichtsbetrachtung an der oberen Rohrhilfte in Abb. 118 folgt:

26,0 -0 =p-2r -1
. (39)
G =Pp3-

Die Annahme gleichmiBiger Spannungsverteilung ist aber nur
bei diinnwandigen Rohren- zuléissig. Wenn die Wandstirke ¢ im
Vergleich zu r betrichtliche Werte i
annimmt, muB man die Betrach-
tung der Spannung an einem Ele-
ment durchfithren und auf die ge-
samte Wandstirke integrieren.

Wir betrachten das Gleichge-
wicht an einem Elemente der Rohr- — —
wand von der Linge senkrecht zum
Papier I und von den Kantenléingen
rde und dr. An den radialen und
tangentialen Schnittflichen kénnen
aus Symmetriegriinden nur Normal-
krifte auftreten. Die tangentialen !

Kriifte 6,/dr an den beiden radia- APD- 118

len Schnittflichen haben eine nach innen gerichtete Resultierende

6, ldr - dp. Die radialen Krifte, die auf der Innenseite in der

GroBe 6, - Ir do und auf der AuBenseite entsprechend dem Zuwachs

des Halbmessers und der Spannung in der GréBe (o, + ((il%r dr)
7. (r +.dr)dyp wirken, heben sich bis auf die von den beiden Zu-

wachsen herriihrenden Glieder gegeneinander heraus. Es ist also:

do, ds,
op1dr-dp = (o, dr + G- rar+ - dr-ar)ide.  (40)

Das letzte Glied in der Klammer ist von der 2. Ordnung klein
gegen die beiden vorausgehenden, die nur von der 1. Ordnung
klein sind; es kann deshalb weggelassen werden.

6, =0, + r”% (41)

Wir haben zwei Unbekannte — ¢, und o, in Abhiingigkeit von
r — und ecine Gleichung. Eine zweite Gleichung liefert die Be-
trachtung der Forméinderung, die ebenfalls aus Symmetriegriinden
nur in der Weise vor sich gehen kann, daf jeder Punkt eine
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radiale — keine tangentiale — Verschiebung erleidet. Wir nennen
die Verschiebung { und die Debnungen in radialer und tangen-
tialer Richtung ¢, bzw. g; ein Element im Abstand » geht also
infolge der Forminderung in » + £ tiber, wobei & = f(#).
r dp —rd

£y = (Ai_g%_,g_‘f - _:5:. (42)
¢, ist der Definition nach
als ,,Liinge nach der Form-
&nderung wenigerurspriing-
liche Linge geteilt durch
urspriingliche Lénge* an-
geschrieben worden. Die
radiale Dehnung erhalten
wir, wenn wir beachten,
da der Punkt » des Ele-
ments in Abb. 119 in » + &
und der Punkt r + dr in

r—[—dr—l—&—{—j—fj- dr tber-

geht. Der Unterschied bei-
der Entfernungen weniger
der urspriinglichen Lénge
dr und geteilt durch dr

Abb. 119, . -
gibt nach Definition &,:
dr+ at cdr —dr .
- 9 O _ 45 (43)
&= dr T dr
Aus den Gleichungen (42) und (43) konnen wir § eliminieren:
d ds
E%=£’= g, —|—ra7‘- (44)
Wir haben einen zweidimensionalen Spannungszustand; fiir ihn ist:
o 5,
=1y ——7;&-%; (45)
g s
wnd “TE T mE (46)

Wir haben jetzt vier Unbekannte o,, 6,, ¢,, &, und dazu die vier
Gleichungen (41), (44), (45) und (46). Wir losen nach einer der
Unbekannten (z B. nach ¢,) auf und setzen zuerst die Werte von
¢, und ¢, in GL (44) ein:

Or O % o4 T (d_ﬁt__ l@)

E mE E mE " E\dr madr
m—1 de, 1ds,\

(0,— o) " =r (g7 — ar)

(47)
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Aus Gl.(41) setzen wir die Werte fiir (6, — ¢,) und fiir %,
das wir durch Differenzieren erhalten, ein; dann ist:

m+1 do‘,- do, | do, d?¢, 1 do)
( +dr+ art  m )

d m d;‘ m dr (48)
6r o
rar T3 =0
Zur Durchfiihrung der Integration setzen wir fiir % = y:
dy
87 4 3y =
Tar +3y=0 (49)
y = Cyr~5
und dies nochmals integriert gibt:
=f01r“°’-dr=——%r‘2+ Cy. (50)

Die beiden Integrationskonstanten sind aus den Grenzbedingungen
zu ermitteln, und zwar ist 6, = p an der Stelle r =7, und 6, =0
an der Stelle r = ry:

C,
_?17.2 2+ 02=
. (51)
gibt =515 *
C, - C, - -
und "1’=“’21’"1 2"“?1"2 3=~2—(r,"—-r1 %
_ 2p - 2prir}
6= 1Tt — 2 = 73 —1r? (52}
"y
%=@Lﬁ

» hat ein negatives Vorzeichen erhalten, weil (¢,), = —p eine

Druckspannung vorstellt. Die Werte aus Gl. (52) werden in GL (50)
eingesetat:

__ priry pri _  pri ("s )
61‘ - ,rg __ 1‘% r + ,’.g _ ,,.% - T2 _,.2 22 1 (53)
(6) pax = — P- (84)

6, hat seinen absolut gréBten Wert an der Stelle r = r; und
verschwindet an der Stelle 7 — 7y. Den Wert von Gl. (53) setzen
wir in GL (41) ein:

— 2 2 9
G, =- pri (;%_ 1) + 10’_‘11'2_ 2

ri—1r} r3—r o

¥ [(r
= ?p——lﬁ (rz + 1).

LF

(5)
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Die groBte Spannung (6,) ., , die dem Absolutbetrage nach
groBer ist als (o) tritt ebenfalls an der Stelle » = #; auf.
Dort ist:

max’

13 13 e?+41
(Gt)ma,x =p ;zté =p i1’ (56)

wenn fiir ;’; = ¢ gesetzt wird. An der gleichen Stelle r = 7, tritt
1

die groBte radiale Druckspannung auf. Unter der Annahme, da
die groBte Schubspannung, also die griBte Differenz der Haupt-
spannungen fiir die Bruchgefahr maBgebend ist, erhalten wir aus
den Gleichungen (54) und (56):

2 1 2 2

B = (6, = (), =2 & Fr=p@ty=m.  (57)
2

Wir haben den Wert 622—1—1’ der die Beziehung zwischen p

und 6req angibt, mit x bezeichnet.

Wenn wir das Ergebnis mit dem fiir diinnwandige Rohre ge-
fundenen Ergebnis in GL (39) vergleichen, so finden wir schon

bei mittelstarken Rohren E = 0,3 erhebliche Abweichungen (15

bis 20°/,). In der Praxis w1rd deshalb vielfach fiir die Berechnung
mittelstarker Rohre eine verbesserte Ann#herungsformel verwendet,

in der », in GI.(39) durch den mittleren Halbmesser i——t‘ 1 oer-

setzt wird. Die verbesserte Anniherungsformel lautet also.

r, 1, 7y -+ 7y e+1

Gy =1 5, TP =y T P =1ip, (58)
wobei wir den Beziehungswert i+ 1 durch i ersetzt haben.

Wir wollen nun noch in einer Tabelle an Hand eines Vergleiches
mit der strengen Formel (57) die Genauigkeit der verbesserten

Anmniherungsformel untersuchen. — Wir nennen zu diesem Zweck
den verh#ltnismiBigen Fehler der Ann#iherungsformel y:
x— %
=271 (59)

und finden folgende Zugehdrigkeiten zwischen g, 1, # und ¢:

e I 1.1 ‘ 12 | 13 | 15 | 20 ! 0| 5 ‘ 00
i 106 | 55 | 38 | 25 | 15 075 05
% 10,5 J 556 | 39 | 26 | 1 5 ‘ 1,0
7 0%, ' 1 3 4 | 12 25 \ 60 100

Wie man aus der Zusammenstellung sieht, liefert die verbesserte
Annéherungsformel geniigend genaue Ergebnisse, solange der
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Wert ¢ nicht iiber 2 liegt. Selbst fiir o = 2 ist der Fehler, der
mit der Anwendung der Formel (59) begangen wird, erst 129

§ 66. Einknicken von Flammrohren. Wir betrachten ein
Rohr von kreistormigem Querschnitt, dessen Liinge nicht begrenzt
ist und das durch einen iuBeren Uberdruck belastet ist. Die
Gefahr, daB ein solches Rohr durch #ufleren Druck eingeknickt
wird, tritt nur bei diimnwandigen Rohren auf, also bei Rohren,
bei denen die Wandstirke & klein ist gegen den Halbmesser ».
Wir konnen dann, solange der #ulere Druck p unterhalb des
kritischen liegt (das Rohr also zusammengedriickt, nicht verbogen
wird), gleichmiflige Verteilung der Spannung ¢ iber einen Lings-
schnitt voraussetzen. Nach Gl. 39 ist:

6=—pr' 60
J

Das Minuszeichen weist daraut hin, daB Druckspannungen durch
den #uBeren Uberdruck erzeugt werden.

Wir baben hier, #hnlich wie beim auf Druck beanspruchten
geraden Stab, Gleichgewicht zwischen inneren und duBeren Kriften
bei beliebigem Druck zu erwarten, solange die vollstindig gleich-
miBige Spannungsverteilung an keiner Stelle gestort ist. Das
Gleichgewicht ist aber nur bis zu einem gewissen Druck p,, dessen
GroBe von den Robrabmessungen abhingt, ein stabiles, und es
geht, sobald p, tiberschritten ist, in ein labiles tiber, bei dem ein
unendlich kleiner AnlaB endliche Forminderungen nach sich zieht.
Ein solcher AnlaB ist praktisch immer vorhanden, da die kreis-
bogenttrmige Gestalt des Querschnitts mit {iberall gleicher Wand-
stirke nicht mathematisch genau erfiillt ist, sondern stets kleine
Abweichungen aufweist.

Bei der nachfolgenden Berechnung gehen wir so vor, dall wir
annehmen, ein ideales Flammrohr werde einem duBeren Uberdruck p
ausgesetzt. Dann erleide die Kreisbogenform eine unendlich kleine
Verzerrung (der Halbmesser 7, also eine Anderung 4+ 47, wobei
Ar eine Funktion des Zentriwinkels ¢ ist), die durch suBere Krifte
— also etwa durch eine unendlich kleine ortliche Stérung des
Flissigkeitsdiucks — hervorgerufen werden mdége. Wir denken
uns dann die Zusatzkrifte wieder entfernt und untersuchen,
welcher Gleichgewichtslage das Robr zustrebt: Geht es wieder in
die urspriingliche Lage (r = konst ) zuriick, so nennen wir diese
Lage eine stabile. Kann es nicht zurtickgehen, so ist die Kreis-
bogenform instabil, die geringste Stérung geniigt, um das Gleich-
gewicht zwischen Drang und Zwang ins Wanken zu bringen oder
das Rohr ist aber die Knickgrenze belastet.

Infolge der zusitzlichen dufleren Kraft treten im Rohr Spannungen
auf, durch die bei der Forménderung die Form#nderungsarbeit 4 Ar
aufgespeichert wird. Sobald die zusitzliche Kraft wegfillt, steht
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AAp fir die Riickbiegung des Rohres in die Kreisform zur Ver-
figung. Infolge der Forminderung, die die ufiere Kratt bewirkte,
leisteten aber auch die auBen am Rohr angreifenden Kriitte (d.h.
der #uBere Uberdruck) eine Arbeit 44, Der Beitrag zu A4,

=——fp - dr-dF ist an den Stellen, an denen das Rohr nach

innen wandert (47 also negativ ist), positiv und fiir positives 4r
negativ. Da die Wandstirke des Rohres nur klein sein soll gegen
die tibrigen Abmessungen, wird das Rohr infolge der zusitzlichen
Krifte vor allem auf Biegung beansprucht. Wir vernachlissigen
die tibrigen Spannungen gegeniiber der Biegungsbeanspruchung,
die eine lineare Spannungsverteilung iiber die Dicke des Rohres
zur Folge hat und bei der die mittlere Faser spannungs- und
form#nderungsfrei bleibt. Durch die Zusatzkraft bleibt demnach
die Linge der Kreisquerschnittslinie 2rm ungeindert. Nachdem
aber die Kreislinie unter allen Linien gleicher Linge diejenige ist,
2z
die die grofte Fliche umspannt, wird das Integral — f pdr-rde-l,
=0
das die gesamte Arbeit 44, der #uBeren Krifte bei der zusitz-
lichen Biegungsbeanspruchung angibt, einen positiven Wert haben,

da f Ar - rde die Anderung der Querschnittsfliche angibt. Bei

der zus#tzlichen Verbiegung wird also eine Arbeit 44, von den
duBeren Kriften geleistet, die bei der nachfolgenden Riickfiihrung
in die urspriingliche Kreisform vom Flammrobhr wieder hergegeben
werden muB. Zur Verfiigung steht hierfiir aber nach Authdren
des dubBeren Zwanges nur 4 Ay. Wenn 44, griBer ist als 4A4p,
hat das Flammrobr mit seiner Umgebung in der verbogenen Form
weniger Energie als in der Ausgangsform, d. h. es kann auch
pach Aufhoren des duBeren Zwanges nicht aus sich heraus in die
Kreisform zuriickgehen. Fiir die Stabilitit der Ausgangsform ist
deshalb néotig, dall sie mit einem Minimum an innerer Arbeit
gegentiber beliebigen Nachbarlagen verbunden ist.

Wir suchen den Grenzwert, d. h. die GroBe des iiulleren Druckes p,
bei dem die Forménderungsarbeit géeich der Arbeitder iuleren Kriifte,
AAp=AdA,, wird und nennen diesen Druck den kritischen Druck
p. Die Untersuchung miiBte fir beliebige Nachbarlagen durch-
getiihrt werden. Die mafigebende fiir die Knickgefahr ist jene,
bei der p, den kleinsten Wert hat. Wir wihlen die Nachbarlage
so, daB sich die Rechnung moglichst einfach durchfihren, die
Ausdriicke fir 44, und 44y sich vor allem leicht aufstellen
lassen. Zu diesem Zwecke denken wir uns den Querschnittskreis
durch die #uBere Zusatzkraft in die Kurve K (Abb. 120) iibergefiihrt,
die, wie vorstehend gezeigt, gleich der Lange des Kreisumfangs
ist. K ist die Evolute, deren Evolvente aus den um den Mittel-
punkt O gelagerten Viertelkreisbogen %, bis k, besteht. Beim
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Abrollen auf %, nimmt » um e% zu, beim Abrollen auf %, um
den gleichen Betrag ab usw., so daf sich Vermehrungen und Ver-
minderungen von r nach Abrollen auf allen vier Kreisbdgen gegen-
seitig aufheben und die Kurve eine geschlossene Form einnimmt.
Wenn e gleich Null wird, geht K in die Kreisform tiber. Wir
setzen im Nachfolgen-
den e als sehr klein
gegen r voraus. Wel-
cher Art und Grofe
die #uBeren Zusatz
krifte sein miiBiten,
die die Verinderung
des Querschnittskreises
in die Kurve K her-
vorrufen, interessiert
uns nicht, da die Be-
trachtung erst in dem
Augenblick einsetzen
soll, in dem die #uBe-
ren Krifte plotzlich
entfernt werden.

Wir berechnen zu-
erst die Forminde-
rungsarbeit 4 Ay, die
in der Rohrwandung bei der Verbiegung aufgespeichert wird. K setzt
sich aus vier gleichen, spiegelbildlich gelegenen Stiicken zusammen,

Abb. 120.

deren jedes die Lange -hat. Da die Gesamtlinge K = 27, des

Kreisumfangs bei der Verbiegung nicht geiindert wird, ist:
n

T
5f=f(m + dr)-dg =17 (61)
0

die L#nge von 7 in der oberen Ausgangslage ist mit », und die
von 7 in einer beliebigen Lage mit r, + Ar bezeichnet.
Aus der Betrachtung an der Evolvente folgt:

Adr=gp- ¢ (62)
z
2
To W * £ n?
e [Citep)-dp=r T4
]
ew
=7

ew
r=rtdr=nr+ep=ro—F+ep.

Teubn, Leitf. 17: Féppl, Grundziige der Festigkeitslehre 17
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Wir fassen jetzt ein Rohrviertel von der Linge ! senkrecht zur
Zeichenebene (Abb.120) als einen gekriimmten Triger auf, der
durch Biegung aus einem Kreisbogen vom Halbmesser 7, in einen
solchen vom Halbmesser r tibergefiihrt wird. Nach Formel (75)
und (78) Seite 118 ist:

2n
* e 11
d4p= s p,ds  und M=E6(—T—Fo>- (63)
0 ¥4
2
Folglich AAp=1i- KO (ﬁ—r;)mq) (64)
0

Fiir 31 — ;1 konnen wir aber nach Gl. (62) schreiben:
0

o
Da ; (—Z — q;) beliebig klein gegen 1 ist, steht unter dem Bruch-
0

strich eine Differenz, die beliebig wenig von 1 verschieden ist. In
erster Anniherung konnen wir dafiir schreiben:

i) @

und nach Gl (64):

2

AAp=2E0 f '———(p (67)

Ersetzen wir unter dem Integralzeichen den Faktor » durch den
unendlich wenig davon verschiedenen Faktor r,, so ist:
T
2

a3 eS a3
n)= B0 (68)

3
AAp=2E0° (32 1513

T
8
. " . 108 .

Fiir 6 konnen wir den Wert i einsetzen:

o lo%e* 4

Die Arbeit 44, der suBeren Kriifte ist gleich dem HuBeren
Druck p mal der Voluminderung; also:

d4,—p-1- AF, (70)

wobei p ein konstanter Wert und AF die Differenz zwischen
Kreisfliche 7§z und Kurvenfliiche F ist. Fir die Berechnung
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von F), beachten wir, daB der Fahrstrahl » = + A» beim
Weitergehen um d die Flache 3o - (-dg) bestreicht. Es ist also:

z
2

F,= 4] r(rdg) — (4€t — e¥n). (71)

v

Denn bei der Integration wird, wie man aus Abb. 120 ersieht,
der mittiere Stern zweimal gezéihlt. Der mittlere Stern ist aber
gleich dem Quadrat von der Seitenlinge 2e¢ weniger den vier
Viertelkreisflichen vom Halbmesser e. Die Verbindung der G1.(62)
und (71) liefert:

]‘Vk=2<7'0 ert) +4:(7‘0 64:“)6*{-26 ﬁ‘_462+62ﬂ
el (72)
=t A=A )

und: AF — 12 — Fy= — ¢* (ﬁ— L4 m)=0212¢°  (73)

Aus GL (70) und (73) folgt:
A4,= 0,212 ¢*lp. (74)

Die Grenze fiir das Einknicken liegt bei dem Druck p,, bei dem
AAp= A4 A, ist. Also nach G1. (69) und (74):
Elo*e*n?®
P~y ases ¢ (0,212 ¢%])
: (75)

ar 700" s
= 02585 B, =~ 025E", -
73 rs

Wenn p unterhalb p, liegt, hat das Flammrohr bei der Ver-
biegung in die Nachbarlage soviel Energie in Forménderungsarbeit
aufgespeichert, daB es nach Wegfallen der #uBeren Zusatzkrifte
in die Kreisform zuriickgehen kann. Wenn p iiber p, liegt, ist
die statische Energie der gesamten Anordnung in der Nachbarlage
kleiner als bei der urspriinglichen Kreisform.

Die gleiche Uberlegung miiBten wir nun fiir beliebige Kurven
durchfiithren. Fiir die Ellipse ist die Betrachtung in Drang und
Zwang Band I zu finden; sie liefert den Wert p,= 0,250. Es
148t sich zeigen, daf die Ellipse diejenige Kurve ist, bei der die
Formiinderungsarbeit im Vergleich zur aufgewandten Arbelt der

duBeren Kraft p den kleinsten Wert hat. p,= 0, 25E 5 ist des-

halb tatsiichlich die Knicklast. Da die von wuns anoenommene

Kurve nur wenig von der Ellipse abweicht, ist das Ergebnis fiir

Py in G1.(75) auch nur wenig vom genannten Wert verschieden.
17*
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Wihrend des Krieges hatte die Berechnung von Rohren auf
guBeren Uberdruck durch den U-Bootskrieg besondere Bedeutung
erlangt. Denn der Druckkdrper eines U-Boots ist bei der Unter-
wasserfahrt ein Raum, der unter #uflerem Druck steht. Neben
der Knickfestigkeit des Druckkdrpers interessierten damals auch
der EinfluB von Versteifungen und die Formen, die der Druck-
korper unter dem EinfluB #uBerer Druckkrifte einnimmt. Die
Frage ist besonders eingehend von Dr. Horn ,Festigkeitsverhdlt-
nisse eines beliebig belasteten Ringes” im ,Schiffbau®, 22. Jahrgang
1920, Heft 13f. behandelt worden. Horn hat unter anderem auf
Grund der Marbeeschen Knotenkreistheorie die Stabilitit der Ver-
biegungsformen untersucht.

Wenn man die vorstehend entwickelte Theorie anf Flammrohre
anwendet, sind zwei wesentliche Abweichungen zwischen Theorie
und Praxis zu erwarten: Die Flammrohre sind nicht unendlich
lang, sondern an beiden Enden, die verglichen mit dem Durchmesser
in nicht allzu grofer Entfernung voneinander liegen, eingespannt.
Die Einspannung wirkt als Versteifung, durch die die Knicklast
heraufgesetzt wird. Eine nihere Untersuchung, in welchem MaBe
das geschieht, findet man in einem Aufsatz von R. v. Mises in der
Z.d.v.d.J 1914, 8. 750.

Ferner hat man in der Praxis gerade bei Flammrohren mit er-
hebhehen Wirmespannungen zu tun, da der Innenteil des Flamm-
rohres unter der Feuerung durch die Frischluft
gekithlt oder weiter hinten durch abgelagerte
Flugasche geschiitzt und der Oberteil durch die

Abgase geheizt wird. Besonders groB werden die
Wirmespannungen, wenn durch Unachtsamkeit
des Heizers der Wasserspiegel im Kessel unter
den hochsten Punkt des Flammrohrs herunter-
gegangen ist. Dann kann, da die kithlende Wir-
kung des Wassers von aulen an der Oberseite
wegfillt, das Flammrohr oben so warm werden,
daB es zum Glithen kommt. Das Material ist in
diesem Zustand wenig widerstandsfihig, und der
Druck im Kessel, der wesentlich unter dem kri-
tischen liegt, bringt eine Einbeulung hervor. Wenn
in der Praxis Flammrohreinbeulungen festgestellt
werden, so sind sie gewdhnlich auf Ursachen
dieser Art — micht auf Uberschreiten des kri-
tischen Drucks unter normalen Umstinden —
zuriickzufiihren, da die Bemessung des Rohves
stets mit erheblicher Sicherheit gegen Knicken vorgesehen wird.

§ 67. GeftiBe. Die Formen der GetiiBe konnen sehr mannig-
faltig sein. Eine Reihe von GefiBen, z. B. die Flaschen fiir ver-
dichtete Luft und Gase sind aus einem zylindrischen und zwei

Abb. 121.
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kugelfdrmigen Stiicken zusammengesetzt. Das zylindrische Stiick
kann als Robr berechnet werden. Es bleibt dann noch die Be-
rechnung des kugelférmigen Teiles, oder die Berechnung eines
sKugelkessels zu erledigen. Wir miissen hier ebenso wie beim
Rohr unterscheiden, ob die Wandstirke im Vergleich zum Halb-
messer der Kugel gering ist, dann wer-
den wir eine Anniherungsrechnung
durchfiitren kdnnen, oder ob die Dicke P
der Wandstiirke gegentiber dem Kugel-

halbmesser beriicksichtigt werden mu8. g
Wir wollen im Nachfolgenden nur die v {5 Yo
Anniherungsrechnung behandeln,bei der © Abb. 122

vorausgesetzt wird, d sei klein gegen ¢
Wir teilen von der Kugel durch einen Schnitt eine Halbkugel ab und
betrachten das Kriftegleichgewicht an ihr (Abb. 122). Die Druck-

krifte Sp - dF geben die Resultierende wm#®p. Ihr miissen die
Zugkrifte in der Schnittfliche oder deren Resultierende -0 - 2w+
das Gleichgewicht halten. Daraus folgt:

_=mrip  pr
O = S2mr — 25" (76)

wahrend nach Gl (39) die Zugspannung im zylindrischen Stick
6= ?81 betriigt. Der erste EinriB bei Uberanstrengung ist also

im zylindrischen Teil zu erwarten. Beim GefiB, das aus zylin-
drischem und kugeligem Teil zusammengesetzt ist, ist noch zu
beachten, daB nicht nur die
Spannungen, sondern infolge da-
von auch die Dehnungen im zy-
lindrischen Teil doppelt so groB
sind wie im kugeligen. Dort, wo ——
Kugel und Zylinder zusammen-
stoBen, muBl deshalb ein Aus-
gleich der Forménderungen statt-

finden, d. h. das kugelige Ende R
wirkt auf den zylindrischen Teil /
wie eine Einspannung, oder das

zylindrische Stiick wirkt auf die

Z LLLLLLldls

NNANANA\
2222

Kugel aufweitend. ot //\/\/); 7772722227 7722,
Wesentlich umstindlicher ‘Atb 128

wird die Berechnung, wenn der

GefiBboden geringere Wolbung als oben angenommen hat, wie es
z. B. bei Kesselboden der Fall ist. Dann mufB neben der reinen
Zugbeanspruchung auch noch die Biegungsbeanspruchung beriick-
sichtigt werden. Die letatere fallt um so groBer aus, je schroffer die
Ubergiinge sind, je geringer also der Kriimmungshalbmesser r ist.
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VII. Umlaufende Réader und Scheibeu.

Die Berechnung umlaufender Schwungrider und Seheiben interes-
siert vor allem den Maschineningenieur, und sie wird deshalb im
AnschluB an die Lsung konstruktiver Fragen in Werken, die itber
Berechnung und Konstruktion von Maschinenelementen berichten,
eingehend behandelt.

In den nachfolgenden Ausfithrungen wird der Leser nicht soweit
unterrichtet, daf er auf Grund der erhaltenen Unterweisungen
Schwungrider oder umlaufende Scheiben konstruieren kann, son-
dern es wird nur soweit in den Stoff eingedrungen, als bei der
Aufgabe Festigkeitsfragen grundsiitzlicher Art zn lésen sind.

§ 68. Schwungradberechnung unter vereinfachten An-
nahmen. Aus der Erfahrung weif man, daB der Schwungring
eines umlaufenden Schwungrades bei Uberschreitung einer be-
stimmten Drehzahl auseinanderfliegt. Wenn man den Ursachen
dieser Erscheinung nachgeht, so erkennt man, daf die Zentripetal-
krifte, die die kreisformige Bahn der Massenteilchen erzwingen, bei
einer bestimmten Drehzahl so groB werden, da die im Schwung-
kranz auftretenden Spanuungen die Bruchfestigkeit tiberschreiten.

Die erste Anniherung an das tatstichlich umlaufende Schwung-
rad erhélt man, wenn man sich die Schwungradarme entfernt denkt
und die Beanspruchung im

- umlaufenden Schwungring

oz rd@ ohne Arme ermittelt. Man
az erhiilt die gleiche Bean-

a9 spruchung, die am umlau-
4 Jz  fenden Schwungrad auttritt,
am ruhenden Ring, wenn

4 man an jedem Masseteilchen
18 dm die Zentrifugalkraft
dZ =dm-r-w® beifigt,
die der bei der Bewegung tat-
sichlich auftretenden Zentri-
petalkraft gleich und ent-
gegengesetzt gerichtet ist
(Abb. 124). Um die in den
einzelnen Querschnitten auf-
tretenden Spannungen zu ermitteln, legt man eine Ebene durch
den Ringmittelpunkt 0, die den Ring in den beiden Querschnitten
4 und B aufschneidet. Betrachtet man nun den oberen Teil fiir
sich, so muB die resultierende Zentrifugalkraft Z den in den
Schnittflichen iibertragenen inneren Kriften das Gleichgewicht
halten. Z steht senkrecht zu den beiden Querschnittsflichen 4 und B;
die inneren Krifte sind deshalb Normalkrifte, die wir uns gleich-

<

-t
Q
\

—F

Abb. 124,
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miBig tuber den Querschnitt verteilt denken. Es ist, wenn wir
den mittleren Halbmesser eines Elements des Schwungrings mit
7 bezeichnen:

b3
Z—_—fz—rdan-sinq)rw2=g—r2sz[— cosq)]:)z = 2—7—; Frien® (1)
: (

und Z=28=2Fc,— 2—;—Fr‘“’w2
S Y o2 .2 7 .2 (2)
GO=F—=—§T ® =g—v',

wobei mit v die Schwerpunktsgeschwindigkeit der Schnittfliiche F
des umlaufenden Rades, mit S die resultierende Spannung in der
Schnittfliiche und mit 6, die bez. Spannung bezeichnet sind.
Die Beanspruchung ist fiir ein gegebenes Material nur vom Qua-
drate der Umfangsgeschwindigkeit v abhiingig. So ist z. B. fiir GuB-
eisen mit p = 0,0073 kg/cm® und 6,» = 80 kg/em®:

_ 0008

51 v,m = 3300 cm/sek = 33 m/sek.  (3)

80

§ 69. Die genaue Schwungradberechnung. Bezeichnungen:

#  Halbmesser des ruhenden Schwungrads.
r 4+ dr Halbmesser des umlaufenden Schwungrads ohme Beriick-
sichtigung des Einflusses der Arme.
r 4 dr 4 4o Halbmesser des umlaufenden Schwungrads mit Armen.
Zugkraft,dievon einem Arm auf denSchwungkranzibertragen wird.
Biegungsmoment im Schwungkranz als Funktion vom Winkel ¢.
Biegungsmoment, das im Schnitt durch die Mitte =zwischen
2 Armen tibertragen wird.
Kraft durch den Flachenschwerpunkt an der gleichen Stelle.
Armzahl.
860°
o
Zentrifugalkraft eines Schwungkranzstiicks von der GréBe 2e.
Zentrifugalkraft eines Armstiicks.
Liénge des Arms.
Zentriwinkel.
(r— 4dv)-de.
dieselbe Liinge nach der Forminderung durch die Arme.
Querschnittsfliiche des Schwungkranzes,
" eines Arms.
achsiales Trigheitsmoment der Querschnittsfliche ¥
Trigheitshalbmesser der Fliche F.
Abstand der duBersten Faser des Schwungkranzes von der Nullinie,

Das tatsiichliche Schwungrad wird durch die Arme an der freien
Ausdehnung gehindert, was bei den Annahmen des vorausgehenden
Abschnittes nicht beriicksichtigt war. Der urspriinglich kreisformige

BRN
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SN sm\ﬁl}j%&n‘s ~n N R
@
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Schwungkranz wird infolgedessen in eine der Abb. 125 &hnliche
Form verzerrt werden. Dabei wird der Schwungkranz auBer durch
Normalkrifte auch durch Biegungsmomente M beansprucht, so da
sich die Gesamtbeanspruchung in Einzelbeanspruchungen zerlegen
liBt, die sich nach dem Superpositionsgesetz ohne Storung iiber-
einanderlagern.

‘Wir denken uns den umlaufenden
Ring zuerst ohne Arme durch die
Zentrifugalkrifte beansprucht, wo-
bei der Halbmesser » in » + 47 iiber-
geht. An diesem Ring vom Halb-
messer 7 -+ Ar denken wir uns
die durch die Arme ibertragenen
Kriifte P, die aus Symmetriegriinden
nach dem Mittelpunkt zu gerichtet
sein miissen, angreifend und unter-
suchen die hierdurch hervorgerufenen
Formiinderungen.

Die Armzahl #» mag 4, 6, 8 oder 10 betragen. Wenn man das
Schwungrad durch # Schnitte, die in der Mitte zwischen je 2 Armen
gelegt sind, unterteilt, so hat man # Teile, die untereinander gleich
beansprucht sind, wobei jeder Teil itberdies symmetrisch belastet

ist. Bs geniigt deshalb die Beanspruchung eines Ringstiickes vom
Zentriwinkel 2o = @— (Abb. 126) zu untersuchen. Die Schnitte
1 und 3, die das ngstuck begrenzen, sind je in der Mitte zwischen
2 Armen in radialer Rich-
tung gezogen worden.

An dem Ringstiick wirkt
\ die #duBere Kraft P, die nach
M dem Kreismittelpunkt O

My

gerichtet ist, und die von
dem zw;schen den beiden
Schnittfiichen liegenden Arm
iibertragen wird. AuBerdem
wirken an dem Ringstiick
in den beiden Schnittflichen
1 und 3 innere Kriifte, die
wir nach der Schnittlegung ebenfalls als #uBere Krifte anzu-
sehen haben. Diese Krifte in jeder Schnittfliche lassen sich zu
einer resultierenden im Schwerpunkt der Fliche angreifenden
Kraft N, und zu einem Kriiftepaar M, zusammensetzen. Solange
wir von den Beschleunigungskréften bei Veriinderung der Umlauf-
zahl absehen, hat keine der beiden Schnittflichen vor der anderen
etwas voraus. Denn wenn wir den Umlaufsion des Schwung-
rades #ndern, so wird aus der Schnittfliche 1 die Schnittfliiche 3,

Abb, 125.

Abb. 126.
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ohne daB die Beanspruchung des Rades geiindert wiirde. Es miissen
demnach die Beanspruchungen in den beiden Flichen gleich und
senkrecht zur Fliche gerichtet sein. Die resultierende Normalkraft
in jeder Fliche bezeichnen wir mit N,, das resultierende Moment,
das das Ringstiick zu verbiegen sucht, mit M,. An dem Ringstiick
treten demnach 3 unbekannte HuBere Krifte bzw. Momente N,
M, und P auf, zu deren Bestimmung wir 3 Gleichungen aufau-
stellen haben. Dabei sei nochmals besonders daran erinnert, daf
sich diese so gekennzeichnete Belastung iber die Beanspruchung
infolge der Zentrifugalkrifte iiberlagert, die die Spannungen 8
auslést und die Forminderung » in r + 47 zur Folge hat.

Die 1. Gleichung erhalten wir durch die Uberlegung, daB die
am Ringstiick angreifenden Kréfte gegen Verschiebung in Richtung
der Kraft P im Gleichgewicht stehen miissen. Es ist also:

P= 2N, sine. 4)

Um eine 2. Gleichung aufzustellen, beachten wir, daB der ge-

samte Umfang des Schwungkranzes vor und nack der Bean-
0

spruchung 360° der des Ringstiickes also :5%9— betréigt. Unter

diesem Winkel miissen sich auch nach der Forménderung die beiden
Schnittflichen 1 und 3 wieder schneiden. Zwei unendlich benach-
barte Schnittflichen, die durch die Zentriwinkel ¢ und ¢ + do
gekennzeichnet sind, werden aber infolge des an den beiden Be-
grenzungsflichen wirkenden Momentes M eine Anderung ihres
Schnittwinkels dg erfahren, die wir mit 4dg bezeichnen, dd¢
ist nach der Entwicklung in § 31 gleich:

Adq)m;n—Eds (4a)

und, da der Winkel « bei der Forminderung erhalten bleibt,

M M
,/‘Adq)zoz, ﬁ,d8='/.-e—-E“T'qu
0

0 0
fqu>=0,
[}

Fir ds konnte rdp geschrieben werden, da die Formiinderungen
Ar usw. nur klein sind gegen 7.

)

Es ist, wie man sich an Hand der geometrischen Beziehungen
in Abb. 127 sofort iiberzeugt:

M = M, — N, cos qw(—»—l—— — 1) = M, — N;r(1 — cos ). (6)

cos @
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Aus (5) und (6) erhilt man

o —sin« . sin o
M, = Ny — Nyr(1—22) ()

o

und folglich M= N,r (cos @ — Elz_“) . (8)

Das Moment ist als positiv angeschrieben, wenn es gleichsinnig
mit M, dreht, also in der #uBeren Faser des Schwungkranzes eine
Zugbeanspruchung, in der inneren
eine Druckbeanspruchung auslost.
(gl Um die 3. Gleichung zwischen
M,, N, und P endlich aufzustellen,
miissen wir die radialen Form#nde-
rungen an der Stelle 2 (Abb. 126)
betrachten, was etwas umsténdlichere
Uberlegungen nitig macht.

Den Querschnitt des Armes be-
zeichnen wir mit f und machen die
vereinfachende Annahme, daB der
Arm auf seine ganze Lénge I gleichen
Querschnitt haben mége. Der Arm
steht unter der Belastung P und 2z,
wobei # die Zentrifugalkraft der Armteilchen bedeutet. Er wird
infolgedessen eine Lingendehnung A1 erfahren, die gleich ist

Al P+ K
7 = E_tT (9)

N, -cos .
76054 A, sing

Abb. 127

Mit K ist das Glied bezeichnet, das von der an den verschiedenen
Stellen verschieden starken Zentrifugalkraft der Arme herriihrt.
Dies Glied liefert fisir eine bestimmte Umlaufzahl einen von den
nachfolgenden Betrachtungen unabhingigen Wert (47),, um den
die gesamte Lingendinderung des Armes gekiirzt werden muB. Die
verbleibende Lingen#inderung ist dann der Kraft P verhéltnisgleich.
Da die Beriicksichtigung von K keine Schwierigkeiten bereitet
und anders-its gegeniiber P der geringen Armmasse wegen nur
eine untergeordnete Rolle spielt, wird K im Nachfolgenden ver-
nachliissigt und GL (9) in der vereinfachten Form weiter verwendet:

P
Das A1 ist hier ausgedriickt als Li#ngeniinderung des Arms infolge
der Kraft P; es kann auch ausgedriickt werden als Verschiebung
des Punktes 2 des Schwungrings bei der Beanspruchung, und zwar
setzt sich diese zusammen aus der VergroBerung Ar des Schwung-
radhalbmessers infolge der durch die Zentrifugalkraft hervor-
gerufenen Schwungringheanspruchung 8, die eine gleichmifige
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Dehnung —GE"— bewirkt, und aus der Wanderung 4o, des Punktes 2

infolge der Kraft P. Es ist also:

Al = Adr — 4g,.

(11)

Da der Ring unter den Lasten P seine urspringlich kreisbogen-
formige Gestalt verlaft, ist 4o eine Funktion von ¢ (Abb. 128).
Der grofite Wert von Ao ist das oben eingefiihrte A9, an der

Stelle 2.

‘Wir berechnen zuerst 4r. Die Spannung S bewirkt nach Gl (2)

eine Dehnung des Ringstiicks

6, oar-4dn—ar _

(7 ar
Es ist also nach Gl (2):

Ay = v =

G, yrie

2

K gE

4dr

(12)

(13)

Dann beachten wir, daB das Ringstiick vom Zentriwinkel ¢ in-
folge der Normalkrifte N, die durch P hervorgerufen werden, in
seiner Linge verkiirzt und infolge des Momentes M verbogen wird.
Um die Verbiegung 4o, — A, der Stelle 2 gegen Stelle 1 zu be-
rechnen, greifen wir auf Gl. (8) zuriick und verbinden sie mit

Gl (4a)

N,r

Addop = ﬁf(cos ® — b

0E

Fiir ds konnten wir rdg schreiben, da
die Abweichungen von » infolge der
Forménderung nur klein gegen # sind.

Ad g ist dabei die Drehung, die die
beiden Begrenzungsflichen eines Ele-
mentes ds gegen einander ausfiihren.
Infolge der Drehung Add¢ wandert
der Puukt 2 um Adg - r - sin (¢ — @)
dem Mittelpunkte zu (Abb. 128). Die
gesamte Verbiegung Ag, — Ao, er-
halten wir als Integral der Einzel-
wanderungen

Aoy — do,= | 4do - rsin (a — q))
0

. .
=%f(cos¢p —s%ﬁ) sin(e — @) - deo.

d¢

Abb. 128.

(14)

(18)
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Wir 18sen sin(e — @) in sine - cosp — cose-sing auf und
finden:

doy— Ao, = OEJ COSq) (smucOSqa—cosasmqp)dtp
— N, r¥rsin’e . sine cose
= GE—[ —sing + ————— cosp — (16)

. sin 2¢ ® sin’q;:}a
sma( 1 -l—?)—}-cosu T o

und nach Einsetzen der Grenzen ¢ = 0 und ¢ = a:

— N, r*sinda sine cos®a  sine cos e
doy— Aoy =5 [+ ( — =

0K o o o
sinesin2¢ o 8in o + sin®e cosa
4 2 2
— N, r¥[sine sma cos
= ~~( sin®e + cos 2e) — —— —
0F o
17)
2sin?e cosu o sin « sin? acosa:l
4 2 2
_ N;r¥[sine cosa + o sin & sina:l
T 9E o 2 o«
20E s1na(2coso:+o:—2)

Das 4. Glied in der 1. Zeile der eckigen Klammer haben wir
umgeformt, indem wir fiir sin 2« = 2 sine cose gesetzt haben.
Das 4. und 6. Glied der eckigen Klammer heben sich dann gegen-
einander heraus.

Bei der Beanspruchung durch die Kraft P tritt nicht nur ein
Biegungsmoment in jedem Ringquerschnitt auf, sondern auch eine
Normalkraft NV, die die Linge jedes Ringelements ds verkiirat.
In den Querschnitten 1 und 3 hat N seinen gréfiten Wert N,
wihrend die GroBe der Normalkraft in einem Radialschnitt an der
Stelle @ nur XV, cos g betrigt. Dafiir tritt aber an dieser Stelle
eine Schubkraft N, sing auf, die ebenfalls eine Senkung des
Punktes 2 zur Folge hat. Wir vernachlissigen die Schubkraft und
setzen dafiir die Normalkraft tiberall gleich ihrem gréBten Wert IV,.

N, 'N,
f:‘=61v= EN E; £N==E*F (18)
Bezeichnen wir mit s die Linge des gesamten Bogens « und
mit A4 seine Lingentinderung, so ist:

A
=" (19)
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Die Lingenéinderung kénnen wir aber an Hand von Abb. 129
leicht feststellen, in der der Kreisbogen 1, 2 in den Bogen 1’, 2’
tibergefiihrt worden ist. 1, 2 ist also der Bogen mit dem Halb-
messer r 4 dr vor der Verzerrung durch die Kraft P und 1,2
der Bogen des belasteten Schwungrads, dessen Halbmesser an jeder
Stelle (r + dr — 4g) ist. Aus dem
Bogen greifen wir das Element ds her-
aus, das in ds’ tibergeht:

,.2

—_— 2
der SS (r AQ + (ddi_sg ds) . (20)

Setzen wir noch voraus, da8 die Form-
dnderung 4o, und damit auch d—ddr ¢
klein ist gegen den Schwungradhalb-
messer 7 bzw. gegen 1, so erhalten wir
unter Vernachlissigung von Gliedern,
die von hoherer Ordnung klein sind: Abb. 129.

24
ds? = ds®— ; akad P

(21)

s’ = dsVl — as(1—28) = ag(r — o).

Den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen haben wir durch Bei-
2
fiigung des von der nichsten Ordnung kleinen Gliedes i;% zum

vollstindigen Quadrat erginzt.

=fds —fds'= or — ar + {Agdq) =af’£'-;———49—2- (22)
0 0 (1

Die letzte Integration haben wir in der Weise ausgefiihrt, daB
wir fiir das vertinderliche 4o den Mittelwert _d_e%ﬁ& eingesetzt
haben.

ds _ds dgg Apl__dgz | I N,
s “re—9,r T r g deg—de)=c¢y = oF

(23)

2-491

4 risine(2cose - e — 2)
A g EF+ ( + )v

= _A( + 460

wobei der Wert von Adgy — 49, aus Gl (17) entnommen
wurde.
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Durch Verbinden der Gleichungen (10), (11); (18) und (23)
erhalten wir:

_rr_ _yr*e®  Niw risina(2cos ¢ + a®—2)

A=gp=Adr—de="rF— (F+ 10« )

yrie? 1 r f . frisine(2 cose+4 a?—2) (24)
P=EE T N+ 10a ),

verbunden mit Gl (4) gibt, wenn man den Trégheitshalbmesser

1= V Vg einfiihrt:

_yrtelfr r f r’sina(2cosa+ a?—2)
2N151not——~»g T—Nll —F—(l—i———_T»v*i)
2.2
Ny = 9 & T f 7;;' a;ufa@ cosvc—}—u”— 2) A (25)
o(aina o + TGRS TT)
und nach GL(8): M= Nlr(cos @ *31241) . (26)

Der grofte Wert von M tritt nach G1. (26) dort auf, wo ¢ =0
und der kleinste dort, wo g = « ist. Da der negative Wert von M an
der Stelle ¢ =« dem Absolutbetrage nach grofer ist als der groBte
Wert von M und da die Beanspruchungen im Schwungring infolge
der Kriifte § und N, die sich tiber die Biegungsspannungen lagern,
an jedem Querschnitt gleichen Wert liefern, ist an der Stelle ¢ =«
die absolut groBte Beanspruchung des Schwungkranzes vorhanden.
Die an jeder Stelle des Schwungkranzes in gleicher GréBe auf-

tretenden Spannungen — 5 * sind Zugspannungen, wihrend das

F F

Biegungsmoment M Zug- und Druckspannungen liefert. Die ab-

solut groBte Spannung im Schwungkranz ist also eine Zugspan-

nung; sie tritt dort auf, wo M die gréBte Zugspannung liefert,

d.h. an der Innenseite des Kranzes, an der Stelle 2, an der der

Arm angreift. An dieserStelle ist unter Beriicksichtigung von G1.(2):
s N M

Omax == O2imnen = 77 — 7 T ;27 ¢

Y e [8—7 (svl—n—a— — cosoc) — 1] (27)

. yr2m2 + o 7797777”73’
Ty N 1 F B r*sine(2 cose 4 af —2)
2sing - —{— + tait
. - . *0®
Bezeichnen wir wie frither mit ¢, die Spannung im um
F
laufenden Ring ohne Arme und setzen i = A3 F= —% =&

sine(2cosee} o®—2)
ba -

p
r Blnt‘t .
T =mn; —— —cose=4; 2sine =B und
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so wird: Ened—1

Omax = 09 (1 + m‘m) . (28)

Die Werte von 4, B und C konnen fiir die in der Praxis iib-
lichen Armzahlen aus der Tabelle entnommen werden:

n=1_ 4 | 8 s | 10

'2;7“\7({1‘5’4' 0,089 | 0,051 | 0,032
‘ |

B= | 144 1,000 | 0,765 | 0,618

C= | 00070 | 0,015 = 00005 | 0,0002

Gl1. (28) zeigt, daB die Arme sowohl eine Vermehrung als auch
eine Minderung der max. Beanspruchung bewirken kdnnen. Der
Grenzfall (d. h. der Fall, in dem der Schwungring mit und der
ohne Arme gleiches 6max haben) tritt ein, wenn énd = 1 ist. In
der Praxis ist 5 bei guleisernen Schwungridern oft von der Gréfien-
ordnung 10 und § von der GrdBenordnung 2. Fiir diese Zahlen
liegt nach der Tabelle der Grenzfall bei etwa 8 Armen. Sind
weniger als 8 Arme vorhanden, so ist die Beanspruchung im um-
laufenden Ring mit Armen bei der Zahlenangabe gréBer als im
Ring ohne Arme, und bei mehr als 8 Armen liegt der Fall um-
gekehrt.

In einem anderen ebenfalls der Praxis entnommenen Beispiel
ist £ =2, =25, 1 =0,7 und v = 4. Setzt man diese Werte
in Gl (28) ein, so erhilt man fir 6 Arme nach der Tabelle

45 —1
Omax = 60(1 tesii1T095
der Arme ergibt also in diesem Fall eine Vermehrung der gréBten
Beanspruchung um etwa 70 v. H.

In den vorstehenden Ausfithrungen ist die Festigkeitsberechnung
von Schwungréidern nicht erschdpfend behandelt, sondern es ist
nur soweit auf den Stoff eingegangen, als Grundlagen der Festig-
keitslehre in Frage kamen. Wer sich iiber weitergehende Betrach-
tungen von Schwungridern (Beriicksichtigung der Zentrifugal-
kraft der Arme, Beanspruchungen, die bei der Beschleunigung auf-
treten usw.) unterrichten will, sei auf die Ausfiihrungen in dem
Buch von Tolle ,,Rigelung der Kraftmaschinen verwiesen.

§ 70. Umlaufende Scheiben. Im Vorausgehenden ist der
Schwungkranz der umlaufenden Scheibe durch die Kreislinie, die
durch den Schwerpunkt der Querschnittsfiiche geht, wiedergegeben
worden, ohne Riicksicht darauf, daB einzelne Massenteilchen niher
der Drehachse, andere weiter davon entfernt liegen. Diese Annahme
ist nicht mehr zulissig, wenn #uBerer und innerer Durchmesser
des Schwungkranzes sehr stark voneinander abweichen, vor allem
also bei umlaufenden Scheiben, bei denen Nabe und Schwung-
kranz ohne Arme ineinander iibergehen.

) = 1,7 5. Die Berticksichtigung
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Mit solchen umlaufenden Scheiben hat der praktische Maschinen-
ingenieur z. B. bei Dampfturbinen zu tun; sie sind vielfach aus
Festigkeitsriicksichten nach auBen zu verjiingt ausgetiihrt, so also,
daB sie an der Nabe die groBte Breite in Achsrichtung haben. Im
Nachfolgenden soll, um die Betrachtung nicht zu umstindlich zu
machen, von der Verinderlichkeit der Breite abgesehen und vor-
ausgesetzt werden, die Scheibe (Abb. 130) sei ein Zylinder vom
Halbmesser r, und von der Hohe b, der in der Mitte eine Bohrung
vom Halbmesser 7, trigt
und der um seine Achse 0
umliuft.

Um die Beanspruchung
in der Scheibe zu ermitteln,
schneiden wir ein Element
b-rdy - dr durch die kon-
zentrischen Zylinderflichen
vom Halbmesser # und
(r +dr) und durch die
Meridianebenen ¢  und
(p + do) heraus. An die-
sem Element wirkt als
duBere Kraft die Zentri-
fugalkraft dZ. Ihr halten
die inneren durch die
Schnittfliche #bertragenen
Krifte das Gleichgewicht.
i Aus Symmetriegriinden

miissen die Kriifte, die
an den beiden Zylinder-
schnitten und an den beiden Meridianschnitten tibertragen wer-
den, normal zur Fliche gerichtet sein. Wir bezeichnen mit o,
die bezogenen Spannungen, die in radialer Richtung an den Zy-
linderflichen b -7 -dg und b - (r + dr) - dp auftreten, und mit
6, die tangential gerichteten Spannungen auf den beiden anderen
Flachen. ¢, und ¢, sind aus Symmetriegriinden nicht von ¢ ab-
hingig sondern nur von 7.

Die amElement b-rdg - dr angreifenden Krifte sind im Gleich-
gewicht, d. h. die resultierende Kraft nach jeder Richtung ist Null.
In tangentialer Richtung treten nur die beiden Krifte 6,0 - dr auf
(Abb. 131), die gleich groB und entgegengesetzt gerichtet sind,
so daB ihre Resultierende keinen Beitrag in tangentialer Rich-
tung liefert. (Von der Schwerkraft wird abgesehen, da sie im
Vergleich zu den iibrigen Kriften nur einen geringen Beitrag
liefern wiirde.) Wir untersuchen nun das Gleichgewicht der Krifte

in radialer Richtung. Wenn mit g = g— die bezogene Masse be-

Abb. 130.
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zeichnet wird, ist die Zentrifugalkraft dZ gleich:
dZ = pbdrrdere® = pbrie’drdy. (29)
Auf der inneren Zylinderfliche wirkt die Kraft b - rd¢ - 6, und
auf der #uBeren b-(r +dr) - do - (Gr—’r qcll‘?,d,) Da beide ent-

gegengesetzt gerichtet sind, ist nur die Differenz S, zu bertick-
do,

sichtigen. Der Differentialquotient - c?‘r' ist als totaler angeschrieben.
da 6, nur von 7 abhiingig ist.

a8, = 6, bdrde + brdg " dr, (30)
wobei wir das von der n#ch- 4z
sten Ordnung kleinere Glied t

b-dr-do- ‘g;i - dr vernach-

lassigt haben.

Endlich liefern noch die
Krifte o¢,-b-dr, die gleich
grofl sind und auf zwel unter
dem  Winkel dg geneigten
Fliachen senkrecht stehen, eine
Resultierende dS, in radialer
Richtung: Abb. 151.

dS,= —¢,- b -dr-dgp. (30a)

Das negative Vorzeichen im letzten Ausdruck soll darauf hin-
weisen, daf dS, im Gegensatz zu dS, und d.Z pach innen zu ge-
richtet ist. Die Summe der Kriifte dZ, dS, und d8, liefert die
Resultierende dR an dem Element, die Null ist, weil der Span-
nungszustand ein Gleichgewichtszustand ist

AR =ubrleldrdp +o,bdrde + brdqn%%%'dr —6,bdrdep =20
6,— 6, = urio’+ r%%’- (31)

Damit haben wir die erste Gleichung zwischen den beiden Un-
bekannten ¢, und ¢, aufgestellt. Eine zweite Gleichung finden wir,
wenn wir auf die Forminderungen eingehen. Die Form#nderung
geht so vor sich, daB ein Teilchen von der Stelle r an die Stelle
r + & riickt, wobei die HilfsgroBe & nur eine Funktion von r (also
unabhiingig von ¢) ist. Wir haben nun die Dehnungen ¢, und ¢,
in £ auszudriicken. ¢,, die bezogene Dehnung in tangentialer Rich-
tung kann an einem Ringschnitt von der Stéirke dr und von der
Lénge 2sm festgestellt werden:

2 T —2rm
Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundzlige der Festigkeitslehre 18
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Zur Auffindung von ¢, beachten wir, daB der Abstand r der
inneren Begrenzungsfliche in (r + £) und der Abstand (r + dr)
der &duBeren Begrenzungsfliche in (r + dr 4+ ¢+ % dr) bei der

Forminderung tibergeht. Die Linge des Elementes in radialer
Richtung nach der Formiinderung ist demnach:

[7. +E+ dr-{—%dr—(T+§)]=|:d"+%§fdr]

und die bezogene Dehnung &,:
g
dr—|—lﬂ'da —dr dg

&= dar Tdr (38)

In Gl (32) konner wir £ nach » differentiieren und durch Ein-
setzen in Gl. (83) die HilfsgréBe & eliminieren:
a d
B emrlir, (34)
Die Dehnungen kénnen wir unter Beriicksichtigung des Um-

standes, dafl der Spannungszustand ein zweidimensionaler ist,
wieder in den Spannungen ausdriicken:

c __6? 6,
r~E  mE
35
s (35)
“=FE  mE’

Die Verbindung der Gleichungen (34) und (35) liefert die zweite
Gleichung zwischen den Spannungen 6, und 6,, aus der wir den

. 1
gemeinsamen Faktor A herausheben:
G, — 5 p— Gt___ ﬂ + 7@}‘1"_ — Z',dgl, (36)

und nach Zusammenfassung der einzelnen Glieder unter Berfick-
sichtigung von Gl (81):

m + m+1 rd 6‘7. do
(= o) " = (oot e ) M = LG g 6D)
. . do;
Aus Gl (81) ermitteln wir noch a4
r
d6§ _ d%e,
'd—r = 7'—"“;2 (38)

und setzen das Ergebnis in (37) ein, wodurch wir eine Differential-
gleichung 2. Ordnung erhalten, in der ¢, als Funktion von r aus-
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gedriickt ist:
r do, (

L4 2ure® +r dr’) m+1( 7'2m2+r%)

m dr (39)
do, | ad ?ﬂi} 2,2
r ar - + a + urtn® = 0.
3m + 3
Wir schreiben fiir ——— pw* den Buchstaben & und fur —— —y,

da o, selbst nicht auftntt. Die Ordnung der D1ﬂ‘erentlalglelchung
wird dadurch um einen Grad erniedrigt:

d p
8y 4+t +kr=0 (40)
mit der Lésung: y = — {Tu r 4+ Dy~ =%‘:,L{ (41)

wovon man sich durch Differentiieren und Einsetzen in Gl. (40)
sofort tiberzeugen kann. D und das in der nachfolgenden Gleichung
auftretende ¥ sind die beiden Integrationskonstanten, deren Wert
aus den Grenzbedingungen zu ermitteln ist. Eine nochmalige
Integration der Gl (41) liefert:
r=—%72-€~r“‘2+E. (42)
Bis hierher ist die Aufgabe allgemein geltst. Zur Bestimmung
der Integrationskonstanten miissen wir nun auf die im einzelnen
Fall giiltigen Grenzbedingungen eingehen. Wir wollen die weitere
Durchbrechung fiir verschiedene Fille zu Ende fiithren.

a) Die umlaufende Scheibe mit Nabenbohrung vom Halbmesser ry.
Grenzbedingungen sind hier: Die radialen Spannungen o, werden
Null an den zylindrischen Begrenzungsstellen r = r, und r =7v,.
Nach Gl. (42) erhalten wir also:

, D _
0=—73 R +E~—»§r§ — 5T *4+ E;
PR Tt B (43)
_472"2_7—2_4 172
und demnach: 0= __,7; r?— %rg_!_ E,

% (44)
E=o(ri+r). 7
Die Gleichungen (42), (43) und (44) liefern:

6= %(rg TR v ) (45)

sl
18*
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Um auch o, zu erhalten, setzen wir diesen Wert in G1. (31) ein:
rirg
,’.2

—r2 42

k rir}
o‘,=-8—(r§ +ri— -’Fg 4—21'2) +urion?

3m41 o4 2 rir} m-+4+3 44
= g RO (r1+1"2+- ” )— g o

(46)

Die Spannungsverteilung nach den Gleichungen (45) und (46) ist
in Abb. 132 eingetragen worden. Wenn man die reduzierte Span-
. nung ermitteln will,
ist nach den auf
Seite 63 gegebenen
Anweisungen zu ver-
fahren. Da hier die
dritte =~ Hauptspan-
nung Null und die
beiden anderen Span-
nungen von gleichem
Vorzeichen sind, ist
nach der Mohrschen
Theorie die reduzier-
te Spannung gleich
der groBten Span-
nung also 6rea gleich
6, oder fiir die Bruch-
gefahr ist nur ¢, ma}-
gebend.
ADD. 182, Aus der Abb.132
ersieht man, wasauch
sofort aus den Gleichungen abgeleitet werden kann, daB ¢, an
jeder Stelle groBer ist als ¢,, und daB o, an der Stelle » =1,
seinen groBten Wert hat, an der ¢, = 0 ist.

m-+438

8m

3 1

(Gt)max’: jg,;:__ymz (273 + ) — po'ry. (47>
b) Die umlaufende Scheibe mit unendlich kleiner Bohrung. Von
besonderem Interesse ist die GréBe von (G )max fiir den Fall, da8
die Scheibe nur ein sehr kleines Loch in der Mitte hat, das.etwa
auf eine Fehlstelle im GuB zurtickzufiihren ist. Es ist dann 7,

vernachlissighar klein gegen r,, folglich:

3m-1

(Gt)maxb == —;—”Z—' {A(D’T?. (48)

Der Index b deutet darauf hin, daB sich Gl. (48) auf den Fall b
bezieht.
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¢) Die umlaufende Scheibe ohme Nabenbohrung. Das Ergebnis
fiir die Scheibe mit unendlich kleiner Nabenbohrung kann nicht
auf den vorliegenden Fall tibernommen werden, da ja gerade an
der Stelle, wo die Stsrung durch die Bohrung auftritt, die Span-
nung den groBten Wert hat. Wir miissen deshalb, um fiir unseren
Fall die Gleichungen fiir 6, und ¢, aufzustellen, auf Gl. (42) zu-
riickgreifen, und die geinderten Grenzbedingungen beachten: An
der Stelle r = 0 wird jetzt 6, = ¢,, wihrend die zweite Grenz-
bedingung von vorhin, n#mlich 6, = 0 fiir r =, unveréindert
iibernommen werden kann. Bentitzen wir zuerst die erstgenannte
Bedingung, so ist nach GL (31) und (42):

sl g0 [t (k0]

r=04
k g (49)
= 10%w® — 0" + DO,

das kann aber, da 0~? = 00?, nur dann fiir » = 0 giiltig sein, wenn
D=o. (50)
Die zweite Grenzbedingung in GI (42) und (50) eingesetzt, gibt

=— ;irg + E,
] (1)
J§==?;T%

und die Gleichungen fiir o, und 6, lauten nach Gl. (31), (42),
(50) und (51):

3mt1
6= P gt ). (52)
3m+1
= ot — 1t — 2
3m--1 i9m 4 3—8m
—TI’ R i T L (53)
3m+41 m—+3
~gm MO gy wron

Den GroBenwert haben 6, und 6, an der Stelle r = O, Dort ist:

3 1
(6, e, = (O Jmaz, =2t (54)

Die reduzierte' Spannung ist wieder nach der Mohrschen Theorie
gleich (6,),,“,,0, da die dritte Hauptspannung Null ist. Die Art

der Spannungsverteilung @iber die Scheibe ist aus Abb. 133 zn
entnehmen.
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Vergleicht man die Ergebnisse in Gleichung (48) und (54)
miteinander, so findet man, daB die unendlich diinne Nabenbohrung
ein Anwachsen der groBten Spannung auf den doppelten Wert
zur Folge hat. Auf dies Ergebnis wird im niichsten Kapitel noch
niher eingegangen werden.

d) Die umlaufende Scheibe gleicher Festigkeit. Auf die Behand-
lung dieser Aufgabe wird hier nicht erschopfend eingegangen, da
die Betrachtung von Grund auf neu durchgefithrt werden miifite.
Nur soviel sei erwihnt, daB man den Ansatz macht ¢, = kounst.,
und daf man dann als nichste Folge erhilt g, = konst. Um aber
6,an jeder Stelle gleich
groB zu erhalten, muf
. man die Breite D ver-
inderlich wihlen, und
zwar muBl dort, wo o,
bei der Scheibe gleicher
Breite den griBten
Wert annimmt (siehe
Abb. 133), die Breite
am gréfften gewdhlt
werden, damit sich die
Gesamtkraft auf eine
moglichst gro8e Fliche
verteilt. Die Scheibe
gleicher Festigkeit ist
deshalb an der Nabe
am stirksten und nach
aufen zu verjiingt.
Die Aufstellung und
Durchrechnung der Gleichungen erfolgt im iibrigen in gleicher
Weise wie vorhin, nur daB statt ¢, = f(r) wnd 6, = f(») jetat
b = f(r) gesetzt wird. Diejenigen Leser, die sich niher fur die
Behandlung der Aufgabe interessieren, seien auf das Buch von
Stodola ,, Dampfturbinen” verwiesen.

Abb. 133.

VIIT. Schwingungsfestigkeit und Schwingungsrisse.

§ 71. Theoretische Betrachtungen. Wir greifen zuriick auf
die im letzten Kapitel erhaltenen Formeln (48) und (54), mit
denen wir uns etwas eingehender zu befassen haben. Die Formeln
sind der Ausdruck fir das Ergebnis, daB eine Scheibe mit un-
endlich kleiner Nabenbohrung — oder richtiger Fehlstelle in der
Mitte, da die Stelle bei den nachfolgenden Betrachtungen viel
kleinere Abmessungen haben soll als eine iibliche Nabenbohrung
— bei sonst gleichen Verhiltnissen doppelt so groBe maximale
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Beanspruchung hat wie eine Scheibe ohne Bohrung. Wenn man
die Spannungsverteilung in der Umgebung der Fehlstelle unter-
sucht (Abb. 132), so findet man, daB der Héchstwert von 6, nur
in der unmittelbaren Umgebung der mittleren Fehlstelle auftritt
und sehr rasch abnimmt, wenn man tiefer ins Fleisch der Scheibe
von der Fehlstelle nach auBBen zu vordringt. Sobald man sich von
der Fehlstelle ein Stiick entfernt, das mehrfach so groB wie ihr
Durchmesser ist, findet man . angendhert die gleiche Spannungs-
verteilung wie bei einer vollen Scheibe.

Ahnliche theoretische Betrachtungen iiber die Spaunungsver-
teilung in der Umgebung einer Stdrungsstelle sind auch sehon fiir
andere Arten der Belastung angestellt worden. Man hat z. B. die
grofte Spannung in einer auf Verdrehung beanspruchten Welle
rechnerisch untersucht und dabei gefunden, dall eine Fehlstelle,
selbst wenn sie sehr klein ist, #hnlich wie bei der umlaufen-
den Scheibe eine ganz betrichtliche Spannungssteigerung zur
Folge hat.

Die durch die Rechnung erhaltene Spannungsverteilung wird,
da sich die Ableitungen auf streng giiltige Uberlegungen stiitzen,
solange mit der Wirklichkeit tibereinstimmen, wie die gemachten
Voraussetzungen tatsichlich erfiillt sind. Bevor aber der Bruch
eintritt — und dieser Fall ist es ja gerade, dessenwegen die
ganzen Festigkeitsuntersuchungen angestellt werden — wird
die Proportionalititsgrenze des Materials tiberschritten. Die Deh-
nungen erfolgen nicht mehr verhiltnisgleich den Spannungen,
sondern sie schreiten in viel rascherem Tempo voran und
die fiir die Ableitung gemachten Annahmen verlieren ihre Giil-
tigkeit.

Das Ergebnis der Betrachtung, daf die gréBten Spannungen
bei der Scheibe mit Fehlstelle in der Mitte doppelt so groB sind
wie bei der vollen Scheibe gilt also nur, solange die Proportio-
nalitiitsgrenze des Materials an keiner Stelle berschritten wird.
Sobald aber die Umlaufzahl tiber die Grenze gesteigert wird, an
der die Proportionalititsgrenze des Materials an der gefihrdetsten
Stelle tiberschritten wird, tritt durch ein #ibergroBes Recken der
hochstbeanspruchten Stelle ein Spannungsausgleich ein. Der
schiidliche Einfluf der sehr kleinen Fehlstelle wird also durch
die unelastischen Form#nderungen beseitigt und, so betrachtet,
kann man sagen, die Fehlstelle hat lingst nicht die Erniedrigung
der Bruchfestigkeit zur Folge, die die theoretische Betrachtung
ergeben hat.

Diese Uberlegung ist zutreffend, solange man es mit cinmaliger
Uberanstrengang des Materials zu tun hat. Wenn aber das Ma-
terial immer wieder bis zum Hochstwert belastet und daon wieder
entlastet wird (Ursprungsfestiglkeit) oder, wenn gar die Uber-
lastung zwischen einem positiven und negafiven  Hochstwert von
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gleicher absoluter GroBe schwankt (Schwingungsfestigkeit), dann
tritt jedesmal eine bleibende Formé#nderung auf, die nach viel-
tausendfacher Wiederholung das Material an der iiberanstrengten
Stelle zerstért und den Bruch des ganzes Stiickes zur Folge hat.
Durch eine geniigend kleine Fehlstelle in der Mitte wird deshalb
die Festigkeit des Materials bei einmaliger Beanspruchung kaum
beeintrichtigt, bei gentigend oft wiederholten Beanspruchungen
aber ganz wesentlich herabgedriickt.

Die Bedeutung der Betrachtung geht weit {tber den vorliegen-
den Fall hinaus: Bei den Materialpriifungen, die die Unterlagen
fiir die praktisch zulissigen Beanspruchungen liefern sollen, wird
in der Regel nur die Bruchfestigkeit festgestellt. Die ermittelte
Bruchbeanspruchung wird dann mit einer Sicherheitszahl §, 3,1 ..
multipliziert und die so erhaltene Grife als hochst zulédssige Be-
anspruchung angesehen, Trotzdem die Sicherheitszahl ganz wesent-
lich kleiner als 1 ist, treten doch mitunter Briiche an den Kon-
struktionsteilen auf. Es liegt die Frage nahe: auf was sind diese
Briiche zuriickzufithren? Fine Erklirung fir den Unterschied
zwischen tatsiichlicher und errechneter Beanspruchung haben wir
im Vorausgehenden gefunden: kleine Fehlstellen im Material, die
auf die Bruchfestigkeit keinen, auf die Schwingungsfestigkeit aber
sehr wesentlichen EinfluB haben. Diese eine Erklirung geniigt
aber der Gréfe nach nicht, um die Abweichungen vollstindig
aufzukliren. Wir miissen uns nach anderen noch hinzutretenden

Griinden umsehen.

§ 72. Versuche zur Feststellung der Schwingungsfestig-
keit. Die Angelegenheit soll an Hand von Versuchen erkliirt werden,
die zur Aufklirung der Beziehungen zwischen Schwingungsfestig-
keit und Bruchfestigkeit im Laboratorium des jiingeren Verfassers
angestellt worden sind. Im Anschluf an die einzelnen Versuchs-
ergebnisse werden die Beziehungen zu praktiscien Fiillen mitge-
teilt werden. Durch den Versuch sollte die Schwingungsfestigkeit
von Konstruktionsstihlen festgestellt werden, und es wurden
nebenher ganz von selbst die Einfliisse gefunden, die die Festig-
keit des Materials bei oft wiederbolten Beanspruchungen herab-
driicken. )

1) Die Versuche, die urspriinglich vom Geheimrat Schottler zu-
sammen mit Prof. A. Hofmann, Generaldirektor von Biissing-Braun-
schweig aufgenommen worden sind, wurden spiter vom jingeren
Verfasser mit weitgehendster Unterstiitzung durch den General-
direktor der Berg. Stahlindustrie Dr. H. G. Btker sowie den tech-
nischen Leiter Direktor Ruppert und unter Beihilfe seines Assistenten,
Herrn Dipl.-Ing. Dobms weitergefiihrt. Ein ausfihrlicher Bericht
iber die Versuche soll demn#chst in der Dissertation von Herrn
Dohms erscheinen.
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Die Versuchsanordnung ist aus Abb. 134 ersichtlich. Ein Staba
ist an seinen beiden Enden in Kugellagern') b und ¢ drehbar ge-
halten. In seiner Mitte d trégt er ebenfalls ein Kugellager, an
dem ein Gewicht G hingt. Durch G wird der Stab durchgebogen;
das groBte Moment M tritt in der Mitte auf und es ist, wenn

dafiir gesorgt ist, daf dureh die Kugellager b und ¢ kein Ein-
spannmoment auf den Stab tibertragen wird, M = - % %)
Vom linken Ende aus wird der Stab unter Zwischenschaltung

einer elastischen Kupplung e durch einen Motor f angetrieben,

A,

Abb. 134,

Jede an der Oberfliche liegende Faser des Stabes bei d ist deshalb,
wenn sie bei der Umdrehung unten liegt, auf Zug, und, wenn sie
oben liegt, auf Druck beansprucht. Die Zahl der Schwingungs-
beanspruchungen ist demnach gleich der Zahl der Umdrehungen.

Neben gewohnlichen Stahlsorten und Bronzestiben wurden vor
allem Konstruktionsstihle, die von der Berg. Stahlindustrie in Rem-
scheid geliefert wurden, untersucht. Die letzteren hatten eine Bruch-
festigkeit von etwa 85 kg/qmm, eine Streckgrenze von 60—
70 kg/qgmm und eine Bruchdehnung von 12—16%,. Die nach-
folgenden Ausfithrungen beziehen sich vor allem auf die Versuche
mit den Konstruktionsedelstéihlen.

Der Stab wurde mit steigender Last G- solange beansprucht,
bis er einriB. Sobald der geringste Einrifl festgestellt werden
konnte, wurde der Stab, um die EinriBistelle miglichst unversehrt
zu erhalten, ausgebaut und in der ZerreiBmaschine vollstindig
abgerissen. Die Bruchfliche zeigte das in Abb. 136 (Tafel) ge-
gebene Bild, in dem deutlich die Grenzlinie zwischen Schwingungs-
bruch (oben) und Zerreifbruch (unten) zu sehen ist.

1) Von Kugellagern haben sich am-besten die von Fichtel und
Sachs in Schweinfurt gelieferten bewihrt.

2) Ahnliche Anordnungen zur Ermittelung der Schwingungsfestig-
keit sind von Wohler und anderen beniitzt worden.
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Die ersten mit der Anordnung angestellten Versuche nach
Ubernahme der Versuchsanordnung durch den jiingeren Verfasser
lieferten eine Schwingungsfestigkeit von 18—20 kg/qmm, d. h,
wenn das Gewicht G so gro war, daB die maximale Beanspruchung
Omax fber 18—20 kg/qmm betrug, so brachen die Stibe nach
einiger Zeit (oft erst nach vielen Millionen Umdrehungen) ent-
zwei, und nur, wenn 6max unter 18—20 kg/gmm war, konnten
die Stdbe einen dauernden Betrieb, d. h. iiber 20 Millionen Um-
drehungen, aushalten.

Es wurden nun Sonderversuche angestellt, ob der erhaltene
Wert von 18—20 kg/qmm wirklich die Schwingungsfestigkeit
des Materials ist. Dabei stelite sich heraus, daB stérende Ein-
fliisse bei den Versuchen auftraten, durch die die tats#ichliche
maximale Beanspruchung gegeniiber der in der iiblichen Weise
errechneten, ganz wesentlich erhtht wurde, so daB nicht die
Schwingungsfestigkeit des Materials, sondern eine Schwingungs-
festigkeit bei ganz bestimmten Versuchshedingungen ermittelt
worden war.

1. Ungleichmifige Verteilung der Auflagekraft. Um zu unter-
suchen, ob die Auflagekraft G' gleichméfig, wie es die Rechnung

vorgesehen hatte, vom mittleren Kugel-

Jd lagerring auf den Stab itbertragen wird,

; wurde eine 0,8—1 mm starke Hart-
7 papierbeilage 7 eingelegt (Abb. 135).
%—Das Ergebnis war tiberraschend: Die

Schwingungsfestigkeit in der vorhin
festgelegten Bedeutung wurde durch
die Papierbeilage auf 30 kg/qmm er-
hoht.

Zur Aufklirung sei erwihnt, daB
Avb. 135,  der eine Schubkraft hervorrufende Auf-
(5 lagedruck, wenn man gleichmifige

Verteilung der Auflagekraft tiber den
Ring voraussetzt (wie das bei Berechnungen dieser Art all-
gemein iiblich ist), eine Schubbeanspruchung von etwa 7 kg/qmm
ergibt gegen 30 kgfymm maximale Biegungsbeanspruchung. In
Wirklichkeit wird aber der Auflagedruck an der Auflagestelle
ohne elastische Zwischenlage so ungleichmiBig iiber den Quer-
schnitt verteilt, daB die maximale Beanspruchung durch die
Auflagekraft vielleicht das funf- oder zehnfache des Wertes
bei gleichm#Biger Verteilung ergibt. Es ist eben zu beachten,
daB ohne elastisches Zwischenglied der Stahlring des Kugel-
lagers hart auf dem Stahl des Stabs aufliegt. Er wiirde in
drei unendlich kleinen Punkten aufliegen, wenn beide Flichen
vollsténdig starr whren. Die geringe Nachgiebigkeit des Materials
bewirkt, dafl die Auflagekraft statt in drei Punkten in einzelnen

S
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Flichenstiicken von geringer Ausdehnung aufgenommen wird.
Eine so vollstindige Bearbeitung des Stabes und des Rings, daB
die gesamte Ringfliche allseits anliegt, ist ganz unmdglich, zumal
sich der Stab bei der Belastung auch in dem vom Ring um-
schlossenen Teil durchbiegt. Infolgedessen ist die maximale
Beanspruchung des Materials infolge der Auflagerung ohne
Papierbeilage weit groBer als die maximale Biegungsbean-
spruchung. Bei Zwischenschalten eines elastischen Zwischen-
gliedes wird die Last viel gleichmiBiger verteilt und der genannte
FinfluB kommt gegéniiber der Biegungsbeanspruchung in Uber-
einstimmung mit den tublichen Berechnungsgrundlagen nicht in
Betracht.

Die gleiche Uberlegung, auf die uns das Ergebnis des Labora-
toriumversuches hingewiesen hat, kommt auch fiir die im prak-
tischen Betrieb verwendeten Konstruktionsteile in Betracht: wir
setzen bei der Berechnung gleichmiBige Kraftverteilung voraus,
in Wirklichkeit verteilt sich die Kraft aber ungleichmiBig und
die am meisten belastete Stelle hat eine mehrfach so grofle Be-
anspruchung auszuhalten, als bei gleichmiBiger Kraftverteilung
zu erwarten wire. Das einfachste Beispiel der Praxis ist eine
Schraubenverbindung: wir nehmen bei der Berechnung an, daB
die Schraube nur auf Zug beansprucht, d. h. daB die Kraft durch
die Schraubenmitte tbertragen wird. Damit die Unterlagen der
Berechnung erfiillt wiren, miiten aber die Auflagefliichen an
Schraubenkopf und Mutter mit ihren Gegenflichen genau ausge-
richtet sein, d. h. senkrecht zur Schraubenmittellinie stehen. So-
bald die Abweichungen von der Grofenordnung der mnormalen
elastischen Dehnung an der betreffenden Stelle werden, kann
durch die ungleichmiBige Kraftverteilung eine Stelle tiberanstrengt
werden, was bei einmaliger Beanspruchung ein geringes unelas-
tisches Recken des Gebietes der griBten Spannungen zur Folge
hat. Bei oftmaliger Kraftwiederholung (z. B. im Kurbelgetriebe
einer Kolbenmaschine) aber tritt Bruch ein.

Man kann sich in der Praxis #hnlich wie beim beschriebenen
Versuch vielfach durch Zwischenschalten von elastischen Gliedern
helfen. Ist dazu keine Moglichikeit vorhanden, so wird man die
Sicherheitszahl, die das Verh#ltnis der der Rechnung zugrunde zu
legenden Beanspruchung zur Bruchfestigkeit angibt, entsprechend
niedrig wihlen, wenn gedrungene Konstruktionen eine besonders
ungleichmiBige Kraftverteilung durch geringe elastische Nach-
giebigkeit zu begiinstigen scheinen.

2. Stope und Erschiitterungen. Bine weitere ErhShung der
Schwingungsfestigkeit bei der Versuchsanordnung wurde erzielt
durch Vermeidung aller StéBe und Erschiitterungen. Zu diesem
Zwecke wurde der Schlag, den der Stab bei einer Umdrehung hat,
tiglich gemessen und der Stab neu ausgerichtet, wenn der Schlag
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mehr als 0,08 mm betrug. Der Motor wurde unter Beriicksichti-
gung der Durchbiegung des Stabes in die Richtung der Tangente
an das Stabende ausgerichtet (also ein wenig geneigt) und die
Kraftiibertragung durch Anordnung einer zweibackigen Kupplung
mit Weichgummibeilagen so stoBfrei wie mdglich gestaltet. So-
bald irgendeine Storung in die Anlage kam, sorgte eine elektri-
sche Ausschaltvorrichtung, die auf weniger als 0,1 mm Durch-
biegungsvermehrung des Stabes (normale Durchbiegung infolge
des Gewichts G- etwa 5 mm) ansprach, dafir, daB der Betrieb
selbsttiitig unterbrochen wurde. Die Schwingungsfestigkeit wurde
bei den vorhin erwihnten Stahlsorten durch diese MaBnahmen
auf .etwa 40 kg/qmm erhdht.

Auch fir die Praxis ist die Erkenntnis wichtig, da8 durch noch
so unscheinbare Stée und Erschiitterungen die Bruchgefahr ganz
wesentlich erhoht werden-kann. Denn St68e und Erschiitterungen
lassen sich ja bei umlaufenden Maschinen nie ganz vermeiden.
Wie das Ergebnis des Versuchs zeigt, soll man versuchen, sie mog-
lichst niedrig zu halten. Wenn besonders grofle Stofe bei einer
Anlage zu erwarten sind, muB man die Sicherheitszahl entsprechend
niedrig wihlen,

3. Die Oberflichenbeschaffenheit. Es wurde bei den Briichen
beobachtet, dafB sie fast immer an der Oberfliche ansetzten und
sich nach dem Innern des Stabes zu kreisbogenformig ausbreiteten.
Dazu ist zu bemerken, daB es nicht mdglich war, einen Einril am
Stab mit dem Auge oder an einer VergroBerung der Durchbiegung
zu erkennen, bevor sich nicht der Schwingungsbruch wenigstens
iiber ein Drittel der Querschnittsfliche erstreckte. Das erste An-
zeichen fiir einen erfolgten Einrif konnte gewthnlich durch die
Durchbiegungsvermehrung festgestellt werden: Sobald sich die
Durchbiegung um etwa 0,1 mm vermehrte, schaltete ein elektri-
scher Kontakt den Motor ab. Das selbsttitige Ausschalten war
bei der feinen Einstellung des Kontaktes auch vielfach auf andere
Ursachen als auf beginnenden Einrif zuriickzufiihren. Nach dem
Ausschalten wurde der Stab ausgebaut und oberflichlich mit dem
Auge und der Lupe genauestens auf Einrisse untersucht. Wenn
nichts festgestellt werden konnte, wurde er wieder eingebaut und
von neuem in Betrieb genommen. Es kam dann mitunter vor,
dafl der Kontakt wenige tausend Umdrehungen nach der Wieder-
inbetriebnalme von neuem in Titigkeit trat. Wenn der Stab jetat
wieder ausgebaut wurde, konnte schon ein sehr erheblicher Schwin-
gungseinrif} festgestellt werden. Aus dem Aussehen des Schwin-
gungsbruches konnte spiter vielfach auch ein RiickschluB auf die
Grenze, bis zu der der Schwingungsbruch beim ersten Ausschalten
vorgeschritten war, angestellt werden. Das Bruchbild eines der-
artigen Bruches ist in Abb. 140 (Tafel) dargestellt. Die Grenze
zwischen Schwingungsbruch und ZerreiBbruch ist mit @ bezeichnet.
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Im Schwingungsbruch liegt die scharf abgehobene Linie 05, bis zu
der der Schwingungsbruch kurz vorber vorgeschritten war, ohne
daB er #uBerlich am Stab, trotz peinlichster Prifung hitte be-
obachtet werden konnen., Uber die Ausbildung der Schwingungs-
briiche und die Geschwindigkeit ihrer Fortbildung wird man
nihere Aufschliisse in der schon genannten Dissertation von
Herrn Dohms erhalten.

Durch das nachfolgende Abreiflen des schon eingerissenen Stabes
wurden aber auch mitunter an anderen Stellen als an der vorher
beobachteten Schwingungseinrisse sichtbar, die erst gerade im Ent-
stehen begriffen waren; an ihnen konnten Schlisse tiber die Aus-
breitung von Rissen gezogen werden (z. B. Abb. 136 ganz unten
Stellen x). Bei genauer Untersuchung dieser EinriBstellen konnte
man nun feststellen, daB der erste AnriB an einer Stelle der Ober-
fliche erfolgt war, an der eine geringe Beschbidigung (oft von
weniger als 0,1 mm Tiefe), wie sie beim Einbauen des Stabes
leicht eintritt, zu sehen war. Durch besondere Vorsicht wurden
auch diese Oberflichenbeschiidigungen nach Moglichkeit vermieden.
Der RiBansatz erfolgte aber immer wieder an der Oberfliche, und
zwar geniigten die weniger als 0,01 mm tiefen Risse, die beim
Abschleifen und Polieren des Stabes unvermeidbar auftreten, den
Beginn eines Einrisses bei entsprechend hoher Belastung vorzu-
bereiten — bei einer Stahlsorte konnte mit 41—42 kg/qmm Schwin-
gungsbeanspruchung noch dauernder Betrieb iiber (20 Mill. Be-
lastungswechsel) aufrechterhalten werden.

Das Versuchsergebnis ist sehr wichtig in seiner Nutzanwendung
fur die Praxis: Denn an allen auf Schwingungsfestigkeit bean-
spruchten Kounstruktionsteilen werden leichte Oberflichenbeschidi-
gungen zu finden sein. Diese Stellen wiirden einen ZerreiBversuch,
durch den die Eignung des Materials fir den Verwendungszweck
in der iiblichen Weise untersucht wird, so gut wie gar nicht be-
einflussen; sie erhdhen aber die Bruchgefahr wenn wechselnde
Beanspruchung auftritt, ganz erheblich. In der Praxis ist diese
Erscheinung bei groben Oberflichenbeschédigungen allgemein be-
kannt: Man weiB z. B., daB der scharfe Schnitt eines Gewindes
die Bruchfestigkeit bei wiederholten Belastungen erheblich her-
untersetzt. Auf geringe Oberflichenbeschidigungen, die, wie wir
oben sahen, ebenfalls schon einen erheblichen Einfluf auf die Bruch-
fostigkeit des Konstruktionsteils haben konnen, wird dagegen oft
nicht geniigend Riicksicht genommen.

4. Doppelte Gleichgewichtslagen. Vereinzelt ist es bei unlegier-
ten Kohlenstoffstihlen vorgekommen, daBl ein Stab plotzlich
krumm wurde und zwar um einen ganz, betrichtlichen Betrag
(z.B. 1 mm). Die Erscheinung lie} auf innere Spannunoen schlieBen,
die neben der geraden Richiung des Stabes eine zweite Gleich-
gewichtslage zuheBen Durch Anwendung entsprechend grofer
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Krifte konnte der Stab aus der einen Gleichgewichtslage in die
andere iibergefithrt werden. Beide Gleichgewichtslagen waren also
mit einem Minimum an Formé#nderungsarbeit gegeniiber Nachbar-
lagen verbunden, und es muBite deshalb erst durch Verbiegung des
Stabes soviel duflere Arbeit in den Stab hineingesteckt werden,
bis der Héchstwert an Forménderungsarbeit auf der Verbindungs-
linie beider Gleichgewichtszustéinde erreicht war; dann fiel der
Stab ganz von selbst in die 2. Gleichgewichtslage weiter. Wenn
nun ein Stab auf diese Weise im Betrieb plotzlich krumm ge-
worden war, so schlug er natirlich betrichtlich, und durch die
Stofe wurden zusitzliche Beanspruchungen hervorgerufen, die die
Lebensdaner des Stabes sehr beeintrichtigten.

In der Praxis treten #hnliche Erscheinungen (daB ein Konstruk-
tionsteil plotzlich im Betrieb krumm Wird) z. B. bei den Einspritz-
nadeln der Dieselmaschinen auf. Ein Geraderichten der Nadeln
ist in solchem Falle ausgeschlossen, und man mufl eine krumme
Nadel auswechseln. Nach den Versuchsergebnissen scheinen nicht-
legierte Stahlsorten eher zum Krummwerden zu neigen als Nickel-
stihle.

5. Materialfehler. Bei der Biegung tritt die grofite Bean-
spruchung an der Oberfliche, d. h. in der #uBersten Faser auf.
‘Wenn man aber nur wenig von der Oberfliche nach innen zu vor-
dringt, so nimmt die Spannung entsprechend wenig ab. So wire
also z. B. bei unseren 28 mm starken Stiben in 0,5 mm Entfer-
nung vom Rand die Spannung noch etwa 96,5 %, vom Hochst-
wert. Es miilte deshalb, wenn nicht eine besondere .Erhohung
der Spannung durch die Oberflichenbeschaffenheit auftreten wiirde,
zu erwarten sein, daB auch einmal ein Rillbeginn an einer schad-
haften Stelle im Fleisch in der Nihe der Oberfliche zu beobachten
wiire. Tatsiichlich sind auch in zwei Fillen Schwingungsbriiche
herbeigefiihrt worden, die nicht an der Oberfliche angesetzt hatten,
sondern die an einer im Material gelegenen Stelle — im einen
Fall 0,6 mm, im anderen Fall 1,5 mm von der Oberfliche ent-
fernt — ihren Ursprung genommen hatten. Der eine Bruch ist
in Abb. 138 (Tafel) und in 30facher Vergriberung in Abb. 139
(Tafel), der andere Bruch in Abb. 140 (Tafel) und in 20 facher
VergroBerung in Abb. 141 ('Tafel) wiedergegeben. Die Grenze,
bis zu der der Schwingungsbruch beim Ausbauen des Stabes
vorgeschritten war, ist mit a@—a bezeichnet. Wie man sieht,
hatte der Schwingungsbruch beim Ausbauen des Stabs in beiden
Fillen noch nicht ganz die Stabmitte erreicht. Am oberen Ende
des Schwingungsbruches (Abb. 138 und 139) ist in 0,6 mm
Abstand vom Rand eine Fehlstelle y von etwa 0,1 mm Durch-
messer zu sehen. Der Rauminhalt der Fehlstelle betriigt weniger
als ein Hundertmilliontel des gesamten Stabinhalts, und es hitte
wohl kaum ein Mittel gegeben, diese Fehlstelle, wenn ihr Vor-
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handensein bekannt gewesen wire, freizulegen. Durch den
Schwingungsbruch aber ist sie freigelegt worden, denn die Bruch-
gefahr ist durch die Fehlstelle erheblich gesteigert- worden, wie-
wohl allseits um die Fehlstelle gesundes Material zu finden ist,
und wiewohl die Spannungen hier schon 4 %, geringer sind als
am Rand. Zuerst ist der Brueh auf einer Kreisfliche mit der
Fehlstelle als Mittelpunkt sehr langsam fortgeschritten (wie aus
der Feinkornigkeit des Bruches vorvorgeht), bis die Bruchkreis-
fliche auf etwa 1,0 mm Durchmesser angewachsen war und den
Oberflichenrand erreicht hatte. Dann ist die Randpartie einge-
brochen und der Bruch ist dem gréberen Korn nach zu schheBen,
rascher vorgedrungen.

Die 2.Fehlstelle (Abb. 140 und 141) hat 0,4 mm Durchmesser
und 1,4 mm Abstand vom Rand. Der Bruch in der Umgebung der
Fehlstelle ist, wie die feinkérnige Struktur (Abb. 140) erkennen
18Bt, anfinglich langsam fortgeschritten. Den gréfieren Spannungen
entsprechend ist er rascher nach dem Rande zu als nach innen
vorgedrungen. Schliefilich ist der Rand eingebrochen, und nach
etwa 10 Mill. Umdrehungen hatte der Bruch die Linie b erreicht,
Nach weiteren 5600 Undrehungen war schon die Linie aa erreicht.

Der Versuch lehrt uns, was die theoretische Betrachtung im
Anschluf an die umlaufende Scheibe schon ergeben hatte, daf
Fehlstellen, die auf die Bruchfestigkeit nicht den geringsten Ein-
flul haben — im ersten Fall ist die Verringernng der Querschnitts-
fliche des Stabes durch die Fehlstelle von der GroBenordnung
0,001 Y%, — die Schwingungsfestigkeit des Materials ganz wesent-
lich herabsetzen. Man sieht daraus, dafl die vorher abgeleitete
Theorie fiir die umlaufende Scheibe mit unendlich kleiner Naben-
bohrung, wenn auch nicht der Griofle nach so doch dem Sinne des
Ergebnisses nach, im weitgehendsten Sinne praktischen Hinter-
grund hat.

Zur Frage, inwieweit Fehlstellen die Festigkeit des Materials
herabsetzen, ist noch zu bemerken, da8 bei jedem Material Fehl-
stellen, wenn man die nur mit dem Mikroskop feststellbaren Grofien
nicht ausschlieft, vorhanden sind. Zum mindesten gibt ja schon
die kristallinische Struktur, die die Bausteine der tiiblichen Ma-
terialien aufweist, an den Gefiigestellen Ungleichheiten, die im
Sinne der Theorie als Fehlstellen aufgefaBt werden miissen, da es
auf die Grofie der Fehlstellen nicht ankommt. Dazu kommen die
tatstichlichen Materialfehler und die unvermeidbaren Oberflichen-
beschédigungen, die menschlichem Machwerk trotz groBter Sorg-
falt bei der Herstellung anhaften. Die Schwingungsfestigkeit wird
deshalb niedriger liegen als die Elastizitdtsgrenze, die bei gleich-
miBiger Kraftverteilung festgestellt wird. Wie groB die Verhilt-

Schwi festigkeit . Sy
O TmeTgs ong el ist, kann nach  den bisherigen
Elastizitatsgrenze

niszahl y =
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Versuchsergebnissen noch nicht genan angegeben werden. Fir
Konstruktionsedelstahl scheint y nach den Versuchen des jingeren
Verfassers zwischen 0,6 und 0,7 zu liegen. Auf die Schwingungs-
festigkeit scheinen aber auBer der Elastizititsgrenze noch andere
Eigenschaften des Materials EinfluB zu haben.

Uber Fehlstellen, die so groB sind, daB sie mit dem bloBen
Auge gesehen werden kdnnen, lehrt die Betrachtung der Bilder
138—141 das Folgende:

Bei 0,1 mm Durchmesser der Fehlstelle (Abb. 188 und 139) ist
die Spannungserhthung infolge der Fehlstelle groBer als 4 %), gegen-
tiber der Spannung im gesunden Material (mit den nur mikros-
kopisch wabrnehmbaren Fehlstellen).

Bei 0,4 mm Durchmesser der Fehlstelle (Abb. 140 und 141) ist
der EinfluB der Fehlstelle groBer als 109, gegeniiber der Span-
nung im gesunden Material. Denn der Abstand der Fehlstelle
vom Mittelpunkt der Querschnittsfliche ist um 10 %, geringer als
der Halbmesser des Kreisquerschnitts. Wiewohl demnach die
Spannung bei einer linearen Spannungsverteilung tiber den Quer-
schnitt an der Fehlstelle um 109, niedriger hiitte sein miissen als
am Rand, ist gleichwohl der Bruch von der Fehlstelle ausgegangen,
ein Zeichen dafiir, dal die Spannung durch die Fehlstelle in ihrer
Umgebung um mebr als 10 Y%, erhtht worden ist.

Die in der Praxis oft vertretene Ansicht, dafl eine sichtbare
Fehlstelle oder Stérung (z. B. eine Bohrung) eine Spannungs-
storung auf den doppelten Wert zur Folge haben miiite — eine
Ansicht, die durch die im Vorausgehenden entwickelte Ableitung
an der umlaufenden Scheibe mit Feblstelle in der Mitte nahe-
gelegt wird —, ist nach diesen Versuchsergebnissen nicht berechtigt.
Diese Ansicht wird auch nicht durch die Theorie gestiitzt, da bei
der vergleichenden Spannungsberechnung mit und ohne Fehlstelle
stets von der Voraussetzung ausgegangen wird, dafl das Material
ohne Fehlstelle homogen bis in die kleinsten Teilchen sei, was tat-
sichlich nicht zutrifft.

Die Nutzanwendung der vorstehenden Ausfithrungen fiir die
Praxis ist, was auch ohne Versuch selbstverstindlich ist, dafl man
Fehlstellen im Material moglichst vermeiden soll. Der Versuch
zeigt aber, daf nicht nur grobe Fehlstellen, sondern auch sehr
kleine einen ungiinstigen Einflu auf die Festigkeitseigenschaften
des Baustoffs bei wechselnder Beanspruchung ausiiben, und daB
man deshalb an einen hochwertigen Konstruktionsstahl in dieser
Richtung sehr weitgehende Anspriiche zu stellen hat.

6. Kristallinische Strulilur des Baustoffs. Die kristallinische
Struktur kann, wie im Vorausgehenden schon ausgefithrt ist,
auch als Materialfehler (gegeniiber dem der Betrachtung zugrunde
gelegten homogenen Baustoff) angesehen werden. Von wesentlichem
EinfluB auf die Schwingungsfestigkeit ist dabei die Grobheit des



§ 72. Versuche zur Feststellung der Schwingungsfestigkeit 289

Metallkorns (also die GroBe des Materialfehlers). Bei hochwerti-
gem Konstruktionsstahl wird ja gerade bei der Herstellung ins-
besondere bel der Vergiitung darauf Riicksicht genommen, daf ein

moglichst feinkdrniges Gefiige erzielt wird. Infolgedessen ist die

Schwingungsfestigkeit
Zahl y == Elast%itfft@enzd ’
Materialsorten hat man viel grobkérniges Gefiige und infolgedessen
niedrigere Werte fiir y. So ist z. B. in der vorstehend beschriebenen
Weise auch ein Stab aus bester Bronze der Harburger Metallwaren-
fabrik zur Untersuchung gekommen (Abb. 137) (Tafel). Die Festig-
keitszahlen fiir dieses erstklassige Material sind 51,0 kg/qmm Zer-
reiBfestigkeit, 31,5 % Debnung bei 10facher Maflinge und Streck-
grenze unbestimmt, jedenfalls iiber 17,3 kg/qmm, also Zahlen,
die den fiir gewshnlichen Stahl erhéltlichen Werten nicht nach-
stehen. Trotzdem hat dies Material, (wie wahrscheinlich Bronze
allgemein) nur eine recht niedrige Schwingungsfestigkeit (unter
13 kg/qmm). Der Stab ist n#mlich mit 13 kg/qmm Belastung
11,5 Mill. Umdrehungen gelaufen und dabei etwa bis zur Mitte
eingebrochen. Die Ursache fiir die im Vergleich zur Zerreiflifestig-
keit geringe Schwingungsfestigkeit 148t das Bruchbild Abb 137
erkennen: wihrend der Zerreilbruch (unterhalb Linie cc) auf ein
sehr feinktrniges Gefiige méchte schlieflen lassen, zeigt der Schwin-
gungsbruch, daB grobe Kristaliflichen im Material vorhanden sind,
lings denen der Schwingungsbruch fortgeschritten-ist. Das fein-
kOrnige Aussehen des ZerreiBbruches ist demnach darauf zuriick-
zufiihren, daf die Kristallkérner durchgerissen worden sind. Ge-
rade an diesem Beispiel sieht man, wie mangelhaft es ist, Ma-
schinenteile, die wechselnder Beanspruchung unterworfen sind, anf
Grund der Angaben von Zerreifiversuchen zu bemessen. Denn die
Zerreififestigkeitszahlen fiir hochwertigen Konstruktionsstahl und
beste Bronze liegen bei 80—85 baw. 51 kg/qem, wihrend die
fiir die Haltbarkeit bei wechselnder Beanspruchung maBgebende
Schwingungsfestigkeit mit 40-—44 bzw. 12—13 kg/qem anzu-
setzen ist.

Die grofite bisher bei den Versuchen erreichte Schwingungs-
festigkeit ist mit einem Stab der Stahlsorte E 724 der Berg. Stahl-
Industrie in Remscheid erhalten worden. Dieser Stab war, ohne
Schaden zu erleiden, belastet mit 40,0 kg/qmm 15,6 Mill.,, mit
42,0 kg/qmm 20,9 Mill.,, mit 43,0 kg/gmm 28,3 Mill,, mit
44,0 kq/qmm 11,0 Mill,, und mit 44,2 kg/qmm 20,8 Mill. Um
drehungen. Nach der Erhthung auf 45,0 kg/qmm ist der Stab
nach 700000 Umdrehungen b1s auf etwa ; der Querschnittsfliche
eingerissen. Die iibrigen 2 der Querschnittsfiiche sind in der Zer-
reimaschine getrennt worden. Der Schwingungsbruch 148t er-
kennen, daB er ohne Unterbrechung, also erst nach der Erhohung
auf 45,0 kg/qmm vor sich gegangen ist. Die Schwingungsfestig-
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keit fiir dieses ganz vorziigliche Material liegt, wenn man auch
noch die Versuchsergebnisse an anderen Stiben aus der gleichen
Materialsorte heranzieht, bei 42—44,5 kg/qmm, ein ganz auBer-
ordentlich hoher Wert, namentlich wenn man hinzuftigt, daB das
Material eine Bruchdehnung von 16Y%, aufzuweisen hat.

Die geeignetste Qualifikation eines Materials, das zu Kounstruk-
tionszwecken verwendet wird und im Betrieb wechselnder Bean-
spruchung ausgesetzt ist, wire nach den vorstehenden Ausfiih-
rungen die Angabe der Schwingungsfestigkeit Wenn man in der
Praxis statt der Schwingungsfestigkeit die Bruchfestigkeit all-
gemein verwendet, so ist das nur damit zu rechtfertigen, dafl die
Bestimmung der Schwingungsfestigkeit sehr umsténdlich ist.



oy Abb. 139.

Abb. 130.

Abb. 141.

Abb.136—141. Oben Schwingungsbriiche, unten ZerreiBbriiche von hoch-
wertigen Stahl- und Bronzestiben von 28 mm Durchmesser. Abb. 136.
Stellen x beginnende Schwingungsbriiche. Abb.137. Schwingungs- und
ZerreiBbruch eines Bronzestabes. Abb.138. Schwingungsbruch ausgehend
von Fehlstelle y. Abb. 139. Umgebung der Fehlstelle in 80facher Ver-
groBerung. Abb. 140. Fehlstelle z, Linie bb nach 10 Mill.,, aa nach
weiteren 5600 Umdrehungen erreicht. Abb. 141. Derselbe Bruch in
20facher VergroBerung.

Teubn. Leitf. 17: Foppl, Grundziige der Fostigkeitslehre
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