
ЧИШВЫЯ ТОЖЕСТВА, 
ОАХОДЯЩШСЯ 

ВЪ СВЯЗИ Cl СВОЙСТВАМ С И М А Е. 

Н. В. Бугаева . 

Совокупность математическихъ истинъ, известная въ на
стоящее время подъ общимъ именемъ теорш чиселъ, суще
ственно распадается на два огромныхъ отдела. Въ одномъ 
разсматриваются свойства неопред'Ьленныхъ уравненШ: сюда 
относится теор1я сравненШ и различныхъ формъ. Въ дру-
гомъ наследуются свойства числовыхъ функцШ, какъ по от-
ношешю ихъ между собой, такъ и по отношенш ихъ къ 
функшямъ аналитическим^ и по связи ихъ съ различными 
вопросами анализа. Къ этому отделу принадлежатъ изящныя 
изслъдовашя Чебышева о первыхъ числахъ, Гаусса, Дирикле 
и Кронеккера о числе родовъ и классовъ квадратичныхъ формъ 
для различныхъ определителей, изеледовашя Дирикле объ 
ассимптотическихъ выражешяхъ, Нувилля о различныхъ чи
словыхъ тожествахъ и ВСЕ изыекашя о взаимной зависимости 
между свойствами числовыхъ функцш и коеффищентами без-
конечныхъ рядовъ. Хотя еще не существу етъ до сихъ поръ 
общихъ методовъ для решетя различныхъ вопросовъ втораго 
отдела, хотя частныя изыскания, отноеяпряея сюда, стоятъ 
независимо другъ отъ друга, однако нельзя не видеть, что 
вопросы и npieMbi, употребляемые во второмъ отделе, отли» 
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чаются отъ пр1емовъ перваго отд-вла своимъ аналитико-чи-
словымъ характеромъ. На этомъ основанш мы считаемъ по-
лезнымъ усвоить и терминолопю, соответствующую этимъ 
двумъ отд-вламъ. Совокупность истинъ, относящихся къ пер
вому отделу, мы будемъ называть собственно Teopieio чиселъ, 
или просто теоргею чиселъ, совокупность истинъ, относящих
ся ко второму отделу, будемъ называть для краткости число
вым, исчмсленшю или числовымъ анализомъ (calcul numérique). 

Т* случаи, въ которыхъ свойства числовыхъ функщй за-
висятъ отъ свойствъ неопред*ленныхъ уравнешй, нисколько 
не противоречат этому разд*ленно, и намъ кажется, что 
при такомъ воззрЪнш все, что проигрывается въ точности, 
выигрывается въ ясности и наглядности представлении 

Совокупность законовъ, составляющихъ предметъ нашего 
изсл^доватя, принадлежитъ къ той огромной групп* истинъ, 
которую мы будемъ называть чиеловымъ •исчислешемъ, ибо, 
если неопред-вленныя уравнешя и служатъ точкою отправле-
шя при вывод* различныхъ числовыхъ тожествъ въ нашемъ 
изсл-Ьдованш, то ГГБЛЬ и воззр*ше, съ которыми разсматри-
ваются эти уравнешя, носятъ на себ-В характера не подле
жащей ВПОЛН-Б теорш чиселъ въ смысл* вышеупомянутая 
опредъмешя. 

Въ выражешяхъ законовъ, выводимыхъ въ этомъ изсл-вдо-
ванш, входитъ функщя Е(«) съ символомъ Е, означающие 
наибольшее ц*лое число, содержащееся въ положительномъ 
количеств* и. 

До сихъ поръ этотъ символъ употреблялся какъ вспомо
гательное оруде для облегчешя доказательства различныхъ 
теоремъ теорш чиселъ и числоваго исчислешя (законъ взаим
ности двухъ простыхъ чиселъ, теорема Чебышева), но онъ 
не былъ предметомъ самостоятельныхъ изысканш и свойства 
функцш Ем не имелись въ виду при этомъ главныиъ обра-
зомъ. Лучшее изслЪдоваше, въ которомъ разбираются н*ко-
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?орыя свойства выражешй, зависящихъ отъ символа Е, при-
надлежитъ Дирикле. Но въ своей статье *) онъ преимуще
ственно имФетъ -въ виду провести мысль объ аееимптотиче« 
скихъ формулахъ, къ которымъ стремятся въ предал* р1>ше~ 
шя различныхъ числовыхъ вопросовъ, поэтому и методы и 
преобразовашя, употребляемые у него, носятъ частный ха
рактера еоотвФтствующШ другой основной мысли. 

Для изел1*довашя свойствъ символа Е можно пользоваться 
любымъ изъ трехъ пр!емовъ: или 1) можно употреблять спо-
собъ неравенствь, въ которомъ общею задачею было бы опре
делить, сколько разъ неравенство f (х, у, z) <^п можетъ 
быть удовлетворено при изв*Ьстныхъ условЕяхъ возрасташя 
перемФнныхъ, или 2) способь геометрическт, при помощи 
котораго можно бы решать различные вопросы для точекъ, 
распред'Еленныхъ на плоскости или въ пространств* изв^ст-
нымъ образомъ, и выводить все, что возможно вывести изъ 
подобнаго воззр'Ьшя, или 3) способь неопредгьленныхъ уравне
ний, въ которомъ свойства символа Е выводятся на основа
ми способности выражешй, зависящихъ отъ Е, выражать 
различный свойства по отношенш къ неопредФленнымъ урав-
нешямъ. Хотя каждый изъ этихъ пр!емовъ им*Ьетъ свое
образный характеръ и способенъ вносить въ изсл^доваше 
свойственныя ему особенности, однако не трудно видеть при 
ближайшемъ разбор*, что ВСЕ эти методы, равно какъ и ме-
тодъ преобразованы числовыхъ выражешй, сводятся въ сущ
ности къ одной основной иде*. 

Мы могли бы дать нашимъ изыскашямъ назваше теорш 
символа Е, если бы вполн-fc пользовались ВСЕМИ вышеупомя
нутыми способами и разобрали вс/Ь заключешя, къ которымъ 
можетъ повести каждый изъ методовъ изел'Ьдовашя, но такъ 
какъ нами преимущественно выбранъ одинъ изъ пр1емовъ, 

*) Lejeune Dirichlet Sur la determination des valeurs moyennes dans la 
théorie des nombres. Journal des math. Liouville. 1856. 
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и мы разобрали ВСЁ законы, къ которымъ можетъ повести 
онъ для определенныхъ случаевъ, независимо отъ того, бу-
детъ или не будетъ входить въ выражеше ихъ символъ Е, 
то и должна быть удержана въ назваши нашего изследова-
шя соответствующая общая идея. 

Въ нашемъ изследованш мы вывели два общихъ закона 
числовыхъ тожествъ. Второй изъ нихъ можетъ выражаться 
съ одной или съ двумя произвольными функщями. Формулами 
этихъ числовыхъ тожествъ какъ бы указывается на взаимную 
связь этого метода съ интегращей по конечнымъ разностямъ. 
Действительно, въ частномъ случае второй законъ число
выхъ тожествъ даетъ обпря формулы по конечнымъ разно-
стямъ, могупщ послужить и для решетя различныхъ вопро-
совъ числоваго анализа. Эти законы числовыхъ тожествъ 
даютъ въ различныхъ частныхъ предположешяхъ различные 
числовые законы, способные при дальнейшемъ изследованш 
давать новые результаты для числоваго исчислешя. 

Сознавая, что въ нашемъ изследованш мы коснулись толь
ко некоторыхъ характеристическихъ евфйствъ символа Е, и 
изложили небольшое число техъ истинъ, которыя находятся 
въ связи съ числовыми тожествами, мы остаемся однако убеж
дены, что при дальнейшемъ развитш изследованш въ этомъ 
направленш, будутъ найдены новыя стороны, проливакнщя 
новый светъ на теорш числовыхъ функцш. 



ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

Первый закояъ числовыхъ тозкествъ. 

§*• 
Знакомъ Е, поставленные передъ положительнымъ коли-

чеетвомъ и, мы будемъ означать наибольшое ц^лое число, 
содержащееся въ немъ; при такомъ уедовш 

E - | ^ = 3 , E - i = 0, E у/Т = 2. 

Для случая, когда подъ знакомъ Е будетъ количество от
рицательное, МОЖНО УСЛОВИТЬСЯ ВП0СЛЁДСТВ1И. 

По свойству знака Е, вопросы, въ р*шеше которыхъ вхо
дить онъ, стоятъ въ непосредственной связи съ свойствами 
различныхъ числовыхъ функцш. Мы будемъ им*ть въ виду 
не столько изложить то, что было известно объ.этомъ сим
вол*, сколько дать органическую связь истинамъ, выражае-
мьшъ помощно его, и показать на пР1емы и методы, могущ.е 
быть полезными при изсл-вдованш его свойствъ. 

Прежде ч1шъ перейти въ выводу различныхъ т е о Р е м ъ 

висящихъ отъ символа Е, мы введен* для сокращена нъ 
торьш обозначена. {к) мЫ б у 

Конечный рядъ чиселъ ç (1), ?W> ? W ' r
 W==Ä 

за-

?(«)] илипро-Демъ для краткости изображать выражешемъ |̂  

U , сйдсательно всякая алгебраическая фор.у«, » 
к 

ето 
~4 



которую входитъ подобное выражеше, должна быть повторе
на число разъ, соответствующее пределамъ изменешя и; та-

кимъ образомъ выражешемъ z + х и2 \+У = < -п мы будемъ 
"2 

означать целую систему уравнешй; 
z + 22 . х + у — п 
z 4- З2 . х + у = ^ 
% + 4>2 . ж + у = г/ 

Î 2. 

Неопределенное уравнеше z + ах — п, где а ш п два ка-
кихъ нибудь положительныхъ числа, ивгЕетъ безчисленное 
мноя̂ ество решети только въ томъ случае, когда перемен
ный z ш х получаютъ какъ положительныя, такъ и отрица-
тельныя значешя; но, если z будетъ сохранять только поло-
жительныя, а х целыя и положйтельныя значешя, не считая 
нуля, то число решети этого уравнешя будетъ ограничено. 
Решешя эти будутъ выражаться к парами соответствую-
щихъ величинъ 

к к 

х • 
\ "1 

п 

—• au I 

где k показываетъ сколько разъ а содержится въ п, k—E 
Итакъ число целыхъ и положительныхъ решешй неопре-

деленнаго уравнешя z -h ах = п, при вышеозначенныхъ усло-
В1яхъ изменешя переменныхъ, будетъ выражаться формулою: 

N = E * . 
а 

Если неопределенное уравнеше будетъ 
z -f- ах -J- by = п. . . . . . . . . . (б?) 
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где о, Ь и п три какйхъ иибудь неравныхъ положительныхъ 
количества, то число такихъ решенШ, въ которыхъ % при-
нимаетъ положительныя, а х и у целыя и положительныя 
значешя, можно определить двоякимъ образомъ: или а) при
нимая въ еоображеше, что у можетъ получать вее целыя зна-

ль 
чешя, заключаюпряся въ ряд* \и I , или Ь) что переменное 

L J 4 

х можетъ принимать все значешя, содержанцяся въ ряд* 

[•]• 1 
Въ первомъ случае число паръ р*шенШ у^авнешя (а) бу-

детъ равно числу всехъ решения системы: 

Е | 

z + ах = п — b \и \ (Ь) 
1 

Во второмъ число рЪшешй равно числу р*шенШ системы 
уравненШ: 

Е= 
а 

z -J- by = я — а I и I (с) 
1 

Число решенш системы (Ь) будетъ N — У Е . 

Число решешй системы (с) будетъ Nf = /_.Е 

1 
в; 

п —au 
Ъ 

1 

Такъ какъ въ томъ и другомъ случае N и N4 выражаютъ 
Г 
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число решети одного и того же уравнешя (а), то необхо
димо N=N4: 

Отсюда непосредственно вытекаетъ тожество, имеющее 
м'Есто для всякихъ трехъ положительныхъ количествъ п, а, Ь, 

Ь а 

Хп—Ъи \} п—а 
a àad Ъ ZE^==ZE^j1 • • • (4) 

или 

Е»=* + Е ^ + Е — + - + Е^=^ =ЕГН 
а 

л—2а , , _, п—аЕа 
+ Е-—— +.... +Е 6 . — • I ъ • 

Зам^нивъ а, 6, /г величинами ж, у? 5, и полагая а; = Н , 
получимъ 

*=гЕ* и = Ej-

« = 1 ге = 4 

Если у ж z ц*лыя числа, то % = Е% и последнее уравне-
nie принимаетъ видъ 

и = z 

YE!=*EÏ-1(I+I£)EI откуда 
и = 1 

г« = г 

£ЕН+"ЕН(ЧК <3) 
% = 4 

Полагая въ формул* (1) 

n=pq, а = р, 6 = ?, 

имФемъ: 
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и = Ер и = Eq 

Là р Là q 
и = 1 % = 4 

Для случая, когда р и с числа ц^лыя, им^емъ: 

р — 1 g —4 

Là p Là 
,д(р-н)_уЕч(р-н) шт 

Р 
\ 1 

p P P P Я Я 

+ E ( < ? ~ 1 ) P 

§3-
Теорема, выведенная нами, можетъ послужить къ рЗнпешю 

одного числового вопроса. Если даны два какихъ-нибудь по-
ложительныхъ числа а и й, изъ которыхъ а > ! » и i » > l и 
составленъ рядъ чаетныхъ 

а а а а 
Ь9 ï2f Ъ"' ' * ' 6* 

въ которомъ -гк <^ Ь9 число цыфръ N во ВСЕХЪ этихъ ча

етныхъ до запятой выражается формулою: 

u=ELoga 

М = Т Е ^ = ? = Е ^ + Е ^ = 1 + . . . . + 
ami Logo Logo Logo 

«=0 
4- E L°9a-EL°9a m 

где логариемы берутся при основанш 10. 
Действительно, заменяя въ уравненш (2) % чрезъ Logaf 

у чрезъ Logb, находимъ уравнеше 
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EïïH u=ELoga 

2>»9(f*)=2> Loga—и 
Logb 

Означая вообще число цыфръ въ частномъ -rj- до запятой 

чрезъ ws, и полагая ni + п2 + ?г3 + •••• + /гБ£о£а=М = чи-

елу цыфръ во веФхъ частныхъ, не считая десятичныхъ зна-
ковъ, находимъ формулу (4). 

Для а = 10000, 6 = 2 им'Ьемъ соответствуйте частныя: 
5000, 2500, 1250, 625, 312.5, 156.25, 78.125, 39.0625, 

19.03125, 9.01, 4.50..., 2.25..., 1.12...; 
Число цыфръ во всФхъ этихъ частныхъ до запятой найдется 

изъ формулы 

Logt ' Logt ] Logt i Logt 
Если а и Ъ числа трансцендентный, то разр^шеше этой 

задачи путемъ непосредственнаго д^лешя требуетъ значи
тельная числа ариеметичеекихъ дМетвШ. 

Если мы въ уравненш (1) зам*Ьнимъ п чрезъ Loga, a чрезъ 
1 

Logb ш b величиной -, то получимъ 

и==^Той u==EkLoga 
Loga—j 1>ф)=1> 

откуда находимъ, что число цыФръ для ряда т*хъ же частныхъ, 
возвышенныхъ въ степень к, выражается формулою 

N = E ^ 0 ^ q 4 - E ^Loga—l ; у kLoga—2 
к Logb^ kLogb + kLogb + * ' " 

^ kLoga—EkLoga 
' kLogb 
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u=ELoga 
л^ тчт V т̂  Loga — и 
Формула IN — 7 -Ь — | — — , содержа два произвольныхъ 

положительныхъ количества, даетъ возмояшость поставить 
три задачи такого рода: или 1) по даннымъ двумъ количе-
ствамъ а и Ъ можно требовать опред'Ьлешя N — числа цыфръ 

во всЬхъ частныхъ ряда 

^Logb 

а 2) или по даннымъ N и а 

можно найти меньшее число 6, или 3) по данному чис 
лу N и меньшему числу Ь, можно найти большее чис
ло а, удовлетворяющее требуемымъ ус.юв!ямъ. ПОШГЁДЗ 
шя дв* задачи существенно отличны отъ первой по харак
теру ихъ рфшешй. — Тогда какъ въ первой отв'Ьтъ всегда 
будетъ выражаться какимъ нибудь опред'Еленнымъ числомъ 
N, количества а шЪ, разрешаются задачи вторую и третью, 
будутъ величинами, заключающимися въ извФстныхъ предФ-
лахъ. Это значитъ, что, если даны число цыфръ N и число 
а, всякое количество въ промежутка между 64 и Ъг спо
собно удовлетворять требуемымъ услов1ямъ. Тоже самое мо
жно сказать и относительно количества а. Такимъ образомъ 
Функщи а и Ъ, удовлетворяющая уравненш 

u=ELoga 

hmd \ Logo ) 

будутъ функщями особаго рода. Мы ихъ назовемъ функщями 
между предельными, ибо ихъ можно точно определить, обо
значая два крайнихъ пред-вла ихъ изм-внешн: b = (b{, o3), 
« = («,, в,). 

Формула (4) даеть возможность вычислять логариемы по 
«ощш ц^лаго ряда ариеметическихъ операцш. Действительно, 
взявъ некоторое число а, котораго логариемъ мы знаемъ, 



какъ наприм'Ьръ 1000, 10000 и другое число Ь, котораго ло-
гариемъ ищемъ, мы помопро простого ряда д'Ьлешй нахо-
димъ N, и изъ уравнешя (4) определяема въ какихъ пред*-
лахъ заключается величина Logb. 

Конечно такой способъ нахождешя логариемовъ им^етъ 
только теоретически интересъ. 

s * . 
Теперь мы остановимся на споеобахъ вычислять величину 

выражешя ЪЩи для различныхъ предЪловъ измФнешя пере-
м^ннаго и. 

Этотъ вопросъ можно решить, разсматривая вообще урав-
неше вида z + х + фу = п. Зам^тимъ при этомъ, что во 
ВС-ЁХЪ дальн*йшихъ елучаяхъ мы будемъ считать въ числи 
ръшешй неопред-Ьленнаго уравиешя только ташя системы 
перем*нныхъ х, у, г, въ которыхъ z сохраняетъ положитель-
ныя, а х и у цФлыя и положительныя значешя. 

Въ частномъ случае когда фу=у*, уравнеше %+ос+у =п 
mitera ограниченное число р*шенШ, удовлетворяющихъ выше-
означеннымъ услов1ямъ, не считая нуля. Въ этихъ рШпешяхъ 
х можетъ изменяться отъ 1 до п— 1, у отъ 1 до Еуп — . 
Число рФшенШ уравнешя % + х + у* = п будете или равно 
числу вс*хъ р*шенШ системы уравнений: 

Z + X + И- п 

или системы: 
и—1 

z + У2 + U 

При п цЪломъ число ришешй первой системы выражается 
формулою 
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N = = Z (n~w2) 
1 

п—1 п—1 

и второй формулою NA= У Е \/п — и — У Е У и 

1 1 

Откуда на томъ оеноваши, что N=N,, мы получимъ за-
конъ числового тожества въ вид*: 

и=п—1 Еу/г—1 

У Е ^ы=п Е\/п— i — Т,^2 и л и 

п Е\Л 
У Е yfi = (в + 1) EyV— ) V 

i 1 

Еугс" 

Заменяя Уи1 соответствующею величиною, найдемъ: 

Разсматривая уравнеше £-|-а;-|"~у3 = ?г, гд15 ^ ц^лое число, 
найдемъ подобнымъже образомъ 

п Еу ^ 
з __ з 

" " V ^Еу/^ = (^+1)Еу/^— 2]i 
1 1 

Вообще для выражешя / Е \ / м мы получищъ изъ разсматри-

вашя неопред^леннаго уравнешя z~\-x-\-ym=n формулу: 
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п Е\/п 

E\/u = (n+l)E\/n—2/ (6) 
1 4 

Если бы мы взяли уравнеше z-\-x-\-$y—n, гдф фу воз
растающая функщя, то нашли бы общую формулу для р'Ьше-
гш подобнаго рода вопроеовъ, или разсматривая систему 
уравнешй: 

и=Щ(п—\) 

z-\-x=\ п — фи 

гдгЬ фх* функщя, обратная функцш ф#, или систему 
Е (n—t 4) 

z -j- фу = I п — м | . 
4 

Число р!>шенш этихъ системъ выражается формулами: 
ге=ЕФ (я—4) Е (п—ф 4) 

N = У Е (/г — ф«) и N, = УЕ ф ( П — М). 

и=1 4 

Числовое тожество получится изъ уравнения N = N1. 
Если п ц*лое число, въ первой части этой формулы 

каждый членъ можно заменить количествомъ п — Ефгг для 
случая, когда фгс число цЪлое и количествомъ п — 4 — Еф% 
для случая, когда ф« число не ц-Ьлое, поэтому можно напи
сать последнюю формулу въ вид^: 

ад=Е (я—ф 4) *—Еф(* - 4) Щ (я~~1) 

У Е ф (л —«) = лЕф(л— 4) — ^Ефг« —дГфге]. . . . (6) 
и=\ s*=4 1 

Щ (лг—4) 

гд* д I ф^ I показываетъ сколько разъ количество фи не бы-
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ваетъ Ц'ЕЛЫМЪ числомъ въ пред'Елахъ измЗшешя перемъннаго 
Еф (я—1) 

te отъ 1 до Еф (п — 1); означивъ чрезъ ц J фге J , сколько разъ 
4 

фи делается целымъ числомъ въ техъ же пред'Елахъ измене-
шя и, будемъ иметь; 

Еф (/г—4) Еф(*г—4) 

д фи + Ч Н ^ I = Еф (л — 1), откуда 
4 4 

Еф (я 4) Еф (я—4) 

д Гфи = Еф (п — 4) — ц Г фи 
4 4 

Принимая въ соображеше эту формулу, и заменяя п чрезъ 
п ~f- 4, находимъ: 

W = E (я -f 4—^4} г«==Еф/г Ефгг 

У]Еф(* + 4 — и) = яЕф(л) — ^ Е ф * + ц Гф^1.... (7) 
««=4 ге=4 4 

§5. 
Если мы будемъ разсматривать неопределенное уравяеше 

z -\~ ах1 + Ъг/ = я, где а, Ъ m n три положительныхъ ко
личества, то число его решенШ будетъ ограничено темъ, 

что ж можетъ изменяться только отъ 4 до Еу и у толь

ко отъ 4 до Е у — г — . Стало быть, в с* рфшешя этого урав-
нешя будутъ въ тоже время решешями или системы урав
нений: 

z-^-ax2 =\п —• Ьи*\ 
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El/— 

или системы уравнешй z +• %2 = I я — в2« 
1 

Число ВСЕХЪ рФшенШ этихъ системъ выражается формулами: 

4 1 

Сравнивая эти два выражения, мы получаемъ законъ чи
слового тожества въ вид^: 

1 1 

Полагая 5 = 1 , мы получимъ выражение: 

i i 

Заминая п чрезъ lo^oc, a чрезъ Logrß, имЪемъ 

(8) 

Еу /Log«—1 
' logß 

2wE V ~^rL=2]E vW ï^P~ = L vLog*—%i L°9ß-
- 1 4 

a ° З Н а Ч а я B o o 6 4 e ™<«o цыфръ до запятой въ частном* 
- р чрезъ vft, мы йм*емъ формулу: 
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^ ^ т ^ ^ Loja — и2 

Log? 

Если подобнымъ образомъ будемъ разсматривать неопре
деленное уравнеше 

% -f- яд?3 + %3 = л, 
где a, ô, /г положительныя количества, то найдемъ законъ 
числового тожества въ форм*: 

3 и—Ь «* n—a 

Для неопределенная ураввешя z -f- aa?m + % m = гг бу
демъ иметь 

2] Е {А-^т—УЕ {/̂ «* m 

- - , • • • • ( 1 0 ) 

S б-
Если бы мы разсматривали неопределенное уравнеше 

* + Ф# + <!>ty = л . . . . . . . (<0 
где ф«г и '\{у функщи возраставшая, начиная съ 1, и имею
щая положительныя значешя, число решенш его было бы 
равно или числу решенш системы: 

+ фж = п — ф4 и 



— U — 

щи системы: 

Î 

Въ этихъ формулахъ ф и ф, суть функцш, обратныя функ-
щямъ ф и ф , . Число р!>шешй об^ихъ системъ выражается 
формулами : 

и=ф1 (ji—Ф4) п=Щ (п—Ф£4) 

N = Т Е ф (п—ф^) и N, =У]Еф 4 (и—ф«), 

откуда получается общая формула перваго закона числовыхъ 
тожествъ для уравнешя % + фж + ф£у = п 

^ Е ф (п—^и) = ^ Е ф х (я-Цю). 

«е=4 ад=1 t 

Можно неопределенное уравнеше (cl) заменять системами 
уравнешй: 

z -\- фж = I , — фхм I 

м=4 
или 

Еф/г 

+ Ф|У == *—Ф* 
1 

Въ такомъ случае первый законъ числовыхъ тожествъ вы
разится общею формулою: 

^ Е ф (л—ф.м) = 2 ^ Е Ф » (л—+м) С1) 
и=1 и=1 
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Мы будемъ иногда пользоваться этою формою перваго за
кона числовыхъ тожеетвъ, какъ более удобною. 

Если положимъ въ общемъ ураввенш фа? = ах*, ф4у==6у, 
то найдемъ формулу числового тожества для неопределенная 
уравнешя 

% -\- ахъ -\-Ъу = п въ виде 

Е V/E5+E )/ЕШ+....+Е)/Е^ = Е — + 

+ ЕП~Га + ... + Е П ~ ^ Е ^ 
Ъ ' 6 

Полагая въ этой формул* 5 = 1 , n=Logk, a=-LogB, находимъ 

v*/Logk—1 i F | J/LogA—2 , , v{/LogA—ELogA 

A A 
E ĵj- + E i o 0 - T + ••• + E Log B ^ E ^ | ^ | 

B2 

формулу, определяющую N число цыфръ до запятой въ ряд* 
частныхъ 

ы vt°/Logk 
и=&У LogB 

• в -• 4 

+ E V I^B 
Для А =1000000 , B = 2 частныя будутъ 

^ = 500000, | j = 3902,... A^ = 0, . . . . 
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Число цыфръ во ВСБХЪ ЭТЙХЪ частныхъ выражается фор
мулою 

N ^ E V 7 Î - L E ^ • + EV/ - 1-
v 0,30103 ^ v 0,30103^ V 0,30103 ^ 

4 - E \ / I | - E \ / - 4 - E l / - = *0. 
^ V 0,30103 n v 0,30103 ^ V 0,30103 

Если мы положимъ въ общей формул* (I) <\>,у = Ь'^у и 
^х=ах, то получимъ 

2 > = = * = 2 > Ф " ^ «о 
te=sl « = 1 

гд1ь положивъ о=1 , n—LogA, 6=i,o#B, находимъ 

формулу, дающую возможность определить N число цыфръ 
A A A A 

ц^лаго ряда частныхъ—г., —г-т, —г-г .... —-—rioqk 
В^ В* В* в ^ Ь Ф ^ в 

»-в+(^)+Ч^)+Ч^)+-
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{ 
Если положить въ формуй (11) а = г , число цыфръ 

к Ьодк 

въ частныхъ ( - . V будетъ выражаться формулою 

Заминивъ въ (12) В*Ж чрезъ 4*, ^ выражешемъ^? 
фж формулою ф(10^ в ) , находимъ: °^ 

откуда, означая чрезъ N число цыфръ во всФхъ частныхъ д0 

запятой ряда L - I находимъ 
t€==4 

N e E * ( A ) + E 4^) + E +(^) 
... +Еф^^_ \ 

фж = а;, фаг = 
и=ЕА 

(13) 

Е 1 1 Ф Ж = = Ж ' ^ ^ Ч Й С Л 0 Ц * Ъ - - с т н ы х ъ 

Йб!детъ^ЕА+4+^+...+ЕА 
Для даннаго числа 
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A = a - f l06 + 100c + lOOOd, число цыфръ N выражается 
формулою 

N = a + Hô-f Шс + ilHd. 
Если <\ix = xi -f 2, число цыфръ въ ряд* частныхъ 

А А А А . 
2"' It' 6 TT* ÏR выражается формулою 

M=ELO^A 

N 

и=0 «-о 
Обозначивъ чрезъ Ц (х) функцш, выражающую число цыфръ 

IX I 
въ ряд* частныхъ у - » получимъ: 

Ц И = Е ф ( Ж ) + Е ф ^ + Е ф ^ + ... + Е ф ^ Ы о ^ 

X 
гд-Ь5 замйнивъ а? чрезъ —, находимъ 

откуда получаемъ 

Ц ( * ) - Ц ( ^ ) = Е ф * (U) 

формулу, дающую возможность определять Ефж, если изве

стны дв* функцш Ц ( ж ) и Ц f | L \ вычислеше которыхъ не 

представляетъ никакихъ особенныхъ трудностей со стороны 
теорш. 

Этою формулою (U) можно воспользоваться для прибли
женная опредидешя корней уравнены фж = а. Дийетвитед-
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но, корень этого уравнешя есть ничто иное, какъ знаяеше 
функцш фу, обратной функцш фа? при у = а, то есть фа, 
ш Ефа выражаетъ это значеше в*рно до ц*лыхъ чиселъ. 

Если въ основной формула 
и=Щ1 (п) и=Щп 

^ Е ф (п — ф4 ie) =2]Еф* (я—фи) 

ооложимъ фа? = 4 0Ж, тогда она приметъ видъ 

£ Е £о</ (п - ф, «) = 2 Еф, (п - 10") 
«4 = 1 М = 4 

Формула эта можетъ послужить для опред*лешя N числа 

цыфръ до запятой въ ряд* выражешй \п — фг* 1 

М = Еф^+Еф(^—10)+Еф(^~102)4-...+Еф(я—10"°»*) (15) 

Зам*нивъ въ общей формул* (I) фа? черезъ Z o ^ , n че-
резъ Zojjw, получимъ уравнеше 

u=EjL Logn ш=п 

изъ котораго поел* замены 10т чрезъ фа?, ф4а? чрезъф(10ж), 
находимъ 

• • • + * + ( £ ) «»> 
2* 
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формулу, определяющую сумму цФлыхъ чиселъ до запятой въ 

ряде частныхъ UJ 
t e = l 

Формула (16) даетъ возможность решать одинъ вопросъ 
домощш другого и выбирать для вычисленш тотъ или дру
гой способу смотря по величина числа п и виду функцш 
ф(я?). Если ф(ж) есть функщя, чрезвычайно быстро возра
стающая и число п очень велико, число дейетвш, тре
буемыхъ первою частш уравнешя (16), значительно менее 
числа действШ, требуемыхъ второю частш. Если же функщя 
фж возрастаетъ медленно^ или п малое количество, тогда 
число дейсхвш, выражаемыхъ второю частш, въ свою оче
редь менее числа действШ, требуемыхъ первою. 

Взглядываясь въ формулу (16), мы видимъ, что она пря
мо вытекаетъ изъ разсматривашя неопределенная уравнешя 

z + (КХ) *У = п 

Число его р*шешй въ томъ случае, когда % получаетъ 
только положительныя, а х и у целыя и положительныя зна-
чешя, начиная съ I, будетъ равно или числу решешй си
стемы уравнений 

En 

% -f 'Кх) \ и \^=п 

или системы 
Щп 
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Число рЪшенш этихъ системъ выражается формулами: 

м=Е (п) Щп 

Сравнивая эти величины, мы находимъ формулу (16), 
Изъ разсматривашя неопределенная уравнешя 

% + §Х . ф 4 у=П, 
ГДГЁ фж и ф4у функщи возрастающая и имФюнуя положитель-
ныя значешя, начиная съ 1, получаемъ первый законъ чи
слового тожества въ вид* 

Щп) Щх{п) 

2H(Ï.H4F;„) <"> 
1 1 

гдгЬ ф и ф4 суть функщи, обратныя функщямъ ф и ф г 

Для фа; = х2, ф£у = у'у, фа; = \ /# , ф4у = у3 общая фор
мула (II) даетъ 

п 

WirEG9"+E(#)'+EG9'+ 
+"(?) ,+--+ж[^]' 

Для уравнешя я-)-(фз?) : = ^ первый законъ числовыхъ 
тожествъ приметъ форму 

и=*к u=ki $ 

« = 1 «а»! 
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4 

въ которой А = Е ф Г п Л Л и * | = А Е ф / ^ С Л 

Однимъ еловомъ, если намъ дано неопределенное уравнеше 

* + Ф (я, у) = и, 
гдф ф (^ S') Функщя возрастающая, начиная съа?=1 и у = 1 , 
и имеющая для этихъ звачешй перемФннаго положительную 
величину, число р^шенш его будетъ равно или а) числу pt-
шенгй системы уравнешй: 

гд* ft количество, удовлетворяющее неравенетвамъ 

ф(*, 1 ) 5 » и ф(& + М ) > * 
или Ь) числу р*Ешенш системы 

z-\- I ф (а?, и) I == я, 

гд* р удовлетворяетъ неравенствамъ 

Ф0»р)5» Ф(*,р + 0 > л 

Означивъ чрезъ i]a и |& величины у m х, удовлетворяю-
гщя уравнешямъ ф (а, т)а) = я и ф (Н&, 6) = п, мы получимъ 
для выражешя числа корней этихъ системъ уравнешя: 

и=к 
N = Е-/), + Е-/]2 + ЕЧ, + . . . . + E 4 t = J ] Ет)м 

«=4 

N^E^ + E^+E^ + ....+ E^ = £E$W 

te8*! 
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и числовой законъ въ форм* 

Пользуясь формулами 
u=ELogn и==п 

» М - &Ф(^-,)«8(»)=УЕФ@, 
t e = o 3 t = l 

определяющими N (п) число цыфръ и S (ri) сумму вс^хъ част-
$е=Ефп 

Г ^ 1 
ныхъ ряда I т— I , можно решать и друпе вопросы. 

Такъ для опред'Ьлешя суммы всгЕхъ цыфръ этихъ частныхъ, 
найдемъ сперва, ai сумму всЪхъ цыфръ, стоящихъ на мФстЪ 

единицъ. Опред-Ёливъ SI — | , не трудно видеть, что рядъ 

п частныхъ для числа — будетъ состоять изъ т*хъ же чиеелъ, 10 
уменьшенныхъ только въ 10 разъ. Ц-ЁЛЫЯ части частныхъ 

п 
числа т-ß будутъ отличаться отъ ц^лыхъ частей числа п толь
ко тФмъ, что цыфры, етояпця на м-Ьст* единицъ входить не 
будутъ, следовательно 

c , = S ( » ) - 1 0 s ( ^ ) 

Если наиболышя частныя числа п будутъ состоять только 
изъ двухъ цыфръ, ffä, сумма цыфръ, стоящихъ на мФст* де-
сятковъ, будетъ выражаться формулою 

-—1 S(»)-(s»»-ios(^) 
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Если же наиболышя частныя будутъ состоять изъ несколь-

кихъ цыфръ, то, определивъ S (л), S f — Y S ( —r J , най-

демъ для 02 формулу ^==щ ИО S (^~j — s ( ~ \ . 

Подобнымъ же образомъ можно решать и друие вопросы 
для этихъ частиыхъ. 

До сихъ поръ мы находили полное число паръ корней не
определенная уравнешя % -{- tyx -f- ф£у = /г въ пределахъ 
возможнаго измФнешя переменныхъ х отъ 1 до Еф (п—ф£ 1) 
и у отъ 1 до Еф1 (п — ф1), и выводили соответствующая это
му предполоя̂ ешю формулы. Если же переменныя х и у 
должны заключаться въ определенныхъ пределахъ, тогда вы-
шевыведенныя формулы дла числа паръ корней изменятся 
соответственно величинамъ этихъ пределовъ, и законъ чи-
словыхъ тожествъ приметъ другой видъ. 

Положимъ, что мы имеемъ въ виду определить число паръ 
корней неопределенная уравнешя z -J- фж -j- ф4у = п, пред
полагая, что х можетъ получать положительныя целыя зна-
чешя въ пределахъ целыхъ чиселъ отъ mi до m2, a y въ пре
делахъ отъ nt до п% включительно. Мы полагаемъ, что т2^>т1} 
п.2^>пи и притомъ целыя числа ш2 и п% не превосходятъ чи
селъ Еф (п — ф4 1) и Еф4 (п — ф1), пределовъ возмояшыхъ 
измененш переменныхъ х и у. 

Возможные пределы изменешя дня величинъ у, соответ-
ствуюгщя даннымъ изменешямъ х отъ т1 до т2, будутъ: 
Еф4(л — фт4), Еф4(п—ф (л^ + 1)),..... Еф4(л— фт2)... (е). 

Возможные пределы для изменешй величинъ ж, соответ
ствую щш даннымъ изменешямъ у отъ ni до п2, будутъ: 
Еф ( п - ^ п , ) , Е ф ( / г — ^ К + 1)) Еф ( я - ф , » , ) . . . (/). 



— 25 — 

Ряды (е) и (/), выражаюире возможные пределы изменешя 
переменныхъ, будутъ идти въ нисходящемъ порядка, ибо 
фа? и фАу функцщ возрастаюнця. Означимъ чрезъ ô£, 02, 
со4 и со2 крайше возможные пределы изменешя переменныхъ 
у и х: 

CÛ4 = Еф (гг — ф£?г2), coä = Еф (и ~ ф ^ ) 

Смотря потому, въ какомъ отношения находятся данные 
пределы mi} т2, nif гг2, къ со^ ш2, 6U Ô2, крайнимъ возмож-
нымъ пределамъ изменешя перем'Енныхъ, формулы, выражаю-
щш число паръ корней, и законы числовыхъ тожествъ при-
мутъ для каждаго частнаго случая соответствующей видъ. 

Число корней неопределенная уравненш z -\- tyx-\-ty1y=n 
при данныхъ услов1яхъ будетъ зависать или отъ величинъ 
возможныхъ пределовъ ряда (е) въ связи съ nif n2 данными 
пределами у, или отъ величинъ возможныхъ пределовъ ряда 
(/) въ связи съ ти т29 данными пределами изменешя х. 

Если одна изъ величинъ тс ряда (е) будетъ <^п1} то vk чи
сло паръ корней, соответствующее этому члену ряда (е), бу
детъ = О, если и заключается въ пределахъ п1 и п2, то 
vk=iz—яа+1, если ^^>щ, число корней vk=nu - ^ + 1 . 

Полное число корней N равно сумм* всЬхъ величинъ v, 
и=т2—mt + 4 

еоответствующихъ всемъ членамъ ряда (в): N = / vu. 

Означая чрезъ [х4, р,2.... jx подобныяже величины, 

соответствующая членамъ ряда (/), въ зависимости ихъ отъ 
ти т19 пределовъ изменешя х, мы найдемъ туже величину 

и=п2—я£-ь 1 

N=р, +1*. + h + - + ^ и - Ц ^ 



— 26 — 

Уравпеше, выражающее законъ числового тожества, будетъ 

Распределяя 4- количества /?4, /г2, В13 62 въ восходящемъ по
рядке, начиная съ наименьшаго по величине, будемъ иметь 
следукнщя шесть случаевъ: 

ô2 nt п@ 

а. о, о. 
{) 6 
2) п 
з) е 
4) пл 64 

5) Ь 
6) шл e t е2 

Количества #»1У t»2, CU19 со2, раепределенныя такимъ же обра-
зомъ, разместятся въ порядке, соответствующемъ каждому 
изъ этихъ случаевъ, такъ что взаимное соотношеше между 
nt9 п2> ^i> ®2» Щ>Щ9 &19 ы2 выразится следующею таблицею: 

1. 64 62 л4 я2 

2. 
3. 
4.. 
5. 
6. 

nt 

в. 
я 1 

9. 
я, 

и2 
я4 

е, 
»! 
е, 

е. 
К 
щ 
nt 

в, 

е2 
^ 2 

92 

в, 
я2 

to 

т. 
со 
m 
т. 
со 

m 
m 
to 
to 

m 

to2 m2 

Доказать, что количества т{> тй> а>4, OJ2 распределятся со
ответственно въ порядке» выражаемомъ правою таблицею, 
очень легко. Действительно, первый случай 64, Ь,2?п1Уп2 ха
рактеризуется неравенствомъ 

02 <^ ni или Еф4 (п — фт4) <^ ^{ 

Это неравенство показываетъ, что наибольшее значеше» ко-
торое можетъ получить величина Еф£ (п—^mi) е с т ь ni—^> 
а следовательно ф£ {п—фт4) <С я15 отсюда я — ^mt <^ ф£ и4 

и Еф (п — ф4 i^) = to2 <C »V 
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Неравенство же ш2 <^ mi характеризуетъ распред^леше ко

личествъ mii m2, со4, ш2 въ порядка щ, (о2, т19 т2. 
Для второго случая» характеризуемая неравенствомъ 

64 ^> п2, будетъ иметь место неравенство, выведенное подоб-
нымъ же образомъ, о^ ^> тг, и указывающее на распределена 
этихъ количествъ въ порядка mi9 m2, со1? to2. 

Третш случай характеризуется неравенствами 
e i O i > в а О * » e 2 > V 

которымъ соответствуют неравенства 
со 2 <ш 2 , с о 1 < т 1 , со 2 >ш 1 , 

характерузуюгщя порядокъ раепределешя со1? т £ , ш2, т 2 . 
Подобнымъ же образомъ можно доказать и ВСЕ остальныя 

соответственныя порядки распределешя количествъ т19 тй 

Если въ какомъ-нибудь случае одно изъ количествъ со рав
нялось бы одному нзъ количествъ т, то мы всегда будемъ 
такъ ставить со въ порядка распределешя, чтобы данный 
случай приводился къ одному изъ вышепоказанныхъ. 

Теперь остается только выразить число корней N, соот
ветствующее каждому порядку распределешя, и сравнить два 
выражешя для N для вывода закона числовыхъ тожествъ. 

Очевидно, что число корней для перваго и второго поряд-
ковъ распределешя N = o, ибо пределы возможныхъ изме-
ненШ бл и б2 находятся вне пределовъ данныхъ измененш, 
и следовательно уравнеше z + фя? + ф£у = п не имеетъ кор
ней, еоответетвующихъ значешямъ х и у, содержащимся въ 

рядахъ I и I и I и I . 

Число корней для случая (04, п4, 02, п2) найдется, когда 
мы определимъ выражешя v, еоответствуюгщя членамъ чи
слового ряда (е). 
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Число к, для "котораго Еф1 (п — ф/s) ^ пл определится изъ 
неравенствъ 

ф4(я — Щ^п19 п — ф&§ф4п4, фА^гг — ф4гг4, 

откуда A = Еф (гг—фл) == w
2 

и К = Еф,( /г-фт 1 )+Еф 1 ( /г — ф К + 1 ) ) + 

+ % (я-фсо2) - (п, - 1) (со2 - тх + 1)... (17) 
Примгъръ. Найти число паръ корней уравнешя % + Зж + 

5у==43, когда о? заключается между 5 и 10, а у между 
5 и 8 включительно. 

Изъ того, что 
ml = 5) 77^ = 10; со1 = 1, ео2 = 6 
иа = 5, п 4 = 8; 6, = 2, е2 = 5 

видно, что этотъ случай принадлежитъ къ порядку распре
делена (94, л4, â2, я2) и 

N = E ^ = l - 5 + E ^ = ^ - ^ . 2 = 5 + 5 - 8 = 2 . 5 5 

Число корней для случая (nt, 64, щ, 02) определится фор
мулою: 

К = Е ф 4 ( п - ф ш 4 ) + Е ф 1 ( ^ - ф ( с о 4 + 1)) + . . . . . 
+ Еф4 (я — фт2) — (я£ — 1) (т2 — со4 + 1) 

+ К — m4)(n2 _ » , + ! ) . . - • . - (18) 
такъ для пределовъ изменешя переменныхъ 

m 4 = 4 , т 2 = 9, со4 = 6, со2 = 13 
л, = 2, % = %, Ô4 = 4, Ô2 = 7 

имеемъ 4-й случай распределешя (nv 94, п2, 92) и 

N = E49-3.6 + EW^H + E .9--4 .8 + 
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. v 49 — 3.9 , 
4-E 1.4 + 2.5 = 26. 

Для порядка (ö4, n t, n4,es) распредилешя предЪльныхъ ве
личинъ число корней будетъ выражаться формулою: 

N = Еф} (?г — фо>,) Н- Еф, (?г — ф (ш, + 1)) _|_ 
+ Еф4 (я, — фсо2) — (га, — 1) (щ, — со, _|_ 1) + 

+ (ш, —m,) (я, — я, + 1) ^ 

Если въ предшедетвующимъ пример* пред-Ьлы изм-внешя 
будутъ 

m, = 4 , m2 = 12 to, = 6, со, = 11 
я1 = 3, я2 = 16 Ô, = 2, 6 2 = 7 

то число корней выражается формулою 

Э t> Э 5 

, ^ 49 — 3.10 , _. 49 — 3.11 _ „ , п , 
+ Е—— + Е 2.6 + 2.4 = 22. 

Наконецъ для случая распред*лешя пред'Ьльныхъ величинъ 
въ порядк* (я„ 6,, Gj, я2) число паръ корней будетъ вы
ражаться формулою: 

N = Е ф , (я — фиг,) + Еф, ( я - ф (m, + 4))+.... 
. . . + Еф, (п — <К) — (я, — 1) К — m, + 1).... (20) 

такъ для уравнения г + Ъх + Зу = 49 и для предъ̂ лоБъ 

=.— 7 

, = 4 , я2 = 12И 61 = 6', в', = 11, 
»г, = 3, я», = 6 со, = 2 , (о, 

удовлетворяющихъ условш (я„ 6„ 0,, я,), число корней 
будетъ 

v ^ 4 9 - 5 . 3 , „ 4 9 - 5 . 4 4 9 - 5 . 5 
N = E g ЬЕ g НЕ 3 Г 

+ Е ^ Г Г _ М _ 3.4 = 22. 
«J 
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Заменяя въ выражешяхъ для N количества ш1? со2, ö4, Ö2, 
ихъ величинами, мы получимъ для перваго закона числовыхъ 
тожествъ уравнешя въ третьемъ случае: 

2^ Ефх (п - фи) —(л4 — 4) | Е Ф ( Л — ^ Я ! ) — m . + l h = 

«^(»-^^-("»»-^[^(я-Ю-».+*]• (20 
въ четвертомъ: 

ге=т. 

(22) ^ Е ф , in - ф«) - (п, - 1) L , - Еф (п - к я,)~1 + 
П=Щ (П if1,«;.) 

+ (я* — я4 + 1) Еф (я — ф,я,) — т{ 1 = 

=2]Еф (П — ф^) - (в, — 1) L _ Eèi О — фл4)1 + 

+ К —Щ + 1)| Еф4 (я - фт2) — я , 1 
въ пятомъ; 

и=Щ (я—^twt) 

(23) ^ ( i i - ^ M n . - i ) ГЕф(п—ф,«,)—Еф(п—фл)1 
М==ЕФ (я—ф,я,) * J 

+ [Еф (я — ф л ) — »,, 1 (я> __ Й. + !) ^ 

eZE+("-+»«)-(».--о («,--«, + о 

+ 
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въ шеетомъг 
и=т2 и=Е^ (я—i>m^ 

^ Е ф ^ п — фи)—(n4 — 4)(т4 — го4 + 1)=У]ЕФ( я —<Ktt)""~* 
к = т 1 îi=sE^4 (ft—ф«*а) 

— (m, — 1)1 Еф1 (п — фт4) — Еф, (п — фт3) + 

Ътй —тй + 1) (24) 

§ 9 . 

+ 

Мы нашли, что число паръ корней неопределенна™ урав-
нешя z - j - ^х + ф4у = /г выражается или формулою: 

Щ^п Щп 

N(n)==/E>f>(tt—ф^О или формулою N (гг) = / 'Еф1 (/г —фге)г 

1 1 

если не будемъ считать въ этомъ числ'Ь т$хъ паръ, для 
которыхъ х или у равны нулю. 

Если фж и ф4у будутъ фуикщями, получающими ц^лыя 
значешя для ц^лыхъ величинъ х ту, если п целое число 
то значешя z = n — ^x — ^y будутъ тоже целыя и спо
собны изменяться отъ о до п, поэтому предшествовавши 
выражешя будутъ въ тоже время означать число паръ к 
ней цЪлыхъ и положительныхъ, удовлетворяющихъ сист°Р* 
уравнешй: 

§х + 

Если зам*нимъ п количествомъ целымъ Ь -, » 
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выражаютъ число корней системы 

4 

откуда не трудно заключить, что числовое выражеше 
N (п) — N (&) выражаетъ число ц'Ьлыхъ и положительныхъ 
рФшешй системы уравненш: 

п 

Ф(*) + Ф*(у)=[«] 

и выражеше N (/г) — N (л — 1) выражаетъ число рФшешй 
неопредФленнаго уравнешя 

§х -f ф^ = /г. 
Тоже самое можно сказать и для неопределенная урав

нешя 
% ~f- фа?. ф4у — п 

Такимъ образомъ число рЪшетй системы уравнешй 
п -H 

выражается формулою 

N(») = 9»=2]E£«E2 + EJ + E!|+... 
1 

+ E5+....+ EÎ. 

но такъ какъ число рФшенШ уравнешя œy = k выражаетъ 
въ тоже время числовую функцш р (А), означающую число 
делителей ц^лаго числа к, то выражеше <р (га) показываетъ 
число ВСЕХЪ делителей въ рядф натуральныхъ чиселъ отъ 
1 до ». * 
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1 

9 (л) — <р (А) выражаетъ число делителей въ ряде чиселъ 
п 

и 

ß+4 

§ ю. 
Такъ какъ мы коснулись функцш р(т), означающей число 

делителей числа т, то мы остановимся на доказательств* 
двухъ теоремъ, относящихся къ этой функцш. 

Исходнымъ пунктомъ для вывода ихъ будетъ служить из
вестная теорема Гаусса, состоящая въ томъ, что, если I, 
d, d\... m будутъ делителями числа m, a ф (m) функщя, вы
ражающая число чиселъ, первыхъ съ m и меньшихъ т, счи
тая въ числе чиселъ иервыхъ съ m и единицу, то 

ф(1) + ф(<Г)4-ф(сГ) + + ф ( т ) = т , где ф!=Л. 
Если последовательно заменимъ въ этомъ уравненш m 

черезъ m—1, m—2,... 3, 2, 1, то получимъ, по сложения 
этихъ уравненш 

m 

1 

Действительно, функщя ф (d) будетъ повторяться столько 
разъ въ первыхъ частяхъ этихъ уравнешй, сколько заклю-

чается единицъ въ выраженш Е- . 

Другая теорема получится въ томъ случае, когда мы за
менимъ m всеми его делителями 

3 



— 34 — 

m = ф (1) + ф {d) + ф (<0 + ••• + Ф (d№) + ••• + фя» 
d<'£> = ф 1 -f ф (dw) + ... + ф (dw) 

1 ==ф 1 
Сложивъ эти уравнешя, мы получимъ въ первой части 

сумму вс*хъ делателей числа т, которую BMlscrb СЪ Ейле-

J s 

(m). 
Во второй части членъ ф 1 = 1 будетъ повторяться р (т) 

разъ, то есть столько, сколько делителей въ т. Члены же 
Ф 00> ф (d')... будутъ им*ть коеффищентами числа а^ и a(/}, 
означаются, сколькимъ дФлителяв1ъ числа m количества d и df 

будутъ делителями. 

Такимъ образомъ по сложенш получимъ 

j(m) = P(m) + a{d)^{d) + а ф (<Г) + ... + а ( d*}+(**)+.. 

+ Ф И 
Для определены коеффищента а ^ положимъ, что 

а * ß т т^ i(ft) * Д и »v 

m— a h1 с k d e ... a tfw = а 6 c r d , 
t 

где а, 6, с, d, е... первыя числа. 

Очевидно, что число а^щ равно р f ^ ^ ^ V числу д*-

т 
лителей числа ' л,а „ § > повторенному столько разъ £, 

R Я 
сколько длителен числа а Ь^с Ы будутъ делится на d®. 

а <*> — **( т \ 
d ~^?\a«bPc*idà ) 

I Это же число \ == (а — х + 1) ф — X + 1) (у — [л + 1) 

V bß c7 d* ' / о * 6Р С7 d* \ 
= р \ — ^ ^ — у • 
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Отсюда выводимъ формулу 

где а, ß, у, 5 показатели высшихъ степеней первыхъ чиселъ, 
входящихъ въ т, знакъ S распространяется на всехъ дели-

телеи числа m кроме единицы, множитель а Ь1 с * d зак
лючаете въ себе первыя числа, входяиця въ делителя SR\ 

Для т== 18 имеемъ 
J ( i8)=p(18) + ^ ( 2 ) p ( 9 ) p ( i ) + + ( 3 ) P ( 2 ) p ( 3 ) + 

+ Ф (6) р (1) р (3) + Ф(9) р(2) р (1) + ф (18) р (1) р (1) = 39. 

§ 4 * . 

Опред1ш1въ число паръ корней неопределеннаго уравнешя 
% + ^ + ф| У = », 

не трудно найти и сумму ихъ, соответствующую перемен
ному а? или у. 

Действительно, число разъ, когда переменное х будетъ 
равно 1, 2, 3... к определяется последовательно выражешями 
Еф£ (п — ф1), Еф4 (я - ф2), Еф, (я — фЗ) Ефх (я-ф&) 

На этомъ основанш сумма всехъ корней, соответствую 
щихъ переменному х во всехъ парахъ, будетъ выражаться 
формулою 

«*=Еф (я—ФД) 
Sd = / Ц Еф£ (я—фи) 

а подобная же сумма для корней у определяется формулою 
%ь=Щ (п— Д) 

S 1 ^ ^ / Е ф (я—<р4и) 

3* 
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Вообще сумма функцш корней неопределенна™ уравнешя, 
соответствующая переменному х или у, будетъ выражаться 
формулою 

S (<р ау /̂ срг« Еф4 (п—фи) 
и=\ 
и=Щ1 (п—ф\) 

8 (9 У) = / 9 м ЕФ (Л—*KW) 

Все эти функцш числовыя представляютъ конечно много 
замечательныхъ свойству но трудно найти обгще пр!емы для 
ихъ изслЪдовашя, и мы воспользуемся результатами, най
денными изъ разложешя безконечныхъ произведешй въ без-
конечные ряды, для показашя соотношенШ некогорыхъ изъ 
нихъ. Числовая функщя, выражающая сумму всехъ корней 
неопределеннаго уравнешя z~\-xy=n для переменнаго х 
будетъ таже, что и для переменнаго у, Означивъ ее чрезъ 
а (п), мы имеемъ для определешя ея следующую формулу 

»=£' 
и=п 
« Е - = ЕЯ+2Е£+ЗЕ? + ... + яЕ-

И Â Ù ÏI 
и=1 

Означивъ вместе съ Ейлеромъ чрезъ J (q) сумму делите* 

лей целаго числа q, мы видимъ, что въ тоже время 
п 

а(»)= J(0+J(2)+J(3)+ -. + j(n) = 2 J(«) 
1 

означаетъ сумму корней системы неопределенныхъ уравнешй 
п 

ху=\и\ , решешями которой будутъ все делители всехъ 
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натуральныхъ чиселъ отъ 1 до п. €умма делителей для ряда 
чиселъ 

п 

[•] 
будетъ выражаться формулою а (п) — а (к). 

Ейлеръ изъ разложешя безконечнасо произведешя въ рядъ 

П(1~^)=^("1}^~^~" 
где знакъ У распространяется на ВСЕ величины т, какъ по~ 

ложительныя, такъ и отрицательныя, вывелъ, взявъ диффе-
ренщалъ логариема обеихъ частей, следующую замечательную 

формулу для выражешя I (а) суммы делителей: 

+ Г (о-S)- Г(«-5)- Г(«-7)+ (26) 

Рядъ этотъ нужно продолжать до техъ поръ¥ пока псдъ 

знакомъ I будутъ положительныя количества. Если а будетъ 

вида — - — , то въ немъ нужно величину I (о) заменить че-

резъ а. 

Изъ этого выражешя для I (а) не трудно вывести выраже-

Hie для а (а). Действительно, заменивъ въ (26) а черезъ а—1, 
а—2, . . . 3, 2, 1 и сложивъ полученные ряды, находимъ 
формулу 
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a(a) = a (a—1) + a (a—2) — a (a—5) — a (a—7) + ... 

+ £ ( _ ,Г'^ (27) 
3m2= :m гд$ a (о) = a, если а вида 

Весьма важно было бы, если бы формула (27), представля
ющая такую замечательную связь между чисто числовыми 
функщями, могла быть выведена одними числовыми пр!емами 
безъ помощи разложешя безконечныхъ произведешй въ без-
конечные ряды. 

Функщя a (a) встречается въ коеффищентахъ при разло-
женш по степенямъ х ряда 

п=1 р=4 

Изъ формулы (27) вытекаетъ выражеше 1(a) по а (а) 

(а) ~ а (а—1) — а (а—5) — а (а—7) + ... J<-
• + ?(-!) 

m + _ 4 3m2=i=m 
2. ' 

î 12. 

Формулы, определяются число царъ корней и первый за-
конъ числового тожества, примутъ совершенно другой видъ 
для неопредтаеннаго уравнешя 

гди фж и ф,у возрастающая функщи, ШГБЮЩШ положитель-
ныя значешя для ж = 1, у = 4. Это уравнеше имЪетъ без-
численное множество р*шенШ, если z получаетъ положи-
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тельныя, а х и у целыя и положительныя значешя, но, если 
у будетъ получать только зиачешя, заключающаяся въ ряде 

к 

[,], натуральныхъ чиселъ | и | , то число решешй будетъ огра« 
1 

ничено и соответствующая значешя х могутъ заключаться 

только въ ряд* натуральныхъ чиселъ и I . Изменяя у, не 
1 

трудно видеть, что все решешя неопределенная уравнешя 
z 4~ фа? — ф у̂ = п будутъ теже, что и решешя системы 
уравненш 

к 
-(- фа? = п - j - J фи I z 

'" 1 

Число же решешй N, этой системы выражается формулою 

и=к 

Изменяя ж, не трудно видеть, что решешя уравнения 
z ~f- фа? — фху = /г будутъ теже, что и решешя системы 

+ ф« — ф4у = л . . . . . . (у) 

Пора переменное а? изменяется въ этой системе въ пре-
делахъ отъ 1 до G =Еф?г, переменное у можетъ получать 
все значешя отъ 1 до к, и следовательно число решешй пер-
выхъ G уравненш этой системы будетъ выражаться форму
лою G. к = №ф/г. Для случая же, когда х получаетъ значеше 
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т ^> Ô, значешя переменнаго у, кроме услов!я быть не более 
к, ограничиваются еще услов1емъ 

Ф СО — ф4У § *, 
вытекающимъ изъ того положешя, что z получаетъ только 
положительныя значешя. Неравенство это ограничиваем зна-
чешя переменнаго у уелов!емъ 

У % ф4 (Фт — п) 
поэтому всякш разъ, когда ос = т ^> Ефю, переменное у не 
можетъ иметь техъ целыхъ значенш, которыя <^ ф4 (фт — ri), 
то есть число соотв'Ьтствующихъ значешй у будетъ или 
к — Еф£ (фт — ri), если фц (фт — ri) число не целое, или 
к _j- 1 —Еф^ (фт — n)f е с л и ф̂  (фт .— п^ число ц*лое. Озна-

к 
чивъ вообще чрезъ ц ?г сколько разъ функщя <рм бываетъ 

целымъ числомъ при измененш и отъ а до к включительно, 
мы можемъ величину N19 определяющую число решешй си
стемы (д), выразить уравнешемъ 

и=Еф (п + ф±к) 

N4 == ЙЕф/г + У (к — Еф4 (фи — л)) или 
^ = 1 +Еф?г 

N t = *Еф (я + ф , * ) — ^ Е ф 4 (Фм — п) + д> 

^=ЕФ (w + ĵ/tr) 

где Д = ц ф£ (фи — ri) 

u=i-\-E$ri 

Сравнивая два выражения для N15 мы получимъ первый 
закопъ числовыхь тожествъ для уравнешя z + ф# — ^{у=п 
въ форме 
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(III) УЕф (П + ^ и ) + УЩ, (фи—я)=ЛЕф(п +ф,А) + Д 
48H3J ^»asj 

Формула эта для уравнешя % + Зж — 5у = 1 7, гд* ф#==3а7, 

ф ж = = - , ф ^ = 5у, ф 1у=-м, я = 1 7 , принимаетъ видъ 

и=$ ад=19 ад=49 

у Е 11+^4.\у_^=8.49 + ц [Зц^-
м=1 « = 6 м=6 

= 8.19 + 3. 

Для уравнешя г + 2аз2 — 3#2 = 9 и к = 8 формула даетъ 

8 «=10 

EV-f— + 2 , E V ^ = 8.10,ибоЛ = 0. 
1 ^=3 

Эта общая формула (111) числовыхъ тожествъ можетъ по
служить точно также для р*шешя соотвЪтствующихъ вопро-
совъ о числ* и сумм* цыфръ, содержащихся въ ряд-fe чй-
селъ, идущихъ по изв*стнымъ законамъ. Разбирая подобный 
вопросъ съ достаточною полнотою въ предшествующихъ па-
раграфахъ, я считаю лишнимъ останавливаться дол*е на 
немъ. 

$ 13. 

Если у = ^х есть уравнеше кривой, -то ф& вьтражаетъ 
величину ординаты, соответствующей абсцисс* к, а Еф& 
число точекъ, помещающихся на ординат* фй = АР и нахо
дящихся другъ отъ друга въ разстоянш, равномъ единиц*. 
Остатокъ А М = ф й — Щк всегда мен*е единицы. Означимъ 
величину этого остатка чрезъ ОфА. 
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А^~~ 

1 Ль.. *» 

/к аз, & 

\ъ/ А 
. V t "" 

•ж 

Черт. 1. 

Числовое выражеше Еф1 + Еф2-}-ЕфЗ + ... + ЕфА оз-
начаетъ число точекъ, помещающихся въ криволинейной пло
щади ВСАР, считая тутъ и точки на ВС и АР и полагая 

Это же выражеше опред1Ёляетъ и сумму частей ординатъ 
прямолинеивыхъ,* считая эти части отъ оси х до последней 
верхней точки, лежащей на ординат*. ЗамФнивъ въ числовомъ 
выражети 

R (п) = Еф1 + Еф2 + ЕфЗ + ... + Щ(п) 
каждый членъ ЕфК его величиною ЕфК = фК — ОфК, по-
лучимъ 

Щп) = У фад — У Офи или 
шквала ÂSbàMI 

1 1 
м=» п п 

и=\ 

Такимъ образомъ, зам*нивъ 7 Ефм чрезъ 
и, 

УЕфм чрезъ 2J^U' 
мы сд1>ла-
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емъ ошибку въ опредФленш первой суммы на величину 

п 

дОфм<^/г . Ошибку, не превосходящую п, будемъ называть 
4 

ошибкою порядка п. 
п 

Величину 2_$и можно выразить по теорем* Ейлера. Во 
1 

п 

вс-Ьхъ тФхъ случаяхъ, гд* числовую сумму У Щи можно вы-
4 

разить помощш меньшаго числа числовыхъ членовъ и в^ро-
п 

ятная ошибка будетъ меи-Ье, при опредЬленш величины/Ефм, 
4 

помощш замены числовой суммы соответствующею суммою 
по конечнымъ разностямъ. 

Первый законъ числового тожества, выведенный въ пред-
шествующихъ §§ показываетъ, когда и при какихъ случаяхъ 
это возможно. 

п 

Если найдена величина выражешя /\Щм, то можно опре-
4 

п 

делить и величину выражешя Уо^и, и раздФливъ его на п, 

найдемъ среднее значение остатка, равное- Уо^и. 
4 



Сд^лаемъ приложеше нашихъ формулъ къ нФкоторымъ ча™ 
стнымъ случаямъ. 

Положимъ §х — у/ х и опред'Ёлимъ 

S (w) == У iE \/м. На основанш закона числового тожества 
1 

п Е\Лг 
S(»)=2EV^=(*+*)E \/^—2«е2 = (л+4)Еу^— 

1 1 

Е \/n(l +E\/n) (1 +2E у/^Г 
1. 2. 3. 

w 

Но съ другой стороны ) Е у / « = / У % — / 0 / t t -

Величина / ге найдется по теорем* Ейлера. 
mad 

У и = J udx + А0 и -f Ах ю' + А2 и" + А3 м"' + • • • 

гд* коеффищенты А0? А1? А2... удовлетворяют уравнешямъ 

1 1 ï 
А » + 2 А * + 2 Г З А о + 2 Г О = = 0 , 
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1 / - %n\/n 

гд* величина к незначительна при п довольно болыпомъ. 
Отсюда находимъ 
п 

+ (£_|к^) + » 
Если мы будемъ останавливать рядъ на величина п = тг2, 

полномъ квадрата, то щ 

о, 

7I2 1 

2°^« =у —з11"̂ "*' 
4 

откуда средняя величина остатка 

, 2 

показываетъ, что въ ряд* 10\/w | членовъ менФе поло-
4 

M 
вины гораздо бол^е членовъ бол^е^. 

Изъ другихъ соображешй можно вывести, что число чле-

Г ,~Л ^ « Tü2 + 7Г 
новъ ряда I у и , дающихъ въ остатка < ^ , б у д е т ъ — § — , 

4 

а число членовъ, дающихъ въ остатка болйе х , оудетъ 
и2 — тг 
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Если §х — ух, TOS на основанш закона числовыхъ то
же ствъ, имФемъ 

4 
+ 

По теорем* Ейлера 
п 

l 

откуда, принимая въ соображеше формулу 
п п п 

У_ух — \^УХ + / 0\/я? , им^емъ: 
1 1 1 

л з — 2о£г=(».;=-.Е^+(*£)')+-1(1^у+ 
1 

4 / 3 \ 2 J 3 _ 3 

+ | ( Еуп J —2 \/п —Еул + А 

Полагая п = тс3, полному кубу цФлаго числа, находимъ 
з 

> Оуж = -тс + т 9 ^ ~̂~ > откуда средняя величина 

4 

остатка будетъ 
3 

1 V n 3 / - * , * 3 . * » * 
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Изъ этой формулы заключаема что въ ряд* I у/ге I остат-
1 

ковъ более половины будетъ гораздо более, нежели остатковъ^ 
меньшихъ половины. Можно для степеней корней выше 3-й 
вывести тоже заключеше, что и для третьей. 

Такъ какъ для корней второй и третьей степени числа 
остатковъ вдутъ въ совершенно обратномъ порядка, то можно 

1 1 
поставить вопросъ, нетъ ли между ~>и^ такого показателя а, 

1 
чтобы число членовъ, дающихъ въ остатка <CQ, было столь-

i 

ко же, сколько членовъ, дающихъ въ остатка более <= . 

Для точнаго определения числа членовъ ряда \ \/и I , для m A m | 

которыхъ 0\/и<^- и 0\/м^>~нужно принять въ еообра-
т тх г>™>+* жеше, что вообще въ промежутке между п и п г число 

членовъ, дающихъ 0\/и<^-} будетъ 

E[("+0m-"1=E(ï»"-'+f^^-*+-) 
Число членовъ, дающихъ 0\/и<^^ для промежутка между 

1 и (п + 1)ш, будетъ определяться формулою 
п 

N: 
1 

П 

Z v (m m _ f m.m— ium~2 \ 

не считая въ числе этихъ членовъ полныхъ m'œ% степеней, 
которыхъ п + 1. 
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Для случая m = 2, мы будемъ иметь 
п п 

1 \ 

Хотя числовыя функцш, разсматриваемыя въ числовомъ 
исчиеленш, не подчиняются никакому аналитическому зако
ну и потому не могутъ быть представлены вполне точно по-
мощш аналитическихъ выраженш и возрастаютъ совершенно 
неправильно, однако въ средней ихъ величин* замечается 
етремлеше все къ большей и большей правильности. ДМ- -
ствительно, по мере того какъ число членовъ числового ряда 
берется все больше и больще, средняя величина ихъ суммы де
лается все более и более способною выражаться помопрю опре-
деленныхъ аналитическихъ выраженш. Эти определенныя ана-
литичесшя формулы служатъ такимъ образомъ какъ бы асим
птотическими выражешями, къ которымъ числовыя выраже-
шя все более и более подходятъ. Такое ассимптотическое 
свойство аналитическихъ выраженш указано Лежандромъ въ 
его формуле для числа первыхъ чиселъ, Гауссомъ въ его 
изследованшхъ о числе квадратичныхъ формъ для даннаго 
определителя; Леженъ-Дирикле останавливался на этихъ изы-
скашяхъ еще более, Чебышевъ въ своихъ изящныхъ изсле-
довашяхъ о числе первыхъ чиселъ, не превосходящихъ дан
наго предела, касался тоже этого вопроса. 

Такимъ образомъ функщя р (п), выражающая число дели
телей числа п. изменяется весьма неправильно. Если же мы 
возьмемъ выведенное выше числовое выражеше <р (п) = 

п 

= у р (и), то оно съ возрасташемъ п стремится все более 
I # 

и более къ оаределенному аналитическому выраженш, кото
рое и будетъ ассимптотическимъ. 



Действительно, выражеше 
и=п п п 

( и ) = у Е ^ = г а у ; 1 „ У о - и . 
7 ч У Là U Ldll Aad U 

« = 1 4 4 
съ ошибкою порядка п можно принять равнымъ 

п 

(?(") = nZl = n(l°gn + K+lTn + -) 
1 

гд* К = 0,5772.... 
и=п и=п 

Такъ какъ, заменяя / Е - чрезъ д ~ , мы совершимъ ошиб-

ку порядка п, то можемъ въ разложенш по теорем* Ейлера 
удержать только членъ nlogn и выражеше log (n) будетъ темъ 
ассимптотическимъ выражешемъ, къ которому приближается 

п 
Q (ri) * ¥ 1 

функцшт еъ возраетаншмъ п , и уравнеше У? (и) — 
ï 

= nlog (n) точно до величины порядка п. Решеше вопро
се =п 

совъ, имеющихъ связь съ выражешемъ д Е ( - к будетъ за-

ВИСЕТЬ единственно отъ более точнаго определешя этого ко
личества. Для этого же необходимо надъ этими и подобными 
ему выражешями совершать иногда иреобразовашя, которьщ 
давали бы возможность иметь дело съ меньшимъ числомъ 
членовъ, зависящихъ отъ знака Е. 

Если у = фа?, где ф {х) есть функщя возрастающая, вы-
ражаетъ уравнеше кривой, проходящей чрезъ начало коор-
динатъ, то 

3 | ==Еф1 + Еф2 + Ефл 



— 50 -

Черт. 2. 

представляет* число точекъ, лежащихъ He 0X)nvi 
3 *,..-. « в ъ Разстояшяхъ, равныхъ едИНи™№*aTa*T> t> 2 
точки, ваходящшся на лиН1яхъ, проведеань1 ' *С л и с о , ^ 
0Си а; въ разстояшяхъ другъ отъ друга; * П аР^елЬ Н о 

я лежащ!я въ промежутка между осью о р д и ' * * е^шщ 
начиная съ первой абсциссы и оканчивая а* ' К р и в°» ООД 
меРомЪ & 1 * - И £ -гда число точекъ а а ^ ° * «* - ' 
детъ выражаться формулою аисцасс. 

Цп 
S2 = ДЕфм. 

1 
Если сложимъ S, съ S2, то эта сумма бу„й 

число точекъ, лежащихъ въ прямоуголыщад ААЪг»0***4* 
бавочнымъ членомъ. Р Р е ъ 0 р ] 

ОМ, 

Этотъ прибавочный членъ зависитъ отъ То 
лежащ!я на кривой, вошли въ общи счетъ ^Л ЧТо тоЧКй 

эТотъ прибавочный членъ, выражая число Т0ЧРК ' И°Эт°Му 
н а самой кривой, означаетъ въ тоже время, скол^о ^ ^ т » 

° Раз,ь Фуа-
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шцш ф (х) при изменен!! х отъ 1 до п, или функщя фад, въ 
промежутка измЬнешя и отъ 1 до Еф(/г) чрезъ ЕГЬЛЫЯ зна-
чешя, равнялися целому числу. Означивъ это число чрезъ 

п 

ц I фад I и иринявъ въ соображеше, что число точекъ, ле-
1 

жащихъ въ прямоугольник* АА'РР', будетъ пЩ (п), мы ио
лу чимъ формулу 

п Щп п 

• 4 1 4 

ИмФя эту формулу, мы можемъ решать вопросы о взаим-
номъ преобразованш первой или второй суммы, смотря по
тому, которая изъ нихъ представляете вероятность наимень
шей ошибки при замФнФ суммы, зависящей отъ Е, суммою по 
конечнымъ разностямъ. Формула (IY) и формула числового 
тожества для уравненш z + tyx — tyiy = n совершенно т*-
же по характерцу образования 

ЗазгЬнивъ въ (IY) n чрезъ а, получимъ 
а Ща а 

2d^u + LdE^U = аЕ^а + ц I $и 1 
4 4 4 

Вычитая это уравнение изъ (IY% получаемъ 
п Щ (я) п 

^Щи + ^ Е ф и = пЕ^ (п) — аЕф (а) + ц Г|лЛ 
a + i l+ЕЦа) L J а + 4 

я 
Членъ ц и ф входящШ въ выражеше формулы (IV), 

можетъ быть исключенъ помощдо простого преобразов * 
Действительно, на основании этой формулы имФемъ 
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Щп ЩЩп Щп 
Y Щи + УЕ$Ы==Е§П .ЕЩп+Ц Гфге J 

i i 4 
п Щп 

Такъ какъ Ц [фи] = Ц [фге], то, ПОСЛ'Ё вычиташя второй 
1 1 

формулы изъ первой, иагЕемъ: 
п ЩЩп 

У Е^и = У Ефм + Ефп (/г — ЕфЕфп) (28) 
i 1 

ЕфЕ^п • 

%Выражая членъ /Ефи подобнымъ же образомъ по форму-
1 

л$ (28), мы можемъ получить такую формулу разложешя въ 
рядъ величины 

п 

У Ефге = Еф(гг) (п — ЕфЕф/г)̂ ~ 

ЕфЕфЕфп (ЕфЕфя — ЕфЕфЕфЕфл) + (29). 
Во ВСЁХЪ этихъ формулахъ каждый изъ символовъ рас

пространяется на все количество, стоящее послФ него, такъ 
что вместо ЕфЕфЕфп мы должны бы были писать 

Е[<ИЕ(Ф|Е[Ф(П)ШЕ]. 

Означивъ чрезъ ц„ fi,,... f*m,̂ +1>... я„ гг2). . я т , я т + 1 . 
количества, связанныя уравнениями 

fij = Еф(я) »4 = Еф[л, = ЕфЕфи 
(л2 = Еф(я4) и2 = Ефр.2 
[л3=Еф(я2) 

{*m+i= £ ,Knm) йш+1-=гЕФ|лт+1 
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мы рядъ (29) можемъ представить въ форме 
п 

УЕ$Ч=^(П — rcJ + f^Oi— ^)+Ki(»t — nù + * . -
1 

= ^J-n(nu-i-nu)- • • • (30) 

По формуламъ (29) и (30) можно определять последовательно 
п nt 

У Щи по У Щи, где nl====E^E^n<ji, ибо Еф??<^/г и фЕфя<л. 
4 1 

Только въ томъ случае, когда ф(я) есть целое число Еф(я)= 
ф(/г), фЕфгг = /г, верхшй пределъ nt не понижается и это пре-
образоваше не ведетъ къ цели; но въ такомъ случае можно 

п—1 п 
по той же формуле преобразовывать /Еф% ибо /Ефи ~ 

4 4 
n=i 

Е^п + / Е ф и . ®ъ прим^Р^ приложены предыдущей форму-
4 

400 

лы вычислимъ УЕи~7 • 
4 

400 46 
2 г - . 2 

РЕИ^=У Е ^ У + 3 (100—46) 
4 4 

46 44 

)рЕг*Т= YEUT 4-2 (46—11) 
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11 1 

^EuT=YEuT + i (11—-1) откуда 
1 1 
100 

V E M T = 3 (100-46) + 2 (46 —11) + 1 (11—1) + 1 = 243. 
1 

S 15. 

Если мы имФемъ еравнеше первой степени 
ах^и (модр), 

где а<СР> то> заменяя последовательно жчерезъ 1, 2, 3... /г, 
и приводя и къ величин* наименьшаго пололштельнаго вы
чета, будемъ иметь последовательно еравнешя: 

а = т1 (мод. р) 
%а = г2 (мод. р) 

па = гп (мод. р) 
Эти сравнешя представляютъ по способу своего образо-

вашя ничто иное, какъ символическое изображеше числовыхъ 
уравненш 

a = Pt + |>Е-Р 
2а 

2а = р2+|>Е — 

па = г/п 4-рЕ — п г р 
Означивъ сумму первичныхъ вычетовъ формулы ах при 

измФненш х отъ 1 до п чрезъ S (л), будемъ иметь по сло-
женш этихъ уравнешй. 
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П 

и л(л+1)а а , v . ¥ 1 ^ а 
р 

1 

Количество д Е — определится изъ общей формулы (IV), 
1 

, au 
если положимъ въ ней Фи = —. 

т р 

2 E ^ + 2]EÇ = ^ E ^ + Ц M 
1 

п 

Для случая, когда р простое число и п<^р, Ц I — 1 = 0 

Р Полагая р = арА -J- ai — аЕ~ + а4, где а <^ а | ? имФемъ 

Е _ng E — 

2>=+р.2-+5>»-^-
Е=1 

w ^ = E ^ L - F l 0 + E F ) l + y E ^ 
^d p p L 1.2 J A=J а 

1 1 

, Заменяя a4 чрезъ p — a E - , p4 чрезъ E - , имФемъ 

E ™ 
n p 

Z E«»_Em\n 0 + E 7 ) E p l yE(p —oEf), 
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Означивъ чрезъ 
at > ni> pi 
a2, * j , p2 

am' nm> Pm? 

количества, въ которыхъ 

г? Р г- па т^Р 
ai—P — в Е - , п. = Е — , р, = Е ~ 

•в а п.а. а 
аг = а-а{Ъ-,п> = Ь-^, р 2 = Е -

e l = a 1 - a l E b , ns=EnJ^, Р з = Е ^ 

«•»_• ^/гЛ„_,аЛ а = а — а Е "» —2 *? — F и*-—* **m~i 
u m — i а т —2 

г« XJ „ 

можно помощш йосл'Ьдовательныхъ преобразованШ легко 
п п 

вычислить 2]Е— ' 3 н а я 2 Е ~ > н е ТРУДН0 н а й т и и S ^ " 
1 1 

Такъ, при опред*леши > E - j y имФемг 
1 

a = 13, и = 1 5 , p = 1 7 
a t = 4, «j = 11 , p , = 1 
a2 = 1, № 2 = 3-, p 2 = 3 
a3= 0. » 3 = 0 , p3 = 4. и следовательно 
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15 15 11 

2>£=-[£]+"<«-«>-2>S ,4м 

i 4~ 4 

2-5-!п]+'("-^,)-2>* 
4 1 4 

45 4 3 

Такъ какъ ц — | = 0, ц г у^ = О, / Е - = О, то и 0у-
4 4 4 

демъ им'Вть 
45 

^ £ ^ = = 9 9 - 4 5 = 84. 
4 

Если мы въ основной формул* положимъ п=р—1 и 
, сш 
Фи—— , то она приметъ видъ 

Р 
р—4 

Е (Р—1)а 

4 4 

но такъ какъ на основанш перваго закопа числовычъ то-
жествъ 

р—4 а—4 

IEf=IE?'T0 
4 4 

р—4 а—4 

Z E
au

=yEPu__(Р— *)(q —О в 
р £-1 а 2 

4 4 
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Известно изъ теорш чиселъ, что символъ Лежандра 

вырая^ается при р простомъ и всякомъ нечетномъ а 
мулою w 

, в Ч Е - + Е ^ + Е ^ + . . . . + Е ^ ~ 1 ) а . 
- \ = (-1) Р Р Р Р 

По основной формул*, полагая *\>и = — , им1>емъ 

Р-Л A*(p-v 

TT Е - у — 

Е Е 7 + 1 Е ^ = ( р ~ | ) Е ^ {)а 

Для случая, когда а нечетное число и < ^ р , илгЬемъ 
La (р — 1) -fc-1) р + £=? а — 1 

Е 2 = Е - = —— » 
Р 9 2 

и символъ Лежандра можетъ быть выраженъ формулою 

р _ ( а — 1 _р К«-*)? 
; ) = ( - . ) — • — - * — • • - * 

И такъ, если р ш q два нечетныхъ, неравныхъ и 
стыхъ числа и р^> q9 то по первой формула (h) 

q-î 

— и повтором (г) 

^ Teopin сравненш Чебышева стр. 74. 
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и- 2 
q-ï 

Р— * g — I YVP« 

Ô)-<-'> 2 ' 2 ш q •2> j 

« e = l 

откуда, по перемноженш этихъ формулъ, находимъ закот 
взаимности двухъ простыхь чиселъ* 

2 * 2 ~2~ * ~ 

&>©-(-) ©чо-(-)©-
Взявъ сравнеше второй степени 

х2=и (мод. р), 

р — 1 

и заменяя последовательно х чрезъ 1, 2, 3 до^-^—> мы по« 

лучимъ рядъ еравненш р—1 р—1 
2 2 

въ которомъ ги наименьшШ положительный вычетъ количе
ства и2 по модулю р. 

Сравнешя эти прпдставляютъ символически уравнешя 
p—i р— î jp—i 

M-[-]+'К]" 
4 1 1 

Количества г4, r2. . . . г выражаютъ вс* квадратичные вы-
р—1 
___ 

четы числа р. 
Означивъ сумму ихъ чрезъ S t, мы, по сложенш этихъ ура

внение получимъ: 
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p—< p—l 

3 • 2 

2^ M2 = S, +p J ] E у , откуда, 
1 1 

j?—1 jp~"l 
"~T~ 2 

st=2>2i-*2E7 « 
4 1 

Если бы мы продолжали вышенаписанныя сравнешя, то 
получили бы 

р—1 р—1 

L J Lp~~u\ ^M0Ä P^ 
р-ь4 рч-4 

сравнешя, соответствующая уравнешямъ 
р—1 р—1 р~-4 

М-И+'И-
р-ь4 р-+-4 
_ _ _ _ _ 

Сложивъ эти уравнешя, им^емъ 
р—1 р—1 

2y = s,+P£Ef, 
р-+-4 p-f-1 
Т ~ ~~2~" 

р-~-4 р—4 

*.=!>'-> S Е7 
p-i-4 рч-4 

р-ь4 
Т " 

откуда 

(О-

Сравнивая (к) и (/) дв£ величины для суммы квадратич-
ныхъ вычетовъ, находимъ: 
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p - 1 p—i p—1 p—4 

4 4 p-i-i p-i~i 
_ _ 

откуда 
P—4 tz± 

2Е7-2ЕтЧ^У 
p+ï 

Сумма неквадратичныхъ вычетовъ S2 определится изъ ура-
внешя 

ö i "г ö2 — i e g 

Подобнымъ образомъ можно определить сумму S какихъ 
угодно вычетовъ по формуламъ, зависящимъ отъ числовыхъ 

р—4 

выражешй. Такъ, означивъ чреезъ I гш наименыше поло-
4 

р—4 

жительные вычеты по модулю р выражешй J фм I , мы бу-
4 

демъ иметь рядъ сравненШ 
р — 4 р—4 

[ # | = ['«J (M°Ä- Р)> 
4 4 

а следовательно и соответствующихъ числовыхъ уравнешй 
р—4 р—4 р—4 

M-H+'[•£]• 
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дающихъ по сложенщ уравнение 
р—1 р—{ р—1 

2 ^ = 2 г * + р 2 ] Р' °ткуда 
\ \ \ 

i i î 
p 

ЕСЛИ МЫ им'Ьемъ рядъ сравненш 
p—l p—i 

Г «J = K j (мод. р), 
1 1 

в"ь которыхъ а буДетъ первообразнымъ корнемъ числа р, то 
р—1 

между вычетами Г V I будутъ заключаться вс* натуральныя 
1 

числа отъ 4 до р — 1. ЗамФнивъ эти сравненш соответству
ющими числовыми уравнешями и сложивъ ихъ, мы получимъ 

а ^ Г а _ ( р - 4 ) р , yF .£-T откуда 
1 

р р(а~-1) ^ 

ото числовое уравнеше характеризуем с в 0 Й с Т ^ а 2 а н -
;*Р**ы*ь корней точно также, какъ и ряд* вышенапис 

Ъ еРавнен1й. Такъ какъ по теорем* Фермата 

« ^ ' ^ i , . „ аР~* «P-1 aP"l-i то перво-
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образные корни могутъ быть характеризованы уравнешемъ 
р—2 

в« _ дР-{~ 1 р — 1 
м р р (а 1) 2 ' 

4 
Иа основанш основной формулы 

р—* 

а?-'—1 

nE^)=&^ (ep-._1) + £&Z^3 
J L(a) P 2 

4 

ГЛАВА ВТОРАЯ. 

Второй законъ *тасяовыжъ ТОЯБЕСТВЪ. 

S * б . 
Мы вывели въ предшествующей глав^, что сумма корней 

неопределенна™ уравнешя z + ^х + ф£у = гг, распростра
ненная на ВСЕ значения перем-Еннаго хьо вс*хъ парахъ, вы
ражалась формулою 

S, = д ^ Е ф | (л — фю) 

и такая же сумма для перем'Ьннаго у формулою 

S2 = J цЕф (я — ф£ге). 
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Суммы эти могутъ быть выражены иначе, если станемъ 
производить счетъ ихъ иначе. Действительно, для образо-
вашя этой суммы, соответствующей переменному х> мы 
производили счетъ того числа паръ, для которыхъ х равня
лось 1, 2, 3 — и т. д; но туже сумму можно получить, 
производя счетъ такимъ образомъ: е е л и ^ = 1 , то х полу-
чаетъ все значешя, заключаюгщяея въ ряде натуральныхъ 
чиселъ отъ \ до Еф (п — 4^1), для у = 2, 3... h,.., x по-
лучаетъ все значешя, содержащаяся въ рядахъ натуральныхъ 
чиселъ, начинающихся съ 1 и оканчивающихся высшими 
пределами Еф (п — ф£2), Еф (п — ф£3), Еф (п — 4^4) 
Еф (п — ф4А) и т. д; следовательно, для определешя суммы 
всехъ значенШ х во всехъ парахъ, мы должны найти сум
му всехъ ниже написанныхъ прогреееш: 

1, 2, 3, . . . . Еф( /г -фИ) 
1, 2, 3, . . . . Еф(/г—ф42) 
1, 2, 3, . . . . Еф(/г — ф43) 

1, 2, 3, . . . . ЕфСя-ф,*) 

Сумма эта будетъ выражаться формулою 
Щ{пг-^1) ЕФ (/г—^â2) Еф(я—ф4А) Щ(п—^(Еф^—ф1))) 

1 1 1 1 

или 

S, = | [Е'ФС»—^1)+E4(»~^2)+... +Е2ф (п-<К*)+... 

.... +Е2ф(гс~<к (ЕфЛ»-фО))] 

+ Ц Е ф ( » - ф 1 1 ) + Еф( И -ф 1 2)+. . .+ Еф(«-ф1А)+.. . 

... +Еф[п-ф 1 (Еф 1 (п-4 '1) ) ] ] 



— 65 -

Сравнивая два выражешя для S4, мы находимъ одну изъ 
частныхъ формулъ 2-го закона числовыхъ тожествъ: 

2*Еф4 (п — ф^)=- ^Е 2 ф (п — ^и) +-^Еф (п — ^и) 
U=i U=l М=1 

Помноживъ об*Ь части уравнешя на 2, и принявъ въ со* 
ображеше первый законъ числовыхъ тожествъ, 

Щ^п—№) Щ(п—ф41) 

УЕф (п—^и)= ^Еф 4 (п — <{*•), 
1 1 

мы получимъ окончательно формулу 
«e=Eiji (я—^1) и=Щ (я—ф1) 

^(2ге — 1) Еф< (п - фи) = £ Е * ф (п - ф4и), 

Помощш подобнаго же рода соображенШ не трудно вы
вести, что частный случай 2-го закона числовыхъ тожествъ 
для перем-Ьннаго у приметъ форму 

и=Щ% (я—Щ и=Щ (п— ф41) 

£ ( 2 и — 1) Еф (п — ^и) = ]^Е*ф1 (п — фи) 

При онред'Ьлеши суммы квадратовъ корней, еоотвФтстую-
щихъ переменному х, рядомъ съ выражешемъ 

и=Щ (я—ф£1) 

8 2 =Р^ 2 Еф 1 ( / г — фм) 

мы бы имФли выражеше 
Щ (я—^4) ЕФ (я—^2) Eé(w—^Еф4(я—ф!)) 

S2=JP *** + 2%2+— -ь %»* 
1 1 I 

5 
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и сравнивая ихъ, получимъ 2-й законъ числовыхъ тожествъ 
для этого случая въ форме 

ЕФ(п—ф,4) Щ(п—ф41) ЕфО—^2) Еф(?г—ад 

^н^ЕфДя-фи) = 2 ** + ! У + •- + 2 "* + "' 
4 4 4 1 

Этотъ же законъ для переменнаго у принялъ бы форму 

2у ж^м=2 м2+2 м2 + -*2 "1+— 
4 4 4 4 

Если бы имели въ виду определить вообще сумму У фи, 

распространенную на все величины корней, соответствую-
Щ1я переменному х, то, рядомъ съ выражешемъ 

Еф(я—.ф^) 

8(ф) == д см Еф, (̂ —фгг), 
4 

имели бы формулу 
E * ( » - ^ 4 ) Еф(я—Ф42) Еф(я—фйА) 

%)=TV + IV+••• + У,9и+ ••• 
Аистам дЦ^рм MÊBBt 

4 4 4 

что намъ даетъ второй законъ числовыхъ тожествъ для пе-
ременнаго ж съ одной произвольной функщей въ общемъ 
виде 

и=;ЕЦп—фа4) * w=E<£f(w—$4) ге=Еф(я—фЁи) 

(I) 2̂  ?» ЕФ| (л—'W=21 2 ^ 
&=4 м = 4 &==4 

Тотъже законъ для переменнаго у принимаетъ форму 

(10 2 ^ Е Ф ( > — Ф 4 * ) = 2 2 ? " 
4 4 4 
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î 17. 

Разсмотримъ частный случай, когда фж = х, ф( у = у, то 
есть разсмотримъ 2-й законъ числового тожества для нео
пределенна™ уравнешя z -\~ х-\-у = п. Въ этомъ случа* 
фа; = х% ф£у = у, Еф4 (п—ф1) = п—^1 = n—îy Еф (п—ф44) 
= = ю — 1 , и следовательно законъ числовыхъ тожеетвъ при-
метъ форму 

п—4 п—4 п — и 

2 <?«(»-«)=2 ^ 
4 4 1 

w 1 и—и п—1 и 

Такъ какъ ^ ^ <р% = ^ 2 J ̂  Т° п о с л * з ам*ны> 
4 4 4 4 

получаемъ формулу интеграловъ но конечнымъ разностямъ 
п-~ { и п—. 4 я—1 

I l 1 1 

являющуюся простымъ ел1>детв1емъ второго закона числовыхъ 
тожеетвъ съ одной произвольной функщей въ пршоженш 
къ неопределенному уравненш z + x-\-y = n, и дающую 
возможность разложить двойную интегращю по конечнымъ 
разностямъ на разность двухъ первичныхъ. Заменяя въ этой 
формул* п чрезъ п+ I ш п чрезъ а, им*емъ формулы: 

п и п п 

«—1 и 0 _ | а 

2̂  2J ?« = « Z ? M ~ Z м<рм 
î î i l 

дающая по вычитанш 

5й 
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u=zn и п а—1 п 

Là Jju — (n + l) Z ?м " а Z(fu~Zu^u 

1 1 1 \ а 
Справедливость этихъ формулъ нисколько не зависитъ отъ 
выбора функщй qui о не сохраняютъ свой общШ характеръ, 
не смотря на то, будетъли функщя ср аналитическая или чи
словая. 

п 

Определивъ изъ основной формулы /Фи, ш заменяя въ 
1 

ней последовательно <рг« чрезъ щи, и2уи,. .. nh'^i<p/u) мы по-
лучаемъ рядъ уравненш: 

п п п и 

1 1 i l 
п п п и 

Zu^ub^Zu^u+^Z Z"*" 
1 1 1 1 

п п и 
2ср«# 

и п п и 

1 1 

п п п и 

Zuk^u-^Zu^u + TTTiZ Zuk^u 
1 1 1 1 

1 1 
Помноживъ 2-ое уравнеше на , третье на-, , J , 

и последнее на 7—ГТГТЕ^Т* И сложивъ ИХЪ, МЫ найдемъ {п + 1) л 

уравнеше 
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ft U 

n и п и 
4"(n + i)«-'Z 2У > + - ^ n ) - « Z ZM?M + 

+ ;гтт1 2У + 
Эта формула им1>етъ м^сто для какого угодно положитель

ного числа к. 

Иаъ этого же уравнешя мы получаемъ 
п п п и 

1 1 

d 1 

w te 

1 1 

4 1 

я % 

... - с«+о*- *£ £м?м - с»+о *-*£ 2 ^ ' 
i l i l 

откуда, заменяя ийсм чрезъ срм, находимъ 
п п п и п и 

1 1 1 1 1 1 
п и п и 

i l i l 
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S 18. 
Формула 

п и 

2 £?*=(»+*) Z^~Z^^"a* ^ 
1 4 1 4 

даетъ непосредственно результаты, относягщеея къ интегра-
щи по конечеымъ разцоетямъ, если будемъ въ нее вносить 
вместо <рг* различныя аналитически функцш. Такъ, полагая 
<fu = i9 получимъ 

п и п п п 

У у l =(п —• i) Д 1 — Ум = (» + 4) п -— / и , откуда 
1 4 4 1 4 

и п 

4 4 

Полагая ^и = щ имФемъ 
п и п п 

4 4 4 4 

Но на основаши только что выведенной формулы 
и 

Уи= , следовательно 
4 

Е й (и + l)_(ft+4)ft(ft-H) ¥1 а 
1.2 ~ L 2 ~ ~ " L * * откуда 

п 
¥1 2__ к (и •+О (2ft + 1) ft3 ft2 п 
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Полагая (си = ий, имеемъ 

п и 
2 yw.e»iL±iÇ^L±i)-. Уу. ИЛИ 

1 1 
рд»(»+*п»»+ч-2у, 

п 
И 

1 1 1 1 
п 

п п п п п 

_п(я + 4)20 + 1) » (я + 0 О + 1) 
1 

2У= 2 3 2 4 

/г (/г + 1) п 

0 4 23 

Такимъ образомъ рядомъ поеледовательныхъ дейетвш мож
но определить сумму какихъ угодно степеней натуральныхъ 
чиселъ. Эта же самая формула позволяетъ определять для 

п 
многихъ елучаевъ сумму Л щи, если предварительно изве

стна 
1 

1JUU 

1 
Такъ, полагая cçu — a4, мы будемъ иметь 

п и п п 

1 1 1 1 
п 

Умам 

или 
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1 1 

откуда 

vL«Ä0!±üf (<Д-1) + ™_7-^_г(*»_1) 
^ а—1 ч ' а—1 (а—I)-*ч ' 

4 

ПоелФдовательнымъ рядомъ подобныхъже дЪйствШ можно 
п ц п 

определить M V , Уи3аи и вообще У итаи. 
4 4 4 

Заменяя въ этой формул* а чрезъ а"-1, мы опредФлимъ 

YwT", У и2а~~и, и вообще V t # V * по У сГи. 

п п п 

Изъ формулъ> опредФляющихъ У аи
} У иаи, У%1та% по-

4 4 4 

мощда замены а чрезъ е\ ГД-È * = у — 1, можно найти, 

JV', ^^'Z^^E^^' ШИ ЧТ° *°* e2](C w+ , 'S m i )> 
/tt(Cstt+*S*w), и вообще Дгеш (C^+«S?m), откуда, при

равнивая дМетвительныя или мнимыя части отдельно, най-

демъ / ßnu, У и$пи, .... У ит Snu, Ус$и, У и Csu, 

7 umCsu. Мы не дФлаемъ этихъ опредФленШ, полагая, что 

они будутъ болФе у м^ста въ стать* объ интеграцш по ко-
еечнымъ разностямъ. 



_ 73 — 

п и 
Формула У УФ и — (и + 1) УФЫ— У 

1 1 1 1 " 

даетъ возможность разложить п кратную сумму по простыми 

и и и 

Означая для сокращешяУ уи чрезъ / Ь , У У <рш чрезъ 
1 1 1 

(2) 

У ç и т. д. мы будемъ им^ть 

(я) (я—1) (я—1) 

Въ этой формул* члены, завиеяпце отъ У , можно выра-

(*-2) 
зить по членамъ, зависящимъ отъ д , и продолжая такимъ 

образомъ понижать указателей суммы, можно дойти до вы-
раженШ, зависящихъ только отъ простыхъ суммъ. Для при-

(3) ш и и 

ъЩа найдемъ V f ^ V V У\(ч)-
1 1 1 

Производя суммоваше надъ формулою 

(2) 

2^Ф = («+!) 2]? — 2d *?' им1шмъ 

(3) t* te (2) 
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(3) 

Членъ У и УФ, зависящШ отъ двухъ суммъ, можно иеклю-

(3) 
чить, взявъ другое выражеше У Ф, получающееся изъ ое-

и 

новной формулы, если въ немъ зам*нимъ Ф (и) чрезъ У® (и) 
1 

(3) (2) 

(M+i)22]?-(^+i)2]?M 

Сложивъ формулы (а) и (о), имФемъ: 
3 

2 \ <р = (w-И) (м+2) /Ф—(2м-|-3)/wcp+/w2cp, откуда 

подучдемъ 
(3) 

Г«+1)(«+2) VI (2м+3) VI . I V 
» ? 2>=О±±>|±^2>-^2>+|2> 

формулу, въ которой тройная сумма шражается по простьшъ. 
Подобнымъ образомъ можно определить четверную сумму и 
привести ВСЕ выражешя, отъ которыхъ она зависитъ, къ про-
стымъ суммамъ. 

S 19. 

п и 
Уравнеще У У уи = (п + 4) 7J?

w""7J
ttç(M)» 
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йм-бя MtcTO для случая, когда функщя <$и аналитическая и 
давая результаты, относящееся къ интеграцш по конечнымъ 
разностямъ, должна для случая, когда <p(W) функщя числовая, 
дать результаты, выражаюгще зависимость между различны
ми числовыми функщямии Действительно, полагая въ этой 

формул* (fu=l~ | , гд* ( - | есть лежандровъ символъ, 

равный 4* 1, когда ц квадратичный и — i, когда и не ква
дратичный вычетъ числа р, и означая чрезъ №{(и) — число 
квадратичныхъ, a N2(W) — число неквадратичныхъ вычетовъ, 
S^u) — сумму квадратичныхъ, а $2(м) —• сумму не квадра
тичныхъ вычетовъ, не превосходящихъ и, мы получимъ 

пи п п 

1 1 1 1 

п 

Очевидно, что V ( - ) = N4 (и) — N2 (и) и 

п 

1 

Вставляя эти выражешя, мы получаемъ формулу нашу въ 
вид*: 

п 

£ ( N , («) - N , («)) =(п + 1) [N, (») - N , (»)] -
1 

[st(»)-s,(»)]f 

что по еокращенш даетъ 

N, (4) + N, (J) + N, (8) + + N , ( « - ! ) -
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- [N 2 (1) + N2 (2) +N 2 (3) + . . . . . + N f ( i i - 4)1 = 

= »N4 (n) — яК2 (n) — S, (я) -f S2 (я) . . . {с) 

Заменяя п чрезъ а, и вычитая полученное такимъ обра-
зомъ уравнеше (с), им'Ьемъ 

N1(a) + N i ( a + l ) + . . . . + N ^ » - l ) - [ N 1 ( e ) + N1(a + 0 + . . . 

... + N2 (n — 1)1 = nN, (n) — aNd(a) — пЩп) + aN2(a) + ~ 

+ S2(n)-S2(a)-Si(n) + Sl(d). 

Полагая въ общей формул* срге = и ( - V и означая чрезъ 

S" t (n) — сумму квадратовъ квадратичныхъ и S"2 (te) — сум
му квадратовъ неквадратичныхъ вычетовъ, не превосходящихъ 
и, будемъ имФть 

п 

£ [Si («) - », («)] = (* + *)(S,(») - S,(я)) -

- (S", (n) - S"2 (я)), 
откуда 

S", (") - S"2 (я) = (я + 1) (St (n) - Sf (я)) -

-2](S4W-Sf(n)) . . (d) 
1 

n 

Для опредФлешя \ (S 4 ( t« ) — S2 (te)) мы должны принять въ 
1 

еображеше вышевыведенную формулу 



— 77 — 

П 

4 

откуда, заменяя п чрезъ и, им^емъ 
п п 

2(s* w -s* w ) = 2 ( м + 1 } (N* w "N* W) -
4 4 

w и 

- 2 2 ( N * w -N* w>- • • • • w 
4 4 

Разлагая по общей формул* двойную сумму, будетъ ИМ-ЕТЬ 
п и п 

2 2(N< w -N* w)=^+1}2 (N* w -N*W) -
4 4 t 

4 

следовательно формула (е) приметъ видъ 
n n 

2 ( S t («) - S2 (u)) = 2 ( « + О (N* W - N2 («)) -

- (i» + 1)2] (N4 («) - N2<») + 2«(N t («) - N2 («)) 
4 4 

ИЛИ 

fl П 

2 ( s i W - s « w ) e 2 ( Ä ~ n ) № ( , i ) " N « W ) 
4 4 

Вставляя эту величину въ (d), находимъ 
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S", (n) - S"2 (я) = (n + 1) (S, („) - S2 (n)) + 
n 

+2^-2M)(N 1 W-N 2 (^ ) ) . 
4 

Точно такимъ же образощъ можно определить последова
тельно сумму 3-хъ, 4-хъ и какихъ угодно степеней квадра
тичныхъ и неквадратичныхъ вычетовъ по функщямъ N4 (и) 
и N2 {и), числу квадратичныхъ и неквадратичныхъ вычетовъ, 
не превосходящихъ и* 

Вообще, внося ф$е = { - \ въ общее разложеше тожества, 

мы будемъ иметь формулу 

Nf (я) - N2 (я) =^±^kis^ (n) - S/> (я)) + 

1 
( л + 1 ) 

1 

Y(S*-V(u)-S«-»(u)) + 

lb 

* 2 < s 4 («) - s2 («)) + ^ ^ ( N < (II) - ^ <*» ' " ' ( n + l)2^d4 â w 2 w / J n + 
1 4 

где вообще Sâ'^ (u) m S2 ' '(«) означаютъ сумму степеней X 
квадратичныхъ и неквадратичныхъ вычетовъ, не превосхо
дящихъ и, 

Подобнымъже образомъ, вставляя лежандровъ еимволъ въ 
другую формулу, мы будемъ иметь 
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П 

N, (n) - ВД = (n+i)* (S'"1' (fiJ-S«-1» (я) -J ] (S,"1 («) ~ 
\ 

n 
s2

(-1} (*)) - (n+i) 2(s,(""2) « - s ( - 2 ) (*)) - . . . - (n -M)*- 1 

1 

2](s^*-V)-s t^ 
1 1 

гдф вообще подъ выражешями S/""^ (м) и 82
("~^(м)мы под-

разум-Ьваемъ сумму отрицательныхъ степеней (—-X) квадра-
тичныхъ и неквадратичныхъ вычетовъ, не превосходящихъ и. 

Эти числовые законы, опредФляюгще зависимость между 
функщями, выражающими число и сумму квадратичныхъ вы
четовъ различпыхъ степеней, могутъ быть распространены и 
на вычеты другихъ степеней; для этого стоитъ только вме
сто лежандрова символа вставить другой» соответствующей 
различнымъ вычетамъ, ибо вышевыведенное уравнеше число-
выхъ тожествъ им^етъ мФсто для совершенно произвольныхъ 
функщй, и вставляя вместо ср(ге) произвольные символы съ 
произвольными свойствами, мы нисколько не нарушаемъ 
этого тожества. 

Вставивъ на Этомъ основанш вместо <р(%) символъ О(ге), 
обращающийся въ 1 или въ нуль, смотря потому, будегь ли 
и вычетомъ или невычетомъ 4HCjfa p какой угодно С1епени, 
мы дадимъ нашей формула видъ 

п и п п 

£ 2]eW=(n + 4)2]e{»)-21lieW 
1 1 1 1 

или 
п 

£щм) = (п + *)ВД-А(Ч 
1 



— 80 — 

откуда 
п 

s » = (* -И) Чп) — Yd N w 

1 

Заменяя 6(W) чрезъ uQ(u), будемъ им-Ьть 
п 

2s1w = (^+i)si(^)-s2(^) 
4 

откуда сумма квадратовъ ВСЕХЪ вычетовъ, не превосходящихъ 
п, выражается формулою 

Sf(n) = (ii+OS^n) — 2]s4(fi), но 

S4(ic) = (t«+l)N(i.) — 2 N ( H ) , 

l i ! 4 

n te 

2 2 В Д = ( Я - И ) 2 В Д - . ^ Щ М 5 , следовательно 
i l i l 

« 
W 

4 1 . « f ) 
1 1 

= 2 1 (2м-й) N(U), 
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и Sï(n) = (n+l)S1(n) + 
п п п 

^(п~щ щи) — (п+1) s, (n)+»2] NW — 2 Y* NW 
4 1 1 

Заменяя S4(tt), мы будемъ им^ть для S2(n) формулу 
п 

S2 (п) = (л+0* Щп) — J](2«+l) ВД-
1 

Такимъ образомъ можно определить сумму какихъ угодно 
степеней произвольныхъ вычетовъ. 

Понимая подъ 0(«е) такой символъ, который обращается 
ЕЪ нуль или въ 1, смотря по тому, будетъ ли и сложнымъ 
или простымъ числомъ, мы получимъ формулу 

п 

2]^) = (n+l)*(n)-Si(n) 
1 

тщЬ §(п) означаетъ число, a S4(n)—сумму простыхъ чиеелъ? 
не превосходящихъ п. 

Формула S4(n) = (п+1)ф(я) — (ф1+ф2+фЗ+....+ф(п)) 
даетъ возможность решать вопросъ о сумме простыхъ чи
селъ, какъ скоро аналитическое выра&еше ф(») известно. 

Пусть а и 5 будутъ два простыхъ числа, тогда изъ двухъ 
уравненШ 

а 

Si(a) = ( a + 4 ) ^ ) - ^ W H 

I 
6 

s4(*)=(6+i)+(*)-2]^ 
получимъ по вычиташи 

а 
St(a) - S4(ft) = (в+4) Ф(«) - (Н-0 W) - 2 W 

6 + 1 
6 
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Заменяя функцш ф(ге) чрезъ | - , определяющШ ее до 
2 

некотораго приближешя, найдемъ 

6 a u 

2 2 (6 + 4) 2 

Подобнымъ же образомъ можно определить сумму квадра-
товъ простыхъ чиселъ, не превосходящихъ я, по формуле 

п 
82(гг) = (п+1) ф/г — У (2г*+1) ф(гг) 

4 

Продолжая дальнейшее приложеше нашей формулы, мы 
могли бы определить сумму кубовъ и вообще кайихъ угодно 
степеней простыхъ чиселъ, не превосходящихъ данныхъ пре
дел овъ. 

Формулы, выведенный нами для выражешя зависимости 
между функщей, выражающей число чиселъ съ какими-нибудь 
свойствами и суммою ихъ, имеютъ самый общШ характеръ 
въ томъ смысле, что выражаютъ свойство, принадлежащее 
всемъ числовымъ функщямъ, ибо въ общую формулу мы все
гда можемъ вставить такой символъ, который бы обладалъ 
свойствами, приводящими къ этой зависимости. -

S 20. 

Сумму УФ(Х) $(у), распространенную на все пары кор
ней х и у неопределеннаго уравнешя %-\-х-\-у-\-п} можно 
выразить двоякимъ образомъ, или а) давая последовательно 
переменному х все значешя отъ 4 до п—4 и принимая въ 
соображеше еоответствуюнря изменешя у въ парахъ отъ 
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1 до п—4, п—2, /г—-3, п—к и т. д. и наша сумма выра
зится формулою 

п—4 п—2 

S = ?(4)2}K«) +?(2)2<К«) + - +?(*-1)Ф(1) = 
4 4 

w—4 п—и 

4 1 
или 6) давая переменному у всЬ значенш отъ 4 до п—4 и 
принимая въ соображеше соответствуйте йзменешя х, 
тогда 

я—4 п—2 

S = ф(1) 2?(^) + ^^2?W+-*-+^(w-1)?(l)= 
4 4 

/г—4 и—и 

2к*)2?(«о 
Сравнивая эти два выражешя для S, мы получаемъ фор

мулу по конечнымъ разноетямъ, выражающую второй законъ 
числовыхъ тожествъ съ двумя произвольными функщями для 
неопределеннаго уравнешя z~{-x-\-y—n. 

n—i n—и п—4 п—и 

%И")%№) = %№%9№ (2) 
4 4 4 4 

Изменяя п на л + 1 , и полагая ф(м) = 4, мы имеемъ 
п п п п—ген-4 и 

4 4 4 4 4 

вышевыведенную формулу по конечнымъ разностямъ. 



Формула (2) даетъ различные результаты, смотря по раз«* 
яичнымъ функщямъ аналитичеекимъ или числовымъ, который 
мы будемъ вносить вместо ср(ге) и ф(¥). Вместо функцШ <$(м) 
и ф(г«) мы можемъ вносить и различные символы, придавая 
имъ самыя произвольныя свойства. Это возможно, потому 
что тожество (2) состоитъ по обеимъ сторонамъ знака ра
венства вполне изъ одинаковыхъ элементовъ, и разница въ 
выраженш зависитъ единственно отъ того, что счетъ, не 
имеющШ вл1яшя на общи результата, былъ произведенъ раз-
личнымъ образомъ. 

Заменивъ въ формула (2) п чрезъ п~\-{, имеемъ 
п п—%-\г\ п п—u~h\ 

2 ?w 2<к«) ̂  2 ф(г° 2 ? ( м )- (3) 
1 4 4 4 

Полагая ф(м) = аи, a <p(?i) = м, получимъ 

U a-ï ===La П 
1 1 

и т. д. ^ н а я 2 ^ а # | LJ40,4 ши м о ж е м % найти/te 2 а^.. 

Вообще мы можемъ решать теже самые вопросы по ко-
нечнымъ разноетямъ, которые разрешались предшествовавшею 

формулою съ тою только разницею, что тамъ мы п о д е р и ) 

последовательно определяли У и^и, / м 2 с и и т. д., где ср (и) 

умножалось на степень и, тогда какъ здесь для многихъ слу-

чаевъ по Уо (и), и У& (и) мы можомъ иногда определить 

выраженшУ ср (и) ф (м). 

Действительно* принимая въ соо&ражеше, что 
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и—«-1 и—1 

^ 2 S 4 ^ 2Snj 
1 1 
г* ад 

Ti „ aM + 1 —a v i - « a - ^ + ^ - a - 1 
/ a = -—, > a = -=1 -. , мы изъ формулы 

Jama &—- 1 шт d ~™~* 1 

4 4 
/ i—4 n—и n—-4 n—и 

4 4 4 4 

полагая последовательно 
cp(V) =̂= aw, ф(¥) = Smi, 

ç(w) = аад, ф(м) = CSM, 

Ф(М) = а~*, ф(ге) = S/ш, 
о(а) = аГи, ф(м) = Сш, 

получимъ 4- формулы 
# — 4 п—1 

ы 2S»4 Là 

n — и-\- i 

2S4 ^ а~{ 

4 4 

/г—4 n—4 

у а . 8п(ы + 1)-8п1; =YCsu*n-U + i
r« 

Li 2Swf Li a—i 
1 1 
я — 1 « — 1 

»гам 
1 1 

4 4 
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ОяредФливъ изъ поелФднихъ двухъ формулъ У a uCsu ш 

п—1 п—1 п—1 

Уа~~и8пи по Уа* Gm и / аи Snu, и вставивъ въ первыя 
1 1 1 

двФ, найдемъ два уравнешя, изъ которыхъ не трудно уже 
п—1 п—1 

найти выражешя для УоРСзи и Уаи$пи. 

Î 21. 

Оставляя въ сторона более подробное развит1е аналитиче
ской стороны этой общей формулы, относящееся къ инте
грация по конечнымъ разностямъ, мы остановимся преиму
щественно на числовой сторон* вопроса. 

Формула эта, давая самые обпре законы для различныхъ 
числовыхъ функцш, связываетъ такого рода результаты и ука-
зываетъ на такого рода зависимость, которую трудно иногда 
подозревать. 

Вставляя въ общую формулу (3) вместо <р (и) символъ Ô (и) 
такого свойства, что онъ обращается въ нуль или въ еди
ницу, смотря потому будетъ ли и сложнымъ или простымъ 
числомъ, и вместо ф (и) символъ ш (и), обращающШея точно 
также въ нуль или въ единицу, смотря потому будетъ лиг« 
неквадратичньшъ или квадратичнымъ вычетомъ произвольнаго 
ц^лаго числа р, мы получаемъ формулу 

п ??—îi -f 1 п п—и 4-1 

\ \ 1 1 
Означая чрезъ ф (и) и N (и) число простыхъ чиселъ и чи-> 
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ело квадратпчныхъ вычетовъ, не превосходянщхъ и, мы ви-
димъ, что 

и и 
Vö (и) = ф (и), 2 « («) = N (ie) 

4 1 

Заменяя ЭТИМИ выражешями наши суммы, мы получаемъ 
формулу 

п п 

Yb(u)N(n — и + î)z=zJ\o(u)$(n — и+ 1) 
4 1 

Принимая въ еоображеше значешя 6 (и) и со (и), мы мо-

жемъ знакъ У , означающй, что сумма распространяется 

на рядъ натуральныхъ чиселъ, заменить условными знаками 
с и s, означающими, что сумма <у распространяется на в с* 
простыя числа и s на во* квадратичные вычеты, не прево-
еходянре и, и наша формула приметъ видъ 

п п 
cN(n — и + 1) = s ф (п — и -f- 1) 
4 4 

Полагая я = 45, р = 1 9 , мы будемъ им-еть 
П 45 

<j4N(16 — w ) = * ф (16 — и). 
4 4 

Квадратичные вычеты 19 будутъ 1, 4, 5, 6, 7, 9, 41, 
46, 17, 

Простыя числа суть 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. 
Первая сумма а распространяется на числа, еодержапряея 

во 2-мъ ряд*, вторая сумма s — на числа, содержащаяся въ 
первомъ ряд'б, и наше уравнеше приметъ форму 

N (М) + N (43) + N (11) + N (9) + N (5) + N (3) = ф (15)+ 
+ ф(12) + ф(11) + ф(10) + ф(9) + ф(7) + ф(5) = 34. 
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Тайая общая* связь между двумя функщями, выражающим^ 
число значенШ, существуетъ для всякихъ двухъ числовыхъ 
функщй, ибо характеромъ и свойствами символовъ 6 (и) и 
с*) (V) можно располагать совершенно произвольно; поэтому 
такого рода соотношешя принадлежатъ къ общимъ законамъ 
числовыхъ функцш. 

Полагая въ формула (3) <р (и) = г/8 (и) и Ф (и) = w (и), гд* 
СО (и) и 0 (м) сохраняютъ прежшя обозначешя, мы будемъ 
ИМЪТЬ 

П П—U+i П П—w-i-1 

УиЬ{и)/ со (и) = д о > (г«) 2^teôw. 

4 1 1 1 

Означивъ чрезъ S4 (м) сумму первыхъ чиселъ, не прево-
сходящихъ и, мы будемъ имФть 

?г п 

У*6 (и) N (п — « + 1) = YCÜ ̂  st (я — * +*) 
1 1 

гд*, заменяя знакъ У вышеобъясненными знаками а и s, 

получимъ 
w п 

аШ (п — и -{- 1) = * St (я —и + 1) 
1 1 

Полагая я = 1 5 , им&емъ, 
15 15 

<TttN(i6—и) = « 8 ^ 1 6 — te) или 
1 1 

2N (14) 4- 3N (13) + 5N (11) + 7N (9) + 1 IN (5) + 13N(3)= 
= S, (15) + S£ (12) + Sâ (11) + S, (10) + S, (9) + S, (7) + 

+ S t(5) или 
f.7 + 3.7 + 5.7 + 7.6 + 11.3 + 13.1 = 4 1 + 2 8 + 2 8 + 

+ 17 + 17 + 17 + 10. 
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Если положцмъ cp(^) = ô(W) и ф (и) = ий (и), то будемъ 
шм^ть 

п п 

* A,9 W S i (П ~ М + 1) = У\мв (и) Ф (л — и + )̂ ™ 
1 1 

d Sj (п — и -f- 1) — о" ^Ф (^ — ^ + О 
1 1 

гд* знакъ с распространяется на вс* первыя, числа не прево-
сходяиця п. 

Полагая ср (и) = 6 (и) и ф (и) — и, будемъ имфть 
п п 

V л / \ fa — м + О fa — И + 2) Y4 тчт , , . ч 

2JÖ(^)~ L—fi • — — 2 / ( г г — и + ) м и 

1 1 
/г п 

1 4 

/6 ff, 

(п—.«+*)(* — *+ 2) р 

Полагая ф (и) = | (и), сумм* делителей числа и, и f (и) =з 

= 8 (««), будемъ имФть формулу 
w я—«е + 1 га га—«е + 1 

2] f « D w =Ц9 с«) HjW' я« 
1 4 4 4 

/г—-ад 4-1 
ге + 4 l 0 ü ^ — г « + 1 2|(г/) = (л(ге-М + 1) = Е ^ — f ü + 2 E : 

2 
1 

п—и + 1 
\ 0 (г*) = ф (?г — $* + 1), следовательно 
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/Ч(л — и + 1) | («)==% в (и) (л (/г — ге + 1 )=а [л (?г—г« +1 ) 
4 1 1 

Полагая ср («/) = | (и) и ф (и) = р (w) числу делителей чи

сла и, мы будемъ иметь 
п п—и + \ п п—и + 4 

1 4 4 4 
w—г*+4 

р(*) = т(л — w + i ) = E 1 ЬЕ g H-» 
4 

^n — u-j- 1 
- . . - h Ü. — , 

/г — ге -{- i 
следовательно 

4 4 

йзъ примеровъ, предложенныхъ нами, не трудно видеть, 
какимъ образомъ можно находить самую общую связь между 
двумя произвольными функщями и получать довольно слож-
ныя еоотношешя. 

S 22. 

Общш законъ числовыхъ тожествъ съ одной произвольной 
функщй имеетъ м^сто и въ томъ случае, когда будетъ взя
то неоопределенное уравнеше z -j- ф(а?).ф4(у) =п? где ф и ф4 
две возраетаюпря функцш, имФющш положительныя значешя 
для х= 1» у = 1. Для этого случая онъ принимаетъ форму 
для переменнаго х 
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! + • 

ЧР) ЧР) ЧР) 
~2?ге + 2 ? ^ +••••••• +2?м +•*•••* 

4 4 4 
и для перемениаго у 

Т (0 Е ф ( ^ ) + 1» « Е ф ( ^ ) + + » № В + ( £ | ) + -

ЕЧЮ Е Ч Р ) Е ЧР)' 
= \ © Î I + \ cpte + . . . . . -f-ç (А) / Ф м + 

4 4 4 

гд-Ь ф и ф4 функщи, обратныя функщямъ ф и ф г 

Если второй законъ числовыхъ тожествъ для уравнения 
z -f~ ф(а?) + ф 4 ( у ) = *гмы изображали сокращенно формулами 

H (»•—&1) Еф, (я—#4) ЕФ (я—фли) 

^ и Еф, (/г — ф и ) = 2 2 ? ^ И 

4 4 4 
Еф4 (Л—f (1 ) ) Еф (п—ф,4) Еф£ (я—W 

^ Ф М Еф (и — ф 1 и)=2] 2 9 ^ ' 

то сокращенная форма второго закона числовыхъ тожествъ 
для уравнешя z -f" ф(я?).ф1(у) = п будетъ 
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4P) nx 4ïï) Hi'. 
(II) 

Е Ч Р ) Е Ч Р ) E4F«) 
1 1 1 

Полагая cp (и) — 1, мы видимъ, что нашъ второй законъ чи-
словыхъ тожествъ ириметъ форму перваго закона. 

Во веФхъ зтихъ елучаярь функщя <p(V) можетъ быть какъ 
аналитическою, такъ и числовою. Подъ функщей ср($«) мы 
можемъ даже подразумевать какой угодно символъ еъ самы
ми произвольными свойствами. 

Если ср (и) = Ô (и) символу, обращающемуся въ нуль, какъ 
скоро и «сложное число и въ единицу, какъ скоро и простое 
число, то нашъ законъ приметъ видъ 

У в(я) Еф, (п—<|ж)= У N ГЕф (п — M 
î 1 

гд* Ш (и) означаетъ число первыхъ чиселъ, не превосходя-
щихъ и. 

Первую часть можно заменить выражешемъ а Еф1 ( я — W 

съ означешемъ, что знакъ суммы распространяется на одни 
первыя числа и формула наша даетъ 

1 ~ 

Полагая въ частномъ члуча* ф(м) = г«2, ф1(«)=«» TW V 
Ф«(«) = ад, мы дадимъ нашей общей формул* видъ 

ц (п—Щ Еф, (»—<И) -, 
Еф, (я - фи) = VN ГЕф (П - ф,«)] 
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a E (n — ш2) = ^ N [ E V"*^11^] . 
1 1 

Означая чрезъ S2(w) сумму квадратовъ первыхъ чиеелъ, не 
аревоеходящихъ и, мы будемъ им-Ьть 

п—1 

nN (E>/n—1) — S2 (EV ^— i) = J^(ES/n-u) 
1 

Для л = i l шг&емъ 
___ _ 40 ^ _ 

1 INE\Aû — S2 (EV 10) = V N (E^l 1—и) или 
4 

И N(3)—S,(3) = N(E\/ro) + N(E\/9) +М(Е^8) + N(E\/7) + 

+ N(E\/6) + N(E\/5) + ЩЕyfi) -f N(E \/3) + N(E\/2) -f 
+ N(EyT) = 9 

ДЬлая въ формула числовыхъ тожеетвъ тЬже обозначения, 
для уравнешяя -f- Ф(жЖ(аО = л, мы получимъ уравнеше 

Zö ( e ) E^(^))=2 2ö W № 

г) 
ИЛИ 



E* (à) 45) 
Gl 

1 4 

Полагая ф(ге) = и2, ^(te) = w, ф«# — \/и, фа% — s«, мы 
найдемъ 

Е(^Ж<] 
4 4 

Для и = 4 8 будемъ имъть 
E\/Ï8 4 48 

er 

4 
"(3)-"(7)-Z"^ 

или 

Полагая ç(«) = «6(«е), гдф 6(w) символъ, сохраняющШ преж-
нш свойства, и означая чрезъ St(w) сумму первыхъ чиселъР 

мы будемъ имФть 

*Ш 4v) E*fe) 
4 4 4 

E*è Е*- G9 
• «Е+< ( £ ) - 2 Ч Ч £ ) ) 
4 4 

Вторая формула (1Г) приметъ 

ЧР) ЧР) 
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Для случая, догда ф (и) = «i2, ^ (%) = % ф (ад) = у и, 
ф4(г«) = ге, эти формулы примутъ видъ: 

1 1 

. .KV^=2S.(EJ). 
1 1 

Если бы мы вставили вместо ср (и) символъ Лежандра ( - ) , 

f огда бы ИМ'ЕЛИ формулы 

Щ (я—ф41) E<£i (я—4»1) Еф (n—j>tu) 

4 1 1 

Еф1 (я—ф1) Еф (я—441) E^t (п—фи) 

Ш^-^-Е 2G") 
1 1 1 

ИЛИ 

Еф (я—^1) Еф, (я—ф4) 

2@ЕФ,(м«)=2(4 [ЕФСП-Ф ]̂ -
1 1 

- N , [Еф(«Н»*«)]) 
Щ, («—ф1) Е# (я—ф,1) 

4 1 

-К 2[ЕФД«->)]) 
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ж е образомъ имЪемъ 

2р)*(еЬ2Н'(*эд 
E*fe) 

- N . Еф 

Ëi-i 

îG) 
4.4 
Еф 

— N0 

"2Жч)] 
"(Ч)]) 

ГА* я » • ! : 1 1 Г ™ ? : м ю «««ра™адыхг, 
ДР aï01 чяыхъ вычетовъ числа р . неква-

+i(««)==u* 
случая, когда фм=« 4 , ф ^ у ^ ф г ^ -

v ;]| 
Еу'я 

Доожно такимъ образомъ вывести безчисденное 
частныхъ чисдовыхъ законовъ, выражвдцвдь МН0Жеств<> 

^ д у различными числовыми функции, д 4 д а я р ^ Г С Т Ь 

^редположенш, какъ для функцШ ^ Т а к ъ и ^ а£™« 

ф и 4v Ч 
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$ 23. 
Перейдемъ теперь къ усложненному .закону числовыхъ то-

жествъ, зависящему отъ двухъ произвольныхъ функщй. Опре
делить сумму / Ф (#) Ö (у), распространенную на все пары 
корней неопределенная уравнешя z -}- §х -f- ф4у = п, мож
но двумя способами: а) или давая переменному ж значешя, 
равныя 4, 2, 3 . . . и принимая въ соображеше значешя у, заклю
чающаяся въ ариеметическихъ прогресс!яхъ, начинающихся 
съ 1 и оканчивающихся верхними пределами ЕфА (п—ф4), 
Еф4 (п — ф2), Еф4 (л — фЗ).... Еф, {п — Щ и т. д. тогда 
наша сумма будетъ 

Е*1 (л—Ф^) ЩЛп—Щ Щ^п—Щ 
S = ?(4) 2]e(fi) + 9(2)2в(«)+-- + ?(*)2öW... 

4 1 4 

1ф4 (я—фВ(фя—*^)) 

....+ ? (ЕфСп-^!))^). 
4 

или Ь) давая переменному у значешя 4, 2, . . , Еф4 {п—v),4) 
и принимая въ соображеше значешя х, заключающаяся въ 
ариеметическихъ прогресс!яхъ, начинающихся съ 4 и окан
чивающихся верхними пределами Еф (п — ф4 4), Еф (п — ф42), 
—Еф (п — ф^) . . . . , тогда таже сумма выразится формулою 

Щ{п—^4) Еф(я—фа2) 

S = 0(1)2]<р(«) + 6 ( 2 ) ^ ) + . . . . 
4 4 

Еф (f*-* tE# t (*-*1)) 

....+в [ЕфЛ^-ф!)]^?« 
4 

Сравнивая эти два выражешя, мы получаемъ усложненный 
второй законъ числовыхъ тожествъ въ форме: 

7 
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Еф (и—j , t\) Еф, (я—фи) Еф, (и—ф1 ) Еф (и —ф,*) 

1 1 4 1 

Тотъ же самый законъ для уравнешя z-\~ ^(х).^(у)= п 
приметъ в и д 

"•(*) И ® Ч.® -•(£ 

Функщями, с(г/) и 6 (У), входящими въ выражен!е числового 
закона, можно располагать совершенно произвольно, прида
вая имъ катя угодно аналитичесшя или числовыя значешя. 
Во всЬхъ этихъ случаяхъ мы получаемъ особыя соотношешя, 
которыя доказать иначе иногда очень трудно. Особенно ре
зультаты получаются сложными въ томъ случае, когда <р(м) 
или 6(#) зам^няемъ числовыми символами съ произвольными 
свойствами. Такъ, положивъ, что ô ( w ) = 0 для и еложнаго, 
и = 1 для и простого числа, и полагая <p(w) = 0 или 1, смотря 
потому, будетъ ли м неквадратичнымъ или квадратичнымъ вы-
четомъ числа р, мы получимъ формулу « 

ЕФ (п—фа4) ЕФ4 (»--Щ Еф, (я—#1) Еф (n— Ф )̂ 

4 1 4 1 

Означая чрезъ N (и) чпсло первыхъ чиселъ и п (и) чи
сло квадратичныхъ вычетовъ, не превосходящихъ и, будемъ 
имФть: 

V<p(«) N Еф, (л — фи)! =Уь(и)п Г Еф (я — ф4«) 
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Откинувъ подъ знакомъ /величины ?(w) и *Ки)> м ы Д°лж" 

ны зав^нить знакъ / знаками с и s 

Щ {n—^.i) 

Еф£ (п — фм) 
Еф4 ( я - * 1) 

Еф (/г - ф^) б N | jyf 4 (в — ^ I = = ш 

1 1 
гд1з er означаете, что сумма распространяется на одни квадра
тичные вычеты5 a s на одни первыя числа. 

Формула (IV) приметъ для этого случая видъ 

1 1 
Если c(«e) = w8(?f), гдф 6(и) сохраняетъ вышесказанное 

значеше, то наши формулы даютъ законы числовыхъ ю -
жествъ въ вид* 

Еф (я—ф, 1) Е ^ (я—фи) ЕфДя—^1) ЕФ (я—4>Lu) 

4 1 1 1 
Е (я—^4) ЕфДп—ф1) 

V«Ö(*)N ГЕф, (П - фм)1 = V в(«) S4 (Еф (п—^и)) или 
1 

Еф (я—ф,1) 

см 
1 

Формула (IV) даетъ 

1 
Еф, (я—ф!) 

N ГЕф, (п — фм) = a S4 J Еф (п — ф^) . 

>«я(кф,̂ )=. « [ЕФ(^) 
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Знакъ суммы й распространяется въ обоихъ случаяхъ на 
одни первыя числа, N(te) выражаетъ число, a S^u) сумму 
первыхъ чиселъ, не превосходящихъ и. 

Для случая, когда ф(и)=ад2, ^(и)=т, $(и)==\/а, ф4(я)=м, 
наши формулы принимаютъ видъ 

a uN I п~г*" | =<JS j E s/n—и I 
4 4 

Et/» » 

1 1 
Для и—26 эти формулы даютъ 

8 25 
ff wN(25 — М

2) = a S, [Ey/26 — и] 
i 1 

или 
2N22 + 3N17 + 5N1 = StÇE)/ÏÏ) + S^Ey/^+S^Ey/ f l ) 

+ 8,(Е\/Т9) + S4(Ey/Ï5) -+- S^Ev/TFj+S.ECv/â) 

+ S1(EV7) + S 1 (E V 3)=37 

S 26 

• » ( * " ) - S ' ( ^ T ) И ^ ' 

î " ' I 

или 
2N(5)+ 3N(2)=S4(3) + 2S,(2) = 9. 

Если мы положимъ ф(и) = к, ö(w)=p (ii) числу делителей 
числа ««, то получимъ формулы 

Щп—фд ЕфДп—фи) Еф4(«—ф4) Еф(»—tf^) 

4 4 4 4 
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Принимая въ соображеше, что 

£ P W = E ^ + E | + E £ + + Е - = {х(м), 

им*емъ 
Etf(n—#,1) Еф,(п—<И) 

Еф (•"О * • * 

1 1 T i J 

Полагая ср(м)= J («) сумм* делителей числа и, а 6(«)=| 

или 0, смотря потому, будетъ ли и проетымъ или сложнымъ 
числомъ, получимъ уравнеюя 

£ J О0ВД1 ( ж->)1 = 2] ' е(М)г[Еф(п-ф1м)] 

Е < й ) Е*.и 
Ф1 

2И *• (£)].М>(* 
1 1 

Гд* N(«) означаетъ число простых* чиселъ 
-•&]• 

I a 
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T(«) = E J + Î E | + 3 E | + + ÄEJL + . . . .+ 1 IE£. 
Опуская 0(w), мы должны заменить зеакъ д знакомъ СУ, 

означающими что сумма распространяется на одни простым 
числа. Для ^(ti)=u2, фг/==у^ ^1(ц)=и, ф4(«е)=м, наши фор
мулы примутъ видъ 

Еу?7^1 л—1 

N(n м"2) I (w)=-7 т(Еу/г—м ) 

У N 
4 

Е /«=„, [EV=]. 
1 

Д'Ьлая различный вставки, мы могли бы вывести множе
ство числовыхъ законовъ между прерывными функфямн. Мы 
оставляемъ это, полагая, что на показанныхъ примФрахъ до
статочно ясно указанъ тотъ методъ, помощью котораго мо-
гутъ быть выведены эти законы. ВСЁ ЭТИ законы, являясь 
простымъ слгЬдств1емъ второго общаго закона числовыхъ то
жествъ, составляютъ необходимую принадлежность число
вого исчисдешя и безъ помощи пр!емовъ этого исчислешя 
едвали всегда могутъ быть выведены другамъ путемъ съ до
статочною простотою. 

Приложение числовыхъ тожествъ къ выводу н^которыхъ 
формулъ по конечнымъ разностямъ д^лаетъ изъ нихъ об
ласть соотношения и законовъ, им'бющихъ нФчто общее и для 
функцш аналитическихъ и для функщй числовыхъ. 

S 24, 

Второй законъ числовыхъ тожествъ даетъ возможность пре
образовывать одно числовое выражев!е въ другое и выбирать 
для вычислешя такое изъ нихъ, какое бол^е удобно и проще. 
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Но можно совершать чаетныя преобразовашя, смотря но 
виду функщй ф и ф , , зависящая отъ соображенш, находя
щихся въ непосредственной связи съ формою этихъ функщй, 
ихъ способностью возрастать и убавляться. Мы укнжемъ ЗД*ЕСЬ 
на частное преобразование, употребленное Леженомъ-Дирик* 
ле для вычислешя числового выражешя 

?(ОЕ ^-+<р(2)Е-|-4?(3)Е у + j-9(p)E~+ 

Взглядываясь въ это выражеше, не трудно замгЬтять, что 

числовыя количества въ ряд* Е —, iL ~^r, , . . . b - r . . . . 

уменьшаются чрезвычайно быстро вначале, но потомъ, дойдя 
до извъстнаго члена, начинаютъ по величин* повторяться, и 
если уменьшаются, то не более, какъ на единицу 

Для опред'Ьлешя, съ какого члена начинается подобное свой
ство даннаго числового ряда, нуяшо найти такой указатель [х 
чтобы разница между двумя рядомъ стоящими числами равня 
лась или была менее единицы, т. е. нужно удовлетворить 
условию 

n n М'ГМ'+'П . / 1 4 
__L_U - < 1 , ОТКуда (JU(JL-hl)êW 

fx fx + 1 n ~" J r v r ; 

Не имея въ виду точно определить подобный членъ до еди» 
ницы, мы можемъ определить (х изъ услов1я ;х2 ^п ш положить 
| л=Еуп , если п полный и [x=l-j-E\M> если п неполный 
квадратъ, тогда уелов!е р.([х-+-1)е n будетъ выполнено, 

fi Положивъ Е - = v, мы видимъ, что [х членовъ ряда 
[Л 

п 

2 Ф ( ¥ ) Е - будутъ обладать свойствомъ быстраго убывашя; 
1 

начиная же съ члена [ А + 1 , числовой рядъ 
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< Р ( [ л + 1 ) Е ^ + Т ( ! л + 2 ) Е ^ 2 + . . . . +ф)Е^ (О 

будетъ въ числовыхъ чаетяхъ, зависящихъ отъ Е, принимаетъ 
ве* значешя, содержащаяся въ ряд* натуральныхъ чиселъ, 

^ п ^п 
начиная еъ v = b — доЬ— =а: притомъ несколько чле™ р. р 

новъ могутъ им*ть одинаковую величину. 

Указатель s поел*дняго члена въ числовомъ ряд* Е j , 
ft Vt ТЬ 

E ^ , E — .... E —, который равенъ t величип* <^v, и 
за которымъ сл*дуетъ членъ, менышй t по величин*, опре-

7Ь 7Ъ Tt Tt делится изъ условш - g£ t, <^ t, s g - , s-{-^^> - , 
S S ~*y~ \ t t 

откуда s=E —. 

Поэтому въ ряд* указатели членовъ, им*ющихъ одинако
вую величину, должны возрастать, 

^ п — п 
начинаясъ«=[хдо*=Ь ~,длячленовъ, им*ющихъвелич. Е — =rv 

п п п . . . . съ5=Е-до5= г . E —=v~- 1 
V V — 1 S 

начиная съ s=E —г-т до s—p для членовъ, им*ющихъ вели» 

чинуЬ —= q. 

Частныя суммы этихъ членовъ съ числовыми коеффищен-
тами, им*ющими одинаковую величину для ряда {(), будутъ 
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гди ty(g) = 2jf(s) 

Общая же сумма ряда (/*) будетъ 

р 
^п . . . . . / _ п\ . . / _ п \ 

и \ vy \ v — 1/ 

• +KE7Tï)+ # ( p ) 

откуда получаемъ общую формулу преобразовашя 

р 

2>(«)Е£==Ф(Р)Е£-Е^ 
1 

Для р=п им*емъ 

%ф)Е1 = -Е ^+а(«)Е£+2> (El). 

Это преобразоваше числового выражешя полезно въ томъ 
отношенш, что п членовъ заменились [А и v числовыми чле
нами, и следовательно при приближенномъ вычисленш этой 
суммы можно достигнуть большей точности. 

Такъ для случая, когда <р(и) = 1, будемъ иметь 
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Заменяя Е -чрезъ - для приближенна™ опред'Ьлешя Щп), 
S S 

мы совершимъ ошибку только порядка \Jn, следовательно 
определеше будетъ гораздо точнее того, какое мы сделали 
выше. 

Съ подобною же погрешности порядка \/п мы можемъ 
положить 

п У » —п У- = ~ nlogn + Сп, где С = 0.5772, ;xv -= п, и 
4 4 

п 

следовательно / Е - == Щп) = nlogn -|- (ЙС —1J /г 
1 

Изъ этой формулы Дирикле вывелъ весьма интересное за-
ключеше при сравнения ея съ формулою 

п 

V - = nlogn + С/г, верною до порядка \/п7 
4 

Вычитая одну изъ другой, мы имеемъ 
п п 

Z(Î-*S)-I:°©= ( 4 - C » 
4 4 

/г 

откуда средняя величина количества-дО( — ) = ( ! — С ) < ^ * 
4 

следовательно при разделеши числа п на рядъ чиселъ отъ 
1 до п, мы чаще должны встречать случай, когда остатокъ 
менее половины делителя, чемъ случай, когда онъ более, то 

п п 

ряде сравнешй, п = \аи | ( мод. la J \ 
4 i 

положительный вычетъ ам будетъ чаще менее g • 

есть въ ряде сравненш, п = | а„ | | мод. И« I наименьшш 
i 
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Дирикле не останавливается на этомъ замечанш о выче-
тахъ аи, но старается численно определить самое отноше
ше или пределъ, къ которому стремится отношеше числа 
остатковъ этихъ двухъ группъ. 

$ 25. 

Выведенный нами формулы второго закона чиеловыхъ то-
жествъ даютъ возможность решать вопросъ о числе цыфръ 
после рада определениыхъ ариометическихъ операщй въ фор
ме более сложной, 

Такъ, составивъ рядъ чиселъ 
n - ^ ( l ) , n - W 2 ) , п - ф / З ) , . . . . » - * , ( * ) . . . . 

и означивъ число цыфръ до запятой въ этихъ частныхъ по
следовательно чрезъ vd, v2,... vft..., мы докажемъ, что имеетъ 
место формула 

Еф4 (л—10) ЕФ, (я—10) vt 1 Еф, {n—W) 

aim jsesf Ан̂ яи днян 

1 1 1 1 

Действительно, положивъ въ общемъ законе числового то
жества 

Щ (п ф1) Еф (я—ф£4) E<j\ (я—фа) 

Е <ри Еф (/г — ф4и) — V У Ф (И). 

1 1 1 

ty(x) = lOx, $(x) = Logx, и сделавъ вышепоказанныя обо-
значешя, мы найдемъ предшествующую формулу. 

Сосгавивъ подобнымъже образомь рядъ чиселъ 
ТЬ ТЬ ТЬ 

и означивъ последовательно число цыфръ въ нихъ черезъ 

Ч ) v2 ft ' Е (•£)• 
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мы будемъ ингЬть следующую формулу 

4 4 4 4 

Мы вывели формулу при опред*Ьленш суммы корней не» 
опредФленнаго уравнешя z -f- xy = п 

iL 

. . . = Е - £ + З Е 4 + 5 Е 4 + - . + ( 2 * - 1 ) Е Т + -| . + 5 E y + . . . . + (2fc-l)E-Ä 

Такъ какъ J J Г («О = Е у + 2 Е - | + З Е у +. . . . . и 
1 

п 

2iW = Ef+E|+Ef+. e . 
4 

гд*£ | (и) означаетъ сумму, а %(и) число делителей числа и, 

то, заменяя вторую часть соответствующими числовыми функ-» 
Ц1Ями, мы найдемъ 

п п п 

На основанш формулы 

Е* 
« и 

2>(«)Е£«2 2>М W 
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можно еще преобразовать выражеше / E ä - , полагая въ ней 
шва ш 

4 

<р (и) = Е - , тогда 

Е ^ 

4 4 4 

Итакъ, внося въ формулу (д) эту величину для ^J?-, 
1 

мы получимъ # 

•т 4 Е1 

E F 

+2Х+ 
1 

Заменяя п чрезъ /г — 1, и вычитая эту формулу изъ пред
шествующей, найдемъ 

sjw_ ïw=f x 4 - Z 1 Е ¥ <">• 
1 1 4 4 

Распред*ливъ делителей числа п по ихъ величин-Ь, начиная 
съ меньшаго 1 и кончая п, мы означимъ чрезъ £'(te) число 
делителей числа п, не превосходящихъ м. Вторая часть фор
мулы (h) выражается помощдо этихъ числовыхъ функцш. 
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Чтобы найти выражете второй части, мы представимъ ее 

въ форме 

\Ld и Là и J \Ld и Ld и J 
1 1 d l 

к к 

\ш и Ld и ) * 

Е ^ В * * 1 

к к 
п—1 и раземотримъ какую нибудь разность У Е — * ~ / Е 

1 1 

ть 
ПослгЬднш членъ въ первой сумм* будетъ Е — . во вто-

к 
fi | 

poli g % Если число к не будетъ дФлителемъ числа п, 
E ~ F 

то Е - = Е — т — = к' и оба ряда будутъ состоять изъ оди

наковая числа членовъ, давая въ своей разности величину 

; если же к будетъ дФлителемъ числа п, то ©-• 
Vi fi — 1 

Е— = ft' — 1 + Е —т—, и следовательно 



Означивъ делителя п} сопряженнаго съ Д'Ьлителемъ h, чрезъ 

X, такъ что п •= tik, мы будемъ им^ть Е г- = X и Е 

= Е - = Ä Й Е - — = 4 — = *— 1-
А X 

Итакъ веякШ разъ, когда к= делителю чесла п 
E i E^-

£У W ^ $е \ ft/ 
1 1 

На этомъ основаши 

^{п)-Ъ{п)=ЪХп)+Ъ' (j) + ? ( т ) + 

откуда получаемъ 

E,(„)=J(„)=ç'(»)+r(i)+r ( f )+ +«'(£)• 
/г Если положимъ въ формул* (г) Ç ( Î * ) = E 2 -—, то найдемъ 

Е Т B j E ^ 

Заменяя я черезъ п — I, мы получимъ 

я~1 
1 

зс1(»ьз51(»)+5(»)= ( ^ ^ - ^ V - V ' ) 4- . • 
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~n „ n—1 

1 

где 1й(п) означаетъ сумму квадратовъ, a %{(n) сумму дели
телей числа п. 

Означимъ чрезъ 1\{и) сумму делителей, сопряженныхъ 
ВСЕМЪ д*лителямъ, не превосходящимъ и, тогда 

2> ,-r-I^-*.(ï)-r(î)+ ' 
i 4 

величина 6 = 0, если к не будетъ делителемъ п, если же 

к будетъ д*лителемъ п% то в = / Е~ — 1 V==(X— 1)2 

Принимая это въ соображеше, не трудно видеть, что п 

1 

п 

-Z^(-f)+ç,(»)-*Ç.(»)-H(») 
1 

откуда по еокращенш им*емъ формулу 

5,(»М',(|)+г1(|)+г,(|)+: 

Означивъ чрезъ ?'_*(» сумму делителей минусъ первой 
степени, не превосходящихъ и, мы имеемъ вообще б'4(«) 
===:nÇ'-.1(w), следовательно наша формула приметъ видъ 

*.<.)-.[?-. ©+?-.(0+v-(s) +•-



из 
и 

Докажемъ, что, если им^етъ м^сто для m — 1-й степени и 
ВСЕХЪ ниешихъ степеней делителей уравнеше 

п 

1 
то оно будетъ им$ть м^сто и для ш** степени. 

Здъсь йА_4(«) означаетъ сумму вс&хъ делителей, еопря-
женныхъ д'Ьлителямъ /г, не превосходящимъ и. 

Действительно, замФнивъ въ уравненш 

л 1 2 

Zpm-f 1 ^ _ . V 'p^^L Л- УУ Ш П -4-
М Zd U Là Ш ' "* 

1 1 4 
п чрезъ га— 1 и вычтя, получимъ 
/ « i\r / ч (m-fl)m~ . (m+l)^(m—1) г 

•••-Гч—А; 4 2 3 к 4-1 ™--* W ~ г ' # , , — 

1 

1.2.3 

m 
' , . m (m— 4 ) r . . 
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Принявъ въ соображеше уравнешя 
п п 

4 " 1 

мы находимъ по сокращении 

%т (*) = lm-i (*) + ßm-i ( f ) + g m - i U " ) + • • • • = 

1 4 —(m—4) 

Bet эти формулы могли бы быть выведены гораздо проще 
изъ общей формулы 

E l 
п и 

2Х--2 2>), 
если бы мы заменяли въ ней ?(„) различными произвольны
ми символами. Полагая въ этой формул* <р(и) = ( _ 1)м+*и 

означая чрезъ д(п) число нечетныхъ чиселъ въ числовомъ ряди 
П 

4 Е J > м ы найдемъ д-(я)=Е J- — Е - + Е-П — F n -U 

Возрастающая функщя ?(«) М о Ж е т ъ б ы т ь н а й д е н а п о y"paß_ 

н е ш ю ^ С « ) = +(«). если возрастающая функщя Щ дана. 

Действительно, ф) в ф ( м ) _ ф ( м _ { ) _ Э т о ^ ^ ^ 

можность определять выражеше УФГИМ? П » 
г ше ^ 9 W b - .тожественно рав-
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выражешю / |» I Е - \. Такъ, положивъ» что мы ищемъ йое 
àam 

1 
выражеше,. равное выражешю 

' 2 2 ^ Zw 2 

м 

1 
2 

_ F .(«-О* . мы должны принять ф(ю) =Е-^-,ф(м—1)=Е 

2 2 j i 

ФО) = ф (м — 1) = Е ^ - — Е Ч-—^ 1- и и 

Ю Е'"1 Е"1+ = 
= Е f + S E ^ - + 3E ^ + . . . . + n E i 

1 z 3 и, 

ft 71 71 71 %ГЛ С* 

Такъ какъ Е ^ + 2Е^-+ЗЕ 3*+.... + л Е ™ 2 , I (*0=<я)и 

4 

1VT / т « ^ т-> П П 

IN ̂ ) = Е т - + Е «—h E*^- + . . . . означаетъ число нечетныхъ 

делителей ВСЕХЪ чиселъ отъ 1 до п, то 
п vn-

а(») = ВД-и£ E_JL 
1 

Преобразоваше, указанное нами, мы можемъ совершать не 
только для числовыхъ функцщ, но и надъ суммою какихъ угод-
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но функщй. Действительно, им*я S = <И + ф(2)-f- -f- -\(n), 
мы можемъ выразить эту сумму въ вид^: 

Е1 Е 2 Еп 

Полагая въ формул* (г) <р(ге) == -L~-, получимъ 

E i g f E l 
п n u l 2 

4 4 E— E— E -
4 M 4 w w 

Полагая ф(м) = ге% /г*=5, имеемъ 

3 s-f-'-M+Z^ - — ^ 5 ' 5 4 Е - Е -
53. 

§ 26. 

Раземотримъ, какую форму приметъ второй законъ чи~ 
словыхъ тожествъ съ одной произвольной функцией для не
определенная уравнешя % + ф(#) — ф4(у) = ?г. Предполагая, 
что у получаетъ значешя только отъ 1 до к, законъ этотъ 

можно вывести изъ того соображешя, что величину / Ф (у), 

распространенную на ВСЕ значешя переменнаго у въ дан-
номъ уравненш, можно найти двумя способами: 1)или опре
деляя число разъ, для котораго у = 1,2,3.... А, или 2) по
лагая последовательно а? = 1 , 2 , . . . . Еф (п -+- ф4А), при
нять въ соображеше соответствуюпця изменешя у. 

Въ первомъ случае 
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Sâ =2<p(y) =9(1)Еф (/г + <|/4(1)) + 9(2)Еф(н + ф42) + ... 

... + <р(« ЕФ (л ++**) + 
Во второмъ случае легко видеть, что для изменешя х отъ 

1 до Еф (/г) переменное у можетъ принимать все значешя 
отъ 1 до к, и следовательно для этихъ измененш перемен-
наго х сумма значена! <р(у), распространенная на величины 
соответетвующихъ корней у, будетъ составлять величину 

к 
Еф (ri) \ <р(и). Для значенш же х ^> Еф(л) у получаетъ ве-

1 

личины, содержащаяся или въ ряде натуральныхъ чиселъ отъ 
1-)-Еф4(фт—ri) до к включительно для случая, когда ф4(фт—/г) 
не целое число, или въ ряде отъ Еф4 (фт — ri) до к для слу
чая, когда количество ф4 (фт — /г) будетъ целымъ, следова
тельно сумма S4, сосчитанная такимъ образомъ, будетъ вы
ражаться формулою 

к к к 

s , = Е Ф (п)^ (и)+^? (и) + 2У*)+... + 
4 И-Е^^Ц-б)—я) 1ннЕф1(ф(о + 2)—я) 

* ß 

1+Ефх(фй— п) i-t-e 
где Ô = Еф (n), ß = Еф (/г + ф*&), ° \ Р = 1 м и 0 смотря 
потому, будетъ ли или не будетъ количество ф4 (tyu ~ ri) чи-
сломъ целымъ. 

Не трудно видеть, что 
к Ефй (ф[\ + в)—п) 

Si = Еф (п + №)Jj (и) - \]j(u)+.....< 
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Ефдфй—») а 

1 4-4-6 

Сравнивая два выражешя для одной и той же числовой сум
мы, мы получаемъ формулу второго закона числовыхъ то-
жествъ съ одной произвольной функщей для уравненш 
z + фх — §{у = п. 

к ЕФ(я + Ф,*) Щ^и—п) 

4 1 + Еф(̂ г) 4 

к Еф{п-+-ф1к) 

=Еф(л+ф4Л)2<р(и) + 2 ° ^ ? (Ф* (Ф* —п)) 
4 Шфп 

Формула эта для случая, когда §(х)—х, ф 4 ( у ) = у , то 
есть для неопределенного уравнешя z -\- х — у = п, при
нимаешь видъ 

к п + к и—п к п-\-к 

2?* (п+и)+^ 2 ^ м = ( л + * ) 2?«*+2ü)^^~w) 
1 /г + 4 4 4 n + i 

п + к к 

но такъ какъ У®и (и—п = / ç(«), то после сокращешя по-
/г + 4 4 

лучаемъ 
к п + к и—п к к 

У т(и) + У У у(и)^=к \о(и)-\- У <р(«#), или 
4 n + i 4 4 4 

ni к и—п к к 

п+1 1 \ 1 
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n+k w~—n к и 

Принимая въ соображеше, ч т о / . / , ? ( М ) ~ Х / \ 9и> 
n + i 1 1 4 

не трудно видеть, что эта формула по конечнымъ разно-
стямъ есть та же самая формула, которая получалась изъ те-
орш неопределенна^) уравнешя % -f~ х + у — и. 

Для неопред1мбннаго уравнешя z ~j- ж2 — у3 — п мы им1>-

емъ ф(д?) = х\ ф,(у) = у3, ф(а?) = \/ж, ф{ (у) = у/ у. Пола
гая и = 8, й = 5, ср(м) = = î4> им'Ьемъ 

5 11 E\A*e--8 S 11 

1 3 1 1 3 

У и Е У ^ 8 + « 8 = И З , 2 ] У «€ = 55, У с о ^ н * — 8 = 3, сл*-

1 3 1 3 
довательно наша формула въ этомъ случае даетъ 1 1 3 + 5 5 = 
41.15 + 3. 

Выведенная общая формула для случая, когда ф(а?) = х, 
принимаетъ видъ 

к Щп+fak) М^и—п) к 

2<Р(«)Е(Я+Ф£(«))+2] jji*)=4»+№)Jj(»)+ 
п И 1 1 
Щп + fak) 

п+Л 
Для случая, когда $Хи) Ц*лая функщя, и п = 0, имФемъ 

1 n+1 1 1 1 
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Случаю же, когда ф,(м) цЪлая функщя, будетъ соответство
вать формула 

к Щ{к Ф,(«—») 

i n + i i 

к В*,(*) 

1 »4-1 

Для неопределенная уравнешя г + ф(а?) — у — п общ\й 
законъ чиеловыхъ тожествъ ириметъ видъ 

к ЕЦп + к) E(fu—n) 

2?(м)ЕФ(»+«)+2] 2?(«)= 
1 4+Е<%) 4 

& Щ[п-*-к) 

= E^(n+K)2jf («)-f 2]towop [фге—n] (m) 
4 4н~Еф(и) 

Если фи функщя ц^лая и п = 0 , ф0 == 0» то будетъ 
к ЕЦк) #(«)—« 

2?(«)ЕФ(«)+2) £ ? « = 

к Щ(к) 

S 27, 

Можно выводить законъ чиеловыхъ тожествъ съ одной про

извольной функщей, вычисляя величину У <?(#)> гд* знакъ 

суммы распространяется на ве* значешя х, удовлетворяющая 
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неопределенному уравненш z -\- tyx — ф4у = п. Мы сохра-
нимъ тотъ же пр!емъ при этомъ вывод*, то есть или опре
делили*: а) катя значешя получаетъ переменное х для у = 
4, 2, 3, ...... к, или Ь) найдемъ, сколько разъ x=ï, 2,.... 
Еф(п+ф4й) во всбхъ парахъ (х9 у), удовдетворяющихъ на
шему уравненш. 

Въ первомъ случае N£ = / ç(a?) будетъ выражаться фор

мулою 
E^n-H^l) Еф(я-И»42) Еф(я-4-фаА) ft Еф(пч-ф£1*) 

N i=2* ( i i ) +2 ? ( i i ) +
 + 2 < P W = = 2 ] H ? W 

i i î i i 
Во второмъ случае таже величина выразится формулою 

Е ^ Я - Н ^ А ) Е^ЯЧ-^А) Е^я-н^*) 

1 4+Еф(я) 4+Ефя 
где вообще CÛ(W)=1 или 0, смотря потому, будетъ ли и це~ 
лымъ или нецелымъ числомъ. Уравнеше Nt = N2 даетъ въ 
этомъ случае формулу 

к Е^п+фр) ЕфСян-ф̂ ) Еф(я-ьф )̂ 

1 1 4-кЕфя 1 
E+fn + ф,*) 

4н-Еф(я) 
Для tyx = §х = х, ф1^ = ф1у = у, то есть для неопреде-

леннаго уравнешя z -J- х — у = п, этотъ законъ принимаетъ 
видъ следующей формулы по конечнымъ разностямъ 

к п-*~и п-*~к п-\-к n-hk 

2] 29(tt)+2tt?(f*)=*2?(tt)+(f|+i)2?w (°) 
1 4 ян-1 4 я -И 
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Для уравнешя % + х — ф4У = п> ГД* tyty ц*лая функщя, 
общая формула принимаетъ видъ 

2 2 f ^ + 2 ? ^ E ^ ^ 
4 1 n-t-l 4 гг~*-4 
Для n == 0 им'Ьемъ 

4 4 4 4 4 

Для уравнешя z -\- §x — y — n9 гд* ф(#) цЪлая функщя, 
им^емъ 

# Еф(?г + «*) Еф(п-+-к) Щп + к) ЕЦп-t-k) 

2 2^+2 ? ^^ — я )=*2 < р ^ + 2 т ^ ^ 
4 4 1-ьЕф(п) 4 1 + Ё ф » 

Для /г = 0, фО = ф(0) = О* получимъ 

к Ефи Е # Е # Е к к 

4 4 4 4 4 4 

Полагая въ пошгЬднемъ уравненш ф(м) = г«3, fe=lQ, по
лучимъ 

40 ЕЗ"^ 2 2 

2 29(w)+2 i |8?^=1 * 2 ^ 
4 4 4 4 

что для <р(м) = г« даетъ 
40 , _ 3 2 2 

1 4 4 
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S f 8. 

Для нахождешя второго закона чиеловыхъ тожествъ съ дву.» 
мя произвольными функцшми, мы определимъ двумя спосо
бами сумму / Ф ( # ) Ô (у), распространенную на все пары {х,у) 

неопределенная уравнешя % + §х—^iyz=n въ предполо
жен!^ что переменное у изменяется только отъ 1 до к. 

Эта сумма выражается съ одной стороны формулою 

4 4 4 

к E$(n + $tu) 

4 1 

Съ другой стороны формулою 
к к к 

4 4 4 

Еф£ [ф (4 + Ефя) — п] Еф4 [ф £2 —я] 

-Гс(1+Ефл)2]с( |*)+. . . .+с [Еф(п+ф а*)]2]9« ] + 
4 4 

E*(n-H>tfr) 

где ß ==Еф(^ + ф1А) ж <ди— { или 0, смотря потому бу» 
детъ, или не будетъ ф4 (фи — я) числомъ целымъ, 

Выражеше N2 можетъ быть представлено въ виде 
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к Еф(л-+-фаА) Еф (n + ^Är) Еф, (фи—л) 

Nf=2e(«)2ç(«)- £?w 2 е ( м ) + 

4 1 4+Еф*г 4 
Еф (л + ^Л) 

Уравнеше N, = N2 приводитъ къ формула 2-го закона чи-
словыхъ тожествъ съ двумя произвольными функщями. 

к Еф(п+фки) Щ {п + ф±к) Еф4 (фи—я) 

4 4 4+Е<$я 4 
к Еф (n + ^lk) EJL(n-t-$Jk) 

4 4 4̂ -ЕФО) 
Для уравнешя % + ос — у — п этотъ законъ принимаетъ 

видъ формулы по конечнымъ разностямъ 
к п-\-и п-\-к и—п к п + к 

2 ôo) 2? с«)+2? («) 2« с«)=29 w 2? («)+ 
4 4 я+4 4 4 4 

я + & 

+ /ФиО (и — n). (s) 
n + i 

Для уравнешя я + х— ф4у = и, и когда ф4у — ц£лая функ-
щя, законъ чиеловыхъ тожествъ принимаетъ форму 

к п + ф±и п + к Ефх (и —п) к n + $tu 

2 ° « 2? ( м ) +Z? («о 2 о ( м ) = 2° ^-Ъи+ 
1 1 я 4-4 1 1 1 

« + *!* 
+2<°«?(<*)е№(м-я)1 w 

W H - 1 
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Полагая п~д, фх0 = ф 1 0 = 0 , имгЬемъ 
к $и к Е$ки k $tk 

2 e«2]? w= j j оо 2 9 « = 2 e (u)- 2 ^ + 
1 4 4 1 4 4 

+2w^?^ô^it/)-
4 

Для уравиешя z-\-^{x)—у=п, и если ф(а?) цфлая функщя, 
2-й законъ числовыхътожествъ будетъ ИМГЁТЬ форму 

к Еф(п + и) Щ (я-t-*) фи—я & Еф (и+*) 

2 ем 2?(^)+2? м D w = I ? w 2Ук) + 
4 4 4+Ефя 4 4 1 

Еф ( Я + А ) 

+ У\^0 [фг/—n] О) 
4-нЕф(л) 

Полагая ?г = 0 , ф0 = ф0 = 0, имФемъ 
* Щ{и) Еф& $и к Щк 

4 4 4 4 4 4 

Е# 

+2?("Ж<н 
4 

Полагая въ послЪднемъ уравненш фи = «е2, ф(^) = у w, мы 
получимъ при ç(«i) — 1, 6(м) = а™ 

_ "ES/ к _ Е\/ ft 

2 а ^ + ^ 2 ( в Ш 1 - о - V ^ ^ + L ^ 
4 4 4 4 
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откуда поел* преобразовала им'Ьемъ 

Е\/ к к 
У и' = E\/k.ak+i — (а — 1) Уа*Е^и. 

1 1 

$ 29. 
Во всЬхъ этихъ форхмулахъ числовыхъ тожествъ, какъ съ 

одной, такъ и съ двумя произвольными функц1ями, можно 
выбирать эти функцш не только между аналитическими, но и 
между числовыми; можно даже вставлять вместо этихъ функ-
щй произвольные символы съ произвольными свойствами. При 
вставка произвольныхъ числовыхъ функций, мы получаемъ 
различные числовые законы, им^юпре самый общш характеръ— 
законы, которые едва ли можно доказать, не пользуясь ме
тодами числового исчиелешя. — Помимо теоретическаго зна-
чешя эти законы могутъ быть прилагаемы для р^шешя раз-
личныхъ вопросовъ. 

Такъ наприм^ръ опред'Ьлимъ, сколько разъ выражеше ге2—п 

при изм^ненш количества и отъ 1 + Еу п до Еу п-\-к де
лается первымъ числомъ, то есть сколько разъ рядъ 

(1 + щ/nf—n, (2 + njnf—щ . . . . (Е\ / 
п -J- Kf—n 

им1>етъ членовъ, равныхъ первымъ числамъ. Означивъ это 
Еуя+А 

количество чрезъ N (и2 — п), мы найдемъ его величину изъ 

1+Е\п 
формулы 

Е\/п-\-к ф(&) Еуп-\-к 
N («*—п) =^Е\/п + Ъи +2]ф(«*—п)-Е\/п + ft. +ft 

1+EV« 1 1+Е\/и 
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гдф Ьи — величина простого числа, стоящаго въ таблица на 
мЪсгЬ и, а ф(ге) означаетъ число первыхъ чиселъ, не пре-
восходящихъ и. 

Для примера опредФлимъ, сколько разъ количество и2 — 2 
делается простымъ числомъ при измФнеши и отъ 2 до 5 
включительно, йзъ формулы предшествующей »имФемъ, пола
гая л = 2, ft = 23. 

5 9 S 

N (ий — 2) = VEV^ + e^+yW - 2) - 5.9 = 3. 
2 4 2 

Действительно, въ этомъ промежутка рядъ 2* — 2, З2 — 2, 

42 — 2, 52 — 2 им1>етъ три простыхъ числа. 
Сумма этихъ простыхъ чиселъ сг будетъ выражаться фор

мулою 

* ф(А) EV^n+ft 
g== 2ХЕ^*+ 9- + 2 s (*f -w) - V*+*.s(fc), 

гд* S(v) означаетъ сумму простыхъ чиселъ, не превосходя-
щихъ и. 

Въ нашемъ пример* 
9 5 

* = 2 е - Е ^ 2 + е . + 2 s (*f - 2 ) - B s ( M ) = п -
1 2 

Эти формулы являются простымъ слФдствшмъ 2-го закона 
числовыхъ тожествъ съ одной функщей по у для уравнешя 
Z + §Х —у ~ П. 

к Щ (w-Hife) E(#w—w) & 

£?(«) Еф (п + «) + 2 £<р(и)=Еф(»-|-*)£?(«) + 
1 1-нкЕфи 1 1 
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Еф (л+Ar) 

1ч-Еф(я) 

При ф(г«) = %2 и ç(w) = символу, равному ! или 0, смо
тря потому, будетъ ли и числомъ простымъ или сложнымъ, 

/ Ф ( « 2 — ») по смыслу ср будетъ выражаться вышевыведен-

1+Е\/ п 
ное число простыхъ чиселъ. 

Полагая вообще §(и)=иш, мы при т*хъ же предположешяхъ 
для ф(м) найдемъ формулы, выражаюнця число N и сумму от 
тЬхъ простыхъ чиселъ, которымъ равно выражеше ит — п 

въ промежутка изменен 

1 

фА 

[я и отъ 1 -

Еуп+й 

2+(«"-я)-
m/ 

1 + Е V и 

Е\/и+А 

ЬЕ\/п 

ml 

- N V * 

ml 

до Еу n-(-ft. 

ï-f-ft- ф(«) 

в = £ ем Еу/^А + Ys(«m- п)-Е\/п+к. ад. 
1 1 + Еу /г 

Число разъ, которое выражеше Зи—2 въ промежутка 
изм'Ьнешя и отъ 1 до 7 обратится въ простое число, будетъ 

7 8 7 

N (Зге - 2) = 2 Е Ц Ь ^ + У \ | ' (Зге —2) — 7.8 = 3. 
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Подобные же вопросы мы можемъ решать не только для 
первыхъ чиселъ, но и для квадратичныхъ и вообще какихъ 
угодно вычетовъ, стоитъ только найти приличное выражеше 
для символа <р()е) и ввести въ формулу друия числовыя фун-
кцш. Такъ, полагая, что ср(г«) обращается въ 0 или въ 1, 
смотря потому ли и неквадратичнымъ или квадратичнымъ вы-
четомъ числа р , и означивъ чрезъ qu—величину квадратична-
го вычета, стоящаго нам^егЬм, чрезъ Nt(w) число квадратич
ныхъ вычетовъ, не превосходящихъ и мы находимъ формулу 

Щ{п~ь-к) Nf(Ä) Щ(п-*~Щ 

2jau <р Ш — п\ =^Щ (я + qj + 2 N l ^U ~^~ 

-Е^(п + к)Щк). 
где первая часть показываетъ, сколько разъ выражеше фм—п 
делается квадратичнымъ вычетомъ въ промежутка измене
ния и отъ 1 -j - Ефтг до 1 + Еф (п + к). Такъ какъ целыми 
количествами п и к можно располагать произвольно, то мы 
всегда можемъ выбрать ихъ такими, чтобы величина ихъ 
соответствовала предлагаемому вопросу. 

Если въ общей формуле 
k ЕФ(Я-НА) $и—п к 

J\fu Еф (п + и) + 2 ] ]j{*) = Е * (П + к)Ъ^ + 
1 i-Y-Ефп 1 i 

ЕФ(п-+-Щ 

У и ? (ФМ — п) 
1-нЕф/г 

положимъ (fu — (—l)w+1 и введемъ функцш q(u) и п{и), 
где q(u) = 1 или 0, смотря потому, будетъ ли и нечетное 
или четное число, и п(и) функщя, означающая число нечст-

и ныхъ чиселъ, не превосходящихъ и, то естья(г«) = Е — + q(u), 

то общая формула приметъ видъ 
9 

г-
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j Е^(яч-А) fu—n 

2(_4)«нЕф (я+11)==2] 2 Н ) Ж + , = = 

1 1 -t-Ефи 1 

& Еф (»•+•*) 

1 1-+-ЕФ?? 

<(Л—И ft 

Вставляя TV—1)«+-« = у(ф* _ п ) ,Т (—1)" + 1 = ?(А) и по-

1 1 
лагая фи = м2, и = 0, ф0 = фО = 0, имФемъ 

к __ Е\/к __ Е\Л 
£ ( - !)«+• Ev/. +2>о=E\Z*"Î(*) + 2 ( - o " i + 1 

1 1 i 

но 

4 4 

= E^ - fg (EV 'A) 
следовательно 

£(~ O" f * E \ / « = Е\/1~ф) - E EX^ <«> 
1 

Для Ä = ,17 им^емъ 
47 

^ ( - l f + 1EV/M = 4 . . i - 2 = 2. 
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Если к число нечетное, то У(— 1)**+|Еу u=zEy к 
4 

к 

— Е —~—, если к число четное, то д ( — 1) w + i Е\/ м — 
4 

Е\/к 

Подобнымъ же образомъ мы могли бы вывести формулы 

* — 7~ 

S
ml ml ü 

( _ i)«+« E\/ u=EV kq(k) + E -

\ / A 
2 

1 

Произведя суммоваше по об-Ьимъ частямъ уравнешя (а), 
ï получаемъ 

и и 

-1)И + 1Е\/ ' и = 

и 

Л 

и 

и 

1 
M 

4 

4 

'Е^«. 

У\(и) Е\/ w = VV«) Е\/ 2м— 1 
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и 
E 2 

V(— I f+ ' w EV и = V ( 2 M — 0 * V 2 M — i — Y%VEV%U-

Зам-Ьнивъ эти выражешя, найдемъ формулу 

д/ 
2 

U-hi 

2 ] Е ^ = 2 Е ^ - *+2(î*- о Е ^ - *+ 

+ (и + 1) Е 1 ^ — Г(М + 1) 9(«) Е ^ u + J^um/ tu J 

Если въ общей формула 2-го закона числовыхъ тожествъ 
съ одной произвольной функщей но у положимъ ф# —аг, 
*КУ = = У2> 9W == символу, равному 1 или 0, смотря потому, 
будетъ щ и простое или сложное число, то найдемъ формулу: 

m Еу/ п -\- к 

£ Е у/ п + ем
2 + 2 ^ (Е\/ма - п) = Еv^ я + А* -к*) + 

1 1 + Е y/rä~ 

1 -f Еу/ и 
Ey/JT^M5 

Полагая « = 1 и означая чрезъ NIM2 —л I = 

1+Еу/ 

О , СКОЛЬКО 
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разъ количество у и* — п делается 
1Ъ 

* # к 

простымъ числомъ, наи-
демъ 

N | V м* - \=ôç]=2]e- +Т&{и ~ о - *** ми 
2 1 2 

к &_1 

N Г\/ и* — 1 = Ö' 1 = Sty*) Ч-^Ч* - Цк 
2 1 

Главная особенность второго закона числовыхъ тожествъ 
съ одной произвольной функцшй по х состоитъ въ томъ, что 

Щ(п-*-$%к) 
въ него входитъ членъ У 9(м)со[ф4(ф%—•»)], придающей н*-

шшшш 
1+Ефп 

сколько отличительный харэктеръ тФмъ вопроеамъ, въ р'Ьше-
Hie которыхъ онъ можетъ входить. 

Такимъ образомъ, положивъ въ формула этого числового 
закона для нвопред'блбннаго уравнешя %-\-х—Ф|у=и,ф|«*==г/2, 
имФемъ 

к п-+-и* w-*-&s 

1 1 /i-i-i 

п-{-к* ю-^£2 

4 га-И 

Давъ ф(ге) известное обозйачете, характезируемое первы
ми числами, им'Ьемъ 

к *(»+**) 
2 ф (* + „*) + ^ Е Д Г 1 7 ^ 

1 1+фя 
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n+k* 

= йф(л+**)+ y<futo [у u~ n] 
я-f 4 

но 

y <p(tt>> [^/w—n]=2J?(n+ te)°} [y ^ ~ ср(ге)с* 

л + 4 

= 2 9 ( л + ^ ) = ФО+А)—ФО) 
4 

следовательно 

1 4+Ф^ 
Для ft = 3, п = 4, им*емъ 

2ф(4 + ̂ )+2Е^-*=Зф13 + ф7 -ф4 
4 3 

или 

ф5 + ф8 + ф13 + Еу/Т+ Е ^ Г + Е\/9^= 3.6 + 2 = 20. 
Если тФже обозначешя сдФлаемъ въ числовомъ закон* для 

уравнешя z + фя? — у = *ь то получимъ 

* Е \ /Я+А 

2] ф [Еу//г+^]4-2^[^2—^1= 
1 4-ИЕуЧ 

= Аф(Еу//г+Л)4- фЕ\/я+й — фЕ \/и 
ЕЛИ 
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ф[Е\/я + *| 

^Ф щ/п+и] +£о«м = 4< V*+*) (*+*+<) - Ф( V я ) 
1 4+ (̂Е\Лг) 
Для я = 2, А = 7 имЪеиъ 

^ ( £ ^ 2 + ^ + ^ = 10.2. 

4 4 

Можно вывести безчисленное множество такихъ числовыхъ 
законовъ, которые веЬ будутъ непосредственньшъ слгЬдств1емъ 
общихъ законовъ числовыхъ тожествъ съ одной произволь
ной функщей по х, или по у. Мы не можемъ сказать те
перь, насколько каждый изъ этихъ законовъ можетъ быть 
точкою отправлешя для дальнМшихъ изел1>дованШ и заклю
чение ибо не разсматривали ихъ съ такой точки зр^шя. 

§ 30. 

Перейдемъ теперь къ числовымъ законамъ, являющимся 
непосредственньшъ ел,Ёдетв1емъ общаго закона числовыхъ то
жествъ съ двумя произвольными функщями. Законъ этотъ для 
уравнешя z~\~x—y = n принимаетъ видъ формулы по ко» 
нечнымъ разностямъ 

к п-Лги п-л-к и—п 

1 4 ПЧг1 1 

к п-\-к п-\-к 

=Z0(и) Ъ{и)+Yj^u~n)- (ß) 

1 4 я-И 
Дблая въ этой формула п = 0, им'Ьемъ 

к и к и 
У>(И) Vf( e)+y?oo>Vio= 

ЛяШУШ МШщ дЬкетам ЛИНЯ 
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к k к 

1 1 1 

формулу, могущую послужить прямо къ определена выра-

к и 

жешя V ^ У$(и)» необходимаго при разложенш многократной 
I 1 

суммы по простымъ. Действительно, изъ этого уравнешя 
имеемъ 

и и и и и и 

1 1 1 1 1 1 

ИЛИ 

и и и и и 

I I " i l 1 
и и 

Подобнымъ же образомъ можемъ найти вообще У^тУ^и 
1 1 

Эта яш формула (/) указываетъ на следующую алгебраиче
скую теорему: 
если намъ дано 2& количествъ бг4, а%, . . . . .aÄ , bt, b2, .....6 f t, 
то всегда 

=a 1 6 1 +a 2 (ô 1 +6 2 )+a 3 (ô 1 + 6 2 +6 3 )+. . .+a A (ô 1 + 62 + 

Заменяя въ формул* (/) 9(w) чрезъ ô(i* — к) и <%(и) чрезъ 
ср{м — 1), мы найдемъ формулу 
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к и к и 

1 1 1 1 
к к к 

1 4 1 

ИЛИ 

& к и 

Y$(u—щ(и—1)= У ?(*—О У1е(^—ft)+ 
1 1 1 

& и к к 

1 1 1 1 

Развернутый членъ въ первой части даетъ 
к 

^в(^—^Ä>f(w—4)=cp(0)e(Ä—i)+?(i)ö(&—2)+..4-<р(&—l)ô(O) 

1 

Если мы им^емъ два ряда 

Д(х)=?0+ор(1>+?(2>2+ +?(*)**+ . . . . . 
/2(^)=9(0)+о(1)ж+е(2)ж2+ . . . . . +8(&>&+ 

ш найдемъ f\(x).f2{x) рядъ, составленный изъ произведения 
зтихъ рядовъ 

fi(x),f2(x)=AQ+Alx+A2xu+ +AÈ_ia*-i+A&*+ ..... 

то коеффищентъ Ак_1 при хк~~1 будетъ по коеффищентамъ 
данныхъ рядовъ выражаться формулою 

A fe_1=?(0).G(Ä-l)+?(l)e(Ä-2) г +<р(А-1)80 

следовательно коеффищентъ при хк~~* въ разложенш произ-
ведешя f{xf%x двухъ рядовъ будетъ выражаться формулою; 
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к h u к h 

АА_,=2]?(|и-1)^ 
4 4 4 4 4 

и рядъ f{(oc).f2(x) можетъ быть выраженъ формулою 
&=ео к и 

А(4/;(«)=^^,(2?(1'- *)2в(«-*)+ 
&=1 ' 1 1 

&=оо к и +Zxk~l0(u-k)Z ^и ~1} ) -
£ = 1 4 4 

Ь = 1 4 4 

Давая различным аналитическая значешя функщямъ у(и) ш 
В(и) въ формула (ß), мы получили бы различныя формулы 
по конечньшъ разностямъ; давая же имъ различныя числовыя 
значешя, мы получимъ формулы для выражешя различныхъ 
числовыхъ законовъ и рФшешя различныхъ числовыхъ вопро-
совъ. 

Такъ, найдемъ общую числовую формулу для рФшешя сле
дующей задачи: даны два ряда натуральныхъ чиселъ 4, 2, 
3, . . . . . к, и п + 1 , ^ + 2 , . . . • . п-\-к> где к и га два 
произвольныхъ Ц-ЕЛЫХЪ числа, найти сколько паръ (п-\-и,и) 
въ этихъ рядахъ такого рода, что оба числа и и п-{-и суть 
простым. 

Означивъ это число черезъ N, не трудно доказать формулу 
Щ #(«+*) 

N= 2+(»+ÖJ+ ^(Ви-п)-Щ^(п+к). 
4 4~+4(ra) 

гд* Ви простое число, стоящее въ таблиц* на МЪСГЁ и. 
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Формула эта для выражешя N получается изъ уравнешя (ß) 
помощоо замены произвольныхъ функцЩ 0(и) и <p(w) симво
лами, обращающимися въ 1 или въ 0, смотря потому, бу-
детъ ли и простое или сложное число. Действительно, фор
мула (ß) даетъ 

2?«в(«-|»)=2'Кп+вв)+2]Ф(в.-»)н<*)-'Кн-*), 
n-t-i 4 l-Hfw 

где первая часть и есть наше искомое N. 
Для А=7, /г==8 наши ряды примутъ видъ: 

1, 2, 3*, 4, 5*, 6, 7 
9, 10, 11*, 12, 13*, И , 15 

Формула для этого случая даетъ -
4 6 

N = 2^8+e^+Z^(^~8)~4'6==2* 
4 S 

Если бы мы имели въ виду определить сумму простыхъ 
чиселъ ряда п -f- ге въ такихъ парахъ (м, w -f~ u)> то должны 
были бы заменить (р(м) чрезъ «еср(¥) и для определешя этой 
суммы имели бы формулу 

w-*-4 4 !-*-#« 

— ф(*) S (п + ft) 
где S (и) означаетъ сумму простыхъ чиселъ, не превосходя» 
щихъ м. 

Для нашего частнаго случая мы имеемъ 
4 6 

S, =2]S (8 + У + 2 е . Ф ( ô . - 8) ™ 'К7)- S 05) =24 
4 S 
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Заменяя Ь(и) чрезъ ге(и), мы бы им'Ьли для выражешя 
суммы S2 простыхъ чиселъ перваго ряда въ этихъ парахъ 
формулу 

S, = £ ? « Ô (« - п) {и - п) = 2]в.ф (л + в J + 

Для выражешя суммы нроизведенШ простыхъ чиеелъ въ 
этихъ парахъ мы бы им'Ьли послФ замены ср(ге) и Ъ(и) чрезъ 
щ(и) и гео(гс) формулу 

s, =2 e - s (п + ÔJ + Ze« s (ô* ~и) -S(Ä) s ( * + * > • 
ЗамФтимъ, что во вс*Ьхъ формулахъ функщю S(M) можемъ 

и 
аамФнить изъ уравнен!я S(u) = (и -f~ i ) ф(м) — \ ф (м), такъ 

что по вставка въ рФшеше этихъ задача войдутъ толысо чи-
словыя функщи ф(ге). 

Если бы мы имФли въ виду ойред*1лить, сколько̂  разъ въ 
рядахъ: 

1, 2, . . . . * 
п + 4, я + 2, . . . . я + Л 

такихъ паръ (ге, п + г«), для которыхъ и было бы квадратич-
нымъ вычетомъ числа р, а п + и простымъ числомъ, то мы 
должны бы были положить, что Q(w) есть еимволъ, обращаю
щейся въ 1 или въ нуль, смотря потому, будетъ ли и квадра-
тичнымъ или неквадратичнымъ вычетомъ р, a f (и) = 1 или 
0, смотря по отношенш числа и къ простымъ числамъ, и 
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для выражешя N требуемаго число паръ мы бы имели фор
мулу 

W-4-Ä N(*) Ип~*~к) 

N= 2?(м)е (м - п ) = 2 ^ п + <ü+£N(G«- » Ь 
п-\-\ 1 1-+-фл 

N(ft). <|<л + *) 
гд$ qn есть величина квадратичнаго вычета числа р, стояща-
го на месте и, F(w) число квадратичныхъ вычетовъ, не нре-
восходящихъ м. 

10 10 

Для рядовъ he , 1 9 + и I мы будемъ иметь й=10, п=9. 
L J

4
 J

4 

Положивъ р = 17, мы найдемъ 
19 5 8 

2у«)в (*- 9 ) = 2 Ф ( 9 + о + 2 N ( 0 * - 9 > -
10 1 5 

— N(10).<K4 9) = ф(Ю) + ф(И) + ф(13> + d(4 7) + 
+ N(2) + N(4) + N(8) + N(10) — 5.8 = 3. 

Действительно, такихъ паръ три: (2, 11), (4, 13), (8, 17). 
Подобнымъ же образомъ можно вывести и друпя более елож-

ныя формулы. 
Числовымъ закономъ для неопределенная уравнешя % -}-

-\-§х — у = п решаются вопросы более сложные. Такъ, 
полагая въ общей формуле этого закона ф(и) = ге2, будемъ 
иметь 

2 п 
— / 

к Щ п-\-и ЕУ»-Н> u 

î i I + E V И-i 
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k E\/«+ft E\/n+k 

i \ l+E\/n 
Выбирая приличныя значешя для 0(м) и <р (и), находимъ 

ф(й) фСЕ^я + А) 

1 1+ф(Е\ЛО~ 

1 + Е у / ? Г 
что для n = 0 даетъ 

ф* ф(Е\/й) 

2+ (V 9J +£ф (б2 J = ¥ W * ) 

E V к 
\ срм ô(w2) = 0 всегда, потому что м"2 никогда не можетъ 

1 

быть простымъ числомъ. 
Для & = 17 имФемъ 

7 2 

£ ф (EV ÖJ + £ ф ( Ô 2 J - ф 17.44 или 
1 

ф(Е\/ 2) + ф(Е/з)"+ ф(Е\/ 5) -J- ф(Е\/ 7) + < | W И) + 
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+ ф(Е^13) + ф(Е\/17) + ф(22) + ф(32) = 7.2 = 14. 
Формула 

Е\/п+к % ф(А) ф(Е^п+*) 

2<Р(*) б ̂  - Я ) = J * с V * + У + 2 * с62. - л -
1+Е\/га 4 1+фЕ\/^ 

— ф(*) Е\Д+& 
служитъ для рЪшешя еледующаго вопроса: даны два ряда, 
написанные почленно одинъ подъ другимъ — одинъ, состоя
ний изъ натуральныхъ чиселъ, начинающихся съ 1 -(- Еу п 

до Еу п -\- к, другой изъ значешй функцшге2—п, где вме
сто и вставляются эти натуральныя числа 

1 + Е\/ п, 2 + Еу п, Еу п + к 

(1 + Еу nf — щ (2 + Е\ / я)2 — /г . . . . (Еу гг+&)3—п 

и требуется определить число случаевъ, для которыхъ ео-
ответетвуюпце члены обоихъ рядовъ будутъ первыми числа
ми, ибо при ближайшемъ разсматриванш не трудно видеть, 

Е\/п-\~к 
что / Ф ( « ) 0 (и2 — п) именно выражаетъ это число. 

1 + Е\/яГ 
Если бы мы имели въ виду определить число случаевъ, 

для которыхъ простыя числа перваго ряда соответствуют 
квадратичнымъ вычетамъ числа р второго ряда, то для опре-
делешя этого члена имели бы формулу 
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E\/n+fe Щ) 4W«+fc)" 
2Ç(u) e («• - н) = £ W » + О + £ N (e2« - «) -

- N(ft) wVn+fc) 

Полагая въ самой общей формул* Цсс) = аг, ^(у) ^ v / „ 
им'вемъ 

& (й+ге2)2 Е^/и+у^ (ма—И)2 

1+Е\/ и 1 

fc EVtt+v/fc Е\ /п+у* 

1 1 l + E \ / n 
Вводя вместо Щ и 9(H) вышеупомянутые символы, бу-

демъ имЪть 

¥ ^(E^n+v/fe) 

1 4<Е\/я) 

Ev/̂ +N/fe 
Ибо £ СрмО Г ( а д а _ и ) Л = = 0 

1+W п 
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Полагая въ общей формул* ФО) =х\ ф/у) = у\ ™ * е м ъ 

формулу поел* зам*нешя 6(и) и ср(м) 

£ с о и ?(М) 9 ( \ /м
2 - я) = £ ' W ^ + Ьи) + 

1+Ev/zT 1 

ф(Еу/^+Р)" 
v i 

~& ( E v / ô - 2 — я) - WO- Ф(ЕУ^+Ю 
1+ф(Е\/~йо 

Первая часть этого уравнешя доказываешь, что второю 
частш дается рФшеше слФдующаго числового вопроса: даны 
два ряда 

M . . . 4 + щ/ пг 2 + Е у п 4 - 1 , 3 + Щ/ш + 2 . . . 

. . . . Е \ / п + к" и 

[\Ае* — я] . . . У (1 + Е s / W — п, у (2 + Е \Z*F — п . . . 

. . . . . V^V^ + **)* — л 
и ищется, сколько разъ первое число во второмъ ряде бу-
детъ находится подъ первымъ числомъ соответствующего чле
на перваго ряда. 

% 31. 

Если $(х) есть функщя постоянно убывающая, начиная съ 
а? = 0, и обращающаяся въ нуль при Ж = [А, тогда уравне-
ше у = Ф(^) представитъ кривую AB, пересекающую обе 
оси координатъ въ точкахъ А и В (fg 1) и пространство 
АВО, ограниченное этою кривой и двумя осями координатъ, 
будетъ совершенно замкнуто» 

11) 
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Фиг. le 

Если мы построимъ решетку, состоящую изъ ряда пере
секающихся абсциссъ и ординатъ, находящихся другъ отъ 
друга въ разстояшяхъ, равныхъ единице, тогда изъ про-

Фиг % 
стыхъ соображенШ надъ точками этой решетки не трудно 
вывести одну теорему, связывающую выражешя, зависящая 
отъ символа Е. 

Прежде чемъ приступить къ выводу этой теоремы, еде-
лаемъ некоторыя обозначешя. Выражешемъ N(ABCBA) (fg%) 
будемъ обозначать число точекъ решетки, помещающихся 
внутри сомкнутаго контура ABCDA, не считая точекъ, лежа-
щихъ на самомъ контуре. Если же будемъ принимать въ ео-
ображеше и точки, лежапця на какой-нибудь части контура, 
тогда будемъ надъ соответствующею лишею въ выраже
нии N(ABCDA) ставить тире; такимъ образомъ выражеше 
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N(ABCDA) будетъ обозначать число точекъ, лежащихъ внутри 
пространства, ограниченнаго сомкнутою кривою ABCDA вм*-
ст*6 съ числомъ точекъ, лежащихъ на лиши ВС. Сделавши 
эти обозначешя, не трудно видеть (fg 4), что 

N(MPNM) = 0, откуда 
N (AI Ï ÏOA) + N (NPBRN) = N (АРВОА), 

N (SNROS) = N (SNROS), 
что по еложенш даетъ уравнеше 

(А) N (AMROA) + N (SPBOS) = N (АРВОА) + N (SNROS) 
Положивъ OR = s целому числу, ш переведя последнее 

уравнеше на числовой языкъ, легко видеть, что 

Еф(4) -f Еф2 + ЕфЗ + . . . +Е<К0 + Еф(1) + Еф§ + • • • 
, . . Еф(Еф*) = Еф! + Еф2 + . . . Еф(Е(л) + sEtys 

или 
s Ef* Е̂  

(Till) ^Щи+Л Еф« =2]Ефм+ вЕфв 
4 1 4 

гд*Ь ф(м) функщя, обратная функцш ф(м). 
Для случая, когда ф(ж) = ф(а?) или ф ф(х) = . х, то есть 

для ВСЁХЪ функцш, удовлетворяющихъ уравненш f(x} ф,х)=0, 
гд* f симметричная функщя х и ф(ж), предшествующее урав
нение приметъ видъ 

* E$s E(p) 

(а) /Еф*е + 2 Ефм == УЩи + $Еф.$ 
4 1 4 

Если s = Ô такому количеству, что 9 = ЕфО. то им1>емъ 
е в « 

4 4 

«О* 
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Формулы (а) и (Ъ) были выведены еще Мейсселемъи 

(Grelle, 48 стр. 301 —316), но такъ какъ онъ не пользо
вался такими простыми геометрическими соображенями, то при 
сложности вывода онъ могъ получить и мен^е общ!е ре
зультаты. 

7Ъ / 

Полагая въ формул* (6) ф(м) = — , в = Е у л, р. — со, 

им1>емъ 

I е 1 1 1 
Если МЫ ВЪ уравнеши (А) при каждой точк* р-Ьшетки бу-

демъ разсматривать количество <р(у), гд* у величина ея ор
динаты, то получимъ уравнеше 

s Щи Щ$ 

(IX) Б JJ(U)+JJ(UM(U)= 
1 1 4 

1 1 4 

Распространяя же предшествующее уравнеше «а величины 
<р(*) в(у), гдФ «г и у координаты точек,, р*швт«, будем* 
имФть « 

(X) 2>2>} +2е(и) I***" 
4 1 I * 

Е([л) Щч s K+* 

4 1 1 * 

• ^ Г ^ а х ь я бЫла на«, указана А к а д е « * * — 
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Полагая въ последней формула ф(«е)=л—и, $(и)=п~~>и, 
будемъ им'Ьть формулу по конечнымъ разноетямъ 

s п—и п—s п—и 

У<?иУе(и) + У в(и) T V ) « 
4 4 4 4 

п—\ п—и s п—s 

Во вс£хъ этихъ формулахъ функцш <р(м), в (и) совершенно 
нроизвольныя, и потому можно, д1>лая въ нихъ разныя пред-
положешя для <ç(ii) и 0(ге), выводить различныя числовыя законы. 

Развивая этотъ пр!емъ съ достаточною полнотою въ пред-
шествующихъ §§, я считаю лишнимъ дол1>е останавливаться 
на этомъ. 

Г Ä А В А Ш. 

Распространеше ваконовъ чжсловыхъ тожествъ на 
Функцш числовыя. 

$ 32. 
Выводя законы числовыхъ тожествъ изъ разсматриванш не-

опред'Ьленныхъ уравненШ z—tyx-\-tylt/=n, 2+'{(.т)Ф,(у)=в, 
z-\-$x—ф4у=я, мы предполагали, что ф(ж) и 4ч(у) возра-
стаюпця аналитическая функцш, но законы эти иягЬютъ м*сто 
и могутъ быть распространены на тЬ случаи, когда одна изъ 
нихъ илп об* суть функцш возрастающая и числовыя. Въ 
этомъ предположена законы числовыхъ тожествъ даютъ раз
личные числовые законы мкжду этими функщями — законы, 
могупце быть точкою отправдешя для дальнЪйшихъ изсл^до-
вашй. Мы приложили, наши общ!я формулы къ выводу толь-
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ко нФкоторыхъ изъ нихъ, ИЙГЕЯ постоянно въ виду преиму
щественно методъ изсл'Ьдовашя. 

Для случая, когда ф(а?) означаетъ число первыхъ чиеелъ, 
не превосходящихъ х, и ф£(у) = у2, мы должны въ общей 
формул* 

* Еф(/г—ф, 1)+Еф(#1-ф а2)+. . . . = Е ф 1 ( я - ф 1 ) + Е ф 1 (п-Щ + . . 
заменить ф(%) чрезъ 0и+1—1, гд* 6^ означаетъ величину 
простого числа, стоящаго на м'Ьст'Ь te въ таблиц* простыхъ 
чиселъ, и ф,(и) чрезъ уДе. 

СдФлавъ это получимъ 

=Е \/п+Е]/п—ф! +Ev/^H^(2)+ . . . . . 
или 

4 4 
Для ^ = 6 этотъ законъ даетъ 

2 46 

4 4 

Полагая въ уравненш z-\-tyx.tyty =п функцш §x — Qx и 
§{у=:уй

9 мы найдемъ формулу 

«-) + t(f)++(f)+ -Еу£+Е^+. . . 
или v' 

В\/» *(*) 

4 1 
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Для п=12 формула даетъ 
3 5 

' 12 2>(SH>\fi? 
1 1 

иди 

ф(12)Н(3) + ф(0-Е уЛ1 + Еу/^- + Е ^ + 

S зз. 
Означимъ произведете ВСЕХЪ проетыхъ чиселъ, не пре-

восходящихъ числа п чрезъ П4(я) и разсмотримъ выражеше 

T(n)=ni(n).ni(n«).ni(fib Щ?) . . . . 
* L 

з 

въ которомъ горизонтально и вертикально продолжаемъ эти 

Ф) произведены до rta» поръ, пока вообще | — } будетъмен'Ее 
2, перваго простого числа. 

Число проетыхъ множителей этого произведешя выразит
ся формулою 

т(л)=ф(л)+ф(л^)+ф(л т )+ф(л^)4- . . . . . + ф ( л * ) + . . . . 
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+ï + *(r)*4*)*+ 

+(т)+Чт)^Ч"У + — 

Это выражеше т(/г) можно представить иначе, пользуясь 
законами числовыхъ тожествъ. Действительно, изъ разсма-
тривашя уравнешя z-\-(Q )х=п, где 0 означаетъ величину 
простого числа, стоящаго на месте у въ таблица проетыхъ 
чиселъ, заключаемъ, что 

следовательно 

LogB, Log% Logb% 

r n n 
L°9 g Lo9 2 

+ 
n n r n 

Log -j Log -j Log -+ ЕТ^ёГ+Ет^г"|"Е^Р7+ 

+ • 
или, перем-Ьнинъ порядокъ членовъ, им*емъ 

Loan L°9 2 L°g \ 
^ = E H + E ï w r + E 7 ^ + 
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г п г П 

VL0*n IE ' f IE ' »_ ,_ 

+ 

J b X o A + i o A ' ' ' ' ' 
+ 

* Прилагая первый законъ числовыхъ тожествъ для уравне-
шя 2 -4- (б/(.)а;. у = п, мы видимъ, что 

Е ^ + Е ^ + Е-Д? + . . . - E f + EÄ + I o 5 e & ^ 1одвк^ LogOk^ 6ft ^ âfc
2 ^ 

следовательно 

4 i 1 1 
17 9? /2 

Но рядъ Е к - + Е Ь * + Е т р г + « • - выражаетъ, СКОЛЬ
ЗИ ük öfe 

ко разъ простой делитель Qh входитъ производителемъ въ 
произведете 1.2.3. . . . п9 следовательно число всехъ про-
стыхъ множителей, входящихъ въ произведете 1.2.3...П = 
П(п), равно числу множителей, входящихъ въ произведете 
Т(л). Число, определяющее, сколько разъ ®к входитъ въ про-

п , „ п • 
изведете П (я) , выражается формулою Е g - -Г •& JT -г 

_j_ <£ IL -J- . . . . и число определяющее, сколько разъ мно-
к Logn 

житель вк входитъ въ Т(я), выражается формулою Ь ^ § - + 

Log - Log •= 
. F i_i F - -4- . . . . f но по первому закону 

+ E Log6k
+ Ъ Lo9ek

 + 
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числовыхъ тожествъ эти величины равны, следовательно про-
изведенш П(л) и Т(п) будутъ состоять изъ т*хъ же произ
водителей, по этому 

s _ 

П(п)=Т(п) = П1 (я) • П, ' Wn) .П , (v/n) . • • 

пл 
. IL п 

п. ï • M V J J - ' H V Ï 

s ,__ 

п, (») . и, (\/») . п, (VÏ. 

Эта теорема известна подъ именемъ теоремы^ *^ш%ъ 

Она послужила ему точкою отправлены ^ ^ ^ ^ ч и -
изсл*дованШ о пред*лахъ, между которым ^ в е л и ч и ны. 
ело первыхъ чиселъ, не превосходящихъ д а н

 е м ъ о б щ а -
У насъ она является непосредственным* ел д _ o j i O J K e H i H . 
го закона числовыхъ тожествъ въ частномъ ^ ^ додЖны 

Следуя самому 
естественному ходу и м « ; * - - ^ б ы Ш в в а 0 

бы были прямо перейти къ изсЛ*ДОВаН1
ь

Ш
каКИМЪ образомъ 

первыхъ числахъ для того, чтобы п о к а 3 а Т
а т е л ь Н ы е результа-

эти тожества могутъ давать весьма зам чо ^ издожен1е 
ты, но мы оставляемъ это, им*я въ виду резуЛЬтатовъ, 
общихъ методовъ, нежели дальнейшее разв 
полученныхъ этими пр1емами. 

S 34-
. , ï <Wv) числовыми въ 

Заменяя аналитически функщи 4W> Y««" т о ж ествъ, мы 
одной изъ формулъ второго закона числов ^ ^ весьма 
получаемъ точно также числовые законы, 
тРУДно доказать другимъ путемъ. 

Такъ, полагая, что въ общей формул* 
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ЕфО — ф,1) + ЗЕф(/г — ф42) + . . . . = Е 2 ф 1 ( я - | 1 ) + 
+ E%(«~^2)-f . . . 

функцш ^ = ^ 0 ? выражаютъ число простыхъ чиеелъ, не 
превосходящвхъ х, и означая чрезъ бж величину простого 
числа, стоящаго на МФСГЁ M ВЪ таблиц*, мы выводимъ формулы 

i i l . 

Для и = 3 наша формула даетъ 
e 4 - i e4_i е4_1 

21е 4-*« =£ ( 2 м - 0 + 2 (94-*м -I)2 или 
i i i 

б4 + Зб3 + 592 + 762 + 96, + 11в1 = 12.3 + (б4 — 1)24-
+ (е 3 -1) 2 + (еа-1)2 + ( б 2 ~ 1 ) Ч ( е 1 ~ 1 ) Ч ( б 1 - 1 ) 2 - 9 8 . 

Д-влая въ общемъ уравненш 

ср(1)Еф1 (л —ф!) + 9(2)Еф1 (/г —ф2) + . . . . 
Щп-W) Щ(п—ф£2) 

-•=£?(«)+ £?<»+..•. 
1 d 

т*же самыя предположены относительно функщй ф(ж) и ф M 
и полагая <р(«) = е ^ ^ , м ы н а й д е м ъ т о ж е с т в о

 f l W 

6 —4 n + i — l 

YV «4-1— 1̂ + е'йЧ_1_ф2 + 

«+1—H ич-1—^2 

* i 
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Поле 

или 

1гая 

9 , —1 0 
й + 1 П 

1 2 J в**-И— bf^ïii 
4 4 

въ общей формула 

+ 4 

Т(1)Еф, (р)+Т (2)Еф, 

E+fe) Еф 

-1 е . 
ян-1-

2 е «+*-
1 

(р)+-
ФТ2 

—tpte. 

-$и " 

...=2]?м+ X?w • • • 
4 4 

Ф(,х) = àx(n), tyi(y)==d (п), гд* du{n) означаетъ величину 
делителя числа п, стоящаго на м*ет* и въ ряд* делителей 
п, расположенныхъ по ихъ величин*, мы получимъ: 

Ф(1) l{j~) + ?(2) I (£) + . . . = 2 ? W + Z î ( M ) + -
1 4 

гд* \(и) выражаетъ число делителей числа п, не превосхо-
дящихъ и. 

Для ср(г/) = cfw им*емъ 
rf1Ç(X1) + rf,5(Xî) + d,5(X,) + . . . . 

4 4 

Полагая въ общей формул* 2-го закона числовыхъ то-
жествъ 

Еф(») E#f(«) Еф(«—Ф,«) 
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ф(гс) = dx(/i), ф,у = . cl (п) и подразумевая подъ <р(м) символъ, 
обращающейся въ нуль для и сложнаго и въ 4 для и просто
го, мы получимъ 

5 М 4(»J 

* * (« - о = 2 + 
i 

Н ( » - 0 

гд*Ь знакъ а распространяется на ВСЕ простыя числа. 
Для п = 36 шгЬемъ 
Ç (36 - d2) + Ç (36 - d3) + I (36 - d5) + ? (36 - d,) : 

= <де(п—dj + ^ n — d2)-f . . . =32. 
Делая тЪже самыя положешя въ формул* 

Еф(я) Е ф » E * ( ^ ) 

мы получимъ 

1 ?®-2>[К£)] 
С(я) €(я) 

* (!-*-?«) 

следовательно 
^(1н-|я) *(И-|я) |(«) 
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дЛя п = 36 формула приметъ видъ 

§1 + е2 + 0, + 94 = 2 + 3 + 5 + 7 = 10.4 - [Ç(18) -f 
+ S(12)-H(6) + H(3)] = 23. 

Положивъ въ усложненномъ закон* числовыхъ тожествъ 
Щп—*,1) В*! (»—<М ВФ,(я—Ф4) Еф(и—ф|М) 

2<р(«) £ е ( м ) = = 1 е ( м ) Е*0 0 " 
i i i 1 

<К»0 = <*«(»), ^i(«)=6„» +(«0 = Ç(«), ф » = ^ ( м ) , 
й означая чрезъ 9(м) и ср(м) символы, обращающееся въ t 
или въ 0, смотря по ихъ отношению къ простымъ числамъ, 
или квадратичнымъ вычетамъ числа р, мы найдемъ формулу 

К«-6,) *(*-*,) 
1 1 

гд* знакъ суммы а распространяется на одни квадратичные 
вычеты, a si на одни первыя числа, и ГД*Е функщя п(и) озна
чаешь число квадратичныхъ вычетовъ р, не превосходящихъ и, 

ДФлая т*же самыя положешя въ общей формул* 

1 
получимъ 

G 

КО id 
Полагая въ общей формул* (VII, глава вторая) 

*«(*) = С *(«) = *«, ив.*,« 
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к Ey/n+d4 E\/n-\-dk %(и*—п) 

1 1 1+Ey/n 1 

ft Ey/'w+dj E\/n-\-dk 

1 l i+E^n 
При n = 0 им'бемъ 

ft Ey/S^ Ey/^~ ?(M2) ft E\/d~T 

2 e («) 2?*» + 2? (M) Z e w = & м ) - ,& W + 

1 1 1 4 1 1 

1 
зд'Ьсь dM означаетъ величину делителя числа m, стоящаго 
на MtcTt и. 

Формула эта даетъ возможность определить, сколько въ 
Еу/5; 

рядФ паръ \и, 5 (и*) будетъ членовъ ß , для которыхъ w и 
4 

Ци*) будутъ первыми числами. Выбирая для ç(w) = 6(«) 
еимволъ, ивгёющШ значеше по отношешю къ первымъ чи-
сламъ, найдемъ 

а « ^ [Е v/r^] +£ф [Н(ем
2)] - «*) 4* (вv4J• 

1 4 
Для Ä = 10, m = 72 будемъ имФть 
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4 2 

о=2> [Е ̂ \ ]+2+ [*со ] - «=«. 
Действительно, ве ряд* паръ 

1 E V / ^ 
U , 5(и*) I будетъ только одна пара [3, Ç(32)], удовлетворяю-

4 
щая требуемымъ уелов1ямъ. 

Формулы, выведенный въ § 31, способны точно также да
вать новые результаты для числовыхъ функций въ случае чи
словыхъ предположен!!! для ф(и). 

§ 35. 
Теор1я неопред*ленныхъ уравненш даетъ точно также те

оремы для выражешй, зависящихъ отъ Е. Известно, что число 
п 

рЪшетй системы неопред'Еленныхъ уравненш «г2 + у2 = [и] 

равно избытку делителей вида An + i надъ делителями ви
да Ы + 3 въ ряд* чиселъ отъ 1 до п. Этотъ избытокъ оче
видно выражается формулою 

Q ( « ) = E ? - E ? + E ? - E j + . . . 

Съ другой стороны число р^шенш этой системы, или что 
тоже неопределенная уравненш z + х2 + у* == га выражает
ся формулою 

Qâ(») = Е\/М~ Е\/п — \ + Es/n — 22 + . . . 
Сравнивая эти выражешя, мы получимъ следующую фор. 

мулу _ 
Еу/п + ESJ*^\ + EVn-r + Е\/п - З2 + . -

= Е т - Е 3 - + Е в -Е- 7+. . . 
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Эта feopeMa была выведена ./Пувиллбме. 
Весьма важно было бы вывести эту формул^ независимо 

отъ еоображенш, взятыхъ изъ теорш чиеелъ, тогда бы до
казательство н*которыхъ теоремъ теорш чиеелъ возвелоеь 
къ 6ол*е высшимъ началамъ. 

Если мы представимъ графически сумму по левую сторо
ну, то увидитъ, что она означаетъ число точекъ, помещаю
щихся въ фигур* четверти круга (fg 4), описаннаго рад1у-
сомъ \/~щ считая эти точки на р*шетк*, составленной изъ 
абсциесъ и ординатъ, проведенныхъ другъ отъ друга въ раз* 
стояшяхъ, равныхъ единиц*. Величина 4Q выражаетъ число 
точекъ, помещающихся въ ц*ломъ круг* за исключешемъ 
точки, находящейся въ центр*. 

Очевидно, что отношеше — , по м*р* увеличена п, будетъ 

все бол*е и бол*е приближаться къ выраженш отношешя 
площади круга къ площади квадрата, построеннаго на paAiye*. 

А 
^ " • " 

* s ^ 

I 0 

Фиг. 3. Фиг. 6. 
Итакъ, разд*ливъ об* части уравнешя на я, им*емъ 
Ш [ Е ^ + Е s/ТГЛ + Е0Г=^ + 

L п п п J 
и 

I 



— 162 — 

Увеличивая поетоярно ft и делая его въ предал* равнымъ 
безконечности, мы будемъ иметь уравнеше 

4Q 
lim. — = 7 u = 4 ftm. I . . . . . I 

n L n n n J 
, Er 1 

НО / д а • = 7 ПОЭТОМУ 
гг ft J 

it 4 1 1 1 1 
~= 1 _ ~ + ~ _ ~ - 4 - ~ _ _ + 

Такимъ образомъ помощш соображенШ, взятыхъ изъ те
орш чиеелъ, въ связи съ предетавлешемъ ихъ знакомъ Е, мы 
получили разложеше величины тт. 

тс Функщя у п, будучи ассимптотическимъ выражешемъ Q(n) 
Ф 

функщи, онредЬляющей число корней неопределенная урав-
ненш zJ^x2-\~i/2^=n) мож^тъ съ достаточною точностш давать 
величину Q(n) для всякаго п. 

Q(n) = Es/n + Е\/7Г^Т + Е\/п — 22+.... = г * 4 
Для ? г = Ю0? Q (1 0 ) = 79 и -, . 100 = 78,5... 

4 
§ 36-

Этотъ краткШ очеркъ математичеекихъ иетинъ, находя
щихся въ непосредственной связи съ свойствами символа Е, 
конечно далеко не исчерпываетъ того богатаго научнаго ма-
тер!ала, который можетъ быть доетояшемъ этой статьи. Во
проса о рядахъ, связаннныхъ съ свойствами символа Е — во
проса, обещающаго по видимому наиболее замечательные ре
зультаты для теорш чиселъ, мы вовсе не касались. Не желая 
выходить изъ границъ самыхъ общихъ положенш, мы не ка
сались и вопросовъ о решети уравнешй и изеледованш reo-
метрическихъ пространству определяемыхъ выражешями, за
висящими отъ Е. Сознавая всю слабость предлагаемаго очерка, 
мы будемъ считать себя вполне нравственно удовлетворенны
ми, если нашъ трудъ хоть сколько нибудь будетъ содей
ствовать развитш этого отдела математичеекихъ иетинъ. 




