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Vorwort.

Das vorliegende Buch ist den Grundlagenlinearen der Geometrie
gewidmet. Im ersten Teil wird, der Idee des Erlanger Programms von
FELIx KiEIN gemilB, die Kongruenz und Invarianz beziiglich beliebiger
Gruppen von Transformationen diskutiert und nach Erérterung der
Korperaxiome die #-dimensionale lineare Geometrie iber Schiefkérpern
aus den Gruppen linearer Transformationen erklirt. Dal der gruppen-
theoretische Aufbau hier zu den Grundlagen gezihlt ist, wird, hoffe ich,
durch die logisch exakten Formulierungen in Kapitel 1 gerechtfertigt.

Im zweiten Teil handelt es sich um die Axiomatik der ebenen linearen
Geometrie, im wesentlichen also um die Auswertung des Satzes von
DESARGUES und des Satzes von Pascar. Die Bedeutung dieser Sitze
fiir die affine Geometrie ist vor allem durch HILBERTs klassisches Werk
iiber die Grundlagen der Geometrie klargestellt. Der DESARGUESsche
Satz besagt, daB die Streckenverhiltnisse der Ebene einen Schief-
korper bilden, der Pascarsche Satz besagt, daB sie einen Kérper bilden.
Der Beweis fiir diese beiden Tatsachen 148t sich aber auf mannigfache
Weise anordnen. Und es erschien mir daher wichtig und lehrreich,
dem Grund dieser verschiedenen Moglichkeiten nachzuspiiren. Es multe
sich doch jedes Verkniipfungsgesetz der Streckenrechnung in einem
wohlbestimmten SchlieBungssatze sichtbar machen und die logische Ab-
hingigkeit dieser SchlieBungssitze voneinander feststellen lassen.

Gliicklicherweise haben nun diese Schlieungssitze auch von anderer
Seite her Interesse. W. BLASCHKE hat auf dem Mathematiker-Kongre3
in Bologna die Vermutung ausgesprochen, daB die Theorie der Kurven-
gewebe auch fiir die Grundlagen der Geometrie fruchtbar werden kénnte.
Das bestitigte sich hier. Die meisten SchlieBungssitze, auf die man
durch den oben angegebenen Gedanken gefithrt wird, sind Konfigura-
tionen aus Geraden, die einem Gewebe aus drei oder vier Geraden-
biischeln angehdren. So kénnte man den zweiten Teil des vorliegenden
Buches geradezu als eine Axiomatik dieser Gewebe bezeichnen. Ich
mochte aber betonen, dall ich nur solche Sitze iiber Gewebe aufge-
nommen habe, die mir auch von seiten der ebenen Geometrie wert-
voll erschienen.

Spezielle Vorkenntnisse aus der hoheren Mathematik werden nirgends
vorausgesetzt. Natiirlich muf3 der Leser mit analytischer Geometrie
vertraut und fiir abstrakte Gedanken zugénglich sein. Fraulein FEHRENZ
und den Herren BLASCHKE, R. BRAUER, PopeEnL, THOMSEN danke ich
fiir Ratschlag und Hilfe.

Konigsberg, im Juni 1930. KURT REIDEMEISTER.
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Teil I.

Analytischer Aufbau der Geometrie.

Einleitung.

1. Geometrie als Analysis.

Die analytische Geometrie der euklidischen Ebene entsteht, indem
jedem Punkt der Ebene mit Hilfe eines Koordinatensystems zwei Zahlen,
die Koordinaten des Punktes, zugeordnet und die geometrischen Be-
ziehungen von Punkten in analytischen Beziehungen ihrer Koordinaten
ausgedriickt werden. Jedem Satz der Geometrie entspricht alsdann ein
bestimmter Satz der Analysis und jedem geometrischen Beweise eines
geometrischen Satzes ein bestimmter analytischer Beweis eines ana-
lytischen Satzes. Das Umgekehrte aber ist nicht der Fall: es sind nur
ganz spezielle Sitze der Analysis, die sich als Sitze der euklidischen
Geometrie aussprechen lassen, und es ist daher nichts natiirlicher, als
nach einem Kennzeichen dieser Sitze — nach einer Kennzeichnung der
analytischen Geometrie innerhalb der Analysis, zu fragen.

Diese Kennzeichnung wire aber auch fiir die Geometrie selbst von
groBer Bedeutung; denn ist sie gelungen, so ist damit auch ein Weg an-
gegeben, unabhingig von der Raumanschauung das Gebiude der Geo-
metrie zu errichten.

Die Losung dieses Problems, die hier behandelt werden soll, ist die
folgende: Wir wissen, daB die analytische euklidische Geometrie eng
mit gewissen Transformationen, den Bewegungen, zusammenhingt;
wir werden sehen, daf sie sich mittels dieser Transformationen de-
finieren 148t. Dem tieferen Grund dieses Zusammenhanges zwischen
Geometrie und Transformationen nachzugehen, ist das Ziel des ersten
Kapitels. Vor weiteren allgemeinen Erwigungen geben wir sogleich
genau die analytische Aufgabe an, als deren Losung wir die euklidische
Geometrie betrachten wollen.

2. Kongruenz und Bewegungen.

%1, %, seien zwei reelle Zahlen. Jedem Paar reeller Zahlen wird durch
eine Transformation B der Schar
B X = %;COS o — Xy Sina + a4,
(B) Xy = Xy sino + x,cOsa + a,,
Reidemeister, Geometrie. 1



2 I. Analytischer Aufbau der Geometrie.

WO «, 4, @, ebenfalls reelle Zahlen sind, ein bestimmtes gleiches oder
anderes Paar reeller Zahlen x,, x, zugeordnet. Die Transformationen B
mogen ,,Bewegungen’’ heillen.

Die Gesamtheit der Zahlenpaare {9, ") (1 =1, 2, ..., #) bildet
eine endliche geordnete Menge I von # Zahlenpaaren — endlich, weil
die Anzahl # der Paare endlich ist, geordnet, weil die Zahlenpaare in
bestimmter Weise numeriert sind. Durch eine Transformation B aus
der Schar (B) wird jeder geordneten Menge & von # Zahlenpaaren
eine bestimmte andere geordnete Menge

M =B @), namlich @, ) G=1,2 ..., %)
zugeordnet. ’

Wir verwenden diese Begriffe zu den folgenden beiden Definitionen:

Def. 1. Eine Menge I ist kongruent zu einer Menge WM, in Zeichen

M= M,
wenn es etne Transformation B aus der Schar (B) gibt, welche die Menge
W der Menge IR zuordnet, d.h. wenn

™ = B (M).

Def. 2. Eine Eigenschaft einer Menge I ist invariant beziiglich der
Schar (B), wenn sie mat I auch jeder Menge

M = B (M)

z2ukommt, wo B eine beliebige Transformation der Schar (B) ist.

Dann formulieren wir die folgenden beiden Aufgaben:

1. Es sollen die kennzeichnenden invarianten Eigenschaften der Menge
M angegeben werden. Das heiBit, man soll solche invariante Eigen-
schaften einer Menge M angeben, die garantieren, da8 jede Menge mit
denselben Eigenschaften zu M kongruent ist. Oder anders gesagt: es
sollen Eigenschaften angegeben werden, in denen zwei Mengen 9t und

M iibereinstimmen miissen, damit sie kongruent sind.

2. Es sollen solche invariante Eigenschaften € von Mengen angegeben
werden, dafi umgekehvt die Transformationen (B) als diejenigen Trans-
formationen gekennzeichnet sind, welche alle Mengen M in Mengen IM*
mit denselben Eigenschaften € transformieren.

Diese Begriffsbildung, diese Fragen und die Antworten auf diese
Fragen sind jedermann bekannt, der mit der analytischen Geometrie
der Ebene vertraut ist.

Deutet man nimlich x,, %, und x,, %, als kartesische Punktkoordi-
naten beziiglich desselben Koordinatensystems, so bedeuten die Trans-
formationen (B) euklidische Bewegungen. Kongruenten Mengen aus
endlich vielen geordneten Punkten entsprechen also im Sinne der De-
finition (1) kongruente Mengen von Zahlenpaaren und umgekehrt,



I, 2. Kongruenz und Bewegungen. 3

geometrischen Eigenschaften derartiger Punktmengen — (die ja doch
bei Bewegungen erhalten bleiben) — invariante Eigenschaften der
Menge ihrer Koordinatenpaare, und die Aufgabe 1 ist sofort so zu
beantworten:

1. Alle Mengen, die nur ein Zahlenwpaar enthalten, sind zueinander
kongruent.

2. Mengen, die zwei Zahlenpaare enthalten, sind dann und nur dann
ueinander kongruent, wenn

(60 — x@)2 4 () — 2P = (X — XD 4 (FD — FP)2.
3. Mengen aus drei Zahlenpaaven sind kongruent, wenn:

a) die sich entsprechenden Untermengen aus je zwei Zahlenpaaren
Rongruent sind und auferdem

b) | x<11) x<21) 1 54‘11) 54‘21) 1
| @ () — | 7@ z@
x2 xP 1= |x2 22 1
i x§3’ x® 1 ;6(13) 55‘23’ 1
st 1,

Der Beweis ergibt sich aus dem dritten Kongruenzsatz der eukli-
dischen Geometrie und aus der Erklirung des normierten Flichen-
inhaltes fiir Dreiecke mit geordneten Ecken bzw. Dreiecke, fiir deren
Rand noch ein Umlaufssinn festgelegt ist.

4. Mengen aus n Zahlenpaaren sind kongruent, wenn alle Untermengen
aus je drei entsprechenden Zahlenpaaren kongruent sind.

Die zweite Frage ist so zu beantworten:

Eine eineindeutige Transformation von Zahlenpaaren, welche die Kon-
gruenz aller Mengen von zwei Paaven und das Vorzeichen einer Deter-
nminante, wie unter 3b) angegeben, evhilt, ist eine Transformation der
Schar (B).

Eine eineindeutige Punkttransformation, welche den Abstand je
zweier Punkte unverindert 148t, fithrt niAmlich Gerade in Gerade iiber;
sie erhilt die Winkel zwischen je zwei Geraden und ist also eine Be-
wegung oder aus einer Bewegung und einer Spiegelung zusammen-
gesetzt — je nachdem sie den Umlaufssinn eines Dreiecks erhilt oder
umkehrt.

Man sieht, daB die rein analytisch definierten Aufgaben, die wir an
die Transformationen (B) in natiirlicher Weise ankniipfen konnten, in
einem wirklich sehr engen Zusammenhange mit der euklidischen Geo-
metrie stehen. Wire die Bemerkung, daB die geometrischen Eigen-
schaften einer Punktmenge gerade die invarianten Eigenschaften der
Menge der entsprechenden Zahlenpaare und umgekehrt seien, nicht et-
was vage, so konnten wir sie geradezu als Definition einer geometrischen

1 Es ist hinreichend fiir Kongruenz, auBer 34 nur zu fordern, da8 das Vor-
zeichen der beiden in 3b genannten Determinanten iibereinstimmt.

1*



4 I. Analytischer Aufbau der Geometrie.

Aussage verwenden. Von der Ausdrucksweise abgesehen, wiren dann
die analytische euklidische Geometrie und die Untersuchung invarianter
Eigenschaften der Mengen I dasselbe, und wir brauchten auch tat-
sichlich nur diese ,,Eigenschaften* formallogisch genauer zu umgrenzen,
um jenen Zusammenhang sauber beschreiben zu kénnen. Die grund-
legende geometrische Eigenschaft aber, der Kongruenzbegriff, ist durch
Def. 1 bereits vollstindig und genau auf analytischem Wege erklirt.

Eine Verallgemeinerung dieses Kongruenzbegriffes liegt auf der
Hand: Wir ersetzen die Transformationen (B) durch geeignete andere
Scharen von Transformationen. Und es kommt jetzt alles darauf an,
zu sehen, wie die Eigenschaften einer Schar von Transformationen und
die Eigenschaften des Kongruenzbegriffes zusammenhingen.

3. Transitivitdt der Kongruenz und Gruppeneigenschaft
der Bewegungen.

Wir werden jedenfalls wiinschen, daB3 der einer Schar von Trans-
formationen zugeordnete Kongruenzbegriff symmetrisch und transitiv sei,
d. h. wir moéchten, daB die folgenden beiden uns geldufigen Eigenschaften
des Kongruenzbegriffes erhalten bleiben:

Satz1. Aus M=M folgt M=, die Kongruenzrelation ist sym-
metrisch.

Satz 2. Aus M=M und M=M* folgt M=M*, die Kongruenz-
relation ist transitiv.

Aus Satz 1 und 2 folgt, daB jede Menge zu sich selbst kongruent,
d. h. die Kongruenzrelation reflexiv ist. Denn ist M = I, so ist nach
Satz 1, auch M = M und daher nach Satz 2, wie behauptet, M = M.

Sehen wir zu, wie sich Satz 1 und 2 aus der Definition der Kongruenz
in I, 2, Def. 1 beweisen 148t. Wir haben zu zeigen:

Zu Satz 1: Gibt es eine Transformation B der Schar (B), so daB

M= BM),
so gibt es auch eine Transformation B*, so da8
M = B* (M).

Zu Satz2: Gibt es eine Transformation By, so daB M = B, (M) und

eine Transformation B,, so daB M = B, (2))_{), so gibt es auch eine
Transformation B,, so dafl

M = B, (M).

Das folgt aber sofort aus den folgenden Eigenschaften der Schar (B):
I. Ordnet eine Transformation B der Schar (B) den Zahlenpaaren
%, %, die Zahlenpaare %, %, zu, so gibt es auch eine Transformation
der Schar, welche den Werten x,, x, die Werte #,, %, zuordnet. Diese
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Transformation heift die zur urspriinglichen inverse Transformation
und wird mit B-! bezeichnet.

II. Die Schar (B) hat die Gruppeneigenschaft, d.h.: ordnet eine
Transformation B; den Zahlenpaaren %,, %, die Zahlenpaare x,, %, zu
und eine zweite Transformation B, den Zahlenpaaren %,, %, die Zahlen-
paare x,, %,, so gibt es eine Transformation B, der Schar, welche den
Zahlenpaaren x,, %, die Zahlenpaare x,, %, zuordnet.

Offenbar kann man bei allen Mengen B* = B~! nehmen, und daraus
ergibt sich die Symmetrie der Kongruenzrelation. Aus der Gruppen-
eigenschaft folgt, daB es eine Transformation B, gibt, fiir die bei allen

Mengen M = B, (M) gilt und damit die Transitivitit der Kongruenz.

4. Uberblick.

Die Beweise des vorigen Abschnitts setzen nur die in T und II aus-
gesprochenen Eigenschaften der Bewegungen (B) voraus, und wir werden
Transformationsscharen mit diesen Eigenschaften also zur Definition
von symmetrischen und transitiven Kongruenzbegriffen ebensogut wie
die Bewegungen verwenden kénnen.

Davon wollen wir uns ausfiihrlich und unmittelbar iiberzeugen. Da
es ganz unwichtig ist, daB diese Transformationen gerade Transforma-
tionen von Zahlenpaaren sind, formulieren wir dazu einige zwar ab-
strakte, aber einfache Sitze iiber eineindeutige Transformationen von
Gegenstinden, die Gruppeneigenschaft einer Schar von solchen Trans-
formationen und den Kongruenzbegriff, der sich daraus erkliren 14Bt.

Es zeigt sich dabei, dafl wir einen besonders einfachen Ausschnitt
aus der euklidischen Geometrie bekommen, wenn wir die Bewegungen
in die umfassenderen Gruppen der linearen Transformationen, in die
Gruppe der affinen und projektiven Transformationen einbetten und die
zugehorige affine und projektive Geometrie bilden. Von da ab ist das
Buch der linearen Geometrie gewidmet. Im ersten Teil erfolgt ihr ana-
lytischer Aufbau. In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Algebra er-
ortert, in Kapitel 3 wird alsdann die #-dimensionale affine Geometrie
entwickelt, indem die in Kapitel 1 dargestellten Prinzipien auf Zahlen-
n-Tupel und lineare Transformationen aus Schiefkérpern angewendet
werden.

Kapitel 1.
Gruppen von Transformationen.
Einleitung.

Die Gruppeneigenschaft von Transformationen fithrt auf den Begriff
der Gruppe, dessen Bedeutung fiir Algebra und Geometrie sich im fol-
genden immer von neuem erweisen wird. Die wichtigsten Geometrien
lassen sich geradezu als die Diskussion der Struktur der zugehdorigen
Gruppe auffassen (vgl. 1,8 und 1, 9). Einen niheren Einblick in die



6 1. Gruppen von Transformationen.

Geometrie gewinnen wir durch Einfithrung des Koordinatenvektors und
der natiirlichen Koordinaten. Liegen zwei Gruppen von Transforma-
tionen desselben Bereiches vor, von denen die eine Untergruppe der an-
deren ist, so bestehen zwischen den zugehérigen Geometrien einfache
Beziehungen, die es uns erméglichen, die Bedeutung der linearen Trans-
formationen fiir die euklidische Geometrie zu erkliren.

1. Eineindeutige Transformationen.

Es sei eine Klasse 8 von Gegenstinden vorgelegt, die wir mit

groBen lateinischen Buchstaben Z;, Z,, ... bezeichnen wollen. Unter
WM (Z,, Z,, ..., Z,) verstehen wir die geordnete Menge der #» Gegen-
stinde Z; (! =1, 2, ..., #), in der Reihenfolge ihrer Numerierung.
Ist My =M (Zy, Z1ay -1 Z1g) und Mo =M (Zo1, Zozs - - -, Zon),
so sei MMy, Mo) =M WMy, Zogy - -0 Zon) =M (Z11, - - v Z1 s M)
=M Zuas-- > Zim» Zarr- - » Zan). Essel

(F) Z=F(2)

eine eineindeutige Transformation der Gegenstinde, d.h. durch F sei
jedem Gegenstande Z ein wohlbestimmter Gegenstand Z zugeordnet;
unter den zugeordneten Werten Z - mégen alle Gegenstinde der Klasse 3
vorkommen; sind Z; und Z, verschieden, so seien auch die zugeordneten
Z, und Z, verschieden.

Erkldren wir die Transformation F-1 durch die Festsetzung

1 (z2y=2,
so ist dies wieder eine eineindeutige Transformation. Sie heiBt die zu F
inverse Transformation. Die zu F—1! inverse Transformation ist offenbar
F selbst, in Zeichen
(F-)-1=F.
Sind F; und F, irgend zwei eineindeutige Transformationen und ist
Z=F,2), Z=F,(2),
so ist die Zuordnung
Z=F 3 (Z ) ’
wieder eine eineindeutige. Wir wollen F, das Produkt der Transforma-
tionen F, und F, nennen und schreiben dafiir
F,=F,F,.
Das Gleichheitsszeichen bedeutet die Identitit der beiden Transfor-
mationen.
2. Das assoziative Gesetz.

Diese Multiplikation der Transformationen geniigt einem wichtigen
formalen Gesetz. Sind niamlich F,, F, und F, drei eineindeutige Trans-
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formationen und ist
F21:F2F1 F32:F3F2’
so ist
FyFoy=FyFy;
dafiir schreiben wir auch
(A) F3(F2F1):(F3F2)F1'
Die Richtigkeit dieser Beziehung ist evident. Ist ndmlich

7 = F,(2), Z/=F,(2), Z* = F, (2",
S0 ist

und daher

dieselbe Transformation der Z.

Die formale Wichtigkeit von (A) wird sich bald herausstellen. Man
nennt eine Multiplikation, fir die (A) erfiillt ist, assoziativ, (A) selbst das
assoziative Gesetz. (A) hat zur Folge, daB man von dem Produkt dreier
Transformationen in einer bestimmten Reihenfolge, F,, F,, Fy, sprechen
kann. Man folgert sehr leicht, daB auch von dem Produkt von 4, 5, . . .
eineindeutigen Transformationen in einer bestimmten Reihenfolge zu
sprechen erlaubt ist; da z. B.

(F4F3) (F2F1) = F4(F3(F2F1)) = F4<(F3F2)F1) = (F4(F3F2))F1
= ((F4F3)F2)F1
konnen wir einfach die Klammern fortlassen.

Allgemein beweist man dies leicht durch vollstindige Induktion.
Sei also das Produkt von # Transformationen

F,F,_;...F,
als eindeutig erkannt. Einem Produkt von # 4 1 Transformationen sei
dadurch eine bestimmte Bedeutung verliehen, daB die Elemente
Fpi1...F, . und F, ... F; durch eine Klammer zusammengefat

werden; die Verteilung der ibrigen Klammern ist dann nach Voraus-
setzung gleichgiiltig. Sei nun » > 1. Dann ist

(Fn+1"'Fv+1) (Fv Fl) = (F'n+1" 'Fv+1) (F‘V(FV—I"'FI))
nach (4) gleich
((Fn+1' . 'Fv+1) F‘v) (Fv—l' . 'Fl) = (Fn+1' . 'Fv) (Fy~1- . 'F1) .

Indem wir nacheinander alle Elemente F,_,, ..., F, in die linke
Klammer hineinbringen, erkennen wir

(Fpireo By (B Fy) = (Fppq. . Fy) Fy
und daraus folgt die Behauptung unmittelbar.
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Beispiel: Nehmen wir eine Klasse 8, die nur endlich viele

Gegenstdnde Z,, ..., Z,, enthdlt, so entspricht jeder Transforma-
tion F (Z) = Z oder ausfiihrlicher
F(Z,)=12y4 ¢t=12...,m

eine bestimmte Permutation

12 ...m
Ny Ny oo By,

und umgekehrt: nach Numerierung der Z auch jeder Permutation
eine Transformation F. Der Zusammensetzung zweier Transformationen
entspricht das Produkt dieser Permutationen.

3. Gruppen.

Es sei jetzt eine Schar § von eineindeutigen Transformationen von
B gegeben, welche die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Kommt die Transformation F in der Schar § vor, so kommt auch
die zu F inverse Transformation F~1 in § vor.

2. Kommen die Transformationen F, und F, in§ vor, so kommt auch
das Produkt Fy Fy in & vor (Gruppeneigenschaft von ).

Eine solche Schar § bildet eine Gruppe. Eine Klasse § von Ele-
menten F, fiir die eine Kompositionsvorschrift erkldrt ist, heiBt nim-
lich eine Gruppe, wenn die folgenden Aussagen iiber sie richtig sind:

I'. 1. Die Komposition F, F, irgend zweier Elemente der Klasse ist
stets ausfiihrbar (d. h. F, F, ist ein Element der Klasse).

I'. 2. Das assoziative Gesetz dev Komposition ist erfiillt:

(FLFy) Fy=F,(Fy Fy) .

I'. 3. Es gibt ein Einheitselement, d. h. ein Element E, fiir das stets
FE =FEF =F ist.

I'. 4. Es gibt zu jedem Element F ein inverses Element F—1, fiir das
FF-1=F ist.

I'. 1 bis I'. 4 heiBen die Gruppenaxiome.

I'. 3 ist erfiillt, wenn wir zu der Schar § die identische Transforma-
tion, welche jeden Gegenstand Z sich selber zuordnet, mit hinzunehmen.

I'. 4 folgt dann aus der Eigenschaft 1, I'. I aus der Gruppen-
eigenschaft von , I'. 2 aus der Formel (4) des vorigen Abschnitts.

Das einfachste Beispiel einer Gruppe von Transformationen bildet
die Gesamtheit der Permutationen von m Gegenstinden. Die natiir-
lichen positiven und negativen Zahlen mit EinschluB der Null bilden
eine Gruppe, wenn die Addition als Komposition genommen wird. Die
positiven rationalen Zahlen bilden eine Gruppe, wenn die Multiplika-
tion der Zahlen als Komposition genommen wird.

Da8 sich aus jeder Gruppe auch Gruppen von Transformationen
gewinnen lassen, wird in 1, 9 und 1, 10 ausgefithrt werden.
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Einige Folgerungen aus der Definition der Gruppe:
In einer Gruppe gibt es nur ein Einheitselement. Ist ndmlich E*
ein Element, fir das stets

E*F=FEFE*=F
ist, so ist FE* einerseits gleich E und andererseits gleich E*, also
E =E*
Zu einem Element F—1! gibt es nur ein Element X, fiir das
F1X=E

ist, und zwar ist

X =F,;
denn fiir ein solches X ist

FF-1X =FE =F,

also

X =F.
Aus FF-1 = E folgt danach F~-!F=E. Ferner gibt es zu jedem F

nur ein einziges inverses Element, denn aus FF* = E folgt durch
Multiplikation mit F-1

F1FF*=F-1
und daraus
F*=F-1,
F-1 ist also ein eindeutiges Symbol und
(F-Y)-t=F.

Gilt fiir die Komposition stets
F,F,=F,F,,

so heiit die Gruppe eine kommutative Gruppe.

4. Untergruppen. Isomorphismen.

Bilden die Elemente F1) eine Gruppe ¥ und gehoéren alle F(¥
auch zu der Gruppe &, aber nicht alle Elemente von § auch zu ¥,
so heilit F'V eine Untergruppe von §.

Ist Firgend ein Element aus § und durchliuft FV alle Elemente
von 1, so bildet die Gesamtheit der Elemente

F,FO F3t,

die mit F, 'V F; ! bezeichnet werde, ebenfalls eine Gruppe. In der
Tat, ist

FOFW = FQ
so ist auch

) (FoF{VF§) (FyF{) Fg') = Fo FP Fg.
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F FWES heiBt eine zu FV konjugierte Untergruppe von §. Die
Gesamtheit der zu F konjugierten Untergruppen bilden eine Klasse
konjugierter Untergruppen. FV und FoFUVF;1 bestimmen dieselbe
Klasse konjugierter Untergruppen. Formal verschiedene, ja sogar alle
der zu 'V konjugierten Gruppen konnen natiirlich mit F identisch
sein.

Durch
2) F,FF'=F'
wird jedem Elemente F aus § ein wohl bestimmtes Element F’ aus &
zugeordnet. Umgekehrt entspricht aber auch jedem F’ ein wohl be-
stimmtes F; denn es ist

F'F'Fy=F.
Nach der Gleichung (1) folgt weiter sofort: Ist
(3) F\Fy=Fj,
so ist auch
4) F\F,=Fj.

Jede eineindeutige Abbildung J (F) =F’ der Gruppenelemente, fir
welche aus (3) auch (4) folgt, heilt ein Awutomorphismus der Gruppe.
Die Abbildung (2) ist also ein Automorphismus; sie wird ein innerer
Automorphismus genannt. Zwei Automorphismen lassen sich als ein-
eindeutige Abbildungen hintereinander ausfithren oder miteinander
multiplizieren. Die Produkttransformation und ebenso die inverse
Transformation ist wieder ein Automorphismus. Die Automorphismen
einer Gruppe bilden also selbst eine Gruppe. Das Einheitselement der-
selben ist der Automorphismus, bei dem jedes Element sich selbst
zugeordnet wird.

Sind zwei Gruppen & und & vorgelegt und lassen sich die Elemente
F von § den Elementen G von & eineindeutig so zuordnen, daB aus
F,F,=F, fiir die entsprechenden Elemente G = J (F) auch G,G, =G,
folgt, so heiBlen die Gruppen & und & zueinander isomorph und G = J(F)
ein Isomorphismus zwischen den Gruppen & und @&. Zwei isomorphe
Gruppen haben die gleiche Struktur, d. h. zwei solche Gruppen kénnen
sich nur durch Eigenschaften unterscheiden, die auf die Kompositions-
vorschrift fiir ihre Elemente keinen EinfluB8 haben.

5. Kongruenz.

Wir erkldren nun an 1, 1 ankniipfend &hnlich wie in I, 2 wieder den
Kongruenzbegriff fiir die geordneten Mengen . Ist

M=M(Zy, ..., Z,) und M =M F (Zy), ..., FZ,),
so schreiben wir dafiir auch

(1) M =F M
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und erkldren:
W ist kongruent zu n beziiglich der Schar §, in Zeichen
m=m/,

wenn es exne Transformation I aus§ gibt, fiir die (1) erfiillt ist. Wir nennen
eine Eigenschaft einer Menge oder eine Beziehung zwischen Mengen
tnvariant gegeniber §, wenn sie mit M auch jeder kongruenten Menge
M zukommt.

Offenbar 148t sich dann ganz wie oben I, 3 beweisen: Bildet die
Schar & eine Gruppe von Transformationen, so ist die Kongruenz be-
ziiglich § symmetrisch und transitiv, d. h.

aus MW= M folgt M=M
und

aus M = M, M =M folgt M= M.

Wegen dieser beiden Sitze sind alle zu IR kongruenten Mengen
auch untereinander kongruent. Dies veranlaBt uns zu der folgenden
Begriffsbildung. Unter m [IR] wollen wir die Gesamtheit der zu M
kongruenten Mengen verstehen. Ist

MW=M, soist m[M]=m[WM],
d. h. so ist die Gesamtheit der zu I kongruenten Mengen mit den zu
M kongruenten Mengen identisch, und umgekehrt. Das folgt aus der
Transitivitat der Kongruenz. Diese formale Bildung gibt uns ein Mittel
an die Hand, um spiter in systematischer Weise Begriffe wie ,,MaB8-
zahl der Linge einer Strecke oder kiirzer ,Linge einer Strecke®,
,,Koordinatenvektor* und ,natiirliche Koordinaten‘* zu bilden.

Satz 1: Die Kongruenzbeziehung zwischen zwei Mengen ist eine in-
variante Beziehung. Denn aus Mt = M folgt F (M) = F (M) fiir alle
F aus §. Ist namlich M = F, (M), so ist

F(M)=FF,F1(F(M)).

Der Zusammenhang zwischen kongruenten Mengen und Trans-
formationen wird durch die folgenden Sitze verdeutlicht:

Satz 2: Die Transformationen I, welche die Elemente Z einer Menge M
in sich diberfiihren, bilden eine Gruppe.

In der Tat, wenn F die Z,, Z,, . . ., Z, sich selbst zuordnet, so ordnet
auch die inverse Funktion F 1! diese Elemente sich selbst zu, und wenn
F, und F, die Elemente Z,, Z,, . . ., Z, sich selbst zuordnen, so ordnet

auch F, F, diese Elemente sich selbst zu.
Satz 3: Sind M und M kongruenie Mengen, so ist die Gruppe von

Transformationen, welche I fest Lift, zu der Gruppe von Transformationen,
velche W in sich diberfiihrt, konjugiert.
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In der Tat gibt es eine Transformation F, fiir die

m=F@mM),
und ist F () = M, so ist M = FF (M) oder
M=FFF'(M),

und ist umgekehrt F* (ETJE) =9, so ist auch
M = F-1F*F (M) .

Satz 4: Sind F, und F, zwei Transformationen, welche M in M diber-
fiihren, so fihrt F{\F, die Menge I in sich diber.

6. Bezugsmengen.

Wir wollen nun der Schar §§ von Transformationen die weitere Eigen-
schaft auferlegen:

Es gebe cine Menge B von folgender Avt: Ist F (B) =B, so ist F
die identische Transformation. B enthalte nicht alle Elemente aus 3.

Solche Mengen wollen wir Bezugsmengen nennen. Mit % ist nach
Satz 3 des vorigen Abschnitts auch jede zu B kongruente Menge B
Bezugsmenge. Ist B eine Bezugsmenge und B = B, so gibt es nach
Satz 4 nur eine einzige Transformation F, fiir welche 8 = F (8B) ist.
Fir die Bewegungen bilden z. B. die Zahlenpaare x,, %,; y;, ¥, mit
(%, — y1)2 + (%5 — ¥,)2 =1 eine solche Bezugsmenge.

Mit Hilfe einer Klasse m (B) von Bezugsmengen lassen sich die
Analoga der beiden in I, 2 fiir Bewegungen gestellten Aufgaben losen.
Ist M namlich eine Menge, welche die Gegenstinde einer Bezugs-
menge B enthilt, so gibt es auch nur eine Transformation, welche I
in eine zu I kongruente Menge iberfithrt. Insbesondere ist dies der
Fall fiir Mengen, die aus einer Menge % und einem weiteren Element Z
bestehen.

Sind M und M zwei kongruente solche Mengen, B und B bzw. ihre

Untermengen, Z,,,,; und Z,,,, die beiden weiteren Elemente und ist

B =F (B),
so muf
Zinsr =F (2 1)

sein. Damit zwei Mengen

m=(%:zm+1:---;zm+n) und 973=9ﬁ(§g,zm+1,...,zm+n)
kongruent sind, muB8 also mit

®=F () auch Z,.,=F(Z,.) G=12 .. n)
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sein. Ist
Wy = M(B,Z,.5), Mi=M(B,Z,,,), (=1,2,...,n),
so ist also notwendig und hinreichend fir I = M, dab
M= M; G=1,..., n).

Das Ergebnis von I, 2 ist offenbar ein Spezialfall des eben Bewiesenen,

Es lassen sich jetzt auch die Transformationen aus § leicht kenn-
zeichnen. Eine Transformation H, welche 1. eine Menge ¥ in eine

kongruente Menge % und 2. jede Menge M (B, Z) in die zu ihr

kongruente m™ =M (55, Z) iberfiihrt, ist eine Transformation aus .
Ist ndmlich

B =F(9),
so ist einerseits
Z =F(Z),

weil M und M kongruent sind, und andererseits
Z=H(2),
weil M = H (M) ist, und dies gilt fiir alle Elemente Z.

7. Grundmenge und Koordinatenvektor.

Wir konnen eine Bezugsmenge ¥ als Koordinatensystem und die
Gesamtheit der zu der Menge M (B, Z) kongruenten Mengen als Koor-
dinatenvektor, wie wir sagen wollen, auffassen®. Die Klasse 3 = m (IR)
der zu einer Menge M = M (B, Z) kongruenten Mengen ist nach 1, 5
und 1, 6 durch irgend ein in ihr enthaltenes Element M eindeutig
festgelegt. Ist andererseits 3 eine Klasse dieser Art, und 9B eine be-
stimmte Bezugsmenge, so gibt es nur ein Z, so daB M (B, Z2) zu 3
gehort. 3 heiBt also mit dem Recht der Analogie Koordinatenvektor
von Z beziiglich des Bezugssystems $B.

Bei einer Transformation F, welche das Bezugssystem % in % und
Z in Z tberfiihrt, bleiben die Koordinatenvektoren ungeindert, wenn
wir gleichzeitig an Stelle der Bezugsmenge B die Bezugsmenge B ein-
fithren, weil

M (B, Z) =M (B, 2)

ist. Wechseln wir die Bezugsmenge, indem wir 8 mit B =F () ver-

1 Im nichsten Abschnitt wird diese Begriffsbildung noch deutlicher werden.
Es sei ferner auf die Beispiele in den letzten Abschnitten dieses Kapitels hin-
gewiesen.
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tauschen und also einem Elemente Z an Stelle von 3 = m [N (B, Z)]
den Vektor 3 = m [M (B, Z)] zuordnen, so ist

(1) §=m[W(B; F*(2)].

Wir wollen jetzt den Transformationen des Bereiches 8 Trans-

formationen der Koordinatenvektoren
3 =F@)
an die Seite stellen.

B, sei eine zunichst beliebig herausgegriffene, von jetzt an aber
festgehaltene Bezugsmenge; sie heiBe die Grumdmenge. Ist nun 3
=m [M (By, Z)], so verstehen wir unter F (3) die durch M (B,, F (£))
bestimmte Klasse m [ (By, F (2))].

Diese Erklarung ist von der Auswahl von 9B, abhingig. Denn
setzen wir an Stelle von B, etwa %B;, so wird

F(3) = m[M(B,, F (2))]
und da keineswegs
n (%0’ F (Z)) =M (5815 F (Z)) H
ist diese Erklirung von der ersten verschieden.

Bei einer Transformation F geht der Punkt mit dem Koordinaten-
vektor 3 beziiglich der Grundmenge B, als Bezugssystem in den
Punkt mit den Koordinaten F (3) tiber. Wechseln wir das Bezugssystem
und fithren an Stelle von B, eine Bezugsmenge F(B,) = B ein, so er-
hilt ein Element Z mit dem Koordinatenvektor

5 =m[M (By, 2)]
beziiglich B, nach (1) beziiglich 8 den Koordinatenvektor
3" =I5 (3)-

Infolgedessen bekommt die Transformation F (Z) =Z, durch die
Transformation des Koordinatenvektors 3 beziiglich einer beliebigen
Bezugsmenge B ausgedriickt, die folgende Gestalt: Ist

SB='F0(’SB())’
y=m[M(B,2)] z=m[M(®B,2)],
so ist einerseits
gR (%:Z) = sm(Fo (%0)72) = §)"RGBO:}?(-)I (Z))

und andererseits

M (B, Z) = M (Fo (Bo), F (2)) = M (B, F3! F (2)),

also
(2) 3=F'FF,().
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8. Natiirliche Koordinaten.
Wir wollen jetzt annehmen, die Z seien Zahlen-n-Tupel

L= (2,3, ., %,).

Jeder Transformation F entspricht ein System von Funktionen

=1, - 2,) (G=1,2,...,n).

Es sei B, eine beliebige Grundfigur aus m Zahlen-n-Tupeln und B
eine andere Bezugsmenge, fiir die F (B,) = B ist. Wir erkliren dann
»n Funktionen J; (%, Z), indem wir

]i(%’z)zji(%(hl:_l(z)): ]i(%O’Z):'zi (1’—;1;2:;7‘)

setzen. Durch diese Festsetzung sind # Funktionen von (m -+ 1) Zahlen-
n-Tupeln erklért, die ihren Wert nicht dndern, wenn die (m + 1) Zahlen-
n-Tupel durch (m 4 1) andere ersetzt werden, die aus den urspriing-
lichen durch ein und dieselbe Transformation F hervorgehen. In der
Tat: ist

M(B,Z2) =M (B, 2),

ist mit anderen Worten bei geeignetem F

B=F(®), Z=F(2),
so ist

1:(8,2)=1]:(8,2).
Denn aus B =F (B,) folgt ® = FF (B,;) und also
Ji(8,2) = J:(Bo, F1 F1 (2)) = J;(Bo, F (2) = ] (B, 2).
Solche Funktionen heiflen Invarianten.
Die # angegebenen Invarianten sind aber von besonderer Beschaffen-

heit. Sind nidmlich die ersten m Zahlen-n-Tupel, d. h. also B, und die
Werte der Funktionen

]i(%JZm+1)=ai (1:-':1,2,...,%)

gegeben, so ist dadurch Z,, .1 = (Zmi1, 1 Zm+1, 25 « - o Zm+1, n) €I0-
deutig bestimmt. Denn ist 8 = Fy (B,), so ist

]i (SB: Zm+1) = ]z (%0’ FEI (Zm+1)) ’
und wenn die Transformation F, durch
Zi = foi (Z1s o0 es 2y)
vermittelt wird, so ist also offenbar
Em+1,i = foi (“1: ey “n) .

Wir nennen daher [, (8,2), ¢ =1,2,...,n) die natirlichen Koordi-
naten von Z beziglich 8.
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Jedem Koordinatenvektor 3 =m [ (By, Z)] entspricht ein #-Tupel
von natiirlichen Koordinaten und umgekehrt.
Das 3 entsprechende Zahlen-»n-Tupel 148t sich folgendermafBen fest-

legen:

Ist 3 =m [M (By, Z)] und Z = (24, 25, . . ., 2,), s0 selen die 3 ent-
sprechenden #-Tupel ebenfalls 2y, z,, . . ., z,. Jeder Transformation der
Koordinatenvektoren

§=T()
entspricht dann dieselbe Transformation von Zahlen-#-Tupeln wie
Z =F(Z).

Um die Darstellung einer Transformation F in natiirlichen Koor-
dinaten beziiglich eines beliebigen Bezugssystems 8B = F, (B, zu
finden, hat man die Formel (2) aus 1, 7 als Transformation von Zahlen-
n-Tupeln zu schreiben.

Man kann unter den hier gemachten Voraussetzungen die Frage
nach der Kongruenz der Mengen R auf zwei verschiedene Weisen be-
antworten. Entweder wie bisher, indem man die Kongruenz zweier I
auf die Kongruenz von Teilmengen bzw. andere mit 9 invariant ver-
kniipften Mengen zuriickfiihrt, oder aber zweitens, indem man die Be-
dingungen angibt, welche die der Menge 9 zugeordneten Zahlen-
n-Tupel erfiillen miissen, damit die Mengen kongruent sind. Die erste
Antwort ist eine rein geometrische, die zweite eine analytische Aus-
sage. Die letztere kann aber dadurch wieder zu einer geometrischen
werden, daB den Zahlen und ihrer Addition und Multiplikation eine
rein geometrische Bedeutung zukommt, wie ja z. B. in der gewshnlichen
Geometrie den Zahlen die Bedeutung der Linge einer Strecke zukommt
und ihre Addition z. B. aus dem Abtragen von Strecken auf einer Ge-
raden erklirt werden kann.

9. Transitive, asystatische Gruppen
von Transformationen?.

Unter Umsténden kann man die Elemente Z eineindeutig auf Unter-
gruppen von § abbilden. Wir wollen die folgende Annahme machen:

1. § ist framsitiv, d. h. es gibt eine Transformation aus §, welche
einen festen Punkt Z, in einen bestimmten vorgegebenen Punkt Z
iberfiihrt.

2. § ist asystatisch, d.h. sind Z, und Z, verschiedene Elemente,
so gibt es stets eine Transformation in §, welche Z, festliBt und Z,

in Z, + Z, transformiert.
Alsdann folgt:
Jedem Elemente Z entspricht eine wohl bestimmte Untergruppe &,

1 Dieser und der folgende Abschnitt konnen fiberschlagen werden.
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von solchen Transformationen aus §, die Z fest lassen; alle dabei auf-
tretenden Untergruppen gehoren nach 1, 5 einer Klasse konjugierter
Untergruppen an. Umgekehrt entspricht einer jeden Untergruppe dieser
Klasse ein Gegenstand Z, welcher bei allen ihren Transformationen
festbleibt.

Wir ordnen nun jeder Transformation F aus § eine bestimmte
Transformation im Bereich der §, zu, indem wir F [§,] =F§,F-!
setzen. Es ist alsdann

F[%le%F(Z): Fl[Fz[%Z]]=F1F2[%Z]-

Ist umgekehrt nun irgend eine Gruppe & gegeben und 8 eine Schar
konjugierter Untergruppen g, von &, so werde

Fld=Fg; I =3
gesetzt. Diese Transformation ist eine im Bereich der &, eineindeutige.
Denn F-1 liefert die zu F inverse Transformation. (Es kann hierbei
iibrigens der Fall eintreten, daB diese Transformation die Identitit

ist, ohne daB F das Einheitselement von § ist.) Das Produkt der
Transformationen F,, F, ist

Fz[Fl[%z]] =F,F,[§4]-

Die Schar hat also die Gruppeneigenschaft. Wir haben also Gegenstinde,
namlich die §, und eine Gruppe von Transformationen dieser Gegen-
stinde mit Hilfe der gegebenen Gruppe § definiert. SchlieBlich ist auch
die Schar von Transformationen transitiv. Denn alle §, sind nach Vor-
aussetzung zu einem vorgegebenen &, konjugiert.

Ein Beispiel fiir transitive asystatische Gruppen sind die Bewe-
gungen; hier entspricht jedem Punkte der Ebene eineindeutig die Gruppe
der Drehungen um diesen Punkt. Sieht man diese Gruppe als das
urspriinglich Gegebene an, so kann man die Punkte als gewisse Unter-
gruppen dieser Gruppe definieren.

10. Einfach transitive Transformationsgruppen.

Noch in einem anderen Falle 148t sich die Klasse der Gegenstidnde Z
unmittelbar aus der Gruppe erkliren: ndmlich unter der Voraussetzung,
daB die Gruppe § von Transformationen einfach transitiv ist, d. h. da8
es eine und nur eine Transformation F gibt, welche ein festes Z; in ein
beliebiges Z tiberfiihrt.

Eine Transformation, die ein Z festlaBt, ist dann die identische.

Als Bezugsmengen sind hier Mengen, die aus einem Element bestehen,
B =M (Z) zu verwerten, als Grundmenge B, werde irgend ein Z,
genommen. Die Koordinatenvektoren 3 werden durch I (B,, 2)
=M (Z,, Z) eineindeutig reprisentiert. Dieselben kann man den Ele-
menten von § eindeutig zuordnen, indem man F so bestimmt, daB

Reidemeister, Geometrie. 2
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M (Zy, Z) =M (2, F (Zy) ist und M (Z,, Z) das Element F zuordnet.
Eine Transformation Z = F (Z (Z) fiihrt alsdann das F entsprechende Ele-

ment Z in das FF entsprechende tiber.

Ist umgekehrt irgend eine Gruppe  gegeben, so kann man daraus
eine einfach transitive Gruppe von Transformationen erkliren, indem
man als Bereich 8 die Gruppenelemente F selbst nimmt; ebenfalls

ordnet man jedem Gruppenelement F eine Transformation des Bereiches

zu, indem man F (F) als F-F erklart.
Beispiele von einfach transitiven Transformationsgruppen sind die
Translationen

Xy =%y, Xp=H, + a,
und die Transformationen

Xy =%, =% +a (4+0, x+0).

11. Kongruenz nach Untergruppen.

Wir betrachten jetzt zwei Gruppen &, und , von Transformationen
desselben Bereiches 8 nebeneinander. $, sei eine Untergruppe von §;.
Wir kénnen je nach Zugrundelegung von §; oder &, zwei Kongruenz-
begriffe unterscheiden, die wir mit = und == bezeichnen. Es folgt als-

dann: Ist M =9I, so ist auch M =M. Das Umgekehrte gilt nicht.

Eine invariante Eigenschaft oder Beziehung beziiglich &, ist im all-
gemeinen keine invariante Eigenschaft oder Beziehung beziiglich ;.
Dagegen ist eine beziiglich §, invariante Eigenschaft stets auch eine
gegen , invariante. Auch vom Standpunkte der Gruppe g, ist es
daher von Interesse, die invarianten Eigenschaften beziigl. &, zu unter-
suchen, weil dadurch eine natiirliche Klassifikation der Eigenschaften
gegeniiber §, erzielt wird. Dieser einfache Gedanke hat sich in der
Geometrie als iiberaus fruchtbar erwiesen.

Andererseits vereinfacht die Untersuchung der Kongruenz beziig-
lich &, auch die beziiglich §,. Dies zeigt folgende Begriffsbildung beson-
ders deutlich:

M, [IM] sei die Klasse der bezughch &2 zu M kongruenten Mengen.

Ist also M = é)ﬁ so ist m, [M] = m, [EIR] Wir kénnen dann eine Kon-
gruenz bezughch &1 zwischen den Klassen m, erkliren, indem wir

My = My

1

setzen, wenn fiir ein M aus m, und ein I aus W,

ist. Diese Erklarung ist offenbar von der Auswahl von 9% und 9% aus den
Klassen 1, und nt, unabhingig. Man braucht also nur noch die Klassen
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m, nach ¥, zu klassifizieren, wenn man die Kongruenz beziigl. &, bereits
beherrscht.

Unter Umstédnden lassen sich die Bedingungen fiir die Kongruenz
beziiglich einer Untergruppe &, aus den Kongruenzbedingungen bei
der Gruppe @&, ablesen — z. B. wenn &, aus allen denjenigen Trans-
formationen von §§, besteht, welche die Elemente einer Menge I, = M
(Zo1sZog> - - +» Zgy) in sich iiberfithren. Notwendig und hinreichend fiir

m* =M

e«

ist alsdann, daB

MA(Zyy.Zoa:- 22y, M) = 0 (201»202’---:20n:@)
ist.

12. Lineare Transformationen und euklidische Geometrie.

Die Feststellungen des vorigen Abschnitts zeigen uns einen Weg zu
Geometrien, welche die euklidische Geometrie enthalten und deswegen
besondere Wichtigkeit fiir uns haben, weil wir mit ihrer Hilfe die Be-
wegungsinvarianten Kklassifizieren konnen: — indem wir ndmlich
Gruppen von Transformationen angeben, welche die Bewegungen (B)
als Untergruppe enthalten.

Dies geht auf verschiedene Weise. Sind z = x; + 7%,, z. B. kom-
plexe Zahlen, so bilden

(1) PR ad —bc+0

cz+d’
eine Gruppe von Transformationen, wenn a, b, ¢, 4 alle komplexen
Zahlen durchlaufen, die der Nebenbedingung geniigen. Durch diese
Transformationen wird die Menge der komplexen Zahlen noch nicht

vollstindig eineindeutig auf sich abgebildet. Ist ¢ == 0, so entspricht
dem Element

4. . - - a N .
- kein z; zu z = - gehort kein z.

Wir nehmen daher zu den komplexen Zahlen ein weiteres Element
hinzu, das mit oo bezeichnet werde, und setzen fest:

Ist ¢ =0, so ist

. d - .. . a
fir z = — — gerade z = 00, fiir z = o0 gerade z =—;

¢’

ist ¢ =0, so ist
fir z=00 auch 2z = co.

Dann sind die Transformationen eineindeutig. Durch Trennung
von reellem und imaginirem Bestandteil (z =x, -+ 7 x,) erhélt man Trans-
formationen von Zahlenpaaren x,, #,; zu der Gesamtheit der Zahlen-
paare hat man noch ein weiteres Element o© hinzuzufiigen, das z = oo

2*
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entspricht. Setzt man ¢ =0; d =1; |a| =1, so wird eine Transfor-
mation (1) zu einer Bewegung. Die Transformationen (1) fiihren Kreise
in Kreise iiber und lassen sich im wesentlichen dadurch charakterisieren.
Dabei sind die Geraden als Kreise durch oo anzusehen.

In der analytischen Geometrie bevorzugt man eine andere Mog-
lichkeit der Einbettung der Bewegungen: die in die Gruppen der affinen
und projektiven Transformationen. Dieselben fiihren je drei linear ab-
hingige Zahlenpaare wieder in solche, gerade Linien in gerade Linien iiber.

Welche Klassifikation der Bewegungsinvarianten wird durch diese
linearen Transformationen bewirkt? Die elementare Geometrie gibt
die GesetzmiBigkeiten fiir die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
an. Konstruktionen mit dem Lineal allein gehéren zu der viel ein-
facheren Geometrie der linearen Transformationen. Und es wird sich
herausstellen, daB3 die invarianten Eigenschaften gegeniiber den affinen
und projektiven Transformationen sich sogar siamtlich durch Kon-
struktionen mit dem Lineal beschreiben lassen. Die Struktur dieser
linearen Geometrien, des einfachsten Bereiches der euklidischen Geome-
trie also, kennen zu lernen, ist die Aufgabe, die wir fortan im Auge haben.

Die grundlegende Bedeutung des Gruppenbegriffs fiir die Geometrie
ist zuerst von FELIX KLEIN und SopaUs LIE erkannt und vielleicht am
klarsten und entschiedensten in KiEINs Erlanger Programm aus-
gesprochen.

13. Affine Transformationen. Lineare Abhingigkeit.

Wir wollen die aus der analytischen Geometrie der euklidischen
Ebene abstrahierten Zusammenhinge sogleich an zwei Beispielen line-
arer Transformationsgruppen bestitigen.

Zuerst mogen die affinen Transformationen (oder Affinititen)

* _
(A) ¥ = gy + 413 %1 + A1 %, 4z 4,0, + 0
= a _—
* 11 22 12 %21
Xy = gy + Ay X1 + Agp %,
behandelt werden, wo die x und a reelle Zahlen seien.
Die Transformationen (A) sind eineindeutig, denn
— -1 * —1 *
%y = a7t AT — @) Ggp — 1 (X5 — Ayy) Ay,
— -1 * —1 *
Xy = @1 (— X7 + @yg) Ay + a7 (¥g —ay) Ay
ist die zu (A) inverse Transformation.
Fihrt man nach der Transformation (A) eine zweite
* % * *
%7 = by %+ by %y + by,
*% __ * *
g * = byy %) A bag %3+ by,
aus, so sieht man, daB eine Transformation der Form
* ¥
T =€ ¥+ €%yt Cyq,

* %
Xy = Cg %1 + Cgp ¥y -+ Cgg

b= bn b22 - b12 b21 +0
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entsteht. Diese Transformation gehort wieder zu der Schar (A), weil
€= CyCpp— CraCy =a-b40

ist. Die Transformationen (A) bilden also eine Gruppe und sind somit

zur Erklirung einer Geometrie geeignet.

Es fragt sich, ob es Bezugsmengen gibt und wie sie am bequem-
sten zu wihlen sind. Zur Beantwortung fithren wir zunichst eine gegen-
iber den Transformationen (A) invariante Eigenschaft von Zahlen-
paaren ein:

Die drei Zahlenpaare oder ,,Punkte‘* (x4, %5), (¥1, ¥2), (%1, 25) heiBen
linear abhdangig, wenn drei Zahlen 4, u, v existieren, die nicht alle gleich
0 sind, fiir die

uA+y,ut+zv=0, (t=12)

Atu+v=0
ist; andernfalls heilen die drei Zahlenpaare linear unabhingig.

Offenbar folgt aus der Gleichung (1)
A+ e+ z2fv=0,

wenn die gesternten Zahlen durch ein und dieselbe Transformation (A)
aus den ungesternten hervorgehen. Also ist die lineare Abhingigkeit
und Unabhingigkeit in der Tat gegeniiber (A) invariant.

Sind (aq, a,), (b1, by), (¢1, ¢y) drei linear abhingige Zahlenpaare, so
muB die Determinante

(1)

a, a, 1
(2) by b, 1|=0
6, ¢ 1

sein, und wenn (2) erfiillt ist, sind die Zahlenpaare linear abhingig.
Die von zwei verschiedenen Zahlenpaaren linear abhingigen Paare
%y, %, erfilllen also eine wohl bestimmte lineare Gleichung

(3) tg + Uy %y + U %, =0, u3 + uf = 0

und Zahlenpaare, deren Koordinaten eine solche Gleichung befriedigen,
sind linear abhingig, weil fiir sie (2) gelten muB. Die Klasse der Zahlen-
paare, welche eine solche Gleichung erfiillen, nennen wir eine Gerade,
Uy %y . %y die Koordinaten der durch (3) erklirten Geraden, und wir
sagen, der Punkt (x,, x,) liegt auf der Geraden ug: u,: #,, wenn (3)
erfillt ist.

Gerade gehen bei Affinititen in Gerade iiber, weil die lineare Ab-
hingigkeit von Zahlenpaaren erhalten bleibt.

Zwei Gerade heilen parallel, wenn sie keine gemeinsamen Punkte
haben oder wenn sie miteinander identisch sind. Da die Affinititen
eineindeutige Punkttransformationen sind, welche Gerade in Gerade
iiberfiithren, miissen sie zwei Gerade, die einen Punkt gemeinsam haben,
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auch wieder in zwei ebensolche Gerade tiberfithren, und daher muB
auch der Parallelismus eine affininvariante Eigenschaft sein.

Man sieht leicht ein: Zwei Gerade (u,: %, : #,), (vy: vy : v,) sind dann
und nur dann parallel, wenn %, : u, = v, : v, ist. Hieraus folgt: Sind
zwel Gerade einer dritten parallel, so sind sie auch untereinander par-
allel. Und ferner: Durch jeden Punkt gibt es eine und nur eine Gerade,
die zu einer vorgegebenen parallel ist.

14. Bezugsmengen.

Eine Menge aus drei linear unabhingigen Zahlenpaaren bildet eine
Bezugsmenge, und alle derartigen Mengen bilden eine Klasse zueinander
kongruenter Bezugsmengen. (0, 0), (1, 0), (0, 1) sind ndmlich drei linear
unabhingige Zahlenpaare, und eine Transformation (A), welche diese drei
Zahlenpaare fest 148t, ist die Identitdt. Sind (ay, a,), (b;, by), (c1,C9)
drei weitere linear unabhingige Zahlenpaare, so fithrt die Transfor-
mation (A) mit
@y = g, by = ay + ay, €1 = Ay + G,

Ay = Ay, by = a5, + a0, Cy = Agy + Az

die Punkte (0,0), (1,0), (0,1) in (a,,4a,), (b1, b,), (¢, ¢, lber, und hierin
ist, weil die linke Seite von (2) in 1, 13 nach Voraussetzung ungleich 0 ist,
gewiB ayya,, — 4158y + O erfiillt. Nach 1, 5 Satz 3 ist eine Affinitit, die
irgend drei linear unabhingige Zahlenpaare fest 1aBt, die Identitat

und weiter ist klar, daB sich irgend drei linear unabhingige Zahlen-
paare in irgend drei andere solche iiberfithren lassen.

1

15. Grundmenge. Koordinatenvektoren.

Als Grundmenge wihlen wir natiirlich 0,0; 1,0; 0, 1. Dze natiirlichen
Koordinaten J,, J, erkliren wir in Ubereinstimmung mit dem friiheren
So: es sei

J:(0,0;1,0;0,1; 2,,2) =2, (i=12).

Wenn (ay, a,), (by, b,), (¢q, ¢,) drei linear unabhingige Punkte sind
und zy, z, das Zahlenpaar, das bei der durch 1, 14 (1) bestimmten Trans-
formation aus z, z, hervorgeht, so setzen wir

Ji(@ay,ay;0,,b55¢,,¢5; 21, 2) = 2 (t=1,2).

Die so eindeutig erklirten Funktionen J, sind alsdann Invarianten
gegeniiber den Transformationen (A), und sind die Werte a;, b;, ¢,
und z,, z, gegeben, so sind dadurch die z;, z, eindeutig bestimmt. Die 2;
mogen die Parallelkoordinaten des Zahlenpaares z;, z, beziigl. des Be-
zugssystems a;, b;, ¢; heiflen.

Es gilt nun, die so definierten Invarianten J; rechnerisch aufzu-
stellen.
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Sind (a,, a,), (by,d,), (cy,c,) drei linear unabhingige Zahlenpaare,
so besitzen die Gleichungen
a; A+ bu tev—2z,=0,
Atu+rv+1=0
stets eine einzige Losung A, i, », die deutlicher auch mit

(1)

A=2ay, ay; by, by; €1, Co; 2y, 2,),
o= play, ay; by, by; 1,65 2y, 29),
Y =v(ay,ay; by, by; 01,Cy; 27, 25)

bezeichnet werde. Denn die Koeffizienten-Determinante ist wegen der
linearen Unabhingigkeit der a;, b;, ¢; ungleich 0. Sind a, a}; bF, b};
ct,cy; 2f, z5 die Zahlenpaare, die bei einer Affinit4t (A) aus den ent-
sprechenden ungesternten hervorgehen, so ist auch
afd +bfu+cfv—2f=0,
falls (1) erfiillt ist. Die 4, u, » sind also Invarianten der Zahlenpaare
a;, b;, c;, 2.
Ferner ist
£#(0,0;1,0;0,1;2,2)=2; v(0,0;1,0;0,1; z,,2) =2,
und weil sowohl die y, » wie die J; invariant sind, ist allgemein
B(@y, 0550y, by5 01,045 21, 25) = Jy(ay, @g; by, 055 €, 655 20, 2),
v (@, a5 by, 0g; 00,055 21,2) = [y (ay, a5 by, Co5 €1, 645 21, 25) -
Aus (1) liest man unmittelbar ab, daB

b; ~a)u+(c,—a)v--a, =2z (t=1,2)

ist, daB also der Ubergang von den Koordinaten z,, z, beziiglich der
Grundmenge zu beliebigen natiirlichen Koordinaten g, ¥ durch affine
Transformationen vermittelt wird.

Man bestitigt, daB die Transformationen

’ /.
Xy =A%y b A%y, Xy = Ay Xy + Ay X,

die Untergruppe von Transformationen bilden, welche das Zahlenpaar
0, 0 festlassen. Da ein weiteres Zahlenpaar bei allen diesen homogenen
Transformationen aber nicht festbleibt, so sind die Transformationen (A)
also eine transitive, asystatische Gruppe von Transformationen.

16. Projektive Transformationen. Lineare Abhdngigkeit.

Ein weiteres Beispiel bilden die projektiven Transformationen. Als
Gegenstinde nehmen wir Klassen von solchen reellen Zahlentripeln

(1) (¥ Xg, X%, , X %),
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die aus einem Zahlentripel x; durch Multiplikation mit beliebigen % == 0

hervorgehen. Die Transformationen
2

(P) % =kg]0“ikxk (:=0,1,2)

vermitteln eine eineindeutige Abbildung der Zahlentripel x;, wenn die
a;; reell und die Determinante der a,,,

a=|la;||+0

ist und auch eine eineindeutige Abbildung der Klassen (1) aufeinander.

Man bestétigt leicht, daB die Transformationen (P) eine Gruppe
bilden. Die Klassen (1) nennen wir ,,Punkie’, wenn nicht alle x; = 0
sind.

Um eine Bezugsmenge zu finden, fiithrt man den Begriff der linearen
Abhingigkeit von Punkten ein: die durch x;, y;, 2, reprisentierten
Punkte heiBlen linear abhiingig, wenn es drei Zahlen 2, u, v gibt, fiir die
(2) le‘Fyuu-l‘Zﬂ:O ('L=]_,2,3)
und nicht gleichzeitig 1, u, » gleich Null ist. Sind x; =7x,, ¥, = sy,,
Z; = tz; drei andere Zahlentripel, welche dieselbenPunkte représentieren,
so ist mit (2)

XA+ Y, p-+z,p=0 (i=123)
fiir
Ar=24, ps=upu, vi=vy,
und sind #f, ¥}, 2 Zahlentripel, die durch eine Transformation (P)
aus den #;, y;, 2; hervorgehen, so ist

A+ yiu+2fv=0 (¢=1,2,38).
Die lineare Abhingigkeit ist also eine invariante Eigenschaft von

Punkten. Aus (2) folgt, daB drei Punkte linear abhéngig sind oder nicht,
je nachdem die Determinante
| %9, %, %,
Yo, Y1» Ve
2o, %y, 2y
gleich Null oder ungleich Null ist oder je nachdem drei Zahlen u,, #,, %,
existieren oder nicht, die nicht simtlich gleich Null sind und fiir die
2ux; =0, 2uy; =0, 2;2;=0
B B 7

ist.
Die Gesamtheit der Punkte, welche eine lineare Gleichung

2“;9@:0, Z‘M’%%:O
i 1

erfiillen, nennen wir eine Gerade.
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17. Affine und projektive Transformationen.
Die Transformationen (P), welche die Gerade
x=0

in sich iberfiihren, fiir die also aus x, = 0 stets x} = 0 folgen soll,
miissen die Gestalt

* _
Xo = Ggg¥g s
* * _
(A¥) Xy = AXg + A%y + A%y, A0, Gy Gy — 4505 F 0,
*
Xy == Ggg X + Agy Xy + G99 %,

haben. Betrachten wir die Punkte mit %, == 0, so kénnen wir diesen
statt des Zahlentripels (x,) die Verhiltnisse

51:

eineindeutig zuordnen, und die Transformationen (A*) gehen alsdann
in allgemeine affine Transformationen der Zahlenpaare §&,, &, {iber.

Die projektiv-invarianten Eigenschaften von Punktmengen und
der Geraden %, = 0 sind also identisch mit den affin-invarianten Eigen-
schaften dieser Punktmengen. Gerade der affinen Geometrie sind auch
Gerade der projektiven Geometrie und umgekehrt, ausgenommen die
projektive Gerade x, =0. Parallele Gerade der affinen Geometrie
haben einen Punkt auf x, = 0 gemeinsam.

Als Bezugsmengen der projektiven Geometrie kann man vier Punkte
nehmen, die zu je dreien linear unabhingig sind. Die Klasse der Bezugs-
mengen besteht alsdann aus der Gesamtheit solcher Mengen.

1. Zunichst lassen sich ndmlich durch die Transformationen (P)
Reprisentanten dreier linear unabhingiger Punkte x,, y,, z; bzw. in
die Reprisentanten dreier beliebiger anderer linear unabhingiger
Punkte x}, y¥, 2 iiberfithren.

2. Ferner sind 1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1 linear unabhingig, und die
Gesamtheit der projektiven Transformationen, welche diese drei Punkte
in sich tberfithren, sind

X

*l: 52:

o o

ik

X =a;;x;, (:=0,1,2), Ago A1y Bgp 0.
Es 148t sich also unter Festhaltung von 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1 noch
jeder Punkt xx;, der sowohl von 1,0,0; 0,1, 0 wie von 0,1,0; 0,0,1
und von 0,0,1; 1,0,0 linear unabhingig ist, fiir den also alle x; =0
sind, in jeden anderen solchen Punkt iiberfiihren.

3. Eine Transformation, welche die Punkte 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1
und 1,1, 1 fest 14Bt, ist die Identitét.

Aus 1 und 2 folgt, daB sich irgend vier Punkte, die zu je dreien
linear unabhingig sind, in 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,1,1 und also
auch in vier andere Punkte mit denselben Eigenschaften iiberfithren
lassen; hieraus, aus 3. und 1, 5 Satz 3 folgt, daB3 eine Transformation,
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welche vier zu je dreien linear unabhingige Punkte fest 1aBt, die
identische Transformation ist. Folglich bilden vier Punkte, die zu je
dreien linear unabhingig sind, eine Bezugsmenge.

Um die Invarianten von den Bezugsmengen B = I (aa;; bb;; cc;;

dd;) und einem fiinften beliebigen Punkt xx, zu finden, sei
ai}u bl C;Vq = di’ .

at Oitg+ Civa (=0,1,2)

agd + bp + c;v =x,.

Alsdann ist 44, g, ¥4 + 0, weil aus 4; = 0 z. B. die lineare Abhéngig-
keit der Punkte b,, ¢;, 4; folgen wiirde. Wir bilden

(1)

Diese Verhiltnisse sind invariant, weil sich die 4, u, v, 44, pq, ¥4 bei
Transformationen (P) nicht 4dndern, und weil sich die Verhaltnisse (1)

/ M'i=]1:]2:]3'

}v—a'/_l;' Ya

bei anderer Auswahl der a; = aa;, b, = bb;,¢; =cc;, d; = dd;, %; = x%;
nicht 4ndern.

Setzt man

a; = a; A, bi=buta, € =civa, (t=0,12)
so ist
Jrai+ Jobi+ Js00= %,

Der Punkt x; ist also durch die Invarianten [, bestimmt, wenn die
Bezugsmenge gegeben ist.

SchlieBlich ist 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,1, 1 eine Bezugsmenge, und
fiir diese ist J=x

18. Der Begriff des Punktes.

Wir kniipfen jetzt noch einmal an1,13 an und erinnern an die ver-
schiedene Bedeutung der Transformation (A) aus 1, 13 als Beispiel fiir
die Uberlegungen aus 1,7 und 1, 8. Zunichst sind sie Transformationen
von Zahlenpaaren schlechthin. Sodann aber kénnen die x,, x5; %;, %, als
Koordinatenvektoren bzw. natiirliche Koordinaten und die (A) als
Transformationen

3=F@)

aufgefaBt werden. Deuten wir nun %, %,; %, %, als natiirliche Koordi-
naten beziiglich derselben Bezugsmenge %, so entsteht je nach Wahl
von 9B eine bestimmte Abbildung der Punkte unserer Geometrie. Wir
kénnen aber auch x,, x,; %;, %, als Koordinaten desselben Elementes
beziiglich verschiedener Bezugsmengen und die Gleichungen (A) als
Koordinatentransformationen deuten, — Zusammenhinge, die aus der
analytischen Geometrie ja ganz geldufig sind.

SchlieBlich noch eine allgemeinere Frage: Mit welcher Berechtigung
durften wir in 1, 13 sagen ,,drei Zahlenpaare oder Punkte heilen linear
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abhingig . . . und spiter eine gewisse Klasse von Zahlen eine Gerade
nennen. In dem abstrakten Teil haben wir wohl Kongruenz, Invarianz,
Bezugsmenge und Koordinatenvektor erklart, von einer Definition von
Punkt und Geraden ist aber dort nicht die Rede gewesen. Miiite der
Punkt, der doch der einfachste Gegenstand der Geometrie ist, nicht vor
allem und zuerst und nicht nur nebenbei definiert werden.

Eine direkte Definition des Punktes ist aber selbst bei einem so ein-
fachen Beispiel wie in 1, 13 gar nicht mdéglich. Die Einfithrung des Wortes
,,Punkt‘‘ ist nur als eine Ausdrucksvorschrift aufzufassen, die folgender-
maBen gemeint ist: In allen denjenigen Sitzen, welche zu unserer Geo-
metrie gehoren, welche also invariante Aussagen iiber Zahlenpaare sind,
darf der Ausdruck ,,Zahlenpaar* durch ,,Punkt” ersetzt werden. Punkte
der affinen Geometrie sind Gegenstinde, fiir die alle Sitze, die so ent-
stehen, richtig sind — das ist die einzige Erklarung des Punktes, die hier
moglich ist.

Noch eine Bemerkung iiber die Form der so entstehenden geo-
metrischen Sitze. Sofern man auf eine irgendwie anschaulich orientierte
Weise die euklidische oder affine Geometrie aufbaut, sind die einzelnen
Punkte und Geraden unmittelbar gleichsam als Einzelwesen gegebene
Gegenstinde. Man denkt sich da z. B. die zwei Punkte P und Q durch
die durch sie bestimmte Strecke verbunden. Beim analytischen Aufbau
kommen dagegen Sitze iiber individuelle Punkte iiberhaupt nicht
vor. GewiB bestimmen die Zahlenpaare a,, @, und b,, b, eine wohl-
bestimmte Klasse linear abhingiger Zahlenpaare. Dieser Sachverhalt
gehort aber nicht in die Geometrie hinein, denn er ist nicht invariant.
Erst der allgemeine Satz ,,irgend zweiZahlenpaare bestimmen eine Klasse
linear abhingiger” 148t sich in einen allgemeinen Satz {iber Punkte
und Gerade verwandeln. Tatsichlich interessieren aber, auch bei der
anschaulichen Konstruktion, nicht die Punktindividuen, sondern nur
ihre allgemeinen Eigenschaften: der Raum ist homogen, und jede Eigen-
schaft einer speziellen Figur kommt auch allen zu ihr kongruenten zu.

Statt der Vorschrift, das Wort ,,Punkt‘ in invariante Aussagen iiber
Zahlenpaare einzusetzen und so geometrische Sitze zu bilden, koénnen
wir auch so vorgehen. Wir erkliren: Es gibt einen Bereich von Punkten
und Beziehungen zwischen ihnen. Die Punkte lassen sich den Zahlen-
paaren #,, %, so zuordnen, daB verschiedenen Punkten auch verschiedene
Zahlenpaare entsprechen und umgekehrt. Die Transformationen (A)
vermitteln daher eineindeutige Abbildungen der Punkte. Jede Be-
ziehung zwischen Punkten bleibt bei diesen Transformationen erhalten,
und umgekehrt ist jede in diesem Sinn invariante Beziehung zwischen
Punkten eine richtige. In dieser Auffassung erscheinen die Punkte als
ein selbstindiger Bereich von Gegenstinden und die definierenden
Punkttransformationen sozusagen als Automorphismen der zugehérigen
Geometrie.
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Kapitel 2.

Grundlagen der Algebra.

Einleitung.

Die bisherigen Darlegungen zeigen, wie man die Geometrie mit
Hilfe der Analysis aus Zahlen konstruieren kann. Will man diesen Auf-
bau der Geometrie bis in die letzten Grundlagen zuriickverfolgen, so
muB3 man die Grundgesetze der Zahlen aufsuchen — wenigstens in-
soweit sie fiir die Konstruktion der Geometrie in Frage kommen. Dies
sind die Gesetze der Addition, der Multiplikation und der Anordnung,
die wir daher in diesem Kapitel untersuchen wollen.

Auch diese weitere Vertiefung in die Grundlagen eréffnet neue Mog-
lichkeiten zur Konstruktion von Geometrien. Es gibt nicht nur ein
einziges Zahlensystem, aus dem sich z. B. lineare Transformationen
von Zahlen-n-Tupeln bilden lassen, sondern sehr viele. Wir werden
eine Ubersicht iiber die Systeme erhalten, indem wir den Begriff des
Korpers und des Schiefkdrpers von Zahlen bildent.

Die Methode, der wir uns bedienen, ist die axiomatische. Insbesondere
ist es die Unabhingigkeit von Axiomen, mit der wir uns gerade im Hin-
blick auf unser Hauptziel eingehender beschéftigen.

1. Koérper.

Eine Gesamtheit von Zahlen a, b, ¢, ... heiit ein Kdrper, wenn
fiir sie zwei Operationen, eine Addition @ -+ b und eine Multiplikation
ab erklirt sind, die folgenden Gesetzen gentigen:

A. 1. Die Addition ist stets ausfithrbar, d. h. wenn a und b der Ge-
samtheit angehiren, so soll auch a + b = c der Gesamiheit angehiren.

A. 2. Die Addition ist assoziativ, d. h. fiir trgend drei Zahlen der Ge-
samtheit gilt

(@+b)+c=a+(b+c).
A. 3. Es existiert eine Zahl — die wir additives Einheitselement nennen
und mit 0 bezeichnen — devart, daf
a+0=0+a=a
1st.
A. 4. Es existiert zu jeder Zahl a eine tnverse beztiglich der Addition,
die wir mit — a bezeichmnen, so daf

a+(—a)=0

1st.

1 Zur Erganzung des Kapitels 2 und 3 sei auf H. Hasse: Héhere Algebra I.
Sammlung Goschen Nr. 931. Leipzig 1926 und O. Haupr: Einfiilhrung in die Al-
gebra, Bd. I. Leipzig 1929 verwiesen.
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A. 5. Die Addition ist kommutativ, d. h. fir irgend zwer Zahlen der

Gesamthert gilt stets
at+b=b-+a.

Nach 1, 3 und den Festsetzungen 4. I bis A4. 4 bilden die Zahlena, b
mit der Verkniipfung a + b eine Gruppe und wegen des Gesetzes 4.5
eine kommutative Gruppe. Sie heile kurz die Gruppe der Addition.
Nach 1, 3 Ende gibt es nur eine 0 und nur ein zu a inverses Element —a.

M. 1. Die Multiplikation ist stets ausfiihrbar, d. h. wenn a und b der
Gesamtheit angehoren, soll auch ab = c der Gesamtheit angehoren.

M. 2. Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. es gilt

(ab)yc=a(bc).

M. 3. Es existiert eine Zahl — die wiv das multiplikative Einheits-

element nennen und mit 1 bezeichnen — devart, daf fiir alle a
al=1la=a

1st.

M. 4. Fiir alle Zahlen a = O gibt es eine inverse beziiglich der Multi-
plikation, die wir mit a-1 bezeichnen, so daf

aat=1

18¢.

M. 5. Die Multiplikation ist kommutativ, d. h. fiir ivgend zwei Zahlen
a,b ist stets ab = ba.

A. 1. Die Multiplikation ist vechisseitig distributiv, d. h. fiir irgend
drei Elemente a, b, ¢ ist stets

a(b+c)=ab+ac.

A. 2. Die Multiplikation ist linksseitig distributiv, d. h. fir irgend
drei Elemente a, b, c ist stets

b+c)a=ba+ca.
Aus A. 1, 2 folgt
0a=a0=0.
Denn es ist z. B.
0a=(0+40)a=0a-+0a.
Ferner gilt: Ist ab = 0, so ist entweder a = 0 oder & = 0. Denn ist
z.B. a & 0, so existiert nach M. 4 ein inverses Element a—! und es ist

0=al0=alab=1b=1%.

Nach 1,3 und M. I bis M. 4 bilden die Zahlen des Korpers daher mit
Ausnahme der 0 beziiglich der Verkniipfung a b eine Gruppe, wegen M. 5
eine kommutative Gruppe. Sie heiBe die Gruppe der Multiplikation.
Nach 1,3 Ende gibt es nur ein Einheitselement 1 und nur ein zu a
inverses Element a-1.

A. 2 ist natiirlich eine Folge von 4.1 und M. 5. Spiter wollen wir
jedoch auf M. § verzichten. Eine Zahlengesamtheit, in welcher die Ge-
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setze 4, M, A gelten, heiBt, wie gesagt, Kérper, die Gesetze A4, M, A
selbst die Korperaxiome. Ist M. § nicht erfiillt, so heiBt die Gesamt-
heit der Zahlen ,,Schiefkirper”*. Ist nur eines der beiden distributiven
Gesetze erfiillt, so heiBt ein solches Zahlensystem ein ,,einseitig distri-
butrves*”.

Die Abbildung ax = x ist eine eineindeutige, wenn a = 0 ist, weil
ja a='x = x ist. Hieraus und aus A. I folgt weiter — unabhingig von
M. 5 — daB diese Abbildung ein Automorphismus der Gruppe der Ad-
dition ist. Entsprechendes gilt fiir die Abbildung xa = %.

Man bestitigt leicht, daB die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen,
die komplexen Zahlen je einen Kérper bilden. Es gibt merkwiirdiger-
weise aber auch Kérper, die nur endlich viele Elemente enthalten. Jeder
Korper enthilt eine 0 und eine davon verschiedene Zahl 1. Setzen wir
nun fest, daB

14+1=0

ist, so bilden die Elemente 0, 1 einen Korper; denn es ist ja
04+0=0, 04+1=14+0=1,
0:1=1-0=0, 1-1=1.

Weitere Beispiele fiir endliche Koérper bilden die Restklassenkérper
nach einer Primzahl.

2. Automorphismen. Zentrum. Rationale Zahlen.

Eine eineindeutige Abbildung der Zahlen eines Korpers oder Schief-
korpers auf sich

x=]J(x)
heiBt ein Automorphismus des Korpers, wenn mit

a+b=c auch J(a)+ J(b)=](c)
ab=c¢ auch J(a)-J(d)=](c)

richtig ist. Automorphismen der Kérper sind also zugleich Automor-
phismen der Gruppe der Addition und Multiplikation. Bei allen Auto-
morphismen gehen nach 1, 4 die Elemente 0 und 1 in sich selbst #iber.
In einem Schiefkérper bildet die Transformation

und mit

x=axa? (a <= 0)
einen Automorphismus. Denn es ist nach 4.1, 2

ab+c)ar=abal+taca?,
und ferner ist
(@aba1)-(acat)y=abca.
Diese Automorphismen heiBen innere Automorphismen des Schief-
korpers.
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Lassen sich zwei verschiedene Zahlensysteme so eineindeutig auf-
einander abbilden, daB der Summe je zweier Elemente und dem Produkt
je zweier Elemente wieder Summe und Produkt der zugeordneten Ele-
mente entsprechen, so heillen sie isomorph.

In einem Schiefkérper bildet die Gesamtheit derjenigen Zahlen,
welche mit allen Zahlen des Koérpers vertauschbar sind, einen Kérper.
Er hei3t das Zentrum des Schiefkorpers. Ist ndmlich a == 0 ein Element
des Zentrums, so auch — a4 und a—!. Denn aus ax = xa folgt

—ax=0—a)x=—xa=x(0—a) bzw. (—a)x=x(—a)
und aus

(@x)7t = (xa)~?
folgt
x~1g=1 =g 1x-1,
Sind ferner a und b zwei Elemente des Zentrums, ist also fiir belie-
bige x
ax =xa, bx=uxb,
so ist auch
(@ + b)x =x(a -+ b)
und
(adyx =a(bx) =a(xb) = (ax)b=(xa)b=x(abd).
Insbesondere gehoren also auch alle Elemente 1 414 - -+ 4 1 und ihre
Inversen beziiglich der Addition und Multiplikation zum Zentrum.

Der Begriff eines Unterkirpers bedarf kaum einer Erklarung. Ist a
irgend eine Zahl, so kann man nach dem kleinsten Unterkérper fragen,
der a enthdlt; es ist derjenige Korper, der entsteht, indem man
a+a-+--++a,aa- - -a,dereninverse, deren Summe und Produkt usf.
bildet; er heiBt der von a erzeugte Kérper. Der von der Einheit 1 er-

zeugte Kérper ist ein Unterkorper jedes Unterkérpers, insbesondere des
Zentrums.

Dieser Korper ist mit dem der rationalen Zahlen isomorph, falls
alle Elemente

141+4+---+1=0
sind. Alsdann 148t sich nidmlich zunichst jeder solchen Summe einein-
deutig eine positive ganze rationale Zahl# zuordnen; entsprechend sind
—1—1—=--.—1=0,
sie konnen den negativen ganzen rationalen Zahlen eineindeutig zugeord-
net werden, und diese Zuordnung der ganzzahligen Elemente ist offen-
bar eine isomorphe.
Wir setzen nun zur Abkiirzung

at+a+t---+a=na, 1+14---+1=(n
bzw.
~1—-1—-..—1=(—mn),
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wenn die linke Summe # Glieder enthdlt. Dann ist fiir ganzzahlige
n, m stets

(m) + (n)=(n+m),  (m)(n)=(mn).
Das zu (n) inverse Element werde mit (#)~! bezeichnet; es ist
()4 () 4 () = w7
wenn die linke Summe m Glieder enthilt. Die Gesamtheit dieser Ele-
mente bilden einen Kérper. Zunichst ist nach 4.1, 2
m(n)~t = (m)(n)~*.
Daraus folgt

b my (1)~ Loy (M)~ = (my) () (1)~ 1 (ng)~1 = mymy (my7p)~ 1.
a

mr (nr)~t = (m)(r)(r)~1(n)~' = m(n)=1
ist, ist ferner

my (1)1 - my (g)~ 1 = By (B )1 + mymy (Mg 7mg) 7t
= [myny + mym] (nyny)~1.

(— m) (m)~1ist das zu m (n)~! inverse Element beziiglich der Addition,
n {m)~1 das inverse beziiglich der Multiplikation.

Da der von 1 erzeugte Korper durch die eingefiihrte Symbolik also
isomorph auf die rationalen Zahlen abgebildet ist, so ist unsere Be-
hauptung bewiesen.

3. Geordnete Korper. Geordnete Gruppen.

Da es verschiedene Korper gibt, sind die reellen Zahlen gewil nicht
allein dadurch gekennzeichnet, daB sie einen Korper bilden. Die Kenn-
zeichnung 148t sich aber mit dem Begriff des geordneten Kérpers durch-
fithren.

Ein Kérper heiBt geordnet, wenn die folgenden Forderungen er-
fillt sind:

0. 1. Fiir zwei verschiedene Zahlen a, b ist stets eine der beiden Aus-
sagen a > b, b > a (a grifer als b oder b grifer als a) richtig.

0.2. Die ,,grofer als'‘-Beziehung ist transitiv: ist a > b und b > c,
so ist a > c.

Diese Anordnungsbeziehung soll durch folgende Gesetze mit den
Rechenoperationen der Addition und Multiplikation verkniipft sein.

0.3. Ist a> b, so ist auch stets a + ¢> b -+ ¢ (erstes Monotonie-
gesetz der Addition).

0.4. Ist a> b, ¢ >0, so ist auch stets ac > bc (erstes Monotonie-
gesetz der Multiplikation).

Sind die a, b, ¢ Elemente einer Gruppe, deren Komposition mit
a -+ b bezeichnet wird, und ist neben 0.1, 0.2, 0.3 auch stets ¢ +a
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> ¢ 4 b, wenn a > b (zweites Monotoniegesetz), so heifit die Gruppe
der a eine geordnete Gruppe.

Ist @ > b, soist b < a (b kleiner als @) und umgekehrt.

Ist a >0, soist nach 0.3 auch 0 > —a. Ist 4> 0 und 5> 0,
so ist nach 0.3 auch a + 5> 5> 0 und nach 0.4 auch ab> 0.

Die Zahlen a = 0 lassen sich also so in positive Zahlen (a > 0) und
negative Zahlen (a << 0) einteilen, daB die Summe positiver Zahlen po-
sitiv ist und die negativen Zahlen die inversen der positiven beziiglich
der Addition sind. Die positiven Zahlen bilden eine Gruppe beziiglich
der Multiplikation. Ist @ > b, so ist a — (b + a) > b— (b + a) also,
nach 2,2, —b>—a. Da (n+1)a=mna -+ a>na fir positive a
ist, kann kein #a gleich O sein; der von der Einheit 1 erzeugte Korper
ist also zu dem Korper der rationalen Zahlen isomorph. Die GroBer-
Beziehungen in diesem Koérper sind dieselben wie im rationalen Korper.
Jede Zahl a eines geordneten Korpers zerlegt die rationalen Zahlen in
zwei Klassen, in die Klasse derjenigen, die kleiner sind als 2 und in die
derjenigen, die groBer sind.

In dem Korper der reellen Zahlen gelten dann die folgenden beiden
Satze:

0. 5. Sind a und b zwei reelle Zahlen und sind alle GroBerbeziehungen
zwischen rationalen Zahlen v und a bzw. b,

r>a, r>b

gleichzeitig wahy oder falsch, so ist a = b.

0. 6. Sind die rationalen Zahlen so in zwei Klassen R, und R, ver-
teilt, daf jede Zahl v, aus R, kleiner als irgend eine Zahl vy aus R, ist,
so gibt es stets eine Zahl a, so daf

n<a, alr, (r; aus R)

ist (Vollstandigkeitsaxiom).

Umgekehrt aber sieht man, da8 die in diesen beiden Sitzen aus-
gesprochenen Eigenschaften von Zahlen eines Korpers es ermoglichen,
diese Zahlen eineindeutig dem DEDEKINDschen Schnitt im Bereich
der rationalen Zahlen des Kérpers zuzuordnen. Folglich ist ein solcher
geordneter Korper isomorph zu dem Korper der reellen Zahlen.

Ist 0.5 nicht erfillt, so gibt es also zwei verschiedene Zahlen
a > b, fiir welche aus 7; > a auch »; > b folgt und fiir welche aus
a > 7, auch b > 7, folgt und umgekehrt. Man kann a dabei so wihlen,
daB es rationale Zahlen 7,, 7, mit », > a > 7, wirklich gibt. Ist ndmlich
a* z. B. groBer als alle rationalen Zahlen, also auch gréBer als 0, so ist
a*~1 auch groBer als 0 und kleiner als alle positiven rationalen Zahlen.
Dann muB fiir beliebige solche 7, 7,

1 —ty>a—t,>a—b>0

Reidemeister, Geometrie. 3
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sein. Da 7, —r, kleiner als 1/n gemacht werden kann, ist also stets
Im>a—b>0, 1>n(a—19).

Ein solches Zahlensystem heifit ein ,,nicht archimedisches‘.

Man kann an Stelle von O. 5 auch direkt das sog. Archimedische
Axiom aufstellen.

0.7. Sind a und b zwei positive Zahlen, so gibt es stets eine natiirliche
Zahl n, so daB

na>>b

1st.

Denn wir zeigten: Gilt O. § nicht, so gilt auch O. 7 nicht. Gilt also
0.7, so muB auch 0.9 gelten. — Auch die Umkehrung hiervon ist
leicht einzusehen.

4. Reelle Zahlen als geordnete Gruppe.

Man kann auf einige der Forderungen, die wir im vorigen Abschnitt
zur Charakterisierung der reellen Zahlen beniitzten, verzichten. Z. B. folgi
das kommutative Gesetz der Multiplikation aus den tbrigen Forderungen
so: Zunichst folgt das zweite Monotoniegesetz flir die Multiplikation
so: nach 0.4 ist ¢d>0, wenn ¢>0 und 4> 0 ist, und daher,
wenn d =a —b ist, ca>ch, wenn a> b und ¢> 0 ist. Ist nun
ra <<b <rya (r, rationale Zahlen), so ist sowohl 7,a? < ba < r,a?
als auch 7,42 < ab <<7,a2. Aus 0. § folgt dann leicht ab = ba.

Man kann die reellen Zahlen aber schon als spezielle geordnete Gruppe
kennzeichnen.

Wir fordern zunichst:

1. Die Zahlen a, b, ... mit der Verkniipfung a + b bilden eine ge-
ordnete Gruppe.

2. Jede Zahl lift sich eindeutig halbieren.

3. Es gilt das Archimedische Axiom.

Ist 2b=b-+b=a und25:5—|—b=a,soistnach2. also b = b.

. 1 a . 171 1 . .
Wir setzen daher b =5a=5. FurE (—2—< .- (5 a)- . )> schreiben wir
1
g 4

wenn der Ausdruck die 2 gerade # mal enthilt. Es ist dann
1/1 1
o <§'? “) =gnim®

und fiir jede natiirliche Zahl % ist

(gi) = g )

weil

mh(5) = h(rrg) =t
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3]sl
) =402

Zwei Elemente £, <—2%> und £, (

ist. Da

so ist
k 2’"

2,‘5) sind also gewiB} gleich, wenn

ist.
Sie sind aber auch nur unter dieser Bedingung gleich. Wir kénnen
die Zahlen nidmlich auf den gleichen Nenner 2** bringen. Ist
Ry _ R ke RE
2m - 2t 2m o*

. . 1 .
und ist etwa &y > k), a> 0, so ist auch 5> 0 und allgemein

1
Twd > 0 und daher

& <2i1>_k*<2~*>>k*<2i*>_k <2>

Damit ist zugleich gezeigt, da die Zahlen
k(ge) fiir a>0

dieselbe GroBer-Relation erfiillen wie die Zahlen —. Fir a < 0 er-

o
fillen sie die umgekehrte Relation. SchlieBlich ist

B () + () = G+ 2) ().
Die Zahlen k< > bilden also eine kommutative geordnete Gruppe.

Setzen wir
k
oY
so konnen wir
k <~26—Z—) =va

setzen.

Jede Zahl b zerlegt die va in die Klasse der groBeren und der klei-
neren als b, und nach dem Archimedischen Axiom ist sie durch diesen
Schnitt bestimmt. Jeder Zahl b entspricht daher eine bestimmte reelle
Zahl §, in Zeichen b = fla.

Man folgert hieraus und den beiden Monotoniegesetzen leicht, daf3
die Verkniipfung b + ¢ kommutativ sein muB. Ist nimlich

k< )<b<l€<2“ > k2<2 ><c<k <2>

3*
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so ist
kl(%)-}—ka(%) <b+4c <l€1(§‘;—1)+1§2(5%),

k1<§a;;) +k2<§,;) <c+b <k—1(ﬁ) - k_2<;‘%)’
und da sowohl b + ¢ wie ¢ + & durch die Gesamtheit dieser Unglei-

chungen, im wesentlichen nach 0. 7, bestimmt sind, ist b + ¢ = ¢ + b.
Genauer sieht man: ist b = fa, ¢ =pa, so ist

bt+ec=c+b=B+7ya.

Wir fordern schlieflich noch die Vollstindigkeit, d. h. es entspreche
jedem Schnitt im Bereich der Zahlen va eine Zahl b. Alsdann durch-
laufen die f alle reellen Zahlen.

Der Zusammenhang zwischen dieser geordneten Gruppe und dem
Korper der reellen Zahlen wird durch die Automorphismen der Gruppe
vermittelt; wir zeigen: Den die Anordnung erhaltenden Automorphis-
men % = J (%) einer Gruppe, welche den Forderungen 1 bis 3 geniigt,
entsprechen die Transformationen

E=£&

der zugeordneten reellen Zahlen. Geht ndmlich a in a iiber, so auch

a . a a . a

3 in 5, k(E,;) in k(-éx)
weil J ein Automorphismus ist und B4 in Ba, weil J die Anordnung
erhilt. Ist nun @ = ta, so ist also tatsdchlich & = &.

Hieraus folgert man leicht, daB ein Isomorphismus des Korpers der
reellen Zahlen stets der identische Isomorphismus ist. Weil sich nim-
lich nur fiir positive Zahlen « die Gleichung &2 = « auflésen l48t,
miissen positive Zahlen wieder in solche iibergehen, also bleibt die An-
ordnung erhalten, der Isomorphismus hat also die Gestalt: & = &¢, und
da 1 in sich iibergeht, muB ¢ =1 sein.

5. Kommutatives Gesetz der Addition. Unabhéingigkeit.

Wir wollen der Vereinfachung der Axiome jetzt systematisch niher-
treten.

Das kommutative Gesetz der Addition folgt aus den iibrigen Rechen-
gesetzen fiir die Elemente eines Schiefkirpers, d. h. also ohne das kommu-
tative Gesetz der Multiplikation. Es ist nimlich einerseits nach A4. I

@+ Q+)=(@+01+@+bl=a+b+a+tb

und andererseits nach 4. 2

@+ (1+1)=a(l+1)+bQ+)=at+a+t+b+b,
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also ist

a+b+at+db=a+at+bd+d
und also
b+a=—a+a+b4+a+b—b=—a+at+b+b—0b=a+b.

Das legt die Frage nahe, ob nicht vielleicht auch das kommutative
Gesetz der Multiplikation aus den iibrigen Rechengesetzen folgen
méchte und ein Schiefkorper immer auch ein Kérper wire. Ahnlich kann
man fragen, ob es geordnete Schiefkérper und ob es einseitig distribu-
tive Zahlensysteme wirklich gibt.

Ein Satz, der aus anderen Sitzen gefolgert werden kann, hei3t von
diesen Sitzen abhdngig. Das kommutative Gesetz der Addition ist,
wie wir oben sahen, von den iibrigen Forderungen fiir die Zahlen eines
Schiefkérpers abhingig, und wir fragen also, ob das kommutative Ge-
setz der Multiplikation und das zweite distributive Gesetz von den
iibrigen Forderungen unabhingig ist oder nicht.

Der Bewess fiir die Unabhingigkeit einer Forderung 148t sich da-
durch erbringen, daB8 man ein System von Zahlen angibt, das allen
Forderungen geniigt, bis auf diejenige Eigenschaft, die als unabhingig
erkannt werden soll. In den folgenden Abschnitten geben wir hierfiir
einige Beispiele, die auch spiter sich fiir geometrische Unabhingigkeits-
beweise als niitzlich erweisen werden.

6. Quaternionen.

Das einfachste Beispiel fiir einen Schiefkérper sind die Quater-
nionen. Wir erkliren dieselben als Quadrupel reeller Zahlen

a = (xg, 0y, Ay, Og) .
Unter der Summe zweier Quaternionen a und b,

b= (Bo, B> P> Bs) .
verstehen wir die Zahl a + b = ¢ = (y,, Y1, Y2, ¥s), WO

Vi:ai—’—ﬂi (1,=0,,3).

Unter dem Produkt zweier Quaternionen « und b verstehen wir das
Quaternion ab = d = (4,, ,, 95, 8,) mit
0o =g Bo— oy 1 — a3 Br — %3 B5
8 =0 f1 + oy fo + 0y By — a5 By
0y = g fo — oy Bs + a2 o + a3 By
0y = ooy + oy o — o By + a3 By

Die Rechengesetze der Addition fiir Quaternionen folgen unmittel-
bar aus denen der reellen Zahlen.

1)

(—ao, —oy, —oy, —ap)
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ist gleich — a. Die beiden distributiven Gesetze folgen daraus, dafB§
die 6; in a; und B; bilinear sind.

Setzen wir
o + o2 + a3 + o = ¢* (>0,
so ist
(ﬂ _m )
e’ e’ o’ e)

das Element a—1.

Es bleibt also nur noch das assoziative Gesetz der Multiplikation
zu priifen. Zu diesem Zwecke fithren wir eine etwas andere Symbolik
fir die Quaternionen ein, wir setzen

ra = (Rag, Ay, Aoy, Aog) =al
und

l,=(1,0,0,0), I}, =(0,1,00), I,=(0,010), I3=1(0,001).
Dann ist
a = agly + oyly + aply + ogl5.

Fiir ab schreiben wir unter Anwendung der distributiven Gesetze

2 ab = ol
ik
Hierin ist nach (1)
bl =Lly=1;, & =—1, (t=1,2,3)
lzls = —ll, = Iy
3) Iy = — Ly =1,,

Ly = — Ll = Iy;

setzt man diese Werte in die rechte Seite von (2) ein, so erkennt man
ab natiirlich als dasselbe Quaternion wie oben. Nun ist aber nach den
distributiven Gesetzen

(ab)c :%aiﬂkyl(lilk) L,
abe)=Sa;Brvil (Ll)
ikl

und um (ab) ¢ = a (bc) allgemein nachzuweisen, ist also nur

Tl by =1 (L)
nachzupriifen. Das ist durch Ausrechnen mittels der Tabelle (3) leicht
durchfiihrbar. Tabelle (3) zeigt auBerdem, dai die Multiplikation nicht
kommutativ ist.
Einen anderen #hnlichen Schiefkorper erhalten wir, wenn die
rationale Zahlen sind.
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7. Funktionenkérper.

Ein Beispiel fiir einen nicht archimedischen geovdneten Kirper geben
die (endlichen oder unendlichen) Potenzreihen von einer Verinderlichen
mit endlich vielen negativen Exponenten

a:_iaiwm: x”_‘f}o:,-x" (0g = 0).

t=0 t=0
Darin sei # eine positive oder negative ganze Zahl oder die Null und
o; reelle (oder rationale) Zahlen. Ist

b= B xken = xn 3B, ¥ (Bo +0),
k=0 k=0

so verstehen wir unter a + b die Potenzreihe, die aus

o aitm 4 3B xkn = xP 3y al, (yo =+ 0)
i=0 k=0 1=0

durch Zusammenfassung der XKoeffizienten gleicher Potenzen #!+?
entsteht, und unter ab die Potenzreihe, die aus

[ee] (o] . (o]
2 Zaixz+mﬂkxk+n =xm+"251x‘
t1=0 k=0 =0

durch Zusammenfassung der Glieder mit gleicher Potenz x!+™+7 ent-
steht. Offenbar ist

0o = aofo, 0y = a0+ %ofy, -,
0p =yfot oty _1fy 4+ -+, ...
Die Rechengesetze der Addition folgen aus denen der Zahlen «, f§.
— a ist gleich
x"fg)( — o) 4%

Das assoziative Gesetz der Multiplikation ergibt sich daraus, daB so-
wohl (ab) ¢ wie a (bc) sich durch Zusammenfassung der Koeffizienten
von ¢ aus derselben Reihe
) 2007 E“ixi+mﬂkxk+"?’le+p

i=0k=0 1=0
bilden lassen. Das kommutative Gesetz der Multiplikation folgt im we-
sentlichen aus der Bauart der §; und dem kommutativen Gesetz fiir
die Addition und Multiplikation der Koeffizienten. Das Einheitselement

der Multiplikation ist 1. Das zu a == 0 inverse Element a~1 ist

ot = xnSp
wo die §; aus den Gleichungen e

0p=1, 0,=0 =12 ...
zu bestimmen sind; wegen 4 <=0 und daher «, == 0 sind dadurch die
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f: eindeutig festgelegt. Die distributiven Gesetze folgen, weil die d;
bilinear in «, f sind.
Die Anordnung wird so festgesetzt:

a > b gilt dann und nur dann, wenn a — b > 0 ist,
a > 0 gilt dann und nur dann, wenn oy > 0 ist.

Alsdann sind die ForderungenO. I bis O. 4 in 2, 3 erfiilllt. Dagegen
ist die archimedische Forderung nicht erfiillt, weil

o<z <p
ist, wo A, g beliebige positive reelle (rationale) Zahlen sind.

8. Geordnete Schiefkorper.

Man bestitigt leicht, da man den Funktionenkorper des vorigen
Abschnitts erkliren kann, wenn von den «, 8, v, den Koeffizienten.
der Reihen, nichts anderes vorausgesetzt wird, als daB sie selbst einen
Korper bilden. Und sobald sie einem geordneten Kérper angehéren,
148t sich der Funktionenkérper wiederum nach dem in 2, 7 angegebenen
Verfahren ordnen.

Wir kénnen die Zusammensetzungsvorschrift aber unter Umstanden
auch so abdndern, dafl das entstehende Zahlensystem ein Schiefkérper
wird. Es sei namlich

o = J(«)
ein Automorphismus des Korpers der . Wir behalten die Regeln fir
die Addition bei und erkliren nun die 8, durch die folgende Festsetzung:

JUJ@)= @, ..., JU*)=J"(0),
‘so=°‘o]m(ﬂo): 61=°‘1]m+1(l30)+°&o]m(ﬂ1)» L)
8y = ot J™ 4 (Bo) + oty M1 (By) + - -+ o] ™ (B),

Das assoziative Gesetz der Multiplikation ergibt sich alsdann, weil
a (bc) und (ad) ¢ sich beide durch Umordnung aus der Reihe

53 S Jitm(gy) Jitkrmen(y) gitkrtimints
¥=0 150

1=

=

ergeben.

Das inverse Element 148t sich wie oben bestimmen, sobald die Ab-
bildung &’ = J () bekannt ist. Die distributiven Gesetze gelten, weil
J* Automorphismen sind und § bilinear in « und j* () sind. Das kom-
mutative Gesetz der Multiplikation gilt dagegen nicht, wenn es Ele-

mente § gibt, fir die
J(B)+8

ist. Die Anordnung erkliren wir genau wie in 2, 7. Alsdann sind die Forde-
rungen O. I bis 0. 3in 2, 3 erfiillt. Aus a>b und ¢ >0 folgt ac> bc,
wenn @ mit 9™ und wenn b mit 9" beginnt und m < # ist. Beginnen
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beide mit der Potenz y™, so ist ac > bc gewil, sobald mit « > 0 auch
J (@) > 0 und also auch J* («) > 0 ist.

Solche Automorphismen lassen sich aber in dem Funktionenkdrper
von 2, 7 leicht angeben. Wir wihlen die «, 8, ... also aus diesem Kérper
und nehmen

J) =2x, ] (@) = ](xm_gaix‘) - 2mxm§ai (2.

Dies ist ein Automorphismus, welcher die Anordnung der « erhilt, und
somit haben wir einen geordneten nicht archimedischen Schiefkorper
konstruiert. DaB die geordneten Schiefkorper, welche das Archime-
dische Axiom erfiillen, Korper sind, zeigten wir in 2, 4.

9. Einseitig distributives Zahlensystem.

SchlieBlich wollen wir noch ein einseitig distributives Zahlensystem
angeben, das auf DICKSON! zuriickgeht. Wir legen einen Koérper zu-
grunde und bezeichnen seine Elemente mit kleinen griechischen Buch-
staben. Fiir die Zahlen dieses Korpers sei eine Funktion C («) erklidrt
von folgender Beschaffenheit: Es sei

CO)=0, Cl@)==+1, C@p)=Cx)C(P).

Es ist also C (x2) = C2 (a) = 1. p sei eine bestimmte Zahl, iber die
wir spiter noch verfiigen werden.
Die Elemente des Zahlensystems erkliren wir als Zahlenpaare aus
dem Korper
a = (x, )

«; (1 =1, 2) heiBen die Komponenten von a.

Ist
b= (B1,B)
so sel @ + b das Zahlenpaar («; + oy, f; + f,) und ab das Zahlenpaar
(61, 05) mit
0=+ o B0 C (B — 02, 0y = o, By + B C (B — 0 B)-
Die Gesetze der Addition folgen aus den entsprechenden fiir die «, §.
(— oy, —ay) ist das Element — a. Istc = (y;, y5), C (612 —0 B35%) = Cg,
C (y,> —0p.%) =C, und (ab) c = (&, &), so ist
& = (2 B+ 2320 Cp) vy + (B + 2381 Cp) 720 C,
= o (B171 + Ba720C,) + 2y (Br72 + B271C) 0Cp Gy,
g = (0 f1 + % B20Cp) V2 + (01 B + @2 f1 Cp) 71 G,
=0 (B17: + P71 C)) + e (Br71 + Ba720C,) G4 G,

1 Gottinger Nachr. 1g905.
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Da nun aber
CsC,=C[(B® — 0B (. — 072

und

(B2 — 08D (72 —07) = (Brv1 + B2v20C) 2 — 0 (Br7e + B2, C

ist, so ist auch
(€1, &) = a(bc).

(1, 0) ist das Einheitselement der Multiplikation. Aus
&8+ &aBroCp=1,
£1Be + £:$1Cp=0

ergeben sich die Komponenten des zu & inversen Elementes, falls
(B* —eBH) Cp+0
ist.

Dies ist fiir alle b 4= 0 der Fall, wenn ¢ nicht das Quadrat einer
Korperzahl ist. So mége iiber g verfiigt sein.

Das erste distributive Gesetz ist erfiillt, weil das Produkt linear in
den Komponenten des linken Faktors ist.

Um das zweite distributive Gesetz zu priifen, bilden wir

a(By,0) +a(0,B,)

= (a3 f1, %2 B1) + (%2820 C (- 0), %1 Bs)

= (o 1+ 2 fa0C(—0), B + 23 8) -
Gibt es also eine Zahl b mit §; #= 0 und Cy = — 1, so ist

ab=a(fy, 0)+ a(0, f,),
weil ihre zweiten Komponenten verschieden sind, und daher ist das
zweite distributive Gesetz bestimmt nicht erfiilit. Alsdann ist die Mul-
tiplikation natiirlich auch bestimmt nicht kommutativ.
Ein Beispiel® fiir die Rationalisierung dieser Moglichkeit geben wir

im Korper der rationalen Zahlen: Ist u eine ganze rationale Zahl, so

setzen wir
1 1
C=C=m=C(5)=C(—7)
und zwar gleich 4 1, wenn gy ungerade oder durch 4 teilbar ist, sonst

gleich — 1. Ist « eine rationale Zahl

o=
v,

wo p und » teilerfremde ganze Zahlen sind, so setzen wir
Cla)=C(wCw).

Nehmen wir g =2, so ist z. B. fiir (§;, £,) = (2,1)
CH=CE@=—1.

! Dasselbe wurde mir von O. SCHREIER brieflich mitgeteilt.
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10. Die Gleichung xa + b =c.

Die konstruierten Zahlensysteme haben eine beachtenswerte weitere
Eigenschaft: die Gleichungen
(1) xa-+xb=c

sind eindeutig auflosbar, falls @ 4 & == 0 ist.

Um dies zu zeigen, haben wir nur nachzuweisen, daB die beiden
linearen Gleichungen im Kérper der Zahlen «, die den Gleichungen (1)
entsprechen, stets eine Auflésung besitzen. Setzen wir wieder

Co=Cla® — 00, Cp=C(B— 0B,
so ist zu zeigen, dal

0 = (a, + Bi) [0, Cp + By CB] — 0(otg -+ o) (oy C, + B.Cp) £ 0
ist. '
Wir unterscheiden drei Fille:
1. C, =0 (bzw. C; =0); dann ist
% — Qo =
und weil ¢ nicht quadratisch ist,
o =a, =0,

also 0= (B —eps?)Cs+0,

well sonst b =0, also a + b =0 wire.

2. C, = C4. Alsdann muB C, 4= 0 sein, weil sonst ¢ = b = 0 wire,
und es ist

0 = [(oy + o) — @ (1 + B2)1C,.
Dies verschwindet nur, wenn
a+b=0

ist.

3. C, = — C4z == 0. Alsdann ist

0 =[a?—0a) — (B2 —0 /322)] Ce.,

und wire § =0, so miiBte der erste Faktor verschwinden und daher
C, = Cy sein.

11. Uber Axiome.

Wir haben die Sitze I"in 1, 3 die Gruppenaxiome, die Sitze 4, M, 4
in 2,1 die Kérperaxiome genannt. Die Bedeutung dieser Sitze fiir die
anschlieBenden Entwicklungen ist evident; wir wollen jedoch hier noch
einige allgemeine Bemerkungen iiber die methodische Rolle von Axio-
men hinzufiigen.

Die Sitze I' definierten den Begriff ,, Gruppe, sie geben die Bedingun-
gen an, wann eine Gesamtheit von Elementen mit einer Verkniipfung
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eine Gruppe genannt werden soll. Das Merkwiirdige an dieser Art zu
definieren ist, daB es sich allein aus den Sitzen I selbst heraus nicht er-
kennen 148t, ob der Gruppenbegriff sinnvoll ist, d.h. ob es wirklich
Gegenstinde gibt, die Gruppen sind, — wihrend bei einem Begriff wie
,.geordnete Menge von Zahlenpaaren* z. B. sich aus seiner Definition
sofort der Weg erkennen 148t, einzelne Dinge, die unter ihn fallen, einzelne
geordnete Mengen anzugeben. Die Definitionen der ersten Art heiflen im-
plizit, die der letzteren explizit. Bei impliziten Definitionen ist es also
problematisch, ob sie sinnvoll sind.

Man ist allerdings durchaus nicht gezwungen, sich auf sinnvolle Be-
griffe zu beschrinken. Um aus den Sitzen I" Folgerungen zu ziehen,
brauchen wir noch nicht zu wissen, ob es Dinge gibt, auf die alle diese
Sétze zutreffen. Und man kann also unabhingig von der Einsicht in den
Sinn einer impliziten Definition, gleichsam hypothetisch, vorgehen
und sich einen Uberblick iiber die logisch-formalen Folgerungen aus den
Axiomen zu verschaffen suchen. Unter diesen Folgerungen kann nun
ein formaler Widerspruch vorkommen oder nicht. So ergibt sich eine
sehr allgemeine Fragestellung der formalen Logik : nach der Untersuchung
beliebiger Axiomensysteme auf ihre Widerspruchsfreihest.

Es ist klar, daB ein sinnvoller Begriff widerspruchsirei ist, und der
einfachste Nachweis fiir Widerspruchsfreiheit einer Definition ist es,
sie durch Beispiele zu belegen. Andere Methoden sind von HILBERT in
seinen Arbeiten zur Begriindung der Analysis entwickelt. Eine ein-
gehendere Darstellung dieser Fragen hitte genau zu erkldren, was unter
logischer Folgerung zu verstehen ist und welche Dinge als existierend
anzusehen sind. Beides halb erkenntnistheoretische, halb formallogische
Probleme, die hier nur gestreift werden konnen. Nur soviel sei noch ge-
sagt: Die einfachsten mathematischen Gegenstinde sind die endlichen
Mengen und die natiirlichen Zahlen.

Bei widerspruchsfreien Axiomensystemen kann man die Frage nach
der Abhéngigkeit eines Axioms A von der Gesamtheit der iibrigen %A
stellen, die Frage also, ob 4 aus % gefolgert werden kann oder nicht. Fiir
Unabhingigkeitsbeweise bieten die Abschnitte 2, 6 bis 2, 10 verschiedene
Beispiele. Es wird dort jeweils gezeigt, daBl das Axiomensystem & aus
,»»A gilt nicht® und ¥ sinnvoll ist. Alsdann kann nédmlich der Satz 4 aus
A nicht folgen, weil sonst das System & widerspruchsvoll wire.

SchlieBlich wenden wir uns der Vollstindigkest eines Axiomensystems
zu. Dieser Begriff 148t sich etwa folgendermaBen erkldren: Ist eine
widerspruchsfreie Gesamtheit & von Sitzen vorgelegt, so heiit ein Teil
dieser Sitze & ein vollstindiges Axiomensystem von @, wenn sich alle
Séitze in @& aus © folgern lassen. Die Kennzeichnung des Korpers der
reellen Zahlen zeigt, wie man unter Umstanden die Vollstandigkeit eines
Axiomensystems rein mathematisch fassen und nachweisen kann. Im
zweiten Teil werden wir ein weiteres Beispiel dazu erbringen.
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Kapitel 3.

Affine Geometrie.

Einleitung.

Nach den Vorbereitungen des ersten und zweiten Kapitels ent-
wickeln wir nunmehr die #-dimensionale affine Geometrie. Zuerst werden
homogene Transformationen zugrunde gelegt. Nach Bestimmung von
Bezugsfiguren und natiirlichen Koordinaten werden mdoglichst einfache
invariante Eigenschaften gesucht, welche die Geometrie und die ge-
nannten Transformationen kennzeichnen. Dies leisten die Addition von
Vektoren und ihre Multiplikation mit Faktor sowie die daraus erkldr-
bare lineare Abhingigkeit von Vektoren. Daraus ergeben sich leicht die
Eigenschaften fiir den Kongruenzbegriff der allgemeinen affinen und der
projektiven Geometrie.

Zur Methode sei bemerkt, daB3 wir auf die Determinantentheorie ver-
zichten, einerseits weil sich die Determinanten nur in Korpern erkldren
lassen und der Verzicht auf das kommutative Gesetz der Multiplikation
in Riicksicht auf Teil II geboten ist, andererseits um der logischen Kli-
rung des algebraischen Aufbaus selber willen.

1. Homogene affine Transformationen.
(H) xf = oy X
k
heiit eine homogene lineare Abbildung der Zahlen-n-Tupel
(%, Fgr o Za),

wenn die o, einem Schiefkérper & entnommen und die #; unabhingig
voneinander alle Zahlen von © durchlaufen. Unter § wollen wir die
Schar aller eineindeutigen homogenen linearen Transformationen von
Zahlen-n-Tupeln aus © verstehen. Ist (H) eineindeutig und

=3 Baxi
]

eine zweite solche Transformation, so gehért die aus beiden zusammen-
gesetzte Transformation

x?*=%"ylkxk1 Yie =2 Britix
?

ebenfalls der Schar § an. Denn sie ist wiederum eineindeutig.

Auch die zu einer Transformation aus § inverse Transformation
gehért der Schar § an. Es gibt ndmlich wegen der Eineindeutigkeit
von (H) aus § » Zahlen-n-Tupel

(A, 4py, ... A

°

ni) (t=1,2,...,m),
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welche durch (H) bzw. in die Zahlen-n-Tupel

(1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1)
ibergefithrt werden. Es ist also
1 kE“ucAkj =0 oder 1, je nachdem ¢ ==7 oder 7 =7 ist.

Die Transformation
(H-1) xp = Ay

7
ist dann die zu (H) inverse Transformation. Fiithrt man namlich zuerst
(H-1) und alsdann (H) aus, so folgt aus den Beziehungen (1), daB die
zusammengesetzte Transformation die identische ist. Daher ist die
Transformation (H~1) eine eineindeutige, und sie gehort also der Schar §
an. Die Schar § bildet also eine Gruppe.
Es sei hervorgehoben, daB aus (1) die Relationen

(2) S A;ep; =0 oder 1, je nachdem ¢ 47 oder ¢ =7 ist,
7

folgen, weil die Transformation (H) auch die inverse Transformation
der Transformation (H—?) ist.
Spezielle Transformationen aus § lassen sich leicht angeben, z. B.

3) a = o % + Biny mit a; +0,8,=0;
denn
X = oty — ot Byt 4

ist die zu (3) inverse Transformation. Mit Hilfe von (3) erschlieBt man
leicht, daB § eine transitive Transformationsgruppe ist.

Bei # = 2 lassen sich die inversen Transformationen explizit an-
geben. Unter

(a — azazt a,)?

moge 0 verstanden werden, wenn 4,, ¢, = 0 und a; = 0 ist. Alsdannist

— -1 — * -1 —1 %
%y = (0tgy — Ogg Xga Uag) 1 X7 + (otgy — Otpp Ayp0yy) "1 %y,

4)
— -1 — * -1 — *
. Xy = (0tgg — ®yg Xai Ggp) 187 + (0lgy — gy 3] 0yp) ™ Xy
die zu
* *
(5) Xy = Ogy Xy + U %y, Xg = Ogy ¥y + Xgp ¥

inverse Transformation.

Ist nimlich eines der a; =0, z. B. ay, = 0, so miissen wegen der
Eindeutigkeit o;, und a,, = 0 sein, die Koeffizienten von (4) sind also
sinnvoll und die Relationen (1) leicht zu bestitigen. Sind aber alle
o =+ 0, so folgt aus (5)

1%

-1 -1 I
(001 ogg — Ofgf Ogp) Xy = 71 X7 — zi %3 -

Wegen der Eineindeutigkeit muB aber o]} o;, — a5} oy 4 0 sein, und
folglich sind alle Koeffizienten in (4) ebenfalls sinnvoll.
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Um die Relationen (1) zu bestétigen, bilden wir z. B.
— -1 —1 -1 -1
%“m Akl = 0tyy (Otgg — Otyp Olgg Otgy) ™1 - 0typ (0tgp — gy 05y Xgp)
_ -1 -1y-1 -1 ~1\—
= (1 — oy 059 oty 037 )71 ~F (1 — oy 5 otgp ot73)~ 1.

Setzen wir nun oy, o5, oy a5; = a, so ist

11
%j“UcAkl =1—a)yt-+{1—a)?
=(1l—al+l—[1—a)(l—a)t=1.
Ahnlich bestitigt man die iibrigen Formeln (1).

2. Bezugsmengen.

Wir kénnen nunmehr nach den Eigenschaften von Zahlen-n-Tupeln
fragen, die bei der Gruppe $ von Transformationen (H) erhalten bleiben.
Wir nennen diese Eigenschaften die Vekforeigenschaften der Zahlen-n-
Tupel und bezeichnen dieselben kurz selbst als Vekforen, natiirlich nur
in Aussagen iiber Zahlen-n-Tupel, die invariant gegeniiber den Trans-
formationen (H) sind. Wir sprechen von dem Vektorg, der dem »n-Tupel
(%1, %4, . . ., %,) entspricht, in Zeichen

L~ (%1, %g, . . ., Xp).

Als Bezugsfiguren nehmen wir die Mengen % aus # solchen Zahlen-
n-Tupeln.

(B) O~ (0 5> Xags -+ » L) (k=1,2,...,n),
fiir welche die Transformationen
(H) 7%* = %,“ik X

eineindeutige Transformationen sind. Die # Vektoren (8) mégen dann
eine ,,Basis von Vektoren'* heiBen. Als Grundfigur %, nchmen wir die
Zahlen-»n-Tupel

(B,) (1,0,...,0, (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1).
Die Transformation (H) fithrt B, in % iber, in Zeichen
B = H (By)-

Jede von (H) verschiedene Transformation fithrt 8, nicht in ¥ iber,

es gibt also auch eine und nur eine Transformation aus §, welche

irgend eine Bezugsmenge % in irgend eine andere B* tiberfithrt, und die

angegebenen B sind also wirklich als Bezugsfiguren zu verwenden.
Die Invarianten

) Ji(Bo; %1, %a,e oo x) = 2, = J(H(By); 27, %5, -, %)
nennen wir die Komponenten des Vektors

%k
e~ x, %
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beziiglich der Basis 8 = H (%B,). Die #; sind die Komponenten des

Vektors ¢ ~ (%, %,, - . ., %,) beziiglich B, als Bezugsmenge.
Nach (H) und (J) ist
(1) xqz,*:Zaik]k(%axi*ax;:"':x:)'
)

Ein Vektor ist also durch seine Komponenten beziiglich der Basis
B = H (B,) und diese Basis selbst bestimmt. Wir schreiben daher auch
T~ (%, %5, . . ., %), wenn die x; Komponenten von g beziiglich irgend
einer Bezugsmenge % sind. FaBt man in (B) die o;; als Komponen-
ten der ay beziiglich irgend einer Bezugsmenge 8* auf, so folgt aus (1)
und der Gruppeneigenschaft von §: Notwendig und hinreichend dafiir,
da8 die a; eine Bezugsmenge ¥ bilden, ist, daf ihre Komponenten «;,
beziiglich einer beliebigen Bezugsmenge B* eine Transformation (H)
bestimmen.

Alle Transformationen, welche die Basis %8, in eine Basis 9B trans-
formieren und die Invariante J (B, ¥, #%, . . ., x}) besitzen, sind nach
1, 6 homogen linear.

3. Lineare Abhingigkeit von Vektoren.

Es gilt nun, die Invarianten J; aus einfachen invarianten Eigen-
schaften von Vektoren zusammenzusetzen. Wir erkliren zu diesem
Zwecke die Addition von Vektoren, ihre rechtsseitige Multiplikation mit
Faktor und daraus die rechtsseitige lineare Abhingigkeit von Vektoren.

1. Addition:

Sind a ~ (a;,4,,...,4,) und b~ (b, b,, ..., b,) zwei Vektoren
und ihre Komponenten-n-Tupel beziiglich derselben Bezugsfigur %8, so
sei a 4+ b der Vektor a +b ~ (@, + b, a3 + by, ..., a, + b,) beziig-
lich 8. :

2. Multiplikation mit Faktor:

Ist a ~ (44, 4y, - - ., a,) ein Vektor und sein Komponenten-»#-Tupel

beziiglich B, so sei a4 der Vektor mit dem Komponenten-#-Tupel
(a4, azh, . .., a,A) beziglich %B.

Offenbar sind diese Erklirungen von der Auswahl von $§ unabhingig
oder invariant gegeniiber §.

Ist z. B. B* eine andere Grundfigur, so gehen die Komponenten 7
eines Vektors beziiglich 8* aus denen beziiglich 8 durch eine Trans-
formation (H) hervor. Bezeichnet man z. B. die Komponenten von

a, b, ¢ beziehungsweise mit af, b¥, cf, so ist, wenn ¢; = a; 4 b;,

6f = Sogicr = oy (@ + bp) = Stz + oy by = aff + b
P P ) )
Als Rechenregeln bestitigt man aus den Gesetzen der gewdhnlichen
Addition und Multiplikation:

at+b=¢
ist stets ausfiihrbar.
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Es ist stets
(a+8 +ec=a+ (6 +¢),
r+a=5>
ist stets auflosbar.
Es ist stets

at+b=0b+a.
Unter 0 verstehen wir den Vektor, dessen Komponenten simtlich
gleich 0 sind, und es ist dann stets
a+0=0+a=aqa.
Die Vektoren mit der Addition als Verkniipfungsbilder also nach
1, 3 eine Gruppe.
Ferner ist
(@) p=a(p),
(a+0B6)A=al+0b6A.
Aus Addition und Multiplikation mit Faktor erkliren wir die rechts-
seitige lineare Abhingigkeit von Vektoren:

3. 7 Vektoren ay, a,, . . ., a, heiBlen rechisseitig linear abhingig, wenn
es r Zahlen A;,4,, ..., 4, gibt, die nicht simtlich verschwinden und
fir die

2a;4;=0
2
ist.

Die Gesamtheit der von a4, a,, - . ., a, linear abhidngigen Vektoren
t=a; A, + a3 43+ -+ + a, 4, nennen wir eine lineare Mannigfaltig-
keit, und zwar die durch q,, a,, . . ., a, bestimmte oder aufgespannte

lineare Mannigfaltigkeit.

4. Vektorbasis und lineare Abhingigkeit.
Die Gesamtheit der Vektoren bildet eine lineare Mannigfaltigkeit.

Bilden a;, ay, ..., a, eine Basis B von Vektoren, so sind sie linear
unabhingig voneinander und simtliche Vektoren nach 3, 2, (8) und
(H) von a4, ay, - .., a, linear abhingig. Umgekehrt gilt aber auch:
Sind @y, a, ..., 0, linear unabhingig voneinander und sdmtliche

Vektoren  von ihnen linear abhingig, so bilden sie eine Basis. Wir
zeigen nun:

Satz 1: Jedes System von n linear unabhingigen Vekioren ist eine
Basis.

Seien nidmlich

Aris Aogrevr Bpr (k=1,2,...,n)
die Komponenten der linear unabhingigen Vektoren a, (¢ =1,2, ..., #)
beziiglich einer Basis %B.
a7 =2a; %
k

Reidemeister, Geometrie. 4
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sind die Komponenten der von g, linear abhingigen Vektoren. Es ist
klar, daB verschiedene #-Tupel %, auch verschiedene #n-Tupel x; liefern.

Liefern ndmlich z. B. %,, %5, . . ., x, und ¥, ,, . . ., ¥, dasselbe #-Tupel
x§, so wiirden nicht simtliche x; — y, =0 und

%aik(xk_"yk)—:o (i=1,2,...,m)
oder

20k~ yp) =0
3

sein,

Wir miissen uns aber auch noch davon iiberzeugen, da8 jedes Zahlen-
n-Tupel unter den x} vorkommt. Wir beweisen dies durch SchluB von #
auf #» + 1. Fiir » = 1 ist die Behauptung trivial. Wir wihlen nun die
Basis 8 so, daB a; die Komponenten (1,0, 0, .. .,0) bekommt. Dies
ist moglich, weil § transitiv ist. Alsdann ersetzen wir die Vektoren a;
durch 0, = qay, 0, =a; — a; 4; (# & 1) derart, daB

a;—aphi=a;;,—2;=0
wird. Die von a;, (1 =1, 2, ..., n) linear abhingigen Vektoren
2_7 az‘,ui
%

sind auch von a;, (! =1,2,...,%) linear abhingig. Die Vektoren
a;, £ =2, ...,n) sind aber linear unabhingig und also #» — 1 linear
unabhingige Vektoren der (# — 1)-dimensionalen linearen Mannigfaltig-
keit x,, . ., x,. Durch geeignete Wahl von x#,, . . ., %, lassen sich also
beliebige Werte %3, . .., ¥ und durch Wahl von x; alsdann noch be-
liebige Werte xy erzielen.

Aus Satz 1 folgt:

Die Transformation

*
X=X
k
ist dann und nur dann eineindeutig, wenn die Vektoren

Ay~ (Otlk, Oggse ooy “nk)
linear unabhingig sind.

Sind q,, a,, ..., a, linear unabhingige Vektoren, so lassen sie
sich durch eine Transformation (H) in die Vektoren (1,0,...,0),
(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1) diberfihren. Sind q;, a,,...,a,
» linear unabhingige Vektoren und ist a,, ., irgend ein weiterer Vektor,
so ist er von ay, a,, . . ., a4, linear abhingig; denn wir kdnnen a,, a,,

.., @, als Bezugsmenge B nehmen. Ferner gilt:

Satz 2: Sind a; = J; (B, a,41), ¢ =1,2,...,n) die Komponenten

vOn @, beziglich B =M (ay, ay, - . ., a,), S0 st

Opy1 =018+« ++ 00,
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Satz 3: Sind ay, ..., 0, Gpoq W0A Qy, Qg . .. ., Ay, Gpyq 2wes Sy-
steme von n -+ 1 Vektoren, von denen die ersten n je linear unabhingig
voneinander sind

a1 =20;4;, an+1=25iai (1=1,2,...n),
1 i

so lassen sich die Vektoren a, tn die a, dann und nwur dann dberfihren,
wenn
a;, = a;
1st.
Satz 3 folgt aus Satz 2. Satz 2 ergibt sich aber aus 8, 2, (1).

5. Lineare Mannigfaltigkeiten.

Wir miissen jetzt noch iiberlegen, wann sich Vektoren, unter denen
keine # linear unabhingigen vorkommen, ineinander tiberfithren lassen.
Hieriiber geben die in Kapitel 1 entwickelten allgemeinen Methoden
keinen AufschluB. Wir wollen vor allem zeigen, daBl Mengen von je 7
linear unabhingigen Vektoren sich ineinander iiberfiihren lassen (r <#),
weil sich eine solche Menge I, stets zu einer Menge B von # linear
unabhingigen Vektoren erginzen 148t. Wir beweisen zunichst

Satz 1: ay, ay,..., 0, Seten r linear unabhingige Vektoren und
by, by, . .., b, linear unabhingige Vektoren, die von a,, a,, . . ., a, linear
abhingen, alsdanwn sind alle Vektoren, die von a,, 0y, ..., 0, lnear
abhingig sind, auch von by, b,, . ... b, linear abhingig.

Sei

bizg,’akaki (1=1,2,...,7).

Die von den b, linear abhingigen Vektoren lassen sich also aus den a,
kombinieren:

b4, :Eak}vi,
i k

wo
1) l;’c‘:Eocmli-
1 1
Es ist zu zeigen, daB die A} alle Werte-7-Tupel annehmen konnen.

Nun sind aber (%, ayq, . . ., &), i =1,2,...,7), 7 linear unabhingige
Werte-r-Tupel. Denn wire fiir alle %

2_7 Uiy =0

1

und nicht alle u; = 0, so wire
Zbi:ui =0
%

und die Vektoren b; also entgegen der Voraussetzung linear abhingig.
Dabher sind aber die Gleichungen (1) nach 8, 4 Satz 1 eindeutig auflésbar,
und damit ist das Behauptete bewiesen.

4*
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Aus Satz 1 folgt sofort, daB unter den von a4, a,, - - ., a, linear ab-
hingigen Vektoren nicht 7 4 1 linear unabhingige b,, b,, . . ., b,,b, 4
existieren kénnen. Denn %4, b,, ..., b, sind alsdann ebenfalls linear
unabhingig voneinander, und es lassen sich also alle von ay, a,, . . ., @,
linear abhingigen Vektoren auch durch by, b,, ..., b, linear kom-
binieren, also ist auch 5,,, von by, b,, . .., b, linear abhingig.

Andererseits kann es aber auch nicht » — 2 < 7 linear unabhingige
Vektoren by, by, . . ., b,_; geben, aus denen sich alle von a4, a,, . . ., a,
linear abhingigen Vektoren linear kombinieren lieBen; denn alsdann
wiirde folgen, daB a,_,,, von ay, ..., a,_; linear abhingig wire.

Sind nun g, a,, ..., a, linear unabhingig und ist » <<#, so gibt
es einen von ay, 4y, ..., 0, linear unabhingigen Vektor q,,,. Denn
wenn alle Vektoren von q;, a,, . . ., a, linear abhingig wiren, so miiten
je 7 + 1 Vektoren linear abhingig sein. Mithin lassen sich a4, a5, . . ., a,
zu einer Bezugsmenge erginzen. Folglich gilt:

Satz 2: Mengen von je v linear unabhingigen Vektoren lassen sich
durch die Transformation (H) ineinander iiberfithren.

Die allgemeinste Frage ist durch folgenden Satz beantwortet:

Satz 3: Seien ay, Gy, ..., 0, und Gy, Gy, . . .. Q, je v linear unabhin-
gige Vektoren, und ist
LS :%Yai Aiy Griy :%’ a; a;,
so lassen sich

My (00, 0p, - Qp, i) umd Myiq (O, - -, O, Opyy)

wneinander tiberfithven oder wicht, je nachdem

a; = a;
ist oder michi.
Die a; mégen die Komponenten von a, ., beziiglich W, (aq, a,,--., 6,)
heifen. Erganzen wir namlich zu %8 (ay, . . ., a,, Gy 4q, - - -, G,), SO sind
die 2; Komponenten von a,,, bezliglich ®B (qay, ..., a,).

Ist a = aa, so heiBen die Vektoren a und a parallel und a das Ver-
hiltnis der Vektoren a und a, in Zeichen v (a, a) = a.

In jeder linearen Mannigfaltigkeit gibt es eine Basis von 7 linear
unabhingigen Vektoren ay, a,, - . ., a,, welche die lineare Mannigfaltig-
keit aufspannen (» =< #). Diese Anzahl 7 ist eindeutig bestimmt und
invariant gegeniiber den Transformationen (H). Sie heiBt die Dimen-
sion der linearen Mannigfaltigkeit. Die Gesamtheit der Vektoren a
bildet eine #-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit.

Zwei lineare Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension 7 heifien
linear aufeinander abgebildet, wenn man in beiden Mannigfaltigkeiten
irgend eine Basis wihlt und die Vektoren mit gleichen Komponenten
einander zuordnet.

Wird eine lineare Mannigfaltigkeit 3 a,A, auf sich selbst linear ab-



3, 6. Allgemeine homogene lineare Transformationen. 53

gebildet und entspricht dem 7-Tupel A, 4,,...,4, das #-Tupel A%,

A3, ..., A so ist bei geeignetem o,
T
}%*ZZOL“C/‘L;C (i:1,2,...,7).
k=1

Geht bei einer Transformation (H) eine lineare Mannigfaltigkeit L in
L' iiber, so wird dadurch L auf L' linear abgebildet.

6. Allgemeine homogene lineare Transformationen.

Sehr dhnlich der linearen Gruppe § ist die Gruppe ' der einein-
deutigen Transformationen

(H') Xy = Do Ayt (t=1,2,...,n).
)

Sie mogen allgemeine homogene lineare Abbildungen heillen.

Hier 148t sich allerdings genau genommen unter Zugrundelegung
der Schiefkérperaxiome eine Bezugsfigur allgemein nicht erklidren (in
bestimmt gegebenen speziellen Féllen kann man auch hier Bezugsfiguren
angeben?), aber trotzdem laBt sich die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Kongruenz von Mengen 9 angeben.

Die Transformationen, welche (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ...,
0,0,...,0,1) in sich iberfiihren, sind

X =oalx0.

Diese Punkte bilden also nur eine Bezugsfigur, wenn das zugehdrige

Zahlensystem ein Korper ist. Man sieht aber, dafl zwei Mengen

M (By,a) und M (B, @) dann und nur dann kongruent sind, wenn fiir
die Komponenten a; von a und 4; von a die Relation

(H fa; &7 = a,

gleichzeitig fiir alle ¢ erfiillt werden kann.

Die Addition ist eine auch gegeniiber §’ invariante Operation, die
Multiplikation mit Faktor dagegen nicht, wohl aber ist die lineare Ab-
hingigkeit und also insbesondere auch der Parallelismus von Vektoren
invariant. Genauer gilt: Ist

r
a=Jaa
i=1
und gehen bei (H') a, a;in a, g, iber, so ist
r
a == Zaim—laim.
i=
Die dadurch vermittelte Abbildung der von q,, a,, . . ., a, aufgespannten
auf die von @y, 4,,...,q, aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit

1 Wird z. B. das System der Quaternionen aus 2,6 zugrunde gelegt, so bilden
(1,0), (0, 1), (¢, ¢p) fiir » = 2 eine Bezugsmenge.
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heiBe eine aligemeine homogene affine oder lineare Abbildung. Eine homo-
gene lineare Abbildung einer linearen Mannigfaltigkeit

T
2
i=1
auf sich selbst wird durch
A= Sag e ((=1,2,...,7)
k=1
vermittelt.

Die allgemeine Kongruenzbedingung lautet: Sind a4, a,, ..., a,
sowie ay,d,, ..., a, je 7 linear unabhingige Vektoren und a,,,, .. .,
Oryys Oppgs -« -5 0pyq je I von ihnen bzw. linear abhingige Vektoren
und ist

r r
Ay :kzlakaik! a'r+i =L216kaik (i-——1,2,...,l),

so sind die Mengen
M =My, a3, ..., 0, und M =M (@0, ..., Gy
dann und nur dann kongruent, wenn es eine Zahl & gibt, so dal

(2) Ea 8 t=ay,, (=12,...,7; k=12,...10).

7. Geometrische Formulierung der Kongruenzbedingung.

So dhnlich die eben abgeleitete Kongruenzbedingung zu der ent-
sprechenden bei der Gruppe $ auch unter algebraischem Gesichts-
punkte ist, so verschieden ist sie geometrisch gesehen von jener: die
Zahlen a;; haben niamlich vorderhand keine geometrische Bedeutung,
was die 4; in 8, 5 Satz 3 hatten, die Bedingung (2) in 8, 6 ist eine rein
algebraische, und schlieBlich ist die Kongruenz der Mengen

M@y, - sy Gpygs v oo Oppyg)
nicht auf die Kongruenz der Teilmengen
S))%((ll,...,ar,ar_;_i):wti (121,2,,1)

zuriickfithrbar. Der Grund fiir diese Verschiedenheit ist, daBl §" keine
Bezugsmengen besitzt.

Wir haben also die Aufgabe, die Kongruenzbedingung vom geo-
metrischen Standpunkt aus zu diskutieren. Dies geschieht durch die
folgenden Sitze:

Satz 1: Sind a4, a,, . .., a, linear unabhingige Vektoren, ist a,
ein von thunen linear abhingiger Vektor und ist

T

Oria :_Zlai i, re1s
i=
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so sind die Vektoren a; ,.y = 0,4, ,.q tnvariant mit aq, . .., Q.. ver-
kniipft.

Die a; ,., sind ndmlich durch ihre beiden Eigenschaften

a;,r4+1 ist parallel zu a;
und

r
2 4, r+1 ar+1
i=1

eindeutig bestimmt, und diese Eigenschaften sind invariant. Wir nennen
die a;, ,,, die Komponenten von a, ., beziiglich a,, a,, . . .. a,.
Satz 2: Seien a, und a,bzw. 0, und a, je zwei parallele Vektoren ; ist dann

Gy =0,a, G=0,a4 wnd a=a,
so sind die Vektoren a; — a; und ay — a, parvallel. Das Umgekehrte gilt
auch, wenn nuy o, und a; nicht parallel sind.
Wir definieren: Sind a; und @,, a; und a, parallele Vektoren, so
besteht die Proportion

(1) a0y =0;:0,,

wenn a, = a;4 und a, = a,4 mit demselben & ist.
Satz 3: Die Proportionalitit ist invariant. Ist a;, a, und a, gegeben,
so ist ay durch die Proportion (1) bestimms.
Sind a;, a0, (1 =1,2,...,%n) je n parallele Vektoren und
0.0, ==@a;:0; (t=1,2...,n),
so ist

M(a,, ag,. - -, 0,) =M(ay, ag,-- -, a,,) -

Das Umgekehrte gilt jedoch nicht.

Nun kénnen wir die Kongruenz allgemeiner Mengen auf solche, die
nur parallele Vektoren enthalten, zuriickfiihren.

Satz 4: Sind ay, a5, ..., a, D2W. a;, Gy . . ., Gy ]e v linear unabhin-
gige Vektoren und a,,.q, ..., Qpy; Qpiq, - -, Qpyg j€ L von thnen bzw.
abhingige Vektoren; sind ay ,.,; Q5 , oy ihre Komponenten beziiglich a;,
bow. 0;(1=1,2,...,7),

(¢ P Zak r4+i ar+i=26k,r+i
sind schlzeﬂlzch by, b, zwes belzebzge Vektoren und die weiteren Vektoren
by rvis b,c rrg DZW. 20 b,, 0, parallel und durch die Proportionen
by ibr, prs = 0pi0g ey, bl:Bk,r+z‘=ak:ak,'r+i
bestimmi, so 1si

M(ay, 6oy 0rpy) =M(ay, @y, - - -, Ary) s
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dann und nur dann, wenn

. é’J‘\'(blx b1,r+1:' . "br,r+l) Esm(i)l,ﬁl,fwl:' . ':Br,r+l)
18t.

8. Affine Geometrie.
Die Gruppe % eineindeutiger Transformationen
(A) 2= g o+ o (t=1,2,...,n)

nennen wir allgemeine lineare Transformationen oder allgemeine Affi-
nitdten. Die Transformationen

=%+ o (t=1,2,...,m)
mogen Translationen heifien. In Aussagen iiber Zahlen-n-Tupel, die in-
variant gegeniiber den Transformationen (A) sind, sagen wir statt
Zahlen-n-Tupel ,,Punkt®.

Geordnete Mengen M aus zwei Punkten nennen wir gerichtete
Strecken.

Zwei gerichtete Strecken heiBen vekforgleich, wenn die Translation,
welche den Anfangspunkt der ersten Strecke in den Endpunkt der-
selben tberfiihrt, dasselbe auch fiir die zweite Strecke leistet; ist

SIR =m(a1;a2’---;an; bl,bz,...,b"),
WM =M (ay,a5,...,a;; bF,bF,...,0F),
so ist die Bedingung fiir Vektorgleichheit
by —a;, =b}f —af .
Diese Beziehung ist transitiv und symmetrisch, und die Schar zuein-
ander vektorgleicher Strecken heiBle Vektor. Einen Vektor a von einem

Punkte aus abtragen, heiBt zu einem Zahlen-n-Tupel 4,, a,, ..., a,
ein solches b, b,,...,b, angeben, daB das #-Tupel b, —a; zu a
gehort.

Die Kongruenzbedingung fiir irgend zwei Mengen M und M* 148t
sich nun sofort auf eine Kongruenzbedingung fiir Vektoren zuriick-
fiihren. Besteht [M] aus den Vektoren, die von dem ersten Punkte
aus M als Anfangspunkt und den iibrigen Punkten aus I bzw. als
Endpunkte gebildet werden, so ist

M= Mm*
beziiglich (A) dann und nur dann, wenn
[M] = [M*]

beziiglich (H’).

Sind die zwei Strecken entsprechenden Vektoren linear abhingig,
so heiflen die Strecken parallel.

Die Punkte, die man erhilt, indem man von einem festen Punkt
die Vektoren einer linearen Vektormannigfaltigkeit von » Dimensionen
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abtrigt, heiBlen r-dimensionaler affiner Raum. Lineare Riume, die man
durch Abtragen derselben linearen Vektormannigfaltigkeiten erhilt,
heiBen ,,parallel”.

Zwei Riume heiflen affin aufeinander abgebildet, wenn irgend
ein Punkt des einen irgend einem Punkte des andern zugeordnet ist
und die Vektoren des Raumes durch Affinititen aufeinander bezogen
sind.

Jede affine Beziehung eines 7-dimensionalen linearen Raumes auf
sich 14Bt sich durch eine Transformation der Gestalt (A) fiir Zahlen-
r-Tupel ausdriicken.

Aus dem Parallelismus von Strecken 148t sich die Vektorgleichheit
von Strecken riickwirts so erkliren: Zwei Strecken auf verschiedenen

eindimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten M (a, . . ., a,; b;,..., 8,),
M (ay, ..., a,; 8y, ...,b,) heiBen vektorgleich, wenn sie parallel sind
und

Ma,,....a,; ay,...,a,) parallel zu WMy, ..., b,; by, ..., 0,)

Es muB danach nimlich Zahlen 2, p == 0 geben, so daBl
- 61 =(a; — )4,
—a; = (Zi —b)e

i

¢t=12...,n)

m&l 3

ist. Durch Elimination von a; folgt
b+ (@ —b)A=a;+ (b; — b)e
also, da diese Gleichung fiir A =1 und g =1 sicher richtig ist, d.h.
b+ (@ —b)=a,+ (b;—b) (=1,2...,m)
ist, folgt @ —b)(A—1)=(;—b)e—1), G=1,2...,1)
also A=9p=1, weil die Strecken M(ay, ...r ap; by, ..., b,) und
(b, ..., by; by, ..., b,) nicht parallel sind.

9. Affine Abbildungen und Projektionen.

Die affinen Abbildungen lassen sich durch aufeinanderfolgende Pro-
jektionen herstellen. Das moge fiir die affinen Abbildungen eindimen-
sionaler linearer Ridume, welche in einem zweidimensionalen linearen
Raum liegen, niher ausgefiihrt werden. Die ersteren nennen wir Ge-
raden, die letzteren Ebenen.

Die Punkte der Ebene lassen sich auf Zahlenpaare x,, %, abbilden.
Die Punkte

I a, + b4, ay + by A

erfiillen eine Gerade, wenn a;, b; fest sind und 4 alle Zahlen durchliuft,
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und jede Gerade 148t sich so darstellen. Die Gerade (a, + b, 4, a, + b, 4)

ist der Geraden (@, + b, A, @, + 52 2) parallel, wenn es ein b <= 0 gibt.
so daB

b;b=b,.
Die Geraden 4,0 und 0, 4 heiBen die x,- und die #,-Achse des affinen

Koordinatensystemes 0,0; 1,0; 0, 1.

Durch die Zuordnung
2 M=ol +y
wird eine Gerade (1) affin auf sich abgebildet.

Diese Zuordnung wollen wir also durch aufeinanderfolgende Pro-
jektionen darstellen. Wir erkliren:

1. Zwei verschiedene Gerade heiBen parallel perspektiv aufeinander
bezogen, wenn die Strecken aus zugeordneten Punkten parallel sind.

2. Zwei parallele Gerade heiBien zentralperspektiv aufeinander be-
zogen, wenn die Geraden durch zugeordnete Punkte sich in einem
Punkte, dem perspektivischen Zentrum, schneiden.

Diese Zuordnungen sind spezielle affine Zuordnungen. Sind nimlich
die Geraden, die parallelperspektiv bezogen sind, parallel, so kénnen wir
das Koordinatensystem so wihlen, daB die beiden Geraden die Darstel-
lung 4, 0; 4, a erhalten. Der Punkt A, 0 entspreche dem Punkt ¥, a.
Die Vektoren A* — 4, @ miissen alsdann alle parallel sein, und da ihre
zweiten Komponenten gleich sind, miissen sie alle gleich sein, also muBl

3) M=21+12
sein (4, konstant).

Umgekehrt vermittelt jede Zuordnung (3) eine parallelperspektive
zwischen den Geraden 4,0; 4, a.

Sind die Geraden, die parallelperspektiv aufeinander bezogen sind,
nicht parallel, so kénnen wir das affine Koordinatensystem so wihlen,
daB die eine Gerade die x;-Achse, die andere die x,-Achse wird. Es
entspreche dem Punkt

4,0 der Punkt 0,4*.
Die durch zugeordnete Punkte bestimmten Vektoren sind
— A, A,
und damit sie parallel sind, muB8

—,2% = — Jyo, R0,
also
4) = lh=al
sein.

Umgekehrt vermittelt jede Abbildung (4) eine parallelperspektive
Zuordnung zwischen den Geraden 4,0 und 0, A. Daraus folgt
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Satz 1: Wird cine Gerade g, auf eine andere Gerade g, durch Parallel-
perspektive bezogen und diese Gevade g, wieder durch Pavallelperspektive
auf gy, so ist die dadurch bewirkte Abbildung von gy auf sich selbst ent-
weder durch 2*= A + o oder durch A* = al darstellbar, je nachdem
&, 2u gy pavallel ist oder wicht,

Satz 2: Sind gy, 8,5, - . ., 8n = & verschiedene Gevade und ist g; auf
8.1 Aurch Parallelperspektive bezogen, so ist die dadurch zwischen g, und
g, vermittelte Zuovdnung durch 2* = ol + B darstellbar und wumgekehrt.
Dies gilt auch, wenn g, und g, mitetnander identisch sind.

Wir wenden uns nun der Zentralperspektive zu.

Die beiden durch Zentralperspektive aufeinander bezogenen paral-
lelen Geraden seien 4, a; A*, b und 0, 0 das perspektive Zentrum. Da-
mit die durch zugeordnete Punkte bestimmten Geraden durch 0,0
gehen, muB in

AL (A*—WNo. at+(b—a)o,

o so bestimmt werden koénnen, daB beide Koordinaten gleich Null
werden. Es muB also
A (BF—N@—bla=0
oder
=A@l b—a)-—-1)=4a"1h
sein.
Hieraus und aus Satz 2 folgt aber sofort
Satz 3: Durch parallelperspektive und zentralperspektive Zuordnungen
lassen sich alle affinen Beziehungen (2) zwischen den Punkten verschiede-
ner oder devselben Geraden erzeugen.
Wir kommen in 7, 3 und 7, 7 auf die perspektiven Beziehungen von
Geraden noch einmal zuriick.

10. Projektive Transformationen.

Die allgemeinen linearen Transformationen haben Bedeutung wegen
ihres Zusammenhanges mit den projektiven. Die Projektivititen lassen
sich aus einem Schiefkorper folgendermaBen erkliren. Es seien

2

(1) &= Y& (t=0,1, ..., %)
eineindeutige Transformationen der &,, &, .. ., &,. Unter einem Punkt
verstehen wir die Klasse der Zahlen

(2) &8, 6,8, ..., 8,8 (&+0)

und unter projektiven Eigenschaften solche Eigenschaften der Systeme
(2), welche unabhingig von der Wahl von & sind und bei den Trans-
formationen (1) erhalten bleiben. Die in den Punkten durch (1) be-
wirkten eineindeutigen Transformationen heiflen projektive.
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Man bestitigt nun, daB die projektiven Transformationen, welche
die Punkte mit £, = 0 wieder in solche iiberfithren, gerade durch die
Transformationen

(3) 5: :aOO§0x 5;* :%;'mikfk (g0 +0;i=1,2, cee, W)

aus der Schar (1) bewirkt werden. Nun fassen wir die Punkte mit &, &= 0
ins Auge und fiihren fiir dieselben neue Koordinaten ein, indem wir

% = &, &
setzen. Alsdann gehen aus den Gleichungen (3) die neuen Gleichungen

* __ -1 -1
Xy = 000y + 3%k Xy 0o
&

hervor, und dies sind allgemeine lineare Transformationen.

Der weitere Ausbau der projektiven Geometrie, fiir den der eben
besprochene Sachverhalt wesentlich ist, bietet keine prinzipiellen
Schwierigkeiten. Die projektiven Abbildungen von Geraden werden in
7, 7 behandelt.

DaB man auch aus einseitig distributiven Zahlsystemen Geometrien
erkliren kann, die mit der affinen viel Ahnlichkeit haben, sei an dieser
Stelle nur erwahnt. Wir werden dieselben in Kapitel 6 entwickeln, weil
sie unter den dort maBgebenden Gesichtspunkten mehr Interesse bieten
als hier.

11. Kennzeichnungder Transformationen.

Eineindeutige Transformationen t’ = F(r), welche die Vektoren
so auf sich abbilden, daB aus

D=0 stets Yrid, =0
] T

folgt, gehdren nach 8, 2 und 3, 3 der Schar (H) an. Diese Schar ist also
als Gruppe der Automorphismen der Vektoren mit den beiden Ver-
kniipfungen der Addition und der Multiplikation mit Faktor gekenn-
zeichnet.

Schwieriger ist die Kennzeichnung der allgemeinen homogenen oder
inhomogenen Affinititen und der Projektivititen durchzufiihren. Man
hitte hier vor allem die Frage zu entscheiden, welche Transformationen
Vektoren so auf sich abbilden, daB jede lineare Abhéngigkeit erhalten
bleibt, aber nicht notwendig die Koeffizienten A; selbst. Solche Abbildun-
gen heien Kollineationen. Es ist eine der Hauptaufgaben von Teil II,
dieselben zu bestimmen.



Teil .

Axiomatischer Auibau der Geometrie.
Einleitung.
1. Grundsitze.

Wir haben im Teil I die analytische affine und projektive Geometrie
aus der Algebra erklirt und entwickelt, und wir haben fiir die algebrai-
schen Sachverhalte, die wir zur analytischen Geometrie rechneten, eine
geometrische Sprechweise eingefiihrt. Der Aussage der affinen Geometrie
der Ebene, ,,zwei Punkte bestimmen eine Gerade®, entsprath z. B. der
Sachverhalt, daB3 zwei verschiedene Zahlenpaare eine Schar linear ab-
hingiger Zahlenpaare bestimmen und daB die lineare Abhingigkeit von
Zahlenpaaren invariant gegeniiber den affinen Transformationen ist.
Wenn wir also jetzt beantworten sollten, was affine Geometrie der Ebene
ist, so kénnten wir etwa sagen, die Beschreibung der Eigerschaften von
Zahlenpaaren, die invariant gegeniiber affinen Transformationen sind.
Doch es ist klar, daB wir damit wohl einen bestimmten Teil der Algebra
umreiBen, daB wir aber damit nicht einen Einblick in die Sitze selbst
gewinnen, die wir unter dem Namen ,,affine Geometrie‘‘ zusammenfassen
mochten, ndmlich in die geometrische Formulierung jener algebraischen
Sachverhalte und die logischen Zusammenhinge zwischen diesen Satzen.

In etwas anderen Worten: die Konstruktion der analytischen affinen
Geometrie aus der Algebra ist zwar durchsichtig, und ihre Grundlage,
die in angegebenen Gesetzen der Addition und Multiplikation besteht,
ist zuverlissig. Aber trotzdem liefert sie uns nicht, was wir als Geometer
suchen miissen: eine autonome Begriindung der affinen Geometrie.
Ob und wie das moglich ist, 148t sich vorderhand nur vermuten. Indem
wir aber an die Begriindung der Geometrie durch EUKLID als Vorbild
denken, werden wir nach Grundsitzen oder Axiomen der affinen Geo-
metrie, oder genauer nach einem System von Axiomen der affinen Geo-
metrie fragen. Was sind Grundsitze? Jedenfalls miissen es richtige
Satze sein, die Sitze miissen zur affinen Geometrie gehdren — sie miissen
also z. B. Punkte, nicht Zahlen betreffen — und ein System von Grund-
sitzen muB ein System von Sitzen sein, aus denen sich alle iibrigen
Séitze der affinen Geometrie dnirch Definitionen und logische Schliisse
ableiten lassen. Systeme von Axiomen der affinen und projektiven Geo-
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metrie zu suchen und einen unmittelbaren Einblick in die logische
Struktur dieser Geometrien zu gewinnen, ist das Ziel des zweiten
Teiles. Wir werden uns dabei im wesentlichen auf die Geometrie der
Ebene beschrinken koénnen.

2. Vollstandigkeit.

Die wichtigste Arbeit, die bei der Diskussion eines Systems von Grund-
sitzen zu leisten ist, ist der Nachweis der Vollstindigkeit des Systems,
die Tatsache also, daB sich aus dem System alle Sitze der Disziplin
ableiten lassen. Nun ist aber die Aussage, ,,ein Axiomensystem ist voll-
standig®, offenbar eine Aussage iiber Sitze und Gesamtheiten von
S#tzen, und es wire viel eher eine Aufgabe der Logik als der Mathe-
matik, diesen Nachweis zu fiihren. Denn die Sitze der Mathematik be-
zichen sich etwa auf Zahlen oder Punkte, also mathematische Gegen-
stinde, und Aussagen iiber Sitze der Mathematik gehoren in die Mathe-
matik selbst nicht hinein. Wir hoben iiberdies schon in I. 2 hervor, daB
die Wendung ,,alle Satze* der euklidischen Geometrie z. B. unpréizise
ist, und somit hat auch der Begriff , Vollstindigkeit eines Axiomen-
systems*‘ keinen genauen Sinn.

Aber dieser Sinn 148t sich prizisieren, und zwar so, dal der Nachweis
der Vollstandigkeit zu einer rein mathematischen Angelegenheit wird.

Ein System © von Grundsitzen der affinen Geometrie der Ebene
heiBt volistandig, wenn sich aus & folgern 1aBt, daB sich diese Geo-
metrie auch analytisch-algebraisch wie in Kapitel 3 erklaren lieBe, d. h.

1. jedem Punkte 14Bt sich eineindeutig ein Paar von Zahlen aus
einem Korper oder Schiefkérper K zuordnen,

2. jeder Satz des Systems & laBt sich in eine bestimmte algebraische
Aussage iiber Zahlenpaare iibersetzen,

3. diese Aussagen iiber Zahlenpaare sind invariant gegeniiber
affinen Transformationen.

Es bedarf wohl kaum der Erliuterung, daB diese Prizision der Voll-
stindigkeit im Sinne des damit urspriinglich Gemeinten ist.

Es ist nun klar, wie der Nachweis der Vollstindigkeit verlaufen
muB: wir miissen aus den Grundbegriffen der Geometrie Zahlen kon-
struieren, und fiir diese Zahlen die Rechengesetze der Addition und
Multiplikation nachweisen.

3. Auswahl der Axiome.

Sehen wir uns nach Grundbegriffen um, die zur Bildung von Grund-
sitzen der affinen Geometrie geeignet sind. Die Aussagen der Georaetrie
beziehen sich letzten Endes, wie schon gesagt, auf Punkte, und die
einfachste Beziehung zwischen Punkten ist die lineare Abhingigkeit,
das Liegen auf derselben Geraden. Wir betrachten statt dessen jetzt
lieber die Geraden als eine zweite Klasse von Gegenstinden und nehmen
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als Grundrelation zwischen Punkten und Geraden das Inzidieren. Fir
,,ein Punkt inzidiert mit einer Geraden‘‘ sagen wir auch ,,ein Punkt
liegt auf einer Geraden® oder ,.eine Gerade geht durch einen Punkt®.
AuBerdem ist die Relation der ,,Richtungsgleichheit” von Strecken-
oder geordneten Punktepaaren nétig, um die Anordnung der Punkte
zu beschreiben.

Auf diese beiden Gegenstandsklassen und diese beiden Relationen
lassen sich alle Begriffe der affinen Geometrie zuriickfiihren.

Trotzdem fithren wir, wenigstens vorldufig, noch eine Relation
zwischen Geraden, das ,,Parallelsein’’, ein. Sobald bewiesen ist, daB3
zwei Gerade, die nicht parallel sind, einen Punkt bestimmen, kann
man ,,parallel durch ,,punktfremd’ oder ,,nicht mit demselben Punkt
inzidieren® ersetzen. Durch eine axiomatische Forderung wollen wir
diesen Zusammenhang jedoch, zunidchst wenigstens, nicht festlegen.

Die Aufgabe des zweiten Teils ist danach: die Begriffe Punkt,
Gerade, inzidieren, richtungsgleich, parallel zu definieren und sodann
aus diesen Definitionen heraus einen Korper zu konstruieren, der
fir die Geometrie die in II, 2 angegebene Bedeutung hat. Vor allem
geht es dabei um die Einsicht, wie sich Zahlen aus der Gecmetrie
erkliren lassen. Das wird nun am klarsten bei Betrachtung der
,,Gewebe‘* aus drei bzw. vier Geradenbiischeln, denen unsere axio-
matische Untersuchung daher zuerst gilt.

Wir fordern zunichst also nicht, daB je zwei Punkte eine Gerade
bestimmen; wir fordern vielmehr nur die Existenz von 3 Scharen
paralleler Geraden und spiter noch die Existenz eines eigentlichen
Geradenbiischels. Der Grund fiir dieses Vorgehen ist, daB wir so
Schritt fiir Schritt jedes Rechengesetz der Zahlen aus geometrischen
Eigenschaften von Punkten und Geraden der Gewebe herleiten kénnen,
ndmlich die notwendigen und hinreichenden Eigenschaften dafiir, daB

1. die Zahlen beziigl. der Addition eine Gruppe bilden,

2. die Zahlen beziigl. der Multiplikation eine Gruppe bilden,

3. das erste distributive Gesetz erfiillt ist,

4. das zweite distributive Gesetz erfiillt ist,

5. die Multiplikation kommutativ ist.

Jeder dieser Tatsachen 1 bis 5 entspricht ndmlich ein bestimmter
SchlieBungssatz bzw. eine nicht triviale Figur aus Punkten und Geraden
der Gewebe. Dieser schone Zusammenhang zwischen Algebra und Geo-
metrie wiirde nicht so klar heraustreten, wenn wir gleich die Existenz
aller Punkte und Geraden mit ihren Verkniipfungseigenschaften voraus-
setzten. AuBlerdem verlaufen die Beweise bei den engeren Voraus-
setzungen, die hier gemacht werden, beinahe zwangsliufig, und daher
ist die Auswertung der Gewebe-Axiome besonders durchsichtig.

Spiter wird ein méglichst einfaches System von Axiomen fiir die
affine und die projektive Geometrie angegeben.
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Kapitel 4.
Gewebe und Gruppen.
Einleitung.

Drei Scharen paralleler Geraden und die Punkte auf ihnen nennen
wir ein ,,3-Gewebe®’, und stellen uns in diesem Kapitel die Aufgabe,
Axiome fiir 3-Gewebe aufzustellen. Die Resultate sind abschlieBend
und, auch an und fiir sich genommen, beachtenswert. Den Zusammen-
hang zwischen der algebraischen und der axiomatischen Methode in
der Geometrie kann man kaum klarer tibersehen als bei den 3-Geweben.

Ahnlich wie aus jedem Schiefkérper eine affine Geometrie erklirt
wurde, 148t sich aus jeder Gruppe ein 3-Gewebe definieren. Das Um-
gekehrte gilt, sobald im 3-Gewebe eine gewisse Figur aus Punkten und
Geraden konstruiert werden kann. Die Briicke zwischen Gruppe und
Gewebe bildet die Relation der Vektorgleichheit fiir Punktepaare. Die
analytische Definition des 3-Gewebes ist iibrigens so einfach, daB wir sie
im ersten Teil iibergehen konnten und auch hier sogleich mit ihrer axio-
matischen Erklirung beginnen.

Fiir die affine und projektive Geometrie ergibt sich aus der Axiomatik
des 3-Gewebes ein wichtiges Resultat: es lassen sich alle Kollineationen
der affinen und projektiven Ebene bestimmen.

1. Die Inzidenzaxiome des 3-Gewebes.

Ein 3-Gewebe aus Punkten und Geraden erkliren wir durch die
folgenden Festsetzungen?!:

I. 1. Etne Gerade tnzidiert mit mindestens zwei verschiedenen Punkien.

I. 2. Inzidiert die Gerade p, mit zwei Pumkien P, und P,, und die
Gerade g, mit denselben Punkten P, und P,, so ist o, mit gy tdentisch.

Folgerung: zwei verschiedene Gerade koénnen also héchstens einen
Punkt gemeinsam haben.

1. 3. Ist g, parallel zu p,, so ist auch p, parallel zu o,.

1. 4. Ist g, parallel zu g, und o4 parallel zu g, so ist auch g, parallel
2u 0.

Aus I. 3 und 1. 4 folgt, daB jede Gerade zu sich selbst parallel ist und
daB die zu irgend einer Geraden p parallelen Geraden untereinander par-
allel sind. Wir wollen die Gesamtheit der zu g parallelen Geraden eine
Schar paralleler Geraden nennen und mit & (p) bezeichnen. Offenbar ist
& (o,) mit S(p,) identisch, wenn p, parallel zu g, ist und umgekehrt.

I. 5. Durch jeden Punkt P gibt es zu einer Geraden o eine und nur eine
Payrallele.

1 An Literatur sind fiir die folgenden Abschnitte eine Arbeit des Verf.: Math. Z.
Bd. 29, 1928, und eine Arbeit von THOMSEN, Hamb. Abhdlg. Bd. 7, 1929 zu
nennen.
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Danach kénnen wir von der Parallelen durch P zu p sprechen. Da p
zu sich selbst parallel ist, ist die Parallele zu ¢ durch einen Punkt von g
mit ¢ identisch. Zwei verschiedene parallele Gerade kénnen also keinen
Punkt gemeinsam haben.

L. 6. Es gibt drei verschiedene Geraden o, 3, y mit einem gemeinsamen

Schnittpunkt. Sind E,B, y drei Gerade bzw. aus der Schar G (), &(B),

S(y), so haben « und B, o und y, f und y je einen Punkt gemein.

1. 7. Jede Gerade ist entweder zu o oder au 3 oder zu y parallel.

Man erschlie8t sofort, daBl durch jeden Punkt je eine Gerade der
Scharen &(«), &(8), S(y) hindurchgeht. Die Scharen &(x), S(8),
& (y) bezeichnen wir mit %, B, €. Fir Gerade der Scharen %, ¥, €
sagen wir kurz U-Gerade, B-Gerade, €-Gerade.

2. Definition der- Vektorgleichheit.

Wir erkldren nunmehr die Vekforgleichheit fiir geordnete Punkte-
paare oder Strecken P, P,, die einer Geraden der Schar 9 angehoren —
A-Strecken maogen sie heiBen —, so:

D.1: Zwei Strecken P, P, und Q,Q, auf zwes verschiedenen Geraden der
Schar W heifen, falls Py, Q, eine Gerade bestimmen (die also entweder der
Schar B oder der Schar € angehirt), vektorgleich, in Zeichen

PP, = 0,0,,

wenn P,,Q, eine Gerade bestimmen, die derselben Schar angehirt wie die
Gerade P,Q),.

D. 2: Zwei U-Strecken Py P, und Q,Q, heifien, falls Py, Q, weder eine
B-Gerade noch eine C-Gerade bestimmen, vektorgleich, wenn es eine Strecke
R, R, gibt, welche nach der eben gegebenen Definition D. 1 sowohl zu P, P,
als auch zu Q,Q, vektorgleich ist.

Die Vektorgleichheit ist symmetrisch und reflexiv, d. h. ist

P,P,= (Q,0Q,, so ist auch Q,Q,= P, P,
und
P,P,= P, P,.

Ist P,Py=(Q,0,, soistauch P,P;=0,0,.

Von jedem Punkte Q, aus lift sich eine U-Strecke konstruieren, die
2u einer gegebenen W-Strecke Py P, vekiorgleich ist. Bestimmen nidmlich
P, und Q, eine B-Gerade bzw. eine €-Gerade, so bringe man die
%B- bzw. €-Geraden durch P, mit der %-Geraden durch Q, in @, zum
Schnitt. Alsdann ist Q,Q,= P, P,.

Andernfalls zieht man durch P, eine 8-Gerade und durch @, eine
C-Gerade, die sich in R, schneiden mégen, und bringt die %-Gerade durch
R, und die B-Gerade durch P, in R, und die A-Gerade durch @, mit der
€-Geraden durch R, in Q, zum Schnitt. Alsdann ist Q,Q, = P, P,.

Reidemeister, Geometrie. 5
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Dagegen ist nicht gesagt, daB sich von jedem Punkte aus eindeutig
eine zu einer vorgegebenen Strecke gleiche konstruieren 148t. Bringt
man ndmlich die €-Gerade durch P; mit der $B-Geraden durch Q, in S,
und die A-Gerade durch S; mit der €-Geraden durch P, in S, zum
Schnitt und zieht nun die B-Gerade durch S,, so ist keineswegs gesagt,
daf dieselbe durch Q, hindurchgeht.

Ebensowenig ist die Vektorgleichheit nach unseren bisherigen Vor-
aussetzungen im allgemeinen transitiv. Beides werden wir aber zeigen
konnen, wenn wir das folgende Axiom hinzunehmen.

3. Das erste SchlieBungsaxiom, 2. 1.
2. 1: Bestimmen fe
Py, Py; Q1, Qs Ry,Ry; Sy, S, 4 N-Geraden und
Py, Q15 P2, Q2 Sy, Ry; Sy, Ry 4 B-Geraden und
S, P1; Ry, Q1 Ry, Q, 3 C-Geraden,
so bestimmen auch S,, P, eine €-Gerade.
Dieses Axiom kann so aufgefat werden, daB der Punkt S, z. B. sich
aus den iibrigen Punkten auf zwei verschiedene Weisen konstruieren
A #, liBt und daB sich diese beiden Konstruktionen

also in ein und demselben Punkt schlieBen.
Man bezeichnet solche Sitze als SchlieBungs-

& (7 sitze. Jedem SchlieBungssatze entspricht eine
Sy S, bestimmte Figur. Wir wollen auch die zugehérige

Figur die Figur 2. 1 nennen.
). , Y Die Rolle der A- und B-Geraden in den Vor-
! el 3. 12 aussetzungen dieses Satzes ist dieselbe. Der Satz

bleibt aber auch richtig, wenn man an Stelle
von A-Geraden €-Geraden schreibt und umgekehrt oder an Stelle von
B-Geraden €-Geraden schreibt und umgekehrt.
Wir beweisen z. B.

Bestimmen fje
Py, Py; 01,05 Ry, Ry; S1, S, 4 U-Geraden und
P,,0:; P,,0,; Si, R, Si, R, 4 C-Geraden und
S1, Py Ry,Q1; R, Qy 3 B-Geraden,

so bestimmen auch Sy, P, etne B-Gerade.

Zieht man nimlich durch S, die B-Gerade, welche die %-Gerade
durch P, in P} schneidet, so ist P} sicher von P, verschieden, weil sonst
S, mit S, zusammenfallen miiBte. Ersetzt man nun P, durch P}, so
erfilllen die Punkte Py, P, S;, S,, Ry, R, Q,, Q, die Voraussetzungen



4, 4. Transitivitat der Vektorgleichheit. Eindeutigkeit. 67

des Axiomes 2. 1: je
Py, P§; Sy, Sy Ry, Ry; Qy,Q, bestimmen 4 %-Geraden,
P, S;; P}, S;; Ry,Qi; R,,Q bestimmen 4 8-Geraden,
P,,0Q:; S3. Ry Si, Ry bestimmen 3 €-Geraden.
Folglich bestimmen Q,, P} eine €-Gerade.

Nach Voraussetzung ist aber auch Q, P, eine €-Gerade. Da es aber
nur eine €-Gerade durch Q, gibt, so ist die Gerade Q,P, identisch mit
der Geraden Q, P}, folglich ist P, identisch mit P}.

Ist eine A-Strecke, die zu einer vorgegebenen vektorgleich ist, ein-
deutig durch ihren Anfangspunkt bestimmt, so muB X.1 gelten.
Ebenso folgt 2.1 auch aus der Transitivitit der in D.1, D.2 erklirten
Vektorgleichheit. Die Voraussetzungen von X.1 lassen sich nimlich
mit dem Begriffe vektorgleich z. B. so aussprechen: P, P, ist vektorgleich
zu R R,, Ry R, ist vektorgleich zu S; S, und S; P, gehért der Schar €
an. Aus der Transitivitit der Vektorgleichheit folgt alsdann, daB§ S; S,
vektorgleich zu P, P, ist, und nach der Erklirung der Vektorgleichheit
miissen also S,, P, eine €-Gerade bestimmen. Jetzt wollen wir das Um-
gekehrte folgern.

4, Transitivitdt der Vektorgleichheit. Eindeutigkeit.

Wir setzen die Figur 2.1 voraus und wollen zeigen, daf die Vektorgleich-
heit transitiv ¢st. Wir haben beim Beweis drei Fille zu unterscheiden:

1. Es sei

P,P,=0(,0, nach D. 1
und
010, =R, R, nach D. 1,
Dann kénnen wieder zwei verschiedene Fille auftreten.

a) Entweder liegen P,, Q,, R, auf derselben Geraden aus B oder
aus €; dann liegen auch P,, Q,, R, auf einer und derselben Geraden, und
diese Gerade gehort in dieselbe Schar wie P,Q, R,. Folglich ist

P,P,= R,R, nach D. 1,

b) oder es liegen Py, Q,, R, nicht auf derselben Geraden; dann be-
stimmen P,, R, gewiB keine 8- oder €-Gerade, und es ist
P,P,= R,R, nach D. 2.
2. Es sei jetzt
P,P,=(,Q, nach D. 1
und
0,9:= R; R, nach D. 2.
Es gibt dann eine Strecke S;S,, so da3

$:5,=0,0, nach D. 1
und
S1Ss= R, R, nach D. 1.

5*
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a) Entweder liegen nun P;, Q,, S; auf derselben Geraden; dann
liegen auch P,, Q,, S, auf derselben Geraden, und es ist deswegen
P,P,=S,S, nach D. 1
und
S1S:=R;R, nach D. 1
und daher, wie unter 1. gezeigt, P, P,= R, R, nach D. 2;
b) oder Py, Q,, S; liegen nicht auf derselben Geraden.
ba) Alsdann liegt entweder Py, R, auf einer 8- oder €-Geraden.
P, Py, OQ1, @2, S1, Sy, R, R, erfiillen dann die Voraussetzung der
Figur 2. 1 und P,R, muB eine Gerade derselben Schar wie P, R, be-
stimmen. Es ist also
P,P,= R,R, nach D. 1.
bb) oder Py, R, liegen nicht auf einer B- oder €-Geraden. Alsdann
ziehe man durch R, die Parallele zu @, S; und bringe sie mit P;Q, in S,
zum Schnitt. Ferner bringe man die %-Gerade durch S, mit P,Q,in S,
zum Schnitt. Alsdann ist nach 2.1, angewendet auf die Punkte Q,,
0,, S1, Sy, Ry, Ry, S, Sy; Sy R, parallel zu S, R, und daher wieder

P,P,=S,S, nach D. 1
und
S,S,= R,R, nach D.1.
Folglich ist
P,P,= R, R,
nach Beweis unter 1b.
3. Ist schlieBlich

P, P,=(Q,Q, nach D. 2
und
0:9,= R, R, nach D. 2,

so gibt es also eine Strecke S;S,, so daB

S1S,= P; P, nach D. 1
und
S1S,= 0,0, nach D. 1,

und es ist nach dem soeben Erorterten auch S;S,= R, R,, und zwar
entweder nach D.1 oder nach D. 2. Alsdann folgt aber nach einem
der schon erledigten Fille 1 oder 2 ebenfalls weiter, daB

P,P,= R,R,
ist.
Die Eindeutigkeit einer zu Py P, vektorgleichen Strecke mit vorgegebenem
Anfangspunkt Q, folgt nunmehr sofort mittels der Eindeutigkeit der
Parallelen zu einer Geraden durch einen Punkt.
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Es seien nimlich Q;Q, und Q, Q5 zwei Strecken auf einer %-Geraden,
die beide vektorgleich sind zu einer vorgegebenen Strecke P, P, und
also auch zueinander. R, sei ein Punkt, der mit @, eine %B-Gerade be-
stimmt. Bringt man die %-Gerade durch R, mit den B-Geraden durch
Q, und QF in R, und R} zum Schnitt, so miiite z. B. R, R, = @,Q, und
RyR,= Q,0% sein und also die zwei Geraden R,(Q, und R,Q; mit
einem gemeinsamen Punkte R, zueinander parallel sein. Folglich sind
diese Geraden und daher auch Q, mit Qj identisch.

5, Die drei Vektorgruppen.

Die zu einer Strecke P; P, vektorgleichen Strecken sind unterein-
ander vektorgleich. Wir fassen sie zu der Klasse m (P, P,) zusammen.
Ist P, P,=Q,; Q,, soist die Klasse der zu P, P, vektorgleichen Strecken
mit der Klasse der zu Q, Q, vektorgleichen Strecken identisch, in Zeichen

m (P, Py) = m(Q,0,)

und umgekehrt. Wir nennen diese Klassen ,,Vekforen'‘. Unter Abtragen
des Vektors m (P, P,) vom Punkte Q, aus verstehen wir die Konstruk-
tibn der Strecke Q, Q,= P, P,. Die Tatsache, daB dadurch der Punkt Q,
eindeutig bestimmt ist, sprechen wir so aus: Jeder Vektor lift sich ein-
deutig von einem Punkie Qy aus abtragen.

Wir erkliren jetzt eine Komposition fiir Vektoren und zeigen, daB die

Vektoren aus U-Strecken — 9A-Vektoren mogen sie heiBlen und mit
kleinen deutschen Buchstaben a bezeichnet werden — eine Gruppe
bilden.

Ist

m(Plp;z):al: m (P, Py) = q,, m (P, P) = ag,
so setzen wir
al—l" 02= (13.

Diese Erklarung ist widerspruchsfrei, weil sie von der Wahl des Punktes
P, unabhingig ist. Ist ndmlich Q, ein beliebiger Punkt und Q, Qy = P, P,,
Q205 = P, P;, so ist wegen der Transitivitit des Parallelismus auch
0,10;= P, P;.

Ist m (P, P,y) = a, so setzen wir m(P,P,) = — a; m(P;P,) setzen
wir gleich o; dann folgt

a+o=o04a=aq, a+(—a)=0o.

Alsdann sind die Gruppenaxiome 1, 3 erfiillt.
Es ist nimlich
(a3 + ag) + ag = a; + (a; + a3),

weil aus
m (P Py) = ay, m (P, P3) = a,, m (P Py) = ag
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offenbar

m (Py Py) + m (Py Py) = m (P, Py) + m (Py Py)
folgt.

Die Verkniipfungsoperation ist auBerdem stets eindeutig ausfithrbar
und wir erhalten also:

Die U-Vektoren bilden eine Gruppe, wenn

m (Py Py) + m (Py Py) = m (P, Py)
gesetzt wird.

Trigt man von jedem Punkte P eine Strecke, die zu einer vor-
gegebenen ¥-Strecke vektorgleich ist, ab, so wird jedem Punkte P ein
wohl bestimmter von ihm verschiedener Punkt P* zugeordnet; m (P P*)
ist fiir alle P derselbe Vektor a. Jede A-Gerade wird hierbei in sich
abgebildet. Jede B- oder €-Gerade wird in eine zu ihr parallele {iber-
gefithrt. Wir wollen die so erkldrte Punkttransformation deswegen eine
Translation in Richtung % um m (P P*) = a nennen.

Vektorgleiche Strecken bleiben bei einer Translation vektorgleich.
Dagegen ist P; P, keineswegs im allgemeinen gleich P} P}; vielmehr ist
m(P*Q*) =m(P*P)+m(PQ) + m(QQ*) = —a+m(PQ) +a;

Wie wir eingangs gesehen haben, sind die Voraussetzungen iber die
Scharen U, B, € vollig symmetrisch. Wir kénnen deswegen in dem-
selben 3-Gewebe auch Vektoren aus 8-Strecken und €-Strecken ein-
fithren und fiir dieselben eine analoge Kompositionsvorschrift erklaren

wie fiir die %-Vektoren. Sie miissen dann je ebenfalls eine Gruppe
bilden.

6. Isomorphie der Vektorgruppen.

Es ist nun eine naheliegende Frage, ob diese drei Gruppen in Be-
ziechungen zueinander stehen und in welchen. Die Antwort lautet:
Die Gruppen der N, B, € Vekioren sind zueinander isomorph.

Wir beweisen nimlich folgenden Sachverhalt: Ist O ein beliebiger
Punkt, durch den die drei Geraden «, 8, y der Klassen U, B, € hin-
durchgehen, ist P ein Punkt von «, Q der Schnittpunkt der B-Geraden
durch P mit y und P* der Schnittpunkt der A-Geraden durch Q
mit B, so ist die Abbildung

m (0 P) ~m (0 P¥)

ein Isomorphismus zwischen den - und B-Vektoren.

Es geniigt offenbar zu zeigen, daB bei der beschriebenen Abbildung
P — P* zwei vektorgleichen U-Strecken OP, = P,P, zwei vektor-
gleiche ®B-Strecken O Py= Pj P; zugeordnet werden. Ist das namlich
der Fall, so ist mit

m (0 Py) +m (0 Py) = m (0 Py)
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stets auch

m (0 Pf) +m (0 P}) = m (0 P}).
Es sei also OP;= P, P;. @, Q,, Q; seien die Schnittpunkte der
$-Geraden durch P,, P,, P, mit y, P}, P}, P} die Schnittpunkte der
A-Geraden durch Q,, Q,, Q; mit f. Die H-Gerade durch Q, treffe die
B-Gerade durch Pyin R. Dann ist Q,R = P, P,

und daher Q,R = O P, und somit miissen P;, R p* s @3
eine €-Gerade bestimmen. Nun bringe man noch 5
die B-Gerade durch @, mit der U-Geraden durch 2

Qs in S zum Schnitt. Alsdann miissen nach

2.1 die Punkte P¥, S cbenfalls ecine G-Gerade % v

bestimmen, und mithin ist V] 2 B
OPf=(Q,S= P;P}. Fig. 2.

7. Analytische Darstellung eines 3-Gewebes.

Nunmehr sind wir imstande, eine analytische Darstellung eines be-
liebigen 3-Gewebes anzugeben.

Es seien ndmlich o, § eine feste - bzw. B-Gerade durch 0. Ist P
ein beliebiger Punkt und P,, P, die Schnittpunkte der B-Geraden durch
P mit «, bzw. der ¥-Geraden durch P mit § und

m(OP,) =a,m(OP,) =b,
so nenne ich P den Punkt mit den Koordinaten (a, b) oder kurz den
Punkt (a, ).

Die Punkte von « haben die Koordinaten (a, o), die Punkte von 8
die Koordinaten (o, b).

Ist «, eine beliebige A-Gerade, die f in (0, b) trifft, so haben die
Punkte von «, die Koordinaten (t, b), wo t beliebig ist. Die Punkte einer
beliebigen 8B-Geraden, f;, die « in (a, o) trifft, werden durch (a, t) dar-
gestellt.

Nun vermittle die €-Gerade durch O den in 4, 6 erklirten Iso-
morphismus

b=J(a) bzw. J1(b)=a.
Alsdann haben die Punkte dieser €-Geraden offenbar die Koordinaten

t: ] (t)'
Eine Translation in Richtung % wird nun durch die Gleichungen
tr=r+a,  yr=y
dargestellt, und da hierbei €-Geraden in ©-Geraden iibergehen, so ist
t+a, Jt)
die Darstellung einer beliebigen €-Geraden. Dieselbe trifft die Gerade a
in (a, o), weil J(t) =0 jat=0 zur Folge hat, und die Gerade 8 in
(0, J(—q)). Man kann dementsprechend die Darstellung derselben
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@-Geraden auch so schreiben
t,J(t—a) oder t,J(t)-+5.
Die €-Gerade durch einen beliebigen Punkt (a, b) bestimmen wir so: Sei
t+a, J)

die gesuchte Gerade; dann muB8 sich ein tg so bestimmen lassen, da3

to+ 0, =a, J{to) =D
ist. Es ist also

to=J"1(0), ap=—J1(0b)+a.

Wir kénnen die Koordinaten noch etwas abiandern. Istb = J¢(a) bzw.
a = J; () irgend ein Isomorphismus zwischen den - und B-Vektoren,
so kénnen wir jeden B-Vektor durch den entsprechenden %-Vektor er-
setzen, und jedem Punkte als Koordinaten beziiglich desselben Koordi-
natensystems ein Paar von Elementen aus der Gruppe der %-Vektoren
0, @y, bzw. 1; = q,, ¥, = a, zuordnen.

Alsdann bleiben die vorstehenden Formeln erhalten, mit dem Unter-
schied, daB J nunmehr einen Automorphismus der Gruppe der %-Vek-
toren bedeutet. Insbesondere kann man fy(a) = J(a) wihlen. Alsdann
vereinfachen sich die Formeln. Die €-Geraden werden durch

t4+a, t
dargestelit.

8. Konstruktion eines Gewebes aus einer Gruppe.

Bilden umgekehrt die Elemente q irgend eine (additiv geschriebene)
Gruppe, so konnen wir die Zahlenpaare (a,, a,) als Punkte, die Gesamt-
heit von Zahlenpaaren (t, a), wo t ein Parameter ist und alle Elemente
der Gruppe durchliuft, als 9-Geraden, die Gesamtheit (a, t) als B-Ge-
raden und die Gesamtheit t + a, J(f) als €-Geraden erkliren, wo
J(a) = a*irgend einen Automorphismus der Gruppe der a bedeute.

Alsdann bilden die Punkte und Geraden ein 3-Gewebe, welches die
Figur 2. 1 erfiillt. Die Gruppe der Vektoren desselben ist zu der Gruppe
der Elemente a isomorph.

In der Tat; wir ordnen der 9-Strecke P P’, wenn P die Koordinaten
(a3, a,) und P’ die Koordinaten (a}, a,) hat, als ,,MaBzahl” — a, + 0] zu.

Sind nun Q, Q' zwei Punkte einer von der ersten verschiedenen
A-Geraden, die mit P bzw. P’ je eine B-Gerade bestimmen, so mull Q
die Koordinaten a;, a} und ebenso Q' die Koordinaten a, aj besitzen,
und die MaBzahl von Q’Q’ ist wieder — a; + a.

Sind andererseits Q, Q' zwei Punkte einer U-Geraden (t, ao), die
mit P und P’ je zwei €-Gerade bestimmen, so muB Q auf der Geraden

t—Ja) + a5, J(t)
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und Q' auf der Geraden
t—Ja) +ar, JO)

liegen. Es sei nun [(t,) = ao. Dann ist die erste Koordinate von Q
bzw. Q' das Element t, — J-1(ay) + a; bzw. ty—J~(a,) + 0] und
daraus ergibt sich fir QQ’ die MaBzahl — a; + a;. Also kommen
wirklich allen im Sinne des Gewebes vektorgleichen Strecken gleiche
MaBzahlen zu; auch das Umgekehrte gilt, weil der Punkt P’ eindeutig
bestimmt ist, wenn P gegeben und die MaBzahl — a; + o = a vor-
gegeben ist. Daher ist im Gewebe 2.1 erfiillt.

Ist schlieBlich a die MaBzahl der Strecke P;P,, a’ die MaBzahl
von P,P,, so ista -+ a’ die MaBzahl von P;P;. Daraus folgt die
behauptete Isomorphie.

Nun ist es sehr einfach, Beispiele fiir 3-Gewebe anzugeben, da uns ja
Beispiele fiir Gruppen bekannt sind. So sind die Gitterpunkte my, m,
und die drei Geradenscharen

Xy = My, Xy = My, Xy — ¥y = My (m; ganze natiirliche Zahlen)

in der affinen Ebene z. B. ein Gewebe. Weil es endliche Gruppen gibt,
gibt es offenbar auch Gewebe aus endlich vielen Punkten und Geraden.

Zwei verschiedene 3-Gewebe, die zu derselben Gruppe gehoren, lassen
sich eineindeutig so aufeinander abbilden, daB die -, B-, €-Geraden des
einen Gewebes in die %-, B-,&- Geraden des anderen iibergehen. Jedes
3-Gewebe 14Bt sich insbesondere auf dasjenige eineindeutig abbilden,
bei welchem der Isomorphismus J, durch den die €-Geraden erklart sind,
der identische Isomorphismus ist. Das eine wie das andere folgt daraus,
daB die Punktabbildung

o=t 2 = J1(2)
die 9- und B-Geraden eines Gewebes in sich iberfihrt und die €-Ge-
raden { + a, J(t) in die Geraden t + a, J, J(t), die die alten %- und
B-Geraden zu einem 3-Gewebe erginzen.

9. Abbildungen eines Gewebes in sich.

Insbesondere 148t sich auch jedes Gewebe vermittels einer einein-
deutigen Punktabbildung, welche Gerade in Gerade iiberfiihrt, auf sich
abbilden. Hierbei bleibt offenbar die Vektorgleichheit von Strecken
erhalten. Die Vektoren werden also ebenfalls aufeinander abgebildet, und
zwar isomorph.

Danach kénnen wir diejenigen Punkttransformationen des Gewebes

t, a; a, t; t+a,t,

welche den Punkt (o, o) in sich und die %-Schar und 8-Schar je in sich
iiberfiihrt, leicht angeben. Es muBl zunichst

=7 i1(t), te = Ja(2)
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sein, und weil die €-Gerade durch (o, o), die Gerade t, t ebenfalls in
sich iibergehen muB, miissen die beiden Isomorphismen J; und J, mit-
einander identisch sein. Es ist also

u=J), w=Jk.
Hierbei werden alle €-Geraden t -+ a, tin

J@) + J(), J(b),

t* 4 ¥ t*
also wieder in €-Geraden transformiert und die gefundene Abbildung
ist also wirklich eine Abbildung des Gewebes in sich.

Die allgemeine Punktivansformation, welche die Scharen U, B, €
je in sich transformiert, ist

o =J(t) +ay, tz =J(x) + a,.
Denn ¢f =g, + a; 13 =1, + a, ist nach 4,7 eine Transformation des
Gewebes in sich. Ist nun irgend eine Abbildung
H=hon), =/
des Gewebes in sich gegeben, welche die U-, B-,E-Scharen je in sich
uberfiihrt, so ist
= 1f1 (5, 1) — 0, 2=l (51, 5 — 0,
ebenfalls eine solche Abbildung, und a,, a, kénnen so gewihlt werden,

daB der Punkt (o, o) Fixpunkt der zusammengesetzten Abbildung wird.
Alsdann ist aber

d. h.in

=Tk, =T

w=J) +a, =/ +a.
Diese Transformationen bilden begriffsmiBig eine Gruppe. Wir
wollen die Zusammensetzungsvorschriften berechnen; es sei

ow=7J(t) +a, s = J(x) + a,
nr=J) +a, = TJ() + a.

u*=J7T() + J (@) + a1,
2 =TT (ts) + J (a5) + a3.

und daher

Alsdann ist

10. Translationen.

Eine Untergruppe dieser Transformationen sind die Translationen
¥ =1+ 0, i =1, + a,. Wir kénnen dieselben als verallgemeinerte
Vektoren auffassen. Jedes Punktepaar reprisentiert eine Translation.

Es bedarf vielleicht einer Erwihnung, da8 eine Translation, die eine
A-Gerade oder B-Gerade in sich iiberfithrt, zwar jede A- bzw. jede
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B-Gerade in sich iiberfiithrt, daB aber eine Translation, die eine spezielle
@-Gerade in sich iiberfiihrt, im allgemeinen die iibrigen €-Geraden unter-
einander vertauscht.

Eine andere Untergruppe bilden die Translationen

n=a+1, a=0a+1,-

Diese sind in der Tat Transformationen des Gewebes in sich; denn sie
lassen sich als

=@ +a, =7k +a
schreiben, wobei
J@=a+zr—a

ist und also nach 1, 4 ein sog. innerer Isomorphismus ist. Hier gehen alle
€-Geraden in sich iiber. Die Punktepaare g,, t,; £, s bestimmen
also stets €-Strecken, und zwar vektorgleiche €-Strecken. Liegt ndmlich
P, und P, auf einer %- oder B-Geraden, so liegen auch Py, Pj auf einer
- oder B-Geraden, und also ist alsdann P, P} = P, Py; daraus folgt das
Behauptete sogleich. Auf die Moglichkeit einer Definition der Geometrie
im Gewebe durch die Translationen sei nur hingewiesen.

11. Uneigentliche Punkte.

An Stelle der bisher verwendeten Parameterdarstellung der Gewebe-
geraden lassen sich auch Geradengleichungen einfithren. Offenbar ist fiir
alle Punkte einer %- bzw. B-Geraden

L+ a=0o, L+oa=0po

und umgekehrt: jeder solchen Gleichung entspricht eine %-Gerade bzw.
B-Gerade. Fiir Punkte einer €-Geraden ist die Gleichung

hta—g=0o
erfiillt und umgekehrt.
Um die Erklirung uneigentlicher Punkte vorzubereiten, setzen wir an
Stelle der bisherigen Punktkoordinaten a,, a, die Tripel von Elementen

t+a,, t+a,, t.
Jedem Tripel g;, 2., &5 entspricht umgekehrt das Zahlenpaar
—fL+%, —Itls.
Den U-, B-, C-Geraden entsprechen alsdann die Gleichungen
—Ltta=0; —Lt+nutae=0; —L+hLhta—L+L=0.

Schreiben wir die Kompositionsvorschrift zweier Gruppenelemente statt
mit 4 mit -, so heiBen diese Formeln

L0, = 1303 L0, =103, 010 = L0y
Das Einheitselement bezeichnen wir jetzt mit e.
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Wir fithren nun in die Gruppe der Vektoren ein neues Element o ein

durch die Festsetzung

a:-0=p-a=0.
o~ wird nicht erklirt. p spielt eine dhnliche Rolle wie die O bei den
Zahlen. Offenbar ist jedes Produkt, das einen Faktor o enthilt, gleich o
und umgekehrt.

Wir wollen nun mittels dieses Elementes neue uneigentliche Punkte
in unser Gewebe einfilhren, indem wir zulassen, daB3 die Punktkoor-
dinaten ¥, 1,, £, auch den Wert p annehmen, aber ausschlieBen, da
gleichzeitig

L=C=L=D
ist. Zwei Tripel (ty, 2,5, £s), (£F, L3 » £3) nennen wir denselben Punkt, wenn
es ein Element { & p gibt, so daf3
=t (t + o).
Dann hat es einen Sinn zu erkliren, ein uneigentlicher Punkt inzidiere mit
einer Geraden, wenn seine Koordinaten die Gleichung der Geraden er-
fiillen.

Desgleichen konnen wir die Gesamtheit der Geraden erweitern,
indem wir zulassen, daB eine der beiden Konstanten in der Geraden-
gleichung gleich o werde, So erhalten wir drei neue Geraden:

=0 (¢=1,2,3).

Jede dieser Geraden gehort zwei Scharen an, z. B. kann g, = o einer-
seits als B-Gerade und andererseits als €-Gerade aufgefaB3t werden.
Die uneigentlichen Punkte zerfallen in zwei Klassen, je nachdem
zwei der Koordinaten g; gleich o sind oder nicht. Die ersten mogen
ausgezeichnete uneigentliche Punkte heiBen, von ihnen gibt es nur drei,
A, B und C; alle %-Geraden gehen durch 4 usw. Durch diese Punkte
& #, gehen stets zwei uneigentliche Gerade hindurch.
Durch die iibrigen uneigentlichen Punkte gehen
stets nur zwei Geraden hindurch, nimlich z. B.
/ eine uneigentliche Gerade, welche etwa gleichzeitig

der A-undder B-Scharangehért undeine €-Gerade.
&

Ay
12. Kommutative Vektorgruppe
y % und Figur 2. 2.

Fig. 8. 3.9, Ist die Vektorgruppe des Gewebes kommu-

tativ, so muB ein weiterer SchlieBungssatz gelten.

Denn es lassen sich Strecken, die a, 4 a, und a, + a, reprisentieren,

konstruieren und die Gleichheit dieser Strecken 148t sich durch Ziehen
von Geraden priifen. Dieser Satz ist der folgende:

2.2. Liegen P, P,; Qu, Ry; Qo, R, auf drei verschiedenen N-Geraden,

Ry, Ry; Q,, P,; Qy, P, auf drei verschiedenen B-Geraden und Q,, Qq;
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P,, R, auf z2wei verschiedenen €-Geraden, so liegen auch Ry, P, auf einer
C-Geraden.
Die dem Satze entsprechende Figur nennen wir ebenfalls Figur 2. 2.
Um den Zusammenhang mit dem kommutativen Gesetz der Vektor-
addition zu erkennen, bringen wir die Gerade durch R,, R, mit der
Geraden durch P;, P, in O zum Schnitt und die Gerade durch Q,, Q,
mit der durch Py, P, in S zum Schnitt.
Alsdann ist, wenn Satz 2. 2 gilt,
OP,= R,Q,=P,S
und
OP,= R,Q,= P,S;
also ist
(0 Py) + m (P Py) = m(0Py) =m (P, S) =m (P, Py) + m(P, ).
Nun ist
m(0 Py) = m(P, S)
und also ist
m (0 Py) + m (P Py) = m (P, Py) + m (0O Py).
Sind O, P; und P, drei beliebige verschiedene Punkte einer -

Geraden, so 148t sich aus ihnen eindeutig eine Figur 2. 2 konstruieren:
Wir bestimmen

R, als Schnitt der 8-Geraden durch O und der €-Geraden durch P,,

Q, als Schnitt der B-Geraden durch P; und der UA-Geraden durch
R,, und

S als Schnitt der €-Geraden durch @, mit der A-Geraden durch O.
Alsdann ist

OP,= R,0,= P, S.

Bringen wir nun

die B-Gerade durch P, mit der €-Geraden durch S in @, zum Schnitt
und
die %A-Gerade durch @, mit der B-Geraden durch O in R,,

so miissen R,, P; auch eine €-Gerade bestimmen, und es ist also
OP,= R,Q0,= P, S.

Aus 2. 2 folgt also das kommutative Gesetz fiir beliebige W-Vektoren.
Umgekehrt folgt aus dem kommutativen Gesetz, daBl O P,= P; S und
folglich auch P;S= R,(Q, sein und deswegen R, P; eine €-Gerade
sein mubB.

Man kann in Satz 2.2 die Ziffern 1 und 2 vertauschen — die Rolle der
Py, Oy, Ryund P,, Q,, R, ist dieselbe. Dagegen erhalten wir einen ver-
schiedenen Satz, wenn wir neben den {ibrigen Voraussetzungen P; R, und
P, R, als €-Gerade voraussetzen und alsdann behaupten, es bestimmen
auch @y, Q, eine €-Gerade. Dieser Satz folgt jedoch aus X 2.
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Sind ndmlich die Punkte Py, Q,, Ry, P,, Q,, R, den Voraussetzungen
gemiB konstruiert und schneidet die €-Gerade durch Q, die B-Gerade
durch P, in Qf und die %-Gerade durch Qf die Gerade R, R, in R},
so muB R} P, nach X2 eine €-Gerade bestimmen. Also muB R, mit R}
und daher auch Q, mit QF zusammenfallen.

Aus 2. 2 bzw. aus der analytischen Darstellung des Gewebes und
der Kommutativitit der Vektorverkniipfung folgert man leicht den
Satz: Schneiden sich die %-Gerade « und die B-Gerade 8 in D und
trifft die G-Gerade durch P auf « die Gerade 8 in P*, so ist die
Abbildung

m (D P) <>m (D P¥)
ein Isomorphismus zwischen den Gruppen der %- und B-Vektoren.
Umgekehrt folgt aus diesem Satz auch X, 2.

13. Figur 2.1 folgt aus 2.2.

2. 2 kann aus X. 1 nicht folgen, weil es nichtkommutative Gruppen
gibt. Dagegen Lift sich nach THOMSEN?! zeigen, daf aus 2.2 der Satz 2.1
gefolgert werden kann.,

Seien also P, P,, Q;0Q,, Ry R, und S,S,, 4 U-Geraden, P, Q,,
S1Ry, PyQ,, S, Ry, 4 B-Geraden und P, S,, O, Ry, P,S,, 3 €-Geraden,

P # 5O ist auch Q, R, eine €-Gerade.

Der Schnittpunkt von S, S, mit Q; R, sei 4, die
$B-Gerade durch 4 schneide die Gerade P, P,in B,
D> SiR; und Q,Q, mogen sich in C schneiden. S; R,
/ und S, P, mégen sich in D und die B-Gerade

/ durch 4 mit der UA-Geraden durch D in E schnei-
y % den. Alsdann ist nach 2.2, angewendet auf die
Punkte P,, Q,, S;, 4, C, B die Gerade CB ecine

)

R
&

W/ €-Gerade und nach X' 2 angewendet auf die Punkte
Fig. 4. D,E,R,, S,, A, R,die Gerade E R, eine €-Gerade
und nach demselben Satz angewendet auf D, E,
Q.. Py, C, B die Gerade EQ, eine €-Gerade; folglich liegt R, auf der
€-Geraden durch Q,.
Mithin ist ein 3-Gewebe mit einer kommutativen Vektorgruppe
allein durch die Figur 2. 2 gekennzeichnet.
Aus 2. 2 folgt: Die Gruppe der Translationen

H=uta, E=nL+a
ist kommutativ. Jede €-Gerade geht bei einer Translation
w=unta n=t+a

in sich iiber. Bei Translationen gehen alle Strecken in vektorgleiche
Strecken iiber,

1 Siehe Anm. S. 64,
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Es liegt nahe, nach anderen SchlieBungssitzen zu fragen, die in
einem 3-Gewebe mit 2. I vertréglich sind, aber nicht aus X. I folgen.
Ein Beispiel hierfiir ist in beistehender Figur wiedergegeben.

Sie driickt das Gesetz aus: Sind q,, a,, ag be-

liebige A-Vektoren, und ist Z
a*=a, + a3 — a, — ag,
so ist a* mit a, vertauschbar. /
14. Die Axiome der Anordnung. /

Um den Zusammenhang eines Gewebes mit

der additiven Gruppe der reellen Zahlen herstellen /

zu konnen, miissen wir die Anordnung der Punkte / /

einer Geraden erkldren. Dies geschieht mit Hilfe

des Begriffes der Richtung von Strecken oder der 4 mama

Relation ,,zwischen® fiir Punkte. o O @
P,P,, Q;Q, seien vier Punkte einer Ge- ‘4'—2—(,7——402

raden; P; sei von P,, Q, von Q, verschieden, Fig. 6.

dann hat die Strecke P,P, entweder dieselbe
Richtung wie die Strecke Q;Q, oder nicht. Wir schreiben dafiir:
entweder ist 7(P; P,) = 7(Q,Q,) oder r(P,P,) & 7(Q;Q,) und formu-
lieren fiir » (P, P,) die folgenden Axiome, unter der Voraussetzung, da8
P, von P, verschieden sei:

A. 1. Es gibt drei verschiedene Pumnkte auf einer Geraden.

A. 2. Ist v(PyP,) = r(Q,0Q,), so ist auch 7(Q1Q,) = 7(PLPy).

A. 3. Ist v(PyP,) =7(Q,Q,) und 7(Q,Q,) =r(RR,), so ist auch
7(P,P,) =7(R,R)).

A. 4. Ist v(PyPy) &= 7(Q:Q,), so ist 7(PyP,) = 7(Q,0,).

A. 5. Ist r(PyP,) =7(P,P,), so ist auch r(PyP,) =r(PyP,).

Der Satz 2. 2 soll vorldufig nicht vorausgesetzt werden.

Evrklirung: Ist v (PyP,) = v (P, P,), so liegt P, zwischen P, und P;.

Satz 1: Liegt P, zwischen Py und Pg, so liegt P, auch zwischen Py
und P, .

Satz 2: Sind P, P,, P, drei verschicdene Punkie einer Geraden, so
liegt einer und wur einer von ihnen zwischen den beisden anderen.

Beweis: Es ist entweder 7 (P, P,) = (P, P;), dann liegt P, zwischen
P, und Py; oder 7 (P, P,) & 7(P,P,); dann ist 7 (P, P;) entweder gleich
7 (P, P,) und nach 4. 4 gleich (P, P,), und P, liegt also zwischen P, und
P,; oder es ist (P, P;) = r(P,P,) und also nach 4. 4 gleich 7 (P, P,),
alsdann liegt P, zwischen P, und Pg. Die drei gemachten Fallunter-
scheidungen schlieBen sich aber gegenseitig aus, und also kann tatsichlich
auch nur einer der drei Punkte zwischen den beiden andern liegen.

Satz 8: Liegt P, zwischen Py und P,, P, zwischen Py und Py, so liegt
P, zwischen P, und P,
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Beweis: Nach Voraussetzung ist 7 (P, P,) =7 (P,P,), nach 4.5 also
gleich 7(P,P,). Nach Voraussetzung ist ferner 7(P,P,) = r(P;P,).
Nochmalige Anwendung von A. § liefert dann #(P,P,) = 7(P,P,)
= ¢ (P, P,) und daher ist (P, P,) = r(P,P,), was zu beweisen war. —

Ahnlich kann man eine Reihe
& 1 i . ¢
2 analoger Sitze zeigen.
z A.6. Sind Py, P,, Py drei 5 A10: A

verschiedene Punkie einer Ge-
A A B-g; raden 0y und Qy,Qy, Q3 = Py Zs
Fig. 6. drei Punkte einer anderen Ge- Fig. 7.

raden 0y, 15t ferner die Gerade
P,Q, parallel P,Q, und liegt P, zwischen P, und P,, so liegt auch Q,
zwischen Q, und Q; (Fig. 6).

Satz 4: Sind Py, P,, P, drei verschiedene Punkie einer Geraden g,
und Q1, Qy = Py, Q; drei Punkte einer anderen Geraden 9, und bestimmen
Q1 P, und P,, Q, parallele Geraden, liegt ferner P, zwischen P, und
Py, so liegt auch Q, zwischen Q, und Q, (Fig. 7).

Beweis: Wire dies nicht der Fall, so miite entweder @, zwischen P,
und Q; und nach 4. 6 auch P, zwischen P, und P, liegen oder Q, zwischen
P,und Q, und nach A.6 auch P, zwischen P, und P, liegen, was beides
der Voraussetzung und Satz 2 widerspricht.

A.1bis A.6 nennen wir Anordnungsaxiome. 4. 1 bis A. § beziehen
sich auf Punkte einer einzigen Geraden, A. 6 stellt die Beziehung
zwischen der Anordnung der Punkte auf verschiedenen Geraden her.
Es ist mit dem Axiom von PAscH nah verwandt.

15. Richtungsgleichheit als Vektoreigenschaft.

Aus den Anordnungsaxiomen ist zu folgern, da die Vektorgruppe
eine geordnete Gruppe (vgl. 2, 3) ist. Wir zeigen zunichst, daB vektor-
gleiche Strecken richtungsgleich sind.

Satz 1: Sind Py, P,, Qy, Q, vier Punkte einer

f & g f Geraden, ist Py P, = Q,Q, und liegt P, zwischen P,
und Qy, so liegt auch Q, zwischen P, und Q,.

g Beweis: Die P;, Q; moégen auf einer 9-Geraden

R R liegen. Man ziehe durch P, die B-Gerade und durch

Fig. 8. Q, die @-Gerade, die sich in R; schneiden mégen.

Durch R, ziehe man die ¥U-Gerade und bringe sie
mit der B-Geraden durch P,in R, zum Schnitt. R, und @, bestimmen
dann eine €-Gerade. Den Schnittpunkt der 8-Geraden durch P, mit der
@-Geraden durch Q, nennen wir S.

Nach Voraussetzung liegt P, zwischen P; und Q,; folglich liegt
nach A. 6 der Punkt S zwischen R, und Q,. Daraus folgt nun nach
4, 14, Satz 4, daB S zwischen R, und P,, und nach 4.6, daB Q,
zwischen P, und Q, liegt.
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Satz2: Sind Py, P,, Qy, Q, vier Punkte ciner Geraden, ist P; P,
= 0,0, und liegt Q, zwischen Py und P,, so liegt P, zwischen Q; und Q,.

Beweis: P;, P,, Q;, Q, mogen auf einer -Geraden liegen. R, sei
der Schnitt der $B-Geraden durch P; mit s
der €-Geraden durch Q,, R, der Schnitt der
A-Geraden durch R; mit der B-Geraden g g, / > 2
durch P,, durch den auch die @-Gerade
durch Q, hindurchgeht, und S der Schnitt
von R; ¢, mit R, P,. Alsdann liegt Q; nach
4,14 Satz 4 zwischen R, und S, folglich P,
nach A. 6 zwischen S und R, und P, nach g 7,
4, 14 Satz 4 zwischen Q, und Q,. Fig. 0.

Satz 8: Sind P,,P,, Q,, Q, vier Punkie
einer Geraden, ist PP, = Q,Q, und liegt P, zwischen P, und Q,, so
liegt auch Q, zwischen P, und Q.

Der Beweis ist analog wie bei Satz 1 und 2 zu fiihren.

Satz 4: Sind Py, P,, Q, Q, vier verschiedene Punkte einer Geraden,
und ist Py P,= Q,Q,, so ist (P, P,) = 7(0,Q,)

Beweis: Liegt P, zwischen P; und Q,, so folgt die Behauptung aus
Satz 1 unter Verwendung von A. §. Liegt Q, zwischen P, und P,, so
folgt es aus Satz 2; liegt schlieBlich P, zwischen P, und Q,, so hat man
Satz 3 anzuwenden.

Um den entsprechenden Satz fiir den Fall, daB P, = @, ist, zu be-
weisen, zeigen wir zunichst

Satz 5: Sind P,, P, zwei beliebige Punkte, so gibt es unendlich viele ver-
schiedene Punkie Qi, Qy, Qs . .., s0 daf Py Py= 0,0, = Q;Q3 =- - - ist.

Beweis: Nach 4. I gibt es einen von P, und P, verschiedenen Punkt
Pg; liegt P, nicht zwischen P; und P,, so liegt P, bei geeigneter Nu-
merierung zwischen P; und P,. Liegt P, zwischen P; und P, und ist
P,P,= P, P, so liegt P, zwischen P; und P;. Wir setzen P, bzw. P,
= (), und konstruieren Q, aus der Forderung P, P,= @, (Q,; nach Satz 1
liegt dann @, zwischen P, und Q,, und daher sind P,, P,, Q,, Q, vier
voneinander verschiedene Punkte derselben Geraden. Man konstruiere
nun Q, Q... nach der Forderung P, P,=Q,Q; ., (1 =1,2, ...).
Jedes Q; liegt dann, wie man nach Satz 1 indulativ erschlieBt, zwischen
P, und Q; 4 q; es ist 7(Q;Q; 4 1) =7(PQ;) =7 (P1Py); Q; liegt also
zwischen Q, _; und Q,,,, und daher sind Q,, Q,, Q,, ... simtlich
voneinander verschieden.

Satz 6: Sind P,, P,, P, drei verschiedene Punkte einer Geraden und
tst Py Py = P, P,, so liegt P, zwischen P; und P,.

Beweis: Nach Satz 5 gibt es eine Strecke Q,Q;,,= P, P,, fir
welche P, P,, P;, Q;, Q; ., simtlich voneinander verschieden sind.
Nach Satz 4 ist dann 7 (P, P,) = 7(Q; Q; . ;) = 7 (P, P;) und daher liegt
P, zwischen P; und P,.

Reidemeister, Geometrie, 6
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Jetzt ergibt sich allgemein

Satz T: Vektorgleiche Strecken PP, und Q,Q, auf einer Geraden
sind richtungsgleich.

Denn ist P; = @,, so ist die Behauptung trivial; ist P, = Q, oder
P, = Q,, so ergibt sie sich aus Satz 6; sind P,, P,, Q,, Q, alle ver-
schieden, so handelt es sich gerade um Satz 4.

16. Vektoren als geordnete Gruppe.

Es sei willkiirlich auf einer Geraden ein Vektor ay & o als positiv
herausgegriffen. Die Vektoren gleicher Richtung wie a, mogen die posi-
tiven heiBlen. Die zu den positiven inversen Vektoren sind alsdann be-
stimmt nicht positiv, wir wollen sie negativ nennen, und nach 4. 4 ist
jeder Vektor entweder positiv oder negativ. Sind a, und a, positiv, so
ist nach 4. § auch a; + a, = a; positiv.

Wir konnen ferner eine GroBer-Relation zwischen den Vektoren a
einfiihren, die fiir zwei verschiedene Vektoren stets entweder zutrifft
oder nicht. Wir erkliren

D. 1. a; > o heift: ay ist positiv.

D. 2. ay> a, heifft: ay —ay; > 0.

Das Transitivititsgesetz der GroBer-Relation folgt alsdann so: Ist

a,>a, und a,> a,

also nach D. 2
Gy — Q> D, Ay — 03> D0,
so ist auch
a —a,+a, —a;=a;, —a;>0,
also

a; > as.

Das erste Monotoniegesetz ergibt sich aus der Definition der GréBer-
Relation unmittelbar. Ist a; > a,, also a; — a, > 0, so ist auch

(an+ag) — (ay + ag) = a3+ a3 —az + a; = a; —a; > 0.
Um das zweite Monotoniegesetz zu beweisen, zeigen wir den

Satz: Notwendig und hinreichend fiir a, > a,ist, daB-a, — a; > oist.
Setzen wir namlich in 4, 15 Satz 3

m(Qy Py) =a; und m(P; Py) =m(Q:0Q,) = a,,
so ist
m(Q,Py) =a; —a, und m(QxP,) = —a, + ay.
Der Satz besagt alsdann
a) Ist ay> o und a; —ay,> o, so ist auch —a, 4 a; > 0.
b) Ist p > a, und o > a; — a,, so ist auch 0 > —a, + a;, oder
wenn wir in b) an Stelle von a,, a, die Vektoren a] = —ay, aj = —a,
einfihren:
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a’) Ist a3>0 und —ay+ a;>0, so ist auch af —a}> 0.
Ebenso folgt:

b’) Ist 0> a5 und 0 > — a; + aj, so ist auch o > aj — aj.

Daher sind, wie behauptet, die beiden Aussagen a; — a, > 0 und
— ay + a; > o gleichwertig. — Das zweite Monotoniegesetz ergibt sich
jetzt so:

Ist a; > a,, also — a, + a; > 0, so ist auch

— (a3 + ay) + (03 +a) = —a,+ 0, >0,
d. h.
a3+a1> (13+(Iz.

Aus A. 6 folgt, daB der durch €-Gerade vermittelte Isomorphismus
zwischen der Gruppe der %-Vektoren und der 8-Vektoren auch die An-
ordnung der Gruppe erhiit.

17. Gewebe und reelle Zahlen.

Wir fordern jetzt noch: Jede Strecke Lift sich eindeutig! halbieren.
Alsdann kénnen wir fiir die Gruppe der %-Vektoren aussagen: Zu jedem
Vektor a gibt es ein eindeutig bestimmtes

30 mit Ja+3a=qa.
Nach 2, 4 konnen wir dann die Symbole

k
on a
einfiihren. Ferner fordern wir:

Archimedisches Axiom: Sind O P und OQ zwei gleichgerichiete Strecken
und OP=0P,= P,P,=... =P, P, ,=..., so gibt es ein Py,
so daf Q P, mit O P,, gleichgerichiet ist.

Alsdann ergibt sich nach 2,4, daB jeder Vektor a = 7q, gesetzt
werden kann, wo a, &= 0 und 7 eine bestimmte reelle Zahl ist. Ist

0y = 7109, Gy = 730, SO ist a; + a5 = (r; + 75) 0.
Es folgt also die Kommutativitit der Vektorgruppe und damit die
Figur 2. 2. SchlieBlich kénnen wir fordern, daB jeder reellen Zahl ein
Vektor entspreche (Vollstandigkeitsforderung).

Um das Gewebe dann endgiiltig auf die Paare reeller Zahlen (7, 7,)
abzubilden, miissen wir nach Wahl eines U, %B-Koordinatensystems
noch den Isomorphismus bestimmen, welcher durch die @-Gerade
durch (o, o) zwischen den Geraden g; = o und 1, = 0 vermittelt wird.
Geht a4 dabei in b, iiber, so wird
k
pl
iibergefiihrt werden, und weil der Isomorphismus die Anordnung erhilt,
so wird allgemein 7 aq in 7 b, tibergefiihrt; ordnet man also dem Zahlen-

k .
500 n

1 Ubrigens folgt die Eindeutigkeit aus der Anordnung.
6*
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paar (r;, 7,) den Punkt mit den Koordinaten

L1 = 7100, Ly = 73D
zu, so wird die €-Gerade durch (0, 0) durch (7, 7) dargestellt.

Die allgemeinste Abbildung, welche das Gewebe in sich iiberfiihrt
und die Anordnung der Punkte erhilt, hat die Form

’r ’
Xy =05+, x5=r % +7;5.

Das folgt aus4,9, weil nach 2, 4 ein Automorphismus der additiven Gruppe
reeller Zahlen, der die Anordnung erhilt, eine Multiplikation ist.

18. Stetigkeit und Sechseckgewebe.

DaB sich jede Strecke halbieren 1aBt, lieBe sich aus einem Stetig-
keitsaxiom folgern von folgender Beschaffenheit etwa:

Stetigkeitsaxiom: Ist jedem Punkt P einer Geraden o etn Punkt P* der-
selben. Geraden durch Parallelprojektionen eineindeutig so zugeordnet, daf
7 (Py Py) =7 (Pg PY)
ist, so gibt es auch einen Punkt S, der mit dem ihm zugeordneten S* zu-

sammenfills.

Wir wollen gleich mehr zeigen': ndmlich, daB sich aus den
Zwischenaxiomen A. I bis 4. 6, dem Stetigkeitsaxiom und dem Archi-
medischen Axiom in einer noch anzugebenden Form die Figur 2. 2
bei einem 3-Gewebe aus einem speziellen Fall der Figur X. 1, der
Sechseckfigur beweisen 1aSt.

Diese Sechseckfigur entsteht aus 2. I, wenn zwel Punktepaare, etwa
Q, und Q,, R, und R, auf derselben %-Geraden liegen und auBerdem
Q, mit R, etwa zusammenfillt. Sei Q, = Ry =M. M, S; und P,, so-
wie M, P, und S, liegen alsdann ebenfalls auf derselben Geraden. Man
kann die Sechseckfigur also folgendermaBen be-
schreiben:

Liegen Qi, M ,R,; Sy, M, Py; P, M, S, je auf
n, einer U-, B-, C-Geraden durch M und bestimmen

By 7 Sé‘

&
’ W Q1 P1; S, R, je eine B-Gerade, Qy, Sy; Py, R,
L je eine C-Gerade, und S;, S, eine N-Gerade, so be-
4 % stimmt auch Py, P, eine A-Gerade.
Fig. 10.

Man kann wieder aus dieser Aussage die-
jenige folgern, die durch Vertauschung der -, B-, €-Geraden unter-
einander daraus entsteht.

Die Erklirung der Vektorgleichheit und alies, was wir daraus ge-
folgert haben, 148t sich nun natiirlich nicht als Ausgangspunkt wihlen.
Auch die Folgerungen aus den Zwischenaxiomen beruhen zum Teil
darauf, und werden also zunéichst hinfillig; nur die Axiome und Sitze

1 Vgl. W. BLascHKE: Math. Z. 1928. Bd. 28, S.150 bis 157.
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aus 4, 14 kénnen wir auch jetzt noch beibehalten. Wir kommen aber
trotzdem sehr schnell zu unserm Ziel, weil die Stetigkeitsvoraussetzungen.
die wir jetzt machen, sehr weitgehend sind.

19. Mittelpunkt einer Strecke.

Zunichst zeigen wir:

Satz 1: Ist jedem Punkt P einer Geraden ein Punkt P* derselben
Geraden so zugeordmet, daf die Voraussetzung des Stetigkeitsaxioms
erfiillt ist, so ist der Punkt S, der sich selbst zugeordnet ist, esndeutig be-
stimmd.

Angenommen nidmlich, es gebe zwei derartige Punkte S; und S,,
dann wire 7(S;, S,) = 7(S;, ST) =17(S,, S;), was unméglich ist.

Unser erstes Ziel ist, den Mittelpunkt einer

Strecke zu definieren. Dazu beweisen wir: 4
Satz 2: Ist ABC ewn Dreteck aus je einer U-, _

B-, C-Geraden, so gibt es auf der Geraden A B einen 8

und nur einen Punkt E‘, auf AC eimen und nur einen

Punkt B und auf BC einen und nur einen Punkt A, 8 y: 7

so daf AB parallel AB, AC parallel AC und BC Fig. 11,
parallel BC ist. »

Beweis: Q sei ein beliebiger Punkt der Geraden BC; die Parallele
zu AC durch Q schneide 4 B in R. Den Schnittpunkt der Parallelen
zu BC durch R mit AC nennen wir T, die Parallele zu A B durch T
schneide BC in Q*. Auf diese Weise ist
jedem Punkt Q von BC ein Punkt Q* der-

selben Geraden zugeordnet, und zwar ein- f
eindeutig, da man aus Q* auch Q konstru-

ieren kann. Ist Q; ein weiterer Punkt von P -
BC, und gehéren zu ihm analog R,, T4, A 7
Qf und ist etwa 7(Q, Q,) =7(B, C), so /[ /

folgt je nach der Lage leicht aus 4. 6 /9 29, ggt I
oder 4, 14 Satz 4 (vgl. Fig. 12.)

r(RR,) =7(B, 4); (T, T,) =r(C, A);

7(Q*, 0F) =7 (C, B). Fig. 12.
Daher ist

7(Q, Q) +7(Q% 0, also 7(Q, Q) =7(07, 0%

Das Analoge gilt natiirlich dann auch, wenn 7 (QQ,) = 7(B, C)ist. Die
Zuordnung Q — Q* geniigt also den Voraussetzungen des Stetigkeits-
axioms. Aus diesem und Satz 1 folgt dann, daB es einen und nur
einen Punkt Q auf BC gibt, fiir den Q = Q*ist. Nennen wir diesen Punkt

jetzt A und bezeichnen wir die zugehorigen Punkte R, T jetzt mit C bzw.
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B, so geniigen 4, B, C der Behauptung. Weitere derartige Punkte kann
es nach Satz 1 nicht geben.

Satz 3: Hat man zwei Dreiecke aus je einer A-, B-, C-Geraden, mit
zwet gemetnsamen Ecken B und C, und bestimmi man zu beiden die drei
i Satz 2 genannten Punkie, so erhilt man beidemal auf BC denselben
Punkt.

Beweis: Bestimmen B und C etwa eine A-Gerade, so schneide die
€-Gerade durch B die B-Gerade durch C in 4 die B-Gerade durch B
schneide die €-Gerade durch C in 4’. Dann kommen nur die beiden
4 Dreiecke ABC und A'BC in Frage. 4, B, C
mogen fiir das Dreieck 4 B C dieselbe Bedeutung
wie in Satz 2 haben. Die Gerade 4 B schneide
5 A s A’BinC’, die Y-Gerade durch C' die Gerade 4C
in B’. Dann bilden B,4,C;C,B;C', B’ eine
A (] Sechseckfigur und daher bestimmen B’ und C eine
@-Gerade. Diese ist als €-Gerade durch C mit A'C
A identisch. Daher liegt B" auf A’C. Daraus ergibt

Fig. 13. sich, daB3 4, B’, C’ die drei nach Satz 2 zum Drei-
eck A’ BC gehérigen Punkte sind; auf der Geraden BC erhilt man also
wirklich denselben Punkt, wie wenn man vom Dreieck 4 BC ausgeht.

& 5

Der Punkt A4 ist also durch B und C eindeutig bestimmt; wir nennen
ihn den Mittelpunkt der Strecke BC.?!

Satz 4: Der Mittelpunkt von BC liegt zwischen B und C.

Beweis: BundC mogen wieder auf einer 9(-Geraden liegen. Die@-Gerade
durch B schneide die B-Gerade durch Cin 4; A, B, C seien die Mittel-
punkte der Strecken BC, CA, A B. Wiirde nun z. B. der Punkt B zwischen
A und C liegen, so wiirde nach 4, 14 Satz 4 und A.6 auch B zwischen C
4 und 4 ; C zwischen B und 4 und schlieBlich C

zwischen 4 und B liegen, was im Gegensatz zur
pL Annahme steht. Ebenso schliet man aus, daf3
- / _ C zwischen 4 und B liegt; daher liegt wirklich
‘ A zwischen B und C.
o7 (A Satz 5: Haben zwei Strecken BC und B'C’,
die auf derselben Geraden o liegen, demselben
Mittelpunkt A , und liegt B' zwischen B und A, so
liegt C' zwischen C und A.

Beweis: p sei eine %-Gerade. Die €-Gerade
durch B schneide die 8B-Gerade durch C wieder in 4, analog entstehe
A’ aus B' und C’. Die Mittelpunkte der Seiten im Dreieck 4 BC seien

! Der Name Mittelpunkt erscheint gerechtfertigt; denn gilt im Gewebe der
Satz X. 1, so ist m (B4) =m (4 C).

8 8 4 ¢ ¢
Fig. 14.
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E, im Dreieck A’ B’C’ seien es .71’, E', C. Wegen A=A liegen
C' auf einer B-Geraden, 4, B, B’ aufeiner G- Geraden. Da nach
Voraussetzung - B’ zwischen B und 4 hegt liegt nach 4.6 auch C' zwi-

schen C und A B’ zwischen B und A C’ zwischen C und 4 , was zu be-
weisen war.

Z)B}
A4, C,

20. Netz der Punkte 4, ,.

Wir wollen jetzt aus einer Strecke O = Agy, 4 = A4y auf einer
9(-Geraden das Netz der Punkte A; ; erkliren, wo &, I ganze Zahlen sind.

Wir bringen dazu die €-Gerade durch O mit der $-Geraden durch
A, o in Ay, zum Schnitt, ziehen durch 4y, die YA-Gerade und bringen sie
in A,; mit der €-Geraden durch 4,y zum Schnitt. A4, ,sei der Schnitt
der B-Geraden durch A, mit OA4,,; A4; ; der Schnitt der €-Geraden
durch 4;_; o mit 434, Ay o sei der Schnitt der B-Geraden durch 4 3
mit OA4,, (k> 0). Entsprechend erkliren wir 4o und A4, fir 2 < 0.

Wir setzen nun O’ == 44,, A’ = A, und konstruieren wie oben aus
0, A,, die Punkte 4}, 4},. Man folgert alsdann aus der Sechseckfigur
sofort Ao = Ay. Ferner sei A}; = Ay,; durch Induktion folgt miihelos
die Konstruktion der Punkte 4;,; (8, /=0, =1, £2,.. .), und die
Tatsache, daB je drei Punkte Az ; Ay ; Api1,141 €in Dreieck bilden,
bei dem A ;, Agyq,; eine A-Gerade, Apyy,;, Agyr,141 eine B-Gerade
und 4; ;, Aiq,141 eine €-Gerade bestimmen.

Ebenso bilden A4y, Ay 111, Ags1,141 ein Dreieck, bei dem 4y 344
Apy1,141 cine U-Gerade, Ay, Ay g4 eine B-Gerade und Ay Ay 141
eine €-Gerade bestimmen.

Fiir alle £ und [ sei 4, L

sei der von Ay, Ay, 1415 4

der Mittelpunkt von Ay ; Agyq,1; 4

1.04+3 der von Ak,

ki+3

b+ Aitsr Atesd i Aoy 11

Apy1,341- Aus der Definltlon des Mittelpunktes
ergibt sich dann (vgl. 4, 13 Satz2und3): 4, 1
und Ak+1 1+} und ebenso Ak+1 1+ und At 4, 541"“'}
Api1 +3 bestimmen eine A-Gerade. At ezt o
Ak+21-,l Ak+%,l+% und ebenso Ak+%,l+%— Fig. 15.
4., 1+1 bestimmen eine B-Gerade.
A, 44, 1,043 und ebenso A,H_%’H% Ay 41,141 bestimmen eine
@-Gerade.

Die Punkte A% ! kénnen aus 04 1,0 auf dieselbe Weise erhalten
2’2 4

werden, wie A; ; aus OA4;,. Es ist

A2k ﬂ = Ak I
R
Durch Iteration der Unterteilung finden wir die Punkte
Ak 1 (k, !, m, n ganze Zahlen).

2m’ 2n
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Sind P und @ zwei Punkte auf der Geraden 4, ¢ 4,9, so wollen wir
sagen, daB3 Q hinter P und P vor Q liegt, wenn 7 (P Q) =7(4y ¢ 44, ) ist.
Da A4, o der Mittelpunkt von Ag o Ay o ist, liegt nach 4, 19 Satz 4 der
Punkt 4, o hinter 4, ;. Analog liegt 4 1,0 hinter 44 ¢ und vor 4, .

Durch wiederholte Anwendung der SchluBweise ergibt sich leicht, daB3
k ;.
4, o hinter 4, (7 =gmr S= ‘27) liegt, wenn 7 > s

ist. Fiir 4,  wollen wir jetzt kurz 4, schreiben.

Wir beweisen noch einen Hilfssatz: P liege auf der Geraden OA,;
Q sei der Schnitt der €-Geraden durch P mit Ay 1 Ay 1; P’ der Schnitt der
B-Geraden durch Q mit OA,. Liegt P zwischen A, und A, .+, so liegt P’

zwischen A, 1 und A, o und umgekehrt.

Arogg B Ares Beweis: R sei der Schnitt der €-Geraden

durch Pmit 4, 4,04,,1,1, T der Schnitt

7 der B-Geradendurch Q mit 4, 1 04,19, 1.

A Dann folgt aus 4. 6, da8 R zwischen 4, , ; ¢

/ und4, 1, Qzwischend, 5 ;und4, ; |,

Aro P Ao P Az Tzwischend, 2,1und 4, ; o undschlieB-
Fig. 18. lich P' zwischen 4,1 ¢ und 4, , o liegt.

Die Umkehrung ergibt sich analog.
Wir kénnen aus jedem Punktepaar B = By, B‘Y = B, die Punkte
des Netzes B, ; bestimmen.

21. Archimedisches Axiom im Sechseckgewebel.
Nunmehr verwenden wir das Archimedische A xiom in folgender Ge-
stalt: Ist O A, eine beliebige Strecke und O B eine beliebige andere Strecke der-
selben Geraden, so liegt B stets zwischen O und einem geeignet bestimmien A .
Jetzt soll gezeigt werden, daB die Punkte A, auf der Geraden 04,
tiberall dicht liegen. Gdbe es ndmlich auf 04, ein Intervall By,B;,
(Bygo vor Byy), das keine Punkte 4, enthielte, so konstruiere man das Netz

B, , aus ByyBy (r— i s Z),

gmr ST g

insbesondere die Punkte B,=B, ;. Es selen £ >0, I =1 moglichst
groBe ganze Zahlen, derart, daB zwischen B_; und B, kein 4, liegt; sie
existieren nach dem Archimedischen Axiom. Ersetzt man By, By durch
B_;, B; und bezeichnet jetzt diese mit By, B;, so muBl zwischen B_,
und B, ein 4,, und zwischen B, und B, ein 4, liegen; eventuell kann
By = A, oder B, = A, sein.

Arss = M, der Mittelpunkt der Strecke 4, 4, liegt nach 4, 19 Satz4

2
zwischen diesen Punkten, also zwischen B_, und B,. Da er aber nicht
zwischen By und B, liegen darf, so liegt er entweder zwischen B_; und
B, (mit EinschluB von B,) oder zwischen B; und B, (mit EinschluB

! Die vorliegende Fassung dieses Abschnitts stammt von Herrn R. BRAUER.
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von B;). Nehmen wir an, daB der erste Fall eintritt, der zweite ist
analog zu behandeln. Wir legen durch M die €-Gerade und durch deren
Schnitt mit By, By, die B-Gerade, die By By, in T schneide. Ebenso
schneiden wir die 8-Gerade durch
M mit By B;; und legen durch
diesen Schnittpunkt eine €-Ge-
rade, die BgyByy in S schneide.
Nach dem in 4, 20 bewiesenen
Hilfssatzliegt dannSzwischenB_,
und B_,, ferner T zwischen B,
und B, (mit EinschluB von B_;
bzw. B,), da M zwischen B_,;
und B, liegen soll. Daher liegt
A, zwischen S und M. Da nun Fig. 17.

die Strecken ST (vgl. Fig. 17)

und A, A, denselben Mittelpunkt M haben und 4, zwischen S und M
liegt, liegt nach 4, 19 Satz 5 der Punkt 4, zwischen M und T. T liegt,
wie eberr gezeigt, nicht hinter B, also miiite 4, im Widerspruch zu der
Annahme vor B, liegen. Daher liegen die Punkte 4, auf der Geraden
iiberall dicht.

Jeder Punkt P bestimmt also einen Schnitt im Bereiche der ersten und
der zweiten Indizes von 4, ; und ist hierdurch bestimmt, und wir kénnen
daher die Punkte des Gewebes auf Paare reeller Zahlen zuriickfithren. Man
sieht, daB sich dabei dieselbe Darstellung wie in 4, 17 ergibt. Daher gilt
in dem hler behandelten Sechseckgewebe ebenfalls die Forderung X. 2.

S B, Ar ArsBiAs T B, 8,
2

22. Gewebe und affine Ebene.

Zum SchluB dieses Kapitels wollen wir sehen, wie die Gewebe zur
Kennzeichnung der affinen Geometrie verwendet werden konnen.
Beispiele fiir Gewebe aus Geraden der affinen Ebene lassen sich leicht
bilden: Drei Scharen vom im Sinne der affinen Geometrie parallelen
Geraden bilden ein Gewebe, in welchem der Satz X. 2 erfillt ist. Die
Vektorgruppe dieses Gewebes ist zur additiven Gruppe der Zahlen a, aus
denen die affine Ebene erklirt ist, isomorph. Die Translationen des
Gewebes sind Translationen der affinen Geometrie.

Aber auch zwei beliebige Scharen von parallelen Geraden und die Ge-
raden durch irgend einen (eigentlichen) Punkt P der affinen Ebene bilden
ein Gewebe. Bei geeignetem Koordinatensystem sind

Xy =a,, Xy=a, und a;x; + a,%, =0

die drei Geradenscharen. Die Punkte auf x; =0, %, = 0 sind uneigent-
liche Punkte, (0, 0) ist ein ausgezeichneter uneigentlicher Punkt des
Gewebes. Die Translationen dieses Gewebes sind die affinen Trans-

formationen , ,
X1 = a1 %q, Xy = Qg Xy (@1, a2, +0).
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Die Vektorgruppe des Gewebes ist zur multiplikativen Gruppe der
Zahlen a isomorph. Es ist also ein Gewebe, in welchem die Figur 2. 1
gilt, 2. 2 dagegen nur, wenn das kommutative Gesetz der Multiplikation
erfiillt ist.

Man folgert leicht, daB drei Scharen vog Geraden durch drei ver-
schiedene Punkte 4, B, C stets ein Gewebe bilden, das sich zum min-
desten auf eines der beiden angegebenen abbilden 146t. Die Zusammen-
hinge zwischen den verschiedenen 3-Geweben der affinen Ebene werden
in den zwei folgenden Kapiteln niher untersucht.

Wenn die Zahlen a reelle Zahlen sind, so bilden die Gewebe aus drei
Scharen paralleler Geraden geordnete archimedische Gewebe. In einem
solchen Gewebe 148t sich umgekehrt auch die Multiplikation der reellen
Zahlen erkliren: Denn ist 7 eine reelle Zahl, ist

o+ 1
PAd

< n=1,2,...)
und  eine andere reelle Zahl, so ist 7+a durch

E,+ 1
on

%a <ra <
bestimmt.

Es sei aber betont, daB es sich hier nur um Existenzsitze handelt.
Das Halbieren der Strecke und die Multiplikation der Vektoren ist nicht
durch irgendwelche Konstruktionen ausfithrbar. Also wird man auch fiir
die affine Geometrie aus reellen Zahlen noch eine eingehendere Kenn-
zeichnung verlangen.

23. Kollineationen.

Dagegen 148t sich leicht ein Satz iiber Abbildungen der affinen Ebene
in sich beweisen, der ein wichtiges Ergebnis der affinen Geometrie ist.

Unter einer Kollineation

P =K(P)

verstehen wir eine eineindeutige Punktabbildung der affinen Ebene,
welche Gerade in Gerade iiberfithrt. Wir behaupten:

Theorem: Jede Kollineation hat die Gestalt

xy=ayn ] (%) + a1a J (%3) + aq9

Xy = Qg1 ] (%) + ds J (%) + a5y

wo x* = J(x) ein Isomorphismus des Schiefkorpers der Zahlen a ist.
Sind niamlich 9%, B, € drei Scharen paralleler Geraden und ® die
Schar von Geraden durch den eigentlichen Punkt D und fiihirt die Kolli-
neation K, diese Scharen bzw. in U’, B, €', D’ iiber, so gibt es eine

affine Transformation K, derart, daB die beiden Transformationen
hintereinander ausgefiihrt

P=K2(K1(P)) = K;(P)

) Qg1 0gp — Aipdy; £ 0
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eine Kollineation K, ergeben, welche die Scharen 9, 8, €, ® bzw. in
sich iberfiihrt.
Nun mogen die vier Scharen bzw. durch die Gleichungen

Xy =Q; Xg=a; X —Xg=a, A% + dyXy =10

dargestellt sein. Die Transformation K; fithrt alsdann das ABE-Gewebe
und den Punkt D in sich iiber und induziert daher nach 4,9 eine Trans-
formation

1 B=Jm), xp=](x),

wo j ein Isomorphismus der additiven Gruppe der a ist.
Diese Transformation muB aber gleichzeitig das ABD-Gewebe in
sich tiberfithren und hat daher die Gestalt

(2) %y = ay J* (%), %y = ay J* (%),

wo J* ein Isomorphismus der multiplikativen Gruppe der a ist. Aus (1)
und (2) folgt zunichst 4, = a, und alsdann

“1—17 (%) = J*(x1).

Da die linke Seite nach 2,1, 4.2 ein Isomorphismus der additiven
Gruppe ist, ist J* ein Isomorphismus des Schiefkérpers der a.
Daraus folgt das Behauptete aber ohne weiteres.
Bilden die Zahlen 4 den Kérper der reellen Zahlen, so folgt, daB alle
Kollineationen Affinititen sind; denn ein Isomorphismus des Kérpers
der reellen Zahlen ist nach 2, 4 die Identitit.

Kapitel 5.

Die Vektoren der affinen Ebene.

Einleitung.

Die 3-Gewebe aus Geradenscharen der affinen Ebene kennzeichnen
die affine Ebene noch nicht. Wir stellten aber in 4, 22 einfache Bezie-
hungen zwischen verschiedenen 3-Geweben der affinen Ebene fest, und
es ist also unsere Aufgabe, diese Zusammenhinge axiomatisch zu er-
fassen. Es wird sich zeigen, daB SchlieBungssitze in Geweben aus vier
Scharen von Geraden diese Zusammenhinge und die affine Ebene
vollig zu kennzeichnen gestatten.

In diesem Kapitel wollen wir die Beziehungen der Gewebe aus je
drei Scharen von im Sinne der affinen Geometrie parallelen Geraden
aufstellen und den Satz begriinden, daB die Translationen eines jeden
solchen 3-Gewebes in sich die Translationen der affinen Ebene sind.

Man kénnte zunichst Gewebe aus vier Scharen U, B, €, € von paral-
lelen Geraden der affinen Ebene untersuchen wollen und nach Schlie-
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Bungssitzen fragen, aus denen die Identitit der Translationsgruppen
der vier 3-Gewebe folgt, welche im % BE€ E-Gewebe enthalten sind.

Nun besteht aber schon zwischen einer einzigen E-Geraden & und
den U-, B-, €-Geraden ein SchlieBungssatz. Ist ndmlich T, eine Trans-
lation, welche einen Punkt P auf ¢ in einen anderen Punkt P’ ebenfalls
auf ¢ tiberfithrt, so wird ja jeder Punkt Q auf ¢ in einen Punkt Q" auf ¢
ibergefithrt. Andererseits geht jede andere Gerade & der Schar &
durch eine Translation aus ¢ hervor. Wenn wir das U BE-Gewebe und ¢
kennen, so kénnen wir also die Parallelen zu ¢, die Schar €, konstruieren,
Und um die simtlichen Geraden der affinen Ebene zu erhalten, gentigt
es, die Existenz eines B E-Gewebes, die Existenz je einer Geraden &
aus den Scharen € paralleler Geraden, die von der 9-, -, €-Schar
verschieden sind, und geeignete Schlieungssdtze anzunehmen. Wir for-
dern deswegen, daBl ein beliebiger fester Punkt D des UABE-Gewebes
mit irgendeinem beliebigen Punkt P desselben eine und nur eine Ge-
rade 6 bestimme. Und wir fordern fiir das % BE€-Gewebe die Figur X. 1
bzw. 2. 2 und fir jede Gerade 0 einen SchlieBungssatz 2. 3, der die
Translationen von ¢ in sich zu definieren gestattet. Die Geradenschar
durch D nennen wir ®. Es wird also unsere Aufgabe sein, das A BED-
Gewebe zu untersuchen.

Die Parallelen zu den ®-Geraden bilden mit den Scharen %, 8,€, ®
und ihren Punkten eine ,,affine Ebene‘, wie wir in Verallgemeinerung
dieses Begriffes sagen wollen. Wenn wir im % B€-Gewebe die Figur 2. 2
voraussetzen, so sind die Resultate {iber die Vektoren der zugehérigen
affinen Ebene die anschaulich vertrauten. Es gilt vor allem der Satz:
Sind P, P, und Q,Q, zwei vektorgleiche Strecken, so sind die durch
P;, O, und die durch P,, Q, bestimmten Geraden zueinander parallel.
Setzen wir im % BE-Gewebe nur 2. I voraus, so gilt dieser Satz nicht
allgemein. Die - und B-Schar spielen dann in der verallgemeinerten
affinen Ebene eine bevorzugte Rolle, die auf den ersten Blick vielleicht
unbequem erscheint.

Ein beliebiges ¥ BE-Gewebe, das den Axiomen [ in 4,1 und 2. 1
bzw. 2. 2 geniigt, braucht sich keineswegs zu einer solchen affinen
Ebene erweitern zu lassen. Wir kénnen deswegen die Aufgabe, vor die
wir uns jetzt gestellt sehen, auch so formulieren: Welche Eigenschaften
muB ein 3-Gewebe haben, damit es sich in eine affine Ebene (im erwei-
terten Sinn) als ein Gewebe aus drei Parallelenscharen einbetten 1406t.
Nun sieht man: Die Translationen des % BE-Gewebes, welche eine Ge-
rade ¢ in sich iiberfithren, bilden eine Untergruppe, die wir eingliedrige
Untergruppe nennen wollen; jede Translation 146t sich in eine wohl-
bestimmte eingliedrige Untergruppe einbetten. Und wir konnen dem-
nach den Inhalt dieses Kapitels auch dahin erliutern, daff wir die 3-Ge-
webe kennzeichnen, deren Translationen Gruppen mit eingliedrigen
Untergruppen bilden.
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Der wichtigste affine SchlieBungssatz, auf den wir in diesem Kapitel
stoBen, ist der sog. kleine Satz von DESARGUES. Unter anderem ergibt
sich eine Kennzeichnung der ebenen affinen Geometrien, die aus Kérpern
reeller Zahlen erklart sind.

1. Inzidenzaxiome eines 4-Gewebes.

Wir erkliren ein 4-Gewebe aus den 4 Scharen %, 8, €, D von Ge-
raden durch die Festsetzung:

L* 7. Die Geraden der Scharen W, B, € bilden ein 3-Gewebe, das den
Forderungen 4,1, 1. 1 bis I. 7 gendigt.

Wir nennen dies Gewebe auch das A BE-Gewebe und spiter Gewebe
aus anderen Scharen entsprechend.

I. 8. Die Geraden der Schar D gehen similich durch einen Punkt D des
N BC-Gewebes. Die Punkie auf D-Geraden sind Punkie des UBE-Gewebes.

I 9. Ist P ein belicbiger Punkt des UBC-Gewebes, so gibt es eine
und nur eine Gerade der Schar D, welche mit D und P inzidiert.

1. 10. Jede D-Gerade hat mit einer von thr verschiedenen U-, B- oder
C-Geraden hichstens einen Punkt gemeinsam.

Danach sind die ¥U-, B-, 8-Geraden durch D gleichzeitig D-Geraden.

I 11. Jede D-Gerade, die nicht gleichzeitig N- oder B-Gerade 1ist,
hat mit jeder W- und B-Geraden mindestens einen Punkt gemeinsam.

Wir verzichten also zunichst auf die Forderung, daB €- und D-Ge-
raden sich stets schneiden.

Die Aussagen I. 8 bis 11 besagen, daB8 die Scharen A, B, D ein
3-Gewebe mit uneigentlichen Elementen bilden. D ist in der Ausdrucks-
weise von 4, 11 ein ausgezeichneter uneigentlicher Punkt, die 9- und
B-Geraden durch D uneigentliche Gerade und die Punkte derselben
auBer D nichtausgezeichnete uneigentliche Punkte.

2. Geradenisomorphismen und Figur 2. 3.

Neben den Inzidenzaxiomen fordern wir die Geltung von zwei
SchlieBungssitzen, nimlich X. I fir das ABE-Gewebe und ferner fiir
D-Geraden und das ABE-Gewebe:

2. 3: Sind Py, P,, P, drei Punkte der U-Geraden durch D, Qy, Q,, Qs
die Schunittpunkte der B-Geraden durch Py, P, bzw. P, mit einer D-Geraden
0 und PY, P3, Py die Schnittpunkte der N-Geraden durch Q,, Q, bzw.
Q; mit der B-Geraden durch D und ist DPy= P,P;, so ist auch
DPf= P{P}. (Vgl. Fig.18)

Aus den Axiomen [ folgt, daB die in X. 3 beschriebene Abbildung
eine eineindeutige ist und 2. 3 selbst besagt mit Hilfe von 2. 1, daB diese

Abbildung einen Isomorphismus T der U- und B-Vektoren vermittelt, wenn
wir m (D P)und m (D P*)einander zuordnen. Umgekehrt folgt aus der Tat-
sache, daB diese Abbildung ein Isomorphismus zwischen den - und

B-Vektoren ist, der SchlieBungssatz 2. 3.
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Nennen wir die durch ®-Geraden vermittelten Isomorphismen der
Vektorgruppe ,,Geradenisomorphismen’, so folgt aus Axiom I. 9 sofort:

Es gibt einen und nur einen Geradeniso-
morphismus, dev ein beliebiges Element a < o
i ein beliebiges Element b == v dberfiihrt.

Denn nehmen wir D als Ursprung eines

&
QY
N
o

Koordinatensystems fiir das HABE-Gewebe
2 & und ordnen jedem Punkte so die Koordi-
A 7 naten a, b zu, so vermittelt die ®-Gerade
/3* o durch a, b und nur sie einen Isomorphismus,
der a in b {berfiihrt.

Aus diesen verschiedenen Isomorphismen
zwischen den A- und B-Vektoren kénnen
wir uns leicht Automorphismen fiir %-Vektoren zusammensetzen. Nach
willkiirlicher Auszeichnung einer ®-Geraden, etwa der €-Geraden y, die
gleichzeitig ®-Gerade ist, konnen wir jeder D-Geraden ¢ eindeutig einen
Automorphismus [; zuordunen.

Sind nimlich

Fig.18. =.3.

o' =7,(6) und b= Jsa)

die den Geraden J und y entsprechenden Isomorphismen, so sei

o« = J,(Js() = J5 (a)
der der Geraden ¢ zugeordnete Automorphismus der A-Vektoren.
Wird J; durch die Abbildung
m (D P)—m (DP)
vermittelt, so finden wir P’ aus P und § auf folgende Weise:

Die B-Gerade durch P schneide die Gerade d in Q und die U-Gerade

durch Q schneide die €-Gerade durch D in R, alsdann trifft die B-Gerade
durch R die %A-Gerade durch D in P’. Nehmen wir

o = J,(0)

an Stelle von b als MaBzahl des Vektors b, so koénnen wir die Zu-
ordnung

m(DP)—>m(PQ)
auch schon als geometrische Reprisentation des durch é unter Aus-
zeichnung von y vermittelten Automorphismus J; ansehen.
3. Die Parallelen der ®-Geraden.

Fiihren wir ein UYB-Koordinatensystem mit D als Ursprung ein
und ordnen jedem Punkt als Koordinaten an Stelle von a, b die beiden
A-Vektoren
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zu, wie dies in 4, 7 ausgefithrt wurde, so wird eine D-Gerade § durch

t, Js(t)
dargestelit.
Bei einer Translation des % B €-Gewebes parallel zur %-Schar

n=nta, =1

gehen die Punkte einer ®-Geraden in

t+a: jd(t)

iiber. Wir nennen diese Punktklasse eine Gerade, und zwar eine Parallele
zu . Zwei Gerade t + a,, J4(t) und t + a,, J5(t) nennen wir ebenfalls
parallel. Es gelten auch nach dieser Erweiterung noch die Sitze: [. 1, 3, 4
in 4, 1 iber Inzidenz von Punkten und Geraden und dem Parallelismus
von Geraden. Ferner gilt

Satz 1: Jede Gerade, die nicht N- oder B-Gerade ist, hat mit einer U-
und B-Geraden einen und nur einen Punkt gemeinsam.

Satz 2: Zwei Punkie bestimmen eine und nur eine Gerade.

Satz 8: Sind P, P, und Q,Q, zwei Strecken auf verschiedenen U-Ge-
raden oder verschiedenen B-Geraden, so ist dann und nur dann

PPy, = (,Q,,

wenn P,Q, und P,Q, parallele Geraden bestimmen. I. 2 ist mit Satz 2
identisch.

Der Beweis fiir Satz 1 erfolgt durch die Rechnungen, wie sie in 4, 10
ausgefiihrt sind.

Satz 2 folgt daraus, daB die Translationen

H=thte B=L+a
Gerade in parallele Gerade iiberfilhren. Es gehen dabei nidmlich die
Punkte t +a, Js () in

t+a+ al)]ﬂ(t) + a2
iiber, oder wenn wir { 4+ J;'(a,) = t* setzen, in

t*— J5'(a)) +atay,  J5(t%)
iber.

Um die Geraden durch die verschiedenen Punkte P; und P, zu be-
stimmen, fiihre ich durch eine geeignete, und zwar eindeutig bestimmte
Translation P, nach D iiber; hierbei gehe P, in Q iber. D und Q sind
verschieden und bestimmen nach I. 9 eine und nur eine D-Gerade.
Fiihre ich nun durch eine Translation D nach P, zuriick, so geht auch Q
wieder in P, iiber und die ®-Gerade durch D und @ in eine Gerade durch
P, und P,. Offenbar gibt es auch nur eine Gerade durch P, und P,,
weil es nur eine Gerade durch D und Q gibt.

Da aber, wie wir oben sahen, sowohl bei der Translation gf =1, + a;,
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L =1, wie I} =13, I = &L + a, jede Gerade in eine zu ihr parallele
iibergeht, so ergibt sich damit auch Satz 3.

Die Gesamtheit der Punkte und der so konstruierten Geraden nennen
wir — in Verallgemeinerung der bisherigen Verwendung dieses Begriffes
— eine affine Ebene.

4. Der kleine Desarguessche Satz, 2. 4.

In der affinen Ebene konnen wir die SchlieBungsaxiome X. 1 und
2. 3 durch ein viel ibersichtlicheres ersetzen:

2.0. Sind P,Qy; PyQ,; P3 Qs drei Strecken auf N-Geraden (B-Geraden)
und 1st P, P, parallel Q1Q,, P, P, parallel Q,Q,, so ist auch P,P; parallel

P 0. @105 Es moge der ,kleine Desarguessche Saiz fiir
3 ]
A- und B-Geraden'* genannt werden.

y: /”( Wie man durch indirekte SchluBweise erkennt,
(VAR ist 2.0 mit der folgenden Umkehrung gleichwertig.
4 &r Sind P,P, parallel Q,Q,, P,P, paralledl Q,0,

Fig-19. 2. 9. ynd P,P, parallel Q,Q; und bestimmen P;Q, und
P,Q, zwei verschiedene U-Geraden (B-Geraden), so bestimmen auch
P, und Q; eine A-Gerade (B-Gerade).

DaB der Satz X.9 richtig ist, folgt aus der Transitivitdt der Vektor-
gleichheit und dem in 5, 3 Satz 3 bewiesenen Kriterium fiir Vektor-
gleichheit.

Umgekehrt folgt aus 2.0 fiir - und B-Geraden und geeigneten In-
zidenzaxiomen, die sich aus I.1 bis I.4 und Satz 1 in 5,3 leicht ent-

s, 5 nehmen lassen, auch der Satz X.1 fiir das
) NBC-Gewebe und der Satz X.3 fiir ABD-
4 Gewebe.
Sind nimlich P;P,, 0Q;0,, R R, drei %U-
f #, Geraden und P,Q;, P,Q, B-Geraden, Q,R,

7 7 und Q, R, €-Geraden, so mbgen sich die
@-Geraden durch P; bzw. P, mit den B-Ge-
raden durch R, bzw. R, in S; bzw. S, schnei-
den. Alsdann folgt aus X. 4 und der Umkehrung von 2. 4§, daBl auch
Sy, S, eine A-Gerade bestimmen, und damit ist 2.1 bewiesen. Ist ¢
irgend eine Gerade, die nicht U-Gerade oder B-Gerade ist, und € die
Schar der zu ¢ parallelen Geraden, so bilden auch die Scharen %, B, €
ein 3-Gewebe, in welchem infolge Z. d ebenfalls 2 1 gilt.

Vektorgleiche - oder B-Strecken im ABE-Gewebe sind nach X. §
auch vektorgleich im ABE-Gewebe. Ist nun D irgend ein Punkt, «, 8, ¢
je eine A-, B-, G-Gerade durch D, P ein Punkt auf «, Q der Schnitt-
punkt der B-Geraden durch P mit ¢ und P* der Schnittpunkt der
A-Geraden durch Q mit B, so liefert die Abbildung m (D P)—m (D P¥)
nach 4, 9 einen Isomorphismus zwischen den %-und B-Vektoren. Daraus
folgt aber nach 5, 2 die Figur X.3.

Fig. 20.
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Hier zeigt sich die bevorzugte Rolle der U- und B-Schar in der ver-
allgemeinerten affinen Ebene zum erstenmal. In den nichsten drei Ab-
schnitten wird sie immer wieder hervortreten.

5. Dreieckssitze.

Ebenso wie im UBE-Gewebe fiir €-Strecken 1iBt sich in jedem
A BE-Gewebe die Vektorgleichheit fiir E-Strecken erkliren; es ergibt
sich dann fiir beliebige Strecken:

D. 1: Zwei Strecken P, Py und Q,Q, sind vektorgleich, wenn die Geraden
P, P, und Q,Q, parallel sind und wenn entweder P,Q, und P,Q, beide
A-Geraden oder beide B-Geraden sind.

D.2: Zwei Strecken PP, und Q,Q, sind vekiorgleich, wenn es eine
Strecke Ry R, gibt, die nach D.1 sowohl zu P, P, wie zu Q,Q, vektor-
gleich ist.

Diese Vektorgleichheit ist transitiv, und von jedem Punkte aus 148t
sich zu jeder Strecke eindeutig eine vektorgleiche abtragen.

Der kieine Satz von DESARGUES fiir die %-und B-Schar 148t sich dann
als ein Satz tiber Dreiecke aussprechen, von deren Seiten hdchstens eine
eine A- oder B-Strecke ist. Er lautet

Satz 1a: Sind P; und Q; zwei Dretecke und ist Py Py= Q,Q,, P, P,
= Q,0Q;, sind diese Strecken weder U- noch B-Strecken und bestimmen
P, P, etne N-Gerade (B-Gerade), so bestimmen auch Q,Q5 eine N-Gerade
(B-Gerade).

Beweis: Bestimmen P; und Q, eine ¥-Gerade (8-Gerade), so miissen
P, P,, 0,0, auf derselben %A-Geraden liegen, und die Behauptung ist
richtig.

Bestimmen P, und @ eine B-Gerade (A-Gerade), so miissen auch
P,Q, und P,Q, je eine B-Gerade (A-Gerade) bestimmen, und das Be-
hauptete folgt alsdann aus 2. §.

Ist weder das eine noch das andere der Fall, so bringe man die
A-Gerade (B-Gerade) durch P; mit der B-Geraden (UA-Geraden) durch
Q; in R; zum Schnitt und die Parallele durch R; zu PP, bzw. P, P,
mit der Geraden P, P, in R, und R; zum Schnitt. Dann folgt dasBe-
hauptete aus 2. § angewendet auf die Dreiecke R; R, R; und Q,0,0Q,.

Durch indirekte Schliisse folgert man aus Satz la leicht die Sitze
2a bis 4a:

Satz 2a: Sind P, P, = Q,Q, weder N- noch B-Strecken, P, P, parallel
0105 und P, P, wie Q,Q, entweder gleichzertig W-Gerade oder B-Gerade,
so st

P1P35@1;Q:3-

Satz 3a: Ist Py P, = Q,Q, und PyP,= Q,Q, und sind dieselben
weder - noch B-Strecken und ist Py P, eine N-Gerade, so ist auch Q,Q;
eine N-Gerade.

Reidemeister, Geometrie. 7
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Satzda: Ist P; P, = Q,Q,, die Gerade P, P, zu der Geraden Q,Q; paral-
lel und sind die Geraden P, P, und Q,Q, beide N- oder B-Geraden, so ist
PPy = Q50,.

Durch zweimalige Anwendung von Satz la oder aus Satz 2. § un-
mittelbar folgt ferner

Satz 1b: Sind P;, Q; zwei Dreiecke, von deven Seiten keine W-Gerade
noch B-Gerade ist und ist PP, = Q,Q,, PyPy= 0,05, so ist auch
Py Py= (010;.

Aus Satz 1b und der Definition der Vektorgleichheit folgt umgekehrt
2. ¢ fur die ¥- und B-Schar.

Ferner ergibt sich durch indirekte SchluBweise aus Satz 1b der
Satz 2b fiir Dreiecke, von deren Seiten keine - oder B-Gerade ist.

Satz 2b: Ist P, P,= Q,0,, die Gerade durch P,P, parallel zu der
Geraden Q,Q, und die Gerade PP, parallel der Geraden Q,Qg, so st
Py Py = Q,Q; und Py Py= Q,0;.

Ist ndmlich Q,Q5 = P,P;, so liegt Q; auf der Geraden Q,(Q; und
nach Satz 1b ist die Gerade P,P, parallel zu der Geraden Q,Qj;

folglich sind die Geraden Q,Q, und Q, Q; als Parallele miteinander iden-
tisch und daher auch Q, = Q5.

6. Proportionen.

Aus diesen Dreieckssitzen lassen sich einige Sitze iiber Proportionen
beweisen. Wir erkliren die Proportion, unter Auszeichnung der 9- und
¥B-Geraden, so:

D.1: Sind O, Py, P, drei verschiedene Punkie einer Geraden, 0,Qq,Q,
dres verschiedene Punkie einer anderen Geraden durch O, sind diese beiden
Geraden weder W- noch B-Geraden und sind die durch P,Q, und durch
P,Q, bestimmien Geraden gleichzeitig N-Geraden oder B-Geraden, so

heifen die Strecken O Py und O P, proportional zu den Strecken OQq und
0Q,, in Zeichen

OP;:0P,=00,:00,,
oder auch
0P,:0P,=00,:00,.
Wir beweisen die folgenden Sitze.
Satz 1: Ist O' P, vektorgleich zu O Py, O' P} vekiorgleich O Py, O'Q;
vektorgleich 0Q, und O’ Q, vektorgleich 0Q, und
O0P,:0P,=00Q,:00,,
so st auch
O'P:0'P,=0'Q;:0'0Q;.

Nach Voraussetzung und 5,5 Satz1a ist nimlich P, P, parallel P P,,

0,0, parallel Q}Q} und daher sind P, P, und Q,Q, beide A- oder beide
B-Geraden.
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Satz 2: Ist OP,= P}0, 0Q, = Qi0 und OP,:0P, =0Q,:0Q,,
so ist auch OP}: 0P, = 0Q,:0Q,. Dies folgt aus 5,5 Satz 3a.

Satz 3: Sind O, Py, P,, P, vier Punkte einer Geraden, O, Q,, Q,, O,
vier Punkte einer andern Geraden durch O und ist

OP,:0P,=00,:0Q, und OP,:0P;=00Q,:00,,
so ist auch
OP,:0P;=00,:00,.
Dies folgt aus der Transitivitit des Parallelismus.

Satz4: Sind O, P,, P,, P, P, fiinf Punkte einer Geraden und O, Q,,
Q., Q3, Q4 fiinf Punkte einer anderen Geraden durch O und ist
OP,:0P;=00Q,:0Q;, OP,:0P,=00Q,:00,,
und ist Py P, vektorgleich zu O P, und Q,Q, vekforgleich zu 0Q,, so ist auch
OP,.0P,=00Q,:00,.

Ziehen wir namlich durch P, die Parallele zu OQ, und machen P, R,
vektorgleich zu 0Q,, so ist nach 5, 5 Satz 1a P, R, parallel zu P,Q, und
da PR, nach 5,5 Satz 2a andererseits vektorgleich zu Q,(Q, ist, so
muB die Gerade R,Q, ebenfalls zu P, (Q, parallel sein. Folglich liegen
P,R,Q, auf einer Geraden und P,(Q, beide auf einer Parallelen zu
P;Q;. In der Formulierung dieses Satzes konnte man iibrigens P;, Q,
ausmerzen.

Wir erweitern jetzt die Definition der Proportion folgendermaBen:
D. 2: Sind P, P, und P;P,, Q,Q, und Q,Q, 4 Strecken, so sagen wir

P, Py: Py Py=0,0,:0:0,,
wenn die Strecken OPY, OPy, 0Qy, 0QF vektorgleich bzw. zu P, P,,
Py Py, Q10,, O30, sind und nach D.1 in der Proportion
OPf:0P;=00Q7:005

stehen.

Nach Satz 1 ist diese Erklirung widerspruchsfrei.

Satz 5: Sind P;, Py, P, und Q,, Q,, Qs fe drei Punkte, die nicht
in einer Geraden liegen und ist Py P, parallel Q,Q,, P, P, parallel Q,Q,,
P, P, parallel Q,Q, und letztere beide N- oder B-Gerade, so ist

P, Py: 010y = P Py: Q1 0.

Die Proportionalitdt ist unter den bisher gemachten Annahmen
nicht transitiv. Sie wird es erst infolge des Satzes X.1 fiir das
ABD-Gewebe, wie wir in Kapitel 6 sehen werden. Sie bildet dann
die Briicke, die von den 4-Geweben zu den Zahlensystemen fiihren,
dhnlich wie die Vektorgleichheit den Zusammenhang zwischen Gruppen
und 3-Geweben vermittelte. Spiter (vgl. 5, 14 und 6, 11) werden wir
uns von der Auszeichnung der - und B-Geraden in der Definition
der Proportionalitit befreien.

7%
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7. Vektoren der affinen Ebene.

Die Klassen vektorgleicher Strecken nennen wir Vektoren der affinen
Ebene oder kiirzer Vektoren.

Wenn Strecken auf parallelen Geraden liegen, so nennen wir solche
Vektoren von jetzt ab parallel oder linear abhingig. Die Gesamtheit der
Vektoren, die zu einem Vektor parallel sind, bilden eine Gruppe, die
wir von jetzt ab als eingliedrige Gruppen von Vektoren bezeichnen wollen.

Es 14Bt sich auch eine Komposition aus wichtparallelen Vektoren
erkldren, namlich so:

Représentieren P; P, den Vektor ¢ und P, Pz den Vektor §) und ist
weder Gerade P; P, noch P, P, noch P, P, zu einer %- oder B-Geraden
parallel, so reprisentiere P; Pyden Vektor g + 1. 5,5 Satz 1blehrt, da8
diese Erklirung von der Auswahl von P, unabhingig ist. Die Kompo-
sition ist assoziativ. Einheitselement und inverses Element bestimmen
sich wie bisher. Die Komposition ist aber nicht stets ausfithrbar — nam-
lich dann nicht, wenn P, P, einen A- oder B-Vektor reprisentiert.

Mit Hilfe des in 5, 3 eingefithrten Koordinatensystems und des Satzes
aus 4, 10 iber das Abtragen von @-Strecken 148t sich leicht einsehen,
daB dem Abtragen eines Vektors e, der nicht - oder 8-Vektor ist, die
Transformation

(1) T =0+ %, To =0y + 2y (ay, 65 = 0)

entspricht. Wir setzen alsdann e = [a;, a,] und nennen ¢; die Kompo-
nenten von ¢ beziiglich der %A- und B-Schar. Daraus erkennt man, wie
die Vektoren zu einer vollstindigen Gruppe erginzt werden: indem man
nimlich durch die Transformationen

(2) h=6t+t, L=t L=hL, L=0G+L
das Abtragen der Vektoren [q,, 0] und [o, a,] erklart.
Der A-Vektor a; und der Vektor [a,, 0] sowie der B-Vektor mit dem

MaBvektor a, und der Vektor [p, a,] sind verschiedene Begriffe. Denn
dem Abtragen von q, entspricht ja die Translation

n=t+a&, L=\
Zwei - bzw. B-Strecken P; P, und Q,Q, mogen translationsgleich, in

Zeichen
P, P, =0,0,,

heiBen, wenn der Endpunkt der Strecken aus dem Anfangspunkt durch
dieselbe Translation (2) hervorgeht. Jeder Klasse translationsgleicher
Strecken entspricht ein Vektor [ay, 0] bzw. [0, a,]. Die geometrische Kon-
struktion von translationsgleichen Strecken ergibt sich aus dem Drei-
eckssatz:

Ist Py P,= Q,0Q,, und bestimmen P,, P, sowie Q,, Q5 U-Geraden,
P,, P, sowie Q,,Q, B-Geraden, so ist P, Py = Q,Q, und P3Py == Q,0,.
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Man beachte, daB die Transformationen (1) im allgemeinen keines-
wegs Gerade in Gerade iiberfithren.

Infolge 5, 6, Satz 1 IaBt sich die Proportionalitit auf Vektoren er-
weitern.

Ist g, parallel g, und ), parallel §),, dagegen g, zu y, nicht parallel,
so heiBt

Lita=91: D

das folgende: Trigt man die 4 Vektoren von einem Punkte O aus ab,
so sind die 4 entstehenden Strecken OP,, OP,, 0Q,, 0Q, zueinander
nach 5, 5, D. 1 proportional.

Aus den gleich numerierten Sdtzen des Abschnitts 5, 6 folgt:

Satz 1: Die Erklirung der Proportion ist widerspruchstres.
Satz 2: Aus t,:% = 91:9, folgt — %11t = —D1:9,.
Satz 3: Aus T1:%, = 9y:0s und L1%s = 9y:95 Jolgh 1,105 = 9a:s.
Satz 4: Aus 1,:83 = 9,95 und L5:Ls = 919, folgt
T+ Leils =91+ Paibs.

8. Zerlegung eines Vektors in » gleiche Teile.

Die wichtigste Eigenschaft der Gewebevektoren, die aus den 4-Ge-
webeaxiomen folgt, ist: Man kann jeden Vektor eindeutig in # gleiche
Teile zerlegen, wenn es einen Vektor g gibt, fiir den

ag,at+a=2a,a+a+a=3a,...,a+a-+ - ---F+a=mnaqa

alle voneinander und von dem Einheitselement p der Gruppe verschieden
sind.

Wir zeigen unter der gemachten Annahme zunichst

Satz 1: Jede Strecke einer W- oder B-Geraden lift sich in n vekior-
gleiche Strecken zerlegen.

Sei Qo Q, die zu zerlegende Strecke, die einer B-Geraden etwa ange-
hore, sei P, derselbe Punkt wie
Qo m(PyP) =da (¢=1,2,..., 1), 2
P, P, moge U-Strecke sein. Wir ver- *°
binden Q, und P, durch eine Gerade &
und bringen die Parallelen zu der-
selben durch P, mit Q,Q, in Q; zum L2 A5
Schnitt. Es ist dann QyQ, = Q,0;,,-

Ziehen wir né@ich dur.ch _Q1 die - 7 y
A-Gerade und bringen sie in R,
bzw. mit den Geraden P;Q; zum
Schnitt, und bezeichnen @, mit R,, so ist R;R;,, = P,P,,, und da
P;P; = P; ,P;, so sind die Geraden durch P; und R;,, simtlich
parallel zueinander, und da Q,Q, eine B-Gerade ist, ebenfalls 8-Gerade.

Also ist QpQy = P;R; 1= Q:0;41-

Fig. 21.
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Um die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zu zeigen, beweisen wir die
Umkehrung von Satz 1:
Satz 2: Ist Qg = Py und

Q:iQi11 =000y, P;P,,, = P,P, t=1,...,n)

und liegen die P; auf derselben N-Geraden, die Q; auf derselben B-Geraden,
so sind die Verbindungsgeraden P;Q; zueinander parallel.

Ziehen wir nimlich wieder die %-Gerade durch @, und bringen sie
mit der B-Geraden durch P, bzw. in R;,; zum Schnitt (@, = R)),
so ist P;P;,, =R, ,R;,, und da P;P, ,= P, ,P;, , ist, auch
R,R; . ,= P;P,,. Also sind die Geraden R; P, alle zueinander parallel.

AuBerdem ist aber QyQ; = P;R;,, und da Q,0,= Q,0;.,,, auch
PR, 1= 0;0;,,; also ist die Gerade P,Q, mit der Geraden durch
R,Q, parallel. Da nun aber die Geraden P,(Q, und P, R, identisch sind,
miissen die Geraden R;Q; und P; R, als Parallele durch denselben Punkt
zusammenfallen.

Also sind in der Tat alle Geraden P;Q, zueinander parallel.

Aus Satz 2 folgt sofort:

Satz 3: Eine Strecke auf einer W- oder B-Geraden lift sich nur auf
eine Weise in n gleiche Teile zerlegen.

Sind nimlich Q;Q;,;= QoQ; und Q;Q;., = Q,Q; mit Q = Qp,
Q. = Q,, Strecken einer 8-Geraden und sind P, P, ,, = P, P, Strecken
einer A-Geraden und ist P, = Q,, so miissen die Geraden P;Q, und
Q;P; zu den Geraden Q, P, parallel sein und daher zusammenfallen. —
SchlieBlich miissen wir zeigen

Satz4: Jeder - oder B-Vektor it sich eindeutig in n Teile zerlegen.

Das folgt aber sofort aus Satz 3.

Ist ndmlich

Q0Q1=0.Q;41 und Q;Q;4;=0QF0} 1, (t=0,1,...,n-1)
und bestimmen Q,Q; eine Gerade, die nicht $B-Gerade ist, so sind
die Geraden Q, Q7 verschiedene zueinander parallele Geraden und wegen
der Transitivitit des Parallelismus ist QyQ, = QFQ¥. Die QF zerlegen
also Q¥QF in die eindeutig bestimmten # gleichen Teile.

Die Zerlegung von beliebigen Vektoren 148t sich auf die von - und
B-Vektoren zuriickfiithren, wie wir im néichsten Abschnitt sehen werden.

9. Rationales Netz. Anordnungsaxiome.

Gibt es eine natiirliche Zahl # und einen Vektor a, < 0, so daB
na, = 0 ist, so gibt es auch ein kleinstes #, dieser Beschaffenheit fiir
denselben Vektor a,. Alsdann muB aber fiir alle Vektoren a ebenfalls
nya = o und ma = o sein, wenn 0 < m < n,, a =+ o ist. Angenommen
niamlich, es gibe zwei Vektoren mit

w0, =0, ma;=+o, O0<m <n(t=1,2), n <n,,
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so gibt es eine Y-Strecke Py P; mit #,m (PyP;) = p und eine B-Strecke
0001 mit 7,m(QyQy) = 0. Ist

P,P; = P,P,, Q:0i11= 0001, (Po=0Q0), (=1,2,...),

so ist Q; mit Q,,, identisch, P; aber von P, verschieden und die
Gerade durch Q, und P; sowie durch @,,, und P, wiren ver-
schiedene Parallele durch denselben Punkt Q; = Q, ., . Analog folgt,
daB es keinen Vektor q gibt, fiir den kein Vielfaches ka = (£ + 0)
ist.

Wire das oben erklirte #ny,=n,%,, also #nya = n;n,0a =0 und
nya = a’, so wire #,a" =, also mul} #n, eine Primzahl p sein.

Die Punkte P, ,,, die aus P durch die Translationen

T =t +ma, To = L2 + M0y, 0= my,my< p,

hervorgehen, nennen wir das rationale Netz iiber P, [m a,, mya,] die
Vektoren desselben.

Gibt es fir keinen Vektor eine natirliche Zahl # mit #a = o,
so kénnen wir jeden Vektor eindeutig in m gleiche Teile zerlegen und
daher aus einem Vektor a die Vektoren

1 1
ra=—a=—(na)=n<—a>
m m m

ableiten, wo m und % beliebige positive oder negative ganze Zahlen
sind.
Nach Uberlegungen, die denen von 2,4 ganz analog sind, ist

nat+ra=r-+r)e=ratna
und
710 7,0, wenn 7; = 7, ist.

Sind a;, a, zwei A-Vektoren, so bilden die Punkte, die aus einem
festen Punkt P durch die Translationen

=1+ 70, To =1y + 720,

mit beliebigen rationalen 7,, 7, hervorgehen, das rationale Netz iiber
P, [r, a;, 75 0a,] die Vektoren desselben. In einem ®B-Koordinaten-
system mit P als Ursprung erhalten die Netzpunkte die Koordinaten

L = %104, L2 = %30y,

wo die #x;, x, beliebige rationale Zahlen sind.
Weil die - und B-Vekioren des Netzes je eine kommutative Gruppe
bilden, bilden die Netzvektoren einschlieBlich der - und B-Vektoren

eine Gruppe, und zwar eine kommutative. Die Summe zweier Netz-
vektoren ist

[r101, 72 05] + [5105, $265] = [(ry + s1)ay, (7 -+ s5)a,].
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.. . . L. 1
Jeder Vektor v laft sich eindeutig in n Vekioren — 1t zerlegen und daraus
7t erkliren, wo 7 eine rationale Zahl ist, und zwar ist

rr=r[r 0,7, 0] =[rria;,77,0,].

Die Vektoren 7t und sy sind linear voneinander abhingig, weil es
zwel ganze Zahlen m und » gibt, so daB

m(rt) == n(st)
ist. Hiervon gilt auch die Umkehrung, d.h. sind die Netzvektoren t

und { linear abhingig, so ist | = s, wo s eine rationale Zahl ist.
Ist ndmlich

t=[r0,70], §=[50,%50],
so haben wir zu zeigen: Ist

7175 = 8118,
so sind ¢ und | bzw.

4 r S
= [:ah -2 az} , {=la, 2 az} (r3, 8+ 0)
1 L 1

zwei nicht parallele Vektoren. Trage ich nun t’, " und a, von P aus
ab, sind ihre Endpunkte bzw. P;, P,, A so schneidet die B-Gerade
durch 4 die Gerade durch PP, in P, und daher miissen die Geraden
P P, verschieden sein.

Hieraus folgt, daB den Geraden, die zwei Netzpunkte enthalten, die
linearen Gleichungen

Uy %y + g X + 14 = 0, w +u3 40
entsprechen, wo die #; beliebige rationale Zahlen sind, die der Neben-
bedingung geniigen; die und nur die Netzpunkte, deren Koordinaten
diese Gleichung erfiillen, liegen auf der entsprechenden Geraden.

Die Netzpunkte und Netzgeraden bilden also die ebene affine
Geometrie, die aus dem Korper der rationalen Zahlen hervorgeht.
Fordern wir: die Netzpunkte erschépfen alle Punkte des ABED-Ge-
webes, so haben wir die genannte affine Geometrie gekennzeichnet.
Sehr leicht lassen sich nun auch die aus Kérpern reeller Zahlen ent-
standenen Ebenen kennzeichnen.

Nimmt man die Anordnungsaxiome 4, 14 A. I bis 4. 6 und das
Archimedische Axiom 4, 17 hinzu, so lassen sich die samilichen Punkte
(81, To) des ABED-Gewebes eineindeutig auf Paare rveeller Zahlen (%, %,)
mit Ly = %,0y, Ly = X,0, bezichen, wie bereits im 4, 17 gezeigt wurde.

Ich behaupte, die Gesamihest R dieser Zahlen bildet einenm Kirper.
Wie ebenfalls in 4, 16 gezeigt wurde, erhalten die Isomorphismen J(t)
in der Parameterdarstellung der Geraden t, [4(t) die Anordnung, und
istt = tay,soist J5(t) = Js(fa;) =2 Js(ay), also bei geeignetem reellemd
Js(t) =tda,.
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Also trifft die Gerade t, J;(t) die Gerade a,, fa,in a,, da,, folglich ist
d eine beliebige Zahl aus i und da d4¢ ebenfalls in R liegt, ist R ein
Korper. Den Geraden entsprechen, wie man aus ihrer Parameter-
darstellung entnimmt, die linearen Gleichungen in bekannter Weise.

10. Kommutative Vektorgruppe.

Nunmehr fordern wir an Stelle von 2. 1 das Axiom X. 2 fiir das
ABE-Gewebe, ferner die Inzidenzaxiome I und das Axiom 2. 3 fiir
das ABED-Gewebe. Wir konnen dann den kleinen Satz von DESARGUES
2. 0 fiir beliebige €-Geraden folgern. Zunichst ist klar, da8 auch im
ABE-Gewebe die Figur 2. 2 erfiillt ist, weil die Vektorgruppe des ABE-
Gewebes zur Vektorgruppe des ABE-Gewebes isomorph ist. Daher
fallen die Beziehungen translationsgleich (=) und vektorgleich (=)
jetzt zusammen und der Dreieckssatz aus Abschnitt 5, 7 besagt daher

Satz 1: Ist Py P,= Q,0Q, und bestimmen P,, P, sowie Q,, Q3 A-Ge-
raden, Py, P, sowie Qz, Q, B-Geraden, so ist

P,Py=0,Q; und PyPy=0Q;0,.

Daraus folgt

Satz 2: Ist Py P, = Q,Q,, so ist die durch P,, Q, bestimmie Gerade
zu der durch P,, Q, bestimmien parallel.

Bestimmen P, P, eine - oder B-Gerade, so ist die Behauptung
mit 5, 3, Satz 3, identisch. Bestimmen P, P, weder eine - noch eine
%B-Gerade, so bringe man die %-Gerade durch P, bzw. Q; mit der
9B-Geraden durch P, bzw. Q, in P, bzw. Q; zum Schnitt. Dann ist nach
Satz 1 und 5, 3, Satz 3 P,Q, parallel zu P;Q, und P,Q, parallel zu P,Q,
und daher P,Q, parallel zu P,Q,.

Aus der Transitivitdt der Vektorgleichheit fiir €-Strecken und dem
in Satz 2 angegebenen Kriterium folgt sofort der kleine DESARGUESsche
Satz allgemein.

Umgekehrt folgt aus X. 6 fiir die €-Schar der Satz 2 fiir vektorgleiche
€-Strecken und aus Satz 2 und X' folgt Satz 1. In Verbindung mit dem
Dreieckssatz aus 5, 7 folgt daraus aber die Identitét von Vektorgleichheit
und Translationsgleichheit der %- und B-Strecken, damit die Identitit
der Transformationen

h=nh+to, =L uwd p=04+5n L=
und damit das kommutative Gesetz der Vektorkomposition.

11. Figur 2.2 und Figur Z. 4.

Wir wollen den Zusammenhang zwischen der Figur 2. 2 und dem
kleinen DEsARGUESsschen Satz fiir G-Geraden uns dadurch noch einmal
verdeutlichen, daB wir ihn rein geometrisch als Satz iiber ein ABEE-Ge-
webe formulieren.



106 5. Die Vektoren der affinen Ebene.

Satz 1: Ist der kleine Desarguessche Satz fiir Dreiecke aus B-, G-, €-
Geraden, deven Punkte paarweise auf drei W-Geraden liegen, und der fir
N-, 8-, C-Geraden, deren Punkie paarweise auf B-Geraden liegen und die
Figur X. 2 fiir -, B-,C-Geraden erfiillt, so gilt auch der kleine Desargues-
sche Satz fiir Dreiecke aus U-, B-, E-Geraden, deven Ecken paarweise auf
-Geraden liegen.

Offenbar gilt der kleine DESARGUESsche Satz dann auch fiir Dreiecke
aus UA-, B-, €-Geraden, deren Ecken paarweise auf €-Geraden liegen.
Denn da die Figur X. 2 auch fiir %, B, E-Geraden gilt, bleiben die Vor-
5 R aussetzungen des Satzes 1 auch richtig, wenn man

die €-Schar und €-Schar miteinander vertauscht.

Seien Py P, und Q,Q, A-Geraden, P, P, und
0,05 B-Geraden und P, P, eine ©-Gerade, seien
A P,Q,, P,Q, und P;Q, €-Geraden. Wir miissen
zeigen, daB Q,Q, eine €-Gerade ist. Wir ziehen die
&, #3 @-Gerade durch P, und bringen sie mit Q,Q, in R,
7 und mit Q,Q; in R, zum Schnitt. Alsdann bringen
2 wir die 9-Gerade durch R, mit der €-Geraden durch
) 9s ¢, P2in S, zum Schnitt. Dann ist nach dem kleinen

Fig. 2. DEsArRGUESsschen Satz fiir die Dreiecke P; R,Q, und

P,S,0, die Gerade S,0Q, eine B-Gerade. Alsdann
bringen wir die B-Gerade durch R, mit der €-Geraden durch P, in S,
zum Schnitt. Nach dem kleinen DESARGUESschen Satz, angewendet
auf die Dreiecke Q; R, P, und Q, S, P,, ist dann Q,S; eine A-Gerade
und daher nach der Figur 2. 2 tatsichlich Q,Q, eine €-Gerade.

Als Umkehrung von Satz 1 zeigen wir

Satz 2: Ist der kletne Desarguessche Satz fiir Dreiecke aus U-,E-, G-
Geraden, deven Ecken paarweise auf B-Geraden, fiir Dreiecke aus U-, B-,
€-Geraden, deven Ecken paarweise auf €-Gevaden und fiir U-, B-,€-Drei-
ecke, deven Ecken paarweise auf €-Geraden legen, erfiillt, so gilt im
ABC-Gewebe die Figur X. 2.

Gleichwertig hiermit ist der Satz, der durch Vertauschung der A-
und B-Scharen sowie der €- und €-Scharen aus ithm hervorgeht. Den
Beweis kniipfen wir an dieselbe Figur an, vertauschen jedoch die Be-
zeichnung ,, A*“-Gerade und ,,€*‘-Gerade. Wir setzen R, R, und S, S, als
A-Geraden, RyQ5, 0,5,, R, S, als B-Geraden, R,Q,, R,S, und @, S, als
€-Geraden voraus und haben nun zu zeigen, daBl 0,0, eine A-Gerade ist.

Wir konstruieren Q; als Schnitt von R,Q, und R,(Q,, P, als Schnitt
der €-Geraden durch @, und der U-Geraden R, R,, P, als Schnitt der
@-Geraden durch P, und S; S, und P, als Schnitt der B-Geraden durch
P; mit der A-Geraden S, S,.

Aus dem kleinen DESARGUESschen Satz fiir die Dreiecke Q, R, P,
und Q,S; P,, deren Ecken paarweise auf 8-Geraden liegen, folgt, da3
Q, P, eine G-Gerade bestimmen. Aus demselben Satze, angewendet auf
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die Dreiecke Q, R, P, und Q, S, P,, deren Ecken paarweise auf €-Geraden
liegen, folgt, daB P,Q, eine G-Gerade ist, und aus demselben Satze, an-
gewendet auf die Dreiecke Q,0,0Q, und P; P, P,, deren Ecken nach den
eben erzielten Ergebnissen paarweise auf @-Geraden liegen, folgt, daB
Q,0Q; eine A-Gerade ist.

12. Parallelismus in der affinen Geometrie,

Es liegt nahe, nach den weiteren Umkehrungen des Satzes 1 aus dem
vorigen Abschnitt zu fragen. Eine solche wire z. B. die folgende:
Ist der kleine DESARGUESsche Satz fiir Dreiecke

aus B, €, G-Geraden, deren Ecken paarweise auf %U-Geraden
g‘[, (&) C' » ) i) 2 s ”» %- 2
91: %1 @' » > ) 2 3 ” (S/' »

liegen, so gilt die Figur X. 2 fiir das ABE-Gewebe.

Der Beweis 148t sich nicht ohne weiteres iibertragen, weil wir bisher
nur voraussetzten, daB eine - oder B-Gerade mit einer zu ihr nicht
parallelen Geraden einen Schnittpunkt besitzt. Diese Einschrankung ist
unnatiirlich, sobald wir den kleinen DESARGUESschen Satz fiir beliebige
Geraden untersuchen, und wir wollen sie deshalb hier fallen lassen. Wir
stellen statt dessen die Forderung auf:

Parallelenaxiom: Zwei verschiedene Gerade sind entweder parallel
oder sie haben einen Punkt miteinander gemeinsam.

Alsdann kénnen wir dieAxiome [. 3, I.4 beweisen. In der Tat sind ver-
schiedene parallele Geraden und punktifremde Geraden jetzt dasselbe,
und der Parallelismus ist gewiBl eine symmetrische Beziehung. Ange-
nommen ferner, der Parallelismus wire nicht transitiv. Es sei also y,
parallel y,, y, parallel y, und y; und y; mégen den Punkt P bestimmen,
so gehen durch P zwei verschiedene Parallele zu y, im Widerspruch
zu l 6.

Der Ubersicht wegen stellen wir die Inzidenzaxiome und das Paral-
lelenaxiom der affinen Geometrie hier zusammen.

To. 1. Zwei vomeinander verschiedene Punkte bestimmen stels eine
Gerade.

Dies wurde in 5, 2 als Satz iiber die durch Definition aus dem ABED-
Gewebe erzeugten Geraden bewiesen.

Ia. 2. Irgend zwei vomeinander verschiedeme Punkte eimer Geraden
legen diese Gerade eindeutig fest.

To. 3. Auf einer Geraden liegen stets zwei verschiedeme Punkte.

Dies forderten wir auch bisher.

Ia. 4. Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Dies folgte bisher aus der Forderung I. 6.

Definition: Zwei Geraden heilen parallel, wenn sie punktifremd oder
miteinander identisch sind.
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Io. 5. Zu einer Geraden gibt es durch jeden Punkt eine und nur eine
Payallele.

Die Anordnungsaxiome 4, 14 A. 1 bis A.6 und das Archimedische
Axiom 4, 17 konnen ohne Abinderung als Axiome der affinen Geo-
metrie genommen werden. Das Axiom 2§ 1Bt sich so formulieren:

2. 0. Sind P;, Q; (i =1, 2, 3) zwei Dreiecke mit paarweise par-
allelen Seiten und ist P,Q, parailel zu P,Q,, so ist P,Q, auch parallel
2 PyQ,.

Das am SchluB von 5, 9 erzielte Ergebnis it sich alsdann iiber-
sichtlich so formulieren:

Theorem: Die affinen Geometrien, die aus Kirpern veeller Zahlen er-
klirt sind, sind durch die Inzidenzaxiome Io. 1 bis Ie. 5, die Anordnungs-
axiome A.1bis A. 6, das Archimedische Axiom und das Schliefungs-
axtom X. 8 fiir zwei Scharen paralleler Geraden gekennzeichwet.

Mit Hilfe der Ergebnisse iiber das 3-Gewebe mit der Sechseckfigur
sicht man leicht ein, da 2. é sogar nur fiir den Fall vorausgesetzt
zu werden braucht, wo P, z. B. auf der Geraden @, Q, liegt. Man
vergleiche hierzu auch die in 6, 12 zitierte Arbeit von R. MAYRHOFER.

13. Vektorgleichheit von Dreiecken.

Der kleine DESARGUESsche Satz ist mit einem Satz iiber Dreiecke
dquivalent, dhnlich wie die in 5, 4 angegebenen Dreieckssitze die dort
vorausgesetzten Spezialfille dieses Satzes zu ersetzen vermochten.

Satz 1: Bilden P; und Q; je etn Dreieck und ist

P Py=010:, PyP3y=0,05,

Py Py =0, 0s.

Man kann den Beweis auf 5§, 5, Satz 1a und b und 5, 10, Satz 1
zuriickfithren. Wir geben einen direkten Beweis unter den Inzidenz-
voraussetzungen des vorigen Abschnitts. Wir bemerken dabei, daf} in
jedem Gewebe aus drei Scharen paralleler Geraden nach 5, 11 die
Figur 2. 2 gilt.

Sind die Geraden P;Q, voneinander verschieden, so sind sie nach
Voraussetzung parallel; daraus folgt aber nach der zweiten Aussage des
kleinen DESARGUESschen Satzes, da8 die Geraden durch P, P, und @, Qs
parallel sind, und folglich gilt auch das Behauptete.

Liegen P, P, und Q,Q, auf derselben Geraden und ist P, von @, und
P, von Q, verschieden, so ziehen wir durch P, die Parallele zu P, P,
welche Q,0Q; in R, treffe. Die Parallele zu P, P, durch R, treffe die
Gerade P, P, in R,. Alsdann ist P, P,= R, R, und daher auch R, R,
= Q,0,. Daher ist die Gerade R,Q, parallel zur Geraden R,Q,. Ferner
ist die Gerade P,Q, parallel zur Geraden P,Q;, weil PyPy= Q,0,
ist, und daher folgt aus der Figur ~. 2, daB auch P, P, parallel zu @, Q,
ist, und damit ist P, Py = Q,0,.

s0 18t auch
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Ist P, =0Q,, so ist ,Q;= P,Q, und daher P;Q,= P,P,, und
daraus folgt das Behauptete.

In den anderen Fillen kommt man analog zum Ziel.

Aus Satz 1 und dem Kriterium der Vektorgleichheit folgt umgekehrt
der kleine DESARGUESsche Satz.

Ebenfalls beweist man nunmehr den Satz 2b aus 5, 5 ohne die Ein-
schrinkung, daB keine der Seiten eine - oder B-Gerade ist (Satz 2).

Ferner gilt
Satz 3: Ist
P,P,=0Q,0, wund PyP,=(Q,0;,
so st auch
Py Py=Q,0,.

Bringen wir nidmlich die Parallele durch ¢, zu Q,Q; mit der Parallelen
zu Q,Q, durch Q, in Q; zum Schnitt, so ist Q,Q; = Q;0,, also Q,Q,
= P,P, und Q,Q; = (Q,Q,. Nun ist nach Satz 1 P,P,= Q,Q; und
daraus folgt das Behauptete.

Satz 4: Ist Py Py= Q,Q, und die Gerade P,P, parallel Q,Q; und die
Gerade P, P, parallel Q,Q;, so ist P, Py= Q,0Q, und P,P,= Q;0,.

14, Proportionen. Vektoren.

Mit den Sitzen iiber Dreiecke aus 5, 13 lassen sich leicht dieselben
Sitze fir Proportionen von Strecken wie in 5,6 beweisen fiir die
folgende allgemeinere Erklirung:

D.*1. Sind O, P,, P, drei Punkte einer Geraden und O, Q,, Q, drei
Punkte einer anderen Geraden durch denselben PunktO und ist P, Q, parallel
2u PyQ,, so gelte

OP,:0P,=00,:00,.
Die Definition D.*2 entstehe aus 5,6 D.2, indem im Wortlaut derselben
D. 1durch D.*1 ersetzt wird. Die Sitze aus 5, 6 lassen sich nun wortlich
heriibernehmen (Satz 1 bis 5). Es gilt ferner der folgende Proportionali-
titssatz fiir Dreiecke:
Satz 6: Sind P;, Q; zwes Dreiecke und st

PyPy: 010y = Py Py: 0,05,

PyPy: Q305 = Py Py 050,.

Aus der Voraussetzung folgt nimlich, daB3 die entsprechenden Seiten
der Dreiecke parallel sind, und daraus folgt das Behauptete.

Die Transitivitit fiir die Proportionalitit von Streckenpaaren gilt
aber auch jetzt noch nicht. Dies werden wir in 7, 13 direkt beweisen.

Die Vektoren bilden eine kommutative Gruppe mit eingliedrigen
Untergruppen, die je aus den zueinander parallelen Vektoren bestehen.
Nach 5, 13, Satz 2 148t sich jeder Vektor in zwei Komponenten zerlegen,

so st auch
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die zu zwei vorgegebenen Geraden parallel sind bzw. zu zwei vorge-
gebenen eingliedrigen Untergruppen gehéren. Aus der Erklirung der
Vektorgleichheit und der Kommutativitit der Komposition paralleler
Vektoren erschlieft man leicht den folgenden SchlieBungssatz:

Sind P,, P,, P, einerseits und Q,, Q,, Q5 andererseits je drei Punkte
auf parallelen Geraden und ist P,Q, parallel P,Q; und P,Q, parallel

& @2 7 @
& @2 gz m
A G A 2 A B
Fig. 23. Fig. 24.

P,Q,, so ist auch P,Q, parallel P,Q,. Aus dem assoziativen Gesetz der
Komposition linear abhingiger Vektoren folgert man:

Sind P, P,, P, P, einerseits und Q, Q,, Q;Q, andererseits je vier
Punkte paralleler Geraden und ist P, Q, parallel P/Q;, P,(Q, parallel
P;Q,, P, Q, parallel P,Q/, so ist auch P,Q, parallel P, Q,.

Erkliren wir die Verhiltnisgleichheit von Vektoren wiein 5, 7, indem
wir aber an Stelle von 5, 6, D.1 die Erklirung D.*1 setzen, so reiht
sich neben die Sitze 1 bis 4 fiir beliebige Vektoren noch der

Satz T: Ist g, nicht parallel zu 1), und ist ¥ Ly = 91 : 99, SO 15t auch
Lil=0+ 91t + 9,

Kapitel 6.
Gewebe und Zahlensysteme.

Einleitung.

Wie wir in 4, 22 nachwiesen, ist im Y BD-Gewebe, das in 5, 1 mit
erklirt wurde, der SchlieBungssatz 2. I erfiillt, falls das % BED-Gewebe
aus einer affinen Ebene entnommen wurde, die aus einem Schiefkérper
erklirt ist. Wir wollen deswegen jetzt ein % BED-Gewebe betrachten,
in dem fiir das Y BE- und das A BD-Gewebe 2. I und ferner die Forde-
rung 2. 3 erfiillt ist. Wir werden zeigen, daB3 ein solches 4-Gewebe in einer
einfachen Beziehung zu einem einseitig distributiven Zahlensystem
steht, und zwar so, daB sich jedem solchen 4-Gewebe ein Zahlensystem
und jedem solchen Zahlensystem ein 4-Gewebe mit den angegebenen
Eigenschaften zuordnen 1i8t. Die Bedeutung des SchlieBungssatzes 2.3
148t sich jetzt prignanter als in Kapitel 5 formulieren: Er entspricht dem
distributiven Gesetze des Zahlensystems.

Wie in Kapitel 5 gezeigt wurde, 1i8t sich jedes % BED-Gewebe mit
Figur X 1 fiir das A BE-Gewebe und mit Figur 2. 3 zu einer affinen Ebene
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erweitern. Dadurch wird hier der Zusammenhang zwischen einseitig
distributiven Zahlsystemen und zugehdérigen affinen Ebenen vermittelt.

Spiter ist es leicht, einen SchlieBungssatz X' £ fiir das zweite distri-
butive Gesetz anzugeben, sowie die Folgerungen zu iibersehen, die sich
aus 2.4 unabhingig von 2.3 ziehen lassen. Die Gewebe, in denen statt
2.3 die Figur 2.4 gilt, stehen wieder in Beziehung zu einseitig distri-
butiven Zahlensystemen, die Gewebe, in denen sowohl 2.3 wie 2. 4 gilt,
in Beziehung zu Schiefkérpern. Den Ubergang zwischen Zahlen und
affiner Ebene bildet die Proportionalitit von Strecken oder das Strecken-
verhiltnis.

1. Die Geradenautomorphismen als Gruppe.

Wir legen fiir das %, B, €, D-Gewebe die Axiome I. I bis I.11, 2. 1,
2. 3 wie in 5, 2 zugrunde und fordern ferner

2¥ 1. Im ABD-Gewebe gilt dev Schliefungssatz X. 1
und zeigen alsdann

Satz: Die durch D-Geraden vermittelten Geradenautomorphismen J;
der Gruppe der W-Vektoren bilden eine Gruppe.

Nach 1, 4 ist es zwar trivial, daB die Automorphismen einer Gruppe
selbst eine Gruppe bilden, aber die Klasse der Geradenautomorphismen
braucht jakeineswegs aus allen Automorphismen der Vektorgruppe zu be-
stehen. Dies ist im allgemeinen sogar unmaoglich, weil ja ein Geradenauto-
morphismus festgelegt ist, wenn er ein Element q, in ein anderes a,
iiberfithrt, und das gilt natiirlich im allgemeinen fiir beliebige Automor-
phismen keineswegs.

Ist PQ eine B-Strecke, so verstehen wir in diesem Abschnitt unter
m (P Q) gleich den A-Vektor, welcher dem >
B-Vektor m (P Q) durch die isomorphe
Abbildung mittels der €-Geraden y zu- g
geordnet wird. % (2

Es seien jetzt zwei Gerade d,, d, vor- # Z,
gelegt, Js,, Js, seien ihre Automorphis- 1
men, wir wollen die Gerade §; konstruieren,

die den Automorphismus [Js (/s (a) 2 A L
= Js,(a) vermittelt. ~1_|z,

Sei P, irgend ein Punkt der U-Ge- a; D>
raden « durch D, Q, der Schnitt der 2 &
9B-Geraden durch P, mit 8,, R, der Schnitt \
der U-Geraden durch @, mit der €-Ge- Fig, 25. %

raden y durch D, P, bzw. 0, der Schnitt
der B-Geraden durch R, mit a bzw. §,. Nun bringen wir die %-Gerade
durch Q; und die %-Gerade durch @, in 61 zum Schnitt und ziehen §,
durch D und 51.
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Setzen wir m(DP;) = q,, so ist

m (P Qy) = m (PyRy) =m(DPy) = Jy; (a1)
und daher
m(Py Q) = Joy(Jsy (ar));
andererseits ist m (I;IQ—I) =m (P, 61) = J;,(a;), und es ist also
Jaa(Jay (01)) = Jy(as) -
Ist nun P, irgendein anderer Punkt von «, so kénnen wir analog @,

R,, 63 konstruieren, und bestimmen wir Q, als Schnitt der 8-Geraden

durch P, mit 4, so folgt aus X* 1, daB 0., -62 eine A-Gerade bestimmen.
Folglich ist auch

Js (] o (az)) = Jo (az) .

Ist J; ein Geradenautomorphismus, so ist auch der inverse Automor-
phismus J3! ein Geradenautomorphismus. Sei nidmlich § wieder eine be-

5 liebige D-Gerade, P,, Oy, Ry, Py
konstruiert wie oben. R; heifle der
7 Schnittpunkt der B- Geraden P,0Q,
O W’ mit y, Q; der Schnittpunkt der B-
g Geraden durch P mit der A-Gera-
7 7, 7 den durch Rl. Die d-urch_D und Q1
7 bestimmte Gerade heile §. Setzen
A= wir m (D P;) = ay, so ist
A A A “ m(DPy)= Js(a1)
Fig. 26. und
m(PyQy) = m(PRy) = m(DPy) =y,
also

J5 (Js(ay) = ay.

Konstruieren wir aus einem bel1eb1gen Punkt P, mit m(D P,) = a,
analog die Punkte Qz, R,, RZ, P und bestimmen QZ als Schnitt der
Geraden P,R, mit 8, so bestimmen Qz, R nach X* 1 eine ¥-Gerade,
und es ist also wieder

T3 (Us(ag) = .

Aus dem iiber die J; Bewiesenen folgt nun aber nach 1, 3 sofort,
daB die Geradenautomorphismen tatsichlich eine Gruppe bilden.
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2. Die Multiplikation der ¥-Vektoren.
Die eindeutige Zuordnung der Geradenisomorphismen zu den Ele-
mentepaaren a; =+ 0, G, =0 benutzen wir zur Einfilhrung einer

anderen Schreibweise.
Nach Auswahl irgend eines Normvektors a4 4= 0 erklidren wir jetzt

eine Multiplikation der Vektoren a. Ist
Js(ao) = a1, Jolas) =a’,

so schreiben wiv dafiiy
a 0y =aqa'.
Da jedem Elementepaar a4, a; mit a, &= o ein wohl bestimmter Auto-
morphismus J; entspricht, ist das Produkt fiir beliebige Vektoren qa,,a,
erklirt. Weil
Jolag + a3) = Js(ag) + Js(as),
gilt offenbar das erste distributive Gesetz
a, (@ + a) = a; 0, + 05 05.

Es gilt das assoziative Gesetz. Ist ndmlich [, und ], der a, bzw. q,

entsprechende Automorphismus, so ist fiir den Produktautomorphismus

(Jor* Jao) (@) = Jay (Juy (80)) = Joy (a5) = 0185 = Ji 0 () -

Da aber die Komposition der Automorphismen assoziativ ist, so gilt dies
also auch fiir die Multiplikation der Vektoren.

Da J, (a) der identische Automorphismus ist, ist apa = a. Nach
Definition ist aber auch

aay = Ja(ag) =@
und g, also das Einheitselement der Multiplikation. Die Gleichung
L0y =0y

ist stets auflosbar (a,, a, = o), weil es einen wohl bestimmten Auto-
morphismus gibt, der q, in a, iiberfiihrt. Ebenso ist

Gt =0y
stets auflésbar. Es ist

ap=o.
SchlieBlich setzen wir noch

0a =o.

Alsdann bilden die Vektoren ein einseitig distributives Zahlensystem mit
nicht-kommutativer Addition. Man kann natiirlich nach Auszeichnung
eines g, auch die Multiplikation a;a, = o’ direkt geometrisch erkliren
und die Rechengesetze aus 2.1, X* 1, X.3 ableiten.

Wie dndert sich diese Multiplikation, wenn wir ein anderes Norm-
element a, wihlen?

Reidemeister, Geometrie. 8
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Wir bezeichnen das neue Produkt von a,, a, durch a;0a, und das
zu @, inverse Element bei der Multiplikation mit dem Normelement q,
mit a5!. Alsdann ist

0,00, =0a,0;'q,.

Denn ist 7%(60) =0y, s0 ist q; 0 a, = _fa, (ay); dabei ist
7a1 = Jo,* Ja,-1 mit Jg, (a0) = ay, Jg-1(a0) = ag?,
weil

Joo (Jam1(8) = Ja, (a0) =05 .

Setzen wir also a* = aya, so wird dadurch eine eineindeutige Ab-
bildung der Vektoren a vermittelt, und zwar ist

(0 + a)* =af -+ af
und
(0, 0)* = af o af.

Das heifit aber, die beiden Zahlensysteme, die einerseits durch die
Operationen a, + a,, a,a, und andererseits durch die Operationen
a, + a,, a; 0 a, erklirt sind, lassen sich unter Erhaltung der Kompo-
sitionsvorschriften eineindeutig aufeinander abbilden und sind also zu-
einander isomorph.

3. Das Zahlensystem der Vektorpaare.

Die willkiirliche Auszeichnung des Einheitselementes ist weder alge-
braisch noch geometrisch befriedigend. Hiervon befreien wir uns durch
die Bildung eines Zahlensystems aus Paaren (a;, a,) mit a; & o von
9A-Vektoren, indem wir festsetzen:

Zwei Vektorpaare (ay, a,), (0, 0,) heiBlen gleich oder proportional,
wenn es einen Geradenisomorphismus [ gibt, so daB

J(a) =, (t=1,2)
oder, was dasselbe ist, wenn es ein a gibt, fiir das im Sinne der Multi-
plikation beziigl. a,

aq; =a (t=1,2)
oder wenn fir dieselbe Multiplikation
art ay = al_ ! a,

ist. Diese Gleichheit ist transitiv; die Klasse der zu (qa,, a,) gleichen
Vektorpaare nennen wir die Zahl 4 (a,, 6,). Jede Zahl 148t sich durch ein
Vektorpaar mit beliebigem ersten Vektor == o reprisentieren. Der zweite
Vektor ist alsdann eindeutig bestimmt. Jede Zahl auBer a(a,, o) 148t
sich auch durch ein Vektorpaar mit beliebigem zweiten Vektor = o
reprisentieren. Der erste Vektor ist dann auch eindeutig bestimmt.
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Um zwei Zahlen zu addieren, reprisentieren wir sie durch Vektor-
paare mit identischem ersten Vektor
a=aa, ay), & =a(a, ay)
und setzen
a+a=a(a,a+a,).

Diese Erkliarung ist widerspruchsfrei. Denn ist ¢ = a (aa;, aa,) und
a =a(aqay, aq,) eine andere solche Darstellung derselben Zahlen, so
ist nach dem distributiven Gesetz

a(aa;, a0, +ady) =a(aa;,a(0,+a))=a+a.
Um das Produkt zweier Zahlen a, @ zu bilden, setzen wir
a=a(a,a,), 4=a(d,,a,) mit a,=T0q,
und
aa =a(a, a).
Diese Erklirung ist widerspruchsfrei. Denn ist
a=a(aa;,aa,), a=a(aa,, aay)
eine andere solche Darstellung, so ist
a(aa,aa;) =aa.

Man bestdtigt nun mihelos, daB die a ein einseitig distributives

Zahlensystem 8 mit wichtkommutativer- Addition bilden. a(a, o) =0 ist

das Nullelement der Addition, 4 (a, a) =1 das Einheitselement der
Multiplikation.

4. ®-MaBzahlen.

Es liegen nun zwei Fragen nahe: ndmlich einerseits, ob die Ein-
filhrung der Elemente des Zahlensystems auch direkt auf geometrischem
Wege méglich ist, und andererseits, wie sich die Vektoren, die wir im
ABD-Gewebe einfiilhren koénnen, zu den Zahlen unseres Zahlen-
systems verhalten. Statt ®-Vektoren wollen wir hier lieber ,,9-Map-
zahlen'* sagen. Beide — nicht ganz prizise formulierten — Fragen lassen
sich dann gleichzeitig prizise beantworten durch den folgenden

Satz: Die Mapzahlengruppe des NBD-Gewebes ist isomorph zu der
Gruppe der Zahlen a <= 0 des Zahlensystems 3 bei der Multiplikation als
Kompositionsvorschrift.

Ist ndmlich P, P, eine ®-Strecke auf der Geraden é und sind a4,
iy5, Og1, 0,y die Koordinaten von P, P,, so ist

a(ay, Ag) = a(0yp, ),
weil nach Erklirung des Isomorphismus

a;p = J3(0s1) =1, 2)
8*
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ist. Wir behaupten nun, daB die Zuordnung
b (P1P2) <> d(all, (121)

einen Isomorphismus zwischen den beiden fraglichen Gruppen vermittelt,
wenn p (P, P,) die durch P, P, bestimmte ®D-MaBzahl bedeutet. Sind

P, P;und P, P, zwei im ABD-Gewebe gleiche (eigentliche) D-Strecken

und sind a;y, a;, bzw. a,;, a,, die Koordinaten von P, bzw. P,, so
haben wir also zu zeigen, es ist

(1) a Ay, 0gy) = @ (g1, Oy)

) @ (13, Gpp) = @ (Ag9, Apy)

und umgekehrt: Ist eine der Gleichungen (1) oder (2) erfiillt, so sind die

zugehdrigen D-Strecken gleich. (1) ist, wie wir soeben sahen, eine Folge

von (2) und umgekehrt.

Liegen nun P;, P, und deswegen auch pP,, ﬁz auf A-Geraden, so ist
Gy = 0y (t=1,2),

es ist also (2) erfilllt. Liegen P, Z)l und deswegen auch P,, P,
auf B-Geraden, so ist

Qi = 05y (i=1,2),

es ist also (1) erfiillt. Hieraus folgt allgemein, daB gleichen ®-Strecken
dieselbe Zahl a zugeordnet ist. Ungleichen ®-Strecken mit identischem
Anfangspunkt entsprechen aber auch verschiedene Zahlen . Sind schlie-
lich P, P, und P, P, zwei D-Strecken mit gemeinsamem Anfangs- bzw.
Endpunkt und a;,, a;, (# =1, 2, 3) die Koordinaten der P,, so ist
die P, P, zugeordnete Zahl a(a,;, ay) =a,, die P,P, zugeordnete
a (0y, 3;) = a, und die P, P, zugeordnete
a(ay, Og) = a,8,.

Daraus folgt der behauptete Isomorphismus zwischen der ®-MaBzahlen-
gruppe und der multiplikativen Gruppe der Zahlen a.

Die Komposition der ®-MaBzahlen im ABD-Gewebe heiBe fortan
die ,,Multiplikation’. Der soeben nachgewiesene Zusammenhang legt
es nahe, nach einer zweiten Komposition von ®-Strecken zu fragen, die
der Addition der Zahlen a entspricht. Sie ist leicht zu konstruieren.

Sind P,, P,, P, drei Punkte einer eigentlichen ®-Geraden, Q,, Q,,
Q, die Schnittpunkte der B-Geraden durch P; mit der UA-Geraden durch
D, istm(DQ,) = a;4, so werde im ABE-Gewebe ein Punkt @, mit den
Koordinaten

Ay =m(DQy) = ay + a3, Ogg =0
konstruiert. Die B-Gerade durch Q, treffe die ®-Gerade P, P, in P,
und alsdann heiBle b (P,P,) die Summe von d(P,P,) und d(P;P,),
in Zeichen
D (P Py) =0d (P, Py) +d (P, Py).
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Die Definition dieser Addition ist von der Auswahl von P, unabhingig.
Denn sind «a; die den ®-Vektoren b (P, P;) entsprechenden Zahlen, so ist

a, + a; = a,.

Ahnlich kann man die @ als MaBzahlen fiir %-Strecken im ABD-Ge-
webe deuten. Es entsprechen dann jeder U-Strecke also ein Vektor a
und eine ®-MaBzahl a. Man beachte hierbei, daB die ¥-Gerade durch
D eine uneigentliche Gerade des ABD-Gewebes ist, ein Fall, den wir
bei Einfithrung der Vektoren im 3-Gewebe nicht beriicksichtigt haben.

5. Streckenverhidltnisse als Zahlensystem.

Die geometrische Bedeutung der Zahlen a = 4 (qa;, a,) und ihrer
Verkniipfung wird noch deutlicher, wenn wir das YBED-Gewebe zu
der affinen Ebene erweitern. Die affine Geometrie, die so entsteht, ist
nach 5, 4 im wesentlichen durch X'. d fiir die zwei Scharen paralleler
Geraden U und B und den SchlieBungssatz 2.1 fiir ein 3-Gewebe aus
einem Geradenbiischel durch einen Punkt und den beiden Scharen
A und B gekennzeichnet.

Weil die Translationen des ABE-Gewebes nach 5, 2 Kollineationen
der affinen Ebene sind, welche parallele Gerade in parallele Gerade
iiberfithren, gilt in dem 3-Gewebe aus den -, B- und den D-Geraden
durch einen beliebigen Punkt D’ der Ebene die Figur 2. I. Man kann
also in jedem UBD’-Gewebe die ,,Mapfzahlengleichheit'* erkliren; diese
MaBzahlengleichheit ist alsdann transitiv, und das Abtragen eines Vektors
von einem Punkte aus eindeutig.

Besser 148t sich dieser geometrische Sachverhalt durch den Ausbau
der Proportionenlehre beschreiben. Wir erginzen die in 5,6 gegebene
Definition D.1 durch die folgende Festsetzung:

D. 1 Liegen O, P;, P, auf einer Geraden und O, Q;, Q, auf einer an-
deren Geraden durch O, die berde weder N- noch B-Geraden sind, so heife

(1) OP;:0P,=00Q,:00,,

wenn die Py, P,, Q,, Q, entweder gleichzeitig U-Geraden oder B-Geraden
bestimmen oder falls dies nicht zutrifft,

D. 2 wenn es Punkte R,, R, gibt, so daf sowohlOP;:0P, =0R;:0OR,
als auch 0Q,:0Q, =OR,:0R, ist.

Ist OP,: 0P, =0Q,:00Q,, so sind die Strecken P; P, und Q,Q, in
dem Gewebe aus den - und B-Geraden und den Geraden durch O
mafizahlengleich und umgekehrt. Die Proportionalitit von Strecken-
paaren mit demselben Anfangspunkt ist also ebenfalls transitiv, und
durch (1) ist der Punkt Q, eindeutig bestimmt, wenn O, P;, P, und Q,
gegeben sind.

Die Definition der Proportionalitit fiir Vektoren, die weder %- noch
¥B-Vektoren sind, fithren wir analog wie frither auf die fiir Strecken
zuriick und erhalten den Satz:
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Ist
it =119, und 99, =3 %,
so st auch
Li:Ls = %1 52>

mit anderen Worten: die Proportionalitit von Vektoren ist transitiv.

Sind ¢; und g, parallele Vektoren, so verstehen wir unter v (g, £,)
die Gesamtheit der Vektorpaare 1), i), fiir die
(2) Liil=11'Y
ist. Wegen der Transitivitit der Proportionalitit ist mit (2) stets

v (L1, Ta) = ¥ (91, 1)
und umgekehrt. Diese Klassen v nennen wir ,,Streckenverhilinisse'*. Die
Streckenverhiltnisse bilden ein einseitig distributives Zahlensystem,
wenn die Multiplikation und Addition so erklirt werden:
Ist

vy =0 (Lo, L1)» Uy =V (Lo, La) »

SO sei
Up + U =0 (L, L + La) -
Ist
v =0 (%, L), Uy = (L1, Ls)
so sel

Uy Uy =V (Zp, La) -
Beide Operationen sind stets eindeutig ausfiihrbar. Denn ist v, irgend ein
Streckenverhiltnis und g, irgend ein Vektor, so gibt es stets einen und
nur einen Vektor z,, so dal
Uy =V (L1, L)
ist. v (x, 1) ist das Einheitselement der Multiplikation, v (x, o) ist das

Nullelement der Addition, wenn unter p der Nullvektor verstanden
wird.

U (g, &) ist gleich  v=1(xy, 1,)
und

U(E, — )= —0(L1, L)

Aus 5, 7 Satz 3 folgt, daBl die Multiplikation von der Auswahl der
Vektorpaare gy, ¢, aus v unabhingig ist. Aus 5, 7 Satz 4 folgt, daB fiir
die Addition dasselbe gilt.

Das assoziative Gesetz der Multiplikation ist unmittelbar zu be-
stitigen, das der Addition folgt aus dem assoziativen Gesetz der Ad-
dition firr Vektoren. Dasselbe gilt fiir das distributive Gesetz

0y (Vg + Ug) = Uy Up +- ¥, V5.
Es ist nidmlich

(Lo, £1) [V (21, L) + 0 (L1, L3)] = 0 (Los L) ¥ (L1, L3 + Ta) = v (Ko, X3 + %)
= (L9, Lg) + ¥ (Lo» L3) = ¥ (X0, 1) ¥ (X1, L2) + ¥ (To» L) ¥ (X1, 23) -
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Das Zahlensystem der Streckenverhilinisse ist zu dem Zahlensystem
der a = a (ay, ay) 1Somorph.

Sei ndmlich D der Ursprung eines Koordinatensystems. Jedem
Vektor ¢ ordnen wir eine ,,%-Komponente” zu; tragen wir ¢ von D aus
bis P ab und hat P alsdann die Koordinaten ay, a,, so heille a, die
A-Komponente von g. Sei q;; die A-Komponente von g;, so ist
0y + a5; die U-Komponente von g, + g,. Ordnen wir nun jedem
Streckenverhiltnis v (1, £,) die Zahl a =a (ay, ay) zu, wo die ay,
wieder die Y-Komponenten von g, sind, so ist diese Zuordnung zwischen
den v und a zunichst eineindeutig, weil jedes 4 eine wohl bestimmte
Klasse von maBzahlengleichen ®-Strecken und eine solche Klasse ein
wohl bestimmtes Streckenverhiltnis » bestimmt, und wie man nunmehr
leicht aus der Erklirung der Multiplikation und Addition der 4 und v
abliest, in der Tat ein Isomorphismus der beiden Zahlensysteme.

6. Analytische Darstellung.

Aus der analytischen Darstellung des 4-Gewebes und der affinen
Ebene mit Hilfe der - und B-Vektoren kénnen wir nun eine Dar-
stellung in dem Zahlensystem a = a (a,, a,) ableiten. Sind b, b, zwei
Vektoren, so sei a(b;, b,) = a(a,, a,), wenn die a; den b; durch einen
Geradenisomorphismus zugeordnet werden.

Wir wihlen auf den %- und B-Geraden durch D je einen Punkt E,
bzw. Ej als Einheitspunkte und setzen

m (D Ea) =0y, m (DEH) = bo‘-

Seien nun a,b die Koordinaten irgend eines Punktes beziiglich des
Koordinatensystems mit dem Anfangspunkt D, so ordnen wir ihm
nunmehr die Zahlen

a=a(a,a), b =a(by, b)

als Koordinaten zu. Dem Schnittpunkt E der 9-Geraden durch Eg
mit der B-Geraden durch E, entsprechen die Koordinaten 1, 1. E heil3t
der Einheitspunkt des affinen Koordinatensystems, 4, & heien affine
oder Parallelkoordinaten.

Es gilt, die Parameterdarstellung der Geraden zu ermitteln. Ist £, J (t)
eine solche in 3-Gewebe-Koordinaten, und setzen wir

t=a(ay, t) =a(J(a), J )

und
d =a(by, J(ay),

so ist
a (bo, J (1)) = a(bo, J(a0)) a(J (ao), J (t)) = dt,

also ist #,d¢ die gesuchte Parameterdarstellung.
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Fiir beliebige Gerade t + a, J(t) ergibt sich daraus, wenn a = a(a,, a)
gesetzt wird, die Darstellung

t+a, dt

und umgekehrt liefert ein beliebiges @, d so die Punkte einer bestimmten
Geraden.

Der Geraden durch D und E entspricht die Darstellung ¢, z.

Aus der Parameterdarstellung folgt, daBl die Punkte einer Geraden
eine lineare Gleichung erfiillen und daB umgekehrt jeder linearen Glei-
chung eines gewissen Typus eine Gerade entspricht. In der Tat ist fiir
die Punkte x =t 4+ a, vy =dt

d(x —a) —y=0.
Sei nun
(1) ux —w—ovy =20

eine lineare Gleichung, in der # und v nicht gleichzeitig verschwinden.
Man beachte hierbei, da zwar % (— v) = — uv, dagegen (— v) # im
allgemeinen = — vu ist; es ist daher wesentlich, daf die Glieder ux
und vy entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Ist v =0, so ist ¥ = #~w, also liegen die L&sungen auf einer
B-Geraden; ebenso folgt, daB (1) fiir # = 0 die Gleichung einer A-Ge-
radenist. Ist# 40, v =40, soist y =v=u (x —u~1w); ist ¥ —u~lw =¢,
so sieht man, die Losungen von (1) liegen auf der Geraden ¢ 4 #—lw,
v~ lut,

Erkliart man umgekehrt aus einem einseitig distributiven Zahlen-
system 8 analytisch ein 4-Gewebe und eine affine Ebene, indem man
die Zahlenpaare (a, b) als Punkte und die Gleichungen (1) als Geraden
nimmt, so geniigen diese 1. unseren Axiomen und 2. bilden die Strecken-
verhadltnisse ein einseitig distributives Zahlensystem, welches zu 8 iso-
morph ist.

Nach 4, 8 gilt niamlich sowohl im 3-Gewebe aus den Geraden

x—a=0, y—b=0, x—c—y=0
wie im 3-Gewebe aus den Geraden
x—a=0, y—>b=0, dx —y =0

der SchlieBungssatz X. 1, und nach 5,2 der SchlieBungssatz 2. 3 wegen
des distributiven Gesetzes. Die Streckenverhiltnisse bilden also ein
einseitig distributives Zahlensystem 3’.

Nach 4, 8 ist sowohl die additive Gruppe desselben zur additiven
Gruppe von 3 wie auch die multiplikative Gruppe zur multiplikativen
Gruppe von § isomorph. Den Isomorphismus von 3 und 8’ erkennt
man dhnlich, indem man jeder ®-Strecke P, P, die MaBzahl

i’ ay = (da;)"* da,
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zuschreibt, wenn P; die Koordinaten

a;, da;, (t=1,2)
hat. Dann bekommen nach 4, 8 mafBzahlengleiche ®-Strecken die-
selbe MaBzahl aus §, und der Multiplikation der ®-MaBzahlen aus 3’
entspricht die der MaBzahlen aus § isomorph. Dasselbe gilt aber
auch fiir die in 6, 4 erklirte Addition der ®-MaBzahlen 3’ und die
Addition der MaBzahlen aus 8, wie man am leichtesten bei Strecken
der Geraden x—c—+9 = 0 nachpriift.

7. Kollineationen.

Eine Kollineation der affinen Ebene, welche die -Schar und die
B-Schar je in sich tberfithrt und den Parallelismus erhilt, 148t sich
analytisch durch
M ¥=aJ@)+b,  V=c]0) +d a,c 40
darstellen, wenn J einen Isomorphismus des Zahlensystems § bedeutet.

Die Transformationen (1) sind zunichst eineindeutig; denn

x=J2at(x' —b)], y=]J e —a)
ist die zu (1) inverse Transformation.

Ferner gehen Gerade in Gerade iiber; wir bestitigen dies einerseits
fiir

2) =], y=J©
andererseits fir
(3) x*=ax + b, yE=cy+d.

Bei (2) gehen die Punkte der Geraden #x — w — vy = 0 in die Punkte
der Geraden

J)x" — J(w) — J(v)y =0
iiber. Bei (3) gehen die Punkte jener Geraden in die der Geraden
wrx* — w* — v*y* =0
mit
w* = yal,
v* = yc1,
w* = —vcld + w -+ uald
tiber. Denn es ist
wEx* — w* — .v*y*
=ual(ax + b) — (—vcld +w+ uwald) —vct(cy + d)
=ux—w—vy=20.
Auch der Parallelismus bleibt in beiden Fillen erhalten. Also sind auch

alle Transformationen (1) Kollineationen, die den Parallelismus er-
halten.
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Ist umgekehrt irgend eine Kollineation K vorgelegt, welche die -
und B-Schar in sich iiberfithrt und den Parallelismus erhilt, so kann
man sie mit einer solchen Transformation (3) zusammensetzen, daf3 bei
der zusammengesetzten Kollineation die Punkte D und E festbleiben.
Eine Kollineation, welche aber diese beiden Punkte festliBt, fiihrt die
Gerade £, ¢ in sich iiber und hat daher die Gestalt

¥=F@), yY=F@).
Sie fithrt ferner das 3-Gewebe
x—a=0, y—b=0, x—c—y=0
und das 3-Gewebe
*x—a=0, y=b=0, cx—y=0

je in sich iber und vermittelt deswegen nach 4, 8 einen Isomorphis-
mus im Zahlensystem der Streckenverhiltnisse. Daraus folgt aber ganz
dhnlich wie in 4, 23 das Behauptete.

8. Zweites distributives Gesetz und Figur X 4.

Wir kehren zu der Betrachtung des 4-Gewebes zuriick und fragen
nach der Figur, welche das zweite distributive Gesetz ausdriickt. Dies leistet
die Forderung:

2. 4. Sind Py, P,, Py und Q,,Q,,Q, 2wei Dreiecke aus U-, B-, E-Ge-
raden, d. h. sind etwa P; P, und Q,Q, U-Geraden, P, Py und Q,Q, B-Ge-
2 2 7f1den md P3Py, Q;0, C-Geraden und
liegen die Ecken PyQ, auf der -Ge-
raden durch D und auferdem die Ecken
3 P,Q, auf einer D-Geraden, so liegen
2 auch P,Q, auf einer D-Geraden.

// Die verschiedenen méglichen Um-

kehrungen dieses Satzes zu bilden,

moge dem Leser iiberlassen bleiben.

A 45 Um den Zusammenhang mit dem

Fig. 27. 3. 4. zweiten distributiven Gesetz zu er-

kennen, ziehen wir noch die €-Gerade

durch D und bringen sie in P, bzw. Q, mit P, P, bzw. mit (,0,
zum Schnitt. Die Parameterdarstellung der Geraden P, (), sei

£, dgt (t=1,2).

Die Koordinaten von P, seien 4, d,a, die von Q, seien b, d,b; alsdann sind

die Koordinaten von P; und Q, bzw. a4, 0 oder b, 0 und die Koordinaten

von P, bzw. Q, die Zahlenpaare dya, dya bzw. d,b, d,b und weil

DPy= P, P, und DQ,= Q,0, ist, sind die Koordinaten von P; und Q,

einerseits dya + a, dya bzw. d,b 4 b, d,b, andererseits aber ist nach

2. 4 fiir das durch d, (dya + a) = dya bestimmte 4; auch
dy (dy b+ b) = d,b.
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Daraus folgt

(dya+a)alb=d,b+ b
oder, da a, b, d, willkiirlich sind, wenn wir dya =a’,a =¥, a~1b = ¢’
setzen,

@+ V) =dd+ V.
Halten wir die zwei %-Geraden fest und sind R bzw. R’ die Schnitt-
punkte dieser beiden Geraden mit einer beliebigen ®-Geraden, so werden,
wenn das zweite distributive Gesetz gilt, zwei vektorgleichen Strecken
R,R, = RyR, dabei zwei vektorgleiche Strecken R|R;= R{R] zu-
geordnet, und die Abbildung der Vektoren m (R, R,) <—m (R} Ry) ist
ein Isomorphismus der 2-Vektorgruppe. Sind nimlich in unserem Ko-
ordinatensystem die Koordinaten zweier Punktepaare R;, R} bzw.

a;, b;; al, b (1=1,2;a;+0),

i V4
so ist
ala; =aztay =d
der Abstand der beiden -Geraden, es ist also
@ =a;d,

und da nach dem zweiten distributiven Gesetz

(—ay+a)d=—a + g
ist, folgt das Behauptete.

9. Das 4-Gewebe mit der Figur 2. 4.

Da die beiden distributiven Gesetze als wesentlich gleichwertig er-
scheinen, wollen wir kurz ein Gewebe untersuchen, in welchem an
Stelle der Figur X. 3 die Figur X £ gilt. Es ist bequem, daneben noch
zu fordern:

Eine ®-Gerade und eine €-Gerade haben stets entweder einen oder
alle Punkte gemeinsam.

Die am SchluB von 6, 8 durchgefithrte Auswertung der Voraussetzung
2. 4 kann auch von der Benutzung der Forderung 2. 3 unabhingig vor-
genommen werden, und wir erhalten so, daB durch die Abbildung
zweier fester U-Geraden mittels D-Geraden ein Isomorphismus der
A-Vektoren induziert wird.

Sind andererseits o, , o und o], o, zwei A-Geradenpaare von gleichem
Abstand, d. h. sind die ®-Strecken, die sie bzw. ausschneiden, einander
gleich, so bewirkt die Abbildung durch ®-Geraden denselben Isomor-
phismus.

Sind ndmlich 4,, 4,, A}, A} die Schnittpunkte der vier 9-Geraden
mit der B-Geraden durch D, sind P, P, die Schnittpunkte irgend einer
D-Geraden mit oy bzw. «,, P der Schnitt der B-Geraden durch P, mit
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o) und Pj der Schnitt der ®-Geraden durch P; mit oy, so muB die
%B-Gerade durch P, auch durch Pj gehen, weil P, P, =P P, sein soll.
Dann ist aber auch A} P;= A4,P,, A,P,= A,P,. Umgekehrt sieht
man auch, daB zwei U-Geradenpaare, auf denen derselbe Isomorphis-
mus bewirkt wird, gleichen Abstand haben.

Wir kénnen nunmehr von der Operation

o =ad

als der durch Abbildung von U-Geraden mittels ®-Geraden indu-
zierten Vektorabbildung sprechen.

Es gibt nur ein wohl bestimmtes d, welches ein a in ein vorgegebe-
nes a’ iberfiihrt, und es ist

(a; + a5)d = 0,4 + a,4 .

Wir kénnen nun leicht wieder ein einseitig distributives Zahlen-
system konstruieren, indem wir Klassen von Vektorpaaren

a* =a* (a, d, a,d)

bei variablem 4 bilden und adhnlich wie in 6, 3 ihre Addition und
Multiplikation aus den Verkniipfungen der %-Vektoren und der ®-MaB-
zahlen erkldren. Die a* sind iibrigens von den in 6, 3 erklarten Strecken-
verhiltnissen a verschieden, auch wenn die beiden distributiven Gesetze
gelten. Nur wenn die Multiplikation der Streckenverhiltnisse kommu-
tativ ist, fallen die  und die &¢* zusammen. Dafl man umgekehrt aus
jedem einseitig distributiven Zahlensystem ein 4-Gewebe, wie wir es
hier voraussetzten, konstruieren kann, wird der nichste Abschnitt zeigen.

10. Analytische Darstellung eines 4-Gewebes mit Figur 2. 4.

Die analytische Darstellung der ®-Geraden in dem A, 8B-Koordi-
natensystem mit dem Ursprung D finden wir durch die folgende Uber-
legung. Ist 6 eine beliebige D-Gerade, auf welcher die Punkte P; und P,
mit den Koordinaten ayy, ay; aa;, 0y liegen und ist a,d = ayy, so ist
auch a,,d = a,,. Bringen wir nimlich die 8- und UA-Geraden durch
P,, P, mit den Koordinatenachsen in Q,, (a;;,0), und Q,, (ay, 0),
R, (0, a35), und R,, (0, ay,), zum Schnitt und die €-Gerade durch D
mit den ¥-Geraden durch P; und P, in S; und S, zum Schnitt, so ist

m(R,S)) = a, M(R,S,) = a5, und m(R,S)d =m(R,S,).
Die ®-Gerade durch a,, a, hat also die Parameterdarstellung
at, ayt,
wo ¢ alle ©-MafBzahlen durchliuft.

a,¢ -+ ag, a.t,
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nennen wir die zu a,¢, a,¢ parallelen Geraden. Im Gegensatz zu frither
sind die
0,8, Ayt 4 ag

keine Geraden, und deswegen ist durch irgend zwei Punkte nicht not-
wendig eine Gerade bestimmt, sondern nur durch einen Punkt D’ mit
den Koordinaten (a;, 0) und einen weiteren beliebigen Punkt.

Dagegen haben zwei Geraden, die nicht parallel sind, stets einen
Punkt gemeinsam. Wir brauchen dies nur fiir Gerade, die keine 8B-Ge-
raden sind, zu beweisen, und diese kénnen wir in der Gestalt

0t 4+ ag, G,8; ayf + Gp, 08 0y = 0,
ansetzen; es muB} fiir den Schnittpunkt

—alt + alt=63—~a3

sein, und diese Gleichung ist fiir — a, + a, = 0 stets auflosbar.
Ebenfalls im Gegensatz zu frither sind jetzt die Transformationen

(1) v=1d+a, y=yd
Kollineationen, und zwar fiihren die Transformationen
v=zd, y=ypd
alle ®-Geraden in sich iber und allgemein die Transformationen
v=@k—ad+a y=ryd

die Geraden durch den Punkt a, p in sich iiber.

Da die Transformationen (2) dadurch bewirkt werden, dal man in
jedem Punkte die gleiche ®-Strecke abtrigt, und da andererseits bei
(1) jede Gerade in eine zu ihr parallele iibergeht, sind D-Strecken
zwischen Parallelen gleich. Dieselben Uberlegungen treffen fiir die
®’-Strecken auf den D’-Geraden durch irgend
einen Punkt (a, o) zu. Folglich gilt der ,,Satz
von DESARGUEs” fiir Dreiecke P; P, P, und
010, Qg, deren Seiten bzw. parallel sind und fiir
die die Geraden P,Q,, P,Q,, P;Q, sich in einem
Punkt (a, o) schneiden, nimlich:

2. A. Ist P, P, parallel Q,Q,, P,P, parallel
Q,Qs und P, P, parallel Q,Q, und schuneiden sich
P,Q, und P,Q, in einem Punkte D, so geht auch
P;Q; durch denselben Punkt D. D heiBe das Zen-
trum der Figur 2.4. Wie man durch indirekte
SchluBweise sieht, ist X. A mit der folgenden Um- Flg. 25, 2. 4.
kehrung gleichwertig: Schneiden sich die Geraden
P10y, PyQ, und PyQ, in einem Punkte D und ist P,P, parallel Q,Q,,
P,P; parallel Q,Q,, so ist auch P, P, parallel Q,0,.
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Ein weiterer SchlieBungssatz ergibt sich, wenn man die Gruppen-
eigenschaft der Transformationen (1) in geometrische Konstruktionen
ibersetzt. Die Kennzeichnung der Geometrie dieses Abschnitts durch
SchlieBungssitze bleibe dem Leser iberlassen.

11. Streckenverhiltnisse als Schiefkérper.

Nunmehr ziehen wir die Voraussetzungen 2.3 mit hinzu. Es gelten
dann, wie wir schon in 6, 8 zeigten, fiir die Addition und Multiplikation
der Streckenverhiltnisse beide distributiven Gesetze und infolgedessen
nach 2, 5 auch das kommutative Gesetz der Addition.

Die Streckenverhiltnisse bilden also einen Schiefkirper.

Daraus und aus der Darstellung der Geraden durch die Gleichungen
(1) in 6, 6 folgen unmittelbar alle in 5, 12 zusammengestellten Sitze
To 1Ibis La 5 tiber die Indizenz von Punkten und Geraden und den
Parallelismus der Geraden in der affinen Ebene.

Nach 5, 3 sind die Transformationen ¢’ =1, 1" =1 + a Kollineationen
der aus den 4-Geweben erklirten affinen Ebene, und daher gilt nach
dem SchluBlergebnis des vorigen Abschnitts der Satz von DESARGUES
jetzt allgemein. Daraus folgt: Sind O, P;, P, drei Punkte einer Geraden
und O, Q,, Q, drei Punkte einer anderen Geraden und ist OP;:OP
= 0@, :0Q, nach Definition 5, 6,D. 1, so ist die durch Q;P; zu der
durch Q,P, bestimmten Geraden parallel und umgekehrt. Die in 5, 6
gegebene Definition der Proportionalitit mit Hilfe der A- und B-Schar
und die in 5, 14 gegebene sind also miteinander identisch und bei der
Definition der v(x;, ¥,) konnen nun %A- und B-Vektoren fir die x,; zu-
gelassen werden; die a (a,, a,) werden dann zu Unterklassen der Klassen
v (1 Ta)-

Mit Hilfe der in 6, 9 erklirten Operation av, worin v jetzt als das
den ®-Malizahlen je eindeutig zugeordnete Streckenverhiltnis aufgefaBBt
werden darf, kann man die Multiplikation von Streckenverhiltnissen
auch so schreiben: Es ist

v(ay, 0y) ¥ = v(ay, ay0),
t

Ist ndmlich v = v (qa,, 0,), so ist a,v = a,, also ist v = (a,, a,v) und
daher
v (ay, ag) v (ag, 0,0) = v(ay, A50).
Das 1iBt sich noch weiter verallgemeinern: nach 6, 10 sind ja die
Transformationen
a;=a, 9, Uy = Gy U

Kollineationen der affinen Ebene, welche alle Geraden in zu ihnen
parallele iiberfiihren. Folglich wird jeder Vektor der affinen Ebene in

einen zu ihm parallelen Vektor iibergefiihrt. Irgend ein Vektor
r=a-+b
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geht offenbar in
¥ =av4 bo
iiber, es werde dann
t=1v
gesetzt. Nun ist nach 5, 14 Satz 5
1:f=a:d=0b:¢

und B

via,a)=v(0,0)=0,
also ist ebenfalls

v(g, ¥) =v(gtr) =0.
Also ist allgemein

V(T B2) 9 = v (81, 8) ¥ (¥, B2 0) = ¥ (L1> BaY)-

Das kommutative Gesetz der Vektoraddition und der Addition der
Streckenverhiltnisse 148t sich auch rein geometrisch beweisen.

Wir miissen offenbar die Figur 2. 2 im UBE-Gewebe beweisen.
Wir kniipfen an die Bezeichnung von 4, 12 an und nennen S, den Schnitt-
punkt von Q;P; mit R,Q, und S, den Schnittpunkt der Geraden 0 S,
mit R, Q;. Die Dreiecke OR, P, und S;0;Q, haben paarweise parallele
Seiten, die entsprechenden Ecken O, S; und R;, @, bestimmen Geraden,
die sich in S, schneiden, und nach dem Satz von DESARGUES muf} des-
wegen auch die Gerade P,Q, durch S, hindurchgehen.

Betrachten wir nun die Dreiecke O R, P; und S,0,0;, so sind die
Seiten Q,S, parallel OP; und Q,S, parallel OR,, und die Dreiecks-
geraden durch entsprechende Ecken R,(Q,, P,Q; und OS, schneiden
sich in S;, folglich ist nach der Umkehrung des Satzes von DESARGUES
R, P, parallel Q;0Q,.

12. Literatur iiber Gewebe.
Wihrend Kapitel 4 alles Wesentliche enthilt, was iiber 3-Gewebe

zu sagen ist, lieBe sich iiber 4-Gewebe noch manches Interessante hin-
zufiigen. Das Ausgewihlte ist das Wichtigste fiir die Axiomatik der

affinen Ebene, der wir uns im nichsten
Kapitel ausschlieBlich zuwenden wollen. %\
Vorher seien den Geweben noch einige |>\

abschlieBende Worte gewidmet. PP

Eine einfache Aufgabe ist es, in einem W
ABEE-Gewebe, in welchem die in Kapi-
tel 5 vorausgesetzten Inzidenzforderungen
erfilllt sind und ferner noch jede @-Gerade mit jeder €-Geraden einen
Schnittpunkt bestimmt, aus der Figur 2. d fiir drei der Scharen die
Figur X. 1 in den vier 3-Geweben des 4-Gewebes und die Figur X. § fiir
die vierte Schar nachzuweisen. Wir deuten den Beweis durch die beiden
Figuren 29 und 30 an.

Fig. 29.
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Schwieriger ist es, die 4-Gewebe zu kennzeichnen, die sich auf vier
Geradenbiischel der affinen Ebene abbilden lassen. Ausgefiihrt ist dies
nur, wenn die Stetigkeitsaxiome mit vorausgesetzt sind!. Es ergibt sich
dabei ein hiibscher Zusammenhang zwischen diesen Geweben und
ebenen Transformationsgruppen, der
einen Fingerzeig bietet, wie dieFrage
allgemein gelost werden konnte.
Jedes in einem solchen 4-Gewebe

enthaltene 3-Gewebe erfiillt nach
/ 4,22 die Figur 2. 1; es wire inter-
essant, ein 4-Gewebe mit dieser
Eigenschaft kennenzulernen, das
Fig. 30. sich nicht in eine affine Ebene ein-
bettenlieBe und weitere SchlieBungs-

sdtze anzugeben, die ein solches 4-Gewebe vollstindig bestimmten.

Analoge Fragen im dreidimensionalen Raum zu untersuchen, ist
keineswegs trivial. Dem 3-Gewebe der Ebene entspricht hier ein 4-Ge-
webe, dessen Punkte sich auf Tripel von Gruppenelementen (a, b, c)
abbilden lassen. Den 4-Geweben der Ebene entsprechen riumliche
6-Gewebe, die in dhnlichen Beziehungen zu riumlichen Transformations-
gruppen stehen kénnen, wie die ebenen 4-Gewebe zu ebenen Transfor-
mationsgruppen?. Diese Gewebe sind auch fiir die Grundlagen der Geo-
metrie von Bedeutung, weil sie die Geraden des Raumes zu kennzeich-

nen gestatten wiirden, ohne da$ die Existenz von Ebenen vorausgesetzt
wire?,

Kapitel 7.
Affine und projektive Geometrie.
Einleitung.

Nachdem wir den Zusammenhang zwischen den Korperaxiomen
und den SchlieBungssitzen der Gewebe kennengelernt haben, ist es
leicht, ein einfaches Axiomensystem der affinen Geometrie anzugeben
und als vollstindig nachzuweisen. Neben den Inzidenzforderungen I. a.
sind der Satz von DESARGUES und der Satz von Pascar die Haupt-
axiome. Der Satz von DESARGUES folgt aus dem von PaAscaL, aber
nicht umgekehrt. In der rdumlichen Geometrie folgt der Satz von

DESARGUES aus den trivialen Inzidenzaxiomen fiir Punkte, Geraden und
Ebenen.

! Vgl. R. MAYRHOFER: Math. Z. Bd. 28, 1928 und K. REIDEMEISTER: Math. Z.
Bd. 29, 1928.

2 Vgl. E. PopesL: Hamb. Abhdlg. Bd. 7, 1930.

3 Zur Erganzung dieses Abschnitts vergleiche man den Bericht von W. BLASCHKE
Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. Bd. 38, 1929.
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Die projektiven Axiome lassen sicht leicht aus den affinen gewinnen.
Beweise fir Widerspruchsfreiheit und fiir Unabhingigkeit der geo-
metrischen Axiome ergeben sich aus den entsprechenden Uberlegungen
fiir die Kérperaxiome in Kapitel 2.

1. Die Axiome der ebenen affinen Geometrie.

Die Axiome der 4-Gewebe konnen wir leicht zu einem System von
Axiomen der affinen ebenen Geometrie umgestalten. Neben den Eigen-
schaften des U, B,€, D-Gewebes mul nur noch gefordert werden, dal
die Geraden der affinen Ebene mit den durch die Translationen des
A, B, C-Gewebes aus D-Geraden hervorgehenden ,,Geraden zusam-
menfallen bzw. daB die Translationen des 9, B, €-Gewebes Kollinea-
tionen der affinen Ebene sind.

In diesem Axiomensystem wiirden aber die vier Scharen %, B, €, D
bevorzugt — es ist ja nicht einmal vorausgesetzt, daB je zwei Punkte
eine Gerade bestimmen und zwei Gerade entweder parallel sind oder
einen Punkt gemeinsam haben. Dies wird vielmehr erst mit Hilfe der
SchlieBungssitze gefolgert.

Nun sind aber die Scharen %, 8, € vor den iibrigen Scharen par-
alleler Geraden der affinen Ebene nicht ausgezeichnet, Entsprechen-
des gilt von der ®-Schar, und wir wollen deswegen ein System von
Axiomen angeben, in welchem keine Geradenscharen bevorzugt werden.
Wir beweisen das

Theorem: Die Inzidenzaxiome I.o. 1 bis I.o. & und der Satz von
DESARGUES, X. A, kennzeichnen die affine Geometrie, die aus einem
Schiefkbrper erkiirt ist.

Zunichst ergibt sich durch indirekte SchluBweise der kleine
DEsARGUESsche Satz 2. 8. Sind nimlich P;, Q, zwei Dreiecke mit paar-
weise parallelen Seiten, ist P;Q, parallel zu P,Q, und wire P;(Q; nicht
auch zu P,Q, parallel, so miiite der Schnittpunkt von P;Q; mit P;Q,
nach 2. A auch auf P,Q, liegen, im Widerspruch zur Voraussetzung.

2. 1 fiir drei Scharen paralleler Geraden U, B, € ist eine Folge des
kleinen DESARGUESschen Satzes. X. I fiir die Geradenschar ® durch
einen Punkt D und zwei Scharen paralleler Geraden U, 8 folgt ebenso
aus den beiden Aussagen des DESARGUESschen Satzes selbst.

Die Figur X. 3 folgt ebenfalls nach 5, 4 aus 2. §. Die Figur 2. 4
in 6, 8 ist ein spezieller Fall des DESARGUEsschen Satzes.

Der kleine Satz von DESARGUES hat nach 5, 4 zur Folge, daBl die
Translationen des UABE-Gewebes Kollineationen der affinen Ebene
sind, daB also die aus den D-Geraden nach 5, 3 hervorgehenden Ge-
raden mit den Geraden der affinen Ebene identisch sind.

Aus dem Satz von DESARGUES folgt nach 6, 11 und nach 6, 6 also:
die Streckenverhiltnisse @ der affinen Ebene bilden einen Schief-
korper; die Punkte der affinen Ebene lassen sich eineindeutig auf die

Reidemeister, Geometrie. 9
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Paare a, b so abbilden, daB den Geraden die linearen Gleichungen
ux + vy + w =0 entsprechen und umgekehrt. Nach 6, 6 sind schlie8-
lich der Schiefkorper &, aus welchem die affine Ebene analytisch er-
klart ist, und der Schiefkoérper &’ der Streckenverhiltnisse zueinander
isomorph.

DaB bei diesem Beweise gewisse Punkte und Geradenscharen bevor-
zugt werden, ist natiirlich und notwendig: nur so lassen sich Koordi-
naten einfiihren und die Beziehung der Geometrie zur Algebra wirklich
herstellen.

2. Begriindung der Streckenrechnung aus den affinen
Axiomen.

Aber es sind natiirlich auch andere Beweisanordnungen méglich.
Nach O. HOLDER! kénnen wir z. B. so vorgehen:

1. Es wird der kleine DEsARGUESsche Satz gefolgert und die Gruppe
der Vektoren der affinen Ebene eingefiihrt wie in Kapitel 5.

2. Erklirt man zwei Strecken OP,, OP, einer Geraden zu zwei
Strecken einer anderen Geraden 0Q,, OQ, proportional, wenn die Ver-
—~ bindungsgeraden P,Q; und P,Q,
7 parallel sind, und begriindet die
Proportionenlehre aus dem kieinen
Satz von DESARGUES, wie wir dies
in 5, 6 getan haben.

3. Erklart man zwei Strecken
OP,, OP, einer Geraden zu zwei

Strecken derselben Geraden OP_I,

O P, proportional, wenn es zwei
Strecken 0Q,, 0Q, einer anderen
Geraden gibt, die zu beiden Strek-
kenpaaren nach der ersten Erkli-
rung proportional sind, und be-
weist mittels des Satzes von
Fig. 31. DESARGUES, daf3 die Proportionali-
tdt von Streckenpaaren transitiv
ist und daB es eine und nur eine Strecke 0Q, gibt, so da OP,: OP,
=00,:00, gilt. Zu diesem Beweise werden wir gleich noch einige Be-
merkungen hinzufiigen.

4. Nun bildet man die Streckenverhiltnisse v als Klasse zueinander
proportionaler Streckenpaare oder Vektorpaare v (g, 1,). Alsdann kann
man wie in 6, 5 die Addition und Multiplikation der Streckenverhilt-
nisse erkldren und wie dort die Rechengesetze bis auf das zweite dis-
tributive Gesetz aus dem Satz X. § nachweisen.

! ,,Streckenrechnung und projektive Geometrie*, Leipziger Ber. 1911.
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5. Erklirt man nun g v durch v = v (g, ¢v), so folgt aus 5, 14 Satz 6
zunichst: sind a, b, ¢ drei nicht parallele Vektoren und ist

a+b-+c=o,
so ist auch
aa+ba+ ca=no.
Ist nun g +b+¢ =0, a—Db+4c=0

(a; und a, parallel, a,, b, ¢;, ¢, zu je zweien nicht parallel), so ist

auch (a; +ag) + ¢+ ¢y =0.
Daraus folgt

oma+ba+ca=0, aqa—ba-tca=o,
(o +0a5)a+¢a+ca=o,
woraus
(a+ay) @ =a,a + a,a
folgt. Da also

v (81, (01 + 05) @) = v (81, 0,0) + v (81, 0, a),

so folgt das zweite distributive Gesetz.
6. Schliefllich stellt man wie in 6, 10 die Gleichung der Geraden auf.
Der Beweis, daB die Proportionalitit transitiv ist, folgt unmittelbar
aus dem Satz von DESARGUES, wenn drei Streckenpaare auf drei ver-
schiedenen Geraden vorliegen. Andernfalls ist ein weiterer SchlieBungs-
satz notig, der sofort aus 2. 4 folgt und hier nur durch die Figur 31
angedeutet sei.

3. Fundamentalsatz der affinen Geometrie.

Der Satz von DESARGUES kann durch die folgenden Forderungen
ersetzt werden:

1. Sind O, P,, P, drei Punkte einer Geraden und bestimmen OQ,
eine andere Gerade durch O, so gibt es einen und nur einen Punkt Q,,
so daB

OP,:0P,=00,:00,.

2. Sind O, Py, P,; 0,Q,,Q, und O, R;, R, drei Punkte je dreier

verschiedener Geraden durch O und ist

OP,:0P,=00;:0Q, und 00Q,:0Q,=O0R,:0R,,
so ist auch
OP;:0P,=O0OR,;:0R,.

3. Sind O, P,, P, drei Punkte einer Geraden und O, Q,, Q, drei
Punkte einer anderen Geraden durch denselben Punkt O und ist P,Q,
parallel P,Q,, so ist

OP;:0P,=00Q,:00,.
9*
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Diese Forderungen kann man auch zusammenfassen in eine einzige,
die wir den Fundamentalsatz der affinen Geometrie nennen wollen. Zu-
nichst zwei Definitionen:

D. 1: Zwei verschiedene Gerade heifen parallelperspektiv aufeinander
bezogen, wenn die Verbindungsgeraden der zugeovdneten Punkte P, P*
zueinander parallel sind.

D. 2: Die Punkte P einer Geraden y heifen auf die Punkie P* einer
Geraden y* affin bezogen, wenn sie perspektiv aufeinander bezogen sind
oder wenn es eine Perspektivitdt P — P’ der Punkie von y auf die
Punkte einer Gevaden ' und eine Perspektivitit P' — P" der Punkte
von ' auf die von y* gibt, so daff P’ = P* isf. Hierin kann y und
p* identisch sein.

Fundamentalsatz der affinen Geometrie: Es gibt eine und nur eine
affine Beziehung zwischen zwei verschiedenen Geraden, welche den Punkien
P, P, vorgeschriebene Punkie Py, P, zuordnet.

DaB aus dem Fundamentalsatz X. 4 folgt, ist klar. Das Umgekehrte
ergibt sich so:

Ist P, = Pj, so ist P, & P,, und die Parallelen zu P, P, vermit-
teln eine affine Zuordnung der gesuchten Art; ist P, 4 P, und P, + P,,
so ist entweder P, P} parallel P, P, — dann vermitteln die Parallelen
zu P P; die Affinitit. Andernfalls bringen wir die Parallele zu P,P,
durch P} mit der Parallelen zu P,P; durch P, in R, zum Schnitt.
Die Gerade PjR, werde nun durch die Parallelen zu P, P} auf P, P,
und durch die Parallelen zu P,R, auf P}P; perspektiv bezogen. Es
gibt also mindestens €ine Zuordnung der geforderten Art.

Ist nun P, irgend ein weiterer Punkt der Geraden P, P, und Pj
der ihm zugeordnete auf P}Pj, so ist P, P,: P,P, = P|P,: P\ Pj.
Dadurch ist aber P} eindeutig bestimmt, und es gibt also auch nur eine
affine Zuordnung P —> P’, die der Forderung P,—~P; (1 =1,2)
gentigt.

4. Die rdumlichen Inzidenzaxiome und der Satz von
DESARGUES.

Es ist wichtig fiir die Rolle des Satzes von DESARGUES, da3 er
sich tm Raume aus den Verkniipfungseigenschaften von Punkten, Geraden
und Ebenen und dem Parvallelenaxiom beweisen lift. Die Verkniipfungs-
axiome I a.Ibis I.a. 5 erginzen wir durch die folgenden riumlichen
Axiome:

I o. 6: Drei nicht auf einer und derselben Geraden liegende Punkte
bestimmen stets eine Ebene.

I «.7: Irgend drei Punkte einer Ebene, die wicht auf einer Geraden
liegen, bestimmen diese Ebene.

L «. 8 Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben
sie noch etnen weiteren Punkt gemeinsam.
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I «. 9: Eine Ebene, welche die verschiedenen Punkie P und Q enthilt,
enthilt auch alle Punkie der durch P und Q bestimmien Geraden.

I o. 10: Es gibt zwei verschiedene Ebenen,
und behaupten, daB der Satz von DESARGUES aus I.«. I bis I.«. 10 folgt.

Zwei Ebenen, die keinen Punkt gemeinsam haben, nennen wir par-
allel. Sind E, und E, parallele Ebenen, die von einer beliebigen Ebene
E, in den Geraden y; und y, getroffen werden, so sind y, und y, par-
allel. Folglich gibt es zu jeder Ebene E; durch jeden Punkt P auBer-
halb von E; eine und nur eine parallele Ebene E,. Sind nidmlich E,
und E, zwei Ebenen durch P, welche die parallelen Ebenen E; und E,
bzw. in den Geraden Yy3, Y14, Ve3> V24 Schneiden, so ist y;; parallel yoq
und y,, parallel y,,, und durch diese Beziehung ist y,; und y,, eindeutig
nach Ja.6 und E, eindeutig nach J«. 7 bestimmt. Umgekehrt folgt
hieraus eine einfache Konstruktion der parallelen Ebene. Sind zwei
Ebenen E,, E, einer dritten E,; parallel, so sind sie untereinander
parallel. Trifen E; und E, sich nimlich in einem Punkte P, so gibe
es durch P zwei parallele Ebenen zu E;.

Um nun den Satz von DESARGUES fiir die Dreiecke P;, Q; und das
Zentrum O in der Ebene E; nachzuweisen, setzen wir wvoraus, daf3
P;Q, je eine Gerade durch O bestimmen und daB P, P, parallel Q, Q,,
P, P, parallel Q, Q; ist. Um zu zeigen, daB auch P, P, parallel Q,Q;
ist, ziehen wir durch O eine Gerade, die nicht in E; liegt, nehmen auf
ihr einen Punkt P, an, verbinden P, mit P;, P, und P,, bringen die
parallele Ebene zu der durch P,, P,, P, bestimmten Ebene durch @,
(und Q,) in Q, mit der Geraden O P, zum Schnitt. Alsdann ist P, P,
parallel Q,Q,, P, P, parallel Q,Q,, weil sie Schnittlinien der parallelen
Ebenen P, P, P, und Q,Q,Q, mit den Ebenen O P, P, bzw. OP, P,
sind. Daher sind die Ebenen durch P, P,, P, und Q,, Q,, Q, parallel,
weil sie bzw. die parallelen Geraden P, P,, 0;Q, und P;P,, 0,0,
enthalten. Es ist P P, parallel Q,Q, als Schnittgerade dieser Ebenen
mit der Ebene O P, P,. Folglich ist auch die durch P;, P,, P, zu der
durch Q,, Q,, Q, bestimmten Ebene parallel, weil sie die paarweis
parallelen Geraden P, P,, Q,Q, und P, P,, O, Q, enthalten, und folg-
lich ist P, P, parallel Q,Q,, weil sie in E, durch diese beiden Ebenen
ausgeschnitten werden.

5. Die projektiven Inzidenzaxiome.

Nach der Begriindung der analytischen Geometrie kann man jede
geometrische Frage in eine algebraische Frage iibersetzen. So kann
man nun auch die projektiven Transformationen der affinen Ebene
erkliren und darauf, rein algebraisch, die projektive Geometrie der
affinen Ebene aufbauen, wie wir das in 8, 10 andeuteten. Diesen Aufbau
wollen wir jetzt geometrisch wenigstens skizzieren.

Wir erweitern zunichst die Punkte und Geraden der affinen Ebene
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durch die unendlichfernen Punkte und die unendlichferne Gerade, in-
dem wir definieren:

la. Jede affineGerade enthilt esnen undnur esnenunendlich fernen Punk:.

1b. Durch jeden unendlich fernen Punkt geht eine Gerade hindurch.

2a. Sind 2wei Gerade parallel, so haben sie denselben unendlich fernen
Punkt gemeinsam.

2b. Haben zwei Gerade denselben umendlich fernen Punkt gemeinsam,
so sind sie parallel.

Satz: Durch jeden Punkt und jeden unendlich fernen Punkt geht eine
und nur eine Gerade hindurch.

Die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte nennen wir ,,unendlich
ferne Gerade'*.

Verstehen wir nun unter Punkten und Geraden jetzt auch unend-
lich ferne Elemente, so gelten die Schnittpunktssitze I. «. I bis 4; an
Stelle von I. «. § erhalten wir den Satz:

I.7w. 5. Zwei voneinander verschiedene Gerade schneiden sich stets in
etnem Punkt.

Die Gesamtheit der Punkte und Geraden heiBit eine ,,projektive
Ebene* I. . 1Dbis 4, I.m. 5 die projektiven Verkniipfungsaxiome. In
diesen Axiomen ist das unendlich Ferne nicht mehr ausgezeichnet, und
man schlieBt daraus sofort, da3 wir auf sehr viele Weisen daraus eine
Geometrie ableiten kénnen, in der die Forderungen I.«. 1 bis I.«. § gelten,
indem wir ndmlich irgend eine beliebige Gerade auszeichnen, ihre Punkte
unendlich ferne nennen und zwei Gerade durch denselben unendlich
fernen Punkt parallel nennen.

Man bestitigt leicht die folgenden Sitze:

I 7. 2: Irgend zwei voneinander verschiedene Gerade durch einen Punkt
bestimmen diesen Punkt als ihren Schunittpunkt.

1. 7. 3: Durch jeden Punkt gehen stets azwei verschiedeme Gerade.

I 7. 4: Es gibt dvei Gerade, die nicht durch einen Punkt gehen.

Der Vergleich zeigt, dal aus den Inzidenzaxiomen der projektiven
Geometrie wieder richtige Sitze hervorgehen, wenn ganz formal die
Worte ,, Punkte' und ,Geraden' witeinander vertauscht werden — nach-
dem etwa zuvor alle Inzidenzbeziehungen durch das Wort ,,inzidieren*
ausgedriickt sind. Der so entstehende Satz heifit der zum urspriing-
lichen ,,duale Satz*‘.

6. Der Satz von DESARGUES in der projektiven Ebene,

Nun zeigt die Figur des Satzes von DESARGUES ein anderes Aus-
sehen. Sie besteht jetzt aus zehn Geraden und zehn Punkten, von denen
jede Gerade mit drei von den Punkten, jeder Punkt mit drei von den
Geraden inzidiert. Nehmen wir irgend eine dieser Geraden als die
unendlich ferne, so entsteht aus ihr die Figur des affinen Satzes von
DESARGUES in der affinen Geometrie beziiglich dieser Geraden.
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Genau lautet die projektive Formulierung so:

2. A*. Schneiden sich die Geraden durch P;Q; (1 =1, 2, 3) in einem
Punkte D und sind Ry, Ry, R, die Schnittpunkte der Geraden P,P, und
Q2035 Py Py und Q10s;
P, P, und Q;Q,, so lie-
gen die R, auf ein und
derselben Geraden.

Vertauscht man hier-
in formal die Worte
,,Punkt“ und ,,Gerade*,
so verwandelt sich der
Satz in seine Umbkeh-

rung, also wieder in
einen richtigen Satz. Da
mithin alle zu den Axio-
men der projektiven
Geometrie dualen Sitze
wiederum richtige Satze
sind, so muB3 dies auch
fiir alle Folgerungen
aus den Axiomen gel-
ten. Daraus folgt das
sog. Dualititsprinzip: Fig. 32.

Vertauscht man in den

richtigen Sitzen der projektiven Geometrie ,,Punkte’ und ,,Gerade
miteinander, so erhilt man wieder richtige Sitze der projektiven
Geometrie.

Ist in einer projektiven Ebene der Satz von DESARGUES beziiglich einer
Geraden y als der unendlich fernen Geraden erfiillt, so ist er beziiglich jeder
Geraden als der unendlich fernen erfillt.

Der Beweis sei nur skizziert. Aus Satz X. 4 in einer affinen Geo-
metrie mit y als unendlich ferner Geraden folgt der Satz von DESAR-
GUEs fiir beliebige Geraden ungleich p als unendlich ferne Geraden
unter der Voraussetzung, dafl die Zentren auf y liegen. Ist S irgend
ein solcher Punkt und ¢ eine Gerade durch ihn, so folgt also der Satz
insbesondere auch fiir irgend eine DESARGUESsche Figur, welche diese
beiden Stiicke enthilt. Nehme ich nun ¢ als unendlich ferne Gerade, so
folgt also der Desargues fiir Dreieckspaare, deren eines Seitenpaar eine
feste Richtung hat. Daraus folgt die affine Figur beziiglich o aber so-
fort allgemein.

7. Die Streckenverhiltnisse in der projektiven Ebene.

Wir konnen daher in jeder affinen Geometrie der projektiven Ebene
Streckenverhiltnisse erkliren und zeigen, daB sie einen Schiefkdrper
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bilden. Alle diese Schiefkorper sind, wie wir wissen, zueinander isomorph.
Geometrisch ibersichtlich wird das durch folgende beiden Sitze:

Satz 1: Sind y,q, Yus, ¥ drei verschiedene Gerade durch U und sind
P, P,, 0,0, zwei Strecken auf y, welche in einer affinen Geometrie be-
ziiglich v, vektorgleich sind,
so sind ste auch in der affinen
Geometrie beziiglich ., vektor-
gleich.

Satz 2: Sind yy1, Vs ¥

7/

Fury

drei verschiedene Gerade durch
U und OP;, OP,, 0Q,, 00,
zwei Streckenpaare auf y, die
in der affinen Geometrie be-
ztiglich vy, proportional sind,
so sind sie auch in der beziiglich y,, proportional.

Zum Beweise von Satz 1 nehmen wir y ,, als unendlich ferne Gerade
und y,; als x-Achse eines schiefwinkligen Koordinatensystems. 9 ist
zu  y,, parallel. Ist nun
PP, = Q,Q,, so gibt es
also nach Definition der Vek-
torgleichheit eine Strecke
R,R, auf einer Geradeny’
(=F 9, Y41, Vu2) durch U, so daB3
PR, und P,R, einerseits
und Q; R; und Q, R, anderer-
seits sich in einem Punkte S;
bzw. T, auf y,, schneiden.
Folglich bestehen aber in der

Fig. 33.

N

Ky 7 %7 affinen Geometrie beziiglich
Fig. 34. Vw2 die Proportionen’
SiR:S;Py=8Ry:5 P,=T,R;:TQ,=T,R,:T,0Q,,
und folglich reprisentieren sowohl P, P, wie (,;Q, denselben Vek-
tor rd, wenn R; R, den Vektor ¢ und S;R;: S, P, die MaBzahl d re-
prasentiert.

Zum Beweise von Satz 2 ziehen wir durch O eine beliebige von y
verschiedene Gerade « und bringen sie mit den Geraden durch einen
Punkt S von y,; und P, bzw. P,in R; bzw. R, zum Schnitt und bringen
die Gerade R;Q; mit y,, in T zum Schnitt; aus der Voraussetzung
folgt dann, daB die Gerade T'Q, auch durch R, geht. Bringen wir nun
die Parallele zu S P; durch P, mit « in R, zum Schnitt, so ist zu zeigen,

daf auch EzQz parallel zu R, Q, ist. Dies folgt aber sofort aus dem Satz
von DESARGUES beziiglich der Geraden « als unendlich ferner Geraden
und U als Zentrum.
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Hieraus folgt:

Satz 8: Sind vV, v'2 die Streckenverhilinisse der affinen Geraden mit
der unendlich fernen Geraden y,, bzw. p,,, 15t v éine Gerade durch den
Schnittpunkt von y,, und y, s und sind Py Py, Q,Q, zwei Strecken auf y
und ist das Streckenverhilinis

v (P, Py, 0,0Q,) = v beziigl. y,, und =v® beziigl. y,,,
so st
() — f (1)

eine isomorphe Abbildung des Schiefkirpers vV auf den Schiefkorper v'?.

Aus Satz 1 und 2 folgt namlich einerseits, daB f, (v'?) jedem »¥)
ein wohlbestimmtes v'? zuordnet. Aus Satz 1 und der Erklarung der
Addition und aus Satz 2 und der Erklirung der Multiplikation folgt
andererseits, daf die Abbildung ein Isomorphismus ist.

Satz 4: Sind y, und vy, zwei Gerade, die den Voraussetzungen der
Siitze 1 und 2 beziiglich y gentigen und f; und f, die thnen zugeordneten
Isomorphismen, so ist die durch

2t (™) = o = {
vermittelte eineindeutige Abbildung ein Automorphismus des SchiefRorpers
der vV, und es gibt eine bestimmite Zahl v, so daf
P = p{ pMy g -1

Und umgekehrt: ist 92 = i 0 9" ~1 irgend ein innerer Isomor-
phismus zwischen den Streckenverhiltnissen beziiglich y,;, ist y,,
irgend eine Gerade = y,,, die y,,, in U trifft und p, eine Gerade durch
U, so gibt es stets eine zweite Gerade y, durch U, so daB der durch die
Abbildung

fit (o) =500
vermittelte Isomorphismus gleich v{! o' p{~1 ist.
Sind nimlich O P, P, drei Punkte auf y, und 0P, P, drei Punkte

auf y, und schneiden sich 00, PIP und P P2 in S auf y,,, so ist in
der Geometrie beziiglich y,,

OP,:0P,=0P,:0P,.
In der Geometrie beziiglich y,, ist aber, wenn das durch
SP,:SP,=S5SP,:SP,=S50:50
bestimmte Streckenverhiltnis gleich vy und die durch O P;, 0. P_l be-
stimmten Vektoren bzw. gleich a;, a; gesetzt werden,
a; =a;v",
und daher
v(ay, 0z) = v(0y v, a3) v (0 a3 v§) = ofP " v (ay, ag) vV
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8. Der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie.

Nach den Sitzen 1 und 2 des vorigen Abschnitts kénnen wir von
der Gleichheit und Proportionen von Strecken auf einer Geraden reden,
nachdem auf dieser Geraden ein uneigentlicher Punkt U ausgezeichnet
ist. Es laBt sich auf diesen Sitzen auch die Theorie der Doppelverhilt-
nisse aufbauen fiir solche Punktequadrupel U,0,E, P, bei denen
das durch OF: O P bestimmte Streckenverhiltnis in einer Geometrie
mit U als unendlich fernem Punkt, zu dem Zentrum des Schiefkorpers
der Streckenverhiltnisse gehort. Insbesondere lieBen sich die harmo-
nischen Punktepaare leicht einfiihren.

Um das einzusehen, wollen wir jetzt noch untersuchen, wie sich die
Streckenverhéltnisse beim Projizieren verhalten. Wir erkliren:

D. 1: Zwei verschiedene Geraden heiflen perspektiv aufeinander be-
z0gen, wenn die Verbindungsgeraden entsprechender Punkite durch einen
festen Punkt S hindurchgehen.

D. 2: Zwei Geraden y und y* heiflen projektiv aufeinander bezogen,
wenn sie perspektiv aufeinander bezogen sind oder wenmn die Beziehung
durch endlich viele Perspektivititen zwischen den Geraden

yi=y und 7y, e und y5 ..., Ypy und p,=yp*

vermittelt wivd. ‘

Sind nun U, O, E, V vier Punkte von », U*, O* E* V* die
entsprechenden von y*, so wollen wir feststellen, in welcher Beziehung
die Streckenverhiltnisse OE : OV und O*E*:(O0*V* stehen, wenn U
bzw. U* als unendlich ferne Punkte betrachtet werden. Zu diesem
Zweck zeichnen wir eine bestimmte Gerade y, als unendlich ferne Ge-
rade aus und bezeichnen die Streckenverhiltnisse in der affinen Geo-
metrie beziiglich 9, mit v. Wir wollen alle Punktequadrupel U, O, E, V
MaBzahlen v =9 (U, O, E, V) zuordnen, und zwar setzen wir fest:
Wenn U auf y, liegt, so bekommt U, O, E, V die MaBzahl, welche das
Streckenverhiltnis OF : OV in der affinen Geometrie beziiglich y, hat.
Liegt U nicht auf y,, so legen wir durch U eine beliebige Gerade v,
und bezeichnen mit ¥ = (U, O, E, V) das Streckenverhiltnis von
OE : OV in der affinen Geometrie beziiglich y,,,; ist nun

hW) =wv

ein in Satz 3 des vorigen Abschnitts erklirter Isomorphismus zwischen
den MaBzahlen v und v, so setzen wir

v(U,0,E, V)= f (V).

Wir wollen zusehen, wie diese MaBzahlen von den willkiirlichen
Hilfselementen 9y, und f; (') abhingen. Ist zundchst

(W) =2
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ein zweiter Isomorphismus der genannten Art zwischen den ‘%) und
v, so folgt aus Satz 4 des vorigen Abschnittes, daB bei geeignetem v,

v = vyv 5t
ist. Nunmehr zeigen wir:
Satz 1: Ist y,, eine weitere Gerade durch U, ist das Streckenverhiltnis
OE :0V in der affinen Geometrie beziiglich dieser Geraden v'®, so lift
sich der Isomorphismus f, (v'?) = v so wihlen, daff

Hw®) = f,(v®)

wird.

Zum Beweis bringen wir die Gerade y,,, und y, in U, und y,, mit
Yy in U, zum Schnitt. D sei ein von U verschiedener Punkt von y,
S; ein von U, und U verschiedener Punkt von y,,,, S, ein von U, und U
verschiedener Punkt von y,, und S der Schnittpunkt der Geraden
S, S, mit y,. Ist ferner ¥V ein Punkt von 9, V, der Schnittpunkt von
DU, mit der Geraden S;V und V, der Schnittpunkt der Geraden S,V
mit der Geraden SV, so folgt nach dem Satz von DESARGUES, daB die
Gerade V,U, durch D geht. Nimmt man nun V gleich O und E und
konstruiert entsprechend die Punkte O,, E, und 0,, E,, so ist

vW(U,0,E, V) =9vW(U, 04, E, V),
v@(U,0,E, V) =v®(U,, 0, E,, V,),
v(Uy, 01, Ey, Vy) = 0(Uy, 04, Ey, V).

Versteht man also unter f; (v'¥) den durch die Gerade D U, vermittelten
Isomorphismus, und unter f, (v?") den durch die Gerade DU, ver-
mittelten Isomorphismus, so geniigen diese den Forderungen des Satzes.

Ferner gilt:

Satz 2: Sind y und y* zwei perspekitv aufeinander bezogene Geraden
und entsprechen dabei den Punkten U, O, E, V die Punkte U*, 0%, E*, V*,
so laft sich die MapBzahl

v(U,0, E, V) =qu(U*, 0%, E*, V*)
wdhien.

Denn in der affinen Geometrie beziiglich der Geraden UU* ist
OE: 0V gleich OE:0V.

Daraus folgt allgemein:

Theorem: Sind y und y* zwei projektiv aufeinander bezogene Geraden
und entsprechen den Punkien U, O, E,V die Punkte U*, O*%, E* V*, so
gibt es ein v, so daf

v(U*, 0% E*, V*) = 0,0 (U, 0, E, V) vyt
1st.

Dies Theorem verdiente als Fundamentalsatz der projektiven Geo-
metrie bezeichnet zu werden. Bisher pflegt man nur eine Folgerung
aus dem Theorem so zu benennen: Ist die Multiplikation der Strecken-



Y/

140 7. Affine und projektive Geometrie.

verhiltnisse kommutativ, so ist eine projektive Beziehung zwischen
zwei Geraden eindeutig dadurch festgelegt, daB den drei verschiedenen
Punkten U, O, E die Punkte U*, O* E* zugeordnet sind. Man sieht
leicht, daB aus diesem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie
der Fundamentalsatz der affinen Geometrie beziiglich einer beliebigen
Geraden y als unendlich ferner und damit nach 7, 3 der Satz von DEk-
SARGUES und ferner nach Satz 4 des vorigen Abschnitts das kommu-
tative Gesetz fiir die Multiplikation der Streckenverhiltnisse gefolgert
werden kannl.

9. Satz von PAscaL.

Fordern wir im UABD-Gewebe die Figur 2.°2 an Stelle von

2. 1, so gilt nach 4, 13 auch 2. I und nach 4, 12 wird die ®-Vektoren-

verkniipfung kommutativ. Erkldren wir die zugehorige affine Geo-

metrie, so bilden ihre Streckenverhilt-

@3, nisse jetzt einen Korper. In jedem 3-Ge-

2 webe aus den Geraden durch einen be-

2 liebigen Punkt D und zwei Scharen von

Parallelen 9, B gilt daher die Figur X' 2.

Wir beweisen aus ihr einen anderen

Z B SchlieBungssatz, den Satz von PASCAL:

Fig. 35. 3. IL. 2. II. Sind P,, P,, P, drei Punkie

einer Geraden und Qy, Q,, Q5 drei Punkie

einer anderen Geraden und ist die Gerade Q,P, parallel zu Q,P, und
P,Q, parallel P,Q,, so ist auch P,Q, parallel P,Q,.

Fiir den Fall, daB P, P, P, parallel Q, 0,0, ist, wurde der Satz schon
in 5, 14 unter engeren Voraus-
setzungen bewiesen.

Wir nehmen daher an, daB

g die Geraden P, P, P, und Q, 0,0,

2 nicht parallel sind. Ihr Schnitt-
punkt heiBe D, der Schnittpunkt

(=Y

s der Geraden P,(Q, mit der Ge-
raden P,Q, heiBe R, der Schnitt-
A punkt der Parallelen zu Q,P,
durch @, mit der Parallelen zu

P;Q, durch P, heiBe S.

Nach Figur 2. 2 fir die Gerade R P, parallel Q, P, parallel Q,S;
RQ, parallel P,Q, parallel S P, geht alsdann die Gerade durch R und S
durch den Punkt D, und nach dem Satz von DESARGUES fiir die Drei-
ecke Q; R P, und Q,S P, ist daher Q,P, parallel Q, P,.

)

Fig. 36.

1 Zum weiteren Ausbau der projektiven Geometrie auf diesem Weg ver-
gleiche die auf S. 130 zitierte Arbeit von O. HOLDER.
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Ist D ein uneigentlicher Punkt, so schlieft man ganz analog.

Umgekehrt sieht man auch sofort, daB aus dem Satz von DESARGUES
und dem Satz von PASCAL die Axiome X. 2 fiir alle U, B, D-Gewebe
gefolgert werden konmen. Der Satz von PASCAL ist also in einer affinen
Geometrie mit dem kommutativen Gesetz der Multiplikation dquivalent.

10. Der Satz von DESARGUES folgt aus dem Satz von PAscaL.

Es ist nun interessant, daf3 der Satz von DESARGUES aus dem Satz
von PASCAL bewiesen werden kann. Wir beweisen dies in direkter An-
lehnung an HESSENBERG! folgendermaBen:

Wir setzen voraus, daB OP,Q, mit P, P,, Q;Q, nicht parallel sei.
Dies ist durch treffende Wahl der Bezeichnung nur dann nicht zu er-
reichen, wenn fiir jede Permutation (7, 2,7) von (1, 2, 3)

O P;Q, parallel P,P,

und
O P;Q; parallel 0,0,

wire. In diesem Falle (der iibrigens in einer Geometrie nicht méglich
ist, in der die Anordnungssitze gelten) wire aber die zu beweisende
Behauptung bereits erfiillt.

Endlich sei hervorgehoben, daB8 P;P, nicht zu Q,Q, parallel sein
darf, da sonst der Satz trivial wird. Wir gehen also von der die Allge-
meinheit nicht beschrinkenden Annahme aus, daB von den 4 Geraden
OP,,0P,,0P,, P, P, keine zwei parallel sind.

Wir ziehen sodann durch P, eine Par-
allele zu OP,, die Q,Q, in einem Punkte
R, O P, in einem Punkte S schneidet. R fallt
nicht nach @, und nicht auf die Gerade
0,0Q,, da es in diesem Falle nur nach Q, fallen
kénnte. Es ist also RQ, eine eindeutig be-
stimmte, von Q,Q, verschiedene, daher zu
P, P, nicht parallele Gerade. Sie trifft P, P,
in dem Punkt T, den wir noch mit O und S
verbinden.

Nunmehr bilden O, P;, Q;; R, Q,,. T ein Pascarsches Sechseck.
Es ist

) ?3

Fig. 37.

P, T parallel ¢,Q, nach Voraussetzung,
P, R parallel 0Q, nach Konstruktion.

Also ist nach dem Pascarschen Satz

1) OT vparallel RQ,, d.h. parallel Q,0,.

1 Math. Ann. Bd. 61, 1905. S. 165, 166. Von dort ist auch die Figur ente
nommen.
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Nach Voraussetzung ist daher auch
2 OT parallel P, P,.
In dem Sechseck T, P,, P,; P,;, S, 0 ist

P, S vparallel OP, nach Konstruktion,
P, P, parallel OT nach (2),

also ist nach dem PascArschen Satz
(3) TS parallel P,P,.
Endlich ist in dem Sechseck O, S, Q4; R, Q,, T

0Q, parallel RS nach Konstruktion,
OT parallel RQ, nach (1).

Also ist nach dem Pascarschen Satz
(4) TS parallel Q,0,,
und aus (3), (4) folgt:

0,0, parallel P,P,.

11. Streckenverhidltnisse auf Grund des Pascarschen und
kleinen DESARGUESschen Satzes.

Es geniigt ferner neben den Inzidenzaxiomen Ia.1 bis § den kleinen
Desarguesschen Satz und den Pascalschen Satz fiiv drei beliebige Paare
paralleler Geraden, die sich auf zwei festen wicht parallelen Geraden o
und B schwneiden, vorauszusetzen, um daraus die allgemeine Geltung der
Séitze von DESARGUES #und PASCAL zu folgern. Das ist wichtig, weil sich
der kleine DEsaRGUESsche und der PAscALsche Satz fiir zwei sich recht-
winklig schneidende Gerade leicht aus den Axiomen der euklidischen
Geometrie beweisen 148t. 2. d folgt aus der Kongruenz paralleler Strecken
zwischen parallelen Geraden, 2. I1. fiir rechtwinklige « und § folgt aus
der Lehre vom Kreisviereck. Man kann so aus den Kongruenzaxiomen
die Lehre von den Proportionen und die Gleichung der Geraden unab-
hingig vom Archimedischen Axiom folgern?.

Aus X 0 148t sich die Vektorrechnung begriinden. Parallelverschie-
bungen sind Kcllineationen, und daher gilt der Satz von PAscAL fiir drei
Paare paralleler Geraden, die sich auf zwei Geraden « und § schneiden,
sobald « parallel zu « und 8 parallel zu § ist.

Schneiden sich o und § in O und sind P, und Pz Punkte von «
bzw. B, deren Verbindungsgeraden einander parallel sind, so ist die Ab-
bildung m (O P,) <-»>m (O P4) nach 4, 12 ein Isomorphismus zwischen den
Gruppen der 9-Vektoren parallel zu o und den B-Vektoren parallel

1 Vgl. HiLBerts Grundlagen der Geometrie, § 15.
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zu f. Durch Auszeichnung irgend einer festen Schar von Parallelen
ordne ich jedem B- einen A-Vektor m (0 Py) = a zu.

Jede Parallelprojektion, bei der P, auf a dem Punkte P, auf f8
entspricht, vermittelt alsdann einen Automorphismus J der Gruppe
der 9U-Vektoren, indem wir

](m(OPa))=m(0Pﬂ)
zuordnen.

Die Figur von PascaL besagt alsdann, diese Automorphismen J
bilden eine kommutative Gruppe.

Seien J,, J,, J; die drei Automorphismen, die den drei Paaren par-
alleler Geraden der Figur zugeordnet sind. g, a,, a;; 6;, a,, 0; mdgen
bzw. die MaBzahlen von OP;,0P,,OP,; 0Q,,00,, 0Q, sein. Es ist
alsdann

o, =Js(a) =Ja (@), ay=Js(a5)=J1(a)), a5=J;(a5)=7J;(ay).
Nehmen wir fiir J, den identischen Automorphismus, so bleiben die
Gleichungen

@ Jilay) = Jalag), Ja(a) =03, Ji(ap) =as.

Diese Gleichungen bedingen einander.

Wir erkliren nun eine Multiplikation, indem wir ein bestimmtes

Element a, als Einheitselement auswihlen und, wenn
Ji(ag) =ay,
ist, fiir J, (a) = a;-a schreiben.
Nehmen wir a, = a4, so folgt aus (1)
(2) 0,0, = 0, 0,.
Nehmen wir fiir a, ein beliebiges Element und setzen
Ji@=aya, Jy(0)=a,a,

so folgen nach (1) die Gleichungen

01 0; = 0,05, 0,0,=10;, @;0,=03,
also ist

(a5 0p) = 6, (0, 05),
oder durch zweimalige Anwendung von (2)
(a2 05) 0y = a5 (0, 0,) = G, (0 0y) -

Es gilt also das assoziative Gesetz der Multiplikation. Daraus folgt,
daB die J eine kommutative Gruppe bilden. Man kann jetzt die Strecken-
verhdltnisse als Vektorpaare einfithren und zeigen, da8 sie einen Kérper
bilden. Weil die Punkte 4, J() bei festem J und variablem ¢ eine
Gerade durch O durchlaufen, entsprechen den Geraden die linearen
Gleichungen in bekannter Weisel.

1 Ein anderes Axiomensystem der affinen Ebene, in welcher der Satz von
PascaL gilt, findet man diskutiert in den beiden Arbeiten: Die Axiome der zwei-
gliedrigen Gruppen von K. REIDEMEISTER und W. ScHERNUs. Schriften d. Koé-
nigsberger Gel. Ges., Naturw. Kl., Jg. 4, 1928 und Jg. 5, 1929.
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12. Widerspruchsfreiheit der Axiome,

Uberblicken wir noch einmal den zuriickgelegten Weg: Wir gingen
aus von der analytischen Geometrie der euklidischen Ebene, abstra-
hierten daraus eine Methode, rein analytisch diese Geometrie zu er-
kliren, und verwandten dieselbe dann zur Erkidrung einer analytischen
affinen und projektiven Geometrie. Zugleich fiihrten wir fiir die al-
gebraischen Sachverhalte, die wir so konstruierten, eine geometrische
Sprechweise ein.

Unter diesen geometrisch formulierten Sitzen erkannten wir als-
dann im zweiten Teil einige wenige Sitze als geeignet, die affine und
projektive Geometrie ihrerseits zu begriinden. Aus den Axiomen iiber
Punkte, Gerade und die Relation ,,inzidieren‘ lieB sich nidmlich folgern,
daB den Punkten Paare von Zahlen aus einem gewissen Korper zu-
geordnet werden kénnen und daB sich alle Punkteigenschaften in Eigen-
schaften dieser Zahlenpaare widerspiegeln.

Die affine Geometrie ist danach die Gesamtheit von Sachverhalten,
die sich aus den grundlegenden, in den Axiomen festgelegten Sach-
verhalten logisch deduzieren lassen, und das Lehrgebiude der affinen
Geometrie ist die Gesamtheit der Sitze, welche diese Sachverhalte be-
schreiben. Nehmen wir diese Auffassung als die primire, so erscheint
die Einfithrung der analytischen Geometrie auf Grund der Axiome zu-
nichst nur als ein Hilfsmittel, um die Folgerungen aus ihnen {iber-
sichtlich zu machen.

In Wirklichkeit aber ist die analytische Geometrie auch bei der Er-
klarung der Geometrie durch Axiome von entscheidender Bedeutung.
Es ist ndmlich denkbar, daB ein System von Axiomen einen Wider-
spruch zur Folge hat, und die affine Geometrie kann erst als definiert
anerkannt werden, wenn ihre Axiome bestimmt widerspruchsfrei sind.
Die analytische Geometrie lehrt nun, daf jedem affinen geometrischen
Axiom ein bestimmter algebraischer Sachverhalt entspricht und daher
auch jeder richtigen Folgerung aus den Axiomen ein richtiger algebra-
ischer Sachverhalt. Einem Widerspruch der Geometrie miiite also ein
Widerspruch der Algebra korrespondieren. Mit der affinen Geometrie
miiBten also auch die Gesetze der Addition und Multiplikation wider-
spruchsvoll sein, und das ist bestimmt nicht der Fall, weil die ratio-
nalen Zahlen die Grundgesetze des Korpers tatsichlich erfiillen.

13. Unabhingigkeit der Axiome.

Die analytische Geometrie setzt uns weiter vielfach instand, nach-
zupriifen, ob wir tiberfliissige Axiome eingefiihrt haben oder nicht. Ein
Axiom A ist iberflissig oder abhingig, wenn es als Satz aus den
iibrigen Axiomen gefolgert werden kann, es ist bestimmt nicht iber-
fliissig oder unabhingig, wenn es Beispiele von Dingen, Eigenschaften
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und Relationen gibt, fiir die alle {ibrigen Axiome zutreffen, fiir die aber
Axiom A nicht zutrifft.

Sokoénnen wir z. B. zeigen, daB aus den Inzidenzaxiomen I.«. I bis I.a. §
und aus dem kleinen DESARGUESschen Satz der DESARGUESsche Satz
selbst nicht folgt und daB aus dem DEsARGUESschen Satz der Pascarsche
Satz nicht folgt. Bilden wir nimlich wie in 6, 6 analytische Geometrien
aus dem einseitig distributiven Zahlensystem aus 2, 9, so sind zwar wegen
der Kommutativitit der Addition der kleine Satz von DESARGUES und
wegen der eindeutigen Auflosbarkeit der linearen Gleichungen die In-
zidenzaxiome I. «. I bis I. «. 5 erfillt, nicht aber der Satz von DESARGUES,
weil dann auch das zweite distributive Gesetz gelten wiirde. Bilden
wir dieselbe analytische Geometrie aus dem in 2, 8 angegebenen Schief-
korper, so gilt der Satz von DESARGUES, nicht aber der Satz von
Pascar, weil sonst die Multiplikation kommutativ sein miiBte.

Die Forderung 2.2 fiir 3-Gewebe ist von der Forderung 2. I un-
abhingig, weil sich aus jeder Gruppe ein 3-Gewebe konstruieren 1406t
und weil es nichtkommutative Gruppen gibt. Die Forderungen 2. 3
und X 4 fir das ABED-4-Gewebe sind voneinander und von der
Forderung 2. 1 fir das UABD-Gewebe sowie 2. 2 fir das ABE-Ge-
webe unabhingig, weil es einseitig distributive Zahlensysteme gibt, die
Forderung X. 2 fir das ABD-Gewebe von den iibrigen 4-Gewebe-
Axiomen, weil es Schiefkorper gibt.

So sieht man, daBl unsere Axiome im wesentlichen voneinander
unabhingig sind; auf einige ungeklirte Fragen sei jedoch hingewiesen.
In 5, 4 setzten wir die Schnittpunktssitze 5,1 I. I bis 11 und den kleinen
DESARGUESschen Satz fiir %-Geraden und $B-Geraden voraus. Ungeklirt
ist, ob daraus der kleine Satz von DESARGUES allgemein gefolgert werden
kann. Ebenfalls bleibt es offen, ob es einseitig distributive Zahlensysteme
mit nicht kommutativer Addition gibt, geometrisch gesprochen, ob der
SchlieBungssatz X. 2 fiir das ABE-Gewebe aus der Voraussetzung X. 1
fir das ABE- und ABD-Gewebe und der Voraussetzung X. 3 oder X. 4
fir das ABED-Gewebe folgt oder nicht. Diese beiden Fragen hingen
zusammen. Falls es nidmlich einseitig distributive Zahlensysteme mit
nichtkommutativer Addition gibt, ist, wie man leicht bestitigt, der
kleine Satz von DESARGUES allgemein von demselben Satz fiir - und
B-Geraden unabhingig.

14. Algebraischer und geometrischer Aufbau.

Im Prinzip wire es sehr wohl denkbar, daB der Beweis der Wider-
spruchsfreiheit fiir die geometrischen Axiome unmittelbar gefithrt
wiirde. Ansitze dazu sind in HILBERTs allgemeiner Beweistheorie ge-
geben. Der enge Zusammenhang zwischen Geometrie und Algebra
wiirde aber dadurch nicht tangiert, denn die zwiefache Moglichkeit,
die affine Geometrie zu erkliren — aus der Algebra und durch Axiome —,

Reidemeister, Geometrie. 10
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ist an und fiir sich wichtig und im Wesen der affinen Geometrie be-
griindet. Das wird vielleicht noch klarer, wenn wir die festgestellte al-
gebraisch-geometrische Korrespondenz noch einmal zusammenfassend
beschreiben.

Die Axiome l«. 1bis fa. 5, 2. A oder X I1 beziehen sich auf die Gegen-
stinde Punkte und Gerade und die eine Relation des Inzidierens zwi-
schen denselben. Alle Folgerungen aus den Axiomen miissen sich also
ebenfalls letzten Endes auf diese Gegenstinde beziehen und nur die
eine Relation des Inzidierens enthalten. Alle Eigenschaften von Fi-
guren der affinen Geometrie oder Relationen zwischen solchen miissen
sich durch Ziehen von Geraden und Bestimmen von Schnittpunkten
erkennen lassen. Daraus ergibt sich also nach Einfiihrung eines Koor-
dinatensystems: die aus I.«, 2.4 oder X. IT beweisbaren Inzidenzsitze
zwischen Punkten und Geraden sind identisch mit den Sidtzen iber
Zahlenpaare, lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten und die Re-
lation des ,,Erfiillens einer linearen Gleichung, die sich aus den Schief-
korper- oder Korper-Axiomen beweisen lassen. Nun wissen wir aber,
daB die Geraden durch ,,Klassen von den von zwei verschiedenen Punkten
linear abhingigen Punkten* ersetzt werden kénnen. Alsdann verwandeln
sich alle Aussagen der affinen Geometrie in Aussagen {iber Punkte
allein, und die Grundrelation ist die lineare Abhingigkeit von Punkten.
Und wird ein affines Koordinatensystem eingefithrt, so entsprechen
also den Axiomen Beziehungen zwischen Zahlenpaaren, die gegeniiber
affinen Transformationen invariant sind. Daraus folgt, daB3 alle Sitze
der affinen Geometrie ebenso iibersetzt ebenfalls mit algebraischen
gegeniiber (H) in 8, 1 invarianten Beziehungen korrespondieren.

Wir kénnen nunmehr aber auch das Umgekehrte beweisen. Wir
wissen nidmlich, daBl sich aus Streckenverhiltnissen mit den MaB-
zahlen a,b,... die Streckenverhiltnisse konstruieren lassen, deren
MaBzahlen rational von den a, b abhiingen. Ist nun irgend ein Satz iiber
Zahlenpaare eines Korpers oder Schiefkérpers vorgelegt und bleibt
dieser Satz richtig, wenn die Zahlenpaare gleichzeitig affin transformiert
werden, so 148t sich dieser Satz unter Zuhilfenahme irgend eines affinen
Koordinatensystems in einen Schnittpunktssatz verwandeln, und zwar
in immer denselben Satz, wie auch das Koordinatensystem gewihlt ist.

15. Der empirische Raum.

Die dargelegten Untersuchungen sind abstrakter Natur. So wenig
sie die Raumanschauung und Experimente {iber die Raumstruktur vor-
aussetzen, so wenig sagen sie selbst {iber den empirischen oder anschau-
lichen Raum aus. Die Zwischenrelation z. B., die hier betrachtet wurde,
ist durch Axiome festgelegt, die Zwischenrelation der empirischen Geo-
metrie aber hat eine anschauliche Bedeutung, die durch Axiome niemals
erfaft werden kann.
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Wohl aber gilt das Umgekehrte: jede klar festgelegte anschauliche
Relation zwischen anschaulichen geometrischen Gebilden hat eine be-
stimmte Struktur, d.h. bestimmte Sitze aus diesen Relationen sind
wahr, bestimmte falsch, und die logischen Folgerungen aus wahren
Sitzen sind ebenfalls wahr; die Struktur einer anschaulichen Relation
kann also durch anschauliche Bestitigung gewisser Grundtatsachen
festgelegt werden.

Jedes System von Axiomen der affinen Geometrie legt also eine
Reihe von Experimenten fest, die dariiber entscheiden, ob ein anschau-
lich gegebener Bereich von Gegenstinden und Relationen eine affine
Geometrie ist oder nicht.

10*
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