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HANS HAHN 

ZUGEEIGNET 



Vorwort. 
Das vorliegende Buch ist den Grundlagenlinearen der Geometrie 

gewidmet. Im ersten Teil wird, der Idee des Erlanger Programms von 
FELIX KLEIN gemäß, die Kongruenz und Invarianz bezüglich beliebiger 
Gruppen von Transformationen diskutiert und nach Erörterung der 
Körperaxiome die n-dimensionale lineare Geometrie über Schiefkörpern 
aus den Gruppen linearer Transformationen erklärt. Daß der gruppen­
theoretische Aufbau hier zu den Grundlagen gezählt ist, wird, hoffe ich, 
durch die logisch exakten Formulierungen in Kapitell gerechtfertigt. 

Im zweiten Teil handelt es sich um die Axiomatik der ebenen linearen 
Geometrie, im wesentlichen also um die Auswertung des Satzes von 
DESARGDES und des Satzes von PASCAL. Die Bedeutung dieser Sätze 
für die affine Geometrie ist vor allem durch HrLBERTs klassisches Werk 
über die Grundlagen der Geometrie klargestellt. Der DESARGUESsche 
Satz besagt, daß die Streckenverhältnisse der Ebene einen Schief­
körper bilden, der PASCALsehe Satz besagt, daß sie einen Körper bilden. 
Der Beweis für diese beiden Tatsachen läßt sich aber auf mannigfache 
Weise anordnen. Und es erschien mir daher wichtig und lehrreich, 
dem Grund dieser verschiedenen Möglichkeiten nachzuspüren. Es mußte 
sich doch jedes Verknüpfungsgesetz der Streckenrechnung in einem 
wohlbestimmten Schließungssatze sichtbar machen und die logische Ab­
hängigkeit dieser Schließungssätze voneinander feststellen lassen. 

Glücklicherweise haben nun diese Schließungssätze auch von anderer 
Seite her Interesse. W. BLASCHKE hat auf dem Mathematiker-Kongreß 
in Bologna die Vermutung ausgesprochen, daß die Theorie der Kurven­
gewebe auch für die Grundlagen der Geometrie fruchtbar werden könnte. 
Das bestätigte sich hier. Die meisten Schließungssätze, auf die man 
durch den oben angegebenen Gedanken geführt wird, sind Konfigura­
tionen aus Geraden, die einem Gewebe aus drei oder vier Geraden­
büscheln angehören. So könnte man den zweiten Teil des vorliegenden 
Buches geradezu als eine Axiomatik dieser Gewebe bezeichnen. Ich 
möchte aber betonen, daß ich nur solche Sätze über Gewebe aufge­
nommen habe, die mir auch von seiten der ebenen Geometrie wert­
voll erschienen. 

Spezielle Vorkenntnisse aus der höheren Mathematik werden nirgends 
vorausgesetzt. Natürlich muß der Leser mit analytischer Geometrie 
vertraut und für abstrakte Gedanken zugänglich sein. Fräulein FEHRENZ 
und den Herren BLASCHKE, R. BRAUER, PoDEHL, THOMSEN danke ich 
für Ratschlag und Hilfe. 

Königsberg, im Juni 1930. KURT REIDEMEISTER. 
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Teil I. 

Analytischer Aufbau der Geometrie. 

Einleitung. 

I. Geometrie als Analysis. 

Die analytische Geometrie der euklidischen Ebene entsteht, indem 
jedem Punkt der Ebene mit Hilfe eines Koordinatensystems zwEi Zahlen, 
die Koordinaten des Punktes, zugeordnet und die geometrischen Be­
ziehungen von Punkten in analytischen Beziehungen ihrer Koordinaten 
ausgedrückt werden. Jedem Satz der Geometrie entspricht alsdann ein 
bestimmter Satz der Analysis und jedem geometrischen Beweise eines 
geometrischen Satzes ein bestimmter analytischer Beweis eines ana­
lytischen Satzes. Das UmgekEhrte aber ist nicht der Fall: es sind nur 
ganz spezielle Sätze der Analysis, die sich als Sätze der euklidischen 
Geometrie aussprechen lassen, und es ist daher nichts natürlicher, als 
nach einem Kennzeichen dieser Sätze - nach einer Kennzeichnung der 
analytischen Geometrie innerhalb der Analysis, zu fragen. 

Diese Kennzeichnung wäre aber auch für die Geometrie selbst von 
großer Bedeutung; denn ist sie gelungen, so ist damit auch ein Weg an­
gegeben, unabhängig von der Raumanschauung das Gebäude der Geo­
metrie zu errichten. 

Die Lösung dieses Problems, die hier behandelt werden soll, ist die 
folgende: Wir wissen, daß die analytische euklidische Geometrie eng 
mit gewissen Transformationen, den Bewegungen, zusammenhängt; 
wir werden sehen, daß sie sich mittels dieser Transformationen de­
finieren läßt. Dem tieferen Grund dieses Zusammenhanges zwischen 
Geometrie und Transformationen nachzugehen, ist das Ziel des ersten 
Kapitels. Vor weiteren allgemeinen Erwägungen geben wir sogleich 
gerrau die analytische Aufgabe an, als deren Lösung wir die euklidische 
Geometrie betrachten wollen. 

2. Kongruenz und Bewegungen. 

x1 , x2 seien zwei reelle Zahlen. Jedem Paar reeller Zahlen wird durch 
eine Transformation B der Schar 

(B) 
x1 = x1 cos rx - x2 sin rx + a1 

Reidemeister1 Geometrie. 1 
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wo rx., a1 , a2 ebenfalls reelle Zahlen sind, ein bestimmtes gleiches oder 
anderes Paar reeller Zahlen x1 , x2 zugeordnet. Die Transformationen B 
mögen "Bewegungen" heißen. 

Die Gesamtheit der Zahlenpaare x~i>, x~i) (i = 1,_2, ... , n) bildet 
eine endliche geordnete Menge im von n Zahlenpaaren - endlich, weil 
die Anzahl n der Paare endlich ist, geordnet, weil die Zahlenpaare in 
bestimmter Weise numeriert sind. Durch eine Transformation B aus 
der Schar (B) wird jeder geordneten Menge im von n Zahlenpaaren 
eine bestimmte andere geordnete Menge 

im = B (im), nämlich (i = l, 2, ... , n) 
zugeordnet. 

Wir verwenden diese Begriffe zu den folgenden beiden Definitionen: 

Def. l. Eine Menge im ist kongruent zu einer Menge im, in Zeichen 

im= im, 
wenn es eine Transformation B aus der Schar (B) gibt, welche die Menge 

im der Menge im zuordnet, d. h. wenn 

im= B (im). 

Def. 2. Eine Eigenschaft einer Menge im ist invariant bezüglich der 
Schar (B), wenn sie mit im auch jeder Menge 

im= B (im) 

zukommt, wo B eine beliebige Transformation der Schar (B) ist. 
Dann formulieren wir die folgenden beiden Aufgaben: 
1. Es sollen die kennzeichnenden invarianten Eigenschaften der Menge 

im angegeben werden. Das heißt, man soll solche invariante Eigen­
schaften einer Menge im angeben, die garantieren, daß jede Menge mit 
denselben Eigenschaften zu im kongruent ist. Oder anders gesagt: es 
sollen Eigenschaften angegeben werden, in denen zwei Mengen im und 
im übereinstimmen müssen, damit sie kongruent sind. 

2. Es sollen solche invariante Eigenschaften ~ von Mengen angegeben 
werden, daß umgekehrt die Transformationen (B) als diejenigen Trans­
formationen gekennzeichnet sind, welche alle Mengen im in Mengen im* 
mit denselben Eigenschaften ~ transformieren. 

Diese Begriffsbildung, diese Fragen und die Antworten auf diese 
Fragen sind jedermann bekannt, der mit der analytischen Geometrie 
der Ebene vertraut ist. 

Deutet man nämlich x1 , x2 und x1 , x2 als kartesische Punktkoordi­
naten bezüglich desselben Koordinatensystems, so bedeuten die Trans­
formationen (B) euklidische Bewegungen. Kongruenten Mengen aus 
endlich vielen geordneten Punkten entsprechen also im Sinne der De­
finition (1) kongruente Mengen von Zahlenpaaren und umgekehrt, 
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geometrischen Eigenschaften derartiger Punktmengen - (die ja doch 
bei Bewegungen erhalten bleiben) - invariante Eigenschaften der 
Menge ihrer Koordinatenpaare, und die Aufgabe l ist sofort so zu 
beantworten: 

1. Alle Mengen, die nur ein Zahlenpaar enthalten, sind zueinander 
kongruent. 

2. Mengen, die zwei Zahlenpaare enthalten, sind dann und nur dann 
zueinander kongruent, wenn 

(xil)- xi2))2 + (xr> - xjf>)2 = (xill - xi2))2 + (x~l) - %~2))2. 

3. Mengen aus drei Zahlenpaaren sind kongruent, wenn: 
a) die sich entsprechenden Untermengen aus je zwei Zahlenpaaren 

kongruent sind und außerdem 

b) I xlll xn> I -(1) -(1) I 
I 1 2 xl x2 
I xi2> x12> I -(2) -(2) I 2 xl x2 
I xia> x13) I -(3) -(3) I 2 xl x2 

istl. 
Der Beweis ergibt sich aus dem dritten Kongruenzsatz der eukli­

dischen Geometrie und aus der Erklärung des normierten Flächen­
inhaltes für Dreiecke mit geordneten Ecken bzw. Dreiecke, für deren 
Rand noch ein Umlaufssinn festgelegt ist. 

4. Mengen aus n Zahlenpaaren sind kongruent, wenn alle Untermengen 
aus je drei entsprechenden Zahlenpaaren kongruent sind. 

Die zweite Frage ist so zu beantworten: 
Eine eineindeutige Transformation von Zahlenpaaren, welche die Kon­

gruenz aller Mengen von zwei Paaren und das Vorzeichen einer Deter­
minante, wie unter 3b) angegeben, erhält, ist eine Transformation der 
Schar (B). 

Eine eineindeutige Punkttransformation, welche den Abstand je 
zweier Punkte unverändert läßt, führt nämlich Gerade in Gerade über; 
sie erhält die Winkel zwischen je zwei Geraden und ist also eine Be­
wegung oder aus einer Bewegung und einer Spiegelung zusammen­
gesetzt - je nachdem sie den Umlaufssinn eines Dreiecks erhält oder 
umkehrt. 

Man sieht, daß die rein analytisch definierten Aufgaben, die wir an 
die Transformationen (B) in natürlicher Weise anknüpfen konnten, in 
einem wirklich sehr engen Zusammenhange mit der euklidischen Geo­
metrie stehen. Wäre die Bemerkung, daß die geometrischen Eigen­
schaften einer Punktmenge gerade die invarianten Eigenschaften der 
Menge der entsprechenden Zahlenpaare und umgekehrt seien, nicht et­
was vage, so könnten wir sie geradezu als Definition einer geometrischen 

1 Es ist hinreichend für Kongruenz, außer 3a nur zu fordern, daß das Vor­
zeichen der beiden in 3 b genannten Determinanten übereinstimmt. 

1* 
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Aussage verwenden. Von der Ausdrucksweise abgesehen, wären dann 
die analytische euklidische Geometrie und die Untersuchung invarianter 
Eigenschaften der Mengen 9R dasselbe, und wir brauchten auch tat­
sächlich nur diese "Eigenschaften" formallogisch genauer zu umgrenzen, 
um jenen Zusammenhang sauber beschreiben zu können. Die grund­
legende geometrische Eigenschaft aber, der Kongruenzbegriff, ist durch 
Def. 1 bereits vollständig und genau auf analytischem Wege erklärt. 

Eine Verallgemeinerung dieses Kongruenzbegriffes liegt auf der 
Hand: Wir ersetzen die Transformationen (B) durch geeignete andere 
Scharen von Transformationen. Und es kommt jetzt alles darauf an, 
zu sehen, wie die Eigenschaften einer Schar von Transformationen und 
die Eigenschaften des Kongruenzbegriffes zusammenhängen. 

3. Transitivität der Kongruenz und Gruppeneigenschaft 
der Bewegungen. 

Wir werden jedenfalls wünschen, daß der einer Schar von Trans­
formationen zugeordnete Kongruenzbegriff symmetrisch und transitiv sei, 
d. h. wir möchten, daß die folgenden beiden uns geläufigen Eigenschaften 
des Kongruenzbegriffes erhalten bleiben: 

- -
Satz 1. Aus 9R = 9R folgt 9R = 9R, die Kongruenzrelation ist sym-

metrisch. 
Satz 2. Aus 9R = 9R und 9R = 9R* folgt 9R = 9R*, die Kongruenz­

relation ist transitiv. 
Aus Satz l und 2 folgt, daß jede Menge zu sich selbst kongruent, 

d. h. die Kongruenzrelation reflexiv ist. Denn ist 9R - 9R, so ist nach 
Satz l, auch 9R = 9R und daher nach Satz 2, wie behauptet, 9R = 9R. 

Sehen wir zu, wie sich Satz l und 2 aus der Definition der Kongruenz 
in I, 2, Def. l beweisen läßt. Wir haben zu zeigen: 

Zu Satz l: Gibt es eine Transformation B der Schar (B), so daß 

9R = B(9R)' 
so gibt es auch eine Transformation B*, so daß 

9R = B* (9R). 

Zu Satz 2: Gibt es eine Transformation B1 , so daß 9R = B1 (9R) und 

eine Transformation B2 , so daß 9R = B 2 (9R), so gibt es auch eine 
Transformation Ba, so daß 

9R =Ba (9R). 

Das folgt aber sofort aus den folgenden Eigenschaften der Schar (B): 
I. Ordnet eine Transformation B der Schar (B) den Zahlenpaaren 

x1 , x2 die Zahlenpaare x1 , x2 zu, so gibt es auch eine Transformation 
der Schar, welche den Werten Xl, x2 die Werte Xl, x2 zuordnet. Diese 
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Transformation heißt die zur ursprünglichen inverse Transformation 
und wird mit B-1 bezeichnet. 

II. Die Schar (B) hat die Gruppeneigenschaft, d. h.: ordnet eine 
Transformation B1 den Zahlenpaaren x1 , x2 die Zahlenpaare %1 , x2 zu 
und eine zweite Transformation B 2 den Zahlenpaaren x1 , x2 die Zahlen­
paare x1 , x2 , so gibt es eine Transformation B3 der Schar, welche den 
Zahlenpaaren x1 , x2 die Zahlenpaare x1 , x2 zuordnet. 

Offenbar kann man bei allen Mengen B* = B-1 nehmen, und daraus 
ergibt sich die Symmetrie der Kongruenzrelation. Aus der Gruppen­
eigenschaft folgt, daß es eine Transformation B3 gibt, für die bei allen 
Mengen SJJ1 = B3 (SJJC) gilt und damit die Transitivität der Kongruenz. 

4. Überblick. 

Die Beweise des vorigen Abschnitts setzen nur die in I und II aus­
gesprochenen Eigenschaften der Bewegungen (B) voraus, und wir werden 
Transformationsscharen mit diesen Eigenschaften also zur Definition 
von symmetrischen und transitiven Kongruenzbegriffen ebensogut wie 
die Bewegungen verwenden können. 

Davon wollen wir uns ausführlich und unmittelbar überzeugen. Da 
es ganz unwichtig ist, daß diese Transformationen gerade Transforma· 
tionen von Zahlenpaaren sind, formulieren wir dazu einige zwar ab­
strakte, aber einfache Sätze über eineindeutige Transformationen von 
Gegenständen, die Gruppeneigenschaft einer Schar von solchen Trans­
formationen und den Kongruenzbegriff, der sich daraus erklären läßt. 

Es zeigt sich dabei, daß wir einen besonders einfachen Ausschnitt 
aus der euklidischen Geometrie bekommen, wenn wir die Bewegungen 
in die umfassenderen Gruppen der linearen Transformationen, in die 
Gruppe der affinen und projektiven Transformationen einbetten und die 
zugehörige affine und projektive Geometrie bilden. Von da ab ist das 
Buch der linearen Geometrie gewidmet. Im ersten Teil erfolgt ihr ana­
lytischer Aufbau. In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Algebra er­
örtert, in Kapitel 3 wird alsdann die n-dimensionale affine Geometrie 
entwickelt, indem die in Kapitel l dargestellten Prinzipien auf Zahlen­
n-Tupel und lineare Transformationen aus Schiefkörpern angewendet 
werden. 

Kapitel l. 

Gruppen von Transformationen. 
Einleitung. 

Die Gruppeneigenschaft von Transformationen führt auf den Begriff 
der Gruppe, dessen Bedeutung für Algebra und Geometrie sich im fol­
genden immer von neuem erweisen wird. Die wichtigsten Geometrien 
lassen sich geradezu als die Diskussion der Struktur der zugehörigen 
Gruppe auffassen (vgl. 1, 8 und 1, 9). Einen näheren Einblick in die 
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Geometrie gewinnen wir durch Einführung des Koordinatenvektors und 
der natürlichen Koordinaten. Liegen zwei Gruppen von Transforma­
tionen desselben Bereiches vor, von denen die eine Untergruppe der an­
deren ist, so bestehen zwischen den zugehörigen Geometrien einfache 
Beziehungen, die es uns ermöglichen, die Bedeutung der linearen Trans­
formationen für die euklidische Geometrie zu erklären. 

1. Eineindeutige Transformationen. 

Es sei eine Klasse .8 von Gegenständen vorgelegt, die wir mit 
großen lateinischen Buchstaben Z1 , Z2 , ..• bezeichnen wollen. Unter 
SJJC: (Z1, Z2, ... , Zn) verstehen wir die geordnete Menge der n Gegen­
stände Zi (i = l, 2, ... , n), in der Reihenfolge ihrer Numerierung. 
Ist SJJC:l =SJJC:(Zn, Zl2, ... , Ztm) und SJJC:2=SJJC:(Z21' z22' ... , Z2n), 
so sei SJJC: (im1, im2) =im (im1, Z21 , ... , Z2nl =im (Zll, ... , Z1 m, im2) 
=im (Z11 , ... , Z 1 m, Z21 , ... , Z 2 n)· Es sei 

(F) Z = F(Z) 

eine eineindeutige Transformation der Gegenstände, d. h. durch F sei 

jedem Gegenstande Z ein wohlbestimmter Gegenstand Z zugeordnet; 

unter den zugeordneten Werten Z mögen alle Gegenstände der Klasse .8 
vorkommen; sind zl und z2 verschieden, so seien auch die zugeordneten 

zl und z2 verschieden. 
Erklären wir die Transformation F-1 durch die Festsetzung 

F- 1 (Z) = Z, 

so ist dies wieder eine eineindeutige Transformation. Sie heißt die zu F 
inverse Transformation. Die zu F- 1 inverse Transformation ist offenbar 
F selbst, in Zeichen 

(F-1)-1 =F. 
Sind F 1 und F 2 irgend zwei eineindeutige Transformationen und ist 

Z = F1 (Z), 
so ist die Zuordnung 

Z = Fa(Z), 
wieder eine eineindeutige. Wir wollen Fa das Produkt der Transforma­
tionen F 1 und F 2 nennen und schreiben dafür 

Fa= F2Fl. 
Das Gleichheitsszeichen bedeutet die Identität der beiden Transfor­
mationen. 

2. Das assoziative Gesetz. 

Diese Multiplikation der Transformationen genügt einem wichtigen 
formalen Gesetz. Sind nämlich F 1 , F 2 und Fa drei eineindeutige Trans-
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formationen und ist 

so ist 

dafür schreiben wir auch 

(A) 

Die Richtigkeit dieser Beziehung ist evident. Ist nämlich 

Z = F 1 (Z) , Z' = F 2 (Z) , Z* = Fa (Z') , 
so ist 

Z' = F 21 (Z) , Z* = Fa2 (Z) 
und daher 

Z* = Fa (F21 (Z)) = Fa2 (F1 (Z)) 

dieselbe Transformation der Z. 

7 

Die formale Wichtigkeit von (A) wird sich bald herausstellen. Man 
nennt eine Multiplikation, für die (A) erfüllt ist, assoziativ, (A) selbst das 
assoziative Gesetz. (A) hat zur Folge, daß man von dem Produkt dreier 
Transformationen in einer bestimmten Reihenfolge, Fa, F 2 ,F1 , sprechen 
kann. Man folgert sehr leicht, daß auch von dem Produkt von 4, 5, ... 
eineindeutigen Transformationen in einer bestimmten Reihenfolge zu 
sprechen erlaubt ist; da z. B. 

(F4 Fa) (F2 F1) = F 4 (F3 (F2 F 1)) = F4 ((Fa F 2) F 1) = (F4 (Fa F 2)) F1 

= ((F4 Fa) F2) Ft 

können wir einfach die Klammern fortlassen. 
Allgemein beweist man dies leicht durch vollständige Induktion. 

Sei also das Produkt von n Transformationen 

FnFn-1· · .F1 

als eindeutig erkannt. Einem Produkt von n + l Transformationen sei 
dadurch eine bestimmte Bedeutung verliehen, daß die Elemente 
F n +1 ... F v + 1 und F v ... F 1 durch eine Klammer zusammengefaßt 
werden; die Verteilung der übrigen Klammern ist dann nach Voraus­
setzung gleichgültig. Sei nun v > l. Dann ist 

(Fn+t' · .Fv+l) (Fv. · .F1) = (Fn+t· · .Fv+l) (F"(Fv-1· · .F1)) 

nach (A) gleich 

((Fn+l' · .Fv+1) F") (Fv-1· · .Fl) = (Fn+t' · .F") (F"-1· · .F1) · 

Indem wir nacheinander alle Elemente F" _ 1 , ... , F 2 in die linke 
Klammer hineinbringen, erkennen wir 

(Fn+1' · .F"+l) (F". · .F1) = (Fn+1' · .F2l Fl 

und daraus folgt die Behauptung unmittelbar. 
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Beispiel: Nehmen wir eine Klasse g, die nur endlich viele 
Gegenstände Z 1 , •.• , Zm enthält, so entspricht jeder Transforma­
tion F (Z) = Z oder ausführlicher 

F (Zi) = Z 114 (i = I, 2, ... , m) 
eine bestimmte Permutation 

( I2 ... m) 
n1 n2 ... nm 

und umgekehrt: nach Numerierung der Z auch jeder Permutation 
eine TransformationF. Der Zusammensetzung ZweierTransformationen 
entspricht das Produkt dieser Permutationen. 

3. Gruppen. 

Es sei jetzt eine Schar iY von eineindeutigen Transformationen von 
.8 gegeben, welche die bdden folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Kommt die Transformation F in der Schar iY vor, so kommt auch 
die zu F inverse Transformation F- 1 in iY vor. 

2. Kommen die Transformationen F 1 und F 2 in iY vor, so kommt auch 
das Produkt F 1 F 2 in iY vor (Gruppeneigenschaft von iY). 

Eine solche Schar iY bildet eine Gruppe. Eine Klasse iY von Ele­
menten F, für die dne Kompositionsvorschrift erklärt ist, heißt näm­
lich eine Gruppe, wenn die folgenden Aussagen über sie richtig sind: 

F. 1. Die Komposition F 1 F 2 irgend zweier Elemente der Klasse ist 
stets ausführbar (d. h. F 1 F 2 ist ein Element der Klasse). 

F. 2. Das assoziative Gesetz der Komposition ist erfüllt: 

(F1 F 2) F 3 = F 1 (F2 F 3) • 

F. 3. Es gibt ein Einheitselement, d. h. ein Element E, für das stets 
FE= EF =Fist. 

r. 4. Es gibt ZU jedemElementFein inverses ElementF- 1, für das 
FF-1 =Eist. 

r. 1 bis r. 4 heißen die Gruppenaxiome. 
F. 3 ist erfüllt, wenn wir zu der Schar iY die identische Transforma­

tion, welche jeden GegenstandZ sich selber zuordnet, mit hinzunehmen. 
F. 4 folgt dann aus der Eigenschaft I, F. 1 aus der Gruppen­

eigenschaft von iY, r. 2 aus der Formel (A) des vorigen Abschnitts. 
Das einfachste Beispiel einer Gruppe von Transformationen bildet 

die Gesamtheit der Permutationen von m Gegenständen. Die natür­
lichen positiven und negativen Zahlen mit Einschluß der Null bilden 
eine Gruppe, wenn die Addition als Komposition genommen wird. Die 
positiven rationalen Zahlen bilden eine Gruppe, wenn die Multiplika­
tion der Zahlen als Komposition genommen wird. 

Daß sich aus jeder Gruppe auch Gruppen von Transformationen 
gewinnen lassen, wird in 1, 9 und 1, IO ausgeführt werden. 
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Einige Folgerungen aus der Definition der Gruppe: 
In einer Gruppe gibt es nur ein Einheitselement. Ist nämlich E* 

ein Element, für das stets 

E*F =FE* =F 

ist, so ist EE* einerseits gleich E und andererseits gleich E*, also 
E =E*. 

Zu einem Element F- 1 gibt es nur ein Element X, für das 

F- 1 X = E 
ist, und zwar ist 

X=F; 
denn für ein solches X ist 

FF- 1 X =FE =F, 
also 

X=F. 

Aus FF- 1 = E folgt danach F- 1 F = E. Ferner gibt es zu jedem F 
nur ein einziges inverses Element, denn aus F F* = E folgt durch 
Multiplikation mit p-1 

p-1p F* = p-1 
und daraus 

F* =F-1 • 

F- 1 ist also em eindeutiges Symbol und 

Gilt für die Komposition stets 

F1F2 = F2F1, 

so heißt die Gruppe eine kommutative Gruppe. 

4. Untergruppen. Isomorphismen. 

Bilden die Elemente F(l) eine Gruppe ~n> und gehören alle F(l) 
auch zu der Gruppe ~. aber nicht alle Elemente von~ auch zu ~m, 
so heißt ~< 1> eine Untergruppe von ~· 

Ist F 0 irgend ein Element aus ~ und durchläuft F(l) alle Elemente 
von ~< 1 >, so bildet die Gesamtheit der Elemente 

FoF<1>Foi' 

die mit F0 g;< 1> F0 1 bezeichnet werde, ebenfalls eine Gruppe. In der 
Tat, ist 

so ist auch 

(l) 
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F 0{}<llF01 heißt eine zu {}(1) konjugierte Untergruppe von {}. Die 
Gesamtheit der zu {}(1) konjugierten Untergruppen bilden eine Klasse 
konjugierter Untergruppen. {}W und F0'J<llF01 bestimmen dieselbe 
Klasse konjugierter Untergruppen. Formal verschiedene, ja sogar alle 
der zu 'JW konjugierten Gruppen können natürlich mit 'J(l) identisch 
sein. 

Durch 
(2) 

wird jedem Elemente F aus 'J ein wohl bestimmtes Element F' aus 'J 
zugeordnet. Umgekehrt entspricht aber auch jedem F' ein wohl be­
stimmtes F; denn es ist 

Fö1 F'F0 = F. 

Nach der Gleichung (1) folgt weiter sofort: Ist 

(3) 

so ist auch 
(4) 

Jede eineindeutige Abbildung J (F) = F' der Gruppenelemente, für 
welche aus (3) auch (4) folgt, heißt ein Automorphismus der Gruppe. 
Die Abbildung (2) ist also ein Automorphismus; sie wird ein innerer 
Automorphismus genannt. Zwei Automorphismen lassen sich als ein­
eindeutige Abbildungen hintereinander ausführen oder miteinander 
multiplizieren. Die Produkttransformation und ebenso die inverse 
Transformation ist wieder ein Automorphismus. Die Automorphismen 
einer Gruppe bilden also selbst eine Gruppe. Das Einheitselement der­
selben ist der Automorphismus, bei dem jedes Element sich selbst 
zugeordnet wird. 

Sind zwei Gruppen 'J und & vorgelegt und lassen sich die Elemente 
F von 'J den Elementen G von & e_ineindeutig so zuordnen, daß aus 
F 1 F 2 = F3 für die entsprechenden Elemente G = J (F) auch G1G2 = G3 

folgt, so heißen die Gruppen 'J und & zueinander isomorph und G = J (F) 
ein Isomorphismus zwischen den Gruppen 'J und &. Zwei isomorphe 
Gruppen haben die gleiche Struktur, d. h. zwei solche Gruppen können 
sich nur durch Eigenschaften unterscheiden, die auf die Kompositions­
vorschrift für ihre Elemente keinen Einfluß haben. 

5. Kongruenz. 

Wir erklären nun an 1, I anknüpfend ähnlich wie in I, 2 wieder den 
Kongruenzbegriff für die geordneten Mengen im. Ist 

im =im (Z1 , ... , Zn) und im =im (F (Z1), ... , F (Zn)), 

so schreiben wir dafür auch 
(1) im= F(im) 
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und erklären: 

im ist kongruent zu im bezüglich der Schar t'r, in Zeichen 

im=im, 

wenn es eine TransformationF aust'r gibt, für die (I) erfüllt ist. Wir nennen 
eine Eigenschaft einer Menge oder eine Beziehung zwischen Mengen 
invariant gegenüber t'r, wenn sie mit im auch jeder kongruenten Menge 

im zukommt. 
Offenbar läßt sich dann ganz wie oben I, 3 beweisen: Bildet die 

Schar t'r eine Gruppe von Transformationen, so ist die Kongruenz be­
züglich t'r symmetrisch und transitiv, d. h. 

aus im = im folgt im = im 
und 

aus im im, im = im folgt im= im. 

Wegen dieser beiden Sätze sind alle zu im kongruenten Mengen 
auch untereinander kongruent. Dies veranlaßt uns zu der folgenden 
Begriffsbildung. Unter m [im] wollen wir die Gesamtheit der zu im 
kongruenten Mengen verstehen. Ist 

im= im, so ist m [im]= m [im], 

d. h. so ist die Gesamtheit der zu im kongruenten Mengen mit den zu 
im kongruenten Mengen identisch, und umgekehrt. Das folgt aus der 
Transitivität der Kongruenz. Diese formale Bildung gibt uns ein Mittel 
an die Hand, um später in systematischer Weise Begriffe wie "Maß­
zahl der Länge einer Strecke" oder kürzer "Länge einer Strecke", 
"Koordinatenvektor" und "natürliche Koordinaten" zu bilden. 

Satz 1: Die Kongruenzbeziehung zwischen zwei Mengen ist eine in-
- -

variante Beziehung. Denn aus 9JI: =im folgt F (im) = F (im) für alle 

F aus tr· Ist nämlich im = F 0 (im), so ist 

F (im) = F F 0 F- 1 (F (Wl)). 

Der Zusammenhang zwischen kongruenten Mengen und Trans­
formationen wird durch die folgenden Sätze verdeutlicht: 

Satz 2: Die Transformationen F, welche die Elemente Z einer Menge IDC 
in sich überführen, bilden eine Gruppe. 

In der Tat, wenn F die Z1 , Z2 , ... , Zn sich selbst zuordnet, so ordnet 
auch die inverse Funktion F- 1 diese Elemente sich selbst zu, und wenn 
F1 und F 2 die Elemente Z1 , Z2 , ... , Zn sich selbst zuordnen, so ordnet 
auch F 2 F 1 diese Elemente sich selbst zu. 

Satz 3: Sind IDC und IDC kongruente Mengen, so ist die Gruppe von 
Transformationen, welche IDC fest läßt, zu der Gruppe von Transformationen, 
RJelche im in sich überführt, konjugiert. 
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In der Tat gibt es eine Transformation F, für die 

im= F (im), 

und ist F (im) =im, so ist im = FF (im) oder 

im = F F F-1 (im) , 

und ist umgekehrt F* (im) = im, so ist auch 

im= F- 1 F* F (im). 

Satz 4: Sind F 1 und F 2 zwei Transformationen, welche im in im über­
führen, so führt F;, 1F 2 die Menge im in sich über. 

6. Bezugsmengen. 

Wir wollen nun der Schar~ von Transformationen die weitere Eigen­
schaft auferlegen: 

Es gebe eine Menge ~ von folgender Art: Ist F (~) = ~. so ist F 
die identische Transformation. ~ enthalte nicht alle Elemente aus ß. 

Solche Mengen wollen wir Bezugsmengen nennen. Mit ~ ist nach 
Satz 3 des vorigen Abschnitts auch jede zu ~ kongruente Menge ~ 
Bezugsmenge. Ist ~ eine Bezugsmmge und ~ = ~, so gibt es nach 
Satz 4 nur eine einzige Transformation F, für welche ~ = F (~) ist. 
Für die Bewegungen bilden z. B. die Zahlenpaare x1 , x2 ; y 1 , y 2 mit 
(xl - Yt) 2 + (x2 - y 2) 2 =I eine solche Bezugsmmge. 

Mit Hilfe einer Klasse m (~) von Bezugsmengen lassen sich die 
Analoga der beiden in /, 2 für Bewegungen gestellten Aufgaben lösen. 
Ist im nämlich eine Menge, wdche die GEgenstände einer Bezugs­
menge ~ enthält, so gibt es auch nur eine Transformation, welche im 
in eine zu 9R kongruente Menge überführt. Insbesondere ist dies der 
Fall für Mengen, die aus einer Menge ~ und einem weiteren Element Z 
bestehen. 

Sind 9R und im zwei kongruente solche Mengen, ~und~ bzw. ihre 

Untermengen, Zm+l und Zm+t die beiden weiteren Elemente und ist 

so muß 

sem. Damit zwei Mengen 

im=(~. Zm+l• ... , Zm+n) und im= im (~.zm+t• ... ,Zm+n) 

kongruent sind, muß also mit 

(i = l, 2, ... , n) 
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sein. Ist 

(i= 1,2, ... ,n), 

so ist also notwendig und hinreichend für 9JC = 9JC, daß 

(i = 1, ... , n). 

Das Ergebnis von I, 2 ist offenbar ein Spezialfall des eben Bewiesenen. 

Es lassen sich jetzt auch die Transformationen aus ~ leicht kenn­
zeichnen. Eine Transformation H, welche 1. eine Menge m in eine 

kongruente Menge m und 2. jede Menge 9JC (m, Z) in die zu ihr - --
kongruente 9JC = 9JC (m, Z) überführt, ist eine Transformation aus ~· 
Ist nämlich 

so ist einerseits 

Z =F (Z), 

weil 9JC und 9JC kongruent sind, und andererseits 

Z =H (Z), 

weil 9JC = H (WC) ist, und dies gilt für alle Elemente Z. 

7. Grundmenge und Koordinatenvektor. 

Wir können eine Bezugsmenge m als Koordinatensystem und die 
Gesamtheit der zu der Menge 9JC (m, Z) kongruenten Mengen als Koor­
dinatenvektor, wie wir sagen wollen, auffassen 1. Die Klasse 5- = m (illl) 
der zu einer Menge 9.R = 9.R (m, Z) kongruenten Mengen ist nach 1, 5 
und 1, 6 durch irgend ein in ihr enthaltenes Element 9.R eindeutig 
festgelegt. Ist andererseits 5- eine Klasse dieser Art, und m eine be­
stimmte Bezugsmenge, so gibt es nur ein Z, so daß 9.R (m, Z) zu 0 
gehört. 5- heißt also mit dem Recht der Analogie Koordinatenvektor 
von Z bezüglich des Bezugssystems m. 

Bei einer Transformation F, welche das Bezugssystem m in m und 
Z in Z überführt, bleiben die Koordinatenvektoren ungeändert, wenn 

wir gleichzeitig an Stelle der Bezugsmenge m die Bezugsmenge m ein­
führen, weil 

m (m, Z) = wc (m, Z) 

ist. Wechseln wir die Bezugsmenge, indem wir m mit m = F (m) ver-

1 Im nächsten Abschnitt wird diese Begriffsbildung noch deutlicher werden. 
Es sei ferner auf die Beispiele in den letzten Abschnitten dieses Kapitels hin­
gewiesen. 
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tauschen und also einem Elemente Z an Stelle von~= m [im(~, Z)] 

den Vektor "3 = m [im(~, Z)] zuordnen, so ist 

(1) & = m [im(~; F-1 (Z))] . 

Wir wollen jetzt den Transformationen des Bereiches 3 Trans­
formationen der Koordinatenvektoren 

an die Seite stellen. 
~0 sei eine zunächst beliebig herausgegriffene, von jetzt an aber 

festgehaltene Bezugsmenge; sie heiße die Grund menge. Ist nun ~ 

= m [im (~0 , Z)], so verstehen wir unter F (~) die durch im (~0 , F (Z)) 
bestimmte Klasse m [im (~0 , F (Z))]. 

Diese Erklärung ist von der Auswahl von ~0 abhängig. Denn 
setzen wir an Stelle von ~0 etwa ~1 , so wird 

F (~) = m [im (~1 , F (Z))] 
und da keineswegs 

ist diese Erklärung von der ersten verschieden. 
Bei einer Transformation F geht der Punkt mit dem Koordinaten­

vektor ~ bezüglich der Grundmenge )!30 als Bezugssystem in den 
Punkt mit den KoordinatenF (~)über. Wechseln wir das Bezugssystem 
und führen an Stelle von )!3 0 eine Bezugsmenge F 0 (~0} = ~ ein, so er­
hält ein Element Z mit dem Koordinatenvektor 

~ = m[im ()!30 , Z)] 

bezüglich )!3 0 nach (1) bezüglich ~ den Koordinatenvektor 

~* = Föl (~). 

Infolgedessen bekommt die Transformation F (Z) = Z, durch die 
Transformation des Koordinatenvektors ~ bezüglich einer beliebigen 
Bezugsmenge )B ausgedrückt, die folgende Gestalt: Ist 

)B = Fo ()So), 

~ = m [im()!), Z)] & = m [im()!), Z)], 
so ist einerseits 

im ()ß, Z) = im (F0 ()!10), Z) = im()S0 , Fö1 (Z)) 

und andererseits 

also 

(2) 
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8. Natürliche Koordinaten. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Z seien Zahlen-n-Tupel 

Z = (z1 ,z2 , ••• , zn). 

Jeder Transformation F entspricht ein System von Funktionen 
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(i=1,2, ... ,n). 

Es sei 5B0 eine beliebige Grundfigur aus m Zahlen-n-Tupeln und 5B 
eine andere Bezugsmenge, für die F (5B0) = 5B ist. Wir erklären dann 
n Funktionen Ji (5B, Z), indem wir 

(i=l,2, ... ,n} 

setzen. Durch diese Festsetzung sind n Funktionen von (m + l) Zahlen­
n-Tupeln erklärt, die ihren Wert nicht ändern, wenn die (m + 1) Zahlen­
n-Tupel durch (m + 1) andere ersetzt werden, die aus den ursprüng­
lichen durch ein und dieselbe Transformation F hervorgehen. In der 
Tat: ist 

ist mit anderen Worten bei geeignetem F 

58= F(58), Z = F (Z), 
so ist 

]d5B, Z) = ]i(5B, Z). 

Denn aus 5B = F (5B0) folgt 5B = F F (5B0) und also 

]; (~, Z) = ]i (IBo, F-1 F-1 (Z)) = ]; (5Bo, F-1 (Z)) = ]i (5B, Z). 

Solche Funktionen heißen Invarianten. 
Dien angegebenen Invarianten sind aber von besonderer Beschaffen­

heit. Sind nämlich die ersten m Zahlen-n-Tupel, d. h. also 5B, und die 
Werte der Funktionen 

(i = l, 2, ... , n) 

gegeben, so ist dadurch Zm+1 = (zm+1, 1 Zm+1, 2> ••• , Zm+l, n) ein­
deutig bestimmt. Denn ist 58 = F 0 (5B0), so ist 

]i (5B, Zm+1l = ]i (5Bo, Fö1 (Zm+1)), 

und wenn die Transformation F 0 durch 

Zi=foi(z1, •.. ,zn) 

vermittelt wird, so ist also offenbar 

Wir nennen daher ]; (5B, Z), (i = l, 2, ... , n) die natürlichen Koordi­
naten von z bezüglich m . 
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Jedem Koordinatenvektor ~ = m [WC (>80 , Z)] entspricht ein n-Tupel 
von natürlichen Koordinaten und umgekehrt. 

Das ~ entsprechende Zahlen-n-Tupelläßt sich folgendermaßen fest­
legen: 

Ist ~ = m [WC (>80 , Z)] und Z = (z1 , z2 , ... , z .. ), so seien die ~ ent­
sprechenden n-Tupel ebenfalls z1 , z2 , ... , Z11 • Jeder Transformation der 
Koordinatenvektoren 

3 = F (~) 

entspricht dann dieselbe Transformation von Zahlen-n-Tupeln wie 

Z =F(Z). 
Um die Darstellung einer Transformation F in natürlichen Koor­

dinaten bezüglich eines beliebigen Bezugssystems >B = F 0 (>80) zu 
finden, hat man die Formel (2) aus 1, 7 als Transformation von Zahlen­
n-Tupeln zu schreiben. 

Man kann unter den hier gemachten Voraussetzungen die Frage 
nach der Kongruenz der Mengen WC auf zwei verschiedene Weisen be­
antworten. Entweder wie bisher, indem man die Kongruenz zweier WC 
auf die Kongruenz von Teilmengen bzw. andere mit WC invariant ver­
knüpften Mengen zurückführt, oder aber zweitens, indem man die Be­
dingungen angibt, welche die der Menge WC zugeordneten Zahlen­
n-Tupel erfüllen müssen, damit die Mengen kongruent sind. Die erste 
Antwort ist eine rein geometrische, die zweite eine analytische Aus­
sage. Die letztere kann aber dadurch wieder zu einer geometrischen 
werden, daß den Zahlen und ihrer Addition und Multiplikation eine 
rein geometrische Bedeutung zukommt, wie ja z. B. in der gewöhnlichen 
Geometrie den Zahlen die Bedeutung der Länge einer Strecke zukommt 
und ihre Addition z. B. aus dem Abtragen von Strecken auf einer Ge­
raden erklärt werden kann. 

9. Transitive, asystatische Gruppen 
von Transformationen 1. 

Unter Umständen kann man die Elemente Z eineindeutig auf Unter­
gruppen von ~ abbilden. Wir wollen die folgende Annahme machen: 

1. ~ ist transitiv, d. h. es gibt eine Transformation aus ~, welche 
einen festen Punkt Z0 in einen bestimmten vorgegebenen Punkt Z 
überführt. 

2. ~ ist asystatisch, d. h. sind Z1 und Z2 verschiedene Elemente, 
so gibt es stets eine Transformation in ~' welche Z2 festläßt und Z1 

in zl + zl transformiert. 
Alsdann folgt : 
Jedem ElementeZentspricht eine wohl bestimmte Untergruppe ~z 

1 Dieser und der folgende Abschnitt können überschlagen werden. 
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von solchen Transformationen aus~. die Z fest lassen; alle dabei auf­
tretenden Untergruppen gehören nach 1, 5 einer Klasse konjugierter 
Untergruppen an. Umgekehrt entspricht einer jeden Untergruppe dieser 
Klasse ein Gegenstand Z, welcher bei allen ihren Transformationen 
fest bleibt. 

Wir ordnen nun jeder Transformation F aus ~ eine bestimmte 
Transformation im Bereich der ~z zu, indem wir F [iYz] = F ~zF- 1 

setzen. Es ist alsdann 

F [~z] = ~F(Z), 
Ist umgekehrt nun irgend eine Gruppe ~ gegeben und .3 eine Schar 

konjugierter Untergruppen ~z von~, so werde 

F [{h] = F ~zF-1 = ~z 
gesetzt. Diese Transformation ist eine im Bereich der ~z eineindeutige. 
Denn F- 1 liefert die zu F inverse Transformation. (Es kann hierbei 
übrigens der Fall eintreten, daß diese Transformation die Identität 
ist, ohne daß F das Einheitselement von~ ist.) Das Produkt der 
Transformationen F 2 , F 1 ist 

F2 [F1 [{}z]] = F2F1 E&zJ · 
Die Schar hat also die Gruppeneigenschaft. Wir haben also Gegenstände, 
nämlich die ~z und eine Gruppe von Transformationen dieser Gegen­
stände mit Hilfe der gegebenen Gruppe~ definiert. Schließlich ist auch 
die Schar von Transformationen transitiv. Denn alle ~z sind nach Vor­
aussetzung zu einem vorgegebenen ~z. konjugiert. 

Ein Beispiel für transitive asystatische Gruppen sind die Bewe­
gungen; hier entspricht jedem Punkte der Ebene eineindeutig die Gruppe 
der Drehungen um diesen Punkt. Sieht man diese Gruppe als das 
ursprünglich Gegebene an, so kann man die Punkte als gewisse Unter­
gruppen dieser Gruppe definieren. 

10. Einfach transitive Transformationsgruppen. 

Noch in einem anderen Falle läßt sich die Klasse der Gegenstände Z 
unmittelbar aus der Gruppe erklären: nämlich unter der Voraussetzung, 
daß die Gruppe ~ von Transformationen einfach transitiv ist, d. h. daß 
es eine und nur eine Transformation F gibt, welche ein festes Z0 in ein 
beliebiges Z überführt. 

Eine Transformation, die ein Z festläßt, ist dann die identische. 
Als Bezugsmengen sind hier Mengen, die aus einem Element bestehen, 

)ß = ~ (Z) zu verwerten, als Grundmenge 580 werde irgend ein Z0 

genommen. Die Koordinatenvektoren 3- werden durch ~ {)80 , Z) 
= ~ (Z0 , Z) eineindeutig repräsentiert. Dieselben kann man den Ele­
menten von ~ eindeutig zuordnen, indem man F so bestimmt, daß 

Reidemeister, Geometrie. 2 
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W1 (Z0 , Z) = W1 (Z0 , F (Z0)) ist und W1 (Z0 , Z) das Element F zuordnet. 

Eine Transformation Z = F (Z) führt alsdann das F entsprechende Ele­

ment Z in das FF entsprechende über. 
Ist umgekehrt irgend eine Gruppe ~ gegeben, so kann man daraus 

eine einfach transitive Gruppe von Transformationen erklären, indem 
man als Bereich .3 die Gruppenelemente F selbst nimmt; ebenfalls 
ordnet man jedem GruppenelementFeine Transformation des Bereiches 

- -
zu, indem man F (F) als F · F erklärt. 

Beispiele von einfach transitiven Transformationsgruppen sind die 
Translationen 

und die Transformationen 

11. Kongruenz nach Untergruppen. 

Wir betrachten jetzt zwei Gruppen ~1 und ~2 von Transformationen 
desselben Bereiches .3 nebeneinander. ~2 sei eine Untergruppe von ~1 • 

Wir können je nach Zugrundelegung von ~1 oder ~2 zwei Kongruenz­
begriffe unterscheiden, die wir mit 1 ~nd 2 bezeichnen. Es folgt als­
dann: Ist W1 2 W1, so ist auch W1 1 WC. Das Umgekehrte gilt nicht. 

Eine invariante Eigenschaft oder Beziehung bezüglich ~2 ist im all­
gemeinen keine invariante Eigenschaft oder Beziehung bezüglich ~1 . 

Dagegen ist eine bezüglich ~1 invariante Eigenschaft stets auch eine 
gegen ~2 invariante. Auch vom Standpunkte der Gruppe ~2 ist es 
daher von Interesse, die invarianten Eigenschaften bezügl. ~1 zu unter­
suchen, weil dadurch eine natürliche Klassifikation der Eigenschaften 
gegenüber ~2 erzielt wird. Dieser einfache Gedanke hat sich in der 
Geometrie als überaus fruchtbar erwiesen. 

Andererseits vereinfacht die Untersuchung der Kongruenz bezüg­
lich ~2 auch die bezüglich ~1 • Dies zeigt folgende Begriffsbildung beson­
ders deutlich: 

m2 [WC] sei die Klasse der bezüglich ~2 zu W1 kongruenten Mengen. 

Ist also W1 2 W1, so ist m2 [WC] = m2 [Wl] . Wir können dann eine Kon­
gruenz bezüglich ~1 zwischen den Klassen m2 erklären, indem wir 

setzen, wenn für ein W1 aus m2 und ein W1 aus m2 

wc,wc 
ist. Diese Erklärung ist offenbar von der Auswahl von Wl und Wl aus den 
Klassen m2 und m2 unabhängig. Man braucht also nur noch die Klassen 
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m2 nach ~1 zu klassifizieren, wenn man die Kongruenz bezügl. ~2 bereits 
beherrscht. 

Unter Umständen lassen sich die Bedingungen für die Kongruenz 
bezüglich einer Untergruppe ~2 aus den Kongruenzbedingungen bei 
der Gruppe ~1 ablesen- z. B. wenn ~2 aus allen denjenigen Trans­
formationen von ~1 besteht, welche die Elemente einer Menge Wl0 = Wl 
(Z01 ,Z02 , .. . ,Z0 nl in sich überführen. Notwendig und hinreichend für 

ist alsdann, daß 

Wl (Zol,Zo2' · · · ,Zon' Wl*)- '!Ji (Zol,Zo2' · · · ,Zon' 9Ji) 
1 

ist. 

12. Lineare Transformationen und euklidische Geometrie. 

Die Feststellungen des vorigen Abschnitts zeigen uns einen Weg zu 
Geometrien, welche die euklidische Geometrie enthalten und deswegen 
besondere Wichtigkeit für uns haben, weil wir mit ihrer Hilfe die Be­
wegungsinvarianten klassifizieren können: - indem wir nämlich 
Gruppen von Transformationen angeben, welche die Bewegungen (B) 
als Untergruppe enthalten. 

Dies geht auf verschiedene Weise. Sind z = x1 + ix2 , z. B. kom­
plexe Zahlen, so bilden 

(I) az+ b 
Z=-­

cz+ d' 
ad-bc=f=O 

eine Gruppe von Transformationen, wenn a, b, c, d alle komplexen 
Zahlen durchlaufen, die der Nebenbedingung genügen. Durch diese 
Transformationen wird die Menge der komplexen Zahlen noch nicht 
vollständig eineindeutig auf sich abgebildet. Ist c 9= 0, so entspricht 
dem Element 

dk. _ - a . - c em z; zu z = c gehört kem z. 

Wir nehmen daher zu den komplexen Zahlen ein weiteres Element 
hinzu, das mit oo bezeichnet werde, und setzen fest: 

Ist c 9= 0, so ist 
d a 

für z = - ~ gerade i = oo, für z = oo gerade z = ~ · c c J 

ist c = 0, so ist 
für z = oo auch z = oo. 

Dann sind die Transformationen eineindeutig. Durch Trennung 
von reellem und imaginärem Bestandteil (z = x1 + i x2) erhält man Trans­
formationen von Zahlenpaaren x1 , x2 ; zu der Gesamtheit der Zahlen­
paare hat man noch ein weiteres Element oo hinzuzufügen, das z = oo 

2* 
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entspricht. Setzt man c = 0; d = l; I a I = l , so wird eine Transfor­
mation (l) zu einer Bewegung. Die Transformationen (l) führen Kreise 
in Kreise über und lassen sich im wesentlichen dadurch charakterisieren. 
Dabei sind die Geraden als Kreise durch oo anzusehen. 

In der analytischen Geometrie bevorzugt man eine andere Mög­
lichkeit der Einbettung der Bewegungen: die in die Gruppen der affinen 
und projektiven Transformationen. Dieselben führen je drei linear ab­
hängige Zahlenpaare wieder in solche, gerade Linien in gerade Linien über. 

Welche Klassifikation der Bewegungsinvarianten wird durch diese 
linearen Transformationen bewirkt ? Die elementare Geometrie gibt 
die Gesetzmäßigkeiten für die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 
an. Konstruktionen mit dem Lineal allein gehören zu der viel ein­
facheren Geometrie der linearen Transformationen. Und es wird sich 
herausstellen, daß die invarianten Eigenschaften gegenüber den affinen 
und projektiven Transformationen sich sogar sämtlich durch Kon­
struktionen mit dem Lineal beschreiben lassen. Die Struktur dieser 
linearen Geometrien, des einfachsten Bereiches der euklidischen Geome­
trie also, kennen zu lernen, ist die Aufgabe, die wir fortan im Auge haben. 

Die grundlegende Bedeutung des Gruppenbegriffs für die Geometrie 
ist zuerst von FELIX KLEIN und SOPHUS LIE erkannt und vielleicht am 
klarsten und entschiedensten in KLEINs Erlanger Programm aus­
gesprochen. 

13. Affine Transformationen. Lineare Abhängigkeit. 

Wir wollen die aus der analytischen Geometrie der euklidischen 
Ebene abstrahierten Zusammenhänge sogleich an zwei Beispielen line­
arer Transformationsgruppen bestätigen. 

(A) 

Zuerst mögen die affinen Transformationen (oder Affinitäten) 

xt = a1o + anx1 + a12X2, 

x; = a2o + a21x1 + a22X2, 
behandelt werden, wo die x und a reelle Zahlen seien. 

Die Transformationen (A) sind eineindeutig, denn 

xl = a-1 ( xt- alo) a22 - a-1 (x;- a2o) a12, 
x2 = a- 1 (- xt + a10) a21 + a- 1 (x; -a20) a11 

ist die zu (A) inverse Transformation. 
Führt man nach der Transformation (A) eine zweite 

xf* = b11 xt + b12 x; + b10 , 

x;* = b21xt + b22x; + b2o• 
aus, so sieht man, daß eine Transformation der Form 

x{* = Cu xl + c12 Xz + clo ' 

x;* = Czl X1 + Czz X2 + C2o 
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entsteht. Diese Transformation gehört wieder zu der Schar (A), weil 

c = c11 c22 - c12 c21 = a · b =\= 0 

ist. Die Transformationen (A) bilden also eine Gruppe und sind somit 
zur Erklärung einer Geometrie geeignet. 

Es fragt sich, ob es Bezugsmengen gibt und wie sie am bequem­
sten zu wählen sind. Zur Beantwortung führen wir zunächst eine gegen­
über den Transformationen (A) invariante Eigenschaft von Zahlen­
paaren ein: 

Die drei Zahlenpaare oder "Punkte" (x1 , x2), (y1 , y 2), (z1 , z2) heißen 
linear abhängig, wenn drei Zahlen A., fl, v existieren, die nicht alle gleich 
0 sind, für die 

( 1) 
X; A + Yi ,u + Z; V= 0' 

A.+tt+v=O 
(i = 1, 2) 

ist; andernfalls heißen die drei Zahlenpaare linear unabhängig. 
Offenbar folgt aus der Gleichung (I) 

xt A. + Yt fl + zt v = 0, 

wenn die gesternten Zahlen durch ein und dieselbe Transformation (A) 
aus den ungesternten hervorgehen. Also ist die lineare Abhängigkeit 
und Unabhängigkeit in der Tat gegenüber (A) invariant. 

Sind (a1 , a2), (b1 , b2), (c1 , c2) drei linear abhängige Zahlenpaare, so 
muß die Determinante 

a1 a 2 I 

(2) bl b2 1 = 0 
c1 c2 I 

sein, und wenn (2) erfüllt ist, sind die Zahlenpaare linear abhängig. 
Die von zwei verschiedenen Zahlenpaaren linear abhängigen Paare 
x11 x2 erfüllen also eine wohl bestimmte lineare Gleichung 

(3) u0 + u1 X 1 + u2 x2 = 0, ui + u~ =!= 0 

und Zahlenpaare, deren Koordinaten eine solche Gleichung befriedigen, 
sind linear abhängig, weil für sie (2) gelten muß. Die Klasse der Zahlen­
paare, welche eine solche Gleichung erfüllen, nennen wir eine Gerade, 
u0 : u1 : u2 die Koordinaten der durch (3) erklärten Geraden, und wir 
sagen, der Punkt (x1 , x2) liegt auf der Geraden u0 : u1 : u2 , wenn (3) 
erfüllt ist. 

Gerade gehen bei Affinitäten in Gerade über, weil die lineare Ab­
hängigkeit von Zahlenpaaren erhalten bleibt. 

Zwei Gerade heißen parallel, wenn sie keine gemeinsamen Punkte 
haben oder wenn sie miteinander identisch sind. Da die Affinitäten 
eineindeutige Punkttransformationen sind, welche Gerade in Gerade 
überführen, müssen sie zwei Gerade, die einen Punkt gemeinsam haben, 
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auch wieder in zwei ebensolche Gerade überführen, und daher muß 
auch der Parallelismus eine affininvariante Eigenschaft sein. 

Man sieht leicht ein: Zwei Gerade (u0 : u1 : u2), (v0 : v1 : v2) sind dann 
und nur dann parallel, wenn u1 : u2 = v1 : v2 ist. Hieraus folgt: Sind 
zwei Gerade einer dritten parallel, so sind sie auch untereinander par­
allel. Und ferner: Durch jeden Punkt gibt es eine und nur eine Gerade, 
die zu einer vorgegebenen parallel ist. 

14. Bezugsmengen. 

Eine Menge aus drei linear unabhängigen Zahlenpaaren bildet eine 
Bezugsmenge, und alle derartigen Mengen bilden eine Klasse zueinander 
kongruenter Bezugsmengen. (0, 0), (1, 0), (0, 1) sind nämlich drei linear 
unabhängige Zahlenpaare, und eine Transformation (A), welche diese drei 
Zahlenpaare fest läßt, ist die Identität. Sind (a1 , a2), (b1 , b2), (c1 , c2) 

drei weitere linear unabhängige Zahlenpaare, so führt die Transfor­
mation (A) mit 

(1) 
bl = an + aw ' 

b2 = a21 + a2o ' 

cl = a12 + a1o• 

c2 = a22 + a2o 

die Punkte (0,0), (1,0), (0,1) in (a1 ,a2), (b1 ,b2), (c1 ,c2) über, undhierin 
ist, weil die linke Seite von (2) in 1, 13 nach Voraussetzung ungleich 0 ist, 
gewiß a 11a 22 - a 12a 21 ::f=O erfüllt. Nach 1, 5 Satz 3 ist eine Affinität, die 
irgend drei linear unabhängige Zahlenpaare fest läßt, die Identität 
und weiter ist klar, daß sich irgend drei linear unabhängige Zahlen­
paare in irgend drei andere solche überführen lassen. 

15. Grundmenge. Koordinatenvektoren. 

Als Grundmenge wählen wir natürlich 0, 0; 1, 0; 0, 1. Die natürlichen 
Koordinaten J1 , / 2 erklären wir in Übereinstimmung mit dem früheren 
so: es sei 

(i = 1, 2). 

Wenn (a1 , a 2), (b1 , b2), (c1 , c2) drei linear unabhängige Punkte sind 
und z1 , z2 das Zahlenpaar, das bei der durch 1, 14 (1) bestimmten Trans­
formation aus z1, z2 hervorgeht, so setzen wir 

(i = 1' 2). 

Die so eindeutig erklärten Funktionen /; sind alsdann Invarianten 
gegenüber den Transformationen (A), und sind die Werte a;, b;, C; 

und zl' z2 gegeben, so sind dadurch die :zl' z2 eindeutig bestimmt. Die Z; 

mögen die Parallelkoordinaten des Zahlenpaares z1 , z2 bezügl. des Be­
zugssystems a;, b;, C; heißen. 

Es gilt nun, die so definierten Invarianten /; rechnerisch aufzu­
stellen. 
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Sind (a1 , a 2), (b1 , b2), (c1 , c2) drei linear unabhängige Zahlenpaare, 
so besitzen die Gleichungen 

a;A + b;fl +- c;v -z, = 0, 
(1) 

At,u+v+1=0 

stets eine einzige Lösung A, ,u, v, die deutlicher auch mit 

A = }, ( a 1 , a 2 ; b 1 , b 2 ; c 1 , c 2 ; z 1 , z 2} , 

,u = f1 (al, a2; bl, b2; cl, c2; zl, z2), 

v = v ( a 1 , a 2 ; b 1 , b 2 ; c 1 , c 2 ; z 1 , z 2) 

(i = 1, 2} 

bezeichnet werde. Denn die Koeffizienten-Determinante ist wegen der 
linearen Unabhängigkeit der a;, b;, C; ungleich 0. Sind ai, a;; bi, b;; 
ci, c;; zi, z~ die Zahlen paare, die bei einer Affinität (A) aus den ent­
sprechenden ungesternten hervorgehen, so ist auch 

af A + bf ,u + cfv - zf = 0 , 

falls (1) erfüllt ist. Die A, ,u, v sind also Invarianten der Zahlenpaare 
ai' bi' ci, zi. 

Ferner ist 

,u (0, 0; 1, 0; 0, 1; Z1 , z2) = Z1 ; v (0, 0; 1, 0; 0, 1; z1 , z2) = z2 , 

und weil sowohl die ,u, v wie die ]; invariant sind, ist allgemein 

,u(a1 ,a2 ; b1 ,b2 ; c1 ,c2 ; z1 ,z2) = ] 1 (a1 ,a2 ; b1 ,b2 ; c1 ,c2 ; z1 ,z2 ), 

v(a1 ,a2 ; b1 ,b2 ; c1 ,c2 ; z1 ,z2 ) = ] 2 (a1 ,a2 ; b1 ,c2 ; c1 ,c2 ; z1 ,z2). 

Aus (1) liest man unmittelbar ab, daß 

(i = 1,2) 

ist, daß also der Übergang von den Koordinaten z1 , z2 bezüglich der 
Grundmenge zu beliebigen natürlichen Koordinaten ,u, v durch affine 
Transformationen vermittelt wird. 

Man bestätigt, daß die Transformationen 

die Untergruppe von Transformationen bilden, welche das Zahlenpaar 
0, 0 festlassen. Da ein weiteres Zahlenpaar bei allen diesen homogenen 
Transformationen aber nicht fest bleibt, so sind die Transformationen (A) 
also eine transitive, asystatische Gruppe von Transformationen. 

16. Projektive Transformationen. Lineare Abhängigkeit. 

Ein weiteres Beispiel bilden die projektiven Transformationen. Als 
Gegenstände nehmen wir Klassen von solchen reellen Zahlentripein 

(1) 
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die aus einem Zahlentripel xi durch Multiplikation mit beliebigen x =f= 0 
hervorgehen. Die Transformationen 

(P) 
2 

xt = .J;a;kxk 
k=O 

(i=O,I,2) 

vermitteln eine eineindeutige Abbildung der Zahlentripel X;, wenn die 
aik reell und die Determinante der aik' 

a = II a; k II + o 
ist und auch eine eineindeutige Abbildung der Klassen (I) aufeinander. 

Man bestätigt leicht, daß die Transformationen (P) eine Gruppe 
bilden. Die Klassen (I) nennen wir "Punkte", wenn nicht alle X; = 0 
sind. 

Um eine Bezugsmenge zu finden, führt man den Begriff der linearen 
Abhängigkeit von Punkten ein: die durch X;, y;, Z; repräsentierten 
Punkte heißen linear abhängig, wenn es drei Zahlen A, ft, v gibt, für die 

(2) X;A+Y;ft+Z;v=O (i=I,2,3) 

und nicht gleichzeitig A, fl, v gleich Null ist. Sind X;= rx;, y; = sy;, 
Z; = tz; drei andere Zahlentripel, welche dieselbenPunkte repräsentieren, 
so ist mit (2) 

(i = I, 2, 3) 
für 

lr=A, flS=fl, vt=v, 

und sind xJ, yJ, zJ Zahlentripel, die durch eine Transformation (P) 
aus den X;, y;, z; hervorgehen, so ist 

xt.A+Ytfl+ztv=O (i=l,2,3). 

Die lineare Abhängigkeit ist also eine invariante Eigenschaft von 
Punkten. Aus (2) folgt, daß drei Punkte linear abhängig sind oder nicht, 
je nachdem die Determinante 

gleich Null oder ungleich Null ist oder je nachdem drei Zahlen u0 , u1 , u2 

existieren oder nicht, die nicht sämtlich gleich Null sind und für die 

ist. 
Die Gesamtheit der Punkte, welche eine lineare Gleichung 

.J}uixi = o, .J:ur =l= o 
i i 

erfüllen, nennen wir eine Gerade. 
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17. Affine und projektive Transformationen. 

Die Transformationen (P), welche die Gerade 

x0 =0 

25 

in sich überführen, für die also aus x0 = 0 stets x; = 0 folgen soll, 
müssen die Gestalt 

xt = aooXo' 

(A *) x; = a 10 x 0 + a11 x 1 + a12 x2 , a 00 + 0, a 11 a 22 - a 12 a 21 =f= 0, 

x; = a2oxo + a21X1 + a22X2 

haben. Betrachten wir die Punkte mit x0 =J= 0, so können wir diesen 
statt des Zahlentripels (x;) die Verhältnisse 

eineindeutig zuordnen, und die Transformationen (A *) gehen alsdann 
in allgemeine affine Transformationen der Zahlenpaare ~1 , ~2 über. 

Die projektiv-invarianten Eigenschaften von Punktmengen und 
der Geraden x0 = 0 sind also identisch mit den affin-invarianten Eigen­
schaften dieser Punktmengen. Gerade der affinen Geometrie sind auch 
Gerade der projektiven Geometrie und umgekehrt, ausgenommen die 
projektive Gerade x0 = 0. Parallele Gerade der affinen Geometrie 
haben einen Punkt auf x0 = 0 gemeinsam. 

Als Bezugsmengen der projektiven Geometrie kann man vier Punkte 
nehmen, die zu je dreien linear unabhängig sind. Die Klasse der Bezugs­
mengen besteht alsdann aus d~.::r Gesamtheit solcher Mengen. 

1. Zunächst lassen sich nämlich durch die Transformationen (P) 
Repräsentanten dreier linear unabhängiger Punkte X;, y;, zi bzw. in 
die Repräsentanten drei er beliebiger anderer linear unabhängiger 
Punkte x:, y7, z7 überführen. 

2. Ferner sind 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 linear unabhängig, und die 
Gesamtheit der projektiven Transformationen, welche diese drei Punkte 
in sich überführen, sind 

xt = a;ixi, (i=0,1,2), 

Es läßt sich also unter Festhaltung von 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 noch 
jeder Punkt XX;, der sowohl von 1,0,0; 0, 1, 0 wie von 0, 1, 0; 0, 0, 1 
und von 0,0,1; 1,0,0 linear unabhängig ist, für den also alle X;=j=O 
sind, in jeden anderen solchen Punkt überführen. 

3. Eine Transformation, welche die Punkte l, 0, 0; 0, l, 0; 0, 0, l 
und l, 1, l fest läßt, ist die Identität. 

Aus l und 2 folgt, daß sich irgend vier Punkte, die zu je dreien 
linear unabhängig sind, in 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 1, 1 und also 
auch in vier andere Punkte mit denselben Eigenschaften überführen 
lassen; hieraus, aus 3. und 1, 5 Satz 3 folgt, daß eine Transformation, 
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welche vier zu je dreien linear unabhängige Punkte fest läßt, die 
identische Transformation ist. Folglich bilden vier Punkte, die zu je 
dreien linear unabhängig sind, eine Bezugsmenge. 

Um die Invarianten von den Bezugsmengen )8 =im (aa;; bb;; cc;; 
dd;) und einem fünften beliebigen Punkt x X; zu finden, sei 

a;Aa + b;fla + C;Va = d;, 

a; A + b; fl --1- C; V = X; • 
(i = 0, 1, 2) 

Alsdann ist Aa, fla, Va =l= 0, weil aus Aa = 0 z. B. die lineare Abhängig­
keit der Punkte b;, C;, d; folgen würde. Wir bilden 

(1) ). . ft • V - J . J • J 
Äd • fta • V d - 1 · 2 · 3 ' 

Diese Verhältnisse sind invariant, weil sich die A, p, v, Aa, fla· va bei 
Transformationen (P) nicht ändern, und weil sich die Verhältnisse (1) 

- -

bei anderer Auswahl der a; = aa;' b; = bb;' C; = CC;' d; = dd;' X; = X X; 

nicht ändern. 
Setzt man 

(i = 0, 1, 2) 
so ist 

Der Punkt X; ist also durch die Invarianten ]; bestimmt, wenn die 
Bezugsmenge gegeben ist. 

Schließlich ist 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 1, 1 eine Bezugsmenge, und 
für diese ist 

18. Der Begriff des Punktes. 

Wir knüpfen jetzt noch einmal an 1, 13 an und erinnern an die ver­
schiedene Bedeutung der Transformation (A) aus 1, 13 als Beispiel für 
die Überlegungen aus 1, 7 und 1, 8. Zunächst sind sie Transformationen 
von Zahlenpaaren schlechthin. Sodann aber können die Xv x2; Xv x2 als 
Koordinatenvektoren bzw. natürliche Koordinaten und die (A) als 
Transformationen 

3 = F(5) 

aufgefaßt werden. Deuten wir nun Xv x2; .Xl, x2 als natürliche Koordi­
naten bezüglich derselben Bezugsmenge >8, so entsteht je nach Wahl 
von )8 eine bestimmte Abbildung der Punkte unserer Geometrie. Wir 

können aber auch Xv x2; Xv x2 als Koordinaten desselben Elementes 
bezüglich verschiedener Bezugsmengen und die Gleichungen (A) als 
Koordinatentransformationen deuten, - Zusammenhänge, die aus der 
analytischen Geometrie ja ganz geläufig sind. 

Schließlich noch eine allgemeinere Frage: Mit welcher Berechtigung 
durften wir in 1, 13 sagen "drei Zahlenpaare oder Punkte heißen linear 
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abhängig ... " und später eine gewisse Klasse von Zahlen eine Gerade 
nennen. In dem abstrakten Teil haben wir wohl Kongruenz, Invarianz, 
Bezugsmenge und Koordinatenvektor erklärt, von einer Definition von 
Punkt und Geraden ist aber dort nicht die Rede gewesen. Müßte der 
Punkt, der doch der einfachste Gegenstand der Geometrie ist, nicht vor 
allem und zuerst und nicht nur nebenbei definiert werden. 

Eine direkte Definition des Punktes ist aber selbst bei einem so ein­
fachen Beispiel wie in 1, 13 gar nicht möglich. Die Einführung des Wortes 
"Punkt" ist nur als eine Ausdrucksvorschrift aufzufassen, die folgender­
maßen gemeint ist: In allen denjenigen Sätzen, welche zu unserer Geo­
metrie gehören, welche also invariante Aussagen über Zahlenpaare sind, 
darf der Ausdruck "Zahlenpaar" durch "Punkt" ersetzt werden. Punkte 
der affinen Geometrie sind Gegenstände, für die alle Sätze, die so ent­
stehen, richtig sind - das ist die einzige Erklärung des Punktes, die hier 
möglich ist. 

Noch eine Bemerkung über die Form der so entstehenden geo­
metrischen Sätze. Sofern man auf eine irgendwie anschaulich orientierte 
Weise die euklidische oder affine Geometrie aufbaut, sind die einzelnen 
Punkte und Geraden unmittelbar gleichsam als Einzelwesen gegebene 
Gegenstände. Man denkt sich da z. B. die zwei Punkte P und Q durch 
die durch sie bestimmte Strecke verbunden. Beim analytischen Aufbau 
kommen dagegen Sätze über individuelle Punkte überhaupt nicht 
vor. Gewiß bestimmen die Zahlenpaare av a2 und b1, b2 eine wohl­
bestimmte Klasse linear abhängiger Zahlenpaare. Dieser Sachverhalt 
gehört aber nicht in die Geometrie hinein, denn er ist nicht invariant. 
Erst der allgemeine Satz "irgend zweiZahlenpaare bestimmen eineKlasse 
linear abhängiger" läßt sich in einen allgemeinen Satz über Punkte 
und Gerade verwandeln. Tatsächlich interessieren aber, auch bei der 
anschaulichen Konstruktion, nicht die Punktindividuen, sondern nur 
ihre allgemeinen Eigenschaften: der Raum ist homogen, und jede Eigen­
schaft einer speziellen Figur kommt auch allen zu ihr kongruenten zu. 

Statt der Vorschrift, das Wort "Punkt" in invariante Aussagen über 
Zahlenpaare einzusetzen und so geometrische Sätze zu bilden, können 
wir auch so vorgehen. Wir erklären: Es gibt einen Bereich von Punkten 
und Beziehungen zwischen ihnen. Die Punkte lassen sich den Zahlen­
paaren xv x2 so zuordnen, daß verschiedenen Punkten auch verschiedene 
Zahlenpaare entsprechen und umgekehrt. Die Transformationen (A) 
vermitteln daher eineindeutige Abbildungen der Punkte. Jede Be­
ziehung zwischen Punkten bleibt bei diesen Transformationen erhalten, 
und umgekehrt ist jede in diesem Sinn invariante Beziehung zwischen 
Punkten eine richtige. In dieser Auffassung erscheinen die Punkte als 
ein selbständiger Bereich von Gegenständen und die definierenden 
Punkttransformationen sozusagen als Automorphismen der zugehörigen 
Geometrie. 
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Kapitel 2. 

Grundlagen der Algebra. 

Einleitung. 

Die bisherigen Darlegungen zeigen, wie man die Geometrie mit 
Hilfe der Analysis aus Zahlen konstruieren kann. Will man diesen Auf­
bau der Geometrie bis in die letzten Grundlagen zurückverfolgen, so 
muß man die Grundgesetze der Zahlen aufsuchen - wenigstens in­
soweit sie für die Konstruktion der Geometrie in Frage kommen. Dies 
sind die Gesetze der Addition, der Multiplikation und der Anordnung, 
die wir daher in diesem Kapitel untersuchen wollen. 

Auch diese weitere Vertiefung in die Grundlagen eröffnet neue Mög­
lichkeiten zur Konstruktion von Geometrien. Es gibt nicht nur ein 
einziges Zahlensystem, aus dem sich z. B. lineare Transformationen 
von Zahlen-n-Tupeln bilden lassen, sondern sehr viele. Wir werden 
eine Übersicht über die Systeme erhalten, indem wir den Begriff des 
Körpers und des Schiefkörpers von Zahlen bilden 1. 

Die Methode, der wir uns bedienen, ist die axiomatische. Insbesondere 
ist es die Unabhängigkeit von Axiomen, mit der wir uns gerade im Hin­
blick auf unser Hauptziel eingehender beschäftigen. 

1. Körper. 

Eine Gesamtheit von Zahlen a, b, c, ... heißt ein Körper, wenn 
für sie zwei Operationen, eine Addition a + b und eine Multiplikation 
ab erklärt sind, die folgenden Gesetzen genügen: 

A. 1. Die Addition ist stets ausführbar, d. h. wenn a und b der Ge­
samtheit angehören, so soll auch a + b = c der Gesamtheit angehören. 

A. 2. Die Addition ist assoziativ, d. h. für irgend drei Zahlen der Ge­
samtheit gilt 

(a + b) + c = a + (b + c). 

A. 3. Es existiert eine Zahl- die wir additives Einheitselement nennen 
und mit 0 bezeichnen - derart, daß 

a+O=O+a=a 
ist. 

A. 4. Es existiert zu jeder Zahl a eine inverse bezüglich der Addition, 
die wir mit - a bezeichnen, so daß 

a + (- a) = 0 
ist. 

1 Zur Ergänzung des Kapitels 2 und 3 sei auf H. HAssE: Höhere Algebra I. 
Sammlung Göschen Nr. 931. Leipzig 1926 und 0. HAUPT: Einführung in die Al­
gebra, Bd. I. Leipzig 1929 verwiesen. 
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A. 5. Die Addition ist kommutativ, d. h. für irgend zwei Zahlen der 
Gesamtheit gilt stets 

a+b=b+a. 

Nach 1, 3 und den Festsetzungen A. 1 bis A. 4 bilden die Zahlen a, b 
mit der Verknüpfung a + b eine Gruppe und wegen des Gesetzes A. 5 
eine kommutative Gruppe. Sie heiße kurz die Gruppe der Addition. 
Nach 1, 3 Ende gibt es nur eine 0 und nur ein zu a inverses Element- a. 

M. 1. Die Multiplikation ist stets ausführbar, d. h. wenn a und b der 
Gesamtheit angehören, soll auch ab = c der Gesamtheit angehören. 

M. 2. Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. es gilt 

(ab) c = a (b c) . 

M. 3. Es existiert eine Zahl - die wir das multiplikative Einheits­
element nennen und mit l bezeichnen - derart, daß für alle a 

al=la=a 
ist. 

M. 4. Für alle Zahlen a 9= 0 gibt es eine inverse bezüglich der Multi­
plikation, die wir mit a - 1 bezeichnen, so daß 

aa-1 = 1 
ist. 

M. 5. Die Multiplikation ist kommutativ, d. h. für irgend zweiZahlen 
a, b ist stets ab= ba. 

Ll. 1. Die Multiplikation ist rechtsseitig distributiv, d. h. für irgend 
drei Elemente a, b, c ist stets 

a (b + c) =ab+ ac. 

Ll. 2. Die Multiplikation ist linksseitig distributiv, d. h. für irgend 
drei Elemente a, b, c ist stets 

(b + c) a = ba + ca. 
Aus Ll. 1, 2 folgt 

0a=a0=0. 
Denn es ist z. B. 

0 a = (0 + 0) a = Oa + Oa. 
Ferner gilt: Ist ab= 0, so ist entweder a = 0 oder b = 0. Denn ist 

z. B. a 9= 0, so existiert nach M. 4 ein inverses Element a- 1 und es ist 

0 = a- 1 0 = a- 1 a b = l b = b . 

Nach 1, 3 und M. 1 bis M. 4 bilden die Zahlen des Körpers daher mit 
Ausnahme der 0 bezüglich der Verknüpfung ab eine Gruppe, wegen M. 5 
eine kommutative Gruppe. Sie heiße die Gruppe der Multiplikation. 
Nach 1, 3 Ende gibt es nur ein Einheitselement I und nur ein zu a 
inverses Element a- 1 . 

Ll. 2 ist natürlich eine Folge von Ll. 1 und M. 5. Später wollen wir 
jedoch auf M. 5 verzichten. Eine Zahlengesamtheit, in welcher die Ge-
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setze A, M, L1 gelten, heißt, wie gesagt, Körper, die Gesetze A, M, L1 
selbst die Körperaxiome. Ist M. 6 nicht erfüllt, so heißt die Gesamt­
heit der Zahlen "Schiefkörper". Ist nur eines der beiden distributiven 
Gesetze erfüllt, so heißt ein solches Zahlensystem ein "einseitig distri­
butives". 

Die Abbildung ax = x ist eine eineindeutige, wenn a =!= 0 ist, weil 
ja a - 1 x = x ist. Hieraus und aus L1. 1 folgt weiter - unabhängig von 
M. 6 - daß diese Abbildung ein Automorphismus der Gruppe der Ad­
dition ist. Entsprechendes gilt für die Abbildung x a = x. 

Man bestätigt leicht, daß die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen, 
die komplexen Zahlen je einen Körper bilden. Es gibt merkwürdiger­
weise aber auch Körper, die nur endlich viele Elemente enthalten. Jeder 
Körper enthält eine 0 und eine davon verschiedene Zahl l. Setzen wir 
nun fest, daß 

1+1=0 

ist, so bilden die Elemente 0, 1 einen Körper; denn es ist ja 

0+0=0, O+l=l+O=l, 

0·1=1·0=0, 1·1=1. 

Weitere Beispiele für endliche Körper bilden die Restklassenkörper 
nach einer Primzahl. 

2. Automorphismen. Zentrum. Rationale Zahlen. 

Eine eineindeutige Abbildung der Zahlen eines Körpers oder Schief­
körpers auf sich 

x =I (x) 

heißt ein Automorphismus des Körpers, wenn mit 

a + b = c auch I (a) +I (b) =I (c) 
und mit 

ab= c auch I (a) ·I (b) =I (c) 

richtig ist. Automorphismen der Körper sind also zugleich Automor­
phismen der Gruppe der Addition und Multiplikation. Bei allen Auto­
morphismen gehen nach 1, 4 die Elemente 0 und 1 in sich selbst über. 
In einem Schiefkörper bildet die Transformation 

.X= axa-1 (a =!= 0) 

einen Automorphismus. Denn es ist nach L1. 1, 2 
a (b + c) a-1 = ab a-I + a c a- 1 , 

und ferner ist 
(ab a-1). (a c a-I) = a bc a-I. 

Diese Automorphismen heißen innere Automorphismen des Schief­
körpers. 
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Lassen sich zwei verschiedene Zahlensysteme so eineindeutig auf­
einander abbilden, daß der Summe je zweier Elemente und dem Produkt 
je zweier Elemente wieder Summe und Produkt der zugeordneten Ele­
mente entsprechen, so heißen sie isomorph. 

In einem Schiefkörper bildet die Gesamtheit derjenigen Zahlen, 
welche mit allen Zahlen des Körpers vertauschbar sind, einen Körper. 
Er heißt das Zentrum des Schiefkörpers. Ist nämlich a =l= 0 ein Element 
des Zentrums, so auch - a und a- 1 . Denn aus ax = xa folgt 

- a x = (0- a) x = - x a = x (0- a) bzw. ( -- a) x = x (- a) 
und aus 

(ax)- 1 = (xa)-1 
folgt 

Sind ferner a und b zwei Elemente des Zentrums, ist also für belie­
bige x 

ax=xa, bx=xb, 
so ist auch 

(a + b) x = x (a + b) 
und 

(ab) x = a (b x) = a (x b) = (a x) b = (x a) b = x (ab) . 

Insbesondere gehören also auch alle Elemente 1 + 1 + · · · + 1 und ihre 
Inversen bezüglich der Addition und Multiplikation zum Zentrum. 

Der Begriff eines Unterkörpers bedarf kaum einer Erklärung. Ist a 
irgend eine Zahl, so kann man nach dem kleinsten Unterkörper fragen, 
der a enthält; es ist derjenige Körper, der entsteht, indem man 
a + a + · · · + a, aa · · · a, deren inverse, deren Summe und Produkt usf. 
bildet; er heißt der von a erzeugte Körper. Der von der Einheit 1 er­
zeugte Körper ist ein Unterkörper jedes Unterkörpers, insbesondere des 
Zentrums. 

Dieser Körper ist mit dem der rationalen Zahlen isomorph, falls 
alle Elemente 

1+1+ .. ·+1+0 
sind. Alsdann läßt sich nämlich zunächst jeder solchen Summe einein­
deutig eine positive ganze rationale Zahl n zuordnen; entsprechend sind 

-1-1-· · ·-1=j=O, 
sie können den negativen ganzen rationalen Zahlen eineindeutig zugeord­
net werden, und diese Zuordnung der ganzzahligen Elemente ist offen­
bar eine isomorphe. 

Wir setzen nun zur Abkürzung 

a + a + · · · + a = na, 1 + 1 + · · · + 1 = (n) 
bzw. 

- 1 - 1 - · · · - 1 = (- n), 
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wenn die linke Summe n Glieder enthält. Dann ist für ganzzahlige 
n, m stets 

(m) + (n) = (n + m), (m) (n) = (mn). 

Das zu (n) inverse Element werde mit (n)- 1 bezeichnet; es ist 

(n)-1 + (n)-1 + ... + (n)-1 = m(n)-1, 

wenn die linke Summe m Glieder enthält. Die Gesamtheit dieser Ele· 
mente bilden einen Körper. Zunächst ist nach LJ. 1, 2 

m(n)-1 = (m)(n)-1. 
Daraus folgt 

m1 (n1)-1 m2 (n2)-1 = (m1) (m2) (n1)-1 (n2)-1 = m1 m2 (n1 n2)-1. 
Da 

mr(nr)-1 = (m) (r)(r)-1(n)-1 = m(n)-1 
ist, ist ferner 

ml(nl)-1 + m2(n2)-l = m1n2(n1n2)-1 + m2n1(nln2)-I 

= [mln2 + m2nl] (nln2)-1. 

(- m) (n)- 1 ist das zu m (n)- 1 inverse Element bezüglich der Addition, 
n (m)- 1 das inverse bezüglich der Multiplikation. 

Da der von I erzeugte Körper durch die eingeführte Symbolik also 
isomorph auf die rationalen Zahlen abgebildet ist, so ist unsere Be­
hauptung bewiesen. 

3. Geordnete Körper. Geordnete Gruppen. 

Da es verschiedene Körper gibt, sind die reellen Zahlen gewiß nicht 
allein dadurch gekennzeichnet, daß sie einen Körper bilden. Die Kenn­
zeichnung läßt sich aber mit dem Begriff des geordneten Körpers durch­
führen. 

Ein Körper heißt geordnet, wenn die folgenden Forderungen er­
füllt sind: 

0. 1. Für zwei verschiedene Zahlen a, b ist stets eine der beiden Aus­
sagen a > b, b > a (a größer als b oder b größer als a) richtig. 

0. 2. Die "größer als"-Beziehung ist transitiv: ist a > b und b > c. 
so ist a > c. 

Diese Anordnungsbeziehung soll durch folgende Gesetze mit den 
Rechenoperationen der Addition und Multiplikation verknüpft sein. 

0. 3. Ist a > b, so ist auch stets a + c > b + c (erstes Monotonie­
gesetz der Addition). 

0. 4. Ist a > b, c > 0, so ist auch stets ac > bc (erstes Monotonie­
gesetz der Multiplikation). 

Sind die a, b, c Elemente einer Gruppe, deren Komposition mit 
a + b bezeichnet wird, und ist neben 0. 1, 0. 2, 0. 3 auch stets c + a 
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> c + b, wenn a > b (zweites Monotoniegesetz), so heißt die Gruppe 
der a eine geordnete Gruppe. 

Ist a > b, so ist b < a (b kleiner als a) und umgekehrt. 
Ist a > 0, so ist nach 0. 3 auch 0 > - a. Ist a > 0 und b > 0, 

so ist nach 0. 3 auch a + b > b > 0 und nach 0. 4 auch ab> 0. 
Die Zahlen a + 0 lassen sich also so in positive Zahlen (a > 0) und 

negative Zahlen (a < 0) einteilen, daß die Summe positiver Zahlen po­
sitiv ist und die negativen Zahlen die inversen der positiven bezüglich 
der Addition sind. Die positiven Zahlen bilden eine Gruppe bezüglich 
der Multiplikation. Ist a > b, so ist a - (b + a) > b- (b + a) also, 
nach 2,2, -b>-a. Da (n+l)a=na+a>na für positive a 
ist, kann kein n a gleich 0 sein; der von der Einheit 1 erzeugte Körper 
ist also zu dem Körper der rationalen Zahlen isomorph. Die Größer­
Beziehungen in diesem Körper sind dieselben wie im rationalen Körper. 
Jede Zahl a eines geordneten Körpers zerlegt die rationalen Zahlen in 
zwei Klassen, in die Klasse derjenigen, die kleiner sind als a und in die 
derjenigen, die größer sind. 

In dem Körper der reellen Zahlen gelten dann die folgenden beiden 
Sätze: 

0. 5. Sind a und b zwei reelle Zahlen und sind alle Größerbeziehunge.n 
zwischen rationalen Zahlen r und a bzw. b, 

gleichzeitig wahr oder falsch, so ist a = b. 
0. 6. Sind die rationalen Zahlen so in zwei Klassen ffi1 und ffi2 ver­

teilt, daß fede Zahl r1 aus ffi1 kleiner als irgend eine Zahl r2 aus ffi2 ist, 
so gibt es stets eine Zahl a, so daß 

(r i aus ffi;) 

ist (Vollständigkeitsaxiom). 
Umgekehrt aber sieht man, daß die in diesen beiden Sätzen aus­

gesprochenen Eigenschaften von Zahlen eines Körpers es ermöglichen, 
diese Zahlen eineindeutig dem DEDEKINDschen Schnitt im Bereich 
der rationalen Zahlen des Körpers zuzuordnen. Folglich ist ein solcher 
geordneter Körper isomorph zu dem Körper der reellen Zahlen. 

Ist 0. 5 nicht erfüllt, so gibt es also zwei verschiedene Zahlen 
a > b, für welche aus r1 > a auch r1 > b folgt und für welche aus 
a > r 2 auch b > r 2 folgt und umgekehrt. Man kann a dabei so wählen, 
daß es rationale Zahlen r1 , r2 mit r1 > a > r2 wirklich gibt. Ist nämlich 
a* z. B. größer als alle rationalen Zahlen, also auch größer als 0, so ist 
a*- 1 auch größer als 0 und kleiner als alle positiven rationalen Zahlen. 
Dann muß für beliebige solche r1 , r 2 

r1 - r2 > a- r2 >a-b> 0 
Reidemeister, Geometrie. 3 
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sem. Da r1 -r2 kleiner als 1/n gemacht werden kann, ist also stets 

1jn > a - b > 0, 1 > n (a - b). 

Ein solches Zahlensystem heißt ein "nicht archimedisches". 
Man kann an Stelle vön 0. 5 auch direkt das sog. Archimedische 

Axiom aufstellen. 
0. 7. Sind a und b zwei positive Zahlen, so gibt es stets eine natürliche 

Zahl n, so daß 
na > b 

ist. 
Denn wir zeigten: Gilt 0. 5 nicht, so gilt auch 0. 7 nicht. Gilt also 

0. 7, so muß auch 0. 5 gelten. ~ Auch die Umkehrung hiervon ist 
leicht einzusehen. 

4. Reelle Zahlen als geordnete Gruppe. 
Man kann auf einige der Forderungen, die wir im vorigen Abschnitt 

zur Charakterisierung der reellen Zahlen benützten, verzichten. Z. B. folgt 
das kommutative Gesetz der Multiplikation aus den übrigen Forderungen 
so: Zunächst folgt das zweite Monotoniegesetz für die Multiplikation 
so: nach 0. 4 ist cd > 0, wenn c > 0 und d > 0 ist, und daher, 
wenn d =a-b ist, ca > cb, wenn a > b und c > 0 ist. Ist nun 
r1 a < b < r2a (r; rationale Zahlen), so ist sowohl r1a 2 < ba < r2a2 

als auch r1 a2 <ab< r2a2• Aus 0. 5 folgt dann leicht ab= ba. 
Man kann die reellen Zahlen aber schon als spezielle geordnete Gruppe 

kennzeichnen. 
Wir fordern zunächst: 
1. Die Zahlen a, b, ... mit der Verknüpfung a + b bilden eine ge­

ordnete Gruppe. 
2. Jede Zahl läßt sich eindeutig halbieren. 
3. Es gilt das Archimedische Axiom. 

- - - -
Ist 2 b = b + b = a und 2 b = b + b = a, so ist nach 2. also b = b. 

Wir setzen daher b =--} a = i- . Für--}(--} ( · · · (--} a) · · ·)) schreiben wir 

1 
2"a, 

wenn der Ausdruck die 2 gerade n mal enthält. Es ist dann 

;n ( 21m a) = 2n ~ m a 
und für jede natürliche Zahl k ist 

k ( ;n) = ;n (k a) 

weil 
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ist. Da 

so ist 

Zwei Elemente k1 ( ;,) und k 2 ( 2:,) sind also gewiß gleich, wenn 

kl k2 
2nt 2n2 

ist. 
Sie sind aber auch nur unter dieser Bedingung gleich. Wir können 

die Zahlen nämlich auf den gleichen Nenner 2n* bringen. Ist 

kf 
2n* ' 

1 
und ist etwa ki > k; , a > 0, so ist auch 2 a > 0 und allgemein 
1 
2n a > 0 und daher 

k] ( 2: ) = ki ( -i·) > k: ( 2:.) = k2 ( ;, ) . 

Damit ist zugleich gezeigt, daß die Zahlen 

k(i:n) für a > 0 
k 

dieselbe Größer-Relation erfüllen wie die Zahlen ~. Für a < 0 er-

füllen sie die umgekehrte Relation. Schließlich ist 

Die Zahlen k ( ;n) bilden also eine kommutative geordnete Gruppe. 

Setzen wir 

so können wir 

setzen. 
Jede Zahl b zerlegt die va in die Klasse der größeren und der klei­

neren als b, und nach dem Archimedischen Axiom ist sie durch diesen 
Schnitt bestimmt. Jeder Zahl b entspricht daher eine bestimmte reelle 
Zahl ß, in Zeichen b = ßa. 

Man folgert hieraus und den beiden Monotoniegesetzen leicht, daß 
die Verknüpfung b + c kommutativ sein muß. Ist nämlich 

kl ( ;, ) < b < fl ( 2:., ) ' k2 ( ;, ) < c < k2 ( 2~') ' 
3* 
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kl ( ;, ) + k2 ( ;fts) < b + c < kl ( 2~1) + k2 ( 2~•) ' 
kl ( 2an,) + k2 ( ;, ) < C + b < kl ( ;, ) + k2 ( 2~.) , 

und da sowohl b + c wie c + b durch die Gesamtheit dieser Unglei­
chungen, im wesentlichen nach 0. 7, bestimmt sind, ist b + c = c + b. 
Genauer sieht man: ist b = ß a, c = '}' a, so ist 

b + c = c + b = (ß + '}') a . 

Wir fordern schließlich noch die Vollständigkeit, d. h. es entspreche 
jedem Schnitt im Bereich der Zahlen Pa eine Zahl b. Alsdann durch­
laufen die ß alle reellen Zahlen. 

Der Zusammenhang zwischen dieser geordneten Gruppe und dem 
Körper der reellen Zahlen wird durch die Automorphismen der Gruppe 
vermittelt; wir zeigen: Den die Anordnung erhaltenden Automorphis­
men x = J (x) einer Gruppe, welche den Forderungen 1 bis 3 genügt, 
entsprechen die Transformationen 

~ = ~t 

der zugeordneten reellen Zahlen. Geht nämlich a in ä über, so auch 

-i- in ~ , k ( i;) in k ( :n) , 
weil J ein Automorphismus ist und ß a in ß ä, weil ] die Anordnung 

erhält. Ist nun a = ta' so ist also tatsächlich ~ = ~ L 

Hieraus folgert man leicht, daß ein Isomorphismus des Körpers der 
reellen Zahlen stets der identische Isomorphismus ist. Weil sich näm­
lich nur für positive Zahlen IX die Gleichung ~2 =IX auflösen läßt, 
müssen positive Zahlen wieder in solche übergehen, also bleibt die An-

ordnung erhalten, der Isomorphismus hat also die Gestalt: ~ = ~ t, und 
da 1 in sich übergeht, muß t = 1 sein. 

5. Kommutatives Gesetz der Addition. Unabhängigkeit. 

Wir wollen der Vereinfachung der Axiome jetzt systematisch näher­
treten. 

Das kommutative Gesetz der Addition folgt aus den übrigen Rechen­
gesetzen für die Elemente eines Schiefkörpers, d. h. also ohne das kommu­
tative Gesetz der Multiplikation. Es ist nämlich einerseits nach LI. 1 

(a + b) (1 + I) = (a + b) 1 + (a + b) 1 = a + b + a + b 
und andererseits nach LI. 2 

(a + b) (1 + I) = a (I + I) + b (I + 1) = a + a + b + b, 
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also ist 

und also 

b + a = -a + a + b + a + b- b = -a + a + b + b- b = a + b. 
Das legt die Frage nahe, ob nicht vielleicht auch das kommutative 

Gesetz der Multiplikation aus den übrigen Rechengesetzen folgen 
möchte und ein Schiefkörper immer auch ein Körper wäre. Ähnlich kann 
man fragen, ob es geordnete Schiefkörper und ob es einseitig distribu­
tive Zahlensysteme wirklich gibt. 

Ein Satz, der aus anderen Sätzen gefolgert werden kann, heißt von 
diesen Sätzen abhängig. Das kommutative Gesetz der Addition ist, 
wie wir oben sahen, von den übrigen Forderungen für die Zahlen eines 
Schiefkörpers abhängig, und wir fragen also, ob das kommutative Ge­
setz der Multiplikation und das zweite distributive Gesetz von den 
übrigen Forderungen unabhängig ist oder nicht. 

Der Beweis für die Unabhängigkeit einer Forderung läßt sich da­
durch erbringen, daß man ein System von Zahlen angibt, das allen 
Forderungen genügt, bis auf diejenige Eigenschaft, die als unabhängig 
erkannt werden soll. In den folgenden Abschnitten geben wir hierfür 
einige Beispiele, die auch später sich für geometrische Unabhängigkeits­
beweise als nützlich erweisen werden. 

6. Quaternionen. 

Das einfachste Beispiel für einen Schiefkörper sind die Quater­
nionen. Wir erklären dieselben als Quadrupel reeller Zahlen 

a = ( Ol:o , OC1 ' OC2' oca) • 

Unter der Summe zweier Quaternionen a und b, 

b = (ßo, ß1, ß2, ßa), 

verstehen wir die Zahl a + b = c = (y0 , y1 , y2 , y 3), wo 

')';=oc;+ßi (i=0, ... ,3). 

Unter dem Produkt zweier Quaternionen a und b verstehen wir das 
Quaternion ab= d = (~0 , ~1 , ~2 , ~3) mit 

(1) 

~o = Ol:o ßo - Ol:1 ß1 - Ol:2 ß2 - Ol:a ßa 

~1 = Ol:o ß1 + Ol:1 ßo + Ol:2 ßa - Ol:a ß2 
~2 = Ol:o ß2 - OC1 ßa + OC2 ßo + Ol:a ß1 

~a = oco ß3 + OC1 ß2 - OC2 ß1 + 01:3 ßo 

Die Rechengesetze der Addition für Quaternionen folgen unmittel­
bar aus denen der reellen Zahlen. 



38 2. Grundlagen der Algebra. 

ist gleich - a. Die beiden distributiven Gesetze folgen daraus, daß 
die Ö; in rx.; und ß; bilinear sind. 

Setzen wir 

(e > o), 
so ist 

das Element a- 1 . 

Es bleibt also nur noch das assoziative Gesetz der Multiplikation 
zu prüfen. Zu diesem Zwecke führen wir eine etwas andere Symbolik 
für die Quaternionen ein, wir setzen 

A.a = (A.rx.0 , AIX1 , AIX2 , A1X3) = aA. 
und 

l0 = (I, 0, 0, 0), l1 = (0, I, 0, 0) , l2 = (0, 0, I, 0), l3 = (0, 0, 0, I} . 

Dann ist 

a = IXo l0 + IX1 l1 + IX2 l2 + IX3 l3 . 

Für ab schreiben wir unter Anwendung der distributiven Gesetze 

(2} 

Hierin ist nach (I) 

(3} 

loli = l;lo = li, z; = -lo, 

l2la = -lal2 = ll, 

lall = - llla = lz ' 

ltlz = -l2ll = la; 

(i = I, 2, 3} 

setzt man diese Werte in die rechte Seite von (2) ein, so erkennt man 
ab natürlich als dasselbe Quaternion wie oben. Nun ist aber nach den 
distributiven Gesetzen 

und um (ab) c = a (bc) allgemein nachzuweisen, ist also nur 

(lilk) ll = li (lkll) 

nachzuprüfen. Das ist durch Ausrechnen mittels der Tabelle (3) leicht 
durchführbar. Tabelle (3) zeigt außerdem, daß die Multiplikation nicht 
kommutativ ist. 

Einen anderen ähnlichen Schiefkörper erhalten wir, wenn die rx.; 
rationale Zahlen sind. 
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7. Funktionenkörper. 

Ein Beispiel für einen nicht archimedischen geordneten Körper geben 
die (endlichen oder unendlichen) Potenzreihen von einer Veränderlichen 
mit endlich vielen negativen Exponenten 

00 00 

a = _2;cx.; xt+m = xm _2;cx.; xi (cx.o =I= 0) . 
;~o i~o 

Darin sei m eine positive oder negative ganze Zahl oder die Null und 
cx.; reelle (oder rationale) Zahlen. Ist 

00 CO 

b = _2ßkxk+n = xn _2ßkxk (ßo =I= 0) , 
k~O k=O 

so verstehen wir unter a + b die Potenzreihe, die aus 
CO 00 CO 

.2}cx.;xi+m + _2ßkxk+n = x:P _2ylxl, (Yo =I= 0) 
i~O k~O l~O 

durch Zusammenfassung der Koeffizienten gleicher Potenzen x1 + P 

entsteht, und unter ab die Potenzreihe, die aus 

.J; .J;cx.; xi+m ßkxk+n = xm+n .J;I'J!x' 
i~O k~O l~O 

durch Zusammenfassung der Glieder mit gleicher Potenz x 1 + m + n ent­
steht. Offenbar ist 

bo = tx.oßo, (jl = cx.1ßo + tx.oß1, · · · • 

(jn = cx.nßo + CX.n-1ß1 + • • · + CX.oßn, 

Die Rechengesetze der Addition folgen aus denen der Zahlen cx., ß. 
- a ist gleich 

00 

xm _2 ( ·- CX.;) xi. 
i~O 

Das assoziative Gesetz der Multiplikation ergibt sich daraus, daß so­
wohl (ab) c wie a (bc) sich durch Zusammenfassung der Koeffizienten 
von x" aus derselben Reihe 

CO CO CO 

.2} _2 _2 cx.;xi+m ßkxk+ny!xl+P 
i~O k~O l~G 

bilden lassen. Das kommutative Gesetz der Multiplikation folgt im we­
sentlichen aus der Bauart der b; und dem kommutativen Gesetz für 
die Addition und Multiplikation der Koeffizienten. Das Einheitselement 
der Multiplikation ist 1. Das zu a =I= 0 inverse Element a- 1 ist 

00 

a-1 = x-m L;ß;xi, 
i~O 

wo die ß; aus den Gleichungen 

(jo = l, (i = 1, 2, ... ) 

zu bestimmen sind; wegen a =I= 0 und daher cx.0 =I= 0 sind dadurch die 
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ßi eindeutig festgelegt. Die distributiven Gesetze folgen, weil die b; 
bilinear in IX, ß sind. 

Die Anordnung wird so festgesetzt: 

a > b gilt dann und nur dann, wenn a - b > 0 ist, 
a > 0 gilt dann und nur dann, wenn IXo > 0 ist. 

Alsdann sind die Forderungen 0.1 bis 0. 4 in 2, 3 erfüllt. Dagegen 
ist die archimedische Forderung nicht erfüllt, weil 

O<.h<e 
ist, wo A., e beliebige positive reelle (rationale) Zahlen sind. 

8. Geordnete Schiefkörper. 

Man bestätigt leicht, daß man den Funktionenkörper des vorigen 
Abschnitts erklären kann, wenn von den IX, ß, y, den Koeffizienten 
der Reihen, nichts anderes vorausgesetzt wird, als daß sie selbst einen 
Körper bilden. Und sobald sie einem geordneten Körper angehören, 
läßt sich der Funktionenkörper wiederum nach dem in 2, 7 angegebenen 
Verfahren ordnen. 

Wir können die Zusammensetzungsvorschrift aber unter Umständen 
auch so abändern, daß das entstehende Zahlensystem ein Schiefkörper 
wird. Es sei nämlich 

IX' = J {IX) 

ein Automorphismus des Körpers der IX. Wir behalten die Regeln für 
die Addition bei und erklären nun die ll; durch die folgende Festsetzung: 

J(f(1X)) = f2(1X), ... , J(r-1(1X)) = r(1X), 

(Jo = IXo Jm (ßo) ' lJ1 = r:t.1 Jm + 1 (ßo) + rXo Jm (ß1)' ... , 
ll; = rx;]m+i (ßo) + r:t.i-1 Jm+i-1 (ß1) + · · · + 1Xo]m (ß,..), 

Das assoziative Gesetz der Multiplikation ergibt sich alsdann, weil 
a (bc) und (ab) c sich beide durch Umordnung aus der Reihe 

ergeben. 

00 00 00 

.2 .2 .2}1Xdi+m (ßk) Ji+k+m+n (Yz) xi+k+Hm+n+JJ 
i=O k=O l=O 

Das inverse Element läßt sich wie oben bestimmen, sobald die Ab­
bildung IX' = J (IX) bekannt ist. Die distributiven Gesetze gelten, weil 
jk Automorphismen sind und lJ bilinear in IX und jk (ß) sind. Das kom­
mutative Gesetz der Multiplikation gilt dagegen nicht, wenn es Ele­
mente ß gibt, für die 

J(ß) + ß 
ist. Die Anordnung erklären wir genau wie in 2, 7. Alsdann sind die Forde­
rungen 0. 1 bis 0. 3 in 2, 3 erfüllt. Aus a > b und c > 0 folgt ac > bc, 
wenn a mit ym und wenn b mit y" beginnt und m < n ist. Beginnen 
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beide mit der Potenz ym, so ist ac > bc gewiß, sobald mit oc > 0 auch 
J (oc) > 0 und also auch p (oc) > 0 ist. 

Solche Automorphismen lassen sich aber in dem Funktionenkörper 
von 2, 7 leicht angeben. Wir wählen die oc, ß, ... also aus diesem Körper 
und nehmen 

00 00 

](x) = 2x,](oc) = ](xm .};oc;xi) = 2mxm .};oc;(2x)i. 
i=O i=O 

Dies ist ein Automorphismus, welcher die Anordnung der oc erhält, und 
somit haben wir einen geordneten nicht archimedischen Schiefkörper 
konstruiert. Daß die geordneten Schiefkörper, welche das Archime­
dische Axiom erfüllen, Körper sind, zeigten wir in 2, 4. 

9. Einseitig distributives Zahlensystem. 

Schließlich wollen wir noch ein einseitig distributives Zahlensystem 
angeben, das auf DICKSON1 zurückgeht. Wir legen einen Körper zu­
grunde und bezeichnen seine Elemente mit kleinen griechischen Buch­
staben. Für die Zahlen dieses Körpers sei eine Funktion e (oc) erklärt 
von folgender Beschaffenheit: Es sei 

e (0) = 0, e (oc) = ± I , e (oc ß) = e (oc) e (ß) • 

Es ist also e (oc2) = e2 (oc) = 1. (! sei eine bestimmte Zahl, über die 
wir später noch verfügen werden. 

Die Elemente des Zahlensystems erklären wir als Zahlenpaare aus 
dem Körper 

a = (oc1 , oc2) 

oc; (i = 1, 2) heißen die Komponenten von a. 
Ist 

b = (ß1, ß2) 

so sei a + b das Zahlenpaar (oc1 + oc1, ß1 + ß 2) und ab das Zahlenpaar 
(<51, <52) mit 

<51 = oct ßt + OC2 ß2 (! e (ßl- (! ß22), <52 = oct ß2 + OC2 ßt e (ßt2 - (! ßl) • 
Die Gesetze der Addition folgen aus den entsprechenden für die oc, ß. 
(- oc1 , - oc2) ist das Element- a. Ist c = (y1 , y2), e (ß12- (! ß22) = ep, 
e (y12 - (!y 22) =er und (ab) C = (e1 , e2), SO ist 

et = (octßt + oc2ß2e ep) 1'1 + (octßz + oc2ß1 ep) 1'2 e er 
= ocdßt l't + ß2 1'2 e er) + oc2 (ß11'2 + ß2 Yt er) e e ß er, 

Sz = (octßt + rxzß2 (! ep) 1'2 + (oclß2 + oc2ßt ep) l't er 
= oct (ßt 1'2 + ß2 'her)+ oc2 (ßt l't + ßz 1'2 e er) ep er· 

1 Göttinger Nachr. 1905. 
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Da nun aber 

und 

(ß12 - 12 ß22) (Y12 - 12 Y22) = (ß1 Y1 + ß2 Y2 12 Cr)2 - 12 (ß1 Y2 + ß2 Y1 Cr)2 

ist, so ist auch 
(e1 ,e2} = a(bc). 

(1, 0) ist das Einheitselement der Multiplikation. Aus 

~1ß1 + ~2ß2e Cp = 1, 

~1ß2 + ~2ß1 Cp = 0 
ergeben sich die Komponenten des zu b inversen Elementes, falls 

(ß12 - eßl) Cp + o 
ist. 

Dies ist für alle b =I= 0 der Fall, wenn e nicht das Quadrat einer 
Körperzahl ist. So möge über e verfügt sein. 

Das erste distributive Gesetz ist erfüllt, weil das Produkt linear in 
den Komponenten des linken Faktors ist. 

Um das zweite distributive Gesetz zu prüfen, bilden wir 

a(ß1 ,0) + a(O,ß2) 

= (ct.1ß1,ct.2ß1) + (ct.2ß2eC(--·e},ct.1ß2) 

= ( (1..1 ß1 + (1..2 ß2 (} c (- (}) ' (1..1 ß2 + (1..2 ß1) . 

Gibt es also eine Zahl b mit ß1 9= 0 und C p = - 1, so ist 
ab 9= a (ß1 , 0) + a (0, ß2), 

weil ihre zweiten Komponenten verschieden sind, und daher ist das 
zweite distributive Gesetz bestimmt nicht erfüllt. Alsdann ist die Mul­
tiplikation natürlich auch bestimmt nicht kommutativ. 

Ein Beispiel1 für die Rationalisierung dieser Möglichkeit geben wir 
im Körper der rationalen Zahlen: Ist f1, eine ganze rationale Zahl, so 
setzen wir 

c (t-t) = c (- fl,) = c ({;) = c (- ~) ' 
und zwar gleich + 1, wenn f.l ungerade oder durch 4 teilbar ist, sonst 
gleich - 1. Ist ct. eine rationale Zahl 

rx=!!:. 
V' 

wo f1, und v teilerfremde ganze Zahlen sind, so setzen wir 

C (ct.) = C (t-t) C (v) . 

Nehmen wir e = 2, so ist z. B. für (ß1 , ß2 ) = (2, l) 

c (ß) = c (2) = - l . 
1 Dasselbe wurde mir von 0. SCHREIER brieflich mitgeteilt. 
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10. Die Gleichung xa + xb = c. 

Die konstruierten Zahlensysteme haben eine beachtenswerte weitere 
Eigenschaft: die Gleichungen 

(l) xa+xb=c 

sind eindeutig auflösbar, falls a + b =I= 0 ist. 
Um dies zu zeigen, haben wir nur nachzuweisen, daß die beiden 

linearen Gleichungen im Körper der Zahlen oc, die den Gleichungen (1) 
entsprechen, stets eine Auflösung besitzen. Setzen wir wieder 

Ca= C (0(12- e 0(22), 

so ist zu zeigen, daß 

~ = (0(1 + ß1) [0(1 Ca+ ß1 Cp]- e(Q(2 + ß2) (0(2 Ca+ ß2 Cp) =I= 0 
ist. 

Wir unterscheiden drei Fälle: 
1. Ca= 0 (bzw. Cp = 0); dann ist 

0(12 - e 0(22 = o 

und weil e nicht quadratisch ist, 

0(1 = 0(2 = 0. 

also 

weil sonst b = 0, also a + b = 0 wäre. 
2. Ca = Cp. Alsdann muß Ca =I= 0 sein, weil sonst a = b = 0 wäre, 

und es ist 
~ = [(0(1 + 0(2)2 - e<ß1 + ß2)2J Ca· 

Dies verschwindet nur, wenn 

ist. 
3. Ca=- Cp =I= 0. Alsdann ist 

o = [(0(12 - e 0(22) - (ß12 - e ß22)] Ca, 

und wäre ~ = 0, so müßte der erste Faktor verschwinden und daher 
Ca= Cp sein. 

11. Über Axiome. 

Wir haben die Sätze F in 1, 3 die Gruppenaxiome, die Sätze A, M, L1 
in 2, l die Körperaxiome genannt. Die Bedeutung dieser Sätze für die 
anschließenden Entwicklungen ist evident; wir wollen jedoch hier noch 
einige allgemeine Bemerkungen über die methodische Rolle von Axio­
men hinzufügen. 

Die Sätze F definierten den Begriff "Gruppe", sie geben die Bedingun­
gen an, wann eine Gesamtheit von Elementen mit einer Verknüpfung 
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eine Gruppe genannt werden soll. Das Merkwürdige an dieser Art zu 
definieren ist, daß es sich allein aus den Sätzen F selbst heraus nicht er­
kennen läßt, ob der Gruppenbegriff sinnvoll ist, d. h. ob es wirklich 
Gegenstände gibt, die Gruppen sind, - während bei einem Begriff wie 
"geordnete Menge von Zahlenpaaren" z. B. sich aus seiner Definition 
sofort der Weg er kennen läßt, einzelne Dinge, die unter ihn fallen, einzelne 
geordnete Mengen anzugeben. Die Definitionen der ersten Art heißen im­
plizit, die der letzteren explizit. Bei impliziten Definitionen ist es also 
problematisch, ob sie sinnvoll sind. 

Man ist allerdings durchaus nicht gezwungen, sich auf sinnvolle Be­
griffe zu beschränken. Um aus den Sätzen F Folgerungen zu ziehen, 
brauchen wir noch nicht zu wissen, ob es Dinge gibt, auf die alle diese 
Sätze zutreffen. Und man kann also unabhängig von der Einsicht in den 
Sinn einer impliziten Definition, gleichsam hypothetisch, vorgehen 
und sich einen Überblick über die logisch-formalen Folgerungen aus den 
Axiomen zu verschaffen suchen. Unter diesen Folgerungen kann nun 
ein formaler Widerspruch vorkommen oder nicht. So ergibt sich eine 
sehr allgemeine Fragestellung der formalen Logik: nach der Untersuchung 
beliebiger Axiomensysteme auf ihre Widerspruchsfreiheit. 

Es ist klar, daß ein sinnvoller Begriff widerspruchsfrei ist, und der 
einfachste Nachweis für Widerspruchsfreiheit einer Definition ist es, 
sie durch Beispiele zu belegen. Andere Methoden sind von HILBERT in 
seinen Arbeiten zur Begründung der Analysis entwickelt. Eine ein­
gehendere Darstellung dieser Fragen hätte genau zu erklären, was unter 
logischer Folgerung zu verstehen ist und welche Dinge als existierend 
anzusehen sind. Beides halb erkenntnistheoretische, halb formallogische 
Probleme, die hier nur gestreift werden können. Nur soviel sei noch ge­
sagt: Die einfachsten mathematischen Gegenstände sind die endlichen 
Mengen und die natürlichen Zahlen. 

Bei widerspruchsfreien Axiomensystemen kann man die Frage nach 
der Abhängigkeit eines Axioms A von der Gesamtheit der übrigen m: 
stellen, die Frage also, ob A aus m: gefolgert werden kann oder nicht. Für 
Unabhängigkeitsbeweise bieten die Abschnitte 2, 6 bis 2, lO verschiedene 
Beispiele. Es wird dort jeweils gezeigt, daß das Axiomensystem @) aus 
"A gilt nicht" und m: sinnvoll ist. Alsdann kann nämlich der Satz A aus 
m: nicht folgen, weil sonst das System @) widerspruchsvoll wäre. 

Schließlich wenden wir uns der Vollständigkeit eines Axiomensystems 
zu. Dieser Begriff läßt sich etwa folgendermaßen erklären: Ist eine 
widerspruchsfreie Gesamtheit @ von Sätzen vorgelegt, so heißt ein Teil 
dieser Sätze @) ein vollständiges Axiomensystem von ®, wenn sich alle 
Sätze in @ aus @) folgern lassen. Die Kennzeichnung des Körpers der 
reellen Zahlen zeigt, wie man unter Umständen die Vollständigkeit eines 
Axiomensystems rein mathematisch fassen und nachweisen kann. Im 
zweiten Teil werden wir ein weiteres Beispiel dazu erbringen. 
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Kapitel 3. 

Affine Geometrie. 

Einleitung. 

Nach den Vorbereitungen des ersten und zweiten Kapitels ent­
wickeln wir nunmehr die n-dimensionale affine Geometrie. Zuerst werden 
homogene Transformationen zugrunde gelegt. Nach Bestimmung von 
Bezugsfiguren und natürlichen Koordinaten werden möglichst einfache 
invariante Eigenschaften gesucht, welche die Geometrie und die ge­
nannten Transformationen kennzeichnen. Dies leisten die Addition von 
Vektoren und ihre Multiplikation mit Faktor sowie die daraus erklär­
bare lineare Abhängigkeit von Vektoren. Daraus ergeben sich leicht die 
Eigenschaften für den Kongruenzbegriff der allgemeinen affinen und der 
projektiven Geometrie. 

Zur Methode sei bemerkt, daß wir auf die Determinantentheorie ver­
zichten, einerseits weil sich die Determinanten nur in Körpern erklären 
lassen und der Verzicht auf das kommutative Gesetz der Multiplikation 
in Rücksicht auf Teil II geboten ist, andererseits um der logischen Klä­
rung des algebraischen Aufbaus selber willen. 

1. Homogene affine Transformationen. 

(H) 

heißt eme homogene lineare Abbildung der Zahlen-n-Tupel 

(x1 , x2 , . . . x,..), 

wenn die ct.i k einem Schiefkörper ® entnommen und die xi unabhängig 
voneinander alle Zahlen von ® durchlaufen. Unter .\) wollen wir die 
Schar aller eineindeutigen homogenen linearen Transformationen von 
Zahlen-n-Tupeln aus ® verstehen. Ist (H) eineindeutig und 

xt* = 2 ßzix; 
i 

eine zweite solche Transformation, so gehört die aus beiden zusammen­
gesetzte Transformation 

ebenfalls der Schar ~ an. Denn sie ist wiederum eineindeutig. 
Auch die zu einer Transformation aus ~ inverse Transformation 

gehört der Schar ~ an. Es gibt nämlich wegen der Eineindeutigkeit 
von lH) aus ~ n Zahlen-n-Tupel 

(i = I, 2, ... , n), 
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welche durch (H) bzw. in die Zahlen-n-Tupel 

(1,0, ... ,0), (0,1,0, ... ,0), ... , (0,0, ... ,0,1) 

übergeführt werden. Es ist also 

(I) .2 (Xik Ak; = 0 oder I, je nachdem i + j oder i = :i ist. 
k 

Die Transformation 

x: = .2 A;;X; 
j 

ist dann die zu (H) inverse Transformation. Führt man nämlich zuerst 
(H- 1) und alsdann (H) aus, so folgt aus den Beziehungen (1), daß die 
zusammengesetzte Transformation die identische ist. Daher ist die 
Transformation (H - 1) eine eineindeutige, und sie gehört also der Schar~ 
an. Die Schar ~ bildet also eine Gruppe. 

Es sei hervorgehoben, daß aus (1) die Relationen 

(2) .2 Ai k (Xki = 0 oder I , je nachdem i + j oder i = j ist, 
j 

folgen, weil die Transformation (H) auch die inverse Transformation 
der Transformation (H - 1) ist. 

Spezielle Transformationen aus ~ lassen sich leicht angeben, z. B. 

(3) mit 

denn 

ist die zu (3) inverse Transformation. Mit Hilfe von (3) erschließt man 
leicht, daß .\) eine transitive Transformationsgruppe ist. 

Bei n = 2 lassen sich die inversen Transformationen explizit an­
geben. Unter 

(a1- a2asia4)-1 

möge 0 verstanden werden, wenn a2 , a4 + 0 und a3 = 0 ist. Alsdann ist 

X1 = ((Xn- (X12 (X2i (X21)-1 x; + ((X21- (X22 (X1i(Xnt1 x;' 
X2 = ((XI2 - (Xn (X2f (X22)-1 xf + ((X22 - (X21 (X1f(X12)-1 x; (4) 

die zu 

(5) 

inverse Transformation. 
Ist nämlich eines der (Xik = 0, z. B. oc.22 = 0, so müssen wegen der 

Eindeutigkeit (X12 und (X21 + 0 sein, die Koeffizienten von (4) sind also 
sinnvoll und die Relationen (1) leicht zu bestätigen. Sind aber alle 
(Xik + 0, so folgt aus (5) 

((Xif (X12 - (X2f (X22) X2 = ct.J.f xf- (X2f x; · 
Wegen der Eineindeutigkeit muß aber ct.~I oc.12 - (X;t oc.22 =F 0 sein, und 
folglich sind alle Koeffizienten in (4) ebenfalls sinnvoll. 
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Um die Relationen (1) zu bestätigen, bilden wir z. B . 

.21Xlk Ak1 = 1Xn (1Xn- OC121X2liXz1t 1 + IX12 (1X12 -- 1Xn1X2{1Xzzt 1 
k 

= ( 1 - IX12 IX2i IX21 ocJ.{ )-1 + ( 1 - IX11 oc;f oc22 ocJ.J )- 1 • 

Setzen wir nun IX12 IX;i 1X21 oc~J = IX, so ist 

.l;IXlk Ak1 = (1- oc)- 1 + (1- IX- 1)-1 
k 

= (I - ix- 1 + I - oc) [(1 -IX) (I - oc- 1)]- 1 = 1. 

Ähnlich bestätigt man die übrigen Formeln (1). 

2. Bezugsmengen. 
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Wir können nunmehr nach den Eigenschaften von Zahlen-n-Tupeln 
fragen, die bei der Gruppe~ von Transformationen (H) erhalten bleiben. 
Wir nennen diese Eigenschaften die Vektoreigenschaften der Zahlen-n­
Tupel und bezeichnen dieselben kurz selbst als Vektoren, natürlich nur 
in Aussagen über Zahlen-n-Tupel, die invariant gegenüber den Trans­
formationen (H) sind. Wir sprechen von dem Vektoq, der dem n-Tupel 
(x1 , x2 , . .. , Xn) entspricht, in Zeichen 

Als Bezugsfiguren nehmen wir die Mengen m aus n solchen Zahlen­
n-Tupeln. 

(m) (k= 1,2, ... ,n), 

für welche die Transformationen 

(H) 

eineindeutige Transformationen sind. Die n Vektoren (m) mögen dann 
eine "Basis von Vektoren" heißen. Als Grundfigur \80 nehmen wir die 
Zahlen-n-Tupel 

(1' 0' ... ' 0), (0' 1' 0, ... ' 0)' . . . , (0, 0, ... ,0, I) . 

Die Transformation (H) führt mo in m über, in Zeichen 

m = H (mo)· 
Jede von (H) verschiedene Transformation führt mo nicht in m über, 
es gibt also auch eine und nur eine Transformation aus ~, welche 
irgend eine Bezugsmenge m in irgend eine andere m* überführt, und die 
angegebenen m sind also wirklich als Bezugsfiguren zu verwenden. 

Die Invarianten 

(J) ];(m0 ; x1 , x2 , •• •.• xn) ==X;= ];(H(m0); x~, x; , ... , x:) 

nennen wir die Komponenten des Vektors 

* (· * * *) ~ (".../ xl' x2' ... ' xn 
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bezüglich der Basis m = H (m0). Die X; sind die Komponenten des 
Vektors ~"' (xl, X2, ... ' Xn) bezüglich mo als Bezugsmenge. 

Nach (H) und (J) ist 

(I) X:= L,rL;k]k(iJY, xt, x; ,. · ., X:l. 
k 

Ein Vektor ist also durch seine Komponenten bezüglich der Basis 
m = H (m0) und diese Basis selbst bestimmt. Wir schreiben daher auch 
~"' (x1 , x2, ... , xn), wenn die X; Komponenten von ~bezüglich irgend 
einer Bezugsmenge m sind. Faßt man in (m) die r;.ik als Komponen­
ten der ak bezüglich irgend einer Bezugsmenge m* auf, so folgt aus (I) 
und der Gruppeneigenschaft von~: Notwendig und hinreichend dafür, 
daß die ak eine Bezugsmenge m bilden, ist, daß ihre Komponenten rL;k 
bezüglich einer beliebigen Bezugsmenge m* eine Transformation (H) 
bestimmen. 

Alle Transformationen, welche die Basis mo in eine Basis m trans­
formieren und die Invariante J (m, xi, x~, ... , x!) besitzen, sind nach 
1, 6 homogen linear. 

3. Lineare Abhängigkeit von Vektoren. 

Es gilt nun, die Invarianten ]; aus einfachen invarianten Eigen­
schaften von Vektoren zusammenzusetzen. Wir erklären zu diesem 
Zwecke die Addition von Vektoren, ihre rechtsseitige Multiplikation mit 
Faktor und daraus die rechtsseitige lineare Abhängigkeit von Vektoren. 

1. Addition: 
Sind a "' (a1 , a2, ... , an) und li "'(b1 , b2, ... , bn) zwei Vektoren 

und ihre Komponenten-n-Tupel bezüglich derselben Bezugsfigur m, so 
sei a + li der Vektor a + li "'(a1 + b1 , a2 + b2 , .•• , an + bn) bezüg­
lich m. 

2. Multiplikation mit Faktor: 
Ist a "'(a1 , a2, . .. , an) ein Vektor und sein Komponenten-n-Tupel 

bezüglich m, so sei a.A. der Vektor mit dem Komponenten-n-Tupel 
(alA., a2A., .. . , anA.) bezüglich m. 

Offenbar sind diese Erklärungen von der Auswahl von m unabhängig 
oder invariant gegenüber ~. 

Ist z. B. m* eine andere Grundfigur, so gehen die Komponenten xi 
eines Vektors bezüglich m* aus denen bezüglich m durch eine Trans­
formation (H) hervor. Bezeichnet man z. B. die Komponenten von 
a, li, c beziehungsweise mit ai, bi, c7, so ist, wenn c; = a; + b;, 

ct" = L,rL;kck = L,r;.ik (ak + bk) = L,rL;k ak + L,r;.;k bk = at + bf. 
k k k k 

Als Rechenregeln bestätigt man aus den Gesetzen der gewöhnlichen 
Addition und Multiplikation: 

a+li=c 
ist stets ausführbar. 
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(a + 6) + c = a + (b +- c), 

!+a=v 
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ist stets auflösbar. 
Es ist stets 

a+b=b+a. 
Unter 0 verstehen wir den Vektor, dessen Komponenten sämtlich 
gleich 0 sind, und es ist dann stets 

a+O=O+a=a. 
Die Vektoren mit der Addition als V erknüpfungsbilder also nach 

l, 3 eine Gruppe. 
Ferner ist 

(a Ä) ,u = a (Ä ,u), 

(a + b)). = a). + b).. 

Aus Addition und Multiplikation mit Faktor erklären wir die rechts­
seitige lineare Abhängigkeit von Vektoren: 

3. r Vektoren a1 , a2 , •.. , ar heißen rechtsseitig linear abhängig, wenn 
es r Zahlen Ä1 , Ä2 , ...• Är gibt, die nicht sämtlich verschwinden und 
für die 

ist. 
Die Gesamtheit der von av a2 , ..• , Ur linear abhängigen Vektoren 

! = a1 Ä1 + a2 Ä2 + · · · + ar Är nennen wir eine lineare Mannigfaltig­
keit, und zwar die durch a1 , a2 , •.. , Ur bestimmte oder aufgespannte 
lineare Mannigfaltigkeit. 

4. Vektorbasis und lineare Abhängigkeit. 

Die Gesamtheit der Vektoren bildet eine lineare Mannigfaltigkeit. 
Bilden a1 , a2, ... , an eine Basis ~ von Vektoren, so sind sie linear 
unabhängig voneinander und sämtliche Vektoren nach 3, 2, (~) und 
(H) von a1 , a2 , •.. , an linear abhängig. Umgekehrt gilt aber auch: 
Sind a1, a2, ... , an linear unabhängig voneinander und sämtliche 
Vektoren ! von ihnen linear abhängig, so bilden sie eine Basis. Wir 
zeigen nun: 

Satz 1 : Jedes System von n linear unabhängigen Vektoren ist eine 
Basis. 

Seien nämlich 
(k = 1,2, ... ,n) 

die Komponenten der linear unabhängigen Vektoren ak (k = l, 2, ... , n) 
bezüglich einer Basis ~. 

Reidemeister, Geometrie. 4 
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sind die Komponenten der von ak linear abhängigen Vektoren. Es ist 
klar, daß verschiedene n-Tupel xk auch verschiedene n-Tupel x: liefern. 
Liefern nämlich z. B. x1 , x2, • •• , x,. und y 1 , y 2 , •• • , y,. dasselbe n-Tupel 
xt, so würden nicht sämtliche X; - Yt = 0 und 

(i=1,2, ... ,n) 

oder 

sein. 
Wir müssen uns aber auch noch davon überzeugen, daß jedes Zahlen­

n-Tupel unter den xt vorkommt. Wir beweisen dies durch Schluß von n 
auf n + 1. Für n · 1 ist die Behauptung trivial. Wir wählen nun die 
Basis m so, daß a1 die Komponenten (1, 0, 0, ... , 0) bekommt. Dies 
ist möglich, weil .\) transitiv ist. Alsdann ersetzen wir die Vektoren a; 
durch a1 = a1 , ii; = a; - a1 .?.; (i =F 1) derart, daß 

wird. Die von O;, (i = 1, 2, ... , n) linear abhängigen Vektoren 

sind auch von a;, (i = 1, 2, ... , n) linear abhängig. Die Vektoren 
iii, (i = 2, ... , n) sind aber linear unabhängig und also n - 1linear 
unabhängige Vektoren der (n - 1)-dimensionalen linearen Mannigfaltig­
keit x2, . . , x,.. Durch geeignete Wahl von x2 , ••• , x,. lassen sich also 
beliebige Werte x:, ... , x! und durch Wahl von x1 alsdann noch be­
liebige Werte x~ erzielen. 

Aus Satz 1 folgt: 
Die Transformation 

xt =..2r:x.tkxk 
" ist dann und nur dann eineindeutig, wenn die Vektoren 

linear unabhängig sind. 
Sind av a2 , ••• , a,. linear unabhängige Vektoren, so lassen sie 

sich durch eine Transformation (H) in die Vektoren (1, 0, ... , 0), 
(0, 1, 0, ... , 0), ... , (0, 0, ... , 0, 1) überführen. Sind a1 , a2 , ... , a,. 
n linear unabhängige Vektoren und ist a,.+I irgend ein weiterer Vektor, 
so ist er von av a2, ... , a,. linear abhängig; denn wir können a1, a2, 
... , a,. als Bezugsmenge m nehmen. Ferner gilt: 

Satz 2: Sind at = ]; (m, a,.+I), (i = 1, 2, ... , n) die Komponenten 
von a,. +1 bezüglich m = m ( al' a2' ... ' a,.)' so ist 
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Satz 3: Sind av ... , an, an +1 und ii1 , ii2, •... , an, an +1 zwei 5 y­
steme von n + l Vektoren, von denen die ersten n je linear unabhängig 
voneinander sind , 

an+l = ,2a; a;' iin+l = ,2ai a; (i = l, 2, .. . n), 
i i 

so lassen sich die Vektoren ay in die ay dann und nur dann überführen, 
wenn 

ist. 
Satz 3 folgt aus Satz 2. Satz 2 ergibt sich aber aus 3, 2, (1). 

5. Lineare Mannigfaltigkeiten. 

Wir müssen jetzt noch überlegen, wann sich Vektoren, unter denen 
keine n linear unabhängigen vorkommen, ineinander überführen lassen. 
Hierüber geben die in Kapitel l entwickelten allgemeinen Methoden 
keinen Aufschluß. Wir wollen vor allem zeigen, daß Mengen von je r 
linear unabhängigen Vektoren sich ineinander überführen lassen (r<n), 
weil sich eine solche Menge ID'lr stets zu einer Menge jß von n linear 
unabhängigen Vektoren ergänzen läßt. Wir beweisen zunächst 

Satz 1 : a 1 , a2 , •.. , a, seien r linear unabhängige Vektoren und 
o1 , 02, ... , b, linear unabhängige Vektoren, die von a1 , a2, • •• , Ur linear 
abhängen; alsdann sind alle Vektoren, die von a1 , a2 , ... , a, linear 
abhängig sind, auch von o1 , o2 , .... b,. linear abhängig. 

Sei 
b,=,2akocki (i= l,2, ... ,r). 

k 

Die von den O; linear abhängigen Vektoren lassen sich also aus den ak 
kombinieren: 

wo 
(1) 

Es ist zu zeigen, daß die A.~ alle Werte-r-Tupel annehmen können. 
Nun sind aber ( oc1 ;, oc2 ;, ... , oc, ;) , ( i = 1. 2, ... , r), r linear unabhängige 
Werte-r-Tupel. Denn wäre für alle k 

,2rxk;f.l; = 0 
i 

und nicht alle f.l; = 0, so wäre 

,2b;f.l; = 0 
i 

und die Vektoren b; also entgegen der Voraussetzung linear abhängig. 
Daher sind aber die Gleichungen (1) nach 3, 4 Satz 1 eindeutig auflösbar, 
und damit ist das Behauptete bewiesen. 

4* 
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Aus Satz 1 folgt sofort, daß unter den von a1 , a2 , ... , a,. linear ab­
hängigen Vektoren nicht r + 1 linear unabhängige 61 , 62 , ... , 6,.,6,.+1 
existieren können. Denn 61 , 62 , ..• , 6 .. sind alsdann ebenfalls linear 
unabhängig voneinander, und es lassen sich also alle von a1 , a2 , ... , a,. 
linear abhängigen Vektoren auch durch 61 , 62 , ... , 6,. linear kom­
binieren, also ist auch 6r+l von 61 , 62 , ... , 6 .. linear abhängig. 

Andererseits kann es aber auch nicht r - k < r linear unabhängige 
Vektoren 61 , 62 , ... , 6r-k geben, aus denen sich alle von a1 , a2 , •.. , a .. 
linear abhängigen Vektoren linear kombinieren ließen; denn alsdann 
würde folgen, daß ar-k+ 1 von a1 , ... , ar-k linear abhängig wäre. 

Sind nun a1 , a2 , ... , a.. linear unabhängig und ist r < n, so gibt 
es einen von a1 , a2, ... , a .. linear unabhängigen Vektor a .. +1 . Denn 
wenn alle Vektoren von a1 , a2, •.. , a .. linear abhängig wären, so müßten 
je r + 1 Vektoren linear abhängig sein. Mithin lassen sich a1, a2 , ... , a,. 
zu einer Bezugsmenge ergänzen. Folglich gilt: 

Satz 2: Mengen von je r linear unabhängigen Vektoren lassen sich 
durch die Transformation (H) ineinander überführen. 

Die allgemeinste Frage ist durch folgenden Satz beantwortet: 
Satz 3: Seien a1 , a2 , ... , a .. und ii1 , ii2, .... a,. je r linear unabhän­

gige Vektoren, und ist 

so lassen sich 

im .. +I (a1 , a2 , ... , a,., a,.+l) und im,. +I (ii1 , ... , ii,., a .. +1) 

ineinander überführen oder nicht, je nachdem 

ist oder nicht. 
Die ai mögen die Komponenten von a,.+l bezüglich im,. (a1 , a2 , ... , a .. ) 

heißen. Ergänzen wir nämlich zu 58 (av ... , a,., a,.+l, ... , an), so sind 
die ai Kompom~nten von ar+ 1 bezüglich 58 (av ... , an)· 

Ist ii = aa, so heißen die Vektoren a und ii parallel und a das Ver­
hältnis der Vektoren a und ii, in Zeichen v (a, ii) = a. 

In jeder linearen Mannigfaltigkeit gibt es eine Basis von r linear 
unabhängigen Vektoren a1 , a2, ... , a,., welche die lineare Mannigfaltig­
keit aufspannen (r < n). Diese Anzahl r ist eindeutig bestimmt und 
invariant gegenüber den Transformationen (H). Sie heißt die Dimen­
sion der linearen Mannigfaltigkeit. Die Gesamtheit der Vektoren a 
bildet eine n-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit. 

Zwei lineare Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension r heißen 
linear aufeinander abgebildet, wenn man in beiden Mannigfaltigkeiten 
irgend eine Basis wählt und die Vektoren mit gleichen Komponenten 
einander zuordnet. 

Wird eine lineare Mannigfaltigkeit .}; aiÄi auf sich selbst linear ab-
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gebildet und entspricht dem r-Tupel A1 , A2 , • .. , Ar das r-Tupel A;, 
A;, ... , A;, so ist bei geeignetem OC; k 

r 
At= ..2 rt.;kAk 

k=l 
(i = 1, 2, ... , r). 

Geht bei einer Transformation (H) eine lineare Mannigfaltigkeit L in 
L' über, so wird dadurch L auf L' linear abgebildet. 

6. Allgemeine homogene lineare Transformationen. 

Sehr ähnlich der linearen Gruppe .\) ist die Gruppe .\)' der einein­
deutigen Transformationen 

(H') (i= 1_,2, ... ,n). 

Sie mögen allgemeine homogene lineare Abbildungen heißen. 
Hier läßt sich allerdings genau genommen unter Zugrundelegung 

der Schiefkörperaxiome eine Bezugsfigur allgemein nicht erklären (in 
bestimmt gegebenen speziellen Fällen kann man auch hier Bezugsfiguren 
angeben1), aber trotzdem läßt sich die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Kongruenz von Mengen im angeben. 

Die Transformationen, welche (1, 0, ... , 0), (0, 1, 0, ... , 0), ... , 
(0, 0, ... , 0, 1) in sich überführen, sind 

x; = rt.- 1 X; 11.. 

Diese Punkte bilden also nur eine Bezugsfigur, wenn das zugehörige 
Zahlensystem ein Körper ist. Man sieht aber, daß zwei Mengen 
im(~o.a) und im (~o. a) dann und nur dann kongruent sind, wenn für 
die Komponenten a; von a und a; von a die Relation 

(1) ~ a; ~- 1 = Ii; 
gleichzeitig für alle i erfüllt werden kann. 

Die Addition ist eine auch gegenüber .\)' invariante Operation, die 
Multiplikation mit Faktor dagegen nicht, wohl aber ist die lineare Ab­
hängigkeit und also insbesondere auch der Parallelismus von Vektoren 
invariant. Genauer gilt: Ist 

r 

a = ..J)a;a; 
i=l 

und gehen bei (H') a, a; in Ci, Ci; über, so ist 
r a = ..2 a; 11.-l a; 11.. 

i=l 

Die dadurch vermittelte Abbildung der von a1 , a2 , • .. '·Ur aufgespannten 
auf die von a1 , a2 , ... , ii, aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit 

1 Wird z. B. das System der Quaternionen aus 2,6 zugrunde gelegt, so bilden 
(1, 0), (0, 1), (e1 , e2) für n = 2 eine Bezugsmenge. 
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heiße eine allgemeine homogene affine oder lineare Abbildung. Eine homo­
gene lineare Abbildung einer linearen Mannigfaltigkeit 

auf sich selbst wird durch 

vermittelt. 

r 

;.,: = .2 rxi k Ak rx 
k=l 

(i= l,2, ... ,r) 

Die allgemeine Kongruenzbedingung lautet: Sind Uv u2, ... , Ur 

sowie ul, U2, ... , ar je r linear unabhängige Vektoren und Ur+l• ... , 

UrH• ar+l' ... ' OrH je l von ihnen bzw. linear abhängige Vektoren 
und ist 

r 

Ur+i = .J;ukaik• 
k=l 

so sind die Mengen 

r 
a,+i = .2 äk aik 

k=l 
(i = l '2' ... ' l) ' 

9Jl: = 9Jl: (u1, u2, ... , u,+z) und 9Jl: = 9Jl: (al,a2, ... , iir+z) 

dann und nur dann kongruent, wenn es eine Zahl ~ gibt, so daß 

(2) ( i = l, 2 , ... , r; k = l, 2 , . . . , l) . 

7. Geometrische Formulierung der Kongruenzbedingung. 

So ähnlich die eben abgeleitete Kongruenzbedingung zu der ent­
sprechenden bei der Gruppe ~ auch unter algebraischem Gesichts­
punkte ist, so verschieden ist sie geometrisch gesehen von jener: die 
Zahlen aik haben nämlich vorderhand keine geometrische Bedeutung, 
was die ai in 3, 5 Satz 3 hatten, die Bedingung (2) in 3, 6 ist eine rein 
algebraische, und schließlich ist die Kongruenz der Mengen 

nicht auf die Kongruenz der Teilmengen 

Wl:(ul, .. . ,Ur, Ur+i) = Wl:; (i = l, 2, ... 'l) 

zurückführbar. Der Grund für diese Verschiedenheit ist, daß ~' keine 
Bezugsmengen besitzt. 

Wir haben also die Aufgabe, die Kongruenzbedingung vom geo­
metrischen Standpunkt aus zu diskutieren. Dies geschieht durch die 
folgenden Sätze : 

Satz 1: Sind u1, u2, ... , Ur linear unabhängige Vektoren, ist u, +1 

ein von ihnen linear abhängiger Vektor und ist 
r 

u, + 1 = .2 ui ai ' r + 1 ' 
i=l 
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so sind die Vektoren U;, r+1 = U;a;, r + 1 invariant mit u 1 , ... , Ur +1 ver­
knüpft. 

Die U;, r+1 sind nämlich durch ihre beiden Eigenschaften 

U;, r+ 1 ist parallel zu U; 

und 
r 

.J;u;, r+1 = Ur+1 
i=l 

eindeutig bestimmt, und diese Eigenschaften sind invariant. Wir nennen 
die U;, r+l die Komponenten von Ur+1 bezüglich U1, U2, ... 'Ur· 

Satz 2: Seien u1 und u2 bzw. a1 und a2 je zwei parallele Vektoren; ist dann 

so sind die Vektoren u1 - o1 und u2 - o2 parallel. Das Umgekehrte gilt 
auch, wenn nur u1 und a1 nicht parallel sind. 

Wir definieren: Sind u1 und u2 , a1 und o2 parallele Vektoren, so 
besteht die Proportion 

(I) 

wenn u2 = u1 a und a2 = a1 a mit demselben a ist. 
Satz 3: Die Proportionalität ist invariant. Ist u1 , u2 und a1 gegeben, 

so ist a2 durch die Proportion (I) bestimmt. 
Sind U;, ii; (i = I, 2, ... , n) je n parallele Vektoren und 

(i = I, 2 ... , n) , 
so ist 

ilJ(; (ul' u2, ... ' u .. ) == ilJ(; (iil. a2, ... ' an). 

Das Umgekehrte gilt jedoch nicht. 
Nun können wir die Kongruenz allgemeiner Mengen auf solche, die 

nur parallele Vektoren enthalten, zurückführen. 
Satz 4: Sind Ut, u2, ... , Ur bzw. äl, 02, ... , a .. je r linear unabhän-

gige Vektoren und ar+l• ... , Ur+!; är+ 1 , .•• , är+l je l von ihnen bzw. 
abhängige Vektoren; sind ak, r+;; a", r +; ihre Komponenten bezüglich U;, 

bzw. a;(i = l, 2, ... , r), 

sind schließlich o1 , o1 zwei beliebige Vektoren und die weiteren Vektoren - -
ok,r+i• ok,r+i bzw. zu 01 ,o1 parallel und durch die Proportionen 

bestimmt, so ist 
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dann und nur dann, wenn 

ID1 (bl' bl, r+l' · · ·' b,, r+ 1) = ID1 (bl, 01, r+l• · • • 'br, r+ 1) 
ist. 

8. Affine Geometrie. 

Die Gruppe m: eineindeutiger Transformationen 

(A) x: = .l)r:x.;kXkiX +IX; (i = :t.,2, ... ,n) 

nennen wir allgemeine lineare Transformationen oder allgemeine Affi­
nitäten. Die Transformationen 

xi = xi + rxi (i = I, 2, ... , n) 
mögen Translationen heißen. In Aussagen über Zahlen-n-Tupel, die in­
variant gegenüber den Transformationen (A) sind, sagen wir statt 
Zahlen-n-Tupel "Punkt". 

Geordnete Mengen ID1 aus zwei Punkten nennen wir gerichtete 
Strecken. 

Zwei gerichtete Strecken heißen vektorgleich, wenn die Translation, 
welche den Anfangspunkt der ersten Strecke in den Endpunkt der­
selben überführt, dasselbe auch für die zweite Strecke leistet; ist 

ID1 = ID1(al, a2, ... ' an; bl, b2, ... 'bn)' 

ID1* = ID1 (ar' a; ' ... ' a: ; br' b:' . .. ' b:) ' 
so ist die Bedingung für Vektorgleichheit 

b; - ai = bt- ai . 
Diese Beziehung ist transitiv und symmetrisch, und die Schar zuein­
ander vektorgleicher Strecken heiße Vektor. Einen Vektor a von einem 
Punkte aus abtragen, heißt zu einem Zahlen-n-Tupel a1 , a 2 , .•. , an 
ein solches bv b2 , ... , bn angeben, daß das n-Tupel b; - a; zu a 
gehört. 

Die Kongruenzbedingung für irgend zwei Mengen ID1 und ID1* läßt 
sich nun sofort auf eine Kongruenzbedingung für Vektoren zurück­
führen. Besteht [ID1] aus den Vektoren, die von dem ersten Punkte 
aus ID1 als Anfangspunkt und den übrigen Punkten aus ID1 bzw. als 
Endpunkte gebildet werden, so ist 

m = ID1* 

bezüglich (A) dann und nur dann, wenn 

[ID1] = [ID1*] 
bezüglich (H'). 

Sind die zwei Strecken entsprechenden Vektoren linear abhängig, 
so heißen die Strecken parallel. 

Die Punkte, die man erhält, indem man von einem festen Punkt 
die Vektoren einer linearen Vektormannigfaltigkeit von r Dimensionen 
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abträgt, heißen r-dimensionaler affiner Raum. Lineare Räume, die man 
durch Abtragen derselben linearen Vektormannigfaltigkeiten erhält, 
heißen "parallel". 

Zwei Räume heißen affin aufeinander abgebildet, wenn irgend 
ein Punkt des einen irgend einem Punkte des andern zugeordnet ist 
und die Vektoren des Raumes durch Affinitäten aufeinander bezogen 
sind. 

Jede affine Beziehung eines r-dimensionalen linearen Raumes auf 
sich läßt sich durch eine Transformation der Gestalt (A) für Zahlen­
r-Tupel ausdrücken. 

Aus dem Parallelismus von Strecken läßt sich die Vektorgleichheit 
von Strecken rückwärts so erklären: Zwei Strecken auf verschiedenen 
eindimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten 9R (a1 , ... , an; b1, ... , bn), 

- -m (al' ... ' an; bl' ... ' bn) heißen vektorgleich, wenn sie parallel sind 
und 

- -
9R(a1, .. . , an; al, .. . , an) parallel zu 9R(b1, .. . , bn; bl, ... , bn) 

ist. 
Es muß danach nämlich Zahlen .A., e =f 0 geben, so daß 

ii; - b; = (a; - b;) .A., 

a; - a; = (b; - b;) (! 
(i = I, 2, ... , n) 

ist. Durch Elimination von ii; folgt 

b; + (a; - b;) .A. = a; + (b; - b;) e 
also, da diese Gleichung für .A. = I und e = l sicher richtig ist, d. h. 

- -
b; + (a; - b;) = a; + (b;- b;) (i = l, 2, ... , n) 

ist, folgt (a;- b;) (A. - l) = (b; - b;) (e - l), (i = l, 2, ... , n) 

also .A. = e = l, weil die Strecken 9R (a1 , ... , an; b1, ... , bn) und 
- ·-

9R (b1, ... , bn; b1 , ... , bn) nicht parallel sind. 

9. Affine Abbildungen und Projektionen. 

Die affinen Abbildungen lassen sich durch aufeinanderfolgende Pro­
jektionen herstellen. Das möge für die affinen Abbildungen eindimen­
sionaler linearer Räume, welche in einem zweidimensionalen linearen 
Raum liegen, näher ausgeführt werden. Die ersteren nennen wir Ge­
raden, die letzteren Ebenen. 

Die Punkte der Ebene lassen sich auf Zahlenpaare x1 , x 2 abbilden. 
Die Punkte 

(l) 

erfüllen eine Gerade, wenn a;, b; fest sind und .A. alle Zahlen durchläuft, 
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und jede Gerade läßt sich so darstellen. Die Gerade (a1 + b1 A., a2 + b2 A.) 

ist der Geraden (a1 + b1 A., a2 + b2 A.) parallel, wenn es ein o 9= 0 gibt. 
so daß 

bi b = bi. 

Die Geraden A., 0 und 0, A. heißen die x1- und die x2-Achse des affinen 
Koordinatensystemes 0, 0; I, 0; 0, I. 

Durch die Zuordnung 

(2) A.* = r1.A.ß + y 
wird eine Gerade (I) affin auf sich abgebildet. 

Diese Zuordnung wollen wir also durch aufeinanderfolgende Pro­
jektionen darstellen. Wir erklären: 

I. Zwei verschiedene Gerade heißen parallel perspektiv aufeinander 
bezogen, wenn die Strecken aus zugeordneten Punkten parallel sind. 

2. Zwei parallele Gerade heißen Zentralperspektiv aufeinander be­
zogen, wenn die Geraden durch zugeordnete Punkte sich in einem 
Punkte, dem perspektivischen Zentrum, schneiden. 

Diese Zuordnungen sind spezielle affine Zuordnungen. Sind nämlich 
die Geraden, die parallelperspektiv bezogen sind, parallel, so können wir 
das Koordinatensystem so wählen, daß die beiden Geraden die Darstel­
lung A., 0; A., a erhalten. Der Punkt A., 0 entspreche dem Punkt A. *, a. 
Die Vektoren A.* - A., a müssen alsdann alle parallel sein, und da ihre 
zweiten Komponenten gleich sind, müssen sie alle gleich sein, also muß 

(3) A.* = A. + Ao 
sein (/.0 konstant). 

Umgekehrt vermittelt jede Zuordnung (3) eine parallelperspektive 
zwischen den Geraden A., 0; A., a . 

Sind die Geraden, die parallelperspektiv aufeinander bezogen sind, 
nicht parallel, so können wir das affine Koordinatensystem so wählen, 
daß die eine Gerade die x1-Achse, die andere die x2-Achse wird. Es 
entspreche dem Punkt 

A., 0 der Punkt O,A.*. 

Die durch zugeordnete Punkte bestimmten Vektoren sind 

- A., A.*' 
und damit sie parallel sind, muß 

- A., A.* = - A.oe, A.t e. 
also 

(4) 

sein. 
Umgekehrt vermittelt jede Abbildung (4) eine parallelperspektive 

Zuordnung zwischen den Geraden A., 0 und 0, A.. Daraus folgt 
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Satz 1: Wird eine Gerade g1 auf eine andere Gerade g2 durch Parallel­
perspektive bezogen und diese Gerade g2 wieder durch Parallelperspektive 
auf g1 , so ist die dadurch bewirkte Abbildung von g1 auf sich selbst ent­
weder durch .?.* = A + a oder durch ).* = rt.A darstellbar, je nachdem 
g1 zu g2 parallel ist oder nicht, 

Satz 2: Sind g1 , g2 , ... , gn = g verschiedene Gerade und ist gi auf 
g; +1 durch Parallelperspektive bezogen, so ist die dadurch zwischen g1 und 
gn vermittelte Zuordnung durch A* = a.Ä. + ß darstellbar und umgekehrt. 
Dies gilt auch, wenn g1 und g,. miteinander identisch sind. 

Wir wenden uns nun der Zentralperspektive zu. 
Die beiden durch Zentralperspektive aufeinander bezogenen paral­

lelen Geraden seien A, a; A.*, b und 0, 0 das perspektive Zentrum. Da­
mit die durch zugeordnete Punkte bestimmten Geraden durch 0, 0 
gehen, muß in 

.Ä. + ().* - .Ä.) e. a-+- (b- a) e, 
e so bestimmt werden können, daß beide Koordinaten gleich Null 
werden. Es muß also 

}. -~ (}.* - A) (a- b)- 1 a = 0 
oder 

.Ä.* = Ä (a-1 (b- a) + I) =). a-1 b 
sem. 

Hieraus und aus Satz 2 folgt aber sofort 
Satz 3: Durch Parallelperspektive und Zentralperspektive Zuordnungen 

lassen sich alle affinen Beziehungen (2) zwischen den Punkten verschiede­
ner oder derselben Geraden erzeugen. 

Wir kommen in 7, 3 und 7, 7 auf die perspektivenBeziehungenvon 
Geraden noch einmal zurück. 

IO. Projektive Transformationen. 

Die allgemeinen linearen Transformationen haben Bedeutung wegen 
ihres Zusammenhanges mit den projektiven. Die Projektivitäten lassen 
sich aus einem Schiefkörper folgendermaßen erklären. Es seien 

k 

(I) ~: = 2)rx;k~k (i = 0 ,I, ... , n) 

eineindeutige Transformationen der g0 , g1 , ••• , gn· Unter einem Punkt 
verstehen wir die Klasse der Zahlen 

(2) (~ =l= 0) 

und unter projektiven Eigenschaften solche Eigenschaften der Systeme 
(2), welche unabhängig von der Wahl von g sind und bei den Trans­
formationen (I) erhalten bleiben. Die in den Punkten durch (I) be­
wirkten eineindeutigen Transformationen heißen projektive. 
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Man bestätigt nun, daß die projektiven Transformationen, welche 
die Punkte mit ~0 = 0 wieder in solche überführen, gerade durch die 
Transformationen 

(3) ~; = IXoo ~o, (1Xoo + 0; i = l, 2, ... , n) 

aus der Schar (1} bewirkt werden. Nun fassen wir die Punkte mit ~0 + 0 
ins Auge und führen für dieselben neue Koordinaten ein, indem wir 

X;= ~i~Öl 

setzen. Alsdann gehen aus den Gleichungen (3) die neuen Gleichungen 

x: = IX;oiXÖÖ + _l;IX;kXkiXÖÖ 
k 

hervor, und dies sind allgemeine lineare Transformationen. 
Der weitere Ausbau der projektiven Geometrie, für den der eben 

besprochene Sachverhalt wesentlich ist, bietet keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten. Die projektiven Abbildungen von Geraden werden in 
7, 7 behandelt. 

Daß man auch aus einseitig distributiven Zahlsystemen Geometrien 
erklären kann, die mit der affinen viel Ähnlichkeit haben, sei an dieser 
Stelle nur erwähnt. Wir werden dieselben in Kapitel 6 entwickeln, weil 
sie unter den dort maßgebenden Gesichtspunkten mehr Interesse bieten 
als hier. 

ll. Kennzeichnung der Transformationen. 

Eineindeutige Transformationen ~' = F(~), welche die Vektoren 
so auf sich abbilden, daß aus 

_l;X;A; = 0 stets .2~~A; = 0 
i 

folgt, gehören nach 3, 2 und 3, 3 der Schar (H) an. Diese Schar ist also 
als Gruppe der Automorphismen der Vektoren mit den beiden Ver­
knüpfungen der Addition und der Multiplikation mit Faktor gekenn­
zeichnet. 

Schwieriger ist die Kennzeichnung der allgemeinen homogenen oder 
inhomogenen Affinitäten und der Projektivitäten durchzuführen. Man 
hätte hier vor allem die Frage zu entscheiden, welche Transformationen 
Vektoren so auf sich abbilden, daß jede lineare Abhängigkeit erhalten 
bleibt, aber nicht notwendig die Koeffizienten A; selbst. Solche Abbildun­
gen heißen Kollineationen. Es ist eine der Hauptaufgaben von Teil II, 
dieselben zu bestimmen. 



Teil II. 

Axiomatischer Aufbau der Geometrie. 
Einleitung. 

1. Grundsätze. 

Wir haben im Teil I die analytische affine und projektive Geometrie 
aus der Algebra erklärt und entwickelt, und wir haben für die algebrai­
schen Sachverhalte, die wir zur analytischen Geometrie rechneten, eine 
geometrische Sprechweise eingeführt. Der Aussage der affinen Geometrie 
der Ebene, "zwei Punkte bestimmen eine Gerade", entsprath z. B. der 
Sachverhalt, daß zwei verschiedene Zahlenpaare eine Schar linear ab­
hängiger Zahlenpaare bestimmen und daß die lineare Abhängigkeit von 
Zahlenpaaren invariant gegenüber den affinen Transformationen ist. 
Wenn wir also jetzt beantworten sollten, was affine Geometrie der Ebene 
ist, so könnten wir etwa sagen, die Beschreibung der Eigenschaften von 
Zahlenpaaren, die invariant gegenüber affinen Transformationen sind. 
Doch es ist klar, daß wir damit wohl einen bestimmten Teil der Algebra 
umreißen, daß wir aber damit nicht einen Einblick in die Sätze selbst 
gewinnen, die wir unter dem Namen "affine Geometrie" zusammenfassen 
möchten, nämlich in die geometrische Formulierung jener algebraischen 
Sachverhalte und die logischen Zusammenhänge zwischen diesen Sätzen. 

In etwas anderen Worten: die Konstruktion der analytischen affinen 
Geometrie aus der Algebra ist zwar durchsichtig, und ihre Grundlage, 
die in angegebenen Gesetzen der Addition und Multiplikation besteht, 
ist zuverlässig. Aber trotzdem liefert sie uns nicht, was wir als Geometer 
suchen müssen: eine autonome Begründung der affinen Geometrie. 
Ob und wie das möglich ist, läßt sich vorderhand nur vermuten. Indem 
wir aber an die Begründung der Geometrie durch EUKLID als Vorbild 
denken, werden wir nach Grundsätzen oder Axiomen der affinen Geo­
metrie, oder geuauer nach einem System von Axiomen der affinen Geo­
metrie fragen. Was sind Grundsätze? Jedenfalls müssen es richtige 
Sätze sein, die Sätze müssen zur affinen Geometrie gehören -sie müssen 
also z. B. Punkte, nicht Zahlen betreffen- und ein System von Grund­
sätzen muß ein System von Sätzen sein, aus denen sich alle übrigen 
Sätze der affinen Geometrie d11rch Definitionen und logische Schlüsse 
ableiten lassen. Systeme von Axiomen der affinen und projektiven Geo-
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metrie zu suchen und einen unmittelbaren Einblick in die logische 
Struktur dieser Geometrien zu gewinnen, ist das Ziel des zweiten 
Teiles. Wir werden uns dabei im wesentlichen auf die Geometrie der 
Ebene beschränken können. 

2. Vollständigkeit. 

Die wichtigste Arbeit, die bei der Diskussion eines Systems von Grund­
sätzen zu leisten ist, ist der Nachweis der Vollständigkeit des Systems, 
die Tatsache also, daß sich aus dem System alle Sätze der Disziplin 
ableiten lassen. Nun ist aber die Aussage, "ein Axiomensystem ist voll­
ständig", offenbar eine Aussage über Sätze und Gesamtheiten von 
Sätzen, und es wäre viel eher eine Aufgabe der Logik als der Mathe­
matik, diesen Nachweis zu führen. Denn die Sätze der Mathematik be­
ziehen sich etwa auf Zahlen oder Punkte, also mathematische Gegen­
stände, und Aussagen über Sätze der Mathematik gehören in die Mathe· 
matik selbst nicht hinein. Wir hoben überdies schon in I. 2 hervor, daß 
die Wendung "alle Sätze" der euklidischen Geometrie z. B. unpräzise 
ist, und somit hat auch der Begriff "Vollständigkeit eines Axiomen­
systems" keinen genauen Sinn. 

Aber dieser Sinn läßt sich präzisieren, und zwar so, daß der Nachweis 
der Vollständigkeit zu einer rein mathematischen Angelegenheit wird. 

Ein System 6 von Grundsätzen der affinen Geometrie der Ebene 
heißt vollständig, wenn sich aus 6 folgern läßt, daß sich diese Geo­
metrie auch analytisch-algebraisch wie in Kapitel 3 erklären ließe, d. h. 

l. jedem Punkte läßt sich eineindeutig ein Paar von Zahlen aus 
einem Körper oder Schiefkörper K zuordnen, 

2. jeder Satz des Systems 6läßt sich in eine bestimmte algebraische 
Aussage über Zahlenpaare übersetzen, 

3. diese Aussagen über Zahlenpaare sind invariant gegenüber 
affinen Transformationen. 

Es bedarf wohl kaum der Erläuterung, daß diese Präzision der Voll­
ständigkeit im Sinne des damit ursprünglich Gemeinten ist. 

Es ist nun klar, wie der Nachweis der Vollständigkeit verlaufen 
muß: wir müssen aus den Grundbegriffen der Geometrie Zahlen kon­
struieren, und für diese Zahlen die Rechengesetze der Addition und 
Multiplikation nachweisen. 

3. Auswahl der Axiome. 

Sehen wir uns nach Grundbegriffen um, die zur Bildung von Grund­
sätzen der affinen Geometrie geeignet sind. Die Aussagen der Geometrie 
beziehen sich letzten Endes, wie schon gesagt, auf Punkte, und die 
einfachste Beziehung zwischen Punkten ist die lineare Abhängigkeit, 
das Liegen auf derselben Geraden. Wir betrachten statt dessen jetzt 
lieber die Geraden als eine zweite Klasse von Gegenständen und nehmen 
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als Grundrelation zwischen Punkten und Geraden das Inzidieren. Für 
"ein Punkt inzidiert mit einer Geraden" sagen wir auch "ein Punkt 
liegt auf einer Geraden" oder "eine Gerade geht durch einen Punkt". 
Außerdem ist die Relation der "Richtungsgleichheit" von Strecken­
oder geordneten Punktepaaren nötig, um die Anordnung der Punkte 
zu beschreiben. 

Auf diese beiden Gegenstandsklassen und diese beiden Relationen 
lassen sich alle Begriffe der affinen Geometrie zurückführen. 

Trotzdem führen wir, wenigstens vorläufig, noch eine Relation 
zwischen Geraden, das "Parallelsein", ein. Sobald bewiesen ist, daß 
zwei Gerade, die nicht parallel sind, einen Punkt bestimmen, kann 
man "parallel" durch "punktfremd" oder "nicht mit demselben Punkt 
inzidieren" ersetzen. Durch eine axiomatische Forderung wollen wir 
diesen Zusammenhang jedoch, zunächst wenigstens, nicht festlegen. 

Die Aufgabe des zweiten Teils ist danach: die Begriffe Punkt, 
Gerade, inzidieren, richtungsgleich, parallel zu definieren und sodann 
aus diesen Definitionen heraus einen Körper zu konstruieren, der 
für die Geometrie die in II, 2 angegebene Bedeutung hat. Vor allem 
geht es dabei um die Einsicht, wie sich Zahlen aus der Geometrie 
erklären lassen. Das wird nun am klarsten bei Betrachtung der 
"Gewebe" aus drei bzw. vier Geradenbüscheln, denen unsere axio· 
matische Untersuchung daher zuerst gilt. 

Wir fordern zunächst also nicht, daß je zwei Punkte eine Gerade 
bestimmen; wir fordern vielmehr nur die Existenz von 3 Scharen 
paralleler Geraden und später noch die Existenz eines eigentlichen 
Geradenbüschels. Der Grund für dieses Vorgehen ist, daß wir so 
Schritt für Schritt jedes Rechengesetz der Zahlen aus geometrischen 
Eigenschaften von Punkten und Geraden der Gewebe herleiten können, 
nämlich die notwendigen und hinreichenden Eigenschaften dafür, daß 

I. die Zahlen bezügl. der Addition eine Gruppe bilden, 
2. die Zahlen bezügl. der Multiplikation eine Gruppe bilden, 
3. das erste distributive Gesetz erfüllt ist, 
4. das zweite distributive Gesetz erfüllt ist, 
5. die Multiplikation kommutativ ist. 
Jeder dieser Tatsachen I bis 5 entspricht nämlich ein bestimmter 

Schließungssatz bzw. eine nicht triviale Figur aus Punkten und Geraden 
der Gewebe. Dieser schöne Zusammenhang zwischen Algebra und Geo­
metrie würde nicht so klar heraustreten, wenn wir gleich die Existenz 
aller Punkte und Geraden mit ihren Verknüpfungseigenschaften voraus­
setzten. Außerdem verlaufen die Beweise bei den engeren Voraus­
setzungen, die hier gemacht werden, beinahe zwangsläufig, und daher 
ist die Auswertung der Gewebe-Axiome besonders durchsichtig. 

Später wird ein möglichst einfaches System von Axiomen für die 
affine und die projektive Geometrie angegeben. 
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Kap i t e 1 4. 

Gewebe und Gruppen. 

Einleitung. 

Drei Scharen paralleler Geraden und die Punkte auf ihnen nennen 
wir ein "3-Gewebe", und stellen uns in diesem Kapitel die Aufgabe, 
Axiome für 3-Gewebe aufzustellen. Die Resultate sind abschließend 
und, auch an und für sich genommen, beachtenswert. Den Zusammen­
hang zwischen der algebraischen und der axiomatischen Methode in 
der Geometrie kann man kaum klarer übersehen als bei den 3-Geweben. 

Ähnlich wie aus jedem Schiefkörper eine affine Geometrie erklärt 
wurde, läßt sich aus jeder Gruppe ein 3-Gewebe definieren. Das Um­
gekehrte gilt, sobald im 3-Gewebe eine gewisse Figur aus Punkten und 
Geraden konstruiert werden kann. Die Brücke zwischen Gruppe und 
Gewebe bildet die Relation der Vektorgleichheit für Punktepaare. Die 
analytische Definition des 3-Gewebes ist übrigens so einfach, daß wir sie 
im ersten Teil übergehen konnten und auch hier sogleich mit ihrer axio­
matischen Erklärung beginnen. 

Für die affine und projektive Geometrie ergibt sich aus der Axiomatik 
des 3-Gewebes ein wiChtiges Resultat: es lassen sich alle Kollineationen 
der affinen und projektiven Ebene bestimmen. 

l. Die Inzidenzaxiome des 3-Gewebes. 

Ein 3-Gewebe aus Punkten und Geraden erklären wir durch die 
folgenden Festsetzungen 1 : 

I. 1. Eine Gerade inzidiert mit mindestens zwei verschiedenen Punkten. 
I. 2. Inzidiert die Gerade e1 mit zwei Punkten P 1 und P 2, und die 

Gerade e2 mit denselben Punkten P 1 und P 2, so ist (h mit e2 identisch. 
Folgerung: zwei verschiedene Gerade können also höchstens einen 

Punkt gemeinsam haben. 
I. 3. Ist e1 parallel zu e2, so ist auch e2 parallel zu e1. 

I. 4. Ist e1 parallel zu e2 und e2 parallel zu ea, so ist auch e1 parallel 
zu !?a· 

Aus I. 3 und I. 4 folgt, daß jede Gerade zu sich selbst parallel ist und 
daß die zu irgend einer Geraden e parallelen Geraden untereinander par­
allel sind. Wir wollen die Gesamtheit der zu e parallelen Geraden eine 
Schar paralleler Geraden nennen und mit @) (e) bezeichnen. Offenbar ist 
@) (e1) mit @) (e 2) identisch, wenn e1 parallel zu e2 ist und umgekehrt. 

I. 5. Durch jeden Punkt P gibt es zu einer Geraden e eine und nur eine 
Parallele. 

1 An Literatur sind für die folgenden Abschnitte eine Arbeit des Verf.: Math. Z. 
Bd. 29, 1928, und eine Arbeit von THOMSEN, Hamb. Abhdlg. Bd. 7, 1929 zu 
nennen. 
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Danach können wir von der Parallelen durch P zu (! sprechen. Da (! 
zu sich selbst parallel ist, ist die Parallele zu (! durch einen Punkt von e 
mit (! identisch. Zwei verschiedene parallele Gerade können also keinen 
Punkt gemeinsam haben. 

I. 6. Es gibt drei verschiedene Geraden ('J., ß, y mit einem gemeinsamen 

Schnittpunkt. Sind 7i., ß, y drei Gerade bzw. aus der Schar 6(('/.). 6(ß), 

6 (y), so haben ii und ß, ii und y, !f und y je einen Punkt gemein. 
I. 7. Jede Gerade ist entweder zu ('J. oder zu ß oder zu y parallel. 
Man erschließt sofort, daß durch jeden Punkt je eine Gerade der 

Scharen 6 ((X), 6 (ß), 6(y) hindurchgeht. Die Scharen 6 ((X), 6 (ß), 
6(y) bezeichnen wir mit~. jB, ~-Für Gerade der Scharen~. jB, ~ 
sagen wir kurz ~-Gerade, jB-Gerade, ~-Gerade. 

2. Definition der, Vektorgleichheit. 

Wir erklären nunmehr die Vektorgleichheit für geordnete Punkte­
paare oder Strecken P 1 P 2 , die einer Geraden der Schar ~ angehören­
~-Strecken mögen sie heißen -, so: 

D. l: Zwei Strecken P 1 P 2 und Q1 Q2 auf zwei verschiedenen Geraden der 
Schar~ heißen, falls P 1 , Q1 eine Gerade bestimmen (die also entweder der 
Schar j8 oder der Schar ~ angehört), vektorgleich, in Zeichen 

PtP2=Q1Q2, 

wenn P 2 , Q2 eine Gerade bestimmen, die derselben Schar angehört wie die 
Gerade P1Q1. 

D. 2: Zwei ~-Strecken P 1 P 2 und Q1Q2 heißen, falls Pv Q1 weder eine 
jB-Gerade noch eine ~-Gerade bestimmen, vektorgleich, wenn es eine Strecke 
R 1 R 2 gibt, welche nach der eben gegebenenDefinitionD. l sowohl zu P1 P 2 
als auch zu Q1Q2 vektorgleich ist. 

Die Vektorgleichheit ist symmetrisch und reflexiv, d. h. ist 

P 1 P 2= Q1 Q2, so ist auch Q1Q2= P1 P 2 

und 
PtP2= PtP2. 

Ist P 1 P 2=Q1Q2, so ist auch P 2P 1 =Q2Q1 . 

Von jedem Punkte Q1 aus läßt sich eine ~-Strecke konstruieren, die 
zu einer gegebenen ~-Strecke P 1 P 2 vektorgleich ist. Bestimmen nämlich 
P 1 und Q1 eine jB-Gerade bzw. eine ~-Gerade, so bringe man die 
jB- bzw. ~-Geraden durch P 2 mit der ~-Geraden durch Q1 in Q2 zum 
Schnitt. Alsdann ist Q1Q2 = P1 P 2 • 

Andernfalls zieht man durch P1 eine jB-Gerade und durch Q1 eine 
~-Gerade, die sich in R1 schneiden mögen, und bringt die ~-Gerade durch 
R1 und die jB-Gerade durch P 2 in R 2 und die 9{-Gerade durch Q1 mit der 
~-Geraden durch R 2 in Q2 zum Schnitt. Alsdann ist Q1Q2 = P 1 P 2. 

Reidemeister, Geometrie. 5 
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Dagegen ist nicht gesagt, daß sich von jedem Punkte aus eindeutig 
eine zu einer vorgegebenen Strecke gleiche konstruieren läßt. Bringt 
man nämlich die ~-Gerade durch P 1 mit der la-Geraden durch Q1 in 51 

und die \ll-Gerade durch 51 mit der ~-Geraden durch P 2 in 5 2 zum 
Schnitt und zieht nun die la-Gerade durch 5 2 , so ist keineswegs gesagt, 
daß dieselbe durch Q2 hindurchgeht. 

Ebensowenig ist die Vektorgleichheit nach unseren bisherigen Vor· 
aussetzungen im allgemeinen transitiv. Beides werden wir aber zeigen 
können, wenn wir das folgende Axiom hinzunehmen. 

3. Das erste Schließungsaxiom, :E.I. 

:E. 1: Bestimmen je 

P1, P2; QI, Q2; RvR2; 51, 52 

PI.' QI; P2, Q2; 52, R2; 51, R1 

51, P1; R1, Qt; R2, Q2 

so bestimmen auch 5 2 , P 2 eine ~-Gerade. 

4 \ll-Geraden und 

4 la-Geraden und 

3 ~-Geraden, 

Dieses Axiom kann so aufgefaßt werden, daß der Punkt 5 2 z. B. sich 
aus den übrigen Punkten auf zwei verschiedene Weisen konstruieren 

läßt und daß sich diese beiden Konstruktionen 
also in ein und demselben Punkt schließen. 
Man bezeichnet solche Sätze als Schließungs· 
sätze. Jedem Schließungssatze entspricht eine 
bestimmte Figur. Wir wollen auch die zugehörige 
Figur die Figur :E. 1 nennen. 

Fig. 1. I.J. 

Die Rolle der \ll- und la-Geraden in den Vor· 
aussetzungen dieses Satzes ist dieselbe. Der Satz 
bleibt aber auch richtig, wenn man an Stelle 

von \){-Geraden ~-Geraden schreibt und umgekehrt oder an Stelle von 
la-Geraden ~-Geraden schreibt und umgekehrt. 

Wir beweisen z. B. 

Bestimmen fe 

P 1 , P 2 ; Q1 , Q2 ; Rv R 2 ; 51 , 5 2 4 \ll-Geraden und 

P1 , Q1; P 2 ,Q2 ; 5 2 , R 2 ; 51 , R1 4 ~-Geraden und 

3 la-Geraden, 

so bestimmen auch 5 2 , P 2 eine la-Gerade. 
Zieht man nämlich durch 5 2 die la-Gerade, welche die \ll-Gerade 

durch P 1 in P; schneidet, so ist P; sicher von P 1 verschieden, weil sonst 
5 1 mit 5 2 zusammenfallen müßte. Ersetzt man nun P2 durch P;, so 
erfüllen die Punkte P 1 , P;, 51 , 5 2 , R1 , R 2 , Q 1 , Q2 die Voraussetzungen 
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des Axiomes 1:. 1: je 

P 1 , P;; S1 , 5 2 ; R1 , Ra; Q1 ,Q2 bestimmen 4 m:-Geraden, 
P 1 , S1 ; P;, S2 ; R1 , Q1 ; Ra, Q2 bestimmen 4 }8-Geraden, 

PI, Ql; Sa, R2; sl, Rl bestimmen 3 @:-Geraden. 
Folglich bestimmen Q2 , P; eine @:-Gerade. 

Nach Voraussetzung ist aber auch Q2 P 2 eine @:-Gerade. Da es aber 
nur eine ~-Gerade durch Q2 gibt, so ist die Gerade Q2P 2 identisch mit 
der Geraden Q2 P;, folglich ist P 2 identisch mit P;. 

Ist eine m:-Strecke, die zu einer vorgegebenen vektorgleich ist, ein­
deutig durch ihren Anfangspunkt bestimmt, so muß 1:.1 gelten. 
Ebenso folgt 1:.1 auch aus der Transitivität der in D.1, D. 2 erklärten 
Vektorgleichheit. Die Voraussetzungen von 1:.1 lassen sich nämlich 
mit dem Begriffe vektorgleich z. B. so aussprechen: P 1 P 2 ist vektorgleich 
zu R1 R 2 , R1 R 2 ist vektorgleich zu S1 S2 und S1 P 1 gehört der Schar~ 
an. Aus der Transitivität der Vektorgleichheit folgt alsdann, daß S1 S 2 

vektorgleich zu P 1 P 2 ist, und nach der Erklärung der Vektorgleichheit 
müssen also S2 , P 2 eine ~-Gerade bestimmen. Jetzt wollen wir das Um­
gekehrte folgern. 

4. Transitivität der Vektorgleichheit. Eindeutigkeit. 

Wir setzen dieFigur 1:.1 voraus und wollen zeigen, daß die Vektorgleich,­
heit transitiv ist. Wir haben beim Beweis drei Fälle zu unterscheiden: 

1. Es sei 

und 
P1 P 2 =Q1Q2 nach D. 1 

Q1Q2 = R1R2 nach D. 1. 

Dann können wieder zwei verschiedene Fälle auftreten. 
a) Entweder liegen P 1 , Q1 , R1 auf derselben Geraden aus }8 oder 

aus~; dann liegen auch P 2 , Q2 , R 2 auf einer und derselben Geraden, und 
diese Gerade gehört in dieselbe Schar wie P 1 Q1 R1 • Folglich ist 

P1 P 2= R1 R 2 nach D. 1, 

b) oder es liegen P 1 , Q1 , R1 nicht auf derselben Geraden; dann be­
stimmen P 1 , R1 gewiß keine }8- oder ~-Gerade, und es ist 

2. Es sei jetzt 

und 

P1P2 = R1R2 nach D. 2. 

P1P 2 = Q1Q2 nach D. I 

QtQ2 = R1 R2 nach D. 2. 

Es gibt dann eine Strecke 51 5 2 , so daß 

SI 52 = Q1Q2 nach D. I 
und 

5* 
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a) Entweder liegen nun P 1 , Q1 , 51 auf derselben Geraden; dann 
liegen auch P2 , Q2 , 5 2 auf derselben Geraden, und es ist deswegen 

P1P2 = 51 5 2 nach D. l 
und 

51 5 2 = R1 R2 nach D. l 

und daher, wie unter l. gezeigt, P1 P 2 = R1 R2 nach D. 2; 
b) oder P 1 , Q1 , 5 1 liegen nicht auf derselben Geraden. 
ba) Alsdann liegt entweder P1 , R1 auf einer m- oder <i-Geraden. 

P 1 , P 2 , Q1 , Q2 , 5 1 , 5 2 , R1 , R2 erfüllen dann die Voraussetzung der 
Figur I:. l und P 2 R2 muß eine Gerade derselben Schar wie P 1 R1 be­
stimmen. Es ist also 

P 1 P 2 = R1 R2 nach D. l. 

bb) oder P 1 , R1 liegen nicht auf einer m- oder <i-Geraden. Alsdann 

ziehe man durch R1 die Parallele zu Q1 51 und bringe sie mit P 1 Q1 in 51 
- -

zum Schnitt. Ferner bringe man die m:-Gerade durch 51 mit P2Q2 in 5 2 

zum Schnitt. Alsdann ist nach .E. l, angewendet auf die Punkte Q1 , 
- -

Q2 , 51 , 5 2 , R1 , R2 , 51, 5 2 ; 5 2 R2 parallel zu 51 R1 und daher wieder 

P 1 P 2 = 51 5 2 nach D. l 
und 

Folglich ist 

nach Beweis unter l b. 
3. Ist schließlich 

und 
Q1 Q2 = R1 R2 nach D. 2, 

so gibt es also eine Strecke 51 5 2 , so daß 

51 5 2 = P 1 P 2 nach D. l 
und 

51 5 2 = Q1 Q2 nach D. l, 

und es ist nach dem soeben Erörterten auch 51 5 2 = R1 R2 , und zwar 
entweder nach D. l oder nach D. 2. Alsdann folgt aber nach einem 
der schon erledigten Fälle l oder 2 ebenfalls weiter, daß 

P1P2 = R1R2 
ist. 

Die Eindeutigkeit einer zu P 1 P 2 vektorgleichen Strecke mit vorgegebenem 
Anfangspunkt Q1 folgt nunmehr sofort mittels der Eindeutigkeit der 
Parallelen zu einer Geraden durch einen Punkt. 
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Es seien nämlich Q1 Q2 und Q1 Q; zwei Strecken auf einer %(-Geraden, 
die beide vektorgleich sind zu einer vorgegebenen Strecke P1 P 2 und 
also auch zueinander. R1 sei ein Punkt, der mit Q1 eine >S-Gerade be­
stimmt. Bringt man die %i-Gerade durch R1 mit den >S-Geraden durch 
Q2 und Q; in R 2 und R; zum Schnitt, so müßte z. B. R1 R2 = Q1 Q2 und 
R1R 2 = Q1Q; sein und also die zwei Geraden R 2Q2 und R 2 Q; mit 
einem gemeinsamen Punkte R 2 zueinander parallel sein. Folglich sind 
diese Geraden und daher auch Q2 mit Q; identisch. 

5. Die drei Vektorgruppen. 

Die zu einer Strecke P1 P 2 vektorgleichen Strecken sind unterein­
ander vektorgleich. Wir fassen sie zu der Klasse m ( P 1 P 2) zusammen. 
Ist P1P 2 =Q1 Q2 , so ist die Klasse der zu P1P 2 vektorgleichen Strecken 
mit der Klasse der zu Q1 Q2 vektorgleichen Strecken identisch, in Zeichen 

und umgekehrt. Wir nennen diese Klassen "Vektoren". Unter Abtragen 
des Vektors m (P 1 P 2) vom Punkte Q1 aus verstehen wir die Konstruk­
tibn der StreckeQ1 Q2 = P1 P 2 . Die Tatsache, daß dadurch der Punkt Q2 

eindeutig bestimmt ist, sprechen wir so aus: Jeder Vektor läßt sich ein­
deutig von einem Punkte Q1 aus abtragen. 

Wir erklären jetzt eine Komposition für Vektoren und zeigen, daß die 
Vektoren aus %{-Strecken - %{-Vektoren mögen sie heißen und mit 
kleinen deutschen Buchstaben a bezeichnet werden - eine Gruppe 
bilden. 

Ist 

m(P1 P~)=at, 
so setzen wir 

at + a2 = as. 

Diese Erklärung ist widerspruchsfrei1 weil sie von der Wahl des Punktes 
P1 unabhängig ist. Ist nämlichQ1 ein beliebiger Punkt undQ1 Q2 = P1 P 2 , 

Q2Q3 = P2 P3 , so ist wegen der Transitivität des Parallelismus auch 
Q1Qs= P1Ps. 

Ist m (P1 P 2) = a, so setzen wir m (P2P1) = - a; m (P1 P 1) setzen 
wir gleich o ; dann folgt 

a + o = o + a = a, a + (- a) = o. 

Alsdann sind die Gruppenaxiome 1, 3 erfüllt. 
Es· ist nämlich 

weil aus 
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offenbar 

folgt. 
Die Verknüpfungsoperation ist außerdem stets eindeutig ausführbar 

und wir erhalten also: 
Die sn-Vektoren bilden eine Gruppe, wenn 

m (P1 P 2) + m (P2 P 3} = m (P1 P 3) 

gesetzt wird. 
Trägt man von jedem Punkte P eine Strecke, die zu einer vor­

gegebenen sn-Strecke vektorgleich ist, ab, so wird jedem Punkte Pein 
wohl bestimmter von ihm verschiedener Punkt P* zugeordnet; m (PP*) 
ist für alle P derselbe Vektor a. Jede sn-Gerade wird hierbei in sich 
abgebildet. Jede 18- oder <t-Gerade wird in eine zu ihr parallele über­
geführt. Wir wollen die so erklärte Punkttransformation deswegen eine 
Translation in Richtung sn um m (PP*) = a nennen. 

Vektorgleiche Strecken bleiben bei einer Translation vektorgleich. 
Dagegen ist P 1 P 2 keineswegs im allgemeinen gleich P: P:; vielmehr ist 

m (P* Q*) = m (P* P) +m (P Q) + m (Q Q*) = - a + m (P Q) + a! 

Wie wir eingangs gesehen haben, sind die Voraussetzungen über die 
Scharen sn, 18, (.t völlig symmetrisch. Wir können deswegen in dem­
selben 3-Gewebe auch Vektoren aus 18-Strecken und <t-Strecken ein­
führen und für dieselben eine analoge Kompositionsvorschrift erklären 
wie für die sn-Vektoren. Sie müssen dann je ebenfalls eine Gruppe 
bilden. 

6. Isomorphie der Vektorgru ppen. 

Es ist nun eine naheliegende Frage, ob diese drei Gruppen in Be­
ziehungen zueinander stehen und in welchen. Die Antwort lautet: 
Die Gruppen der sn, 18, <t Vektoren sind zueinander isomorph. 

Wir beweisen nämlich folgenden Sachverhalt: Ist 0 ein beliebiger 
Punkt, durch den die drei Geraden oc, ß, y der Klassen sn, 18, <t hin­
durchgehen, ist Pein Punkt von oc, Q der Schnittpunkt der 18-Geraden 
durch P mit y und P* der Schnittpunkt der sn-Geraden durch Q 
mit ß, so ist die Abbildung 

m (0 P) -+m (0 P*) 

ein Isomorphismus zwischen den sn-und 18-Vektoren. 
Es genügt offenbar zu zeigen, daß bei der beschriebenen Abbildung 

P -+ P* zwei vektorgleichen sn-Strecken 0 P 1 = P 2 P 3 zwei vektor­
gleiche 18-Strecken 0 P:= P; P; zugeordnet werden. Ist das nämlich 
der Fall, so ist mit 
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stets auch 

Es sei also OP1 = P 2 Pa. Q1 , Q2 , Q3 seien die Schnittpunkte der 
58-Geraden durch P 1 , P 2 , Pa mit y, P:, P;, Pt die Schnittpunkte der 
\ll-Geraden durch Q1 , Q2 , Q3 mit ß. Die \ll-Gerade durch Q2 treffe die 
58-Gerade durch Pa in R. Dann ist Q2 R = P 2 P 3 

und daher Q2 R = OP1 , undsomit müssen P 1 , R ß*·,....------?i'--"71 

eine ~-Gerade bestimmen. Nun bringe man noch ~*1-----...,r--?tc"---,o~ 
die 58-Gerade durch Q2 mit der \ll-Geraden durch 
Qa in S zum Schnitt. Alsdann müssen nach 
1:.1 die Punkte Pi, S ebenfalls eine ~-Gerade 
bestimmen, und mithin ist 

0Pi=Q2S= P;P:. Fig. 2. 

7. Analytische Darstellung eines 3-Gewebes. 

Nunmehr sind wir imstande, eine analytische Darstellung eines be­
liebigen 3-Gewebes anzugeben. 

Es seien nämlich cx, ß eine feste \ll- bzw. 58-Gerade durch 0. Ist P 
ein beliebiger Punkt und Pa, Pp die Schnittpunkte der 58-Geraden durch 
P mit cx, bzw. der \ll-Geraden durch P mit ß und 

m(OP<:<) = a, m(OPp) = b, 

so nenne ich P den Punkt mit den Koordinaten (a, b) oder kurz den 
Punkt (a, 6). 

Die Punkte von cx haben die Koordinaten (a, o), die Punkte von ß 
die Koordinaten (o, 6). 

Ist cx1 eine beliebige \ll-Gerade, die ß in (o, 6) trifft, so haben die 
Punkte von cx1 die Koordinaten (t, 6), wo t beliebig ist. Die Punkte einer 
beliebigen 58-Geraden, ß1 , die cx in (a, o) trifft, werden durch (a, t) dar­
gestellt. 

Nun vermittle die ~-Gerade durch 0 den in 4, 6 erklärten Iso­
morphismus 

li = ](a) bzw. ]-1 (b) = a. 

Alsdann haben die Punkte dieser ~-Geraden offenbar die Koordinaten 

t, ](t). 

Eine Translation in Richtung 5ll wird nun durch die Gleichungen 

~*=~+a. ~*=~ 
dargestellt, und da hierbei ~-Geraden in ~-Geraden übergehen, so ist 

t + a, ](t) 
die Darstellung einer beliebigen ~-Geraden. Dieselbe trifft die Gerade a 
in (a, o), weil J (t) = o ja t = 0 zur Folge hat, und die Gerade ß in 
{o, J (- a) ). Man kann dementsprechend die Darstellung derselben 
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~-Geraden auch so schreiben 

t,](t-a) oder t,J(t)+b. 

Die ~-Gerade durch einen beliebigen Punkt (a, b) bestimmen wir so: Sei 

t + a0 , ] (t) 

die gesuchte Gerade; dann muß sich ein t0 so bestimmen lassen, daß 

ist. Es ist also 

0 0 =- ]- 1 (b) + a. 

Wir können die Koordinaten noch etwas abändern. Ist b = ]0(a) bzw. 
a = J01 (b) irgend ein Isomorphismus zwischen den sn-und 55-Vektoren, 
so können wir jeden 55-Vektor durch den entsprechenden sn-Vektor er­
setzen, und jedem Punkte als Koordinaten bezüglich desselben Koordi­
natensystems ein Paar von Elementen aus der Gruppe der sn-Vektoren 
al, a2 bzw. rl = al, r2 = a2 zuordnen. 

Alsdann bleiben die vorstehenden Formeln erhalten, mit dem Unter­
schied, daß J nunmehr einen Automorphismus der Gruppe der sn-Vek­
toren bedeutet. Insbesondere kann man J 0(a) = ](a) wählen. Alsdann 
vereinfachen sich die Formeln. Die tl-Geraden werden durch 

t + a, t 
dargestellt. 

8. Konstruktion eines Gewebes aus emer Gruppe. 

Bilden umgekehrt die Elemente a irgend eine (additiv geschriebene) 
Gruppe, so können wir die Zahlenpaare (a1 , a2) als Punkte, die Gesamt­
heit von Zahlenpaaren (t, a), wo t ein Parameter ist und alle Elemente 
der Gruppe durchläuft, als llt-Geraden, die Gesamtheit (a, t) als 55-Ge­
raden und die Gesamtheit t + a, J (t) als tl-Geraden erklären, wo 
](a) = a* irgend einen Automorphismus der Gruppe der a bedeute. 

Alsdann bilden die Punkte und Geraden ein 3-Gewebe, welches die 
Figur E. 1 erfüllt. Die Gruppe der Vektoren desselben ist zu der Gruppe 
der Elemente a isomorph. 

In der Tat; wir ordnen der sn-Strecke PP', wenn P die Koordinaten 
(a1 , a2) und P' die Koordinaten (a~, a2) hat, als "Maßzahl" - a1 + a~ zu. 

Sind nun Q, Q' zwei Punkte einer von der ersten verschiedenen 
sn-Geraden, die mit P bzw. P' je eine 55-Gerade bestimmen, so muß Q 
die Koordinaten av a~ und ebenso Q' die Koordinaten a~, a~ besitzen, 
und die Maßzahl von Q' Q' ist wieder - a1 + a~. 

Sind andererseits Q, Q' zwei Punkte einer sn-Geraden (t, a0), die 
mit P und P' je zwei tl-Gerade bestimmen, so muß Q auf der Geraden 

t - ]-1 (a2) + a1, I (t) 
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und Q' auf der Geraden 

t - ]-1 (a2) + a~, ] (t) 

liegen. Es sei nun J (t0) = a0 . Dann ist die erste Koordinate von Q 
bzw. Q' das Element t0 - ]-1 (a2) + a1 bzw. t0 - ]- 1(a2) + a~ und 
daraus ergibt sich für Q Q' die Maßzahl - a1 + a~ . Also kommen 
wirklich allen im Sinne des Gewebes vektorgleichen Strecken gleiche 
Maßzahlen zu; auch das Umgekehrte gilt, weil der Punkt P' eindeutig 
bestimmt ist, wenn P gegeben und die Maßzahl - a1 + a~ = a vor­
gegeben ist. Daher ist im Gewebe 1:.1 erfüllt. 

Ist schließlich a die Maßzahl der Strecke P1 P2 , a' die Maßzahl 
von P2 P3 , so ist a + a' die Maßzahl von P 1 P 3 . Daraus folgt die 
behauptete Isomorphie. 

Nun ist es sehr einfach, Beispiele für 3-Gewebe anzugeben, da uns ja 
Beispiele für Gruppen bekannt sind. So sind die Gitterpunkte m1 , m2 

und die drei Geradenscharen 

x1 = m1 , x2 = m2 , x1 - x2 = m3 (mi ganze natürliche Zahlen) 

in der affinen Ebene z. B. ein Gewebe. Weil es endliche Gruppen gibt, 
gibt es offenbar auch Gewebe aus endlich vielen Punkten und Geraden. 

Zwei verschiedene 3-Gewebe, die zu derselben Gruppe gehören, lassen 
sich eineindeutig so aufeinander abbilden, daß die m:-, ~-,~-Geraden des 
einen Gewebes in die m:-, ~-.~-Geraden des anderen übergehen. Jedes 
3-Gewebe läßt sich insbesondere auf dasjenige eineindeutig abbilden, 
bei welchem der Isomorphismus ], durch den die ~-Geraden erklärt sind, 
der identische Isomorphismus ist. Das eine wie das andere folgt daraus, 
daß die Punktabbildung 

~r=~l· ~:=Jl(~2) 
die m:- und ~-Geraden eines Gewebes in sich überführt und die ~-Ge­
raden t + a, ](t) in die Geraden t + a, ]1 ](t), die die alten m:- und 
~-Geraden zu einem 3-Gewebe ergänzen. 

9. Abbildungen eines Gewebes m sich. 

Insbesondere läßt sich auch jedes Gewebe vermittels einer einein­
deutigen Punktabbildung, welche Gerade in Gerade überführt, auf sich 
abbilden. Hierbei bleibt offenbar die Vektorgleichheit von Strecken 
erhalten. Die Vektoren werden also ebenfalls aufeinander abgebildet, und 
zwar isomorph. 

Danach können wir diejenigen Punkttransformationen des Gewebes 

t, a; a, t; t + a, t, 

welche den Punkt (o, o) in sich und die m:-Schar und ~-Schar je in sich 
überführt, leicht angeben. Es muß zunächst 

ri = J1 (rl), r: = !2 (r2) 
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sein, und weil die ~-Gerade durch (o, o), die Gerade t, t ebenfalls in 
sich übergehen muß, müssen die beiden Isomorphismen ] 1 und ] 2 mit­
einander identisch sein. Es ist also 

Hierbei werden alle ~-Geraden t + a, t in 

I(t) + I(a), ] (t), 
d. h. in 

t* + a*, t* 
also wieder in ~-Geraden transformiert und die gefundene Abbildung 
ist also wirklich eine Abbildung des Gewebes in sich. 

Die allgemeine Punkttransformation, welche die Scharen \ll, )ß, ~ 
fe in sich transformiert, ist 

!f =I (!1) + a1 , !i = I (!2) + a2 · 
Denn !i' = !1 + a1 !; = !2 + a2 ist nach 4, 7 eine Transformation des 
Gewebes in sich. Ist nun irgend eine Abbildung 

!f = /1 (!1> !2)' !i = /2 (!1> !2) 
des Gewebes in sich gegeben, welche die \ll-, >S-, [-Scharen je in sich 
überführt, so ist 

!r*= /1 (t1' !2)- a1, !i*---: /2(!:1, !2)- a2 
ebenfalls eine solche Abbildung, und a1 , a2 können so gewählt werden, 
daß der Punkt (o, o) Fixpunkt der zusammengesetzten Abbildung wird~ 

Alsdann ist aber 

ri* =I (t2) 
und daher 

!i = I (t2) + a2 . 
Diese Transformationen bilden begriffsmäßig eine Gruppe. Wir 

wollen die Zusammensetzungsvorschriften berechnen; es sei 

Alsdann ist 

tf = I (!1) + a1 , 

ti*=f'(!t) + a~, 
!i = I(!2) + a2, 

ri*= I' (ti) + a;. 
tf* =I' I (t1) +I' (a1) + a~, 
r;* = J'I(t2) + J' (a2) + a;. 

10. Translationen. 

Eine Untergruppe dieser Transformationen sind die Translationen 
ti = ! 1 + a1, t; = ! 2 + a2 • Wir können dieselben als verallgemeinerte 
Vektoren auffassen. Jedes Punktepaar repräsentiert eine Translation. 

Es bedarf vielleicht einer Erwähnung, daß eine Translation, die eine 
\ll-Gerade oder >S-Gerade in sich überführt, zwar jede \ll- bzw. jede 
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~-Gerade in sich überführt, daß aber eine Translation, die eine spezielle 
tr-Gerade in sich überführt, im allgemeinen die übrigen <t-Geraden unter­
einander vertauscht. 

Eine andere Untergruppe bilden die Translationen 

Diese sind in der Tat Transformationen des Gewebes in sich; denn sie 
lassen sich als 

schreiben, wobei 

ist und also nach 1, 4 ein sog. innerer Isomorphismus ist. Hier gehen alle 
<t-Geraden in sich über. Die Punktepaare ~1 , ~2 ; ~i, ~: bestimmen 
also stets <t-Strecken, und zwar vektorgleiche <t-Strecken. Liegt nämlich 
P 1 und P2 auf einer m:- oder ~-Geraden, so liegen auch Pi, P: auf einer 
m:- oder ~-Geraden, und also ist alsdann P 1 Pi = P 2 P:; daraus folgt das 
Behauptete sogleich. Auf die Möglichkeit einer Definition der Geometrie 
im Gewebe durch die Translationen sei nur hingewiesen. 

11. Uneigentliche Punkte. 

An Stelle der bisher verwendeten Parameterdarstellung der Gewebe­
geraden lassen sich auch Geradengleichungen einführen. Offenbar ist für 
alle Punkte einer m:- bzw. ~-Geraden 

und umgekehrt: jeder solchen Gleichung entspricht eine m:-Gerade bzw. 
~-Gerade. Für Punkte einer <t-Geraden ist die Gleichung 

~1 +a-~2 =o 
erfüllt und umgekehrt. 

Um die Erklärung uneigentlich er Punkte vorzubereiten, setzen wir an 
Stelle der bisherigen Punktkoordinaten a1 , a2 die Tripel von Elementen 

t + a1 , t + a2 , t. 

Jedem Tripel ~1 , ~2 , ~3 entspricht umgekehrt das Zahlenpaar 

- ~3 + ~~ ' - !3 + ~2 • 
Den m:-, ~-, {t-Geraden entsprechen alsdann die Gleichungen 

- ~a + ~2 + a = o ; - ~3 + ~1 + a = o ; - ~3 + ~1 + a- ~2 + ~3 = o. 
Schreiben wir die Kompositionsvorschrift zweier Gruppenelemente statt 
mit + mit ·, so heißen diese Formeln 

Das Einheitselement bezeichnen wir jetzt mit e. 
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Wir führen nun in die Gruppe der Vektoren ein neues Element o ein 
durch die Festsetzung 

a·o=o·a=o. 

o-1 wird nicht erklärt. o spielt eine ähnliche Rolle wie die 0 bei den 
Zahlen. Offenbar ist jedes Produkt, das einen Faktor o enthält, gleich o 
und umgekehrt. 

Wir wollen nun mittels dieses Elementes neue uneigentliche Punkte 
in unser Gewebe einführen, indem wir zulassen, daß die Punktkoor­
dinaten !1, ! 2, !a auch den Wert o annehmen, aber ausschließen, daß 
gleichzeitig 

!1 = !2 = !a = 0 

ist. Zwei Tripel (!1, ! 2, ! 3), (!i, !~,!:)nennen wir denselben Punkt, wenn 
es ein Element t =l= o gibt, so daß 

(t =l= o). 
Dann hat es einen Sinn zu erklären, ein uneigentlicher Punkt inzidiere mit 
einer Geraden, wenn seine Koordinaten die Gleichung der Geraden er­
füllen. 

Desgleichen können wir die Gesamtheit der Geraden erweitern, 
indem wir zulassen, daß eine der beiden Konstanten in der Geraden­
gleichung gleich o werde. So erhalten wir drei neue Geraden: 

!i = 0 (i = 1' 2' 3). 

Jede dieser Geraden gehört zwei Scharen an, z. B. kann !1 = o einer­
seits als ~-Gerade und andererseits als ~-Gerade aufgefaßt werden. 

Die uneigentlichen Punkte zerfallen in zwei Klassen, je nachdem 
zwei der Koordinaten !i gleich o sind oder nicht. Die ersten mögen 
ausgezeichnete uneigentliche Punkte heißen, von ihnen gibt es nur drei, 
A, B und C; alle 52( -Geraden gehen durch A usw. Durch diese Punkte 

fk 1(2 gehen stets zwei uneigentliche Gerade hindurch. 
Durch die übrigen uneigentlichen Punkte gehen 
stets nur zwei Geraden hindurch, nämlich z. B. 
eine uneigentliche Gerade, welche etwa gleichzeitig 
der 52(- und der ~-Schar angehört undeine ~-Gerade. 

12. Kommutative Vektorgruppe 
und Figur I:. 2. 

Fig. 3. I. 2. Ist die Vektorgruppe des Gewebes kommu-
tativ, so muß ein weiterer Schließungssatz gelten. 

Denn es lassen sich Strecken, die a1 + a2 und a2 + a1 repräsentieren, 
konstruieren und die Gleichheit dieser Strecken läßt sich durch Ziehen 
von Geraden prüfen. Dieser Satz ist der folgende: 

.E. 2. Liegen P1 , P2 ; Q1 , R1 ; Q2 , R2 auf drei verschiedenen 5ll-Geraden, 
R1 , R2 ; Q2 , P2 ; Q1 , P1 auf drei verschiedenen ~-Geraden und Q1 , Q2 ; 
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P 2 , R1 auf zwei verschiedenen fr-Geraden, so liegen auch R2 , P 1 auf einer 
fr-Geraden. 

Die dem Satze entsprechende Figur nennen wir ebenfalls Figur E. 2. 
Um den Zusammenhang mit dem kommutativen Gesetz der Vektor­

addition zu erkennen, bringen wir die Gerade durch R1 , R2 mit der 
Geraden durch P 1 , P 2 in 0 zum Schnitt und die Gerade durch Q1 , Q2 

mit der durch P 1 , P 2 in 5 zum Schnitt. 
Alsdann ist, wenn Satz E. 2 gilt, 

OP1 = R1Q1 = P 2 5 
und 

also ist 

m(OP1) + m (P1 P2) = m (OP2) = m(P1 5) = m(P1 P 2) + m(P2 5). 

Nun ist 

und also ist 

m(OP1) +m(P1 P 2) =m(P1 P 2) +m(OP1). 

Sind 0, P 1 und P 2 drei beliebige verschiedene Punkte einer m:­
Geraden, so läßt sich aus ihnen eindeutig eine Figur E. 2 konstruieren: 
Wir bestimmen 

R1 als Schnitt der >B-Geraden durch 0 und der fr-Geraden durch P 2 , 

Q1 als Schnitt der >B-Geraden durch P 1 und der m:-Geraden durch 
R1 , und 

5 als Schnitt der fr-Geraden durch Q1 mit der m:-Geraden durch 0. 
Alsdann ist 

Bringen wir nun 

die >B-Gerade durch P 2 mit der fr-Geraden durch 5 in Q2 zum Schnitt 
und 

die m:-Gerade durch Q2 mit der >B-Geraden durch 0 in R2 , 

so müssen R2 , P1 auch eine fr-Gerade bestimmen, und es ist also 

OP2 = R2 Q2 = P1 5. 

Aus E. 2 folgt also das kommutative Gesetz für beliebige m:-Vektoren. 
Umgekehrt folgt aus dem kommutativen Gesetz, daß 0 P 2 = P 1 5 und 
folglich auch P 1 5 _ R2Q2 sein und deswegen R2 P 1 eine fr-Gerade 
sein muß. 

Man kann in SatzE.2 die Ziffern 1 und 2 vertauschen- die Rolle der 
P 1 , Q1 , R1 und P2 , Q2 , R2 ist dieselbe. Dagegen erhalten wir einen ver­
schiedenen Satz, wenn wir neben den übrigen Voraussetzungen P1 R2 und 
P 2 R1 als fr-Gerade voraussetzen und alsdann behaupten, es bestimmen 
auch Q1 , Q2 eine fr-Gerade. Dieser Satz folgt jedoch aus E. 2. 
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Sind nämlich die Punkte P1 , Q1 , R1 , P2 , Q2 , R2 den Voraussetzungen 
gemäß konstruiert und schneidet die ~-Gerade durch Q1 die ~-Gerade 
durch P 2 in Q; und die m-Gerade durch Q; die Gerade R1 R2 in R~, 
so muß R: P1 nach E. 2 eine ~-Gerade bestimmen. Also muß R 2 mit R; 
und daher auch Q2 mit Q: zusammenfallen. 

Aus I:. 2 bzw. aus der analytischen Darstellung des Gewebes und 
der Kommutativität der Vektorverknüpfung folgert man leicht den 
Satz: Schneiden sich die m-Gerade IX und die ~-Gerade ß in D und 
trifft die ~-Gerade durch P auf IX die Gerade ß in P*, so ist die 
Abbildung 

m (D P) +-~ m (D P*) 

ein Isomorphismus zwischen den Gruppen der m- und 58-Vektoren. 
Umgekehrt folgt aus diesem Satz auch E. 2. 

13. Figur 1:.1 folgt aus I:. 2. 

I:. 2 kann aus I:. 1 nicht folgen, weil es nichtkommutative Gruppen 
gibt. Dagegen läßt sich nach THOMSEN 1 zeigen, daß aus I:. 2 der Satz 1:.1 
gefolgert werden kann. 

Seien also P1 P 2 , Q1 Q2 , R1 R2 und 5 1 52 , 4 m-Geraden, P1 Q1 , 

S1R1, P 2 Q2 , S2R2, 4 58-Geraden und P 151, Q1R1, P 2 5 2, 3 ~-Geraden, 
so ist auch Q2 R 2 eine ~-Gerade. 

Der Schnittpunkt von 51 5 2 mit Q1 R1 sei A, die 
58-Gerade durch A schneide die Gerade P 1 P 2 in B, 
51 R1 und Q1 Q2 mögen sich in C schneiden. 51 R1 

und 5 2 P 2 mögen sich in D und die 58-Gerade 
durch A mit der 21:-Geraden durch D in E schnei­
den. Alsdann ist nach 1:.2, angewendet auf die 
Punkte P 1 , Q1 , 51 , A, C, B die Gerade C Beine 
~-Gerade und nach E. 2 angewendet auf die Punkte 

Fig. 4. D, E, R2 , 5 2, A, R1 die Gerade E R2 eine ~-Gerade 
und nach demselben Satz angewendet auf D, E, 

Q2 , P 2, C, B die GeradeEQ2 eine ~-Gerade; folglich liegt R2 auf der 
~-Geraden durch Q2 • 

Mithin ist ein 3-Gewebe mit einer kommutativen Vektorgruppe 
allein durch die Figur I:. 2 gekennzeichnet. 

Aus I:. 2 folgt: Die Gruppe der Translationen 

ff = ft + a1 , f; = f2 + a2 

ist kommutativ. Jede ~-Gerade geht bei einer Translation 

ff = f1 + a , fi = !2 + a 
in sich über. Bei Translationen gehen alle Strecken in vektorgleiche 
Strecken über. 

1 Siehe Anm. S. 64. 
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Es liegt nahe, nach anderen Schließungssätzen zu fragen, die in 
einem 3-Gewebe mit X:. 1 verträglich sind, aber nicht aus E.1 folgen. 
Ein Beispiel hierfür ist in beistehender Figur wiedergegeben. 

Sie drückt das Gesetz aus: Sind a1 , a2 , a3 be­
liebige ~-Vektoren, und ist 

a* = a2 + a3 - a2 - a3 , 

so ist a* mit a1 vertauschbar. 

14. Die Axiome der Anordnung. 

Um den Zusammenhang eines Gewebes mit 
der additiven Gruppe der reellen Zahlen herstellen 
zu können, müssen wir die Anordnung der Punkte 
einer Geraden erklären. Dies geschieht mit Hilfe 
des Begriffes der Richtung von Strecken oder der PF---f--l'--+-1----' 
Relation "zwischen" für Punkte. '-,a:* __ __, 

PI P 2 , Q1 Q2 seien vier Punkte einer Ge- c___:11'-"-2-----::-111-____J
1112 

raden; P1 sei von P 2 , Q1 von Q2 verschieden, 
dann hat die Strecke P 1 P 2 entweder dieselbe 

Fig. 5. 

Richtung wie die Strecke Q1 Q2 oder nicht. Wir schreiben dafür: 
entweder ist r(P1 P 2) = r(Q1 Q2) oder r(P1 P 2) + r(Q1 Q2) und formu­
lieren für r(P1 P 2) die folgenden Axiome, unter der Voraussetzung, daß 
P 1 von P 2 verschieden sei: 

A. 1. Es gibt drei verschiedene Punkte auf einer Geraden. 
A. 2. Ist r(P1 P 2) = r(Q1 Q2), so ist auch r(Q1 Q2) = r(P1 P 2). 

A. 3. Ist r(P1 P 2) = r(Q1 Q2) und r(Q1 Q2) = r(R1 R 2), so ist auch 
r(P1 P 2) = r(R1 RJ. 

A. 4. Ist r(P1 P 2) + r(Q1 Q2), so ist r(P1 P 2) = r(Q2 Q1). 

A. 5. Ist r(P1 P 2) = r(P2 P 3), so ist auch r(P1 P 2) = r(P1 P3). 

Der Satz E. 2 soll vorläufig nicht vorausgesetzt werden. 
Erklärung: Ist r (P1 P 2) = r(P2 P3), so liegt P 2 zwischen P1 und P3 • 

Satz 1 : Liegt P 2 zwischen P 1 und Pa, so liegt P 2 auch zwischen Pa 
und P1 • 

Satz 2: Sind P 1 , P 2 , Pa drei verschiedene Punkte einer Geraden, so 
liegt einer und nur einer von ihnen zwischen den beiden anderen. 

Beweis: Es ist entweder r(P1 P 2) = r(P2 P3), dann liegt P 2 zwischen 
P 1 und Pa; oder r(P1 P 2) + r(P2 Pa); dann ist r(P1 Pa) entweder gleich 
r ( P 1 P 2) und nach A. 4 gleich r( Pa P 2) , und P 3 liegt also zwischen P 1 und 
P 2 ; oder es ist r(J?1 P 3) = r(P2 P 3) und also nachA. 4 gleich r(P2 P 1), 

alsdann liegt P1 zwischen P 2 und P3 • Die drei gemachten Fallunter­
scheidungen schließen sich aber gegenseitig aus, undalsokann tatsächlich 
auch nur einer der drei Punkte zwischen den beiden andem liegen. 

Satz 3: Liegt Pa zwischen P 1 und P 2 , P 4 zwischen P 1 und P 3, so liegt 
P 4 zwischen P 1 und P 2• 
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Beweis: Nach Voraussetzung ist r(P1 P 4) =r(P4 P 3), nach A. 5 also 
gleich r(P1 P 3). Nach Voraussetzung ist ferner r(P1 Pa) = r(PaP2). 

Nochmalige Anwendung von A. 5 liefert dann r(P4 P 2) = r(P4 P 3) 

= r(PaP2) und daher ist r(P1 P 4) = r(P4 P 2), was zu beweisen war.­

Fig. 6. 

Ähnlich kann man eine Reihe 
analoger Sätze zeigen. 

A. 6. Sind P 1 , P 2 , Pa drei 
verschiedene Punkte einer Ge­
raden fh und Q1 , Q2 , Q3 = Pa 
drei Punkte einer anderen Ge-
raden (! 2 , ist ferner die Gerade 

Fig. 7. 

P 1 Q1 parallel P 2 Q2 und liegt P 2 zwischen P 1 und Pa, so liegt auch Q2 

zwischen Q1 und Qa (Fig. 6). 
Satz 4: Sind P 1 , P 2 , Pa drei verschiedene Punkte einer Geraden e1 

und Q1 , Q2 = P 2 , Qa drei Punkte einer anderenGeraden e2 und bestimmen 
Qv P 1 und P 8 , Qa parallele Geraden, liegt ferner P 2 zwischen P 1 und 
Pa, so liegt auch Q2 zwischen Q1 und Qa (Fig. 7). 

Beweis: Wäre dies nicht der Fall, so müßte entweder Q1 zwischen P 2 

undQa und nachA. 6 auch P 1 zwischen P 2 und P 3 liegen oder Qa zwischen 
P 2 und Q1 und nach A. 6 auch Pa zwischen P 2 und P 1 liegen, was beides 
der Voraussetzung und Satz 2 widerspricht. 

A. 1 bis A. 6 nennen wir Anordnungsaxiome. A. 1 bis A. 5 beziehen 
sich auf Punkte einer einzigen Geraden, A. 6 stellt die Beziehung 
zwischen der Anordnung der Punkte auf verschiedenen Geraden her. 
Es ist mit dem Axiom von PASCH nah verwandt. 

15. Richtungsgleichheit als Vektoreigenschaft. 

Aus den Anordnungsaxiomen ist zu folgern, daß die Vektorgruppe 
eine geordnete Gruppe (vgl. 2, 3) ist. Wir zeigen zunächst, daß vektor­
gleiche Strecken richtungsgleich sind. 

Fig.8. 

Satz 1: Sind P 1 , P 2 , Q1 , Q2 vier Punkte einer 
Geraden, ist P 1 P 2 = Q1 Q2 und liegt P 2 zwischen P 1 

und Q1 , so liegt auch Q1 zwischen P 2 und Q2 . 

Beweis: Die P;, Q; mögen auf einer \2f-Geraden 
liegen. Man ziehe durch P 1 die m-Gerade und durch 
Q1 die {.f-Gerade, die sich in R1 schneiden mögen. 
Durch R1 ziehe man die \2f-Gerade und bringe sie 

mit der m-Geraden durch P 2 in R2 zum Schnitt. R2 und Q2 bestimmen 
dann eine {.f-Gerade. Den Schnittpunkt der m-Geraden durch P 2 mit der 
{.f-Geraden durch Q1 nennen wir S. 

Nach Voraussetzung liegt P 2 zwischen P 1 und Q1 ; folglich liegt 
nach A. 6 der Punkt S zwischen R1 und Q1 . Daraus folgt nun nach 
4, 14, Satz 4, daß S zwischen R2 und P 2 , und nach A. 6, daß Q1 

zwischen P 2 und Q2 liegt. 
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Satz 2: Sind P 1 , P 2 , Q1 , Q2 vier Punkte einer Geraden, ist P 1 P 2 

- Q1 Q2 und liegt Q1 zwischen P 1 und P 2 , so liegt P 2 zwischen Q1 und Q2 • 

Beweis: P 1 , P 2 , Q1 , Q2 mögen auf einer lll-Geraden liegen. R1 sei 
der Schnitt der \8-Geraden durch P 1 mit 
der ~-Geraden durch Q1 , R2 der Schnitt der 

s 

lll-Geraden durch R1 mit der \8-Geraden fJ (!2 
durch P 2 , durch den auch die ~-Gerade r----7--+.::...._----7 
durch Q2 hindurchgeht, und S der Schnitt 
von R1 Q1 mit R2 P 2 • Alsdann liegt Q1 nach 
4, 14 Satz 4 zwischen R1 und S, folglich P 2 

nach A. 6 zwischen S und R2 und P 2 nach 
4, 14 Satz 4 zwischen Q1 und Q2. 

Satz 3: Sind P 1 ,P2 , Q1 , Q2 vier Punkte 
Fig. 9. 

einer Geraden, ist P 1 P 2 ==. Q1 Q2 und liegt P 1 zwischen P 2 und Q1 , so 
liegt auch Q2 zwischen P 2 und Q1 • 

Der Beweis ist analog wie bei Satz 1 und 2 zu führen. 
Satz 4: Sind P 1 , P 2 , Q1 , Q2 vier verschiedene Punkte einer Geraden, 

und ist P 1 P 2 = Q1 Q2 , so ist r (P1 P 2) = r(Q1 Q2). 

Beweis: Liegt P2 zwischen P 1 und Q1 , so folgt die Behauptung aus 
Satz 1 unter Verwendung von A. 5. Liegt Q1 zwischen P 1 und P 2 , so 
folgt es aus Satz 2; liegt schließlich P 1 zwischen P 2 und Q1 , so hat man 
Satz 3 anzuwenden. 

Um den entsprechenden Satz für den Fall, daß P 2 = Q1 ist, zu be­
weisen, zeigen wir zunächst 

Satz 5: Sind P 1 , P 2 zwei beliebige Punkte, so gibt es unendlich viele ver­
schiedene Punkte Q1 , Q2 , Q3 • •• , so daß P 1 P 2 = Q1 Q2 - Q2 Q3 =···ist. 

Beweis: Nach A. 1 gibt es einen von P 1 und P 2 verschiedenen Punkt 
P 3 ; liegt Pa nicht zwischen P 1 und P 2 , so liegt P 2 bei geeigneter Nu­
merierung zwischen P 1 und Pa. Liegt Pa zwischen P 1 und P 2 und ist 
P2 P~ = P 1 P a• so liegt P 2 zwischen P 1 und P~. Wir setzen Pa bzw. P~ 
= Q1 und konstruieren Q2 aus der Forderung P 1 P 2= Q1 Q2 ; nach Satz l 
liegt dann Q1 zwischen P 2 und Q2 , und daher sind P1 , P 2 , Q1 , Q2 vier 
voneinander verschiedene Punkte derselben Geraden. Man konstruiere 
nun Qa, Q4 ••• n~ch der Forderung P 1 P 2 - Qi Qi + 1 (i = 1, 2, ... ). 
Jedes Qi liegt dann, wie man nach Satz 1 indulativ erschließt, zwischen 
P 2 und Qi + 1 ; es ist r(QiQi + 1) = r(P2 Qi) = r(P1 P 2); Qi liegt also 
zwischen Qi _ 1 und Qi + 1 , und daher sind Q1 , Q2 , Qa, ... sämtlich 
voneinander verschieden. 

Satz 6: Sind P 1 , P 2 , P 3 drei verschiedene Punkte einer Geraden und 
ist P 1 P 2 = P 2 Pa, so liegt P 2 zwischen P 1 und Pa. 

Beweis: Nach Satz 5 gibt es eine Strecke Q i Q i +I = P 1 P 2 , für 
welche P 1 , P 2 , Pa, Qi, Qi + 1 sämtlich voneinander verschieden sind. 
Nach Satz 4 ist dann r(P1 P 2} = r(Qi Qi + 1) = r(P2 P 3) und daher liegt 
P 2 zwischen P 1 und P3 . 

Reidemeister, Geometrie. 6 
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Jetzt ergibt sich allgemein 
Satz 7: Vektorgleiche Strecken P 1 P 2 und Q1 Q2 auf ezner Geraden 

sind richtungsgleich. 
Denn ist Pi = Qi, so ist die Behauptung trivial; ist P 1 = Q2 oder 

P 2 = Q1 , so ergibt sie sich aus Satz 6; sind P 1 , P 2 , Q1 , Q2 alle ver­
schieden, so handelt es sich gerade um Satz 4. 

16. Vektoren als geordnete Gruppe. 

Es sei willkürlich auf einer Geraden ein Vektor a0 =f= o als positiv 
herausgegriffen. Die Vektoren gleicher Richtung wie a0 mögen die posi­
tiven heißen. Die zu den positiven inversen Vektoren sind alsdann be­
stimmt nicht positiv, wir wollen sie negativ nennen, und nach A. 4 ist 
jeder Vektor entweder positiv oder negativ. Sind a1 und a2 positiv, so 
ist nach A. 5 auch a1 + a2 = a3 positiv. 

Wir können ferner eine Größer-Relation zwischen den Vektoren a 
einführen, die für zwei verschiedene Vektoren stets entweder zutrifft 
oder nicht. Wir erklären 

D. l. a1 > o heißt: a1 ist positiv. 
D. 2. a1 > a2 heißt: a1 - a2 > o. 

Das Transitivitätsgesetz der Größer-Relation folgt alsdann so: Ist 

a1 > a2 und a2 > a3 , 

also nach D. 2 

so ist auch 

also 
al > aa· 

Das erste Monotoniegesetz ergibt sich aus der Definition der Größer· 
Relation unmittelbar. Ist a1 > a2 , also a1 - a2 > o, so ist auch 

(a,_ + a3) - (a2 + a3) = a1 + a3 - a3 + a2 = a1 - a2 > o. 

Um das zweite Monotoniegesetz zu beweisen, zeigen wir den 
Satz: Notwendig und hinreichend für a1 > a2 ist, daß·a2 - a1 > o ist. 

Setzen wir nämlich in 4, 15 Satz 3 

m (Q1 P 2) = a1 und m (P1 P 2) = m(Q1 Q2) = a2 , 

so ist 
m(Q1 P 1) = a1 - a2 und m(Q2P2) =- a2 + a1 . 

Der Satz besagt alsdann 
a) Ist a2 > o und a1 - a2 > o, so ist auch - a2 + a1 > o. 
b) Ist o > a2 und o > a1 - a2 , so ist auch o > - a2 + a1 , oder 

wenn wir in b) an Stelle von a1 , a2 die Vektoren a~ = - a1 , a~ = - a2 

einführen: 
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a') Ist a~ > o und - a~ + a~ > o, so ist auch a~ - a~ > o. 
Ebenso folgt : 

b') Ist o > a~ und o > - a~ + a~, so ist auch o > a~ - a~. 
Daher sind, wie behauptet, die beiden Aussagen a1 - a2 > o und 

- a2 + a1 > o gleichwertig. - Das zweite Monotoniegesetz ergibt sich 
jetzt so: 

Ist a1 > a2, also - a2 + a1 > o, so ist auch 

- (aa + 02) + (aa + a1) = - a2 + a1 > 0, 
d. h. 

a3 + a1 > a3 + a2. 
Aus A. 6 folgt, daß der durch Ir-Gerade vermittelte Isomorphismus 

zwischen der Gruppe der 21-Vektoren und der j8-Vektoren auch die An­
ordnung der Gruppe erhält. 

17. Gewebe und reelle Zahlen. 

Wir fordern jetzt noch: Jede Strecke läßt sich eindeutig1 halbieren. 
Alsdann können wir für die Gruppe der ~{-Vektoren aussagen: Zu jedem 
Vektor a gibt es ein eindeutig bestimmtes 

~a mit ~a+~a=a. 
Nach 2, 4 können wir dann die Symbole 

k 
2n a 

einführen. Ferner fordern wir: 
Archimedisches Axiom: Sind 0 P und OQ zwei gleichgerichtete Strecken 

und OP = OP1 P 1P 2 - ... =PiPi+ 1 = ... , so gibt es ein Pk, 
so daß Q P k mit 0 P k gleichgerichtet ist. 

Alsdann ergibt sich nach 2, 4, daß jeder Vektor a = ra0 gesetzt 
werden kann, wo a0 =f= o und r eine bestimmte reelle Zahl ist. Ist 

a1 = r1a0 , a2 = r2a0 , so ist a1 + a2 = (r1 + r2) a0 • 

Es folgt also die Kommutativität der Vektorgruppe und damit die 
Figur I. 2. Schließlich können wir fordern, daß jeder reellen Zahl ein 
Vektor entspreche (Vollständigkeitsforderung). 

Um das Gewebe dann endgültig auf die Paare reeller Zahlen (r11 r2) 

abzubilden, müssen wir nach Wahl eines 21, j8-Koordinatensystems 
noch den Isomorphismus bestimmen, welcher durch die Ir-Gerade 
durch (o, o) zwischen den Geraden ! 1 = o und ! 2 = o vermittelt wird. 
Geht a0 dabei in li0 über, so wird 

k k 
2n Oo lll 2n bo 

übergeführt werden, und weil der Isomorphismus die Anordnung erhält, 
so wird allgemein r a0 in r li0 übergeführt; ordnet man also dem Zahlen-

1 Übrigens folgt die Eindeutigkeit aus der Anordnung. 

6* 
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paar (r1 , r 2) den Punkt mit den Koordinaten 

61 = r1ao, 62 = r2bo 

zu, so wird die ~-Gerade durch (0, 0) durch (r, r) dargestellt. 
Die allgemeinste Abbildung, welche das Gewebe in sich überführt 

und die Anordnung der Punkte erhält, hat die Form 

x~=r1 x1 +r2 , x;=r1 x1 +r3 • 

Das folgt aus4, 9, weil nach2,4 ein Automorphismus der additiven Gruppe 
reeller Zahlen, der die Anordnung erhält, eine Multiplikation ist. 

18. Stetigkeit und Sechseckgewebe. 

Daß sich jede Strecke halbieren läßt, ließe sich aus einem Stetig­
keitsaxiom folgern von folgender Beschaffenheit etwa: 

Stetigkeitsaxiom: Ist jedem Punkt P einer Geraden(! ein Punkt P* der­
selben Geraden durch Parallelprojektionen eineindeutig so zugeordnet, daß 

r ( p 1 p 2) = r ( p; Pn 
ist, so gibt es auch einen Punkt S, der mit dem ihm zugeordneten S* zu­
sammenfällt. 

Wir wollen gleich mehr zeigen1 : nämlich, daß sich aus den 
Zwischenaxiomen A. 1 bis A. 6, dem Stetigkeitsaxiom und dem Archi­
medischen Axiom in einer noch anzugebenden Form die Figur 1:. 2 
bei einem 3-Gewebe aus einem speziellen Fall der Figur 1:. 1, der 
Sechseckfigur beweisen läßt. 

Diese Sechseckfigur entsteht aus 1:.1, wenn zwei Punktepaare, etwa 
Q1 und Q2 , R1 und R2 auf derselben 2!-Geraden liegen und außerdem 
Q2 mit R1 etwa zusammenfällt. Sei Q2 = R1 = M. M, 51 und P 2 , so­
wie M, P 1 und 52 liegen alsdann ebenfalls auf derselben Geraden. Man 

s2 kann die Sechseckfigur also folgendermaßen be­
;r:----..,.. schreiben: 

Liegen Q1 , M, R 2 ; 51 , M, P 2 ; P 1 , M, 5 2 je auf 
~1?---~,...---71?3 einer 2!-, 5B-, ~-Geraden durch M und bestimmen 

Qv P 1 ; 5 2, R2 je eine 5B-Gerade, Q1 , 51 ; P 2 , R2 

je eine ~-Gerade, und 51, 5 2 eine 2!-Gerade, so be­
stimmt auch P 1 , P 2 eine 2!-Gerade. 

Fig. 10. Man kann wieder aus dieser Aussage die­
jenige folgern, die durch Vertauschung der 2!-, 5B-, ~-Geraden unter­
einander daraus entsteht. 

Die Erklärung der Vektorgleichheit und alles, was wir daraus ge­
folgert haben, läßt sich nun natürlich nicht als Ausgangspunkt wählen. 
Auch die Folgerungen aus den Zwischenaxiomen beruhen zum Teil 
darauf, und werden also zunächst hinfällig; nur die Axiome und Sätze 

1 Vgl. W. BLASCHKE: Math. Z. 1928. Bd. 28, S. 150 bis 157. 
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aus 4, 14 können wir auch jetzt noch beibehalten. Wir kommen aber 
trotzdemsehr schnell zu unsermZiel, weil die Stetigkeitsvoraussetzungen. 
die wir jetzt machen,· sehr weitgehend sind. 

19. Mittelpunkt einer Strecke. 

Zunächst zeigen wir: 
Satz 1: Ist jedem Punkt P einer Geraden ein Punkt P* derselben 

Geraden so zugeordnet, daß die Voraussetzung des Stetigkeitsaxioms 
erfüllt ist, so ist der Punkt S, der sich selbst zugeordnet ist, eindeutig be­
stimmt. 

Angenommen nämlich, es gebe zwei derartige Punkte 51 und 5 2 , 

dann wäre r(S11 5 2) = r(S;, S~) = r(S2 , 51), was unmöglich ist. 
Unser erstes Ziel ist, den Mittelpunkt einer 

Strecke zu definieren. Dazu beweisen wir: 
Satz 2: Ist ABC ein Dreieck aus je einer \ll-, 

)8-, fl-Geraden, so gibt es auf der Geraden AB einen 

und nur einen Punkt C, auf AC einen und nur einen 
- -

A 

Punkt I!_ u_nd auf B C eine'!!_ !!._nd nur einen Punkt_A _,_ 8 r: 
so daß AB parallel AB, AC parallel AC und BC Fig. 11. 

parallel B C ist. 
Beweis : Q sei ein beliebiger Punkt der Geraden B C; die Parallele 

zu A C durch Q schneide A B in R. Den Schnittpunkt der Parallelen 
zu B C durch R mit A C nennen wir T, die Parallele zu AB durch T 
schneide BC in Q*. Auf diese Weise ist 
jedem Punkt Q von B C ein Punkt Q* der­
selben Geraden zugeordnet, und zwar ein­
eindeutig, da man aus Q* auch Q konstru­
ieren kann. Ist Q1 ein weiterer Punkt von 
BC, und gehören zu ihm analog R1 , T1 , 

Qi und ist etwa r(Q, Q1) =r(B, C), so 
folgt je nach der Lage leicht aus A. 6 
oder 4, 14 Satz 4 (vgl. Fig. 12.) 

r(RR1) = r(B, A); r(T, T1) = r (C, A); 
r(Q*, Qi) = r (C, B). Fig. 12. 

Daher ist 

r(Q, Q1) =I= r(Q*, Qt), also r(Q, Q1) = r(Q;, Q*). 

Das Analoge gilt natürlich dann auch, wenn r (QQ1) =I= r (B, C) ist. Die 
Zuordnung Q-+ Q* genügt also den Voraussetzungen des Stetigkeits­
axioms. Aus diesem und Satz 1 folgt dann, daß es einen und nur 
einen Punkt Q auf BC gibt, für den Q = Q* ist. Nennen wir diesen Punkt 
jetzt A und bezeichnen wir die zugehörigen Punkte R, T jetzt mit C bzw. 
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B, so genügen A, B, C der Behauptung. Weitere derartige Punkte kann 
es nach Satz 1 nicht geben. 

Satz 3: Hat man zwei Dreiecke aus je einer m-, $B-, \!-Geraden, mit 
zwei gemeinsamen Ecken Bund C, und bestimmt man zu beiden die drei 
in Satz 2 genannten Punkte, so erhält man beidemal auf B C denselben 
Punkt. 

Beweis: Bestimmen B und C etwa eine m:-Gerade, so schneide die 
\!-Gerade durch B die $B-Gerade durch C in A : die $B-Gerade durch B 
schneide die \!-Gerade durch C in A '. Dann kommen nur die beiden 

A' 

-- -
Dreiecke ABC und A' BC in Frage. A, B, C 
mögen für das Dreieck A B C dieselbe Bedeutung 

wie in Satz 2 haben. Die Gerade AB schneide 

A' Bin C', die m-Gerade durch C' die Gerade AC 
- ------

in B'. Dann bilden B, A, C; C, B; C', B' eme 

Sechseckfigur und daher bestimmen B' und C eine 
\!-Gerade. Diese ist als \!-Gerade durch C mit A' C 

identisch. Daher liegt B' auf A' C. Daraus ergibt 
Fig. 13. sich, daß A, B', C' die drei nach Satz 2 zum Drei­

eck A' BC gehörigen Punkte sind; auf der Geraden BC erhält man also 
wirklich denselben Punkt, wie wenn man vom Dreieck ABC ausgeht. 

Der Punkt A ist also durch B und C eindeutig bestimmt; wir nennen 
ihn den Mittelpunkt der Strecke BC. 1 

Satz 4: Der Mittelpunkt von B C liegt zwischen B und C. 
Beweis: B undCmögen wieder auf einerm: -Geraden liegen. Die\!-Gerade 

---
durch B schneide die $B-Gerade durch C in A; A, B, C seien die Mittel-
punkte der Strecken B C, CA, AB. Würde nun z. B. der Punkt B zwischen 

A und C liegen, so würde nach 4, 14 Satz 4 und A. 6 auch B zwischen C 

Jl und A ; C _!Wischen B und A und schließlich C 

zwischen A und B liegen, was im Gegensatz zur 
Annahme steht. Ebenso schließt man aus, daß 

_ C zwischen A und B liegt; daher liegt wirklich 
<r----+-+~8 -

A zwischen B und C. 
Satz 5: Haben zwei Strecken B C und B' C', 

die auf derselben Geraden e liegen, denselben 

8f-~.,---*--c.L.',....-JC Mittelpunkt A , und liegt B' zwischen B und A , so 
liegt C' zwischen C und A . 

Fig. 14. 
Beweis: e sei eine ~{-Gerade. Die \!-Gerade 

durch B schneide die $B-Gerade durch C wieder in A , analog entstehe 
A' aus B' und C'. Die Mittelpunkte der Seiten im Dreieck A B C seien 

1 Der Name Mittelpunkt erscheint gerechtfertigt; denn gilt im Gewebe der 
Satz E.l, so ist m (BA) = m (AC). 
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A , B, C, im Dreieck A 1 B 1 C' seien es A 1
, B 1

, C'. Wegen A = A 1 liegen 

A , C, C' auf einer 53-Geraden, A , B, B 1 auf einer ~-Gerade:p.. Da nach 

Voraussetzung B 1 zwischen B und A liegt, liegt nach A. 6 auch C' zwi-
- -

sehen C und A, B 1 zwischen B und A , C' zwischen C und A , was zu be-
weisen war. 

20. Netz der Punkte Ar, 8 • 

Wir wollen jetzt aus einer Strecke 0 = A 00 , A = A10 auf einer 
5lC-Geraden dasNetz der Punkte Ak, z erklären, wo k, l ganze Zahlen sind. 

Wir bringen dazu die ~-Gerade durch 0 mit der 53-Geraden durch 
A1, 0 in A11 zum Schnitt, ziehen durch A 11 die \l{-Gerade und bringen sie 
in A21 mit der ~-Geraden durch A10 zum Schnitt. A2, 0 sei der Schnitt 
der 53-Geraden durch A 21 mit OA 10 ; Ak, 1 der Schnitt der ~-Geraden 
durchAk-1, 0 mit A11A21. Ak,o sei der Schnitt der 53-Geraden durchAk, 1 

mit OA 10 (k> 0). Entsprechend erklären wir Ako und Akl für k < 0. 
Wir setzen nun 0 1 = A 01 , A 1 = A11 und konstruieren wie oben aus 

0, A 10 die Punkte A ~ 0 , A ~ 1 • Man folgert alsdann aus der Sechseckfigur 
sofort Ai 0 = Ak 1 . Ferner sei A~ 1 = Ak 2 ; durch Induktion folgt mühelos 
die Konstruktion der Punkte Ak,l (k, l = 0, ± l, ± 2, ... ), und die 
Tatsache, daß je drei Punkte Ak,l Ak+l,l Ak+l,l+l ein Dreieck bilden, 
bei dem Ak,l• Ak+l,l eine 2!-Gerade, Ak+1,z, Ak+l,l+I eine 53-Gerade 
und Ak,l• Ak+l,l+l eine ~-Gerade bestimmen. 

Ebenso bilden Ak, z , Ak, l+l , A k+ 1, l+l ein Dreieck, bei dem A k, l+l 

Ak+1,l+1 eine 52:(-Gerade, Ak,l Ak,l+l eine 53-Gerade und Ak,l Ak+1,l+1 
eine ~-Gerade bestimmen. 

Für allekund l sei Ak+ !z der Mittelpunkt von Ak,l Ak+ 1,z; Ak, l+! 

seidervonAk,l•Ak,l+l;Ak+!,Z+! der von Ak,l 

Ak+1,z+1· Aus der Definition des Mittelpunktes 
ergibt sich dann (vgl. 4, 13 Satz 2 und 3): A k, z + ! 
und Ak+Iz+.! und ebenso Ak+lz+.! und 

2• 2 2• 2 

Ak+l, l+! bestimmen eine 2!-Gerade. 

Ak+ 1 l Ak+ 1 l+ 1 und ebenso Ak + 1 l+ 1 
2' 2' 2 2• 2 

A k +!, 1 + 1 bestimmen eine 53-Gerade. 

A1r,t-t A~r-j.llf A!r+~ l+t 

4,z+j rnA.l..~t+f 
~ 

AK,t Alr+J,l Ak+~ t 

Fig. 15. 

Akl, Ak+ !,l+! und ebenso Ak+ f,l+! Au1, l+ 1 bestimmeneine 

~-Gerade. 

Die Punkte A~ !_ können aus 0 A 1 0 auf dieselbe Weise erhalten 
2' 2 2• 

werden, wie Ak,l aus OA 1, 0 • Es ist 

A~ ~=Akl· 
2 J 2 ' 

Durch Iteration der Unterteilung finden wir die Punkte 

A k 1 (k, l, m, n ganze Zahlen). 
~'2-i 
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Sind P und Q zwei Punkte auf der Geraden A 0, 0 A1, 0, so wollen wir 
sagen, daß Q hinter P und P vorQ liegt, wenn r(PQ) =r(A0, 0 A 1, 0) ist. 
Da A 1, 0 der Mittelpunkt von A 0, 0 A 2, 0 ist, liegt nach 4, 19 Satz4 der 
Punkt A 2, 0 hinter A 1, 0• Analog liegt A!,o hinter A 0, 0 und vor A 1, 0. 

Durch wiederholte Anwendung der Schlußweise ergibt sich leicht, daß 

. ( k l ) 1' Ar,o hmter As,o r = 2m-• s = 2-;;- 1egt, wenn r > s 

ist. Für Ar 0 wollen wir jetzt kurz Ar schreiben. 
Wir be:.Veisen noch einen Hilfssatz: P liege auf der Geraden 0 A 1 ; 

Q sei der Schnitt der er-Geraden durch P mit A 0, 1 A1, 1 ; P' der Schnitt der 
'S-Geraden durch Q mit 0 A 1 . Liegt P zwischen Ar und A, + v so liegt P' 

zwischen Ar+ I und A,+ 2 und umgekehrt. 
Beweis: R sei der Schnitt der er-Geraden 

durchPmitA1 + 1 , 0 Ar+l, 1 , T der Schnitt 
der 'S-Geraden durch Q mit Ar+ 1 , 0 Ar+ 2, 1 • 

Dann folgt aus A. 6, daß R zwischen Ar+ 1 , 0 

und Ar+ 1 , 1 , Q zwischen Ar+ 2 , 1 und Ar+ 1 , 1 , 

Ar,o P Ar.2,o TzwischenAr+ 2 , 1 undAr+ 1 , 0 undschließ-
Fig.l6. lieh P' zwischen Ar+ 1 , 0 und Ar+ 2 , 0 liegt. 

Die Umkehrung ergibt sich analog. 
Wir können aus jedem Punktepaar B = B00 , B(l) = B 10 die Punkte 

des Netzes Br,s bestimmen. 

21. Archimedisches Axiom im Sechseckgewebe1 . 

Nunmehr verwenden wir das Archimedische Axiom in folgender Ge­
stalt: Ist 0 A 1 eine beliebige Strecke und 0 B eine beliebige andere Strecke der­
selben Geraden, so liegt B stets zwischenO und einem geeignet bestimmtenAk. 

Jetzt soll gezeigt werden, daß die Punkte Ar auf der Geraden OA 1 

überall dicht liegen. Gäbe es nämlich auf OA 1 ein Intervall B 00 B 10 

(B00 vor B10), das keine Punkte Ar enthielte, so konstruiere man das Netz 

Br,s aus BooB1o (r = 2: , s = ;n)' 
insbesondere die Punkte Er= Er, 0 • Es seien k 2 0, l 2 1 möglichst 
große ganze Zahlen, derart, daß zwischen B-k und B z kein Ar liegt; sie 
existieren nach dem Archimedischen Axiom. Ersetzt man B00, B10 durch 
B_k, Bz und bezeichnet jetzt diese mit B 0 , B1 , so muß zwischen B_1 

und B0 ein Ar, und zwischen B1 und B 2 ein A. liegen; eventuell kann 
B 0 = Ar oder B1 = A 8 sein. 

Ar+- = M, der Mittelpunkt der Strecke ArA. liegt nach 4, 19 Satz 4 
2 

zwischen diesen Punkten, also zwischen B_1 und B 2 • Da er aber nicht 
zwischen B 0 und B1 liegen darf, so liegt er entweder zwischen B_1 und 
B0 (mit Einschluß von B0) oder zwischen B1 und B 2 (mit Einschluß 

1 Die vorliegende Fassung dieses Abschnitts stammt von Herrn R. BRAUER. 
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von B1). Nehmen wir an, daß der erste Fall eintritt, der zweite ist 
analog zu behandeln. Wir legen durch M die ~-Gerade und durch deren 
Schnitt mit B01 B11 die }S-Gerade, die B 00 B10 in T schneide. Ebenso 
schneiden wir die }S-Gerade durch 
M mit B 01 B11 und legen durch 
diesen Schnittpunkt eine ~-Ge­
rade, die B00 B10 in S schneide. 
Nach dem in 4, 20 bewiesenen 
Hilfssatz liegt dann S zwischen B _2 

und B_1 . ferner T zwischen B 0 

und B1 (mit Einschluß von B_1 

bzw. B 0), da M zwischen B_1 

und B 0 liegen soll. Daher liegt S 8z 
Ar zwischen S und M. Da nun Fig. 17. 

die Strecken S T (vgl. Fig. 17) 
und ArAs denselben Mittelpunkt M haben und Ar zwischen Sund M 
liegt, liegt nach 4, 19 Satz 5 der Punkt A 8 zwischen M und T. T liegt, 
wie ebert gezeigt, nicht hinter Bv also müßte A 8 im Widerspruch zu der 
Annahme vor B1 liegen. Daher liegen die Punkte Ar auf der Geraden 
überall dicht. 

Jeder Punkt P bestimmt also einen Schnitt im Bereiche der ersten und 
der zweiten Indizes von Ar,s und ist hierdurch bestimmt, und wir können 
daher die Punkte des Gewebes aufPaare reellerZahlen zurückführen. Man 
sieht, daß sich dabei dieselbe Darstellung wie in 4, 17 ergibt. Daher gilt 
in dem hler behandelten Sechseckgewebe ebenfalls die Forderung 1:. 2. 

22. Gewebe und affine Ebene. 

Zum Schluß dieses Kapitels wollen wir sehen, wie die Gewebe zur 
Kennzeichnung der affinen Geometrie verwendet werden können. 
Beispiele für Gewebe aus Geraden der affinen Ebene lassen sich leicht 
bi.lden: Drei Scharen von im Sinne der affinen Geometrie parallelen 
Geraden bilden ein Gewebe, in welchem der Satz 1:. 2 erfüllt ist. Die 
Vektorgruppe dieses Gewebes ist zur additiven Gruppe der Zahlen a, aus 
denen die affine Ebene erklärt ist, isomorph. Die Translationen des 
Gewebes sind Translationen der affinen Geometrie. 

Aber auch zwei beliebige Scharen von parallelen Geraden und die Ge­
raden durch irgend einen (eigentlichen) Punkt P der affinen Ebene bilden 
ein Gewebe. Bei geeignetem Koordinatensystem sind 

·x1 = a1 , x2 = a2 und a1 x1 + a2 x2 = 0 

die drei Geradenscharen. Die Punkte auf x1 = 0, x2 = 0 sind uneigent­
liche Punkte, (0, 0) ist ein ausgezeichneter uneigentlicher Punkt des 
Gewebes. Die Translationen dieses Gewebes sind die affinen Trans-
formationen 
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Die Vektorgruppe des Gewebes ist zur multiplikativen Gruppe der 
Zahlen a isomorph. Es ist also ein Gewebe, in welchem die Figur E. 1 
gilt, E. 2 dagegen nur, wenn das kommutative Gesetz der Multiplikation 
erfüllt ist. 

Man folgert leicht, daß drei Scharen vo:o. Geraden durch drei ver­
schiedene Punkte A, B, C stets ein Gewebe bilden, das sich zum min­
desten auf eines der beiden angegebenen abbilden läßt. Die Zusammen­
hänge zwischen den verschiedenen 3-Geweben der affinen Ebene werden 
in den zwei folgenden Kapiteln näher untersucht. 

Wenn die Zahlenareelle Zahlen sind, so bilden die Gewebe aus drei 
Scharen paralleler Geraden geordnete archimedische Gewebe. In einem 
solchen Gewebe läßt sich umgekehrt auch die Multiplikation der reellen 
Zahlen erklären: Denn ist r eine reelle Zahl, ist 

k., k .. +I 
F<r<~ 

und a eme andere reelle Zahl, so ist r · a durch 

kn kn + l 
2-; a < r a < -~2;:;-- a 

bestimmt. 

(n=l,2, ... ) 

Es sei aber betont, daß es sich hier nur um Existenzsätze handelt. 
Das Halbieren der Strecke und die Multiplikation der Vektoren ist nicht 
durch irgendwelche Konstruktionen ausführbar. Also wird man auch für 
die affine Geometrie aus reellen Zahlen noch eine eingehendere Kenn­
zeichnung verlangen. 

23. Kollineationen. 
Dagegen läßt sich leicht ein Satz über Abbildungen der affinen Ebene 

in sich beweisen, der ein wichtiges Ergebnis der affinen Geometrie ist. 
Unter einer Kollineation 

P = K(P) 

verstehen wir eine eineindeutige Punktabbildung der affinen Ebene, 
welche Gerade in Gerade überführt. Wir behaupten: 

Theorem: Jede Kollineation hat die Gestalt 

x~ = a11 ] (x1) + a12 J (x2) + a10 

x~ = a21J (xl) + a22 J (x2) + a2o 

wo x* = J (x) ein Isomorphismus des Schiefkörpers der Zahlen a ist. 
Sind nämlich lll, lS, tt drei Scharen paralleler Geraden und 'Il die 

Schar von Geraden durch den eigentlichen Punkt D und führt die Kolli­
neation K1 diese Scharen bzw. in lll', )S', (t', 'Il' über, so gibt es eine 
affine Transformation K 2 derart, daß die beiden Transfm-mationen 
hintereinander ausgeführt 

P = K 2 (KdP)) = K 3 (P) 
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eine Kollineation K 3 ergeben, welche die Scharen m:, 58, Iot, S> bzw. in 
sich überführt. 

Nun mögen die vier Scharen bzw. durch die Gleichungen 

dargestellt sein. Die Transformation K 3 führt alsdann das 21:5Blt-Gewebe 
und den Punkt D in sich über und induziert daher nach 4, 9 eine Trans­
formation 
(I) 

wo J ein Isomorphismus der additiven Gruppe der a ist. 
Diese Transformation muß aber gleichzeitig das m:5ßS)-Gewebe in 

sich überführen und hat daher die Gestalt 

(2) 

wo ]* ein Isomorphismus der multiplikativen Gruppe der a ist. Aus (I) 
und (2) folgt zunächst a1 = a2 und alsdann 

a;l J (xl) = ]* (xl). 

Da die linke Seite nach 2, I, L1. 2 ein Isomorphismus der additiven 
Gruppe ist, ist ]* ein Isomorphismus des Schiefkörpers der a. 

Daraus folgt das Behauptete aber ohne weiteres. 
Bilden die Zahlen a den Körper der reellen Zahlen, so folgt, daß alle 

Kollineationen Affinitäten sind; denn ein Isomorphismus des Körpers 
der reellen Zahlen ist nach 2, 4 die Identität. 

Kapitel 5. 

Die Vektoren der affinen Ebene. 

Einleitung. 

Die 3-Gewebe aus Geradenscharen der affinen Ebene kennzeichnen 
die affine Ebene noch nicht. Wir stellten aber in 4, 22 einfache Bezie­
hungen zwischen verschiedenen 3-Geweben der affinen Ebene fest, und 
es ist also unsere Aufgabe, diese Zusammenhänge axiomatisch zu er­
fassen. Es wird sich zeigen, daß Schließungssätze in Geweben aus vier 
Scharen von Geraden diese Zusammenhänge und die affine Ebene 
völlig zu kennzeichnen gestatten. 

In diesem Kapitel wollen wir die Beziehungen der Gewebe aus je 
drei Scharen von im Sinne der affinen Geometrie parallelen Geraden 
aufstellen und den Satz begründen, daß die Translationen eines jeden 
solchen 3-Gewebes in sich die Translationen der affinen Ebene sind. 

Man könnte zunächst Gewebe aus vier Scharen 21:, 5B, Iot, Gl: von paral­
lelen Geraden der affinen Ebene untersuchen wollen und nach Schlie-
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ßungssätzen fragen, aus denen die Identität der Translationsgruppen 
der vier 3-Gewebe folgt, welche im m ~{fQ:-Gewebe enthalten sind. 

Nun besteht aber schon zwischen einer einzigen Q:-Geraden e und 
den m-, ~-, {f-Geraden ein Schließungssatz. Ist nämlich T, eine Trans­
lation, welche einen Punkt P auf e in einen anderen Punkt P' ebenfalls 
auf e überführt, so wird ja jeder Punkt Q auf ein einen Punkt Q' auf e 
übergeführt. Andererseits geht jede andere Gerade e der Schar Q; 
durch eine Translation aus e hervor. Wenn wir das m ~{f-Gewebe und e 
kennen, so können wir also die Parallelen zu e, die Schar Q;, konstruieren, 
Und um die sämtlichen Geraden der affinen Ebene zu erhalten, genügt 
es, die Existenz eines m~{f-Gewebes, die Existenz je einer Geraden e 
aus den Scharen Q; paralleler Geraden, die von der m-, ~-, {f-Schar 
verschieden sind, und geeignete Schließungssätze anzunehmen. Wir for­
dern deswegen, daß ein beliebiger fester Punkt D des m ~{f-Gewebes 
mit irgendeinem beliebigen Punkt P desselben eine und nur eine Ge­
rade () bestimme. Und wir fordern für das m ~{f-Gewebe die Figur 1.:. 1 
bzw. 1.:. 2 und für jede Gerade (j einen Schließungssatz 1.:. 3, der die 
Translationen von (j in sich zu definieren gestattet. Die Geradenschar 
durch D nennen wir~. Es wird also unsere Aufgabe sein, das m~{f~­
Gewebe zu untersuchen. 

Die Parallelen zu den ~-Geraden bilden mit den Scharen m, ~, (f, ~ 

und ihren Punkten eine "affine Ebene", wie wir in Verallgemeinerung 
dieses Begriffes sagen wollen. Wenn wir im m ~{f-Gewebe die Figur 1.:. 2 
voraussetzen, so sind die Resultate über die Vektoren der zugehörigen 
affinen Ebene die anschaulich vertrauten. Es gilt vor allem der Satz: 
Sind P1 P 2 und Q1 Q2 zwei vektorgleiche Strecken, so sind die durch 
P1 , Q1 und die durch P 2 , Q2 bestimmten Geraden zueinander parallel. 
Setzen wir im m~{f-Gewebe nur 1.:. 1 voraus, so gilt dieser Satz nicht 
allgemein. Die SR:- und )8-Schar spielen dann in der verallgemeinerten 
affinen Ebene eine bevorzugte Rolle, die auf den ersten Blick vielleicht 
unbequem erscheint. 

Ein beliebiges m ~{f-Gewebe, das den Axiomen I in 4, l und 1.:. 1 
bzw. 1.:. 2 genügt, braucht sich keineswegs zu einer solchen affinen 
Ebene erweitern zu lassen. Wir können deswegen die Aufgabe, vor die 
wir uns jetzt gestellt sehen, auch so formulieren: Welche Eigenschaften 
muß ein 3-Gewebe haben, damit es sich in eine affine Ebene (im erwei­
terten Sinn) als ein Gewebe aus drei Parallelenscharen einbetten läßt. 
Nun sieht man: Die Translationen des ~( ~{f-Gewebes, welche eine Ge­
rade (j in sich überführen, bilden eine Untergruppe, die wir eingliedrige 
Untergruppe nennen wollen; jede Translation läßt sich in eine wohl­
bestimmte eingliedrige Untergruppe einbetten. Und wir können dem­
nach den Inhalt dieses Kapitels auch dahin erläutern, daß wir die 3-Ge­
webe kennzeichnen, deren Translationen Gruppen mit eingliedrigen 
Untergruppen bilden. 
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Der wichtigste affine Schließungssatz, auf den wir in diesem Kapitel 
stoßen, ist der sog. kleine Satz von DESARGUES. Unter anderem ergibt 
sich eine Kennzeichnungder ebenen affinen Geometrien, die aus Körpern 
reeller Zahlen erklärt sind. 

1. Inzidenzaxiome eines 4- Gewebes. 

Wir erklären ein 4-Gewe be aus den 4 Scharen ~, )ß, ~, '!I von Ge­
raden durch die Festsetzung: 

I.* 7. Die Geraden der Scharen ~, )ß, ~ bilden ein 3-Gewebe, das den 
Forderungen 4, 1, I. 1 bis I. 7 genügt. 

Wir nennen dies Gewebe auch das ~ \B~-Gewebe und später Gewebe 
aus anderen Scharen entsprechend. 

I. 8. Die Geraden der Schar '!I gehen sämtlich durch einen Punkt D des 
~{ \B~-Gewebes. Die Punkte auf '!I-Geraden sind Punkte des ~\B~-Gewebes. 

I. 9. Ist P ein beliebiger Punkt des ~\B~-Gewebes, so gibt es eine 
und nur eine Gerade der Schar '!I, welche mit D und P inzidiert. 

I. 10. Jede TJ-Gerade hat mit einer von ihr verschiedenen ~-, \B- oder 
($.,-Geraden höchstens einen Punkt gemeinsam. 

Danach sind die ~-, \B-, ~-Geraden durch D gleichzeitig '!I-Geraden. 
I. 11. Jede '!I-Gerade, die nicht gleichzeitig ~1- oder \B-Gerade ist, 

hat mit jeder ~- und \B-Geraden mindestens einen Punkt gemeinsam. 
Wir verzichten also zunächst auf die Forderung, daß ~- und '!I-Ge­

raden sich stets schneiden. 
Die Aussagen I. 8 bis 11 besagen, daß die Scharen ~, )ß, '!I ein 

3-Gewebe mit uneigentlichen Elementen bilden. Distin der Ausdrucks­
weise von 4, 11 ein ausgezeichneter uneigentlicher Punkt, die ~- und 
~-Geraden durch D uneigentliche Gerade und die Punkte derselben 
außer D nichtausgezeichnete uneigentliche Punkte. 

2. Geradenisomorphismen und Figur L:. 3. 
Neben den Inzidenzaxiomen fordern wir die Geltung von zwei 

Schließungssätzen, nämlich L:. 1 für das ~\B~-Gewebe und ferner für 
TJ-Geraden und das ~)ß~-Gewebe: 

L:. 3: Sind P 1 , P 2 , P 3 drei Punkte der ~-Geraden durch D, Q1 , Q2 , Q3 

die Schnittpunkte der \B-Geraden durch P 1 , P 2 bzw. P 3 mit einer '!I-Geraden 
b und Pi, Pt, Pt die Schnittpunkte der ~-Geraden durch Q1 , Q2 bzw. 
Q3 mit der \B-Geraden durch D und ist D P 1 = P 2 P 3, so ist auch 
D Pi= P; P:. (Vgl. Fig. 18.) 

Aus den Axiomen I folgt, daß die in E. 3 beschriebene Abbildung 
eine eineindeutige ist und L:. 3 selbst besagt mit Hilfe von L:. 1, daß diese 

Abbildung einen Isomorphismus J der ~-und \B-Vektoren vermittelt, wenn 
wir m (D P) und m (D P*) einander zuordnen. Umgekehrt folgt aus der Tat­
sache, daß diese Abbildung ein Isomorphismus zwischen den ll{- und 
~-Vektoren ist, der Schließungssatz L:. 3. 
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Nennen wir die durch ~-Geraden vermittelten Isomorphismen der 
Vektorgruppe "Geradenisomorphismen", so folgt aus Axiom I. 9 sofort: 

Fig.l8. ,;:;, 3. 

Es gibt einen und nur einen Geradeniso­
morphismus, der ein beliebiges Element a =\= o 
in ein beliebiges Element b =\= o überführt. 

Denn nehmen wir D als Ursprung eines 
Koordinatensystems für das m)8~-Gewebe 

und ordnen jedem Punkte so die Koordi­
naten a, b zu, so vermittelt die ~-Gerade 
durch a, b und nur sie einen Isomorphismus, 
der a in b überführt. 

Aus diesen verschiedenen Isomorphismen 
zwischen den m- und )8-Vektoren können 

wir uns leicht Automorphismen für m-Vektoren zusammensetzen. Nach 
willkürlicher Auszeichnung einer ~-Geraden, etwa der ~-Geraden y, die 
gleichzeitig ~-Gerade ist, können wir jeder ~-Geraden (j eindeutig einen 
Automorphismus 1 o zuordnen. 

Sind nämlich 

a' = 1r(b) und b = 1o(a) 

die den Geraden (j und y entsprechenden Isomorphismen, so sei 

der der Geraden (j zugeordnete Automorphismus der m-Vektoren. 
Wird 1 o durch die Abbildung 

m (DP) -+m (DP') 

vermittelt, so finden wir P' aus P und (j auf folgende Weise: 
Die )8-Gerade durch P schneide die Gerade (j in Q und die m-Gerade 

durch Q schneide die ~-Gerade durch D in R, alsdann trifft die )8-Gerade 
durch R die m-Gerade durch D in P'. Nehmen wir 

a' = 1r(b) 

an Stelle von b als Maßzahl des Vektors b, so können wir die Zu­
ordnung 

m(DP) -+m(PQ) 

auch schon als geometrische Repräsentation des durch (j unter Aus­
zeichnung von y vermittelten Automorphismus fo ansehen. 

3. Die Parallelen der ~-Geraden. 

Führen wir ein m)B-Koordinatensystem mit D als Ursprung ein 
und ordnen jedem Punkt als Koordinaten an Stelle von a, b die beiden 
9{-Vektoren 
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zu, wie dies in 4, 7 ausgeführt wurde, so wird eine il-Gerade 15 durch 

t, ]o(t) 
dargestellt. 

Bei einer Translation des 21: )8 ~-Gewebes parallel zur 21:-Schar 

!i = !1 + a1 , !; = !2 

gehen die Punkte einer il-Geraden in 

t + a, ]o(t) 

über. Wir nennen diese Punktklasse eine Gerade, und zwar eine Parallele 
zu 15. Zwei Gerade t + a1, J~(t) und t + a2, J~(t) nennen wir ebenfalls 
parallel. Es gelten auch nach dieser Erweiterung noch die Sätze: I. 1, 3, 4 
in 4, l über Inzidenz von Punkten und Geraden und dem Parallelismus 
von Geraden. Ferner gilt 

Satz 1: Jede Gerade, die nicht 21:- oder )8-Gerade ist, hat mit einer lU­
und )8-Geraden einen und nur einen P~mkt gemeinsam. 

Satz 2: Zwei Punkte bestimmen eine und nur eine Gerade. 
Satz 3: Sind P 1 P 2 und Q1Q2 zwei Strecken auf verschiedenen 21:-Ge­

raden oder verschiedenen )8-Geraden, so ist dann und nur dann 

p1p2- Q1Q2, 

wenn P 1Q1 und P 2Q2 parallele Geraden bestimmen. I. 2 ist mit Satz 2 
identisch. 

Der Beweis fiir Satz l erfolgt durch die Rechnungen, wie sie in 4, 10 
ausgeführt sind. 

Satz 2 folgt daraus, daß die Translationen 

tl' = !1 + a, !: = !2 + a2 
Gerade in parallele Gerade überführen. Es gehen dabei nämlich die 
Punkte t + a, Jd (t) in 

t + a + a1 ,J~ (t) + a2 

über, oder wenn wir t + ]6 1 (a2) = t* setzen, in 

t*- ]Y 1 (a2) + a + a1, lo(t*) 
iiber. 

Um die Geraden durch die verschiedenen Punkte P 1 und P 2 zu be­
stimmen, führe ich durch eine geeignete, und zwar eindeutig bestimmte 
Translation P 1 nach D über; hierbei gehe P 2 in Q über. D und Q sind 
verschieden und bestimmen nach I. 9 eine und nur eine il-Gerade. 
Führe ich nun durch eine Translation D nach P 1 zurück, so geht auch Q 
wieder in P 2 über und die 'Il-Gerade durch D und Q in eine Gerade durch 
P 1 und P 2 • Offenbar gibt es auch nur eine Gerade durch P 1 und P 2 , 

weil es nur eine Gerade durch D und Q gibt. 
Da aber, wie wir oben sahen, sowohl bei der Translation!: = 1;1 + a1, 
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!; = !;2 wie !~ = h, !; = !;2 + a2 jede Gerade in eine zu ihr parallele 
übergeht, so ergibt sich damit auch Satz 3. 

Die Gesamtheit der Punkte und der so konstruierten Geraden nennen 
wir - in Verallgemeinerung der bisherigen Verwendung dieses Begriffes 
- eine affine Ebene. 

4. Der kleine Desarguessche Satz, E. b. 

In der affinen Ebene können wir die Schließungsaxiome E. 1 und 
1:. 3 durch ein viel übersichtlicheres ersetzen: 

E.b. Sind P 1Q1 ; P 2 Q2 ; P 3 Q3 drei Strecken auf IJ!.-Geraden (58-Geraden) 
und ist P1P 2 parallel Q1 Q2 , P 2P 3 parallel Q2Q3 , so ist auch P 1P 3 parallel 

Q1 Q3 . Es möge der "kleine Desarguessche Satz für 
IJ!.- und 58-Geraden" genannt werden. 

Wie man durch indirekte Schlußweise erkennt, 
ist J:.b mit der folgenden Umkehrung gleichwertig. 

Sind P1P 2 parallel Q1 Q2 , P 2P 3 parallel Q2Q3 

Fig. 19· 4 · o. und P 1P 3 parallel Q2Q3 und bestimmen P 1 Q1 und 
P 2Q2 zwei verschiedene IJ!.-Geraden (58-Geraden), so bestimmen auch 
P 3 und Q3 eine IJ!.-Gerade (58-Gerade). 

Daß der Satz l:.b richtig ist, folgt aus der Transitivität der Vektor­
gleichheit und dem in 5, 3 Satz 3 bewiesenen Kriterium für Vektor­
gleichheit. 

Umgekehrt folgt aus 1:. b für IJ!.- und 58-Geraden und geeigneten In­
zidenzaxiomen, die sich aus 1.1 bis I. 4 und Satz 1 in 5, 3 leicht ent­

nehmen lassen, auch der Satz 1:.1 für das 
~OBQ':-Gewebe und der Satz 1:. 3 für IJ!.58~­

Gewebe. 
Sind nämlich P 1 P 2, Q1 Q2 , R 1 R 2 drei IJ!.­

Geraden und P1 Q1 , P 2Q2 5B-Geraden, Q1R1 

und Q2 R 2 ~-Geraden, so mögen sich die 
Q':-Geraden durch P 1 bzw. P 2 mit den 5B-Ge-

Fig. 20. 
raden durch R1 bzw. R 2 in 51 bzw. 5 2 schnei­

den. Alsdann folgt aus 1:. b und der Umkehrung von 1:. b, daß auch 
51 , 52 eine IJ!.-Gerade bestimmen, und damit ist E.l bewiesen. Ist s 
irgend eine Gerade, die nicht IJ!.-Gerade oder 58-Gerade ist, und ~ die 
Schar der zu s parallelen Geraden, so bilden auch die Scharen IJi, 58, ~ 
ein 3-Gewebe, in welchem infolge 1:. b ebenfalls 1:.1 gilt. 

Vektorgleiche IJ!.- oder 5B-Strecken im IJ!.58~-Gewebe sind nach 1:. b 
auch vektorgleich im IJ!.5BQ':-Gewebe. Ist nun Dirgendein Punkt, IX, ß, s 
je eine m-' 5B-' ~-Gerade durch D' p ein Punkt auf IX' Q der Schnitt­
punkt der 5B-Geraden durch P mit s und P* der Schnittpunkt der 
IJ!.-Geraden durch Q mit ß, so liefert die Abbildung m(DP)--..m(DP*) 
nach 4, 9 einen Isomorphismus zwischen den IJ!.- und 58-Vektoren. Daraus 
folgt aber nach 5, 2 die Figur 1:. 3. 
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Hier zeigt sich die bevorzugte Rolle der m:- und )8-Schar in der ver­
allgemeinerten affinen Ebene zum erstenmaL In den nächsten drei Ab­
schnitten wird sie immer wieder hervortreten. 

5. Dreieckssät ze. 

Ebenso wie im m:)ß{t-Gewebe für {t-Strecken läßt sich in jedem 
m:)ß~-Gewebe die Vektorgleichheit für ~-Strecken erklären; es ergibt 
sich dann für beliebige Strecken-: 

D. 1: Zwei Strecken P 1 P 2 und Q1 Q2 sind vektorgleich, wenn dieGeraden 
P 1 P 2 und Q1 Q2 parallel sind und wenn entweder P 1 Q 1 und P 2 Q2 beide 
m:-Geraden oder beide )8-Geraden sind. 

D. 2: Zwei Strecken P 1P 2 und Q1 Q2 sind vektorgleich, wenn es eine 
Strecke R1 R2 gibt, die nach D. 1 sowohl zu P 1 P 2 wie zu Q1 Q2 vektor­
gleich ist. 

Diese Vektorgleichheit ist transitiv, und von jedem Punkte aus läßt 
sich zu jeder Strecke eindeutig eine vektorgleiche abtragen. 

Der kleine Satz von DESARGUES für die m:-und )8-Schar läßt sich dann 
als ein Satz über Dreiecke aussprechen, von deren Seiten höchstens eine 
eine m:- oder )8-Strecke ist. Er lautet 

Satz 1a: Sind Pi und Qi zwei Dreiecke und ist P 1 P 2 = Q1Q2 , P 1 P 3 

= Q1 Q 3 , sind diese Strecken weder m:- noch )8-Strecken und bestimmen 
P2 Pa eine m:-Gerade ()8-Gerade), so bestimmen auch Q2 Qa eine m:-Gerade 
()8-Gerade). 

Beweis: Bestimmen P 1 und Q1 eine m:-Gerade ()8-Gerade), so müssen 
P 2 P 3 , Q2 Q3 auf derselben m:-Geraden liegen, und die Behauptungist 
richtig. 

Bestimmen P 1 und Q1 eine )8-Gerade (m:-Gerade), so müssen auch 
P2Q2 und P 3 Q3 je eine )8-Gerade (m:-Gerade) bestimmen, und das Be­
hauptete folgt alsdann aus E. 15. 

Ist weder das eine noch das andere der Fall, so bringe man die 
m:-Gerade ()8-Gerade) durch P 1 mit der )8-Geraden (&-Geraden) durch 
Q1 in R1 zum Schnitt und die Parallele durch R1 zu P 1P 2 bzw. P 1 P 3 

mit der Geraden P 2 Pa in R2 und Ra zum Schnitt. Dann folgt das Be­
hauptete aus E. 15 angewendet auf die Dreiecke R1 R2 Ra und Q1 Q 2 Qa. 

Durch indirekte Schlüsse folgert man aus Satz 1 a leicht die Sätze 
2a bis 4a: 

Satz 2a: Sind P 1 P 2 = Q1 Q2 weder m:- noch )8-Strecken, P 1 P 3 parallel 
Q1 Q3 und P 2 P 3 wie Q2Q3 entweder gleichzeitig &-Gerade oder )8-Gerade, 
so ist 

PI Pa - Q1:Q3 · 

Satz 3a: Ist P 1 P 2 = Q2 Q1 und P 2 P 3 = Q3 Q2 und sind dieselben 
weder&- noch )8-Strecken und ist P 1 P 3 eine &-Gerade, so ist auch Q1 Q3 

eine m:-Gerade. 
Reidemeister, Geometrie. 7 
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Satz4a: Ist P 1P 2 = Q1 Q2, die Gerade P 1P 3 zu der Geraden Q2 Q3 paral­

lel und sind die Geraden P 2 P 3 und Q1 Q3 beide 2t- oder ~-Geraden, so ist 

p1p3 = Q3Q2. 
Durch zweimalige Anwendung von Satz l a oder aus Satz 1:. <} un­

mittelbar folgt ferner 
Satz 1 b: Sind Pi, Qi zwei Dreiecke, von deren Seiten keine 2t-Gerade 

noch Sß-Gerade ist und ist P 1P 2 = Q1 Q2 , P 2P 3 = Q2Q3 , so ist auch 

P1Pa= Q1Qa. 
Aus Satz l bundder Definition der Vektorgleichheit folgt umgekehrt 

E. <}für die 2{- und Sß-Schar. 
Ferner ergibt sich durch indirekte Schlußweise aus Satz l b der 

Satz 2b für Dreiecke, von deren Seiten keine 2t- oder Sß-Gerade ist. 
Satz 2b: Ist P 1P 2 = Q1Q2, die Gerade durch P 2 P 3 parallel zu der 

Geraden Q2 Q3 und die Gerade P 1 P 3 parallel der Geraden Q1 Q3 , so ist 

P 2Pa = Q2Qa und P1Pa = Q1Qa. 
Ist nämlich Q2 Q~ = P 2P 3 , so liegt Q~ auf der Geraden Q2 Q3 und 

nach Satz l b ist die Gerade P 1 P 3 parallel zu der Geraden Q1 Q~; 
folglich sind die Geraden Q1 Q3 und Q1 Q~ als Parallele miteinander iden­
tisch und daher auch Q3 = Q~ . 

6. Proportionen. 

Aus diesen Dreieckssätzen lassen sich einige Sätze über Proportionen 
beweisen. Wir erklären die Proportion, unter Auszeichnung der m:- und 
Sß-Geraden, so: 

D. l: Sind O,P1,P2 drei verschiedene Punkte einer Geraden, O,Q1,Q2 

drei verschiedene Punkte einer anderen Geraden durch 0, sind diese beiden 
Geraden weder m:- noch Sß-Geraden und sind die durch P 1 Q1 und durch 
P 2 Q2 bestimmten Geraden gleichzeitig m:-Geraden oder Sß-Geraden, so 
heißen die Strecken 0 P 1 und 0 P 2 proportional zu den Strecken 0 Q1 und 
OQ2 , in Zeichen 

oder auch 
OP2 : OP1 = OQ2 : OQ1 • 

Wir beweisen die folgenden Sätze. 
Satz 1: Ist 0' P~ vektorgleich zu 0 P 1 , 0' P~ vektorgleich 0 P 2 , 0' Q~ 

vektorgleich OQ1 und O'Q~ vektorgleich OQ2 und 

OP1 :0P2 =0Q1 :0Q2 , 
so ist auch 

0' p~ : 0' p; = 0' Q~ : 0' Q; . 

Nach Voraussetzung und 5, 5 Satz la ist nämlichP1P 2parallel P~ P~, 
Ql Q2 parallel Q~ Q~ und daher sind P1P2 und Q1 Q2 beide m- oder beide 
Sß-Geraden. 
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Satz 2: Ist OP1 = P~O, OQ1 = Q~O und OP1 : OP2 = OQ1 : OQ2 , 

so ist auch OP~: OP2 = OQ~: OQ2 • Dies folgt aus 5, 5 Satz 3a. 
Satz 3: Sind 0, Pv P 2 , Pa vier Punkte einer Geraden, 0, Q1 , Q2 , Q3 

vier Punkte einer andern Geraden durch 0 und ist 

OP1 :OP2 = OQ1 :OQ2 und OP2 :OP3 = OQ2 :OQ3 , 

so ist auch 
OP1 :OPa= OQ1 :OQa. 

Dies folgt aus der Transitivität des Parallelismus. 
Satz 4: Sind 0, P 1 , P 2 , Pa, P 4 fünf Punkte einer Geraden und 0, Q1 , 

Q2 , Qa, Q4 fünf Punkte einer anderen Geraden durch 0 und ist 

OP1 :OPa= OQ1 :OQ3 , OP2 :OPa= OQ2 :0Qa, 

und ist P 1 P 4 vektorgleich zu 0 P 2 und Q1 Q4 vektorgleich zu OQ2 , so ist auch 

OP4 :OPa= OQ4 :OQ3 • 

Ziehen wir nämlich durch P1 die Parallele zu OQ2 und machen P1 R1 

vektorgleich zuOQ2 , so ist nach 5, 5 Satz la P4 R 4 parallel zu P 2Q2 und 
da P 1 R4 nach 5, 5 Satz 2 a andererseits vektorgleich zu Q1 Q 4 ist, so 
muß die Gerade R4Q4 ebenfalls zu P2 Q2 parallel sein. Folglich liegen 
P4 R4Q4 auf einer Geraden und P4 Q4 beide auf einer Parallelen zu 
PaQ3• In der Formulierung dieses Satzes könnte man übrigens P 3 , Qa 
ausmerzen. 

Wir erweitern jetzt die Definition der Proportion folgendermaßen: 
D. 2: Sind P1 P 2 und P3 P4 , Q1 Q2 und Q3 Q4 4 Strecken, so sagen wir 

P1P2: PaP, = Ql Q2: QaQ,, 
wenn die Strecken oP:, oP;, OQ:, oQ; vektorgleich bzw. zu PIP2, 
P3 P4 , Q1 Q2 , Q3 Q4 sind und nach D.l in der Proportion 

0 Pt : 0 P; = 0 Qt : 0 Q; 
stehen. 

Nach Satz I ist diese Erklärung widerspruchsfrei. 
Satz 5: Sind P 1 , P 2 , P 3 und Q1 , Q2, Q3 1·e drei Punkte, die nicht 

in einer Geraden liegen und ist P 1 P 2 parallel Q1Q2 , P 1 P 3 parallel Q1Q3 , 

P 2P 3 parallel Q2Q3 und letztere beide 2!- oder SE-Gerade, so ist 

P1 P2: Ql Q2 = Pl Pa: Ql Qa. 

Die Proportionalität ist unter den bisher gemachten Annahmen 
nicht transitiv. Sie wird es erst infolge des Safzes E. 1 für das 
2!SE~-Gewebe, wie wir in Kapitel 6 sehen werden. Sie bildet dann 
die Brücke, die von den 4-Geweben zu den Zahlensystemen führen, 
ähnlich wie die Vektorgleichheit den Zusammenhang zwischen Gruppen 
und 3-Geweben vermittelte. Später (vgl. 5, 14 und 6, ll) werden wir 
uns von der Auszeichnung der m:- und ~-Geraden in der Definition 
der Proportionalität befreien. 

7* 
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7. Vektoren der affinen Ebene. 

Die Klassen vektorgleicher Strecken nennen wir Vektoren der affinen 
Ebene oder kürzer Vektoren. 

Wenn Strecken auf parallelen Geraden liegen, so nennen wir solche 
Vektoren von jetzt ab parallel oder linear abhängig. Die Gesamtheit der 
Vektoren, die zu einem Vektor parallel sind, bilden eine Gruppe, die 
wir von jetzt ab als eingliedrige Gruppen von Vektoren bezeichnen wollen. 

Es läßt sich auch eine Komposition aus nichtparallelen Vektoren 
erklären, nämlich so: 

Repräsentieren P 1 P 2 den Vektorfund P 2 P 3 den Vektor t) und ist 
weder Gerade P 1 P 2 noch P 2 P 3 noch P 1 P 3 zu einer m- oder )8-Geraden 
parallel, so repräsentiere P 1 P 3 den Vektor f + t) . 5, 5 Satz 1 b lehrt, daß 
diese Erklärung von der Auswahl von P 1 unabhängig ist. Die Kompo­
sition ist assoziativ. Einheitselement und inverses Element bestimmen 
sich wie bisher. Die Komposition ist aber nicht stets ausführbar- näm­
lich dann nicht, wenn P 1 P 3 einen m- oder )8-Vektor repräsentiert. 

Mit Hilfe des in 5, 3 eingeführten Koordinatensystems und des Satzes 
aus 4, 10 über das Abtragen von ~-Strecken läßt sich leicht einsehen, 
daß dem Abtragen eines Vektors e, der nicht m- oder )8-Vektor ist, die 
Transformation 

(1) 

entspricht. Wir setzen alsdann e = [a1 , aJ und nennen ai die Kompo­
nenten von e bezüglich der m:- und )8-Schar. Daraus erkennt man, wie 
die Vektoren zu einer vollständigen Gruppe ergänzt werden: indem man 
nämlich durch die Transformationen 

(2) 

das Abtragen der Vektoren [a1 , o] und [o, a2] erklärt. 
Der m-Vektor a1 und der Vektor [a1 , o] sowie der ~-Vektor mit dem 

Maßvektor a2 und der Vektor [o, a2] sind verschiedene Begriffe. Denn 
dem Abtragen von a1 entspricht ja die Translation 

6~ = f1 + al> f; = 62 • 

Zwei m- bzw. ~-Strecken P 1P 2 und Q1Q2 mögen translationsgleich, in 
Zeichen 

plp2 . QlQ2, 

heißen, wenn der Endpunkt der Strecken aus dem Anfangspunkt durch 
dieselbe Translation (2) hervorgeht. Jeder Klasse translationsgleicher 
Strecken entspricht ein Vektor [a1 , o] bzw. [o, aJ. Die geometrische Kon­
struktion von translationsgleichen Strecken ergibt sich aus dem Drei­
eckssatz: 

Ist P1 P 2 = Q1 Q2 , und bestimmen P1 ,P3 sowie Qv Q3 5le-Geraden, 
P 3 , P2 sowie Q3,Q2 )8-Geraden, so ist P 1 P 3 • Q1 Q3 und P3 P2 • Q3 Q2 • 
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Man beachte, daß die Transformationen (1) im allgemeinen keines­
wegs Gerade in Gerade üb~rführen. 

Infolge 5, 6, Satz l läßt sich die Proportionalität auf Vektoren er­
weitern. 

Ist ~1 parallel ~2 und 1.)1 parallel 1.)2, dagegen ~1 zu 1.)1 nicht parallel, 
so heißt 

~1 : ~2 = 1.)1 : 1.)2 

das folgende: Trägt man die 4 Vektoren von einem Punkte 0 aus ab, 
so sind die 4 entstehenden Strecken OP1 , OP2 , OQ1 , OQ2 zueinander 
nach 5, 5, D. l proportional. 

Aus den gleich numerierten Sätzen des Abschnitts 5, 6 folgt: 

Satz l : Die Erklärung der Proportion ist widerspruchsfrei. 
Satz 2: Aus ~1 : ~2 = 1.)1: 1.)2 folgt - ~1 :~2 = -1.)1: I.J2· 

Satz 3: Aus ~1 : ~2 = 1.)1: 1.)2 und ~2 : ~3 = 1.)2: I.Ja folgt ~1: ~3 = tJ2: I.Ja • 
Satz 4: Aus ~1 :~3 = th:t)3 und ~2 :~3 = 1.) 2:1.)3 folgt 

~1 + ~2:~3 = I.J1 + 1.J2:t)3 · 

8. Zerlegung eines Vektors in n gleiche Teile. 

Die wichtigste Eigenschaft der Gewebevektoren, die aus den 4-Ge­
webeaxiomen folgt, ist: Man kann jeden Vektor eindeutig in n gleiche 
Teile zerlegen, wenn es einen Vektor a gibt, für den 

a,a+a=2a,a+a+a=3a, ... ,a+a+ · · · +a=na 
alle voneinander und von dem Einheitselement o der Gruppe verschieden 
sind. 

Wir zeigen unter der gemachten Annahme zunächst 
Satz 1: Jede Strecke einer m:- oder 58-Geraden läßt sich in n vektor­

gleiche Strecken zerlegen. 
Sei Q0 Q,. die zu zerlegende Strecke, die einer 58-Geraden etwa ange­

höre, sei P 0 derselbe Punkt wie 
Q0 , m (P0 P;) = ia (i = l, 2, ... , n), 
P0 P; möge m:-Strecke sein. Wir ver­
binden Q,. und P11 durch eine Gerade 
und bringen die Parallelen zu der­
selben durch Pi mit Q0 Q,. in Q; zum 
Schnitt. Es ist dann Q0 Q1 = Q;Qi+l· 

Ziehen wir nämlich durch Q1 die Po-'-:~;;----'":;--~---....::~~----­

m:-Gerade und bringen sie in R; 
bzw. mit den Geraden P;Qi zum 

Fig. 21. 

Schnitt, und bezeichnen Q1 mit R1 , so ist R;R;+1 = P;Pi+1 und da 
P,Pi+1 = P,_ 1 P,, so sind die Geraden durch P; und Ri+ 1 sämtlich 
parallel zueinander, und da Q0Q1 eine 58-Gerade ist, ebenfalls 58-Gerade. 

Also ist Q0 Q1 = PiRi+l = QiQi+I· 
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Um die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zu zeigen, beweisen wir die 
Umkehrung von Satz l: 

Satz 2: Ist Q0 = P 0 und 

(i=l, ... ,n) 

und liegen die Pi auf derselben SJ!-Geraden, die Qi auf derselben ~-Geraden, 
so sind die Verbindungsgeraden PiQi zueinander parallel. 

Ziehen wir nämlich wieder die SJ!-Gerade durch Q1 und bringen sie 
mit der ~-Geraden durch Pi bzw. in Ri+l zum Schnitt (Q1 = R 1), 

so ist PiPi+t = Ri+tRi+ 2 und da PiPi+l = Pi+tpi+ 2 ist, auch 
RtRi+I = PiPi+t· Also sind die Geraden RiPi alle zueinander parallel. 

Außerdem ist aber Q0 Q1 = PiRi+t und da Q0 Q1 = QiQi+l• auch 
PiRi+t = QiQi+1 ; also ist die Gerade P 1 Q1 mit der Geraden durch 
RiQi parallel. Da nun aber die Geraden P 1Q1 und P 1 R1 identisch sind, 
müssen die Geraden RiQi und PiRi als Parallele durch denselben Punkt 
zusammenfallen. 

Also sind in der Tat alle Geraden PiQi zueinander parallel. 
Aus Satz 2 folgt sofort: 
Satz 3: Eine Strecke auf einer SJ!- oder 58-Geraden läßt sich nur auf 

eine Weise in n gleiche Teile zerlegen. 
Sind nämlich QiQi+t = Q0Q1 und Q~Q~+l = Q~Q~ mit Q0 = Q~, 

Qn = Q~ Strecken einer ~-Geraden und sind PiPi+l = P 0 P 1 Strecken 
einer SJ!-Geraden und ist P 0 = Q0 , so müssen die Geraden PiQi und 
Q~Pi zu den Geraden QnPn parallel sein und daher zusammenfallen.­
Schließlich müssen wir zeigen 

Satz 4: Jeder SJ!- oder ~-Vektor läßt sich eindeutig in n Teile zerlegen. 
Das folgt aber sofort aus Satz 3. 
Ist nämlich 

(i =0, I, ... , n -I) 

und bestimmen Q0Q~ eine Gerade, die nicht 58-Gerade ist, so sind 
die Geraden QiQi verschiedene zueinander parallele Geraden und wegen 
der Transitivität des Parallelismus ist Q0 Qn = Q~Q!. Die Qi zerlegen 
also Q~Q! in die eindeutig bestimmten n gleichen Teile. 

Die Zerlegung von beliebigen Vektoren läßt sich auf die von SJ!- und 
~-Vektoren zurückführen, wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden. 

9. Rationales Netz. Anordnungsaxiome. 

Gibt es eine natürliche Zahl n und einen Vektor a0 + o, so daß 
na0 = o ist, so gibt es auch ein kleinstes n0 dieser Beschaffenheit für 
denselben Vektor a0 . Alsdann muß aber für alle Vektoren a ebenfalls 
n0 a = o und ma + o sein, wenn 0 < m < n0 , a + o ist. Angenommen 
nämlich, es gäbe zwei Vektoren mit 

niai=o, miai=i=o, 0<mi<ni(i=I,2), n1 <n2 , 
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so gibt es eine 2!-Strecke P0 P1 mit n1 m {P0 P 1) = o und eine ~-Strecke 
Q0 Q1 mit n2m (Q0 Q1) = o. Ist 

{P0 = Q0), (i = l, 2, •.. ), 

so ist Q1 mit Ql+n, identisch, P 1 aber von P 1+:; verschieden und die 
Gerade durch Q1 und P 1 sowie durch Ql+n, und Pl+n, wären ver­
schiedene Parallele durch denselben Punkt Q1 = Ql+n,. Analog folgt, 
daß es keinen Vektor a gibt, für den kein Vielfaches k a = o (k =F 0) 
ist. 

Wäre das oben erklärte n0 = n1 n2 , also n0 a = n1 n2 a = o und 
n 2 a = a', so wäre n1 a' = o, also muß n0 eine Primzahl P sein. 

Die Punkte Pm,,m,• die aus P durch die Translationen 

hervorgehen, nennen wir das rationale Netz über P, [m1 a1 , m2 a2] die 
Vektoren desselben. 

Gibt es für keinen Vektor eine natürliche Zahl n mit na = o, 
so können wir jeden Vektor eindeutig in m gleiche Teile zerlegen und 
daher aus einem Vektor a die Vektoren 

n l ( l ) r a =- a =- (n a) = n - a 
m m m 

ableiten, wo m und n beliebige positive oder negative ganze Zahlen 
sind. 

Nach Überlegungen, die denen von 2, 4 ganz analog sind, ist 

r 1 a + r 2 a = (r 1 + r 2) a = r 2 a + r 1 a 
und 

r1 a =Fr 2 a, wenn r1 + r2 ist. 

Sind a1 , a2 zwei 2!-Vektoren, so bilden die Punkte, die aus einem 
festen Punkt P durch die Translationen 

mit beliebigen rationalen rv r2 hervorgehen, das rationale Netz über 
P, [r1 a1 , r2 a2] die Vektoren desselben. In einem 2!~-Koordinaten­
system mit P als Ursprung erhalten die Netzpunkte die Koordinaten 

wo die x1, x 2 beliebige rationale Zahlen sind. 
Weil di.e 2!- und ~-Vektoren des Netzes je eine kommutative Gruppe 

bilden, bilden die Netzvektoren einschließlich der 2!- und ~-Vektoren 
eine Gruppe, und zwar eine kommutative. Die Summe zweier Netz­
vektoren ist 

[r1 a1 , r 2 a2] + [s1 a1 , s2 a2] = [(r1 + s1)a1 , (r2 + s2)a2]. 
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] eder Vektor t läßt sich eindeutig in n Vektoren _!_ t zerlegen und daraus 
n 

r t erklären, wo r eine rationale Zahl ist, und zwar ist 

rt = r[r1 a1 , r2 a2] = [rr1 a1 , rr2 a2]. 

Die Vektoren rt und sr sind linear voneinander abhängig, weil es 
zwei ganze Zahlen m und n gibt, so daß 

m(rt) = n(st) 

ist. Hiervon gilt auch die Umkehrung, d. h. sind die Netzvektoren t 
und 1linear abhängig, so ist 1 = sr, wo s eine rationale Zahl ist. 

Ist nämlich 

t=[rlal,r2a2], i=[slal,s2a2], 

so haben wir zu zeigen: Ist 

so sind t und 1 bzw. 

zwei nicht parallele Vektoren. Trage ich nun t', J' und a1 von P aus 
ab, sind ihre Endpunkte bzw. P 1 , P 2 , A so schneidet die )8-Gerade 
durch A die Gerade durch P Pi in Pi und daher müssen die Geraden 
P Pi verschieden sein. 

Hieraus folgt, daß den Geraden, die zwei Netzpunkte enthalten, die 
linearen Gleichungen 

u1 x1 + u2 x2 + u0 = 0, ui + u~ =!= 0 

entsprechen, wo die ui beliebige rationale Zahlen sind, die der Neben­
bedingung genügen; die und nur die Netzpunkte, deren Koordinaten 
diese Gleichung erfüllen, liegen auf der entsprechenden Geraden. 

Die Netzpunkte und Netzgeraden bilden also die ebene affine 
Geometrie, die aus dem Körper der rationalen Zahlen hervorgeht. 
Fordern wir: die Netzpunkte erschöpfen alle Punkte des m:)B~SD-Ge­
webes, so haben wir die genannte affine Geometrie gekennzeichnet. 
Sehr leicht lassen sich nun auch die aus Körpern reeller Zahlen ent­
standenen Ebenen kennzeichnen. 

Nimmt man die Anordnungsaxiome 4, 14 A. 1 bis A. 6 und das 
Archimedische Axiom 4, 17 hinzu, so lassen sich die sämtlichen Punkte 
(f1 , f 2) des m:)B~SD-Gewebes eineindeutig auf Paare reeller Zahlen (x1 , x2) 

mit f 1 = x1 a1 , f 2 = x2 a2 beziehen, wie bereits im 4, 17 gezeigt wurde. 
Ich behaupte, die Gesamtheit m dieser Zahlen bildet einen Körper. 

Wie ebenfalls in 4, 16 gezeigt wurde, erhalten die Isomorphismen ]o(t) 
in der Parameterdarstellung der Geraden t, ]J (t) die Anordnung, und 
ist t = ta1 , so ist ]b (t) = ]b (ta1) = t ]b (a1), also bei geeignetem reellemd 
lb(t) = tda2 • 
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Also trifft die Gerade t, ] ~ ( t) die Gerade a1 , t a2 in a1 , d a2 , folglich ist 
d eine beliebige Zahl aus ~ und da dt ebenfalls in ~ liegt, ist ~ ein 
Körper. Den Geraden entsprechen, wie man aus ihrer Parameter­
darstellung entnimmt, die linearen Gleichungen in bekannter Weise. 

10. Kommutative Vektorgruppe. 

Nunmehr fordern wir an Stelle von 1:. 1 das Axiom 1:. 2 für das 
2!~~-Gewebe, ferner die Inzidenzaxiome I und das Axiom 1:. 3 für 
das 2!~~'ll-Gewebe. Wir können dann den kleinen Satz von DESARGURS 
1:. 15 für beliebige (§;-Geraden folgern. Zunächst ist klar, daß auch im 
2{~(§;-Gewebe die Figur 1:.2 erfüllt ist, weil die Vektorgruppe des 2{~(§;­
Gewebes zur Vektorgruppe des 2!~~-Gewebes isomorph ist. Daher 
fallen die Beziehungen translationsgleich (:=) und vektorgleich (=) 
jetzt zusammen und der Dreieckssatz aus Abschnitt 5, 7 besagt daher 

Satz 1: Ist P1 P2 = Q1 Q2 und bestimmen P 1 ,P3 sowie Q1 ,Q3 2!-Ge­
raden, Pa, P 2 sowie Qa, Q2 ~-Geraden, so ist 

P 1 Pa= Q1 Qa und PaP2= QaQ2 . 

Daraus folgt 
Satz 2: Ist P1 P2 = Q1 Q2 , so ist die durch P1 , Q1 bestimmte Gerade 

zu der durch P2 , Q2 bestimmten parallel. 
Bestimmen P 1 , P2 eine 2!- oder ~-Gerade, so ist die Behauptung 

mit 5, 3, Satz 3, identisch. Bestimmen P1 , P 2 weder eine 2!- noch eine 
~-Gerade, so bringe man die 2!-Gerade durch P1 bzw. Q1 mit der 
~-Geraden durch P 2 bzw. Q2 in Pa bzw. Qa zum Schnitt. Dann ist nach 
Satz 1 und 5, 3, Satz 3 P1Q1 parallel zu PaQ3 und P 3 Q3 parallel zu P 2Q2 

und daher P 1Q1 parallel zu P 2Q2 • 

Aus der Transitivität der Vektorgleichheit für (§;-Strecken und dem 
in Satz 2 angegebenen Kriterium folgt sofort der kleine DESARGUESsche 
Satz allgemein. 

Umgekehrt folgt aus 1:. b für die (§;-Schar der Satz 2 für vektorgleiche 
(§;-Strecken und aus Satz 2 undl:.ö folgt Satz l. In Verbindung mit dem 
Dreieckssatz aus 5, 7 folgt daraus aber die Identität von Vektorgleichheit 
und Translationsgleichheit der 2!- und ~-Strecken, damit die Identität 
der Transformationen 

~~ = ~1 + ai• ~~ = ~2 und ~~ = a1 + ~1• ~~ = ~2 
und damit das kommutative Gesetz der V ektorkomposition. 

11. Figur 1:.2 und Figur 1:. <5. 

Wir wollen den Zusammenhang zwischen der Figur 1:. 2 und dem 
kleinen DESARGUEsschen Satz für (§;-Geraden uns dadurch noch einmal 
verdeutlichen, daß wir ihn rein geometrisch als Satz über ein 2!~~(§;-Ge­
webe formulieren. 
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Satz 1: Ist der kleine Desarguessche Satz für Dreiecke aus 58-, Cf-, ~­
Geraden, deren Punkte paarweise auf drei IJX.-Geraden liegen, und der für 
IJX.-, Cf-, ~-Geraden, deren Punkte paarweise auf 58-Geraden liegen und die 
Figur 1:. 2 für IJX.-, 58-, Cf-Geraden erfüllt, so gilt auch der kleine Desargues­
sche Satz für Dreiecke aus IJX.-, 58-, Cf-Geraden, deren Ecken paarweise auf 
~-Geraden liegen. 

Offenbar gilt der kleine DESARGUESsche Satz dann auch für Dreiecke 
aus IJX.-, 58-, ~-Geraden, deren Ecken paarweise auf Cf-Geraden liegen. 
Denn da die Figur 1:. 2 auch für IJl, 58, ~-Geraden gilt, bleiben die Vor­

Fig. 22. 

aussetzungen des Satzes 1 auch richtig, wenn man 
die ~-Schar und Cf-Schar miteinander vertauscht. 

Seien P 1 P 2 und Q1Q2 IJX.-Geraden, P 1 P 3 und 
Q1 Q3 58-Geraden und P 2 P 3 eine Cf-Gerade, seien 
P 1 Q1 , P 2Q2 und P 3 Q3 ~-Geraden. Wir müssen 
zeigen, daß Q2Q3 eine Cf-Gerade ist. Wir ziehen die 
Cf-Gerade durch P 1 und bringen sie mit Q1 Q2 in R1 

und mit Q1 Q3 in R 2 zum Schnitt. Alsdann bringen 
wir die IJX.-Gerade durch R 2 mit der Cf-Geraden durch 
P 2 in 5 2 zum Schnitt. Dann ist nach dem kleinen 
DESARGUESschen Satz für die Dreiecke P1 R2Q1 und 
P 2 5 2Q2 die Gerade 5 2Q2 eine 58-Gerade. Alsdann 

bringen wir die 58-Gerade durch R1 mit der Cf-Geraden durch P 2 in 51 

zum Schnitt. Nach dem kleinen DESARGUESschen Satz, angewendet 
auf die Dreiecke Q1 R1 P 1 und Q3 51 P 3, ist dann Q3 51 eine IJX.-Gerade 
und daher nach der Figur 1:. 2 tatsächlich Q2Q3 eine Cf-Gerade. 

Als Umkehrung von Satz 1 zeigen wir 
Satz 2: Ist der kleine Desarguessche Satz für Dreiecke aus IJX.-, Cf-,~­

Geraden, deren Ecken paarweise auf 58-Geraden, für Dreiecke aus IJX.-, 58-, 
(§-Geraden, deren Ecken paarweise auf CE-Geraden und für IJX.-, 5B-, CE-Drei­
ecke, deren Ecken paarweise auf (§-Geraden liegen, erfüllt, so gilt im 
IJX.5BCE-Gewebe die Figur 1:. 2. 

Gleichwertig hiermit ist der Satz, der durch Vertauschung der IJX.­
und 5B-Scharen sowie der Cf- und (§-Scharen aus ihm hervorgeht. Den 
Beweis knüpfen wir an dieselbe Figur an, vertauschen jedoch die Be­
zeichnung "IJX." -Gerade und "Cf" -Gerade. Wir setzen R1 R2 und 51 5 2 als 
IJX.-Geraden, R 2 Q3 , Q2 5 2 , R1 51 als 58-Geraden, R1 Q2 , R2 5 2 und Q3 51 als 
Cf-Geraden voraus und haben nun zu zeigen, daß Q2Q3 eine IJX.-Gerade ist. 

Wir konstruieren Q1 als Schnitt von R2 Q3 und R1 Q2 , P 1 als Schnitt 
der ~-Geraden durch Q1 und der IJX.-Geraden R1 R2 , P 2 als Schnitt der 
Cf-Geraden durch P 1 und 51 5 2 und P 3 als Schnitt der 58-Geraden durch 
P 1 mit der IJX.-Geraden 5 1 5 2 . 

Aus dem kleinen DESARGUEsschen Satz für die Dreiecke Q1 R1 P 1 

und Q3 51 P 3 , deren Ecken paarweise auf 58-Geraden liegen, folgt, daß 
Q3 P 3 eine (§-Gerade bestimmen. Aus demselben Satze, angewendet auf 
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die Dreiecke Q1 R2 P1 und Q2 52 P2 , deren Ecken paarweise auf ~-Geraden 
liegen, folgt, daß P 2Q2 eine (.f-Gerade ist, und aus demselben Satze, an­
gewendet auf die Dreiecke Q1Q2Q3 und P 1 P 2 P 3 , deren Ecken nach den 
eben erzielten Ergebnissen paarweise auf (.f-Geraden liegen, folgt, daß 
Q2Q3 eine m-Gerade ist. 

12. Parallelismus in der affinen Geometrie. 

Es liegt nahe, nach den weiteren Umkehrungen des Satzes 1 aus dem 
vorigen Abschnitt zu fragen. Eine solche wäre z. B. die folgende: 

Ist der kleine DESARGUESsche Satz für Dreiecke 

aus 58, ~, (.f-Geraden, deren Ecken paarweise auf m -Geraden 
m , ~, (.f- " " " 58-
m, 58, (.f- ~-

liegen, so gilt die Figur 1:. 2 für das m58(.f-Gewebe. 
Der Beweis läßt sich nicht ohne weiteres übertragen, weil wir bisher 

nur voraussetzten, daß eine m- oder 58-Gerade mit einer zu ihr nicht 
parallelen Geraden einen Schnittpunkt besitzt. Diese Einschränkung ist 
unnatürlich, sobald wir den kleinen DESARGUESschen Satz für beliebige 
Geraden untersuchen, und wir wollen sie deshalb hier fallen lassen. Wir 
stellen statt dessen die Forderung auf: 

Parallelenaxiom: Zwei verschiedene Gerade sind entweder parallel 
oder sie haben einen Punkt miteinander gemeinsam. 

Alsdann können wir dieAxiome I. 3, I. 4 beweisen. In derTat sind ver­
schiedene parallele Geraden und punktfremde Geraden jetzt dasselbe, 
und der Parallelismus ist gewiß eine symmetrische Beziehung. Ange­
nommen ferner, der Parallelismus wäre nicht transitiv. Es sei also y1 

parallel y 2 , y 2 parallel ra und r1 und y3 mögen den Punkt P bestimmen, 
so gehen durch P zwei verschiedene Parallele zu y 2 im Widerspruch 
zu I. 5. 

Der Übersicht wegen stellen wir die Inzidenzaxiome und das Paral­
lelenaxiom der affinen Geometrie hier zusammen. 

I oc. 1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine 
Gerade. 

Dies wurde in 5, 2 als Satz über die durch Definition aus dem m58~S)­
Gewebe erzeugten Geraden bewiesen. 

I oc. 2. Irgend zwei voneinander verschiedene Punkte einer Geraden 
legen diese Gerade eindeutig fest. 

I oc. 3. Auf einer Geraden liegen stets zwei verschiedene Punkte. 
Dies forderten wir auch bisher. 
loc. 4. Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. 
Dies folgte bisher aus der Forderung I. 6. 
Definition: Zwei Geraden heißen parallel, wenn sie punktfremd oder 

miteinander identisch sind. 
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lrx. 5. Zu einer Geraden gibt es durch jeden Punkt eine und nur eine 
Parallele. 

Die Anordnungsaxiome 4, 14 A. 1 bis A. 6 und das Archimedische 
Axiom 4, 17 können ohne Abänderung als Axiome der affinen Geo­
metrie genommen werden. Das Axiom 1:. d läßt sich so formulieren: 

1:. d. Sind P;, Qi (i = 1, 2, 3) zwei Dreiecke mit paarweise par­
allelen Seiten und ist P 1 Q1 parallel zu P2 Q2 , so ist P 1 Q1 auch parallel 
zu P 3 Q3 . 

Das am Schluß von 5, 9 erzielte Ergebnis läßt sich alsdann über­
sichtlich so formulieren: 

Theorem: Die affinen Geometrien, die aus Körpern reeller Zahlen er­
klärt sind, sind durch dielnzidenzaxiome lr:t..1 bis lct..5, dieAnordnungs­
axiome A. 1 bis A. 6, das Archimedische Axiom und das Schließungs­
axiom 1:. d für zwei Scharen paralleler Geraden gekennzeichnet. 

Mit Hilfe der Ergebnisse über das 3-Gewebe mit der Sechseckfigur 
sieht man leicht ein, daß 1:. d sogar nur für den Fall vorausgesetzt 
zu werden braucht, wo P 2 z. B. auf der Geraden Q1 Q3 liegt. Man 
vergleiche hierzu auch die in 6, 12 zitierte Arbeit von R. MAYRHOFER. 

13. Vektorgleichheit von Dreiecken. 
Der kleine DESARGUEssche Satz ist mit einem Satz über Dreiecke 

äquivalent, ähnlich wie die in 5, 4 angegebenen Dreieckssätze die dort 
vorausgesetzten Spezialfälle dieses Satzes zu ersetzen vermochten. 

Satz 1: Bilden Pi und Q; je ein Dreieck und ist 
plp2 = Q1Q2, p2p3 = Q2Q3, 

so ist auch 
Pt Pa= Qt Qa· 

Man kann den Beweis auf 5, 5, Satz 1 a und b und 5, 10, Satz 1 
zurückführen. Wir geben einen direkten Beweis unter den Inzidenz­
voraussetzungen des vorigen Abschnitts. Wir bemerken dabei, daß in 
jedem Gewebe aus drei Scharen paralleler Geraden nach 5, ll die 
Figur 1:. 2 gilt. 

Sind die Geraden P;Qi voneinander verschieden, so sind sie nach 
Voraussetzung parallel; daraus folgt aber nach der zweiten Aussage des 
kleinen DESARGUESschen Satzes, daß die Geraden durch P1 P3 und Q1 Q8 

parallel sind, und folglich gilt auch das Behauptete. 
Liegen P1 P2 und Q1 Q2 auf derselben Geraden und ist P 2 von Q1 und 

P 1 von Q2 verschieden, so ziehen wir durch P 2 die Parallele zu PIP3 , 

welche Q2Q3 in R2 treffe. Die Parallele zu PIP2 durch R2 treffe die 
Gerade PI P 3 in RI. Alsdann ist P 1 P 2 = RI R2 und daher auch RI R2 

= Q1 Q2. Daher ist die Gerade R1 Q1 parallel zur Geraden R2Q2 • Ferner 
ist die Gerade P 2Q2 parallel zur Geraden P3Q3 , weil P 2P 3 = Q2Q3 

ist, und daher folgt aus der Figur 1:. 2, daß auch PIPs parallelzuQ1 Q3 

ist, und damit ist PIPa= Q1 Q3 • 
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Ist P2 = Q1, so ist Q1Q2 = P 3Q3 und daher P 3 Q3 = P 1P 2 , und 
daraus folgt das Behauptete. 

In den anderen Fällen kommt man analog zum Ziel. 
Aus Satz 1 und dem Kriterium der Vektorgleichheit folgt umgekehrt 

der kleine DESARGUEssche Satz. 
Ebenfalls beweist man nunmehr den Satz 2b aus 5, 5 ohne die Ein­

schränkun_g, daß keine der Seiten eine m- oder 58-Gerade ist (Satz 2). 
Ferner gilt 

Satz 3: Ist 

so ist auch 
P1Pa = QsQ2 · 

Bringen wir nämlich die Parallele durch Q1 zu Q2 Q3 mit der Parallelen 
zu Q1 Q3 durch Q2 in Q~ zum Schnitt, so ist Q2 Q~ = Q3 Q1 , also Q2 Q3 

=P2 P 3 und Q1Q~=Q3Q2 • Nun ist nach Satz 1 P1P3 =Q1Q~ und 
daraus folgt das Behauptete. 

Satz 4: Ist P 1 P 2 = Q1 Q2 und die Gerade P 2 P 3 parallel Q1 Q3 und die 
Gerade P1 P3 parallel Q2Q3 , so ist P2P3 = Q3 Q1 und P1 P3 = Q3Q2. 

14. Proportionen. Vektoren. 

Mit den Sätzen über Dreiecke aus 5, 13 lassen sich leicht dieselben 
Sätze für Proportionen von Strecken wie in 5, 6 beweisen für die 
folgende allgemeinere Erklärung: 

D.*l. Sind 0, P 1 , P2 drei Punkte einer Geraden und 0, Q1 , Q2 drei 
Punkte einer anderen Geraden durch denselben Punkt 0 und ist P 1 Q1 parallel 
zu P2Q2 , so gelte 

OP1 : OP2 = OQ1 : OQ2 • 

Die DefinitionD.*2 entstehe aus 5, 6 D.2, indem im Wortlaut derselben 
D. 1 durch D. * 1 ersetzt wird. Die Sätze aus 5, 6 lassen sich nun wörtlich 
herübernehmen (Satz 1 bis 5). Es gilt ferner der folgende Proportionali­
tätssatz für Dreiecke: 

Satz 6: Sind Pi, Qi zwei Dreiecke und ist 

P1P2: QlQ2 =PIPa: QlQa, 
so ist auch 

p2pa: Q2Qa = p2P1: Q2Ql. 

Aus der Voraussetzung folgt nämlich, daß die entsprechenden Seiten 
der Dreiecke parallel sind, und daraus folgt das Behauptete. 

Die Transitivität für die Proportionalität von Streckenpaaren gilt 
aber auch jetzt noch nicht. Dies werden wir in 7, 13 direkt beweisen. 

Die Vektoren bilden eine kommutative Gruppe mit eingliedrigen 
Untergruppen, die je aus den zueinander parallelen Vektoren bestehen. 
Nach 5, 13, Satz 2 läßt sich jeder Vektor in zwei Komponenten zerlegen, 
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die zu zwei vorgegebenen Geraden parallel sind bzw. zu zwei vorge­
gebenen eingliedrigen Untergruppen gehören. Aus der Erklärung der 
Vektorgleichheit und der Kommutativität der Komposition paralleler 
Vektoren erschließt man leicht den folgenden Schließungssatz: 

Sind P 1 , P2 , P3 einerseits und Q1 , Q2 , Q3 andererseits je drei Punkte 
auf parallelen Geraden und ist P1 Q2 parallel P 2Q3 und P 2Q1 parallel 

~;?1 
~ ~ P, ~I 

Fig. 23. Fig. 24. 

P3Q2 , so ist auch P1 Q1 parallel P3 Q3 . Aus dem assoziativen Gesetz der 
Komposition linear abhängiger Vektoren folgert man: 

Sind P 1 P 2 , P;P~ einerseits und Q1 Q2 , Q;Q~ andererseits je vier 
Punkte paralleler Geraden und ist P 1 Q1 parallel P;Q;, P 1Q2 parallel 
P;Q~, P 2 Q1 parallel P~Q;, so ist auch P 2 Q2 parallel P~Q~. 

Erklären wir die Verhältnisgleichheit von Vektoren wie in 5, 7, indem 
wir aber an Stelle von 5, 6, D. l die Erklärung D. * l setzen, so reiht 
sich neben die Sätze l bis 4 für beliebige Vektoren noch der 

Satz 7: Ist tt nicht parallel zu ~~und ist tt: t 2 = ~ 1 : ~ 2 , so ist auch 
!t : t2 = tl + ~1 : t2 + ~2. 

Kapitel 6. 

Gewebe und Zahlensysteme. 

Einleitung. 

Wie wir in 4, 22 nachwiesen, ist im m: ~'ll-Gewebe, das in 5, l mit 
erklärt wurde, der Schließungssatz E.l erfüllt, falls das m: ~<t'll-Gewebe 
aus einer affinen Ebene entnommen wurde, die aus einem Schiefkörper 
erklärt ist. Wir wollen deswegen jetzt ein m: ~{t'l)-Gewebe betrachten, 
in dem für das m: ~<t- und das m: ~'ll-Gewebe E. 1 und ferner die Forde­
rung E. 3 erfüllt ist. Wir werden zeigen, daß ein solches 4-Gewebe in einer 
einfachen Beziehung zu einem einseitig distributiven Zahlensystem 
steht, und zwar so, daß sich jedem solchen 4-Gewebe ein Zahlensystem 
und jedem solchen Zahlensystem ein 4-Gewebe mit den angegebenen 
Eigenschaften zuordnen läßt. Die Bedeutung des Schließungssatzes .E. 3 
läßt sich jetzt prägnanter als in Kapitel5 formulieren: Er entspricht dem 
distributiven Gesetze des Zahlensystems. 

Wie in Kapitel 5 gezeigt wurde, läßt sich jedes m: ~<t'll-Gewebe mit 
Figur E.l für das m: ~<t-Gewebe und mit Figur E. 3 zu einer affinen Ebene 
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erweitern. Dadurch wird hier der Zusammenhang zwischen einseitig 
distributiven Zahlsystemen und zugehörigen affinen Ebenen vermittelt. 

Später ist es leicht, einen Schließungssatz 1:. 4 für das zweite distri­
butive Gesetz anzugeben, sowie die Folgerungen zu übersehen, die sich 
aus 1:. 4 unabhängig von 1:.3 ziehen lassen. Die Gewebe, in denen statt 
1:.3 die Figur 1:. 4 gilt, stehen wieder in Beziehung zu einseitig distri­
butiven Zahlensystemen, die Gewebe, in denen sowohl 1:.3 wie 1:.4 gilt, 
in Beziehung zu Schiefkörpern. Den Übergang zwischen Zahlen und 
affiner Ebene bildet die Proportionalität von Strecken oder das Strecken­
verhältnis. 

I. Die Geradenautomorphismen als Gruppe. 

Wir legen für das m:, ~, l.t, '1)-Gewebe die Axiome I. 1 bis 1.11, 1:. 1, 
1:. 3 wie in 5, 2 zugrunde und fordern ferner 

};~ 1: Im m:~'l)-Gewebe gilt der Schließungssatz 1:. 1 
und zeigen alsdann 

Satz: Die durch '1)-Geraden vermittelten Geradenautomorphismen ] il 
der Gruppe der m:-Vektoren bilden eine Gruppe. 

Nach 1, 4 ist es zwar trivial, daß die Automorphismen einer Gruppe 
selbst eine Gruppe bilden, aber die Klasse der Geradenautomorphismen 
braucht ja keineswegs aus allen Automorphismen der Vektorgruppe zu be­
stehen. Dies ist im allgemeinen sogar unmöglich, weil ja ein Geradenauto­
morphismus festgelegt ist, wenn er ein Element a1 in ein anderes a; 
überführt, und das gilt natürlich im allgemeinen für beliebige Automor­
phismen keineswegs. 

Ist PQ eine m-Strecke, so verstehen wir in diesem Abschnitt unter 
m(PQ) gleich den m:-Vektor, welcher dem }' 
m-Vektor m (PQ) durch die isomorphe 
Abbildung mittels der l.t-Geraden y zu­
geordnet wird. 

Es seien jetzt zwei Gerade <51 , <52 vor­
gelegt, ] 01 , ]c,2 seien ihre Automorphis­
men, wir wollen die Gerade <53 konstruieren, 
die den Automorphismus ] 02 (] 01 (a)) DE::---+-'--f-f:...!._-f-'Pz::..._ __ a. 
= ]J3 (a) vermittelt. 

Sei P 1 irgend ein Punkt der m:-Ge­
raden oc durch D, Q1 der Schnitt der 
~-Geraden durch P 1 mit <51 , R1 der Schnitt 
der m:-Geraden durch Q1 mit der l.t-Ge-
raden y durch D, P 1 bzw. Q1 der Schnitt 

Fig. 25. 

der ~-Geraden durch R1 mit oc bzw. <52 • Nun bringen wir die m:-Gerade 

durch Q1 und ~e ~-Gerade durch Q1 in Q1 zum Schnitt und ziehen <53 

durch D und ß.. 
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Setzen wir m(DP1) =a1 , so ist 

m (P1 Q1) = m (P1R1) = m(DPl) = /o1 (av 

und daher 

andererseits ist m (P1 Q1) = m (P1 Q1) = Ioa (a1), und es ist also 

I o2 U o1 ( a1)) = I o3 ( a1) · 

Ist nun P2 irgendein anderer Punkt voE r:t., so können wir analog Q2 , 

R 2 , Q2 konstruieren, und bestimmen wir Q2 als Schnitt der 58-Geraden 

durch P2 mit Ö3 , so folgt aus E~ 1, daß Q2, Q2 eine m:-Gerade bestimmen. 
Folglich ist auch 

Ist I 0 ein Geradenautomorphismus, so ist auch der inverse Automor­
phismus Ti ein Geradenautomorphismus. Sei nämlich ~ wieder eine be-

also 

J liebige ~-Gerade, P 1 , Q1 , R1 , P 1 

Fig. ~ö. 

konstruiert wie oben. R1 heiße der 
Schnittpunkt der 58-Geraden P 1 Q1 

mit y, Q1 der Schnittpunkt der 58-
Geraden durch P1 mit der m:-Gera-

- - -
den durch R1 . Die durch D und Q1 

bestimmte Gerade heiße ö. Setzen 
wir m(DP1) =a1 , so ist 

m(DP1)= ]o(at) 

und 

h Uo(ai)) = a1. 

Konstruieren wir aus einem beliebigen Punkt P 2 mit m (D P 2) = a2 
- - -

analog die Punkte Q2 , R 2 , R2 , P 2 und bestimmen Q2 als Schnitt der 
Geraden P 2 R2 mit b, so bestimmen Q2 , R2 nach E~ 1 eine m: -Gerade, 
und es ist also wieder 

I"J(Jo(a2)) = a2 • 

Aus dem über die Io Bewiesenen folgt nun aber nach 1, 3 sofort, 
daß die Geradenautomorphismen tatsächlich eine Gruppe bilden. 
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2. Die Multiplikation der ~-Vektoren. 

Die eindeutige Zuordnung der Geradenisomorphismen zu den Ele­
mentepaaren a1 =l= o, a2 =l= o benutzen wir zur Einführung einer 
anderen Schreibweise. 

Nach Auswahl irgend eines Normvektors a0 =l= o erklären wir jetzt 
eine Multiplikation der Vektoren a. Ist 

h(ao) = a1, h(a2) = a', 
so schreiben wtr dafür 

a1 a2 = a'. 

Da jedem Elementepaar a0 , a1 mit a1 =l= o ein wohl bestimmter Auto­
morphismus lo entspricht, ist das Produkt für beliebige Vektoren a1 ,a2 

erklärt. Weil 

lo(a2 + aa) = lo(a2) + lo(aa), 
gilt offenbar das erste distributive Gesetz 

a1 ( a2 + a3) = a1 a2 + a1 a3 . 

Es gilt das assoziative Gesetz. Ist nämlich la. und la, der a1 bzw. a2 

entsprechende Automorphismus, so ist für den Produktautomorphismus 

(J a1 • J a2) ( Oo) = J a1 (! a2 ( Oo)) = J a1 ( 02) = 01 02 = J a1 a2 ( Oo) · 

Da aber die Komposition der Automorphismen assoziativ ist, so gilt dies 
also auch für die Multiplikation der Vektoren. 

Da la,(a) der identische Automorphismus ist, ist a0 a = a. Nach 
Definition ist aber auch 

aao=la(ao)=a 
und a0 also das Einheitselement der Multiplikation. Die Gleichung 

!Ot = a2 

ist stets auflösbar (a1 , a2 + o), weil es einen wohl bestimmten Auto­
morphismus gibt, der a1 in a2 überführt. Ebenso ist 

Ot! = a2 

stets auflösbar. Es ist 
ao = o. 

Schließlich setzen wir noch 

oa =o. 

Alsdann bilden die Vektoren ein einseitig distributives Zahlensystem mit 
nicht-kommutativer Addition. Man kann natürlich nach Auszeichnung 
eines a0 auch die Multiplikation a1 a2 = a' direkt geometrisch erklären 
und die Rechengesetze aus J:. 1, 1:~ 1, 1:. 3 ableiten. 

Wie ändert sich diese Multiplikation, wenn wir ein anderes Norm­
element ä0 wählen? 

Reidemeister, Geometrie. 8 
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Wir bezeichnen das neue Produkt von a1 , a2 durch a1 o a2 und das 
zu a0 inverse Element bei der Multiplikation mit dem Normelement a0 

mit Ci0 1 . Alsdann ist 

Denn ist ] a, (a0) = a1 , so ist a1 o a2 = ] a, (a2); dabei ist 

Ja,= Ja,· Ja,-1 mit Ja, (ao) = a1 , h.,-1(a0) = Ü01 , 

weil 
]a, (Jfi,-1 (iio)) =Ja, (ao) =a1 . 

Setzen wir also a* = a0 a, so wird dadurch eine eineindeutige Ab­
bildung der Vektoren a vermittelt, und zwar ist 

(al + a2)* = ar + at 
und 

(a1 a2)* = af o at. 
Das heißt aber, die beiden Zahlensysteme, die einerseits durch die 
Operationen a1 + a2 , a1 a2 und andererseits durch die Operationen 
a1 + a2 , a1 o a2 erklärt sind, lassen sich unter Erhaltung der Kompo­
sitionsvorschriften eineindeutig aufeinander abbilden und sind also zu­
einander isomorph. 

3. Das Zahlensystem der Vektorpaare. 

Die willkürliche Auszeichnung des Einheitselementes ist weder alge­
braisch noch geometrisch befriedigend. Hiervon befreien wir uns durch 
die Bildung eines Zahlensystems aus Paaren (a1 , a2) mit a1 + o von 
\ll-Vektoren, indem wir festsetzen: 

Zwei Vektorpaare (a1 , a2), (a1 , Ö2) heißen gleich oder proportional, 
wenn es einen Geradenisomorphismus ] gibt, so daß 

(i = 1' 2} 

oder, was dasselbe ist, wenn es ein a gibt, für das im Sinne der Multi­
plikation bezügl. a0 

(i = 1, 2) 

oder wenn für dieselbe Multiplikation 

U1 1 a2 = Ö1 1 ii2 

ist. Diese Gleichheit ist transitiv; die Klasse der zu (a1 , a2) gleichen 
Vektorpaare nennen wir die Zahl a (a1 , a2). Jede Zahlläßt sich durch ein 
Vektorpaar mit beliebigem ersten Vektor + o repräsentieren. Der zweite 
Vektor ist alsdann eindeutig bestimmt. Jede Zahl außer a(a1 , o) läßt 
sich auch durch ein Vektorpaar mit beliebigem zweiten Vektor =I= o 
repräsentieren. Der erste Vektor ist dann auch eindeutig bestimmt. 
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Um zwei Zahlen zu addieren, repräsentieren wir sie durch Vektor­
paare mit identischem ersten Vektor 

a = a(a1 , a2), a = a (a1 , ii2) 

und setzen 
a + a = a (al, 02 + ii2). 

Diese Erklärung ist widerspruchsfrei. Denn ist a = a (aa1 , aa2) und 
a = a (aa1 , aii2) eine andere solche Darstellung derselben Zahlen, so 
ist nach dem distributiven Gesetz 

a ( a al' a 02 + a a2) = a ( a al ' a ( 02 + ii2)) = a + a . 
Um das Produkt zwei er Zahlen a, a zu bilden, setzen wir 

a=a(a1,a2), a=a(a2,a3) mit 02=02 

und 
aa = a(al, iia)· 

Diese Erklärung ist widerspruchsfrei. Denn ist 

a = a (a a1, a a2), a = a (a ii2, a ii3) 

eine andere solche Darstellung, so ist 

a (aal' a a3) = a a. 
Man bestätigt nun mühelos, daß die a ein einseitig distributives 

Zahlensystem 3 mit nichtkommutativer·Addition bilden. a(a, o) = 0 ist 
das Nullelement der Addition, a (a, a) = l das Einheitselement der 
Multiplikation. 

4. sti-Maßzahlen. 

Es liegen nun zwei Fragen nahe: nämlich einerseits, ob die Ein­
führung der Elemente des Zahlensystems auch direkt auf geometrischem 
Wege möglich ist, und andererseits, wie sich die Vektoren, die wir im 
2U8sti-Gewebe einführen können, zu den Zahlen unseres Zahlen­
systems verhalten. Statt sti-Vektoren wollen wir hier lieber "sti-Maß­
zahlen" sagen. Beide -nicht ganz präzise formulierten - Fragen lassen 
sich dann gleichzeitig präzise beantworten durch den folgenden 

Satz: Die Maßzahlengruppe des 208:.ti-Gewebes ist isomorph zu der 
Gruppe der Zahlen a + 0 des Zahlensystems 3 bei der Multiplikation als 
K ompositionsvorschri jt. 

Ist nämlich P 1 P 2 eine :.tl-Strecke auf der Geraden b und sind a11 , 

a12 , a21 , a22 die Koordinaten von P1,P2, so ist 

a (an, 021) = a (012• 022), 

weil nach Erklärung des Isomorphismus 

0;2 = fa(ail) (i = 1, 2) 
8* 
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ist. Wir behaupten nun, daß die Zuordnung 

b(P1P2) +-*a(a11 , a21) 

einen Isomorphismus zwischen den beiden fraglichen Gruppen vermittelt, 
wenn b(P1 P 2) die durch P1 P 2 bestimmte 'l)-Maßzahl bedeutet. Sind 

P 1 P 2 und P 1 P 2 zwei im lll~'l)-Gewebe gleiche (eigentliche) 'l)-Strecken 

und sind ai 1 , ai 2 bzw. Ciit• ai 2 die Koordinaten von Pi bzw. Pi, so 
haben wir also zu zeigen, es ist 

(l) a (a11 , a21) = a (ii11 , ii21) , 

(2) a (a12• a22l = a (ii12• a22l, 

und umgekehrt: Ist eine der Gleichungen (l) oder (2) erfüllt, so sind die 
zugehörigen 'l)-Strecken gleich. (l) ist, wie wir soeben sahen, eine Folge 
von (2) und umgekehrt. 

Liegen nun P 1 , P 1 und deswegen auch P 2 , P 2 auf \ll-Geraden, so ist 
-

a;2 = ai2 (i = l, 2), 
-

es ist also (2) erfüllt. Liegen P 1 , P 1 und deswegen auch P 2 , P 2 

auf ~-Geraden, so ist 

(i = l' 2)' 

es ist also (l) erfüllt. Hieraus folgt allgemein, daß gleichen 'l)-Strecken 
dieselbe Zahl a zugeordnet ist. Ungleichen 'l)-Strecken mit identischem 
Anfangspunkt entsprechen aber auch verschiedene Zahlen a. Sind schließ­
lich P 1 P 2 und P 2 P 3 zwei 'l)-Strecken mit gerneinsamem Anfangs- bzw. 
Endpunkt und ai 1 , a; 2 ( i = l , 2, 3) die Koordinaten der Pi, so ist 
die P 1 P 2 zugeordnete Zahl a(a11 , a21) = a1, die P 2 P 3 zugeordnete 
a ( a21 , a31) = a2 und die P 1 P 3 zugeordnete 

a(an, a31) = a1a2. 

Daraus folgt der behauptete Isomorphismus zwischen der 'I}-Maßzahlen­
gruppe und der rnultiplikativen Gruppe der Zahlen a. 

Die Kornposition der 'Il-Maßzahlen im l}l~'l)-Gewebe heiße fortan 
die "Mttltiplikation". Der soeben nachgewiesene Zusammenhang legt 
es nahe, nach einer zweiten Kornposition von 'l)-Strecken zu fragen, die 
der Addition der Zahlen a entspricht. Sie ist leicht zu konstruieren. 

Sind P 1 , P 2 , P 3 drei Punkte einer eigentlichen 'l)-Geraden, Q1 , Q2 , 

Q3 die Schnittpunkte der ~-Geraden durch Pi mit der \ll-Geraden durch 
D, ist m(DQ;) = ai 1 , so werde im \ll~{t-Gewebe ein Punkt Q4 mit den 
Koordinaten 

konstruiert. Die ~-Gerade durch Q 4 treffe die 'l)-Gerade P 1 P 2 in P 4 

und alsdann heiße b ( P 1 P 4) die Summe von b (P 1 P 2) und b (P 1 P 3), 

in Zeichen 
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Die Definition dieser Addition ist von der Auswahl von PI unabhängig. 
Denn sind ai die den ;!)-Vektoren b (PIPi) entsprechenden Zahlen, so ist 

a2 + aa = a4. 

Ähnlich kann man die a als Maßzahlen für \}:(-Strecken im I}:()B;!l-Ge­
webe deuten. Es entsprechen dann jeder \}:(-Strecke also ein Vektor a 
und eine ;!l-Maßzahl a. Man beachte hierbei, daß die \}:(-Gerade durch 
D eine uneigentliche Gerade des I}:()B;!l-Gewebes ist, ein Fall, den wir 
bei Einführung der Vektoren im 3-Gewebe nicht berücksichtigt haben. 

5. Streckenverhältnisse als Zahlensystem. 

Die geometrische Bedeutung der Zahlen a = a (ai, a2) und ihrer 
Verknüpfung wird noch deutlicher, wenn wir das I}:()B{t;!l-Gewebe zu 
der affinen Ebene erweitern. Die affine Geometrie, die so entsteht, ist 
nach 5, 4 im wesentlichen durch J:. () für die zwei Scharen paralleler 
Geraden \}:( und lB und den Schließungssatz J:. 1 für ein 3-Gewebe aus 
einem Geradenbüschel durch einen Punkt und den beiden Scharen 
\}:( und lB gekennzeichnet. 

Weil die Translationen des I}:()B{t-Gewebes nach 5, 2 Kollineationen 
der affinen Ebene sind, welche parallele Gerade in parallele Gerade 
überführen, gilt in dem 3-Gewebe aus den m-, lB- und den ;!l-Geraden 
durch einen beliebigen Punkt D' der Ebene die Figur J:. 1. Man kann 
also in jedem I}:()B;!l'-Gewebe die "Maßzahlengleichheit" erklären; diese 
Maßzahlengleichheit ist alsdann transitiv, und das Abtragen eines Vektors 
von einem Punkte aus eindeutig. 

Besser läßt sich dieser geometrische Sachverhalt durch den Ausbau 
der Proportionenlehre beschreiben. Wir ergänzen die in 5, 6 gegebene 
Definition D.1 durch die folgende Festsetzung: 

D. 1 Liegen 0, P 11 P 2 auf einer Geraden und 0, QI, Q2 auf einer an­
deren Geraden durch 0, diebeideweder S}!- noch ~-Geraden sind, so heiße 

(l) 0 PI : 0 p2 = 0 QI: 0 Q2 ' 

wenn die PI, P 2 , QI, Q2 entweder gleichzeitig \}:(-Geraden oder )!)-Geraden 
bestimmen oder falls dies nicht zutrifft, 

D.2 wenn esPunkteRI,R2 gibt, sodaßsowohlOPI:OP2 =0RI:OR2 

als auch OQI: OQ2 = 0 R 1 : OR2 ist. 
Ist OPI: OP2 = OQI: OQ2 , so sind die Strecken PIP2 und QIQ2 in 

dem Gewebe aus den \2!- und >B-Geraden und den Geraden durch 0 
maßzahlengleich und umgekehrt. Die Proportionalität von Strecken­
paaren mit demselben Anfangspunkt ist also ebenfalls transitiv, und 
durch (1) ist der Punkt Q2 eindeutig bestimmt, wenn 0, P 1 , P 2 und Q1 

gegeben sind. 
Die Definition der Proportionalität für Vektoren, die weder 1}{- noch 

lB-Vektoren sind, führen wir analog wie früher auf die für Strecken 
zurück und erhalten den Satz: 
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Ist 

so ist auch 
~h : !2 = ih : <h ' 

mit anderen Worten: die Proportionalität von Vektoren ist transitiv. 
Sind !I und t 2 parallele Vektoren, so verstehen wir unter v (!I• t 2) 

die Gesamtheit der Vektorpaare ~ 1 , ~ 2 für die 

(2) !t : !2 = ~1 : ~2 

ist. Wegen der Transitivität der Proportionalität ist mit (2) stets 

V (!1• !2) =V (~1• ~2) 

und umgekehrt. Diese Klassen v nennen wir "Streckenverhältnisse". Die 
Streckenverhältnisse bilden ein einseitig distributives Zahlensystem. 
wenn die Multiplikation und Addition so erklärt werden: 

Ist 

so sei 

Ist 

so sei 
v1 v2 = v (to, !2) · 

Beide Operationen sind stets eindeutig ausführbar. Denn ist v2 irgend ein 
Streckenverhältnis und t 1 irgend ein Vektor, so gibt es stets einen und 
nur einen Vektor t 2 , so daß 

vl = v (!I• !2) 

ist. v (t, t) ist das Einheitselement der Multiplikation, v (!, o) ist das 
Nullelement der Addition, wenn unter o der Nullvektor verstanden 
wird. 

und 
V {!1' - !2) = -V (h' !2) · 

Aus 5, 7 Satz 3 folgt, daß die Multiplikation von der Auswahl der 
Vektorpaare t 1 , t 2 aus v unabhängig ist. Aus 5, 7 Satz 4 folgt, daß für 
die Addition dasselbe gilt. 

Das assoziative Gesetz der Multiplikation ist unmittelbar zu be­
stätigen, das der Addition folgt aus dem assoziativen Gesetz der Ad­
dition für Vektoren. Dasselbe gilt für das distributive Gesetz 

vl (v2 + v3) = vl v2 + vl v3. 

Es ist nämlich 

v{ro, !I) [v (!I• !2) + v {!t• !3)] = v (to• !1) v (!1• !3 + !2) = v {to• !3 + !2) 

=V (!o• !2) +V (to• !3) =V (to• !t) V (!1> !2) +V (!o• !:1) V (!1• !3) • 
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Das Zahlensystem der Streckenverhältnisse ist zu dem Zahlensystem 
der a = a (a1 , a2) isomorph. 

Sei nämlich D der Ursprung eines Koordinatensystems. Jedem 
Vektor! ordnen wir eine" m:-Komponente" zu; tragen wir! von D aus 
bis P ab und hat P alsdann die Koordinaten a1 , a2 , so heiße a1 die 
m:-Komponente von !· Sei a; 1 die m:-Komponente von !;. so ist 
a21 + a11 die m:-Komponente von ! 1 + ! 2 . Ordnen wir nun jedem 
Streckenverhältnis v (!!, ! 2) die Zahl a = a (a11 , a21) zu, wo die ail 
wieder die m:-Komponenten von!; sind, so ist diese Zuordnung zwischen 
den v und a zunächst eineindeutig, weil jedes a eine wohl bestimmte 
Klasse von maßzahlengleichen 'Il-Strecken und eine solche Klasse ein 
wohl bestimmtes Streckenverhältnis v bestimmt, und wie man nunmehr 
leicht aus der Erklärung der Multiplikation und Addition der a und v 
abliest, in der Tat ein Isomorphismus der beiden Zahlensysteme. 

6. Analytische Darstellung. 

Aus der analytischen Darstellung des 4-Gewebes und der affinen 
Ebene mit Hilfe der m:- und 58-Vektoren können wir nun eine Dar­
stellung in dem Zahlensystem a = a (a1 , a2) ableiten. Sind 611 o2 zwei 
Vektoren, so sei a(o1 , o2) = a(a1 , a2), wenn die a; den O; durch einen 
Geradenisomorphismus zugeordnet werden. 

Wir wählen auf den m:- und 58-Geraden durch D je einen Punkt Ea 
bzw. E8 als Einheitspunkte und setzen 

nt (D Ep) = oo'· 

Seien nun a, o die Koordinaten irgend eines Punktes bezüglich des 
Koordinatensystems mit dem Anfangspunkt D, so ordnen wir ihm 
nunmehr die Zahlen 

b = a (oo, o) 

als Koordinaten zu. Dem Schnittpunkt E der 21:-Geraden durch E8 

mit der 58-Geraden durch Ea entsprechen die Koordinaten 1, 1. Eheißt 
der Einheitspunkt des affinen Koordinatensystems, a, b heißen affine 
oder Parallelkoordinaten. 

Es gilt, die Parameterdarstellung der Geraden zu ermitteln. Ist t, ] (t) 
eine solche in 3-Gewebe-Koordinaten, und setzen wir 

t = a ( a0 , t) = a (] ( a0) , ] ( t)) 
und 

so ist 

a (o0 ,] (t)) = a(o0 , J (a0)) a(l (a0), J (t)) = dt, 

also ist t, d t die gesuchte Parameterdarstellung. 
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Für beliebige Gerade t + a, ](t) ergibt sich daraus, wenn a = a(a0 , a) 
gesetzt wird, die Darstellung 

t+a, dt 

und umgekehrt liefert ein beliebiges a, d so die Punkte einer bestimmten 
Geraden. 

Der Geraden durch D und E entspricht die Darstellung t, t. 
Aus der Parameterdarstellung folgt, daß die Punkte einer Geraden 

eine lineare Gleichung erfüllen und daß umgekehrt jeder linearen Glei­
chung eines gewissen Typus eine Gerade entspricht. In der Tat ist für 
die Punkte x = t + a, y = dt 

d(x-a) -y=O. 

Sei nun 

(1) ux -w-vy =0 

eine lineare Gleichung, in der u und v nicht gleichzeitig verschwinden. 
Man beachte hierbei, daß zwar u (- v) = - uv, dagegen (- v) u im 
allgemeinen =!= - vu ist; es ist daher wesentlich, daß die Glieder u x 
und vy entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Ist v = 0, so ist x = u -lw, also liegen die Lösungen auf einer 
~-Geraden; ebenso folgt, daß (1) für u = 0 die Gleichung einer SU:-Ge­
radenist. Ist u =!=O, v =!= 0, so ist y = v- 1u (x -u- 1w); ist x- u-1w =t, 
so sieht man, die Lösungen von (1) liegen auf der Geraden t + u- 1 w, 
v- 1ut. 

Erklärt man umgekehrt aus einem einseitig distributiven Zahlen­
system 3 analytisch ein 4-Gewebe und eine affine Ebene, indem man 
die Zahlenpaare (a, b) als Punkte und die Gleichungen (1) als Geraden 
nimmt, so genügen diese 1. unseren Axiomen und 2. bilden die Strecken­
verhältnisse ein einseitig distributives Zahlensystem, welches zu 3 iso­
morph ist. 

Nach 4, 8 gilt nämlich sowohl im 3-Gewebe aus den Geraden 

x- a = 0, y-b=O, x-c-y=O 

wie im 3-Gewebe aus den Geraden 

x- a = 0, y- b =0, dx- y =0 

der Schließungssatz J:. 1, und nach 5, 2 der Schließungssatz J:. 3 wegen 
des distributiven Gesetzes. Die Streckenverhältnisse bilden also ein 
einseitig distributives Zahlensystem 3'. 

Nach 4, 8 ist sowohl die additive Gruppe desselben zur additiven 
Gruppe von 3 wie auch die multiplikative Gruppe zur multiplikativen 
Gruppe von 3 isomorph. Den Isomorphismus von 3 und 3' erkennt 
man ähnlich, indem man jeder ~-Strecke P 1 P 2 die Maßzahl 

a;:1 a2 = (da1)-1 da 2 



6, 7. Kollineationen. 121 

zuschreibt, wenn P; die Koordinaten 
a;, da;, (i = 1, 2) 

hat. Dann bekommen nach 4, 8 maßzahlengleiche il-Strecken die­
selbe Maßzahl aus 3, und der Multiplikation der il-Maßzahlen aus 3' 
entspricht die der Maßzahlen aus 3 isomorph. Dasselbe gilt aber 
auch für die in 6, 4 erklärte Addition der il-Maßzahlen 3' und die 
Addition der Maßzahlen aus 3, wie man am leichtesten bei Strecken 
der Geraden x- c- y = 0 nachprüft. 

7. Kollineationen. 
Eine Kollineation der affinen Ebene, welche die \}{-Schar und die 

\8-Schar je in sich überführt und den Parallelismus erhält, läßt sich 
analytisch durch 
(I) x'=a](x)+b, y'=cJ(y)+d a,c=f=O 

darstellen, wenn J einen Isomorphismus des Zahlensystems 3 bedeutet. 
Die Transformationen (I) sind zunächst eineindeutig; denn 

x = J-1 [a-1 (x'- b)], y = J-1 [c-1 (y'- d)] 

ist die zu (I) inverse Transformation. 
Ferner gehen Gerade in Gerade über; wir bestätigen dies einerseits 

für 

(2) x' = J(x), y' = J(y) 

andererseits für 
(3) x* = ax + b, y* = cy + d. 
Bei (2) gehen die Punkte der Geraden u x - w - v y = 0 in die Punkte 
der Geraden 

](u)x'- J(w)- ](v) y' = 0 

über. Bei (3) gehen die Punkte j~ner Geraden in die der Geraden 

u* x* - w* - v* y* = 0 
mit 

u* = ua-1 , 

v*=vc-1 , 

w* =- vc-1 d + w + ua-1b 
über. Denn es ist 

u*x*- w*- v*y* 

= ua-1 (ax + b) - ( -vc-1 d + w + ua-1 b) - vc-1 (cy + d) 

= ux- w - vy = 0. 

Auch der Parallelismus bleibt in beiden Fällen erhalten. Also si:o.d auch 
alle Transformationen (I) Kollineationen, die den Parallelismus er­
halten. 
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Ist umgekehrt irgend eine Kollineation K vorgelegt, welche die m­
und ~-Schar in sich überführt und den Parallelismus erhält, so kann 
man sie mit einer solchen Transformation (3) zusammensetzen, daß bei 
der zusammengesetzten Kollineation die Punkte D und E festbleiben. 
Eine Kollineation, welche aber diese beiden Punkte festläßt, führt die 
Gerade t, t in sich über und hat daher die Gestalt 

x' = F (x), y' = F (y) . 

Sie führt ferner das 3-Gewebe 

x-a=O, y-b=O, x-c-y=O 

und das 3-Gewebe 

x-a=O, y=b=O, cx-y=O 

je in sich über und vermittelt deswegen nach 4, 8 einen Isomorphis­
mus im Zahlensystem der Streckenverhältnisse. Daraus folgt aber ganz 
ähnlich wie in 4, 23 das Behauptete. 

8. Zweites distributives Gesetz und Figur 1:. 4. 

Wir kehren zu der Betrachtung des 4-Gewebes zurück und fragen 
nach der Figur, welche das zweite distributive Gesetz ausdrückt. Dies leistet 
die Forderung: 

1:. 4. Sind P 1 , P 2 , P 3 und Q1 , Q2 , Q3 zwei Dreiecke aus m-, ~-, <r-Ge­
raden, d. h. sind etwa P 1 P 2 und Q1 Q2 m-Geraden, P 2 P 3 und Q2Q3 ~-Ge-

f/ radenund P 3 P 1 , Q3 Q1 Cf_-Geraden und 
2 liegen die Ecken P 3 Q3 auf der m-Ge­

raden durch D und außerdem die Ecken 
P 2 Q2 auf einer 'IJ-Geraden, so liegen 
auch P 1 Q1 auf einer 'IJ-Geraden. 

Die verschiedenen möglichen Um­
kehrungen dieses Satzes zu bilden, 
möge dem Leser überlassen bleiben. 

Fig. 27. I. 4. 

Um den Zusammenhang mit dem 
zweiten distributiven Gesetz zu er­
kennen, ziehen wir noch die <r-Gerade 

durch D und bringen sie in P 4 bzw. Q4 mit P1 P 2 bzw. mit Q1 Q2 

zum Schnitt. Die Parameterdarstellung der Geraden PiQi sei 

t,dit (i=l,2). 

Die Koordinaten von P2 seien a, d2 a, die von Q2 seien b, d2 b; alsdann sind 
die Koordinaten von P3 und Qa bzw. a, 0 oder b, 0 und die Koordinaten 
von P 4 bzw. Q4 die Zahlenpaare d2 a, d2 a bzw. d2 b, d2 b und weil 
DP3 = P 4 P 1 und DQ3 = Q4 Q1 ist, sind die Koordinaten von P1 und Q1 

einerseits d2 a + a, d2 a bzw. d2 b + b, d2 b, andererseits aber ist nach 
1:. 4 für das durch d1 (d2a + a) = d2a bestimmte d1 auch 

dl (d2 b + b) = d2 b. 
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Daraus folgt 

(d2 a + a) a-1 b = d2 b + b 

oder, da a, b, d2 willkürlich sind, wenn wir d2a = a', a = b', a- 1 b = c' 
setzen, 

( a' + b') c' = a! c' + b' c' . 

Halten wir die zwei ~-Geraden fest und sind R bzw. R' die Schnitt­
punkte dieser beiden Geraden mit einer belle bigen 'Il-Geraden, so werden, 
wenn das zweite distributive Gesetz gilt, zwei vektorgleichen Strecken 
R1 R2 = R3 R 4 dabei zwei vektorgleiche Strecken R~R~ = R~R~ zu­
geordnet, und die Abbildung der Vektoren m (R1 R2) ~m (R~R~) ist 
ein Isomorphismus der ~-Vektorgruppe. Sind nämlich in unserem Ko­
ordinatensystem die Koordinaten zweier Punktepaare R;, R~ bzw. 

so ist 
a1 1 a; = a21 a; = d 

der Abstand der beiden ~-Geraden, es ist also 

a~ = aid, 

und da nach dem zweiten distributiven Gesetz 

(- a1 + a2) d = - a; + a; 
ist, folgt das Behauptete. 

(i = 1, 2; a; =I= 0), 

9. Das 4-Gewebe mit der Figur E. 4. 

Da die beiden distributiven Gesetze als wesentlich gleichwertig er­
scheinen, wollen wir kurz ein Gewebe untersuchen, in welchem an 
Stelle der Figur .E. 3 die Figur .E. 4 gilt. Es ist bequem, daneben noch 
zu fordern: 

Eine 'Il-Gerade und eine ~-Gerade haben stets entweder einen oder 
alle Punkte gemeinsam. 

Die am Schluß von 6, 8 durchgeführte Auswertung der Voraussetzung 
.E. 4 kann auch von der Benutzung der Forderung .E. 3 unabhängig vor­
genommen werden, und wir erhalten so, daß durch die Abbildung 
zweier fester ~-Geraden mittels 'Il-Geraden ein Isomorphismus der 
~-Vektoren induziert wird. 

Sind andererseits <X1 , a2 und <X~ , <X~ zwei ~-Geradenpaare von gleichem 
Abstand, d. h. sind die 'Il-Strecken, die sie bzw. ausschneiden, einander 
gleich, so bewirkt die Abbildung durch 'Il-Geraden denselben Isomor­
phismus. 

Sind nämlich A1 , A2 , A~, A~ die Schnittpunkte der vier ~-Geraden 
mit der ~-Geraden durch D, sind P 1 , P 2 die Schnittpunkte irgend einer 
'Il-Geraden mit a1 bzw. <X2 , P~ der Schnitt der ~-Geraden durch P1 mit 
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IX~ und P~ der Schnitt der ~-Geraden durch P~ mit IX~, so muß die 
)8-Gerade durch P 2 auch durch P~ gehen, weil P1 P 2 _p~ P~ sein soll. 
Dann ist aber auch A~ P~ = A 1 P1 , A~P~ = A 2 P 2 • Umgekehrt sieht 
man auch, daß zwei ~-Geradenpaare, auf denen derselbe Isomorphis­
mus bewirkt wird, gleichen Abstand haben. 

Wir können nunmehr von der Operation 

a' = ad 

als der durch Abbildung von ~-Geraden mittels ~-Geraden indu­
zierten Vektorabbildung sprechen. 

Es gibt nur ein wohl bestimmtes d, welches ein a in ein vorgegebe­
nes a' überführt, und es ist 

(a1 + a2)d = a1d + a2d. 

Wir können nun leicht wieder ein einseitig distributives Zahlen­
system konstruieren, indem wir Klassen von Vektorpaaren 

a* = a* (a 1 d, a2 d) 

bei variablem d bilden und ähnlich wie in 6, 3 ihre Addition und 
Multiplikation aus den Verknüpfungen der ~-Vektoren und der ~-Maß­
zahlen erklären. Die a* sind übrigens von den in 6, 3 erklärten Strecken­
verhältnissen a verschieden, auch wenn die beiden distributiven Gesetze 
gelten. Nur wenn die Multiplikation der Streckenverhältnisse kommu­
tativ ist, fallen die a und die a* zusammen. Daß man umgekehrt aus 
jedem einseitig distributiven Zahlensystem ein 4-Gewebe, wie wir es 
hier voraussetzten, konstruieren kann, wird der nächste Abschnitt zeigen. 

10. Analytische Darstellung eines 4-Gewebes mit Figur L.4. 
Die analytische Darstellung der ~-Geraden in dem ~, 58-Koordi­

natensystem mit dem Ursprung D finden wir durch die folgende Über­
legung. Istbeine beliebige ~-Gerade, auf welcher die Punkte P 1 und P 2 

mit den Koordinaten an, a12 ; a21 , a22 liegen und ist Und= a21 , so ist 
auch a12d = a22 • Bringen wir nämlich die )8- und ~-Geraden durch 
P 1 , P 2 mit den Koordinatenachsen in Q1 , (an, o), und Q2 , (a21 , o), 
R1 , (o, a12), und R 2 , (o, a22), zum Schnitt und die ~-Gerade durch D 
mit den ~-Geraden durch P 1 und P 2 in 51 und 5 2 zum Schnitt, so ist 

m(R1 5 1)=a12 , m(R2 5 2)=a22 und m(R1 5 1)d=m(R25 2). 

Die ~-Gerade durch a1 , a2 hat also die Parameterdarstellung 

wo t alle ~-Maßzahlen durchläuft. 
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nennen wir die zu a1 t, a2t parallelen Geraden. Im Gegensatz zu früher 
sind die 

a1 t, a2 t + a3 

keine Geraden, und deswegen ist durch irgend zwei Punkte nicht not­
wendig eine Gerade bestimmt, sondern nur durch einen Punkt D' mit 
den Koordinaten (a1 , o) und einen weiteren beliebigen Punkt. 

Dagegen haben zwei Geraden, die nicht parallel sind, stets einen 
Punkt gemeinsam. Wir brauchen dies nur für Gerade, die keine m-Ge­
raden sind, zu beweisen, und diese können wir in der Gestalt 

a1t + a3 , a2 t; a1 t + a3 , a2t 

ansetzen; es muß für den Schnittpunkt 

- a1 t + a1 t = a3 - a3 

sein, und diese Gleichung ist für - a1 + a1 =l= o stets auflösbar. 
Ebenfalls im Gegensatz zu früher sind jetzt die Transformationen 

(1) !'=fd+a, ~~=~d 

Kollineationen, und zwar führen die Transformationen 

!' = fd' ~' = ~d 

alle ':Il-Geraden in sich über und allgemein die Transformationen 

!' = (! - a) d + a ~' = ~ d 

die Geraden durch den Punkt a, o in sich über. 
Da die Transformationen (2) dadurch bewirkt werden, daß man in 

jedem Punkte die gleiche ':Il-Strecke abträgt, und da andererseits bei 
(l) jede Gerade in eine zu ihr parallele übergeht, sind ':Il-Strecken 
zwischen Parallelen gleich. Dieselben Überlegungen treffen für die 
':Il'-Strecken auf den ~'-Geraden durch irgend 
einen Punkt (a, o) zu. Folglich gilt der "Satz 
von DESARGUES" für Dreiecke P 1 P 2 P 3 und 
Q1 Q2 Q3 , deren Seiten bzw. parallel sind und für 
die die Geraden P 1 Q1 , P 2 Q2 , P 3 Q3 sich in einem 
Punkt (a, o) schneiden, nämlich: 

E. LI. Ist P 1 P 2 parallel Q1 Q2 , P 2 P 3 parallel 
Q2Q3 und P 3 P 1 parallel Q3 Q1 und schneiden sich 
P1 Q1 und P 2Q2 in einem Punkte D, so geht auch 
P 3 Q3 durch denselben Punkt D. D heiße das Zen­
trum der Figur E. LI. Wie man durch indirekte D 
Schlußweise sieht, ist E. LI mit der folgenden Um­
kehrung gleichwertig: Schneiden sich die Geraden 

Fig. 28. I. LI. 

P 1Q1 , P 2Q2 und P 3Q3 in einem PunkteD und ist P 1P 2 parallel Q1 Q2, 

P2P3 parallel Q2Q3 , so ist auch P 3P 1 parallel Q3Q1• 
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Ein weiterer Schließungssatz ergibt sich, wenn man die Gruppen­
eigenschaft der Transformationen (1) in geometrische Konstruktionen 
übersetzt. Die Kennzeichnung der Geometrie dieses Abschnitts durch 
Schließungssätze bleibe dem Leser überlassen. 

11. Streckenverhältnisse als Schiefkörper. 

Nunmehr ziehen wir die Voraussetzungen 1:.3 mit hinzu. Es gelten 
dann, wie wir schon in 6, 8 zeigten, für die Addition und Multiplikation 
der Streckenverhältnisse beide distributiven Gesetze und infolgedessen 
nach 2, 5 auch das kommutative Gesetz der Addition. 

Die Streckenverhältnisse bilden also einen Schiefkörper. 
Daraus und aus der Darstellung der Geraden durch die Gleichungen 

(1) in 6, 6 folgen unmittelbar alle in 5, 12 zusammengestellten Sätze 
l.rt. 1 bis l.rt. 5 über die Indizenz von Punkten und Geraden und den 
Parallelismus der Geraden in der affinen Ebene. 

Nach 5, 3 sind die Transformationen r' = r, tJ' = t) + a Kollineationen 
der aus den 4-Geweben erklärten affinen Ebene, und daher gilt nach 
dem Schlußergebnis des vorigen Abschnitts der Satz von DESARGDES 
jetzt allgemein. Daraus folgt: Sind 0, P1 , P 2 drei Punkte einer Geraden 
und 0, Q1 , Q2 drei Punkte einer anderen Geraden und ist OP1 : OP 
= OQ1 : OQ2 nach Definition 5, 6, D. 1, so ist die durch Q1 P 1 zu der 
durch Q2 P 2 bestimmten Geraden parallel und umgekehrt. Die in 5, 6 
gegebene Definition der Proportionalität mit Hilfe der m- und 58-Schar 
und die in 5, 14 gegebene sind also miteinander identisch und bei der 
Definition der V (!J, !z) können nun m- und 58-Vektoren für die !i zu­
gelassen werden; die a ( al> a2) werden dann zu Unterklassen der Klassen 
V (h !z)· 

Mit Hilfe der in 6, 9 erklärten Operation a v, worin v jetzt als das 
den 'Il-Maßzahlen je eindeutig zugeordnete Streckenverhältnis aufgefaßt 
werden darf, kann man die Multiplikation von Streckenverhältnissen 
auch so schreiben: Es ist 

V ( U1 , a2) V = V ( a1 , U2 v) , 

Ist nämlich V = V (al' Oz)' so ist (il V = Oz' also ist V = ( Uz' Uz v) und 
daher 

v (a1 , a2) v (a2 , a2 v) = v(a1 , a2 v). 

Das läßt sich noch weiter verallgemeinern: nach 6, lO sind ja die 
Transformationen 

Kollineationen der affinen Ebene, welche alle Geraden in zu ihnen 
parallele überführen. Folglich wird jeder Vektor der affinen Ebene in 
einen zu ihm parallelen Vektor übergeführt. Irgend ein Vektor 

r.=a+o 
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geht offenbar in 
~'=av+bv 

über, es werde dann 
~' = ~v 

gesetzt. Nun ist nach 5, 14 Satz 5 

~ : ~' = a : a' = b : b' 
und 

v (a, a') = v (b, b') = v, 
also ist ebenfalls 

v (~, ~') = v (~. ~ v) = v . 
Also ist allgemein 

V (~1, ~2) V = V (~1' ~2) V (!;2' r.2 v) = V (r.1' r.2 v) • 
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Das kommutative Gesetz der Vektoraddition und der Addition der 
Streckenverhältnisse läßt sich auch rein geometrisch beweisen. 

Wir müssen offenbar die Figur 1:. 2 im ~U8{t-Gewebe beweisen. 
Wir knüpfen an die Bezeichnung von 4, 12 an und nennen 51 den Schnitt­
punkt von Q1 P 1 mit R2 Q2 und 52 den Schnittpunkt der Geraden 051 

mit R1 Q1 . Die Dreiecke 0 R1 P 2 und 51 Q1 Q2 haben paarweise parallele 
Seiten, die entsprechenden Ecken 0, 51 und R1, Q1, bestimmen Geraden, 
die sich in 5 2 schneiden, und nach dem Satz von DESARGUES muß des­
wegen auch die Gerade P 2Q2 durch 5 2 hindurchgehen. 

Betrachten wir nun die Dreiecke OR2 P 1 und 5 2Q2Q1 , so sind die 
Seiten Q1 52 parallel 0 P 1 und Q2 52 parallel 0 R2, und die Dreiecks­
geraden durch entsprechende Ecken R2Q2 , P 1 Q1 und 0 52 schneiden 
sich in 5 1 , folglich ist nach der Umkehrung des Satzes von DESARGUES 
R2 P 1 parallel Q1 Q2 . 

12. Literatur über Gewebe. 
Während Kapitel 4 alles Wesentliche enthält, was über 3-Gewebe 

zu sagen ist, ließe sich über 4-Gewebe noch manches Interessante hin­
zufügen. Das Ausgewählte ist das Wichtigste für die Axiomatik der 
affinen Ebene, der wir uns im nächsten 
Kapitel ausschließlich zuwenden wollen. 
Vorher seien den Geweben noch einige 
abschließende Worte gewidmet. 

Eine einfache Aufgabe ist es, in einem 
~U8{t~-Gewebe, in welchem die in Kapi­
tel 5 vorausgesetzten Inzidenzforderungen 

Fig. 29. 

erfüllt sind und ferner noch jede {t-Gerade mit jeder ~-Geraden einen 
Schnittpunkt bestimmt, aus der Figur 1:. ~ für drei der Scharen die 
Figur 1:. 1 in den vier 3-Geweben des 4-Gewebes und die Figur 1:. ~ für 
die vierte Schar nachzuweisen. Wir deuten den Beweis durch die beiden 
Figuren 29 und 30 an. 
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Schwieriger ist es, die 4-Gewebe zu kennzeichnen, die sich auf vier 
Geradenbüschel der affinen Ebene abbilden lassen. Ausgeführt ist dies 
nur, wenn die Stetigkeitsaxiome mit vorausgesetzt sind1. Es ergibt sich 
dabei ein hübscher Zusammenhang zwischen diesen Geweben und 

ebenen Transformationsgruppen, der 
einen Fingerzeig bietet, wie dieFrage 
allgemein gelöst werden könnte. 
Jedes in einem solchen 4-Gewebe 

'j--~ enthaltene 3-Gewebe erfüllt nach 
4, 22 die Figur 1:. l; es wäre inter­
essant, ein 4-Gewebe mit dieser 
Eigenschaft kennenzulernen, das 

Fig. 30. sich nicht in eine affine Ebene ein-
betten ließe und weitere Schließungs­

sätze anzugeben, die ein solches 4-Gewebe vollständig bestimmten. 
Analoge Fragen im dreidimensionalen Raum zu untersuchen, ist 

keineswegs trivial. Dem 3-Gewebe der Ebene entspricht hier ein 4-Ge­
webe, dessen Punkte sich auf Tripel von Gruppenelementen (a, b, c) 
abbilden lassen. Den 4-Geweben der Ebene entsprechen räumliche 
6-Gewebe, die in ähnlichen Beziehungen zu räumlichen Transformations­
gruppen stehen können, wie die ebenen 4-Gewebe zu ebenen Transfor­
mationsgruppen2. Diese Gewebe sind auch für die Grundlagen der Geo­
metrie von Bedeutung, weil sie die Geraden des Raumes zu kennzeich­
nen gestatten würden, ohne daß die Existenz von Ebenen vorausgesetzt 
wäre3• 

Kapitel 7. 

Affine und projektive Geometrie. 
Einleitung. 

Nachdem wir den Zusammenhang zwischen den Körperaxiomen 
und den Schließungssätzen der Gewebe kennengelernt haben, ist es 
leicht, ein einfaches Axiomensystem der affinen Geometrie anzugeben 
und als vollständig nachzuweisen. Neben den Inzidenzforderungen I. rx. 
sind der Satz von DESARGDES und der Satz von PASCAL die Haupt­
axiome. Der Satz von DESARGDES folgt aus dem von PASCAL, aber 
nicht umgekehrt. In der räumlichen Geometrie folgt der Satz von 
DESARGDES aus den trivialen Inzidenzaxiomen für Punkte, Geraden und 
Ebenen. 

1 V gl. R. MA YRHOFER: Math. Z. Bd. 28, 1928 und K. REIDEMEISTER: Math. Z. 
Bd. 29, 1928. 

2 Vgl. E. PoDEHL: Hamb. Abhdlg. Bd. 7, 1930. 
3 Zur Ergänzung dieses Abschnitts vergleiche man den Bericht von W. BLASCHKE: 

Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. Bd. 38, 1929. 
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Die projektiven Axiome lassen sieht leicht aus den affinen gewinnen. 
Beweise für Widerspruchsfreiheit und für Unabhängigkeit der geo­
metrischen Axiome ergeben sich aus den entsprechenden Überlegungen 
für die Körperaxiome in Kapitel 2. 

1. Die Axiome der ebenen affinen Geometrie. 

Die Axiome der 4-Gewebe können wir leicht zu einem System von 
Axiomen der affinen ebenen Geometrie umgestalten. Neben den Eigen­
schaften des 52{, ~, [, ~-Gewebes muß nur noch gefordert werden, daß 
die Geraden der affinen Ebene mit den durch die Translationen des 
52{, ~, [-Gewebes aus ~-Geraden hervorgehenden "Geraden" zusam­
menfallen bzw. daß die Translationen des 52{, ~, [-Gewebes Kollinea­
tionen der affinen Ebene sind. 

In diesem Axiomensystem würden aber die vier Scharen 52{, ~, [, ~ 

bevorzugt -es ist ja nicht einmal vorausgesetzt, daß je zwei Punkte 
eine Gerade bestimmen und zwei Gerade entweder parallel sind oder 
einen Punkt gemeinsam haben. Dies wird vielmehr erst mit Hilfe der 
Schließungssätze gefolgert. 

Nun sind aber die Scharen \ll, ~. [vor den übrigen Scharen par­
alleler Geraden der affinen Ebene nicht ausgezeichnet, Entsprechen­
des gilt von der ~-Schar, und wir wollen deswegen ein System von 
Axiomen angeben, in welchem keine Geradenscharen bevorzugt werden. 
Wir beweisen das 

Theorem: Die Inzidenzaxiome I. oc. 1 bis I. oc. 5 und der Satz von 
DESARGUES, 1:. LI, kennzeichnen die affine Geometrie, die aus einem 
Schiefkörper erklärt ist. 

Zunächst ergibt sich durch indirekte Schlußweise der kleine 
DESARGUESsche Satz 1:. /J. Sind nämlich P;, Q; zwei Dreiecke mit paar­
weise parallelen Seiten, ist P 1 Q1 parallel zu P 2Q2 und wäre P 1 Q1 nicht 
auch zu P 3 Q3 parallel, so müßte der Schnittpunkt von P 1 Q1 mit P 3 Q3 

nach 1:. LI auch auf P 2Q2 liegen, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
1:. 1 für drei Scharen paralleler Geraden 52{, ~, [ ist eine Folge des 

kleinen DESARGUESschen Satzes. 1:. 1 für die Geradenschar ~ durch 
einen Punkt D und zwei Scharen paralleler Geraden 52{, ~ folgt ebenso 
aus den beiden Aussagen des DESARGUESschen Satzes selbst. 

Die Figur 1:. 3 folgt ebenfalls nach 5, 4 aus 1:. (J. Die Figur 1:. 4 
in 6, 8 ist ein spezieller Fall des DESARGUEsschen Satzes. 

Der kleine Satz von DESARGDES hat nach 5, 4 zur Folge, daß die 
Translationen des \2{~[-Gewebes Kollineationen der affinen Ebene 
sind, daß also die aus den ~-Geraden nach 5, 3 hervorgehenden Ge­
raden mit den Geraden der affinen Ebene identisch sind. 

Aus dem Satz von DESARGDES folgt nach 6, 11 und nach 6, 6 also: 
die Streckenverhältnisse a der affinen Ebene bilden einen Schief­
körper; die Punkte der affinen Ebene lassen sich eineindeutig auf die 

Reidemeister, Geometrie. 9 
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Paare a, b so abbilden, daß den Geraden die linearen Gleichungen 
ux + vy + w = 0 entsprechen und umgekehrt. Nach 6, 6 sind schließ­
lich der Schiefkörper 6, aus welchem die affine Ebene analytisch er­
klärt ist, und der Schiefkörper 6' der Streckenverhältnisse zueinander 
isomorph. 

Daß bei diesem Beweise gewisse Punkte und Geradenscharen bevor­
zugt werden, ist natürlich und notwendig: nur so lassen sich Koordi­
naten einführen und die Beziehung der Geometrie zur Algebra wirklich 
herstellen. 

2. Begründung der Streckenrechnung aus den affinen 
Axiomen. 

Aber es sind natürlich auch andere Beweisanordnungen möglich. 
Nach 0. HOLDER1 können wir z. B. so vorgehen: 

l. Es wird der kleine DESARGUESsche Satz gefolgert und die Gruppe 
der Vektoren der affinen Ebene eingeführt wie in Kapitel 5. 

2. Erklärt man zwei Strecken OP1 , OP2 einer Geraden zu zwei 
Strecken einer anderen Geraden OQ1 , OQ2 proportional, wenn die Ver­

bindungsgeraden P1 Q1 und P 2Q2 

parallel sind, und begründet die 
Proportionenlehre aus dem kleinen 
Satz von DESARGUES, wie wir dies 
in 5, 6 getan haben. 

3. Erklärt man zwei Strecken 
0 P 1 , 0 P 2 einer Geraden zu zwei 
Strecken derselben Geraden OP1 , 

0 P 2 proportional, wenn es zwei 
Strecken OQ1 , OQ2 einer anderen 
Geraden gibt, die zu beiden Strek­
kenpaaren nach der ersten Erklä­
rung proportional sind, und be-

0 weist mittels des Satzes von 
Fig. 31. DESARGUES, daß die Proportionali-

tät von Streckenpaaren transitiv 
ist und daß es eine und nur eine Strecke OQ2 gibt, so daß OP1 : OP2 

= OQ1 : OQ2 gilt. Zu diesem Beweise werden wir gleich noch einige Be­
merkungen hinzufügen. 

4. Nun bildet man die Streckenverhältnisse v als Klasse zueinander 
proportionaler Streckenpaare oder Vektorpaare v (!1 , !;2). Alsdann kann 
man wie in 6, 5 die Addition und Multiplikation der Streckenverhält­
nisse erklären und wie dort die Rechengesetze bis auf das zweite dis­
tributive Gesetz aus dem Satz 1:. 15 nachweisen. 

1 "Streckenrechnung und projektive Geometrie", Leipziger Ber. 1911. 
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5. Erklärt man nun p durch v = v (~, ~v), so folgt aus 5, 14 Satz 6 
zunächst: sind a, b , c drei nicht parallele Vektoren und ist 

a+b+c=o, 
so ist auch 

aa+ba+ca=o. 

Ist nun a1 + 6 + c1 = o, a2 - b + c2 = o 
(a1 und a2 parallel, a1 , b, c1 , c2 zu je zweien nicht parallel), so ist 

auch 
Daraus folgt 

a1 a + b a + c1 a = o, a2 a - b a + c2 a = o, 

(a1 + a2) a + C1 a + C2 a = o, 
woraus 

folgt. Da also 

v (~1 , (a1 + a2) a) = v (~1 , a1 a) + v (~1 , a2 a), 

so folgt das zweite distributive Gesetz. 
6. Schließlich stellt man wie in 6, 10 die Gleichung der Geraden auf. 
Der Beweis, daß die Proportionalität transitiv ist, folgt unmittelbar 

aus dem Satz von DESARGUES, wenn drei Streckenpaare auf drei ver­
schiedenen Geraden vorliegen. Andernfalls ist ein weiterer Schließungs­
satz nötig, der sofort aus 1:. LI folgt und hier nur durch die Figtlf 31 
angedeutet sei. 

~. Fundamentalsatz der affinen Geometrie. 

Der Satz von DESARGDES kann durch die folgenden Forderungen 
ersetzt werden : 

l. Sind 0, P 1 , P 2 drei Punkte einer Geraden und bestimmen OQ1 

eine andere Gerade durch 0, so gibt es einen und nur einen Punkt Q2 , 

so daß 
0 PI: 0 p2 = 0 QI: 0 Q2. 

2. Sind 0, P 1 , P 2; 0, Q1 , Q2 und 0, R 1 , R 2 drei Punkte je dreier 
verschiedener Geraden durch 0 und ist 

0 P1 : 0 P2 = 0 Q1 : 0 Q2 und 0 Q1 : 0 Q2 = 0 R1 : 0 R2 , 

so ist auch 
OPI:OP2=0RI:OR2. 

3. Sind 0, P1 , P 2 drei Punkte einer Geraden und 0, Q1 , Q2 drei 
Punkte einer anderen Geraden durch denselben Punkt 0 und ist P 1 Q1 

parallel P2 Q2 , so ist 

9* 
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Diese Forderungen kann man auch zusammenfassen in eine einzige, 
die wir den Fundamentalsatz der affinen Geometrie nennen wollen. Zu­
nächst zwei Definitionen: 

D. 1: Zwei verschiedene Gerade heißen Parallelperspektiv aufeinander 
bezogen, wenn die Verbindungsgeraden der zugeordneten Punkte P, P* 
zueinander parallel sind. 

D. 2: Die Punkte P einer Geraden y heißen auf die Punkte P* einer 
Geraden y* affin bezogen, wenn sie Perspektiv aufeinander bezogen sind 
oder wenn es eine Perspektivität P -+ P' der Punkte von y auf die 
Punkte einer Geraden y' und eine Perspektivität P' -+ P" der Punkte 
von y' auf die von y* gibt, so daß P" = P* ist. Hierin kann y und 
y* identisch sein. 

Fundamentalsatz der affinen Geometrie: Es gibt eine und nur eine 
affine Beziehung zwischen zwei verschiedenen Geraden, welche den Punkten 
P 1 , P 2 vorgeschriebene Punkte P~, P~ zuordnet. 

Daß aus dem Fundamentalsatz 1:. LI folgt, ist klar. Das Umgekehrte 
ergibt sich so: 

Ist P 1 = P~, so ist P 2 =!= P~, und die Parallelen zu P2 P~ vermit­
teln eine affine Zuordnung der gesuchten Art; ist P 1 =!= P~ und P 2 =!= P~, 
so ist entweder P1 P~ parallel P2P~- dann vermitteln die Parallelen 
zu P1P~ die Affinität. Andernfalls bringen wir die Parallele zu P 1P 2 

durch P~ mit der Parallelen zu P1P~ durch P 2 in R2 zum Schnitt. 
Die Gerade P~R2 werde nun durch die Parallelen zu P1 P~ auf P 1 P 2 

und durch die Parallelen zu P 2R2 auf P~ P~ perspektiv bezogen. Es 
gibt also mindestens eine Zuordnung der geforderten Art. 

Ist nun P 3 irgend ein weiterer Punkt der Geraden P 1 P 2 und P~ 
der ihm zugeordnete auf P~P~, so ist P 1 P 2 : P 1 P 3 = P~P~: P~P~. 
Dadurch ist aber P~ eindeutig bestimmt, und es gibt also auch nur eine 
affine Zuordnung P-+ P', die der Forderung Pi-+ P~ (i = l, 2) 
genügt. 

4. Die räumlichen Inzidenzaxiome und der Satz von 
DESARGUES. 

Es ist wichtig für die Rolle des Satzes von DESARGUES, daß er 
sich im Raume aus den Verknüpfungseigenschaften von Punkten, Geraden 
und Ebenen und dem Parallelenaxiom beweisen läßt. Die Verknüpfungs­
axiome I. oc 1 bis I. ct. 5 ergänzen wir durch die folgenden räumlichen 
Axiome: 

I. ct. 6: Drei nicht auf einer und derselben Geraden liegende Punkte 
bestimmen stets eine Ebene. 

I. ct. 7: Irgend drei Punkte einer Ebene, die nicht auf einer Geraden 
liegen, bestimmen diese Ebene. 

I. ct. 8: Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben 
sie noch einen weiteren Punkt gemeinsam. 
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I. IX. 9: Eine Ebene, welche die verschiedenen Punkte P und Q enthält, 
enthält auch alle Punkte der durch P und Q bestimmten Geraden. 

I. IX. 10: Es gibt zwei verschiedene Ebenen, 
und behaupten, daß der Satz von DESARGDES aus !.IX. 1 bis !.IX. 10 folgt. 

Zwei Ebenen, die keinen Punkt gemeinsam haben, nennen wir par­
allel. Sind E 1 und E 2 parallele Ebenen, die von einer beliebigen Ebene 
E 3 in den Geraden y1 und y2 getroffen werden, so sind y1 und y2 par­
allel. Folglich gibt es zu jeder Ebene E1 durch jeden Punkt P außer­
halb von E 1 eine und nur eine parallele Ebene E 2 • Sind nämlich E 3 

und E 4 zwei Ebenen durch P, welche die parallelen Ebenen E 1 und E2 

bzw. in den Geraden y13, y14 , y 23 , y24 schneiden, so ist y13 parallel y 23 

und y24 parallel y34 , und durch diese Beziehung ist y 23 und y24 eindeutig 
nach I IX. 5 und E 2 eindeutig nach I IX. 7 bestimmt. Umgekehrt folgt 
hieraus eine einfache Konstruktion der parallelen Ebene. Sind zwei 
Ebenen E 1 , E2 einer dritten E 3 parallel, so sind sie untereinander 
parallel. Träfen E 1 und E 2 sich nämlich in einem Punkte P, so gäbe 
es durch P zwei parallele Ebenen zu Ea. 

Um nun den Satz von DESARGDES für die Dreiecke Pi, Qi und das 
Zentrum 0 in der Ebene E 1 nachzuweisen, sE>tzen wir voraus, daß 
Pi Qi je eine Gerade durch 0 bestimmen und daß P 1 P 2 parallel Q1 Q2, 

P 1 P 3 parallel Q1 Q3 ist. Um zu zeigen, daß auch P 2 Pa parallel Q2 Qa 
ist, ziehen wir durch 0 eine Gerade, die nicht in E1 liegt, nehmen auf 
ihr einen Punkt P 4 an, verbinden P 4 mit P1 , P 2 und P 3 , bringen die 
parallele Ebene zu der durch P1 , P 2 , P 4 bestimmten Ebene durch Q1 

(und Q2) in Q4 mit der Geraden OP4 zum Schnitt. Alsdann ist P 4 P 1 

parallel Q 4 Q1 , P 4 P 2 parallel Q 4 Q2 , weil sie Schnittlinien der parallelen 
Ebenen P 1 P 2 P 4 und Q1 Q2 Q4 mit den Ebenen OP1 P4 bzw. OP2 P4 

"ind. Daher sind die Ebenen durch P 1 , Pa, P 4 und Q1 , Q3 , Q4 parallel, 
weil sie bzw. die parallelen Geraden P 1 P 3 , Q1 Qa und P 1 P4 , Q1 Q4 

enthalten. Es ist P 4 Pa parallel Q4 Q3 als Schnittgerade dieser Ebenen 
mit der Ebene OP4 P 3 . Folglich ist auch die durch P 3 , P 4 , P 2 zu der 
durch Qa, Q4, Q2 bestimmten Ebene parallel, weil sie die paarweis 
parallelen Geraden P2 P4 , Q2 Q4 und Pa P4, Q3 Q4 enthalten, und folg­
lich ist P 2 P 3 parallel Q2Q3, weil sie in E1 durch diese beiden Ebenen 
ausgeschnitten werden. 

5. Die projektiven Inzidenzaxiome. 

Nach der Begründung der analytischen Geometrie kann man jede 
geometrische Frage in eine algebraische Frage übersetzen. So kann 
man nun auch die projektiven Transformationen der affinen Ebene 
erklären und darauf, rein algebraisch, die projektive Geometrie der 
affinen Ebene aufbauen, wie wir das in 3, 10 andeuteten. Diesen Aufbau 
wollen wir jetzt geometrisch wenigstens skizzieren. 

Wir erweitern zunächst die Punkte und Geraden der affinen Ebene 
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durch die unendlichfernen Punkte und die unendlichferne Gerade, in­
dem wir definieren: 

1 a. Jede affineGerade enthält einen undnur einenunendlich fernen Punkt. 
1 b. Durch jeden unendlich fernen Punkt geht eine Gerade hindurch. 
2a. Sind zwei Gerade parallel, so haben sie denselben unendlich fernen 

Punkt gemeinsam. 
2b. Haben zwei Gerade denselben unendlich fernen Punkt gemeinsam, 

so sind sie parallel. 
Satz: Durch jeden Punkt und jeden unendlich fernen Punkt geht eine 

und nur eine Gerade hindurch. 
Die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte nennen wir "unendlich 

ferne Gerade". 
Verstehen wir nun unter Punkten und Geraden jetzt auch unend­

lich ferne Elemente, so gelten die Schnittpunktssätze I. <X. 1 bis 4; an 
Stelle von I. <X. 5 erhalten wir den Satz: 

I. n. 5. Zwei voneinander verschiedene Gerade schneiden sich stets in 
einem Punkt. 

Die Gesamtheit der Punkte und Geraden heißt eine "projektive 
Ebene" I. <X. 1 bis 4, I. n. 5 die projektiven Verknüpfungsaxiome. In 
diesen Axiomen ist das unendlich Ferne nicht mehr ausgezeichnet, und 
man schließt daraus sofort, daß wir auf sehr viele Weisen daraus eine 
Geometrie ableiten können, in der die Forderungen I. <X. 1 bis I. <X. 5 gelten, 
indem wir nämlich irgend eine beliebige Gerade auszeichnen, ihre Punkte 
unendlich ferne nennen und zwei Gerade durch denselben unendlich 
fernen Punkt parallel nennen. 

Man bestätigt leicht die folgenden Sätze: 
I. n. 2: Irgend zwei voneinander verschiedene Gerade durch einen Punkt 

bestimmen diesen Punkt als ihren Schnittpunkt. 
I. n. 3: Durch jeden Punkt gehen stets zwei verschiedene Gerade. 
I. n. 4: Es gibt drei Gerade, die nicht durch einen Punkt gehen. 
Der Vergleich zeigt, daß aus den Inzidenzaxiomen der projektiven 

Geometrie wieder richtige Sätze hervorgehen, wenn ganz formal die 
Worte "Punkte" und "Geraden" miteinander vertauscht werden- nach­
dem etwa zuvor alle Inzidenzbeziehungen durch das Wort "inzidieren" 
ausgedrückt sind. Der so entstehende Satz heißt der zum ursprüng­
lichen "duale Satz". 

6. Der Satz von DESARGDES in der projektiven Ebene. 

Nun zeigt die Figur des Satzes von DESARGDES ein anderes Aus­
sehen. Sie besteht jetzt aus zehn Geraden und zehn Punkten, von denen 
jede Gerade mit drei von den Punkten, jeder Punkt mit drei von den 
Geraden inzidiert. Nehmen wir irgend eine dieser Geraden als die 
unendlich ferne, so entsteht aus ihr die Figur des affinen Satzes von 
DESARGDES in der affinen Geometrie bezüglich dieser Geraden. 
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Genau lautet die projektive Formulierung so: 
E. LI*. Schneiden sich die Geraden durch PtQi (i = 1, 2, 3) in einem 

Punkte D und sind R 1 , R 2 , R3 die Schnittpunkte der Geraden P 2 P 3 und 

Q2Qa; P1P2 und QtQ2; 
P 3 P 1 und Q3 Q1 , so lie­
gen die Ri auf ein und 
derselben Geraden. 

Vertauscht man hier­
in formal die Worte 
"Punkt" und "Gerade", 
so verwandelt sich der 
Satz in seine Umkeh­
rung, also wieder in 
einen richtigen Satz. Da 
mithin alle zu den Axio­
men der projektiven 
Geometrie dualen Sätze 
wiederum richtige Sätze 
sind, so muß dies auch 
für alle Folgerungen 
aus den Axiomen gel­
ten. Daraus folgt das 
sog. Dualitätsprinzip: Fig. 32. 

Vertauscht man in den 
richtigen Sätzen der projektiven Geometrie "Punkte" und "Gerade" 
miteinander, so erhält man wieder richtige Sätze der projektiven 

Geometrie. 
Ist in einer projektiven Ebene der Satz von DESARGUES bezüglich einer 

Geraden y als der unendlich fernen Geraden erfüllt, so ist er bezüglich jeder 
Geraden als der unendlich fernen erfüllt. 

Der Beweis sei nur skizziert. Aus Satz E. LI in einer affinen Geo­
metrie mit y als unendlich ferner Geraden folgt der Satz von DESAR­

GUES für beliebige Geraden ungleich y als unendlich ferne Geraden 

unter der Voraussetzung, daß die Zentren auf y liegen. Ist S irgend 

ein solcher Punkt und a eine Gerade durch ihn, so folgt also der Satz 

insbesondere auch für irgend eine DESARGUESsche Figur, welche diese 

beiden Stücke enthält. Nehme ich nun a als unendlich ferne Gerade, so 

folgt also der Desargues für Dreieckspaare, deren eines Seitenpaar eine 

feste Richtung hat. Daraus folgt die affine Figur bezüglich a aber so­

fort allgemein. 

7. Die Streckenverhältnisse 1n der projektiven Ebene. 

Wir können daher in jeder affinen Geometrie der projektiven Ebene 
Streckenverhältnisse erklären und zeigen, daß sie einen Schiefkörper 
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bilden. Alle diese Schiefkörper sind, wie wir wissen, zueinander isomorph. 
Geometrisch übersichtlich wird das durch folgende beiden Sätze: 

Satz 1: Sind Yu 1 , Yuz, y drei verschiedene Gerade durch U und sind 
P1 P 2 , Q1Q2 zwei Strecken auf y, welche in einer affinen Geometrie be­

7' 

Fig. 33. 

züglich Yu 1 vektorgleich sind, 
so sind sie auch in der affinen 
Geometrie bezüglich Yuz vektor­
gleich. 

Satz 2: Sind Yu 1 , Yu 2 , y 
drei verschiedene Gerade durch 
U und OP1, OP2 , OQ1, OQ2 

zwei Streckenpaare auf y, die 
in der affinen Geometrie be-
züglich Yul proportional sind, 

so sind sie auch in der bezüglich Yuz proportional. 
Zum Beweise von Satz 1 nehmen wir Yuz als unendlich ferne Gerade 

und l'ul als x-Achse eines schiefwinkligen Koordinatensystems. y ist 
rx, zu Yul parallel. Ist nun 

P1P2 = Q1Q2 , so gibt es 
also nach Definition der Vek­
torgleichheit eine Strecke 
R1 R2 auf einer Geraden y' 
(=l=y,yuvYu2) durch U, so daß 
P 1 R1 und P 2 R 2 einerseits 
und Q1 R1 und Q2 R 2 anderer­
seits sich in einem Punkte 51 

bzw. T1 auf Yut schneiden. 
Folglich bestehen aber in der 

7u.t affinen Geometrie bezüglich 
Fig. 34. Yu 2 die Proportionen' 

51 Rl :51 P1 = 51 R2: 51 P2 = Tl Rl: T Ql = Tl R2: T1 Q2, 
und folglich repräsentieren sowohl P 1 P 2 wie Q1Q2 denselben Vek­
tor ~d, wenn R1 R2 den Vektor~ und 5 1R1 : 51 P 1 die Maßzahl d re­
präsentiert. 

Zum Beweise von Satz 2 ziehen wir durch 0 eine beliebige von y 
verschiedene Gerade r:t. und bringen sie mit den Geraden durch einen 
Punkt 5 von Yut und P 1 bzw. P 2 in R1 bzw. R2 zum Schnitt und bringen 
die Gerade R1 Q1 mit Yu 1 in T zum Schnitt; aus der Voraussetzung 
folgt dann, daß die Gerade TQ2 auch durch R 2 geht. Bringen wir nun 

die Parallele zu 5P1 durch P 2 mit r:t. in R2 zum Schnitt, so ist zu zeigen, 

daß auch R 2Q2 parallel zu R1 Q1 ist. Dies folgt aber sofort aus dem Satz 
von DESARGDES bezüglich der Geraden r:t. als unendlich ferner Geraden 
und U als Zentrum. 
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Hieraus folgt: 
Satz 3: Sind vW, v< 2> die Streckenverhältnisse der affinen Geraden mit 

der unendlich fernen Geraden y ... 1 bzw. y ... 2 , ist y eine Gerade durch den 
Schnittpunkt von y ... 1 und y ... 2 und sind P 1 P 2 , Q1Q2 zwei Strecken auf y 
und ist das Streckenverhältnis 

v (P1 P2 , Q1 Q2) = v<1> bezügl. y ... 1 und = v<2> bezügl. Yu 2, 

so ist 
vt2l = fr (v<ll) 

eine isomorphe Abbildung des Schiefkörpers v<ll auf den Schiefkörper v< 2>. 
Aus Satz 1 und 2 folgt nämlich einerseits, daß fr (v<ll) jedem vW 

ein wohlbestimmtes v< 2> zuordnet. Aus Satz 1 und der Erklärung der 
Addition und aus Satz 2 und der Erklärung der Multiplikation folgt 
andererseits, daß die Abbildung ein Isomorphismus ist. 

Satz 4: Sind y1 und y2 zwei Gerade, die den Voraussetzungen der 
Sätze 1 und 2 bezüglich y genügen und /1 und / 2 die ihnen zugeordneten 
I somorphismen, so ist die durch 

/21 U1 (v(l>)) = v<1> = I 
vermittelte eineindeutige Abbildung ein Automorphismus des Schiefkörpers 
der v<u, und es gibt eine bestimmte Zahl v<~>, so daß 

v<ll = vjp v(1) v&1) -1 . 

Und umgekehrt: ist v< 1> = v~ll v< 1> v~ll- 1 irgend ein innerer Isomor­
phismus zwischen den Streckenverhältnissen bezüglich Yu1 , ist Yu 2 

irgend eine Gerade 9= y ... 1 , die y,. 1 in U trifft und y1 eine Gerade durch 
U, so gibt es stets eine zweite Gerade y2 durch U, so daß der durch die 
Abbildung 

/21ft (v(ll) = v(l) 

vermittelte Isomorphismus gleich v~ll v<t> v~U- 1 ist. 

Sind nämlich OP1 P 2 drei Punkte auf y1 und OP1 P2 drei Punkte 

auf y2 und schneiden sich 00, P 1 P 1 und P 2 P 2 inS auf y ... 2 , so ist in 
der Geometrie bezüglich y" 2 

0 pl: 0 p2 = 0 p1: 0 p2. 

In der Geometrie bezüglich Yut ist aber, wenn das durch 

S P 1 : S P 1 = S P 2 : S P 2 =SO: SO 

bestimmte Streckenverhältnis gleich v<~> und die durch 0 P;, 0 P; be­
stimmten Vektoren bzw. gleich a;, a; gesetzt werden, 

ai = aiv~1) ' 

und daher 

v(a1,a2) = v(a1 v&1',a1)v(a1 a2vÖ1') = v~1>- 1 v(a1 ,a2)v&ll. 
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8. Der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. 

Nach den Sätzen l und 2 des vorigen Abschnitts können wir von 
der Gleichheit und Proportionen von Strecken auf einer Geraden reden, 
nachdem auf dieser Geraden ein uneigentlicher Punkt U ausgezeichnet 
ist. Es läßt sich auf diesen Sätzen auch die Theorie der Doppelverhält­
nisse aufbauen für solche Punktequadrupel U, 0, E, P, bei denen 
das durch 0 E : 0 P bestimmte Streckenverhältnis in einer Geometrie 
mit U als unendlich fernem Punkt, zu dem Zentrum des Schiefkörpers 
der Streckenverhältnisse gehört. Insbesondere ließen sich die harmo­
nischen Punktepaare leicht einführen. 

Um das einzusehen, wollen wir jetzt noch untersuchen, wie sich die 
Streckenverhältnisse beim Projizieren verhalten. Wir erklären: 

D. l: Zwei verschiedene Geraden heißen perspektiv aufeinander be­
zogen, wenn die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte durch einen 
festen Punkt S hindurchgehen. 

D. 2: Zwei Geraden y und y* heißen projektiv aufeinander bezogen, 
wenn sie perspektiv aufeinander bezogen sind oder wenn die Beziehung 
durch endlich viele Perspektivitäten zwischen den Geraden 

'Y n-1 und 'Y n = y* 

vermittelt wird. 
Sind nun U, 0, E, V vier Punkte von y, U*, 0*, E*, V* die 

entsprechenden von y*, so wollen wir feststellen, in welcher Beziehung 
die Streckenverhältnisse OE: 0 V und 0* E*: O*V* stehen, wenn U 
bzw. U* als unendlich ferne Punkte betrachtet werden. Zu diesem 
Zweck zeichnen wir eine bestimmte Gerade Yu als unendlich ferne Ge­
rade aus und bezeichnen die Streckenverhältnisse in der affinen Geo­
metrie bezüglich Yu mit v. Wir wollen alle Punktequadrupel U, 0, E, V 
Maßzahlen v = v ( U, 0, E, V) zuordnen, und zwar setzen wir fest: 
Wenn U auf Yu liegt, so bekommt U, 0, E, V die Maßzahl, welche das 
Streckenverhältnis 0 E: 0 V in der affinen Geometrie bezüglich Yu hat. 
Liegt U nicht auf Yu, so legen wir durch U eine beliebige Gerade y 1u 
und bezeichnen mit v<1> = v<1> (U, 0, E, V) das Streckenverhältnis von 
0 E: OV in der affinen Geometrie bezüglich y1u; ist nun 

f1 (v{l>) = v 

ein in Satz 3 des vorigen Abschnitts erklärter Isomorphismus zwischen 
den Maßzahlen v< 1> und v, so setzen wir 

v(U, 0, E, V)= f1 (v<1>). 

Wir wollen zusehen, wie diese Maßzahlen von den willkürlichen 
Hilfselementen y1u und f1 (v{l>) abhängen. Ist zunächst 

f1 (v<1>) = v' 
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ein zweiter Isomorphismus der genannten Art zwischen den v< 1> und 
v, so folgt aus Satz 4 des vorigen Abschnittes, daß bei geeignetem v0 

ist. Nunmehr zeigen wir: 
Satz 1: Ist y2u eine weitere Gerade durch U, ist das Streckenverhältnis 

OE: OV in der affinen Geometrie bezüglich dieser Geraden v< 2>, so läßt 
sich der Isomorphismus /2 (v< 2>) = v so wählen, daß 

/dv(l>) = f2 (v<2l) 
wird. 

Zum Beweis bringen wir die Gerade Yl'l• und y,. in U1 und y2,. mit 
Yu in U2 zum Schnitt. D sei ein von U verschiedener Punkt von y, 
5 1 ein von U1 und U verschiedener Punkt von y1 ,., 5 2 ein von U2 und U 
verschiedener Punkt von y2,. und 5 der Schnittpunkt der Geraden 
5 1 5 2 mit Yu. Ist ferner V ein Punkt von y, V1 der Schnittpunkt von 
D U1 mit der Geraden 51 V und V2 der Schnittpunkt der Geraden 5 2 V 
mit der Geraden svl. so folgt nach dem Satz von DESARGUES, daß die 
Gerade V2 U2 durch D geht. Nimmt man nun V gleich 0 und E und 
konstruiert entsprechend die Punkte 0 1 , E 1 und 0 2 , E 2 , so ist 

v(l>(U,O,E, V)= v<1>(Uv01,Ev V1), 

v<2>(U,O,E, V)= v< 2>(U2,02.E2, V2), 

v(Uv01,Ev V1} = v(U2,02,E2, V2). 

Versteht man also unter f1 (v<1>) den durch die Gerade D U1 vermittelten 
Isomorphismus, und unter /2 (v< 2>) den durch die Gerade D U2 ver­
mittelten Isomorphismus, so genügen diese den Forderungen des Satzes. 

Ferner gilt: 
Satz 2: Sind y und y* zwei perspektiv aufeinander bezogene Geraden 

und entsprechen dabei den Punkten U, 0, E, V die Punkte U*, 0*, E*, V*, 
so läßt sich die Maß zahl 

v(U, 0, E, V)= v(U*, 0*, E*, V*) 
wählen. 

Denn in der affinen Geometrie bezüglich der Geraden U U* ist 
OE: OV gleich OE: OV. 

Daraus folgt allgemein: 
Theorem: Sind y und y* zwei projektiv aufeinander bezogene Geraden 

und entsprechen den Punkten U, 0, E, V die Punkte U*, 0*, E*, V*, so 
gibt es ein v0 , so daß 

v(U*,O*,E*, V*)= v0 v(U,O,E, V)vö 1 

ist. 
Dies Theorem verdiente als Fundamentalsatz der projektiven Geo­

metrie bezeichnet zu werden. Bisher pflegt man nur eine Folgerung 
aus dem Theorem so zu benennen: Ist die Multiplikation der Strecken-
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Verhältnisse kommutativ, so ist eine projektive Beziehung zwischen 
zwei Geraden eindeutig dadurch festgelegt, daß den drei verschiedenen 
Punkten U, 0, E die Punkte U*, 0*, E* zugeordnet sind. Man sieht 
leicht, daß aus diesem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie 
der Fundamentalsatz der affinen Geometrie bezüglich einer beliebigen 
Geraden y als unendlich ferner und damit nach 7, 3 der Satz von DE­
SARGUES und ferner nach Satz 4 des vorigen Abschnitts das kommu­
tative Gesetz für die Multiplikation der Streckenverhältnisse gefolgert 
werden kann 1 . 

9. Satz von PASCAL. 

Fordern wir im ~~~-Gewebe die Figur 1:.·2 an Stelle von 
E. 1, so gilt nach 4, 13 auch E. 1 und nach 4, 12 wird die ~-Vektoren­
verknüpfung kommutativ. Erklären wir die zugehörige affine Geo­

metrie, so bilden ihre Streckenverhält­
nisse jetzt einen Körper. In jedem 3-Ge­
webe aus den Geraden durch einen be­
liebigen Punkt D und zwei Scharen von 
Parallelen ~, ~ gilt daher die Figur E. 2. 
Wir beweisen aus ihr einen anderen 
Schließungssatz, den Satz von PASCAL: 

Fig. 35. I. II. E. II. Sind P 1 , P 2 , P 3 drei Punkte 
einer Geraden und Q1 , Q2 , Q3 drei Punkte 

einer anderen Geraden und ist die Gerade Q1 P 2 parallel zu Q2 P 3 und 
P 1 Q2 parallel P 2 Q3 , so ist auch P 1 Q1 parallel P 3 Q3 . 

Für den Fall, daß P 1 P 2 P 3 parallel Q1 Q2 Q3 ist, wurde der Satz schon 

Fig. 36. 

in 5, 14 unter engeren Voraus­
setzungen bewiesen. 

Wir nehmen daher an, daß 
die Geraden P 1 P 2 P 3 und Q1 Q2 Q3 

nicht parallel sind. Ihr Schnitt­
punkt heiße D, der Schnittpunkt 
der Geraden P 1 Q2 mit der Ge­
raden P 2Q1 heißeR, der Schnitt­
punkt der Parallelen zu Q1 P 2 

durch Q3 mit der Parallelen zu 
P 1 Q2 durch P 3 heiße S. 

Nach Figur E. 2 für die Gerade RP2 parallel Q2 P 3 parallel Q3 5; 
RQ2 parallel P 2 Q3 parallel SP3 geht alsdann die Gerade durchRund 5 
durch den Punkt D, und nach dem Satz von DESARGUES für die Drei­
ecke Q1 RP1 und Q3 5 P 3 ist daher Q1P 1 parallel Q3 P3 • 

1 Zum weiteren Ausbau der projektiven Geometrie auf diesem Weg ver­
gleiche die auf S. 130 zitierte Arbeit von 0. HöLDER. 
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Ist D ein uneigentlicher Punkt, so schließt man ganz analog. 
Umgekehrt sieht man auch sofort, daß aus dem Satz von DESARGDES 

und dem Satz von PASCAL die Axiome 1:. 2 für alle m:, )S, CJ:;-Gewebe 
gefolgert werden können. Der Satz von PASCAL ist also in einer affinen 
Geometrie mit dem kommutativen Gesetz der Multiplikation äquivalent. 

10. Der Satz von DESARGDES folgt aus dem Satz von PASCAL. 

Es ist nun interessant, daß der Satz von DESARGDES aus dem Satz 
von PASCAL bewiesen werden kann. Wir beweisen dies in direkter An­
lehnung an HESSENBERG1 folgendermaßen: 

Wir setzen voraus, daß OP2Q2 mit P1 Pa, Q1 Qa nicht parallel sei. 
Dies ist durch treffende Wahl der Bezeichnung nur dann nicht zu er­
reichen, wenn für jede Permutation (i, k, l) von (1, 2, 3) 

0 Pi Qi parallel Pk P 1 

und 
0 PiQi parallel QkQl 

wäre. In diesem Falle (der übrigens in einer Geometrie nicht möglich 
ist, in der die Anordnungssätze gelten) wäre aber die zu beweisende 
Behauptung bereits erfüllt. 

Endlich sei hervorgehoben, daß PiPk nicht zu QkQl parallel sein 
darf, da sonst der Satz trivial wird. Wir gehen also von der die Allge­
meinheit nicht beschränkenden Annahme aus, daß von den 4 Geraden 
0 P 1 , 0 P 2 ,0 Pa, P1 Pa keinezwei parallel sind. I? 

Wir ziehen sodann durch P1 eine Par­
allele zu OP2 , die Q1 Qa in einem Punkte 
R, 0 Pa in einem PunkteS schneidet. R fällt 
nicht nach Q2 und nicht auf die Gerade 
Q1 Q2 , da es in diesem Falle nur nach Q1 fallen 
könnte. Es ist also RQ2 eine eindeutig be­
stimmte, von Q1 Q2 verschiedene, daher zu 
P1 P 2 nicht parallele Gerade. Sie trifft P1 P 2 

in dem Punkt T, den wir noch mit 0 und 5 
verbinden. Fig. 37. 

Nunmehr bilden 0, P 1 , Q1 ; R, Q2 ,.T ein PASCALsches Sechseck. 
Es ist 

P 1 T parallel Q1 Q2 nach Voraussetzung, 
P 1 R parallel 0 Q2 nach Konstruktion. 

Also ist nach dem P ASCALschen Satz 

(1) 0 T parallel R Q1 , d. h. parallel Q1 Qa. 

1 Math. Ann. Bd. 61, 1905. S. 165, 166. Von dort ist auch die Figur ent­
nommen. 
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Nach Voraussetzung ist daher auch 

(2) OT parallel P 1 P 3 • 

In dem Sechseck T, P 2 , P 1 ; P 3 , S, 0 ist 

P 1 S parallel 0 P 2 nach Konstruktion, 
P1 P 3 parallel OT nach (2), 

also ist nach dem PASCALsehen Satz 

(3) 

Endlich ist in dem Sechseck 0, S, Q3 ; R, Q2 , T 

OQ2 parallel RS nach Konstruktion, 
0 T parallel RQ3 nach (1). 

Also ist nach dem P ASCALschen Satz 

(4) 

und aus (3), (4) folgt: 

ll. Streckenverhältnisse auf Grund des PASCAL sehen und 
kleinen DESARGUESschen Satzes. 

Es genügt ferner neben den Inzidenzaxiomen I IX. 1 bis 5 den kleinen 
Desarguesschen Satz und den Pascalsehen Satz für drei beliebige Paare 
paralleler Geraden, die sich auf zwei festen nicht parallelen Geraden IX 

und ß schneiden, vorauszusetzen, um daraus die allgemeine Geltung der 
Sätze von DESARGUES und PASCAL zu folgern. Das ist wichtig, weil sich 
der kleine DESARGUESsche und der P ASCALsche Satz für zwei sich recht­
winklig schneidende Gerade leicht aus den Axiomen der euklidischen 
Geometrie beweisen läßt. :E. <5 folgt aus der Kongruenz paralleler Strecken 
zwischen parallelen Geraden, :E.II. für rechtwinklige IX und ß folgt aus 
der Lehre vom Kreisviereck Man kann so aus den Kongruenzaxiomen 
die Lehre von den Proportionen und die Gleichung der Geraden unab­
hängig vom Archimedischen Axiom folgern1• 

Aus E. <5 läßt sich die Vektorrechnung begründen. Parallelverschie­
bungen sind Kollineationen, und daher gilt der Satz von PASCAL für drei 

Paare paralleler Geraden, die sich auf zwei Geraden ~ und ß schneiden, 

sobald ä parallel zu IX und ß parallel zu ß ist. 
Schneiden sich IX und ß in 0 und sind Pa und P ß Punkte von IX 

bzw. ß, deren V erbindungsgeraden einander parallel sind, so ist die Ab­
bildung m (0 Pa) +--* m (0 P p) nach 4, 12 ein Isomorphismus zwischen den 
Gruppen der m-Vektoren parallel zu IX und den ~-Vektoren parallel 

1 Vgl. HrLBERTs Grundlagen der Geometrie, § 15. 
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zu ß. Durch Auszeichnung irgend einer festen Schar von Parallelen 
ordne ich jedem ~-einen m:-Vektor m (OPp) = a zu. 

Jede Parallelprojektion, bei der Pa auf IX. dem Punkte P p auf ß 
entspricht, vermittelt alsdann einen Automorphismus J der Gruppe 
der m:-Vektoren, indem wir 

J(m(OPa))=m(OPp) 
zuordnen. 

Die Figur von PASCAL besagt alsdann, diese Automorphismen J 
bilden eine kommutative Gruppe. 

Seien J 1 , J 2 , J 3 die drei Automorphismen, die den drei Paaren par­
alleler Geraden der Figur zugeordnet sind. al' a2' Ua; al' a2' Ua mögen 
bzw. die Maßzahlen von OP1, OP2 , OP 3 ; OQ1 , OQ2 , OQ3 sein. Es ist 
alsdann 

ii1 =Ja (al) = J2 (a2), Ö2 = J2 (aa) = J1 (al), iia =Ja (aa) = J1 (a2) · 

Nehmen wir für J3 den identischen Automorphismus, so bleiben die 
Gleichungen 

(l) Jda1}=J2(aa}, J2(a2)=a1, Jda2)=Ua· 

Diese Gleichungen bedingen einander. 
Wir erklären nun eine Multiplikation, indem wir ein bestimmtes 

Element a0 als Einheitselement auswählen und, wenn 

J1 (ao) = a1, 
ist, für J1 (a) = a1 ·a schreiben. 

Nehmen wir a2 = a0 , so folgt aus (l) 
(2) a2 a1 = a1 a2 • 

Nehmen wir für a2 ein beliebiges Element und setzen 

J da) = ä1 a, J 2 (a) = ii2 a, 
so folgen nach (l) die Gleichungen 

- -
a1 a1 = a2 a3 , a2 a2 = a1 , a1 a2 = a3 , 

also ist 
il1 (a2 a2) = ii2 (al a2) , 

oder durch zweimalige Anwendung von (2) 
(ii2 a2) ii1 = ii2 (iil a2) = ii2 ( a2 Ö1} . 

Es gilt also das assoziative Gesetz der Multiplikation. Daraus folgt, 
daß die J eine kommutative Gruppe bilden. Man kann jetzt die Strecken­
verhältnisse als Vektorpaare einführen und zeigen, daß sie einen Körper 
bilden. Weil die Punkte A, J(t) bei festem J und variablem t eine 
Gerade durch 0 durchlaufen, entsprechen den Geraden die linearen 
Gleichungen in bekannter Weise1. 

1 Ein anderes Axiomensystem der affinen Ebene, in welcher der Satz von 
PASCAL gilt, findet man diskutiert in den beiden Atbeiten: Die Axiome der zwei­
gliedrigen Gruppen von K. REIDEMEISTER und W. ScHERNus. Schriften d. Kö­
nigsberger Gel. Ges., Naturw. Kl., Jg. 4, 1928 und Jg. 5, 1929. 
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12. Widerspruchsfreiheit der Axiome. 

Überblicken wir noch einmal den zurückgelegten Weg: Wir gingen 
aus von der analytischen Geometrie der euklidischen Ebene, abstra­
hierten daraus eine Methode, rein analytisch diese Geometrie zu er­
klären, und verwandten dieselbe dann zur Erklärung einer analytischen 
affinen und projektiven Geometrie. Zugleich führten wir für die al­
gebraischen Sachverhalte, die wir so konstruierten, eine geometrische 
Sprechweise ein. 

Unter diesen geometrisch formulierten Sätzen erkannten wir als­
dann im zweiten Teil einige wenige Sätze als geeignet, die affine und 
projektive Geometrie ihrerseits zu begründen. Aus den Axiomen über 
Punkte, Gerade und die Relation "inzidieren" ließ sich nämlich folgern, 
daß den Punkten Paare von Zahlen aus einem gewissen Körper zu­
geordnet werden können und daß sich alle Punkteigenschaften in Eigen­
schaften dieser Zahlenpaare widerspiegeln. 

Die affine Geometrie ist danach die Gesamtheit von Sachverhalten, 
die sich aus den grundlegenden, in den Axiomen festgelegten Sach­
verhalten logisch deduzieren lassen, und das Lehrgebäude der affinen 
Geometrie ist die Gesamtheit der Sätze, welche diese Sachverhalte be­
schreiben. Nehmen wir diese Auffassung als die primäre, so erscheint 
die Einführung der analytischen Geometrie auf Grund der Axiome zu­
nächst nur als ein Hilfsmittel, um die Folgerungen aus ihnen über­
sichtlich zu machen. 

In Wirklichkeit aber ist die analytische Geometrie auch bei der Er­
klärung der Geometrie durch Axiome von entscheidender Bedeutung. 
Es ist nämlich denkbar, daß ein System von Axiomen einen Wider­
spruch zur Folge hat, und die affine Geometrie kann erst als definiert 
anerkannt werden, wenn ihre Axiome bestimmt widerspruchsfrei sind. 
Die analytische Geometrie lehrt nun, daß jedem affinen geometrischen 
Axiom ein bestimmter algebraischer Sachverhalt entspricht und daher 
auch jeder richtigen Folgerung aus den Axiomen ein richtiger algebra­
ischer Sachverhalt. Einem Widerspruch der Geometrie müßte also ein 
Widerspruch der Algebra korrespondieren. Mit der affinen Geometrie 
müßten also auch die Gesetze der Addition und Multiplikation wider­
spruchsvoll sein, und das ist bestimmt nicht der Fall, weil die ratio­
nalen Zahlen die Grundgesetze des Körpers tatsächlich erfüllen. 

13. Unabhängigkeit der Axiome. 

Die analytische Geometrie setzt uns weiter vielfach instand, nach­
zuprüfen, ob wir überflüssige Axiome eingeführt haben oder nicht. Ein 
Axiom A ist überflüssig oder abhängig, wenn es als Satz aus den 
übrigen Axiomen gefolgert werden kann, es ist bestimmt nicht über­
flüssig oder unabhängig, wenn es Beispiele von Dingen, Eigenschaften 
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und Relationen gibt, für die alle übrigen Axiome zutreffen, für die aber 
Axiom A nicht zutrifft. 

So können wir z.B. zeigen, daßausdeninzidenzaxiomen/.oc..1bis/.oc.. 5 
und aus dem kleinen DESARGUESschen Satz der DESARGUESsche Satz 
selbst nicht folgt und daß aus dem DESARGUEsschen Satz der P ASCALsche 
Satz nicht folgt. Bilden wir nämlich wie in 6, 6 analytische Geometrien 
aus dem einseitig distributiven Zahlensystem aus 2, 9, so sind zwar wegen 
der Kommutativität der Addition der kleine Satz von DESARGUES und 
wegen der eindeutigen Auflösbarkeit der linearen Gleichungen die In­
zidenzaxiome I. oc.. 1 bis I. oc.. 5 erfüllt, nicht aber der Satz von DESA:RGUES, 
weil dann auch das zweite distributive Gesetz gelten würde. Bilden 
wir dieselbe analytische Geometrie aus dem in 2, 8 angegebenen Schief­
körper, so gilt der Satz von DESARGUES, nicht aber der Satz von 
PASCAL, weil sonst die Multiplikation kommutativ sein müßte. 

Die Forderung 1:. 2 für 3-Gewebe ist von der Forderung 1:. 1 un­
abhängig, weil sich aus jeder Gruppe ein 3-Gewebe konstruieren läßt 
und weil es nichtkommutative Gruppen gibt. Die Forderungen 1:. 3 
und E. 4 für das ~m['Il-4-Gewebe sind voneinander und von der 
Forderung 1:. 1 für das ~m'Il-Gewebe sowie 1:. 2 für das ~m[-Ge­
webe unabhängig, weil es einseitig distributive Zahlensysteme gibt, die 
Forderung 1:. 2 für das ~m'Il-Gewebe von den übrigen 4-Gewebe­
Axiomen, weil es Schiefkörper gibt. 

So sieht man, daß unsere Axiome im wesentlichen voneinander 
unabhängig sind; auf einige ungeklärte Fragen sei jedoch hingewiesen. 
In 5, 4 setzten wir die Schnittpunktssätze 5, l I. 1 bis 11 und den kleinen 
DESARGUESschen Satz für 5ll-Geraden und ~-Geraden voraus. Ungeklärt 
ist, ob daraus der kleine Satz von DESARGDES allgemein gefolgert werden 
kann. Ebenfalls bleibt es offen, ob es einseitig distributive Zahlensysteme 
mit nicht kommutativer Addition gibt, geometrisch gesprochen, ob der 
Schließungssatz 1:. 2 für das ~m[-Gewebe aus der Voraussetzung E. 1 
für das llfm[- und llfm'Il-Gewebe und der Voraussetzung 1:. 3 oder 1:. 4 
für das llfm['Il-Gewebe folgt oder nicht·. Diese beiden Fragen hängen 
zusammen. Falls es nämlich einseitig distributive Zahlensysteme mit 
nichtkommutativer Addition gibt, ist, wie man leicht bestätigt, der 
kleine Satz von DESARGUES allgemein von demselben Satz für ~-und 
m-Geraden unabhängig. 

14. Algebraischer und geometrischer Aufbau. 

Im Prinzip wäre es sehr wohl denkbar, daß der Beweis der Wider­
spruchsfreiheit für die geometrischen Axiome unmittelbar geführt 
würde. Ansätze dazu sind in HILBERTs allgemeiner Beweistheorie ge­
geben. Der enge Zusammenhang zwischen Geometrie und Algebra 
würde aber dadurch nicht tangiert, denn die zwiefache Möglichkeit, 
die affine Geometrie zu erklären- aus der Algebra und durch Axiome-, 

Reidemeister, Geometrie. 10 
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ist an und für sich wichtig und im Wesen der affinen Geometrie be­
gründet. Das wird vielleicht noch klarer, wenn wir die festgestellte al­
gebraisch-geometrische Korrespondenz noch einmal zusammenfassend 
beschreiben. 

Die Axiome I (J...l bis ](J... 5, J:. L1 oder J:. 11 beziehen sich auf die Gegen­
stände Punkte und Gerade und die eine Relation des Inzidierens zwi­
schen denselben. Alle Folgerungen aus den Axiomen müssen sich also 
ebenfalls letzten Endes auf diese Gegenstände beziehen und nur die 
eine Relation des Inzidierens enthalten. Alle Eigenschaften von Fi­
guren der affinen Geometrie oder Relationen zwischen solchen müssen 
sich durch Ziehen von Geraden und Bestimmen von Schnittpunkten 
erkennen lassen. Daraus ergibt sich also nach Einführung eines Koor­
dinatensystems: die aus I. (J.., J:. L1 oder J:. 11 beweisbaren Inzidenzsätze 
zwischen Punkten und Geraden sind identisch mit den Sätzen über 
Zahlenpaare, lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten und die Re­
lation des "Erfüllens einer linearen Gleichung", die sich aus den Schief­
körper- oder Körper-Axiomen beweisen lassen. Nun wissen wir aber, 
daß die Geraden durch "Klassen von den von zwei verschiedenen Punkten 
linear abhängigen Punkten" ersetzt werden können. Alsdann verwandeln 
sich alle Aussagen der affinen Geometrie in Aussagen über Punkte 
allein, und die Grundrelation ist die lineare Abhängigkeit von Punkten. 
Und wird ein affines Koordinatensystem eingeführt, so entsprechen 
also den Axiomen Beziehungen zwischen Zahlenpaaren, die gegenüber 
affinen Transformationen invariant sind. Daraus folgt, daß alle Sätze 
der affinen Geometrie ebenso übersetzt ebenfalls mit algebraischen 
gegenüber (H) in 3, 1 invarianten Beziehungen korrespondieren. 

Wir können nunmehr aber auch das Umgekehrte beweisen. Wir 
wissen nämlich, daß sich aus Streckenverhältnissen mit den Maß­
zahlen a, b, . . . die Streckenverhältnisse konstruieren lassen, deren 
Maßzahlen rational von den a, b abhängen. Ist nun irgend ein Satz über 
Zahlenpaare eines Körpers oder Schiefkörpers vorgelegt und bleibt 
dieser Satz richtig, wenn die Zahlenpaare gleichzeitig affin transformiert 
werden, so läßt sich dieser Satz unter Zuhilfenahme irgend eines affinen 
Koordinatensystems in einen Schnittpunktssatz verwandeln, und zwar 
in immer denselben Satz, wie auch das Koordinatensystem gewählt ist. 

15. Der empirische Raum. 

Die dargelegten Untersuchungen sind abstrakter Natur. So wenig 
sie die Raumanschauung und Experimente über die Raumstruktur vor­
aussetzen, so wenig sagen sie selbst über den empirischen oder anschau­
lichen Raum aus. Die Zwischenrelation z. B., die hier betrachtet wurde, 
ist durch Axiome festgelegt, die Zwischenrelation der empirischen Geo­
metrie aber hat eine anschauliche Bedeutung, die durch Axiome niemals 
erfaßt werden kann. 
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Wohl aber gilt das Umgekehrte: jede klar festgelegte anschauliche 
Relation zwischen anschaulichen geometrischen Gebilden hat eine be­
stimmte Struktur, d. h. bestimmte Sätze aus diesen Relationen sind 
wahr, bestimmte falsch, und die logischen Folgerungen aus wahren 
Sätzen sind ebenfalls wahr; die Struktur einer anschaulichen Relation 
kann also durch anschauliche Bestätigung gewisser Grundtatsachen 
festgelegt werden. 

Jedes System von Axiomen der affinen Geometrie legt also eine 
Reihe von Experimenten fest, die darüber entscheiden, ob ein anschau­
lich gegebener Bereich von Gegenständen und Relationen eine affine 
Geometrie ist oder nicht. 

10* 
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