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ПИСЬМО НА ФРОНТ.
(Вместо предисловия)

Милый Сережа!

Ваше письмо, присланное из госпиталя, трижды меня об-

радовало. Прежде всего, Ваша просьба прислать Вам «каких-

нибудь математических жемчужинок» показала мне, что Вы

действительно поправляетесь, а не просто хотите, как му-

жественный боец, успокоить своих друзей. Это было для

меня первой радостью.

Далее, Вы заставили меня задуматься над тем, почему в

эту войну вот такие совсем юные бойцы, как Вы, при каждой

небольшой передышке со всей страстью рвутся к своему

любимому делу — к тому делу, которому они отдали себя

ещё до войны и от которого были оторваны войной. В прош-

лую мировую войну этого не было. Тогда юноша, попавший

на фронт, почти всегда чувствовал, что жизнь его переломи-

лась, что веб, чем он жил прежде, стало для него невоз-

можней сказкой. А сейчас ведь есть такие, которые в пере-

рывах между боями пишут диссертации и защищают их,

приехав в короткий отпуск! Не потому ли это, что Вы

ощущаете всем существом Ваш ратный труд и Ваше любимое

занятие — науку, искусство, практическую деятельность — как

два звена одного и тего же великого дела? И если так, то

не есть ли это ощущение одна из главных движущих пружин

Ваших побед, которыми мы здесь, в тылу, так восхищаемся?
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мысль очень меня обрадовала, и это была моя вторая
радость.

И вот я стал думать о том, что бы такое Вам послать.
Я Вас не очень близко знаю — всего один год Вы слушали
мои лекции; и веб же у меня осталась твердая уверенность
в Вашем глубоком и серьезном отношении к науке, и мне
не хотелось поэтому посылать Вам каких-нибудь «побряку-
шек», внешне эффектных, но научно мало содержательных.
С другой стороны, я знал, что Ваша подготовка очень неве-
лика— всего один год Вы провели на университетской скамье,
г за три года непрерывного пребывания на фронте вряд ли
имели время учиться. Поразмыслив несколько дней, я сделал
выбор. Удачен он или нет — об этом судите уж Вы. Что
касается меня, то я считаю те три теоремы арифметики, которые
я Вам посылаю, настоящими жемчужинами нашей науки.

В арифметике, этой самой древней, но вечно юной ветви
математики, от времени до времени встают замечательные,
своеобразные задачи: по своему содержанию они так эле-
ментарны, что их может понять каждый школьник; речь идёт
Обычно о доказательстве какого-нибудь очень простого зако-
на, господствующего в мире чисел; закона, который во всех
проверенных частных случаях оказывался верным, и требуется
установить, что он действительно верен в с е г д а . И вот,
несмотря на всю кажущуюся простоту задачи, решение ее*
годами, а подчас и столетиями, не поддается усилиям самых
крупных ученых эпохи. Согласитесь, что это очень увлека-
тельно.

Я выбрал для Вас три таких задачи; все они разрешены
в недавнее время, и в исторической судьбг их имеется две
замечательных общих черты. Во-первых, все три задачи ре-
шены самыми элементарными арифметическими методами (не
надо только смешивать элементарности с простотой: решения
всех трех задач, как Вы увидите, не очень просты, и Вам
придется затратить немало усилий, чтобы хорошо их понять
и усвоить). Во-вторых, все три задачи, после ряда безуспеш-
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ных атак со стороны «маститых» учёных, были решены совсем
молодыми, начинающими математиками, юнцами едва ли не
Вашего возраста. Правда, какой это многообещающий стимул
для начинающих ученых вроде Вас, какой замечательный
призыв к научному дерзанию?

Работа над изложением этих теорем заставила меня глубже
вникнуть в структуру их великолепных доказательств и при-
несла мне большую радость.

Это была моя третья радость.
Желаю Вам самых лучших успехов — боевых и научных.

Ваш А. Хинчин.
24 марта 1945 г.





Г Л А В А I.

ТЕОРЕМА ВАН ДЕР ВАРДЕНА

ОБ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ПРОГРЕССИЯХ.

§ 1.
Летом 1928 г. Я провёл несколько недель в Геттинге-

нс. По обыкновению, на летний семестр туда съехалось до-
вольно много иностранных учёных. Со многими из них я
познакомился, а с некоторыми даже сдружился. Злобой дня
в момент моего прибытия был эффектный результат молодого
голландца Ван дер Вардена—теперь известного учёного, а
тогда еще только начинающего юнош;1. Результат этот был
получен тут же, в Гетгингене, и всего за несколько дней до
моего приезда; о нём мне с увлечением рассказывали почти
все математики, с которыми я встречался.

История дела была таковз. Один местный математик (имени
его я не помню) в ходе своей научной работы был приведён
к следующей проблеме: представьте себе, что множество всех
натуральных чкел каким угодно способом разбито на две
части (например, на числа чётные и нечётные, или на числа
простые и составные, или любым другим способам); можно
ли тогда утверждать, что по меньшей мере в одной из этих
двух ч.ктей наймутся арифметические прогрессии сколь угодно
длинные (длиною арифметичгской прогрессии я з д х ь и в
дальнейшем буду назызать просто члело её членоз)? Всем,
кому ставили этот вопрос, задача на пзрзый взгляд казалась
совсем простой; положительное решение её представлялось
почти очевидным. Однако первые попытки сё преодоления
ни к чему не привели. А так как геттингенские математики
и их иностранные гости находились по традиции в постоянном
общении друг с другом, то эта дразнящая своим сопротив-
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лением проблема вскоре сделалась предметом всеобщего увле-
чения; за неё взялись все, от маститых учёных до начинающих
студентов; после нескольких недель напряжённых усилий
задача, наконец, уступила натиску приехавшего в Геттинген
учиться юноши — голландца Ван дер Вардена. Я познакомился
с ним и от него самого услышал найденное им решение; оно
было элементарно, но далеко не просто; задача оказалась
глубокой, видимость простоты была обманчивой.

Совсем недавно М. А. Лукомская (Минск) прислала мне
найденное ею новое, значительно более простое и прозрачное
доказательство теоремы Ван дер Вардена, которое я и изложу
Вам в дальнейшем с любезного разрешения автора.

§2.

В сущности, Ван дер Варден доказал несколько больше,
чем требовалось. Во-первых, он предполагает, что натураль-
ные числа разбиты не на два, а на любое число k классов
(множеств); во-вторых, чтобы гарантировать наличие по мень-
шей мере в одном из этих классов арифметической прогрес-
сии данной (сколь угодно большой) длины /, как оказалось,
нет необходимости разбивать весь натуральный ряд, а доста-
точно взять для этой цели лишь некоторый отрезок его;
длина этого отрезка п (k, l) есть функция чисел k и /; само
собою понятно, что совершенно безразлично, где мы возьмём
этот отрезок, лишь бы это были п (k, l) последовательных
натуральных чисел.

Таким образом, теорема Ван дер Вардена имеет следую-
щую формулировку.

Пусть k и I — произвольные натуральные числа. Тогда
существует такое натуральное число п (k, l), что при
разбиении любого отрезка ряда натуральных чисел длины
п (k, l) любым способом на k классов (среди которых могут
быть и пустые), по крайней мере в одном из этих классов
найдётся арифметическая прогрессия длины I.

Очевидно, эта теорема тривиальным образом верна при
/ = 2; чтобы в этом убедиться, достаточно положить n(k, 2) =
= k-\-\; в самом деле, при разбиении k-\-\ чисел на k
классов, по крайней мере один из этих классов будет со-
держать более одного числа; но любая пара чисел образует
арифметическую прогрессию длины 2, чем теорема и дока-
зана. Мы докажем теорему методом полной индукции, при-
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менённым к числу /. Таким образом, во всём дальнейшем мы
будем считать, что теорема уже установлена для некоторого
числа / > 2 и для любых значений k, и покажем, что в та-
ком случае она остаётся верной и для ч; ела /-J- 1 (и также,
разумеется, для любых значений k).

§3.

Итак, согласно нашему предположению, для любого на-
турального числа k существует такое натуральнее число n(k,l),
что при разбиении любого отрезка натурального ряда длины
n(k, l) любым способом на k классов, по крайней мере в
одном из этих классов найдётся арифметическая прогрессия
длины /. Наша задача—доказать, что для любого натураль-
ного k существует и n(k,l-\-\). Эту задачу мы решим
прямым определением числа n(k,l-\-\). С этой целью по-
ложим

< 7 0 = 1 , я о = я ( Л , / ) ,

и затем последовательно определим числа qx, q2, ... , /7,,
п2, . . . следующим образом: если для какого-нибудь s ^ > 0
уже определены qs_} и ns_v то мы полагаем

q a = 2 n 3 _ l q 3 _ l , n s = n ( W s , l ) ( s = l , 2 , . . . ) ; ( 1 )

очевидно, что тем самым числа ns, qs определены для любого
sS^O. Мы утверждаем теперь, что за n(k,l-\-\) можно
принять число qk. Мы должны, следовательно, доказать, что
если отрезок натурального ряда длины qk любым способом
разбить на k классов, то по меньшей мере в одном из этих
классов найдётся арифметическая прогрессия длины / - f - 1 .
Этому доказательству и будет посвящена вся остающаяся
часть настоящей главы.

Во всём дальнейшем мы для краткости положим / -J- 1 = / ' .

§4.

Итак, пусть отрезок Д натурального ряда длины qk разбит
любым способом на k классов. Два числа а и b этого отрез-
ка мы будем называть о д н о т и п н ы м и и писать асг>Ь,
если а и b принадлежат одному и тому же классу. Два от-
резка Ъ(а, а-\- 1, . . . , а + r) и Ь' {а', в ' + 1, • • . ,<*'-{-г)
равной длины, принадлежащих отрезку Л, мы будем называть
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однотипными и писать Ъ<лЬ\ если acsia', а-\-\сг>а'-\-\,
. . . , а-\-гсп а'-\-г. Очевидно, что число различных
возможных типов, которым мэгут принадлежать числа отрез-
ка Д, равно k; для отрезков вида (а, а-{-\) (т. е. для от-
резков длины 2) число возможных типов равно Л2, и вообще, для
отрезков длины т число возможных типов равно km (само собою
разумеется, что некоторые из этих типоз могут фактически
отсутствовать в отрезке Д).

Так как ^ 4 = 2яА_1^Л_1 (см. (1)), то отрезок Д можно рас-
сматривать как последовательность 2/1Л-1 отрезков длины ^A_j.
Такие отргзки могут иметь, как мы только что видели, Л**-1

разтичных типов; но левая половина отрезка Д содержит пк_х

таких отрезхов, причём в силу (1) • пк_х = я ( Л ' * - 1 , /). Мы
можем поэтому, по самому смыслу числа n(kqk-*,l), утвер-
ждать следующее: левая половина отрезка Д содержит ариф-
метическую прогрессию из / однотипных между собою от-
резков

Д , , Д 2 , . . . , Д,

длины дк_1', при этом мы для краткости говорим, что равные меж-
ду собою отрезки Д, образуют арифметическую прогрессию, если
такую прогрессию образуют их первые числа. Разностью dx про-
грессии Д,, Aj, . . . , Л, мы будем называть разность первых
чисел двух соседних отрззков этой прогрессии. Само собою
разумеется, что разность вторых (или третьих, четвёртых и
т. д.) чисел двух таких соседних отрезков также равна dv

К этой прогрессии из отрззков мы присоединим теперь
ещё следующий, 1-\- 1-й член Д//, (вспомним, что Г = 1-\- 1),
который, может быть, выйдет уже за пределы левой полови-
ны отрезка Л, но во всяком случае будет еще целиком принад-
лежать самому отрезку Л; тогда отрезки Л,, Д2, . . . , Д/( Д/.
образуют арифметическую прогрессию длины Г = 1-\-\ и
разности rf, из отрезков длины 9A_i, причем Д,, Д^ . . . , Д, между
собою однотипны, г относительно типа последнего отрезка Д/. мы
ничего не знаем. Этим завершается первый шаг нашей кон-
струкции. Продумайте его как следует ещё раз, прзжде чем
итти дальше.

§5.
Теперь пергходим ко второму шагу. Возьмем любой из / пер-

вых членоз только что построенной прогр:ссии отрезков; пусть
это будет д / ( 1 так что 1 ^ / , ^ / . Д^ есть отрезок длины
Як-i- М" Поступим с ним в точ.юй аналогии с тем, как только
10



что поступили с отрезком Д. Так как 0*_1 = 2лЛ_20*~21 то
левая половина отрезка Д;, может рассматриваться как по-
следовательность пк_г отрезков длины qk_a\ но для отрезкоз
этой длины возможно всего ***-* различных типов, а, с другой
стороны, в силу (1) пк_г = п (кчк-2,1). Поэтому левая поло-
вина Д:, должна содержать прогрессию из / однотипных от-
резков ' ^ ( К / , ^ / ) длины qk_t. Пусть разность этой про-
грессии (т. е. расстояние между первыми числами двух ее
соседних отрезков) равна d2. К этой прогрессии отрезков мы
присоединим еще сб 1-\-\-ыЛ член Д,',/»| про тип которого
мы, конечно, ничего не знаем; отрезок Д/,г. может уже не
принадлежать лезой половине отрезка Д:,, но, очевидно,
должен принадлежать самому отрезку Ду,.

Мы провели нашу конструкцию пока только в одном из
отрезков Д;,. Но теперь мы конгруэнтно перенесем ей во
все другие отрезки Д/, U < * i </')• Таким образом, мы по-
лучим семейство Ду,(1 < ' i < / ' , К * 2 < П отрезков уже
с двумя индексами. При этом очевидно, что два любых от-
резка этого семейства с индексами, не превосходящими /,
будут однотипны между собою:

д^с/эД,;; (К/„ !-„ V;, /;</).

Вам теперь уже несомненно ясно, что этот процесс мы
можем продолжать и дальше. Мы проведем его к раз. Про-
дуктами конструкции при нашем первом шаге были отрезки
длины 0*_i, при втором — длины ?*-2 и т. д. После А-го
шага, таким образом, продуктами конструкции окажутся от-
резки длины 9 0 = 1 , т. е. просто числа нашего первоначаль-
ного отрезка Д; тем не менее мы будем обозначать эти числа
по прежнему через

При этом для 1 «^ s «S А и 1 s^ / , , . . . , is, ij, . . . , i\ ^ /

( 2 )

Сделаем теперь два важных для дальнейшего замечания.
1) Если в соотношении (2) s < к и если iJ + 1, / J + 2 , •••,/*—

лю5ые индексы, взятые из ряда 1, 2, . . . , / , / ' , то число
... ik занимает в отрезке Д,,...,-, такое же место,
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как число i/,; ^ lk в отрезке ^[...i]- а так как

эти два отрезка в силу (2) однотипны, то отсюда следует, что

если 1 < / , , . . . , /,, i,, . . . . i\ < /,

K ' , + i . «>2. •;•• / * < / ' ( ! < * < * ) •

2) При s < A, £ = i 4 - 1 отрезки Д,... / 'j и Л , /
• t_i i i " ' ' f— I'I

будут, очевидно, соседними отрезками 5-го шага нашей конст-
рукции. Поэтому, каковы бы ни были индексы / J + 1 , . . . , / A ,

числа Д Л . . . , f _ , / f / f + 1 . . . i ^ i , . . . , f _ , ,' ,,+l...,к будут зани-

мать одинаковые места в двух таких соседних отрезках, так

что (при £ = 1,4-1)

§6.

Мы теперь уже недалеки от нашей цели. Рассмотрим сле-
дующие к-\- 1 чисел отрезка Л:

Так как число классов, на которые разбит отрезок Л, равно
к, а чисел (5) мы имеем Д-}-1, то среди этих чисел най-
дутся два, принадлежащих одному и тему же классу; пусть
это будут числа ат и ая ( r < s ) , так что

Л , . . . , ^' • • • t_yi А, . . . , , i . . .,i. (6)

Рассмотрим тогда / -J- 1 чисел

«1 = ^ ^ ^ . ^ , ^ ^ (К'<П. (7)

Первые / чисел этой группы (т. е. те, где i ^ / ' ) принадлежат
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одному и тому же классу в силу (3). Что же касается по-
следнего (/ = /'), то оно однотипно с первым в силу (6).
Таким образом, все 1-\-\ чисел (7) однотипны между собою.
Поэтому для доказательства нашего утверждения остается
только убедиться, что эти числа образуют арифметическую
прогрессию, т. е. что разность с / + , — c t ( \ ^i^l) не зави-
сит от Л

Положим для краткости / - J - l = i ' ; положим, далее,

— г),
*—i

так что ei,0 = el, ct, ,_ г = е / + 1 и, следовательно,

Но в силу (4)

I . . . I I ' . . . I » =

m— 1 s— r—m-fl * — i

= Д г • • 1 i' ...1Ч...1

и, значит,
= d r + ( n

и действительно не зависит от i, чем доказательство нашего
утверждения полностью завершено.

Вы видите, сколь сложным может быть подчас совершенно
элементарное построение. Однако это еще не предел; в сле-
дующей главе Вы встретитесь с построением столь же эле-
ментарным, которое будет еще значительно сложнее. Впрочем,
мы вовсе на можем быть уверены в том, что теорема Ван
дер Вардена не допускает еще более простого доказательства,
и всякие поиски в этом направлении можно только привет-
ствовать.



ГЛАВА II.
ГИПОТЕЗА ЛАНДАУ-ШНИРЕЛЬМАНА

И ТЕОРЕМА МАННА.

§ 1 -

Может быть, Вам приходилось слышать о замечательной
теореме Лагранжа: каждое натуральное число есть сумма
не более чем четырёх квадратов. Другими словами, каждое
натуральное число либо само есть квадрат другого числа,
либо есть сумма двух, либо трбх, либо четырех таких квад-
ратов. Сейчас нам будет полезно представить себе содержа-
ние этой теоремы в несколько новой форме. Напишем ряд
полных квадратов, начиная с нуля:

О, 1, 4, 9, 16, 25, . . . ; (Q)

это — некоторая последовательность целых чисел; обозначим
её через Q и представим себе, что она выписана у нас в че-
тырех экземплярах Qlt Q2, Q&, Qit ничем не отличающихся
друг от друга. Теперь выберем любое число а\ из Q,, любое
число а | из Q2, любое число а | из Q3 и любое число а% из

Q4 и сложим эти четыре числа между собою; полученная
сумма

может быть:
1) нулем (если с 1 = а 2 = а 3 = а 4 = 0);
2) квадратом натурального числа (если из чисел alt аг, а5, at

в каком-либо представлении (*) числа я три равны нулю,
а четвертое — не нуль);
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3) суммой двух квадратов натуральных чисел (если в ка-
ком-либо представлении (*) числа я два из чисел avaz, a3, at

равны нулю, а два других — не нули);
4) суммою трёх квадратов натуральных чисел (если в ка-

ком-либо представлении (*) числа я одно из чисел а1, аг, а3, с 4

равно нулю, а три остальных — не нули);
5) суммою четырёх квадратов натуральных чисел (если

в каком-либо представлении (*) числа п все четыре числа
av а2, а3, с 4 отличны от нуля).

Таким образом, полученное число я есть либо нуль, либо
натуральное число, представимое в виде суммы не более чем
четырёх квадратов, и ясно, что, обратно, всякое такое нату-
ральное число может быть получено описанным нами про-
цессом.

Теперь мы все натуральные числа я, которые могут быть
получены нашим процессом (т. е. сложением четырёх чисел,
взятых соответственно из последовательностей Qlt Q2, Q3, Q4),
расположим по величине в последовательность

О, пи я2, л3, . . . (А)

(причём 0 <^ «J <^ пг <^ я3 <^ . . . , так что если среди построен-
ных чисел имеются равные между собою, то из них в (А)
входит только одно). Теорема Лагранжа тогда утверждает
просто, что последовательность (А) содержит все натураль-
ные числа, т.е. что nl=\, яг = 2, яэ = 3 и т. д.

Обобщим теперь наш процесс. Пусть мы имеем k возра-
стающих последовательностей целых чисел, начинающихся
с нуля:

О, п\ , щ i •• • 1

0 1/1 1/1

fli I CL 2 • •

О, о.\ , пг i • • • i ат I • • • I

выберем по произволу по одному числу в каждой последо-
вательности /4М(1г^/г^ к) и сложим между собою эти k
чисел; совокупность всех построенных таким образом чисел
образует, если мы расположим их в порядке возрастания,
новую последовательность того же типа

0, /ii, n2 пт {А)
15



которую мм будем называть суммою данных последователь-
ностей AW, Д(2) /К*):

*

Содержание теоремы Лагранжа состоит в том, что сумма
Q-|- Q-}- Q-\- Q охватывает весь натуральный ряд.

Может быть, Вы слышали и о знаменитой теореме Ферма:
сумма Q-\-Q охватывает все простые числа, которые при
делении на 4 дают в остатке 1 (т. е. числа 5, 13, 17,
2 9 . . . ) . А, может быть, Вы знаете и о том, что знаменитый
советский учбный Иван Матвеевич Виноградов доказал следу-
ющую замечательную теорему, над которой до этого двести
лет безуспешно трудились многие из величайших математи-
ков; обозначая через Р последовательность

О, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 (Р)

состоящую из нуля и всех простых чисел, можно утвер-
ждать, что сумма Р-\-Р-\-Р содержит все достаточно
большие нечётные числа.

Все эти примеры я привел здесь только с одной, и при-
том весьма скромной целью: познакомить Вас с понятием
суммы числовых последовательностей и показать, как с по-
мощью этого понятия можно просто и удобно формулировать
некоторые классические теоремы теории чисел.

§2.

Как Вы, конечно, заметили, во всех приведённых приме-
рах мы стремимся установить, что сумма определённого числа
последовательностей представляет собою последовательность,
охватывающую целиком или почти целиком тот или другой
класс чисел (например, все натуральные числа, все достаточно
большие нечётные числа и т. п. ). Во всех других подобных
зздачах целью исследования является установление того, что
сумма данных числовых последовательностей представляет
собою множество чисел, в том или ином смысле густо рас-
положенное в натуральном ряду. При этом часто "речь идёт
о том, что это множество охватывает весь натуральный ряд
(как мы это имели в нашем первом примере). Теорема Ла-
гранжа утверждает, что сумма четырёх последовательностей Q
охватывает весь натуральный ряд. Вообще, если сумма k оди-
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маковых последовательностей А охвзтывает все натуральные
числа, то принято называть последовательность А базисом
(натурального ряда) порядка k. Так, теорема Лагранжа утвер-
ждает, что последовательность Q точных квадратов есть ба-
зис четвёртого порядка. Позднее было установлено, что по-
следовательность точных кубов образует базис девятого порядка.
Как легко сообразить, всякий базис порядка k есть вместе
с тем и базис порядка Л-(-1.

Во всех этих и многих других примерах доказываемая
«густота» суммы обусловлена особыми свойствами слагаемых
последовательностей, т. е. специальной арифметической при-
родой входящих в эти последовательности чисел (это —либо
полные квадраты, либо простые числа, и т. п.). Замечательный
советский ученый Лев Генрихович Шнирельман впервые поста-
вил шестнадцать лет тому назад вопрос о том, в какой мере
густота суммы нескольких последовательностей может быть
обусловлена одною только густотою слагаемых, независимо
от арифметической природы их? Эта задача оказалась не
только глубокой и интересной, но и полезней цри обработке
некоторых классических проблем; за протскшяфуЛПкиалцать
лет она привлекла к себе усилия многих выдаюдеидеяедесле-
дователей и породила богатую литератур^,

Чтобы мы могли ставить в этой области тачнбк эбдачи
и слово «густота» писать без кавычек, мы, очевидно, должны
прежде всего условиться, каким числом (или какими числами)
мы будем измерять «густоту» наших последовательностей
(подобным образом в физике слова «теплый» и «холодный»
получают точный научный смысл только после того, как мы
научимся измерять температуру).

Очень удобная мера «густоты» числовой последователь-
ности, принятая теперь в науке для всех проблем рассматри-
ваемого нами типа, была предложена Л. Г. Шнирельманом.
Пусть

О, с,, а.г «„,-•• И )

— числовая последовательность, в которой, как обычно, все
ап — натуральные числа и с я < ^ с я + 1 ( я = 1 , 2, . . . ) . Обозна-
чим через А (п) число натуральных чисел последовательности
(А), не превосходящих я (нуль при этом не считается), так
что 0 ^ А (л) <г я, вследствие чего
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Очевидно, дробь —^J, которая, конечно, для разных я имеет

разные значения, может рассматриваться как некая средняя
плотность последовательности (А) на отрезке натурального
ряда от 1 до п. Нижнюю границу всех значений этой дроби
Шнирельман предложил называть плотностью последователь-
ности (А) (на всём натуральном ряду); мы будем обозначать
эту плотность через d(A).

Чтобы усвоить сразу элементарные черты этого понятия,
я рекомендую Вам самостоятельно установить следующие
предложения:

1. Если а, ^> 1 (т. е. если последовательность (А) не со-
держит единицы), то d(A) = Q.

I 2. Если ая=\-\-г(п — 1) (т. е. последовательность (А),
начиная с а,, есть арифметическая прогрессия с первым чле-
ном 1 и разностью г), то

3. Плотность всякой геометрической прогрессии равна
нулю.

4. Плотность ряда точных квадратов равна нулю.
5. Для того чтобы последовательность (А) содержала весь

натуральный ряд (ан = п, п = 1, 2, . . . ) , необходимо и до-
статочно, чтобы d(A)=\.

6. Если d(A) = 0 и А содержит число 1, то при любом
можно найти сколь угодно большое число N, для ко-

торого

Если Вы веб это доказали, то Вы ознакомились с поня-
тием плотности достаточно, чтобы работать с ним. Теперь
я хочу познакомить Вас с доказательством следующей заме-
чательной, хотя и очень простой леммы Шнирельмана:

d{A-\-B)^d{A) + d{B) — d{A)d{B). (1)

Смысл этого неравенства приятен: плотность суммы любых
двух числовых последовательностей не меньше, чем сумма их
плотностей, уменьшенная на произведение этих плотностей.
Это «неравенство Шнирельмана» представляет собой первое,
пока ещб грубое орудие для оценки плотности суммы по
плотностям слагаемых. Вот его доказательство. Обозначим
18



через А{п) число натуральных чисел, входящих в последова-
тельность А и не превосходящих п, и через В(п)—анало-
гичное число для последовательности В и положим для крат-
кости d(A) = a, d(B) = $, A + B = C, rf(C) = Y- Отрезск
(1, я) натурального ряда содержит Л (л) чисел последователь-
ности А, каждое из которых входит и в последовательность С.
Пусть ak и ah+l—два последовательных числа этой группы;
между ними лежит ak+l — ak—1=/ чисел, не принадлежа-
щих А; это — числа

некоторые из них будут входить в С, например, все числа
вида ak-\-r, где г входит в В (что мы кратко будем запи-
сывать так: г 6 5); ко чисел этого последнего вида будет
столько, сколько в отрезке (1,/) содержится чисел, принад-
лежащих В, т. е. В{1). Таким образом, всякий отрезок длины /,
заключённый между двумя соседними числами последователь-
ности А, содержит не менее чем В{1) чисел, принадлежащих С.
Отсюда следует, что число С(п) чисел отрезка (1,я), входя-
щих в С, не меньше чем

где сумма распространяется на все отрезки, свободные от
чисел, входящих в А. Но B(l)7Ss$l по определению плотно-
сти, так что

так как V/ есть сумма длин всех отрезков, свободных от
чисел, входящих в А, т. е. просто число я — А(п) чисел
отрезка (1, я), не входящих в А. Но А(п)^ап, и следова-
тельно,

откуда

а так как это неравенство выполняется для любого натураль-
ного п, то

что и требовалось доказать,
2* 19



Неравенство Шнирельмапа (1) может быть записано в экви-
валентном виде:

\~d(A-3rB)^{\—d(A)}{\—d(B)\,

и в этом виде легко поддаётся обобщению на случай любого
числа слагаемых:

\—d[A1+A,+ ...+Ak)^ П{1 -d(At)}.
; = i

Доказательство проводится простой индукцией; Вы без труда
с ним справитесь сами. Если записать последнее неравенство
в виде

к
- П {1 — <*И,)}, (2)

то оно снова даёт возможность оценить плотность суммы по
плотностям слагаемых. Л. Г. Шнирсльман извлёк из своего
элементарного неравенства ряд весьма замечательных след-
ствий и прежде всего — следующую важную теорему:

Всякая последовательность положительной плотности
есть базис натурального ряда.

Другими словами, если a = d{A)~^>0, то сумма достаточно
большого числа последовательностей А охватывает весь нату-
ральный ряд. Доказательство этой теоремы настолько просто,
что мне хочется рассказать его Вам, хотя это немного и от-
влечёт нас от нашей прямой задачи.

Если мы условимся для краткости обозначать через Ак

сумму k последовательностей, каждая из которых совпадает
с Л, то в силу неравенства (2)

так как а^>0, то при достаточно большом k

} - (3)

Теперь легко показать, что последовательность А2к охва-
тывает весь натуральный ряд. Это просто вытекает из сле-
дующего общего предложения.

Лемма. Егли А (п) -f- В (п) > п — 1, то п входит в A -J- В.
В самом деле, если п входит в А или в В, то всё дока-

зано. Поэтому мы можем предположить, что п не входит ни
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в А, ни в В; тогда .4 [п) = А (п— 1) и В(п)=В(п— 1) и,
следователь! о,

А(п — \)-\-В(п— 1)>л— 1.

Пусть а,, а2, . . . , аг и ft,, Л2, . . .,bs означают числа отрезка
(1, п—1), входящие соответственно в А и В, так что
г=А(п—1), s = B(n—1); тогда все Ч1:сла

п — ftp п — Ьг, . . . , л — Ь3

принадлежат отрезку (1, п—1); число этих чисел равно
r-\-s = A(n— \)-\-В(п — 1 ) > л — 1; поэтому одно из чисел
верхнего ряда ра^но одному из чисел нижнего ряда; пусть
at = n — Ьк ; тогда п = at -\-Ьк, т. е. п входит ъ А-\-В.

Возвращаясь теперь к нашему рассуждению, мы в силу
(3) имеем для любого п:

•4*( / ')>"2 « > - 2 - ( я — 1),

и значит

откуда в силу только что доказанной леммы п входит в
Ак-\- Акг=Агк. Но п — любое натуральное число, и следо-
вательно, наша теорема доказана.

Эта простая теорема получила в работах Л. Г. Шнирель-
мана ряд важных приложений. Так, им впервые установлено,
что последовательность, состоящая из единицы и всех про-
стых чисел, есть базис натурального ряда. Правда, эта после-
довательность Р, как показал ещё Эйлер, имеет плотность
нуль, так что непосредственно применить к ней только что
доказанную нами теорему нельзя. Но Шнирельману удалось
доказать, что Р-\-Р имеет положительную плотность; з; ачит,
Р-\-Р, а следовательно и Р, действительно образует базис.
MJ ЭТОГО легко заключить, что при достаточно большем k
любое натуральное число, кроме 1, может быть представлено
как сумма не более чем k простых чисел. Для своего време-
ни (1930 г.) этот результат был фундаментальным и вызвал
величайший интерес в научном мире. В наши дни, как я уже
сообщал Вам в начале этой главы, мы благодаря замечатель-
ным исследованиям И. М. Виноградова знаем в этом напрч-
влении значительно больше.
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§3.

Во всём предшествующем мне хотелось возможно более
коротким путём ввести Вас в проблематику той своеобраз-
ной и интересной области теории чисел, разработке которой
положили начало замечательные работы Л. Г. Шнирельмана.
Однако непосредственной целью настоящей главы будет слу-
жить одна определённая задача этой области,- к постановке
этой задачи я теперь и перехожу.

Осенью 1931 года, вернувшись из заграничной команди-
ровки, Л. Г. Шнирельман, рассказывая нам о своих беседах
с Ландау в Геттингеке, сообщил, между прочим, что в ходе
этих бесед они установили следующий интересный факт: для
всех конкретных примеров, какие им удавалось придумать,
неравенство

— d(A)d(B),

которое мы установили в § 2, можно было заменить более
сильным (и болез простым) неравенством

d{A + B)2*d[A) + d[B), (4)

т. е. плотность суммы всегда оказывалась не менее суммы
плотностей слагаемых (при само собою разумеющемся усло-
вии, что d{A)-\-d (В) ^ 1). Они поэтому, естественно, пред-
положили, что неравенство (4) является общим законом; но
доказательство этой гипотезы при первых попытках не уда-
валось; сразу стало ясно, что если высказанная ими гипотеза
и верна, то путь к её доказательству во всяком случае бу-
дет очень нелёгким. Отметим тут же, что если гипотетическое
неравенство (4) действительно является общим законом, то
закон этот с помощью элементарной индукции немедленно
переносится нз случай любого числа слагаемых, т. е. при
.к

2^ d(A{)^ 1 мы имеем

Поставленная таким образом задача, помимо простоты и
изящества гипотетического общего закона (4), естественпо-
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должна была привлечь к себе внимание исследователей так-
же и острым контрастом между элементарностью проблемы и
выяснившейся уже с первых шагов трудностью её решгния.
Я сам тогда очень ею увлекся и оставил ради неб все дру-
гие свои исследования. После нескольких месяцев напряжён-
ной работы мне в начале 1932 г. удалось доказать неравен-
ство (4) для важнейшего частного случая d(A) = d{B) (этот
случай должен быть признан важнейшим потому, что в боль-
шинстве конкретных задач все слагаемые просто совпадают
между собою). Одновременно я доказал и общее неравенство
(5) в предположении, что rf(i4j) = rf(i42)=... = */(ЛЛ) (этот
результат, как легко видеть, не может быть получен про-
стой индукцией из предыдущего и требует особого доказа-
тельства). Метод, которым я пользовался, был вполне эле-
ментарным, но очень сложным; позднее мне удалось несколько
упростить доказательство.

Как бы то ни было, это был всего лишь частный случай!
Довольно долго мне казалось, что не очень хитрое усовер-
шенствование моего метода должно привести к полному ре-
шению задачи; однако все мои усилия в этом направлении
остались бесплодными.

Между тем, опубликование моей работы привлекло- к ги-
потезе Ландау-Шнирельмана внимание весьма широких кру-
гов исследователей во всех странах. Было получено много
незначительных частных результатов, создалась целая литера-
тура. Некоторыми авторами проблема была перенесена из об-
ласти натуральных чисел в другие области. Словом, проблема
стала «модной»; учёные общества предлагали её на премию;
мои друзья из Англии в 1935 г. писали мне, что добрая
половина английских математиков, отложив все очередные
дела, занялась решением этой задачи. Ландау в своей книге,
посвященной последним достижениям аддитивной теории чи-
сел, писал, что хотел бы «запечатлеть эту задачу в сердце
читателя». Но она оказалась очень упорной, и целый ряд
лет не поддавалась усилиям самых искусных исследователей.
Только в 1942 г., наконец, с нею справился молодой амери-
канский математик Манн: он нашёл полное доказательство
неравенства (4) (а значит и неравенства (5)). Его метод впол-
не элементарен и по стилю близок к методу моей работы,
хотя и основан совсем на другой идее. Доказательство очень
сложно и длинно, и я не решился бы предложить его Вам
здесь. Но год спустя, в 1943 г., Артин и Шерк опубликовали
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повое доказательство той же теоремы, основанное совсем на
другой мысли и значительно более прозрачное и короткие,
хоть и попрежнему совершенно элементарное. Вот это дока-
зательство я и хочу Вам рассказать; ради него я стал писать
эту главу, и оно составит собою содержание всех последу-
ющих её параграфов.

§4.

Итак, пусть А и В — две последовательности; положим
А-\-В = С; пусть А (л), d(A), и т. д. имеют обычный смысл.
Напомним, что все наши последовательности начинаются с
нуля, но при подсчёте А (п), В(п), С{п) принимаются во вни-
мание только натуральные числа, входящие в эти последова-
тельности. Требуется доказать, что при условии d(A)-\~

\ мы имеем

(6)

В дальнейшем мы дли краткости положим d(A) = a,

О с н о в н а я л е м м а . Для любого натурального числа
п существует, такое кисло т (\ sg m ^ п), что

Другими словами, существует такой «конец» (п — т-\- \,п)
отрезка (1, п), в котором средняя плотность последователь-
ности С не меньше, чем а -\- [}.

В дальнейшем перед нами две задачи: 1) доказать основ-
ную лемму и 2) показать, что из основной леммы вытекает
неравенство (6). Из этих задач вторая несравненно легче
первой, поэтому мы с неё начнём.

Итак, пусть основная лемма установлена. В некотором «кон-
це» (п — т-\-\, п) отрезка (1, я) средняя плотность после-
довательности С не меньше, чем я -|- ji. Но отрезок (1, п — т),
в силу основной леммы, скова имеет некоторый «конец»
(я — т — /л'-f-l, п—/л), в котором средняя плотность С
не меньше, чем а —}— р. Продолжая это рассуждение, мы, оче-
видно, в конечном счёте разобьём отрезок (1, п) на конеч-
ное число отрезков, в каждом иа которых средняя плотность С
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не меньше, чем a-(-?- Значит, и на всём отрезке (1, я) сред-
няя плотность последовательности С не меньше, чем a -f- ?•
А так как число п произвольно, то

что и требовалось доказать.
Таким образом, задача сводится к доказательству основ-

ной леммы. К этому доказательству, которое будет длинным
и сложным, мы теперь и переходим.

§5.

Нормальные последовательности.

Во всём дальнейшем мы будем считать число п твёрдо
закреплённым, и все последовательности, которые мы будем
рассматривать, будут состоять из числа 0 и некоторых чисел
отрезка (1, л). Условимся называть такую последователь-
ность Н ндрмальной, если она обладает следующим свг й-
ством: для любых чисел / и / отрезка (1, п), не входящих
в Н, число /-{-/' — и также не входит в Н (при этом не
исключается случай / = / ' ) .

Если число п принадлежит последовательности С, то

так что основная лемма тривиальным образом верна (т= 1).
Поэтому во всём дальнейшем — прошу Вас твёрдо запомнить
это — мы будем предполагать, что п не входит в С.

Убедимся прежде всего, что основная лемма может быть очень
легко установлена в случае, когда последовательность С нор-
мальна. В самом деле, обозначим через т наименьшее по-
ложительное число, не входящее в С{т^п, так как по
предположению п не входит в С). Пусть s — любое чи-
сло, заключённое между п — т и л, п — m<^s<^n; тогда
0 < ^ * + / л — «<С / Л- Я утверждаю, что s£C; в самом
деле, если бы это было не так, то по свойству нормаль-
ности число s-{-m — п не входило бы в С; но мы только
что видели, что это число меньше /л, между тем как т по
определению есть наименьшее положительное число, не
входящее в С.
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Итак, все числа s отрезка п—т <^ s <^ n входят в С, откуда

С{п) — С{п—т) = т— 1.
С другой стороны, так как т не входит в С^А-\- В,

то, в силу леммы стр. 20, А (/л) -(- В {т) s£ т — 1. Следо-
вательно,

С (п) — С(п — т) S& А (т) -f В (/л) > ( а + ?) т, (7)

что и составляет собою утверждение основной леммы.

§6.

Канонические расширения.

Мы обращаемся теперь к случаю, когда последователь -
ность С = .Д- |-£ не обладает свойством нормальности. В этом
случае мы будем добавлять к множеству В по совершении
определённому правилу новые, не содержащиеся в нём числа,
лереходя таким образом от В к расширенному множеству Вг;
множество А-{-В1-=С1, очевидно, будет тогда некоторым
расширением множества С. Как я уже указал, это расшире-
ние множеств В и С (причём множество А остаётся неизмен-
ным) будет строго, единственным образом определённым; оно
возможно тогда и только тогда, если множество С не нор-
мально. Мы будем называть это расширение каноническим
расширением множеств В и С. В дальнейшем мы установим
несколько важных свойств канонических расширений и с
помощью них завершим доказательство основной леммы.

Я перехожу к определению канонического расширения
множеств В и С. Если С не обладает нормальностью, то
в отрезке (0, п) существуют два числа с и с', такие, что

ctC, c'tC, c-\-c' — n£C.

Так как С=А-{-В, то отсюда

с + с ' — n = a-{-b {a£A, b£B). (8)

Пусть р0 есть наименьшее число множества В, могущее вы-
стулать в роли числа b в равенстве (8); другими словами,
ро есть наименьшее число Ь£В, для которого выполняется
соотношение (8) при надлежащем выборе чисел отрезка (0, п)
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с t С, c'tC, a£A. Это число jjo мы будем называть базой
нашего расширения.

Уравнение
с-\-с'-п = а+%, (9)

таким образом, обязательно имеет решения в числах с, с', а,
удовлетворяющие требованиям

с$С, с'$С, аеА,

причём все три числа принадлежат отрезку (0, л). Все удо-
влетворяющие уравнению (9) и перечисленным требованиям
числа с и с' мы объединяем в множество С*. Очевидно, что
множества С и С* не имеют ни одного общего элемента.
Соединение их (т. с. совокупность всех чисел, входящих либо
в С, либо в С*)

мм и назовём каноническим расширением множества С.
Рассмотрим теперь выражение Ро~Ьл — с : е с л и заставить

в нём с пробегать все числа только что построенного нами
множества С*, то значения этого выражения образуют неко-
торое множество В*; при этом в силу уравнения (9) каждое
такое число Ро~Ьл — с ( С €С*) может быть представлено
н виде с' — а, где с'£С*, а£А.

Пусть Ь* — любое число, входящее в В*; имея форму
р о -(-н—с, оно ^ р о ^ О ; имея же форму с' — а(с'£С*,
а£А), оно г^с'г^л; таким образом, все числа множества В*
принадлежат отрезку (0, л). Кроме того, если Ь* 6 В*, то
h*iB, так как в противном случае из Ь*^с'—а следо-
вало бы с' = а-\-Ь*£ А -^-В = С, что неверно.

Итак, множество В* расположено на отрезке (0, п) и не
имеет общих элементов с множеством В. Мм положим

и будем называть множество Вх каноническим расширением
множества В.

Убедимся, прежде всего, что

1) Мы здесь и в дальнейшем для соединения множеств пользу-
емся анаком и , так как знак + имеет у нас другой смысл.
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Пусть, во первых, а £ А, Ьх £ В^, покажем, что а -\-Ьх £ С,.
Из Ьх £ В1 следует, что либо Ь1£В, либо ft, 6 Я*; есл i
* i 6 £ , го « + ft,6>l + fi=Cc=Ci; если же ^ б Я * . то а + ft,
либо входит в С, а значит и в Clt либо а-(-Л, С С; но и
этом случае (так как Ьи будучи элементом множества В*,
имеет вид |30 —{— я — с', c'iC) мы получаем

с = а + *i = о + ?u -j- я — С $ С;

таким образом,

причём с С С и с' с С; но тогда по определению множества С*
мы находим

что и требовалось доказать. Итак, мм доказали, что А -\-

Чтобы доказать обратное соотношение, допустим, что
с£Сх, откуда ли'ю с£С, либо с£С*. Если с£С, то с =
= а-{-Ь, а£А, Ь£ВсВх. Если же с£С*, то число Ь* =
= с—о, как мы знаем, при некотором а £ А входит в В*.
Мы находим с = а~\- Ь* £А-\-В*сА -{-Вл. Таким образом,
С1сА-{-В1; а так как, но ранее доказанному, и А-\- ВхсСх,
то, значит, С , — Л4-Я].

Теперь я напомню Вам, что, по нашему предположению, я С С;
легко видеть — и это важно для нас — что число п не вхо-
дит и в расширенное множество С\; в самом деле, в случае
/j£C* мы, по определению С*, могли бы положить в соот-
ношении (9) с' = п, что дало бы с = а-{-%€А-1гВ = С,
между тем как ciC по смыслу соотношения (9).

Если расширенная последовательность С\ всё ещё не
нормальна, то в силу А -\-Вх = Q и niCx мы в лице мно-
жеств А, Вх и Ст имеем тройку со всеми свойствами трой-
ки А, В, С, необходимыми для нового канонического рас-
ширения.

Мы находим новую базу [$i этого расширения, ана-
логично предыдущему определяем добавочные множества
В^, С*, полагаем
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и можем снова утверждать, что А-\-В2 = Сг и niC2. Этот
процесс можно, очевидно, продолжать до тех пор, покуда
одно из расширенных множеств СА не окажется нормальным.
Такой момент, очевидно, обязательно должен наступить, так
как при каждом расширении мы вводим в множества В и С
новые числа, не выходя при этом за пределы отрезка (0, п).

Мы получаем таким образом конечный ряд множеств

B = BQ^Bl^ . . .c f i ,

С = Сос= С, с . . . с СА<

причём всякое В^+1 (соответственна C^+i) содержит числа,

не входящие в В^ (С^) и образующие множество В*^ (С^), так
что

^ 1 1 В*, O | i + I = C | i U Cj (Os£jis£A—1).

При этом мы обозначим через ^ базу расширения, перево-
дящего (В^, С^) в {B^+v С | 1 + ] ) . Мы имеем

наконец, множество Ch нормально, в то время как множества
С^(0^:\К^Н—1) этим свойством не обладают.

§7.

Свойства канонических расширений.

Нужные нам для дальнейшего свойства канонических рас-
ширений мы теперь сформулируем и докажем в виде трех
лемм, из которых только последняя найдёт себе дальше при-
менение; леммы же 1 и 2 нуж<1ы лишь для доказательства
леммы 3.

Л е м м а 1. Р | 1 > Р | 1 _ 1 ( 1 < ц < Л — 1 ) , т. е. базы после-
довательных канонических расширений образуют возрастаю-
щую последовательность.

В самом деле, так как ^v.^B^ = B^_l[)B*v._l1 то либо

^€В*_1, и тогда р^ имеет вид
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где c^CJLjCC^ и потому с < л , так что ^ > ^ _ i . и
лемма 1 доказана; либо [J„G^-i; в э т о м случае мы заме-
чаем, что, по определению числа ^, существуют числа а£А,

С с'$С^, связанные соотношением

но при ^ e ^ i

, = C l l_1, (10)

причбм c$C^_i, с'$С^_х; поэтому Эц^Э|1-1 п 0 свойству
минимальности Р„_х; но при р — ^ , мы по определению

множества С(1_1 имели бы из (10)

с € Cj_, с С,,, с' € Cj_, с С ;̂

так как то и другое неверно, то р̂  ^ Р(

Во всем дальнейшем мы через т будем обозначать наи-
меньшее положительное число, не входящее в СЛ.

Лемма 2. Если с£С^., 0<i\Ls^h—1 и п — т<^с<^п,

то с^>п — т-\-$р, т. е. все числа с множества С ,̂ лежа-
щие в отрезке п — т<^с<^п, заключены в части этого
отрезка, характеризуемой неравенствами п — т-\- ^^<^с<^п.

Мы должны доказать соотношение

Из п — т<^с<^п следует

откуда, по определению числа т,

т-}-с—п

Но

поэтому мы в дальнейшем будем различать два случая.
1) Если т-\-с—п£С^, то
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но т iC^ и ciC^ (последнее в силу с £ С )̂, а потому по
свойству минимальности р̂  мы должны иметь b^ ^ fo но при

Ь^=$р мы по определению множества С^ имели б ы / я£С£ ,

что неверно, ибо С^С^СН, a m$Ch; поэтому Ь
а значит

и лемма 2 доказана.

2) Если с'=-т-\-с— л £ С ^ j K l v s g A — 1 , то, по опре-
делению множества Ct, с' удовлетворяет уравнению типа (9)

где а£А, c"^C v ; отсюда c"S^c' — в ^ Р » ^ 8 ^ (последнее
в силу леммы 1), и лемма 2 снова доказана.

Лемма 3.

Ci(n) — Cl(n — m) = B\.(m—\) ( 0 < } 1 < А — 1 ) ,

т. е. число чисел с £ С^. в отрезке п — т<^с<^п в точ-
ности равно числу чисел Ь^В^. в отрезке 0<^Ь<^т (той
же длины).

Рассмотрим соотношение

Ь = Ъ + п — г, (11)

С £ Спо самому определению множеств В^ и С^, из с £ С^. сле-

дует Ь € By., и обратно; при этом, если п — т -f- ^ < с <^лг

то $р.<С.Ь<Ст1 и обратно; таким образом

Но в силу леммы 2, С^(п — т-\- ^) = С^{п — т); с другой

стороны, всякое b £ В^, выражается в виде (11), где с<^л»

и потому превосходит ^, так что Д*(р(1) = О.
Поэтому

С* (л) — С* (л — т) = В* {т — 1),

что и требовалось доказать.
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§8.

Доказательство основной леммы.

Исходя из результатов § 5 и опираясь на только что
доказанную лемму 3, мы можем теперь уже совсем легко до-
казать основную лемму.

Применяя к последовательностям А, Вн и СА результат
§ 5 в форме неравенства (7) (что возможно ввиду нормаль-
ности СЛ), мы находим:

Сн (") — сн (" —'") ^ А ("О + вн ('«). (12)

где т — наименьшее положительное число, не входящее в Сд;
очевидно, mi А и m$Bh, так что вместо А (т) и Bh(m) мы
можем писать соответственно А(т—1) и Вн(т—1).

Мы имеем:

причём множества, входящие в какое-либо из этих двух со-
единений, попарно не имеют общих элементов, так что

Ch(n) — Ch(n—m) =
А — I

А - 1

^ ( ' " — 1),

где, конечно, положено Со = С*, в1 = В*. В силу (12) мы
отсюда имеем:

А—1

С («) — С (п —т) 4- 2 iCl (") — Cj (я — m)} ^

А - 1

^ — I ) ;

но в силу леммы 3

dl(n) — С* (п — ,п) = Bl (//1—1) ( 0 < } К Л — 1),
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так что предыдущее неравенство даёт:

что и доказывает основную лемму.
Тем самым, как мы видели в § 4, полностью доказана

теорема Манна, решающая основную метрическую задачу ад-
дитивной теории чисел.

Не правда ли, конструкция Артина и Шерка оставляет
впечатление великолепного мастерского произведения? Для
меня особенно чарующим является это замечательное сочета-
ние структурной тонкости и предельной элементарности метода.
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Г Л А В А Ш.

ЭЛЕМЕНТАРНОЕ РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ ВАРИНГА.

§ 1-

Вы помните теорему Лагранжа, о которой я говорил Вам
в начале предыдущей главы: всякое натуральное число может
быть представлено как сумма не более чем четырех точных
квадратов. Я говорил Вам и о том, что теорема эта может
быть выражена совсем в другой терминологии: последова-
тельность

будучи четыре раза сложена с самой собою, даёт такую' по-
следовательность, которая охватывает все натуральные числа.
Или, ещ6 короче: последовательность (Аг) есть базис • (нату-
рального ряда) порядка 4. Я упомянул совсем кратко и о том,
что, как было доказано позже, последовательность томных
кубов

О, I 3 , 2' Л», . . . (.4Я)

есть базис девятого порядка. Все эти факты, естественно,
приводят к предположению, что для любого натурального
числа п последовательность

О, 1", 2" Л», . . . (Ап)

представляет собою базис (порядок которого, конечно, зависит
от л). И действительно, эта гипотеза была высказана Варин-
гом уже в XVIII столетии; однако задача оказалась очень
нелегкой, и только в начале нашего столетия Гильберт (1907)
доказал во всей полноте справедливость гипотезы Варингз.
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Доказательство Гильберта не только очень громоздко в фор-
мальном отношении и опирается на сложные аналитические
теории (кратные интегралы), но и в идейном смысле весьма
мало прозрачно. Известный французский математик Пуанкаре
в свобм обзоре научного творчества Гильберта писал, что
если когда-нибудь будут поняты основные движущие пружины
этого доказательства, то, вероятно, арифметические резуль-
таты большого значения посыплются, как из рога изобилия^
И в известном смысле он оказался прав: 10—15 лет спустя
Харди и Литльвудом в Англии и И. М. Виноградовым в СССР
были даны новые доказательства теоремы Гильберта; эти дока-
зательства попрежнему были аналитическими и формально
громоздкими, но выгодно отличались от доказательства Гиль-
берта методологической ясностью и идейной простотой, кото-
рые не оставляли желать ничего лучшего. И действительно,
оба метода сделались в силу этого мощными источниками
новых арифметических теорем.

Но когда наша наука имеет дело с такой совершенно
элементарной задачей, как проблема Варинга, она продолжает
добиваться такого её решения, которое не нуждалось бы
в понятиях и методах, выходящих за пределы элементарной
арифметики. Разыскание такого элементарного доказательства
гипотезы Варинга и есть та третья задача, о которой я хочу
Вам рассказать. Такое вполне элементарное доказательство
теоремы Гильберта лишь в 1942 г. удалось молодому совет-
скому учёному Ю. В. Линнику.

Вы уже привыкли теперь к тому, что элементарность еще
не означает простоты. Элементарное решение проблемы Варинга,.
найденное Линником, тоже, как Вы увидите, очень не просто,
и Вам придётся порядочно потрудиться, чтобы понять и ус-
воить его. Я постараюсь своим изложением по возможности
облегчить Вам эту задачу. Но Вы должны помнить, что в
математике (как, вероятно, и во всякой другой науке) усво-
ение всего действительно ценного и значительного требует
напряжённых усилий.

В доказательстве Линника весьма существенную роль
играют идеи Шнирельмана, которые я из.-ожил Вам в начале
второй главы. Вспомните (я там кратко говорил об этом),
как Шнирельман доказал свою знаменитую теорему о том, что
последовательность Р, состоящая из нуля, единицы и всех
простых чисел, является базисом натурального ряда: он пока-
зал, что последовательность Р-\-Р имеет положительную
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плотность; а так как всякая последовательность положительной
плотности есть, согласно доказанной нами на стр. 25—27
общей теореме Шнирельмана, базис натурального ряда, то
отсюда сразу вытекает вей требуемое. Этот же приём лежит
в основе и доказательства теоремы Гильберта, найденного
Линником. Веб сводится к доказательству того, что сумма
достаточно большого числа последовательностей (Ап) есть
последовательность положительной плотности; как только это
сделано, мы можем считать теорему Гильберта доказанной,
в силу той же общей теоремы Шнирельмана.

§2.

Основная лемма.

Если мы сложим по правилу главы II k последовательностей,
совпадающих с Ап, то мы, очевидно, получим последователь-
ность А^\ содержащую нуль и все те натуральные числа, ко-
торые могут быть представлены в виде суммы не более чем
k слагаемых вида хп, где х — любое натуральное число; дру-
гими словами, число т принадлежит последовательности А^ ,
если уравнение

х1 + хп

2+ ... +хп

к = т (1)
может быть решено в целых неотрицательных числах xt

(1 «%<<;&). Нашей целью является, как мы это выяснили
в § 1, доказательство того, что при достаточно большом k
последовательность А^ имеет положительную плотность.

Уравнение (1) при данных k и /л, вообще говоря, может
быть решено различными способами. Обозначим во всём даль-
нейшем через rk(m) число этих способов, т. е. число систем
неотрицательных целых чисел хх, хг, ..., хк, удовлетворя-
ющих уравнению (1). Очевидно, число т входит в А^ тогда и
только тогда, если л л (/я)^>0.

В дальнейшем мы будем считать число п неизменно уста-
новленным, и потому все числа, зависящие только от п, бу-
дем называть постоянными. Такие постоянные мы будем обо-
значать буквою с или с (п), причём такая постоянная с может
в различных частях одного н того же рассуждения иметь
разные значения, лишь бы только все эти значения были
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постоянными числами. Может быть, Вам несколько непривычна
такая «вольность» в обозначениях; но Вы скоро с ней освои-
тесь— она всё чаще встречается в современных исследова-
ниях и показала себя как очень удобный внешний приём.

О с н о в н а я л е м м а . Существуют такое натуральное
число k — k(n), зависящее только от п, и такая постоян-
ная с, что для любого натурального числа N

Снова, как и в предыдущей главе, перед нами две за-
дачи: во-первых, доказать основную лемму и, во-вторых, из
основной леммы вывести нужное нам заключение, что после-
довательность AW имеет положительную плотность. И снова,
как там, вторая задача значительно легче первой, и потому
мы с неё начнём.

Из определения числа гк{т) непосредственно вытекает,
что сумма

представляет собою число всех таких систем (jCj, JCZ,
из k неотрицательных чисел, для которых

Но этому требованию, очевидно, удовлетворяет всякая группа
чисел, для которых

Так как для осуществления этих неравенств каждое xt может

быть, очевидно, выбрано более чем \-г-\ различными спо-

собами (х. = 0, 1, . . . , Г (^.) " J , и эти k выборов (т. е.

выборы чисел jfj, x2, ...,хм) можно произвольным образом
комбинировать между собою, то для всей системы чисел

х({\ <:i <:k) мы имеем более чем ( у ) " различных выбо-

37



ров, каждый из которых удовлетворяет условию (3). Это по-
казывает, что

Мы предполагаем основную лемму установленной и нера-
венство (2) выполненным при любом N. Теперь нам остаётся
убедиться, что неравенство (2) совместимо с доказанным нами
неравенством (4) лишь при том условии, что последователь-
ность AW имеет положительную плотность. Идея последую-
щего рассуждения очень проста: в сумме Rk(N) отличны от
нуля только те слагаемые rk(m), для которых т входит
в AW. Если бы AW имела плотность нуль, то при больших N
число таких слагаемых было бы относительно мало; а так KJK
каждое слагаемое в силу (2) не может быть очень большим, то и
сумма их R/,(N) была бы относительно малой, между тем как
в силу (4) она должна быть достаточно большой.

Остаётся произвести подсчёты. Если бы было d(AW) = Q,
то для сколь угодно малого е ̂ > 0 мы имели бы при надлежаще
выбранном N

при этом мы могли бы предполагать число N как угодно
большим, так как AW содержит (при любом к) число 1 (вспом-
ните задачу 6 на стр. 18, которую Вы решили!).

Применяя оценку (2), мы поэтому нашли бы:

лг

N - * . _ !

и, значит, для достаточно большого

Так как при достаточно малом е
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то мы получили бы

в противоречие с неравенством (4). Таким образом, мы не-
обходимо имеем

а это, как мы уже знаем, доказывает теорему Гильберта.
Вы видите, как просто веб это выходит. Но нам остается

доказать основную лемму, а для этого нам, как и в пред-
шествующей главе, придбтея пройти длинный и трудный
путь.

§3.

Леммы о линейных уравнениях.

Нам придется начать издалека. Поэтому Вы сделаете
лучше всего, если на время совсем забудете о той задаче,
которую мы себе поставили; потом, когда мы вернбмся к ней,
я Вам её напомню.

А сейчас нам нужно будет в первую очередь установить
некоторые оценки для числа решений систем линейных урав-
нений. Леммы этого параграфа представляют, пожалуй, и
самостоятельный интерес, независимо от той проблемы, для
решения которой мы их приводим здесь.

Л е м м а 1. Пусть в уравнении

alzl-\-a2z2 = m (5)

числа flj, аг, т — целые, \аг\^\а1\^А и числа Cj и а2 —
взаимно простые. Тогда число решений уравнения (5), удо-
влетворяющих неравенствам \z1\^A, \z2\^A, не превос-

, АА
ходит • .

l a i i
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы можем допустить, что а1 ^>О,

так как в противном случае мы просто в каждом решении
заменили бы zx на — z , .

Пусть (*,, zz) и (z'v г'2) — два различных решения урав-

нения (Г)). Тогда из
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ми с помощью вычитания находим:
а*Лг\ — zi)=a1(zx — z\);

левая часть этого равенства должна, таким образом, делиться
на ах\ но 1) (с,, а 2 ) — 1 , и следовательно, z! 2— z2 должно
делиться на с,; но &гФг2, и з н а ч и т ^ — гг\, будучи крат-
ным о,, не меньше чем о,. Итак, в двух различных реше-
ниях (z,, z2) и {z'v z'2) уравнения (5) мы обязательно имеем

Условимся в каждом решении (zt, z2) уравнения (5) на-
зывать Zj первым, a z2 — вторым членом. Очевидно, число
решений уравнения (5), удовлетворяющих условиям | z j ^ i 4 ,
\z2\^.A, не больше чем число t вторых членов, попадаю-
щих в отрезок ( — А, А). Так как мы доказали, что два таких
вторых члена отстоят друг от друга не меньше чем на Cj,
то разность между наибольшим и наименьшим вторыми чле-
нами, попадающими в отрезок ( — А , А), будет не меньше
чем ах (t—1); а так как эта разность, с другой стороны, не
превосходит 2А, то

(так как по условию C i ^ i 4 , и значит 1 «^ — J. Этим лем-

ма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть в уравнении
alzl+a2z2-}-...-}-alzl = m (6)

числа at и т — целые,

\at\*£A ( K i < / ) , К, а2 с,)=12).

Тогда чис.ю решений этого уравнения, удовлетворяющих

l) (<*i, a2) означает наибольший общий делитель чисел ах и аг.
) (аи аг> • • • ai) означает наибольший общий делитель чисел,

стоящих в скобках.
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неравенствам \ zt | < А (1 < i sg /), не превосходит

v ' H '

где Н—наибольшее из чисел | в , | , | с 2 | , . . . , ! л , | , а с ( / ) —
постоянная, зависящая только от I.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что при / = 2 лемма 2
обращается в лемму 1 (при с (2) = 3). Таким образом, при
1 = 2 лемма 2 уже доказана. Допустим поэтому, что / ^ 3
и что для случая / — 1 неизвестных лемма 2 уже установ-
лена. Так как порядок нумерации безразличен, то мы можем
допустить, что | с , | есть наибольшее из чисел \а1\, \a2\, ...
. . . , | с , | , т. е. Н= \а,\.

Будем различать два случая.
1) fli=a2= . . . = а / _ 1 = 0. В силу (о,, а2, . . . , я , ) = И

мы должны иметь | с / | = / / = 1 , так что данное уравнение
получает вид ^zzt = т. Очевидно, в этом уравнении каждое
из неизвестных г,, г2, . . . , г ; - ] может принимать любое це-
лое значение в отрезке ( — А, А), т. е. всего не более чем
2А-\-\^ЗА значений; что же касается z,, то оно принимает
не более одного значения; поэтому число решений данного
уравнения, удовлетворяющих неравенствам \zi | ^ А (1 ^ i <;/),
не превосходит

чем лемма 2 для этого случая и доказана.
2) Если по меньшей мере одно из чисел аг, с 2 , . . . , at_t

отлично от нуля, то существует

(Сц а2, ..., a,_j) — 8 .

Обозначим через Н' наибольшее из чисел

Пусть теперь числа zx, z2,..., z, удовлетворяют данному
уравнению (6) и неравенствам \zt \^A ( 1 ^ / ^ / ) . Положим

^z1Jr-^z2+...+±'-J-zl_l=m', (7)

откуда
aizi + а2?г + • • • + ai-\ г,_! = Ьт'\
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при этом, очевидно,
lm'-\-alzl=m, (8)

и

откуда

Итак, если числа zv гг,...,г1 удовлетворяют уравне-
нию (6) и неравенствам | z , | ^ i 4 ( l s g / « ^ / ) , то существует
целое число т', которое вместе с этими числами удовлетво-
ряет уравнениям (7) и (8), причем т'\^Ш'А. Но в урав-
нении (8), очевидно, Ь sg | а, | и (8, с,) = 1 (в противном слу-
чае мы имели бы (cj, c2, . . . , fl,_j, с,)]>1); поэтому число
решений уравнения (8) (в неизвестных /я', z;), для которых
\т'\^1Н' А, \г,\^А<?1Н' А, в силу леммы 1, не превосхо-

дит -:—j—. При том же т' уравнение (7), в силу леммы 2

для уравнений с / — 1 неизвестными, имеет не более чем
л1-г .

£{l)-nr решений в целых zt, \zt\^A.
Из всего сказанного, очевидно, вытекает, что число ре-

шений (Zj, z2, . . . , z,) уравнения (6), подчинённых неравенст-
вам zjs^-d, l s g r s g / не превосходит

что и доказывает лемму 2 1 ) .
Рассмотрим теперь семейство всех уравнений вида

где I f l J ^ H ( 1 ^ / ^ / ) и, как всегда, все at — целые числа.
Пусть В — положительное число, связанное с числом А не-
равенствами 1 sg-dsg Bs^c(l)A'-1, и пусть / > 2 . Мы хотим
оценить сумму чисел решений zt (\zt\^B, X^i^l) всех
уравнений (9) этого семейства.

1°. Сначала рассмотрим отдельно уравнение (9) при с, =
= с а = . . . = 1 ^ = 0 (оно входит в наше семейство!) и оце-

!) Вы, вероятно, обратили внимание на то, что в последней
цепи равенств символ с (I) в разных местах имел разные значения;
я предупреждал Вас на стр. 36 о таком употреблении этого символа.
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ним число его решений, удовлетворяющих неравенствам
| г. | ̂ £ (1 ^ i < /). Очевидно, нашему уравнению удовле-
творяет любая система чисел Zj, z2, . . . , zv и мы должны
только подсчитать, сколько существует таких систем, удо-
влетворяющих неравенствам | zx | <; В, \ zz | < В,..., \z,\^B.
Так как отрезок ( — В, -\-В) содержит не более 2В-{-\ це-
лых чисел, то каждое zt может принимать не более 2JB- |- 1
различных значений; следовательно, число систем (z,, z 2 , . . . , zt)
интересующего нас типа не превосходит {2В-\- 1 ) ' s ^ ( 3 £ ) ' =
= с (/) В1; а так как в силу наших предположений В ^ с (/) А1*1,
то c{l)B' = c(l)B'-1B^c(l)(AB)'-K Таким образом, в слу-
чае Cj ^аг= ... = с / = 0 уравнение (9) имеет не более чем
с(/)(^4Д)' - 1 решений интересующего нас типа.

2°. Если хоть один из коэффициентов а{ отличен от нуля,
то существует наибольший общий делитель (a l f с^, ..., al) = b
этих коэффициентов. Пусть сначала 8 = 1 , и пусть Н—наи-
большее из чисел |в] |, lOjl, . . . , |в,|. Очевидно, Н есть одно
из целых чисел отрезка (1, А). Значит, Н заключено либо

А А А А А
между А и -у.г, либо между -~ и -^ , либо между -г и - ,
и т. д. Вообще найдбтея такое целое число т ^ 0, что

Для одного уравнения вида (9), в котором Ъ= 1 и Н
удовлетворяет неравенствам (10), число решений z^z^^B)
в силу леммы 2 не превосходит

С другой стороны, из неравенства (10) вытекает

и значит число уравнений типа (9), для которых выполняются
неравенства (10), не больше числа уравнений того же типа,
подчинённых условиям (11), т. е. не больше'чем
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Таким образом, сумма чисел решений ' г, | ^ В всех та-

ких уравнений типа (9), для которых 8 = 1 и -

_ А
^ 2^ , не превосходит

с(1)^~^-с(1)А'2-т1 = с

Суммируя эту оценку по всем т 5г 0, мы приходим
к следующему выводу: сумма чисел решений | zt \ ^ В
всех уравнений типа (9), для которых | а, | <: <4 (1 < : / < : / ) и
8 = 1 , не больше чем

3°. Нам остаётся подсчитать числа решений требуемого
типа для уравнений с 8^>1. В этом случае уравнение (9),
очевидно, равносильно уравнению

т. е. уравнению того же типа (9), где только

'а, а, аС\—\

и число А нужно заменить числом -v-. При данном закреп-

лённом 5 сумма чисел решений [ z - [ < : В всех таких уравнений,

как мы видели в 2°, не превосходит *)

Нам остаётся, очевидно, просуммировать это выражение по
всем возможным значениям 5 (1,\^ 8 < М ) .

Мы убеждаемся таким образом, что сумма чисел требу-
емых решений всех уравнений вида (9), где с, | «^ А (1 s^ / «S /)

1) Так' как вместо А мы имеем теперь меньшее число — i то

предпосылка В^с(1)А'~1 может оказаться нарушенной. Но Вы
без труда убедитесь, что в рассуждении пункта 2° мы нигде этой
предпосылкой не пользовались, и следовательно, результат пункта
2° от неё не зависит.
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и не все ai равны нулю, не превосходит величины

А

8 = 1 ' *

= с(!)(АВ)'-К

Сопоставляя это с результатом пункта 1°, где мы полу-
чили оценку для случая ах =а2 = . . . = а( = 0, приходим
к следующему выводу:

Лемма 3. Пусть / > 2 и 1 < А < В< с (/) А'-1. Тогда
сумма чисел решений | zl I ^ В (1 «g i ^ /) для всех урав-
нений вида

at J «^ А (1 «^ i ^ /), не превосходит

Мы здесь воспользовались неравенством
А

которое справедливо для любого натурального числа q и для лю-
бого A^z\ (через ц мы обозначаем чисто / — 2, которое положи-
тельно, так как мы предположили / > 2). Вот простое доказатель-
ство: при 1

I 1 =(я4-1)«-** =

л? ( Л 4 - 1 ) ' л? («4-1 ) '
_ л? 4~ у ? " 1 4 - • •. 4~ 1 — пЧ

л7(я + 1)?
откуда

! < WI L. \.
q ХпЯ (л4-1)«/ '

полагая же в этом неравенстве поочерёдно л = 1 , 2, . . . , 4̂ — 1
и складывая все полученные неравенства, мы находим:

А

откуда

что и требовалось доказать.
45



§4.
Ешё две леммы.

Прежде чем перейти к доказательству основной лемми,
нам придется установить ещб два вспомогательных предло-
жения особого типа. Оба они очен5 просты и в идейном,
и в формальном отношении; однако усвоение их веб же мо-
жет доставить Вам известные трудности, потому что здесь
будет итти речь о подсчёте всевозможных комбинаций до-
вольно громоздкого строения; трудность такой абстрактной
комбинаторики заключается в том, что она плохо поддаётся
математической символизации, здесь больше приходится го-
ворить словами, чем знаками; впрочем, это, конечно, есть
трудность изложения, а не трудность самого предмета; и я
постараюсь обрисовать Вам все встающие вопросы и их раз-
решение со всею возможной конкретностью.

Будем обозначать через А конечное множество чисел,
среди которых могут быть и равные между собою; если
число а встречается X раз в множестсе А, то мы будем го-
ворить, что его к р а т н о с т ь равна X. Пусть о,, о2, . . .
. . . , ат—различные между собою числа, входящие в Л, и
X], Xj . . . , Хг — их соответственные кратности (так что мно-

т

жество А всего содержит 2 \ чисел). Пусть В— другое

множество того же типа, содержащее различные между со-
бою числа £], Ъг, . . . , bs с кратностями jij, JJL2, . . . , JJL,.
Рассмотрим уравнение . . , ( П Ч

F J F x-\-y = c, (12)
где с — данное число, а х и у— неизвестные. Нас будут
интересовать такие решения (х, у) этого уравнения, в ко-
торых х есть одно из чисел множества А (мы это коротко
будем записывать так: х£А), а у — одно из чисел множества
В(у£В). Если числа х = а., у = Ьк удовлетворяют уравне-
нию (12), то это даёт X/|lft решений требуемого типа, потому
что любой из X, «экземпляров» числа а0 имеющихся в мно-
жестве А, можно сочетать с любым из jift экземпляров
числа Ьк, имеющихся в множестве В. Но X/ | l ftsg -~ (/.^-|-JJLJ) ' ) .

1) «Среднее геометрическое не превосходит среднего арифме-
тического». Вот самое простое доказательство:

откуда
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Значит, число таких решений уравнения (12), гдг х = а1У

y = bk не превосходит величины - y C ^ + J ^ ) .Отсюда следует.

что число всех решений х£А, у£В уравнения (12) не пре-

восходит суммы ^ - g (>.?-|-JJL|). Здесь надо суммировать по

всем парам значков (/, k), для которых a-j-£A = c. Мы ещё
X*

j
увеличим нашу сумму, если просуммируем X* по всем i, а
\i2

k по всем k (ведь каждое Ьк может сочетаться не более
чем с одним а(). Таким образом, мы получаем окончательно,
что число решений х£А, у£В уравнения (12) не превос-
ходит

С другой стороны, рассмотрим уравнение

х— у = 0 (13)

и подсчитаем число его решений х£А, у£А; очевидно,
каждое такое решение имеет вид x=y = ai ( 1 ^ / ^ г ) ;
для данного i мы получаем л̂  решений, так как числа х и
V могут независимо друг от друга совпадать с любым из X/
экземпляров числа ап имеющихся в А. Общее число решений

г

х^А, у£А уравнения ( 1 3 ) равно, таким образом, 2 */•
« = 1

Точно так же, конечно, число решений х£В, у£В того
s

же уравнения равно У\ ц.1. Сопоставляя эти результаты
* = i

с тем, который мы нашли выше, мы приходим к следую-

щему выводу:
Лемма 4. Число решений уравнения

х-\-у = с, х£А, у£В

не превосходит полусуммы чисел решений уравнений

и
х—у = 0, х£В, уеВ.
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В частном случае, когда множества А и В совпадают
между собою, мы получаем

Следствие. Число решений уравнения

х+у = с, х£А, у£А

не превосходит числа решений уравнения

х—у = 0, х£А, у£А.

Пусть теперь k и 5 — произвольные натуральные числа.
Положим k;2s = l и будем рассматривать уравнение

Пусть J4J, Аг, . . . , At — конечные множества чисел;
пусть множество Л ; (1 sg: / sg:/) содержит различные между
собою числа ап, а[2, . . . с кратностями ).„, Х/7, . . . Нас
будет интергсовать члсло решений уравнения

Если положить
х\ 4 - хг 4 - • • • 4 - хт=х. xi'/2)+i 4 - • • -Л-Х1 =у

(//2 есть, конечно, целое число), то данное уравнение
можно переписать в виде

х+у = с

и применить к нему только что доказанную лемму 4. Надо
только разобраться в том, каким множествам должны при-
надлежать числа х и у. Так как х{£А.(1 ^ / ^ / ) , то х
может быть любым числом вида zx -\- гг -\-... 4 - -Z//2. где
^ , € ^ / ( 1 =^/=^//2); точно так же у может быть любым
числом того же вида, где только г{ €А'/Ч+/О <1*=^//2).

В силу леммы 4 поэтому число решений уравнения (14)
не превосходит полусуммы чисел решений уравнения

х-у = 0 (15)

в следующих двух предположениях:

где
ZiZAt, z\£Av 1 < / < / / 2 . U6)
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2) х и у имеют ту же форму, но

zi£A
m + n z'i£A

m + i> К ' < ' / 2 . (17)
В обоих случаях уравнение (15) может быть переписано

в виде
(г, — z\) + (z

2
 — г^4-...+(г

/;2
 — г'

//2
) = 0. (18)

Мы приходим таким образом к выводу, что число решений
уравнения (14) не превосходит полусуммы чисел решений
уравнения (18) в предположениях (16) и (17), т. е. не пре-
восходит полусуммы чисел решений уравнений

//2

и
1(1

Уравнение (18) имеет в левой части //2 слагаемых, т. е.
вдвое меньше, чем первоначальное уравнение (14). Полагая

II* /,2

2 (*/ — г1,) = х, 2 1 (*i — z\) = У'
1 = 1 /=(//4)+1

мы приводим уравнение (18) к виду

и можем снова применить к нему лемму 4. Совершенно тем же
путём, как мы от уравнения (14) пришли к уравнению (18),
мы теперь от уравнения (18) придем, очевидно, к уравне-
нию

/,'4д!
причбы нам придбтся рассматривать сумму чисел решений
этого уравнения в следующих (уже четырех) предположе-
ниях:

2) «„ и;, и/, 4"
3) «„ «;, u';, «;"
4) и{, tiv aj', U'I'

4 А. Я. Хинчин



Так как / = Л-2*, то мм можем повторить этот процесс
5 раз. В результате мы, очевидно, придем к уравнению

J; w+у, 2 ) +-
. . . — M w ) } = 0 , (20)

причем нам придбтся рассматривать сумму чисел решений
этого уравнения в 2я различных предположениях, а именно:

Если мы положим

то уравнение (20) примет простой вид

у 1 ) 4 - У » > 4 - . . . + У 2 ' ~ 1 ) — y ' - ' + D —...— У » ) = 0. (21)
При этом речь идбт о сумме чисел решений уравнения (21)
в следующих 2я предположениях, отличаемых друг от друга
значениями параметра т ( 0 ^ т ^ 2 * — 1 ) :

где

( У = 1 , 2 2').

Таким образом, мы можем формулировать окончательный
результат нашего вывода в виде следующего предложения:

Лемма 5. Число решений уравнения

(14)

не превосходит суммы чисел решений уравнения

у о 4 - у » ) 4 - . . . 4 - У 2 * " 0 — У 2 * ~ 1 + 1 > —...— У 2 * ) = о , (21)

/ ( У =

в предположениях т = 0, 1, ..., 2я—1. При этом l = k-2s.
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Очевидно, лемма 4 представляет собою частный случай
леммы 5, соответствующий £ = . 5 = 1 , 1 = 2.

Теперь наша подготовка закончена, и мы можем присту-
пить к прямой атаке основной леммы.

§б.

Доказательство основной леммы.

Мы будем доказывать основную лемму методом индукции,
от п — 1 к л. При индуктивных доказательствах часто бы-
вает, что, усиливая доказываемое утверждение, мы сущест-
венно облегчаем (иногда даже прямо впервые создаем воз-
можность) его обоснования данным методом. Легко понять,
почему это происходит: в индуктивном доказательстве утвер-
ждение предполагается верным для числа п—1 и доказы-
вается для числа п\ поэтому, чем сильнее утвгрждение, тем
больше нам дано в случае числа п—1; правда, тем больше
и требуется доказать для числа л; но во многих задачах
первое обстоятельство оказывается важнее второго.

Так и в данном случае. Непосредственно нас интересует
число решений уравнения х*-\-х£-\- ...4-xjJ = m (I s^ms^/V)

i_ i_

(причём по самому смыслу задачи здесь 0 < х , < ш я < Nn ); но>
есть простейший частный случай многочлена л-й степени

fix) = аох" + в,*""1 + - + <*n-ix + ап'
и нам будет выгодно заменить данное уравнение (1) более
общим уравнением

с наложением на неизвестные более широких условий-

IjC/l^iV", 1 < ; / < ; £ . Доказав наше утверждение для урав-
нения (22), мы будем иметь больше, чем нам непосредственно-
нужно; однако это усиление нашего утверждения как раз
и создаёт, как мы увидим, возможность индукции. Итак, для:
tn^N мы теперь будем обозначать через гк(т) число реше-
ний уравнения (22), удовлетворяющих условиям \xl\^Nn

r

I S S / S S A ; при этом в интересах проводимой индукции мьг
вольны еще", конечно, произвольным образом распорядиться
коэффициентами многочлена f(x) (лишь бы налагаемые усло-
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вия выполнялись в случае /(х) = дгя). Мы докажем следую-
щее предложение.

Пусть в выражении многочлена f(x)

j_

(0</^л); (23)

тогда при надлежаще выбранном & =

*-_!

Так как в случае f(x) = xn неравенства (23) очевидно
выполнены с с ( л ) = 1 , то это предложение действительно
есть усиление нашей основной леммы.

Рассмотрим сначала случай л = 1 , /(х) = ао.г-|-а1. Поло-
жим 6(1) = 2, так что уравнение (22) получает вид

<*o(x1-{-x2) = in — 2с„

прпчбм речь ид6т о решениях этого уравнения, удовлетво-
ряющих требованиям | хх | < N, \ хг | < N. Таким образом,
для JCj возможны не более чем 2N-\-\ ^SN значений; но
каждому X] соответствует не более одного х9, так что

чем наше предложение и доказано для л = 1 ( / г = 2).
Пусть теперь л > 1 и наше утверждение установлено для

показателя п—1. Положим k{n—\) = k' и выберем

гле показатель означает наибольшее целое число, не прево-
сходящее 4 \g2 k'. В дальнейшем мы для краткости положим
[4 lgj k']—l^s, так что

Для оценки числа гк (/л) решений уравнения (22) мы прежде
всего применим к нему лемму 4, полагая

*/2 *

1=1 ' l = -t + l
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Множество А (и совпадающее с ним в данном случае
множество В) состоит из всех сумм вида

*/2 \

2J
В силу следствия леммы 4, гА(/и) не превосходит числа реше-
ний уравнения х—„v = 0, где х£А, у£А, т. е.

*/2 */2

2 2.2

Иначе говоря, гк{т) не превосходит числа решений урав-
нения

*/2

/2{/W-/U)}=0. (25)

1 • JL/ Ач
где | х у | ̂  Л/я , | _)', | ̂  Л/" ( 1 ̂  / ̂  -jT- J . Положим теперь

лг,—_j'f ^ А , (1 ^ / ^ -^ ) и заменим систему неизвестных

( х р yt) системою (у:, Л,.); при этом мы будем допускать для

yt и Л, f l s g / s ^ —J всевозможные целые значения в отрезке
_i_ \_

( — 2Nn

t - |~2Л"), что может только увеличить число реше-
ний нашего уравнения. При этом в уравнении (25) каждое
слагаемое /(•*,) — f(yt) заменится выражением

)-/О',)= 2
л л — в . .

= 2 •. 2 °7")*W—'•
Преобразуем здесь переменные суммирования, полагая

так что
п—v — t = n — «, t = u — v;
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мы получим:

t»=0 « =

п

где

есть многочлен степени п — 1 с коэффициентами

зависящими от чисел Л..
Уравнение (25) в новых переменных (у(, ht) получает

таким образом вид

+ * ± Ь О ' ± > = 0. (26)

В этом уравнении числа ht и у{ могут принимать любые

целые значения в отрезке ( — 2Nn, -\-2NH), причем необхо-
димо помнить, что коэффициенты многочленов у-(у) (степени
п—1) зависят от чисел А.

Запомним твердо, что на данном этапе мы доказали сле-
дующее: оцениваемое нами число гк{т) не превосходит

1

суммы чисел решений в целых ylt \у{ | ^ 2Л/" (1 ^ / ^ — J

всех уравнений вида (26), получаемых при всевозможных

значениях чисел А,, I Л,-1 < 2N" Г К i ^ -^
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§ 6.

Продолжение.

Теперь мы рассмотрим одно из уравнений (26), т. е. на

длительное время будем считать числа Л, (1 ^ ' ^ - j j - J закре-

плёнными. К этому уравнению мы применим лемму 5. При

этом роль неизвестных х{ будут играть числа hiyi (y{), а роль

числа / — число — = 2л-2л, причем ради краткости мы по-

ложим 2/1 = £0. Напомним ещё раз: числа h( входят в урав-
нение (26) не только явно, но и через посредство коэффи-
циентов многочленов <р, (у). Множество Ап которому дол-
жны принадлежать числа xl = hlyl(yl), состоит в данном
случае из всех чисел вида hi<fl (у;), где числа А, имеют
данные псстоянные значения, а числа у{ пробегают отрезок

(—2Л/\ -\-2Na).
Согласно лемме 5, число решений уравнения (26), удов-

летворяющих только что описанным требованиям, не прево-
сходит суммы чисел решений уравнения

/1>+_у(«> + . . . + / « ' ~ 1 > — / 1 ' ~ 1 + 1 > — . . . — / " * > = 0(21)
в следующих 2* предположениях, соответствующих значениям
параметра т = 0, 1, . . . , 2 * — 1 :

, 1

где, напомним, АТ ( 1 ^ г ^ 2 * ) есть множество чисел вида

Лг(рг (уг) с данным Л, и произвольным уг, \ ут \ ^ 2Л/ я .
В развёрнутом виде уравнение (21) выглядит для случая

т = 0 (который мы выбираем просто для примера) следую-
щим образом:
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или, меняя порядок слагаемых,
2 ) +• • • +/Г" -УГ'+1) -... -УП 4-

каждое из чисел у\^ есть здесь число вида Л^Д^Р), где

| т>/ | г^ 2 W ; поэтому последнее уравнение может быть
переписано в виде

Полагая для краткости

мы можем переписать это уравнение совсем кратко:

Mi + V» + -"4-A*^*. = 0- (27)
Уравнений такого типа мы всего будем иметь 2', и совокуп-
ность их можно кратко записать в виде

« = 1

Однако, мы пока ограничиваемся рассмотрением одного урав-
нения (27), которое мы можем, конечно, рассматривать как
типичное. Для оценки числа интересующих нас решений этого
уравнения мы должны прежде всего посмотреть, в каких пре-
делах может изменяться величина сс(. (v\'^). С этой целью вспо-
мним, что (стр. 62)

где
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ь_
Поэтому из принятых нами предпосылок | av | <^ с (л) Nn и

следует

0 — 1 П —1

=«<">"• £ ( : i : ) .
т. е. ввиду к < л

о — 1

l-i.. l<e(«)^""- (28)
l

Но, с другой стороны, в силу Jz/^}j < ; 2N" мы имсм
И — О

| z/(/} | я ~" <; с (л) N n , вследствие чего

и—1 я—о и—1

1"""
Эта же граница (с другим с (л)) имеет место и для всего

<р, (z/j"), так как число членов этого многочлена равно п.
Таким образом,

и—1

< с (п) N " , 1 < /

Но каждое z f есть сумма 2s = с (п) слагаемых вида ± ' f / ( ^ К
и следовательно,

п—1

(конечно, с другим с (л)). Таким образом, в уравнении (27)
каждое z{ может принимать только значения, заключённые

п—1 n—jl

в отрезке ( — c(n)N n , -\-c(n)N n ).
Пусть т — одно из этих чисел; равенство г( = т осуще-

ствимо, вообще говоря, не одним, а несколькими способами,
так как определение числа zt (стр. 64) таково, что одно и то
же значение zt может получиться при различных выборах чи-
сел vY* (I s^/s^2 J ) . Ми должны теперь оценить число ра-
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шений соотношения zt = m, т. е. уравнения

* : (29)

именно в этом пункте мы и применим давно возвещбнную
нами индукцию. Вот как мы это сделаем.

Прежде всего перепишем уравнение (29) в виде

это можно сделать потому, что при k' = k (n—1)^>Д (а м ы

видели, что уже & ( 1 ) = 2 ) мы имеем

2*-i = 214!&*' 1-2 ^> £' *);

обозначая правую часть последнего уравнения через /я', имеем

<P,(«Jl)) + .-. + ? , ( « ! V ) ) = '»'i (30)
выберем для чисел

какие-нибудь определенные значения (конечно, в отрезке
_i \_

[ — 2Nn,-\-2Nn]); тогда и т' получит определенное значе-
ние. К уравнению (30) мы и применим доказываемое предло-
жение, так как <f[(y) — многочлен степени я — 1 . Убедился
для этого, что все необходимые предпосылки выполнены; мы
имеем

л

и=1
причбм в силу (28)

)Ьт (31)
и, как легко видеть,

Я — 1

|/п'|<с(л)ЛГ «

(ибо т и каждое yt{yr) подчиняются этому неравенству).

*) Подробно: А' 5*2, Ifofc'Ssl, 31g,*'S*3,
[4 Iga *'J — 2 > 4 1& A' — 3 ̂  lg2 A', 2̂ -« = 2l4ie.*'l - 2 ^ A'.
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В силу последнего неравенства роль N здесь может играть
я —1

число c(n)N n ; а тогда условия (31), которым подчинены
коэффициенты многочлена у{(у), представляют собою как раз
условия (23) с заменой я на я — 1 . Таким образом, все пред-
посылки действительно выполнены, и мы можем утверждать,

i

что число решений уравнения (30), для которых \v)P \ < ; 2Nn =

= 2 (̂ V л ) п ~ 1 , не превосходит числа
я—1 ft' _ ft'—я+1

c(n)N n ) n ~ l =c(n)N n . (32)

Эта оценка получена для фиксированных значений vi "•" \ ...

... , v\ ; очевидно, мы имеем не более чем

1 2*— ft'

(33)

таких систем значений; общее число решений требуемого
типа для уравнения (29) не превосходит поэтому произведе-
ния правых частей (32) и (33), т. е. не превосходит

с(я)ЛГ « (34)

Вернёмся теперь к уравнению (27). Мы видели раньше
(стр. 65), что каждое zt может принимать только значения,

я — 1 я—1

лежащие в отрезке ( — c(n)N п , -\-с(п) N п ); теперь мы
видим, что «кратность» каждого из этих значений (т. е.
число способов выбора у/\ которыми оно может быть осу-
ществлено) не превосходит числа (34).

Этот результат позволяет нам свести всю проблему к под-
счёту чисел решений линейных уравнений. В самом деле,
в концг § 5 оценка rk(m) быт сведена нами к оценке чисел
решений уравнений вида (26); но число решений уравнения (26),
для которых [_у,-' s^ 2 W , как мы доказали применением
леммы 5, не больше, чем сумма чисел решений 2s уравнений
типа (27), т. е. уже линейных уравнений; при этом для не-
известных zt нами получены границы, в которых они могут
изменяться. Некоторая новая трудность (этой ценою мы за-
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платили за переход к линейным уравнениям) заключается
в том, что новые неизвестные zt мы должны рассматривать
с определёнными кратностями (для которых мы также уста-
новили границы).

Наконец, мы не должны забывать, что все эти подсчёты
ведутся в предположении, что числа Л, выбраны и зафикси-
рованы. Результат, к которому мы придём, мы должны будем
поэтому ещё помножить на число всех таких возможных вы-
боров.

Заключительный вывод этого параграфа, который мы
должны запомнить, гласит: оцениваемое нами число rk(m) не

п - 1

превосходит суммы чисел решений в целых ?,-, [ zt ^ с (n)N ",
V—+ l

с кратностями \^c(n)N n , уравнений вида

°. (35)

где т пробегает значения 0, 1, . . . , 2* — 1. а числа
hr (1 <; г <; 2sk0) независимо друг от друга пробегают все

целые числа отрезка ( — 2Nn,-\-2Nn).
Мы видим таким образом, что для rk(m) мы получили

теперь такую оценку, в формулировку которой совсем не
входит данный многочлен /(х), что придаёт этой оценке
весьма общий характер.

§7.

Окончание.

После того как мы свели задачу к оценке числа решений
линейных уравнений, не зависящих от специального вида
многочлена f{x), мы уже легко приходим к цели с помощью
леммы 3.

Обозначим через Г какую-нибудь определённую комбииа-

- А
цию чисел hl(\h[\^2Na, 1 ^ / ^ 2 ) и через ^Ш(Г) — чи-
сло решений уравнения (35) при этой фиксированней комби-
нации Г и при некотором даш.ом т, причём имеются в виду

п_-\

решения zt, удовлетворяющие неравенствам 'zt\^c(n)N n
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с кратностями \t^c(n)N n . Тогда, согласно заключению
предыдущего параграфа,

2 ' — 1

где суммирование по Г распространяется на все допустимые
комбинации Г чисел ht. Иначе,

v — 1

{
Л! = 0 Г

Но непосредственно очевидно, что суммы ^ Um (Г) для раз-
m

г
личных т ничем не отличаются друг от друга (ибо ничем
друг от друга не отличаются уравнения (35) для различных т);
поэтому мы можем написать

rk («)< 2' 2 ^о (П = с (л) 2 Uo (П-
г г

Здесь £/0(Г) есть число решений уравнения

M i + V i + • • • + Л^*„ = 0 (36)

( - -\при данной комбинации Г чисел h
t
 \ \ h

{
 | ̂  2N

n
, I ̂  /sg: 2 / ,

л — 1

причём \z.\^c(n)N п и г. имеет кратность \.<
2' - я + 1

^с(п) N п . Если мы обозначим через UQ (Г) число ре-
шений того же уравнения в предположении, что все zl одно-
кратны, то очевидно

U 9 { T ) < { e { n ) N " « " } " l
или, помня, что &o==2/z,

и, следовательно,

1 (37)
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Теперь заметим следующее. Каждое Г представляет собою
некоторую допустимую комбинацию значений в с е х Л,

И ^ / ^ •=- J ; между тем число C/J (Г) полностью определяется

значениями первых ko = 2n из этих чисел ( 1 ^ / ^ 2 / х ) , ибо
только они входят в уравнение (36). Выбрав некоторую оп-
ределенную комбинацию Г, мы тем самым, конечно, одно-
значно определяем и некоторую комбинацию Г' значений
чисел Л„ Л 2 , . . . , Л2/|. Но если, обратно, выбрана определен-
ная комбинация Г' чисел Л,, Л 2 , . . . , Л2п, то ей соответствует
не одна комбинация Г, а столько, сколькими способами можно

«довыбрать» остальные А Л 2л < ^ / ^ — ) ; так как каждое А,

должно принадлежать отрезку ( — 2Nn,-\-2Nn), то очевидно,
что одной комбинации Г' соответствует не более чем

.1 * _ 2 п - 1 - 2

<г(л)(ЛГ«)2 =c(n)Nil1

комбинаций Г. Поэтому

г»
я—1

Здесь U*(Г') есть число решений в целыхzt, \zt\^c(n)N л ,
/j, уравнения (36) при данной комбинации Г' чисел

Ар | А/1 =^ 2iV" , 1 ^ / ^ 2 / 7 , и суммирование производится по
всем таким комбинациям. Из (37) мы получаем поэтому

^ (38)
г»

Наконец, ^ ^ ( Г ' ) непосредственно оценивается с помощью
г»

1 ti1

леммы 3, где надо положить / = 2л, А = 2Nn , B = c{n)N n

*) Вспомните, что А =
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Вы легко проверите сами, что все предпосылки леммы 3 при
этом выполнены; применяя еб, мы находим

Щ -» = с (я) Л/ 2 "" ' .

г»

Наконец, неравенство (38) даёт нам

гк ( / " X с (я) №v+' ~ Ч • N2»-1 =

чем и завершено доказательство основной леммы, а вместе
с тем и теоремы Гильберта.

Доказательство это, прекрасное по своей элементарности,
несомненно покажется Вам очень сложным. Но Вам стоит по-
работать над ним 2—3 недели с бумагой и карандашом в ру-
ках, чтобы полностью понять и усвоить его. Именно на пре-
одолении такого рода трудностей растет и развивается
математик.
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