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Yorwort.

Der vorliegende Band ist in Form eines Lehrbuches gehalten
und behandelt den Teil der Wechselstromtheorie und verwandte
Gebiete der Elektrizitatslehre, der tiir ein eingehendes Studium der
Starkstromtechnik in Frage kommt.

Fir die Behandlung der stationéiren Vorgénge in Wechselstrom-
kreisen ist hauptsichlich die symbolische Schreibweise benutzt, weil
sie die einfachste ist und sich am besten der praktischen Ausdrucks-
weise in Wattstromen und wattlosen Strémen anschlieft. Hand in
Hand mit der symbolischen Schreibweise wird aber das graphische
Rechnen systematisch entwickelt, indem alle analytischen Rechen-
operationen durch Kkorrespondierende graphische Konstruktionen
ersetzt werden. Durch Anwendung der bekannten Kirchhotfschen
Sétze im symbolischen Sinne lassen sich die Gleichungen jedes
Stromkreises durch duflerst einfache analytische Ausdriicke wieder-
geben, und diese Formeln geben gleich den Gang der graphischen
Rechnungen zur vollstindigen Losung der Aufgabe an. In dieser
Weise erreicht man nicht allein den Vorteil, daf jede Aufgabe sich
duferst leicht in mathematische Form bringen 1ifit, sondern auch
den grofien Vorteil, daf das Resultat durch die graphische Losung
sofort Aufschluff iber das Verhalten des Stromkreises bei allen
Arbeitsverhiltnissen gibt.

In den folgenden Kapiteln sind die magnetischen Eigenschaften
des Eisens und die elektrischen Eigenschaften von Dielektrika,
Elektrolyten und Gasen eingehend behandelt.

Nachdem die Berechnung der Konstanten elektrischer Leiter
im 23. Kapitel angegeben worden ist, wird zu den Ausgleichs-
vorgingen in elektrischen Stromkreisen iibergegangen. Da diese
keine periodischen Vorgidnge darstellen, lassen sie sich nicht mit
Vorteil symbolisch ausdriicken, weshalb die diesbeziiglichen Rech-
nungen mit gewohnlichen reellen Gréfen durchgefithrt worden sind.
Diese Rechnungen sind an mehreren Stellen sehr austiihrlich und
eingehend; dies ist aus dem Grunde geschehen, weil diese Vorgiinge



VI Vorwort.

viel weniger bekannt sind als die stationdren und weil die meisten
Verotfentlichungen auf diesem Gebiete durch zu grobe Annéaherungen
zu unvollstindigen und oft gar unrichtigen Resultaten fiihren. —
Durch die stets ansteigende Ubertragungsspannung und die wachsen-
den Leistungen der Kraftstationen werden diese Theorien immer
mehr an Interesse und praktischem Wert gewinnen, denn mit der
Grofe der Stationen nehmen auch die die Ausgleichsvorgéinge be-
gleitenden elektrischen Krifte schnell zu.

Diese zweite Auflage ist durch das Ubertreten des Herrn
J. L. la Cour in die Praxis etwas verzogert worden. Es wurde
deswegen Herr Prof. O. S. Bragstad als Mitarbeiter in groferem
Umfange herangezogen, als es bei der ersten Auflage dieses Bandes
der Fall war.

Bei Herstellung der Figuren und bei Durchsicht des Textes
haben uns Herr Dr.-Ing. A. Frinckel und Herr Dipl.-Ing. K. A. Au-
beck in freundlicher Weise unterstiitzt, wofiir wir diesen Herren
bestens danken.

Zugleich wollen wir nicht verfehlen, dem Herausgeber dieses
Werkes, Herrn Geheimen Hofrat Prof. Dr.-Ing. E. Arnold, fir seine
freundliche Unterstiitzung unseren besten Dank auszusprechen.

September 1910.

Die Verfasser.
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Einleitung.

1. Elektrische Gleichstrome. — 2. Das magnetische Feld. — 3. Elektromagnetis-
mus. — 4. Elektromagnetische Induktion. — 5. Energie, Arbeit und Leistung. —
6. Komplexe GroSen.

In den ersten Kapiteln dieses Buches werden hauptsichlich
nur jene Eigenschaften des elektrischen Stromes behandelt, die auf
den elektromagnetischen Gesetzen beruhen. Diese Gesetze sind
deshalb im Folgenden kurz zusammengestellt. Die elektrostati-
schen Gesetze, die fir das Verstindnis der spiteren Kapitel not-
wendig sind, werden in Kap. XIX besprochen.

1. Elektrische Gleichstrome.

Besteht zwischen den Enden (Klemmen) eines Leiters, in dem
keine elektromotorischen Krifte (EMKe) wirksam sind, eine elek-
trische Potentialdifferenz, so flieft in dem Leiter ein Strom und
zwar nach der Richtung, in der das Potential abfallt. Wird die
Potentialdifferenz konstant gehalten, so erhalten wir einen Strom von
konstanter Stirke.

Ohm hat zuerst nachgewiesen, dall die Stromstérke bei gleich-
hleibender Temperatur des Leiters der Potentialdifferenz zwischen
den Klemmen (d. h. der Klemmenspannung) proportional ist.

Das Verhaltnis der Klemmenspannung p zur Stirke des Gleich-
stromes ¢ wird der elektrische oder Ohmsche Widerstand des
Stromkreises genannt.

r== . . . . . . . . (1

Der Ohmsche Widerstand » eines homogenen Leiters von kon-
stantem Querschnitt ist der Linge [ direkt und dem Querschnitt g
umgekehrt proportional, also ist

l
r=-—0.
q

Arnold, Wechselstromtechnik, I. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

o ist der spezifische Widerstand des Leiters. 7~ hat in dem
elektromagnetischen MaB8system die Dimension

EMK
Strom

r — Dim. ( ) — Dim. (LT-1)

und wird in Obm (£2) gemessen

Volt 108 °
= = = GS-Einheiten).
Ohm Ampere — 10=1 10? (CGS-Einheiten)
Fir Kupfer ist der spezifische Widerstand, d. h. der Widerstand
zwischen gegeniiberliegenden Flichen eines Kupferwiirfels von 1 em
Kantenléinge

0=1,6-10"%(1-4 0,004 T°) 2=1,6 (1 + 0,004 T°) Microhm
und fir Aluminium
0=2,7(1 -+ 0,004 T°) Microhm.

Tist die Temperatur in Graden Celsius. 0,004 nennt man den
Temperaturkoeffizienten, der zufilligerweise fiir Kupfer und Alumi-
nium gleich ist.

Das Ohmsche Gesetz lautet: In einem Teile einer Strom-
bahn, in dem keine EMK wirkt, ist die Stromstirke gleich
dem Verh#ltnis der Potentialdifferenz zwischen den End-
punkten zu dem elektrischen Widerstand.

Da in einem Knotenpunkte K (Fig. 1) ver-
schiedener stromfiihrender Leiter sich keine Elek-
trizititsmenge anhiufen kann, mufl die Summe
der zuflieBenden Strome gleich der Summe der ab-
flieBenden sein. Wenn diese-als positiv und jene
als negativ bezeichnet werden, ist fiir jeden Knoten-
punkt K

S@)=0 . . . . . ... @

Diese Beziehung nennt man das
erste Kirchhoffsche Gesetz, das in
Worten lautet: Die algebraische
Summe aller in einem Knoten-
punkte zusammenflieBenden Stro-
me ist gleich Null

Betrachten wir weiter einen geschlos-
senen Leiterzug, z. B. den in Fig. 2 darge-
stellten, bei dem die Potentiale anden Kno-
tenpunkten mit P, bis P, bezeichnet sind.
Aus dem Ohmschen Gesetz folgt, daB




Elektrische Gleichstrome. 3

iyry=e, P, —P,

Uyry == P,— P,
igry == ¢, - P, — P,
und 1y, = P, — P, ist.

Bilden wir die algebraische Summe aller ¢, wobei die Strom-
richtung im Sinne des Uhrzeigers als positiv und entgegengesetzt
dem Sinne des Uhrzeigers als negativ zu nehmen ist, so erhalten wir

2(ir)=iyr, iy — lgry— i ry=e,— e, == 2(e),
Z@Er)y=2@€ . . . . . . (23

Diese Gleichung ist das zweite Kirchhoffsche Gesetz, das in
Worten lautet:

Fir jeden geschlossenen Stromkreis ist die algebrai-
sche Summe der Produkte aus Stromstirke und Wider-
stand der einzelnen Teile des Stromkreises gleich der
algebraischen Summe der EMKe, die in diesem Strom-
kreise wirken.

Betrachten wir die Vorgédnge in einem Stromkreise vom elektro-
statischen Standpunkte aus, so entspricht der Stromstirke ¢ die
Stromung einer Elektrizititsmenge 4 in der Sekunde von einem hoheren
Potential P, auf ein niedrigeres P,. Durch die Bewegung der elek-
trischen Masse -1 vom Potential P, zum Potential P, wird von
den elektrischen Kriften eine Arbeit P, — P, geleistet, also wird
vom Strome ¢ in der Zeit ¢ die Arbeit

A:i(Pl—Pg)t
geleistet, die sich in Wirme umsetzt. Die Arbeit des Stromes in
einer Sekunde heit Leistung (w) und ist

w=i(Pi—Py)=r . . . . . (3)

Dieses Gesetz ist zuerst von Joule experimentell nachgewiesen
worden und lautet:

Die Wiarmemenge, die in der Zeiteinheit in einem
Leiter von einem konstanten Strom erzeugt wird, ist dem
Widerstande des Leiters und dem Quadrate der Stromstérke
proportional.

Wirkt in einem Stromkreise, in dem der konstante Strom 1 fliefit,
eine EMK e, die z. B. von Batterien oder Dynamomaschinen herriihrt,
so ist die vom Strome in einer Sekunde in der Batterie geleistete Arbeit
gleich ¢7, und man erhilt allgemein den Satz, daf in jedem Teile
eines Stromkreises, in dem eine EMK e und eine Stromstirke ¢ be-
stehen, eine Leistung w = e7 ausgelibt wird. Wenn e und i dieselbe

Richtung haben, so wird diese Arbeit von #uBeren Kriften, welche
1*

also
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den Strom erzeugen, geleistet. Wenn dagegen e und ¢ einander
entgegengerichtet sind, so wird die Arbeit vom Strome geleistet und
kann auBerhalb (z. B. in Form von mechanischer oder chemischer
Arbeit) verwendet werden.

2. Das magnetische Feld.

Unter einem magnetischen Kraftfelde versteht man einen Raum,
in dem magnetische Wirkungen beobachtet werden kdnnen. Ohne
eine besondere Hypothese iiber die Natur des Magnetismus auf-
zustellen, kann man von einer Menge des Magnetismus oder von
magnetischen Massen reden und solche Massen als mathematisch
bestimmte und durch die Krifte, die auf sie wirken, mefibare Gréfien
ansehen., Gleichnamige magnetische Massen stofen einander ab
und ungleichnamige ziehen sich an.

Obgleich es in Wirklichkeit keinen freien Magnetismus gibt,
ist es doch in vielen Fillen vorteilhaft, die Wirkungen magnetischer
Felder durch Fernkrafte gedachter magnetischer Massen zu ersetzen.
Zum Beispiel kann das Feld eines langen Stabmagneten mit grofer
Anndherung durch das von magnetischen Massen ersetzt werden, die
in zwei symmetrischen Punkten der Stabachse konzentriert sind.
Diese Punkte, die sog. Pole, sind um 0,8 bis 0,85 der Lénge des
Magneten voneinander entfernt.

Die abstoBende Kraft, die zwei in zwei Punkten konzentrierte
magnetische Massen aufeinander ausiiben, lafit sich nach dem Cou-
lombschen Gesetz berechnen

ny My

i N O

r ist der Abstand der beiden Massen in Zentimeter und f ein
Koeffizient, der von dem MaBsystem und dem Medium, in dem sich
die Punkte befinden, abhéngt.

Wir beniitzen das elektromagnetische MaBsystem (CGS-System),
bei dem in Vakuum, Luft und den Gasen f=1 ist. Die mechanische
Kraft hat die Dimension

Dim. (K) — Dim. (L MT—2)

. . . . . Cmgr . . .
und wird in CGS-Einheiten in cb gemessen. Die Einheit der
se

2

mechanischen Kraft, eine Dyne, ist die Kraft, die der Masse
Eins die Beschleunigung FEins erteilt. Die Krafteinheit im tech-
nischen System ist das Kilogrammgewicht und

1 kg = 981000 Dynen.
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Hiernach hat m; m, die Dimension
my my = Kr? = Dim. (L® MT—?)

und die magnetische Masse erhilt somit die Dimension

Dim. (m) = Dim. (L} M? 7—1).

Unter der magnetischen Masse 1 versteht man die Masse,
die in der Luft auf eine gleich groBie magnetische Masse in der
Entfernung von 1 em die Kraft einer Dyne ausiibt.

Man bezeichnet allgemein als magnetische Pole die Stellen
eines magnetischen Feldes, die der scheinbare Sitz von in die Ferne
wirkenden Zentralkriften sind. Befindet sich die magnetische
Masse 1 in einem magnetischen Felde, so {ibt das Feld auf sie eine
mechanische Kraft H aus. H wird die Feldstirke genannt und
hat die Dimension

Dim. (mechan.ische Kraft) — Dim. (L—}T e -,
magnetische Masse

simtlichen Punkten die Richtung der dort herr-
schenden Feldstirke mit der Tangente der Linie
zusammenfillt (Fig. 3).

Kraftlinien kénnen bildlich in der Weise veranschaulicht werden,
daf man ein Papier in die Ebene der Kraftlinien legt und Eisen-

. . . s . /
Kraftlinie nennt man eine Linie, in deren /
1

Fig. 3. Kraftlinie.

Fig. 4. Kraftlinienbild eines Stabmagneten.

feilspine darauf streut. Die Feilspine ordnen sich dann unter dem
Einfluf der magnetischen Krifte in Streifen, die in der Richtung der
Kraftlinien verlaufen. Fig. 4 zeigt ein solches Bild der Kraft-
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linien um einen Magnetstab. Fig. 5 zeigt ein Bild der Kraftlinien,
die von einem Hufeisenmagnet ausgehen.

Fig. 5. Kraftlinienbild eines Hufeisen-
magneten.

Die magnetischen Krifte
besitzen ein Potential, das fiir
einen beliebigen Punkt des Feldes

gleich P=2<ﬁ>, )

r

ist, worin m die magnetische
Masse und » ihren Abstand
vom betrachteten Punkte be-
deutet. Die Summation hat sich
tiber séimtliche magnetische
Massen des Feldes zu erstrecken.
Eine Flache, die zur Rich-
tung der Feldstirke in jedem
ihrer Punkte senkrecht steht,
nennt man Niveauflidche.
Eine solche Flache ist aufer-
dem der geometrische Ort der
Punkte, die dasselbe Potential
besitzen, deswegen ist eine Ni-
veaufliche auch eine Aqui-
potentialflache.

Das Element der magnetischen Kraftstromung durch ein be-
stimmtes Flichenelement ist das Produkt des Flichenelementes und
der normalen Komponente der Feldstirke. Es ist

H, (Fig. 6)
+H dP=H,df==Hcos adf
P
(@) af
h Fig. 6. Zerlegen wir nun eine beliebig begrenzte Fliche

F in Flichenelemente und bilden die Summe der
Fliisse durch die einzelnen Flichenelemente, so erhalten wir die
magnetische Kraftstromung oder den magnetischen Fluf @

durch die Fldache F.

@=2Hcos,adf=chosudfszndf.
F ¥ ¥

Unter einer magnetischen Kraftrohre (Fig. 7) versteht man
den Raum, der durch die Gesamtheit aller Kraftlinien begrenazt
wird, die durch eine geschlossene Raumkurve C gehen. Wenn wir
durch einen willkiirlich gewihlten Punkt beliebige Flichen legen,
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so stromt durch alle Querschnitte, welche die Kraftrohre aus diesen
Flachen ausschneidet, derselbe magnetische FluB, denn fiir eine
unendlich diinne Rohre gilt fir jeden
Schnitt

d®=H,df=Hcos adf= Hdf,,

wenn df, der Querschnitt der Niveaufliche
mit der Kraftrshre in dem betrachteten
Punkte ist.

Der Satz von Gaufl und von Green,
der sich aus der Coulombschen Formel
ableiten 148t, lautet: Der gesamte, aus Fig. 7. Kraftrohre.
einer beliebigen geschlossenen Ober-
fliche F austretende magnetische Kraftfluf @ ist gleich
dem 4xzfachen der Summe der magnetischen Massen m,
die sich innerhalb der Oberfliche befinden. Hieraus folgt,
daB der Kraftfluf dieselbe Dimension hat wie die magnetische Masse.

[Hdf—®—=4aSm). . . . . . (6

Da durch die Begrenzungsfliche einer Kraftrohre keine Kraft-
stromung stattfinden kann, so folgt aus dem Satze von GauB und
von Green, daBl der FluB, der einen heliebigen Niveauschnitt einer
Kraftrohre durchsetzt, vollstindig unabhingig von der Lage des
Schnittes ist: der Kraftfluf innerhalb einer Kraftrohre ist
konstant. FEine Rohre, die den KraftfluB @ =1 (CGS-Einheiten)
einschlieft, heift man eine Einheitskraftrohre, und man sagt,
daB eine Kraftr6hre so und so viele Einheitsréhren enthalte.
In einem starken Felde haben die Einheitskraftréhren einen sehr
kleinen Querschnitt. Die Feldstirke in einem Punkte gibt an, wie
viele Einheitsrohren von demselben Querschnitte an der betreffen-
den Stelle durch einen em?2 gehen.

Die bis jetzt erwihnten Eigenschaften des magnetischen Feldes
gelten allgemein fiir einen homogenen Raum, z. B. fiir den leeren
Raum. Stellen wir ein magnetisches Feld im luftleeren Raume her
und bringen einen fremden Korper hinein, so wird im allgemeinen
das Feld im Korper und in seiner Nihe seine Form und Stéirke
andern. Wird das Feld schwicher, d. h. erweitern sich die Kraft-
rohren, so heiBt man den Korper diamagnetisch (Fig. 8), wird
das Feld stdrker, d. h. verengen sich die Rohren, so heit man den
Korper paramagnetisch (Fig. 9), und wird das Feld sehr stark
konzentriert, so nennt man den Korper ferromagnetisch.

Die spezifische magnetische Leitfihigkeit eines Korpers
nennt man Permeabilitit und bezeichnet sie mit u. Man sagt,
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daB der ins Feld gebrachte Korper durch Induktion magnetisiert
worden ist, und heifit das Verhiltnis

Y — B

ar
die magnetische Induktion. d® ist der KraftfluB, der im Korper
das Element df einer Niveauflache durchsetzt.

Fig. 8. Schwichung des magnetischen Fig. 9. Verstirkung des magnetischen
Feldes durch Hineinbringen eines dia- Feldes durch Hineinbringen eines para-
magnetischen Korpers. magnetischen Korpers.

In einem ferromagnetischen Korper, der in einem gleichférmigen
Felde gelagert ist, denken wir uns zwei zylindrische Hohlungen
hergestellt, deren Achsen in der Richtung der magnetischen Kraft
liegen. Die eine Hohlung Fig. 10a ist ein sehr langer und diinner
Kanal und kann als eine Kraftréhre betrachtet werden, da die Kraft-
linien parallel zur Rohre verlaufen. Bringt man in diese Hohlung

Fig. 10a. Fig. 10b.

Feldstirke und Induktion im Innern eines ferromagnetischen Korpers.

zur Priifung der Magnetisierungsverhéltnisse die magnetische Masse
Eins, so wird sie von einer Kraft angegriffen, die gleich der
Feldstirke H in diesem Punkte ist. Sie ist viel kleiner als die
oben definierte Induktion B, woraus folgt, daf die Feldstirke im
Innern eines ferromagnetischen Korpers oder eines Magneten nicht

dd
wie in dem leeren Raum gleich —, sondern wie folgt definiert ist:

ar’
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Die Stirke des magnetischen Feldes oder die magne-
tische Kraft in einem Punkte im Inneren eines Magneten
ist die Kraft, die in diesem Punkte auf die Einheit der
magnetischen Masse wirkt, wenn sich durch den Punkt
ein unendlich diinner Kanal lings einer Magnetisierungs-
linie hinzieht.

Die zweite Hohlung (Fig. 10b) ist eine unendlich diinne teller-
formige Aussparung senkrecht zur Richtung der magnetischen Kraft.
Die magnetische Masse Eins wiirde in diesem Hohlraum von der
Kraft B angegriffen werden, obwohl die magnetische Kraft im
Inneren des Magneten wie gezeigt nur gleich H ist. Um diese Er-
scheinung zu erklidren, denken wir uns von den beiden Endflichen
Fyund Fs die eine mit Nord- und die andere mit Siid-Magnetismus
belegt. Diese magnetischen Massen tiben eine Kraft auf die magne-
tische Masse Eins im Punkte P aus, die nach dem Coulombschen
Gesetz berechnet werden kann. Bezeichnen wir die Dichten der
zwel magnetischen Belegungen mit - J und —J, so ist die von

Jd
einem Flichenelement df auf P ausgeiibte Kraft ,Pf . Zerlegt man

diese Kraft in zwei Komponenten, eine in Richtung der magnetischen
Kraft, die andere senkrecht dazu, so heben sich die zweiten Kom-
ponenten aller Fldchenelemente, wie leicht ersichtlich ist, gegen-
seitig auf. Die erste Komponente ist gleich

fcosqv:de,

7.2
worin d wder raumliche Winkel ist, unter dem df von P aus gesehen

wird. Summiert man die Komponenten aller Flichenelemente der
Flache Fy in Richtung von H, so erhilt man

dew=2nJ,
Fy

wenn die Fliache Fy sehr grof im Verhaltnis zur Hohe des Zylinders
ist. Dasselbe Resultat liefern die Flichenbelegungen der Fliche Fig,
so daf die resultierende magnetische Kraft der zwei Flichen-
belegungen gleich 4nJ wird, und als resultierende Kraft auf die
magnetische Masse Eins in dem tellerférmigen Hohlraum ergibt sich

H+t4aJ=B.

J nennt man die magnetische Intensitit. Sie ist, wie an-
genommen, auch gleich der Dichte der an den Grenzflichen Fy und
Fg gedachten magnetischen Flachenbelegungen. Die magnetische
Permeabilitit ist gleich

'u:I_I
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und von der Dimension einer Zahl. Die magnetische Induktion B
und die Feldstirke H haben daher dieselbe Dimension. Die Einheit
dieser Dimension im elektromagnetischen Mafsystem wird ein Gaufl
genannt.

Man muB zwischen dem Kraftflusse und dem Induktionsflusse
oder zwischen den H- und B-Rohren unterscheiden. Der Induktions-
fluB durch eine geschlossene Fliche F' héngt von der magnetischen
Natur des Mediums, in welchem die Fliche verlauft, gar nicht ab,
so daB der GauBsche Satz allgemein lauten mufB
fuH df—423m) . . . . . (6a)

F

d. h. der Induktionsfluf bleibt beim
Ubergang von einem Medium zu
einem anderen konstant.

In zwei Punkten, die den beiden Kor-
pern K, und K, (s. Fig. 11) angehoren und
sehr nahe an ihrer Grenzfliche liegen, sind
die Normalkomponenten der Induktion
gleich gro8, d. h.

BnlzBMZ oder IMIHn1=1u’2Hn2’

weil der Induktionsfluf beim Ubergang von einem Medium zu einem
anderen konstant bleibt. Wenn u, = pu, ist, wird somit H ,<~H ,,
d. h. beim Ubergang von einem Medium zum anderen &ndert
sich die nach der Normalen ihrer Grenzfliche genommene
Komponente der Feldstirke unstetig. Die Tangentialkompo-
nente der Feldstirke #ndert sich heim Ubergang von einem Medium

zum anderen stetig, und es ist

IItl = Hte ’
folglich

By _

B,y

d. h. beim Ubergang von einem Medium zum anderen dndert
sich die nach der Tangente ihrer Grenzfliche genommene
Komponente der Induktion unstetig. In Fig. 11 ist

oy My
tgey 4y
Beim Ubergang von einem Medium zum anderen werden
die Induktionsréhren gebrochen. Bei Korpern mit grofier
Permeabilitit, z. B. Eisen, treten deshalb die Kraftrohren fast senk-
recht zur Oberfliche aus und ein.
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Um die magnetischen Probleme trotz dieser Diskontinuitdt der
H-Rohren mathematisch behandeln zu konnen, denkt man sich an
den Grenzschichten zweier Korper magnetische Flichenbelegungen
angebracht, von denen Rohren ein- und austreten. Diese magne-
tischen Belegungen sind mit positivem Vorzeichen (Nordmagnetismus)
dort zu versehen, wo der magnetische Flu aus einem Medium
mit groferer Permeabilitit, z. B. Eisen, austritt, und mit negativem
Vorzeichen (Stidmagnetismus) dort, wo der Fluf in ein Medium mit
grofierer Permeabilitit eintritt. Solche gedachte Belegungen werden
auch magnetische Pole genannt.

3. Elektromagnetismus.

Ein magnetisches Feld erzeugt man am besten mit dem elek-
trischen Strom. Oersted entdeckte zuerst, daB ein elektrischer
Strom auf eine freischwingende Magnetnadel einwirkt und sie senk-
recht zur Stromrichtung zu stellen sucht. Nach dem Elementar-
gesetz von Laplace iibt ein Stromelement auf die magnetische
Masse m in der Entfernung » die mechanische Kraft

K:@;@sinq;, R (7)

aus, deren Richtung senkrecht auf einer Ebene durch das Strom-
element ds und die magnetische Masse m steht (Fig.12a). Um-
gekehrt wird das Stromelement von der magnetischen Masse ab-

gestoBen.

Fig. 12a, Fig. 12b.

Die elektromagnetischen Krafte.

Jeder elektrische Strom erzeugt somit ein magnetisches Feld,
das den Leiter umgibt und auf alle benachbarten magnetischen
Massen einwirkt. Umgekehrt wirkt auf jeden von einem Strom
durchflossenen Leiter, der sich in einem magnetischen Felde be-
findet, eine mechanische Kraft

K'=Hidssinp . . . . . . (7a)
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worin ¢ der Winkel ist, den das Stromelement mit der Feldstirke
H bildet (Fig. 12b).

Wie erwahnt, steht die von jedem Stromelement in irgend-
einem Punkte erzeugte Feldstirke senkrecht auf der Ebene, die
durch das Stromelement und den betrachteten Punkt geht. Die
Richtung der Feldstirke ist dadurch jedoch noch nicht gegeben,
sie kann aber leicht durch die folgende Regel bestimmt werden:

Man denkt sich das Stromelement so durch die rechte
Hand ersetzt, daB der Strom in die Handwurzel ein- und
aus den Fingerspitzen austritt, und kehrt die Handfléche
gegen den Punkt, fiir den die Richtung der Feldstirke
gesucht wird, dann gibt der Daumen diese Richtung an
(Fig. 13).

Wire der Leiter (Fig. 12b) beweglich, so wiirde er sich unter
der Einwirkung der Kraft K’ in einer bestimmten Richtung bewegen,
die sich aus der folgenden Regel ergibt:

Fig. 13. Bestimmung der Richtung Fig. 14. Das von einem
der von einem Strome erzeugten geradlinigen Stromleiter
Feldstiarke. erzeugte magnetische Feld.

Man denkt sich das Stromelement so durch die linke
Hand ersetzt, daB der Strom in die Handwurzel ein-
und aus den Fingerspitzen austritt, und daf der Kraft-
fluB in die Handfldche eintritt, dann gibt der Daumen die
Richtung der Bewegung an. Diese Regel kann benutzt werden
zur Bestimmung der Drehrichtung eines Motors.

Mit Hilfe der Formel 7 wird man finden, daB die Kraftlinien
des Feldes eines sehr langen, linearen Stromleiters konzentrische
Kreise sind (Fig. 14), und daB die Feldstirke in irgendeinem
Punkte
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21
H=——
r
ist, wenn r den Abstand des Punktes vom Leiter bedeutet.

Hat der Stromleiter Kreisform (Fig. 15), so
ist die vom Strome ¢ im Kreismittelpunkt erzeugte

Feldstirke
H= —2—;?', i H<r
R
worin R der Radius des Kreises ist.
Hieraus ergibt sich die Dimension des elek-
trischen Stromes im elektromagnetischen Maf- Fig. 15.

system zu
i — Dim. (Liinge >< Feldstiirke) = Dim. (L¥ u¥1-1),

und in demselben MaBsystem ist die Einheit der Stromstédrke
der Strom, der im Mittelpunkte des Kreises vom Radius 1 em die
Feldstirke 2 erzeugt.

Ein Ampere ist */,, der Stromeinheit im elektromagnetischen

System.
TR ¢

Fig. 16. Solenoid.

In der Mitte eines langen Solenoids (Fig. 16) ist die Feld-
stirke
dmiw
_Hm:*_::::r,
VL2 _{__D2
worin w die Windungszahl des Solenoids und ¢ die Stromstidrke

D
einer Windung im elektrischen Mafsystem bedeutet. Ist yA sehr
. . . . dmiw . .
klein, so ist die Feldstirke H:ffl;»f im Inneren des Solenoids
fast tiberall konstant. Fihrt man die Stromstéirke ¢ in Ampere ein,

rird )
SO Wit H__O,477tiw*1,25iw_ T
L L  08L’
tw ist die Zahl der Amperewindungen des Solenoids und wird auch
als seine Magnetomotorische Kraft (MMK) bezeichnet.
Diese Formel gilt noch strenger, wenn das Solenoid sich ring-

formig schlieBt (Fig. 17). Bringt man die magnetische Masse -1
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in das Innere eines solchen Solenoids und bewegt sie durch #uBere
Krifte einmal herum, so ist die von diesen Kriften geleistete
Arbeit numerisch gleich der konstanten
Feldstirke H mal dem Weg L, also

H-L=0,4niw.

Bewegt man die magnetische Masse
-+ 1 auf einer beliebigen, aber in sich
geschlossenen Kurve C, so ist wieder
die von den duBleren Kriften zu leistende
Arbeit gleich der Summe der Arbeits-
elemente Hd! auf dem ganzen Weg.
Diese Summe

Fig. 17. ZEinfachster magne-
tischer Kreis. S Hdl= fHdl
c C

heift man das Linienintegral der magnetischen Feldstirke
Hiber die Kurve C, und sie ist gleich dem 0O,4nfachen der
Summe aller mit der KurveC verketteten Amperewindungen,
also ist

JHdl:O,tiniw N )

In neuerer Zeit geht man allgemein von diesem Gesetz als
Grundgesetz des Elektromagnetismus und seltener von dem Ele-
mentargesetz (7) aus. Das erste 146t sich aus dem letzten ableiten.

Umwickelt man einen kreisférmigen Eisenring gleichmifBig mit
Draht (Fig. 17) und schickt einen elektrischen Strom hindurch, so
wird der Symmetrie halber in allen Punkten, die gleichen Abstand
von der Achse des Ringes haben, dieselbe magnetische Feld-
stirke H herrschen und es wird sich dort eine ihr entsprechende
Induktion B einstellen. Die vom Strome erzeugten Induktionsrohren
sind somit konzentrische Rohren und verlaufen innerhalb des Eisen-
ringes. Der ganze Korper verhilt sich magnetisch vollstindig neutral
der Umgebung gegeniiber und wird ein magnetischer Kreis
genannt.

Die meisten magnetischen Kreise besitzen nicht konstanten
Querschnitt wie dieser Ring und bestehen nicht aus demselben
Material, so daB die Permeabilitit 4 von Ort zu Ort variiert. Be-
trachten wir deswegen nur eine Induktionsrshre eines magnetischen
Kreises, so wissen wir, daf ihr FluB @, konstant ist und sich @ber
die kleine Fliche f, fast gleichmiflig verteilt, also

¢ =Bf,,
B=uH
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d B ()]
un g=B_ 2%
o uf,
w D _dl dl
woraus folgt = |Hdl= |52 =@ J‘__
g 0,8 J fo acC lu’fx

) dl
w084l o
2, iy
¢
R, heit man den magnetischen Widerstand oder die
Reluktanz der betrachteten Kraftrohre und

oder

ihre magnetische Leitfihigkeit. Die letzte Grife hat die
Dimension einer Linge. Sind mehrere Rohren mit derselben Ampere-
windungszahl verkettet, so kann man ihre Leitfahigkeiten addieren
und den magnetischen Widerstand R des totalen magnetischen

Kreises, der mit den Amperewindungen iw verkettet ist, berechnen:
1

Der totale KraftfluB des Kreises ist dann
=30, —iwSi, —"v,
Magnetomotorische Kraft ©)
Magnetischer Widerstand !
Die elektromagnetische Einheit des Kraftflusses wird ein Weber
genannt.

oder Kraftfluf —=

F«WHT
LWHHH*T}

Fig. 18a. TFig. 18D.
Vergleich verketteter magnetischer Kreise mit verketteten elektrischen
Stromkreisen.

Die Formel (9) ist dem Ohmschen Gesetz der elektrischen
Stréme #dhnlich. Aus dieser Formel und aus der Tatsache, daf die
Induktionsréhren konstanten magnetischen Fluf besitzen, folgt direkt
die Gltigkeit der zwei Kirchhoffschen Satze fiir magnetische
Kreise.

Die Fig. 18a zeigt zwei verkettete Kreise, auf welche diese Sitze
angewandt werden konnen. Die magnetischen Kreise entsprechen
den elektrischen Stromkreisen der Fig. 18b.
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4. Elektromagnetische Induktion.

Faraday entdeckte zuerst, daf in geschlossenen Leitern, die
sich in einem magnetischen Felde befinden, stets elektromoto-
rische Kréafte (EMKe) induziert werden, wenn das Feld sich éndert.
Diese Naturerscheinung wird als elektromagnetische Induktion
bezeichnet. Auf Grund der Faradayschen Untersuchungen stellte
Maxwell das Grundgesetz der elektromagnetischen Induktion
auf, das durch die Erfahrung vollstindig bestitigt ist, und das aus
dem elektromagnetischen Grundgesetze und dem Prinzip von der
Erhaltung der Energie abgeleitet werden kann:

Die in einem geschlossenen Leiter Cinduzierte elektro-
motorische Kraft ¢ ist gleich der Anderungsgeschwindig-
keit des Kraftflusses @, der vom Leiter C umschlossen
wird, also: dd

‘= "ar

Einen induzierten Strom nennt man den Strom, den diese
induzierte EMK im Stromkreis C erzeugt, und als induzierendes Feld
bezeichnet man das magnetische Feld, welches die EMK induziert.
Die Anderung des Kraftflusses kann in verschiedener Weise vor
sich gehen, =z B. durch alleinige Anderung der Feldstdrke, ohne
daB die Lage des geschlossenen Leiters gegeniiber dem Felde oder
seine Form sich #ndern, oder durch alleinige Anderung der rela-
tiven Lage des Feldes zum Stromkreis, ohne dafi die Stdrke des
Feldes sich #ndert.

Im ersten Falle ist der induzierte Strom so gerichtet, dafi er
die Anderung der Feldstirke zu verhindern sucht, daher rithrt auch
das negative Vorzeichen der
Formel (10).

... (10)

ofr wilchst th nimml ab

X oA oA
v VL f A, N L A Mittels der Handregel er-
Yol NS V4 “1.%  geben sich deswegen die in
(f | \\D .= |_( [ l} = . N
W ||| Y E Vi den Tiguren 19a und b ange-
N—at?\ * ——— gebenen Richtungen der indu-
' ' zierten EMKe bei der Abnahme
Fig. 19a. Fig. 19b. und Zunahme der Feldstarke.

Im zweiten Falle wird die EMK
durch relative Bewegung des Leiters zum Felde induziert. Da
sich oft nicht der ganze Leiter im Felde befindet, sondern nur ein
Teil von ihm, so ist es in diesem Falle manchmal leichter, die indu-
zierte EMK auf Grund des Elementargesetzes der elektromagneti-
schen Induktion zu bestimmen. FEin solches Elementargesetz kann
nicht bewiesen werden, und man muf sich damit begniigen, daB
das Grundgesetz aus ihm ableitbar ist. Dieses Elementargesetz lautet:
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In einem Strombahnelement ds, das sich in einem
magnetischen Felde bewegt, wird eine EMK induziert, die
gleich ist dem von ds in der Zeiteinheit geschnittenen

do
KrattfluB ———J;s, d. h.

dez—%@. N ¢ 6

Zur Bestimmung der positiven Richtung der induzierten EMK
benutzt man am besten die folgende Regel:

Man denkt sich die rechte Hand so im magnetischen
Felde liegend, daB der KraftfluB in die Handfldche ein-
tritt, und daf die Bewegung des Leiterelementes in der
Richtung des Daumens erfolgt, dann wirkt die induzierte
EMK (oder flieBt der Strom) in der Richtung der Finger-
spitzen, wie Fig. 20 zeigt.

Im allgemeinen ist
der Stromkreis C keine
einfache Kurve, sondern
besteht aus mehreren Win-
dungen, die nicht alle
denselben Kraftfluf um-
schlingen. Dann wird in
jeder Windung eine EMK
induziert, die abhéngig
ist von der KraftfluBénde-
rung innerhalb der betref-

fenden Windung. Man _ . .
. Fig. 20. Bestimmung der Richtung der durch
muf deswegen die Summe j . . - .
- . ewegung eines Leiters in einem magnetischen
2 (P, w,) tber alle Win- Felde induzierten EMK.
dungen ausdehnen. Diese

Summe kann man als Zahl der Kraftr6hrenverkettungen des
Stromkreises bezeichnen. Es ist dann allgemein
a2 (P wy)
at
d. h. die in einem Stromkreise induzierte EMK ist gleich
der Anderungsgeschwindigkeit der Zahl der Kraftrshren-
verkettungen des Stromkreises.
Die elektromotorische Kraft hat die Dimension

Feldstiarke >< Flache
Zeit

(10a)

Dim. e == Dlm.( >=D1m. (L2 Mz T—Y),

und die Einheit der elektromotorischen Kraft ist somit in dem

elektromagnetischen MaBsystem die EMK, die in einem Stromkreise
Arnold, Wechselstromtechnik. I. 2. Aufl. 2
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induziert wird, wenn in einer Sekunde die Zahl der Kraftrohren-
verkettungen sich um Eins &ndert. Die praktische Einheit der EMK,
ein Volt, ist 10° EMK-Einheiten des elektromagnetischen Mas-
systems, hieraus folgt also

—_— @%ﬁ’ﬁ 10—# Vols.

5. Energie, Arbeit und Leistung.

Jedes System von mechanischen Kriften besitzt eine gewisse
potentielle Energie. Wird ein solches System sich selbst iiber-
lassen, so wird sich ein Gleichgewichtszustand einstellen, dem die
kleinste potentielle Energie des Systems entspricht. Eine Abnahme
von potentieller Energie des Systems bedeutet eine nach aufien
abgegebene Arbeit, und einer Zunahme entspricht eine von #HuBeren
Kréften geleistete und dem System zugefiihrte Arbeit.

Die elektromagnetischen Krifte besitzen auch
eine potentielle Energie, die sich aus dem elek-
tromagnetischen Grundgesetze bestimmen li8t.

C ; Die potentielle Energie eines elektrischen
Stromes 7 im magnetischen Felde (Fig. 21)
ist gleich —¢{®, worin @ den KraftfluB be-

& zeichnet, der mit der Strombahn verkettet ist und
Fig. 21. der in derselben Richtung wie der vom Strome
herriihrende Flu8 verlauft. LaB8t man durch eine

Verschiebung des Stromtréigers ¢ oder durch eine Anderung der Feld-

stirke den mit dem Strome verketteten Kraftfluf sich von @, auf @,
sndern, so leisten die Krifte, die das Feld auf den Strom ausiibt,
eine Arbeit 4, die gleich der Abnahme der potentiellen Energie
des Systems ist, also

A=1i(D,— D).

Je nachdem @, groBer oder Kkleiner als @, ist, nimmt die
Energie des Systems ab oder zu, d. h. die Arbeit wird von den
Kriften des Feldes oder gegen sie geleistet.

Hilt man den Strom konstant und 148t den Kraftfluf variieren,
so ist die in einem Zeitelement d¢ von den Kriften des Feldes
geleistete Arbeit, die man als die Leistung des Stromkreises
bezeichnet, d4—id ®;

die in dem betrachteten Moment von den Feldkriften ausgeiibte
. it .
Leistung ist somit id_ ad

a
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oder w=—et . . . . . . . (12)

worin e die in dem betrachteten Stromkreise in derselben Richtung
wie ¢ induzierte EMK bedeutet. Nimmt der KraftfluB @ zu (d @ positiv),
so wird eine EMK induziert, die den Kraftfluf zu schwichen sucht,
also der Stromstirke entgegengesetzt gerichtet ist. Es ist somit
w positiv, und es wird von den Kriften des Feldes eine Arbeit
geleistet, was dem Falle eines Motors entspricht. Nimmt dagegen
der KraftfluB @ ab, so wird eine der Stromstérke i gleichgerichtete
EMK e induziert. Es ist somit w negativ, und es wird eine Arbeit
gegen die Krifte des Feldes geleistet, was einer generativen Wirkung
entspricht.

Hieraus folgt, daB in einem Generator induzierte EMK
und Strom gleichgerichtet und in einem Motor einander
entgegengesetzt gerichtet sind.

Sowohl aus dem am Schlusse von Abschnitt [1] Gesagten als
auch aus der Formel (12) folgt, daB die einem Stromkreis in dem
Zeitelement dt zugefiithrte Arbeit stets gleich ist

dA=eidt . . . . . . . (13)

wo e und ¢ in derselben Richtung positiv zu rechnen sind. Sind
die EMK und die Stromstirke konstante Grofen wie bei Gleich-
strom, so ist die zugefiihrte Leistung

w=¢i.
Haben wir es nicht mit einem so einfachen Stromkreise wie

dem in Fig. 21 dargestellten zu tun, sondern mit mehreren kom-
plizierten Stromkreisen, so ist die potentielle Energie dieses Systems

gleich — Si[Z(w, D,)],

wobei 2'(w,®D,) die Zahl der Kraftréhrenverkettungen des Feldes
mit dem Strome ¢ bedeutet. Das Produkt von Strom ¢ und Kraft-
réhrenverkettungen 2'(w, ®D,) ist fiir alle Stréme des Systems zu
bilden und zu summieren.

Sind die Strombahnen im Raume beweglich, so haben die elektro-
dynamischen Krifte, die auf sie wirken, das Bestreben, die poten-
tielle Energie des Systems zu einem Minimum zu machen. — Denkt
man sich dagegen die Strombahnen im Raume fest, so stellt sich
umgekehrt eine solche KraftfluBverteilung ein, daf die Zahl der
Kraftrohrenverkettungen ein Maximum wird.

AuBiler von der potentiellen Energie der elektromagnetischen
Krifte spricht man von der magnetischen Feldenergie, die auch
Bigenenergie des magnetischen Feldes genannt wird. Das ist die
Energie, die zur Erzeugung des magnetischen Feldes notig ist und

die darin aufgespeichert bleibt, bis das Feld wieder verschwindet.
2*
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Wird das Feld von elektrischen Stromen erzeugt, so mufl seine
Eigenenergie von den elektrischen Kréften bei der Erzeugung ab-
gegeben werden. Es ist somit die wahrend der Zeit d¢ hervor-
gerufene Anderung in der magnetischen Feldenergie
dd=—eidt=1d2 (w, D).

Wenn die Permeabilitit 4 des magnetischen Feldes konstant
ist, so ist' @, proportional ¢ und man erhilt durch Integration die
magnetische Feldenergie

A= [idZ(w, ) =1iZ(w, D). |

Fithrt man in diese Formel die Beziehung f Hdl = 4nmiw, ein,

so erhilt man als Feldenergie fiir die Volumeneinheit den Ausdruck

A=|=22 _\Ha
o HdJ,

T
der jenem fiir die Deformationsarbeit eines vollkommen elastischen
Korpers ganz analog gebildet ist. Diese Formel fiir die magnetische
Feldenergie der Volumeinheit, die hier nur andeutungsweise ab-
geleitet ist, gilt ganz allgemein fiir alle magnetischen Felder.

Wird ein’ geschlitzter Eisenring, wie der in Fig. 22 darge-
stellte, mittels Gleichstrom magnetisiert, so wird ihm eine Energie
312 (w, P,) zugefithrt, die in dem magnetischen Kreise auf-
gespeichert wird. Diese Energie iibt auf den magnetischen Kreis
einen Zwang aus, der den Widerstand des Kreises zu vermindern
sucht, was in diesem Falle durch eine Verkleinerung des Luftspaltes
geschehen kann. Die magnetischen Belegungen, die man sich an
den beiden Grenzflichen angebracht denken kann, besitzen ent-
gegengesetzte Polaritit und ziehen sich
gegenseitig an. Die Anziehungskraft
zwischen den beiden Grenzflichen ver-
setzt somit den ganzen Ring wie eine
Feder in einen Spannungszustand, der
erst aufhoért, wenn der Strom und mit
ihm der Magnetismus und die aufge-
speicherte Energie verschwinden.

Die Anziehungskraft zwischen den
beiden Grenzflichen 146t sich in ein-
facher Weise berechnen. Die magneti-
sche Belegung der einen Fliche iibt auf
jede der J@ Masseneinheiten der gegeniiberliegenden Fliche eine
Kraft 27J aus. Es ist somit die gesamte Anziehungskraft

K=2aJ%Q,

B*Q B9
= Dynen.

oder, wenn B~ 4nJ eingefithrt wird, K= 8
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Die Leistung hat die Dimension

Dim. (Leistung) = Dim. (EMK >< Strom) = Dim. (L* M T—3%)
und die praktische Einheit der Leistung im CGS-System ist ein

Watt = Volt >< Ampere = 108 >< 10—1

=107 Leistungseinheiten des elektromagnetischen Mafsystems.

Die Arbeitseinheit des elektromagnetischen Systems ist

1 Erg = 1 Dynenzentimeter
und die praktische Einheit ist
1 Joule =107 Erg.

Die Leistung von einem Watt entspricht somit einem Joule in

einer Sekunde.

Die technische Arbeitseinheit ist das Kilogrammeter (kgm) oder
das FuBpfund.

Da 1 kg = 2,205 Pfund = 981000 Dynen
oder 1 Pfund == 0,453 kg = 444000 Dynen
und 1 Meter = 3,28 FuBl oder 1 Ful= 30,5 cm

ist, so wird
1 kgm = 981000- 100 Erg = 9,81 Joule
und 1 FuBpfund = 444000- 30,5 Erg =1,355 Joule.

In dem technischen MaBsystem ist eine Pferdestirke die ge-
brauchliche Einheit der Leistung. Es ist die metrische Pferdestirke
1 PS="15kgm in der Sekunde="75-9,81 =736 Watt

und die englische Pferdestirke
1 HP = 550 FuBipfund in der Sekunde=—550-1,355= 746 Watt.
Die Wirmeeinheit 1 Gramm-Kalorie wird von 0,428 kgm er-
zeugt, also werden 4,2 Joule die Wiarmemenge von einer Gramm-
Kalorie erzeugen. Die Leistung 4,2 Watt erzeugt dieselbe Warme-
menge in einer Sekunde.

6. Komplexe Grofien.

Es ist bekannt, daB jede positive oder negative Zahl durch
einen Punkt auf der Abszissenachse 0X dargestellt werden kann,
indem wir die Richtung von dem Ursprung O gegen X als positiv
und die entgegengesetzte Richtung als negativ annehmen. Wir
erweitern nun diese Darstellungsweise, indem wir die komplexe
Zahl @ +3b, worin j=YV — 1 ist, durch den Punkt der Koordinaten-
ebene darstellen, den wir erhalten, wenn wir von dem a ent-
sprechenden Punkte der X-Achse die Strecke b in der Richtung
der Y-Achse abtragen, wenn b positiv ist, und in der entgegen-
gesetzten Richtung, wenn b negativ ist.
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Jeder Zahl, ob reell oder imaginir, entspricht nun
ein Punkt der Koordinatenebene (Fig. 23), und umgekehrt
entspricht jedem Punkt der Koordinatenebene eine bestimmte Zahl.

Im folgenden bezeichnen wir die symbolischen Ausdriicke
fur komplexe GroBen durch grofe deutsche Buchstaben und die
reellen Zahlen durch lateinische Buchstaben. Setzen wir

a=rcosep und b=rsing,’

—— b

also r=Va®-}b* und gp="-",

so wird der symbolische Ausdruck, der durch den Punkt X in
Fig. 23 gegeben ist, gleich

X=a-tjb=r(cosp+jsinp)=rei?,

_ worin e=2,71828 die Basis
5 der natiirlichen Logarithmen
32 X bedeutet. r ist der absolute
g b Betrag der komplexen GroBe
E S b und gleich der Linge der
gl %\ .2 Geraden, die O mit X ver-
negative reelle Werle C positive reelle Werte bindet, ¢ ist das Argument
3 der komplexen Grofe und
= gleich dem Winkel des Vek-
g tors OX mit der Achse der
‘E’ positiven reellen Werte, in
2 Fig. 23 also mit der Abs-

Fig. 23. zissenachse. — Positive reelle

Zahlen haben das Argument O

und liegen auf der positiven X-Achse, wihrend negative reelle Zahlen
das Argument 7 haben und auf dem negativen Teil der Abszissen-

achse liegen. Positive imagin#re Zahlen haben das Argumen‘c»;E und
liegen auf der positiven Y-Achse. Die negativen imaginiren Zahlen

dagegen haben das Argument 2—” und liegen auf dem negativen
Teil der Ordinatenachse.

Zwei komplexe Zahlen, die denselben absoluten Betrag haben
und deren Argumente gleich grof sind, aber entgegengesetztes
Vorzeichen haben, werden konjugierte Zahlen genannt, wie z. B.
a—jb und a—jb. Zwei konjugierte komplexe Zahlen entsprechen
Punkten in der Ebene, die in bezug auf die Achse der reellen
Werte Spiegelbilder voneinander sind.

Wir erweitern nun auch die Begriffe der Rechnungsoperationen
und haben hier auf zweierlei Riicksicht zu nehmen. Die Erweiterung
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moge so gewihlt werden, daB man mit komplexen Zahlen nach
denselben Regeln rechnet, die fiir die reellen Zahlen gelten, und
die fiir reelle Zahlen einmal festgelegten Begriffe mégen in den
neuen als spezielle Fille enthalten sein.

Damit die Rechnungen mit komplexen Zahlen nach denselben
Regeln, die fiir reelle Zahlen gelten, ausgefiihrt werden konnen,
ergeben sich die folgenden Formeln als allgemein giiltig.

Addition und Subtraktion:

Aus X—a,+jb, wd Y—a,+jb,

soll folgen
=%+ Y=0a-+jb={(a,+7b) F(aFJjby) =0y +a, 4 (b, +b,).
In der Koordinatenebene stellen die Groflen ¥ und 9 je einen
Punkt oder einen Vektor dar. Ist ein Punkt P der Koordinatenebene
durch zwei komplexe Ausdriicke gegeben, z. B.
p=a-t+jb=c+jd,
so muB hieraus folgen, daf

a=c¢ und b=d
ist, denn der Punkt P hat nur eine Abszisse und eine Ordinate.
Jede komplexe Gleichung wie a - jb=c-}jd 148t sich somit stets
in zwei reelle Gleichungen zerlegen. Dies riihrt daher, dag j eigent-
lich nur ein Symbol oder ein Index ist, der dazu dient, den Unter-
schied zwischen den GrioBen Abszisse und Ordinate in analytischen
Ausdriicken anzugeben.
Aus dem Additionstheorem folgt nun direkt, wenn

¥=ua,+sb,, P=a,+jb, und Z=ZE+P=a-|}jb

ist, daB a=a,+a, und b==>b,+b, ist.
y;

X

b;l

: (bz

0 a VAT

b !

reclle Ao ? i)

7 4
Fig. 24a. Fig. 24D.

In der Koordinatenebene wird 3 somit durch einen Punkt dar-
gestellt, dessen Koordinaten die Summe der Koordinaten von X und
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P sind.. Wie aus Fig. 24a ersichtlich ist, ist deswegen der Radius
Vektor 3 die geometrische Summe der Vektoren X und §), oder
wie man auch sagt: 8 ist die Resultierende der beiden Kompo-
nenten ¥ und 9.

Man erhilt den Punkt Z, indem man vom Punkte X eine Strecke
parallel und gleich 0y auftrigt, d. h. mit anderen Worten: aus-
gehend von der einen Komponente X bildet man die Summe 3 in
derselben Weise, wie man die zweite Komponente §) ermittelt, wenn
man vom Ursprung O ausgeht.

In &hnlicher Weise erhilt man fiir die Subtraktion die Fig. 24b.

Multiplikation:
Aus X=a, +jb, =7, (cos @, +jsingp,)=r e/n
und  Y=ua,}jb, =1, (cos @, - jsin ,) = r, i

soll folgen 8=X9Y=a, a,—b, b, + j(a, b, + b, a,)
oder

B=r7, [(cos @, cos @, —sin @, sin p,) +J (sin ¥y €08 @, |- cos %, sin ‘pe)]
=1, 1, [€0s (¢, + @,) 7 sin (¢, + @,)] =1, ry e @1t o,
d. h. zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem
man ihre absoluten Betrige multipliziert und ihre Argu-
mente addiert. Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen
ist eine reelle Zahl, und zwar gleich dem Quadrate des absoluten
Betrages der Zahlen, denn es ist
(@44b)(a—jb)=a®- b2,

In der Koordinatenebene (Fig. 25) kann man sich nun das
Produkt zweier Vektoren in der Weise aus dem einen Vektor ent-
standen denken, daB man den absoluten Betrag des einen Vektors
mit dem des anderen Vektors multipliziert und gleichzeitig den
ersten Vektor um den Winkel dreht, den das Argument des zweiten
Vektors angibt. In der Geometrie heift man eine derartige Operation
eine Drehung; denn man denkt sich, daB der Vektor 3 aus dem
Vektor ¥ durch eine gleichzeitige Drehung und VergroBerung nach
MaBgabe des zweiten Faktors 9 = r,e/%: erfolgt. Ist @, positiv, so
erfolgt die Drehung im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, und
ist @, negativ im gleichen Sinne.

Tragt man den Wert | 1 auf der Abszissenachse ab und ver-
bindet den Endpunkt 1 mit ¥, so sieht man, daB die beiden Dreiecke
01Y und OXZ #hnlich sind; denn es ist

0z 0Y
5% o1 und I (X0Z)=¢p,=<I (10Y).
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Mit anderen Worten: das Produkt 3 wird in derselben
Weise aus dem einen Faktor, z. B. X, gebildet, wie der
zweite Faktor §) aus der Einheit.

Die Division erfolgt umgekehrt wie die Multiplikation, wie
auch aus Fig. 26 ersichtlich ist. Zwei komplexe Zahlen werden
dividiert, indem man ihre absoluten Betrige dividiert und
ihre Argumente subtrahiert.

& 4
H |
X
4] J
%
0 1 s
Fig. 25. Fig. 26.

Es ist zu bemerken, daf man den Nenner eines komplexen
Quotienten reell macht durch Multiplikation des Z#ahlers und Nenners
mit der zum Nenner konjugierten Gréfie; z. B.

3= & __ o yby (4 H-5by) (a,—by)
‘ 9 a,tjb, ay” - by
Oy 8y by by (b 6y —a, by)

a,® - by?

oder

L _ ri(cosp +jsing,) 7 _ . o
8= (cosp, T ysingy) 7y [cos (¢, — @y) +J sin (¢, — @y)]
J— rl ej (1 — @2)

1”‘)

Potenz:
Aus der Formel fiir Multiplikation folgt
3=%"=(a+}4b)"=|[r(cosp +jsin )" =1" (cos np 4 j sin ng)

n n
=7 e" ‘T’.

Man erhebt somit eine komplexe Zahl auf eine Potenz,
indem man den absoluten Betrag auf die Potenz erhebt und
das Argument mit dem Exponenten multipliziert. In der
Koordinatenebene ergibt sich die in Fig. 27 dargestellte Operation.

Es ist ferner z. B. (a-}-jb)?=a®>—b*+j2ab.
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Umgekehrt ist

n,— (e — n, n— .
3=Vi=Va -}—jszr(COS %—[—jsin%)=VreJ n

d. h. die Wurzel wird aus einer komplexen Zahl gezogen,

indem man die Wurzel aus dem absoluten Betrag zieht
und das Argument durch den Exponenten dividiert.

Es soll hier noch bemerkt werden,

7 daB es in Gleichungen zwischen kom-
plexen Griflen stets erlaubt ist, —j statt
-+ j zu setzen, wenn es in allen Gliedern
auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens
geschieht. Um die Anwendung dieses
¢ X Satzes zu zeigen, soll Va --;jb berechnet
7 werden.
Fig. 27. Setzt man
Vatijb=a+jB,
so ist auch
Va—jb=a—jB.

Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen folgt
Va4 b2=a? 4 p2.
Ferner ergibt sich durch Quadrieren der ersten Gleichung
atjb—a*—p*+j2ap
a=¢*—f und b=2af.

Hieraus ergibt sich

a—t )LVt to)

und =+ ‘/% Va'F 02— a) .

Da b=2qaf ist, sieht man, dal « und f dasselbe Vorzeichen
haben, wenn b positiv ist, und entgegengesetztes Vorzeichen, wenn
b negativ. Es ist somit

Vai== |}/ Vartr o)/ Vet —a).

Wie aus dem Vorhergehenden leicht ersichtlich ist, gelten die
aufgestellten Sdtze auch fir reelle Zahlen, so daf sie allgemein
giiltig sind.

oder
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Einfache Wechselstrome und ihre Darstellung.

7. Sinusstréme. — 8. Summation der Sinusstrome. — 9. Mittel-, Effektiv- und

Maximalwert der Sinusstrome. — 10. Symbolische Darstellung der Sinus-

strome. — 11. Leistung der Sinusstrome. — 12. Darstellung der Leistung als
Vektor.

7. Sinusstrome.

Der einfachste Wechselstrom ist ein Strom, dessen Momentan-
wert als Funktion der Zeit durch eine Sinusfunktion dargestellt
werden kann, z. B.

t
i=1,,,sin (2act+ @)=1I,,sin (2715—1-90) = I, 8in (0t - ¢).

I, .. nennt man die Amplitude, T die Schwingungsdauer,

=¢ die Periodenzahl des Stromes. Fig. 28 stellt den zeit-

ichen Verlauf des Stromes dar.

4

{..

: t=
r‘fzz ]

|
e 7 ~—

|
|
!
I
¢

Fig. 28. Zeitliche Anderung eines Wechselstromes nach einer Sinuskurve.

In Polarkoordinaten wird die Sinuslinie durch einen Kreis
(Fig. ﬁ) dargestellt, dessen Durchmesser O4 gleich der Amplitude
ist. OB ist der Momentanwert und ¢ der sogenannte Phasenwinkel
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des Stromes. Der Punkt B durchliuft den Kreis zweimal wihrend einer
Periode, und w=2mc stellt somit die Winkelgeschwindigkeit
der Rotation der Geraden
OB dar.
Der Strom geht durch
seinen Nullwert, wenn

'
t=—f, = —
o 2n
ist, die Phase des Stromes
ist ‘also zeitlich bestimmt
durch
%
2n "
Weil durch die Grofe
und Richtung der Strecke O A

Fig. 29. Darstellung eines Sinusstromes in dje Amplitude und Phase
Polarkoordinaten.

to

(v s s Stromes gogeben

sind, so geniigt der Radiusvektor oder Kkiirzer allgemein der
Vektor OA zur vollstindigen Darstellung des Stromes. Sein
Momentanwert wird erhalten durch Projektion des Vektors 04 auf
eine mit der Winkelgeschwindigkeit @ um O im entgegengesetzten
Sinne des Uhrzeigers rotierende Gerade (die Zeitlinie).

Fig. 30. Erzeugung eines Sinusstromes.

Diese Darstellungsweise beruht darauf, da8 der Wechselstrom
dem Sinusgesetze folgt, sie ist deswegen auch gestattet fiir eine
elektromotorische Kraft (EMK), die sich nach demselben Gesetze
dndert. Eine solche EMK kann erzeugt werden durch gleich-
formige Drehung einer rechteckigen Spule um ihre Lingsachse
zwischen den Polen eines Magneten, wie die Fig. 30 zeigt. Wir
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nehmen an, daf die Polflichen so grof sind, daf das Feld, in dem
die Spule rotiert, vollstindig homogen ist. Durch die Flache I
einer Drahtwindung tritt dann in dem betrachteten Moment (Fig. 31)
der Kraftflu$f

® = HFcos wt,

»w

und da die induzierte EMK nach dem

Induktionsgesetz gleich
dd P

o= — 4N
dt A (N
L[‘K,/ - H
ist, wird in der Windung die EMK -
d(HF t
e=— ( »—fo%fl—)rr):HFwsin (w?)

dt %/j///.,’////)ic ////5 A, ﬁ
. ? 7
induziert. ;
Bezeichnen wir den maximalen Fig. ?1. Erzeugung einer sinus-
Kraftflug, den die Spule in der horizon- f‘?rmlg‘é“ ]?MK durch Df;h“ng
3 » . emer ule o omo-
talen Lage umschlingt, mit & so wird pule 1n emem hom

Y ) genen Felde.
die induzierte EMK

max?

e=2nc P, sin(wl).

Der KraftfluB @ hat seinen Maximalwert, wenn wt=—0 ist, und
wird Null, wenn wt=" ist. Die von dem Kraftfluf induzierte
EMK ist dagegen gleich Null, wenn wt{==0 ist, und erreicht ihren
Maximalwert fiir a)tzg. Wir sehen somit, daf die EMK gleich

Null ist, wenn der von der Spule umschlungene Kraftfluf am
groften ist, d. h. wenn die Spule in der horizontalen Lage steht.
Wenn man sich daran erinnert, daf die in einem Element der
Strombahn induzierte EMK proportional dem in der Zeiteinheit
geschnittenen Kraftfluf ist, so wird sofort klar, daf die EMK am
grofiten ist, wenn die Bpule in der vertikalen Lage steht, wo der
Kraftflu3, der die Spule durchsetzt, gleich Null ist. In Fig. 32 ist
der zeitliche Verlauf des Kraftflusses @ und der EMK e als Funk-
tion der Zeit autgetragen. Solange @ ansteigt, ist e negativ, und
solange @ abnimmt, ist e positiv, was daraus folgt, da die EMK-
Kurve die Differentialkurve der mit negativem Vorzeichen ge-
nommenen Kraftflufkurve ist.

Besteht die Spule aus mehreren Windungen in derselben Ebene,
so wird die in der Spule induzierte EMK

¢e=H 2 (F) wsin (wt).
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Liegen die w Drihte jeder Spulenseite sehr nahe aneinander,
so daB sie fast alle denselben Kraftfluf @, . umschlingen, so
wird auch

P
NG \

Fig. 32.

T

e=2ncw P, sin(wi).

Da die Feldstirke H, die Summe aller Windungsflichen 2 (F)
und die Winkelgeschwindigkeit @ konstante Grofen sind, so kann

die EMK
e=2E,_ . sin(w?)

geschrieben werden. Werden H, F und o hier im CGS-System
gemessen, so erhdlt man e und E in absoluten Einheiten. Wiinscht
man dagegen diese beiden Grofen in Volt auszudriicken, so muB
man die erhaltenen GroBen durch 10%® dividieren, es ist somit

E,.,=27xcw®,, 1078Volt . . . . . (14)

Eine Periode entspricht in diesem Falle einer Umdrehung der
Spule, und die Periodenzahl ¢ ist gleich der Umdrehungszahl in
einer Sekunde.

Die Richtung der in der Spule induzierten EMK ergibt sich in
jedem Moment mittels der Handregel Seite 17 und ist fiir den be-
trachteten Moment (Fig. 30) durch Pfeile angegeben.

8. Summation der Sinusstrome.

In Fig. 30 liegen alle Windungen der bewegten Spule in der-
selben Ebene, und die in den verschiedenen Windungen induzierten
EMKe sind alle gleichzeitig Null und erreichen gleichzeitig ihren
Maximalwert; man sagt, die EMKe aller Windungen sind in Phase
miteinander.

Ordnet man nun die Windungen in verschiedenen Ebenen, aber
um dieselbe Achse an, wie die I'ig. 33 zeigt, so werden die in den
einzelnen Windungen induzierten EMKe nicht mehr von gleicher
Phase, sondern in der Phase zeitlich gegeneinander verschoben sein.
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Wird in der Windung I die EMK
e,=E

1mazx sin ((Dt)
induziert, so wird in der Windung II eine andere EMK von der-
selben Periodenzahl induziert, weil beide mit derselben Winkel-

geschwindigkeit rotieren. Diese EMK sei

62:E2maxSin(wt—(p)7
weil die Ebene der Spule II gegen I
die der Spule I um den konstanten % N y
Winkel ¢ nacheilt. Die EMK e, eilt 2

der EMK ¢, um den Winkel ¢ nach.
@ ist der Phasenverschiebungs-
winkel zwischen den beiden EMKen
und gleich dem Winkel, den die Ebe-
nen der beiden Windungen I und II
im Raume miteinander einschliefen.
Die Ebene der Windung III bildet
mit der der Windung I den Winkel v,
und zwar liegt die Windung III der
Windung I im Drehungssinne voraus.
Die in der Spule III induzierte EMK

€3 = ESmaz sin ((Dt + ’l/))
eilt somit der EMK e, zeitlich um denselben Winkel v voraus. Man
spricht deswegen allgemein von Phasenvoreilung und Phasen-
nacheilung; ¢ ist hier ein Phasennacheilungswinkel und vy ein
Phasenvoreilungswinkel.

Um die in der ganzen Spule induzierte EMK zu bekommen,
mufl man die Momentanwerte der EMKe aller Windungen algebraisch
summieren. In Fig. 34 sind die Momentanwerte der drei EMKe
¢, ¢, und e, und ihre algebraische Summe e als Funktion der Zeit
aufgetragen. KEs kommt haufig vor, daf man mehrere elektro-
motorische Krifte oder Wechselstrome verschiedener Phase addieren
muB, man verwendet dann am einfachsten und tibersichtlichsten die
graphische Darstellung. Die einzelnen Momentanwerte e;, e, und
e, werden erhalten durch Projektion der entsprechenden Vektoren
B, uer Bame tnd Eg  — aut die Zeitlinje. Es ist bekanntlich
die Projektion der Resultierenden (geometrischen Summe)
mehrerer Vektoren auf eine Gerade gleich der Summe der
Projektionen der einzelnen Vektoren auf diese Gerade.

Hieraus folgt, daf die Summe mehrerer sinusférmiger EMKe,
die nach Amplitude und Phase durch ihre Vektoren graphisch dar-
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gestellt sind, durch die Resultierende der Vektoren der einzelnen
EMKe erhalten wird (Fig. 35).%)

]

|
e

Fig. 34.

In ahnlicher Weise findet man die Summe der in einem Punkte
(Fig. 36) zusammenflieBenden Wechselstréme, indem man die Resul-
tierende der Vektoren der einzelnen Strome bildet, wie dies in
Fig. 37 gezeigt ist.")

B/
p
L\ | 7
£ i
9 -~
geitlini2 Bx
0
Fig. 35. Fig. 36.

1) In den Fig. 35 und 37 sind die Vektoren der Amplituden der EMKe
bzw. Strome abgekiirzt mit E, E, usf. bzw. J, J, usw. anstatt mit E,gp . . . .
Jnaz - . . . bezeichnet.



Mittel-, Effektiv- und Maximalwert der Sinusstréme. 33

Es ist
= '];nax sin ((1) t + (P) = Jl max sin ((D t + qﬁl) _ln_ J2 max sin (60 ¢ + ‘pg)
+ ']3 max sin (a)t —i— (p:«))'

Wie aus Fig. 35 und 37
ersichtlich ist, wird die
Amplitude der resultieren-
den EMK bzw. Stromstirke
nicht gleich der Summe der
Amplituden der einzelnen
Komponenten,sondern weicht

um so mehr davon ab, je (A inie_——B
groBer die gegenseitige Pha- - Lt h
senverschiebung der einzel- raril
nen Komponenten ist. g 0

Fig. 37

9. Mittel-, Effektiv- und Maximalwert der Sinusstrome.

Da der Wechselstrom bestidndig seine Richtung #ndert, ist sein
Mittelwert, iiber eine ganze Anzahl von Perioden genommen, gleich
Null. Der Wechselstrom kann somit nicht direkt zum Laden von
Akkumulatoren benutzt werden. Andrerseits verursacht er auch
keine schidlichen elektrolytischen Wirkungen in der Erde. Wenn
man trotzdem von einem Mittelwert bei Wechselstromen spricht,

Z AW ———

oy
hnit i mm‘%’/'/\
0 ‘ /

Fig. 88.

so versteht man dabei den grofiten Mittelwert, den man wéihrend
einer halben Periode erhalten kann. Fir den durch die Sinuskurve
(Fig. 38) dargestellten Wechselstrom

2
1=J,,,sin (; t)

ist der grofte Mittelwert
Arnold, Wechselstromtechnik, I. 2. Aufl. 3
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z
2

2 . 2n T 2Jma:c< 2n )t=T
Jnm_ff‘fmax sin (—T t)dt 9m T .cos-T—t -

0

2
Z;Jmaa: = 0,636 Jma:c

Der Mittelwert eines Sinusstromes ist also

2
Jmit:;Jmaw I ] (15)

Der Mittelwert hat im allgemeinen kein Interesse, denn er ist
nicht mafigebend fiir die Leistung des Stromes.

Nach Joule ist die vom Strome ¢ in einem Leiter vom Wider-
stande r geleistete Arbeit in der Zeit d¢

d4 =1 rdt,

folglich wird der mittlere Stromw#rmeverlust in einem solchen Leiter
T T

W= ;JdA—-—TJ‘z rdt = Jgr.
0

0
Mit Jeff bezeichnen wir die Stromstirke, die ein Gleich-
strom haben muB, um dieselbe mittlere Stromwirme zu
erzeugen, wie der Wechselstrom.

1z,
Jeﬁe=‘/j,0fz2dt N (1)

heift die effektive Stromstirke des Wechselstromes. Der Effektiv-
wert eines Wechselstromes wird also nach Gl 16 berechnet als die
Quadratwurzel aus dem Mittel der Quadrate der Momentanwerte,
er wird daher mitunter auch als quadratischer Mittelwert be-

zeichnet. Ist
. . 27
1= Jmax sin <T t) ’
80 variiert

. . 2n 4
12 = Jmaz sin® <—T—t>=7}J,fm lil — cos ( T tﬂ

nach der in Fig. 39 dargestellten Kurve als Funktion der Zeit.
Diese Kurve ist auch eine Sinuskurve, sie hat aber die doppelte
Periodenzahl und schwankt nicht um die Abszissenachse, sondern
zwischen Null und J, .., so daB8

2
Jmax

17
2 Al —
Jeﬁf———be dt= 5
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J7)la ax J

also Jop = 7;2; = fif4 s e e e e (1 7)
oder Effektivwert = A}pp&;’ﬂ}dj
Aus Gl. 15 und 17 folgt
1 ']nn't
Jg=——==111J_,. . . . . . (18
i 9 Ve t ( )

1,11 heiBt man den Formfaktor des Sinusstromes.

Fig. 39.
Ahnlich bezeichnet man
Eer = ‘/% fe2dt = E\'/";’ ... (17a)
als den effektiven Wert der sinusférmigen EMK; es ist auch
E, :2;—;21},,”-,:1,11 E, . . . (18a)

Wir haben auf Seite 30 gesehen, daBl die in einer Spule von
w Windungen induzierte maximale EMK

E —=2nacw®P,, 1078 Volt

max

ist. Aus der Formel (17a) folgt nun weiter, daB die in der Spule
induzierte effektive EMK gleich

Ep=V2rcw D10~ 3=4,44 cw D, 108 Volt (19)
ist. Da

E,— B, - - . . . . (152

mit 7T max

ist, wird die mittlere induzierte EMK
Epir = 40w $pa10-5Volt . . . . (20)

Die Formel (20) kann in einfacher Weise abgeleitet werden. Der
KraftfluB & steigt namlich wihrend einer Periode zweimal auf den
Wert @, . an und geht zweimal wieder auf Null zuriick, so da8

die mittlere Kraftfluvariation in einer Sekunde gleich
3%*
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%Ad%mgq; =dc ¢max
ist, woraus sich die Formel (20) ergibt. Da bei der letzten Ab-
leitung keine Annahme tiber die Art der KraftfluBvariation gemacht
worden ist, so gilt die Formel (20) allgemein unabhingig von der
Form der EMK-Kurve.

Fir die Technik spielen die Effektivwerte des Wechselstromes
und der Wechselspannung die grsfte Rolle.

Wir werden deswegen im Folgenden fast nur mit diesen Werten
rechnen und setzen in der graphischen Darstellung die Grofie der
Vektoren gleich den effektiven Werten. Wiinscht man aus einer
solchen Darstellung die momentanen Werte zu entnehmen, so hat

man nur die Projektionen dieser Vektoren auf die Zeitlinie mit V2
zu maultiplizieren.

Wir werden allgemein die Momentanwerte durch kleine
und die Effektivwerte durch grofie Buchstaben bezeichnen,
und den Index eff fortlassen, so daB im Folgenden allgemein E
und J die Effektivwerte einer EMK bzw. eines Stromes bezeichnen.

10. Symbolische Darstellung der Sinusstrome.

Anstatt die Vektoren graphisch zusammenzusetzen, kann man
auch, wie in der Mechanik, analytisch verfahren, indem man alle
Vektoren in je zwei Komponenten nach zwei aufeinander senk-
rechten Achsen zerlegt. Die eine Achse, die Abszissenachse, fallt
mit der rotierenden Geraden OB (Fig. 40) im Zeitmomente t=—0
zusammen. Es ist

i=V2Jsin (0t @) = V2 J(cos @ sin wt - sin ¢ cos wt),

d. h. der Momentanwert eines Sinusstromes ist stets gleich der
Summe der Momentanwerte der bei-
den Komponenten, in die der Strom-

A vektor zerlegt werden kann.

L/ Wie aus der Fig. 40 ersichtlich
ist, ist der Strom ¢ vollstindig durch

g /N 2 den Punkt 4 mit den Koordinaten
S Jeosp und Jsing bestimmt.

z wt Ebenso wie eine komplexe Zahl

e T durch einen Punkt in der Koordi-

. . . natenebene dargestellt ist, kann ein

Fig. 40. Darstellung eines Sinus- .
stromes durch zwei Vektorkom. Funkt der Koordinatenebene durch
ponenten. eine komplexe Zahl bestimmt werden.
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Also ist Punkt 4 (Fig. 40) und dadurch der Strom durch folgende
zuerst von Helmholtz und Lord Rayleigh in die Elektrizitats-
lehre eingefiihrte Schreibweise gekennzeichnet:

Y=Jcosp—jJsing,

wobei die vertikale Achse als die reelle und die horizontale Achse
als die imagindre genommen ist (Fig. 41).
In dem Ausdruck fiir die momentane Stromstirke

i—=V2Jsin (wt-- )

ist wie gezeigt ¢ der Phasenwinkel, der angibt, daB der Strom im

—% an?
w

Zeitmomente f,= vor dem Zeitmomente f==0 durch

seinen Nullwert geht. Je
groBer ¢ ist, desto friither geht
der Strom durch seinen Null-

wert, desto grofer ist seine e Y L Viua.
Voreilung gegeniiber dem ge- AL Jowry /1|
wihlten Anfangspunkt der s 7 | \Zgi['l'iﬂjfe
Zeit. Ist ¢ positiv, so muB

daher, wie schon in Fig. 28 imag Worte 7
gezeigt wurde, die Zeit f,

in der negativen Richtung 1Yua. Tua.
der Zeitachse aufgetragen
werden. Analog hierzu ist Fig. 41.

bei der vektoriellen Darstel-

lung des Stromes in Fig. 40 ein positiver Phasenwinkel ¢ von der
reellen Achse aus im negativen Drehungssinne der Zeitlinie aufzu-
tragen. In der Darstellung dieses Stromes 7 mittels komplexer Zahlen

reelle: Werle

S=J(cos ¢ —jsinp)=Je ¥

ist deshalb auch der Phasenwinkel - ¢. Hier erscheint also immer
ein positiver Phasenwinkel mit negativem Vorzeichen und umgekehrt.

Das in dieser Figur benutzte Koordinatensystem kann man
sich aus dem in der Mathematik gebrauchlichen durch eine Drehung
um 90° im Drehungssinne der Zeitlinie entstanden denken. Die
reellen Werte sind also hier in der Richtung der Ordinatenachse
und die imaginiren Werte in der negativen Richtung der Abszissen-
achse aufzutragen.

Der Stromvektor kann entweder durch Grofe und Phase oder
durch die Komponenten des Vektors nach den beiden Achsen ge-
geben sein. Der symbolische Ausdruck J enthilt diese beiden
Komponenten, so daB der Vektor durch den symbolischen Aus-
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druck & vollstindig bestimmt ist. Im Folgenden werden wir alle
Effektivwerte, die nur als MaB der GroBen aufzufassen sind, durch
groBe lateinische Buchstaben und alle Effektivwerte, die als Vek-
toren, d.h. gegeben durch Gréfe und Phase, zu betrachten sind,
durch grofie deutsche Buchstaben bezeichnen.

C. P. Steinmetz hat hauptsdchlich dazu beigetragen, die
Rechnung mit symbolischen Grofen in die Wechselstromtechnik
einzufiihren.

Verdreht man den Vektor 04 um 90° im Sinne der Drehung
der Zeitlinie nach 04’ (Fig. 41), so sind die Koordinaten des
Punktes A4’

Jeos(p —90%) =Jsing
und — Jsin(p —90%) =Jcos .
Also ist der komplexe Ausdruck fir den Vektor 04

Y =Jsingp-+jJecos @
=j(Jeosp—jJsing)=j53.

Man sieht, daB die Multiplikation des komplexen oder sym-
bolischen Ausdruckes mit j einer Drehung des Vektors 04 um 90°
im entgegengesetzten Sinne der Drehrichtung des Uhrzeigers ent-
spricht. Eine Multiplikation mit —j bedeutet eine Rotation des
Vektors um 90° in demselben Sinne, wie der Uhrzeiger sich dreht.

Um die Komponenten cines aus mehreren Stromen resultieren-
den Stromes oder einer resultierenden EMK zu bekommen, bildet man
die algebraische Summe der einzelnen Komponenten nach den zwei
Achsen, oder wenn man die symbolische Darstellungsweise benutzt,
addiert man alle reellen Glieder fiir sich und alle imaginiren fiir
sich. Denn es ist z. B. die Summe der Strome

Si=a,+Jb
und  §,=a, +4b,
gleich J=a--jb=a, +a, (b, 1 by)
und diese komplexe Gleichung 146t sich nach Absehn. 6 auch durch
zwei reelle ersetzen, nadmlich

a=a, +a,
und b—"b, }0,.

Wir haben bis jetzt immer von der Drehung der Zeitlinie ge-
sprochen. Man kann sich aber auch die Zeitlinie fest und die
ganze Koordinatenebene um den Ursprung drehbar denken. Sie
muB dann im Drehsinne des Uhrzeigers mit der Winkelgeschwindig-
keit w rotieren, und die Projektion eines mit der Ebene rotierenden



Leistung der Sinusstrome. 39

Vektors auf die feste Zeitlinie gibt ein Maf fiir den Momentanwert
der SinusgrofBe, die der Vektor darstellt. Es istleicht einzusehen,
daf in beiden Fillen, sei es daB man die Zeitlinie oder
die Vektoren rotieren 148t, die gegenseitige Lage der
Vektoren und die Lage der Vektoren gegeniiber den Ko-
ordinatenachsen dieselbe bleibt.

Da es allgemein {iiblich ist,

/’.

die Koordinatenebene und mit ihr %(
die Figur sich drehen zu lassen,
so soll diese Vorstellungsweise auch 4% J
hier benutzt werden und die Dreh- !
richtung der Figur, die mit der des ,  itlinie \
Uhrzeigers zusammenfillt, durch s
einen Pfeil angegeben werden. 7

Von zwei Vektoren eilt Fig. 42.

immer der dem anderen vor-

aus, der im Sinne der Drehrichtung des Uhrzeigers dem
anderen vorausliegt. In Fig. 42 eilt J, dem Vektor J, um den
Winkel v voraus.

11. Leistung der Sinusstrome.

Wir haben auf Seite 19 gesehen, dafi die in einem Stromkreise
in dem Zeitelement dt geleistete Arbeit stets gleich ist

dA=c¢idt,

wenn e die EMK und ¢ die Stromstiirke des Stromkreises in dem be-
trachteten Moment bedeutet. Ist

e= E‘/2 sin (a’t+¢1)
und 1= JV§ sin ((Ut _{" ‘pz);

worin E und J die Effektivwerte der Spannung und des Stromes
sind, so wird der Momentanwert der Leistung gleich

ei=2 EJsin (wt- ¢,)sin (0t 4 @,)
= EJ[cos (p; — p;) —cos (2 wi— ¢, 4 ¢,)].

Hieraus sieht man, daf der Momentanwert der Leistung eine
mit der Zeit veréinderliche Grofie ist. Der Momentanwert schwankt
namlich um den Mittelwert EJ cos (p, — ¢,) nach einer Sinuskurve
mit der doppelten Periodenzahl des Stromes hin und her, wie Fig. 43
zeigt.

Der Mittelwert der Leistung eines Sinusstromes wihrend einer
Periode, d. h. die mittlere oder effektive Leistung, ist also
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T
W———%feidt= EJcos (p; — ¢,) = EJ cos ¢
0

oder

W—EJecos(EJ). . . . . . (21)

Fig. 43.

Das Produkt EJ von EMK und Strom nennt man die schein-
bare Leistung des Stromes, die in Voltampere (VA) angegeben
wird. cos (EJ) heift man den Leistungsfaktor des Stromes.

Fig. 44. Zeitlicher Verlauf von Spannung, Strom und Leistung fiir
11— 72 =90

Das Hin- und Herwogen der Leistung kommt relativ zur mittleren
Leistung am wenigsten zum Ausdruck, wenn ¢, —¢@, =0 ist, d. h.
wenn EMK und Strom miteinander in Phase sind, denn dann wird
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der Momentanwert nie negativ (siehe Fig. 39). Dagegen ist die
. . T .
Schwankung ein Maximum, wenn P P=7 ist, denn dann ist

der Mittelwert der Leistung Null und der grofite negative Wert der
Momentanleistung gleich ihrem groften positiven Wert (Fig. 44).
Den Momentanwert der Leistung kann man graphisch darstellen,
wenn man die konstante GroSe EJ cos (@, — ¢,) = EJ cos ¢ auf
der Ordinatenachse von O bis O, (Fig. 45) abtriigt und um den End-
punkt O, dieser Strecke einen Kreis mit dem Radius EJ schlagt.

________________ J
Jearg,
b . LN
S/ ; pe
Py Levs mwp,«q} : :
KA 5 |
([’1')/,” / E H
0 sing, ‘ EJ'I'IL(FI‘
Fig. 45. Fig. 46.

LaBt man nun den Radius dieses Kreises im Drehsinne des
Uhrzeigers mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 2w rotieren,
so ist die momentane Leistung in jedem Augenblick durch die
Ordinate ei des Vektors vom Anfangspunkte O nach dem Kreis
gegeben. Fir die Zeit t==0 hat der Radius EJ die Lage 0,4 und
seine Komponente in Richtung der Ordinatenachse ist

— EJcos (¢, + @,)
und in Richtung der Abszissenachse

— BEJsin (¢, - ¢,) -

Benutzt man tir die EMKe und Stréome die graphische Dar-
stellung (Fig. 46) und zerlegt die Vektoren in ihre Komponenten nach
den Achsen, so entspricht dieser Darstellung die Schreibweise

e="YV2 Ecos g, sin wt-+V2 Esin ¢, cos wt
und i=1V2Jcos @, sin wt V2 Jsin @, cos wt.
‘ Da ferner
W= EJ cos (¢, — @,) = EJ cos ¢, cos @, |+ EJ sin @, sin ¢,

ist, so sieht man, daB die Leistung eines Stromes gleich der
Summe der Leistungen der einzelnen Stromkomponenten
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ist. Aus der Fig. 46 folgt ferner, da die Leistung eines Wechsel-
stromes gleich der EMK mal der Projektion des Stromes auf die
EMK oder gleich dem Strome mal der Projektion der EMK auf
den Strom ist.

12. Darstellung der Leistung als Vektor.

Benutzt man fiir die EMKe und Strome die symbolische Dar-
stellung, so hat man fiir diese Grofen (Fig. 46) die folgenden Aus-
driicke:

€=Ecosp, —jEsinp,= Ee— i7"
und S=Jcos @, —jJsin g, =Je 7%z

worin e die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen bezeichnet. E und
J sind die absoluten Betrage, wihrend — ¢, und —¢, als
Argumente der zwei komplexen Zahlen bezeichnet werden. Wie
bekannt, multipliziert man zwei komplexe Zahlen, indem man die
absoluten Betrige multipliziert und die Argumente addiert. Das
Produkt der komplexen Ausdriicke fiir Strom und EMK wird also

EJel= %1~ v = EJ[COS (‘pl ~+ @,) —Jsin (‘75‘1 -+ ‘Pz)] ’

woraus folgt, da8 das Produkt der komplexen Ausdriicke fiir €
und § nur den komplexen Ausdruck fiir den nach einer Sinuskurve
mit doppelter Periodenzahl variierenden Teil der Momentanleistung
(Fig. 45) ergibt und nichts mit der wirklichen Leistung des Stromes
zu tun hat.

Fir die Praxis handelt es sich aber nicht um die momentane
Leistung, sondern darum, den Mittelwert der Leistung EJ cos ¢, die
scheinbare Leistung EJ und den Leistungsfaktor cos¢ graphisch
darzustellen. Dieses Bediirfnis wird sich besonders geltend machen,
wenn man diese Grofien fiir Wechselstrome beliebiger Kurvenform
zu ermitteln hat.

Man tragt zu dem

: Zwecke am besten die

74 ;EJ scheinbare Leistung EJ

, als Vektor unter dem Win-
I J .
kel ¢ = ¢, — @, zur Ordi-

7 natenachse ab (Fig. 47).
Die Projektion dieses Vek-

Py tors EJ auf die Ordinaten-
achse stellt dann die effek-

imag Worts tive Leistung EJ cos ¢ dar.
Wiahlen wir wieder die

Fig. 47. Ordinatenachse als die

reelle Werle
S
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Achse der reellen und die Abszissenachse als die der imaginiren Werte,
so erhilt man fiir den Leistungsvektor den symbolischen Ausdruck

(€J)=EJcosp —jEJsinp=EJe i?=W-jW,.

Diesen Leistungsvektor kann man sich aus dem EMK-Vektor
in der Weise entstanden denken, daf man den EMK-Vektor um
den Winkel ¢, entgegengesetzt der Drehrichtung des Uhrzeigers
dreht und ihn gleichzeitig mit dem Strom J multipliziert. Mit
anderen Worten: der Leistungsvektor wird aus dem EMK-Vektor
durch Multiplikation mit Je/?z erhaiten. Der symbolische Ausdruck
des Leistungsvektors wird deswegen durch Multiplikation des EMK-
Vektors mit dem zu & konjugierten Vektor &' ==Je/?: erhalten,
der das Spiegelbild des Stromvektors J in der Achse der reellen
Werte darstellt.

Ist €=Ee '9n—=E, —jE,
und J=Je ire=J —jJ,,
so wird (@S)ZW_*']I/V]:(E1 —JEp) (Jy +JJ,)

=E, J,+ B, J,+j(E J,— E,J,).
W=EJ,+EdJy . . . . . . (22
ist die effektive Leistung EJcos¢@ des Stromes und
I/VJ-:Eng—Eng L e (23)

die sogenannte imagindre Leistung — EJsing des Stromes.
Die imagindre Leistung ist in dieser Darstellungsweise, die wir im
Folgenden benutzen wollen, positiv oder negativ, je nachdem der
Strom der EMK in der Phase voreilt, bzw. nacheilt. Hitten wir
umgekehrt die imaginére Leistung positiv gerechnet bei Phasennach-
eilung des Stromes, so wiirde man den Leistungsvektor durch Multi-
plikation des Stromvektors mit dem zu der EMK konjugierten Vektor
erhalten haben.

Wir kénnen nun allgemein folgende Festsetzung treffen: Den
symbolischen Ausdruck der Leistung erhélt man durch
Multiplikation des symbolischen Ausdruckes des Spannungs-
vektors mit dem symbolischen Ausdrucke des Spiegelbildes
des Stromvektors in der Achse der reellen Werte.

Diese Einfiihrung des Spiegelbildes des Stromvektors in den
symbolischen Ausdruck der Leistung beruht lediglich auf der Art
der Abbildung der EMK-, Strom- und Leistungsvektoren und nicht
auf irgendwelchen physikalischen Beziehungen dieses Ausdruckes
zu der Momentanleistung.
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Die physikalischen Vorginge in Wechselstrom-
kreisen.

13. Selbstinduktion. — 14. Kapazitit. — 15. Die Spannungskomponenten in
einem einfachen Stromkreis bei sinusférmigem Strom. — 16. Differential-
gleichung eines einfachen Stromkreises. — 17. Graphische Darstellung der
Vorginge in einem Wechselstromkreise. — 18. Beispiele. — 19. Zerlegung des
Stromes in die Wattkomponente und in die wattlose Komponente.

13. Selbstinduktion.

Ein Strom erzeugt in der Umgebung des Leiters ein magne-
tisches Feld, das den Leiter umschlingt. Besteht der Leiter aus
w, Windungen, die den Strom ¢ fithren, so ist der Kraftfluf @,
nach Formel (9) _
d —"Ys

g R ?

x

worin B, den Widerstand des magnetischen Kreises bedeutet.
Andert der Strom seine Stiarke oder seine Richtung, so #ndert

sich der Kraftfluf @, im gleichen Sinne und

damit auch die in ihm aufgespeicherte Energie

112w, D,).

Andert sich nun in irgend einem Leiter,
z. B. in einer Schleife (Fig. 48), der KraftfluB,
der die Fliche der Schleife durchsetzt, so wird
Fig. 48. Selbst- in dem Leiter eine EMK induziert. Nach dem
induktion einer  Induktionsgesetze ist sie
Spule.
a2 (w, D) d2(iw,?)

dt dtR,

Man nennt sie die gegenelektromotorische Kraft (GEMK)
der Selbstinduktion.
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Da in allen Windungen des Stromkreises derselbe Strom flieft,
so wird die in ihm selbstinduzierte EMK
d . (wﬁ)
“=—u'=\5 )

wobei die Summe tiber alle vom Strome ¢ erzeugten Kraftfliisse
auszudehnen ist. Allgemein schreibt man

AL
o=— """ L. (29
L=2(%>.........(25)

und nennt L den Selbstinduktionskoeffizienten des Stromkreises.
Er hat dieselbe Dimension wie die magnetische Leitfihigkeit, also
die Dimension einer Léange.

Der KraftfluB @, ist unter der Annahme eines konstanten
magnetischen Widerstandes R, in Phase mit dem Strome i. Andert
sich der Strom nach einem Sinusgesetz, so #ndern sich unter dieser
Annahme auch der Kraftfluf und die EMK nach einem Sinusgesetz,

#y,

&

und da die induzierte EMK e, gegen den Kraftfluf @, um 90° phasen-
verzogert ist, so eilt sie auch dem Strom um 90° nach und man
erhilt die in Fig. 49 dargestellten Kurven fiir die Stromstirke und
die EMK. p, ist die von auBen der Spule aufgedriickte Spannung,
die der EMK e, gleich aber entgegengesetzt gerichtet ist.

Die Tatsache, daf sich fir e, das entgegengesetzte Vorzeichen
von d(Li) ergibt, bedeutet, daB die induzierte EMK die Anderung
des Stromes zu verhindern sucht. In einem Stromkreise wirkt die
Selbstinduktion ebenso gegen jede Anderung des Stromes wie die
Tragheit einer Masse jeder Bewegungsinderung entgegenwirkt.

Die dem magnetischen Kraftflusse wihrend der Zeit dt zu-
gefiihrte Arbeit ist:
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dAd=—e idt=1d 2 (w, D)

v 2 L
:fwzcx>=Lde:mdﬂ.
ide 3 idi= (%)

Ist der Selbstinduktionskoeffizient L eine Konstante, so folgt
hieraus, daB8 man auBler der Jouleschen Wirme noch eine elek-
trische Arbeit

La?

A=T5 . (26)

aufwenden muB, um den Strom in der Leitung von Null auf die
Stiarke ¢ zu bringen. Diese Arbeit wird im Kraftflusse aufgespeichert
und dem Stromkreise wieder zuriickgegeben, wenn der Strom von
1 auf Null heruntergeht.

L wird in absoluten Einheiten (in cm) gemessen. Als prak-
tische Einheit hat man ein Henry eingefiihrt, die 10°mal grofier
ist als die absolute Einheit. Wir haben aber auf Seite 15 als magne-
tischen Widerstand eines sehr diinnen Kraftrohres C

OSdK_ dl
o 4%#&

eingefithrt, damit der KraftfluB des Rohres direkt durch Division
des magnetischen Widerstandes B, in die mit dem Rohre verket-
teten Amperewindungen erhalten werden kann. Also wird B nicht
in absoluten, sondern in 10mal kleineren Einheiten gemessen, und
wir erhalten

L= 2‘( ) 108 =23 (w,P,) 10— Henry (27)

worin @, den von einem Ampere erzeugten Kraftflub bedeutet.

Bei der Berechnung von L kann die folgende Definition be-
nutzt werden: Der Selbstinduktionskoeffizient L einesStrom-
kreises, in absoluten Einheiten, wird gemessen durch
die Zahl der Kraftrohrenverkettungen 2(® w,), welche
die Leiter des Stromkreises mit dem Kraftflusse bilden,
der von einem Strome von 10 Ampere (einer absoluten
Stromeinheit) erzeugt wird.
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14. Kapazitit.?)

Legt man an die Belegungen eines Kondensators eine EMK,
so nimmt er eine Ladung auf, und zwischen der aufgenommenen
elektrischen Masse ¢ und der Spannung an den Klemmen des Kon-
densators p, besteht die Beziehung

¢=Cp,.

C nennt man die Kapazitit des Kondensators. Setzt man
p,=1, so ist die Kapazitit numerisch gleich der elektrischen Masse,
die man dem Kondensator zufiihren muf, um die Spannungs-
differenz Eins an seinen Klemmen herzustellen, bzw. die Spannungs-
differenz um die Einheit zu erhdhen.

Wird die Spannung in der Zeit d¢ um dp, vergrofert oder
verkleinert, so ist die hierdurch bedingte Zunahme bzw. Abnahme
der Ladung, d. h. die in der Leitung flieBende Elektrizitdtsmenge

dq=1dt,
worin ¢ der Strom in der Zuleitung ist.

Es ist daher
Cdp,=1idt

dp,
C TR

’i:

Andert man die Klemmenspannung am Kondensator, so ist
der Strom in der Leitung proportional der Anderungsgeschwindig-
keit der Spannung.

Ist andererseits die zeitliche Anderung des Stromes i in der
Zuleitung gegeben, so ergibt sich die Spannung am Kondensator
i=i

1dt
P~ ¢
i=0

Dem Kondensator wird daher in jedem Augenblick die folg-
gende Energie zugefiihrt:

1=1
i
ipcdtzidtffc—_
1=0

Andert sich die Stromstirke periodisch, so wird der Konden-
sator periodisch geladen und entladen, und die bei der Ladung

1) Ausfiihrlicheres iiber Kondensatoren siehe Kap. XIX.
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angesammelte Energie wird bei der Entladung wieder abgegeben,
die Ladungsenergie wogt in dem Stromkreis hin und her.
Andert sich der Strom nach einem Sinusgesetz

i = V2 Jsin (wf)
so wird die Spannung
. :J‘zélt: %?gsin (a)t— %) —V2P,sin (a)t—— g)
=0

In Fig. 50 ist der Verlauf von Strom und Spannung auf-
gezeichnet, und man sieht, daf die Spannungskurve der Stromkurve
um 90° nacheilt. Dies ist auch ganz natiirlich, denn die Span-
nung wichst so lange wie der Strom positiv ist und erreicht erst
ihren Hochstwert, wenn der Strom ¢ durch Null geht. Die Span-
nungskurve, die mit der Ladungskurve ¢ zusammenfallt, ist die In-
tegralkurve der Stromkurve.

Fig. 50.

Als praktische Einheit der Kapazitit kann die eines Konden-
sators dienen, an dessen Klemmen die Potentialdifferenz sich um
ein Volt in der Sekunde erhoht, wenn der Ladestrom 1 Ampere
betragt.

Die praktische Einheit der Kapazitit ist gleich 10—? absoluten
Einheiten und wird ein Farad genannt. Da ein Farad eine sehr
groBe Kapazitit darstellt, wird ein Milliontel eines Farad, das
sogenannte Mikrofarad gleich 10~% absoluten Einheiten allgemein
benutzt.

15. Die Spannungskomponenten in einem einfachen Stromkreis
bei sinusféormigem Strom.

LaBt man durch einen Leiter, der nur Ohmschen Widerstand r
enthilt, einen sinusformigen Strom {=7V2Jsinwt flieBen, so ist in
jedem Augenblick die Klemmenspannung
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p,=—ir="V2 Jrsinwt=V2 P, sin ot,
worin P,=Jr ist.
Die Spannungskurve ist also eine Sinuskurve von derselben
Phase wie die Stromkurve.

Anders liegen die Verhiiltnisse fiir einen Leiter, der Selbst-
induktion enthilt. Flieft durch einen solchen Leiter ein Strom

i=V2 Jsin ot,

so ist, wenn kein Ohmscher Widerstand vorhanden ist, die Klemmen-
spannung
di -
Ps:Ld‘t:VZJwLCOS wt
=V2 P, cos wt,
hierin ist
P=JowL=Jzx,

Hier eilt also die Klemmenspannung p, dem Strome ¢ um 90°
voraus. An Stelle des Widerstandes tritt fiir die Berechnung der
effektiven Spannung die GroBe x,—~=wL=2mcL.

Hat der Leiter sowohl Ohmschen Widerstand wie Selbst-
induktion, so mufl auf seine Klemmen in jedem Moment die Summe
der beiden bestimmten Spannungen wirken. Die Klemmenspannung
ist also dann

p,,=p,+p,=V2Jrsinwt+ V2Jx, cos wt.

Nehmen wir hier die folgende Substitution vor:

Vi et =V @Lf =2,

P — = —==C08
Vet (oLp % "
wlL x sin
e, == — =8I @,
Vit (wL)? %
wobei also
. . wL X,
g Vs r  r

wird, so erbalten wir

p,,=V2Jz, sin wtcos g, - V2Jz, cos wtsin g,
p,,=V2Jz,sin(wt-+ @)

oder p,,=V2 P, sin (ot @)
Der Effektivwert der Klemmenspannung wird also jetzt
P, =Jz,

und die Spannung hat die Voreilung ¢, gegeniiber dem Strom.
Arnold, Wechselstromtechnik. I. 2. Aufl. 4
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Ist in einen Stromkreis ein Kondensator geschaltet, so ist die
Spannung an seinen Klemmen

i=1
idt
pc: 6 *
i=0
Der Strom sei wiederum = V2 Jsin o t,

VeJ

so ist P ="~ CO8 wt=—V2P coswt.
Der Effektivwert der Kondensatorspannung ist also
- J
P =—
¢ wl’

und diese Spannung ist um 90° gegen den Strom verzdgert.
FlieBt endlich der Strom ¢ in einem Stromkreis, der, wie in
Fig. 51 abgebildet ist, sowohl Widerstand wie Selbstinduktion und
Kapazitit in Serie geschaltet enthilt, so ist die momentane Klemmen-
spannung gleich der Summe der Einzelspannungen Drs Dy und p,, also

=1
idt
p=p,Fp,+p=ir+ L +r
dt c
t=0
— ) 1
=V2 J[rsmwt—]—(wL—-aTC) cos wt}.
- Ve (o 1)\
Substituieren wir r?-4 (wL— a76’> =z
7
,,,,,,,,,,,, ~—cos @
2 L— —
Vet lor-2d
1
———— =—5in ¢,

so ergibt sich _
p=V2 Jzsin (wt-}+ ¢)=V2 Psin (0t -} ¢).
Die Spannung ist also auch hier von Sinusform und hat den

Effektivwert .
1
P= Jvr2+ <wL _w—0> =Jz

Die Voreilung der Spannung gegen den Strom betrigt

1
@l—20
@==arc tgk—r—
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16. Differentialgleichung eines einfachen Stromkreises.

Fir den in Fig. 51 abgebildeten Stromkreis mit Widerstand,
Selbstinduktion und Kapazitit erhélt man die im vorigen Abschnitt
abgeleitete Differentialgleichung der Spannung

di | |idt

=1 L— - e 8
die das zweite Kirchhoffsche Gesetz in verallgemeinerter Form
darstellt. Durch Multiplikation mit ¢d¢ ergibt sich die Energiegleichung

. . .di o edt

pzdt:@2rdt+de;dt+@d1ifz—C—, .. (28a)
die besagt, daf die an den Klemmen des Stromkreises zugefiithrte
Energie gleich der Summe der in den einzelnen Teilen verbrauchten
oder abgegebenen Energiemengen ist. Durch Differentiation der
Spannungsgleichung nach dt ergibt sich die Differentialgleichung

des St
es Stromes v di i 14y

dzi + 7
d¢ ' Ldt ' LC Lat’
die fiir jede beliebige Span-
nung gilt. -
Wir haben im vorigen Ab- I WA
schnitt gesehen, dag ein sinus- p

(281)

tormiger Strom bei konstan-
ten Werten von », L und C
eine sinusférmige Spannung  Fig. 51. Stromkreis mit Widerstand,
an den Klemmen des Strom- Selbstinduktion und Kapazitit in Reihe.
kreises bedingt. Hieraus folgt

umgekehrt, daB eine sinusférmige Klemmenspannung nur
einen sinusférmigen Strom erzeugen kann. Es soll daher
hier nicht auf die allgemeine Losung der Differentialgleichung ein-
gegangen werden, sondern nur die Losung fiir den stationéren
Zustand hingeschrieben werden, der sich in kurzer Zeit nach dem
Einschalten der Spannung einstellt. Fir eine sinusférmige Klemmen-

Spaniiung p==7V2 Psin ot
1dp _—-o

ird in Gl P =y t.

wird in Gl. 28b T dt Ve 7 Pcosw
Das besondere Integral dieser Gleichung lautet dann:
Prcs . L (a)L 1 )1
e e —_— e —— 29
: ,8in| ot are tg r " olr (29)

\/’; 1(“"-1’ — o)

Der Strom ist also von Sinusform, aber nicht in Phase mit der

Spannung. Man kann schreiben
4%
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i=J, . sin(ot— ),

max

worin J,,, .= — — e G die Amplitude des Stromes

L
@ = arc tg (7"—_5_07) der Phasenverschiebungswinkel ist.

Der Phasenverschiebungswinkel ¢ des Stromes ist positiv, null
oder negativ, je nachdem

>

1
ol = oder w

wC <VILC

Ist @ negativ, so eilt der Strom der Spannung voraus, man
hat Phasenvoreilung, ist dagegen ¢ positiv, so hat man Phasen-
verzdgerung.

1
Wenn w—=——— (30)
| VLC
ist, besteht Phasengleichheit, d. h. es ist
¢=0.
Der Strom erreicht in diesem Falle seinen groften Wert
P
J=—.
r

Diesen Zustand, in dem sich die Wirkungen der Selbstinduk-
tion und der Kapazitit gegenseitig aufheben, bezeichnet man. als
Resonanz, und zwar als Spannungsresonanz, wenn wie hier
die Selbstinduktion und Kapazitit in Serie geschaltet sind.?)

1) Die Periodenzahl fiir Resonanz stimmt nicht mit der fiir die Eigen-
schwingungszahl des Stromkreises iiberein, denn diese ist, wie spiter in
Kap. XX1IV gezeigt werden soll, gleich

*1‘/1 3
*=5:V Lo i

Bei dieser Periodenzahl ist fiir eine gegebene Stromstdrke die Konden-
satorspannung P, ein Maximum. Da

J P

.P c— CO‘C == _*4,__,_7_1_\,2,

ist, wird die Periodenzahl der Eigenschwingung erhalten, wenn

oV erleizf

ein Minimum ist.
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Fiihrt man die effektiven Werte fiir Spannung und Strom ein,
so bekommt man P

17. Graphische Darstellung der Vorginge in einem Wechsel-
stromkreise.

Wie in Abschn. 16 angegeben ist, kann die Loésung der Differen-
tialgleichung umgangen werden, wenn man vom Strom ausgeht. Wie
dieses Vorgehen zur graphischen Losung fiihrt, soll nun gezeigt
werden. Man betrachtet die Stromstirke als gegeben und berechnet
unter der Annahme, daB der Strom von Sinusform ist, die Klem-
menspannung P.

Nach Gl. (28) ist der Momentanwert p der Klemmenspannung

; id
p=ir+L3;+ -@j='ir+ps+pc-

i=0

Fig. 52. Zeitliche Anderung der EMKe eines Stromkreises.

Die Klemmenspannung p ldft sich somit stets in drei Teile
zerlegen, die zur Uberwindung des Ohmschen Widerstandes, der
GEMK der Selbstinduktion und der Kondensatorspannung dienen.
Wenn der Strom ¢ bekannt ist, konnen diese drei Groéfen je fiir
sich berechnet werden. In Fig. 52 ist die Stromkurve

i=JV2sin (wt— ¢)
aufgezeichnet. In Phase mit ihr erhilt man die Kurve ¢r, sie stellt
die zur Uberwindung des Ohmschen Widerstandes nétige Spannung
dar und sie ist auch von Sinusform, weil » eine Konstante ist.

Die Spannung, die zur Uberwindung der GEMK der Selbst-
induktion dient, ist

ps:—esng%‘:wLJV§sin(wt—tpﬁ—Z)-
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Sie ist der vom Strome selbstinduzierten EMK e, gleich, aber
entgegengesetzt gerichtet.

In Fig. 52 ist die Kurve fiir p, eingezeichnet und wie ersicht-
lich ist sie bei einem sinusférmigen Strom auch eine Sinuskurve,
die der Stromkurve um 90° voreilt.

Die zur Ladung des Kondensators nétige Spannung

i=1i
idt  JV2 n
=g =0 = (or—r=3)
i=0
verlduft auch nach einer Sinuslinie und eilt dem Strome um 90° nach.

Durch Summation der drei GréBen ir, p, und p,, die alle von
Sinusform sind, erhélt man die sinusférmige Klemmenspannung p,
die der Stromkurve um den Winkel ¢ voreilt (Fig. 52).

Da eine SinusgréBie durch einen Vektor dargestellt werden
kann, ist es nun moglich, die Vorgidnge im Stromkreise durch
Vektoren graphisch darzustellen, wie es auch in Fig. 53 geschehen
ist. In dieser Figur ist der Stromvektor J unter dem Winkel ¢

gegen die Ordinatenachse abzu-

5 tragen, und zwar entsprechend
N \ dem negativen Vorzeichen nach
AN links.

\ Die zur Uberwindung des
dr N Ohmschen Widerstandes nitige
Spannung Jr ist in Phase mit J,
und ihr Vektor wird auf OJ
Jr . Ty abgetragen.
Der Vektor, der die Span-
nung zur Uberwindung der
(] Selbstinduktion darstellen soll,
e, ist durch wLJ gegeben und
eilt dem Strome um 90° vor.

Fig. 53. Geometrische Addition der
Spannungen eines Stromkreises. wL= QHCL:xS

nennt man induktive Reak-

tanz, sie hat dieselbe Dimension wie der Ohmsche Widerstand

und wird deswegen in praktischen Einheiten in Ohm gemessen.

Wenn L in Henry und ¢ in Perioden pro Sekunde angegeben sind,

erhilt man x, direkt in Ohm, es ist somit

2ac of wr?
(e g
X =108 % Ohm (31)

x
Jx, trigt man normal zu J, und zwar gegen J voreilend ab.
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Der Vektor, der die Spannung zur Ladung des Kondensators
J
darstellen soll, ist durch e} gegeben und eilt dem Strome wum

90° nach.
Die Kapazititsreaktanz (oder Kapazitanz), die gleich ist

i1
wC 2meC e
wird auch in Ohm gemessen.

Jx, trigt man ebenfalls normal zu J ab, aber im entgegen-
gesetzten Sinne von Jx,. Deswegen bildet man J(x, —z,)=Jx.

1
wsz—R e e e e e (32)

heift man die resultierende Reaktanz.

Resonanz der Spannung tritt somit ein, wenn xz=0 oder
x,=zx, ist.

Man setzt jetzt die beiden Vektoren Jr und Jx zusammen, so
daf deren Resultante der Vektor P ist, der in der Fig. 53 mit der
Ordinatenachse zusammenfillt. Aus der Fig. 53 folgt:

(Jr) 4 (J2)* = P*,

P P
alSO Jzi _— . . . . . (2934)
Vo2 Loa?  #
z heifit man die Impedanz oder den scheinbaren Widerstand
des Stromkreises. Aus der Fig. 53 ergibt sich ferner:

X
tgtpzy. co .o .. (29Y)
wie frither gefunden.

Sind P, » und x=x,— x, gegeben, so findet man J, indem
man einen Halbkreis iiber P beschreibt, den Winkel ¢ abtrigt
und das vom Halbkreise abgeschnittene Stick des Vektors OJ
durch r dividiert.

Im allgemeinen zerlegt man die Spannung in die beiden Kom-
ponenten Jr und Jx, die aufeinander senkrecht stehen. Jr heifit
man oft die Widerstands-Spannung und Jx die Reaktanz-
Spannung.

Der Etfektivwert von e, ist —Jux,, diese Grofie wird allgemein
die GEMK der Selbstinduktion genannt und analog

— Jr=GEMK des Widerstandes
Jx,= GEMK des Kondensators
und — Jz=GEMK der Impedanz oder des Stromkreises.
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Zeichnet man nach Bedell und Crehore die Fig. 54, so kann
man in sehr ibersichtlicher Weise den Einfluf der Verdnderung
der Konstanten r und x=x,—x, auf die Stromstéirke J bei kon-
stanter Spannung P studieren. Aus dem Spannungsdreieck der
Fig. 53 lassen sich die beiden #hnlichen Dreiecke OBC und 04 B
dadurch ableiten, daB man einmal alle Seiten des Spannungsdreiecks
durch r dividiert und ein anderes Mal durch x. Hieraus folgt, da}
P — P

_f 05—y 0= iB=7" wa Bo—="% i
X r X r

N

Der Vektor OB stellt somit die Stromstirke J dar. Ist 2 kon-
stant und » ver#énderlich, so bewegt sich der Punkt B auf dem
Halbkreise tiber 04 von O bis A, wenn ~ von 00 bis 0 abnimmt.
Es bleibt ndmlich fir konstantes x der Punkt 4 fest, wihrend fiir
verdnderliches r der Punkt C sich auf der Ordinatenachse bewegt.

Wattstrom

A Wattloser Strom 7;

Fig. 54. Stromdiagramm eines Stromkreises bei Veréinderung einer der Kon-
stanten r oder .

Die Phasenverschiebung ¢ #ndert sich dabei von 0° bis 90°. Fiir
ein positives x fillt 04 nach links, fiir ein negatives x dagegen
nach rechts von OC. L#Bt man nun 7 konstant, wihrend x sich
von Null bis co nach Null zuriick #ndert, indem es im Unend-
lichen von -4 0o zu — oo tibergeht, so bewegt sich B aut dem Kreise
iiber OC von C durch O und zurtick nach C. Fiir den Fall x==0
und konstantes 7 erreicht J sein Maximum in 56; wir haben dann
Resonanz, und die beiden Spannungskurven p, und p, in Fig. 52
haben dieselbe Amplitude.

Eine Kurve, die die Verinderung einer Gréfie als Funktion
von einer zweiten darstellt, heit man gewéhnlich in der Technik
ein Diagramm der ersten Grofie; also ist Fig. 54 ein Stromdia-
gramm.
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18. Beispiele.

1. Gegeben ist die Klemmenspannung P eines Stromkreises,
der sowohl Selbstinduktion als auch Kapazitit und Widerstand
enthalt.

P=100Volt, r=20 £,
L=0,159 Henry und C= 50 Mikrofarad.

Es sind die Stromstérke J, der Phasenverschiebungswinkel ¢

und die Spannungen P, und P, am Kondensator resp. an der Im-

pedanz z,=Vr* -} x? als Funktion der Periodenzahl ¢ zu bestim-
men und graphisch aufzutragen.
Fir die Periodenzahl ¢=50 wird
x,=2ncL=2n50-0,159 =50 Q2
und
v 1 1-108
°" 2m¢C 2m50-0,159
also
=g, —x,=—13,8 Q
und die gesamte Impedanz wird in diesem Falle
2=Vr? Fx?=1V20% + 13,82 = 24,15 Q,
die Impedanz z, wird

2, =Vr?+a2=V20% - 50° = 53,8 Q,

somit der Strom J
P 100

:Z:§Z§=4’15 Ampere
— 13,8
tg(p:%:__%_:—o,m und @ =—32°40'

P —=Jx,—4,15-63,8 =264 Volt
P =Jz,—4,15-53,8 ==223,5 Volt.
In dieser Weise sind J, ¢, P, und P, fiir verschiedene Peri-
odenzahlen berechnet und in der Fig. 55 aufgetragen worden.
Resonanz tritt ein bei

1 1
c— = T e 56,5
2aVLC 2aV0,159-50-10—°
Bei dieser Periodenzahl wird ¢ =0 und J ein Maximum. Mit
zunehmender Periodenzahl nehmen die Spannungen P, und P, bis

c
in die Nihe des Resonanzpunktes zu und dann ab. Das Maximum
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von P, tritt bei etwas kleinerer, das von P, (und P_) bei etwas
groferer Periodenzahl auf als die Resonanz.

300)olt

5 i\

LN
160,60 / / \E\><\
10 4/{4””]/ / /\jx D —
sol20 2 // /[\ \\g
v W/ 7 A
-0
-u
/
-0
-5 /
@
Fig. 55.

2. Klemmenspannung, Widerstand und Kapazitit seien die-
selben wie unter 1., die Periodenzahl ¢ == 50 sei konstant, die

ﬁ0ﬂl¢

r A

200

AN |
A/

200150 ‘

150(60 /
100) 40 / /\

/

R
)

0l 2 —
] / ~—~1 |
T —
v oo 7 / 172 7 7 e
-2
-id! /
-ﬁﬂj //
-0

Fig. 56.
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Reaktanz x, veranderlich. In Fig. 56 sind der Strom J, der Phasen-
verschiebungswinkel ¢ sowie die Spannungen P, und P, als Funk-
tionen von x, aufgetragen.

Fir @, =—x,— 63,8 {2 ist wieder Resonanz vorhanden, der Strom
erreicht denselben Maximalwert wie unter 1., ¢ wird 0. Hier tritt
P in dem Resonanzpunkt auf.

cmax
Ane
~ !

6

¢ , |

2} =

w‘/

80

Fig. 7.

3. Es seir veranderlich, P, Lund C habe die unter 1. angegebenen
Werte, ¢ sei konstant 50. Mit Hilfe der Fig. 54 sind fiir ver-
schiedene Werte von r, die Stromstirke J und der Phasenver-
schiebungswinkel ¢ zu bestimmen und graphisch aufzutragen, was
in Fig. 57 geschehen ist.

19. Zerlegung des Stromes in die Wattkomponente und in
die wattlose Komponente.

Statt die Spannung P in zwei Komponenten zu zerlegen, kann
man auch den Strom J in zwei zueinander senkrechte Kompo-
nenten zerlegen, von denen die eine mit der Spannung P in Phase
ist. Es ist namlich:

. Vaep x
== sin [wt—arctg<~>]
z r)
V2P

x x
_— {cos <arc tg —) sin wf — sin (arc tg »-») cos w t‘|
z r r i

— VEP(;’; sinwt— —; cos wt).
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Der Einfachheit halber setzt man

r_r
zE_m
X X
’ziz,ra_l_wz

P

J ty

N ()

Pb 0|

Fig. 58. Dreieck
der Strome.

=g =Konduktanz des Stromkreises (33)

=b=~Suszeptanz des Stromkreises (34)

Die Konduktanz und Suszeptanz haben die
reziproke Dimension eines Widerstandes und wer-
den in Mho (U) gemessen. Also wird der Strom

i=V2 P(gsin wt — b cos wt),
d. h. der Stromvektor OB in den Fig. 53 und 54
wird durch zwei Komponenten

Pg und Pb
dargestellt.

Aus der Fig. 58 folgt:
tg @ = b
g P g )

ferner J=PVg® + bt = Py,

1
worin y:; die Admittanz des Stromkreises ist. . (35)

Drehen wir die Fig. 58 um den Winkel @ im Sinne des Uhr-

0
Fig. 59. Dreieck
der Strome.

zeigers, so bekommen wir eine zu Fig. 53 ana-
loge Darstellung (Fig. 59).

Verlangt man, daf die Stromstirke bei ver-
schiedenen Konstanten g und b eines Stromkreises
konstant sein soll, so muf man die Spannung
nach Grséfe und Phase entsprechend #ndern.

Aus der Fig. 60 (analog zu Fig. 54) kann
man sofort die Spannung P=— 0B entnehmen.
Ist b konstant und g verdnderlich, so bewegt sich

der- Punkt B auf dem Halbkreise iiber 04 und
— J
es ist OA:z. Ist b positiv, so fillt A nach rechts,

und ist b negativ, nach links von O. L&8t man g
konstant, wihrend b sich dndert, so ist der Kreis
mit dem Durchmesser OC der geometrische Ort
fir den Punkt B.

Von den beiden Komponenten Pg und Pb

leistet nur die Komponente Pg des Stromes, die in Phase mit der
Spannung ist, Arbeit. Sie wird deswegen die Wattkomponente
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des Stromes oder kiirzer der Wattstrom genannt; die Leistung

des Stromes ist somit
W=PPg=P?g. . . . . . (36)

Die zweite Komponente Pb des Stromes, die der Spannung um
90° nacheilt und somit die Leistung Null ergibt, heit man die
wattlose Komponente des Stromes oder kiirzer den watt-

losen Strom.
;§
g

N

0 Wattlose Spannung A

Fig. 60. Spannungsdiagramm eines Stromkreises bei Anderung einer der
Konstanten g oder b.

Wir haben auf Seite 59 gesehen, daf der Momentanwert des
Stromes gleich der algebraischen Summe der Momentanwerte der
beiden Stromkomponenten ist. Hier sehen wir nun, daf der
Effektivwert des Stromes gleich der geometrischen Summe der
Effektivwerte der Wattkomponente und der wattlosen Komponente
des Stromes ist.

Ganz allgemein kann man bei Stromkreisen, die beliebige kon-
stante Reaktanzen und Energie verbrauchende Apparate enthalten,
die zugefiihrte sinusformige Spannung in zwei Komponenten zer-
legen, ndamlich in Jr, die in Phase mit dem Strome ist und des-
wegen die Wattkomponente genannt wird, und in Jx, die dem
Strome um 90° voreilt und die wattlose Komponente der
Spannung genannt wird. Analog kann der Strom immer in eine
Wattkomponente Pg in Phase mit der Spannung und in eine watt-
lose Komponente Pb, 90° nacheilend, zerlegt werden.

Die Konstanten eines solchen Stromkreises sind dann die
folgenden:
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Wattkomponente der Spannung ,— 9
Strom I R
stand in Ohm (£2) (387)

=-effektiver Wider-

Wattlose Komponente der Spannung b
Strom 24
aktanz in Ohm () (38)

—effektive Re-

I
8

ttk te d St
:Wfa'? Omponen e ©s ronles:g:zfzf,'j——i:effektive KOIldllk'
Spannung r2-4-x
tanz in Mho (U).

Wattlose Komponente des Stromes x
— - P — =b= 5+ =—elfektive Sus-
Spannung rP4a

zeptanz in Mho (U).

1
§P§%§:}§ =z=Vr*+ w2=?7= effektiveImpedanz in Ohm (£).
und

1
,,‘EEOIE{_:?/:_:::l =effektive Admittanz in Mho (U).
Spannung Vi2fa? 2

Die Konstanten r, x und 2 sind am einfachsten dort anzu-
wenden, wo mehrere Widerstinde und Reaktanzen in Reihe ge-
schaltet sind, weil dort die entsprechenden Komponenten der
Spannung sich direkt addieren.

Dagegen sind die Konstanten g, b und y bequem anzuwenden,
wenn man einen Stromkreis mit mehreren parallel geschalteten
Stromzweigen hat, weil dort die Stromkomponenten sich nach dem
ersten Kirchhoffschen Gesetz addieren.
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Analytische und graphische Methoden.

20. Die symbolische Methode. — 21. Transformation der Koordinaten. —
22. Die Inversion. — 23. Graphische Darstellung des Verlustes in einer vor-
geschalteten Impedanz. — 24. Graphische Darstellung der Nutzleistung bei
vorgeschalteter Impedanz. — 25. Graphische Darstellung von Wirkungsgraden.

20. Die symbolische Methode.

Wihlt man den Zeitmoment t=0 so, daB der Vektor des
Stromes J mit der positiven Richtung der Ordinatenachse zusammen-
fallt, so bekommt man das in Fig. 61 dargestellte Bild der Vek-
toren. Tragt man alle reellen Werte in Richtung der Ordinaten-
achse und alle imaginiren Werte in der
negativen Richtung der Abszissenachse auf,
so erhilt man, wie frither gezeigt, ein Koordi-
natensystem, das aus dem in der Mathematik

fleelle Werte
<

gebrauchlichen durch eine Drehung um 90° o
entsteht. '
Der Vektor der Spannung P ist gegeben B

durch die Koordinaten decs Punktes 4 (Jr und
Jx), also in symbolischer Schreibweise
Jmag. Werte
P=Rr—iJz=J(r—ja) g
Um die Bedeutung dieses Ausdruckes Fig. 61.
fiir den allgemeinen Fall zu erkennen, bei dem
& selbst eine komplexe Grofie ist, betrachten wir das Produkt der
komplexen Grifen

J=Jcos ¢, — jJ sin ¢, = J(cos @, — j sin ,) = Je I %2
und Z=r—jr=2z(cos p—jsin g)=ze 7,
Das Produkt dieser beiden Grofien ist

38 = Jz[cos(p, + @)—jsin(p, 4 ¢)] = Jze—I @+

und stellt einen Vektor dar, der dem Stromvektor um den Winkel ¢
voreilt und dessen absoluter Betrag gleich dem Produkt der abso-
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luten Betrige der beiden komplexen Gréfen ist. Dieser Vektor
fallt mit dem Spannungsvektor zusammen, so da man symbolisch
schreiben kann ®—33 (39)

wenn der symbolische Ausdruck der Impedanz gleich
J=r—jgx . . . . . . . (40)
gesetzt wird. Umgekehrt ist Sz%

Man kann nun alle Rechnungsoperationen mit diesen symbo-
lischen Ausdriicken ganz wie mit reellen Gréfien durchfithren, und
wenn die Rechnung zu Ende ist, fiihrt man die komplexen Gréfien
statt der symbolischen ein.

Die komplexen Ausdriicke lassen sich wieder gleich durch
die reellen Ausdriicke der Momentanwerte ersetzen. Ist wie oben

S:J’e—jw
B=ze—l?
5'3:SB:Jze—j(?’2+(P):Pe—f(q’z‘l"P),
so sind die entsprechenden Momentanwerte
(=4, 8in (0t -+ @,) = V2 Tsin (0t p,)
und 9 ="P,pq, 5i0 (0t -+ @, ) = V2 Psin (0t + g, -+ ¢)-

Wahrend die Momentanwerte direkt Aufschluff tiber die Ampli-
tude, Periodenzahl und Phase eines Stromes geben, geben die kom-
plexen Ausdriicke nur Aufschluf8 iber die Amplitude und die Phase
dagegen ebenso wenig wie die graphische Darstellung Aufschluf tiber
die Periodenzahl. Es ist deswegen selbstverstindlich, dafl keine
direkte mathematische Beziehung zwischen den Momentan-
werten und den komplexen Ausdriicken bestehen kann.

In der symbolischen Schreibweise gibt der Ausdruck

$=38=3(r—j=)
an, daB die Spannung in zwei Komponenten zerlegt werden kann,
Sr in Phase mit dem Strom und Jz mit 90° Voreilung dagegen.

Das negative Vorzeichen in 3=r—jx rithrt daher, daB die
Drehrichtung der Figur mit der des Uhrzeigers iibereinstimmt,
andert man die Drehrichtung, so #ndert sich auch das negative
Vorzeichen in » —jx zu plus.

Statt algebraisch symbolisch zu reehnen, kann auch graphisch
verfahren werden.

Die graphische Darstellung ist wie die durch komplexe GriSen
eine rein symbolische, in der die Vektoren sich auch addieren,
multiplizieren und dividieren lassen. Die Vektoren wurden bis
jetzt nur als Symbole der Stréme und Spannungen benutzt. Um
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aber fernerhin alle Operationen graphisch ausfiithren und erkliren
zu konnen, ist es zweckmifig, die Impedanzen und Admittanzen
auch durch Vektoren darzustellen. In Fig. 62 stellt der Vektor 0C
mit der Ordinate r und der Abszisse x die Impedanz 3=r—jx
dar. Ist ferner der Strom durch den Vektor OB gegeben, so er-
halt man den Spannungsvektor O4 dadurch, daf man den Strom-
vektor OB um den Winkel @ dreht und gleichzeitig im Verhaltnis
z wachsen liafit. Trégt man die Einheit gleich 0D ab, so werden
die beiden Dreiecke OCD und OAB #hnlich, und man kann sich
den Spannungsvektor in derselben Weise aus dem Stromvektor
entstanden denken wie den Impedanzvektor aus der Einheit.
Kann der Strom J sich nur nach einem bestimmten Gesetz
#ndern, so heiBt das graphisch: Der Endpunkt B des Stromvektors
ist an einen geometrischen Ort gebunden. Dieser Ort kann z. B.
durch die Kurve K (Fig. 62) gegeben sein. Dann muB der Span-
nungsvektor P=3 8 auch ein gewisses Gesetz befolgen, und man
findet die Kurve K, welche der

Endpunkt 4 dieses Vektors be- K
schreiben muB, durch Multiplika- R I
tion aller Vektoren der Kurve K {4
mit der konstanten Impedanz Y gy

1

B==2ze—Jv. Die Kurve K, muBl
der Kurve K dhnlich sein. Denn
man kann sich diese graphische
Multiplikation in der Weise Fig. 62.

durchgefiihrt denken, daf man

zuerst die Kurve K um den Winkel ¢ in bezug auf den Ursprung O
dreht, wodurch die Kurve K’ entsteht, und nachher alle Vektoren
der Kurve K’ im Verhiltnis z vergrofert. Ein Punkt B der Kurve K
geht durch die Multiplikation in einen Punkt A der Kurve K, iiber.
Fir zwei beliebig entsprechende Punkte B und 4 mufi das Drei-
eck OAB dieselbe Form haben, da der Winkel BO4=¢ und

O—ézz konstant sind. Man kann deshalb auch sagen, dafi die

0B
Kurve K, von dem einen Eckpunkt 4 eines Dreieckes 40B be-
schrieben wird, das sich unter Beibehaltung seiner Form um
seinen anderen Eckpunkt O dreht, wihrend der dritte Eckpunkt B
die gegebene Kurve K durchlauft. Besteht die Kurve K aus einem
System von geraden Linien und Kreisbdgen, so 1aft sich mit Zirkel
und Lineal das entsprechende Kurvensystem K, konstruieren.
Eine gerade Linie wird multipliziert, indem man einen ihrer
Punkte multipliziert und den Winkel, den sie mit dem Vektor von
Arnold, Wechselstromtechnik, I. 2. Aufl. 5
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diesem Punkte bis zum Ursprunge bildet, unverindert 148t, wie
vor der Multiplikation. Ein Kreis wird multipliziert, indem man
seinen Mittelpunkt und den Radius oder den Mittelpunkt und einen
beliebigen Punkt des Kreisumfanges multipliziert.

Wiahlt man den Zeitmoment {==o0 so, daB der Vektor der
Spannung P = 04 mit der positiven Richtung der Ordinatenachse
(Fig. 63) zusammenfillt, so kann man symbolisch schreiben

I=PY=Pg+JBe . . . . (392

Also gibt ‘ P=g+4b . . . . . . (41
an, daf der Strom in zwei zueinander senkrechte Komponenten
zerlegt werden kann, von denen die eine in Phase mit der Span-
nung ist. In Fig. 64 ist gezeigt, daB der Stromvektor in derselben
Weise aus dem Span-
nungsvektor entsteht
wie die Admittanz y aus
der Einheit. Wihrend
der Endpunkt desSpan-
nungsvektors den Kreis
Kdurchliuft, beschreibt
der Endpunkt B des
Stromvektors den Kreis
K,. Es ist in den Fi-
guren 62 und 64 vor-

Tig. 63. Fig. 64. ausgesetzt, dal P, J, 2

und y alle in demselben

MaBstabe aufgetragen sind, d. h., daB 1 Volt, 1 Ampere, 1 Ohm

und 1 Mho alle von derselben Lénge, z. B. 1 mm, sind. Denn
nur in dem Falle sind die Dreiecke OCD und OBA #hnlich.

Es ist bei der graphischen Multiplikation darauf zu achten,
daf die Drehung der multiplizierten Vektoren in der Dreh-
richtung oder entgegengesetzt der Drehrichtung des Uhr-
zeigers auszuftihren ist, je nachdem das Argument des
zweiten Faktors negativ oder positiv ist.

21. Transformation der Koordinaten.

Aus Fig. 62 folgt direkt, wie man aus der Kurve K des Strom-
vektors J durch graphische Multiplikation eine der Kurve K dhn-
liche Kurve K, erhalten kann, welche den Vektor der Spannung P,
an den Enden einer konstanten Impedanz 3, =, —jx, darstellt.
Die Zeitpunkte =0 tiir die Stromvektoren und die Spannungs-
vektoren fallen hier zusammen, sind aber sonst beliebig gewéhlt.
Der Mafistab, in dem die Spannungskurve erscheint, hingt erstens
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von dem MaBstabe der Stromkurve K und zweitens von dem der
Impedanz 3, ab. Wéhit man den MaBstab der Impedanz so, dafB
1 cm 2z, Ohm entspricht, so haben in der Zeichnung die Vektoren,
welche die Spannung P, darstellen, die gleiche Linge wie die des
Stromes. Die Spannungskurve K, wird dann erhalten durch eine
Drehung der Stromkurve K um den Winkel ¢, =arc tg% in der
Drehrichtung des Uhrzeigers. An Stelle dieser Drehung (lier Vek-
toren kann man auch die Koordinatenachsen um den Winkel ¢,
gegen die Drehrichtung des Uhrzeigers drehen. Ist die Kurve des
Stromes so gezeichnet, daf 1 cm m Ampere entspricht, so erscheint
dieselbe Kurve als Spannungskurve in bezug auf das transformierte
Koordinatensystem in einem MafBstabe, in dem 1 em 2z, m Volt ent-
spricht. Diese Koordinatentransformation bedeutet, da man den Null-

punkt der Zeit fiir die Spannungen um %T frither legt als den fiir
die Strome. Das Verfahren ist
in Fig. 65 gezeigt.

Nehmen wir den speziellen
Fall, daf auf den betrachteten
Teil eines Stromkreises, der den
durch Kurve K gegebenen Strom
J ftiihrt, eine konstante Klem-
menspannung P wirkt, und daB
sie in der Richtung der reellen
Stromachse aufgetragen wurde. .., yov
Wenn der betrachtete Teil des @ Szomes
Stromkreises unter anderem die
konstante Impedanz z, enthilt,
ist die Spannung an ihren En-
den B, = J 3, dargestellt durch
die Stromkurve K in dem transformierten Koordinatensystem. Die
Richtung und den MaBstab der transformierten reellen Achse (Span-
nungsachse) erhilt man durch Auftragen des Stromvektors fiir den
Fall, daB zwischen den Klemmen nur die Impedanz z, vorhanden
ist. Dieser Strom (KurzschluBstrom) ist

Skz SBV__.'_PieJ'(h
P
und hat somit die Richtung der transformierten reellen Achse
(Spannungsachse). Nun stellt, wie gezeigt, 1 cm in dem trans-
formierten System 2z, mal so viele Volt wie in dem alten System
Ampere dar. Tragt man also J;, in dem urspriinglichen System
auf, so stellt dieser Vektor die Klemmenspannung P in dem trans-
5*
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formierten System nach Griofe und Richtung dar, und diese Richtung
ist, sofern die Klemmenspannung als reell angenommen wurde, die
der reellen Achse des transformierten Systems.

Die Spannung $,, die von der zugefiihrten Klemmenspannung P
iibrig bleibt, nachdem P, fiir die Impedanz 3, abgezogen wurde, ist
s’BZ == S’E - S'Bl:
also in dem transformierten System gegeben durch den Abstand
eines Punktes 4 auf der Kurve K vom Punkte P, (Kurzschlufpunkt,

siehe Fig. 65).

Mit anderen Worten: die Punkte der Stromkurve K stellen in
dem -transformierten System die dritte Ecke des Spannungsdreieckes
dar, dessen zwei erste Ecken durch Anfangs- und KurzschluBpunkt
gegeben sind.

In vielen Fillen ist es vorteilhaft, im transformierten System
die entgegengesetzte Richtung der Vektoren als positiv zu zihlen.

Das wird erreicht dureh
\gc) (‘“& Drehung des Koordinaten-
systems um den Winkel
@, + 180° gegen die Dreh-
> ‘§ richtung des Uhrzeigers und
Verlegung des Anfangspunk-
‘ N\ tes nach dem K)urzschluﬁ-
(B J punkte P, (Fig. 66). Ein sol-
/?\_L/ ; i ches Diakgrganfm nennt man
JZ";{MII’;‘;‘@ /1})“*\\0 ein bipolares. O ist der
Pol fir die Stréome und P,

%

M

a. S lrame.r

|
}

der Pol fiir die Spannungen.

In Fig. 64 ist ferner ge-
zeigt, wie aus einer gegebe-
nen  Spannungskurve K
durch Multiplikation mit einer konstanten Admittanz ¥), =g, +jb,
eine der Spannungskurve #hnliche Stromkurve K, entsteht.
Auch hier kann man sich die Zeichnung einer neuen Kurve
ersparen, wenn man wie in Fig. 65 die Kurve K auf ein
neues transformiertes Koordinatensystem bezieht. Die Achsen des

@N\

(0\)

Fig. 66.

b
neuen Systems sind um den Winkel ¢, = arc tg;}i in der Richtung

1
der Drehung der Vektoren, d. h. in der Drehrichtung des Uhrzeigers

gegen die urspriinglichen Achsen gedreht, und der Strommafstab
in dem transformierten System ist 1 em ==y, m Amp., wenn in dem
urspriinglichen System 1 cm =m Volt war.

Ein wichtiger Fall ist der, daf die Spannungskurve K fir eine
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konstante Stromstirke J zwischen den Klemmen, denen die Span-
nung P zugefiihrt wird, bestimmt wurde. Eine solche Kurve sei K
in Fig. 67. Zwischen den betrachteten Klemmen befindet sich
aufler anderen Leitern auch eine konstante Admittanz y,. Denken
wir uns die ibrigen Verbindungen fiir einen Moment unterbrochen.
Die notwendige Spannung zur Erzeugung des konstanten Stromes J
wére dann
-S~=—;e_j’l?1.
D

¥, kann als Leerlaufspannung des Systems bezeichnet werden
und fallt mit der Achse der reellen Werte in dem transformierten
System zusammen. Weil auferdem eine Strecke in dem trans-
formijerten System y, mal so viele Ampere wie in -dem urspriing-
lichen System Volt darstellt, so gibt der Vektor der Leerlauf-
spannung B,, im urspriinglichen System aufgetragen, die Grofe und
Richtung des konstanten Stromes J im transformierten System an.

SB():

S \@ 3
N N
N @M
N § ) P
Q§ ~N 1 N &
~ Y ) L
< Y ) e “ > %%
Q"*%:/’é% 2 = “ e
e » yo\u A
Jmag. Werte /) Jmag. Werte L)
d. Spannung [/ d. Spannung N 0
A
Y&
¥y
Fig. 67. Fig. 68.

Der Strom J, =J—3,;, der von dem konstanten zugefiihrten
Strome J iibrig bleibt nach Abzug des Stromes G, fiir die Admittanz 9),,
ist nun in dem transformierten System gegeben durch den Abstand
eines Punktes 4 der Kurve K vom Leerlaufpunkte P, in Fig. 67.
Die Punkte der Spannungskurve stellen somit in dem transformierten
System die dritte Ecke des Stromdreieckes dar, dessen zwei erste
Ecken dureh Anfangs- und Leerlaufpunkt gegeben sind.

Durch Verschiebung des Anfangspunktes des transformierten
Systems nach dem Punkte Py und Drehung um 180° erhilt man
das in Fig. 68 dargestellte bipolare Diagramm, in dem O der Pol fiir
die Spannungsvektoren und P, der Pol fiir die Stromvektoren ist.



70 Drittes Kapitel.

22, Inversion.

In Fig. 69 stellt der Vektor OC eine Impedanz z und OE die

entsprechende Admittanz y =1/z dar. Sie bilden beide denselben

Winkel ¢ mit der Ordinaten-

“'I ’r achse. In dieser Darstellung

werden Widerstand und Kon-

duktanz in Richtung der Or-

p 4 dinatenachse aufgetragen,

[ Qua. , WVQua. Reaktanz und Suszeptanz in

) G 7 Richtung der Abszissen-
achse.

‘Die heiden Dreiecke ODC
und OED sind #hnlich, wenn z
und y in demselben MabBstabe
aufgetragen werden. Trigt man

1 Qua i ra. OE’:O__E_ auf dem Impedanz-

vektor OC ab, so besteht zwi-

Fig. 69. schen den beiden Punkten C und

E', der das Spiegelbild von E in

bezug auf die Ordinatenachse ist, eine einfache Beziehung. Es ist
0C-OE = z- y=1.

Zwei derartige Punkte heit man invers und zwar in bezug auf
den Ursprung O als Inversionszentrum.

Sind allgemein zwei Kurven K und K, gegeben, die auf Ge-
raden durch einen festen Punkt O (das Inversionszentrum) der-
artige Stiicke 04 und (ﬁl abschneiden, daf$

04- (TEI =171 ist,

worin I, die Inversionspotenz,
konstant ist, so heiBt man
die eine die inverse Kurve
der anderen oder die durch
reziproke Radien transfor-
B, B mierte Kurve. 4 und 4,
/ heilen korrespondierende
/ Punkte.

Die inverse Kurve einer
A Geraden ist ein Kreis durch
das Inversionszentrum. Denn
die beiden Dreiecke 04, B,
Fig. 70. Inversion einer Geraden. und OB A (Fig. 70) sind #hn-

K
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lich, also ist 04,:0B,—0B:04
oder tiir einen beliebigen Strahl 04
04-04,=0B-0B,=1.

Umgekehrt ist die inverse Kurve eines Kreises, der durch das
Inversionszentrum geht, eine gerade Linie.

Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das Inversions-
zentrum geht, ist ein Kreis (Fig. 71), und das Inversionszentrum ist
ein Ahnlichkeitspunkt fiir diesen und den gegebenen Kreis.

Beweis: @1 :0B == JEI :0D
oder 0D-0D,— 0B OB, — 0404, — 1.

Fallen beide Kreise zusammen, so daB der Kreis seine eigene
inverse Kurve ist, so wird die Inversionspotenz

I=042.

Der Satz bleibt un-
verandert, selbst wenn
der Punkt O innerhalb
cines Kreises liegt, denn
der Beweis ist ganz un-
abhingig von der Lage
des Punktes O. Der
Punkt O liegt dann
auch innerhalb des in- Fig. 71. Inverse Kurve eines Kreises.
versen Kreises.

Es ist zu bemerken, daB, wenn 4 die Kurve K in einem Sinne
durchlduft, der zu 4 korrespondierende Punkt 4, auf der Kurve K,
sich im entgegengesetzten Sinne bewegt.

Falls zwei Kurven sich in 4 schneiden oder beriithren, werden
die inversen Kurven sich in dem mit 4 korrespondierenden Punkte 4,
schneiden oder beriihren.

Schneiden die zwei Kurven sich in 4 unter einem gewissen
Winkel, so werden die inversen Kurven sich in 4; unter demselben
Winkel schneiden.

Um die Anwendung der Inversion zur Losung von Wechsel-
stromproblemen zu zeigen, betrachten wir einen Stromkreis, der von
einem konstanten Wechselstrom J durchflossen ist. Die Klemmen-
spannung P wird sich dann bei Verinderung der Konstanten des
Stromkreises dndern, und der Endpunkt 4 des Spannungsvektors 04
irgend eine Kurve K (Fig. 72) beschreiben. Die Abszisse eines
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Punktes der Kurve stellt die wattlose Komponente und die Ordi-
nate die Wattkomponente der entsprechenden Spannung dar.

Weil die Form der Kurve von der Gréfe der Stromstirke un-
abhéingig ist und auch fir J==1 gilt, stellt der Vektor OA4 in
einem anderen MaBstabe die Impedanz z des Stromkreises dar. In
der Koordinatenebene wird die Impedanz

J=r—jrx=z(cosp—jsinp)=ze—ie
durch einen Radius-Vektor von der Linge z dargestellt, der mit
der Achse der reellen Werte den Winkel — ¢ bildet.

PN
A
g\r K z/p
)
Strombkurve S (3 Suarvungsiourve
P lonstant § J konstarnt
K a /
A,
l/ q]-)m-y
b xr
Waltloser Strom 0 Hattlose Spannung
Fig. 72.

Da yz=1 ist, findet man durch Inversion die Kurve K,
die der Endpunkt 4, des Admittanzvektors y beschreibt, wenn
der Endpunkt 4 des Impedanzvektors z die Kurve K durchliuft.

b
Aus der Beziehung ;:? folgt ferner, daB die zwei Radiivektoren

y und z dieselbe Richtung haben, wenn man als Ordinate die Kon-
duktanz und als Abszisse die Suszeptanz abtriigt (siehe Fig. 72).
Multipliziert man die Radiivektoren der Admittanzkurve mit einer
konstanten Spannung P, so geben in einem bestimmten MaBstabe
die Vektoren (ﬁl die Stromstirken des Stromkreises an. Die Ordi-
naten sind dann Wattstréme und die Abszissen wattlose Stréme.
Dem Impedanzvektor 8 =ze—/¢ entspricht die Admittanz

1 1 .
_ = -_— J¢ — ]
Vy=3=eip—ve"=y+ib,
es liegt also der Admittanzvektor §) im I. Quadranten, wenn 3 im
IV. Quadranten liegt, und umgekehrt. Liegt 3 im III. Quadranten,
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so fallt 9 in den II. Quadranten, und umgekehrt. Wir sehen somit,
da der Vektor 9 nicht mit dem Vektor 3 zusammenfallen kann,
wenn wir fiir Admittanz- und Stromvektoren dasselbe Koordinaten-
system benutzen, das fiir die Impedanz- und Spannungsvektoren zur
Anwendung kommt.

Die Richtung des )-Vektors ist das Spiegelbild des 3-Vektors
in der Ordinatenachse. Wollen wir nun die graphische Inversion
in der Wechselstromtheorie verwerten, so miissen wir jedesmal
nach einer Inversion die erhaltene inverse Kurve K, durch
ihr Spiegelbild K,' in der Ordinatenachse ersetzen.

Bei der praktischen Ausfithrung der Inversion ist es jedoch
ginstig, die folgenden Vereinfachungen vorzunehmen.

Ist die Admittanzkurve oder
das Stromdiagramm eines Strom-
kreises gesucht und wiinscht man
sie nur durch eine Inversion zu
erhalten, indem man von der Impe-
danzkurve ausgeht, so zeichnet
man nicht die Impedanzkurve s
selbst, sonde:rn 1hr' Spiegelbild In Wm‘; o
bezug auf die Ordinatenachse auf
und erhdlt dann direkt durch In-
version die gewiinschte Admittanz-
kurve oder das Stromdiagramm. l
Das Verfahren werden wir gleich Fig. 73.
an einem Beispiel erliutern.

Es ist ein einfacher Stromkreis gegeben, der eine konstante
Reaktanz = in Serie mit einem veridnderlichen Widerstand » ent-
hilt. Die Impedanzkurve ist also eine gerade Linie K parallel zur
Ordinatenachse im Abstande x (Fig. 78). Das Spiegelbild dieser
Geraden in bezug auf die Ordinatenachse ist die Linie K, und die
inverse Kurve dieser Geraden ist der Kreis K, mit dem Durch-

(15
i \;'L / Wattstrom -
s

1 . . . . .
messer —. Dieser Kreis, dessen Mittelpunkt in der Abszissenachse
x

liegt, ist somit die Admittanzkurve, und wenn wir alle Vektoren
mit P multiplizieren, erhalten wir das Siromdiagramm, das mit
dem in der Fig. 54 in anderer Weise abgeleiteten tibereinstimmt.

P
Beide Kreise haben denselben Durchmesser z

Wiinscht man in analoger Weise die Impedanzkurve oder das
Spannungsdiagramm eines Stromkreises zu konstruieren, und zwar
durch einmalige Inversion, so zeichnet man das Spiegelbild K’ der
Admittanzkurve K auf und inversiert es. TFiir einen Stromkreis,



74 Drittes Kapitel.

der eine konstante Suszeptanz und parallel dazu eine verinderliche
Konduktanz enthilt, werden diese Kurven K und K’ gerade Linien
parallel zur Ordinatenachse (Fig. 74). Die inverse Kurve K,, die

. : . . . 1
die Impedanzkurve darstellt, ist ein Kreis vom Durchmesser W

dessen Mittelpunkt in der Abszissenachse liegt. Durch Multiplikation
aller Vektoren mit J erhilt man dasselbe Spannungsdiagramm wie

J
in Fig. 60, denn beide Kreise haben denselben Durchmesser 7

Es kommt oft vor, da man, um ein gewiinschtes Diagramm zu
bekommen, zweimal inversieren muB. In dem Falle ist es nicht
notwendig, jedesmal das Spiegelbild der inversierten Kurve aufzu-
) zeichnen. Denn liegt z. B. die
i at|lr erste Kurve im vierten Quadran-
K ' ten, so wird die inversierte im

ersten und die nach zwei In-
% versionen erhaltene Kurve wie-
S & der im vierten Quadranten lie-
/ z gen. Da sowohl die Kurve,
g 7 | Wattlose Spannung  von der man ausgeht, wie die,
\ zu der man gelangt, in dem-
I 5 selben Quadranten liegen, ist
es bequemer, nur in diesem
Fig. 74. Quadranten zu arbeiten, wo-
durch die Figuren fiibersichtlich

werden. Man kann allgemein wie folgt verfahren:

Je nachdem eine gerade bzw. ungerade Anzahl In-
versionen auszufithren sind, um ein gewiinschtes Dia-
gramm zu erhalten, ist es zweckm#fig, von dem wahren
Bild bzw. Spiegelbild der urspriinglichen Kurve auszu-
gehen.

Von den Kurven, welche die Impedanzen und die Admittanzen
eines Stromkreises in Polarkoordinaten darstellen, ist die eine stets
die inverse der andern. Die Inversionspotenz ist abhéngig von
den Mafistiben fiir y und =.

Da die Inversionspotenz eine Funktion der Mafstibe ist, so
kann man, nachdem die primire Darstellung in einem bequemen
MaBstabe gezeichnet ist, die Inversionspotenz I so wihlen, daf die
inverse oder sekundire Figur auch in einem passenden Mafstabe
erscheint. Ein Beispiel wird dies Verfahren am besten erldutern.

Ist z. B. in Fig. 72 dic Admittanz y so abgetragen, daf 1 cm
gleich m Mho ist, und wiinscht man alle Impedanzen z in einem
solchen MafBstabe, dafi 1 em gleich » Ohm wird, so ist
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y=m ﬁl Mho
z=n04 Ohm
und yzzmnO_Amlzl

oder die Inversionspotenz der Figuren ist

— 1
I=04-04=—— N € 3]
mn
Wére die Fig. 72 fiir Strome und Spannungen gezeichnet, und
zwar so, daf 1 ecm gleich m Amp. und 1 cm gleich » Volt ist, und

seien J, und P, die entsprechenden konstanten Grofen, so wire

=m (Hl =P,y Amp.
und
P=n0A4=J,z Volt,
also
mnOAOA, = JyPyyz=1J, P,,

woraus die Inversionspotenz
I—04.04, =" (42a)
mn
sich ergibt.

Bevor wir die Inversion verlassen, moge der folgende Satz
erwahnt werden:

Es 1aBt sich beweisen, daB zwei Systeme, in denen
Punkt und Punkt, Kreis und Kreis sich gegenseitig ent-
sprechen, immer durch Multiplikation und Inversion in-
einander transformiert werden konnen.

Aus diesem Satze folgt, da man mittels der hier gegebenen
Methoden jeden geradlinigen oder kreisformigen geometrischen Ort
aus anderen geradlinigen bzw.
kreisfsrmigen Ortern ableiten kann.

Da die inverse Kurve eines
Kreises wieder ein Kreis ist, ist T\
es bei der Ausfithrung der Inver- T B
sion von Kreisen bequemer, statt
punktweise zu inversieren, die
Mittelpunktskoordinaten und den
Radius des neuen Kreises zu be-
rechnen. Fig. 75.

Es sei ein Kreis I mit dem
Radius B gegeben (s. Fig. 75), dessen Mittelpunkt M die Koordinaten
» und u hat. Es sollen der Radius R'und die Koordinaten u' und
» des Mittelpunktes M’ des zu K inversen Kreises K' fiir die Inver-

|
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sionspotenz I berechnet werden. Zieht man die gemeinschaftliche

Tangente OTT’ an die beiden Kreise, so ist
—_— I

UT'::

or

und L -
OT=Vpu?-+»*— R®.
Da die Dreiecke OM’'S" und OMS und ebenso OTM und OT' M’
ahnlich sind, findet man leicht

’ - Iﬁf ! g
V= oder ¥ = ImE
T p
r___ o, =T
W=t SRR
’ 1 / R
BB BRI

Hiermit ist der neue Kreis nach Gréfie und Lage bestimmt.
Zwei Kreise, die durch Multiplikation und Drehung auseinander
entstehen, korrespondieren sich Punkt fiir Punkt in bezug auf den
Koordinatenanfangspunkt, denn
man gelangt von zwei korre-
spondierenden Punkten 4, und
4, (Fig. 76) auf den beiden
4 M, Kreisen, zu zwei weiteren kor-
A i, *\ respondierenden Punkten B, B,
durch Drehung der Vektoren
durch O um denselben Winkel «.
Der Ort der Summe der
g korrespondierenden  Vektoren
Fig. 76. zweier derartig korrespondieren-
der Kreise ist wiederum ein Kreis.
Denn wenn der Kreis K, aus K, durch Multiplikation mit einer kon-
stanten GroBe %k und Drehung um einen konstanten Winkel vy ent-
standen 1ist, gilt fiir korrespondierende Vektoren @, und a, nach
diesen Kreisen

7 A Bz

A =a, ke Iv.

Daher ist die Summe der beiden Vektoren a, (1 4 ke—7%) stets
proportional a; und gegen a, um einen konstanten Winkel ver-
schoben und beschreibt daher auch einen Kreis.

Korrespondieren sich zwei Kreise in bezug auf zwei auf ihrem
Umfange liegende Punkte, so ist der Ort der Summe der Vektoren
korrespondierender Punkte wiederum ein Kreis.
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In Fig. 77 sind K, und K, die beiden Kreise, D; und D, zwei
korrespondierende Punkte. Sollen ebenfalls 4, und 4, korrespon-
dierende Punkte sein, so wird

LD, M4y =9 D, M 4, =
Wir addieren die Mittelpunkte M, und M, und bekommen den
Punkt M. Macht man nun
MA' gleich und parallel l’f[lfil'l‘
44, M4,

Fig. 7.

so ist 4 die Summe der beiden Punkte 4, und 4,. Ebenso wird
D als Summe der beiden Punkte D, und D, erhalten. Hierbei ist

I DMA=q.
Die Summe der Kreise K, und K, ist also wiederum ein
Kreis K, sein Radius ist
R—VE?+ R+ 2 B B cos 3.
Hierbei ist 4 der Winkel zwischen zwei korrespondierenden
Radien der Kreise K, und K,.

23. Graphische Darstellung des Verlustes in einer
vorgeschalteten Impedanz.

Soll ein Strom J tber eine Impedanz §==r—jx lbertragen
werden, so wird die Leistung V=J?r in der Impedanz verbraucht.
Wir werden nun zeigen, wie man diese als Stromwirmeverlust
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bezeichnete Leistung graphisch darstellen kann fiir den Fall, da8
das Stromdiagramm . ein Kreis ist. In Fig. 78 sind x4 und » die
Mittelpunktskoordinaten eines Kreises

uy mit dem Radius R, » und v die Koor-

. dinaten eines Kreispunktes. Die Glei-

‘ chung dieses Kreises ist

NCANNG (4 — w0 — P =FR°

3 : oder

| wvi—2uu— 2vv=R*— u—r»P=—p%

i Der Stromwéirmeverlust ist

z 7 V=J% =r(u® -+ v?

. ' 2
Fig. 78. =2r<yu -+ v —%)

Schreiben wir zur Abkiirzung
92
wu—vyv— 5= B,

so stellt die Gleichung B=0 mit den laufenden Koordinaten
und v eine gerade Linie dar. Die Polare des Kreises in bezug auf
den Anfangspunkt O hat die Gleichung

pu v —*=0.

Man sieht beispielweise dadurch, daB man die Abschnitte der
beiden Geraden auf den Koordinatenachsen bestimmt, daf die
Gerade B==0 parallel zur Polaren liegt und den Abstand zwischen
der Polaren und dem Anfangspunkte halbiert. Wir bezeichnen
deswegen im folgenden die Gerade B=0 auch als Halbpolare
des Kreises in bezug auf den Anfangspunkt O.

Die Konstruktion der Halbpolaren 8==0 erfolgt in der Weise
(s. Fig. 79), daB man iiber der Zentrale OM als Durchmesser einen
s/ Kreis konstruiert und durch die

Schnittpunkte mit dem Stromkreise

die Polare zieht. Die Halbpolare

BL=0 ist dann die Parallele zur Po-
9 laren durch den Mittelpunkt der
Strecke OP.

Liegt ein Punkt mit den Ko-
ordinaten %, v auf der Halbpolaren,
- —— AL so ist fiir ihn der Ausdruck

2

93=W+w—92—=0.
Fig. 79.
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Fir Punkte u, v, die nicht auf der Halbpolaren liegen, er-
halten wir den Wert des Ausdruckes 8 durch die folgende Uber-
legung:

v,

Die Gerade I (Fig. 80) habe die Vi
Gleichung
i v /
-+ - —1=0. A
a + b 4\ 1
Auflerdem ist N
pra=b:Va: 1 /,
ab \6 b
p i //
‘/“’2 _TI' b? u / a g

Die Gleichung der Geraden I kann
also auch geschrieben werden

bu-4-av—pVa+12=0.

Eine parallele Gerade II im Abstande P von dem Anfangs-
punkte hat die Gleichung

bu -+ av— PVcI{le: 0.
Fir einen Punkt u,v, auf der Geraden IT ist
bu, +av, — PVa® -+ 02=0.

Die Gleichung der Geraden I kann also auch geschrieben
werden

Fig. 80.

b(u—u,) + a(v—v,) -+ (P—p) Va* b2 =0.
Fihrt man nun in diese Gleichung der Geraden I die Ko-
ordinaten u,v, eines Punktes der Geraden II ein, so gibt die
Gleichung den Wert

(P—p) Va1 — ANVa* 17,
Kehren wir zu dem vorliegenden Fall zuriick, so sehen wir,

daB der lineare Ausdruck
2

yu—{—vv—% =qB

fiir irgendeinen Punkt u, v der Ebene einen Wert hat, der pro-
portional ist dem Abstande dieses Punktes von der Geraden, deren
Gleichung erhalten wird, wenn wir den linearen Ausdruck der
Koordinaten gleich Null setzen. Der Proportionalititsfaktor ist
V;z—}—vz gleich dem Abstand des Kreismittelpunktes M von dem
Anfangspunkte 0. Fiir irgend einen Punkt 4, des Kreises (Fig. 79)
erhalten wir somit den Verlust in der vorgeschalteten Impedanz
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Ve=Jr=2r8=2r-0M-4,N . . . . (43)

wobei A{N den Abstand des Punktes 4, von der Halbpolaren be-
deutet. Wir wollen im folgenden die Halbpolare auch als Ver-
lustlinie des Diagrammes bezeichnen.

Stellt der Kreis den Strom fiir eine konstante Klemmen-
spannung P dar, so ist fiir den Punkt 4, die gesamte zugefiihrte
Leistung

W= P-Jcos ¢ = P><Ordinate des Punktes 4.
Bis jetzt ist angenommen, dafl der StrommaBstab 1 ist, so
daB 1 cm 1 Amp. entspricht. Ist das Diagramm im Strommag-

stabe m gezeichnet, derart, daB 1 cm m Amp. entspricht, so ist
der Verlust

V=2m?r OM-A,N Watt . . . . (43a)
und die Leistung

W= Pm>< Ordinate des Punktes 4,.

Also verhalten sich die MaBstibe fiir Verlust und Leistung wie

2mr (IJ}Z
P .

Liegt der Anfangspunkt O, von dem die Stromvektoren aus-
gehen, auf dem Kreise, so fillt die Verlustlinie =0 mit der
Kreistangente in diesem Punkte zusammen.

Fir den Fall, da der Anfangs-
punkt O wie in Fig. 81 innerhalb
des Kreises liegt, wird der Pol P des
Anfangspunktes erhalten als Schnitt
der beiden Kreistangenten in jenen
Punkten, in denen das Lot in O auf
der Zentralen den Kreis schneidet.
Die Verlustlinie des Punktes O ist die
Senkrechte im Mittelpunkte der Strecke
OP.

Jeder Punkt hat also dieselbe
Verlustlinie wie sein Pol.

Ist das Diagramm der Spannung P zwischen zwei Punkten in
einem Stromkreise durch einen Kreis dargestellt und soll der
Verlust in einer zwischen diesen Punkten geschalteten konstan-
ten Admittanz =g -45b bestimmt werden, so erhalten wir die-
selbe Konstruktion wie oben. Denn der Verlust in der Ad-
mittanz ) ist

Fig. 81.

V= P2y,
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wobei P? ebenso wie frither J% durch die Entfernungen der Kreis-
punkte von einer Verlustlinie B¥==0 dargestellt werden kann. Der
Verlust ist also fiir einen Punkt 4, des Spannungskreises mit dem
Mittelpunkt M

V=2¢98=2g-OM-4,N . . . . . (44)

wobei O der Anfangspunkt der Spannungsvektoren, 4, N der Ab-
stand des Kreispunktes von der Geraden ¥=0 ist.

24. Graphische Darstellung der Nutzleistung
bei vorgeschalteter Impedanz.

Die Leistung, die einem Stromkreise bei konstanter Klemmen-
spannung P zugefiithrt wird, ist gegeben durch

W= P>< Wattstrom = Pu,

wobei v die Ordinate der Stromkurve bedeutet. Die Differenz
zwischen dieser zugefiihrten Leistung und dem Stromwirmeverlust
in einer vorgeschalteten Impedanz wollen wir als die Nutzleistung
betrachten und konnen sie nun auch graphisch darstellen. Sie ist
ndmlich gleich

P
IVle—err:Pv—27%:21~<2—;v—-%>,
0%
st

2
Setzen wir in dhnlicher Weise

worin B =puu -4 rv—

P v und W=2rR,

3
B 2y

so ist W=0 die Gleichung der Abszissenachse des Koordinaten-
svstems.  Dann ist
W,=2r8—B)=2r%,.
Hierin ist
P 0?
%1:-—,uu—<v—ﬂ>v——{——2 =0

die Gleichung einer Geraden durch den Schnittpunkt der Verlust-
linie mit der Abszissenachse. Iir irgend einen Punkt der Ebene
mit den Koordinaten # und v besitzt der Ausdruck %, einen Wert,
der dem Abstande des betrachteten Punktes (u, v) von der Ge-
raden W, =0 proportional ist. Bezeichnen wir diesen Abstand mit

AN, so ist B ’
PN\ -
%1:‘/#2—}— (1’-§> 4, N.
-

Arnold, Wechselstromtechnik, I. 2. Aufl. 6
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Die Differenz W, zwischen der zugefiihrten Leistung W und
dem Verluste ¥V in einer vorgeschalteten Impedanz ist somit ge-
geben durch den Abstand des betreffenden Punktes der Strom-
kurve von der Geraden %, ==0. Diese Gerade wollen wir die
Leistungslinie des Diagrammes nennen.

Die Gleichung der Leistungslinie kann erhalten werden durch
i Subtraktion der Kreisgleichung
, u2+u2—£v=0
- r
von der Gleichung der Strom-
1 or kurve

w2 — 2 pu — 2yv o2 =0.
( W=y

//P
by
8

TR Die Leistungslinie geht
= == deswegen durch die Schnitt-
punkte dieser beiden Kreise und

\_//\ kann, wie in Fig. 82 gezeigt ist,
Fig. 82. Darstellung der Nutzleistung konstruiert werden, sobald die
bei vorgeschalteter Impedanz. Stromkurve und der Widerstand

r bekannt sind.
Fiir einen Punkt A4; der Stromkurve ist

und die Leistung

W,—2r®, —2r-MM,-A,N . . . . (45)
oder fiir den Strommafstab m
W, = 21}&27']117![“1 . 11;?7 Watt . . . . (45a)

Die Schnittpunkte der Leistungslinie mit der Stromkurve haben
eine bestimmte physikalische Bedeutung, die wir jetzt betrachten wollen.
Wie in Kap. II, S. 56 gezeigt ist, wiirde der Kreis um den Mittelpunkt

P
M, mit dem Radius EP das Stromdiagramm darstellen fiir den Fall,
r

daB zwischen den Klemmen des Stromkreises nur der Widerstand »
und eine beliebig verinderliche Reaktanz x wirksam sind. Die
Schnittpunkte der Leistungslinie mit der Stromkurve liegen nun
wie bewiesen, auf dem Kreise um M,. In diesen Punkten wird
also die ganze zugefithrte Leistung in dem Widerstande r ver-
braucht, und die Nutzleistung ist somit Null. Das eine Mal ist dies
der Fall, wenn der Stromkreis hinter der vorgeschalteten Impedanz z
kurzgeschlossen wird (Kurzschlufpunkt). Der zweite Fall ist, daf
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die Belastung hinter der vorgeschalteten Impedanz z rein wattlos
ist (Leerlaufpunkt).

Wir konnen nun die Mafistibe fiir die Leistungen im Diagramm
in einfacher Weise bestimmen. &y

Die Stromkurve sei in einem Maf-
stabe gezeichnet, in dem 1 em der Or-
dinate eine<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>