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Vorwort.

Das vorliegende Werk soll den in der chemischen Industrie téatigen
Chemikern, Physikern, Maschineningenieuren und Elektrotechnikern ein
Ratgeber sein. Es halt die Mitte zwischen Hand- und Lehrbuch. Es ist
deshalb auch geeignet, den an den Hochschulen Studierenden zu zeigen,
welch groBe Anforderungen an die in der Praxis Stehenden gestellt
werden, und sie in den Stand zu setzen, sich fiir diese Anforderungen
rechtzeitig vorzubereiten.

Die Entwicklung der chemischen Industrie geht heute mehr
denn je in der Richtung einer planméBigen, industriellen Verwertung
wissenschaftlicher Forschungen. Oft ist kein Gleichma8 zu konstatieren
zwischen wissenschaftlicher Erkenntnis und deren Ubersetzung in die
Praxis. Oft geht und ging die Entwicklung den empirischen Weg und
die wissenschaftliche Erklirung hinkte der durch zahllose Versuche als
optimal erkannten Arbeitsweise nach. Die Kunstseideindustrie und die
Ammoniaksodaerzeugung mogen als Beispiele fiir viele gelten. Haufig
aber — die moderne Ammoniakindustrie mit all ihren Verzweigungen
ist hierfiir das klassische Beispiel — sind die wissenschaftlichen Grund-
lagen im wesentlichen ermittelt, bevor die iiberaus schwierige Uber-
setzung dieser rein wissenschaftlichen Erkenntnisse in die Technik er-
folgen konnte.

Der Herausgeber hat wahrend seiner langjahrigen Téatigkeit an Hoch-
schulen festgestellt, daB Studierende und in der Praxis Stehende das
Fehlen geeigneter chemisch-technologischer Werke sehr empfinden. Fast
alle vorliegenden chemisch-technologischen Biicher sind rein beschreibend,
ohne den Benutzern neben dem dargestellten ,,Wie® sehr oft veralteter
Vorginge das ,,Warum® — die Erklarung — zu geben.

Durch die in diesem Werke gewéhlte Darstellung wird dem Beniitzer
die theoretische und praktische Seite chemisch-technischer Probleme in
gleicher Weise dargelegt. In vielen Féllen konnte die Darstellung der
Einzelabschnitte derartig gegliedert werden, dal die ,,zeitlosen’ Gesetz-
méfBigkeiten vorerst ihre Darstellung fanden, gefolgt von der Darstellung
der auf diesen GesetzmiBigkeiten aufgebauten ,,zeitgebundenen‘ Appa-
raturen. ‘

Der Beniitzer wird die erhebliche Spannweite des Werkes feststellen
konnen. Sie ist mit Absicht gewdhlt, damit er moglichst viele Fragen
beantwortet erhédlt. Die praktisch-mathematischen Darlegungen, die
Abschnitte iiber Thermodynamik und Geschwindigkeitslehre, Katalyse
und Phasenlehre sind entsprechend ihrer Wichtigkeit behandelt worden.
Die Kapitel iiber ,,Werkstoffe” und iiber ,,Technische MeB- und Regel-
verfahren werden den Beniitzern sehr wertvoll erscheinen. Uber alle
drei Einzelbinde verteilt, finden sich Darstellungen von wichtigen Einzel-
gebieten. Hervorgehoben seien die Kapitel iiber ,,Elektrotechnik®,

I*



1v Vorwort.

,,Energiewirtschaft‘, , Warmeiibertragung*, , Feuerungen und Dampf-
kesselwirtschaft*‘, , Reinigung von Fabrikationswasser, , Trocknung*,
,,Kiltetechnik*, , Verdichtung und Forderung von Gasen‘, ,,Férderung
von Flissigkeiten und festen Stoffen, ,,Zerkleinerung*;, ,,Abklirvor-
gange”, ,Erz- und Schwimmaufbereitung und die Darstellung der
vielfach in der chemischen Technik angewendeten Arbeitsweisen wie
,,Rithren, Mischen, Extrahieren, Filtrieren, Verdampfen, Destillieren,
Rektifizieren, Gaswaschung, Losungsmittelgewinnung® u. a. m.

Kritische Beurteiler werden vielleicht an dem Werke gewisse Inhomo-
genitéiten feststellen. Es ist eine Frage des Standpunktes, ob man einen
Abschnitt zu theoretisch oder zu praktisch, zu kurz oder zu lang emp-
findet. Der Herausgeber glaubt derartige Beurteilungen damit entkriften
zu konnen, daB er auf die wissenschaftlichen und technischen Qualititen
der Bearbeiter der betreffenden Abschnitte verweist, die zu den besten
Kennern und Forderern der einschligigen Gebiete gehoren.

_ Ohne die hingebende Hilfe seines fritheren Assistenten und Mit-
arbeiters, des Herrn Dr. Karl Winnacker, Frankfurt a. M.-Hé6chst,
hitte der Herausgeber die Arbeiten an dem Werke nicht durchfiihren
kénnen. Thm sei auch an dieser Stelle der herzlichste Dank gesagt.
Das Werk wurde erheblich geférdert durch fithrende Personlichkeiten
der chemischen Industrie und des Maschinenbaues. Ihnen und vielen
Unternehmungen, welche in weitherziger Art Hilfsmittel zur Verfigung
stellten, sei herzlichst gedankt. Der Verlagsbuchhandlung Julius
Springer gebithrt Dank dafiir, daB sie in wohlbekannter, vortreff-
licher Weise das Werk gefordert und ausgezeichnet ausgestattet hat.

Pittsburgh, Pennsylvanien, USA., November 1934.
E. Berl.
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Praktisch-mathematische Grundlagen.
Von Prof. Dr. rer. techn. A. Walther VDI, Darmstadt.

Vorbemerkungen.

Ein Hauptgebot fiir den Naturwissenschaftler und Ingenieur, wenn
er Mathematik anwendet, mufl die Anschaulichkeit sein. Deshalb
sind, wo es irgend mdoglich ist, graphische Verfahren zu bevorzugen.
Sie tragen der Tatsache Rechnung, daBl den meisten Menschen Mathe-
matik durch das Auge leichter eingeht als allein durch logisches Schliefen ;
sie dringen rasch und tief zu den natiirlichen, im gesunden Menschen-
verstand liegenden Quellen mathematischer Erkenntnis und mathemati-
scher Arbeit vor; sie befreien die mathematischen Uberlegungen von
Nebensachen und lassen das Wesentliche ,,anschaulich® in wértlichem
und héherem Sinne zutage treten. Ihr Gebrauch setzt heutzutage noch
bei manchem — beim Naturwissenschaftler wohl mehr als beim Ingenieur,
dessen Sprache von jeher die Zeichnung war — eine grundlegend -ver-
inderte geistige Haltung gegeniiber der Mathematik und im Anfang
auch etwas geduldige Ubung voraus. Denn gerade der Nichtfachmathe-
matiker, wenn er nicht Mathematik iiberhaupt ablehnt, neigt oft merk-
wiirdig stark dazu, bei mathematischen Dingen im Formalen, Abstrakten
stecken zu bleiben und in Tabellen, Buchstaben- oder Zahlenrechnungen
zu schwelgen. Demgegeniiber handelt es sich bei den graphischen Ver-
fahren, allgemeiner {iberhaupt in der praktischen Mathematik
darum, jede mathematische Betrachtung in Skizzen augenfillig zu
machen und sich immer wieder zur Einfachheit, zu einem gesunden Ver-
hiltnis von Inhalt und Methode, von Frage und Ergebnis, von Zeichnung,
Rechnung und Formel zu zwingen.

Unter den kurz umrissenen Gesichtspunkten ist die folgende Zusam-
menstellung einiger fiir den Praktiker erkenntnis- oder anwendungsmaBig
wertvoller Verfahren der praktischen Mathematik entstanden. Sie soll
dem der Mathematik bisher Fernstehenden den Weg zur Mathematik
ebnen und sie dem schon mit ihr Vertrauten in besonderer Ausprigung
zeigen, um so zu begrifflicher Klarheit und zu der dringend not-
wendigen engeren Verschmelzung von Mathematik, Naturwissenschaft
und Technik beizutragen. Die Auswahl war durch den Aufgaben- und
Leserkreis der ,,Chemischen Ingenieurtechnik® bestimmt.

Verzeichnis der Stellen,
wo einige Bezeichnungen erklirt werden:

582 ~82 ~83 286 DmgS7 |81 X856

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 1



2 Praktisch-mathematische Grundlagen.

I. Logarithmen- und Dreieckspapier.

Logarithmenpapier dient dazu, zwei in den Anwendungen immer
wieder vorkommende Funktionen, die Exponentialfunktion y = ba=
und die Potenz y = ba%, besonders bequem, nimlich geradlinig
darzustellen. Diese Moglichkeit ist vor allem wertvoll, wenn fiir beob-
achtete Werte ein Zusammenhang von der Form der Exponentialfunktion
oder der Potenz vermutet wird: statt durch die auf Millimeterpapier
eingetragenen Versuchswerte eine sich ihnen ,,méglichst gut* anschlie-
Bende Ausgleichskurve legen zu miissen, hat man bei Logarithmenpapier
nur eine Ausgleichsgerad e zu ziehen, fiir die auerdem die formelmaiBigen
Konstanten @ und b weit leichter bestimmbar sind als fiir die Kurve auf
Millimeterpapier. Aber auch andere Funktionen stellt man zuweilen
auf Logarithmenpapier dar, etwa wenn man grole Wertebereiche erfassen
will, weil die Logarithmen viel schwécher anwachsen als die Zahlen selbst.
Beispiel: Wahlerkurve fiir die Wechselfestigkeit bei der Werkstoff-
priffung; als Abszisse dient die praktisch etwa zwischen 10* und 108
liegende Anzahl n der Belastungswechsel, nach der das Probestiick in
dem betreffenden Dauerversuch bricht, als Ordinate der Héchstwert o der
bei jedem Belastungswechsel des Dauerversuchs erreichten Spannung. —
Oder manchmal sollen beim Anwachsen einer Verinderlichen nicht gleiche

Unterschiede, wie zwischen 1 und 2, 2 und 3,... auf Millimeterpapier,
p sondern gleiche Verhiltnisse wie zwischen

\ y / 1 und 10, 10 und 100,... immer durch

LV - dieselbe Streckenlinge dargestellt werden.

/=ax ra>7 | Auch das erreicht man durch Logarithmen-

\-2 papier, weil der Logarithmus zwischen 1
AN und 10 ebenso um 1 zunimmt wie zwischen
< 10 und 100.

~

+~.
~
~—

3. 2 -7 4 7 2x 3
Abb. 1. Exponentialfunktion y = a*

1. Einiges iiber Exponentialfunktion,

(ausgezogen: y — e, Logarithmus und Potenz.

a=e 22 5

gestrichelt: ¥ = €%, @) Exponentialfunktion. Anschauliches
a="-720,36788). und Umrechnungen. Die Exponentialfunk-

tion y = a® (Multiplikation mit der Kon-
stanten b in y = ba® bewirkt nur eine Ausdehnung oder Zusammen-
driickung in der y-Richtung, allenfalls bei negativem b noch eine
Spiegelung an der z-Achse) hat die unabhiingige Veréinderliche z im
Exponenten der (positiven) Grundzahl a. Sie steigt bei ¢ > 1 fiir wach-
sendes x exponentiell an (Abb. 1) und f4llt bei @ < 1 fiir wachsendes z
exponentiell nach dem Grenzwerte 0 ab (klingt fiir #—> ~ exponen-
tiell abl, nihert sich asymptotisch der z-Achse). Fiir abnehmendes z
ist es gerade umgekehrt, insbesondere? gilt  — 0 fiir 2 —~ — ~ beia > 1.

1 2 —+ oo, gesprochen: ,,o nach unendlich* bedeutet nur, da8 =z unbegrenzt
wachsen soll. Man lege nicht mehr hinein.

? Die suggestive, anschaulich unmittelbar verstindliche Bezeichnung — fiir
den ,,Grenziibergang‘‘ wird gesprochen: ,,nach® oder ,.gegen‘’,



Exponentialfunktion. 3

In der Regel wird aber, wie immer bei Aussagen iiber das Steigen und
Fallen von Kurven, x als wachsend vorausgesetzt. Fiir « = 0 geht die
Kurve bei jedem positiven ¢ durch den Punkt y = 1 der y-Achse.

Sehr oft (vgl. &)) wird die Grundzahl o als Potenz 10 von 10 oder
als Potenz e¢® der Basis ¢ = 2,71828... des natiirlichen Logarithmen-
systems geschrieben:

@ =10m =e¢n, wobei m und nZ0firaZl,

also y="ba®*=>b-10m%=p.en7,
m ist die Zahl, mit der man 10 potenzieren mull, um a zu erhalten, also

der Zehnerlogarithmus log @ von @, und » der natiirliche Logarithmus

Ina von a: m =loga und n =lna.

Die Umrechnungsgleichungen lauten?:
10 Az 230259 | also 10MmAz €2:30259m ~ven daher n A~ 2,30259 m,
e Az 10043429 glg0 en ac 10043429 n g 10™ daher m A 0,43429 n.

Wenn a< 1 ist, also m und n< 0 sind, wird gern m = —¢ (¢ >0)
und n = —k (k >0) gesetzt, also

y=>0a%*=>-10"°% = b . ¢~k=,
Die Kurve fiir y hat dann den gestrichelten, exponentiell abklingenden
Verlauf der Abb. 1, und zwischen ¢ und & gelten dieselben Umrechnungs-
gleichungen wie zwischen m und =.

) Organisches Wachstum. Die Exponentialfunktion y = ben® (vgl.
die Doppelleitern Abb. 6, S. 9 und Abb. 27, 28, 8. 23) hat die Ableitung
Y =nber® (8. 47—48), ist also die Lésung der Differentialgleichung

y=ny

des organischen Wachstums: Anderungsgeschwindigkeit y
vonyproportionalder Funktion y selbst mitdem Proportionalitits-
faktor n, der als Faktor der unabhingigen Verinderlichen z in den Ex-
ponenten von e tritt. Die Konstante b ist von diesem Standpunkte aus
die beim Losen der Differentialgleichung hereinkommende willkiirliche
Integrationskonstante, und zwar der Anfangswert von y fir = 0.
Anwendungen z. B.: Lichtabsorption, radioaktiver Zerfall, Seilreibung,
Abklingen eines elektrischen Stroms [vgl. A. Walther: Einfilhrung in
die mathematische Behandlung naturwissenschaftlicher Fragen. Berlin:
Julius Springer 1928]..

v) Exponentielle Anniherung an einen Grenzwert. AuBer der Ex-
ponentialfunktion selbst tritt in den Anwendungen héufig auch die
exponentielle Anndherung an einen Grenzwert

y = ¥ — be~** mit konstantem ¥ und & >0
auf. Fir - co geht ¢e=%¢— 0, daher y - ¥; d.h. Y ist der Grenz-
wert (unscharf ausgedriickt: Hochstwert) .., dem y, von y = ¥ — b
fir « =0 ausgehend, bei wachsendem « zustrebt (Abb.2). Wegen
y' =kbe~*= geniigt y der Differentialgleichung
Yy =k(Y— Y,
! A bedeutet: ,,angendhert gleich*.
1*
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Anderungsgeschwindigkeit y’ von y proportional dem Unter-

schiede Y — y von y gegen den Grenzwert Y, und zwar mit dem

Proportionalititsfaktor k, der bei der Losung im Exponenten — kx von

e—*@ wieder auftritt. y’ hat den Wert kb fiir =0 (Veranschaulichung
von k, Abb. 2) und nimmt fir # > o, y - Y nach 0 ab.

Das Gesetz y = ¥ — be~*2 liegt z. B. fiir die Temperatur y zur

_ Zeit x vor, wenn sich eine Maschine beim

¥ Anfahren von der Temperatur ¥ — b des

umgebenden Maschinenraumes auf die

¥ —— Betriebstemperatur ¥ erwirmt. (Die Aus-

I Yot kithlung von Y auf Y — b beim Aus-

| l laufen erfolgt nach dem &hnlichen Ge-

[ P — setze y = ¥ —b -+ be—* =) Ferner werden

| g bei ¥ =0 durch das Gesetz
a. B ti 711 Annéher ¥ = Y (1 —e m)

AbD- Zé.n ohnen. Grenzwert. "™ 4. B. beherrscht [vgl. A. Walther: Ein-

fithrung...]:

Ansteigen eines elektrischen Stromes y mit der Zeit x gegen eine

Selbstinduktion, ¥ =% Ohmscher Grenzstrom (U Spannung, E Ohm-

scher Widerstand), & = - (L Selbstinduktivitit);

Fall eines Korpers entgegen einem Luftwiderstande proportional zur
Geschwindigkeit y (¢ Zeit, ¥ Grenzgeschwindigkeit);

biologische und wirtschaftliche Wachstumsvorginge, y Ertrag,
Wachstumsfaktor (Nihrstoffgabe, Temperatur, Belichtung, Zeit usw.);

Einmolekiilreaktion, z. B. Zuckerinversion, ¥ Anfangsmenge, y zur
Zeit = umgesetzte Menge des reagierenden Stoffes, & Reaktionskonstante.

d) Halbwertzeit. Der halbe Grenzwert% wird fir das mit y =0

beginnende y in y = ¥ (1 —e~*2) zur Halbwertzeit X erreicht, die

aus

=Y (1 —e*X), also e‘kX=—21~

Y
2
folgt zu
sie ermoglicht also die experimentelle Bestimmung der Abklingungs-
konstanten k. Bis auf 19/, ist ¥ angenihert (die Reaktion abgelaufen)
fiir

1 1 1
— — ok ~kx — ~
y = 0,999 Y Y(1—e k%), also e7*% = 1000~ 1084 — om0

kx~10ln2, z~10X,
d. h. rund fiir die 10fache Halbwertzeit.

£) Logarithmus. In y = a®ist « die Zahl, mit der man a potenzieren
muB, um y zu erhalten. Man nennt diesen Exponenten x den Logarithmus
von y zur Basis ¢ und schreibt z = “?logy. Gewdchnlich vertauscht
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man noch z und y und hat dann als Umkehrfunktion zur Exponential-
funktion die logarithmische Funktion
y = %log z mit der Bedeutung z = a¥.

Die Kurve y = %og x geht aus der Kurve y = a® der Abb.1 durch
Spiegelung an der Geraden y = x hervor. Sie féllt fiir x — 0 nach unten
ab (%og x - — oo fir x— 0), lduft, bei wachsendem x nach unten
hohl ansteigend, durch den Punkt x = 1 der z-Achse (#log 1 = 0) und
erreicht die Héhe y = 1 fiir x = a (%log ¢ = 1).

Fiir den Logarithmus gelten die Logarithmengesetze, die weiter nichts
als eine Umschreibung der Potenzgesetze gemidB dem Exponenten-
charakter des Logarithmus sind und die Grundlage des — durch Rechen-
schieber und Rechenmaschine mehr und mehr zuriickgedringten —
Rechnens mit der Logarithmentafel bilden (vgl. 8. 29). Nur Logarithmen
10Jog x = log # mit der Basis 10 (Zehnerlogarithmen der Logarithmen-
tafel, Briggs; vgl. die Doppelleiter Abb. 21, S.20) und €log x = In z
mit der Basis e = 2,71828 ... (natiirliche Logarithmen, Neper; vgl. die
Doppelleiter Abb. 22, S.20 und A. Walther: Einfithrung ...) werden
praktisch verwendet. Nach S. 3 gilt

log x A2 0,43429 In z und In x ~ 2,30259 log z.

Z. B. folgt aus y = ¥ — be™*® durch Logarithmieren unter Einfiihrung

eines Bezugspunktes z;, y,

b= In Y—u %2,3026.—1— [log (Y —y,) —log (Y —y)].
—Y T— 2

r— 2 Y

Zur rechnerischen Priifung, ob exponentielle Anndherung an einen
Grenzwert vorliegt, hat man also den rechtsstehenden Ausdruck mit
der Logarithmentafel auf seine Konstanz zu untersuchen.

{) Potenz. Geometrischer Verlauf. Die Potenzkurven (Polytropen)
y = z® fiir verschiedene Exponenten o sind in Abb. 3 zu sehen. Sie
gehen samt und sonders durch den Punkt z =1, y =1. Bei a =1
hat man die Gerade y = x, bei & = 0 die Waagerechte y = 1 und bei
a =—1 die gleichseitige Hyperbel y = %

Diese drei Linien trennen verschiedene Potenztypen:

Bei @ >1 steigt y = x2%, nach der z-Achse erhaben, an, und zwar
fir 0 < x < 1 unterhalb der Geraden y = z, fiir x >1 oberhalb
(Beispiele: gewohnliche Parabel y = x?, kubische Parabel y = x3).

Bei 0 <a< 1 steigt y = 2%, nach der z-Achse hohl, an, und zwar
fir 0 <z <1 oberhalb der Geraden y = =z, fiir x> 1 unterhalb

(Beispiele: Parabel y — a¥ — Yz ; Adsorptionsisothermen nach Boe-
deker und H. Freundlich [Kapillarchemie, Bd. 1, 4. Aufl. Leipzig:
i

Akademische Verlagsgesellschaft 1930] y — b7, y adsorbierte Menge bei
konstanter Temperatur, # Druck oder Konzentration, » zwischen 1 und 10).
Bei —1<a< 0 fillt y = 2%, nach der x-Achse erhaben, ab, und

zwar fir 0< x< 1 unterhalb der gleichseitigen Hyperbel y = L fir

x 2

x >1 oberhalb. Fiir - 0 geht y -+ oo, und die y-Achse wird schirfer
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asymptotisch angenihert als durch die Hyperbel. Fiir x> ~ geht
y -~ 0, und die z-Achse wird schwicher asymptotisch - angendhert als
durch die Hyperbel.

Bei a < — 1 fillt y = 2%, nach der x-Achse erhaben, ab, und zwar
fir 0< z< 1 oberhalb der gleichseitigen Hyperbel y _ L

poull fir z>1
unterhalb. Fiir x - 0, y - co wird die y-Achse schwicher, fir - oo

y— 0 die z-Achse schiirfer asymptotisch angenéhert als durch die Hyperbei

. \\
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Abb. 3. Potenzen y = z“

(Beispiel: Adiabate pV* = konst, p = konst- V=* in der Thermo-

dynamik, » = 1,4 fiir Luft bei den gewdhnlichen Temperaturen; die

Lage der Adiabate zur Hyperbel = Isotherme pV = konst ist wichtig

fiir die Aufzeichnung von Kreisprozessen)

Bei @ + 0 kommen die Kurven mit positivem und negativem a fiir
alle endlichen x>0 an die Waagerechte y = 1 heran. Bei a -~ + ~
nihern sich die Kurven mit positivem @ zwischen = 0 und x = 1 der
z-Achse, bei @ - — ~ die Kurven mit negativem a fiir z >1.

2. Aufbau und Eigenschaften des Logarithmenpapiers

a) Beschreibung des Logarithmenpapiers (Abb. 4). Exponential-

papier (halblogarlthmlsches Papier). Beiihm ist die 2-Achse gleich-

miBig geteilt wie auf Millimeterpapier. Fiir den Abstand® v < z in
1 ~ bedeutet: ,entspricht”, ,,entsprechen



Logarithmenpapier. 7

cm vom Nullpunkt auf ihr gilt also (vgl. S. 19—20) mit dem MaB-
stabsfaktor! A: om

Abstand % em = 4 mmal x[Dim,].
Die y-Achse ist logarithmisch geteilt mit der MaBstabseinheit 4 em (trigt

eine logarithmische y-Leiter, S. 20):
Abstand v em = y cm mal log y.
Der Anfangspunkt hat die Koordinaten z =0, y = 1.

¥ Nvirem) y Mvinem)
an s
8~ s~z
1 -ba® —wt— y=0x%
6+ g 5
o5 r (U=4u+i)$/ s r
N o e ,
S “Tosulgy ] R4 v-plyy I
3 Wcm ~§ - ‘ !
ST i S5 1a v
S =~ Wem—> N e——Wem—— :
S. [ -aZt R §: r i
S K ”-\/ —~ S |
- (y= L
e - |
A —— L = 1Al >
ar— =l ({J) (zincm) L o0 L@ (uincm)
7 III%I\’llllllllil!’l 7 ||xx|]|l14| x‘ L ill.dj 1
x x x
0 7 2 3 7 2 3 4 56 8 W
gleichmibjge Teiung logaritimische Teilung
Abb. 4.
Logarithmenpapier.

Potenzpapier (ganzlogarithmisches Papier). Bei ihm sind
beide Achsen logarithmisch geteilt:
Abstand » cm = A cm mal log z,
Abstand v em = u cm mal log .
Im Anfangspunkte gilt x =1,y =1.

#Nach diesen Regeln kann man sich erforderlichenfalls selbst Log-
arithmenpapier herstellen, z. B. in der Thermodynamik oder bei Adsorp-
tionsuntersuchungen, wo oft die MaBstabseinheiten und Bereiche der
kéuflichen Papiere nicht passen. Man kann auch so verfahren, dall man

auf Millimeterpapier nicht die GroBen selbst, sondern ihre rechnerisch
bestimmten Logarithmen auftrigt.

8) Gerade auf Logarithmenpapier. Bestimmung der Konstanten.
Auf halblogarithmischem Pa- | Auf ganzlogarithmischem Pa-

pier wird das Bild der pier wird das Bild der
Exponentialfunktion y = ba® Potenzfunktion y = ba®
geradlinig. | geradlinig.

(Daher die Namen Exponential- und Potenzpapier.) Denn eine Gerade

1 Dimy gibt die physikalische Dimension bzw. Einheit von z, z. B. Zeit (s),
Masse (g) od. dgl.
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hat in bezug auf das gleichméBige Koordinatensystem der Abstinde « cm
und v cm die Gleichung

v=Au -+ B,
die sich je nachdem umrechnet:
Exponentialpapier: Potenzpapier:
plogy=A4-1x+ B ulogy=A4-Alogx+ B
oder oder @
B 442 B A
mit 5=10# und a =10 # . mit b=10# unda=7.

Wie die Gleichungen und Abb. 4 zeigen, lassen sich bestimmen:

b am Schnittpunkt mit der y-Achse
an der y-Teilung ablesen
(die y-Achse ist die Senkrechte fiir
z=0 | z=1
nicht notwendig der Rand des Papiers),
a entweder : Parallele y = a® durch | a: mittels Steigungsdreiecks 4 be-
den Punkt = 0, y = 1 ziehen und
an der Stelle x =1 zugehérigen
y-Wert ablesen, oder: mittels Stei- | Praktisch ist meist 1 =g, alsoa =4.
gungsdreiecks A bestimmen und
Y

. A2
stimmen und ¢ = T ausrechnen.

a =10 # ausrechnen.

Diese einfache zeichnerische Ermittlung der Konstanten a
und b ist ein Hauptvorzug des Logarithmenpapiers. Der Fabrikant
nimmt durch die Herstellung der verwickelten Teilungen auf den Achsen
in verniinftiger Arbeitsteilung so viel Miihe auf sich, wie sich ein fiir
allemal leisten 148t, so daB8 dem Benutzer fiir jeden Einzelfall hinsichtlich
Zeichnung und Konstantenbestimmung nur das unbedingt Notwendige,
und zwar in der einfachsten iiberhaupt erreichbaren Weise, zu tun
iibrig bleibt. (Ahnliches gilt iibrigens fiir Hersteller und Benutzer von
Nomogrammen und ist geradezu ein Grundgedanke der Nomographie,
vgl. S.18.))

Bei den Schreibweisen y = b - 10m% und y = b - "% empfiehlt es
sich, auf Exponentialpapier zwei y-Werte y, und y, vom Verhiltnis
¥, : 9y, = 10 bzw. ¢ aufzusuchen (z. B. y; =1, y, = 10 bzw. = ¢). Sie sind

. . 1 1 .
um die Abszissenspanne x, — ; = - bzw. - voneinander entfernt.

1

Fiir die Gleichung y = bx” der Adsorptionsisotherme nach
Boedeker und H. Freundlich  (Abb. 5, vgl. auch S.5) nimmt
man bei 1 =y auf Potenzpapier ein Steigungsdreieck mit 10 cm senk-
rechter Kathete. Dann ist das waagerechte Stiick 107 cm lang. Jede
Temperatur hat ihr eigentiimliche # und b, so daf man fiir verschiedene
Temperaturen verschiedene Geraden auf Potenzpapier erhilt.
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Ganz ungeféhrlich ist es, wenn einzelne Geradenteile aus der Zeichen-

fliche wegfithren. Man é&ndert fiir sie

lediglich die Bezifferung der

43
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Abb. 5. Adsorption von Essigsﬁ.}n'e an 1 g Tierkohle bei 17° C. Gleichung von Boedeker-

Freundlich: y = bxr. Abgelesen: b ”Rz

logarithmischen Leitern um eine oder

1
0,12 g, - 0,49, r A~ 2,05.

mehrere Zehnerpotenzen und

erzielt dadurch eine Parallelverschiebung der Geraden, welche die

hinausragenden Teile in den Zeichen-
raum bringt.

v) Beispiele. Bei der Anwendung von
Logarithmenpapier kommen hauptséch-
lich folgende Fragestellungen vor:

Entweder sind gegeben Versuchswerte
z, y, fiir die man ein Exponential- oder
Potenzgesetz vermutet. Man trigt die
Werte in Logarithmenpapier ein, legt
eine Ausgleichsgerade, die sich den ge-
zeichneten Punkten mdéglichst gut an-
schmiegt, und bestimmt die Konstanten a
und b (vgl. Abb. 5).

Oder es ist gegeben eine Exponential-
oder Potenzfunktion. Aus ¢ und b 1aBt
sich die zugehorige Gerade zeichnen.
Als Beispiele hierfiir sind in Abb. 6 auf
Exponentialpapier die Geraden y = e*
und y =e~7 fiir die natiirliche Ex-
ponentialfunktionmite =2,71828. ..
gezeichnet und aus ihnen Doppelleitern
fir die Funktionen e? am linken Rande
und e~% am rechten Rande hergeleitet (vgl.
8. 19), wihrend Abb. 7 die Ausstreckung

y-eT  x z g€~
10—z T F 47
80—\ - 98
60— / 196
s0 \; 7 45
%0 - -+
30 /
N
for @ zj_
203N # a2
\ /
4
W 7
70 X 47
R i 25008
6 7 A 006
S5 3405
1o . 4o
I 4 351403
2 u/ \ m=
/1
144

0" 17 2 3§ 4z %
Abb. 6. Exponentialfunktionen y =e*

und y = e~* auf Exponentialpapier.
Doppelleitern fiir sie.

der Potenzkurven aus Abb. 3in

Geraden auf Potenzpapier zeigt (brauchbare graphische Potenztafel).
Auf Millimeterpapier werden sowohl Exponentialkurven als auch
Potenzkurven (wie sie z. B. mit nicht ganzen Exponenten als Polytropen
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héufig in der Thermodynamik vorkommen) am bequemsten gezeichnet,
indem man zuerst die Geraden auf Logarithmenpapier konstruiert und
dann die Werte auf Millimeterpapier iibertrigt.

Kreisprozesse lings Isothermen und Adiabaten in der Thermodynamik
haben auf Logarithmenpapier geradlinig begrenzte Bilder [R. Grammel:
Die logarithmischen Diagramme in der Thermodynamik der Gase.
Ing.-Arch. 2, 353—358 (1932)].

7 62 43 04 0506 48 1 2 3 4 56 8 m
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Abb. 7. Potenzen y = z* auf Potenzpapier. Graphische Potenztafel.

Fiir die exponentielle Annédherung an einen Grenzwert y = Y — be—%=
mubB man sich zunéchst irgendwoher den Grenzwert Y von y fir x - oo
verschaffen. Dann ist der Unterschied ¥ — y die Exponentialfunktion
be~kz wird also auf Exponentialpapier als gerade Linie dargestellt.

d) Addieren oder Subtrahieren von Strecken und von y-Werten auf
Logarithmenpapier. Potenz- und Exponentialsummen. Gleichungslosen.
Das Addieren oder Subtrahieren von y-parallelen Strecken auf
Logarithmenpapier addiert oder subtrahiert Logarithmen, ermdglicht also
bequemes Multiplizieren oder Dividieren der y-Werte. Wichtiger Sonder-
fall: Bereichvergréferung; Verschieben um ganze logarithmische Ein-
heiten bedeutet Multiplikation mit Zehnerpotenzen, vgl. SchluBl von ).

Addieren oder Subtrahieren der y-Werte selbst kann nicht
ohne weiteres geometrisch auf Logarithmenpapier durchgefithrt werden;
man mufl vielmehr die y ablesen, addieren oder subtrahieren und dann



Logarithmenpapier.

erst wieder auf Logarithmenpapier gehen.

Potenzsummen

11

So zeichnet man z. B.

y=Axz*+ Ba® + Cac +- - -

(fiir nichtnegative ganzzahlige a, b,
¢, ... Polynome oder ganze
rationale Funktionen genannt),
indem man fiir positives  zunéichst
dieGeraden fiir die einzelnenBestand-
teile| 4 |22,| B|aP,|C| ¢, ... mitden
Absolutwerten |4, | B|,|C|, ... der
Vorzahlen A, B, C, ... ohne Riick-
sicht aufs Vorzeichen konstruiert!.
Dann fiigt man die Bestandteile mit
positiven Vorzahlen zu einer Kurve y,;
zusammen und die Bestandteile mit
negativen Vorzahlen — diese ent-
gegengesetzt genommen — zu einer
zweiten Kurve y,. Der Wert von y ist
dann fiir jedes x leicht durch y, — y,
oder y,— y; bestimmbar (Abb. 8).
InsbesonderewerdendieNullstellen
von y (die Wurzeln der Gleichung
Axt 4 Bab 4+ Cat4d- -+ =0) als
die z der Schnittpunkte zwischen
den Kurven y,; und y, gefunden. Fiir
dieseszeichnerische Gleichungs-
16sen kann es zur Erzielung guter

70
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Abb. 8.
Potenzsumme y = 2 + 5 z-1—1,2 2%°
und Loésen der Gleichung
2 +521—122" =0
auf Logarithmenpapier, Wurzel = _< 3,6.

Schnitte vorteilhaft sein, die Gleichung zunichst durch eine geeignete

Potenz von z zu dividieren.

b_1
T %7 ot%priy

Bei ganzzahligen Exponenten a, b, ¢, ...
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Abb. 9. Bandbremse: K = U % M—;— , wobei K Bremskraft, U Umfangskraft, %= 0,2
e —1

Hebelverhaitnis, 4 = 0,4 Reibungsziffer, « Umschlingungswinkel.
Beispiel: ¢ = 270° U = 50 kg, K _~ 1,75 kg.

! Durch || wird der Absolutwert angedeutet.
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laBt sich y auch fiir negative * = — &, wobei & >0 ist, als
y=(—1)9 A& 4+ (—1)°B& + (— 1) C & 4 - - - auf Potenzpapier
untersuchen. — Exponentialsummen b,em® 4 b,e™m® 4 - - - tfreten
zuweilen als Néherungsausdriicke in empirischen Formeln auf und sind
durch Zusammenfiigen der einzelnen geradlinig auf Exponentialpapier
gezeichneten Bestandteile zu bezwingen, z. B. der hyperbolische Sinus
xZ —& & -

E%G; und der hyperbolische Kosinus €of 2 = - _zﬁ—. Bei
der Bandbremse spielen die Differenz e#* — 1 und ihr Kehrwert eine Rolle
(Abb. 9, u Reibungsziffer, « Umschlingungswinkel; vgl. Hiitte I, S. 287).

¢) Andere Funktionspapiere. Ahnlich dem Logarithmenpapier kann
man sich fiir Sonderbedarf auch andere Funktionspapiere herstellen

Ginx =

oder kiuflich erwerben, z. B. Reziprokpapier, indem man % auftrigt

und nach z beziffert, Quadratpapier usw.

3. Dreieckspapier.

@) x+y = konst, dargestellt anf einer Streeke. Biniires Gemisch.
Die durch einen Punkt P erzeugten Abschnitte x und y einer festen
Strecke von der Linge ! (Abb. 10) ergénzen sich zu ! in dhnlicher Weise

$ p wie iISI egclem ,,bin%ren“ Gemisch aus
T , = zwei Stoffen a und b (Zweistofisystem,
z(Snfa) Py, =<—y/f )~ Lésung eines Stoffes in einem an}é_eren)
Abb. 10. Binres Gemisch, dargestent Oi¢ Prozentanteile von a und b zu
auf einer Strecke. 100%. Der linke Endpunkt B mit
z =0 gibt den Stoff b selbst, der
rechte Endpunkt 4 mit y = 0 gibt . Die Zwischenpunkte P stellen
simtliche méglichen Mischungen p =ax -+ by mit den Prozentanteilen x
8 und y der Stoffe @ und b dar, wenn ! 2 100%
gesetzt wird. Zu P kann man als Ordinate eine
dem Gemisch zugehorige GroBe u wie Schmelz-
temperatur od. dgl. auftragen und erhilt dadurch
- ein Kurvenschaubild fiir » iiber der Strecke (vgl.
Abb. 14). Am bekanntesten hierfiir ist wohl das
= Eisen-Kohlenstoffdiagramm [W. Mathesius: Die
z physikalischen und chemischen Grundlagen des
4 (Stofa— Eisenhiittenwesens. Leipzig: Otto Spamer 1916. —
' L2 > J. Eggert: Lehrbuch der physikalischen Chemie,
Abb. 11. Ternires Ge- 2. Aufl. Leipzig: S. Hirzel 1929].
Mohseitigen Drétock " 8) «+ y+ z=konst, dargestellt in einem
gleichseitigen Dreieck. Terniires Gemisch. Auf
,berndre’ Gemische (Dreistoffsysteme, Losungen von zwei Stoffen in
einem dritten) wird die Darstellung bindrer Gemische durch die Punkte
einer Strecke verallgemeinert durch das gleichseitige Dreieck. Die
Abstinde @, y,z eines Punktes P im Innern eines gleichseitigen Drei-
ecks mit der Seite !, wie in Abb. 11 gemessen und auf dem kéuflichen
gedruckten Dreieckspapier bequem ablesbar (Abb. 12), haben ersichtlich
die Summe ! entsprechend wie in einem terniren Gemisch aus drei

F




Dreieckspapier. 13

Stoffen a, b, c die Prozentanteile von @, b, ¢ die Summe 100%. Der
Punkt P verkorpert also bei I 2 100% das Gemisch p = az + by 4+ ¢z
mit den Prozentanteilen z, y,z von @, b, c. Auf der unteren Dreiecks-
seite ist ¥ = 0; auf ihr als Darstellungsstrecke findet man deshalb die
bindren Gemische aus @ und c, entsprechend auf der rechten Dreiecks-
seite mit z =0 die biniren Gemische aus b
und a, auf der linken Dreiecksseite mit x = 0
die binidren Gemische aus ¢ und b. Die drei
Eckpunkte C, 4, B des Dreiecks sind den
Stoffen ¢, a, b selbst zugeordnet.
v) Darstellung einer dem terniren Ge-
miseh zugeordneten GréBe. Eine Gréfie u
fiir das ternire Gemisch, z. B. die Schmelz-
temperatur, wird, indem man sie in P als
Hohe senkrecht zur Dreiecksebene auftréigt,
dargestellt durch eine Fliche tber dem
Dreieck (Abb. 13). Deren Schnittkurven
% = konst mit Ebenen parallel zur Drei-
ecksebene, die sog. Hohenlinien, kann man ins Dreieck einzeichnen und
erhélt dadurch eine Kurventafel fiir « (Abb. 14). An die Dreiecksseiten
schlieBt man oft die Kurven fiir die bindren Gemische an; sie entstehen
geometrisch, wenn man die Schnittkurven (Abb. 13, 14) der u-Fliche mit
Ebenen, die senkrecht zur Dreiecksebene stehen und durch die Dreiecks-
seiten laufen, in die Dreiecksebene umklappt. Wenn es sich um Schmelz-
temperaturen handelt, sind die tiefsten Punkte
der Schnittkurven die ,,eutektischen Punkte‘
der bindren Gemische, und der tiefste Punkt £
der u-Fliche ist der eutektische Punkt des
terniren Gemisches.
Durch eine einzelne ausgezeichnete Kurve
# = konst oder eine anderweitig eingetragene
Linie wird oft ein besonders interessierendes
Gebiet eingegrenzt, z. B. fiir Leichtflissigkeit
im Dreistoffsystem (Al,O0,, SiO,, Basen) der
Hochofenschlacke, fiir Erhértungsdauer beim
Beton (Zement, Sand, Kies oder auch CaO,
Al,0,, Si0,), fiir Durchschlagsfestigkeit beim Porzellan (Kaolin, Quarz,
Feldspat) usw. Auch wirtschaftliche Fragen lassen sich behandeln. Sind
o, B, y die Preise der Einheitsmengen von a, b, ¢, so kostet das Gemisch
p=ax+by+ cz mit den Prozentanteilen z, y, z der drei Stoffe
% =konst - (x x + f y + yp #). Dieser Preis u wird dargestellt durch eine
Ebene, die durch drei Punkte in Hohen proportional y, «, § iiber C, 4, B
lauft. Thre Hohenlinien konstanten Preises sind Geraden.
MiBt man die Abstdnde in logarithmischem MaBstab, so erfiillen die
Koordinaten z, y, z des Punktes P die Gleichung « -y -z = konst.
d) Mischung von zwei Ausgangsgemischen. Gerade auf Dreieckspapier.
Aufler zur Veranschaulichung 148t sich das Dreieckspapier mit grofem
Vorteil auch zur graphischen Mischungsberechnung verwenden.
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Gegeben und auf Dreieckspapier dargestellt seien zwei terndre Ausgangs-
gemische, z. B. zwei Mischsduren aus Schwefelsdure, Salpetersiure und
Wasser. Man soll aus ihnen ein vorgeschriebenes Endgemisch herstellen,
z. B. eine gegebene Mischsiure mit der anderen zu einer gewiinschten
Mischsiure verdiinnen oder wiederbeleben [Berl-Lunge: Chemisch-
technische Untersuchungsmethoden, Bd. 2/I, 8. Aufl. Berlin: Julius
Springer 1932. — E. Berl, W. Herbert, W. Wahlig: Nomographische
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Abb. 14. Schmelztemperaturfliche des terniiren Gemischs Zinn-Blei-Wismut, dargestellt
durch Hohenlinien. Schmelztemperaturkurven der bindren Teilgemische.

Tafeln fiir die chemische Industrie. Berlin: Julius Springer 1930]. Es
sei das

Ausgangsgemisch p, dargestellt durch den Punkt Py (23, y1, %)

Ausgangsgemisch p, . s ” 2 Py (%, Yg, %)
Endgemisch P - wow o P(xy,2),
und zwar liege P auf der Verbindungsstrecke P; P, und teile sie im
Verhaltnis 2:(1— 4), 7. B. & : = Aus Abb. 15 liest man ab:
A T—m _ y—y _ Hm—=

1—A  z,—ax  Yo—yY 22—z
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also
. kurz zusammengefal3t:
@=(1—2) o+ A p:(l_z)§+zp odor
y=0—2 y+ Ay, 'Pp, PP
2 =(1—2) 2 + 1z P=pp,P17 ppPe

Das Endgemisch p entsteht dadurch, daBl man die Ausgangs-
gemische p, und p, im umgekehrten Verhiltnis der Abstinde
des Bildpunktes P von den Bildpunkten P; und P, zusammen-
mischt. (Ubrigens folgt durch Addition, wie es sein muB, « + y+z=1)
Wandert P von P; nach P,, so nimmt 4: (1 — 1) alle Werte von 0
bis oo an. Die Punkte P der Verbindungsstrecke P, P, geben also
alle aus p; und p, moglichen Mischungen.
Wenn umgekehrt ein Gemisch p aus p; und
P, herstellbar sein soll, muf} sein Bildpunkt
P auf P; P, liegen. Praktisch hat man
nur P;, P, und P auf Dreieckspapier ein-
zutragen, zu priifen, daB P auf P, P, liegt,
und durch Abmessen die Verhiltnisse %
PPy ind L2y bilden. Sie sind die AWy
p, P, P, P, o / \y(«\\\\
von p, und p; fir p noétigen Anteile, wo- 4 a/ A
bei P P, dem ,fernen Gemisch p, (mit zlfz /
Bildpunkt P, nicht auf P P;) und P P, dem Abb. 15. Mischung von zwei
,fernen Gemisch p, zugeordnet ist, und Ausgangsgemischen.
liefern mit der Menge des gesuchten End-
gemisches p multipliziert die Mengen von p, und p,, die man nehmen
mufl, um die gewiinschte Menge von p zu erhalten. Rein zeichnerische
Lésung nach Proportionensétzen: man iibertrigt durch Parallelen die
durch P bewirkte Einteilung der Strecke P; P, auf eine — am bequemsten
in Py oder P, angesetzte — Strecke, deren Léinge der gewiinschten Menge
von p entspricht; diese Strecke wird dann entsprechend den Mengen
von p; und p, geteilt.

Elimination von A gibt die lineare Beziehung y = ?9/02:31 x xzwyllx; Ys
zwischen z und y als Gleichung der Geraden durch P; und P:. Den
Punkten P der Geraden auBlerhalb der Strecke P, P, entsprechen nega-
tive . Zur Herstellung der zugehérigen Endgemische p miilte man aus
dem Ausgangsgemisch p, das Ausgangsgemisch p, teilweise entfernen
konnen oder umgekehrt p, aus p,.

Fiir Mischung von zwei bindren Ausgangsgemischen vgl. O. Liesche
[Nomogramme 4 und 5 fir die Praxis der chemischen Fabrik. Chem.
Fabrik 1, 314—315 (1928)] und E. Berl, W. Herbert, W. Wahlig
[Graphische Mischungsberechnung fiir Mischungen auszwei Komponenten,
Anlage zu Berl-Lunge: Chemisch-technische Untersuchungsmethoden,
Bd. 1. Berlin: Julius Springer 1931].

¢) Mischung von drei Ausgangsgemischen. Um ein Endgemisch p
gewinnen zu koénnen, dessen Bildpunkt P nicht auf der Verbindungs-
strecke P, P, gelegen ist, geniigen die beiden Ausgangsgemische p, und p,
nicht. Man muf} vielmehr noch ein drittes Ausgangsgemisch p; zur
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Verfiigung haben, dessen Bildpunkt P; ein Dreieck mit P, und P, bildet
derart, daBB P ins Dreiecksinnere fillt (Abb. 16). Man verschafft sich
zunichst aus p, und p, das Zwischengemisch ¢ mit Bildpunkt @, der
auf P, P, durch die Verbindungslinie P; P eingeschnitten wird:

8 P, P
q—§;p1+§1;p2

5 Aus ¢ und p; ist p herstellbar, weil sich der
‘ Bildpunkt P auf der Verbindungsstrecke P;Q
befindet:
PP, PQ

Y szaQQ+PQp3’

2
c ) 4 also bei Einsetzen der Aufbaugleichung von g

Abb. 16. Mischung vondrei aus p; und p,:
Ausgangsgemischen. Erste
Vorgehensart. PP 3 Q P 2

PPy, QP PQ

p_‘ Q p1+PQPP 2+PQp3
Nun gilt, wenn man durch P Parallelen PR zu Py P,und P S zu P, P,
zieht:

PP, 8P, _RP

7.0 —QP, (als Faktor von p,) =P, (als Faktor von p,),

weiter PQ@  RQ @8 _ RS
P,Q  PQ QP, PP

[das letzte, weil aus REQ=u-P;Q und @ 8
p-QP, folgt RQ + @8 = M(PQ—i—QP)

u- Py P,)]. So entsteht schlieflich

p= Ifl;, n+p RP‘ P2t PR}? Ps-

Man braucht also nur die Ausg&ngs-
N dm/’ gemische p,, p,, 23 und das Endgemisch p

-17. Mischung vondrei gyf Prejeckspapier darzustellen wund
Ausganvggggﬁlgggggi.zwewe durch den Bll:g.plljlnkt P von p Parallelen

zuzweiSeitendesDreiecks derAusgangs-

gemisch-Bildpunkte zu ziehen. Sie schneiden auf der dritten
Dreiecksseite drei Abschnitteein,dieim Verhaltniszur ganzen
Dreiecksseite jedesmal den fiir das Endgemisch erforder-
lichen Anteil des ,fernen Ausgangsgemisches liefern.

Wir haben Parallelen zu P; P, und P; P, und als dritte Dreiecks-
seite P, P, genommen. Weitere Auswahlen ermoglichen wertvolle
Proben. Die von p,, p,, p; erforderlichen Mengen, um eine vorgeschriebene
Menge von p zu erhalten, ergeben sich rein zeichnerisch, indem man die
Einteilung von P; P, durch R und § durch Parallelen auf eine Strecke
entsprechend der Menge von p ibertrigt.

Das Parallelenziehen wird ganz vermieden und ein symmetrischer Auf-
bau erzielt, wenn man aus p = ﬁP 39+ ro ps unter Bezeichnung

s @ Py Q

von @ mit @, durch Analogie schlieft (Abb. 17):

_ PO PQ, PO,
p‘“Plle1+P2Q2p2+P Q Ps-

il
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Die Anteile sind die Verhédltnisse des ,,unteren‘ Abschnittes
auf den ,,Ecktransversalen” von P nach P,, P,, P; zur ganzen
Ecktransversale. Thre Summe ist, wie man als geometrisch interessant
nachpriifen kann, wirklich 1.

Das geschilderte graphische Verfahren, bei dem die letzte Anordnung
vielleicht die praktisch bequemste ist, ersetzt z. B. das umstdndliche
rechnerische Vorgehen beiderHochofen-Mgllerberechnung [E. Berl,
W. Herbert, W. Wahlig: a. a. 0.]. Die Aus-
gangsgemische sind hierbei drei Schlackenbildner,
und man findet zundchst deren Mengenanteile.
Wenn die Schlackenbildner aus Erzen herriihren,
in denen sie als Bestandteile darinstecken, miissen

durch eine einfache Verhéltnisrechnung noch die Cie;»ieyﬁle_z—ﬁ/
nétigen Mengen Erz festgestellt werden. Abb. 18 im o
. . . . . (+)
§) Allgemeines Dreieckspapier. Das Ergebnis Dreieekspiﬁ%. 8

iiber die Mischung von drei Ausgangsgemischen
148t sich auch so aussprechen (Abb. 18): Die Punkte P im Innern eines
beliebigen Dreiecks C A B veranschaulichen die siémtlichen moglichen
Mischungen p = az + by cz aus drei Stoffen a, b, ¢, wobei die Prozent-
anteile z, y, 2z auf der Dreiecksseite C A =1 durch Parallelen zu den
Drelecksselten BC und BA eingeschnitten werden und z + y + 2
=1 £ 100% ist. Offenbar hat man hiermit ¥

eine Verallgememerung der Eigenschaft des \
gleichseitigen Dreiecks S. 12--13 auf ein beliebiges
Dreieck. /
Will man z, y, z bei einem beliebigen Dreieck *._/z
Abb. 19 entsprechend messen wie bei dem gleich-  (Sfa— ! 5

2 di ADbb. 19. Allgemeines
— dle Dreieckspapier, andere
Anordnung.

seitigen Dreieck Abb. 11, so sind %,

Anteile von a, b, ¢ fir das Gemisch

p=a -5 + b Y -{— ¢ — zum Bildpunkte P mit - + = —{— —:7
Y E als
n
Bezifferung auf den Dreiecksseiten €4, A B, BC auf. Dann 148t sich
mit einem beliebigen Dreieck genau so arbeiten wie mit einem gleich-
seitigen Dreieck. Im beliebigen Dreieck gewinnt man in gewissen Gren-
zen groflere MaBstabsfreiheit, kann z. B. bei logarithmischen MaBstében
besonders giinstig die Beziehung z® yf 2? = konst darstellen.

Die Untersuchungen iiber Mischung von drei Ausgangsgemischen und
iiber allgemeines Dreieckspapier stehen in engem Zusammenhang mit
dem ,,baryzentrischen Kalkiil“ von Moebius und den ,,Dreieckskoordi-
naten® der hoheren analytischen Geometrie. Fiir Verallgemeinerungen
des Dreieckspapiers auf den Raum vgl. z. B. E. Jinecke [Gesittigte
Salzlésungen vom Standpunkte der Phasenlehre. Halle: Wilhelm
Knapp 1908].

Ber], Chem. Ingenieur-Technik. I. 2

Am bequemsten trigt man sogleich die Verhéltnisse 7 et
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II. Nomographie.

Nomographie ist die Lehre von graphischen Rechentafeln (Nomo-
grammen), bei denen es weniger auf Veranschaulichung, sondern mehr
darauf ankommt, moglichst bequem, méglichst genau und moglichst
schnell Zahlenwerte zu entnehmen (,,gezeichnete Rechenmaschine®).
Nomogramme fiir Funktionen einer einzigen unabhingigen Verinder-
lichen sind die Funktionsleitern. Gegeneinander verschiebbare
Funktionsleitern geben den gewéhnlichen Rechenschieber und die
Sonderrechenschieber. Auch die Lehre vom Logarithmenpapier
(S. 6—12) wird oft zur Nomographie gezahlt. Das eigentliche Wesen dieses
zunéchst in Frankreich [M. d’Ocagne: Traité de nomographie, 2. Aufl.
Paris: Gauthier-Villars 1921; R. Seco de la Garza: Les nomogrammes
de I’ingenieur. Paris: Gauthier-Villars 1912; R. Soreau: Nomographie ou
traité des abaques. Paris: E. Chiron 1921} entwickelten, erst nach dem
Kriege auch in Deutschland vorgedrungenen Teilgebietes der praktischen
Mathematik, dessen Bedeutung und Wert fiir den Praktiker kaum hoch
genug eingeschitzt werden kann, tritt aber erst fiir Funktionen von
mehreren Verinderlichen bei den Netztafeln und Leitertafeln voll
zutage. Naturwissenschaftler und Ingenieure konnen sich viele Rech-
nungen und Dimensionierungen durch Nomogramme unglaublich erleich-
tern und iibersichtlich gestalten. In den letzten Jahren sind fiir diesen
Zweck zahlreiche Anleitungen zur Nomogrammherstellung und Samm-
lungen gebrauchsfertiger Nomogramme erschienen [P. Luckey: Ein-
fiihrung in die Nomographie; Nomographie, Math.-Phys. Bibl., Bd. 28
u. 59/60, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1925 und 1927. —
H.Schwerdt: Einfithrungin die praktische Nomographie, Ma-Na-Te Bibl.,
Bd. 6. Berlin: Otto Salle 1927 ; Lehrbuch der Nomographie. Berlin: Julius
Springer 1924; Die Anwendung der Nomographie in der Mathematik.
Berlin: Julius Springer 1931.—H.Schwerdt, W.Giitschow,I.Runge,
F.Wolf: Graphisches Rechnen. RKW-Verdff. 23. Berlin: Beuth-Verlag
1928. — M. Pirani, I. Runge: Graphische Darstellung in Wissenschaft
und Technik, 2. Aufl. Sammlung Géschen 728. — E. Berl, W. Herbert,
W. Wahlig: Nomographische Tafeln fiir die chemische Industrie.
Berlin: Julius Springer 1930. — O. Liesche: Rechenverfahren und
Rechenhilfsmittel mit Anwendungen auf die analytische Chemie. Die
chemische Analyse, Bd. 30. Stuttgart: Ferdinand Enke 1932; Chemische
Nomogramme. Berlin: Verlag Chemie 1929; Nomographie. Chem. Fabrik
1, 161—164, 228—230, 241—243, 359—361, 392—394, 450—451,
463—465, 583—584, 595—597, 621—623 (1928); Nomogramme fiir die
Praxis der chemischen Fabrik. Chem. Fabrik 1, 264—265, 280—28I1,
296—297, 314—315, 377, 478, 490—492, 531 (1928); 2, 124—125, 170
bis 171, 279—280, 305—306, 373—374, 391, 437—438 (1929); 3, 150
(1930); 4, 122 (1931). — R. Kempf: Nomogramme fiir die Praxis der
chemischen Fabrik. Chem. Fabrik 1, 560—561 (1928). — P. Leybold:
Eine graphische Rechentafel fiir direkte Prozentumrechnungen. Chem.
Fabrik 2, 401—402 (1929). — J. Schmidt: Uber eine Rechenhilfe
firr die Gasanalyse. Chem. Fabrik 4, 137—138 (1931). — W. Schreiber:
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Nomogramme fiir die Praxis der chemischen Fabrik. Chem. Fabrik 4,
495 (1931); 5, 3—4, 12 (1932)].

1. Funktionsleitern.

«) Begriff und Herstellung einer Funktionsleiter. Von der geldufigen
Darstellung einer Funktion?! y = f () durch eine Kurve im rechtwinkligen
zy-Koordinatensystem mit den MaBstabseinheiten A cm fiir « und u cm

fir y (bzw. MaBstabsfaktoren 4 Dcll;x und y Dcilrzy , vgl. 8.7 und 45)

kommt man nach Abb. 20 zur Darstellung durch eine Funktionsleiter
oderFunktionsskala,indem man von y

Kurvenpunkteén fiir gleichabstindige 352 Q-—--—————-==--=
waagerecht nach der y-Achse geht und ?§ s

an die eingeschnittenen Punkte die 3§

betreffenden z daranschreibt. Zu der 4%

schon vorhandenen gleichméBigen y- 2
Teilung auf der y-Achse tritt auf diese
Weise eine im allgemeinen ungleich-

T
] 1
| 1
-
'
|
b
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b
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| '
I 1
Lo
|
| |
1 |
I |
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13

i
méBige x-Teilung, die gestattet, neben x T"’ i ;
sofort das zugehorige y abzulesen. Man ., 4 b
. A . H [
spricht von einer Doppelleiter oder *~ § | @ |
Doppelskala fiir « und y auf der y-Achse KK AR
als Triger. Ein Beispiel aus dem tég- Acn greimasy

i i g Abb. 20. Funktionsleiter, gewonnen aus
hche.en Leben ist das Thermometer mit Karvendarstolians.
Celsius- und Reaumurskala.

Die z-Achse und die Kurve y = f (z) kénnen ganz fortgelassen werden.
Wenn man auch die gleichméBige y-Teilung wegnimmt, bleibt nur die
ungleichméBige x-Teilung iibrig. Das wechselnde mehr oder weniger
Zusammengedringtsein ihrer Punkte spiegelt den Verlauf der Funktion
y = [ (x) wider, deshalb: Funktionsleiter oder Funktionsskala fiir
y = f(x). Die gleichméaBige x-Leiter auf der x-Achse wird durch die
Funktion y = f () in die ungleichmifBige xz-Leiter auf der y-Achse
,,abgebildet“ oder ,,verzerrt.

Will man an der Funktionsleiter die Werte y = f (x) ablesen, so muf}
man beim Fortloschen der gleichméBigen y-Teilung die MaBstabseinheit
u cm fiir y im Sinne behalten. Dann braucht man nur von einem x-Werte
mit bekanntem y aus, z. B. von z = 0 mit y = y, aus, mit dem MaBstab
abzumessen, wievielmal 4 cm in der Entfernung bis zu dem gerade inter-
essierenden x enthalten sind: diese Zahl zum bekannten y, hinzugefiigt,
gibt das gesuchte y = f (). Umgekehrt stellt man so eine Funktions-
leiter ohne den Umweg iiber die Kurvendarstellung her: man trigt
mit einer passenden MaBstabseinheit y cm, genauer einem Mafstabs-

faktor u auf einer Geraden als Triger die Abstinde

cm
Dim f(x)

1 Zum Begriff der Funktion vgl. z. B. A. Walther: Einfithrung in die mathe-
matische Behandlung naturwissenschaftlicher Fragen. Berlin: Julius Springer
1928.

2%
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%f x%o vinem =g ﬁZE;‘(—EmaJI f(z) [Dim f(z)]
% auf und schreibt die x-Werte daran (beziffert
Y & mach x).
? T 70 jz (3) Beispiele, inshesondere logarithmische Leiter.
1 5 GleichméBige Leiter v=puz,
T 5 quadratische Leiter v=py 22,
%91 20 logarithmische Leiter v =y log «

17 ’ fur den Zehnerlogarithmus. In Abb. 21 fiir die
08T % logarithmische Leiter mit 4 = 10 cm kommt z. B.
16 45 =2 in den Abstand 10 cm-log 2~ 3,01 cm

+ 7 vom Anfangspunkte 1 mit logl =0, ferner
6715 2 % « =3 in den Abstand 10 cm - log 8 ~~ 4,77 cm,

1 ¢ schlieBlich « = 10 in den Abstand 10 cm -

T 5% log 10 =10cm. Beim gewdhnlichen Rechen-
a6 ¢ ’ ¢ schieber ist fiir die obere Korper- und obere

T 5 Zungenskala v in cm = 12,5 cm - log z und fiir
o 5_': ! ¢ die untere Korper- und untere Zungenskala v
= 2 incm =25cm - log xz. Ubrigens stehen an den

T % ,; Zehnteln von u niherungsweise die Zahlen 1;
o 1,25; 1,65 2; 2,5; 3,2; 4; 5; 6,4; 8; 10, die je etwa

T 0 ;  um 25% zunehmen; danach kann auf kariertem

T % Papier die logarithmische Leiter leicht skizziert
631 2 _gs oy werden. Sie ist grundlegend fir das Loga-

178 g5 Tithmenpapier (S. 6—7) und fiir den Rechen-
0z 1.5 gv Schieber (S.24—25). In Abb.22 ist die
I -7 Doppelleiter fiir den natiirlichen Loga-

Y24 % rithmus zu sehen.

011 -1 0z Namentlich die logarithmische Leiter braucht
" 2 ” man praktisch, z. B. fiir Nomogramme (S.33—38),

T -2 9% mit den verschiedensten MaBstabseinheiten. Die

ol MaBstabidnderung kann zeichnerisch nach
%7 Abb. 28 geschehen: ist 4 cm die MaBstabseinheit
Abb. 21. Abb. 22.

Abb. 21. Logarithmische ‘fmf fler Ausgangsleiter im f}bstapde a vom Pro-
Doppelleiter ¥ = log z.  jektionszentrum C, so betrigt sie auf der par-

Abb. 22. iter i : .
Doppelleiter it den natir- 211elen Leiter im Abstande b nach Proportionen

lichen Logarithmusy =Inz. b
sitzen o M om.

v) Projektive Leiter. Das Projizieren auf eine parallele Gerade nach
Abb. 23 ist ein Sonderfall des Projizierens auf eine beliebig gelegene
Gerade. Es fiihrt zu einer zur Ausgangsleiter projektiven Leiter. In
den Anwendungen kommt am haufigsten die gew6hnliche projektive

Leiter » in om =y cm - 62+08 gor gebrochen linearen Funktion
cx+d
y= Z::_—:__s vor, weil manche empirische Formeln diesen Typus haben, so

144,3

44 —n fiir Dichte d und Beaumégrade n.

die Umrechnungsgleichung d =
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Sie entsteht, wenn man eine gleichméiBige z-Leiter von einem Zentrum O
aus ,zentral” auf eine gleichméaBige y-Leiter auf einer anderen Geraden

70
1
18
—

—1 6
—1 5
—T ¥4

—t3

—]l

L/
Abb. 23. MaBstabinderung einer Funktionsleiter.

projiziert und die z-Werte nach den neuen Punkten iibertrigt. In Abb. 24
ist als Beispiel die Funktion y = S

gewihlt, und die y-Leiter ist so

z+2

5%

Abb. 24. Projektive Leiter y = zro°

gelegt, daBl ihr Punkt y = g fiir « =1 gerade auf dem Punkt z =1

der z-Leiter liegt. Erhebt sich der Projektionsstrahl aus C nach x = 2,
3,4, ..., so sieht man, wie sich die positiven z auf der projektiven Leiter
zusammendringen, bis die Parallele zum x-Triger den Punkt z = oo
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einschneidet. Dann trifft der Projektionsstrahl negative z, die sich nun,
dem absoluten Werte nach abnehmend, anschlieBen. Ausgezeichnet
ist. wieder die Parallele zum y-Triger. Sie entspricht ¥y = co und hin-
sichtlich = der Nullstelle = — 2 des Nenners « 4+ 2, die ¥ = co macht.
Die projektive Leiter 148t besonders deutlich erkennen, wie durch eine
Funktion y = f () die gleichméBige z-Leiter verzerrt wird: auf der
projektiven x-Leiter drédngen sich einzelne x ganz eng zusammen, andere
werden weit auseinandergerissen. Kin Sonderfall ist die reziproke

Leiter y = % (anwendbar zur Konstruktion der gleichseitigen Hyperbel).

ax-+b
cx-+d
enthilt drei wesentliche Para-
meter (nicht vier, weil man
eine der Konstanten @, b, c, d
s == wegkiirzen kann). Durch drei
s mohz-=> pynktepaare x, y ist daher die
/ Konstruktion der projek-
/ N tiven Leiter festgelegt. Man
//‘Iz__?’ z, I@/&’/l‘/l/”ﬂ'ﬁ/:q/ wihlt z. B. (Abb. 25)
/ a) ein Paar x,, y,, das in den
// 2 vor allem interessierenden Be-
AN reich fillt: in diesem Punkt
N sollen sich unter giinstigem
Winkel die Triger schneiden,
b) und c) die Punktepaare, fiir die x = oo, y = % bzw. x = —
y = oo ist; sie bestimmen das Zentrum C': die Projektionsstrahlen von C
nach # = c bzw. y = oo sind Parallelen zu den Trédgern. Die Parallele

Die Funktion y=

Abb. 25. Konstruktion einer projektiven Leiter.

nach x = oo schneidet den Punkt y =—_% der gleichmaBigen y-Leiter
ein und legt zusammen mit y, deren Einteilung fest, ebenso schneidet
die Parallele nach y = co den Punkt z =— % der gleichméaBigen x-Leiter

ein und legt zusammen mit x; deren Einteilung fest. Zuweilen sind aller-
dings die gewiinschten Bereiche fiir # und y so, daf man sie nur mit
einem auBerhalb der Zeichenfliche liegenden Zentrum C erzielen kann.
Z:::-_—db- fiir einige glatte z-Werte auszu-
rechnen, mit einer passenden MaBstabseinheit geradlinig aufzutragen und

die z-Werte daranzuschreiben (S. 19—20).
In Verallgemeinerung der gewdhnlichen projektiven Leiter az+b

cx+d
liefert %e((—;)—j:% eine projektive Leiter zu der beliebigen Funktions-
leiter f (x) und entsteht, wenn man diese von einem Zentrum C aus auf

einen anderen Triger projiziert. Parallelitit gibt bloBe MaBstabsénderung
(S.20 und Abb. 23).

Dann tut man am besten, y =
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d) Mehmkes Unterteilung einer Funktionsleiter. Da die Anzahl drei der
wesentlichen Parameter fiir die projektive Leiter ziemlich gro8 ist,

schmiegt sich die projektive
Leiter an eine beliebige Funk-
tionsleiter im allgemeinen gut an
und kann nach R. Mehmke
[Leitfaden zum graphischen
Rechnen, 2. Aufl. Wien u. Leip-
zig: Franz Deuticke 1924] wegen
ihrer leichten Herstellbarkeit zur
naherungsweisen Untertei-

7

lung,z.B. Dezimalteilung,einer ‘
schwer zu berechnenden
Funktionsleiter benutzt wer-
den wie folgt (Abb. 26): Man =
bestimme drei Punkte, etwa 0, Abb. 26. Mehmkes Unterteilung.
5, 10, der Leiter genau und
zeichne auf Pauspapier ein Strahlenbiischel z y =z
durch Punkte 0,1,2, ..., 10 einer gleich- »——23s 70
miBigen Leiter. Wenn bei passend auspro- + 1
bierter Lage des auf die Funktionsleiter auf- o3 2 a9 07
gelegten Pauspapieres die drei Strahlen 0, 5, 10 3 I
durch die genau bekannten Punkte 0, 5, 10  , 1—37 43—:_0’2
gehen, dann schneiden die Zwischenstrahlen T T+
die Unterteilung fiir die zugehérige projektive 12 T
Leiter und im allgemeinen auch recht genau 4 K=
fiir die gewiinschte Funktionsleiter ein. T T
¢) Vorziige der Funktionsleiter. DieHaupt- 6% e
vorteile der Funktionsleiter sind: +-17 166
Ubersichtlichkeit, leichtes Ablesen von Zwi- §—|-z 953—g7
schenwerten (Interpolation), Raumersparnis F-15 T-9s
gegeniiber der Kurvendarstellung, gute Her- ¢ -3¢ g9
stellbarkeit. Die Funktionsleiter ersetzt eine 1% I
numerische Tafel (Abb. 27 u. 28), und zwar ; 7 =
wegen der bequemen Interpolation nach Augen- 17 e B
mal sogar eine ziemlich feinstufige. Dasmacht - %
sich vorteilhaft namentlich bei den Leitern ° J—4¢ K s
fir empirische Funktionen [Berl, Herbert, :::% +-2
Wahlig: a. a. O.; Liesche: a.a. 0.] wie [ 47—
Dampfspannung, Wirmeleitzahl u. dgl. be- E—:__g 3
merkbar. Dabei behilt man in der Regel auller ~0——-c 0 =0l
Abb. 27. Abb. 28.

der ungleichméBigen z-Leiter zum raschen Ab-
lesen auch die gleichmiBige y-Leiter auf dem-
selben Triger bei, im Falle der Dampfspan-
nung also die Temperaturleiter. Schon fiir die
allereinfachste Funktionsbeziehung, die Pro-

Abb. 27. Doppelleiter fiir die
Exponentialfunktion y = e*.

Abb. 28. Doppelleiter fiir die
Exponentialfunktion y = ¢7%.

portionalitit, sind solche Doppelleitern sehr lohnend [Berl, Herbert,
Wahlig: a. a. O.; Liesche: a. a. 0.], etwa fiir die ldstigen Umrechnungen
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von kW in PS8 (vgl. Abb. 37, 8. 37), von englischen Maflen in metrische
MaBe, Konzentration in g und %, von Einwaage und Prozentgehalt
bei der Analyse usw. Man stellt sie ganz einfach auf Millimeterpapier
iiber die jetzt geradlinige Kurvendarstellung hinweg her. — Nachteilig
bei der Funktionsleiter ist die verhdltnisméBig geringe Anschaulichkeit.

¢) Doppelleiter. Verschiebbarkeit. Von einer Doppelleiter spricht man,
wenn zwei Leitern auf derselben Tragergeraden liegen (vgl. Abb. 6). Im
einfachsten Fall ist eine der Leitern gleichmiBig, vgl. die y-Leiter in
Abb. 20, 21, 22, 24, 27, 28 und £). Die allgemeine Doppelleiter
kommt durch Aneinanderheften zweier Leitern fiir f (x) und ¢ (£) zu-
stande. An ihr kann man die Zahlenpaare z, & ablesen, welche die
Gleichung f (x) = @ (£) befriedigen [Luckey: a.a. O.; A. Walther:
Einfithrung in die mathematische Behandlung naturwissenschaftlicher
Fragen. Berlin: Julius Springer 1928].

Verschiebbarkeit der beiden Leitern gegeneinander fiihrt
zu den Rechenschiebern, deren klassisches Beispiel der gewéhnliche
Rechenschieber ist, wihrend die anderen ,,Sonderschieber‘ heiBen.
Die Sonderschieber haben sicher noch eine groBe Zukunft [Luckey:
a.a. 0. — F. Bahlecke: Sonderrechenstibe. RKW-Veroff. 68. Berlin:
Beuth-Verlag 1931].

2. Rechenschieber.

o) Allgemeines. Bau und Gebrauch des Rechenschiebers werden
in den Grundziigen als bekannt vorausgesetzt [vgl. z. B. A. Rohr-
berg: Theorie und Praxis des logarithmischen Rechenschiebers, Math.-
Phys. Bibl.,, Bd. 23, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1919;
L. Schrutka: Theorie und Praxis des logarithmischen Rechen-
schiebers, 2. Aufl. Leipzig u. Wien: F. Deuticke 1929]. Unbedingt sollte
man darauf achten, daf auBer den oberen quadratischen Leitern
mit 12,5 cm MaBstabseinheit auf Korper und Zunge und den unteren
Hauptleitern mit 25 cm MaBstabseinheit auf Zunge und Kérper
noch in der Mitte der Zunge eine — vorteilhaft rot gefirbte —
Reziprokleiter, d. h. eine von rechts nach links gegenliufige log-
arithmische Leiter mit 25 cm MaBstabseinheit vorhanden ist. Die mit
ihr verbundenen Erleichterungen, z.B. beim Multiplizieren ohne Um-
schieben der Zunge vom Anfangs- auf den Endstrich das Produkt stets
sofort ablesen, ferner mehrfache Multiplikationen und aneinander-
gehingte Multiplikationen und Divisionen mit besonders wenig Zungen-
einstellungen ausfithren zu kénnen, gleichen den ganz geringen Mehrpreis
und die etwas dichtere Besetzung des Rechenschiebers mit Strichen und
Zahlen reichlich aus. Wer viel mit Rauminhalten zu tun hat, fir den
empfiehlt sich die kubische Leiter mit %é cm MaBstabseinheit. Mit jhr
erhilt man durch Verbindung mit der unteren Kérperhauptleiter Kuben
und Kubikwurzeln éhnlich wie durch die bekannte Verbindung der oberen
quadratischen Korperleiter und der unteren Korperleiter Quadrate und
Quadratwurzeln. Kubische und quadratische Leiter zusammengenommen

geben %te und%te Potenzen. Fiir Potenzen mit beliebigen Exponenten,
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die z. B. in der Thermodynamik immer wieder vorkommen, und fiir Ex-
ponentialfunktionen ist die loglog-Leiter vorteilhafter als die gleich-
mafBige Leiter von 25 cm Mafstabseinheit, mit der man die Léngen
auf der unteren Korperhauptleiter, d. h. die Logarithmen der Zahlen der
unteren Koérperhauptleiter abmift. Beim Léufer, der die Zahlen verschie-
dener Leitern in Beziehung setzt, ist der Freiblickliufer ohne Verdeckung
von Zahlen durch Metallteile angenehm, und zwar mit drei Strichen: zeigt
der mittlere Strich einen Durchmesser d auf der unteren Leiter und damit
wegen 25 cm - log d = 12,5 cm - log d? das Quadrat d? auf der oberen Leiter,

so steht der linke Strich auf dem Kreisinhalt % d? auf der oberen Leiter.
Ebenso fiir rechten und mittleren Strich; geht man dabei weiter auf den
linken Strich, so multipliziert man nochmals mit%m 0,785, d. h. bis

aufs Komma ungefihr mit dem spezifischen Gewicht des Eisens. Man
erhilt also niherungsweise das Gewicht je laufenden m einer kreis-
runden Eisenstange vom Durchmesser d. Subtraktion im Kopfe macht
Rohrgewichte zugidnglich. Manchmal dienen auch der rechte und der

mittlere Strich fir %w0,785, der mittlere und der linke Strich fiir 0,736

=PS:kW. Genauigkeit des Rechenschiebers siehe S.67—68.

Die gegenseitige Verschiebbarkeit der Leitern ermdoglicht bequeme
Addition und Subtraktion von Strecken auf den Leitern, also von Log-
arithmen, und damit Multiplikation und Division der ange-
schriebenen Zahlen selbst. Das wird im einzelnen durch die folgende
graphische Gebrauchsanweisung verdeutlicht, in der die verdickten
Strecken Logarithmen angeben. Die Ergebnisstrecken sind schwarz-weill
(wie Eisenbahnlinien auf Landkarten), die Reziprokleiter ist strich-
punktiert.

) Graphische Gebrauchsanweisung zum Rechenschieber. Wegen
der grofleren Genauigkeit bevorzugt man die unteren Hauptleitern
gegeniiber den oberen quadratischen Leitern. DaB manchmal der End-
strich statt des Anfangsstriches hereinkommt, ist nicht immer durch
Sonderfiguren veranschaulicht.

Multiplikation.
[ ] [ ]
J X
i zy ] I-C
@ x + y, insbesondere ¢ - y fiir konstantes ¢ @ z -y, insbesondere ¢-y. Umschieben
und verdnderliches y. der Zunge, wenn z - ¥ nicht ablesbar ist.
®| ] [
E— : I ——- Y=
C i3 Hry=C ] o ry=c T
@ Z - y am besten mit Reziprokleiter — - — - — (z und y durch Léuferstrich verbinden),

weil dann z - ¥ stets ohne Umschieben der Zunge ablesbar ist und sofort weitere Multipli-
lrz)atignkg)der Division angeschlossen werden kann. Insbesondere x -y = ¢ (konstantes
rodukt).
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Division.

@

L

<]

¢

%, insbesondere —fl— = ¢ (festes Verhilt-

nis). Zusammengehorige Werte von x und
y mit dem festen Verhaltnis ¢ stehen tiber-
einander. Niitzlich fiir proportionalesUm-
rechnen (VergroBern oder Verkleinern).

@,

B
r ]
I

ST

@

@ Sonderfall: Kehrwert % ohne Rezi-
prokleiter.

x
®

@,

ey g g—p—
i T

mit Reziprokleiter, insbesondere —;—
(fester Dividend, Hyperbelordinate). Zu-

sammengehorige ‘Werte von £ und y mit
dem festenProdukt cstehen iibereinander.

Sonderfall: Kehrwert —i? mit Rezi-

prokleiter (oder unterer Korperleiter und
unterer Zungenleiter der gegenliufig
hereingesteckten Zunge).

1
L y=¢_]
e ﬁyi ]
x 1 x -
D) w7 insbesondere - - (fester Divisor).

Mehrfache Multiplikatio

) %—y— mit Reziprokleiter, insbesondere

fiir festes « und ¥ und ver#énderliches z.
‘Wenn man zwei Zahlen z auf der unteren
Korperleiter und ¥ aut der Reziprokleiter

verbindet O multipliziert man: z-y.
Ubergang zur Zahl z auf der Reziprok-

leiter dividiert: ’”:Z”. Also Rezi-
prokleiter Reihenfolge -

(@ % -y +z mit Reziprokleiter und unterer

Zungenleiter, insbesondere bei festem x=
und ¥ und verinderlichem z.

@

@1}

@

n und Division.

2 1
rm———t
.

L4 mit unterer Zungenleiter, insbeson-

dere fiir festes  und z und verinder-
liches y. Wenn man zwei Zahlen 2 auf der
unteren Korperleiter und z auf der un-

teren Zungenleiter verbindet @, divi-

diert man: -Z. Ubergang zur Zahl y
auf der unteren Zungenleiter multipli-
ziert: % - 9. Also untere Zungenleiter
Reihenfolge :

& — g
4__._‘1/_. - —
@z EA l
7z

mit unterer Zungenleiter und

Reziprokleiter, insbesondere bei festem =
und y und verdnderlichem z.

x

Quadrieren und Quadratwurzelziehen.

@ — !
C 1
@w’. Lauferstrich verbindet z auf der

unteren und x* auf der oberen Korper-
leiter (Quadratleiter). Zuweilen ist es
auch vorteilhaft, « -  zu multiplizieren
(Reziprokleiter),

|
T

@

e
L i
L
T
Vx. Einstellung:
T =25 500 50000 0,05 0,0005

auf der vorderen Quadratleiter 1,
z = 50 5000 50000 0,5
auf der hinteren Qua.dra.tlelter II.

0,005
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Quadrieren und Quadratwurzelziehen (Fortsetzung).

@ l ..Z'; ]

[ T ]

[ J
@ 1—1, ohne Reziprokleiter.

=
.'7——[' e —— P
L7
®V_£ Regel @ beachten!
x

@ % mit Reziprokleiter (oder gegenliufiger
Zunge).

D)

=TI ———t=—"1
=R
%3
an L mig gegenliufiger Zunge. Regel @
Va

beachten!

Kubieren und Kubikwurzelziehen.

' iz’

|

Z
() «* mit Kubusleiter und Léuferstrich.
Ohne Kubusleiter nach @ oder @, @,

®

=
{ |

3, .
@ /= ohne Kubusleiter mit Quadrat- und
Reziprokleiter (oder gegenléufigerZunge).
Mit Léauferstrich auf oberer Korper-
leiter und Reziprokleiter gleiche Zahlen

suchen. Begriindung siehe @

LT I~ .~

3 _
@ Y mit Kubusleiter. Einstellung:

x =15 5000 0,005 0,000005 in I,
x =50 50000 0,05 0,00005 in II,
x =500 500000 0,5 0,0005 in IIT.
s ,
[z 1
l %f ]

8,
(i) Yz mit Haupt- und Quadratleiter, ohne
Kubusleiter und ohne Reziprokleiter.
Zunge an x auf der oberen Korperleiter
vorbeigleiten lassen, bis unter z die
gleiche Zahl auf der oberen Zungenleiter
steht wie auf der unteren Korperleiter
am Anfangsstrich der Zunge. Begriin-

dung siehe .

Richtige Zungenstellung (Anfangs- oder Endstellung) bei (§t) und durch Probieren
und Uberschlag finden. Drei Einstellungen moglich.

Beispiele fiir zusammengesetzte Rechnungen mit Quadraten und

Quadratwurzeln.
@ = [——=— [.—
L LTy 1 [ L Z-C 1
[ I ] [ 1y ]
C Z-C ] { VZy. ]

@ (z+v)? insbesondere (¢: ¥)* aus @
und (). Ahnlich fir (1t) und ().

.F ?mx‘fy ]

7 1
|

| \T=C
z?-y, insbesondere c¢*-y.

I'!/z:( z ]
e e e
[
@m‘y’ mit Reziprokleiter, insbesondere

z-yt=c.

@ V- v, insbesondere Vec-v.

@)

T=C Y2
E o }

{ J

«-y?, insbesondere ¢- y?*

(Parabelordinate).

( i

@ 2V, insbesondere ¢+ Vy

(Parabelordinate).
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Beispiele fiir zusammengesetzte Rechnungen mit Quadraten und
Quadratwurzeln (Fortsetzung).

;;ﬁ"—,—z—j ‘ L
|

Z
|7 J VT
— T y
z @
W - insbesondere -z = c. V_E, insbesondere V_c;”
usw.

Trigonometrische Rechnungen.

Man stellt auf der Riickseite der Zunge (diese in ihrer normalen Lage verschieben, nur
von riickwérts betrachten) auf der S- oder T-Leiter fiir log sin und log tan den Winkel auf
die vorhandene Marke ein, liest auf der Vorderseite der Zunge den Betrag von sin oder tan
ab und kann an ihn auf der Vorderseite Multiplikation oder Division sofort anschlieBen.
Die Zuordnung der Skalen ist bei den einzelnen Rechenschiebern verschieden und wird
durch einfache Beispiele (z. B. sin oder tan von 30° 45° 60°) festgestellt. Die S-Leiter
reicht oft von 5° 43’ bis 90°, die 7'-Leiter von 5° 43’ bis 45° dann gibt es noch eine gemein-
same S- und 7-Leiter von 34’ bis 5°43’. Die von den Fabrikanten leider gewihlte,
riicksténdige Unterteilung von ° in ‘ und ‘' statt dezimal erschwert die Ablesung sehr.
Fiir kleine Winkel (3, #’, ') sind sin und tan angenéhert gleich dem Bogenma 1745 - 107> y,
2909 - 1077 u, 4848 - 107° ¢ des Winkels. cos « rechnet man als sin (90° — «), tan « bei
a > 45° als 1:tan (90° — &) und cot « als tan (90° — «).

Potenzen mit gebrochenen Exponenten z = y?%,
insbesondere Exponentialfunktionen z=¢%.

®, |

L J[ t ] ] . leichmi,
= Y R VW . 7 \gleichmifiige
I E (g log-Leiter 7234 i@l’; 789 9,

(W) Mit Hilfe einer gleichméasigen Leiter zur

@ Bei Vorhandensein einer loglog-Leiter
Grundzahl y auf der unteren Korperleiter

(an der unteren oder oberen Xorper-

kante oder auf der unteren oder obe-
ren Abschrigung des Rechenschiebers)
loglog-Leiter und Zungenleiter mit Liufer
in Verbindung bringen. Begrindung:
loglog 2z = loglog ¥ + log x. Zuordnung
der Leitern (ob untere oder obere Zungen-
leiter) durch einfache Beispiele (z = 22
= § od. dgl.) feststellen. Zuweilen kann
log z auch mit der Reziprokleiter addiert
werden.

mit Lﬁ.u.fqrstrich und gleichm#gBigerLeiter
die Mantisse von log ¥ abmessen.

Kennziffer ergénzen, nach (f2), (D) oder

@ log z = z - log ¥ bilden, Mantisse von

log z auf gleichmiBiger Leiter einstellen,
mit Lauferstrich z auf unterer Korper-
leiter zuordnen, Komma entsprechend
der Kennziffer stellen.

Zu y auf der loglog-Teilung ordnet der Laufer bei geeigneten Zungenstellungen auf der

Zungenleiter den Zehnerlogarithmus log ¥ oder den natiirlichen Logarithmus In ¥ zu. Mit
der gleichméBigen Leiter wird log ¥ unmittelbar abgemessen, In y durch Multiplikation
von log ¥ mit 2,3026 gefunden.

Die Exponentialfunktion ¢ fiir verdnderliches x 148t sich bei fest auf ¢ der loglog-Teilung
eingestelltem Anfangspunkte der Zunge durch blo8es Verschieben des Liufers fiir Tabellen-

rechnen, Kurvenzeichnen usw. adhnlich angenehm bestimmen wie ¢ - ¥ nach @ und ,

%nach @, %nach , ¢¥? nach ,c ynach@.

Auflosen von quadratischen und reduzierten kubischen Gleichungen.

&) .

—————
Y Ead '
@w‘+ax+b=0 oder w+%=—-a.

Anfangspunkt der Zunge auf |b| (Absolutbetrag von b, d. h. b ohne Riicksicht aufs Vor-

zeichen) der unteren Korperleiter einstellen. Dann haben mit dem Léuferstrich verbundene

Wertepaare der unteren Korperleiter und der Reziprokleiter nach das feste Produkt |b|,
lb] 1b]

sind also z und - - Durch Probieren Paare  und —x—dera.rt suchen, da3 z + % = —qa
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wird, daB also x und M fiir 5> 0 die Summe |a| halgen und fir b< 0 die Differenz |a ;.

Fiir b > 0 haben beide Wurzeln gleiche Vorzeichen, und zwar fiir ¢ < 0 positives, fir a >0
negatives; fiir < 0 haben sie entgegengesetztes Vorzeichen, und zwar ist fir a< 0 die
positive Wurzel absolut geftommen grofler, fiir @ > 0 die negative. Hiernach bringt man an

den vom Rechenschieber abgelesenen Zahlen & und I—Z—I mit der Summe bzw. Differenz | a| die
Vorzeichen an.

x‘+ px+q = 0 oder w’+%=—-p.

Anfangspunkt -der Zunge auf |g{ der unteren Korperleiter einstellen. Der Léuferstrich

verbindet x auf der unteren Korperleiter, 2* auf der oberen Korperleiter und I—:[ auf der

Reziprokleiter. Durch Probieren z? + Lal = |p| machen (+ fir ¢ >0, — firg< 0),
Vorzeichen durch Uberschlag bestimmen.

v) Logarithmentafeln, Rechenmaschinen, gewohnliches Zahlenrechnen.
Der Rechenschieber soll fiir alle normalerweise vorkommenden Rech-
nungen verwandt werden. Uben gibt groBe Fertigkeit und Schnelligkeit.
Die Genauigkeit reicht meist véllig aus. Wenn nicht, so ist die Log-
arithmentafel nur wenig zu empfehlen, jedenfalls nicht, wenn die
Rechnungen einigermaflen ausgebreitet sind. Vielmehr verschaffe man
sich dann unbedingt, gegebenenfalls leihweise, eine Rechenmaschine
[Lenz: Die Rechen- und Buchungsmaschinen, 3. Aufl. Leipzig: B. G.
Teubner 1932. — E. Martin: Die Rechenmaschinen und ihre Ent-
wicklungsgeschichte. Pappenheim: J. Meyer 1925]. Wenn irgend moglich,
soll sie durchgehende Zehneriibertragung auch im Umdrehungs-
zidhlwerk und automatische Division aufweisen. Vorteil bringt oft
Riickiibertragung aus dem FErgebniswerk ins Einstellwerk. Die
stirkste Erleichterung wird durch Tasteneinstellung und vor allem
durch elektrischen Antrieb bewirkt. Rechenmaschinen werden haupt-
sdchlich auf folgenden Konstruktionsgrundlagen hergestellt: Staffel-
walze (erfunden von Leibniz 1672, in gréferem Umfange seit 1820
durch Thomas gebaut: Archimedes, Rheinmetall, Monroe u. a.),
Sprossenrad (wahrscheinlich auch von Leibniz erfunden, wieder-
aufgenommen um 1874 von Odhner: Brunsviga, Walther u. a.), pro-
portional verschiebbare Zahnstangen (erfunden von Hamann
1905: Mercedes-Euklid), Schaltklinke an einer Scheibe mit Aus-
sparung (erfunden von Hamann 1925: Hamann-Manus und Hamann-
Automat), Multiplikationskérper (erfunden von Bollée 1888 und
Steiger 1892: Milliondr). Erst wenn man die Rechenmaschine kennt
und benutzt, kann man beurteilen, wieviel Zeit und vor allem geistige
Kraft dieses Hilfsmittel spart und fir edlere Zwecke freimacht, von
der Sicherheit gegen Verrechnen ganz zu schweigen. Auch von den
reinen Addiermaschinen, oft mit Schreibwerk, wie sie in Banken u. dgl.
verbreitet sind, 148t sich fiir Sonderzwecke niitzlicher Gebrauch machen.

Eine Hauptsache bei allen Zahlenrechnungen ist ein verniinftiger,
vorher festgelegter Rechenplan mit méglichst schematischer Rechen-
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anordnung (vgl. z. B. 8. 74, 76—77). Man vergesse nicht Uberschlige
und Proben. Niitzlich hierzu sind u. a. [vgl. V. Happach: Technisches
Rechnen. Berlin: Julius Springer 1933. — O: Liesche: Rechenverfahren
und Rechenhilfsmittel mit Anwendungen auf die analytische Chemie.
Die chemische Analyse, Bd. 30. Stuttgart: Ferdinand Enke 1932. —
K.Menninger: Rechenkniffe, 3. Aufl. Frankfurt a.M.: K. Poths 1934. —
C. Runge u. H. K6nig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Berlin:
Julius Springer 1924. — P. Werkmeister: Praktisches Zahlenrechnen.
Sammlung Goschen 405. — A. Witting: Abgekiirzte Rechnung, Math.-
Phys. Bibl., Bd. 47. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1922]:

freies, mehr intuitives Kopfrechnen,

das sog. Ferrolsche Multiplizieren und Dividieren

[vgl. O. Liesche: a.a. 0.],

Subtrahieren mit Hilfe der dekadischen Ergénzung,

Rechnen mit kleinen GréBen (S. 69—71),

abgekiirztes Rechnen,

Neunerprobe.
Stets diirfen nur soviel Dezimalen angegeben werden, wie wirklich
gewihrleistet werden konnen (S. 69—71 und 73—74).

3. Netztafeln und Leitertafeln.

a) Netztafel. Der gewohnlichen Kurvendarstellung fiir Funktionen
einer Verinderlichen entspricht fiir Funktionen z = f (z, y) von zwei
Verianderlichen die praktisch unbequemé Darstellung durch eine Fliche
5 im Raum. Man tragt zu jedem Paar

N z, y den Funktionswert z als Hohe

J iiber der waagerecht gedachten xy-
¢

\ Hohenendpunkte durch eine Fliche

s l (vgl. auch 8. 13 und Abb. 13).

NG Ebene auf wund verbindet die
A
\ \< \ Schneidet man diese mit waage-
\<’ rechten Ebenen konstanter Hohe
2

2 =20y, 2 =2Cy, ..., S0 entstehen als
k N Schnittkurven die Hoéhenlinien
7 ‘“,__c_: _5.

~— (Schichtlinien). Diese projiziert man

in z-Richtung in die zy-Ebene. An
~——T—— die ,,Grundriffprojektion schreibt
T —

—— 1 man jedesmal den betreffenden

0 7 2 25 3 ¥ 5 z-Wert Z2=10 2=0Cy ... gla‘ran
9. Nottafel fix das Produkt x und erhilt so eine Hohenlinien-
AbD- 2 Beispiol: 2,512 =3 - %Y karte fiir die Fliche z = f (z, y)

dhnlich wie in der Kartographie fiir
ein Gelinde. Ohne Bezugnahme auf die Flichendarstellung hat man es
mit einer Kurventafel (Tafelmit bezifferten Kurven, Netztafel)
fir die Funktion z = f (x, %) zu tun: man zeichnet im zy-Koordinaten-
system die Kurven z = konst = ¢ mit verschiedenen ¢ und beziffert
sie nach c.
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Beispiel (Abb.29): z =z -y, Hyperbeln z-y =1, z-y = 2,
Diese Netztafel kann als Multiplikationstafel dienen, z. B. ist in Abb. 29
eingezeichnet, daf x = 2,5 und y = 1,2 das Produkt 3 geben. Kommt
man mit dem Punkte x, y zwischen zwei Kurven, so schitzt man den
Produktwert entsprechend der Lage des Punktes und entsprechend der
Bezifferung der Nachbarkurven (graphische Interpolation). In
grofem Umfange werden Netztafeln in der Thermodynamik (Wirme-
und Entropiediagramme [vgl. z. B. Hiitte, Bd. 1]), in der Lehre von
den Maschinenelementen usw. gebraucht. Auch die Veranschaulichung
der Potenzen y = x® (Abb. 3) ist eine Netztafel, wobei der Exponent a
als abhingige Verdnderliche z aufgefafit, also die Funktion z = *log y
dargestellt wird.

() Graphische Interpolation. Zuweilen sind durch Beobachtungen die

Kurven z = 2,, 2 = 2;, ... nur fiir unrunde Werte z,,2,, ... und mit
15 — 1 Y Y -
V‘ Z=2; 'Z'Zl1 /”’
| =Tz e
A I \ N i

772 T=1; |\ > 7 ' g
Z=2; ! RN e V/Zz,,’
|
|
|

]
|
[ ] -~
T -~
|
| N |
N L
| N~y IIN
! t |
L
T I T Zy X Z . Z | Iz oz z z, T Z,
!, ! 1
27 % z;

Abb. 30. Graphische Interpolation.

verhiltnisméBig groBem Zwischenraum gefunden. Man mdéchte sie fiir
runde Werte von z und enger haben. Dazu verfihrt man nach Abb. 30,
die sich im zyz-Koordinatensystem auch réumlich deuten lifit. Man
geht aus dem xy-System (GrundriBl) in das zy-System (SeitenriB). Dort
werden die Kurven z = z;, 2 = 2,, ... senkrechte Geraden. Auf diese
nimmt man gleichabstdndige und gentigend dichte runde z-Werte z;,
Zy, ... herliber und erhilt so ein Kurvensystem z = konst = z,, z,, . ...
J etzt legt man im zy-System Senkrechte fiir gleichabstindige und genii-
gend dichte runde z-Werte 27, z;, ... und wandert ins zy-System
zuriick.

v) Verzerrung von Netztafeln. Sehr unbequem ist meist das Zeichnen
der vielen krummen Kurven z = ¢. Zuweilen kann man durch passende
Wahl der « y-Koordinatenteilungen (z. B. logarithmisch) eine Verzerrung
(Verstreckung, Anamorphose) der Kurven herbeifithren, so daB sie
bequem zeichenbar (z. B. geradlinig) werden.

Beispiele: Abb. 31: Produkttafel z = z - y auf ganzlogarithmischem
Papier mit z-Geraden vom Steigungsmafl — 1 entsprechend y = cx—1;
Abb. 7: Potenztafel y = 2% = % oder z = %log y auf ganzlogarithmischem
Papier.
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2 2
Auch die Verzerrung der Ellipse% + —by—a- = konst in einen Kreis

dadurch, daBl man fiir y die MaBstabseinheit% mal sogro wahlt wiefiir z,

] N — ist praktisch zuweilen niitzlich.
¥ F NN AN ERN N % d) Nachteile der Netztafeln. Auch
AN AN R AN | bei Verzerrung bleiben als schwere
6 ANANEANAN N Nachteile der Netztafel Linien-
5 AN < gewirr und schlechte Ablesbarkeit
\ A \ bestehen. Viele dicht aufeinander-
N

7
LA

/

<
.

folgende Linien sind notwendig,
wenn man einigermafBlen genau
Zwischenwerte einschalten will. Die
enge Zusammendringung ermiidet
aber das Auge stark. Ferner steht
N namentlich bei grofem Format die

< \\ Bezifferung der z-Kurven meist

L At N - weit entfernt von der Stelle, an
73 7 3,'5 FR R R B der man gerade arbgitet. Lagt
) man das Auge zu ihr hinschweifen,

Abb. 31. Verzerrte Notztafel fir dasProdukt 5o konnen leicht Verwechslungen
Beispiel: 2,5 1,2 = 3. von Linien eintreten usw. All diese
Unannehmlichkeiten der Netztafel

haben ihr, die frither neben der Zahlentafel allein das Feld behauptete,
in den letzten Jahren mit Recht mehr und mehr Boden entzogen zu-

S/ S X
77 7

gunsten der — allerdings nicht so allgemein anwendbaren — Leiter-
z 2 ; tafel (Tafel mit bezifferten Punkten,
\11?/2@7,,@ Fluchtentafel), und diese Entwicklung
o geht noch weiter.
X [ [ ¢) Kennzeichnung von Netz- und Leiter-
T tafeln. Die Netztafeln kann man so auf-
14

u fassen: Die Verdnderlichen #, ¥ und z werden
1 L durch bezifferte Kurven dargestellt,
‘ nidmlich durch die y-Parallelen (Senk-
L_ | rechten) # = konst, die z-Parallelen (Waage-
rechten) y = konst und die Kurven z =
%’;’;&ﬁgie;rr;@%%sltﬁi‘fig%fi konst; die Zusammengehérigkeit von drei

Teitern. Werten , y, z wird dadurch erkannt, dafi sie

zum selben Punkte gehoren (ihre Kurven

durch ihn gehen). Demgegeniiber werden bei den Leitertafeln z, y, 2
durch bezifferte Punkte auf drei Leitern wiedergegeben; als zu-
sammengehorig betrachtet man drei Werte #, y, 2, deren Punkte auf ein
und derselben Ableselinie (,,Weiser*), meist Ablesegeraden, liegen.
Die drei Punkte werden durch die Ablesegerade in Verbindung gebracht,
meingefluchtet® (daher ,Fluchtentafeln®) wie vom Landmesser durch
Anvisieren drei hintereinanderliegende Vermessungsstangen. Auch bei
den Leitertafeln ist passende Verzerrung gelegentlich wertvoll, sei es in
der Gestalt der Leitern, sei es in der Anordnung der Punkte auf ihnen.

L.




Leitertafeln. Trapeztafel. 33

§) Einfachste Typen von Leitertafeln.

a) Parallele gleichabstiandige Leitern (Trapeztafel, Abb. 32).
Nach dem Satz von der Mittellinie im Trapez gilt fir die Abstinde
u, v, w in cm

2w=u+v
(w ist das arithmetische Mittel aus den parallelen Trapezseiten » und v).
Liegen also auf den drei parallelen Geraden als Trigern Funktions-

leitern fir z, y, z auf 4,__, 2100 Y—10
Grund von drei Funk- o 7 = % -
tionen f(z), g(3), h(z) , 70 -
mit den MafBstabsfak- ° | — & ¢
toren A, u, v 7] % — 7
winem = 4 f (x), 6— W i
vinem =ug(y), | ¥ -,
winecm = b (2), N |, |
solautetdieSchliissel- , | L,
gleichung fiir diesen B
Nomogrammtypus: ] —
Af(@)+pg(y)=2vh(). 3— =1 L
Beziehungenzwischen, — 7
y und z von dieser Art ™~ — § B
sind es, die sich durch ™~ [ 5 _
ein Nomogramm mit 2—] ~o ¢ — 2
drei parallelen gleichab- >~ =
stindigen Leitern dar- _'\>\ =
stellenlassen. Thre Man- ] |, T~ —
nigfaltigkeit ist groBer, >~k
als es zunichst scheint. B N
Namentlich der Ge- ] B

brauch logarithmischer — — 1 —1
Leitern ersffnet viele Abb. 33. Leitertafel (Trapeztafel) fiir das Produkt z = z - y.

Beispiel: 2,5 -1,2 = 3.
Méoglichkeiten.

Beispiele: f (z) _log x,9(y)=logy,h (z) =log z gibt fiir L =p =»
(gleiche Mafstabseinheiten auf allen drei Leitern) z = ]/ xy (zist das
geometrische Mittel aus z und y), fiir = y = 2 hingegen 2 = x - Y-

Zeichnet man also (Abb. 33) zwei parallele logarithmische Leitern, je
etwa von der MaBstabseinheit 25 cm, und in der Mitte eine parallele logarith-
mische Leiter von der MaBstabseinheit 12,5 ¢cm, sucht links einen Wert «,
rechts einen Wert y und verbindet sie durch eine (nicht einzuzeichnende,
sondern nur anzulegende) Ablesegerade (gespannten Faden, Lineal,
am besten durchsichtig mit eingeritztem Strich, um keine Bezifferung
zuzudecken), so schneidet diese in der Mitte das Produkt z =z -y
an. Offenbar ist diese Leitertafel fiir das Produkt (Abb. 33) weit iiber-
sichtlicher als die Kurventafel Abb. 29 mit Hyperbeln oder die verzerrte
Kurventafel Abb.31 mit Geraden. Unter die Produktform ordnen
sich viele praktisch wichtige Fille unter, z. B. das Ohmsche Gesetz:

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 3



Druck p in Tor
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Spannung U = Stromstirke I mal Widerstand B oder die Formel:
Leistung N = Spannung U mal Stromstirke I usw.

Besonders bequem ist, dall man multiplikative Konstanten einfach
durch Verschieben der Anfangspunkte der logarithmischen Leitern be-

A o ‘o riicksichtigen kann. Wenn
P or 755 2y % B. am Anfangspunkte
00— =i der u-Messung die Zahl z,
sy =72 250 steht, ist
S -” winecm =
&0 — =17 5§ a0 2(lo 1 = log =
—] Shal -0 gx—logzg)= Alog —,
78— = 705 3 ) o
— T E 3 S bei A=u=2v»
3 2n N M
760 —] - —7 8 /RN
—] ~. E S xy
— N S also z ="
70— — 59 280 N Zo
—] — "~ —*%  Praktisch verfihrt man bei
70— = 29 einer Beziehung z =k zy
_— S _ *2  oder dhnlich meist so, daB
— = E man zuerst die 2- und y-
80— =y *#  Leiter auftrigt, dann zu «
ﬁ — 5 und y in einer bequemen
és 75 *#  Verbindung z = kxydas z
Abb. 34. Normalvolurrr}en einer Gasvolumeneinheit: ausrechnet, auf der z-Gera-
Vy = =2 = pi‘ ? ) den anschneidet, markiert
0 . . .
Beispiel: p = 780 Tor, ¢ = 17°C, ¥,, A~ 0,963. und von ihm aus die z-Lei-
ter aufbaut. So trigt man

(Abb. 34) fur das Normalvolumen V,; = —I;?— =§ . % einer Gasvolumen-
(]

einheit bei p, = 760 mm Hg (760 Tor) und 7, =273° K (t, =0°0C)
mit gleichen MaBstabseinheiten 4 und u
parallele logarithmische Leitern fiir Druck p
und absolute Temperatur 7' auf, nach auf-
wirts fir p, nach abwirts fir 7. Die
Anfangspunkte der Strecken 4 -log p und
i+ log T konnen dabei weit auBerhalb der
Zeichenfliche liegen. Man richtet es so
ein, dafl die interessierenden Bereiche von p
und 7' die Zeichenfliche ausfiillen. Vom
‘ Punkte p, aus gehen dann die Strecken
Abb. 35. Parallelentafel mit drei ) (log p— 1og Do) und vom Punkte To aus

paralielen Leftern. die Strecken u (log T, — log 7T'); das Minus-
zeichen bei log 7' wird durch das Abwirtsfithren der T-Leiter beriick-
sichtigt. Neben die absolute Temperatur 7' schreibt man sogleich auch
die Celsiustemperatur ¢ = T'—273 (,,Verzifferung® einer Leiter).
Durch die Verbindungsgerade p, ... T wird der Anfangspunkt V,; =1
der V-Leiter angeschnitten und auf ihr nach aufwirts mit der halben

T
. % z
1 \~£?Zf/m@

Z
u
,L

MaBstabseinheit » = —?)— die logarithmische V-Leiter angebracht.



Parallelentafel. 35

b) Drei parallele Leitern in beliebigen Abstdnden (Par-
allelentafel, Abb. 35). Nach Proportionensétzen ist

(m—4+n)w=nu-t+mv
(und zwar ist « mit dem ,,fernen‘ % und v mit dem fernen m gekoppelt).

R
s
)
X
N N N -
0
» ¥ 50 |
20000 —— 10000 |
—— s000 40 -
6000 -
10000 5000 — mp
8000 g%z 30 - >
6009 - N
5000 —] S - D
w009 —y— 2000 28 200
3000 — g S
IS T S - N
S0 —— 1y 45 S = 2
S == w3 N L ™
N 4= ws 2 — 300§
< 1000 — 00 § Q — R
— A [ S
$ES =2 Wt
g —— - —
S o = ¢ 2 Y AN
W = Wy 4 S — ;
R = § f;s — 500 §
S MW ——= Wy RN = 3
N i — b{g 5 AN — 6§
- — . [ S
100 —f— 50 ¢ AN 7 §
80 —— 4 ~N - S
60 —F— "~ 0
[ - 3 e
o — N §
T — N
0 —— " |
E= ¢ -
v ——§ 15 _—
Abb. 36. Zulassiger Mindestdurchplesser einer auf Biegung oder Torsion beanspruchten Welle:
$ /32 My 3 /16 Mg
= 7y bzw. d = —ﬂ—k—d— .

Beispiel: Mp = 500 mkg, kp = 1000 kg/cm?, d = 8,0 cm.

Z. B. fiir logarithmische Leitern
u=~Alogz, v=pulogy, w=vlogz
wird

. A n uw o m
z = z® yf mit g und ﬂ=7m+n.
Die groBlere Anzahl der Parameter erleichtert giinstiges Dimensionieren,
d.h. Anpassen an vorgeschriebene Bereiche fiir x und y.
Beispiel: Zulassiger Mindestdurchmesser ¢ in cm einer auf Biegung
beanspruchten Welle in Abhingigkeit vom maximalen Biegemoment M,
und der zuldssigen Beanspruchung k, (Abb. 36):

3/32M, o
d= i (geforderte physikalische Gleichung).
b

3*
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Durch Logarithmieren entsteht eine Gleichungsform, die der geometri-
schen Schliisselgleichung fiir die Parallelentafel entspricht:
s —
log d ng— = —?1: log My — % log kp umformte physikalische Gleichung,
(m + n) w = nu 4+ mv geometrische Schliisselgleichung.

Man wird also logarithmische Leitern fiir d, M, %k, wihlen, d. h. man

setzt % y) log Mb
— ulog &y MaBstabsgleichungen.
v log d'

I

v
w
3
T
§2_ .
1/;—2 bedeutet bei der logarithmischen d-Leiter nur eine Verschiebung
des -Anfangspunktes und wird erst zuletzt beriicksichtigt. Das Minus-
zeichen bei v = — ulog ky fordert Gegenliufigkeit der k- Leiter.

-Nach Einsetzen der MaBstabsgleichungen heifit die geometrische
Schliisselgleichung

Hierbei ist &’ =d Die Multiplikation mit dem konstanten Faktor

(m + n)vlogd = nlog My —m pulog ky.

Vergleich mit der umgeformten physikalischen Gleichung ergibt voéllige

Ubereinstimmung fiir

1 1
m+n)y:nd:mp=1:4:+
oder ) # 3°3

(m+n)r=3ndl=3mupu.
Diese fiir die Ausfithrung des Nomogramms grundlegenden Gleichungen
verbinden die Leiterabstinde m, n und die MaBstabsfaktoren 4, u, »
miteinander. Sind z. B. die gewiinschten Bereiche:

My von 500 bis 108 cmkg,

ky von 100 bis 1500 kg/cm?,
so lauft log M, von 2,7 bis 6, also iiber 3,3 logarithmische Einheiten,
log %p von 2 bis 3,2, also iiber 1,2 logarithmische Einheiten. Damit die
My-Leiter und die kj-Leiter etwa gleich lang werden, wihlt man die
MaBstabseinheit fiir k& dreimal so grofl wie die fiir M, also g =3 4. Aus
ni=myu=m-3A folgt dann das Abstandsverhéltnis m:n =1:3 und
damit die Lage der d-Leiter, ferner aus (m + n)» = 3 n 1 die MaBstabs-

einheit v fiir die d-Leiter zuv = % A. Geeignet sind also z. B. 1 =4 cm,

u=12cm,»=9 cm, m =5 cm, n =15 cm, indem man m -+ n als Breite
des Nomogramms (hier 20 cm) passend wihlt und 4 so, daB das Nomo-
gramm mdglichst deutlich wird, dabei aber die Gesamtlinge 3,3 1 Platz

3
hat. Der konstante Fehler l/ —:;52— wird schlieflich dadurch hereinge-

arbeitet, daf man sich noch einen bequemen Punkt der d-Leiter aus-
rechnet. Z. B. gehért d = 10 cm wegen
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s i—— 32 /35°.10%7 cmkg
10 cm = /1000 cm = Vmg%ﬁ_

zu My~ 314 mkg und %, = 320 kg/cm?;

von hier aus laBt sich die d-Leiter bequem auftragen.
DaB in diesem Beispiel k;, im Nenner steht, wird wie beim vorigen Bei-
spiel fiir 7' (S. 34, Abb. 34) durch Gegensinn der k,-Leiter beriick-
sichtigt. Man kénnte natiirlich auch d3k, = 3;2 M, schreiben und gleich-

sinnige d- und ky-Leitern auBen, die ebenfalls gleichsinnige M-Leiter

N
PS W
50000 —y  So0000
1 womw 00000 n/min
0000 — 50000 [ 5000
= ) " o
5000 = u
10000 L ? ZZZ — 3000
) 5000 —
1000 —=}~ |
=5 > 7000 w0
50— s |
> 4 w - S
NI I -~ N
M= S, Wy — o §
S =S 50 =< S~ "
R&— S & B ~ s
8 - % N ~ " 3
R w T @S
— 5 ~ [—
= — wo
] 7 4 L
25 05 |
= — 00
45— a7 o
1 o 405 -
Y 401 —

401

Abb. 37. Leistung N einer Maschine in Abhéngigkeit von Drehmoment M und Drehzahl n.
Beispiel: M = 1000 mkg, n = 600/min, N /= 840 PS R~ 620 kW.

innen nehmen. Das ergibt jedoch nicht so giinstige MaBstabsverhilt-
nisse. Auch werden etwaige Ungenauigkeiten, die man beim Einstellen
der Ablesegeraden auf den Leitern der bekannten GroBen begeht, im
allgemeinen vergroflert, wenn man zu der gesuchten GréBe nach auBen
fortschreitet. Deshalb ist die Lage wie in Abb. 36 mit den gegebenen
GréBen auBen, der gesuchten GroBe innen besonders vorteilhaft. Immer-
hin muf bei jedem Nomogrammentwurf durchprobiert werden, wie man
die Verénderlichen am besten anordnet. Z. B. empfiehlt es sich, wie man
selbst nachpriifen mége, bei der Oleumanalyse nach der Formel

y = 8,006
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wobei !
y gesamter SO;-Gehalt des Oleums in %,
z Einwaage an Oleum in g,

1 . . . .
« Menge von — n-NaOH in em? zur Titration von —1% der Einwaage

\ y und die Bereiche
y von 80 bis 100%, xz von 30 bis 64 cm?
gewlinscht werden, z und y auBen gegensinnig,

z dazwischen und l-——%v, =3y, m:n=1:2
zu wahlen [vgl. die dhnlich konstruierte Tafel 18 in

x g E. Berl, W. Herbert, W. Wahlig: Nomographi-
et AR 38 sche Tafeln fiir die chemische Industrie. Berlin:
L},ﬂ,&wﬁ&&ﬁfé Julius Springer 1930].

geschnitten. Bei der Formel
Drehmoment M [mkg] - Drehzahl » [/min]

Leistung N [PS] einer Maschine = 716,2

zielt man vom Punkte M = 716,2 durch Ablesegeraden verschiedene
an und bekommt N = n eingeschnitten (Abb. 37, in der die N-Leiter
zu einer Doppelleiter mit PS

v
& I ...3;-;1/—7w und kW ausgestaltet ist).
] = Fiir das Zeichnen der log-
35— — arithmischen Leitern ist, wenn
- B es mit den MaBstidben klappt,
- :_95 Logarithmenpapier  vorteil-
4 — B haft. Sonst kann sich zeich-
- 4 nerische  MaBstabinderung
8 0 - durch Zentralprojektion nach
N L > S.20und Abb. 23 empfehlen.
D N e —‘W§, ¢) Zwei parallele Lei-
50— '~ ] S tern von einer dritten
. B geschnitten (N-Tafel,
. B Abb. 38). Proportionensitze
55 —] . liefern
] N v w
— | v e—w
60 —] B el
] u v
] S oderw:au_H) =a— .
bl - T
Abb. 39. Oleumanalyse y = 8,006 . Die Léinge w ist also projektiv
v gesamter SO;-Gehalt des Oleums in %, (Vgl. S. 20—22) mit dem Ver-

z Binwaage an Oleum in g,

& Menge von %—n-NaOH in em?® zur Titration von héltnis Tv— der Abstéinde % und

L1 dor Binwaage. v verkniipft. Wenn auf der
10 Beispiel: ¢ = 40,0, z = 3,64, ¥ — 88. w-Geraden statt der gleich-

! Man fillt die Einwaage mit Wasser auf 100 cm?® auf und pipettiert zu jeder
Analyse 10 cm?® heraus.
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maBigen w-Teilung eine projektive Teilung mit den Zahlen - angebracht
g g proj 5 ang

wird, erhélt man ein bequemes Nomogramm fiir das Verhéltnis % Auf

diese Weise kann — das ist der Hauptvorteil des N-Nomogramms —
ohne logarithmische Leitern, lediglich mit gleichméaBigen Leitern v = Ax,

v =y y das Verhiltnis —:— dargestellt werden. Allgemeiner fiihren Leitern
w=2f(), v=pgy m L.
Beispiel: Fiir die Oleumanalyse S. 37—38 schreibt man Einwaage
__ 8,006 Lauge =
T % Gehalt y
durch gleichméaBige Leitern wiedergeben

zu konnen (Abb. 39). u/

Festlegung des Trégers: der z-Leiter: / LA

oo @ 30 31 33/, T
Dle Bruche? —9—0, @, ey W haben

den festen Wert % Die Verbindungs-

, um die GroBen mit gegebenen Bereichen, x und ,

v

. . ¥
geraden ihrer - und y-Werte schneiden ,, o pugonertatelmit dreiLeitorn
sich also in ein und demselben Punkt der durch einen Punkt.
z-Geraden und legen ihn fest. Ahnlich
bestimmen die Briiche % =%, % einen zweiten Punkt der z-Geraden.
Durch die beiden Punkte kann die z-Gerade gezeichnet werden.

Projektive Teilung der z-Geraden: z = gﬂi geht bei festem y aus «

durch einfache Proportionalitdt hervor. Am bequemsten bei y = 80,06;

dann wird ndmlich z =%. Man projiziert also vom Punkte y = 80,06

die z-Punkte auf die z-Gerade und schreibt 1—96 als Bezifferung dazu.
d) Drei Leitern durch einen Punkt (Biischeltafel, Abb. 40).

. N ., 1 . 1 . 1 .
Als Summe von Dreiecksflichen ist g UW Sin o+ grwsing = uvsina,

2
also sine sind  sina
% + v w
insbesondere fiir die Winkelhalbierende mit é = ¢ = —(21
[ e
u v w

Bei w =1z, v =21y (gleichen MaBstabseinheiten auf den &uBeren
Leitern), w = v z gilt

2J.cos o
% -+ i— = g mit k= 2
Acos = ist (Abb.41) die Projektion der &uBeren MaBstabseinheit auf

2
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die innere Leiter. Es muBl also die innere Mali-
stabseinheit gleich % mal dieser Projektion ge-

nommen werden. Z. B. brauchen fir k = 2, also
% -+ % = % (z ,,harmonisches Mittel” zu z und y)
nur die Bezifferungen der duBeren Leitern auf die
innere - projiziert zu werden, fiir k=1, also

% + -;-: % unter Halbierung (Abb. 42). Be-

ziehungen vom Typus
1 1 k
? + ;‘ = ? kommen
héufig vor, z. B. beim
Parallelschalten vonWi-
derstinden, beim Hin-
tereinanderschalten von
Kapazititen, beim Lin-
sen- und Spiegelgesetz
usw. Sie sind auf ande-
rem Wege als durch das
angegebene einfacheNo-
mogramm nur recht un-
angenehm zubehandeln.
e) Zwei geradlini-
geparalleleLeitern,
eine krummlinige
Leiter (Abb. 43).
Durch diesen Nomo-
grammtypus sind (Be-

N L1 1 1 2 . . .
Abb. 42.‘ Biischeltafel fiir = + = = - oder > weis hier ubergangen)
Beispiel: x = 5, y = 4, gibt 2 = 2,2 oder 4,4. Beziehungen von der

Abb. 43. Zwei parallele
geradlinige Leitern,
eine krummlinige
Leiter.

4

Form
f @)+ gy h(2) + by (2) =0
darstellbar?®. Der Schliisselgleichung kénnen auch
andere Gestalten, z. B.
_9(y +H ()
f(@) = H, (2)
erteilt werden. Sie gilt auch, wenn die gerad-
linigen Leitern fiir # und y beliebig schief zu-
einander liegen. Das gibt groBe Freiheit und
Schmiegsamkeit beim Dimensionieren. Man zeich-
net sich irgendwie geradlinige - und y-Leitern
und verstreckt und verdreht sie (unter Wahrung
der Geradlinigkeit) so lange, bis die punktweise

zu konstruierende krumme z-Leiter gute Lage und Einteilung hat [vgl.
H.Schwerdt: Lehrbuch der Nomographie. Berlin: Julius Springer 1924].

1 Eine Verinderliche allein, die zweite in Verbindung mit der dritten, die

dritte wieder allein.
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Beispiel:Nomogramm @ 4
fir die quadratische *7% ”
Gleichung 2?2 +ax +b +-9 g
= 0 (Abb. 44). Die Koef- ., &
fizienten @ und b sind durch Sy ”
gleichmaBige Leitern dar-
gestellt, die Ablesegerade *7¢ §
schneidet auf der (hyper- +-s5 5
bolischen) - Leiter die  ,_, ¥
reellen Wurzeln ein. — rmg 3
Ahnliche Nomogramme las-
sen sich auch fiir hdhere  *~2 =2
Gleichungen herstellen. +=7 7
Von dem angegebenen 0 0
Typus ist z.B. auch die  _ ‘s P
Sprungsche Beziehung
Py —0,5(t—1) —*e -z
= ;
_ —O05t+[p@)+ 0581 T 4
o (?) s -5
grelative Feuchtigkeit am -4 -6
Psychrometer, ¢ Lufttem- 7 _y
peratur, ¢’ Temperatur des
feuchten Thermometers, ~*¢ -8
p (1) und p (t') Sattigungs-  —*9 -9
drucke fiir ¢ und ¢'. -+70 -w

%) Nomogramme fiir
mehr alsdrei Veriinderliche.
Nomogramme mit Zapfen-
linie. Ein Hauptvorzug
der Nomographie ist, da@
ihr auch Beziehungen mit
mehr als drei Verdnder-

lichen verhiltnismiBig
leicht zugénglich sind. Hat
man z. B. drei parallel ge-
schalteteWidersténde z,y,z
und will aus ihnen den Ge-
samtwiderstand nach der

Gleichung = +% e

fir viele z, y, 2z berech-
nen, so filhrt man eine
Hilfsverdnderliche s ein

Abb. 44. Quadratische Gleichung % + azx + b = 0.

In dem Nomogramm liefern die Ablesegeraden von
b nach den beiden Punkten auf der a-Leiter mit der
Bezifferung e in ihrem Schnitt mit der x-Leiter die
reellen Wurzeln der Gleichung

x* +ax +b =0.

Es gilt das erste oder zweite Vorzeichen einer
‘Wurzel x, je nachdem das Vorzeichen von a an erster
oder an zweiter Stelle neben dem zugehdrigen Punkt
der a-Leiter steht.

Schneiden beide Ablesegeraden die z-Leiter nicht,
8o sind die Wurzeln komplex von der Form

Ty, =Pk iq.

Beispiele:

1. z2—38,1x + 5,65 = 0;
Ablesegerade 1—2 ergibt: x,

B
L2 R
~
N

+ 0,77 (Punkt 3),
7,33 (Punkt 4).
2. 2 + 4,22 —8,5 =0;
Ablesegerade 5—86 ergibt: x,
Ablesegerade 5—8 ergibt: x,
3. 2* +32x 4+ 9,4 = 0.
Die Ablesegeraden 10—11 und 10—12 ergeben
keinen Schnittpunkt mit der z-Leiter. Die Wurzeln
sind komplex.

+
+ 1,50 (Punkt ?),
— 5,68 (Punkt 9).

1

gemal i -+ ?1/ = ;, schlieBt weiter ; + % = . und erhélt zwei aneinander-
gehidngte Biischeltafeln (Abb. 45): s wird dargestellt auf der Winkel-
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halbierenden zur z- und zur y-Geraden ; diese Winkelhalbierende dient als
Seitengerade fiir eine neue Biischeltafel mit einer zweiten Seitengeraden
fiir z und der Winkelhalbierenden fiir r. Die zys-Biischeltafel und die

Abb. 45. Biischelnomogramm fiir
Beispiel: z = 3,5;

+

mit s-Linie als Zapfenlinie.
4,2 gibt r &2 1,55.

|-

5

QL g
||N|)-l

+
2z

oo,

d inmm Crin%im RinR linm
O quecsiter o) () @ () @ded (GOpd) @ @
o 1 =1 1 001 1 01— 10 401 o1
2 oo2——2-10"%g02
— 402

601 o7 100 ——7 w*mo

. 3
Abb. 46, Widerstand von Dréhten. ¢ spezifischer Widerstand in Q—n—]:;m— , @ Durchmesser
4
i
Beispiel: Kupferdraht mit? = 11 m, d = 1 mm. Ablesegerade 1.. .2 ergibt r A2 0,022 2/m
(Punkt 3), Ablesegerade 3...4 ergibt R~= 0,23 2 (Punkt 5).

in mm, r= Widerstand je m in %’ 1 Lange in m, R = rl Widerstand in .

szr-Biischeltafel hingen in der gemeinsamen s-Geraden zusammen,
die einmal Ergebnisgerade, dann Ausgangsgerade ist. Man bestimmt
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zundchst zu x und y durch eine Ablesegerade den Punkt s. Dann
hilt man den Punkt s fest und dreht die Ablesegerade um ihn, bis
auf der z-Leiter z angezielt und damit auf der r-Leiter  eingeschnitten
wird. Der Punkt s dient als ,,Drehpunkt‘‘ oder ,,Zapfenpunkt. Die s-

Gerade heit deshalb Zapfenlinie.

Den Zahlenwert von s braucht

man offenbar gar nicht. Es geniigt, wenn die Zapfenlinie gar keine
Bezifferung, sondern nur beliebige geniigend enge Marken trigt, damit
man den Drehpunkt der Ablesegeraden mit dem Auge festhalten kann.
Meist legt man noch entweder die z-Leiter oder die r-Leiter auf eine der

schon vorhandenen Geraden darauf.
Nomogramme mit Zapfenlinie sind

namentlich bei parallelen logarith- ¥

mischen Leitern beliebt. Z. B. wihlt
{

e
eines Drahtes mit kreisférmigem Quer-
schnittin Abhédngigkeit von der Lingel,
dem Durchmesser d und dem spezi-
fischen Widerstand g als — hier schon
an sich bedeutsame, nicht mehr nur
rechnerische — Zapfenverénderliche

r=—2 den Widerstand jem, R =rl.
S

Das gibt eine Parallelentafel fiir ¢, d, r

und eine angehéngte fiir 7,7, R (Abb.46).

man fir den Widerstand R=p

Abb. 47.

z z
ﬁra{uy ﬁi/’uz-u; Sirw-uy  foruug) y

| —

|

Verbindung von Leiter- und
Netztafel.

Es gehoren zusammen die Bezifferungen (a) fiir 4 und (@) fur », (b) fiir d
und (b) fiir ». Dann kann (@) fiir » mit (¢) oder mit (d) fiir / verbunden
werden: Bezifferungen (ac) oder (ad) fiir R; entsprechend (b¢) und (bd)

bei Bezifferung () fiir r.

) Verbindungen von Netz- und Leitertafeln. Statt Zapfennomo-
grammen, die sich natiirlich ohne weiteres auch auf mehr als vier Ver-
anderliche ausdehnen lassen, sind auch Verbindungen von Leiter-
Wenn z.B. eine Beziehung
f(x, y,2,u) =0 bei festem » durch eine Tafel mit zwei geradlinigen z-
und y-Leitern und einer krummlinigen z-Leiter dargestellt wird, braucht
man nur (Abb. 47) die Tafeln fiir verschiedene w = u,, u,, 45, %,, ... 80
zusammenzuzeichnen, daf sich die x- und y-Leitern decken. An jede
z-Leiter wird der Wert » darangeschrieben, zu dem sie gehort. Zum
Gebrauch sucht man aus der Schar der nach w geordneten Kurven zu-
nichst die fir das gerade interessierende u, z. B. v = u, heraus; auf
ihr als spezieller z-Leiter mit z-Bezifferung schneidet die Ablesegerade
Z ...y den zu u, %, y gehorigen z-Wert ein.

t) Tafeln mit Ablesekreuz. Ferner kann man fiir mehr Verinderliche
statt der Ablesegeraden andere Ablesekurven und -vorrichtungen
nehmen. Wihrend die Ablesegerade schon durch zwei Punkte festgelegt
ist, konnen fiir eine Ablesekreisschar (auf Pauspapier gezeichnet)

tafeln mit Netztafeln anwendbar.
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[vgl. S. Gradstein: Nomogramme mit kreisférmigen Weisern. Ztschr.
Instrumentenkunde 53, 172—175 (1933)] oder ein Ablesekreuz drei
Punkte beliebig gewihlt werden. Es sind also vier Verdnderliche erfalbar.
Z. B. gilt fiir eine Tafel mit rechteckig angeordneten Leitern und Ablese-
kreuz (Abb. 48) nach Proportionensitzen

“_(‘Z’"w) = t—(z—v) oder a (v +w) —b (v + ) = a® — b

Bei logarithmischen Leitern fithrt das zu
x® yf z¥ $% = konst.

Freilich ist das Einpassen des Ablesekreuzes auf bekannte x, y, z nicht
ganz so einfach wie das Legen einer Ab-

~—u ——ﬁ./ ‘ ~  lesegeraden.

— / I In weiterer Verallgemeinerung ver-
T R \ﬁ\ v T schiebt man ein durchsichtiges Deckblatt
¢ ST~ ] J ¢ mit einer ganzen Leiter- oder Kurventafel
l / \‘\VF (Flichenschieber, Wanderkurven-

blatter, Gleitkurventafeln oder
/Tm—% ahnliches) [vgl. vor allem H. Schwerdt:
Abb. 48. Tafel mit Ablesekreuz.  Lehrbuch der Nomographie. Berlin:
Julius Springer 1924; P. Luckey: Ein-
fiilhrung in die Nomographie; Nomographie, Math.-Phys. Bibl. Bd. 28
u. 59/60, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1925 u. 1927].
%) Sonderschieber. Ernsthafter Wettbewerb erwichst den Nomo-
grammen neuerdings durch die Sonder-(rechen-)schieber [Luckey:
a.a. 0. — F. Bahlecke: Sonderrechenstibe. RKW-Versff. 68. Berlin:
Beuth-Verlag 1931], die (vgl. S. 24) ganz dhnlich gebaut sind wie der
gewohnliche Rechenschieber, nur mit speziellen Funktionsleitern fiir den
gerade vorliegenden Zweck. Die erforderlichen Rechenschieberkérper
aus Karton sind unbedruckt kiuflich!. Man versieht sie selbst mit
den noétigen Teilungen. Beispiele bei Luckey und Bahlecke [vgl. auch
M. Richter: Ein Rechenschieber zur Auswertung von Messungen mit dem
Polarisationsphotometer. Ztschr. techn. Physik 13, 493—494 (1932)].

III. Praktische Differential- und
Integralrechnung

1. Zeichnerisches Differenzieren.

¢) Ableitung als Steigungsmaf. Eine beliebige, formelmaBig vielleicht
gar nicht bekannte Funktion y = f (x) differenzieren (ableiten) heiBt,
ihre Anderung bei wachsendem x nach Sinn und Stérke bestimmen

1 Bezugsquellen: Beuth-Verlag, Berlin; Dr.-Ing. Seehase, Berlin.

2 Zu diesem Abschnitt vgl. A. Walther: Einfiihrung in die mathematische
Behandlung naturwissenschaftlicher Fragen. Berlin: Julius Springer 1928. —
Begriff und Anwendungen des Differentials, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner
1931. — A. Witting: Differentialrechnung, Integralrechnung. Sammlung Géschen
87 und 88. — R. Rothe: Hohere Mathematik. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner. —
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(s»Anderungstendenz‘). Man stellt ¥ — f () durch eine Kurve in einem
rechtwinkligen xy-Koordinatensystem dar (Abb.49), wobei A cm als
MaBstabseinheit fiir # und 4 cm als MaBstabseinheit fiir y dienen mogen 1.
Dann zeichnet man fir das gerade
interessierende z im Punkte P (z, y) y
an die Kurve durch systematisch pro-
bierendes  Anlegen des Lineals die
Tangente. Sie schmiegt sich der
Kurve in P so gut an, wie es fiir eine
Gerade tberhaupt méglich ist, und
laBt fiir P den von Punkt zu Punkt
wechselnden Anstieg (oder Abfall).
der Kurve zutage treten. Um ihn zu
messen, geht man von P waagerecht /"
um die z-Einheit 1, d. h. um 1 cm,
nach rechts bis zum Punkte ; von 0
senkrecht aufwirts (oder abwirts) bis o .

zum Punkte 7' der Kurventangente A eiqungmmat, Ditteronti s M
fiir P reicht, im y-MaBstab gerechnet,

das Steigungsmal} oder die Ableitung ¥’ von y = f (z) an der Stelle .
Das rechtwinklige Dreieck mit der waagerechten Kathete 1 und der
senkrechten Kathete y' heifit Steigungsdreieck.

Bei positivem, aufwirtsfiihrendem y' steigt die ¥ y=fiz)/"
Funktion y = f (z) fiir wachsendes z, bei negativem, / :
abwartsgehendem y’ f41lt sie, beides um so stirker, ‘ :

je groBer y' absolut genommen (ohne Riicksicht 1
aufs Vorzeichen) ist. , o
B) Abgeleitete Kurve. Wiederholung des Verfah- ¥ 71

rens fiir verschiedene x und Eintragen der 4’ als Ordi- /\ ;
naten in ein xy’-System liefert als Verbindungslinie / \/ z

der zugehorigen Punkte P’ (x, y') die abgeleitete
Kurve y' = f (x) zu y = f (x) (Abb. 50). Sie faBt
die Aufschliisse iiber Art und Stirke des Ansteigens y
von y = f () iibersichtlich zusammen. Geht sie z. B.
fallend durch die z-Achse, so steigt y = f () zu-
néchst (y’ > 0), hat fir ¥’ = 0 ein Maximum und
fallt dann (y' < 0). Umgekehrt liegt ein Minimum
von y = f () vor, wenn die abgeleitete Kurve die
z-Achse steigend durchsetzt (Abb. 50). ﬁggﬁ&}g%%gggg
v) Zweite Ableitung. Anderungssinn und -stirke Kurve. Steigen und
von y' ={f (x) wird durch die zweite Ablei- ypanew Wolbune.

tung y’ und die zweite abgeleitete Kurve Wendepunkte.

@

R. Courant: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, 2. Aufl. Berlin:
Julius Springer 1930 und 1931. — W. Nernst, A. Schoenflies, W. Orthmann:
Einfithrung in die mathematische Behandlung der Naturwissenschaften, 11. Aufl.
Miinchen u. Berlin: R. Oldenbourg 1931.

! MaBstabsfragen gehéren zu den wichtigsten Fragen der praktischen Mathe-
matik und sind trotz ihrem an sich ganz elementaren Charakter teilweise recht
unangenehm (vgl. z. B. 8. 7—8, 19—20, 33—38, 48—49, 60).
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y'' =" (x) beschrieben, die man zu y = f (x) entsprechend kon-
struiert wie y'={' (z) zu y = f (z) (Abb. 50, vgl. auch S. 52). Fiir
y = f (%) kennzeichnet y"" die Wo6lbung. Ist z. B. "’ >0, so nimmt
y' zu; d. h. ein steigendes Kurvenstiick y = f (x) mit "> 0 wird steiler
und ein fallendes Kurvenstiick y = f () mit y'< 0 wird flacher, zu-
sammenfassend: y = f (z) ist bei y’> 0 von unten gesehen erhaben
(konvex), umgekehrt bei 3’ < 0 hohl (konkav). y"” =0 gibt, wenn die
zweite abgeleitete Kurve y'' = f'’ () durch die x-Achse wirklich hindurch-
tritt, als Ubergangspunkte zwischen Er-
/ habenheit und Hohlheit die Wende-
y-ﬂrf/ punkte (Abb. 50).
7 -d) Geschwindigkeit und Beschleuni-
B gung. Ist die unabhingige Verinder-
Tdyl-i-g liche x die Zeit ¢, so wird das Steigungs-
iy-hy' | maB y’ gewdhnlich y geschrieben. Es gibt
j{ I 7 die Geschwindigkeit der Anderung
et von y mit ¢, z. B. die Geschwindigkeit
| in der Mechanik, wenn y den gerad-
o linig oder krummlinig gemessenen Weg
i L bedeutet, die Reaktionsgeschwindigkeit,
Abb.51. itferential dFlil;ztﬁns_ ¥ wenn y die umgesetzte Menge ist, usw.
dlfferenz. Sekante und Tangente, ~ Die Geschwindigkeit 4, mit der sich g
dndert, heift die Beschleunigung.
Zeichnerisches Differenzieren ermoglicht also Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsbestimmungen (graphische Kinematik und graphische
Dynamik).
¢) Differential und Differentialquotient. Wenn die x-Einheit zu klein
oder zu groB ist, um zeichnerisch bequem dargestellt werden zu kénnen,
verwendet man (Abb. 49) statt des waagerechten Schrittes 1 den x-
Schritt A = dx. Zu ihm gehort als Erhebung das zu » mit dem Pro-
portionalititsfaktor ' proportionale Differential® dy = hy' = y'd=
von y = f () an der Stelle  zur Spanne A (zum Differential d« von x).
Es wird abgemessen; Division durch & liefert die Ableitung y als Diffe-
hy _dy
T
{) Sekante und Tangente. Funktionsdifferenz und Differenzenquotient.
Die Kurventangente ist bisher anschaulich-zeichnerisch definiert
gedacht. Man legt das Lineal durch den vorher markierten Punkt P
und dreht es so lange, bis es sich der Kurve in P mdoglichst gut anschmiegt
und fiir das Auge nicht mehr eine Kurvensekante mit einem oder
mehreren von P verschiedenen Schnittpunkten einschneidet, sondern
die Kurve in P beriihrt. Dieses jedem Zeichner geldufige Verfahren kann
auch so aufgefat werden (Abb.51): Man hat zunichst eine Kurven-

sekante durch die Punkte P zur Abszisse x und ?zur Abszisse z = x + h

rentialquotienten gy =

1 Das Differential hat keinerlei mystischen Beigeschmack nach ,,unendlich
klein*“ od. dgl. [vgl. A. Walther: a.a. 0.].
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und 148t dann P — P wandern, also »— 0 streben!; dadurch ergibt
sich als ,,Grenzlage” der Sekante die Tangente. Macht man den
,»Grenzibergangh — 0rechnerisch nach, so erhdlt man die bekannten,
in den Lehrbiichern (vgl. S. 44, Fullnote %) niedergelegten Differen-
zierregeln, die gestatten, zu einer formelméBig gegebenen Funktion
y = (z) auch die Ableitung (das SteigungsmafB) formelmaBig zu be-
stimmen. Und zwar liest man aus Abb. 51 die auch an sich bedeutsame,
z.B. fiir die Fehlerrechnung (8. 65—69) grundlegende Tatsache ab,
daB die ,,Funktionsdifferenz Ay =y —y angendhert gleich
dem Differential dy = by’ ist:
Ay~zdy, um so genauer, je kleiner A ist.
Hieraus folgt A_h?/_ oy fir b0,
die formelmaBige Definition der Ableitung als Grenzwert des Diffe-

renzenquotienten % ; Steigungsmaﬁ der Tangente = Grenzwert des

Stelgungsma[?)es 5 Y der Sekante. Wenn man den Unterschied 4y — dy
nach Potenzen von A entwickelt, kommt man zum Taylorschen Satz
P 7 h2 1 h3 11
y=y+hy+ 5y + gy

7) Differenzierregeln. Die wichtigsten Differenzierregeln sind,
wenn # = % (z), v = v (x), ¥y = y () Funktionen von x bedeuten:

a) Allgemeine Regeln:

y=u-+v y = o + v (gliedweises Differenzieren von
Summen und Differenzen)

Yy =cu y’ = cu’ (konstanter Faktor tritt vor)

Yy =uv y = w'v 4+ v'u (Produkt)

y= % y = lv_jzv_u ( Quotient)

y=f(x), =@ (y) %v = % (Umkehrfunktion)

y=1F(u), u=e¢(), y=[le)] %l zz —Z% (zusammengesetzte Funktion,

Kettenregel).
b) Differenzieren besonderer Funktionen:

y = % (a beliebig) ¥ = a x" "1 (Potenz)

insbesondere

y = 1, allgemeiner ¢ y =0

y==x y =1

Y= x2 y =2z

5 - 1
y—zt —ya v

2y
. 1 -1 1 —1 —1 —1 1 1
1 = il l
Man soll nacheinander % etwa 1, 5" 33 5 6 T°8° 9

—_%01—, ... (oder auch nur durch positive Werte abnehmend oder durch negative

Werte zunehmend) wahlen.
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b) Differenzieren besonderer Funktionen (Fortsetzung):

1 o1
Y¥=7% y=—"7%
y=e" ¥’ = ¢® (natiirliche Exponentialfunktion)
y = a® = ¢SIne y = a®Iln a (beliebige Exponentialfunktion)
y=Ihe« y = % (natiirlicher Logarithmus)
y=logx y = 105 ¢~ %3—42 (Zehnerlogarithmus)
y=sinz y =cosx
y=cosz vy = —ls M 21 (trigonometrische Funktionen)
y =tanx Y =—7

cos? ¥

) Gerade Linie. Eine gerade Linie fillt in ihrer ganzen Erstreckung
mit ihrer Tangente zusammen (Abb. 52). Deshalb ist y' = konst =a
v und y = axz + b eine ,lineare”
Funktion von z. Dabei bedeutet b
den Abschnitt auf der y-Achse. Die
zu x proportionale GréBe ax gibt an,
um wieviel sich die gerade Linie von
y=>b fir x =0 bis zu dem y an der
Stelle « erhoben hat.

t) Winkel der Kurventangente. In
2 A ¥ der theoretischen Mathematik wird
Abb. 52. Gerade Linie y = az + b.  Statt mit dem anschaulich ohne wei-
teres aufweisbaren Steigungsmall y’

vielfach mit dem Winkel 7 der Kurventangente gegen die x-Achse ge-
arbeitet und y' = tanz behauptet. Diese Beziehung trifft aber nur
in dem praktisch seltenen Falle gleicher MafBstibe fiir # und y zu.
Allgemein ist, weil die waagerechte Spanne 1 die Lénge A cm und die

senkrechte Ableitung y’ die Lénge u 3’ cm hat, tant = a f .

%) Vereinfachtes zeichnerisches Differenzieren. MaBstabsfragen. Eine
wesentliche Vereinfachung fiir die Praxis des zeichnerischen
Differenzierens besteht darin (Abb. 53), die Tangente in P nicht
einzuzeichnen, sondern nur anzulegen und die Parallele durch den
Punkt x = —1 als ,,Pol* abzuschieben ; sie schneidet auf der y-Achse y’
ein. Statt viele einzelne Steigungsdreiecke an die Kurve anzuhéingen, legt
man also ein fiir allemal die waagerechte Kathete 1 des Steigungsdrei-
ecks fest auf die z-Achse zwischen Pol und Ursprung und die wechselnde
senkrechte Kathete y' auf die y-Achse. Wenn das zy’-System mit
dem zy-System zusammengelegt, also y =/ (¥) im urspriinglichen
Koordinatensystem eingezeichnet wird, kann man sogleich waagerecht
nach dem Punkte P’ der abgeleiteten Kurve zur Abszisse = hiniibergehen.
Parallelenabschieben durch den Pol x = — & statt * = — 1 entspricht
der waagerechten Spanne & statt 1 und gibt auf der y-Achse hy’ statt
y'. Unter Beibehaltung des urspriinglichen y-MaBstabes wird also die
abgeleitete Kurve in der y-Richtung Afach iiberh6ht bzw. zusammen-




MaBstabs- und Genauigkeitsfragen. 49

gedriickt. Streckt man die urspriingliche y-MaBstabseinheit auf das
hfache, so kann man wieder 3’ = ' (x) unmittelbar ablesen. In Formeln:
Polabstand: A [Dimg],
y-MaBstab: 1 cm entspricht ¢ [Dim,],
y'-MaBstab: 1 cm entspricht % [%ﬁ%} .
Die freie Polwahl und MaBstabsinderung empfiehlt sich, wenn man das
Zeichenblatt voll ausnutzen oder umgekehrt die abgeleitete Kurve ganz
darauf behalten will. — Wer die MaBstabsfragen scheut, kann natiirlich
auch in Steigungsdreiecken dy abmessen, dy:h = y' ausrechnen und
ins zy’-System eintragen. Aber das ist etwas langweilig.
2) Genauigkeit des zeichnerischen Differenzierens. Fiir die Genauig-
keit des zeichnerischen Differen-

zierens sind verschiedene Umstédnde #

scharf auseinanderzuhalten. y=f (z)
a) Das Tangentenlegen nach Augen- g Ay

maBan,,wohlbestimmte‘, gut gezeichnete 1

Kurven y = f (x) ist — im Gegensatz zu oy

einer weitverbreiteten Meinung — bei T "

sorgfiltigem Arbeiten sehr genau. An g / Ml‘)

einfachen Beispielen wie y = #? mit y’ = p 04/ : I\L

2x oder y = sin z mit y = cos x ver- . . )

schaffe mgn sich etwas Zeichenfertigkeit A B erenstoren. O nerisches

und Ubung sowie Erfahrung iiber die

Genauigkeit, die man personlich erzielt. Wenn durch den vorher mar-
kierten Beriithrungspunkt auBler der Geraden, die man nach bester
Uberzeugung fiir die Tangente hilt, zwei weitere ,,einschlieBende
Geraden gelegt werden, die im Zweifelsfalle gerade noch als Tangenten
gelten konnen, schachtelt man die Ableitung in zwei Schranken ein und
erhilt eine Genauigkeitsschitzung. Besonders steile oder besonders
stark und wechselnd gekriimmte Kurventeile werden gegebenenfalls
gesondert unter MaBstabsabénderung herausgezeichnet. Das ist moglich,
wenn die Kurve als wohlbestimmt durch eine feine Tabelle, eine
Berechnungsvorschrift od. dgl. vorausgesetzt wird.

b) Viele, wenn nicht gar die meisten Kurven des Praktikers sind
nicht ,,wohlbestimmt‘‘ in dem geschilderten Sinne. Man kennt z. B. von
einer Kurve y = f () nur einzelne getrennte Punkte, etwa durch Beob-
achtungen. Durch diese Punkte lassen sich beliebig viele Kurven hindurch-
legen. Statt einer Wellenlinie durch die MeBpunkte selbst ist oft
eine Ausgleichkurve (vgl. S. 64—65) zwischen ihnen hindurch zweck-
méiBiger, derart, daf die MeBpunkte nach beiden Seiten entsprechend
den zufilligen Beobachtungsfehlern streuen. Durch Registrierinstrumente
werden infolge instrumenteller Unvollkommenheiten héufig Kurven mit
Zacken oder Wellen aufgenommen, die dem Problem selbst nicht zu-
kommen. Solche unscharfe, zitterige Kurven sind zunéchst nach Augen-
mafl und bestem Vermogen zu glitten. Ausgleichung und Glittung
setzen Takt und Erfahrung voraus. Sie miissen stets mit vorsichtiger
Prifung ihrer Zuldssigkeit und mit Kritik verbunden sein.

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 4
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¢) Die Ableitung reagiert als Steigungsmafl auf Kurven-
abdnderungen weit empfindlicher als die Ordinate. Bei einer
Wellenlinie durch MeBpunkte oder mancher Registrierkurve schwankt
die Ableitung dauernd zwischen groflen positiven und absolut grofien
negativen Werten hin und her. Bei der Ausgleichkurve oder geglitteten
Kurve verliuft sie viel regelmifliger. Ferner bringen, namentlich an
steilen oder stark und wechselnd gekriimmten Stellen, kleine Verbie-
gungen, ja sogar Strichstirkeinderungen der Kurve grole Unterschiede
der Ableitung mit sich. Alles in allem: Differenzieren rauht auf.
In der hiermit verbundenen gewissen Unsicherheit der Ableitung und
noch mehr — bei Weiterdifferenzieren — der zweiten Ableitung
liegt nicht, wie oft angenommen, ein
Nachteil, sondern ein Vorteil des
zeichnerischen Differenzierens: man
wird sinnfillig davor bewahrt, durch
einzelne getrennte y-Beobachtungen,
durch zitterige Kurven oder bei fliich-
tigem Tangentenlegen die Ableitung y’
als iberméBig gut bestimmt anzusehen.
Das gilt auch, wenn die bekannten y
selbst sehr genau sind (wichtig fiir das
numerische Differenzieren, S. 64—65).
Je genauer, etwa durch physikalische
Uberlegungen, der ganze Lauf von
y = f (%) festgelegt ist, desto besser
168t sich auch auf y’ schlieen. Umgekehrt muB man z. B., um iiber
Beschleunigungsidnderungen in einer Maschine, die sich als St68e be-
merkbar machen, etwas Zuverlissiges aussagen zu konnen, die Zeit-
Geschwindigkeitskurve oder gar die Zeit-Wegkurve ganz in den Einzel-
heiten kennen. Auch fir die Kritik von Ausgleichung und Glattung
ist die Empfindlichkeit der Ableitung gegen Kurveninderungen wertvoll.

Ziemlich roh ist es, die Tangente in P durch eine Sekante vom
selben Punkte P aus, die Ableitung 4’ also durch einen Differenzen-
quotienten ~Ak—y zu ersetzen. Allerdings hat man auf Millimeterpapier
den Vorteil, die Funktionsdifferenz Ay ohne Einzeichnen der Sekante
sofort als Erhebung der Kurve y = f(z) vom Punkte P aus ablesen zu
konnen. Jedenfalls sollte man sich dann aber wenigstens die unter
1), c) angegebene Verfeinerung zunutze machen.

©) Spiegellineal. Ein zweckmaiBiges instrumentelles Hilfsmittel zum
zeichnerischen Differenzieren ist das Spiegellineal. Seine brauch-
barste Ausfilhrung! nach V.BlaeB wird durch ein Rechtwinkeleisen
gebildet, dessen eine Schenkelfliche auf der Zeichenebene liegt, wahrend
die andere senkrecht dazu steht und poliert die Kurve sich spiegeln
laBt (Abb. 54). Das Spiegellineal wird gewohnlich zum Auffinden der
Kurvennormale genommen. Es liegt nach dem physikalischen Spiegelungs-
gesetz in ihr, wenn sich das Kurvenstiick davor ohne Knick in sein Spiegel-

! Bezugsquelle: Dipl.-Ing. G. Koehler VDI, Erfurt, RudolfstraBe 57.

Abb. 54. Spiegellineal nach V. BlaeB8.
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bild fortsetzt. Durch eine Aussparung in der liegenden Schenkelfliche
kann man gleichzeitig iiber die stehende Schenkelfliche hinweg den
riickwiértigen Teil der Kurve anvisieren und zur Fortsetzung des Spiegel-
bildes machen, so daf3 fiir die Kurvennormale beide Kurventeile vor
und hinter dem Spiegellineal beriicksichtigt werden.

Senkrecht zur Kurvennormale schiebt man dann mit

dem Zeichendreieck die Kurventangente ab. Noch

vorteilhafter dient das Spiegellineal zum unmittelbaren

Zeichnen der Kurventangente, weil die Spiegelung das

systematische Probieren beim Tangentensuchen sehr

erleichtert. Dies ist wohl das genaueste Verfahren zum

graphischen Differenzieren. — Mit dem ,,Prismen-

derivator nach K. Hoecken [1926, unversffentlicht],

A.Imhot [Schweiz. techn. Ztschr. 3, 204—205 (1928)] 42025 Tangenton,
und E. v. Harbou [Der ,,Prismenderivator und der Lambert.
,,Differentio-Integraph‘“. Ztschr. angew. Math.
Mech. 10, 563—585 (1930)] erhidlt man nicht
das Steigungsmaf3 der Tangente, sondern das
einer kurzen Sehne.

v) Hilfskonstruktionen zum Tangentenlegen.
Die zahlreich angegebenen Hilfskonstruk-
tionen zur Tangentenbestimmung sind
fiir die Praxis meist zu umsténdlich, linienreich
und zeitraubend, weil man in der Regel nicht mapen und omoaerte Nor-
nur eine, sondern viele Tangenten (die ganze ab- ~ struktion nach Pirani
geleitete Kurve) braucht. Die einfachsten sind : '

a) Konstruktion nach Lambert
(Abb. 55). Man zieht parallele Sehnen und
halbiert sie. Die Verbindungskurve der Hal-
bierungspunkte, ,,Schwerlinie‘‘ genannt, miin-
det in den Beriihrungspunkt der parallelen
Tangente. (Fiir Kegelschnitte ist die Schwer-
linie geradlinig, ndmlich der zur Sehnenrich-
tung konjugierte Durchmesser.)

b) Konstruktion nach Pirani durch
gleiche Sehnen (Abb. 56) [M. Pirani, :
I. Runge: Graphische Darstellung in Wissen-  §b0: 5T Angenahorte Tangon
schaft und Technik, 2. Aufl. Sammlung z-Schritte. Angeniiherte Kon-
Goschen 728, S. 24—25]. Mit dem Zirkel nach Barkhausen.

markiert man zwei um gleiche, passend lange
Sehnen @ beiderseits von P entfernte Punkte P und P auf der Kurve

und zieht durch P die Parallele zu P P. (Weder PP noch PPnoch PP
einzeichnen.) Sie ist angendhert die Kurventangente, das Lot von P

auf PP angendhert die Kurvennormale. (Exakt fiir Kreis und Gerade;
niherungsweise richtig fiir kreis- und geradenersetzbare Kurvenbogen;
brauchbar auch fiir die sonst unangenehmen flachen Kurvenbédgen.)

4*
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¢) Konstruktion durch gleiche xz-Schritte (Abb. 57) [vgl
A. Walther: Ein einfaches Verfahren zur Bildung von Differential-

kurven. Ztschr. VDI 75, 1397—1398 (1931)]. Wie bei Pirani, nur geht

man statt um gleichlange Sehnen um gleichlange x-Schritte% und — g

von P nach P und P. (Bequem auf Milli-
meterpapier, exakt fiir eine Parabel mit
Achse in y-Richtung, ndherungsweise rich-
tig fiir parabelersetzbare Kurvenbégen.)
Man nimmt also das Steigungsmaf der

Sehne P P niherungsweise als Steigungs-
maf} der Tangente in der Mitte des Inter-
valls, Mitte verstandenin z-Richtung. Oder
angenitert y'-f(z)  man verschiebt nach Slaby die Kurve
y = f(x) um A nach links, z. B. mittels

4f(z) Pauspapier (Abb. 58), erhilt dadurch die

1

o 1 / t z - Kurvey ={f(x+ k) und an der Stelle z die

Z+7

Ordinatendifferenz A4 f (z) = f (x + h) —

Abb. 58. Angensherte Konstruk- : : : :
tion der abgeleiteten Kurve nach f (x) . Die Kurve mit dieser Differenz

Slaby als Differenzkurve. . .
aby ok Differenziaurve als Ordinate liefert, wenn sie um —Z—nach
rechts verschoben wird und die MaBstabseinheit fiir 3’ das A fache der Ma3-

stabseinheit fiir y betrigt, angenihert die abgeleitete Kurve y' = f'(x).

Man kann auch Afh(_x) mit dem Rechenschieber ausrechnen und bei
gleichem Mafistab fiir 3’ wie fiir y als Ordinate

in x4 —Z— nehmen.

&) Unmittelbare Bestimmung der zweiten
Ableitung. Hochstfehler bei linearer Interpolation.
Das senkrechte Sjﬁ_ck in P zwischen der Kurve
und der Sehne P P, im y-MaBstab gerechnet
(Abb. 57), gibt nach Barkhausen, durch daf
22, - Quadrat der x-Spanne % zwischen P und P
Abb. 59. Gradient.

dividiert, angendhert % der zweiten Ableitung %"’

im Punkte P (unmittelbare Bestimmung der zweiten Ableitung,
exakt fiir eine kubische Parabel mit Achse in y-Richtung, sonst ndherungs-
weise richtig). Unbequem ist meist die Kleinheit der senkrechten Strecke,
sie leistet auch Ungenauigkeiten Vorschub. Oft bringt ja aber schon
eine mehr qualitative, ziemlich rohe Kenntnis der zweiten Ableitung

Nutzen. — Nach Abb. 57 gibt —h;— y’ niherungsweise den bei Ersatz

der Kurve y = f () durch die Sehne, d. h. bei linearer Interpolation
moglichen Hochstfehler, wobei & die Spanne bedeutet, mit der man
die Funktionswerte in einer Zahlentafel kennt.

0) Partielle Ableitungen. Gradient. Bei einer Funktion z = f (x,y)
von zwei Verdnderlichen x und y bestimmt man die partiellen
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Ableitungen z, = % bei festgehaltenem y und z, = j—; bei festgehal-

tenem z dadurch, daB man z. B. in einem =z z-Koordinatensystem die
Kurven z = f (z,y), 2= f(x,y,), ... fir konstantes ¥y = y;, ¥, ...
(die Schnittkurven der Fliche z = f (x, y) im xyz-System mit Ebenen
y =konst, vgl. S.30) zeichnet und graphisch differenziert. Die abgeleiteten
Kurven geben z, fir y = y;, 5, .... Statt dessen kann man auch im
xy-System die Funktion z = f (x,y) durch Niveaulinien (Hohenlinien)
z = konst = 2, z,, ... darstellen (Netztafe], vgl. Abb. 29). Geht man
(ADbb. 59) in der z-Richtung von einer z-Linie z; zur ndchsten z,, so ist
die Differenz 2z, —z, = 4z, geteilt durch den =-Schritt fo ein

Niaherungswert fiir die ,,Anderungstendenz in z-Richtung‘‘ 7 um so

genauer je feiner die z-Darstellung ist. Analog fiir die y-Richtung und

3 ?f/ Legt man —f— in die z-Richtung und —;— in die y-Richtung und bil-

det aus ihnen nach der Regel vom Krafteparallelogramm als Diagonale

of of

Py und 7smd so ist er der

0

= f ) . Br
oy

kann niherungsweise auch so gewonnen werden, dal man von der Linie z,

einen ,,Vektor®, dessen ,,Komponenten‘

,Oradient“grab z der Funktion z mit der Lange V(f}f> + (

dx

zur Linie z, in der Normalenrichtung um An fortschreitet und ZA% als

on - 0).

Bedeutung des Gradienten: FEr gibt durch seine Richtung (Normalen-
richtung) die Richtung stirksten Anstiegs der Funktion z und durch

Vektor in die Normale legt (streng

seine Lange 1%’ = V2% + 2} die Intensitdt. Gewohnlich nennt man in
diesem Zusammenhange die Zahl z im Gegensatz zu dem mit Richtung
behafteten Vektor grab z einen Skalar und die Zuordnung der Zahlen z
zu den Punkten x, y ein Skalarfeld. (Beispiel: Temperaturverteilung
in einer ebenen Platte od. dgl.) Wenn zwischen den einzelnen Niveau-
linien (z. B. Linien konstanter Temperatur) z immer um dieselbe GréBe
Az zunimmt, ist der Gradient angendhert umgekehrt proportional dem
Linienabstand An. Beispiel: z = elektrisches Potential, dann ist der
Gradient die negative elektrische Feldstarke € und dem Betrage nach
um so gréfler, je enger die Potentiallinien liegen. Tiefer werden diese —
ohne weiteres auf drei unabhéingige Verdnderliche z, ¥, z ausdehnbaren —
Dinge in der Vektorrechnung und in der Theorie der Felder untersucht [vgl.
A.Haas: Vektoranalysis, 2. Aufl. Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter & Co.
1929. — M. Lagally: Vorlesungen iiber Vektorrechnung. Leipzig:
Akademische Verlagsgesellschaft 1928].

) Vollstindiges Differential. Die Zusammenfassung dz = z,d z
+ 2, dy nennt man das vollstindige Differential der Funktion
z = f(z,y). Esgibt als Uberlagerung der Anderung zz dx in z-Richtung,
,,Anderungstendenz 2y mal ,,Anderungsstrecke dz, und der Anderung
zydy in y-Richtung niherungsweise die Funktlonsdlfferenz Az, d. h.
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die Anderung von z bei Anderung von z um dz, von y um dy, und
zwar um so genauer, je kleiner dx und dy sind (grundlegend fiir die
Fehlerrechnung S. 65—69). Vgl. auch S. 64.
Fiir f (x, y) = konst erhdlt man die praktisch sehr wichtige Regel

vom Differenzieren einer Gleichung: fy,dz+ f,dy =0 gibt

r d Yy . fl

= ?l; = — 7; .

2. Zeichnerisches Integrieren.

¢) TUnbestimmtes Integral. Integrationskonstante. Integrieren
kann zunichst als Umkehrung des Differenzierens aufgefafit werden:
Man kennt von einer Funktion y = f(z) das Steigungsmal}, dargestellt
durch die abgeleitete Kurve y’ = f' (), und will von ihm zur Urkurve,
Stammkurve oder Integralkurve y = f(x) selbst zuriickgehen.
Durch die Forderung, den vorgeschriebenen Anstieg ' = f' (x) zu haben,
wird offenbar y = f (z) nur bis auf eine willkiirliche additive Kon-
stante, die Integrationskonstante C festgelegt; denn jede aus y
durch Auf- oder Abwirtsschieben in der y-Richtung entstehende Kurve
y -+ C behdlt ja das Steigungsmafl. Man schreibt [f (x)dz, unbe-
stimmtes Integral von f (z), fiir jede Funktion f () + C mit dem
Steigungsmall f'(x). Aus einem Schatze von Differenzierergebnissen
entstehen durch blofes Umschreiben ebensoviele Integrierformeln, und
dieses Zuriickgreifen auf Differenzierergebnisse ist ein Hauptverfahren
der formelméBigen Integralrechnung. Z. B. gestattet die Erinnerung
an die Differenzierformel (2?)’ = 2 x sofort zu schliefen [2zdx = 2* 4 C.
Wihrend aber die formelmiBige Bestimmung der Ableitung durch die
Differenzierregeln zu jeder formelméiBig bekannten Funktion y = f (%)
moglich ist, lassen die umgekehrten Integrierregeln oft im Stich: es sind
viele einfache SteigungsmafBe 3’ = f (x) angebbar, die zu keiner der
zuniéichst in Betracht gezogenen Funktionen y = f(x) den Anstieg
beschreiben.

B) Integrierregeln. Die wichtigsten Integrierregeln sind:

a) Allgemeine Regeln:
/ (v £ v)de = / udx =+ / vdx (gliedweises. Integrieren von Summen
und Differenzen)

f cudz =c / udz (konstanter Faktor tritt vor)
fu' vdz = uv —/u v" dx oder /v du=uv ——fudv (Teilintegration)
/ fwdu = / flo ()] ¢’ (%) dx (Substitution einer neuen Verinder-
lichen).
b) Integrieren besonderer Funktionen:
fx“dx = Z“_:II + C (Potenz, o == —1)
d—; = In  + C (natiirlicher Logarithmus)

f eTdx =e* 4+ C (Exponentialfunkfion)
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/cosxdx =sinz +C

(trigonometrische Funktionen)

sinxdx =-—cosz -+ C

_Vli—x—‘; =aresin x + C = —arccos x + K
—

#x—z = arctan xz + C.

v) Riickweg von der abgeleiteten Kurve zur Urkurve iiber den Anstieg.
Integraph. Formelmé Big ist man fiir das Integrieren auf die Riickerinne-

rung an Differenzierergebnisse an-
gewiesen. Anschaulich folgt aus
der Ordinate y' der abgeleiteten
Kurve y' = ' (x) durch ein Stei-
gungsdreieck (Heriibergehen nach-
der y’-Achse und Verbinden mit
dem Pol z = — 1) sofort die
Richtung der Tangenten aller
Stammkurven y + C, das Rich-
tungsfeld in der xy-Ebene
(Abb. 60). Problematisch aber ist
folgendes: Wenn man eine Stamm-
kurve fiir x =a mit irgendeiner
Ordinate y, — irgendeiner ent-
sprechend der Willkiir der Integra-
tionskonstanten mit ihrer Mog-
lichkeit des Auf- und Abwérts-
schiebens der Integralkurve —
und der zugehorigen Richtung
beginnt, mufl man ,,sofort* stetig
zur ,nichsten Richtung um-

brechen, dann von dieser wieder

zur néchsten usw. Dieses stetige
Umbrechen bildet die Schwierig-
keit. Instrumentell wird es ge-
leistet durch den Integraphen

v /
— A
-+ A l'ﬁ/
T T
o )_//
=] ;
Tz z
7\
y-flo
| p
r . I | [
7 a Z

Abb. 60. Riickweg von der abgeleiteten
Kurve zur Urkurve lediglich mittels des An-
stiegs. Richtungsfeld. Willkiir der
Integrationskonstanten.

[Ausfithrungen von Coradiin Ziirich und neuerdings von Ottin Kempten ;
vgl. Fr. A.Willers: Mathematische Instrumente. Sammlung Géschen 922],
bei dem man durch einen auf y’ = ' (z) gefithrten Fahrstift die senkrechte
Kathete y’ eines gelenkigen Steigungsdreiecks mit fester waagerechter
Kathete 1 stetig abandert. Die Hypotenuse stellt sich dann stetig wechselnd
in die Tangentenrichtung von y. Eine mit ihr verbundene parallele scharfe
Rolle rollt in der Integralkurve und zeichnet sie. Ohne dieses Instrument
hingegen konnen rein zeichnerisch nur einzelne ausgewihlte y' heraus-
gegriffen werden. Sie ganz eng aufeinanderfolgen zu lassen, verbietet
die damit verbundene Anhéufung kleiner Zeichenfehler. Dann aber
weill man nicht, wo man von der Anfangsrichtung zur nichsten Richtung
umbrechen soll, wo von dieser wieder zur nichsten usw. Man koénnte in
Ermangelung von etwas Besserem jeweils in der Mitte der x-Spanne
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zwischen den herausgegriffenen 3" umbrechen. Dadurch gewinnt man einen
Naherungs-Streckenzug?* an y, der aus Tangentenstiicken von etwas gegen-

Y,
P Edy -/zy !
g
Z x

v

'L—}z,—) z

Abb. 61. Differential als Erhebung
an der Urkurve, als Rechteck an
der abgeleiteten Kurve.

v /

-

S

a “ T
Abb. 62. Differentialsumme als Er-

einander verschobenen Integralkurven zu-

" sammengesetzt ist. Jedenfalls sieht man,

daB der Riickweg von y' zu y lediglich
mittels des Anstiegs mangelhaft ist. Zur
Tangentenkette einer einzigen Integral-
kurve wird der Streckenzug erst durch ge-
eignete Wahl der Umbruchstellen (vgl.{)).

d) Differential als Rechteck an der ab-
geleiteten Kurve. Fliche der abgeleiteten
Kurve. Bestimmtes Integral. Zu passenden
Umbruchstellen verhilft die Ausdeutung
(Abb. 61) des Differentials dy = hy’,
das bisher an der Urkurve y = f () als
Erhebung von der Waagerechten bis zur
Tangente auftrat, als Rechteck an der
abgeleiteten Kurve [vgl. A. Walther: Ein-
fithrung in die mathematische Behandlung
naturwissenschaftlicher Fragen. Berlin:
Julius Springer 1928]. Denn eine Diffe-
rentialsumme (Abb.62)2 X dy =2 hy' ist

einmal als Erhebungssumme an y =
f(x) beinahe die Gesamterhebung f(b)
— f (a) der Urkurve y zwischen ¢ und b,

zum anderen als Rechtecksumme
an y ={ (x) beinahe die Flache unter
der abgeleiteten Kurve,

beides um so genauer, je kleiner die
verwendeten % sind. Bei Grenziiber-
gang h— 0 folgt:

Flache der abgeleiteten Kurve
y' = f (x) zwischen den Ordinaten
fir x =a und z =5

gleich Hohenunterschiedf(b)—
f(a)der Urkurve y = f (x) zwischen
z=a und z=2b. '

Die Urkurve y ={ () ist also auBler
dadurch, da8 ihr Anstieg durch y' =

hebungssumme an der Urkurve, als f'(x) beschrieben wird, noch dadurch
Rechtecksummg an der abgeleiteten gekennzelchnet, daB ihre [von ]c(a)
Kurve. Fliche [ f (z) dz der abgelei- aus gerechneten] Ordinaten den (von

a
teten Kurve = Hohenunterschied

f (b) — f (a) der Urkurve.

x = a aus genommenen) Flicheninhalt
zu y' = f' (z) messen (Fundamental-

1 Br ist das zeichnerische Gegenbild der rechnerischen sog. Sehnentrapezregel.
2 Das Summenzeichen X fordert, der dahinterstehenden Grofe die verschiedenen
moglichen Werte heizulegen und diese zu summieren.
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satz der Differential- und Integralrechnung). Man schreibt diese
Fliche (in Erinnerung an die Ausschopfung durch die Rechtecksumme)
b

b
f f () dx mit stilisiertem S als Summenzeichen und nennt / f(x) dx

a a

das bestimmte Integral von y' = ' (z) zwischen den Grenzen a und b.
Ferner schreibt man gewéhnlich die in der Integralrechnung gegebene
Funktion y = f (z) statt ¥’ = f' (x) und dazu als Stammfunktion ¥ = F (x)
statt y = f ().

&) Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung in der
formelmiiigen und in der praktischen Mathematik. Die Bedeutung des
auf zeichnerisch-anschaulichem Wege miihelos gewonnenen Funda-
mentalsatzes der Differential- und Integralrechnung wird am
klarsten durch seine Anwendungen:

b
a) Inder formelm& Bigen Mathematik dient er meist dazu, von / zu /
a

b
zu gehen, d. h. den Flicheninhalt / f (x) dx zur Kurve y = f (x) durch
a
Vermittlung des Steigungsmafles zu bestimmen. Der unmittelbare
b
Grenziibergang zur Gewinnung des bestimmten Integrals f f(x) dz,

a
nidmlich die Ausschopfung durch eine Rechtecksumme, wird ersetzt
durch Riickgriff auf den zur Gewinnung des Anstiegs in der Differential-
rechnung vorgenommenen Grenziibergang Sekante - Tangente. Man
verschafft sich durch Riickerinnern an Differenzierergebnisse oder durch
die — allerdings teilweise wenig zugkriftigen — Integrierregeln eine
Funktion [ f(x)dz [ein unbestimmtes Integral von y = f ()], z. B.
Y =F (x), allgemein F (z) + C, deren SteigungsmaB (Ableitung) y = f ()
ist. Dann ist der Flicheninhalt die Differenz F (b) — F (a) der Werte von

Y = F(x) fir ¢ =b und z = a, gewdhnlich [F(z)]z oder F () Z ge-

b
. ' t
schrieben : f]‘ (x)dx = {/f () de;
a
Beispiel: Flicheninhalt zur Kurve y = 3 2% zwischen o und b.
Da 3 22 beim Differenzieren als SteigungsmaB fiir ¥ = 23 auftritt, ist

/b3x2dx=x3lz—_—b3——a3.
a

Fiir solche Flicheninhalte interessiert man sich deshalb, weil ihre
Definition als Grenzwert einer Rechtecksumme bei h -0 typisch ist
(Abb.63). Viele Gro3en wie Arbeit, Entropie, Potential, Volumen, Tragheits-
moment usw. sind zunichst als Produkt (b — @) - y mit konstantem g
erklirt. Was wird daraus bei verinderlichem y — f ()? Man zer-
schneidet die Spanne b— a in Teilstiicke x, , ; — @, baut eine Summe
2 (xy+1— .)f (x,) auf und geht zur Grenze immer feinerer Zerschnei-
dung iiber, bildet, wie man manchmal sagt, eine ,,Summe unendlich
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vieler unendlich kleiner GroBen‘; diese aber ist gerade das be-

b
stimmte Integral / f(x)dz.
a

b
b) In der praktischen Mathematik wird umgekehrt von / aus mit
a

A7 ¥
gt rgy dem Fundamentalsatz

hergestellt, also auf Grund
des Flicheninhalts eine

Kurve /f(x) dx vom vor-
Wy geschriebenen Anstieg y =

ySm

a T T b % f(x)konstruiertl,und zwar
N bA_lgb.‘ 63. kBedgut&}lg ﬁlesf%)estilmrl’ut%n ]I{gtzefrals.) in feinerer Weise, als wenn
rbeit einer konstanten Krait ¢ als rrodu. —a)*Y, .
einer vernderlichen Kraf% Y = f(x), man nur wie S. 55—56
die Anstiegsdefinition um-
als bestimmtes Integral | f (x) d . .

'L kehrt. Dazu zihlt man

entweder

«) den Flicheninhalt auf Millimeterpapier zwischen x =¢ und z =b
aus, trigt ihn als Ordinate fir @ = b auf und verfahrt so firr verinder-
liches b. Die erhaltene Flicheninhaltskurve ¥ = F (z) ist gleichzeitig
eine Stammkurve, deren Anstieg durch y = f (x) beschrieben wird. Oder

k24

5
Flb)-Fra)~{fizdz !

Fe)

Al g
Abb. 64. Zeichnerisches Integrieren.

B) man verwendet statt des Auszihlens ein Planimeter (Genauigkeit
etwa 3%, vgl. S.61—62) oder

y) Wigen (Vergleich mit einer bekannten Fliche auf demselben
Papier, Genauigkeit im allgemeinen schlechter als 1%, hingt sehr von
Homogenitit und Feuchtigkeit des Papiers ab) oder

1 Auch in der formelmiBigen Mathematik kommt so etwas vor, wenn man

namlich durch Integrale neue Funktionen definiert. So kann man z. B. den natiir-
lichen Logarithmus In z, d. h. eine Funktion mit der wider Erwarten nicht als

Steigungsmal einer Potenz vorkommenden Ableitung % , besonders zwanglos als

Flacheninhalt der gleichseitigen Hyperbel von der unteren Grenze 1 bis zur ver-
anderlichen oberen Grenze x einfithren [vgl. A. Walther: Einfiihrung ...].
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6) numerisches Integrieren [vgl. die Literaturangaben S. 65, vor
allem auch A. Witting: Integralrechnung. Sammlung Goschen 88].
Am empfehlenswertesten schlieflich ist

¢) die graphische Integration, welche die Tatsachen iiber den Flichen-
inhalt zur geeigneten Wahl der Umbruchstellen beim Wege iiber den
Anstieg von S. 55—56 heranzieht wie folgt:

§) Praktische Regel zum zeichnerischen Integrieren (Abb. 64). Auf der
gegebenen Kurve y = f (x) werden nicht zu nahe beieinander liegende
Punkte ausgewdhlt. Anfangspunkt, Endpunkt, etwaige Gipfel- und
Talpunkte miissen vorkommen. .

Durch diese Punkte zeichnet man Waagerechte und schaltet nach
AugenmaB oder mit Hilfskonstruktionen (s. unten) solche Senkrechte
ein, daB paarweise flichengleiche ,Zwickel ent- A
stehen. Die waagerechten Strecken mit den senk- 7
rechten Zwischenstiicken bilden eine , Treppen-

kurve®.
Die Treppenkurve wird durch Umkehr der An- %— v
stiegsdefinition genau integriert, d. h. ein Strecken- Yy

zug aus geradlinigen Stiicken gezeichnet, fiir deren
jedes das Steigungsmal} vermittels eines Steigungs-

dreiecks durch ein entsprechendes waagerechtes 4
Stiick der Treppenkurve geliefert wird. Die Knick- ~_Abb. 6. Niherungs.
stellen folgen ausden Sprungstellen der Treppenkurve. welser gleleh.

Der Streckenzug ist die Tangentenkette einer Integralkurve
zuy = f (x) und beriihrt sie senkrecht iiber oder unter den ausge-
wihlten Punkten.

Begriindung: Fiir die ausgewéhlten Punkte stimmen die Kurve
y = f (z) und die Treppenkurve in Flicheninhalt und Ordinate iiberein,
also die Integralkurve zu y = f (x) und der Streckenzug in Erhebung
und Steigungsmalf.

In die Tangentenkette mit Berithrungspunkten 146t sich die Integral-
kurve zu y = f (x) leicht und &uBlerst genau einzeichnen. Die erste
Tangente, deren Beriihrungspunkt zur Anfangsabszisse @ gehort, darf in
beliebiger Hohe angesetzt werden (Willkiir der Integrationskonstanten).
Der Hohenunterschied F' (b) — F (a) der Integralkurve ¥ = F (x) zwischen
Anfangsabszisse ¢ und Endabszisse b gibt die MafBzahl der Fliche des

b
bestimmten Integrals / f(x)dx.
a

n) Zwickelabgleich nach Augenmall (recht genau, deshalb durchaus
empfehlenswert; das Auge vermag die Gleichheit kleiner benachbarter
Fliachen tiberraschend gut zu beurteilen) oder durch Naherungskonstruk-
tion wie folgt: Man verbindet (Abb. 65) zweiauf y = f (x) ausgewihlte
Punkte P, und P, 1 ; und drittelt die waagerechte Strecke M N von der
Mitte M der Kurvensehne P, P, bis zur Kurve. Dann lauft nihe-
rungsweise durch den der Kurve ndchsten Teilpunkt S die senkrechte
Zwischenstrecke der beiden flichengleichen Zwickel zwischen P, und
P, . Streng trifft dies zu, wenn der Kurvenbogen einer Parabel
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zweiter Ordnung mit waagerechter Achse angehort, sonst niherungsweise,
und zwar sehr genau, weil sich in bezug auf den Fliacheninhalt eine
beliebige Kurve gut durch Parabelbégen ersetzen 1ifit. Man kann
auch erst die zu P, P, parallele Tangente abschieben und N auf ihr
statt auf der Kurve wihlen. Dann ist die Konstruktion streng richtig
fiir einen Parabelbogen zweiter Ordnung mit beliebig gerichteter Achse. —
Punkte P, nicht zu eng nehmen; ziemlich weite P, vermeiden Haufung
von Zeichenungenauigkeiten und liefern wegen der Genauigkeit des
Zwickelabgleiches vorziigliche. Ergebnisse.

. ) Genauigkeit des zeichnerischen Integrierens. Das zeichnerische
Integrieren nach dem Tangentenkettenverfahren mit Zwickelabgleich
ist eine der bequemsten und genauesten Operationen der ganzen prak-
tischen Mathematik, von so hoher Genauigkeit, wie sie zeichnerisch
iiberhaupt erreicht werden kann. Das liegt letzten Endes im Wesen der
Integration begriindet. Wihrend das Differenzieren im Anstieg sozusagen
eine mikroskopische Kurveneigenschaft betrachtet (vgl. S. 49—50, sowie
die rechnerische Ableitungsdefinition durch Zusammenriicken zweier
Kurvenpunkte) und daher kleine UnregelmiBigkeiten stark betont —
,Differenzieren rauht auf — wirkt das Integrieren ,,ausbiigelnd‘.
Auch bei sehr schwankenden Kurven hat der Flacheninhalt einen ziemlich
ruhigen Verlauf — ,,Integrieren glittet’. Wichtig ist das zeichnerische
Integrieren, aufler unmittelbar, namentlich als Hilfsmittel bei dem
hoheren Problem der praktischen Behandlung von Differentialgleichungen,
weil sich dort eine erste rohe Naherungslésung durch Integrieren schritt-
weise beliebig verbessern 148t [vgl. C. Runge: Graphische Methoden,
2. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1919. — Fr. A. Willers:
Graphische Integration. Sammlung Goschen 801].

¢) Polverschiebung. Mafstabsfragen. Links- oder Rechtsschieben
des Polsnach x = — kstatt = — 1 bedeutet, dal simtliche Steigungs-

male der Integralkurve auf das %f&che gebracht werden. Im urspriing-

lichen y-MaBstab werden also auch die Ordinaten der Integralkurve
(genauer ihre Unterschiede gegeniiber der Anfangsordinate) auf das

-]lc-fache abgedndert. Um das Integral Y selbst abzulesen, muBl man fir ¥

die MaBstabseinhei —Ilc—mal so grof} wihlen wie fiir y, also!:

Polabstand: k [Dim,],

y-Mafistab: 1cm entspricht ¢ [Dim,],

Y-MaBstab: 1 cm entspricht a -k [Dim, - Dim,].

Auf- oder Abwirtsschieben des Pols (Abb. 66) nach z =—1,
y = — ¢ bewirkt Addition der linearen Funktion ¢ (x — a) zur Integral-
kurve und ist wichtig fiir die mehrfache Integration (zur Bestimmung von
statischen und Tragheitsmomenten), in der graphischen Statik und zum

! Manchmal wird empfohlen, den Pol ganz zu vermeiden. Man soll an der
Treppenkurve (nach Zwickelabgleich) die Ordinaten und die waagerechten Strecken
abmessen, die zugehorigen Rechtecksinhalte ausrechnen und — in passendem
MaBstab — als aufeinanderfolgende Erhebungen der Integralkurve verwenden,
von der man hierdurch freilich nur Punkte, aber keine Tangenten erhilt.
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Auffinden der mittleren Ordinate von y = f(x). Man verbindet
Anfangs- und Endpunkt der Y-Kurve durch die ,,Schlufilinie®; die
Parallele durch den Pol schneidet auf der y-Achse, von 0 aus gerechnet,

b
die mittlere Ordinate g, = 5 / f (z) d ein, die als Rechteckshohe

a
zur Grundlinie b —a genommen denselben Flicheninhalt liefert wie die
Kurve y = f (x) zwischen @ und . Die Ordinatenstiicke von der SchluB-
linje aus gerechnet geben das an beiden Rindern x = @ und = = b ver-
schwindende Integral fiir die auf die Waagerechte der mittleren Ordinate
als Abszissenachse bezogene Kurve %
y=1f(x) (,,Randwertaufgabe‘).

Wenn auf der x-Achse nicht =z
selbst, sondern (mit einer passenden Schlublive
MafBstabseinheit) log « aufgetragen
ist (logarithmische «-Teilung, vgl.
S. 20, gedrehtes Exponentialpa-
pier, vgl. 8. 6—7), so erhilt man

}’fﬁ.zvdz +olz-a)

wegen log x ~ 0,4343 In « und 7 a

dx
d (log ) ~~0,4343 ~ - beim Integrieren 7 v

= ST}
/ yd (log ) ~0,4343 / Y dz, also das
Integral iiber das Verhdltnis % Auf I’ miflere Gpdinate Y,
diese Weise kann zu gegebener spe- |
zifischer Wiarme c¢ (7') fir die ab- -7 0 a
solute Temperatur T die Entropie Beliebige PolwAa.?lll).' (;ge'stimmung der
S= / id—,_,?—: / %dT bestimmt werden. mittleren Ordinate.

%) Planimeter. Als Instrumente zur Integration sind schon erwihnt
worden [vgl. Fr. A. Willers: Mathematische Instrumente. Sammlung
Goschen 922]: der Integraph (zeichnet die ganze Integralkurve, also ein
unbestimmtes Integral, wenn ein Fahrstift auf der gegebenen Kurve
gefiihrt wird) und das Planimeter (mift durch Umfahren der Rand-
kurve einer Fliche den eingeschlossenen Flicheninhalt, also das bestimmte
Integral).

Man unterscheidet Linearplanimeter und Polarplanimeter.
Bei beiden wird der als Fahrstift ausgebildete Endpunkt eines zur
Zeichenebene parallelen Fahrstabes von Hand auf dem Umfang der
geschlossenen auszuwertenden Figur gefiihrt, der Anfangspunkt hingegen
zwangliufig, aber gelenkig auf einer Leitkurve. Diese ist

bei den Linearplanimetern eine gerade Linie, verwirklicht entweder
durch ein Lineal (Schiene) mit Nut (Lineal- oder Schienenplanimeter)
oder durch einen Wagen auf zwei schweren Walzen, der nur in seiner
eigenen Richtung rollen kann (Rollen- oder Walzenplanimeter),

beim Polarplanimeter (Abb. 67) ein Kreis, verwirklicht durch einen
Polstab (Lenkstab, Lenker), der sich um einen durch eine Nadel
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(Nadelpol) oder ein schweres Gewicht (Gewichtspol, Kugelpol) festgelegten
Pol dreht.

Hauptbestandteil des Planimeters ist die Mefrolle (Laufrolle,
Integrierrolle) mit Achse parallel zum Fahrstab, die auf der Zeichen-
ebene abrollt und durch ihre als Differenz Endablesung minus Anfangs-
ablesung zu findende Gesamtabrollung den Flidcheninhalt der umfahrenen
Figur (bei Pol innerhalb bis auf eine additive Konstante) gibt.

Die Genauigkeit hingt etwas von der Ubung ab. Der mittlere Fehler
einer Umfahrung nimmt bei Flicheninhalten von 10 bis 100 cm? von
etwa 7 bis 12 mm? zu und relativ von 79/, bis 1,29/, ab.

Am gebriuchlichsten ist das Polarplanimeter. Schlittenplani-
meter sind eine Ausfiihrungsform mit Rollbandtisch fir langgestreckte

Abb. 67. Polarplanimeter.

Aufzeichnungen von Registrierinstrumenten. Auch Linearplanimeter
eignen sich fiir sehr langgestreckte Figuren. Kompensationsplani-
meter ermoglichen die Kompensation einer etwa vorhandenen Achsen-
schiefe der MefBrolle. Scheibenplanimeter lassen die MeBrolle nicht
auf dem Zeichenpapier wechselnder Beschaffenheit laufen, sondern auf
einer besonderen Scheibe von gleichméBiger Oberfliche und vergréBern
zur Erhohung der Genauigkeit durch ein Vorgelege die Drehung der MeB-
rolle. Sie sind dann niitzlich, wenn die Genauigkeit des gewohnlichen
Planimeters nicht ausreicht, z. B. bei sehr kleinen Figuren. Bei Kugel-
planimetern lduft die MeBrolle zur Erh6hung der Genauigkeit auf einem
Kugelsegment. Die in Deutschland wenig, in Amerika stark verbreiteten
Radialplanimeter dienen zur Bestimmung des Mittelwertes in Polar-
koordinaten, wenn fiir einen periodischen Vorgang die Periode durch
den Vollwinkel von 360° und die betreffende Grofle durch den verdnder-
lichen Radiusvektor dargestellt wird.

Auf ganz anderem Prinzip als die Planimeter mit Me8rolle beruht das
Schneidenplanimeter (Stangenplanimeter, Beilplanimeter);
es hat recht gute Genauigkeit.

Potenzplanimeter (Momentenplanimeter, Integratoren)

b

liefern durch Umfahren der Kurve y = f(x) nicht / ydx wie das ge-
a
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b
wohnliche Planimeter, sondern / y? dx (statisches Moment, Rauminhalt

a
eines Drehkérpers, z. B. einer Glithlampe, Effektivwert in der Elektro-
b b
technik), / y3dx (Tragheitsmoment, z. B. von Turbinenschaufeln), / Vydz

a a
(Flissigkeits- und Gasmengenmessung, z. B. auch in der Physiologie
der Blutgefifie). Grundgedanke: Ersatz des Potenzierens durch Winkel-
vervielfachung, die durch Zahnréider oder sonstwie herbeigefithrt wird
[vgl. z. B. H. Adler: Ein Spezialplanimeter zur Bestimmung von
Effektivwerten. Elektrotechn. Ztschr. 52, 1387 (1931); Neue Potenz-

planimeter zur Bestimmung von 55 y?dx und 55 v y dx. Ztschr. Vermess.-

Wes. 61, 665—668 (1932)].

2) Doppelintegral und Kurvenintegral. Un- ¥
abhingigkeit vom Wege. Fiir das Integrieren
‘beiFunktionen von zweiVerdnderlichen
sind hervorhebenswert:

a) das Doppelintegral [ [f(x, y)dxdy,
das den Rauminhalt zur Flache z = f (z, y) als
Grenzwert einer Quadersumme gibt (4hnlich wie

b .
[f (z) d= der Grenzwert einer Rechtecksumme Abb. 68. Erklirung des
p ' Kurvenintegrals.

a

ist); xund y ,,Jlaufen‘ hierbei zwischen Grenzen,
die durch die ,,GrundriBprojektion der Fliche in der zy-Ebene
bestimmt sind ;

b) das Kurvenintegral [« d + vdy (Abb. 68) fiir zwei Funktionen
u=u (v, y) und v =v (z, y). Es entsteht, wenn man eine ,,Integrations-
kurve oder einen ,,Weg* zwischen einem Anfangspunkte 4 und einem
Endpunkte B der xy-Ebene durch eine Anzahl Zwischenpunkte unter-
teilt, in jedem Zwischenpunkte P, die Werte u, und v, der Funktionen
u und v sowie die Abszissendifferenz Az, und Ordinatendifferenz A4y,
zum nichsten Zwischenpunkte P, ; aufschreibt und die Summe
2 u, Az, + v, Ay, bildet: ihr Grenzwert fiir immer feinere Unterteilung
ist fude +vdy.

Beispiele:

1. v und v Kraftkomponenten X und Y in einem Kraftfelde,
[X dx + Ydy ist die Arbeit beim Fortschreiten lings der Integrations-
kurve,

2. u und v Geschwindigkeitskomponenten in einem Stromungsfelde,
das Kurvenintegral definiert die Wirbelstirke (Zirkulation);

3. [cydT 4 pdV liefert die bei Zustandsinderung eines idealen
Gases mit Druck p, Volumen V, absoluter Temperatur 7', spezifischer
Wirme c, zu- oder abgefilhrte Warmemenge .

Im allgemeinen ist [udz 4 vdy nicht nur von Anfangs- und End-
punkt, sondern auch vom Wege abhingig, z. B. die Wirmemenge
JewdT + pd V von den Zwischenzustinden. Unabhingigkeit vom



64 Praktisch-mathematische Grundlagen.

Wege liegt vor, wenn % und v die partiellen Ableitungen u = 2—2—7 , V= ; ;]
einer Funktion U sind; in der Sprache der Vektorrechnung: wenn der
Vektor mit den Komponenten « und v der Gradient (8. 53) eines Skalars U

ist. Dann stellt udx + vdy das vollstindige Differential (S.53—54)
von U dar. Hierfiir ist notwendig und hinreichend % = g—g. Unabhéngig-
keit vom Wege bedeutet dasselbe wie Verschwinden des Kurvenintegrals

udz + vdy iiber einen geschlossenen Weg. In der Thermodynamik

handelt es sich um einen KreisprozeB hinsichtlich 7', ¥V nebst zuge-
hérigen c,, p-Werten. Denn (Abb. 68)
Jvon 4 nach B unten = [von A4 nach B oben
besagt bei umgekehrtem Durchlaufen des oberen Weges dasselbe wie
$=o0.
Beispielsweise istd Q = ¢, d T' + pd V, wie durch Differenzieren nach-
priifbar, kein vollstindiges Differential. Man schreibt deshalb besser

auch nicht d @, sondern als Diminutiv d Q. [ dQ ist iiber einen offenen
Weg abhingig vom Wege und iiber einen geschlossenen Weg (Kreis-

prozeB) 4 0. Hingegen ist die Entropie / i%?— unabhéngig vom Wege

und E_,{;% =0 bei einem Kreisproze (Entropieanderung = 0).

Der Begriff des Kurvenintegrals fiihrt, wie man sieht, sehr rasch
in ein Zentrum der Anwendung der Mathematik auf naturwissenschaft-
lich-technische Fragen. Besonders klar und fruchtbar wird er bei
vektorieller Betrachtungsweise [vgl. M. Lagally: Vorlesungen iiber
Vektorrechnung. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft 1928. —
A. Haas: Vektoranalysis, 2. Aufl. Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter & Co.
1929]. In Stromungsfeldern wird auler der Zirkulation auch die Quell-
starke durch ein Kurvenintegral beschrieben. Fiir ein Kraftfeld gibt
der Skalar U das Potential usw. '

¢) Andeutungen iiber numerisches Differenzieren und Integrieren,
Interpolieren und Glitten. Formelméifige, graphische und rechnerische
Verfahren. Interpolationspolynom und Niherungspolynom. Wenn man
in der mathematischen Praxis zu differenzieren oder zu integrieren hat
und formelméaBig-analytisch mit den elementaren Funktionen wie Potenz,
Exponentialfunktion usw. nicht ohne weiteres durchkommt, greife man
zuerst stets zu den zeichnerischen Verfahren. Das graphische Integrieren
ist so genau, wie es die Zeichengenauigkeit iiberhaupt zuldt (vgl. S. 60).
Das graphische Differenzieren ist fiir gut gezeichnete, glatte Kurven
ebenfalls sehr genau (vgl. S. 49—50), unterliegt durch seine Anschaulich-
keit bestdndiger Selbstkontrolle und vermeidet Genauigkeitstduschungen.
Meist reicht das zeichnerische Vorgehen fiir den Praktiker vollig aus
und dringt durch seine Schmiegsamkeit und Sinnfilligkeit besonders
leicht und tief in den Kern der Probleme ein. In besonderen Fallen kénnen
statt dessen auch rechnerische Methoden angewandt werden, z. B.
wenn mehrstellige Genauigkeit verlangt wird und auf Grund der
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Ausgangsdaten auch zu erwarten ist. Sie beruhen darauf, da die Funktion
y = f (x) durch ein Polynom ersetzt wird, das mit y = f (x) an gewissen
z-Stellen, den Interpolationsstellen oder Stiitzstellen, tiberein-
stimmt (Interpolationspolynom) oder das y = f (x) in einem gewissen
Intervall durchweg ,,méglichst gut (vgl. S. 80—81) anndhert (Nahe-
rungspolynom). Numerisch differenziert oder numerisch inte-
griert wird die Funktion ¥ = f (x), indem man an ihrer Statt das Ersatz-
polynom differenziert oder integriert. Interpolieren heift, die Funk-
tion y = f (x) selbst mit Hilfe des Ersatzpolynoms auch fiir andere x
als die Stiitzstellen niherungsweise angeben. Glitten bedeutet: an
den bekannten y kleine Anderungen so anzubringen, dafl sich durch
die abgednderten y eine moglichst ,glatte Kurve ohne ,,unnétige‘
Zacken und Wellen legen 148t. Das numerische Glatten sollte dhnlich
dem numerischen Differenzieren, wenn irgend mdéglich, durch eine Zeich-
nung graphisch kontrolliert werden.

Fiir Formeln und Rechnungsanordnung vgl. C. Runge, H. Kénig:
Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Berlin: Julius Springer 1924. —
H. v. Sanden: Praktische Analysis, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G.
Teubner 1923; Mathematisches Praktikum, Teil 1. Leipzig u. Berlin:
B. G. Teubner 1927. — Fr. A. Willers: Numerische Integration.
Sammlung Géschen 864; Methoden der praktischen Analysis. Berlin u.
Leipzig: W. de Gruyter & Co. 1928. — E.T. Whittaker, G. Robinson:
The calculus of observations, 2. Aufl. London, Glasgow, Bombay : Blackie
and son 1926. — M. Lind ow: Numerische Infinitesimalrechnung. Berlin
u. Bonn: F. Diimmler 1928. — A. Walther: Differenzenrechnung,
Kap. 23 in Pascals Repertorium der hoheren Analysis, Bd. I, 2. Aufl.
Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1929.

IV. Bearbeitung von Beobachtungen.

1. Fehlerrechnen und Fehlerkritik.

a) Hochstfehler. Absolut- und Relativiehler. Fehler einer Funktion.
Fehlerrechnen ist die Kunst, die Genauigkeit von Mef3- und Rechen-
ergebnissen abzuschitzen.

Gemessen sei eine GroBe x. Wenn wir als Ergebnis eine Zahl x,
aufschreiben, so heifit das wegen der unvermeidlichen Beobachtungs-
ungenauigkeiten im allgemeinen nicht, daf wir mit x, genau den
,,wahren Wert 1 X von z treffen. Vielmehr kénnen wir nur sicher sein,
daB man sich mit z, in einer gewissen Umgebung X — % ... X + h des
wahren Wertes X befindet und daB umgekehrt X zwischen den Schran-
ken x,— h und z, + kb liegt, wobei & der mogliche Hochstfehler ist.
Die GréBe x wird, auf einer z-Geraden veranschaulicht (Abb. 69), nicht
durch einen Punkt, der X sein miite, sondern nur auf eine Strecke
Zg—h ... xy + h festgelegt. Oft schreibt man das Ergebnis so, daB
h eine halbe Einheit der letzten mitgenommenen Dezimalstelle betrégt.

i Ob und in welchem Sinne vom wahren Wert einer beobachteten Gréfe wegen

der molekularen Struktur der Materie, thermischer Schwankungen usw. iiberhaupt
gesprochen werden kann, sei dahingestellt.

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 5
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Z. B. bedeutet die Angabe 12,3 cm fiir eine Linge nach der iiblichen
Abrundungsregel, daB die Lénge zwischen 12,25 cm einschlieBlich und
12,35 cm ausschlieBlich liegt.

Der Hochstfehler oder kurz Fehler A selbst heiflt auch Absolutfehler,
sein Quotient durch den wahren Wert X oder — wegen der Unbekannt-
heit von X — durch den Niherungswert z, an X Relativiehler. Gern

gibt man den relativen Fehler h , d.h. den Fehler bezogen auf die GroBe
0

X

selbst, in Prozenten als Prozentualfehler 10096i % an. Im Beispiel

ist der Absolutfehler 0,05 cm, der Relativiehler

Y
_ f Yo
Aya\ P — 4] ‘L
e—p—
dya L 4,
Zih z, Zth T
Abb. 69. Hochstfehler einer

Funktion ¥y = f

(x).

0
0,05 cm
123 em 0,004, der
Prozentualfehler 0,4%. Das Wort ,,absolut‘’
wird hier im Gegensatz zu ,relativ’’ ge-
braucht, nicht in der Bedeutung von ,,ohne
Riicksicht auf Vorzeichen® (vgl. FuBinote !
S.11). Allerdings wird 4, wenn man A nicht
im Sinne einer Abweichung versteht und diese
einmal negativ nehmen will, immer positiv sein.
Oft ist zu der gemessenen Grofle x eine
andere GroBe y mnach bekanntem Gesetz
y=1f(x), z. B. das Quadrat, der Sinu$
od. dgl. zu berechnen. Meist begniigt man

sich mit der Angabe y, = f (x,). Vollstindiger aber mufl die Genauig-
keit von y geschitzt werden, d. h. es mufl angegeben werden, welche
Abweichung gegeniiber y, bei y schlimmstenfalls auf Grund
der moglichen Hochstabweichung £ bei z zu befiirchten ist.
Wenn y = f (z) in der Umgebung von ,, y, einsinnig steigt oder fillt,
liegt y nach Abb. 69 zwischen y,— 4y, und y,+ Ay, oder nihe-
rungsweise zwischen y,—dy, = yo— hy, und y, + dy, = y, + hyg
(Ersatz der Funktionsdifferenzen Ay, nach vorwirts und A4y, nach
riickwirts durch das Differential dy, = Spanne h mal Ableitung ¥,
vgl. S. 46—47). Unter Fortlassung des Index , zusammenfassend :
Zum moglichen Hochstfehler A =dx bei x gehoért bei einer
Funktion y = f () ndherungsweise der moégliche Hochstfehler

hy =dy, zum mdéglichen Relativfehler‘%oder Prozentual-

fehler 100d7x % der mogliche Relativfehler‘%yoder Prozentual-

fehler 100 flyi’

Néherungsweise heifit: im Sinne des Ersatzes der Funktionsdifferenz
durch das Differential, um so genauer, je kleiner % ist. Dall man oft
lieber mit dem nur ndherungsweise richtigen Differential d y statt mit den
Funktionsdifferenzen 4y und 4y arbeitet, liegt daran, dafl dy durch
Differenzieren leichter zu finden ist, als man 4y = f(x + h) —f (z) und
Ay = f(z) — f(x—h) durch vielleicht mithsames (mehr Dezimalen bei
x + h) Berechnen von f (x + k) und f (x—h) nebst Subtrahieren bekommt.
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Offenbar braucht & = d« nicht durchaus der mogliche Héchstfehler
zu sein, sondern kann irgendeine beliebige, nicht allzu betrichtliche
x-Abweichung gegen x, bedeuten. Das Differential dy liefert dann die
zugehérige Abweichung von y gegen y, = f (x,), und zwar sowohl der
Grofle als auch der Richtung nach. Kommt es nur auf den Betrag an,
so nimmt man & positiv und rechnet |dy | aus.

Beispiel: Die Stromwirme @ je s, die der elektrische Strom I A
im Widerstand R 2 entwickelt, betrigt bekanntlich ¢ = 0,239 I2 R cal.
Wenn sich I bei festem R um dI éndert, wird die Anderung von @
niherungsweise dQ = 0,239 - 21 R-dI und die relative Anderung
% =2 %.I- Eine Anderung von / um 10% hat also niherungsweise
eine Anderung von @ um 20% im Gefolge, und zwar nimmt @ zu,
wenn [ steigt, ab, wenn [ fillt. Genau miilte man rechnen: 4@ =

0,239 (I + A4I2R— 0,239 I2R, also %Q =2 4}! + (AII)z. Es wire
AQQ= 1 21% bei—Ai=+10% und%ﬁz_—w% bei 44 — —10%.

Man sieht hieraus, wie gut das viel einfacher zu berechnende Differential
annahert.
B) Sonderfille. Praktisch am bequemsten werden Relativiehler durch
logarithmisches Differenzieren berechnet. Z. B. firr die Potenz
y = konst x¢ ist
In y = In konst 4 « In z,
dy dx
y Tz
Der relative Fehler einer Potenz x* ist das a-fache des relativen
Fehlers von x (wihrend der Absolutfehler von z beim Potenzieren auf
das a z*~1-fache geht). So ist z. B. die Kreisfliche F = %dz maximal
auf 2% und das Kugelvolumen V:—gd:* maximal auf 3% fehlerhaft,
wenn der Durchmesser d auf 1% bekannt ist. (Die Absolutfehler
% -2d-hvonF und —Z— -3 d?-h von V gehen proportional 2 d bzw. 3 d?) —

Oder: bei adiabatischer Kompression p V* = konst von Luft mit » = 1,4
1

zieht wegen V —konst-p * eine Drucksteigerung von 1% eine Volu-
menverminderung von % - 1% ~ 0,7% nach sich.
Bei trigonometrischen Funktionen mul man Fehler in 0 ' "

in BogenmaB umrechnen nach den Formeln 1°~ THN 1745 - 105,

4 7 " 3
V' A e A2 2909 - 1077, 1 4180 For 4848 - 107, Z. B. ist in

einem rechtwinkligen Dreleck mit fehlerfreier Hypotenuse ¢ und um
hochstens &’ fehlerhaftem Winkel « der mogliche Héchstiehler der
Kathete ¢ = ¢ sin o folgender: da = ¢ cos a doe ~~ ¢ cos o - 4848 - 102 ¢.

Der Absolutfehler des Logar1thmus y="%%gzx = ln_z von x
1

Ina =z

zur Basis a ist dy = , also proportional zum relativen Fehler des

5%
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Numerus z. Bei konstanter Absolutgenauigkeit des Logarithmus.(z. B.
Ablesegenauigkeit von 0,1 mm der Strecken auf dem Rechenschieber
S.24—25 oder auf Logarithmenpapier S.6—7) hat man also kon-
stante relative Genauigkeit des zugehérigen Numerus. So erklart
es sich, daf3 fiir die kleineren Zahlen zwischen 1 und 2 auf dem Rechen-
schieber eine viel feinere Unterteilung da ist als fiir die gréBeren Zahlen
zwischen 9 und 10.

v) Mehrere unabhiingige Veriinderliche. Fiir eine Funktion f (x, y,2, . . .)
von mehreren unabhéngigen Veranderlichen «, y, 2z, ... wird
der mogliche Hochstfehler, der zu den moglichen Hochstfehlern dx bei
x, dy bei y, dz bei z, ... gehort, ndherungsweise gefunden, indem man
im (,,Vollstzindigen“) Differential (S. 53—54)

df =fodo+ fydy + fodz + -

(fe = a—f artielle Ableitung von f nach x, dhnlich f, = 2—; nach y,
weiter f, = —j—z— nach z, ...) alle Summanden mit positivem Vorzeichen

nimmt:
[fedz|+ |fy dy| + |fdz| + -

Denn f,dz, ,,Anderungstendenz f+ mal ,,Anderungsstrecke dx,
gibt niherungsweise die Anderung von f auf Grund der Anderung dx
bei 2. Das vollstindige Differential df ist die Gesamtéinderung als Summe
von Teilinderungen. Schlimmstenfalls konnen die Anderungen dz, dy,
dz, ...derunabhingigen Verdnderlichen so gerichtet sein, teilweise positiv,
teilweise negativ, daf alle fydx, f,dy, f.dz, ... positlves Vorzeichen
bekommen. Wenn man die Anderungsrlchtungen bei z, ¥, 2, ... kennt,
14Bt sich natiirlich auch iiber die Anderung von f, nicht nur uber ihren
moglichen Hochstwert etwas aussagen.

Der mogliche Relativfehler von f entsteht bei Division durch |f|;
bei Potenzausdriicken ist wieder logarithmisches Differenzieren vorteil-
haft. Z.B. gilt fiir die Fliche F = x - y eines Rechtecks mit den Seiten

z und ¥y
dF dx dy
InF=Inz+Iny und _F___x+ >
Die relativen Fehler der Lingenmessungen von « und y (z. B. hochstens

2% und hochstens 1/,%) addieren sich ndherungsweise zum relativen
Fehler der Flichenbestimmung, héchstens zu ld—;‘ 4+ ay (hier 2Y/,%).
Abb. 70 zeigt, daB die Anderung von F auf Grund der Seiteninderungen
dz und dy genau genommen noch einen Bestandteil dx - dy aufweist,
der aber als Produkt der kleinen Groflen dz und dy viel kleiner, , klein
von zweiter Ordnung® ist und deshalb vernachlissigt wird. Auch der

mdogliche Relativiehler des Verhéltnisses ¢ = ; mit

Int=Inz—Iny, also @ _de _ dy
4 x Yy

ist&ix—
x

+ ’j‘%/_ J . Denn der Zéhler x kann um d  zu grof und der Nenner y
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um dy zu klein sein. Wenn man weill, daBl * um 2% gréBer und y um
2% Kkleiner wird, macht das fiir ¥ = - y gar nichts aus, weil sich ¥

niherungsweise um 0% é&ndert. Hingegen nimmt ¢ = 3 néherungsweise

um 4% zu.

In dhnlicher Weise 148t sich in den vielen theoretischen und empiri-
schen Einzelformeln der Praxis der EinfluB von Anderungen oder Fehlern
der eingehenden GroBen abschéitzen.

Eine interessante Anwendung ist auch die gy z-dy Viz7
Kritik der Bestimmung des Wirkungsgrades #. 7777777
Dieser 148t sich entweder aus zugefiihrter Lei- [
stung N, und abgegebener Leistung N, als = 9}’ Fzy ydz

2 bestimmen oder durch Messung der Verlust-

N , N z iz
Ni—No 2 Abb. 70. Anderung der
leistung N, als 7 = N, bzw. 1 = ‘N, + Ny °  Flache eines Rechtecks.

Man kann nachrechnen, daB es bei hohem Wir-
kungsgrad 7 viel genauer ist, N; und N, oder N, und N, zu messen als
N, und N,, selbst bei vergleichsweise hohem Fehler von N,

2. Rechnen mit kleinen GroSen.
Fir die Potenz y = x* gilt:
Funktionsdifferenz A y ~ Differential dy = a« z%~1dx.
Insbesondere ist y =1 und A y~adx fir x =1. Der y-Wert
(1 £ ) fiir ¥ = 1 & ¢ entsteht dadurch, daBl am y-Werte 1 fir z =1

die Anderung Ay~ =+ a ¢ fiir die x-Ande- y
rung + ¢ angebracht wird (Abb. 71): %x
(1+e)r1l+ae. —&— x¢

pe— & —>

Um eine von 1 wenig abweichende xfl
Zahlndaherungsweise in die ate Potenz
zu erheben, braucht man also nur das
afache des Unterschieds gegen 1 zu 1
hinzuzufiigen. |o| darf im Vergleich zu ¢
,hicht zu grof* sein.

Sonderfdlle, die sich auch leicht ganz elementar durchschauen
lassen [vgl. A. Walther: Einfiihrung in die mathematische Behandlung
naturwissenschaftlicher Fragen. Berlin: Julius Springer 1928]:

o =2, Quadrat:

(1+ePa142¢, z. B. 1,032~ 1,06 (genauer 1,0609)
0,962~ 0,92 (genauer 0,9216).
Zum Quadrieren Unterschied gegen 1 verdoppeln. Ergebnis um &2 zu klein.

0 7€ 7 7+€ x
Abb. 71. Anderung der Potenz.

o= %, Quadratwurzel:

Viten 1J_r§, z. B. 1/0,984 ~ 0,992 (genauer 0,99197).
Zum Quadratwurzelziehen Unterschied gegen 1 halbieren. Ergebnis

etwa um -é— &2 zu grof.
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o« =-—1, Kehrwert:
1
TT“J$GZBIM
Zum Bilden des Kehrwertes Unterschied gegen 1 mit umgekehrtem Vor-

zeichen nehmen. FErgebnis etwa um & zu klein.

~ 0,96 (genauer 0,9615).

o =— 5, reziproke Quadratwurzel:

1
f:
1

—%f;e-% 1=F —i, etwa um %52 zu klein, z. BV—T—EO_E ~ 0,988 (19).

o =—2, reziprokes Quadrat:

s~z 1 F 2¢, etwa um 3 &2 zu klein, z. B. ~ 1,06 (28).

1
(I L e 0, 972
Wie die gegen die kleine Grifle ¢ viel kleineren Potenzen 2, &3,
niherungsweise vernachlissigt werden, so bei mehreren kleinen Grofien

d,¢&, ... die Produkte d¢, .... Das gibt:
Produkt (l:té)(l:l:e)mliéie,
Quotient lj: ~1i6¥e
Ba@mhi%%g%§&~1+amwa%+am
’ ’ — 0,05 + 0,12
= 1,08 (genauer 1,0865).

Wenn kleine Unterschiede a, f, ... nicht gegen 1, sondern gegen
runde Zahlen a, b, ... vorliegen, stellt man durch Ausklammern, z. B.
ata=a ( 1+ —Z— , relative Unterschiede—z:—, %,. .. her, rechnet mit
a, b, ... im Kopfe oder mit dem Rechenschieber und mit den relativen

Unterschieden (am besten in %) wie mit Logarithmen: beim
Multiplizieren werden sie addiert, beim Dividieren subtrahiert, beim
Potenzieren mit dem Potenzexponenten multipliziert. Namentlich bei
Reduktionen auf 760 mm Hg, 0°C usw. ist derartiges Uberschlags-
rechnen recht niitzlich und eine wertvolle Erginzung zum Rechenschieber.

Beispiele:

273 752 o 273 760 (1—-1%)

67.8 - 991 760 =70 (1 —3%) 273 (1+61,%) 760
~T0(1—3% —6Y,% —1%) =70 (1—10Y/,%)
A 62,6 (genauer 62,94).

Mit 7 = 3,14159 ... ~ 3 (1 + 4,7%) multipliziert man, indem man
mal 3 nimmt und das Produkt um 5% vergroBert; das Ergebnis stimmt
auf 3%, (ist um 3%, zu groB). Z. B. 7,6 -n~22.8 4 1,1 = 23,9.

Das Rechnen mit kleinen GréBen ermoglicht auch die unerliBliche
bestindige Kritik des gewéhnlichen Zahlenrechnens [O. Liesche:
Rechenverfahren und Rechenhilfsmittel mit Anwendungen auf die
analytische Chemie. Die chemische Analyse, Bd. 30. Stuttgart: F. Enke
1932. — P. Werkmeister: Praktisches Zahlenrechnen. Sammlung
Goschen 405. — A. Witting: Abgekiirzte Rechnung. Math.-Phys. Bibl.
Bd. 47. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1922.—V.Happach: Technisches
Rechnen. Berlin : Julius Springer 1933. — K. Menninger: Rechenkniffe,
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3. Aufl. Frankfurt a. M.: K. Poths 1934]. Wenn z. B. die méglicherweise
um 0,1 fehlerhafte Zahl 41,8 mit der fehlerfreien Zahl 1,12 multipliziert
werden soll, ist die Angabe 41,8 - 1,12 = 46,816 sinnlos und tduscht eine
gar nicht vorhandene Genauigkeit vor. Wegen 0,1 ~~1/,% von 41,8 ist
auch das Ergebnis nur bis auf 1/,% zuverlissig und mit 46,8 anzugeben.
Bei dieser Kritik mu3 man daran denken, daB relative Hochstfehler nach
beiden Seiten liegen kénnen und sich deshalb z. B. bei einem Quotienten
(anders als die obigen relativen Unterschiede) dem Betrage nach addieren.

Fiir die praktische Behandlung unendlicher Reihen findet man
bei H. v. Sanden [Mathematisches Praktikum, Teil 1. Leipzig u. Berlin:
B. G. Teubner 1927] tabellarisch zusammengestellt, in welchen Bereichen
man bei vorgeschriebener Genauigkeit Funktionen durch die ersten
Glieder ihrer Reihenentwicklungen ersetzen darf.

3. Ausgleichung und mathematische Statistik .

«) Durchschnitt, Streuung, mittlerer Fehler. Liegen fiir eine GroBe x
durch zufallige MeBfehler etwas voneinander abweichende Messungen
vor, etwa n Messungen x;, &, ..., ,, so ist es iiblich und hat sich
durch lange Erfahrung bewéhrt, fiir den unbekannten ,;wahren Wert* X
von z als ,,besten* oder ,,wahrscheinlichsten* Naherungswert den Durch -

schnitt? (das arithmetische Mittel) %,
s 14
M Bttt v=1
- n T a zu nehmen.

1 Vgl. F. Baur: Korrelationsrechnung, Math.-Phys. Bibl. Bd. 75. Leipzig
u. Berlin: B. G. Teubner 1928. — R. Becker, H. Plaut, I. Runge: An-
wendungen der mathematischen Statistik auf Probleme der Massenfabrikation.
Berlin: Julius Springer 1927. — W. U. Behrens: Mathematische Methoden fiir
Versuchsansteller. Stuttgart: E. Ulmer 1933. — C. V. L. Charlier: Vorlesungen
iber die Grundziige der mathematischen Statistik. Lund: Verlag Scientia
1920. — K. Daeves: Praktische GroBzahlforschung. Berlin: VDI-Verlag 1933. —
R. A. Fisher: Statistical methods for research workers, 3. Aufl. Edinburgh u.
London: Oliver and Boyd 1930. — R. v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Leipzig u. Wien: Franz Deuticke 1931; Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahr-
heit. Wien: Julius Springer 1928. — H. C. Plaut: Fabrikationskontrolle auf Grund
statistischer Methoden. Berlin: VDI-Verlag 1930. — G. P 6lya: Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Fehlerausgleichung. Statistik. Abderhaldens Handbuch der biologischen
Arbeitsmethoden, Abt. V, Teil 2. — H. Richter-Altschaffer: Einfithrung in die
Korrelationsrechnung. Berlin: Institut fir landwirtschaftliche Marktforschung
1931; Theorie und Praxis der Korrelationsrechnung. Berlin: Paul Parey 1932, —
H.L.Rietz, F. Baur: Handbuch der mathematischen Statistik. Leipzig u. Berlin:
B. G. Teubner 1930. — A. M. Ritala: Statistische mittlere Fehler. Helsinki 1933. —
C. Runge, H. Kénig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Berlin: Julius
Springer 1924. — H. v. Sanden: Mathematisches Praktikum, Teil 1. Leipzig u.
Berlin: B. G. Teubner 1927; Praktische Analysis, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin:
B. G. Teubner 1923. — E. T. Whittaker, G. Robinson: The calculus of obser-
vations, 2. Aufl. London, Glasgow, Bombay : Blackie and son 1926.— G.Udny Yule:
An introduction to the theory of statistics, 8. Aufl. London: Griffin & Co. 1927.

2 Im wissenschaftlichen Sprachgebrauch sind ,,Durchschnitt®, ,,durchschnitt-
lich* fir lineare Mittelbildungen, ,,im Mittel, ,,mittlerer* fiir quadratische Mittel-
bildungen (d. h. Durchschnittnehmen der Quadrate und Wurzelziehen) festgelegt
und diirfen nicht gleichberechtigt durcheinander gebraucht werden. Nur beim
arithmetischen Mittel selbst wird leider das Wort Mittel in anderem Sinne
verwandt, ebenso beim Zeitwort ,,mitteln‘‘ im Sinne von ,,Durchschnitt nehmen®.
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Als MaB fiir die Gruppierung der Messungen — ob sie sich in
engem Bereich zusammendringen oder weithin streuen — und damit
fir ihre Giite dienen die Streuung oder mittlere! Abweichung
(standard deviation) ¢ und der mittlere Fehler m. Man bildet die
Abweichungen «, — M, z, — M, ..., x, — M gegen den Durch-
schnitt M, quadriert, wodurch man sich vom Vorzeichen frei macht,
und erhilt das Streuungsquadrat o® als durchschnittliches Abwei-
chungsquadrat: n

2 (av— M
(g — MP A (g —MP A - - (@n—MUP  v=1

0'2= =
n n

Das Quadrat m? des mittleren Fehlers m entsteht, wenn durch n — 1

statt durch n dividiert wird: n
Z(xv'——M)z
mE — (0 — MP + (g — MP+- - -+ (@ — M) _ v=1 = g2
n—1 n—1 n—-1""

Die Genauigkeit des Durchschnitts M wird durch den mittleren
Fehler des Durchschnitts angegeben; er ist

m

ILL = —
Vn

Auch wenn es sich nicht um Messungen handelt, sondern um irgend-
welche Beobachtungen, die durch Zufall (fabrikatorische Ungleich-
méBigkeiten, biologische Schwankungen od. dgl.) etwas voneinander ver-
schieden sind, erweisen sich M, ¢, m und yu zur kurzen Beschreibung als
niitzlich (mathematische Statistik, vgl. S. 75—78). Bei groBlem n
faBt man dabei gleiche oder ndherungsweise gleiche Beobachtungen in
»,Klassen“ zusammen, deren jede einem gewissen festen z-Spielraum
entspricht und durch ein mittleres x gekennzeichnet wird. Dieses mittlere x
geht in die Summen mit seiner ,,Haufigkeit” y ein, d. h. mit der Anzahl
der z in der betreffenden Klasse. .

) Bedeutung und Berechnung der Streuung. Die Streuung ¢ gibt
im Gegensatz zur moglichen Hochstabweichung an, wie weit die
Beobachtungen «, ,im Mittel“ vom Durchschnitt M abweichen.
So wird in der Fabrikationskontrolle durch die Angabe M + ¢ oder
M + m der Ausfall der Herstellung beurteilt (vgl. S. 76—77). Bildet man

g‘ (xv —A)2
das durchschnittliche Abweichungsquadrat ’—=-—IT—— von einem be-
liebigen Wert A4, so erhédlt es wegen
g‘(:z:u——M)2 g'(:t:.;—-A)z
v=1 =v=1 —4—-(M——A)2
n n

seinen kleinsten moglichen Wert fiir 4 =M. Der Durchschnitt M ist also
dadurch gekennzeichnet, daB fiir M als Bezugswert die Beobachtungen

1 Vgl. FuBnote 2 8. 71.



Streuung. Mittlerer Fehler. 73

das kleinste iiberhaupt mogliche durchschnittliche Abweichungsquadrat
haben. Daher der Name ,Methode der kleinsten Quadrate fiir
die auf den Durchschnitt M gestiitzte Bearbeitung der Beobachtungen.

Nebenbei gewinnt man so die bequemste Berechnungsart fiir ¢2:
wie man schon zur Berechnung von M am besten zunéchst einen
runden Ndherungswert 4 fir M schitzt, dann die Unterschiede
x, — A bildet, summiert und die Summe X, durch » geteilt zu 4 hin-
zufiigt, so nimmt man auch fir o statt der vielstelligen, ganz neu zu
berechnenden (x,— M)? lieber die bequemen Quadrate (x, — A4)% der
schon vorhandenen z, — A, summiert, teilt die Summe X, durch » und
zieht dann nachtréglich (M — A4)? ab. In Formeln:

M=4 ~|—% und a2=%—(M—A)2~

v) Mittlerer Fehler der Einzelbeobachtung. Der mittlere Fehler m
hat fiir die Abweichung von dem — allerdings unbekannten — wahren
Werte X eine dhnliche Bedeutung wie ¢ in bezug auf M. Das durchschnitt-

n
2 (2 — X)?

v=1

liche Quadrat ——,— der Abweichungen in bezug auf X (der

,,Fehler) ist wegen der Unbekanntheit von X nicht berechenbar, wird
aber durch m?2 in dhnlichem Sinne ,,am besten ersetzt wie X selbst
durch M. Daher gibt m ,,im Mittel den Fehler der z,.

Praktisch kénnen fiir einigermaflen gréBere n Streuung ¢ und mitt-
lerer Fehler m vertauscht werden. Z.B. fiir n = 5 ist

m = V%a=1/1+25% o~ (14 12%) 0,
fiir » = 10 schon
TO‘ [
m:]/—g—o‘&]/l—[—ll% o~ (1+5%)0,
fir # = 100 schlieBlich

m— V%{)«aml/l T 1% o~ (14 %) o (vgl. S. 69).
Weil m ein GruppierungsmaB fiir die Beobachtungen selbst ist, spricht

man auch vom mittleren Fehler der Einzelbeobachtung(en).
d) Mittlerer Fehler des Durchschnitts. Der mittlere Fehler u des
Durchschnitts M stellt ein Ma8 dafiir dar, wie weit M ,,im Mittel“ vom
wahren Wert X entfernt ist, wie stark also fiir mehrere Beobachtungs-
serien die Serienmittel um X bzw. um das Generalmittel streuen. Wih-
rend m das mehr oder weniger Zusammengedringtsein der Beobachtungen
selbst und damit z. B. die Giite der Beobachtungseinrichtungen
charakterisiert, kennzeichnet 4 die Giite des Gesamtergebnisses M
als des Extraktes aus den Beobachtungen, z. B. wieviel Dezimalstellen
von M zuverlidssig sind. Ist bei jeder Einzelbeobachtung der mittlere
Fehler m zu befiirchten, so 148t sich durch Bilden des Durchschnitts

aus n Einzelbeobachtungen der mittlere Fehler auf das L fache herab-
n
driicken. Man gibt x4 auf 1 bis 2 bedeutsame Stellen an. Da y die GroBen-
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ordnung der Abweichung von M gegen X hat, bricht man M entsprechend
ab. Als Gesamtergebnis der Beobachtungen schreibt man bei physikali-
schen Messungen M =y auf (z. B. bei zunéchst berechnetem M = 3,8934
und u = 0,0127 als Beobachtungsergebnis 3,89 + 0,01 oder 3,893 + 0,013).

Zu beachten: u sinkt bei wachsendem n nur wie é, nicht wie %,

n
also verhaltnismaBig langsam. Um z.B. u auf den 10. Teil herunter-
zudriicken, muB man 100mal soviel Beobachtungen machen.

¢) Beispiel fiir die praktische Berechnung der eingefiihrten GroBen.

A =154
x z—A (x—A)? n=38

163,7 —03 0,09 Zin=—03:8~ —0,04
152,8 —12 144 | M=4+ % A~ 154 — 0,04 = 153,96
154,2 40,2 0,04 2y:in=2,83:8 = 0,35375 ‘ +

(M — A)? A 0,042 = 0,0016 | —
153,7 —03 0,09 5

0? = 72 — (M — A)? ~= 0,3522
153,8 —0,2 0,04 o 20,50
154,2 +0.2 0,04 | — ]/ LEEPYS Vﬁ - 0,59 A= 0,63
n—1 7
155,0 +1,0 1,00
n = T/mf I~ (:}6; ~ 0,22

154,3 10,3 0,09 "

Gesamtergebnis der Messungen:
154,0 4 0,2 oder 153,96 -+ 0,22

%) Durchschnittliche und wahrscheinliche Abweichung. Der Durch-
n

3 =—03 2,=283

2 (wp— M)
schnitt “=1! P der Abweichungen «,— M selbst von M ist natiirlich 0.
S law—M|
Der Durchschnitt 7 = "—=1—n—-— der Abweichungen ohne Riicksicht

aufs Vorzeichen heit durchschnittliche (Absolut-) Abweichung
oder durchschnittlicher Fehler. Dall man nicht nach Laplace das
Nehmen des Absolutbetrages und damit #, sondern nach GauB das Qua-
drieren und damit ¢ bevorzugt, um sich vom Vorzeichen der Abweichungen
freizumachen und ein Gruppierungsmaf} zu gewinnen, wird durch tiefere
Untersuchungen nahegelegt.

Die wahrscheinliche Abweichung, der wahrscheinliche
Fehler oder das Quartil @ ist eine Abweichung, die von den absolut
genommenen einzelnen Abweichungen gleich héufig (,,gleich wahrschein-
lich*) iiber- und untertroffen wird. Unterhalb von @ liegt die Halfte der
Absolutbetrige der Abweichungen, oberhalb die andere Hélfte. Oder:
zwischen —Q und 4@ befindet sich die Halfte der Abweichungen, unterhalb
— @ ein Viertel, oberhalb -+ @ ein Viertel (daher Quartil = Viertelgrenze).
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7) GauBsche Fehlerverteilung. Genauer als durch die Gruppierungs-
mafle ¢, m,n und @ wird die Verteilung von Beobachtungen in bezug
auf M oder X durch die — urspriinglich in der Lehre von den MeB-
fehlern entwickelte — GauBsche Fehlerverteilungskurve Abb. 72
beschrieben. Sie gibt als ideale Verteilungsdichte ¢ (&) zur Ab-
weichung & (die von M oder X aus gerechnet sein kann) die Funktion

& =" "

mit folgender Bedeutung: Die Wahrscheinlichkeit (relative Héufigkeit)
des Vorkommens einer Abweichung zwischen den Grenzen & und &,

Vereilungs
aichte gl§

Car. i

1
|
I
|
|
I
!
I
I
I
1

] 1
g dn0&é Abweichung &
Abb. 72. GauBsche Fehlerverteilungskurve.

&,
wird durch das entsprechende Flidchenstiick / @ (§) d & an der GauBschen

&1
Kurve geliefert, bei kleiner Spanne &, — & = d & niherungsweise durch
das Rechteck ¢ (£,) d&. Der Parameter h heiBt die Prizision; % ist groB
bei eng zusammengedringten Beobachtungen (bei hochgipfliger, steil nach
beiden Seiten abfallender ,,Glockenkurve‘‘), klein bei weitverstreuten
Beobachtungen (bei tiefgipfliger, flacher Glockenkurve).

Bei der GauBschen Verteilungsfunktion finden sich offenbar unter
anderem folgende erfahrungsgemaf meist vorliegenden Tatsachen richtig
wieder: kleine Abweichungen sind héufiger (wahrscheinlicher) als grofSie;
positive und negative Abweichungen sind gleich hdufig. Im iibrigen
ist die Gaufische Kurve der ideale Grenzfall einer empirischen
Héaufigkeitskurve, die entsteht, wenn man in einem , Kollektiv*
aus zahlreichen, etwa n Beobachtungen zu jedem Beobachtungswert «
die zugehorige Héaufigkeit ¥ des Vorkommens bestimmt und die relative

Haufigkeit % als Ordinate zur Abszisse x auftrigt (gegebenenfalls unter

Zusammenfassung in Klassen, vgl. 8. 72). Und zwar kommt die
GauBlsche Kurve fiir n - co unter gewissen, hier nicht niher zu er-
orternden Voraussetzungen zustande. Ihr Nutzen liegt darin, daB mit
ihrer Hilfe ein Vergleich der empirisch beobachteten Hiufigkeiten mit
den theoretisch nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu er-
wartenden durchgefithrt werden kann. Das geschieht in der mathe-
matischen Statistik!, die unter dem Namen GroBzahlforschung

1 Schrifttumsnachweis S. 71, Fufinotel.
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in neuester Zeit auch in die technische und industrielle Praxis (Ge-
winnung und Prifung von Werkstoffen, Massenfabrikation, Betriebs-
iberwachung usw.) eindringt. Stets zeichne man zuerst die Haufigkeits-
kurve, die schon fiir sich allein oft wertvolle Aufschliisse gibt (Schiefe,
Mehrgipfligkeit od. dgl.). — Schon linger spielt die mathematische
Statistik als Variationsstatistik eine grofle Rolle in der Biologie,
hauptsichlich in der Vererbungsforschung. Dort werden die n Exemplare
eines Kollektivs, z. B. 500 Friichte, auf ein Merkmal x, z. B. Zucker-
gehalt, untersucht, und es wird die Haufigkeit y der verschiedenen Werte
von « festgestellt. Auch die Mendelschen Regeln gehoren hierher.

3) Beispiel zur mathematischen Statistik. Zur Qualitdtspriifung
einer Stahlsorte wurden 7 = 205 Probestibe zerrissen und nach der

Hiufigheity L
g
7
Jljo\
™
1N 7 N
2% 26 2 30 o 3 38

42 ¢4
bruchdehming z %
Abb. 73. Haufigkeitsdarstellung durch Streckenzug oder durch Rechteckstreppe.

Bruchdehnung % in Klassen mit den Haufigkeiten y eingeteilt (Strecken-
zug- und Rechteckdarstellung Abb. 73). Die Klasse mit x =32 z. B.
umfaBt die 40 Stibe, deren Bruchdehnung zwischen 31 und 33% liegt.
Bei der Berechnung von M und o gehen (vgl. S.72) die x — 4 und
(x — A)? einer Klasse so oft in die Summen X, und X, (vgl. S.73)
ein, wie es der Klassenhiufigkeit y entspricht. Man mufl also Pro-
dukte y (x — A) und y (x — A2 = y(x — A) - (xt — A) bilden. x=— 4
rechnet man in Klassen und beriicksichtigt die Klassengrofle 2 erst am
Schlusse.

Dehnung = in % Hiufigkeity 2 — A4 in Klassen y(x— 4) y(x—A4)?
24 0 —5 0 0
26 1 —4 —4 16
28 6 —3 —18 54
30 27 —2 —54 108
32 40 —1 —40 40
34 54 0 —116 0
36 45 1 45 45
38 23 2 46 92
40 7 3 21 63
42 2 4 8 32
44 0 5 0 0

120

n = 205 2,=120—116=4 X,=450
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A = 34%
2 in = 4:205~0,0195 Klassen = 0,039%
M=A4 + %% 34 + 0,039 = 34,039%

3,0 =450 : 205 ~2,1951 | +
(M — A)2 ~0,01952 ~ 0,0004 | —

0% = %— (M — A)? ~2,1947
o~ 1,482 Klassen = 2,964 %
P ,; 2%%N02w6

, ,Erwartungsmaﬁlge Dehnung:

(34,04 = 2,96)% oder (344 3)% beim einzelnen Probestab
(34,04 - 0,21)% beim Durchschnitt, hier ohne Bedeutung.

t) Geometrisches an der GauBschen Fehlerkurve. Fehlerintegral.
Die Streuung ¢ fiir den Idealfall der GauBschen Verteilungskurve

(Abb. 72) ist die Abszisse des rechten Wendepunktes W (Ordmate J ‘/
7w Ve

~ 0,61 —, wobei —— die Gipfelhohe, d. h. die Ordinate fiir £==0 ist)

oder der Trégheltsradlus der Gesamtfliche 1 zwischen & = — oo und
& = 4+ oo. Die durchschnittliche Abwelchung 7 ist die Abszisse des
Schwerpunkts § Ordinatei—m() 73 —— / fiir das rechte Flichenstiick
/- T
eTE
zwischen £ = 0 und § = + co. Die Ordinate fiir das Quartil Q halbiert
dieses Fliachenstiick.
Zwischen o, 7, @ und h bestehen die Beziehungen:

n=0V%~QWWm
Q~ 061450~ 2,
10,7071
0'1/2 B

Sie konnen !, indem man ¢, 7 und @ alle drei getrennt empirisch-zahlen-
méBig aus den Beobachtungen (n als Durchschnitt der Absolutab-
weichungen, @ als absolut gleich oft iiber- und untertroffen) bestimmt,
umgekehrt zur Priifung dienen, ob die empirische Verteilung der
Beobachtungen hinreichend genau dem theoretischen GauBschen Gesetz
folgt.

1 In England und Amerika wird vielfach statt des mittleren Fehlers der
wahrscheinliche angegeben, so da z. B. das Gesamtergebnis M - % W einer

Beobachtungsserie genauer aussieht als M 4 u.
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Aus Tafeln [z. B. in H. L. Rietz, F. Baur: Handbuch der mathe-
matischen Statistik. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1930] fiir das
Fehlerintegral

4 A

D (2) :% e 24t

V2n

0

das die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung zwischen 0 und dem zfachen

z o der Streuung ¢ darstellt, entnimmt man durch Verdoppeln, welcher

Bruchteil der Beobachtungen theoretisch zwischen M —zound M + z ¢
liegen muB, z. B.

38,3% zwischen M——«—g— und M + »g—,

50% zwischen M — @ und M + @ (z ~ 0,6745),
68,3% zwischen M — ¢ und M -4 o,
95,5% zwischen M —2¢ und M + 20,
99,7% zwischen M — 3¢ und M + 3.

Zwischen M — 30 und M + 3¢ befinden sich also alle Beob-
achtungen bis auf 3%,,. Fallen in einer empirischen Verteilung mehr
auBerhalb der dreifachen Streuung, so kann man auf grobe Beobachtungs-
fehler schlieBen statt der zufilligen, die dem GauBschen Gesetz zu-
grunde liegen.

Im Beispiel S. 76—77 trifft man zwischen M —o~31 und M + c~37
zusammen 40 4 54 4 45 = 139 Beobachtungen, d. h. 67,7% von 205.
In der Fabrikationskontrolle nennt man z ¢ mit passend gewéhltem 2z die
Toleranz und rechnet Fabrikate mit Merkmalen auBerhalb M + z ¢
als AusschuB.

%) Fehlerfortpflanzungsgesetz. - Sind fiir mehrere ,,unabhingige*
GroBen die Durchschnitte und mittleren Fehler x 4+ m,, y £ m,,
z+m,, ... bestimmt, so findet sich der mittlere Fehler m; einer Funktion
f(x,y,2, ...)vonz, y,2, ... nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz
von GaulB:

s (OFN\% s of\2, of\2, s
mi = (k) mi o+ (5) mi + () e+ oo
insbesondere fiir eine lineare Funktion f (z, 4,2, ...) =ax+by+cz+ ---
mit konstanten Koeffizienten a, b, ¢, ...
mi =a?mg + b2my 4+ cEm; 4 -+,

Beispiele: 1. Summe f (z, y) = x + y:

Myt y =1/m§c + m;, insbesondere = m ]/2_, wenn mg = m, = m.
Natiirlich ist m, ., als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit
den Katheten m, und m, kleiner als m, -+ m,, wie man bei Hochst-
fehlern rechnen miifite. Denn beim mittleren Fehler wird ja beriicksichtigt,
daB nicht nur die schlimmste Fehleraneinanderlagerung im gleichen
Sinne eintritt, sondern daf sich ,,im Mittel“ bei « und y Fehler teils
gleichen, teils entgegengesetzten Sinnes zusammenfiigen.

2. Gemessen Rechtecksseiten # und y mit den mittleren Fehlern m,
und m,, hieraus mittlerer Fehler der berechneten Fliche F= - y:
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mp =1y*m% + a®my, insbesondere = m -d, wenn m, = m, = m und
d = Diagonalenlinge,
mittlerer relativer Fehler:
T (me )P ()
z. B. fiir die relativen mittleren Fehler m_z: 2% und %: 1%
My
F

3. Durchschnitt M — 1_4‘_3/%‘&_
1\2 . /1\2 1\e
’u:mM:]/(Z> my + (W) m;, + (7> mi+ -,
also

B = V =——— beimy, =m,=m,= .. - =m (vgl. 8. 72, 73-74).

1L

]/4+-~%N206% (val. S. 68).

Kann man my selbstdndig empirisch bestimmen, so gibt ein Vergleich
des empirischen m; mit dem nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz aus
My, My, My, ... berechneten eine gewisse Probe dafiir, ob «, y,z2, ...
wirklich ,,unabhéngig‘* voneinander sind.

/) Mittlerer Relativiehler von Potenzausdriicken. Besonders hiufig
kommt der mittlere relative Fehler von Potenzausdriicken f =k a« y827- ..
vor. Durch logarithmisches Differenzieren findet man einerseits

l—atziplby,d2y. .

andererseits muB nach dem Fehlerfortpﬂanzungsgesetz gelten:

éf of of
(= o o (5t

oder
(7= () (5 e () e
Man hat also nur im logarithmischen Differential 41 alle Relativ-

f
fehler ‘jzf dxz, iyl, i‘i—z, ... selbst durch mittlere Relativiehler ﬁ;—,
T Ty T ersetzen und, wie immer bei mittleren Fehlern,
statt der einfachen Addition  Addition der Quadrate (natiirlich mit
quadrierten Koeffizienten «, f, y, ...) vorzunehmen.
Beispiel: Der wirtschaftliche Wirkungsgrad eines Verbrennungs-
motors ist 632N
17 - B . H )

wobei bedeuten:
N die effektive Leistung in PS,
B den Brennstoffverbrauch in kg/h,
H den unteren Heizwert des Brennstoffs in kcal/kg.
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N wird mit dem Bremszaum nach der Formel
M-n
N= 716,2

bestimmt. Hierbei ist:

M das Drehmoment in mkg,
n die Drehzahl je min.

Es sei M im Mittel auf 2% und » auf 1% genau gemessen. B schwankt
im Mittel um 5%, und H liegt im Mittel auf 1/,% genau fest. Wie groB
ist der mittlere Fehler von 7 ?

InN=InM-+Inn—In7162
dN
N

0 Y (R i o,

Iny=In632+IhN—InB—IhH,
dy _dN _dB dH

n N B H

min) V( n @y (2B (L".gﬂ)zzlﬁ + 25 % ~55%.

Wie man sieht, hat fast nur die Ungenauigkeit von B einen EinfluB.
‘Wenn man 7 konstanter halten will, mufi man vor allem die Schwankungen
von H herabsetzen.

Solche Berechnung des mittleren Fehlers vertieft sehr die Einsicht
in das Zusammenspiel verschiedener physikalischer oder technischer
Faktoren, scharft die Kritik und zeigt vor allem auch den Punkt,
wo der Hebel fiir etwaige Verbesserungen angesetzt werden muB.
Durch ihren verstéandnisvollen Gebrauch kann sich der wissenschaftlich
arbeitende Chemiker und Ingenieur vom bloBen Techniker unterscheiden.

@) Indirekte Beobachtungen. Glittung. Beste Anniherung. Uber die
besprochenen grundlegenden Dinge hinaus behandelt die Ausgleichs-
rechnung (Methode der kleinsten Quadrate, Theorie der Beob-
achtungen) [vgl. z. B. W. Weitbrecht: Ausgleichsrechnung nach der
Methode der kleinsten Quadrate I, II. Sammlung Goschen 302, 641]
vor allem die indirekten (sog. vermittelnden) Beobachtungen. Bei
ihnen sind z. B. zwei GroBen « und y nicht direkt beobachtet, sondern es
ist eine Gleichung ax 4 by = r vorgeschrieben. In dieser sind fiir a, b, r
etwa n (> 2) Beobachtungssitze gemacht. Dadurch entstehen n durch
die Beobachtungsfehler etwas voneinander abweichende Bedingungs-
gleichungen a, x + b,y =7, (v =1, 2, ..., n), also zuviel fiir die beiden
Unbekannten « und y. Man soll # und y so bestimmen (Ausgleichs-
gerade in der ab-Ebene), daf} die Gesamtheit der Bedingungsgleichungen
,,moglichst gut* befriedigt wird, und die Genauigkeit schitzen [vgl.
z.B. C. Runge, H. Konig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen.
Berlin: Julius Springer 1924].- Ferner gehdéren hierher die Glattung
von Beobachtungen [vgl. H. v. Sanden: Mathematisches Praktikum,
Teil 1. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1927. — E. T. Whittaker,

aM dn
R




Charakterisierung der Stoffe. 81

G. Robinson: The calculus of observations, Kap. 11, 2. Aufl. London,
Glagow, Bombay: Blackie and son 1926. — Vgl. auch S. 65] und die
»beste Anndherung [C. Runge, H. K6nig: a. a. O.] einer graphisch
oder tabellarisch gegebenen Funktion durch formelmiBig bekannte
Funktionen (Aufstellung von Faustformeln). Man benutzt hierbei z. B.
die sog. Kugelfunktionen.

1) Korrelationskoeffizient. Mehr an die mathematische Stati-
stik (Kollektivtheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung) schlie3t
die Frage nach der Strammheit des Zusammenhangs zwischen zwei
GroBen z und y an, fir welche eine gréfiere Anzahl beobachteter Werte-
paare z,, ¥, (v =1, 2, ..., n) vorliegt, z. B. zwischen Chromgehalt x
und Festigkeit ¥ von Stdhlen. Diese Frage wird durch den in England
und Amerika durchweg, in Deutschland noch sehr wenig verbreiteten
Korrelationskoeffizienten beantwortet (Schrifttumsnachweis S. 71,
Fulinote 1).

Gerade von den Gedanken der Ausgleichsrechnung und mathema-
tischen Statistik wird die Praxis des Chemikers und Ingenieurs in der
nichsten Zeit allgemein noch viel mehr Gebrauch als bisher machen
miissen, wie es in den angelsichsischen Lindern schon weitgehend
geschieht.

Thermodynamik, Gleichgewichts- und
Geschwindigkeitslehre.

Von Prof. Dr. phil. H, Mark, Wien.

I. Die Charakterisierung der Stoffe.
Einleitung.

Bei der mathematischen Behandlung der thermischen Erscheinungen
haben sich mehrere mégliche Betrachtungsweisen zum Teil gleichzeitig,
zum Teil nacheinander ausgebildet.

Die erste Art ist die thermodynamische. Bei ihr geht man von
wenigen durch die Erfahrung in weitestem Umfang bestdtigten Grund-
sitzen aus und stellt sie als Hauptsitze an die Spitze eines Gebdudes
von deduktiven Schliissen. Die Ergebnisse thermodynamischer Uber-
legungen haben die Annehmlichkeit, dal sie ebenso sicher sind, wie die
zugrunde gelegten Hauptsitze. Sie sind aber zum Teil recht wenig an-
schaulich und liefern nur eine Beschreibung, nicht eine Erkldrung der
betrachteten Vorginge.

Daher hat sich als zweite Methode die kinetische hinzugesellt.
Hier wird jedes einzelne Problem fiir sich behandelt. Man konstruiert
ein ,,molekulares Modell“ fiir den zu studierenden Vorgang, wendet
auf dieses die Gesetze der Geometrie, der Mechanik und der Elektro-
dynamik an und versucht auf diese Weise, von den Elementar-

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 6
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prozessen ausgehend, ein Bild der tatsdchlichen makroskopischen
Vorgénge zu entwerfen. Hierbei sind oft die mathematischen Schwierig-
keiten sehr gro und die GewiBheit, richtige Ergebnisse zu erhalten,
héngt von der gliicklichen Wahl des Modelles ab: die Ergebnisse sind
problematisch, aber anschaulich.

Im Laufe der Jahre ist diese kinetische Methode immer mehr ange-
wendet worden und hat sich zu einem statistischen System der
Betrachtungsweise verdichtet, welches bis zu einem gewissen Grad die
Sicherheit der thermodynamischen Betrachtungen mit der Anschaulich-
keit der kinetischen vereinigt.

Die folgende Darstellung ist in erster Linie fiir die Bediirfnisse des-
jenigen gedacht, der sich auf die praktische Verwendung der Wirme-
lehre vorbereiten will. Eine solche Anwendung hat aber nicht nur die
Kenntnis der wichtigsten mathematischen Hilfsmittel zur Voraus-
setzung, sondern auch ein gewisses Mall von Verstdndnis fiir die Be-
deutung dieser Hilfsmittel. Aus diesem Grund soll versucht werden,
die statistische Betrachtung wenigstens dort heranzuziehen, wo dies bei
dem fiir die ganze Darstellung gebotenen Rahmen ohne Schwierigkeit
moglich erscheint.

Ehe man daran geht, die allgemeinen GesetzméBigkeiten aufzuzéhlen,
welche die Umsetzungen der Stoffe beherrschen, ist es zweckmiBig,
ein Kapitel vorauszuschicken, in dem ganz kurz gezeigt wird, wie man
die einzelnen Stoffklassen in einem bestimmten gegebenen Zustand
charakterisieren kann. Dies geschieht durch die Angabe verschie-
dener an den betrachteten Korpern mefibarer GroBen wie Volumen,
Temperatur, spezifische Wirme usw. Bei diesem Bestreben hat sich
herausgestellt, daB bestimmte Korperklassen — z.B. die idealen
Gase, die realen Gase, die kubischen Krystalle usw. — sich dadurch
zusammenfassen lassen, dafl bei ihnen zwischen den genannten Zustands-
groflen bestimmte Beziehungen erfiillt sind, welche man die Zustands-
gleichungen der betreffenden Korperklasse nennt. Erfiillen die Zu-
standsgrofen eines gegebenen Stoffes eine bestimmte Zustandsgleichung,
dann wird man ihn zu der betreffenden Koérperklasse rechnen. Man hat
in der Angabe der erwdhnten Beziehung meist die Moglichkeit fiir eine
ziemlich weitgehende Kennzeichnung der Substanz in der Hand.

Der eben angedeutete Gedankengang laBit sich am erfolgreichsten
bei den einfachsten Stoffen durchfiihren, namlich bei den ,,verdiinnten‘‘
Gasen, wo die reine Statistik am stdrksten hervortritt und durch die
Krifte zwischen den Teilchen am wenigsten verwischt wird; beim Uber-
gang zu komplizierteren Systemen erweist es sich meist als notwendig,
eine immer groBere Zahl beschreibender Konstanten in die Gleichungen
hineinzunehmen, so dal man hier entweder an die Genauigkeit der
Ubereinstimmung keine zu grofen Anforderungen stellen darf oder einen
gegebenen Stoff durch eine ganze Reihe von Zustandsgréfen kenn-
zeichnen mufl. Die praktische Bedeutung der Kennzeichnung fiir
den Ingenieur kann zwar hierbei durchaus erhalten bleiben, aber die
auf eine iibersichtliche Zusammenfassung der Substanzen hinzielende
systematische Tendenz tritt dabei immer mehr in den Hintergrund.
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A. Die idealen Gase.

1. Das Gesetz von Avogadro.

A. Avogadro stellte 1811 in hypothetischer Form die Behauptung
auf:

Bei gleicher Temperatur und gleichem Druck enthalten gleiche
Volumina verdiinnter Gase die gleiche Zahl von Elementarteilchen.

Es kommt also die Raumbeanspruchung eines verdiinnten Gases
nicht durch die GréBe und Form der einzelnen Molekiile zustande, sondern
— bei gegebener Temperatur — nur durch ihre Zahl; der Druck auf
die Wand eines gegebenen Gefifies hingt nicht von der Art der darin
enthaltenen Teilchen ab, sondern nur von ihrer Anzahl. Wenn man im
Sinne der eingangs erwihnten statistischen Betrachtung annimmt, daf
die Zwischenrdume, welche die einzelnen Molekiile voneinander trennen,
sehr groB sind gegeniiber dem Eigenvolumen der Molekeln und voraus-
setzt, daB die Raumerfiillung eines Gases im wesentlichen durch die
ungeordneten, von der Temperatur allein abhingigen Bewegungen der
einzelnen Teilchen zustande kommt, dann ist die Richtigkeit dieser
Annahme ohne weiteres einleuchtend. Man sieht, daf sich die Statistik
schon hier qualitativ bewdhrt. Aus dem Avogadroschen Gesetz folgt
sogleich, daB sich die Gewichte gleicher Volumina zweier idealer Gase,
unter den gleichen Bedingungen gemessen, wie die Molekulargewichte
der betrachteten Substanzen verhalten.

2. Die Gesetze von Boyle und Mariotte, Dalton
und Gay-Lussac.

Dem rein vergleichenden, keine direkte und quantitative Aussage
enthaltenden Gesetz von Avogadro treten andere GesetzméiBigkeiten
iiber das Verhalten der idealen Gase an die Seite: Boyle (1660) und
Mariotte (1717) stellten fest:

Bei gegebener Temperatur ist das Produkt aus der MaBzahl des Gas-
druckes p und der MaBzahl des Gasvolumens v eine konstante Grofe.

Als Gleichung geschrieben:

(pv)s = const. (1)
Trigt man den Druck als Ordinate gegen das Volumen als Abszisse auf,
dann erhilt man gleichseitige Hyperbeln als Isothermen eines
idealen Gases.

Die Temperaturabhingigkeit der in der Beziehung (1) auftretenden
Konstanten ergibt sich aus den Messungen von Charles (1787), Dalton
(1801) und Gay-Lussac (1802). Erwirmt man v;cm? eines Gases
um #° ohne den Druck zu &ndern, so erhilt man ein vergroBertes Volu-
men v; entsprechend der Beziehung

()= o (1 +- @ ?). (2)
Man hat hier die Isobare des idealen Gases vor sich, die in einem vy¢-
Diagramm als gerade Linie erscheint.

6*
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In dhnlicher Weise findet man, da8 bei konstant gehaltenem Volumen
der Druck nach der Gleichung

(D) == Py (1 + ) (3)
ansteigt; auch die Isochore ist daher eine gerade Linie. Der Aus-
dehnungs- und Spannungskoeffizient o aller idealen Gase ist derselbe
und betrigt nach neueren Messungen von Henning und Holborn (1921)

1
*= 97320 -

3. Die Zustandsgleichung der verdiinnten Gase.

Wenn man eine bestimmte Menge eines verdiinnten Gases von einem
Anfangszustand, der durch die GroBen pg, v, und ¢, gegeben sei, in einen
anderen durch die GréBen p, v und ¢ beschriebenen Zustand iberfiithren
will, dann 148t sich mit Hilfe der beiden eben erwahnten fundamentalen
GesetzmiBigkeiten dieser Ubergang erschopfend beschreiben. Man denkt
sich zunichst das Gas bei dem konstanten Anfangsdruck p, auf * erwirmt
und dann bei dieser gewiinschten Endtemperatur auf den gewiinschten
Enddruck p gebracht. Fiir den ersten Schritt — die isobare Erwirmung

— gilt
v = (1 4+ at) (4)
fiir den zweiten — die isotherme Kompression — gilt
PY= Dot )

Aus der Kombination der beiden Beziehungen (4) und (5) ergibt sich dann
die gesuchte Verkniipfung zwischen den Variablen des Ausgangs- und
des ‘Endzustandes:
PV =PV =PoVo(l +at). (6a)
Die Konstante « hat hierbei fiir alle Gase den gleichen Wert.
Nennt man nach Lord Kelvin (1849) die GroBe

t+27320=1T
die absolute Temperatur, so geht (6a) in
Pv _ Pt
T = 97320 const (6Db)

iiber. Die auf der rechten Seite stehende Konstante hingt jetzt nur noch
von der Menge des betrachteten (ases ab.

Eine weitere Vereinfachung 18t sich durch Hinzunahme des Avo-
gadroschen Gesetzes erreichen. Da die gleichen Raumteile aller Gase
bei gleicher Temperatur und unter gleichem Druck gleich viele Molekel
enthalten, liegt es nahe, die Gleichung (6b) immer auf so viele Molekeln
anzuwenden, wie in einem g Mol enthalten sind. Wenn man also die
Messungen von Druck, Volumen und Temperatur an einem Mol des
gerade interessierenden Gases durchfiihrt, dann wird die in (6b) ent-
haltene Konstante universell, d. h. von der Natur des gerade gegeben
Gases unabhiingig. Man bezeichnet sie mit R und nennt sie die absolute
Gaskonstante.
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Durch Messungen ist festgestellt worden, dafl fiir alle idealen Gase
das Volumen v,, welches 1 Mol beim Atmosphéirendruck

Pe == 760 mm Hg
und der absoluten Temperatur
T, = 273,200
Vo = 22412 cm?3
betragt. Aus diesen Zahlen ergeben sich fiir E die Werte

einnimmt,

0,08203 Literatmosphiren pro Grad und pro Mol
8,313 - 107 erg pro Grad und pro Mol
1,986 cal pro Grad und pro Mol.

Die Zahl der im Molvolumen vorhandenen Molekiile ist
N =16,06 x 1023

Sie wird Loschmidtsche oder Avogadrosche Zahl genannt. Unter
Beniitzung dieser Beziehungen erhilt die Zustandsgleichung der
Gase die Form
pv=RT. (6¢)

Alle Gase werden in dem Druck-Temperaturbereich, in welchem sie
diese Beziehung erfiillen, ideale Gase genannt; die Erfahrung zeigt,
daBl (6¢) um so besser giiltig wird, je verdiinnter die beobachteten
Systeme sind.

Die Verwendung der Zustandsgleichung sei durch einige Beispiele
erliutert:

1. Wieviel Raum nehmen 17 g Stickstoff bei 25° und 750 mm Druck
ein ¢

17 g Stickstoff sind . . 1,215 Mole N,
750 mm Druck sind . . 0,986 at
250C sind . . . . . . 298,20° absolut.

Ein Mol hat unter den angegebenen Verhiltnissen ein Volumen von
o BT _ 008203.20820

S o e ST - 24,801
. 0,986
und 1,214 Mole nehmen daher unter den angegebenen Bedingungen
ein. V= 30,12 l

2. 10 g Argon sind bei 200° C auf ein Volumen von 3000 cm? gebracht.
Welchen Druck iibt das Gas auf die Gefilwéinde aus?

10 g Argon sind . . . 0,25 Mole A
2000C gind . . . . . 473,200 absolut
3000 cm® sind . . . . 3L

Ein Mol Argon iibt unter den angegebenen Verhiltnissen auf seine
Winde einen Druck von

__ RT __ 0,08203 - 473,20
P=—=—= 3
aus, 0,25 Mole daher einen Druck von

p=0,324 at.

= 1,294 at
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3. 20 g Acetylen stehen unter einem Druck von 2,5 at und erfiillen
einen Raum von 20 1. Auf welcher Temperatur befindet sich das Gas ?
Wenn man 1 Mol Acetylen auf 2,5 at komprimiert und ihm ein Volumen
von 20 1 zur Verfiigung stellt, dann ist seine Temperatur

_25-20 oo
T = 08203 — 610°.

20 g Acetylen sind 0,769 Mole, also ist die gesuchte Temperatur
T = 793° absolut

t=1520° C.

4. 5 cm3 He stehen bei 20° absolut unter einem Druck von 5 at;
das Gas soll auf 1 at entspannt werden, indem es in ein Volumen V,
tritt, das sich bei 300° befindet. Wie groBl mufl V, gewihlt sein, um die
gewiinschte Entspannung zu bewirken ?

Antwort: Es mufl gelten

T, 4p

V2=V1 Ty p,

Die Gleichung (6¢) gilt nicht nur fiir reine Gase, sondern auch fiir
Gemische. Dalton (1803) hat beobachtet, daBl die Summe der
Partialdrucke der Komponenten eines Gasgemisches gleich
dem Gesamtdruck der Mischung ist

Pges=p1+p2+p3""

oder

=300 cm3 .

oder
PLiPe i Py =01:0g 03=M,: M,: M,.
Die Gleichung (6c) ist auf ein Mol also auf M g der betrachteten
Substanz bezogen. Fiir mg gilt daher

pv:%-mm. (6d)

Da man leicht mg eines Gases auswigen, bei gegebener Temperatur
seinen Druck und sein Volumen bestimmen kann und die Gaskonstante R
ein fiir allemal kennt, ergibt sich hieraus eine einfache Methode zur Be-
stimmung des Molekulargewichts gasférmiger Substanzen.

Beispiel. 0,0552 g einer unbekannten Substanz nehmen bei einem
Druck von 73,0 cm Quecksilber und bei 15° C den Raum von 38,5 cm?
ein. Welche Substanz liegt vor?

15°C sind . . . . 288° absolut
73 cm Hg sind . . 0,96 at
38,56 cm® sind . . . 0,03851

Nach Gleichung (6d) gilt
R-T-m _ 0,082-288-0,0652 36
p-v  0,96.0038
Die Substanz ist also HCl mit dem theoretischen Molekulargewicht von 36.
Fir die praktische Ausfithrung dieser Molekulargewichtsbe-
stimmungen aus der Dampfdichte sind eine Reihe von Versuchs-
anordnungen vorgeschlagen worden, beziiglich derer einige Hinweise auf

M=
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zusammenfassende Darstellungen und Lehrbiicher gentigen mogen. [Siehe
besonders W. Nernst: Theoretische Chemie, 11.—15. Aufl., S.291f.
Stuttgart 1926. A. Eucken: Lehrbuch der chemischen Physik, S. 118.
Leipzig 1930. J. Eggert: Lehrbuch der physikalischen Chemie, 3. Aufl.,
S.16—18. Leipzig 1931.]

Die Zustandsgleichung der idealen Gase hat sich als ein wichtiges
und in weitem Bereiche giiltiges Gesetz erwiesen. Es soll nun gezeigt
werden, dafB sie mit den Grundanschauungen der Statistik im besten
Einklang steht. Die folgende Ableitung ist zwar durchaus nicht streng,
vermittelt aber in {ibersichtlicher und einfacher Form den in der Ein-
leitung erwithnten Ubergang vom mikroskopischen Bild des molekularen
Geschehens zu der makroskopischen GesetzméBigkeit.

Denkt man sich viele — z. B. N — kleine voneinander unabhingig
bewegte Teilchen, die wir als elastische Kugeln annehmen wollen, in
ein Gefil vom Volumen V gebracht, dann werden sie auf die Wénde
dieses GefiBes dadurch einen Druck ausiiben, daB jedes von ihnen mit
einer bestimmten Geschwindigkeit wiederholt an verschiedene Stellen
der Wand sto8t und dort elastisch reflektiert wird. Wenn die Masse
eines einzelnen Teilchens m betrigt und die Komponente seiner Geschwin-
digkeit senkrecht zu der gerade betrachteten Wand mit u bezeichnet
wird, ist der beim Auftreffen auf die Wand iibertragene Impuls mu. Da
aber das Teilchen nach der elastischen Reflexion an der Wand mit
derselben Geschwindigkeit v wieder in den Raum zuriickfliegt, ist der
gesamte, bei einer Reflexion an der Wand auf diese iibertragene
Impuls .

1=2mu.
Der Druck ist definiert durch die pro s auf den ecm? der Wandung
ibertragene BewegungsgréBe. Denkt man sich einen cm? der Wand
abgegrenzt, so werden alle diejenigen Teilchen diese Fliche in der
nichsten s treffen, die von ihr nicht weiter entfernt sind als 4 cm, denn

w ist ja der pro s zuriickgelegte Weg. Da in der Volumeinheit %}7

Teilchen enthalten sind, treffen in der nichsten s
N
v
auf den abgegrenzten cm? der Wand. Jedes Teilchen iibertrigt den
Impuls 7, so daBl pro s auf die Flicheneinheit der Impuls
I — 2 N m u?
. v
ibertragen wird. Weiterhin ist zu bedenken, dall nicht alle Teilchen
in derselben Richtung fliegen, daBl vielmehr die Geschwindigkeiten der
Molekeln sechs verschiedene Richtungen haben kénnen, entsprechend
den drei positiven und den drei negativen Richtungen eines rechtwinkligen
rdumlichen Koordinatenkreuzes. Daher wird sich der Gesamtdruck auf
die einzelnen Flichen so verteilen, daBl auf ein an einer bestimmten
Wandstelle herausgegriffenes Flichenelement nur ein Impuls von

U
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entfillt. Diesen Impuls hat man im Sinne der statistischen Betrachtungs-
weise mit dem Gasdruck zu identifizieren. Der Gasdruck ist also
N m u?
=3y - (7)
Hierin bedeutet N die Zahl der Teilchen in dem betrachteten Volumen
und » die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile. Vergleicht man
(6¢) mit (7) so ergibt sich
2
RT =210 2y "o (8)

Das Produkt R 7' miBt also die mittlere kinetische Energie aller bewegten
Teilchen; sie ist von der speziellen Natur des Gases und von dem Volumen
unabhiingig und direkt proportional der absoluten Temperatur; Pro-
portionalititsfaktor ist die Gaskonstante RE. Bei kinetischen und
statistischen Betrachtungen ist es hiufig zweckméBig, die ,,Gaskonstante
fiir ein einzelnes Molekial*“ zu definieren und die Grofe

k= % =1,37-1071¢ erg pro Grad

= 3,28-10-2* cal pro Grad
zu bilden; sie wird die Boltzmannsche Konstante genannt und
spielt in der kinetischen Theorie und in der Statistik eine wichtige Rolle.
Die mittlere kinetische Energie ¢, welche in den drei Freiheitsgraden
der reinen Translationsbewegung enthalten ist, wird durch

__]' 2_3
&= 5 mu —‘Q—kT

gegeben. Auf jeden einzelnen Freiheitsgrad entfillt daher
¢ pro Freiheitsgrad = % ET.

) ) o Die Gleichung (8) gestat-
Tabelle 1. Die mittleren Geschwindigkei- (ot forner. eine spezifisch
ten einiger wichtiger Gase und Dampfe. mikroskopische GréBe,

Subst w in | Temperatur néiml.ich' die mittlere Ge-
ubstana cm/s in 0C schwindigkeit der Molekiile
eines Gases bei gegebener

ﬁfg&‘fmﬁk' S ggggg 8 Temperatur zu berechnen.
Benzol . . . . . .. 27220 100 Man erhalt
Chlor . . . . . . .. 28560 0 . 3kT 9
Helium . . . . . . . 120400 0 u=|/=~=. O
Jod . . ... ... 15150 — . . qs
Kohlendioxyd . . . .| 36250 0 Setzt man hier fiir die Masse
Kohlenoxyd . . . . . 45450 0 des Wasserstoffatoms den
Luft .1 ....... 44670 0 Wert
Quecksilber . . . . . 17000 300 — L1024
Sauerstoff . . . . . . 42510 0 . m=1663-10"¢g
Schwefelwasserstoff. . | 41190 0 ém, SO erhalt man fux.' ver-
Stickstoff . . . . . . 45430 0 schiedene der wichtigsten
Wasserstoff . . . . . 169200 0 Gase die in der Tabelle 1 ent-

haltenen Zahlen.
In der Tat lieferten direkte Messungen von Stern (1920) z. B. fir
die mittlere Geschwindigkeit der Atome des Silberdampfes bei 1200° C
einen Wert von u=25,6-10%cm/s-1. Die Gleichung (9) liefert, wenn
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man das Atomgewicht fir Silber und die Versuchstemperatur einsetzt:
»w=>5,86-104 cm/s 1.

Man sieht, daB die Ubereinstimmung sehr befriedigend ist, daB also das

den thermodynamischen Erscheinungen zugrunde gelegte mikroskopische

Bild der direkten experimentellen Priifung gut Stand halt.

Die Einfilhrung einer mittleren Geschwindigkeit bedeutet eine
gewisse Vernachlissigung, da in Wirklichkeit natiirlich jedes einzelne
Molekiil eine bestimmte, von diesem Mittelwert abweichende Geschwin-
digkeit besitzt. Es entsteht die Frage, in welcher Weise sich die tat-
sachlichen Geschwindigkeiten um den mit der absoluten Temperatur
durch die Beziehung (9) verkniipften
Mittelwert verteilen. Die Antwort dar- Tabelle 2. Die Geschwindig-
auf gibt das Maxwellsche Geschwin-  keitsverteilung der Stick-

. . . stoffmolekeln bei Zimmer-
digkeitsverteilungsgesetz, welches temperatur nach dem Gesetz

besagt, flaB unter N Mole}{ﬁ!en eine?s von Maxwell.
Gases die Anzahl d N derjenigen, die - —
eine Geschwindigkeit zwischen w und Bereich von w Héufigkeit
w +dw besitzen, durch den Ausdruck  (em/s™) (%)
— 3w2
AN=T/2%N.2. gy (10) 0<w< 10¢ 1
4 u 1100 <w<<3:104 25
gegeben ist. Hierbei bedeutet « die aus 3- 10: <w<5b- 10‘: 42
Gleichung (9) sich ergebende mittlere ? i84 2 w Z gi& 23’
Geschwindigkeit (genauer smmittlere 9. 706 24 27 o 1
arithmetische ~ Geschwindigkeit ). . [100]

Tabelle 2 gibt nach J. Eggert einen

Uberblick iiber die Geschwindigkeitsverteilung der Stickstoffmolekiile bei
Zimmertemperatur nach dem Maxwellschen Gesetz und die Abb. 1
zeigt die Verhiltnisse graphisch; man sieht, dal eine gewisse wahr-
scheinlichste Geschwindigkeit c,, existiert, die von der arithmetisch und
geometrisch gefundenen mittleren Geschwindigkeit ein wenig nach unten
abweicht. Das Verhiltnis der drei Mittelwerte ist:

Uy : Ug Uy =0,82:0,92: 1.

Ebenso wie der Mittelwert hat sich auch der ganze Verlauf der
Maxwellschen Verteilungskurve experimentell durch Versuche von
Stern und Eldrige an Ag und Cd-Dampf bestens bestitigen lassen.

Beispiel. In einem Glaskolben von 51 Inhalt befinden sich 4 g H,S
bei einer Temperatur von 00 C. Wieviele Molekiile haben Geschwindig-
keiten zwischen 4,4 und 4,6-10* cm/s und welchen Partialdruck iibt
diese Gruppe von Molekiilen auf die Gefifiwand aus ?

Die mittlere Geschwindigkeit u (genauer %,) der H,S-Molekiile betrigt
bei 273° abs. etwa 1,4 -10% cm/s; die Zahl der in dem GefiBl vorhan-
denen Molekeln N ist 4,0 - 1022; daher ist nach (10)

dN=4,2-40-102.7.10"%.¢5.2.10% = 2,2.1028.¢5~01.1018,
Der von ihnen ausgeiibte Partialdruck betrigt

_ Nmw?  11-103 10'8.34.1,65-10-24.20-108
P="3y T 110 3.5-10° -
=1.10'dyn/cm? = .10-5 at.
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Die e-Funktion, welche man nach Gleichung (10) zur Beantwortung
dieser Frage braucht, kann man entweder durch Logarithmieren
bestimmen

log nat ¢ = 2,303 log'® @
oder man schligt sie in den Funktionstafeln von Jancke-Emde nach,
wo sie direkt tabuliert ist.

Die Molekiile eines Gases stoen infolge der ungeordneten Bewegung,
die sie ausfithren, nicht nur an die Wande, sondern auch gegenein-
ander. Bei der Betrachtung einer groflen Menge einzelner Molekiile
laBt sich daher eine mittlere StoBzahl und eine mittlere freie

70 Weglinge definieren. Legt man

L die bereits bekannte mittlere Ge-

08 [’ schwindigkeit und den aus anderen

06 Messungen zur Verfiigung stehenden

J \ , Molekiilradius r zugrunde, so erhilt

o / man: Die Zahl z der Sto8e, die

4z ein Molekiil pro s erleidet, betrigt
13 P z=12anru,,

4 o 7 2 9" wenn n die Anzahl der Molekiile

Abb. 1. M&st},iggﬁi 11(ér'esehwimligkeitsx- pro .cm3 und Uy 'die‘ arithmetisch
gemittelte Geschwindigkeit ist.

Die Gesamtzahl aller Stéfe pro s und cm? ist

-_T———Vg-nﬁrzua. (11)

Beispiel. Wie oft stoft ein Heliummolekiil mit anderen zusammen,
wenn 2 mg dieses Gases bei Zimmertemperatur in einer Capillare von
0,8 cm3 eingeschlossen sind ?

Z~5,6-10°.
Wobei r mit 0,5-10-8 cm angenommen wurde.

Die mittlere freie Weglinge I ergibt sich als derjenige Weg,
der zwischen zwei ZusammenstéBen zuriickgelegt wird, direkt aus dem
Verhaltnis von Geschwindigkeit und StoBzahl
g _ 1
z VQ .anr?
Man sieht, dafBl die freie Weglinge der Dichte (dem Druck) sowie dem
Molekiilquerschnitt umgekehrt proportional ist. Auch die mittleren
freien Weglingen konnten experimentell direkt bestimmt werden und
ergeben sich in Ubereinstimmung mit der Gleichung (12).

Beispiel. Welchen Weg legt im Mittel ein Quecksilberatom innerhalb
des Dampfes einer Quecksilbervakuumpumpe zuriick? Druck etwa
4 mm Hg.

e =

(12)

e~ 6,5-107% cm
fir » wurde 1,55-10°% cm angenommen.
Aus dem Bild der unregelméBig durcheinander fliegenden, vonein-
ander statistisch unabhéngigen Teilchen lassen sich noch zwei weitere,
fiir die technischen Gasreaktionen, die Warmetibertragung durch Gase
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und andere Prozesse wichtige Groflen ableiten: die innere Reibung
und die Warmeleitfahigkeit.

Fiir die innere Reibung ergibt sich aus der kinetischen Gastheorie
unter Beriicksichtigung der Maxwellschen Verteilung zu
m Ugq

w2’

n==rk (13)
k ist eine Konstante, die bei den meisten Gasen zwischen 0,34 und 0,50 liegt.

DieWirmeleitfihigkeit
errechnet sich zu:

Tabelle3. Cp-und Cy-Werte einiger wich-
A=mn-cy.

tiger Gase bei Zimmertemperatur.

(13a)

Darin ist ¢, die spezifische : : :
?Véirme bei konstantem Vo- Substanz cgﬁl\}%l 03171\’4’;1 ]()}lsfingz
umen.

Sowohl die innere Reibung He. . . . . . 5,00 | 3,00 2,00
als die Warmeleitfahigkeit sind A . . . . . . 507 | 2,98 2,09
im Gebiet der idealen Gase un- 101(2) """ g’gg %’33 %’83
abhéngig von der Dichte und ¢3,* | . 1 1| 819 590 | 229
wegen (13) und (9) proportional H,S . . . . . 8,92 | — —
der Wurzel aus der absoluten Methan. . . 8,31 | 641 1,90
Temperatur. oo | B | sos | 1o

Die Gleichung (8) liefert den . ~ = =~ ° ’ ’ ’

g NH, . . ... 872 | 6,65 | 207

Energieinhalt £ eines idea- Acetylen 10,46 | 8,12 2,34
len Gases bei gegebener Tem- H,0 . . . .. 6,831 — -
peratur. Sie kann dazu benutzt ggft """ Z’gé _ _
werden, um die sehr wich- Bensq1 . o . | 258 | — _
tige GroBe der spezifischen Chloroform . . | 17,21 | — —
Wirme eines idealen Gases zu  Athylalkohol . | 20,91 | — -

berechnen. Man versteht hier-
unter diejenige Wirmemenge, welche notwendig ist, um 1 g eines ge-
gebenen Korpers von 15 auf 169 C zu bringen und unter der Molwarme
die gleiche Energiemenge fiir ein Mol der betrachteten Substanz.
Man hat hier entsprechend den experimentellen Moglichkeiten noch zu
unterscheiden zwischen der spezifischen Warme bei konstantem Volumen
und der bei konstantem Druck.

Der Energieinhalt eines einatomigen Gases von N Molekeln mit der
mittleren Geschwindigkeit # wird gemessen durch

m
E=N. 5 cu?.
Daraus ergibt sich unter Benutzung von (8)
3
E=35RT

und daher die Molwiarme bei konstantem Volumen zu

ﬂ=<dE‘) _3p

ar), = 3 (14)

1 Bei etwa, 100°.
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Man erhilt daher fiir alle idealen einatomigen Gase die gleiche Molwirme

von 2,98 cal pro Grad.
Auch diese Folgerung der Gastheorie hat sich experimentell auf das
beste bestétigt, wie die Tabelle 3 zeigt.

Beispiel. Welche Wirmemenge ist notwendig, um ein Zimmer von
4 X 5% 3m von 12° auf 18° zu erwirmen ?

Die Temperaturdifferenz betrdgt 6°. Der Rauminhalt ist 60000000 cm3
oder 6-10*1. Das Zimmer enthilt also etwa n = 2671 Mole Luft.

Die benotigte Warmemenge ist daher
Q= _3 Rem-AT
~ 48 000 cal.

Die Beziehung (14) verlangt, daB die spezifische Warme einatomiger
Gase von der Temperatur unabhéngig sein soll, was auch in der
. Tat der Fall ist. Bei mehratomigen
Tabeuﬁél' l\g“?tlere Mﬁ’.lv“’iarme Gasen resultiert allerdings ein wesentlich
von Tempef;tlizflcn;echenen anderes Verhalten. Hier kann die zu-
A. Eucken. gefiihrte Energie nicht nur in den drei
kinetischen Freiheitsgraden der Trans-
lationsbewegung aufgespeichert werden,
sondern auch noch in den Schwingungen
ggg:%??g g:g(l)o g;% und Rotationen der mehratomigen Mole-
290—2135 5,92 5,71 kiile. Diese periodischen Bewegungs-
290—2318 5,94 5,75 arten der Molekeln unterliegen aber den
Gesetzen der Quantentheorie, was zur
Folge hat, daB bei hoherer Temperatur eine gréfere Zahl von Schwin-
gungs- und Rotationsméglichkeiten existiert als bei niedriger.

All das bewirkt, daBl sowohl O, als auch C,, bei mehratomigen Gasen
groBer sind als die entsprechenden Werte bei einatomigen und daB die
Molwirmen temperaturabhingig werden. Die Zunahme mit steigender
Temperatur wird um so stiarker, je mehr Freiheitsgrade der Schwingung
und Rotation in der Molekel auftreten. Die Tabelle 4 gibt die mittlere
Molwirme von HCl als Funktion der Temperatur wieder; die in ihr
enthaltenen Zahlen sind nach der Gleichung

Cp=4,965 4 0,7-10-5- (T 4 290) + K
K = Konstante, die durch die Warmekapazitdt der Apparatur gegeben ist,
berechnet.
Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir andere Gase; einige Ansitze
zur Berechnung der spezifischen Warme bei konstantem Druck fir hohere
Temperaturen seien aufgefiihrt:

T Co beob. | O ber.

Ny . .. .. cp = 0,2491 4+ 0,0000095 ¢
H,0 . . . . ¢p=0,4574 + 0,0000462 t
CO, . . . . cp=01971 + 0,000128 t 4 1-10-8¢2,

Die Ansitze gelten fiir Atmosphéirendruck.
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B. Die realen Gase und die Fliissigkeiten.

Die Erfahrung zeigt, daB beim Ubergang zu stark komprimierten Gasen
die Gleichung (6¢) (8. 85) nicht mehr mit geniigender Exaktheit gewahrt
bleibt. Es ergeben sich Abweichungen, die um so merklicher werden,
je hoher die Drucke sind. Deswegen ist die Beziehung (6¢) als ein
Grenzgesetz aufzufassen; diejenigen Gase, welche ihm geniigen, werden
als die ,idealen“ bezeichnet. Im Gegensatz dazu nennt man ein Gas,
das sich im Zustand so hoher Kompression befindet, daB es der
Beziehung (6¢) nicht mehr geniigt, ein reales Gas. Van der Waals
hat als erster gezeigt, wie man sich die Abweichungen von den Forderungen
der idealen Gasgleichung im Sinne der kinetisch-statistischen Anschauung
verstdndlich machen kann. Betrachtet man n#émlich die einzelnen
Teilchen eines Gases nicht mehr als punktférmige und statistisch
voneinander v6llig unabhéingige Gebilde, sondern gibt ihnen ein
gewisses Eigenvolumen und bestimmte Krafte, so erhdlt man an
Stelle der Beziehung (6¢) eine etwas kompliziertere Gleichung, der, wie
sich in der Tat herausstellt, die in der Natur vorkommenden Gase iiber
einen erheblich weiteren Temperatur- und Druckbereich geniigen.

1. Die Volumenkorrektur.

Zunichst ist leicht einzusehen, wie sich das Vorhandensein eines
bestimmten Eigenvolumens der Molekiile auswirkt. Der Buch-
stabe v in der Zustandsgleichung miBt das einem Mol des betrachteten
Gases tatsichlich zur Verfiigung stehende Volumen und ist bei den
idealen Gasen mit dem Gefdfivolumen zu identifizieren. Wenn aber die
Molekiile des Gases selbst eine bestimmte Volumsbeanspruchung zeigen,
dann ist das den Teilchenschwerpunkten fiir ihre statistischen Bewe-
gungen zur Verfiigung stehende ,,wahre” oder ,(freie’ Volumen nicht
mehr v, sondern um einen bestimmten Betrag kleiner. Dementsprechend
wurde von van der Waals an Stelle von v in die Zustandsgleichung ein
Faktor

Vtrei = v —b
eingesetzt, wobei b das durch die Molekiile selbst erfiillle Volumen
anzeigt.

Eine genauere statistische Analyse ergibt, da8 b in erster Niherung
gleich dem vierfachen Eigenvolumen der Molekiile zu setzen ist.
Dieser hohe Wert riihrt daher, da ein Molekiil nicht nur sein eigenes
Volumen beansprucht, sondern infolge seiner kinetischen Energie einen
etwas gr6Beren Raumteil fiir die Bewegung der anderen Molekiile blockiert.
Bei genauer Uberlegung findet man, daB b keine wahre Konstante,
sondern eine schwach temperaturabhingige GroBe ist.

2. Die Druckkorrektur.

Die Erfahrung hat gezeigt, daB ein reales Gas bei zunehmendem
Druck sein Volumen starker verkleinert als es die Zustandsgleichung
(6¢) verlangt. Es scheint also unter einem Druck zu stehen, der héher



9 Thermodynamik, Gleichgewichts- und Geschwindigkeitslehre.

ist, als der von auBlen einwirkende. Dieser Binnendruck 148t sich, wie
van der Waals gezeigt hat, auf die gegenseitige Anziehung der
Molekiile zuriickfithren und ist in erster Ndherung durch
pi= *Z;*
gegeben. Die Konstante @ bildet hierbei ein Ma8 fiir die zwischenmole-
kularen Krifte und ist ebenso wie b eine neue, das Gas charakterisierende
GroBe.
Mit diesen beiden Korrekturen verfeinert sich die Zustandsgleichung
(6c) zu der van der Waalsschen Zu-

Tabelle 5. Die van der Waals- standsgleichung
schen Konstanten einiger

wichtiger Gase. (v—1>0) <p -+ vﬁ“’) =RT, (15)

a-10° | b+ 10° die das Verhalten der meisten Gase iiber
' groBere Bereiche der Zustandsvariablen

Hlelium . ... | 68 | 1098 recht gut wiedergibt. Wahrend im Giiltig-
gon. . . . . 268 1437 kei . . -

Neon . . . . . 49 763 keitsbereich der idealen Gasgleichung
Krypton . . . 462 | 1776 eine einzige (universelle) Konstante —
Xenon . . . . 816 | 2279 nimlich R — ausreicht, um das Ver-
g&’ﬁﬁ:gﬁg’ﬁ © o 2‘;3 i%?g halten der Gase zu charakterisieren, er-
Sauerstoff . . . 276 | 1441 Weisen sich noch zwei weitere Konstanten
Schwefeldioxyd. | 1338 | 2516 als notwendig, um iiber einen groéBeren
Kohlenséure . . 717 | 1907 Druck- und Temperaturbereich das Ver-

Stickstoffdioxyd | 1053 1975 ; ; ichti
o e 1157 | 2959 halten eines bestimmten Gases richtig

CN), . . . .. 1446 | 2900 Wiederzugeben. Es ist klar, daB diese
HCL. . .. .. 731 | 1822 vergroBerte Anzahl von Konstanten eine
HBr .. ... 887 | 1978 bessere Anpassung an die tatsichlichen
ﬁﬁaiﬁ o l%gg ggg Verhiltnisse gestattet. In der van der
AceZylen: 875 | 2293 Waalsschen Zustandsgleichung bringt
Athylchlorid . . | 2234 | 3966 die Einfiihrung der neuen Parameter zu-
Anilin . . . .| 5282 | 6113 gleich eine gedanklich tiefere Erfassung

der tatsdchlichen Verhaltnisse zum Aus-
druck, da jeder der beiden neu eingefiihrten GroBen eine bestimmte
physikalische Bedeutung zukommt. Durch Druck-, Volum- und Tempe-
raturmessung sind die a- und b-Werte zahlreicher Gase bestimmt worden ;
Tabelle 5 enthilt einige Beispiele hierfiir.

Wiinscht man den Giiltigkeitsbereich der Zustandsgleichung bis zu
sehr hohen Drucken und Temperaturen auszudehnen, dann geniigt
erfahrungsgemifB auch die van der Waalssche Form nicht mehr. Es
stellt sich dann heraus, da die ,,Konstanten“ ¢ und & vom Volumen
bzw. von der Temperatur abhéingig werden. Man muf3 dann diese beiden
GroBen durch neue Ausdriicke mit neuen Konstanten ersetzen und
kommt auf diese Weise zu weiteren, zum Teil recht komplizierten Zu-
standsgleichungen, die dann einen noch gréferen Bereich der Zustands-
variablen brauchbar wiedergeben. Leider geht hierbei die physikalische
Bedeutung der neu auftretenden Konstanten allméhlich verloren. Man ist
also zwar befihigt, durch vielkonstantige Beziehungen das Verhalten eines
gegebenen Gases iiber einen sehr weiten Bereich recht exakt wieder-
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zugeben, was fiir technische Zwecke héiufig von Bedeutung sein kann,
mull aber auf unmittelbare physikalische Anschaulichkeit der dabei
verwendeten Beziehungen allméhlich verzichten. Deshalb mag es geniigen,
hier mit der Erorterung der van der Waalsschen Zustandsgleichung
abzuschliefen und beziiglich genauerer Zustandsgleichungen auf die
schon erwidhnten ausfiihrlicheren Lehrbiicher der physikalischen Chemie
zZu verweisen.

Um zu zeigen, wie man die van der Waalssche Zustandsgleichung
benutzen kann, seien einige Beispiele angefiihrt.

Beispiel 1. Das spezifische Volumen (Volumen eines g) des Sauer-
stoffs betriagt bei 0° C und 1at Druck 770 cm?; durch welche Druck-
steigerung kann es isotherm auf 1 cm® gebracht werden ?

P ~ 4000 at.

Beispiel 2. 1 kg Kohlensiure befindet sich bei Zimmertemperatur
in einer Stahlflasche von 101 Inhalt. Welcher Druck lastet auf den
Winden der Stahlflasche ?

P~ 130 at.

Beispiel 3. In einem Tankwagen auf einem Fabrikhof befindet
sich Schwefeldioxyd; die Temperatur ist — 59, das Volumen des Druck-
kessels ist 10 m?; ein an ihm angebrachtes Manometer zeigt 4,3 at. Das
Gas soll fiir eine Reaktion verwendet werden; wieviel kg SO, enthélt der
Kessel ?

M ~ 130 kg.

3. Der Verfliissigungsvorgang und das Theorem der
iibereinstimmenden Zustiinde.

Auf S. 83 ist erwihnt worden, daB die Isothermen der idealen Gas-
gleichung gleichseitige Hyperbeln sind, deren Asymptoten die p- und
v-Achse bilden. Die Isothermen der van der Waalsschen Zustands-
gleichung fiir Kohlendioxyd sind in Abb. 2 aufgezeichnet. Man erhéilt
sie, wenn man fiir @ und b die in der Tabelle 5 enthaltenen Werte einsetzt.

An diesen Isothermen ist auffillig, daBl sie fiir tiefere 7'-Werte ein
charakteristisches Maximum und Minimum zeigen. In diesem s-férmi-
gen Verlauf der p v-Kurven kommt der Verfliissigungsvorgang des
realen Gases zum Ausdruck. Wenn man Kohlendioxyd bei 0° auf etwa
47 at komprimiert, so daB ein Molvolumen von etwa 0,3 1 erreicht wird,
dann gelingt es zunichst nicht, den Gasdruck weiter zu verstérken.
Vielmehr verlduft die tatsichliche p v-Kurve bei weiterer Verkleinerung
des Volumens von jetzt ab der v-Achse parallel (in der Abb. 2 gestrichelt
gezeichnet), wodurch der isobar-isotherme Verfliissigungsprozel des
Kohlendioxyds bildlich ausgedriickt wird. Dieser Prozef ist erst vollendet,
wenn man ein Molvolumen von 75 cm? erreicht hat. In diesem Augen-
blick ist das gesamte vorhandene Gas verfliissigt und eine weitere Volum-
verkleinerung wird von einer auBerordentlich starken Druckzunahme
begleitet, weil das fliissige Kohlendioxyd praktisch inkompressibel ist.
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In Abb. 2 sieht man, daB bei geniigend hoher Temperatur der den
Kondensationsprozel3 beinhaltende s-férmige Teil der Isotherme fehlt.
In diesem Gebiet ist das betrachtete Gas nicht zu verfliissigen, auch dann
nicht, wenn man beliebig hohe Drucke verwendet.

Die van der Waalssche Gleichung la8t sich nach Potenzen von v
geordnet schreiben:

b4+ RT a .
g 0T il . &, %% _ .
vt v ;
sie ist hinsichtlich des Volumens dritten Grades und liefert daher fiir
bestimmte Zahlenwerte des Druckes und

der Temperatur im allgemeinen drei Vo-
lumwerte. Diese kénnen entweder alle

ab

700,

v \ drei reell sein, wie es bei den Schnitt-
2 punkten der gestrichelten Isobare mit der

\\\ 00-Isotherme der Fall ist, oder es kénnen
70 N zwei imagindr und einer reell sein, wie

dies bei den glatten Isothermen der Fall
ist oder es kénnen endlich die drei v-Werte

72/ af —
/

\\ in einen Punkt zusammenfallen.
P Va \\ Dies letztere ist in der Abb. 2 bei der
r'/"‘"" N w 31° Isotherme der Fall, die in ihrem Ver-
% 72 lauf einen Wendepunkt aufweist. Seine
j oc Lage
Py V=0, p=my, T=1d,
¢ ,z%”/”;zy /;Zf”;_ﬁ % ist nach den algebraischen GesetzmiiBig-

keiten unschwer zu bestimmen ; man erhélt
Po=3b, To= g, By=goi.  (16)
Physikalisch bedeutet dies, dal bei den in Beziehung (16) angegebenen
ZustandsgroBen eine Uberfiilhrung der Substanz aus dem gasférmigen
in den fliissigen Zustand ohne Auftreten einer Verfliissigungszone durch-
fithrbar ist. Man nennt diesen ausgezeichneten Punkt in der Isothermen-
schar den kritischen Punkt der betrachteten Substanz und die ihn
definierenden GréBen @y, 7y und 9, die kritischen Daten. Die Tabelle 6
enthilt fiir einige wichtige Gase diese kritischen Daten.

Man kann nun an Stelle der bisher gebrauchten Konstanten a, b
und R in die Zustandsgleichung mittels der Beziehungen

1 8 @
a=37yp, b= 5o, Rz?‘og“oﬂ

Abb. 2. Isothermen der van der
W aalsschen Zustandsgleichung.

auch die kritischen Daten selbst einfithren und erhédlt wiederum eine
dreikonstantige Zustandsgleichung, die physikalisch natiirlich den gleichen
Inhalt besitzt wie die Beziehung (15) selbst.

In der neuen Form liBt sich die van der Waalssche Zustandsglei-
chung dadurch besonders einfach schreiben, dafl man als neue Zustands-
variablen die GroéSen
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Tabelle 6. Die kritischen Daten einiger wichtiger Stoffe.

Kritische | Kritischer Kritisches Kritische

Temperatur Druck Volumen Dichte
Sauerstoff . . . . . . . — 118 50 —_— 0,44
Stickstoff. . . . . . . . — 146 35 — 0,32
Wasserstoff . . . . . . — 240 12,8 — 0,033
Kohlensdure . . . . . . 31,0 72,85 0,0043 0,46
Kohlenoxyd . . . . . . — 138,7 34,60 — 0,31
Schwefeldioxyd . . . . . 157,15 77,65 — 0,51
Ammoniak . . . . . . . 132,9 112,3 — 0,23
Methan . . . . . . .. — 82,85 45,6 — 0,16
Athan . . . . . . . .. 32,1 48,85 — —_
Athylen . . . . . . .. 10,1 51,0 0,00569 0,21
Acetylen . . . . . . . . 35,5 61,65 - 0,23
Pentan. . . . . . . .. 153,2 35,67 — —
Chlordathyl . . . . . . . 187,2 51,72 — —
Benzol . . . . . . . .. 288,68 49,55 0,01146 0,3045
Wasser. . . . . . . . . 374 217,5 — 0,329

verwendet. Das heiBt: man mifit den Druck, das Volumen und die
Temperatur des betrachteten Gases in Vielfachen oder Bruchteilen seiner
kritischen Daten. Wenn man diese reduzierten Zustandsvariablen
in die Beziehung (15) einfiihrt, erhélt man die Zustandsgleichung in

der Form 3
(n+?) Bp—1)—8%. (17)

Dies besagt: Wenn man Druck, Volumen und Temperatur eines realen
Gases in Vielfachen seiner kritischen Daten miBt, dann findet man,
dafB3 alle Substanzen der gemeinsamen Beziehung (17) geniigen.

Dieses Theorem der iibereinstimmenden Zustdnde ist in der
Folgezeit wiederholt experimentell gepriift worden. Es hat sich hierbei
als eine sehr brauchbare Regel bewihrt, die um so besser gilt, je &hnlicher
die zu vergleichenden Substanzen einander sind. Beim Vergleich sehr
verschiedener Stoffe, z. B. Benzol und Helium aber versagt es.

4. Einige Regeln iiber das Verhalten der Fliissigkeiten.

Man kann aus diesem Prinzip einige Beziehungen ableiten, die zwar
nicht als exakte Naturgesetze anzusprechen sind, aber doch immerhin
recht brauchbare Regeln darstellen und die sich bei der praktischen
Anwendung héufig ganz gut bewihren. Da sie gelegentlich bei der
Berechnung von Dampfdrucken, Siedepunkten usw. niitzliche Dienste
leisten konnen, seien sie hier kurz zusammengestellt.

a) Die Troutonsche Regel

besagt, da der Quotient aus der molaren Verdampfungswiirme ! (beim
Siedepunkt) und aus der absoluten Siedetemperatur fiir alle Substanzen

anndhernd ein und denselben Wert ergibt; es ist
A
?mé = 21,5. (18)

1 Das ist die Warmemenge, welche nétig ist, um 1 Mol Substanz zu verdampfen.

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 7
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Diese Aussage ist nichts anderes als eine genauere Fassung der rein
gefithlsmaBigenAbschitzung, daB ein Stoff um so héher sieden wird,
je groBer seine Verdampfungswirme ist. Dort, wo im flissigen Zustand

besondere Erscheinun-
Tabelle 7. Einige Beispiele zur Troutonschen gen — Assoziation, Po-

Regel. lymerisation oder be-
Molare Ver| Siede- |Konstante sonders tiefc?r Siede-
Substanz dampfungs-|temperatur| von punkt — vorliegen, ver-
warme |T's(absolut) Trouton sagt naturgemiB diese
Heli 04 . 6.0 Regel; die Tabelle 7
elium . . . . . K : : :
Wasserstoff . . . 230 20 11,5 .gﬁbt . Begrl_ff vy
Sauerstoff . . . . 1620 90 16,9 mrem  Anwendungsbe-
Kohlensdure . . . 4000 195 20,5 reich.
Schwefelwasserstoff 4500 213 21,5
Ammoniak. . . . 5400 240 22,7 b) Die Rege]_ von
Aceton . . . . . 7270 329 22,2 E6tvos
Benzol . . . . . 7450 353 21,2 Lo
Quecksilber . . . | 14000 630 22,2 ist in der folgenden Be-
ziehung enthalten:
Wy =10 -Vh=k(d—1T). (19)

Hierin bedeutet:

o die Oberflichenspannung,

¥ die kritische Temperatur,

v das Molvolumen, v/ also die molare Oberfliche,

Wy = 0+ v"= ist also die Energie, welche notwendig ist, um so viel
freie Oberfliche zu bilden als ein Wiirfel besitzt, der gerade ein Mol
der Substanz enthéilt; man nennt sie die molare Oberflachenenergie;

sie ist der molaren Ver-
Tabelle 8. Einige Beispiele zur Regel von dampfungswirme analog.

Guldberg. Auch diese Beziehung
Kritische Siede- Guld-  ist solange gut erfillt, als
Substanz |Temperatur| temperatur| bergsche keine Anomalien, wie Asso-
Jx (absolut) | T's(absolut)| Konstante ziation oder Schwarmbil-
Kthan. . .| 308 185 061  dung vorkommen.
Athylalkohol 514 351 0,68 .
HO . .. 647 373 0,58 ¢) Die Regel von
HCL. . . . 324 190 0,59 Guldberg
382 égg %gg 8;3‘1 besagt, daB fiir d1e meisten
Ny, . ... 126 77 0,61 Stoffe das Verhiltnis aus
H, .... 32 20 0,62 ihrer Siedetemperatur und

ihrer kritischen Temperatur
konstant ist, und zwar etwa 0,64 betrdgt. Die Tabelle 8 zeigt, dal auch
diese Regel héufig recht gut erfiillt ist, daB aber auch hier wiederum
charakteristische Ausnahmen vorkommen.

d) Die Sugdensche Regel.
Eine weitere Regel besagt, daB fiir jede Substanz die Beziehung
¢lov=P (20)



Dampfdruck und Oberflichenform. 99

gilt, wobei

6 = Oberflichenenergie,

v = Molvolumen und

P = eine temperaturunabhingige Konstante ist, welche fiir die gege-
bene Substanz charakteristisch ist.

Sugden (1924) hat sie als Parachor bezeichnet und gezeigt, da@
sich sehr hdufig der Parachor eines Molekiils additiv aus den Parachoren
seiner einzelnen Atome und aus gewissen fiir die Molekulargestalt charak-
teristischen Inkrementen zusammensetzen l48t. Néheres in den aus-
fithrlichen Lehrbiichern.

5. Die Molwirmen der Fliissigkeiten.

Uber die spezifischen Wirmen bzw. iiber die Molwérmen der Fliissig-
keiten lassen sich auch nicht annihernd so genaue Vorhersagen machen
wie dies bei den idealen Gasen auf statistischer Grundlage mdglich war.
Denn im Innern einer Fliissigkeit bestehen unbekannte und mathematisch
schwer zu erfassende Assoziationen und Schwarmbildungen, welche den
Warmeinhalt in sehr uniibersichtlicher Weise beeinflussen. Nur bei den
einatomigen Fliissigkeiten 148t sich ein Verhalten feststellen, das dem
der Festkorper (vgl. S.104) dhnelt. Hier wurde gefunden, daf die

spezifische Wirme in der Gegend von % R liegt, woraus man schlieen

kann, daB zu den drei im Gas allein vorhandenen kinetischen Freiheits-
graden in der Fliissigkeit noch drei weitere potentielle Freiheitsgrade
treten, die ihren Grund in den Kriften haben, welche die Fliissigkeit
in sich zusammenhalten. Uber einen weiteren Bereich erwies sich aber
dieser Ansatz nicht als giiltig.

6. Dampfdruck und Oberflichenform.

Aus (18) und (19) folgt, daB die Oberflichenenergie mit der Ver-
dampfungswirme in einer gewissen Beziehung steht, was auch leicht

verstdndlich ist, da ja beide GréBen von

den Kriften abhidngen, die die Flissig-
keit in sich zusammenhalten. Daher iibt
auch die Form eines gegebenen Fliissig-
keitsvolumens einen EinfluB auf diese beiden
Energiebetrige aus.

Der Dampfdruck sehr kleiner, nach
auBen konvexer Tropfchen ist grofler als )
der einer ausgedehnten ebenen Fliissigkeits-  fson; st g schraffierten Be-
oberfliche, weil ja in einem solchen Tropf- Molekilo enthalten, die auf das

. gehobene Krifte ausiiben,

chen, wie man aus der Abb. 3 entnehmen bei Tropfenform aber nicht.
kann, die Zahl derjenigen Molekiile, die ein
einzelnes an der Oberfliche befindliches Teilchen mit merklichen
Kriften festhalten, kleiner sein muB als bei einer unendlich aus-
gedehnten ebenen Flissigkeitsoberfliche. InderTat konnte W.Thomson

7*

Keichwerte”
d.Molekularkrarie

ﬁop/é/;
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(1871) zeigen, daB fiir den Dampfdruck p’ einer Fliissigkeit in Trépichen-
form die Beziehung
po—pt 2l 0 (21)
4] r

gilt. Hierbei bedeutet

p den normalen Dampfdruck,

r den Radius des Tropfchens,

o die Oberflichenspannung und

0q bzw. g; die Dichte des Dampfes bzw. der Fliissigkeit.

Kleine Tropfchen zeigen also einen hoheren Dampfdruck als groBere,
eine Tatsache, die in der Sammelkrystallisation und dhnlichen Erschei-
nungen ihren Ausdruck findet.

C. Die Festkorper.

Der Sprachgebrauch umfaBt mit dem Worte ,,Festkorper zwei
Arten von Objekten, welche physikalisch voneinander prinzipiell ver-
schieden sind; den krystallisierten und den amorphen Festkérper.
In dem vorliegenden Abschnitt soll nur von dem krystallisierten Fest-
kérper die Rede sein; was iiber den amorphen festen Aggregatzustand
zu sagen ist, wird spiter ausgefiithrt werden.

Wenn man sich — wie bei den Gasen — die Frage vorlegt, wie man
einen gegebenen Festkorper moglichst vollsténdig charakterisieren kann,
so st6Bt man auf grofere Schwierigkeiten wie dort. Was némlich den
idealen Gasen eine Ausnahmsstellung verleiht und ihre mathematische
Beschreibung so besonders einfach macht, ist das starke Hervortreten
der Statistik gegeniiber den in dem System herrschenden Kriften. Beim
Festkorper hat man den entgegengesetzten Fall. Hier sind es in erster
Linie die Kréafte, welche das Zusammenhalten der Substanz bedingen
und ihr eine definierte Form und ganz bestimmte Eigenschaften auf-
zwingen. Erst wenn man die durch die Wirmebewegung hervor-
gerufenen unregelméfBigen Schwingungen der einzelnen Atome oder
Molekiile in Betracht zieht, mufl man auch hier zur Verwendung sta-
tistischer Methoden greifen.

Der krystallisierte Festkorper ist dadurch besonders charakte-
risiert, daf in ihm die Atome oder Molekiile, aus welchen die betrachtete
Substanz besteht, in den Punkten eines dreidimensionalen Raum-
gitters liegen und der erste Schritt bei der Beschreibung der Festkorper
wird der sein, die allgemeinen Eigenschaften starrer Punktgitter
zu untersuchen. Hierbei ergeben sich bereits einige grundlegende Gesetz-
méBigkeiten, denen alle Festkorper gehorchen und die in dem System
der geometrischen Krystallographie des Diskontinuums eine
abgerundete und geschlossene Darstellung gefunden haben.

Wenn man sich nicht mit diesen geometrischen Ergebnissen begniigen
will, sondern sich auch fiir das thermischeund mechanische Verhalten
der Festkorper interessiert, geniigt die Betrachtung starrer Punktgitter
nicht mehr. Man muf vielmehr die Tatsache beriicksichtigen, dafl jeder
einzelne Gitterpunkt um seine Ruhelage Schwingungen ausfiihrt, in
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welchen der Wirmeinhalt des Festkorpers aufgespeichert ist. Wenn man
diesen Schwingungen harmonischen Charakter zuerteilt, dann kann
man aus ihnen unter Zuhilfenahme statistischer Methoden die spezi-
fischen Wiarmen der Festkérper berechnen und kommt in gute Uber-
einstimmung mit der experimentellen Erfahrung.

Ein weiterer Schritt der Verfeinerung erweist sich als nétig, wenn
man die Warmeausdehnung eines Festkorpers beschreiben und eine Art
Zustandsgleichung fir ihn aufstellen will. Dann muB man nédmlich
auch noch die Ungleichférmigkeit der Gitterschwingungen beriick-
sichtigen, die in der speziellen Form der Potentialverteilung ihren Grund
haben. Da es sehr viele méglichen Punktgitter gibt, kénnen Beziehungen,
die der Zustandsgleichung (12) analog sind, hier nur immer fiir eine ganz
bestimmte Klasse von Krystallen aufgestellt werden.

Die Erfahrung hat gezeigt, dall man gewisse Gruppen von Eigen-
schaften der Krystalle recht gut mit der Vorstellung eines schwingenden
Raumgitters erfassen kann, andere aber gar nicht. Diese Tatsache hat
Darwin, Smekal, Zwicky u.a. dazu gefithrt, anzunehmen, da8 die in
der Natur vorkommenden Krystalle in Wirklichkeit nicht geschlossene
Raumgitterbereiche sind, sondern aus vielen kleinen Mosaikkrystallen
bestehen, deren jeder zwar in sich ein geschlossenes Gitter bildet, aber
gegen seine Nachbarn etwas verdreht oder verlagert ist, so dal in dem
ganzen Gefiige unregelmifBige (vielleicht auch regelmiBige) Locher,
Fugen oder Spalten entstehen, die fiir sehr viele Erscheinungen verant-
wortlich gemacht werden miissen.

Diese kurzen Ausfithrungen zeigen, dafl man bei der Beschreibung
der Festkorper am besten in drei Schritten vorgeht:

1. Starre Punktgitter (Krystallstrukturtheorie, Mischkrystalle usw.);

2. Hinzunahme der Wiarmebewegung (spezifische Wéirmen, Zu-
standsgleichung des Festkorpers);

3. Mosaikstruktur (Leitféhigkeit, Plastizitat, Festigkeit).

1. Krystallstruktur.

Firr den krystallisierten Zustand sind einige Eigenschaften ganz
besonders charakteristisch; sie haben schon' friih das Interesse der For-
schung auf sich gezogen und zundchst zu einer rationellen Einteilung,
spiter aber zu einer umfassenden Theorie der Krystalle gefiihrt. Diese
auffallenden Eigenschaften der Krystalle sind:

a) die ebenen Begrenzungsflichen;

b) die Konstanz der zwischen diesen Flichen befindlichen Winkel;

c) die Anisotropie der Krystalle;

d) die Symmetrie der Krystalle.

Besonders die letztere Eigenschaft hat als Einteilungsprinzip bei
der Aufstellung einer rationellen Systematik gedient. Die erwadhnten
Eigenschaften in ihrer Gesamtheit haben sich zunichst qualitativ und
bei der weiteren Verfolgung auch quantitativ durch die Annahme erkliren
lassen, daB die Krystalle reelle homogene Diskontinua sind, in
welchen die den makroskopischen Festkorper aufbauenden Atome oder
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Molekiile raumgitterméBig angeordnet sind. Die Abb. 4 zeigt als
Beispiel das Raumgitter des Diamanten, in welchem die einzelnen C-Atome
die von den Mittelpunkten der Tetraeder angegebenen Lagen einnehmen.

Die Raumgittertheorie erklirt zunichst qualitativ ohne weiteres das
Vorhandensein ebener Begrenzungsflichen und konstanter Win-
kel zwischen diesen Flichen sowie die Existenz gleichartiger und ver-
schiedener Richtungen an Krystallen, also deren Symmetrie und Aniso-
tropie.

Fiir die Systematik ergibt sich die Aufgabe alleim dreidimensiona-
len Raum moglichen Punktgitter aufzusuchen und iber-
sichtlich zu ordnen. Je
nach der Feinheit der bei der
Untersuchung verwendeten
Hilfsmittel wird diese Uber-
sicht einfacher oder kompli-
zierter ausfallen. Wenn man
nur Lingen- und Winkelmes-
sungen an einem Krystall
durchfilhren kann, dann ge-
niigen als Rahmen fiir seine
Klassifizierung die 6 bzw.
7 Krystallsysteme, die
mit Hilfe der fiir sie cha-
rakteristischen Koordinaten-
systeme eine bequeme Be-
schreibung aller Flachen und
4c Richtungen eines gegebe-
nen Krystallindividuums ge-
statten.

Zieht man neben den rein geometrischen Messungen auch noch makro-
skopisch-physikalische Beobachtungsmethoden heran, wie die Messung
der Doppelbrechung, der Pyro- oder Piezoelektrizitit usw., dann kann
man iiber die Symmetrie der untersuchten Objekte nihere Aussagen
machen und kommt zu der feineren Einteilung in die 32 Krystall-
klassen. In ihnen liegt eine Systematik vor, die auf die Gesamtheit
der makroskopisch erkennbaren Symmetrien eines Raumgitters
gegriindet ist.

Nimmt man auch noch die réntgenographische Krystallanalyse als
Beobachtungsmittel hinzu, dann kann man einen Krystall soweit cha-
rakterisieren, da man ihn einer der 230 Raumgruppen zuzuteilen
vermag. Zur Durchfiihrung dieser feinsten Klassifizierung der krystal-
lographischen Systematik ist die Kenntnis aller Symmetrieelemente
(auch der ,,mikroskopischen‘‘) des Gitters eine notwendige Voraussetzung.

Unter makroskopischen Symmetrieelementen sind hierbei verstanden :

Drehachsen, Spiegelebenen und Drehspiegelebenen,
unter mikroskopischen Symmetrieelementen:
Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen.

L

Abb. 4. Raumgitter des Diamanten.
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Wenn man die gesamte Symmetrie eines gegebenen Gitters kennt,
dann kann man unter Umstdnden sehr genaue Angaben iiber den Bau
derjenigen Molekiile machen, die das Gitter bilden. Da man sich die
Kenntnis der mikroskopischen Symmetrieelemente nur durch réntgen-
optische Messungen verschaffen kann, ist die Beugung der Roéntgen-
strahlen an Krystallgittern in der letzten Zeit ein sehr wichtiges Hilfs-
mittel zur Erforschung des Krystall- und Molekiilbaues geworden.

Rein geometrisch-optische Uberlegungen zeigen, daB Rontgenstrahlen
an einer Krystallfliche nicht
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erfiillen. Wenn man bei be-
kannter Wellenlinge 1 eine Reihe von reflektierten Strahlen vermiBt
und aus ihrer Lage die entsprechenden Interferenzwinkel ¢ berechnet,
hat man die Moglichkeit, mit Hilfe von (22) eine Reihe von Netz-
ebenenabstinden zu bestimmen, aus denen man dann mit geeigneten
geometrischen Verfahren das ganze Gitter konstruieren kann.

Die systematische Untersuchung zahlreicher Krystalle mit Hilfe dieser
Methode hat zu einigen allgemeinen Gesetzen iiber die Bauprinzipe
krystalliner Korper und die Existenz von Mischkrystallen gefiihrt.
Im besonderen hat man hierbei die absolute GroBe zahlreicher Atome,
Tonen und Molekiile kennengelernt. Es zeigt sich, daBl die gleichen Tonen
oder Atome im Krystallgitter immer wieder einen annihernd gleichen
Raum beanspruchen, gleichgiiltig, mit welchem Partner sie chemisch
verbunden sind. Erst bei sehr genauer Messung haben sich systematische
Abweichungen erkennen lassen, die ihrerseits wieder fiir die spezielle
Art der chemischen Bindung charakteristisch sind.

Einen Einblick in die wichtigsten Ergebnisse dieser Forschungs-
richtung vermittelt Tabelle 9; sie enthilt eine Reihe von Ionenradien,
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die aus der Strukturanalyse anorganischer Salze abgeleitet worden
sind, und eine Reihe von Atomabstinden, die sich aus dem Studium
organischer Verbindungen ergeben haben. Die letzteren Werte zeigen
besonders schon, daB bestimmten Hauptvalenzverkniipfungen im festen
Zustand immer die gleichen Abstinde der beiden miteinander verbundenen
Atome zukommen, eine Regel, die sich bei strukturchemischen Fragen
héufig als wirksames Hilfsmittel verwenden liBt.

Neben diesem allgemeinen Ergebnis sind sehr viele Angaben iiber die
Grofe und Form einzelner Molekel und Komplexionen gesammelt
worden, beziiglich derer aber auf die ausfithrlicheren Lehrbiicher ver-
wiesen werden muB.

Schon die erste — recht grobe — Beschreibung eines Krystalls durch
ein starres Punktgitter hat somit zu einer groBen Menge wichtiger
und interessanter Aussagen gefiihrt, die mit der Erfahrung in bestem
Einklang stehen und daher die Gittertheorie als vollig gesichert erscheinen
lassen.

2. Die Zustandsgleichung des festen Korpers.

In Wirklichkeit bestehen die in der Natur vorliegenden Krystalle
nicht aus dreidimensionalen starren Punktgittern, sondern jedes ein-
zelne Atom oder Ion fiihrt um seine Ruhelage ganz bestimmte Schwin-
gungen aus, die — &hnlich wie die translatorische Bewegungsenergie
eines Gases — ganz unregelmiBig erfolgen und mit der absoluten Tem-
peratur des Korpers verkniipft sind; sie sind fiir die thermischen
Eigenschaften der betrachteten Objekte maBgebend.

Bei der Schilderung der Entwicklung dieses Gebietes ist es zweck-
miBig, auf die Ausfithrungen auf S. 88 zuriickzugreifen. Versucht man,
das dort in Gleichung (9) festgehaltene Ergebnis auf die Festkérper zu
iibertragen, so hat man zunéchst zu bedenken, dall ein an eine Gleich-
gewichtslage elastisch gebundener Massenpunkt sechs Freiheitsgrade
besitzt, nimlich drei, welche wie beim idealen Gas seiner kinetischen
Energie zukommen, und drei, die seiner potentiellen Energie ent-
sprechen. Macht man die nach der klassischen Theorie exakt zu begriin-
dende Voraussetzung, daB sich die in dem Kérper aufgespeicherte Energie
gleichméBig auf die vorhandenen Freiheitsgrade verteilt, so
wiirde folgen, dafl ein einatomiger Festkorper eine Molwéirme von

C,=6-%=3R (23)

besitzt. Diese Behauptung bildet den Inhalt des Dulong-Petitschen
Gesetzes: Die Atomwéarme fester Korper betriagt im Mittel
6,4 cal pro Grad. Wie die Tabelle 10 zeigt, ist das Gesetz im Bereich
normaler Temperaturen fiir sehr viele Festkorper gut erfiillt. Es gibt
aber auch ganz deutliche und charakteristische Ausnahmen, deren
genaueres Studium zu einer sehr bedeutsamen Erweiterung der Theorie
gefiihrt hat. In einigen Fillen, die ebenfalls in die Tabelle eingetragen
sind, ist ndmlich die spezifische Wéirme sehr viel kleiner als 6, ein Um-
stand, der lange Zeit der Theorie grole Schwierigkeiten bereitete.
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Tabelle 10. Atomwéirmen einiger

Erst Einstein und spiter

Nernst-Lindemann,Debyeund Festkorper.
Born gelang es, hier durch die An- Substanz Atom- | Temperatur
wendung der Quantentheorie warme absolut
eine entscheidende Wendung zu er-
zielen. Die Energie eines einzelnen Ag . .. 1,58 35
Teilchens im idealen Gaszustand Z’g% g%
ist gegeben durch 6:00 273
om o, 6,64 589
&= 5u". (24)  Diamant. . 0,00 35
In der statistischen Behand- 8:8; ?%
lung der idealen Gase ist zundchst 1,24 273
die Frage nach der mittleren 4,42 589
Geschwindigkeit der vonein- . 5,45 1169
ander unabhangigen Teilchen und u 56 o
« - - Mg 6,1 291
spater — bei genauerer Behand- XK. . . .. 7,0 201
lung—die nach dem Verteilungs- Fe 6,1 291
gesetz der Geschwindigkeiten %’}0 g’? ;gi
aufgetaucht und durch die Glei- py 6.4 201
chungen (9) und (10) auch beant- Th 6,0 291

wortet worden. In einem Krystall-
gitter hat man aber nicht voneinander unabhingige, frei bewegliche
Teilchen vor sich, sondern Gebilde, die an eine Ruhelage gebunden
sind und um diese elastische Schwingungen ausfiihren. Betrachtet man
zunichst diese Schwingungen als harmonisch, d.h. setzt man die
riicktreibende Kraft der Entfernung aus der Ruhelage proportional, so
ergibt die Quantentheorie fiir die Energie eines schwingenden Teilchens
e=hv. (25)

Hierin bedeutet % die Plancksche Konstante.

h = 6,548 -10-27 erg. s.
und » ist die monochromatische Frequenz des betrachteten Oszil-
lators. So wie friiher die mittlere Geschwindigkeit und die Verteilungs-
funktion der Geschwindigkeiten fiir das ideale Gas charakteristisch
war, so ist jetzt die mittlere Frequenz bzw. das Verteilungsgesetz der
Frequenzen fiir die thermischen Eigenschaften des Festkorpers aus-
schlaggebend.

Der erste von Einstein (1907) unternommene Schritt bestand darin,
einem bestimmten Festkorper eine mittlere ,,charakteristische*’ Frequenz
y zuzuordnen und mit ihrer Hilfe die Molwirme wiederzugeben. Durch
die Anwendung der Quantentheorie erhilt man fiir einatomige kubische
Krystalle den Ausdruck

OU:3R-E<E), (26)

_ kT
wobei By

#(ip) = i1) (—_IC_T

S
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ist. Wéahrend also beim idealen Gas die spezifische Wirme von indivi-
duellen Gréflen nicht mehr abhéngig ist, sondern nur die Gaskonstante
enthilt, braucht man auch beim einfachsten Festkorper eine mittlere
Frequenz zur Charakterisierung der Substanz. Die Einsteinsche Be-
ziehung (26) hat sich in erster Naherung bei der Erfassung der Abwei-
chungen vom Dulong-Petitschen Gesetz gut bewihrt. Die Tabelle 11

enthilt einige charak-

Tabelle 11. Charakteristische Frequenzen » teristische Frequenzen
(nach Einstein) und Maximalfrequenzen ¥y, fiir verschiedene Kérper.

(nach Debye) fiir einige Festkorper. Wenn » kleiner ist als

In die Tabelle sind die Werte fir ® = By und €tWa 10.%%, dann gehorcht

k der betrachtete Krystall

O = th eingetragen. bei Zimmertemperatur

noch einigermaflen dem

B Om aus der | Dulong-Petitschen

Substanz | © aus Cy Schallge-  |Om aus Cy Gesetz, wenn aber » die-

schwindigkeit sen Wert merklich iiber-

schreitet, dann ergeben

giamant. . 1200 4—8_4 ligg - sich die in der Tabelle an-
e . . . . —_

Al ... .| o283 413 398 ge%e“.tete.nlA“.sn?hf“en'

Cu....| @23 341 315 _ Beispiel Wieviel keal

Ag . ... 154 220 215 sind notig, um 12 g Al

Pb . ... 67 75 88 von 196° absolut auf 204°

absolut zu erwirmen.

Man berechne zundchst die Molwérme des Al bei einer mittleren
Temperatur von 200° mit Hilfe von (26), dann rechne man auf 12 g um
und setze in die Gleichung

E=0,4T
ein.
Cp~ 4,45 cal/Mol und Grad
E ~ 15,8 cal.

Die Einfiilhrung einer einzigen mittleren Frequenz bedeutet
natiirlich eine sehr starke Idealisierung der tatsdchlichen Verhiltnisse.
Es haben daher kurze Zeit spiter Nernst und Lindemann besseren
Anschlufl an die Erfahrung dadurch zu erhalten versucht, dafl sie zwei
charakteristische Frequenzen einfilhrten, ein Vorgehen, dafl als
Ubergang zur exakteren, endgiiltigen Behandlung durch Debye einer-
seits, Born und Karman andererseits gelten kann. Erst diese Forscher
haben die Frage nach dem Verteilungsgesetz der Eigenschwin-
gungen eines Krystallgitters ins Auge gefaBt und in etwas verschiedener
Weise mit einem im wesentlichen gleichen Endergebnis beantwortet.
Bei der genauen Uberlegung stellt sich, dhnlich wie bei dem Maxwellschen
Verteilungsgesetz, heraus, daB bestimmte Frequenzen im Gitter besonders
bevorzugt sind und héufiger vorkommen als andere in ihrer Umgebung
gelegene. Bei einer bestimmten Grenzfrequenz bricht das elastische
Spektrum des Festkorpers plotzlich ab, so daB als charakteristische
Konstante an Stelle der mittleren Frequenz » von Einstein, die
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Debyesche Maximalfrequenz v, tritt. Die Formel fiir die Molwirme
lautet jetzt

h
v=3-R-D<k”q”,‘) 27)
x
1 »dx
D)= [ 55
0

In der Tabelle 11 sind neben den mittleren Frequenzen » auch die vpy,x
in der dritten Spalte eingetragen. Mit Hilfe der Formel (27) laBt sich
ein noch erheblich besserer AnschluBl an das Experiment erreichen als
mit Gleichung (26).

Wenn man auBer den Molwérmen noch andere thermische Eigen-
schaften eines Festkérpers, z. B. seinen Ausdehnungskoeffizienten theo-
retisch wiedergeben will, dann geniigt die bisher skizzierte N&herung
nicht mehr, sondern man mufl, um diese Eigenschaft mitzuerfassen,
beriicksichtigen, daf die Gitterpunkte anharmonische Oszillatoren
sind, daB also die riicktreibende Kraft zwar im Anfang proportional der
Entfernung aus der Ruhelage zunimmt, spéater aber stidrker ansteigt.
Man mufl dann eine neue, fir den gegebenen Korper charakteristische
Konstante einfithren, um das MaB dieser Ungleichférmigkeit anzugeben.
Die Beziehungen, welche sich bei der Verfolgung dieser Gedankengénge
ergeben, sind ziemlich kompliziert und gelten wiederum nur fiir den
einfachsten Fall eines einatomigen kubischen Gitters.

Es ist also beim Festkorper nicht méglich, eine der Zustandsgleichung
der idealen oder realen Gase analoge, allgemein giiltige Beziehung zu
formulieren, sondern man kann nur fiir einen bestimmten Gittertyp
etwas aussagen und auch hier nur iber relativ kleine Bereiche der Zu-
standsvariablen.

3. Leitfihigkeit, Plastizitit und Festigkeit.

Die Erfahrung hat gezeigt, dafl eine ganze Reihe wesentlicher Krystall-
eigenschaften auch durch die eben kurz skizzierte verfeinerte Betrachtung
nicht einmal anndhernd wiedergegeben werden kénnen. Zwei ganz ver-
schiedene Erscheinungen: die Schérfe der Réntgenreflexe (Darwin,
Ehrenberg, Mark) und die Zerreillfestigkeit (Joffé, Polanyi,
Masing, Smekal) von Ionenkrystallen fithrten vielmehr bei ihrer
genaueren experimentellen Erforschung zu der Annahme, dafl die aller-
meisten, in der Natur vorkommenden Krystalle nicht einheitlich sind,
sondern aus vielen kleinen gegeneinander nur ganz wenig verdrehten
Gitterblécken bestehen, welche durch Spalten und Risse voneinander
getrennt sind. Die Existenz dieser Spalten und Locher wurde in den
letzten Jahren von verschiedenen Forschern (besonders von Smekal und
Zwicky) fiir zahlreiche charakteristische Eigenschaften verantwortlich
gemacht. Neben den beiden schon erwihnten Effekten scheinen auch
die Leitféhigkeit, die Plastizitdt und die Diffusionserscheinungen in Fest-
korpern in sehr wesentlicher Weise von diesen Lockerstellen im Gitter
beeinflullt zu werden (Hevesy, Tubandt).
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II. Die Hauptsiitze der Thermodynamik.
Einleitung.

Die bisherigen Bemiihungen sind darauf gerichtet gewesen, einen
gegebenen Koérper — Gas, Fliissigkeit oder Krystall — in einem ganz
bestimmten Zustand zu beschreiben und diesen Zustand durch gewisse
Konstanten festzulegen. Fiir den Chemiker sind aber nicht die Zu-
stinde der Korper, sondern ihre Umsetzungen das eigentliche Ziel
der Betrachtungen. Es sollen daher diejenigen allgemeinen Gesetz-
méfBigkeiten aufgezahlt werden, die man im Laufe der Entwicklung
dieses Gebietes fiir die Umsetzungen und Verdnderungen der Stoffe
aufgefunden hat.

A. Der erste Hauptsatz.

1. Die Formulierung des ersten Hauptsatzes.

Wenn man ein Stiickchen Natrium auf Wasser wirft, so beobachtet
man zwei Erscheinungen:

1. Die Entwicklung von Wasserstoff.

2. Eine recht betrichtliche Entwicklung von Wérme.

Die chemische Umsetzung, die sich vollzieht, wird durch die Formel

2 Na + 2 H,0 = 2 NaOH + H, + 88,2 keal

ausgedriickt. Die auf den beiden Seiten dieser Gleichung stehenden
Systeme unterscheiden sich nicht nur dadurch, wie die einzelnen vorkom-
menden Atome verschiedenartig miteinander verbunden sind, sondern
auch noch durch ihren Gesamtenergieinhalt U. Dieser nimmt im Laufe
der Reaktion ab, und gerade diese Energieabgabe erméglicht die beiden
oben erwihnten — die Reaktion begleitenden — Erscheinungen. Im
folgenden soll die Abnahme der Gesamtenergie eines Systems mit 4 U
oder schlechthin mit dem Buchstaben U bezeichnet werden. Dabei mufl
bedacht werden, dafl es sich jetzt nicht mehr um eine GréBe handelt,
welche dem betrachteten Korper in einem bestimmten Zustand zukommt,
sondern um eine solche, diedem Ablaufeines bestimmten Prozesses
zugeordnet ist.

Bei der Reaktion entwickelt sich aus 2 Molen H,0 ein Mol Wasserstoff
in gasfésrmigem Zustand. Wenn man diese Entwicklung in einem mit
Wasser gefiillten umgestiilpten Glaszylinder vor sich gehen 1a8t, um
den Wasserstoff in reiner Form zu erhalten, dann ist es notwendig, da@
das Gas das Wasser verdringt. Da auf diesem der Atmosphérendruck
lastet, muB bei der Entwicklung eines Mols Wasserstoff eine gewisse
mechanische Arbeit geleistet werden, die mit dem Symbol 4 A oder
wiederum einfacher mit A bezeichnet wird. Wenn der dullere Druck p
und das entwickelte Volumen Wasserstoff » betriagt, dann ist diese Arbeit
gegeben durch

A=pw. (28)
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Haufig bleibt der duBlere Druck wéhrend des ganzen Prozesses nicht
konstant, sondern édndert sich allméhlich mit steigendem Volumen.
Es ergibt sich dann an Stelle von (28) die Beziehung

V1
A= [pdv. (29)
S

Eine Folge der Energieabgabe des betrachteten Systems ist also die
Leistung &4uBerer mechanischer Arbeit; sie ist aber im allgemeinen
nicht die einzige Folge. Wenn man in das Wasser, welches die Entwick-
lung des Wasserstoffs bewirkt, ein Thermometer bringt, so beobachtet
man eine Temperaturerhéhung; bei genauer Messung wiirde sich
herausstellen, da8 pro 2 Mol umgesetzten Na 88,2 kcal durch die
Reaktion geliefert werden. Diese vom System nach aullen abge-
gebene Wirmemenge bezeichnen wir mit — A4 @ oder wieder einfacher
mit — @, so daf} die von auBlen dem System zugefiihrte Wirme das
positive Vorzeichen erhilt.

Die drei soeben aufgezihlten GréBen U, 4 und @ sind in der Natur
sichtlich miteinander auf das engste verbunden, denn sie begleiten einen
und denselben Vorgang und sind daher nur verschiedene Auflerungen des
gleichen Geschehens; es ist somit eine wichtige Frage: Welche mathe-
matische Beziehung driickt die Verwandtschaft dieser drei GréBen aus ?

Diese Frage ist leicht zu beantworten, denn nach dem eben Gesagten
mul} die Energieabgabe U des Systems sowohl die nach auBlen geleistete
Arbeit 4 als auch die nach auBlen abgegebene Warmemenge — @ decken,
d. h.

U=4—@q. (30)

Die Gleichung (30) enthilt den ersten Hauptsatz der Thermodynamik.
Er besagt, daB die Energiednderung eines Systems immer gleich sein mufl
der von ihm geleisteten Arbeit plus der von ihm abgegebenen Wirme-
menge. Er stellt also einen Ausdruck des Gesetzes von der Erhaltung
der Energie dar; gleichzeitig aber geht aus (30) hervor, daf} die Energie-
dnderung U zwei verschiedene, voneinander im iibrigen unabhingige
duBere Ausdruckformen haben kann: Arbeit und Warme. Ein gege-
benes U — d. h. eine gegebene Energiednderung des gesamten betrachteten
Systems — kann sich, je nach den Versuchsbedingungen, in einer verschie-
denartigen Aufteilung in 4 und @ duBern; die beiden EnergiegroBen A
und @ sind also einander dquivalent. Den Proportionalititsfaktor (das
mechanische Warmeédquivalent) hat als erster J. Robert Mayer
(1842) und spater Joule (1850) bestimmt; nach neueren Messungen
betrégt er:

1 cal = 4,186-107 erg.

1 cal = 0,4266 mkg.

Es sollen einige einfache Anwendungen des ersten Hauptsatzes be-
trachtet und dabei gleichzeitig noch die statistische Bedeutung der in
ihm enthaltenen GréBen dem Verstindnis etwas nidhergebracht werden.
Da in der Gleichung (30) GréBen stehen, welche einer Zustandsédnde-
rung des betrachteten Systems entsprechen, findet man oft den ersten
Hauptsatz in der Form von Differentialen geschrieben.
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2. Einige Anwendungen des ersten Hauptsatzes.

Wir betrachten als erste Anwendung die Erwédrmung eines idealen
Gases, und zwar das eine Mal bei konstantem Volumen, das andere
Mal bei konstantem Druck.

Fir den ersten Fall gilt

dQ=dU+ pdV. (31)
Die von auflen — etwa mit Hilfe eines Bunsenbrenners — dem Gasvolumen
zugefithrte Wirmemenge d@ ist gleich der Zunahme seiner inneren
Energie d U plus der nach auBlen von dem Gas geleisteten Arbeit pd V.
Da das Volumen konstant bleiben soll, entfillt der zweite Summand
rechts und wir erhalten:
dQ=dU=0C,dT, (32)
da ja die innere Energie eines idealen Gases nach Gleichung (14) auf
S. 91 direkt proportional der Molwdrme ist. Hier wird also die zuge-
fithrte Warmemenge nur dazu verwendet, um die unregelméaBige Mole-
kularbewegung zu beschleunigen; es resultiert eine Temperaturerh6hung
des Gases und mit ihr eine Erhchung der mittleren Molekiilgeschwin-
digkeit. Es gilt:
—4u_49. (33)

Bei konstantem Druck gilt wieder:
dQ=dU -+ pd V.

Jetzt ist aber dV nicht gleich Null, sondern ein Teil der dem Gasvolumen
zugefithrten Wirmemenge wird zur Leistung &uferer Arbeit — etwa
zum Wegdriicken eines Stempels — verwendet; die Molwidrme bei kon-
stantem Druck C), ist nunmehr gegeben durch:

=58 =20 +por, (34
sie ist also gréBer als die Molwérme bei konstantem Volumen, und zwar

um den Betrag:
av

Par-
Aus der Zustandsgleichung des idealen Gases 148t sich dieser Ausdruck sehr
leicht berechnen; man braucht nur diese Gleichung bei konstantem
Druck nach 7 zu differenzieren und erhélt dann

av
par = E;
somit ergibt sich durch Subtraktion von (33) und (34)
Cp—Cy=R. (35)

Die Tabelle 3 (S.91) zeigt, daB die wichtige Beziehung (35) von dem
Experiment bestens bestétigt wird.

DaB die Molwirme eines idealen Gases bei konstantem Druck gréfier
sein muB, als bei konstantem Volumen, 148t sich auch statistisch leicht
einsehen. Durch die zugefiihrte Wiarmemenge werden zunichst die Wéinde
des Gefalles erwirmt, d. h. die Gitterpunkte des Festkorpers, aus welchen
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sie bestehen, fithren Schwingungen von zunehmender Frequenz aus. Daher
werden Gasatome, welche an diesen Winden reflektiert werden, nicht
rein elastisch zuriickgeworfen, sondern sie erhalten von den erwirmten
und intensiver schwingenden Wandatomen noch Energie mit hinzu, die
sie in den Gasraum mitnehmen. Sie kehren daher erwdrmt, mit ge-
steigerter kinetischer Energie in ihn zuriick. Wenn aber eine Wand be-
weglich ist, dann wird an dieser Wand jeder Stof} eines Gasmolekiils
mit gegebener Energie dazu fiihren, da es langsamer in den Gasraum
zuriickkehrt, als wenn die Wand fest wire; denn die Wand ist vor dem
Molekiil zuriickgewichen und hat es daher nicht mit derselben Geschwin-
digkeit wieder in den Gasraum zuriickgeschleudert, mit der es auf sie
aufgetroffen war: Das Molekiil hat an die Wand Energie abgegeben;
sie wurde,in dullere Arbeit des beweglichen Stempels verwandelt.

Die GroBie R mift also die Ausdehnungsarbeit, die ein ideales Gas pro
Mol und Grad leistet, ein Umstand, der ja auch aus der Form der Zu-
standsgleichung unmittelbar hervorgeht.

Es sei hier angefiigt, dal reale Gase eine merkliche Abhingigkeit
der spezifischen Wéirme vom Druck zeigen. In der Tat folgt eine solche
auch aus der Zustandsgleichung von van der Waals und aus anderen,
sich der Erfahrung zum Teil noch besser anschmiegenden exakteren
Zustandsgleichungen (Reinganum, Wohl). Beim Wasserdampf z. B.
laBt sich die spezifische Wéarme bei konstantem Druck als Funktion der
Temperatur und des Druckes sehr exakt durch die von Knoblauch,
Raisch und Hausen ermittelte Gleichung:

_ 12,8
Cp = 0,3391 4 0,000197 7' — T—aat
20,33 :

6310,3

wiedergeben.

Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir andere mehratomige Gase wie
NHj;, CO, usw. Die Tabelle 12 enthélt einige Zahlen iber Druck- und
Temperaturabhéngigkeit der Molwirmen mehrerer technisch wichtiger
Gase.

Die Beziehung (35) kann man direkt dem ersten Hauptsatz gegen-
iiberstellen

U=4—¢Q
—Cob=R—0C,.
Der Energiesinderung entspricht die Molwérme bei konstantem Volumen,
da beide nur von der mittleren Geschwindigkeit der Molekeln abhéngen.
Der nach auBlen geleisteten Arbeit entspricht die Gaskonstante R fiir
ein Mol oder die Boltzmannsche Konstante k fiir ein einzelnes Molekiil.
Der von auBlen zugefiihrten Wérmemenge entspricht die Molwéirme bei
konstantem Druck: diese Wirmemenge kann eben unter gegebenen Ver-
hiltnissen dazu verwendet werden, um beides zu bewirken:

die unsichtbare VergroBerung der Molekiilgeschwindigkeit und damit
des Energieinhalts U und

die sichtbar werdende Leistung makroskopischer duBlerer Arbeit 4.
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Als zweite Anwendung sei die isotherme Kompression eines
idealen Gases betrachtet. Hier ist d U gleich Null, da ja die Temperatur
konstant bleiben soll. Der

Tabelle 12. Temperatur- und Druckab- erste Ha,upt,sa,f,z verein-
hangigkeit der spezifischen Warmen und f,.ht sich daher zu:
Molwérmen einiger wichtiger Gase. ’

Substanz Temperatur | Cp Cpin | pin . d@Q=dA4.
in®°C in cal/g | cal/Mol | at Die ganze Kompres-
sionsarbeit wird nach
Luft . . . — 181 0,2500 | 7,24 1 auflen als Wirme abge-
- ;g 8’3233 %’8% 1 i geben. Das it sich ex-
100 0:2430 7:035 1 perimentell z. B. dadurch
— 120 0,470 | 13,6 40 erreichen, dal man einen
— 50 | 0,274 7,93 | 40 Zylinder mit “verschieb-
:1“;8 8’:21; 2‘3’83 ;8 barem Stempel in einen
I_:[2 L. 181 2:648 5:338 1 Thermostaten bringt und
— 176 3,162 6,375 | 1 dann das Gas mitHilfe des
‘ 16 3,408 | 6,871 | 1 Stempels so langsam kom-
O - - .. :1% 8’3“122 g’g% i primiert, dafl immer Tem-
20 0218 6,99 1 peraturgleichheit besteht.
COo, . . .|—28bis47]| 0,184 8,10 1 Diejenigen Molekel, welche
15—100 | 0,202 | 8,89 1 auf den Stempel treffen,
bt || W0 | 8287 ] 88 | Seden mit e chvas
"] 116—218 | 0332 | 29.3 1 vergroBerten Geschwindig-
350 0,375 | 38,9 1 keit in das Gas zuriick-
NH, ... 24—216 | 0,512 | 8,72 1 kehren, da sie ja von dem
Zgg 8’225 i?’g i " Impuls des Stempels einen
’ ’ kleinen Bruchteil erhalten
523 0,69 11,8 1

haben und daher das Gas
erwirmen; sie stoen aber bald auf eine der festen Begrenzungswéinde
und geben dort ihre iiberschiissige Energie an die Wand und durch ihre
Vermittlung an die umgebende Fliissigkeit ab, so daBl man bei geniigend
langsamem Zusammendriicken und geniigender Gro8e des Behélters vor-
aussetzen kann, daB die Temperatur iiberall die gleiche bleibt. Das Gas
vermittelt nur die Verwandlung der Kompressionsarbeit in Wérme.
Die hierbei zu leistende (oder bei der Dilatation zu gewinnende) Arbeit
berechnet man mit Hilfe der Zustandsgleichung in folgender Weise; es ist

da=pav=""ay.
4 selbst ist gegeben durch

k%1
RT
Vo
oder weil T konstant bleibt, wird
K
— av _ Y
A=RT 7 ..-RTlnvo, (36)

Vo
wenn v; das Anfangsvolumen und v, das Endvolumen mift.
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Die Beziehung (36) gestattet es, die fiir technische Prozessesehr wichtige
Umwandlung von zugefiihrter Wirme in Kompressions- oder Dilatations-
arbeit zu berechnen; als Beispiel hierfiir diene die folgende Aufgabe:

Welche Warmemenge @ wird entwickelt, wenn man 18 kg Wasserdampf
bei 120° auf den vierten Teil seines Volumens isotherm komprimiert ?

@ ~ 108 cal.

Als dritte Anwendung sei der andere Grenzfall von Kompressions-
erscheinungen betrachtet, wenn das Gas keine Wirme nach auBen
abgeben kann, wenn es sich z. B. in einem wérmeisolierenden Behilter
befindet oder wenn der Prozef3 so schnell verlduft, daB die fiir den Aus-
tausch notige Warmeleitung nicht funktionieren kann. Man nennt solche
Vorginge adiabatisch; fiir sie gilt

dA=dU.
Fiir ein ideales Gas liBt sich schreiben:
' pdV =20,dT.

Hieraus folgt unter Beriicksichtigung der Zustandsgleichung

RT _ RAV _ 4T
k V._.dV: C,dT; = O”T‘
Durch Integration:
L4 - To
RlIn "= C,ln T, -
Da ferner gilt
R=0C,—0,,
erhdlt man
Cp—0Co oo 1 To
— 7, " In T, *
Setzt man hierin
C,
ey, (37)

so ergibt sich
Tyv7— 1= Thv1
oder
PV =Pov7 .

Man kann also der Zustandsgleichung fiir isotherme Prozesse

p v = const
diejenige fiir adiabatische Vorginge

pv? = const
an die Seite stellen.

Fiir 9 ergibt sich aus (37) bei einatomigen Gasen der Wert:

y = 1,66.
Die Erfahrung zeigt, dal auch diese von der Theorie geforderte Beziehung
sehr gut vom Experiment bestdtigt wird.

Beispiel. Es werden 2 kg Wasserdampf adiabatisch in einem Kolben
von 101 auf 21 komprimiert; die Anfangstemperatur ist 50°. Welches
ist die Endtemperatur ?

T ~ 5200,

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 8
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Weiterhin soll der erste Hauptsatz auf die Herstellung von H, durch

die Einwirkung von H,SO, auf Zn angewendet werden:
Zn (fest) + H,80, = Zn 8O, + H, + W.
Wenn sich der ProzeB bei Zimmertemperatur in offenen GeféfBen, d. h.
unter konstantem Druck abspielt, beobachtet man die Entwicklung
von 1 Mol Wasserstoffgas und die Abgabe von 34200 cal. Die gesamte
Energieanderung des Systems ist
Up=+Q+41
(@ = entwickelte Wiarme, 4 = geleistete Arbeit),

sie betragt:

Uy, = 34200 4 582 = 34 782 cal.
Es wire also falsch, die im Calorimeter gemessene Warmeténung W mit
der Energiedinderung des Systems zu identifizieren, man mufl vielmehr
immer — das fordert der erste Hauptsatz — die gleichzeitig geleistete
oder verbrauchte duBere Arbeit mit in Rechnung setzen.

Endlich seien noch einige wichtige Anwendungen des ersten Haupt-
satzes auf die Vorgéinge der Anderung des Aggregatzustandes
beim Schmelzen und Verdampfen erwéihnt.

Wenn man einen Festkorper erwirmt, so nehmen die Schwingungen
der einzelnen Atome oder Molekiile allméhlich so groBle Amplituden
an, daf die Ordnung im Gitter zerstort wird und der feste Zusammen-
halt aufhort — der Krystall schmilzt. Auch bei diesem ProzeB tritt die
von auBen zugefiihrte Wirmemenge in zwei verschiedenen Formen in
Erscheinung: einmal als Vergréferung der inneren Energie, dann durch
Leistung duBerer Arbeit, die durch die Voluménderung beim Schmelzen
hervorgerufen wird. Allerdings ist diese Anderung meist sehr klein; so
betragt z. B. die Schmelzwirme fiir Eis

@ = 144 cal pro Mol,

wahrend die Voluménderung, die hier im Gegensatz zu den meisten
anderen Korpern negativ ist, nur etwa 9%, das ist
AV = 1,6 ecm? pro Mol
betrigt, so daB die duBere Arbeit bei Atmosphirendruck
A=pAV = — 0,036 cal pro Mol
wird.

Anders ist dies natiirlich beim Verdampfungsvorgang, wo bei Atmo-
sphirendruck pro Mol 22400 cm® Dampf entwickelt werden, wodurch
beim Wasser eine Arbeit von

p (Vgas_ Vﬂ) e 728,4 cal
geleistet wird. Diese GroBe spielt neben der Verdampfungswirme des

Wassers von
Q = 9714 cal

immerhin eine Rolle.

1 Das positive Vorzeichen rithrt daher, dafl die Warmemenge an das Calorimeter
abgegeben wird, also das umgekehrte Vorzeichen hat, wie die in (3) enthaltene

GroBe.
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Um den ersten Hauptsatz auf den Schmelzvorgang anzuwenden,
denken wir uns mit Kirchhoff den SchmelzprozeB in zwei verschiedenen
Weisen durchgefiihrt:

1. Die Substanz wird bei einer Temperatur 7' geschmolzen (ver-
dampft): zuzufilhrende Warmemenge ist Q.

Hierauf wird die Schmelze (das Gas) auf die Temperatur 7' 4+ d7T
erwarmt: zuzufithrende Warmemenge ist Oy d T bzw. Cyd 7.

2. Der &uBere Druck wird zunéchst so weit gesteigert, dafl der Schmelz-
punkt von 7' auf 7' + dT ansteigt.

Die zuzufithrende Arbeit ist wegen der kleinen Voluménderung zu
vernachlissigen.

Hierauf wird der Festkorper unter dem neuen Druck auf die Tempe-
ratur 7'+ dT gebracht und geschmolzen: zuzufiihrende Wéarmemenge
ist @ +d@ + C;dT.

Nach dem ersten Hauptsatz miissen die den beiden Wegen ent-
sprechenden Wirmemengen einander gleich sein; es folgt also

Q@+ CpdT=@Q+dQ+ C;dT

d

e =Cn—0C
Die Temperaturabhéngigkeit der molaren Schmelzwérme ist durch die
Differenz der spezifischen Wirmen im festen und fliissigen Zustand ge-
geben.

Fiir den Verdampfungsproze8 gilt eine vollig gleichartige Uberlegung,

die zur Beziehung

oder

d
d% = Opaas pfl
Q - f (Opgas'— Opﬂ) ar (38)

fithrt, worin jetzt @ die molare Verdampfungswérme ist und Cp 46
und C,p die Molwirme des (ases und der Fliissigkeit bei konstantem
Druck bedeuten. Der Kirchhoffsche Satz gilt aber noch allgemeiner
und kann auf jede Anderung eines gegebenen Systems angewandt werden;;
die Wirmemenge @ braucht nicht von auBlen zugefiihrt zu werden, sie
kann auch in dem betrachteten System entstehen, also eine chemische
Wiérmeténung sein; auch dann gilt

90 _ 0, —C,, baw. 22—, ¢

arT b 4T P

@y, Oy, und C,, sind die Warmetonung der Reaktion und die Mol-
wirmen der Reaktionsteilnehmer vor und nach der Umsetzung bei kon-
stantem Volumen.

@p, Op, und O, sind die entsprechenden GroBlen bei konstantem
Druck.

Diese Anwendungen mégen geniigen, um zu zeigen, eine wie grofle
Bedeutung der erste Hauptsatz fiir die Betrachtung thermischer und
chemischer Prozesse besitzt. Er stellt eine besondere Formulierung des
Prinzips von der Erhaltung der Energie dar. Er fordert Aquivalenz
von Wirme und mechanischer Arbeit — eine Aussage, welche im Sinne
der kinetischen Gastheorie selbstverstdndlich ist.

8*
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Der erste Hauptsatz stellt nur eine fiir jede Umsetzung notwendige
energetische Bedingung auf; vorausgesetzt ist, dal sich die betrachtete
Veranderung in dem System auch tatsdchlich abspielt. Ob sie dies aber
tut und in welcher Richtung unter gegebenen Verhiltnissen ein Prozef
verliuft, dariiber gibt der erste Hauptsatz keinerlei Auskunft. Hier
greifen vielmehr der zweite und dritte Hauptsatz erginzend ein.

B. Der zweite Hauptsatz.

1. Die Formulierung des zweiten Hauptsatzes.

Die Erfahrung lehrt, dal in der Natur hdufig beim Ablauf thermo-
dynamischer Prozesse gewisse Richtungen bevorzugt sind. Bringt man
ein Stiick Na auf Wasser, so entwickelt sich unter Warmebildung Wasser-
stoff und es entsteht eine Lésung von NaOH in H,O ; niemals jedoch wurde
beobachtet, dal man durch Einpressen von Wasserstoff in eine verdiinnte
Losung von NaOH unter gleichzeitiger Abkiihlung metallisches Na erhalten
hitte. Ebensowenig hat man beobachten kénnen, daB ein Gas, welches
sich in zwei durch einen Hahn miteinander verbundenen Kolben befinden,
von selbst ganz in den einen dieser beiden Kolben sich angesammelt
hitte, wihrend das Gas immer, wenn es sich zu Beginn des Versuchs
nur in einem Kolben befunden hat, beim Offnen des Hahnes sofort
auch in den anderen Kolben strémt. Diese Reihe von nicht umkehr-
baren oder irreversiblen Prozesse liee sich ohne Schwierigkeiten
beliebig verlingern, ja man kann sagen, da es in der Natur fast nur
irreversible Prozesse gibt, denn immer dort, wo mechanische Arbeit in
Wirme verwandelt wird — also bei allen Reibungsvorgéingen — tritt
die Nichtumkehrbarkeit zutage. Nur ganz reibungsfreie Vorginge —
wie die Planetenbewegung, die Elektronenbewegungen im Innern der
Atome oder bis zu einem gewissen Grad auch sehr gut konstruierte
Pendel — nidhern sich dem Ideal des reversiblen Prozesses mehr oder
weniger vollstdndig.

Bei den meisten Vorgingen ist in der Natur eine bestimmte Richtung
bevorzugt, ndmlich die, in welcher sie ,,von selbst* verlaufen. Es ent-
steht die wichtige Frage nach dem Gesetz, welches den Ablauf
solcher irreversibler Vorginge regelt.

Der erste Hauptsatz ist zur Beantwortung dieser Frage nicht fahig.
Fr enthilt nur eine bilanzméafige Aussage dariiber, dafl die gesamte
Energie eines abgeschlossenen Systems im Verlaufe der sich in ihm
abspielenden Vorginge unter allen Umstdnden konstant bleiben, ohne
etwas Naheres dariiber auszusagen, ob und in welcher Richtung die ein-
zelnen Prozesse verlaufen werden. Einer so allgemeinen GesetzmaBigkeit,
wie es die hier gesuchte wohl sein muf}, kann man natiirlich sehr ver-
schiedene Seiten abgewinnen und es sind daher im Laufe der Zeit ver-
schiedene Formulierungen fiir den zweiten Hauptsatz gefunden worden,
die alle denselben prinzipiellen Inhalt unter etwas verschiedenen Gesichts-
winkeln ausdriicken.
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Carnot (1824) und Clausius (1850) haben als erste das Bediirfnis
empfunden, die Irreversibilitit gewisser Vorginge als Gesetz zu formu-
lieren; sie lehnen sich dementsprechend in ihrer Ausdrucksweise sehr eng
an die Erfahrung an und behaupten, dafl der folgende empirische Satz
gilt:

,,Wirme kann nie von selbst (d.h. ohne dauernde Anderungen in
der Umgebung) von einem kilteren zu einem wirmeren Korper iiber-
gehen.*

Der Wirmeiibergang von warm zu kalt — ein in der Natur unzéhlige
Male beobachteter ,,von selbst verlaufender Vorgang — wird dadurch
als ein typisch irreversibler Prozel} hingestellt.

Wesentlich allgemeiner ist die folgende auf Planck zuriickgehende
Formulierung ;

B8 ist unmoglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu kon-
struieren, die nichts anderes bewirkt, als die Hebung einer Last und die
gleichzeitige Abkiihlung eines Warmebehélters.*

Eine solche Maschine, die Arbeit unbegrenzt aus Wérme erzeugen
koénnte, hat Wi. Ostwald ein perpetuum mobile zweiter Art
genannt; die obige Formulierung des zweiten Hauptsatzes kann man
daher auch als den Satz von der Unmoglichkeit eines perpetuum mobile
zweiter Art bezeichnen, ebenso wie der erste Hauptsatz die Existenz
eines perpetuum mobile erster Art — welches Arbeit aus Nichts
erzeugen kann — verbietet.

Eine etwas abstraktere Formulierung des zweiten Hauptsatzes, die
aber fiir seine statistische Deutung von grofter Wichtigkeit war, stammt
von Clausius und lautet:

. Fir jedes abgeschlossene System existiert eine gewisse Zustands-
groBe S, die bei allen irreversiblen Vorgéingen zunimmt, bei allen reversiblen
konstant bleibt, niemals aber abnehmen kann, ohne dafl in anderen
Systemen irgendwelche Anderungen zuriickbleiben.

Clausius hat diese GroBe die Entropie des Systems genannt; sie
ist ebenso wie die Gesamtenergie von dem gegebenen Zustand abhéngig
und stellt ein MaB fiir die Arbeitsfahigkeit des betrachteten Systems dar.
Nach Boltzmann (1866) ist sie mit der statistischen Wahrscheinlich-
keit des betrachteten Systems eng verkniipft; es gilt ndmlich die Be-
ziehung

S=FknW, (39)
worin W die statistische oder thermodynamische Wahrscheinlichkeit des
betrachteten Zustands bedeutet.

Die Gleichung (39) leitet zur Boltzmannschen Formulierung des
zweiten Hauptsatzes tiber: _

,Jedes sich selbst iiberlassene System strebt nach den Zustinden
groBerer statistischer Wahrscheinlichkeit.

Diese statistische Formulierung geht am tiefsten auf den Mechanismus
der thermodynamischen Prozesse ein und liefert auf atomistischer Grund-
lage eine Erklirung fiir das Vorkommen irreversibler Prozesse
in der Natur. Alle anderen erwihnten Ausdrucksweisen hingegen ent-
halten nur unmittelbar aus der Erfahrung abgeleitete allgemeine Sétze.
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Die weiteren Ausfithrungen sollen an die Formulierung von Planck
angekniipft werden. Ihr Inhalt soll an einem Kreisprozel erliutert
werden, der zum ersten Male von Carnot erdacht worden und fiir die
formelmiBige Erfassung der Ergebnisse von grundlegender Bedeutung ist.

2. Der KreisprozeB8 von Carnot.

Man denke sich eine beliebige Substanz — am einfachsten ein ideales
Gas — die bei der Temperatur 7, das Volumen v, einnehmen moge.
In einem Diagramm (Abb. 5), dessen Koordinatenachsen die MafBstébe

, v und 7' tragen, 140t sich dieser Zu-

iy b z 2% stand — der Ausgangszustand —durch

- den Punkt 7T',, v, kennzeichnen; er sei

- 2 der Ausgangspunkt des nun folgenden

7+ Kreisprozesses. Dieser besteht aus

- vier Schritten:

T‘” 7.y 7 A 1. Man entnimmt einem zur Ver-

figung stehenden Wirmebehélter B,,

der auf der Temperatur 7', gehalten

v — ist, eine bestimmte Wirmemenge @,

Abb. 5.v, T-Diagramm des Carnotschen  und 148t sich mit ihrer Hilfe das Gas

Kreisprozesses. . .

isotherm ausdehnen, bis es das Volu-

men v} erreicht. Im Diagramm (Abb. 5) wird dieser Vorgang durch eine

der v-Achse parallele Linie dargestellt, die im Punkt T, v, beginnt

und im Punkt 7', v; endet. Hierbei wird die dem Thermostaten entlehnte
Wirmemenge quantitativ in Arbeit verwandelt, deren GréBe durch

Ay=Qy=+ RT,In % (40)
2

gegeben ist.

2. Jetzt entfernt man das Gas aus dem Thermostaten und a6t es
unter Arbeitsleistung sich weiter ausdehnen, aber nunmehr nicht iso-
therm, sondern adiabatisch, so daB es sich auf die Temperatur 7,
abkiihlt. Dabei vergrofiert es sein Volumen auf v;. Im Diagramm er-
halten wir die mit 2 bezeichneten Adiabate, die im Punkt 7, v, be-
ginnt und im Punkt 7', v]endet. Die dabei dem Gas entzogene innere
Energie ist C, (Ty— T,).

3. Nunmehr werde das Gas bei der Temperatur 7, vom Volumen v,
auf das Volumen v, isotherm komprimiert, wobei die Warmemenge @,
entsteht, die man an ein zweites Warmereservoir B; abfiihrt, das sich
auf der Temperatur 7', befindet. Die Strecke 3 gibt diesen Prozef}
im Diagramm wieder; ¢, wird gegeben durch

@ =—RT;In . 1)

4. SchlieBllich gibt man dem Gas die bei'dem Vorgang 2 entzogene
Energie C, (T, — T';) wieder zuriick, indem man es adiabatisch soweit
komprimiert, da8 es wiederum den Punkt 7,v, erreicht. Die Linie 4
ist das Abbild dieses letzten Teilvorganges, nach welchem das System
wiederum in seinen Ausgangszustand zuriickgekehrt und der Kreis-
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prozeB geschlossen ist. Alle Teilvorginge denkt man sich streng reversibel
durchgefiihrt, was im Gedankenexperiment zuldssig ist, in Wirklichkeit
aber (z. B. von einer Wéirmekraftmaschine) niemals erreicht werden kann.

Nun fragt man nach der Energiebilanz des ganzen Vorganges. Zu-
néichst sieht man unmittelbar, daB sich die den beiden Strecken 2 und 4
entsprechenden Energiebetrige aus der gesamten Bilanz wegheben, denn
die Molwirme des betrachteten Korpers ist ja eine konstante, vom Kreis-
prozeB selbst unbeeinflubare GréBe: Was im Verlauf von 2 dem Gas
an Energie entnommen wird, erhilt es im Verlauf von 4 wiederum
zuriick. Durch I wird eine bestimmte Warmemenge bei der Temperatur 7',
dem Behélter B, entnommen, durch 3 eine andere — kleinere — Warme-
menge bei der Temperatur 7', an den Behilter B; abgeliefert. Die
Differenz dieser beiden Wirmemengen wird durch den ganzen ProzeB
in Arbeit verwandelt. Es findet also in Summa ein Wirmetransport
von B, nach B, statt. Dabei wird die Arbeit

4=0,—@
geleistet. Fiir sie ergibt sich der Wert
A=Q2—Q1=RT21n—?——RT11n—Z'1—. (41a)
2 1

Da die beiden Strecken 2 und 4 Adiabaten sind, mul} gelten
Ty-vy—t=Ty-071
Tyrvg=1 = Ty-vp-1,
woraus fir die vier im Diagramm enthaltenen Volumina folgt
vy U
Uy v,
Verwendet man diese Beziehung, so geht (4la) iiber in

A=R(T,—T)ln %,
2

oder unter Verwendung von (40)
A= L0 (42)
2
Die fundamentale Beziehung (42) besagt, dafl nicht die ganze dem
Behilter B, entzogene Warmemenge @, in mechanische Arbeit
verwandelt werden konnte, sondern nur ein Teil, und zwar ist dieser
Teil gegeben durch den Nutzbarkeitskoeffizienten #
— T Ty
0 T,

und

Aus einer bei der Temperatur 7', gegebenen Wirmemenge 1a8t sich um
so mehr Arbeit gewinnen, je tiefer man die Endtemperatur 7, wihlt.
Die Arbeitsausbeute ist um so gréBer, je groBer die wihrend des Pro-
zesses erreichbare Temperaturdifferenz 7',— 7'; werden kann.

Die Wirmemenge

Q =RT,In -
21

flieBt an den Behilter B; zuriick und geht daher fiir die Verwandlung
in Arbeit verloren. Nur im Falle 7', = 0 wiirde ¢, gleich Null werden;
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d. h. nur wenn der Kreisproze8 beim absoluten Nullpunkt enden kénnte,
lieBe sich eine quantitative Uberfithrung von Wérme in Arbeit erreichen;
man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl dies auch unmittelbar aus
(42) hervorgeht.

Die soeben abgeleiteten Gleichungen gelten nur fiir den idealen Fall
véllig reibungslos verlaufender Prozesse; in Wirklichkeit gilt nicht die
Beziehung (42), sondern

T,—1T,
A < Qz M —7,2—‘ .

Im Sinne der statistischen Betrachtungsweise bedeutet die Gleichung
(42) folgendes: Wihrend des Teilvorganges I wird der Stempel des das
Gas enthaltenden Kolbens dadurch hinausgedriickt, dal die einzelnen
Molekeln Geschwindigkeitskomponenten haben, die senkrecht auf der
Kolbenwand wirken und: ihren Impuls an die Wand abgeben. Die hierbei
verschwindende Energie der einzelnen Teilchen wird durch die aus dem
Behilter B, zuflieBende Wirmemenge @, immer wieder regeneriert, so
daB die Geschwindigkeitsverteilung die der Temperatur 7', entsprechende
bleibt. Wihrend des Teilvorganges 2 ist das Wirmereservoir B, nicht
mehr vorhanden und das sich weiter ausdehnende Gas kiihlt sich auf
T, ab. Wenn man dann bei der Temperatur 7, das Gas durch Hinein-
driicken des Stempels wieder komprimiert, um zum Volumen v, zu
kommen, kann man nicht verhindern, daf die von dem zuriickgehenden
Kolben auf die einzelnen Molekeln iibertragene Energie nach allen Rich-
tungen verteilt wird und schlieBlich als erh6hter Warmeinhalt des Gases
in Erscheinung tritt. Man muBl daher — wenn man bei der Temperatur 7'
bleiben will — wihrend des Kompressionsvorganges eine gewisse Wirme-
menge @, wieder an das andere Reservoir zuriickgeben und kann nicht
die ganze Wirmemenge ¢, in Arbeit verwandeln. Der statistische Cha-
rakter aller makroskopisch thermodynamischen Prozesse erzwingt in der
Gleichung (42) den Faktor 7. Nur wenn die Endtemperatur 7', gleich
Null ist, wenn also alle Molekiile ruhen, tritt beim Komprimieren keine
Erwirmung auf und die quantitative Uberfithrung von Wérme in Arbeit
wird mdéglich.

Wihlt man die beiden Temperaturen 7', und 7', sehr nahe beisammen,
so kann man den zweiten Hauptsatz auch in der Form

14=Q°r (43)

(42a)

schreiben.
Da nun nach dem ersten Hauptsatz ganz allgemein und daher auch
fiir reversible Prozesse die Beziehung

A—U=¢Q
gilt, erhilt man als Kombination beider Hauptsitze die wichtige Gibbs-
Helmholtzsche Gleichung '

d4

Sie besagt folgendes: Wenn bei einem reversiblen Prozef die Abnahme
der gesamten Energie U ist und die nach auBen geleistete Arbeit 4
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betragt, dann ist die Differenz dieser beiden GréBen durch den mit
Temperatur 7' multiplizierten Temperaturkoeffizienten der maximalen
Arbeit bestimmdt.

Es ist schon bei der Besprechung des ersten Hauptsatzes erwdhnt
worden, dafl man die von dem System abgegebene gesamte Energie U
in zweierlei Arten beobachten kann: als U, bei konstantem Volumen und
als U, bei konstantem Druck. Entsprechend hat man auch die Gibbs-
Helmholtzsche Gleichung in den zwei Formen

d4
A—_Uv= T(W)v

a4
A'—Up—_— T('ﬁ)p

zu schreiben. :
Um den Inhalt dieser wichtigen Beziehung moglichst deutlich in
Worten zu fassen, schreibt man sie noch etwas um und bringt sie in die

Form: id

U=4—T (57),-
Nun 148t sie sich folgendermaBen lesen: Wenn sich in einem System bei
konstantem Volumen und konstanter Temperatur ein reversibler Prozef3
abspielt, bei dem die Gesamtenergie des betrachteten Systems um U,
abnimmt, so 148t sich aus dieser abgegebenen Energie nur ein Teil,

ndmlich der Betrag 4 nach Belieben in mechanische Arbeit verwandeln ; der
Rest, @ oder T % , muf} in irgendeiner Form wieder als Warme
v

abgegeben werden und steht fiir die Umwandlung in mechanische Arbeits-
leistung nicht zur Verfiigung. Der atomistisch-statistische Charakter
aller thermodynamischen Prozesse bedingt — wie oben schon angedeutet
worden ist — die in der Gleichung (44) ausgedriickte Unmdglichkeit,
die ganze Energieabgabe des Systems beliebig in Arbeit verwandeln zu
kénnen. Dieser Tatsache hat Helmholtz Rechnung getragen, als er
in zutreffender Weise 4 (héufig auch F) die freie und @ die gebun-
dene Energie nannte.

Ehe wir uns den Anwendungen der fundamentalen Gleichung (44)
zuwenden, wollen wir noch die Antwort auf die dem zweiten Hauptsatz
zugrunde liegende Frage nach der Richtung des Ablaufs thermo-
dynamischer Prozesse zu formulieren versuchen. Die statistische
Interpretation des zweiten Hauptsatzes fiihrt zu der Behauptung, daB
ein gegebenes System nach dem Zustand immer gréBerer Wahrschein-
lichkeit strebt, da8 also seine Entropie stets zunimmt; die .Verbindung
zur Statistik liefert hierbei die Gleichung (39); die Verbindung zur
Thermodynamik stellt die Tatsache her, daBl die reversibel zu- oder ab-
gefiihrte Wirmemenge ¢ mit der Entropie in naher Beziehung steht; es
ist namlich
§—=¢ _d4

T arT’
Man kann daher die Gleichung (44) auch in die Form
U=4-—-T8 (45)
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schreiben. Da nun bei jedem von selbst verlaufenden reversiblen Proze(
die GréBe T'S zunehmen soll, ergibt sich aus (45), daB die mit ihr ver-
bundene GroBe A abnehmen mufl. Man hat daher in der Zunahme
der Entropie ganz allgemein, in der Abnahme der freien Energie
fiir isotherme reversible Prozesse ein Kriterium dafiir, in welcher Richtung
ein Vorgang ablaufen wird.

Immer dann, wenn die freie Energie abnimmt, geht der Vorgang
,,von selbst vor sich. Wenn die freie Energie ein Minimum erreicht hat,
d.h. wenn ihre Anderung Null wird

84=0, (46)

befindet man sich im Gleichgewicht. Die Bedingung (46) wird als
Gleichgewichtsbedingung im folgenden wiederholt beniitzt werden.
Die Entropie 8 stellt sich nach den eben gemachten Ausfiithrungen
als neue, einem bestimmten Zustand des betrachteten Systems zugehorige
Konstante dar, die zu seiner Charak-
Tabelle 13. Entropiewerte fiir terisierung ebenso beitrigt, wie etwa
einige wichtige Stoffe. Die An- seine Temperatur, sein Volumen, seine
gaben geltean‘” 2k5°und 760mm  Frergie usw. Sie ist also eine Zu-
rues standsfunktion und nach (45) von der-
_Entropie  selben Dimension wie die Energie.
Substanz incal/Grad  Map miBt sie ebenso wie diese in
pro Mol ;al/Grad pro Mol. Die Tabelle 13 ent-
hilt die Entropiewerte einiger wichtiger

T B - - | 3% Stoffe, welche (vgl. 8. 271) zur Berech-
0,, gasférmig . . . . 49,0 nung von Gleichgewichtskonstanten
Cl,, gasformig . . . . 53,5 Verwendung finden.

Br,, gasformig . . . . 59,1 _— .
CH,, gasformig. . . . 44.5 Wenn man die iiber den zweiten
NH,, gasformig . . . 45,8 Hauptsatz hier gegebene gedringte
H,0, gasformig . . . 44,8 Ubersicht kurz zusammenfassen will,

CO, gasformig . . . .
CO,, gasformig . . .
Li, fest . . . . . . .

so kann man dies ungefahr in der fol-
genden Form tun: Die gesamte Er-

oA

C, fest, Diamant . ,54 fahrung lehrt, daf in der Natur ge-
C, fest, Graphit . . . .39 wisse Richtungen beim Ablauf thermo-
Z‘Fe’f f‘“;Sf’ """ 10 9 dynamischer Vorgiinge bevorzugt sind.
Mgg,O,e;esf,: oo ’ Wenn man unsere Kenntnis in eine
NaCl, fest . . . . . . , moglichst allgemeine Form bringt, so

Na,S0,, fest .
n-Hexan, flissig . . .
Benzol, flissig .. . . .
Methanol, flissig

Athanol, flissig . . .
Essigsdure, flissig . .

wird man auf den Satz von der Un-
moglichkeit eines perpetuum mobile
zweiter Art und auf den Satz von der
Zunahme der Entropie bei allen von
selbst verlaufenden Prozessen gefiihrt.
Der Inhalt beider Séitze ist nur eine
verschiedene Ausdrucksform fiir dieselbe Grundtatsache: der atomi-
stisch-statistische Charakter aller thermodynamischen Vorgédnge be-
wirkt, daBl man eine bestimmte Energieabgabe nicht beliebig in
mechanische Arbeit umsetzen kann, sondern immer einen gewissen Teil
wieder als Wirme in Kauf nehmen muf.

e e
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3. Die Gleichung von Clausius und Clapeyron.

Die Gleichung (44) bildet zunéchst nur einen allgemeinen Rahmen, denn
weder die GréBe U noch die Arbeit 4 sind im allgemeinen einer direkten
Messung zugénglich ; sie soll jetzt fiir zwei bestimmte, in der physikalischen
Chemie besonders wichtige Vorginge spezialisiert werden: fiir den iso-
thermen und reversiblen Schmelz- und Verdampfungsprozes.

Ein Mol eines Festkérpers wird durch Zufithrung der molaren Schmelz-
wirme g in eine Fliissigkeit und ein Mol solcher Schmelze durch Zufiih-
rung der molaren Verdampfungswirme i in gesdttigten Dampf ver-
wandelt. Hierbei findet im allgemeinen eine Voluménderung

Uﬂ -—_ vfest bZW. Ugas —_ Uﬂ

statt, .die eine Leistung mechanischer Arbeit zur Folge hat.

A =pWnp—viest) bzw. A = p (Vyas— vp1).
Das Arbeitsdifferential d 4 ist daher fiir diesen speziellen Fall gegeben
durch dA = dp (Uﬂ — Ufest) bzw. dA = dp (Ugas — ’I)ﬂ) .
Die andere allgemeine und noch nicht ausgefiillte Grofe in Gleichung (44)
ist U; sie wird in den hier betrachteten Fillen mit der molaren Schmelz-
bzw. der Verdampfungswirme identisch.

Durch die Spezialisierung auf den Fall einer isothermen Aggregat-
zustandsidnderung geht die Gleichung (44) iiber in

d
0 =T 55 (og— vjes) (47)
fir den Schmelzvorgang und in
d
b =T 2% Wgas—p) (48)

fiir den VerdampfungsprozeB.

Die experimentelle Priifung der Richtigkeit der beiden Beziehungen
(47) und (48) und weitere Beispiele iiber die praktische Verwendung
dieser nach Clausius und Clapeyron benannten Gleichung enthélt der
nichste Abschnitt. Hier sei nur noch auf die weitere mathematische Be-
handlung des Verdampfungsprozesses etwas niher eingegangen, weil diese
Betrachtungsweise am direktesten zu den Gedankengéngen fiithrt, welche
Nernst zur Aufstellung des dritten Hauptsatzes gefiihrt haben.

Bei dem Verdampfungsprozel kann man im allgemeinen vy gegen vg,s
vernachlissigen, wenn man bedenkt, da z. B. ein Mol Wasser im gas-
férmigen Zustand 22,41 einnimmt, wihrend es im fliissigen Zustand
nicht ganz 20 cm®* Raum beansprucht. Dann geht (48) in

d
A=T d_,_?,',i  Vgas (49)

iiber. Wenn man noch voraussetzt, daB der Dampf sich in so verdiinntem
Zustand befindet, daB man auf ihn die Zustandsgleichung der idealen’
Gase anwenden kann, dann laB8t sich fiir » der Ausdruck
RT
v ="
P

einsetzen und man erhalt dp RT
l = T 71—7‘ . T .
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Hier sind jetzt nunmehr zwei Variable enthalten, die unabhéngig ver-
anderliche T und die abhdngig verénderliche Variable p; man kann
daher diese Differentialgleichung nach 7' integrieren und bekommt
schlieBlich :

In p= / BT dT + const. (50)

Diese wichtige Gleichung verkniipft den Dampfdruck mit der Verdamp-
fungswirme und wiirde prinzipiell die theoretische Bestimmung des
Dampfdruckes gestatten, wenn die Verdampfungswéirme als Funktion
der Temperatur und der Wert der Integrationskonstanten bekannt wire.
Uber die Temperaturabhingigkeit der Verdampfungswirme gibt die Er-
fahrung und der bereits erwahnte Kirchhoffsche Satz (S. 115) gentigend
Aufklirung. Uber die GréBe und Art der Integrationskonstanten aber
kann die Thermodynamik in dem bisher geschilderten Umfang keine Aus-
kunft geben.

Auf die gleiche Schwierigkeit st66t man, wenn man versucht, die
Gibbs-Helmholtzsche Gleichung (S.120) zu integrieren. Bei der
Ableitung der Gleichung von Clausius-Clapeyron konnte man von
der Beziehung (43) ausgehen, weil hier — beim Schmelzen und Verdampfen
— von auflen Wirme zugefiihrt werden mufl, um den gewiinschten
ProzeB in Gang zu bringen. Bei einer chemischen Reaktion findet jedoch
eine spontane Energiednderung des gesamten Systems statt, und man ist
daher genotigt, bei der theoretischen Verfolgung von Vorgangen mit
Wirmetonung auf die Gleichung (44) zuriickzugreifen, in der neben 4
die Energiednderung U explizite vorkommt. Auch hier konzentriert sich
das Interesse wieder auf die Frage: Wieviel Arbeit kann man bei dieser
chemischen Umsetzung gewinnen, wenn man etwa eine homogene Gas-
reaktion mit der Warmetonung U, isotherm und isobar verlaufen 1408t ?

Wie spiter noch genauer abgeleitet werden wird (8. 137), ist die
maximale Arbeit, die man bei einer solchen Reaktion erzielen kann, mit
der Gleichgewichtskonstante K, durch die Beziehung

A=—RThK, (81)
verknilipft; setzt man dies in die Gibbs-Helmholtzsche Gleichung
ein, so erhdlt man nach einer kurzen, rein analytischen Umformung

- fomrers(3h)

T / —% 47 const 7. (52)

oder

Hierin bedeuten ¢, und ¢, d1e Molwérmen des Systems vor und nach
der Umsetzung, sie kommen durch Anwendung des Kirchhoffschen
Satzes in die Gleichung hinein; U, ist die Wirmeténung der Reaktion
beim absoluten Nullpunkt.

Mit Hilfe von (51) und (52) kénnte man die Gleichgewichtskonstante
jeder chemischen Reaktion aus der Reaktionswirme und aus den Mol-
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wirmen der Teilnehmer berechnen, wenn man iiber die Integrationskon-
stante etwas wiiite. Ebenso wie bei der Dampfdruckgleichung ist aber
die klassische Thermodynamik auch hier nicht imstande, irgendwelche
Aufklirung zu geben. An dieser Stelle greift nun ein von Nernst (1906)
formuliertes Theorem ein, welches die angeschnittene Frage ganz all-
gemein 16st und daher mit Recht als dritter Hauptsatz der Thermo-
dynamik bezeichnet wird.

C. Der dritte Hauptsatz.

Ebenso wie der erste und zweite Hauptsatz stellt auch der dritte
den mathematischen Ausdruck eines sehr allgemeinen FErfahrungs-
materials dar; zu seiner Formulierung gelangte Nernst auf Grund der
folgenden Uberlegung. Die Gibbs-Helmholtzsche Gleichung

dA
A—U=T%

ist bei gegebenem U eine Differentialgleichung, als deren abhingige Ver-
anderliche man 4 auffassen kann; sowohl U als auch 4 sind Funktionen
der unabhéngigen verinderlichen _
Grofle T. Die Integration dieser
Differentialgleichung gestattetnicht
die eindeutige Zuordnung der ge-
suchten Funktion A4 (7) zu einer
gegebenen Funktion U (7T), denn
es bleibt nach den Gesetzen der
Analytik die Integrationskonstante
als Temperaturfunktion noch un-
bestimmt. Mit anderen Worten:
Wenn fiir eine chemische Reaktion
bei gegebener Temperatur die
Wirmeténung gegeben ist , dann . .

1t sich die chemische Affinitit 4  Aobionis Segraton der Gibbe el
noch nicht eindeutig berechnen.

Dieser analytische Sachverhalt wird besonders deutlich, wenn man
sich mit Nernst die Verhéltnisse graphisch darstellt. In der Abb. 6 ist
als ausgezogene Linie zunichst U als Funktion von 7' gezeichnet. Die
Anderung der gesamten Energie nimmt im allgemeinen mit steigender
Temperatur zu und schneidet die U-Achse in einem bestimmten Punkt

U =U,.
Die Gibbs-Helmholtzsche Gleichung besagt, dafl an dieser Stelle auf
alle Falle

UbzwA in kcol

4y =10,

sein muB, sonst aber liefert sie keine eindeutigen Werte fiir die Funk-
tion A (T), sondern verkniipft als Differentialgleichung eben nur die

Richtung 37 in jedem Punkt mit 4 und U. So sind in der Figur
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mehrere Funktionen A4 (7'} gestrichelt eingezeichnet. Alle diese Kurven
gehen bei der Temperatur
T=0
durch den Punkt
A=4,=10,
hindurch und sind mit der Gleichung (44) vertréglich.

Es erwichst nun die wichtige Aufgabe, aus den vielen mit dem
ersten und zweiten Hauptsatz vertriglichen 4-Kurven diejenige heraus-
zugreifen, welche von der Erfahrung gefordert wird. Dies besorgt
der dritte Hauptsatz durch die Behauptung, dal die richtige 4-Kurve
diejenige sei, welche an der Stelle

T=0
nicht nur den Wert
A =4,
annimmt, sondern auch noch die Bedingung
d4 _ dU _ 53
ar =ar =° (59)

erfiillt. DaB hierdurch in der Tat die storende Vieldeutigkeit behoben
wird, 148t sich unmittelbar aus der Abb. 6 entnehmen. Denn aus allen
moglichen A4-Kurven sondert die Forderung (53) in eindeutiger Weise
die eine mit I bezeichnete als die mit der Erfahrung iibereinstimmende
aus; nur sie miindet horizontal in die Ordinatenachse ein. Auch vom
analytischen Standpunkt 16st die Bedingung (53) das Problem, denn
sie stellt gerade die Randbedingung der Differentialgleichung (44) dar,
welche zur Erzielung einer eindeutigen Losung notwendig und hin-
reichend ist.

Aus dem Nernstschen Theorem folgt auch die sehr hdufig gemachte
Beobachtung, daB das Berthelotsche Prinzip, welches ganz allgemein
die Gleichheit von 4 und U verlangt, in der Tat bei tiefer Temperatur
mit guter Anndherung erfiillt ist, denn wegen (53) laufen die beiden
Kurven U(T) und A(T) eine erhebliche Strecke einander parallel und
unterscheiden sich erst bei héheren Temperaturen merklich voneinander.

Der dritte Hauptsatz gilt zundchst nur fiir kondensierte Systeme
(s. S. 129); hier lehrt die Erfahrung in weitem Umfang, daB der Energie-
inhalt bei tiefer Temperatur praktisch von der Temperatur unabhingig
wird, wie dies schon in dem auf S.107 besprochenen 7%-Gesetz von Debye
zum Ausdruck kommt. Durch geeignete Uberlegungen 148t sich aber der
dritte Hauptsatz auch auf das Dampfdruckgleichgewicht, sowie auf homo-
gene Gasreaktionen anwenden. Diese Anwendungen sind auBerordent-
lich vielfaltig und es wird in dem folgenden Kapitel iiber Gleichgewichte
noch hiufig von ihm Gebrauch gemacht werden miissen; hier seien nur
noch einige Worte iiber seine statistische Bedeutung eingefiigt.

Die Forderung
dA

lim (W) rao =Y
besagt wegen (45) (S. 121), daB die Entropieinderung aller Prozesse beim
absoluten Nullpunkt gegen Null konvergiert, eine Aussage, die im Sinne
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der statistischen Betrachtungsweise sehr wohl verstindlich ist. Wenn
die ungeordneten Schwingungen in einem Festkérper allmihlich ganz
aufhoéren, dann gibt es iiberhaupt nur einen Zustand, nimlich den des
idealen starren dreidimensionalen Punktgitters; er ist der allein mégliche,
so daB seine Wahrscheinlichkeit gleich Eins wird, was wiederum wegen
Gleichung (39) (8. 117) dazu fiihrt, daB die Entropie verschwindet. In der
Tat ist bei Abwesenheit jeglicher ungeordneten und unkontrollierbaren
Bewegungen der Begriff der Entropie nicht mehr sinnvoll und es lieBe sich
(wie z. B. beim freien Fall) die ganze durch den Vorgang frei werdende
Energie U quantitativ in Arbeit 4 umsetzen.

II1. Gleichgewichtslehre.

A. Die Phasenregel.
(Siehe auch S. 184f.)

Unter Phase im physikalisch-chemischen -Sinne soll im folgenden
mit Gibbs jeder Teil des betrachteten Systems verstanden werden, der
in sich homogen ist und von den anderen Teilen des Systems durch
rdumlich definierte Grenzen getrennt bleibt. Bringt man z. B. in einen
geschlossenen, evakuierten Kolben, der zur Hilfte mit Wasser gefiillt ist,
soviel NaCl, daB Séttigung eintritt und auBerdem noch krystallisiertes
NaCl als Bodenkérper verbleibt, so hat dieses System drei Phasen:

1. den festen Kochsalzkrystall am Boden des GefiBes,

2. die gesittigte Losung von NaCl in Wasser und

3. die gasférmige Phase, welche aus Wasserdampf und einer Spur
NaCl-Dampf besteht.

Jede Phase besitzt eine fiir sie charakteristische Zustandsgleichung,
deren analytische Form allerdings nur fiir die Gasphasen und vielleicht
fiir ganz einfache feste Phasen bekannt ist, deren unabhingige Variabeln
aber jedenfalls fiir jede betrachtete Phase der Druck p, die Temperatur 7'
und die Konzentrationen ¢; der einzelnen Bestandteile in der betrach-
teten Phase sein miissen, so daB man jede dieser Zustandsgleichungen
formal schreiben kann

F=F(@pT,cc,...cg)=0. (54)

Unter Komponente soll im folgenden jeder chemisch einheitliche
Bestandteil des Systems verstanden werden, dessen Menge nicht von
den Mengen anderer Bestandteile des Systems abhéngig ist. Nach Nernst
ist die Zahl der Komponenten gleich der Mindestzahl von Atom- oder
Molekelarten, die zum Aufbau aller Phasen des betrachteten Systems
notwendig sind. Im fritheren Beispiel wéiren die Molekel H,0 und NaCl
die Komponenten des Systems. Prinzipiell wird — wenn auch in auBer-
ordentlich groBer Verdiinnung — jede Komponente in jeder Phase vor-
handen sein, da ja absolute Unléslichkeit oder Unmischbarkeit nicht
besteht und alle Kérper einen, wenn auch noch so kleinen Dampfdruck
aufweisen.
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Besteht ein System mit P Phasen aus K Komponenten, so wird jede
Phase eine Zustandsgleichung von der allgemeinen Form

F(p,T,cp,¢9...¢g) =0

haben, denn fiir jede Phase sind die Konzentrationen aller Komponenten
mit maBgebend. Das ganze System wird also durch P Zustandsgleichun-
gen von der Form (54) beschrieben, die miteinander nicht in Widerspruch
stehen diirfen; wir haben daher P Gleichungen mit K + 2 Variablen
vor uns, da ja zu den Konzentrationen ¢, bis ¢cx noch die beiden unab-
hingigen Variablen p und 7' hinzukommen. Wenn
P=K+2

Phasen vorhanden sind, dann lassen sich aus dem System der Glei-
chungen (54) alle Variablen bestimmen und das System ist durch Druck,
Temperatur und die Konzentrationen der einzelnen Komponenten ein-
deutig festgelegt. Wenn mehr Variable vorhanden sind als Bestimmungs-
gleichungen, dann ist das System unbestimmt, enthélt also noch Frei-
heitsgrade, und zwar gerade so viel als der Uberschu8 der unabhingigen
Variablen iiber die vorhandenen Bestimmungsgleichungen betrigt

(K+2)—P=F
oder

P+F=K-+ 2, (55)
wenn wir mit F die Zahl der Freiheitsgrade bezeichnen.

Die Gleichung (55) formuliert die Gibbssche Phasenregel; die aus
der bloBen Existenz einer Zustandsgleichung fiir jede einzelne Phase
abgeleitet wurde und daher ganz allgemeine Giiltigkeit besitzt.

B. Polymorphie-Erscheinungen: der
Umwandlungspunkt.

Es soll zuerst die Koexistenz einer bestimmten Atom- oder Molekel-
sorte in zwei verschiedenen festen Phasen betrachtet werden,
z. B. das Gleichgewicht zwischen weilem und grauem Zinn, wovon das
erstere tetragonal, das letztere kubisch krsytallisiert, oder das Gleich-
gewicht zwischen rhombischem und monoklinem Schwefel, oder das
zwischen Calcit und Aragonit. Welche Aussagen lassen sich aus den
bisher mitgeteilten thermodynamischen Gesetzen iiber eine solches Gleich-
gewicht machen ?

Die Phasenregel besagt zunichst, daB das System keinen Freiheits-
grad besitzt, daBl also bei gegebenem Druck die beiden Modifikationen
nur beieiner ganz bestimmten Temperatur nebeneinander bestehen
koénnen. Denn die Zahl der vorliegenden Komponenten ist Eins, weil
eine Atom- bzw. Molekiilsorte Sn, S usw. geniigt, um das betrachtete
System aufzubauen. Da zwei feste Modifikationen nebeneinander be-
stehen und der Dampfdruck der gegebenen Stoffe zwar klein aber doch
endlich ist, erhdlt man fiir die Zahl der vorhandenen Freiheitsgrade

F=K+2—P=1+2—-3=0.
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Bei einem bestimmten gegebenen AuBendruck p kann also das vor-
liegende System nur bei einer ganz bestimmten Temperatur verwirklicht
sein ; erh6ht man diese Temperatur auch nur ein wenig, so muf} eine Phase
ganz verschwinden. Da die gasférmige Phase prinzipiell immer vor-
handen ist, verschwindet eine der beiden festen Phasen. In der Tat
zeigt die Erfahrung, daB sich bei Temperatursteigerung eine der beiden
Modifikationen ginzlich in die andere umwandelt, und zwar in die,
welche bei der hoheren Temperatur stabil ist. Durch das Verschwinden
der einen Phase verwandelt sich das System in eines mit nur 2 Phasen,
nidmlich in ein normales Dampfdruckgleichgewicht, das im Abschnitt D
(S. 133) zu betrachten sein wird.

Die Phasenregel fordert fiir die Koexistenz zweier fester
Phasen einen scharfen Umwandlungspunkt, was auch von der
Erfahrung im weitesten Umfang bestéitigt wird.

Das Experiment lehrt, da bei der isothermen, reversiblen Uberfiih-
rung der einen Modifikation in die andere eine bestimmte Anderung der
Gesamtenergie erfolgt. Sie betrigt

z. B. bei der Umwandlung von i
rhombischem in monoklinen Schwe- § 9

fel bei 96° etwa 100 cal pro Mol S. §w0

Mit Hilfe des dritten Hauptsatzes <)

ist es nunmehr grundsitzlich még- <

lich, aus dieser (gemessenen) Um- &

wandlungswirme U die Affinitit 4 Sz

der Umwandlung zu berechnen und

1 1
somit auch den Umwandlungspunkt g 700 200 T 0
nur aus thermischen Daten theo- Abb.7.U (T)undd (T)fir die Umwandlung

. . von weiBem in graues Zinn; konstruiert nach
retisch zu bestimmen. Denn der- Gleichung (58), 8. 130.
jenige Punkt der Temperaturachse,
an welchem 4 =0 wird, kennzeichnet die Stelle, an der die freie
Energie 4 des Umwandlungsvorganges verschwindet. Hier haben die
beiden Modifikationen die gleiche freie Energie, stehen also miteinander
im thermodynamischen Gleichgewicht.

Das Diagramm der Abb. 7 gibt die Verhiltnisse bei der Umwandlung
der beiden Modifikationen des Zinns wieder. Die Umwandlungswérme
ist vom Umwandlungspunkt bei normalem Druck (7' = 292°¢ abs.)
mit Hilfe der spezifischen Warmen beider Modifikationen bis zu sehr
tiefen Temperaturen herab berechnet worden; der Verlauf der spezifischen
Wirmen ist fiir Sn bis etwa 20° absolut durch Messungen von F. Lange
(1914) experimentell bekannt. Es ergibt sich fir U als Funktion der
Temperatur der in Abb. 7 gezeichnete Verlauf; fiir den absoluten Null-
punkt erhidlt man den extrapolierten Wert

U, = Ay = 386 cal pro Mol Sn.
Bis zum Umwandlungspunkt bei Atmosphirendruck steigt sie auf

U = 535 cal pro Mol Sn
an.

Um den dritten Hauptsatz zur Berechnung von 4 verwenden zu
konnen, muB3 auf die Gibbs-Helmholtzsche Gleichung zuriickgegriffen

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 9
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und die Integration durchgefithrt werden. Fiir die Umwandlungswérme
U kann man nach dem Kirchhoffschen Satz (S. 115) setzen:

U(T) = Uy + (00— ca) 4T, (56)
0

worin ¢, und c,, die Molwérmen des grauen und weilen Zinns bedeuten,
welche als Funktion der Temperatur bis zu etwa 20° absolut bekannt
sind. Setzt man U (T') nach (56) in die Gibbs-Helmholtzsche Glei-
chung ein, so 1laBt sich die Integration durchfiihren und man erhilt
den gewiinschten Ausdruck fir 4 in der Form ‘

T T
A =U,— Tf";—f/(cm—c%)d:r + T const. (57)
0 0

Eine Berechnung von A ist zundchst noch unmoglich, weil die Konstante

unbekannt bleibt. Mit Hilfe des dritten Hauptsatzes

lim 44 — o

p_go dT
folgt aber sogleich, daf3

const =0
sein mufl, denn nach (57) ist
% =—J—T%+ const
J = das Integral aus Gleichung (57).

Dieser Ausdruck ist jetzt im Grenzwert fiir 7' = 0 zu bilden und gleich
Null zu setzen, um daraus den Wert fiir die Integrationskonstante zu
berechnen.

Nun ist der Wert des Integrals selbst fiir lim 7" = 0 unendlich klein;
denn die Werte fiir ¢, gehen bei kondensierten Systemen nach Debye
mit der dritten Potenz der Temperatur gegen Null; ihr Integral nach 7' —
das innere Integral in Gleichung (57) — geht also mit der vierten Poténz
gegen Null; fiir das duBere Integral verbleibt daher ein Ausdruck von
der Ordnung 72d T, der wiederum integriert die dritte Ordnung von 7'
ergibt; J geht also bei abnehmender Temperatur mit 7'® gegen Null. Im

Grenzwert werden sowohlJ alsauch 7' % sehr rasch unendlich klein und

der dritte Hauptsatz liefert fiir die Integrationskonstante den Wert
Null. Durch Hinzunahme dieser Tatsache kann man die Gleichung (57)
schreiben:

T T
ar
A:UO—T/W/(ch-—cva)dT, (58)
0 0

da U, gegeben ist und die Molwérmen als Temperaturfunktion experi-
mentell bekannt sind, stellt (58) eine Formel dar, mit Hilfe derer man
die A-Kurve Punkt fiir Punkt konstruieren kann. Dies ist in Abb. 7

geschehen.
Zunéchst sieht man, dafl sich vom absoluten Nullpunkt bis etwa

20° absolut die U- und A-Kurven sehr eng aneinander schmiegen; bis
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zu dieser Temperatur gilt also das Berthelotsche Prinzip ,streng®.
Spiter nimmt die 4-Kurve rasch ab, d. h. es ist nicht mehr die ganze
bei der Umwandlung freiwerdende Energie zur Uberfiihrung in mecha-
nische Arbeit verfiighar, sondern ein Teil bleibt als Energieinhalt der neu
entstehenden festen Phase in einer unverwertbaren Form iibrig. Bei T
= 295° schneidet die 4-Kurve die Abszissenachse; an dieser Stelle ist
die Anderung der freien Energie bei der Umwandlung Null und es besteht
Gleichgewicht zwischen beiden Phasen. Wie man sieht, liegt dieser
theoretisch bestimmte Umwandlungspunkt sehr nahe an dem tatséchlich
beobachteten, so daB hier ein Beispiel fiir eine vorziigliche experimentelle
Bestitigung des dritten Hauptsatzes vorliegt.

Ein anderes, sehr interessantes Beispiel fiir die Umwandlung zweier
fester Phasen ineinander bildet das System
Diamant = Graphit 4 U.
Fiir Zimmertemperatur folgt aus Messungen von Roth und Wallasch
(1911) fiir die Umwandlungswirme der Wert:
U = 160 cal pro Mol.
Nernst (1911) hat die Molwirmen beider Modifikationen bis zu sehr

tiefer Temperatur gemessen, so daBl man iiber alle Angaben verfiigt,
welche notwendig sind, um das U-7'-Dia-

gramm bzw. A-T-Diagramm graphisch 2T
angeben zu konnen. Die Abb. 8 zeigt den
charakteristischen Verlauf beider Kurven. §

Die U-Kurve sinkt im Gebiet zwischen 3 4%
50 und 500° abs. etwa auf ein Drittel g P
ihres Wertes ab und bleibt dann ziem- <X
lich konstant; die 4-Kurve lauft bis etwa Ew 400
200° beinahe parallel der 7-Achse und .
steigt dann etwa linear an; sie schneidet a0
die 7T-Achse iiberhaupt nicht, woraus

1 1 L Il L J

hervorgeht, daB es bei Atmosphérendruck 0 20 v 6w & 1007

— denn c%{afﬁr éilt das angegebene Dia-  abp.8. U (T)und 4 () fiir die Umn-

ramm — keine Gleichgewichtstemperatur ~ Wwandlung von Diamant in Graphit;

gibt. Wir haben eine%1 Fall von %\)Iono | Konstrulert mggh, Qpoichune (8
tropie vor uns.

Bei hoherem Druck dndern sich allerdings die Verhéltnisse wegen der
gegen den dulleren Druck zu leistenden Arbeit ganz erheblich und man
erhalt 4-Kurven, welche die Abszissenachse schneiden und einen Um-
wandlungspunkt liefern, bei dem die beiden Modifikationen koexistieren
konnen. F.Simon (1926) berechnete auf diese Art die Gleichgewichts-
drucke bei verschiedenen Temperaturen zu:

p in at 8400 13000 23000 34000 45000
T 300 600 1000 1500 2000
Diese beiden Beispiele mégen geniigen, um zu zeigen, was man durch
die Anwendung der Thermodynamik iiber Polymorphieerscheinungen im
Prinzip aussagen kann.

9*
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C. Der Schmelzvorgang.

Auch bei Betrachtung des Schmelzvorganges hat man es mit einer
Komponente zu tun, welche beim Schmelzpunkt in drei Phasen vor-
kommt, einer festen, einer fliissigen und einer gasférmigen. Aus der
Phasenregel folgt, daf man ein System ohne Freiheitsgrad vor sich hat:
feste, fliissige und gasférmige Phasen eines Stoffes konnen bei gegebenem
Druck nur bei einer ganz bestimmten Temperatur, eben beim Schmelz-

) i punkt, im Gleichgewicht sein.
Tabelle 14. Die Schmelzwirmen Um das Nernstsche Warme-
einiger wichtiger Stoffe. theorem auf den Schmelzvorgang

Schmelz- | Schmelzwirme  anzuwenden und aus der Schmelz-

Substanz | punkt [J — oTi  wirme den Schmelzpunkt zu be-
in ®C | 516 g | pro Mol stimmen, miite man die Molwirme

des festen und des fliissigen

%{) SREERE gg; Sg 86 %g% Zustandes bis zu sehr tiefen Tem-
cr .o 1350 | 32 166 Peraturen kennen; sie sind bisher
Au . . . . 1063 15,9 3,14 aber noch in keinem Fall experi-
H, . ... — 15 0,030 mentell bestimmt worden, weil das
1?12 Cee :gig g’? 8’{(7)3 starke Unterkiihlen von Schmelzen
NH, .. .| =75 1081 1,84 im allgemeinen viel schwieriger ist
HO . .. 0 79,06 | 1,44 als das der festen Modifikationen.
CO, .. .| —563][ 438 1,93 Auch der Schmelzvorgang ist
Eglillzigl' - _573’33 38’35 %’gg von einer Energieinderung des be-
Anthracen . 216.5 | 38.7 689 trachteten Systems begleitet; man
BaCl, . . - 959 27,8 5,8 muB je nach der Richtung des Pro-
PbCL, . . . 485 20,9 5,81  zesses die Schmelzwirme entweder
%Ccllz ce g;g g‘ésg g’g? zu- oder abfithren. Einen Begriff

von der Groe dieser Energiednde-
rung gibt Tabelle 14. Sie enthilt einige besonders haufig benotigte Zahlen.

Die Druckabhéingigkeit des Schmelzpunktes geht aus der Clausius-
Clapeyronschen Gleichung (47) auf S.123 hervor; der Druckkoeffi-
zient ist %1_’ _ T (va—o) . (59)

p e

Man liest aus dieser Beziehung sofort ab, daB der Schmelzpunkt immer
dann durch den Druck erhéht wird, wenn die Dichte im festen Zustand
gréBer ist als im geschmolzenen; dann ist nimlich der Zahler des Bruches
auf der rechten Seite der Gleichung (59) positiv und da der Nenner stets
positiv ist, erhdlt man auch fiir den Druckkoeffizienten das positive
Vorzeichen. Wenn andererseits das spezifische Volumen der festen Phase
groBer ist als das der Fliissigkeit, wie z. B. beim Wasser, dann wird der
Schmelzpunkt durch Druck herabgesetzt. Setzt man in Gleichung (59)
fiir o, v; und vy die fiir Wasser giiltigen experimentellen Werte ein, so

erhilt man fiir % die Zahl — 0,0075° pro at, was mit dem gemessenen

Wert vorziiglich iibereinstimmt.
Die Druckabhingigkeit des Schmelzpunktes gestattet es zuweilen,
Enantiomorphieerscheinungen aufzudecken, welche bei gewohnlichem
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Druck nicht beobachtet werden kénnen. Wenn die aus der Gleichung
(58) folgende Umwandlungstemperatur iiber dem Schmelzpunkt liegt,
laBt sich praktisch der Gleichgewichtspunkt der beiden festen Phasen
nicht erreichen. Durch Arbeiten bei verdndertem Druck kann es aber
unter Umsténden gelingen, den Schmelzpunkt so weit hinaufzusetzen,
daB er hoher liegt als der Umwandlungspunkt der beiden Modifikationen
und daher experimentell zugéinglich wird.

Beim Schwefel liegt der umgekehrte Fall vor: bei normalem Druck
ist S enantiotrop, bei 1400 at aber konnte Tammann (1899) zeigen,
daB nur rhombischer S existenzfahig ist. Alle anderen Modifikationen
lassen sich unter diesen Verhéltnissen nicht herstellen.

Als besonders charakteristisch ist noch hervorzuheben, daB zwar
Festkorper immer schmelzen, wenn ihre Temperatur iiber den Schmelz-
punkt gebracht wird, dafl aber Schmelzen unter Umstdnden sehr lange
und sehr tief unterkiihlt werden kénnen, ohne daf sie gefrieren. Diese
Erscheinungen haben mit den Gleichgewichten selbst nichts zu tun,
sondern hingen mit Geschwindigkeitsfragen zusammen. Damit Krystalli-
sation stattfinden kann, ist es notwendig, daBl sich Keime von gewisser
GroBe in der Schmelze ausbilden. Bei ganz langsamem und vorsichtigem
Abkiihlen ohne Erschiitterungen ist aber héufig die Keimbildungs-
geschwindigkeit so gering, dal man zu sehr deutlichen Unterkiithlungen
kommen kann. Durch Erschiitterungen oder Umriihren 148t sich aber
meist die Krystallisation sofort hervorrufen.

D. Der Verdampfungsvorgang und die
Dampfdruckkurve.

Bei der Betrachtung des Verdampfungsvorganges mit einer Kom-
ponente verlangt die Phasenregel einen Freiheitsgrad ; Dampf und Fliissig-
keit sind nicht nur bei einer Temperatur koexistent, sondern zu jeder
gegebenen Temperatur erhdlt man einen bestimmten Gleichgewichts-
druck des gesittigten Dampfes. Im Gegensatz zum Schmelz- oder
Umwandlungspunkt erhalten wir hier eine Dampfdruckkurve,
welche die Verinderlichkeit des Sattigungsdrucks mit der Temperatur
ausdriickt.

Die quantitative Form dieser Abhingigkeit des Dampfdrucks von
der Temperatur und von der Verdampfungswirme liefert als Differential-
gleichung die Beziehung von Clausius-Clapeyron, deren Integral

T
Inp = /% dT + const (60)
0

wiederum, wie das Integral der Gibbs-Helmholtzschen Gleichung eine
unbekannte und aus der klassischen Thermodynamik nicht bestimmbare
Integrationskonstante enthdlt. Man muB daher wiederum den dritten
Hauptsatz heranziehen, wenn man zu einer endgiiltigen Dampfdruck-
formel kommen will.
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Zunichst driickt man nach dem Kirchhoffschen Satz i mit Hilfe
der Molwidrmen als Funktion der Temperatur aus

T
A= ]‘0 +0f (cpgas _— Cpﬂ) arT. (61)

Tabelle 15 enthilt die Verdampfungswérmen einiger wichtiger Stoffe
nebst ihrem Siedepunkt. Wenn es sich um einen Sublimationsprozel3
handelt, hat man an Stelle von-c¢,;; den Wert fiir ¢,z einzusetzen.
1, bedeutet die molare Verdampfungs- bzw. Sublimationswirme beim

absoluten Nullpunkt, die natiirlich
Tabelle 15. Die Verdampfungs- einer direkten Messung nicht zuging-
warmen einiger wichtiger Stoffe. Jich ist. Um jetzt die Integration der

Siede. [Verdampfungswirme Dampfdruckformel durchzufiihren,

Substanz | punkt [T 1 Jeoal miilte man cg bzw. ¢req Und Cpgas
inecg| mca In keal  ehengo als Temperaturfunktion bis zu

pro g pro Mol . P

sehr tiefen Temperaturen herab ken-

Br.. . .| 58 45,6 798  hen, wie man bei der Auswertung von
od. | 425 200,0 22,5  Gleichung (58) auf S.130 c,, und c,,
Cl. ..|—22 67,4 4,78  gekannt hat. Beim Betrachten eines
*ITf - %gg ?}";8 13’8 Sublimationsgleichgewichtes ist dies
N%I. C 354 | 3213 546 Zwar fir den kondensierten festen
H,O . .| 100 | 5383 969 Zustand der Fall, man kennt aber
80, . . |—11,16f 953 6,11 weder die Molwiarmen unterkiihlter
%%ﬁ(fest) Y ’ig 142,4 48,?)6 Fliissigkeiten noch die Molwdrmen
Ker . . |1376 _ 389 von Dampfen bis herab zu sehr tie-
XJ . . l1330 _ 37.2 fen Temperaturen. Daher ist man

nicht in der Lage, hier in &hnlich
allgemeiner und exakter Weise vorzugehen, wie bei der Behandlung kon-
densierter Systeme (vgl. S. 130). Fiir-gewisse einfache Spezialfille kann
man aber trotzdem zu exakten Folgerungen kommen.

Beider Berechnung des Sublimationsdruckes verfestigter einatomiger
Gase (He, A, Hg usw.) erhilt man fiir die Molwirme des gasformigen
Anteils 5
und daher:

T

T T

Inp=— o + 2,51nT—%/%/cp,de+ i (62)
0 0
Da wiederum c,, s als Temperaturfunktion durch Messungen oder durch
die Debyesche Formel bekannt ist, laBt sich das Integral Punkt fiir Punkt
konstruieren, so daB man bis auf die Konstante ¢ den Dampfdruck als
Temperaturfunktion theoretisch aus rein thermischen Angaben berechnen
kann.

Nach dem Nernstschen Warmetheorem ist 4 eine fiir jede Substanz
charakteristische Konstante, die nicht mehr davon abhingig ist, welches
spezielle Gleichgewicht man betrachtet (z. B. Sublimationsdruck oder
Reaktionsgleichgewicht), sondern deren Bestimmung fiir eine gegebene
Substanz ein fiir allemal aus einem bestimmten Gleichgewicht erfolgen
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kann. Nernst hat diese GroBe wegen ihrer Bedeutung fiir die Berech-
nung chemischer Gleichgewichte als die chemische Konstante be-
zeichnet. Sie ergibt sich z. B. beim A

durch Vergleich der nach (62) be- [
rechneten Werte mit den tatsich- so0-
lichen Dampfdrucken zu D
i =182 + 0,09 N oo
oder wenn man mit dekadischen E\ 400
Logarithmen rechnet
j=0,79 + 0,04. a0
Wenn man Dampfdruckgleich- S T w0

gewmhte beI:echnen Wlll, an de,n,en Abb. 9. Dampfdruckkurve des Wassers
mehratomige Molekeln beteiligt (die Punkte sind die gefundenen Werte).
sind, empfiehlt es sich, mit einer

Naherungsformel zu arbeiten, die Nernst aufgestellt hat, und in der die
oben erwihnten Schwierigkeiten beziiglich der Kenntnis der Molwérmen
durch gliicklich gewahlte spezielle Konstanten beseitigt werden. Diese
Naherungsgleichung lautet bei Beniitzung dekadischer Logarithmen:
——4,5%—}-1,75 log 7 — -5 T+ 3. (63)
Die individuelle und experimen-
tell zu bestimmende Konstante ¢
bringt den EinfluB der Molwérme

log p (in at) = ﬁ

Tabelle 16. Einige wichtige chemische
(j) und konventionelle (j) chemische

h Konstanten.
im festen Zustand zum Ausdruck. Molhales
Der'l?aktor 1,75 hat sich als Substanz | bzw. Atom- j 7
empirischer universeller Zahlen- gewicht
wert zur Erfassung des Beitrages
der Molwéarmen des gasformigen H, . . . . 2,016 | —1,11 | 1,6
Anteils gut bewdhrt; X5 be- A . . .. 39,88 0,79 | —
zeichnet man als die Summe Hg& - . - .| 2006 1,85 | —
. . Na . . .. 23,00 0,97 —
der konventionellen chemi- ¥ = ' ° 39.10 113 | —
schen Konstanten. Methan . . 16,032 | —1,94 | 2,5
In Abb. 9 ist als Beispiel N, . . .. 14,01 — 2,6
die theoretische Dampfdruck- 8(2) R %g’gg — g’g
kurve des Wasseys wiederge- o, | | . 44.00 073 | —
geben, wie sie sich aus der N,0. ... 44,00 0,68 | —
Gleichung (63) berechnen laft; H,0 . . . 18,01 | —191 | —
gleichzeitig sind einige beobach- %H3 Co ?{g’gl - (l),gg -
tete Punkte eingetragen. Man sz 70,92 145 | 3,1
sieht, daB sich zwischen Theorie Br,. . . .| 159,84 2.49 | —
und Experiment eine ganz ausge- J, . . . .| 25384 2,99 | —
zeichnete Ubereinstimmung kon-  HE . . - 20,01 —LI10 | —
. .. HCI. . . . 36,47 —0,419| —
statieren lafBt. HBr . . . 80,93 0,197 —
Tabelle 16 enthilt die Werte HJ . . . . | 127,93 0,609 | —

der chemischen Konstanten j
und § fiir einige wichtige Substanzen; wir werden sie spéter bei der
Berechnung der Gasgleichgewichte noch gebrauchen.
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E. Gleichgewichte bei homogenen Gasreaktionen.

In der homogenen Gasreaktion

A+ B=A4B-+ Ucal (64)
liegt ein System von zwei Komponenten vor, die nur eine Phase — die
gasférmige — bilden. Nach der Phasenregel hat man daher drei Freiheits-
grade zu erwarten. Das bedeutet, da8 bei gegebener Temperatur noch
die beiden Konzentrationen ¢4 und ¢z frei wihlbar sind. Erst wenn man
fiir sie bestimmte Werte einsetzt, ist auch die Konzentration c,p
— die Ausbeute an dem Reaktionsprodukt — eindeutig bestimmt. Es
existiert eine Funktion F (c4,c¢p,c45, T'), so daB beim Einsetzen der
Gleichgewichtswerte fiir 7', c4, ¢y und ¢4 der Zahlenwert dieser Funk-
tion gleich Null wird.

1. Das Massenwirkungsgesetz.

Um die fiir homogene Gasgleichgewichte charakteristische Funktion
zu finden, wird die Beziehung von van 't Hoff benutzt, der als erster
diese Frage vom thermodynamischen Standpunkt aus erschopfend behan-
delt hat. Die Reaktion

2H, + 0,=2H,0+4+ U
moge sich bei 10009 abspielen, und zwar in der Weise, dafl zunéchst in
zwei groBen Gasometern die beiden Gase H, und O, bei der Reaktions-
temperatur vorritig gehalten werden.

Diesen Reservoiren entnehmen wir zwei Mole H, und ein Mol O,
und bringen sie in zwei transportable Behilter, die mit verschiebbaren
Stempeln versehen sind, so daf man die Gase in sie hineinsaugen und
aus ihnen wieder auspressen kann. Wenn man die drei Mole Gas in die
TransportgefiBe hineinexpandieren. laft, gewinnt man die Arbeit

A, =+3pV=4+3RT,
wenn T = 1000°, ¥ das Molvolumen ist und alle beteiligten Gase so ver-
diinnt sind, daB die idealen Gasgesetze ihre Giiltigkeit behalten.

Nun 148t man die beiden Gase, deren Anfangspartialdruck Pg, und
Py, betragen moge, solange ausdehnen, bis sie die dem Gleichgewicht
entsprechenden Gleichgewichtsdrucke py, und pp, angenommen haben;
hierbei wird an Arbeit 4, gewonnen

Ay =+2RTI 2 PH= + RTIn- Lo

Die beiden Gase sind nun auf den rlchtlgen Glelchgewmhtsdruck gebracht
und kénnen durch ,,halbdurchlissige Membranen isotherm und reversibel
in einen Kasten, den sog. ,,Gleichgewichtskasten‘‘ gebracht werden, in
dem sich die Reaktion abspielen soll. Um dies zu erreichen, mufl man eine
gewisse Arbeit A, leisten, namlich drei Mole Gas in den Kasten hinein-
pressen
A4, =—3RT.

Durch das Zusammenbringen der beiden Gase im Gleichgewichtskasten
entsteht H,0. Die dem Gleichgewicht entsprechende Menge H,0-Dampf
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dilatiert aus dem Kasten in einen dritten Transportbehélter, der wiederum
durch eine nur HyO-Dampf durchlassende Membran an das Gleichgewichts-
gefifl angeschlossen ist; der Arbeitsgewinn ist hierbei:
A, =+ 2RT.
In dem Transportgefd wird der Wasserdampf vom Gleichgewichtsdruck
pr,0 auf den Enddruck Pg,o komprimiert, wobei die Arbeit
- PH:0
As=—2RTIn-3= Pro
aufgewandt werden muB3. SchlieBlich bringt man den Dampf ohne Druck-
énderung in den Gasometer fiir H,0, wobei man die Arbeit
Ag=—2RT
zu leisten hat.
Durch diese sechs aufeinanderfolgenden isothermen und reversiblen
Teilprozesse hat man zwei Mole Wasser aus zwei Molen H, und einem
Mol O, gebildet; die hierbei maximal zu gewinnende Arbeit ist

Py, Po, PH:0 =

P + In o por | (65)
Nun ist 4 die maximale Arbeit einer isothermen Reaktion und muf}
als solche bei gegebener Temperatur ganz unabhingig vom Weg einen
Wert besitzen, der nur vom Anfangs- und Endzustand abhéingt; d. h.
nur von den Werten der Drucke Pg,, Po, und Pg,. Wenn man die
gleichen Werte fir die P-Drucke wihlt, dann mull man dasselbe A4
bekommen, ganz gleichgiiltig, wie man die p-Drucke in dem Reaktions-
kasten herstellt. Diese Forderung des zweiten Hauptsatzes 1Bt sich
aber nur erfiillen, wenn an

A=A, + Ay+ ....=RT|In

pHa Po. __ —K
PH-.O P (66)

setzt; denn dann wird durch die Konstante Kp der EinfluB der einzelnen
Partialdrucke auf die maximale Arbeit der Reaktion ausgeschaltet.

Die Gleichung (66) stellt das Massenwirkungsgesetz dar. Aus
seiner thermodynamischer Ableitung folgt, daf es eine Konsequenz des
zweiten Hauptsatzes ist und nur solange streng gilt, als fiir alle Reaktions-
teilnehmer die Gesetze der idealen Gase giiltig bleiben. Da sich seine
Aussage nur auf eine bestimmte Temperatur bezieht, wird es auch zu-
weilen die Reaktionsisotherme genannt.

Die bei der isothermen Leitung einer homogenen Gasreaktion zu
gewinnende maximale Arbeit ist identisch mit der Anderung der freien
Energie, die diesen Proze8 begleitet, und nach dem zweiten Hauptsatz
mafgebend fiir den Ablauf des Vorganges; nach van ’t Hoff kann
man sie daher als Ausdruck fiir die Affinitdt benutzen, auf Grund
derer die betrachtete Reaktion iiberhaupt ablduft; sie ist nach Glei-
chung (65)
A=RT<mﬁf£0—’-—mK ) (67

Pr.o Py )
Da hierin die willkiirlich gewéhlten Anfangs- und Enddrucke mit der
Reaktion selbst nichts zu tun haben, kann man sie alle beliebig wihlen,
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also z. B. gleich Eins setzen. Dadurch féllt der erste Summand in der

Klammer weg und man erhilt fiir die sog. Normal- Affinitéit einer isotherm,
isochor geleiteten homogenen

Tabelle 17. Die maximalen Arbeiten, Gasreaktion den Ausdruck

ie bei Bildu ini ichti
O rbindungon gewonnen werden A4=—RTInKp. (68)
.kénnen. M. Berthelot hatte lange
- vor dieser exakten Definition
System - Telfﬂp‘gr%tur lﬁﬁéﬁﬂe der Affinitit die Vermutung ge-
mn in keal/Mol #uBert, daB alle exothermen che-
: mischen Reaktionen ,,von selbst
ﬁﬁ?rﬂefs%“. I %g %g’g verlaufen, alle (endothermen) mit
MgO, fest . . . . 25 137,0  negativer Warmeténung aber
CaO,fest . . . . . 25 145,0 nicht. Die Erfahrung hat diesen
%;lz%s’ ffes’% cee %g ?ggaé Satz zwar in sehr vielen Fillen
k) ?lif:sig. S 25 566  bestitigt, widersprach ihm aber
NH, flissig . . . 25 9.6 in anderen wieder so deutlich,
NH,, gasformig . . 25 3,9 daB man das ,,Berthelotsche
CO,, gasformig . . 25 93,8 Prinzip* nur als eine Nihe-
S{I;I&gziflo¥ﬁ;%ig: gg g:g rungsregel ansehen kann, die
Athanol, flissig . . 25 417  erst im dritten Hauptsatz ihre
Glykol, flissig. . . 25 80,2  exakte Formulierung gefunden
Essigsiure, flissig . 25 943 hat. In den Tabellen 17 und 18

Glucose,fest . . . 25 216,0

sind fiir einige wichtige Reak-
) ) tionen die Affinititen und die
Tabelle 18. Die (gesamten) Bildungs- gesamten  Energieinderungen

wirmen U einiger wichtiger = ..
Verbinda ng:‘;l' g (Wirmeténungen) angegeben.

Temperatur| U in .
Substanz in ©C | keal/Mol 2. Die Temperatur-

abhiingigkeit homogener

HCl, gasformig . . 19 22,0

HBr, gasformig . .| 18—20 27.84 Gasgleichgewichte.
HJ, gasformig. . . — — 6,04 Die nichste wichtige Frage
H,0, fliissig . . . 0 68,31 petrifft die Temperaturab-
H,S, gasférmig . . — 2,73 . s it d hemisch
NH,, gasformig . .| 18 11,89 héngigkeit des chemischen
NH,aq . .. .. — — 55,2 Gleichgewichts. Die bisherige
g{%, gasftixf-r‘:‘r:lig' .- — gé’ggi Ableitung ist nur fiir isotherme,
an, gasformig . — , . . .
Acetylen, gasformig — T reversibel geleitete Gasreaktio

71,1 nen giiltig; wir miissen sie da-

her noch erweitern und sehen,
welche Aussage die Thermodynamik iiber die Temperaturabhéngigkeit
von. Kp gestattet.

Der geeignete Weg dazu ergibt sich aus der Verkniipfung von Kp
mit A durch die Gleichung (68); setzt man den dortigen Wert fiir 4
in die Helmholtzsche Gleichung ein, so erhdlt man die gewiinschte
Beziehung zwischen Kp, U und 7, allerdings wieder nur in der Form
einer Differentialgleichung, deren Integration die schon bei der Dampf-

S0,, gasformig

1 Aus C (amorph).
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druckkurve angetroffenen Schwierigkeiten bereitet. Durch Differentiation
von (68) erhalten wir:

d4 dln Kp
o7 —— BImKp —RT aT
In die Gibbs-Helmholtzsche Gleichung eingesetzt, ergibt sich:

dIn K.
—RTInKp— RT? dTﬁ
oder nach Wegheben des auf den beiden Seiten stehenden gleichen
Summanden

=—RTanp—Up

dln Kp Up

4T — RI® (692)
bzw. fir Reaktionen, die bei konstantem Volumen verlaufen
dln K Uy
_d_T_L = p77 ;,2 . (69Db)

Die Gleichungen (69a) und (69b) entsprechen genau der differentiellen
Form der Dampfdruckgleichung (8. 123) und verkniipfen die Reaktions-
konstanten K. und Kp mit der Wirmeténung der betrachteten Reaktion ;
die Beziehung (69b) wird — weil sie fiir konstantes Volumen gilt —
Reaktionsisochore genannt.

Die Integration von (69a) gestattet unter Zuhilfenahme des dritten
Hauptsatzes die Berechnung der Gleichgewichtskonstanten eines homo-
genen Gasgleichgewichtes aus seiner Wirmeténung, wenn diese als
Funktion der Temperatur bis zu tiefen Temperaturen herab bekannt ist.
Ebenso wie bei der Berechnung des Dampfdrucks aus der Verdampfungs-
wirme erhalten wir aus der klassischen Thermodynamik die Gleichung:

T

In Ky _—./ z%}:zr) dT - const,
0

wobei die Konstante unbestimmt bleibt. Das Nernstsche Theorem
verlangt wiederum, daB fiir jeden Stoff diese Konstante einen ganz
bestimmten Wert besitzen muB, gleichgiiltig, mit welchen anderen
Korpern er in das betrachtete Gleichgewicht eingeht. Diese fiir die
Berechnung der Gasgleichgewichte verwendeten Konstanten miissen mit
den aus dem Dampfdruck sich ergebenden iibereinstimmen. Hat man
fiir jede Substanz ein fiir allemal diese chemische Konstante bestimmt,
dann kann man — bei Kenntnis der spezifischen Wirmen bis zu sehr
tiefen Temperaturen — sémtliche Gasgleichgewichte berechnen.

Den weiteren Uberlegungen steht zunichst als Schwierigkeit noch
entgegen, dafl der dritte Hauptsatz in. seiner strengen Form nur fir
kondensierte Systeme (S. 128) Giiltigkeit hat. Zur Uberwindung
dieser Schwierigkeit denkt man sich die Reaktion bei so tiefer Tem-
peratur durchgefiihrt, daB siémtliche anwesendén Komponenten in fester
Form auftreten und mit ihrem Dampf im Gleichgewicht stehen. Der
betrachtete Prozel mufl — wegen des Gleichgewichtes zwischen den
festen und der gasférmigen Phase — im Gasraum und im festen
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Zustand die gleiche Affinitdt besitzen. "Fiir die Reaktion zwischen den
festen Phasen ist die Affinitét durch

T T
ar
4= Uofest——T/—Tz—/(cvl——cvz)dT
0 0

gegeben, wihrend sie im Gasraum nach (67) den Wert

_ P;{a'Poz
A _RT[IH—Fi{—zo—_anp]

annimmt; durch Gleichsetzen dieser beiden Ausdriicke erhilt man:

T T ,
U[,,es,—-T/%Q/ (co,— 0o) AT = RT [111 P to. 1 Kp] ;
0 0

die P-Werte sind jetzt nicht willkiirlich wahlbar, sondern miissen aus
den Dampfdruckformeln der beteiligten Substanzen entnommen werden.
Sie hangen daher mit den Verdampfungswirmen der einzelnen Kompo-
nenten, mit ihren Molwirmen und ihren chemischen Konstanten zu-
sammen. Fiihrt man all diese Substitutionen durch, so erhidlt man fiir
die Abhingigkeit der Reaktionskonstanten Kp von der Temperatur den

Ausdruck:

InKp =— 10;0{; + (Cpo‘-RCpo’)aas n T +

\ far [ (70)
+ 3 [ 7+ [ UCh— Cpo)y— (Op — Cpoa] T+ =i
0 0

Hierin sind:

Uyp die (fiktive) Wirmeténung der Reaktion im Gasraum beim
absoluten Nullpunkt,

Cp, und Cp, sind die temperaturabhéngigen Teile der Molwéirmen
fiir die Anfangs- und Endprodukte,

Cpgt und Cpg2 die entsprechenden temperaturunabhéngigen Glieder und

i die chemischen Konstanten der einzelnen Teilnehmer.

Da im allgemeinen die Molwérmen der gasformigen Teilnehmer bis
zu tiefen Temperaturen nicht bekannt sind, kann man diese Gleichung
nur dann auswerten, wenn ausschlieBlich einatomige Gase an der
Reaktion beteiligt sind (vgl. die Auswertung der exakten Dampfdruck-
formel fiir den entsprechend einfachen Fall).

Betrachtet man z. B. die chemische Dissoziation von Atomen in
Ionen und Elektronen, so schreibt man die Gleichung (70) in dekadischen
Logarithmen :

U . . .
IOng=—m+2s5log’—’7+71_‘72”‘73: (71)

worin j;, j, und j, die chemischen Konstanten des Atoms, Ions und
Elektrons bedeuten. Die beiden ersten sind sich wahrscheinlich so dhn-
lich, daB man sie gegeneinander ohne weiteres wegheben kann, fir die
letzte GroBe ergibt sich aus theoretischen Abschétzungen der Wert von

js = — 6,6.
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Wendet man die Formel (71) unter Zuhilfenahme dieser Zahl an,
so ergeben sich Ionisationswerte, die nach Eggert (1919) mit astro-
physikalischen Tatsachen in sehr guter Ubereinstimmung stehen. Die
einfache Form (71) der Temperaturfunktion einer Gleichgewichtskon-
stante, wie sie sich aus dem dritten Hauptsatz ergibt, steht also mit
der Erfahrung in gutem Einklang.

3. Die Niherungsgleichung von Nernst.

Fiir den allgemeinen Gebrauch hat sich wiederum sehr gut eine Nahe-
rungsformel bewihrt, die Nernst aufgestellt hat und mit Hilfe derer
man sich bei Kenntnis der Wirmetonung recht gut itber die Lage eines
Gleichgewichts orientieren kann; sie lautet:

Up 4 3917510 T + Zvj.

T 45T (72)

Hier ist zunichst an Stelle der Warmetonung beim absoluten Null-
punkt die Warmetonung bei normaler Temperatur gesetzt; ferner sind
die Molwirmen durch den empirischen Ausdruck Xv -1,57log T ver-
treten, wobei 2y so gebildet wird, daB man alle auf der linken Seite der
Reaktionsgleichung stehenden, nur gasformig vorkommenden Molekiile
mit Plus, die auf der rechten Seite stehenden mit Minus einsetzt und die
Differenz bildet. Bei der Knallgasreaktion ist z. B. X» gleich Eins.
Endlich sind fiir die chemischen Konstanten die konventionellen chemi-
schen Konstanten gesetzt, wobei man wiederum die algebraische Summe
der verschwindenden und entstehenden gasférmigen Molekeln als Faktor
zu verwenden hat.

Trotz dieser Vernachldssigungen liefert die Gleichung (72) meist sehr
gute Ubereinstimmung mit den experimentell gefundenen Gleichgewichts-
werten, besonders wenn man Reaktionen betrachtet, bei denen

2v=0

log Kp =

ist.

Tabelle 19. Beobachtete und berechnete Ky-Wertefiireinige Reaktionen,
bei welchen Xv» = 0 ist. Die Berechnung erfolgte nach Gleichung (72).

3000 10000
Reaktion Up | 297 [Tlog Kp | log Kp | log Kp log K3
beob. ber. beob. er.

J,+H,=2HJ. .. .| 2760 —0,7| —2,88| —2,7 | —1,34 1,3
CO 4 H,0 = CO, + H,. | 10420} +2,3 — —5,3 —0,17 0,03
Br,+H,=2HBr. . . |24200] —1,6 | —18,55 | —19,25 |etwa—6,5| —6,9
2NO=0,+N, . 43200] + 1,6 —  letwa—30 — —17,85
CL, + H, =2 HCl 440001 —1,3| —33,2 —33,38 | —10,43 | —10,93

Tabelle 19, welche den Darstellungen von Eucken [Lehrbuch der

chemischen Physik, 1. Aufl.,, S. 289; 1930], entnommen ist, gibt eine
Ubersicht hieriiber. Wenn X» nicht gleich Null ist, werden die Resul-
tate der Naherungsgleichung immer weniger verliBlich und man muf$
sowohl die Molwérmen als auch die chemischen Konstanten mit groBerer
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Genauigkeit in Rechnung setzen als dies in (72) geschehen ist. In der
Tabelle 20 sind die fiir verschiedene Temperaturen gemessenen und

) theoretisch nach (72) berechneten
Tabelle 20. Kp-Werte fiir die Jod-  werte fiir das Gleichgewicht der

dampfdissoziation Joddampfdissoziation gegeniiberge-

7 abeolut | . 108 Ep logh 1%72) stellt; man sieht, daB die Uberein-
absolu nac : T .

beobachtet | 1o o o stlmn:lung gar‘lz vorziiglich ist. ‘

Die klassische Thermodynamik

1073 1,9 —1,95 gestattet unter Hinzunahme ('les

1173 —1,33 —1,28 dritten Hauptsatzes grundsétzlich

ig;g — 8,551) — 8,5515 und in sehr vielen wichtigen Féllen

1473 10,09 1009 auch praktisch die Gleichgewichte

homogener Gasreaktionen aus rein
thermischen Grofen, aus der Warmeténung, den Molwirmen und den
chemischen Konstanten zu berechnen.

F. Gleichgewichte in verdiinnten Loésungen.

Aus der Analogie, die zwischen dem Zustand eines idealen Gases
und dem eines Stoffes in verdiinnter Losung nach van’t Hoff besteht,
kann man den SchluB ziehen, dafl das Massenwirkungsgesetz und die
Reaktionsisochore auch in verdiinnten Losungen ihre Giiltigkeit bewahren.

Nach der Phasenregel besitzt die gesattigte Losung eines Stoffes, z. B.
von Zucker in Wasser, bei Anwesenheit von festem Bodenkorper einen
Freiheitsgrad. Bei Verinderung der Temperatur geht von der festen
Phase mehr in Losung und die Konzentration nimmt zu: Fiir jede Tem-
peratur existiert eine bestimmte Sdttigungskonzentration. Da es sich
hierbei aber fast stets um konzentrierte Losungen handelt, ist man nicht in
der Lage, diese Sattigungsgleichgewichte in dhnlicher Weise zu berech-
nen, wie es fiir den Dampfdruck fliissiger oder fester Kérper méglich war.

Hingegen ist die Frage nach dem Dampfdruck von Losungen einer
theoretischen Behandlung zugénglich, wenn man sich auf die Betrachtung
verdiinnter Losungen beschrinkt. In diesen kann man nach van’t Hoff
die Teilchen des gelosten Stoffes in dhnlicher Weise als voneinander
unabhéngig betrachten, wie die Molekiile eines idealen Gases. Das
Lésungsmittel hebt den Zusammenhalt des hineingebrachten Festkérpers
auf und dispergiert ihn molekular; auf die kinetische Energie der ein-
zelnen gelosten Teilchen hat es aber keinen Einflull; diese ist ebenso
wie beim idealen Gas nur von der Temperatur abhéngig. Denkt man sich
in die Losung eine Wand hineingebracht, durch welche die Molekiile
des Losungsmittels frei hindurch gehen kénnen, wihrend die Teilchen
des gel6sten Stoffes von ihr aufgehalten werden, so iiben die letzteren
wegen ihrer Warmebewegung auf diese Wand ebenso einen Druck aus,
wie die Molekiile eines eingeschlossenen Gases auf die Wand ihres Ge-
fafes. Nach van’t Hoff ist dieser osmotische Druck einer Losung
ebenso wie der Gasdruck durch den Ausdruck

__RT
T

(73a)
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oder p=c-RT (73b)
gegeben, wenn 1

c ==

v
die molare Konzentration (Zahl der Mole im 1) bedeutet. Da ¢ durch
(&
e
G = Zahl der Gramme der gelésten Substanz,
M = Molekulargewicht,
V = Gesamtvolumen der Loésung
ausgedriickt wird, hat man die Méglichkeit, durch Messung des osmoti-
schen Druckes einer Losung von bekannter Konzentration das Molekular-
gewicht der gelosten Substanz zu bestimmen. Diese Methode ist von der
allergroten Wichtigkeit fiir die priparative Chemie geworden, da man
die meisten Substanzen in verdiinnte

c

Lésung bringen und deren osmotischen
Druck experimentell bestimmen kann. "7 37
Diese letztere Aufgabe allerdings 16st Sowp___p=tat____ / /
man meist nicht direkt, sondern auf § 7

. g e i1 8 600
einem Umweg ; man miBt némlich nicht RN
den osmotischen Druck selbst, sondern %/
man bestimmt die Dampfdruckver- g
anderung der Losung gegeniiber dem -
reinen Lésungsmittel. 0~ 50 700 760 200 250 300 3507 400

Da die Aufléisung eines Festkor- Abb. 10. Dampfdruckkurve der Losung

pers — wenn sie sich iiberhaupt voll-  &irchelt); T o
zieht — stets ein von selbst verlau-

fender irreversibler Vorgang ist, muB} sie sich unter Abnahme der freien
Energie des Systems abspielen; da nach den Gleichungen der S. 123 der
Dampfdruck einer Flissigkeit aber unmittelbar mit der freien Energie
verkniipft ist, bedeutet dies, daBl iiber einer verdiinnten Lésung der
Dampfdruck im allgemeinen kleiner sein muB als iiber dem reinen
Loésungsmittel.

In Abb. 10 stellt ¢ den Dampfdruck des reinen Lésungsmittels,
b den der Losung als Funktion der Temperatur dar. Der Siedepunkt
ist derjenige Punkt der Dampfdruckkurve, an welchem der gesittigte
Dampf gerade den Druck von einer Atmosphire angenommen hat; er
wird also in dem Diagramm durch den Schnittpunkt der beiden Kurven
mit der 1-at-Linie bestimmt. Man sieht, dal die Losung einen hoheren
Siedepunkt haben muBl. Demgegeniiber bewirkt die Dampfdruckerniedri-
gungeineHerabsetzungdes Schmelzpunktes. Inder Siedepunkts-
erh6hung und in der Gefrierpunktserniedrigung liegen experi-
mentell leicht zugéngliche GréBen zur Bestimmung des osmotischen Drucks
vor. Sie werden héufig zu Molekulargewichtsbestimmungen benutzt.
~ Durch eine einfache thermodynamische Betrachtung findet man, da83
bei kleinen Konzentrationen der osmotische Druck P direkt proportional
der Siedepunktserh6hung gesetzt werden kann, und zwar gilt

_ 413-90-¢q |
P="2 0 AT g, (74)
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Hierin bedeutet:

o die Dichte des reinen Loésungsmittels,

q die Verdampfungswirme fiir 1 g des reinen Losungsmittels und
T, die Siedetemperatur des reinen Lésungsmittels.

A T ist die experimentell gemessene Erhohung des Siedepunktes in
Celsiusgraden. Da nach (73b) der osmotische Druck der molekularen
Konzentration proportional ist, folgt fiir die Bestimmung des Molekular-
gewichtes nach der Methode der Siedepunktserhéhung

198672 ., @
AT =" =Ky
so daf das Molekulargewicht
¢ y
M= prv K (75)

wird. Darin sind @ die eingewogene Menge in g, ¥ das Volumen des ver-
wendeten Losungsmittels und A7 die gemessene Siedepunktserhéhung.
K’ ist eine fiir jedes Losungsmittel aus dessen thermischen Eigenschaften
gemil der Beziehung (74) bestimmbare Konstante. Mit Hilfe von (75)
kann man in verdiinnten Losungen eine Bestimmung des Molekular-
gewichtes durchfithren. Eine analoge Gleichung gilt fiir die Berechnung
des Molekulargewichtes aus der Erniedrigung des Gefrierpunktes.

Von grofler praktischer Bedeutung ist die Anwendung des Massen-
wirkungsgesetzes auf verdiinnte Losungen bindrer Elektrolyte. Nach
den grundlegenden Vorstellungen von Arrhenius sind solche Kérper
in wifriger Losung in Tonen dissoziiert. Zwischen den freien Ionen
einerseits und den assoziierten Molekiilen andererseits besteht ein Gleich-

gewicht:

Tabelle 21. Léslichkeitsprodukte Na+ + Ac— 2> NaAc.

einiger wichtiger Hlektrolyte. Wendet man hierauf das Massen-

Tem- wirkungsgesetz an, so ergibt sich
Substanz Ii):alr%tgr P = c4nion " cKation fﬁr eine_bestimmte Temperatur
die Bedingung:

AgQl . . . 18 1,1-107% _ ONat-Cde”
AgBr . . . 18 4,1-10°% CNadc K. (16)
gi’ggj o 22 i:é ig—s Aus (76) lassen sich alle fiir die
BaCO,. . . 16 1,9-107° analytische und préiparative
gbggs- - ig g,? : %8:;4 Chemie wichtigen Gesetze iiber
2S0.. . 1 . s "
o O:. s 17 2810 die %lllslﬁalhing un%1 Auflosung
BaSO,. . . 18 94-101 von Hle tr.o yten ableiten. .
PbSO,. . . 18 6,1-107° Die Gleichung besagt, daB die
g‘alst‘z C %g ?,gig:i; Menge des undissoziierten Be-
en. . . . IL ]
He0l, | | 25 35101 itanifﬂs durch das Produkt der
CaOsalat . 18 18109 Ionenkonzentrationen  gegeben
Pb-Oxalat . 18 2,7-1071 ist. Wenn die Zahl der undis-

soziierten Molekeln einen be-
stimmten Wert erreicht hat, welcher der Sattigung der Lésung entspricht,
wird die Loslichkeitsgrenze erreicht und es fallt festes Salz aus. Diesem
Punkt entspricht ein ganz bestimmter Wert des Ionenproduktes im Zahler;
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man nennt ihn das Loslichkeitsprodukt der an dem Gleichgewicht
beteiligten Ionen. Es charakterisiert die Loslichkeit des betrachteten
Salzes und kann dementsprechend fiir verschiedene Kérper einen sehr
verschiedenen Wert annehmen. Die Tabelle 21 enthilt die Loslichkeits-
produkte einiger wichtiger Salze.
Beispiel [nach J. Eggert: Lehrbuch der physikalischen Chemie,

3. Aufl.,, S. 407. 1931]: Die Loéslichkeitsprodukte von TICl und TICNS
betragen

P, =2,6-10" fir das Chlorid und

P, =2,2-10" fir das Rhodanid.
Bringt man gesittigte Losungen beider Salze zusammen, so fillen sie
sich gegenseitig aus, da beide das Tit-Ion gemeinsam haben. In der
Losung beider Elektrolyte sei jetzt C; die Konzentration der Cl-Ionen
und C; die Konzentration der CNS-Ionen. DemgemiB ist C} 4 C}
die gesamte aus beiden Salzen stammende Konzentration der Tl-Ionen.
Das Massenwirkungsgesetz fordert die beiden Bedingungen:

01 (01 + 03) = Pyund G5 (O] + C) = P,.
Aus ihnen berechnet sich
C;=118-102; 0, =1,0-102,
Experimentell ergibt sich:
C;=119-10"%; C; =1,07-102.
Man entnimmt, da das Massenwirkungsgesetz hier mit befriedigender
Genauigkeit bestatigt ist.

G. Heterogene chemische Gleichgewichte.

Fir die CO,-Abspaltung aus CaCO; gilt die Reaktionsgleichung:
CaCO, 2 Ca0 + CO,.

Es liegen zwei voneinander unabhingige Komponenten, nimlich die
Molekeln CaO und CO, vor, die in drei Phasen — zwei festen, einer
gasférmigen — bestehen; nach der Phasenregel besitzt daher das System
einen Freiheitsgrad, d. h. es hat einen mit der Temperatur verénder-
lichen Dissoziationsdruck. Fiir eine bestimmte Temperatur nimms
er einen ganz bestimmten Wert an, dessen Berechnung aus rein ther-
mischen Daten (spezifische Warmen der Teilnehmer, Dissoziationswirme)
nach dem Nernstschen Warmetheorem grundsitzlich méglich wiire.

Hilt man die Temperatur konstant und steigert den Druck ein wenig
iiber den Sattigungswert, dann driickt man das gasformige CO, ganz in
das vorhandene CaO hinein und die eine Phase, nimlich das Calciumoxyd
verschwindet vollstindig aus dem Gleichgewicht. Hilt man anderer-
seits bei konstanter Temperatur den CO,-Partialdruck unterhalb des
Sattigungswertes, dann dissoziiert alles vorhandene CaCO; und es ver-
schwindet die andere feste Phase (CaCO,) génzlich aus dem Gleich-
gewicht.

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man, wenn man das Massenwirkungs-
gesetz auf die Gasphase dieses Systems anwendet. In dieser Phase sind

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 10
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die drei Partialdrucke pcg,, Poeo Und Pogep, Zu beriicksichtigen. Fiir die
Gasphase gilt — geniigend niedrigen Druck vorausgesetzt — das Massen-
wirkungsgesetz in der Form
PCO: " Pca0  __

poaco, = K,. (77)
Bei Abwesenheit der festen Bodenkérper wire durch diese Gleichung
bei einer gegebenen Temperatur die Ausbeute an CaCO, durch die Partial-
drucke der beiden, diesen Stoff aufbauenden Komponenten CaO und CO,
bestimmt; pgp, und pegp aber wiren willkiirlich- wihlbar. Die Anwesen-
heit der beiden festen Phasen CaO und CaCO, verdndert die Verhéltnisse
insofern, als ppqap und Peycp, nicht mehr beliebige Werte annehmen
kénnen, sondern durch die Dampfdrucke von CaO und CaCO; bei der
gerade ins Auge gefaBiten Temperatur eindeutig bestimmt sind. Wenn
aber diese beiden Grofen in der Gleichung (77) ganz bestimmte Werte
annehmen miissen, dann ist auch peo, fetsgelegt, d. h. bei Anwesenheit
zweier fester Phasen folgt aus dem Massenwirkungsgesetz ein bestimmter
Dissoziationsdruck fiir das betrachtete heterogene Gleichgewicht, genau
so, wie es die Phasenregel verlangt.

Andere wichtige Beispiele fiir das Vorhandensein bestimmter Zer-

setzungs- oder Dissoziationsdrucke sind in den folgenden Reaktions-
gleichungen enthalten:

MgCO; =~ MgO + CO, Herstellung von reinem, trockenen CO, fiir analy-
tische Zwecke,
2HgO Z2Hg + O, Herstellung von Sauerstoff nach Priestley,

NH,-NO,=N,; + 2H,0  Herstellung von reinem Stickstoff.

Tabelle 22 enthilt die Sattigungsdrucke fiir einige wichtige Ver-
bindungen bei verschiedenen Temperaturen.
Bei der Reduktion von Metalloxyden mit Wasserstoff:
Fe;O, + 4 H, 23 Fe + 4 H,0
liegen drei Komponenten in drei Phasen vor, so daB zwei Freiheitsgrade
zur Verfiigung stehen; fiir die Gasphase gilt das Massenwirkungsgesetz
in der Form:
Pre0. PH,
P %‘ (2 p}{:O Kp '
Durch die Anwesenheit der festen Bodenkorper sind pg, und preo,
festgelegt; unbestimmt bleibt also nur mehr das Verhéltnis

PH:

PHO
Auch diese Forderung des Massenwirkungsgesetzes konnte durch Preu-
ner experimentell bestitigt werden.

Beim Vorliegen eines homogenen Mischkrystalls, der aus den
beiden festen Phasen besteht, hat man nur eine feste Phase in Rechnung
zu setzen und es erhSht sich nach der Phasenregel die Zahl der vorhan-
denen Freiheitsgrade um Eins. Dasselbe ist auch aus der Anwendung des
Massenwirkungsgesetzes auf die Gasphase sofort ersichtlich; denn der
Mischkrystall fordert nicht mehr einen bestimmten festen CaO- bzw.
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Tabelle 22. Sattigungsdrucke einiger wichtiger Verbindungenin mm Hg
oder in Atmosphéren.

Temperatur in mm H Temperatur in mm H,
Substanz iz? °C poder in atg Substanz 11{) °C 2ooder in atg
Wasser 0 4,58 mm Hg | Schwefeldioxyd| — 61,71 38,2 mm Hg
» 20 17,54 5 9 » — 35,89 1 206,3 ,, ,,
2 50 92,51 2 ’s ’ - 10 76255 5 ’
’e 80 355,1 U 5 0 1,5 at
’s 120 1,96 at ’s 20 3,30 ,,
' 150 4,7 9 100 27,82 ,,
s 200 15,3 ,, Methan — 182 92,6 mm Hg
' 300 84,8 ,, ' — 150 172 5 s
Chlor — 153,9 0,0015 mm Hg ’s — 110 21,4 at
’9 — 100 12,4 33 s 93 — 84 43’85 ’s
s — 40 595,0 s s n-Hexan — 50 1,61 mm Hg
ys — 20 1,84 at ’s — 20 14,10 ,, ,,
99 0 3;66 99 ’ 0 45945 EE] ’9
” 20 6962 ’” ’ 50 40019 ’ ’”
s 90 34,50 ,, o 100 2,41 at
Natrium 350 0,08 mm Hg Athylen — 150 14,9 mm Hg
s 500 3959 IR 1] L — 120 260;5 13 t)
s 882 760,0 5 sy s — 10 1,0 at
Phosphor 20 0,0253 ,, ,, ’s 0 40,2 ,,
» 100 3,66 5 e 2 10 50,1 ,,
’ 200 110 vy s Methanol — 60,4 0,212 mm Hg
” 280 760 13} ’ ’ — 10 15’5 [T
Zink 257 0,00012 ,, ,, > 0 29,6 5 s
’” 490 1107 29 ”» E2] 50 40630 EE ]
» 720 81,42 5 ” 80 1,76 at
E3] 905 760 3 ’ o ’ 130 8!2 ”
Stickstoff — 216 21,8 » s | Athylalkohol — 40 0,406 mm Hg
’s — 201 329 IR L] 33 — 10 592 LLE T}
I3 - 19295 1086 ’ ’ 0 1290 LI 1}
’ —173,5 7,37 at ' 20 43,8 5 s
’s — 147,1 33,46 ,, ’ 50 222,2 v s
Quecksilber 0 0,000207mmHg » 100 2,23 at
’s 100 0,2793 ,, ,, ’ 200 16,84 ,,
v 200 17,22 vy e Essigsiure 0 3,30 mm Hg
» 300 245,85 5 » 50 56,56 ,, ,,
- Blei 800 0,08 e ' 100 4,7 v s
' 1275 73,0 5 a» ' 200 7,67 at
' 1410 266 v s . 300 42,16 ,,
v 2100 11,7 at Benzol — 56 0,173 mm Hg
Kohlenoxyd — 207 100 mm Hg ’s — 35,1 1,38 ,, ,,
’9 — 191 772 29 I3 ’s 0 24’24 LI 1}
’ — 168 6,3 at . 24,22 9142 ,, ,,
Kohlendioxyd | — 163 0,00282 mm Hg 2 80,15 760,0 s as
’ — 103 76,7 s s Naphthalin 0 0,006 ,, ,,
3 - 78’4 76194 L) 13 ’s 10 03021 L]
’ 0,1 34,3 at . 20 0,054 ,, ,,
» 30,1 70,7 » » 30 0,133 ,, ,,
Ammoniak — 70 0,1078 ,, ’s 40 0,320 ,, ,,
» — 40 0,7083 ,, s 100 18,5 s 3s
’ — 10 2,870 ,, ’s 200 496,54 ,, ,,
’ 0 4,238 ,, . 300 4,75 at
’ 30 11,512
» 60 25,8 »
» 70 32,687 ,,

10*



148 Thermodynamik, Gleichgewichts- und Geschwindigkeitslehre.

CaCO,-Partialdruck fiir den Gasraum, weil ja bei ihm diese beiden
Partialdrucke vom Mischungsverhiltnis abhingig sind, genau so, wie
der Dampfdruck einer Losung von der Konzentration des gelosten Stoffes
abhingt (vgl. S.143). Durch den Dampfdruck des Mischkrystalls ist
nur das Verhdltnis zwischen pego und pegoo, festgelegt, so da dem
System ein Freiheitsgrad mehr zur Verfiigung gestellt wird.

Die Anwendung der Lehre iiber die heterogenen Gleichgewichte nimmt
in der Technik der Metallverhiittung und der Aufarbeitung von Salz-
gemischen eine hervorragende Stellung ein; hier mdgen die angefiihrten
Beispiele geniigen, beziiglich weiterer sei auf die speziellen Ausfiihrungen
iiber ,,Phasenlehre (S.184f.) und auf die schon eingangs erwihnten
Lehrbiicher verwiesen.

H. Gleichgewichte an Phasengrenzen;
das Adsorptionsgleichgewicht.

Die Erfahrung zeigt, dall Korper von groBer spezifischer Oberfliche
die Fahigkeit haben, Gase oder Dampfe in mehr oder weniger groBien
Anteilen an ihrer Oberfliche zu verdichten. Sie sind dadurch imstande,
unter Umsténden sehr groBe Mengen einer gasférmigen Substanz fest-
zuhalten, ohne sie chemisch irgendwie zu verdndern. Meist hat man es
in der Hand, durch Erwirmen den adsorbierten Stoff unverindert und
quantitativ wieder zu gewinnen. In der Technik der Gasreinigung,
Gastrennung und der Wiedergewinnung von Lésungsmitteln spielen Ad-
sorptionsvorginge eine {iberaus wichtige Rolle (s. hierzu Bd. III, S. 534.).

Nimmt man bei der Betrachtung der Adsorptionsvorginge an, dafl
zwei Molekiilarten vorliegen, die miteinander im Gleichgewicht stehen
und in einer gasférmigen Phase vorhanden sind — ,,normale Molekeln
von der Konzentration ¢y und ,,adsorbierte Molekeln von der Kon-
zentration ¢.g3s —, so kommt die Wirkung des Adsorbens formal darin
zum Ausdruck, da es eine zweite zum Aufbau des Systems notwendige
Komponente — die adsorbierten Molekiile — erzeugt, ohne eine neue,
die Freiheitsgrade herabsetzende Phase zu liefern.

Diese Betrachtungsweise ist berechtigt, da zahlreiche, eingehende
Arbeiten gezeigt haben, dal sich adsorbierte Gase tatsdchlich in einem
Zustand befinden, der dem gasférmigen durchaus entspricht und von ihm
nur durch eine auBlerordentlich hohe Dichte unterschieden ist. Dies gilt
allerdings nur solange, als die Konzentration im Adsorptionsraum nicht
zu groB ist, d. h. nur im Gebiet der ,,verdiinnten Adsorption”. Im
Gebiet der Sattigung machen sich ebenso wie bei der Zustandsgleichung
komprimierter Gase die zwischenmolekularen Kréfte in sehr uniiber-
sichtlicher Weise geltend und verhindern das Entwerfen einfacher und
anschaulicher Bilder.

Im Gebiet der verdiinnten Adsorption aber kann man das Massen-
wirkungsgesetz anwenden in der Form

K. (78)
Cads
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Fiir eine bestimmte Temperatur ist die durch (78) charakterisierte
adsorbierte Menge proportional dem dulleren Gasdruck. So wie man das
Massenwirkungsgesetz ganz allgemein die Reaktionsisotherme genannt
hat, bezeichnet man (78) als Adsorp-

tionsisotherme. Dieexperimentelle Er- g #r

fahrung zeigt, daB in der Tat sehr haufig <o

die Forderung des proportionalen Anstei- | pr

gens der adsorbierten Menge mit der E,

AuBenkonzentration im Gebiet der ver- R%[

diinnten Adsorption gut erfiillt ist. Bei g

hohen Konzentrationen allerdings neigt $ Mo
sich die Isotherme immer mehr gegen %W P4 03
die Abszissenachse und bringt den immer T2 ///mr:z/fy

mehr sich einstellenden Zustand der . ADb. 11. .
Sdttigung zum Ausdruck (Abb. 11). SChemAaétslsgggioEs?ggg‘ﬁ%g&ge- emer

J. Die kinetisch-statistische Betrachtung von
Gleichgewichten.

Um das Massenwirkungsgesetz fiir eine homogene Gasreaktion
kinetisch abzuleiten, soll der einfachste Fall einer ,,bimolekularen Asso-
ziation* betrachtet werden:

A+ BZAB, (79)
wie er z. B. im Falle der Joddampfdissoziation vorliegt. Nimmt man
an, dal zwei Atome 4 und B nur dann miteinander unter Bildung von
AB reagieren konnen, wenn sie zusammenstofen, so ist die Ge-
schwindigkeit %, der Reaktion, welche das in der Gleichung (79) aus-
gedriickte Gleichgewicht von links nach rechts verschiebt, proportional
der Zahl der Zusammenst6Be zwischen 4 und B und daher in verdiinnten
Systemen proportional dem Produkt der Konzentrationen dieser: beiden
Atomarten:

klza-cA-cB. (80)
Die Gegenreaktion, welche das Gleichgewicht von rechts nach links
verschiebt, ist offenbar der spontane Zerfall der gebildeten Molekiile A B.
Er ist jedenfalls der Konzentration der vorhandenen Molekiile pro-
portional:

k2=b'CAB. (81)
Gleichgewicht wird herrschen, wenn die Geschwindigkeit der Reaktion
von links nach rechts, die wir durch %, messen, gleich der Geschwindigkeit
ist, mit der die Reaktion von rechts nach links verliuft und die durch
k, gegeben ist. Es folgt als Gleichgewichtsbedingung

ky =k,
oder cazen _ b _ g (82)
“eap @

Man wird auch auf kinetischem Wege bei Betrachtung einer Reaktion
vom Typus (79) auf das Massenwirkungsgesetz gefiihrt.
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Um auch noch die zweite, in der kinetischen Betrachtungsweise ent-
haltene Moglichkeit — die Zuriickfiihrung der Gleichgewichtskonstante K
auf molekulare GroBen — auszuschopfen, muB man die Proportionalitéts-
faktoren ¢ und b aus den Vorstellungen iiber den Mechanismus der
Reaktion mit Atom- und Molekiilkonstanten in Verbindung bringen.
a ist nach den Erorterungen, die zu (80) fiihren, nichts anderes als der
Proportionalititsfaktor des StoBzahlansatzes aus der kinetischen Gas-
theorie und nach (11) auf S. 90 gegeben durch

~ *®T
= L er? | ——
a=2y2a-n )AL,
wenn m die Molekelmasse und 7 den Molekiilradius bedeutet. b ist die
Zerfallswahrscheinlichkeit der gebildeten Molekiile. Um sie zu berechnen,
nimmt man mit Arrhenius und Trautz an, daB sich die Wahrschein-
lichkeit fiir den spontanen Zerfall eines bereits gebildeten Molekiiles nach
dem Boltzmannschen Prinzip bestimmen la8t
Eo
b=vp-e kT
wobei » eine Konstante ist und &, die Dissoziationsenergie darstellt,
also diejenige Energie, die ein Molekiil 4B in sich aufgenommen haben
muB, um zerfallen zu konnen. Durch diese kinetische Interpretation
von @ und b nimmt die Gleichgewichtskonstante des Massenwirkungs-

gesetzes die Form
)

Y g kT
E=—nmmr ° (83)
S
oder
& L o
InK = T 2]11T-|—ln XY (83a)
272 |/ ——
m
an.

Die Temperaturabhéngigkeit wird im wesentlichen durch den Ex-
ponentialfaktor bestimmt, was in Ubereinstimmung steht mit den
Ergebnissen, zu welchen die Integration der Reaktionsisochore gefithrt
hat. Ein Vergleich der beiden Beziehungen (71)s. S.140 und (83a) er-
moglicht es, eine vollstindige Korrespondenz der thermodynamischen
und kinetischen Glieder in dem Ausdruck fiir die Reaktionskonstante
K, herzustellen. '

Zur kinetischen ~Ableitung der Dampfdruckformel soll
wiederum die Geschwindigkeit der beiden Reaktionen berechnet werden,
die gemeinsam das Gleichgewicht herstellen. Die Zahl der pro s von
1 cm? Oberfliche verdampfenden Teilchen kann man mit

3 e
N1=v3-(2k"1,’”) ¢ FT (84)
ansetzen, wobei 4, die Verdampfungswirme pro Atom oder Molekiil
bedeutet. » hingt — wie man durch eine eingehende Betrachtung zeigen
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kann — mit der Schwingungsfrequenz der Molekeln im Festkérper
zusammen. Die Zahl der pro s sich auf 1 cm? der Oberfliche aus dem
Gasraum niederschlagenden Molekeln ist wiederum durch den StoBzahl-
ansatz bestimmt und wird gegeben durch

kT

Tam (85)
Gleichsetzen von (84) und (85) liefert die das Dampfdruckgleichgewicht
beherrschende Dampfdruckformel

Ny = chas

o @mp
. RER '
m

Auch hier lassen sich wieder durch Vergleich mit der Beziehung (62) auf
S. 134 die thermodynamischen GroBen kinetisch interpretieren.

Ein ganz allgemein giiltiger Satz der ‘statistischen Mechanik besagt
folgendes: wenn eine Molekelart sich auf zwei mégliche Zusténde verteilen
kann, ist das Gleichgewicht immer dann hergestellt, wenn sich die Molekiil-
zahlen in den beiden Zustinden 1 und 2 so verhalten, wie die in
ihnen zur Verfiigung stehenden Volumina?! v, und v, multipliziert mit

& &

e ®T bazw. e *7T , wobei ¢, und g, die mittleren Energien sind, die
einem einzelnen Molekiil dem Zustand 1 bzw. dem Zustand 2 zukommen.
Es ist

. -5 —_h

Ni:Ny,=v,e kT :9,¢ kT,
Wendet man diesen Satz auf die verdiinnte Adsorption an, so ergibt
sich sofort

A
Noas: Nogs = Vgas: Vaas- e *7T. (86)
Hierin bedeuten:

Nyes und Ny, die Molekiilzahlen im gasférmig-freien und im adsor-
bierten Zustand,

Yyas das zur Verfiigung stehende Gasvolumen,

Vags das Adsorptionsvolumen und

4 die Adsorptionswirme je Molekiil.

N, . . .
Da nun - gleich der Konzentration im Gasraum ¢, gesetzt
gas
werden kann, erhilt man:
2
Noas = vaas- e *7

' cgas ’

was mit der auf S.148 abgeleiteten Gleichung fiir die Adsorptionsiso-
therme im verdiinnten Gebiet iibereinstimmt. Wenn man sich bereits
dem Gebiet der Sittigung néhert, dann ist offenbar der den adsorbierten
Molekiilen zur Verfigung stehende Raum nicht mehr durch das ganze
Adsorptionsvolumen vq4s gegeben, sondern man mufl den von den schon

1 Im strengen Sinne muB es hier nicht Volumina, sondern Phasenvolumina
heiBen; das vorliegende Beispiel ist aber so gewihlt, daB die obige anschauliche
Formulierung zu Recht besteht,.
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adsorbierten Molekeln eingenommenen Platz abziehen. An Stelle von

(86) resultiert dann nach Langmuir und Herzfeld
Y

Nyas: Nags = Vgas: (Vags— Naas-0) e *7T,
worin ¢ den von einem absorbierten Molekiil beanspruchten Oberflichen-
anteil bedeutet.
Die Adsorptionsisotherme fiir das Gebiet der nicht mehr ganz ver-

diinnten Adsorption lautet dann
A

N i = Gga,svads‘ek—T
ads = 2
O Cgase kT +1
In der Tat ist diese Gleichung der analytische Ausdruck fiir eine
Sattigungskurve, welche groBe Ahnlichkeit mit der in Abb. 11 auf S. 149
dargestellten experimentellen Adsorptionsisotherme besitzt.

1V. Chemische Kinetik.

Es kommt héufig vor, daB sich Systeme sehr lange Zeit in Zusténden
befinden, die vom Gleichgewichtszustand sehr weit entfernt sind, ohne
daf sich das Gleichgewicht einstellt, weil die Geschwindigkeit, mit
welcher diese Einstellung erfolgt, auBerordentlich klein ist. So kann
man H, und O, bei gewohnlicher Temperatur beliebig lange in einem
geschlossenen Gefall aufbewahren, ohne daf die Bildung von Wasser
eintritt, obwohl das Gleichgewicht praktisch vollstdndig zugunsten des
Reaktionsproduktes verschoben ist. Dies rithrt daher, dall die Reak-
tionsgeschwindigkeit der Vereinigung bei normaler Temperatur zu
klein ist, um die Einstellung des Gleichgewichts in erreichbaren Zeiten
zu ermdglichen.

Nimmt man an, daBl zwei Molekiile nur dann miteinander reagieren
kénnen, wenn sie zusammenstoBen, so begegnet man zunéichst einem
gewissen Widerspruch zwischen Erwartung und Experiment. Aus der
Formel fiir die StoBzahl folgt, da die Zahl der ZusammenstoBle, die
ein einzelnes H,-Molekiil mit O,-Molekiilen ausfiihrt, in der s schon bei
normalem Druck und Zimmertemperatur ganz auBerordentlich groB ist
(sie betrigt etwa 101%), so daB die Reaktion explosionsartig vor sich
gehen miilte, wenn jeder ZusammenstoB auch zu einer Umsetzung
fiilhren wiirde. Da die Erfahrung mit aller Deutlichkeit zeigt, daB dies
nicht der Fall ist, muBl man schlieBen, daB bei weitem nicht jeder Zu-
sammenstoB zwischen einem H,- und O,-Molekiil zur Bildung von Wasser
fiihrt, daB vielmehr nur wenige, besonders ausgezeichnete Molekeln
reaktionsberechtigt sind.

Arrhenius und Trautz haben daher die Vorstellung eingefiihrt,
daB der Zusammensto3 zweier Molekeln zwar eine notwendige, nicht
aber eine hinreichende Bedingung fiir das Eintreten der Reaktion sei.
Um das letztere zu verwirklichen, ist es vielmehr noch nétig, daB die
aufeinander treffenden Molekeln eine bestimmte minimale Energie —
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die sog. Aktivierungsenergie —mit sich fiihren. Fiir die Reaktions-
geschwindigkeit kommen dann nicht alle ZusammenstéBe in dem
betrachteten Gasvolumen in Betracht, sondern nur diejenigen, bei welchen
die Aktivierungswirme in den zusammenstoBenden Molekeln enthalten
ist. Fir das System: A+ B2 AB (87)

erhalten wir fiir die Reaktion von links nach rechts (Hinreaktion) die
Geschwindigkeit b, =a-cg-cp,

wenn ¢4 und cp die Konzentrationen der beiden Teilnehmer sind und a
mit dem StoBzahlansatz nach Gleichung (11) auf S.90 zusammen-

héngt: . T L
a=2yzm |/l (88)
m
Fiir den Zerfall resultiert die schon auf S. 149 angeschriebene Beziehung
ky=b-cyp,
wobei b mit Atomkonstanten verkniipft ist durch

€2

b=bye *T. (89)

Der fiir die Gleichgewichtskonstante mafgebende Exponentialfaktor
enthilt zufelge der Reaktionsisochore die Wiarmeténung der Reak-
tion als Zihler des Exponenten.
Durch Vergleich mit den beiden Aus-
driicken fiir &, und k, ergibt sich
also, daBl die Wirmeténung einer
Reaktion gegeben ist durch die Dif-
ferenz der Aktivierungswérmen fiir e
die Hin- bzw. die Riickreaktionen ‘\— T

A =¢&—¢;. (90) \\ 2

Diese Verhaltnisse kann man sich W2 i
auch recht anschaulich mit Hilfe der
Abb. 12 klar machen. Als Ordinate
sei der Energiegehalt des Systems — fobeioponaomatische Darstellung des
A+ B a,ufgetragen, links der der Endzustand voneinander trennt.
beiden getrennten Atome, rechts der
des gebildeten Molekiils. Die Vertikaldifferenz zwischen den beiden
horizontalen Linien, welche die soeben erwahnten Zustinde kennzeichnen,
mifit die gesamte Energieinderung im Verlauf der Reaktion, d.h. die
Wirmetonung. DaB zur Erzwingung des tatsichlichen Ablaufes eine
Aktivierungswirme nétig ist, kommt in Abb. 12 dadurch zum Ausdruck,
daB sich zwischen dem Ausgangs- und Endzustand ein Energieberg
befindet, der von denjenigen Molekeln, welche von I nach 2 oder von 2
nach 7 gelangen wollen, iiberwunden werden muB3. FEr ist in der Abb. 12
als punktierte Linie eingezeichnet. Die Vertikalabstinde von I bzw,
von 2 bis zum Gipfel dieses Berges sind die Aktivierungswéirmen fiir die

Hin- bzw. Riickreaktion. Aus der Abb. 12 ergibt sich unmittelbar der
Inhalt der Gleichung (90).

£
7 s

Lnergie d.Systemes A+B
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Nach diesen allgemeinen Sétzen iiber den Zusammenhang der Akti-
vierungswirmen mit der Wirmeténung, sei jetzt dazu iibergegangen,
ganz kurz die Kinetik der wichtigsten Reaktionstypen ndher zu betrachten.

Die historische Entwicklung hat es mit sich gebracht, dafl man die
Reaktionen in schematischer Weise ordnete. Als Einteilungsprinzip
verwendet man die sog. ,,Ordnung‘ der Reaktion, das ist die Art der
Abhiingigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit von der Konzentration
derbeteiligten Molekiile. Wenn sich auch durch die genaueren Unter-
suchungen der letzten Jahre herausgestellt hat, daB diese Einteilung
insofern nicht ganz scharf ist, als ein und dieselbe Reaktion bei verschie-
denen Drucken verschiedene Ordnungen annehmen kann, so erhilt man
doch mit ihrer Hilfe einen ersten raschen Uberblick iiber die entgegen-
tretenden Erscheinungen und es ist daher wohl zweckmifBig, auch hier
die Darstellung nach dieser alten und bewéhrten Einteilung anzuordnen.

A. Die monomolekulare Reaktion.

Als einfachster Fall ist in diesem Sinne eine Reaktion anzusehen,
bei welcher die Geschwindigkeit nur von der Konzentration einer einzigen
«Molekiilart abhéingt; die Zahl der pro s reagierenden Teilchen soll pro-
portional sein der Zahl der gerade vorhandenen Teilchen dieser Sorte

dN
— =k (N, —N) (91)

N, = Zahl der Teilchen zu Beginn des Versuches.

Auf den ElementarprozeB iibertragen, bedeutet diese Aussage, dal jedes
der betrachteten Teilchen den Keim des Zerfalls bereits irgendwie in sich
tragt und innerhalb einer bestimmten Zeit — der sog. mittleren Lebens-
dauer — ,,von selbst‘‘ zerfillt. Wire ndmlich ein bestimmter, den Zer-
fall erst hervorrufender duBerer AnlaB, z. B. ein Zusammenstol mit der
Wand oder mit einem anderen Molekiil erforderlich, dann wiirde die
Zerfallsgeschwindigkeit eben noch von der Konzentration des anderen
Partners oder von der GréBe der Wand abhéngen und man hétte keine
wahre monomolekulare homogene Reaktion vor sich. "Ein besonders
typisches Beispiel fiir eine streng monomolekulare Reaktion gibt uns der
radioaktive Zerfall, dessen experimenteller Verlauf sehr genau der Glei-
chung (91) entspricht.
Durch Integration von (91) ergibt sich
In (N, — N) = —k, t 4 const.
Da fiir ¢ = 0 die Zahl der bereits zerfallenen Teilchen auch gleich Null
sein muB, folgt fiir die Bestimmung der Konstanten die Beziehung
In N, = const.

Bei ihrer Mitverwendung erhélt man fiir die Gleichung des radioaktiven
Zerfalls oder allgemein der rein monomolekularen Reaktion

N =N, (l—e~Hkt). (92)
Sie besagt, daB von dem Anfangszustand
N=0
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beginnend, die Reaktion mit allméhlich abnehmender Geschwindigkeit
dem Endzustand

N =N,
asymptotisch zustrebt. In Abb. 13 ist dieser zeitliche Verlauf durch eine
graphische Darstellung anschaulich gemacht. Fragt man nach derjenigen
Zeit, nach welcher gerade die Hélfte aller vorhandenen Molekiile zerfallen
sind — nach der sog. Halbwertszeit der Reaktion — dann muf man

in (92) N = % setzen und erhalt

e_kltln:é
t,=-LIn2
m—E .

Zur Bestimmung der Reaktionskonstante k, erhélt man durch einfaches
Umformen von (92) die Beziehung

Na
TN (93)
Wenn man von einer bekannten Molekelzahl N, (bekannter Druck oder
Konzentration) ausgeht und zu mehreren Zeiten ¢ die entsprechen-
den, noch vorhandenen Molekel-
zahlen (N, — N) analytisch be- #pp-—-eocooee
stimmt, kann man die GréB8e &, be-
rechnen. Nur wenn sie eine ,,wahre 4 !
Konstante“ ist, d.h. wenn sich |

. I
die Zeiten und die abreaglerten/f
2

1
ky = kmon = T In

Mengen gerade richtig in Glei-
chung (93) hineinfiigen, hat man /-
die Berechtigung, den vorliegenden IR
Proze als monomolekulare Re- ¢ 7 2 oL il T ¢ I W
aktion zu bezeichnen. % LinMiten .

Es gibt nicht viele homogene 4PP- 13, Verlaut der Umsetzung bel einer
Gasreaktionen, die sich mit Sicher-
heit in diese Klasse einordnen lassen. Erst in den letzten Jahren sind
auf Grund sehr sorgfiltiger Untersuchungen z. B. die folgenden Reak-
tionen als homogen und monomolekular erkannt worden:

2 N,05 = 2 N,0, + O,
CH;- O - CH; = CH, + CO + H,
CH, - CO - CH, = CO + C,H,
(CHg- CH, - CH,)yNy = N, + ....
Inversion von Rohrzucker bei Anwesenheit von H+-Ionen.

Wenn man noch etwas iiber die modellmaige Bedeutung der Reak-
tionskonstante X&,,,, zu wissen wiinscht, ist es zweckmiBig, auf die Glei-
chung (89) 8. 153 zuriickzugehen. b ist dort der Proportionalititsfaktor,
welcher aus der Gesamtheit aller vorhandenen Teilchen die zerfalls-
berechtigten aussondert; im Sinne des dort Gesagten wird man daher
hier fiir k, anzusetzen haben:

&

]‘71‘——]"mon=k*"3_>k11 s (94)
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wobei ¢; wiederum die Aktivierungsenergie und k* eine von der Konstitu-
tion des Molekiils abhéngige Konstante bedeutet.

Den Elementarvorgang beim Ablauf einer monomolekularen Reaktion
hat man sich im Sinne dieser Betrachtungsweise je nach dem gerade
vorliegenden ProzeB verschiedenartig vorzustellen; zwei Beispiele mégen
dies naher erldutern:

Der radioaktive Zerfall von Polonium: Jedes Atom trigt bereits die
fir den spontanen Zerfall notwendige Aktivierungsenergie in sich; es
mulBl aber eine bestimmte Zeit verstreichen, ehe im Innern des Kerns
die fiir den Zerfall notwendigen Umgruppierungen vollzogen sind. Ein
weiterer Eingriff von auBlen ist nicht mehr nétig und nach Ablauf
dieser Zeit, der ,,mittleren Lebensdauer®, zerfillt das Teilchen von selbst.

Der Zerfall des Azopropans. Bei normaler Temperatur besitzt kein
— oder praktisch kein — Molekiil die zum Zerfall notwendige Energie.
Bei hoher Temperatur jedoch werden durch die ZusammenstoBe energie-
reichere Molekeln gebildet. Da das Molekiil ziemlich grofi ist, kann
es in seinen zahlreichen Freiheitsgraden ziemlich viel Energie aufspeichern,
die ihm durch die unregelmiBigen ZusammenstéBe mit den anderen
Molekeln allméahlich und in kleinen Portionen bald zugefiihrt, bald wieder
entzogen wird. Hat ein Molekiil in dieser Weise allméhlich eine bestimmte
Energie ¢, in sich aufgenommen, so ist dies fiir den Zerfall eine zwar not-
wendige aber noch nicht hinreichende Bedingung. Denn nach Aufnahme
von &, muB} im Innern des Molekiils durch Oszillationen oder Rotationen
die Energie erst allmahlich derjenigen Stelle zuflieBen, die fiir den Zerfall
besonders empfindlich ist (d.i. die Bindung C—N). Es wird nach der
Aufnahme der geniigenden Energiemenge noch eine bestimmte Zeit —
die ,,mittlere Lebensdauer* des angeregten Molekiils — verstreichen, ehe
es wirklich zerfillt. Der Zerfall selbst erfolgt spontan, d.h. ohne einen
bestimmten meBbaren duleren AnlaB: Man kann im Laufe der Zusammen-
st6Be mit den anderen Molekeln nicht einen bestimmten Zusammenstof3
herausgreifen, der schlieBlich den Ausschlag gegeben und das Molekiil
zum Zerfall gebracht hat.

B. Die bimolekulare Reaktion.

Wesentlich héufiger trifft man den Fall, dal die Geschwindigkeit
einer Reaktion proportional dem Produkt der Konzentrationen zweier
Teilnehmer zu setzen ist. Als einfachstes Beispiel hierfiir kann die Hin-
reaktion der Gleichung (87) S. 153 gelten; als bimolekular haben sich
erwiesen: H,+J,=2HJ,

H,+S8=H,S
und andere Reaktionen.

Es gilt

Wenn man die Anfangsmengen der beiden an der Reaktion beteiligten

Stoffe mit N, und N;, die des entstandenen Reaktionsproduktes mit N
bezeichnet, so ergibt sich

+ by (N, —N) (N, — D).

ky =kyim =a-c4-Cp.
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Wihlt man N, =N,,

so erhilt man als Differentialgleichung fiir die bimolekulare Reaktion
den Ansatz
dN

+—dt_:k2(Na—N)2- (95)
Die Integration ergibt
— (NTI—Z—VT =k, t 4 const.
Die Konstante wird wiederum aus der Bedingung bestimmt, daB fiir
t=0
N=0
sein mufl. Man erhilt schlieBlich fiir das zeitliche Fortschreiten der
Reaktion 1
N =Nw<l~m) (96)
oder fiir die Konstante einer bimolekularen Reaktion
ky = kpim Zﬁ(%—l) (97)

Wenn die experimentell gemessene Menge N mit den entsprechenden
Zeiten t und mit der Anfangsmenge N, in eine Gleichung von der Form (97)
hineinpaBt, ist man berechtigt, fiir die vorliegende Reaktion den bimole-
kularen Verlauf anzunehmen.

Zum Zwecke einer molekularkinetischen Untersuchung geht
man am besten davon aus, dafl in der Konstanten ky;,, zunichst der StoB-
zahlansatz enthalten ist, der die fiir die Reaktion notwendige Bedingung
des ZusammenstoBes in die Gleichung (95) hineinbringt. Wiederum
kénnen die Molekiile nur in einem ganz bestimmten Energie- (oder Quan-
ten-) Zustand miteinander reagieren, so daBl man sowohl fiir den einen
als auch fiir den anderen Partner eine Aktivierungsenergie anzusetzen
hat. Dadurch erhilt die Konstante die Form

— KT (my + mg) = —
bpim =27V27 7175+ V‘———e kT .¢ kT .g,.0,. (98)
ny My

Hier beziehen sich die GréBen mit dem Index 1 auf die eine, die mit
dem Index 2 auf die andere reagierende Molekiilgattung; die Faktoren o,
und o, sind hinzugefiigt, weil die Erfahrung gezeigt hat, daB man
gelegentlich damit rechnen muB, dafl bei dem ZusammenstoB nicht die
ganze Oberfliche des Molekiils fiir die Reaktion zur Verfiigung steht,
sondern nur gewisse ,,empfindliche Bezirke”“. Bei groBen organischen
Molekeln entspricht ein solches Lokalisieren der Reaktionsfahigkeit
durchaus den qualitativen Anschauungen der organischen Chemie, die
sich auch beziiglich der Reaktionsfihigkeit solcher Molekiile bestens
bewihrt haben. Die beiden Energiewerte ¢; und ¢, kann man zu einer
gesamten fiir den Reaktionsvorgang notwendigen Aktivierungswirme

E=1¢ + &
zusammenfassen, die sich dann direkt aus der Temperaturabhingigkeit
der Reaktionsgeschwindigkeitskonstante bestimmen laft.
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Die bisherige Erfahrung (Polanyi, Bonhoeffer) hat gezeigt, daB
nur freie Atome (H, Cl, Na usw.) oder freie Radikale (CH; usw.)
ohne Aktivierungswirme bimolekular reagieren. Beim ZusammenstoB3
solcher Teilchen erwies sich innerhalb der Fehlergrenze jeder Sto8 als
erfolgreich. Wenn aber die reagierenden Atome schon vor der Reaktion
an einem Molekiilverband beteiligt sind, wie z. B. bei der HBr-Bildung
(Bodenstein)

H, + Br, =2 HBr,
so ist immer eine Aktivierungswirme erforderlich. Vor dem Ubergang
des Systems in den neuen Zustand ist offenbar eine Auflockerung der
bestehenden Bindungen notwendig. Die Tabelle 23 enthilt fiir einige
besonders gut untersuchte Reaktio-
Tabelle 23. Ubersicht iber einige nen die Aktivierungswirmen s

wichtige bimolekulare in cal.
Reaktionen. Ihre Berechnung aus der Reaktions-
Umsetzung ein cal geschwindigkeit erfolgt meist so, daf3
man die Reaktionsgeschwindigkeit bei
Hy+J, =2HJ .. .| 40000 wverschiedenen, nicht zu nahe bei-
% g:; o = g I(\)I: Jo,. gg ggg sammen liegenden Temperlaturen miBt
2 CL,0 =20, + 0,. | 21000 wund den In k, gegen — auftrigt.
 =H,+8..| 52400 o T
CH,-CHO = CH, 4+ CO . | 45500 Logarithmiert man namlich die Glei-
chung (98), so erhilt man
log ky = — k—‘;,— + % log T + log const. (99)

Das zweite Glied dndert sich mit steigender Temperatur nur sehr langsam,
so daBl man es bei geniigend grofSem Wert von ¢ ebenso wie log const als
Konstante betrachten kann. Diese Vernachlissigung, die keinen allzu
groBen Fehler mit sich bringt, hat zur Folge, dal (99) in die Gleichung
einer Geraden vom Typus

logk2=—-%—-x+b

T=T7

ibergeht. In einem logarithmischen Diagramm erhédlt man daher eine
gerade Linie, deren Neigung unmittelbar die Aktivierungswirme liefert,
wihrend der Abschnitt auf der Ordinatenachse mit dem Wert des StoB-
zahlansatzes und mit den eventuell zu beriicksichtigenden empfindlichen
Regionen zusammenhingt.

Bei einer bimolekularen Reaktion ist der Eintritt der gewiinschten
Umsetzung immer mit einem ganz bestimmten Zusammenstof ursichlich
verkniipft. Zwischen dem letzten Zusammensto und dem Moment der
Elementarreaktion ist keine Latenzzeit eingeschaltet, die ihren Grund
in Umgruppierungen oder Energieschwankungen innerhalb des betrach-
teten Gebildes haben konnte. Es ist daher verstédndlich, daB der bimole-
kulare Reaktionstyp gerade bei einfachen, aus wenigen Atomen auf-
gebauten Molekeln besonders bevorzugt ist. Hier kann unmittelbar
wihrend oder ganz kurz nach dem ZusammenstoB die zugefithrte Energie
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den Zerfall bewirken. Besonders gut untersuchte Beispiele fiir bimo-
lekular verlaufende Reaktionen sind bereits in der Tabelle S. 158 auf-
gezdhlt worden.

Man erkennt nun, daB sich eine scharfe Grenze zwischen mono-
und bimolekularen Reaktionen nicht ziehen la8t. In beiden Fillen er-
folgt die Zulieferung der fiir die Reaktion notwendigen Energie durch
die unregelméiBigen ZusammenstéBe der Molekiile, die in ihrer Gesamt-
heit die Maxwell-Boltzmannsche Energieverteilung in dem be-
trachteten Gas aufrechterhalten. Es konnen zwei extreme Fille eintreten:

a) Die Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen ist sehr klein gegeniiber
der Zeit der Energieumgruppierung im Innern des Molekiils. Das wird
zur Folge haben, daB ein Molekiil, welches bereits genug Energie in sich
aufgenommen hat, um zerfallen zu kénnen, doch noch sehr haufig von
anderen Molekeln mehr oder weniger stark gestoBen wird, ehe es schlief3-
lich zerfillt. Einen solchen Vorgang wird man als monomolekular
empfinden, weil sich nicht ein bestimmter den Zerfall unmittelbar
bewirkender Zusammenstol erkennen laft.

b) Wenn aber die Zeit zwischen zwei Zusammenstéen vergleichbar
oder gar grofer ist als die der Umgruppierungen im Innern des Molekiils,
wird nach jedem geniigend energiereichen Zusammenstofl auch Zerfall
eintreten und man wird den Eindruck einer bimolekularen Umsetzung
gewinnen. :

Eine Reaktion kann daher bei hohem Druck — héaufige Zusammen-
stoBe — monomolekular, bei tieferem bimolekular erscheinen, wenn die
Aktivierungsenergie durch die Zusammenstéfle nachgeliefert wird.

Die Erfahrung bestétigt diese Erwartung auf das beste. Es gibt ver-
séhiedene Reaktionen, die bei hohem Druck monomolekular verlaufen,
bei niedrigem aber bimolekular werden. Die Tabelle 24 enthilt einige
Belege fiir diese Behauptung.

Tabelle 24. Druckabhingigkeit der ,,monomolekularen‘
Reaktionskonstanten.

Reaktion égﬁmeﬁngzi Bemerkung

2N,0;, =2N,0,+ 0, . . . 24 700 Bleibt auch noch bei 0,01 mm
monomolekular.

Zerfall von Aceton . . . . 68 500 Ist auch bei den kleinsten Drucken
noch monomolekular.

Zerfall von Propionaldehyd . 54 000 Wird1 unterhalb 80 mm bimole-
kular.

Zerfall von Dimethylither . 58 500 Ebenso unterhalb 350 mm.

Zerfall von Didthylather . . 53 000 Ebenso unterhalb 150 mm.

. Zu den wichtigsten bimolekularen Reaktionen zahlt die Esterver-
seifung, deren bequem meBbarer Verlauf zu einer groBen Reihe von
Untersuchungen gefiihrt hat (Wegscheider, Goldschmidt, Kailan).
Die Tabelle 25 enthilt einige Reaktionskonstanten, die sich auf diesen
Reaktionstyp beziehen.
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Tabelle 25. Einige Angaben iiber Veresterungs- und
Verseifungsgeschwindigkeiten.

Ordnun,
Reaktion Konstante der 8 Bemerkung Bi(t)_}b‘
Reaktion achter
Verseifung von Athylacetat 100* Olsson
Methylacetat 154,6 9 (4 — 9200 In alkalischer »
Kthylformiat | 21300 (6=20% ™ 7 ssung .
i-Amylacetat 0,732 '
Veresterung von Benzoesiure In saurer Losung| Kailan
mit Athylalkohol . . . 0,0400 0,7927 n-HC1 ”
,» Athylenglykol . . . 0,0318 |1 (t=25°%( 0,7630 n-HCl »

,» Glycerin . . . . . 0,0087 0,2391 n-HC1 ’
Veresterung von Glycerin In saurer Losung| Kailan
mit o-Nitrobenzoesiaure 0,00181 0,6654 n-HCl ’s
,» m-Nitrobenzoesiure 0,0195 1(t=25%| 0,6647 n-HCl '

,» Pp-Nitrobenzoesaure 0,0243 0,6680 n-HCl »

C. Reaktionen anderer Ordnungen.

Sehr selten trifft man auf trimolekulare Reaktionen, bei denen
sich die Geschwindigkeit als proportional dem Produkt dreier Kon-
zentrationen erweist; ein von Lunge und Berl und von Bodenstein
besonders sorgféltig untersuchter Fall ist die Reaktion

0, -+ 2NO = 2 NO,.
Daf der trimolekulare Verlauf nicht hiufig vorkommt, kann verstindlich
erscheinen, da die Wahrscheinlichkeit fiir Dreierst6B8e erheblich
geringer ist als die fiir den Zusammensto zweier voneinander unab-
héngiger Teilchen.

Héufig wird man beim Studium vom Reaktionsverlauf auf Ver-
hiltnisse gefiihrt, die ein mehr oder weniger kompliziertes Ineinander-
greifenmehrerer Reaktionen erkennen lassen. Solche gekoppelte
Reaktionen tun sich meist dadurch kund, daB man iiberhaupt keine
Reaktionskonstante mit ganzzahliger Ordnung ausrechnen kann. Man
findet vielmehr hiufig, da man einen gebrochenen, zwischen Null und
drei liegenden Exponenten wahlen mii3te, um aus der formalen Reaktions-
gleichung eine ,,Konstante“ auszurechnen. Mit einem solchen formalen
Befund wird man sich im allgemeinen nicht begniigen, sondern versuchen,
durch Zerlegung der gesamten Reaktion in einzelne Teilprozesse der
Kinetik des zusammengesetzten Vorganges niher zu kommen.

Als besonders interessante und gut untersuchte gekoppelte Reaktion
sei hier die Jodionenkatalyse der Hydroperoxyd-Thiosulfatreaktion
genannt. Ihre erste Stufe ist nach Abel

H,0, + J~ = H,0 + JO, (100)

anschlieBend daran verliuft unmeBbar schnell die Stufe
JO +J +2H+ =J,+ H,0 (101)
und J, 28,0, =80, +2J. (102)

Hierdurch ist die Konzentration der Jodionen wieder regeneriert. Ge-
schwindigkeitsbestimmend ist (100).
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D. Die Kinetik heterogener Reaktionen.

Die homogenen Gasreaktionen sind zwar fiir theoretische Betrach-
tungen besonders geeignet, weil sich die Verhiltnisse bei ihnen relativ
gut iibersehen lassen ; in der Praxis aber sind sie fast v6llig in den Hinter-
grund gedringt durch die heterogenen Reaktionen, d.h. durch
chemische Prozesse, bei denen neben dem reagierenden Gas- oder Fliissig-
keitsgemisch noch feste Korper mitspielen. Da heute beinahe jede tech-
nisch in groBerem Mafle durchgefiihrte Umsetzung mit Hilfe eines
Katalysators erfolgt, ist die Anwesenheit eines die Heterogenitit
bewirkenden festen Stoffes in der Praxis fast immer gegeben. Fiir die
Kinetik solcher Reaktionen sind verschiedene Teilprozesse mafgebend,
deren jeder fiir sich eine bestimmte Geschwindigkeit besitzt und die in
ihrer Gesamtheit den Ablauf der Umsetzung bestimmen.

a) Da der chemische Umsatz nur an I
der Oberfliche des Kontaktes, meist so- i T\:
gar nur an bestimmten ausgezeichneten )
oder aktiven Stellen abliuft, ist als
erster geschwindigkeitsbestimmenderVor-
gang die Diffusionder Ausgangspro-
dukte an die aktiven Stellen in Be-
tracht zu ziehen (s. S. 162).

b) Der zweite geschwindigkeitsbestim-
mende ProzeB einer heterogenen Reaktion 2
ist die Umsetzung an den aktiven Stellen —
des Katalysators. Sie kann wieder von :
verschiedener Ordnung sein, je nachdem, ADb. 14. Schematicche Darstellung

L. . er Energieverhiltnisse bei einer

ob Zusammenstole zwischen mehreren katalysierten Reaktion.
Partnern notwendig sind oder nicht.
Uber den gegenwirtigen Stand unserer Kenntnisse beziiglich dieses
wichtigsten Teilvorganges wird in dem Abschnitt ijber Katalyse noch
ausfiihrlich zu berichten sein. Es mége daher an dieser Stelle geniigen,
darauf hinzuweisen, dafl Katalysatoren im allgemeinen die Aktivierungs-
energie einer gegebenen Reaktion herabzusetzen vermdégen und dadurch
die Zahl der erfolgreichen ZusammenstéBe erhéhen (vgl. S. 1661.).

Die reagierenden Molekel werden an der Oberfliche des Kontaktes in
einen aktiven Zustand versetzt. Im Sinne der Abb. 14 bedeutet
dies, daB die fiir den Elementarprozefl notwendige Aktivierungsenergie ¢,
nicht auf einmal aufgebracht werden muf3, sondern daB bei der Uber-
windung des Berges eine Unterteilung der zu leistenden Arbeit méglich
wird. Zwischen dem Tal 7 und dem Gipfel g béfindet sich, wie die Abb. 14
andeutet, eine Mulde, die als Raststelle benutzt werden kann. Der Kataly-
sator bringt zunichst das eine der reagierenden Molekiile durch den
Adsorptionsvorgang, auf Grund dessen er es festhilt, in diese Mulde
(Aktivierungsenergie ¢;). In diesem Zustand erfolgt an der Kontakt-
oberflédche der ZusammenstoBl mit den anderen Reaktionsteilnehmern und
durch ihn die endgiiltige Uberwindung des Energieberges (Aktivierungs-
energie ¢)').

Energre des Systems
)
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-
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c) Schliefilich hingt die Geschwindigkeit der gesamten Umsetzung
noch davon ab, wie rasch das gebildete Reaktionsprodukt die aktiven
Stellen des Katalysators verlaft, um den Reaktionsteilnehmern Platz
zu machen. Hier handelt es sich um einen Desorptionsprozefl mit
anschlieBender Wegdiffusion der Reaktionsprodukte, also an sich
wiederum um einen zusammengesetzten Vorgang.

Entscheidend fiir die Geschwindigkeit der gesamten Umsetzung ist
stets der langsamste Teilvorgang. Wenn z. B. Hin- und Abdiffusion der
Reaktionsteilnehmer an die aktiven Stellen auBlerordentlich rasch erfolgt,
die Umsetzung selbst jedoch erheblich langsamer verlduft, bestimmt die
Aktivierungswirme der katalysierten Reaktionen und die Zahl der aktiven
Stellen den Gesamtverlauf. Die aktiven Stellen sind in einem solchen
Falle wegen der raschen Hindiffusion stets mit reaktionsbereiten Molekeln
gesittigt, so dall die Konzentration der Reaktionsteilnehmer im Gasraum
oder in der Losung zeitlich keine Rolle mehr spielt. MafBgebend fir die
Umsetzung ist nur die Zahl der vorhandenen aktiven Zentren und die
mittlere Lebensdauer der reagierenden Molekiile an ihnen. Diese hangt
mit der Aktivierungswéirme ¢ durch eine Beziehung von der Form

T~e KT
zusammen (vgl. ausfiihrlicher S. 1661.).

Durch Ubertragung der auf S.161 angedeuteten Uberlegungen hat
man die Moglichkeit, in solchen Fillen durch die Messung der Reaktions-
geschwindigkeiten als Funktion der Temperatur, die Aktivierungswéirme
und die Zahl der aktiven Stellen gesondert zu bestimmen.

Wenn die eigentlich chemischen Prozesse an der Kontaktoberflache
aullerordentlich rasch verlaufen — also durch eine kleine Aktivierungs-
wirme ausgezeichnet sind —, der Hin- und Abtransport der Reaktions-
teilnehmer aber nur sehr tridge vor sich geht, sind die Diffusionsprozesse
fir die Geschwindigkeit des gesamten Vorganges entscheidend. Man
erhilt eine ganze andere Art der Temperaturabhingigkeit als man sie
z. B. nach den Ausfiihrungen der 8. 157 erwarten wiirde.

Auf jeden Fall mufl man bei der Betrachtung einer heterogenen Reak-
tion diese Verhiltnisse im Auge behalten und erst nach sorgféltiger Tren-
nung des gesamten Verlaufs in die maBigebenden Einzelprozesse kann man
Aussagen iiber den Mechanismus einer solchen Umsetzung machen.

E. Diffusion und Wirmeleitung.

Bei der Besprechung der Existenz nicht umkehrbarer Vorginge
(S. 116) ist schon angedeutet worden, daB der Druckausgleich innerhalb
eines (Gasraumes oder der Warmeiibergang von warm zu kalt ein typisch
irreversibler ProzeB ist. Das gleiche gilt fiir den Konzentrationsausgleich
in einer Losung. In all diesen Fillen ist das Gleichgewicht erst erreicht,
wenn sich {iberall der gleiche Zustand eingestellt hat. Alle Riihrwerke,
Verteiler, Warmeaustauscher und dhnliche in der Technik in gréBtem
Umfang verwendete Apparaturen zielen darauf hin, Konzentrations-,
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Druck- oder Wéirmedifferenzen moglichst rasch und vollstindig auszu-
gleichen. Hier wird meist die in den Apparat hervorgebrachte Strémung
oder Konvektion zur Unterstiitzung und Beschleunigung des reinen
Konzentrationsausgleiches durch Diffusion herangezogen.

Zur Auffindung der fiir die Diffusion mafgebenden GesetzméaBig-
keit wverfihrt man folgendermaBen: Man denke sich eine Losung so
in ein Glasrohr gebracht, daBl in dem Rohr ein Konzentrationsgefille
besteht und lege die x-Achse eines Koordinatensystems parallel der
Rohrachse (Abb. 15). Gesucht wird die Konzentrationsinderung dc¢
in dem neben x gelege-

nen Rohrabschnitt in der
Zeit dt. qost-

Solange das Konzen- o o \
trationsgefille lings des ol - ,
Rohres glrinear bleibt , ist éqm— <
keinerlei Anderung zu er- i
warten. Aus der Abb. 15 ’ 7
ist ersichtlich, daB in der go1t- 7
Zeiteinheit von links eben- T Y
soviel Teilchen nach dzx 0 1 2 3 4 5 6 7 & JIJxiem
zustrémen als durch die 0] [ )
rechte Begrenzungsfliche —=idx<——

Z aedz

abflieBen. Der Neigungs-
Abb. 15. Zur Ableitung der Diffusionsgleichung.

winkel der Konzentration
bei 1 ist derselbe wie der
bei I’. Man hat den Fall eines Wasserbehélters vor sich, in den man
auf der einen Seite durch eine geneigte Rinne Wasser zufiihrt, dem
man aber auf der anderen Seite durch eine Rinne von gleicher Neigung
die gleiche Menge pro Zeiteinheit wieder entzieht. Die Konzentration
in dem betrachteten GefiB bleibt konstant. Ihre zeitliche Anderung
ist Null: dec
ot =0.

Eine Anderung in diesem Verhalten kann erst eintreten, wenn das
Konzentrationsgefille im Rohr nicht linear ist. Wie man aus der
Abb. 15 wiederum leicht entnehmen kann, strémt dann durch die linke
Begrenzungsfliche aus 2 mehr zu als durch die rechte nach 2’ abflieen
kann, und es muB sich allméhlich die Konzentration in dem Bereich d«
erhéhen. Die zeitliche Konzentrationszunahme ist offenbar direkt pro-
portional dem Unterschied im Gefille links und rechts von dz, d. h. die
zeitliche Anderung der Konzentration an der Stelle z ist der Anderung
des Konzentrationsgefilles an dieser Stelle proportional

dc o%c
i = D R (103)

Den Proportionalititsfaktor D der Differentialgleichung (103) be-
zeichnet man als den Diffusionskoeffizienten. Er ist ein MaB fiir die
absolute Geschwindigkeit des betrachteten Druck- oder Konzentrations-
ausgleiches und gibt unmittelbar an, wie rasch sich die Konzentration

11*
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an einer bestimmten Stelle dndert, wenn man der diesen Ausgleich
hervorrufenden , Kriimmung‘‘ der Konzentration! den Wert Eins erteilt.

Die Beziehung (103) verkniipft die zeitliche und ortliche Anderung
der Konzentration miteinander und mit dem Diffusionskoeffizienten.
Wenn man die Konzentration selbst als Funktion des Ortes und der Zeit
zu kennen wiinscht — was bei den meisten Diffusionsberechnungen als
Ziel hinzustellen ist —ist man genétigt, die Integrale der Gleichung (103)
aufzusuchen. Wenn sich alle Teilchen zur Zeit { =0 am Anfang unseres
Rohres (z = 0) befunden haben, dann ist die Wahrscheinlichkeit, nach
der Zeit t ein Teilchen zwischen x und x + d x anzutreffen, durch den

Ausdruck - o
dW = ]/7% ¢ IDTgg (104)

gegeben (lineare Diffusion). Diese Wahrscheinlichkeit nimmt mit zuneh-
mendem Wert von « wegen des Exponentialfaktors sehr rasch ab, was
einleuchtend ist, da bei gegebener Zeit die Wahrscheinlichkeit fiir die
Zuriicklegung einer grofien Strecke kleiner sein mu8, als die fiir das Uber-
winden einer kleinen. Bei der speziellen Berechnung von Diffusions-
prozessen muBl man stets die durch den Versuch gegebenen Anfangs-
konzentrationen, Form des Gefilles usw. sorgfaltig im Auge behalten,
da die Form des Integrals der Diffusionsgleichung (103) von diesen Bedin-
gungen sehr abhingig ist.

Mit Hilfe von (104) oder anderer entsprechender (zwei- oder drei-
dimensionaler) Beziehungen kann man experimentell den Diffusions-
koeffizienten fiir zahlreiche Vorginge bestimmen. Man braucht nur an
verschiedenen Stellen x zu verschiedenen Zeiten ¢ die Konzentrationen in
dem betrachteten Gefafl zu messen 2 und berechnet dann mit Hilfe von
(104) die Unbekannte D. Wenn sich dabei herausstellt, daB fiir ganz ver-
schiedene - und t-Werte die gemessenen Konzentrationen zu dem gleichen
Wert von D fithren, kann man daraus die Berechtigung ableiten, den
vorliegenden Prozef als einen reinen Diffusionsvorgang anzusprechen.

Tabelle 26. Einige wichtigere Diffusionskoeffizienten.

5 é” § ® |Diffusions- Zo |Diffusions-
System S g g-‘.S koeffizient System gxs koeffizient

g E S E in em/s S § in cm/Tag
Ather in Luft . | 760 | 19,9 | 0,0893 | Pb in Hg .| 15,6 1,37
Benzol in Luft. | 760 | 19,9 | 0,0877 |Cdin Hg . . .| 15,0 1,56
CS, in Luft . . | 760 | 19,9 | 0,1015 | Auin Pb . . . |500 3,19
CO, in Luft . . | 760 0 0,142 Rohrzucker in
H,in Luft . . | 755 | 12,5 [ 0,739 HO..... 18,5 0,31
H,0 in Luft. . | 760 | 92,4 | 0,345 NaCl in H,O . . | 15,0 0,94
Hein A . . .| 7548] 15 0,706 LiCl in H,0 . . | 18,0 1,000
Essigsdure in H, | 760 0 0,404 KCl in H,0 18,0 1,389

2
1 Das ist der zweite Differentialquotient f(’j?a;

2 Hierbei ist natiirlich auf Temperaturkonstanz und Erschiitterungsfreiheit
der groBte Wert zu legen.
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Tabelle 26 gibt eine Ubersicht iiber die Diffusionskoeffizienten verschie-
dener Vorginge. Man sieht, dal sie sich in ihrer GréBe je nach dem
betrachteten ProzeB ganz erheblich voneinander unterscheiden kénnen.

Kinetisch hat man sich das Zustandekommen der Diffusion so
vorzustellen :

Die an der Stelle z des Rohres befindlichen Gasmolekiile (oder die
Molekiile der gelosten Substanz) werden sowohl von links als auch von
rechts St68e erfahren. Wenn die Konzentration an den beiden Begren-
zungen von d x die gleiche ist, was bei einem linearen Konzentrations-
gefille zutrifft, dann ist die Zahl der StoBe, die ein herausgegriffenes
Molekiil von rechts erfihrt, gleich der, die es von links erleidet. Es wird
daher im Mittel an seiner Stelle bleiben und das betrachtete Gebiet d
nicht verlassen. Die Konzentration oder der Druck in diesem Gebiet
bleibt daher konstant. Wenn aber das Konzentrationsgefille nicht linear
ist, dann ist die Zahl der von der einen Seite pro s auf ein heraus-
gegriffenes Molekiil erfolgenden StoB8e gréBer als die von der anderen
Seite und das betrachtete Teilchen erhilt eine Geschwindigkeit, deren
Richtung parallel der Anderung des Geschwindigkeitsgeflles, also parallel
der Grofe

liegt. :

Kinetisch betrachtet wird die Diffusion daher hervorgerufen durch die
unregelmafigen ZusammenstéBe der Molekiile eines Gases oder der
Molekiile eines gelésten Stoffes und hdngt daher ebenso wie die StoBzahl
mit der GroBe der Teilchen und ihrer mittleren kinetischen Enérgie
zusammen. Einstein hat gezeigt, da man in dieser Weise den Diffu-
sionskoeffizienten einer Losung, die aus kugelférmigen Teilchen vom
Radius 7 besteht, durch die Beziehung

kT
D = Gnrr (105)
kinetisch deuten kann. Hierin miBt # die innere Reibung des verwendeten

Losungsmittels. . .
Fiir andere Teilchenformen er- Tabelle 27. Radius des Athylbenzoat-

. . molekiils aus Diffusionsmessungen
hélt man entsprechende Beziehun- nach E. Dummer.

gen, die sich von (105) durch einen T T Solokal

. eKul-

anderen Zahlenfaktor l}nterschel- Lésungsmittel Reibung | radius

den. An Stelle des Radius r treten 7 rin A

dann z. B. die Halbachsen eines

Ellipsoides oder andere die Teil- Benzotrichlorid . .| 0,0236 1,69
chenform kennzeichnende Para- Nitrobenzol . . .| 0,0218 1,8
meter Methylalkohol . .| 0,00658 2,1
W' icher ist. kugel Athylacetat . . .| 0,00466 2,46
énn man sicher 186, Xugel-  acefon, . . . . . 0,00336 2,56

formige Teilchen vor sich zu

haben, 148t sich nach (105) ihr Radius aus Diffusionsmessungen bei Kennt-
nis der Zihigkeit des reinen Losungsmittels bestimmen. Dies hat sich
als eine wichtige Methode zur TeilchengréBenbestimmung erwiesen.
Tabelle 27 zeigt, da in der Tat bei der Anwendung dieser Beziehung
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auf die Diffusion organischer Molekiile recht brauchbare Werte fiir r
erhalten werden. Man sieht, daB sich z. B. der Radius fiir ein Molekiil
Athylbenzoat in der GréBenordnung von etwa 2 A ergibt. Wenn man ver-
schiedene Losungsmittel verwendet, erhdlt man zwar nicht genau die
gleichen Zahlen, die GroBenordnung bleibt aber recht gut erhalten.
Auch die von der Beziehung (105) geforderte Temperaturabhingigkeit
des Diffusionskoeffizienten konnte von

Tabelle 28. Temperaturein- Cohen gut bestitigt werden. Er fand
fluf aufdie Bestimmungvon 4, gje Diffusion von Tetrabrométhan
Toaus E;fcf};l ?é.oél s Lneensis UMECN  in Tetrachlorithan die in Tabelle 28 auf-
T Volokal genommenen Werte. Man sieht, dafB
Rﬁfﬁg r(;(‘iiu: " der nach (105) errechnete Molekiilradius
7 r ziemlich konstant bleibt und wieder in

der richtigen GroBenordnung liegt.

T
(absolut)

273,1 0,026557 2,15 Die gleichen Uberlegungen, welche
283,1 0,021471 2,15 soeben fiir den Druckausgleich in einem
ggg’% 8’8%2231 g’ig Gas oder fir den Konzentrationsaus-
308.1 0,013985 218 gleich in einer Losung abgeleitet worden
3281 0,011326 2,21 sind, gelten auch fiir die Warmeleitung.

Hier interessiert die Temperatur als
Funktion des Ortes und der Zeit. Man erhilt auf Grund analoger Uber-
legungen die Differentialgleichung
or =3 8T o:T
ot " oar
1 bezeichnet man als Warmeleitfahigkeit der untersuchten Sub-
stanz. Fiir die Temperaturverteilung erhilt man auch wiederum Bezie-
hungen von der Form (104). Bei gegebenen Anfangs- und Randbedingungen
148t sich daraus die raumzeitliche Verteilung der Temperatur berechnen.

Die Katalyse’.

Von Prof. Dr. phil. H. Mark, Wien.

I. Das Wesen katalytischer Vorgiinge.

Katalysierte Reaktionen sind bei zahlreichen chemischen Vorgingen,
z. B. bei der alkoholischen Garung, beim Seifensieden usw. seit langer
Zeit unbewuBt benutzt worden. Berzelius hat 1815 den Begriff Katalyse
geschaffen und eine Reihe von damals bereits bekannten Vorgingen
unter diesem Gesichtspunkt zusammengefat. Eine ausgezeichnete
Darstellung der historischen Entwicklung der Katalyse geben A.Mit-
tasch und R.Theiss in dem Werke: Von Davy (Débereiner) bis
Deacon (1932).

Nach Mittasch versteht man unter Katalyse ,,die Geschwindigkeits-
dnderung, sowie die Auslosung oder Lenkung von thermodynamisch

1 Mitbearbeitet von E. Berl und K. Winnacker.
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méglichen Prozessen, hervorgerufen durch die Anwesenheit von Stoffen,
welche selbst chemisch nicht oder nur ganz unwesentlich verdndert
werden‘‘. Eine Substanz, die eine derartige Wirkung ausiibt, nennt man
Katalysator.

Man spricht von homogener Katalyse, wenn der Katalysator im
reagierenden System gelost oder gasformig in reagierenden Gasen zur
Wirkung gelangt. Ein Beispiel einer homogenen Katalyse stellt die Ester-
verseifung unter dem EinfluB von H' oder OH’-Ionen dar. Als hetero-
gene Katalyse bezeichnet man Vorgénge, bei denen Reaktionsteilnehmer
und Katalysatoren in mehreren Phasen vorliegen, z. B. die Oxydation
des Schwefeldioxyds im Bleikammerprozel (gasférmig-fliissig), oder die
Oxydation des Schwefeldioxyds im XKontaktprozeB (gasformig-fest). -
Katalysatoren, die in festem Zustand Reaktionen zwischen gasférmigen
Stoffen katalysieren, werden als Kontakte bezeichnet. Mit Riicksicht
auf ihre besondere Bedeutung fiir technische Prozesse soll an dieser
Stelle im wesentlichen von heterogener Katalyse die Rede sein. Die
homogene Katalyse spielt bei biologischen Vorgingen — Atmung,
Gérung, Stoffwechselvorgingen — eine ungemein groe Rolle. Thre
Behandlung ginge aber iiber den Rahmen dieses Werkes hinaus.

Das eingehende Studium vieler katalytischer Prozesse hat die Auf-
fassung gestéirkt, daB neben den Vorgéngen der Diffusion und Adsorption
die chemische Affinitit fiir Reaktionen am Katalysator mafBgeblich ist.
Zwischen bestimmten Teilen des Katalysators und den Reaktionsteil-
nehmern spielen sich vielfach Zwischenreaktionen ab. Die dabei ent-
stehenden Zwischenprodukte kénnen lockere Additionsverbindungen sein.
Bei einzelnen katalytischen Reaktionen ist es gelungen, chemisch definierte
Zwischenprodukte zu erfassen. So entsteht im Verlauf der Bleikammer-
reaktion als Zwischenprodukt die Nitrosylschwefelsiure, die ebenso wie die
aus ihr sowie aus NO,, SO, und H,O entstehende violette Sdure, die an sich
trige Reaktion zwischen SO, und Sauerstoff beschleunigt. Sollen solche
Zwischengebilde die Reaktion beschleunigen, so miissen sie unter den
Reaktionsbedingungen labil sein. Da geringe Katalysatormengen unver-
héiltnismaBig groBe Mengen der Reaktionsteilnehmer katalytisch beein-
flussen sollen, miissen die Zwischenreaktionen am Katalysator mit groer
Geschwindigkeit verlaufen. Die Zwischenprodukte miissen sehr rasch
entstehen und gleichzeitig unbestindig genug sein, um den Katalysator
moglichst schnell fiir weitere Reaktionen freizugeben. So hat sich z. B.
gezeigt, daB die Nitrosylschwefelsdure, wenn sie in 100%iger Schwefel-
sédure geldst und infolgedessen sehr wenig hydrolysiert ist, die Schwefel-
sdurebildung wenig oder gar nicht beschleunigt. Wahlt man als Lose-
konzentrationen fiir Nitrosylschwefelsdure solche, bei denen die Hydrolyse
der Nitrosylschwefelsdure weiter fortgeschritten ist, z. B. 57—67 %ige
H,S0,, so erreicht ihre katalytische Wirkung ein Maximum. Bei groBeren
Verdiinnungen der Lésesédure, wobei Nitrosylschwefelsaure vollsténdig
hydrolysiert ist, bleibt diese beschleunigende Wirkung wiederum aus
[vgl. E. Berl u. H. H. Saenger: Ztschr. anorgan. allg. Chem. 202, 113
(1931), sowie E. Berl, H. Hillebrand u. K. Winnacker: Ztschr,
anorgan. allg. Chem. 214, 369 (1933)].
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Bei Gasreaktionen, die durch feste Katalysatoren beschleunigt werden,
kénnen im allgemeinen keine definierten Zwischenprodukte erfat werden.
Die beschleunigende Wirkung des Kontaktes kann in den meisten Fillen
mit Adsorption und Capillarkondensation allein nicht erklért werden.
Auch hier sind chemische Kréfte wirksam. Zum Beispiel besteht die
Katalyse der Ammoniakbildung aus Stickstoff und Wasserstoff an Eisen
wahrscheinlich darin [W. Frankenburger: Ztschr. Elektrochem. 39, 45,
97, 269 (1933)], da an dem durch Beimischung von ALO, und Alkali
aktivierten o-Eisen die Dissoziation des Stickstoffs und die Bildung
unbesténdiger Eisennitride stattfindet. Allgemein besteht die Wirkung
des Katalysators in einer spezifischen Auflockerung bestimmter, fiir die
Reaktion maBgebender Bindungen. Da die chemische Natur des Kata-
lysators fiir den Charakter dieses aufgelockerten Zwischenproduktes
bestimmend ist, wird es erkldrlich, warum verschiedene Katalysatoren
im gleichen System die Reaktion zu verschiedenen Endprodukten hin-
leiten konnen (s. Reaktionslenkung S. 175).

Die Zahl der Reaktionen, die bei solchen Zwischenreaktionskatalysen
durchlaufen wird, ist oft sehr grof$}, so dafl das Studium der Elementar-

prozesse sehr erschwert ist. In den

. Tabelle 1. . letzten Jahren ist durch die Arbei-
Spezifische Oberflichen einiger o) oy Dohse,Frankenburger,
wichtiger Trégersubstanzen. Hinshelwood , Mark, Schwab.
Substanz Oberfliche  Tgay]lor u. a. der Mechanismus der

in m/g heterogenen Katalyse gasférmig-
Silicagel . . . . . . . . 100—300 festDteilweise aufgeklirt worden.
Bimsstein . . . . . . . 1 er Vorgang beginnt mit der
Saureteerkohle nach Berl | 900—1200 Adsorption der gasformigen Reak-
Medizinalkohle . . . . . 500 tionsteilnehmer an der Kontakt-
Eggi%mrsaure-A-Kohle . 4(1)8 oberfliche. Diese Adsorption ist
Chlorzinkkohle . . . . . 250 zundchst durch schwache Krifte
Erlenholzkohle . . . . . 50 bewirkt und steht mit den chemi-

schen , reaktionsbeschleunigenden

Vorgingen am Katalysator kaum in Zusammenhang. Die spezifisch
katalytische Reaktion findet nur an wenigen aktiven Stellen
statt. Da aber diesen spezifischen Reaktionen die Adsorption an der
Gesamtoberfldche vorausgeht, ist deren GréBe fiir die Wirkung des Kon-
taktes von Bedeutung. Kélberer und Schuster [Ztschr. physikal.
Chem. A 141, 270 (1929)] haben durch Adsorption von Argon und
anderen inerten Gasen die Oberflichen einiger technisch wichtiger Trager-
substanzen untersucht. Tabelle 1 zeigt, daB8 diese Oberflichen zuweilen
sehr groB sein konnen und nahe an die der molekularen Dispersion
herankommen. Die priméren Adsorptionsvorginge sind mit geringer
Warmeténung verbunden (2—10 cal/Mol). Sie haben eine Verdichtung
der Gase an der Kontaktoberfliche zur Folge. Diese durch Adsorption
verdichteten Glasschichten stellen das Reservoir dar, aus dem mit ge-
steigerter Geschwindigkeit die Molekiile an die aktiven Stellen gelangen.
Die an den aktiven Stellen stattfindenden Vorginge sind fiir die
verschiedenen Kontakte und die von ihnen katalysierten Reaktionen
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sehr verschieden. Sicher ist, daBl das physikalisch adsorbierte Molekiil
an der aktiven Stelle durch wesentlich stirkere Kraftwirkungen fest-
gehalten wird. Hierbei erfihrt es je nach der chemischen Natur des
Katalysators eine Verdnderung. Durch Verdnderung der Atomabsténde,
durch Verstiarkung der Atomschwingungen, oder auch durch vollkommene
Aufgabe seiner Existenz infolge Bildung definierter Zwischenprodukte
wird sein Energieinhalt erhoht. Aus dem physikalisch adsorbierten Mole-
kil ist durch Reaktion mit den aktiven Stellen ein aktiviertes Molekiil
geworden. '

Taylor [s. unter anderem Ztschr. Elektrochem. 35, 542 (1929)] und
seinen Mitarbeitern ist es gelungen, die normale und aktivierte
Adsorption getrennt voneinander zu messen und zu unterscheiden.
Tabelle 2 zeigt einige
von Taylor gemessene
Werte fiir normale und

aktivierte Adsorption. ) Normale | Anormale
s wird ersichtlich, wie Adsorbens|  Adsorptiv | Adsorptions-| Adsorptions-
? wirme warme

Tabelle 2. Einige normale und anormale Adsorp-
tionswarmen in cal/Mol adsorbierte Substanz.

die Adsorptionsvor-

gange, die zeitlich nach- o o g0 oot 45000 | bis 60000

einan(]:er x'rerlaufeg., sich Ni _Athylen 3—5000 . 15000
auch in ihrer Warme- Bauxit | Athylalkohol 7500 ,, 13000
tonung unterscheiden. » Propylalkohol 12500 —

Die aktivierte Adsorp- » Isopropylalkohol 13000 » %?OOO

tion, die nur an ak- » Butylalkohol 15000

tiven Stellen stattfindet, liefert die 2—10fache Warmeténung.

In der unmittelbaren Umgebung der aktiven Zentren findet die
eigentliche Umsetzung der aktiviert adsorbierten Teilchen statt. Bei
Zersetzungsreaktionen lassen sich die Verhiltnisse am besten durch
eine ,mittlere Lebensdauer der aktiviert adsorbierten Molekeln be-
schreiben, nach Ablauf derer der Zerfall erfolgt. Die Geschwindigkeit
einer solchen Reaktion héingt davon ab, ob die Nachlieferung nach den
aktiven Zentren rascher vor sich geht, als der Zerfall dortselbst. Sie ist
daher vom Druck, von der Temperatur, von zugemischten Gasen und
von sonstigen Umstédnden im weitesten Mafle abhéngig.

Noch komplizierter konnen sich die Verhiltnisse gestalten, wenn
man die Vereinigung zweier Molekeln studieren will. Hierbei kann
es moglich sein, dafl nur einer der beiden Teilnehmer aktiviert zu sein
braucht und mit jedem anderen Molekiil, das aus dem Gasraum oder
aus dem Adsorptionsraum auf die aktive Stelle stoBt, reagiert; es kann
auch vorkommen, daB noch eine bestimmte zusitzliche Aktivitit der
zweiten Ausgangskomponente nétig ist, und es kann schlieflich der Fall
eintreten, dafl auch rein geometrische und sterische Faktoren die Stof3-
ausbeute beeinflussen. In dieser Hinsicht verhalten sich die einzelnen
Reaktionen ganz verschieden und nur ein genaues Studium der Kinetik
selbst kann es ermdglichen, in jedem speziellen Falle ein detailliertes
Bild von den Vorgingen an den aktiven Stellen zu entwerfen.

Wichtig ist im Sinne des frither Gesagten, daB diese Vorginge
mit groBer Geschwindigkeit verlaufen. Die an den aktiven Stellen
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entstehenden aktivierten Zwischenprodukte miissen labil genug sein, um
mit groBer Geschwindigkeit in das endgiiltige Reaktionsprodukt iibergehen
zu konnen. Die weitere Reaktion ist dann nur noch davon abhingig,
mit welcher Geschwindigkeit das Reaktionsprodukt die aktive Stelle
fiir neue Umsetzungen freimacht. Dieser letzte Vorgang der Reaktions-
folge ist ein Desorptionsprozell, im Verlauf dessen das Reaktions-
produkt von der aktiven Stelle auf die inaktive Oberflache iibergeht,
von dieser verdampft und nach MafBigabe der im Reaktionsraum herr-
schenden Diffusionsgeschwindigkeit weggefiihrt wird.

Die beschriebene Reaktionsfolge ist in Abb. 1 schematisch dargestellt.
Die Molekiile 4 und B, die zu Beginn das Energieniveau I einnehmen,
werden durch unspezifische Adsorption an der inaktiven Gesamtober-
fliche auf das Niveau 2 gehoben!. Durch Aktivierung an aktiven Stellen

Systerm An—— ke Systom A8 —|
i
£

brargic

Noch verbleibende
Aktivierungsway
der katalysierten
Reaktion

Akdivmgrungswirme
der katalysierten
Rickreaktion

Aktvier! adsorbierte Teilnehmer A+8 3

3’ Aktviiert adisorbierte Moleke

jfzm ,filfa/‘;);m/a/'
leistere Ak fvierung ., )
Unspesifisch adsorbierfe Teinehmer A+8 2 "

oo LT i

it "* Ausgangsaustand i Ggs
Bildungswirme der —
Feaftion »‘3 +B6-A8 f‘txmgzjrm/

L 95 adsorbierten
Moleke/

Abb. 1. Schema der Reaktionsfolge bei Anwendung eines Katalysators.

(Bildung von Zwischenprodukten) wird die Stufe 3 erreicht. Zur Uber-
windung des Energieberges E muf Energie durch Warmezufuhr vom
System aufgenommen werden. Das Reaktionsprodukt A B gibt die
Aktivierungswirme wieder ab und -geht durch die beschriebenen De-
sorptionsvorginge iiber 3' und 2’ in den stabilen Zustand 1’ iiber. Die
Energiedifferenz 7—1' stellt die eigentliche Warmeténung der Reaktion
dar. Aus der schematischen Darstellung ist ersichtlich, daf die Wirkung
des Katalysators in einer Verringerung der Aktivierungswérme besteht.
Bei Abwesenheit eines Katalysators mul zur Auslosung der Reaktion
der Energieberg I—F iiberwunden werden, wihrend bei Anwendung des
Kontaktes nur die Stufe 3—E durch gesteigerte Warmebewegung der
Molekiile bestritten werden muB. Eine Verschiebung des Gleichgewichts
ist aber durch die Verwendung des Kontaktes nicht zu erreichen. Der
Kontakt kann nur thermodynamisch mogliche Reaktionen auslésen. Das
thermodynamische Gleichgewicht ist ja durch die Warmetonung 1—1’
gegeben, die durch die Reaktionsfolge am Kontakt unverdndert bleibt.
Die Wirkung des Katalysators besteht in einer VergréB8erung
derReaktionsgeschwindigkeit. Daausthermodynamischen Griinden
die Gleichgewichtskonstante gleich dem Verhiltnis aus der Geschwindig-

1 An Stelle der Niveaus 2, 3, 3’ und 2’ wiren eigentlich kleine Mulden zu
zeichnen, deren Tiefe die Stabilitit der Zwischenverbindungen angibt.



Der Katalysator. 171

keitskonstante der Hin- und Riickreaktion ist, folgt aus der Konstanz
des Gleichgewichtes, da8 ein jeder Kontakt Hin- und Riickreaktion in
gleicher Weise beschleunigt. So beschleunigt z. B. der Platinkontakt
sowohl die Oxydation des Schwefeldioxyds als auch den Zerfall des
Schwefeltrioxyds.

II. Der Katalysator.

Versucht man auf Grund der gewonnenen Erkenntnisse iiber die
Eignung eines Kontaktes fiir eine bestimmte Reaktion eine Voraussage
zu machen, so mufl man auch heute noch feststellen, dal man dabei
in den meisten Fillen auf Experiment und Erfabhrung angewiesen ist.
Bei allen grofitechnischen Prozessen sind die geeigneten Katalysatoren,
die zum Teil vorziigliche Leistungsfahigkeit aufweisen, empirisch durch
eine grofle Zahl von Versuchen gefunden worden. Erst dann, wenn der
geeignete Kontakt gefunden war, ist es in manchen Fillen gelungen,
den Mechanismus seiner katalytischen Wirksamkeit aufzukliren. Auf
Grund des gesammelten experimentellen Materials ist man heute in der
Lage, fiir bestimmte Gruppen von Reaktionen Stoffe anzugeben, die als
Kontaktsubstanzen geeignet erscheinen. Bei dieser Auswahl leistet die
Theorie der Zwischenreaktionskatalyse gute Dienste. Sie erméglicht es,
einen Kontakt auszuwéhlen, der auf Grund seiner Affinitit zu den Reak-
tionsteilnehmern das richtige Maf3 an Stabilitdt und Labilitit der Zwischen-
produkte liefert.,

Die Deutung des katalytischen Reaktionsverlaufes ist besonders
schwierig, wenn es sich dabei um die Wirkung von Mischkatalysatoren
handelt. Es hat sich herausgestellt, daB ein reaktionstriger Kontakt
unter Umsténden durch geringe Beimengungen von bestimmten Akti-
vatoren in seiner Wirksamkeit um ein Vielfaches gesteigert werden kann.
Z.B. wird der Eisenkontakt der Ammoniakkatalyse erst durch Bei-
mengung von Tonerde brauchbar, wobei Tonerde die Vereinigung von
Stickstoff und Wasserstoff iiberhaupt nicht katalysiert. Durch die Ent-
deckung dieser Mischkatalysatoren ist die Erklirung des Mechanismus
der Kontaktkatalyse noch schwieriger geworden.

Die Auswahl des geeigneten Kontaktes mufl sich grundséitzlich auf
zwei Fragen aufbauen:

1. Welche Substanz ist qualitativ geeignet, ein Maximum des Um-
satzes zu erreichen ?

2. In welche Form muf} diese Substanz gebracht werden, damit sie
bei gleichen chemischen Eigenschaften das Maximum der Wirksamkeit
erreicht und diese Wirksamkeit wihrend mdoglichst langer Reaktionsdauer
beibehilt ¢ 4

In der Tabelle 3 sind eine Zahl technisch wichtiger Reaktionen und
die bei ihnen zur Anwendung kommenden Kontakte zusammengestellt.

Ubersieht man dariiber hinaus das umfangreiche Schrifttum, so kann
man bestimmte Gruppeneigenschaften der Kontakte feststellen, die fiir
eine gewollte Reaktion erforderlich sind. Z.B. sind fiir Oxydations-
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Tabelle 3. Ubersicht iiber die Verwendung von Katalysatoren®.

Reaktionsart

" Katalysatoren

1. Oxydationsreaktionen.

Verwendet werden hauptsichlich diejenigen Metalle und ihre Oxyde, die in
mehreren Oxydationsstufen vorkommen, wie Cr, V, Fe, Cu, Mo, W, U

a) Oxydation mit freiem Sauerstoff.

2H, + 0, =2H,0
80, + 1/, 0, = SO; in der Gasphase

2 HCl + 1/, 0, = Cl, + H,0
H,S + 0, = 2 S + H,0

CO +1/, 0, = CO,

2CH, + 0,=2C0 + 2 H,

4 NH, + 50, = 4 NO + 6 H,0

Paraffin — Fettsduren

in der fliissigen Phase

in der Gasphase
Naphthalin — Phthalsdure

in der fliissigen Phase

in der Gasphase
Anthracen — Anthrachinon
CH,0H - CH,0
C,H,0H — CH;-CHO
Aldehyde — Sauren

Alkohol — Essi%sﬁ,ure
Kohlenwasserstoffe — Essigsiure

Pt, Pd, Os, Ir, Ag, Rh, Au

Pt rein oder auf Tragern (Asbest, Bims-
stein, Silicagel, festen Salzen, wie
Mg80,), CuO, Fe,0, (Kiesabbrand),
Cr,05, V505, AgVO; und Mischungen
derselben

Cu(Cl, (CuCl, + NaCl)

Aktive Kohle, Fe(OH),

CuO, MnO, (Hopcalit)

Fe, Co, Ni, Pt, Ag, Cu und ihre Oxyde

Pt, Fe,0; + Biy04, ThO, (seltene Erden),
MnO,, Fe, Co, Ni und ihre Oxyde

organische Metallverbindungen (z. B.
Stearate des Mn, Zn, Na, K, Al, Mg)

V,0;, Phosphate und Borate

Hg in starker Schwefelsdure
V205

V.05, MoO,

} Cu, Ag, V,0, UO,, MoO,

Mn, Cu und ihre Oxyde, Mn- und Fe-
Verbindungen, Ni-Acetat

Ag
Cu, Bimsstein, Asbest

b) Oxydation mit gebundenem Sauerstoff.

CO + H,0 = CO, + H,

CH, + 2 H,0 = CO, + 4 H,
CH, - H,0 = CO + 3 H,
4P+ 10 H,0 = 2P,0, + 10 H,

Oxyde von Fe, Co, Zn, Ni und Mischun-
gen derselben

Oxyde von Ni, Co und CaO

Oxyde von Fe, Cr, V, Mg, Ce

Fe,0, (Bauxit), Cu, aktive Kohle

2. Hydrierungsreaktionen.

N, + 3H, = 2 NH,

Hydrierung der C=C-Bindung, z. B. ‘

Fetthirtung

Benzol — Cyclohexan
Naphthalin — Tetralin
Naphthalin — Dekalin
Anthracen — Oktracen
Phenanthren — Oktanthren
Phenol — Cyclohexanol

Fe + verschiedene Zusétze, z. B. Al,O4
+ Alkali

Ni, Co, Fe, Cu, Pd, Pt, Mo (unempfind-
lich gegen Gifte sind dessen Oxyde
und %ulfide)

Ni

Ni, Cu

Ni, Fe, Pd, Pt

b i

Ni, Cu

1 Siehe hierzu unter anderen Sabatier: Die Katalyse. Leipzig 1927. —
Frankenburger: Die Katalyse in Ullmann, Bd. 6, 8. 436. 1930. — Hilditch:
Die Katalyse in der angewandten Chemie. Leipzig 1932. -
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Tabelle 3 (Fortsetzung).

Reaktionsart

Katalysatoren

Phenole — aromatische Kohlenwasser-
stoffe

CO + 2H, - CH,0H

CO + H, — hohere Alkohole

CO + H, — Kohlenwasserstoffe
Nltrobenzol + H, — Anilin

Sulfide des Mo, W und Co, MoO,

ZnO, Cr,0,4, CuO

Oxyde es Fe, Mn, Zn, Cr, Ce, Mo,
Ti, Cu, Carbide der Eisenmetalle .

Ni, Fe, Co, Ce, Th, Mn

Cry,0;, Ag, Au, Pd, Ni, Cu, Fe

Dehydrierung Wll‘d durch die gleichen Katalysatoren meistens durch Variation der

Temperatur ausgeldst.

3. Wasserabspaltung.

Essigsdure > Essigsdureanhydrid

2 C,H,OH — C,H,0C,H; + H,0
Alkohol — Athylen

HCONH, — HCN -+ H,0
CO + NH, -~ HCN + H,0

Phosphate der Elemente der 2. und
3. Gruppe, CuO, WO,, V,0;

H,S0,, aromatische Sulfosduren

Al 503, ThO,, Tonscherben, Schwefel-
siure

Fe, Mn, Ni, AL, Cu

Ce, Ti, Al, Th, Zr und Oxyde und Ge-
mische derselben, alkalisierte Kohle,
Fe,0; 4+ Na,O

4. Krackreaktionen
(auch mit gleichzeitiger Hydrierung).

5. Ubertragung

80, -+ Cl, 80,0l
co + .‘,—>coc2

C,H, + 2 Cl, - C,H,Cl,
CH, + HC' - C,H,ll

06H8+Cl - CHCl+HCl
Allgemein fiir Chlorlerung

v ,» Bromierung

s ,» Jodierung

AlCl,, BF,, Schmelzen von Sn, Bi,
Fe,0,, aktive Kohle, Mo, V, W (auch
ihre Oxyde und Sulfide)

von Halogen.

Aktive Kohle, Graphit

Aktive Kohle

SbCl;, Fe + Schwefelchloriir, FeCl,,Fe,O4
BiCl; 4 Asbest

Fe + FeCl,, AlCI

J,, S, aktive Kohle, AICl;, FeCly
Wa.sserfreie Bromide, Chloride

AlJ;, P, Fed,

6. Einige Aufbaureaktionen.

C,H, + H,0 — Acetaldehyd
in der fiiissigen Phase
in der Gasphase
2 C,H, + 3H,0 — Aceton + CO, +2H,0
Benzol + CO — Benzaldehyd
Phthalsiureanhydrid + Benzol — An-
thrachinon
Phthalsdure — Benzoeséure 4+ CO,
Athylen + H,0 — Athylalkohol
Hohere Olefine+H,0 — héhere Alkohole

Hg,S0, in H,S0,

MoQ;, ZnO + Cr,04

Fe, 03, ThO,, ZnO, Raseneisenerz
AICl;, Cu,Cl,

AlCl,
Cd0’+ ALO, (H,0-Dampf)

} H,S0,, ALO,

reaktionen vorzugsweise solche Stoffe als Kontakte geeignet, die mehrere
Wertigkeitsstufen aufweisen, wie: Fe, Cu, Cr, V, W, Ce, Th u.a. Ihre
Teilnahme am Reaktionsvorgang besteht offensichtlich darin, daB sie
zwischen zwei moglichen Oxydationsstufen pendeln und dabei den
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Sauerstoff auf den eigentlichen Reaktionsteilnehmer iibertragen. B. Neu-
mann [Ztschr. Elektrochem. 35, 42 (1929)] hat z. B. fir die Rostgas-
katalyse des Fe,0, folgendes Reaktionsschema aufgestellt:

SO, + 3 Fe,0;3 = 2 FeyO4 + SO,
2 Fe,0, -+ 4 S0, + 2 0, = 2 FeSO, -+ 2 Fe,0, -+ 2 SO,
2 FeSO, = Fe,0; + S0, + SO,
S0, + 1/, 0, = S0,

Wenn eine derartige Reaktionsfolge mit stéchiometrischen Zwischen-
produkten auch nicht in allen Teilen sichergestellt ist, hat sie doch den
Vorteil, Stoffe aufsuchen zu konnen, die eine dhnliche Reaktion eingehen.
Neumann hat weiterhin gezeigt, dafl die Hypothese der Zwischen-
reaktionskatalyse auch gestattet, iiber geeignete Aktivatoren etwas aus-
zusagen.

Die Roéstgaskatalyse des V,0; hat Neumann wie folgt formuliert:

V,0; + 80, = V,0, + S0, 1)
V,0, + 2 80, + 0, = 2 VOSO, @)
2 VOS0, = V,0; + S0; + S0, (3)

Die Wirkung des Vanadinkontaktes wird durch Zumischung von
Silber erheblich gesteigert, wihrend Silber allein ziemlich unwirksam
ist. Sieverts z. B. [Ztschr. physikal. Chem. 68, 115 (1909)] hat
gezeigt, daB Ag betrichtliche Mengen Sauerstoff zu adsorbieren ver-
mag. Die aktivierende Wirkung des Silbers besteht nun wahrscheinlich
darin, daB es den adsorbierten Sauerstoff auf das nach Gleichung (1)
reduzierte V,0, iibertrigt und dessen Riickoxydation zum Vanadylsulfat
gemif Gleichung (2) beschleunigt. Die Reduktionsgeschwindigkeit des
Vorganges V (5) - V (4) ist sehr gro. Kontakte, welche diesen Vorgang
beeinflussen, brauchen demnach nicht angewendet zu werden. Dagegen
ist der Ubergang von V (4) zu V (5) an sich langsam verlaufend. Die
Anwesenheit von Ag beschleunigt ihn sehr stark. — Die Rostgaskatalyse
des Fe,0, und Cr,0; wird durch Zusatz von SnO, beschleunigt. Nach
Neumann beruht diese Wirkung darauf, daB das zweiwertige Zinn als
starkes Reduktionsmittel die Reduktion des Fe,Oy (bzw. Cr,0;) bewirkt.
In diesem Fall ist der Ubergang: Fe (3) — Fe (2) langsam verlaufend.
Zusatz von Zinnsalz beschleunigt ihn. Der Vorgang Fe (2) — Fe (3)
geht sehr schnell vor sich und bedarf daher keines Beschleunigers. In
beiden Fillen besteht die Wirkung des Aktivators darin, da8 er von den
Reaktionen am Katalysator diejenige beschleunigt, die die langsamste
ist und infolgedessen die Geschwindigkeit der gesamten Reaktion
bestimmt.

Zuweilen ist es moglich, durch Auswahl eines Katalysators oder
geeigneter Beimischungen Reaktionen des gleichen Systems bei einer
gewiinschten Zwischenstufe aufzuhalten, oder in eine bestimmte Richtung
zu lenken. Das Schulbeispiel einer derartigen Reaktionslenkung stellt
die Kohlenoxydreduktion mit Wasserstoff dar. Verwendet man Nickel,
das als sehr wirksamer Hydrierungskontakt bekannt ist, so fiithrt die
Reaktion unmittelbar zum Methan:

CO + 3H, - CH, + H,0.
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Nach dem Verfahren der I. G. Farbenindustrie A.G. ist es gelungen,
bei der Drucksynthese durch Anwendung eines Zinkoxyd-Chromoxyd-
kontaktes die Reduktion bei der Stufe des Methanols aufzuhalten:
CO + 2 H, - CH,0H.
Verwendet man bei der Drucksynthese alkalisiertes Eisen als Kontakt,
so entsteht an Stelle des Methanols ein Gemisch von hoheren Alkoholen,
Aldehyden und Sduren, Synthol genannt, das man durch Wasserabspal-
tung in das sauerstofffreie Synthin iiberfiihren kann. Durch die Arbeiten
von Fischer und Tropsch ist gezeigt worden, daB man unter Normal-
druck durch Anwendung von Fe-, Co-, Ni- und Mn-Kontakten aus Wasser-
gas nahezu reine Kohlenwasserstoffe herstellen kann. Es ist ein
interessantes Beispiel der Reaktionslenkung, daBl man nach Berl und
Jingling [Ztschr. angew. Chem. 43, 435 (1930)] den an das Kohlen-
oxyd gebundenen Sauerstoff mit Hilfe eines Fe-Kontaktes als CO,:
2C0 + H, -~ CHy<+ CO,
mit Hilfe eines Kobaltkontaktes als H,O entfernen kann:
CO + 2 H, > CHy<-+ H,0.

Ist es gelungen, durch experimentelle Untersuchungen einen Kontakt
geeigneter chemischer Zusammensetzung auszuwihlen, so besteht die
zweite Aufgabe darin, ihn ,hochzuziichten“. Es muB durch Vervoll-
kommnung der Herstellungsbedingungen und durch Auswahl geeigneter
Tragersubstanz dafiir gesorgt werden, die Wirksamkeit bei gleichbleiben-
den chemischen Eigenschaften zu steigern und vor allen Dingen fiir
eine Dauerleistung des Kontaktes Sorge zu tragen.

Fir die Wirksamkeit des Kontaktes ist zundchst die GréBe der
gesamten Oberfliche maBigebend, da sich an ihr die physikalische Ad-
sorption der Reaktionsteilnehmer vollziehen mufl. Seit langem schon
war man deshalb bestrebt, den Kontakt in mdoglichst feinverteilte groB-
oberflichliche Form zu bringen. Man erreicht dies z. B. dadurch, daf
man die Substanz durch Fillen oder Reduzieren in volumindse Form
bringt. Da beim Reduzieren oder Oxydieren des Kontaktes leicht ein
Zusammenwachsen der Primérteilchen unter Verkleinerung der Ober-
fliche stattfindet, hat man es in der Hand, durch Anwendung niedriger
Arbeitstemperaturen eine méglichst groBe Oberfliche zu erzielen. Will
man die Reaktion bei einer bestimmten Stufe aufhalten und deswegen
einen nicht allzu aktiven Kontakt erzeugen, so kann man entweder
kompaktes Material verwenden oder die Herstellung des Kontaktes bei
hoheren Temperaturen vornehmen. Ein Beispiel hierfir ist der Kupfer-
kontakt zur Herstellung von Formaldehyd durch Oxydation von Methanol.
Durch Anwendung von kompaktem Kupfer ist es hier moglich, die Reak-
tion mit guter Ausbeute bei der Stufe Formaldehyd aufzuhalten.

Bei der Oxydation des Ammoniaks ergibt Platinschwarz den fast
vollstindigen Umsatz nach

2NH, + 19,0, - N, + 3 H,0,
wihrend kompaktes Platin (Draht, Band, Spiegel usw.) nach
2 NH, + 21/, 0, - 2NO + 3 H,0,
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also im gewollten Sinne wirkt. Die Oberfliche des Kontaktes kann man
auch dadurch vergréBern, daB man ihn auf eine Tragersubstanz auftragt,
die an und fiir sich unwirksam ist. Als solche werden A-Kohle, Silicagel,
Bimsstein, Tonscherben, feste Salze u. a. verwendet. Man kann z. B.
groBoberflichige Metalloxydkontakte dadurch erzeugen, daf man die
Tragersubstanz mit der Metallnitratiosung trinkt und das Nitrat durch
Erhitzen auf dem Triger in das Oxyd iiberfiihrt.

Da, wie friiher beschrieben, der eigentliche katalytische Vorgang nur an
ausgezeichneten aktiven Stellen der Kontaktoberfliche stattfindet, besteht
das Bestreben, die Zahl solcher aktiver Stellen méglichst zu vergréBern.

Die Struktur von Kontaktoberflichen und die Natur der aktiven
Stellen ist von Taylor [Ztschr. Elektrochem. 35, 542 (1929)], G. M.
Schwab, E. Pietsch u. E. Josephi [Ztschr. physikal. Chem. B 13,
13 (1931)], Smekal [Ztschr. Elektrochem. 35, 557 (1929)] u. a. unter-
sucht worden. Es ist gezeigt worden, dall aktive Stellen hauptsichlich
an den Ecken und Kanten der Krystalle zu suchen sind. An diesen
Ecken und Kanten sind die das Gitter aufbauenden Atome weniger
fest eingebaut. Sie verfiigen deswegen iber groSere freie Energie.
Schwab weist darauf hin, dafl die Katalyse eine topochemische Reaktion
ist, und auf bestimmte Teile der Oberfliche beschriankt bleibt. Smekal
hat gezeigt, dall aktive Stellen bevorzugt an den Stoérungsstellen
und UnregelmiBigkeiten im Krystallbau auftreten. Diese Anschauung
von der Diskontinuitdt der Oberfliche wird durch die Tatsache bestirkt,
daB die Wirksamkeit des Kontaktes oft durch Spuren von Fremdkérpern
und Verunreinigungen erheblich gesteigert, aber auch durch geringe
Beimengungen vergiftet werden kann. Bei der Kontaktherstellung muB
deshalb durch Auswahl geeigneter Herstellungsbedingungen und durch
Zumischung giinstig wirkender Aktivatoren fiir die Vermehrung aktiver
Stellen Sorge getragen werden. Sehr aufschluBreich erscheinen in diesem
Zusammenhang die Arbeiten von Frohlich [Ind. engin. Chem. 20, 694
(1928)] und seinen Mitarbeitern, die durch rontgenographischer Studien ge-
zeigt haben, daB bei Mischungen zweier Substanzen Mischkrystallbildung
und diskrete Gitterzustinde beobachtet werden, wenn diese Kontakte
eine Reaktion mit besonders giinstiger Ausbeute in bestimmter Richtung
katalysieren, z. B. fallen Maxima und Minima der Gitterabstéinde mit
einer spezifischen Kontaktwirkung zusammen. Indiesem Falle ist erwiesen
worden, daBl der Aktivator mit der Kontaktsubstanz Krystallzustinde
einnimmt, denen eine spezifische Kontaktwirkung zukommt.

Ein weiteres Augenmerk ist bei der Herstellung der Kontakte auf
ihre Festigkeit zu richten. Zuweilen werden Kontakte in hohen
Reaktionsrdumen aufeinandergeschiittet. In solchen Fillen mufl darauf
geachtet werden, daBl der Kontakt eine gewisse mechanische Festigkeit
besitzt, damit nicht durch Zerreiben des Materials eine allzu dichte
Packung und Erschwerung des Gasdurchtritts bewirkt wird. Versucht
man die mechanische Festigkeit des Materials durch Verwendung von
Triagersubstanzen zu erhshen, so ist darauf zu achten, dafl diese nicht
bei der Reaktionstemperatur zusammensintern und den Gasdurchtritt
ebenfalls hemmen.
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Verwendet man einen Kontakt mit vielen aktiven Stellen, so besteht
die Gefahr, dafl dort, wo der Umsatz der Reaktionsteilnehmer besonders
bevorzugt wird, eine lokale Uberhitzung stattfindet, ohne daB die
dort frelwerdende Wirmemenge durch das Tragermaterlal ausreichend ab-
geleitet wird. Mit fortschreitender Reaktionsdauer tritt an diesen Stellen
eine Anderung im Krystallbau auf, die zur Vernlchtung der aktiven Stellen
fithrt. Man beobachtet in solchen Fillen, daB ein zu Beginn héchst-
aktiver Kontakt in seiner Wirkung allméihlich nachliBt und eine kon-
stante, aber unzuldngliche Wirksamkeit erreicht, nachdem die Mehrzahl
der aktiven Stellen zerstért und damit die Leistungsfihigkeit auf ein
Minimum herabgesunken ist. Dieser Wertverminderung des Kontaktes
kann man dadurch entgegenwirken, daB man den mit vielen aktiven
Stellen ausgezeichneten Stoff in eine temperaturbestédndige Trigersubstanz
einbettet. Ein Beispiel hierfiir bietet der vonder I. G. Farbenindustrie
A.G. (Bosch und Mittasch) ausgebildete Ammoniakkontakt. Die
wirksame Substanz des Katalysators ist das «-Eisen. Da die exotherme
Vereinigung von Stickstoff und Wasserstoff an den aktiven Stellen des
«-Eisens Uberhitzungen hervorruft, die die im Reaktionsraum herr-
schenden Temperaturen weit tibersteigen, tritt an den aktiven Stellen
ein Zusammensintern und eine Umwandlung des «-Eisens in die y-Form
ein. Aus reinem «-Eisen bestehende Kontakte lassen deshalb schnell in
ihrer Wirkung nach. Durch Einbetten des «-Eisens in die temperatur-
besténdige Tonerde, gelingt es, das Zusammensintern der aktiven Stellen
zu verhindern. Der Aktivator hat in diesem Falle den Zweck, die Be-
stdndigkeit des Kontaktes zu steigern.

Die Diskontinuitidt der Kontaktoberfliche, d. h. das Vorhandensein
ausgezeichneter, fiir die Katalyse besonders aktiver Stellen, ist die Ur-
sache dafiir, dal gerade die wirksamsten Kontakte am empfindlichsten
gegen sog. Kontaktgifte sind. Man versteht darunter Verunreini-
gungen, die dem reagierenden System (in den meisten hier beobachteten
Fillen Gasgemische) meist von seiner Herstellung her anhaften, und
selbst in ganz geringen Mengen die Wirksamkeit eines Kontaktes in
kiirzester Zeit zunichte machen. Z.B. wird das den Knallgasumsatz
katalysierende Platin durch geringe Mengen Schwefel oder Schwefel-
verbindungen in kiirzester Zeit vergiftet. Der bei der Ammoniaksynthese
angewendete Katalysator ist auBerordentlich empfindlich gegen Ver-
giftung durch Schwefelverbindungen und Kohlenoxyd. Bei den groB-
technischen Kontaktprozessen spielt deswegen die Reinigung der Reak-
tionsgase eine grofe Rolle. Da der gleiche Kontakt mit groBen Mengen
Reaktionsgas in Beriihrung kommt, ohne daf3 seine Wirkung nachlassen
soll, miissen fiir die verwendeten Gase hochst wirksame Reinigungs-
verfahren geschaffen und stindig mit den empfindlichsten Analysen-
methoden iiberwacht werden.

Ein anderer Weg, diese Giftwirkung unschéidlich zu machen, liegt
darin, durch Auswahl anderer Kontaktsubstanzen oder durch geeignete
Zusitze bei gleicher Wirksamkeit die Empfindlichkeit der Kontakte
herabzusetzen. Bei der Riostgaskatalyse erweist sich der ehedem verwen-
dete Pt-Kontakt als sehr empfindlich gegen Arsenverbindungen, die

Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 12
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immer im technischen Réstgas vorhanden sind. Durch Vorschalten von
Kiesabbrand, der sehr unempfindlich, aber auch wenig arbeitsfahig ist,
hat man erreicht, daB an dem an sich unwirksameren Kontakt die
Giftwirkung des Arsens vernichtet und zugleich ein Teil der Umsetzung
vorgenommen wird. Das giftfreie Kontaktgas gelangt nach erfolgter
Abscheidung des bereits gebildeten Schwefelsdureanhydrids und nach
vorgenommener Feinfiltration iiber geeignetes Material, z. B. Hochofen-
schlacke, an den Platinkontakt, wo der weitere Umsatz bis zu 95%
der Theorie stattfindet. Spater ist es gelungen, in dem Silbervanadat,
bzw. anderen Vanadinkontakten, hochwirksame, giftunempfindliche
Systeme aufzufinden, die heute das Platin fast iiberall aus dem Kontakt-
verfahren verdringt haben. ‘

In der Erdolhydrierung hat man die Leistungsfahigkeit und Betriebs-
dauer der Kontakte dadurch gesteigert, dafl man an Stelle der Metalle,
die stets sehr empfindlich sind, ihre Oxyde bzw. Sulfide verwendet.

Bei der Anwendung der Kontakte im Reaktionsraum ist es wichtig,
durch geeignete Fiihrung des Gasstroms die Ausbildung ruhender Gas-
schichten an der Kontaktoberfliche zu verhindern. Gelinge es auch,
die Reaktion an den aktiven Stellen des Kontaktes stark zu beschleunigen,
ohne daf die Verdampfung des Reaktionsproduktes von der Oberfléiche
und die Nachlieferung der Reaktionsteilnehmer mit geniigender Ge-
schwindigkeit geschieht, so wére fiir den Gesamtvorgang an Geschwindig-
keit nichts gewonnen, da ja nur die langsamste Reaktion die Gesamt-
geschwindigkeit bestimmt. Man muf in diesen Fillen die natiirliche
Diffusion durch groBe Strémungsgeschwindigkeit und durch Wirbelung
verstirken. Findet die Reaktion an einer Grenzfliche gasformig-fliissig
statt, so muB die Beriihrungsfliche durch Verspriihen der Fliissigkeit
oder durch Anwendung von Fiillkérpern in dem Reaktionsraum (s. Bd.III,
S. 500f.) vergréBert werden. Im Bleikammerverfahren z. B. hat man die
Leistung des Kammerraums durch Einbauen von Spriihkreiseln, durch
Anbringung von Walzen und Fiillk6rpern auf ein Vielfaches steigern kénnen.

Der Forderung nach gréftmoglichster Oberfliche des Katalysators
nihert man sich am meisten, wenn man ihn in kolloidale Form bringt.
Es ist wiederholt versucht worden, auf diesem Wege Oberflichenent-
wicklungen zu erhalten, die denen der biologischen Katalysatoren, den
Enzymen und Fermenten, dhnlich sind. Diese sind vor den technisch
verwendeten Katalysatoren durch ihre groBe Selektivitdt ausgezeichnet.
Es gibt z. B. kein Ferment, das sowohl die Spaltung von Kohlehydraten,
als auch von Proteinen bewirkt. Die die Maltose spaltende Maltase 146t
den Rohrzucker und mit ihm alle §-Glucoside unverdndert. L.Zech-
meister [Naturwiss. 20, 639 (1932)] hat gezeigt, daB nicht nur der
stereochemische Aufbau, sondern auch die Molekiilgr6ie und Kettenlinge
diese spezifische Wirkung bestimmen.

Bredig [vgl. etwa Ztschr. physikal. Chem. 31, 258 (1899)] hat
durch elektrische Zerstiubung Metallsole hergestellt. Auf diese Weise
hergestelltes kolloidales Platin erweist sich als vorziiglicher Hydrie-
rungskontakt. Ebenso wie das natiirliche Ferment — die Katalase —
spaltet kolloidales Platin Wasserstoffsuperoxyd. Wie bei den natiirlichen
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Fermenten 148t sich diese katalytische Wirkung durch Spuren von Giften,
wie Blausdure und Kohlenoxyd, vernichten.

Derartig kolloidal dispergierte Kontakte, die in der Art ihrer Wirkung
der homogenen Katalyse sehr nahekommen, liegen bei den negativen
Katalysatoren vor, mit denen man das Klopfen der Vergasermotore
verhindert (S. 336f.). Midgley [Ind. Engin. Chem. 14, 589 (1922)] hat dem
klopfenden Benzin Bleitetradthyl: Pb(C,H;), zugesetzt. In Deutschland
hat man nach einem Verfahren der I. G. Farbenindustrie A.G. die
aufBerordentlich giftige Bleiverbindung durch Eisenpentacarbonyl Fe(CO),
ersetzt. Diese metallorganischen Verbindungen werden im Zylinder des
Motors durch Steigerung der Temperatur in hochdisperses Metall und
organische Reste gespalten. Thre Wirkung kommt in einer Erhshung
der Selbstentziindungstemperatur und einer Hemmung der Verbrennungs-
geschwindigkeit zum Ausdruck. Im Sinne Wi. Ostwalds besteht
diese Wirkung darin, daBl der negative Katalysator den positiven
Katalysator zerstort oder sich ausbildende Reaktionsketten abbricht.
Die im Oxydationsraum entstehenden, den Verbrennungsproze8 auto-
katalytisch beschleunigenden Peroxyde werden durch das hochdisperse
Schwermetall, z. B. Pb oder Fe, zersetzt. Berlund Winnacker [s. Ztschr.
physikal. Chem. A 148, 261 (1930)] haben gezeigt, daB an Stelle der
metallorganischen Verbindungen auch hochdisperse Metallnebel, sowie
Metallsole, in denen das Metall in dem Kraftstoff kolloidal gelost ist,
die Verbrennung in gleicher Weise hemmen. Die gleichen kolloidalen
Metalle verhindern auch die Autoxydation des Benzaldehyds. Es
ergab sich hier eine bemerkenswerte mengenméaBige Beziehung zwischen
positivem und negativem Katalysator und deren Wirksamkeit. Wahrend
kolloidal dispergiertes metallisches Eisen die Oxydation des Benzaldehyds
verhindert, wird diese durch Eisen-2-Salze stark beschleunigt. Die durch
Zusatz von kolloidal dispergiertem Eisen gehemmte Oxydation kann
durch Zusatz von Eisen-2-Salz schrittweise wieder ausgelést werden. Die
urspriingliche Oxydationsgeschwindigkeit wird wieder erreicht, wenn
metallisches Eisen und Eisen-2-Salz in annihernd stéchiometrischem
Verhéltnis zueinander stehen.

AnschlieBend sei an Hand einiger technisch wichtiger Beispiele die
Durchfiihrung katalytischer Prozesse erldutert.

III. Einige technische Anwendungen der Katalyse.

A. Die katalytische Herstellung von Ammoniak.

Die Reaktion:
3H, + N, > 2 NH, + 24 keal
ist durch die grundlegenden Arbeiten von Haber und Nernst (1904
bis 1908) auf ihre technische Durchfiihrbarkeit gepriift worden. Aus der
positiven Wérmeténung ergibt sich, daf die NH;-Konzentration im
Gleichgewicht um so geringer wird, je hoher die Temperatur ist. Die Gleich-
gewichte bei verschiedenen Temperaturen und Drucken sind von beiden

12*
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Autoren gemessen worden. Da der Vorgang mit Volumenkontraktion
verbunden ist, muBl durch Druckerhéhung die ‘Ammoniakausbeute
gesteigert werden. Nernst hat mit Jellinek und Jost zum ersten
Male Gleichgewichte bei erhohten Drucken gemessen und festgestellt,
daB z. B. bei 685° und 50 atii 0,896 Vol.-% NH, im Gleichgewicht vor-
handen sind. Als Kontakt wurde Platinfolie, feinverteiltes Fe und
elektrolytisch abgeschiedenes Mangan benutzt. Haber fand 1908, daB
bei 175 at und 550° 8% NH, erhalten werden kénnen. Als Katalysator
dienten Osmium und kohlenstoffhaltiges Uran. Fiir die technische Durch-
fihrung der Synthese, die mit den Namen Bosch, Mittasch und
Lappe unlésbar verbunden ist, fand Mittasch in einer grofen Zahl
von Versuchen den geeigneten Kontakt, der aus Eisen mit Zusétzen
von Tonerde und -Alkalien besteht. Dieser Kontakt bewirkt eine so
erhebliche Beschleunigung der Reaktionsgeschwindigkeit, da schon bei
5000 in kiirzester Zeit die Gleichgewichtslage erreicht wird. Haber und
Bosch wendeten in dem von der Badischen Anilin- und Sodafabrik
ausgebildeten Verfahren einen Betriebsdruck von 200 at an. Spiter
wurden im Casale-Fauser Verfahren die Drucke auf 300—800 at, im
Claude-Verfahren bis auf 1000 at gesteigert. Neben diesen genannten
Katalysatoren wird eine groBe Zahl von Kontakten zur Anwendung
empfohlen. Trotz verschiedenster Ausgangsmaterialien — im Mont
Cenis- Verfahren werden z. B. ammoniakalische Eisencyanide als Kontakt
empfohlen — hat sich ergeben, daBl die eigentliche katalytische Wirkung
dem «-Eisen zukommt, das in AL O, eingebettet ist (s. S.177).

Alle anderen Eisenkontakte wandeln sich im Verlauf der Reaktion
in die «-Eisenmodifikation um. _

Uber die Kinetik der Ammoniakkatalyse herrschen zur Zeit folgende
Anschauungen [s. hierzu Frankenburger: Ztschr. Elektrochem. 39, 45,
97, 269 (1933)]. Die Vereinigung kann nur erfolgen, wenn sowohl der
Wasserstoff, als auch der Stickstoff aktiviert werden. Nicht angeregte
Stickstoffmolekiile liefern selbst mit atomarem Wasserstoff kein Ammo-
niak. Die Aktivierung des Stickstoffs scheint iiber die Bildung labiler
Eisennitride zu verlaufen. Der an aktiven Stellen dissoziierte Wasser-
stoff bildet mit den Nitriden Metallimide, die durch molekularen Wasser-
stoff hydriert und dann in Metall und Ammoniak gespalten werden. Die
groBe Giftempfindlichkeit des Kontaktes — Schwefel, Phosphor, Arsen,
Kohlenoxyd, H,O zerstoren die Wirksamkeit des Katalysators schnell —
erfordert eine sorgfaltige Reinigung des Kontaktgases.

B. Die Reduktion des Kohlenoxyds.

Im engen AnschluB an die Ammoniakkatalyse hat sich die Methanol-
synthese entwickelt:
CO + 2 H, = CH,0H + 24 kcal.
Der Vergleich mit der Reaktionsgleichung der Ammoniaksynthese zeigt
die Ubereinstimmung der Reaktionsbedingungen. Beide Vorginge sind
stark exotherm und verlaufen unter Volumenverminderung. Die giinstigste
Gleichgewichtskonzentration liegt bei tiefen Temperaturen, bei denen die
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Reaktionsgeschwindigkeit durch Anwendung von Katalysatoren gesteigert
werden muB. Auch die Methanolbildung wird durch Anwendung von
Druck begiinstigt. Als Kontakte werden schwer reduzierbare Metalloxyde,
Cr,0,, Zn0, sowie Zinkchromat angewendet, die bei Temperaturen
zwischen 300—400° und 150—200 at eine rasche Einstellung des Gleich-
gewichtes bewirken. Als stérend hat sich die Anwesenheit der Metalle
der Eisengruppe erwiesen, sofern diese Metalle unter den Reaktions-
bedingungen reduziert werden.

Die Reduktion des Kohlenoxyds kann durch Anwendung geeigneter
Kontaktsubstanzen in Richtung anderer Reaktionsprodukte gelenkt
werden. Bei Anwendung von Nickel erhalt man nach Sabatier Methan.
Nach einem Verfahren der I. G. Farbenindustrie A.G. erhalt man bei
Anwendung von alkalisierten Fe-Kontakten unter Druck ein Gemisch
vorzugsweise hoherer Alkohole, Synthol genannt. Durch Wasserab-
spaltung gehen diese beim Erhitzen in ungesittigte Kohlenwasserstoffe,
Synthin genannt, iiber. :

Wihrend bei diesen Reaktionen unter Anwendung von Druck teil-
weise Reduktion, teilweise Einlagerung von Wasserstoff in das ent-
stehende Molekiil stattfindet, so daff die Produkte sehr sauerstoffhaltig
sind, ist es F. Fischer und Tropsch gelungen, bei Normaldruck
nahezu sauerstofffreie Produkte herzustellen. Bei Anwendung von Kon-
takten, die z. B. Co, Fe, Th, Ni, Mn enthalten, entstehen groBtenteils
aliphatische Kohlenwasserstoffe. Man hat es hier mit Reaktionen vom
Typus:

€O + 2H, - CH,< + H,0
oder

200 + H, > €O, + CH, < .
zu tun, bei denen die Geschwindigkeit der weiteren Hydrierung des
Methylens CH,< zu Methan geringer ist, als die der Polymerisation

zu héher molekularen Verbindungen (s. hierzu auch S. 286).

C. Die katalytische Ammoniakoxydation.

Die Reaktion:

4NH, + 50, =4NO + 6 H,0 + 2l4keal (1)
verliuft bei 700° mit hinreichender Geschwindigkeit. Die technische
Durchfithrung des Verfahrens, das schon 1862 von Kuhlmann angegeben
wurde, ist von Wi. Ostwald und Brauer, Frank und Caro und der
I. G. Farbenindustrie A. G. weiter ausgebildet worden. Da die Reak-
tion mit nur unwesentlicher Volumenédnderung verbunden ist, hat Druck-
anderung auf die Lage des Gleichgewichtes der Ammoniakverbrennung
keinen Einflu. Hingegen ist versucht worden, die Oxydation des Stick-
oxyds und die Absorption des Stickstoffperoxyds durch Drucksteigerung
zu beschleunigen, da die trimolekulare Reaktion

2NO + 0, = N,0,

auBerordentlich stark druckabhingig ist. Ist der verwendete Kontakt
zu wirksam und strémt das Gasgemisch zu langsam am Kontakt
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vorbei, so verlduft die Reaktion gemaB folgender Gleichung unter Bildung
von Stickstoff:

4 NH, + 30, = 2N, + 6 H,0 + 91 kcal, (2)
da dieser Umsatz durch groflere freie Energie ausgezeichnet ist. Man
verwendet deshalb sehr hohe Stromungsgeschwindigkeéiten. Das Gas-
gemisch, das Luft im UberschuB enthélt, wird bei Temperaturen zwischen
700—800° so schnell durch den Kontaktraum gefiihrt, dal die Beriithrungs-
zeit 0,001 s nicht iiberschreitet. Als Kontakt verwendet man massives
Platin als Draht, Drahtnetz, Band und auf Trigersubstanzen einge-
brannt. Feinverteiltes Platin fiilhrt durch seine gesteigerte Aktivitat
zur Bildung von Stickstoff gemalBl Gleichung (2). Weiterhin werden
Mischungen von Fe,O; mit Bi,0; (97% Fe,O;), sowie CuO und PbO,
empfohlen. Das Platin ist sehr giftempfindlich. Bei sorgfaltiger Reinigung
erhilt man bei grofer Lebensdauer des Kontaktes iiber 97% Ausbeute.

D. Die Herstellung der Schwefelsiiure.

1. Nach dem Kontaktverfahren.
Das Gleichgewicht der Reaktion:
2 80, + 0, = 2 80, + 22 kcal
ist von Knietsch [Ber. Dtsch. chem. Ges. 34, 4069 (1901)], sowie Boden -
stein und Pohl [Ztschr. Elektrochem. 11, 373 (1905)] u. a. gemessen
worden. Um eine maximale Ausbeute zu erreichen, darf man die Tem-
peratur von 450° nicht iiberschreiten. Druckerhohung sollte die Aus-
beute steigern, ist jedoch im Hinblick auf die giinstige Lage des Gleich-
gewichtes bei Normaldruck nicht erforderlich. Platin als Kontaktsubstanz
gestattet bei 450° eine Ausbeute von 98% zu erreichen, ist aber sehr
empfindlich gegen Vergiftungen durch mitgefiihrten Flugstaub, sowie
Arsen- und Selenoxyd. Die unempfindlichen Kontakte, wie z. B. die Oxyde
des Eisens und des Chroms, wirken erst bei 650° mit hinreichender Ge-
schwindigkeit, so daBl man eine geringere Ausbeute, weniger als 60%, in
Kauf nehmen muB. In letzter Zeit ist das Platin nahezu iiberall durch
Vanadinkontakte (insbesondere Silbervanadinat und Vanadinpermutite)
verdringt worden, die bei gleicher katalytischer Wirksamkeit wesentlich
unempfindlicher gegen Kontaktgifte sind. Der ProzeB wird in groBen
zylindrischen Kontaktéfen durchgefithrt. Er erfordert keine Wérme-
zufuhr. Die Frischgase werden durch die heilen Abgase vorgewédrmt.

2. Nach dem Bleikammerverfahren.

Im Bleikammerproze wird die trige Schwefeldioxydoxydation durch
die katalytische Wirkung der Oxyde des Stickstoffs beschleunigt. Die
Reaktion verlduft hauptsichlich im heterogenen System gasformig-
fliissig. Die komplizierte Reaktionsfolge ist von Lunge und Berl wie
folgt festgelegt worden:

S0, + Y, 0, + H,0 = H,S0, -+ 54 keal.
1. 2NO + 0, =2NO, trimolekularin der Gasphase
2. 80, + H,0 = H,80, heterogen, an der Grenz-
fliche gasformig-flissig
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3 MBS0+ Nozvijleitoghég&re } hel}.erogen, an dpr Qrepz-
4. 2 SONH, -1/, 0,(NO,) = 2 SO,NH + H,0(NO) flache gasférmig-flissig
4b. SO,NH, 2 H,S0, + NO in der fliissigen Phase

5. 2SO,NH -+ SO, + 2 H,0 2 2 SO,NH,-H,S0, } anga‘ggng;‘fﬁgg;‘éhe

5b. SO,NH + H,0 2 H,S0, + NO + NO, 1

5c. SONH + HNO, 2 1,80, -+ N,0, { in der flissigen Phase

Die Reaktionen 4b, 5b und 5¢ verlaufen in der fliissigen Phase mit
groBer Geschwindigkeit. Die Reaktionen 2, 3, 4 und 5 sind heterogen,
ihre Geschwindigkeit ist in hohem MaBe von der GréBe der Phasen-
grenzfliche fliissig-gasférmig abhingig. Um die Geschwindigkeit der
Reaktion zu steigern, hat man versucht, diese Grenzfliche durch Ein-
bauen von Spriithkreiseln, Walzenkésten und Fillkérpern zu vergréBern.
Man hat dadurch eine sehr erhebliche Steigerung der Leistung gegeniiber
den nach dem alten System arbeitenden Kammern erreicht (s. Tabelle 4).

Entsprechend dem voranstehenden Reaktionsschema wird die Ge-
samtgeschwindigkeit nicht allein durch diese Grenzflichenreaktionen
bestimmt. Vielmehr ist die Reaktion 1, die als trimolekularer Umsatz
in der homogenen Gasphase trige verlduft, in erster Linie geschwindig-
keitsbestimmend. Berl und Althoff [Ztschr. anorgan. allg. Chem. 215,
225 (1933)] haben durch Anwendung von Druck gezeigt, da man die
Reaktionsgeschwindigkeit auf diese Weise auf ein Vielfaches steigern
kann. Drucksteigerung verhindert die Hydrolyse der katalysierenden
Nitrosylschwefelsdure (Gleichung 5b) und den Zerfall der violetten Siure
(Gleichung 4b), so daB die Reaktion im wesentlichen zwischen der
Oxydation der violetten Saure zu Nitrosylschwefelsdure (Gleichung 4)
und deren Reduktion zu violetter Sdure (Gleichung 5) pendelt, ohne
daB NO in gréBeren Mengen entsteht. Der Druck begiinstigt auch die
an der Phasengrenzfliche stattfindenden Reaktionen infolge Erhéhung
der Loslichkeit (Gesetz von Henry) und beschleunigt die Reaktion 1.
Als Summe aller dieser Einfliisse beobachtet man eine ungefihr qua-
dratische Steigerung der Leistung mit dem Druck:

Ausbeute _ 15.7 - 2

m?/Tag S
(Diese Beziehung gilt einigermafen streng nur fiir die gewéhlte Versuchs-
anordnung.)

Tabelle 4. Leistungen verschiedener Systeme.

Leistung in kg |Stickstoffverbrauch
System 78,2% ige H,S0, |in kg HNO, (36°Bé)
(60° Bé) je m%/Tag | je 100 kg H,S0,

Alte Kammern . . . . . . . . . .. 2—4 1,1
Alteres Intensivsystem mit Zwischen-

tirmen . . . . . . . . . . L 7,5 1,0
Neuere Intensivsysteme . . . . . . . 10—30 0,75—1,2
Opl-Tirme . . . . . . . . . . .. 30 0,94
Petersen-Tirme. . . . . . . . . . 50 0,8
Schmiedel-Klenke-Walzenkasten . 50 —
‘Drucksystem 13at . . . . . . . . . 3000 (erzielt) 0,9

Drucksystem 25,3 at . . . . . . . . 10000 (errechnet)
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E. Die Hydrierung organischer Verbindaungen.

Besondere Bedeutung hat die Hydrierung der ungeséttigten Fett-
sduren in der Fetthirtung erhalten. Die Hydrierung erfolgt meist in
der fliissigen Phase.” Als Katalysatoren haben sich besonders Nickel
und seine Verbindungen, wie Oxyde und Formiate, bewahrt, daneben
werden Pt, Co, Cu und Fe in zahlreichen Patentschriften empfohlen.
Der Katalysator wird entweder als Pulver in der zu hydrierenden Fliissig-
keit aufgeschwemmt, auf einen Trédger, wie Kieselgur, Kohlen u. a.
aufgebracht oder aber aus seinen Salzen durch direkte Druckhydrierung
im Ol bei 230—240° hergestellt. Auf Trigersubstanzen aufgebrachte
Kontakte sind unempfindlicher gegen Uberhitzungen, welche die Wirkung
des kolloidalen Nickels leicht zerstéren. Man arbeitet in Riihrautoklaven
unter wenigen Atmosphiren Druck bei Temperaturen zwischen 100 bis
160°. Ubersteigt die Temperatur 200°, so greift der Wasserstoff auler
der Doppelbildung auch die Karboxylgruppe der Fettsduren an. Man er-
hilt an Stelle gehirteter Fettsduren hohere Alkohole, die als Emulgatoren
Verwendung finden. Durch Anwendung ,,vergifteter Katalysatoren®
erhdlt man ungesittigte Alkohole, da unter Umstinden die Carboxyl-
gruppe leichter reduziert wird als die Doppelbindung —C=C—
[Schrauth: Ztschr. angew. Chem. 46, 410 (1933)].

Die Hydrierung aromatischer Stoffe hat fiir die Industrie der Lacke
und Losungsmittel grofe Bedeutung. Z. B. wird Phenol zu Cyclohexanol,
Naphthalin zu Tetralin und Dekalin hydriert. Auch hier arbeitet man
in flissiger Phase bei 150—200° und 10—15 at mit Nickelpriparaten
als Katalysatoren. Bei allen mit Nickel als Katalysator durchgefiihrten
Hydrierungen sind Schwefelverbindungen starke Kontaktgifte.

Durch die krackende Hydrierung des Erdéls unter Druck, wie sie
von der I. G. Farbenindustrie A.G. in gréBtem MaBstabe durch-
gefithrt wird, hat das Studium und die Anwendung der Hydrierungs-
kontakte groitechnische Bedeutung erlangt. Man verwendet als Kontakte
meistenteils Sulfide des Molybdéns, Nickels und Kobalts, die bei grofter
Reaktionsgeschwindigkeit gegen die sulfidischen Verunreinigungen des
Rohols und des Braunkohlenteers nahezu unempfindlich sind.

Phasenlehre.
Von Dr. phil. Dr.-Ing. e. h. E. Jinecke, ord. Hon.-Professor, Heidelberg.

Literatur: D’Ans, J.: Die Loésungsgleichgewichte der Systeme der Salze oze-
anischer Salzablagerungen, 1933. — Aten, A. H. W.: Phasenlehre von H. W. Bak-
huis Roozeboom, Bd.2, 3. 1918. — Bakhuis Roozeboom, H. W.: Phasen-
lehre, Bd. 1. 1901; Bd. 2, 1. 1904. — Bancroft, W. D.: The Phase Rule, 1897. —
Benrath: Physikalische Chemie, Bd. 2. 1925. — Blasdale: Saturated salt solu-
tions, 1927. — Boeke, H. E.: Grundlagen der physikalisch-chemischen Petro-
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Phasenlehre, 1918. — Clibbens, D. A.: The Phase Rule, 1920. — Findlay, A.:
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salze, 1897. — Ozeanische Salzablagerungen, Bd. 1. 1905; Bd.2. 1909. — Jé&-
necke, E.: Gesattigte Salzlosungen, 1908. — Entstehung der Kalisalzlager, 2. Aufl.
1923. — Kremann, R.: Anwendung physikalisch-chemischer Theorien, 1911. —
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Chemische Gleichgewichtslehre, 1911. — Ostwald, Wilh.: Allgemeine Chemie,
Bd. 2, 2. 1902. — Rivett, A. C. D.: The Phase Rule, 1923. — Rothmund, V.:
Loslichkeit, 1907. — Schreinemakers, F. A. H.: Phasenlehre, Bd. 3, 1, 1911;
Bd. 3, 2, 1913. — Tammann, G.: Krystallisieren und Schmelzen, 1903. — Aggre-
gatzustinde, 1923. — Heterogene Gleichgewichte, 1924.

I. Allgemeines.
1. Geschichtliches.

In mathematischer Beziehung sind die Gleichgewichte der Phasen-
lehre, wenigstens soweit es sich um die einfacheren handelt, weitgehend
bekannt. Die ersten Untersuchungen, die zur Aufstellung der grund-
legenden Phasenregel fiihrten, rilhren von dem Amerikaner J. Willard
Gibbs (1894) her. Sie fanden jedoch wegen ihrer abstrakten Form
anfangs wenig Beachtung. Als Schopfer der eigentlichen Phasenlehre
ist H. W. Bakhuis Roozeboom anzusehen, der die Lehren von Gibbs
aufgriff, weiter ausbaute und auf praktische Untersuchungen anwendete.
Die mathematische Behandlung von Ein- und Zweistoffmischungen ist
in vorziiglicher Weise niedergelegt von van der Waals, zusammen-
gefalt von Kohnstamm in dem Werk iiber Thermodynamik. Der
feste Zustand findet hierbei allerdings geringere Beachtung. Bei den
Zweistoffmischungen sind mathematisch in der Hauptsache die Gleich-
gewichte fliissig-dampfférmig behandelt. Hierbei werden fiir die ver-
schiedenen Temperaturen mathematische Funktionen benutzt, die Druck
und Volumen oder freie Energie und Volumen als unabhingige Ver-
dnderliche enthalten. Dreistoffmischungen sind ausfiihrlichvon Schreine-
makers mathematisch unter Benutzung des sog. thermodynamischen
Potentials behandelt, das Druck und Temperaturen als unabhingige
Verinderliche enthilt. In anderen Teilen ist das Gebiet der Phasenlehre
von van Laar mathematisch weiter ausgebaut, der meistens das thermo-
dynamische Potential benutzt und eindringlich auf die Notwendigkeit
hinweist, fiir die Untersuchungen Zustandsgleichungen heranzuziehen.
Ergénzt werden die Untersuchungen durch andere Forscher auf diesem
Gebiet, in Deutschland hauptsichlich durch Tammann und Jénecke.
Wenngleich die rein mathematischen Grundlagen weitgehend bekannt
sind, so ist es doch wichtig, daB} bei sehr vielen Untersuchungen auf
formelméfBige streng mathematische Betrachtungen verzichtet werden
kann. Es ist moglich, die Phasenlehre lediglich unter Benutzung rein
graphischer Darstellungen zu behandeln. Bei komplizierten Fallen muf3
man {iberhaupt von vornherein auf streng mathematische Behandlung
mit Funktionsbeziehungen verzichten. Es lassen sich graphisch recht
komplizierte heterogene Gleichgewichte untersuchen, deren genaue
mathematische Behandlung zur Zeit unmoglich ist.

Bei der graphischen Wiedergabe der Versuchsergebnisse bedient man
sich haufig nicht nur ebener, sondern auch riumlicher Darstellungen.
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Solche sind typisch fiir phasentheoretische Untersuchungen und haben
den Vorzug, frei von Annahmen, Hypothesen und Theorien zu sein.
Die in solchen Kurven, Flichen, Kérpern usw. dargestellten Ergebnisse
enthalten die mathematischen Beziehungen der Gleichgewichte, die
oft nicht weiter bekannt sind, anschaulich dargestellt. Mathematische
Gleichungen, die solche Gleichgewichte wiedergeben wiirden, kénnen
schon in einfachen Fillen manchmal so kompliziert sein, daf graphische
Darstellungen vorzuziehen sind. Einige Forscher haben geglaubt, es
geniige, daBl Phasengleichgewichte lediglich im Einklang mit der Phasen-
regel wiren. Ein Gleichgewicht, das dieser Bedingung geniigt, wére
auch moéglich. Diese Ansicht ist verfehlt, denn es gibt viele Gleich-
gewichte, die der Phasenregel nicht widersprechen und doch aus
anderen Grinden unméglich sind. Die Phasenregel ist zwar die
Grundlage der Phasenlehre, aber nicht ihr einziger Inhalt.

2. Die Phasenregel
(s. auch S.1271.).

Die Phasenregel verbindet durch eine Gleichung die Zahl der in
einem System vorkommenden Phasen, unabhéingigen Bestandteile und
Freiheitsgrade miteinander. Von diesen Begriffen ist der der Phase
der wichtigste. Phasen sind, wie der Name sagt, Zustinde, und zwar
Aggregatszustinde. Es gibt demnach feste, flissige und gasférmige
Phasen. Der Begriff ,,Phase‘ ist also hier ein anderer als dort, wo man
sich auf zeitliche Zustinde bezieht. Die Kolloide haben auch einen
gewissen Aggregatzustand. Bei ihrer eigentiimlichen Form spielt aber
bei Gleichgewichten die Oberfliche eine groBle Rolle. Die Phasenregel
gilt fir Kolloide nur mit Einschrinkungen. In einem heterogenen
Systeme kann die Zahl der beim Gleichgewicht auftretenden festen
Phasen sehr grof3 sein, die der fliissigen Phasen zwei, selten drei oder
gar vier betragen, an gasformigen ist stets nur eine moglich.

Das Kennzeichen einer Phase ist ihre Homogenitit. Jede Phase
muf in ihrem mikroskopisch kleinsten Teile physikalisch und chemisch
gleich sein. Eine Phase braucht nicht, wie z. B. eine chemische Ver-
bindung, in ihren molekularen Dimensionen einheitlich zu sein. So stellt
ein Gasgemisch, eine Losung oder ein Mischkrystall eine einzige Phase
dar, da jede mikroskopisch kleine Gasblase, jeder kleine Fliissigkeits-
tropfen oder jeder winzig kleine Krystall genau gleiche Zusammensetzung
hat. Wollte man aber bis auf die Grofe der Molekiile oder gar noch tiefer
hinuntergehen, so wiirde naturgemifl eine Verschiedenheit in der Zu-
sammensetzung einzelner Teile bestehen. Der Begriff einer einheitlichen
Phase ist also bedeutend umfassender als der einer chemischen Verbindung.

Der zweite wichtige Begriff der Phasenlehre ist der derunabhéngigen
Bestandteile, der Komponenten. Es sind das die Bestandteile,
welche die Phasen aufbauen und in dem System nicht durch Mischung
anderer, schon vorhandener Komponenten, hergestellt werden kénnen.
Bei der Wahl der unabhéngigen Bestandteile ist zweierlei zu beachten.
Erstens muBl durch Verinderung ihrer Menge jede mogliche Anderung
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in der Zusammensetzung der Phasen des Systems ausgedriickt werden
kénnen, und zweitens miissen diese Anderungen voneinander unab-
héingig sein. Es muB also als Zahl der unabhingigen Bestandteile
die kleinstmdogliche gewihlt werden. In den meisten Fillen ist die
Angabe der Zahl dieser Komponenten einfach. Bei allen Systemen z. B.,
die sich aus einem Salz und Wasser aufbauen, kénnen unter normalen
Verhiltnissen die verschiedenen Phasen: Dampf, Lésung, das an-
hydrische Salz, Hydrate durch die Mischung von Wasser und Salz
hergestellt werden. Wasserstoff und Sauerstoff sind in jeder Phase
immer derartig enthalten, daB ihre Mengen sich zu Wasser erginzen,
ahnlich die Bestandteile der Salze. In diesem Falle hat man deswegen
zwei unabhingige Bestandteile: Wasser und Salz. Hier sind die chemi-
schen Verbindungen Salz und Wasser, und nicht die Elemente, die un-
abhingigen Bestandteile. Bei hohen Temperaturen treten aber in einem
System von Wasser und Salz Zersetzungen auf, indem diese beiden
Stoffe sich in andere Bestandteile, z. B. ihre Elemente, zerlegen. Bei
einem Gleichgewicht kénnen alsdann die anwesenden Phasen die Elemente
auch in anderem Verhiltnis enthalten, als es dem Wasser und dem Salz
entspricht. Deswegen sind die Elemente jetzt als die unabhingigen
Bestandteile des Systems anzusprechen. Ein einfaches System &dhnlicher
Art ist z. B. Hy,O + Cl,, bei hoherer Temperatur kann eine Umsetzung
eintreten: 2 H,0 + 2 Cl, = 4 HCl + O,. Die auftretenden Phasen Gas
und Fliissigkeit enthalten hier nicht mehr Wasserstoff und Sauerstoff
im Verhiltnis des Wassers. Unabhéngige Bestandteile sind daher Wasser-
stoff, Sauerstoff und Chlor.

3. Beweis der Phasenregel.

Auf einen exakten Beweis der Phasenregel, der sich auf die Thermo-
dynamik griindet, kann hier verzichtet werden. Ihre Ableitung kann
in einfacher Weise folgendermafBlen geschehen.

Es seien miteinander im Gleichgewicht P-Phasen. Innerhalb jeder
Phase wird das Gleichgewicht bestimmt durch die Variablen Druck und
Temperatur und das Potential der K Komponenten. Im Gleichgewicht
mul} das Potential in allen Phasen das gleiche sein. Auf dieses Potential
selbst braucht hier nicht genauer eingegangen zu werden. Fiir jede Phase
sind diese Verdnderlichen verbunden durch eine sog. Zustandsgleichung.
Da P Phasen vorhanden sind, gibt es P Zustandsgleichungen zwischen
K + 2 unabhingigen Variablen. Hieraus folgt, dal F =K +2— P
Variablen iibrig bleiben, die aus den Gleichungen nicht berechnet werden
konnen, also frei bleiben. Erst wenn iiber sie verfiigt ist, liegen alle
Werte fiir das System fest. Man sagt deswegen dann, das System hat
F Freiheitsgrade. Es ist also P + F = K + 2. Hieraus folgt auch ein
wichtiger Satz der Phasenlehre, dafl das Phasengleichgewicht lediglich
von der Anwesenheit und nicht von der Menge der einzelnen
Phasen abhingig ist.

Die Einteilung der verschiedenen Systeme erfolgt bei dem heterogenen
Gleichgewicht am besten nach der Zahl der unabhéingigen Bestandteile.
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Man unterscheidet alsdann Ein-, Zwei-, Drei-, Vier- und Mehrstoffsysteme,
je nachdem K =1, 2, 3 usw. ist. Nach dem Werte der Freiheiten (F = 0,
1, 2) bezeichnet man die Systeme als invariant, monovariant,
bivariant.

Von den GréBen, die auBer der Konzentration bei Phasengleich-
gewichten wichtig sind: innere Energie, Entropie, thermodynamisches
Potential, Volumen, Temperatur und Druck, sind nur die letzten drei
ihren absoluten Werten nach anzugeben, wihrend fir die anderen nur
ihre Anderungen, nicht aber ihre absoluten Werte gemessen werden
kénnen. Man hat deswegen hierfiir bestimmte Nullwerte willkiirlich
festgesetzt. In den meisten Fallen beschrankt man sich darauf, bei
Zwei- und Mehrstoffsystemen die Beziehungen von Volumen, Tempe-
ratur und Druck neben den Konzentrationen festzustellen. Unter-
suchungen, die sich auf die Verdnderungen von Druck und Temperaturen
beziehen, sind, besonders bei Mehrstoffmischungen, weit zahlreicher als
solche die das Volumen betreffen. Am hédufigsten sind die Verinde-
rungen der Phasengleichgewichte mit der Temperatur untersucht worden.

II. Einstoffsysteme.

1. Einfache Stoffe. Druck-Temperatur.

In einem Einstoffsystem (K = 1) lautet die Phasenregel P + F = 3.
Fiir das invariante Gleichgewicht (¥ = 0), das also keine Freiheit mehr
besitzt, und durch konstante Werte ausgezeichnet ist, ist jetzt P = 3.
Im Druck-Temperatur-Diagramm wird dieses Gleichgewicht dreier Phasen
durch einen Punkt dargestellt, der deshalb Tripelpunkt genannt
wird. Zu diesem invarianten Gleichgewichte gehéren ganz bestimmte
Werte fiir Druck und Temperatur und Volumen der drei im Gleichgewicht
befindlichen Phasen. In einem Diagramm, das Volumen und Temperatur
anzeigt, wird das invariante Gleichgewicht durch eine Gerade angezeigt,
auf der bei konstanter Temperatur die Werte fiir die Volumina von
fest, fliissig, gasformig liegen. Da bei einem Gleichgewicht dreier Phasen
natiirlich auch je zwei miteinander im Gleichgewicht sein miissen, ist
der invariante Tripelpunkt auch ein bestimmter Gleichgewichtspunkt
der monovarianten Gleichgewichte zwischen je zwei Phasen fliissig-gas-
formig, fest-gasférmig und fest-flissig. Monovariante Gleichgewichte,
die bei verschiedenen Temperaturen und Drucken bestehen, miissen also -
in einem Druck-Temperatur-Diagramm durch eine Kurve ausgedriickt
werden. Es gehen deswegen von dem Tripelpunkt im P-7-Diagramm
drei Kurven aus, die sich auf diese drei Zweiphasengleichgewichte be-
ziehen. Ihre Lage veranlaBt eine Teilung der P-T-Fliche in die Ge-
biete fiir die feste, flissige oder gasférmige Phase, wobei ,fest* in dem
Gebiet der niederen Temperaturen und das ,,gasférmig® im Gebiet der
niederen Drucke liegt.

Hieraus folgt die Verteilung, wie sie in den Abb.1—6 angegeben
ist. Fiir alle Stoffe, die sich beim Erhitzen nicht zersetzen, also einen
Schmelzpunkt haben, lassen sich Zustandsbilder mit den Beziehungen
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zu Druck und Temperatur mit einem Tripelpunkt konstruieren. Die
Lage dieses Punktes ist besonders wichtig. Von ihr hingt das Verhalten
unter den verschiedenen Bedingungen in hohem Mafle ab. In den
Abb. 1—6 sind einige Beispiele schematisch gezeichnet.

1. Bei Metallen (Abb. 1, Silber) liegt der Tripelpunkt meistens bei
hohen Temperaturen. Der Dampfdruck ist beim Schmelzen oft noch
recht niedrig. Beim Silber beispielsweise liegt der Tripelpunkt bei 963°.
Der Dampfdruck ist hier noch recht klein, erst oberhalb 1300° erreicht
fliissiges Silber den Dampfdruck von 1 mm und bei etwa 2000° den
einer Atmosphire.
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Abb. 1—6. P-T-Zustandsbilder einiger einfacher Stoife.

2. Ein fir gewohnlich gasférmiger Stoff, wie das Kohlendioxyd,
hat, wie Abb. 2 zeigt, einen Tripelpunkt, der bei niederer Temperatur
liegt (—56,7°). Der Dampfdruck des festen Kohlendioxyds betrigt an
diesem Punkt 5,1 at, so daB fliissiges Kohlendioxyd nur unter einem
héheren Druck als 5,1 at bestehen kann. Die sich auf das mono-
variante Gleichgewicht beziehende Grenzkurve fest-gasférmig zeigt
bei —79° den Dampfdruck von 1 at. Bei dieser Temperatur sublimiert
also festes Kohlendioxyd an der Luft.

3. Ein anderes Gas, Ammoniak, hat, wie Abb. 3 zeigt, ebenfalls
eine niedere Temperatur (— 75°) beim Tripelpunkt, jedoch ist der Dampf-
druck alsdann gering (45 mm). Festes Ammoniak 148t sich an der Luft
bei —75° schmelzen, fliissiges Ammoniak bei — 38,5° unter Atmosphéren-
druck destillieren.

4. Hochschmelzende Stoffe haben manchmal einen héheren Tripel-
punktsdruck als den einer Atmosphdre. Die Abb. 4 zeigt z. B. fiir
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Ammoniumchlorid an, daB der Dampfdruck des schmelzenden NH,Cl
erheblich groBer als eine Atmosphére (35 at) ist. Das Schmelzen kann
demnach nur in Druckgefifien erfolgen. Die Sublimation des festen
Ammoniumchlorids bei Atmosphérendruck erfolgt bei 350°. Derartige
Stoffe gibt es in groferer Anzahl. Beim Erhitzen an der Luft schmelzen
sie nicht, sondern sublimieren.

5. Bei bestimmten Stoffen, deren Tripelpunkt nicht sehr weit von
einer Atmosphire entfernt ist, wie beim Jod (vgl. Abb.5), Campher
oder Eisenchlorid kann beim Erhitzen der Anschein erweckt werden,
als ob eine Verflissigung unter Atmosphirendruck unméglich wére.
So schmilzt Jod bei 114° (90 mm Dampfdruck) und siedet, nachdem
es geschmolzen ist, unter Atmosphérendruck bei 184°. Trotzdem 1iBt
sich Jod an der Luft sublimieren. Das liegt daran, daB beim Erhitzen
infolge der Vermischung mit Luft der Dampfdruck einer Atmosphére
vom Jod nicht erreicht wird, sondern ein anderer niederer Druck ent-
sprechend dem Partialdruck, den das Jod je nach den Versuchsbedin-
gungen bekommt. Ist dieser Partialdruck geringer als 90 mm, so findet
beim Erwérmen an der Luft Sublimation statt.

Von besonderer Bedeutung ist das Verhalten des Wassers, wie es
in der Abb. 6 schematisch gezeichnet ist. Der Tripelpunkt liegt bei
+ 0,0074°C und 4,6 mm. In bezug auf das Schmelzen unter Druck
wird das Wasser auf S. 198 noch behandelt werden.

Es seien noch folgende Werte einiger Stoffe fiir Druck und Temperatur
im Tripelpunkt angefiihrt.

Tabelle 1. Tripelpunkte.
A. 1. Dampfdruck geringer als 1 at; Elemente.

N | O |Br|J| 8| S |[Zn|cd|Ag] C

Druckin mm Hg | 96,4 | 8,9 45| 90 |0,032|0,0055/0,15 | 0,1 {0,002 —
Temperatur, °C |—211|—103| —7 | 114 | 119] 213 | 419 ] 303 | 962 ~ 4000
Siedepunkt bei

lat, °C. . . |[—196] —34| 59| 185 445 688 | 906 | 766 |1955| ~ 5200
Kritischer Druck

(at). . . . . 33,5 7B — | — | — —
Kritische Tem-

peratur . . . |—147| +144| 302 | 512 | 1040 ~ 7500

A. 2. Verbindungen.
CO | N,0 | NO | N,0,| NH; | HCN | HCl [FeCl;Campher

Druck in mmHg 117} 170 168| 146 45 | 131 103 | 624 354
Temperatur, °C |—205|—163 |—161 |—10,8) —78 | —15 |—114 317 175
Siedepunkt bei '

lat,°C. . . |—191| —88|—150 21 | —33 26 | —85 204
Kritischer Druck 35 72 71 112 83
Kritische Tem-

peratur . . . |—139 37 —93 133 52
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B. Dampfdruck grofier als 1 at.

As | CH, | CO, |NH,Cl| AICI; ([PH,Cl| P
Druck (at) . . . . . . .. 35,8 | 1,25 | 5,1 34,5 1,8 43 43,1
Temperatur . . . . . . . . 818+ —81 | —56 | 520 198 26 | 589,5
Sublimationstemperatur  bei
lat . . . . . .. ... 616 | —84 | —79 | 340 180
Kritischer Druck . . . . . 62 73 73 80
Kritische Temperatur. . . . 36 31 49 | 673

Die Tabelle 1 enthdlt unter A Angaben iiber einige Stoffe, deren
Tripelpunkte niedriger als eine Atmosphire sind und unter B solche,
die héher sind.. Auflerdem sind die Siede- (bei A) und Sublimations-
temperaturen (bei B) fiir Atmosphérendruck beigefiigt. Fiir einige Stoffe
sind die kritischen Daten hinzugefiigt.

2. Druck-Temperatur-Volumen.

Fir das monovariante Gleichgewicht zweier Phasen gilt, wie fiir
alle monovarianten Gleichgewichte, die Clausius- Clapeyronsche

Gleichung T 22 — £ (5. §.123). Die Form der Kurve, welche die

Beziehungen zwischen Druck und y P
Temperatur angibt, hangt also von
der Wirmeténung beim Ubergang
der Phasen ineinander (¢) und von
der Volumenénderung (4 v) hierbei
ab. Die Wirmetonung beim Uber-
gang eines Stoffes von fest in fliissig
und gasférmig und von flissig in
gasformig ist stets negativ. Ferner
findet stets eine Volumenvergrofe-
rung beim Ubergang von fest in
gasférmig und von flissig in gas-
formig, dagegen nicht immer von
fest in fliissig statt. Auf den Grenz-
kurven fest-gasférmig und flussig-
gasformig, den Sublimations- 4 —=y 7
und Siedekurven, steigh des- .\ ¢ pos by ustandsbila ot einom
wegen der Druck mit steigender normalen Kérper.
Temperatur. Auch fiir die Grenz-
kurve fest-fliissig, die Schmelzkurve, ist dieses die Regel, doch gibt es
Ausnahmen, bei denen das Schmelzen unter Kontraktion erfolgt (s. S. 193).
In der Abb. 7 ist das Verhalten, welches fiir Einstoffsysteme als
das normale anzusehen ist, in bezug auf die drei Variablen: Druck, Tem-
peratur und Volumen réumlich dargestellt. Samtliche Beziehungen
zwischen den drei Variablen: Druck, Temperatur und Volumen sind fiir
einen bestimmten Stoff, der nur in einer festen Form vorkommt, in dieser
rdumlichen Darstellung zusammengefa3t. Im ,,Tripelpunkte‘ sind Tem-
peratur und Druck aller drei Phasen gleich. Das spezifische Volumen
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des Flissigen liegt in diesem Falle zwischen dem des Festen und Gas-
formigen. Der ,,Tripelpunkt‘‘ stellt sich also als Projektion einer Geraden
in der Abb. 7 auf die P-T-Ebene dar. Die Abbildung zeigt, wie sich
mit wachsender Temperatur beim Gleichgewicht fliissig-gasformig die
Volumina nidhern, und im kritischen Punkte gleich werden. Das Ge-
biet, das zu noch hoheren Drucken und Temperaturen gehort, heift
iberkritisch oder fluid. Durch Druckerniedrigung gelangt man aus
diesem Gebiet ohne plstzlichen Ubergang in das gasformige, durch
Temperaturerniedrigung in das fliissige Gebiet. AuBerdem gibt es noch
zwei in der Abbildung von der invarianten Geraden ausgehende Ge-
biete der Zweiphasengleichgewichte fest-fliissig und fest-gasformig, die in
der raumlichen Darstellung der Abbildung durch Fléchen dargestellt wer-
den, die, seitlich projiziert, ebene Kurven des P-T-Gleichgewichtes sind.

Bivariante oder divariante Gleichgewichte (F = 2) sind bei einem
System eines unabhidngigen Bestandteils nach der Phasenregel bei Anwesen-
heit einer Phase vorhanden. Es lassen sich, natiirlich in den gegebenen
Grenzen, zwei der GréBen Druck, Temperatur und Volumen dndern, ohne
daB der Zustand fest, fliissig oder gasférmig zu einem andern wird. Sind
Stoffe in Druck- und Temperaturverhiltnisse gebracht, die ihren Aggre-
gatzustinden nicht entsprechen (z. B. Wasser unter 09), so befinden sie sich
im metastabilen Zustande. Dieser ist gekennzeichnet durch héheren
Dampfdruck, als er dem stabilen Gleichgewichte bei derselben Temperatur
entspricht. Das stabile Gleichgewicht stellt sich bei metastabilen Gleich-
gewichten durch Impfung oder Erschiitterung oft plétzlich ein.

Uber den Verlauf der Schmelzkurve bei hohen Drucken und eine
eventuelle Annahme eines kritischen Punktes fest-fliissig werden ver-
schiedene Ansichten geduflert. Diese Kurve, die entsprechend der

Gleichung ;ig—, von der Volumendnderung und der Wirme-

q

T T Av
ténung beim Schmelzen abhéngt, sollte nach Wi. Ostwald bei Druck-
steigerung, &hnlich der Kurve gasférmig-fliissig, bei einem anderen
kritischen Punkte fest-flissig aufhéren, indem beide GroSen (Volumen-
anderung und Wirmetonung) gleichzeitig zu Null wiirden. Tammann
stellte dagegen die Hypothese auf, daBl jede der beiden Grofien fiir sich
Null werden koénnte. Dieses fiihrte ihn dann dazu, fiir das feste Gebiet
ein geschlossenes Flichenstiick anzunehmen. Nach den Ergebnissen vieler
Versuche und entsprechend den theoretischen Untersuchungen von
van Laar ist jedoch anzunehmen, dafl ein kritischer Punkt fest-fliissig
niemals besteht. Die Grenzen setzen sich bis zu den héchsten Drucken
fort. Die Kurven werden langsam steiler und die Krimmung geringer,
indem sie einem konstanten Werte zustreben.

Die Abb. 8 zeigt eine Auswahl der von Bridgman untersuchten
Schmelzkurven beim Schmelzen unter allseitigen Drucken bis zu 12000 kg
auf den cm® Es handelt sich um Stoffe, deren Schmelzpunkte mit
wachsendem Druck steigt. Aus Riicksicht auf das Material, das hohe
Drucke nur bei nicht zu hohen Temperaturen aushilt, wurden die
Stoffe so gewihlt, daB sich Schmelztemperaturen unter 200° ergaben. Die
Kurven haben alle gleichartiges Aussehen. Die Temperatursteigerung ist
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bei einigen, z. B. SiCl,, groBer
als bei anderen. Eine Maxi-
maltemperatur ist nicht er-
kenntlich. Die grofite Stei-
gerung zeigen die Schmelz-
kurven fir Na, K oder CO,.
Die Tabelle 2 gibt einige
Zahlenwerte. Es erscheint
sicher, daBl alle Stoffe
schlieBlich bei héheren
Drucken normalen Verlauf
der Schmelzkurve zeigen,
auch solche, die in mehre-
ren Formen vorkommen
oder anfangs in der Nihe
des Tripelpunktes anderen
Verlauf der Schmelzkurve
haben, wie Wasser, Wismut
oder Gallium.
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Abb. 8. Schmelzen einiger Stoffe unter Druck.

Tabelle 2. Schmelztemperaturen beim Schmelzen unter Druck.

1 kg/em?| 5000 kgfem? | 10000 kg/em? | 12000 kg/cm?
K ......... 62,5 126,0 167,0 179,6
Na . ... ..... 97,6 135,8 166,7 177,56
P(gelb). . . .. .. 44,2 170,5 191,9
(6000 kg/cm?)
Bi ......... 271,0 251,9 228,8 218,3
Co, ... ..... — 56,6 + 21,4 75,4 93,4
Sicl, L. —67(7) 67,9 183,8 205,4
(11000 kg/cm?)
CH; . . ... ... 54 114,6 190,5 204,2
(11000 kg/cm?)
CH,Cl . ... ... 61,0 + 18,2 83,7 107,9
CHNH, . . . . .. — 6,2 -+ 79,0 143,2 165,3
CHNO, . . . ... 5,6 105,5 184,5 198,6
NH(CH,),. . . . . . 54,0 163,6 212,9 —
(8000 kg/cm?)
CHBr . ...... 7,78 113,3 194, 209,1
(11000 kg/cm?)
CHBr . . ..... —455 | 4297 84,5 103,6
CeH;COC,H; 47,00 161,3 213,7
(8000 kg/cm?)
p-Nitrophenol . . . . 1124 198,4
(4000 kg/cm?)
p-Toluidin. . . . . . 43,6 150,0 204,6
(8000 kg/cm?
Methyloxalat 54,24 149,6 .196,8
(8000 kg/cm?
Berl, Chem. Ingenieur-Technik. I. 13
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Werden Ebenen fiir konstante Werte von Druck, Temperatur oder
Volumen durch den P-T-V-Korper gelegt, so ergeben sich Schnittfiguren,
welche fiir die angenommenen konstanten Werte das Verhalten wieder-
geben. In Abb. 7 sind solche Schnitte fir konstante Temperaturen ange-
deutet, die hierfiir zu den Beziehungen von Druck und Volumen fiihren.
Das Gleichgewicht: flissig und dampfférmig ist bekanntlich durch die van

der Waalssche Zustandsgleichung (v—b) (p + v%—) = RT (s. S. 93) mit

groBer Genauigkeit wiedergegeben besonders dann, wenn die ,,Konstante‘
b noch als eine einfache Funktion des Volumens behandelt wird.

Von den Ebenen, die fiir konstante Werte des Volumens durch
das Modell gelegt werden, sind diejenigen von Interesse, die zwischen
den Werten des Volumens von flissig und gasformig beim Tripelpunkt
liegen. Bei diesen Volumina sind bis zu einer gewissen Temperatur beide
Phasen flissig und dampfformig vorhanden. Bei Temperatursteigerung,
hervorgerufen durch Wirmezufuhr, ergeben sich schliefllich nur Fliissig-
keiten oder Gas, je nachdem das gewshlte Volumen kleiner oder gréer
als das kritische Volumen ist. Dieses ist z. B. von Bedeutung bei der
Fiillung von Stahlflaschen mit verflissigten Gasen. Ist das vorhandene
Dampifvolumen zu gering, so kann es bei Temperatursteigerung voll-
stindig verschwinden und bei weiterer Erhéhung der Temperatur zu
gefahrlichen Drucken durch die die Flaschen jetzt vollstindig anfiillenden
Fliissigkeit fithren.

Zu beachten sind die Verinderungen der Umsetzungen, die vor sich
gehen, wenn bei Einstoffsystemen gleichzeitig drei Phasen zugegen sind.
Es ergibt sich, daB bei Wirmezufuhr bei konstantem Volumen oder
Volumenanderung bei konstanter Temperatur oder Warmeénderung bei
konstanten Drucken oder auch Volumendnderung bei konstantem Warme-
inhalt stets eine Reaktion zwischen allen drei Phasen stattfindet. Die
bei diesen Vorgingen hauptsichlich eintretende Umsetzung zwischen
zwei Phasen zieht immer eine solche nach sich, bei der die dritte beteiligt
ist. Wird z. B. bei konstantem Volumen einem System aus Festem,
Fliissigem und Gasférmigem Wérme zugefiihrt, so wiirde diese verbraucht
werden koénnen, indem das Feste schmilzt. Hierbei miilite aber das
Volumen grofler werden. Um dieses also bei gleicher Gréfle zu erhalten,
mulB sich etwas Gas verfliissigen. Es folgt hieraus, daB festes und gas-
formiges sich in das fliissige verwandeln: S 4+ G = L, also eine Umsetzung
zwischen allen drei Phasen stattfindet. Ahnliches ergibt sich fiir die
anderen angegebenen Vorgidnge bei Anwesenheit aller drei Phasen.

3. Stoffe mit mehreren Modifikationen.

Fiir Stoffe, die in mehreren festen Modifikationen vorkommen, lassen
sich Tripelpunkte verschiedener Art finden: mit nur festen Phasen, mit
zwei festen Phasen und Dampf, mit zwei festen Phasen und Fliissigkeit
und endlich mit einer' festen Phase, Flissigkeit und Gas im Gleich-
gewichte. Es konnen einige dieser Tripelpunkte bei einem einheitlichen
Korper auch mehrfach auftreten.
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Uber das Verhalten derartiger Stoffe bei h6heren Drucken ist folgendes
zu sagen. HEs gibt eine Anzahl polymorpher Kérper, deren Verhalten
unter Druck durch die Abb.9 wieder-
gegeben wird. In diesen Fillen hat jede
der verschiedenen festen Formen ein
Zustandsfeld, das nur einem anderen O
Felde anliegt. Die bei niederen Tempera- 6
turen bestindigen Formen lassen sich P 7 6/ 4 0T

als solche nicht schmelzen. Sie miissen Abb. 9.
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Tabelle 3. Polymorphe Koérper mit zwei bei gewdhnlichem Druck
bestindigen Formen, ohne Tripelpunkte bei hoheren Drucken.

t°  |p (kg/em?) t°  |p (kg/om?)

s C,Cl

AL ... 119 1 AL ... 185 1

B...... 95,4 1 B...... 71 1

C...... 151 1320 C...... 42,7 1

D...... 190,1 | 3143 D...... 1363 | 2000

E...... 1128 1 E...... 19,3 | 6000
NH,J K,S

AL —17,6 1 AL ... 146,4 1

B...... 200 2118 B...... 2064 | 5000
NH,Br TINO,

AL 137,8 1 AL 205 1

B...... 202,0 700 B...... 144,6 1
NH,Cl C...... 75,0 1

AL 184,3 1 D...... 200,7 | 7000

B...... 205,0 300 E...... 149,1 | 12000
KONS CsNO,

AL ... .. 171,2 1 AL 153,7 1

B...... 140,0 1 B...... 2071 | 6000

C...... 203,3 | 1500 |RbNO,

D...... 208,3 | 4000 AL ... 219 1

B...... 164,4 1
C...... 218,6 | 6000

13*
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Kérpern antreffen, von denen Schwefel ein Typus ist (Abb. 10). Hier 148t
sich die zweite Form bei héheren Drucken durch Wirmezufuhr schmelzen,
bei niederen mufBl bei stabilen Verhiltnissen erst die Umwandlung in
die andere Modifikation erfolgen. Es wire méglich, daf auch der
Kohlenstoff in seinen beiden Formen Diamant und Graphit diesem
Typus angehért, wobei der Punkt des Gleichgewichtes beider festen
Phasen mit Schmelze bei sehr hohen Drucken und Temperaturen zu
erwarten wire. Diamant miifite sich unter Wirmeaufnahme in Graphit
verwandeln. Nach neueren Bestimmungen der Verbrennungswirme ist
dieses aber nicht der Fall. Das System Diamant-Graphit gehért deswegen
wahrscheinlich dem folgenden Typus an.

Tabelle 4. Polymorphe Koérper mit zwei Formen, von denen die eine
nur unter Druck bestindig ist.

t°  |p (kg/om?)] £¢  |p (kg/om?)
Orthokresol Phenol, C;H,O0H
N .. 30,8 1 A ..o 40,87 1
/ —CH,B. . .| 1032 | 6100 B...... 64 2085
\/—OH C .. 175,9 12000 Cc...... 209,2 12000
.. 273 ~ 6000 D...... 0 1327
Acetamld Essigsiure,
CH ,CONH, CH,COOH
...... 81,5 1 A, ... .. 16,68 1
B ...... 127,0 5390 B...... 55,7 2100
cC...... 173,5 11000 c...... 156,6 11000
D...... —273 ~ 6500 D...... 0 1074
K(Cio, Benzol, C;Hg
AL ... .. 0 5680 A ... 5,43 1
B...... 200 7730 B...... 216 12500
C...... —273 ~4500

Ein neuartiges Verhalten, auch mit einem Tripelpunkt fest-fest-fliissig,
bei hoheren Drucken ist fiir einige organische Verbindungen festgestellt.
Als Beispiel ist das Verhalten von Acetamid in Abb. 11 wiedergegeben. Hier-

bei ist die zweite Modifi-

o | l ¢ o ¢ kation nur unter Druck
N Harnstoff COMr)p ® /1 bestindig. Siekonntedes-
g ® Y wegen auch erst durch
N o diese Untersuchungen
R 7 Nper / aufgefunden werden. Die

T erragone / ©|  Tabelle 4 gibt einige Bei-
e 0 7 7577z spiele fiir das in Abb. 11

dargestellte  Verhalten.
Als Beispiel eines Stoffes
mit mehr als zwei Modifikationen ist in Abb. 12 das Zustandsdiagramm
des Harnstoffs wiedergegeben. Weitere Beispiele s. Tabelle 5. Aus den
dort angegebenen Zahlenwerten lassen sich die Zustandsbilder konstru-
ieren und die Gebiete abgrenzen. In verschiedenen Fallen sind die Ge-
biete bis zum absoluten Nullpunkt dhnlich Acetamid in Abb. 11 und
Harnstoff in Abb. 12 extrapoliert.

Abb. 12. Harnstoff. P-T-Zustandsbild. Drei Formen.
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Tabelle 5. Polymorphe Koérper mit mehr als zwei Modifikationen
und nur unter Druck bestindige Formen.

t°  |p (kg/om?) t°  |p(kg/em?)
Silberjodid, Agd Tetrabromkoh-
Ao 144.6 1 lenstoff, CBr,
B...... 99,4 2810 E...... 172,2 2750
cC...... 212,3 6500 F...... 179,9 5000
D...... —273 ~3300 |Harnstoff,
Tetrachlorkoh- CO(NH,),
lenstoff, CCl, AL ... 132,7 1
A. ... .. —22,6 1 B...... ~ 1740 7100
B...... —46 1 D...... 1023 6750
c...... 211,9 9000 E...... ~ 104 8000
D...... 107,5 8700 |Urethan,
E...... 178,4 12000 CONH,0C,H;
F...... —273 ~ 4000 AL 47,9 1
Tetrabromkoh- B...... 66,2 2350
lenstoff, CBr, c...... 76,8 4230
AL ... 94 1 D...... 25,5 3400
B...... 46,2 1 E...... 156,7 12000
cC...... 139 550 F...... —273 ~ 2000
D...... 112,6 2180

Interessante Umwandlungskurven zeigen Hgd,, AgNO; und Cuyd,.
Die Umwandlungstemperatur von Hgd, steigt anfangs mit dem Druck,
erreicht eine Maximaltemperatur und bleibt dann dauernd riickldufig.
Die Umwandlungstemperaturen von AgNO, und Cu,dJ, sind von Anfang
an riickldufig. Quecksilberjodid zeigt also in bezug auf die Umwandlung

mit dem Druck das Ver-
halten, welchesTammann
fir das Schmelzen der
Stoffe allgemein annahm.
Hiermit wird irrtiimlicher-
weise manchmal das
Schmelzen unter Druck
verglichen, das man bei ei-
nigen inkongruent schmel-
zenden Hydraten (Na,SO,
10H,0 — NaCl- 2 H,0 —
Carnallit, KCI - MgCl, -
6H,0) beobachtet hat.
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Abb. 13. P-T-Zustandsbild von H.O.

Doch handelt es sich hierbei um Mehrstoffsysteme und damit um etwas
ganz anderes, nimlich um die Verschiebung des Gleichgewichtes zwischen
zwei verschiedenen Salzen (Hydrat und Anhydrid) und Mutterlauge. Ver-
gleichbar wire der Vorgang nur dann, wenn das Schmelzen der Hydrate
wie man sagt kongruent wire, unter Bildung einer Fliissigkeit gleicher Zu-
sammensetzung, wovon weiter unten noch ausfiihrlich die Rede sein wird.

Von ganz besonderem Interesse ist das Wasser, dessen Verhalten in
Abb. 13 und 14 dargestellt ist. Es zeigt die Besonderheit, dafl der Schmelz.-
punkt des festen Eises durch Druck erniedrigt wird. Wie die Abbildung
zeigt, gibt es nach den Untersuchungen von Bridgman und Tammann
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fiinf verschiedene Eisarten. In der Numerierung fehlt IV, was sich
dadurch erklirt, dafl urspriinglich noch eine andere Modifikation an-
genommen wurde, die aber spéiter nicht bestétigt wurde. Die Schmelzkurve
hat den Verlauf 4 BDF @, wobei der Druck zunimmt. Die Untersuchung
ist bis zu 20000 kg/em? ausgedehnt. Die Modifikation II zeigt keinen
Schmelzpunkt, sondern verwandelt sich beim Erwéirmen unter ent-
sprechendem Druck in andere Modifikationen, die schmelzen kénnen.
Abb. 13 ist nach tiefen Temperaturen hin erginzt, wie es die ge-
machten Untersuchungen wahrscheinlich machen. Hierdurch wird

%
Abb. 14, P-T-V-Zustandsbild von H,O.

auch das Gebiet fiir die Modifikation V, gerade wie 111, allseitig begrenzt
von anderen Gebieten. Bei niederen Temperaturen gibt es daher nur
noch drei Modifikationen. Der beobachtete Verlauf der Grenze der beiden
Modifikationen I und I7 148t es moglich erscheinen, dafl beim absoluten
Nullpunkt auch noch die Modifikation I verschwindet. Die Schmelz-
kurve von Eis VI deutet darauf hin, daB diese Modifikation bis zu den
héchsten Drucken bestehen bleibt, die damit das vorher auseinander-
gesetzte normale Verhalten beim Schmelzen zeigt, wonach die Schmelz-
temperatur mit dem Druck stindig ansteigt. In der Abb. 14 sind noch
die Volumenverhiltnisse auBler dem Druck und der Temperatur ver-
merkt. Die bei hoheren Drucken stabilen Modifikationen haben stets
geringeres Volumen. Die Tabelle 6 gibt fiir Wasser und eine Anzahl
anderer polymorpher Korper die gefundenen Zahlenwerte an.
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Tabelle 6. Polymorphe Kérper mit mehr als vier verschiedenen Formen.

0 p (kg/cm“)l t0  |p (kg/em?)
Wasser, H,O Campher. . . . |6 Formen
AL ... L. 0 1 JKaliumnitrat,
B...... —22,0 | 2115 KNO,
c...... —17,0 3530 AL 127,7 1
D...... + 0,16 6380 B...... 128,3 115
E...... —34,7 2170 c ... ... 21,3 2930
F...... —24,3 3510 D...... 207,9 4000
G...... ~ —55 6000 E...... 214,5 9000
76,35 | 20670 F...... 339 1
—273 ~5500 |Ammoniumnitrat
Ammoniumbi- NH,NO,
sulfat, NHHSO, AL 168 1
A. ... 147 1 B...... 125,5 1
E. ... .. 126,2 1860 c ... ... 82,7 1
F...... 176,9 5660 D...... 32,0 1
G...... 193,8 10000 E...... —18,0 1
Kaliumbisulfat, F...... 202 1000
KHSO, G...... 63,3 860
AL L. 210 1 H...... 186,7 9020
B...... 180,56 |- 1 J ... 169,2 9160
c...... 164,2 1 K...... 1 201,6 11000
E...... 198,6 1830 L...... 192,5 12000
F...... 218,4 3000 M. ..... —273 ~ 2000
G...... 118,2 2900

Bei Stoffen mit zwei Formen, die beide im Gleichgewicht mit der
gasformigen Phase vorkommen konnen, unterscheidet man oft zwischen
enantiotropen und monotropen Stoffen. Bei monotropen Stoffen
ist eine Form herstellbar (z. B. der gelbe Phosphor), die stets der
anderen Form gegeniiber metastabil ist und sich von selbst oder unter
Beschleunigung durch Katalysatoren in die stabile Form verwandelt.
Bei den enantiotropen Stoffen hat jede der beiden festen Formen im
Druck-Temperatur-Diagramm ein Flichengebiet, in dem es stabil ist.
Der Ubergang der bei niederen Temperaturen stabilen Form in die bei
hoheren stabile Form vollzieht sich immer unter Warmeaufnahme. In
dem Gebiet der bei hoheren Temperaturen stabilen Form kénnen sich
metastabile Gebiete befinden, so daB hier auch metastabil die bei tieferen
Temperaturen stabile feste Form auftreten kann. Dadurch erklirt sich
die Erscheinung, daf ein Stoff zwei Schmelzpunkte besitzen kann, z. B.
Schwefel, thombisch 114°, monoklin 120°. Das Schmelzen des rhom-
bischen Schwefels ist ein metastabiler Vorgang, da sich dieser schon
bei 95,5° in den stabilen monoklinen verwandelt. Die Umwandlungs-
geschwindigkeit ist jedoch so gering, daBB rhombischer Schwefel bis zum
Schmelzpunkt bestehen kann. Ebenso wie die Schmelztemperatur wird
die Umwandlungstemperatur enantiotroper Stoffe in bezug auf die Ver-
dnderung mit dem Druck durch die Clausius-Clapeyronsche Glei-
chung (s. 8. 123) beherrscht. Manchmal ist die Umwandlungstemperatur
experimentell nicht auffindbar, weil sie bei einer zu tiefen Temperatur
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liegt. Ein solcher Stoff kann monotrop erscheinen, der Wirmeinhalt
der beiden festen Formen, gemessen z. B. an der Verbrennungswirme,
gibt jedoch iiber den wahren Sachverhalt Auskunft.

Die Umwandlungstemperatur der in zwei Formen vorkommenden
Stoffe kann auf verschiedene Art festgestellt werden: eine optische Fest.
stellung ist besonders einfach dann, wenn die Farben der beiden Formen
verschieden sind (z. B. Quecksilberjodid unter 126° rot, dariiber gelb
oder Silberjodid, unter 145° blafgelb, dariiber goldgelb). Sonst benutzt
man das Polarisationsmikroskop mit einer Erhitzungsvorrichtung. Die
rein thermische Methode besteht in der Aufnahme von Abkiihlungs-
oder Erwirmungskurven oder der Bestimmung des Volumens beim Er-
wirmen oder Abkiihlen (s. S. 250). Bei Untersuchung der Anderungen
unter Druck wird meistens die Voluménderung bei konstanter Tem-
peratur studiert. Auch elektrische Methoden sind zur Bestimmung der
Umwandlungstemperatur, ebenso wie Loslichkeitsbestimmungen an-
wendbar. Ferner kann die Bestimmung der Dampfspannung benutzt
werden, da sie sich auch bei solchen Temperaturen unstetig dndert, wenn
eine feste Form in eine andere iibergeht.

4. In der Natur vorkommende Phasengleichgewichte.

Ein groBartiges Beispiel eines Gleichgewichts eines Stoffes in zwei
Phasen findet sich in der N