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NEPHOINYECKME PEIMEHUA OJHOI0 KJIACCA YPABHEHHUI
- B YACTHBIX TTPOM3BOAHBIX \

(IIpedemasaeno arxademuros C. H. Beprurmeiirnom)

Hecnenyerca cymiecTBOBaHNe NEPHONUYECKHX peNIeHW OFHOro wiacca’
HeJMHeHHEIX yPABHEHHN B YAaCTHHIX IIPOMBBOJHHX THNEPHOIMIECKOr0 THIA. -
Ilpr onpemeneHHHX YCIOBHAX HOKABHIBAETCA TEOpPeMa CYUIeCTBOBAHMA Ie-
pHORHueCKHX peiieHMil. MeTOX B3aKmouaeTcA B IpUBeJeHMN Bagadu K Oec-
KOHeYHOll cMcTeMe WHTErpaJbHBIX ypapHedmit Ppexprosbsma. B cayuae, Haz-
B3HHOM aBTOPOM «KBASHDPE3OHAHCOM», JOHKABBIBAETCH TEOPEeMa HeCYILIecT-
BOBAHUA NEpHORMYECKHX pemenuit. {aercs npumep HejnHefiHOro ypaBHe-
HUSA, TOKABHIBAIOIANA, 9TO TEOPUIO HePHOXMIECKUX peuteHnmii IlyaHxape B He-
KOTOPHIX CIy4asX Heab3d PACHpPOCTPAHHUTb HA YyDPAaBHEHMA B 4ACTHBIX HPOU3-

BOJIHBIX.
§ 1. BBejeHne ¥ HOCTAHOBRAZ 3amadyn

Ilenmit psam 3ajad Teopmn KojeGaHUil IPUBOIUT K BOIPOCY 006 OTEICKAHEAN
NepHOAMYeCKAX peIleHul HelJuHeNHHX ypaBHeHUH B YACTHEIX IIPOM3BONHEIX.
Hennuefinas 3afada o KoJde0aHMAX CTPYHH INPEACTABIAST 3aady momol-
HOTO THIA, KOTOPYI0 MOKHO cQOPMYyIMpOBaTh cirepylomum oGpasom:

Haittm ¢yuxnuo u(z, t), yAOBIETBOPAONIYIO ypPaBHEHUIO

0%u ?u Ju .
P =T (P’ 7, 4y, ) (1)

(a—mocToAHHAs, P—MaJHit mapamerp, F—iepuonmiyeckas QyHRHuUS Bpe-
MeHE ! ¢ mepumopgoM 1, HejuHeftHO cojepRamad U o »ai: u 1pm W =0 obpa-
Mapmances B QYHKINIO, 3aBUCAINYI0 TOJIBKC OT X | {), TPAHHYHHM YCJIOBIAM
u (0, 1)=0, u(l,7)=0, (2)

YCIOBHAM NEPHOAUYHOCTH
u(z, 0)=u(x,1)
wf o
0t] =0 Ot

A HENPepHBHYI0 BMECTe €O CBOMMA YACTHEIMH IIPOM3BOAHHME'! 10 2-T0
MOPANKA BRIICUATENHHO B 3aMKHYTOH o0JacT:

3)

=1

1 Mu GygeM UoApasyMeBath NOJ «4YaCTHHIME HPOMSBOMHEIMM 2-TO NMOPHATKA» JIMIIL Te

%u  J%u
NpOU3BOIHKE, HOTOpHE BXOXAT B ypaBHeHue (1), T. e. T 7aE’ HE OTOBApMBaA BTOTO

KamAHH pas.
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=]

0<z<1,
0<t <1,

He orpammumpaa oOMmHOCTH, MEI MOMKeM Cpa3y CIMTATh, 4TO KpaeBHe
yeaosmsa (2) mo x samaHer B Toukax =0 m £ =1, Tak KaK ¢ IOMOMbIO

e Y x
JITHeNWHON 3aMEHBl IIePeMeHHBIX BHAA Y = T 3agavua

*u &u ou
o A CEAE

=0
r=1

=0 u
=0 "'

u

ceomaTes K samave tana (1), (2). Ilo Toii ske mpuumne B ycuoBEAX (3) ME
TpebyeM IepmopumyHOCTH ¢ Hepmogom 1.

3rmech, KK W B TeOPHH OOHKHOBEHHHX nupepeHNuaIbHHX YypaBHeHH,
ME OymeM pas/muaTh B CJydas:

1) worma mpasaa "actb ypasHeHusA (1) comepssmT Bpema { ABHO,

2) Koria mpaBas 4acTh ypaBHeHms (1) BpemMeHm ! ABHO He CONEPIKUT,
T, ¢. TpeOyerca HalTH IEPMOAMYECKOe pemeHMe yDPaBHEHAS

ou 5 Pu ow

il a-,c_?:Fl(\p" x, i, 7t>

u =u @ __Ou
t =90 t=T Ot lt=0 9t |t=T’

mepmoy; Kotoporo I 3apaHee He HM3BeCTeH.

JIas samaum 1-ro THIDA eCTECTBEHHO WCCJE[0BATH B IEpBYI ouepesb
IepUOJMYECKHe PEHeHNs ¢ IIePHOKXOM, PABHEIM IIEPHOJY BHHYKAAIOLIE CHIIH,
T.e. QyHxumm F. B sroit paGore MEI mcciaefyeM NpOCTeAmmi wacTHBIN
carydait sagadm 1-ro Tmma, a MMEHHO, KOrja IpaBag 4HacTh ypasHenus (1)

nMeeT BH]

F <P’5 x, t, U, %) = (D(xv t) + P’f(u)’

M JIOKaseiBaeM, 4YTO B 3aBUCHUMOCTH OT psajaa yGJIOBI/IfI 3a7a9a MOKeT NMeThb

WM He MMeTh DelleHud.
OxoHuaTegbHO MH MOkeM cQOpPMYJIUPOBATh HAILy 334aYy ClefyIomuM

obpasom:
NcenenosaTs, MpU KAKUX SHAYeHWAX 4Udcell @ W [L U IpH KaKUX CBOM-

crpax Qynsmain O (z, t) m f(u) sanaua (4), (5), (6)

Pt =0, 1)+ pf ), (%)
ul =0 ul =0
r=0 =1 )
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du

u =1u du
t=0 O

t=20 ‘ t =1 ot t=1’ 6)
HOLIyCKaeT pelrenue u(z, t), HempepHBHOe BMeCTe €O CBOEMH YaCTHHIME
IPCU3BOAHAKIME [I0 2-TO HOPANKA BKIOUHTENbHO! B oGmact; Q.

Hduasa wccaemosanus sapauwm (4), (5), (6) Mp mompsyemed B sTOi pabote
ABYMSA METOfaMHM, TeCHO CBAzamHEMN Meyrny coboit. Ilepswit merom sawrsso-
4aeTCA B CBeJeHUM 33[ayu K OeCKOHeUYHOIl cmecTeMe WHTeTPaNbHHX ypaBHe-
HUi%, 7319 KOTOpPOil 8aTeM ROKABHIBAETCH TeOpeMa CYIIECTBOBAHUS METOIOM
IOCIeA0BaTeabHEX Ipubimrennii. Bropoit Meron sarmouaerca B sdder-
THBHOM IIOCTPOeHMM HeKoTopoit ¢ymkmmm I'pmpa, ¢ DoMombio KoTopoit
33a7aYy MO/KHO IPUBECTH K DPEIIEHUI0 OFHOTO WHTETPAIBHOTO YPABHEHUS.

Hakonen, #3 [0OKa3piBaeMOll HAME TeOpeMH HECYMIECTBOBAHWS BUMIHO,
410 MeTox Ilyanmape, DOCTPOEHHHIM WM [JIA MCCIeTOBAHMWA IEPUOAHIECHAX
pemneHuit OOWHKHOBEeHHHX AuPQepeHNUaNbHEX YpPABHEHUH, B HEKOTOPHIX
CIIy4asx HeJb3H DPACIIPOCTPAHUTh HA YPAaBHEHUS B YACTHHX IPOM3BORHEIX®.

I METOJL
§ 2. OcHoBHBIe WOHATHA M 0003HAYCHAS

Met Gymem paccMaTpPUBAThL PAa3IUIHOTO PO BeIeCTBEHHEIE IPOCTPAHCTBA,

TOYKAMY KOTOPHX 2 ABIAIOTCA IIOCIeJOBATEIbHOCTA BeIIeCTBEHHHX UNCE]
z= { Ziy Ty veey Bny oon by

TIONUMHEHHLIX TeM WM UHBIM YCIOBUSIM.

Bup stux yenosmit OymeT yKasaH B OfHOM U3 CJIEAYIOUEX Haparpados.
Hycrs f T09ra ¢ roopauHaTaMu

{0 Far eos fro ooe }

4 OycTh ee KoopmmHatH f, (k=1, 2 ...) 3aBECAT OT KOOPAUHAT TOURE Z,

TaK 9TO
fo=1r (20 32y oeny 25, 200)  (B=1, 2,...),

YTO MH YCJOBMMCSA KPATKO 3aONCHBATHL B BOJE
fe=fh(z) (k=1, 2,..),

] =1(2)-

OyHrnun f, GyAyT y HAC CTEISHHHIMA pAaMH OT OGeCKOHEYHOTO 9HCJIa
apTYMEHTOB 2y, 2, ..., HOOTOMY MHl IIPHBOJAEM 3[ecCh OIIpeJejeHAe CXOMid-
MocTH MopobHOro psma, B3ATOe Hamu m3 paborst A. Wintner’a[?].

CremenHO# pAf 0T 0ECKOHEUHOTO YMCJIA APTYMEHTOB 25, Zg, + « » Zhy o - -5
BEMECTBEHHHX WA KOMIJIeKCHHX, (POPMAJbHO MOKHO 3aIHCATh B BHpe

nim

1 CM. CHOCKY Ha cTp. 15.
2 B. Holder ['] npuMeHAN A [OKA3aTENLCTBA CYMICCTBOBAHNA NEePHOANYECKUX pe-

[IeHN# WHTErPAJLHEIG YPABHEHUA. ]
3 A. Burr npumenssm meron Ilyanxape K HeJIHHefIHEIM ypaBHeHMAM B YacCTHHIX
NpOMsBOIHBX [?].
4 B oroit paboTe HaM MOHANOOATCA UCKJIOYUTENBHO BEIIECTBEHHBIC DAMBI, T. €. PHIIH,
B KOTODHIX BCe KOPPOUIMEHTH ¢y, ...v,, & TAKME INEDEMEHHBIe 3z, 24, ... OYAYT Beule-

CTBEHHBIMA.

NMEH, Cepnma maTeMaThA4., No 1 2
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F(Z1s By eeey Bhyeee) = Cg I E E p Ecvv--m S (7N

n=1v=1 Vp=
v

e KOQPUIMEHTH ¢, ... 4, MOTYT OHTH TAK/Ke BeNECTBEHHEIMHU WJIM KOMII-
SICKCHBIMM.

Jlaa Toro 4ToOH YCTAaHOBWUTHL NMOHATHE CXOAMMOCTH Ppsfma suia (7), Bee-
7€M IpejBAPUTEIBbHO CJENYIOUHe OIpPeNeIIeHnd:

Onmpegeaernme 1. Papn, monysawommitca wus (7), ecam Boe zy, KpoMme
TIePBHIX M, TOJNOMATH PABHEIMH HYJN, Mbi GYJeM HA3HBATh M-HM CeYeHHEM
pana (7) m obosHadgaTe cOMBOIOM f(™(z,, Z,, ..., Zy), TAK UTO

F™ (24, 2oy evey Zm) = [ (Z1y -oey 2m, 0,0, ...) =

©w m m
= co + 2 2 v e Ec"y'-"n Z.‘,l ..'z"n'

n=1 v;=1 vp=1

Onpepenenne 1I. CremeHnoit psg or GecKOHETIHOr0 YHCIIA HEPEMEHHHEIX

fee) (o] (o]
4
f(2ys Zayeees Zps -y =0¢o+ E 2 e chl.,_.,n By, oo By

n=0 v,=1 vp=1

HAaBHIBAGTCH CXOMAIAMCA B TOUKe 2 == | 2y, Zg, }, ecan cobiomaloTes ciue-
IYIONINe YCIOBHAS:
1) m-oe cedueHme psAna

J™ = f(215 eers Zmy 0, 0,..0)

upu 1000M 3HAUEHHM 7 CXOMUTCA B OORIYHOM CMEICAE Teopun (QyHRI{Hii;
2) cymectByeT mpeen
Hm fm ={,

m —>

§ 3. Homeranoska pajga dypse B MOIXHOM

JEMMA 1. lycmoy f (u)? nosunosm n-oii cmenenu ¢ nocmosuubimy koagp-
Puyuenmamu u He codeporcawyuii c80600H020 weHa

fw) = au + au?+ ... + au

u nycmo u(x,t) gynEyus, pasnas cymme psda Pypve

ul(x, t) = ]/2—2 uy (2) sin krz, (8)
k=1

rosghpuyuernmpl Komopo20 Uy (t) ydosaemgopaiom YcroguaMm:
1) 6ce ux(t) (k=1, 2,...) nenpeprisusr npu 0<<t <<1;
1 Mu cuuraeM QYHRUUIO f(®) NOJNHHOMOM €IUHCTBEHHO [JIA GOdbulel IPOCTOTH

JOKa3aTeNLCTBA. Bee HaubHeiilie pacCyROeHUdA MOMHO OBNIO OB TaHMKe NPOBeCcTH IJA
rosnomopHoi OYHKIUM.
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2) Juy (1) < ;; (k=1,2,...) npu 0<<t =<1, b—nocmoannas;
3) ur (t) = ua (¢ +1).

Toeda rosgppuyuenmer Pypve fr Pynryuu flu(z, t)], pasaoosennoii ¢ npo-
memcymre 0 <<z <<1 no sinknx, 6ydym HenpepvigHblMU GYHEGUIMYL | U
moeym  Gvms npedcmagaensvl 8 AgHOM gude cmenenmbimu padamu om becko-
Heuno20 wucaa apeymenmog uy (t), uy(t), ...

(e o]

(@)= S Z ~§c(ff)...\,mu\,l(t) e Uy, (1),

m=1 =1 Ym=1

cxodsupumucs npu wobom sHaUeHun .

HoxasaTtennbcTBOo. B cuy aGconioTHON B PABHOMEPHOW CXOIHMOCTH
pana (8) B obmacTm {2, €ro MOMRHO BO3BOAUTH B TIOOYH CTeNeHb U WHTe-
rpuposarh nmouseHHO 1o x B mHTepBage (0, 1). Ilosromy panms (9)

1 fe o]
<m) ]/2 X apu™ sin krx do = V‘Zﬂamj { 2 u,(t)sin vm:}m sin knzx dr =
v v=1

= 2 Ec(k),,.vm ay (1) oo uy,(8) (m=14, ., n k=1).0) (9

vy =1 V=1
OyayT cxoputhea abCOIOTHO M paBHOMEPHO Iipm joboMm 1.

Cymmupyst pams (9) mo m or 1 go n, momyunMm ouATh abCONMOTHO B
PaBHOMEPHO cXofsmumiics pAn Opu moboM ¢ gas rosfdummenra f,

faluy (8), 23 (1), EB"”’
=3 > XA (t) e w, () (R=1,2,..). 9"

1

Il
il

3
I

1 vy=1 Yo
OueBmAEO QYyHREUM
oy (B g ()] (B=1, 2,.00)

Gynyr HempepeisHEMU (QyHrumaMu ¢ npu 0<<it<<1.

§ 4. lipupeyienne 3ajaunm K OeCKOHeUHOU cHeTeMe OOBIEHOBEHHBIX jud (lepeH-
IMAIBHBIX YpaBHeHUH

B ypapmenmu (4) mer Gymem cumrars ¢ymrnuo O (z, ¢) mpeacTaBAMOI
B Buge paga Dypse

O (x, 1) = 1/22‘ Wein ke, anz (Hy=C )< e, (10)

koapPunyentsr moroporo Dy (f) cyTs mHepuopmueckme GYHRIEM { ¢ Lepuo-
gom 1, HempepnisHEie B mHTepBase 0 < << 1.

Gk
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CooTBercTBeHHO 3TOMY MBI OyaeM WCKars peinenme samagm (4), (5), (6)
B Bupe paAma Dypre

u(zx, t) :]/5 Oojz (?) sin kne, (11)
' %1 '

Tie 2 (t)—HenmsBecTHHE (YHKIWU.

Mopcrasaas Qopmamsro pagu (10) m (11) B ypasmenma (4), (D), (6),
pasmaras Opasyio 4acTs (4) omaTs B pAx ®ypse mo sin Atz u CpaBHEBAA
rospPunmenTsr mpu sin knx, moayumM OecromHeuHylo cmcTeMy Audepen-
IMATBHEX YpaBHeHNI BHA

Zp (1) + 720222 (1) = Dy (1) + phe[2.(2), 25(2), -1 (k=1, 2,..) (12)

zk(O)zzh(i), } k=1, 2.... '
20 (0) =2 (1), f=h e )

B KOTOpOH (yHRUMEA f, GYAYT CTEeNEeHHHME pPHIaMH OT OGCKOHEYHOTO WUHCJIa

apryMeHTOB Z;, Z,,'... Buaa (9'). '
Pacemorpum eme oTAesbHO YACTHHI coywaii, worpga f(u) moamHOM, cO-

JAep/Ram@it TOABKO HeYeTHEIE CTemeHm u, u korpa paf (10) comepsmt TONBKO

CHHYCH HEYOTHHIX KpaTHOCTEIl.
B stoM cmywae GyaeM mcKarh pelmleHHMe 3a7aYl B BHAe PAXA

u>(x, t) = ]/Q 2 Zop 11 (¢) sin (2k 1) me. (13)
) h=0

CooTBercTByOman GeCKOHEUHAA CMCTeMa OOBIKHOBEHHEHIX AuddepeHImaib-
HBIX yPaBHEHHH B 9TOM cryuae OyaeT MMeTHh BHA:

Zoe1 (8) A+ 202 (2K - 1)2 2o s (1) =
= Dory1(2) + Wont1[2y, 23, - - -] (k=0,1,...) (14)

Zah+1 0)= Zzh+1 (1)
Zon+1(0) = Zar 41 (1)

}(k:QL.“) (14")

§ 5. IlpuBefenne sajavu K OeCKOHeUHOH cHcTeMe HHTEIPANLHBIX ypaBHeHMIf

Cucremy ypasHuenmii (12) ¢ rpasuunmvMu ycaosusamu (12’) nerko esectn
¥ OeCKOHEYHOH cHMCTeMe HHTerpasbHEIX ypaBHeHmit QOpearoabma 2-ro popa.
B camom pmeme, JEHeAHOMY ypaBHEHUIO

y(t) + w2y () =0, (15)

Tae ® — HocToAHHAA (W # 2mw), m—neqoe umeno (m > 0) ¢ rparmIHBIMU
YCIOBHAMA II€PUOAXIHOCTH

y(0)y=uy(1) }
(15%)

5 (0) =y (1)
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coorsercreyer Pymrnua I'puna

1
cosw { |t—r|—
G(t, )= ( 2> O<t, t<1). (16)

®
20 sin —
® sin

Ecau wmeno e B ypasmemusax (12) rawoso, ut0 wy = mak =+ 2mw, tme m
fesoe unreso > 0, TO RAKAOMY AMHEHHOMY YPaBHEHUIO

. 2 B}
zk—f—whzk—_—o (k=1,27.‘
¢ TPaHUYHBIMHY YCJIOBHAMHI

BO=z) |
GO =a@ | E=bZ-)

Oyper coorserctBoBaTh QymKnua [puna

COs Wy (}t—r!—§

G (t, ©) = ) O<t,T<1). 17

O]
2w, sin Tz’—“

C nomompio gopmynm puua

1= [ {Gnm)+ vla @1 6u (s, 9 — [ 5+ 0k6n | (0)] d5

0

cucrema (12) Gyner Tarum oOpasoM cBefieHa K OeCKOHEYHOH cucTeMe UHTe-
TPaJpHEX YpaBHeHHIT 1

Zp{t) = SGR (t, T)[@r () + wfu (20(7), 25(7),.-)]dT (B=1,2,...). (18)

Tarum 06pasoM Beakoe HeNPepHIBHOe pelleHue cucTeMhl nuddepeHmuann-
HEIX ypasHeumii (12) ¢ rpanmunbiMu ycnosmamu (12°); ypomieTBopsAlomee
YCIOBUIO

(M= g, O=<t=1 (k=1,2,...),

THe C¢—IOCTOSTHHAs, HBJIAETCS TAK:Ke peUleHHeM CUCTeMBl HHTeTPaJbHEX
ypapHeHnit (18). ‘

1
1 Wurerpadn S Gy (8, ) [@ (7) + #fi (21 (7), 55{7),...)] dr uMeeT HaBepHOE CMBICI,
s !

ecaml QyHEBUHA fi (5 (t), Z4(7),...) ecTh menpepniBHag ¢yuruus v npu 0<v<1. Us
JemMmbl 1 MBI 3HAeM, 4TO JOCTATOYHBIMM JJIA BTOTO YCIOBUAMM ABJIAICTCA CJELYIOLINe:
1) Bce z,{r}) (k=1,2,...) HenpepuBHE npn O < v 1;

c
2) [zk(r)[<ﬁ , k=1,2,..., 0L v,
Tfie ¢ — IOCTOSIHHASA.
B pambHelinieM MBI JIOK&KEM CYILECTBOBAHME TAKOTO PeMIEHUA [JiAA CUCTeMHl (27),

ueM 6y}1€T OIIpaBZaHa BaKOHHOCTL OHEPALNHU HHTETPUPOBAHUA.
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Hawronen, samoMamM i jajbHefiirero, uro ecam f(t) =f(t -+ 1) ecrp
MpPOM3BOJIbHAA HEIpepHBHAA IepHofudeckas (QYVHRIUMA, TO QyHKRIHA

v = | Gt de

OymeT TEePUOAWYECKUM pellleHueM YpaBHeHMs

Y1)+ @m + 12y (¢) = f(2)

¢ TPAHMYHEIMA YCJAOBUAMN
yO) =y
yO)y =y |

§ 6. dyEKnumoHaILHOE HPOCTpaHeTBo A,

I[ORHS&TGJIBOTBO TEOPEeMH CYIeCTBOBAHUA 6y119’1‘ OCHOB2HO Ha CBOUCTBaAX

HEKOTOPOT0 MeTpPHYECKOT0 HIPOCTPAHCTBA, KOTOpOe MH 0O00BHAYHNM CHMBO-
aom A, a Takme Ha CcBOMicTBaXx mpocTpancrsa ['manGepra. B srom mapa-

rpaje ME HCCIefyeM HY;KHBIE HaM CBOHCTBa mpocTpaHcTsa A
Onpepgeaxenue III. Oynrnua @ (x), obnagaomas psagom Dypse

D (z) ~ ]/2 Z . sin kr,

=0, ecTs TOUKA PYHKHMOHANBHOTO IPOCTPAHCTBA Ay,

(19)

rae m-—I1ejaoe 9uciao =

ecian pAf,
N yh =< 4o (20)
CXOMUTCH. B
JJEMMA 1. II]{CMb
O (r) = i szf;; sin (2k + 1)z, (21)
npusem o
(22)

2k+1 : 3< +co

nMB

u nycmbo f(u) Hewemuwlii nosunom '; mozda gyuryus f(D () € 4;.

Horasarteasncrro. B cruy (21) u (22) pyaxuun @' (z) 1 @’ (z) Hempe-
PHBHEL IpZ Ji000M 3HAYCHAN % ¥ IOJXydaloTca AunddepenHnuponanuem (21)

1 ysu HewerTHad TojomopdHas QyHuHuA; AIA rojoMopdHoit YyHKUUW JeMMa crpa-
BeIIMBA Lpu yciaoBuu, uto [ ® (z) | < R, rme R — pamuyc CXORuMOCTH PAKA

=
Flu) = 3] anequthet,
k=0
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Oyurnua @ (), pan Oypoe rortopoil —}: Yort1 08 (2k + 1)z momyuaeres
h=0
dopmansunm ruddepennuponanmem pana (21), npencraBuser coboi0 B cmay
(22) dyurumio ¢ cymMmuEpyeMHIM KBanpaToM. OyHROAA @ (¥) HOYTH AJIA Beex
x passa @' (x). s dopmyn auddepeHnypoBannsa CcIKHON PyHKIuMI 3a-
df (@)  d*f (@)

KJ0uaeM, 4To QyHRHUUA —— , — o~ HeIPEePHIBHEL

Hawonery ms dopmyau

(HEY =[r@(5% ) +3 @) ”fli’-‘;j:] +

ree dd e do d2® a3 ]2
@ () +yr @ @[ @] e
3aKJIIOYAEM: IIePBOE CjJaraeMoe B KBaJIPATHHIX CKOOKaxX B Ipasoil wactu (23)

€CTh HenpepHBHasxA (QYHKIUA x; BTOPOe W TPeThe cllaraeMoe CyTh IIPOH3Be-
JIGHAS OTPAaHNYEHHHX W HENPEPHBHHX QYHKOWIE §a cymMMupyeMsie QyHRINH,

d3f (@
CIIe[I0BATEIBHO —%r(a—) ecTh QYHKIUA ¢ CYMMHPYeMHM KBapaToM.

Pang ®ypse, KOTOPHH ME IOXy9IuM, IIOACTABAAA (OPMANBLHO B BHIpaske-

3
HEe IS dofl;:b) coorercreylomue paAfs @Oypre gna @, ©', ®”, O’ ua

OCHOBAHHAN Teopemul 0 efuHcTBeHHOCTH pAna Qypre mia yurimit ¢ cyMmu-
! a’f (@) 6
pyeMHM kBagpaTtoM, 6ymeT pamoM Dypre Qynrnmnm e dror psap Oynmer

nMeThb BUA:

dzxa =V2 2 Gopt1 (@y, Dg, .. .) cos (2k4-1) iz, (24)

npudeM EMeeT MecTo paBeHcTBo IlapceBais
d:i ®
2 G3r1 = S f( ) (25)

O6osnaunm reneps woadpPunuentst Oypre Pysrpunm f(D (z)) wepes for. 4,
T. €. TOJIOFMM,

F@ @) = V2 X fonss (@, D, .. .)sin (2k + 1)
k=0

Warerpupya (24) mocnemopaTenbio TPU pasa, B COOTBETCTBYIOIIMX Iipe-
1 N
[Aenax, U NPUHEMas BO BHUMaHme, uto O’ (—> =0, @’ (0) =0, Haiinem

.

x x x i " :
S (@ () = S de do { ST gy . (2";:1 sin (2k+1) ne =
0 1

<

fe o)

=V2 D fons1 (@, @y, - . .)sin (k1) ma. (26)
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s (25) n (26) BHTEKaeT COPaBEIMBOCTH JEMMEH.

Beenem Temeps caenymomue moHaATHA I 0G03HAYEHHMA:
Ilycrs
Dy (x)€A; u Dy(x)€ A4,
H IyCcTh

(o]

O, ()= ]/f Z ~(—2—ylfl‘ji‘— sin (2k+1)mr = ]/2 2 Qs 810 (2k-+1) 7z,

Eyéi+1=c?< + o3

i}g} 2?!1:1:11 sin (Zk + 1)7‘:'7/'—]/2 Z (D2k+1 sin (2k+1)1‘tx,

s p
*2y2k+1—:62< + o
k=0

(BepxEme mHpercH y 6y y m @ He cMemwuBaTh ¢ CHMBOJAMH .OpPOH3-

BOJHEIX ).
©
2 (Yort1 — Yor41)?
E=0

Torpna seamumsy
MBI Ha30BeM paccrosHumeM Memny Toukamm @, (x) u O, (z) mpocrpasersa A,
n GyneM oOosHauats cumposoM w[®;(z), O, (x)] mma tamme wly’, ¥y’
T. €.

wly', ¥’ ]1=w[D(z), Oy(z)]= ‘/2 (Y2k+1 — Yar+1)? -
k=0

Beamuuna ]/Z (®sp 11— Dop +4)2 ec1b paccromnme meswpy tTouramu O, (x)

u ®,(z) 8 I'manbeproBoM mpocTpancTBe !5 ee ME yciaoBuMcd 0003HAYATH
camBonoM 1@y (z), O, (x)] uan r[®’, ®'’], Tax uro

7@y (), Dp(x)]=r[®", ®"']= 2 (DOshr1— Dor1)?-
k=0

Hakonen, MH BBefeM elle aHAJOTHYHOe HOHATHE PACCTOAHUA [IA TOYCK
mpocrpaHeTBa A,, T. e ecan

D, (z) = 1/22 ;’;ﬁj; sin (k1) 7w, X yohsr = & < + 003
k=0

* OueBugHO, BcAKaAd To4ka @ (z) € 4, (m > 1) TpHHALIEHNUT TaKHKe NPOCTPAHCTBY
Tnasbepra.
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O,(x)=V2 2 ;’,;';;; sin (2k—{—1)m;, Nyt =d< +oo,
h=0 k=0

TO HOJOEEM

p[@, (@), ©y(@)]=02ly" ¥']= ]/Z (yan+1 — y§é1;1)2.
h=0

Ouepunno pmusa aobux Touer D, (2), D,(x), O;(z), mpuHARIeKAMAX IpPO-
crpaHceTBy Ag (A, mau nmpocrpaHcrsy I'masbepra), cobaniofaiores TPH OCHOB-
HEEe 3KCHOMHE METPHYECKOT'0 TPOCTPAHCTBA, B YACTHOCTH aKCHOMA TPeyroib-
HHKa, T. €. HAIpHUMep

WDy (2), Oy(2)] < w[D(7), Dy(2)] + w[Dy(2), D5(x)]-

Tenmepr MH ROKaKeM CIEAYIOMIYO JIEMMY:
JJEMMA 111. HTycme

O (z) = 23/1::11 sin (2k+1) mz, w2[® (x),0]= 2{,}2/3;&1: & < |- oo,
moeda, ecau
Q@) |<BR u w[D(x), 01<1 npu O<2<<?,
F) = au + agu® + . .. + dopyq u2t,
O uMeem Mecmo HepaseHcmeo

2[F (@ (), 0]<<16Biw2[D (2), 0], O<z<<2, (27)
20e

B = Imax (@17 ﬁz)’ { g 2](‘—[‘1

B, =max|f ()| |
By = max|f" ()] f
HorasarteanscrBo. W3 mpemslgymeil seMMbI MBI yike 3H@eM, 4TO

roura f{® (x)]€ As u 1em Homee € A,. Cornacuo oOpeferennio paccTOAHUL
B mpocrpaHcTee A,

npu |u|<<R. (28)

EIHO (2)), 0] = kE 2F41)2 foss (@, D, - . .)

WK HA OCHOBAaHUU paseHcTBa Ilapcesaus

1
U@ @), 0= | {5 do. (29)
Wz (29) momywaem:

/(D (2)), O} <

2

2 5’ r@e(g )+ @p(g:) a0
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Hastee umeem:

@) <V Xl <) T oy, e Y= Db
=V R o T = X
| Yo S
@ (@] <7}/ 2 Z e =tV 2o vi= 2 g
‘ k=0

D" (z)] <“2l/22‘ !Z/zlu-l' <w)2ey, Yi= (21:11)2 '
R=0

Tlonaras | @ (z) | < R, Ha ocuopamum »THX oueHok u Qopmyn (28) u (29),
HaXOAUM:

[/ (D (2)), 01 <8} (c*+c?)

¥ HAKOHel] B CHJIY Ipefnojo:kenud, 410 w[D (z), 0] = ¢ < 1, moayuaem
OKOHYATEIbHO
O (@ (2)), 0] < 16 B yi ¢ = 1682w [D (x), 0],
4910 7 TpeGOBANOCH JOKA3ATH.
Venosune JJunmuma. Hyers f(u) momunom !, morma upm lu,|<<b

® |u,|<b, tme b mpomM3BONBHO, HO (UKCUPOBAHO, MMEET MeCTO HEpPABEH-
CTBO

U (g —f () P < 02 (uy, —uy)?, (31)

Tl o — HEeKOTOPOe HOCTOSHHOe YUCIO.
TTonosxum 2,

uy (z) = ]/2_2 Uspyysin (2k4-1) nx
=0 (32)

U, (2) = ]/52 Uspprsin 2k -+1) wx J
k=0

8
o e’

u OyneM cumMTaTh, 4TO QYHKIOUM u, (%) B U, (z) € A; u yTo nIpm BeAKOM 2
» lu, @) < b, [uy(@)|<b
Kosppuuuentot Oypore Pymrumit f(u, (x)) n f(u,(z)) BEpamaiorca Qopmy-

JIaMM:

fonsi (il sy .. ) =V32 S f (4 (2)) sin (2k+1) nz dz,

1 Mp1 cunTaeM MOJAHOM HEUETHBIM.
2 Hac mHTepecyeT CHENUANLHO Ciydail «HedeTHHIX pAZOB Dypbe», XOTA BBHIBOJL yCJo-
BuA Jlumuuna coXpaHsaeT CHJy M B TOM CJyuae, ecyd

o
z) = VE E uy sin knz,
k=1

o]
u, (2) = V2 ) i sin knz.
h=1
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forri(ui’y us’y .. )=V2 S /(g (2)) sin k1) dx

U B CHIY JIeMME{ |

(e

fluy () = l/iz g (Ui, ug, .- .)sin (2k+1) mz, ]l
(
|

/(3 (@) 2 fonsr @i’y wy', .. ) sin (2k-H1) T,

IpnyYeM ST PARE CXOAATCA abCOMIOTHO M paBHOMepHO Ipu BesakoMm z. Ilop-
crasass (32) u (33) B (31), unrerpupys sarvem mo x ot O mo 1 w mpumnumas
BO BHHMAHHe OPTOTOHAJIBHOCTh UM HOPMHUPOBAHHOCTD (PYBRI{mil

]/ 2 sin (2k4-1) Tz,

0y 4uM
N\ ’ , ’ . ’ ,
Z Uonvr(ugy usy - o) —fonga (ui'5 ug’, )P <a? 2 (Uor41— U2ry1)?
k=0 b=0
Wi, MOIB3YACh CUMBOJOM pPAacCTOAHHA B IpPOCTpaHcTBe I'minbepra,
rf(uy(2)), f(ug(2))] << ar[u, (2), uy(2)]- (34)

HepagencrBo (34) M OGynem HaswBaTh yciosueM Jlmmmuia.

§ 7. TeopeMBI CyImecTBOBAHMUS

B §§ 4 mw 5 M mokasamm, 4TO 3a7aYy OTHCKAHNA NEPHOJMYECKAX pe-
meiinii ypapHenua (4) ¢ rpaHwdnsiMu ycaosnaMmm (), (6) § 1 mommo csectn
K pelIeHnio (GeCKOHEeYHOUW CHCTeMBl MHTerpaibHEIX ypaBHeHumii. Ilycts B ypas-
Hemmm (4) § 11

a=2m -1 (m nexnoe uucmxo > ()

f(u) = a,u + a3u3 R R u2n+1,
Pl 0= 222‘:1()‘) sin (2k+1) oz, 2 Yans1 (1) = C2 (1),
' k=0 h=0

HpuYeM Bee Yapiq(¢) CyTH mepmopmueckme QyHrnum ¢ ¢ mepuojom 1, Hempe-
poiBsie B muTepBase 0 <<t << 1. Torma coorsercrByOmas GeCKOHeuHasA CHU-
¢TeMa WHTErpaJbHEIX ypaBHeHuit 6ymeT mMeTsh BUJ

Zons1(t) = Bapyr (8) + S‘ Gonta (t, T) fort1[2, (%), 23(7), .. .Jd7,  (35)

m-+1

1 Yyesao @ 3mech MOMKHO BHIGpATh TaKike paBHBIM , THe q Leyoe 4uciao = 0;

B JAaJbHEHIEM JOKa3aTeJbCcTBE OT 9TOr0 MBMEHATCA IIPU OLEHKAX TOJBKO COOTBETCTBYIO-
e MOCTOAAHHEIE.
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TIe 1
S
Bop 1 (t) = § Gart1(t, T) Dopyy (7) d, (37y
0
2 2+ 1)t Doy (1) = C2 (1) < 2. (38)
=0

Hepasencrso (38) serexaer ma teopemst Dini.

Mu waudem ¢ TOro, WTO JOKAMKEM TEOPeMY CYIECTBOBAHUA [jiA CH-
cremn (35):

I TEOPEMA CVIHIECTBOBAHWA. Cucmema unmezpasvhuix ypaghe-
nuti (35), npu yeaoguu, wmol

3 @k O ()= (=< < I=EME o< <), (39)
k=0
. 1 1
p« < min <m, m) . (40)
20e
1 ,

(o roapguyuenm ¢ ycaosuu JAunwuya), umeem peuwlenue Zzop.yi (L) = Qopt1(l),
npunadaencaujee Tnpocmpancmay A,, npusem ece 'Gynryuu Qapy1(t) 6ydym
Henpepuighbimu 6 unmepsase (0 <<t<<1 u nepuoduueckumu c nepuodom 1,
ecanr smumu xce cgoticmsamu o6aadarom Pynryun Dopiy(2).
HoxasarTeuasbcTBo. [AiA JOKA3aTeIbCTBA TEOPEME MEL BOCIIONB3yeMCs
METOOM IOCHe/[0BATeIbHEX Npnbamkenuil. YcmoBuMesa p-oe HpubimseHue
K QyHROUAM Zopq(f) 0003HAYATH MHIEKCOM BBEPXY Z%) 4 (1). CamBom 2P (2)
OyaeT coKpameHHHM 00osHAUeHMeM p-0T0 HpubIMKeHHS K Touke z (t). [o-
Ka3aTeabCTBO MBI paso0beM Ha [Be dacT. B mepBoii wacTu MeI IIOKaseM,
uro Rasmoe Ipubmmmenne zP) (t) ABIATCA TOYROM NpocTpaHcTBa Ay, mpuYeMm

— (pAM )P

w2 [z® (1), 0] < 11—MM c¢2M? npu Mmoo p=0,1,2,..%

Otciofa HEMOCpPeNCTBeHHO OyfeT CIeNoBaTh, U4T0 ¥ mpesiex lim z® (1), ecan
D—> 0
OH CYIecTBYeT, Tak:e IpMHANTemUT A, npmuem

w2[z (1), 0] < 1.
Bo Bropoif uacTE ME NOKaskeM, uro mpeperx lim z(®)(¢) = z(f) ReiicTBu-
p—>co
TEJIbHO CYHIEeCTBYET.
1B dopmyne (39) meamunuy C? b OyfeM cdauTath paBHON ¢* =sup C*(¢) npn

0t 1.
3naveHne HOCTOAHHOH 7 OyHeT ykasaHo HIKe.
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1. Na (36) m (40") umeem:

Ing+1 (t, T)] = 215‘_4*_1 . (41)

Tonoxum B HyzeBoM NpubaureHHn
Zak+1(t) = Bary1 (1);
Torpa m3 {37), (39) m (41) mmeem:
o] o] 1
¢ 2
X k410 (0P = X @k { fcgw (1, %) Qans (7) d5)" <
£=0

k=0

< MZE 2k 1)t S 2y pr (1) dT =
1 e
— 2| { z (2k4-1)2 Ohy s (7) } dr < BM2. (42)

WUs (39) m (42) seitekaer, uro Toura z® (1) = [2z{” (¢), 230 (1), ...] mpumap-
nexuT Ay, npudem

w2z (1), OJ<< M2 = g2 <1 mpm 0 << ¢ << 1. (43)
Tlosomum

u(z, 1) =12 2, #R11 (2) sin (k1)

h=0

TOT/a, WONB3yfAch nepasencrsoM llIBapua um (43), maiimem

oz, 0 <Y/ 2 Z ()] =V/2 l/{E A () QR+ gy | <

<V?2 W[z(O)(t), 0lve<V'2 Ye¢ Hpu BeAxoM z um mpm 0 <Ct<<1.

Bribepem Temeps umeao B = VZYG, TOrfa Ha ocHOBaHHM JeMMHl 111 mosywmm

02 [f (uo (z, 1)), 01 = p2[F (29 (1)), O] < A2w2 [z (¢), 0], (44)

THe
A2=16 B,¥3, B=max(B, B,)

B, = max |’ (u)|
B:‘—"maxff"(u)l } mpu | u | << R. (45)

Teneps pas mepBOro IPMOIMKEHHA HAXOLWM

21 (1) — 2 (1) = X Gonss (8, T) fana [217 (%), 287 (3), ... ]dv.  (46)

WUz (41), (44), (46) BrBommm 1:

! 3aKOHHOCTE MHTErPUPOBAHHS B HEPABEHCTBAX {47) cuemyer uz nemmm 1.
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}Z:O (2E+1)° [0, (1) — 2 (O = w2[z0) (1), 20 ()] =
= pt 2 (2k4-1)° {j‘ Gonti (8, T) fongs (Z(O))d”’-'}2 <
k=0 3
<1 2 @k [ Gt B, GO T
k=0 0

1
< pz M S 2 [/(z0), 01dT < 22 M2 g2, (47)
[}

Ilonbsysice TeopeMoif TPEYTONBHIKA, HAXOIUM:
w [z (1), 03 << w[zO(z), 2O(1)] + w [2® (1), 0]

nam Ha ocHoBaHmH (43) u (47)

w[z0 (1), 01< (L +-Aud)g* (0 <t=1). (48)
AHaJIOI‘I/I‘{HHMI/I PacCyHIeHUsAMNI NOKaKeM, 4YTO eCJIu
wize (1), =2y 0=t<1),
TO
w [0+ (1), 0] < 1—}% g O=t<1). (49)

Wz nepasencrsa (49) BeTeraer, 4To Kasspoe mpubmmxenue z®) (¢) npu-
HajiJlesxuT OPOCTPaHCTBY A, u mputom npu seaxkom 0 <t << 1. Ecau cyme-
CTBYeT mpejesn

lim z® (1) = z (),

P = o
TO OYEBHIHO
1
wlz(t), 0l< g — - 9 <1 O<t<l) (50)
1, CIef0BaTeNbHO, ToYKa z(t) Oyder cOA3aTebHO IPWHANJIEKATH IPOCTPAH-
cTBy Ay mpu gmbom 0<t=<<1.
[IpoBepum, ypoBimeTBOpseT nu ToUKA Z(!) (ecim Ipejell CYIIECTBYET, UTO
MHl TIOKA IpemosokuM) ycuxosuam (44) m (45).
Wz (50) n nepasencrsa IlIBapma nerxo naiimem

ez, )<V 20wz (), 1<V 2%
npu BeakoM x u mpun 0<t << 1.

Taxum obpaszom, moxaras R :1/2—76, HaxomuM TI0 YypasHeHWAM (45)
wueso A u mo (31) umenmo «, sarem mo (40) BmOumpaem [ u wawroHer m3 (39)
BHIGMPAEM ¢; TOTAA Kamjgoe NpUOTmKeHue OyaeT YAOBIETBOPATH (4D) m
YCI0BUIO

w [2® (1), 01< 1,

1l BCe OIlepaliuH, KOTOPBIE MBI IIPOM3BOJIMJIA, OIIpaBAaHBI.
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2. TenepL ocTaeTca JAOKa3aTh CYUIeCTBOBAHUE IIpejaeia

Tim 2@ (1) = 2asa (1) (k= 0, 1,...).

Tlonarast, ®aKk 1 paHblle,
1
20, (1) = g Gori1(l, T) Qarii(T)dT,
0

omenuBaeM paccroanme Toukum z(® or Havasa roopausaT B I'minbeproBoM
TIPOCTPAHCTBE

o OO

PO @), 01 = B[, (F = 2 SGWU %) Quys (7 dn ) <
h=0

o] 1
(I)zk: ()
@M%S{R_Om,ﬁf it < M2[2 s || ,
0 = Q

<M (0O<t<1) (1)

(2h-H1)AD2  (T)dT <

2k+1

7[18

Ipenmosomum Temeps, 4To mosnumuoM f(#) yAoBieTsopdeT HepaBeHCTBY (31),
ecun |u,| m {uy| <)/ 27 Torma mus Kamjoro npubmmmenna z® Gyner
crpasenuuBo yeaosue Jlmmmuna (34).

Ilpumensas na »sToM ocHoBaHMM ycioBue Jlummmma x rouram z©® u O
T'uasbeproBa mpocTpaHCTBA, HMOJNYYHM:

rIf(z0(2)), 0]< ar[20 (1), 0]< aMevs. (52)

OnennpaeM Tenepb paccrosinme r{z0(t), 29(¢)]. Nmeem L:

0w, o=} S 0—., oF -
C Re=0 ‘
= ]/z {g Ganr1(ty T) forsr (29) d'r}z _

k=0

4

oo 1
<p ]/ § Gt (860 fo L (BO) dT < pMPacy,ye (0<t<1). (563)

k=0 %

Touno Tak e HAXOOUM:

rLE® (1), 20 (1)) u]/E U [ s (1,9 Vs (29) — fos (2005} <
k=0 g

0

<< (o My,)2 Moy,
prmensan MeTox MHAYKIHN, MOJYYEM HEPABEHCTBO
rla®0 (1), 20 ()] < (RaMy)’ ™ Moy, (0<t<<1). (54)

1 HempepsiBHOCTb PyHKIII zzﬁ)ﬂ( 1) ®Kamporo npubmxenus OblJIa ZOKABAHA BHIIE,

TaK e KAK HEeNpEepHBHOCTb QYHHKINN for+1 [z§p)(t), z:,(;p)(t), ... ], a caegoBaredbHO, OIe-
pauus MHTETPHPOBAHUA BaKOHHA.
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IIycrs remeps 20, z0+D ..., 20+P) —rouykm I'mnnGepToBa NIpOCTPAHCTBA,
omnpefieliAeMile IOCIeA0BATe TLHEIMY NPHOMIKEHAAME M3 cmcreMEr (35).
M3 TeopeMH TpeyronpHEKA MMeeM:

r (z(f‘f‘p), Z(j)) <r (z(j>, z(i+1)) + vee + r (z(j'i‘p)’ z(f+p—1))

IlogcraBnas B mpaByl0 9acTh 9TOr0 HepaBeHcrsBa Qopmyny (B4), moaydmm

) . R B
r(z0+P), 2y < My, 3+ 1_06 , ( 55)
rae & = paMy,.
Ecnu memeps | ymosiersopser HepaBeHcetBy (40), T. e.
1
b <,

Torga & < 1 u ms (55) Haxommum:
g1
1—d¢°

r(z0+m), 20y < Mey,

Orcona ciexyer, 9T0, KakoBO OB HE GOm0 wmeao € > 0, momHO, BHOpaB |
JOCTATOUHO CONLIIMM, CAeAATh

r(z0+m, z0) <e mpn O0<t<<1, (56)

KaKoBO OB HuE OBITO gucao p. na sroro nomuuo OHTH

. Ige + 1g {1 —0) — 1g (Meye)
1> - o,

Tenmeps MH MOMKEM YTBEP/RAATh, 4YTO II0CIEAOBATENBHOCTH Touek 2z,
zZM, ..., 2®), ... ecTs QyHAAMEHTAIbHAA IIDCIAENOBATeNBHOCTh. Beieacreue
mosnEoTH I'mibGeproBa HpOCTPAHCTBA BCARAA (PYHAAMEHTJIBHAA IIOCIEOBa-
TeILHOCTL €CTh B TO HE BPeMsA CXOJAINASCS IIOCJe0BATeNbHOCTH. | aKmM
06pasoM MOKA33HO CYHIeCTBOBAHME Ipefella IOCJIe0BAaTeNbHOCTH Todek 20,
z0 ., . el

lim 2z (t) = z (1),
p->o0
npmyeM kakaad QyHrousa z®)  (f) cTpemmres K CBOeMY IpeReny Z+i(?)
paBrOMepHO B mpomeskyTre 0 <t << 1.
Ocraerca mokasats, 4T0 PyHKmnm z{). (i) yAOBIETBOPAIT B IIpefielne,

T. €. Korja p- oo, cmereme (35). Vmeem:

1
2. (1) = Byt (2) + H§G2k+1 (¢, ) fort (2P0, 2P0, ) dT
) (k=0, 1, ...).

Ilepexonss B obewx ¥aCTAX HTOr0 PABEHCTBA K Ipejlelly Ipu p-co, YTO 3a-
KOHHO B CILTy paBHOMepHOTO crpemsienms Qymxummit z()) , (1) K mpemeny, mo-

AYyIUM:

1
Z2'k+1 (t) = Bang1 (t) + 1~ §02k+1 (t, T)fons1[21 23 ..-1dT (=0, 1,..),
: 0

®
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npudeM Bce QYHHKIWMH Zon.q(t) OynyT neumpepsiBun mpu 0 <t <1 u mepwuo-
JUYHEL ¢ HepuooM 11,

TaxnM 06pa3oM TeopeMa CYmeCTBOBAHHH AOKA3aHA.

W3 ToabKO 9TO JIOKABAHHOW TEOPEeMH CYIeCTBOBAHMA HEIOCPEJCTBEHHO
BHITOKAET TeOpeMa CYIMeCTBOBAHUA [AsA ypPaBHeHUH B YACTHHX MPOMSBOHEIX
(4) ¢ yemopuamu (5), (6) § 1, KOTOPYIO MOMHO POPMYIHPOBATH CIEAYIOMTM
obpasom:

II TEOPEMA CVYIIECTBOBAHMA. Ecwu? a=2m + 1(m— yeaoe
4uca0),

f (@) = au + agu® A ... + dgoy g0,
| f(ay )-—f(u2)$<a{u1—u2| npu lul <R,

O, 1)=y2 2%;}%1— sin (2k4-1) Tz, 2 o, =0 <c

(nocmosnnas ¢ docmamoyuno masa), npuvem gynryus @ (x, t) nenpepuisna
omuocumesvro ¢t npu O0<<t<<1l u Oz, t)=D(z, t+ 1), mo ypasuenue
(4) ¢ ycaosusmu (5), (6) § 1, npu @ Gocmamouno masom, umeem peuse-
nue u (xz,t) nepuoduvecroe ¢ t ¢ nepuodom 1, nenpepvignoe gmecme co ceoumu
npoussodnvimu 0o 2-20 nopadka ermovumessio & obaacmu €3 3.

B nepso#t wactn porasaTenbcTBa | TEOPEMEI CYIECTBOBAHUA ME IOKA-

3anau, 4ro u(z, t) €A, a ciegoBaTelbHO, Kak u (, ), TAK U IPOM3BOAHASA
Fu ~ 0%u
=7 HENPEDHIBHEI IIpH JI000M T 1 { U Z— MOeT OuITe BEAucaeHa gudde-
peanupoBanuem pana Dypre nag u(z, t).

Us ypasuenns

2u 02
= TE 4 O, 1)+ pf (W)

%
<7z HETIPePBIBHA TaKye IPU ai0boM = U I, TaK Kag
Mbt MoskeM pajg Dypwe nia u(x, t) HOLCTAaBUTH B IPABYIO YacTh YPABHEHHH,

®OoTopast 6yieT HempepHBHOW QyHKOuWeRr x u ¢ B obmacTu €.

Tellepb CJeayeT, 4YTO N

§ 8. Teopembl eIHHCTBEHHOCTH

I TEOPEMA EJIMHCTBEHHOCTU. I pu cobaodenuu yeaosuir I meo-
PeMbl  CYULECMBOBAHUSR CUCTNEMA UHMePANbHUL Ypasrwenuii (35) donyckaem
moabko 00HO Henpepwlgroe pewenie Zz(t), npunadaencawee A, 0Oas xomo-
poeo paccmosnue

wlz(t), 0] < 1.

I IepuopmaHoCcTs  QyHKUME Zy, +1(t) BbuTenaer us cpoitcrBa Qymrumit Tpuna
sz+1(” ), OTMEYeHHOr0 B KonHe § 5. HempepwBHOCTH (yHrIui Zop4q (t) cHemyer us
CBOWCTB PANOB fop, | 4(21, 25, ...} M QyHERIUIE Gypy1 (t, ©), GMaronaps KOTOPEM Kajioe p-oe
npubiimKenne zgz)ﬂ( } HEIpepHBHO, a CJEHOBATENLHO, 1 npenenpl_i:noozg,‘?+1 B CHJIy pas-
HOMEDHOTO CTpeMIeHHs K HeMmy.

2 CM. CHOCKY Ha cTp. 27.
3 Cm. cHOocKy Ha cTp. 15.

UMEH, Cepua maremaTHd., Ne 1 3
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HeiicTBuTeIbHO, IPEAHOJO/REM HOPOTABHOE, T. €. 4T0 KpOMe HelpepHB-
HOTO pemenunsa z (t) = {zl(t), 25(2), ... }, HaliIeHHOT0 BHIIe, CYIIECTBYeT
ApyToe HEIpPepHBHOE pemieHMe cHcTeMH (3D) Z (1) = {Zl(t), Zy(t), ...} mome
€As u pua wotoporo paccroanme wiZ(t),0]< 1.

Tar wrar Z (1) z(t) 10 OpealoJN0KeHA0, TO

riz@), sWl= DZan(—z2mn(OP+0 . (57)
k=0

mo KpaiiHe# Mepe B HeKOTOpoil yactnm o mHTepBana 0 <<t <<1.

Paccrosnue r{Z, z] ects HempephBHasA QyHKNEA ¢ Bo !Bcem mmTepBaie
0<<t<1, Tak wak obGe Touru €A, m Bee Zopyy(t), Zanys (1) (E=0, 1,..))
cyTs HempephsHeie PyHrnun {. Ha 5ToM 0CHOBaHEHM ME! MOJKEM YTBeP/KIaTh,
4TO CYmEeCTBYeT BepXHsAs TpaHb v A paccroaHms r[Z, z] mpm 0<t<1,
T. €. 4TO

r{Z (), z(t)] <, worma tgo,

mpudeM
riZ (), 2(t)]=mn (58)
10 KpaiiHeit Mepe B OfHO# Touke I;,Ew.
Nmeem:

1
Zop 1 (1) — 22p 41 (1) = 1 § Gory1 (ty D) [fors1(Zy, Zgy ooty —
3]

— forst (21, Zg )ldT (B=0, 1,..). (59)
B cmry Toro, aro w[Z(t), 0] < 1, a cremosaTesnbHO,

U (z, t)]| < VEYG, rae U(z, t) = ]/.‘_Z 2Z2k+1 (¢)sin 2k 1) e,
k=0

MBH MOKeM IPUMEHHTh K TOYKaM Z m z yocmopme Jimmmmua (34); momxyumm:
rif(2), [ <ar(Z, 2).
Nanee, w3 (59) naxopmm:
r(Z, z) << p M,00. (60)

Buibpas Temephs OIATH

(]
B =3a O<i<t,

ceituac ke u3 (60) momyamm:
r(Z, 2yt <,
uro mpormBopeunT (58), W ciefoBaTeNbHO, TeOpeMa JOKA3AHA.
N3 »Toif TeopeMH BHTEKAET Te0OpeMa eJMHCTBEHHOCTA JJIA ypaBHEHMA
B UACTHHX IIPOM3BOMHEX, KOTOPYI0 MOKHO (OPMYJIMPOBATH CIeXyHOIIAM

obpasom:
1I TEOPEMA EIWHCTBEHHOCTU. Ecau cobawdaomes ycaosus 11

meopems, cyugecmeosarnus, mo sadasa (4), (5), (6) § 1 donyckaem npu @
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Jocmamouro Mmasom mMoavko 00HO HenpepwlisHoe pewtenue u (x,t) euda (13)
§ 4, npunadacorcawee Az u 0aa womopoeo ydoeaemsopasocy Gbi HePAGEHCMBO

lu(z, 1) <} 27 1
Il METOJ] 2
§ 9. IlpaBesieHUe 3a7a9M K OJ{HOMY HMHTEIDAABHOMY YPABHEHHIO

B sT1oM maparpade MBI HoKakeM, KakHM 00pasoM MOKHO CBeCTH 3ajagdy
K ONHOMY HeJWHeffHOMY WHTerPAIbHOMY ypaBHeHHIO. [lua »Toil Henu MH
yrameM sPQeRTABHHI MeToj HDOCTpoeHms Heroropoit @ysxummu K (z, &; ¢, ),
KoTopylo Oymem HasHBaTh (QyHkunueil I'pmua.
Teopema cymecrsoanna 11 rosopur HaM, 4ro ypaBHeHHe
u %u

e —@m AR T = D (2, 1)+ pf ()
upm cOOJIONEHAM COOTBETCTBYIOIINX YCJIOBHI MMeeT MEPHOJAMYECKOe pelleHne
u (z, t), pasumaraomeeca B pAJ TOJBKO IO
sin (2k+1) =z,
MH goxaskeM Temepb, 9TO 3TO PelleHHe SABIAETCH TAKKe pelleHneM He-
JIMHEWHOT0 HMHTETPaJbHOTO ypaBHeHHA mud u(z, 1):

wie, = [ K@ & t, 0@ 9+ pfwE Mdtar,  ©61)

TIe o
K & t,7)=

oo sm(2k-l—1)msm(2k+l)n"cos[ (2m4-1)( 2k+l)(|t—r[—~>]
== 2m+1 z (— 1 (2K 1)

9To yTBep:KIeHMe SKBHBAJEHTHO CJeAyMOLIeil TeopeMme:
TEOPEMA. ITycmbv ycaocsus I meopemvi cywecmsosarus euinoameHs w

nyems Zopy1(t) (k=0,1,...) ecmv pewenue cucmems. unmeezpasvntiz ypas- -
Henutt (35)

Zon+1(t) = Baps1 (1) 4+ P S Gor1(8,7) for41[21(7), 25(7), ... JdT (K=0,1,..),

npuHadaencaujee npbcmpancmey A,
Toz0a pynryus

u(z, t)= ]/§ 2 Zop+1 (2) sin (2k+ 1) nwz
R=0
y0og.nemsopsem unmezpasbHomy ypasuenuwo (61).

! DT0 cCiegyeT HENOCPENCTBEHHO W3 Blpakewus QyHKIum u(x, t) uepes woaddu-
THEHTH Zpp,3 ().

* JTOT METOA MBI HASHIBAEM BTOPHIM, TAK KAk MOMKHO OBHLIO OBl NOJYYHTE TEOPEMH
cyuxec'monaﬂnﬂ M EIMHCTBEHHOCTH § 8, UCXONA HeNOCPeICTBEHHO M3 CBOMUCTB (yHHIMU

K {z, & t, ), KOTODYI MB Halbllle BBOJMM, M He NpPHGETas K NPENBILYIUM TeOpeVIaM
o 6ecrc0Hequn cucteme (35).

*
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MoxasaTenbcTBO. YMHOMKAEM Kamiace ypPaBHEHUE CHCTEMBI (35 co-
OTBETCTBEHHO Ha ]/2 sin (2k-+1)wz u cymmupyem mo k

I/Q‘ §z2k+1(t) sin(2k+Drr=u(z, {) =

" | Gansr (8, %) sin (k- D) R0 [@on o (3) + hans (5 23, - )]dT- (62)
00

|]
||N8

Tax{ Kak

M
]G2k+1 (ta T)l< 2k+1

| Dopt1 (T) + Pfort1 (215 25, - - )|<(2k—:1_1); 0<t, t<1),

0 prin
fee)

2 sin (2k4+1) 7 Gor 1 (¢, T) [Por11 (T) + Bfont1 (31, 255 - - )]

k=0
cxonutea aGCoMTHO M paBHOMepHO B obGmacrm O<zx<{, O0<¢t, o<1
BestecTsre paBHOMEDHOH CXOAMMOCTH 9TOTO PSANa MBI MOKEM IIPOWHTerpH-
POBATH €ro IOYJIEHHO IO T, T. €., HHBIMH cioBaMu, B (62) MBI Moskem me-
pPEMEHUTh IOPANOK CYMMUDPOBAHMA W UHTErPUPOBAHUA, TOCIE 4ero IOJIYYdM

u (z, )= ]/§ S dt i sin (2k-+1)mx G2k+1(t, Y [Dop 41 (T) 4

g k=0
+ P‘f2k+1 (Zlv B3y v )]' (63)
3amenan B (63) semmuuunl Duryi (T) U fops1(2y, 23 --.) UX 3HATCHUAMHE

1
Dopas (1) =12 S @ (£, ) sin (2k41) ek dE;

faras (21 29y - ) =12 Sf(u &, 7)) sin (2k4-1) mE &,
0

HAXOIM

u(x,t):2§d1§§[®(€, 1)+

+ 1f (@)] Gar 11 (¢, 7)sin (2k+1) mz sin (25 1) =& dE. (63")
Pacemorpum pan

oo sin (2k-+1) mx sin (2k+1) =€ cos [ﬁ(2m+1)(2k+l)<]t——r[——-;)]
2 (T (69

k=0

®OTOPEA Mt 0003HaumM dwepes =« (2m 4 1) (— 1) K {(z, & ¢, 7). Pan (64)
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CXOMTCA Ipu NOOHX BHAYEHUAX Z, &, f, T, TAK KAK OH MOKeT OHTbH Ipej-
CTaBieH B BHUJle CYMMBHI 4eThIpeX CXOAAIUXCA PAMOB:

2 oo
1 cos (2k+1) o
N (— 1y . —_
T (2m+1)(— 1) K (z, & ¢, 4;1% 2k+1)
4 o
1 S cos (2k-+1) oy
§ 4-!2' (— 1 (2k41) ()
rae
o, =n{z—E—T), wy,=n(@—Et+T),
w,=nx+ET), w,=un@x+Et—T),
T:(Zm»}—i)([t—’ri—%)-
Oynxmua K (z, & ¢, T), paccmaTpuBaemas Kak QyHxmua or & aOCOMIOTHO

nHTErpupyeMa 10 & B m060M KOHEYHOM IIPOMEKYTKe M IPH BCAKUX 3HAYe-
HUAX %, 1, T, TaK Kak cymMMma psja (6D) eerpaskaerca (popmymaoit

2 4
@mH1) (— 1" K (2, & 1, %)= 15 Ny(o)— 5 By (o,
- e
rae J
( 1 ecan 2nn—%<w<(2n+1)—g——% (66)
y(m):{ 0 m:nn—%
| —! » @utl)m— I <o<@uin—T

n — HeJoe Ymelo,

Ha srom ocmoBammm [¢] MBI MOKeM HHTErpupoBaTh IOYJIEHHO, IO & PA
@ypre proit pyHrmuu, 1. €. pan (64).

llo oroit se mpumuuHe MbI 1IMeeM IIPaBO WMHTErpuUpOBaTh IOYICHHO
mo & pAx

3 sin 2k 1) wzsin (2 )7 Gars (1, 9| @ 6 ) + 1/ (16, ) |

Mensas mopaaox GyMMI/IpOBaHI/IH ¥ uHTerpapoBaHud B (63'), moaydum:
1

uiz, )= | j K@ & 1, D[ (5 7) + uf ()] dids,
0
4T0 7 TpPeboBaJOCh KOKARATH !
fAppo K(xz, & ¢, T) mpu ¢urcupoBaHHHWX Z, {, paccMaTpmBaeMOe KaK
gynrnua & T, COCTOMT M3 KYCKOB ILIOCKOCTel, MAPaJuIeJbHBIX IMIOCKOCTH

. 2m+1
1 B cayuae a = g 3371248 TaK:Ke MOKeT ObITh CBEHEHA K OMHOMY HHTErpasb-

HOMY ypaBHEHNIO aHAJOTUYHEIM TipueMoM. COOTBETCTBYyIOLlee AP0 Oymer yike, KOHEYHO,
npyroe.
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£r. OHo wMeer KOHeYHBIE DA3PHIBE BHOJbL IAPANIETLHEX IPAMEIX, COBIA-
AAIOIIIX ¢ HEeKOTOPHIMU U3 XaPAKTePUCTHR:

£ —(2m -+ 1) T = const,
&+ (2m + 1) T = const.

Irr IIpAMBIE OIIPpeeIAI0TCA YPAaBHEHUAMIU:

wj=nt—"1 (j=1, 2, 3, 4)

2

n —unenoe 4Yuceio MJIN HYJb.

§ 10. dABaenue kBasHpesoHaHCA

B srom maparpade Mbl yRajkeM XapaKTepHbie 0COGEHHOCTH W3Yd4aeMOi
3ajaud, a TaKKe ee (UBUMUECKMIT CMBICI.

BosmomHOCTE [0Ka3aTH TEOpPEMY CYLIECTBOBAHUA IO METOXY IIOCJIeJOBA-
TeJILHBIX NpHOAMsKeHni GHJIa 0OCHOBAHA HA CBONCTBAX HPOCTPAHCTBA A,, a MiA
BTOTO0 B CBOK OdepeRbr HeoOxommmo, uyrobm Pyuxunu ['pmHa yRoBIeTBOpPAIN

onenke Bupaa |Gy (¢, T) 1<—JZ— . Ecan ¢ uppanmoHasIpbHOE 9HAJIO0, TO OIEHKA
dynrOuit G uMeer BHA:

M
|GL (2, T)|< ‘ — T
k| sin
2
. akn
IpU 9TOM ;smT* + 0, xawoBo OH HEu Opro k=1, 2 ...

IIycrs y mac mmeercsa cucrTemMa n ypasHeHHA ¢ 1 QyHKIMAME:
1
()= [ Gult, @) + phary -y 2)ldE (=1 ...n). (6T)
0
Bubupas us n uncen

akm
2

]sin ] (k=1 ...n)
HAUMeHbIlee 1 0003HAYAA €ro 4epes €, MOJAYYUM CJICAYIOUYIO OIEHKY (QYHK-
nai Gy:

M M,

| Gr (¢, T)Ig_k—e_:—k— (k=1 ... n).

TosTroMy m0Gas KoHeYHAs cHCTeMa WHTETPAJBHHX ypasHeHmit (67) mmeer !
IpH [ JOCTATOYHO MAJIOM peLIeHWe, BO BCAKOM CJydae IPH IIPOM3BOJBHOM
a, He PABHOM I[eJIOMY WY PAUOHAIBHOMY YMCJIY, W IOPH M3BECTHEIX yCJI0-
BIAX OTHOCHTENHHO (YHKRUMI fr, 9TO JETKO MOKABEHBAETCS METOROM IOCIe-
J0BaTeIbHHX HPHUOIMKeHNH.

TaxuM 06pasom CYIECTBEHHHM 3aTPyJHEHUEM LIPH MpPPAUOHAIBHOM d
SBJIACTCA NpeielbHHN IIepexon 7 —» co. [IPH 9TOM MBI BHAUM, YTO RaMIAsA
¢yurmua G, B OTHEILHOCTH OFPAHMYIEHA, HO COBOKYIIHOCTH BeceX QYHK-

1 Ecam @y (r) 061312107 ZOCTATOYHO XOPOIIUMU CBOWCTBAMH.
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nuit G; He orpaHmueHa. JTO sBJIeHHe MH YCIOBHMCH HA3HBATh (KBA3U-
PE30OHAHCOMY .

OcHoBHBasgcL Ha TUX co0OpajKeHMAX, elle HeIb3d CHENaTh, ONHAKO,
3AKIIOYEHHsA, YTO [P HPPANMOHANBHOM @ ICPUHOAMYECKIX pelleHmit He Cy-
IleCTBYeT, XOTA TAaK0e IPENI0JOKeHNe He JHIIeHO OCHOBAHIIA.

Paccmorpum ypaBHeHHE

o i =0 (s, 1), (68)
e
0 -}co
D(z,t) = 2 2 cpjsin krx ef2it (69)
R=1j=m—00

€CTh CXOAAIUMiACA AGCONIOTHO W paBHOMepHO B £} psag Dypse.
IIycrs TpeGyercss HaiiTm HEIpPePHBHOE, BMeCTe C NPOM3BOJHLIME
0%u *u
12’ Ox?
B obmacrm (2, pemenme ypapHerms (68), yOBIeTBOpAIONice TPAHHTHOMY
yciosuio
u(0,)=u(l,t)=0 (70
M YCIOBAI0 TePHOANTHOCTH
u(@,0)=u(z1)

ou __Ou
at |t=0 Ot

(71)

t=1

OvuesupHo, ecam Takoe pemieHue CYMIECTBYET, TO ero MOKHO PAasiIomUTh
B cxonAmniica paxg Oypwse Bmpa:
w 4o
3y . -
u(x,t)= 2‘ 2 Vrj sin krx ef?wit, (72)
h=1j=—0c0 : .
VYMuomM o0e wacTu ypasHeHmsa (68) Ha e2Titgin knx w 3aTeM IpomHTe-
rpupyeM mo obaacrm
%u o*u omip e
X Y(—aﬁ —a? W}eﬂ’“” sin knx dx di = cp;- (73)
Q
IMpomssoga B (73) mHTerpumpoBanwe o YACTAM W NPUHEMAS BO BHUMAHIe
rpapmynele yemopusa (70) m (74), moaxyumm:
Cr;
2 LA
Tk = ka* — 427
WM, HoJarafg a = 25,
Cri

T (74)

2 JR—
4 = e

N3 dopmymnsr (74) sarmogaem:
1. Ecanm

- P —
b=7 (()=1),
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TIpuYeM Bee
lerjl 20 (k=1...00; =0, +1, ...),

To 3afgaqa (68), (70), (71) mHe uMeer pemieHUs, TaK Kak

k22 =0
qZ k]
ecan
kp= +Jq,

T. €. IMEeT MeCTO pe3OoHAHC.

OueBuso pesonanca He Oyfer, ecam Bce KOBPPUIMEHTH Cyj, Y KOTOPHIX
uHjeKe k genamrca HA ¢, PaBHH HYJO, WIA eclIu Bce KOPPUUUEHTH cp;,

Y KOTOPHIX UHAEKC | HeJUTCA Ha p, PaBHH Hymw. B uacrumocru, ecau b
2m -1

= ——5— (m—Ieuo0e 9HCJI0) U eciu Bee KOoPPuUUenTH |cap, 5/ =0, To pe-

30HaHca He Oymer. UMeHHO fud BTOTO ciIy4das HaMu OBLIA JOKA3aHA TeOpeMa
cyulecTBOBaHusA B § 7.

11. Ecam b wppanmoHaixpHOe umcao, IpmdeM |¢p;| =0 (K =1, 2, ...
=0, +1, ...), To 3pamenareas B Qopmyae (74) He mMokeT oGpaTHTBCH
‘B HyNb. TeM He MeHee OKA3HBAETCA, 9TO IPH HEKOTOPHIX MPPANMOHAIBHBIX
3HAYeHNAX b, 00pasyoOO{UX MHOKECTBO MOIMHOCTH KOHTUHYYMA, HMEET MecTo

KBasmpesoHaHc m 3agada (68), (70), (71) ne umeer pemenma. Cayuamo 11 co-
OTBETCTBYET:

TEOPEMA HECYIIECTBOBAHUA. Vpasuenue (68) ¢ epanuunvimu
yeaoguamu (70), (71), npu ycaosuu

lenj] =0 (k=1,2, ...; j=0, +1,...)

npu HEKOMOPHIL WPPAYUOHAALHLIT SHAYEHUAL @, 00pA3YOUUL MHOIMHCECMEO
MOWHOCINY. KOHMUHYYMA, He UMEEM DeweHnus, HenpepvleHoee gmecme ¢ NPous-

0%u P*u

00KBMU — , —-o 6 0baacmu L).

JowrasareasncTBo. dag Toro uTobn papn (72) OuI cxopAummMcs, He-
06xX0auM0O, 9TOOH

lim [vyg;] = 0.
R—»—!—oo
j— oo
ITosroMy pmIA [IOKa3aTeNbCTBA TEOPEME HECYMIECTBOBAHUA J{OCTATOYHO
HMOKAa3aTh, 4TO CPefn KO>PPUIMEHTOB Yi; CYHIeCTBYeT CUeTHOe MHOMKECTBO
K03PPHINEHTOB, YROBIETBOPAIIINX HEPABEHCTBY
| Yrjl >V,

rjje [N — mpou3BONbHOE IIOJOKATENBHOE UHCIIO.
PacemorpunM MHO:ReCTBO (YHKIIWiA

fi(@) =kt —j2 (k=1,2, ...; j=0, +1, ...).

PaccMorpum Taxike MHOKECTBO Hylell BceX (QYHKIUI fpj, KoTopoe 0603-
HaumM deped S. MHOKeCTBO S ecTh, 0YeBHIHO, MHOKECTBO BCEX PAIMOHAIb-
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Hex umces. CGieoBaTEIbHO, TOYKM MHOFKECTB3 S IMOBCIOAY INIOTHO 3am0d-
HAIOT TIPAMYIO.

Besge B ganbHeifmiem, gms mpocToTel, GypgeM cuuTath ¢ > 1.

Bosbmem mnpousBossHOe mppanmonadsHoe umedo o > 1. Ilyers sromy
YHUCIYy COOTBETCTBYeT GecKoHEUHAs HelpepeiBHAA Apo6H

1
o = —_— 1
g1 + s +q_ .
5 .

BriGepem wawme-mu6o sBa muferca ki, j;, YAOBIeTBOpAIONiUe YCIOBAAM
I
ky >0, jll‘ = q1-

JanuM Temeppr ¢ Takoe HppanUOHaNbHOe 3HaYeHue, 4To0H APOGH !

ferg, !
hi| = rgee > N
Tlomaras
eng ! .
S
uMeeM
- . ____T‘l__.
| (hx.'hl > Iklo —]ll
Bri6upaem temeps ¢ Tar, 4ToGH
T
oo —J1] > N’
OTKYHA
v v
kl < v < kl + 51,
Tae

S
BriGupaem Temepp Kakoe-nmuGo 1esoe IOJIOKUTEIBHOE UHCIO Py, YHAOB-
JIeTBOPAIIOIIee eJUHCTBEHHOMY VCJIOBHUIO
1 1 1
91+'E<k—1+51, W py > -
u crpouM muTepBan (A4,, By), rme

: : 1
A1:%a BI:;‘._;ZQI"*__[)_I"

Buibmpas 3a ¢ = ¢, mobyn0 mppanuoHanbHyio TOYKy uHTepBaxa (A, By),
Oynem uMeTsh ’
Ve, | > V. (75)

Depem renmepp wawme-nmun60 pBa wuHIEKCA K;, J; YAOBIETBOPSIONIEE
YCIOBIAM:

Js 1
ky >0, 73-—-(]1—&——13;—{——3—-
2

! MuomnTenb 4n? npu 1,; B dopmyme (74) Ml onmyckaem.
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Ilo csoiicrBy mopxopsAmmx npobeit
7
4= € (4, B)).

Hdanum Temeph ¢ Takoe MPPALMOHAIbHOE 3HAYEHME, YTOGH HEPABEHCTBO
(75) coxpamsmocs m uTobH |Yp4 | > N.
ITonarasa
g |
ks + Js N3
¥ IOBTOPAA Te ke PACCY/KAeHHMd, HalileM, 4TO Ipu m0GOM HUPPAUOHAID-
HOM dYHCJe
03€(4y, By) - (45, By),
THe
i 1 1
=i B=atg s (m>g),
3
g2 + —
2
6yRyT cOGIIONATHCA HepaBeHCTBA:

Ve >Ny e, >N
OTCIOIIa 1o HHIIyI{LIPIH BbLITEKaeT, YTO MOMHO HOCTPOETB TIocJie0BaTeIb-

HOCTb WPPANMOHAJBHEIX TOYEK {05y} M MHTepBAIOB (sz’;l, _Iim_Z) Ta-
24+1 2042
KyI0, 4YTO

34 .
Rans1fensy

S ! ->N mpu n=1, ... t.

on+V2n+1 ] | K981 — Tinar i

N ; «‘rk

Benny Brbopa MHAERCOB Kont1, jant1 HOCIEAOBATENIBHOCT TOUEK {02i+1}
6ymer WMMeTh TOUYKY CrYHIeHHSA ¢, OPHHALIKAMYI0 OJHOBPEMEHHO BCeM
unTepBauaM (Asiti, Baiy1), T. €.

—8

&€ (‘42m+1, B2m+1)
m=0
M Ui KOTOPO# BCe
N : i = 1 2 oo )e
l {k2n+1’2n+1 >N 125 0e0)
ITa TOYKA CTYIIEHMUSA 6yner mppauuOHANLHEIM YHCIOM
1 .
v=q -+, 1
Py + 92 +

Hampomy uppanuonanpHoMy wmeny o > 1 MH MOKeM OJHO-OJHO3HAUHO
COMOCTABNTH MPPALAOHATBHOS UHCIO ¢.

Orciona BHTERAET, YTO MHOKECTBO HPPAIMOHANBLHHIX 4HCeJ ¢, IOpH KO-
Topex 3amauda (68), (70), (71) He mMeeT peIIeHNMs, WMeeT MOIHOCTH KOHTH-
HyyMa, 9T0 B TpeGOBasoCh AOKA3ATh.

§ 11, Ilpumep BecymecTBOBAHMA IepHOHUECKEHNX pelleHH

OcHoBrIBasich HAa TeopeMe HECYI[eCTBOBAHUS NEPHOANYECKAX pEUICHMI,
JOKas3aHHON B IpefngymeM naparpade, JeTKO IIOCTPOUTH CKOJBKO YTORHO
IPEMEPOB HEJIWHOWHBIX YpaBHeHmiA, CoAepsKam(dX Manablii mapameTp 4,
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KOTOpPHIE 3aBe0MO HE HMET NepHOAWYEeCKHX pemleHHWi, ABJIAKIIKXCH T0J0-
MOpPHEME (PYHRIMAME OT [, HECMOTPA Ha TO UYTO COOTBETCTBYIOUIME JIH-
HeifHEIe ypAaBHEHHSA HMEIOT IlepHofnuecKkoe pemmenme. B sToM Imaparpade M
paceMoTpuUM TpUMEp, M3 KOTOPOTO BMecTe ¢ TeM Oydger BmAeH W OOmMmit
TYyTh [If HOCTPOEHHUS ITOFOOHHIX IIPHMepoB.

Teopema HecyumeCTBOBAaHUA COXPAHAET CBOIO CHJIY M B TOM Cilydae, €ClU
MOAyJNN HEKOTOPHX u3 KosPUUUEeHTOB ¢ paBHHE Hymw. CyilecTBeHHEIM
SIBJIAETCA JIMb CIenyiomee: MHOKeCTBO HyJdelt Bcex QyHERNmA fi;(v) =
=k?¢v?2—j?, vy KOTODHX MHEEKCH K, NpNHEMAKT TAaKWe BHAYEHHUA, HpPH
KOTOPHX |cpj| 5 0, MOMHHO cofepsiaTh TOYKM, IIOBCIOAY IIOTHO B3AIOJNHA-
wire NpsAMYI0 MM 10 KpaiiHelt Mepe Kakroifi-HmOyAs OTpes3OK IpAMOI.
Torga Ha »TOM OTpeske Beerfia HaHAyTCs HpPpanuoHAajibHEE SHAYEHUHA d,
PN KOTOPHIX CKOJIb YTOAHO OJbIIOe 9mca0 KO3QOUINenToB Yxj (HCUIUCIIMOE
MHOeCTBO) Oypmer mo Mopyimo Ooublle, deM IIPOM3BOJbHOE gucio V.

Ilycrs mano ypasuenme

J%u iu
¢ TPAHNYHEIMHA yCJI0BHAMA
2(0,5)=0, u(4,)=0 (70)
u(z,0)=u(x,1)
ou _ou| (71)
Ot jt=0 Ot |t=1
Bynem uckars pemenme samaum (76), (70), (71) B Bupme psapa
U, 1, 1) = o (2, 1) + oty (, 1) + ... (77)
DyHRIUA Uy U 4, JOJGKHE YIOBIETBOPATH YPABHEHUAM
0u *u
TR — G — 0,
ug (z,0) = ugy(x, 1)
uo(0,0)=0, uwp(l,n=0; " (78)
du, __Ouy,
Ot |t=0 0t |i=1
02 02
T =k 1)
uy (2, 0) = uy(z, 1)
00,0 =0, u(t,H=0 79
ou, _ Ouy
Ot Jt=0 0t |t=0

Hycrs Temeps 0(t) Gyner gynkuus, ymoBIeTBOPAMIGAA CIACLYIOWAM YCIO-
BAAM:
1) 6() =6 (¢ + 1);
2) 6(¢) mempepniBHA BMecTe ¢ IPOUBBOJHEIMI He HIGKe 2-TO IOPAAKA;
+oo
3) myers 02(f) = 2qk eh27il 1 mycrs Bee KOBPPMUIEHTH ¢, BeIleCTBEHHEI

=—00
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U OTJIAYHHE OT HYyJdA:

Qk?&O (k=O7i1"")'

Honomum Temeps:

@D (z, t)=sin 'rr.:c(

dzh
o T n20> .

HemocpencreenHoil mpoBepxoil jerxo ybegntsesi, 4to OpH TaroM BHOOpe
¢yurmun O (z, t) nuueitHoe ypasuesiue (78) uMeeT mpu n060M ¢ IEpPHORM-
gecKoe peHleHne

g (x, ) == 0 (¢)sin 2. (80)

Jloramem Temepsh, UTO YpaBHeHHe fAas u, (x, 1), T. e. (79), He mmeeT pe-
meHus1, pasiparalouierocs B cxojgumniica pag @ypse Buga

400 o

uy(z, 1) = E E Yejsin j oy ek 2w, (81

h=—c0 j=1

HeitcTuTe1sHO, pasnoskenue QyHRumm ul(z, t) mMeeT BU:
u?(x, t) = sin?nx 62 (1) =

+

foo]

/)8

_8 9 ; i h2mit )
- w(ﬁj—i)(2]‘+1)(2/’+3)Sm(2]+1)w’xe . (82)

j=0k

Hopncrasusas (81) u (82) B ypasuenue (79) u cpaBHuBaA KOIPPUIHEHTEL,
HAXOANM:
Dj 9k -
‘\{2.7'+1,k == (2] T 1;2 aZ — k2 (Y?f,k == 0)7

rae
.__8 1
bi= = =i FnEi ¥

IloraskeM Temeph, 4TO HAJJe:KamlEM BHOOPOM YHCHA ¢ MOMKHO CKOJb-
yrojgHo Goabinoe dmcio KopPPuuueHTOB (OeCKOHEUHOe MHOKECTBC) CAENATh
OoJBIINME TIPOM3BOABHOTO 4mcia [N. MruomecTBo Hyseir Bcex QymEIui

fosern ()= @j + 12—k (j=0,1,..5k=0, £1,...

eCTh MHOKECTBO BCeX II€JBIX YHCeJ U BCex ApoOell ¢ HeYeTHHIMH 3HAMEHa-
TeaaMu. TOUKM 5TOTO0 MHOMKECTBA IIOBCIOAY IIOTHO JIeyKAT HA IIPAMOM.
droro 00CTOATENHCTBA yiKe MOCTATOYHO, 4TOOR TeopeMa HeCyIleCTBOBAHUA,
JOKa3aHHad B IpenpiAyiieM naparpade, OnIa NpPUMeHNMMAa K 9TOMY CJIyYalo.
Taxum ofpasoM m3 dTOTO HpPHMEpPAa MEI BH/JAUM, YTO TEOPUIO IePUOjH-
4eCKHX pelleHmit, mocTpoeHnyio Ilyanrape pmis oOHKHOBEHHHX Aufdepeniu-
aJbHBIX YpPaBHeHHII, B HEKOTOPHX CJAYYaAX HEIb3A PACIPOCTPAHHMThH HA ypa-
BHEHHSI B YACTHHIX IPOM3BOJHEIX.
Hayuno-ucciex. uHCTUTYT
MaTeMaTHKN ¥ MeXaHUKU
JlenuHrpagck. roc. yHHBepcHTeTa
uM. A. C. bBy6uosa.
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N. ARTEMIEV. UBER DIE PERIODISCHEN LOSUNGEN DER NICHTLINEAREN
PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ZUSAMMENFASSUNG

Viele Aufgaben der Schwingungstheorie fithren zur Untersuchung der
periodischen Ldsungen der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen.
Die nichtlineare Aufgabe iiber die Schwingungen der Saite ist eine
Aufgabe solcher Art, welche man in folgender Weise formulieren kann:

Man finde eine Funktion u(x,i) welche der partiellen Differential-

gletchung
TR @ =0, 1) + 1) (1)
a2 ox* ’ tr
[¢ ist eine Konstante, @ ein kleiner Parameter, f(u) ein Polynom,
® eine periodische Funktion der Zeit t, d. h. ®(z,t) == ®(x, ¢ + 1)], den
Randbedingungen

u(0,t)=0, u(1,t)=0 (2)
und den Bedingungen der Periodizitét

u(z,0)=1u(z,1)
du __ Ou
Bt ft—0 oL

()

t=1

gentigt, und die nebst ihren Ableitungen bis zur 2-ten Ordnung?! im

O0<z<<1
O0<t<<1

Fiir die Losung unserer Aufgabe benutzen wir zwei Methoden, die
miteinander eng verbunden sind. Die erste Methode besteht in der
Zurickfithrung der Aufgabe auf ein unendliches System von Integral-
gleichungen, fiir welches wir den Existenzsatz vermittels sukzessiver
Annshegung beweisen. Die zweite Methode besteht darin, dass man eine
Greensche Funktion in effektiver Weise construiert. Vermittels dieser
Greenschen Funktion wird das Problem auf die Lésung einer nichtlinearen
Integralgleichung zuriickgefiihrt.

geschlossenen Gebiete ?2{ stetig ist.

! Unter partiellen Ableitungen 2-ter Ordnung werden wir nur diejenigen verstehen,

. s g . ’u A%
welche in die Gleichung (1) eingehen, d. h. 3 o -
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I Methode

Wir suchen die Gleichungen (1), (2), (3) durch Fourierreihe von der
Form

u(zx,t) = ]/TZ i 2, (1) sin knz (4)
k=1

zu befriedigen. Durch Einsetzung der Reihe (4) in die Gleichungen (1),
(2), (3) und Vergleichung der Koeffizienten von sinkrz erhilt man das
unendliche System von gewbhnlichen Differentialgleichungen

Zh F2at k2, = Dy (1) + W fp (2, 23y --0) (5)
mit den Randbedingungen der Periodizitit
z(0y=2z(1) \ (6)

2(0)=2(1) |

Hier sind ®, die Fourierkoeffizienten der Funktion @ (z,t), fr (21,22, -+ )
die Fourierkoeffizienten der Funktion f[u (z,t)], die Potenzreihen von un-
endlich vielen Verinderlichen z,,z,,... darstellen!. Vermittels der Green.
schen Funktionen

0050),‘<lt——r1——;—;\
Gk(t,T)——-“ ” , O<t, T<1, wk=ﬂak
kasinif‘

fiihren wir das System von Differentialgleichungen (5), mit den Rand-
bedingungen (6) auf ein unendliches System von nichtlinearen Integral-
gleichungen

B =B+ [ G DR 5,1 (k=1 ()

zuriick, wo
1
By (1) = g G (t,T) Dy (1) dT  (k=1...). (7
Die Funktionen Gj erfiillen die Ungleichungen
G ()| < —er (h=1...). (8)
k| sin 3 l

Wenn ¢ irrazional ist, so ist jede Funktion G beschrinkt, aber die
Gesamtheit der Funktionen Gy ist nicht beschrinkt. Wir sagen in diesem
Falle, dass Quasiresonanz eintritt. Ist a eine ganze oder rationale Zahl,
so wird der Nenner mancher Funktionen Gy zu Null. In diesem Falle

U Wir beweisen (siehe Hilfsatz I in Arbeit), dass die Einsetzung der Fourierreihe
in Gleichung (1), (2), (3) erlaubt ist.
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tritt reine Resonanz ein. Sei a=2m-1 (m ganze Zahl)! und sei f(u)
ein ungerades Polynom. Dann suchen wir die Gleichungen (1), (2), (3)
durch eine Fourierreihe von der Form

w(z,t)=) 2 izml(z)sin k-1 wx, (9)
h=V

welche nur ungerade Koeffizienten enthilt, zu befriedigen. In diesem
Falle nimmt das entsprechende System von unendlichen Integralgleichungen
die Form

Zan+1(t) = Borya(2) + P’S Garyr(t, T) fars1 [21 ()5 25(T), .. 1d T (10)
0

an. Siamtliche Greenschen Funktionen G, erfiillen die Ungleichungen

|Garia(t, )| < g (k=0,1,...,00 M=Const.)  (i1)
Wir haben bewiesen, dass in diesem Falle das System (10) bei genii-
gend kleinem P (und anderen Bedingungen) eine im Intervalle 0 <<t <1
stetige (nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen) Losung hat, die
periodisch 1ist. :
Fir den Beweis des Existenzsatzes fithren wir den Begriff des Funktio-
nalraumes A4,, ein.

Definition. Die Funktion ®(z), welche der Summe der Fourier-
reihe

O (zr)=)2 D L sin krz (12)
k=1

gleich ist (wo m eine ganze Zahl =0), ist ein Punkt des Funktional-
raumes A, wenn die Reihe (12')

S =<+ o (127
k=1
konvergiert.

Es sei @;(2)€ A5 und ®,(x)€A; und seien
Dy (2) = V2 X, % sin ke, Dh=c
k=1 h=1

Oy(0) =V2 X Y sinkrr, By — ok
k=1 k=1

1 Der Existenzsatz bleibt auch fir a =
Zahl ist.

2m+-1 L1 . .
p gultig, worin ¢ >0 eine ganze
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Dann werden wir die Grosse

E (yk - y;t )2 ’

k=1
Abstand der Punkte ®;(z) und ®,(z) des Raumes A; nennen und werden
sie mit dem Symbol

w [Py (2), Dy ()]
bezeichnen. Fir beliebige Punkte, die dem Raum A,; angehéren, werden
die drei Grundaxiome des metrischen Raumes erfiillt, z. B. das Dreieck-
axiom
WDy (), Py ()] < w [ D (2), Py ()] + w [Py (), Dy (2)].
Ist f(u) ein Polynom, so besteht bei |u;|<<bd und |u,|<<b, wo
b beliebig aber fest ist, die Ungleichung
[f (1) — f () < a® (uy — u,)?

wo o eine Konstante ist. Setzen wir
u,(z) = ]/Q Eu,’{ sin krx
k=1
i fee)
uy(z) =}/ 2 E ur'sin krx
h=1

und nehmen an, dass die Funktionen u; und u,%A; und dass fiir jedes x

luy (@)l < b, [ug(2)i=<b.

Dann gilt die Lipschitz’sche Bedingung
r{f(uy(2), fug ()] < arlu, (2), uy ()],

wo r das Symbol fiir den Abstand im Hilbert’schen Raum ist. Unter
Benutzung des Begriffes des Raumes A, und der Lipschitz’schen Bedin-
gung lasst sich, mittels der Methode der sukzessiven Anndherungen, leicht
der folgende Existenzsatz beweisen:

I Existenzsatz. Das System von Integralgleichungen (10) hat
unter der Bedingung, dass

N @1 Dhs (1) = C () <2 < LB 02y <),
k=0
. 1 1 < 1
w<win(yg ) M= T 72:]/2 AR T

o
1
. g 12 ar  —
A=—4 3{2’ — max ({51, ﬁ2) s — V (Zk+ 1%

8, = max| ' ()| |

1 /~«r
B, = max (fr(y | PO ISV 2%
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eine Losung Zip41(2) = Q2r41(t), die dem Raum A; angehért, wobei alle
Funktionen @zry((2)(k=0,1,...) stetig im Intervalle O0<<¢<<1 und
periodisch mit der Periode 1 sind, falls die Funktionen ®,,,4(t) dieselbe
Eigenschaft haben.
Aus diesem Existenzsatz erhilt man den folgenden Existenzsatz fiir
die partielle Differentialgleichung (1) mit den Randbedingungen (2), (3):
Il Existenzsatz. Ist a=2m-+1 (m ganze Zahl)

) =ayu + agu® + ... + Goppq wn,
[f(ug) —f (ug) | < alul—uzs bei |u|<) 27,

D (z,t) = }/2 3/22211 sin 2k+1)rx

Eyml(t e <e

(wo die Konstante c¢ geniigend klein ist), wobei die Funktion & (z,1)
stetig in ¢ ist bel 0 <<t <<t und ®(z,¢t)=P(x,t + 1), so hat die Glei-
chung (1) mit den Bedingungen (2), (3), bei geniigend kleinem ., die
Losung u (z,t), welche periodisch in ¢ mit der Periode 1 und nebst ihren

2
Ableitungen zweiter Ordnung gtl:, gxuz stetig im Gebiete Q ist.

Ferner beweisen wir, dass die Losung von der Form (9) bei Erfiilllung
der Bedingungen des Existenzsatzes einzig ist. Im Falle der Quasi-Reso-
nanz kann man den Existenzsatz mit dieser Methode nicht beweisen. Die
Frage, ob in diesem Fall eine periodische Losung existiert, bleibt vorlau-
fig offen. Wir beweisen, dass unter gewissen Bedingungen die Aufgabe
(1), (2), (3) bei =0 keine Losung besitzt, die in eine konvergente
Fourierreihe zerlegbar ist. Wir formrulieren hier den Nichtexistenzsatz:

Nichtexistenzsatz. Die Gleichung

0%u 8 u

ﬁ———a = ®(z, 1),

e} —+ oo

D (z,t) = 2 E Crj Sin kmx eI 2w

h=1 j=—00

.

eine absolut und in € gleichmissig konvergente Fourierreihe ist, wobei
|erji==0 (k=1,...00; j=0,4+1,...+ ) hat bei gewissen irrationalen
Werten von ¢! keine Losungen u(x,t), die den Randbedingungen (2), (3)
geniigen und welche nebst ihren Ableitungen 321:, gZ:un Gebiete Q stetig
sind.
Endlich beweisen wir, dass die nichtlineare Gleichung
b 2u ou
a_tT-azo_ﬁ:,(D (z, t) o pu?,

1 Die Menge dieser Werte a hat iibrigens die Machtigkeit des Kontinuums.

NMEH, Cepua_mareMaTuy., Ne 1 4
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WO

O (z, t)-smnx(az—}-aznzf)) 62(t)_2qkek2"” gn#0 (k=0,41,..)

k=—o0
(8(t) nebst ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung bei O0<<t<<1
stetig ist), welche bei =0 eine periodische Losung besitzt
uo(x, t)=10{(¢)sinwTx
bei p =0 keine Losung hat, die in eine konvergente Reihe nach Potenzen
von W zerlegbar ist.

_Bemerkung. Wenn man jede k-te Gleichung des Systems (10) mit
V 2sin (2k+1) e multipliziert und dann nach k addiert, so erhilt man

]/52 Zop+1 (B)sin kDT =u (z, t) =

|
/ 8

u S Gony1 (2,7) sin (2K+-1) T2 [ @opy 1 (T) 414 fons1 (21, 23, ---)] 7. (13)

Ersetzt man in Formel (13) die Fourierkoeffizienten ®gp4; und for4q durch .
ihre Ausdriicke

Do ()=} 2 (cp(e 7)sin (2k-+1) nt dt

fort1(21, 23, -.2) = I/EX f(u (&, 7)) sin (k1) wk dt

und vertauscht die Zeichen der Summe und des Integrals, so erhilt man
die Integralgleichung fir u (z, t)

wg )= ([ K@t 6 90E ) +pf@E e, (19

2

@m + 1) (— )" K (2,8 £, %) = 5 Dy (©) — 6 2y (o)

i=1 i

d] -

I
w

0 =m(@z—E—T), 0,=n(e—Ei+T)
0y =T (z+E+T), 0, =n(z+E—T)

:(2m+1)<|t——‘t]——;~>
( 1 wenn 2kn—g<w<(2k—{—1)ﬂ

NJ] A S ——

y(w)zJ 0 » w:krc——%

l~1 » RE+)T— T <0< Qk+2m— 3.

Dieser Gleichung (14) geniigt jede Losung, die dem Existenzsatz I ent-
spricht.



