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Споеобъ непоередетвеннаго интегрировашя уравнешй въ разно
стяхъ.—Объ интегрирующемъ множителе неточныхъ разностей,— 
Зам^чаше относительно диФФеренщальныхъ уравнешй 1-го по
рядка, образующихся изъ начальной чрезъ посредство двухъ 
поед&доватежьнмхъ д&йствгй: диФФеренцировашя и искдючея!я 
постоянной. — Объ интегрирующемъ множителе линейныхъ диФ
Ференщальныхъ уравнешй. — Зависимость, существующая между 
интегрирующими множителями производныхъ отъ одной и той же 
начальной. -~ Вопросъ относительно зам&неюя независимой пе
ременной х другою переменною t приводится кь отискивашю 
зяачешя интегрирующаго множителя. —- Лемма. — Заключитель

ные выводы. — Прибавлеше. 

Примтьчаиге. Ссылки съ указашями страницъ относятся къ сочинешю моему «Диф-
ференидальныя и разностныя уравнешя»; въ тФхъ же случаяхъ, когда ссылка де
лается на 'иужерЪу надо разуметь нумеръ настоящей записки. 

С T A T Ь Я I. 
Непосредственное интегрирование уравнен!! 

въ разностяхъ. 
1. Въ настоящей стать* предлагается р^шеше сл1>дующихъ 

вопросовъ, до сихъ поръ неизсл'Ьдованныхъ: 
1-е, Еакъ узнать, что уравненге въ разностяхъ 1-ю поряд

ка сь двумя переменными, независимою х, зависимою и, есть 
результать одного только дгьйствгя взятгя разности. 



— 226 — 

2-е. Какь должно интегрировать точную разность какого 
пи есть порядка? 

И, какъ заключительный выводъ изъ решетя последняго во
проса, предлагается способъ узнавать точную разность также 
и въ томъ случае, когда уравнеше какого ни есть порядка. 

2. Предварительно условимся въ способа означешя. 
Символомъ и ^ ж = 0 будемъ изображать начальную функщю 

вида F(x, и)=0, въ которой х имеетъ приращешемъ число 
постоянное äx=h. 

Когда возьмгется разность этой начальной относительно од
ной переменной х, напишемъ 

-— Дач 
Дл? 

Точно также, обозначимъ чрезъ 

-т— Дгг 
au 

взяпе разности начальной, относительно одной переменной и. 

Когда же въ количеств*, обозначенномъ чрезъ —~ , изме-
Дге 

нится только одна переменная х въ х + Л, и потомъ возь
мется разность, напишемъ 

д2и 
Дге Д# au Да?. 

При такомъ означенш, полная разность начальной изобра
зится уравиешемъ 

ди Л , /ди , д2и л \ к 
д ^ А ж + ( д ^ + д ^ д ^ ^ ) л ^ ° -

Въ самомъ деле, по условно имеемъ: 

TÏ TT — A U л 
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TT TT A ü A 

yjuJ^äu,x — Vu%x = д— &М 

д2и 
и%4.Аге,ж4-Аа; —' iJ^x^-àx —— Uu^-ащх ~Ь U^,a? = т—т— АиАх, 

ш сумма этихъ частныхъ разностей доставляетъ 
AU fA\] A2U \ 

какъ и должно быть. 

Положивъ же 

mi AU w AU , Д2и А 

Да? Au Au Ах 

получимъ общш видъ уравнешя въ разностяхъ 1-го порядка 
1-й ст. съ двумя переменными, 

(1) . . . . . . MAa?+NAii=:0. 
3. Возьмемъ разность отъ M по одной переменной и; бу-

детъ: 
д2и дм 

(2) . . . . = — . 
4 ' Ax Au Au 

Возьмемъ разность этого последняго количества по одной 
переменной х; будетъ: 

\ / • • • • • • &х*Аи АиАх * 

Беремъ наконецъ разность отъ N относительно одной пе
ременной х9 

AN _ Д2Ц А3Ц 
Ах ~~~ АиАх Ах*Au ' 

A2U А3Ц 
АиАх ' Ах2Au' 

вляемыя (2) и (3); получимъ формулу 

и въ это выражеше вносимъ значешя -АляАм, T~~TXZ> Д°стае~ 



— 228 — 

AN ДМ , Д2М —-=——•4---—-—&х, (1) Дл* au ktt&x , 

которая и составить полное решете перваго изъ предложен-
ныхъ вопросовъ. Всякш разъ, когда найдемъ, что значешя 
M, N удовлетворяютъ условно (I), будемъ знать, что предло
женное уравнеше интегрируемо непосредственно. 

Въ случае приращенш безконечно-малыхъ, формула (I), пре
образится въ известную формулу Эйлера 

dN _ < Ш 
dx du * 

4. Это же услов!е получится если къ (1) прим'Ёнимъ ел*-
дующш способъ непосредственнаго интегрировашя. 

По уеловш им'Еемъ 

МДж + М м = ди1| |Л. 

Возьмемъ интегралъ члена МД#, принимая и за постоян
ное; обозначивши этотъ частный интегралъ чрезъ U', будетъ 

Беремъ потомъ полную разность этого интеграла, 

д1Г=МДж + \<w+^&^uMt 
AM AXAU { 

и результатъ вычитаемъ изъ даннаго уравнешя, 

наконецъ, разсужд аемъ такъ: 
Левая часть этого равенства есть точная разность, сле

довательно и правая часть должна быть точною разностгю; 
а такъ какъ это последнее можетъ быть только въ томъ слу
чае, если количество помноженное на au будетъ независимо 
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отъ х. то и имеемъ, какъ выражеше необходима™ и доста-
точнаго уелов1я интегрируемости, формулу 

AN A'miàx) à3(miàx) A 
- J L - ~-_—L. Да? = о # 

àx àuàx Дат Дм 
А это и есть (I), ибо 

А2(£МА;г)__АМ_ а\Жах) А2М 
Аг«Да? Au ' Да?2Дг« Aa?Aw * 

5. Следуя этому методу можно заключить о точности или 
неточности разности какого ни есть порядка. А именно: если 
вышеизложенное последовательное интегрироваше закончится 
такою разностш, которая будетъ функщей одной переменной,— 
это будетъ значить, что предложенная разность точная; въ 
противномъ же случае, если последняя разность не будетъ 
функщей одной переменной, заключимъ, что предложенное 
уравиеше есть разность неточная. 

Для примера, найдемъ интегралъ следующаго уравнешя 2-го 
порядка: 

(ж + 2Аж)2А2м + 2 (2ж+ЗАж)АжА^ + 2 м А ж 2 = 0 . 
Для краткости будемъ изображать его чрезъ AU. 
По вышесказанному, беремъ интегралъ по одной перемен

ной х члена 2%Да?2, заключающаго въ себе низшую разность 
функцш; обозначивши этотъ частный интегралъ чрезъ U', 
будетъ: 

U' = и(°2хАх + Ах"). 
Полную разность этого интеграла, 

AU' = îuAx2 + (2я? + ЗД^)А^Дг«, 

вычитаемъ изъ AU; получаемъ 
AU — AU' = (х + 2 Д ^ ) 2 . Д 2 и + ( 2 ^ + З Д ^ ) Д ж Д г / . 

Въ этой разности интегрируемъ по х опять членъ съ низ
шею разностш функцш; обозначивши этотъ новый частный 
интегралъ чрезъ U", будетъ 
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U" = (x* + %xAx)Au. 
Полную разность этого частнаго интеграла, 

до" = (2а? -f ЗДж)Да;Ди + 1 (х + Дж)2 + 2(а? + àx)Ax | ДЧ 
вычитаемъ изъ AV — ди'; полу чаемъ 

ДП — ди' — AU" = Ах2А*и. 

Правая часть этого равенства есть функщя одной пере

менной, такъ что Ахй ) Д% = Ах2Au; следовательно предло

женное уравнеше есть точная разность перваго порядка отъ 

~ + и(2а? + Да?) \Ах + (Х + Axf.Au = 0. 

Чтобы узнать не есть ли предложенное уравн. точная раз
ность 2-го порядка, проверимъ г̂елов!е интегрируемости от
носительно только что найденнаго перваго интеграла. 

Имеемъ: 

М Ä he + и^Х + Л^' N = (а; + Ах)\ 
Такъ какъ 

ДМ Д2М AN 

и этими значешями yanoßie (I) удовлетворяется, то и заклю
чаема что полная начальная можетъ быть найдена, такъ же 
какъ и первый интегралъ, непосредственно. Впрочемъ и не 
проверяя уелсшя, можно придти къ тому же заключешю. 

Въ настоящемъ случае интегралъ члена МДа? по х есть: 

7 М Д # = = ^ + и.х\ La Ax 

Полная разность этого интеграла будетъ: 

Д ( / М д ^ J = с + и(2а? + Да?)До? + (х + ах)* Ли. 

http://Axf.Au
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Вычтя ее изъ даннаго уравнешя, то есть изъ МД^+^Дге—05 
и взявъ потомъ интегралъ, найдемъ 

Это и есть полная начальная. 
6. Должно однакожъ заметить, что въ нФкоторыхъ случаяхъ 

можетъ встретиться необходимость брать интегралъ не съ 
низшей разности, а съ высшей, и не по х, принимая за по
стоянное ге, а по произведет«) àu(x + А), какъ въ сл^дую-
щемъ примера: 

Пусть (х + 1) (х + 2)Д3и = 0 , Д# — 1, 

Разность произведешя двухъ функщй х, напр. v.у, есть, 
какъ известно, 

A(vy) = üAy + (Ду + у)Д*;. 

По первому способу мы брали частный интегралъ 

vjUiy = vy; 

по другому же способу, интегрироваше начинается съ члена 
(Ду + У) Ая- Ясно, что онъ образуется изъ г?.у посред-
ствомъ взяйя разности отъ г?, и одновременнаго изм1?-
нешя у въ y-j- Ду; поэтому, на оборотъ, частный интегралъ 
по произведеньюj будетъ ь. у; то есть онъ получается изъ про
изведешя (Ду + y)kv посредствомъ одновременнаго измене-
um kv въ v, ,и у въ у — Ду. 

Принявъ только что сказанное во внимаше, изм^няемъ въ 
данномъ уравненш х въ х — 1, а Д3м въ Д2ге; будетъ 
U'=:x(x-^ 1)Д2«*, гд* U' употреблено для сокращешя р^чи, 
какъ и въ предыдущихъ прим'Ьрахъ. 

Полная разность отъ U' будетъ: 
{(х + 1) (х + 2) — ж(ж 4- *)] Д2^ + (^+ 1) ^ 4~2)Д3м — Ди\ 
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Вычтя ее изъ даннаго уравненш, которое обозначаема какъ 
всегда, чрезъ MJu%œ, получимъ 

д и ^ - Д и ' = - 2 ( ^ + 1 ) Д ^ 

Опять беремъ частный интегралъ посредствомъ одновремен-
наго изм^нешя Д2м въ Дм, х въ х—1; будетъ: 

U" = — 2а?Ди, 

Полную разность этого частнаго интеграла, которая есть 

До" = [— 2 (а? +1) + 2х] Au — 2(х + 1)ДЧ 

вычитаемъ изъ До — Д1Г; получаемъ 

AU —Д1Г —AU"=2Aii. 
Такая окончательная разность, въ которой, какъ въ насто-

щемъ случае, правая часть, 2Дм, есть функщя одной пере
менной, доказываетъ, что предложенное уравнеше есть точ
ная разность относительно уравнешя 

U' + U " + 2M + C = 09 

то есть относительно 

х(х-\-{) \2и — %хАи + %и + с = 0 , 

которое и есть его первый интегралъ. 

Проинтегрировавъ этотъ первый интегралъ по тому же спо
собу, увидимъ, что интегрироваше остановится; а именно 
получится 

х(х—-1)Ди —4(а?—1)г* + &£ + с4+6 / м = 0 . 

Относительно другихъ пршгЬровъ отеылаемъ къ следующей 
и къ последней статьямъ. 
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С Т А Т Ь Я II. 

Объ интегрирующемъ множителе неточныхъ 
разностей. 

7. Изъ формулы (I) нетрудно вывеси уравнеше для опре-
д^летя интегрирующаго множителя р. уравнешя 

МДж + NAM = 0: 

надо только заменить въ ней М, N произведешями М[А, N[A. 
Если это сдт>лаемъ, то получимъ следующее уравнеше 

Да? Дм ДгсДяпДиДя? 

. L , , ДМ, /ДМ , Д2М V ) Дк-

/ДМ Д2М Л _ м _ ^ ( ^ £ 
\ku + kuAxJ kxlkx + 

(ДМ AN A2M } = 
| Дм До? Д « Д ж ^ 

Не останавливаясь покаместъ на этой формул* по причи
на ея сложности, обратимъ исключительное наше внимаше на 
уравнешя линейныя; это будетъ т$мъ полезнее, что инте-
реснМние вопросы, къ которымъ теор1я разностей примени
ма, приводятся къ уравнешямъ линейнымъ. 

8. Итакъ, пусть &x=i, и докажемъ следующее приме
чательное предложеше: 

Если изобразимъ чрезъ w4, ui9 .....un частные интегралы 
линейнаго уравнешя 

А ^ + А / - * д*-^+А/-1)Д , |-2«+..+А'тД|г+Ал11====«, (1) 
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л (*—о А (»—*) A' « А данныя, вообще, 

ВЪ КОТОрОМЪ AJ" \ А х
к , >Л-х< txœ *f ff un 

между собою различные функцш х; чрезъ и г% «'• г, ••••> г 
послЪдовательныя разности общаго члена частныхъ ивтегрс-
ловъ иг, г—\9 %,...щ чрезъ Bœ определитель 

и?~\ Щ*-' ик 

* _ 4 * - 8 

котораго значеше есть, какъ доказано въ моемъ сочиненш 
(стр. 285), 

1 - А ^ ' + А £ ? - . . . (-1)-A^ J .... (И) 

(а?) фактор1альный указатель; и наконецъ, чрезъ Шх отношеше 

<Ш„ 

разумея подъ 
К' dur

m-*' 

<Ш„ 
du„ 

производную отъ определителя, взятую по элементу иг
п~1: 

тогда интегрирующгй множитель (1) будешь M , , а первый 
интегралъ 

Dik—А м + * г ^ - А 2м+ 
rfD dD . -,— Au -4—г— и (— г (2) 

Доказательство, — Помножимъ об* части (2) на D и 
пишемъ г последовательно значешя 1, 2 . ж 

следуюЩ1Я п уравнешй: 
х « при-

п; получимъ 
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JL d D л , d D 

"2 « и 2 

+ л Г , А " + *;;" = в .п. ) • • (3) 

dB An—i г dB 

4- -f® л. , <© 
и " * 

Ясно, что если результат исключешя изъ этой системы вс*хъ 
п разностей и, будетъ полное значеше м, то есть 

« = ' А + «А + «,«.,'. . . . а) 
то изъ этого необходимо придется заключить, что каждое изъ 
п уравнешй этой системы есть относительно (1) neZl Г 
««рал, и что следовательно, (2) есть общи членъТтихъ" 
интеграловъ. Если же это докажется, то останется взятьГз 
ность (2) и уравнять между собою ковффщценты ZZIZ 
разности и (1) помноженнаго на M An- иилУченнои 

ю+i' л такъ какъ m. m лученной разности коэффищентъ при д»в б у д е т ъ Г 
необходимо, это количество и должно быть интегпи™ ^ 
множителемъ (1). ИШегРирующимъ 

Итакъ, исключимъ изъ (3) одновременно вс* оазноо. 
«; получимъ, какъ известно изъ теоши 1 * Р ™ °ТЪ 

366), слдувщщ результат: Р опРеД*лителей (стр. 

з **du' 
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Но 
<f-4D d"-»D 

du,n-l..du'n~ " d«1
n- ide ï*- î . .dM' l ,

— 2' 

а потому, по сокращенш, получимъ (4). 
Что и треб, доказать. 
9. Другаго рода доказательство приведено въ следующей 

статье. Мы прим'Ьнимъ оба доказательства къ следующему 
уравнению 2-го порядка 

Надо доказать, что Мж+1 есть интегрирующШ множитель это
го уравнешя, а 

._. 1 (dD . . dD | ' 
(2) KWr^w+^rMrCr 

первый интегралъ. 

Напомнимъ, что мда = ^ - ^ , - , Вда—с[1 — A ' ^ + A ^ J ^ . 

i dD 
Сверхъ того можно для краткости пололшть Ма? = у..-̂ -—-

Итакъ, беремъ разность (2): 
М^ .Д 1 « + (ДМ, + M', M) Au + Д М > = О, 

и, по помноженш (1) на Ма?+1, уравниваемъ между собою 
коэффищенты; получимъ: 

ДМ« + М' а ) + 1=М а ,+ ,.А'1Г 

АМ'Ж = МЖ+1АЖ. 
Изъ посл^дняго имФемъ непосредственно: 
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Внеся же это значеше въ первое, найдемъ, сперва, 

М.+, (1 - A ' e + A J - Мж +%Mœ+l. А. = О, 

а потомъ, по причина равенства 

^Х+1 А А ' I А 

X 

2fi±î. М ж + 2 - (2 - A'J M - + l + M, = 0. 
UX+i 

Для приведешя его въ просгЬйшШ видъ, положимъ 

N^ AT dD 

тогда получится, по сокращенш, 

N, + s - (2 - A ' J N e + I + N. (1 - А', + А.) = 0. 
Что и есть услов1е для опред*Влешя множителя, и при этомъ-

то условш (2) будетъ общимъ членомъ первыхъ интегра-
ловъ (1). 

Изъ этого услов1я тотчасъ видно, что въ случае Ьх = 0 
уравнеше (1) понижается безъ интегрировашя на единицу: 
надо только заменить въ (1) разности отъ и последователь
ными еостояшями функцш; коэффшцентъ при и будетъ нуль. 

10* Другой способъ доказательства убеждаетъ въ томъ, 

что М„ действительно должно быть^.-тт- * х D du r 

Приписавъ г значешя 1, 2, последовательно, получимъ 
изъ (2), по помноженш на Ъх, сл*дующ1я два уравнешя: 

dDT. dû 

dD x . dB 
-r-г àu4--j— ««sac. D~. 
du\ ' du2

 2 x 

46 
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Исключеше au доставитъ: 

"rfD 
dut 

Но 

dB d!ï) dD_\ _ f <£D^_ dB\ 
du\ du»'du\J x \ ldu\ 2du'{/' 

dB dB dB dB 
dui * du\ ащ ' du\ 

<ffi_ dB 
' 2 du\'~Ui'du'~ Ufî 

а потому 
u = clui -{- сйм2. 

11. Какъ заключеше изъ предыдущаго еледуетъ: 
1 ° Линейное уравнеше понижается безъ интегрировашя на 

единицу въ случае D^ = 0; 
2° ИнтегрирующШ множитель линейнаго уравнешя есть 

функщя одной переменной х\ 
и 3° Если известно п—1 значенШ Мж, то найдется и 

полная начальная. 
Последнее заключеше явствуетъ изъ того, что если изъ 

п — 1 уравненш полученныхъ изъ (2) исключатся все раз
ности кроме Ди, то получится линейное у^равнеше 1-го по
рядка, котораго интегралъ известенъ, 

Такъ напр. изъ 
NwДи — àNx . и = Вх , 

по помножеши на ^—^— , вывели бы 

Относительно другихъ любопытныхъ выводовъ отсылаемъ 
къ последней статье (нум. 39). 
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СТАТЬЯ HL 
Объ интегрирующемъ множител* диФФерен-
пДальныхъ уравнешй образующихся изъ на
чальной чрезъ посредство двухъ д*ЬйствШ: 

ди#Ференцироватя и исключетя по
стоянной. 

12. Занимаясь спещально Teopiejä интегрирующаго множи
теля, я предположилъ себе изследовать, между прочимъ, 
также и следующШ вопросъ: чемъ характеризуется дифф. 
уравнеше 1-го порядка съ двумя переменными, когда оно 
образовалось изъ начальной чрезъ посредство двухъ после-
довательныхъ действШ: дифференцировашя и исключешя по
стоянной? 

Изследоваше далеко еще не кончено; но и то, что сдела
но, заслуживаетъ внимашя математиковъ. 

Частный случай, съ котораго я началъ изел^доваше, сле
дующие 

Пусть F (х, у) = О некоторая начальная функщя двухъ 
переменныхъ х, у, заключающая въ себе одну произвольную 
постоянную величину с; разрешимъ это уравнеше относи
тельно с, и изобразимъ результатъ отношешемъ 

f (°°> У ) _ с 
ИХ>У) 

или, просто, такъ: у = — с: . (I) 

тогда начальной можно будетъ дать и такой видъ 

/ + 4 = о (2) 
Изъ (1) получается производная вида 

М + % ' = 0 , (3) 
какъ известно, такого свойства, что 

16* 
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dM = rfN 
dy dx " 

Если же возьмемъ производную отъ (2), а потомъ иеклкь 
чимъ с, то результатъ этихъ двухъ дМствШ изобразится ли
бо такъ: 

либо сл'Едующимъ образомъ: 

dx ^dx^\dy Y dy) ~ * ' * ( } 

въ обоихъ видахъ уелов!е интегрируемости удовлотворено не 
будетъ. 

13. Положимъ 

1 dx ф dx ' * dy ф ' dy ' 
тогда услов1е Эйлера доставитъ: 

dN, dM, __ ^ ±(f\ _Q А / Т \ 
do: dy dx " dy \ ф / dy * dx \Ц/ 

Но изъ (3) имЬемъ; 

а потому 
N, = ф. N, M, = ф. М, 

dN, dM, M d^ _, d^ 
do; dy dx dy 

da? dy ф * da? ф * dy (I) 

1 1 
Этою особенностш, что у и ~ интегрирующю множители 

Y / 
M 1 + N , y ' = 0, . . . . . (6) 
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и что эти множители заключаются въ самомъ уравненш, ха
рактеризуется уравнеше 1-го порядка происходящее отъ v ) 
чрезъ посредство двухъ дМствШ: дифференцированш и исклю-
чешя постоянной. 

Очевидно, что если бы изв-Ьстны были оба множителя, то, 

приравнявъ oTHOHieHie ~ произвольной постоянной, получили 

бы начальную безъ интегрировашя. Это подтверждаетъ до
вольно изв-Ьстную истину: если будутъ известны два значе-
шя множителя, то найдется и полная начальная. 

14. Изъ только что сказаннаго проистекаетъ двоякШ спо-
собъ интегрировашя (6): 

1° Можно привести это уравнеше къ виду (4): если же 
это сд'Елаемъ, и опред'Елимъ потомъ либо f, либо ф, либо 

f 
отношеше 4 , то найдемъ и начальную. УСП'ЁХЪ же опред*-

лешя этихъ неизв'Ьстныхъ будетъ зависать отъ того: угадаемъ 
ли мы rfc члены, которые, какъ им^впие знаки противные, 
должны были исчезнуть. 

Угадать результата дифференцировашя и иеключешя с, 
предшеетвовавшш этому третьему, неуловимому д^йствио, 
сокращешю + на — , и составляетъ единственную трудность 
рфшешя (6). Мы говоримъ единственную потому, что, какъ 
уже сказано, оба множителя должны заключаться явнымъ об-
разомъ въ данномъ уравненш. 

2° Формула (I) есть известное услов!е Эйлера для опре» 
д-Ёлешя множителя; только въ настоящемъ случа* оно полу
чилось не всл^дсше подстановлешя N[x, M[x вместо N, M въ 

_ = — , а непосредственно, изъ даннаго уравнения (6). 

Эта формула доставляете, какъ известно, систему дробей* 



_ 242 — 

Интегрироваше этой системы и составляетъ другой епо-
собъ отыскивашя начальной. 

15. Въ примеръ 1-го способа возьмемъ известное уравне-
Hie линейное 1-го порядка. 

y ' - f X y - Q = 0. 
Чтобы узнать не есть ли это уравнеше результатъ двухъ 

только дейетвШ, напишемъ его въ форм* (4-), и съ этоюце-
лш введемъ въ него предварительно неизвестную функцш 
Р съ + и — ; получимъ 

У'+Р-0+Х!у-И:=0. 
Сравнивъ этотъ результатъ съ (&), видимъ, что 

Р df df , 
f-y-x^ + Tyy =*у + p - Q > 

•lt\dyy^dx) 
Въ настоящемъ случае множитель определяется легко, такъ 

какъ изъ последняго предположешя следуетъ, что 

. ijXdx 

Но такъ какъ это трансцендентное число не заключается 
явуо въ данномъ уравн., то любопытно изсл'Едовать какъ мог
ло оно исчезнуть? 

Этотъ последнш вопросъ въ настоящемъ случае приво
дится опять къ линейному уравн. по причине услов1я 

Но и не зная решешя этого уравнешя легко догадаться, 
что исчезнувшее количество Р есть 
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i 1 
Такамъ образомъ находимъ, что оба множителя, , - за» 

ключаются явнымъ образомъ въ самомъ уравненш, а потому 
f 

начальная т , то есть 

fXcte/ ~[XdxÇ ÏXdx^, \ 
ej iy—eJ I e> Qdx J = cif 

получается безъ интегрировашя. 
Этотъ способъ весьма удобно применяется и къ уравне-

шямъ выше 1-го порядка; отыекиваше исчезнувшихъ чле-
новъ всегда будетъ зависать оаъ решешя уравнешя 1-го поряд
ка 1-й степени. 

16. Вся последующая статья посвящена теорш множителя, 
а потому распространяться здесь объ общемъ случае, когда 
уравяеше вида 

у{п) + хй_4 у ( й -"+х й _ 2 i"-* + . . . + х у = о, 
считаемъ излишнимъ. Однакоже, чтобы не возвращаться къ 
уравнешю 1-го порядка, обратимъ внимаше на следующее 
обстоятельство. 

Известный математикъ Л1увилль нашелъ, что если D опре
делитель только чго приведеннаго уравнешя, то всегда 

D = ceJ Xn-idx> 

Юръевъ же заметилъ, что всегда 

интегрирующШ множитель этого уравнешя: какъ видно, оба 
вывода справедливы также и при п = 1 . 
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Въ самомъ деле, когда частный интегралъ одинъ, напр-

у' 
у1$ то D = y£, и изъ — — — X, получается 

Vi 

D = Vi=ce) , — ^ i , 
такъ что значеше множителя остается то, которое найдено 
Юръевымъ. 

17. Въ примеръ интегрировашя системы (II) избираемъ 
уравнение 

(А) . . . . а, + 6i х + с, у + (ай + Ъ2 х + сй у) у9 = 0. 
Это уравнеше, получившее столь большую известность съ 

появлешя въ печати труда Миндинга, я привожу съ двоякою 
целш: во 1-хъ чтобы показать сколь просто и элегантно опре
деляется одновременно и множитель и начальная; во 2-хъ, 
какъ необходимое прибавлеше къ названному труду Миндинга. 

Въ настоящемъ случае имеемъ: 

Nd = а2 + Ь2 х + с2 у, М, = at + Ъ, х + ^ у; 
а потому 

dl±—h rfMi — 

(1П # dx _ — % 

На оеноваши той известной теоремы, что каждая дробь си
стемы (1Г), или другой подобной, равна такой дроби, у ко
торой числитель однородная функщя и линейная числителей 
другихъ дробей, а знаменатель такая же функщя знаменате
лей, имеемъ: 

d]) dx — rndy 
Ф (К — О _ а

2 + mai + (62 + mbi) х+ (pi + eim)y1 

или 
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&\> I {b2 + mbt) dx—m{bu + mb{)dy 

W ^ ~ * i ) = * . + r o V ( 6 î + mbt) x + (ct + с,т)у + </2 + o£m. 

Опред'Ьлимъ m такъ, чтобы существовало равенство 

m (62 + тб,) =s — (с2 + с, m), 

и пусть ro4, ш2, значения m удовлетворяющая этому квадрат
ному уравненш: тогда для ф получатся елЪдуюгщя два зна-
чешя: 

г ' ) Ь» ~ с * 

Одно изъ этихъ значешй будетъ f, a другое доставитъ у ; 

/ 
начальная те будетъ т = С, то есть 

С = 
(6.2+w261)^+(c2+c1w2)y+«2+c71w2 b^fi^ 

I 
Или, возвысивъ об* части равенства въ степень Ъ. —. с и 

1 * " 
приравнявъ С 62 — сл = С4 получимъ другой видъ той же на
чальной. 

Въ случае 6, — ^ интегралъ найдется непосредственно. 
18. Этотъ видъ начальной полагаю не безъ-извЪстнымъ' онъ 

приведенъ въ сочинеши Буля, которое вышло въ св'Ьтъ въ 1859 
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году, а изъ сочинешя Буля позаимствовалъ этотъ способъ инте« 
грировашя уравнешя (А) и я (стр. 203). Я зам-Ьтилъ сверхъ 
того, что производная этого уравнешя интегрируется мно-
жителемъ вида ç(y') и что она удовлетворяется значешемъ 
у — а, изъ котораго проистекаетъ подстановлеше у==ах + ß, 
употребленное Миндингомъ; только а определяется изъ квад-
ратнаго уравнешя 

а2. с2 + а (с1 + 62) + 6, = 0. 

Въ статье моей о совокупныхъ уравнешяхъ это самое ура-
внеше (А) приведено ввиде дробей 

ах _ dy _ dt 
«2 H- К х + с2 У ai + Кх 4~ ci У * ' ' * 

Т0 _ есть произвольная точная производная отъ logt. По-

лучивъ два значешя для t, это количество исключается и по
лучается вышепринеденнаа начальная. И этотъ способъ, какъ 
сказано, я заимствовалъ у Буля. 

Изъ сравнешя последней системы дробей съ (II) полу
чается 

1 

Дальнейшее разви^е теорш интегрировашя уравненш, 
происходящихъ отъ начальной чрезъ посредство сказанныхъ 
двухъ дейетвШ, составитъ предметъ другаго моего мемуара̂  
а теперь обращаемся къ теорш множителя общаго линейна-
го дифференщальнаго уравнешя. 
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СТАТЬЯ IV. 
Объ интегрирующемъ множителе линейныхъ 

диФФеренп^альныхъ уравнешй. 
19. Въ последней стать* упомянуто, что Лдувиль нашелъ 

D = S C T K - * Ä r
= 

Hi > Vi Vi 

(S) 

определяющую зависимость, существующую между определи-
телемъ и коэффищентами при у{п\ у{п-~~1) уравнешя 

X J ^ + V J ^ ' + V ^ ' - H • • • ху+Ху=о.. (1) 
Мы полагаемъ Хп—1, но если бы мы этого не сделали, 

формула (S) преобразовалась бы въ 

J х* dx 

Я сказалъ также, что С. А. Юръевъ зам*тилъ и сообщилъ 
мнЪ, что 

i dB _ . (F) 
D • dy^~* • • • • w 

есть йнтегрирующш множитель (1); ва1ГБДСтв1е чего общш 
членъ первыхъ интеераловъ (1) есть 

1 l dû 1я_л . <ffi 
D dy (и—Г) У ^С dy, ( т е — 2 ) т, У(я-2) + 
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разумея подъ yr
{s) производную порядка s отъ частнаго ин

теграла уг9 г=а 1, 2; . . . и. 
Это последнее, что (2) есть общШ членъ первыхъ ин

теграловъ (1) заметилъ я самъ, и теперь я намЪренъ дока
зать какъ свойство количества (F), такъ и свойство (2). 
Потомъ, какъ заключительный выводъ изъ этого предложешя, 
покажу зависимость существующую между множителями по-
еледовательныхъ интеграловъ (i); a наконецъ определю видъ 
полнаго значешя у. 

20. Доказать вышесказанное предложеше, что (2) есть 
общШ членъ первыхъ интеграловъ (1), и что, следовательно, 
(F) есть интегрирующШ множитель (1) можно двоякимъ спо-
€обомъ: первый весьма убедителенъ и простъ; другой же, 
не мен^е убедителенъ, но довольно сложенъ. 

Цервый тособъ. — Припишемъ г въ (2) последовательно 
значешя 1, 2, . . п тогда, по помноженш на D, получится 
п еледующихъ уравненш: 

(3)...< ; 

Результатъ исключешя производныхъ y\ y\ <e y(n—1} 

этой системы долженъ быть, какъ известно, 

(Е) У = " . У | + е , у , + . . . +спуп, 
потому что, по предположена, каждое изъ этихъ п у 
нш есть относительно (1) первый интегралъ. И т а » * 8 * 6 " 
докажется, что результатъ исключенш производныхъ изъ (Т\ 
есть действительно (Е), то ГЕМЪ самымъ докажется \ 
есть общее выражеше первыхъ интеграловъ .Ъ о,,. ' ЧТ° ^ 

• od симъ, чтобы 
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убедится относительно справедливости того предложения, что 
(F) есть интегрирующШ множитель, останется только взять 
производную (2); а такъ какъ коэффищентъ при у{п) въ этой 
производной будетъ необходимо (F), то и заключаемъ, что 
это предложеше есть ел,Ьдств1е перваго предложешя. 

Но изъ теорш определителей знаемъ, что результатъ исклю
чения производныхъ изъ (3) долженъ быть (стр. 356) сл*-
дующШ: 

А такъ какъ притомъ же 
сГ- 'Р d»- 'D _ 

А., п—J J*.' У*' A.. W—О., »—ä J ' Уа» 

«У2 •••«У» «У4 «Уз — «У и 
(t-ъ 

-dyîn-Vdyy->K..dy' = ( -1) и + 1 у, w> 
п—i 

то и получаемъ, по сокращенш, (Е), что и требов. доказать. 
2 1 . Другой способъ.—Когда возьмемъ производную отъ 

(2), и сравнимъ коэффищенты полученнаго уравнешя съ со
ответствующими коэффищентами даннаго уравнешя помно-
женнаго на (F), то получится с л* дующая система условныхъ 
уравнение 
d f dû \ dû 

d / do y» dI) dD Y — 
Ц * г М / + * г ( М Г ^ ! dy^-^-^-^dy (n—a). 

M-
dx \dy, 

dV \ dû dû Y dB 

/ r f P \ <ffi „ rfD 
W J ~ «УТ^ И-'"«У/ dac\dy 

(i) 
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Надо доказать, что значешя производныхъ отъ D действи
тельно таковы, что услов1я эти могутъ быть ими удовлетворены. 

Съ этою целш, изеледуемъ на оенованш правила для диф~ 
ференцировашя определителя, написаннаго въ символической 
форм* (S), чему равна сумма 

dx\dy^)+ dyn^h~^ 
Мы приписали г значеше изъ ряда 1, 2, п для тогоу 

чтобы не вводить лишнихъ буквъ; это, очевидно, не можетъ 
умалить строгости доказательства. 

Правило для в з я т производной по х отъ определителя еле« 
дующее: 

Должно взять производную по х отъ каждаго изъ элемен
товъ каждаго столбца отдельно, не изменяя въ то же время 
элементовъ прочихъ столбцовъ, и потомъ взять сумму этихь 
частныхъ производныхъ. 

Ддя примера составимъ производныя по х отъ следую-
щихъ двухъ определителей: 

У/ ' У\ Vi 
Ьh У z У, 
У*" У\ Уз 

По сказанному правилу имеемъ: 

/ / ; f 

У1 У i yt 

vi" У\ Vt 
• / " У: У3 

А. 
dx 

dx 

Vi Vi Vi 
vi' vi уг 
vi'vi у3 

Vi" Vi' У^ 
yi" vi y2 
vi" vi у3 

Vi Vi 
y. '"y , 
vi" y3 
У" Vi 
yiy y, 

+ 

+ 

ff ff 

Vi Vi Vi 
ff tf 

V* У» Vi 
ff ff 

У3 У3 У3 

yi"yi'y, 
yi" vi 'y'» 
vi"yi'y3 

-+ 

+ 

yi' vi vi 
yi'yivi 
yi'yivi 
yi"yiyi 
yi"yivi 
vi"yiyi 

Первый прим*ръ относится къ случаю А = 1, то есть къ 
J_( dï) \ J 

dx VW*~17' ТЭКЪ КЗКЪ 
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<Ю 
* . ' (n— i)-

#1 #1 

y(»—2) y(»—3) 

оосл^дшй же приличествуетъ общему случаю Д> 1, такъ какъ 
при такихъ значешяхъ h всегда 

dl) 
dy^~h) * 

у 1
( й - 1 ) . (П—Ä+i) (П—Ä—i) (П—Л—2) I 

y ( H - i ) . . 
П~-1 

e y ( n - Ä + i ) ( n - Ä - i ) (n -Ä-Ä)^ 

Въ первомъ случа*. h=l, во ве*хъ слагаемыхъ опред*-
лителяхъ кром* одного будетъ по да* колонны съ элемен
тами тожественными, какъ это видно изъ примера перваго. 
Въ общемъже случа*, Л > 1 , ВЬ каждомъ изъ слагаемыхъ 
кром* двухъ, какъ это легко усмотреть изъ втораго примера. 
А такъ какъ татя тожества обращаютъ определитель въ нудь, 
то и будетъ: 

(п—») „(»—з) 

(5). dAdyn
{n-y= 

Г Vi 

(6). 

'у/"'.. y/"-*+1), yi
{n~h-l\y ("-*-*> 

yy .. y(n-h + l)t yP |-*-»)i v(»- Ä- s 

П — 1 

+ 
У/""0 . . уЛЛ у/""*-») 

»(*-«) •У (га—А) 
« — 1 У (П— Л—2) 

W — i 



252 — 

Но вторая часть равенства (5) взятая съ противным! зна-
комъ и есть значеше 

dD 
dVn ( И — 2 > 

а потому 
dP \ + dD 

dx\dyn{n-V^ аУп{П-*У 

Что и есть первое yonosie системы (4). 
Въ общей же формул* (6) второе слагаемое во второй ча-

сти равенства есть значеше {п-^к=Т) взятое съ против-

нымъ знакомъ; а потому 

d ( <Ш \ 
dx \&F=*J + 

dD 
аУп 

(П—Ä— 1) 

[ t / (») « ( »—Ä+i ) (П—Ä—1) 
|У1 •••У« * Vi 

(fl) (n—k+l) (fl—Ä—i) 
У ••У * у 5 

w— i n — i n — i 

(7) 

Это последнее равенство можетъ быть написано такимъ 
образомъ: 

d ( dD \ , rfD \ i ,^ rf2D m 

*=4 

d2D 
потому что, по принятому означенно, , >—I)J—(w=F) е с т ь 

значеше второй части (7), изъ которой вычеркнутъ столбецъ 
съ элементами коихъ верхшй значекъ есть п, и рядъ эле-
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ментовъ съ нижнимъ значкомъ к, ft= 1, % n~i; 
(л) rf2D 

такъ что если въ произведенш у£п. d {n_i)d {П_щ припи-

шемъ к, последовательно, значешя 1, 2,*.. п—1, а потомъ 
возьмемъ сумму полученныхъ произведешй, то получится 
истинное значеше сокращенной формулы (8) и символа (7). 

Беремъ теперь въ разсмотр^ше следующую систему ура-
вненш: 

v (n_J^_+ «JUL. . , v {щ <№ _ n x 

^ ( П ) ^ + ^ ( И , ^ ) + - - + ^ ^ - А ) = - В . Х в _ й ) (9) 

Она получается, какъ известно (стр. 377), посредством* 
последовательна™ исключешя вс*хъ коэффищентовъ крон* 
одного Хп_д, Л = 1 , 2, .. п, изъ системы 

jr,w + Х„_, У|<-'> + ХЛ_2 У |*-Л + . . Xyt = 0 

УИ'П) + Xw_, уи<-<> + Х„_, ^ - * > + . . + Х ^ = 0 . 

Если изъ (9) исключимъ одинъ и тотъ же элементъ у (и>, 
напР- Уп

{П)> последовательно между первымъ и вторымъ ур., 
между первымъ и третьимъ, и т. д., то получимъ, вообще! 

.. (п) ( Д> Д) dD dD \ 

17 



— 254. — 

+ • • • У 

Г dû <Л> d D _ _ ^ ° — ^ 

( dD dD Ж _ ___!®_Л 
4 n—t «•—* 

=D Vх»-" • -щ&=* - Ä— -*£&=*) • 
Но суммовой членъ лФвой части этого равенства есть 

fc=4 

ибо 

du dB _ dD Д) _ d2D 

а потому, по сокращенш, и будетъ 

Л=/г—1 

dJ^=KY £Л* • dy^dyJW —^n-h- dy~^=V ~ X«-«-
#=1 

Изъ сравнены этой формулы съ (8) заключаемъ о равен
ств* 

d ( dD \ 
(10) ' • *tä\d£/^) + 

dD 
dyr

{n—h—4 

Подставляя вместо /s последовательно 1, 2 3 
получимъ ВСЁ ?г условШ (4). ? ' ' * " e e • п> 

Это требовалось доказать, 
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22. Поел* столь убедительныхъ доказательства не можетъ 

быть еомненш относительно общности и справедливости 
предложешя заявленнаго въ начал* этой статьи; и теперь 
остается только перечислить замечательнейпие выводы изъ 
этой истины, и подтвердить общую теорш частными приме
рами. 

Королларгй / .—Первое заключеше есть, конечно, то, что 
множитель линейнаго дифференщальнаго уравнешя есть функ
ция одной переменной со; почему онъ и долженъ определить
ся изъ известного услов!я Эйлера 

П—4 П—2 

(*> -^-{1У-Х^)+ Ш №-•>•••• (-0>Х=о, 
где дифференцироваше должно быть произведено только по х. 

Королларгй %. — Положимъ, 4so вторая часть (1) не нуль, 
а другое какое нибудь число постоянное или переменное: 
тогда, такъ какъ эта часть уравнешя въ самомъ общемъ слу
чае будетъ некоторой данной функщей х, Х и + 1 , а множи 
теЛь [л также функщя х, хотя и неизвестная, — можемъ за
ключить, что значеше Xn+i не можетъ изменить значешя а; 
ч то впрочемъ явствуетъ и изъ (I); a потому первый инте-
гралъ будетъ все-таки (2), но во второй части его приба
вится членъ lu.XK+{dx. 

Королларш 3 .—Изъ доказаннаго предложешя происте-
каетъ правило для составлешя значешя интегрирующаго 
сожителя какого ни есть линейнаго дифференщальнаго YDa 

яНеН1-я, а следовательно также и значенШ множителей по-
"ладовательныхъ интеграловъ (1). Нравшш э т о сл*д у ю щ е е : 

цосредетвомъ разд*ленш всего уравнен!« на коэффИЩентгь 

nbiCüieZ производной отъ у, данное уравнеше пр„В о д и ™ 
% вйДУ О * П 0 Т ° М Ъ НЭ ° С Н 0 В а Ш й Ф ° Р ^ Л Ы %вилля сос т а в 
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ляется значеше определителя, отъ котораго берется произ
водная по высшей производной элемента у заключающаяся 
въ определителе: отношете этой производной оть определи
теля кь значенгю опредгьлителя и будешь значетемъ интегри
рующим множителя. 

На этомъ основанш, если положимъ для краткости 

dyV-\...dur-i)' 
и примемъ сверхъ того въ соображеше, что каждый изъ 
послъдовательныхъ интеграловъ долженъ быть освобожденъ 
отъ коэффищента высшей производной у, общая зависи
мость существующая между множителями послъдовательныхъ 
интеграловъ отъ (1) изобразится следующимъ рядомъ: 

D* n К. n Ъ- р^-р/ р
и - А ,Г. 

D " ' D , 2 ' < D 2
2 ' •• D V _ 4 • •• Б 2

И _ 4 • • • {Ч 

Всл15дств1е же этого закона полное значеше у, долженствую
щее удовлетворить (\), будетъ: 

(Н) . . . у = сп DB_4 + cn__t D, , . , ( % = ^ dx 

4- с D 1 ц п - г р п ( Dn—зРи—i j » 
^ S*—-2 "^V--I I T\2 I ту2 —ОХ 

где cr, r = l , 2, . . n, произвольная постоянная. 

23. Приложимъ теперь вышеизложенную теорш къ част« 
ньшъ случаямъ, и во первыхъ къ уравн. 2-го порядка 
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(14) . . . . . у" + Ху = 0, 

Предварительно зам'Ьчаемъ: 

1° Линейное диф. уравн., какъ известно, всегда можетъ 
быть освобождено отъ своего втораго члена X n _ i ; поэтому 
мы вправ-fe, для еокращешя формулъ, разсматривать частныя 
уравнешя вида (14). 

2° De-, какъ известно, всегда можетъ быть выражено въ 

функцш однихъ только значенш производной - ,п_:^ . Для 

этого надо только принять въ соображеше услов1я (4), а 
также и следующую систему: 

d 2D dB <Ш 

(K)..{ 
d2D <fD d2D 

- 2 ) 

dtff-Vdy,*-» dy^)dy^-^ • dyr~l)dyr 

D = • d * D 

' dvf~l) • • • ЛУГ"* ' 

d^D 
^~dy^-'K. . dy^-'Г 

Общщ члеиъ системы (К), то есть выражеше 
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D,_,.D, = D2. df^^A 

всего проще объяснить на1 формула 

D ^ D dl>_ dD dD dD 

По первому условш (4) имЪемъ: 

dB d / dD \ 

а потому 

D.-J-

или 

гд-Ь 

а наконецъ 

%, ( и - 2 ) ~ dx\dyf-*)' 
dD d ( dD \ 

dy^~ -dx\dyr-V' 

d*D dD d f dD 
^-'kly^-V—dy^-v • dx\d^n—' 

dD d ( dD \ 
_ 'rfy s<*-*) " dx\dyt<*-*>) " 

1 dx l dx 

dD 

лЛ-ьярненШ возвращаемся Поел* этихъ предварительныхъ объясненш 
къ предложенному уравнение (1J. 

Первый интегралъ его будетъ 
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» • - £ • -
Vi Vi 
Vi Уч произв. пост., 

D * = Их ' ЛИШЬ бЫ D l опРед15ЛИЛОСЬ изъ услсшя (J), то 
есть изъ уравнешя 

D / ' - f X D . ^ O , 

гд-fe верхше значки, какъ всегда, означаютъ порядокъ произ
водной по х. 

Изъ этого услов1я видно, что каждое изъ частныхъ зна-
чешй у есть BM'ÈCT'Ë и значеше Dt; или, точнее, что значе-

<т 
Н1Я [ А = J—7 находятся между собою въ томъ же отношенш, 

которое существуешь и между значешями у. 

Взявъ производную отъ (2j) найдемъ 

D . i T - D / ' ^ O . 

А такъ какъ изъ услов1я для опред-Блетя D, идгёемъ 

D / ' ^ - X D , , 

то и получается данное уравнеше. 

Изъ (2j) выводится известная формула 

s doc 
24. — Переходимъ къ уравнешю 3-го порядка. 

(О зГ + х^' + х ^ о . 
Положивъ, какъ принято, 

<т _ d*D _ , d3D 
XJI длй tf э »^2 ^ #

 nAn,f ? 3 «fr, 2 %/'<¥* ' 3 dyi"dy\dy3> 
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первый интегралъ выразится уравнешемъ 

(2„) . . . D 1 y " - D ' y + ( P l " + X 1 D t ) y e s e | , 
лишь бы D4 определилось изъ уелов1я (J), которое въ на-
стоящемъ случае есть 

(3„) . . . D1"' + D'1X1 + ( X ' 1 - X ) D l S = 0 . 
Взявши интегралъ (2,Д попомноженш его предварительно на 

найдемъ второй интегралъ 

(К) • • • 5;(D,y'-D' iy)=e1 + r1J]j4*rI 

лишь бы значеше, которое припишется D2, удовлетворило 
условш (J), которое въ настоящемъ случае есть 

(5, j , . . Df« _ j £ . D2 + g ^ D / ' + X,D, ) = 0 . 

А это услов1е необходимо проистекаетъ изъ того, что дру-
dD dB roe значеше ut, какъ и третье, то есть тт- > -п- , должны 
dy2 dtj3 

удовлетворить (3/У). Чтобы убедиться въ совместности усло-
вШ (3/у), (5У/), надо только заменить въ последнемъ изъ 
нихъ D2 его значешемъ 

2 D dx\bj ' 
выведеннымъ изъ (К). Если это ед-Блаемъ, то получимъ 
сперва 

A/" + X 1 A ' 1 - ^ ( D l " ' + X 1 D ' 1 ) = 0, 

г! цотомъ, по причин* (3,J, 
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Д/" + X, Д', + (Х\ - X) Д, = 0. 

Что и должно быть, такъ какъ Д, = т т есть также значе-

Hie [х. 

Наконецъ изъ (4„) выводимъ: 

Что согласуется съ (Н). 

25. Проинтегрируемъ наконецъ уравнеше 4-го порядка 

у ' Ч - Х ^ ' + Х ^ ' + Ху — О (1^) 

Первый его интегралъ будетъ 

D 1 y " ' - D ' 1 y " + (D I "+X ! l D I )y ' 

- [ D / " + X2D\ + (X'.-XJD.Jy^c,. 
Лишь бы значеше Du удовлетворило уеловш 

D ^ + W + l « ' , - X J D ' , + (X ä " -X ' 1 +X)D 1 =0 . . . (3 / / / ) 

Второй интегралъ будетъ 

подъ услсшемъ 
ту / Г» " П' 2 \ 

V-2J^D/'-D'2(^-2J^ + X 2) « 

+ ^ 2 В 4 ' " - 2 ^ + 2D, Х'3 - D, X, ) = 0; . . ( 4 J 
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и это yoiiOBie совместно съ (3,„) по причин* перваго изъ 
уравнешй (К). 

Такимъ же способомъ найдемъ трети интегралъ 

- J - C D y - D » = е, + ct J ^ - dx + Cl J M L J ^ fc2, 

подъ услов1емъ 

D," - ^ • D', + [Dt"-^D't+(D4"+X1D1)gïJg| = 0, 

которое по причин* первыхъ двухъ уравнение(К) совместно 
съ (3,„). 

Полное значеше у и будетъ, согласно съ (Н), 

y=*D,+e,D,J?^i dx + c2D3 J ^ - J ^ dx* 
+ ClD3J^ iJ"D?1J^^3-

Относительно другихъ подробностей отсылаемъ къ следую
щей стать*. 

# " • — 

С Т А Т Ь Я V. 

Зависимость между множителями. 
26. Настоящая статья есть, сколько мн* известно, пер

вый опытъ изслФдовашя теорш интегрирующаго множителя 
въ общемъ вид*, то есть предполагая данное дифференщаль-
ное уравнеше съ двумя переменными самаго общаго вида, 
F (x, у, у',.*. у^) = 0. Я думалъ сперва посвятить этому 
предмету не бол*е двухъ страницъ, такъ какъ ничего замы-
словатаго въ моихъ суждешяхъ не представлялось, a npieMbi 
употребленные мною для доказательства справедливости суж~ 
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дешй были чрезвычайно просты; но въ этомъ сжатомъ ви
де, статья моя возбудила столько возраженШ и недоразуме-
нш, что я нашелся вынужденнымъ значительно развить пред-
метъ. Все возражешя и недоразумешя сообщенныя мне я 
принялъ во внимаше и не оставилъ безъ ответа; чему луч-
шимъ доказательствомъ служатъ те подробности, даже мелоч-
ныя, въ который я вхожу поели каждаго новаго еуждешя. 
Наконецъ, такъ какъ ничто такъ не подтверждаем справед
ливость суждешя какъ примеръ, я этому условно удовлетво-
рилъ вполне. 

Цель настоящей статьи — упростить задачу интегрирова-
шя дифференщальныхъ и разностныхъ уравненш вообще. 
Эта цель мною достигнута, но не вполне. Я искалъ, но не 
нашелъ строгаго доказательства следующей теоремы: 

Если найдется одно значенге интегрирующаго множителя 
или даннаго уравнения ыли одной изъ ею производныхь, то 
можно найдти и еще п — 1 значеши этою же множителя; 
если же будемь имтьтъ n частпыхь значены множителя, то 
определятся непосредственно всп> первые интегралы, а сле
довательно и полная начальная. 

Много имеется данныхъ для доказательства à priori] но стро
гаго доказательства я не вижу. Время покажетъ справедлива 
ли теорема или нетъ* 

И такъ, цель моихъ изысканш не вполне достигнута. Темъ 
не менее, и то, что сделано для этой цели, весьма упрощаетъ 
и облегчаетъ отыскиваше интеграла; это немногое, доста
точно впрочемъ разработанное, и сообщается въ этой по
следней статье. 

27. Не лишнимъ считаю оредварительно привести доволь
но ясное доказательство того, что отыскиваше новой неза
висимой переменной, относительно которой данное уравне-
ше есть точная производная, если только это отыскиваше 
произойдетъ не ощупью, а путемъ рацюнальнымъ, столь же 
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трудно какъ и определеше интегрирующаго множителя; если 
же уравнеше будетъ линейное, то об-fe задачи совпадутъ; 
такъ что если найдемъ значеше искомой независимой пере
менной, то найдемъ также и множитель. Это мы докажемъ 
покамеетъ двумя примерами довольно большой общности. 

Пусть данное уравнеше будетъ 

у " + А у = 0; (1) 
А данная функщя х\ и положимъ, что ищется такая не

зависимая переменная t, которая, будучи внесена вместо х 
въ данное уравнеше, преобразовала бы его въ точную про
изводную. 

Изъ предыдущей статьи мы знаемъ, что интегрирующш 

множитель [л, то есть -j-r , разумея подъ уг общш членъ 
dy г 

частныхъ значенш у, долженъ определиться изъ уравнешя 
{А'Ч-А{Л = 0 . (2) 

Сейчасъ убедимся, что искомое независимое переменное 
должно определиться изъ уравнения 

dx~^J 

такъ что оно будетъ 

t = I \kdx -f- произв. пост. . . . (3) 
J 1 

йзобразимъ чрезъ Т такую первую производную отъ t 
по х, въ которой эта последняя переменная не заключается; 
можно предположить, напримеръ, что значеше х въ функцш 

: I \kdx, и 

виешя-г- = (л, веледсйе чего и получилось —===Т'. 

t выведено изъ t = j pdx, и внесено въ правую часть ура-

dt . dt 
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При такомъ предположена, по причин* равенетвъ 

-L =ÈL ^L — <к т' 

dx dt dx dt ' ' 

(te2 ~"c/*2 - \dx) "*" г/? ' dx' dt3 ~*~ Л 
Л ' 

данное уравнеше преобразится въ следующее: 

|"* Ù- Л- V Т" ^ 
<ft2 "^ Л Г . ^f + Т ' Т " ^ + Ау = 0. 

гд$ А, какъ и прежде, заключаетъ ЕЪ себе только х. 
Это последнее уравнеше будетъ точною производною, если 

Т' определится изъ услов1я интегрируемости, которое есть 

T'T'" + T"2-f А = 0 . 

Но T T " + Т"2 = ^ Л - 4 - ; потому и имЪемъ 
С1Х Cil 

dx 

ft+Af=0. 
dx dx 

Что и есть (2), въ которомъ заменили бы [л произвол-
dt ною -г- . dx 

28. Докажемъ то же самое предложеше для уравнешя 3-го 
порядка 

у"' + А |У ' + Ау = 0. 

Услов1е для опред'Елешя [л, то есть -ТУТ* въ настоящемъ 

случае будетъ 

(2J . . . [x'"+A l (x' + ( A \ - A ) j x s = 0 . 
По предыдущему полагаемъ 
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dx ' 

гд$ T" незаключаетъ въ ceöt x. 

Всл,Едств1е этого данное уравнеше преобразится въ сле
дующее: 

Т ' Л + ЗТ'2Т" ^ + Т' ( T T " + Т"2 + А{)^ + Ау = 0, 

гл* At, A, какъ и прежде, данный функцш х. 

Это последнее уравнеше будетъ точной производной, если 
Г определится изъ услов1я интегрируемости: 

X'2 Tv+ AT Т" Т " ' + T"3 + А Д " + A't — А = 0. 

Но 
-™, » > Q Cl T 1 m?р Cl i I 

dx dx 

а потому услов1е будетъ-

^ + А ' 5 Р + ( ' A)dx~-°-
dt 

Что и есть (2J; только - ^ поставлено вм-вето ц. 

HpHMtp-b: -£рi — M У 

Опред^ливъ^изъ уравнееш 

^ - а * - * о, 

найдемъ 
at 2. 
da? 
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а потому *==-«- есть та независимая переменная, относи
тельно которой данное уравнеше есть точная производная; 
такъ что 

4 1 g — 
Ъйу" + 2/»у' — ^ f"-»y=0 

доставитъ непосредственно 

± 1 
З^зу' — 2/зу — с . 

29. И такъ, отыскиваше независимое переменной съ це~ 
шд преобразовать данное уравнеше въ точную производную, 
и отыскиваше и. есть, покрайней мере для линейныхъ ура
внение одна и та же задача. Зная это, мы уже не будемъ 
искать решетя посредствомъ заменешя х другою перемен
ною, если не найдемъ его способомъ множителя. 

Въ этомъ полезно было убедиться главиымъ образомъ вотъ 
почему. 

Примемъ въ разсмотреше законъ (G) (нум. 22) опреде
ляющие зависимость, существующую между множителями по-
еледовательныхъ интеграловъ общаго линейнаго уравн. П-го 
порядка: 

D ' Dt* ' 4D,2 ' " D V T ' ' * " ( } 

Ясно, что если бы какимъ нибудь способомъ удалось про
изводныя D4, D2,... Dn__4, взятыя по различнымъ неизве-
стнымъ переменнымъ, преобразовать въ друпя производныя 
по одной и той же переменной, то получился бы рядъ вида 

—- > т4 —т\ у m 4 — иГ> • • • m } . — V . ч л- (Q } 
mi ' * m',2 * m/ '2 ' * [т±

{г+*>]* " * * ^*" 
такого свойства, что съ определешемъ ш4 определились бы 
все множители последовательныхъ интеграловъ, а следова-
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тельно и полная начальная. Казалось бы, что это можетъ 
быть достигнуто посредствомъ изменешя независимой пере
менной х, и это действительно такъ; но, какъ видно изъ 
предыдущаго анализа, этотъ путь такъ же труденъ какъ и 
обыкновенный путь для определешя множителя. Въ этомъ и 
состоитъ связь только что разсмотреннаго предложешя съ 
Teopien множителя, которою теперь займемся. 

30. Средства для преобразовашя ряда (G) въ (GJ будутъ 
предложены ниже; теперь же начнемъ анализъ съ следующей 
примечательной леммы. 

Лемма. — Если [л интегрирующгй множитель уравнетя п-го 
порядка общаго вида F(x, у, у\... у^) = 0, которое изо
бразишь чрезъ U = 0; а [лг множитель обращающш произ
водную U^ = 0 порядка г оть U = 0, въ новую точную про
изводную того же порядка, то значенге [х будетъ [лг

(г), то 
есть производная порядка г отъ\ьг. 

Доказательство. — Возьмемъ интегралъ по частямъ про-
изведешя \kr TJ{r)dx; получимъ: 

(I) . . . . Пхги (^я? = {х ги ( г--1>-1х' ги«м> + ... 

- ( - «)г г*/"0 U + ( - l ) r jW r ) U<te. 

•I Произведете подъ знакомъ I въ левой части этого ра
венства есть, по предположена, точный дифференщалъ; а 
потому членъ подъ темъ же знакомъ во второй части дол-
женъ быть также точнымъ дифференщаломъ. А такъ какъ 
по предположению множитель U есть [х, то и имеемъ 

(П) î  = ^ ( r ) -
31. Примечашя. — 1° Мы могли взять интегралъ только 

до члена jxf
(r)U& на томъ основаши, что последовательныя 
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производныя отъ U намъ вполне известны, тогда какъ U 
есть неточная производная. 

2а Формула (I), а след. и (II), имеетъ место привеякомъ 
соотношенш междо х9 у; но потому именно, что это такъ 
есть, об* формулы справедливы и въ томъ случае, когда 
U = 0, а следовательно и U' = 0, U" = 0 , и т. д. Такъ что 
хотя вторая часть (I) и распадается на г + 1 уравненШ, 

U' = 0, U"=0, . . . Lr
{r)mx = c, 

темъ не менее мы имеемъ право разсматривать эту форму
лу въ настоящемъ ея вид*; изъ этой-то формулы и полу-
чимъ искомую зависимость между множителями. 

3° Что действительно вторая часть (I) есть точное вос
произведете того результата, который доставило бы непо
средственное мнтегрпровапге уравнешя [xr XJ^dx — 0, это лег
ко усмотреть изъ одного примера. 

Пусть у" — %х~*у = 0 данное уравнеше: тогда последо
вательны производныя, напр. при г = 2, будутъ^ 

и, такъ какъ множитель второй производной есть (л2 = х\ 
формула (I) доставить: 

J-
х< {у'" - îx-y + ix~*y) — Ах3 (у" - 2х~*у) 

+ \<b{x*(y" — %x~*y)dx. 

Мы еще не знаемъ интеграла поед-бдняго члена, но знаемъ 
наверно, что, на основанш (II), членъ этотъ, подъ знакомъ 

I , есть точный дифференщалъ. Когда же проинтегрируемъ его, 

18 
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I x°~ {y" — 2«~"V) dec = xУ — 2жу + с, 

а потомъ, взявъ интегралъ непосредственно отъ 
/ • 

^4 у — 2 ж " У + 8ж~У — 12х-*у) dx=Of 

сравнимъ между собою оба результата, то найдемъ следую
щее тожество: 

Ci + xYr — 4а?У + Юж'у' — 12яу 
= ж* (у '" _ 2 ж - у + 4>х~3у) 

— 4х3 У — 2#-*у) + 12^У — 24жу + <ч-
4° Академикъ О. И. Сомовъ доказываетъ (II) формулой 

Лейбница для дифференцировашя произведешя двухъ мно
жителей. 

На основаши этой формулы имЪемъ: 

„ „(и * (»•*) r
dî"~l («'») , г (г - 1 ) ^ - 2 У У) 

_ . . . ( _ i y V ) . „ (a) 

Положивъ теперь и = ;xr, t? = U, необходимо придемъ 
къ тому заключенно, что если и. v^ точная производная, то 
и u^v также точная производная. 

Впрочемъ, написавъ (I) такъ: 

+ (-iy>r
(r)u 

точно также очевидно опред'Ьлимъ соотношеше (II). 

5° Зам1зтимъ между прочимъ, что формула (а) получится 

изъ (I) если, освободивъ эту последнюю отъ I , подетавимъ, 



— 271 — 

вмФсто ^ ( г ~ 2 ) и ' , А ( [ Л / - ^ ) и ) - ( л / - 1 » и ; BMÜCTO [л/~3) U", 

^r
lr-')V)-*±frf-t*V) + ti*-4 и т. д. 
6° Для разностныхъ уравненш формула соответствующая 

(II) будетъ 
( А Ж = Д Г ] 1 „ 

где \кх множитель даннаго уравнешя, a Mœ множитель раз
ности порядка г даннаго уравнешя«. 

32. И такъ, предложенная лемма очевидно справедливо 
все же что будетъ сказано далее, будетъ строгимъ выводомъ 
изъ доказаннго 

Необходимо предварительно заметить, что порядокъ ура
внешя U = 0 можетъ повыситься въ томъ случае, если въ 
[лг

(г) войдутъ дифференщальные коэффищенты выше порядка 
п: для того же чтобы порядокъ снова понизился, должно бу
детъ исключить эти повышающш порядокъ производныя по
средствомъ даннаго уравнешя и его производныхъ. 

Напримеръ: 1 + уп + ууг = 0 есть точная производная 
отъ х + уу — а, и она обращается въ точную производную 

2 fi 2 
1/1/ у 

отъ^— \-~г -{-6 = 0 посредствомъ множителя уу' на осно-
ваши леммы, у'2 + уу" есть множитель х + ууг = а; но изъ 
1 -{- у'2 -|~ ууг = 0 имеемъ уп + уу" = — 1, a потому 
# + УУ* — а остается точной производной 1-го порядка 

Другой примеръ: 
bi + О* + Ъ2) у' + с2 у2 + (аа + M -f ЧУ) у" = 0 

есть точная производная отъ 

«1 + *1^ + ci^ + 02 + Ь2& + ЧУ) У = 0, 
и она обращается въ новую точную производную посредствомъ 
множителя вида 

18" 
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ßii ßi> %> mi> mi> Щ ИЗВ-БСТНЫЯ постоянныя (стр. 144); 
производная этого множителя повышаетъ порядокъ уравнешя' 
1-го порядка; но если исключимъ у', у" посредствомъ из-
в*стныхъ уравненШ, то порядокъ неизм-внится; сверхъ того, 
какъ уже зам-вчено въ стать* III, данная производная удо
влетворяется значешемъ у' = а, такъ что у = ах + Ь не
обходимо доставитъ множитель. Отсылаемъ также къ наше
му анализу мемуара Мальмстена (стр. 269)-

33. Королларш 1.—Изъ того, что правая часть (I) рас
падается на г + 1 уравненШ, сл*дуетъ, что, на оборотъ, 

если бы дано было уравнеше Г p. M U + с = О, с произв. 

пост., можно было бы отыскать другое уравнеше того же 
пор дка посредствомъ интегрировашя уравнешя 

( J ) 

или и инаго, составленная изъ нИсколькихъ членовъ второй 
части (I): множитель тможетъ найдтись весьма легко, какъ 
увидимъ ниже. 

КоролларШ 2. — Положимъ 

Г(хг U(r> dx = V: 

тогда, такъ какъ множитель V = [xr U(r) есть — на осно 

ванш (II) им'Ьемъ 

( Ш ) dxYä) I ̂  ^{r)dx — т о ч н- производ. 

Примичаше 4. - И з ъ того, что ( Т dx = \]^r-l\ нельзя 
вывести заключены ни о справедливости, ни о несправед
ливости формулы (III): она неопровержима потому, что спра-
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веддива (II). И притомъ (III) не есть производная и(г~"1} 

шли иная известная, но неизвестная, новая функщя. 
Положивъ напр. г = 2, 

будетъ: 

Положивъ г = Ъ, найдемъ 

Такъ что, вообще, 

<s,). • .^n«*«-2Él.WD + (- »Г' É -© • 
m 

Какъ видно, суммоваше относится къ т, между пределами 
т—г— 1, т— I, а X изображаетъ общее значеше той 
функщя (хг, на которую множится U. 

Для того чтобы получить (SJ изъ (I) надо только помно-

жить вторую часть этой формулы на £ - | , и потомъ посту-

пить точно такъ, какъ показано въ прим-Ьчанш 5, нум. 31. 
г 

Наприм-Еръ: членъ [лг
(г""~"2} U' въ (I), по помножеши на^Ц, 

обращается въ [*r
(r~2). £-£• # и': для того чтобы освободить 

его отъ U', им^емъ: 

а потому 
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Такимъ же пр!емомъ оевободимъ и ве* nponie члены вто
рой части (I) отъ производныхъ U. 

34. Изъ формулы (Sf) очевидно, что ^~ обращаетъ л*-

вую часть, то есть V въ новую точную производную, отлич
ную отъ изв*стныхъ производныхъ. 

Какъ должно пользоваться формулой (III), можно усмотреть 
изъ различныхъ прим*ровъ, которые приведемъ ниже, но 
между прочимъ изъ слФдующаго: 

^»+хй_2у(и-2,+хй_3^-аЧ... +ху+Ху=о.... (1) 
Положимъ, для краткости, 

du _ dB d2D 

тогда, какъ доказано въ стать* lY-й, mi будетъ интегрирую-

щимъ множителемъ (I), а £\ будетъ множителемъ перваго 

интеграла, то есть уравнешя 

т1^-т\у^+ . . . +^y' + ™j=cr..(î) 

По формул* (II) множитель (1) помноженнаго на т1 дол-
женъ быть 

J m i 2 

въ самомъ Д'ЕЛ'Ь, такъ какъ это последнее выражеше есть 

не иное что какъ — , —1 ,В=произв. пост., а т, такой же 

множитель (1) какъ т1, то и заключаемъ, что j - ^ d«r есть 

действительно множитель (1) помноженнаго на тг 
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»•. *<*->-».',*<-'+. . . + | у +£г=*...<г> 
Проверимъ теперь выводъ (III). 

Какъ сейчасъ доказано, (1) помноженное на ( тл . — ) 

есть точная производная отъ (2'); на оеноваши (III) мно 
житель (2') долженъ быть 

ах\ miß 

это и действительно такъ есть, потому что 
d /' тЛ р 

J- [ 1; — i = — D ^ ^ Б п р о и з в пост., 
О, 

а —g" есть, какъ известно изъ ст. IV, множитель (2'), тг 

Примечаше 2. — Для разностныхъ уравнешй формула со
ответствующая (III) будеТъ 

ЧмЬ) 
35. Мы полагаемъ, что по помножеши второй части на -^ 

необходимо должны определиться еще n~î значешй р., то есть 
множителя U; но строго доказать это не можемъ. Предпо-
ложеше наше основывается на следующемъ суждении: 

Такъ какъ отъ помножешя второй части на ^ - образо» 

валась вторая часть (S^, то есть не просто одинъ точный 
дифференщалъ, но сумма точныхъ производныхъ, следова
тельно для каждой изъ производныхъ отъ U долженъ былъ 
определиться свой особенный множитель; если же эти мно
жители обозначимъ чрезъ 
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X4, \ , . . . . Хг__,, ] 

то, по формула (II), найдемъ, что т 

A t , A 2 , . . . . A r _ 4 

суть множители U: положивъ r — n, получимъ для fx всего 
п значешй. Если бы это суждеше оказалось справедливым^ 
тогда полная начальная получилась бы посредствомъ иеклю-
чешя п — 4 дифф. коэффищентовъ изъ системы п уравненШ: 

f[xr
(r)U<te ==(?,, friUdx=c„ Cl"2\Jdx=c3,... 

[l^Vdx = cn. J» r—i 

За невозможное™ доказать справедливость только-что при-
веденнаго суждешя, мы заявимъ вместо теоремы такого ро
да выводъ: 

По помножети второй части, какъ и первой, формулы (I) 

на *~-j" > в0 многихь случаяхъ определятся и друггя значенгя 

[л; что вполн-Ь подтверждается многими примерами. Эти дру-

пя значешя jx будутъ во многихъ случаяхъ fxr
(r—l). —2, 

[Хг 

36. Прим*ръ 1. — уу" + у'й —У-У- = о . 
X 

Первая производная этого уравнешя обращается въ новую 
х2 

точную производную посредствомъ множителя [х£ z= — , и 

формула (I) доставитъ: 

^dx = ̂ {yy'' + y--yÇ^ 

-J^'+У"-*£-)** . . . . . . (Г) 
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А потому первый интегралъ даннаго уравнешя будетъ 
— ЩУ* + y2 = <v 

Теперь, если на основанш (III) помножимъ вторую часть 
равенства (Г) т£-\, то есть на—-ъ > т о найдемъ, что 

х 

^ !*•(„•+••-£)[ 
х 

есть точная производная отъ 
УУ 

X 2 

такъ что другое значеше (х есть -̂-*- то есть —. 
[Л1 X 

Исключивъ у' между обоими первыми интегралами, полу-
чимъ полную начальную 

2 2 
у «— С^Х —— С| • 

Дримеръ 2. — у" — 2х~*у = 0. 
Множители первой производной суть а?\ atogx, a постоян

ное неопределенное. 
Если бы было известно только р.1 = х2, то множители 

даннаго уравнешя тотчасъ нашлись бы изъ формулъ [л'а, 
«' з 
£—i, то есть 3#% — . Но положимъ, что найдено на Xs, а 
ft ж 

alogx: въ такомъ случае положимъ также что не р\ найде-
г 

но, а — = aloqx. 
ft 

Тогда \ki=xa
i ^fl=^axa~l

} подстановлеше этого значе-
шя въ уравнеше для опредФлешя множителя 

fx" —2^—2(л = 0 
3 доставитъ Ö = 3; такъ что опять имеемъ- , #*-— оба шо-х 

жителя. 
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37. ПримФръ 3. — у" + hy = $, где А данная функщя х, 
Пусть, какъ прежде, yi9 уг частные интегралы (1), то 

есть даннаго уравнешя, 
У" + Ау = 0; (1) 

\у\ у»1 
определитель, который въ настоящемъ случае равенъ произв. 
пост., [л = —7-множитель (1): тогда, какъ доказано въ пре-ау т 
дыдущей статье, первый интегралъ будетъ 
(2) [V — 1*'у = с«> 
подъ услов!емъ 
(3) [л" + А(х = 0. 

Пусть [л1? какъ принято, множитель первой производной 
отъ (1), которая есть 
(4) . . . . . у"' + Ау '+А'у = 0; 

D ' = У« У а У2 

к " у'. у3 

определитель: 

тогда другой первый интегралъ относительно (4-), отличный 
отъ (1), будетъ 

(5) . • • h / ' - h / + ( h ' 4 A h ) ^ = D', 
подъ услов!емъ 

(6) • • • • ^"'+А [л'1=о. 
Изъ сравнешя уеловШ (6), (3) видимъ, что р. = „' 

гласно съ леммой. ' ^ и со~ 

И нетрудно убедиться, что услов!я, изъ которыхъ опое 
делятся множители [л |л3, . . . ^ б у д у т Ъ ( соответствен«." 
^ . v + f V ' A - 0 , ,*,<*>+ця'" А = О, . . , ЪТстве»но, 
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• . . ^ ( r + î 4 A j * r « = = 0 . 
Изъ (6) видно, что значенш [х4 суть: 

vs XVidx, \y2dx9 ибо (л4 = ijAöfe, и каждое изъ частныхъ 

значенш у есть значеше [л. 

Но сверхъ этихъ значенш, такъ какъ [л4 = -=—?-, , им'Ьемъ 

также: 
Wz У А 
\Vt У А 

У 2 ft 

„ Ate 
По причин*же равенства у2=у{ I — , у, можно опре-

J Vi 
делить изъ уравнешя 

\у\ У A JJi 

Отсюда 

Такимъ же способомъ можно найти уг въ зависимости отъ 
одного значенш [/., или yv 

idöc 38 Мы только что привели отношеше y^=yï I - j - , кото-
J Vi 

рое существуетъ также и между значешями [л. Можно одна» 
ко же выразить это отношеше весьма разнообразными форму
лами. Вообще же, чтобы решить, выразимо ли отношеше меж
ду значешями [л, удовлетворяющими уравненш [л" + А ( л = 0 , 
формулами {АГ

М, [Ar(r""1}. jjHf> или иными, доставляемыми (I) 

помноженной на ^ г , необходимо приписать (л послъдова-

тельно каждое изъ двухъ значешй, и потомъ определить изъ 
полученныхъ совокупныхъ уравненш при какихъ уелов1яхъ 
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они будутъ совместны. Разберемъ некоторыя изъ формулъ: 
при какихъ услов!яхъ он* выразятъ отношешя сущеет&укнщя 
между значешями [л. 

1°. Если внесемъ въуравнеше 
{*" + А[л=0 (3) 

последовательно \ь = т'а} \к — т,а.ть, разумея подъ а, Ь 
постоянныя, подъ m неизвестную функщю х, a подъ т', какъ 

dm всегда, -т~, то получатся еледующш два уравненш: 

а—г + а(а —1)1— + А = 0- • • (7) 

+ •(—«)(y)'+AJ-0. 
Последнее изъ нихъ обращается вследств1е перваго въ 

(1 + 2a )^ + (ô_l)(^Y=:0. 
' m к ' \т у 

Это уравнеше можетъ иметь место одновременно съ (7), 
независимо отъ значенШ, которыя припишутся х, только въ 
двухъ случаяхъ: во 1~хъ, если будетъ одновременно (1+2я)=0, 
Ъ — 4 = 0 ; во 2-хъ если будетъ существовать равенство 
Ах2 = пост. 

И такъ, въ общемъ случае, частные интегралы (3), а сле
довательно и (1) выразимы совокупными формулами 

ml , m . m , 

Judx r 
$ еле, или, положивъ m — ej , следующими функцшми: 

udx 
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2. Весьма большую общность имеютъ слгЬдующ1я выражешя 
ta 

Ъ m 

а, Ь, с, какъ и прежде, неопредФленныя постоянныя, a m 
функщя х. 

Последовательное подстановлеше этихъ выраженш въ (3) 
доставитъ: 

,s;+.(._1/!CY_.(h+1)i: 

m v \ m J 'm 

Отсюда выведемъ одно уравнеше 

гд* А' производная отъ А, 

В = а (а + 1) Ь3 — (а — с — 2ас + 2а2) б2 + b (a — с)2 

В, = а
2 (26 — 3) + 2а(1 — £ + с) + b + с 

Найденный значешя для —• надо будетъ подставить по-
томъ въ данное уравнеше. 

3. Не меньшая общность принадлежите значешямъ 
{т'У 

Они приведутъ вопросъ окончательно къ следующему ку
бичному уравненш: 

* " - « V 4 * v ( | + 2*2) +
 zl - è£ - AV = o , 

где z = —. 
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39. Прежде чЪмъ сделаемъ окончательный выводъ изъ вы-
шеприведенныхъ сужденш, дадимъ примеры для интегриро-
вашя, на основанш леммы, разностныхъ уравнешй. 

Прим'Еръ 1. х{х + 1) А2г« — ЪхЬм + 2ге = 0. 
Разность этого уравнешя, 

(^ + 1) (^ + 2)А% == 0, 

обращается въ точную разность множителемъ 
4 

(x-Çl)(x + 2); 

потому, по нумеру 31, множитель даннаго уравнешя дол-
женъ быть 

А 1 

х (х + 1)' 
и действительно, оно будетъ точною разноетш отъ 

au и 
х + 1 ее (а? + 4) 

Этотъ первый интегралъ есть точная разность отъ 
и - = сх + с4 ; х 1 

но къ этому же результату придемъ также и на основанш 
примеч. 2 нум. 34. 

На основанш формулы приведенной тамъ, множитель урав-
нешя Д2г«=с2; которое происходитъ отъ А3гг=0, есть 

Д|а?(а? + 1)| = 2(o?+ I), 
или просто 

X + 1. 

и действительно, по интегрированш получается 

хДг« — и= ~ х(х + 1) + V 
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j j a основаши того же примЪчашя множитель этого посл'Ьдня-

го есть А ( - ) = — —-—-г-тт; такъ что им*емъ точную раз-ужу х{х -\-1 ) 
ность 

Дм и с2 
1+1 ;г(#+ 1) 2 +ж(ж+4)4 

Сравнеше этого интеграла съ вышеполученнымъ первымъ 
интеграломъ приводитъ къ заключешю, что 

— Oj, v3 — и . 

Прим'Ьръ 2 — _ • — г! = 0. 
*ж 

П } с т ь Ал
(а?+1) = Ал. Д ^ , . . А0* тогда множитель разно-

1 
сти даннаго уравненш выразится чрезъ - (а?+А) , и другой 

х 
первый интегралъ будетъ 

Aw 
х—i\**a? */ 

По нумеру 34, множитель этого послИдняго есть A ^ ^ A ^ - t ) , 

а по нум. 31 множитель даннаго уравнетя есть A ( - j J ^ — ) ; 
наконецъ интегралъ можно получить исключешемъ Au между 
первыми интегралами. 

40. Заключительные выводы. 
1 • По предположешю найдено такое значеше (Д= |А (г), ко

торое обращаете данное уравнешв Щх, у, у ' , . . .у ( я , )=0 , или 
какъ принято IT е\ 
ппп л ~~ ' ВЪ Т0ЧНУЮ производную, не повышая JZ У Р ™ н 1 я ; п о Э Т 0 М У с а м о е °бщее значеше ^ бу-£ тъ вида Д Ж , у, . . . ^ ~ 1 ) ; т о е с т ь y W н е в о й д е т ъ в ъ ^ „ 

ел-]»-» 6СТЬ п р о г ш о д й а ' < отъ {л/ - 1 ) ; а потому этотъ по-
но т а к

И
ж

М Е ° Т Л Г Не М о ж е т ъ 3 « а т ь въ себ* у^-Ч Точ-
ложив. е ^ Не м о ж е т ъ заключать въ себ* y{n"h] По-ложивъ ж е г = 1 _ _ , „ * ^ 

п~п ~ 1, наидемъ, что [л. , должно быть 
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вида fn_t(x, y), a pn должно будетъ заключать въ себФ толь
ко х. Такъ что всего выгоднее отыскивать множитель къ п-Ш 
производной даннаго уравнешя. 

2°. Ц^лая функщя х степени г— 1-й есть одно изъ значе-
нШ [лг: чтобы убедиться въ этомъ, надо только внести въ 
(I) вместо [хг сказанную функщю. Это подтверждаетъ ту 
истину, что множитель \ьг легче найдти чФмъ р.. 

3°. Теорема. — Положимъ, что намъ удалось преобразовать 
U =: 0 въ точную производную такого свойства, что она 
остается точною производною и тогда, когда помножимъ ее 
на цФлую функщю х степени п — 2: тогда законъ происхо-
жденгл множителей послпдователъныхъ интеграловъ оть одно
го значенгя mi множителя найденной точной производной, ко
торую изобразимъ чрезъ mV = У\, выразится рядомь 

(с . т\ »,»", т\.т^ т^.т^ 
(Ц) . . . т „ — f , ^ , . . . (mi+y, • . • ( |И|—«)* • 

Доказательство. — Множитель п — 1-го интеграла будетъ 

w t
(w->).m1

( , ,-<) 

если, согласно съ формулой (II), значеше 

т . ( и - 4 ) 
или, что то же, 

О + а). 1 (т£-*)у щ 

будетъ множителемъ п — 2-го интеграла. 
На основанш той же формулы, это последнее значеше бу

детъ множителемъ п — 2-го интеграла, если 

W t ( » - » ) j W 0 - . ) п ( х + a)w><(»-«)jt|li(—«) _mlzl 

или, что то же, 
j L {m-^y-^r^Y' 
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^ _ + «r + ftJ. -ç^s=*jp - (* + a) ^ r ^ T 

будетъ вшожителемъ п — 3-го интеграла. 
Такимъ разсуждешемъ найдемъ, что 

VU—4 

тп 
•Х1»-'> — X й -да 

ГДЕ Xw цйлая функцш х степени г, будетъ множителемъ вто-
раго интеграла, если 

m ух<*-й —x (»-JV 

будетъ множителемъ 1-го интеграла. А наконецъ этотъ по-
слЪдшй будетъ множителемъ 1-го интеграла, если только 

V/x(n-2) — х1 n ~ V 

или, что то же, 
лг(п—2) 

будетъ множителемъ Vi% Что и требов. д. 
4°. Вел1здств1е только-что доказанваго, интегрироваше со-

вокупныхъ уравненш вида 

d(^i = ^idxf Лра==ф2Ля, . . . . . don=^ndx 

произойдетъ слфдующимъ образомъ: 
Сперва приведемъ ихъ къ одному уравн. гг-го порядка; по

ел* чего, если уравн. будетъ линейное, тотчасъ же ищемъ 
удовлетворить сказаннымъ двумъ услов!ямъ; если же оно бу
детъ не-линейное, будемъ искать сперва [лг; удовлетворивъ 
же какимъ ни есть способомъ сказаннымъ двумъ услов1ямъ, 
выразимъ тг-й интегралъ въ функцш изв^стныхъ И одной не
известной т^\ съ определешемъ этой величины закончится 
интегрироваше. 

19 
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Сколь велики затруднешя, сопряженный съ удовлетворе-
шемъ двумъ уелов1ямъ, высказаннымъ въ теорема, объ этомъ 
будемъ трактовать въдругомъ мемуары : всего вдругъ сделать 
нельзя. Теперь покаместъ заметимъ, во первыхъ, что реше-
Hie линейнаго уравнешя приведено въ зависимость отъ воз
можности найдти два значешя [х съ темъ, чтобы преобразо
вать ихъ вместе съ даннымъ уравнешемъ согласно съ усло-
в1ями теоремы; исполнить это будетъ не такъ затруднитель
но, потому что, какъ доказано, множитель линейнаго уравне-
шя есть функщя одной переменной х. Во вторыхъ, каковы 
бы ни были затруднешя сопряжевныя съ удовлетворешемъ 
уелов1ямъ теоремы, неопровержимо одно, что задача отыски-
вашя интеграловъ уравненш упрощена до чрезвычайности: а 
это и есть главная цель настоящой Записки. 

41. Прибавленге. 

Рйшеше диФФереыщальнаго линейнаго уравнешя 
втораго порядка съ двумя переменными. 

Въ трудахь мошовскихъ математжовъ будетъ напечатанъ 
мемуаръ С. А. Юрьева трактующш о способа приведешя 
линейнаго дифференц. уравн. съ двумя переменными п-то 
порядка съ коэффищентами переменными къ двумъ совокуп-
нымъ уравнешямъ, изъ коихъ одно линейное дифференц. 2-го 
порядка съ коэффищентами переменными, а другое алгебри-
ческое n-вои степени. Чтеше этого мемуара и прешя съ 
авторомъ о подробностяхъ его соособа навели меня на ре
шете линейнаго уравн. 2-го порядка общаго вида 

и" 4- Au -\-Bu=Q. 

Оно легко можетъ быть приведено къ виду 

у' + а у 2 + й у + Х = 0; (1) 

подъ а, Ь разумеются кашя нибудь постоянныя, однакожъ а 
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не = 0; X данная функщя х, а у', какъ всегда, изобра
жу 

жаетъ -у- • ах 
Можно разложить (1) на совокупныя уравнешя 

ay + Q = Q, 

въ которыхъ Р, Q дв* функцш связанныя услов1емъ 

P + Q = 6. 

Если же зам'Ьнимъ у суммою двухъ неизв'Ьстныхъ функцш 
а -\- о, потомъ полученныя уравнешя, 

а'4-£' + Р(а + £) + Х = 0 
<ш -f- aS + Q = О, 

сложимъ, по помножеши посл^дняго изъ нихъ на неопреде
ленный множитель — т, и наконецъ къ результату прида-
димъ одно и то же количество m съ плюсомъ и минусомъ: 
то равенство 

d(cL-\-m)=.(am—Р) ) а -\— -(m'--ö'--Po-~X-\-amQ-\-mQ) [ dx 

обратится въ точный дифференщалъ отъ 

log (а -f- т) = к -|~_ I (am — Р) dx, 

или 

I (am — Р) dx 

(2) а + т=се 

лишь бы мы удовлетворили условно 

ш' — £' — Ро — X + ато + mQ = m (am — Р). 
19* 
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Положимъ 
(3) m ' _ S ' _ PS + amS=:0 

am2 — bm + X = 0; 
а также, для краткости, 

1 
4 2a \b+\/(b2 — Ux) 

m2 =^j6-vV-^)U 
a \midx a h m2dx 

тогда 

ДОСТЭ1 

уравнешя 

штъ 

D = = c{e — 

a -f- ml 

a + m2 

m{ 

c2e 

a I m 

a Im 

= c2e . 

— Щ 

: 

{dx 

V 

2dx 

V 

D 

a\mudx a I mt dx 

D 

a <5 определится изъ (З). 
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Или, инымъ образомъ: 

опред'Ьлимъ изъ (3) Р, и означимъ чрезъ P l f P2 значешя 

т'^ — S' -|- ami S m\ — £' -f- атг S 

еоотв'Ьтетвуклщя двумъ знaчeнiямъ m: тогда (2) доставитъ 

a -f- mf = с45е 

а + т2 = с Je 
ибо т\ — — т\. 

Изъ перваго выведемъ 

ÖL = — mj -f~ с4(5е ; . . . . (4) 

внося это значеше въ другое уравнеше, находимъ 

С - J T J T % 
mt — т2 = \ete — c2e у 

Положимъ 

e = W, 
следовательно 

тогда W определится изъ точнаго дифференщала 
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dW m\ •dx4 

поел* чего найдутся два значешя для S и столько же для а9 
и частныя значешя у будутъ 

Vi = а, + 8± 

У2 = а2 + 5„ 
разумея подъ ai? а2 значешя a, a подъ 54, £2 соотв^тствую-
пря значешя <5. 

Впрочемъ, можно удовольствоваться однимъ частнымъ зна-
чешемъ yi9 ибо общее значеше будетъ, какъ известно, 

— ( (2аУ4 + ь) dx 

е 
y = Vi 

—(Wi +ъ)dx 

С + а I е • ^ж 




