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Yorrede.

Im Jahre 1907 erhielt ich von der University of Pennsylvania den
Auftrag, eine zweistiindige, ganzjihrige Vorlesung iiber Statistik fiir
Studenten der biologischen Wissenschaften auszuarbeiten. Dieser Kurs
wurde in den folgenden Jahren bis zum Sommer 1914 gegeben, und aus
meinen Aufzeichnungen entstand das vorliegende Buch. Die giinstigen
Arbeitsverhdltnisse lielen in mir den Wunsch entstehen, das gesamte
Anwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Darstellung zu
bringen. Der Krieg unterbrach meine Arbeiten, und es wurde mir
bald klar, daB3 dieser Plan unter den gegenwirtigen Verhiltnissen fiir
mich unausfiihrbar ist.

Wegen des Interesses, das meinen Arbeiten von verschiedener Seite
entgegengebracht wurde, entschlof ich mich, wenigstens jenen Teil zu
veroffentlichen, auf welchem meine Studien mehr oder weniger zum
Abschlufl gekommen sind. Es ist dies das Gebiet der Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Theorie der Beobachtungsfehler.
Ich hoffe, daf3 hieraus meine Gedanken mit hinreichender Klarheit er-
kannt werden kénnen. Hierdurch entfallen viele interessante Probleme,
allein nur diese Beschrdnkung liell die Fertigstellung der Arbeit in
absehbarer Zeit erhoffen. In manchen Fillen war der Verzicht sehr
schwer. Eine Darstellung der mathematischen Statistik ist heute nicht
vollstdndig, falls die biometrischen Untersuchungen Karl Pearsons
und seiner Schiiler fehlen. Es ist als sicher anzunehmen, daB die be-
deutungsvollsten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in Zu-
kunft auf dem Gebiete der Biologie zu finden sein werden.

Die physikalischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
sowie die analytische Darstellung statistischer RegelméBigkeiten konn-
ten nur voriibergehend gelegentlich gestreift werden. Die interessanten
Probleme der Interpolation, die teilweise unter dem Namen der Kollek-
tivmafBlehre abgehandelt zu werden pflegen, bilden einen umfangreichen
Komplex, dessen Bearbeitung viel Zeit und Miihe erfordert. Da keine
Moglichkeit bestand, diese Gegenstiinde auch nur einigermaflen cr-
schopfend zu behandeln, so verzichtete ich auch auf die Darstellung
meiner eigenen einschligigen Verdffentlichungen.

Durch diese Beschrinkungen verlor das Buch zum groflen Teil den
Charakter eines Lehrbuches. Besonderen Wert legte ich auf die Dar-
stellung des Zusammenhanges der Vorstellungen der Wahrscheinlich-
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1A% Vorrede

keitsrechnung mit jenen der tibrigen Naturwissenschaften, und allge-
meine Betrachtungen nehmen in diesem Buche einen verhdltnismiBig
breiten Raum ein. Vielleicht kann es als Beleg fiir die Berechtigung
der hier vorgetragenen Anschauungen gelten, daB ich mich in einer
sehr weitgehenden Ubereinstimmung mit Herrn J. M. Keynes befinde.
Nur hinsichtlich der Theorie der Beobachtungsfehler kann ich die An-
schauungen des scharfsinnigen Verfassers des ,,Treatise on Probabili-
ties” nicht teilen.

Die Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden durch rein lo-
gische Schliisse aus den Begriffen der Mengenlehre gewonnen. Hieraus
folgt, daB die allgemeinen Voraussetzungen der Mathematik fiir die
Ableitung dieser Sétze hinreichend sind, und daB die Wahrscheinlich-
keitsrechnung keine neuen Begriffe einfiihrt. Eine solche rein logische
Fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes bietet die einzige Moglich-
keit, einen unauflésbaren Widerspruch mit unseren allgemeinen Vor-
stellungen iiber das Naturgeschehen zu vermeiden. Von einer axiomati-
schen Darstellung, wie sie Herr Keynes gab, konnte abgesehen werden,
da die Voraussetzungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit jenen der
Algebra identisch sind, fiir welche die Aufgabe der axiomatischen Dar-
stellung gelost ist.

Es ist eine Konsequenz des rein logischen Aufbaues der Wahr-:
scheinlichkeitsrechnung, daB die Methode der kleinsten Quadrate im
Zusammenhange mit dem Bernoullischen Satze abgeleitet wird. Die
Verteilungsfunktion der Fehler ist in diesem Falle bekannt und aus
allgemeinen Voraussetzungen a priori abgeleitet. Die Theorie der Be-
obachtungsfehler iibernimmt diesen Algorithmus und hat zu unter-
suchen, unter welchen Bedingungen die Voraussetzungen fiir die Aus-
gleichung von Beobachtungsdaten nach diesem Rechenverfahren gegeben
sind. Die historische Entwicklung hat es mit sich gebracht, daB die
Methode der kleinsten Quadrate meist als mit der Theorie der Be-
obachtungsfehler identisch angesehen wird. Tatséchlich aber konnen
simtliche Aufgaben der Methode der kleinsten Quadrate aus den Be-
griffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gestellt und gelost werden. Zur
Anwendung dieses Rechenverfahrens auf Beobachtungsdaten ist aber
cin Element der Erfahrung notwendig, durch dessen Vorhandensein
die Theorie der Beobachtungsfehler sich von der abstrakten Wahrschein-
lichkeitsrechnung unterscheidet.

Die Bearbeitung der Literatur, die durch die Arbeiten Todhun-
ters und Czubers in ausgezeichneter Weise erschlossen ist, wurde
durch das Entgegenkommen der Universititsbehorden zu einer angeneh-
men Aufgabe. Ich hoffe, daB keine der wichtigeren, vor dem Jahre
1914 erschienenen Veréffentlichungen mir entgangen ist. Da das Buch
nicht beabsichtigt, historischen Zwecken zu dienen, so sind Zitationen
mdoglichst vermieden. Der naheliegenden Versuchung, bibliographische
Seltenheiten zu zitieren, glaubte ich widerstehen zu miissen, Die Zi-
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tationen sind mit moglichster Sorgfalt gesammelt. Da diese Sammel-
arbeit sich aber {iber eine Reihe von Jahren erstreckte, und es mir
unter meinen jetzigen Lebensumstinden nicht moglich ist, die Angaben
des Manuskriptes, wie es Vorschrift ist, durch direkten Vergleich mit
den angezogenen Stellen zu kontrollieren, so kann ich die Verantwortung
fiir die unbedingte Richtigkeit der Literaturnachweise nicht iibernehmen.

Der erste Entwurf dieses Buches war englisch geschrieben und wiire
mir einc Verdffentlichung in Amerika, wo ich diese Gedanken aus-
zuarbeiten Gelegenheit hatte, erwiinscht gewesen, allein dies hitte die
an und fiir sich. groflen Schwierigkeiten der Verdffentlichung ins Un-
gemessene gesteigert. Der University of Pennsylvania habe ich
dafiir zu danken, daf} sie mich durch Verleihung des Harrison Fellow-
ship for Research und durch sonstiges Entgegenkommen in die Lage
setzte, mich dieser Arbeit zu widmen. Wihrend meines Aufenthaltes
in Stockholm erfreute ich mich eines besonderen Entgegenkommens
von seiten der Kungliga Vetenskapliga Akademien hei der
Beniitzung der Bibliothek in Freskati, wofiir ich ihr an dieser Stelle
gerne meinen gebiithrenden Dank sage.

Briinn, am 4. November 1922.
Friedrich M. Urban.
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I. Vom Zufalle.

Die Ausdriicke Zufall und Wahrscheinlichkeit gehdren zu den am
hiufigsten gebrauchten Worten und werden im Gedankenaustausch hin-
genommen, als ob ihre Bedeutung ganz klar wire. Der Sprachgebrauch
macht, allerdings nicht mit groBer Strenge, den Unterschied, dall Zu-
fall eine Eigenschaft des objektiven Geschehens, Wahrscheinlichkeit
aber eine solche unserer Meinungen iiber dieses sei. Bei einiger Auf-
merksamkeit merkt man leicht, daf die Bedeutung dieser Worte sehr
wechselt. Oft bezeichnet ein Schriftsteller in verschiedenen Zusammen-
hingen mit diesen Worten ganz verschiedene Dinge, und aus den zahl-
reichen vorliegenden Erklirungen des Begriffes Zufall gewinnt man
schwerlich den Eindruck, daB die verschiedenen Verfasser von dem-
selben Gegenstande gesprochen haben konnen.

Es ist belehrend, eine Ubersicht iiber die Arten von Ereignissen zu
geben, die dem Sprachgebrauch nach als zufillig bezeichnet werden.
Es zeigt sich, dafl der Charakter der Zufilligkeit den Ereignissen auf
Grund sehr verschiedener Eigenschaften zugeschrieben wird, und daf}
es kaum eine Eigenschaft gibt, die allen als zufdllig bezeichneten Er-
eignissen gemeinsam ist. Hicraus erkldrt sich das Fehlschlagen der
Versuche, ein Merkmal anzugeben, woran die Zufilligkeit eines Ereig-
nisses erkannt werden kann.

Zuniichst verleiht die Scltenheit einem Ereignisse den Anspruch,
als zufillig angesehen zu werden. Man spricht von einem kleineren
oder groBeren Zufalle, indem man die Seltenheit des Ereignisses als
MaBstab unterlegt. Je seltener cin Ereignis ist, als desto gréferer Zu-
fall wird sein Eintreten angesehen. In diesem Sinne bezeichnet man
den Zusammenstol zweier Schiffe auf hoher See als Zufall, dessen
GriBo danach bewcrtet wird, ob das Ungliick auf einer vielbefahrenen
Verkehrsstrafle oder abseits der gewdhnlichen Verkehrswege geschah.
Bs ist fiir den Charakter der Zufilligkeit solcher seltener Ereignisse
gleichgiiltig, ob iiber die Umstinde, welche sie herbeifiihrten, Unklar-
heit besteht oder nicht. Die Bezeichnung zufillig bezicht sich nur auf
dio Seltenheit der Ereignisse und nicht auf irgendeinen Mangel unseror
Einsicht in die Bedingungen ihres Zustandekommens. So kénnen wir
in die Umstiinde, welche die beiden Schiffe in die verhingnisvolle Lage
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brachten, vollkommene Einsicht besitzen, und eine nachherige Unter-
suchung kann iiber den Hergang des ZusammenstoBes solche Klarheit
verschaffen, so daB uns die Verkettung der Ereignisse als durchaus
notwendig erscheint, ohne dafl dem Sprachgebrauche nach die Bezeich-
nung zufillig richtig zu sein aufhorte.

In dem gleichen Sinne bezeichnen wir es als zufillig, wenn beim
Roulettespiele mehrere Male hintereinander die gleiche Farbe, z. B. Rot,
erscheint, und die GroBe des Zufalls wird nach der Anzahl der Wieder-
holungen bewertet. Ein solches Ereignis setzt sich aus einer Anzahl
von Spielergebnissen zusammen, die einzeln sowohl wie in ihrer Auf-
einanderfolge sich unserer Voraussicht entziehen. In die Bedingungen,
welche eine mehrmalige Wiederholung desselben Spielergebnisses her-
vorbringen, besitzen wir gar keine Einsicht, denn wir kénnen nicht
einmal angeben, unter welchen Bedingungen ein Stofl ein bestimmtes
Resultat herbeifiihrt.

Die Worte Zufall und Seltenheit decken sich nicht vollstindig in
ihrer Bedeutung. So spricht man von seltenen Pflanzen und Tieren,
von seltenen Metallen usw., wobei man das Wort selten nicht durch
zufiillig ersetzen kann. Das Vorkommen dieser Gegenstinde an ihren
gewohnlichen Fundplitzen wird nicht als Zufall gewertet, wihrend ihr
Vorkommen auBerhalb ihrer gewohnten Umgebung als Zufall gilt. Es
bezieht sich dieser Gebrauch des Wortes Zufall auf das, was auBer-
halb des Kreises des Gewohnten liegt. In diesem Sinne werden mensch-
liche oder tierische MiBgeburten, Steine oder Baume, die menschliche,
tierische oder sonstige bekannte Formen nachahmen, als Werke des
Zufalls angesehen. Dies entspricht dem Geiste der Sprache auch dann,
wenn man eingesehen hat, daf unter den bestehenden Verhdltnissen
iiberhaupt kein anderes Gebilde hétte entstehen konnen. Eine Bewer-
tung der GroBe des Zufalles ist in diesen Fillen meist ausgeschlossen,
da ein MaBstab der Seltenheit nicht leicht zu finden ist. Als Anhalts-
punkt kann nur der Grad der Kompliziertheit der nachgebildeten Figur
und die Treue der Nachahmung dienen, beides Momente, die sich kaum
genau fassen lassen.

Dic Bewertung der GroBe des Zufalles nach dem Grade der Selben-
heit ist meist von individuellen Momenten abhingig und geschieht sel-
ten in rein mechanischer Weise wie in dem obigen Beispiele von Wieder-
holungen beim Roulettespiele. Nimmt man an dem Ereignisse irgend-
welche Besonderheiten wahr, welche seinen Seltenheitswert erhshen, so
wird der Eindruck von der GroBe des Zufalles verstirkt.

So wird man es mit Recht als einen groflen Zufall betrachten,
wenn in einem Lotterieunternehmen der Hauptgewinn zweimal auf die-
selbe Nummer entfillt, wie es in der preuBischen Klassenlotterie mit
der Nummer 39093 geschah. Das Gefithl der Uberraschung erhéht
sich noch, wenn man bemerkt, daB diese Zahl von links nach rechts
und von rechts nach links gelesen das gleiche Resultat ergibt. Es ist
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aber klar, dal beim Bemerken solcher Besonderheiten das Interesse
an Zahlen und die Bekanntschaft mit ihren Eigentiimlichkeiten eine
groBe Rolle spielt. Man kann ja auch Primzahlen, Quadrate, Kuben
und andere Potenzen, runde Zahlen, Zahlen mit quadratischem Teiler
usw. als ausgezeichnet ansehen, so daf§ schlieBlich kaum eine Zahl iibrig-
leibt, die nicht in irgendeiner Hinsicht als bemerkenswert anzusehen
ist. Die Eigenschaft einer Zahl, daB} sie in beiden Richtungen ge-
lesen denselben Wert ergibt, ist vor den anderen nur dadurch ausge-
zeichnet, daB sie von jedermann auf den ersten Blick erkannt werden
kann. Sie hat etwas Uberraschendes und man iberschitzt leicht die
Seltenheit der Zahlen mit dieser Eigenschaft. Gibt man sich Rechen-
schaft dariiber, daB unter den fiinfstelligen Zahlen die Zahlen, denen
diese Eigenschaft zukommt, ebenso hiufig sind wie die durch 100 teil-
baren Zahlen — eine Kigenschaft, die ebenfalls auf den ersten Blick er-
kannt werden kann —, so nimmt das Gefithl der Uberraschung etwas ab.

Bei Ziffernfolgen besteht die Schwierigkeit darin, daB sich das
Urteil iiber den ausgezeichneten Charakter einer solchen Folge auf eine
Anzahl sehr verschiedener Merkmale stiitzen kann, ohne daBl voraus
bestimmt ist, welches Merkmal beriicksichtigt werden soll. Leichter
zu bestimmen ist der ausgezeichnete Charakter von Buchstaben- oder
Wortfolgen, bei denen die Lesbarkeit bzw. das Vorhandensein einer
Bedeutung entscheidend ist. Die Seltenheit solcher ausgezeichneter Fol-
gen ist darin begriindet, daB sie gegeniiber der groBen Zahl nicht les-
barer oder sinnloser Folgen, die aus denselben Buchstaben oder Worten
zusammengesetzt sind, sehr wenig zahlreich sind. Allerdings sind auch
diese Merkmale nicht absolut, da die Lesbarkeit von Buchstabenfolgen
fiir Vertreter verschiedener Sprachen verschieden ist, und die Erkennung
einer Bedeutung in einer solchen von den vorhandenen Kenntnissen ab-
hingt, demnach individuell verschieden ist. Ergeben die Ziehungen
aus einer Urne, die die Buchstaben B, E, I, I, I, N, O, R, U auf Zet-
teln verzeichnet enthilt, die Folge

Bernoulli,

so wird der Grad der Uberraschung und demgemif die Bewertung
des Zufalles verschieden sein, je nachdem man darin nur eine lesbare
Folge oder den Namen eines der tiefsten Denker auf dem Gebiete der
Wahrscheinlichkeit erkennt.

Ebenso wiirde man es als einen seltsamen Zufall ansehen, wenn
die Ziehungenaus einer Urne, die acht auf Zetteln verzeichnete lateinische
Worte enthélt, einen sinnvollen, grammatikalisch richtig konstruierten
Satz ergeben. Die Uberraschung wiirde sich noch steigern, wenn es sich
herausstellen sollte, daBl die Wortfolge einen Hexamecter ergibt. Dies
gilt aber nur, wenn iiber die Worte keine ndhere Information vorliegt.
Weifl man, dall es sich um die Worte einer jener Folgen handelt, mit
deren Bildung sich Bernhard Bauhuis vergniigte und die in den
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verschiedensten Anordnungen metrisch und grammatikalisch richtige
Hexameter ergeben, so verliert ein solches Ergebnis viel von seinen iiber-
raschenden Eigenschaften. Handelt es sich um die Worte des Satzes:
,»Tot tibi sunt dotes, virgo, quot sidera coelo’, der nach Bauhuis ,verti
potest millies bis et vicies, sensu salvo et heroici carminis lege®, so
konnte man einer Ziehung, die einen dieser Verse ergibt, immerhin
einen gewissen Seltenheitswert zuerkennen, da die Zahl der Folgen,
die keinen sinnvollen Hexameter ergeben, stark itberwiegt. Jedoch hingt
auch hier die Bewertung des Ergebnisses von individuellen Momenten
ab, da die Beurteilung, ob eine Folge einen annehmbaren Hexameter
darstellt, von der Feinheit des Sprachgefiihles bestimmt wird, und
manche der Verse Bauhuis Kniittelversen stark dhneln.

Von Zufall aber kann iberhaupt nicht die Rede sein, wenn die
Worte in jeder Rethenfolge einen sinnvollen Hexameter ergeben. Bau-
huis gelang es, auch solche Wortfolgen zu bilden, und man freut sich
dariiber, die Zahl der moglichen Hexameter angeben zu konnen, ohne
die Verse lesen zu miissen.

Héngt an dem Auftreten irgendwelcher seltener Ereignisse cin be-
sonderes Interesse, so werden diese als ausgezeichnet angesehen und
ihr tatsichliches Auftreten als Zufall bewertet. Es macht hierbei keinen
Unterschied, wenn eine genauere Untersuchung zeigt, daB ein solches
Ereignis mit jedem andern Ereignisse derselben Klasse gleichwertig
ist. Die Ereignisse, an die sich das Interesse heftet, sind gegeniiber
den uninteressanten wenig zahlreich, und ihr Eintreten wird als Zu-
fall empfunden. Dies gilt vom Auftreten gewisser Verteilungen beim
Kartenspielen. Unter diesen gibt es solche, die entweder an und fiir
sich oder fiir ihre Folgen fiir den Gewinn oder Verlust des Spieles be-
merkenswert sind, und sich im Verlaufe des Spieles selten einstellen.
Die anekdotische Geschichte der Spiele verzeichnet gerne solche seltene
Zufille wic die Tatsache, dall einmal beim Whistspicle trotz sorg-
faltiger Mischung der Karten jeder Spieler nur Karten einer Farbe
erhielt, oder wie jene merkwiirdige Verteillung der Karten, dic als das
Blatt des Herzogs von Cambridge unter den Kennern dos Whist eine
gewisse Berithmtheit gewonnen hat. Héufiger ist das Auftreten voll-
stdndig leerer Blitter ohne Honncurs, die fiir den Spieler wegen des
mit thnen verbundencn Argers bemerkenswert sind. In England ge-
braucht man fiir solche Blitter die Bezeichnung ,,Ein Yarborough
nach dem Lord dieses Namens, dem man ein besonderes Pech nach-
rithmt, withrend der Amerikaner mit dem Worte ,,a bust“ seinem Arger
Luft macht. Um ein seltenes und fiir den Verlauf des Spieles wichtiges
Ercignis handelt es sich auch, wenn beim Golfspicle der Ball bereits
mit dem ersten Schlage in das Loch getricben wird, wie es hin und
wicder geschieht. Solche Ereignisse werden als auBerordentlich emp-
funden und bilden fiir Licbhaber dieser Spielo noch lange den Gegen-
stand angeregter Gespriiche.
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Besonders merkwiirdig und fiir die vulgiren Anschauungen iiber
den Zufall vielfach bestimmend ist das Eintreffen eines Ereignisses,
das mit einem andern in Verbindung gebracht wird, trotzdem zwischen
beiden kein erkennbarer Zusamrmenhang besteht. Es wird z. B. auf
Grund irgendwelcher Vorkommnisse, die entweder von allgemeinem
Interesse sind oder dem beteiligten Individuum besonders nahe gehen,
angenommen, daB bei einer Lotterieziehung gewisse Nummern erschei-
nen werden. So setzten nach dem Tode des Kaisers Franz die Lotto-
spieler auf die Zahl seines Geburtstages, seiner Regierungsjahre und
seines Alters. Tatsichlich kam dieses Terno heraus, und die Unter-
nehmung erlitt einen betriichtlichen Schaden. Es handelt sich hier um
das Eintreffen einer bestimmten Nummernkombination unter einer gro-
Ben Zahl moglicher Ergebnisse, von denen eines eintreten muf3. Be-
merkenswert sind nur die Griinde, aus welchen die Spieler gerade diese
Nummern wihlten. Gegeniiber Ereignissen dieser Art, die sehr ge-
eignet sind, die Aufmerksamkeit zu erregen und festzuhalten, geraten
die Fehlschlige gleich plausibler Voraussagungen leicht in Vergessen-
heit, was die abergliubischen Anschauungen iiber den Zusammenhang
der Ereignisse wachhilt.

Leicht verstindlich ist dieser Gebrauch des Wortes Zufall, wenn
es sich um Interessen handelt, die allgemein sind oder in ihrer Be-
deutung fiir das betroffene Individuum sofort anerkannt werden. Geht
bei einem Vulkanausbruche die Bevilkerung einer ganzen Stadt zu-
grunde, so wird das Uberleben cines einzigen Menschen als zufiillig be-
zeichnet, und es macht keinen Unterschied dabel, wenn die Umstinde,
die die Rettung herbeifiihrten, in allen Einzelheiten bekannt sind. Macht
man sich auch klar, dal dic Umstinde dem cinen oder dem andern
der vielen ungliicklichen Bewohner der Stadt giinstig sein mulBiten, so
erscheint es einer riickschauenden Betrachtung immer doch merkwiirdig,
dafl gerade dieses Individuum sich in der giinstigen Lage befinden
sollte. Beriicksichtigt man die besonderen Lebensumstinde oder Cha-
raktereigenschaften des Geretteten, so werden leicht Betrachtungen iiber
verdientes und unverdientes Schicksal, iiber Fiigung usw. nahegelegt.
Die Stirke und Dauerhaftigkeit einer solchen Uberzeugung hingt aller-
dings sehr von der Empfinglichkeit ab, dic man solchen Anschauungen
entgegenbringt, und namentlich von der Eindringlichkeit, mit welcher
sich diec drohende Gefahr fithlbar machte. Aus diesem Grunde wirken
eigene Erlebnisse ungleich nachhaltiger als eine noch so umstindliche
Erzihlung fremder Erfahrungen. Dies hingt mit der Stirke der in
beiden Fillen ausgeldsten Gefiihle zusammen.

Interessant ist es, daB gegeniiber den Zufdllen bei der Errettung
aus auBerordentlichen Gefahren im Beschauor wohl zuerst cin Gefiihl
der Frcude und des Erstauncns ausgeldst wird, das aber bald ciner ge-
wissen humorvollen Stimmung Platz macht. Héren wir, dafl Louis
Golday beim Erdbeben von St. Royal zuerst vom Erdboden verschlun-



6 1. Vom Zufalle

gen, dann von einem unterirdischen Strome erfafit und ins Meer ge-
schleudert wurde, um hier von der Strémung an die Oberfliche ge-
bracht und so gerettet zu werden, worauf er nach allen diesen Wechsel-
fillen noch vierzig Jahre ruhig weiterlebte, so wird sich leicht jenes
halb belustigte Interesse einstellen, das wir vom Horen abenteuerlicher
Geschichten her kennen.

Nahe verwandt mit den seltenen Ereignissen sind jene Vorfille, bei
denen wir einen Mangel an Proportion zwischen der Kleinheit der Ur-
sache und der GroBe der erzielten Wirkung wahrzunehmen glauben.
Auch diese Ereignisse, die man unter dem Schlagworte ,,Kleine Ur-
sachen, groBe Wirkungen* zusammenfassen kann, werden dem Sprach-
gebrauche gemif3 als zufillig bezeichnet. Es ist wichtig, hervorzuheben,
daB in diesen Fillen der Zusammenhang zwischen Ursache und Wir-
kung vollkommen klar und unbezweifelt ist, und das Interesse an diesen
Vorgiingen eben in der Aufweisung dieses Zusammenhanges besteht.
Das Eigentiimliche dieser Ereignisse liegt darin, daf} ein unter gewshn-
lichen Verhiltnissen ganz belangloser Gegenstand oder Sachverhalt durch
irgendwelche Umstinde groBe Bedeutung gewinnt. Es ist also auch
in diesen Fillen das AuBlergewohnliche oder die Seltenheit, was den
Ereignissen in unseren Augen den Charakter des Zufélligen verleiht.

Fiir den volkstiimlichen Schriftsteller hat die Darstellung solcher
Zusammenhéinge stets besonderes Interesse. Man denke an die bekannten
Betrachtungen iiber das Sandkérnchen in der Harnréhre Cromwells oder
an die Ausfithrungen Zolas iiber die Krankheit Napoleons TII. und
den Zusammenbruch seiner Herrschaft. Gewdohnlich ist ein Sandkorn
gewil ein mehr oder weniger gleichgiiltiger Gegenstand und ohne Iiin-
flufl auf Angelegenheiten von auch nur geringer Bedeutung. Bei Crom-
wells Leiden hatte aber dieses besondere Sandkorn vermoge seiner Lage
eine deutlich erkennbare Wirkung auf die Gesundheit und damit auf
die Tatkraft und Arbeitsfreudigkeit eines Staatsoberhauptes, und iibte
so kaum absehbare Wirkungen aus,

Es ist eigentlich auch hier die Seltenheit und das Ungewohnte des
Zusammenhanges, das die Einbildungskraft anregt, was als Zufall be-
zeichnet wird. Die Geringfiigigkeit einer Ursache in Hinblick auf die
GrioBe der Wirkung besteht nur darin, dal ein bestimmter Bedingungs-
komplex sonst sehr hdufig vorkommt, aber gewéhnlich nicht hinreicht,
um Vorginge von irgendwelcher Bedeutung in FluB zu bringen, wih-
rend er in dem gegebenen Falle eine ungeahnte Tragweite hat. Be-
steht die Seltenheit nicht oder sind wir an den Zusammenhang gewohnt,
so sprechen wir auch nicht mehr von Zufall. Zwischen dem Driicken
eines Knopfes beim Schliefen eines elektrischen Kontaktes und der da-
durch hervorgerufenen Explosion einer Mine besteht ebenfalls cin fiihl-
barer Mangel an Proportion zwischen Ursache und Wirkung. Trotz-
dem sprechen wir hier nicht von Zufall, weil uns dieser Zusammenhang
bekannt ist und uns nicht durch seine Seltenheit imponiert.
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Sehe ausgedehnt ist jene Klasse von Ereignissen, bei denen der
Zufall im zeitlichen oder rdumlichen Zusammentreffen verschiedener
Vorginge besteht. Auch hier wird meistens nur das Zusammentreffen
von Ereignissen beachtet, das sich durch Seltenheit oder sonst eine
Eigentiimiichkeit auszeichnet. Die Bezeichnung zufillig bezieht sich
jedoch nicht auf die Seitenheit, denn sie bleibt auch dann noch richtig,
wenn wir ein soiches Zusammentreffen sehr hiufig beobachten kénnen.
Wesentlich ist fiir diese Art des Zufalles, dal zwischen den beiden
Ereignissen kein erkennbarer Zusammenhang besteht, oder daB3 dieser
so entfernt ist, dafl aus ihm allein das Zusammentreffen nicht voraus-
gesehen werden kann.

Ein typisches Beispiel dieser Art des Zufalles ist die Tatsache,
dal die beiden franzésischen Generale Kleber und Desaix an dem-
selben Tage und zu der gleichen Stunde den Tod fanden, der eine auf
dem Schlachtfelde von Marengo, der andére durch Mord in Kairo.
Will man auch den allgemeinen Grund dieser Ereignisse in der ehr-
geizigen Politik Napoleons sehen, der diese Ménner auf verschiedenen
Posten groflen Gefahren aussetzte, so geniigt eine solche Kenntnis doch
nicht, um den Zeitpunkt des drohenden Verhiingnisses zu bestimmen,
und das zeitliche Zusammentreffen der beiden Ereignisse erscheint noch
immer als zuféllig.

Nehmen wir an, daB zwei Briider in denselben Truppenteil ein-
gereiht wurden, der in einem Gefechte groBe Verluste erleidet, so wird
der gleichzeitige Tod der beiden Briider nicht in gleicher Weise als
Zufall gewertet werden kdnnen. Der Grund dieses Ereignisses liegt in
der gemeinsamen Abstammung der beiden Briider und ihrer dadurch
bedingten Zugehorigkeit zum Ergénzungsbereiche des gleichen Truppen-
teiles. Dic Anhdnglichkeit zueinander hat die beiden Briider vielleicht
sogar in derselben Untereinheit zusammengebracht. Die unausweichliche
Verkettung von Umstiinden, die zu dem schlieBlichen Verhingnisse fiihrt,
ist deutlich erkennbar, und ihr Resultat imponiert uns nicht als Zufall.

Fiir diese Art der Zufdlligkeit ist die Abwesenheit eines erkenn-
baren Zusammenhanges erforderlich: Fehlt ein solcher, so besteht die
Zufélligkeit, sonst nicht. Das nichtverabredete Zusammentreffen zweier
Freunde erscheint als Zufall, der als um so groBer bewertet wird, je
welter von ihren gewdhnlichen Aufenthaltsorten die Begegnung erfolgt.
Wir sprechen aber nicht mehr von Zufall, wenn die Begegnung auf
Grund einer Verabredung erfolgt. Ebensowenig ist das Zusammen-
treffen zweier Leute zufillig, die ihre gewohnliche Beschiftigung tig-
lich zu gleicher Stunde denselben Weg fiihrt.

Als Zufélligkeit derselben Art erscheint es, daB zwei abgefeuerte
Kugeln sich in der Luft treffen sollen. Der Charakter der Zufilligkeit
bleibt bestehen, solange wir auf Grund der vorhandenen Informationen
die Notwendigkeit des ZusammenstoBes nicht erkennen. Es tut nichts
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zur Sache, dal solche ZusammenstéBe vielleicht sehr hdufig vorkommen
und demnach gar keinen Seltenheitswert haben.

Nach den Vorstellumgen der kinetischen Gastheorie besteht ein Gas
aus einer Menge sehr kleiner Kugeln, die mit groBen Geschwindigkeiten
in allen Richtungen durcheinander fliegen. Ein solches Gemenge von
Molekeln 1aBt in jeder Sekunde eine sehr grofle Zahl von Zusammen-
stoBen gewiirtigen, allein jeder einzelne Zusammenstof3 erscheint nichts-
destoweniger als zufillig, weil diese Kenntnis nicht hinreicht, um die
Notwendigkeit des ZusammenstoBes zweler bestimmter Molekel zu er-
kennen.

Ein anderer Gebrauch des Wortes Zufall bezieht sich auf Ereig-
nisse, die planvoll unternommen wurden, aber einen der bestehenden
Absicht nicht entsprechenden Verlauf nahmen. Der Zufall macht sich
in einer Durchkreuzung oder Férderung menschlicher Absichten gel-
tend. Die Erfahrung lehrt, dal unter gegebenen Umstinden durch ge-
wisse Handlungen bestimmte Zwecke erreicht werden. Auf Grund einer
solchen Kenntnis kénnen wir durch unsere Handlungen eine Reihe von
Vorgingen in Flufl bringen, die ein gewisses Resultat herbeizufiihren
pflegen. Werden einmal diese Erwartungen nicht erfiillt, oder werden
ste von dem erreichten Resultate iibertroffen, oder wird gar das ent-
gegengesetzte Resultat herbeigefiihrt, so spricht man von Zufall. Hier-
her gehort das durch sein Alter ehrwiirdige Beispiel des Aristoteles
von einem Manne, der auf den Markt geht, um Einkédufe zu wachen,
unterwegs aber einen Freund trifft, der ihm eine Schuld bezahlt. Das
Besorgen von Einkidufen pflegte im alten Griechenland wie auch noch
heute bei uns das Resultat zu haben, dafl man mit weniger Geld nach
Hause kommt, als man beim Ausgehen in der Tasche hatte. Der un-
vermutete Empfang von Geld fithrt in diesem Falle das erfreuliche
Resultat herbei, dal man von den Besorgungen mit mehr Geld nach
Hause kommt.

Das Herabstiirzen von groflen Hohen ist meistens mit schweren
korperlichen Schidigungen verbunden, und wir werden es in dem an-
gegebenen Sinne als zufiillig bezeichnen miissen, daf} der geisteskranke
Gautier sich dreimal vom Turme St. Michel herabstiirzte, die beiden
ersten Male aber ganz unversehrt blicb und erst beim dritten Male den
Tod fand.

Die Vercitlung menschlicher Absichten oder gar deren Umkehrung
in ihr Gegenteil durch den Zufall sind beliebte Hilfsmittel der Moral-
philosophen, um nachzuweisen, da§ der Tatbestand allein fir die Fest-
stellung der Verantwortlichkeit nicht ausreicht. Halt man nicht darauf,
seine Beispiele aus der Erfahrung zu schépfen, so kann man leicht eine
beliebige Anzahl von Belegen finden. Bekannt ist der Mann, der an
einem innern Geschwiir leidet, das ihm den Tod bringen muf}, da
er nicht den Mut hat, sich einer Operation zu unterziehen. Sein Feind
versetzt ihm in morderischer Absicht einen Dolchstich, der den Eiter-
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herd ersffnet und so die Rettung herbeifithrt. Von betrdchtlichem Alter
sind auch die beiden Ehegatten, die einander auf einem Maskenfeste
begegnen und ohne einander zu erkennen, miteinander Ehebruch be-
gehen. Im ersten Falle fiihrt eine strifliche Absicht eine lobenswerte
Wirkung herbei, im zweiten dullert sie sich in einer rechtlich belang-
losen Handlung. Ebenso leicht ist es, Beispiele von der Vereitlung
lobenswerter Absichten zu geben.

Besonders deutlich erkennbar ist der Einflufl des Zufalles in jenen
Féllen, wo der Erfolg planvoller Unternehmungen durch das unvor-
hergesehene Zusammentreffen von Ereignissen beeinfluBit wird, so z. B.
wenn ein grofes Unternchmen an der Ungunst des Wetters scheitert.
Gewisse Klassen von Ereignissen nehmen erfahrungsgemifl einen im
vorhinein erkennbaren Verlauf, weshalb sie Gegenstand planmifliger
Handlungen sein kénnen. Der Einflull duBerer, mit dem planmifBigen
Eingreifen nicht zusammenhdngender Umstéinde wird als Stérung oder
Zufall angesehen.

Von zufilligem MiBlingen eines Unternehmens spricht man auch
dann, wenn die Vorbedingungen nicht ganz so waren, wie angenommen
wurde, der Unterschied aber so gering war, dal er auch einer sorg-
tiltigen Untersuchung entgehen konnte. Bestand aber ein Unterschied,
der hitte erkannt werden konnen oder gar hitte erkannt werden miissen,
so spricht man von einem fahrldssig, bzw. schlecht geplanten Unter-
nehmen.

Bis vor kurzer Zeit waren die Lebensbedingungen der Anopheles
und die Rolle dieser Miicke bei der Ubertragung des Fiebers unbekannt.
Es konnte deshalb als zweckmiillige MalBregel gelten, die Fiille der
Bettgestelle in Spitdlern fiir Fieberkranke in mit Wasser gefiillte Ge-
fiBe zu stellen, um das Hinaufkriechen von Insekten zu verhindern.
Weil man, dafl jedes ruhige Wasser die giinstigsten Lebensbedingungen
fiir die Larven der Anopheles bietet, so wiire es wohl das Verkehrteste,
in einem solchen Fieberspital offene Gefdfe mit Wasser stehenzulassen,
ohne sie mit einer Schicht Petroleum zu bedecken, welche wegen des
Luftabschlusses das Leben der Larven unméglich macht. Mangelnde
Einsicht in diese sanitdren Verhéltnisse war bekanntlich eine der Haupt-
ursachen fiir das Fehlschlagen des Panamaunternehmens der Franzosen.

Man besitzt selten eine vollkommene Einsicht in die Vorbedingungen
eines Unternehmens und ist nie vollstindig Herr iiber seine Ausfith-
rung. Das Scheitern klug erdachter Pline und der unerwartete Erfolg
torichter Handlungen zeigen dic Macht des Zufalles. Es ist nicht iiber-
raschend, daBl Erfahrungen dicser Art im Menschen den Glauben an
eine Allmacht des Zufalles oder Schicksales, sowie cine Menge aber-
glaubischer Vorstellungen iiber Gliick und Ungliick hervorgerufen haben.
Die letzteren #uBern sich darin, da8 man den Verlauf von Unter-
nehmungen durch irgendwelche Handlungen, die mit diesen gar mnichts
zu tun” haben, zu becinflussen trachtet. In diesem Sinne kann man
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Aberglauben als Vertrauen in die Wirksamkeit des Belanglosen er-
kldren. Bei einiger Aufmerksamkeit findet man leicht zahlreiche Bei-
spiele solcher abergldubischer Vorstellungen in unserer, sich gerne als
aufgeklirt rithmenden Zeit, und der gewissenhafte Beobachter muf}
auf die peinliche Uberraschung gefaBt sein, in seinem eigenen Denken
solche zu finden.

Das Leben des Menschen ist selten in dem MaBe einheitlich, daf
es als die planvolle Verwirklichung eines Zweckes aufgefafit werden
kann. AuBere, vom Menschen und seinen Absichten unabhingige Um-
stinde machen sich geltend und geben dem Liebenslaufe eine oft ganz
unvorhergesehene Richtung. Diese Einfliisse, die auf die Absichten
storend, fordernd oder verzogernd einwirken, werden als zufillig an-
gesehen, und zwar selbst dann, wenn eine riickschauende Betrachtung
ihren Eintritt als durchaus notwendig erkennt. Beim Formen bewuBter
Pline kann nur ein verschwindender Teil des Weltgeschehens beriick-
sichtigt werden, und es ist unausweichlich, das Beharren der bestehenden
allgemeinen Bedingungen in héchst naiver Weise in Rechnung zu setzen.
Material zur Bildung einer begriindeten Ansicht fehlt dem einzelnen,
und besifBe er es, so wiirde seine Durchsicht solche Miihe machen, da3
die Ausfithrung aller anderen Pline zuriickgestellt werden miilite. So
ist unsere Machtlosigkeit dem Zufalle gegeniiber eigentlich nur ein Aue-
druck unseres Mangels an Einsicht in das Weltgeschehen und an Ein-
fluB auf dasselbe.

Je pach der Art, wie uns der Zufall mitspielt, haben wir das Ge-
fiihl, in der Hand einer boswilligen oder einer fiirsorglichen Macht
zu sein oder einer solchen, die in willkiirlicher und spielerischer Weise
in unser Leben eingreift, ohne etwas anderes zu bezwecken, als in uns
grundiose Hoffnungen und Befiirchtungen hervorzurufen. Schon die
Erfahrung des tdglichen Lebens lehrt, dafl die wenigsten Ereignisse
die Drohungen oder Versprechungen, die sie zu enthalten scheinen,
rechtfertigen. Horen wir aber, dafl der Matrose Rofl vom Bord cines
im Sturme kreuzenden Zerstorers gespiilt wurde, um nach einigen Mi-
nuten von den Wellen sanft auf das Deck des Nebenschiffes gesetzt
zu werden, so gewinnen wir den Eindruck eines sinn- und zwecklosen
Spielens mit dem Menschen. Das Erlebnis des Rof3 beriihrt uns éhn-
lich, wie der Zeitvertreib jener Tierfreunde, welche mit kiinstlicher
Fliege und ohne Haken fischen. Mit einem groBen Aufwande an Zeit,
Kunst und Geschicklichkeit wird nichts anderes erstrebt und erreicht
als eine harmlose Irrefithrung des Fisches. Der Gewinn des Fischers
besteht in der Freude an der eigenen Geschicklichkeit und an dem blitz-
schnellen Zufassen des getiuschten Fisches. Wer aber hat etwas von
der getduschten Hoffnung oder der grundlosen Angst des Menschen ?
Sieht man in den Naturvorgingen die AuBerungen eines Willens, so
kommt man je nach Temperament zu verschiedenen Anschauungen iiber
denselben.
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Bei menschlichen Zweckhandlungen duBert sich der Zufall in der
Stérung durch duBere Umstdnde. Die Beeinflussung einer Zweckhand-
lung durch einen nicht vorhergesehenen Umstand heifit zufillig. Da
die Voraussicht der Folgen einer Handlung von dem MabBe der vor-
handenen Einsicht abhingt und demnach individuell verschieden ist,
so ergibt sich, daf} einer gegebenen Sachlage gegeniiber von einem Men-
schen ein Ereignis als zufillig angesehen werden kann, was einem an-
dern als notwendig erscheint. Da das Mafl von Voraussicht, das von
einem Menschen gefordert werden kann bzw. gefordert werden muf,
seine Verantwortlichkeit fiir die Folgen seiner Handlungen bestimmt,
80 besteht fiir den Juristen in der Ausiibung seines Berufes die Not-
wendigkeit, sich immer wieder iiber den Begriff des Zufilligen Rechen-
schaft zu geben. Tatsdchlich stammt eine Reihe der ausgezeichnetsten
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand von Rechtsgelehrten.

Den aus der Stérung menschlicher Willenshandlungen sich ergeben-
den Zufdlligkeiten sind jene dhnlich, welche in der Natur ohne Da-
zwischentreten menschlicher Handlungen vorkommen. Naturvorginge
spielen sich meist in einer bestimmten Weise ab, allein es kommt vor,
daBl ein Vorgang sich in ganz anderer als der gewohnten Weise ab-
spielt. Eine solche Stérung des gewohnten Verlaufes wird ebenfalls als
zufillig angesehen und daran dndert sich nichts, wenn die Notwendig-
keit, mit der das der Erwartung nicht entsprechende Resultat herbei-
gefithrt wurde, hinterher vollstindig eingesehen wird. Die Zufillig-
keit besteht nur in Hinsicht auf die Regel; dic den Verlauf des Ereig-
nisses festlegt. So sprechen wir von den sufiilligen Umstinden eines
Versuches im Gegensatze zu den notwendigen und wesentlichen Be-
dingungen, die das Phénomen klar zutage treten lassen. Tatsiichlich
ist die Wirkung aller Bedingungen vollkommen gesetzmifBig und die
Bezeichnung zufdllig bezieht sich nur darauf, dal wir durch eine um-
stindlichere Zuriistung die zufilligen Umstinde ausschalten und als
fir das Ergebnis unwesentlich erkennen kénnen.

Die der Regel nicht entsprechenden Fille beeintrichtigen unser Ver-
trauen in ihre Richtigkeit nicht, wenn wir die Verursachung der Aus-
nahmen einsehen. Ist diese fiir uns nicht erkennbar, so kann von einer
Regel nicht gesprochen werden. Ein solches Ereignis gehort in das
Gebiet des Regellosen, auf dem keine sichere Erkenntnis des Verlaufes
eines Vorganges moglich ist. Man kann diese Art des Zufilligen als
das Unvorhersehbare bezeichnen.

Da wir in die Bedingungen ecines fiir unsere Erkenntnis regellosen
Vorganges keine Einsicht haben, so ist es uns auch nicht moglich, ein
bestimmtes Ergebnis planmiiBlig herbeizufiihren. So konnen wir beim
Werfen ecines Wiirfels die Umstinde, welche einen bestimmten Wurf
herbeifiihren, nicht angeben, weshalb es auch nicht méglich ist, ein be-
stimmtes Ergebnis absichtlich zu erzielen. Die verschiedenen Wiirfe
stellen sich regellos cin, ohne daB wir uns Rechenschaft dariiber geben
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konnen, warum bei einem Wurfe gerade dieses und kein anderes Lir-
gebnis erhalten wurde.

Planvolles Handeln ist demnach dem Unvorhersehbaren gegeniiber
nicht moglich. Wird das Unvorhersehbare als Gegenstand menschlicher
Handlungen betrachtet, so ergibt sich der Begriff dessen, -was nicht
absichtlich hervorgebracht werden kann. Ereignisse dieser Art eignen
sich als Gegenstand von Zufallsspielen, bei denen es wesentlich ist,
daB das Resultat der absichtlichen Beeinflussung durch Jden Spieler
entzogen ist. Die gebriuchlichen Spielregeln iiber das Mischen der
Karten, das Schiitteln und Werfen der Wiirfel, das Schleudern der
Miinzen usw. bezwecken, dem Spieler die absichtliche Herbeifithrang
eines bestimmten Resultates unméglich zu machen. Auch Handlungen,
deren Ergebnis gewohnlich planméfBig bestimmt werden kann, konnen
durch geeignete Spielvorschriften der absichtlichen Beeinflussung durch
den Spieler entzogen und so zum Gegenstand von Zufallsspielen ge-
macht werden.

Beobachtungen iiber die Ergebnisse von Zufallsspielen waren die
historische Veranlassung fiir die Erfindung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Lange blieb sie auf dieses Feld beschrinkt, und noch La-
place sah sich veranlaBt, die mannigfaltigen Nutzanwendungen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung aufzuzihlen. Dies hat sich seit Laplaces
Zeiten geindert, denn heute zweifelt niemand mehr an ihrer Wichtig-
keit. Der Mann auf der StraBe — jener bekannte Besitzer des Mono-
pols auf den gesunden Menschenverstand, aus dessen Munde imanche
Philosophen die Entscheidung der hochsten Fragen erwarten — lafit
sich durch die Milliarden imponieren, die in Lebens- und sonstigen
Versicherungen angelegt sind. Der Liebhaber genauer Naturbeobachtung
wiederum kann an einer Wissenschaft nicht voriibergehen, die in der
Methode der kleinsten Quadrate das Hilfsmittel geliefert hat, die Gee-
nauigkeit der Beobachtungen zu steigern und die erreichte Genauig-
keit festzustellen.

Noch in einer Hinsicht haben sich seit Laplace die Verhiltnisse
wesentlich geéindert. Laplace gehorte noch zu jenen GroBen, deren
Letzter vielleicht in Henri Poincaré dahingegangen ist, die das
ganze Gebiet der Mathematik beherrschten. Heute ist es nicht mehr
moglich, daB der einzelne in allen Anwendungsgebieten der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung in gleicher Weise sachverstindig ist. In der
Tat erstrecken sich diese von der Zahlentheorie iiber Geometrie, Physik,
Kristallographie, Botanik, Zoologie bis zur Psychologie und Soziologie.
Handelt es sich auch nur um die Anwendung weniger einfacher Sitze,
und sind die notwendigen Rechnungen auch so einfach, daB man die
Wahrscheinlichkeitsrechnung meist zur niederen Mathematik rechnet,
so erfordert die sachgemiBe Anwendung dieser Sitze Sonderkenntnisse,
die der einzelne in dem notwendigen Umfange nicht besitzen kann.

Aus Laplaces beriihmtem Buche gewinnt man leicht den Eindruck,
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daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung eines der schwierigsten Gebiete
der hochsten Mathematik ist. In Wirklichkeit ist dem nicht so. Man
eignet sich das mathematische Riistzeug leicht an und lernt es bald
sicher handhaben. Die Verschiedenartigkeit der Aufgaben macht aller-
dings die Anwendung verschiedener analytischer Hilfsmittel notwendig,
von denen manche in den gebrduchlichen Lehrbiichern der Mathematik
nicht aufgenommen sind. Dies ist eine Unbequemlichkeit eher als eine
Schwierigkeit. Eine wirkliche Schwierigkeit besteht nur darin, ineinem
neuen (rebiete zu erkennen, ob die Voraussetzungen fiir eine Anwendung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben sind, und ob durch eine solche
etwas Wesentliches zu gewinnen ist. Hierzu ist ein richtiges Urteil
und Einsicht in die Natur des Problems erforderlich, wie sie nur durch
eingehende Beschiftigung mit den Aufgaben des betreffenden Erfah-
rungsgebietes erworben werden kann. So ist die Wahrscheinlichkeits-
rechnung ein Hilfsmittel fiir die mathematische Bearbeitung eines Ge-
dankens, der selbst nicht mathematischer Natur ist, sondern einer natur-
philosophischen Einsicht entspringt.

Das Gebiet des Unvorhersehbaren ist das hauptsichlichste Anwen-
dungsfeld der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nicht jedes unvorherseh-
bare Ereignis eignet sich aber als Gegenstand einer wahrscheinlich-
keitstheoretischen Untersuchung: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
nicht ein Zaubermittel, um aus absolutem Mangel an Einsicht in die
Bedingungen eines Vorganges Erkenntnis zu erzeugen. Soll ihre An-
wendung nicht ein Dreschen leeren Strohs sein, so muf} sie sich auf
das Vorhandensein gewisser Kenntnisse stiitzen, und je sicherer diese
sind, desto bedeutungsvoller wird das errechnete Ergebnis.

2*



II. Die Lehren vom Zufalle.

Aus den Beispielen des vorhergehenden Abschnittes ist zu ersehen,
daB das Urteil iber die Zufilligkeit eines Ereignisses sich auf sehr
verschiedene Merkmale stiitzen kann. Diese haben kaum etwas Gemein-
sames, und es erscheint aussichtslos, in ihnen eine Eigenschaft zu fin-
den, durch die der Zufall iiberhaupt definiert werden kann. Das Wort
Zufall bezieht sich im nichtwissenschaftlichen Sprachgebrauche nicht
auf einen bestimmten Begriff, sondern dient zur Bezeichnung ganz
versehiedener Dinge. Es ist ein hoffnungsloses Unternehmen, solche
der nicht wissenschaftlich gesichteten Erfahrungen entnommene Be-
griffe, mit denen wir uns im téglichen Leben zurechtfinden miissen,
einheitlich zu definieren und widerspruchslos zu machen. Ein Verzicht
auf eine allgemeine Erklirung fillt um so leichter, als viele Anwen-
dungen dieses Wortes mehr oder weniger belanglos sind. Die abergldu-
bischen Vorstellungen von Gliick und Ungliick, Vorsehung und Figung
usw., die sich an die Vorstellung vom Zufall kniipfen, sind wegen
ihrer grofen Macht iiber das Gemiit des Menschen wohl von groBer
Bedeutung, allein ihnen gegeniiber ist eine rein logische Erklirung
iiberhaupt ausgeschlossen, und ihr Studium gehért in das Gebiet der
Volkerpsychologie.

Von hervorragender Wichtigkeit ist dagegen die genaue und wider-
spruchslose Fassung des Zufallsbegriffes in seinen wissenschaftlichen
Anwendungen. Diese betreffen hauptsichlich das Gebiet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und der Rechtslehre. Man hat gelernt, den Zu-
fallsbegriff auf diesen Gebieten sicher anzuwenden und ist geneigt,
seine Widerspruchslosigkeit als durch die erfolgreiche Anwendung auf
die Erfahrung erwiesen anzusehen.

In dieser Beziehung ist der Erfolg der Wahrscheinlichkeitsrechnung
nicht zu bezweifeln. Er kann leicht dazu verleiten, den Widerspruch
des Zufallsbegriffes mit den allgemeinen Grundsitzen unserer Natur-
anschauung zu iibersehen. Unsere Naturerkenntnis besteht in dem Nach-
weise des notwendigen Zusammenhanges der Ereignisse mit ihren Be-
dingungen, und im Laufe der wissenschaftlichen Entwicklung kam diese
Vorstellung eciner durchgiingigen, notwendigen Verkniipfung der Ereig-
nisse mit ihren Bedingungen zu ciner mehr oder weniger unumschrink-
ten Herrschaft. Die zufilligen Ereignisse sind scheinbar nicht durch
ihre Bedingungen eindeutig bestimmt, denn unter Bedingungen, die fiir
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unsere Wahrnehmung vollkommen 1identisch sind, stellt sich bald das
eine, bald das andere Ergebnis ein. Zwischen den zufdlligen Ereig-
nissen und ihren Bedingungen besteht also kein fiir uns erkennbarer
Zusammenhang.

Wie ist es moglich, diese Vorstellung auf dem Gebiete der Physik,
ja, der Geometrie und Zahlentheorie anzuwenden, ohne mit den Grund-
siitzen dieser Wissenschaften in unauflésbaren Widerspruch zu geraten ?
Der Begriff des Zufalles scheint die Leugnung eines kausalen Zu-
sammenhanges der Ereignisse mit ithren Bedingungen, und damit eine
Durchbrechung der Anschauungen iiber das Naturgeschehen, wie sie
die Physik auszuarbeiten sucht, zu beinhalten.

Die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung widerstehen so
unserm Streben nach einheitlicher Naturauffassung und bilden eine Her-
ausforderung an unseren Scharfsinn. Es ist schwer denkbar, daf} zwei
kontradiktorische Begriffe — die Annahme eines durchgingigen kau-
salen Zusammenhanges und ihre Leugnung — bet threr Anwendung
auf die Erfahrung in gleicher Weise Erfolg haben sollten. Beriicksich-
tigt man das Interesse an der Klirung dieser, fiir unsere allgemeinen
Anschauungen so wichtigen Frage, so sicht man leicht ein, dafl das
Streben nach einer klaren und widerspruchslosen Fassung der Begriffe
Zufall und Wahrscheinlichkeir nicht leicht nachlassen kann. In der
Tat vergeht kaum ein Jahr, ohne eine ganze Reihe mehr oder weniger
ausgedehnter Abhandlungen iiber diese (egenstinde zu bringen.

Man ersieht ohne weiteres, daB einige der oben aufgezihlten Merk-
male, nach welchen der Sprachgebrauch Ereignisse als zufillig bezeich-
net, sich fiir eine scharfe Fassung des Zufallsbegriffes nicht eignen,
weil sie sich einer genauen Bestimmung entziehen. Dies gilt nament-
lich von der Seltenheit eines Ereignisses und von dem Mangel an Pro-
portion zwischen Ursache und Wirkung. Ohne Willkiirlichkeit 1aBt sich
keine Grenze angeben, mit welcher Hiufigkeit ein Ereignis auftreten
muf}, um aufzuhoren selten zu sein. Ebenso ist es unmoglich, die Klein-
heit einer Ursache im Verhiltnis zur GréBe der von ihr hervorgerufenen
Wirkung ohne Willkiir begrifflich festzulegen.

Es ist merkwiirdig, daB3 der menschliche Geist sozusagen instinktiv
nach dem Merkmale der Seltenheit greift, um den Zufall zu definieren.
Befragt man Leute, die iiber diesecn Gegenstand nur wenig nachgedacht
und insbesondere keine Belehrung dariiber genossen haben, so begegnet
man iiberraschend hiufig Versuchen, das Zufillige als das Seltene, nicht
Hiufige zu erkliren. So kommt es vor, dall Leute das Erscheinen von
Wappen beim Werfen einer Miinze nicht als zufillig anerkennen, ,,weil
es in der Hilfte der Fille einiritt”, das Erscheinen der Sechs beim
Wiirfelspiele aber ohne weiteres als zufillig bezeichnen.

Der Gebrauch anderer Merkmale scheint mehr Erfolg fiir die Er-
klirung des Zufalles zu versprechen. Je nach den der Definition unter-
legten Merkmalen erhiilt man verschiedene Auffassungen des Zufalls-
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begriffes. Fiir diese hat sich im Laufe der Zeit eine gewisse Termino-
logie eingebiirgert, die sich fiir eine kurze Bezeichnung der verschiede-
nen Auffassungen schr gut eignet. Die wichtigsten dieser Ausdriicke
sollen hier erklirt werden.

Die hervorstechendste Eigenschaft der zufdlligen Ereignisse besteht
darin, daBl ihr Verlauf nicht vorausgesehen werden kann. Diese Un-
moglichkeit, den Verlauf der Ereignisse vorherzusehen, bezeichnet man
als subjektive Zufdlligkeit und spricht demgem#fl von subjektiv zu-
filligen Ereignissen. Die Anschauung, daBl der Zufall in einem Man-
gel an Einsicht unsererseits bestehe — gleichgiiltig, wodurch er hervor-
gerufen wird — heiBt die Lehre vom subjektiven Zufalle.

Nimmt man an, daB es Ereignisse gibt, die nicht in eindeutiger
Weisc durch ihre Bedingungen bestimmt sind, so spricht man vom
absoluten oder objektiven Zufalle. Absolut zufillige Ereignisse sind
demnach kausal nicht vollkommen bestimmt und werden in diesem Sinne
als ursachlos bezeichnet. Eine Abart der Lehre vom objektiven Zufall
besteht darin, daB die zufilligen Ereignisse wohl als kausal bestimmt,
in Hinsicht auf irgendwelche besondere Merkmale aber als unbestimmt
angesehen werden. Da man abstrahierend das Auftreten dieser unbe-
stimmt bleibenden Eigenschaften als besonderes Ereignis ansehen kann,
so laufi auch diese Anschauung auf die Annahme ursachloser Iireig-
nissz hinaus.

AuBert sich der Zufall in der Durchkreuzung oder Férderung
menschlicher Zweckhandlungen, so spricht man von teleologischem Zu-
falle. Sieht man in Naturereignissen die Verwirklichung irgendwelcher
Zwecke, so gibt sich die Gelegenheit, auch den Naturvorgéingen gegen-
iiber, den Begriff des teleologisch Zufilligen anzuwenden.

Die Auffassung, daBl das Wesen des Zufalles im Zusammentreffen
von voneinander unabhiéingigen Ereignissen besteht, heiBit die Lehre
vom relativen Zufalle.

Kommt einem Exemplar eines Begriffes eine Eigenschaft zu, die
in der Definition des Begriffes nicht enthalten ist, so spricht man vom
logischen Zufalle.

Jede dieser Anschauungen 148t noch gewisse Abinderungen zu, und
auBerdem konnen die verschiedenen Anschauungen in mannigfacher
Weise miteinander verkniipft werden. Wir wollen hier eine kurze Uber-
sicht iiber die verschiedenen versuchten Lésungen des Zufallsproblemes
geben. Dabei wird das Feld der Darstellung in der Weise eingeschrinkt,
daB nur jene Lehren zur Besprechung kommen, welche fiir die Auf-
fassung des Zufallsbegriffes, wic er in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in Anwendung kommt, bedeutsam sind.

Keine Beriicksichtigung finden also die Spekulationen iiber Schick-
sal, Fatum, Karma usw., die alle bestimmte Vorstellungen iiber den
Zusammenhang der Ereignisse bedingen. Ebenso wurde auf die Analyse
des teleologisch Zufilligen verzichtet, da dies das eigentliche Gebiet
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der Rechtslehre ist, und dic Wahrscheinlichkeitsrechnung die Ereignisse
ohne Riicksicht darauf betrachtet, ob sie von menschlichen Willens-
handlungen abhingen oder nicht.

Man kann sagen, da} die Rechtslehre die Begriffe des teleologischen
Zufalles und der psychologischen Wahrscheinlichkeit verwendet, wo-
bei man unter dem letzteren Ausdrucke jene Anschauungen zu ver-
stehen hat, die man sich auf Grund der gemeinsamen Erfahrung iiber
das Vorhandensein oder Fehlen psychischer Abhingigkeiten macht. Die
anderen Vorstellungen iiber Zufall und Wahrscheinlichkeit zu unter-
suchen, liegt fiir den Rechtslehrer als solchem kein Grund vor, da er
sich nur mit menschlichen Willenshandlungen und den aus ihnen sich
ergebenden Folgen zu beschiftigen hat. Allerdings ist nicht zu ver-
kennen, daf die allgemeinen Vorstellungen, die ein Forscher sich iiber
den Zufall gemacht hat, auch fiir seine Meinungen iiber das teleolo-
gisch Zufillige mitbestimmend sein miissen.

Die Unmoglichkeit, den Gang der Ereignisse vorherzusehen, ist ohne
Zweifel die hervorstechendste Eigenschaft der zufélligen Ereignisse,
und der Gedanke liegt nahe, sie fiir eine Definition des Zufalles zu
verwerten. Soll eine solche Definition Erfolg haben, so muB sie erst
folgende Schwierigkeit iiberwinden. Unkenntnis des Zusammenhanges
der Erscheinungen mit ihren Bedingungen besteht gewil auf weiten
Gebieten, wird aber durch den Fortschritt der Wissenschaft stets weiter
eingeschrinkt. Sie kann nur dann objektive Bedeutung haben, wenn es
Ereignisse gibt, bei denen der Zusammenhang mit den Bedingungen
sich aus irgendeinem Grunde unserer Erkenntnis entzieht. Im eigent-
lichen Sinne zufillig wiren nur jene Ereignisse, deren Verlauf selbst
dann nicht vorausgesehen -werden kann, wenn unsere Erkenntnis den
hochsten erreichbaren Grad der Vollkommenheit besiBe.

So lange dieser ideale Zustand nicht besteht, bleiben die Grenzen
des Bereiches der subjektiven Zufilligkeit fortwihrenden Schwankun-
gen unterworfen, und man muf} innerhalb des Gebictes des jeweilig
Unvorhersehbaren das des #berhaupt Unvorhersehbaren unterscheiden.
Da unsere gesamte Einsicht in das Naturgeschehen in der Erkenntnis
des Zusammenhanges der Ereignisse mit ihren Bedingungen besteht,
so muf} fir die im eigentlichen Sinne des Wortes zufilligen Ereignisse
eine solche Erkenntnis unmdglich sein. Um irgendwelchen Ereignissen
eine solche Sonderstellung einzurdumen, miissen Griinde angegeben wer-
den, warum diese Zusammenhinge fiir uns unerklirbar bleiben miissen.
Die Tatsache, daf} sie bis jetzt unerklirt geblieben sind, geniigt nicht,
da ja vielleicht schon morgen eine neue Einsicht gewonnen werden
kann, die es ermdglicht, den Gang dieser Ereignisse vorherzusehen.

Unvorhersehbar sind jedenfalls solche Ereignisse, die nicht mit be-
stimmten Bedingungen kausal zusammenhingen. Man stellt sich mit
dieser Ansicht auf den Boden des objektiven Zufalles. Gibt man das
Bestehen kausaler Abhéingigkeiten fiir alle Ereignisse zu, behauptet
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aber ihre Unerkennbarkeit fiir gewisse Klassen derselben, so hat man
den Begriff des subjektiven Zufalles in seiner reinsten Fassung.

Die Ansicht, dafl der Zufall darin bestehe, daf} die Ercignisse nicht
unter Gesetzen stehen, findet sich nicht selten, z. B. bei J. Schiel?)
und L. Nelson?). Da fiir das Bestehen eines kausalen Zusammenhanges.
das Vorhandensein einer Regel wesentlich ist, nach welcher die Er-
eignisse aufeinanderfolgen, so beinhaltet diese Anschauung eine Durch-
brechung des durchgingigen kausalen Zusammenhanges.

AuBerhalb des Kausalzusammenhanges werden die zufilligen Er-
eignisse auch gestellt, wenn Eigenschaften, die fiir den kausalen Zu-
sammenhang wesentlich sind, bei ihnen als abwesend vorausgesetzt wer-
den. So kann man z. B. fir die zufilligen Ereignisse die Notwendig-
keit leugnen, mit der die Wirkung auf die Ursache folgt. Zufillig ist
also, was nicht notwendig ist. Ein zufilliges Ereignis tritt ein, ohne
dafl eine Notwendigkeit vorliegt, weshalb nicht auch das Gegenteil
hiitte geschehen kénnen.

In dieser Art wurde von J. Ch. Wolff3) der Zufall definiert.
Gleichwertig mit ihr ist die von F. A. Trendelenburg in seinen
Logisohen Untersuchungen gegebene Definition, wonach Zufall das 1st,
was auch anders oder gar nicht sein kénnte. Ebenso legt Rosenkrantz
den Nachdruck auf die Abwesenheit einer Notwendigkeit, wenn er den
Zufall als eine Wirklichkeit definiert, die nur den Wert einer Mog-
lichkeit hat. In solchen Definitionen liegen hidufig metaphysische An-
schauungen verborgen. Da nimlich die Welt als Ganzes von uns auch
anders gedacht werden kann, so wird auf Grund dieser Anschauung
die Welt und das gesamte Weltgeschehen als zufillig bezeichnet. Diese
Zufilligkeit verschwinde crst fiir einen Verstand, der das ganze Ge-
schehen als notwendig erkennt.

Die Frage, ob man in sein Weltbild die Vorstellung von Ereig-
nissen, die nicht eindeutig durch ihre Bedingungen bestimmt sind, auf-
nehmen solle oder nicht, liBt sich weder auf Grund allgemeiner Uber-
legungen noch auf Grund der Erfahrung entscheiden. Man kann gegen
diese Anschauung einwenden, daf die Vorstellung ursachloser Ereignisse
ein intellektuelles Miflbehagen erzeugt, und daBl sie ein einheitliches
Bild des Naturgeschehens von vornherein unméglich macht. Unter-
stiitzen kann man diese Anschauung durch den Hinweis auf die groBe
Zahl von Vorgingen, deren Verursachung unbekannt ist. Scheut man

1) J. Schiel, Die Methode der induktiven Forschung, wo der Zufall als
das erklirt wird, was man nicht auf ein Gesetz zuriickfithren kann.

2) L. Nelson, Ist metaphysikfreie Naturwissenschaft moglich? Abhandlungen
der Friesschen Schule, Bd. 2, S. 263: ,,Aber was ist ,Zufall’ anderes als Un-
abhingigkeit von Gesetzen?"

3)J. Ch. Wolff, Verniinftige Gedanken von Gott, der Welt und der mensch-
lichen Seele, § 175: ,,Da man dergleichen Sache, die nicht notwendig ist, zu-
fillig zu nennen pflegt, so ist klar, daB dasjenige zufillig ist, davon das Entgegen-
gesetzte auch sein kann, oder dem das Entgegengesetzte nicht widerspricht.”
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sich nicht vor einer zukiinftigen Widerlegung, so kann man irgendein
Unerklirtes als unerklirbar hinstellen, ohne fiir die Gegenwart eine
schlagende Widerlegung befiirchten zu miissen. Die Anschauungen iiber
die absolut zufilligen Ereignisse hingen so enge mit jenen iiber die
Allgemeinheit des Kausalsatzes zusammen, dafl bei Besprechung der
einen Frage die der anderen fast unvermeidlich ist.

Der Natur der Sache nach kénnen in der Frage der Allgemeinheit
des Kausalsatzes nur Uberzeugungen zum Ausdruck gebracht werden —
es geschah dies manchmal in recht temperamentvoller Weise —, denn
das Vorhandensein der subjektiv zufiilligen Ereignisse erlaubt es nicht,
ein kausal geschlossenes Weltbild wirklich durchzufithren. Bei subjektiv
zufilligen Ereignissen steht die Behauptung eines kausalen Zusammen-
hanges der Ableugnung, so weit unsere Kenntnis reicht, gleichberech-
tigt gegeniiber. Die Behauptung eines solchen Zusammenhanges kann
sich allerdings auf den Fortschritt unserer Kenntnisse berufen, der
schon vielen Ereignissen den Charakter der subjektiven Zufilligkeit
genommen hat und ihn ohne Zweifel vielen anderen noch nehmen wird,
sowie darauf, dall die Wissenschaft mit dem Begriffe des absoluten Zu-
falles nichts anzufangen wei. Diese Argumente reichen aber nicht
aus, um den Glauben an ein ursachloses Geschehen, falls er vorhanden
ist, zu erschiittern. In dem weiten Gebiete des subjektiv Zufialligen wird
man stets Ereignisse finden, deren Verursachung unbekannt ist und
sich bestreiten lif3t.

Das folgende Beispiel zeigt, mit welcher Gewalt Behauptung und
Gegenbehauptung in dieser Frage einander gegeniiberstehen kénnen.
J. Venn¢t) meint, daf kein verniinftiger Mensch auch nur den Schatten
eines Verdachtes habe, dafl das Kausalgesetz auf das Werfen eines
Wiirfels nicht anwendbar sei. H. Gomperz5) stellt dagegen die Be-
hauptung auf, daB, wenn jemand jedes Jahr 60000 Wiirfe mit einem
Wiirfel mache, unter denen die Sechs ungefihr 10000 mal erscheint,
man doch nicht schlieBen werde, daBl in jedem dieser Fille das Re-
sultat notwendig eintreten mullte. Gomperz hat wohl in dieser Be-
zichung recht, daf} jemand, der nicht davon iiberzeugt ist, da die Be-
wegung des Wiirfels nach mechanischen Gesetzen vor sich geht, auch
durch eine solche Erfahrung nicht zu dieser Anschauung bestimmt wer-
den wird. Fiir die meisten Menschen diirfte eine solche Erfahrung mehr
oder weniger gleichgiiltig sein, da sie den notwendigen Zusammen-~
hang zwischen dem Erscheinen einer bestimmten Wiirfelseite und den
Bedingungen eines Wurfes kaum bezweifeln werden.

Man mag sich iiber die Allgemeinheit des Kausalsatzes welche Mei-
nung immer machen, so ist jedenfalls daran festzuhalten, daB auf dem

4) J. Venn, Principles of Empirical and Deductive Togic, 1907, S.107.

5)H. Gomperz, Uber die Wahrscheinlichkeit der Willensentscheidungen,
Sitzungsberichte d. Kais. Akad. d. Wissenschaften zu Wien, Phil.-hist. Klasse,
Bd. 149, Abh.5.
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Gebiete der Wissenschaft die Vorstellung ursachloser Ereignisse un-
ertriaglich ist. Nur die Vorstellung von Ereignissen, die durch ihre
Bedingungen eindeutig bestimmt sind, ist hier durchfiihrbar.

Eine logisch interessante Fassung der Lehre vom objektiven Zu-
falle wurde in neuester Zeit von H. Bruns$) und E. Czuber?),
zwel hervorragenden Kennern der Wahrscheinlichkeitstheorie, gegeben.
Dieser Anschauung zufolge kommen wir zu der Vorstellung absolut
zufdlliger Ereignisse, indem wir bei den scheinbar zufiilligen Ereig-
nissen der Wirklichkeit von den kausalen Beziehungen abstrahieren,
trotzdem diese, wenn auch fiir uns unverkennbar, vorhanden sind. Die
Vorstellung des absoluten Zufalles ist eben dieser Entstehung wegen
eine reine Abstraktion, d. h. ein Gedankending, das so, wie es vorge-
stellt wird, nirgends verwirklicht ist. Diese nur gedacht zufélligen Kr-
eignisse sind Gegenstand mathematischer Untersuchungen, deren Iir-
gebnis die Wahrscheinlichkeitsrechnung, ein selbstindiges Kapitel der
reinen Mathematik, ist. Die Vorstellung absolut zufilliger Ereignisse
entsteht durch Idealisierung von Gegenstinden der Erfahrung in 4hn-
licher Weise wie die Vorstellung eines Punktes oder einer Geraden
aus den empirischen Repriisentanten dieser geometrischen Gegenstinde.

In der Betonung des rein mathematischen Charakters der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, der nicht immer anerkannt wurde8), berihrt
sich diese Anschauung mit der A. A. Cournots?®). Die Richtigkeit
dieses Teiles der Ansicht Bruns’ geht daraus hervor, dafl die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung nach Aufstellung ihrer Grundsitze keine an-
deren als rein logische Operationen zur Ableitung ihrer Sitze verwen-
det. Die logische Wahrheit dieser Sitze besteht in ihrer Ubereinstim-
mung mit den Grundsiitzen, aus denen sie abgeleitet sind, und wird nicht
durch die Frage berithrt, ob es in der uns umgebenden Welt Dinge
gibt, die ihnen entsprechen oder nicht. Die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung ist ein System abstrakter Sdtze, von denen nicht ohne weiteres
foststeht, dafl sie auf irgendwclche Gegenstinde der Erfahrung an-
gewendet werden konnen.

6) H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivma lehre, 1906, S. 4.

7) E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. 1, S.13: ,Die Wahrschein-
lichkeitsrechnung abstrahiert von dem kausalen Zusammenhange des Ge-
schehens, stellt also die Hypothese rein zufilliger Ereignisse auf, womit zugleich
die vollige gegenseitige Unabhingigkeit der Vorgiinge supponiert ist, welche solche
Ereignisse herbeifiihren.”” Die Anschauung von Bruns wurde von Czuber iiber-
nommen und kam in der zweiten Auflage des Buches hinzu.

8) Fiir J. Venn, The Logic of Chance, 1876, S.7, ist die Wahrscheinlich-
keitsrechnung ein Teil einer ,science of evidence”, worin Mathematik nur zu-
filligerweise angewendet wird.

9) Cournot legte wohl als erster besonderen Nachdruck auf den rein mathe-
matischen Charakter der Wahrscheinlichkeitsrechnung und spricht z.B. in seinem
Traité, S.103, von ,la branche de la syntactique que I'on connait sous le nom
de calcul des probabilités”*. Zu bemerken ist, daB Cournot als Syntaktik jenen
Teil der Mathematik bezeichnet. der jetzt gewdhnlich Kombinatorik heift.
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Die empirischen Reprisentanten von Geraden sind Koérper — etwa
Zylinder —, deren eine Ausdehnung die anderen bei weitem iberwiegt.
Wir koénnen uns diese beiden Dimensionen stets abnehmend denken
und erhalten so als Grenze die eindimensionale, geometrische Gerade.
Durch einen dhnlichen Denkproze3 erhalten wir die Vorstellung einer
reibungslosen Bewegung, trotzdem uns eine solche in der Erfahrung
nirgends gegeben ist. Durch den gleichen Ubergang zu einer Grenze
will Bruns die Vorstellung der absolut zufélligen Ereignisse gewin-
nen. Die Vorstellung ursachloser Ereignisse nach Bruns ist ein Hilfs-
begriff — eine Fiktion im Sinne H. Vaihingers?0) oder ein Grenz-
begriff im Sinne F. A. Langes. Die Berechtigung eines solchen Be-
griffes wird erwiesen durch seinen Wert fir unser Denken.

Der Wert der Brunsschen Anschauung ist beschrinkt, und tatsich-
lich leistet sie kaum mehr als die Erklirung der Unabhingigkeit der
zufilligen Ereignisse. Nicht geleistet aber wird die Hauptaufgabe, die
darin besteht, der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Grundlage zu geben,
di2 mit den iibrigen Fundamentalanschauungen iiber das Naturgeschehen
vertriglich ist. Dies ist eine logische Aufgabe, bei der ein Wider-
spruch nicht in den Kauf genommen werden kann. Es ist also immer
noch besser, sich mit den Unbestimmtheiten der klassischen Definition
der mathematischen Wahrscheinlichkeit abzufinden in der Hoffnung,
daf} diese einmal geklirt werden, als die Brunsschen Anschauungen,
die die Vorstellung ursachloser Ereignisse enthalten, anzunehmen. Iin
Hinausschieben der Entscheidung dieser Frage ist um so leichter
moglich, als die klassische Definition fiir alle praktischen Aufgaben
durchaus hinreichend ist.

Lehnt man den Zufall als Eigenschaft des objektiven Geschehens
ab, so ist er eine rein subjektive Erscheinung und besteht in einem
Mangel unserer Erkenntnis. Als Urheber dieser Ansicht wird gewdhn-
lich Laplace angesehen, der den Zufall als ,,vain son, flatus voois,
qui nous servirait a déguiser l'ignorance, ou nous serions les véritables
causes’ bezeichnet oder auch D. Hume!?), der ebenfalls die objektive
Existenz des Zufalles leugnet, und nur sein Aquivalent, unsere Un-
kenntnis hinsichtlich der Ursachen eincs Ereignisses, zugibt. Die Mehr-
zahl der Schriftsteller nach Laplace machten diese Meinung zu der
ihren und geben Laplace als Gewiihrsmann an. Es handelt sich hier

10) H. Vaihinger, Die Philosophie des Als Ob, 1913, S.73ff, wo auf
E. v. Hartmanns Anschauungen verwiesen wird. Die Annahme des Zufalles
soll fiir unsere Erkenntnis unentbehrlich sein, und an Stelle der GewiBheit, die fiir
uns unerreichbar ist, muf die Wahrscheinlichkeit gesetzt werden.

11) Die betreffende Stelle findet sich in Humes Philosophical Essay Con-
cerning Human Understanding und lautet: ,,Though there be no such thing as
chance in the world, our ignorance of the real cause of any event has the same
influence on the understanding and begets a like species of believe or opinion."
Auf Hume bezieht sich z.B. A. Darbon, Le concept du hasard dans la philoso-
phie de Cournot, 1911, S.5.
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jedoch um eine Anschauung, die schon vor Laplace hiufig ausge-
sprochen wurde und die deutlich bis in die griechische Philosophie
verfolgt werden kann.

Vergegenwirtigt man sich die Aufgabe, so hat diese Tatsache nichts.
Uberraschendes an sich. Es liBt sich in der Tat schwer annehmen, daf3
Denker, die von der Allgemeinheit des Kausalsatzes iiberzeugt sind,
nicht auf den Gedanken verfallen sein sollten, den Zufall als cine rein
subjektive Erscheinung, hervorgerufen durch die Beschrinktheit unserer
Erkenntnis, aufzufassen. Aristoteles!?) glaubt nicht an die Allge-
meinheit des Kausalsatzes und verteidigt in seiner Physik seine cigenen
Ansichten gegen die Meinung einiger nicht genannter Philosophen, die
zufélligen Ereignisse seien ursichlich bestimmt und nur unsere mangel-
hafte Einsicht gebe ihnen den Charakter der subjektiven Zufilligkeit.
Aus dieser Stellungnahme des Aristoteles folgt, daBl es sich um
eine zu seiner Zeit bekannte, und vielleicht verbreitete Ansicht han-
delt. DafBl der Zufall eine rein subjektive Erscheinung sei, ist deutlich
in den Worten des Hippokrates ausgesprochen: suiv pév adrduarov,
aitly & odx avrduarov.

Die subjektive Wendung in der Auffassung des Zufalles ist in
diesen Worten ganz deutlich ausgesprochen, und in den Sétzen, in denen
Aristoteles die Meinung seiner Gegner darlegt, ist insbesondere
die Hervorhebung des Mangels an Einsicht unsererseits bemerkenswort.
Bis in die neue Zeit kam man nicht dariiber hinaus und machte sich
keine Gedanken dariiber, worin dieser Mangel an Erkenntnis besteche
und wodurch er hervorgerufen werde.

In der neueren Philosophie stellt sich Spinoza?3) vollstindig auf
diesen von den unbekannten Geegnern des Aristoteles eingenommenen
Standpunkt, indem er den Zufall nur als Mangel unserer Einsicht be-
stehen laf3t. Man wird nicht fehlgehen, wenn man auf Spinoza die
von der franzosischen Aufklarungsphilosophie akzeptierten Ansichten
iber den Zufall zuriickfiihrt, die in dem oben erwiihnten Satze von
Laplace ihren prignantesten Ausdruck fanden.

Schon fiir Bossuet ist der Zufall nichts anderes als ein von unserer
Unkenntnis erfundenes Wort. Allerdings erhilt bei ihm der Gedanke
eine theologische Wendung, indem er von einem hoheren Ratschlusse
spricht, fiir welchen es nichts Ungewisses, und damit keinen Zufall gibt.*)

12) Aristoteles Phys. II: elo) 04 wiveg oig doxel slvar alvle pev 1) vogn: &on-
log 0k GvBoomivy Jiwvoix. B 4, 196a, 11: molld yde wel yiverar noi. €ote Gmd
Togns, & odx dyvoodvres 8t foti émaveveyxsiv fxaorov éml i altiov vdv ywopéver.

13) Ethik, I, Prop. 33, Schol.1 (Opera, ed. 1803, Bd.2, S.65): ,,Res aliqua
nulla alia de causa contingens dicitur, nisi respectu defectus notsrae cognitionis.*

14) Bossuet, Discours sur Ihistoire universelle, III, 8: ,,Ne parlons donc
plus de hasard ni de Fortune, ou parlons-en seulement comme d'un nom, dont
nous couvrons notre ignorance. Ce qui est hasard & I'égard de nos conseils in-
certains est uns dessein concerté dans un conseil plus haut, c’est 4 dire dans ce

conseil éternel qui renferme toutes les causes et tous les éffets dans un méme
ordre."
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Bei Voltaire') fillt die theologische Wendung weg, und fiir ihn
ist der Zufall nichts anderes und kann nichts anderes sein als die
unbekannte Ursache einer bekannten Wirkung. Wir erwihnen noch
den Dictionnaire des sciences philosophiques von Franck, wo eben-
falls die objektive Existenz des Zufalles geleugnet und nur das Be-
stehen einer subjektiven Unkenntnis iiber die Natur der Dinge zu-
gegeben wird. Unter den zahlreichen Schriftstellern, welche die An-
sicht Laplaces tibernehmen, verdient L. A. Quetelet!t) wegen des
groBen Einflusses seiner Schriften hervorgehoben zu werden. Genaue
Nachweise iiber die Nachfolger Liaplaces zu geben, hitte kaum Inter-
esse, da die Ansicht nur wiederholt, nicht aber vertieft wird. Sie findet
sich in den meisten Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung, er-
-freut sich also unter den Mathematikern einer vielseitigen Zustimmung.

Unter den Ansichten iiber die Griinde, welche die subjektive Zu-
filligkeit hervorrufen, ist der Hinweis auf die iibergrofle Verwicklung
der Bedingungen, von welchen die Ereignisse abhingen, am wichtig-
sten. Uber das Bestehen von Regeln, nach welchen die Ereignisse von
ihren Bedingungen abhingen, ist kein Zweifel, ja dicse Regeln kénnen
vollstindig bekannt sein. Die Bestimmungen sind aber so kompliziert,
dal sie sich entweder einer genauen Feststellung iiberhaupt entziehen
oder Zuriistungen erfordern, die wegen ihrer Umstindlichkeit nicht
durchgefiihrt werden kénnen.

So ist z. B. beim Wiirfelspiele das Resultat jedes Wurfes durch
die dem Wiirfel erteilten Geschwindigkeiten und Rotationen nach den
drei Achsen, sowie durch die physikalische Beschaffenheit des Wiirfels
und der Unterlage vollkommen bestimmt. Die in Betracht kommenden
Guesetze sind vollstindig bekannt, und die Durchfiihrung der Rechnung
bote keine wesentliche Schwierigkeit. Diese liegt einzig in der zahlen-
miBigen Bestimmung dieser GroBen, die an und fiir sich miihevoll und
umstiindlich, wihrend des Spieles aber durch die zu beobachtenden Spiel-
regeln unmdoglich gemacht ist. Da es ausgeschlossen ist, dem Wiirfel
mit der Hand genau bestimmte translatorische und rotatorische Ge-
schwindigkeiten zu geben, und diese GroBen bei einem Wiirfel wihrend
des Fluges sich nicht bestimmen lassen, so miBte man das Werfen
durch einen Apparat besorgen lassen. Die physikalischen Konstanten
des Wiirfels miifiten durch besondere Untersuchungen festgestellt
werden.

15) Die betreffende Stelle findet sich im Dictionnaire philosophique, art.
Athéisme : ,,Ce que nous appellons hasard n’est et ne peut étre que la cause
ignorée d'un effet connu.” Uber diesen Gegenstand handeln die folgenden Aufsiitze :
J. Maldidier, Le hasard, Revue philosophique, 1897, Bd.43; G. Lechalas,
Le hasard, Revue néoscolastique, 1903, Bd. 10, S.148—164; und von demselben
Verfasser Hasard et déterminisme, Revue de Metaphysique et Morale, 1906, Bd. 14.

16) L. A. Quetelet, Sur la théorie des probabilités: ,Le mot hasard sert
officieusement & voiler notre ignorance." ‘
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Wiéren diese Beobachtungen sowie die Konstruktion des Schleuder-
apparates absolut genau, so liefe sich das Resultat jedes Wurfes be-
rechnen. Fiir jemanden, der die Einstellung des Apparates nicht kennt,
bliebe die subjektive Zufdlligkeit der Wiirfe trotzdem bestehen.

Es ist nun leicht zu sehen, daB die Genauigkeit der Beobachtungen
und der Konstruktion des Apparates gewisse Grenzen haben, die von
den getroffenen Zuriistungen abhingen. Demgemif} ist auch das er-
rechnete Resultat mit einer gewissen Unsicherheit behaftet. Da das
Resultat eines Wurfes eine unstetige Funktion der Bedingungen ist,
so kann es vorkommen, dall man zwischen zwei zu erwartenden Ergeb-
nissen nicht mit Sicherheit entscheiden kann. Wird die Giite der Be-
obachtungen und der Konstruktion des Apparates weiter verringert, so
sinkt die Grenauigkeit des Ergebnisses der Rechnung, bis schlieBlich ein
bestimmtes Ergebnis nicht mehr erwartet werden kann. So kommen wir
von dem Ideale einer vollstindigen Voraussicht des Resultates zu einer
teilweisen oder vollstindigen UngewiBheit.

Die Ansicht, daB die subjektive Zufilligkeit beim Wiirfelspiele
in unserer Unfdhigkeit begriindet ist, die Vorgénge im einzelnen zu
verfolgen, findet sich schon bei Johannes Kepler??) in den folgen-
den Worten: ,,Improvidi sunt qui hos — 1. e. tesserarum jactus —
plane fortuitos, hoc est dvairziovg esse putant: sin autem suum casum
omni causa privant, nondum eius exemplum dixerunt in tesseris.” Quare
hoc jactu Venus cecidit, illo canis? Nimirum lusor hac vice tesselam
alio latere aripuit, aliter manu condidit, aliter intus agitavit, alio impetu
animi manusve projecit, aliter interflavit aura, alio loco alvei impegit.
Nihil hic est, quod sua causa caruerit, si quis ista subtilia possit con-
sectari. Man darf sich nicht daran stofBen, dal Kepler unter den
verschiedenen physischen Bedingungen auch den ,,impetum animi‘ als
fiir das Ergebnis des Wurfes bestimmend erwihnt. Das Vorurteil, daB
die Haltung des Spielers, seine Mienen und seine Zuversicht auf das
Ergebnis einwirken, ist sehr verbreitet und wurde z. B. von Spielern
Galile1 gegeniiber geltend gemacht.

In neuester Zeit hat H. Bruns die itbergroBe Komplikation der
Bedingungen als Grund der subjektiven Zufilligkeit hervorgehoben und
dabei auf die angezogene Stelle Keplers hingewiesen. Ohne Hinweis
auf Bruns und Kepler findet sich diese Ansicht bei E. Borel?),
und der Satz: ,,... qui analysera néanmoins en detail les mouvements
de la main qui jette les dés ou qui batte les cartes! konnte fast ein
Nachklang des Keplerschen Satzes sein. Borel diirfte sich jedoch

17) J. Kepler, De stella nova in pede Serpentarii, Opera, ed Fritsch,
Bd.2, S.714. — In é&hnlicher Weise stellt H. Westergaard, Grundziige der
Theorie der Statistik, 1890, S.4, Betrachtungen dariiber an, daB beim Ziehen
einer Kugel aus einer Urne eine Menge scheinbar belangloser Unterschiede be-
stimmen, dafB gerade eine bestimmte Kugel gezogen wird.

18) E. Borel, Le hasard, S.7.
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iiber dic Bedeutung dieser Anschauung fiir die Wahrscheinlichkeits-
rechnung nicht ganz klar geworden sein, denn auf S. 214 seines Buches
findet sich die unmdgliche Definition der Wahrscheinlichkeitsrechnung
als Untersuchung der Gesetze des Zufalles.1?)

Das Beispiel vom Wiirfelspiele ist besonders lehrreich, weil die ein-
schligigen Gesetze vollkommen bekannt sind und Veranstaltungen ge-
troffen werden kénnen, die eine Voraussicht des Ergebnisses cines Wur-
fes ermoglichen. Bei anderen subjektiv zufdlligen Ereignissen, z. B.
der Wettervorhersage oder der Geschlechtsbestimmung einer zu erwar-
tenden Geburt, haben wir eine solche Einsicht nicht, weshalb wir auch
nicht die Vorkehrungen angeben konnen, die getroffen werden miiB3ten,
um eine Vorhersage zu ermdoglichen.

Behufs Voraussehung eines Vorganges miissen zunédchst die ein-
schligigen Gesetze bekannt sein, auflerdem aber miissen die in einem
gegebenen Augenblicke bestehenden Verhiiltnisse mit hinreichender Ge-
nauigkeit gegeben sein. Man pflegt dies dahin auszudriicken, daB die
Differentialgleichungen und die Anfangsbedingungen des betreffenden
Vorganges bekannt sein miissen. Sind die Gesetze, denen die Vorgiinge
folgen, unbekannt, so ist eine Voraussage unméglich. Dieselbe Un-
moglichkeit besteht aber auch, wenn bei vollstindiger Kenntnis der
Gesetze die Anfangsbedingungen unbekannt sind. .

Sind die Gesetze bekannt, so kommt es auf die Festlegung der
Anfangsbedingungen an, wobei wieder die technischen Zuriistungen,
die wir fahig oder willens sind zu treffen, entscheidend sind. Hieraus
folgt, daB es sogar jeweils eine Grenze gibt, iiber die man nicht hin-
aus kann, dafl man aber auch je nach Bediirfnis oder Wunsch ge-
wissen Ereignissen den Charakter der subjektiven Zufilligkeit geben
oder nehmen kann. Einfache Tatbestéinde konnen mit Kautelen um-
geben werden, die ihre genaue Beobachtung unméglich machen, wo-
durch die aus ihnen folgenden Ergebnisse wieder den Charakter der
subjektiven Zufilligkeit gewinnen.

Hieraus ergibt sich eine wichtige Abiinderung des Begriffes des
subjektiven Zufalles, indem man an die Stelle des absolut Unvorher-
sehbaren das relative Unvorhersehbare setzt. Relativ unvorhersehbar ist
das, was sich bel einem gegebenen Stande des Wissens nicht vorhersehen
laBBt. Bezieht man sich auf die zu einer bestimmten Zeit {iberhaupt
vorhandenen Kenntnisse, so gewinnt man den MaBstab dafiir, was fiir
den Menschen dieser Zeit als zufillig zu gelten hat. Ebenso entscheidet
das MaB der Kenntnisse, die eine Person hinsichtlich eines bestimmten
Tatbestandes besitzt, dariiber, welche der aus diesem Tatbestande sich
ergebenden Folgen als zufillig zu gelten hat. Durch Festsetzung, wel-

19) Uber diese Definition, die eine Zeitlang beliebt genug war, um Aufnahme
in ein Lehrbuch der kinetischen Gastheorie zu finden, vgl. W. 8. Jevons, The
Principles of Science, 1877, S.198.
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ches MaB von Kenntnissen von einer -bestimmten Person erwartet bzw.
gefordert werden kann, ergibt sich der Grad der Voraussicht hinsicht-
lich der Folgen einer Handlung, welcher von einer bestimmten Person
zu leisten 1st.

In dem Hinweise auf die iibergrofie Komplikation der Bedingungen
als Grund der subjektiven Zufilligkeit, ist ein wichtiger Fortschritt
iiber die Liaplacesche Definition des Zufalles gewonnen. Sie steht
mit unseren Anschauungen iiber die kausale Geschlossenheit des Natur-
geschehens nicht im Widerspruche. Zum Aufgeben dieser Anschauung,
wie sie die Auffassung des Zufalles als ein durch seine Bedingungen
nicht vollstindig bestimmten Geschehens enthilt, wiirde man sich mit
groBtem Widerstreben nur dann entschlieBen, wenn alle sonstigen Er-
klarungsversuche fehlgeschlagen sind. :

Man kann nun versuchen, von der subjektiven Zufilligkeit zu einer
Definition des Zufalles zu gelangen, indem man gewisse Klassen von
Ereignissen aullerhalb des kausalen Zusammenhanges stellt. Dabei ist
der doppelte Weg offen, solche Zusammenhinge der Ereignisse mit
ihren Bedingungen zu leugnen, oder ihr Bestehen zwar zuzugeben, ihre
Erkennbarkeit aber in Abrede zu stellen. Es gibt gewisse philosophische
Anschauungen, die sich als Grundlage fiir eine solche Ansicht recht
gut eignen.

Da es innerhalb des Naturgeschehens keine Grenze gibt, iiber die
wir die Erforschung von Kausalzusammenhéngen nicht ausdehnen kén-
mnen, so liegt es nahe, die psychischen Vorgiinge als das Gebiet jener
gesetzlosen oder unerkennbaren Ereignisse zu erkliren. Den psychi-
schen Ereignisse mochte man gerne aus manchen Griinden cine be-
sonderc Stellung einrdumen, und tatsichlich ist es wiederholt versucht
worden, das psychische Geschehen durch Eximierung vom Kausalge-
setze zu definieren. Die bekanntesten Vertreter solcher Ansichten sind
William James und Hugo Miinsterberg. Letzterer stellt die
psychischen Ereignisse auBerhalb des Kausalzusammenhanges nnd macht
sie zum Gegenstande ciner Stellungnahme des Subjektes, wodurch der
Boden fiir die Werturteile, eine neue Kategorie, gewonnen wird.

Diese betden Philosophen haben die aus ihren Anschauungen fiir
die Auffassung des Zufalles sich ergcbenden Konsequenzen nicht ge-
zogen, und James ist ein ausgesprochener Anhénger der Lehre vom
relativen Zufalle. Dagegen findet sich die Ansicht, daf3 die mensch-
lichen Willenshandlungen nicht kausal bedingt sind und demnach im
eigentlichen Sinne des Wortes zufillig sind, klar ausgesprochen bei
J. Bertrand20), A. Darbon?!) und P. Mansion?2). Man darf an-

20) Bertrand, Les lois du hasard : ,La liberté du choix produit parler
rigoureusement, les seuls faits fortuits.”

21) A. Darbon, Le concept du hasard, 1911, sagt bei Besprechung der Ver-
teilung der Ziffern in der Zahl m: ,,En derniere analyse, le seul événement veri-
tablement aléatoire qu’il puisse invoquer dans l'interprétation de ces éxamples, c’est
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nehmen, daf} diese Schriftsteller nicht durch die philosophischen Lehren
von James und Miinsterberg, sondern durch dic bekannten An-
schanungen iiber die Willensfreiheit beeinflult wurden.

Die genannten Verfasser stehen auf dem Boden der Lehre vom ob-
jektiven Zufalle. Andere Schriftsteller nehmen eine mehr unentschie-
dene Haltung ein, wodurch die Sachlage nicht verbessert wird.2) Fir
dic Whuhrscheinlichkeitsrechnung ist damit wenig gewonnen. Die Er-
klarung der Armendung des Zufallsbegriffes auf Willenshandlungen
ist um den Preis einer Durchbrechung des Kausalsatzes gewonnen, und
im Verstindnis der Anwendung der W(Lhrschemhchl\eltmochnung auf
Naturvorginge ist man nicht um einen Schritt weitergekommen.

DaB diese Anschauungen durch die bekannten Ansichten iiber Wil-
lensfreiheit beeinfluBt sind, geht daraus hervor, daff die Verfasser sich
auf die Willensentscheidungen beschrinken. Die erfolgreiche Anwen-
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf psychische Vorgiinge kogni-
tiven Charakters hat dagegen in philosophischen Kreisen nur geringeres
Interesse gefunden. Es ist jedoch anzuerkennen, daf} das Bestreben,
die Ergebnisse der Statistik iiber die RegelmiBigkeiten menschlicher
Willenshandlungen mit den Vorstellungen {iber Willensfreiheit zu ver-
cinen, zu der interessanten Auffassung des Begriffes der Zufilligkeit
gefithrt hat, die von der sogenannten Moskauer mathematischen Schule
vertreten wird. Sie besagt im wesentlichen, daBl es Ereignisse gibt, die
durchaus gesetzmiiBig verlaufen, deren Gesetze aber sich unserer Kennt-
nis entziehen. Die Entwicklung des Problemes und dessen von den Mos-
kauer Denkern versuchte Losung soll hier dargestellt werden.

Gewisse Handlungen, wie dic jéhrlich abgeschlossenen IEhen, die
begangenen Verbrechen usw. zeigen fiir einigermaflen grofBe, aber ab-
geschlossene Gemelinschaften eine bemerkenswerte RegelmiBigkeit, trotz-
dem jede cinzelne von der Zufiilligkeit einer Willensentscheidung ab-
hiangt. Fir das SchlieBen einer Ehe und fiir das Begehen eines Ver-
brechens ist der Einflufl der Willensentscheidung des Individuums un-
mittelbar klar, ebenso fiir die Zahl der Geburten, da diese in jedem cin-
zelnen Falle von einem durch die Willensentscheidung der Eltern be-
dingten Akte abhingig sind. Den Finflufl der Willensentscheidung

le choix d'un systéme d’arithmétique et, par consequent, un fait psychologique
et social, olt la volonté humaine trouve peutétre l'occasion de s’exércer.” In diesen
Worten sowie in dem angefithrten Satze Bertrands kommt der Wunsch, die
menschliche Willensentscheidung dem Kausalsatze zu entziehen, klar zum Aus-
drucke.

22) P. Mansion, La portée objective du calcul des probabilités, Bull. Acad.
Belge, Classe des Sciences, 1903, S. 27.

23} Fine solche Unentschiedenheit findet sich bei F. A. Le Dantec, Le
chaos et I'harmonie, 1911. Dieser vertritt die Ansicht, unsere Unfihigkeit, gewisse
Zusammenhinge zu erkennen, kénne teils durch einen Mangel an Einsicht, teils
aber auch dadurch verursacht sein, dafi die betreffenden Ereignisse keinem Ge-
setze folgen.

Urban, Grundlagen der Wahrscheinlichkeiterechnung 3



28 II. Die Lehren vom Zufalle

auf die Zahl der Todesfille erkennt man sofort, wenn man bedenkt,
daf} die Lebensdauer wesentlich durch die Art der Lebensfithrung be-
dingt ist, deren Wahl dem Individuum freisteht.

Wir haben hier also Ereignisse, die sich einzeln durchaus unserer
Voraussicht entziehen. Sind die Beobachtungen iiber diese Ereignisse
hinreichend ausgedehnt, so ergeben sich Zahlen, auf die man die Sitze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Erfolg anwenden kann. Welche
Vorstellung haben wir uns iiber den Zusammenhang dieser Ereignisse
mit ihren Bedingungen zu machen? Es liegt nahe, in der Bestindig-
keit der beobachteten Zahlen eine RegelmédBigkeit zu sehen, welcher
die Willenshandlungen unterworfen sind. Tatsiichlich haben mehrere
Forscher sich an die Ergebnisse der Statistik um Auskunft iber die
Frage der menschlichen Willensfreiheit gewandt, und die entdeckten
statistischen RegelmiéBigkeiten waren Gegenstand der lebhaftesten Dis-
kussion.

Es ist in diesem Zusammenhange bemerkenswert, dafl systematische
Untersuchungen iiber die Verdnderungen der Bevélkerung, die zuerst
das Hauptgebiet der Statistik waren, nicht aus wissenschaftlichem Inter-
esse an dem Gegenstande oder aus praktischen Riicksichten unternom-
men wurden, sondern daB hierfiir religiése Absichten entscheidend
waren: KEs sollte bewiesen werden, da die GroBe der Bevilkerung der
Erde mit der Annahme der Abstammung des Menschengeschlechtes von
einem Paare nicht im ‘Widerspruche stehe. Hierzu muBite gezeigt wer-
den, wie die Nachkommenschaft eines einzigen Paares in etwa 5600 Jah-
ren auf eine so grofle Zahl anwachsen konne. Die Annahme lag nahe,
daB die Bevilkerung in geometrischer Progression wachse. Unter-
suchungen dieser Art wurden schon sehr bald von Joannes Tempo-
rarius, Dionysius Petavius u. a. unternommen. L. Euler, der
in der Introductio in Analysin Infinitorum eine darauf abzielende Be-
merkung macht, schrieb 1760 eine Abhandlung iiber diesen Gegen-
stand 2¢), die man als Versuch ansehen kann, die Hypothese der Be-
volkerungszunahme in geometrischer Progression zu analysieren. Auf
Grund gewisser, mehr oder weniger willkiirlicher Annahmen wird ge-
zeigt, dall die Bevilkerungszahl durch eine rekurrente Reihe darge-
stellt werden kann. Die Glieder solcher Reihen schwanken anfangs
ganz unregelmidig, allein bei hinreichend langer Fortsetzung wachsen
sie nahezu wie dic Glieder einer geometrischen Reihe.

Seitdem SiiBmilch die RegelmiBigkeiten der Statistik zum Gegen-
stande der Darstellung in seinem Werke iber ,,Die gittliche Ordnung
in den Verdinderungen des menschlichen Geschlechtes* machte, verfehl-
ten die gemachten Erfahrungen nicht, die Aufmerksamkeit der Forscher

24) L. Euler, Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du
genre humain. Vgl. E. J. Gumbel, Eine Darstellung statischer Reihen durch
Euler, Jahresberichte der Deutschen Mathematiker - Vereinigung, Bd. 25, wo eine
Analyse dieser Schrift Fulers gegeben ist.
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und Philosophen auf sich zu ziehen. War anfangs das Interesse mehr
auf das Bestehen dieser RegelmiBigkeiten gerichtet, so wurden diese
selbst und ihve Bedeutung Gegenstand ausgedehnter Erérterungen, als
Quetelet sie zur Grundlage seiner Anschauungen iiber den mittleren
Menschen machte. Die Konstanz der Zahlen wurde aus den der mensch-
lichen Natur allgemein unterliegenden Bedingungen erkldrt, wobei der
Willensfreiheit nur die Rolle einer zufillige Stérungen verursachenden
Bedingung blieb. Hauptsiichlich der letzte Teil des Satzes, die Ab-
lehnung der Willensfreiheit, fand den lebhaftesten Widerspruch, und der
Austausch der Meinungen iiber diesen Gegenstand wurde so lebhaft,
daB fiir eine Zeit der Streit um die Willensfreiheit die Aufmerksamkeit
der Statistiker fast mehr in Anspruch nahm als das Sammeln der Daten,
die fiir den Aufbau dieser Wissenschaft erforderlich sind.25)

Diejenigen Verfasser, die die Willenshandlungen als streng nezessi-
tiert ansahen, fanden in den durch die Statistik aufgedeckten Regel-
miBigkeiten eine willkommene Bestitigung ihrer Anschauungen, die
jedoch manchiual, wie bei J. S. M1112) und H. Th. Buckle??), stark
mit metaphysischen Begriffen durchsetzt waren.?8) Man sah in diesen
RegelmiBigkeiten den Ausdruck allgemeiner Gesetze des menschlichen
Handelns, die in den einzelnen Fillen zwar von Zuféilligkeiten iiber-
deckt sind, sich im groBen aber unweigerlich zeigen. Zwischen dieser
Anschauung und jener StiBmilchs, der die statistischen RegelmiBig-
keiten als durch den Willen Gottes verursacht ansieht, besteht kein
wesentlicher Unterschied. da beide Anschauungen darin iibereinstimmen,
daB eine duBlere Ursache die Willensentscheidungen derart beeinfluf3t,
daf} die erwihnten RegelméBigkeiten zustande kommen. Die Anhénger
der Willensfreiheit waren naturgemifB bestrebt, dieses Argument zu
entkriften, indem sie entweder wie J. Lottin??) die Ergebnisse der

25) Vgl. P. E. Fahlbeck, La régularité dans les choses humaines ou les
types statistiques et leurs variations, Journal de la Société de Statistique de
Paris, 1900, Bd. 41, S.189.

26) John Stuart Mill, System of Logic, 8. ed., 1881, S.645f.

27) H. Th. Buckle, History of Civilisation in England, 2. ed., 1871, Bd. 1,
S.15—26.

28) Die Frage nach der Bedeutung der statistischen RegelmiBigkeiten wurde
in England von Buckle, Mill und Frau Somerville in Flu gebracht und
erregte, um einen Ausdruck Venns zu gebrauchen, in manchen Kreisen eine
wahre Panik. Es handeln davon: Adamson, Law of History, Owens College
Magazine, 1878, Moncure Conway, Lessons of the Day, Bd.1, S.243;
J. Venn, The Logic of Chance; J. M. Robertson, Buckle and his Critics,
1895, S.18, 285—291.

29)J. Lottin, La statistique morale et le déterminisme, Journal de la
Société de Statistique de Paris, 1908, Bd. 49, S. 334. Bei Durchfithrung dieser Ansicht
wird der Begriff der Freiheit so gefaflt, dafl diese nicht Gegenstand der Erfahrung
werden kann. Der Hinweis auf den Kan tischen Begriff der Willensfreiheit diirfte
zur Klarlegung dieser Anschauung hinreichen. Interessant ist, da Kant mit dem
Bestehen der statistischen RegelmiBigkeiten bekannt war und sie in sein Denken

3*
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Statistik als fiir diese Frage belanglos erklirten, oder wie H. Gom-
perz30) zu zeigen versuchten, dafl aus dem Bestehen der statistischen
RegelmidBigkeiten nicht auf die Notwendigkeit des einzelnen Falles
geschlossen werden kann.

Diesc Anschauungen operieren alle mit Denkelementen, dic bereits
geschaffen vorlagen, und man wird sie nicht als im hohen Grade ori-
ginell ansprechen konnen. Sie lassen sich iibrigens im Detail nicht
unbetriichtlich abindern und bieten Gelegenheit zu einer groBlen Zahl
verschiedener Lisungsversuche. Nicht alle sind mit einer hinreichenden
Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung und des einschligigen em-
pirischen Materiales geschrieben.

Bemerkenswerten Scharfsinn und eine hohe Urspriinglichkeit des
Denkens zeigt die Auffassung der statistischen RegelmidBigkeiten der
Moskauer mathematischen Schule, deren wichtigste Mitglieder P. L.
Tschebytscheff, Nekrassow, W.G. Alexejeffund N. W. Bu-
gajeff, das Haupt der Schule, sind. Dieser Schule gehdren Forscher
an, die die Mathematik und insbesondere die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung in wesentlicher Weise bereichert haben, und ihre Auffassung der
zufilligen Ereignisse verdient schon aus diesem Grunde Beachtung.
W. G. Alexejeff hat das Verdienst, diese Anschauungen durch meh-
rere deuntsche Artikel allgemein zugiinglich gemacht zu haben.?!)

Nach den Lehren dieser Forscher muf3 man bei dem Versuche, eine
richtige Auffassung der statistischen RegelmifBigkeiten zu gewinnen,
zunéchst untersuchen, unter welchen Bedingungen Ereignisse, denen ein-
zeln der Charakter der Zufilligkeit zukommt, in groBen Gruppen cine
Bestindigkeit der Mittelwerte zeigen kénnen. Die Antwort ist in einem
von Tschebvtscheff bewicsenen Satze enthalten, nach welchem die
Hauptbedingung fiir dic Anwendung der Sétze tiber die Mittelwerte
darin besteht, daB die einzelnen Ereignisse unverbunden, d. h. nicht
voneinander abhiingig sind. Besteht eine solche Abhéngigkeit, so sind
die Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht anwendbar.

Menschliche Willenshandlungen haben nun den Charakter der sub-
jektiven Zufilligkeit und zeigen fiir hinreichend grofc Gruppen jene
Bestiindigkeit der Mittelwerte, welche die Theorie fiir den Fall un-
verbundener Ereignisse vorausschen liBt. Hieraus folgt, daB die ein-

aufgenommen hatte. Die betreffende Stelle findet sich Bd.4, S.143 der Harten -
steinschen Ausgabe.

30) H. Gomperz, Uber die Wahrscheinlichkeit der Willensentscheidungen,
Sitzungsberichte d. Kais. Akad. d. Wissenschaften zu Wien, Phil.-Hist. KI., Bd. 149,
-Abhandlung 5.

31)W.G.Alexejetf, Uber die Entwicklung des Begriffes der htheren arithmolo-
gischen GesetzmiBigkeiten in Natur- und Geisteswissenschaft, Vierteljahrsschrift
f. wiss. Phil. u. Soziol., Bd.28, S.72—-93; N. W. Bugajeff und die idealisti-
schen Probleme der Moskauer mathematischen Schule, 1905, chda, Bd.29, S.335
bis 367; Die arithmologische und wahrscheinlichkeitstheorctische Kausalitiit,
Ztschr. f. Phil. u. Pddag., 1906, Bd. 14, S.50—55.
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zelnen Ereignisse unverbunden, d. h. voneinander unabhingig sein miis-
sen. Hs sind nun alle Ereignisse des Naturgescheliens miteinander ver-
bunden und stehen in emner ndheren oder ferneren Beziehung. Hicr-
aus wird geschlossen, dafl die menschlichen Willenshandlungen auBer-
halb des Zusammenhanges des Naturgeschehens stehen iniissen, da sic
sonst nicht die erwihnte Bestindigkeit der Mittelwerte zeigen kénnten.
Die statistischen RegelmédBigkeiten in den menschlichen Willenshand-
lungen sind nicht nur kein Beweis gegen die Willensfreiheit, sondern
sogar ein Beweis dafiir.

Bei der Fortsetzung des Argumentes werden die Untersuchungen
der Moskauer Mathematiker iiber die halbanalytischen Funktionen
herangezogen. Die Ereignisse des Naturgeschehens werden nach den
Gesetzen der Physik durch analytische Funktionen dargestellt, und die
Darstellbarkeit durch analytische Funktionen ist gleichbedeutend mit
der Zugehorigkeit einer Erscheinung zum allgemeinen Naturgeschehen.
Da die durch Willensentscheidungen hervorgerufenen Handlungen kein
Teil des Naturgeschehens sind, so folgt daraus, daB die Ercignisse
nicht durch analytische Funktionen dargestellt werden kdnnen. da sie
sonst nicht unverbunden sein kénnten.

In Ausfilhrung dieses Gedankenganges wollen wir folgende Bemer-
kungen machen: Die analytischen Funktionen haben die Eigenschaft,
dal sie durch einc endliche Anzahl von Daten bestimmt sind. Ist eine
solche Funktion gegeben, so ist ihr gesamter Verlauf festgelegt. Ist
also z. B. die Zeit dic unabhéngige Verdnderliche, so 1d6t sich dic Funk-
tion aus einer endlichen Anzahl von Beobachtungen, die iiber ein end-
liches Zeitintervall verstreut sind, bestimmen. Ist dies gelungen, so
1st die Funktion fiir alle positiven oder negativen Werte der Veriinder-
lichen bestimmt. Einen Vorgang, der durch eine solche bekannte Funk-
tion dargestellt wird, kénnen wir in dic Zukunft und in die Vergangen-
heit belicbig weit verfolgen.

Dic nichtanalvtischen Funktionen hingegen erfordern zu ihrer Be-
stimmung eine uncndliche Anzahl von Funktionswerten, was gleich-
bedeutend ist mit der Aussage, daf eine solche Funktion empirisch
nicht bestimmt werden kann. Vorgiinge, welche durch nichtanalytische
Funktionen dargestellt werden, befolgen also Geesetze, dic unserer Er-
kenntnis nicht zuginglich sind. Ein Voraussehen des Verlaufes solcher
Vorgéinge 1st fiir uns nicht méglich, und wir miissen uns darauf be-
schrinken, ihn durch Beobachtung festzustcllen, ohne je iiber eine rein
empirische Beobachtung hinauskommen zu konnen.

Man wird nicht umhin konnen, den Gedankengang und namentlich
die dialektische Geschicklichkeit, mit der das Argument Mills und
Buckles umgekehrt wird, zu bewundern, selbst wenn man {iberzeugt
ist, dal} der Beweis einen Fehler enthalten mul3, weil zu viel bewiesen
wird. Hat man den einfachen, diesem Argumente unterliegenden Ge-
danken erfafBit, so darf man sich vielleicht dariiber wundern, dafl dieser
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Gedankengang nicht schon frither entdeckt wurde. Tatséichlich wuBte
man schon vor Tschebytscheff — wenn auch nicht mit derselben
Deutlichkeit —, daB die wahrscheinlichkeitstheoretischen Sitze iiber
die Mittelwerte nur fiir unverbundene Ereignisse gelten. Die Erfah-
rungen in Stidten mit schlechten feuerpolizeilichen Vorschriften, wo
aus einem Brande leicht eine Feuersbrunst entsteht, sowie die Sta-
tistik ansteckender Krankheiten zeigen in sehr eindringlicher Weise,
daB nur unverbundene Ereignisse als im Sinne der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zufillig angesehen werden konnen. KEs tut auch nichts zur
Sache, daB3 der Gedanke, die nichtanalytischen Funktionen fiir die Dar-
stellung psychischer Vorginge in Anspruch zu nehmen, schon friiher
von Boussinesq ausgesprochen wurde.

Wire der Gedankengang der Moskauer Mathematiker richtig, so
miifte er fiir alle Ereignisse gelten, bei denen die von der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung geforderte Bestindigkeit der Mittelwerte vor-
handen ist. Dies ist nun bei vielen Vorgéngen der Fall, die man un-
moglich auBerhalb des allgemeinen Naturzusammenhanges stellen kann.
Dies gilt z. B. vom Wiirfelspiele, beir dessen Besprechung oben hervor-
gehoben wurde, dafB iber die in Betracht kommenden Gesetze kein
Zweifel bestehen konne. ‘

Ebensowenig besteht kein Zweifel dariiber, dal das Eintreffen von
Ebbe und Flut streng nach mechanischen Gesetzen vor sich gehe.
Macht man aber Beobachtungen dariiber, wie oft die Vormittagsflut an
einem bestimmten Punkte der Erde — z. B. bei London Bridge —
im ersten, zweiten, dritten oder vierten Viertel einer Stunde eintrifft,
s0 findet man die von der Wahrscheinlichkeitsrechnung geforderte Be-
stindigkeit der Mittelwerte.

Die gleiche Ubereinstimmung mit den Sédtzen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung zeigt sich, wenn man eine Logarithmentafel daraufhin
untersucht, wie oft eine bestimmte Ziffer sich auf der zehnten Dezimal-
stelle der Logarithmen einstellt. Auch hier kénnen wir in jedem Falle
jedes einzelne Ereignis rechnerisch in allen Einzelheiten verfolgen, und
die in Betracht kommenden Funktionen sind uns als analytisch ge-
nauest bekannt.

Der von den Moskauer Mathematikern vorgetragene Gedankengang
mulB also abgelehnt werden. Soll er fiir alle Vorgiinge gelten, auf die
die Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung anwendbar sind, so ist er
unrichtig, soll er nur fiir die psychischen Vorgidnge gelten, so ist er
willkiirlich. Hinsichtlich der Sonderstellung des psychischen Geschehens
besteht zwischen den Anschauungen der Moskauer Mathematiker und
Jenen Miinsterbergs eine gewisse Ahnlichkeit.

Hilt man an der allgemeinen Giltigkeit des Kausalsatzes fest, so
ist jedes ursachlose Geschehen und damit der absolute Zufall ausge-
schlossen. Man kann nun versuchen, zum Zwecke einer Definition jene
Eigenschaft der zufilligen Ereignisse herauszugreifen, der der Zufall
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hauptsichlich seine iiberraschende Kraft verdankt, nimlich das Zusam-
mentreffen scheinbar unabhingiger Ereignisse. Man stellt sich vor, daf
verschiedene voneinander unabhingige Kausalreihen ablaufen, und der
Zufall besteht in dem Zusammentreffen der Ereignisse in Zeit und
Raum.32) Auch diese Auffassung des Zufalles, der relative Zufall, ist
nicht neu und findet sich schon bei Jean de la Placettes3s), der den
Zufall als das Zusammentreffen von zwei oder mehreren Ereignissen
erklirt, deren jedes seine Ursache hat, wihrend eine solche fiir ihr
Zusammentreffen nicht bekannt ist. Als moderner Vertreter dieser An-
sicht kann Schopenhauer genannt werden, dessen Ansichten hier
besprochen werden sollen.34) Diese Ansicht ist sehr weit verbreitet und
spielt z. B. auch im Denken Goethes eine gewisse Rolle.

Zufall ist die Verneinung der Notwendigkeit. Der Inhalt dieses
Begriffes ist negativ und bedeutet den Mangel einer kausalen Ver-
kniipfung. Demnach ist das Zufillige auch immer nur negativ, und
jede Begebenheit ist notwendig und zuféllig zugleich: Notwendig in
bezug auf ihre Ursache, zufillig in bezug auf alles ibrige, denn ihre
Beriihrung in Zeit und Raum ist ein bloBes Zusammentreffen ohne not-
wendige Verbindung. Dic Notwendigkeit der einzelnen Begebenheiten
1aft sich durch Erkenntnis ihrer Ursachen einsehen, aber das Zusam-
mentreffen dieser verschiedenen voneinander unabhingigen Ursachen er-
scheint uns als zufillig, ja die Unabhidngigkeit voneinander ist der
Begriff de1 Zufilligkeit. Da aber doch jede von ihnen die notwendige
Folge ihrer Ursache war, deren Kette anfangslos ist, so zeigt sich,
daB} die Zufilligkeit cine blof3 subjcktive Erscheinung ist, entstanden
aus der Begrenzung unseres Verstandes, und so subjektiv wie der op-
tische Horizont, in welchem der Himmel die Erde beriihrt.

Schopenhauer verdeutlicht den Begriff der voneinander unab-
hingigen Kausalreihen durch das Bild genealogischer Beziehungen: Bei
Vorhandenscin eines gemeinsamen Stammherrn besteht Abhéngigkeit,
sonst Unabhiingigkeit. Der Hinweis auf ein angenommenes erstes Men-
schenpaar kann dazu dienen, die durchgiingige Abhiingigkeit aller Kau-
salrethen zu erliutern. Nimmt man eine Mehrzahl von Stammpaaren

32) Fur das Zusammentreffen der Ereignisse in Zeit und Raum gebraucht
Maldidier, Le hasard, Revue Philosophique, 1897, Bd.43, S.572, die pas-
senden Ausdriicke Synchronismus und Syntopismus.

33)Jean de la Placette, Traité des Jeux de Hasard: ,,Pour moi, je
suis persuadé¢ que le hasard renferme quelquechose de réel et de positif, soit
un concours de deux ou de plusieurs événement contingents, chacun desquels
a ses causes, mais en sorte que leur concours n'en a aucune que l'on connaisse.”
Zitiert nach A. A. Cournot, Essay, Bd.1, S.56.

34) Die einschlidgigen Stellen finden sich in der ,Kritik der Kantischen
Philosophie, Werke, 1891, S.550 {f. ; in der Abhandlung tiber die vierfache Wurzel
des Satzes vom Grunde, § 23; und in dem Aufsatze iiber die anscheinende Ab-
sichtlichkeit im Schicksale des einzelnen, Parerga, Bd.1. Eine Erorterung und
Kritik der Lehre Schopenhaucrs findet sich bei W. Windelband, Die
Lehren vom Zufall, S.22--26, 53.
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an, so erhalt man eine Anzahl verschiedener voneinander unabhingiger
Kausalreihen.

Dasselbe Bild gebraucht Cournots®) zur Erlduterung des gleichen
Gedankens. Da dieses Bild die Sache sehr gut erliutert und wohl recht
naheliegt, braucht man nicht unbedingt auf einc Abhingigkeit zwischen
den beiden Verfassern zu schlieen. Bei der geringen Verbreitung der
Schriften Cournots und Schopenhauers zu Lebzeiten der beiden
Verfasser ist eine solche iibrigens kaum zu vermuten.

Diese Ansicht steht demnach auf dem Boden der Lehre vom sub-
jektiven Zufalle. Schopenhauers Anschauung ist insoweit préziser
als die Definition von Liaplace, als der Gegenstand unserer Unwissen-
heit in dem rdumlichen und zeitlichen Zusammentreffen der Ereignissc
angegeben wird. Fir eine ausgedehnte Klasse der zufilligen Ereignissc
ist diesc Angabe ohne Zweifel richtig, allein bet anderen 1iBt sic sich
nur nach einer sehr interessanten Abinderung durchfiihren.

Man betrachte Vorginge wie das Zichen einer Kugel aus einer Urne,
die weilc und schwarze Kugeln in gegebenen Anzahlen enthilt, oder
die Geschlechtshestimmung einer zu erwartenden Geburt. Hier besteht
der Zufall darin, dal ein nach Zeit und Raum individualisierter Gegen-
stand eine bestimmte Eigenschaft habe, daf also z. B. eine weille Kugel
gezogen oder ein Kind ménnlichen Geschlechtes geboren wurde. Eine
Koinzidenz in Raum und Zeit im eigentlichen Sinne findet also nicht
statt, sondern das Ereignis in seiner individuellen Bestimmtheit wird
hinsichtlich einiger Eigenschaften als zufillig angesehen. Durch Ver-
allgemeinerung dieser Uberlegung kommt man dazu, jedes einzelne Er-
eignis, und damit das Weltgeschehen als Ganzes, als zufillig anzu-
sehen.

Hat man erkannt, dafl der Kausalsatz jedes Ereignis in allen seinen
Bestimmungen — auch in den rédumlichen und zeitlichen — vollstindig
festlegt, so bleibt auch fiir den relativen Zufall nur die subjektive Auf-
fassung moglich. Objektive Bedeutung gewinne der relative Zufall
nur dann, wenn man mit Renouvier absolute Anfinge von Kausal-
reihen annimmt. Hiermit stinde man aber wieder auf dem Boden des
absoluten Zufalles, womit nichts gewonnen ist.

Wir wenden uns nun zur Besprechung der logischen Zufilligkeit,
Auch dieser Begriff ist alt und findet sich schon in aller Deutlich-
keit bei Aristoteles36). Was in der Definition eines Gegenstandes
enthalten ist, kommt ihm notwendig und wesentlich zu, alles andere
ist zuféllig. Daher ist der Zufall das Unwesentliche, und es gibt keine
Wissenschaft vom Zufilligen, da die Wissenschaft sich nur mit dem
Notwendigen und Wesentlichen befaBt. In diesem Sinne ist der in der
Metaphysik vorkommende Satz zu verstehen: megl rod xevd GvuPefyrds
dextéov, 8t ovdeple ovi mepl adTd Pemole.

35) A. A. Cournot, Exposition de la théorie des chances et des proba-
bilités, 1843, S.72. 36) Analyt. Post. I, 4, 4.
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Erschwert wird das Verstindnis dieser Stellen durch gewisse Schwie-
rigkeiten in des Aristoteles Lehre von der Definition, die auf seinen
metaphysischen Anschauungen fufit. Die Definition eines Dinges gibt
nach Aristoteles sein Wesen, durch welches auch sein Sein bestimmt
ist. Werden also jene Bestimmungen eines Gegenstandes als zufillig
erklirt, die ithm seinem Wesen nach nicht notwendig zukommen, so
kann man diesen Satz auch dahin verstehen, dafi der Gegenstand diese
Eigenschaften nicht notwendig besitzt. Eine solche Auslegung wiire
in Ubereinstimmung mit den sonstigen Ansichten dieses Philosophen
iiber den Kausalsatz. Es ist demmach nicht ganz sicher, daff die an-
gefiithrten Stellen in rein logischem Sinne zu wverstehen sind. Der Be-
griff des logischen Zufalles ergibt sich nur dann, wenn man die Defi-
nition rein logisch und ohne metaphysischen Hintergedanken auffaft.

Die Anschauung, dafl der Zufallsbegriff, wie er in der Wissen-
schaft und besonders in der Wahrseheinlichkeitsrechnung zur Anwen-
dung kommt, rein logischer Natur ist, hat in neuerer Zeit mehrfach
Anhinger gefunden. Wir nennen G. Helm?3?), F. Jodl1%8) und R. d¢
Montessus3?). Mit besonderem Nachdrucke wies W. Windelband
in seiner Schrift iber ,,Die Lehren vom Zufall* darauf hin, daB der
Begriff des logischen Zufalles der einzige ist, den die Wissenschaft
in folgerichtiger Weise verwenden kann.

Die besonderen Merkmale cines Gegenstandes sind zufillig in Hin-
sicht auf einen Allgemeinbegriff, in dessen Definition sie nicht ent-
halten sind. Einem in der Erfahrung gegebenen Gegenstande kommen
alle Eigenschaften notwendig zu. Erst wenn die Erfahrung zum Gegen-
stand einer abstrahierenden Begriffsbildung gemacht und ein Gegen-
stand als Reprisentant eines Begriffes angesehen wird, haben wir Ge-
legenheit, zwischen den notwendigen oder wesentlichen und den zu-
falligen oder unwesentlichen Merkmalen zu unterscheiden. Die Zu-
filligkeit existiert daher erst in der Abstraktion, denn die in der Er-
fahrung gegebenen Gegenstinde sind in jeder Hinsicht vollkommen
bestimmt, und alle Eigenschaften kommen ihnen notwendig zu.

37) G. Helm, Die Wahrscheinlichkeitslehre als Theorie der Kollektivbegriffe,
Annalen der Philosophie, 1902, Bd.1, S.368: ,,. . . die Wahrscheinlichkeit ist nie
eine Eigenschaft des Individuums, sondern immer nur Eigenschaft des Sammel-
begriffes, der die Individuen umspannt.*

38) Friedrich Jodl, Zufall, GesetzmiBigkeit und ZweckmiBigkeit, Kais.
Akad. d. Wissenschaften zu Wien, 31. Mai 1911, S.9.

39) R. de Montessus, Legons élémentaires sur le calcul des probabilités,
1908, 8. 7: ,KEtant donné que certains événements ont un caractére commun et,
pour cette raison, consituent une classe mais différent a certains points de vue,
ce qui permet de les ranger en catégories bien définies, le hasard consiste dans
V'absence de relations bien définies entre les causes rangeant tel événement de
telle classe dans cette catégorie et les caractéres distinctifs de cette catégorie.”
Allerdings ist hier nicht ausgesprochen, dafi es sich um rein logische Beziehungen
handelt, allein da die Beziehungen zwischen Klassen stattfinden, ist eine andere
Annahme wohl ausgeschlossen.
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In diesem Zusammenhange sollen Cournots Anschauungen iiber
den Zufall dargelegt werden. Trotzdem er den Ausdruck ,logischer
Zufall* nicht gebraucht, steht er unzweifelhaft auf dem Boden dieser
Anschauung. Cournot geht von der Betrachtung des relativen Zu-
falles aus. Es wird angenommen, dafl die Kausalreihen, in deren Zu-
sammentreffen der Zufall besteht, verschiedene Gesetze befolgen, und
deshalb nicht unter einen gemeinsamen Begriff gebracht werden koén-
nen. Es mag sein, daBl, wie Laplace sagt, die Zahl der Naturgesetze
nur gering sei, allein es geniigt, da es zwel voneinander génzlich un-
abhingige Gtesetze gibt, um dem Zufalle im Laufe der Welt seinen
Platz zu sichern.

Der Zufall bleibt selbst bei unbeschrinkter Erweiterung unserer
Kenntnisse bestehen. So ist z. B. unsere Theorie der Sonnen--und Mond-
finsternisse hinreichend fortgeschritten, um auf eine mathematische For-
mel gebracht zu werden. Dies bedeutet, dall unsere Einsicht in diese
Vorginge vollkommen ist. Dies hindert uns aber durchaus nicht, nach
den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung das Verhiltnis der an einem
bestimmten Orte sichtbaren Mondfinsternisse zu der der Verfinsterun-
gen der Sonne zu berechnen.®?) Der Zufallsbegriff hat also auch ber
vollkommener Einsicht in die betreffenden Naturvorgéinge seine Be-
rechtigung.

Die andere Quelle des Zufalles besteht nach Cournot in den histo-
rischen Daten iiber den Weltverlauf. Diese lassen sich nicht weiter auf
Gesetze zuriickfithren und miissen einfach als gegeben hingenommen
werden. So konnte ein Verstand, der dem unsrigen weit iiberlegen wire,
im Studium der Zustinde, durch die unser Planetensystem hindurch-
gegangen ist, viel weiter als wir vordringen, allein er wiirde schlief3-
lich doch auf eine Reihe urspriinglicher Daten stoBen, iiber die die
Theorie keine Rechenschaft gibt, und die demnach als willkiirlich und
zufdllig anzusehen sind. Diese Daten miissen als historische Tatsachen
hingenommen werden, d. h. als das Resultat des zufilligen Zusammen-
wirkens von Ursachen, die noch weiter in der Zeit zuriickliegen.tt)

40) Da es besonders lehrreich ist, die Anwendung des Zufallsbegriffes in
genau bekannten Gebieten zu untersuchen, so ist es nicht verwunderlich, daB
die im Planetensysteme herrschenden Verhiltnisse hdufig herangezogen wurden,
um die Bedeutung des Zufallshegriffes zu erldutern. So erklirt Humboldt im
Kosmos bei der Planetenbildung das als zuféllig, was nicht genetisch erklirt
werden kann. In der Vorlesung iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt Bessel,
Populdre Vorlesungen, 1848, S.391, unsere Auffassung von der Verdunklung der
Sonne durch ecin aufsteigendes Gewitter als zufillig, jener iiber die Notwendigkeit
des Eintretens der Verfinsterung der Sonne durch den Mond gegeniiber. Bessel
leitet daraus die Anschauung ab, daf der Zufall eine subjektive Erscheinung ist
und fiir eine der unsrigen iberlegene Einsicht wenig Zufilliges tibrigbleiben wiirde.

41) A. A. Cournot, Essay, Kap. 20, S.312. Auf keinen Begriff ist Cournot
so hiufig zuriickgekommen wie auf die des Zufalles und der Wahrscheinlichkeit.
Aufer in seinen Hauptwerken und in der Exposition de la théorie des chances
et des probabilités handelt er auch in seinem letzten Werke Matérialisme, Vita-
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Cournots Gedanken fanden merkwiirdig wenig Beachtung. Win-
delband erwihnt bei seiner Besprechung des relativen Zufalles dic
eigentiimliche Fassung, die Cournot diesem Begriffe gegeben hat,
iiberhaupt nicht. J. v. Krief bespricht Cournot nur ganz kurz, ohne
seine Leistungen in richtiger Weise zu wiirdigen. Erst E. Czuber
hat dic Verdienste Cournots um die Klarlegung der Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung weiteren Kreisen verstindlich ge-
macht. Die technische Seite der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat Cour-
not kaum wesentlich verbessert, allein seine Ansichten iiber die grund-
legenden Begriffe sind neu und originell. In gewisser Bezichung sind
seine Begriffe nicht so scharf gefalBt, wie es mit den heute zur Ver-
fiigung stehenden logischen und mathematischen Hilfsmitteln méglich
ist, und die Kritik hat nicht ermangelt, diesen Punkt hervorzuheben.
Dies rithrt daher, daB zu Cournots Zeiten die Mengentheorie noch
nicht erfunden war. Wéiren die Begriffe der Mengenlehre ihm zur
Verfiigung gestanden, so hitte Cournot vermutlich eine Auffassung
der Begriffe Zufall und Wahrscheinlichkeit gegeben, die mit der in
diesem Buche vertretenen Auffassung in den wesentlichen Punkten iiber-
eingestimmt hétte.

Bei naherer Betrachtung der beiden von Cournot angegebenen
Quellen des Zufalles erkennt man leicht, dafl es sich in beiden Fillen
um die Abwesenheit von logischen Beziehungen oder Abhingigkeiten
handelt. Hierin aber besteht das Wesen des logischen Zufalles, daB
aus einem gegebenen Begriffe das Vorhandensein einer bestimmten
Eigenschaft an einem Reprisentanten dieses Begriffes nicht geschlossen
werden kann,

Bei der Analyse des relativen Zufalles nimmt Cournot zwei Kau-
salreihen an, die verschiedenen Gesetzen, welche G und H heiBlen mndgen,
folgen. Solche Gesetze sind Sitze, die die Aufeinanderfolge der Zu-
stande, in welcher die Prozesse bestehen, festlegen. Es ist hierbei gleich-
giiltig, ob G und H in der Form mathematischer Funktionen gegeben
sind oder nicht. Zwischen solchen Sidtzen kann keine andere als eine
logischc Abhédngigkeit bestehen: Konnen beide Sidtze aus denselben
Voraussetzungen abgeleitet werden, so sind sie spezielle Fille eines all-
gemeineren Satzes und voneinander abhéingig. Thre Unabhingigkeit be-
steht darin, daB} es keine Obersitze gibt, aus denen G und H abgeleitet
werden konnen. Durch die Annahme, dafi es mehr als ein urspriingliches
Naturgesetz gibt, ist es sichergestellt, daf nicht simtliche Sétze aus
einem allgemeinsten Satze abgeleitet werden kdnnen.

Noch leichter ersichtlich ist die logische Natur der zweiten von
Cournot angegebenen Quelle der Zufélligkeit. Die historischen Daten
legen den Anfangszustand fest und bestimmen, in welcher Art der

lisme, Rationalisme, 1875, S.301—324, davon, wo die endgiiltigen Ergebnisse
seines Nachdenkens iiber diese Gegenstinde in iiberaus klarer und anziehender
Form niedergelegt sind.
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ProzeB sich wirklich zutrigt. Es ist aber nur eine Gewohnbeit unseres
Geistes, bei der Beschreibung eines Vorganges moglichst weit in die
Vergangenheit zuriickzugehen, denn ein Vorgang ist vollstindig fest-
gelegt, falls er in einem Augenblicke in all seinen Kinzelheiten be-
stimmt, ist. Es ist gleichgiiltig, ob dies der Anfangspunkt oder sonst
irgendein Augenblick im Verlaufe des Prozesses ist.

Kann ein soleher Vorgang im Bilde einer mathematischen Funktion
dargestellt werden, so ist er erst dann vollstindig bestimmt, falls die
Funktion und die in ihr auftretenden Konstanten gegeben sind. Die
Kenntnis der Funktion verhilft nicht zu der der Konstanten, sondern
diese miissen durch Beobachtung bestimmt werden. Die Funktion ist
das, was Cournot das Gesetz des Vorganges nennt, wihrend die Werte
der Konstanten die historischen Daten fiir einen individuell bestimmten
Vorgang repriasentiercn. Zwischen dem Gesetze und den historischen
Daten besteht also das Verhiltnis der logischen Unabhingigkeit.

Wiire unsere Kenntnis des Naturgeschehens vollkommen, so wiirde
ein System abstrakter Sitze die Beschreibung aller Prozesse enthalten,
die iiberhaupt moglich sind. In diesen Sitzen fdnden wir aber noch
keine Auskunft dariiber, welche Prozesse wirklich stattfinden. Hierzu
miiBte der Zustand des Geschehens in irgendeinem Augenblicke ge-
geben sein. Dies wire das Minimum an Erfahrung, das zur tatsichlichen
Festlegung des Geschehens notwendig ist, das aber nicht aus den all-
gemeinen Sitzen abgeleitet werden kann. Zwischen diesen beiden Ele-
menten der Erkenntnis besteht das Verhaltnis der logischen Unabhingig-
keit, und diese Quelle der Zufilligkeit blicbe bestehen, falls unscro
Naturerkenntnis vollkommen wére.

Anschauungen dieser Art wurden 6fters ausgesprochen. ILhren be-
kanntesten und tberraschendsten Ausdruck hat diese Ansicht in dem
sogenannten mechanischen Ideal von Laplace gefunden. Wesentlich
besagt dieses, daB sich jedes Geschehnis berechnen lieBe, falls die Ge-
setze des Geschehens und der Zustand der Welt in irgendeinem .\ugen-
blicke gegeben sind. Im Besitze solcher Kenntnisse kénnte man eine
,,Weltformel aufstellen, aus der durch Einsetzen bestimmter Werte
fiir die Zeit und die Raumkoordinaten jeder beliebige Vorgang cr-
rechnet werden kénnte.

Unter der etwas pedantischen Ausdrucksweise des Mathematikers
erkennt man leicht die rationalistische Grundanschauung von dem durch-
giingigen Zusammenhange und der durchgéngigen Erkennbarkeit des
Geschehens. Manche Philosophen haben die rationalistische (rrund-
ansicht auf die Spitze getrieben, indem sic sich mit einem noch ge-
ringeren MaB¢ an Erfahrung begniigen zu konnen glaubten als La-
place. So leitete Descartes seine Lehre aus den Regeln der Logik
und dem ecinzigen Erfahrungsdatum der Existenz des eigenen Ich ab,
und Schopenhauer meinte, daB aus ciner einzigen, vollstindig er-
kannten Tatsache das gesamte Weltgeschehen begriffen werden kénne.
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Die Anschauung von dem durchgingigen Zusammenhange der Ereig-
nisse des Naturgeschehens bildet auch ein wichtiges Element in der Auf-
fassung der unabhiingigen Ereignisse, die die Moskauer Schule lehrt,
jedocl. sind diese Forscher nicht Rationalisten, da sie unerkennbare
Zusammenhinge annchmen.

In Laplaces Anschauung von der Bestimmbarkeit des Weltge-
schehens auf Grund der Gesetze des Geschehens und der Daten iiber
den Zustand der Welt in einem gegebenen Augenblicke sind zwei Vor-
aussetzungen von verschiedener Natur enthalten. Die Angabe des Zu-
standes der Welt in einem gegebenen Augenblicke erfordert eine Aus-
sage iiber jedes Element einer dreifach ausgedehnten stetigen Mannig-
faltigkeit. Eine solche Aussage ist aber nur dann méglich, falls in dem
Gesamtzustande der Welt eine erkennbare RegelmifBigkeit besteht. Es
miiBte also auch das Gesamtgeschehen in jedem Augenblicke einheit-
lich sein und eine GesetzmiBigkeit aufweisen, die auf Grund einecr
endlichen Erfahrung bestimmt werden kann. Da Aussagen iiber alle
Elemente unendlicher Mengen nur mit Hilfe von Funktionen méglich
sind, und der Augenblick, in dem das Geschchen gegeben werden soll,
beliebig ist, so enthdlt diese Forderung die Voraussetzung, daf} das
Weltgeschehen in seiner Gesamtheit in jedem Augenblicke durch cine
Funktion gegeben ist, die auf Grund ciner endlichen Erfahrung be-
stimmt werden kann. Man wird nicht sagen kénnen, dafl dic Ansicht
Laplaces gewinnt, wenn man sich diese Voraussetzung klar macht.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Forderung, dafl dic Gesetze des
Geschehens auf Grund einer endlichen Erfahrung erkennbar sein sollen.
Durch diese Forderung wird dic Klasse der Funktionen, die fir die
Beschreibung der Naturvorginge in Betracht kommen, in bemerkens-
werter Weise beschrinkt, und es lohnt die Mithe, die Tragweite dieser
Forderung etwas ndher zu untersuchen.

Unsere Erfahrungen iiber dic uns umgebende Welt sind in Aus-
sagesitzen niedergelegt, die man in zwei Gruppen einteilen kann: In
solche, welche cine Aussage iiber cin Sein, und in solche, welche eine
Aussage iiber ein Geschehen enthalten. Von den ersteren ist unmittelbar
ersichtlich, daf sie Aussagen iiber das Zusammenbestchen von Merk-
malen sind. Ein Gegendstand A4 ist durch die Merkmale @ b, ... k
definiert, und wir nehmen an ithm die weitere Eigenschaft m wahr.
Ein solcher Tatbestand gibt Gelegenheit zu der Aussage ., 4 ist m*.

Der logische Charakter solcher Sitze ist leicht einzuschen. Das Pri-
dikat als der inhaltsirmere, und darum umfangreichere Begriff, defi-
niert eine Menge von Gegenstinden, die als Teil jene Menge enthilt,
deren Elemente durch den Begriff des Subjektes festgelegt sind. Der
Satz ,,4 ist m'* enthiilt also einc Aussage tiber jedes Element der zu
A gehérigen Menge.

Fiir unsere Erkenntnis haben solche Siitze verschiedenen Wert, je
nachdem die Menge der 4 cin oder mehrere Elemente enthilt. Tn letz-
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terem Falle enthilt der Satz die Behauptung, daB bei Vorhandensein
der Merkmale a, b, ¢, ... [ auch stets das Merkmal m gefunden wird.
Dies bedeutet, dafl das Zusammenbestehen der Merkmale nicht ganz
regellos ist. Ein solcher Satz enthilt also eine Aussage iiber eine Regel-
miBigkeit im Zusammenbestehen der Merkmale und heiBt demnach eine
Reogel der Koexistenz.

Dic zweite Gruppe von Aussagesitzen betrifft die Regeln der Suk-
zession. Es sei einc konstante Gruppe von Merkmalen a, b, ... [ ge-
geben, und durch diese der Gegenstand A4 definiert. Es seien diese
Merkmale zu den Zeiten ¢, ¢, ... mit den Merkmalen w/, %/, ... 2’;
m’,n’,...2"; ... verbunden. Diese Gruppen von Merkmalen heifien
die Zustinde des Gegenstandes A zu den Zeiten ¢, ”, ..., and ein
solcher Tatbestand gibt Gelegenheit zur Einfithrung des Begriffes eines
Gegenstandes, der Verdnderungen erleidet. Das Wesen einer Veriinde-
rung besteht darin, dafl dem Gegenstande A zu verschiedenen Zeiten
verschiedene Zustinde zukommen, oder, wie man es auch ausdriicken
kann, daf} ein konstanter Komplex von Merkmalen mit einem variablen
Komplexe verbunden ist.

Einem Gegenstande mogen zu den Zeiten ¢,7%,,...¢, die Zustinde
Zy Zs, ... Z, zakommen. Eine solche Folge von Zustinden heifit ein
ProzeB, der mit dem Zustande Z; beginnt und mit dem Zustande
Z, endet. Ein Prozefl ist also eine Menge von Zustinden, deren
Anordnung durch ihre Beziehung zu den ihnen entsprechenden Zeiten
festgelegt ist. Die Menge der Zustinde eines Prozesses ist demnach
durch die Abbildung auf die Menge der Zeitpunkte wohlgeordnet.

Von besonderem Interesse sind jene Prozesse, welche mit einem kon-
stanten oder doch nur sehr langsam verdnderlichen Zustande Z begin-
nen, der durch das Hinzutreten einer Gruppe von Merkmalen Z’ in Z;
verwandelt wird, worauf eine Reihe von verhiltnismiflig stark unter-
schiedenen Zustinden Z,, Z,, ... zu dem Zustande Z, fithrt, der wiederum
keine oder doch nur sehr langsame Verinderungen erfahrt. Die Gesamt-
heit der Merkmale Z und Z’, aus welchem sich Z, zusammensetzt, heilt
die Gruppe von Bedingungen fiir dags Zustandekommen des Prozesses.
Z wird als die systematische Vorbedingung bezeichnet, wihrend 7’ eine
Mitbedingung oder Komplementdrbedingung heiBt.

Diese Unterscheidung ist fiir manche praktische Zwecke vorteil-
haft, da es vorkommen kann, da Z sehr hiufig, Z’' aber nur selten
vorkommt oder auch durch menschliche Willenshandlungen hervorge-
rufen werden kann. Vom logischen Standpunkte aus ist diese Unter-
scheidung bedeutungslos, da das Zustandekommen des Prozesses von
dem Vorhandensein des Anfangszustandes Z; abhidngt, in welchem alle
Merkmale notwendig sind. Der Umstand, daBl eine Gruppe von Merk-
malen als letzte zu einem bereits bestehenden Komplexe hinzukommt,
rechtfertigt es nicht, ihr eine besondere Stellung einzuriumen, wie es
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geschieht, wenn man sie als Ursache bezeichnet. Man darf die psy-
chologische Kraft der Umstinde, welche zur Aufstellung dieses Be-
griffes gefiihrt haben, nicht unterschitzen und sich nicht iber den
Widerstand, den der von Ernst Mach, Bertrand Russel u. a. ver-
tretene Vorschlag, den Ursachbegriff ganz aufzugeben, wundern.  In
neuester Zeit versuchten H. Weber und J. Wellsteinsowie F. Enri-
ques den Ursachbegriff scharf zu fassen, allein es ist ihnen nicht ge-
lungen, seine wesentlichen und unvermeidlichen Schwierigkeiten zu be-
geitigen.

Prozesse konnen wieder als Elemente von Mengen betrachtet und
zu Gegenstinden einer abstrahierenden Begriffsbildung gemacht wer-
den. Das Ergebnis einer solchen sind die Regeln der Sukzession, welche
Aussagen iiber Mengen enthalten, deren Elemente Prozesse sind. Ent-
hélt eine solche Menge nur ein Element, so handelt es sich um ein
einmaliges Ereignis, und der betreffende Satz enthilt eine Aussage
iiber ein einmaliges, individuelles Geeschehen, wobei es gleichgiiltig ist,
ob es sich um die Beschreibung eines historischen Vorganges oder um
die Bewegung eines Sternes handelt. Aussagen iiber eine Menge von
Prozessen, die mehr als ¢in Element enthalten, geben Regeln fiir die
Aufeinanderfolge von Zustinden, und ihr Vorhandensein beweist, dafB
die Zustinde nicht regellos aufeinanderfolgen. Es ist klar, daf} die
Regeln der Sukzession das Geschehen nicht in seiner individuellen Be-
stimmtheit beschreiben konnen, sondern nur die allgemeinen Ziige der
Ereignisse festlegen.

Befinden sich unter den Merkmalen, welche die Zustinde beschrei-
ben, solche, welche Grofencharakter haben und stetiger Verdnderungen
fihig sind, so ist die Beschreibung des Prozesses nur durch Darstellung
der funktionellen Abhidngigkeit zu leisten. In der Tat bietet die Funk-
tion die einzige Moglichkeit, Aussagen iiber a]le Elemente von stetigen
Mengen zu machen. In allen derartigen Regeln der Sukzession tritt die
Zeit als unabhingige Verénderliche auf. Wihrend diec Regeln der Ko-
existenz Aussagen iber das Zusmmenbestehen von Merkmalen machen,
geben die Regeln der Sukzession nicht nur die Definitionen von Men-
gen von Zustinden, sondern setzen auch deren Anordnung fest.

Man vereinigt die Regeln der Koexistenz und die der Sukzession
unter dem Begriffe des Naturgesetzes. Die Allgemeinheit cines sol-
chen besteht darin, daB die betreffende Aussage sich auf cdmtliche
Elemente von Mengen beziehen, die mehr als ein Element haben. Das
Wesen der Regeln der Sukzession besteht darin, daB die Zustiinde,
deren Menge den ProzeB ausmacht, in eindeutige Beziehung zu den
ihnen entsprechenden Zeitpunkten gebracht werden. Man bildet die
Menge der Zustinde auf die Menge der Zeitpunkte ab. Bei den Re-
geln der Koexistenz ist das Bestehen eindeutiger, welchselseitiger Be-
ziechungen zwischen den Elementen von Mengen, deren keine eine Menge
von Zeitpunkten ist, chavakteristisch.
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Ein Naturgesetz ist demnach eine Regel, nach welcher Mengen auf-
einander abgebildet werden.

Es moge bemerkt werden, daBl der Begriff der Abbildung der all-
gemeinere, der der funktionellen Abhdngigkeit aber der besondere ist,
da der letzterc Begriff in seiner jetzt gebrduchlichen Form sich nur
auf die Abbildung solcher Mengen bezieht, deren Elemente GroQen-
charakter haben. Die in mathematischer Form geleistete Beschreibung
von Prozessen oder Zusammenhéingen ist ohne Zweifel der vollendetste
Ausdruck, den wir unserer Kenntnis der Naturerscheinungen geben
konnen, allein das berechtigt nicht, Sdtzen, die nicht in dieser Form
auftreten, den Charakter von Naturgesetzen abzusprechen.

Fille eines Gesetzes sind Elemente derselben Menge und unter-
scheiden sich voneinander in Hinsicht auf das Gesetz in nichts. Die
Geesetze sind also von Zeit und Raum unabhingig, und daher gegeniiber
jeder Transformation der absoluten Zeit- und Raumbestimmungen in-
variant. Dies ist aber nur dann méglich, wenn in dem Satze, der das
Gesetz ausspricht, absolute Zeit- und Raumbestimmungen iiberhaupt
nicht vorkommen.

Dies ist der logische Gehalt der Voraussctzung, die man manchmal
etwas poetisch als die ,,Allgegenwart der Naturkrifte bezeichnet und
fiir dic Bertrand Russell den Ausdruck Gleichférmigkeit der Na-
tur oder des Naturgeschehens gebraucht. Der wesentliche Gehalt dieser
Vorstellung besteht darin, dal Zeit und Raum fiir dic Naturgesetze
bedeutungslos sind, so daf} ein durch seinen Anfangszustand bestimmter
ProzeB an allen Orten und zu allen Zeiten in gleicher Weise verliuft.

Diese Voraussetzung ist nicht rein logischer Natur, wie daraus her-
vorgeht, da® man sie abindern kann. Tatsichlich haben einige Philo-
sophen den Gedanken einer Evolution der Naturgesetze gefafit, was
darauf hinauslduft, absolute Zeitbestimmungen einzufiithren. Zweifel-
haft ist, ob ein solcher Gedanke sich als fruchtbar erweisen wird, sicher
ist dagegen, daB ein solcher Gedanke auf den stirksten Widerstand
treffen muB. Fiir Raumbestimmungen wurden éhnliche Ansichten noch
nicht geduBert.

Die Zusammenfassung von Merkmalen zu einer Gruppe, durch die
ein Gegenstand oder Zustand definiert wird, ist meist durch die Er-
fahrung nahegelegt, kann aber ganz willkiirlich ausgefiihrt werden. Das
gleiche gilt hinsichtlich der Definition eines Prozesses, dessen Anfangs-
und ‘Endzustand man auch beliebig withlen kann. Der Satz, welcher aus-
spricht, mit welchem Namen eine gewisse Gruppe von Merkmalen be-
zeichnet werden soll, heiBt die Definition dieses Wortes. Durch die
Definition ist durchaus nicht sichergestellt, dafl es in der Erfahruag
{iber dic uns umgebende Welt Dinge gibt, die dem Begriffe cntsprechen.

Dic Worte sind Zeichen fiir die betreffenden Gruppen von Merk-
malen. Neben einem gewissen Vorrate an Worten enthilt jede Sprache
eine Reihe vor Regeln, nach welchen die Worte zu Sitzen verbunden
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werden. Sitze, die nicht reine Worterklirungen, also Definitionen, sind,
sind Zeichen fiir zwischen den Gegenstinden bestehende Beziehungen.
Solche Beziehungen miissen vom Standpunkte der Mengentheorie aus
ebenfalls als Gegenstinde bezeichnet werden, und die fiir sie gewéhlten
Zeichen kénnten ebenso willkiirlich gebildet werden wie die Worte.

Dieses Verfahren, dem manche der primitiven Sprachen recht nahe
kommen, wird von keiner der bestechenden Kultursprachen angewendet,
sondern die Bildung der Sitze — d. h. der Zeichen fiir zwischen den
Gegenstinden bestehende Beziehungen — geschieht systematisch nach
den Regelr der Grammatik. Die Grammatik ist demnach eine Gruppe
von Vorschriften, nach welchen aus den Worten systematisch die Zei-
chen fiir Gegenstinde héherer Ordnung erzeugt werden. Sie enthalt
dic Regeln fiir die Verkniipfung der Worte, welche mit irgendwelchen
anderen Regeln der Verkniipfung auf gleicher Stufe stehen, und dem-
nach etwa mit den Regeln, nach welchen mit algebraischen Zeichen
manipuliert wird, oder mit jenen, nach welchen die Steine des Schach-
spieles bewegt werden, zu vergleichen sind. Man ersieht sofort, daf
ein Satz richtig gebildet sein kann, ohne daf} ihm irgendein Gegenstand
der Erfahrung entspricht.

Dic Daten der Sinnesempfindung wollen wir als die unmittelbare
Erfahrung bezeichnen, wihrend die Gesamtheit der Aussagen iiber un-
sere Sinnesempfindungen samt allen aus diesen durch rein.logische Pro-
zesse abgeleiteten Folgerungen als Erfahrung schlechthin bezeichnet
werden soll.

Gibt es in der Erfahrung irgendwelche Gegenstinde, welchen die
ausgesagten Eigenschaften zukommen, so sind die betreffenden Zeichen
— d. h. die gedruckten oder gesprochenen Worte und Sdtze — im
mengentheoretischen Sinne die Bilder dieser Gegenstiinde. Wir trachten
danach, cine Menge von Zeichen herzustellen, deren jedes im mengen-
theoretischen Simne das Bild eines in der Erfahrung vorkommenden
Gegenstandes ist. Da wir die Menge der Zeichen beliebig vermehren
kénnen, so kénnen wir auch eine unbegrenzte Zahl von Gegenstinden
abbilden und so unser Bild von der Erfahrung stets vollkommener
machen. Eine Gruppe von solchen Zeichen, die einen bestimmten Teil
der Erfahrung abbilden, heiBt eine Wissenschaft. In diesem Sinne
wollen wir den bekannten Hertzschen Satz verstehen, es sei Ziel der
Wissenschaft, ein Bild von der Erfahrung zu geben.4?)

12) H. Hertz hat diesen Satz aufgestellt und die daraus fir die Behand-
lung der Mechanik sich ergebenden Schliisse mit grofier Konsequenz gezogen. Der
Satz selbst ist jedoch von der Art, daB es verwunderlich wire, wenn &hnliche
Gedanken nicht schon frither ausgesprochen worden wiren. Dies geschieht z.B
in dem folgenden Satze von Lavoisier: ,Toute science est formée de trois
choses : les faits, qui la constituent; les idées, qui les rappellent; les mots, qui
les expriment; le mot doit faire naitre l'idée, l'idée doit peindre le fait: ce
sont trois images d’'un méme cachet.“ Der Unterschied besteht darin, daB bei

Urban Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 4
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Dieser Satz hat nur dann einen Sinn, wenn das Wort Bild in seiner
mengentheoretischen Bedeutung genommen wird, die nur das Vorhanden-
sein einer cindeutigen Beziechung zwischen den Gegenstinden der tr-
fahrung und den fiir sie gebrauchten Zeichen voraussetzt. In seiner
gewohnlichen Bedeutung verlangt der Begriff eines Bildes das Be-
stehen einer Ubereinstimmung zwischen dem Bilde und dem abgebil-
deten Gegenstande, die zwischen den Satzen einer Wissenschatt und
den Gegenstiinden, auf welche sie sich beziehen, offenbar nicht besteht.

Um dies einzusehen, braucht man sich nicht einmal auf dic hekannte
Schwierigkeit zu berufen, wie es denn moglich sei, dafl unsere Vor-
stellungen dic Eigenschaften der unabhingig von uns existierenden Gegen-
stinde abbilden sollen. Zwischen den Vorstellungen, die man beim Lesen
der Beschreibung eines physikalischen Prozesses und bei der tatsich-
lichen Beobachtung desselben hat, mag eine Ahnlichkeit bestehen, deren
Erforschung eine psychologische Aufgabe ist, allein zwischen der etwa
gedruckt vorliegenden Beschreibung und dem Prozesse selbst besteht keine
wie immer geartete Ahnlichkeit. Man kann also den Ausdruck ,,Ab-
bildung‘ nicht im gewdhnlichen Sinne dieses Wortes gebrauchen.

Ein Satz stelit zu einer Gruppe von anderen Sitzen 1m Verhidltnisse
der logischen Abhingigkeit, wenn er aus ihnen durch rein logische
Operationen abgeleitet werden kann. Es kommt vor, dafl cine Anzahl
von Sitzen zu einer gegcbenen Gruppe von Sitzen in dem Verhiltnisse
der logischen Abhingigkeit stehen. Man spricht dann von einem Systeme
von Sidtzen. Es ist hinreichend, im Besitze der Fundamentalsitze zu
sein, da man aus ihnen die iibrigen Sitze ableiten kann. Man bezeichnet
die Fundamentalsitze als Axiome, Postulate oder Hypothesen der be-
treffenden Wissenschaft.

Siitze, ohne welche man einen gegebenen Satz nicht ableiten kann,
sind fiir seine Ableitung notwendig, wihrend eine Gruppe von Sitzen,
aus denen ein Satz sich als logische Folgerung ergibt, fiir scine Ab-
leitung hinreichend ist. Man spricht von ciner Gruppe von voncinander
unabhingigen Sitzen, falls keiner derselben zu irgendeinem andern oder
zu irgendeiner Gruppe dieser Sitze im Verhiltnisse der logischen Ab-
hingigkeit steht. Eine Gruppe von Sitzen, die zur Ableitung cines
gegebenen Satzes notwendig und hinreichend sind, miissen voncinander
unabhiingig sein, denn wenn cin unter den Voraussetzungen angefiihrter
Satz sich aus den anderen ableiten lieBe, 8o kann or els Folgesatz
gewonnen werden, worauf der Beweis wie vorher gefiihrt wird. Eine
Gruppe von Sitzen, die zur Ableitung cines Satzes notwendig und hin-
reichend sind, stellen das Minimum der Annahmen dar, die man inachen
muB, um zu diesem Satze zu gelangen.

Bezeichnet man eine Gruppe von Axiomen mit M, eine Reihe von
Sitzen mit N, N’, N7, ... und das Bestchen einer logischen Abhéngig-

Hertz dieser Gedanke nicht nur Gelegenheit fiir einen anziehenden Salz gibt,
sondern auch ecin Element des wissenschaftlichen Denkens ist.
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keit mit 5, so bilden diese Sitze ein System, falls die Beziehungen
M»>N, M> N, M>N",... bestehen. Das entwickelte System der Sitze
N,N’,N",...gibt die Konsequenzen, die in den Fundamentalsitzen M ent-
halten sind, und gibt eine Art Definition des vollsténdigen Inhaltes
von M.

In einer Gruppe von Axiomen, die voneinander unabhingig sind,
kann jeder Satz durch sein kontradiktorisches Gegenteil ersetzt werden,
ohne daf die aus dieser neuen Gruppe durch rein logische Operationen ab-
geleiteten Sitze miteinander im Widerspruche stehen, trotzdem die voll-
stindig von den aus den urspriinglichen Axiomen abgeleiteten Sétzen
verschieden sind. Die logische Wahrheit eines Systemes crkldren wir
als dic Abwesenheit eines Widerspruches zwischen seinen Sitzen. Sie
besteht also darin, daf} kein zu dem Systeme gehoriger Satz oder irgend-
eine Gruppe von solchen S#tzen, oder irgendeine daraus durch rein
logische Operationen abgeleitete Folgerung mit irgendeinem anderen
Satze des Systemes im Widerspruch steht.

Der Charakter der logischen Wahrheit kommt einem Satze nur in
Hinsicht auf ein gegebenes System von Sdtzen zu. Da die Axiome be-
liebig gewihlt werden kénnen, so hat es keinen Sinn, von der logischen
Wahrheil eines Satzes schlechthin zu sprechen. Ist ein Satz in bezug
auf einc gegebene Gruppe von Axiomen logisch wahr, so gehort cr zu
dem Systeme der zu diesen Axiomen gehorigen Folgesitze, und ist
demnach in bezug auf diese notwendig. Diese Notwendigkeit ist aber
nur hypothetisch. Das, was apodiktisch ausgesagt wird, ist nur das
Bestehen der Folgesitze N, N, N”, ... wenn M gegeben ist. In bezug
auf jede andere verschiedene Gruppe von Fundamentalsitzen ist der
Satz aber logisch falsch. ,

Die Axiome selbst sind unabhéngig voneinander, weshalb sie im
logischen Sinne weder wahr noch falsch sind. Da zwischen ihnen keiner-
lei logische Verkniipfung besteht, so sind sie in bezug aufeinander zu-
fallig. '

Eine systematische Wissenschaft 1st cine Menge von Zeichen, die
aus einer gegebenen Gruppe nach den Sitzen der Logik als Regeln der
Verkniipfung gewonnen werden. Da die Axiome, aus denen Folgerungen
gezogen werden sollen, ganz belicbig gewithlt werden kdnnen, solange
sie nicht miteinander im Widerspruche stehen, so ist klar, daB3 es durch-
aus nicht notwendig ist, dafl diese Zeichen als Bilder irgendwclchen
in der Erfahrung vorkommenden Gegenstinden entsprechen. In diesen
abstrakten Systemen ist demnach die erfahrungsmifige Existenzirgend-
welcher Dinge nicht Gegenstand des Beweises. Ebensowenig ist aber
die erfahrungsmiBige Existenz irgendwelcher Gegenstinde Voraus-
setzung des Beweises.

Das Interesse an solchen abstrakten Gedankensystemen wire ge-
ring und sie béten kaum mehr als Gelegenheit zur Ubung des Scharf-
sinnes, falls es unter ihnen nicht auch solche gibe, deren Sétze im

4*
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mengentheoretischen Sinne die Bilder von Dingen in der uns umgeben-
den Welt wiren. Wir wollen einen Satz empirisch wahr nennen, falls
die in ihm ausgesagte Beziehung tatsichlich in der Erfahrung statt-
findet. DemgemiB- werden wir ein System empirisch wahr zu be-
zeichnen haben, falls simtlichen Sitzen des Systems der Charakter der
empirischen Wahrheit zukommt.

Eine Naturerscheinung wird erklirt, indem man zeigt, wie der Satz,
der sie beschreibt, als logische Folgerung aus einer gegebenen Gruppe
von Sitzen gewonnen werden kann. Eine Erklirung bezieht sich also
stets auf eine gewisse Gruppe von Sitzen und hingt von diesen ab,
weshalb sie von nur hypothetischer Giiltigkeit ist. Je nach den ge-
wihlten Voraussetzungen fillt die Erklirung verschieden aus, und man
spricht wohl von Erklirungen auf Grund verschiedener Hypothesen.
Eine besondere Stellung nehmen jene Erklirungen ein, bei denen alle
Voraussetzungen den Charakter empirischer Wahrheit haben. Ein be-
rithmtes Beispiel dieser Art ist die G au B sche Theorie des Magnetismus.

Das Band, das die Sétze eines Systemes verbindet, ist rein logisch,
denn zwischen den Sitzen, die empirisch wahr sind, ist hochstens der
Unterschied, daB die einen friiher, die anderen spiter zu unserer Kennt-
nis kommen, oder dal bei den einen die Gelegenheit zu Becbachtung
sich héufig, bei den anderen seltener ergibt. Der Umstand, daB ein
Satz als Folgerung aus anderen Sétzen gewonnen werden kann, cha-
rakterisiert ihn als diesen Sitzen logisch untergeordnet, allein man tiber-
schreitet die Erfahrung und kommt auf die Metaphysik Spinozas,
wenn man die Ovdnung der Dinge der unserer Begriffe entsprechen
lassen will. Uber die Bezichungen zwischen den Dingen, wie sie un-
abhiingig von unserer Wahrnehmung existieren, macht nur die Meta-
physik Aussagen, allein zwischen den Sitzen, die die Erfahrung be-
schreiben, kann nur das Verhiltnis der logischen Abhidngigkeit bestehen.
Sind die Sdtze, auf die eine Erklirung gestiitzt wird, Aussagen iiber
empirische Befunde, so haben sie vor dem zu erklidrenden Satze hoch-
stens den Vorzug gréficrer Bekanntheit, sind aber tatsichlich ebenso
Aussagen iiber urspriingliche Tatsachen wie der zu erklirende Satz.

Die geschichtliche Entwicklung der abstrakten Systeme beginnt mit
Sdtzen von nur geringer Allgemeinheit, deren empirischer Ursprung
mehr oder weniger klar ersichtlich ist. Dies gilt nicht nur von den
Naturwissenschaften, sondern, wie die Geschichte der agyptischen
Mathematik nahezulegen scheint, sogar fiir die Algebra. Die Giltigkeit
dieser Sitze wird erweitert, und heute bestehen unsere Kenntnisse iiber
das Naturgeschehen aus einer Reihe von Systemen, die allerdings unter-
einander mehr oder weniger zusammenhanglos sind. An ihrer Vereini-
gung wird aber fortgesetzt gearbeitet, und es lielen sich bereits einige
bemerkenswerte Erfolge erzielen.

Das Ideal der Wissenschaft wiire erreicht, falls aus einer beschrink-
ten Zahl von Fundamentalsitzen cin Bild der gesamten Erfahrung
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abgeleitet werden konnte. Angesichts der Schwierigkeiten bei der Auf-
stellung eines Systems der Mechanik wird man die Losung dieser Auf-
gabe als fiir absehbare Zeit hoffnungslos ansehen miissen. Als sicher
wird man es betrachten miissen, dafl ein solches System mehr als einen
Satz wird enthalten miissen, wie es eine der Forderungen des Rationalis-
mus ist.

In Anbetracht dieser Unmdoglichkeit erstreben wir das Beste, was
sich unter den gegebenen Verhiiltnissen erreichen 148t: Wir konstruieren
Systeme von nur beschrinkter Ausdehnung, in denen von vorherein
fiir spitere Ausdehnungen Platz gelassen ist, und wir trachten, sie
so einzurichten, daB die vorhandenen Sitze bel Gewinnung neuer Ein-
sichten moglichst wenig verindert werden miissen. Man gibt so den An-
spruch auf eine nicht erreichbare Vollkommenheit auf und iiberlifBt es
spiteren Untersuchungen, zu entscheiden, ob zwischen den Voraussetzun-
gen der verschiedenen Systeme irgendwelche Abhingigkeitsbezichungen
bestehen.

Der Vorteil einer solchen Aufteilung des Gebietes der Erfahrung
besteht darin, daBl man sich leichter von der Richtigkeit von Sitzen
geringerer Allgemeinheit tiberzeugen kann, und dafl ein allfalliger Irr-
tum nur verhiltnismdBig geringe Anderungen notwendig macht. Man
kann sagen, da wir provisorische Systeme von mdoglichst groBer Stabi-
litdt erzeugen. Dieser Forderung entsprechen jene Systeme, welche mit
der vorhandenen Erfahrung méglichst genau iibereinstimmen. Falls wir
einer GroBe den Wert beilegen, der sich auf Grund der vorhandenen
Beobachtungen als der vorteilhafteste erweist, so erhalten wir einen
Satz, dessen Anderung weniger wahrscheinlich ist als die irgendeines
anderen analogen Satzes, und zugleich wissen wir, daB die Anderungen
voraussichtlich innerhalb bestimmter Grenzen bleiben werden.

Die Geschichte der Mathematik zeigt, dafl die Aufteilung eines
Wissensgebietes an Systeme geringerer Allgemeinheit nicht das Auf-
geben des Anspruches auf eine spiter zu erreichende Vollkommenheit
bedingt. Das Verlangen nach einer strengen Ableitung der Sitze aus
Prinzipien macht sich erst bei Vorhandensein eines ausgedehnten und
nach vielen Richtungen durchgearbeiteten Materiales geltend. Ein sol-
ches lag ohne Zweifel Euklid vor, als er die geometrischen Kenntnisse
seiner Zeit zu seinem Systeme der Geometrie vereinigte.

Ahnliche Verhéltnisse trifft man spéter in der Geschichte der In-
finitesimalrechnung, in der nach einer Periode der iiberraschendsten
Entdeckungen die kritische Sichtung der gewonnenen Ergebnisse be-
gann, wobei man auf genaue Formulierung der Sitze und Angabe der
Bedingungen, unter -denen allein sie gelten, das Hauptgewicht legte.
Die klassischen Arbeiten der kritischen Mathematik setzen sich aber
nicht die Aufgabe, die Grundlagen des gesamten Gebiudes der Mathe-
matik zu erforschen, sondern sic beschrinken sich darauf, die Voraus-
setzungen und Begriffe, auf welche spezielle Theorien aufgebaut sind.
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klarzustellen und aus ihnen strenge Schliissc zu ziehen. Dies geschieht
z. B., wenn man die Theorie einer reellen Verinderlichen auf die Lehre
von den Kardinalzahlen, oder die Funktionentheorie auf die Lehre von
den Reihen zurtickfiihrt.

Man denkt sich hier das Gebiet der Mathematik in verschiedene Gee-
biete zerlegt, von denen jedes einzelne in einem besonderen Systeme
seine Darstellung findet. Die Entscheidung, ob vielleicht eine Gruppe
von Axiomen zur Ableitung all dieser Systeme hinreicht, wird einer
spiiteren Untersuchung vorbehalten. Dies ist bekanntlich das Problem
der Logistik, die das Problem der kritischen Mathematik verallge-
meinert und den Proze der Arithmetisierung der Mathematik, d. h.
das Streben, alle Sitze auf dem Zahlbegriff oder dem ihm iibergeord-
neten Mengenbegriff aufzubauen, beendet. Die Untersuchungen von
Bertrand Russell u. a. haben gezeigt, daBl die Voraussetzungen
der Logik auch zur Ableitung der Algebra hinreichen, und daB sich
demnach alle in der reinen Mathematik vorkommenden Begriffe direkt
oder indirekt durch cine sehr beschridnkte Anzahl von Begriffen defi-
nieren lassen.

Ein dhnlicher Prozell der Vereinheitlichung der Systeme findet auch
auf den anderen Gebieten der Wissenschaft statt. In manchen Fillen
ist der Erfolg gering, in keinem Falle auch nur anniihernd so glinzend
wie in der Mathematik. In diesen Bemiihungen driickt sich der Drang
nach einheitlicher Naturauffassung aus, der sich, wie die Geschichte
lehrt, stets in der Aufstellung von Systemen #duBert, die einen Teil
des Geschchens oder gar das Geschehen in seiner Gesamtheit erkliren
sollen.

Soll nun ein solches einheitliches Bild méglich sein, so muB offen-
bar auch das Geschehen einheitlich sein. Wie oben auseinandergesetst
wurde, bedeutet diese Voraussetzung, dafl in den Funktionen, welche
zur Beschreibung der Prozesse und Gegenstinde verwendet werden, keine
absoluten Zeit- und Raumbestimmungen vorkommen diirfen. Die zweite
Voraussetzung besteht aber darin, daB3 diese Funktionen auf Grund
ciner cndlichen Erfahrung bestimmbar sein miissen. Die Menge der
RegelmiBigkeiten, dic als Naturgesctze in Betracht kommen, ist offen-
bar von der Michtigkeit der Menge der Funktionen. Tatsichlich wer-
den aber fiir die Zwecke der Naturbeschreibung nur ganz bestimmte
Klassen von Funktionen verwendet, wodurch der Begriff eines Natur-
gesetzes eine bemerkenswerte Finschriinkung erfdahrt.

Wir wollen folgende Betrachtung anstellen. Es seien X, X,,... X,
Eigenschaften cines Gregenstandes und durch die Beziehung

X, X,,...X,)=0
bestimmt. Eine solche Formel gibt eine Regel fiir die Art des Zu-

sammenbestehens der Merkmale, also eine Regel der Koexistenz. Kommt
unter den Verinderlichen auch die Zeit ¢ vor, so sind durch die Formel
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G(t; X, X,,... X)=0

dic Zustinde als Funktion der Zeit gegeben. Eine solche Formel ent-
hilt die Beschreibung cines Prozesses. Die Funktionen F und (G haben
den Wert von Naturgesetzen.

Bet Anwendung auf Naturvorginge fafit inan den Funktionsbegriff
nicht in seiner allgemeinsten Bedeutung, in welcher er nur das Vor-
handensein eciner wie immer gearteten Bezichung aussagt. Man be-
schriankt sich von vornherein auf die analytischen Funktionen, indem
man alle anderen Arten von Funktionen iiberhaupt nicht in Betracht
zieht. Im weiteren Verlaufe der Uberlegungen beschrinkt man sich
weiter auf moglichst einfache Funktionen, weil fiir unsere Zwecke —
also namentlich fiir die Rechnung -- nur solche Ausdriicke wirklich
brauchbar sind, deren Handhabung hinreichend einfach ist.

Gegen die letztere Vereinfachung 1aBt sich nicht viel sagen. Man
ersetzt eine als bekannt vorausgesetzte Funktion durch einen einfacher
gcbauten Ausdruck, nachdem man sich iberzeugt hat, dall der gemachte
Fehler eine gewisse Grenze nicht iibersteigen kann. AuBerdem trifft
man einc solche Vercinfachung meist absichtlich, und gibt sich von
ihrer Tragweite Rechenschaft. Selbstverstindlich it sich auch dieses
Vorgehen auf die Spitze treiben, und fiihrt dann zu ctwas naiven An-
schauungen. Dies ist der Fall, wenn man jeden Ausdruck, der k Kon-
stante enthilt, und der » Beobachtungen darstellen kann, als Natur-
gesetz betrachtet, falls » > F.

Anders liegen die Verhiltnisse hinsichtlich der Beschrinkung aaf
analytische Funktionen. In den seltensten Fiéllen wird man sich dar-
iiber klar, daf3 unserer Naturcrkenntnis durch die Beschrinktheit der
Maittel, welehe wir fiir die Naturbeschreibung anwenden, ganz bestimmte
Grenzen gezogen sind. Gegen die Annahme einer ganz allgemeinen
Abhingigkeitsbezichung zwischen den Eigenschaften cines Gegenstan-
des oder zwischen den Zustinden, deren Abfolge einen Prozell aus-
macht,wird man kaum cinen gewichtigen Einwand vorbringen kdnnen.
Falls man sich aber von vornherein bei der Beschreibung der Natur-
vorgidngce auf bestimmte Klassen von Funktionen beschrinkt, so haben
dic Eigenschaften, die diesen Funktionen allgemein zukommen, hin-
sichtlich der Naturbeschreibung den Wert von allgemeinen Gesetzen des
Greschehens.

Unsere Vorstellungen iiber den Zusammenhang der Naturereignisse
bezeichnet man als das Kausalgesetz. Der logische Inhalt dicser Vor-
stellung ist gegeben durch die Gesamtheit der Eigenschaften, welcho
den Funktionen, die fiir die Beschreibung der Naturvorginge gebraucht
werden, allgemein zukommen. Dicse Eigenschaften miissen sich in jeder
Naturerkenntnis wicderfinden, weil wegen der Art der bei ihrer Ge-
winnung verwendeten Erkenntnismittel ihr Vorhandensein notwendig ist.

Es wiire sehr schwierig, diese allgemecinen Eigenschaften der Funk-
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tionen — und damit die des Naturgeschehens — erschopfend anzugeben.
Noch schwieriger aber wire die Angabe der Griinde, warum wir uns
bei der Beschreibung der Naturvorginge in der angegebenen Weise be-
schrinken. Einige dieser Eigenschaften der Funktionen sind von der Art,
daB sic wohl ale mit unseren Vorstellungen iiber das Naturgeschehen
iibereinstimmend angesehen werden konnen, andere aber bedeuten Be-
schrinkungen, die man nicht ohne weiteres hinnehmen kann. Eine solche
Beschriankung wiire insbesondere dann unertriiglich, falls sie durch eine
nicht weiter begriindete Wahl unserer Erkenntnismittel hervorgerufen
wird.

Es werden vermutlich eine Anzahl von verschiedenen Griinden hier-
bei mitspielen. Ein wichtiger Grund fiir die Einschrinkung unserer
Wahl der Funktionen, die fiir die Beschreibung der Naturvorgiénge in
Betracht kommen, liegt ohne Zweifel in der Forderung, daB unsere
Naturerkenntnis auf Grund einer endlichen Erfahrung zustande kom-
men mul}, denn eine andere Erfahrung steht uns iiberhaupt nicht zu
Diensten.

Soll das Gesetz einer Naturerscheinung erkennbar sein, so muB} die
betreffende Funktion aus einer endlichen Zahl von Beobachtungen be-
stimmbar sein. Da eine Funktion stetiger Verénderlicher eine Aussage
iiber alle Elemente von unendlichen Mengen macht, sagt ein solcher
Satz mehr aus, als die direkte Erfahrung rechtfertigt, ja die Aussage
entzieht sich iiberhaupt einer direkten empirischen Bestitigung. Er-
moglicht wird diese Aussage nur durch Voraussetzung gewisser Eigen-
schaften der Funktion, die das Gesetz darstellt.

Es ist leicht zu sehen, daf} ein ProzeB vollkommen gesetzmifBig
verlaufen oder der Zusammenhang der Eigenschaften eines Gregenstandes
vollstindig bestimmt sein kann, ohne aus irgendeinem Teile des Ver-
laufes oder durch eine endliche Zahl von Beobachtungen bestimmbar
zu sein. In diesem Falle kann der weitere Verlauf der Ereignisse aus
friilheren Beobachtungen nicht erschlossen werden, mégen diese mnoch
8o ausgedehnt sein.

Man denke an die Ziffernfolge, die eine bestimmte Irrational-
zahl, also z. B. die Zahl e, darstellt. Diese Reihe ist gewil gesetz-
miBig, denn das Gesetz liegt eben in der Definition dieser Zahl und
ist uns vollstindig bekannt. Das Gesetz, nach welchem die Ziffern
aufeinanderfolgen, kann aber nicht aus irgendwelchen Beobachtungen
tiber diesec Folge erschlossen werden, denn es gibt keine Regel, nach
welcher aus dem Vorhandensein einer bestimmten Ziffer auf der k-ten
Dezimalstelle auf die auf der (k +m)-ten Stelle stehende Ziffer geschlos-
sen werden kann, wenn %k und 7 beliebige Zahlen sind. Das Gesetz
dubert sich nur in der Folge als Ganzem, wihrend kein endlicher Teil
eine RegelmiBigkeit entdecken 1aBt.

Wiire ein ProzeB durch eine Menge von Zustinden gegeben, deren
Gesetz in dhnlicher Weise nicht aus einzelnen Beobachtungen gefunden
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werden kann, so miite unsere Methode der Naturerforschung ihm
gegeniiber versagen. Wir konnten den Verlauf dieses Prozesses nur be-
obachten, aber niemals eine Vorausbestimmung des Prozesses erzielen.
Es 148t sioh nicht leugnen, daf es viele Vorgéinge gibt, denen gegeniiber
man sich leicht versucht fithlen konnte, diese Ansicht zu vertreten.

Die Bestimmbarkeit durch eine endliche Anzahl von Beobachtungen
kommt im allgemeinen nur den analytischen Funktionen zu. Die all-
gemeine Funktion, die unstetig und nichtdifferentierbar ist, wird durch
eine unendliche Anzahl von Funktionswerten bestimmt. Dies ist aber
dasselbe, als wenn man sagen wiirde, daf} sie auf Grund der Erfahrung
nicht bestimmt werden kdnnen.

Bei der Beschreibung irgendwelcher Naturvorginge greifen wir so-
fort unbedenklich zu den analytischen Funktionen. Soweit es sich um
die Bewegung materieller Punkte handelt, sprechen Griinde fiir ein
solches Vorgehen, denen man mit Riicksicht auf unsere allgemeinen
Vorstellungen iiber diese Ereignisse ein groBes Gewicht nicht wird ab-
sprechen konnen. Sie hingen mit einigen Eigenschaften solcher Funk-
tionen zusammen, die als Bilder gewissen Eigenschaften solcher Vor-
giinge entsprechen, die wir bei der Beschreibung von Bewegungen ma-
terieller Punkte fiir wesentlich ansehen.

So wird man unter keinen Umstinden bei einer Funktion, die zur
Beschreibung physischer Vorginge dienen soll, die Stetigkeit preisgeben
wollen. Eine Unstetigkeit hinsichtlich der réumlichen Koordinaten
wiirde bedeuten, daB eine Masse an einem Punkte verschwindet, um an
einer anderen Stelle des Raumes wieder aufzutauchen. Ist eine Geschwin-
digkeit als Funktion der Zeit gegeben, so bedeutet eine Unterbrechung
der Stetigkeit, daBl der Bewegungszustand des Korpers sich plotzlich
und ohne duBere Veranlassung dndert. In solchen Folgesitzen wird man
wohl einen hinreichenden Grund fiir die AusschlieBung unstetiger Funk-
tionen bei der Beschreibung physikalischer Vorginge sehen. Auch bei
organischen Prozessen wird man wohl kaum einen stichhaltigen Grund
gegen die Annahme vorbringen konnen, daB sémtliche zwischen zwei
Zustinden liegende Zwischenstufen durchlaufen werden.

Bei der Beschreibung materieller Bewegungen wird man wohl mit
Recht solche Funktionen ablehnen, welche Maxima und Minima in
jedem Intervalle besitzen, da bei einer Bewegung léngs einer solchen
Kurve der materielle Punkt unendlich oft seine Richtung &ndern miiBte.

Schwieriger zu rechtfertigen ist bereits die Annahme der Differen-
zierbarkeit. Gegen das Fallenlassen der Voraussetzung des Bestehens
der ersten und zweiten Abteilung spricht der Umstand, daf eine solche
Bewegung ohne angebbare Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung vor
sich gehen miiBte. Diesem Tatbestande gegeniiber kdnnte man sich
aber auf den agnostischen Standpunkt stellen, dal} die objektiven Werte
dieser GroBen zwar vollkommen bestimmt, unsere Formeln aber zuihrer
Berechnung untauglich seien. In diesem Falle konnte also die Ge-
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schwindigkeit bzw. die Beschleunigung aus dem bekannten Gesetze der
Bewegung nicht erschlossen werden. Ahnliche Betrachtungen lassen sich
hinsichtlich des Nichtbestehens der héheren Ableitungen durchfiihren.

Ob die Eigenschaft ciner Funktion, cine Entwicklung in eine Reihe
zu besitzen, eine bestimmte Bedeutung fiir die Beschreibung physischer
Vorgiinge hat, 1iBt sich nicht ohne weiteres beantworten. Noch schwie-
riger ist die Beantwortung der Frage nach dem allgemeinen Grunde,
warum Transformationen, durch welche eine Funktion den Charakter
einer analytischen Funktion verliert, ausgeschlossen werden miissen.
Diese Transformationen sind sehr verschiedenartig, weshalb auch ihre
physikalischen Interpretationen kaum etwas Gemeinsames haben diirf-
ten. Vielleicht findet sich kein anderer Grund, als dafl nichtanalytische
Funktionen nicht in unserer Naturbeschreibung vorkommen diirfen. Es
zeigt sich aber hierbei, in wie hohem Grade diese Beschrinkung willkiir-
lich ist, da z. B. Transformationen bekannt sind, die fiir rationale Werte
eines Parameters den analytischen Charakter gewisser Funktionen un-
beriihrt lassen, ihn aber fiir irrationale Werte des Parameters aufheben.

Es ist nun wichtig, zu bemerken, dafl unsere Methode der Natur-
erforschung, wie sie sich am vollkommensten in der mathematischen
Physik duBert, notwendig auf analytische Funktionen fiihrt, oder doch
auf solche, welche die Mehrzahl der Eigenschaften der analytischen
Funktionen besitzen. In der Tat bilden in der Regel Betrachtungen
iiber die Vorginge im Unendlichkleinen den Ausgangspunkt der Ab-
leitungen. Durch sie kommt man zur Aufstellung der Differential-
gleichungen, deren Integration erst die endlichen Ausdriicke gibt, die
sich als Naturgesetze an der Erfahrung bewihren sollen. Aus dieser
Entstehungsart aber folgt, daB den so gewonnenen Funktionen die
Eigenschaften der Differenzierbarkeit und Stetigkeit nur ausnahms-
weise abgehen konnen.

Die Annahme, daBl dic Naturcreignisse durch die Vorginge im Un-
endlichkleinen bestimmt sind, ist somit der Grund, warum man bet den
gebriauchlichen Betrachtungen der Physik nur auf analytische Funk-
tionen stoBen kann. Der Gedanke, dafl die Naturvorgénge durch dic
Vorginge im Unendlichkleinen bestimmt sind, hat sein logisches Gegen-
stiick in der Bestimmbarkeit einer analytischen Funktion durch ein
Funktionselement. Vermdge der analytischen Fortsctzung ist der Ver-
lauf dieser Funktionen — und damit auch der durch sie beschriebenen
Vorginge — vollkommen bestimmt.

In den Methoden der mathematischen Naturbetrachtung haben die
Anschauungen iiber den Zusammenhang des Naturgeschehens den exak-
ten Ausdruck gefunden. In der Tatsache, dafl diese Methoden sich der
allgemeinen Anerkennung crfreuen, kann man den Beweis sehen, daf
sie den Anschauungen iiber den Naturzusammenhang gut entsprochen.
Aus unseren Ausfiihrungen ergibt sich, dafl man zu einer Frkenntnis
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des logischen Gehaltes dieser Vorstellungen iiber den Zusammenhang
des Naturgeschehens — d. h. des sogenannten Kausalgesetzes -— kom-
men kaunn, indem man die allgemeinen Eigenschaften jener Funktionen
aufsucht. welche fiir die Beschreibung der Naturvorginge verwendet
werden. Gelingt es, die physikalische Deutung dieser Eigenschaften
zu geben, so hat man die allgemeinsten Gesetze des Geschehens. Dies
wire der wahre Inhalt des sogenannten Kausalgesetzes.

Die Aufzihlung der allgemeinen Eigenschaften der Funktionen,
die fiir die Beschreibung der Naturvorgiinge verwendet werden, wird
ein ziemlich kompliziertes System von Sitzen crfordern, und man darf
es als sicher annehmen, daf} die Griinde fiir die Beschreibung auf ana-
lytische Funktionen nicht alle aus einem Satze abgeleitet werden kon-
nen. Es ist also ein hoffnungsvolles Unternehmen, ecinen Satz wie
,,Keine Wirkung ohne Ursache‘ oder ,,Nihil est sine causa, cur potius
sit quam non sit’ oder sonst irgendeine der bekannten Formulierungen
des sogenannten Kausalsatzes voranschicken zu wollen, und daraus die
allgemeinen Gesetze des Geschehens abzuleiten. Die Erfahrung zeigt
sowieso, daf alle solche Versuche mifilingen. Unsere Vorstellungen iber
den Zusammenhang der Naturereignisse sind viel zu verwickelt, als
dafl man sie in so primitiver Weise kliren konnte.

Man kann die Frage aufwerfen, in welcher Weise sich unsere Na-
turerkenntnis gestalten wiirde, falls man eine oder die andere der Higen-
schaften der analytischen Funktionen fallen liee. Es ist dies eine
logische Aufgabe, bei deren Inangriffnahme man aber vorsichtig ver-
fahren muB, um keinen AnstoB zu crregen. Erinnert man sich an die
ungebiihrliche Aufnahme der ersten Untersuchungen iiber die nicht-
euklidische Geometrie, so wird man nicht leicht Lust bekommen, mit
solchen Untersuchungen, die cine Abinderung unscrer Vorstellungen
iiber den Kausalzusammenhang beinhalten, hervorzutreten.

Dabei miiBte man sich ausschlieBlich an die tatsiichlichen Eigen-
schaften der Funktionen halten. Zu diesen kann der Umstand, dafB
wir heute nicht imstande sind, nichtanalytische Funktionen rechnerisch
zu beherrschen, nicht gezithlt werden. Es lifit sich denken, daB ein
Fortsehrit{ der mathematischen Technik es uns crmoglicht, gewisse
Klassen der nichtanalytischen Funktionen vollkommen sicher zu hand-
haben. Damit wiiren aber noch nicht die prinzipiellen Schwierigkeiten
iiberwunden, die sich bei der Verwendung solcher Funktionen fiir die
Beschreibung von Naturvorgéingen crgeben.

Ee ist gewiB, daBl der Verzicht auf gewisse Eigenschaften der ana-
lytischen Funktionen nicht sofort jegliche Naturerkenntnis unméoglich
macht. So ist, kurz ausgedriickt, dic Integrierbarkeit einer Funktion
bedingt durch ihre Stetigkeit. Ist y=7f(z), so ist, wic spiter gezeigt
werden wird, die Bedingung dafiir, daB hinsichtlich % ein Wahrschein-
lichkeitsansatz méglich ist, dadurch gegeben, dafi dic inverse Funk-
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tion, in der y die unabhingige Veriinderliche ist, integrierbar sei. Es
wird also nur die Stetigkeit der inversen Funktion vorausgesetzt, wo-
bei noch Unstetigkeiten auf einer abzihlbar unendlichen Menge von
Punkten zuldssig sind. Allerdings besitzt ein Wahrscheinlichkeitsansatz
nicht den gleichen Erkenntniswert wie die Kenntnis der betreffenden
Funktion, allein er ermdglicht es uns immerhin, die allgemeinen Ziige
des Geschehens zu verfolgen. Man darf vermuten, dafl die Allgemein-
heit der Voraussetzungen iiber die Eigenschaften des Geschehens der
Grund ist, warum sich das Anwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeits-
rechnung fast tiber das gesamte Gebiet des Wissens erstreckt.



III. Die Wahrscheinlichkeit.

Das Wesen des Allgemeinbegriffes besteht darin, daB ein Merkmal
oder eine Gruppe von Merkmalen angegeben wird, die mehreren Gegen-
stinden gemeinsam sind. Eine solche Mehrheit von Gegenstinden heifB3t
eine Klasse, Gattung oder Menge, und die Gegenstinde, die sie zu-
sammensetzen, heiBen ihre Elemente. Es kann vorkommen, daf eine
Menge gar kein Element enthilt, in welchem Falle sie als leer be-
zeichnet wird.

Von besonderer Wichtigkeit sind jene Mengen, bei denen sich von
jedem Gegenstande angeben 1a8t, ob er zur Menge gehért oder nicht.
Soloche Mengen werden als ‘wohldefiniert bezeichnet. Wenn wir von
Mengen schlechthin sprechen, so wollen wir uns stets auf wohldefi-
nierte Mengen beschrinken.

Die Gesamtheit der Merkmale, die allen Elementen einer Menge
zukommen, heiflt ein Begriff, und der Satz, weloher ausspricht, mit
welchem Namen diese Gruppe von Merkmalen bezeichnet werden soll,
heiBit die Definition dieses Begriffes. Es ist also jede Definition eine
Namenserkldrung. Da die Worte Zeichen fiir die an den Gegenstinden
vorkommenden Merkmale sind, so werden durch die Definition Gruppen
von Merkmalen zu einer Einheit zusammengefalt und fir diese ein
neues Zeichen eingefiihrt.

Jene Merkmale, welche notwendig und hinreichend sind, um iiber
die Zugehorigkeit eines Gegenstandes zu einer Menge zu entscheiden,
heiflen die konstitutiven oder priméren Merkmale des Begriffes. Es sei
A die Gruppe der fiir die Menge M konstitutiven Merkmale. Es sel
moglich, durch rein logische Operationen an den Elementen das Vor-
handensein der weiteren Gruppe von Eigenschaften B zu erschliefen.
Ferner ergebe die Erfahrung, daB allen Elementen von M die Eigen-
schaften C' zukommen. Man pflegt diese Merkmale B und C als sekun-
dire Eigenschaften zu bezeichnen. Die Gesamtheit der Merkmale A,
B, C bildet die explizite Definition des Begriffes, und allen Elementen
der Menge M kommen diese Eigenschaften zu.

Enthélt eine Menge nur ein Element, so spricht man wohl von
einem Individualbegriffe. Zu seiner Festlegung ist nicht die vollstin-
dige Aufzihlung aller Eigenschaften des einzigen Elementes der Menge
erforderlich, sondern es geniigt, wenn die angegebenen Merkmale er-
kennen lassen, daB dieser Gegenstand — und kein anderer — Element
der Menge ist. '
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Ein Begriff legt also eine Menge von Gegenstinden fest, denen
noch andere als die angegebenen Merkmale zukommen. Jedem Gegen-
stande kommen alle Eigenschaften notwendig zu, wird er aber als Ele-
ment einer Menge betrachtet, so werden nur einige dersclben beriicksich-
digt. Man nennt diesen Gedankenprozefl des Heraushebens einzelner
Eigenschaften mit Vernachlidssigung aller tibrigen Abstraktion. Begritfe,
also Gruppen von Merkmalen, konnen wieder als Einheiten aufgefalt
und zum Gegenstand einer abstrahierenden Begriffsbildung gemacht
werden, was zur Einfiihrung immer abstrakterer Kinheiten Veranlas-
sung gibt.

Es ist daran festzuhalten, daBl die Mengenbildung ein Gedanken-
proze3 ist, der an den Dingen selbst niohts verdndert. Ks mag Fiir
mich und mein spiteres Handeln von Wichtigkeit sein, daf ich dic
Pflanzen in Phanerogamen und Kryptogamen einteile, allein fiir die
Pflanzen selbst dndert sich dadurch gar nichts.

Ferner muB erinnert werden, dall der Prozefl der Mengenbildung
willkiirlich ist, und nur durch die Zwecke, die verfolgt werden, be-
stimmt ‘wird. Es hindert nichts, die disparatesten Merkmale zum Zwecke
der Festlegung einer Menge zu vereinigen.

Die Menge M sei durch die Gruppe von Merkmalen A festgelegt.
Durch das Merkmal B werde in M die Teilmenge T abgegrenzt, die
als dic Menge jener (fegenstinde definiert ist, denen sowohl A als
auch B zukommt. 7 kann entweder alle Elemente von M umfassen,
oder nur einige derselben enthalten, oder leer sein. Nur im zweiten Falle
heift 7 cin cchter Teil von M. Die Merkmale 4 und B sind dann
voneinander unabhingig.

Es ist dies das Verhiltnis der logischen Unabhingigkeit. Bestiinde
eine logische Abhingigkeit zwischen 4 und B, so mifite B cine Figen-
schaft aller Elemente von M sein.

Die Elemente von M sind in Hinsicht auf 4 bestimmt, da das
Vorkommen dieser Merkmale iiber die Zugehérigkeit cines Gegenstan-
des zur Menge entscheidet. A kommt also allen Ilementen von M not-
wendig zu. In Hinsicht auf B sind diese aber unbestimmt, da auf Grund
der Zugehorigkeit zu M noch nicht entschieden werden kann, ob einem
Elemente auch das Merkmal B zukommt oder nicht. Die Elemente von
M sind in bezug auf A bestimmt, in bezug auf dic in dem Begriffe
nicht mitgedachten besonderen Bestimmungen aber unbestimmt. Wird
ein Element von M als Reprisentant des Begriffes A betrachtet, so ist
dieser in Hinblick auf 4 bestimmt, in Hinsicht auf alle anderen Eigen-
schaften aber unbestimmt. Diese Unbestimmtheit besteht nur in Hin-
sicht auf den Gattungsbegriff, denn dem cinzelnen Gegenstande kom-
men alle seine Eigenschaften notwendig zu. Da das Merkmal B im
Begriffe A nicht mitgedacht ist, so ist sein Vorkommen an ecinem
Exemplare der Menge M im logischen Sinne zufillig.

Gegeben seien die beiden Mengen M und M’. Die Menge M heif3t
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auf M’ abgebildet, falls jedem Elemente von M ein und nur ein Ele-
ment von M’ entspricht. Die Abbildung ist gegenseitig, falls jedem
Elemente von M ein bestimmtes Element von M’, und jedem Elemente
von M’ ein bestimmtes Element von M entspricht.

Zwei Mengen heiflen von gleicher Michtigkeit, falls sie gegen-
seitig aufeinander abgebildet werden konnen. Bei endlichen Mengen
ist die Michtigkeit durch die Zahl der Elemente gegeben. Man be-
zeichnet die Michtigkeit von M mit M.

Gegeben sei, wie frither, dic durch A definierte Menge M und
ihre durch das Zusammenbestehen von 4 und B definierte Teilmenge
T. Die Menge M sei endlich, woraus folgt, dafl auch T endlich ist,
Man bilde das Verhiltnis der Michtigkeiten

p=Z.
M
Der Wert dieses Verhiltnisses liegt zwischen Null und Eins, die Gren-
zen inbegriffen, wenn man auch unechte Teile zuldfit. Dieser Bruch
heifit die Wahrscheinlichkeit fir die Zugehorigkeit eines Elementes
von M zur Teilmenge T oder, wie man wegen der Definition der bei-
den Mengen auch sagen kann, die Wahrscheinlichkeit fiir das Vor-
handensein der Merkmale B, wenn 4 vorhanden ist.

Diese Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit setzt vor-
aus, dafl die Mengen M und T wohldefiniert sind. Die Gruppe von
Merkmalen A4, durch die die Menge M bestimmt ist, mu} genau an-
gegeben sein, denn bezieht man sich auf die Menge aller Dinge iiber-
haupt, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen von B gleich
Null. Der Wahrscheinlichkeitsansatz fiir B bezieht sich also nur auf
die bestimmte, durch 4 definierte Menge.

Kann B nur an Elementen von M vorkommen, so kann man ohne
Gefahr eines MiBverstindnisses kurzerhand von der Wahrscheinlich-
keit von B sprechen. Die Bezugnahme auf M findet auch hier statt.
braucht aber nicht besonders hervorgehoben zu werden, weil B an (Gegen-
stinden, die nicht zu M gehoren, tiberhaupt micht vorkommen kann.

So 1st es klar, dafl die Eigenschaft ,,prim‘‘ zu sein, nur emner Zall
zukommen kann, weshalb man unter der ,,Wahrscheinlichkeit einer
Primzahl“ nur die Wahrscheinlichkeit verstehen kann, daB cine Zahl
eine Primzahl ist. Ebenso hat es nur dann cinen Sinn, von der Wahr-
scheinlichkeit des ZusammenstoBes zweicr Molekel zu sprechen, wenn
man sich auf ein Gemenge von Molekeln bezieht, das den Vorstellungen
der kinetischen Gastheorie entspricht. AuBerhalb der bezeichneten Ge-
biete kommen Gegenstinde der angegebenen Art iiberhaupt nicht vor,
und thre Wahrscheinlichkeit ist demnach gleich Null. Kommt das Merk-
mal B nicht nur an den- Elementen von M, sondern auch an denen
der Mengen M’, M”,... vor, so mull angegeben werden, auf welche
Menge dic Wahrscheinlichkeitsbestimmung sich beziehen soll. Is ist
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festzuhalten, dafl die Wahrscheinlichkeit sich nur auf das Zusammen-
bestehen von 4 und B, und nicht etwa auf das Vorkommen von B
tberhaupt bezieht.

Die Wahrscheinlichkeit p bezieht sich auf das Vorhandensein der
Gruppe von Merkmalen B an einem nicht nidher bezeichneten Elemente
von M. Es wird ein Element von M einzig mit Riicksicht auf eeine
Zugehorigkeit zur Menge herausgegriffen. Man nennt dies das Her-
ausgreifen nach dem Zufalle. Ob irgendein bestimmter physischer Pro-
zel} der Art ist, daB er als Verwirklichung dieses Herausgreifens nach
dem Zufalle angesehen werden kann, 1Bt sich nur auf Grund einer
genauen Untersuchung dieses Prozesses entscheiden.

Die hier gegebene Erklirung des Begriffes der mathematischen
Wahrscheinlichkeit ist eine Weiterbildung der Anschauungen von
J.J. Fourier, A. A. Cournot, J. v. Kriefl und F. A, Lange
unter Beniitzung der Begriffe der Mengenlehre. Die ersten drei For-
scher verwenden den Begriff des Spielraumes oder Bereichs, wobei sich
bei allen fast die gleichen Unbestimmtheiten ergeben, die durch die
Verwendung unzureichender logischer Hilfsmittel verursacht sind.

F. A. Lange definiert in seinen ,,Logischen Untersuchungen die
mathematische Wahrscheinlichkeit als ein Verhdltnis von Begriffsum-
fingen. Gegen diese Auffassung argumentiert Stumpf und meint, daB
sie Raumvorstellungen in unerlaubter Weise verwende. Dieses Argument
mag Gewicht gehabt haben, solange man zur Erlduterung des Begriffs-
umfanges nichts anderes zur Verfiigung hatte als die Eulerschen Dia-
gramme. Tatsichlich ist der Begriff der Michtigkeit bzw. des Mafles
einer Menge, die logische Prizisierung des Begriffes ,,Begriffsumfang".
Damit ist dieser der Aristotelischen Logik entnommene Begriff
vollstindig abstrakt gefaft, und die Zuordnung einer bestimmten Zahl
zu einer Menge geschieht ohne Inanspruchnahme der Raumvorstellung.

Da Fouriers interessante Problemstellung, iiber die er der Pa-
riser Akademie am 10. und 17. November 1823 berichtete, in der Ge-
schichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung so ziemlich ganz unbeachtet
blieb, so lohnt es die Miihe, darauf etwas niher einzugehen. Fourier
spricht von einer Gruppe von Aufgaben der unbestimmten Analyse, die
er als Ungleichungsrechnung — calcul des inégalités — bezeichnet. Es
handelt sich hierbei darum, die Menge jener Werte der Verdnderlichen
zu bestimmen, die einem gegebenen Systeme von Ungleichungen ge-
niigen. Aufgaben dieser Art findet Fourier in den verschiedensten
Zweigen der Mathematik, und er wiinscht, sie zu systematisieren, so
dafB} ihre Losung nicht stets eine neue Anstrengung der Erfindungs-
gabe erfordert. Als Erlauterung wird folgendes Beispiel gegeben:

Ein Dreieck wird an seinen Ecken von Sdulchen von der Tragféhig-
keit Eins getragen. Ein Gewicht, das kleiner oder gleich Eins ist,
wird also von dem Sdulchen getragen, wihrend dieses von einem grd-
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Beren Gewichte geknickt wird. Es soll ein Gewicht gréfler als Eins,
aber kleiner als Drei, also z. B. das Gewicht Zwei, so auf das Dreieck
gelegt werden, daB} keiner der Tridger geknickt wird, und es ist die
Fliche zu bestimmen, deren Punkte dieser Bedingungen geniigen.

Man ersieht leicht, daBl es sich hier um eine Aufgabe aus dem
Gebiete der sogenannten geometrischen Wahrscheinlichkeiten handelt,
die man heute etwa folgendermaBen formulieren wiirde: Ein Dreieck
wird an seinen Hckpunkten von Siulchen von der Tragfihigkeit Eins
getragen. Auf dieses wird blindlings das Gewicht Zwei gelegt, und
es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daB keiner von den Trii-
gern geknickt wird.

Fourier erkannte auch den Zusammenhang dieser Probleme mit
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und bemerkt, daf} viele ihrer Auf-
gaben mit Hilfe der Ungleichungsrechnung gelést werden konnen.
Hierzu ist nur notwendig, das durch die Ungleichungen bestimmte Ge-
biet und sein Verhdltnis zu dem gesamten Gebiete zu berechnen. Diese
Gebiete lassen sich stets durch Zahlen ausdriicken und Fourier figt
hinzu: ,,Et, en effet, 'auteur a reconnu que le nombre, qui mésure
l'étendue d’une question quelleconque, est toujours exprimé par une
mtégrale multiple, dont les limites sont donnés.*

In dieser Definition Fouriers leidet nur der Ausdruck ,,I’étendue
d’une question® an ciner gewissen Unbestimmtheit. Ein dhnlicher Aus-
druck mit dem gleichen Mangel findet sich in der DefinitionCournots?}:
,»Nous pouvons donc définir la probabilité mathématique: Le rapport
des chances favorables a un événement a 1l'étendue totale des chances.”
J. v. KrieB kritisiert, die Unbestimmtheit des Ausdruckes ,,Bereich
der Chancen®, die zugegeben werden mull, solange nicht angegeben
wird, was man darunter verstehen soll, und wie einem solchen Bereiche
cine Zahl zugeordnet werden kann. Genau liBt sich dieser Begriff cben
nur mit. den Hilfsmitteln der Mengenlehre fassen, und diesc standen we-
derFouriernochCournotzur Verfiigung. Eine dhnliche Unbestimmt-
heit haftet ibrigens dem von Kriell verwendeten Begriffe cines Spiel-
raumes an, da bei stetigen Mengen die Ausdehnung auf mehr als vier
Verdnderliche nicht ohne weiteres klar ist, bei Anwendung auf nicht-
meBbare Mengen dieser Begriff aber nur den Wert eines Metaphers hat.

Mit dem Nachweise der rein logischen Natur des Wahrscheinlich-
keitsbegriffes fiallt die empiristische Auffassung. Dies gilt auch von
dem Versuche, die sogenannte mittlere Wicderholungszahl mit der Wahr-
scheinlichkeit zu identifizieren, und das Feld der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf jene Ereignisse zu beschrinken, bei denen sich eine Kon-
stanz der relativen Haufigkeiten nachweisen 146t. Es ist nicht zu be-
zweifeln, dafl die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf

1) A. A. Cournot, Exposition de la théorie des chances et des probabi-
lités, S. 35.

Urban, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung b]
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dieses Gebiet beschrinkt sind, allein als Teil der reinen Mathematik
ist ihr Gebiet weiter.

An dem empiristischen Gedanken ist anzuerkennen, daf3 ohne diese
Beobachtungen tiber die annihernde Konstanz der relativen Hiufig-
keiten die Wahrscheinlichkeitsrechnung kaum erfunden worden wire.
Tatsiichlich zeigt die Geschichte, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung
— wie fast jede mathematische Theorie — in ihren Anfingen in
engem Anschlusse an die Erfahrung entwickelt wurde, indem fiir im
tiglichen Leben auftretende Fragen eine Erklirung gesucht wurde.
Gibt aber auch die Erfahrung den Anlafl zur Bildung dieses Begriffes,
so ist sie doch nicht notwendig seine Quelle.

Die empiristische Auffassung vermag nicht die apriorischen Wahr-
scheinlichkeitsbestimmungen zu erkldren, und sie versagt auch gegen-
iiber den Unterschieden, die zwischen den Resultaten verschiedener Be-
obachtungen iiber dieselben Wahrscheinlichkeitsgrofien tatsichlich be-
stehen. EinigermafBen ausgedehnte Erfahrungen iiber die Konstanz der
relativen Hiaufigkeiten wurden nur auf verhiltnismiBig wenigen Ge-
bieten gesammelt, und trotzdem werden wahrscheinlichkeitstheoretische
Aufgaben auf Gebieten gestellt und gelést, wo solche Erfahrungen
iiberhaupt nicht vorliegen. So hat z. B. noch niemand Versuche iiber
die Wahrscheinlichkeiten im Gebiete der vierten Einheitswurzeln ge-
macht, und es ist nicht anzunehmen, daf3 solche Versuche gemacht wer-
den sollten, es sei denn, daBl eine Person gefunden wird mit sehr viel
iiberfliissiger Zeit und mit mehr Geduld, als man von einem Doktors-
kandidaten zu erwarten berechtigt ist. Nichtsdestoweniger verwendet
die Zahlentheorie diesen Begriff mit dem besten Erfolge.

Eine andere Form der empiristischen Auffassung sieht in der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeit das Mal eines psychischen Zustandes,
dér bald als unser Zutrauen in oder unser Glauben an die Richtigkeit
einer Aussage, bald als unsere Erwartung iiber das Eintreffen eines
Ereignisses, bald als unser Wissen oder Nichtwissen iiber das Ein-
treffen eines Ereignisses bezeichnet wird. Als Vertreter dieser nament-
lich unter den englischen Logikern sehr beliebten Anschauung nennen
wir J. S. Mill2), W. S. Jevons?), De Morgant), R. Richter?)

2) J. S. Mill, Logic, Bd.2, S.67, meint, die Wahrscheinlichkeit sei keine
Eigenschaft der Ereignisse selbst, sondern ein bloBer Name fiir die Stirke des
Grundes, wonach wir dasselbe erwarten.

3) W. S. Jevons, The Principles of Science, 1877, S.199: ,,The theory
of probability deals with the quantity of knowledge. . .. An event is only pro-
bable when our knowledge of it is diluted. with igndrance, and exact calculation
is needed to discriminate how much we do and do not know.” Mit dieser An-
sicht Jevons nahe verwandt ist die ,equal distribution of ignorance*, von der
Boole, Transactions of the Royal Society of Edinburgh, Bd.21, 8.4, und An
Investigation of the Laws of Thought, 1854, S.370, spricht.

4)De Morgan, Formal Logic, S.172: ,,By degree of probability we really
mean or ought to mean the degree of belief.”” Ebenso spricht Donkin von einer
»quantity of belief'. Der Erzbischof Thomson hat in seinem Buche The Laws
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und S. Lourié.t) Merkwiirdig ist, da auch W. Windelband?)
trotz seiner richtigen-Einsicht in die logische Natur des Zufallsbegriffes
und H. Bruns8) trotz seiner genauen Bekanntschaft mit den psycho-
physischen MaBmethoden dieser Auffassung nicht abgeneigt sind.

In neuerer Zeit haben R.' Limmel?®) sowic Weber und Well-
stein0) den Versuch gemacht, die Mengenlehre zur Begriindung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu verwenden, sind aber auch nicht iiber
die subjektive Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes hinausge-
kommen. Lammel legt jedem Elemente d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>