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Vorrede. 

Im J'ahre 1907 erhielt ich von der University of Pennsyh'ania den 
Auftrag, eine zweistündige, ganzjährige Vorlesung über Statistik für 
Studenten der biologischen Wissenschaften auszuarbeiten. Dieser Kurs 
wurde in den folgenden Jahren bis zum Sommer 1914 gegeben, und aus 
meinen Aufzeichnungen entstand das vorliegende Buch. Die günstigen 
Arbeitsverhältnisise ließen in mir den Wunsch entstehen, das gesamte 
Anwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Darstellung zu 
bringen. Der Krieg unterbrach meine Arbeiten, und es wurde mir 
bald klar, daß dies'er Plan untier den gegenwärtigen Verhältnissen für 
mich unausführbar ist. 

Wegen c1es Intel'eslSes, das meinen Arbeiten von verschiedener Seite 
entgegengebracht wurde, entschloß ich mich, wenigstens jenen T-eil zu 
veröffentlichen, a.uf welchem meine Studien mehr oder weniger zum 
Abschluß gekommen sind. Es i.st dies das Gebiet der Grundlagen der 
Wahl'scheinlichkeitsrechnung und der Theürie der Beobachtungs:behler. 
Ich hoffe, daß hieraus meine Gedanken mit hinreichender Klarheit er
ka.nnt werden können. Hierdurch entfallen viele interessante Probleme, 
allein nur diese Beschränkung ließ die Fertigstellung c1er Arbeit in 
absehb.arer Z,eit erhoffen. In manchen Fällen war der Verzicht sehr 
schwer. Eine Darstellung der mathematischen Statistik ist heute nicht 
vollständig, falls die biometrischen Untersuchungen Kar 1 Pe ars 0 n s 
und se1iner Schüler fehlen. Es ist als sicher anzunehmen, daß die be
deutulligsvollsten Anwendungen der Wahrscheinliohkeitsrechnung in Zu
kunft auf dem Gebiete der Biologie zu finden sein werden. 

Die physika.lischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
sowie di.e analytisehe Darntellung statistischer Regelmäßigkeiten konn
ten nur vorübergehend g.elegentlich gestr.eift werden. Die interessanten 
Problem(, der Interpolation, die teilweise unter dem Namen der Kollek
tivmaßlehre abgehandelt zu werden pflegen, bilden einen umfangreichen 
Komplex, dess1en Bearbeitung viel Zeit und Mühe erfordert. Da keine 
Möglichkeit bestand, diese Gegenstände auch nur einigermaßen cr
schöpfend zu behandeln, so verzichtete ich auch auf die Darstellung 
meiner eigenen einschlägigen Veröff,entlichungen. 

Durch di~se Beschränkungen vcdor da.s Buch zum großen Teil elen 
Charakter eines Lehrbuches. BelSonderen Wert legte ich auf die Dar
stellung des Zus,~mmenhanges der Vorstellungen der Wahrscheinlich-
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IV Vorrede 

keitsrechnung mit jenen der übrigen Naturwissenschaften, lInd allge
meine Betrachtungen nehmen in diesem Buche einen verhältnismäßig 
breiten Ra,um ein. Vielleicht kann es als Beleg für die Bel'oohtigung 
der hier vorgetragenen Anschauungen gelten, daß ich mich in einer 
sehr weitg>ehenden übereinstimmung mit Herrn J. M. Keynes befinde. 
Nur hinsichtlich der Theorie der Beobachtungsfehler kann ich di,e An
schauungen des scharfsinnigen Verfassers des "Treatise on Probabili
ties" nicht teiLen. 

Die Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden durch rein lo
gische Schlüsse aus den Begriffen der Meng>enlehre gewonnen. Hieraus 
folgt, daß die allgemeinen Voraussetzungen der Mathematik für die 
Ableitung dieser Sätze hinreichend sind, und daß die Wahrscheinlich
keit5rechnung keine neuen Begriffe einführt. Eine solche rein logische 
Fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes bietet die einzige Möglich
keit, einen unauflösbaren Widerspruch mit unseren allgemeinen Vor
stellungen über das N aturgeschehen zu vermeiden. Von einer axiomati
schen DarstelLung, wie sie Herr Keynes gab, konnte abgesehen werdoo, 
da die Voraussetzungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit jenen der 
Algebra identisch Blind, für welche die Aufgabe der axiomatischen Dar
stellung gelöst ist. 

Es ist eine Konsequenz des rein logischen Aufbaues der Wahr- \ 
scheinlichkeitsl'cchnung, daß die Methode der kleinsten Quadrate im 
Zusammenhange mit dem Bernoullischen Satze abgeleitet wird. Die 
Verteilungsfunktion der Fehler ist in diesem Falle bekannt und aus 
allgemeinen VorauB6etzungen apriori abgeleitet. Die Theorie der Be
obachtungsfehler übernimmt diesen Algorithmus und hat zu unter
suchen, unter welchen Bedingungen die VorauB6etzungen tür die Aus
gleichung von Beobachtungsdaten nach diesem Rcchenverfahren gegeben 
sind. Die historische Entwicklung hat es mit sich gebracht, daß die 
Methode der kleinsten Quadrate meist aLs mit der Theorie der Be
obachtungef'Lhler identisch angesehen wird. Tatsächlich aber können 
sämtliche Aufgaben der Method,e der kleinsten Quadrate aus den Be
griffen der Wahrscheinlichkeitsl'eohnung gestellt und gelöst werden. Zur 
Anwendung dieses Rechenverfahrens auf Beobachtungsdaten ist aber 
ein Element der Erfahrung notwendig, durch dessen Vorhandensein 
die Theorie der Beobachtungsfehler sich von der abstrakten Wahrschein-
1ichkeitsrechnung unterscheidet. 

Die Bearbeitung der Literatur, die durch die Arbeiten Tod h u n
te r 8 und 0 z u b e r 8 in ausgezeichneter Weise erschlossen ist, wurde 
durch das Entgegenkommen der Universitätsbehöl'don zu einer angeneh
men Aufgabe. Ich hoffe, daß keine der wichtigeren, vor dem J ahro 
1914 erschienenen Veröffentlichungen mir ontgangen ist. Da das Buch 
nicht beabsichtigt, historischen Zwecken zu dienen, so sind Zitationen 
möglichst vermieden. Der naheliegenden Versuchung, bibliographische 
Seltenheiten zu ziüeren, glaubte ich widerstehen zu müssen, Die Zi-
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tationen sind mit möglichster Sorgfalt gesammelt. Da diese Sammel
arbeit sich aber über eine Reihe von Jahren erstreckte, und os mir 
unter meinen jetzigen Lebensumständen nicht möglich ist, die Angaben 
des Manuskriptes, wie es Vorschrift ist, durch direkten Vergleich mit 
den angezogenen Stellen zu kontrollieren, so kann ich die Verantwortung 
für die unbedingte Richtigkeit der Litefiaturnaohweisle nicht übernehmen. 

Der erste Entwurf dieses Buches war englisch geschrieben 'J.nd wäre 
mir eino Veröffentlichung in Amerika, wo ich diese Gedanken aus
zuarbeiten Geleg.enheit hatte, erwünscht gewesen, allein dies hätte die 
an und für sich. großen Sohwierigkeiten der Veröffentlichung ins Un
gemessene gesteigert. Der University of Pennsylvania habe ich 
dafür zu danken, daß, sie mich durch Verleihung des HaI' r iso n Fellow
ship for Research und durch sonstiges Entgegenkommen in die Lage 
setzte, mich dieser Arbeit zu widmen. Während meines AufenthalteS 
in Stookholm enreute ich mich eines besondffi"en Entgegenkommens 
von seiten der Kungliga Vetenskapl1ga Akademien hei der 
Benützung der Bibliothek in Freskati, wofür ich ihr an dieser Stelle 
gerne meinen gebührenden Dank sage. 

Brünn, am 4. November 1922. 
Friedrich M. Urban. 
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I. Vom Zufalle. 
Die Ausdrücke Zufall und W,ahrscheinlichkeit gehören zu den am 

häufigsten gebrauchten Worten und werden im Gedankenaustausch hin
genommen, als ob ihre Bedeutung ganz klar wäre. Der Sprachgebraueh 
macht, allerdings nicht mit großer Strenge, den Unterschied, daß Zu
fall eine Eigenschaft des objektiven Geschehens, Wahrscheinlichkeit 
aber eine solche unserer Meinungen über dieses sei. Bei einiger Auf~ 
merksamkeit merkt man leicht, daß die Bedeutung dieser Worte sehr 
wechselt. Oft bezeichnet ein Schriftsteller in verschiedenen Zusammen
hän~(m mit diesen Worten ganz v,erschiedene Dinge, und aus den zahl
reichen vorliegenden Erklärung-en des Begriffes Zufall gewinnt man 
schwerlich den Eindruck, daß die verschiedenen Verfa.sser von dem~ 
selben Gegenstande gespr,oohen haben können. 

Es ist bel ehr,end , eine Übersicht über di,e Arten von Ereignissen zu 
geben, die dem SpraJChgebrauch nacill. als zufällig bezeichn-et werden. 
Es zeigt sich, daß der Oharakter der Zufälligkeit den Ereignissen auf 
Grund whr verschiedener Eig-enSIChaften zugeschrieben wird, \lnd daß 
es kaum eine Eigenrohaft gibt, die allen als zufällig be~eichneten Er
eignissen gemeinsanI ist. Hi:eI1aus erklärt sich das Fehlschlagen der 
Versuche, ein Merkmal anzugeben, woran die Zufälligkeit eines Ereig
nisses erkannt werden kann. 

Zunächst vexleiht die Seltenheit einem Ereignisse den Anspruch, 
als zufällig angesehen zu werden. Man spricht von einem kLeineren 
oder größer,en Zufalle, indem man die Seltenheit des Ereignisses als 
Maßs,tab unterlegt. 'Je seltener ein Ereignis ist, als desto größerer Zu
fall wird sein Eintreten angesehen. In diesem Sinne bezeichnet man 
den Zusammenstoß zweier Schif:lle auf hoher See als Zufall, dessen 
Größo danach bewertet wird, ob das Unglück auf einer vielbefahrenen 
Verkehrsstraße oder abseits der gewöhnlichen Verkehrswege geschah. 
Es ist für den Oharakter der Zufälligkeit soloher seltener Ereignisse 
gleichgültig, ob über die Umstände, welche sie herbeiführten, Unklar
heit besteht oder nicht. Die Bezeichnung zufällig bezieht sieh nur auf 
dio SeJtenheit der Ereignisse und nioht auf irgendeinen Mangel unserer 
Einsieht in die Bedingungen ihres Zustandekommens. So können wir 
in die Umstände, welche die beidon Schiffe in die verhängnisvolle Lage 
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braohten, voJ.lkommene Einsicht besitzen, und eine nachherige U nter
suchung kann über den Hergang des Zusammenstoßes bolche Klarheit 
versQhaffen, so daß uns die Verkettung der Ereignisse als durchaus 
notwen.dig ersoheint, ohne daß dem Sprachgebrauche nach die Bezeich
nung zufällig riohtig zu sein aufhörte. 

In dem gleichen Sinne bezeiclmen wir es als zufällig, wenn beim 
R.oulettespiele mehrere Male h,intereinander die gleiche Farbe, z. B. Rot, 
erooheint, und die Größe des Zufa.lls wird nach der Anzahl der Wieder
holungen bew,ertet. Ein solohes Ereignis setzt sich aus einer A nmhl 
von Spiel ergebnissen zusammen, die einzeln sowohl wie in' ihrer Auf
einanderfolge sich unserer Voraussicht entziehen. In die Bedingungen, 
welche eine mehrmalige Wiederholung desselben Spielergebnisses her
vorbringen, besitzen wir gar keine Einsicht, denn wir können nicht 
einmal angeben, unter welchen Bedingung.en ein Stoß ein bestimmtes 
Resultat herbeiführt. 

Die W.orte Zufall und Seltenhei t decken sich nicht v.oll.ständig in 
ihrer Bedeutung. So spricht man von seltenen Pflanzen und 'fieren, 
v.on seltenen Metallen usw., wobei man das Wort selten nicht durch 
zufällig Br.setzen kann. Das Vorkommen dieser Gegenstände an ihren 
gewöhnlichen Fundplätzen wird nicht als Zufall gewertet, während ihr 
VorkoIll'Illen außerhalb ihrer gewohnten Umgebung als Zufall gilt. Es 
bezieht sich dieser Gebrauch des Wortes Zufall auf das, was auß,er
halb des Kreises des Gewolmten liegt. In di·esem Sinne werd-en mensch
liche oder tierilf,lche Mißgeburten, Steine .oder Bäume, die menschliche, 
tierische oder sonstige bekannte Formen nachahmen, als Werke des 
Zufalls ~ehen. Dies entspricht dem Geiste der Sprache auch dann, 
wenn man eing,eschen hat, daß unter den bestehenaen Verhältnissen 
überhaupt kein anderes Gebilde hätte entstehen können. Eine Bewer
tung der Größe des Zufalles ist in diesen Fällen meist ausgeschlossen, 
da ein Maßstab der Seltenheit nicht leicht zu finden ist. Als Anhalts
punkt kann nur der Grad der Kompliziertheit der nachgebildeten Figur 
und die Treue der Nachahmung di.enen, beides M.omente, die sieh kaum 
genau fassen lassen. 

Die Bewertung der Größe des Zufalles nach dem Gr3Jde Jer Selten
heit ist meist v.on individuellen M.omenten abhängig und geschieht sel
ten in rein mechani,scher Weise wie in d·em .obigen Beispiele von Wieder
holungen beim Roulettespi,ele. Nimmt man an dem EreigniSISe irgend
welche Besonderheiten wahr, welche seinen Seltenheitswert erhöhen, s.o 
wird der Eindruck von der Größe des Zufalles verstärkt. 

So wird man es mit Recht aJ.s einen groß,en Zufall betrachten, 
wenn in einem Lotteri.eunternehmen der Hauptgewinn zweimal auf die
selbe Nummer entfällt, wie es in der preußischen Klassenl.otterie mit 
der Nummer 39093 geschah. DfuS Gefühl der überraschung erhöht 
sich nueh, wenn man bemerkt, daß di'ese Zahl von links nach rechts 
und v.on rechts nach links gelesen das gwiche Resultat ergibt. Es ist 
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aber klar, daß beim BeIllier~en solcher Besonderheiten das Interesse 
an Zahlen und die Bekanntschaft mit ihren Eigentümlichkeiten eine 
große Rolle spielt. Man kann ja auch Primzahlen, Quadrate, Kuben 
und andere Potenzen, runde Zahlen, Zahlen mit quadratischem Teiler 
usw.als ausgezeichnet ansehen" So daß schließlich kaum eine Zahl übrig
bleibt, di-e nicht in irgendeiner Hinsicht als bemerkenswert anzusehen 
ist. Die Eigenschaft einer Zahl, daß sie in beiden Richtungen ge
lesen dellf'ielben Wert ergibt, ist vor den anderen nur dadurch flUsge
zeichnet, daß sie von j,edermann auf den ersten Blick erkannt werden 
kann. Sie hat etwas Überraschendes und man überschätzt leicht die 
Seltenheit der Zahlen mit dieser Eigenschaft. Gibt man sich Roohen
schaft darüber, daß unter den fünfstelligen Zahlen die Zahlen, denen 
diese Eigenschaft zukommt, ebenso häufig sind wie die durch 100 teil
baren Zahlen - eine Eigenschaft, die ebenfalls auf den ersten Blick er
kannt werden kann -, so nimmt das Gefühl der Überraschung etwas ab. 

Bei Ziffernfolgen besteht die Schwierigkeit darin, daß :s.ich das 
Urteil übel' den ausgezeiehneten Charakter einer wIchen Folge auf eine 
Anzahl seh!' v,erschiedener Merkmale stützen kann, ohne daß voraus 
bestimmt ist, welches Merkmal berücksichtigt werden soll. Leichter 
zu bestimmen ist der ausgezeichnete Charakter von Buchstaben- oder 
Wortfolgen, bei denen die Lesbarkeit bzw. das Vorhandensein einer 
Bedeutung entscheidend ist. Die Seltenheit solcher ausgezeichneter Fol
gen ist darin begründet, daß sie g,egenüber der großen Zahl nicht les
barer oder sinnl06er Folgen, die aus denselben Buchstaben oder Worten 
zusam'mengesetzt sind, sehr wenig zahlreich sind. Allerdings sind auch 
diese Merkmale nicht absolut, da die Lesbarkeit von Buchstabenfolgen 
für Vertreter v,erschiedener Sprachen vßl'8I0hieden ist, und die Erkennung 
einer Bedeutung in einer solchen von den vorhandenen Kenntnissen ab
hängt, demnach individuell verschieden ist. Ergeben die Ziehungen 
aus einer Urne, die die Buchst.aben TI, E, I, IJ, L, N, 0, R, U auf Zet
teln verzeichnet enthält, die Folge 

Bernoulli, 

so wird der Grad der Überraschung und demgemäß die Bewertung 
des Zufalles verschieden sein, je nachdem man darin nur eine lesbare 
Folge oder den Namen eines der tiefsten Denker auf dem Gebiete der 
Wahrscheinliehkeit erkennt. 

Ebenso würde man es als einen seltsamen Zufall ansehen, wenn 
die Ziehungen aus einer Urne, die acht auf Zetteln verzeichnete lateinische 
Worte enthält, einen S'innvollen, grammatikalisch richtig konstruierten 
Satz ergeben. Die Überraschung würde sich noch steigern, wenn es sich 
herausstellen sollte, daß die Wortfolge einen Hexameter ergibt. Dies 
gilt aber nur, wenn über die W ort,e keine nähere Information vorliegt. 
Weiß man, daß es sich um die Worte einer jener Folgen hand'elt, mit 
deren Bildung sich Be r n h a rd Bau h u i s vergnügte und die in don 
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verschiedensten Anordnung·en metrisch und grammatikalisch richtige 
Hexameter ergeben, so verliert ein solchos Ergebnis viel von seinen über
rasehenden Eigensehaften. Handelt es sieh um die Worte des Satzes: 
"Tot tibi sunt dotes, Vil1go, quot sidera eoelo", der nach Bau h u i s "verti 
potest millies bis et vicies, sensu salv·o et heroici carminis lege", 80 

könnte man einer Ziehung, die einen di'eser Verse ergibt, immerhin 
einen gewissen 8eltenheitswert zuerkennen, da die Zahl der Folgen, 
die keinen sinnvollen Hexamebel' ergeben, stark überwiegt. Jedoch hängt 
auch hier die Bewertung des Ergebnisses von individuellen Momenten 
ab, da die Beurt.eilung, ob eine Folge einen annehmbaren Hexameter 
darstellt, von der Feinheit des Sprachgefühles bestimmt wird, und 
manchc der Verse Bau h u i s Knüttelvemen stark ähneln. 

Von Zufall abm' kann überhaupt nicht die Rede sein, wenn dic 
Worte in j edel' Reihenfolge einen simlYollen Hexameter ergeben. Bau
h u i s gelang es, auch solche Wortfolgen zu bilden, und man freut sich 
darüber, die Zahl der möglichen Hexameter angeben zu können, ohne 
die Verse lesen zu müssen. 

Hängt an dem Auftreten irgendwelcher seltener Ereignisse ein be
sondere:! Interesse, so werden diese als ausgezeichnet angesehen und 
ihr tatsächliches Auftreten als Zufall bewertet. Es maClht hierbei keinen 
Unterschied, wenn eine genauere Untersuchung zeigt, daß ein I30lches 
Ereignis mit jedem andern Ereignisse derselben Klas&c glcichwertig 
ist. Die Ereignisse, .an die sich das Intemsse heftet, sind gcgenüber 
den uninter.es,santen wenig zahlreieh, und ihr Eintreten wird als Zu
fall empfunden. Dies gilt vom Auftreten gewisser Verteilungen beim 
Kartenspielen. Unter di,osen gibt es solche, die cntweder an und für 
sich oder für ihre Folg'Üll für den Gewinn oder Verlust dos Spieles be
merkenswert sind, und sich im Verlaufe des Spieles selten einstellen. 
Die anekdotische Geschiohte der Spiele verzciehnet gerne solche seltene 
Zufällc wie die Tatsache, daß einmal heim Whistspiele trotz sorg
fältiger Mischung der Ka.rt'Üll jcder Spieler nur Karben einer Farbe 
erhielt, oder wie jene merkwürdig,e Verteilung der Karten, die als das 
Blatt des Herzogs von Oambridge unter den Kennern dos Whist eine 
gewisse Berühmtheit gewonnen hat. Häufiger ist das Auftret,en voll
ständig lo.erer Blätter olme Honneurs, die für don SpieLer wegen des 
mit ihnen verbundenen Ärgers bemerkenswert sind. In England ge
braucht man für solche Blätter die Bezeichnung "Ein Yarborougb" 
naeh dem Lord dieses Namens, dem man ein besonderes Peeh nach
rühmt, wähDend der Amerikaner mit dem W,orto "a bust" seinem Ärger 
Luft macht. Um ein seltenes und für den Verlauf des Spieles wichtiges 
Ereignis handelt es sich auch, wenn beim Golfspiele der Ball bereits 
mit dem ersten Schlage in das L.och getrieben wird, wie es hin und 
wi~der gesehieht. Solche Ereignisse wordBll als außerordentlieh emp
funden und bi'1den für Liebhaber dieser Spiele noch lange dcn Hegen
stand angeregter Gespräche. 
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Besonders merkwürdi'g und für die vulgär,en Anschauungen über 

den Zufall vielfach bestimmend ist das Eintreffen eines Ereignisses, 
da~ mit einem andern in Verbindung gebraeht wird, trotzdem zwischen 
heid'en kein erkennbarer Zusammenhang besteht. Es wird z. B. auf 
Grund irgendwelcher Vorkommnisse, die entweder von allgemeinem 
InteressE' sind oder dem beteiligten Individuum besonders nahe gehen, 
angenommen, daß bei einer Lotterieziehung gewisse Nummern erschei
nen werden. So setzten naeh dem Tode des Kaisers Franz die Lotto
spieler auf die Zahl seines Geburtstages, seiner Regierungsjahre und 
8eines Alters. Tatsächlich kam dieses Terno heraus, und die U nter
nehmung erlitt einen beträchtlichen Schaden. Es handelt sich hier um 
das Eintreffen einer bestimmten Nummernkombination unter einer gro
ßen Zahl möglicher Ergebnisse, von denen eines eintreten muß. Be
merkenswert sind nur die Gründe, aus welchen die Spieler gerade diese 
Nummern wählten. Gegenüber El'eignissen dieser Art, die sehr ge
eignet sind, die Aufmerksamk,eit zu erregen und festzuhalten; geraten 
die F.ehlschläge gleich plausibler Voraussagungen leicht in Vergessen
heit' was di·e abergläubischen Anschauungen über den Zusam'menhang 
der Er.eignisse wachhält. 

Leicht y,erständlieh ist dieser Gebrauch des Wortes Zufall, wenn 
es sieh um Int,emssen handelt, die allgemein sind oder in ihrer Be
deutung für das betroffene Individuum sofort anerkannt werden. Geht 
bei ·einem Vulkanausbruchc die Bevölkerung einer ganzen Stadt zu
grunde, so wird da.s Überleben eines einzigen Menschen als zufällig be
zeichnet, und es macht keinen Unterschied dabei, wenn die Umstände, 
die die Rettung herbeiführton, in allen Einzelheiten bekannt sind. Macht 
man sich auch klar, daß die Umstände dem einen oder dem flndern 
der vi·elen unglücklichen Bewohner dor Stadt günstig sein mußten, so 
erscheint es einer rückschauenden Betrachtung immer doch merkwürdig, 
daß gerade dieses Individuum sich in der günstigen Lage befinden 
sollte. Berücksichtigt man die besonderen Lobensumstände oder Cha
rakter,eigen.schaften des Gel'etteten, so werden leicht Betrachtungen über 
verdientes und unverdientes Schicksl1l, über Fügung usw. ;lahegelegt. 
Die Stärke und Dauerhaftigkeit {'iner sülchen Überzeugung hängt aller
dings sehr von der Empfänglichkeit ab, die man solchen Ansehauungen 
cntg.eg,enbringt, und namentlich VOll der Eindringlichkeit, mit wolch('r 
sich die drohende Gefahr fühlbar machte. Aus diosom Grunde wirkeIl 
eig-ene Erlebnisse ungleich nachhaltiger als eine noch so umständliche 
Erzählung fremder Erfahrungen. Dies hängt mit dpr Stärke der in 
bei den Fällen ausgeLösten Gefühle zusaminon. 

Intor·ossant ist es, daß gog,ellübpr df'll Zufällell bei der Errettung 
aus außerordentlichen Gefahl'rn im Boschauor wohl zuerst ('in Gefühl 
der Fr,eude und des Erstaunens ausgdöst wil'd, das aber bald oiner ge
wissen humorvüllen Stimmung Platz ma.cht. Hören wir, daß L 0 u i s 
Gold.ay beim Erdbeben von St. Royal zuerst \'om Erdboden \'erschlull-
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gen, dann vün einem unterirdisch,en Strome erfaßt und ins Meer ge
schleudert wurde, um hier von d-er Strömung an die Oberflä.'che ge
bracht und so gerettet zu werden, worauf er nach allen diesen W echsel~ 
fällen noch vi,erzig Jahre ruhig weiterlebte, so wird sich leicht jenes 
halb belustigte Interesse einstellen, daß wir vüm Hören abenteuerlicher 
Geschichten her kennen. 

N ahc v,erwandt mit den seltenen Ereignissen sind jene Vorfälle, bei 
denen wir einen Mangel an Proportion zwischen der Kleinheit der Ur
sache und der Größe der erzielten Wirkung wahrzunehmen glauben. 
Auch diese Ereignisse, die man unter dem Schlagwürte "Kleine U 1'

mchen, grüße Wirkungen" zusammenfassen kann, werden dem Sprach
gebrauche gemäß als zufällig be:beichnet. Es ist wichtig, hervorzuheben, 
daß in diesen Fällen der Zusammenhang zwischen Ursache und Wir
kung vollkommen klar und unbezweifelt ist, und das Interesse an diesen 
Vorgängen eben in der Aufweisung dieses Zusammenhanges besteht. 
Das Eigentümliche dieser Ereignisse liegt darin, daß ein unter gewöhn
lichen Verhältnissen ganz belangloser Gegenstand oder Sachverhalt durch 
irgendwelche Umstände große Bedeutung gewinnt. Es ist also auch 
in dies-en Fällen das Außergewöhnliche oder die Seltenheit, was den 
Ereignissen in unseren Augen den Charakter des Zufälligen verleiht. 

Für den volkstümlichen Schriftsteller hat die Darstellung solcher 
Zusammenhänge stets besonderes Interesse. Man denke an die bekannten 
Betrachtung-en über das Sandkörnchen in der Harnröhl'e Cromwells oder 
an die Ausführungen Zolas üher die Krankheit Napoleons U!. und 
den Zusamm{mbruch seiner Herrschaft. Gewöhnlich ist ein Sandkorn 
gewiß ein mehr .oder weniger gleichgültiger Gegcnstand und ohne Ein
fluß auf Angelegenheiten von auch nur geringer Bedeutung. Bei Crom-
wells Leiden hatte aber dieses hesondere Sandkorn vermöge seiner Lage 
eine deutlich erkennbare Wirkung auf die Gesundheit und damit auf 
die Tatkraft und Arbeitsfreudigkeit eines Staatsoberhauptes, und übte 
so kaum absehbare Wirkungen aus. 

E" ist eigentlich auch hiClI' die Seltenheit und das Ungewohnte des 
Zusammenhanges, das die Einbildungskraft anregt, was als Zufall be
zeichnet wird. Die Geringfügigkeit einClI' Ursache in Hinblick r.mf die 
Größe der Wirkung besteht nur darin, daß ein bestimmter Bedingungs
komplex sonst sehr häufig vorkommt, aher gewöhnlich nicht hinreicht, 
um Vorgänge von irgendwelcher Bedeutung in Fluß zu bringen, wäh
rend er in dem ge~benen FalLe eine ungeahnte Tragweite hat. Be
steht die Seltenheit nicht oder sind wir an den Zusammenhang gewohnt,_ 
so sprechen wir auch nicht mehr von Zufall. Zwischen dem Drücken 
eines Knopfes beim Schließen eines elektrischen Kontaktes und der da
durch hervorgerufenen Explosion einer Mine besteht ebenfalls ein fühl
barer Mangel an Proportion zwischen Ursache und Wirkung. Trotz
dem sprechen wir hier nicht von Zufall, weil uns dieser ZusammcJ}hang 
bekannt ist und uns nicht durch seine Seltenheit imponiert. 
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Seht' ausgedehnt ist jene Klasse von Ereignissen, bei denen der 

Zufall im :reitlichen oder räumlichen Zusammentreffen v,erschiedener 
Vorgänge besteht. Auch hier wird meistens nur das Zusammentr,e:ffen 
von Ereignissen beachtet, das sich durch Seltenheit Qder ~nst eine 
Eigentüm1ichkeit auszeichnet. Die Bezeichnung zufällig bezieht sich 
jedoch nicht auf die Seltenheit, denn sie bleibt auoh dann noch richtig, 
wenn wir ein so:ches Zusammentl'effen sehr häufig beobachten können. 
Wesentlich ist für diese Art des Zufalles, daß zwischen den beiden. 
Ereignissen kein erk,ennharer Zusammenhang besteht, oder daß dies.er 
80' entfernt ist, daß aus ihm allein das Zusammentreffen nicht VQraus
gesehen werden kann. 

Ein typisches Beispiel dieser Art des Zufalles ist die Tatsache, 
daß die heiden französischen Generale K leb e rund D e 8 a i x lill dem:.. 
selben Tage und zu der gleichen Stunde den Tod fanden, der eine auf 
dem Schlachtfelde von M.arengo, der andere durch Mord in KairQ. 
Will man auch den allgemeinen Grund dieser Ereignis.se in der ehr
geizigen Politik Napoleons sehen, der diese Männer auf verschiedenen 
P()6ten großen Gefahren aUS8etzte, so genügt eine sQlche Kenntnis doch 
nicht, um den Zeitpunkt des drohenden Verhängnis.ses zu bestimmen, 
und das zeitliche Zusammentreff.en der bei den Ereignisse erscheint noch 
immer als zufällig. 

Nehmen wir an, daß zwei Brüder in d,enselben Truppenteil ein
gereiht wurden, der in einem Gefoohte große Verluste erleidet, so wird 
der gleichzeitige Tod der heiden Brüder nicht in gleicher Weise als 
Zufall gewertet werden können. Der Grund dieses Ereignisses liegt in 
der gemeinsamen Abstammung der bei den Brüder und ihrer daduroh 
bedingten Zugehörigkeit zum Ergänzungsbereiche des gleichen Truppoo
tleiles. Die Anhängliohkeit zueinander hat die bei den Brüder vielleicht 
sogar in derselben Untereinheit zusammengebracht. Die unausweichliche 
Verkettung von U rnständen, die zu dem sohließlichen Verhängnisse führt, 
ist deutlioh 'ßrkennbar, und ihr Resultat imponiert \1JIll! nicht als Zu:f.tll. 

Für diese Art der Zufälligkeit ist die Abwes.enh·eit eines erkenn
baren Zusammenhanges erforderlioh: Fehlt ein solcher, sO' besteht die 
Zufälligkeit, SOIlßt nioht. Das nichtV'Ell'abredete Zusammentreffen zweier 
Freund,!:' ersoheint als Zufall, der als um so größer bewertet wird, je 
weiter von ihren gewöhnliohen Aufenthaltsorten die Begegnung erfolgt. 
Wir sprechen aber nicht mehr von Zufall, wenn die Begegnung auf 
Grund einer Verabredung erfolgt. EbensQwenig ist das Zusammen
treffen zweier Leute zufällig, die ihre gewöhnliche Beschäftigung täg
lich zu gleicher Stunde denselben Weg führt. 

Als Zufälligkeit derselben Art erscheint es, daß zwei :'1bgefeuerte 
Kugeln sich in der Luft treffen sollen. Der Charakter der Zufälligkeit 
bleibt bestehen, solange wir auf Grund der vorhandenen InformatiQnen 
die Notwendigkeit des Zusammenstoßes nicht erkennen. Es tut nichts 



8 1. Vom Zufalle 

zur Sache, daß solche Zusammenstöße vielleicht sehr häufig vorkommen 
und demnach gar keinen Seltenheitswert haben. 

N ach den VOJ:st·ell'Ullgen der kinetischen Gastheorie besteht ein Gas 
aus einer Menge s·ehr kleiner Kug'eln, die mit gl'oßen Geschwindigkeiten 
in allen Richtungen durcheinander fliegen. Ein solches Gemenge von 
Molekein läßt in jcder Sekunde eine sehr große Zahl von Zusammen
stößen gewärtigen, allein jeder ein~elne ZusammeJllitoß erscheint nichts
destoweniger als zufällig, weil diese Kenntnis nicht hinreicht, um die 
Notwendigkeit des Zusammoostoßes zweier bestimmter Molekel 7,U er
kennen. 

Ein anderer Gebrauch des Wortes Zufall bezieht sich auf Ereig
nisse, die planvoll unternommen wurd.en, aber einen der bestehenden 
Absicht nicht entsprechenden VerLa.uf nahmen. Der Zufall macht sich 
in einer Durchkreuzung oder Förderung menschlicher Absichten gel
tend. Die Erfahr.ung lehrt, daß unter gegebenen Umständen durch ge
wisse Handlungen bestimmte Zwecke erl'eicht werden. Auf Grund einer 
solchen Kenntnis können wir durch unsere Handlungen eine Reihe von 
Vorgängen in Fluß bringen, die ein gewisses Resultat herbeizuführen 
pflegen. Werden einmal diese Erwartung.eu nicht erfüllt, oder wero® 
sie von dem errcichten Resultate übertroffen, oder wird gar das ent
gegengesetzte Resultat herbeigeführt, so spricht man von Zufall. Hier
her gehört das durch sein Alter ehrwürdige Beispiel des Ar ist 0 tel e s 
von einem Manne, der auf den Markt geht, um Einkäufe zu machen, 
unterwegs aber einen Freund trifft, der ihm eine Schuld bezahlt. Das 
Be.sorg'ßn von Einkäufen pflegte im alten Griechenland wie .luch noch 
heute bei uns das Resultat zu haben, daß man mit weniger Geld nach 
HausG kommt, als man beim Ausgehen in der Tasche hatte. Der un
vermutete Empfanlg von Geld führt in dies·em F.alle das erfreuliche 
Resultat herbei, daß man von den Besorgungen mit mehr Geld nach 
Hause kommt. 

Das Hembstürzen von großen Höhen ist meistens mit schweren 
körperlichen Schädigungen verbunden, und wir werden es in dem an
gegebenen Sinne als zufällig bezeichnen müSlSen, daß der g·eisteskranke 
Gau t i e l' sich dreimal vom Turme St. Michel herabstürzte, die beiden 
ersten Male aber ganz unversehrt blieb und c!'St beim dritten Male den 
Tod fand. 

Die Vercitlung menschlicher Absichten oder gar deren Umkehrung 
in ihr Gegenteil durch den Zufall sind beliebte Hilfsmittel der Moral
philosophen, um nachzuweisen, daß der Tatbestand allein für die F·est
stellung der Verantwortlichkeit nicht ausreicht. Hält man nicht darauf, 
seine Beispiele aus dor Erfahrung zu schöpfen, so kann man l·eicht eine 
beliebige· Anzahl von Belegen finden. Bekannt ist der Mann, der an 
einelll inncrn Geschwür leidet, das ihm dem 'l'od bringen muß, da 
er nicht don Mut hat, sich einer Opemtion zu unterziehen. Sein Feind 
versetzt ihm in mörderischer Absicht einen Dolchstich, der den Eiter-
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herd eröffnet und so die Rettung herbeiführt. Von beträchtlichem Alter 
sind auch die beiden Ehegatten, die einander auf einem Maskenf,este 
begegnen und ohne einander zu erkennen, miteinander Ehebruch be
gehen. Im ersten FaUe führt eine sträfliche Absicht eine 10bem.swerte 
Wirkung herbei, im zweiten äuß,ert sie sich in einer rechtlich belang
lOBen Handlung. Ebenso leicht ist es, Beispiele von der Vereitlung 
lobenswerter Absichten zu g,eben. 

Be.S'onders deutlich erk,ennbar ist der Einfluß des Zufalles in jenen 
Fällen, wo der Erfiolg planvoller Unternehmungen durch das unvor
hergesehene Zusammentreffen von Ereigmissen beeinflußt wird, so z. B. 
wenn ein groß.es Unternehmen an der Ungunst des Wetters scheitert. 
Gewisse Klassen von Ereignissen nehmen erfahrungsgemäß einen im 
vorhinein erkennbaren Verlauf, weshalb sie Gegenstand planmäßiger 
Handlungen sein können. Der Einfluß äußerer, mit dem planmäßigen 
Eingreifen nicht zu&ammenhängender Umstände wird ahs Störung oder 
Zufall angesehen. 

Von zufälligem Mißlingen eines Unternehmens spricht man auch 
dann, wenn die Vorbedingungen nicht ganz so waren, wie angenommen 
wurde, der Unterschied aber so gering w,ar, daß er auch einer sürg
fältigen U nte])suchung entgehen konnte. Besta,lld a.ber ein Unterschied, 
der hätte erkannt werden können oder gar hätte erkannt werden mÜSSklJl, 

so spricht man von einem fahrlässig, bzw. schlecht geplanten U nter
nehmen. 

Bis vür kurzer Zeit waren die Lebensbedingungen der Anopheles 
und dic RoUe dieser Mücke bei der Übmtragung des Fiebers unbekannt. 
Es konnte deshalb als zweckmäßige Maßregel gelten, die Füße der 
Bettgestoelle in Spitälern für Fieberkranke in mit Wasser gefüllte He
fäße zu st,ellen, um das Hinaufkriechen von Insekton zu verhindern. 
Weiß man, daß jedes ruhi,ge Wassm die güru;tigsten Lebensbedingungen 
für die Larv,en der AnüpheLes bietet, &0 wäre es Wühl das Verkehrt.este, 
in einem solchen Fiebernpital offene G,efäße mit Wasser stehenzulassen, 
ohne sie mit einer Schicht Petroleum zu bedec'ken, welche wegen des 
Luftabschlusses das Leben der Larv,en unmöglich macht. Mangelnde 
Einsicht in diese sanitäl'en Verhältnisse war bekanntlich eine der Haupt
ursachen für das Fehlschlagen des Panamaunternehmens der Franzosen. 

Man besitzt sdten eine vollkommene Einsicht in die Vorbedingungen 
eines Unt,emehmens und ist nie vollständig Herr über 3eine Ausfüh
rung. Da.s Scheitern klug erdachter Pläne und der unerwartetc Erfolg 
törichter Handlungen zeigen dic Macht des Zufalles. Es ist nicht über
raschend, daß Erfahrung,en dieser Art im Menschen den Glauben an 
eine Allmacht dcs Zufalles oder Schicksales, sowie eine Menge aber
gläubischer Vorst,eJ1un:~en üher Glück und Unglück hervorgerufen haben. 
Die letzteren äußern sich darin, daß man den Verlauf von Untcr
nehmungen durch irgendwelche Ha,I).dlungen, die mit diesen gar nichts 
zu tun' haben, zu beeinflllJss:en trachtet. In dieS'em Sinne kann man 
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Aberglauben als Vertrau.en in die Wirksamkeit des Belanglosen er
klären. Bei einiger Aufmerksamkeit findet man leicht zahlreiche Bei
spiele solcher abergläubischer Vorstellungen in un8erer, sich gerne als 
aufgeklärt rühmenden Zeit, und der gewissenhafte Beobachter muß 
auf die peinliche ü~rraschung gefaßt sein, in seinem eigenen Denken 
solche zu finden. 

Das Leben des Menschen ist selten in dem Maße einheitlich, daß 
es als die planvolle V iElrwirklichung eines Zweckes aufgefaßt werden 
kann. Äußere, vom MenschiEln und seinen Absichten unabhängige U m
stände machen sich geltend und geben dem LebensLaufe eine oft ganz 
unvorhergesehene Richtung. Diese Einflüsse, die auf die A .. bsichten 
störend, fördernd oder verzö~ernd einwirken, werden als zufällig an
gesehen, und zwar selbst dann, wenn eine rückschau ende Betrachtung 
ihren Eintritt als durchaus notwendig erkennt. Beim Formen bewußter 
Pläne kann nur ein verschwindender Teil des Weltgeschehens berück
sichtigt werden, und eß ist unausweichlich, das Beharren der bestehenden 
allgemeinen Bedingung,en in höchst naiver Weise in Rechnung zu s'etzen. 
Material zur Bildung einer hegründeten Ansicht fehlt dem einzelnen, 
und besäße er es, so würde seine Durchsicht solche Mühe machen, d.aß 
die Ausführung aller anderen Pläne zurückgestellt werden müßte. So 
ist unsere Machtlosigkeit dem Zufalle gegenüber eigentlich nur ein Aus
druck unseres Mang,els an Einsicht in das Weltgeschehen und itu Ein
fluß auf dasselbe. 

Je nach der Art, wie uns der Zufall mitspielt, haben wir das Ge
fühl, in der Hand einer böswilligen oder einer fürsorglichen Macht 
zu sein oder einer solchen, die in willkürlicher und spielerischer Weise 
in unser Leben eingreift, ohne etwas anderes zu bezwecken, als in uns 
grundlose Hoffnungen und Befürchtungen hervorzurufen. Schon die 
Erfahrung des täglichen Lebens lehrt, daß die weni~ten Ereignisse 
die Drohungen oder VerspI'lechungen, die sie zu enthalten scheinen, 
rechtf,ertigen. Hören wir aber, daß der Matrose Roß vom Bord eines 
im Sturmo kr,euzend,en Z,erstörers gespült wurde, um nach einigen Mi
nuten von den Wellen sanft auf das Deck des Nebenschiffes gesetzt 
zu werden, so gewinnen wir den Eindruck eines sinn- und zwecklosen 
Spielens mit dem Menschen. Das Erlebnis des Roß berührt uns ähn
lich, wie der Z,eitvertreib jener Tierfreunde, welche mit künstlicher 
Fliege und ohne Haken fischen. Mit einem großen Aufwande an Zeit, 
Kunst und Geschicklichkeit wird nichts anderes erstrebt und ('rreicht 
als eine harmlose Irreführung des Fisches. Der Gewinn des Fischers 
best.eht in der Freude an der eigenen Geschicklichkeit und an dem blitz
schnellen Zufassen des getäuschten Fisches. Wer aber hat etwas von 
der getäuschben Hoffnung od·er der grundlosen Angst des Menschen? 
Sieht man in den Naturvorgängen die Äuß.erungen eines Willens, so 
kommt man je nach Temperament zu verschiedenen Anschauungen über 
denselben. 
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Bei menschlichen Zweckhandlungen äußert sich der Zufall in der 

Störung durch äußer,e Umstände. Die Beeinflussung einer Zweck hand
lung durch einen nicht vorhergesehenen Umstand heißt zufällig. Da 
die Voraussicht der Folgen einer Handlung von dem Maße der yor
handenen Einsicht abhängt und demnach individuell verschieden ist, 
so ergibt sich, daß einer gegebenen Sachlage gegenüher von einem Men
schen ein Ereignis als zufällig angesehen werden kann, was einem an
dern als notwendig erscheint. Da das Maß von Voraussicht, Jas von 
,einem Menschen gefordert werden kann bzw. gefordert werden muß, 
fleine Verantwortlichkeit für die Folgen seiner Handlungen bestimmt, 
so besteht für den Juristen in der Awsübung seines Berufes die N ot
wendigk,eit, sich immer wieder über den Begriff des Zufälligen Rechen
schaft zu geben. Tatsächlich stammt eine Reihe der ausgezeichnettlten 
Untersuchungen über diesen Gegenstand von Rechtsgelehrten. 

Den aus der Störung menschlicher WiUcnshandlungen sich ergeben
den Zufälligkeiten sind jene ähnlich, welche in der Natur ohne Da
zwischentreten menschlicher Handlungen vorkommen. Naturvorgänge 
spielen sich meist in einer bestimmtEm Weise ab, allein es kommt vor, 
.daß ein Vorgallig s,ich in ganz anderer als der gewohnten Weise ab
spielt. Eine solche Störung des gewohnten Verlaufes wird ebenfalls als 
zufällig ang,es,ehen und daran ändert sich nichts, wenn die Notwendig
keit' mit der das der Erwartung nicht entsprechende Resultat herbei
geführt wurde, hinterher vollständig eingesehen wird. Die Zufällig
keit besteht nur in Hinsicht auf die Reg,el; die den Verlauf des Ereig
nisses festlegt. So sprechen wir von den wfälligen Umständen eines 
Versuches im Gegensatze zu den notwendigen und wesentlichen Be
.Jingungen, die das Phänomen klar zutage tl'eten lassen. Tatsächlich 
ist die Wirkung aller Bedingungen vollkom'men gesetzmäßig und die 
Bezeichnung zufällig bezieht sich nur dal'auf, daß wir durch eine um
ständlichere Zurüstung die zufälligen Umstände ausschalten und als 
für das Ergebnis unwesentlich erk'Ünnen können. 

Die der Regel nicht entsprechenden Fälle beeinträchtigCtl1 uns'Ür Ver
trauen in ihre Richtigkeit nicht, wenn wir di,e Verursachung der Aus
nahmen einsehen. Ist diese für uns nicht erkennbar, so kann von einer 
Regel nicht gesprochen werden. Ein sol'ches Ereignis gehört in das 
Gebiet des Regellosen, auf dem keine sichere Erkenntnis des Verlaufes 
eines Vorganges möglich ist. Man kann diese Art des Zufälligen als 
,das U nvorhersehbare bezeichnen. 

Da wir in die Bedingungen eines für unsere Er:kenntnis regellosen 
Vorgang'Üs keine Einsicht haben, so ist es uns auch nicht möglich, ein 
bestimmtes Ergebnis planmäßig herbeizuführen. So könnpn wir beim 
Werfen eines Würfels die Umstände, weldle pinpn bestimmten W ud 
herbeiführen, nicht angeben, weshalb es auch nicht möglich ist, ein be
stimmtüs Ergebnis absichtlich zu erzielen. Die vprsrhiedenen Würfe 
:stellen sich regellos ein, ohne daß wir uns Rechenschaft darüber gcben 

Urhan, OrulHllugon ocr ""a.hrscheinlichkeitsrechnung 2 
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können, warum bei einem W ude gerade dieses und kein anderes Er
gebnis erhalten wurde. 

Planvolles Handeln ist demnach dem U n vorhersehbaren gegenüber 
nicht möglich. Wird das Unvorhersehbar,e als Gegenstand menschlicher 
Handlungen betrachtet, so ergibt sich der Begriff dessen, -was nicht 
absichtlich hervorgebracht wlerden kann. Ereignisse dieser Art eignen 
sich als Gegenstand von Zufallsspielen, bei denen es wesentlich ist, 
daß dab Resultat der absichtlichen BeeinflussUI~g durch Jen Spiet.er 
entzogen ist. D~e gebräuchlichen Spielregeln über das Mischen der 
Karten, das Schütteln und W.erfen der Würfel, das Schleudern der 
Münzen usw. bezwecken, dem Spieler die absichtliche Herbeiführung 
eines bestimmten R€i:lultates unmöglich zu machen. Auch Handlungen, 
deren Ergebnis g,ewöhnlich planmäßig bestimmt werden kann, können 
durch geeignete Spielvorschriften der absichtlichen Beeinflussung durch 
den Spieler entzogen und so zum Gegenstand von Zufallsspielen ge
macht werden. 

Beobachtungen über die Erg,ebnisse von Zufallsspielen \varen die 
historische V1eranlassung für die Erfindung der Wahrscheinlichkeits
rechnUflg. Lange blieb sie auf dieses Feld beschränkt, und noch I.Ja
p lace sah sich veranlaßt, die mannigfaltigen Nutzanwendungen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung aufzuzählen. Dies hat sich seit La p 1 ace s 
Zeiten geändert, denn heute zweifelt niemand mehr an ihrer Wichtig
keit. Der Mann auf der Straße - jener bekannt·e Besitzer des Mono
pols auf den gesunden Menschenverstand, aus de8sen Munde manche 
Philosophen die Ent.scheidung der höchsten Fragen erwarten - läßt 
sich durch die Milliarden imponieren, die in Lebens- und sonstigen 
V ersi ch erungen angelegt sind. Der Liebhaber genauer N aturboobachtung 
wiederum kann an einer Wissenschaft nicht vorübergehen, die in der 
Methode der kleinsten Quadrate das Hilfsmittel gefiefert hat, (he Ge
nauigkeit der Beobachtungen zu steigern und die erreichte Genauig
keit festzustellen. 

Noch in einer Hinsicht haben sich seit La pi ace die Verhältnisse 
wesentlich geändert. -L a pi ace gehörte noch zu jenen Großen, deren 
Letzter vielleicht in H e n I' i Po i nc are dahingegangen ist, die das 
ganze Gebiet der M.athematik beherrschten. Heute ist es nicht mehr 
möglich, daß der einzelne in aUen Anwendungsgebieten der Wahr
scheinlichkeitsrechnung in gleicher Weise sachverständig ist. In der 
Tat erstrecken sich diese von der Zahlentheorie über Geometrie, Physik, 
Kristallogr,aphie, Botanik, Zoologie bis zur Psychologie und Soziologie. 
Handelt es sich auch nur um die Anwendung weniger einfacher Sätze, 
und sind die notwendigen Rechnungen auch so einfach, daß man die 
Wahrscheinlichkleitsrechnung meist zur niederen Mathematik rechnet, 
so erfordert die sachgemäße Anwendung die.~r Sätze Sonder kenntnisse, 
die der einzelne in dem notwendigen Umfange nicht besitzen kann. 

Aus La p laces berühmtem Buche gewinnt man leicht den Eindruck,. 
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daß die Wahrscheinlichkeitsrechnung eines der schwierigsten Gebiete 
der höchsten Mathematik ist. In Wirklichkeit ist dem nicht so. Man 
eignet sich das mathematische Rüst~eug leicht an und lernt es bald 
sichel' handhaben. Die Verschiedenartigkeit der Aufgaben macht aUer
dings die Anwendung verschiedener analytischer Hilfsmittel notwendig, 
von denen manche in den gebräuchlichen Lehrbüchern der Mathematik 
nicht aufgenommen sind. Dies ist eine Unbequemlichkeit eher 'lls eine 
Schwierigkeit. Eine wirkliche Schwierigkeit besteht nur darin, in einem 
neuen Gebiete zu erkennen, ob die Voraussetzungen für eine Anwendung 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben sind, und ob duroh eine solche 
etwas Wesentliches zu gewinnen ist. Hierzu ist ein richtiges Urteil 
und Einsicht in die Natur des ProbLems erforderlich, wie sie nur durch 
eingehende Beschäftigung mit den Aufgaben des betreffende.n Erfah
rungsgebietes erworben werden kann. So ist die Wahrscheinlichkeits
rechnung ein Hilfsmittel für die mathematische Bearbeitung eines Ge
dankens, der selbst nicht mathematischer Natur ist, sondern einer natur
philosophischen Einsicht entspringt. 

Das Gebiet des Unvorhersehbaren ist das hauptsächlichste .:\.nwen
dungsfeld der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nicht jedes unvorherseh
bare Ereignis eignet sich aber als Gegenstand einer wahrscheinlich
keitstheoretischen Untersuchung: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist 
nicht ein Zaubermittel, um aus absolutem Mangel an Einsicht in die 
Bedingungen ein(ls Vorganges Erkenntnir; zu er~eugen. Soll ihre An
wendung nicht ein Dreschen leeren Strohs sein, so muß sie sich auf 
das Vorhandensein gewisser Kenntnisse stützen, und je sicherer diese 
sind, desto bedeutungsvoller wird das errechnete Ergebnis. 

2* 
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Aus den Beispielen des vorhergehenden Abschnittes ist zu ersehen,. 

daß da:;; Urteil über die Zufälligkeit eines Ereignisses sich auf sehr 
verschiedene Merkmale stützen kann. Diese haben kaum etwas Gemein
sames, und es erscheint aussichtslos, in ihnen eine Eigenschaft zu fin
den, durch die der Zufall überhaupt definiert werden kann. Das Wort 
Zufall bezieht sich im nichtwissenschaftlichen Sprachg ebrauche nicht 
auf einen bestimmten Begriff, sondern dient zur Bezeichnung g.anz 
verschiedener Dinge. Es i8t ein hoffnungsloses Unternehmen, solche 
der nicht wissenschaftlich gesichtet en Erfahrungen entu ommene Be
griffe, mit denen wir uns im täglichen Leben zurechtfinden müssen, 
einheitlich zu definieren und widerspruchslos zu machen. Ein V.erzicht 
auf eine allgemeine Erklärung fällt um so leichter, als viele Anwen
dungen dieses Wortes mehr oder weniger belanglos sind. Die abergläu
bischen Vorsbellungen von Glück und Unglück, Vorsehung und Fügung 
usw., die sich an die Vorstellung vom Zufall knüpfen, sind wegen 
ihrer großen Macht über das Gemüt des Menschen wohl von groß.er 
Bedeutung, allein ihnen gegenüber ist eine rein logische Erklärung 
überhaupt ausgeschlossen, und ihr Studium gehört in das G,ebiet der 
Völkerp5ychologie. 

Von hervorragend·er Wichtigkeit ist d.agegen die genaue und wider
spruchslose Fassung des Zufallsbegriffes in seinen wissenschaftlichen 
Anwendungen. Diese betreffen hauptsächlich das G-ebiet der Wahr
scheinlichkeitsrechnung und der Rechtslehre. Man hat gelernt, den Zu
fallsbegriff auf diesen Gebieten sicher anzuwenden und ist geneigt, 
seine Widerspruchslosigkeit als durch die erfolgreiche Anwendung auf 
die Erfahrung erwiesen anzusehen. 

In diesIel' Beziehung ist der Erfolg der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
nicht zu bezweifeln. Er kann leicht dazu verleiten, den Widerspruch 
des Zufallsbegriffe8 mit d,en allgemeinen Grundsätzen unserer N atur
anschauung zu übersehen. Unsere Naturerkenntnis besteht in dem N ach
weise des notwendigen Zusammenhanges der Ereignisse mit ihren Be
dingungen, und im Laufe der wissenschaftlichen Entwicklung kam diese 
Vorstellung ciner durchgängigen, notwendigen Verknüpfung der Ereig
niS8c mit ihren Bedingungen zu einer mehr oder weniger unumschränk
ten Herrschaft. Die zufälligcn EreigniS8e sind scheinbar nicht durch 
ihre Bedi'ngungen eindeutig bestimmt, denn unter Bedingungcn, die für 
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UIliSere Wahrnchmung vollkommen identisch sind, stellt sich bald das 
eine, bald das andere Ergebnis ein. Zwischen den zufälligen Ereig
nissen und ihren Bedingung,en bcsteht also kein für uns erkennbarer 
Zusammenhang. 

Wie ist es "möglich, diese Vorstellung auf dem Gebiete der Physik, 
ja, der Geometrie und Zahlentheorie anzuwenden, ohne mit den Grund
sätzen dief;er Wisscmschaften in unauflösbaren Widerspruch zu geraten? 
Der Begriff des Zufa tLes schei'nt die Leugnung cines kausalen Zu
sammenhanges der Eveignisse mit ihren Bedingungen, und damit eine 
Durchbrechung der Anschauungen über das Naturgeschehen, wie sie 
die Physik auszuarbeiten ~ucht, zu beinhalten. 

Die Grundlagen der \Vahrscheinlichkeitsrechnung widerstehen so 
unserm Streben nach einhcitlicher Naturauffassung und bilden eine Her
ausforderung .an unseren Scharfsinn. Es i'st schwer denkbar, daß zwei 
kontradiktorisehe Begriffe - die Annahme eines durchgängigen kau
salen Zusammenhanges und ihre L,eugnung - bei ihrer Anwendung 
auf die Erfahrung 1'n gleicher Weise Erfolg haben sollten. Bcrücksich
tigt man das Interesse an der Klärung dieser, für unsere allgemeinen 
Anschauungen so wichtigen Frage, so si,eht man leicht ein, daß das 
Streben nach einer kla,ren und widerspruchslosen Fassung der Begriffe 
Zufall und Wahl'Scheinlichkeir nicht leicht nachlassen kann. In der 
Tat vergeht kaum ein Jahr, ohne ejne ganze Reihe mehr oder weniger 
ausgedehnter Abhandlung,en über diese Gegenstände zu bringen. 

Man ersieht ohne weiteres, daß einige der oben aufgezählten Merk
male, nach welchen der Sprachgebrauch Ereignis'Se als zufällig bezeich
net, sich für ei'ne scharfe F.assung des ZufaUsbegriffes nicht eignen, 
weil sie sich einer genauen Bestimmung ·entziehen. Dies gilt nament
lich von der Seltenheit eines Ereignis,s,es und von dem Ma,ngel an Pro
portion zwischen Ursache und Wirkung. Ohne Willkürlichkeit läßt sich 
keine Grenz.e angeben, mit welcher Häufigkeit ein EreigniS' auftreten 
muß, um aufzuhören selten zu s,ein. Ebenso i'st es unmöglich, die Klein
heit einer Ursache im Veu'hältnis zur Größe der von ihr hervorgerufenen 
Wirkung ohne Willkür begri:!'flich fe,stzulegen. 

Es ist merkwürdig, da.ß der menschliche Geist sozusagen instinktiv 
nach dem Merkmale der Seltenheit gr,eift, um' den Zufall zu definieren. 
Befragt man Leute, die über diesem Gegelli,tand nur wenig nachgedacht 
und insoosondel'e keine Belehrung darüber genoS!oon haben, so begegnet 
man überraschend häufig Versuchen, das ZufäHi'ge als das Seltt'nC', nicht 
Häufige zu erkläl'e.n. So kommt es vor, daß Leute das Erschei'nen von 
Wappen beim Weden ei'ner Münze nicht als zufällig anerkennen, "weil 
es in der Hälfte der Fälle eintritt", das Erseht'inen der Sechs beim 
Würfelspiel'e aber ohne wei'tems als zufällig bezeichnen. 

Der Gebrauch andel'er Merkmale scheint mehr Erfolg für die Er
klärung des Zufalles zu versprechen. Je nadl den der Definition unter
legten Merkmal,en erhält man ver'Schiedene Auffassungen des Zufalls-
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begriffes. Für diese hat sich im Laufe der Zeit eine gewisse Termino
logie eingebürgert, die sich für eine kurze Bezeichnung der verschiede
nen Auffassungen sehr gut eignet. Die wichtigsten dieser Ausdrücke 
sollen hier erklärt werden. 

Die hervorstechendste Eigenschaft der zufälligen Ereignisse besteht 
darin, daß ihr Verlauf nicht yorausgesoehen werden kann. Diese Un
möglichkeit, den Verlauf der Ereignisse vorherzusehen, bezeichnet man 
als subjektive Zufälli'gkeit und spricht demgemäß von subjektiv zu
fälligen Erei'gnissen. Die Anschauung, daß der Zufall in einem Man
gel an Einsicht unsBl'erseits bestehe - gleichgültig, wodurch er hervor
gerufen wird - heißt die Lehre vom subjektiv,en Zufalle. 

Nimmt man an, daß es Ereignisse gibt, die nicht in eindeutiger 
Weise durch ihre Bedingungen bestimmt sind, so spricht man vom 
absoluten oder objektiven Zufalle. Absolut zufälli'ge Ereignisse sind 
demnach kausal nicht vollkommen bestimmt und werden in diesem Sinne 
als ursaehlos bezeichnet. Eine Abart der Lehre vom objektiven Zufall 
besteht darin, daß die zufälligen Ereignisse wohl als kausal bestimmt, 
in Hinsicht auf irgendwelche besondere Merkmale aber als unbestimmt 
angesehen werden. Da man abstrahierend das Auftreten dieser unbe
stimmt bleibenden Eigenschaften als besonderes Ereignis ansehen kann, 
so läuft auch diese Anschauung auf die Annahme ursachloser Ereig
nisse hinaus. 

Äußert sich der Zufall in der Durchkreuzung oder Förderung 
menschlicher Zweckhandlungen, so spricht man von teleologischem Zu
falle. Sieht man in N atul'ereignissen die Verwirklichung irgend welcher 
Zwecke, 80 gibt si'ch die Gelegenheit, auch den Naturvorgängen gegen
über, den Begriff des teleologisch Zufälligen anzuwenden. 

Di,e Auffassung, daß das Wes'en des Zufalles i'm Zusammentreffen 
von voneinander unabhängigen Ereignissen besteht, heißt die Lehre 
vom relativen Zufalle. 

Kommt einem Exemplar eines Begriffes eine Eigenschaft zu, die 
in der Definition' des Begriffes nicht enthalten ist, so spricht man vam 
logischen Zufalle. 

Jede dieser Anschauungen läßt noch gewiSse Abänderungen zu, und 
außerdem können die verschiedenen Anschauungen in mannigfacher 
Weise miteinander verknüpft werden. Wir wollen hier eine kur2ie über
sicht über die v,erschiedenen vevsuchten Lösungen des Zufallsproblemes 
geben. Dabei wird das Feld der Darstellung in der Weise eingeschränkt, 
daß nur jene Lehr,en zur Besprechung kommen, welche für die Auf
fassung des Zufallsbegriff,es, wie er in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
in Anwendung kommt, bedeutsam sind. 

Keine Berücksichtigung finden also die Spekulationen über Schick
sal, F,atum, Karma usw., die alle bestimmte V Ü'I'Stellungen über den 
Zusammenhang d,er Ereignisse bedingen. Ebenso wurde auf die Analyse 
des teleo1ogisch Zufälli'gell verzichtet, da dies das eigentliche Gebiet 
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der Rechtslehre ist, und die Wahrscheinlichkeitsrechnung die Ereignisse 
ohne Rücksicht darauf betrachtet, ob sie von menschlichen Willens
handlungen abhäng,en oder nicht. 

Man kann s'agen, daß die Rechtslehre die Begriffe des teleologischen 
Zufalle~ und der psychologi,schen Wahrscheinlichkeit v el"Wendet , wo
bei man unter dem letzteren Ausdrucke jene Anschauungen zu ver
stehen hat, die man sich auf Grund der gemeinsamen Erfahrung über 
das Vorhandensein oder Fehl-en psychischer Abhängigkeiten macht. Die 
anderen Vorstellungen über Zufall und Wahrscheinlichkeit zu unter
suchen, liegt für den Rechtslehrcw als solchem kein Grund vor, da er 
flich nur mit menschlichen Willenshandlungen und den aus ihnen sich 
ergebenden Folgen zu beschäftigen hat. Allerdings ist nicht zu \'er
kenn,en, daß die allgemeinen Vorstellungen, die ein Forscher sich über 
den Zufall gemacht hat, auch für seine M,einungen über das teleolo
gisch Zufällige mitbestimmend sein müssen. 

Die Unmöglichkeit, den Gang der Emignisse vorherzusehen, ist ohne 
Zweifel die hervorstechendste Eigenschaft der zufälligen Ereignisse, 
und der Gedanke liegt nahe, sie für eine Definition des Zufalles zu 
verwerten. Soll eine solche Definition Erfolg haben, so muß sie erst 
folgendc Schwierigkeit überwinden. Unkenntnis des Zusammenhanges 
der Erscheinungen mit ihren Bedingungen besteht gewiß auf weiten 
Gebieten, wird aber durch den Fortschritt der Wissenschaft stets weiter 
eingeschränkt. Sie kann nur dann objektive Bedeutung haben, wenn es 
Ereignisse gibt, bei denen der Zus8J1l'mEmhang mit den Bedingungen 
sich aus irgendeinem Grunde unserer Erkenntnis entzieht. Im eigent
lichen Sinne zufällig wären nur jene Ereignisse, deren Verlauf selbst 
dann nicht vorausgesehen .werden kann, wenn unsere Erkenntnis den 
höchsten erreichbaren Grad der Vollkommenheit besäße. 

So lange dieser ideale Zustand nicht besteht, bleiben die Grenzen 
des Bereiches der subj ektiven Zufälligkeit fortwährenden Schwankun
gen unterworfen, und man muß innerhalb des Gebietes des jeweilig 
U nvorhersehbaren das des überhau,pt U nvorhersehbal'en unterscheiden. 
Da unsere gesamte Einsicht in das Naturgeschehen in der Erkenntnis 
des Zusammenhanges der Ereignisse mit ihren Bedingungen besteht, 
so muß für die im eigentlichen Sinne des Wortes zufälligen Ereignisse 
eine solche Erkenntnis unmöglich sein. Um irgendwelchen Ereignissen 
eine solche Sonderstellung einzuräumen, mrfussen Gründe angegeben wer
den, warum diese Zusammenhänge für uns unerklärbar bleiben müssen. 
Die Tatsache, daß si-e bis jetzt unerklärt geblieben sind, genügt nicht, 
da ja vielleicht schon morgen eine neue Einsicht gewonnen werden 
kann, di,e es ermöglicht, den Gang dieser Ereignisse vorherzusehen. 

Unvorhersehbar sind jedenfalls solche Ereignisse, die nicht mit bc
stimmten Bedingungen kausal zusammenhängen. Man stellt l"ich mit 
dieser Ansicht auf den Boden des objektiven Zufalles. Gibt man das 
Bestehen kausaler Abhängigkeiten für alle Ereignisse zu, hehauptet 
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aber ihre Unerkennbarkeit für gewisse Klassen derselben, so hat man 
den Begriff des subjektiven Zufalles in seiner reinsten Fassung. 

Die Ansicht\, daß der Zufall darin bestehe, daß die Ereignisse nicht 
unter Gesetzen stehen, findet sich nicht selten, z. B. bei J. Sc h i ell) 
und L. Ne 18 on 2). Da für das Bestehen eines kausalen Zusammenhanges 
das Vorhandensein einer Regel wesentlich ist, nach welcher die Er
eignisse aufeinanderfolgen, so beinhaltet diese Anschauung eine Durch
brechung des durchgängigen kausalen Zusammenhanges. 

Außerhalb des Kausalzusammenhanges werden die zufälligen Er
eignisse auch gestellt, wenn Eigenschaften, die für den kausalen Zu
sammenhang wesentlich sind, bei ihnen als abwesend vorausgesetzt wer
den. So kann man z. B. für die zufälligen Ereignisse die N otwendlg
keit leugnen, mit der die Wirkung auf die Ursache folgt. Zufällig ist 
also, was nicht notwendig ist. Ein zufälliges Ereignis tritt ein, ohne 
daß eine Notwendigkeit vorliegt, weshalb nicht auch das Gegenteil 
hätte geschehen können. 

In dieser Art wurde von J. 0 h. Wo I ff 3) der Zufall definiert. 
Gleichwertig mit ihr ist die von F. A. Trendelenburg in seinen 
Logisohen Untersuchungen gegebene Definition, wonach Zufall das ist, 
was auch anders oder gar nicht sein könntfl. Ebenso legt R 0 sen k ra n t z, 
den Nachdruck auf die Abwesenheit einer Notwendigkeit, wenn er dan 
Zufall als eine Wirklichkeit definiert, die nur den Wert einer Mög
lichkeit hat. In solchen Definitionen liegen häufig metaphysische An
schauungen verborgen. Da nämlich die Welt als Ganzes von uns auch 
anders gedacht werden kann, so wird auf Grund dieser Anschauung 
die W cl t und das gesamte Weltgeschehen als zufällig bezeichnet. Diese 
Zufälligkeit verschwände erst für einen Verstand, der das ganze Ge
schehen als notwendig erkennt. 

Die Frage, ob man in sein Weltbild die Vorstellung von Ereig
niseen, die nicht eindeutig durch ihre Bedingungen bestimmt sind, auf
nehmen oolle oder nicht, läßt sich wooer auf Grund allgemeiner Über
legungen noch auf Grund der Erfahrung entscheiden. Man kann gegen 
diese Anschauung einwenden, daß die Vorstellung ursachloser Ereignisse· 
ein intellektuelles Mißbehagen erzeugt, und daß sie ein einheitliches 
Bild des N aturgeschehens von vornherein unmöglich macht. U nter
stützen kann man diese Anschauung durch den Hinweis auf die großs
Zahl von Vorgängen, deren Verursachung unbekannt ist. Scheut man 

1) J. Sc h i e I, Die Methode der induktiven Forschung, wo der Zufall als 
das erklärt wird, was man nicht auf ein Gesetz zurückfUhren kann. 

2) L. Nelson, Ist metaphysikfreie Naturwissenschaft möglich? Abhandlungen 
der Fr i e s sehen Schule, Bd. 2, S, 263: "Aber was ist ,Zufall' anderes als Un
abhängigkeit von Gesetzen?" 

3) J. eh. Wo I f f, Vernünftige Gedanken von Gott, der Welt und der mensch
lichen Seele, § 175: "Da man dergleichen Sache, die nicht notwendig ist, zu
fällig zu nennen pflegt, so ist klar, daß dasjenige zufällig ist, davon das Entgegen
gesetzte auch sein kann, oder dem das Entgegengesetzte nicht widerspricht." 
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sich nicht vor einer zukünftigen Widerlegung, so kann man irgendein 
U nerklärtes als unerklärbar hinstellen, ohne für die G,egenwart eine 
schlagende Widerlegung befürchten zu müssen. Die Anschauungen über 
die absolut zufälligen EreigniSise hängen so enge mit jenen über die 
Allgemeinheit des Kausalsatzes zusammen, daß bei Besprechung der
einen Frage die der anderen fast unvermeidlich ist. 

Der Natur der Sache nach können in der Frage der Allgemeinheit 
des Kausalsatzes nur Überzeugungen zum Ausdruck gebracht werden -
es geschah dies manchmal in recht temperamentvoller Weise --, denn 
das Vorhandensein der subjektiv zufälligen Ereignisse erlaubt es nicht, 
ein kausal g8flchlossenes Weltbild wirklich durchzuführen. Bei subjektiv 
zufälligen Ereignissen steht die Behauptung eines kausalen Zusammen
hanges der Ableugnung, so weit uns,ere Kenntnis reicht, gleichbarech
tigt gegenüber. Die Behauptung eines solchen Zusammenhanges kann 
sich allerdings auf den Fortschritt unserer Kenntnisse berufen, der 
schon vielen Ereigniooen' den Oharakter der subjektiven Zufälligkeit 
genommen hat und ihn ohne Zweifel vielen anderen noch nehmen wird, 
sowie darauf, daß die Wissenschaft mit dem Begriffe des absoluten Zu
falles nichts anzufangen weiß. Diese Argumento reichen aber nicht 
aus, um den Glauben an ein ursachloses Geschehen, fal~s er vorhanden 
ist, zu erschüttern. In dem weiten Gebiete des subjektiv Zufälligen wird 
man stets Ereignisse finden, deren Verursachung unbekannt ist und 
sich bestreiten läßt. 

Das folg,ende Beispiel zeigt, mit welcher Gewalt Behauptung und 
Gegenbehauptung in dieser Frage einander gegenüberstehen können. 
J. V en n 4) meint, da,ß kein vernünftiger Mensch auch nur den Schatten 
eines Verdachtes habe, daß das Kausalgesetz auf das Werfen eines 
Würfels nicht anwendbar sei. H. Gomperz 5 ) stellt dagegen die Be
hauptung auf, daß, wenn jemand jedes J alu 60000 \V ürfe mit einem 
Würfel mache, unter denen die Sechs ungefähr 10000 mal erschaint, 
man doch nicht schließen werde, daß in jedem diesel' Fälle rIas Re
sultat notwendig eintreten mußte. Go m per z hat wohl in dieser Be
ziehung recht, daß jemand, der nicht davon überzeugt ist, daß die Be
wegung des Würfel.s nach mechanischen Gesetzen vor sich geht, auch 
durch eine solche Erfahrung nicht zu dieser Anschauung bestimmt we,r
den wird. Für die meisten Menschen dürfte eine solche Erfahrung mehr 
oder weniger gleichgültig sein, da sie den notwendigen Zusammen.
hang zwischen dem Erscheinen einet· bc.stimmten Würfelseite und don 
Bcaingungell eines Wurfes kaum bezweifeln werden. 

Man mag sich über die Allgemeinhcit des Kausalsatzes welche Mei
nung immer machen, so ist jedenfalls daran fClStzuhalten, daß auf dem 

4) J. Ve nn, Principles of Empirical and Deductive Logic, 1907, S.107. 
5) H. Go m per z, über die Wahrscheinlichkei t der Willensentscheidungen, 

Sitzungsberichte d. Kais. Akad. d. Wissenschaften zu Wien, PhiI.-hist. Klasse, 
Bd. 149, Abh.5. 
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Gebiete der Wissenschaft die Vorstellung ursachloser Ereignisse un
erträglich ist. Nur die Vorstellung von Ereignissen, die durch ihre 
Bedingungen eindeutig bestimmt sind, ist hier durchführbar. 

Eine logisch interessante F,assung der Lehre vom objektiven Zu
falle wurde in neuester Zeit von H. Bruns 6) und E. Czuber 7), 

zwei hervorragenden Kennern der Wahrscheinlichkeitstheorie, f.,regeben. 
Dieser Anschauung zufolge kommen wir zu der Vorstellung absolut 
zufälliger Ereignisse, indem wir bei den scheinbar zufälligen Ereig
nissen der Wirklichkeit von den ka.usalen Beziehungen abstrahieren, 
trotzdem diese, wenn auch für uns um'erkennbar, vorhanden sind. Die 
VOI"Stellung des absoluten Zufalles i.st eben dieser Entstehung wegen 
eine reine Abstraktion, d. h. ein Gedankending, das so, wie es vorge
stellt wird, nirgends verwirklicht ist. Diese nur gedacht zufälligen Er
eignisse sind Gegenstand mathematischer Untersuchungen, tieren Er
gebnis diE WahI"SCheinlichkeitsroohnung, ein selbständiges Kapitel der 
l''ßinen Mathematik, ist. Die Vorstellung abSolut zufälliger .Ereignisse 
entsteht durch Idealisierung von Gegenständen der Erfahrung in ähn
licher Weise wie die Vorstellung eines Punktes oder einer Geraden 
aus den empirischen Repräsentanten dieser geometrischen Gegenstände. 

In der Betonung des rein mathematischen Charakters der Wahr
scheinlichkeitsrechnung, der nicht immer anerkannt wurde 8), berührt 
sich diese Anschauung mit der A. A. Co u rn 0 t s 9). Die Richtigkeit 
dieses Teilcs der Ansicht B run s' geht daraus hervor, daß die 'Vahr
scheinlichkeitsrechnung nach Auf~tenung ihrer Grundsätze keine an
deren als rein logische Opcrationen zur Ableitung ihrer Sätze verwen
det. Dip logische Wahrheit dieser Sätze besteht in ihrer übereinstim
mung mit den Grundsätz'en, aus denen sie abgeleitet sind, und wird nicht 
durch die Frage berührt, ob es in der uns umgebenden Welt Dinge 
gibt, die ihnen entsprechen oder nicht. Die Wahrscheinlichkeitsrech
nung ist ein System abstrakter Sätze, von d,enen nicht ohne weiteres 
feststeht, daß sie auf irgcndwrlche Gegenstände der Erfahrung an
gewendet werden können. 

6) H. B run s, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektil'maßlehre, 1906, S. 4. 
7) E. C z u b er, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd.l, S. 13: "Die Wahrschein

lichkeitsrechnung abstrahiert von dem kausalen Zusammenhange des Ge
schehens, stellt also die Hypothese rein zufälliger Ereignisse auf, womit zugleich 
die völlige gegenseitige Unabhängigkeit der Vorgänge supponiert ist, welche solche 
Ereignisse herbeiführen." Die Anschauung von B run s wurde von C z u b e r über
nommen und kam in der zweiten Auflage des Buches hinzu. 

8) Für J. Ve n n, The Logic of Chance, 1876, S.7, ist die Wahrscheinlich
keitsrechnung ein Teil einer "srience of e\'idence", worin Mathematik nur zu
fälligerweise angewendet wird. 

9) Co u r not legte wohl als er@ter besonderen Nachdruck auf den rein mathe
matischen Charakter der Wahrscheinlichkeitsrechnung und spricht z. B. in seinem 
Traitc, S.103, von "la branche de la syntactique que I'on connait sous le nom 
de calcul des probabilitcs". Zu bemerken ist, daß Co u r not als Syntaktik jenfll 
Teil der Mathematik bezeichnet. dE'f jetzt gewöhnlich Kombinatorik heißt. 
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Di€ empirischen Repräsentanten von Geraden sind Körper - etwa 
Zylinder -, deren eine Ausdehnung die anderen bei weitem überwiegt. 
Wir können uns diese beiden Dimensionen stets abnehmend denken 
und erhalten so als Grenze die eindimensionale, geometrische Gerade. 
Durch einen ähnlichen Denkpro:wß erhalten wir die Vorstellung einer 
reibungslosen Bewegung, trotzdem uns eine solche in der Erfahrung 
nirgends gegeben Ü!t. Durch den gleichen übergang zu einer Grenze 
will B run s die Vorstellung der absolut zufälligen Ereignisse gewin
nen. Die Vorstellung ursachloser Ereignisse nach B run s ist ~in Hilfs
begriff - eine Fiktion im Sinne H. Vaihingers 10) oder ein Grenz
begriff im Sinne F. A. La n g e s. Die Berechtigung eines solchen Be
griffef' wird erwiesen durch seinen Wert für unser Denken. 

Der W,ert der Brunsschen Anschauung ist beschränkt, und tatsäch
lich leistet sie kaum mehr als die Erklärung der Unabhängigkeit der 
zufälligBll Ereignisse. Nicht geleistet aber wird die Hauptaufgabe, die 
darin besteht, der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Grundlage zu geb"m, 
dia mit d·en übrigen Fundarnentalanschauungen über das Naturgeschehen 
verträglich ist. Dies ist eine 10gL'lChe Aufgabe, bei der ein Wider
spruch nicht in den Kauf genommen wcrden kann. Es ist also immer 
noch besser, sich mit den Unbestimmtheiten der klassischen Definition 
der mathematischen Wahrscheinlichkeit abzufinden in der Hoffnung, 
daß dieSle einmal geklärt werden, als die BI' uns schen Anschauungen, 
die di e Vorstellung ursachloser Ereignisse enthalten, anzunehmen. Ein 
Hinausschieben der Entscheidung dieser Frage ist um so leichter 
möglich, als die klassische Definition für alle praktisehen Aufgaben 
durchaus hinreichend ist. 

Lehnt man den Zufall als Eigenschaft dcs obj ekti \'en Geschehens 
ab, so ist er eine rein subjektive Erscheinung und besteht in einem 
Mangel unserer Erkenntnis. Als Urheber dieser Ansicht wird p,ewöhn
lich Laplace ang,ooehen, der den Zufall als "vain son, flatus t'ocis, 
qui nous servirait a deguiser l'ignorance, OU nous serions les veritables 
causes" bezeichnet oder auch D. H u m e 11), der ebenfalls die objektive 
Existenz des Zufalles leugnet, und nur sein Äquivalent, unsere Un
kenntnis hinsichtlich der Ursachen eines Ereignisses, zugibt. Die Mehr
zahl der Schriftsteller nach La p 1 ac c machten diese Meinung zu der 
ihren und geben Laplace als Goewährsmann an. Es handelt sich hier 

10) H. Va i hin ger, Die Philosophie des Als Ob, 1913, S. 73 ff., wo auf 
E. v. HaI' t man n s Anschauungen verwiesen wird. Die Annahme des Zufalles 
soll für unsere Erkenntnis unentbehrlich sein, und an Stelle der Gewißheit, die für 
uns unerreichbar ist, muß die Wahrscheinlichkeit gesetzt werden. 

11) Die betreffende Stelle findet sich in H urne s Philosophical Essay COII

cerning Human Understanding und lautet: "Though there be no such thing as 
chance in the world, our ignorance of the real cause of any event has the same 
influencc on the understanding and begets a like species of believe or opinion." 
Auf Hume bezieht sich z.B. A. Darbon, Le concept du hasard dans la philoso
phie de Cournot, 1911, S.5. 
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jedoch um eme Anschauung, die schon vor La pI ace häufig ausge
sprochen wurd·e und die deutlich bis in die griechische Philosophi~ 
verfolgt werden kann. 

Verg.egenwärtigt man sich die Aufgabe, sü hat dißse Tatsache nichts. 
Überraschendes an sich. Es läßt sich in der Tat schwer annehmen, daß 
Denker, die vün der Allgemeinheit des Kausalsatzes überzeugt sind, 
nicht aui' den Gedanken verfall eu sein sollten, den Zufall '11s eine rein 
subjektive Erscheinung, hervorgerufen durch die Beschränktheit unserer 
Erkenntnis, aufzufa&3en. Ar ist 0 tel es 12) glaubt nicht an die Allge
meinheit des Kausalsatzes und verteidigt in seiner Physik seine eigenen 
Ansichten g·egen die Meinung einiger nicht genannter Philosophen, die 
zufälligen Er.eignisse seien ursächlich bestimmt und nur unsere mangel
hafte Einsicht gehe ihnen den Charakter der subjektiven Zufälligkeit. 
Aus dieser Stellungnahme des Ar ist 0 tel es folgt, daß es 'lieh um 
eine zu seiner Z·cit bekannte, und vielleicht verbreitete Ansicht han
delt. Daß der Zufall eine rein subjektive Erscheinung sei, ist deutlich 
in den Worten des Hippokrates ausgesprochen: ~/Liv fLBV lXvTOfLaTOV,. 
alrt'! C)' ov" aVTO/LlXTOV. 

Die 'Subjektive Wendung in der Auffassung des Zufalles ist in 
dies.en Würten ganz deutlich ausgesprochen, und in den Sätzen, in denen 
Ar ist 0 tel e s die Meinung seiner Gegner darlegt, ist insbesonder~ 
die Hervorhebung des Mangels an Einsicht unserers.eits bemerkenswert~ 
Bis in die neue Zeit kam man nicht darüber hinaus und machte sich 
keine Gedanken darüber, worin dieser Mangel an Erkenntnis bestehe 
und wodurch er hervorgerufen werde. 

In der neueren Philosüphie st,ellt sich S pi no z a 13) vollständig auf 
diesen von den unbekannten Gegnern des Ar ist '0 tel e seingenommenen 
Standpunkt, indem er den Zufall nur als Mangel unserer Einsicht be
stehen läßt. Man wird nicht fehlgehen, w{)nn man auf S p i n 0 z a die 
\"on der französischen Aufklärungsphilosophie akzeptierten Ansichten 
über den Zuf,all zurückführt, die in dem oben erwähnten Satze von 
La p 1 ace ihren prägnantesten Ausdruck fanden. 

Schon für B 0 s s u e t ist der Zufall nichts anderes als ein von unserer
Unkenntnis erfundenes Würt. Allerdings erhält bei ihm der Gedanke 
eine theologische Wendung, indem er von einem höheren Ratschlusse 
spricht, für welchen es nichts Ungewisses, und damit keinen Zufall gibt. 14) 

12) Aristoteles Phys. II: Elat Je 'ftllE!> oI!> JO'JI.Ei Ellla& a/-da /LElI iJ ~VX1r M1J
Äo!> <l'~ lx".ftQwnlll1J JwwolCf. B 4, 196a, 11: nol.).a raQ xal rlllEm& xal. fa'ft &n~ 
~VX1J!>, IX 011X &rlloovvn!> O'ft fa'ft inavEvEyxEiv f!xaa~ov ini n a;:~toll ~äiv rWO/LEVWV. 

13) Ethik, 1., Prop.33, Schol. 1 (Opera, cd. 1803, Bd.2, S. 65): "Res aliqua 
nulla alia de causa contingens dicitur, nisi respectu defectus notsrae cognitionis." 

14) B 0 s s u e t, Discours sur l'histoire universelle, III, 8: "Ne parlons donc 
plus de hasard ni de Fortune, ou parlons-en seulement comme d'un nom, dont 
nous couvrons notre ignorance. Ce qui est hasard a l'egard de nos conseils in
certains est uns dessein concert6 dans un conseil plus haut, c'est a dire dans ce 
conseil eternel qui renferme toutes les causes et tous les effets dans un meme 
ordre." 
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Bei V 0 I t air e 15) fällt die theologische Wendung weg, und für ihn 
ist der Zufall nichts anderes und kann nichts anderes sein als die 
unbekannte Ursache einer bekannten Wirkung. Wir erwähnen noch 
den Diction1naire des scrienoes philosophiques von Fra n c k, wo eben
falls die objektive Existenz des Zufalles geleugnet und nur das Be
stehen einer subjektiven Unk61mtnis über die Natur der Dinge zu
gegeben wird. Unter den zahlreichen Schriftstellern, welche die An
sicht Laplaces übernehmen, verdient L. A. Qlletelet16) wegen des 
großen Einflusses seiner Schriften hervorgehoben zu werden. Genaue 
N achweisf: über die Nachfolger La p 1 ace s zu geben, hätte ·kaum Inter
es.se, da die Ansicht nur wiederholt, nicht aber vertieft wird. Sie findet 
sich in den meist,en Lehrbüchßrn der Wahrscheinlichkeitsrechnung, er
·freut sich also unter den Mathematikern einer vielseitigen Zustimmung. 

Unter den Ansichten über die Gründe, welche die subjektive Zu
fälligkeit hervorrufen, ist der Hinweis auf die übergroße Verwicklung 
der Bedingungen, von welchen di,e Ereignisse abhängen, am wichtig
sten. Über das Bestehen von Regeln, nach welchen die Ereignisse "on 
ihren Bedingungen abhängen, ist kein Zweifel, ja diP8e Regeln können 
vollständig bekannt sein. Die Bestimmungen sind aber so kompliziert, 
Jaß sie sich entweder einer genauen Fe,gtstellung überhaupt entziehen 
oder Zurüstungen erfordern, die wegen ihrer Umständlichkeit nicht 
durchg,eführt werden können. 

So ist z. B. beim Würfelspiele das Resultat jedes W udes durch 
die dem Würfel erteilten Geschwindigkeiten und Rotationen nach den 
drei Achsen, sowie durch die physikalische Beschaffenlieit des Würfels 
und der Unterlage vollkommen bestimmt. Di.e in Betracht kommenden 
Gesetze sind vollständig bekannt, und die Durchführung der Rechnung 
böte keine wesentliche Schwierigkeit. Dies·e liegt einzig in der zahlen
mäßigen Bestimmung dieser Größen, die an und für sich mühevoll und 
umständlich, während des Spieles aber durch die zu beobachtenden Spiel
regeln unmöglich gemacht i,st. Da es ausgeschlossen ist, dem Würfel 
mit der Hand genau bestimmt,e translatorische und rotatoriseh\e Ge
schwindigkeiten zu geben, und diooe Größen bei einem Würfel während 
des Fluges sich nicht bestimmen lassen, so müßt~ man das Werfen 
durch einen Apparat besorg,en lassen. Di.e physikalischen Konstanten 
des Würfels müßten durch besondere UntersuchungPll festgestellt 
werden. 

15) Die betreffende Stelle findet sich im Dictionnaire philosophique, art. 
Atheisme: ".Ce que nous appelJons hasard n'est et ne peut etre que la cause 
ignoree d'un effet connu." Über diesen Gegenstand handeln die folgenden Aufsätze: 
J. Mal d i die r, Le hasard, Revue philosophique, 1897, Bd. 43; G. Lee hai a s, 
Le hasard, Revue neoscolastique, 1903, Bd.lO, S. 148-164; und von demselben 
Verfasser Hasard et determinisme, Revue de Metaphysique et Morale, 1906, Bd. 14. 

16) L. A. Q u e tel e t, Sur la theorie des probabilites: "Le mot hasard s(>rt 
Qfficieusement a voiler notre ignorance." 
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Wären diese Beobachtung,en sowie die Konstruktion des Schleuder
apparates absolut genau, so ließe sich das Resultat jedes Wurfes be
reohnen. Für jemanden, der die Einstellung d,es Apparates nicht kennt, 
bliebe die subj,ektive Zufälligkeit der Würfe tr{)t~dem bestehen. 

Es ist nun leic.ht zu sehen, daß die Genauigkeit der Beübachtungen 
und der Konstruktion des· Apparates gewiBSe Grenzen haben, die von 
den getroffenen Zurüstungen abhängen. Demgemäß ist auch das er
rechnete Resultat mit einer gewiseen Unsicherheit behaftet. Da das 
Result.at eines W udes eine unstetig,e Funktion der Bedingungen ist, 
so kann eE. vorkommen, d.aß man zwisohen zwei zu erwartenden Ergeb
nissen nioht mit Sicherheit entscheiden kann. Wird die Güte der Be
obachtungen und der Konstruktion des Apparates weiter verringert, so 
sinkt die Gena.uigkeit des Ergebnisses der Rechnung, bis schließlich ein 
bestimmtes Ergebnis nicht mehr erwart.et werd·en kann. So kommen wir 
von dem Ideale einer vollständigen Voraussicht des Resultates zu einer 
teilwei,sen oder vollständigen U ngewißheit. 

Die Ansicht, daß die subjektive Zufälligkeit beim Würfelspiele 
in unser,er Unfähigkeit begründet ist, die Vorgänge im einzelnen zu 
verfolgen, findet sioh schon bei J 0 ha n n es K e pie I' 17) in den folgen
den W ort.en: "Improvidi sunt qui h08 - i. e. tesseral'um jaotus -
plane fortuitos, hoc est avcwdovs esse putant: sin autem suum casum 
omni c.aus:a privant, nondum eius ex.emplum dixerunt in tesaeris," Quar8 
hoc jactu Venus oecidit, illo canis? Nimirum lusor hac vice tesselam 
alio latere aripuit, aliter manu condidit, alit.er intus agitavit, alio impetu 
animi rnanusve projeolt, aliter int-erflavit aura, alio 1000 alvei irnpegit. 
Nihil hio est, quod sua causa oaruerit, si quis ista subtilia possit con
s,eotari." M.an darf sich nicht daran stoßen, daß Kepl-er unter den 
veI'schiedenen physi f3Chen Bedingungen a.uch den "impetum animi" als 
für das Ergebnis des Wurfes bestimmend erwähnt. Das Vorurteil, daß 
die Haltung des Spielers, seine Mienen und seine Zuversicht auf das 
Ergebnis einwirken, ist sehr v,erbreitet und wurde z. B. von Spielern 
Ga li 1 e i gegenüber geltend gemacht. 

In neuest·er z.eit hat H. Bruns die übergroße Komplikation der 
Bedingungen als Grund der subj,oktiven Zufälligkeit hervorgehoben und 
dabei auf die angezogene Stelle Keplers hingewiesen. Ohne Hinweis 
auf Bruns und Kepler findet sich diese Ansicht bei E. Bore118), 

und der Satz: " ... qui analysera neanmQms en detail 108 mouvements 
de la main qui jette les des ou qui batte 108 cartes!" könnte fast ein 
Nachklang des K e p I er schen Satz/es sein. Bor el dürfte sich jedoch 

17) J. K e pIe r, De stella nova in pede Serpentarii, Opera, ed Fr i t s eh, 
Bd.2, S. 714. - In ähnlicher Weise steIlt H. Wes t erg aar d, Grundzüge der 
Theorie der Statistik, 1890, S.4, Betrachtungen darüber an, daß beim Ziehen 
einer Kugel aus einer Urne eine Menge scheinbar belangloser Unterschiede be
stimmen, daß gerade eine bestimmte Kugel gezogen wird. 

18)E. BoreI, Le hasard, S.7. 
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über die Bedeutung di,eser Anscha,uung für die Wahrscheinlichkeits
reohnung nicht ganz klar geworden s,ein, denn auf S. 214 seines Buches 
findet sich die unmögliche Definition der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
als U ntersuohung der Gesetze des Zufalles.19) 

Dat: Beispiel vom Würfelspiele ist besonders lehrreioh, weil die ein
sohlägigen Gesetze vollkommen bekannt sind und Veranstaltungen ge
tl'Offen werden können, die eine Voraussicht des Ergebnisses eines Wur
fes ermögliohen. Bei anderen subjektiv zufälligen Ereignissen, z. B. 
der Wettervorhersage oder der Geoohlechtsbestimmung einer zu erwar
tenden Geburt, haben wir eine solche Einsicht nicht, weshalb wir auch 
nicht die Vorkehrungen ang,eben können, die getroffen werden müßten, 
um eine Vorhersag,e zu ermögliohen. 

B.ehufs Vorauss,ehung eines Vorganges müssen zunächst die ein
sohlägigen Gesetze bekannt sein, auß,erdem aber müssen die in einem 
gegebenen Augenblicke bestehenden Verhältnisse mit hinreichender Ge
nauigkeit gegeben sein. Man pflegt dies dahin auszudrücken, daß die 
Differentialgleiohungen und die Anfangshedingungen des betreffenden 
Vorganges bekannt sein müssen. Sind die Gesetze, denen die Vorgänge 
folgen, unbekannt, so ist eine Voraussage unmöglioh. Dieselbe Un
mögliohkeit besteht aber auch, wenn bei vollständiger Kenntnis der 
Gesetze die Anfangsbedingungen unbekannt sind. . 

Sind die Gesetze bekannt, so kommt es auf die Festlegung der 
Anf~ng8bedingungen an, wobei wieder die teohnischen Zurüstungen, 
die wir fähig oder willens sind zu treff@, entsoheidend sind. Hieraus 
folgt, daß es sogar jeweils eine Gnmze gibt, über die man nicht hin
aus kann, daß man aber auch je nach Bedürfnis oder Wunsch ge
wissen Ereignissen den Oharakter der subjektiven Zufälligkeit geben 
oder nehmen kann. Einfaohe Tathestände können mit Kautelen um
geben werden, die ihre genaue Beobachtung unmöglich mach~n, wo
durch die aus ihnen :bolgenden Erg'ebnisse wieder den Oharakter der 
subjektiven Zufälligkeit gewinnen. 

Hieraus ergi'bt sich eine wichtige Abänderung des Begriffes des 
subjektiven Zufalles, indem man an die Stelle des absolut U nvorher
sehbaren das relative Unvorhersehbare setzt. Relati'V unvorhersehbar ist 
das, was sich bei einem gegebenen Stande des Wissens nicht vorhersehen 
läßt. Bezieht man sich auf die zu einer bestimmten Zeit überhaupt 
vorhandenen Kenntnisse, so gewinnt man d~m Maßstab dafür, was für 
den Men-schen dieser Zeit als zufällig zu gelten hat. Ebenso entscheidet 
das Maß der Kenntnisse, die eine Person hinsichtlich eines bestimmten 
Tatbestandes besitzt, darüber, welche der aus diesem Tatbestande sich 
ergebenden Folgen aLs zufällig zu gelten hat. Durch F.estsetzung, wel-

19) Ober diese Definition, die eine Zeitlang beliebt genug war, um Aufnahme 
in ein Lehrbuch der kinetischen Gastheorie zu finden, vgL W. S. Je von s, The 
Principles of Science, 1877, S.198. 
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-ßhes Maß v'On Kenntnissen voneioorhestimmten Person erwartet bzw. 
gefordert werden kann, ergibt sirh der Grad der Voraussicht hinsicht
lich der Folgen ei,ner Handlung, welcher von einer bestimmten Person 
zu leisten ist. 

In dem Hinwei,se auf die übergroße Komplikation der Bedingungen 
als Grund der subjektiven Zufälligkeit, ist ein wichtiger Fürtschritt 
über die La pI a ce sehe Definition des Zufalles gewonnen. Sie steht 
mit unseren Anschauungen über die kausale Geschlossenheit des N atur
geschehens nicht im Widerspruche. Zum Aufgeben dieser Anschauung, 
wie sie die Auffassung des ZufaUes als ein duroh seine Bedingungen 
nicht vollständig bestimmten Geschehens enthält, würde man sich mit 
größtem Widerstreben nur dann entschließen, wenn alle sonstigen Er
klärungsversuche fehlgeschlagen sind. 

Man kann nun versuchen, von der subjektiven Zufälligkeit zu einer 
Definition des Zufal1es zu gelangen, indem man gewisse Klassen von 
Ereignissen außerhalb des kausal'Üll Zusammenhanges stellt. Dabei ist 
der doppelte Weg offen, solche Zusammenhänge der Ereignisse mit 
ihren Bedingungen zu leugnen, oder ihr Bestehen zwar zuzugeben, ihre 
Erkennbarkeit aber in Abrede zu stellen. Es gibt gewisse philosophische 
Anschauungen, die sich als Grundlage für eine solche Ansicht recht 
,gut eignen. 

Da es innerhalb des Naturgeschehens keine Grenz,e gibt, über die 
wir die Erf'Orschung von Kausalzusammenhängen nicht ausdehnen kön
nen, sü liegt I?S nahe, die psychischen Vorgänge als das Gebiet jener 
,ge&etzlosen oder unerkennbaren Ereignisse zu erklären. Den psychi
schen Ereignisse möchte man gerne aus manchen Gründen oine be
~onderc Stellung' einräumen, und tatsächlich ist es wiederholt versucht 
würden, das psychische Geschehen durch Eximierung vom Kausalge
setze zn' definieren. Die bokanntesten Vertreter solcher Ansichten sind 
William J,ames und Hugo Münsterberg. Letzterer stellt die 
psychischen Ereignisse außerhalb des Kausalzusammenhanges .md macht 
13ie zum Gegenstande einer Stellungnahme des Subjektes, wodurch der 
Boden für die Werturteile, eine neue Kategorie, gewonnen wird. 

Diesie beiden Philosophen haben die aus ihren Anschauungen für 
,die Auffassung des Zufalles sich ergebenden Konsequenzen nicht ge
zogen, und Ja m es ist ein ausgesprochener Anhänger der Lehre v'Om 
relativen Zufalle. Dagegen findet sich die Ansicht, daß die mensch
lichen Willenshandlungen nicht kausal bedingt sind und demnach im 
eigentlichen Sinne des W'Ortes zufällig sind, klar ausgesprochen bei 
J. Bertrand 20), A. Darb'On 21 ) und P. Mansion 22 ). Man darf an-

20) Be r t r a nd, Les lois du hasard: "La liberte du choix produit parler 
rigoureusement, les seuls faits fortuits," 

21) A. Dar b on , Le concept du hasard, 1911, sagt bei Besprechung der Ver
teilung der Ziffern in der Zahl 1'1': "En derniere analyse, le seul evenement veri
tablement aJeatoire qu'il puisse invoquer dans I'interpretation de ces examples, c'est 
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nehmen, daß diese Schriftsteller nicht durch die philosophischen Lehren 
von .J a me 8 und M ü n s t erb erg, sondern durch die bekanntf'n An
schauung.en über die Willensfr.eiheit bf'einflußt wurden. 

Die genannten Verfasser stehen auf dem Boden der Lehre vom ob
jektiven Zufalle. Andere Schriftsteller nehmen eine mehr unentschie
dene Haltung ein, wodurch die Sachlage nicht verbessert wird. 23 ) Für 
die \Yahrscheinlichkcitsrechnung ist damit wenig gewonnen. Die Er
klärung der Anwendung des ZufallsbegriHps auf Willenshandlungen 
ist um den Preis einer Durchbl\echung des Kausalsatzes gewonnen, und 
im V n'ständnis der ~C\ nwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
N ahHvorgänge ist man nicht um einen Schritt weitergekommen. 

Daß diese Anschauungen durch die bekannten Ansichten über \Vil
lcnsfreiheit beeinflußt sind, geht daraus lwn'or, daß die Verfasser sich 
auf die \Villenselltscheidungen beschränken. Die erfolgreiche Anwen
dung der Wahrscheinlichkeitsrerhnung auf psychische Vorgiinge kogni
tiven Charakters hat dagegen in philosophischen Kreisen nur geringeres 
Interessc· gefunden. Es ist jedooh anzuerkennen, daß das Bestreben, 
die Ergebnisse der Statistik über die Regelmäßigkeiten menschlicher 
WiUenRhandlungen mit den Vorstellungen über \VillC'nsfreiheit zu ver
einen, zu der illtel'('~Rantell Auffassung des BegTiffes der Zufälligkeit 
geführt hat, die von der sogenannten MoskatlM' mathemali&'hell Schule 
vertreten wird. Sie besagt im wesentlichen, daß es Ereignisse gibt, die 
durchaus gesetzmii ßig verlaufen, deren Grsctz(' aber sich unserer Kennt
nis entziehen. Die Entwicklung des ProblemP8 und dcsRen yon den M08-

kauer Denkern versuchte Lösung soll hier dargesteUt werden. 
Gewisse Handlungen, wie die jährlich abgeschlossi'nen Ehen, die 

begangenen Verbrechen usw. z0igml für einigermaßen große, aber ab
gesehlossene GemeinsC'haften eine bemerkenswerte Regelmäßigkeit, trotz
dem j eela rinzelne VOll dpr Zufälligkeit einer Willrilsentscheidung a b
hängt. Für das Schließen einer Ehe und für das Begehen eines Ver
breehenR ist der Einfluß der WiHpnsentschpidung des Individuums un
mittelbar klar, ebrnso für die Zahl der Grburten, da diese in jedem ein
z·elnen Falle von einem durch die WillE'1l;sentseheidung der Eltern be
dingten Akte abhängig Rind. Drn Eintluß der Willrnsrntsclw·idnng 

I" choix d'un systeme d'arithnultique et, par consequent, Ull fait psychologique 
cl social, Oll la volonte .llUmaine trouve peutetre I'occasion de s'exercer." In diesen 
Worten sowie in dem angeführten Satze Be r t r a n d s kommt der Wunsch, die 
menschliche Willensentseheidnng dem Kausalsatzp zu entziehen. klar zum Aus
drucke. 

22) P. Man s i Oll, La portee objective du ealenl des probabilites, BuH. Aead. 
BeIge, Classe des Scienees, 1903, S.27. 

23) Rine solche Unentschiedenhcit findpt sich bei F. A. L e Dan tee, Le 
chaos el I'harmonie, 1911. Dieser vertritt die Ansicht, unsere Unfähigkeit, gewisse 
Zusammenhänge zu erkennen, könne teils durch einen Mangel an Einsicht, teils 
aber auch dadurch venll'sacht sein, daß die hpfrdfenden Erpignisse keinem Ge
setze folgen. 

Ur ban, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 3 
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auf die Zahl der Todesfälle erkennt man sofort, wenn man bedenkt, 
daß die Lebensdauer wesentlich durch die Art d,er Lebensführung be
dingt ist, deren Wahl dem Individuum freisteht. 

Wir haben hier aloo Ereignisse, die sich einz·eln durchaus unserer 
Voraussicht entziehen. Sind die Beobachtungen über diese Ereignisse 
hinreichend ausgedehnt, so ergeben sieh Zahlen, auf die man die Sätze 
der Wahrscheinlichkeitsl'echnung mit Erfolg anwenden kann. Welche 
Vorstellung haben wir uns über den Zusammenhang dieser Ereignisse 
mit ihren Bedingungen zu machen? Es liegt nahe, in der Beständig
keit der beobachteten Zahlen eine Regelmäßigkeit zu sehen, welcher 
die Willenshandlungen unterwor:f.en sind. Tatsächlich haben mehrere 
Forscher sich an die Ergebnisse der Statistik um Auskunft über die 
Frage der menschlichen Willensfreiheit gewandt, und die entdecktan 
staatistischen Regelmäßigkeiten waren Gegenstand der lebhaftesten Dis
kussion. 

Es ist in diesem Zusammenhange bemerkenswert. daß systematische 
Untersuchungen über die Veränderungen der Bevölkerung, die zuerst 
das Hauptgebiet der Statistik waren, nicht aus wissenschaftlichem Inter
eS6e an dem Gegenstande oder aus praktischen Rücksichten unternom
men wurden, sondern daß hierfür religiöse Absichten entscheidend 
waren: Es sollte bewiesen werden, daß die Größe der Bevölkerung der 
Erde mit der AJillahme der Abstamlllung des Menschengeschlechtes von 
einem Paare nicht im ·Widerspruche stehe. Hierzu mußte gezeigt wer
den, wie die Nachkom'menschaft eines einzigen Paaroo in etwa 5600 IJ ah
ren auf eine so große Zahl anwachsen könne. Die Annahme lag nahe, 
daß die Bevölkerung in geometrischer Progression wachse. U nOOr
Buchungen dieser Art wurden schon sehr bald von J oannes Tempo
rarius, Dionysius Petavius u. a. unternommen. L. Eule~, der 
in der Intro.ductrio in Analysin Infi,nitorwm eine darauf abzielende Be
merkung macht, schrieb 1760 eine Abhandlung über diesen Gegen
stand 24), die man als Versuch ansehen ~ann, die Hypothese der Be
völkerungszunahme in geometrischer Progression zu analysieren. Auf 
Grund gewisser, mehr oder weniger willkürlicher Annahmen wird ge
zeigt, daß die BevölkerungS'zahl durch eine rekurrente Reihe darge
stellt werden kann. Die Glieder solcher Reihen schwanken anfangs 
ganz unregelmäßig, allein bei hinreichend langer Forts'etzung wachsen 
si,e nahezu wie die Glieder einer geometrischen Reihe. 

Seitdem Süß m i Ich die Regelmäßigkeiten der Statistik zum Gegen
stande der Darstellung in seinem Werko über "Die göttliche Ordnwng 
in den V'wände.rum,Cjlen des mens<fhlitJroem Geschlechtes" machte, verfehl
t'(lU die gemachten Erfahrungen nicht, die Aufmerksamkeit der Forscher 

24) L. Eu I er, Recherehes generales sur la mortalite et la multi pli ca ti on du 
genre humain. Vgl. E. J. G u m bel, Eine Darstellung statischer Reihen durch 
Eu I er, Jahresberichte der Deutschen Mathematiker - Vereinigung, Bd.25, wo eine 
Analyse dieser Schrift E 11 I er s gegeben ist. 
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und Philos'Ophen auf sich zu ziehen. War anfangs das Interesse mehr 
lliur das Bestehen dieser Regelmäßigkeiten gerichtet, so wurden diese 
selbst und ihm Bedeutung Gegenstand ausgedehnter Erörterungen, als 
Quet,elet sie zur Grund1ag"e seiner Anschauungen über den mittleren 
Menschen machte. Die Konstanz der Zahlen wurde aus den der mensch
lichen Natur allgemein unterliegenden Bedingung'en erklärt, wobei der 
Willensfreiheit nur die Rolle einer zufällige Störungen verursachenden 
Bedingun:g blieb. H aupt.sächlich der letzte Teil des Satzes, die Ab
lehnung der WiUensireiheit, fand den lebhaftesten Widerspruch, und der 
Austausch der Meinung"en über diesen Gegenst.and wurde so lebhaft, 
daß für eine Zeit der Streit um die Willensfreiheit die Aufmerksamkeit 
der Statistiker fast mehr in Anspruch nahm als das Sammeln der Daten, 
die für den Aufbau dieser Wissenschaft erforderlich sind.25) 

Diejenigen Verfasser, die die Willenshandlungen als streng nezcssi
tiert ansahen, fanden in den durch die Statistik aufgedeckten Regel
mäßigkeiten eine willkommene Bestätigung ihrer Anschauungen, die 
jedoch manchmal, wie bei J. S. Mi1l 26) und H. Th. Buckle 27 ), stark 
mit metaphys:isJhen Begriffen durchsetzt waren. 28) Man sah in die.'len 
Regelmäßigkeiten den Ausdruck allgemeiner Gesetze des menschlichen 
Handelno, die in den einzelnen Fällen zwar von Zufälligkeiten üb0r
deckt sind, sich im großen aber unweigerlich zeigen. Zwischen dieser 
Anscha uung und jener Süß mi Ich s, der die statistischen Regelmäßig
keiten als durch den Willen Gott,es verursacht ansieht, besteht kein 
wesentlicher Unterschied. da beide Anschauungen darin übereinstimmen, 
daß eine äußere Ursache die Willensentscheidungen derart beeinflußt, 
daß die erwähnten Regelmäßigkeiten zust.ande kommen. Die Anhänger 
der Willensfreiheit waren naturgemäß bestrebt, dieses Argument zu 
entkräften, indem sie entweder wie J. Lot tin 29) die ErgebniSISe der 

25) Vgl. P. E. Fahlbeck, La regularite dans les choses humaines ou les 
types statistiques et leurs variations, Journal de la Societe de Statistique de 
Paris, 1900, Bd.41, S.189. 

26) John Stuart Mill, System of Logic, 8. ed., 1881, S.645f. 
27) H. T h. B u c k I e, History of Civilisation in England, 2. ed., 1871, Bd. 1, 

S.15-26. 
28) Die Frage nach der Bedeutung der statistischen Regelmäßigkeiten wurde 

in England von B u c k I e, Mi II und Frau So m er viII e in Fluß gebracht und 
erregte, um einen Ausdruck V e n n s zu gebrauchen, in manchen Kreisen eine 
wahre Panik. Es handeln davon: A d a m so n, Law of History, Owens College 
Magazine, 1878, Mon c ure Co n w a y, Lessons of the Day, Bd.l, S. 243 ; 
J. Venn, The Logic of Chance; J. M. Robertson, Buckle and his Crities, 
1895, S. 18, 285-291. 

29) J. Lot tin, La statistique morale et le determinisme, Journal dp la 
Societe de Statistique de Paris, 1908, Bd. 49, S.334. Bei Durchführung dieser Ansicht 
wird der Begriff der Freiheit so gefaßt, daß diese nicht Gegenstand der Erfahrung 
werden kann. Der Hinweis auf den K a n tischen Begriff der Willensfreiheit uürfte 
zur Klarlegung dieser Anschauung hinreichen. Interessant ist, daß K a nt mit drm 
Bestehen der statistischen Regelmäßigkeiten bekannt war und sir in sein Drnkl'n 

3* 
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Statistik als für diese Frage bE'langlos erklärten, oder lVie H. Go m
per z 30) zu zeigen versuchten, daß aus dem Bestehen der statistischen 
Regclmäßigkeiten nicht auf die Notwendigkeit des einzelnen F:alles 
geschlossen werden kann. 

Die!:'e Anschauungcn operieren alle mit Denkelementen, die bereits 
geschaffen vorlagen, und man wird sie nicht als im hohen Grade ori
ginell ansprechen können. Sie lassen sich übrigens im Detail nicht 
unbeträchtlich abändern und bieten Gelegenheit zu einer grOllen Zahl 
verschiedener Lösung<swl'Suche. Nicht alle sind mit einer hinreichenden 
Kenntnis der \Vahrscheinlichkeitsl'echnung und des einschlägigen em
pirischen Materiales geschrieben. 

Bemerkenswerben Scharfsinn und eine hohe Ursprünglichkeit des 
Denkens zeigt die Auffassung d,er statistischen Regelmäßigkeiten der 
Moskauer mathematischen Schule, deren wichtigste Mitglißder P. L. 
~eschebytschcff, N,ekrassow, W. G. Alcxejeff und N. W. Bu
ga.j,eff, das Haupt der Schule, sind. Dieser Schule gehören F.orscher 
an, die aie Matlwmatik und insbesondere die Wahrscheinlichkeitsrech
nung in wesentlicher Weise bereichert haben, und ihre Auffassung der 
zufälligen Ereignis1se \'erdient schon aus diesem Grunde Beachtung. 
W. G. Alexejeff hat das Verdienst, diese Anschauungen durch meh
rere deutsche Artikel allgemein zugänglich gemacht zu haben.31) 

Nach den Lehren dieser FOI"SCher muß man bei dem Versuche, eine 
richtige Auffassung der statistischen Reg,elmäßigkeiten zu gewinnen, 
wnächst untersuchen, unter welchen Bedingungen Ereignisse, denen ein
zeln der Oharakter der Zufälligk,eit zukommt, in großen Gruppen cine 
Beständigkeit der Mittelwerte zE'igen können. Die Antwort ist in einem 
VOll 1'schebytscheff bewiesenen Satze enthalten, nach welchem die 
Haupt bedingung für die Anwendung der Sätze übE'r die Mittelwerte 
darin besbeht, daß die einzelnen Ereignisse unverbunden, d. h. nicht 
voneinander abhängig sind. Besteht eine solche Abhängigkeit, so sind 
die Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht anwendbar. 

Menschliche Willenshandlung.en haben nun den Ohamkter der sub
jektiven Zufälligkeit und zeigen für hinreichend große Gruppen jene 
Beständigkeit der Mittelwerte, welche die Theorie für den Fall un
verbundener Ereignisse voraussehen läßt. Hieraus folgt, daß die ein-

aufgenommen hatte. Die betreffende Stelle findet sich Bd.4, S. 143 der Ha r t e Tl -

s te i n schen Ausgabe. 
30) H. Go m per z, Über die Wahrscheinlichkeit der Willensentscheidungen, 

Sitzungsherichte d. Kais, Akad. d. Wissenschaften zu Wien, Phil.-Hist. Kl., Bd. 149, 
·Abhandlung 5. 

31) W. G. Ale x eie f f, "Cber die Entwicklung des Begriffes der höheren :1rithmoIo
gisehen Gesetzmäßigkeiten in Natur- und Geisteswissenschaft, Vierteljahrsschrift 
f. wiss. Phi I. u. Soziol., Bd.28, S, 72-93; N. W. Bug a je f f und die idealisti
schen Probleme der Moskauer mathematischen Schule, 1905, ebda, Bd.29, S.335 
bis 367; Die arithmologische und wahrscheinlichkeitstheoretischp Kausalität, 
Ztschr. f. Phi I. u. Pädag., 1906, Bd.14, S.50-55. 
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zeInen Ereignisse unverbundell, d. h. voneinander unabhängig sein müs
sen. Es sind nun alle Ereignisse des Naturgeschehens miteinander yer
bunden und stehen in einer näheren oder ferneren Beziehung. Hicr
aus wird geschlossen, daß die menschlichen Willenshandlungen außcr
halb de~ Zusammenhanges des Naturgeschehens stehen müssen, da sie 
sonst nicht die erwähnte Beständigkeit der Mittelwerte zeigen könnten. 
Die statistischen Regelmäßigkeiten in den menschlichen Willenshand
lungen sind nicht nur kein Beweis gegen die 'Villensfreiheit, wndern 
sogar ein Beweis dafür. 

Bei der Fortsetzung des Argumentes werden die Untersuchungen 
der Moskauer Mathematiker über die halbanalytischell Funktionen 
herangezogen. Die Ereignislle des Naturgcschehens werden nach den 
Gesetzen der Physik durch analytische Funktionen dargestellt, und die 
Darstellbarkeit durch analytische Funktionen ist gleichbedeutend mit 
der Zugehörigkeit einer Erscheinung zum allgemeinen Naturgeschehen. 
Da die durch Willensentscheidungen hervorgerufenen Handlungen kein 
Teil deg N aturgeschehens sind, so foLgt daraus, daß die Ereigniss0 
nicht durch analytische Funktionen dargestellt werden können. da sie 
sonst nicht unyerbundeu sein könnten. 

In Ausführung dieses Gedankenganges wollen wir folgende Bemer
kungen machen: Die analytischen Funktionen haben die Eigenschaft, 
daß sie durch eine endliche Anzahl von Daten bestimmt sind. Ist eÜHel 

solche Funktion g·egeben, 80 ist ihr gesamter Verlauf festgelegt. Ist 
also z. B. die Zeit die unabhängige Veränderliche, so läßt sich die Funk
tion aus einer endlichen Anzahl von Beobachtungen, die über ein end
liches Zeitinteryall verstreut sind, bestimmen. Ist dies gelungen, so 
ist die Funktion für alle positiven oder negativen Werte der Veränder
lichen hestim'mt. Einen Vorga.ng, der durch eine solche hekannte Funk
tion dargestellt wird, können wir in di·e 7.ukunft und in die Vergangen
heit beliebig weit verfolgen. 

Die nichtanalytischen Funktionen hingeg"l'n erfordern zu ihrer Be
stimmung eine ullendliehe Anzahl von Funktionswerten, was gleich
bedeutend ist mit der Aussage, daß eine solche Funktion empirisch 
nicht bestimmt werden kann. Vorgänge, \velehe durch nichtanalytische 
Funktionen dargestellt werden, befolgen also G.ooctZl', dir unserer Er
kenntnis nicht zugänglich sind. Ein Voraussehl'n des Verlaufes solcher 
Vorgänge ist für uns nicht möglich, und wir müssen uns darauf be
schränken, ihn durch Beobachtung festzustellen, ohne je über eine rein 
empirische Beobachtung hinauskommen zu können. 

Man wird nicht umhin können, den G.cdankengang und nalllcntlich 
die dialektische Geschicklichkeit, mit der das Arguml'lÜ Mi 11 sund 
Buckles umgekehrt wird, zu bewundern, selbst wenn man üherzeugt 
ist, daß der Beweis einen Fehler enthalten muß, weil zu viel hewiesen 
wird. Hat man den einfachen, diesem Argumente unterliegenden Ge
dsnk€ll erfaßt, SIO darf man si~h vielleioht darüber wundern, daß dieser 
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Gedankengang nicht schon früher entdeckt wurde. Tatsächlich wußte 
man schon vor T s c heb y t s c h e f f - wenn auch nicht mit derselben 
Deutlichkeit -, daß die wahrscheinlichkeitstheoretischen Sätze über 
die Mittelwerte nur für unverbundene Ereignisse gelten. Die Erfah
run~en in Städten mit schlechten feuerpolizeilichen Vorschriften, wo 
aus einem Brande leicht eine Feuersbrunst entsteht, sowie die Sta
tistik ansteckender Krankheiten zeig~n in sehr eindringlicher Weise, 
daß nur unverbundene Ereignisse als im Sinne der Wahrscheinlichkeits
rechnung zufällig angesehen werden kÖlmen. Es tut auch nichts zur 
Sache, daß der Gedanke, die nichtanalytischen Funktionen für die Dar
stellung psychischer Vorgänge in Anspruch zu nehmen, oohon früher 
von Boussinesq ausgesprochen wurde. 

Wäre der Gedankengang der Moskauer Mathematiker richtig, so 
müßte er für alle Ereignisse gelten, bei denen die von der Wahr
scheinlichkeitsroohnung geforderte Beständigkeit der Mittelwerte vor
handen ist. Dies ist nun bei vielen Vorgängen der Fall, die man un
möglich außerhalb des ällgemeinen Naturzusammenhanges stellen kann. 
Dies gilt, z. B. vüm Würfelspiele, bei dessen Besprechung oben hervor
gehoben wurde, daß über die in Betracht kom'menden Gesetze kein 
Zweifel bestehen könne. 

Ebensowenig besteht kein Zweifel darüber, daß das Eintreffen von 
Ebbe und Flut streng nach mechanischen Gesetzen vor sich gehe. 
Maaht man aber Beobachtungen darüber, wie oft die Vormittagsflut an 
einem bestimmten Punkte der Erde - z. B. bei London Bridge "
im el1Sten, zweiten, dritten oder vierten Viertel einer Stunde eintrifft, 
so findet man die von der Wahrscheinlichkeitsrechnung geforderte Be
ständigkeit der Mittelwerte. 

Die gleiche übereinstimmung mit den Sätzen der Wahrscheinlich
keitsrechnung zeigt sich, wenn man eine Logarithmentafel daraufhin 
untersucht, wie oft eine bestimmte Ziffor sich auf der zehnten Dezimal
stelle der Logarithmen einstelLt. Auch hier können wir in jedem Falle 
Jedes einzelne Ereignis rechnerisch in allen Einzelheiten verfolgen, und 
die in Betracht kom'menden Funktionen sind uns als analytisch ge
nauest bekannt. 

Der von den Moskauer Mathematikern vorgetJ.:agene Gedankengang 
muß also abgelehnt werden. Soll er für aUe Vorgänge gelten, auf die 
die Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung anwendbar sind, so ist er 
unric.htig, soll er nur für die psychischen Vürgänge gelten, so ist er 
willkürlich. Hinsichtlich der Sond,erstellung des psychischen Geschehens 
besteht zwischen den Anschauung,en der Moskauer Mathematiker und 
jenen M ü n s tel' be r g s eine gewisse Ähnlichkeit. 

Hält man an der allgemeinen Gültigkeit des Kausalsatzes fest, so 
ist jedes ursachlose Geschehen und damit der absolute Zufall ausge
schlossen. Man kann nun versuchen, zum Zwecke einer Definition jene 
Eigenschaft der zufälligen "Ereignisse herauszugreifen, der der Zufall 
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hauptsächlich seine übermschende Kraft "erdankt, nämlich das Zusam
mentreffen scheinbar unabhängiger Ereignisse. Man stellt 'lieh vor, daß 
verschiedene voneinander unabhängige Kausalreihen ablaufen, und dpr 
Zufall besteht in dem Zusammentreffen der Ereignisse in Zeit und 
Raum. 32) Auch dies-e Auffassung des Zufalles, der relative Zufall, ist 
nicht neu und findet sich schon bei J ean de la Placette 33), der den 
Zufall als das Zusammentreffen von zwei oder mehreren Ereignissen 
erklärt, der-en jedes seine Ursache hat, während eine solche für ihr 
Zusammentreffen nicht bekannt ist. Als moderner Vertreter dieser An
sicht kann Schopenhauer genannt werden, dessen Ansichten hier 
bespr·oohen werden soUen.34) Diese Ansicht ist sehr weit verbreitet und 
spielt z. B. auch im Denken Goethes eine gewisse Rolle. 

Zufall ist die Verneinung der Notwendigkeit. Der Inhalt dieses 
Begriffes ist negativ und bedeutet den Mangel einer kausalen Ver
knüpfung. Demnach ist das Zufällige auch immer nur negativ, und 
jede Begebenheit ist notwendig und zufällig zugleich: Notwendig in 
bezug auf ihre Ursache, zufällig in bezug auf aUes übrige, denn ihre 
Berührung in Zeit und Raum ist ein bloßes Zusammentreffen ohne not
wendige Verbindung. Die Notwendigkeit der einzelnen Begebenheiten 
läßt sich durch Erkenntnis ihrer Ursachen einsehen, aber das Zusam
mentreffen diesel' versohied.enen vO'lleinander unabhängigen Ursachen er
scheint uns als zufällig, ja die Unabhängigkeit voneinander ist der 
Begriff deI Zufälligkeit. Da aber dooh jede von ihnen die notwendige 
Folge ihrer Umache war, deven Kette anfangsllOS ist, so zeigt sich, 
dAß die Zufälligkeit eine bloß subjektive Erscheinung ist, I~ntstanden 
aus der Begrenzung unseJ.1es Verstandes, und so subjektiv wie der op
tische Horizont, in welchem der Himmel die Erde berührt. 

Sc ho p e n hau er verdeutlicht den Begriff der. voneinander unab
hängigen Kausalreihen dumh das Bild genealogischer Beziehungen: Bei 
Vorhandensein eines gemeinsamen Stammherrn besteht Abhängigkeit, 
sonst Unabhängigkeit. Der Hinweis auf ein angenommenes erstes Men
schonpa,ar kann dazu dienen, die durchgängige Abhängigkeit aller Kau
sah'€ihen zu erläutern. Nim'mt man eine Mehrzahl von Stammpaaren 

32) Für das Zusammentreffen der Ereignisse in Zeit und Raum gebraucht 
Mal d i die r, Le hasard, Revue Philosophique, 1897, Bd.43, S.572, die pas
senden Ausdrücke Synchronismus und Syntopismus. 

33) Jean de la Placette, Traite des Jeux de Hasard: "Pour moi, je 
suis p('r~uade que le hasard renferme quelquechose de rtJel et de positif, soit 
un concours de deux ou de plusieurs evenement contingents, chacun desquels 
a ses causes, mais en sorte que leur concours n'en a aucune que I'on connaisse." 
Zitiert nach A. A. Co u r not, Essay, Bd.1, S.56. 

34) Die einschlägigen Stellen finden sich in der "Kritik der K an tischen 
Philosophie, Werke, 1891, S. 550 ff. ; in der Abhandlung über die vierfache Wurzel 
des Satzes \'om Grunde, § 23; und in dem Aufsatze über die anscheinende Ab
sichtlichkeit im Schicksale des einzelnen, Parerga, Bd.1. Eine Erörterung und 
Kritik der Lehre Schopenhauers findet sich bei W. Windelband, Die 
Lehren vom Zufall, S.22-26, 53. 
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a,n, so erhält man eine Anzahl verschiedener voneinander unabhängiger 
Kausalreihen. 

Dasselbe Bild g·ebraucht 0.0 U l' not Jj) 2ur Erläuterung des gleichen 
Gedankens. Da dieses Bild die Sache sehr gut erläutert und wohl recht 
na.heliegt, brau0ht man nicht unbedingt auf eine Abhängigkeit 2wischen 
den beiden VerfaSISern zu sc,hließen. Bei der geringen Verbreitung der 
Schriften C.ournots und Schopenhauers zu Lebzeiten der heiden 
Verfasser ist eine soloho übrigens kaum zu vermuten. 

Diese Ansic,ht steht demnach auf dem Boden der Lehre vom sub
jektivenZufalle. Schopenha uers Anschauung ist insoweit präziser 
als die Definition von La p 1 a üe, als der Gegenstand unserer U nwissen
heit in dem räumlichen und zeitlichen Zusammentreffen der Ereignisse 
ang,egeben wird. Für eine ausgedehnte Klasse der zufälligen Ereignisse 
ist diese Angabe ohne Zweif.el richtig, allein bei anderen läßt sie sich 
nur nach einer sehr interessanten Abänderung durchführen. 

Man betrachte Vorgänge wie das Ziehen einer Kugel aus einer Urne, 
die weiße und sühwarze Kugeln in gegebenen Anzahlen enthält, odHr 
die Geschlechts bestimmung einer zu erwartenden Geburt. Hier besteht 
der Zufall darin, daß ein nach Zeit und Raum indi,'idualisierterGegen
stand eine bestimmte Eigenschaft habe, daß also z. B. eine weiße Kugel 
gezogen oder ein Kind männliohen Geschlechtes geboren wurde. Eine 
K'Oinzidenz in Raum und Z,eit im eigentlichen Sinne findet als'O nicht 
statt, sondern das EI'eignis in seiner individuel1en Bestimmtheit wird 
hinsichtlich einiger Eigenschaften als zufällig angesehen. Durch V.er
allgemeinerung dieser Überlegung k'Ommt man dazu, jedes einzelne Er
eignis, und damit das W,eltgeschehen als Ganzes, als zufällig amm
sehen. 

Hat man erkannt, daß der Kausalsatz jedes El'eignis in allen seinen 
Bestimmung,en -- auch in den räumlichen und zeitlichen - vollständig 
festlegt, so bl,eibt auch für den relativen Zufall nur die subjekti,'e Auf
fassung möglich. Objektive Bedeutung gewänne der relative Zufall 
nur dann, wenn man mit R,en'Ouvier absolute Anfänge von Kausal
reihen annimmt. Hiermit stände man aber wieder auf dem Bodell des 
ab&oluten ZufaUes, womit nicht.s gewonnen ist. 

Wir wenden uns nun zur Besprechung der logischen Zufälligkeit, 
Auch diesel' Begriff ist alt und findet sich schon in aller Deutlich
keit bei Ar i s to tel e s 36). W.as in der Definition einoo Gegenstandes 
enthalten ist, kommt ihm notwendig und wesentlich zu, :tlles andere 
ist zufällig. Daher ist der Zufall das Unwesentliche, und ,es gibt keine 
Wissenschaft vom Zufälligen, da die Wissenschaft sich nur mit dem 
Notwendigen und Wesentlich rn befaßt. In diesem Sinne ist der in der 
Metaphysik vorkommende Satz zu verstehen: 7tEQt TOV :KltTa oV~ßEßtIXO~ 
Ä.E:xdov, ou oV~E!,la EIJu 7tEQ~ aVTo {}EwQ(a. 

35) A. A. Co u rn 0 t, Exposition de la theorie des chances et des proba-
bilites, 1843, S.72. 36) Analyt. Post. I, 4, 4. 
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Erschwert wird das Ve.rsilindllis dieser SteHen durch gewisse Schwie
rigkeiten in des Ar i s to t c I es L,chre von der Definition, die auf seinen 
metaphysischen Anschauungen fußt. Die Definition eines Dinges gibt 
nach Aristoteles sein Wesen, durch welches auch sein Sein bestimmt 
ist. Werden also jene Bestimmung,en eines Gegenstandes als zufällig 

erklärt, die ihm S'einem Wesen nach nicht notwendig zukommen, so 
kann man diesen Satz auc.h dahin verstehen, daß der Geg,enstand diese 
Eigenschaft,en nicht notwendjg besitzt. Einc solche Auslegung wäre 
in übereinstimmung mit den sonstigen Ansic.hten dieses Philosopholl 
über den Kaus'alsatz. E8 ist demnac.h nicht ganz sicher, daß die an
geführten Stellen in I'ein logioohem Sinne zu verstehen 8ind. Der Be
griff dm; logi&chen Zufalles ergibt 8ich nur dann, wenn man die Defi
nition rein logisc.h und ohne metaphysilsohell Hintergedanken auffaßt. 

Die Ansc.hauung, daß der Zufallsbegriff, wie er in der Wissen
schaft und besonders in der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Anwen
dung kommt, rein logisc.her Natur ist, hat in neuerer Zeit mehrfach 
Anhänger gefunden. Wir nennen G. Hclm 37), F. Jodp8) und R. de 
M:ontesBus 39). Mit besonderem Nachdrucke wie~ W. Windelb.alld 
in seiner Sc.hrift über "Die Lehren vom Zufall" darauf hin, daß der 
Begriff des logischen Zufalle8 der einzige ist, den die WislSenschaft 
in folgeric.htiger W,eise v,erwenden kann. 

Die besonderen M,erkmale oines Gegenstandes sind zufällig in Hin
sic.ht auf einen Allg,emeinbegriff, in des8en Definition sie nicht ent
halten sind. Einem in der Erfahrung geg,ebenen Gegenstande kommen 
alle Eigenschaften notwendig zu. Erst wenn die Erfahrung zum Gegen
stand einer abstrahierenden Begriff8bildung gemacht und ein Gegen
stand als Repräsentant eines Begriffes ange8ehen wird, haben wir Ge
legenheit, zwischen den notwendigen oder wesentlichen and den Zll

fälligen oder unwesentlichen Merkmalen zu unterscheiden. Die Zu
fälligkeit existiert daher erst in der Abstraktion, denn die in der Er
fahrung gegebenen Gegenstände sind in jeder Hinsicht vollkommpll 
bestimmt, und alle Eigenschaften kommen ihnen notwendig zu. 

37) G. Hel m, Die Wahrscheinlichkeitslehre als Theorie der Kollektivbegriffe, 
Annalen der Philosophie, 1902, Bd.1, S. 368: " ... die Wahrscheinlichkeit ist nie 
eine Eigenschaft des Individuums, sondern immer n·llr Eigenschaft eies Sammel
begriffes, der die Individuen umspallnt." 

38) Fr i e d r ich Jod I, Zufall, Gesetzmäßigkeit und Zweckmäßigkeit, Kais. 
Akad. d. Wissenschaften zu Wien, 31. Mai 1911, S.9. 

39) R. d e, Mon t e s s u s, Lec;ons clementaires sur le calcul des probabilitcs, 
1908, S. 7: "Etant donne que certains evenements ont un caractere commun et, 
pour cette raison, consituent une classe mais different a certains points de vue, 
ce qui permet de les ranger en catElgories bien definies, le hasard consiste dans 
l'absence de relations bien definies entre les causes rangeant tel evenement de 
teile classe dans cette catcgorie et les caracteres distinctifs de cette cattlgorie." 
Allerdings ist hier nicht ausgesprochen, daß es sich um rein logische Beziehungen 
handelt, allein da die Beziehungen zwischen Klassen stattfinden, ist eine andere 
Annahme wohl ausgeschlossen. 
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In diesem Zusammenhange sollen 00 u rno ts Anschauungen über 
den Zufall dargeLegt werden. Trotzd-em er den Ausdruck "logischer 
Zufall" nicht gebraucht, steht er unzweifelhaft auf dem Boden dieser 
Anschauung. 00 ur not geht von der Betrachtung des relativen 'Zu
falles aus. Es wird angenom'men, daß die Kausalreihen, in deren Zu
sammentr,effen der Zufall besteht, verschiedene Gesetze befolgen, und 
deshalb nicht unt,er einen gemeinsamen Begriff gebracht werden kön
nen. Es mag sein, daß, wie La p la c e sagt, dic Zahl der Naturgesetze 
nur gering sei, allein es genügt, daß es zwei voneinander gänzlich un
abhängige Gesetze gibt, um dem Zufalle im Laufe der Welt seinen 
Platz zu sichern. 

Der Zufall bleibt seLbst bei unbeschränkter Erweiterung unserer 
KenntniS'&e bestehen. So ist z. B. unsere Theorie der Sonnen- 'und Mond
finsternisse himeichend fortg,eschritten, um auf eine mathematische For
mel g,ebracht zu werden. Dies bedeutet, daß unse~ Einsicht in diese 
Vorgänge vollkommen ist. Dies hindert uns aber durchaus nicht, nach 
den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung das Verhältnis der an einem 
bestimmten Orte sichtbaren Mondfinsternisse zu der der Verfinsterun
gen der Sonne zu beroohnen.40) Der Zufallsbegriff hat also auch bei 
vollkommener Einsicht in die betl\effenden Naturvorgänge seine Be
rechtigung. 

Die andere Quelle des Zufalles besteht nach 00 ur not in den histo
rischen Daten über den Weltver1a.uf. Diese lassen sich nicht weiter auf 
Gesetze zurüclkführen und müssen einfach als gegeben hingenommen 
werden. So könnte ein Verstand, der dem unsrigen weit überlegen wäre, 
im Studium der Zustände, durch die unser Planetensystem hindurch
gegang,en ist, viel weiter als wir vordringen, allein er würde schließ
lich doch auf eine Reihe ursprünglicher Daten stoßen, über die die 
Theorie keine Roohenschaft gibt, und die demnach als willkürLich und 
zufällig anzusehen sind. Diese Daten müssen als historisc.he Tatsachen 
hingenommen werden, d. h. als das Resultat des zufälligen Zusammen
wirkens von Ursachen, die noch weiter in der Zeit zurückliegen:l1) 

40) Da es besonders lehrreich ist, die Anwendung des Zufallsbegriffes in 
genau bekannten Gebieten zu untersuchen, so ist es nicht verwunderlich, daß 
die im Planetensysteme herrschenden Verhältnisse häufig herangezogen wurden, 
um die Bedeutung des Zufallsbegriffes zu erläutern. So erklärt H u m bol d t im 
K08mos bei der Planefenbildung das als zufällig, was nicht genetisch erklärt 
werden kann. In der Vorlesung über Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt Be s sei, 
Populäre Vorlesungen, 1848, S.391, unsere Auffassung von der Verdunklung der 
Sonne durch ein aufsteigendes Gewitter als zufällig, jener über die Notwendigkeit 
des Eintretens der Verfinsterung der Sonne durch den Mond gegenüber. Be s sei 
leitet daraus die Anschauung ab, daß der Zufall eine subjektive Erscheinung ist 
und für eine der unsrigen überlegene Einsicht wenig Zufälliges übrigbleiben würde. 

41) A. A. Cournot, Essay, Kap. 20, S,312, Auf keilll'n Begriff ist Cournot 
so häufig zurückgekommen wie auf die des Zufalles und der Wahrscheinlichkeit. 
Außer in seinen Hauptwerken und in der Exposition de la theorie des chances 
et des probabilites handelt er auch in seinem letzten Werke Materialisme, Vita-



Logischer Zufall 37 

Cournots Gedanken fanden merkwürdig wenig Beachtung. Win
d e I ban d erwähnt bei seiner Besproohung des relativen Zufalles die 
eig,entümliche Fassung, die Cournot diesem Begriffe gegeben hat, 
überhaupt nicht. J. v. Krieß bespricht Courpot nur ganz kurz, ohne 
seine Leistungen in richtiger Weise zu würdigen. Erst E. C z u be r 
hat die Verdienste Cournots um die Klarlegung der Grundbegriffe 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung weiteren Kreisen verständlich ge
macht. Die technische Seite der Wahrscheinlichkeitsrechuung hat C .0 U r
not kaum wesentlich verbessert, allein seine Ansichten über die grund
legenden BegriHe sind neu und originell. In g,ewisser Beziehung sind 
&line Begriffe nicht so scharf gefaßt, wie es mit den heute zur Ver
fügung stehenden logischen und mathematischen Hilfsmitteln möglich 
ist, und die Kritik hat nicht ermangelt, diesen Punkt hervorzuheben. 
Dies rührt daher, daß zu Cournots Zeiten die Mengentheorie noch 
nicht erfunden wllIr. Wären die Begriffe der Mengenlehre ihm zur 
Verfügung gestanden, so hätte Cournot vermutlich eine Auffassung 
der BegriHe Zufall und W.ahrscheinlichkeit gegeben, die mit der in 
diesem Buohe vertretenen Auffassung in den wesentlichen Punkten über
eingestimmt hätte. 

Brei näherer Betrachtung der beiden von Co u I' not angegebenen 
Quellen des Zufalles erkennt man leicht, daß es sich in beiden Fällen 
um die Abwesenheit von logischen Beziehungen oder Abhängigkeiten 
handelt. Hierin aber besteht das W Bsen des logischen Zuf~nes, daß 
aus einem gegebenen Begriffe das Vorhandensein einer bestimmten 
Eigenschaft an einem Repräsentanten dieses Begriffes nicht 3'eschlossen 
werden kann. 

Bei der Analyse des l'elativen ZufaUes nimmt Co u r not zwei Kau
salreihen an, die verschiedenen Gesetoon, welche G und H heißen mögen, 
folgen. Solche Ges,etze sind Sätze, die die Aufeinanderfolge der Zu
stände, in wleleher die ProzeSISe bestehen, festlegen. Es ist hierbei gleich
gültig, ob G und H in der Form mathematischer Funktionen gegeben 
sind oder nicht. Zwischen solchen Sätzen kann keine andere nls eine 
logischo Abhängigkeit bestehen: Können beide Sätze aus Ilenselben 
Voraussetzungen abgeleitet werden, so sind sie spezielle Fälle eines o.ll
gemeineren Satzes und voneinander abhängig. Ihre Unabhängigkeit be
steht darin, daß €6 keine Obersätze gibt, aus denen G und Habgeleitet 
werden können. Durch die Annahme, daß es mehr als ein ursprüngliches 
N aturgeootz gibt, ist es sichergestellt, daß nicht sämtliche Sätze aus 
eiIliem allgemeinsten Satze abgeleitet werden können. 

N ooh leichter ersichtlich ist die logische Natur der zweiten von 
C.ournot angegebenen Quelle der Zufälligkeit. Die historischen Daten 
legen den Anfangszustand fest und bestimmen, in welcher Art der 

lisme, Rationalisme, 1875, S.301-324, davon, wo die endgültigen Ergebnisse 
seines Nachdenkens über diese Gegenstände in überaus klarer und anziehender 
Form niedergelegt sind. 
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Prozeß sich wirklich zuträgt. Es ist aber nur eine Gewohnheit unseres 
Geistes, bei der Beschreibung eines Vorganges möglichst weit in die 
Vergangenheit zurückzugehe~, denn ein Vorgang ist vollständig fest
gel~t, falls er in einem Augenblicke in all seinen Einzelheiten bo
stinunt ist. Es ist gleichgültig, ob dies der Anfangspunkt oder sonst 
irgendein Augenblick im Verlaufe des Prozesses ist. 

Kann ein solcher Vorgang im Bilde einer mathematischen Funktion 
dargestellt werden, so ist er erst dann vollständig bestimmt, falls die 
Funktion und die in ihr auftretenden Konstanten gegeben sind. Die 
Kenntnis der Funktion verhilft nicht zu der der Konstanten, sondel'll 
diese müssen durch Beobachtung bestimmt werden. Die Funktion ist 
das, was 00 u r not das Gesetz des Vorganges nennt, während die Werte 
der Konstanten die hü,torioohen Daten für einen individuell bestimmten 
Vorgang repräSlentiercn. Zwischen dem Gesetze und den historischen 
Daten besteht also das Verhältnis der logischen U nabhängigkei t. 

W är,c unsere Kenntnis des Naturgeschehens vollkommen, so würde 
ein Syst<em abstrakter Sätze die Beschreibung aller Prozesse llnthalten, 
die überhaupt möglich sind. In diesen Sät~en fä.nden wir aber noch 
keine Auskunft darüber, welche Prozesse wirklich stattfinden. Hierzu 
müßte der Zustand des Geschehens in irgendeinem Augenblicke ge
geben sein. Dies wäl1e das Minimum an Erfahrung, das zur tatsächlichen 
Festlegung des Geschehens notwendig ist, das aber nicht aus den all
gemeinen Sätzen ab~eleitet werden kann. Zwischen diesen beiden Ele
menten der Erkcnntnis besteht das Verhältnis der logischen U nabhängig
keil, und direse QueUe der Zufälligkeit bliebe bestehe.n, falls nnscm 
N aturerk,enntnis vollkommen wäre. 

Anschauungen direser Art wurden öfters ausgesprochen. Ihren be
kanntesten und überraschendsten Ausdruck hat diese Ansicht in dem 
sogenannten mechanischen Ideal von La pI ace gefunden. Wesentlich 
besagt dieses, daß sich jedes Geschehnis berechnen ließe, falls die Ge
set~e des Geschehens und der Zustapd der Weit in irgendeinem . \ugen
blicke g,egeben sind. Im Besitze solcher Kenntnisse könnte man eine 
"Weltformel" aufstellen, aus der durch Einsetzen bestimmter 'Verte 
für di.~ Zeit und die Raumkoordinaten jeder beliebige VOl'g-ang er
rechnret werden könnte. 

Unter der etwas pedantischen Ausdrucksweise des MathematikCl'15 
erkennt man leicht die rationalistische Grundansohauung von dem durch
gängigen Ljusammenhange lind der durchgängigoOIl Erkcnnbarkeit Jes 
Geschehens. Manche Philosophen haben die rationalistische Grulld
ansicht auf die Spitze getrieben, indem sie sich mit einelll noch ge
ringenen MaßoO an Erfahrung begnüg,en zu können glaubten als La
pI a ce. So leitete Des c art e s seine Lehre aus den Regeln der Logik 
und dem einzig,en Erfahrungsdatum der Existenz des eigenen Ich ab, 
und Sc h 0 p e n hau e l' meinte, daß aus einer einzigen, vollständig er
kannten Tatsache das gesamte Weltgeschehen begriffen werden könne:. 
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Die Anschauung von dem durchgängigen Zusammenhange der Ereig
nisse des N aturgeschehens bildet auch ein wichtiges Element in der 'Auf
fassung der unabhängigen Ereignisse, die die Moskauer Schule lehrt, 
jedocL sind diese Forscher nicht Rationalisten, da sie unerkennbarc 
Zusammenhänge annehmen. 

In La p I ace s Anschauung von der Bestimmbarkeit des Weltge
schehem auf Grund der Gesetze des Geschehens und der Daten über 
den Zustand der Welt in einem gegebenen Augenblicke sind zwei Vor
au!,setzungen von v·erschiedener Natur enthalten. Die Angabe des Zu
standes der Welt in einem gegebenen Augenblicke erfordert eine Aus
sage über jedes Element einer dreifach ausgedehnten stetigen Mannig
faltigkeit. Eine solche Aussage ist aber nur dann möglich, falls in dem 
Gesamtzustand-e der Welt eine erkennbare Regelmäßigkeit besteht. Es 
müßte also auch das Gesamtgeschehen in jedem Augenblicke einheit
lich sein und eine Gesetzmäßigkeit aufweisen, die auf Grund einer 
endlichen Erfahrung bestimmt werden kann. Da Aussagen über alle 
Elemente unendlicher Mengen nur mit Hilfe von Funktionen möglich 
sind, und der Augenblick, in dem das Geschehen gegeben werden soll, 
beliebig ist, so enthält diese Forderung die Voraussetzung, daß das 
Weltgeschehen in seiner Gesamtheit in jedem Augenblicke durch eine 
Funktion gegeben ist, die auf Grund einer endlichen Erfahrung be
stim'mt werden kann. Man wird nicht sagen können, daß die Ansicht 
L ,a p I ace s grewinnt, w,enn man sich diese Voraussetzung klar macht. 

Von besondemr Wichtigkeit ist die Ford.erung, daß die Gesetze des 
Geschehens auf Grund 'einer endlichen Erfahrung erkennbar sein sollen. 
Durch dieoo Forderung wird die Kla.'lse der Funktionen, die für die 
Beschreibung der Natul'vol'gänge in Bptracht kommen, in bemerkens
werter W p.ise beschränkt, und es lohnt die Mülll'. die Tragweite dieser 
Forderung dwas näher zu untersuche<n. 

U nser,e Erfahrungen über dip uns umgebpnde Weit sind in Aus
sagesätzen niedoergelegt, die man in zwei Gruppen einteilen kann: In 
solche, welche eine Aussage über ein Sein, und in solche, welche eine 
Allssage übel' ein Gescl1l'hen enthalten. VOll den ersteren ist unmittelbar 
ersichtlich, daß sie Aussag.en über das ~l1samnH'llhestehell yon Merk
malen sind. Ein Gegendstand A ist duroh die Merkmale a, b, '" k 
defini.ert, und wir nehmen an ihm die weitere Eigonschaft I'rt wahr. 
Ein solcher Tatbestand gibt Gelegenheit zu der A~ssage "A ist m". 

Der logische Charakter solcher Sätze ist leicht einzusehen. Das Prä
dikat als der inhaltsärmel\e, und darum umfangreiohcre Begriff, defi
niert ,eine Menge von Gegenständen, die als Teil jene Menge enthält, 
der·en ELemente durch den Begriff des Subjektes festgelegt sind. Dcr 
Satz "A ist m," enthält also eine Aussage über jedos Elrment d~r zu 
A gehörigen Menge. 

Für unsere Erkenntnis ha,ben solche Sätze vorschicdenen Wert, je 
nachdem die M.enge der A ein odP1' mehrel'C Elplllentü enthält. In letz-
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ter'em Fa.lle enthält der Satz die Behauptung, daß bei Vorhandensein 
der Merkmal,e a, b, (), ... l auch stets das Merkmal m gefUjIlden wird. 
Dies bedeutet, daß das Zusammen bestehen der Merkmale nioht ganz 
l'eg.ellos ist. Ein soloher Satz enthält also eine Aussage über eine Re~l
mäßigk'eit im Zusammen bestehen der Merkmale und heißt d'emnach eine 
Regel der Koexistenz. 

Die zweite Gruppe von Aussagesätzen betrifft die Regeln der Suk
zession. Es sei eine konstante Gruppe von Merkmalen a, b, ... l ge
geben, und duroh diese der Gegenstand A definiert. Es seien diese 
M·erkmale zu den Zeiten t', t", ... mit den Merkmalen mJ, n(, ... z'; 
m", n", ... z"; ... verbunden. Diese Gruppen von Merkmalen h~ißen 
die Zustände des Gegenstandes A zu den Zeiten t', t", ... , und ein 
soloher Tatbestand gibt Geleg,enheit zur Einführung des Begriffes eines 
Geg·enstandes, der Veränderungen erleidet. Das W·esen einer Verände
rung besteht darin, daß dem Gegenstande A zu versohiedenen Zeiten 
v·el'SOhiedene Zustände zukommen, oder, wie man es auch ausdrücken 
kann, daß ein konstanter Komplex von Merkmalen mit einem variablen 
Komplex€: verbunden ist. 

Einem Gegenstande mögen zu den Zeiten tu t2 , ••• tn die Zustände 
Zu Z2' '" Zn zukommen. Eine solche Folge von Zuständen heißt ein 
Proreß, der mit dem Zustande Zl beginnt und mit dem Zustande 
Zn endet. Ein Prozeß ist also eine Menge von Zuständen, deren 
Anordnung duroh ihre Beziehung zu den ihnen entEprechenden Zeiten 
festgelegt ist. Die Menge der Zustände eines Prozesses ist demnach 
duroh die Abbildung auf die Menge d.er Zeitpunkte wohlgeordnet. 

Von besonderem Interesse sind jene Prozesse, welohe mit einern kon
stanten oder doch nur sehr langsam veränderlichen Zustande Z begin
nen, d·er duroh das Hinzutreten einer Gruppe von Merkmalen Z' in Zl 
v'erwandelt wird, wor.auf eine Reihe von verhältnismäßig 5tark unter
schiedenen Zuständen Zu Z2' ... zu dem Zustande Zn führt, der wiederum 
keine oder doch nur sehr langsame Veränderungen erfährt. Die Gesamt
heit der Merkmale Z und Z', aus welchem si.ch Zl zusammensetzt, heißt 
die Gruppe von Bedingungen für dlljs Zustandekommen des Prozesses. 
Z wird ab die systematische Vorbedingung bezeichnet, während Z' eine 
Mitbedingung oder Komplementärbedingung heißt. 

DieS'e U nterooheidung ist für manohe praktische Zwook,e vorteil
haft, da es vorkommen kann, daß Z sehr häufig, Z' aber nur selten 
vorkom'mt oder auch durch menschliche Willenshandlungen hervorge
rufen werden kann. Vom logischen Standpunkte aus ist diese U nter
scheidung bedeutungslos, da das Zustandekommen des Proze6Ses von 
dem Vorhandensein des Anfangszustande:s Zl abhängt, in welchem alle 
Merkmal'e notwendig sind. Der Umstand, daß eine Gruppe von Merk
malen als letzte zu einem bereits bestehenden Komplexe hinzukommt, 
rechtf'ertigt es nioht, ihr eine besondere Stellung einzuräumen, wie es· 
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geschieht, werm man sie als U rsaohe bezeichnet. Man darf die psy
ohologische Kraft der Umstände, welche zur Aufstellung dieses Be
griffes geführt haben, nicht unterschätzen UIIld sich nicht über den 
Widerstand, den der von Ernst Mach, Bertrand Russelu. a. ver
tretene Vorschlag, den Ursaohbegriff ganz aufzugeben, wundern.' In 
neuester Zeit versuohten H. Weber und J. Wellstein sowie F. Enri
q u e s den U rsachbegriff scharf zu fassen, allein es ist ihnen nicht ge
lungen, seine weSientlichen und unvermeidlichen Schwierigkeiten zu be
seitigen. 

Prüzess-e können wieder aLs Elemente von Mengen betrachtet und 
zu Gegenständen einer abstrahierenden Begriffsbildung' gemacht wer
den. Das Erg-ebnis einer soLchen sind die Regeln der Sukzessiün, welche 
Aussagen über Mengen enthalten, deren Elemente Prozesse sind. Ent
hält eine solche Menge nur ein Element, so handelt es sich um ein 
einmaliges Ereignis, und der betreffende Satz enthält eine Aussage 
übel' ein einmaliges, individuelles Geschehen, wobei es gleichgültig ist, 
ob es sich um die Beschreibung eines historischen Vorganges oder um 
die Bewegung eines Sternes handelt. Aussagen über eine Menge von 
Prozessen, die mehr als ein Element enthalten, geben Regeln für die 
Aufeinanderfolge von ZUlStänden, und ihr Vorhandensein beweist, daß 
die Zustände nicht regellos aufeinanderfolgen. Es ist klar, daß die 
Regeh, der Sukzession das Geschehen nicht in seiner individuellen Be
stimmtheit beschreiben können, sondern nur die allgemeinen Züge der 
Ereignisse festleg,en. 

Befinden sich unter den Merkmalen, welche die Zustände beschrei
ben, solche, welche Größ,encharakter haben und stetiger Veränderungen 
fähig sind, so ist die Beschreibung des Prozesses nur durch Darstellung 
der funktioneUen Abhängigkeit zu leisten. In der Tat bietet die Funk
tion die einzige Möglichkeit, Aussagen über aJle Elemente von stetigen 
Mengen zu machen. In aUen derartigen Regeln der Sukzession tritt die 
Zeit al,s unabhängig-e Veränderliche auf. Während die R,egeln der Ko
existenz Aussagen über das Zusmm,enbestehen von Merkmalen machen, 
geben die Regeln der Sukzession nicht nur die Definitionen von Men
gen von Zuständen, sondern setzen auch dmen Anordnung f.est. 

Man V1er'einigt die Regeln d,er Koexistenz und die der Sukzession 
unber dem Begriffe des N aturg,esetz'oo. Die Allgemeinheit eines sol
chen besteht darin, daß die betr-effende Aussage sich auf eämtliche 
ELemente von Mengen beziehen, die mehr als ein Element haben. Das 
Wes'en der Regeln der Sukzession besteht darin, daß die Zustände, 
deren Menge den Prozeß ausmacht, in eindeutige Beziehung zu den 
ihnen entsprechenden Zeitpunkten gebracht werden. Man bildet die 
Menge der Zustände auf die Menge der Zeitpunkte ab. Bei den Re
geln der Koexistenz ist das Bestehen eindeutiger, weichselseitigel' Be
ziehungen zwischen den Elementen von Mengen, deren keine eine Menge 
von Zeitpunkten ist, chamkt-eristisch. 
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Ein Naturges,etz ist demnach eine Regel, nach welcher \1engen auf
einander abgebildet wel'den. 

Es möge bemerkt weroen, daß d,er Begriff der Abbildung der all
gemeinere, d-er der funktionellen Abhängigkeit aber der besondere ist, 
da d'er letztere Begriff in seiner jetzt gebräuchlichen Form sich nur 
auf di~ Abbildung solcher Mengen bezieht, deren Elemente Größen
charaktJer haben. Die in mathematischer Form geleistete Beschreibung 
von Prozessen oder Zusammenhängen ist ohne Zweifel der vollendetste 
Ausdruck, den wir unserer Kenntnis der Naturerscheinungen geben 
können, allein das berechtigt nicht, Sätzen, die nicht in dieser ~'orm 
auftreten, den Oharakter von Naturgesetzen abzusprechen. 

Fälle eines Gesetzes sind Elemente derselben Menge und unter
scheiden sich voneinander in Hinsicht auf das Gesetz in nichts. Die 
Gesetze sind also von Zeit und Raum unabhängig, und daher gegenüber 
jeder Transformation der absoluten Zeit- und Raumbestimmungen in
variant. Dies ist aber nur dann möglich, wenn in dem Satze, der das 
Gesetz ausspricht, absolute Zeit- und Raumbestimmung{)n überhaupt 
nicht vorkommen. 

Dies ist der logische Gehalt der Voraussetzung, die man manchmal 
etwas poetisch als die ,,,Allgegenwart der Naturkräfte" bezeichnet und 
für die Bertrand Russell den Ausdruck Gleichförmigkeit der Na
tur oder des N aturgeschehens gebraucht. Der wesentliche Gehalt dieser 
Vorstellung besteht darin, daß Zeit und Raum für dic N aturge3etze 
bedeutungslos sind, so daß ein durch seinen Anfangszustand bestimmter 
Prozeß an allen Orten und zu alLen Zeiten in gleicher Weise verläuft. 

Dies'e VorauSlS'etzung ist nicht rein logischer Natur, wie daraus her
vorgeht, daß man sie abändern kann. Tatsächlich haben einige Philo
sophen den G.edank,en einer Evolution der Naturgesetze gefaßt, was 
darauf hinausläuft, absolute Zeitbestimmungen einzuführen. Zweifel
haft ist, ob ein solcher Gedanke sich als fruchtbar erweisen wird, sicher 
ist dagegen, daß ein solcher Gedanke auf den stärksten Widerstand 
treffen muß. Für Raumbestimmungen wurden ähnliche Ansichten noch 
nicht geäußert. 

Die Zusammenfassung von Merkmalen zu einer Gruppe, durch die 
ein Gegenstand oder Zustand definiert wird, ist meist durch die Er
fahrung na.hegelegt, kann aber ganz willkürlich aus'geführt werden. Das 
gl'eiche gilt hinsichtlich der Definition eines Prozesses, dessen Anfangs
und iEndzustand man auch beliebig wählen kanu. Der Satz, welcher aus
spricht, mit welchem N~en eine gewisse Gruppe von Merkmalen be
zeichnet werden soll, heißt die Definition diff!eS Wortes. Durch die 
Definition ist durchaus nicht sichergestellt, daß es in der Erfahrung 
über diE: uns umgebende Welt Dinge gibt, die dem Begriffe entsprechen. 

Die Worte sind Zeichen für die betreffenden Gruppen von Merk
malen. Neben einem gewissen Vorrate an Worten enthält jede Sprache 
eine Reihe vop Rogeln, nach wolclwll die Worte 7.11 Sätzen vcrbUllrlen 
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werden. Sätze, die nicht reine Worterklärungen, also Definitionen, si nd, 
sind Zeichen für zwischen den Gegenständen bestehende Beziehungen. 
Solche Beziehungen müssen vom Standpunkte der Mengentheorie aus 
ebenfaUs alf> Gegenstände oozeichnet werden, und die für sie gewählten 
Zeichen könnten ebenso willkürlich gebildet werden wie die Worte. 

Dieses Verfahren, dem manche der primitiven Sprachen recht nahe 
kommen. wird von keiner der bestehenden Kultursprachen angewendet, 
sondern die Bildung der Sätze - d. h. der Zeichen für zwischen den 
Gegenständen bestehende Beziehungen - geschieht systematisch nach 
den Regeln der Grammatik. Die Grammatik ist demnach eine Gruppe 
von VOl'lSChriften, uach welchen aus den Worten systematisch die Zei
ehen für Geg,enstände höherer Ordnung erzeugt werdeu. Sie enthält 
die Regeln für die Verknüpfung der Worte, welche mit irgendwelch~n 
anderen Regeln der Verknüpfung auf gleicher Stufe stehen, und dem
nach etwa mit den Regeln, nach welchen mit algebraischen Zeichen 
manipuliert. w;ird, oder mit jenen, nach welchen die Steine des Schach
spieles bewegt werden, zu vergleichen sind. Man ersieht sofort, daß 
ein Satz richtig gebildet sein kann, ohne daß ihm irgendein Gegenstand 
def Erfahrung entspricht. 

Di.e Daten der Sinnesempfindung wollen wir als die unmittelbare 
Erfahrung bezeichnen, während di,e Gesamtheit der Aussagen über un
sere Sinnesempfindungen samt allen aus diesen durch rein logische Pro
zeS6e abgeleibeten Folgerungen als Erfahrung schlechthin bezeichnet 
werden soll. 

Gibt es in der Erfahrung irgendwelche Gegenstände, welchen die 
ausgesagten Eigenschaften zukommen, so sind die betreffenden ?;eichen 
~ d. h. die gedruckten oder gesprochenen WQrte und Sätze - im 
mengentheoretischen Sinne die Bilder dieser Gegenstände. Wir trachten 
danach, eine Menge von Zt'ichen herzustellen, deren jedes im mengen
theoretischen Sinne das Bild eines in der Erfahrung vorkom'menden 
Gegenstandes ist. Da wir die Menge der Z·eichen ooliebig vermehren 
können, so können wir auch eine unbegrenzte Zahl von Gegenständen 
abbilden und 00 unser BiJd von der Erfahrung stets vollkommener 
machen. Eine Gruppe von solchen Zeichen, die einen bestimmten Teil 
der Erfahrung abbilden, heißt eine Wissenschaft. In diesem Sinne 
wollen wir den bekannten Her tzsehen Satz verstehen, es sei Ziel der 
Wj~senschaft, ein Bild von der Erfahrung zu gebt'n.42) 

42) H. Her tz hat diesen Satz aufgestellt und die daraus für die Behand
Jung der Mechanik sich ergebenden Schlüsse mit großer Konsequenz gezogen. Der 
Satz selhRt ist jedoch von der Art, daß es verwunderlich wäre, wenn ähnliche 
Gedanken nicht schon früher ausgesprochen worden wären. Dies geschieht z. B 
in r]pm folgenden Satze von La v 0 i sie r: "Toute science est formee de trois 
chose;' : les faits, qui la constituent; les idees, qui les rappellent; les mots, qui 
les expriment; le mol doit faire naitre l'idee, l'idee doit peindre le fait: ce 
sont trois images d'un meme cachet." Der Unterschied besteht darin. daß hei 

TT r baD Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 4 
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Dieser Satz hat nur dann einen Sinn, wenn dab W.ort Bild in ~einer 
mengentheoretischen Bedeutung genommen wird, die nur das Vorhanden
sein einer eindeutigen Beziehung zwischen den Gegenständen der Er
fahrung und den für sie gebrauchten Zeichen voraussetzt. In seiner 
gewöhnlichen Bedeutung varlangt der Begriff eines Bildes ,las Be
stehen einer Übereinstimmung zwischen dem Bilde und dem abgebil
deten Gegenf:>tandc, die zwischen den Sätzen einer W issenscha ft und 
den Gegenständen, auf welche sie sieh beziehen, offenbar nicht beHteht. 

Um dies einzusehen, braucht man sich nicht einmal auf die bekannte 
Sohwierigkeit zu berufen, wie es denn möglich sei, daß unsere Vor
stellungen die Eig,enscha,ften der unabhängig yün uns existierenden Güg211l
stände abbilden sollen. Zwischen d'en Vorstellungen, die man beim Lesen 
der Beschreibung eines physikalischen Prozesses und bei der tatsäch
lichen Beobachtung desselben hat, mag eine Ähnlichkeit bestehen, deren 
Erf.orschung eine psychologische Aufgabe ist, allein zwischen der eb\Ou 
gedruckt vorliegenden Beschreibung und dem Prüzesse selbst hesteht küine 
wie immer geartete Ähnlichkeit. Man kann also den Ausdruck "Ab
bildung" nicht im gewöhnlichen Sinne dieses Wortes gebrauch,cI!. 

Ein Satz steht zu einer Gruppe von anderen SätJlen im Verhältnisse 
der logischen Abhängigkeit, wenn er aus ihnen durch rein logische 
Operationen abgeleitet werden kann. E.s kommt yor, daß eine Anzahl 
von Sätzen zu einer gegehenen Gruppe von Sä'tzell in dem Verhältnisse 
der lügischen Abhängigkeit steher!. Man spricht dann von einem Systeme 
von Sätzen. Es ist hinreichend, im Basitze der Fundamentalsätze zu 
sein, da man aus ihnen die übrig,en Sätze abIeiten kann. Man bezeichnet 
die Fundamel1talsätze als Axiome, Postulate oder Hypothesen der be
treffenden W issensohaft. 

Sätze, ohne welche man einen gegebenen Satz nicht ableitL'n kann, 
sind für seine Ableitung notwendig, während eine Gruppe vün SätJlen, 
aus denen ein Satz sich als logische Folgerung ergibt, für sc,ine Ab
leitung hinreichend ist. Man spricht von einer Gruppe von voneinander 
unabhängigen Sätzen, falls keiner dN·selben zu irgeildeinem andern oder 
zu irgendeiner Gruppe dieser Sätze im Verhältnisse der logischen .\ h
hängigkeit steht. Eine Gruppe von Sätzen, die zur Abloitung' l.'illes 
gegebenen Satzes notwendig und hinreichend sind, müssen voneinander 
unabhängig sein, denn wenn ein untm· den Voramlsetzungen angeführter 
Satz sich aus den anderen ableiten ließe, so kann 'Cl' ds FolgesatJl 
gewonnen werden, worauf der Beweis wie vürher geführt wird. EiJw 
Gruppe vün Sätzen, die zur AbLeitung eines Satzes notwendig und hin
reichend sind, steUen da.s Minimum der Annahmen dar, die man macllt'll 
muß, um zu diesem Satze zu gelangen. 

Bezeichnet man eine Gruppe von Axiomen mit .M, eillc Reihe '"Oll 
Sätzen mit N, N', N", ... und das Bestehen einer logischon Abhängig-

Her t z dieser Gedanke nicht nur Gelegenhei t für einen anziehenden Salz gibt, 
sondern auch ein Element des wissenschaftlichen Denkens ist. 
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keit mit), so bilden diese Sätze ein System, falls die Beziehungen 
M) N, M) N', M) N", . " bestehen. Das entwickelte System der Sätze 
N, N', N", ". gibt die Konsequenzen, die in den Fundamentalsätzen M ent
halten sind, und gibt eine Art Definition des vollständigen Inhaltes 
von M. 

111 einer Gruppe von c\"xiomen, die voneinander unabhängig sind, 
kann jeder Satz durch sein kontradiktorioohes Gegenteil ersetzt werden, 
ohne daß di.e aus dies.er neuen Gruppe durch rein logische Operationen ab
geleiteten Sätze miteinander im Widerspruche stehen, trotzdem die voll
ständig von den aus den ursprünglichen Axiomen abgeleiteten Sätzem 
verschieden sind. Die logioohc Wahrheit eines Systemes erklären wir 
als die Abwesenheit eines Widerspruches zwischen seinen Sätzen. Sie 
besteht also darin, daß kein zu dem Systeme gehöriger Satz oder irgend
eine Gruppe von solchen Sätzen, oder irgoodeine daraus durch rein 
logisoho Operationen abg,eleitete Folgerung mit irgendeinem anderen 
Satze d,eR Systemes im Widerspruch steht. 

Der Charakter der logischen Wahrheit konunt einelll Satze nur in 
Hinsicht auf ein g,egebenes System von Sätzoo zu. Da die Axiome be
liebig gewählt werden können, so hat es keinen Sinn, von der logischen 
Wahrheit eines Satzes schlechthin zu sprechen. Ist ein Satz in bezug 
auf eine gegebene Gruppe von Axiomen logisch wahr, so gehört er zu 
dem Syst,eme der zu diesen Axiornen g,ehörigen Folgesätze, und ist 
demnach in bezug auf diese notwendig. Diese Notwendigkeit ist aber 
nur hypothetisch. Das, was apodiktisch ausgesagt wird, ist nur das 
Best,ehen der Folgesätze N, N', Nil, ... woon 1~1 g,egeben ist. In bezug 
auf jede ander.c verschiedene Gruppe von :F'undamentalsätzen ist der 
Satz aber logisch falooh. 

Die Axiome selbst sind unabhängig voneinander, weshalb sie' im 
logischen Sinne weder wahr noch falsch sind. Da ?wischen ihnen keiner
lei logioohe Verknüpfung besteht, so sind sie in bezug aufeinander zu-
fällig. . 

Eine systematische Wissenschaft ist eine Menge \"on Zeichen, die 
au;.; einer gegebenen Gruppe nach den Sätzen der Logik als Regeln der 
Verknüpfung gewol1l11'n werden. Da die Axiome, aus denen Folgerungen 
gezogen werden sollen, ganz belil,big gewählt werden können, solange 
sie nicht miteinander im Widerspruche stehen, so ist klar, daß ('s durch
aus nicht notwendig ist, daß diese Zeichen als Bilder irgend ,yelchen 
in der Erfahrung vorkommenden Gegenständen entsprechen. In diesen 
abstrakten Systemen ist demnach die erfahrungsmäßige Existenz irgend
welcher Dinge nicht Gegenstand des Beweises. Ebens'Owenig ist aber 
dieerfahrungsmäßige Existenz irgcndwelcher Gegenstände Voraus
setzung des Beweises. 

Das Interesse an solchen abstrakten Gedankoosystemen wäre ge
ring und sie böten kaum mehr als Gelegenheit zur übung des Scharf
&innes, falls es unter ihnen nicht auch solche gäbe, deren Sätze im 

4~ 
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mengentheoretischen Sinne die Bilder von Dingen in der uns umgeben
den W·elt wären. Wir wollen einen Satz empirisch wahr nennen, falls 
die in ihm ausgesagte Beziehung tatsächlich in der Erfahrung statt
findet. Demgemäß- werden wir ein System empirisch wahr zu be
zeichnen haben, falls sämtlichen Sät~en des Systems der Charakter der 
empirischen Wahrheit zukommt. 

Eine N,aturerscheinung wird erklärt, indem man zeigt, wie der Satz, 
der sie beschreibt, als logische Folgerung aus einer gegebenen Gruppe 
von Sätzen gewonnen werden kann. Eine Erklärung bezieht sich also 
stets auf eine gewisse Gruppe von Sätzen und hängt von diesen ab, 
weshalb sie von nur hypothetischer Gültigkeit ist. Je nach den ge
wählten VorauSISetzungen fällt die Erklärung verschieden aus, und man 
spricht wohl von Erklärungen auf Grund verschiedener Hypoth6St)ll. 
Eine besondere Stellung nehmen jene Erklärungen ein, bei denen alle 
Voraussetzungen den Charakter empirisc.her Wahrheit haben. Ein be
rühmtes Beispiel dieser Art ist die Gau ß sc,he Theorie des Magnetismus. 

Das Band, das die Sätze eines Sysbem;es verbindet, ist rein logisch, 
denn zwischen den Sätz,en, die en'Ipirisch wahr sind, ist höchstens der 
Unterschied, daß die einen früher, die anderen später zu unserer Kennt
nis kommen, oder daß bei den einen die Gelegenheit zu Beobachtung 
sich häufig, bei den anderen seltener ergibt. Der Umstand, daß ein 
Satz als Folgerung aus anderen Sätz8ill gewonnen werden kann, cha
rakterisiert ihn als diesen Sätzen logisch untergeordnet, allein man über
schreitet die Erfahrung und kommt auf die Metaphysik Spinozas, 
wenu man die Ordnung der Dinge d,er unserer Begriffe entsprec.hen 
lassen will. über die Beziehungen zwischen d,en Dingen, wie sie un
abhängig von unserer Wahrnehmung existieren, macht nur die Meta
physik AUßSagen, allein zwisc.hen den Sätzen, die die Erfahrung be
schreiben, kann nur das Verhältnis d,er logischen Abhängigkeit bestehen. 
Sind die Sätze, auf die eine Erklärung gestützt wird, Aussagen über 
empirische Befunde, so haben sie vor dem zu erklärenden Satze höch
stens den Vorzug größerer Bekanntheit, sind aber tatsächlich ebenso 
Aussagen über ursprünglic.he Tatsachen wie der zu erklär,ende Satz. 

Die geschichtliche Entwicklung der abstrakten Systeme beginnt mit 
Sätzen von nur geringer Allgemeinheit, deren empiriSCiher Ursprung 
mehr oder weniger kla.r ersichtlich ist. Dies gilt nicht nur von den 
Naturwissenschaften, sondern, wie die Geschichte der ägyptischen 
Mathematik nahezulegen scheint, sogar für die Algebra. Die Gültigkeit 
dieElel' Sätze wird erweitert, und heute bestehen unsare Kenntnisse über 
das Naturgeschehen aus einer Reihe von Systemen, die allerdings unter
einander mehr oder weniger zusammenhanglos sind. An ihrer Vereini
gung wird aber fortgesetzt gearbeitet, und es ließen sich bereits einige 
bemerkenswerte Erfolge erzielen. 

Das Ideal der Wissenschaft wäre erreicht, falls aus einer beschränk
ten Zahl \'on Fundamentalsätzen ein Bild der gesamten Erfahrung 
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abgeleitet werden könnte. Angesichts der Schwierigkeiten bei der Auf
stellung eines Systems der Mechanik wird man die Lösung dieser Auf
gabe als für absehbare Zeit hoffnungslos ansehen müssen. Als sicher 
wird man es betrachten müssen, daß ein solches System mehr als einen 
Satz wird enthalten müssen, wie es eine der Forderungen des Rationalis
mus ist. 

In Anbetracht dieser Unmöglichkeit erstreben wir das Beste, was 
sich unter den gegebenen Verhältnissen erreichen läßt: Wir konstruieren 
Systeme von nur beschränkter Ausdehnung, in denen von vorherein 
für spätere Ausdehnungen PI.a.tz gelassen ist, und wir trachten, sie 
so einzurichten, daß die vorhandenen Sätze bei Gewinnung neuer Ein
sichten möglichst wenig verändert werden müssen. Man gibt so den An
spruch auf eine nicht erreichbare Vollkommenheit auf und überläßt es 
späteren Untersuchungen, zu entscheiden, ob zwischen den Voraussetzun
gen der verschiedenen Systeme irgendwelche Abhängigkeitsbeziehungen 
bestehen. 

Der Vorteil einer solchen Auf teilung des Gebietes der Erfahrung 
besteht darin, daß man sich leichter von der Richtigkeit von Sätzen 
geri~gerer Allgemeinheit überzeugen kann, und daß ein allfälliger Irr
tum nur verhältnismäßig geringe Änderungen notwendig macht. Man 
kann sagen, daß wir provisorisohe Systeme von möglichst großer Stabi
lität erzeug-en. Dieser Forderung entsproohen jene Systeme, welche mit 
der vorhandenen Erfahrung mögliohst genau übereinstimmen. Falls wir 
einer Größe den Wert beilegen, der sich auf Grund der vorhandenen 
Beobachtungen als der vorteilhafteste erweist, so erhalten wir eine:n 
Satz, dessen Änderung wenig-er wahrsoheinlich ist als die irgendeines 
anderen analogen Satzes, und zugleioh wissen wir, daß die Änderungen 
voraussiohtlich innerhalb bestimmter Grenzen bleiben werden. 

Die Geschichte der Mathematik zeigt, daß die Auf teilung eines 
Wissensgebietes an Systeme geringerer Allgemeinheit nicht das Auf
geben des Anspruches auf eine später zu erreichende Vollkommenheit 
bedingt. Das Verlangen naoh einer strengen Ableitung der Sätze aus 
Prinzipien maoht sich erst bei Vorhandensein eines ausgedehnten und 
nach vielen Richtungen durchgearbeiteten Materiales geltend. Ein so~
ches lag ohne Zweifel Eu k lid vor, aIß er die geometrischen Kennt:nisse 
seiner Zeit zu seinem Systeme der Geometrie vereinigte. 

Ähnliche Verhältnisse trifft man spä.ter in der Geschichte der In
finitesimall'eohnung, in der nach einer Periode der überraschendsten 
Entdeokungen die kritische Sichtung der gewonnenen Ergebnisse be
gann, wobei man auf genaue Formulierung der Sätze und Angabe der 
Bedingungen, unter ·denen allein sie gelten, das Hauptgewioht legte. 
Die klassischen Arbeiten der kritischen Mathematik setzen sich aber 
nicht die Aufgabe, die Grundlagen des gesamten Gebäudes der Mathr
matik zu erforschen, sondern sie beschränken sich darauf, die Voraus
setzungen und Begriffe, auf weIohe spezielle Theorien aufgebaut sind. 
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klarzustellen und aus ihnen strenge Schlüsse zu ziehcl!. Dies geschieht 
z. B., wenn man die Theorie einer reellen Veränderlichen auf die Lehre 
von den Kardinalzahlen, oder die Funktionentheorie auf die Lehre von 
den Reihen zurückführt. 

:Man denkt sich hier Jas Gebiet der Mathematik in verschiedene Ge
biete zerlegt, von denen jedes einzelne in einem besondercn Systeme 
::>eine Darst€llung findet. Die Entsoheidung, ob vielleicht eine Gruppe 
von Axiomen zur Ableitung aU diesel' Systeme hinreicht, wird einer 
späteren Untersuchung yorbehaltpn. Dies ist bekanntlich das Problem 
der Logistik, die das Problem der kritischen Mathematik verallge
meinert und den Prozeß der Arithmetisierung der Mathematik, d. h. 
das Streben, alle Sätze auf dem Zahl begriff oder dem ihm übergeord
neten Mengenbegriff aufzubauen, beendet. Die U ntersuc.hungen von 
Bel' t l' a n d Ru s seIl u. a. haben gezeigt, daß die Voraussetzungen 
der Logik auch zur Ableitung der Algebra hinreichen, und daß sich 
demnach alle in der reinen Mathematik vorkommenden Begriffe direkt 
ode]' indirekt duroh rille sehr beschränkte Anzahl yon Begriffen defi
nieren la.ssen. 

Ein ähnlicher Pmzeß der Vereinheitlichung der Systeme findet a.uch 
auf dell anderen Gebieten der Wissenschaft statt. In manchen Fällen 
ist der Erfolg gering, in keinem Falk auch nur annähernd so glänzend 
wie in der Mathematik. In diesen Bemühungen drückt sich der Drang 
nach einheitlicher Naturauffassung aus, der sich, wie die Geschiohte 
lehrt, stets in der AufsteUnng von Systemen äußert, die einen Teil 
des Geschehens od0r gar daH Geschehen in seiner Gesamtheit erklären 
sollen. 

Soll nun ein solches einheitliches Bild möglich sein, so muß offßll
bar auch das Geschehen einheitlich sein. Wie oben auseinandergesetzt 
wurde, bedeutet diese Voraussetzung, daß in den Funktionen, welohe 
zur Besehl,eibung der Prozesse und Gegenständ,e verwendet werden, keino 
absoluten Zeit- und Raumbrstimmungen vorkommen dürfen. Die zweite 
Voraussetzung besteht aber darin, daß diese Funktionen auf Grund 
ciner cndliohen Erfahrung bl'stimmbar sein müssen. Die Menge der 
Regdmäßigkeiten, die als N aturgooetze in Betracht kommen, ist offon
bar von der Mäehtigk,eit der Menge der Funktionen. Tatsächlich wer
den aber für die Zwecke der Naturbeschreibung nur ganz bestimmte 
Klassen VOll Funktionen verwendet, wodurch der Begriff eines N atul'
gesetzes eine bemorkenswertc Einschränkung erfährt. 

Wir wollen folgende Betrachtung anstellen. Es seien Xl' X2 , ••• X" 
Eigensohaften eines Gegonstandes und durch die Beziehung 

F(XII X 2 , ••• X,,) = 0 

bestimmt. Eine solche Formel gibt eine Regel für die Art des Zu
&ammenbestehens d.er Merkmale, 'also eine Regel der Koexistenz. Kommt 
unter den Veränderlic.hen auch die Zeit t vor, so sind durch die Formel 
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G(t; Xli X 2 , ••• X n) = 0 

die Zustände als Funktion der Zeit gegeben. Eine solohe Formel ent
hält die Besehreibung eines PrDzesses. Die Funktionen Fund G haben 
den \Vert von N aturge.setzen. 

Bei Anwendung auf Naturvorgänge faßt man den Funktionsbegriff 
nicht in seiner allgemeinsten Bedeutung, in welcher Cl' nur das Vor
handellS,ein einer wie immer gearteten Beziehung aussagt. Man be
sohränkt sich von vOl'llhel'ein auf die analytischen Funktionen, indem 
man alle and,eren Arten von Funktionen überhaupt nioht in Bötracht 
zieht. Im w{)itercn V t'rlaufe der Überlegungen bcschränkt man sich 
weitoer auf möglichst cinfache Funktionen, weil für unsere Zwecke -
also namentlich für die Rechnung - - nur 801ehe Ausdrücke wirklich 
brauohbar sind, deren Handhabung hinreichend t'infach ist. 

Gegen die letztere V C'reinfflohung läßt sich nicht viel sagen. Man 
erti-etzt eine a,h, bl'kannt vorausgesetzte Funktion dun>,h einen einfacher 
gebautoen Ausdruok, nachdem man sit'h überzt'ugt hat, daß der gemachte 
Fehl,er eine gewisse Grenze nioht übersteigen kann. Außerdem trifft 
malt eine solche Verl'infaehung meist absichtlich, und gibt sich von 
ihror Tragweite Rechenschaft. Selbstverständlich läßt sich auch dieses 
Vorgehen auf die Spitze treiben, und führt dann zu etwas naiven An
soha,uungen. Dies ist der Fall, wenn man jeden Ausdruck, der k Kon
sta.nte enthält, und der n Beobachtung-l'n darstellen kann, als Natur
gesetz betrachtet, falls n > k. 

Anders liegen die Verhältnisse hinsichtlieh dor Besehränkung auf 
a,nalytisßhe Funktionen. In den seltC'nsten Fällen wird man &ich dar
über kla,r, daß unserer Naturorkellntnis dumh die BL'8t;hränktheit der 
Mittel, wdßhe wir für die N a,turbeschreibung anwenden, ganz bestimmte 
Gren~en gezogen sind. Gl'gen die A llna hme einer ganz allgemeinen 
Abhängi,gkeitsb{)zichung zwisc,hen dl'n RigenschaftE'n C'ines Gegenstan
des oder zwischen dl'n Zuständen, deren Abfolge einell Prozcß aus
macht,wird man kaulll ('illen gewiehtigen Einwand vorbring-en können. 
Falls man sich aber von rornherein bei der Beschreibung der N ahu"" 
vorgängl' auf bestimmte Klassen von Funktiolllm besohränkt, so haben 
rlic Eigenso.haften, die diesen Funktionen allgemein zukommen, hin
sichthch llor N aturbcsehreibung den Wert von allgemeinen Gesetz{'n des 
Gcsehchens. 

U n8Cr() Vorstellungen über den Zusammenhang der N atlll'ereignisse 
hezeichnet man als das Kausalgesl'tz. Der logischE' Inhalt dieser Vor
stellung' ist gegeben dumh die Gesamtheit der Eigenschaften, welcho 
den Funktionen, die für die Besohreibung dpr N a.tmTol'gänge gebraucht 
werden, allgemein z~komm('!l. Diese Eigenschaften müssen "ich in jeder 
N atlll'erkenntnis wiederfinden, weil wegen der Art der bE'i ihl'er Ge
winnung verwendeten Erkenntnismittel ihr Vorhanden8ein notwendig- ist. 

Es wäre schI' schwierig, diese allgemeinen Eigenschaften der Funk-
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tionen - und damit die des N aturgesohehens - erschöpfend anzugeben. 
Nooh schwieriger aber wäre die Angabe der Gründe, warum wir uns 
bei der Besc.hrei bung der N a,turvorgänge in der Mgegebenen Weise be
schränken. Einige dieser Eigenschaften der Funktionen sind von der Art, 
daß sie wohl als mit unaeren Vorstellungen über das Naturgesc.hehen 
übereinstimmend angesehen werden können, Mdere aber bedeuten Be
schränkungen, die ma,n nicht ohne weiteres hinnehmen kann. Eine solche 
Besohränkung wru.'8 insbesondel'8 dMn unerträglich, falls sie durch eine 
nicht weiter begründete Wahl uns-erer Erkenntnismittel hervorgerufen 
wird. 

Es werden vermutlioh eine Anzahl von verschiedenen Gründen hier
bei mitspielen. Ein wichtiger Grund für die Einschränkung unserer 
Wahl der Funktionen, die für die Besohreibung der Naturvorgänge in 
Betracht kommen, liegt ohne Zweif.el in der Forderung, daß unsere 
Naturerkenntnis auf Grund einer endliohen Erfahrung 'zustande kom
men muß, denn eine and,ffi'€ Erfahrung steht uns überhaupt nicht zu 
Diensten. 

Soll das Gesetz einer Naturerscheinung erkennbar sein, so muß die 
betreffende Funktion aus einer endliohen Zahl von Beobachtungen be
stimmbar sein. Da eine Funktion stetiger Veränderlicher eine Aussage 
über alle Elemente von unendlichen Mengen macht, sagt ein wlcher 
Satz mehl' aus, als die direkte Erfahrung roohtfertigt, ja die Aussage 
entzieht sich überhaupt einer direkten empirischen Bestätigung. Er
möglicht wird diese Aussage nur durch Voraussetzung gewisser Eigen
schaften der Funktion, die daß Gesetz darstellt. 

Es ist leioht zu sehen, daß ein Prozeß vollkommen gesetzmäßig 
verlaufen oder der Zusammenhang der Eigenschaften eines Gegenstandes 
vollständig bestimmt sein kMn, ohne aus irgendeinem Teile des Ver
laufes oder duroh eine endliche Zahl von Beobachtung.en bestimmbar 
zu sein. In diesem F,alle kann der weitere Verlauf der Ereignisse aus 
früheren Beobac:htungen nicht erschlossen werden, mögen diese noeh 
~ ausgedehnt sein. 

Man denke an die Ziffernfolge, die eine bestimmte Irrational
zahl, also z. B. die Zahl e, darstellt. Diese Reihe ist gewiß gesetz
mäßig, denn das Gesetz hegt eben in der Definition dieser Zahl und 
ist uns vollständig bekannt. Daß Gesetz, nach welchem die Ziffern 
aufeinanderfolgen, kann aber nic;ht aus irgendwelchen Beobachtungen 
über diesf' Folge ersohlossen werden, denn es gibt keine Regel, nach 
welcher au,> dem Vorhandensein einer bestimmten Ziffer auf der k-ten 
Dezimalstelle auf di,e auf der (k + rn)-ten Stelle stehende Ziffer geschlos
~en werden kann, wenn kund n beliebige Zahlen sind. Das Gesetz 
äußert sich nur in der Folge als Ganzem, während .kein endlicher Teil 
eine Regelmäßigkeit entdooken läßt. 

Wäre ein Prozeß duroh eine Menge von Zuständen gegeben, deren 
Gesetz in ähnlioher W,eise nicht aus einzelnen Beobachtungen gefunden 



Darstellung des Zusammenhanges von Naturereignissen durch Funktionen 51 

werden kann, so müßte unsere Methode der N aturerforsc:hung ihm 
gegenüber versagen. Wir könnten den Verlauf dieses Prozesses nur be
obaohten, aber niemals' eine Voraus bestimmung des Prozesses erzielen. 
Es läßt sioh nicht leugnen, daß es viele Vorgänge gibt, denen gegenüber 
man sioh leicht versucht fühlen könnte, diese Ansicht zu vertreten. 

Die Bestimmbarkeit duroh eine endliche Anzahl von Beobachtungen 
kommt im allgemeinen nur den analytisohen Funktionen zu. Die all
gemeine Funktion, d~ unstetig und niohtdifferentierbar ibt, wird durch 
eine unendliohe Anza.hl von FunktionBwerten bestimmt. Dies ist aber 
dasselbe, als wenn man' sa~n würde, daß sie auf Grund der Erfahrung 
nioht beBtimInt werden können. 

Bei der Besohreibung irgendwelcher Naturvorgänge greifen wir so
fort unbedenklioh zu den analytischen Funktionen. Soweit es sich um 
die Bewegung ma.terieller Punkte handelt, sprechen Gründe für ein 
solohes Vorgehen, denen ma.n mit Rücksicht auf unsere allgemei,nen 
Vorstellungen über dit898 Ereigni.sse ein großes Gewioht nicht wird ab
sprechen können. Sie hängen mit ainigen Eigenschaften solcher Funk
tionen zusammen, die als Bil~r gewissen Eigensohaften solcher V or
gänge entspreohen, die wir bei der Beschreibung von Bewegungen ma
terieller Punkte für wesentlioh ansehen. 

So wird ma.n unter keinen Umständen bei einer Funktion, die zur 
Besohreibung physischer Vorgänge dienen soll, die Stetigkeit preisgeben 
wollen. Eine Unstetigkeit hinsiohtlich der räumlichen Koordinaten 
würde bedeuten, daß eine Masse an einem Punkte versohwindet, um an 
einer anderen Stelle des Raumes wieder aufzutauohen. Ist ei.ne Geschwin
digkeit als Funktion der Z·eit gegeben, so bedeutet eine Unterbrechung 
der Stetigkeit, daß der Bewegungsozustand des Körpers sioh plötzlich 
und ohne äußere Veranlassung ändert. In solohen Folgesätzen wird man 
wohl einen hinreiohenden Grund für die Ausschließung unstetiger Funk
tionen bei der Beschreibung physikalischer Vorgänge sehen. Auch bei 
organisc:hen Prozessen wird ma.n wohl kaum einen stichhaltigen Grund 
gegen die Annahme vorbringen können, daß sij.mtliohe zwischen zwei 
Zuständen liegende Zwischenstufen durchlaufen werden. 

Bei der Beschreibung materieller Bewegungen wird man wohl mit 
Recht solche Funktionen ablehnen, welche Maxima und Minima in 
jedem Intervalle besitzen, da bei einer Bewegung längs einer 80100en 
Kurvo der materielle Punkt unendlich oft seine Richtung ändern müßte. 

Schwieriger zu rechtfertigen ist bereits di,e Annahme der Differen
zicl'barkeit. Gegen das Fallenlas.sen der Voraussetzung des Bestehens 
der ersten und zweiten Abteilung sprioht der U msta.nd, daß eine solche 
Bewegung ohne angebbare Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung vor 
sioh gehen müßte. Diesem Tatbestande gegenüber könnte man sich 
aber auf den agnostisohen Standpunkt stellen, daß die obj ektiven Werte 
dieser Größen zwar vollkommen bestimmt, unsere Formein aber zu ihrer 
Berechnung untauglich seien. In diesem Falle könnte also die Ge-
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schwindigkeit bzw. die Beschleunigung aus dem bekannten Gesetze der 
Bewegung nicht erschlossen werden. Ähnliche Betrachtungen lassen sich 
hinsiCJhtlich des Nichtbestehens der höheren Ableitungen durchführen. 

Ob die Eigenschaft einer Funktion, eine Entwicklung in eine Reihe 
zu besitzen, eine bostimmte Bedeutung für die Besohreibung physischer 
V üI1gänge hat, läßt sioh nicht ohne weiteI'€6 beantworten. Noch bchwie
riger ist die Beantwortung der Frage nach dem allgemeinen Grunde, 
warum Transformationen, dumh welche eine Funktion den Oharakter 
einer analytischen Funktion verliert, ausgeschlossen werden müssen. 
Diese Transformationen sind sehr versohiedenartig, weshalb auch ihre 
physika lisohen Interpretationen kaum etwas Gemeinsames haben dürf
ten. Vielleioht findet sich kein anderer Grund, als daß nichtanalytische 
Funktionen nioht in unserer Naturbeschreibung vorkommen dürfen. Es 
zeigt sioh aber hierbei, in wie hohem Grade di,ese Beschränkung willkür
lich ist, da z. B. Transformationen bekannt sind, die für rationale \Verte 
eines Parameters den analytischen Charakter gewisser Funktionen un
berührt lassen, ihn aber für irrationale Werte des Parameters aufheben. 

Es ist nun wiohtig, zu bemerken, daß unsere Methode der Natur
erforsohung, wi·e sie sich am vollkümmensten in der mathematischoo 
Physik äußert, notwendig auf analytisohe Funktionen führt, oder doch 
auf solohe, welche die Mehrzahl der Eigenschaften der analytischen 
Funktionen besitzen. In der Tat bilden in der Regel Betr:whtungen 
über die Vorgänge im Unendlichkleinen den Ausgangspunkt der Ab
leitullg-en. Duroh sie küm1mt man zur Aufstellung der Differential
gleichungen, deren Integration erst die endlichen Ausdrücke gibt, die 
sich als Naturgesetze an der Erfahrung bewähren sollen. Aus dieser 
Entstehungsart aber folgt, daß den so gewonnenen Funktionen die 
Eigenschaften der Di:f:ferrnzierbarkeit und Stetigkeit nur ausnahms
weise abgehen können. 

Die Annahme, daß die N aturcr,eignissc duroh die Vorgänge im U n
endliohkleinen bestimmt sind, ist somit der Grund, warum man bei don 
i-,"€bräuohlichen Betrachtungen der Physik nur auf analytische Funk
tionen stoßen kann. Der Gedanke, daß die Naturvorgänge durch die 
Vorgänge im U nendliohkleinen bestimmt sind, hat sein logisehes G.egen
stüok in der Bestimmba,rkeit einer analytischen Funktion clurcI{ cin 
Funktionselement. Vermöge der analytisohen Fortsetzung ist der Ver
lauf dieser Funktionen - und damit auch der durch sie beschriebenen 
Vorgänge - vollkommen bestimmt. 

In den Methoden der mathematischen Naturbetrachtung haben die 
Ansohauungen über den Zusam'menhang des Naturgeschehens den exak
ten Ausdruck gefunden. In der Tatsache, daß diese Methoden sich der 
allgemeinen Anerkennung erfrouen, kann man den Beweis sehen, daß 
sie den Anschauungen über den Naturzusammenhang gut entspr2chen. 
Aus unseren Ausführungen ergibt sioh, daß man zu einer Erkcnntnis 
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des logisohen Gehaltes dieser Vorstellungen über den Zusammenhang 
des N aturgesohehens - d. h. des sogenannten Kausalgesetzes -- kom
men kann, indem man die allgemeinen Eigensohaften jener Funktionen 
aufsuoht. welche für die Beschreibung der Naturvorgänge verwendet 
werden. Gelingt es, die physikalisohe Deutung dieser Eigenschaften 
zu geben, so hat man die allgemeinsten Güsetze des Geschehens. Dies 
wäre der wahre Inhalt des sogenannten Kausalgesetzes. 

Die Aufzählung der allgemeinen Eigensohaften der Funktionen, 
die für die Besohreibung der Naturvorgänge verwendet werden, wird 
ein ziemlioh kompliziertes System von Sätzen erfordern, tID-d man darf 
es alf) sicher annehmen, daß die Gründe für die Beschreibung auf ana
lytisohe Funktionen nicht alle aus einem Satze abgeleitet werden kön
nen. Es ist also ein hoffnungsyolles Unternehmen, einen Satz wie 
"Keine Wirkung ohne Ureaohe" oder "Nihil est si ne causa, cur potius 
sit quam non sit" oder sonst irgendeine der bekannten Formulierungen 
des sogenannten Kausalsatzes voransohicken zu wollen, und daraus die 
allgemeinen Gesetze des Geschehens abzuleiten. Die Erfahrung zeigt 
sowieso, daß alle solohe Versuche mißlingen. Unsere Vorstellungen über 
den Zusam'menhang der Naturereignisse sind ,-iel zu verwickelt, als 
da.ß man sie in so primitiver Weise klär,en könnte. 

Man kann die Frage aufwerfen, in weloher Weis-e sich unsere N a
tUl'erkenntnis gestalten würde, falls man eine oder die andere der Eigen
schaften der analytischen Funktionen fallen ließC'. Es ist dies eine 
logische Aufgabe, bei deren Inangriffnahme mall n.ber yorsichtig yor
fa,hren muß, um keinen Anstoß zu ern'gen. Erinnert lllan sieh an die 
ungebührliche Aufnahme der ersten Untersuchungen übel' die nicht
euklidisohe G.eometrie, so wird man nicht leicht Lust bC'kommen, mit 
solchen Untersuchungen, die eine Abänderung unscrer Vorstellungen 
ühr!' den Kausalzusammenhang beinhalten, hervorzutreten, 

Dabei müßte man sioh ausschließlich an die tatsächlichen Eigen-
8oha.:ften der Funktionen haltcn. Zu dil'sen kann der U mstalld, daß 
wir heute nicht imstande sind, nichtanalytil'l'he 'Fllnktionpl1 roohl1l'riseh 
zu beherr8'chen, nicht gezählt wrrdrll, El' läßt ,;ieh dl'nh'lI, rla,ß ein 
Fortschritt der lllathcmatiselH'1l TCl'hnik es Ullf; l'rlllüglieht,. gewisse 
Klassen der nichtanalytischen Funktioncll vollkom'men sicher zu hand
haben. Damit wären abC'\' nooh nicht die prinzipiellen Schwierigkeiten 
überwunden, dic sich bei der Verwendung solcher Funktionen für die 
Beschreibung von N a.turvorgängen crgf'bcn, 

Es ist gewiß, daß der Verzioht auf gewisse Eigenschaften der ana
lytisohen Funktionen nicht sofort jegliche Naturerkenntnis unmöglich 
macht. So ist, kurz ausgcdrückt, die Intl'grierbarkPit einer Funktion 
bedingt durch ihre Steti.gkeit. Ist 11 = f (x), so ist, wie später gezeigt 
werden wird, die Bedingung dafür, daß hinsiohtlich y ein Wahrsehein
lichkeitsausatz möglich ist, dadurch gegeben, daß dic inverse Funk-
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tion, in der y die unabhängige Veränderliche ist, integrierbar sei. Es 
wird also nur die Stetigkeit der inversen Funktion vorausgesetzt, wo
bei noch Unstetigkeiten auf einer abzähl bar unendlichen Menge von 
Punkten zulässig sind. Allerdings besitzt ein Wahrs0heinlichkeitsansatz 
nicht den gleichen Erkenntniswert wie die Kenntnis der betreffenden 
Funktion, allein er ermöglicht es uns immerhin, die allgemeinen Züge 
des Geschehens zu verfolgen. Man darf vermuten, daß die Allgemein
heit der Voraussetzungen über die Eigenschaften des Geschehens der 
Grund ist, warum sioh das Anwendung&g\lbiet der Wahrscheinlichkeits
reohnung fast über das g-esamte Gebiet des Wissens erstreckt. 
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Das Weoon des Allgemeinbegriffes besteht darin, daß ein Merkmal 

oder ,eine Gruppe von M,erkmalen angegeben wird, die mehreren Gegen
ständen gemeinsam sind. Eine solche Mehrheit von Gegenständen Iteißt 
eine Klasse, Gattung oder Menge, und die Gegenstände, die sie zu
sammenootzen, heißen ihre Elemente. Es kann' vorkommen, daß eine 
Menge gar kein Element enthält, in welohem Falle sie als leer be
zeiohnet wird. 

Von besonderer Wichtigkeit sind jene Mengen, bei denen sich von 
jedem Gegenstande angeben läßt, ob er zur Menge gehört oder nioht. 
Solohe Mengen werden als wohld·efiniert bezeichnet. W ~mn wir von 
Meng,en sohlechthin spreohen, so wollen wir uns stets auf wohldefi
nierte Mengen be8()hränken. 

Die Gesamtheit der Merkmale, die aUen Elementen einer Menge 
zukommen, heißt ein Begriff, und der Satz, weloher ausspricht, mit 
welohem Namen diese Gruppe von Merkmalen bezeichnet werden soll, 
heißt di,e Definition dieses Begriffes. Es ist also jede Definition eine 
Namens-erklärung. Da die Worte Zeiohen für die an den Gegenständen 
vorkommend-en Merkmale sind, so werden duroh die Definition Gruppen 
von Merkmalen zu einer Einheit zusammengefaßt und für diese ein 
neues Zeiohen eingeführt. 

J,ene Merkmale, welche notwendig und hinreichend sind, um über 
die Zugehäri'gkeit eines Gegenstandes zu einer Menge zu entsoheiden, 
heißen die konstitutiven oder primären Merkmale des Begriffes. Es sei 
A die Gruppe der für die Menge M konstitutiyen Merkmale. Es sei 
möglioh, durch rein logiwhe Operationen an den Elementen das Vor
handensein der weiteren Gruppe von Eigensohaften B zu erschließen. 
Femel' ergebe die Erfahrung, daß allen Elementen von M die Eigen
schaften C zukom1men. Man pflegt diese Merkmale Bund C als sekun
däre Eigenschaften zu bezeichnen. Die Gesamtheit der Merkmale A, 
B, C bildet di,e explizite Definition des Begriffes, und allen Elementen 
der Menge M kommen dies'ß Eigenschaften zu. 

Enthält eine Meng.e nur ein Element, BQ sprioht man wohl von 
einem Individualhegriffe. Zu sein'ßr Festlegung ist nioht die vollstän
dige Aufzählung aller Eigenschaften des einzigen Elementes der Menge 
erforderlioh, sondern es genügt, wenn die angegebenen Merkmale er
kennen lassen, daß dieser Gegenstand - und kein anderer - Elemont 
der Menge ist. 
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Ein Begriff legt also eine Menge von Gegenständen fe&t, denen 
nooh andel'e als die angegebenen Merkmale zukommen. J edern Gegen
stande kommen alle Eigensohaften notwendig zu, wird er aber als Ele
ment ,einer M,enge betraohtet, so werden nur einige dersclben berücksioh
digt. Man nennt diesen Gedankcnprozeß des Heraushebens einzelner 
Eigenschaften mit Vernachlässigung aller übrigen Abstraktion. Begriffc, 
also Gruppen von M,erkmalen, können wieder als Einheiten aufgefaßt 
und zum Gegenstand einer abstrahierenden Begriffsbildung gemacht 
werden, was zur Einführung immer abstrakterer Einheiten Veranlas
sung gibt. 

Es ist daran festzuhalten, daß die Mengenbildullg ein Gedanken
prozeß ist, der an den Dingen selbst niohts verändert. Es mag für 
mioh und mein später68 Handeln von Wichtigkeit sein, daß ich die' 
Pflanzen in Phanerogamen und Kryptogamen einteile, allein für ehe 
Pflanzen selbst ändert sioh dadurch gar nichts. 

Ferner muß erinnert werden, daß der Prozeß der Mengenbildun.g 
willkürlioh ist, und nur durch die Zweoke, die verfolgt werden, he
stimmt 'wird.E6 hindert niohts, di,e disparatesten MerkmalE' zum Zwecke 
der F,estlegung einet· Menge zu vereinigen. 

Die M-enge M sei durch die Gruppe von Merkmalen A festgelegt. 
Durch da~ Merkmal B werde in M die Teilmenge Tabgegrenzt, dic 
als die M.enge jener Gegcnstände definiert ist, denen sowohl A ah; 
auch B zukommt. T kann entweder alle Elemente von M umfass,en, 
oder nur einige derselben' enthalten, oder leer sein. Nur im zweiten Falle 
heißt T ein echter Teil von Jl. Die Merkmale A und B sind dann 
voneinand,er unabhängig. 

Es ist dies das Verhältnis der logischen Unabhängigkeit. Bestündl' 
eine logische Abhängigkeit zwischen A und B, so müßto B ,~ine Eigen
schaft aller Elemente von M sein. 

Die Elemente von M sind in Hinsicht auf A bestimmt, da das 
Vorkommen dieser Merkmale über die Zugehörigkeit eineR Gegenstan
des zur Menge entscheidet. A kommt also allen ELementen von M not
wendig zu. In Hinsieht auf B sind diese aber unbestimmt, da auf Grund 
der Zugehörigkeit zu M noch nicht entschieden werden kann, ob .~inem 
Elemente auch das Merkmal B zukommt oder nicht. Die Elemente VOll 

M sind in bezug auf A bestimmt, in bezug auf die in dem Begriffp 
nicht mitgedachten besonderen Bestimmungen aber unbestimmt. Wird 
ein Element V<ln M als Repräsentant des Begriffes A betrachtet, so ist 
dieser in Hinblick auf A bestimmt, in Hinsicht auf alle ander~n Eigen
schaften aber unbestimmt. Diese Unbestimmtheit besteht nur in Hin
sicht auf den Gattungsbegriff, denn dem einzelnen Gegenstande kom
men alle seine Eigensohaften notwendig zu. Da das Merkmal B im 
Begriffe A nieht mitged,acht ist, so ist sein Vorkommen an einern 
Exemplare der Menge M im logischen Sinne zufällig. 

Gegeben seien die beiden Mengen Mund M'. Die Menge M hei ßt 



Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit 57 
auf M' abgebildet, falls jedem ELemente von M ein und nur ein Ele
ment von M' ,entspricht. Die Abbildung ist gegenseitig, falls jedem 
Elemente von M ein bestimmtes Element von M', und jedem Elemente 
von M' ein bestimmtes Element von M entspricht. 

Z:wei Mengen heißen von gleicher Mächtigkeit, falls sie gegen
seitig aufeinander abgebildet werden können. Bei endlichen Mengen 
ist die Mächtigkeit durch die Zahl der Elemento gegeben. Man be
zeichnet die Mächtigkeit von .11'1 mit M. 

Gegeben sei, wie früher, die durch A definierte Menge Mund 
ih1'e durch das Zusammenbestehen von A und B definierte Teilmenge 
T. Die Menge M sei endlich, woraus folgt, daß auch T r;ndli,'h i;;t. 
Man bilde das Verhältnis der Mäehtigkeiten 

l' p=_.' 
M 

Der Wert dieses VerhältnisI>es liegt zwischen Null und Eins, die Gren
zen inbegriffen, wenn man auch unechte Teile zuläßt. Dieser Bruch 
heißt die Wahrscheinlichkeit für die Zugehörigkeit eines Elementes 
von M zur Teilmenge T oder, wie man wegen der Definition der bei
den Mengen auch sagen kann, die Wahrscheinlichkeit für das Vor
handensein der Merkmale B, wenn A vorhanden ist. 

Diese Definition der mathematischen W ahrscheinlichkeit ~etzt '"01'

aus, daß die Mengen Mund T wohldefiniert sind. Die Gruppe von 
Merkmalen A, durch die die Menge M bestimmt ist, muß genau an
gegeben sein, denn bezieht man sich auf die Menge aller Dinge über
haupt, so ist die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen von B gleich 
Null. Der Wahrscheinlichkeitsansatz für B bezieht sich also nur auf 
die bestimmte, durch A definierte Menge. 

Kann B nur an Elementen von M vorkommen, so kann man ohne 
Gefahr eines Mißverständnisses kurzerha.nd von der Wahrscheinlich
keit von B sprechen. Die Bezugnahme auf M findet auch hier 5tatt. 
braucht aber nicht besonders hervorgehoben zu werden, weil B an negen
ständ,en, die nicht zu M gehöl'en, überhaupt nicht vorkommen kann. 

So ist es klar, daß die Eigenschaft "prim" zu sein, nur einer hald 
zukommen kann, weshalb man unter der " Wahrscheinlichkeit einer 
Primzahl" nur die Wahrscheinlichkeit yerstehen kann, daß eine Zahl 
eine Primzahl ist. Ebenso hat es nur dann einen Sinn, ron der \Vahr
schcinlichkeit des Zusammenstoßes zweier Molekel zu sprechen, ,reHn 
man sich auf ein Gemenge von Molekein bezieht, das den Vorstellungen 
der kinetischen Gastheorie entspricht. Außerhalb der bezeichneten Ge
biete kommen Gegenstände der angegebenen Art überhaupt nicht vor, 
und ihre Wahrscheinlichkeit ist denlIlach gleich Null. Kommt das Merk
mal B nicht nur run dcll' Element,en von M, sondern auch an denen 
der Mengen M', M", ... vor, so muß angegeben werden, auf welche 
Menge die Wahrscheinlichkeits bestimmung sirh beziehen soll. Es ist 



58 III. Die Wahrscheinlichkeit 

festzuhalten, daß die W,ahr:ocheinlichkeit sich nur auf dill3 Zusammen
bestehen von A und B, und nicht etwa auf das Vorkommen von B 
überhaupt bezieht. 

Die Wahrscheinlichkeit p bezieht sich auf das Vorhandensein der 
Gruppe von Merkmalen B a/ll einem nicht näher bezeichneten Elemente 
von M. Es wird ein Element von M einzig mit Rücksicht auf e.eine 
Zugehörigkeit zur Menge herausgegriffen. Ma.n nennt dies das Her
ausgreifen nach dem Zufalle. Ob -irgenq.ein bestimmter physischer Pro
zeß der Art ist, daß er a,ls Verwirklichung dieses Herausgreifens nach 
dem Zufalle angesehen werden kann, läßt sich nur auf Grund einer 
genauen Untersuchung dieses Prozesses entscheiden. 

Die hier gegebene Erklärung des Begriffes der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit ist eine W,eiterbildung der Anschauungen von 
J. J. Fourier, A. A. Oournot, J. v. Krieß und F. A. La,nge 
unter Benützung der Begriff.e der Mengenlehre. Die ersten drei For
scher verwenden den Begriff des Spielraumes oder Bereichs, wobei sich 
bei allen fast die gleichen Unbestim'mtheiten ergeben, die durch die 
Verwend ung unzureichender logischer Hilfsmittel verursacht sind. 

F. A. La n ge definiert in seinen "Logischen Untersuchungen" die 
mathematische Wahrscheinlichkeit als ein Verhältnis von Begriffsum
fängen. Gegen diese Auffassung argumentiert S t u m pfund meint, daß 
sie Raumvorstellungen in unerlaubter Weise verwende. Dieses Argument 
mag Gewicht gehabt haben, solange man zur Erläuterung des Begriffs
umfanges nichts anderes zur Verfügung hatte als die Eu I ersehen Dia
gramme. Tatsächlich ist der Begriff der Mächtigkeit bzw. des Maße6 
einer Menge, die logische Präzisierung des Begriffes "Begriffsumfang1". 
Damit ist dies,er der Ar i 8 tot e I ischen Logik entnommene Begriff 
vollständig abstrakt gefaßt, und die Zuordnung einer bestimmten Zahl 
zn einer Menge geschi.eht ohne Inanspruchnahme der Raumvorstellung. 

Da F 0 ur i e 1'8 interessante Problemstellung, über die er der Pa
riser Akademie am 10. und 17. November 1823 berichtete, in der Ge
schichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung so ziemlich ganz unbeachtet 
blieb, so lohnt es die Mühe, darauf etwas näher einzugehen. F 0 u ri e l' 
spricht von einer Gruppe von Aufgaben der unbestimmten Analyse, die 
er als Ungleichungsrechnung - calcul des inegalites - bezeichnet. Es 
handelt sich hierbei darum, die Menge jener Werte der Veränderlichen 
zu bestimmen, die einem gegebenen Systeme von Ungleichungen ge
nügen. Aufgaben dieser Art find,et F 0 ur i e l' in den verschiedensten 
Zweigen der Mathematik, und er wünscht, sie zu systematisieren, so 
daß ihre Lösung nicht stets eine neue Anstrengung der Erfindungs
gabe erfordert. Als Erläuterung wird folgendes Beispiel gegeben: 

Ein Dreieck wird an s,cinen Ecken von Säulchen von der Tragfahig
keit Ein& g,etragen_ Ein Gewicht, das kleiner oder gleich Eins ist, 
wird also von dem Säulchen getragen, während dieses von einem grö-
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ßer·en Gewichte geknickt wird. E,s soll ein Gewicht größer als Eins, 
aber kleiner als Drei, also z. B. das Gewicht Zwei, so auf das Dreieck 
gelegt werden, daß keiner der Trä,ger geknickt wird, und es ist die 
Fläche zu bestimmen, deren Punkte dieser Bedingungen genügen. 

Man ersieht leicht, daß es sich hier um eine Aufgabe aus dem 
Gebiete der sogenannten geometrillchen Wahrscheinlichkeiten handelt, 
die man heute etwa folgendermaßen formuheren würde: Ein Dreieck 
wird an seinen ,Eckpunkten von Säulchen von der Tragfähigkeit Eins 
getragen. Auf dieses 'wi,rd blindlings das Gewicht Zwei gelegt, und 
es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß kpiner yon den Trä
gern geknickt wird. 

F 0 u I' i e r erkannte auch den Zusammenhang di,eser Probleme mit 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und bemerkt, daß viele ihrer Auf
gaben mit Hilfe der Ungleichungsrechnung gelöst werden können. 
Hierzu i~t nur notwendig, das durch die Ungleichungen bestimmte Ge
biet und sein Verhältnis zu dem gesamten Gebiete zu berechnen. Diesc 
Gebiete lassen sich stets durch Zahlen ausdrücken und F 0 ur i e I' fügt 
hinzu: "Et, en effet, l'auteur a rooonnu que le nombre, qui mesure 
l'etendue d'une quesÜon quelleconque, cst toujOUl'S exprime par une 
integralE' lIlultiple, dont l,es limites sont donnes." 

In dieser Definition F 0 u I' i er s lcidet nur der Ausdruck "l'etendue 
d'unc qnestion" an einer gewissen Unbostimmtheit. Ein ähnlicher Aus
druck mit dem gleichen Mangel findet sich in der Definition 0 0 u r not s 1) : 
"N OIlS pouvons donc de:finir la probabilite mathematique: Le rapport 
des chances favorables a un evenement a retendup totale des chances. " 
J. v. Kr ie ß kritisiert. die Unbestimmtheit des Ausdruckes "Bereich 
der Chancen", dip zugegpben wprden IllUß, solangp nieht angegebc·n 
wird, was man darunter verstehen soll, und wie einem solchen Bereiche 
eine Zahl zugeordnet wprden kann. Genau läßt sich dieser Begriff eben 
nur mit den Hilfsmitteln der Mengcnlehre fassen, und diese stand'2l1 we
der F 0 u r i e r noch (J 0 u r not zur Verfügllllg. Eine ähnliche U nbestimmt
heit haftet übrigens dem von Kr i e ß verwendete!). Begriffe eines Spiel
raumes an, da bei stetigen Mengen die Ausdehnung auf mehr als yier 
Veränderliche nicht ohne weiteres klar ist, bei Anwendung auf nicht
meßbarE: Mengen di{'ser Bl'griff aber nur den Wert eines Metaphers hat. 

Mit dem Nachweise der r,ein logischen Natur dos Wahrseheinlieh
keitsbegriffes fällt die empiristische Auffassung. Dies gilt auch yon 
dem Versuche, die so~el1anntc mittlere Wiederholungsza.hl mit der Wahr
scheinlichkeit zu identifizieren, und das Feld der Wa.hrschE'inlichkeits
rechnung auf jene Ereigni~e zu beschränken, bei denen sich 2ine Kon
stanz der relativen Häufigkeiten nachweisen läßt. Es ist nicht zu be
zweifeln, daß die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 

1) A. A. Co u rn 0 t, Exposition de la theorie des chances et des probabi
lites, S. 35. 

Fr h an, Grundlagen der Wa.hrscheinlichkeitsrechnung 5 
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dieses Gebiet beschränkt sind, allein als Teil doer remen Mathematik 
ist ihr Gebiet weiter. 

An dem empiristischen Gedanken ist anzuerkennen, daß ohne diese 
Beobachtungen über die annähernde Konstanz der relativen Häufig
keiten die Wahrscheinlichlmitsroohnung kaum erfundoen worden wäre. 
Tatsächlich zeigt die Geschichte, daß die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
- wie fast jede mathematische Theorie - in ihren Anfängen in 
engem Anschlusse an die Erfahrung entwickelt wurde, .indem für im 
täglichen Leben auftretende Fragen eine Erklärung gesucht wurde. 
Gibt aber auch die Erfahrung den Anlaß zur Bildung dieses Begriffes, 
so ist sie doch nicht notwendig seine Quelle. 

Die empiristische Auffa.ssung verlllil,g nicht die apriorischen Wahr
scheinlichkeitsbestimmungen zu erklären, und sie versagt aueh g'egen
über den U nterschiedoen, die zwischen doen Resultaten verschiedener Be
obachtungen über dieselben Wahrscheinlichkeitsgräß,en tatsächlich be
stehen. Einigermaßen ausgedehnte Erfahrungen über die Konstanz der 
relativen Häufigkeiten wurdoen nur auf verhältnismäßig wenigen Ge
bieten gesammelt, und trotzdem werden wahrscheinlichkeitstheoretische 
Aufgaben auf Gebieten gestellt und gelöst, wo solühe Erfahrungen 
überha.upt nicht vorliegen. So hat z. B. noch niemand Versuche über 
die Wahrscheinlichkeiten im Gebiete doer vierten Einheitswurzeln ge
macht, und es ist nicht anzunehmen, daß solche Versuche gemacht wer
den sollten, es sei denn, daß eine p.erson ge.:funden wird mit sehr viel 
überflüs13iger Zeit und mit mehr Geduld, als man von einem Doktors
kandidaten zu erwarten berechtigt ist. Nichtsdestoweniger verwendet 
die Zahlentheorie diesen Begriff mit d,em besten Erfolge. 

Eine andere Form der empiristischen Auffa~sring sieht in der mathe
matisühen Wahrscheinlichkeit das Maß eines psychischen Zustandes, 
der bald als unser Zutrauen in oder unser Glauben an die Richtigkeit 
einer Aussage, bald als unsere Erwartung über das Eintreffen eines 
Ereigni88es, bald als unser WisS€n od,or Nichtwissen über das Ein
treffen eines Ereignisses bezeichnet wird. Als Vertreter dieser nament
lich unter den englischen Logik,ern sehr beliebten Anschauung nennen 
wir J. S. Mill2), W. S. Jevons 3), De Morgan 4 ), R. Richter 5 ), 

2) J. S. Mi 11, Logic, Bd.2, S.67, meint, die Wahrscheinlichkeit sei keine 
Eigenschaft der Ereignisse selbst, sondern ein bloßer Name für die Stärke des 
Grundes, wonach wir dasselbe erwarten. 

3) W. S. Jevons, The Principles of Science, 1877, 8.199; "The theory 
of probability deals with the quantity of knowledge .... An event is only pro
bable when OUf knowledge of it is diluted, with ignörance, and exact calculation 
is needed to discriminate how much we do and do not know." Mit dieser An
sicht Je von s nahe verwandt ist die "equal distribution of ignorance", von der 
B 0 0 I e, Transactions of the Royal 80ciety of Edinburgh, Bd.21, S.4, und An 
Investigation of the Laws of Thought, 1854, S.370, spricht. 

4) DeM 0 r g an, Formal Logic, S. ~ 72; "By degree cif probabili ty we really 
me an or ought to mean the degree of belief." Ebenso spricht Don kin von einer 
"quantity of belief". Der Erzbischof T h 0 m s 0 n hat in seinem Buche The Laws 
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und S. Lourie.6) Merkwürdig ist, daß a.uch W. Windelband 7 ) 

trotz seiner richtigen· Einsicht in die logische Natur des Zufa.llsbegriffes 
und H. Bruns 8) trotz seiner genauen Bekanntschaft mit den psycho
physischen Maßmethoden dieser Auffassung nicht abgeneigt sind. 

In neuerer Zeit haben R.' LämmeP) sowio Weber und Well
stein 10) den Versuch gemacht, die Mengenlehre zur Begründung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu verwenden, sind aber auch nicht über 
die subjektive Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes hinausge
kommen. L ä m me I legt jedem Elemente der Menge M "ein in der 
Natur des Problemes begründetes elementares Gewicht, eine Valenz, zu". 
Die Definition einer Menge ermöglicht es nicht, zwischen den Elemen
ten zu unterscheiden. Wird die Valenz durch Annahmen, die wir uns 
irgendwie bilden, bestimmt - eine Ansicht, die durch einige Worte 

of Thought ein Kapitel über Syllogisms of Chance, dessen Überschrift vielleicht 
eine Nachahmung des Namens von H u y gen s' bekannten Buches ist. Es werden 
die gleichen Anschauungen über das Wesen der Wahrscheinlichkeit dargelegt, 
wobei nach des Erzbischofs eigenen Worten auf DeM 0 r g a n und seine An
hänger zurückgegriffen wird. 

5) R a 0 u I R ich te r, Der Skeptizismus in der Philosophie und seine über
windung, 1908, Bd.2, S. 401: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung bestimmt "quan
titativ den Grad der Erwartung, den ich bei Unkenntnis der wirkenden Ursachen 
für das Eintreffen eines bestimmten Ereignisses hegen darf". 

6) S. Lourie, Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1910, defi
niert die Wahrscheinlichkeitsrechnung als Methodisierung des Nichtwissens. 

7) W. W i n dei ban d, Die Lehren vom Zufall, S.32: "Es ist ersichtlich, 
daß die mathematische Wahrscheinlichkeit eigentlich keine Eigenschaft des er
warteten Ereignisses, sondern nur ein Verhältnis ist, nach welchem wir die Stärke 
unserer Erwartung desselben bestimmen." 

8) H. B run s bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsrechnung als Häufigkeits-, 
oder nach Hau s d 0 r ff als Quotenrechnung. Daneben neigt B run s aber der 
subjektiven Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes zu. In seiner Abhandlung 
über die Quotenrechnung in den Leipziger Berichten meint er, ein Quotenwert 
könne je nach den Umständen als Maß der Erwartung aufgefaßt werden. Der 
Ausdruck Wahrscheinlichkeit s.olle zur Bezeichnung jener Quotenwerte vorbehalten 
werden, wo die Quote als Maß der Erwartung dient. 

9) R. L ä m m e I, Die Methoden zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten, 
1904. 

10) H. Web e rund J. Weil s t ein, Enzyklopädie der Elementarmathematik. 
1907, S.355-404. Stehen zwei Ereignisklassen U und W in der Beziehung, daß 
jedem Ereignisse u der Klasse U ein Ereignis w der Klasse W unmittelbar folgt, 
und umgekehrt jedem Ereignisse w der Klasse Wein Ereignis u der Klasse U 
unmittelbar vorangeht, so heißt U die Ursachklasse von Wund W die Wir
kungsklasse von U. Es wird ein uns eingepflanztes Kausalitätsgesetz angenom
men, wonach sich zu jeder beliebig abgegrenzten Ereignisklasse Weine Ursach
klasse U abgrenzen läßt, die als deren Ursachklasse anzusehen ist. Eine Ereignis
klasse heißt einfach, wenn ihre Elemente eine gewisse Ähnlichkeit oder Verwandt
schaft haben. Hat eine einfache Ereignisklasse eine nichteinfache Ursachklasse, 
so heißt der Zusammenhang zufällig. Wahrscheinlichkeit ist nicht eine Eigen
schaft der Dinge, sondern nur ein Zustand unserer Meinungen oder unseres Wis
sens über die Dinge, und es besteht ein stetiger übergang zwischen zufälligen 
und notwendigen Ereignissen. 

0* 
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L ä llllll eIs naltegelegt wird, so ergibt sich ein psychologischer Be
griff, der einer logischen Untersuchung fernbleiben muß. 

N ach der Kritik, die J. v. Kr i e ß an dieoor Anschauung übte, 
kOllutt:' diese kaum mehr mit Erfolg verteidigt werden. Sie. ist un
annehm bar, wenn man fosthält, daß es 1. eine Messung psychischer 
Größen wie Stärke der Erwartung oder des Glaubens nicht gibt; 2. daß 
auf Grund dieser Definition ein Er.eignis für verschiedene Personen 
sehr verschiedene Wahr8chcinlichkeiten haben müßte; und daß 3. die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht die objektive Bedeutung haben 
könntt:', die sie tatsächlich besitzt, falls sie sieh auf eine rein subjek
tive Größ(; bezöge. 

Es ist nicht überraschend, daß diese Ansieht im letzten Drittel des 
neunzehnten Jahrhunderts entstand. Fechners Lehre von der Mes
flung psychischer Größen legt den Gedanken nahe, in der Wahrschein-
1ichkeit das Maß einer solchen zu sehen. Die beiden ersten Argumente 
ergeben sich sofort aus der Stellungnahme gegen die Meinung Fe c h
ne I' s. Das dritte Argument bezieht sich auf jede subjektive Fassung 
des WahrscheinlichkeitsbegriHes und man entgeht ihm auch nicht, wenn 
man die objektive Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf den 
Fall eines "berechtigten" oder "begründeten" Glaubens beschränkt. Es 
ist auch dann nicht einzusehen, wie ein solcher Glaube das Geschehen 
beeinflussen soll, da die Gründe unseres Fürwahrhaltens mit den Ur
sachen, die das Geschehen bestimmen, nicht identisch sind. 

Eine interessantc W'EWdung des Begriffes der subjektiven Walu
scheinlichkeit, die allerdings auf ein ganz andere.s Gebiet überspielt, 
wurde von E. B. Ti t ehe n e I' g.egoeben. Dieser schlug vor, die subjek
tiye Bewertung von Wahrscheinlichkeiten, deren objektive Werte be
kannt sind, experimenbell zu untersuchen. Eine solche Untersuchung 
würde darüber Aufschluß geben, durch welchen Prozeß wir zur Ein
schätzung solcher Größen kommen, und welehe Umstände für die sub
jektive Bewcrtung einer Wahrscheinlichkeit entscheidend sind. Eine 
solche Untersuchung, die übrigens noch nicht angeiltellt wurde, hätte 
großes psychologisches Inten~sse, ihre Ergebnisse kämen aber als Gegen
stand der experimenteUen Psychologie für die hier behandelten logi
schen Fmgen nicht in Betracht. 

Zwischen Elementen derselben Menge besteht in Hinsicht auf die 
Gruppe VOll M'erkrnalen, di,e die Zugehörigkeit eines Gegenstand.es zur 
Menge bestimmt, kein Unterschied. Die Elemente der Menge sind in 
dieSler Hinsicht gleichberechtigt. Spricht man von einem Elemente dcr 
Menge M, ~o vernachlässigt man alle individuellen Unterschiede und 
betrachtet den Gegenstand nur mit Rücksicht auf seine Zugehörigkeit 
zu der Menge. Die logisch~ ·Zufälligkeit besteht darin, daß ein Ele
ment 'einzig mit Rücksicht .auf seine Zugehörigkeit zur Menge heraus
gegriHen wird, wOl'a uf daR Vorhfll1deni'rin irgrndwrlcher, in der Defi-
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mtJOn nicht enthaltener Merkmale als zufällig gewertet wird. Hier
aus ergibt sich die Bedeutung des Begriffes der gleichen Möglich
keit: Gleichmöglich oder gleichberechtigt sind Elemente derselben 
Menge. Hieraus folgt, daß zwei Teilmengen derselben endlichen Menge 
gleichberechtigt sind, falls sie gleiche Mächtigkeit haben. Bei unend
lichen Mengen ist die Entscheidung auf Grund des später anzugeben
den Grenzprozesses zu entscheiden. 

Der Begriff der gleichen Möglichkeit geht auf Be r no u 11 i zurück 
und bi,etet bekanntlich bei den bisherigen Darstellungen der W,ahr
scheinlichkeitsrechnung die größten Schwierigkeiten. Diese sind da
durch verursacht, daß man an dem Auswahlprozesse, durch dOll di,e 
einzelnen Gegenstände nach dem Zufalle herausgegriffen werden soUen, 
jene Eigenschaften zu entdecken versuchte, die die gleiche Möglichkeit 
der FäHe verbürgen. Dies ist ebensowenig zu leisten, wie fline ganz 
allgemeine Definition der als zufällig angesehenen Ereignisse. Ob in 
einern gegebenen Falle der Auswahlprozeß als ein Herausgreifen ,"on 
Elementen einzig mit Rücksicht auf die Zugehörigkeit zur \Ilenge an
gesehen werden kann oder nicht, muß auf Grund einer Unterbrechung 
des Prozesses und der sich ergebenden Resultate entschieden werden. 

He n r i Po i n c are 11) hält jede Definition der Wahrscheinlichkeit 
für eine petitio principii, weil es unmöglich sei, gleichmögliche Fälle 
zu erkennen. Es ist zuzugeben, daß diese Entscheidung hinsichtlich 
tatsächlicher Vorgänge unmöglich ist, da wir niemals eine vollkommene 
Einsicht in die Bedingungen des Auswahlprozesses besitzen, weshalb 
die Behauptung d,er ungleichen Möglichkeit der FälLe nicht widerlegt 
werd'en kann. Eine solche Behauptung findet in den Schwankung,en der 
relativ'en Häufigkeiten in verschiedenen Versuchsreihen eine weitere 
Stütze, wenn man auch z-eigt, daß solche nach dem Bel' no u 11 ischen 
Satze zu gewärtig,en sind. Po i n ca I' es Behauptung trifft aber für die 
abstrakte Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit nicht zu, 
da hier ülJer die Art des ZustwIlidekolll'mens df'r einzelnen Ereignisse 
solche Annahmen gemacht werden, die die gleiche -Möglichkeit der Fälle 
verbürgen. Po in ca I' e s Behauptung ist also dahin einzllschränkL'n, daß 
man bei irgendwelchen physischen Vorgäng.en nie ganz sicher "ein kanll, 
daß die Voraussetzungen der W ahrschpinlichkei tS1'0c!lIlung erfüllt Rind. 
Für die abstrakhe Rechnung besteht diese Schwierigkeit überhaupt 11 it'ht, 
weil di'e gleiche Möglichkeit der FäLlt, eine der gemachten Annahmen ist. 

Die Frage na.ch der Gleichmöglichkeit der FäHe kann also nllr 
bei Anwendung d,er Sätze der Wahrscheinlichkeitsrcchnung auf Vor
gängH der Wirklichkeit entstehen. Be-i Beurteilung solcher Fragl'll er
geben sich zWl'i LösungsmöglichkPitpl1, di0 man all' das Prinzip dt'8 

11) He n I' i Po i n c are, Calcul des probabilites, 1912, S.28. Geschichtliche 
Nachweise über die in der Frage der GIeichmöglichkeit geäußerten Ansichten 
finden sich bei L. GoI d sc h m i d t, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 18~7. S.86 
his 128. 
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mangelnd<en Grundes und als das des zwingenden Grundes zu bezeichnen 
pflegt. 

N ach dem Prinzipe des mangelnden Grundes sind wir berechtigt 
die gl<eiche Möglichkeit der FälLe anzunehmen, sobald kein Grund zur 
Annahme vorli'egt, daß der eine Fall häufiger auftreten fliOlie als der 
andere. W ooentlich besteht diese SchlußweiS€ darin, uaß das Fehlen 
eines Grundes gegen die Annahme der gleichen Möglichkeiten der Fälle 
als Beweis für da.s tatsächliche Bestehen der Gleichberechtigqng an
gesehen wird. Von Jak 0 b B ern 0 u 11 i und La pI a ce bis in die 
neu este Zeit hat diese Schlußweise viele Anhänger gefunden, und es 
ist nicht zu leugnen, daß wir in vielen FälLen nach diesem Prinzipe 
vorgehen müssen, wenn wir überhaupt zu einem Wahrscheinlichkeits
ansatze kommen wollen. Ebensowenig kann in Abrede gestelLt werden, 
daß in den meisten Fällen, die' geeignet sind, auf die Wahrscheinlich
keitsrechnung ein sChlechtes Licht zu werfen, nach dem Prinzipe des 
mangelnden Grundes vorgegangen wird. 

N ach dem Prinzipe des zwingenden Grundes muß die Annahme 
der gleichen Möglichkeit der FäHe auf ganz bestimmte Gründe ge
stützt werden. J. v. Krieß ist der Urheber di.eser Ansicht. 

Bei abstrakten Aufgaben über Wahrscheinlichkeiten hat man esnicht 
notwendig, sich mit diesen beiden Prinzipien auseinanderzusetzen, da 
die gemachten Annahmen die Gleichmöglichkeit der Fälle sicherstellen. 
Kommen bei den Lösungen fliOlcher Aufgaben Irrtümer vor, so handelt 
es sich um Denkfehler, die verbessert werden müssen. Man darf aber 
bei ihrer Verurteilung nicht zu strenge sein, da die Erfahrung zeigt, 
daß .bei solchen Problemen selbst Denker wie Lei b n i z und D' Ale m
be r t Fehlschlüsse machen können. Der Fehler besteht stets darin, daß Teil
mengen, die mehr als ein Element enthalten, so behandelt werden, als 
ob sie nur aus einem Elemente bestünden. 

Der Gegensatz zwischen diesen heiden Schluß weisen zeigt sich erst, 
wenn man versucht, Vorgänge der Wirklichkeit zu analysieren. Wir 
müssen dann zwischen dem obj,ektiv,en W'erte und dem uns zugänglichen 
Werte der betreffenden Wahrscheinlichkeit unterscheiden. Der wahre. 
Wert einer solchen Wahrscheinlichkeit ist das Verhältnis der Mächtig
keiten, welches die in Betracht kommenden Mengen tatsächlich besitren. 
Es ist dies eine objektive Größe, die unabhängig von unserer Wahr
nehmung ist, allein wie bei allen physischen Größen bleibt ihr ge
nauer Wert unbekannt und wi~ müssen uns mit ihrem plausihelsten 
Werte begnügen. Eille solche Bestimmung stützt sich auf die vor
liegepde Information über die betreffenden Tatbestände, welche stets 
einer Korrektur durch di,e Erfahrung unterworfen ist und stets inner
halb gewisser Unbestimmtheitsgrenzen schwankt. 

Eine ähnliche Unterscheidung zwischen abstrakter Wahrscheinlich
keit oder Chance und subjektiver Wahrscheinlichkeit wurne von S. D. 
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Po i s so n 12) eingeführt. Seine Ansicht wurde von Co u r n 0 P3) übar
nommen, der Poisson seine Ansichten über diesen Gegenstand brief
lich auseinandersetzte. Eine ähnliche Unterscheidung findet sich auch 
bei A. Meyer 14) und Ozuber 15). Nichts zu tun hat diese Unter
scheidung mit der von He n r i Po i n ca r e 16) gemachten, wonach der 
nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung bestimmte Wert einer 
Wahrscheinlichkeit als subjektiv, und der aus Beobachtungen über wie
derholte Realisierungen eines El'eignisses folgende W:ert als objektiv 
bezeichnet wird. Für diese Unterscheidung sind die Bezeichnungen 
apriorische und posteriorische Wahrscheinlichkeitsbestiffilmung gebräuch
lich und passend. 

Die objektiven W·erte von Wahl'SCheinlichkeiten, die sich a.uf Vor
gänge der Wirklichkeit beziehen, sind in den physischen Bedingungen 
dieser Vorgänge begründet und unabhängig von uns. Sie bleiben kon
stant, solange die ihnen unterliegenden Verhältnisse ungeändert bleiben. 
Die Prinzipe des mangelnden und das des zwingenden Grundes be
ziehen sich auf die Art, wie wir zu Annahmen über diese Größen 
kommen können. Es wird sich zeig.en, daß zwischen diesen beiden 
Schlußweisen kein großer Unterschied besteht, falls sachgemäß vor
gegangen wird. Zuzugeben ist, daß das Prinzip des zwingenden Grundes 
mehr Nachdruck auf das Vorhandensein ·eines bestimmten Wissens legt 
und 80 größere Behutsamkeit bei der Aufstellung eines Wahrscheinlich
keitsansatzes empfiehlt. 

Unvorsichtiges Vorgehen nach der Schluß weise des mangelnden 
Grundes führt leicht zu wertlooen Fol~erungen. Wir erinnern an den 
Versuch. die. Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen eines bestimmten 
chemischen Elementes auf einem nicht näher bezeichneten Himmels
körper mit dem Wert t anzusetzen, und daraus z. B. die Wahrschein
lichkeit zu berechnen, daß auf einem Himmelskörper keines der irdi
schen Elemente vorkommt. Außerdem entbehrt diese Schlußweise der 
logischen Strenge. Andererseits muß hervorgehoben werden, daß der 
Forsche!' in seiner Arbeit an der Grenze des Unbekannten frei ist und 

]2) S. D. Poisson, Recherches sur la probabilite des jugements, 1837. 
13) A. A. Co u r not, Exposition de la tMorie des chances et des probabilites, 

] 843, vgl. E. C z u be r, Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und 
ihrer Anwendungen, Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1898, 
Bd. 7, .S. 6. Der angezogene Brief Po iss 0 n s ist datiert vom '26. Januar 1838 
und findet. sich abgedruckt auf S. VI der Vorrede in Co ur not s Buche. Hierzu 
ist zu vergleichen: F. Fa ure, Les idees de Co u r not sur la statistique, Revue 
de Metaphysique et Morale, 1905, Bd.13, S. 404; J. v. Kr i e ß, I. c. S.42. 

14) A. Me y er, Vorlesungen über Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1879. 
15) E. C z u b er, Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihrer 

Anwendungen, I. c. S.6: "Man kann sagen, der wahre Wert einer wohldefinierten 
Ciriiße bleibe immer unbekannt, ebenso wie der wahre Wert der Leichtigkeit für 
jede einzelne Seite eines bestimmten Würfels: Dort schaffen wir uns Ersatz 
dafür durch Messung, hier durch eine logisch begründe tl' Annahme." 

16) He n r i Po in c are, La science et I'hypothese, S.218. 
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jeden Weg einschlagen darf, der zum Ziele zu führen verspricht. In 
solchen Fällen wird man es sich nicht l,eicht versagen, nach dem Prin
zipc des mangelnden Grundes zu schließen, um sich ein Bild über die 
ganz unklaren Verhältnisse zu machel1- Aus solchen Versuchen kann 
kaum ein Schaden entstehen, wenn man sie nicht für mehr ausgibt, als 
sie sind, und manchmal wurden auf diese Weise schon wertvolle l~in
sichten angebahnt. 

Als Beispiel kann der Gedankengang angeführt werden, ,luf Grtmd 
dessen Lei b n i z 17) der Reihe 

j'(-l)' 
k=O 

den Wert t zuwies. Für endliches n ist die Summe gleich 1 oder 0, je 
nachdem n gerade oder ungerade ist. Lei b n i z schließt nun nach 
dem Prinzipe des mang,elnden Grundes: Da kein Grund vorliegt, bei 
unendlicher Glied,eranzahl die W,ahrscheinl,ichkeit für Geradheit und 
Ungeradheit verschieden anzusetzen, so ist der Wert der Reihe gleich 
dem arithmetischen Mittel der beiden Werte, d. h. gleich t. Lei bniz 
erkennt an, daß dieser Gedankengang mehr metaphysischen als mathe
mati8C'hen Oharakter hat, und 'man mag darüber denken, wie man will. 
Selbst abgesagte Feinde solcher Spekulationen werden aber durch den 
Hinweis nachdenklich gemacht werden, daß im Zusammenhang dieser 
Ausführungen Lei b ni z einen Satz aufstellt, der eine Verallgemeine
rung eines Ab e I sehen Satzes ist. 

Zwischen diesen heiden Schlußweisen besteht auch ein gewisser phi
losophischer Unterschied. Das Prinzip des mangelnden Grundes legt 
Nachdruck auf die Abwesenheit einer Information und steht so der 
Auffassung der subjektiven Zufälligkeit näher, während das Prinzip 
des zwingenden Grundes auf die objektive Bedeutung der Wahrschein
lichkeitsgrößen zu deuten scheint. Bei sachgemäßem Vorgehen macht 
sich ein Unterschied nur darin gelt,end, daß das eine Prinzip mehr 
Nachdruck auf die Notwendigkeit d,es VQrhandenseins einer bestimmten 
Information legt, während das andere Prinzip die Unvollständig'keit 
jeglichen Wissens über empirische Verhältnisse bet<?nt. 

Das folgende Beispiel soll dazu dienen, diese Ansicht zu erläutern. 
Es wird später gezeigt werden, daß beim Würfelspiele die Wahrschein
lichkeit des Erscheinens einer beJJtimmten Seite von dem körperlichen 
Winkel abhängt, unter dem die Gegenseite vom Schwerpunkte des Wür
fels aus gesehen wird. Bei einem idealen Würfel fallen Schwerpunkt 

17) Die betreffende Stelle findet sich in einem Briefe an C h r ist. Wolf. 
Acta Eruditorum Lips., Suppl. Bd.5: "Cum ratio nulla sit pro paritate magis 
aut imparitate adeoque pro prodeuntc 0 magis quam pro 1, fit admirabilc na
turac ingenio, ut transitu a finito ad infinitum simul fiat transitus a disjunctivo 
jam cessante ad unum quod superest, positivum, inter disjunctiva medium. Hoc 
argumentandi genus, etsi mctaphysicum magis quam mathematicum vidcatur, 
tarnen firmum est." 
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und geometrischer Mittelpunkt zusammen, weshalb die körperlichen 
Winkel, unter denen die sechs Seiten vom Schwerpunkte <lUS gesehen 
werden, gleich sind. Es sind deshalb bei einem idealen Würfel auch 
die W ahrscheinlichkei ten aller sechs Würfe gleich. 

Lege ich Nachdruck auf die Tatsache, daß ich einen von sechs 
Flächen begrenzten Körper als Würfel wahrnehme, so gehe ich nach 
dem Prinzipe vom zwingenden Grunde vor, wenn ich die Wahrschein
lichkeiten aller sechs Würfe als gleich und mit dem Betrag 1/6 an
setze. Lege ich Nachdruck auf die Tatsache, daß eine nähere Unter
suchung des betreffenden Körpers VODaussichtlich eine Abweichung von 
der geometrischen Gestalt und eine ungleichmäßige Massenverteilung 
ergeben wird, vorderhand aber noch nicht angegeben werden kann, in 
welcher Richtung diese Abweichung stattfindet, so liegt ein Schluß 
nach dem Prinzipe vom mangelnden Grunde vor, wenn die Wahrschein
lichkeiten als gleich und mit dem Betrage 1/6 angenommen werden. 

Die wahren Werte dieser Wahrscheinlichkeiten sind bestimmt durch 
die körperlichen Winkel, unter welchen die Gegenseiten ,'om Schwer
punkte aus gesehen werden. Diese Größen können an einem Würfel 
kaum mit solcher Genauigkeit gemessen werden, daß sie zu einer Kor
rektur des Wahrscheinlichkeitsansatzes benützt werden können. Eher 
ist es möglich, aUS den beobachtetoo Verschiedenheiten, mit denen sich 
die einzelnen Würfe einsteHen, einen Schluß auf die Lage des Schwer
punktes zu ziehen. Dies tat R. W OH18), als sich bei seinen Würfd
versuchen eine beträchtliche Abweichung der beobachteten relativen 
Häufigkeiten von dem angenommenen Betrage 1/6 zeigte. 

Handelt es sich um die Erforschung noch unbekannter Erfahrungs
gebiete, so wird man meist überhaupt keine andere Wahl haben, als 
von der Annahme der gleichen Möglichkejt der Fälle auszugehen. und 
die unter dieser Voraussetzung erhaltenen Rechnungsergebnissl' mit 
den Daten der Beohachtung zu vergleichen. Stellen sich die Ereignissl' 
mit anderen als den rechnungsmäßigen Häufigkeiten ein, so besteht 
die gemachte Annahme über die Gleichmöglichkeit der Fälle nicht und 
muß in entsprechooder Weise abgeänd,ert werden. Solche Beobachtun
gen führen häufig zur Entdeckung noch unbekannter Beziehungen zwi
schen den Ereignissen. 

Gegen die Annahme der gleichen Möglichkeit der Fälle wird ge
wiß dann kein Grund sprechen, wenn wir hinsichtlich der fraglicllf'll 
Ereignisse überhaupt keine Informationen besitzen. Vemünftigerweisp 
wird man in diesem F,alle aber auch keinen Wahrscheinlichkeitsansatz 
versuchen, sondern alle Spekulationen bis zum Eintreffen positiver 111-
formation verschieben. 

18) R. Wolf, Drei Mitteilungen über Würfelversuche, Mitteilungen der Na
turforschenden Gesellschaft in Zürich, 1881-1883, Bd.26, 27; 1893, Ud.38: 
außerdem in den Schriften der Naturforschenden Gesellschaft in Bern, 1849 bi~ 
1851. Vgl. E. C z u b er, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, Bd.1, S.149-151. 
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Ein sehr naheliegendes Beispiel von zufälligen Ereignissen, die 
wegen Mangels der notwendigen Daten keiner Berechnung unterworfen 
werden könu,en, bilden ZiehUllgen aus Urnen unbekannten Inhaltes, 
wenn jede Ziehung aus einer neuen Urne erfolgt, deren Inhalt in Ull!

bekannter, aber gesetzmäßiger Art bestimmt wird. Ein Wahrscheinlich
keitsansatz apriori ist wegen des Mangels jeder Information über den 
Inhalt der Urnen offenkundig unmöglich. Eine posteriorische Bestim
mung der Wahrscheinlichkeiten ist ebenfalls ausgeschlossen und für 
die Voraussicht künftiger Ziehungen wertl06, da die Bedingungen sich 
in unbekannter Weis·e gesetzmäßig verändern. 

Es ist also nicht die Unkenntnis des Verlaufes und der Bedingungen 
eines Ereignisses, sondern das Vorhandensein eines ganz bestimmten 
Wissens für die Möglichkeit und den Wert eines Wahrscheinlichkeits
an.satoos entscheidend. Das vorhandene Wissen muß die Bestimmung 
des Verhältnisses der Mächtigkeiten der Mengen T und M ermöglichen: 
Ist ein solches Wissen überhaupt nicht vorhanden, so ist eine Wahr
soheinlichkeitsbestim'mung unmöglich, ist es falsch, BQ ist der Ansatz 
unrichtig. 

Ein Wahrscheinlichkeitsansatz ist namentlich in jenen Fällen un
möglich, in welchen es sich um Gegenstände handelt, die nicht mit Er
folg zum Gegenstand einer abstrahierenden Begriffsbildung gemacht 
werden können. Das folgende Beispiel wird di€S klar machen. Es ist 
bekanntlich Gegenstand einer MeinungsveniChiedenheit, ob das altägyp
tische Rechenbuch des A h mas das ziemlich nachlässig geschriebene 
Heft eines Schülers oder eine Darstellung der damals vorhandenen 
mathe~ati8Chen Kenntnisse sei. Hat es einen Sinn, in dieser Frage 
einen WahrscheinlichkeitBansatz zu machen? 

Die Wertlosigkeit eines Wahrscheinlichkeitsansatzes nach dem Prin
zipe vom mangelnden Grunde liegt auf der Hand. Nach der hier ver
tretenen Anschauung läßt sich ein solcher überhaupt nicht durchführen, 
da es sich um einen einzelnen Fall handelt, der nicht Gegenstand einer 
abstrahierenden Begriffsbildung ist. Es fehlt also die Menge M, auf 
die sich die Wahrscheinlichkeitsbestimmung beziehen soll, und es ist 
demnach mit einer Wahrscheinlichkeitsbestimmung nichts auszurichten. 
Die Entscheidung dieser Frage muß sich auf eine genaue Kenntnis der 
Eigentümlichkeiten des Buches stützen. Auf Grund einer solchen 
Kenntnis kann man sich dann eine Ansicht über die Entstehungsart 
des Buches machen. Die Entscheidung wiTd in diesem Falle sehr schwie
rig sein, weil man sich in die Gedankengänge einer ganz fremden, 
verhältnismäßig primitiven Kultur hineindenken muß. Wesentlich han
delt es sich um die Entscheidung, ob gewisse Fehler nur durch Nach
lässigkeit zu erklären sind, oder ob sie durch psychologisch erklärbare 
])enkfehler entstanden sind. 

Es ist nicht möglich, solche Fragen mit vollständiger Sicherheit 
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zu entscheiden. Man pflegt dann von philosophischer Wahrscheinlich
keit zu sprechen, jed.och dürfte es besser sein, für Ansichten über das 
Bestehen und die Art von psychischen Abhängigkeiten die Bezeichnung 
psychologische Wahrscheinlichkeit zu verwenden. Den ersteren Aus
druck könnte man dazu gebrauchen, um unvoUständig begründete An
nahmen, die sich nicht auf psychische Abhängigkeiten beziehen, zu be
zeichnen. Die psychologische Wahrscheinlichkeit kommt bei der Be
urteilung menschlicher Handlungen zur Anwendung, wenn man sich 
eine Ansicht über das Vorhandensein bestimmter Kenntnisse oder über 
die Wirksamkeit gewisser Motive bei einem Individuum eine Ansicht 
zu bilden hat. 

V ielc Rechtslehl'er sehen di,e psychologische und die mathematische 
Walu'scheinlichkeit a.lß gänzlich verschieden an, und man wird dieser 
Ansicht wohl beipflichten müssen. So findet sich z. B. eine Entschei
dung des Obersten Gerichtshofes der Vereinigten Staaten, wonach keine 
noch S.o hohe mathematische Wahrscheinlichkeit bei der Bildung des 
Urteiles verwendet werden" darf. Die Wahrscheinlichkeit, von der bei 
Entscheidungen im amerikanischen Roohte ununterbrochen geredet wird, 
wird demnach als von der mathematischen Wahrscheinlichkeit vollkom
men verschieden arugesehen. Für die Ausschließung ist wohl die Ab
sicht entscheidend, die Urteilsbildun.g nur auf ganz sichergestellte Tat
sachen zu stützen, oder auf solche, deren Lücken nach der psychologi
schen Wahrscheinlichkeit ergänzt sind. 

Die philosophischen und psychologischen Wahrscheinlichkeiten hän
gen von den einer P,erson zur Verfügung stehenden Kenntnissen und 
Erfahrungen ab. Sie sind deshalb von Person zu Person verschieden, 
wobei eine Ansicht um so wertvüller ist, auf je reichere Erfahrung 
sie gegründet ist. 

Etwas anders liegen die Verhältnisse bei den sogenannten Analogie
und Induktionsschlüssen. Bei diesen wird aus dem Umstande, daß einer 
mehr oder weniger großen Anzahl v.on Elem~nten einer Menge eine 
Eigenschaft zukom'mt, geschlossen, daß diese Eigenschaft allen Ele
menten zukommt. Die zu untersuchenden Tatbestände sind wohl Gegen
stand einer abstrakten Begriffsbildung, allein ein Wahrscheinlichkeits
ansatz ist dennoch unmöglich, weil die vorhandenen Kenntnisse nicht 
aQsreichen, um die Mächtigkeiten der Mengen T und M zu bestimmen. 

Die InduktiQnszuschüsse sind a.us den Erfahrwlgswissenschaften sehr 
bekannt. Da aber in ,diesen der Fall des reinen Induktionsschlusses kaum 
je vorliegt, sondern wegen der Unvollkommenheit unserer Kenntnisse 
über den vorliegenden Tatbestand fast stets mit philosophischen Wahr
scheinlichkeitsannahmen durchsetzt ist, so soll das Gesagte an (·inigen 
Induktionsschlüssen der Mathematik bewiesen werden. Gewisse Fragen 
rn·athematischer Natur sind 80 kompliziert, daß man sie mit den zur 
Verfügung stehenden Mitteln nicht lösen kann. Man begnügt sich des-
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halb, den ~L'atbestand in einer mehr oder weniger großen Anzahl von 
Fällen rein empirisch festzustellen und das erhaltene Resultat als all
gemein gültig anzusehen. Eine solche Annahme ist insofern eine be
rechtigto Hypothese, als ihr keine bekannte Tatsache widerspricht. Dies 
ist die reine Form des empirischen oder unvollkommenen Induktions
schlusses. Es sei ausdrücklioh darauf hingewiesen, daß dieser von der 
sogenannten vollständigen Induktion, dem Schlusse von n auf n + 1, 
gänzlich verschieden ist. Die Art dieses Sc;Wusses soll an folgenden 
Beispielen erklärt werden. 

Ga u ß hat Tabellen konstruiert, die zeigen, daß Determinanten 
einer gewissen Art über bestimmte Grenzen hinaus, soweit das unter
suchte Gebiet reicht, ni0ht vorkommen. Durch Untersuchungen dieser 
Art kann allerdings die unendliche Zahlenreihe nicht ers0höpft werden, 
weshalb die Behauptung, es fändoo sich in dem noch nicht untersuchten 
Gebiete Determinanten dieser Art, nicht widerlegt werden kann. 'rrotz
dem legt diese Beobachtung von Gau ß doch die Vermutung nahe, daß 
die Reihc dieser Determinanten wirklich abbricht. Man wird sich 
Gau ß anschließen und mit Rücksioht auf die Schwierigkeit, einen 
strengen Beweis zu erbringen, es als "maxime verisimile" halten, daß 
diese Klasse von Determinanten schon vor - 9,000 aufhön'n oder doch 
von dieser Grenze an sehr selten werden. 

Ähnlich liegen die Verhältnisse in dem folgenden Beispiele. Die Funk
tion /L (n) hat den Wert (- 1)\ wenn n das Produkt von k verschiedenen 
Primfaktoren ist, und den Wert 0, wenn die Zahl n einen quadratischen 
Teiler enthält. Aus besonderen Gründen hat die Zahlentheorie oin Inter
esse daran, wie rasch die Funktion 

6(n) = .::E!L(k) 
k=l 

zunimmt, und insbesondere, ob ihre Werte unter einer gewissen Grenze 
bleiben. Daublebsky v. Sterneck hat diese Funktion bis zu sehr 
hohen Werten von n verfolgt und festgestellt, daß ihre Werte eine gewisse 
Grenze tatsächlich nicht überschreiten. Es ist ein rein statistischer In
duktionsschluß, wenn auf Grund dieser Erfahrung angenommen wird, 
daß sich der gleiche Tatbestand auah bei den noch nicht untersuchtpn 
Funktionswerten ergeboo wird. 

In dem folgenden Beispiele liegt der statistische Induktionsschluß 
nicht mehr ganz rein vor. Fe r m a t hat bekanntlich ohne Beweis den 
Satz ausgesprochen, daß Flieh k.eine positiven ganzen Zahlen finden 
lassen, die der Gleichung 

xn+y"=zn 

genügen, falls n größer als 2 ist. Trotz aller darauf verwendeten Mühe 
konnte bis jetzt dieser Satz in seiner Allgemeinheit nicht bewiesen 
werden, wenn auch der Ku m roe r sche Beweis nur noch wenige Werte 
von n ausschließt. Die allgrmrinc Gültigkeit des Satzes ist a.lso heute 
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nUl' Gegenstand der Vermutung, und es besteht die Möglichkeit, daß 
gewisse Ausnahmen nachgewiesen werden, wie es seinerzeit hinsicht
lich der Unmöglichkeit der Konstruktion regeJ.mäßigElr Vielecke mit 
Zirkel und Lineal geschah. Immerhin ist dieses Beispiel von den heiden 
vorhergehenden insoweit verschieden, als das Vertrauen in die Richtig
keit d,es Fe I' m a t schen Satzes nicht allein auf der rein erfahrungs
mäßigen F,eststellung beruht, weshalb der statistische Induktionsschluß 
mit der philosophischen Wahrscheinliohkeit vermischt ist. 

Eine mathematische Wahrscheinliohkeit für die Richtigkeit der in 
diesen Beispielen erwähnten Sät~e läßt sich nicht angeben. Man könnte 
verS'ucht s-ein, im dritt,en Beispiele das Verhältnis der Anzahl von Zahlen 
unter ,einer gegebenen Grenze, für die der Ku m m er sche Beweis nicht 
gilt, zur Gesamtzahl der Zahlen bis zu dieser Grenze zu bilden und 
als die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu betrachten. Beim Übergange 
zur Grenz·e ergibt sich dann der Wert Null. Man erkennt aber leicht, 
daß dies-er Bruch nur die Wahrscheinlichkeit ist, daß eine nach dem 
Zufalle herausgegriffene Zahl zu jenen gehört. für die der Ku m
mersche Beweis nicht gilt, und mit der Wahrscheinlichkeit der all
gemeinen Gültigkeit des Fe I' m a t schen Satzes nichts zu tun hat. 

Die durch unvollständige Induktion gewonnenen Sätze sind, wie 
alle Sätze, notwendig entweder wahr oder falsch. Der Satz: "Der Wür
fel, den ich jetzt geworfen habe, zeigt die Sechs" ist richtig oder falsch, 
und es hat keinen Sinn, ihm eine Wahrscheinlichkeit bei zumessen. Erst 
wenn ein solcher Satz mit anderen gleichartigen Aussagen zu einer 
Gruppe vereinigt wird, kann von dem Verhältniese der richtigen zur 
Gesamtzahl aller Aussagen gesprochen werden. Dem einzelnen Indi
viduum kommen alle seine Eigenschaften notwendig zu, und zu diesen 
gehört im Falle einer Aussage auch die Eigp1l8chaft, wahr oder falsch 

. 19) zu seIn. 

Ist die Definition der Mengen Mund l' nicht so gefaßt, daß diese 
Mengen eindeutig bestimmt sind, so ist auch kein eindeutiger Wahr
scheinlichkeitsansatz möglich. Diese UlllH'stimuitheit ist meist durch 
eine nicht genügend scharfe Fragestellung verursacht, rlurch welche 
Zweifel übriggelasson werden, wa~ eigentlich unter diesen ~{engen zu 
vorstehen ist. Dies ist eitH' l~jigelltüllllichkcit vieler Aufgaben üher goo
metri;:che 'Vahrschoilllil·hkeiten. wa~ dpren bekannte l\'lphrdl'utigkeit vor-

19) A. T. Shparman, 'fhp, Developmellt of Symuolje Logil", 1906, 8.26: 
,,'rhe prouauility of thp lrnth of a proposition has no meaning." B r y a 11 t, The 
Relation of Malhematies to Gelwral Formal Lo!(i(', l'rocepdings of thl' Aristotelean 
Socip,ly, N. F., Bd.2, S.121, mt'int, es f«·i ein l"l'ehtmäßigl's {TntC'fnphmen, von 
einem Satze zu fragen. wie oft Cl' rirhti!( S(~j, "relative to the total number of 
eases, its orrnrrence in el"eryolIP of whjch would constitntp its \ln('onditional 
trnth". Dip, Verfasserin verwechsplt hipr die Anl"sage über pi ne Mehrheit von 
Gegenständen mit. der Gesamtheit glt'jl"hartigl'l" :\Ilssagen über die zur Menge 
gehörigen Gegenstände. 
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ursacht. In diesen Problemen bleibt es dem Belieben überlassen, welche 
Definition man den Mengen g>eben will, und man erhält je nach der der 
Lösung unterlegten Definition verschiedene Resultate. Wir wollen dies 
an dem sogenannten Bertrandschen Paradoxon, das in der JJiteratur 
eine gewisse Berühmtheit erlangt hat, erklären.20) 

Dio Aufgabe lautet fol'gendermaßen: In einem Kreise wird eine 
Sehne beliebig gezogen. Welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß die 
gezogene 8ehne größer ist als die 8eite des eingeschriebenen gleich
seitigen Dreiecks? Die Eigentümlichkeit der Aufgabe besteht darin, 
daß da" beliebige Ziehen einer 8ehne im Kreise sehr verschiedener Deu
tung>en fähig ist, ohne daß in der Aufgabe angegeben wird, welche bei 
der Lösung zu verwenden ist. 

Folgende Deutungen des Begriffes des "beliebigen Ziehens einer 
Sehne" sind möglich und führen zu bestimmten Werten der zu be
rechnenden Wahrscheinliohkeit: 

1. eE; wird der Endpunkt der Sehne angenommen und diese dann 
in beliebiger Richtung gezogen; 

2. es wird die Richtung der Sehne angenommen, und diese dann 
durch einen beliebigen Punkt des zur Richtung normalen Durohmessers 
gezogen; 

3. es wird der Mittelpunkt der Sehne beliebig angenommen; 
4. es wird ein Endpunkt der Sehne angenommen und diese dann 

durch einen beliebigen Punkt der Kreisfläche gezogen; 
5. beide Endpunhe werden beliebig angenommen; 
6. die Sehne wird durch zwei beliebige Punkte der Kreisfläche 

g>eführt. 
Die Liste der möglichen Annahmen ließe sich vielleicht noch weiter 

vergrößern. BeI' t I' an d, von dem die drei ersten Lösungen stammen, 
fragt, welche von den Lösungen die richtige sei, und beantwortet seine 
Frage dahin, keine sei falsch, keine sei zutreffend, sondern die Frage 
sei schlecht gestellt. Man sieht leioht, daß die Unstimmigkeit der Lö
sungen dadurch verursacht ist, daß man, um zu einem Ansatze zu ge
langen. noch eine Annahme machen muß';" die durch die Daten der 
Aufgabe nicht bestimmt ist. Die logische Riohtigkeit der Lösung piner 
mathematischen Aufgabe besteht darin, daß sie durch riohtige Schlüsse 
aus den Voraussetzungen abgeleitet wird. In diesem Sinne kann aus 
jeder der Annahmen eine richtige Lösung gewonnen werden. 

Anders würden die Verhältnisse liegen, falls durch irgendeinen om-

20) J. Bertrand, Calcul des probabilites, 1889, S.4; Henri Poin
ca r e, Calcul des probabilites, 1. Aufl., S.94, 2. Auf!., S. 118-120; E. C z u be r, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, Bd.1, S. 106-109; Dar b 0 u x, Eloge de .J 0-

seph Bertrand; E. Borei, Le hasard, S. 82-85,90,115. Ernesto Ce-· 
s a r 0, Considerazioni sul concetto di probabilita, Periodico di Matematica, 1891, 
Bd.6, scheint zuerst bemerkt zu haben, daß die Vieldeutigkeit der Be r t r a n d -
sehen Paradoxons darin besteht, daß es mehrere verschiedene Aufgaben in sich 
schließt. 
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pirischen Prozeß das beliebige Ziehen von Sehnen verwirklicht wäre. 
Die Analyse des Prozesses bestimmt die Annahme, die man rIer Lö
SWlg der Aufgabe zu unterlegen b.at. Nur die aus dieser Annahme ab
geleitete Wahrscheinlichkeit wird in übereinstimmung mit den Ergeb
nissen der Beobachtung sein, und also empirische Wahrheit besitzen. 
Die übrigen Lösungen hören nicht auf, logisch wahr zu sein, allein 
empirische Wahrheit besitzen sie hinsichtlich der aus den betreffenden 
Versuchen stammenden Daten nicht. 

Der Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind bestimmte 
Grenzen gezogen, die nicht immer leicht zu erkennen sind. "Die größ
ten Mathematiker haben über Wahrscheinlichkeitsreehnung geschrie
ben, und fast alle haben Fehler begangen: Verursacht sind diese mei
stens durch den Wunsch, diese Prinzipien auf Probleme anzuwenden, 
die ihrer Natur nach nicht der Wissenschaft unterstehen." 21)' Man 
unterliegt leicht der Versuchung, ungerechtfertigte Annahmen zu 
machen, um zu einem Wahrscheinliohkeitsansatz zu kommen. Ist dies 
gelungen, so ist die weitere Behandlung der Formeln einzig eine Sache 
der mathematischen Technik. Zur Aufstellung des Ansatzes gehört aber 
eine genaue Vertrautheit mit den zu untersuchenden Vorgängen, und 
diese kann durch keine noch so große Gewandtheit in der Handhabung 
des rechnerischen Apparates ersetzt werden. Es ist auClh. hier die Rech
nung nur das Kleid, das dem Körper d.es Gedankens übergeworfen ist, 
der selbst in einer naturphilosophischen oder physikalischen Einsicht in 
die zu untersuchenden Vorgänge besteht. 

Daß daa Bestehen ,einer subjektiven Unkenntnis über den Verlauf 
der Ereignisee nicht hinreichend ist, um zur Gewinnung neuer Ein
sichten zu führen, sollte wohl als selbstverständlich angesehen werden. 
Trotzd,em gibt es eine ganze Reihe von Schriftstellern, die einen Mangel 
an Einsicht oder an Kenntnissen als Voraussetzung für die Anwendbar
keit der Wahrscheinlichkeitsreohnung ansehen: Wir erwähnen P. Man
aion 22), dessen Ausführungen ,an diesem Punkte allerdings sehr ver
worren sind, J. Lottin 2S) und E. G. Boring. 2S,,) Diese glauben, daß nur 

21) J. Bertrand, D'Alembert, 1859, S.52. 
22) P. Man s ion, La porh~e objective du calcul des probabilites, BuH. 

Acad. BeIge, Classe des sciences, 1903; vgl. hierzu die Kritik E. C z u be r s, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, Bd.1, S. 137 f. 

23) J. Lot tin, Le calcul des probabilites et les regularites statistiques, 
Revue Neoscolastique, 1910, Bd.17, S.50, drückt seine Meinung in den folgen
den, etwas scholastisch klingenden Sätzen aus: "Si I'on connait toutes les causes 
des evenements et le mode de leur efficience, le calcul des probabilites n'est 
d'aucune portee, on a atteint I'ideal de la science: la connaissance cer-taine des 
effets par leur causes. Si l'on connait rien des causes, le calcul des probabilites 
n'est pas davantage utilisable. . .. Entre la connaissance parfaite des causes 
et l'ignorance absolue, il y a un terme moyen : on peut savoir qu'iJ y ades causes 
communes, mais ne pas connaitre les causes. C'est ici, et ici seulement, que 
peut intervenir le calcul des probabilites." 

23a) E d w in G. Bor in g, The Logic of the Normal law of Error in Mental 
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Ereignisse, deren Gesetze teilweise unbekannt sind, Gegenstund der 
Wahrscheinlichkeitsreohnung sein können. Der Hinweis auf die kine
tiwhe Gastheorie und das Werfen von Würfeln, wo die Gesetze voll
ständig bekannt sind und nur die Kenntnis der Anfangsbedingungen 
fehlt, sowie auf die später zu besprechenden Beispiele von Gau ß., 
B run s u. a., wo trotz vollständiger Einsicht in das Zustandekommen 
der Tatbestände die Voraussetzungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
erfüllt sind, genügt, um diese Ansicht unhaltbar zu machen. 

Auch B r 0 g g i 24) ist an dieser Stelle zu nennen, der als Axiom 
postuliert, es sei möglich, aus einer Menge ein Element so heraus
zugreifen, daß die Definition nichts darüber aussagt, ob dem Elemente 
eine gewisse Eigenwhaft zukomme oder nicht. B r 0 g g i knüpft claran 
die Bemerkung, daß es sich um eine Forderung subjektiver Natur han
delt, deren Erfüllung vom Stande unserer Kenntnisse abhängt. Das 
erwähnte Axiom B r 0 g gis ist tatsächlich logischer Natur und for
dert nicht subjektive Unkenntnis des Auswahlprozesses, auf Grund dessen 
die Elemente herausgegriffen werden. In einer Gruppe logischer Axiome 
hätte eine solche rein subjektive Forderung keinen Sinn, da man ja 
bei etwaigem Vorhandensein einer solchen Kenntnis davon abstrahieren 
ka.JlIl. 

H e n r i P 0 i n c are hat in seiner bekanntRn witzigen Art die geist
reiche Bemerkung g€,lIlacht, es sei ein sehr glüoklicher Umstand, daß 
wir in die Gesetze, die gewisse komplizierte Vorgänge beherrschen, gar 
keine Einsicht haben. Besäßen wir eine solche, so könnten wir diese 
Vorgänge wegen der Verwicklung der notwendigen Rechenprozesse über
haupt nicht analysieren. So können wir wenigstens eine Wahrschein
lichkeitsbestimID'ung vornehmen, deren Ergebnis - was sehr merkwür
dig ist - gerade wegen unserer Unkenntnis der tatsächlich >ltattfinden
elen Beziehungen richtig ist. 

Neues bringt diese Ansicht nicht, denn soholl J evons 25) bekämpft 
sie, und eine darauf bezügliche Bemerkung findet sich auch bei 
E. Sc r i p t ure. Merkwürdig aber ist, daß eine ganze Reihe von 
~chrift8tellern für oder gegen diese Ansicht Po in c are s Stellung neh
men zu müssen glaubten. 26) Am beE!ten wird diese Ansicht von Poin-

1Ieasurement, American H. of l'sychology, 1920, Bd.31, S.4: '"In more general 
tf'l'ms we may say that the problem of probability exists only in the face of 
i gnorance." 

24) U. Broggi, Die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
25) W. S. Je von s, The IJrinciples of Science, S. 19V, führt gegcn die Mei

nung gewisser Verfasser, es sci Aufgabe der WahrsdlCinlichkeitsrechnung "to 
''''011'(' knowledge out of ignorance" die Ansicht VOll Don kin san, dieseB.ech
Ilung hahe die Aufgabe, den Aufbau der Wissenschaft auf Unkenntnis zu ver
meiden. 

26) F. A. L e Dan te c, Les mathematiciens et 1a probabi1itc, Revue l'hilo
sophique. Nov. 1910, auch abgedruckt in desselben Verfassers Buche Le chaos 
cl I'harmonie universelle. 1 !l11. Gegen die Allschauung, .,on sait d'autant plus 
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ca l' e selbst widerlegt, wenn er nicht a1s populärwissenschaftlicher 
Schriftsteller, sondern als Kenner der Wahrscheinliehkeitsrechnung 
schreibt. Bei seiner sehr interessanten Behandlung des Roulettespiels 27) 
kommt er zu dem Schlusse, daß die Auf~abe unlösbar wäre, falls über 
zwei gewisse Funktionen gar nichts bekannt wäre. Lösbar ist sie nur 
bei Vorhandensein einer ganz bestimmten Information. Im Falle des 
Roul,ettespiel,es besteht diese nur in einer sehr alLgemeinen Annahme 
üoor diese bei den Funktionen, allein es ist doch das V Ol'handensein eines 
ganz bestimmten Wissens, was den W ahrscheinlichkei tsansatz ermög
licht. 

Dm' Prozeß der Begriffsbildung ist zwar im allgemeinen durch 
Zweckmäßigkeitsrücksichten bei der Klaslifizierung bestimmt, kann 
aber auch als ganz willkürlich behandelt werden. Die Festlegung der 
Gruppe von Merkmalen A, auf Grund deren über die Zugehörigkeit 
zur Menge M entschieden wird, ebenso wie die von B, wodurch inner
halb M die Teilmenge T abgegrenzt wird, hängt also von unserem 
Belieben ab. Es ist also durchaus nicht notwendig, bei Bildung dieser 
Mengen und der sich aus ihnen ergebenden Wahrscheinliehkeiten alle 
vorhandenen Informationen zu benutzen. 

Wird eine solche Rechnung zu Fo1'schungszweckell unternommen, 
so wird man natürlich jede erhältliche Information heranziehen, allein 
es gibt Fälle, wo eine solche Untersuchung mit absichtlicher Vernach
lässigung eines Teiles der verfügbaren Information mehr als den \Vert 
einer bloßen Rechenübung hat. Man unternimmt sie meist in der Ab
sicht, durch Ve1'gleiohung der Ergebnisse der Reehnul)g mit den Daten 
der Beobachtung die Richtigkeit der gemachten Annahmen zu prüfen. 28) 

Sind diese richtig und sind keine bei der Rechnung unberücksichtigten 
Einflüsse im Spiele, so müssen die Ergebnisse der Rechnung mit denen 
der Beobachtung übereinstimmen. Aus einem Mangel an Übereinstim
mung zwischen Rechnung und Beobae,htung schließt man auf die Un-

qu'oll ignore davantage" hat L e Dan t e c schon im 12. Kapitel seines Buches 
De l'homme lIla science Stellung genommen. Im Sinne Po in c are s argumentiert 
R ich a r d F 0 Y in demselben Bande der Revue Philosophique. E. Bor e 1, Le 
hasard, S.13, meint: "Cest sur tout ce que je sais, et non sur mOll ignorance, 
que je baserai l'affirmation que la prob abi li te POUI" que la carte de piquet 
choisie soit le sept de pique est precisement 1/32." 

27) Henri Poincare, Calcul des probabilites, 1912, S.150. 
28) Hierauf bezieht sich folgende Erinnerung von W. Web er·: "G a u ß hat 

beim Vortrage immer vorausgeschickt: die Wahrscheinlichkeitsrechnung habe den 
Zweck, nur in solchen Fällen eine bestimmte Auskunft zu geben, wo man außer 
den Beobachtungszahlen von der Sache nichts weiter wis se oder berücksichtigen 
wolle." Abhandlungen der Frießschen Schule, Bd. 1, S. 434. Gegenteiliger An
sicht ist O. Sterzinger, Zur Logik und Philosophie der vVahrscheinlichkeitslehre, 
1912, 8. 67, <!pr meint, l'ei Bildung einer Wahrscheinlichkeitsgröße müßten un
bedingt all!' "erfügbaren Kenntnisse verwendet werden. Diese Ansicht beruht offen
ku~dig auf einem Irrtum, da häutig Wahrscheinlich kpitsansätze gemacht werden, 
bp1 denen ein Teil dpr verfügbaren Informationen au sichtlich vernachlässigt wird. 

Urb an, Grnudlageu der ""'ahrschetnhchkelts rechnung 
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richtigkeit der gemachten Annahmen. In den meit:>ten Fällen wird ge
schlossen, daß die vorausgesetzte Unabhängigkeit der Fälle nicht statt
findet, und die Art der Abweichung l~t oft eine Annahme über die 
Art der zwischen den Ereignissen stattfindenden Baziehung nahe. DiBs 
führt dann zur Entdeckung bisher unbekannter Gesetzmäßigkeitt>JI. 

Wir wollen nun an einigen Beispielen zeigen, wie sich die .\11-
wendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes gestaltet, und dabei beson
deren N achdruek darauf legen, daß in allen Fällen nur der Begr'iff 
der logischen Zufälligkeit zur Verwendung kommt. Wir beginnen zu
nächst mit Wahrscheinlichkeitsbl'Stimmungen, die Ereignissp oder 'rat
bestände betreffen, denen der Charakter der subjektiven Zufälligkeit 
überhaupt nicht zukommt, Da wir eine vollständige Einsicht in di,e 
Zusammenhänge besitzen, so können wir jedes einzelne der Ereignisse 
fe()hnerisch in allen Einzelheiten verfolgen. Zufälligkeit im gewöhn
lichen Sinne des Wortes ist überhaupt nicht vorhanden. Die Voraus
setzung für die Verwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird da
durch geschaffen, daß die Tatbestände dUl"C'll gewisse allf.,"'ßmeinü Eigen
schaften festgelegt werden, in Hinsicht auf besondere Bestimmungen 
aber unbestimmt bleiben. Hierin besteht abm' das Wesen der logischon 
Zufälligkeit. . 

Außerdem ist hervorzuheben, daß es sich in den ersten Beispielen 
um TatbBstände handelt, die rBin logischer Natur sind. Die ;\.uffas
sung der Zufälligkeit im Sinne eines uI'Sachl08en oder kausal nicht voll
kommen bestimmten Geschehens ist schon aadurch ausgeschlossen. Auf 
das Interesse solcher Beispiele für das Verständnis der logischen BB" 
deutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes dürfte Co U rn 0 t zuerst hin
gewiesen haben. In neu ester Z·eit haben H. B run sund E. 0 z u be r 
ihre Wichtigkeit betont. Das Verständnis der mathematischen S,>it.c 
dieser Probleme wurde besonders durch H. Po i n ca re gefördert. 

Wir beginnen mit dem folgenden Beispiele von Gau ß.29) Der Lo
garithmus der trigonometrischen Funktion Tangens kann entweder di
rekt oder als DiHerenz der Logarithmen der Funktionen Sinus lind 
Kosinus bezeichnet werden. Bei diesen auf eine bestimmte Anzahl von 
Dezimalstellen abgekürzten Werten kann die letzte Dezimalstelle des 
direkt berechneten Logarithmus der Tangente nicht gleiuh sein der 
letzten Dezimalstelle der Diffemnz der Logarithmen des Sinus und 
Kosinus, falls die Abweichungen der beiden letzteren abg.ekürzten Zah
len von den genauen irrationalen Werten verschiedene Vorz·eichen habun 

29) C. F. Gau ß, Einige Benwrkungen zu Ve gas Thesaurus LogarithJllofum, 
Werke, Bd.3, S.257-264. Man versuchte auch das den Logarithmentafeln ent
nommene Material dazu zu benützen, um den yon Bi e na y m 6, C. R., Bd.81, 
S.417-423, aufgestellten Satz über die Zahl der Maxima und Minima in nach 
dem Zufalle hergeslelHen Zahlf'nfolgen zu yerifizieren; vgI. Man si 0 n, J. c., 
S.35-37. 
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und die Summe der absoluten Beträge der Abweichungen größer als t 
ist. Die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Tatbestandes ist ~, und 
die ihres Zussmmenbestehens gleich t. 

Gau ß zählte die K ö h I er schen Tafeln, in denen die direkt berecll
neten Logarithmen der Tangente gegeben sind, in dem Intervalle VOll 

30 0 bi6 44 0 59' aus, und fand bei 225 VOll den 900 Werten der in 
Minutenintervallen fortschreitenden Tafel eine Differenz in dem ange
gebenen Sinne. Vielleioht wird eine solche, an einer anderen Stelle 
des Tafelwerkes vorgenommene Auszählung eine weniger genaue Über
einstimmung der Reohllung mit der Beobachtung ergeben, dllein es 
besteht kein Zweifel darüber, daß das den Logarithmentafeln entnom
mene Material den Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in hohem 
Grade entspricht. 

Daß es Rioh hier um einen in aUen Einzelheiten bestimmten ,'rat
bestand handelt, st~ht fest. Ebensowenig be:>teht irgendeine U nmäg
lichkeii, denselben vollständig zu erkennen. Von subjektiver Zufä.llig
keit kann keine Rede sein, da in jedem Falle berechnet werdcn kann, 
ob für einen gegebenen Winkel eine solohe Differenz der letzten Dezi
malstelle des direkt und des als Differenz der Logarithmen cle:-; ~inus 
und de. .. Kosinus berechneten Logarithmus der Tan,gente besteht oder 
nicht. Zufälligkeit besteht nur {m logischen Sinne: 

Durch den Begriff "direkt berechneter n-stelliger Logarithmus der 
Winkel des ersten Quadranten in Minutenintervallen " ist eine endliche 
Menge von Zahlen eindeutig definiert. Diese sind in bezuglltf ihre 
Gattung,seig,enschaften bestimmt, unbestimmt aber in Hinsicht auf alle 
in der Definition nicht mitgedachten Eigenschaften. Eine dieser Eigen
schaften ist die übereinstimmung der letzten Dezimalstelle mit jener 
de~ indirekt berechneten Logarithmus der Tangente. Das Vorkommen 
dieser Eigenschaft an einem Elemente der Menge ist also im logischen 
Sinne zufällig, trotzd,em kein Zweifel darüber besteht, daß und wel
chen Elementen diese Eigenschaft notwendig zukommt. 

Zum Zweck,e eines g,enaueren Eingehens auf dieses Beispiel muß 
man zunächst unterscheiden zwischen der Wahrscheinlichkeit, daß bei 
irgendeinem Winkel der in Rede stehende Tatbestand g'8funden wird, 
und der Wahrscheinlichkeit, daß diese Eigenschaft einem in einem 
bestimmten Tafelwerke tabellierten Winkel zukommt. In ersterem Falll' 
geht man von dem Begriffe "n-stelliger Logarithmus eines Winkels 
im erst,en Quadranten" aus. Die Menge dieser Elemente ist stetig und 
von der Mächtigkeit des Kontinuums. Aus dieser wird die Teilmellge 
jener Winkel herausgegriffen, bei denen eine Differenz in dem an
gegebenen Sinne besteht. Die direkte Messung dieser Mengen biewt 
Schwierigkeiten, und es empfiehlt sich, den Tatbestand als in det' von 
Gau ß angegebenen Weise zusammengesetzt anzusehen. 

Die Abweichung eines auf n Dezimalen abgekürzten Logarithmus 
von seinem genauen irrationalen Werte kann nicht mehr als die Hälfte 

6* 
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des Wertes seiner letzten Dezimalstelle betragen. Das IntelTall yon 
- t bis ~ enthält also die Mengen aller Abweichungen. Diese Menge 
ist stetig und meßbar, und ihr Inhalt wird durch die Länge gemessen. 
Ihr Maß ist 1, jenes der Menge der negativen Abweichungen t. Hier
aus ergibt sich für die Walm,cheinlichkeit einer negativen Abweichung 
der Wert ~. 

Ferner ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß die Summe 
der absoluten Beträge der Abweichungen der Logarithmen des Sinus 
und Kosinus größer als ~. sei. Dnrch ähnliche Überlegungen ergibt sich 
der Wert ~. 

Das Zusammentreffen von Abweichungen ven;chiedenen Vorzeichens 
mit absoluten Beträgen, deren Summe größer als ; ist, führt not
wendig die Folge herbei, daß die letzte Stelle des direkt berechneten 
Logarithmus der Tang>8l1te nicht gleich ist der Differenz der letzten 
Dezimalstelle der auf die gLeiche Anzahl \-on Dezimalstellen abgekürz
ten Logarithmen des Sinus und Kosinus. Nach der Reg,el für die Be
stimmung der Wahrscheinlichkeiten zusammengesetztt'r Ereignisse er
gibt sich der Wert !. 

Dies ist di,e Wahrscheinlichkeit für die stetige Menge aller Winkel 
überha.upt. W p,lche Bedeutung hat die Tatsache, daß die Auszählung 
an einern Tafelwerke Ergebnisse liefürt, die mit denen der Rechnung 
übeI'leinstimmen? Ein Tafelwerk enthält eine aus der unendlichen Menge 
herausg,egriffene endliche Menge, für welche die Gültigkeit der auf 
die unendliche Menge bezüglichen Wahrscheinlichkeitsbestimmungnieht 
ohne weiteres ersichtlich ist. Für die endliche Menge wird die Wahr
!;cheinlichkeit bestimmt durch das V,erhältnis der Anzahl der Winkel, 
denen diE;se Eigenschaft 'zukommt, zur Gesamtzahl der tabf\llierten 'Vin
keI. Dieses ließ,e sich nur durch dÜ'18ktes Abzählen feststellen, was eine 
recht müh&ame Arbeit wäl'e. 

Dio tabellierten Winkel sind aus der Menge aller Winkel über
haupt auf Grund ihrer Maßzahl,en herausgegriffen. Hängt den Win
kelll auch der Größencharakter notwendig an, so ist der Besitz einer 
bestimmten Größe doeh zufällig. Ist also auch durch Festsetzung 
des Tafelintervalles bestimmt, welche Winkel tabelliert werden sollen, 
so ist die W ahl d~lsselben doch willkürlich. Eine Tafel (cmthä,lt also 
eine endliche Menge von uReh dem Zufalle aus der unendlichen Menge 
herausg,egriffenen Winkrln. 

Wir wollen nun als Muster 8 einer endlichen oder unendlichen 
Menge Meine Trilmenge von Mansehen" die dadurch entsteht, daß 
eine hinreichend große Anzahl von Elementen aus M naeh dem Zu
falle herausgegriffen wird. Wie das Sammeln der Elemente von S 
zu geschehen habe, um ein richtiges Bemustern von M zu ermöglichen, 
muß in jedem einzelnrn Falle untersucht und entschieden werden. J eden
falls darf unter elen mementen keinr willkürliche Auswahl getro ffrn 
werd,en. 
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Das Bernoullisohc Theorem enthält eine Aussage über die Be

ziehung zwischen der Zusammensetzung des Musters zu jener der ur
sprünglichen Menge. Geg,eben sei die endliche oder unendliche Menge 
M, die - wie früher - dem Merkmale B die Wahrscheinlichkeit p 
gibt. Derselben wird als Muster die Teilmenge S entnommen, indem 
die Elemente einzig mit Rücksicht auf ihre Zugehörigkeit zu M und 
ohne Rücksicht auf besondere Bestimmungen herausgegriffen werden. 
Da.s Muster gibt den Elementen, denen d~s Merkmal B zukommt, die 
Wahrscheinlichkeit p'. Wir woUen nun das Bernoullische Theorem 
kurz dahin ausdrücken, daß ein hinreichend großes Muster ungefähr 
dieselbe Zusammensetzung hat wie die Menge, der es entnommen ist. Daraus 
ergibt sich, daß die Wahrscheinlichkeiten p und p' ungef:ihr gleich sind. 

Der B,ernoullische Satz präzisiert bekanntlich diese Aussage, in
dem ,er die Beziehung zwischen der Anzahl s der Elemente des Musters 
S und den Wahrscheinlichkeiten, mit welchen sich gegebene ~Uwei
chungen zwischen p und p' envarten lassen, angibt. Daraus folgt zu
näc.hst, was man unter einem hinreichend gl'oßen Muster zu verstehen 
hat: Zu jed.er Abweichung zwischen p und p', die mau mit gegebener 
Wahrscheinliehkeit erwarten will, gehört ein Muster ,"on bestimmter 
Ausdehnung'. 

Die Forderung, daß das Muster hinreichend ausgedehnt sein muß, 
bad'eutet nie nt, daß die Anzahl der Elemonte von S im Verhältni"se 
zu der der ursprünglichen Menge M beträchtlich sein müsse. Eine solche 
Bestimmung hätt,e bei unendlichen Mengen überhaupt keinen Sinn, 
da wir nur an endlich'Ün Mengen tatsächlich Abzählungen vornehmen 
können. Keine endliche Menge aber hat im Verhältnisse zu einer un
endlichen Menge eine beträchtliche Ausdehnung. 

Besitzt ein Muster nicht die Zusammensetzung, die man auf Grund 
einer richtigen, auf die ursprüngliche Menge bezüglichen \Vahrschein
lichkeitsbestimmung zu erwarten hat, so folgt daraus, daß der _lus;
wahlprozeß beim Sammeln der Elemente von S keine Verwirklichung 
des zufälligen Herausgreifens von Elementen aus M war. Entweder 
hat man nicht die Menge untersucht, die man zu untersuchen glaubto, 
oder aber bestand eine Beziehung oder Regel, welche die Auswahl beein
flußte. Dies ist der Schluß, den man in alLen solchen Fällen zieht -
angefangen von dem Nachweise, daß ein paar Wütiel falsch sind, l,is 
zu Laplaces berühmtem Beweise, daß im Aufbaue des Planeten
systemes eine Ursache dafür bestehen müsse, daß die Bahnen der Pla
net.en so angeordnet sind, wie wir sie beobaehten. Auf demselben Go
dankengange beruht die Anoohauung von Co u I' not, daß unser 'Vissen 
über Naturgesetze durch Beobachtungen über das Zusammenbestehen 
oder die Aufeinanderfolge von Ereignissen gewonnen wird, die nicht 
auf einen Zufall zurückgeführt werden können. 3D) 

30) VgJ. G. Milhaud, Le hasard chpz .\rislote el chez Cournot, H,'
vue de Metaphysique et Morale, 1902, Bd.1O. 
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Einen ähnlichen Schluß muß man ziehen, falls in einem Tafelworke 
die Logarithmen der Tangente nicht in ungefähr ! aller Fälle an der 
letzten Dezimalstel1e von den Differenz.e11 der Logarithmen des Sinus 
und Kosinus verschieden sind. Besitz.en diese Fälle eine viel geringere 
als die angegebene Häufigkeit - im Grenzfalle, wenn solche Differen
z.en überhaupt nicht vorkommen -, SIO muß man auf das Vorhanden
sein eines Umstandes schließen, der dem Vorkommen solcher Fälle ent
gegenwirkt. In den Tabellen der Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen in V e gas "Thesaurus logarithmorum compl,etus" stimmen 
die Logarithmen der Tangente mit oer Differenz der Logarithmen 
des Sinus und Kosinus stets überoeill. Man wird den sehr nahe liegenden 
Sohluß ziehen, daß die in diesem Werke tabellierten Logarithmen der 
Tangente nioht direkt berechnet, sondern als Diffm'enz.en der Logarith
men des Sinus und Kosinus gefunden wurden. 

Man erkennt an diesem BE'ispiele deutlich. welche Rolle die Wahr
scheinlichkeitsrechnung bei solchen Schlüssen spielt. Sie ermöglicht es, 
aus gewissen Voraussetzungen SClhlüsse darauf zu ziehen. mit welcher 
relativen Häufigkeit ein gewisses Ereignis zu prwarten ist. Stimmt die 
Rechnung mit der Beobachtung überrin, so darf man darin eine Be
stätigung der gemaohten Annahmen sehen, und ferneren Schlüssen aus 
ihnen um so größeres v.ertrauen entgegenbringen. Aus einem Mangel 
an übereim;timmung zwischen Rechnung und Bt'Obachtung kann man 
nur schließen, daß die tatsächlich bestehenden Verhältnisse sich in 
irgendeiner Hinsicht \'on den bei der Rechnung angenommrnen unter
scheiden. Weiter führt die Rechnung nicht. Eine Hypothese über die 
Art dieser Verschiedenheit muß auf eine geuaue Kenntnis der bestehen
den Verhältnisse g,egründet werden, und ihre Aufstellung ist nicht mehr 
rein mathematische Angelegenheit. Es sind dies im wesentlichen die 
gleichen Schlüsse, wie sie bei jeder Anwendung der Mathematik auf 
Gegenstände der Erfahrung gewgen werden. 

Wir wollen versuchen, dieses (hußsche Beispiel noch durch folgende 
geometrische Überlegungen zu verdeutlichen. Wir denken uns die Kur
ven, welche die Abweichungen der n-stelligen Logarithmen der .Funktio
nen Sinus und Kosinus von ihren wahren Werten darstellen, gezeichnet. 
Die Werte von 0 bis 2:n; werden auf der Abszissenachse aufgetragen, wäh
rend die Ordinate durch ihre Länge und Richtung den Betrag und das 
Vorzeichen der zugehörigen Abweichung darstellt. Diese Kurven sind 
durchaus stetig mit Ausnahme jener Punkte, an denen sie von den Wer
ten t .1O- n bzw. - t ·10- n auf - ~ .1O- n bzw. t .10- 71 überspringen. 
Subtrahiert man diese Kurven voneinander, so erhält man die Kurve der 
Abweichungen der Logarithmen der Tangente, berechnet als Differenz der 
Logarithmen des Sinus und des Kosinus. Diese Kurve bewegt sich zwi
schen den Werten -lO-n und lO-n, und in jenen Intervallen, in denen 
sie Werte annimmt, die größer als t· lO-n oder kleiner als ~ .1O- n sind, 
besteht eine Differenz zwisohen den letzten Dezimalen der direkt und 
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der als Differenz der Logarithmen des Sinus und Kosinus beroohneten 
Logarithmen der Tangente. Die Summe der Intervalle, in denen dies 
stattfindet, ist das Maß der Menge der Werbe, für welche ein Unter
schied der angegebenen Art besteht. Das Verhältnis der Summe der 
dieser Intervalle zur Gesamtlänge 2 11: ist die Wahrseheinliehkeit für 
das V orhandensein eines U ntersc;hiedes auf der letzten Dezimalstelle 
der direkt und der als Differenz zwioohen dl'n Logarithmen des Sinus 
und lle>< Kosinus beroohneten Logarithmen dpl' Tang,ente. 

Die Länge der eim'-clnen Intervalle ist endlich und hä.r~t \"Oll n, 
der Anzahl der beibehaltf'nell Dezimalen, ab. Ihre Verteilung ist recht 
kompliziert, wie schon eine Betrachtung' eines kleinen Intervalles der 
Winkelwerte ergibt. Wir wählen das Intclvall der Winkel von 38° 50' 
bis 380 {j2' in Sexagesimalgradpn. Die fünfstelligen Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen an den GrPllzen dieses Intervalles sind: 

log sin H8°50' = !1,7!)731 log eos 38°50' = ~,89152 

log sin 38°5:r = !I,7!1762 log eos 38°52' = !-J,89132. 

Es durchläuft also die KUlTe der Abweichungen VOll den wahren Weden 
beim Sinu:,; mehl' als 30 mal, und beim Kosinus mehr als 19 mal alle 
möglichen Wertl'. Da die Intervall€, in donen die Kurve der Anwei
ohungeIl alle möglieht'1l \V üt't.e durehläuft, für den Sinus und Kosinus 
verschieden lang sind, verschiebt sieh di{' geg'l'Ilseitige Lagf' dor Kurven 
fortwährend. Daraus folgt, daß die Intervalle, in denen die Abw')i
(lhungtlii entgegeng{'8{'tztes Vorzeichen haben und eine Summe der abso
luten Heträge grüßer als t .10- 5 ergeben, klein, sehr zahlreich, nicht Zll

sammollhiingelld und unregelmäßig vt'rteilt sein müssen. 
Diese" Bl'ispiel von Gau ß ist besonders geeignet, die Vorzüge der 

Kr i c 13 Rühen Au f'fassnng des 'Valu"Sdwinlichkl'itsbegriffes zu zeigen: 
Tatsächlich kanll man alles von '-. Kr i e ß über das Stoßspiel Gesagte 
fast ohne Änderung Huf dil'&PS Beispiel übertragen. Man zeichne in 
tmt,:,;preehpudtHi Dilll('nsionen l'inen Streifen, auf dem die Werte \-on 
Obis 211: aufgetragen werden. .Jene Intervalle, ·für welche ein Unter
schied Z\\,j.,,·h(·Jl den din'kt bcreclmeten und den als Differenzen der 
Logarithmull des Sinus und des Kosinus erhaltenen Logarithmen der 
'l'allgente be"tcht, marki<'re man mit weiß,er, den Rest des Streifens 
mit sc!lWllr7Rr Farbe. Hierauf stoße man <>ille Kugel, die durch eine 
R.innc mit nrtikalen Rändel'll gezwllngen ist, sich längs dieses Strei
fens zn bc\v·egen. Nach {'iner gewissen Zeit wird die Kugel zur Ruhe 
kommen, und zwar entweder an t'inem schwarzen oder an einern weißen 
Strpifen. Die Verteilung der weiß,en Streifen ist sehr unregelmäßig 
und außerdem sind sie so klein, daß man nioht absichtlich der Kugel 
einen solohcn Antrieb geben kann, daß sie auf einem bestimmten Strei
fen zur Huhe kommt. Unter diesen Umständen wird man unbedenklioh 
die Aufstellung gestatten, daß die Wahrscheinlichkeit für das 7-nr- Huhe
Kommen der Kug·el auf einern' weißen Streifen gegeben ist dUl'Oh das 
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Verhältnis der Summe der Längen der weißen Streifen zur Gesamt
länge der Rinne. 

Im Grundgedanken diesem Gau ß schen Beispiele ähnlich ist das 
folgende Beispiel, das man H. B run s verdankt. Das erwähnte rrafel
werk von V e ga enthält unter anderem eine Tafel der zehnstelligen 
gemeinen Logarithmen aller fünfziffrigen Zahlen, die in Spalten von 
je 60 Logarithmen geordnet sind. Konstruiert man eine 'fafel, die 
angibt, wie oft in den ersten 1000 Spalten des "Thesaurus logarith
morum completus" solche mit 0, 1, 2, 3, ... 59, 60 Endnullen vorkom
men, so erhält man eine Verteilung, die fast genau mit der von der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung geforderten übereinstimmt.3I) Die Walu
scheinlichkeit einer Endnull bestimmt sich empirisch auf 0,1004. 

Ein ähnliches Beispiel behandelt Henri Poincare.32) Er denkt 
sich für jede Zahl, die an der dritten Dezimalstelle des Logarithmus 
eine gerade Zahl hat, 1, im entgegengesetzten Falle aber -1 hin
geschrieben. Aus den so erhaltenen Zahlen wird das arithmetis~he Mit
tel genommen. Po in c are zeigte in einem Artikel in der Revue Gene
rale des Soiences, daß dieses Mittel kleiner als 0,003 sein muß. 

Po i n () are erkannte, daß dies nicht etwa eine Besonderheit der 
Funktion Logarithmus sei, sondern daß diese Eigenschaft oiner sehr 
ausgedehnten Klasse von Funktionen zukommt. Er setzt in seinem Be
weise nur di,e Endliohkeit der ersten und zweiten Ableitung voraus, 
~nd schließt richtig, daß der Beweis für jede Funktion gilt, die diese 
Eigenschaft hat. Wir werden zeigen, daß die Bl-dingungen wesentlich 
weiter gefaßt werden können, und daß die Voraussetzung der Stetig
keit genügt. 

In heiden Bei,spielen wird das Auftreten einer bestimmten Ziffer 
auf einer gegehenen Dezimalstelle des Logarithmus einer Zahl als zu
fälligefl Ereignis getrachtet, dem eine gewisse Wahrscheinlichkeit zu
kommt. Es ist kein wesentlioher Unterschied, ob man diese Wahrschein
lichkeit selbst oder einen aus ihr abgeleiteten Mittelwert betrachtet. 
Ebensowenig ist es ein wesentlioher Unterschied, daß Poincare eine 
Wahrscheinlichkeits bestimmung apriori macht, während B run s sie 
durch Auszählung an einem Tafelwerke empirisch vornimmt. 

In beiden Fällen ist die Vorstellung grundlegend, daß das Auf
treten einet Zi.ffel' auf einer gegebenen Dezimalstelle des Logarithmus 
ein zufälliges Ereignis ist. Im gewöhnliohen Sinne des Wortes kann 
nun in diesem Falle von Zufälligkeit nioht die Rede sein. Wenn es 
eine Zuordnung gibt, d'ie notwendig ist, so ist es die zwischeneinel' 
Zahl und ihrem auf aUen De.zimaLsteUen vollständig bf'stimmten Lo-

31) H. B run s, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre, 1906, 
8.8, 279f.; E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, Bd.1, 8.370-373. 

32) H. Po i n ca r e, La science et I'hypothese. 8.224, und Calcul des pro
babilites, 1 fI12, 313-320. 
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garithmus. Die Zufälligkeit kann also nicht darin bestehen, daß em 
Ereignis durah seine Bedingungen nicht vollitändig bestimmt ist. 

Ferner: We.nn wir in den Zusammenhang eines Ereignisses mit 
seinen Bedingungen vollständige Einsicht haben, &0 ist es die Beziehung 
einer Zahl zu ihrem Loga~ithmus. Unser Wissen ist vollständig, und 
wir können di,ese Abhängigkeit in allen Einzelheiten :roohnerisch "er
folgen. Es kann also auoh von subj,ektiver Zufälligkeit keine Rede 
sein. Auoh der Auswahlprozeß ist nicht zufällig im gewöhnlichen Sinne 
des Wortes, da duroh die Bestimmung, alle zehnsteUigen Logarithmen 
der fünfist.elligen Zahlen aufzunehmen, genau bestimmt ist, welohe Zah
len samt ihl'en Logarithmen zu tabellieren sind. 

ZufäUigkeit besteht nur ,im logisuhen Si!llne. Das Auftreten einer 
bestimmten Ziffer auf einer gegebenen Dezimalstelle des Logarith
mus einer Zahl ist im Begriffe einer Zahl nioht mitgt'-dacht und des
halb im logischen Sinne unbestimmt. 

P.(ll p.(2) P.(;] , • 
-~,0:~97 ° 0,02877 0,08996 

1 0,03622 0,09206 0,09920 
2 0,04560 0,09420 0,09942 
3 0,05740 0,09639 0,09965 
4 0,07227 0,09864 0,09988 
5 0,09097 0,10094 0,10011 
6 0,11453 0,10329 0,10034 
7 0,14419 0,10569 0,10058 
8 0,18152 0,10816 0,10081 
9 0,22852 0,11068 0,10104 

Mittel 6,24890 4,68986 4,51900 

Po i n c are spricht von ,der dritben, B run s von der zehnten Dezi
malstelle. Zusammenfassend wollen wir sagen, daß bei ()iner stetigen 
Funktion von einer hinreichend hohen Dezimalsfelle an alle Ziffern die 
gleiohe Wahrscheinlichkeit 1/10 haben. Es soll nun klargelegt werden, 
welohe Bedeutung d.ie Bestimimung hat, daß. die Dezimalstelle hin
reichend hooh sein muß. Wir beziehen uns zunächst auf die Funktion 
Logarithmus. 

Die W'erte der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ziffern i auf der 
erst'en, zweiten und dritten Dezimalstelle, di-e wir mit 

pp>, pP), pP), ... 
bezeichnen wollen, sind in der vorstehend-en Tabelle zusammengestellt. 
Man sieht auf den ersten Blick, daß auf der ersten Dezimalstelle von einer 
Gleichh-eit der Wahnscheinlichkeiten der einzelnen Ziffern überhaupt 
nicht die Rede sein kann. Mit steigendem Index nehmen die p,(l) sehr 
rasch zu, so daß die Wahrscheinlichkeit des Auftlletens der Neun auf 
der ellSten Dezimale ungefähr ,achtmal so groß ist wie die der Null. 
Die auf die zweite Dezimalstello bezüglichen Werte sind weniger Y011-
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einander verschieden, allein die Differenz zwischen dem kleinsten und 
dem größten Werte beträ.gt immerhin mehr als ein Fünftel des ersteren. 
Wirklioh gering sind diese Unterschiede erst bei den auf die dritte 
Dezimalstelle bezügliohen Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ziffern. 
Der absolute Unterschied zwischen dem größten und dem kleinsten 
Werte beträgt nur zwei Einheiten der dritten Dezimalstelle oder zwei 
Prozent des kleinsten Wertes. 

Es ist sehr einfaoh, di,e Summe der Intervalle zu bestimmen, in 
welchen d.er Logarithmus eine bestimmte Ziff.er i auf der k-ten D~ 
zimalstelle hat. Man findet 

lO-k 

P (k) = 1010- k • j ~~---=-~. 
j lO-k+l 

10 -1 

Nimmt man k = 3 oder größer an, so kann man sich in der Entwicklung 
von .1010- k auf das linl'lare Glied beschränken und erhält 

),<k) = 1 (1 + .!-30268lii) • 
1, 10 lOk 

Die Wahrscheinlichkeitcn der Ziffern 0, 1, ... 9 sind also &'uf keincr 
nooh so hohen Dezimalstelle strenge gleich, sondern sie nehmen mit i 
wi<~ die Glieder einer arithmeti8'Ohen Reihe zu. Der Unterschied zwi
schen dem größten und kleinsten Werte beträgt aber nur M· 9,IO-<k+l>, 
ist also kleider als drei Einheiten der k-ten Dezimalstelle. Wählt man k 
so groß, daß diesel' Unte1'8ohied vernachlässigt werden kann, BO sind 
auf der k-ben und allen höheren Dezinwlstellen alle Ziffern mit der 
gleichen Wahrscheinljchkeit 0,1 anzusetzen. 

Am Fuße der vorstehenden Tabelle sind unter der Bezeichnung 
"Mittel" die Summen 

'I 

Sk= ~ipP') 
k=O 

gegeben. Ist k eine größere Zahl, so ist der auf die k-te Dezimale be-
zügliohe Wert . 

666,24 
Sk - 4,5 + 10-(k+l)' 

Man erkennt, daß diese Größen zi~mlioh l'Mch dem Werte 4,5 zu
stre~n, der sich ergeben würde, wenn di~ einzelnen Ziffern genau 
gleiche Wahrscheinlichkeitcn hä.tten. 

Der Ausgleioh der Wahrschcilllichkciten kommt dadurch zustande, 
daß bei der Bestimmung der Wahl'scllP,inlichkcitcn der einzelnen Zif
fern eine große Anzahl von Inte.l'Valien zu addi'cren ist. Die Anzahlen 
dieser Intervalle si,nd gleioh, und' für jedes Glit,"Cl irgendeiner Summe 
findet sich in jeder anderen Summe cin Glied, das sich von ihm nur 
sehr wenig untel'soheid-et. Mit wachsendem k nimmt di-o Anzahl der 
Intervalle zu, allein die Unterschiede der entsprechenden Intervolle neh
men noch rascher ab, und sämtlich<' Sumrnrn stn'ben deI" Grenzr 0,1 zu. 
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Eine gmphische Erläuterung macht diesen Proz.eß der Ausglei

ohung dm Unterschiede zwischen anfänglich ganz verschiedenen Größen 
viel1eioht noch klarer. Die nebenstehende Figur 1 gibt den Verlauf 
der Funktion Logarithmus in dem Intervalle von 1-10, I~nd zwa.r 
ist die Maßeinheit d,er Abszissc doppelt so groß wie die der Ordinate 
gewählt. 7.unächst wurden auf der Abszisse die Intervalle bestimmt, 
die den Logari:thmen entsprechen, welche auf der ersten Dezimalstelle 
die ~iffern 0, 1, ... 9 haben. Die diese Gebiete trennenden Ordinaten 
0,1, 0,2, ... 0,9 sind duroh gestrichelte Linien angedeutet. Die ent
sprechenden Abschnitte der Abszissenachse sind sehr verschieden groß 
und in sich zusammenhängend. Man ersieht hieraus die Verschieden-

90 
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heit der "Vahrscheinlichkeiten der einzelnen Z;iffern auf der ersten 
Dezimale. 

Die schwarz ang,elegten Streifen habpll als Grundlinien die Mengc 
der Argumentsw,ertc, denen die Funktionswerte 0,03-0,04, 0,13-0,14, 
... entsprechcn. In diesE'n 10 Int,ervallen, die ersichtlich von verschie
dener Größ,(' sind, haben di,e Funktionswertp auf der z\ycitcn Dezimal
stelle die Ziffer 3. Die schrafficrtpn Streifen leii'ten dassdbe für die 
~iffer 8. ,Man erk,enllt leioht, daß jeder l'inzelne dpr letzteren Streifen 
breit.er ist als d,er entspreohende Streifen für die Ziffer 3, daß aber 
dieser Unt,erschicd klein ist. Dic Meng,ell der Fülle, in welchen die 
/,;iffern 3 und 8 auf der zweiten Dezimale erscheinen, setzen eich a.us 
voneinand,er gdrenntl'n IntelTallcn zusammen. Die Anzahl rlieser Inter
valle ist für aUc Er,eignissc die gleiche, und außerdem findet sich in 
jeder auf ein anderes Erci'gnis bezüglichen Menge ein Teilintel'vall, 
das VOll cincm gügebcnell Teililltervalle einer anderen Menge nur wcnig 
verschieden ist. Zwei Summen, die aus der gleichen Anzahl von Glie
dern bestehen, wobci jedes Glie.d der einen Summe VOll einem bcstimm-
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ten Gli,ede der anderen Summe nur wenig verschieden ist, können auch 
nicht stark voneinander verschieden sein. 

Man kann sich leicht die Konstruktion für die dritte Dezimalstelle 
fortgesetzt denken. Für jed·e Ziffer ergeben sich dann hundert Inter
valle, die über das Gebi'et der Zahlen von 1 bis 10 yerteilt sind. Die 
Unterschiede zwischen zwei entsprechenden Intermllen sind noch kleiner 
geworden, weshalb die Wahrsclll'inlichkeitell der einzelnen Ziffern sich 
nur wenig voneinander und von dem Werte I! 10 unterscheiden. 

Je höher die Dezimalstelle ist, auf die man sich bezieht, desto größer 
wird die Anzahl und desto kl-einer die Ausdehnung der Gebiete, die 
eill'E~r bestimmten Ziff.er entsprechen. Dies bringt den Ausgleich der 
Wahrscheinlichkeiten mit sich, der uns dazu berechtigt, auf hinreichend 
hohen Dezimalstellen dite Wahrscheinlichkeiten aller Ziffern als gleich 
anzusehen. Dieser Ausgleich der Wahrscheinlichkeiten durch Zersplit
terung des Gebietes der unabhängigen Val'iablt'n kommt ~ehr häu
fig vor. 

Die beiden Beispiele von Gau ß und B run s von Ereignisst'n, die 
die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung gestatten, trotzdem 
über den einzelnen Fall durchaus keine Ungewißheit besteht, sind ziem
lich wenig bekannt. Es gibt jedoch eine ausgedehnte Klasse von Auf
gaben, deren Kenntnis All~emeingut ist und bei denen über den not
wendigen Zusammenhang der Ereignisse mit ihren Bedingungen gleich
falls kein Zweifel best,ehen kann, da wir vollkommene Einsicht in aen
selben haben. E.s sind dies die Aufgaben über sogenannte geometrischc' 
Wahrscheinlichkeiten. Es handelt sich bei diesen Aufgaben um die 
Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten, daß ein aus einer stetigen 
Menge herausgegriffenes Element gewisse Eigenschaften habe oder Be
dingungen erfülle. Da die ersten Aufgaben dieser Art geometrische 
Gegenstände betrafen, so sprach man von geometrischen Wahrschein
lichkeiten und behielt diesen Namen auch dann bei, als Aufgaben der
selben Natur auf anderen Gebieten gefunden wurden. 

Das folgende Beispiel ist für die bei solchen Aufgaben zur Verwen
dung kommenden Begriffe charakteristisch. Legt man durch einen Eck-

punkt eines Dreiecks eine Gerade, so besteht die Wahrscheinlichkeit ~ 
7t 

dafür, daß die Gerade die Gegenseite des Dreiecks schneide, wenn u der 
Dreieckswinkel ist, durch dessen Scheitel die Gerade gelegt werden 
soll. Welchen Sinn hat diese Wahrscheinlichkeitsbestimmung? Ganz 
gewiß geht dem Ereignisse, das im Schneiden einer gewissen durch 
einen Punkt gelegten Geraden mit einer bestimmten Strecke besteht, 
der Charakter der Zufälligkeit im gewöhnlichen Sinne des Wortes ab, 
da wir v.on jeder herausgegriffenen Geraden angeben können, ob dieses 
Ereignis eintritt .oder nicht. 

Der Charakter der Zufälligkeit kommt diesem Ereignisse nur dann 
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zu, wenn Ulan die Gerade nur alt; Element der Menge der durch diesen 
Punkt gezogenen Geradpn betrachtet. Die Geraden, die durch einen 
gegebenen Punkt gehen, bilden eine Menge von Elementen, die in Hin
flicht auf ihre Lage bestimmt, in Hinsicht auf ihre Richtung aber 
unbestim'mt sind. Die Richtung einer zu dieser Menge gehörigen Ge
raden ist also im logischen Sinne zufällig. Das Maß der Menge aller 
durch einen Punkt gehenden Geradpn ist durch den halben Umfang des 
Einheitskreises gegeben und gleich x. Die Teilmenge, deren Elemente 
alle ien(' Geraden sind, die die Gegenseite schneiden, wird durch den 
Winkel a gemessen, da eine die Gegenseite sehneidende Gerade notwendig 
innerhalb dieses Winkels liegt, und iede innerhalb dieses Winkels lie
gende Gerade die Gegenseite schneidet. Hieraus ergibt sich der Wert 

der gesuchten Wahrscheinlichkeit mit IX , wie oben angegeben. 
'11: 

B u ff ons Nadelproblem ist die älteste Aufgabe über geometrische 
Wahrscheinlichkeiten. Der Auswahlprozeß ist hier in dem Blindlings
werfen der Nadel gegeben. Man könnte glauben, daß hierdurch das 
Element der Ung,ewißheit eingeführt wird, das zur Anwendung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung berechtigt. Das Vorkommen "oleher Aus
wahlprozesse war aber nur die Veranlassung zur Aufstellung solcher 
Aufgaben. Bei der weitaus größten Zahl der Aufgaben wird eine zu
fällige _\uswahl nur postuliert, und es wäre oft gar nicht leicht, einen 
physischen Prozeß anzug,eben, der sie verwirklicht. Angesichts der Tat
sache, daß die g,eometrischen Wahrscheinlichkeiten schon lange be
kannt sind, kann ma,n es als merkwürdig ansehen, daß die Auffassung 
der Wahrscheinlichk,eiten als Maß unS8Il1er Unkenntnis oder unserer Un
gewißheit über den Verlauf eines Vor~anges oder des Zutra.uens in die 
Richtigkeit einer Aussage sich errl18Jten konnte. 

Auch die Zahlentheorie bietet viel,e Beispiele von Wahrscheinlich
keitsbestimmungen bei VorgiiJJ.gen, denen das Moment der subjektiven 
~nfälligkeit fehlt. Man d,enke an die Bestimmung der Wahrscheinlich
keit, daß eine aus der Menge der natürlichen Zahlen kleiner als G her
ausgegriffene I':ahl eine Primzahl sei. Auch hier läßt sich nur die 
mengentheoretische Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes durch
führen. Durch das Merkmal "natürliche Zahl" ist eine Menge ,"on 
Gegenständpll bestimmt, die in Hinsicht der in der Definition ange
gebenl'n Eigl'llschaften bestimmt, hinsichtlirh b{'8ondpl'pr Ml'l'kmale aber 
unbestimmt sind. 

Dieses Beispiel zeigt sehr gut, daß eine m.athematische Wahrschein
lichkeit nicht ein Maß unserer Unkenntnis ist, denn sonst müßte ihr 
Wert für verschiedene Personen großen Schwankungen unterworff.'n sein, 
und z. B. nach dem Durchlesen ciJ1Pr Tafel der Primzahlen wesentlirh 
sinken. 

'Värt· uas Bestehen einer subjektiHm U llkenntnis des Zusammen
hange .. der Ereignisse mit ihrE'n Bedingungon erforderlich. so müßtp 
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man heute an der Mögliohkeit dieser Wahrsoheinlichkeitsbestimmung 
verzweifeln, da die zahlentheoretischen Untersuchungen der neueren Zeit 
zur Kenntnis der Anzahl der Primzahlen unte-r einer gegebenen Grenze 
geführt haben. Natürlich ist der Sachverhalt gerade umgekehrt: Diese 
Aufgabe, deren Lösung früher unmöglich war, ist heute lösbar, denn 
zur Durchführung einer Wahrscheinlichkeitsbestimmung ist nicht das 
Bestehen irgendeinel' Unkenntnis --- und sei diese noo.h so ausgedehnt -
erforderlich, sondern diese muß auf eine bestimmte Information übel' 
die in Betracht kommenden Mengen gegründet werden. 

Die bisherigen Beispiele beziehen sich auf Gegenstände rein lo
gischen Charakters, und der Begriff der Ursache kommt überhaupt 
nicht zur Anwendung. Die Auffassung, der Zufall bestünde in einem 
Mangel an Zusammenhang zwischen den Tatbeständen und ihren Bp
dingungen, ist gänzlich ausgeschlQSsen. Wir wollen jetzt ~inige Bei
spiele betrachten, bei denen physikalische Vorgänge Gegenstand wah/'
scheinlichkeitstheoretischer Untersuchungen sind. Wir wollen mit Bei
spielen möglichst einfacher Natur beginnen und dann zu komplizier
teren Aufgaben fortschreiten. In den ersten Beispieleu handelt es sich 
um Ereignisse, über deren Zusammenhang mit ganz bestimmten Be
dingungen gar kein Zweifel besteht, so daß es rollkommen ausgeschlos
sen ist, den Zufall im Sinne eines ursachlQSen Geschehens aufzufassen. 
Die wachsende Kompliziertheit der Vorgänge in den späteren Beispielen 
soll den Gedanken nahe legen, daß auch hier die Wahrscheinlichkeits
rechnung den Zufall nicht als ein ursachloses Geschehen auffaßt. Man 
wird im Gegenteil in der Anwendbarkeit der WahrscheinlichkeitsTech
nung auf ein bestimmtes Tatsachengebiet ein Argument dafür sehen, 
daß die Erscheinungen durch ihre Bedingungen eindeutig bestimmt 
sind, denn nur dann ist die Beobachtung übel' die Konstanz der Ver
hältniszahlen verständlich. 

Wir betrachten als erstes Beispiel die Zillten, in welchen die VOl'
mittagsflut an einem bestimmt~n Punkte, z. B. bei London Bridge, 
eintrifft. Diese werden danach eingeteilt, ob die Flut im ersten, zweiten, 
dritten oder vierten Viertel einer Stunde eintrifft. Sammelt man eine 
hinreichend große Anzahl von Daten aus den Angaben des "Nautical 
Alman.ac", so findet man eine fast genaue übereinstimmung mit den 
'Ergebnissen der Wahrscheinlichkeitsrechnung unter der Voraussetzung, 
daß das Eintreffen von Ebbe und Flut ein zufälliges Ereignis ist.s3) 

Man erkennt leicht den vollständigen Parallelismus dieses Beispieles 
mit den statistischen IErhebungen von H. B run s über Logaritlrmen
tafeln. Das Eintreffen der Flut ist ein Ereignis, das in allen Einzel
heiten genau bekannt ist und für einen beliebigen kommenden oder ver
gangenen Tag berechpet !Werden kann. Es besteht weder irgendeine sub-

33) F. Y. Edgeworth, The Law of Error, Transactions of the Cambrid~e 
Philosophical Society, 1905, Bd.20, S. 128 f. 
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jektive Unkenntnis nooh ein Zweifel darüber, daß der Vorgang durch 
seine Bedingungen vollständig eindeutig bestimmt ist. Ebensowenig 
gibt das Auswahlprinzip Raum für irgend welche Zufälligkeiten. Ent
schließe ich mich, diese Verhältnisse im Jahre 1920 zu untersuchen, 
60 ist das zur Untersuchung gelangende Material vollständig bestimmt. 
Wedel" das Auswahlprinzip nooh die Vorgänge selbst bieten den ge
ringsten Raum für Zufälligkeit in der gewöhnlichen Bedeutung des 
Wortes. 

Zufälligkeit betlteht nur .im logischen Sinne. Durch den Begriff 
"Eintreffen der VormittagsfLut" ist eine Menge definiert, :leren Ele
mente iIlßOweit bestimmt sind, als das Eintreffen der Flut zwischen 
Mitternacht und Mittag stattfinden muß, allein die genaue Zeitbestim
mung des individuellen Falles .ist nicht mitgedaeht, und demnach lo
gisch zufällig. Durch die gewählte Einteilung nach dem Eintreffen in 
den viel' Vierteln einer Stunde wird diese Menge in vier Teilmengen 
eingeteilt. Jede dieser Teilmengen besteht aus zwölf Intervallen, die 
voneinander getrennt sind. Aus den früher angeführten Gründen kann 
die Summe dieser zwölf Intervalle nicht viel von 1/4 des Gesamtberei
ohes verschieden sein. Die Daten des "Nautical Almanac" bilden eine 
endlichf~ Menge, die aus der unendlichen Menge ohne Auswahl als 
Muster herausgegriffen wird. Nach dem Bernou 111 schen 'rheorem 
muß dieses Muster innerhalb gewisoor GrenZeIl die gleiche Zusammen
setzung haben wie die ursprüngliche M~mge. 

DaR Kr i e ß sehe Stoßspiel wurde bereits oben erklärt. Es besteht 
darin, daß eine Kugel durch einen Antri'eb in Bewegung gesetzt wird 
und gezwuIlg'Bn ist, sich in einer Rinne zu bewegoo, die in gleich große 
sch;warw und weiße, Streifen geteilt ist. Es ist dies eine Vereinfachung 
des Roulettespieles, bei dem die Kugel sich in einer kreisförmigen 
Rinne bewegt. Ist der Antrieb gegeben, so ist die Länge des zurück
gelegten Weg,es, und damit die Stelle, wo die Kugel zm; Ruhe kommt, 
durch die bestehenden Reibungen eindeutig bestimmt. Die Gebiete, 
die das Resultat "weiß" herbeiführoo, sind in großer Zahl, klein, von
einander getrennt und von gleicher Größe, wie die schwarzen Streif~n. 
Die,'! führt zu dem Ansatze, daß die Wahrscheinliehkeit für das Zur
Ruhe-Kommen des Balles gleich -; ist. 

Wird die Kugel durch die menschliche Hand in Bewegung gesetzt, 
so wird die Sache dadurch kompliziert, d.aß die Wahrscheinlichkeiten, 
womit der Spieler Antriebe von g~ebener Stärke erzeugt, veI"SChieden 
sind. Sehr kleine und sehr große Antriebe sind selten, während solche 
von mittlerer Stärke am häufigsten sind. In Fig. 2 sind dir den An
trieben entsprechenden Weglängen als Abszissen aufgetragen, während 
die Ordinaten der WahI"SCheinlichkeit, mit welcher der betreffende An
trieb erzeugt wird, proportional sind. Der von einem gegebenen Teile 
der Abszissenachse, den beiden Endordinaten und der Kurve begrenzte 
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Flächenstreifen ist denmach d€r Wahrscheinlichkeit proportional, daß 
die Kugel auf dem betreffenden Teile der Streck€ zur Ruhe kommen 
werde. In der Fitg.2 sind die den schwarzen Streifen der Rinn€ ent
sprechenden Flächenstrcifen schwa.rz angelegt, die übrigen weiß ge
lassen. Da di,e Streifen sehr schmal sind, so sind sie ersichtlich von 
ihren Nachbarstreifen an Größe nur wenig verschieden. Da diese 
G-röße.nunterschiede im aufsteigenden und im absteigenden Teile ver
schiedene.<> Zeichen haben, was einen weiteren Ausgleich bewirkt, so ist 
die Summe der schwarzen Streifen nur wenig von der der weiß·en Strei
fen, und deshalb von d,er Hälfte de.<> Gesamtflä.cheninhaltes verschieden. 
Wir sind also auch bei Antrieb der Kugel durch die menschliche Hand 
berechtigt, die Wahrscheinlichkeit eines schwarzen Stoßes mit dem 
Werte t anzusetzen. 

Es wurd€ früher erklärt, welche Erweiterung unserer Kenntnisse 
erforderlich wäre, um dem Werfen eine.<> Würfels den Charakter der 

Fig.2. 

"ubjektiven Zufälligkeit zu n€hmcn. Die Annahme der gleichen Mög
lichkeit aller sechs 8eiten soll jetzt näher untersucht werden.34) 

Ist die physikalische Struktur des Würfels und der Unterlage, auf 
die er auffällt, sowie die in Betracht kommenden Reibung€n und Elasti
zitäten bekannt, so müssen nooh zwölf Parameter gegeben sein, die die 
Lage sowie die translatorisohe und rotatorisch€ Bewegung des Würfels 
nach den drei Achsen bestimimen. Sind diese Größ-en bekannt, so ist 
die geworfene Augenzahl vollkom'm~n bestimmt. Wir woll-en die Funk
tion, die die geworfene Augenzahl in ihrer Abhängigkeit von den An
fangsbedingungen gibt, mit y bezeiohnen. Wir können mit Zuversicht 
die Aussage maohen, daß unter g·egebenen Versuchsbedingungen jeder 
Kombination der zwölf Parameter ein und nur ein vollständig bestimm
tes Ergebni,sentsprioht. Dagegen ist die Beziehung zwischen y und den 

34) Besprechungen des Würfelspieles finden sich bei H. B run s, Wahrschein
lichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre, 1906, S.9; J. v. Krieß , Die Prill
zipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1886, S. 54-60; W. W i n dei ban d . 
Die Lehren vom Zufall, S. 30 f.; A. Eis a s, Philosophische Monatshefte, 1889, 
;';.:30 f. 
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Kombinationen der Anfangsbedingungen unendlioh vieldeutig. Um in 
den folgenden Ausführungen nicht zu fortwährenden Umschreibungen 
gezwungen zu sein, wollen wir die Verabredung treffen, daß unter dem 
Erscheinen der Augenzahl n jenes Resultat eines Wurfes verstanden 
werden soll, bei welchem der Würfel auf der mit n bezeichneten Fläche 
zur Ruhe kommt. Die gebräuchlichen Wüdel sind bekanntlich so eoin
gerichtet, daß die Summe der Augenzahlen auf zwei gegenüberliegenden 
Seiten 7 ergibt, weshalb das Erscheinen der Zahl n in der gewöhn
lichen Ausdrucksweise als das Erscheinen der Zahl 7-n bezeichnet wird. 

Die möglichen Kombination.en der Werte der zwölf Parameter bil
den eine zwölffach ausgedehnte, stetige Mannigfaltigkeit, deren jedes 
EI,ement ein bestimmlteEl,Ergebnis, d. h. das Erscheinen einer bestimmten 
Augenanzahl mit Notwendigkeit herbeiführt. Diese Menge M zerfällt 
in sooh8 Teilmengen, von denen jede die Elemente enthält, die die 
Augenzahlen 1, 2, ... herbeiführen. Jede dieser Teilmengen besteht 
aus einer großen Zahl nichtzusammenhängender, sehr kleiner Bereiche. 
Benachbarte Bereiche sind an Größe nur sehr wenig unterschieden. 
Das Verhältnis der Summe der zu einer bestimmten Augenz.ahl ge
hörigen Bereiche zum Maß.e der ganzen Menge ist die Wahrschein
lichkeit der betreffenden Augenzahl. 

Die Verteilung der Intervalle, die zu einer gegebenen Augenzahl 
gehören, ist sehr kompliziert, und diese sind so klein, daß ein Spieler 
bei Befolgung der Spielr,egeln nicht absichtlich einen bestimmten W ur! 
herbeiführ,en kann. Dies ist der Grund, weshalb dem einzelnen Wurfe 
der Charakter der subjektiv'!ln Zufälligkeit zukommt. Hierdurch unter
scheidet sich das Würfelspiel von den Geschicklichkeitsspielen wie Bil
Lard und Golf, bei denen die günEltigen Fälle ein zusammenhängendes 
Bereich von solcher Größ,e erfüllen, daß ein g,eübter Spieler sehr wohl 
absichtlich das gewünschte Resultat herbeiführen kann. 

Für j,ede der sechs Augenzahlen ergibt sich eine aus einer großen 
Anzahl von Gliedern bestehende Sum'm'e. Für jedes beliebige Glied einer 
Summe findet sich in jeder anderen Summe ein Glied, das von ihm nur 
wenig verschieden ist. GLeichheit der Wsthrscheinlichkeiten der Würfe 
kann nur dann bestehen, wenn diese Summen gleich sind. 

Es handelt sich nun um die Erkenntnis der Bedingungen, unter 
welchen ein Ausgleich der Wahrscheinlichkeiten stattfindet. Der nächElt
liegende Gedanke wäre, das bei der gleichen Aufgabe über die Wahr
scheinliehkeiten in den Logarithment.afeln erfolgreiche Verfahren auch 
hier zu befolgen. Man müßte zunächst y als Funktion der Anfangs
bedingungen aufstellen und daraus die zu einer gegebenen Augenzahl 
gehörigen Gebiete bestimmen. Wegen der Kompliziertheit der Funk
tion y wäre dies ein sehr mühsamer Weg. Wir wollen versuchen, das 
Ziel auf einem etw.as anderen W 8ge zu erreichen. 

Wir betrachten ,eine Ebene, die senkrecht auf die Fläche n durch den 
Schwerpunkt gel,egt ist. Die zu den Begrenzungs:punkten des Schnittes 

Ur ban, Grundlagen der WahrscheinlichkeltBrochnung 7 
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der Flä.che 11, in dieser Ebene gezogenen Geraden schließen einen Win
kel ein, der ce heißen möge. Die Wahrscheinlichkeit, daß eine nach 
dem Zufalle durch den Schwerpunkt gezogene Gerade in diesem Winkel 

liegt, ist~. Den gleichen Wert hat die Wahrscheinlichkeit, daß die 
1(; 

Richtung der Schwerkraft in dem Augenblicke, da der Würfel zur 
Ruhe kommt, innerhalb des Winkels ce liegt. 

Die gleichen Betrachtungen kann man für jede andere durch den 
Schwerpunkt in der angegebenen Richtung gezogene Ebene machen. 
Hieraus ergibt sich, daß das Maß der Menge aller Fälle, in denen die 
vom Schwerpunkte aus in der Richtung der Schwerkraft gezogene Ge
rade die Fläche 11, trifft, durch den körperlichen Winkel gegeben ist, 
unter dem die Fläche 11, vom Schwerpunkte aus gesehen wird. Tritt 
aber dieser Fall ein, so bleibt der Würfel notwendig auf der Fläch 11, 

liegen. Der körperliche Wink,el, unter dem die Fläche 11, vom Schwer
punkte aus gesehen wird, ist demnach auch das Maß der Wahrschein
lichkeit des Wurfes 11,. Der Beweis gründet sich auf den Begriff der 
Wahrscheinlichkeit, daß eine in Rotation versetzte Ebene in bestimmter 
Lage zur Ruhe komm'e, wofür die Analyse des Roulettespieles hin
reichend ist. 

Bei einem idealen Würfel aus homogenem Material fällt der Schwer
punkt mit dem geometrischen- Mittelpunkte zusammen. Die 'Winkel, 
unter denen die sechs Begrenzungsflächen vom Schwerpunkte aus ge
sehen werden, sind dann gleich. Hieraus folgt, daß die Wahrschein
lichkeiten aller Würfe gleich 1/6 sind. Ein physischer Würfel hat 
weder dio ideale geometrische Form, noch ist seine Zusammensetzung 
vollkommen homogen in allen Teilen, weshalb der Schwerpunkt nicht 
mit dem geometrischen Mittelpunkte zusammenfällt. Eine Gleichheit 
der Winkel kann dann nicht bestehen, weshalb auch die W.a.hrschein
lichkeiten der einzelnen Würfe verschieden sein müssen. In welcher 
Richtung die einzelnen Wahrscheinlichkeiten sich von dem .für einen 
idealen Würfel gültigen Werte 1/6 unterscheiden, kann erst der Ver
such oder eine genaue Untersuchung der physischen Beschaffenheit des 
Würfels zeigen. 

Der Würfel kann als eine dreidimensionale Roulette betrachtet wer
den. Die Ähnlichkeit springt in die Augen, wenn man sich den Würfel 
durch die umschriebene Kugel ersetzt denkt, auf deren Oberfläche die 
Kanten des Würfels vom Mittelpunkte aus projiziert sind. Die so ent
standenen sphärischen Vierecke werden mit den Ziffern von 1 bis 6 be
:reichnet, und der Wurf n gilt dann als herbeigeführt, wenn die ebene 
Unterlagc das mit 11, bezeichnete Stück der Oberfläche berührt. Da 
die Verbindungslinie dieses Berührungspunktes mit dem Schwerpunkte 
im allgemeinen nicht mit der Richtung der Schwerkraft zusammen
fallen wird, so kann der Würfel nicht in derselben Lage zur -Ruhe 
kommen wie die Kugel, sondern er wird auf der ganzen Fläche 11, aufliegen. 
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Man kann sich das Würfelspiel durch ein Spiel mit drei Roulette

apparaten, die mit geeigneten Einteilungen versehen sind, ersetzt den
~en. Die Rotationsbewegung d-es Würfels ist bestimmt durch seine 
Drehung um drei zueinander senkrechte Achsen. Man lasse jeder Achse 
einen der drei Appamte entsprechen und setze sie in gehöriger Weise 
in Bewegung. Sind die Apparate zur Ruhe gekommen, so drehe man 
den Würfel um jede der drei Achsen um die Anzahl von Geraden, 
die ~ie Roulette anzeigt. Hieraus ergibt sich die Stellung, in der der 
Würfel zur Ruhe kommt. 

Für unsere Zwecke ist an diesen Betrachtungen wesentlich, daß 
das Bestehen der Funktion y vorausgesetzt wird: Ohne Annahme einer 
bestimmten Abhängigkeitsbeziehung zwischen den Anfangsbedingungen 
und dem Ergebnisse eines Wurfes kommt man nicht zur Festlegung 
der Bereiche der Argumentswerte, die gegebene Wurfresultate herbei
führen. Auf dieser fußt aber die Wahrscheinlichkeitsbestimmung. Dar
aus folgt aber, daß die Anwendung des WahrscheinlichkeitSibegriffes 
das Bestehen einer notwendigen Abhängigkeitsbeziehung zwischen den 
Ereignissen und ihren Bedingungen zur Voraussetzung hat. Faßt man 
den Zufall im Sinne eines ul'Slachlosen oder durch die bestehenden Be
dingungen nicht eindeutig bestim'mten Geschehens, so kommt man zu 
einem Wahrscheinlichkeitsansatze überhaupt nicht. 

Dieses Beispiel unterscheidet sich von den früher besprochenen darin, 
daß wir über das Ergebnis der einzelnen Würfe nicht im voraus orien
tiert sind, während in den früheren BeispieLen der in jedem einzelnen 
Falle zur Beobachtung kommende Tatbestand voraus bekannt war. Wel
ches ist nun d'er Begriff der Wahrscheinlichkeit, der hier zur Ver
wendung kom'mt? Aus der zwölffach ausgedehnten, stetigen Menge 
der Anfangsbedingungen wird ein Element hera.usgegriffen. Die EI.e
ment'e unterscheiden sich voneinander d'uroh verschiedene Werte der 
Parameter. Ihre Wertkombinationen sind bestimmt durch ihre Zuge
hörigkeit zur Menge der Anfangsbedingungen für das Weden eines 
Wurfes, unbestimmt aber in Hinsicht auf besondere Bestimmungen. 
Eine solche ist das Herbeiführen der Augenzahl n, und dieses ist dem
nach in logischer Hinsicht zufällig, trotzdem jedem gegebenen Ele
mente eine ganz bestimmte Augenzahl notwendig zugeordnet ist. 

Von der logischen Zufälligkeit muß man die subjektive Unkenntnis 
über das Ergebnis der einzelnen Würfe unterscheiden. Diese wird her
beigeführt durch die Spielvorschriften, die wesentlich darauf hinaus
laufen, daß der Würfel geschüttelt und mit einer nicht zu geringen 
Kraft geschleudert werden soll. Die Unfähigkeit, bei ehrlichem Spiele 
einen bestimmten Wurf herbeizuführen, ist wohl eine Bedingung da
für, daß das Würfeln als Gegenstand eines Zufallsspiel,es geeignet ist, 
allein die früheren Beispiele zeigen, daß ihr Bestehen nicht Voraussetzung 
der Möglichkeit einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Behandlung ist. 

Die Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten aller Würfe gilt nur für 
7* 
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einen ideaLen Würfel. Ein wirklicher Würfel hat aher niemals eine 
geometrisch einfache Gestalt und seine Dichte ist nicht homogen, son
dern eine Funktion des Ortes. Werden die Flächen vom Schwerpunkte 
aus unter v,ersohiedenen Winkeln gesehen, so sind auch die Wahrschein
lichkeit'en der Würfe v-erschieden. Besitzt ein Körper deutlich merk
bare Abw'eichungen von der Wür:telgestalt, so kommt er für das Spiel 
nicht in Betracht. Sind an einem Würfel keine Abweichungen von 
der geometrischen Gestalt nachweisbar, so ist die Annahme der glei
chen Wahrscheinlichkeit aller Seiten vorläufig als Hypothese berech
tigt. Ihre endgültige Bel'oohtigung kann nur durch Erprobung an der 
Erfahrung dargetan werden. Direkt ließe sich diese Annahme durch 
Bestimmung der Winkel untersuchen. Bei so kleinen, festen Objekten, 
wie es ein Würfel meistens ist, läßt sich die Lage des Schwerpunktes 
nur sehr ungenau bestimmen, weshalb auch die Winkelmessung keine 
ent&proohende Genauigkeit besitzen kann. 

Eine nicht erkennbare V,erschiedenheit der Wahrscheinlichkeit läßt 
das Spiel nicht aufhöl'en, für beide Teile billig zu sein, weil bei jed,em 
Wurfe dasselbe Ohanoensystem besteht. Anders liegen die Verhältnisse, 
wenn eine vielleicht nur kleine Ungleichheit der Wahrscheinlichkeiten 
für den Kundigen erkennbar ist. Durch sachgemäß,e Ausnützung seiner 
Kenntnisse kann er sich dann einen Vorteil verschaffen. 

Dies ist bei Benutzung der im Handel erhältlichen Würfel oft der 
Fall. Bei diesen sind die Augen meistens ausgehöhlt, was die Gleich
mäßigkeit d'er Massenverteilung beeinträohtigt. Je größer die Zahl 
der Augen, desto mehr Materie ist dem Würfel auf dieser Seite ent
nommen und desto näher liegt der Sch"lerpunkt des Würfels der Gegen
seite. Da die Summe der Augen auf zwei Gegenseiten 7 ist, so über
wiegt die Wahl1scheinlichkeit, daß der Würfel auf der mit der niedrige
ren Augenzahl hezeichneben Fläche zur Ruhe kommen wird, oder -
was dasselbe ist -, daß die höhere Augenzahl oben liegt. Dies cr
klärt die oben besprochenen Erg,ebnisse von W oUs Versuchen und 
K. Pe ars 0 n s Bemerkung, daß in We I don s W ürfelv,ersuchen die 
hohen Würfe begünstigt sind. 

Auf den Gebrauch solcher Würfel bezieht sich folgende Bauern
regel, die sich recht gut bewährt. Um einen hohen Wurf zu erziel,en, 
schüttele man die Würfel im Becher lange und lasse sie dann in 
freiem Schwunge übel' den Tisch rollen. Niedere Würfe kann man er
zielen, indem man die Würfel im Becher kurz schüttelt, den Becher 
auf eLen Tisch stürzt und die Würfel innerhalb des Bechers zur Ruhe 
kommen läßt. Durch ein solches Vorgehen wim unter den Würfen 
eine Auswahl getroffen. Bei fr,eiem Rollen der Würfel wird das den 
hohen Würfen günstigere Ohanoensystem voll zur Geltung gebracht, 
während beim Umstürzen eLes Bechers die Würfel gewaltsamer zur Ruhe 
kommen und jene Fälle ausgeschalt,et werden, in denen das Resultat 
gewissermaßen auf der Grenze Lag. 
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Ebensowenig wie beim Werfen eines Würfels wird man bei dem 
folgenden Beispiele ernstlich daran zweifeln, daß zwischen den Ercig
nissen und ihren Bedingungen ein notwendiger Zusammenhang besteht. 
Ein Zweifel ist um so weniger begründet, als die Gesetze, naoh denen 
die Vorgänge mit ihren Bedingung·en zusammenhängen, bekannt sind, 
und eine Versuchsanordnung getroHen werden kann, daß die Ereig
nisse nach mechanischen Gesetz.en und unabhängig von einer Beei~ 
flussung durch den menschlichen Willen vor sich gehen. 

Gibt man aus einem Gewehre gegen ein festes Ziel eine Anzahl 
von Schüssen ab, so schlagen nicht alle Kugeln an derselben Stelle 
ein, sondern die Treffpunkte sind in der Zielebene zerstreut. Die Streu
ung der Schüsse ist teils durch die psychophysische Natur des Schützen, 
teils durch das Gewehr und die v,erwendete Munition, und teils durch 
äußere Ums,tände, wie Luftströrnungen, w.eohsdnde Feuchtigkeit und 
Temperatur der Luft usw. verursaoht. Die Unregelmäßigkeiten, die 
durch die Natur des Schützen bedingt sind, kann man durch Ei~ 
spannen des Gewehres in einen Sühmubstock ausschalten, und bei Ab
halten der Versuühe in einem geschlassenen Raume kann man den Ein
fluß der an dritter Stelle erwähnten äußeren Umstände durch smg
fält~g'O Kontrolle sehr reduzier·en. 

Selbst unter diesen für die Ausführung der Versuühe unter kon
stanten Bedingungen günstigsten Verhältnissen zeigen sioh aber noch 
immer Abweiohungen der Flugbahnen, die sich bis jetzt nicht ver
meiden ließen. Diese sind durch Unregelmäßigkeiten des Geschosses 
und der Munition verursaoht. Schwlankungen der Menge des zur La
dung verwendeten Pulvers soheinen auf diese Unregelmäßigkeiten der 
Flugbahnen einen geringeren Einfluß zu haben als die Unregelmäßig
keiten in der Zusammensetzung der Geschos&e. Wir wollen im folgen
den von den Anschauungen ausgehen, die von F. W. Mann 35) auf
gestellt wurden. 

Wegen Ungleichmäßigkeiten in der Zusammensetzung des Mate
rials und Ungleiohmäßigkeiten der GußfoTIll fällt der Schwerpunkt des 
Geschosses nicht in seine Längsachse. Bei der Bewegung durch den 
L,auf eines gezogenen Gewehres wird dem Geschosse eine drehende Be
wegung erteilt, deren Aohse die Laufachse ist. Jeder Punkt des Ge
schosses, der nicht in der Laufachse liegt, beschreibt bei rlieser Be
wegung eine Schraubenlinie, deren Radius gleich ist dem Abstande 
des Punktes von der Laufachse. 

Vom Standpunkte der Mechanik aus ist die Bewegung eines Kör
pers gegeben duroh die Bewegung seines Schwerpunktes. Ein Geschoß, 
dessen Schwerpunkt nicht in der Längsachse liegt, beschreibt also inner
halb deB Laufes eine Sohraubenlinie. Beim Verlassen des Laufes an 
der Mündung wird d.as GeSchoß sich selbst überlassen und muß seine 

35) F. W. Mann, The Bullet's Flight from Powder to Target, 1909; vgl. The 
Scientific American, 1910, Bd.102, S.203. 
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Bewegung geradlinig fortsetzen, d. h. es wird in der Riohtung der Tan
gente dieser Schraubenlinie in jenem Punkte, der der Laufmündung 
entspricht, fortfliegen. Ist der Radius der Schraubenlinie endlich, sO' 
fällt diese Tangente nicht mit der Laufachse zusammen, und die hier
durch verursachte Abweichung der Flughahn ist um fli() größ,e.I', j.e größer 
der Abstand des Schwerpunktes von der Längsachse des Geschosses ist. 
Diese Abweichung des Geschosses von seiner theoretischen Flugbahn 
wird als der X-Fehler bezeichnet. 

Die Tatsache, daß der Schwerpunkt des Geschosses nicht mit dem 
geometrischen Mittelpunkte- zusammenfällt, bringt es mit sich, daß das 
GeschQß während seines Flug€S in der horizontalen Lage nicht im 
Gleichgewichte ist. Es stellt sich schief zur Flugbahn, was wegen d-es 
Widerstandes der Luft spiral:förmige Abweichungen zur Folge hat. 
Man nennt diese Abweichung,en d€n Y-Fehler. Während also d€r X
Fehler Abweichungen der Flugbahn VQn der durch die Laufachse be
stimmten theoretischen Bahn verursacht, zwingt der Y-Fehler das Ge
schQß, sich auf einer Spirale zu bewegen, deren Achse die neue Flug
bahn ist. 

Die Größe und Richtungen dieser Fehler sind vollkQmmen durch 
diH Lagf~ des GeschQsses beim Abfeuern bestimmt. Die Schraubenlinie, 
die das Geschoß innerhalb des Laufes beschreibt, ergibt sich aus dem 
Abstande des Schwerpunktes von der Laufachse und aus dem Dralle, 
weshalb man aus diesen Daten die Richtung, in welcher das Geschoß 
den Lauf verläßt, berechnen kann. Ebenso läßt sich der Y-F-ehler aus 
dem Widerstande der Luft und aus der Lage des Geschosses in bezug 
auf die Flugbahn berechnen, welche wieder aus der Lage des Schwer
punktes folgt. Das Resultat eines Schusses ist alsO' durch die bestehen
den Bedingungen eindeutig bestimmt, und man muß fragen, welcher 
Sinn mit der Aussage zu verbinden ist, daß das Einsohlagen des Ge
schosoos in .einem bestimmte.n Punkte der Zielebene ein VQm Zufalle 
abhängig.es Ereignis ist. 

Von einer Leugnung des' notwendigen Zusammenhanges der Er
eignisse mit ihren Bedingungen kann keine Rede sein, denn dieser 
ist uns vollständig bekannt, und wir können angeben, auf Grund wel
cher Daten wir die R.echnung durchführen können. Ebenso gewiß ist 
aber, daß die subjektive Zufälligkeit bestehen bleiben wird, solange 
die Lage des Schwerpunkt€S nicht mit hinreichender Genauigkeit be
kannt ist. Bringt man einfach ein nicht näher untersuchtes GeBC'ooß 
in irgend einer Lage in den Lauf, so kann man auch unter den genauen 
Versuchsbedingungen Ma n n s das Einschlagen des Geschosses in be
stiII1lnten Teilen der Zielebene zum Gegenstand eines Zufallspieles 
machen. 

Jede Lage des Schwerpunktes führt mit Notwendigkeit das Ein
flIChlagen des Geschosses in einem bestimmwn Punkte der Zielebene 
herbei. Die Wahrscheinlichlreit, daß das G.eschoß in einem bestimmten 
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Punkte einschlägt, ist demnach gleich der Wahrscheinlichkeit, daß 
der Schwerpunkt in einer gegebenen Lage sich befindet. Teilt man die 
Zielebene in Teile ein, z. B. in Sektoren konzentrischer Kreiscinge, 
so entspricht jedem Teile der Zielebene eine Anzahl von Bereichen 
der Anfangslagen, und man erkennt sofort, daß die Zuweisung be
stimmter Wahrscheinlichkeiten in derselben Weise erfolgt wie in den 
vorhergehenden Beispielen. 

Wollte man in der Analyse dieses Beispieles noch weiter h"8hen, 
so müßte man die Wahrscheinlichkeit, daß der Schwerpunkt des Ge
schosses in einem bestimmten Teile des Raumes liegt, näher unter
suchen. Der Herstellungsprozeß der Geschosse ist bei fabriksmäßigem 
Betriebe von der Art, daß sehr große Unterschiede in der Dichte der 
Teile des Geschosses un,d sehr große Abweichungen von seiner Form 
kaum vorkommen können. Es wird einen gewissen Punkt geben, den 
man als die wahrscheinlichste Lage des Schwerpunktes ansehen kann, 
und die Wahrscheinlichkeit, daß der Schwerpunkt des Geschosses in 
einem gegebenen Punkte liege, ist um so kleiner, je weiter der Punkt 
von der wahrscheinlichsten Lage entfernt ist. Ist der Erzeugungsprozeß 
bekannt, so kann man sehr wohl zu einer Annahme, wie diese Wahr
scheinlichkeiten mit wachsender Entfernung von der wahrscheinlich
sten Lage des Schwerpunktes abnehmen, gelangen. 

Denkt man sich ein Geschoß um seine Längsachse im Laufe herum
gedreht, so bleibt der Radius der Schraubenlinie unverändert. Die 
Richtungen, in welchen das Geschoß den Lauf verläßt, liegen auf dem 
Mantel eines Kegelstumpfes, während die Treffpunkte - bei vor
läufiger NiL'htl Hücksichtigung des Y-Fehlers - auf einer geschlosse
nen, ovalförmigen Linie liegen. Da der X-Fehler nur von dem Ab
stande des Schwerpunktes von der Längsachse des Geschosses abhängt, 
so entsprechen einer solchen Ovallinie die Punkte der Mantelfläche 
eines Zylinders von gegebenem Durchmesser als Lagen des Schwer
punktes. 

In gleicher Weise findet man jene Lagen ~es Schwerpunktes, die 
Y-Fehler von gegeben,er Größe erzeugen. Da dieser Fehler durch den 
Abstand des Schwerpunktes von der Mitte der Geschoßachse bestimmt 
ist, BIO entsprechen Y-Fehlern von gegebener Größe r die Punkte einer 
Kugelfläche, deren Radius rund der.en Mittelpunkt der Schwerpunkt 
ist. Denkt man sich den Schwerpunkt des Geschosses längs ('iner Er
zeug,enden der Zylinderfläche verschoben, so bleibt der X-Fehler kon
stant, während sich der Y-F,ehler 80 verändert, daß die Treffpunkte 
auf einer gewisscn Kurve liegen. Der gesamu·n Zylinderfläche ent
spricht also ein g,ewisser Streifen in dier Zielebene. Um die Wahr
scheinlichk,eit zu finden, daß ein bestim'mter Punkt überhaupt ge
troffen wird, hat man die betreffenden Wahl'SlCheinlichkeiten für alle 
Werte des X- und des Y-F,ehlers, die ein Einschlagen in diesem Punkte 
bewirken, zu addieren. Denkt man sich über jeden Punkt der Zielebene 
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senkrecht eine Gerade aufgetragen, deren Länge der Wahrscheinlichkeit 
des Einschlag.ens in diesem Punkte pDOportional ist, so erhält man eine 
in gewisser Weise nach allen 8eiten abfallende Fläche. Man kann über 
die Abhängigkeit zwischen der Wahrscheinlichkeit und dem Abstande 
vom wahr.scheinlichen Treffpunkte Annahmen machen, und diC6e dann 
an den Ergebnissen der Beobachtung über die Abgabe einer großen 
Anzahl von Schüssen gegen ein fe·sbes Ziel erproben.36) 

Die bis jetzt besprochenen Beispiele haben gemeinsam, daß WIr 
auf Grund des vorhandenen Wissens den Verlauf der Ereignisse ent
weder wirklich verfolgen könn·en oder doch wenigstens in der Lage 
sind, anzugeben, welche Erweiterung unserer Kenntnisse hierzu not
wendig wäre. Diese Beispiele sind entscheidend gegen die Annahme, 
daß das Vorhandensein der subjektiven Zufälligkeit oder eines Man
gels im Einsicht in den Zusammenhang der Ereignisse mit ihren Be
dingungen für die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung er
forderlich ist. Für ein Verständnis des Wahrscheinlichkeitsbegriffes 
sind diese Beispiele wic.htig und interessant, allein das Anwendungs
gebiet dieser Re<\hnungsart wäl1e sehr enge, falls man darauf beschrä"llkt 
wäre. 

Di,c wichtigsten Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung be
ziehen sich auf Ereignisse, bei denen eine mehr oder weniger vollstän
dige Unkenntnis über den Zusammenhang der Ereignisse mit ihren Be>
dingungen besteht. Meistens besteht nioht nur hinsichtlich der Gesetze, 
denen dic Ereignisse folgen, sondern auch hinsichtlich der Bedingungem, 
welche auf si,e Einfluß haben, vollständige Unkenntnis. Die Ergebnisse 
müssen erst versuohsweise klassifiziert werden, um zu einer Entschei
dung zu kommen, welche Bedmgungen auf ihren Verlauf Einfluß 
haben. Bei Untersuchungen dieser Art bewährt sich die Wahrschein
licllkeitsrechnung als wichtiges Forschungsmittel. Der Nachweis, daß 
ihre Voraussetzung,en erfüllt sind, ist fast ebenso wichtig wie der des 

36) Ergebnisse solcher Versuche sind z. B. dargestellt in dem Report of the 
Chief of Ordnance, 1878, Appendix S. Tafel 6. Wegen des Interesses an der 
praktischen Anwendung, die in diesem Falle besonders unsympathisch ist, wurden 
solche Versuche häufig gemacht, und die einschlägigen Rechnungen eifrig ge
pflegt. Na pol e 0 n I. soll sich bereits für die wahrscheinlichkeitstheoretische 
Lösung der Frage interessiert haben, wie viele Schüsse gegen eine Verschanzung 
abgegeben werden müssen, um ein "Abkämmen" zu erzielen. Bekannt sind die 
Erfahrungen über die per laufenden Meter notwendige Anzahl von Schüssen, 
um ein Objekt zu zerstören. Die Literatur über diesen Gegenstand ist sehr aus
gedehnt. Erwähnt seien R. deM 0 n t e s s u s, Le<;ons elementaires sur le calcul 
des probabilites, 1908, S. 151-164; S abu d ski - E b er h a r d, Die Wahrschein
lichkeitsrechnung, ihre Anwendung auf das Schießen und auf die Theorie des 
Einschießens, 1906; K 0 z a k, Theorie des Schießwesens auf Grundlage der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fehlertheorie, 1908. Es wird meistens von der 
ziemlich willkürlichen Annahme ausgegangen, daß die Treffer in der Zielebene 
nach dem Wahrscheinlichkeitsintegral verteilt sind. 
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Gegenteiles, weil man in letzterem Falle auf das Vorhandensoein einer 
nooh unbekannten Gesetzmäßigkeit schließen kann, die erforscht wer
den muß. 

Der von Gau ß gelieferte Nachweis, daß die Logarithmen der Tan
gente in Vegas Tafelwcrk nicht direkt, sondern als Differenzen der 
Logarithmen des Sinus und Kosinus bezeichnet wurden, ist für Schlüss,e 
dieser Art typisch. Dic Abweichung der Beobachtungsdaten von den 
Ergebnissen der RerJlllung wird durch die gegebene Erklärung sofort 
verständlich. Komplizierter sind die Verhältnisse bereits in dem fol
den Beispiele: 

. Die Wahrscheinlichkeit, daß eine aus d.er Menge der natürlichen 
Zahlen nach dem Zufalle herausgegriHene Zahl auf der letzten Stclle 
eine bestimmte Zif:ßer, also z. B. die Sec,hs, habe, ist 1/10' Dies beruht 
darauf, daß in der wohlgeordneten Menge der natürliohen Zahlen jedes 
zehnte Element diese Eigenschaft hat. Den gleichen Wert hat die 
Wahrsoheinlichkeit, daß eine lauf eine bestimmte Anzahl von Dezi
malen abgekürzte Zahl ~uf der letzt,en Stelle eine bestimmte Ziffer 
habe, wenn die Zahl aus der Meng,e aller Zahlen nach dcm Zufalle 
herausgegriffen wird. Ist iZ die herausg,egriffene Rational- oder Ir
rationalzahl, n die f\-nzahl der beizubehaltenden Dezimalen, und be
zeichnet (x) die nächste ganze Zahl zu x, so ist 

(lOn Zl 
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die entspreClhende Dezimalzahl. Die Wahrscheinlichkeiten aller Ziffern 
auf der letzten Dezimale müssen für diese Zahlen gleich sein. 

Diese Voraussetzungen ließen sich durch Ziehungen aus einer Urne 
realisieren, die alle natürlichen Zahlen bis zu der hinreichend hohen Grenze 
G = lOk auf Kugeln verzeichnet enthält. In diesem Falle wären die 
Wahrscheinlichkeiten aller Ziffern !auf allen Stellen streng gleich. Die 
U ntersuohungen von Fe c h n e rund C z u be r über die Ergebnisse von 
Lotterieziehungen haben ergeben, daß Ziehungen aus einer Urne, 
deren Inhalt sorgfältig gemischt ist, die Bedingung.en des nach dem 
Zufalle Herausgreifens in hohem Grade erfüllen. 

Ganz andere Resultate erg,eben sie;h aber, wenn man das Heraus
gl'eifen der Elemente dure;h einen noch nicht näher untersuchten Pro
zeß besorgen läßt. Läßt man von versc.hiedenen Personen Zahlen aufs 
Ger.atewohl nennen, so haben die einzeillen Ziffern sehr verse;hiedene 
Wahrscheinlichkeiten. 

Ebenso haben die einzelnen Ziffern auf dcr Stelle dcr Einheiten 
ganz verschiedene W:ahrscheinlichlmiten, wenn man kurze Zeitintervalle 
von der Länge von etwa 1/4 bis 11/ 2 Minutcn von verschiedenen Per
sonen in Sekunden schätzen läßt. Die Ziffern 0 und 5 sind bevol'
zugt, und eine nähere Untersuchung zleigt, daß in den Schätzungen 
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die Intervalle von 1/4" 1/2, 3/4, und 1 Minute bei weitem überwiegen. 
Dies bedeutet, daß (Iie Versuc.hsporsonen trotz des Auftrages, in Se
kunden zu schätzen, tatsächlich das ihnen besser vertraute Minuten
intervall als Einheit verwendet haben. 

Ebansowenig ergeben sich die erwartungsmäßigen Häufigkeiten 
der einzelnen Ziffern auf der SteUe der Einheiten bei den in See
meilen ausgoorückten Distanzen, welche ein Dampfer in einem Tage 
zurückl€lgt. Es hängt di-es mit der Art der Beobachtungen sowie mit 
dem Rechenverfahl'en, nach welchem die beobachteten Daten verarbei,tet 
werden, zusammen. 

Beträchtliche Unterechiede zwischen den Häufigkeiten der einz·el
oon Ziffern auf der ersten Dezimalstelle ergeben sich bei Durchgangs
beobachtung,en nach der Augen-ühr-Methode. Nach der Natur der hier 
zur Boobachtung kommenden Größen wären keine solchen zu erwarten, 
da in einer großen Zahl von Beobachtungen alle Zehntel der Sekunde 
ungefähr gleich oft zur Beobachtung kommen sollten. Bei Durchgangs
beobachtungen handelt es sich darum, Teile eines durch akustische Reize 
- die Pendelschläge der Uhr - markierten Z'eitintervalles in Zehntel
S€lkunden möglichst genau zu schätzen. Die Länge des zu schät:benden 
Intervalles schwankt also zwischen 0,0 und 1,0 Sekunden. Die Schät
zung geschieht auf Grund der Stellungen, die der Stern zur Zeit der 
Poodelschläge unmittelbar vor und nach dem Durchgange einnimmt. 
Erfahrungsgemäß werden hierbei selbst von sehr geübten Beobachtern 
sysrematische Fehler begangen, welche sich darin äußern, daß die ein
zelnen Ziffern in den SchätzuDgien mit ganz verschiedenen Häufigkeiten 
auftreten. 

Als Bezeichnung für die ungleiche Häufigkeit des Auftretens der 
Ziffern bei Schätzungen hat man den nicht sehr passenden Namen 
Dezimalgleichung gewählt. Die Versuche Bau c h s zeigen, daß die 
Dezimalgleichung auch auftritt, falls die objektiven Werte der zur 
Schätzung vorgelegten Intervalle über alle Z,ehntel gleichmäßig ver
teilt sind. Es handelt sich also nicht um eine dem astronomischen Be
obachtungsmaterial zufällig anhaftende Eigentümlichkeit. Daraus folgt, 
daß die Dezimalgleichung durch den Schätzungsprozeß, in welchem 
die psychophysische Natur des Beobachters ins Spiel komimt, hervor
geruf,en wird. 

Die Erfahrung zeigt ferner, daß man die Beobachtungen nicht 
dadurch verbesaern kann, daß man den Beobachter mit der für ihn 
geltenden Dezimalgleichung bekannt macht. VeMUcht er es, seine Schät
zungen danach zu korrigieren, so werden die Daten ganz unregelmäßig. 
Das einzige Mittel zur wirklichen Verbesserung der Beobachtungen be
steht darin, die Dezimalgleichung des Beobachters f€Stzustellen, den aus 
deraelben sich ergebenden systematischen Fehler zu bestimmen und durch 
Rechnung zu eliminieren. Bei der sogenannten automatischen Regi
strierung der Beobachtungen ergibt sich übrigens auch eine Dezimal-
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gleichung, da hierbei eine Schätzung der Strecken in Bruchte'ilen der 
Maßeinh·eit notwendig ist. 

Die Zahl der Beispiele, in denen eine ungleiche Häufigkeit der 
einzelnen Ziffern zur Beobachtung k{)mmt, ließe sich noch vermehren. 
Für unsere gegenwärtigen Zwecke genügt der Hinweis darauf, 
daß dio angeführten Beispiele so verschiedenartig sind, daß unmög
lich eine Erklärung für alle Fälle hinreichen kann. Die Bedingungen, 
die eine ungleiche Häufigkeit der einzelnen Ziffern und damit eine 
Dezimalgleichung hervorrufen, sind offenbar sehr verschieden, weshalb 
jeder Fall, in dem eine Dezimalgleichung beobachtet wird, besonders 
untersucht weraen muß. Eine genauere Analyse des bei Durchgangs
beobachtungen befolgten Verfahrens zeigt, daß hier die Dezimalgleichung 
in den allgemeinen psychologioohen Gesetzen der Zeitwahrnehmung be
gründet ist.37 ) 

Die angeführten Beispiele zmgen In unwiderleglicher Weise, daß 
für die Anwendung der Wahrooheinlichkeitsrechnung nicht das Be
soohen einer U nk,enntnis des Verlaufes der Ereignisse notwendig ist, und 
daß die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht die Voraussetzung von Er
eignissen macht, die durch ihre Bedingungen nicht eindeutig bestimmt 
sind. Der Wahrooheinlichkeitsansatz wird im Gegenteil erst durch das 
Bestehen eines notwendigen Zusam'menlhanges zwischen aen Ereignissen 
und ihren Bedingungen verständlich. Nur auf Grund dieser Anschau
ung ist es erklärlich, daß das Maß aer Menge der Bedingungen, die 
ein Ereignis herbeifühI'en, auch ein Maß der Häufigkeit des Auf
tretens dieses Ereignisses ist. Voraussetzung für die Anwendbarkeit der 
Sätze der Wah:rscheinlichkeitsrochnung ist, daß aus der Menge der Be
dingungen die Elemente nach dem Zufalle herausgegriffen weroen. Dies 
bedingt, daß bei hinreichend großer Versuchszahl die aen einzelnen 
Klassen angehörigen Elemtmte mit den ihl'en Wahrscheinlichkeiten ent
sprechenden relativen Häufigkeiten auftl'eten. Da jedem Elemente der 

37) Vgl. meine beiden Aufsätze: On Systematic Errors in Time-Estimation, 
American Journal of Psychology, 1907, Bd.18, S.187-193, und Ober die bei 
Durchgangsbeobachtungen auftretende Dezimalgleichung, Zeitschrift für Psycho
logie, 1909, Bd.53, S.361-367, ferner O. Me i ß n er, Ober systematische Fehler 
bei Zeit- und Raumgrößenschätzungen, Astronomische Nachrichten, Nr. 4113, 
Bd.172, S.138-144, J. PI aß man n, Astronomie und Psychologie, Zeitschrift für 
Psychologie, 1908, Bd.49, S. 267-269; F. M. Ur ba n und R. M. Y er k e s, Time-Esti
mation in its Relation to Sex, Age, and Physiological Rythms, Harvard Psychological 
Studies,1906, Bd.2, S. 405-430; E. C. San f 0 r d, On the Guessing ob Numbers, 
American IJournal of Psychology, 1903, Bd. 14, S.383-401. Die in den letzten Jah
ren vor dem Kriege erschienenen Arbei ten sind in meinem Berichte über die Dezimal
gleichung im Archiv für die gesamte Psychologie, 1914, besprochen. Mi c h a e I 
Bau c h s Abhandlung findet sich in den Fortschritten der Psychologie, 1913, 
Bd. 1, S. 169-226; auf den gleichen Gegenstand bezieht sich mein Aufsatz Ober 
Größenschätzungen in objektiven Massen, Archiv f. d. ges. Psychologie, 1915, 
Bd.33, S.274-291. 
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Menge der Bedingungen ein bestimmtes Ereignis entspricht, so folgt 
dara'us, daß auch die Ereignisse mit den ihren Wahrscheinlichkeiten 
entsprechenden relativen Häufigkeiten auftreten müssen. 

Man wird die aus den angeführten Beispielen gewonnene Einsicht 
verallgemeinern dürfen. Zeigt die Erfahrung, daß irgend welche Er
eignisse mit I'elativen Häufigkciten auftreten, die auf das Vorhanden
sein einer konstanten Wahrscheinlichkeit schließen lassen, so wird man 
annehmen dürfen, daß diese Ereignisse in eindeutiger und notwendiger 
Weise von ihI'en Bedingungen abhängen, selbst wenn dieser Zusammen
hang uns gänzlich unbekannt ist. 

Erst durch die Ausdehnung ihres Anwendungsgebiete-s auf Ereig
nisse, deren Zusammenhang mit ihven Bedingungen unbekannt ist, wird 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu dem wichtigen ForschungSimittol, 
das sie ist. In den bisherigen Beispielen ist der Zusammenhang der 
Ereignisse mit ihren Bedingungen bekannt, und der Wert dieser Bei
spiele liegt gerade darin, daß aus ihnen ersichtlich ist, daß d~e Wahr
scheinlichkeitsrechnung nicht die Voraussetzung von kausal nicht voll
kommen bestimmt,en Ereignissen macht, oder für ihre Anwendung das 
Bestehen einer subjektiven Unkenntnis über diesen Zusammenhang not
wendig ist. 

Gewiß sind diese Beispiele lehrreich und für ein genaues Verständnis 
des WahrooheinlichkeitsbegriHes unentbehrlich, allein die wichtigsten 
Dienste leistet die WahI'SCheinlichkeitsroobnung auf jenen Gebieten, wo 
eine mehr oder weniger vollständige Unkenntnis darüber besteht, wie 
dio Ereignisse mit ihren Bedingung-en zusammenhängen. Diese Un
kenntnis betrifft nicht nur die Gesetze, sondern auch die Bedingungen, 
weBhalb die Ereignisse erst versuchsweise duroh allgemeine Begriffe 
klassifiziert werden müssen. Besäß·e man eine solche Einsicht in d·en 
ZusaillIIl'Emhang der Ereignisse mit ihren Bedingungen, so wäre eine 
sachgemäße Klassifizierung leicht. Mangels einer solchen Kenntnis ist 
aber eine solche Klassifizierung meist nur ein Tasten, das oft erst nach 
wiederholten Fehloohlägen zum Ziele führt. 

Sind die Abhängigkeitsbeziehungen zwioohen den Ereignissen lind 
ihren Bedingungl8ll bekannt, so läßt sich eine apriorische Wahrschein
lichkeitsbestimill'ung durohführen. Tatsächliche Beobachtungen über die 
relativ,e Häufigk,eit der Eveignisse oder deren Mittelwerte haben dann 
nur den W'ert einer Kontrolle der gemachten Voraussetzungen. Eine 
Aussage über das zu erwartende Ergebnis einer Beobachtungsreihe stützt 
sich dann auf die bekannte Zusammensetzung des Bedingungskomplex€s, 
von dem die Ereignisse abhäng,en. Liegt eine solche Kenntnis aber 
nicht vor, so sind Beobachtungen über die Häufigkeit der Ereignisse 
un8eIle einzige Information. . 

Die Lehre von den Schlüssen, dae man aus Beobachtungen über 
relative Häufigkeiten oder über Mittolwerte ziehen kann, ist Gegen-
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stand der mathematischen Statistik. Wir wollen jede Untersuchung als 
statistische bezeichnen, in welchex absolute oder relative Häufigkeiten 
oder Mittelwerte von El'eignissen oder Gegenständen beobachtet und 
aus diesen Zahlen selbst Schlüsse gezogen werden. 

Die Wis8enschaft und selbst das Wort Statistik ist nicht sehr alt. 
Es wurde zuerst für Untersuchungen der Verhältniss'e des Staates ge
braucht. Der Wunsch und das Bestlleben, über diese Verhältnisse ge
naue Information zu erhalten, ist bei allen Politikern leicht verständ
lich, und es ist bekannt, daß die Römer Volbzählungen in regelmäßigen 
Intervallen vornahmen und daß Au g U 8 tu s eine Vermögensaufnahme 
veranstaltete. Geg,enstand wissenschaftlicher Untersuchung wurden die 
staatlichen Verhältnisse aber erst im sechzehnten Jahrhundert. Sanso
vina (1567), Davity (1614), Canring (1660), Vauban (1707) 
und Achen w all haben die Hilfsmittel der verschied·enen Staaten unter
flucht und zahlenmäßig zu bestimmen gesucht, wenn ihre Ausführungen 
sich auch nicht durch große G1enauigkeit auszeichnen. Ach e n wal 138) 

scheint zuerst für solche Untersuchungen die Bezeichnung Statistik ge
braucht zu haben. 

Unabhängig hiervon entwiakelte sich die Untersuchung der Sterb
lichkeitsverhältnisse durch Halley, De Moivre, Deparcieux, 
Süßmilch und Wargentin. Die Arbeit Halleys39) war der Aus
gangspunkt dieser Untersuchungen. De Moivre 40), Deparcieux 41 ) 

und Si m p SQ n 42) machten die ersten Vemuche, die Daten mathematisch 
nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu behandeln. 

Die Erg.ebnisse der Sterbliahkeitsuntersuchungen fanden in der Le
bensversicherung unmittelbar Verwendung und ließen keinen Zweifel 
an der Wichtigkeit dieser Untersuchungen aufkommen. Zugleich emp-

38) Abriß der Staatswissenschaft der europäischen Reiche, 1749. über die 
Geschichte des Wortes Statistik handelt G. U. Yule, Introduction of the Words 
"Statistics", "Statistical" into the English Language, Journal of the Royal Sta
tistical Society, 1905, Bd.68, S.391. 

39) E. Hall e y, An Estimate of the Degree of Mortality of Mankind, drawn 
from Curious Tables of the Births and Funerals at the City of Breslaw; with 
an Attempt to ascertain the Prize of Annuities upon Lives, Phi!. Trans., 1693, 
Vo!.17, Nr.196. Die Breslauer Sterblichkeitstafeln waren ,·on C. Neumann 
zusammengestellt und bezogen sich auf das Quinquennium 1687-1691. Sie ent
hielten die Zahlen der Verstorbenen für jedes Alter und beide Geschlechter und 
waren in dieser und anderer Hinsicht den für London und Dublin "on W. Pet t y 
und J 0 h n G rau nt herausgegebenen Tafeln überlegen. 

40) Abraham De Moivre, Evaluation of Annuities on Lives, 1724, 17.12, 
1756. Die letzte Ausgabe erschien zwei Jahre nach dem Tode des Verfassers 
und war nach seinen Angaben verbessert. Eine übersetzung dieses Buches, das 
nicht an allen Stellen leicht lesbar ist, wurde 1906 von E. C z u b er besorgt und 
mit Anmerkungen versehen. 

41) DEi par eie u x, Essai sur la probabilit6 de la duftle de la vie Im
maine, 1746. 

42) Thomas Simpson, A Treatise on the Nature and Laws of Chance, 
1740, und The Doctrine of Annuities and Reversions. 
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fand man das Bedürfnis, den Regierungen genaue Daten über die matE? 
riellen Zustände der Länder zu geben, und so entstand z. B. in Frank
reich ein "Bureau de statistique da oommeroe", das während der RE? 
volution in ein "Bul'6au de statistique" umgewand€d.t wurde. Es ist 
kein Zweifel, daß die Statistik als Wissenschaft vom Staatshaushalte 
wesentlich durch Na pol e 0 n s Vorli~_be für genaue Information ge
fördert wurd·e. 

Die Vereinigten Staaten von Nordamerika und die sbndinavischen 
Staaten hatten ihre erste Volkszählung im Jahre 1801, und seitdem 
folgten alle zivilisierten Staaten diesem Beispiele und machten Er
hebungen über die Bevölkerung in regelmäßigen Intervallen durch Ge
setze zu ständigen Einrichtungen. Heute sehen wir nicht nur die Re
gierungen, sondern auch große Unternehmungen und Private mit aller
hand statistischen Erhebungen beschäftigt, deren Gebiet sich fast täg
lich erweitert. Von der großten Tragweite sind die Untersuchungen 
über . lebende Organismen - die "vital statistics' der Engländer -, 
deren Aufgaben je nach den -behandel'ten Problemen in verschiedene 
Gruppen eingeteilt werden können. Es steht zu erwarten, daß die Aus
dehnung auf das Studium der Organismen zu den folgenl'eichsten An
wendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehören wil'd. 

Es ist sehr schwer, das Gemeinsame all dieser verschiedenen statisti
schen Untersuchungen anzugeben. Der beste Beweis liegt darin, daß 
es mehr als fünfzig v·erschiedene Definitionen der Statistik gibt. Sicher 
ist, daß man sich bei der Erklärung dieses Begriffes nicht auf die An
gabe des behandelten Gegenstandes stütren kann, denn es gibt heute 
nicht nur Statistiken über Geburts- und Sterblichkeitsverhältnisse, über 
Ehen und allerlei sonstige soziale Einrichtungen, sondern auch solche 
über Regenfall, über die_ täglichen und jährlichen Temperatursch'W'an
kungen, über Sternschnuppen und die Kristallisation chemischer Sub
stanren. Es geht also nicht an, die Statistik z. B. auf das Studium der 
staatlichen Einrichtungen zu beschränken. ' 

Bei näherer Betrachtung zeigt es sich, daß man mit dem Worte 
Statistik drei ganz verschiedene Dinge bereichnet. Zunächst heiß.t Sta
tistik das Ausführ·en der Erhebungen über die vorliegenden Verhält
nisse. Diese bezwecken entweder die Feststellung der Gesamtzahl der 
zu einer Klasse gehörigen Gegenstände oder der Beschaffenheit eines 
aus einer solchen herausgegriffenen Musters. Im ersten Falle handelt 
es sich um die tatsächliche Ausoohlung einer Menge, im zweiten FalLe 
um das Hemusgreifen einer Teilmenge, die nach dem Bernoulli
sehen Satze als Muster der Menge angesehen wel'den kann. 

Zweitens heißt auch die weitere Behandlung solcher Daten Sta
tistik. Die hierbei zur Verwendung kommenden Verfahren und Ge
dankengänge heißen die statistischen Methoden. Insoweit es sich hier
bei um strenge Schlüsse handelt, die in einer ernsten Untersuchung 
allein in Betracht kommen, ist sie mit der mathematischen Statistik identisch. 
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Schließlich bezeichnet man auch die Resultate solcher Untersuchun

g-en als Statistik. Man könnte diese als alLgemeine Statistik bezeichnen. 
Da aber ihre Resultate sich so ziemlich auf alle Wissensgebiete mit 
Ausnahme der reinen Logik erstrecken, BIO hätte ihre tatsächliche Zu
sammenfassung und Darstellung wenig Sinn. Aus historischen Gründen 
wird sich die Bezeichnung Statistik für die auf Staatswissenschaft und 
Volkswirtschaft bezüglichen Erhebungen noch einige Zeit erhalten, bis 
sich für diese Geg.enstände passendere Bezeichnungen gefundeiIl haben. 
Die Gesamtheit der durch statistische Meth()den gew()nnenen Erkennt
nisse eignet sich nicht zum Gegoostand der Darstellung, weil sie kein 
einheitliches WiSS€nsgebiet ausmachen, und weil ihre Bearbeitung übel' 
die Kräfte des einz·elneiIl ginge. 

Uns interessieren nur die Gedankengänge, durch welche strenge 
Schlüsse aus statistischen Daten gewg'OO werden können. Die logische 
Wahrheit eines solchen Schlussl\'l besteht in seiner übereinstimmung mit 
den Voraussetzungen, aus denen er abgeleitet ist, und diese wird durch 
die richtige Anwendung der betreffenden Sätze der Wahrscheinlich
keitsrechnung sicherg,estellt. Der Wert eines solchen Schlusses beruht 
aber auf der Güte des verwendeten Boobachtungsmateriales, die durch 
keinerlei Rechenkunststücke vergrößert werden kann. Jede statistische 
Untersuchung beginnt mit der Sammlung eines geeigneten Materiales, 
welches die Grundlage für alle weiteren Schlüsse ist. Können Fehler 
des Materiales auch nicht durch geschickte Handhabung der rechneri
schen Technik ersetzt werden, so muß allerdings verlangt werden, daß 
die rechnerische Bearbeitung alles aus dem Materiale herausholt, was 
darin enthalten ist. Alle aus dem Materiale sich ergebenden Schlüsse 
müssen wirklich g'ezogen werden. Hie~aus folgt, daß zur erfolgreichen 
Durchführung einer statistischen Untersuchung sowohl Geschicklichkeit 
im Sammeln der Daten als auch eine entsprechende Gewandtheit in 
ihrer zahl,enmäßigen Auswertung gehört. 

Das Samlneln des Materiales besteht wesentlich in einer vorurteils
losen Erhebung über das tatsächlich Geg>ebene,. die ohne Sachkenntnis. 
und Erfahrung in dem zu heobachtenden Gebiete nicht geleistet wer
den kann. Napoleons Ausdruck, die Statistik sei "le budget des 
choses" hewg sich nur auf die Erhebungen Über die Gebarung des 
Staates, di.e zu seiner Z,eit das fast ausschließliche Gebiet der Statistik 
waren. Wo es sich um Mengen handelt, deren Ausdehnung vollständig 
bestimmt wlerden soll, ist di.e Ähnlichkeit statistischer Erhebungen mit 
dem Kassamachen in der Tat vorhanden. Handelt es sich aber um 
Meng.en, die so ausg.edehnt sind, daß nicht jedes Element einzeln zur 
Beobachtung herangezogen werden kann, 00 ähneln die statistischen Fest
s'tellung>en mehr dem Herausgreifen eines Musters aus einem Posten Ge
treide, der zum Kaufe angeboten wird. 

Je nach dem zu erreichenden Zwecke wird eine statistische U nter
suchung verschiedenen Oharakter haben, und es wird z. B. eine für 
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die Zwecke des Staatshaushaltes unternommene Erhebung über die 
Zusammel18letzung einer Bevölkerung andere Erscheinungen ins Auge 
fassen als eine an derselben Bevölkerung vorgenommene Untersuchung 
über biologische Verhältnisse. Soll ein statistisches Material einer rech
nerischen Bearbeitung unterworfen werden, so muß es gewissen An
forderung.en entsprechen und Daten enthalten, die kaum vorhanden sein 
werd,en, wenn bei der Sammlung des Materiales nicht die Bedürfnisse 
der Rechnung berücksichtigt wurden. Man muß sich also schon beim 
Planen ,einer solchen Untersuchung über die rechnerische Verwertung 
der gewonnenen Daten klar sein, wozu Bekanntschaft mit den Methoden 
der mathematischen Statistik erforderlich ist. Schulstatistiken werden 
am besten von Lehrern, medizinische Statistiken am besten von Arzten 
und biologische Statistik,en am besten von Biologen, die mit dem be
t.ref:ßenden Gegenstande vertraut sind, gesammelt. Die Entscheidung, 
w.as mit geg,ebenen Mitteln, di'e meist sehr beschränkt sind, in einer 
bestimmten Z,eit erreicht werden kann, ist Sache des wissenschaftlichen 
Takbes, der nur bei Vorhandensein einer natürlichen Anlage durch 
übung erworben werden kann. 

Die Richtigkeit der am Anfange dieses Abschnittes gegebenen Defi
nition der Statistik für die g,ewöhnlichen statistischen Aufgaben ist un
mittelbar klar, jedoch ist die Definition so gefaßt, daß sie auch !lndere 
Untersuchungen und Aufgabe.n umfaßt, die sonst nicht als statistisch 
bezeichnet werden. So liefern wiedcrholte Messungen einer empirischen 
Größe ein Material, dessen Bearbeitung nach der hier gegebenen Defi
nition ebenfalls eine Aufgabe der Statistik ist. Die sachgemäße Aus
führung solcher Messunge.n liefert eine Reihe von Zahlen, aus denen 
ein Schluß auf den objektiven Wert der Größe gezogen werden muß. 
Die Bestimmung dieses Wortes ist eine statistische Aufgabe, und erst 
seine weitere Verwendung ist Sache der Physik oder welch andere 
Wissenschaft immer an dieser Größe ein Interesse haben möge. 

Eine statistische Untersuchung könnte sich darauf beschränken, die 
Ergebnisse der Beobachtungen sowie die Bedingungen, unter welchen 
die Beobachtungen angestellt wurden, anzugeben. Eine solche Beschrei
bung der g,ewonn,enen Daten wäre an und für sich interessant und 
wertvoll, weil sie di,e Resultate von Beobachtungen aus einem gewissen 
Erfahrungsg,ebiete enthält und so unsere Kenntnisse erweitert. Solange 
abm' ein solches Resultat unvermittelt dasteht und nicht mit anderen 
Tatsachen in V,erbindung gebracht wird, ist sein Besitz nicht so sehr 
Erkenntnis als die Unterlage für eine künftige Erwerbung von Kenntnissen. 

In der Tat kann man aus einer bloßen Angabe der Beobachtungs
daten einer statistischen Untersuchung, die meist in der Form auf
tritt, daß ein Ereignis in n Fällen eintrat und in s - n Fällen ausblieb. 
nicht einmal schließen, daß bei einer künftigen Wiederholung dcr Be
obachtungen dies'elben oder doch wenigstens ähnliche Resultate gewon
nen werden werden. Die Unmöglichkeit, genau dieselben Bedingunge.n 
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zu reproduzieren, ist off,enkundig, denn eine solche Wiederholung müßte 
die gleichen Resultate, und zwar auch in der gleichen Reihenfolge, er
geben. Überhaupt kann man nur jene Bedingungen, die vollständig unter 
unsürer Kontrolle sind, wi,edererzeugen. Da aber über den Komplex 
von Bedingungen, von welchem das Ergebnis abhängt, gar nichts be
kannt ist, so kann man auch nicht behaupten, daß alle wesentlichen Be
dingungen reproduziert wurd.en. Hiermit aber ist die Möglichkeit, eine 
Aussage über da>S Ergebnis zukünftiger Beobachtungen auf das vor
lieg,ende Material zu stütz,en, ,ausg,eschlossen. Das Hauptinteresse jeder 
wissenschaftlichen Unternuchung hegt aber darin, angeben zu können, 
welcher Tatbestand unter gewiSSlen Bedingungen zur Beobachtung 
kommt, und das Verfehlen dieses Zweck,es würde den Wert statistischer 
UnteI1suchungen sehr in Frage steUen. 

Ein Material, auf welches man ,eine Voraussage über das voraus
sichtliche Ergebnis zukünftiger Beobachtungen stützen will, muß ge
wissen Bedingungen g,enügen, welche die Konstanz des den Erscheinun
gen unterliegenden Bedingungskomplex,8S gewährleisten. Bevor man es 
unternimmt, ,eine Vorauss,ag,e über irgend welche in der Zukunft ein
treffende Vorgänge oder stattfindende Tatbestände zu machen, muß 
man zu einer Anschauung über den Komplex von Bedingungen, der 
das beobachtete Resultat hervorbrachte, gekommen sein. Ist die Gruppe 
von Bedingungen, von denen das Resultat abhängt, fortwährenden Ver
änderungen unterwoden,so wird man natürlich nicht erwarten können, 
bei einer Wiederholung der Versuche das gleiche Resultat zu erhalten. 
Liegen dagegen Gründe für die Annahme vor, daß ,es sich um einen 
konstanben Bedingungskomplex handelt, 80 wird man erwarten dürfen, 
bei einer Wiederholung der Beobachtungen ähnliche Verhältnisse wie 
früher zu finden. Weg,en unserer Unkenntnis über den die Ereignisse 
bestimmend,en Bedingungskomplex kann ein solcher Schluß nur auf 
die Konstanz oder Variabilität· d'er zur Beobachtung kommenden sta
tistischen Relativzahlen gestützt werden. 

Bei :statistischen Untersuchung,en stellt man 'sich vor, daß die Er
eignisse von Bedingungen abhängen, die zum Teil konstant bleiben, 
zum Teil aber fortgesetzten, unkontrollierbaren Veränderungen nnter
wor:flen sind. Die konstanten Bedingungen sucht man sich durch sorg
fältige Definition der zu beobachtenden Ereignisse und der Bedin
gungen, unt,er welchen die Beobachtungen stattfinaen sollen, zu yer
schaffen. Diese Bestimmungen haben den logischen Wert eines All
gemein begriffes. Die Ereignisse oder Gegenstände, die zur Beobach
tung kommen sollen, sind durch ihn in gewisser Hinsicht bestim'mt, 
in jeder anderen Hinsicht aber unbestim'mt. Auch diese Begriffe, durch 
die man bestimmte Ereignisse als Gegenstand der Beobachtung aus
wählt, können ganz willkürlich gebild,et werden, Jedoch wird man sich 
wohl immer auf die Untersuchung solcher Verhältnisse beschränken, 
an welchen man ein begründetes Inool'888e hat. 

U rh an, Ornndlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 8 
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Der Begriff ellles Bedingungskomplex,€S, wie er In der Statistik 
verwendet wird, ist von der sonstigen Bedeutung dieses Wortes ver
schieden. Sonst bezeichnet man als Bedingungskomplex eine Gruppe 
von Bedingungen, die ein Ereignis notwendig herbeiführen, während 
man hier darunter eine Gruppe von Bedingungen versteht, die einem 
Ereignisse eine bestimmte Wahrscheinlichkeit erteilen. Wir wollen dies 
an dem folgenden Beispiele erläutern: 

Es handele sich um Ziehungen aus einer Urne, die weiß-e und 
schwarze Kugeln in unb~IDannten Anzahlen enthält. Es werden drei 
Versuchsreihen hergestellt, bei denen aber ein verschiedener Ziehungs
modus befolgt wird. Die erste Versuchsr-eihe besteht aus Ziehungen 
mit Zurücklegen der gezogenen Kugel, nachdem ihre Farbe notiert 
wurde. Bei der zweiten Versuchsreihe werden die Kugeln nicht zurüok
gelegt. Die dritte Versuchsr-eihe endlich wird in der Art gewonnen, 
daß jede Ziehung aus einer anderen Urne unbekannten Inhaltes erfolgt. 

Der IllJhalt der Urne, aus der gezog-en wird, ist in dem angegebenen 
Sinne das Bedingungssyswm, von welchElID das Resultat abhängt, da 
er die Wabrscheinlichkeit des Ziehens einer Kugel bestimmter Farbe be
stimmt. DieSIeS Bedin:gungssystem ist in der ersten Versuchsreihe kon
stantt, da die Zusammensetzung des Inhaltes der Urne bei jeder Ziehung 
dio gleiche ist. In der zweiten und dritten Versuchsreihe handelt es 
sich um verällJderliche Bedingungskomplexe, und zwar ist der Be
din;gungskomplex im zweiwn Beispiele regelmäßig, im dritten aber 
unregelmäßig veränd-erlich. Auf Grund der Resultate der beiden ersten 
Versuchsreihen kann man nach den Regeln der Wahrscheinlichkeits
rechnung Schlüsse auf das voraussichtliche Ergebnis einer Wieder
holung der Beobachtungen ziehen, allein das in der dritten Versuchs
reihe gewonnene Resultat gibt offensichtlich hinan Anhaltspunkt für 
eine Aussage über das Erg,ebnis zukünftiger Ziehungen, die auoh wie
der aUR llJeuen U men erfolgen. 

Im zwei ben Beispiele werden die Veränderungen des Bedingungs
komplexes durch die Versuohe selbst hervorgerufen. Die sich daraus 
für die Rechnung ergehenden Schwierigkeiten können überwunden wer
den, weil das Resultat der 'einzelnen Ziehungen bekannt ist. Häufig 
kommt es aber vor, daß der Bedingungskomplex sich verändert und 
diese Tatsache bekannt, der Einfluß die~er Veränderungen aber un
bekannt ist. Diese Schwierigkeit ergibt sich sehr häufig bei biologi
schen UntersJlchungen beim Studium solcher Funktionen von Organis
men, die duroh die Funktion selbst verändert werden. Man pflegt diese 
Erscheinungen unter dem Namen der übung zusammenzufassen. Der 
Verlauf der übung ist g.esetzmäßig, aber das Gesetz, nach dem sich 
die Funktion verändert, ist nicht voraus bekannt. . 

Besondere Sorgfalt muß stets der Annahme zugewendet werden, 
daß der den Ereignissen unwrliegende Bedingungskomplex konstant 
ist. Da das Sammeln eines statistischen Materiales stets eine gewisse 
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Zeit dauert, so kann ma.n nur dann ein einheitliches Material erwarten. 
Die Schwierigkeit liegt darin, daß man sich bei der Entscheidung 
dieSIer Frage einzig auf die erhaltenen Zahlen stützen kann. In den Bei
spieLen, an welchen wir den Begriff der Konstanz bzw. der Variabilität 
des Bedin.gungskomplexes erläuterten, IM8en sich diese durch die be
stehenden physischen Bedingungen unmittelbar kontrollieren. Der In
halt der Urne kann jeden Augenblick durch Nachzählen der Kugeln 
fe.stg'Cstellt werden. Bei tatsächlichen Untersuchungen noch nicht er
forschter Erscheinungen ka.nn die Konstanz oder Variabilität des Be
dingungskomplexes nicht unmittelbar ersichtlich gemacht werden, son
der.n muß aus den erhaltenen Resultaten erschlossen werden. 

Da der Zusamnoonhang der Erscheinungen mit ihren Bedingungen 
unbekannt ist, so kömren wir den Bedingungskomplex nur indirekt defi
ruel'len. Dies geschieht durch eine F,estsetzung darüber, unter welchen 
Bedingungen die Beobachtungen anzustellen und das Vorkommen wel
cher Gegenstände beobachtet werden soll. Diese Festsetzungen spielen 
bei statistischen Untersuchungen dieselbe Rolle wie beim U rnenbei
spiele die Angaben über die Zusammensetzung des Inhaltes und die 
Farbe der Kugeln. Eine Ungeni8.uigkeit der Definition der G-egen
ständ(', deren Häufigkeit beobachtet werden soll, hat die.selbe Wirkung 
wie das Vorkolll'Inen von Kugeln von einem mehr oder weniger hellen 
Grau, bei denen Zweifel darüber bes,tahen kann, ob sie als weiß an
zusehen sind oder nicht. 

Die begriffliche Erfaasung von empirisch gegebenen Tatbeständen 
ist bekanntlich außerordentlich schwierig. Es genügt hier, auf die 
Schwierigroeiten hinzuweisen, die ma.n bei statistischen Untersuchungen 
übel' d:ve Zahl der Blinden oder die Z'ahl der Haushalte in einem Lande 
gemacht hat. Nieben solchen P,ersonen, deren Augenlicht vollkommen 
erloschen ist, finden sich solche, die durch ihre Augenschwäche a.n der 
Ausübung des einzigen Beru:fies, den sie v-erstehen, verhindert sind; 
solche, di'e die Dinge ihrer Umgebung zwar nicht unterscheiden, wohl 
aber den Wachsei von Tag und Nacht erkennen können; und schließlich 
8010h(', di'e aucn Tag und Nacht nicht untefSi0heiden, wohl aber das 
Vorha.ndensein eines knapp vor den Augen genaltenen starken Liohtes 
er}rennen können. Ebenso ist es sehr sohwer, eine Definition zu geben, 
auf Grund weloh!er man stets sofort entscheiden kann, ob eine Gemein
schaft von PersoIljCn als ein oder menrere Haushalte zu zählen ist. 

Ungenauigkeiten in der F,estsetzung der Beobachtungsbedingungen 
können mit Ziehungen verglichen werden, bei denen man glaubt, stets 
dieselbe Urne vor sich zu haben, versehentlich aber von Zeit zu Zeit 
in eioo a.ndere Urne greift. Es ist deshalb notwendig, mit größter Sorg
falt vorzugehen und alle zur Beobaohtung kommenden Gegenstände 
daraufhin zu untersuchen, ob sie den gemachten Festsetzungen ent
spreohen oder nicht. Insbesonders darf ohne Grund kein zty' Beobach
tung kOIIJlD.ender Gegenstand zurüCikgewiesen werden. 

8* 
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Das Pr'Üblem des Zurüokweisens einzelner Gegenstände taucht sehr 
häufig auf. Im Laufe fast jleder statistisClhen Untersuchung stößt man 
auf Exemplalle, die siah so weit von den anderen entfernen, daß man 
zögert, sie dem Beobacihtungsmaterial einzureihen. Die Entscheidung 
ist sehr verantwortungsv'Üll, da man auf Grund der getroffenen Defi
nitionen ,'erpfliohtet ist, diese Exemplare zuzulassen, andererseits aber 
über2jeugt ist, daß diese Exemplare den Bedingungen nicht entsprechen, 
sondern duroh irgend welche unerklärbare Einflüsse Qestimmt sind. 

Das Problem der Ausoohließung einzelner Exemplare wurde zuerst 
in d-er Theorie der Beoba()lhtungsfehler gestellt. Es kommt sehr häufig 
vor, daß in einer längeren Boobachtungsreiho oinige Werte ganz außer
halb des Streuungsgebiotos liegen, so daß man geneigt ist, sie durch 
eine Nachlässigkeit oder sonst einen groben F-ehler bei den Beobaeh
tungen zu erklären, in welohem Falle sie zurückgewiesen werden müß
ten. Einem solohen Vorgehen widerspricht aber die Tatsache, daß diese 
Beobaohtungen mit gen au der gleichen Sorgfalt angestellt wurden wie 
die übrigen, und daß es unzulässig ist, eine Beobaohtung nur des
halb zurückzuweisen, weil sie den übrigen Beobachtung-en nicht ent
sprioht. Für das Zurückweisen von Beobachtungen wegen der Größe 
ihrer Abweiohungen vom Mittel hat eh a u v e n e t ein Kriterium auf
gest'eUt, das vielfaoh verwendet wird, ohne daß man sagen könnte, daß 
es grundsätzlich oder besonders befriedigend sei. J. M c. K e e n Ca t tell 
trat dafür ein, eh a u v'e ne t 8 Formel auoh in der Statistik für die 
Ausscheidung nichtübereinstim'lllender Beobachtungen heranzuziehen. 
Der Erfolg war j'edooh gering, da noch der Nachteil hinzukommt, daß 
in der Statistik di'e Voraussetzungen der Fehlertheorie über die Ver
teilung der Abweiohungen meist nicht zutreffen. 

Der N aohweis, daß ein zufälliges Ereignis von einer konstanten 
Gruppe von Bedingungen abhängt, ist oohon von großem Interesse. 
Merkwürdig ist, daß manohmal di'e Natur uns diese Tatsache gewisser
maßen auf dem Präsentierteller entgegenbringt, und in andel'en Fällen 
uns fast unüberwindliche Schwierigkeiten macht. Bei der Untersuchung 
des Gesohlechtsverhältniss.es der Geborenen ist der Nachweis zwar mühe
voll, gelingt aber leicht. In anderen Fällen muß man die Definition 
der El'eignisse und der Be'Übachtungsbedingungen mit größter Vorsicht 
fassen, ohne des -Erfolges im v'Ürhinein sicher zu sein. Es macht den 
Eindruck, als ob in manchen Fällen unsere Begriffe und die auf sie 
gestützben Klassifikationen den Gegenständen der Erfahrung angemes
sen sind, wähfiend si,e in anderen Fällen erst mühsam korrigiert und 
der Erfahrung angepaßt werden müssen. Das Problem ist eigentlich 
eine Fmge der richtigen Begriffsbildung, und es ist leicht einzusehen, 
daß dieE'e versohiedene Schwierigkeiten machen muß, Je nachdem, ob 
essieh um die auf genaue Merkmale gestützte Geschlcchtsbestimmung oder 
um eine stark variierende Tierspezies handelt. Man könnte geneigt sein, 



Konstanz der Beobachtungsbedingungen 111 

die Forderung zu stellen, daß di·e Definition erst dann als gelungen 
zu geltlen hat, bis man auf einen konstanten Bedingungskomplex ge
StOß'8r. ist, allein der Hinweis auf ein mögliohes Variieren läßt die 
Forderung in dieser Form als zu scharf erscheinen. 

Betraohten wir die Wahrscheinlichkeit, daß ein nicht näher be
stimmter 40jährig'er Mann, dessen Lebensverhältnisse und Gesundheits
zustand nooh näher ang'egeben werden können, innerhalb eines Jahres 
sterben werde. Der Bedingungskomplex, von dem das Leben und Sterhen 
eines Individuums innerhalb eines Jahres abhängt, entzieht sioh voll
ständig unsever Kenntnis, und wir haben auoh nicht einmal die Mög
liohkeit, eine Aussage über seine Konstanz oder Variabilität auf irgend
welche direkte Beobachtungen zu stützen. Wir können nur seine Wir
kungen unbersuohen, indem wir das Erleben bzw. Nichterlehen des 
nächsten Lebensjahres an einer größeren Zahl gleichaltriger Individuen 
heobaoht,en. Aus den Ergebnissen dieser Beobachtungen haben wir dann 
unsevc Anschauungen über diesen unbekannten Bedingungskomplex zu 
bilden. Durch geeignete Abänderung der Beobachtungsbedingungen 
kann man unber Umständen die Bedingungen bestimmen, die auf den zu 
untersuchenden Vorgang von Einfluß sind. 

Eine Konstanz des Bedingungskomplexes darf man nur dort ver
muten, wo 'es sich um genau definierte Ereignisse handelt. Eine solche 
Definition gelingt selten auf den ersten Wurf. Dies zeigen um besten 
die Untersuchung.en über die Sterbenswahrscheinlichkeiten, die sich für 
Individuen d'er gleichen AltEll'sklasse und gleichen Geschlechtes, aber 
ve11schiedener Lebensumstände als sehr verschieden ergeben. Kommen 
solche V,erschiedenheiten zur Beobachtung, so muß bei einer Fortsetzung 
der Unt1ersuchung die Definition der zu beobachtenden Ereignisse in 
entspvechender Weise abgeändert werden. 

Bei z·eitlioh veränderlichen Bedingungskomplexen ist die Annahme 
einer Regelmäßigkeit in den Veränderungen sehr natürlioh. Häufig 
sind diesC1 Verändcrungen aber so langsam, daß ihre Untersuchung 
sohwierig ist, weil sie durch die Beobachtungsfehler, die nach dem 
Bernoulli sohen Satze jeder empirischen Wahrscheinlichkeitsbestim
mung anhaften, v'erdeckt oder undeutlich gemacht werden. Es wird 
in solohen FäHen meistens passender sein, von einer unhekannten Regel
mäßigkeit als von Regellosigkeit zu spl'oohen. 

All diese Sohwierigkeiten sind da.durch hervorgerufen, daß wir die 
Bedingungskomp1exe nur indirekt duroh ihre Wirkungen defini,eren kön
nen, und daß wir uns bci der Beurteilung ihrer Konstanz oder Varia
bilität aussohließlich auf die beohachtet811 Zahlen absoluter oder rela
tiver Häufigkeit stützen können. Wie man bei solohen Untersuchungen 
zu verfahl'en habe, hat zuerst W. Lex i s in mustergültiger Weise in 
seillen Studien über das Gesohlechtsverhältnis der Gebol'euen und in 
seinen Sterbliohkeitsforschungen gezeigt.43) 

43) W. Lex i s, Das Geschlechtsverhältnis der Geborenen und die Wahr-
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Das Wesen einer 8010hoo D ntersuchung besteht darin, daß man die 
erhaltlenen Zahlen daraufhin untersuoht, ob si~ als Resultate wieder
holteT Beohaohtungen über ein Ereignis angesehen werden können, dem 
während der Dauer der Beobachtungen eine konstante Wahrscheinlich
keit zukommt. Sind di'e Beobaohtungsdaten mit dieser Annahme nicht 
verträglich, 80 sucht man sich ein Bild darüber zu machen, in welcher 
Weise die W,ahrscheinlichkeit des untersuchten Ereignisses veränder
lich sein müßte, um di,e beobachteten Häufigkeitszahlen zu ergeben. 
Man pflegt zu SIa~en, daß die untersuohten Ereignisse den materialen 
Charakter von zufälligen Ereignissen jener Art haben, welche nach 
den Regeln der Wahroohainlichkeitsroohnun,g die durch die Beobach
tungen festgestelltan Ergebnisse gewärtigen lassen. 

Wir untersuchen den einfachsten und interessantesten Fall der Fest
stellung, ob einem EreigniSISe eine konstante Wahrscheinlichkeit unter
liege oder nicht. Soll diese An.n.ahme gerechtfertigt sein, so ist es zu
nächst notwendig, daß die beobachteten Zahlen relativer Häufigkeit 
bei waohsender Versuchszahl sich einer bootimmten Grenze nähern. Die
ser Grenzwert bei unandlicher Versuchszahl ist dann die gesuchte Wahr
scheinlichkeit.'14) 

Diese Annäherung muß dem Bel' n 0 u 11 i sohen Satze entsprechen. 
Dm dies zu untersuchen, wird die Reihe d,er Beobachtungen frak
tioniert und di,e rela.tive Häufigkeit in den einzelnen Teilen der Reihe 
bestimmt. Diese Werte sind empirische Bestimmungen der unbekannten 
Wahrscheinlichkeit und müssen nach dem Be r n 0 u 11 ischen Satze um 
ihr arithmetisohes Mittel, das mit dem wahrscheinlichsten Werte zu
samm<Cllfällt, nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale verbeilt sein. Es 
müssen positiv€ und nega.tive Abweichungen gleich häufig auftreten, 
und Abweichungen müssen um 80 seltener sein, je größer sie sind. 

Die in dem Wahrooheinlichkeitsintegral auftretende Konstante, das 
sogenannte Präzisionsmaß, läßt sich nun auf zweierlei Art berechnen. 
Zunächst läßt sie sich aus der Quadratsumme der Abweichungen vom 
arithmetischen Mittel bestimmen. Man nennt dies die physikalische 
Präzision. Dann aber kann si€ aus der beobachteten Wahrscheinlich
keit naoh dem Bernoullischen Satze bestimmt werden. Man nennt 
dies die kombinatoriSQhe Präzision. Das V,erhältnis dieser beiden Größen 
heißt der Divergenzkoeffizient. 

scheinlichkeitsrechnung, Jahrbücher f. Nationalökonomie u. Statistik, 1876, Bd.27, 
S. 209-245; Zur Theorie der Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft, 
1877 ; Über die Theorie der Stabilität statistischer Reihen, Jahrbücher f. National
ökonomie u. Statistik, 1879, Bd.32, S.60-98. 

44) Eine graphische Darstellung dieser Annäherung der relativen Häufigkeit 
eines Ereignisses bei wachsender Versuchszahl an die unterliegende Wahrschein'
lichkeit als Grenze, durchgeführt an den Daten einer Versuchsreihe, findet sich 
in Bai d w ins Dictionnary of Philosophy and Psychology, art. Probability, Bd.2, 
S.344-353. 
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Hiera;us ergeben sioh folgende Fälle für die Verteilung der in den 
Partialreihen beobachteten Zahlen relativer Häufigkeit: 

1. Die Werte sind nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale verteilt, 
weshalb bei Angabe des Präzisionsmaß·es das arithmetische Mittel die 
ganze Gruppe von Beobaohtungen repräsentieren kann. In der Tat kann 
man aus diesen Größen das gesamte Beobaohtungsmaterial rekonstru
ieren. Die einl'Jelnen Beobaohtungen können als zufällige Abweichungen 
von ihrem Mittel angesehen werden, und dieses ist demnaoh für die 
ganze Reihe typisoh. Bei Gleichheit dar physikalischen und der kom
binatorischen Präzision hat der Divergenzkoeffizient cLen Wert Eins, 
und man sprioht von einer normalen Dispersion. Bei typischen Wahr
scheinlichkeiten normaler Dispersion darf man auf das Bestehen einer 
konstanten, den EreigniSf:jen unterliegenden W,ahrsoheinlichkeit schließen. 

Solohe Ereignisse können mit Zi,ehungen aus einer Urne verglichen 
werden, deren Inhalt bei jeder Ziehung in gleicher Weise zusammen
gesetzt ist. Aus dem Vorhandensein einer typischen Wahrscheinlich
keit normaler Dispersion darf man sohließ.en, daß die Ereignisse von 
einem Bedingungskomplexe abhängig sind, der hinsiohtlich seiner Kon
stanz und Bestimmtheit mit dem Inhalte einer Urne verglichen wer-
cLen kann. . 

Lex i s hat naohgewiesen, daß das Geschlechtsv,erhältnis der Ge
borenen eine typisohe Wahrscheinlichkeitsgröße normaler Dispersion ist. 
Ma,n hat daraus zu sohließen, daß die Geschlechtsbestimmung einer Ge
burt von einer Gruppe von- Bedingungen abhängt, die in einem ge
gehenen La,ncLe konstant bleibt. Man kann von einer massenphysiologi
schen Konstante spl1echen, die in der Konstitution der Menschenrnasse 
begründet ist. Nur tiefgreifende Veränderungen in den Lebensbedin
gungen können in einem LancLe das Gesch1echtsverhältnis der Geborenen 
beeinflussen. 

2. Die beohaohteten Werte sind nach d,em Wahrscheinlichkeitsinte
grale verteilt, allein die kombinatorische Präzision ist nicht gleich der 
physikalischen. Ist die physikalische Präzision größer, so ist der Diver
genzkoeffizient größer aLs Eins. Der aus der ganzen Versuohsreihe be
stimmte Wert der Wahrsoheinlichkeit ist auch in diesem Falle typisch, 
und man sprioht von typischen W,ahrscheinlichkeiten von übernormaler 
Dispersion. Die tatsäohliche Streuung der beobachteten Werte ist dann 
größ.er, als sie bei Vorhandensein eines konst.anten Bedingungskomplexes 
zu erwartJen wäre. Man muß also schließ.en, daß die den Ereignissen 
unterli,egenden Bedingungen Sohwankungen unterworfen sind, die selbst 
zufälligen Charakter haben. 

Ist die tatsäohliche Stl1euung kleiner al,s sie nach dem Be r n 0 u 11 i
sohen SatZie zu erwarten ist, so hat man auf das VorhandeIlsein ,"on Ein
flüssen zn sohließen, die die Abweichungen vom Mittelwerte verringern. 
Die großen Abweiohungen komm'eIl also mit einer kleineren als der er
wartungsmäßigen Wahrscheinlichkeit vor. Typische Wahrschcinlich-
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keiten mit unternormaler DilSpersion können also nur dann vorkommen, 
wenn das freie Spi,el de;! Zufalles duroh einen Eingriff oder durch 
ein Gesetz beschränkt wird. 

3. Dw Verteilung entspricht nicht dem Wahrscheinlichkeitsint.egral. 
Statistische Reihen dieser Art heißen symptomatisch. Sie deuten auf 
V,eränderungen des den Ereignissen unterliegenden Bedingungskom
plexes, welche auf das Bestehen irgendwelcher Regelmäßigkeiten zu 
untersuchen sind. 

Am wichtigsten ilSt der NachweilS einer typischen Wahrscheinlich
keit normaler Dispersion. Ihre praktische Wichtigkeit besteht darin, 
daß man auf die aus solchen Beobachtun~en gewonnenen Zahlen ohne 
weiteres die Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung anwenden kann, und 
daß bei einer Wiederholung der Beobachtungen die Erwartungsbildung 
durch den Be r no u 11 ischen Satz geregelt ist. Ihre theoretische Be
deutung liegt darin, daß durch die Definition des beobachteten Ereig
nisses eine Gruppe von konstanten Bedingungen festgel.egt wird, die 
unter günstigen Umständen näher erforooht werden kann. So kann man 
versuchen, die gleichen Ereignisse unter etw.as abgeänderten Bedingun
g'8l1 zu beobachten und aus den erhaltenen Häufigkeitszahlen einen 
Schluß zu ziehen, ob der ab~änderte F.aktor von Einfluß ist oder 
nicht. 

Sind die Wahrscheinlichkeiten veränderlich, so ergibt sich die Auf
gabe, das Gesetz di,eser Veränderun~n zu suchen. Gelöst wird diese 
Aufgabe duroh Darst'ellung der Wahrscheinlichkeit als Funktion der 
Zeit. Es ist klar, daß sich das gloeiche Pl'Oblem immer dann ergibt, wenn 
eine Wahrscheinlichkeit von einem quantitativ angebbaren, stetig ver
änderliohen Bedingungskomplexe abhängt. Die Boobachtungsdaten 1e
steh€ll dann in Be8timmungen dies1er W.ahrscheinlichkeit für eine An
zahl verschiedener W &te der unabhängigen Veränderlichen. 

Man kann auch diese Aufgabe auf das Urnenschema zurückführen. Ge
geben sei eine Anzahl von Urnen Ux , Ux , ••• Ux ' deren Indizes den 

1 2 .. 

Werten der unabhängigen Veränderlichen entsprechen. Der Inhalt dieser 
Urnen sei in der Weise zusammengesetzt, daß die Wahrscheinlichkeiten 
für das Erscheinen einer weißen Kugel Px , Px , ... Px seien. Aus jeder 

1 2 n 
Urne wird eine Anzahl von Ziehungen mit Zurücklegen der gezogenen 
Kugel gemacht und die Häufigkeit d81S Erscheinens einer weißen Kugel 
beobaohtet. Es wird verLangt, die Wahrscheinlichkeit p als Funktion 
des Argumentoo x darzusteUen. Es ist also eine Anzahl von Argumenten 
und die zugehörigen Funktionswerte duroh empirische Beobachtungen 
gegeben, und es ergibt sich das bekannte Problem der Bestimmung einer 
unbekannten Funktion aus einer Anzahl von Funktionswerten. 

Die einfachste, aber durchaus nicht die befriedigendste Lösung 1e
stoeht in der Aufstellung der Funktion nach der Lagrangeschen Inter-
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p01a,tionsformel. Abgesehen davon, daß die Roohnung nach dieser Für
md unfangreiohe Zahlenroohnungen erfordert, deren Mühe mit dem 
erreichten ZWlooke in keinem rechten VerhältniSISe steht, berücksichtigt 
dies·e Formel di,e Ungenauigkeit der einzelnen Funktionswerte nicht. 
Daraus ergibt sich aus dem nach der Lag r a n gesehen Interpolations
formel berechneten Werte häufig ein Funktionsverlauf, wie er mit un
seren Anschauungen nicht v,ereinbar ist. Die durch diese Formel be
stimmte ganze algebraische Funktion vüm Grade n-l, die den gemach
ten n Beübachtungen genau entspricht, ist also nicht nur bei der Extra
polation, s'ondem häufig auoh hei der Interpolation unbefriodigond. 

Will man die Ungenauigkeit der Beobachtungswerte berücksich
tigen, so muß man die Daten einem Ausgleiohsverfahren unterziehen. 
Die Gesiohtspunkte, nach melchen man vorzugehen hat, sind vollständig 
klar. Die einzelnen W,erte staIll'men aus empirischen Boobachtungcn 
über unhekannte W:ahrooheinlichkeiten, und ihre Fehler sind nach dem 
Be r no u 11 i sehen Satze nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale verteilt. 
Aus die&em Grunde merden aus solohen Daten die wahrscheinlichsten 
Werte der Unbekannten duroh Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadr.ate g,efunden. Die Summe der Qua,drate der Abweiohungen der 
berechneten von den beobachteten Werten bestimmt der Grad aer cr
reiohten Annäherung. Di,e zulässige Quadratsumme der Abweichungen 
fülgt für ein g,egebenes System von Beobaohtungen aus dem B c r
n 0 u 11 i sohen Satz.e. 

Man kann sioh nun die Aufgabe steHen, den n Beobachtungen durch 
eine ganze algebraische Funktion k-ten Grades, wobei k < n - 1, zu ge
nügen, bei der di,e Summe der Quadmte der Abweiohungen innerhalb der 
durch den Bernou11ischen Satz folg,enden Grenzen ist. Eine solche 
Funktion enthält k + 1 Konstante, zu der,en Bestim'mung die n Be
obaohtungen eben80 vi,ele Gleichungen liefern. 

Man könnte alslo in der Art verfahrren, daß man mit einer Funk
tion eDsten Grades beginnt und ihre Koeffizienten naoh der Methode 
der Heinsten Quadrate aus den vorli:egenden n Beobacohtungsgleichungen 
bestimmt. Ist die sich ergebende Quadratsumme 'der Anweiehunzen 
zu groß, so steigert man den Gmd der Funktion so lange, bis man 
'bei einer Funktion anlangt, bei der die Quadratsumme der Abweichun
gen hinreichend klein ist. Di,es ist die ganze algebraische Funktion 
niedrigsten Grades, die don Beohaohtungen mit hinreichender Genauig
keit genügt. 

Man er,sieht leicht, daß dies ein sehr mühevolles Unternehmen werden 
müßt.e, falls man gezwungen wäre, üher den dritten Gr.ad hinauszugehen, 
denn j,eder Sohritt erfordert dann die neuerliche Auflösung eines über
bestimmten Gleiohungssysbemos mit fünf oder mehr Unbekannten. Das 
Problem find,et seine saohgemäße Lösung ohne umständlicho Rech
nereien durch Verwendung der T s c heb y t sc h e ff sehen ~Jf-Funktionen, 
die es gestatten, don Gmd der Funktion mit geringer Mühe um die 
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Einheit zu vergrößern, ohne daß die vorhergehenden Koeffizienten einer 
neuerlichen Berechnung unterrogen werden müssen. Wählt man bei den 
Beobaohtungen äquidistante Argumente, so wird die Verwendung der 
T s c heb y t s c he ff sehen ?Jf-Funktionen besonders einfach, und die Rech
nung maoht bei Gebrauch meinoer Tabellen 60 gut wie keine Mühoe. Die 
so aufgestellte Funktion ist ohne Zweifel der einfaohste Ausdruck, 
durch welchen den Beobachtungen überhaupt entsprochen werden kann. 
Sie ist der rein empirisohe Ausdruck der Boobachtungsdaten in mathe
matisoher Form. 

Die Entwicklung der Funktion in eine Reihe von ?Jf-Funktionen 
gibt für eine uMndliohe Gliederzahl das gleiche Resultat wie die Ent
wicklung in eine Potenzreihe. Die einzelnen Koeffizienten der ?Jf-Reihe 
sind bei der Beooohnung vollständig vonein3Jlder unabhängig, und man 
erhält daseelbe Resultat, wenn man sioh bei der Entwicklung immer nur 
auf ein bestimmtes Glied besohränkt. Die gleiche Eigenschaft besitzen 
bek3Jlntlioh die Koeffizienten der Fourierschen Reihe, was mit der 
sogenannten Orthogonalität der ?Jf-Funktionen, sowie der Funktionen 
Sinus und Kosinus zusammenhängt. 

Vom mathematisohen Standpunkte aus ist es gleichgültig, welche 
Funktionen m3Jl zur Interpolation verwendet. Bei der Wehl wird man 
sich meist durch Zweckmäßigkeitsrücksichten bestimmen lass-en und am 
liebsten zu der Darstellung duroh eine Potenzreihe greifen .. Zu der 
immerhin etwas umständliohen Interpolation nach trigonometrischen 
Funktionen wird m3Jl nur 'dann greifen, woenn m3Jl einen Grund zu 
haben glaubt, das Vorhandensein einer Periodizität zu vermuten. Han
delt ee sioh um Erscheinungen, die von einam Bedingungskomplexe 
abhängen, der periodisohen Veränderung,an unterworfen ist, so wird man 
das Vorh3Jldensein von Veränderun.g.en der gle:iohen Periode auch in 
den Erscheinungen vermuten dürfen. 

So ist der Einfluß der Temperatur auf die Anzahl der Todesfälle 
leicht erkenntlich, und man wird bei der mathematischen Darstellung 
der monatliohen Todesfälle sofort zu den trigonometrischen Funktionen 
greifen. Ebenso ist eine Periodizität der Tagessohwankungen der Tem
peratur zu vermuten, da die Temperatur von dem weohselnden Stande 
der Sonne während des Tag,es und von der fortschreitenden Abkühlung 
wähllend der Naoht abhängt. An den einzelnen Tagen wird diese Regel
mäßigkeit wohl duroh den Einfluß der wechselnden Beschaffenheit der 
Atmosphäre verdeckt, allein bei einer hinreichend großen Anzahl ,'on 
B€obaohtungen verschwindet der Einfluß veränderlicher Bedingungen 
und der Einfluß des konst3Jlten Bedi:ngungakomp1exee wird siohtbar. 

Bei jeder Bestimmung einer Funktion aus einer Anzahl von Funk
tionswerten muß dil88e hinreiohend groß und die Intervalle entsprechend 
klein sem. Ist d~ese Voraussetzung nioht erfüllt, so kann die Rechnung 
zu unriohtilgen Schlüssen führen. Ein Beispiel liefert die Geschichte 
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des Studiums der Tagessohwankungen der Temperatur. Vor Einfüh
rung der automatisohen Registrierung v,ersuchte man das Minimum der 
Tempem.tur aus Boobaohtungen in sechsstündigen Intervallen abzuleiten. 
Der Ermartung entgegen fand sich d:üeses Minimum etwa um die Zeit 
vor Mitternacht, was Anlaß zur Aufstellung von allerhand Erklärungs
versuchen war. A.ll diese Spekulationen erwiesen sich als grundlos, als 
die automatioohe Regißtrierung zeigte, daß die niedrigste Temperatur 
sioh tatsächlich vor SOIl.llieI1aufge..ng einstellt, und die Abkühlung also 
während der gan2len Z,eit fortoohreirtet, da d~e Sonne keine neue Wärme 
zuführt. 

Sind die boobaohteten Funktionswerte hinreichend zahlreich, so ist 
der Verlauf der Funktion :iru. dem Intervalle, über welohes die Beobach
tungen ausgedehnt sind, bestimmt. Sohon an den Enden des Intervalles 
wird die Interpolation unzuv,erlässig, und außerhalb derselben verläuft 
die Funktion ganz unregelmäßig. Zur Extrapollation Bind also diese 
Formeln ganz ungeeignet. DitOOe Formeln haben also keine absohlie
ßende Bedeutung, da eID,e solohe nur emer Funktion beigemessen wer
den kann, die auoh außerhalb des dill'ekt beobachteten Intervalles einen 
Verlauf hat, der unseren Vorstellungen über die zu untersuohende Er
scheinung entspricht. Als endgültige Darstellung der Boobachtungs
daten kOIllIllt a.loo nur eine Funktion in Betraoht, die als Ausdruck des 
dio ErsoheirrlUngen beherrschenden Naturgesetzes angesehen werden kann. 
Liegt ein soloher Ausdruck vor, so bietet die Aufgahe, die :in ihm 
auftretenden Konstanten nach der M,ethode der kleinsten Quadrate anzu
passen, nur l'oohnerische SchwiJerigkeiten, die sich bei geeigneter An
lage der Rechnung meist überwinden lassen. 

Es entsteht nun di,e Frage, wiJe man sioh in d,en Besitz eines sol
ohen Ausdruckes setzen könne. Am nächsten liegt der Gedanke, nach 
Art der Physik vorzugehen und aus allgemeinen Vorstellungen Formeln 
abzuleiten, welohe auf den vorliegenden F,all passen. Bei Durchführung 
dieses Gedankens findet man folgende Sohwi~rigkeit. Beim Studium 
physikalischer Prozesse benützt man Gedanken und Anschauungen, die 
sich bei der Analyse von N:aturerschemungen schon vielfach bewährt 
haben. U llJS& Vertrauen in di,ese allgemeinen Anoohauungen ist viel 
größer als das in irgendeine einZielne Erfl1hrung, und ein Satz, der siüh 
in dieses System einfügt, gewinnt sofort einen starken Rüokhalt durch 
die ausgedehnte Erfahrung, d~e unsere allgemeinen physikalisohen An
schauungen trägt. 

Beim Studium biologisoher Prozesse finden wir keine solchen all
gemeinen Anoohauungen, auf di,e wir uns berufen können. Bei jeder 
Deuen Aufgabe muß eine neue Erklärung herangezogen werden, so 
daß man leioht den EiiIldruck gewinnt, es seien dies ad hoc ausgedachte 
Hypothesen. Allerdings kann man einwendon, daß ein genaues Stu
dium biologisoher Erscheinungen emt seit sehr kurzer Zeit hetrieben 



118 1II. Die Wahrscheinlichkeit 

wird, weshalb die Möglichkeit nicht von der Hand zu w,eisen ist, daß 
sich vielleicht hei Erweiterung unserer Erfahrungen in ähnlicher Weise 
ein Grundstook allgemeiner Sätze ergehen könnte. Jedenfalls bildete 
sich ein solcher auch in der Physik nur langsam und nach vielen fehl
geschlagenen Versuchen heraus. 

Es liegen bereits veroohiedene Versuche vor, auf diesem W"ege zu 
einem Verständnis statistisch untersuchter Erscheinungen zu kommen. 
Als Beispiel wählen wb: die Ableitung der Makehamschen Sterblich
keitsformeL Man geht hierbei von der Vorstellung aus, daß das Ab
sterben aus dem Zusammenwirken zweier Bedingungskomplexe entsteht, 
deren einer in allen Altern gleioh stark ist, während der andere a u:f' 
der Abnützung des Organismus beruht, duroh welche die Widerstands
fähigkeit herobgesetzt wird, und dessen Einfluß mit dem Alter zu
nimmt. Man betrachte eine Menge lx von Personen des Alters x, von denen 
in dem Zeitraume A x die Anzahl Al", sterben. Es ist dann der Ausdruck 

dl", 

- l",dx 

ein Maß für die Sterblichkeits kraft im Alter x, und der Grenzwert dieses 
Bruches für LI X = 0 heißt die Sterblichkeitsintensität dieses Alters. Setzt 
man in Verfolgung des Makehamsohen Gedanlrens die Sterblichkeits
intJensität gleich der Summe eines konstanten Gliedes und eines in geo
metrischer Progression wachsenden Glied,es, also 

1 dlx 
- -- -=A+Blx 

Ix dx ' 

so kommt man nach einfachen Rechnungen zu 

l", = kS" ger. 

Man bezeich net diesen Ausdruck als die Formel von G 0 m per t z - M a k e
ham, da Gompertz bereits früher die AnsiQht ausgesprochen hatte, 
daß die SterbliQhkeitsintensität mit dem Alter in geometrischer Pro
gression wäohst. 

Je naoh dem VertIlauen, da;s man in die Voraussetzungen dieser 
Ableitung setzt, wird man die Tragweite dieser Formel versohied<ln 
beurteiLen. Hält man sie für ebenso zuv,erlässig wie die Voraussetzun~ 
gen, aus dienen die Fallgesetze ab.geleitet sind, 80 wird man sioh berech
tigt fühlen, auf Grund von Beobaohtungen einer Anzahl von Alters
klassen, die zur Bestimmung der in der Formel auftl'et.end8'Il Kon
stanten hinreioht, die Absterbeordnung für die gam~e Bevölkerung auf
zustellen. Die tatsächliche Beobachtung des Absterbens hätte dann nur 
den Zweok einer KontroUe, um durch Prüfung der beobachteten und der 
bereohneten Werte daß eventuelle Vorhandensein störender Faktoren 
nachzu weisen. 

Man versteht, daß auf Grund einer solohen Einschätzung der For
mel Wittstein die statistisohen mit den astronomischen Beobachtun-
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gen v,er,gleiohen konnte. Macht man sich aber klar, daß die Bedingungen 
des Absoorbens einer Bevölkerung für veroohied,ene Länder verschieden 
und außerdem auoh zeitlichen V,eränderungen unterworfen sind, so wird 
man der Gompertz-Makehamsohen und allen ähnlichen Formeln 
nur einen geringeren W·ert beimeSISen können. Es ist möglioh, daß die 
Voraussetzung~m, aus denen eine Absterheformel abgeLeitet ist, voll
ständig richtig sind, olme daß di,e Formel eine Voraussage des tat
säohlichen Absoorbens der Bevölkerung ermöglicht. Eine Verbesserung 
der hygienisohen Verhältnisse durch eine neue Erfindung oder cine Er
sohwerung der allgemeinen Lebensbedingung.en, wie sie ein Krieg mit 
sioh bringt, verändern die Sterbenswahrscheinlichkeiten und werfen da
mit j,ede Voraussage der Absterbeordnung auf Grund früherer Beobaoh
tungen über den Haufen. In solchen Fällen sind die Abweichungen 
vom Gesetze wiohtiger als das Gesetz soilbst. Die Bedeutung der Sterb
lichkeitsformeln wird durch einen Vergleich mit ähnlichen Formeln, 
die sioh aber auf einfache1'e Verhältnisse beziehen, leichter verständlich. 

Die Bedingungen, von welohen das Abst,erben einer Bevölkerung 
abhängt, sind so verwiokelt, daß man es als ausgeschlossen ansehen 
kann, eine vollständige Einsicht in sie zu gewinnen. Bei anderen Er
soheinungen dagegen ließ,e eine solche sich wohl erzielen. So könnte 
man aus der weohselnden Höhe der Sonne über dem Horizont und aus 
der fortschreitenden Abkühlung während der Nacht eine Formel für 
den Temperaturverlauf wäh1'end eines Tages ableiten. Die hier zu unter
suohende Größe ist die Temperatur, und in der Formel für ih1'e Ver
änderungen während eines Tages kommen die Anschauungen über die 
Bedingungen, von welohen die Temper,atur abhängt, zum Ausdruck. 

Handelte es sich um einen Vorgiang, den wir nach Belieben erzeugen 
können, so würden einige wenig,e Laboratoriumsv,ersuche hinreichen, um 
die Riohtigkeit der Formel zu prüf,an. Eine solche Möglichkeit besteht 
aber hier nicht, und wir müssen uns auf die rein beobacht,ende Fest
stellung beschränken, ohne dan Verlauf des zu untersuchenden Vorganges 
experimentell beeinflussen zu können. Die Bcobaohtungsbedingungen, 
unter ·w.elahen der Einfluß der wechselnd,en Beschaffenheit der Atmo
Rphäre am wichtigsten ist, sind nun einem steten Wechsel unterworfen, 
und die Wirkung des als konstant angenommenen Bedingungskomplexes 
wird durch die veränderlichen Bedingungen gestört. Aus diesem Grunde 
kommt die Regelmäßigkeit der Temperaturschwankungen im Laufe 
eineil Tages nioht zum Ausdruck. Wiederholt man aber die Beobach
tungen an einer hinreiohcnd großen Anzahl von Tagen, so heben die 
wechselnden E~nflüsse einander auf und die Wirkung der dauernden 
Bedingung,en wird siohtbar. Die Aufstellung einer Formel auf Grund 
einer Aus,gleichung erstrebt noch ·eine weit,ere Reinigung der Beobach
tungen von zufälligen Einflüssen. 

Eine solche Formel vermittelt eine physikalische Einsicht. Eine 
Sterblichkeitsformel vel'mittelt eine physiologische Einsicht in die Be-
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dingungen, von welchen die SterooIlS'Wahrscheinlichkeit abhängt. Durch 
Ausdehnung der Beohaohtungen über einen möglichst großen Zeitraum 
wird eine AUSlOOMltung der wechselnden Bedingungen erstrebt. 

Mit diffier Einsioht gewinnt man den Standpunkt für die Beurtei
lung der Sterbliohkei1Jsformeln. Die Sterbenswahrscheinlichkeit hängt 
von so vielen Bedingungen ab, daß wir si,e kaum alle angeben und 
ihre Wirksamkeit in der richtigen Weise einschätzen können, weshalb 
die abgeleiteten Formeln besten Falles den Wert von Annäherungen 
haben könn,en. So mag es zugegeben werden, daß die Voraussetzungen 
von Gompertz und Makeham richtig sind, allein erschöp:f:end sind 
sie gewiß nioht. Der konstante Bedingungskomplex, dessen Einfluß 
auf die Sterbenßwahrsoooinlichkeit sich in allen Altern mit gleicher 
Stärke äußert, steUt die Gefahren dar, welche das Leben in allen Alters
klassen in gleioher Wleise bedrohen. Ebenso richtig ist der Gedanke, 
daß mit fortschreitendem Alter eine Abnützung des Organismus statt
findet, welche Sleine Wid·erstandfähigkeit gegenüber zerstörenden Ein
flüssen herabsetzt. 

Sohon die Annahme der Konßtanz des ersten Faktors ist in gewis
sem Sinne willkürlich. Das Maß der Bedrohung des Lebens ist durch 
die in einem Lande bestehenden sozialen und hygienischen Einrich
tungen bestimmt. Diese sind nioht nur plötzlichen Änderungen unter
worfen, sondern sind auch in einer fortwähr.enden Umbildung begriffen, 
so daß man von einer Konstanz eig!entlioh nicht reden kann. 

Ferner ist zu bemlerken, daß die in die Sterblichkeitsformeln ein
gehenden Zahlenwerte einzig aus dem Materiale, auf das die Formel 
angewendet w€l'den soll, bestimmt weroen können. Dies ist ein 8ohwer
wieg,ender N aohteil g.egenüber den Form€ln der PhySJik, bei denen die 
Konstanten auoh auf anderem Wege bestimmt werden können. So wiro 
z. B. die Konstante der Eroooschleunigung aus Pendelversuchen be
stimmt und kann dazu verwendet weroen, um di€ Beobaohtungen über 
Fallgeschwindigkeiten rechnerisch zu verw,erten. Wäre die Physik noch 
auf derselben Entwioklungsstufe wie die Statistik, so müßte man aus 
den Daten über Fallbeobachtung,en die Beschleunigung errechnen, ohne 
den so gefundenen Wert anderswo verwerten zu können. Höohstens 
könnte man die Frage aufweden, ob die Daten von zwei zu verschie
dener Z,eit angestellten Beohaohtungen mit der Annahme verträglich 
sind, daß in beiden Fällen dilß Beschleunigung mit dem gleichen Werte 
wirksam war. Verschließt man sich auch nicht diesel' Schwäche der 
statistischen Form€ln, so braucht man daraus noch nicht den Schluß 
zu ziehen, daß diese dem in der Stntistik behandelten Materiale not
wendig anhänge. Unt.ersuchungen dieser Art wurden verhältnismäßig 
selt.en angestellt, und es datiert eigentlich erst seit dem Anfange dieses 
Jahrhunderts, daß ein kleiIlier Kreis von Forsohern sich mit diesen 
Aufgaben in etwas intensiv,erer Weise beschäftigt. Man kann es dem
naoh nicht kur2lerhand in Abrede steUen, daß einmal ein Zusammen-
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hang zwisohen den in den VIerschiedenen statistischen Formeln auftreten
den Konstanten gefunden werden wird. 

Die Ableitung der Formeln für die Darstellung von statistischen, 
Beohaahtungen ist also recht unbefriedigend. Oft leilStet sie kaum mehr, 
als daß sie Ausdrücke an die Hand gibt, die als für die mathematische 
Darstellung der Beobaahtung,en geeignet in Betracht komlmen. Der Wert 
soloher Formeln hegt also nicht in ihr,en AbLeitungen, sondern in ihrer 
Taugliohkeit für die mathematische Darstellung d€S betr'e:f:fenden sta
tistischen Material€S. Ist man einmal im Besitz der Formeln, so kann 
man ihre A.bleitung beiseite lassen und sich einzig auf ihre Dienlich
keit für die gedachten Zweck,e berufen. Im Falle der Formel von 
Gompertz-Makeham ist das sehr Leicht, da der Erfolg dieser For
mel man ohm al geradezu überraschend ist. 

Das Verfahren, Formeln bereitzustellen, die man je naoh Bedarf 
heranzieht, empfiehlt sioh besonders dann, wenn hinsichtlich der zu 
bestimmenden Funktion wohl eine allgemeine Information vorliegt, diese 
aber zur wirklichen Bestimmung der Funktion nicht hinreicht. So 
wiSlSeIl wir häufig, daß die unbekannte Funktion erst zunehmend, nach 
Erreichung eines Maximums aber ununterbrochen abnehmend verläuft, 
und nur in einem endlichen Intervalle von Null verschiedene endliche 
Werte hahen kann. Für oolche Fälle hat Karl Pearson Formeln an 
die Hand gegeben, die in jedem ein~elnen Falle eine sachgemäße Lö
sung ermöglichen. 

Ein ähnliches Verfahren kann man heim Studium der psychometri
schen Funktionen erster Art befolgen. Di,ese verlaufen zwischen den 
Werten Null und Eins monoton zunehmend bzw. abnehm~d. Di€Se 
Bestimmung genügt, um gan:be KLaSl3ien von Funktionen anzugeben, 
die als mögliche LösUFlgen in Betracht kommen. 

Der gleiche Gedanke unterliegt der Verwendung der Brunsschen 
IP-Reihe, bei der die Koeffizienten so bestimmt werden können, daß 
jede Verteilung dargestoellt werden kann. Wegen ihrer Allgemeinheit 
aber steht sie mehr mit der T sc heb y t s c he ff sehen qF-Reihe auf einer 
Stufe. 

Diese Verfahren sind rein algebraiooher Natur und machen nicht 
wie die Ableitung der Formel von Gompertz-Makeham spezielle 
Voraussetzungen. Sie sind v,erläßliche -Werkzeuge, regen aber die Ge
danken nicht in gleichem Maße an wie die aus allgemeinen Voraus
setzungen abgeleiteten FOTmeln, mögen diese auch etwas willkürlich 
sein. Die Versuche von Ableitungen von Formeln für die Darstell ung 
statistischer Regelmäßilgkeiten gehören zu den anziehendsten und an
regendsten G.egenständen der Forschung. Sie versprechen nicht nur Ein
sicht in bis jetzt unbekannte Regelmäßigkeiten, sondern scheinen auch 
der mathematischen N aturhetrachtung au! solchen Gebieten Erfolg zu 
versprechen, die ihr bis jetzt unzugänglich wa,ren. Die geringe Zahl 
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der bis jetzt gelungenen Ableitungen ist kein Beweis gegen diese Be
strebungen, die weg'eu des ihnen innewohnenden Interesses doch kaum 
vernachlässigt werden können. 

Zwei Erklärungen sind verschieden, wenn si,e zu verschiedenen For
meln für die Darstellung d:8'rselben Erscheinung führen. Gibt es, wie 
in der Physik, eine Gruppe von Sätz;en, d·eren Tauglichkeit für die 
Naturerklärung feststeht, so kann man zwischen den widerstreitenden 
Erklärungen zu unterscheiden suchen, indem man untersucht, welche der 
gemachten Vomussetzung.en mit den allgemeinen Sätz·en in Überein
stimmung stehen. Da €ß ,eine solche Gruppe von Sätzen für die Er
klärung biologischer Tatsachen nicht gibt und die meisten Ableitungen, 
wie oben auseinanderg·esetzt wurde, etwaß willkürlich sind, so kommt 
mall auf dies'em W,eg,e einer logischen Unbersuchung zu keiner Ent
scheidung. Der einzige Weg besteht in der Untersuchung, welche der 
Formeln eine beSISere Übereinstimmung zwischen Rechnung und Er
fahrung ergibt. 

Es entsteht zunächst die Fr,age, woran man die übereinsümmung 
zwischen Rechnung und Erfahrung messen soll. Eine exakte Beant
wortung läßt die Frage nur dann zu; wenn man die Voraussä.mng 
macht, daß es sich um im mathematischen Sinn·e zufällige Er.eignisse 
handelt. In diesem Falle sind die beobachteten Zahlen absoluter oder 
relativer Häufigkeit und die Mittelwerte empirische Bestimmungen der 
ihnen enbsproohenden unbekannten Wahrscheinlichkeiten, deren A bwei
chungen von den wahren W,erten nach dem Satze von Bernoulli ver
teilt sind. Hieraus folgt, daß di,e Summe der Quadrate der Abweichun
gen der berechneten von den beobachteten Werten das Maß der Güte der 
übereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ist, und daß 
ferner jene Werte di,e wahrscheinlichsten sind, die die kleinste Quadrat
summe der Abweichungen ergeben .. 

Um zwi,schen zwei oder mehrer,en Annahmen zu entscheiden, hat 
man in den sich aus ihnen ergebenden Formeln di,e Konstanten nach 
der Methode der kleinsten Quadrate den Beobachtungen anzupassen 
und hi,erauf die sich ergebenden Quadratsummen der Abweichungen zu 
bestimmen. Die Formel, die di.e kleinste Quadratsumme der Abwei
chungen ergibt, ist die wahrscheinlichste von den untersuchten An
nahmen. 

Es ist ein verhältnismäß,i:g bescheid.eu·es Wiss·en, womit wir uns 
begnügen müssen. Man mag es geLernt haben, auf die Erkenntnis der 
Wahrheit zu verzichten und sich mit einer Wahrscheinlichkeit zu be
gnügen. Hier müssen wir sogar darauf verzichten, die übe.rhaupt wahr
scheinlichste Annahmo zu finden, und müssen uns mit der wahrschein
liehsten der untersuchten Annahmen begnügen. Zur absolut wahrschein
liehsten Annahme kämen wir erst nach Untersuchung aller überhaupt 
mögliehen Annahmen, und da die Meng.c der Funktionen, welche allen 



'Vahl'scheinlichkeit von Primzahlen 123 
überlmupt möglichen Annahmen entsprechen, unendlich ist, so kann man 
auf diesem Wege zu einem abschließenden Resultate nicht gelangen. 

Zu bemerken ist ferner, d~ß man nur selten in der Lage ~rein wiro, 
s,ein Urteil aiuSlSChl:Leßlich auf die Quadratsumme der Abweichungen 
zu stütZBll. Ein solcher Vorg8.ll1g wäre in vielen Fällen mit der mathe
matischen Natur des Problemes in Widerspruch. Besteht das gesam
melt,e Material aus unabhängigen Beobachtungen über nUnbekannte, 
so kann mau ihm durch jede Funktion, d~e n Konstante enthält, genau 
cntspl'oohen. Ist di,e Zahl der Konstanten kireiner als n, so wird man 
den Beobachtungen um so genauer entsprechen können, je größer die 
Zahl Jer Konstanten, von denen di;e Funktion abhängt, ist. Bei Be
urteilung der Tauglichkeit ,eines Ausdruckes für die Darstellung eines 
empirischen Mateciales spieilt also der Grad der Kompliziertheit der 
Funktion eine RoHe, deren Bedeutung sich nicht leicht abschätzen läßt. 
Man gl'eift dann meistens zu den einfachsten Ausdrücken, teils weil 
sire sich in der Rechnung Leichter handhaben lassen, teils aber auch im 
uneingestandenen Glauben an den La p I ac,eschen Satz, daß die Ge
setz,e der Natur ,einf,ach sind. 

Schließlich sei auf die Bedeutung der Annahme hingewiesen, daß 
es sich bei den untersuchten Erscheinung,en um zufällige Ereignisse 
handelt, auf die der Be I' n 0 u 11 i oohe Satz Anwendung findet. Macht 
man diese Annahme nicht, 00 gibt es überhaupt keine Größe, die ohne 
Willkür als Maß der Übereinstimmung zwischen Rechnung und Be
obachtung verwendet werden kann. N'icht einmal die Summe der ab
soluten Beträge der Abweichungen macht eine Ausnah'me, da man ja 
auch einen Vorzug der Funktion darin sehen kann, daß die mit ihren 
Von~eichen genommenen Abweichungen einander aufheben. Soll diese 
Annahme über die Anwendbarkeit der Bernoullisohen Satzes ge
rechtfertigt sein, 80 müssen sehr hoh~ Anforderungen an die Güte des 
Matel'iale~ gestellt werdoo. 

Macht man eine Annahme über eine FunktiQn zur Darstellung eines 
statistischen MateriaLes, 00 greift man aus der unendlichen Menge der 
Funktionen ein Element heraus. Wäre dies ein Herausgreifen llach 
dem Zufalle, 00 bestünde die Wahrscheinlichkeit Null, daß man gerade 
auf den, richtigen Ausdruck verfällt. Es liegt jedoch ein Beispiel \'01', 

in dem der glückliche Griff ta.tsächlich gelang, wie auf Grund einer 
später gewonnenen Eiooicht f,estgcstellt wurde. Für den erfahrenen For
scheT wird die Wahl offenbar durch eine An~ahl von Momenten ein
geschränkt, die sich einer zahlenmäßig,en Einschätzung entziehen. 

Gau ß interessierte sich von früher Jugend an für die Vertt'ilung 
der Primzahlen, und da die allgem$w Lösung der Frage unübt'rwind
Iieho Sch\"ierigkeiten macht,e, s:o konstruierte er eine Tabelle, aUR der 
rein empil-i,sch die Anzahl der Primzahlen unt~r einer gegebenen Grenze 
ersicbtlich war. Er bemerkte den Zusammenhang diesel' Zahlen mit 

lT r b a. n, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 9 
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dem Logarithmus der Grenze und verfiel für die Darstellung dieser 
Abhängigkeitsbeziehung auf den Ausdruck, der später aus allgemeinen 
Voraussetzungen als der richtige nachgewiesen wurde. Der Gedanken
gang, durch den Gauß sich bei seiner Wahl leiten li,eß, läßt ~-ich in 
seinen Einzelh'eiten nicht mehr l'Okonstruieren. Sicher ist, daß Gau ß 
nicht aus allgemeinen Überlegungen di,e Formel ableitete, sondern sich 
ausschließlich auf dle empirische Feststellung des Funktionsverlaufes 
stützte. Die statistische Natm' seines Verfahrens erkannte er klar, ,Als 
vorgeSlChla.gen wurde, den Ausdruck durch Hinzufügen einer KOll.8tante 
zu verbessern, bemerkte er, daß eine solche nach der Methode der klein
sten Quadrate bestimmt werden müßte, Er lehnte aber diesen Vm'
schIa g ab, weil seine Formel für große Argument.swerte eine bessere 
ÜbeI'einstimmung ergibt, weshalb vermutet werden kann, daß bei wei
terer Verfolgung der Funktion über da,s beI'eits untersuchte Intervall 
hina,u<:l diese Übereinstimmung sich noch weiter verbessern 'verde, 

Die wei'tere Entwicklung der Zahlellthe()ll'ie hat Ga. u ß recht ge
geben, und es gelang ihm also das scheinbar Unmögliche. Man darf 
vieUeicht hoffen, daß auch anderen Forschern unter ähnlichen Ver
hältnissen der glückliche Griff gelingen könne. Die N a.tUl'Crkenntuis 
ist eben kein reines Würfelspiel, sondern die Würfel sind in !::,"eheimnis
voller Weise gefälscht. Immerhin ha.ndelt es sich um ein Erraten, und 
da hängt sehr viel davon ab, wer das Raten besorgt. Da man hierzu 
nioht immer einen Gau ß bei der Hand hat, so ist es am besten, solche 
statistische Formeln, was immer ihr Erfolg sein möge, bis auf wei
teres als rein empirische Formeln anzusehen, die dem einen Erfahrungs
material besser, dem anderen schlechter entsprechen, und die möglicher
weise einem neuen Erfahrungsmaterial gegenüber ganz versagen könrwll. 

Das Problem, Wahl'scheinlichkeiten als Funktionen einer Veränder
lichen darzustellen, ilSt die Hauptaufgabe der KoUektivmaßlehrc. Wir 
wollen zunächst zei~Elll, daß die gegebene Definition der mathematischen 
Wahrsoheinlichkeit als das Verhältnis der Mächtigkeit bzw. des Maßes 
zweier M,engen allgemein ist, und als besonder('n Fall die Aufgab!?n 
der Kollektivmaßlehre einschließt. 

/';U den Aufgaben der Kollektivmaßl.ehre kommt man in folgender 
Weise: Man betrachte di,e zu einer Menge gehörigen Gegenstände, 
an denen irgendeine zahlenmäß',ig angebbare Bestimmung vorkommt, 
deren genaue Ang,abe in dem Begriffe n,icht enthalten ist. Als Bei
spiel ka~lIl dien,en: Die Körpergröße der Individuen eines bestimmten 
Alters und Gesehl,echtes, die Dauer der Ehen, wobei man d~e U nter
scheidung machen kann, ob sie durch Scheidung oder durch den Tod 
eines der Gatten zu Ende gingen; das V.erhältnis der Länge zur Breitc 
von Fenstern, Büchern oder der Schalen einer bestimmten Muschelart ; 
die Dauer der oogenannten Reaktionszeit oder sonst eines physi<JIogischen 
Prozesses. 
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Es handelt sich da um eine Aufgabe, dcren logioohes Interesse ~eit 

IM ger Zeit bekannt ist, olme daß man versuchte, ihr eine genauo Lö
sung zu geben. Durch die Angabe einer Gruppe von Merkmalen, die 
also einen Begriff fesHegen, ist eine Mehrheit von Gegenständen be
stimmt, von denen jedler in Hinsicht auf das betreffende zah1enmäßig 
angebbare Merkmal vollkommen bestimmt ist. Die Beoohaffenheit der 
Individuen macht sogar das Vorkommen dieses Merkmales notwclldig. 
So. gibt es z. B. kein menschliches Individuum, dem nicht eine ganz 
bestimmte Körpergröße zukümmt, und diese ist erfahrungsgemäß an 
gewisse übe11e und untere Grenzen gebundelIl, über die hina.us kein EXl'lll

plar der Gattung Mensch gefunden wird. 
Im Begriffe selbst, durch den die Zugehörigkeit eines Indiyiduums 

zur Gattung bestimmt wird, ist aber das Merkmal der zahlenmäßigen 
Bestimmtheit nicht cnthalten. Es ist dies alSo. eine Eigenschaft, die 
allen Exemplaren des Begriffes zukümmt, ühne daß sie im Bpgriffe 
selbst enthalten ist. Man kleidete diese Schwierigkeit üft in die Fürm 
der Scherzfrage: Jedes Exemplar der Gattung "Mensch" ist vün eincr 
g.anz be:;timmten Größe; welche Größ'e kommt dem Menschen dem 
Begriff(~ nach zu? Eine der beliebtesten Antworten ist, daß ein Be
griff überhaupt keine Größ.e hat. Durch diesen Witz, der scheinbar 
auf H urne zurückgeht, wird die Frage abgetan und ihre Sch wi erig
keit verdeckt, die darin besteht, daß ein Begriff die Gesamtheit der 
Merkmale ist, die allen seinen ExemplJaron zukommen. Zu diespn gc
hört auch die quantit;ative Bestimmtheit, die aUen Exemplaren anhaftet, 
in dem Begriffe selbst aber nicht vorkommt. In W.ahrheit handelt es 
sich um eine Aufg.abe, zu deren Lösung di,e Hilfsmittel der Aristo
tel ischen Logik nicht ausreichen. 

Man muß davon ausgehen, daß für die Definition die Angabe jlC'ner 
M,erkmale, die über di.e Zugehörigk.eit eines Gegenstandes zur Menge 
entscheiden, notwendig und hinJ:1cichend ist. Außer diesen konstitu
tiven Merkmalen können an allen Gegenständen der Menge noch an
dere Merkmale auftreten. Besteht zwischen diescn und de.n konstitu
tiven Merkmalen eine logisohe Abhängigkeit, so besteht keine l'i.w'nt
liche Schwierigkeit, da die sekundären Merkmale in der Definition 
mitenthalten sind. Besteht ejne solche logische Abhängigkeit nicht, so. 
muß man schließen, daß die konstitutiven Merkmale einen Bedingungs
komplex aefininieren, von d8tIll die sekundären Merkmale a.bhängen. 
Untersuchungen über die in der Definition nicht enthaltenen Eigen
schaften der Exemplare einer Menge betreffen also die wissE'nRchaft
liehe Begriffsbildung von Gegenständen der Erfahrung. 

Ein Kollektivgegenstand ist als eine Menge gleichartiger Ch'gen
stände erklärt, dic in bezug auf ein zahlenmäßig angebbares Mcrkmal 
geordnet werden können. Die Merkmale eines Küllektivgegenstandps 
definieren einen Begriff und seine GegeJ18tände heißen die Exctllplu1'e 
einer Klasse, Art oder Spezies. Das ordnende Merkmal heißt das Al'gu-

9* 
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ment des KoUektivgegenstandes. Es ist nicht notwendig, daß dieses 
Merkmal den Cha~akter einer Größe habe, sondern es genügt, daß es 
zahlenmäßig angebbar ist. So sind z. B. Farbenschattierungen quali
tative Merkmale und haben nicht den Charakter von Größen. Man 
kann aber trotzdem eine zahleUimäßige Darstellung erziellen, indem man 
den Stufen der Farbenreihe Zahlen zuol1dnet. K a rl Pe ars 0 n und 
seine SchüLer haben in dieser Art Unbersuchungen über die Farbe der 
Augen und Haare erfolgreich durchgeführt. 

G. Th. Fechner verLangte, daß das Argulllent des Kollektivgegen
standes unmittelbar nach Maß und Zahl bestimmt und die Menge der 
möglichen Werte stetig sei. Hiermit wird entschieden zuviel gefordert, 
da das Bestehen von Kollektivgegenständen mit unstetigen Argumenten 
unzweifelhaft ist. Es ist jedoch anzuerkennen, daß die Voraussetzung 
der Stetigkeit die Rechnung wesentlich erleichert, und daß man auch 
bei Ul18tetigen Argumenten für die Zwecke der Rechnung häufig die 
Fiktion der Stetigkeit macht. Heinrich Bruns 45) definiert einen 
Kollektivgegenstand als eine Vielheit von gleichartigen Dingen, die 
nach einem veränderlichen Merkma1estatistisch geordnet werden können. 
In diesem Satze kommt die Beschränkung auf ein zahlenmäßiges Merk
mal nicht vor, allein im weiteren Verlaufe der Untersuchung setzt 
BI' uns das ordnende M,erkmal stets als zahlenmäßig angebbar voraus. 
Dies ist nicht verwunderlich, denn das eigentliche Problem der Kollek
tivmaßlehre tritt nur dann zutage, wenn das Argument zahlenmäßig 
bestimmt ist. 

Bei Untersuchung eines KoUektivgegenstandes geht man in der 
'Yeise vor, daß man eine möglichst gI10ße Z,ahl seiner Exemplare sam
melt, und den an ihnen vorkommenden Wert des Argumentes bestimmt. 
Es zeigt sich, daß die tatsächlich vorkommenden Werte über ein ge
wisses Intervall verstreut sind. Auß,erhalb der Gr.enzen di,eses Inter
valles kommen überhaupt keine Exemplal'e des Kollektivgegenstandes 
vor, und in demselben gibt es Stellen, an denen di,e beobachteten 'Yerte 
diohter gehäuft sind als an anderen Punkten. Die Art, wie die Exem
plare über das Intervall verstr,Emt sind, nennt man die Verteilung d.es 
Kollektivgegenstandes. 

Aus solchen Daten lassen sich zwecks Charakterisierung do8l' Ver
teilung' verschiedene Werte ableit,en, del1en Definition teilweise rooht 
komplizi1ert ist. Von unmittelooI1em Interesse sind: 

1. Der Mittelwert, d. h. das arithmetische Mittel der an sämtlielwn 
Exemplaren beohachtJeten Argumentswerte. 

2. Der wahrscheinlichste W,ert, d. h. j,ener Argument1swert, der am 
häufigsten 7,l1r Beobachtung gelangte. 

45) H. B run s, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre, 190G, 
S.96. Die gleiche Definition findet sich iJei E. C z u b er, Wahrscheinlichkeitsrech
nung, 1908, Bd.1, S.345, jedoch wird die Beschränkung auf ein zahlenmäßig 
angebbares Merkmal sofort eingeführt. 
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3. Der Zentralwert, d. h. jener Wert, der von ebenso vielen Fällen 
übertroffen, wie nicht 'erreicht wird. 

4. Die Streuung. Zu diesem Begriffe gelangt man, indem man 
zwei Kollektivgegenstände mit Rücksicht darauf vergleicht, wie ihre 
Exemplare über das Intervall verstreut sind. Bei Verteilungen, die 
zu heiden 8eiten des Mittels abfa.l1en, ist die Streuung offenbar um 
so geringer, je raseher di,eser Abfll.ll ist. Man erkennt leicht, daß nur eilll 
gerades Potenzmittel als Maß der Streuung in Betracht kommt. Das 
einfachste Maß der Streuung ist demnach das Quadratmittel der Ab
weichungen. Bei Kollektivgegenständen, deren Exemplare direkte Be
obachtungen unbekannteIl' Wahrscheinliehkeiten sind, ergibt ~ich dieses 
Stl'€uungsmaß aus dem Bernoullischen Satze. 

Es kommt häufig, namentlich bei der Untersuchung noch nicht 
näher bekannter Kollektivg1c,genstände vor, daß aus der Tafel, llie die 
unmittelbaren Ergebnisse der Beobachtungen enthält, die Verteilung 
nicht klar ersichtlich ist. Auf die einzelnen IntervaUe kommen zu wenig 
Exemplare, weil die Messungen mit Rücksicht auf die Zahl der be
obachteten Exemplare zu f"in waren. Di" Werte der einzelnen Inter
valle sind so klein, daß die Bestimmung des wahrscheinLichsten Wertes 
unmöglich oder doch sehr ungenau ist. Man vereinigt d~halb mehrere 
Int,ervaUe, indem man die Zahlen der in diese erweiterten IntervaUe 
fallenden Exe~plare angibt. Man erhält so eine reduzierte Verteilungs
tafel. Eine solche gibt die Resultate, die erhalten worden wären, falls 
man die Beobachtungen von vornherein mit einer entsprechend geringe
ren Genauigkeit gemacht hätte. Durch eine Reduktion geht die Mühe, 
die dic größere Genauigkeit der Beobachtungen erforderte, verloren. 
Dic Notwendigkeit einer Reduktion der Verteilungstafel zeigt, daß die 
Unbersuchung unökonomisch angelegt war. Man hätte besser daran ge
tall, die Messungen mit geringerer Genauigkeit au,szuführen, und die 
el'spartc Zeit und Mühe dazu zu verwenden, um: die Zahl der >',ur Be
obachtung herangezogenen Exemplare zu v'Ürgrößern. 

Die Int,ervaUe können entweder durch Anga:be der Grenzen odrr 
durch Angabe ihrer Mittelpunkte und ihrer Längen bestimmt werdt'n. 
8elbstverständlich ist es vorteilhaft, alle Intervalle gleichlang zu "'äh
len, da dadurch die rechnerische Bearbeitung sehr erleichtcrt wird. Un
gleiche Länge der Intervalle setzt den W 8ft der Daten sehr herab. 
EbelliSo ist es zu vermeiden, die Interyalle an den beiden Enden der V 8;1'

teilungstafel zu vergrößern, oder die j-enseits gewisser Grenzen liegen
den Werte ohne nähere Spezifizierung einfach ihl'er Zahl nach an
zugeben. 

Durch die Definition eines Kollektiyg'egenstandes ist eine Menge M 
festgelegt, del'en Elemente in Hinsicht auf die in der Definition fest
glelegten Eigenschaften vollkommen bestimmt sind. Durch den Besitz 
eines bestimmten ArgumentswerteR ist die Zngehörigkrit .. ines Ele-
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menÜ~8 zu einem gewissen IutervaUe gegeben. Da die Zugehörigkoit 
zu einem. bestimmten Intervalle in der Definition nicht enthalten ist, so 
ist sie im logischen SiIme zufällig. An dieser logischen Zufälligkeit 
ändert sich nichts, w·enn man auch einsieht, daß durch die BBdi.ngun~en, 
unter welchen ein ExempLar ontsteht. der ihm zugehörige Arguments
Welt vollkommen bestimmt ist. 

Die Menge der Gegenstände, die zu einem Kollektivgegenstande ge
hören, kann endlich, abzählbar unendlich oder von der Mächtigkeit des 
Kontinuums sein. Die Menge der Exemplare, an welchen die Verteilung 
untersucht werden soll, ist stets endlich. Bezeichnen wir die Teilintervalle 
mit Iv 12 "" In' und die zu ihnen gehörigen Teilmengen mit TUTg, ••• T n. 
Bei stetigen Kollektivgegenständen ist das Verhältnis der Mächtigkeit der 
Teilmenge T, zu der der Menge M sämtlicher untersuchter Exemplare 

. 1~-
P"=ji 

eine empirische Bestimmung der unbekannten Wahrscheinlichkeit, daß ein 
Exemplar, das aus dem Kollektivgegenstande nach dem Zufalle heraus
gegriffen wird, dem Intervalle I; angehört. Die Genauigkeit dieser He
stimmung ergibt sich aus dem Bernollllischen Satze. 

Bei unstetigen Kollektivgegenständen tritt an die Stelle des Arguments
intervalles I k der Begriff des Argumentswertes xk• Wurden sämtliche 
Exemplare des Kollektivgegenstandes zur Beobachtung herangezogen, so ist 

l' 
Pk=Xk 

M 

die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten des Argumentwertes xk• Diese 
Bestimmung ist genau und von BoobachtungsfehLern frei. Dieser Fall 
ergibl sich als seltene Ausnahme nur dann, wenn man den Kollektiv
gegenstand tatsäohlich auszählen kann. Aus diesPlll Grunde ergibt sich 
auch nicht das eigentliche Problem der Kollektivmaßlehre, das nur dann 
auftritt, wenn drus Argument stetiger V f'ränderungen fähig ist. 

Es handelt sich nun darum, in welcher Weise die Verteilung ei:lltes 
Kollektivgegenstandes beschrieben werden soll. Die ullmittelbare, 01'

fahrungsgemäße Beschreibung besteht off-enhar in der Mitteilung der 
Verteilullgstafel. Einerseits ist teine solche Tafel zu unhandliph, anderer
seits aber entstammen die in ihr enthaltenen Zahlen aus Beobachtungen 
über vom Zufalle abhängige :B~reignisse, und sind deshalb nach dem 
Be l' n 0 u 11 ischen Satze lllit Fehlprn hehaftet. Es ist also wünschens
wert, die Verteilung durch Zahl,en zu charakterisieren, bei deren Bü
stimmung man yon vornherein auf di€ Ungenauigkeit der Beobachtun
gen Rücksicht genom'men hat. Die Frage i,st nur, wi.e lias zu gl'
oohen hat. 

Die Aufgabe besteht darin, die Wahrscheinliehke1ten als Funk
tionen des Argumentes darzustellen. Es handelt sich also a.uch hier 
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um das Aufsuchen von Ges.etzmäßigkeiten in statistischen Daten, und 
für die Lösung dieser Aufgabe kommen di,e oben dargelegten Gesichts
punkte in Frage. Man kann aloo 1. irg-endeine hestimmt,e Funktion 
auswählen und die in ihr auftretenden Konstant:en aus den Beobach
tungeIl bestimmen; 2. aus einer Anzahl möglicher Funktionen einen 
für den "orliegenden Fall passend,en Ausdruck auswählen und den Be
obacbtungHl1 anpassen; und 3. rein empirisch den Verlauf der Funktion 
festt<tdlen. 

Das erste Verfahren könnte lllau logisdll'l'\\"llise uur dann anwenden, 
w-enn man irg-endwelche Gründe für di.e Annahme zu haben glaubt, 
daß alle Verteilungen dasselbe Gesetz befolgen. Durch eine interessante 
Reihe von Umständen, die später dargelegt werden sohlen, hat das so
gHllunnte Exponentialgesetz eine Ausnahlllest-ellullg gewonnen. Spin Vor
teil besteht darill, daß unter dieser Voraussetzung die Yerteilung durch 
zwei Größ'eIl - den Mittelwprt und das Präzisionsmaß, das die Str,eu
ung bL"Stil11'mt -- gegeben ist, und daß beide Größen durch einfache 
und durchsichtige R-edmungen aus den Beobachtungen bestimmt wer
den können. Sein Nachteil bosteht darin, daß die g-emachte VOI"aUSI
setiung über die Verteilung immer willkürlich, in manchen Fällen aber 
ersichtlicll unrichtig ist. 

Ab Beispiel der :r.\yeiten Lösungsart können die Formeln von Kar I 
Pe ars 0 n dienen. Di&'lIC Formeln et'geben Verteilullg'en von sehr ver
schied-elwIlt Typus, so daß wohl für die meist.en bis jetzt beobaehtäen 
Vert,eilungen eine passende FOI'mel gefundon werden kann. ",,"hnliches 
leiste.rl die Formeln, die C. V. L. 0 h a rl i ,e r in "Lunds U niYCl'sitets 
Arsskrift", 1905, gibt. 

,Die Bestinrmung der Verteilung durch die TI l' u ~l s sehe Reihe ist 
ein Beispiel der dritt rn Lösungsart. In einer Reihr, die j ode Funktion 
darstellen kann, werden die numerischen Kocffi:r.icllton so bestimmt, 
daß ~io der tatsächlich beobachteten Y,erteilung entsprechen. Die Lö
sung ist aLso sehr aIlg'Ollleill. Dazu konunt ein kkil1er, aber wichtiger 
formeller Vorteil. Bei den anderen Löslllngs,'eJ;<;uc!wn werden die in 
ein Intervall der V.erteilullgstafd fallenden 'VcrtE> 00 behandelt, als ob 
sie aUe Boohachtung,en für den ArgllInCnfs,ycrt wären, der der Mitte 
des Intervalles entspricht. In Wirklichkeit sind einige größer, andere 
kleiner. und der ArgumontswoC'rt der der Intervallmittc entspricht, ist 
möglicherweise überhaupt. nicht zur Boobachtung g,ekommen. B r II n s 
vermeidet diese Ung,el1auigkeit, indem er bei der Untersuchung der Ver
teilung von der Summenfunktwn ausgeht. Diese gibt im, wie viele 
Ex,emplare des Kollektivgeg,enstandM unterhalb einer gewissen Grenze 
gefunden werden, und ergibt sich, indem Illan die den Intervallen 
11' 11 + 12,11 + 12 + 13 , ••• 11 + 12 + ... + 1ft entsprechenden Anzahlen der 
Exemplare des Kollektivgegenstandes bestimmt. Aus diesen Summen ergibt 
sich die Wahrscheinlichkeit, daß ein Exemplar des Kollektivgegenstandes 
kleiner bzw. größer sei als ein gegebener Wert. Mit zunehmendem Argll 
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mente können diese tlullllllen niemals abnehmen. Auf dieSle Summen, 
dereIl Definition keinerlei U ngenauigkeiteJl enthält, stützt B run s sich 
bei der Bestimmung der Koeffizienten seiner Reihe. 

Auch die von G. T h. Li p ps vorgeschlagene Lösung macht keinerlei 
Voraussetzungen über das V'erteilungsg.esetz. Sie unterscheidet sich VOll 

der B run s schen Lösung dadurch, daß Li p p s bei den aus den Be
obachtungsdaten abgeleiteten Potenzsummen stehen bl,eibt und diese zur 
Gharakterisierung der V'erteilullg verwendet. Es läßt sich auf Grund 
der "Oll Li p p s angegebenen Größen tatsächlich die Vergleichung zweier 
Verteilungen durehfühIien, jedoch findet eine Ausgleichung nicht statt, 
und das mit der Aufstellung der Verteilungsfunktioll enge :.msammen
hängende Problem der Int,erpolation muß besonders gelöst werden. 

Hat man eine größere Zahl von Verteilun'gen gesehen und vor
urteilslos betrachtet, so wird man wohl mit Sicherheit zu der Über
zeugung k,ommen, daß sie nicht aUe durch dieselbe Funktion darge
stellt werden k.önnen. Die Rechnung nach einem im voraus feststehen
den Ausdrucke kalUl nur den Wert eines vorläufigen Überschlages 
haben. 

Dies gilt namentlich von einer so speziellen Formel wie das Ex
ponentialg,esetz, das nur unt,er der Voraussetzung bestehen kann, daß 
positive und negative Abweichungen vom Mittel gleich wahrscheinlich 
sind. Eine solche Vert,eilung wird durch eine Kurve dargestellt, die 
um eine auf der Abszissenachse senkrechte und durch den Schwerpunkt 
gehende Achse symmetri,sch ist. Man spricht deshalb auch von einer 
symmetrischen Verteilung, jedoch ist zu bemerken, daß nicht jede sym
metrische Verteilung das Expone.ntialgesetz befolgt. Man bezeichnet 
eine solche Verteilung als normal oder als Verteilung nach dem 'Vahr
scheinlichkeitsintegrale. Von einer Gau ß sehen Verteilung zu sprechen, 
ist weniger passend, da kein Anzeichen dafür vorhanden ist, daß Gau ß 
an eine Ausdehnung des von ihm in der Fehlertheorie vorgcfund-enell 
Verteilungsgesetzes auf Kollektivgegenstände aller Art dachte. 

Das Maximum der Vert,eilungsfunktion entspricht drm walll'schein
lichst,en Werte des Kollektivgegenstandes. Bei symmetrischer Vertei
lung fällt der wahrscheinlichste Wert mit dem Zentralwerte und mit 
dem Mittelwerte zusammen. Eine Folge davon ist, daß der ganze Kol
lektivgegenstand in dem Mittriwerte beschrieben werden kann, daß 
dieser Wert der am häufigsten vorkommende ist, und daß er c-bensooft 
übertroffen wie nicht erreicht wird. 

Eine normaJ.e Verteilung ist noch durch folgende weitere Eigen
sehaften ausgezeichnet. Neben dem Mittelwerte genügt die Angabe 
einer einzigen Konstanten, des Präzisionsmaßes, um die ganze Verteilung 
zu charakterisieren. Da die Verteilung nach dem Wahrscheinlichkeits
integrale stattfindet, so ist der Mittelwert in demselben Sinne für den 
Kollcktivgegenstand typisch wie der aus einer Rcihe von Beobachtun
gen abgeleitete Wert einer unbek.annten Wahrscheinlichkeit. Es ist alf\o 
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der Typus der wahrscheinlichste Wert, an dem man den ganzen Kol
lektivgegenstand beschreiben kann, wobei die einzelnen Exemplare des 
Kolleknvgeg,enstandes nur zufällige Abweichungen vom Typus habzl)' 
Das einem KoUektivgegenstande mit normaler Verteilung entnommene 
Muster ist richtig, falls positive und negative Abweichungen ,"OlU 

Mittel gleiche Wahrscheinlichlwiten haben. 
Bei asymmetrischen Verteilungen fallen wahrscheilllieher Wert und 

Mittelwert nicht zusammen. MSD K,ann infolgedessen nicht den ganzen 
Kollektivgegenstand irr tJinem einzigen Exemplal'c beschreiben, und VOll 

einem Typus lqtnn niClht geredet werden. Positive und neg.ative Ab
weichungen vom Mittel haben bei asymmetrischen Verteilungen ver
schiedene Wahrscheinlichk <\iten. Hieraus erkennt man die Trag"'eite 
der Annahme einer normaien Verteilung: Wird eine solche mnpirisch 
nachgewiesen, so ist dies eine wichtige Erkenntnis, wird aber die Vel'
teilung nach dem Wahrscheinlichkeitsintegralohne Grund angenom
men, so ist es willk,ürliche Annahme. 

Es war Quetelet, der <Las Exponentialgesetz zuerst außerhalb der 
Theorie der Beobachtungsfehler a.nwendete. Er stellte sich vor, daß 
die Natur die Individuen einer Art nach einem bestimmten Typus her
vorbringe, und dabei ebens,o F.e,hler begehe wie ein mehr oder weniger 
sorgfältiger Beobachter bei der Messung einer empirischen Größe. Man 
kann die Sache auch so dal'steUen, daß jedes Individuum Gelegenheit 
zur Beobachtung des Typus gibt, wobei die Fehler nach dem Expo
nentialges,etze verteilt sind. 

Bekannt sind Queteletf; BeohaClhtungen über den Brustumfang 
schottischer Soldaten. An diesen D.aten versuchte er das Vel'teilungs
gesetz empirisch nachzuweisen. Die eigentümliche Stellung, die dieses 
Hesetz in Q u e tel e t s Denken einnahm, wird an seinen Ausführungen 
betreffend die Beobaohtungen über die Körpergröße von 100000 fran
zösischen Rekruten klar. Einerneits betrachtet er das Gesetz als Er
gebnis der Erfahrung, andererseits aber zugl~ich als Norm, der dip 
Erfahrung entsprechen muß.46) 

Die Daten ent-spJ.loohen teilweise der Rechnung ziemlich gut, allein 
für die Anzahl der Rekruten, die wegen zu geringer Körpergröße zu
rückgestellt werden, ergibt die Rechnung 26,345, während tatsächlich 
28,620 zurückgestellt wurden. Der sachgemäße Schluß wäre offenbar 
der gewesen, daß die ühel'einstim1mung zwischen Rechnung nnd Er
fahrung für die niederen Werte gering i,8t. Q u e tele t führt ,ther die 
Tatsaohe, daß mehr Rekruten zurückgewiesen wurden, als die Rech-

46) VgL Ed,win G. Boring, The Logic.of the Normal Law of Error in 
Mental Measurement, American Journalof Psychology, 1920, Bd.31, S.1-33. 
Es besteht kaum ein Zweifel, daß Q u e tel e t für die mißverständliche Auffas
sung des Exponentialgesetzes in der KoIIektivmaßIehre verantwortlich ist. Hier
auf beziehen sich Borings Ausführungen S.8-11. 
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nUllg erwarten läßt, d.arauf zurück, daß bei den Assentierungelil be
trügerische Manipulationen vorkamen. Er findet alw, daß in g'enau 
:2 ,27 5 Fällen Rekruten betrügerisc.herweise zurückgedtellt wurden. Es 
liegt. auf der Hand, daß man gegen ein Material, aus dem man zuerst 
ein Gesetz abgeleitet hat, k,eine Einwendungen deshalb machen darf, 
weil es dem Gesetz'e nicht entspricht. 

Merk,,,ürdig ist, daß diese Auffassung WIll Exponentialgesetze sich 
durchsetzen konnte, trotzdem das Material zur Begründung einer rich
tig·en Einsicht zur Hand lag. Quetelet veröffentlichte in seinen Brio
fen über die Wahrscheinlichkeitsthoorie drei Briefe von B ra v ais 
worin dieser Tabellen über die Schwank,ungen des barometrisehen Druk
k~s mitteilt, die eine deutlich asymmetrische Verteilung zeigen. Diesem 
Material€ gegenüber nimmt B l' a v ais sofort den richtigen Standpunkt 
ein: Jedem Kollekti,ogpgpnstande entspricht eine besondere Verteilungs
kurve, die wir manchmal entdecken, manchmal aber nicht entdecken 
können. Im erst,el'en FaUe können wir sie entweder aus allgemeinen 
VoraussetzlIngen apriori abJ.eiten oder aus den Beobachtungen be-
10timmen. 

Diesf' nüchterne Einsicht blieb aber unbeachtet, und es ist merk
würdig, welche Gewalt die Gedanlqen Quetelets über den Geist der 
ForbCher ausübten. G. '1'h. F,echner war wohl der erste, der Kollek
tivg-egenstände der verschiedensten Art l'ein empirisch untersuchte. Seine 
hartnäck,igen Bemühungen müssen durch viele Jahre fortgesetzt worden 
::;ein und waren bei seinem Tode noch nicht abgeschlossen. G .. T h. J __ i P ps 
besorgte die Herausgabe seinor nachgelassenen Kollektivmaßlehre. Es 
ist nun merkwürdig zu sehen, wie Fechner Beweis auf Beweis häuft, 
daß das Exponentialgesetz für die Beschreibung der Kollektivgegen
stände nicht ausreicht. Den sich gemdlezu aufdrängenden Schluß, daß 
die sich aus den Beobachtungen ergebende Verteilung ohne Voraus
:-;etzung eines bestimmten Gesetzes untersucht werden müsse, hat er trotz
dem innerlich sich nicht zu eigen gemacht. Bei seiner eigenen Lösung 
geht er doch wieder von dem Exponentialgesetze aus, das er nur da
durch korrigiert. daß er zu beiden Seiten des Mittels mit verschiedenen 
Pl1izisionsmaßen rechnet. Da. hierdurch eine dritte Konstante verfüg
lJar wird, ist die erzielte Annäherung natürlich verbessert, wenn man 
damit auch eine durch die Voraussetzungen nicht gerechtfertigte U n
stetigkeit der ersten Ableitung in Kauf nehmen muß. 

A 19 grundsätzlich neu oder befriedigend kann Fe c h ne r s Lösung 
nicht angesehrn werden. Sein VerdienRt bleibt, daß er die Untersuchung 
der Kollek,tivgegenstände als ,eine Aufgabe erkannte, die auf erfah
rungsmäßiger Grundlage zu lösen ist. Durch den unglücklich'en U m
stand, daß die Veröffentlichung seiner Arbeiten sich 80 sehr verzögerte 
und erst. nach seinem Tode erfolgte, fand sein Gedanke vielfach nicht die 
richtige Würdigung. 

In seiner vollen Bedeutung erkannto Ka.rl Pearson das Problem. 
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Er ging mehrere Jahre vor V.eröffentlichung des nachgelassenen Wer
kes Fee h n e I' s von dem Studium der Vert-eilung von Kollekti vgegen
stäuden aus und machte es zur Grund1ag,e seiner biometrisehen U nt er
Buchungen. P ea r son verbindet mit groß'eIll logischen Scharfsinne die 
EllJElrgie, ausgedehnte statistische Erhebungen zu führen. Außerdom 
hatte er das Glück, zahlreiche Schüler und Mitarbeiter um sich zu sa;m
mehl, S'O da.ß seine Gedank:en eine Wirkung hatten, die Fe c h n e I' ver
sagt blieb. Trotzdem P,earson Vorgänger hatte und unter seinen Lands
leuten namentlich Francis Gal ton diesem Gegenstande viel Nach
denken und große Sorgfalt widmete, muß man in ihm den Begründer 
der Biümetrie sehen. Erst durch ihn hat das Bestreben, 'Organische 
Erscheinungen auf Grund statistischer Erhebungm zahlenmäßig zu ycr
folgen, allgemeine Anerk,ennung gefunden. 

Es wäre eine umständliche und vielleicht nicht sehr interessante 
Aufgabe, P ea r s on s Ansichten über das Exponentialgesetz, das er meist; 
als die Gauß-Laplacesche Normalkurve oder kurz als N'Ormalkurve 
bezeichnet, aus seinen Schriften wiederherzustellen. Wir setwn hier 
nur zwei Stellen her, aus denen sein Sta,ndpunkt ziemlich klar er
sichtlich ist. 

Bei Besprechung der Annahme einer normalen Verteilung eines 
K'Ollektivgegenstandes wirft er die Frage auf, ob dieses Voraussetzung 
gerechtfertigt ist. Diese Annahme gilt gewiß nicht für alle Typcll 
lebender Organismen. Sie beschreibt aher in bemerk,ens"'erter Weise 
die Verteilung der meisten Eigenschaften des Menschen. Es kann ge
wiß nicht behauptet werden, daß es keine menschlichen Eigenschaftetn 
gibt, die nicht von der normalen Verteilung abweichen, allein es gibt 
deren nur wenig,e, und für alle prakti8lChen Zwecke können wir mit 
hinreichender Zuvel'sicht annehnH'll, daß diese Annahme als erste An
näherung an den tatsächlichen Sachv,erhalt zulässig ist. 47 ) 

Mag' man auch der Meinung s'l'iu, daß in Abwesenhrit hinreichender 
Informati'On eine Annahme über dir Verteilung überhaupt nicht g{'
macht werden soll, so kann mau P ea rs '0 n s Standpunkt eille gewisse 
Berechtigung nicht absprechen. Dip, VOl'a us.p,tzlIng über die normal<' 
Verteilung bewährt sich in einer groß.en ~ahl ,"'On FiiJlell, und ihre 
Richtigkeit wird biR auf weiteres auch dort angp,nommen, Wü 8,io n'Och 
nicht erwiesen ist. Die Notwendigkeit, eine Ausnahme zu machen, ist 
darin begründet, daß manche Probleme, deren Lösung sehr wünschC'ns
,w~rt ist, ohne eine Annahme übel' die V crtcilung gar nicht in Angriff 
genommen werden können. 

Gegen die vorläufige Annahme einos Satzes auf eine noch nicht 
untersuchte Erscheinung wird man kaum ein gewichtiges Argument 
finden, wenn die Richtigkeit diE\Ses Satzes für andel"€' yerwandtC' Er
scheinungen erwiesen ist, und wenn man sich dür nur "ürläufigen Gel-

47) Biometrica, Bd.3, 1904, S.142. 
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tung der aus einer solchen Annahme gezog,enen Schlüsse bewußt bleibt. 
Gegen eine Übertragung auf ein ganz verschiedenes Gebiet müßte man 
sich aber ablehnend verhalten. Eine solche liegt vor, wenn Pearson 
aus der normalen Verteilung vieler somatischer Eigenschaften des Men
schen auf di,e normale Verteilung der geistigen Eigenschaften Echließen 
zu können gLaubt. Er erprobt diese Annahme an einem Materiale von 
alLerdings ziemlich geringem Umfange über an Stockholmer Kindern 
vorgenommene Intelligenzprüfungen nach cl PI' Bin e t sehen Skala. Die 
Übereinstimmung mit der normalen Verteilungskurve ist gering. Wenn 
aber versucht wird, diesen Mangel an Übereinstimmung zwischen der 
tatsächlichen und der beobachteten Verteilung auf ein mangelhaftüs Ver
fahren bei den Versuchen zurückzuführen, statt zu schließen, daß die 
Verteilung der Intelligenz nicht nach dem Exponentialgeootze stattfin
det, so begeht Pearson denselben Fehler wie Quetelet bei seiner Be
sprechung der Messungen dcr Körpergröße von Rekruten.48 ) Von einem 
solchen Standpunkte aus erscheint die Verteilung nach dem Exponential
gesetze als Norm, der sich die Erfahrung anpassen muß. 

ER ist zweifelhaft, ob die Frage nach der normalen V.erteilung der 
Intellig,enz überhaupt einen bestimmten Sinn hat. Das Argument des 
Kollektivgegenstandes hat nicht Größencharakter, weshalb die Eintei
lung auf Grund einer Skala erfolgcn muß. Im vorLiegenden Falle war 
diese durch die Bi ne t schen Versuche bestimmt. Die Einheiten ('ine!' 
solchen Skala sind willkürlich und es besteht keine Sicherheit, ja nicht 
einmal eir.. wirklicher Grund für die Annahme, daß die Einheiten in 
aUen Teilen der Skala gleich groß sind. Solange aber die Identität 
der Einheiten in allen Teilen der Skala nicht feststeht, ist die Kon
struktion der Verteilungskurve ganz willkürlich. Unter diesen U mstän
den ist es ein billiger Ausweg, zu behaupten, die Abweichung der 
tatsächlich beobachteten von der normalen Verteilung sei dadurch ver
ursacht, daß die gewählte Einheit der Skala eine unbekannte Funktion 
der wahren Einheit sei, bei del'en Verwendung sich eine normale V Cl'

teilung ergeben würde. In seinen früheren Schriften hat Pe ars 0 n zu 
dieser Ansicht Stellung genommen und sich in seiner bekannten tem
peramentvollen Weise darüber abfällig geäußert. 

Pe ars 0 n war vielleicht am Beginne seiner Untersuchungen in den 
Anscha uungen Ga 1 ton s über das Exponentialgesetz befangen nnd maß 
diesem Gesetze eine Art metaphysischer Wirklichk2it zu. Es scheint, 
daß die normale Verteilung für ihn apriori feststand. Zeigte 1;ich 

48) Karl Pearson and G. A. Jaederholm, Mendelism and the Pro
blem of Mental Defect, 11, S. 46: "It is the view Cif the psychological joint
author of this paper that its - i. e. the normal curve's - comparative failure as 
applied to the present data lies rather in faults of the tests applied or in the 
method of applying them than in the non-G a u ß ian character of intelligence 
when adequately measured. 



Pearsons Analyse von Verteilungsfunktionen 135 

eine Asymmetrie odür sonst eine Abweichung von der normalen Ver
teilung, so versuchte er sie durch die Annahme zu erklären, daß das 
Beobachtungs'lllaberial nicht homogen wäre. Die Verbeilungskun-e jedes 
homogenen Kollektivgegenstandes wäre die normale. Fand sich ein 
Kol1ektivg.eg.enstand mit asymmetrischer Verteilung, so nahm Pear
so n an, daß der KoUektivgegenstand cin Gemisch von mehreren Kol
lek ti vgegenständen ist, von denen jüder eine normale Verteilung hat. 
Aus dem Vorkommen einer asymmetris'chen Verteilung hätte man also 
auI einell Mangel an Homogeneität des Beobachtungsmateriales zu 
behließ·en. Daraus ergibt sich die Aufgabe, die asymmetrische Ver
teilung in eine Summe von symmetrischen Verteilungen aufzulösen. 
Analytisch besteht die Aufgabe darin, eine gegebene, stets positive 
Kurve in eine Summe von Normalkurvon aufzulös,en. 

Eine der frühel'en U nbersuehungen Pe ars 0 n s bezieht sich auf 
diese Aufgabe. W. F. R. Weldon hatbe die Läng.en- und B1'eitew
maße vün Krabben unbe1'sucht. Es lageu zwei Muster vor, von denen 
das eine aus Plymouth, das andel'e aus Neapel sta:mmte. Die Ver
teilung der in Plymouth gesammelten ExempLare war symmetrisch, 
wähl'elld diE: Verteilung der Krabben aus N capel deutlich asymmetrisch 
war. Pe ars 0 n analysierte diese letztere V erteilungsk urve und fand, 
daß sie sich als Summe zweier Normalkurven darstellen ließ. Betrachtet 
lllan jede Normalkurve als Beweis des Vorkommens eines besonderen 
Typus, so Iolgt, daß die in Neapel gesammelten Krabben eigentlich 
zwei verschiedenen Art,en angehören, die durch eine besondere Untür
suchung vOlleinand>E~r zu trennen sind. Ein solches nichthomogencs Ma
terial muß in seine Bestandteüe aufgelöst wel'llen. Pe a 1's on wandte 
dieselbe Analyse auf die V,erteilung'skurve der bei Plymouth gesam
melten Krabben all und fand, daß sie sich nicht in eine Summe von 
N ormalkUlTcn auflösen lasse. Hieraus wird geschlossen, daß das Ma
terial homogcn ist. Man kann die vorgefundene Sachlage dahin deuten, 
daß die in der Gegend von Neapel vorkommende Krabbe'nart zu va
riieren begann, \väl1l'end die englischen Krabben nicht variierell. 

Es hat vielleicht eine Zeit gegeben, da Pearsoll daran dachte, 
das Vorkommen einer asymmetrischen Verteilung als Beweis der In
homogeneität des MateriaLes anzusehen. Gegenüber der sich stets an
häufenden Erfahrung ließ sich aber diffie Ansicht nieht aufl'cchterhalten. 
Die Erfahrung zeigte unwiderleglich, daß asymmetrische Verteilungen 
auch bei Material, das, soweit unserp Kenntnis reicht, homogen ist. yor
kommen können. 

Das analytische Problem besbeht in der Darstellung einer gegebenen 
Kurve als Summe venschiedener Normalklll'ven. Wir woUen nun die 
Fmge unt,el"Ruchen, wie man dazu kommt, f'ine solche Darstellung nieht 
nur ab analytisches Hilfsmittel zu betrachten. sondel'll auch den (·in
zeIne 11 Glipdern pinr objrktive Bedeutung- zllzllschrpiben. 

:Mall dl'lIkt clahei llll\Yillkiirlieh an dip bükalllltl' ~\llal,n(' \'on Sdlllll-
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kurven in eine F 0 u r i e rsche Reihe. Auch hier wird eme gegebene 
Kurve in eine SumJp.,e von Sinus- und Kosinuskurven zerlegt, denen 
die Obertöne entsprechen. Es bestehen aber zwei wichtige Unterschiede. 
Zunächst ist es möglich, die mitschwingend,en Obertöne wirklich nach
zuweisen, denn man kann den Oberton mit Hilfe eines Resonators ver
stärken und auch für ein ungeübtes Ohr hörbar machen. Um das gleiche 
hinsichtlich des zu untersuchenden Kol1ektivgeg,enstandes zu leisten, 
müßte man ein Verfahren ang,eben, auf Grund dessen die zu den ein
zelnen Typen gehörigen Exemplare voneinander unterschieden werden 
können. 

Der zweite Untersehjed ist mathem~tischer Natur. Mit Hilfe einer 
Fourierschen Re,ihe kann man jede beliebige Funktion mit den be
kannten auf Dir ich 1 e t zurückgehenden Einschränkungen darstellen. 
Vom Standpunkte des Mathematikers aus ist es also gleichgültig, ob 
man die Funktion oder ihre F.ouriersche Reihe betrachtet. Einer 
Reihe v.on Funk t;ionen , die den N.ormalkurven entsprechen, kommt dieSC 
Eigenschaft nicht zu. Hieraus mußte man schließen, daß der Zoür
legung einer geg,ebenen Verte,ilung in eine Reihe solcher Funktionen 
eine objektive Bedeutung zukommt. Es ist selbstverständlich, daß man 
einer solchen Zerlegung um S'Ü mehr Vertrauen entgegenbringen wird~ 
je g,ering,er die Anzahl der Glieder ist, mit der man einem ausgedehnten 
Beobachtungsmaterial genügen kann. 

Man muß davon ausgehen, daß die Verteilungskurven die verschie
densten Formen haben können, ohne daß man gezwungen ist, auf ninen 
Mangel an Homogeneität zu schließen. Die Verteilungskurve kann 
einerseits oder beiderseits begrenzt, symmetrisch oder asymmetrisch sein, 
und ein oder mehrere Maximalwerte haben. Gelingt es, eine solche 
Kurve in e,ine Anzahl Normalkurven zu zerLegen oder zu zeigen, wie sie 
aus einfacheren Verteilungen zusammengesetzt werden kann, so ist da
mit eine wichtige Einsicht gewonnen. Die sich hierbei ergebenden Ge
dankengänge sollen an einem Beispiele von Lex i s erLäutert werden, 
wobei allerdings bemerkt werden soll, daß bei aus anderen Beobach
tungen über denselben Gegenstand stam'menden Daten die Übereinstim
mung zwischen Rechnung und Beobachtung nicht ganz so befriedigend 
ist wie in den von Lexis bearbeiteten Daten. 

Lex i s machte in seinen U ntersuchullgen über die menschliche Sterb
lichkeit die Wahrnehmung, daß in den Sterbetafeln die Zahlen der 
Gestorbenen in der Nähe des $ebzigsten Lebensjahres ein Maximum 
aufweisen, und untersuchte, ob dieses wahrscheinlichste Sterbem~alter 
die Bedeutung eines Typus habe. Die Untersuchung wird in der Art 
geführt, daß zunächst das Maximum der Zahlen der Gestorbenen be
rechnet und dann aus den Daten für die höheren Altersklassen das 
Präzisionsmaß bestimmt wird. Die sich hieraus ergebenden Werte wer
den mit den Daten der Beobachtung verglichen. 
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Für die jenseits des Maximums gelegenen Altersklassen stimmllll 
die beobachteten ZahLen sehr nahe mit den einer Normalkurve ent
sprechenden ZahLen überein, während für die jüngeren Altersklassen 
diese Übereinstimmung anfangs zwar auch be8teht, aber sehr rasch \"e1'
schwindet. Es hat also das Abst,erben in diesem Alter den Wert eiIK's 
Typus. Die höheren Altersklassen zeigen das typische Ab~terbell ganz 
klar, während in den jüngeren Altersklassen das vorzeitige Absterben 
die bestehende Regelmäßigkeit verdeckt. Man hat sich vorzustellen, 
daß für den menschlichen Organismus eine Lebensdauer von etwa 
70 Jahren typisch ist. Vor dem Erreichen dieses Alters wird allerdings 
eine große Anzahl VOll Ind,ividuen durch äußere Einflüsse hinwegge
rafft. Hat aber ein Individuum dieses typische Alter erreicht oder 
sich diesem wenigstens hinreichend genähert, so wirken fast ausschließ
lich die in dem Org.anismus selbst gelegenen Bedingungen. Jdcllll 
Organismus ist eine gewisse Lebensdauer bestimmt, die Cl' auch tat
sächlich erreicht, falls er dem vorzeitigen Absterben entgeht. Bei dcl' 
Zuordnung dieser Lebensdauer an die einzelnen Individuen richtet sich 
die Natur nach einem gewissen Typus, und die Abweichungen \"on 
diesem sind nach einer Normalkurve verteilt. Die Lebensdauer der \"011-

wertigen Individuen hängt also von einem Bedingungskomplexe ab. der 
in der gleichen Weise als konstant anzusehen ist wie der Inhalt ('Ültll' 

Urne bei Ziehungen mit Zurücklegen der gezogenen Kugel. 
Le xis erklärt den bei den Sterblichkeitskurvell bestehenden Sach· 

verhalt der Kindersterblichkeit, der vorzeitigen und der typischen Sterh· 
lichkeit durch folgendes Beispiel, das man als ein mechanisches Modell 
bezeichnen kann. Solche V rrsinnJichungen sind nicht nur für die Zweekr 
des Unterrichtes, sondern auch zur Klärung der Gedanken des For
schers dienlich. 

Jemand schleud·ert \'on einern festen Standpunkte aus Kugeln lltleh 
einern Ziele, das in der Entfernung von etwa 70 Fuß am Boden an
gebracht ist. Die Endpunkte der Flugbahnen wel'dell teils vor, tt~ib 
im und teils hinter dem Ziele liegen, und bei einer großen Zahl VOll 

Versuchen wird die Häufigkeit der Würfe von gegebener Länge nach 
dem Wahrscheinlichkeitsintegrale verteilt sein. Werden beim Werfe I! 
nicht irgendwelche konstante Fehler g.emacht, so fällt der \mhl'schein
lichste Treffpunkt mit dem Ziele zusammen. Die Dichtigkeit der Ver
teilung der Würfe um das Ziel hängt von der Geschicklichkeit dr.:< 
Schleudel'ers ab, und je größ,er diese ist, um so dichter sind dip Tft'fft~r 
um das Ziel vert,eilt. 

Ferner wird ang,enommeu, daß e,in beträchtlichpr Teil der Kugeln 
für den W ud ungeeignet, also etwa zu leicht ist. Mit diesen wird über
haupt kein Versuch gemacht, sondern dcr Schleudere!' wirft sie \01' 

sich hin. 
Schließlich ist eine andere Person damit bC'8ehäftigt, tI uf einer g('

wissen Strecke die geschleud.erten Kug·pln aufzufangen. Die8e Kugeln 
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werden an der SteUe, wo sie aufgefangen wurden, auf den Bod,tID ge
legt. Zwischen 15 und 40 Fuß soll auf jeden Fuß etwa d,ie gleiche 
Zahl von aufgefangenen Kugeln kommen, oder es sollen doch diese 
Zahlen mit wachsender Entfernung nur sehr langsam zunehmen. Über, 
.Je;) Fuß hinaus soll die Häufigkeit dieser Eingriffe sehr rasch ab
nehmen, so daß immer mehr Kugeln in ungestörtem Fluge den Boden 
eneichen. Es wird von 45 Fuß an die Zahl der von selbst nieder
fallenden Kugeln immer größer, und jenseits von 60 Fuß sollen diese 
EilIgriffe so gut wie ganz aufhören. 

N ach vieLen Tausenden solcher Versuche wird sieh das folgende 
Hesultat ergeben: Eine gewisse große Zahl von Kugeln wird vor dem 
Standpunkte des Schleuderers aufgehäuft sein. Die frei niederfallenden 
Kugeln werden um das Ziel nahezu symmetr,isch verteilt sein. Die im 
Fluge aufgefangenen Kugeln bilden ei,ne Gruppe, die anfänglich mit 
zunehmender Entfernung dichter wird, dann aber an Dichtigkeit rasch 
abnimmt und mit 60 Fuß Distanz fast vollständig verschwindet. 

Diese dr,ei Gruppen repräsentieren das jugendliche, das normale und 
das vorzeitige Ster bell. Die Ku,geln, die für den W UIT zu leicht be
funden wurden, steUen die Kinder dar, die schwach oder mit fehler
haftem Organismus auf die Welt kamen. Die Person, die sich mit dem 
Erhaschen der Kugeln hefaßt, stellt die äuß.eren Gefahren dar, denen 
der Mensch im Laufe seines Lehens ausgesetzt ist. Die Schwächung 
des Orga,nismus mit zunehmendem Alter und die allgemeinen Bedin
gungen des Lebenskampfes hedingen eine Zunahme der Sterhlichkeit 
bis zn einem gewissen Alter. Daß Lehen von Personen, die dieses Alter 
überschritten haben, in dem heim Manne die Gefahren des Berufes, 
hei der Frau die des Gebärens eine ständige Bedrohung bilden, ist der 
Vernichtung durch äußere Einflüsse fast ganz entzogen. Von einer ge
wissen Grenze an, die Lex i sauf etwa 60 Jahre festsetzt, ist das 
fndividuum äußeren Gefahren so gut wie gar nicht ausgesetzt, nnd der 
Organismus ist eill7;ig den natürlichen Kräften der Z·erstörung über
lrl sscn. 

Diese Untersuchungen wurden seit Lex i s auch an anderen Be
obachtungsdaten ausgeführt. Die ühereinstimmung war namentlich in 
solchen Fällen eine gute, wo das Material hereits einer rechnerischen 
.\ usgleichung unterworfen war. Bei nicht ausgeglichenen Daten wal" 
die Übereinstimmung gering,er. 

Ma.cht Illall sich die Anschauungen von Lex i s zu eigen, so hat 
Illan sich vorzustellen, daß die Entstehungshedingungen des mensch
lichen Organismus auf die Hervorbringung eines gewissen Typus ten
dieren, lind daß zu dessen Ei,gmloohaften auch eine gewisse I.Jebens
dauer gehört. ER kommt aber 1. eine gewi,sse Anzahl von Individuen 
Illi t fdllerhaftcl' Konstitution zur Welt; 2. wird eine fernere Anzahl 
dUl'nh mehr oder wenigm konsta,nte äußel'e EinflüSlSe binweggerafft ; 
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und 3. konuuen innerhalb der physiologischen Breite ßchwankung,en 
der Konstitution des Organismus vor, die die Lebenslänge beeinflussem. 

Sieht man von jenen Fällen ab, ,i,n denen das Individuum nicht 
lebeul:'fähig i~t oder durch äußere Einflüsse vernichtet wird, so hängt 
die Lebemlänge offonbal' nur von dem Organi,smus und seiner durch 
die allgemeinen Lebensbedingwlgen hervor~erufenen Abnützung ab. 
Man lllUß annehmen, daß wwohl die Schwankungen in der Konsti
tutioll düs Organismus als auch in der Bt,'schaffenheit der individuellen 
Lebeno;bedingungen für alle Menschen eine gewisse Ähnlichkeit haben. 
Da.., Zusammenwirken d.ieser bciden Umstände crzeugt die typische 
Lebensdauer, die E\ich im typischen Absterben äußert. Die aus den sta
tistischell Daten abgeleitete typische Lebensdauer kann als sekundäres 
:Merkmal der Spezies Mensch aufgefaßt werden. Man kann h,ier an 
die oben besprochenen Verhältnisse denken, die bei der Herstellung eines 
Gebcho!:>ses eine gewisse Lage des Schwerpunktes zur wahrscheinlichsten 
machen, was wieder das Einschlag-en des Geschoss,es im wahrscheinlich
sten 1'reffpunkte herbeiführt. 

Pe ars 0 n hat versucht, die Stel'btichkeitskurve zu analysieren, in
dem er Die aus KUlTen zusammensetzt, die den von ihm untersuchten 
VerteilungE'kurven entsprechen. Er unterscheidet die Sterblichkeit des 
Gl'8is,enalters, die des mittlel'en Lebensalters, der Jugend, der Kind
heit. und des Säuglingsalter1s, in welch lptzterer er auch die pränatale 
Sterblichkeit einschließt. Ohne auf Details einzugehen bemerken wir, 
daß die technischen Schwierigkeiten der Analyse sphr groß sind und 
ohne \Yillkürlichkeiten kaum gelöst werden können. 

W il' wollen noch ein Beispiel für die Erliiuterung eines statistisch 
erfaßt8l11 Vorganges durch ein nwehanisehes Modell geben. Es hezieht 
sich auf die Erfahrungen, die man bri Erhl'bungcn über das Alter der 
Schulkinder in den verschiedenen Sl'hulklassen gemacht hat. 

Für den Eintritt in die Schule ist eine untere Grenze festgesetzt, 
und ebcnso ist es durch das Gesetz bestim'mt, 'daß der Eintritt vor 
einem bestimmten Alter erfolgen muß. Außerdem sieht daß Gesetz 
eine Gl'cn~e vor, von d,cr an das Kind nicht mehr zum Schulbesuche 
verhaltün wird, so daß es die Schule vcrlassen kann. Die Altersvertei
lung in den untersten Klassen zeigt nun eine crhebliche Asymmetrie 
nach der Seite der älteren J alu'gänge. Diese ist d.adurch verursacht, 
daß die neueintretenden zu den zurückgebliebenen Kindern hinzukom
mell. An der unteren Gl'enze setzt die Verteilung mit sehr beträcht
lichelll Werte ein, erreicht in raschem Anstiege ein Maximum und Hllt 
dann zuerst rasch, dann aber immer langsamcr ab. Diese Asymmetrie 
der Vel'teilung wird in den höheren Schulklassen immer geringer und 
,'erschwindet in den höchsten Klas.sen oft fast vollständig. 

Außerdem macht sich in den höhel\en Klassen eine fortschl'8itende 
Abnahme Jer Schülerzahl bemerkbar, was sich graphisdl daran znigt, 

Urblln, Grundlagen der WahrscheinlichkeitBrechnung 10 
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daß die die Verteilungen darsteUenden Kurven eine immer ge'ring'ill'e 
Fläche bedecken. Letzterer Tatbestand ist namentlich in Jen ameri
kanischen Schulstatistiken sehr deutlich ausg,eprägt. Für den Erzieher 
ist diese Abnahme der SchüLer ein ernstes Problem, und es wurden die 
verschiedenartilgsten Maßnahmen vorgeschlagen, um die Kinder in der 
Schule zu erhalten. Diese Vermilnderung der Schülerzahl ist wohl haupt
sächlich durch den ökonomischen Druck bedingt, der die Kinder vor
zeitiJg dem Erwerbsleben zuführt; und durch die Unfähigkeit der Be
hörden, die bestehenden g€S6tzlichen Bestimmungen tatsächlich zur An
wendung zu bringen. 

Zur Veranschaulichung di:e&8S durch die Erhebungen festgestellten 
Sachverhaltes stelle man sich vor, daß in einem widerstehenden Mittel 
Kugeln mit den gleichen Anfang&geschwindigkeiten in Bewegung ge
setzt werden. Die Kugeln oollen gLeich groß und &onst von der glei
chen physikalischen Konstitution sein, aber verschiedenes Gewicht haben, 
so daß die einzelnen Kugeln verschiedene Mengen Energie auf den 
Weg mitbekommen. Diese Energievorräte werden durch den Wider
stand des Mittels verbraucht, und die Kug~lln erhalben im Laufe der 
Zeit v,erschi,edene Geschwindigkeiten. 

Auf der von den Kugeln zurückzulegenden Strecke markielle man 
eine gewi.&Se Zahl, aloo z. B. acht, gleichlange Intervalle. Die Anfangs
punkte der Bewegung seien für die einzelnen Kugeln verschieden, je
doch seien diese nicht mehr als sechs bis sieben Längen vom Begimne 
des ersten Intervalles an entf.ernt. Die Bewegung der Kugeln sei so 
abgestimmt, daß di'e untere Grenze des ersten Intervalles nur zu ge
wissen Augenblick.en, dann aber stets von einer größeren Zahl von 
Kugeln passiert wi'rd. Die Zahl dieser in das markierte Intervall ein
tretenden Kugeln bleibe konstant oder nehme mit der Zeit nur 8'ehr 
langsam zu. Bei Eintritt in das markierte Intervall sind aLso die Ku
geln verschieden lange unterwegs. 

Außerdem stellen wir uns wieder vor, daß eine Person damit bc
schä,ftigt ist, die Kugeln aufzufangen und ~u entfernen, womit sie jeder 
weiteren N.achforschung entzogen sind. 

Man ordne die in den einzelnen Intervallen zu einem gegebenen 
Zeitpunkte vorhandenen Kugeln nach der Zeit, die sie bereits unter
wegs sind. Man erhält so einen überblick über die Verzögerungen, 
denen die Kugeln ausg,esetzt sind. Sind die Gewichte der Kug,eln sym
metrisch um ihr Mittel verteilt, 00 wird in den' Abschnitten, die vom 
Anfangspunkte so weit entfernt si'nd, daß sie von den nichtvollgewich
tigen Kugeln überhaupt nicht erreicht werden können, ebenfalls Sym
metrie der Verteilungen bestehen. In den ersten Abschnitten muß aber 
Asymmetrie bestehen, da hier die neuen Kugeln zu den alten, rlie sie 
erreichtll1, hinzukommen. 

Dab Herausgreifoo der Kugeln aus ihrer Bahn stellt die Einflüsse 
dar, welche das Kind in ungcsetzmäßiger Weise atlS seiner Schülerlauf-
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bahn entfernen. Der Widerstand des Mittels versinnlicht die Anforde
rungen, welche die Schule stellt und denen das Kind zu entsprechen 
hat. Das ungleiche Gewicht der Kugeln repräsentiert die bei den ein
zelnen Schülern verschiedenen Fähigkeiten, den von der Schule ge
stellten Anforderungen zu entsprechen. Die Zeit, die die Kugeln unter
wegs sind, stellt das Alter der Kinder vor. 

An ein solches Material kann man aUcrhand Betrachtungen knüp
fen, die nur darunter leiden, daß diese Erhebungen trotz der hervor'-
ragenden Wichtigkeit dieses Gegenstandes selten mit erschöpfender Go
nauigkeit vorgenommen werden. Unter diesem Vorbehalte mögen die 
folgenden Ausführungen betrachtet werden: 

DaN Volkserziehungssystem eines Landes ist aus historischen Be
dingungen entstanden und in allen Ländern mit älterer Kulturtradition 
sorgfältig den Fähigkeiten und Bedürfnissen des Volkes angepaßt. Es
ist 'WÜllschenswlert, die Forderungen der Schule möglichst hoch zu stellen, 
jedoch hat es keinen Sinn, das Vorrücken in die nächsthöhere Klasse an 
Bedingungen zu knüpfen, denen die Schüler nur ausnahmsweise ent
~rechen können. Bietet die Untersuchung der Altersverteilung in den 
einzelnen Klassen eine Antwort auf die Frage, ob die Anpassung der 
Schule an das ihr zur Verfügung stehende Schülermaterial erreicht ist? 

Zunächst ist klar, daß möglichst wenige SchÜler gegen die Be
stimmungen des Geootzes aus der Schule entfernt werden llül'fen. 
Innerhalb des schulpflichtigen Alters müssen alle Kinder die Schule 
wirklich besuchen. Sind Z uwahderung<en ausgeschlossen oder halten sie 
sich mit den Abwanderungen die W ~e, so muß allerdings die Schüler
zahl in den höheren Klassen abnehmen, da eine Anzahl Schüter auS 
natürlichen und unvermeidlichen Gründen ausscheiden. Da aber in diesen 
Altersstufen das Eintreten des Todesfalles und der anderen vom Gesetze 
vorgesehenen Umstände selten ist, so muß diese Abnahme klein sein. 
Die Erreichung dies-es angestrebten Zieles wird sich darin äußern, daß 
die in gleichem Maßstabe gezeichneton Verteilungskurven ungefähr 
die gleiche Fläche bedockon. 

Der Lehrplan sieht meistens für das Vorrücken in die nächsthöhere 
Klasse eine Mindestü'istung vor, die von allen Schülern, die versetzt 
werden sollen, geleistet werden muß. Tatsächl{ch aber erzeugt jede 
Schule einen gewiss('ll Typus von Int,elligenz. Für den Schüler ist der 
Typus durch den Lehrplan gegeben, der Erzieher aber bestilllmt die 
Forderungen des Lehrpl.anes nach dem ihm vorschwebenden Typus. Für 
den Erzieher, der den Lehrplan wählt, handelt os sich um die Wahl 
des Typus, den er erzeugen will. Hierbei ist auf die Anlagen des 
Schülermat,eriales Rücksicht 'zu nehmen, und man kann als Forderung 
stellen: Das Lehrziel ist so zu wählen, daß es innerhalb der für den 
Schulbesuch vorgesehenen Zeit von einer möglichst großen Anzahl von 
Kindern in typischer WeiseC'rreicht würden k.ann. Der Typus soll also 
erst bei Abschluß des Schulbesuchos erreicht werden. 

10· 
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Hierzu wiire unter anderem erforderlich, daß da~ Alter Jer aus
I rl'l elldelI Schüler den Wert ei'nes Typus hat, d. h. daß e·s /lach dem 
Wahrscheinlichkeitsintegral verteilt ist. Eine Normalkurv.B darf sich 
abo erst in der obersten Klasse nach Ausscheidung der ungeeigneten 
Elemente finden, wähl'pnd in den niederen Klassen sich eine immer deut
licher ausgesprochene Asymmetrie ~eigt. Statistisch wird sich die l'~r

füllung die~er Forderuug daein äußeru, daß 1. die ausgesprochene Asym
metrie der Altersverteilung in den unteren Klassen bei Fortschreiten 
zu höheren Klassen immer g1eringer wird, so daß schließlich in der 
ober~tcll Klasse die Altersverteilung nach dem Wahrseheinliehkeitsintc
g-rale stattfindet; und daß 2. diese Kurve eine mögÜchst große Fläche 
bedeckt. Es ist dann der Typus um den Preis möglichst geringer 
Opfer erkauft. 

Der Begriff des Typus wird hier in zwei verschiedenen Bedeutungen 
gebraucht, unel es 1st wichtig, auf diesen Unterschied hinzuweisen. Es 
wirel von einem typischen Alter der Kinder in Hinsicht auf ji,e Alters
yertei'lullg der austretenden Kin(h'r gesprochen. Es ist dies ein quan
titativ bestimmtes Merkmal, bci tl,pm die Aussage übtH' das Vorhanden
sein eines 'i'ypus die Bedeutung hat, daß die zur Menge gehörigen 
Individuen in Hinsicht auf dieses Merkmal zwar variieren, die Ver
teilung der Werte aber nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale erfolgt. 
Es 1st eine bis jetzt nur in sehr bt'8cheidenem Umfange in Angriff ge
nommene Frage, welche andere Eigenschaften einern Kollektivgegen
stande, der in Hinsicht auf ein gegebenes Merkmal typisch ist, typisch 
zugehören. Hierzu müßlc zunächst die Thoorie der Kollektivgegen
stände mit mehreren Argumenten entwickelt werden. Bei dem jetzigen 
SI andl! der Entwicklung der mathematischen Technik macht die Be
arbeitung eines Kollekti vgegenstand,es mit mehrerell Argumenten große 
ScllWierigkeiten uml erfol'dl'l't ci llen umerhältnismäßigen Aufwand an 
Mühe. Denkt man sich die Aufgabe für alle zahlenmäßig angebbaren 
Merkmale der Exempla.re einer Menge gelöst, so hat man tiarin eine 
wissenschaftlil'he Beschreibung der zu der Menge gehörigen Gegen
stände. Sind sämtliche Verteilungen normal, so gibt es einen Gegün
stand, der in jeder Hinsicht für die Menge typisch ist, und die ga.nze 
Menge kann in diesem einen Gegenstande beschrieben werden. 

Nm die \VahI"SCheinlichk'eitill'Cchnung war bis jetzt imstande, dem 
Begriffe des Typus eine bestimmte Bedeutung zu geben, trotzdem wis
oonschaftliehe und halbwissensehaftliche Bestrebungen mit dies.em Bp
griffe f'OI·twährelld operieren. Dies g,esohieht am häufigsten dort, wo 
es sieh um M,erkl1lale handelt, denen die quantitative, zahlenmäßige 
Bestimmtheit mangelt. DieR ist in unserem Beispiele hinsichtlich der 
Fähigkeiten und Leistungen eines Sohülermateriales der Fall. Man 
verwhafft sich dann den Begriff des Typus nicht auf Grund von sta
tiRtisohen Erhebungen, sondern läßt dpnselben dureh intensive Beschäf-
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tigung mit den einzelnen Individuen in seinem Geiste entstehen. Man 
wird vermuten dürfen, daß entspreohend der Verschiedenheit ;;einer Ent
stehung der Begriff des Typus hier eine andere Bedeutung hat. 

Es ist sehr leicht, solche Versuche, 'rypen aufzustellen, a bfiillig zu 
kritisieren. Zunächst kann man jeder Aussage, die sich auf die Er
fassung von zwei Typen stützt, widersprechen, indem man aus den Men
gen je ein Individuum herausgreift, bei dpllen ~ieh ller umgekehrte Sach
verhalt ergibt. Der Hauptfehlpr solcher Aufstellungen von Typen liegt 
aber da,rin, daß ihre Erfassung ausschließlich auf die individul'lle Er
fahrung gegründet ist, so daß kaum die Möglichkeit vorliegt, die eige
nen Anschauungen durch die Erfahrungen anderer Forscher zu ver
bessern oder zu erweitern. Diese Erweit,erung der individuellen durch 
die gemeinsame Erfahrung ist aber eine wichtige Voraussetzung zur Er
zielung wissenschaftlicher Einsicht. Da es ferner keine Vorschriften 
gibt, die bei der Gewinnung von Typen zu befolgen sind, S{) geht diesen 
das Merkmal der eindeutigen Bestimmtheit durch die Erfahrung ab, 
eine weitere wichtige Voraussetzung wissenschaftlicher Erkenntnis. Tat
sächlich zeigt auch die Erfahrung, daß zwei Forsclwl', denen gPllau 
das gleiche Material vorliegt, hinsichtlich des 'l'ypus zu ganz verschiC'
denen Schlüssen kommen können. Ein bekanntes Buch über Geschlecht 
und Oharakter zeigt, zu was für Schlüssen man kommeIl kann, W(,lln 
man seiner Erfassung eines Typenunterschiedes unbedingt Y'Pl'traut und 
daraus unerbittlich Schlüsse zieht. 

Trotz dies'cr Schwierigk:eiten wird der Begriff eines 1'ypus yon 
jedem leicht vel'standen, dem man auseinandersetzt, daß z. B. ein homo
genes Schülermaterial auch hinsichtlich Intrlligenz und Arbeitsfähig
hit gewisse Gleichartigkeiten zeigen muß. Jedenfalls besteht dic:,;e Vor
a~ssetzung' und hat ihre Berechtigung, denn Bonst hätte es keinen ~inn, 
allgemeine Vorschriften darübt·r aufzui'trl1en, ,,,elchen Anfordel'ung'(>n 
die Schüler zu entsprechen haben. 

M an kann sag'en, daß der menschliche Geist den Begriff des t~rpi

sehen oder durchschnittlichen Gegenstandes hei -der Besclu-eibung eim·r 
Mehrheit gleichartiger Gegenstände spontan anwendet. Dies gl:schieht 
selbst dort, wo nichts wenig.er als eine wissenschaftliehe U ntel'~uehung 
beabsichtigt wird. Bei del: Unbestimmthl'it der Mpl'kmalc, deren Er
fassung hei der Aufst,ellung des 'l'ypus scheinbar Wll der indiyidul'llen 
Willkür abhängt, ist es allerdings nicht H,rwunderlich, daß dil'ser B(~

griff sich sozusagen unter der Hand verflüchtigt, sobald man ihn gl'
nau erfassen will. Nichtsdestoweniger ist PI' Tatsache, daß die Auf
stellung "on Typen von Forschern, die auf den betreffenden Gl·hictl'1l 
die notwendige Erfahmng besitzpn, mit Erfolg in :\ ngTiff gl'1l011111H'n 
und geleist,et wim. 

In vielen Fällen ist dies sogar der einzige Weg. der uni' offen 
stJeht. ER braucht sich dabei gar nirht um dir Bl'schrl'ibuug p:,;ychi
~cher oder qualitativer Merkmale zu handeln, deren ErfasE.ung ganz 



144 III. Die Wahrscheinlichke.it 

besondere Schwierigk:eiten bietet, sondern es genügt, daß die Gegen
stände sich aus irgendeinem Grund,e der zahlenmäßigen Beschreibung 
entziehen. ' ' 

Es handle sich z. B. um die Beschreibung eines s'o verhältnismäßig 
einfachen Gegenstand,es wie der Form des rechten Schenkelknochens 
von erwachsenen männliohen Individuen. Geometrisch betrachtet ist dias 
eine Oberfläche, deren genaue Besohreibung durch Aufstellung der be
tref:ljenden Funktion der drei Koordinaten und Angabe der Worte der 
in derselben auftretenden Konstanten geliefert wird. Die Gattung würde 
dann beschrieben werden, indem man den Kollektivgegenstand bildet, 
dessen Argumente diese Konstanten sind. Dieser Weg ist für uns un~ 
heschreitbar. Es zeigt sich, daß diese Form, die die Natur spielend 
in tausendfacher Versohiedenheit hervorbringt, geo"metrisch nicht zu er~ 
fassen ist. Schon di,e rein zahlenmäßige Beschreibung eines einzigen 
Exemplares würde wegen der gl10ßen Zahl der notwendigen MeSISungen 
fast unüberwindliche Sohwieri,gkeiten machen. 

Die Aufgabe, auf Grund der vorhandenen Exemplare eine Baschrei
bung des menschliohen rechten Schenkelknochens erwachsener Indivi
duen zu geben, wird in der Art gelöst, daß eine in solchen Dingen 
erfahrene P,erson durch eingehende Betrachtung der vorliegenden Exem
plare sich ein Bild von diesem Gegenstande zu machen sucht, und dieses 
dann mit Hilfe von Zeichnungen und einer Beschreibung anderen mi~ 
teilt. In diesem Falle kann man g,eradezu ein Exemplar herausgreifen 
und seine Photographie dazu verwenden, um das Bild zu verdolmetschen, 
das sich der Forsoher von dem Schenkelknochen gemacht hat. Rein 
zahlenmäßige Angaben über die Din.lensionen und Rundungen würden 
nicht geeignet sein, um einem L~r, d,er mit diesem Gegenstande nicht 
vertraut ist, ein Bild zu geben. 

Der Pl"ozeß des ErfaS8ens der Merkmale, die für eine Gruppe von 
Gegenständen charakt,eristisch sind, ist wesentlich künstlerischer Natur. 
Strenge Regeln, deren Befolgung den Erfolg sicherstellt, gibt os nicht. 
Die Regeln für die wissenschaftliche Beschreibung la.ufen darauf hin
aus, daß die Gewinnung des typischen Bildes unter mögliohst gün
stigen äußeren Bedingungen und unter ständiger Kontrolle durch die 
Erfahrung stattfinden muß. 

Diese Abstraktion gemeinsamer Merkmale ist ein Prozeß, den wir 
in einfacher Form und unsystematisch fortwährend ausüben, und der 
ohne Zweifel in den psychologischen Gesetzen der W,ahrnehmung und 
AuffaS8ung begründet ist. Vereinfacht schon die Wahrnehmung die 
Gegenstände, so werden sie in der Erinnerung mehr oder weniger sche
matisiert. Diese Bilder enthalten nur jene Merkmale, die aus irgend~ 
welchen Gründen festgehalten werden. Da sie die einzigen sind, welohe 
in dem Erinnerungsbilde vorkommen, so sind sie die für das betref~ 
fende Individuum wesentlichen Merkmale. Zu bemerken ist, .1aß der 
Ausdruck "wesentliches Merkmal" nicht etwa die metaphysisohe Be-
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deutung hat, die ihm die Aristotelische Logik gibt, sondern da.ß 
er sidl einzig auf die Merkmale bezieht, die tatsächlich fe.stgehalten 
werden. Man wird kaum fehlgehen, wenn man in den Erinnerungs
bildern das psychologi8Ch~ Äquivalent des Typus sieht. Die Vorschrif
ten für das Vorgehen bei wissenschaftlichen Untersuchungen bezwecken, 
den psychologischen Prozeß durch die Kontrolle durch die Erfahrung 
zwangsläufig zu machen, und so die Beschreibung von individuellen 
~ufälligkeit.en zu befreien und von der Indivi'dualität des Beobachters 
una bhängig zu machen. 

nie Aufgabe, Gruppen von gleicha.rtigen Gegenständen hinsicht
lich zahlenmäßig angebharer Eigensohaften zu beschreiben, wird von 
der Kollektivmaßlehre durch Aufstellung der Verteilungsfunktion ge
löst. In allen FäHen, die man hinreichend genau untersuohte, fandelI 
sich bei den einzelnen ExemplaJ.lOn des KoUektivgegeIlBtandes Schwan
kungen des Argumentswertes, die sich über ein weiteres oder engeres 
Gebiet erstrecken. Man wird annehmen dürfen, daß hinsiohtlich der 
qualitativen Bestimmungen das gleiche gilt, was für die quantitativen 
Merkmale erwiesen ist, nämlich, daß die Exemplare hinsichtlich dieser 
Merkmale nicht genau, sondern nur innerhalb gewisser Intervalle be
stimmt sind. Diese Aussage läßt sich besonders dann mit großer Zu
versicht machen, falls es sich um qualitative Merkmale handelt, die 
einer genauen Angabe fähig sind. Die Angabe einer Farbe, z. B. gelb, 
definiert nicht eine ganz bestimmte Lichtart, sondern legt nur ein Inter
vall VOll verschiedenen Farbennuanc,en fest, die alle als gelb zu be
zeichnen sind .. 

Wir wollen nun zu zeigen versuchen, wlelcherlei Überlegungen an das 
Vorhandensein einer für einen Kollektivgegenstand aharakteristisohen 
Vel'tt'ilung geknüpft werden könIll8n. Zunächst muß festgooetzt werden, 
w.ann eine Verteilung als charakteristisoh anzusehen ist. Die erste Be
dingung ist, daß die Verteilung sich nioht im Laufe der ZJeit ändert, 
denn JlIlI' in diesem Falle handelt es sich um ei.ne unveränderliohe Gat
tung. Im entgegengesetzt/en Falle findet ein Variieren der Gattung 
statt und die zu einer gegebeuEln Zeit richtige Beschreibung des Kol
lektivgegenstandes ist nicht auoh für später:e Zeiten zutreffend. Die 
zweite Bedingung ist, daß die gesammelten Exemplare, auf welche sich 
die Beschreibung stützt, im eigentlichen Sinne als Muster des Kol1ektiv
gegenstandes angesehen werden können. Dies bedeutet, daß die Ver
teilung des Musters die gleichiO sein muß wie die des gesamten Kollektiv
g'egenstandes. 

Direkt läßt sich dies nicht prüfen, weil es in den moisten Fällen 
nicht möglich ist, sämtliche Exemplare des Kollektivgegenstandes zur 
Untersuchung heranzuziehen. Zur Beantwortung dieser Frnge ist. es 
notwendig, daß vei:sDhiedene Beohachtungen über die Verteilung \'01'

liegen. Aus den Beobachtungen merden die Verteilungsfunktionen ab-
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geleitet, und auf Grund derselben muß die Fra.gc beantwortet werden, 
ob die beobachteten Verschiedenheiten durch die Fehler erklärt werden 
können, die nach dem Be r n 0 u 11 i schen Sat~e bei solchen Beobach
tungen zu gewärtigen sind. 

Die Beantwortung dieser Frage stützt Pe ars 0 n auf sein Kri
terium für die "Güte der erreichten Anpassung", das allerdings etwas: 
künstlich ist. Die Frage läßt sich auch in wahrscheinlichkeits,thclÜl'eti
scher Form beantworpen, daß die beobachteten Zahlen relativer Häufig
keit der in die einzelnen Intervalle des Argumentes gehörigen Ex~m
plare empirische Bestimmungen unhekannt.er Wahrscheinlichkeiten sind. 
Hieraus folgt, daß die Abweichungen gewisse Gl'enzen nicht über
schreiten dürfen. Untersuchungen diBSer Art wurden hinsichtlich der 
Zeiten ausgeführt, in denen eine in solchen Versuchen geübte PerBOll 
unter genau ang,egebenen inneren und äußel'en Bedingungen auf aku
stische Reize reagiert. Eine solche Untersuchung der Konstanz der 
Verteilung erfordert naturgemäß einen großen Aufwand an Zeit und 
Mühe, weshalb sie nicht immer durchführbar ist. 

Wird die Konstanz der Verteilung nicht direkt untersucht, ,,0 be
ruht das Urteil darüber, ob die gesammelten Exemplare ein richtiges 
Muster des Kollektivg,egenstandes darstellen, auf der Sorgfalt und Ge
wissenhaftigkeit, mit der die Erhebung ausgeführt wurde. Man pflegt 
die Voraussetzung des richtigen Bemusterns als gegeben anzu8'ehen, wenn 
sämtliche sich darbietenden Exemplare, ohne eine Auswahl nnter ihnen 
zu treffen, zur Untersuchung herang,ezogen werden. Dies ist ein sub
jektives Kriterium von bloß negativ1em Werte. Ist es- nicht {·rfüllt, 
so kann ein richtiges Bemustern nicht stattgefunden -haben. Ein ob
jektives Kriterium ergibt sich einzig aus der Untersuchung der be
obachteten Verteilung,en. 

Es sei eine für einen Kollektivgegenstand charakteristische Ver
teilung gegeben. Die konstitutiven Merkmale, auf Grund deren über 
die Zugehörigkeit eines Gegenstandes zum Kollektivgegenstande ent
schieden wird, definieren einen Komplex von Bedingungen, von welchen 
das untersuchte Merkmal abhängt. Dieser Komplex enthalte eine An
zahl von Variabeln X l1 X 2, ••• X"' wobei der Natur der Sache entsprechend 
n ah große Zahl anzullf~hmen ist. Wir be~eichnen das Argument des 
Kollektivg,egenstandes mit Y und betrachten es als Funktion dieser Ver
änderlichen, da jeder Wertkombination der Veränderlichen ein bestimm
ter Wert der abhängigen Veränderlichen entspricht. Zu jeder Variablen 
XI1 X 2 , ••• X" gehiire ein Intervall 

a1:S; Xl < b), a2 < X 2 < b2, ... a" < X n < b" 

in welchem Hie alle W,ertc mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen 
kann. Für die so definierte MannigfaltigkE'it der A rgumentswE'rte soll 
Y als Funktion -

Y = T(X I • X 2 , ••• X,.) 
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definiert sein. Es seien XII X2, •••. 1:" die Argumente, welche den Intervall-
mitten 

entsprechen. Der Einfluß der einzelnen Veränderlichen auf Y soll nur 
gering sein, so daß man die Entwicklung von T in eine Ta y 10 I' sehe 
Reihe bei den ersten Ableitungen abbrechen kann. Setzt man 

Xl =XI +hl , X 2 =J::2 +7t 2 , ••• X,,=X,,+hn 

so lautet die Entwicklung 
01' 0 l' () l' 

Y = T(xlI X 2 , ••• x,J + h1 "h + 7t2 .~ h + ... + lt" rh . 
CI 1 C 2 C n 

Durch diese Gleichung ist Yals Summe einer großen Zahl linearer Ad
denden gegeben. Die Intervalle der Argumente Xl' X 2 , ••• X" sind dadnreh 
bestimmt, daß außerhalb dieser Grenoon die EntstehungsbedingungC'1l 
eines zum Kollektivgegenstande g.ehörigen Gegenstandes nicht gegeben 
sind. Die Wahrscheinlichkeit eines zum Intervalle (y, y + dy) gehörigeIl 
Elementes des Kollektivg,egenstandes bestimmt sich aus der Menge der 
Kombinationen der Argumentswerte, welche für Y einen diesem Inter
valle angehörigen Wert erg,eben. Die Verteilungsfunktion bestimmt 
sich demnach aus der Entwicklung von T in eine Reihe. Der Wert 
von Y selbst ergibt sich aus dem Zusammenwirken der n unabhäm6gel) 
Komplexe Xl' X 2 , ••• X n • 

Die größten positiven und negativen Beiträge der Argumente XI~ X 2,··· Sn 
seien berechnungsweise 

al und - ßlI a2 und - ß2' .. , a" llnd - (~", 

Innerhalb dieser Intervalle seien die Beiträg'c der Argulllente aller '" crtl' 
fähig, und zwar mit den Wahrscheinlichkeiten 

fPI (XI I, fP2(X2), '" fP,,(XJ 
Die Wahrscheinlichkeit für das ZusammellbC'stehen t'lI1er bestimmt"ll 
Wertkombination ist 

fPj(XI ) fP2(X2), ••• fP,,(X,,) dXI dXt ..• !lX" 

und die Wahrscheinlichkeit, daß der Betrag der Summe 
, 01' ()1' 01' 
Z = h1 "-h + h2 "1 + ... + "" ~ I 

(I 1 (I I! 0'/" 

zwischen die Grenzen Z llnd z + d z falle, iHt 

Ir· .J~l (Xl) fP2(X2) •.• fP,,(X,J dX1 dX2 ... d XII 

das Integral erstreckt über alle W' ertkombillationen der Argumente, die 
der Bedingung z < Z < z + d z genügen. 

Es ist dies ci~- bek~nntes Problem der \Vahrscheinlichkeitsreehllullg. 
Die Wahrscheilliiehkeit gegebener Werte VOll Y ergibt sich als stetig<, 
Funktion der Argumente. 
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Geht man in de.r Spezialisierung der Annahmen über die Funktion 
T nicht weiter, so läßt sich über die Verteilungsfunktion nur sagen, 
daß sie stets positiv bleibt, sonst aber ganz von der Natur der Funk
tion T abhängt. Macht man die Annahme, daß jede Veränderliche 
zu der Summe einen bestimmten Beitrag, der mit gleicher Wahrschein
lichkeit positiv ode,r negativ sein kann, liefert, so erhält man Ver
teilungsfunktionen, die zu beiden Seiten eines Maximums rasch abfallen 
und sich asymptotisch der Null nähern. Die Voraussetzung, daß die 
Zahl der Veränderlichen groß sei, ist für die Stetigkeit der Verteilungs
funktion notwendig. Im allgemeinen sind diese Funktionen asymme
trisch, insbesondere dann, wenn die Beiträge von einer oder mehreren 
Veränderlichen wesentlich größer als die de~ anderen sind. Nimmt' man 
an, daß die Beiträge aller Veränderlichen gleich sind und mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ sein könneiI, so ergibt sich die 
normale Verteilungsfunktion, wie aus der Theorie der Beobachtungs
fehler bekannt ist. 

Zu dem hier angedeuteten Gedankengange ist folgendes zu bemer
ken. Die Annahme, daß die Veränderlichen innerhalb ihres Intervalles 
alle Wert!e mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen können, ist nioht 
wesentlich. Der Beweis gelingt a.uch, wenn die Wahrscheinlichkeiten, 
mit welchen die einzelnen Werte auftreten, stetige Funktionen dieser 
Werte sind. 

Die folgenden Annahmen sind dagegen für den Beweis notwendig: 
1. daß die Zahl der Veränderlichen groß sei; 2. daß die Änderungen 
jeder einzelnen Veränderlichen bei Konstanz der übrigen nur sehr ge
ringen Einfluß haben; 3. daß alle Veränderlichen auf bestimmte Inter
valle beschränkt sind; 4. daß die Funktion T alle jene EigenschafteTh 
haben soll, die ihre Entwicklung in eine Taylorsche Reihe ermög
lichen. 

Gegen die Berechtigung der ersten drei Annahmen wird man kaum 
gewichtige Gründe anführen können, soweit es sich um die Unter
suchung biologischer Gegenstände handelt. Betrachtet man z. B. das 
Gewicht eines neugeborenen Kindes als Argument des Kollektivgegen
standes, so ist unmittelbar klar, daß dieses von einer sehr großen Zahl 
verschiedener Umstände abhängt. Bei einem homogenen Beobachtungs
material darf auch kein Umstand von ausschlaggebendem Einfluß auf 
die lm untersuchende Größe sein, da man einen solchen bei der Klassen
bildung berücksichtigen müßte. Die Notwendigkeit, die Variablen auf 
bestimmtr Intervalle zu begrenzen, ergibt sich daraus, daß die Ex-em
plarü des Kollektivgegenstandes nur unter bestimmten Bedingungen 
enti"tehen können. In dem angeführten Beispiele ist es unmittelbar er
sichtlich, daß die Steigerung Oder Verminderung einzelner Umstände 
die Lebensfähigkeit des Organismus vernichten muß, weshalb außer
halb dieser Grenzen überhaupt keine Gegenstände vorkom'men können, 
die zu dem Kollek'tivgegenstande gehören. 
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V Olll erk,enntnistheoretischen Standpunkte aus bietet die Funktion T 

und ihre Eigenschaften, die durch die Voraussetzung der Entwickel
barl~ei t in eine Ta y I {} r sche Reihe bestimmt sind, das größte Inter
esse. Sie drückt die Abhängigkeit des Merkmales Y von den Veränder
lichenXp X2 , ••• X" aus und hat deshalb den Wert eines Naturgesetzes. 
A llerdi llgS ist diese, für jeden KoHekti vg-egenstand verschiedene Funk
tion unbekannt, allein das Bestehen oiner bestimmten Verteilung führt 
zwingend zu dem Schlusse, daß eine solche Funktion besteht. Dies he
deut,et, daß an jedem Individuum dos KoUektivgegenstandes die Eigen
sehaft Y durch einen 'Prozeß zustande kommt, der durch die Ent
Rtehungsbedingungen eindeutig b,estimmt ist, und d-eshalb durchaus 
naturgesetzlichen Charakters ist. Handelt es sich um Kol1ektivgegen
stände mit mehreren Argumenten, so gilt dieser Schluß für jedes ein
zelne derselben. 

Man hat sich demnach vorzusteHen, daß die Exemplar.e der KoI.
lektivgegenstände hinsichtlich ihrer Eigenschaften durch ihre Ent
stehungsbedingungen eindeutig bestimmt sind. Durch die Merkmale, 
die einen Kollektivgegenstand mit charakteristischer V erteilu~g defi
nieren, ist eine Gruppe von Bedingungen festgelegt, von denen gewisse 
andere Merkmale, die in der Definition nicht enthalten sind, in ge
setzmäßiger Weise abhä.n.gen. So entscheiden die Bedingungen, nnter 
welchen ein menschlicher Fötus sich entwickelt, auch darüber, daß 
dieses Exemplar ein ganz bestimmbes Gewicht hat. Im Allgemeinbe
griffe "Lebender menschlicher Fötus" ist von den besonderen Ent
stehungsbedingungen des Individuums abgooehen, allein er enthält, wenn 
auch nicht logisch entwiekeI<t und für uns direkt erkennbar, die Be
dingungen, unter welchen ein ExemplaJ' des Kollektivgegenstandes sich 
überhaupt entwickeln kann. Wäre die Funktion T bekannt, 00 ließen 
diese sich ohne weitenes bestimmen. Ebenso könnte man aus ihr die 
Verteilung des Kollektivge~enstandes und die Grenzen abl,eiten, außer
halb welcher kein Exemplar vorkommen kann. 

Man denke sich einen KollektivElegenstand mehrfachen Argumentes 
mit charakteristischer Verteilung. Auch hier ist d~e Verteilung durch 
eine Funktion T bestimmt. Diese Funktion drückt die Abhängigkeit 
der Ei genschaften der Exemplare des Kollekti vgegenstandes von den Be
dingungen, unter welchen diese ExempLare entstehen, aus. Die Eigen
sehaften der Spezies sind dann durch dieSle Funktion T festgelegt. 
Wir haben aloo in den in der Natur vorkommenden Artlen mit cha
rakteristischer Verteilung den Ausdruck von N aturg.esetzen zu sehen. 
Wäre uns die auf eine Spezies bezügliche Funktion T bekannt, so 
ließe aus ihr sich eine Beschneibung der Spezies ableiten. Da dem 
nicht soo ist, so m'üssen wir uns mit einer Beschreibung der Eigen
schaften, welche die Art bestim1men, begnügen. Dies gilt von der Be
schreibung der Arten, mit denen sich die Botanik, Zoologie, Anatomie 
usw. bcschäftig-en. 
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Soweit WH es mit KoUektivgegellständen charakteristische!' Ver
teilung zu tun haben, ist die Funktion T das objektive Gegenstück 
unserer Begriffe von der hetr.effenden Spezies. Sie bestimmt das Zu
sammenbestehen der Eigrenschaften und damit die Form der Gegen
stände, die unter den Begriff fallen. Man kann sie demnach als das 
formgebende Prinzip betrachten. Die zu einer Spezies gehörige Funk
tion '1' bestimmt di,e Eigenschaften der zu der Spezies gehörig<m Indi
viduen in demselben Sinne, wie z. B. die Fallgesetze die Bewegung von 
Körpern, die der Schwerkraft unterworfen sind. Man hat also in der 
mathematisch.en Funktion den allg.emeinen Begriff, unter welchen sich 
die Gesetzmäßigkeiten der organischen und unorganischen Natur unter
ordnen lassen. 

Damit ist eine Präzisierung unserer Anschauungen üb.er llie Ge
setzmäßigkeiten der organischen Natur g·ewonnen: Sie sind ihrem lo
gischen Oharakter nach mit jenen der unorganischen Natur identisch. 
PI a tos Ideenlehre und di~ Ar ist 0 tel ische Lehre von der Entelechie 
sind die bekanntesten Anschauungen über das form gebende Prinzip 
der Natur. Beide gehen in ihr.en Folgerungen über das ursprünglicho 
Problem hinaus. Soweit es sich um Geg.enstände der Natur handelt, 
ist die Funktion T das logische Äquivalent des form gebenden Prinzipes 
der Natur: In ihr drückt sich der naturgesetzliche Prozeß aus, durch 
welchen die Repräsentanten eines Begriffes entstehen. J erles Exemplar 
einer g.egebenen Spezies ist ein Fall des in der Funktion T zum Aus
druck kommenden Naturgesetzes oder hat, um .einen bekannten bild
lichen Ausdruck zu verwenden, an der Funktion T teil. 



IV. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
1. Definition und Allgemeines. 

Dio Wahrsche.inlichkeitsrechnung ist das System abstrakter Sätze, 
die aus dem Begriffe der mathematischen Wahrscheinlichkeit und den 
Sätzen der Algebra abgeleitet werden. Die Wahrscheinlichkeitsrech
nung ist in dem Sinne ein geschlossenes System, daß bei der Ableitung 
ihrer Sätze keine neuen Begriffe eingeführt werden. Die gemachten 
Voraussetzungen sind demnach zur Ableitung der Sätze hinreichend. 

Die logische Wahrheit dieser Sätze besteht einzig in ihrer Über
einstimmung mit den Voraussetzungen, aus welchen sie abgeleitet sind. 
Da die Grundsätze der Mengenlehre und das System der Algebra als 
widerspruchslos anzusehen sind, so kann sich auch! zwisohen den Sätzen 
der Wahrscheinlichkeitsl'Bchnung kein Widerspruch ergeben. Ist eine 
axiomatische Begründung der Algebra gegeben, so kann man 8ich mit 
dem Nachweise begnügen, daß mit den mathematischen Wahrschein
liebkeiten ebenso gerechnet werden kann wie mit gewöhnlieh'en Brüchtlll, 
d. h. daß man auf sie alle Hechllungsoperationen anwenden kann. 

Die Sätze derW abrscheinlichkeitsrechnung sind abstrakt und ent
halten keine Aussagen über ein tatsächliches Geschehen. Ihre logische 
Richt.igkeit ist unabhängig davon, ob es in der Erfahrung irgC'ndwelcllO 
Gegenstände gibt, die den in diesen Sätzen ausgesagtcn Verhältnissen 
(mtspI'echen. Wedel' mit Hilfe des Satzes von Bel' n 0 u 11 i noch des 
'l'heorems von Po iss 0 n läßt sich über irgendwelche, noch nicht näher 
untersuchte Vorgänge der Wirklichkeit eine Aussage macheiL Jeder 
Anwendung der W ahrscheinlichkeitsrp{~hnung auf t.atsächlil'he Verhält
llis:se muß eine Untersuchung vorausgehen, ob die der Rechnung zu 
unterwerfenden Vorgänge oder Tatbestände den von der Theorie \"01'

ausgesetzten Oharakter haben. 
Die S1ubjektive Zufälligkeit gehört zu diesen Eigenschaften nicht. 

Nicht alle Ereignisse, die subjektiv zufällig sind, eignen sich als Gegt'n
stände wahrscheinlichkeitstheol'etischer Untersuchungen, und umgekehrt 
können manche Ereignisse zum Gegenstand solcher Untersuchungen ge
macht werden, ohne subjektiv zufälLig zu sein. 

Die Bedingungen, die Vorgänge der Wirklichkeit erfüllen müssen, 
um Gegenstand wahrscheinlichkeit,gthooretischer Untersuchungen zu 
werden, können kUl'z dahin ausg('dl'iickt w(,l'den, daß ihre rE'lativen 
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Häufigkeiten bei großer Beobachtungszahl dem Satze von Be r no u 11 i 
entsplloohen müssen. Diese Bedingung muß erfüllt sein, um den Rech
nungen obj,ektive Bedeutung zu geben, und es ist gleichgültig, ob sub
jektive Zufälligkeit besteht oder nicht. 

Soweit die Anwendung auf die Wirklichkeit in Betracht kommt, 
sind im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung j eue Vorgänge als zu
fällig anzusprechen, welche dem Satze von Be r n 0 u 11 i genügen. Ihre 
subjektive Zufälligkeit ist für die Rechnung ein ~anz belangloses 
Merkmal. 

Es ist übrig'ßns ohne weiteres einzusehen, daß die Abwesenheit oder 
das Vorhandensein eines Wissens, als rein subJektives Moment, auf den 
Verlauf eines Vorganges ohne Einfluß sein muß. Aus dem Fehlen 
eines Wissens über den V.erlauf eines Vorganges kann man also nie
mals darauf sohließen, daß die objektiven Voraussetzungen der Rech
nung erfüllt sind. Die 'Anwendung der Sätze -der abstrakten Wahr
scheinlichkeitsr,echnung hat ein bestimmtes Wissen zur Vomussetzung, 
das die gemachten Annahmen über die empirisohen Tatbestände recht
fertigt. In dem Abschnitte über die Voraussetzung der gleichen Mög
lichkeit der Fälle werden wir eini~e physische Prozesse darauf prüfen, 
ob durch sie die gemachten Voraussetzungen gerechtfertigt werdan. 

Die abstrakte Wahrsoheinlichkeitsrechnung operiert nur mit dem 
Begriffe des logischen Zufalles, wie er in dem vorhergehenden Kapitel 
dargelE\gt wurde. Gewöhnlich '''lerden die Aufgaben in der Art ge
stellt, daß man sich auf Vorgänge bezieht, die als empirische Reprä
sentanten des Herausgreifens eines Elementes aus einer Menge nach dem 
Zufalle gelten können. Besonders beliebt sind als solche: Das Ziehen 
einer Kugel aus einer Urne, das Werfen eines Würfels, das Ziehen 
einer verdeckten Karte u. dgl. 

Die Sätze der Wahrsoheinlichkeitsroohnung lassen sich jedoch aus 
dem Begriffe der logischen Zufälligkeit in ganz abstrakter Weise ge
winnen, ohne daß man sich auf diese empirischen Vertreter der lo
gischen Zufälligkeit beruft. Wir wollen dies durch Ableitung des Ad
ditions- und des Multiplikationsthoorems der Wahrscheinlichkeitsrech
nung zeigen, aus welchen Sätzen sich bekanntlich aUe anderen Sätze 
als Folgerungen ergeben. 

2. Das Additionstheorem. 

Die endliche Menge M sei durch das Merkmal A festgelegt, und es sei 
möglich, innerhalb M durch die mit A verträglichen Merkmale A/,A,', ... An' 
die Teilungen Tl" T2', ••• Tn' abzugrenzen. Die Wahrscheinlichkeit für das 
Vorkommen der Merkmale A', A', ... A' sind 

Tl T, T,. 
Pl = M' P2 = M' •.. p" = M 

nach der Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit. Die Merk-
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male At', A2', ••• An' sollen einander anschließen, so daß kein Element 
irgendeiner der Teilmengen T/, Ts', •.. ;Fn' auch Element irgendeiner an
dern der aufgezählten Mengen sein kann. Diese Mengen sollen also kei
nen Durchschnitt haben. 

Wir bilden nun die Menge T aller Elemente, welche aus Vereinigung 
der Teilmengen T/, T2', ••• Tn' entsteht. Es ist also T die Menge jener 
Elemente von M, denen entweder Al' oder A 2' ••• oder An' zukommt. T ist 
demnach definiert als die Menge aller Gegenstände, welchen außer dem 
Merkmale A noch eines der Merkmale At' oder A 2' ••• oder An' zukommt. 
Man pflegt dies durch 

T= (AAt') + (AA2') + ... + (AAn') = Tl + T2 + ... + Tn 

anzudeuten. Die Mächtigkeit von T ist 

T = Tt' + ~' + ... + Tn
i • 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Element von M zu T gehöre, ist 
gleichbedeutend mit der Wahrscheinlichkeit, daß ein Gegenstand außer dem 
Merkmale A noch eines der Merkmale At' oder A 2' oder ... An' habe. Man 
findet hierfür 

P =! = !' + 'i; + ... + T,. = l' ~ + '!'! + ... + T lI , 

M M M M M 

woraus sich ergibt 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Element von M eine der einander 
ausschließenden Eigenschaften At', As', •.. An' habe, ist gleich der Summe 
der Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen dieser Merkmale. Man nennt 
die Größen Pi' Ps, ... Pn Partialwahrscheinlichkeiten im Gegensatz zu p, das 
als Totalwahrscheinlichkeit bezeichnet wird. Man hat den Satz, daß 
die Summe der Partialwahrscheinlichkeiten gleich ist der Totalwahr
scheinlichkeit. 

Man pflegt diesen Satz als das Additionstheorem der Wahrschein
lichkeits:rechnung zu bezeichnen, jedoch wäre es besser, diesen Namen 
für die folgende Verallgemeinerung dieses Satzoo zu reservieren. Bei 
der eben gegebenen Ableitung wurde die Vorauss-etzung ge~acht, daß 
die Teilmengen T/, Ts', ••• Tn' keine gemeinsamen Elemente, d. h. keinen 
Durchschnitt haben. Geht man von- dem Begriffe der Mächtigkeit der 
Menge T aus, so kann man diese Einschränkung fallen lassen und 
sagen: Das Verhältnis der Mächtigkeit der Menge T zu der der Menge M 
ist die Totalwahrscheinlichkeit des in Rede stehenden Ereignisses. Die 
Mächtigkeit von T wird nach den Regeln für die Vereinigung von 
Mengen bestimmt. Dies geschieht in folgender Weise: 

Es sei Dik = (AA;Ak) der Durchschnitt der Mengen Tj und Tk• Ebenso 
seien durch die Zeiche:n 
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D;,k,/ = (AAjAkA/) 
Di,k,/,n = (AAjAkA1An) 

])1,2, ... n = AAl .12, ••• An) 

die Durchschnitte der Mengen zu je 3, 4, .. , n gegeben. Wir bilden fer
Her die Summen 

~" -y ~ D,.k' ...... 'D"k,/I···' 
wobei die Striche am Summenzeichen andeuten, daß jene Kombinationen 
der Indizes ausgeschlossen sind, bei denen zwei oder mehrere I ndiies 
gleiche Werte haben. Es ergibt sich für die Menge T 

T= ~T· = ~D·, + ~D "/--'" + (_1)n-IJ)I2 ...:;. , .;;;;;;. ',r. .",;;;;;;. t,", , , ... n 

und daraus 

T 1 (~~ y ~. ) ]i= M= M ,.;;;;,T,=_D"k +,.;;;;,D.,k,/-··· + (_1)n-IDI,2, ... n . 

Es ist nun 

die Wahrscheinlichkeit, daß an einem Elemente von M außer A die bei
den Merkmale A/ und Ak'vorhanden sind. Allgemein ist 

Da,,'! ... , 
Jla,(I,"" = lll-' 

diB Wahrscheinlichkeit, daß an einem Elemente der Menge .'\tl außer 
dem Merkmale A auch noch die weiteren Merkmale A', A', .,. A' vor
gefunden werden. Der Ausdruck für die Totalwahrscheinlichkeit p 
lautet 

]i =~p, =~' ]ii,k +~' ]i"k,l - ... + (-1)n-IpJ,2, ... n. 

Verschwinden sämtliche D a,(1, ... " so sind auch alle höheren Durch
schnitte gleich Null, und die Formel für Ji bricht ab. Sind die Merkmale 
AI" A 2', ••• An' miteinander unverträglich, so hat keine der Mengen T mit 
irgend einer andern ein gemeinschaftliches Element, weshalb bereits alle 
D"I. leer sind, und es ergibt sich das Additionstheorem in seiner bekann
ten Form. 

Wir wollen das Additionstheorem der Wa:hrscheinlichkeitsrechnung 
in seiner bcsondercn und in seiner allgemeinen Form aj} den beiden 
folgenden Beispielen erläutern: 

Eine Urne enthält 1111 Kugeln, die mit 1, {JJ2 Kugeln, die mit 2, ... 
a Kugeln, die mit n bezeichnet sind. Aus der Urne wird eine Kl!gel 
gezogen, und es wird nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daß eine 
Kugel zum VorRcheill kommt, die mit einer Zahl kleiner oder gleich c 
bezeichnet ist. 
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M ist definiert als die Menge der in der Urne enthaltenen Kugeln, 

und ihre Mächtigkeit ist 

M=a1 +a2 +···+a ... 

Die Merkmale A' sind die verschiedenen Ziffern, mit welchen die Ku
geln bezeichnet sind. Die Mächtigkeit.en dieser Teilmengen sind durch 
die Anzahlen au O'i' ... an gegeben, und man hat 

~ ~ ~ 
Pt = al +-a; + -:-:-: + IIn ' Pi = a j + a ll +.,. + a/ ... p" -- a1 + a-I-+-f!---·-· .-+-'--a-n 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

a l + a! + ... + ac 
P=P1 +Ps+ "'+Pc= a l + a, +-.--:-:+an ' 

welchen Wert auch das direkte AuS'zählen der Mengen ergibt. , 
Aus einer Urne, die n mit den Zahlelf 1, 2, ... n bezeichnete Kugeln 

enthält, werden n Ziehungen von je einer Kugel ohne Zurücklegen 
der gezogenen Kugel g,emacht. Es wird nach der Wahrscheinlichkeit 
gefragt, daß wenigstens eine der von r ins Auge gef'aßten Kugeln in der 
ihrer N umlner entsprechenden Ziehung erscheine. 

Die Menge M ist gegeben durch sämtliche Anordnungen, in wel
chen die Kugeln gezogen werden können. Ihre Mächtigkeit ist rt, da 
dies die Anzahl der Permutationen von n Elementen ist. 

Die Menge T ist gegeben durch die Anzahl der Permutationen, 
in welchen die Kugel i bei der i-ten Ziehung erscheint. Ihre Mächtig
keit ist gegeben durch die Zahl der Anordnungen von n-1 Elementen 
und ist (n-1) !. Die Wahrscheinlichkeit, daß die mit i bezeichnete Kugel 
bei der i-ten Ziehung erscheint, ist 

(n-1)11 
Pi = ----.;;y-- = n . 

Da diese Wahrschflinlichkeit nicht von i sondern nur von n abhängt, 
so sind a.IJe Pu Pt, ... Pn gleich, und man hat 

r 

~Pi=: . 
i=1 

Die Durchschnitte Di,k sind gegeben durch die Anordnungen, in denen 
sowohl die Kugel i als auch k in den ihrem Range entsprechenden 
Ziehungen erscheinen. Die Mächtigkeit dieser Menge ist gegeben durch 
die Anzahl der Permutationen von n-2 Element.en und is,t ,1180 (n -2). 
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist 

(n - 2)1 1 
pi,k= nl = (n -l)n . 

Da diese Wahrscheinlichkeiten von i und k unabhängig sind, so sind alle 
gleich. Ihre Anzahl ist gegeben durch die Zahl der Kombinationen von 

Urban, GrIlndlagen der Wahrlcheinlichkelttrechnung 11 
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r Elementen zu je zweien und ist (~), weshalb 

r (;) 

1: pi,k= n(n -1)' 
i,k=l 

Allgemein bedeutet Da,p, ... i die Menge der Anordnungen, in welchen 
die Kugeln (x, ß, ... i in den ihrem Range entsprechenden Ziehungen er
scheinen. Die Mächtigkeit dieser Menge ist gleich der Anzahl der Per
mutationen von n - i-I Elementen und demnach (n-i-1)!. Die 
Wahrscheinlichkeiten 

(n-~)! 1 
Pa,iJ,·", = ~-n!~ = n(n-l) ... (n- i+ 1) 

sind nur von n und i abhängig und demnach alle gleich. Die Anzahl die
ser Größen ist gleich der Anzahl der Kombinationen von r Elementen 

zu je i, und demnach (:), woraus folgt 

(;) 
~Pa,iJ' '" ',= n(n -1)··, (n -i + 1)' 

Für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, daß wenigstens eine der V'fn r 
ins Auge gefaßten Kugeln in der ihrem Range entsprechenden Ziehung 
erscheinE, ergibt sich der Ausdruck 

(n (;) (-1( (~) 
Pr=~n- n(n-1) + ... + n(n-1~n-=-i+ 1)' 

Macht man r = n, so ist 
1 1 (-1r 

Pn = 1-1:2 + 1.2--:-3 - . , . + -----;:-r-
dio Wahrscheinlichkeit, daß wenigstens eine der Kugeln in der ihrer 
Nummer entsprechenden Ziehung erscheine. Für unendliches n hat 
diese Reihe den Wert e - 1, und wegen der raschen Konvergenz dieser 
Reihe genügen schon verhältnismäßig sehr kLeine Werte von n. Die 
hier behandelte Aufgabe unterliegt bekanntlich der mathematischen 
Analyoo des sogenannten Renkontrespieles, die man also direkt auf dllis 
verallgemeinerte Additionsthoorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
stützen kann. 

3. Das Multiplikationstheorem 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ergibt sich aus den Regeln für die Multi
plikation von Mengen. Es seien die Mengen MI durch das Merkmal At, 
lt!2 durch das Merkmal Ai' . .. Mn durch das Merkmal An festgelegt, und 
es sei möglich, durch die weiteren Merkmale A/, A2' ••• An' die Teilmengen. 

Tl = (Al At'), Ti = (A2 A,'), ... T" == (A"A,,') 
abzugrenzen. Es ist also Tl durch das Zusammenbestehen der Merkmale 
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Al und Al" T2 durch das der Merkmale A~ und A 2', ••• T" durch das der 
Merkmale An und An' bestimmt. Die Verhältnisse 

TI T2 Tn Pl = =~-, P2==c·, ... p" = =-= 
MI 2~[2 Mn 

geben dann die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. 
Man definiere nun eine neue Menge in der Art, daß ein Element der

selben dadurch entsteht, daß jeder der Mengen M l , '1J12, ••• Mn ein Element, 
und nur eines entnommen wird. Diese neue Menge heiße M. Innerhalb 
der Menge M können wir als Teilmenge jene Menge abgrenzen, die in der 
gleichen Weise durch Vereinigung der Elemente der Teilmengen Tl' T2, ••• T" 
entsteht. Die· Elemeute von M sind dadurch definiert, daß ihnen sowohl 
das Merkmal Al, als auch AI, ... als auch An zukommt. Den Elementen 
von T kommen sämtliche Merkmale Al, A/, A 2, A 2', ••• An, A; zu. Die 
Mächtigkeiten von Mund T sind 

11I=M ·M . ···M 
I 2 " 

T = 1\ . T 2 •••. 1'n' 

Das Verhältnis dieser Mächtigkeiten 

T 1'1 T2 T n 
]I = ~iJ[ = M;.' M~' . "lJ[: = PUP2' ". Pn 

ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Element von 11,1 zur Teilmenge T 
gehöre. Da die Elemente von M durch das Zusammenarbeiten df'.l' 
Merkmale Au A 2 , ••• An definiert sind, so ist P die Wahrscheinlichkeit 
daß ein Element von M sämtliche Merkmale Al, At'; A 2, A 2'; ••• An, An' hat. 

Man bezeichnet die PI ,P2' . " Pn als einfache Wahrscheinlichkeiten und]l 
als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit. Man hat den Satz, daß die 
zusammengesetzte vVahrscheinlichkeit gleich ist dem Produkte der ein
fachen Wahrscheinlichkeiten. Dieser Satz heißt das Multiplikations
theorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Er enthält als speziellen Fall 
den Satz, daß die Wahrscheinlichkeit der n-maligen Wiederholung 
eines Ereignisses mit konstanter Wahrscheinlichkeit gleich ist der n-tell 
Potenz der Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses. 

Es ist nicht notwendig, irgendwelche Voraussetzungen über die Mengen 
M k und ihre Teilmengen T k zu machen. Es ist nämlich üblich, folgende 
Unterscheidung zu machen. Man betrachte die Mengen Mu JJ12 , •• , M" 
und ihre Teilmengen Tl' T2 , ••• Tn in der angegebenen Reihenfolge. Falls 
das Vorhandensein oder Fehlen des Merkmales Ar' auf die Zusammen
setzung der anderen Mengen keinen Einfluß hat, so sagt man, diese Men
gen seien von At' unabhängig. Besteht diese Unabhängigkeit für jede 
Menge hinsichtlich jeder andern Menge, so sind sämtliche Merkmale A,' 
voneinander unabhängig. Hat das Vorhandensein oder Fehlen eines Merk
males A,t' auf die Zusammensetzung irgendwelcher andern Mengen einen 
Einfluß, so besteht diese Unabhängigkeit nicht. In praktischer Beziehung 
ist diese Unterscheidung zwischen abhängigen und unabhängigen Wahr-

11* 
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scheinlichkeiten von größter Bedeutung, und überdies ist sie für die über
sichtliche Formulierung mancher Sätze von Wichtigkeit. Bei der all
gemeinen Formulierung des Multiplikationstheorems braucht sie aber nicht 
berücksichtigt zu werden, da dieses verlangt, daß jede einfache Wahr
scheinlichkeit mit jenem Werte anzusetzen ist, der aus der tatsächlichen 
Zusammensetzung der betreffenden Mengen folgt. Die folgenden Beispiele 
mögen dazu dienen, deI). Unterschied zwischen abhängigen und Ullabhän
gigen Wahrscheinlichkeiten zu erläutern. 

Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit zwei Würfeln 
den Pasch 6 zu werfen. 

Die Menge der mit einem Würfel möglichen Würfe ist durch die 
sechs Seiten gegeben, von denen eine den Wurf 6 herbeiführt. Die 
Wahrscheinlichkeit dieses Wurfes ist also 1/6, Die Wahrscheinlichkeit 
des Zusammenbestehens der Würfe 6 auf heiden Würfeln ist gleich 
dem Produkte der einfachen Wahrscheinlichkeiten 1/6 .1/6 = 1/36 , da zwi~ 
schen den beiden Merkmalen Unabhängigkeit besteht. 

Eine Urne U enthält a weiße und b schwarze Kugeln. Eine andere, 
ihr äußerlich gleiche Urne U' enthält cl weiße und b' schwarze Kugeln. 
Man greift aus einer der U men eine Kugel heraus, und os wird nach 
der Wahrscheinlichkeit gefragt, daß die gezogene Kugel weiß sei. 

Man hat zunächst die Menge der Urnen U und U', aus welcher 
ein Element nach dem Zufalle herausgegriffen wird. Die W ahrschein~ 
lichkeit PI' eine bestimmte Urne zu wählen ist ~. Erfolgt die Ziehung 
aus der Urne U, so kommt jene Menge in Betracht, die dem Erscheinen 

einer weißen Kugel die Wahrscheinlichkeit aTb gibt, während bei einer 

Ziehung aus U' das Erscheinen einer weißen Kugel die Wahrscheinlich

keit (I' ~ b' hat. Das Ziehen einer weißen Kugel aus U hat demnach 

die Wahrscheinlichkeit ~ . a +b' und das aus der Urne U' hat die Wahr

scheinlichkeit ~ . a' ~ b" Das Multiplikationstheorem findet Anwendung, 

allein nach erfolgter Wahl ist die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens 
einer weißen Kugel verschieden, je nachdem die Ziehung aus U oder aus U' 
erfolgt. Die Wahrscheinlichkeit für das Erscheinen einer weißen Kugel 
ohne Rücksicht darauf, aus welcher Urne sie stammt, ist nach dem Addi-

tionstheorem gleich ~ (a ~ b + a' ~ b') . 

4. Ausdehnnng auf unendliche Mengen. 

Dic Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit bezieht sich 
zunächst nur auf endliche Mengen. Die Ausdehnung der Definition auf 
unendliche Mengen bietet gewisse Schwierigkeiten mathematiseher N a~ 
tur, da festgestellt werden muß, wie dieser Übergang ausgeführt werden 
soll. Um zum Ziele zu geLangen, muß man heide Mengen gleichzeitig 
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unendlich werden lassen. Die Verhältnisse liegen ähnlich wie bei der 

Bestimmung der unbestimmten Ausdrücke ~., wo man auch nicht zum 

Ziele kommt, wenn man Zähler und Nenner unabhängig voneinander 
unendlich werden läßt. Einer ähnlichen Schwierigkeit begegnet man 
bekanntlich bei der Definition der bestimmten Integra.le als Grenz
werten von Summen, die man auch nur dadurch überwindet, daß man 
gleichzeitig die Summanden sich dcr Grenze Null nähern und ihre An
zahl über alle Grenzen wachs1en läßt. 

Führt man bei d,er Best,immung von Wahrwheinlichkeiten, die sich 
auf unendliche Mengen bez~ehen, diese beiden Grenzübergänge nicht 
gleichzeitig aus, so erhält man notwendig die Werte Null oder Eins, 
je nachdem es sich um Mengen veI"Schiedener ~der gleioher Mächtig
keit handelt. Bei gleioher Mächtigkeit der unendlichen Mengen T und 
M kann aber diese Wahrsoheinlichkeit Null, Eins oder ein zwischen 
die.sen Grenzen gelegener Wert sein. 

Die Ausdehnung der Definition der mathematiwhen Wahrschein-
1ichkeit auf unendliche Mengen ist nur bei wohlgeordneten Mengen 
mögliob. Es wird also vorausgesetzt, daß ein ordnendes Merkmal vor
hande.n ist, auf Grund dessen von zwei beliebigen Elementen der Menge 
stets angegeben werden kann, welohes dem anderen vorangeht. 

Gegeben seien die endlichen Mengen Mt, M2 , ••• M k , von denen jede 
ein echter Teil jeder nachfolgenden Menge ist. Durch das Merkmal A' 
seien innerhalb dieser Mengen die Teilmengen T l1 T 2 , ••• T k abgegrenzt, 
so daß 

Tl T2 Tk Pt ==-, P2 = =-, .. ,Pk = =-
M 1 2112 M k 

die zu den einzelnen Mengen gehörigen Wahrsoheinlichkeiten von A' 
si'nd. Ist es nun möglioh, die Reihe der Mt, M2 , M3 , ••• unbeschränkt 
fortzuse.tzen, und nähern sioh mit wachsendem Index die Pt, P2, Pa, ... 
einer bestimmten Gruppe p, so heißt P die auf die unendliche Menge 
M bezügliche Wahrscheinlichkeit von A'. 

Für die so definierten, auf unendliohe Mengen bezügliche Wahr
scheinlichkeiten gilt zunächst das Additionstheorem der Wahrscheinlich
keitsrechnung. Durch die Merkmale A/, A 2', ' •• An' seien in den Mengen 
Mi Teilmengen abgegrenzt, und 

T(kl = (A(klA/) + (A(klA/) + ... + (A(klAn') = T/kl + Tl) + ... + T/) 

sei die durch Vereinigung der auf M" bezüglichen Teilmengen entstan
dene Menge. Die 'rot al wahrscheinlichkeit für das Vorhandensein wenig
stens eines der Merkmale A/, A/, . " An' ist dann, wie oben bewiesen, für 
die endliche Menge 

Pik) = ""'p\k) _ '5"p(k) + "",'p\k) _ .... + (_ 1)n -111 . 
",.;;;,.., ...... J,l .-;;;;;. .,l,k 1,2,···n 

Falls sämtliche Wahrscheinlichkeiten 

P · p. p. , ... (i " l ... = 1 2 ... n) " ,,x, ,,x,'" " , , 
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bootehen und für die unendliohe Menge gültig sind, 80 besteht auch p. 
Dies ergibt sioh daraus, daß p als Summe einer endlichen Anzahl yon 
Summanden definiert ist, weshalb der Grenzwert der Summe gleioh der 
Summe der Grenzwerte ist. Es gilt also auoh für die auf unendliche 
Mengen bezügliohen Wahrsche.inlichkeiten 

P=<2'Pi-~'P",,+ 2"P,,>I,I-' ... + (-I),,-1p1 ,2, ... ,,· 

Haben die Teilmengen T keine Durohschnitte, so ergibt sich das Ad
ditionstheorem der Wahrscheinlichkeitsvechnung in einer speziellen Form 

P=P1 +P2+···+P,,· 

Zur Ausdehnung d!ls Multiplikationstheorems auf Wahrsoheinlich
keiten, die sioh auf unendliche M·engen beziehen, muß das Bestehen 
sämtlicher Wahrscheinlichkeiten P1,P2, ... p" vorausgesetzt werden. Die 
Gültigkeit des Multiplikationstheorems folgt dann aus dem Satze, daß 
bei einer endliohen Anzahl von Faktoren der Grenzwert des Produktes 
gleioh ist dem Produkte der Grenzwerte der einzelnen Faktoren. 

Unter gewi8lSen VorauSJSetzungen lassen sioh diese Sätze noch da
hin erweitern, daß n, die Anzahl der Teilmengen, unendlich werden 
kann. Wir wollen uns jedooh mit dem NachweiS'e begnügen, daß das 
Multiplikations- und das Additionstheorem auoh für die auf unend
liche Mengen bezüglichen Wahrscheinlichkeiten gelten, weshalb die all
gemeinen Sätze ohne weiteres auch für die auf unendliche Mengen be
züglichen Wahrscheinlichkeiten gelten. Eine Folge di:eser Ausdehnung 
auf unendliche Mengen iS't, daß die Wahrscheinlichkeiten nicht auf 
die rationalen Brüohe beS'Chränkt sind, sondern das Intervall von Null 
bis Eins stetig erfüllen. Jede Zahl dieses Intervalles kann also als 
Wahrscheinlichkeit aufgefaßt werden. Wir wollen nun die Anwendung 
des Wahrsoheinlichkeitsbegriffes ·auf unendliche Mengen an einigen Bei
spielen erläutern: 

Man betrachte die Menge der Zahlen, welche Potenzen von 2 sind, 
also die Zahlen 2, 4, 8, 16, 32, ... Ordnet man dies·e Zahlen nach ihrer 
Größ.e, indem man jedem Elemente der Menge jene Zahl als Stelle 
anweist, welohe angibt, welche Potenz von 2 die Zahl ist, so ist die 
Menge wohlgeordnet. In der Tat hat iede Zahl ihre Stelle, die ihr und 
keiner anderen zukommt. Duroh diese Zuordnung ist die Menge auch 
auf die Menge der natürliohen .Zahlen abgebildet, und da diese Ab
bildung gegenseitig ist, so ist die Menge der Potenzen von 2 mit der 
Menge der natürliohen Zahlen von gleicher Mäohtigkeit. 

Welches ist die Wahrscheinliohkeit p, daß eine aus der Menge der 
natürlichen Zahlen herausgegriffene _ Zahl eine Potenz von 2 ist? 

Behufs Beantwortung dieser Frage gehen wir von den endlichen 
Mengen M 1, M 2 , M 3 , ••• aus, die alle natürliohen Zahlen von 1 bis 
Ni' N 2, N 3, • •• enthalten, wohei 

N1 <N2 <Ns<'" 
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sein möge. Sind 2n1 , 2n2 , 27/8 , ••• die höchsten in Nt, N2 , Ns, .•. enthaltenen 
Potenzen von 2, so daß 

Nl =2nt +A1 , N 2 =2n2 +A2 , Ns =2ng +As,···, 

so sind auf Grund der Definition der mathematischen Wahrscheinlichkeit 

die Wahrscheinlichkeiten, daß ein Element dieser endlichen Mengen 
eine Potenz von 2 sei. Der GIIenzwert, dem die Pl' P2' ps, ... sich mit 
wach&endem N nähern, ist die für die unendliche Menge aller uatür
lichen Zahlen geltende Wahrooheinlichkeit. Es ergibt sich nach be
kannten Regeln 

P = lim nk = O. 
n k =«> 2n k +.A 

In gleicher Weise bestimmt man die WahIlScheinlichkeit, daß eine 
aus der Menge der natürlichen Zahlen herausgegriffene Zahl durch 
die ganze Zahl a teilbar sei. 

Ordnet man jedem Vielfachen Vk von a als Stelle jene Zahl k zu, die 
sich aus 

Vk=ak 

ergibt, so wird die Menge wohlgeordnet. Da k sämtliche ganzzahligen 
Werte durchläuft, so ist die Menge der Vidfachen von a mit der Menge 
der natürlichen Zahlen von gleicher Mächtigkeit. 

Man bildet wieder die endlichen Mengen Mt, M" M s, . .. die alle na
türlichen Zahlen von 1 bis Nu N2 , Ns, ... enthalten. Bezeichnet man mit 

[ : ] die größte ganze Zahl, die in : enthalten ist, so sind 

die Anzahlen der in Mt, M2 , Ms, •.• enthaltenen ganzzahligen Viel
fachen von a. Hieraus ergehen sich die Wahrscheinlichkeiten, daß ein 
aus diesen Mengen herausgegriffenes Element ein Vielfaches von a 
sei, mit 

[~IJ [~] [~sJ 
Pl =~, P2=~' PS=-N.-' 

1 2 8 

Diese Größen nähern sich mit wachsendem N k der Grenze -~, und dies a 
ist demnach die Wahrooheinlichkeit, daß eine nach dem Zufalle aus 
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der Menge der natürlichen Zahlen herausgegriffene Zahl durch a teil
bar ist. 

Das folgende Beispiel zeigt den Grenzübergang bei einer auf eine 
stetige Menge bezügliohen Wahrscheinlichkeit. Eine Urne enthält n = 

10 Kugeln, die mit den Zahlen 0, 1, 2, ... 9 bezeichnet sind. Es wer
den zwei Kugeln nacheinander gezogen, wobei die erste Kugel vor 
der zweiten Ziehung zurückgelegt wird. Es soll die Wahrscheinlichkeit 
bestimmt werden, daß die Differenz der gezogenen Kugeln nicht kleiner 
als 3 ist. 

Die Wahrscheinlichkeit, die Zahl i bei der ersten Ziehung zu erhalten, 

ist 1~· Hat die erste Ziehung die Zahl i ergeben, so ist ~10 i die Wahr

scheinlichkeit einer Differenz größer oder gleich 3, falls die zweite Zahl 
die größere ist. Den gleichen Wert hat die Wahrscheinlichkeit, falls i bei 
der zweiten Ziehung erscheint. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

7 

PIO = 2 .10- 2 ~i = 0,56. 
i = 1 

Die Urne enthalte n = lOk Kugeln, die mit den Zahlen 0, 1,2, ... lOk-1 
bezeichnet sind. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß die 
Differenz der gezogenen Kugeln nicht kleiner als 3· 1O- k - 1 sei. 

Man findet in der gleichen Weise 
7 ·10 

PI02 = 2 . 10- 4 ~ i = 0,497. 
,=1 

7 ·10' 

P103 = 2 . 10- 6 2~ i = 0,4907, 
i= 1 

7.lOk - 1 

P10k = 2 .10-2k~ i = 0,49 + 7 .1O- k - 1• 

1 

Die auf die endliohen Mengen bezüglichen Wahrscheinlichkeiten PIO, 
PIOO, P1000,.·· streben ersichtlich der Grenze 0,49 zu. Dieser Grenz
wert bezieht sich auf die Menge aUer Zahlen zwischen ° und 1, die 
stetig und meßbar ist. p = 0,49 ist also die Wahrscheinlichkeit, daß 
der absolute Betrag der Differenz zweier aus der Menge aller Zahlen 
zwischen ° und 1 herausgegriffener Zahlen größer als 0,3 ;;ei. 

Da die Menge aller Zahlen von Obis 1 von gleicher Mächtigkeit 
ist mit der Menge aller Punkte der Geraden von Obis 1, so kann man 
die Aufgabe auch in folgender Weise stellen. Auf der Strecke von 
Obis 1 werden zwei Punkte beliebig angenommen. Die Wahrschein-
1ichkeit' daß die durch diese Punkte begrenzte Strecke größer als 0,3 
sei, ist 0,49. 
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Bei meßbaren Mengen gibt das Verhältnis der den beiden Mengen 

zugeordneten Maßzahlen die Wahrscheinlichkeit. Gleich wahrschein
lich sind Fälle, deren Mengen gl.eiches Maß haben. Die sich aus dieser 
Definition ergebenden Aufgaben sind Gegenstand der sogenannten steti
gen oder geometrischen Wahrscheinlichkeit. Sie gehören zu den leichten 
Aufgaben über unendliche Mengen, da die bekannten Infinitesimal
betrachtungen es überflüssig machen, j>ede einzelne Wahrscheinlichkeits
bestimmung auf eine Grenzbetrachtung zu stütz,en. Bei unendlichen, 
nichtmeßbaren Mengen stößt die Wahrscheinlichkeitsbestimmung auf 
Schwierigkeiten, die wegen ungenügender Ausbildung der Mengenlehre 
häufig unüberwindbar sind. Übrigens ist auch der jetzige Zustand der 
Theorie der stetigen Wahrscheinlichkeiten recht unbefriedigend, da sie 
eigentlich nur in einer Sammlung von Kunstgriffen besteht, um in 
gewissen Fällen schwierige, oder vielleicht g~r für unsere heutigen 
Kenntnisse unausführbare Integrationen zu umgehen. Von einer all
gemeinen Lösung der sich bei meßbaren Mengen ergebenden Aufgabe, 
wie sie F 0 ur i e r angestrebt zu haben scheint, sind wir weit entfernt. 

Bei unendlichen Mengen ergibt sich der Fall, daß eine Wahrschein-
1ichkeit den Wert Null hat, trotzdem die Menge T nicht leer ist. Es
ist nicht unmöglich, daß Untersuchungen über die Art des Nullwer
werdens solcher auf unendliche Mengen bezüglicher Wahrsen.einlich
keiten von theoretischem Interesse sein werden. Man nehme das Heraus
greifen eines bestimmten Elementes aus einer abzähl bar unendlichen 
Menge erster Ordnung als Maßstab. Bei einer abzählbar unendlichen 
Menge zweiter Ordnung, die sämtliche Punkte der ersten Menge als 
Häufungsstellen hat, ist die Wahrscheinlichkeit desselben Ereignisses 
offenbar Null von einer höheren Ordnung. Hieraus ergibt sich eine 
Klassifikation des Verschwindens der Wahrscheinlichkeiten für das 
Herausgreifen eines bestimmten Elementes nach der Ordnung der Menge, 
d. h. nach der Ordnung jener Ableitung, die eine endliche Menge ist. 

Bei stetigen Mengen ist die Verschiedenheit des Verschwindens be
sonderR leicht einzusehen. Die WahrscheinlichkBiten, einen bestim'mten 
Punkt, einen zu einer bestimmten abzählbar unendlichen Menge ge
hörigen Punkt, eine bestimmte Gerade, eine bestimmte Ebene aus einem 
dreidimensionalen Raume herauszugreifen, sind sämtlich gleich Null. 
Ebenso sind auch die Wahrncheinlichkeiten, einen Punkt aus einer ab
zählbar unendlichen Punktmenge, ein zu einer abzählbaren unendlichen 
Punktmenge gehöriges Element aus einer Strecke, eine bestimmte Ge
rade aus einer Ebeu"e herauszugreifen, sämtlich gleich Null. Es handelt 
sich um verschwindende Größen verschiedener Ordnung, und man kann 
versuchen, diese zu klassifizieren. 

Ein Hinweis auf die Verschiedenheiten des Nullweroens von Wahr
scheinliehkeiten bei stetig.en Mengen findet sieh sehon bei 00 U r no t1), 
der seine Ansicht durch folgendes Beispiel erläutert: Ein Fernrohr 

1) A. A. Co U r not, Materialisme, rationalisme, vitalisme, S.321. 
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von begrenzter Stärke, das nur eine endliche Zahl von über di,e Him'mels
kugel verstreuten Sternen ~eigt, WIrd keinen Stern zeigen, dessen DeJdi
nation genau gleich Null ist, und noch weniger einen Stern, der genau 
mit dem Nordpol des Himmels zusammenfällt. Es handelt siel';' aber 
nicht um Wahrscheinlichkeiten derselben Größenordnung. Man kann 
den Pol nach allen oder fast allen Richtungen um e'in endliches Inter
vall yerrücken, ohne daß er mit einem der benachbarten kleinen Sterne 
zusammenfällt, während die entsprechenden Änderungen :les Äquators 
viele kleine Gestirne von einer auf die andere Hemisphäre übergehen 
lassen, was bedeutet, daß sie für entspl'echende Lagen des Poles genau 
die Deklination Null gehabt hätten. 

Bei endl1chen Mengen kann sich die Wahrscheinlichkeit Null nur 
dann ergeben, wenn die THilmenge T leer ist. Dies bedeutet, daß das 
Merkmal B, auf welches sich dle Definition von T stützt, an den Gegen
ständen der Menge M überhaupt nicht vorkommt, oder daß A mit B 
nie koexlstent ist. Bei unendlichen Mengen kann sich der Wert Null 
auch dann ergHben, wenn T nicht leer ist. Um diese Unterscheidung hervor
zuheben, kann man im l,etzteren Falle sagen, daß die Wahrscheinlich
keit den Grenzwert Null hat. Es existieren in diesem Falle wohl Gegen
stände, denen die Merkmale A und B zukommen, allein ihre Anzahl 
ist im Verhältnis zur Gesamtzahl der vorhandenen Elemente verschwin
dend. Man kann Ereignisse dieser Art als physisch unmöglich hezeich
nen, während die Leerheit der Teilmenge T als der F,all der logischen 
Unmöglichkeit bezeichnet wer d,en kann. 

Diese U ntersche'idung zwischen logischer und physischer U nmög
lichkeit deckt sich mit der von Co u r not 2) eingeführten Erklärung 
dieser Begriffe. Nach Co u rn 0 t ist es physisch unmöglich, auf einer 
horizontalen Ebene einen schweren Kegel so auf die Spitze aufzustellen, 
daß er sich in der Gleichgewichtslage befindet, oder eine Münze so auf 
€inen getäfelten Boden zu werfen, daß ihr Mittelpunkt mit dem Schnitt
punkte der Di.agonalen zusammenfällt. Daraus abstrahiert Co u r not die 
Definition, physisch unmöglich sei ein Ereignis, dessen Wahrscheinlich
keit unendlich klein ist, das aber doch denkbar ist. Int'eressant ist, daß 
Co ur not bei diesen Gelegenheiten den Ausdruck "presque toutes" ge
braucht, der mit dem modHrnen "fast 'immer", "fast überall" gleich
bedeutend ist, wenn man auch dam'it meistens Mengen bezeichnet, die 
alle Elemente einer stetigen Menge umfassen mit Ausnahme solcher, 
die eine a bzählhar unendliche Menge bilden, während Co u rn 0 t sich 
auf Mengen bezieht, die gewissen Elementen die Wahrscheinlichkeit 
Null geben.3) 

2) A. A. Co ur not, Exposition de la theorie des chan ces et des probabi
lites, 1843, S. 77-80; Materialisrne, vitalisrne, rationalisme, 1875, S. 320 ff.; vgl. 
E. C z u b er, Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwendun
gen, I. c" S. 6, 

3) In neuerer Zeit hat die angedeutete Verschiedenheit der Ausdrucksweise 
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Logisch nicht zu rechtfertigen ist der Versuclh, als physisch unmög
lich Ereignisse von sehr kleiner, aber endlicher Wahrscheinlichkeit zu 
erklären. Solche Versuche wurden von D' Ale mb e r t, B u f fon, D f, 

Morgan, Mansion und vielen anderen gemacht.4) Alle di~se Ver
suche leiden daran, daß man ohne W illkürlichkeit für die Wahrschein
lichkeit keine zahlenmäßige GrenzH angeben kann, bei der die U nmög
lichkeit beginnt. Die Unterscheidung zwischen metaphysisch unmöglich, 
d. h. was absurd ist, physisch unmöglich, d. h. was den Naturgesetzen 
widerspricht, und unmöglich im Sinne des gesunden Menschemerstan
des, soll von dem spanischen Philosophen J. BaI i n e s eingeführt wor
den sein.5) Als Beispiel der letzteren Kategorie wird angeführt, daß 
eine Menge ausgeschütteter Buchstaben die D i d 0 episode arge ben soll. 
Es handelt sich also um eine physische Unmöglichkeit im Sinne 
D' Alem berts. E. Borel operiert auch mit diesem Begriffe, den er 
,durch sein "Wunder der Affen mit der Schreibmaschine" erläutert. 
Dieses "Wunder" besteht darin, daß ein Affe auf den Tasten einer 
Schreibmaschine herumklopft und durch Zufall ein längeres Schrift
stück - also z. B. wieder die D i d 0 episode - zustande bringt. Es ist 
dies offenkundig eine moderne, der Erfindung der Schreibmaschine an
gepaßte Abänderung des alten Beispieles von Ba 1 i ne s. Zu bemerken 
ist, daß Spekulationen über Möglichkeit und Unmöglichkeit in der 
mittelalterlichen Philo&ophie sehr beliebt waren, weshaib es nicht leicht 
sein dürfte, die Einteilung der Unmöglichkeit auf einen bestimmten 
Verfa&Ser zurückzuführen. Die Verwendung der Bezeichnung "physische 
Unmöglichkeit" für Ereignisse sehr kleiner Wahrscheinlichkeit, wird 
man auf den Wunsch zurückzuführen haben, dem alten Begriffe der 
physischen Unmöglichkeit durch die neuen Kenntnisse über flie Wahr
scheinlichkeitslehre neuen Inhalt zu geben. 

Die den Ereignissen mit der Wahrscheinlichkeit Null entgegen
gesetzten Ereignisse haben die W,ahrscheinlichkeit Eins. Enthält die 
Menge T alle Elemente von M, i'st also T kein echter Teil von 11f, 
so gibt es überhaupt keine Elemente, denen das- Merkmal B fehlt, und 
es ist notwendig, daß bei Vorhandensein von A auch B vorhanden ist. 

zu einer Meinungsverschiedenheit geführt. Macht man einen Wahrscheinlichkeits
ansatz dafür, daß eine nicht näher bezeichnete Ta y I 0 r sehe Reihe fortsetzbar sei, 
so ergibt sich der Wert Null. Pr i n g s h e im, Math. Ann., Bd.44, 1894, S.50, 
drückt diesen Tatbestand dahin aus, daß die nichtfortsetzbaren Ta y 10 r sehen 
Reihen die Regel bilden. A. Sc h ö n f li es, Die Entwicklung der Mengenlehre, 
1913, S.62, findet diesen Ausdruck ungerechtfertigt, weil die Menge der Ta y -
10 r sehen Reihen auch nur von der Mächtigkeit des Kontinuums ist, ebenso wie 
die Menge der fortsetzbaren Reihen, die von jener ein Teil ist 

4) Literaturnachweise über die Verwendung des Begriffes der physischen Un
möglichkeit in der Wahrscheinlichkeitsrechnung finden sich bei E. C z u b er, 
I. c., S. 11-13; J. To d h u nt er, A History of the Mathematical Theory of Pro
bability from the Time of Pas c a I to that of La p I ace, 1865, S.262, 344. 

5) Nach O. Sterzinger, Zur Logik und Naturphilosophie der Wahrschein
lichkeitslehre, S. 39. 
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Gibt es wohl Elemente, denen B abgeht, ist also T ein echter Teil von 
M, 00 kann es bei unendlichen Mengen vorkommen, daß sich für die 
Wahrscheinlichkeit des Herausgreifens eines Elementes einer bestimm
ten Teilmenge der Grenzwert 1 ergibt. Nach Analogie mit dem früher 
besprochenen Falle nennt man solche Ereignisse physisch notwendig. 
Auch hier sollte man diese Bezeichnung nur auf solche Ereignisse an
wenden, deren Wahrooheinlichkeit den Grenzwert 1 hat, und es ist lo
gisch nicht zu rechtfertigen, sie auf oolche Ereignisse anzuwenden, deren 
Wahrscheinlichkeit sich von der Einheit um einen zwar Gehr kleinen, 
aber doch noch endlichen Wert unterscheidet. 

5. Die Voraussetzung der gleichen Möglichkeit der Fälle. 
Für die Rechnung ist die Voraussetzung der gleichen Möglichkeit 

der Fälle eine Annahme, die nicht weiter diskutiert werden kann. Han
delt es sich um eine Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
wirkliche Vorgänge, so muß diese Voraussetzung näher untersucht und 
auf ihre Berechtigung geprüft werden. Liegen Beobachtungen über die
Ergebnisse wiederholter Realisierungen sol~her Ereignisse vor, so wird 
man in der Übereinstimmung oder in dem Mangel an Übereinstimmung 
mit den nach den Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu gewär
tigenden Resultaten ein Mittel zur Beurteilung dieser Frage haben. In 
vielen Fällen liegan aber solche Erfahrungen nicht vor, und es wäre 
viel zu umständlich, solche zu sammeln, allein wir machen nichts
destoweniger die Annahme der gleichen Möglichkeit der Fälle mit ziem
licher Zuversicht. Wir gründen in diesen Fällen unsere Anschauungen 
über die Zufälligkeit der Ereigniss,e auf die Natur gewisser Prozesse, 
die eine Ausgleichung der Chanoen hervorbringen. Je nach den zu 
analysierenden Vorgängen werden diese Prozesse verschieden sein, und 
es wird demgemäß die Erklärung verschieden ausfallen. Wir wollen 
an einigen Beispielen zeigen, in welcher Weise man in gewissen Fällen 
zu einer Begründung der Annahme der gleichen Möglichkeit der Fälle
kommen kann. 

a) Das Mischen von Karten. Bei allen Kartenspielen wird die Vot
aussetzung gemacht, daß die Verteilung der Karten dem Zufalle über
lassen sei. Soweit die Wahrscheinlichkeitsrechnung in Betracht kommt, 
bedeutet diese Voraussetzung wesentlich, daß jede Karte an jeder Stelle 
gleich wahrscheinlich sein soll. Um die Verteilung der Karten nicht 
nur dem Willen des Teilers, sondern auch der Kenntnis der Spieler 
zu entziehen, bestehen gewisse Vorschriften für das Teilen, die wesent
lich darauf hinauslaufen, daß die Karten erst nach wiederholtem Mischen 
auszuteilen sind. Das Teilen der Karten selbst geschieht nach bestimm
ten Regeln, die ein weiteres Durcheinandermengen der Karten be
zwecken, jedoch hängt das Resultat bereits offenkundig von der durch 
das Mischen erzeugten Anordnung der Karten ab. Es handelt sich also 
darum, ob der Prozeß dee Mischens von der Art ist, da bei hinreichend 
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lange fortgesetztem Misohen alle Anordnungen der Karten gleich wahr
scheinlich sind. Hierzu wäre jedenfalls erforderlich, daß die Wahr
tlcheinlichkeit der verschiedenen Anordnungen von der vor dem Mischen 
bestehenden Anordnung unabhängig sind. 

Hand~lte es sich nur um eine einmalige Ausführung des Mischens, 
so wärc diese Annahme gewiß nicht zutreffend. Eine nähere Betrach
tung des Mischprozesses führt sofort zu der Überzeugung, daß hei ein
maliger Ausführung der Mischbewegung nicht nur nicht alle Anord
nungen der Karten gleiche Wahrscheinlichkeiten haben können, sondern 
gewiSISo Anordnungen überhaupt ausgeschlossen sind. Beim sogenannten 
Schneiden, das am raschesten ein gründliches Durcheinandermengen der 
Karten verbürgt, werden die Karten in zwei Päckchen geteilt, von 
denen keines zu klein sein darf, worauf die Karten des einen Päckchens 
zwischen die des anderen gepl'eßt werden. Besteht das Spiel aus s 
Karten und enthält das eine Päckchen i, das andere s - i Karten, so 
kann bei einem solchen Verfahren nach einmaligem Mischen keine jener 
Anordnungen erzeugt werden, bei denen eine der i ersten Karten vor 
einer der vorhergehenden erscheint, oder eine der s - i letzten Karten 
vor einer jener Karten zu liegen kommt, die vor dem Mischen an 
(i + l)-ter oder höherer Stelle standen. Die anderen gebräuchlichen Arten 
des Mischens hängen zu stark von individuellen Gewohnheiten des Tei
lers ab, um hier besprochen zu werden, Jedoch überzeugt man sich 
durch die Beobachtung stets leicht, daß bei einmaliger Ausführung 
der Mischbewegung das Erscheinen gewisser, sehr zahlreicher Anord
nunger. unmöglich ist. Daraus aber würde sich erg,eben, daß die Wahr
soheinlichkeiten der Anordnungen der Karten von der vor dem Mischen 
bestehenden Anordnung abhängen. Eine solche Sachlage würde es zwar 
nicht unmöglich machen, die Verteilung der Karten zum Gegenstand 
eines ZufaUsspieles zu machen, da hinreichendes Mischen jedenfalls 
eine Kenntnis der schließlichen Verteilung unmöglich macht, allein 
die Annahme der Gleichmöglichkeit dei' Fälle wÜI'de iht'e Bet'ochtigung 
verlieren, und es wäre schwer, die Resultate gewisser Beobachtungen, 
z. B. die Gaußschen Beobachtungen über Asse beim Whist, zu er
klären. Es wird sich zeigen, daß in der Vorschrift, die Mischung 
gründlich, d. h. hinreichend oft auszuführen, die Berechtigung der An
nahme der gleichen Möglichkeit der FäHe liegt, Wir werden dies be
weisen, indem wir zeig,en, daß naoh einer hinreichenden Anzahl von 
Mischungen jede Karte an jeder Stelle die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, 

Wir bezeichnen mit pi,k die Wahrscheinlichkeit, daß nach einmaliger 
Ausführung der Mischung die i-te Karte auf dem k-ten Platze liegt, Be
steht das Spiel aus s Karten, so ist 

Pt,1 + Pt,! + , .. + Pt,. = 1 
P2,t +P2,1 + ... + P2,.= 1 

P.,l +P,,2 +···+P.,.=1. 



16~ IV. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Die Werte dieser Größen hängen von den individuellen Gewohnheiten des: 
Teilers ab. Einige der pi,k können gleich Null sein, allein keine der Größen 
soll gleich Eins sein, so daß in jeder Zeile und in j-eder Kolonne mehr 
als ein Glied größer als Null ist. Die Summen dieser Größen sind 
gleich Eins, da sich die auf ein bestimmtes Element bezüglichen Wahr
scheinlichkeiten, sich auf einer der 8 Stellen zu befinden, auf 1 er
gänzen. Außerdem aber müssen Mch die Beziehungen 

PI,1 + P2,1 + ... + Ps,l = 1 

PI,2 + P2,2 + ... + Ps,! = 1 

PI,s + P2,s + '" + Ps,s = 1l 
stattfinden, da es gewiß ist, daß sich auf jeder Stelle eines der 8 Ele
mente befinden muß. Es sei nun PU die Wahrscheinlichkeit, daß nach 
n Mischungen das i-te Element der ursprünglichen Anordnung sich 
an der koten Stelle befinde und es soll gezeigt werden, daß mit wach
sendem n alle Größen 

yn1), p~n2)' '" p(n) 
t, t, ',' 

derselben Grenze zustreben, und da die Summe dieser Größen gleich Eins 

ist, muß diese Grenze den Wert.!. haben. 
s 

Da;, Element i kann in der noten Mischung an die kote Stelle kom
men, indem es in der (n-1)-ten Ziehung an die 1, 2, ... 8-te Stelle 
kam, wofür die Wahrscheinliehkeiten 

p(nl-ll, pln2-1l, '" p(n-l) 
t, t, t,S 

bestehen, und bei der nächsten Ziehung auf die k-te Stelle kommt, 
was mit den Wahrseheinlichkeiten 

Pl,k, P2,A, ... P.,k 
geschieht. Indem man k alle zulässigen Werte erteilt, ergeben sich 
die folgenden Gleichungen 

p~n) = p(n-l)1} + p(n-l)p + ... + p(n-I)p 
',1 t,l 1,1 ,,2 2,1 t,I 8,1 

p\n) = p\n.-I)p -+- p~n-l}p + ... + p(n-l)p • 
t,' 1,' 11 , I t,2 21 , t,I ',I 

Es sind also die Pti die mit den Gewichten PI.,U genommenen Durch
schnitte der p(nk-l). Da der Voraussetzung nach keine der Größen P;, ,.. 
gleich 1 ist, so 'iiegt jede der Größen P;~~ zwischen dem kleinsten und de~ 
größten Werte von P)~k-l). Ist also K(n-l) der kleinste und G(n-I) der 

größte Wert der P)7k- 1), so gilt für alle Werte von i und k 

K(n-I)< P(Tlk) < G(n-l) • . , 
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Die Wiederholung des Mischungsprozesses führt also einen Ausgleich der
Wahrscheinlichkeiten herbei, mit welchen das i-te Element an der k-ten 
Stelle zu erwarten ist. Wegen 

p(n) + p(n) + ... + p(n) = 1 
',1 ',2 t,I 

streben alle diese Größen der Grenze -~- zu, und man hat also 
8 

lim P(") = 2- (i = 1,2, ... 8). 
n=ao ',k 8 k=1,2, ... 8 

Bei hinreichend sorgfältigem Mischen ist die ursprüngliche Verteilung der 
Karten gleichgültig und die Annahme ist berechtigt, daß jede Karte an 
jeder Stelle gleich wahrscheinlich ist. 

Es ist klar, daß dieser Ausgleich der Wahrscheinlichkeiten um so rascher 
;-:or sich gehen muß, je weniger die Pl,,. voneinander verschieden sind~ 
Uber die Geschwindigkeit, womit die P~:'k ihrer Grenze zustreben, lassen 
sich ohne Voraussetzungen über die Pl,,. keine allgemeinen Aussagen 
machen. Es hängt also die Anzahl der Wiederholungen des Mischungs
prozesses , nach welchen die W ahrscheinlichkeiten als gleich angesehen 
werden können, von der Art des Mischungsprozesses ab. 

Die Karten eines Spieles bilden eine linoore Folge. und eine Zahl, 
die die Stelle der Karte bezeichnet, genügt, um die Lage dieser Karte 
festzulegen. Das Mischen der Karten besteht darin, daß die Karten 
durch irgendeinen mechanischen Prozeß neu geordnet werden, wobei 
jede Karte eine bestimmte Wahrscheinlichkeit hat, an einer gewiss-en 
Stelle zu liegen zu kommen. Man kann diesen Gedanken verallgemeinern 
und von einem Mischungsprozeß in allen jenen Fällen sprechen, in 
welchen eine lineare Folge von E1ement,cn durch einen Prozeß irgend
welcher Art neu geordnet wird und für j,edes Element der Folge eine 
gewiss'e Wahrs-cheinlichkeit besteht, in der neuen Anordnung an einer 
bestimmten Stelle zu stehen zu kommen. Dabe~ bezieht sich der Aus
druck "lineare Folge" auch für jene Fälle, in denen eine Gruppierung 
von Elementen im zwei- oder dreidimensionalen Raume in eine lineare 
Anordnung gebracht werden kann. Wir wollen dies an folgendem Bei
spiele zeigen: 

N ach den Anschauungen der kinetischen Gastheorie ist eine in ein 
Geiaß eingeschlossene Gasmenge ein Gemenge von in. diesem Raume 
eingeschlossene.n Molekein, und es wird angenommen, daß jede Ver
teilung der Molekel gLeich wahrscheinlich sei. Dies bedeutet zunächst, 
daß jedes Molekel an jeder Stelle des Raumes sich befinden kann, wi~ 
es schon aus der angenommenen freien Beweglichkeit der Molekel folgt. 
Außerdem bedeutet es, daß j·ede Konfiguration der Molekel gleich 
wahrscheinlich ist. Diese Annahme kann man in folgender Weise er
läutern. Die Gesamthe.it der Ortsveränderungen, die die :Molekel in 
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.einer kleinen Zeit erleiden, kann man als einen Mischungsprozeß an
oohen. Es sei der Raum würfelförmig, und wir wählen eine der Ecken 
als den Koordinatenursprung. Der Lage jedes Molekels ist <lann ein 
Zahlen tri pel (xyz) zugeordnet, und wir treffen die Verabredung, daß 
das Molekel K vor dem Molekel L kommen soll, denen die Zahlen 
(xy z) bzw. (x' y' z') zugeordnet sind, falls z < z'. Ist z = z', so kommt K vor 
L, falls y < ?I'. Sind z = z' und y = y', so kommt K vor L, falls x< x'. 
Gleichheit aller drei Zahlenpaare ist ausgeschlossen, da jedem Punkte 
ein und nur ein Zahlentripel entspricht, und es sind daher die Molekel 
in e'ine wohlgeordnete lineare Folge gebracht. Nach Verlauf einer klei
nen Z.eit wird eine andere Konfiguration vorliegen, und es hestehen 
für jedeR Molekel gewisse Wahrscheinlichkeiten dafür, daß es in der 
neuen Anordnung gewisse Plätzc einnimmt. Die Summe dieS'er Wallr
scheinlichkeiten ist Eins, und man kommt deshalb auf ein System von 
linearen Gleichungen, das mit dem auf S. 167 identisch ist. Seine Dis
kussion erg'ibt, daß nach hinreichender Wiederholung des Mischungs
prozesses, d. h. nach einer hinreichend langen Zeit, jedes Molekel die 
gleiche Wahrscheinlichkeit hat, auf irgendeiner SteUe der linearen An
ordnung zu stehen zu kommen. 

Bei Anwendung dieses Gedankenganges auf physische Prozesse ist 
der Umstand unbefriedigend, daß das Vorhandensein des Mischungs
prozessef; angenommen wird, während man sein Zustandekommen gerne 
aus den mechanischen Bedingungen des Systemes erkennen möchte. In 
manchen Fällen bewirken äußere Umstände eine Ausgleichung in der 
Verteilung der Partikel, z. B. wenn ein Flüssigkeitsgemisch umgerührt 
wird, und in anderen Fällcn führen innere Kräfte, wie Diffusion, diese 
Ausgleichung herbei. Auß:erdem zeigt die Erfahrung, daß ein Flüssig
keits- oder Gasgemisch schließlich eine gleichmäßige Zusammens.etzung 
~rhält, d. h. daß die verschiedenen Teilchen gleichmäßig verteilt sind. 
Auch so jedoch handelt es sich um eine Übertragung eines Erfahrungs
re.sultabes auf das der direkten Beobachtung nicht zugängliche Gebiet 
des Unendlichkleinen. 

H. Po i n ca I' e studi·crte den Mischungsprozeß bei Flüssigkeiten 
unter der Annahme, daß die Bewegungsgesetze der Molekel bekannt 
seien. Aus der Inkompressibilität der Flüssigkeit und aus dem U m
stande, daß für alle Punkte des Gefäßes die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit gleich Null sein muß., ergaben sich zwei weitere Glei
chungen. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein aus einem bestimmten Raum
teile v herausgegriffenes Molekel von einer bestimmten Art sei, ist 
dann durch eine gewisse Differentialgleichung definiert, und es handelt 
sich darum, zu zeigen, daß das Verhältnis der auf die Raumteile v 
und v' bezüglichen Wahrscheinlichkciten P und P' sich nach hinreich·end 
langer Zeit der Einheit nähere. Die Erfahrung zeigt, daß im all
gemeinen dieses Verhältnis ohne Rücksicht auf die anfängliche Vör
teilung S'ich der Einheit nähere, allein es ist Po i n c are nicht gelungen, 
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die Aufgabe allgemein zu lösen. Immerhin konnte er zeigen, daß in 
ge,,,issen Fällen die Annahme einer gleichförmigoo Endverteilung be
stimmt nicht zutreffend ist. 

b) Das Stoßspiel. Mit diesem Worte bezeichnet man nach v. Krieß 
ein Spiel, wobei eine Kugel durch einen nicht zu schwachen Antrieb 
in Bewegung gesetzt wird und gezwungen ist, sich in einer Rinne 
zu bewegen. Die Rinne ist in eine Anzahl schwarzer und weißer Streifen 
eingeteilt und die Breite der einzelnen Streifen ist gegenÜber der Länge 
des von der Kugel zurückgelegten Weges sehr klein. Man mißt die 
Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel auf einem weißen bzw. auf einem 
schwarze.:n Streifen zur Ruhe kommen werde, durch die Summe der 
Länge.:n die&er Streifen, setzt sie also im Falle der Gleichheit aller 
Streifen gleich}· Es ist die Berechtigung dieser Annahme näher zu 
untersuchen. 

Läßt man von einer Person eine größere Anzahl solcher Versuche 
ausführen und registriert die erzielten Stoßweiten, so bemerkt man, 
daß die Resultate zwar von Person zu Person verschieden sind und 
auch je nach den erteilten Instruktionen schwanken, daß aber in keinem 
F.alle alle Stoßweiten g1eich wahrscheinlich sind. Numeriert man also 
die Streifen mit den Zahlen 1,2, .. . n, 00 werden in einem solchen Spiele 
nicht alle Zahlen die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Die relativen 
Häufigkeiten, mit denen sich zwei Zah1en einstellen, unterscheiden sich 
um so weniger, je näher die beiden Zahlen beieinander liegen. Gewisse 
mittlere Zahlen kommen am häufigsten vor, während die höchsten und 
niedrigsten Zahloo am seltensten auftreten. Betrachtet man di~ Wahr
scheinlichkeit eines Stoßes als Funktion rp(l) seiner Länge 1, so wird, 
eine Kurve wie in Fig. 2 diese Funktion darstellen. Die Tatsache,. 
daß bei solchen Versuchen auch manChmal mehrgipfelige Kurven zur 
Beobachtung kommen, ist für uns ohne Bedeutung, da in den weiteren 
Überlegungen nur die Stetigkeit und Differentiierbarkeit von rp (1) voraus
gesetzt werden. 

In Fig. 2 (S. 90) sind die weißen und schwarzen Streifen durch 
weiße bzw. schwarz,e Flächenstreifen angedeutet. Die Grenzpunkte der 
Streifen seien ao, a1 , ••• an. Da die Streifen abwechseln und in gleicher 
Anzahl sein sollen, so muß n eine gerade Z.ahl sein. Die Wahrschein
lichkeit' daß die Kugeln im Intervalle a kak+l zur Ruhe komme, ist 

d. h. sie ist durch den zwischen der Strecke akak + 1 und der die Funktion 
darstellenden Kurve liegenden Flächenstreifen gegeben. Die Wahrschein
lichkeiten, daß die Kugel auf einem weißen bzw. einem schwarzen Streifen 
zur Ruhe kommen werde, sind also 

Urban, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 12 
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aU+1 

W.~ ~.~(l)dl 
aSI< 

W, ~.~ .~(l)dl. 
"2k-1 

Betrachtet man die zwei benachbarten Streifen au _ 1 au und auau + 1, so 
hat man nach dem Mittelwertsatze 

aSI< 

Jrp(l)dl = (aSk - aU _ 1)rp(;u) = durp(;u) 

"llA:+l 

Jrp(l)dl = (a21< + 1 - a2 ,)rp(;21< 1-1) = d2k +1 rp (;2k+J 
"u 

Die Stetigkeit der Funktion rp(l) verlangt, daß 

I rp (l + h) - rp (l) I < E, 

woraus folgt, daß die Streifen so schmal gemacht werden können, daß der 
Unterschied 

I rp(;2k+ 1) - rp(;u) I 
beliebig klein wird. Setzt man diese Größen gleich (tk, so erscheinen die 
Wahl'lSCheinlichkeiten weißer bzw. schwarzer Streifen in doer Form 

" S 

W,== ~"kdsk' 
"=0 

Sind die weißen und schwarzen Intervalle von der gleichen Länge 

d1 = ~ = ... = dn -1 = d1 

ds = d4 == ••• = dn = d" 
so ist 

n 
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und 
Ww : W,=d1 :ds, 

d. h. die Wahrscheinlichkeiten verhalten sich wie die Intervalle. In 
dem speziellen Falle der GI·eichheit der Intervalle folgt hieraus 

W w = Ws=-~' 
Gibt man der Rinne die Gestalt eines Kreises und macht die Inter

valle von gleicher Länge, so hat man das gewöhnliche Roulettespiel 
vor sich. Bei diesem verlangen die Regeln des Spieles, daß die Kugel 
mit einer solchen Kraft in Bewegung gesetzt werde, daß sie die ganze 
Rinne mehrmals durchlaufe, bevor sie zur Ruhe kommt. Hierdurch wird 
eine weitere Ausgleichung der Ohancen erzielt. Es sei k der Umfang 
des Kreises und n die Zahl der Intervalle. Die Wahrscheinlichkeit, daß 
ein bestimmtes Intervall i herauskomme, ist 

ai+1 ai+n+l ai+Sn+1 

W; ffJJC0dl + ffJJel)dl + ffJ!(l)dl+ .... 

Diese Wahrscheinlichkeit ist für das Nachbarintervall 

ai+2 ai+n+2 ai+2n+2 
WH1 - ffJJCl)dl +ffJ!(l)dl + ffJ!(l)dl + .... 

Der Unterschied zwischen diesen heiden Wahrscheinlichkeiten stellt sich 
dar als eine Summe von Differenzen von der Form 

ai+kn+1 ai+kn+2 
uk = f fJ! (l) dl-.[fJJ (l) dl. 

ai+k" ai+kn+l 

Wegen der Stetigkeit der Funktion fJ! (l) nähert sich der Ausdruck 

u~ = (aiH,,+1 - ai+k .. )fJ!(n - (ai+k"+s - aiHn+1)fJ!(~") = 

= a[fJ!(r) - fJ!(r')] = 0 

falls das Intervall d hinreichend klein gewählt wird, der Null als 
Grenze. Der Unterschied zwischen den heiden Wahrscheinlichkeiten ist 
kleiner als die Summe der absoluten Beträge der Differenzen, da einige 
derselben positiv, andere negativ sein müssen. 

Man erkennt leicht, welche Rolle in dieser Ableitung die Voraus
setzung der Stetigkeit der Funktion fJ!(l) spielt: Sie ermöglicht den Ansatz 

d fJ! (n = d fJ! (~") 
für benachbarte Teilbereiche. Man wird also dieselben Überlegungen 
mit sachgemäßer Änderung überall dort anwenden und auf die den 
Ereignissen unterliegenden W ahrscheinlichkeiten schließen können, wo 
das Bereich einer stetigen Funktion in eine Anzahl hinreichend kleiner 
Teilbereiche zerlegt wird. Wegen der großen Allgemeinheit der über 

12-
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die Funktion cp Cl) gemachten Annahmen wird man erwarten können, 
&olche Verhältnisse sehr häufig anzutl1eff.en, und hierin kann man eine 
Erklärung dafür finden, daß wahrscheinlichkeitstheoretische Probleme 
III den verschiedensten Erfahrungsgebieten angetroff~n werden. 

Die Länge des Intervalles, für welches der Ansatz 

möglich ist, hängt von der Natur der Funktion cp(0, insbesondere von 
der Raschheit ihrer Veränderlichkeit. ab. Es ist in diesem Zusammen
hange vielleicht wünschenswert, eine Bemerku-ng über die Bedeutung 
der Vorschrift zu machen, daß der Antrieb, mit welchem die Kugel 
in Bewegung gesetzt wird, nicht zu klein sein darf. Man gewinnt 
dadurch eine Einsicht über den Unterschied zwischen Zufallsspielen und 
gewissen Geschicklichkeitsspielen, bei denen der Zufall je nach der 
Geschicklichkeit des Spielers einen mehr oder weniger großen Ein
fluß hat. Instruiert man den Spieler dahin, die Kugel mit der Ab
sicht in Bewegung zu setzen, einem gewissen Punkte möglichst nahe
zukommen, S'O werden die erzielten Stöße ebenfalls über ein gewisses 
Intf:rvall verteilt sein, innerhalb dessen der Spieler den Impuls nicht 
kontrollieren kann. Die Breite dieses Intervalles hängt von der Ge
schicklichkeit des Spielers ab, ist aber unter gleichen Bedingungen um 
so größer, je größer die Entfernung des Zieles ist. Für verschiedene 
Spieler ist also qy(l) verschieden. Setzt der Spieler die Kugel mit der 
Absicht in Bewegung, sie innerhalb eines gewissen Intervalles zur Ruhe 
kommen zu lassen, so wird das Resultat dasselbe sein, als ob die Mitte 
des Intervalles der Zielpunkt g,ewesen wäre. Bei gegebener Breite des 
IntervaUes gibt es für jeden Spieler eine gewisse Distanz, für welche 
er die Kugel nicht mehr mit Sicherheit innerhalb des Intervalles zur 
Ruhe bringen kann. Je g,eringer die Breite des Intervalles ist im Ver
hältnisse zur Breite der Streuung, um so geringer wird. die Wahr
scheinlichkeit eines glücklichen Stoßes od,er, wie man sich ausdrückt, 
desto größer der Einfluß des ZufalLes auf das Resultat des Spieles. 
Die Spielregel, die Kugel mit einem starken Antriebe in Bewegung 
zu setzen, hat also den Zweck, den Spieler daran zu hindern, ein he
stimmtea Resultat absichtlich herbeizuführen. Wären die Intervalle so 
groß, daß bei Vorhandensein einer ~wiSISen Gesohicklichkeit das gan~e 
Gebiet der Streuung in einen stolchen Streifen fiele, so hat das Spiel 
den Charakter eines Zufallsspieles verloren und ist ein Geschicklichkeits
spiel. Ein Stoßspiel dieser Art ist das Golf, bei dem 8S sich darum 
handelt, einen Ball innerhalb eines gewissen Gebietes zur Ruhe kom'man 
zu lassen. Je nach der Entfernung ist das Ziel größer oder kleiner, 
jedoch so, daß bei richtiger Ausführung des Schlages der Ball sicher 
innerhalb des angezeigten Gebietes zur Ruhe k'Om'mt. Besitzt der Spieler 
die vorausgesetzte Geschicklichkeit nicht, S'O hat der Zufall uinen grö
ßeren 'Oder kleineren Einfluß auf den Ausg.ang des Spieles. 
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c) Verteilung der Ziffern in den Logarithmen. Aus der Menge 
aller Zahlen von 1 bis N wird eine Zahl nach dem Zufalle heraus-
gegriffen. Welches ist die W,ahrscheinlichkeit, daß der Logarithmus 
dieser Zahl auf der k-ten DezimalstelLe eine bestimmte Zahl, z. B. also 
eine Null, habe? Ist N hinreichend gf\Oß und handelt es sich um eine 
höhere Dezimalstelle, so wird man ohne weiteres geneigt sein, die Wahr
scheinlichkeiten aller Ziffern als gleich anzunehmen und mit dem Werte 
1/10 anzusetzen. Wie läßt sich dieses Vorgehen rechtfertigen? 

Bei näherem Zusehen zeigt sich sofort, daß die Annahme der glei
chen Wahrscheinlichkeit der Ziffern gewisse Voraussetzungen über k 
und N enthält. Man sieht dies sofort, falls man N = 109 und k = 0 
macht, d. h. wenn man sich auf die Charakteristik bezieht. In diesem 
Falle ist 

10 - 1 = 9 das Gebiet der Ziffer 0, 

100 - 10 = 90" " " " 1 , 

und allgemein hat das Gebiet der Ziffer x die Länge 9 ·lOx. Es sind also 
die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ziffern durchaus nicht gleich, son
dern die Wahrscheinlichkeit der Ziffer x ist 10 mal so groß wie die der 
Ziffer x -1. Diese Bemerkung läßt sich verallgemeinern. Wählt man N 
so, daß log N = 10-", so sind die W ahrscheinlichkeiten der einzelnen Ziffern 
auf der (n + 1 )-ten Dezimale verschieden, und es ist 

W~+I) = IOW~n!11). 

Die Wahrscheinlichkeiten der Ziffern hängen also in gewisser Weise 
von N und k ab. 

Wir führen für die Einheit,der k-ten Dezimalst,elle die Bezeichnung 

logp = lO-k 

ein und nehmen an, daß 

IOn logp = log N. 

Eine Null auf der 7c-ten Dezimale haben die Logarithmen in den Inter
vallen 

Obis lO-k 

1·10-(k-l) " I.IO-(k-l)+10-k 

2·10-(k-l) " 2.10-(k-l) + lO-k 

1·10-(k-!) bis 1·IO-(k-2) + lO-k 

1.10-(k-2)+ 1.10-(k-l) " 1.10-(k-2)+ 1.10-(k-l)+ lO-k 

1.10-(k- 2) + 2. lO-(k-l) " 1.10- (k- 2) + 2 .10-(k-l) + lO-k 

Ähnlich lasISen sich die Intervalle der anderen Ziffern anschreiben. 
Diesen Logarithmen entsprechen die Zahlen: 
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1 p pi pS ... p9 p10 

pU pli p1S ... p19 p20 

pU pli piS .'. p~9 })80 
.... ,. ...... . . . . . 

p10n-9 p1o..-S p10n-7 ..• p1o..-1 p10". 

Diese Zahlen grenzen die Intervalle ab, innerhalb welcher die Zahlen 
auf der k-ten Dezimale des Logarithmus eine Nulle haben. Die Inter
valle selbst sind 

p-l p(p-l) pl(p-l) ... p9 (P-l) 
p10(p-l) p11(p -1) pll(p_l) ... p19(p -1) 
p'0(p_1) pll(p-1) p!l{JJ-1) ... p'9(P_1) 
. . . . . . . . . . . . . . . ......... . ......... 
plOIl-10(p_1) plOa-9(p -1) p1011-8(p -1) ... }J10"-1(p - 1). 

Bezeichnet man die Summe dieser auf die Ziffer x bezüglichen Inter
valle mit S%, so ist 

plO"_l 
S%=y(p-1) 10 . 

p -1 

Die Wahrscheinlichkeit der Ziffer x ergibt sich dann nach der Formel 

s% 
W%== ~s 

% 

und da p101l_l =N -1, so ist 

~ S == (p-l)(N-1). plO_ !=N-1 
~ % plo_1 p-1 

und man hat 

Wo=;o \' Wl=~(~=!)' WI=P;~!=2,··· 
Da p stets größer als 1 ist, 80 ist 

W%_l< W%< W%+l 
und die Wahrscheinlichkeit der Ziffer 9 ist stets am größten. Nähert 
sich p der Grenze 1, d. rr. wählt man die Dezimalstelle hinreichend 
hoch, so wird der Ausdruck für W % unbestimmt, allein es ist 

li % p-1 li (x+t)p%_Xp.,-l 1 
mp -10--= m 9 =-. 

1'=1 P -1 tOp 10 

Es nähern sich also die Wahrscheinlichkeiten aller Ziffern der Grenze i~' 
Man sieht leicht, daß sich diese Aufgabe in folgender Weise ver

allgemeinern läßt: Aus der Menge aUer Zahlen zwischen NI \lnd N 2 

wird nach dem Zufalle eine Zahl x herausgegriffen. Welches ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß Y = f (x) auf der k-ten Dezimalstelle eine be
stimmte Zahl, z. B. also eine Null, hat? Ist die inverse Funktion x = q>(y), 
so genügen die Werte in den Intervallen 
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cp t~k) - cp(O) 

cp tO!-l + l~k) - cp (l~k) 

cp tO:-l + l:k) - cp (10=-1) 

dieser Bedingung, auf der k-ten Dezimale eine Null zu haben. Ähn
lich bestimmen sich die Intervalle der anderen Ziffern. Es handelt 
sich also darum, ob die Summen 

zu derselben Grenze konvergieren. Es sind dies nun lauter Summen 
von der Form 

~[cp (a+ ~k) -cp (a+ \/)J (l= 1,2, ... 9). 

Der Unterschied zwischen zwei Summen BA1 und BA' wird gleich 

~[cp (a;+ :~k) - rp (a;+ \Ok 1) - cp (ai + 1J.~k) + cp (ai + \Ok l)J 
sein. Es verlangt nun die Stetigkeit von rp, daß A. so gewählt werden 
kann, daß 

I rp (ai + 1J.~k) - cp (a;+ \-;1) I< E1 

I rp (ai + 1J.~k) -rp (a;+ 1.110/) I< Ei' 

weshalb die Differenz BA1 - BA' die Null zur Grenze hat. Hieraus aber 
folgt, daß die Wahrscheinlichkeiten aller Ziffern auf hinreichend hohen 
Dezimalstellen gleich sind. 

Oharakteristisch für diese Aufgabe ist, daß das Bereich der Ar
gumentswerte einer stetigen Funktion in eine große Anzahl von Teil
bereichen zersplittert wird, in denen die Funktionswerte gewisse Be
dingungen erfüllen, worauf dann die Bereiche, in denen die Funktion 
die gleiche Bedingung erfüllt, ver,einigt werden. Die vorliegenden Unter
suchungen lassen erkennen, unter welchen Umständen über die Maße 
der so entstandenen Teilbereiche eine Aussage möglich ist. Offensicht
lich das gleiche Problem liegt vor in dem Beispiele vom Eintreffen der 
Vormittagsflut an einem bestimmten Punkte und in einem gewissen Vier
tel der Stunde. Hier wird das Gesamtg-ebiet der Variablen in 12 Teile 
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geteilt, die jeder in vier getrennte Gebiete zerfallen, von welchen jedes 
die einem der vier möglichen Ergebnisse günstigen Fälle enthält. Wäre 
die Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten bei dieser Viertelteilung noch 
nicht erreicht, so könnte man auf kürzere Teilintervalle, z. B. gerade 
und gerade Minuten zurückgehen. Ähnliches gilt auch vom Würfel
spiele. 

Der Beweis bezieht sich nicht auf Beispiele, wo die Zahl der mög
lichen Fälle unendlich ist. Erfüllen einzelne Fälle endliche, andere aber 
unendlich kleine Teilgebiete, so braucht ein Ausgleich der Ohancen nicht 
einzutreten. Dies ist in dem folgenden Beispiele der Fall. 

d) Wabrscbeinlichkeiten bei Kettenbrncbentwicklnngen. Aus der 
Menge der Irrationalzahlen zwischen Null und Eins wird eine Zahl M 
herausgegriffen und in einen Kettenbruch 

M= _i __ 
i 

a1 +---1 
a2 +--

as +. 

entwickelt. Gefragt wird nach den Wahrscheinlichkeiten, daß an ~ k, bzw. 
an = k ist. Vorausgesetzt wird, daß in dem Intervalle zwischen Null und 
Eins alle Zahlen gleich wahrscheinlich sind. 

Da die Wahrscheinlichkeit des Herausgreifens einer Rationalzahl 
aus der Menge aller Z,ahlen zwischen Null und Eins gleich N 1111 ist, so 
ist das Problem gleichbedeutend mit der Aufgabe, die angegebenen 
Wahrscheinlichkeiten bei Kettenbruchentwicklungen zu untersuchen, 
falls die Zahl M aus der Menge aUer Zahlen zwischen Null und Eins 
nach dem Zufalle herausgegriffen wird. 

Die Voraussetzung, die Zahlen zwischen Null und Eins seien gleich
wahrscheinlich, ist nur eine der verschiedenen möglichen Arten, diese 
Aufgabe bestimmt zu machen. Man könnte auch Voraussetzungen über 
die Wahrscheinlichkeiten einführ,en, mit welchen die natürlichen Zahlen 
in den Teilnennern auftreten, und v,erlangen, daß die Wahrscheinlich
keit des Auftretens von M als Funktion dieses Wertes darges'tellt wird. 
Die eine Fragestellung hat VQI' der anderen nur das voraus, daß es 
Probleme gibt, bei denen die Vor.aussetzung der gleichen Wahrschein
lichkeit aller Z,ahlen zwischen Null und Eins als die naturgemäß.e An
nahme erscheint. 

Jeder der Teilnenner ai kann sämtliche natürliche Zahlen als Werte 
annehmen. Da der Kettenbruch als unendlich zu denken ist, so han
delt es sich um eine abzählbar unendliche Menge von Wiederholungen 
eines Versuches, bei dem eine abzählbar unendliche Menge VQn Fällen 
möglich ist. Die Menge der Kettenbrüche ist also von der Mächtig
keit des Kontinuums, da sie die Belegungsmenge einer abzählbar un
endlichen Menge auf sich selbst ist. 
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Die Wahrscheinlichkeit, womit die einzelnen Zahlen im Teilnenner ai 

vorkommen, hängt vom Stellenzeiger i ab. Soll der erste Teilnenner gleich 
k sein, so ist M von der Form 

1 
M = k+ co (O<ro< 1) 

und liegt in dem Intervalle (k ~ l' ~), dessen Länge k(k ~ 1) ist. Be

zeichnet man mit Wen, k) die Wahrscheinlichkeit, daß an 2k und mit 
D (n, k) die Wahrscheinlichkeit, daß an = k ist, so hat man 

Soll der zweite Teilnenner g1eich k sein, so ist M von einer der 
folgenden Formen 

111 
l' l' l' 

l+ k + co 2+ k + co 3+ k + co 

(0 < ro < 1). 

Diesen entsprechen die Intervalle 

( k k + 1) (k k + 1 ) 
k+ l' k+ 2' 2k+1' 2.k+3 ' 

mit den Längen 
1 1 1 

(k+1)(k+2)' (2k+1)(2k+3)' (3k+1)(3k+4)' '.' 

Dio auf den zweiten Teilnenner bezüglichen Wahrscheinlichkeiten sind 
demnach 

Die auf den n-ten Teilnenner bezüglichen W,ahrscheinlichkeiten sind 

D(n,k)=~~ ... ~ 
a 1 a2 an - 1 

'" 
W(n,k) = ~ D(n,).). 

A=k 

Mit dem Ausdrucke, daß die Wahrscheinlichkeit des Auftretens un
endlich großer Zahlen im n-ten Teilnenn,er gleich Null sei, wollen wir 
folgende Bedeutung verbinden. Gegeben sei eine beliebige kleine Zahl E. 

Kann man zu jedem Werte von E eine natürliche Zahl G finden von der 
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Art, daß die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Zahl Z> G im 
n-ten Teilnenner kleiner als E, so sagen wir, die Wahrscheinlichkeit des 
Auftretens unendlich großer Zahlen sei in diesem Teilnenner gleich Null. 

Man grenzt um den Punkt Null in positiver Richtung ein Intervall 

von der Länge E ab und bezeichnet mit G = [ ~ ] die größte ganze Zahl 

in~. Die Wahrscheinlichkeit, daß eine aus der Menge aller Zahlen nach 
E 

dem Zufalle herausgegriffene Zahl im ersten Teilnenner ihrer Kettenbruch
entwicklung eine Zahl kleiner oder höchstens gleich G stehen habe, ist 
größer als 1 - E und nähert sich mit abnehmendem E der Einheit als Grenze. 

Um die gleiche Überlegung hinsichtlich des zweiten Teilnenners 
durchzuführen, grenzt man um die Punkte 

1 
k (k = 1,2, ... G) 

Intervalle von den Längen 

1 1 e 
k-k+E =k(k+B) 

ab. Außerhalb dieser Intervalle liegt dann kein Punkt, der einer Zahl 
entspricht, in deren Kettenbruchentwicklung wooer im ersten noch im 
zweiten Teilnenner eine Zahl größer als G auftritt. Die Summe dieser 
Intervalle ist 

und nähert sich mit abnehmendem E der Grenze Null, gleichgültig wie 
groß G ist. 

Man kann das Resultat für die höheren Teilnenner in folgender 
Weise vorwegnehmen. Durch das Fortschreiten zu dem nächsthöheren 
Teilnenner wird eine neue Menge konstruiert, die sämtliche Punkte der 
früheren Menge zu Häufungspunkten hat. Jede Menge ist demnach 
die. Ableitung der nächsthöheren Menge. Da von der Menge ausge
gangen wird, die einen einzigen Häufungspunkt (die Null) hat, so 
kommt man auf diese Weise zu Mengen, die den Inhalt Null haben. 
Bei jedem Teilnenner mit endlichem Stellenzeiger hat demnaoh das 
Auftreten unendlich großer Zahlen die Wahrscheinlichkeit Null. 

Dem Auftreten jeder der Zahlen kleiner als G kommt eine gewisse 
endliche Wahrscheinlichkeit zu. Wir wollen nun untersuchen, ob diese 
Größen denselben Werten zustl'eben. Die tatsächliche Berechnung der 
Summen in den Formeln für die Größen D und W wäre Slehr schwierig, 
allein man kann nach den Angaben von V. B run du:r;ch die folg,en
den Überlegungen Grenzen für diese Werte angeben. Die möglichen 
Fälle sind durch Intervalle von der Form 
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1 1 

---,-1----

a +------
1 a2 + .. 1 .+-

an 

gegeben, UBd ihre Summe, erstreckt über alle Indizes, muß gleich 1 sein, 
da sie das Intervall (0,1) erfüllt. Jedes dieser Intervalle enthält ein dem 
Falle an +1 = k, bzw. a"+l ~k günstiges Intervall. Es sei m die Länge 
eines der möglichen Intervalle und 9 die des entsprechenden Intervalles 

der günstigen Fälle. Das Verhältnis JL ist dann die Wahrscheinlichkeit, m 
daß der (n + 1 )-te Teilnenner gleich k ist, wenn die vorhergehenden Teil
nenner bestimmte Werte angenommen haben. Es sind nun die absoluten 
Werte 

1 1 
m= 

1 1 g= 
1 

a1 + -+--;-----
a! • .+ 1 --1c-

a"+T 

1 
a1 + + a, .. 1 

·+----1-
a,,+ k+ 1 

Bezeichnet man nun mit P" und Q" den Zähler und Nenner des n-ten 
Näherungsbruches und beachtet die Beziehung 

I P"Q"_1-Pn_ 1 Qnl=1, 
so findet man 

/P,,+Pn-1 Pnl 1 
m=IQ,,+Qn_l-Q~,=Q .. (Qn+Qn_l) 

I kP,,+Pn_ 1 (k+1)Pn +P"_1! 1 

g=1 kQ .. +Q"_l -(k+1)Qn+Q"_1 = (kQn+Q,.._1)[(k+1)Qn+Qn_d· 

Die Wahrscheinlichkeit !L ist m 

(k + Q" -1) (k + 1 + ~n--~~) , 
Qn Qn -

wobei die Beziehung gilt 

QQ~l < 1. 

Ersetzt man den Bruch zuerst im Zähler durch 1 und im Nenner durch 
Null, und hierauf im Zähler durch Null und im N,enner durch 1, &0 
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ergibt sich die Ungleichung 
2 g 1 

k(k + 1) > m > (k + l)(k + 2) 

Diese Ungleichung gilt für die Wahrscheinlichkeiten hinsichtlich aller 
Intervalle, weshalb sie auch für D(n,k) und deshalb auch für W(n,k) 
gelten muß. Man hat also auch . 

2 1 
k (k + 1) > D(n,k) > (k + l)(k + 2)' 

2 1 
T> W(n,k»k+l' 

Die Wahrscheinlichkeiten, mit welchen die einzelnen Zahlen in den 
Teilnennern erscheinen, nähern sich also nicht derselben Grenze, und 
man kann zu einer Z,ahl k stets eine andere Zahl k' SIO wählen, daß die 
beiden Wahrscheinlichkeiten bestimmt verschieden sind. 

Die Frage nach den Wahrscheinlichkeiten, mit welchen die natür
lichen Zahlen in der Kettenbruchentwicklung einer aus der Menge aller 
Zahlen zwischen Null und Eins nach dem Zufalle herausgegriffenen 
Zahl auftreten, heißt das Problem von Gy I den. Dieser stieß auf 
diese Aufgabe im Zusammenhange mit den folgenden überlegungen. 
In der La p 1 ace schen Theorie der analytischen Darstellung planetari
scher Störungen handelt es sich um die Konvergenz oder Divergenz von 
Reihen, die, abgesehen von periodischen Gliedern, die Form haben 

""' 2 2 'n ~ Sn an+1 E , 

wobei E < 1 und die Größen a und s aus der Kettenbruchentwicklung des 
Verhältnisses der mittleren Bewegungen der Körper stammen. Man er
kennt ohne weiteres, daß die Zahlen a so gewählt werden können, daß die 
Reihe divergiert. In der Tat braucht man, um den Fall der Divergenz zu 
erhalten, nur an+1 = b'n zu setzen, und für b die kleinste ganze Zahl zu 

wählen, deren Quadrat größer ist als ~. 
E 

Konverg,enzbetrachtu~en über diese Reihen sind nicht. ganz leicht, 
weil der Exponent s nicht alle natürlichen ZaMen, sondern nur eine 
gewisse Teilmenge derselben durchläuft. Auch ohne solche U ntersuchun
gen kann man aber leicht erk.ennen, daß es in der Umgebung jedes ratio
nalen Punktes zwischen Null und Eins Konvergenz- und Divergenz
steIlen geben muß. Da die Kettenbruchentwicklung einer Rationalzahl 
nur eine bestimmte endliche Anzahl von Teilnennern enthält, so kann 
man eine Irrationalzahl nach Belieben so definieren, daß die ersten 
n Teilnenner mit jenen d-er Rationalzahl übereinstimmen, die folgenden 
TeilnenneT aber den Fall der Konvergenz oder der Divergenz C'rgebe!Il. 
In dem Intervalle zwischen Null und Eins liegen also die Divergenz
und die Konvergenzstellen der Reihe überall dicht. 

Soll die Reihe divergieren, so müssen die Zahlen a jedenfalls sehr 
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rasch wachsen, und da keines der a unendlich werden kann, so muß 
es eine unendliche Zahl sehr groß,er Teilnenner geben. Durch diese Be
dingung sind aber die Zahlen festgelegt, die sich von Rationalzahlen 
nur sehr wenig unterscheiden können. Gy I den stellte sich auf den 
Standpunkt, daß für das Verhältnis der mittleren Bewegungen alle 
Werte zwischen Null und Eins gleich wahrscheinlich sind, und unter
suchte die Wahrscheinlichkeit, daß eine nach dem Zufalle herausge
griffene Zahl den Fall der Divergenz ergibt. Für diese Wahrschein
lichkeit findet sich der Wert Null, d. h. daß man keinen Divergenz
punkt antreffen wird, es sei denn, daß man ihn suche. 

Da die Zahl für das Verhältnis der mittleren Bewegung aus Be
obachtungen stammt, so ist sie nur mit beschränkter Genauigkeit ge-

geben und hat notwendig die Form m. Die Frage der Divergenz der n 
Reihe hat 'alSO nur theoretischen Wert. Dieser Umstand ließ es aber 
Gy I den nicht weniger wünschenswert erscheinen, nach Rechnungs
methoden zu suchen, bei denen eine solche Möglichkeit der Divergenz 
überhaupt nicht besteht. Mathematische Methoden müssen allgemein 
und ausnahmslos gelten, und man darf keine Rücksicht darauf nehmen, 
daß di,e möglichen Ausnahmen nur sehr selten sind. So kommt es häufig 
vor, daß eine Funktion auch auf der Berandung ihres Konvergenz
bereiches konvergiert mit Ausnahme einer endlichen oder abzähl bar un
endlichen Menge von Punkten. Trotzdem die W·ahrscheinlichkeit des 
Divergenzfalles Null ist, so pflegt man doch die Berandung !'leibst nicht 
mehr zum Konvergenzbereich der Funktion zu rechnen. 

Das Überraschende des Problems liegt darin, daß die Wahrschein-
1ichkeit für das Herausgreifen eines Elementes einer bestimmten Menge 
gleich Null ist, trotzdem die Menge der günstigen Fälle überall dicht 
ist. Ähnliche Verhältnisse ergeben sich bei der folgenden Aufgabe. 
Durch den Punkt 0 ,einer negativ gekrümmten Fläche wird in beliebiger 
Richtung' die geodätische Linie ge~ogen. Welches ist die Wahrschein-
1ichkeit' daß diese Linie ins Unendliche verläuft. N ach den U nter
suchungen von Hadamard ist jede durch 0 g~hende, ins Unendliche 
v·erlaufende Linie von einem Kontinuum g·eodätischer Linien umgeben, 
die dieselbe Eigenschaft haben. Umgekehrt reicht jede Änderung, wie 
klein sie auch sei, in der Richtung einer im Endlichen verbleibenden 
geodätischen Linie hin, um eine beliebige Änderung ihres Verlaufes 
zu erzeugen. ,EIS ist also die W.ahrscheinlichkeit einer im endlichen 
Abstande von 0 verbleibend'Üll geodätischen Linie bei beliebiger Wahl 
der Anfangsrichtung gleich Null. 

Wie in so manchen ,anderen FäHen, wurde die Veröffentlichung des 
handschriftlichen Nachlasses von Gau ß auch dem Prioritätsansp~'uche 
Gyldens gefährlich. Unter dem Datum vom 25. Oktober 1800 findet 
sich in dem wis8'Üllschaftlichen Tagebucho der Vermerk, daß Gau ß die 
Lösung einer Aufgabe über W:ahrschcinlichkeiten bei Kettenbruchent-
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wicklungen gelungen sei. Herr Schlesinger fand dann die bezüg
lichen Ausführungen in den nachgelassenen Schriften, die sich auf das 
Jahr 1798 beziehen. Der Gedankengang ist wie folgt: 

Es sei M eine aus dem Intervalle von Null bis Eins nach cl-em Zu
falle herausgegriffene Zahl M, für die alle Werte gleich wahrscheinlich 
sind. Die Zahl wird in einen Kettenbruch entwickelt 

1 
M=----:-l-

a1 +a;- + 

wobei die a natürliche Zahlen sind. Gefragt wird nach der Wahr
scheinlichkeit' daß der Wert des Kettenbruches 

1 
1 

an+1 + a--+ 
n+l! 

zwischen 0 und x liege. Es ist dies in unserer Bezeichnung W (n+ 1, x), 
für weluhe Gau ß eine Rekursionsformel ableitet. 

Es ist 

) ~ ~ "'" IPn Pn + XPn_ 1 ! "'" "'" ~ x 
W(n,x = ~ ~ ... + Qn - Qn+ x Qn-1 =>= +~ ... .f' Qn(Qn+ xQn-1)' 

1 2 nil! n 

woraus wegen 
Q,,+l = a,,+l Qn + Qn-1 

der nauhstehende Ausdruck folgt 

W(n+1x)=~~",~ x . 
, a a a (an +1 Qn + Qn_1)(an +1 Qn + Qn-l+ x Qn) 

1 2 n +1 

Diese Summe läßt sich auch folgendermaßen schreiben: 

Diese beiden Ausdrücke sind beziehungsweise W(n, ~) und W(n, r-~ x), 
und man erhält 

W(n+ 1,x)= i {W(n, ~) = W(n'a~x)}' 
Diese Formel benützte Gauß im Jahre 1798, um einige Werte 

von W (2, x) zu berechoon. Diese Arbeit gab er aber bald auf, weil 
die Ausdrücke so verwickelt werden, daß die Rechnung aussichtslos 
wird. In einem Briefe an Laplace vom Jahre 1812 erwähnt Gaußi, 
daß er sich vor 12 Jahren, also im 'Jahre 1800, mit dieser Aufgabe be-
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sohäftigt habe, und teilt mit, daß er "duroh sehr einfache überlegun
gen" den Gr,enzwert 

li W( ) = log (1 +x) 
m n,x 10 2 

n=oo g 

gefunden habe. Dagegen sei es ihm nicht gelungen, die Differenz 

W ( '\ _ log (1 + x) 
n,x/ log 2 

für große Werte von n zu bestimmen. Gauß hält es für sicher, daß 
La p lace eine vollständigere Lösung finden würde, falls er sich nur 
"wenige Augenblic'ke" mit dieser Aufgabe beschäftigen wollte. Offen
bar hat Laplace diese wenig>en ,Augenblicke nicht gefunden, und wir 
wissen über das asymptotische Verhalten dieser Differenz ebensowenig 
wie übel' die "einfachen Überlegungen", durch welche Gau ß diesen 
Grenzwert bestimmte. 

Macht man die Voraussetzung, daß di,eser Grenzwert existiert und 
eine Funktion von x ist, so kann man sich von der Riohtigkeit dieser 
Gau ß schen Lösung in der folg,enden Weise überzeugen: Man hat 
nämlich die Funktionsgleiohung 

fex) = ~ {f( ~) -f(a ~x)} 
der durch 

fex) = const.log(l + x) 
genügt wird. Da, der Natur der Aufgabe entsprechend, f(l) = 1 sein muß, 

so ergibt sich der Wert der Konstante mit lO~ 2' und man erhält tatsäch

lich den angegebenen Wert. 
Man kann diesen Grenzwert auch in folgender Weise bestimmen: 

Setzt man 
Q"-l 
T=q" 

und bezeichnet mit W(q",k) die Wahrscheinlichkeit, daß bei Vorhanden
sein des Wertes g" der Teilnenner a"+l den Wert k erreicht oder über
steigt, so ist 

W k = ~ JL = ~ 1 + q" =- 1 + q" . 
(q",) ~ m ~ Ci + q,,)(i + 1 + q,,) k + q" 

Die Wahrscheinlichkeit D(q",k), daß bei Vorhandensein von q" der 
Teilnenner gleich k sei, ist 

9 1 +q" 
D(q",k) == m = (k + q .. )(k + 1 + q,,)' 

und kann offenbar auch aus der Beziehung 

D(q",k) = W(q",k) - W(g",k + 1) 
gefunden werden. 
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Aus der Definition der Größen q folgt, daß q" mit q,,+; in der Be-
ziehung steht 

1 
q"+i = 1 

an + i + ----------
an +i _ l +. 

1 '+----
an+l + qn 

Hieraus ist ersichtlich, daß q" auf q"+i einen nur geringen Einfluß hat, 
falls i einigermaßen groß ist. Da nun D(q",k) die Wahrscheinlichkeit 
eines bestimmten Wertes von an +l ist, so ist dies auch die Wahrschein
lichkeit eines bestimmten Wertes von q" +1' Man kann aillo schließen, 
daß die Wahrscheinlichkeiten bestimmter Werte von qnH nur in geringem 
Maße von den Werten von q" abhängen, falls i groß ist, 

Es seien Xl und X2 zwei Stellen zwischen Null und Eins. Werden 
um diese Punkte zwei kleine, a.ber gleiche Strecken abgegrenzt, 80 

nähert sich das Verhältnis der W ahrscheinlichkeiten, daß q" in die 
eine oder andere Strecke falle, bei unbegrenzter Verkleinerung der 
Strecken und wachsenden Werten von n einem von nunabhängigen 
Grenzwerte. M6.l1 kann dann eine Funktion f (x) in der Art bestimmen, 
daß dieses Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten gleich f (Xl) ; f (X2) wird. 

Zwischen q" und qn + I besteht die Beziehung 
1 

qn+l = a + q . 
n+l n 

Wir setzen a"+l1 das eine natürliche Zahl sein muß, gleich k und bezeich
nen die Länge der q,,-Strecke mit Aq", und diejenige der entsprechenden 
q" + cStrecke mit A qn + l' Sind diese Strecken sehr klein, so nähert sich 

ihr Verhältnis dem absoluten Betrage von d~nj-~ und ist 
qn 

li L1 qn + I _ 1 _ 2 
m -.L1-- - (k + )2 - q" + I' qn qn 

Die Wahrscheinlichkeit, daß bei Vorhandensein von q" der 'Vert qn + I ge
funden werde, ist 

1 + q" q;+1(l + qn) 
(k+qn)2(1+qn+1)= l+q,,~-' 

Die Wahrscheinlichkeit, daß man bei einer Kettenbruchentwick
lung in das Intervall Aq; gelange, ist {(q;) Aq; proportional. Die Wahr
scheinlichkeit, daß qn+l in die Strecke Aqn+l falle, ist dem Ausdrucke 

q~+l(~±qn){(q )Aq =~~-{(q )Aq 
1 + q" + I n n 1 + qn + I " " + I 

gerade proportional. Da sie andererseits auch {(q"+1) Aq"+1 proportio
nal sein muß, so folgt eine Gleichung von der Form 

(1 + q,,) {(q,,) = const (1 + q" + 1) f(q" + 1)' 
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Führt man statt der Größen q eine stetig~ Veränderliche zein, 
so muß die Konstante offenbar gleich 1 sein, da man die heiden Werte 
beliebig nahe beieinander wählen kann. Soll die Funktion keine Un
stetigkeiten enthalten, so hat die Gleichung 

(1 + Zl)((Zl) = (1 + Z2)((Z2), 
welche für alle Werte von z gelten soll, die Lösung 

1 
((Z) = 1 + z· 

Die Wahrscheinlichkeit w(XU x2), daß qn zwischen Xl und x2 liege, ist 
demnach 

Damit an > k, ist wegen 

log (1 + Xi) - log (1 + Xl) 

log 2 

1 
q =-~-

n an + qn-1 

die Bedingung q" < ~ notwendig und hinreichend. Daraus ergeben sich 

die Grenzen Xl = 0, x2 = ~ und man erhält für 

. 10g(1 + ~) 
lim W(n,k) = W(k) = 10 2 
n=~ g 

in Übereinstimmung mit der Formel von Gauß. Für die Wahrscheinlich
keit, daß an = k, findet man 

.og [(1 + ~)2] 
1+ -

!~D(n,k)= W(k)- W(k+l)= log 2 k 

Es kann die Zahl k so gewählt werden, daß W(k) < E wird. Ist die 
beliebig kleine Zahl E gegeben, so kann die natürliche Zahl G stets so be
stimmt werden, daß die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens einer Zahl 
Z> G kleiner ist als E. Ihre Wahrscheinlichkeit hat demnach den Grenz
wert Null. Es besteht die Wahrscheinlichkeit 1 für eine unendlich oft
malige Wiederholung von Zahlen kleiner als G, und die Wahrscheinlich
keit Null für das Auftreten einer Zahl größer als G. 

6. Wahrscheinlichkeit von Wiederholungen. 
Es handele sich um ein Ereignis mit der konstanten Wahrscheill

lichkeit p, dessen Ausbleiben als das Ereignis E' bezeichnet werden 
soll. E' hat die Wahrscheinlichkeit q = 1 - p. Die Entstehungsbedin-

Urban, Grundlagen der W .. hr.cheinliohkeit.reohnu~g 13 
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gungen dieser Ereignisse sollen in der Art wiederholt realisiert werden, 
daß jedesmal entweder E od,er E' zur Boobachtung kommen muß. Diese 
Bedingungen sollen stets die gleichen sein, weshalb auch die W ahr~ 
ooheinlichkeiten p und q konstant sein müssen. 

Man kann sich diese Voraussetzungen realisiert i.lenken durch Zie
hungen aus einer Urne, die weiß,e und schwarze Kugeln in gegebenen 
Anzahlen enthält. Aus dieser Urne wird eine Kugel gezogen und nach 
Feststellung ihrer Farbe wieder zurückgelegt, so daß der Inhalt der 
Ziehung bei jeder Ziehung in der gleichen Weise zusammengesetzt 
ist. Das Ziehen einer weißen Kugel sei das Ereignis E, das einer 
schwarzen K~gel das Ereignis E'. 

Das Ergebnis von s solchen Realisierungen wird eine ganz be
stimmte Folge sein, in welcher E und E' in den einzelnen Versuchen 
auftraten, z. B. also die Folge 

E, E', E', E, E', E, E, E ... 

Das Ereignis E mÖg'e m'ma,l, 'e aber 1,Z=s-mmal aufgetreten sein. 
Die WahI.1S(Jheinlichkeit des Auftretens einer solchen Folge ergibt 

sich direkt aUS dem Multiplikationstheorem. Diese ist 

P(p,q) =p. q. q.p. q.p.p.p . ... =p"qm. 

Dies ist die W a.hrscheinlichkeit jeder bestimmten Reihenfolge, in der 
das Ereignis E n.mal eintrat und mmals ausblieb. Die Anzahl der mög~ 
lichen Folg'en ist gleich der Anzahl der Anordnungen von n Elementen 

E und n = s - m Elementen E' auf s Plätzen, und ist demnach (:)

Die Wahrscheinlichkeit des nmaligan Eintreffens und mmalig'en Aus~ 
bleibens von E ohne Rücksicht a.uf die Reihenfolg'e ist demnach 

Pn,m = (:) pnqm. 

Macht man in diesem Ausdrucke n der Reihe nach gleich 0,1,2, 
••• S, 80 ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten für das 0, 1,2, ... 8 malige 
Eintreff,en vO'Il E in einer Reihe von 8 Wiederholungen mit 

p _ • P _(8) ,-1 ... P _(8) i .-i ..• p _ • o,.-q, 1,1-1- 1 pq, i,.-i - i P q, .,o-p· 

Dies sind nun die Glieder der Binomialentwicklung von (p + q)" und man 
findet demnach diese W ahrscheinlichkeiten, indem man die betreffen
den Glieder dieser Entwicklung bestim'Illt. Die Bedeutung der Identität 

(p + q)' = po,. + P1,.-1 + P2 ,.-2 + ... + p.,o 

besteht darin, daß bei einer 8 maligen Realisierullg dcr Versuchsbedin
gungen eines' der dieslen Wahrscheinlichkeiten entsprechenden Ereig
nisse eintreten muß. 

Man kann die Wahrscheinlichkeiten P.,.-i untersuchen, indem man das 
Wachsen der Glieder der Binomialentwicklung von (p + q)' bestimmt. Die 
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Summe dieser Glied,er ist gloeioh 1, und da ihre Anzahl gleich s + 1 
ist, so müssen die Beträge mit wa.ohsend~m 8 stets abnehmen. Hierbei 
bleiben sie aber in bestimmten V,erhältnissen, die für das Verständnis 
der weiteren Ausführungen :ßestgehalten werden müssen. 

Das dem Gliede Pn •• - .. vorausgehende Glied ist 

P _ ( S )p"-1qln+1 .. -1,.- .. +1 - n-1 

und das Verhältnis von Pn,1n zu p .. - 1,1n+1 ist 

m+l.E. 
s-m q 

und je nachdem dieser Wert größer oder gleich 1 ist, ist p .. ,m oder 
P"-1,m+1 größer. 

Man sieht leioht, daß es nicht mehr als zwei benachbarte Glieder 
geben kann, die gleich sind. Soll es zWiei solche Glieder geben, so muß 
die Gleichuns-

m+1.E.=1 
s-m q 

durch ganzzahlige Werte von n und m lösbar sein. Dies ist der Fall, wenn 

entweder m + 1 oder ~ ganze Zahlen sind. Ist dies nicht der Fall, so gibt q p 
es ein Glied, das alle andern an Größe übertrifft. 

Soll P m,n das größte Glied sein, so muß 

n+l.JL>l 
m p 

m+1.E.>1 
11. 2 

sem. Drüokt man Im und q durch 8 und p aus, so folgt 

sp - q < n < sp + p. 

Da das Intervall, in welohes n eingeoohl06~en ist, die Länge 1 hat, 
so ist n hierdurch vollständig bestimmt, mit Ausnahme des Falles, 
daß die Grenzen ganze Zahlen sind. Dileg ergibt den früher besproohe
nen Fall, daß die Entwicklung zwei ,gleiche Glieder hat. 1:>1; 8p eine 
g,anze Zahl, so ist n = sp die gesuohte Wied:erholungszahl, für welche 
die Wahrscheinlichkeit p .. ,m am größten ist. Keinesfalls aber unter-

scheidet sich der Bruch ~ um mehr als ~ von p. Unter den bei s Ver-s s 
suchen möglichen 'Ergebnissen ist also jenes am wahrscheinlichsten, in 
welchem die WiederhoJ.ungszahl n doem Produkte 8p gleich ist oder so 
na.he als möglioh ,kommt. In diesem Versuchsergebnisse verhalten sich 
die Wiederholungs'zahlen n: m so wie die W,ahrscheinlichkeiten p: q. 

Die WahrSlOheinlichkeit, daß eine einigermaßen ausgedehnte Ver
suchsreihe das wahrscheinlichste Ergebnis tatsächlich liefere, ist außer
ordentlich kLein. Aus di,e.sem Grunde ist es wichtig, die Wahrschein
liohkeit zu bestimm'en, mit der ein Ergebnis, das sich um gewisse Be-

lS· 
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träge von dem wahrscheinlichsten unterscheidet, erwartet werden kann. 
Der Unterschied besteht darin, daß statt der wahrscheinlichsten Wieder~ 
holungszahlen n und m die Zahlen n und m! beobachtet wurde. Die 
tatsächliche Wiederholungszahlliegt also in der Entfernung n-n' von 
der wahrscheinlichsten. Man kann also die Frage aufwerf.en, mit wel~ 
eher Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis, das sich von dem wahrschein~ 
lichstell Erg,ebnisae um den absruuten Betrag d - also nach oben und 
unten - entfernt, zu erwarten ist. Die Antwort ergibt sich sofort 
durch die Summe 

P -d,d=P"-d,m+d+P"-d +1,m+d-lI+'" +Pn.m + ... + P,,+d-l,m- d +l+P,,+ d m-d' 
Für diese Summe läßt sich ein geschlossener Ausdruck nicht finden, und 
man trachtet daher, für sie wenigstens einen Nährungswert zu finden. 

Zu diesem Zwecke betra.chtet man zunächst die Wiederholungszahl 
als stetig veränderliche Größe. Hierauf führt man für die Faktoriellen 
die sich aus der S t i rl in g schen Formel 

n! = s'e-' Y2s~ 
sich ergebenden Werte ein. Die Größen P sind nun stetige Funktionen 
des Index x, deren Summe sich aus der Eulerschen Summenformel mit 

d d 

JEp; = 2 Jpz,dx + ~ (P-d+Pd), 
-d 0 

ergibt, wenn man sich in der Eulersehen Summenformel auf das erste 
Glied beschränkt. Die Ausführung der Rechnungen ergibt für die Wahr
scheinlichkeit' daß die tatsächlich zur Beobachtung kommende Abwei~ 
chung von dem wahrscheinlichsten Ergebnisse sich innerhalb der Gren~ 
zen - d, d halte, den Wert 

wenn 

t= ~~c= V2spq 
d 

r=~-=' V2spq 

Man kann diesen Satz folgendermaß,en aussprechen: Ist die V er~ 
suohszahl s groß, so ist die Wahrscheinlichkeit P dafür, daß ,-lie Wie~ 
derholungszahl n zwischen den Grenzen 

sp - r Y2 spq und sp + r Y2spq-, 

die relative Häufigkeit ~- also zwischen die Grenzen s 

p - r 1 /2p~ und p + rV'~pq V s s 
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falle, gegeben durch 
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Hält man P konstant, so waohsen die Grenzen, innerhalb welcher 
man die Wiederholungszahl 'n mit der Wahrscheinlichkeit Perwarten 
kann, mit wachsender Versuchszahl unbeschränkt, aber nur wie Vs. Die 

Abweichungen der relativen Häufigkeit ~ nehmen aber mit wachsender 
s 

Versuchszahl unbeschränkt ab und nähern sich der Null als Grenze. Für 
jede noch so kleine vorgegebene Abweichung 0 der relativen Häufigkeit 

~ von dem wahrscheinlichsten Werte p gibt es eine Versuchszahl S der-
s 

art, daß eine der Einheit beliebig nahe Wahrscheinlichkeit dafür besteht, 
in I 

daß i s - Pi< 0, wenn s > S. 

Einerseits entspricht die Tatsache, daß in einer großen Versuchs
zahl jedes Ereignis sioh mit einer seiner Wahrscheinlichkeit entspre
ohenden Häufigkeit einstellt, unserer Erwartung,ande1'erse-its hat die 
mathematische Formulierung dieses Satzes unbestreitbar etwas Über
r,asohendes. Es ~'Uß deshalb festgestellt werden, daß der ullgemeine 
Gedankeninhalt di'eses Satzes, wie ihn bereits Jak 0 b Bel' no u 11 i aus
gespl'oohen hat, sich mit sehr einfachen Mitteln beweisen läßt. Die 
Formulierung des Zusammenhanges zwis0hen den Grenzen der Wahr
soheinlichkeiten der Abweichungen innerhalb gewisser Grenzen und der 
Versuohszahl stammt von La p 1 ace, der sie 100 Jahre nach dem Er
scheinen der posthumen ,;Ars Oonjoota,ndi" von Be r no u 11 i ver5ff,ent
lichte. In richtiger Einschätzung des Wertes der Leistungen bezeichnet 
man das Theorem als den Satz von Bernoulli. Das in der Laplace
sehen Formulierung auftretende Integral bezeichnet man als das Wah1'
scheinlichkeitsintegral, als die t1J(r)-Funktion nach der üblichen Bezeich
nung, oder ,als die Kramp-LaplaC'esche Tra!\szendente nach dem 
Oitoyen Kramp, der in seiner "Analyse des refractions astronomi
qUßs", Strasbourg, an V:II., die erste Tabelle dieser Funktion veröffent
lichte. Den Wert dieses Integrales zwischen unendlichen Grenzen 1e
stim'mte La p \,a c:e, j-edoch ist di,eser Wert auch aus einem bereits von 
Eu 1 e r bereohneten Integrale zu erhalten, wie Gau ß in einer hand
whriftlichen Notiz zu seiner "Theoria Motus" bemerkt. 

L ap La ce s Formulierung muß ohne Zweifel als ein Meisterstück 
analytisoher Gesohicklichkeit bezeichnet werden. Der Erfolg wird clumh 
3 Kunstgriffe erreioht: 1. wird die Versuchszahl als stetig veränder
liche Größ.e betl1achtet; 2. wffi'den die Ausdrücke durch Einführung 
der S ti rl i n,g schen Formel für die Faktoriellen in eine analytisch 
handliohe Form gebracht; und 3. werden die Summen nach dem 
Eulersohen Satze in bestimmte Integnale verwandelt. Der Zusammen-
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hang zwisohen den beiden letzten Schritten ergibt sich durch die an
gestrebte Genauigkeit. Di€S>e muß man festlegen, sobald man sich für 
eine Formel für die Faktoriellen entsoheidet. Sobald man sieh hierüber 
entschieden hat, ist der Gang der Rechnungen insoweit festgelegt, als 
es keinen Zweok hat, bei der Anwendung der Sum'menformel durch 
Beibehaltung einer größeren Anzahl von Gliedern eine über das ur
sprüngliohe Maß hinausgehende Genauigkeit anzustreben. 

Bei der Wahl des asymptotischen Ausdruckes für die Faktoriellen hat 
man nun eine ziemliohe Freiheit. Zunächst besitzt ma;n andere Aus
drüoke, die für diese Zwecke g,eeigneter sind als die S t i r li n g sehe 
Formel. Dann aber kann man in der S ti rl in g sohen Formel 

1 (1) 1 1 1 log x!=-T log 2n + x+T logx-x+ 12x + 360xS + 1260a;6- ... 

eine belielJige Anzahl von Gliedern beibehalten und daduroh jede vor
geschrieben~ Genauigkeit erreichen. Es steht also jedermann frei, auf 
dem von Laplaoe vorgezeichneten Wege eine neue Formulierung des 
Be r no u 11 i rohen Satzes zu gewinnen. Die La p 1 a cesche Formulie
rung ist jedenfalls insof.ern sehr glüoklich, als die Genauigkeit von der 
Dimension ys hinreichend ist, zugleich aber doch in der Endformel 
einen unverhältnismäßig einfaohen Ausdruck ergibt. 

Eine sehr merkwürdige Annahme ist die Fiktion der Stetigkeit der 
Versuchszahl s. Es ist im Grunde genommen derselbe Kunstgriff, wie 
wir ihn beim Messen einer Getl'eidemenge anwenden, wo wir statt die 
Körner zu zählen, den von ihnen eingenommenen Raum messen, d. h. 
die Getreidemenge als kontinuierliohes Quantum betrachten. Man kann 
sich auch darauf berufen, daß jede Größe in der unmittelbaren Er
fahrung als diskret gegeben sind, allein in dem vorliegenden Falle be
steht die Sohwieriglkeit darin, daß die Versuchs'zahl überhaupt nicht an
ders als diskret zunehmend vorglestellt werden kann. Liebt man solohe 
Betrachtungen nicht, so kann man ihnen aus dem Wege gehen, indem 
man die Annahme der Stetigkeit von s als ein rein analytisohes Hilfs
mittel betraohtet, das die weitere Behandlung der Formeln ermöglicht. 
Duroh diese Behandlung einer diskreten Größe als stetig wird ein ge
wisser Fehler begangen, der a1>er mit der angestrebten Genauigkeit der 
Rechnungen verträglich ist. 

Wir wollen nun die Bedeutung der Annahme bespreohen, daß die 
Versuchszahl s groß sein muß. Hierbei sollen folgend,e zwei Punkte 
hervorgehoben werden: 

1. Mit Wachsen der Versuchszahl nimmt die Anzahl der möglichen 
Ereignisse zu, und die Wahrsoheinlichkeit eines jeden Ergebnisses, in 
welohem bestimmte, vorgegebene Werte der Wiederholungszahlen von 
E und E' zur Beohaohtung kom'men, nimmt ab. Diese Abnahme ge
sohieht um so rascher, je mehr sich die Wiederholungszahlen von E und E' 
in ihJ.1em Verhältnisse ron dem Werte p: q entfernen. 
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2. In der Laplaceschen Formulierung tritt unter dem Integral
zeichen die Funktion e- xlI auf, welche die Y-Achse als Symmetrale hat. 

Wh wollen diese Verhältnisse an der Hand einiger Zahlenbeispiele 
verfolgen und duroh graphische Darstellungen versinnlichen. 

Es handele sich um ein Ereignis E mit der Wahrscheinlichkeit 
p = 2/3 und der Gegenwahrsoheinlichkeit q = 1/ s. Ein solches Ereignis 
wäre das Ziehen einer weiß.en Kugel aus einer Urne, die zwei weiße 
und eine schwarze Kugel enthält, wenn nach j.eder Ziehung die ge
zogene Kugel wieder in die Ziehung zurückgelegt wird. Es sollen 
Ei = 3 Ziehungen gemacht werden. Es sind folg.ende Ergebnisse möglich: 

1. 3 weiß.e Kugeln; 
2. 2 weiße und 1 schwarze Kugel;' 
3. 1 weiße und 2 sohwarw Kugeln; 
4. 3 sohwarze Kugeln. 

Die relativen Häufigkeiten der weißen Kugeln sind in den vier 
Ergebnissen: 1,00; 0,67, 0,33, 0,00. Die Anzahl der möglichen Er
gebnisse ist 27, von welcheIlj den relativen Häufigkeiten 1,00, 0,67, 
0,;33,0,00 bzw. 8, 12, 6, 1 Fälle günstig sind, weshalb ihnen die Wahr
soheinlichkeiten 0,29630, 0,44444, 0,22222, 0,03704 entsprechen. Die 
größte Wahrscheinlichkeit kommt dem Ergebnisse 2 weiße und eine 
schwarze Kugel zu, jedoch ist die Verteilung um diesen Wert durch 
asymmetrisch. 

Für 8 = 9 sind die möglichen Ergebnisse: 
9 weiße und 0 schwarze Kugeln 

8 " "1 " " 
7 " "2 " " 
6 " "3 " " 
5 " "4 " " 
4 " "5 " " 
3 " ,,6 " " 
2 " ,,7 " " 
1 " ,,8 " " 
o " ,,9 " " 

Die diesen Ergebnissen entsprechenden relativen Häufigkeiten der 
weißen Kugeln sowie die Anzahl d·er ihnen günstigen Fälle und die 
hieraus sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten sind: 

1,00 512 0,02601 0,44 2016 0,10242 
0,89 2304 0,11705 0,33 672 0,03414 
0,78 4608 0,23410 0,22 144 0,00731 
0,67 5376 0,27313 0,11 18 0,00091 
0,56 4032 0,20485 0,00 1 0,00005. 

Man bem€rkt das auß·erordentlich rasche Zunehmen der Anzahl der 
überhaupt möglichen Fälle und das damit zusammenhängende Abneh
men der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ergebnisse. Die relativen 
Häufigkeiten 1,00, 0,67, 0,33, 0,00 kommen auah in diesem BeiE\piele 
vor, allein die ihnen entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind für 8=9 
durchwegs kleiner. Das Verhältnis dieser Wahrscheinlichkeiten für 8=3 
und 8=9 ist der Reihe naoh: 11,4, 1,6, 6,5, 729. Die Abnahme dieser 
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Wahrscheinlichkeiten erfolgt also um so rascher, je weiter das betref
fende Erg,ebnis vom wahrscheinlichsten Werte liegt. Die Ergebnisse, 
die in der Nähe des wahrscheinlichsten Ergebnisses liegen, häufen sich 
also verhältnismäßig immer mehr an. 

Die größte Wahrscheinlichkeit entspricht dem Ergebnisse 2 weiße 
und eine schwarze Kugel, also der relativen Häufigkeit 0,67. Von 
einer Sym'metrie der Verteilung der Wahrscheinlichkeiten um den wahr
scheinlichsten Wert ist keine Rede. Die Tafel dieser Werte sieht aus 
wie eine an ihrem oberen Ende abgesohnittene Verteilungstafel. Zu 
bemerken ist, daß die Werte PT 2 und Ps 1 größer sind wie die zum wahr
scheinlichsten Werte symmetris~h gelegenen P5,4 und P,,6, daß aber P9,o 
kleiner ist als der symmetrisch gelegene 'Wert P3,6' 

Wir geben in ähnlicher Weise noch eine Zusam'meIl8tellung der für 
8= 15 möglichen Ergebnisse, der entspI'eChenden relativen Häufigkeiten 
der weißen Kugeln, der Anzahl der diesen Ergebnissen günstigen Fälle 
und der aus diesen sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten. Die Anzahl 
der überhaupt möglichen Ergebnisse ist 14,348,907. 

Anzahl der Relative Zahl der schwarzen weißen Häufigkeit günstigen Fälle Wahrscheinlichkeit 
Kugeln Kugeln 

15 ° 1,00 32,768 0,00228 
14 1 0,93 245,760 0,01712 
13 2 0,87 860,160 0,05995 
12 3 0,80 1,863,680 0,12988 
11 4 0,73 2,795,520 0,19482 
10 5 0,67 3,075,072 0,21431 

9 6 0,60 2,562,560 0,17859 
8 7 0,53 1,647,360 0,11481 
7 8 0,47 823,680 0,05740 
6 9 0,40 320,320 0,02232 
5 10 0,33 96,096 0,00670 
4 11 0,27 21,840 0,00152 
3 12 0,20 3,640 0,00025 
2 13 0,13 420 0,00003 
1 14 0,07 30 0,00000 

° 15 0,00 1 0,00000. 

Die in dem Beispiele für 8=9 angedeuteten Verhältnisse sind hier 
noch leichter zu erkennen. Das wahrscheinlichste Ergebnis ist wieder 
jenes, welches dem Erscheinen einer weißen Kugel die relative Häufig
keit 0,67 gibt. Die den einzelnen Ergebnissen entsprechenden Wahr
scheinlichkeiten haben weiter abgenommen, allein die am oberen und 
unteren Ende der Tafel liegenden Werte haben eine viel stärkere ver
hältnismäßige Abnahme als die in der Nachbarschaft des wahrschein
lichsten Wertes liegenden. Ferner bemerkt man, daß die Wahrschein
lichkeiten Pu", P 12,S' P 1S,2 größer sind als die zu ihnen in bezug auf P10,5 

symmetrisch liegenden Größen P9,6 , PS,7' P7,s, während bei Pa,l' P15,1 

hinsichtlich P6,9' P 5,lO das Umgekehrte der Fall ist. 
Zwecks weiterer Verfolgung dieser Verhältnisse sind die Werte p .. ,m 

in tabellarischer Form für s = 25, 50, 100 zusammengestellt. Die Kolonnen 



n 
8 

1,00 
0,96 
0,92 
0,90 
0,88 
0,86 
0,85 
0,84 
0,83 
0,82 
0,81 
0,80 
0,79 
0,78 
0,77 
0,76 
0,75 
0,74 
0,73 
0,72 
0,71 
0,70 
0,69 
0,68 
0,67 
0,66 
0,65 
0,64 
0,63 
0,62 
0,61 
0,60 
0,59 
0,58 
0,57 
0,56 
0,55 
0,54 
0,53 
0,52 
0,51 
0,50 
0,49 
0,48 
0,47 
0,46 
0,44 
042 
0,40 
0,38 
0,36 
0,32 
0,28 
0,24 

I 

Wahrscheinlichkeit von Wiederholungen 

8=25 8=50 8= 100 

0,00004 I 
0,00049 
0,00296 0,00002 148,0 

0,00010 
0,01136 0,00039 26,5 

I 
0,00122 0,00001 122,0 

0,00002 
0,03130 0,00329 9,5 0,00005 65,8 

0,00012 
0,00767 0,00029 

I 

29,9 
0,00062 

0,06573 0,01573 4,1 0,00126 
I 

12,5 
0,00230 

0,02860 0,00430 6,7 
0,00728 

0,10957 0,04648 2,3 0,01171 4,0 
0,01780 

0,06794 0,02570 2,6 
0,03518 

0,14875 0,08976 1,6 0,04584 2,0 
0,05686 

0,10771 0,06725 1,6 
0,07596 

0,16738 0,11781 1,4 0,08180 1,4 
0,08435 

0,11781 0,08311 1,4 
0,07837 

0,15808 0,10798 1,5 0,07074 1,5 
0,06120 

0,09096 0,05072 1,8 
0,04032 

0,12645 0,07049 1,8 0,03073 2,3 
0,02249 

0,05035 0,01590 3,2 
0,01070 

0,08622 0,03314 2,6 0,00692 4,8 
0,00431 

0,02017 0,00257 7,8 
0,00148 

0,05031 0,01135 4,4 0,00081 14,0 
0,00043 

0,00590 0,00022 26,8 
000011 

0,02514 0,00284 
i 

8,9 0,00005 56,8 
0,00002 

0,00129 0,00001 129,0 
0,01075 0,00053 20,3 

0,00020 
0,00393 0,00007 56,1 

0,00002 
0,00122 
0,00032 

I 0,00007 
0,00001 I 

PS5 : P50 und P50 : P 100 geben die Verhältnisse dieser Werte zu jenen der 
vorangehenden Spalte und zeigen durch ihren Verlauf die rasche Abnahme 
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dieser Wahrscheinlichkeiten an dem obern und untern Ende der Tafel. 
Schon bei der verhältnismäßig geringen Versuchszahl s = 100 haben nur 
die in der Nachbarschaft des wahrscheinlichsten Ergebnisses liegenden 

0.0 0.1 02 OJ 

relativen Häufigkeiten be
trächtliche Wahrschein
lichkeiten. 

Außerdem bemerkt man 
in den drei Kolonnen eine 
merkliche Abnahme der 
Asymmetrie in der Ver
teilung der Werte p".m' 
so daß sie sich für s = 100 
nicht mehr stark von einer 
symmetrischenVerteilung 
unterscheidet. Dies ist 
hauptsächlich dadurch ver
ursacht, daß die vom 
wahrscheinlichsten Er-

Fig. 3. gebnisseeinigermaßen ab
liegenden Resultate Wahrscheinlichkeiten haben, die sich mit wachsender 
Versuchszahl sehr rasch dem Werte Null nähern. Man kann dies dahin 
ausdrücken, daß die Symmetrie von den bei den Enden der Tafel her herein

komme, indem die Unter
schiede immer mehr aus
geglichen werden. Wählt 
man irgendein Maß der· 
Asymmetrie - z. B. die 
Summe der absoluten Be
träge der Differenzen sym
metrisch gelegener Werte 
- und verlangt, daß die 
Abweichung von derSym
metrie eine gewisse Größe 
nicht überschreiten solle, 
so läßt sich dies stets er-

,.-....,..-i:;-""-..rir-- reichen, indem man die 
l!.O OJ 'f.2!1.J 04 7.0 Versuchszahl hinreichend 

Fig. ,. groß wählt. Streng symme-
trisch bei endlicher Versuchszahl ist die Verteilung aber nur in dem Falle p = ~. 

Die Daten der Tabelle sind in Figur 3 graphisch dargestellt, in
dem die relativen Häufigkeiten als Abszissen und die ihnen entsprechen
den Wahrscheinlichkeiten als Ordinaten aufg~tragen sind. Man ersieht 
sofort die Abnahme der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ergebnisse 
und die Einschränkung der beträchtlicheren Werte auf ein bei wach
sender Versuchszahl immer kleiner werdendes Gebiet. 
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Bei einer solohen direkten Übertragung der Daten der Tabelle in 
die graphische Darstellung ist folgender Umstand nicht berücksichtigt. 
Die Summe der Größen Pn,m muß gleich 1 sein, weil es sich um die 
Wahrscheinlichkeiten von einander ausschließenden Fällen handelt, von 
denen einer eintre:f:f,en muß. Werden solche Größen durch eine Kurve 
dargestellt, so tritt der Flächeninhalt an die Stelle der Summe der 
Ordinaten. Es ist deshalb bei der Konstruktion dieser Kurven die Be
dingung zu berücksichtigen, daß der von diesen Kurven und der Ab
szissenachse eingeschlossene Flächeninhalt gleich sein soll. Dies ist in 
Fig.4 geschehen. Man sieht sofort, daß mit wachsender Versuchszahl 
die Kurven viel schlanker und höher werden. Die Asymmetrie der 
Kurve für 8=25 ist nooh zu erkennen, allein die Kurve für 8= 100 
erscheint dem Auge durchaus als symmetrisch. Strenge Symmetrie wird 
erst bei unendlioher Versuchszahl erreicht, allein eine für die praktischen 
Zwecke der Rechnung genügende Annäherung an die Symmetrie wird 
schon bei verhältnismäßig kleinen Werten erreicht. 

7. Begriff der Präzision. 

Es sollen 2 Versuchsreihen gemacht werden, von denen die erste 81 

Versuche über das Ereignis E1 mit der Wahrscheinlichkeit Pt> und 
die z~eite 82 Versuche über das Ereignis E2 mit der Wahrscheinlichkeit 
P2 enthält. Man kann diese Versuchsreihen daraufhin vergleichen, wie 
weit die Grenzen sind, innerhalb welcher sich das Resultat mit einer 
gegebenen Wahrscheinlichkeit P erwarten läßt. Je enger diese Grenzen 
sind, desto genauer ist die Vomussage über das zu gewärtigende Er
gebnis. 

Aus P ergibt sich der Wert von r, und die diesem Werte entsprechen
den Intervalle sind 

PI +r y2~1~!_(PI-r v2P;Ql)=2r y 2P;Ql, 
1 1 1 

Die Länge dieser Intervalle hängt also von der Wahrscheinlichkeit des 
betre:f:f,enden Ereignisses und von der Versuchszahl ab. Man setzt die 
Präzision der Länge dieser Intervalle verkehrt proportional und be
zeichnet die Größe 

h = Y2;Q 
als das Präzisionsmaß. Das Quadrat des Präzisionsmaßes ist der Ver
suchszahl direkt, dem Produkte pq aber verkehrt proportional. Da das 
Produkt p(l-p) für p =t ein Maximum hat, zu dessen beiden Seiten 
es sich monoton der Null nähert, so ist die Präzision um so größer, je 
mehr sich die Wahrscheinlichkeit p einem der Werte 0 oder 1 nähert. 
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Je mehr sich der Wert von p dem Betrage t nähert, desto geringer wird 
die Präzision. 

Die Funktion h_ e- h2 (x- a)S hängt von den Konstanten a und h ab. Für 
")In 

X = a erreicht die Funktion ihr Maximum, zu dessen beiden Seiten sie sym
metrisch abfällt. Die Raschheit des Abfalles sowie der größte Wert 
der Funktion hängt von h ab. Man kann diesen Tatbestand dahin aus
drücken, daß von a die L,a~e und von h die Form der Kurv·e abhängt. 
Alle auf die Funktion bezüglichen Werte lassen sich durch a lmd h 
ausdrücken, und da für die Rechnung die Lage der Kurve gleich
gültig ist, so tritt in den Formeln meist nur h auf. Dies gilt i~s
besondere von den Größen, die zur Bestimmung der Genauigkeit dienen, 
die alle von dem Präzisionsmaße h abhängen. Folgende Größen kom
men hauptsächlich in Betracht: 

1. Die wahrscheinliche Abweichung. Als diese wird jenes Inter
vall mit symmetrisch zum wahrscheinlichsten Werte g~legenen End
punkten bezeichnet, für welches die Wahrscheinlichkeit t besteht, daß 
das Ergebnis einer Versuchsreihe zwischen sie falle. Aus dem Ansatze 

findet man 
1 

(> = 0 4769··· ------= 
, 2 ")I28pq 

Die wahrscheinliche Abweichung der Wiederholungszahl ist also 

und die Länge dieses Intervalles ist 

2(> V2spq - l. 

Für die relative Häufigkeit sind diese Grenzen 

P _nY2pQ +-.!:. p+ny~pQ--.!:. 
Il;" 8 28' Il;" 8 28 

2(> y~Q = 218' 

2. Die mittlere Abweichung der Wiederholungszahl n bzw. der rela

tiven Häufigkeit ~ ist als die Quadratwurzel ·aus dem mittleren Quadrate 
s 

der Abweichung definiert. Diese Definition ergibt für die mittlere 
Abweichung von n die Formel 

• 
p,2 .... ~ (k -Sp)2 (~)p'q'-k 

k=O 
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und die Summation ergibt für die mittlere Abweichung der Wieder
holungszahl 

yspq 

und für jene der relativen Häufigkeit 

Der gleiche Wert ergibt sich auch aus dem Ansatze 

-00 

3. Der Mittelwert der Abweichung ist durch 

~ (Z) (k_Sp)pkq.'-k 

definiert und hat ersichtlich den Wert Null. 
4. Die durchschnittliche Abweichung ist als der Mittelwert des ab

soluten Betrages der Abweichung definiert, und demnach 
'P • 

4}= ~(D Isp-klpkq.-k+ ~G) Ik-splpkq.-k. 
o 'p 

Die Summierung ergibt für die Wiederholungszahl 

4}= y2:;Q 
und für die relative Häufigkeit 

4} ... '/ 2pQ. 
V ns 

Alle diese Größen stehen in einfachen Beziehungen zum Präzisions
maße. Bezeichnet h das Präzisionsmaß ohne Rücksicht darauf, ob es 
sich auf die absolute oder auf die I1elative Häufigkeit bezieht, so 
hat man . 

1 
fL=-

V"2h' 

Sämtliche Größen sind also dem Präzisionsmaße verkehrt proportional. 

8. Der Bernoullische Satz und die Erfahrung. 
Der Satz von Be r no u 11 i bietet die Möglichkeit, die Frage zu be

antworten, ob es im Gebiet.e der Wirklichkeit Ereignisse gibt, die den 
von der Wahrscheinlichkeitsrechnung als zufällig hezeichneten Ereig
nissen entsprechen. Es handelt sich also um die Frage, ob die Wahr
scheinlichkeitsl'echnung in bestimmt.en Gebieten der Erfahrung objek
tive Bedeutung hat. Eine einmalige R-ealisierung der Entstehungsbe
dingun~n eines Ereignisses E, gleichgültig, welchen Wert dessen Wahr-
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scheinlichkeit p hat, kann darüber nicht Aufschluß geben, weil stets 
der Eintritt von E wie von E' möglich ist. 

Etwas verschieden lieg"6n die Verhältnisse, wenn es sich um eine 
beträchtliche Zahl von Versuchen handelt. Auf diesen Fall bezieht sich 
die im Be rn 0 u 11 ischen Satze enthaltene WahrscheinlichkeitsaussaPl 
für die Annäherun,g der relativen Häufigkeit an die Wahrscheinlichkeit 
von E. Gibt es im Gebiete der Wirklichkeit Ereignisse, für welche 
die Aussagen des Be r no u 11 ischen Satzes zutreffen? Es handelt sich 
darum, durch Versuche ein Material zu gewinnen, an der Hand dessen 
die nach dem Bernoullischen Satze berechneten Größen mit den 
aus den Daten der Beobachtung abgeleiteten Werten verglichen wer~ 
den können. 

Die Hauptschwierigkeit solcher U ntersuchung"6D besteht darin, ein 
Edahrungsg"6biet zu finden, wo die Entstehungsbedingung"6n des zu 
untersuchenden Ereignisses mit hinreichender Konstanz beliebig oft rea~ 
lisiert werden können, wobei diese Bedingungen hinreichend bekannt 
sein müssen, um eine richtige Wahrsoheinlichkeitsbestimmung zu er~ 
möglichen. So sind z. B. Versuche mit Würfeln oder Münzen für diese 
Zwooke minder geeignet, da aus den früher besprochenen Gründen eine 
gen aue Gleichheit der Ohancen der einzelnen Seiten nur dann bestehen 
kann, wenn der geometrische Mittelpunkt d'er Münze oder des Würfels 
mit dem Schwerpunkte zusammenfällt, was im allgemeinen nicht der 
Fall sein wird, und was sich direkt nicht feststellen läßt. Ebenso haben 
viele Versuche über geometrische Wahrscheinlichkeiten etwas Unbefri~ 
digendes, weil es schwer ist, einen 'mechanischen Prozeß zu finden, der 
als Verwirklichung des zufälligen Herausgreifens eines Elementes aus 
der Menge angesehen werden kann. 

Dazu kommt, daß die Gewinnung eines solchen Materiales von hin~ 
reichender Ausdehnung einen Aufwand an Zeit und Mühe erfordert, 
den man sich g"6TDe erspar,en würde. Aus diesem Grunde macht man 
solche Untersuchungen gerne an einem bereits fertig vorliegenden Ma~ 
teriale. Ein solches findet sich in den Aufzeichnungen über die Ergeb
nisse der öffentlichen Glücksspiele, namentlich der Lotterieziehungen. 
Wegen des an diesen Spielen hängenden materiellen Interesses werden 
die Ziehungen mit großer Sorgfalt und nach solchen Vorschriften g~ 
macht, die das Vorhandens,ein sämtlicher N urqmern sowie ihre gründ
liche Durcheinandermischung gewährleisten. Ein der Forschung halber 
und ohne direktes materielles Interesse unternommenes Experiment die
ser Art wäre wegen der damit verbundenen Kosten und Mühe unmög
lich. Die Ergebnisse von Lotterieziehungen sind insofern ein günstigerer 
Untersuchungsg,egenstand als jene des Roulettespieles, da bei diesem 
der Verdacht bestehen kann, daß ein Mangel an übereinstimmung 
zwischen Rechnung und Beobachtung durch eine Unvollkommenheit des 
Instrument,es bedingt ist, welche den Ereignissen andere als die bei 
der Rechnung vorausgesetzten Wahrscheinlichkeiten gibt. Bei Lotterie-
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ziehungen bilden aber die in der Urne vorhandenen Nummern gleich
mögliche Fälle, und die Voraussetzungen der Wahrscheinlichkeittlrech
nung sind in hohem Grade erfüllt, falls die Mischung des Urneninhaltes 
mit der erforde·rlichen Sorgfalt gesohieht. 

G. Th. Fechner hat die Ziehungs1ergebnisse der sächischen Staats
lotterie, und E. C z u bel' jene der Prager und Brünner Lotterie auf 
ihre Übereinstimmung mit dem Bel' no u 11 ischen Satze untersucht. 
Beide fanden eine weitgehende Übereinstimmung zwischen Rechnung 
und Beobachtung. Ähnliche Resultate ergaben sich in aUen Fällen, 
wo eine solche Untersuchung an einem Materiale vorgenommen wurde, 
das hinsichtlich der Konstanz und Durchsichtigkeit der Versuchsbe
dingungen der Kritik standhält. Es gibt also im Gebiete der Wirklich
keit Ereignisse, an denen die Voraussetzungen der Wahrscheinlichkeits
reohnung als realisierbar anzusehen sind. 

Die Tragweite des Bel' no u 11 i SQhBn Satzes ist sehr groß, jedoch 
muß man sioh davor hüten, diesem Satze eine Bedeutung beizulegen, 
die ihm nioht zukommt. Zunächst darf man eine Übereinstimmung 
zwisQhen Rechnung und Beobachtung dann nicht erwarten, wenn die 
Voraussetzungen für die Anwendbarkeit dieses Satzt;ls nicht gegeben 
sind. Dies ist insbesonders dann der F,all, wenn die Versuchs bedingungen 
nioht konstant bleiben. Mit Grund kann man diese Aussage nur dann 
maohen, wenn man die Konstanz des Bedingung1lkomple~es direkt kon
trollieren kann. Dies ist der F,all, wenn der Bedingungskomplex für 
die Entstehung des Ereignisses E materiell greifbar ist wie der Inhalt 
einer Urne oder die Zusammensetzung eines Kartenspieles. In den mei
sten anderen Fällen wird man sich mit der Feststellung begnügen müs
sen, daß auoh bei Anwendung der erforderliohen Sorgfalt kein Grund 
gefunden werden konnte, der die Annahme begründen könnte, daß das 
den Ereignissen unterliegende Bedingungssystem eine Veränderung er-
fahren habe. . 

Festzuhalten ist ferner, daß der Bel' n 0 u II i sohe Satz nur eine 
Wahrsoheinlichkeitsaussage enthält. Die Einhaltung gegebener Grenzen 
für die Abweiohung der beobaohteten relativen Häufigkeit von der 
Wahrsoheinlichkeit wird nicht unbedingt behauptet, sondern es wird 
hierfür nur eine Wahrsoheinlichkeit angegeben. Allerdings kann diese 
durQh hinreichende Vermehrung der Versuchszahl der Einheit beliebig 
nahe g,ebraoht werden, allein bei einer erst anzustellenden Versuchsreihe 
besteht die Mögliohkeit, daß eine diese Grenzen übersteigende Ab
weiohung zur Beobachtung kommen werde. 

Der Bel' n 0 u II i sehe Satz ist also nicht im Sinne eines N atur
gesetzes aufzufa,ssen, das auf den Ausgleich der Chancen hinwirkt. Auf 
Grund einer solchen Vorstellung müßte ein Ereignis mit konstant~r 
Wahrsc.heinlichkeit, dessen Wiederholungszahl in einer Versuchsreihe 
hinter der wahrsoheinlichsten zurückblieb, bei weiterer Fortsetzung der 
Versuoht, eine höhere W ahrscheinlichkei t besitzen. Es bestünde also 



202 IV. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung 

zwisühen den einzelnen Versuchen eine Abhängigkeit, von deren Natur 
man sioh durchaus keine Vorstellung machen kann. 

Diese Auffassung des Ausgleiches der Ohanoen ist eine Rehr weit 
verbreitete Vorstellung, von der man sioo nur schwer befreien kann. 
Ist beim R<lulettespiele eine längere Serie einer Farbe ersohienen, so 
sieht man stets eine groß,e Anzahl Spieler auf die entgegengesetzte 
Farbe, also auf die Unterbreooung der Serie, setzen. Di,ese Spieler 
geben sioh nicht darüber Rechenschaft, daß die Zahl der Serien, in 
welohen zehnmal Rot von d,em Ergebnisse Schwarz gefolgt sind, ebenso 
zahlreioh sind wie die Serien von elfmal Rot. 

Auf dieser Ansc.hauung beruht die von den englischen Verfassern 
vertl'etene Lehre von der "randomness of nature". H. B runs hat sie 
wissensc.haftlich formuliert, indem er einen "Satz von der gleichmäßigen 
Erschöpfung der Fälle" postuliert. Weroen über n gleichberechtigte 
Ereignisse EI, E2, ••• E n s Versuche gemacht, so gilt für die relative Häufig
keit H(E"s) von Ei nach diesem Satze die Aussage 

lim H(Eils)=~ (i=1,2,···n). 
1=00 n 

Die gleiohe Anzahl enthält ein Satz, den Brendel als Axiom ein
führt. Sind einem Ereignisse E unter 'm gleiooberechtigten Fällen 
.Q Fälle günstig, und sind in n Reihen von je mV ersuchen fll f2' ... f" die 
Wiederholungs zahlen, 80 soll 

n 

I . 1~ Im- f,=.Q 
n=oo n 

;=1 

sein. Diese Formulierung ist insoweit weniger glüoklich, als sie sich 
nioht auf den Fall unendlicher Meng,en bezieht. Dem ließe sich wohl 
abhelfen, jedooh erscheint es nicht richtig, einen derartigen Satz, der 
eine metaphysische Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes be
inhaltet, der Wahrscheinlichkeitsrechnung voranzustellen. 

Ferner ist zu bemerken, daß der tatsäohliohe Verlauf der A.nnähe
rung der relativen Häufigkeit an die Wahrsoheinlichkeit bei wachsen
der Versuohszahl nicht identisch zu sein braucht mit dem Verlaufe des 
mathematischen Grenzprozesses. Für den letzteren Prozeß kann man 
mit Sioherheit die Aussage machen, daß die Differenz zwischen der 
Variablen und der Grenze für hinreiohend großes s unter einem ge
gebenellBetra.ge sein und bleiben wird. Der tatsäohliche Verlauf dieses 
Prozesses kann aber derart vor sioh g,ehen, daß bereits für endliches s 
die relative Häufigkeit mit der Wahrscheinlichkeit zusammenfällt, für 
größere Werte von 8 aber wieder verloren geht. 

Sohließlich ist hervorzuheben, daß der Be r no u 11 ische Satz nicht 
nur übel' die Annäherung der relativen Häufigkeit an die Wahrschein
lichkeit, sondern auch über die Werte and·erer Größen Ausoogen macht. 
Auch die8() Aussagen sind nur Wahrscheinlichkeitsaussagen. Dehnt man 
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also die Untersuchung eines vorlieg'enden Versuchsmateriales auf eine 
Anzahl dieser Größ@ aus, so nimmt die Wahrscheinlichkeit, daß nicht 
alle beobachteten Wert,e mit den aus dem Bernoullischen Satze be
rechneten Werte übereinstimmen, um so mehr zu, je mehr Größen in 
die Untersuchung einbezogen werden. EJs hat also nichts Überraschen
des, wenn bei Durcharbeitungeines tadellosen Versuchsmateriales nach 
verschiedenen Richtungen die Übereinstimmung zwischen Rechnung und 
Beobachtung bei einzelnen der untersuchten Größen g'eringer ist. 

9. Wahrscheinlichster Wert und Präzision einer Summe. 
I. Über die Ereignisse Ev E2 , ••• Er mit den Wahrscheinlichkeiten 

PlIP21" ·Pr werden r Reihen mit den Versuchszahlen Sv S2 .... sr gemacht. 
Es ist F = al Xl + a2 X2 + ... + ar X r eine lineare Funktion der zur Be
obachtung kommenden Wiederholungszahlen. Gefragt wird nach dem 
wahrscheinlichsten Werte dieser Größe F, sowie nach der Präzision dieser 
Bestimmung. 

Der erste Teil der Fra.ge ist durch Einsetzung der wahrscheinlich
SteIl Werte der Wiederholungsza.hlen unmittelbar beantwortet, denn das 
Zusammenbestehen dieser Werte hat eine größere Wahrscheinlichkeit 
als das irgendeiner anderen Kombination der Versuchsergebnisse. 

Die bei den Versuchen sich ergebenden Wiederholungszahlen seien 
nll n21 ••. nrl so daß die Abweichungen 

II = SIPI - nil 12 = S2P2 - n2, .•. lr = srPr - n r 

zur Beobachtung kommen. In der Bestimmung von F ergibt sich dem
nach die Abweichung vom w,ahrscheinlichsten Werte 

Z = a l II + a2 12 + ... + ar1r • 

Die Wahrscheinlichkeit dieser Abweichung ist gleich der Wahrschein
lichkeit des Zusammenbestehens dieser Abweichungen. Da 

h ., ( )' 
yi;e-/'; ';Pi-li d1; (i=1,2, ... r) 

die Wahrscheinlichkeit ist, daß in der Versuchsreihe mit E eine Ab
weichung von der Größe zwischen 1 und 1 + dl zur Beobachtung komme, 
so ist 

h1h, '.:.' hr j' -[hi(8IPI-1I)!+h~('2P2-li)'+···+h;'(·rp,.-lr)'J dl d1 .,. dl (y"y . e 11 2' r 
(K) 

das r-fache Integral, erstreckt über jenes Gebiet, für welches z < Z< z + dz, 
die Wahrscheinlichkeit, daß die Abweichung Z sich zwischen z und z + dz 
halte. Die Reduktion dieses Integrales ergibt bekanntlich für die Wahr
scheinlichkeit einer Abweichung dieser Summe von ihrem wahrscheinlich
sten Werte im Betrage zwischen z und z + dz den Wert 

H e-Il'(A-z)'d", V; --, 
U rb .. n, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 14 
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A=~a;s;p, 
H-S=~a,2h-'4. 

Ist EI = E2 = ... = Er' SI = 82 = ... ~ Sr = 1, a1 = a'4 = ... = Ur = 1, s() 

handelt es sich um die Wiederholungszahl eines Ereignisses, das in r Ver
suchen die Wahrscheinlichkeiten PUP2'" 'Pr hat. Die wahrscheinlichste. 
Wiederholungszahl ist ~P, und 

r 

lts=2 ~ p;q •. 
i= 1 

Daraus ergibt sich der folgende Satz: 
Hat ein Ereignis E in r aufeinanderfolgenden Versuchen die Wahr

scheinlichkeiten PuP" "'Ps' so besteht die Wahrscheinlichkeit 

p= W(r) + .1 -e-r'4 
,j2n~p.q. r •• 

dafür, daß die Wiederholungszahl von E zwischen den Grenzen 

~Pi-r V~2p,qi und ~p;+r V2~Pjqi 
liege. Die gleiche Wahrscheinlichkeit P besteht dafür, daß die rela
tive Häufigkeit von E zwischen den Grenzen 

1 "'" r ,j--- 1 ~ r ,j-
S ~Pi-s r 2~Piq; und S'..:C.J P'-S' r 2~Piqi 

liege. Man erkennt sofort, daß mit zunehmender Versuchszahl die Gl1Sll
zen, innerhalb welcher die Wiederholungszahl mit gegebener Wahr
scheinlichkeit zu erwarten ist, unbegrenzt zunehmen. In dem Ausdrucke 
für die Grenzen, innerhalb welcher die relative Häufigkeit mit der 
Wahrscheinlichkeit P zu erwarten ist, kann man schreiben 

1 ,j--- 1/2~ii 1 
- r 2~p.q.= Y __ '2.-=, 
S • • S Jl8 

wovon der erste Ausdruck höchstens den Betrag Vi erreichen kann, da 
der größte Wert der Produkte P. qi gleich 1/4 ist. Mit wachsender Ver
suchszahl nehmen die Grenzen, innerhalb welcher die relat.ive Häufigkeit 
von E mit gegebener Wahrscheinlichkeit erwartet werden kann, schneller 

als :;}--= ab. 
I' 28 
Dieser Satz wird als das Po iss 0 n sehe Theorem bezeichnet. ,Er 

regelt die Erwartungsbildung hinsichtlich des Ergebnisses von Ver
suchen, in welchen da.s Ereignis E wechselnde Wahrscheinlichkeiten hat. 
Er ist eine sachgemäße Verallgemeinerung des Be r n 0 u 11 ischen Theo
rems. Im Anschlusse an Poisson wird gewöhnlich dieser Satz durch 
eine etwas künstliche Analyse gewonnen, welche in ihrem Gange den 
Zusammenhang mit dem Bernoullischen Satze nicht erkennen läßt. 
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Derselbe ergibt sich erst am Schlusse, gewissermaßen als Überraschung, 
durch Gleichsetzen aller Wahrscheinlichkeiten P" Es ist nun ein Mangel 
in der Ökonomie der Darstellung, der mehr als ein bloßer Schön
heitsfehler ist, die heiden Sätze unabhängig voneinander abzuleiten und 
als gleichberechtigt nebeneinander stehen zu lassen, ohne ihren Zusam
menhang von vornherein ersichtlich zu machen. Der logische Gang der 
DarLegung besteht offenbar darin, den Be r n 0 u 11 ischen Satz zuerst 
abzuLeiten und dann den Poissonschen Satz durch Ausdehnung der 
Aufgabe auf den Fall wechselnder Wahrscheinlichkeiten zu gewinnen .. 
Neue analytische Hilfsmittel sind hierzu nicht erforderlich. 

Der Ausdruck 

ist der Durchschnitt der Wahrscheinlichkeiten von E in den s Versuchen 
und heißt p demgemäß die Durchschnittswahrscheinlichkeit. Die wahr-
scheinlichste Wiederholungszahl ist ~ Pi = sp und der wahrscheinlichste 
Wert der relativen Häufigkeit p. Hinsichtlich dieser beiden Größen 
spielt also die Durchschnittswahrscheinlichkeit die gleiche Rolle wie 
die konstant€ Wahrscheinlichkeit p im Be r no u 11 ischen Satze. Hin
sichtlich der Bestimmung der anderen Größen ist aber die Durchschnitts
wahrscheinlichkeit ohne Bedeutung. 

Man hat für die wahrscheinliche, die mittlere und die durchschnitt-
liche Abweichung der Wiederholungszahl 

w=" V2~p,qil 
/L=Y ~p,qil 
~=V!~p,q,· 

Dieselben auf die relative Häufigkeit bezüglichen Größen werden aus 
w, (1, ~ durch Division durch s gewonnen. 

Handelte es sich um die smalige Wiederholung eines Ereignisses 
mit der konstanten Wahrscheinlichkeit p, so waren diese Größen 

w="V2spq, (1=Vspq, ~=V!spq. 

Um zu beurteiLen, wie dieSle Größen sich unter die Voraussetzung einer 
konstanten Wahrscheinlichkeit und unter Voraussetzung einer variablen 
Wahrscheinlichkeit verhalten, hat man 

.• 
Spq=~Pi(l--~~'Pi) 

i~ 1 

mit ~p,q, =~p,(l-p.) zu vergleichen. Man hat 
14* 
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wobei die letztere Summe zu erstrecken ist über alle Wertkombinationen 
mit Ausnahme derjenigen, in welchen i=k ist. Diese Differenz kann 
geschrieben werden 

• 
; ~(P. -Pk)2. 

i t k=l 

Diese Summe kann nicht negativ werden, da alle Glieder positiv 
sind, und kann nur dann verschwinden, wenn alle Größen p gleich 
sind, was den Fall einer konstanten Wahrscheinlichkeit ergibt. Die 
mittlere Abweichung ist kleiner, die Präzision also größer bei Ver
suchen mit variabler Wahrscheinlichkeit als bei solchen über Ereignisse, 
welchen eine konstante Wahrscheinlichkeit unterliegt. 

Macht man z Reihen von je s Versuchen unter den Voraussetzungen 
des Po iss 0 n schen Satzes, so sind die zur Beobachtung kommenden 
Wiederholungszahlen und die aus ihnen abgeleiteten relativen Häufig
keiten enger um ihre wahrscheinlichsten Werte verteilt, als unter dim 
Voraussetzungen des Bernoullischen Satzes zu erwarten ist. Die Ver
teilung dieser Größen um ihre wahrscheinlichsten Werte nennt man 
die Dispersion, und bezeichnet jene Dispersion als normal, welche nach 
dem Be r n 0 u 11 i sehen Satze dem Falle einer konstanten Wahrschein-
1ichkeit entspricht. Ist die Gruppierung der Werte dichter als im Falle 
einer konstant,en Wahrscheinlichkeit, so spricht man von einer unter
normalen, ist sie weniger dicht, von einer übernormalen Dispersion. 

10. Die mathematische Erwartung. 
Man pflegt den Begriff der mathematischen Erwartung durch das 

Beispiel zu erläutern, wonach das Eintreffen eines der einander aus
schließenden Ereignisse Et , Es, ... E n, von denen eines eintreffen muß 
und deren Wahrscheinlichkeiten Pli P2' ... Pn sind, mit dem Gewinne der 
Preise aj) al , ... an verbunden ist. Man bezeichnet den Ausdruck 

E= atpt + a2P2 + ... + allPn 

als die mathematische Erwartung oder Hoffnung. Die auf eine ein
zelne Summe bezügliche mathematische Erwartung ist gleich dem Pro
dukte aus der Summe mit der Wahrscheinlichkeit, mit welcher das 
Eintreffen des betreffenden Ereignisses, also der Gewinn, zu erwarten 
ist. Die Gesamterwartung hinsichtlich einer Mehrheit von Preisen be
stimmt sich als die Summe der Einzelerwartungen. 

Ist Pt +V2 + ... + Pn = 1, so ist E der Mittelwert oder Durchschnitt 
von a. Ist bei stetigen Mengen p eine stetige Funktion des Argumentes a, 
so ist 

E=Jaf(a)da, 
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wobei 

fr(a) da = 1, 

die beiden Integrale erstreckt über die ganze Menge. 
Die Bezeichnung mathematische Hoffnung stammt daher, ",veil diese 

Mittelwerte: zuerst im Zusammenhang mit der Frage nach der Regelung 
der Einsätze bei Zufallsspielen untersucht wurden. Man kann aber 
diesen Begriff ungezwungen auch auf folgenden Fall ausdehnen. Eine 
veränderliche Größe sei der Werte WlI W2 , ••• Wn fähig, und nehme 
dieselben mit den Wahrscheinlichkeiten Pt, P2' ... Pn an. Die Summe 
E = WtPt + W 2P2 + ... + WnPn ist der Durchschnitt D( W) von Wund 
gibt die Erwartung hinsichtlich des Wertes von W. 

Bei einer einmaligen Realisierung der Entstehungsbedingungen der 
Ereignisse EI' Ei, .. , En kommt der mathematischen Erwartung ebensowenig 
eine Bedeutung zu, wie der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bei 
einem einzelnen Versuche. Bei endlichen Mengen braucht E nicht mit 
einem der Werte a zusammenzufallen, ist also überhaupt nicht ein mög
liches Resultat. Bei wiederholten Versuchen kommt aber der mathe
matischen Erwartung eine große Bedeutung zu, worauf sich der fol
gende Satz bezieht: 

Die Größen X, Y, Z, ... seien der Werte 

Yll Y2' ... Ym 

fähig, die sie mit den Wahrscheinlichkeiten 

PI' P2~ ... PI 

qll q2' ... qm 

annehmen mögen. Es sind dann 

die auf die Größen X, Y, Z, . .. bezüglichen mathematischen Erwar
tung,en und 

In 

bl = ~YI2q" 
,=1 

n 

Cl = ~Zi2r" 
i=1 

die auf ihre Quadrate bezüglichen mathematischen Erwartungen. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß die Summe X + Y + Z + ... mit den Werten 

x" + YJ. + 111, + . ", und demnach die Differenz 

x" + YJ. + SI' + ... - (a + b + c+ ... ) 



~08 IV. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung 

zur Beobachtung komme, ist p"ql.r,. .... Der Durchschnitt des Quadrates 
dieser Differenz ist demnach 

, m n 

~ ~~ ... [(x,,-a) + (Yl-b) + (Z,.-c) + "')]'p"ql.r ... .... 
,,=11=1,.=1 

Es ist nun 

wie sich aus der Entwicklung des Quadrates ergibt, wenn man bedenkt, daß 
die Summierung nach den andern laufenden Buchstaben für die Produkte 
q1r,. ... 1 ergeben muß. Die Summierung des Produktes 2 (x,,-a)(Yl-b) 
ergibt für den Zeiger" 

2(Y1~P"x"-b~p,,x,,-aYl.~p,,+ab~p,.)=2(aYl-ab-aYl+ab)=O. 
Hieraus folgt 

Im" 

~ ~ ~ ... (x,,+ 111 +z,. + ···-a-b -c_ ... )2p"q;.r,. ... = 
"=11=1 f,=1 

= a1 + b1 + Cl + ... - (a' + b' + c! + ... ). 
Läßt man in dem Ausdrucke 

l 111, 1& 

~ ~ ~"'(X"+Yl+Z,.-a-b-c- ... )lp"q1"", '" 
,,=IÄ.=1 f,=l 1 

«!(al + bl + Cl + .. ; - a l - bt - Cl - ... ) = !XI 

alle Glieder fort, in denen 
(x" + y;. + z,. + ... - a - b - c- ... )' 

«I(al + bl + Cl + .. , - a l - bl-ec._ .. ) < 1 ... (A) 

und ersetzt den Bruoh, so oft er größer als 1 ist, durch die Einheit, 
so gilt 

die Summe erstreckt auf jene Wertkombinationen, für welche .die Re
lation A nicht stattfindet. Es ist nun diese Summe nichts UJlderes als 
dic Totalwahracheinlichkeit dafür, daß die Relation A nicht stattfinde. 

Man hat also 1 - P < --; oder P> 1 - --; . Hieraus folgt: Die Wahr-
IX « 

scheinlichkeit P, daß die Differenz x" + YÄ. + z,. + ... - a - b - c - ... zwi
schen den Grenzen 

-aYal +bl +ct + ... -a2 - b2 _C i _ ... und aya1 +bl +c1 + .. ·-a2-bl -c' _ .. ·, 

also die Summe X + Y + Z + . .. zwischen den Grenzen 

a + b + c + ... -aYal +b1 + Cl + ... _a2 _b2 _c2 _ ... 
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\lnd 
a +b +c+ ... + aral + bl + Cl + ... -a' -bB-c2 _ ... 

liege, ist größer als 1 - ~ . 
ce 
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Ist N die Anzahl der Größen X, Y, Z, ... , so besteht eine Wahrschein-

lichkeit P> 1- ':/_ dafür, daß der Durchschnitt 
ce r N 

:1::" + YÄ + zJ' + ... 
N 

~wischen den Grenzen 

a+b+c+ ... _~-Val +b1 +c1 + ... _ a'+ b'+c'+ .. · 
N JIN N N 

und 
a+~+c+ ... _ .~_-Val + b1 +c1 + ... _ a'+ b'+c'+ ... 

N VN N N 
liege. 

Dic wichtigste Folgerung aus diesem Satze ist, daß der Mittel-

wert ~ (a + b + c + ... ) der wahrscheinlichste Wert des aus den nach dem 

Zufalle herausgegriffenen Größen x"' YÄ' fiJJ" ... gebildeten Mittels ist. Der 
beobachtete Mittelwert nähert sich also dem tatsächlichen Mittelwerte 
bei· wachsender Versuchszahl. Durch Wabl eines hinreichend großen 
N kann man es also erzielen, daß d.er zur Beobachtung kommende 
Mittelwert mit einer der Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit 
innerhalb beliebig vorgegebener, noch so enger Grenzen erwartet wer
den kann. Der Mittel wert a + b + Q + ... spielt also bei solchen Ver
suc.hen eine ähnliche Rolle wie die Wahrscheinlichkeit p im Be rn 0 u 11 i
schen ~atze. 

Es ist der Mühe wert, darauf hinzuweisen, daß nur in einer grö
ßeren Anzahl von Versuchen dem Mittelwerte die Eigenschaft zukommt, 
der wahrscheinlichste Wert zu sein. Bei einer einmaligen Realisierung 
der Versuchsbedingungen ist jener Wert Xm von X am wahrschein
lichsten, dem das größte p zukommt, und dieser Wert kann größar, 
kleiner oder gleich dem Mittelwerte sein. Für eine größere Anzahl von 
Versuchen aber ist die Verteilung der Größen x für die Bestimmung 
des 'Mittelwertes belanglos. Macht man z Reihen von je N Versuchen, 
fl() sind diese z Bestimmungen um ihren wahrscheinlichsten Wert sym
metrisch, und zwar nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale, verteilt. 

Die Größe h, die definiert ist durch 

h- l --Vlll±'~l_':+- Cl-±~ _ a' + b' + c'+-:-:-: 
- N N' 

vertritt die Stelle des Präzisionsma.ß,es, weil von' ihr die Weite der 
Grenzen abhängt, zwischen welchen das Resultat mit gegebener Wahr
scheinlichkeit zu erwarten ist. 00 u rn 0 t bezeichnet sie als Konvergenz-
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modul, weil die Annäherung an den Durchschnitt um so rascher er
folgt, je größer h ist. 

Der Wurzelausdruck läßt sich in folgender Weise umformen. Mit 
Rücksicht auf die Bedeutung von a und al hat man identisch 

a1 - a2 = PI (Xl ~ a)~ + P2(X2 - a)2 + ... + PI(X1 - a)2 
und 

al-a2=PIP2(XI-x2)2+PIP3 (XI-XS)2+. "+PIP" (Xt-X/)2+P2PS(X2-XS)2+ .... 
Man kann also schreiben 

h- l = ~CJ;t tPiPk(X;-Xk)2~$.t ~ q.qk(Y;-Yk)2~~: t,r,rk(Z,-Zk)2+ .. ) 

Die Größe h hat ersichtlich ein Minimum, für konstantes N bei 

xl=a, xz=b, Pt=t, P2=PS="'=PI_l=0, Pz=~, 
Y·=O (i= 1 2 .. ·rn) , '" 
z;=O (i= 1,2, .. ·n). 

Es ergibt sich dann 

h=2YN 
b-a' 

Sonst ist h aller positiven Werte fähig und hat keine obere Grenze. 
Sind die Größen X, Y, Z, ... innerhalb der Intervalle 

Cl~X<ß, r<y<8, E<:::.z<i, ... 
aller Wel'te fähig und sind die Wahrscheinlichkeiten 

P = p(x), q = .,p(y), r = 01 (z), .. , 

stetige Funktionen der Argumente, so treten an die Stelle der Summen 
bestimmte Integrale, und man hat 

a = !xP(X)dX, 
0 I 

b - Jy.,p(y)dy, C = jz01(z)dz, 
a r 

(1 " i 

a l - fx2p(x)dx, bt f y2.,p(Y)dY, Cl =.fzS01(z)dZ, 
a r 

fJ 

a1 - a2 = fix - a)p(x)dx 
a 
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Die entsprechenden Ausdrücke für hJ kann man unmittelbar nieder
schreiben. 

Macht man X = Y = Z = .. " so handelt es sich um eine empirische
Bestimmung des Durchschnittes von X aus N Beobachtungen. Es besteht 

eine Wahrscheinlichkeit P> 1 - ~ I, daß der zur Beobachtung kommende 
0: 

Mittelwert innerhalb der Grenzen 

0: ,/- 0: ,/-
a - -VN r al - a2 und a + yN r a1 - a2 

liege. Macht man Xl = 1, PI = p, P2 = Ps = ... = P1-l = 0, PI= t, so ist 
a=a1 =p, Ya1 -a2 =yp{1-p). Es handelt sich um die Bestimmung 
der relativen Häufigkeit des Ereignisses in N Versuchen. Man sieht, daß 
p die wahrscheinlichste Bestimmung ist, und die Grenzen, innerhalb wel
cher die relative Häufigkeit mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten 

ist, wie V~ abnehmen, was im wesentlichen die im Bernoullischen 

Satze enthaltene Aussage ist. 
Beziehen sich X, Y, Z, ... auf dasselbe Ereignis E und ist 

PI = p, Ps = 1 - P Xl = 1, x2 = 0 

ql = q, q2 = 1 -- q Yt = 1, Yt = 0 
r l = r, r2 = 1 - r Zl = 1, Z2 = 0 

so ist 
al = a = p, b1 = b = q, Cl = C = r, 

so ist 
X" + y;. + Z,u + ... 

die Wiederholungszahl des Ereignisses, dem in den einzelnen Versuchen. 
die Wahrscheinlichkeiten p, q, r, ... zukommen. Die Aussage, daß eine 

Wahrscheinlichkeit P>l- ;1 dafür bestehe, daß dIeSummex,,+y;.+z,u+'" 

zwischen den Grenzen 

p + q+ r+ .. · -ayp(l-p) + q(1-q) +r(f=r) + ... 
und 

p+ q+ r + ... + "yp(1-p) + q(l-q) + r(1-r) + ... 
bzw. die relative Häufigkeit von E zwischen den Grenzen 

p+ q~/+ ... - -vi; VP(l-PL*-q~-!l +r(l-r) + ... 
und 

p+ q +r+ .. · +~ 1 jp(l-p) + q(l- q) +r(l-r)+ ... 
N y.&V N 

liege, entspricht dem Poissonschen Satze. 
Dieser Satz unterscheidet sich von dem B ,e r n 0 u 11 ischen Satze da

durch, daß für die Wahrscheinlichkeit, mit der das Resultat innerhalb 
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,geg"€bener Grenzen erwartet werden kann, nur eine andere Grenze an
geg"€ben wird, während der Bernoullische und der Poissonsche 
Satz für diese Größe einen bestimmten Wert angeben. Dagegen ist er 
nicht in gleichem Maße an die VorauS8etzung einer großen Versuchs
zahl gebunden, welche bei der Ersetzung der FaktorieUen nach dem 
S ti rl i n g schen Sat~e unentbehrlich ist. Die sehr elegante Ableitung 
dieses Satzes stammt von T s ehe bit s ehe f f, nach des8en Namen dieser 
Satz oozeichnet wird. 

Wir wollen über d-iesen Satz noch folgende Bemerkung machen: 
Die Gültigkeit der in ihm enthaltenen Aussage ist daran gebunden, 
daß keine der Größen a, b, q, ... und (J1' b1, Cl' ••• unendlich werde. Sind 
einer oder. mehrere dieser Mittelwerte unendlich, so ergeben sich für 
das Intervall, in welchem das Ergebnis mit gegebener Wahrscheinlich
keit erwartet werden kann, unendliche Grenzen, und die ganze Aussage 
wird gegenstandsl08. So selbstverständlich diese Bemerkung ist, so wu~de 
:sie doch bisher nicht beachtet. • 

Die Einsätze bei Zufallsspielen sind bekanntlich in der Weise ge
regelt, daß die mathematische Erwartung eines jeden Spielers gleich 
Null ist. Hat ein Spieler den Gewinn A mit der Wahrscheinlichkeit p, 
und den Verlust B mit der Wahrscheinlichkeit q=l-p zu gewärtigeQ, 

wobei B= lAP ,so besteht die Wahrscheinlichkeit P> 1 - -4 dafür, daß -p a . 

in N Spielen der Gewinn oder Verlust den Betrag IX Ar Np übersteigt. Bei 
einem, wie man sich ausdrückt, nach der Regel d,er Billigkeit einge
richteten Spiele, ist a stets Null, allein es lassen sich Verabredungen 
für das Spiel treffen, wobei sich für a1 ein unendlicher Wert ergibt. 
Gewinn und Verlust schwanken dann innerhalb unendlicher Grenzen, 
was bedeutet, daß die mathematisohe Regelung dieser Spiele belang
los ist. 

Eine gewiS8e Berühmtheit hat das sogenannte Problem von St. Pe
ternburg gewonnen, welches auf einer Außerachtlassung dieser Bedin
gung beruht. Gefragt wird nach dem Einsatze für das folgende Spiel. 
Es wird eine Münze so lange geworfen, bis sie Wappen zeigt. Geschieht 
.dies beim ersten W urIre, so beträgt der Gewinn 1 Dukaten; fällt Wappen 
zuerst am zweiten Wurf, so beträgt der Gewinn 2 Dukaten; und so 
beträgt der Gewinn bei jedem späteren Wurfe das Doppelte jenes Be
trages, der gewonnen worden wäre, wenn Wappen zuerst beim vorhel.'" 
gehenden Wurfe erschienen wäre. 

Die Wahrscheinlichkeiten der Gewinne sind }'}''''f und die aus den 
'Zu erwartenden Gewinnen resultierende mathematische Erwartung ist 
{ . 1 + t . " + .. " was bei der vorausgesetzten Möglichkeit einer unendlichen 
'Spieldauer den Wert unendlich ergibt. 

Es ist ersichtlich, daß niemand einen auch nur halbwegs beträcht
lichen Betrag ris'kieren wird, um an diesem etwas törichten Spiele teil
zunehmen, und der Widersinn liegt darin, daß ein unendlicher Einsatz 
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gefordert werden muß. Behufs Beseitigung dieses Widerspruches wurde 
eine ganze Reihe von Erklärungsversuchen unternommen, die teil weise, 
wie Dan i e 1 Be r no u 11 i s Lehre vom moralischen Vermögen, von 
hohem Scharfsinn zeugen. Gegen diese Erklärung muß gesagt werden, 
daß sie Elemente verwendet, welche dem Gegenstande fremd sind. An
sprechender ist die Erklärung, daß der Einsatz durch den größten Ge
winn, den der G~genspieler auszuzahlen in der Lage ist, beschränkt 
wird. Selbst bei einem sehr beträchtlichen Vermögen ergibt sich dann 
ein nur geringfügiger Einsatz. Wesentlich für die Beurteilung dieses 
Spieles ist, daß die Bedeutung der mathematischen Erwartung erst bei 
einer größeren Za,hl von Wiederholungen des Spieles hervortritt, solche 
aber durch die eigentümlichen Bedingungen des Spieles unmöglich ge
macht sind. Entweder nämlich dauert das Spiel unendlich lange oder 
der eine Spieler verliert sofort seinen unendlichen Ei,n.satz, womit das 
Spiel für immer beendet ist. 

Das Problem von St. Petersburg verliert viel von seinem über
raschenden Charakter, wenn man es neben anderen Spielen betrachtet, 
bei welchen die gewöhnliche Bestimmung des Einsatzes versagt. Man 
kann solche Beispiele in beliebiger Anzahl erzeugen, indem man für 
die Spiele solche Verabredungen festsetzt, daß sich für die in dem 
Wurzelausdrucke vorkommenden Ausdrücke divergierende Reihen er
geben. Besonders instruktiv in dieser Beziehung sind jene Beispiele, 
bei denen wohl a einen endlichen Wert hat, al aber divergiert. 

Man setze, wie im Petersburger Problem, auf das erstmalige Ein-
k 

treffen von Wappen im kten Wurfe einen Preis von 22 (1-1,l) Münzeinheiten, 
wobei a eine nicht negative Zahl sein soll. Man hat in diesem Falle für 
alle Werte von a>-1 

1 a=----
2u + 1 _l 

für alle nicht negativen Werte von a, und 
1 a ------

1-2u _l 

für alle positiven, von Null verschiedenen Werte von a. Für a = 0 diver
giert die Reihe für a1 und das Spiel läßt sich nicht in der gewöhnlichen Art 
regeln. Für Werte von a in dem Intervalle 0 < a < - 1 bleibt wohl a 
endlich, allein a1 divergiert. -

Je weiter die Grenzen sind, innerhalb welcher das Resultat mit 
gegebener Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, als desto gefährlicher 
muß das Spiel angesehen werden. Nähert a sich dem Werte Null, so 
wachsen diese'Grenzen unbeschränkt, und für a = 0 selbst ist der zu ge
wärtigende Gewinn oder Verlust so groß, daß es keinen Sinn hat, das 
Spiel nach der mathematischen Erwartung zu regeln. Mit zunehmen
dem Werte von a sinkt die Gefährlichkeit des Spieles. Zu glpicher Zeit 
nehmen die zu erhoffenden Preise und die zu leistenden Einsätze ab, 
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und man nähert sich dem interesselosen Falle, daß in einern gänzlich 
ungefährlichen Spiele ein verschwindend kleiner Gewinn gegen emen 
v·erschwindend kleinen Einsatz ~ewonnen werden kann. 

11. Wahrscheinlichkeiten a. posteriori. 
E~ gibt verhältnismäßig wenige Gebiete, auf denen die Entstehungs-

bedingungen der Ereignisse 80 durchsichtig und bekannt sind, daß auf 
Grund dieser Kenntnisse die Wahrscheinlichkeiten vorausbestimmt wer
den können. Die vorhandenen n Formationen setzen uns nicht in die 
Lage, die Mächtigkeiten bzw. die Maße der in Betracht kommenden Mengen 
zu bestimmen, weshalb ein Wahrscheinlichkeitsansatz mißlingen muß. 

Allein selbst dann, wenn die Bedingungen vollständig bekannt sind, 
ist oft eine Wahrscheinlichkeitsbestimmung apriori wegen der Länge 
und Kompliziertheit der damit verbundenen Rechnungen unmöglich. 
Wollte man die mathematische Erwartung des Spielers in dem unter 
dem Namen Canfield Solitaire bekannten Spiele bestimmen, dessen Re
geln so einfach sind, daß die fehlerfreie Durchführung des Spieles von 
jedem Spieler vorausgesetzt werden kann, so stieße man auf verwickelte 
Rechnungen, an deren tatsächliche Durchführung nicht zu denken ist, 
und für deren näherungsweise Durchführung die analytischen Mittel 
fehlen. Wollte man noch berücksichtigen, daß in den Geschicklichkeits
spielen der Spieler die Regeln nicht mit der Unverbrüchlichkeit eines 
Uhrwerkes einhält, so hätte man ein Element, das sich einer apriori
schen Wahrscheinlichkeitsbestimmung üherhaupt entzieht. Die Wahr
scheinlichkeit' daß einem Spieler beim Whist ein Gedächtnisfehler unter
laufen wird, daß er eine gegebene Situation falsch auffassen oder beim 
Durchdenken der Spielmöglichkeiten einen Denkfehler begehen wird, 
läßt sich apriori weder genau noch näherungsweise bestimmen oder ein
schätzen. Gerade darin liegt aber der Reiz der Geschicklichkeitsspiele, 
daß die Auswahl der aus einer gegebenen Kartenverteilung sich er
gebenden Spielmöglichkeiten nicht blind nach dem Zufalle erfolgt, son
dern dem Ermessen und der Geschicklichkeit ein gewisser Spielraum 
gelassen ist. Die Folge davon ist, daß die Auswahl der Kombinationen 
nicht ganz nach dem Zufalle geschieht. So ist z. B. vom Standpunkte 
der Kombinatorik ein Stich im Whist eine Kombination von 52 Ele
menten zur 4ten Klasse. Beobaohtet man aber in tatsächlichen Spie
len die Häufigkeit, mit welcher die Kombinationen Aß-König auftreten, 
so findet man eine viel höhere als die erwartungsmäßige Häufigkeit, 
weil eben der Spieler es darauf anlegt, den König mit dem Asse zu 
fangen. Trotzdem die Bedingungen, unter welchen dies gelingt, voll
ständig bekannt sind, böte die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit 
sehr große Sohwierigkeiten. 

Es liegt der Gedanke nahe, solche Wahl'scheinlichkeiten, deren 
apriorische Berechnung nicht möglich ist, durch Beobachtung der rela
tiven Häufigkeiten der betr€:ffenden Ereignisse zu bestimmen. Unter 
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konstanten Versuchsbedingungen läßt der Be r no u 11 i sehe Satz voraus
sehen, daß die Abweichungen der zur Beobachtung kommenden relativen 
Häufigkeiten mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit innerhalb gewisser 
Grenzen liegen werden.· Durch Steigerung der Versuchszahl kann man 
also dem unbekannten Werte dieser Wahrscheinlichkeit beliebig nahe
kommen. E,s handelt sich darum, die Schritte zu zeigen, mit welchen ein 
solcher Schluß in sachgemäßer Weise erreicht werden kann. 

E,,, bedeutet dies eine sehr wichtige Erweiterung des Gebietes der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, denn die meisten praktischen Anwendun
gen betreffen derartige Fragen. Bei einem in 8'einen Entstehungsbedin
gungen nicht weiter analysierbaren Vorgange ist unser Wissen von der 
Art, daß für die unbekannte Wahrscheinlichkeit eine endliche, meistens 
aber eine unendliche Anzahl von Werten als möglich angesehen werden 
muß. Aus jeder Annahme eines bestimmten Wertes ergibt sich eine 
ganz bestimmte Wahrscheinlichkeit, mit welcher das tatsächlich beobach
tete Resultat zu erwarten war. Dementsprechend kommen den verschie
denen Annahmen über den Wert der unbekannten Wahrscheinlichkeit, 
aus welchem das erhaltene Resultat zu erklären ist, verschiedene 'Vahr
scheinlichkeiten zu. 

Jeden Bedingungskomplex, der der unbekannten Wahrscheinlich
keit eines Ereignisses einen bestimmten Wert gibt, nennt man eine 
Ur8'ache. Dieser Sprachgebrauch ist üblich geworden, trützdem es viel
leicht passender wäre, von Annahmen oder Hypothesen über den 'Vert 
der unbekannten Wahrscheinlichkeit zu sprechen. In diesem Sinne 
spricht man auch von der Wahrscheinlichkeit der Ursachen oder An
nahmen. Die Grundlage für die Beurteilung der Wahrscheinlichkeiten 
von Ursachen bildet der folgende Satz von Ba y es, den 0 0' n d 0 r c e t 
und La p 1 ace als Ausgangspunkt für ihre L·ehre von den aus der Er
fahrung abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten gemacht haben. Auch dieser 
Satz war hin und wieder Gegenstand einer irrtümlichen Auffassung 
und bietet Gelegenheit zur Darlegung der Bedingungen, unter welchen 
einer Wahrscheinlichkeitsgröße objektive Bedeutung zukommt. Es süll 
noch darauf hingewies'Cn werden, daß bei der Abl,~itung der Sätze über 
die aposteriorischen Wahrscheinlichkeiten ausschließlich mit den Be
griffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung operiert wird, und daß keiner
lei fremde, etwa der Erfahrung entnommene BegriHe verwendet werden. 
In diesem Sinne also bildet die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein ge
schlossenes logisches System. 

12. Der Satz von Bayes. 
Es liegen n äußerlich gleiche Urnen vO'r, die folgendermaßen ge

füllt sind: 
Die Urne U1 enthält Cl Kugeln, vO'n welchen a1 weiß sind; 

" "U2 " c2 " " " a2 " '" 

" " " " " " " 



216 IV. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Eine dieser Urnen wird nach dem Zufalle herausgegriffen und aus ihr 
eine Ziehung gemacht; die eine weiße Kugel ergibt. Es wird nach der 
Wahrscheinlichkeit gefragt, daß die Ziehung aus der Urne Vi erfolgte. 

Die n Urnen repräsentieren die n gleich möglichen Ursachen des im 
Erscheinen einer weißen Kugel bestehenden Ereignisses. Wir denken 
uns die Urnen auf die gleiche Kugelanzahl gebracht, wobei aber das 
Mischungsverhältnis der weißen Kugeln ungeändert bleiben soll. Ist 
t) ein Vielfaches der Zahlen Cl' Cj , ••• c", und ist 

V=tlc1 =t2c,=···=t1l c", 
80 enthalten die Urnen je v Kugeln, von denen 

t1 a l1 tsas, ... t"a" 
weiß sind. Die Verhältnisse ändern sich offenbar nicht, wenn man a.lle 
Kugeln in einer Urne vereinigt, nachdem die der Urne lf; entstammen
den Kugeln mit der Zahl i bezeichnet hat, und nach der Wahrschein
lichkeit fragt, daß eine dieser neuen Urne entnommene weiße Kugel 
mit der Zahl i bezeichnet ist. Da für diese Aufge,oo ausschließlich 
die weißen Kugeln in Betracht kommen, 8i() ist die gesuchte Wahr
scheinlichkeit gleich der Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, die 

tl a1 + t2a! + ... + tnan 
Kugeln enthält, von denen tia, mit der Zahl i bezeichnet sind, eine Kugel 
zu ziehen, die die Nummer i trägt. Man hat auf Grund der Definition der 
Wahrscheinlichkeit 

p _ ti ai 

, - t l al + t2 ar + ... + t" a" ' 

was man wegen der Bedeutung von t auch schreiben kann 

a, 
p, = _C",-i __ 

• ~+a!+ ... +a1l 
Cl C2 Cn 

NUll ist aber 

Pk=:: (k=1,2, ... n) 

die Wahrscheinlichkeit, aus der Urne Vk eine weiße Kugel zu ziehen, 
woraus sich die schließliehe Lösung der gestellten Aufgabe ergibt 

p = Pi_. __ 
i PI + P2 + ... + Pn 

Dioo ergibt den Satz: Sind für das Ereignis E mehrere apriori 
gleirhwahrscheinliche Ursachen möglich, von welchen eine notwendig 
wirksam war, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Ursache U; wirk
sam war, gleich der Wahrscheinlichkeit, mit welcher bei Zutreffen 
dieser Annahme das Ereignis E zu erwarten ist, geteilt durch die Summe 
der auf die verschiedenen U rsachen bez~genen Wahrscheinlichkeiten die
ses Ereignisses. 
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Die Ausdehnun,g dieses Satzes auf den Fall, daß die Ursachen 

verschiedene, apriori bekannte Wahrscheinlichkeiten besitzen, ergibt
sich sofort. In dem eben gelösten Beispiele sind die Urnen Up U2 , ••• UlI 

in verschiedenen Anzahlen vorhanden, und es seien Cu C2 , ••• cn bzw. die 
Anzahlen der Urnen, deren Gesamtzahl C = Cl + cj + ... + cn ist. Man denke-
sich die weißen Kugeln in der Anzahl a = al + ax + ... + an in einer Urne 
vereint, nachdem die aus einer der Urnen U, stammenden Kugeln mit der 
Zahl i bezeichnet wurden. Die Wahrscheinlichkeit, daß eine dieser Urne 
entnommene Kugel mit der Zahl i bezeichnet sei, ist 

~l a\ +!i as + ... + ~n_ ~ 
c a c a c a 

Es ist nun S = wi die Wahrscheinlichkeit, daß aus einer der Urnen U; ge
c 

zogen werde, und a. = Pi ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei einer Ziehung 
a 

aus dieser Urne eine weiße Kugel erscheine. Die gesuchte Wahrschein
lichkeit ist demnach 

Wir wollen den Bayesschen Satz auf folgende Aufgabe anwen
den: Gegeben ist eine Anzahl von Urnen, über die bekannt :ist, daß. 
jede derselben 3 Kugeln enthält. Die Urnen der ersten Art enthalten 
3 weiße, die der zweiten Art eine schwarze und zwei weiße, lmd dia 
der dritten Art eine weiße und zwei schwarze Kugeln. Eine der Urnen 
wird ooch dem 'Z ufalle herausgegriffen und aus ihr eine Ziehung ge
macht, die eine weiße Kugel ergibt. Gefragt wird nach der Wahr
scheinlichkeit, daß die Kugel aus einer Urne der ersten, zweiten oder 
dritten Art stamme. 

Man findet sofort 

Pl=--2~= ~, P2=~' 'P3= ~. 
1+-3-+-3-

Man kann sich denken, daß 3 Spieler übereinkommen, folgendes 
Spiel zn spielen. Es wird eine der U men herausgegriffen und ,ms ihr: 
eine Ziehung gemacht. Ergibt sich eine schwarze Kugel, so wird die 
Urne zurück.gelegt, und dieses Resultat bleibt ohne Folgen. Ergibt die 
ZiehUIl§,' eine weiße Kugel, so wettet der erste Spieler, daß die beiden 
übrigeIl Kug,eln weiß seien, der zweite Spieler, daß eine der Kugeln: 
weiß ullIl die andere . schwarz sei, und der dritte Spieler, daß beide 
Kugeln schwarz seien. Ihre Einsätze müssen offenbar in dem Verh§.lt
ni.sse 3: 2 : 1 stehen, und in einer großen Zahl von Spielen würden die 
von den einzelnen Spielern gewonnenen Partien auch ungefähr in dem 
Verhältnisse 3: 2 : 1 stehen. 
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Eine solohe W n ~lrscheinliohkeitsbestimmung hat obj ektive Bedeu
tung, denn sie stützt sich auf eine Kenntnis der in Betraoht kommen
den ~l{'i1gec und ihrer Zusammensetzung. 

Anders aber li~gen die Verhältnisse, wenn nur bekannt ist, daß 
.die Urnen drei Kugeln enthalten, die weiß oder schwarz sein können. 
Man weiß also niohts über die Anzahl der vorhandenen Urnen mit ver
sohiedenen Füllungen, und ist nioht einmal darüber informiert, ob die 
Urne naoh dem Zufalle herausgegriffen oder absiohtlioh gewählt wurde. 
Einer solohen Urne wird eine Kugel entnommen, die weiß ist. In wel
-oher Weise ist der Einsatz der Spieler zu regeln, von denen der erste 
wettet, daß die beidoo übrig,en Kugeln weiß, der zweite, daß eine Kugel 
weiß, di{' andere schwarz sei, und der dritte, daß die beid·oo übrigen 
Kugeln schwarz seien. 

Vor der Ziehung sind 4 Annahmen über die Zusammensetzung des 
Urneninhaltes möglich, nämlioh daß 

1. 3 weiße und 0 schwarze Kugeln 

2. 2" ,,1 " " 
3. 1" ,,2 " " 
4. 0" ,,3 " " 

in der Urne enthalten seien. Das Resultat der Ziehung schließt die 
vierte Annahme aus. Wollte man sich auf ein solches Spiel wirklich 
einlassen, so bliebe 'nichts anderes übrig, als wieder die Einsätze im 
Verhältnis 3: 2 : 1 festzusetzen, indem man die den Spielern zugäng
liche Information verwertet. In diesem Falle kann man aber nicht die 
Aust'!age machen, daß in einer groß.en Zahl von Spielen die Anzahlen der 
von den einzelnen SpieJ.ern g,ewonnenen Partien" ebenfalls in dem Ver
hältnisse 3: 2 : 1 stehen werden. Berücksichtigt man, daß die Annahme, 
die Urnen der drei Arten sei'en in gleichen Anzahlen vorhanden, nur eine 
der sehr zahlreichen Annahmen, die ü,ber die Anzahl der vorhandenen Urnen 
verschiedener Art möglich sind, ist, und daß möglicherweise absichtlich 
1300ts Urnen, deren Inhalt in bestimmter W,eise zusammengesetzt ist, 
für die Ziehung- verwendet werden, so muß man sich auf Jen Rtand
punkt stellen, daß die Daten für eine obJektiv gültige Wahrscheinlich
keitsbestimmung überhaupt nicht vorhanden sind. 

Manche der in früheren Z,eiten geübten Anwendungen des Bayes
sehen Satzes entfernen sich nicht sehr von diesem Beispiele. So wurde 
die folgendE' Frage aufgeworf.en: Eine Frau hat als erstes Kind einen 
Knaben geboren; welches ist die Wahrscheinlichkeit, daß das nächste 
von diesel' Frau zur Welt gebrachte Kind das gleiche Geschlecht habe, 
also ebenfalls ein Knabe sei. 

Bei unserer vollständigen Unkenntnis über die Bedingungen, welche 
eine Geburt bestimmten Geschlechtes herbeiführen, kann man die Ge
burt eines Kindes einer bestimmten Frau mit Ziehungen aus einer 
Urne vergleichen, die weiße und schwarze Kugeln in unbekanntem 
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Mischungsverhältnisse enthält. Die vorliegende Frage entspricht also 
der felgenden Aufgabe: Aus. einer U rne,die weiß,e und seh warze K u
geln i~ unbekannten Anzahlen enthält, wird eine weiße Kugel gezogen 
und nicht zurückgelegt. Welches ist dic Wahrseheinlichhit, daß eine 
abermalige Ziehung eine Kugel der gleichen Farbe ergeben wird? Keine 
Wahrseheinlichkeitsbestimmung apriori kann diese Frage entscheiden,. 
die höchstens auf Grund statistischer Erhebungen über diesen Gegenstand 
beantwortet werden kann. 

Das Unzureichende des für eine solche Wahrscheinlichkeitsbestim
mung verwendeten Material.es wird besonders dann klar, wenn unsere 
sonstigen Kenntnisse über dein zur Beurteilung vorliegenden Tatbestand 
uns veranlassen, eine Änderung des vorausgesetzten Wertes der Wahr
scheinlichkeit nur mit größter Behutsamkeit vorzunehmen. Dies ist 
in dem folgenden BeispiCil..e der Fall, das sich von dem eben besproche
nen nur dadurch unterscheidet, daß wir für die Wahrscheinlichkeit p 
clen genauen W ert ~ anzunehmen geneigt sind, während die Wahrschein-
1ichkeit einer männlichen Geburt den Wert t etwas übersteigt. Mit 
.einer Münze, die sich äußerlich nicht von anderen, ähnlichen Münzen 
unterscheidet, wird ein Wurf gemacht, der Wappen ergeben hat. \Vel~ 

-ches ist die Wahrscheinlichkeit, daß der nächste Wurf ebenfalls Wappen 
.ergeben wird? Es ist offenkundig, daß diese g·eringfügige Erfahrun/?, 
über die Münze nicht ausTeicht, um dem Wurfe Wappen mit dieser 
Münze eine vom Werte t verschiedene Wahrscheinlichkeit beizumessen. 

13. Der Bayessche Satz für unendliche Mengen von Ursachen 
und die wahrscheinlichste Annahme. 

Das vorliegende Tatsachenmaterial bestehe in der Beobachtung des 
m maligen Eintreffens und n = (8 - m) maligen Ausbleibens des Ereig
nisses E in 8 Versuchen. Unsere Kenntnis über die Entstehung·sbedin
gungen von E sei derartig, daß wir apriori für seine unbekannte \Vahr
scheinlichkeit p jeden We'rt zwischen 0 und 1 als gleich wahrscheinlich 
ansehcn müssen. Ist x ein solcher Wert, so ist 

y=x"'(l-x)n 
die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Resultates. Die Wahrscheinlich-
keit, daß p in dem Intervalle x, x - dx liege, ist 

ydx 
P",= 1 -

(ydx 
o 

und die Wahrscheinlichkeit, daß sie in dem endlichen Intervalle (a, b) liege, 
ist b 

j"ydx 
a 

Pa,b=l--· 

!ydx 
o 

U rb an, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 15 
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Kommen den verschiedenen Annahmen über die Werte von p verschiedene 
Wahrscheinlichkeiten apriori zu, so sind sie Funktionen von x, und w(x) 
sei eine solche Funktion. Die beiden vorhergehenden Formeln schreiben 
sich dann 

w(x)ydx 
PX=~l~~- , 

jw(x)ydx 
o 

b 

jw(x)ydx 
a Pa, b = ---C-1 ~~-

fw(x)ydx 
o 

:Für gegebenes w(x) sind die Nenner dieser Ausdrücke konstant, und 
die größte Wahrscheinlichkeit kommt jenem Werte zu, der y bzw. w(x)y 
zu einem Maximum macht. Dieser Wert ist die wahrscheinlichste An
nahme über den unbekannten Wert der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E. 
Der Differentialquotient von y verschwindet für 

m m 

dem das Maximum von y 
X=--=-

m+n 8' 

entspricht. Setzt man x = m + e, so wird 
8 

y=M(l +: zf(l-: zr=MZ. 

Bricht man die Entwicklung des Logarithmus von Z bei der zweiten Po
tenz von z ab, und geht wieder zu den Zahlen über, so findet man 

" y= Me-'imn z'. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit P von 

E zwischen den Grenzen m - ~ und 111 + ~ liege, ist 
8 S 

~+" • 
jydx 
-'~-o 

P =-'--1 • 

jydX 
o 

Das Integral im Nenner ist die Eulersche B-Funktion und hat den Wert 
mInI 

(1II+n+l)!' 

Setzt man im Zähler x = 111 + z, so kann man es in der früher angedeu-
, S 

teten Weise näherungsweise ausdrücken, und erhält 

" " (8 + 1)! mmnnj' - ~z' p= e 2mn dz. 
IW» , NJ I pB 
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Durch Ersetz.en der Fakultäten durch die S ti r li n g sehe Formel und bei 
Berücksichtigung des Umstandes, daß s groß sein soll, erhält man 

o .' /-3 j--Z> p = T __ ~__ e 2mn dz. r 2nmn 
-0 

Setzt man noch 

h= V2~n' hz= t, 
so ergibt sich der Satz: 

ho=r, 

Es besteht die Wahrscheinlichkeit 

p= <Per), 
daß die unbekannte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E, das in s Ver
suchen mmal eingetroffen und n = s - mmal ausgeblieben ist, zwischen 
den Grenzen 

liege. 
Dieser Satz ist die Umkehrung des Bernoullischen rheorems. Dieser 

Satz gestattet, aus der bekannten Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses 
auf die Wahrscheinlichkeit zu schließen, mit welcher die Wiederholungs
zahl bzw. die relative Häufigkeit zwischen 'gegebenen Grenzen zu erwarten 
ist. Die Umkehrung des Satzes gestattet es, aus der durch Beobachtung 
bestimmten relativen Häufigkeit von E auf die unbekannte Wahrschein
lichkeit dieses Ereignisses zu schließen. Bernoulli hat die Tragweite, 
seines Satzes in dieser Richtung bereits vollkommen erkannt. 

Die wichtigste Folgerung aus diesem Satze ist, daß man es durch Stei
gerung der Versuchszahl erzielen kann, daß die Grenzen, innerhalb welcher 
die unbekannte Wahrscheinlichkeit mit gegebener Wahrscheinlichkeit an
genommen werden kann, beliebig enge werden. Wir können also durch 
Fortsetzung der Beobachtungen uns der Wahrheit beliebig nähern. Hier
durch ist die Forderung begründet, daß die empirische Bestimmung unbe
kannter Wahrscheinlichkeiten auf möglichst ausgedehnte Versuchsreihen 
gestützt sein soll. 

Es ist wichtig, folgende Bemerkung zu machen. Der Bernoulli
sehe Satz enthält eine Aussage über das Ergebnis einer noch anzustellen
den Versuchsreihe, und wir haben zu gewärtigen, daß das tatsächliche 
Resultat sich von unserer Voraussage um gewisse Beträge entfernt. Die 
Korrektur wird von der Erfahrung selbst besorgt. 

Weisen wir auf Grund von gemachten Beobachtungen einer un
bekannten Wahrscheinliohkeit nach der Umkehrung des Be r n 0 u 11 i -
sehen Satzes einen hestimmten Wert zu, der von dem wahren 'Verte 
abweicht, 8() begehen wir einen F·ehler. Die Umkehrung des Be r
no u 11 ischen Satzes gibt die Wahrscheinlichkeiten, mit welcher wir 
Abweichungen zu erwarten haben, und aus diesem Grunde muß man 
sagen, daß dieser Satz die Wahrscheinlichkeiten der Fehler von be-

15 .. 
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stimmtel' Größe bei empirischen Bestimmungen unbekannter Wahr-
8cheinlichkeiten gibt. 

Die wahren Werte dieser Wahrscheinlichkeiten sind und blei ben 
uns fast stets unzugänglich, und aus diesem Grunde sind uns auch 
die wahren Fehler unbekannt. Eine Ausnahme bilden nur jene Fälle, 
wo ü,ber Ereignisse von bekannter W ah:rscheinliehkei t Versuche ange
stellt wurden, aus welchen diese Wahrseheinlichkeiten empirisch be
stimmt werden können. Aus solchen Daten lassen sich die wahren Fehler 
bestimmen, woraus sich die Grundlagen für die Beantwortung der Frage 
ergeben, wieweit die Vorgänge der Wirklichkeit mit den Voraussetzun
gen der Theorie übereinstimmen. Diese Frage ist aber für die gesamte 
Theorie der Beobachtungsfehler von grundlegender Wichtigkeit. Aus 
diesem Grunde sind derartige Versuche, wie sie namentlich E. C z u b er 
in "orbildlicher Weise angestellt hat, von hen'orragendem Interesse. 

Von der Größe h hängen die Grenzen ab, innerhalb welcher der 
unbekannte Wert mit gegebener Wahrscheinlichkeit angenommen wer
den kann. Sie ist der Quadratwurzel aus der dritten Potenz der Ver
suchszahl gerade, und der Wurzel aus 2 m n verkehrt proportional. Für 
m=n hat dieses Produkt ein Maximum, zu dessen beiden Seiten es 
symmetrisch abnimmt. Die Präzision ist um 80 größer, die Beobach
tung also um so genauer, je mehr die unbekannte Wahrscheinlichkeit 
sich einem der Werte 0 oder 1 nähert. 

Man kann die Größe h auch folgendermaßen schreiben 

Der Faktor K enthält die wahrscheinlichsten Bestimmungen der Wahr
scheinlichkeit und der Gegenwahrscheinlichkeit des Ereignisses E, deren 
Werte durch die Entstehungsbedingungen von E bestimmt sind. Man 
kann also sagen, daß die Präzision einer empirischen Bestimmung einer 
unbekannten Wahrscheinlichkeit der Wurzel aus der Versuchszahl ge
rade proportional ist, und außerdem von einer Konstante abhängt, die 
durch die Art der zu untersuchenden Größe bestimmt ist. 

Dit' Verteilung der Fehler ist um den wahrscheinlichsten Wert 
symmetrisch. Hieraus folgt sofort, daß, der Mittelwert des Fehlers gl.eich 
o ist. Für den mittleren Fehler P,. den durchschnittlichen Fehler 3' 
und den wahrscheinlichen Fehler w findet man wieder die Beziehungen 

1 1 
P, = i;'y'2 = Ky'2S' 

1 1 
3'=--=--

7q/n Ky'sn' 

(} (} 

ro=-,,-= Ky's' 
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14:. Die Methode der kleinsten Quadrate. 
Mit dies'em Namen bezeichnet man ein Rechnungsverfahren zur Be

stimmung der wahrscheinlichsten Werte einer oder mehrerer U nbekann
tel' aus einem überbestimmten Gleichungssysteme, sowie der Fehler, 
mit welchen diese Resultate behaftet sind. Voraussetzung der Rechnung 
ist, daß die Gleichungen aus direkten Beobachtungen stammen, deren 
Fehler nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale verteilt sind. Gewöhnlich 
wird dieses Rechnungsverfahren in der Theorie der Beobachtungsfehler 
empirischer Größen entwickelt, was insof,ern berechtigt ist, als rlies ohne 
Zweifel das wichtigste Anwendungsgebiet der Methode der kleinsten 
Quadrate ist. 

In der Theorie der Beobaehtungsfehler ist die Voraussetzung der 
Fehlerverteilung nach dem Wahrscheinlichkeitsintegra1e eine Annahme, 
die näher untersucht und erläutert werden muß, weshalb es sich emp
fiehlt, das Rechnungsverfahren nach der Methode der kleinsten Quadrate 
im Zusammenhange mit dem Bel' n 0 u 11 i sehen Satze zu entwickeln, 
wo über das Zutreff'en der gemachten Voraussetzung kein Zweifel be
steht. Man kann hier an einfachen Aufgaben sämtliche Begriffe, mit 
welchen in der Theorie der Beobachtungsfehler operiert wird, in ein
facher Weise einführen. Die Methode der kleinsten Quadrate wird zu
nächst für das begrenzte Gebiet der empirischen Bestimmungen unbe
kannter Wahrscheinlichkeiten abgeleitet, und ihre Ausdehnung auf die 
Theorie der Beobachtungsfehler ergibt sich sodann durch den N ach
weis der Bedingungen, unter welchen die Annahme einer FehlervCll'
teilung nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale zutrifft. 

1. Aufgabe. Über die unbekannte Wahrscheinlichkeit P des Ereignisses E 
liegen die Ergebnisse von n gleich ausgedehnten Versuchsreihen vor, in welchen 
flir E die relativen Häufigkeiten '1'1' r 2 , ••• 'I' n zur Beobachtung kamen. Es ist der 
wahrscheinlichste Wert j' 'Von P sowie die Präzision dieser Bestimmung zu berechnen. 

In den einzelnen Versuchsreihen sind nach der Umkehrung des Bernoulli
schen Satzes die relativen Häufigkeiten von E, also '1'1' 'I'i' ... 'I'n die wahrscheinlichsten 
Bestimmungen der unbekannten Wahrscheinlichkeit P. Diese Resultate entsprechen 
den wahren Fehlern 

1'1 =P-'I'l 

Ei =P-'I's 

En =P-I·n • 

Ist h die Präzision der Bestimmung, so ist 

(i = 1,2, ... n) 

die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von der Größe Ei' und 

W = ___ 11: _ e-1,'[(P-r,J2 + (P-r.)' + ' . +(P-r,ll 
(Vn)n 

ist die Wahl'scheinlichkeit für das Zusammenbestehen der Fehler 1'1' E!, ••• En • Der 
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wahrscheinlichste Wert p von P ist jener Wert, für den Wein Maximum ist. Hieraus 
ergibt sich für p die Bedingung, daß die Summe 

(P - 1'.)! + (P - 1'1)1 + ... +(P- 1'n)! 

so klein als möglich sein muß, was für 

der Fall ist. Hieraus ergibt sich der Satz, daß das arithmetische Mittel als der mit 
der kleinsten Quadratsumme der scheinbaren Fehler, d. h. der Abweichungen vom 
wahrscheinlichsten Werte, die wahrscheinlichste Bestimmung von P ist. Das auf 
diese Eigenschaft des arithmetischen Mittels gestützte Rechenverfahren sollte alse> 
eigentlich die Methode der kleinsten Quadratsumme heißen. 

Das arithmetische Mittel ist der uns zugängliche wahrscheinlichste Wert der 
unbekannten Wahrscheinlichkeit, deren wahrer Wert uns unzugänglich bleibt. Aus 
diesem Grunde bleiben uns auch die wahren Fehler unbekannt. Es wird gefragt, 
welche Folgerungen man aus dem bekannten Verteilungsgesetze der wahren Fehler Ei 

auf die Verteilung der scheinbaren Fehler A.;, d. h. der Abweichungen vom wahr
scheinlichsten Werte, ziehen kann. Diese Abweichungen sind 

A.l =p-r. 
A.. =p-rl 

A." =p-1'", 

wobei wegen der Definition des arithmetischen Mittels 

l. + l2 + ... + l" = 0 

sein muß. Die Differenzen zwischen den wahren und den scheinbaren Fehlern sind 

woraus 
E. + EI + ... + f" = n(P - p) 

folgt. Durch Vereinigung der beiden letzten Beziehungen ergibt sich 

l =n-1 E --.!.-E -~E -"'-~E 
• n· n l n S n" 

Die scheinbaren Fehler sind also lineare Funktion der wahren )i'ehler. Hieraus folgt, 
daß ihre Wahrscheinlichkeiten nach der Funktion 

verteilt sind, wobei 
h ,/-n 

H =----:-:=-"---1 - n _ 1 • = h V n - 1 . 

V(n-l)-n-+ ( n-) 
Für den mittleren, den durchschnittlichen und den wahr~cheinlichen Fehler 

findet man 
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1 1;n=t 11;n=1 Q 1 /n -1 
p,=h" V~, fJ'=T V n;t' w=h" V~n~· 

Diese Formeln sind fiir die Rechnung noch unbrauchbar, da die auf den wahren 
Wert P bezügliche Präzision h darin auftritt. Aus den beobachteten Werten ergibt 
sich nun nach der Definition von p, und fJ' 

fJ'=[I~I], p,= yrgl. 
Hieraus folgt je eine Bestimmung von h, welche zur Berechnung von {f, p, und W 

verwendet werden können. Aus der [! 11 J bestimmen sich 

1 11 '1t - = [1 1 1] --~_.-., 
h n(n-l) 

fJ' =--JllJLc, p, = [111]1 /~~~~~ , 
yn(n-l) V 2'11(n-l) 

W= Q[lllj V n(n ~ 1)· 
Bei Verwendung von [HJ hat man 

~==1/!tHJ fJ'=,/ :![U]~ p,=,/[llj, 
h V n -1 ' V '1t(n - 1)' V n-l 

Für das Verhältnis der bei den Summen findet man 

10= Q1 /2[Hl. 
V n-l 

Bei Verteilung der Fehler nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale sind die aus 
der Summe der absoluten Werte der Abweichungen und die aus der Summe der 
Quadrate der Abweichungen vom arithmetischen Mittel abgeleiteten Werte des mitt~ 
leren durchschnittlichen und wahrscheinlichen Fehlers gleich. Man kann diese Eigen~ 
schaft dazu benützen, um eine vorliegende Gruppe von Beobachtungsresultaten darauf
hin zu untersuchen, ob die Voraussetzung der Verteilung der Fehler nach dem Wahr
scheinlichkeitsintegrale zutriffi. Am einfachsten geschieht eine solche Kontrolle durch 
Untersuchung des Wertes von Y[Ü]: [111], 

Man erkennt sofort, daß die auf das arithmetische Mittel von n gleichgenauen 
Beobachtungen bezügliche Präzision hn zu der einer einzelnen Beobachtung im Ver-

nältnisse yn: 1 steht. Für den auf das arithmetische Mittel bezüglichen durch
schnittlichen, mittleren und wahrscheinlichen Fehler, ausgedrückt durch die Quadrat
summe der Abweichungen vom Mittel, ergeben sich die Werte 

fJ' _' r2[Hj- _ 1/- [HJ- , /21TIJ 
p-V ;tn(n-1)' p,p-V n(n-1)' .W=QV n(n-l)' 

Bei Verwendung der Summe der absoluten Beträge der Abweichungen lauten die 
Ausdrücke für diese Größen 

fJ' - _iJ!>1l_ - [~U 1 / __ -.!!_ 
p- nyn-=I' P,p- n V 2(n-1)' 

Wichtig ist an diesen Formeln, daß die Präzision einer Beobachtung durch die Ab
weichungen vom Mittel ~- indirekt also durch die Abweichungen der einzelnen 
Beobachtungsresultate voneinander - ausgedrückt wird. Hieraus ergibt sich rur 
die Präzision die Auffassung als Maß der Übereinstimmung der einzelnen Beobach
tungen miteinander. 

Diese Ausführungen sollen an dem folgenden Beispiele erläutert werden, wobei 
.auf die Übereinstimmung der Rechnung mit der Erfahrung Nachdruck gelegt wird. 
Das Beispiel ist dadurch wichtig, weil der wahre Wert der zu bestimmenden Wahr
scheinlichkeit bekannt ist, so daß die theoretischen Ausführungen auf ihre Über
~instimlllUng mit den tatsächlichen Verhältnissen geprüft werden können. Die be
treffenden Daten wurden von E. Czuber gesammelt. 
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Aus einer Urne mit sechs mit den Nummern 1 bis 6 bezeichneten Kugeln sind: 
Ziehungen je einer Kugel mit Zurücklegen der jeweils gezogenen Kugel ausgeführt 
worden. Die gezogenen Nummern wurden notiert. Im ganzen wurden n = 37 Ver
suchsreihen von je 100 Ziehungen gemacht. 

Es ist aus den Beobachtungsergebnissen die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens 
einer ungeraden Nummer zu bestimmen. 

Stellt man sich auf den Standpunkt, daß diese Größe unbekannt ist, so ist die 
in jeder Reihe zur Beobachtung kommende relative Häufigkeit r k der ungeraden 
Nummern eine empirische Bestimmung der unbekannten Wahrscheinlichkeit P. Da 
alle Versuchsreihen gleich ausgedehnt sind, so sind ihre Ergebnisse gleichgenau. 
Tatsächlich ist aber der wahre Wert von P bekannt, so daß sich die Gelegenheit 
bietet, auch die wahren Fehler zu bestimmen. Die Beobachtungsdaten, dill schein
baren Fehler 1., die wahren Fehler f, sowie die Quadrate dieser Größen sind aus der 
folgenden Tabelle zu ersehen. 

Nr. 'fk ).,k=p-rk 
).,2 

k fk=P-rk 
f2 
k 

1 0,56 - 0,059 0,003481 - 0,06 0,0036 
2. 0,47 + 0,031 I 0,000961 + 0,03 0,0009 
3 0,4!J + 0,011 I 0,000121 + 0,01 0,0001 
4 0,46 + 0,041 

I 

0,001681 + 0,04 0,0016 
6 0,52 - 0,019 0,000361 - 0,02 0,0004 
6 0,53 - 0,029 0,000841 - 0,03 0,0009 
7 0,58 - 0,079 , 0,0062-11 - 0,08 0,0064 
8 0,46 + 0,041 

I 

0,001681 -4- 0,04 0,0016 
9 0,50 + 0,001 0,000001 0,00 0,0000 

10 0,42 I + 0,081 0,006561 +0,08 0,0064 
11 0,54 - 0,039 

I 
0,001521 -0,04 0,0016 

12 0,52 - 0,019 I 
0,000361 , - 0,02 0,0004 

13 0,56 - 0,059 ! 0,003481 - 0,06 0,0036 
14 0,50 + 0,001 0,000001 0,00 0,0000 
15 0,44 I + 0,061 0,003721 + 0,06 0,0036 
16 0,49 

I 
+ 0,011 0,000121 + 0,01 0,0001 

17 0,56 -- 0,059 i 0,003481 - 0,06 0,0036 
18 0,50 + 0,001 

I 

0,000001 0,00 0,0000 
19 0,56 - 0,059 0,003481 -0,06 0,0036 
20 0,47 + 0,031 0,000961 + 0,03 0,0009 
21 0,47 + 0,031 0,000961 + 0,03 0,0009 
22 0,51 -0,009 0,000081 I - 0,01 0,0001 
23 0,62 -- 0,019 0,000361 -0,'2 0,0004 
24 0,48 + 0,021 0,000441 + 0,02 0,0004 
26 0,56 - 0,059 i 0,003481 - 0,06 0,0036 
26 0,43 + 0,071 0,005041 + 0,07 0.0049 
27 0,58 - 0,079 I 0,006241 -0,08 0,0064 
28 0,52 - 0,019 0,000361 - 0,02 0,0004 
29 0,49 + 0,011 0,000121 +0,01 0,0001 
30 0,49 + 0,011 0,000121 +0,01 0,0001 
31 0,44 + 0,061 0,003721 +0,06 0,0036 
32 0,50 + 0,001 0,000001 0,00 0,0000 
33 0,54 - 0,039 0,001521 -0,04 0,0016 
34 0,51 - 0,009 0,000081 I - 0,01 0,0001 
35 0,45 + 0,051 0,002601 i + 0,05 0,0025 
36 0,47 + 0,031 

I 
0,000061 +O,oa 0,0009 

37 0,45 + 0,051 0,002601 +0,05 0,0025 

I 
18,54 

1I 

+ 0,661 
I 

0,067757 +0,63 

I 

0,0678 

I - 0,654 
I 

- 0,67 I I 
I - 0,003 I - 0,04 
I 

I 
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Aus der Summe der relativen Häufigkeiten berechnet sich das arithmetische 

Mittel mit 
_ 18,54 _ ° 50 p- -37- , 1. 

Die Abweichungen vom Mittel sind die scheinbaren Fehler a. Aus der Summe 
der Quadrate und der Summe der absoluten Werte der scheinbaren Fehler bestimmt 
sich 

während sich 

ergibt. Die Beziehung 

veÜ] YO,067757 
lfDT = ~305- = 0,200, 

1 / ~ = 1 / _Tt_ = ° 206 V 2n V 74 ' 

V[H] l/n 
Ti Fr = V 2n 

ist also nahezu erfüllt, woraus geschlossen werden kann, daß die Verteilung der
Fehler nahezu nach dem Wahrscheinlichkeitsintegrale erfolgt. 

In der Tat kamen die einzelnen Resultate mit den folgenden Häufigkeiten zur 
Beobachtung: 

Der scheinbare Fehler Der wahre Fehler 
0,001 4 mal 0,00 4 mal 
0,009 3 

" 
0,01 6 

" 0,011 4 
" 

0,02 5 
0,019 4 0,03 5 
0,u21 1 

" 
0,04 4 

" 0,029 1 0,05 2 
0,031 4 

" 
0,06 7 

0,039 2 
" 

0,07 1 
0,041 2 

" 
0,08 3 

0,051 2 
" 0,059 5 
" 0,061 2 

0,071 1 
" 0,079 2 
" 0,081 1 

Die Anzahl der berechneten und der beobachteten Fehler ist aus der folgenden 
Zusammenstellung ersichtlich: 

Fehler im absoluten Betrage 
0,000 bis 0,020 

beobachtef berechnet 

0,000 " 0,040 
0,000 " 0,060 
0,000 " 0,080 
0,000 " 0,100 

Für die Präzision, den mittleren und den 
sich folgende Bestimmungen. Aus [I a I] 

h = 15,78 /L = 0,045 
und aus [11] 

h = 16,32 /L = 0,043 

14 13,2 
22 23,8 
31 30,8 
36 34~ 

37 36~ 

durchschnittlichen Fehler 

.IJ' = 0,036 

.IJ' = 0,035. 

ergeben 

Dieselben Größen bestimmen sich aus der auf die wahren Fehler bezogenen Summe 
[I EI] mit 

h = 15,84 p. ~ 0,045 .IJ'=0,01l6. 
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Damit sind zu vergleichen die Werte, die sich für diese Größen aus dem Be r
n.oullischen Satz ergeben: 

h = 14,14 I! = 0,060 .& = 0,041 . 

Es besteht also zwischen diesen Größen eine Ubereinstimmung, die mit Hinsicht 
auf die zu uutersuchenden Erfahrungsdaten und den verhältnismäßig geringen Um
fang der Beobachtungen als durchaus befriedigend angesehen werden kann. 

Aus dem mittleren Fehler einer einzelnen Beobachtung ergibt sich der mittlere 

Fehler des Mittels mit 0,046 = 0,007, und man schreibt das Ergebnis der ganzen 
YS7 

Versuchsreihe 
p = 0,601 ± 0,007 . 

2. Aufgabe. Über die unbekannte Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses E 
liegen die Ergebnisse von n Reihen mit s" s! , ... s " Versuchen vor, iu welchen für 
E die relativen Häufigkeiten r1l r!, ... r" zur Beobachtung kamen. Es ist der wahr
scheinlichste Wert p von P und die Präzision dieser Bestimmung zu berechnen. 

Diese Aufgabe unterscheidet sich von der vorhergehenden dadurch, daß die 
Versuchsreihen verschieden ausgedehnt sind. Die wahrscheinlichsten Bestimmungen 
von P in den eiBzelnen Versuchsreihen sind wieder r" r!, " . rn , und entsprechen 
diesen die wahren Fehler 

c, = P-r, 

E" = P-r! 

E,,=P-rn • 

Die Präzisionsmaße in den einzelnen Versuchsreihen sind h" h!, ... hn , und die Wahr
acheinlichkeit eines Fehlers von der Größe Ei in der i-ten Versuchsreihe ist 

hi _h~.2 
--- e " (i = 1, 2, ... n) . y; 

Demgemäß ist die Wahrscheinlichkeit für das Zusammenbestehen der Fehler E" E" ••• c,. 

h"ht,···hn [9( )' 2( )2 '( )2] w= e-I'i P - r , +h,P-r! +.··+hnP-rn • 
(y n)n 

Soll Wein Maximum sein, so muß die Summe 

11, 2(P - r,)' + ht 2(P - r.)" + ... + h!(P - r,,)1 

möglichst klein sein. .Diese Summe hat ein Minimum für 

h, • r, + h. ! 1'. + ... + h;' 1'n 

p = . h1• + h. • + ... + h! 
Da die Präzisionsmaße sich auf Beobachtungen über dieselbe Wahrscheinlichkeit 

beziehen, so ist h,=Ky~,h2=KyS;, ... h"=KYs,,, und es ergibt sich für p 

s, r, + s! r. + ... + sn rn 
p= 

s, + s. + ... + Sn 

Die Multiplikationen der Zahlen r" r., ... rn nennt man die Gewichte dieser 
Größen, und der wahrscheinlichste Wert p ist das mit den den einzelnen Beobach
tungen entsprechenden Gewichten genommene Mittel. Aus den beiden Formeln für 
p ersieht man, daß 1. das Gewicht einer Beobachtungsreihe proportional ist dem 
Präzisionsmaße, und 2. daß das Gewicht proportional ist der Anzahl der Versuche, 
auf welchen die Bestimmung beruht. 

Die letztere Definition ist die direkteste Erklärung des Begriffes des Gewichtes 
~iner Beobachtungsreihe. In der Tat können sich 2 Versuchsreihen, die sich auf 
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die Bestimmung derselben Wahrscheinlichkeit beziehen, hinsichtlich ihrer Präzision 
nur dann unterscheiden, falls sie verschieden ausgedehnt sind. Bestände in irgend
einer andern Hinsicht eine Verschiedenheit, so könnten sich die bei den Versuchs
reihen überhaupt nicht auf dieselbe Wahrscheinlichkeit beziehen, und es wäre ein 
Widersinn, sie überhaupt zur Bestimmung derselben zu vereinen. 

Die gleiche Überlegung zwingt dazu, die Präzision der einzelnen Beobachtungen 
gleich K vB; zu setzen, wobei K in allen Versuchsreihen gleich ist. Man könnte 

daran denken, die Präzision durch 1 / Si auf Grund des erhaltenen Be-V 1·,(1- Ti) 

<lbachtungsergebnisses zu bestimmen. Dies wäre jedoch verfehlt, weil die auf die
selbe Wahrscheinlichkeit bezüglichen Beobachtungen nicht auf Grund des erhaltenen 
Resultates sondern nur auf Grund der Eigenschaften der Beobachtungen selbst als 
verschieden genau eingeschätzt werden können. Eine solche Verschiedenheit kann 
aber, wie früher ausgeflihrt, nur hinsichtlich der Ausdehnung der Versuchsreihe 
bestehen. 

Die scheinbaren Fehler, d. h. die Abweichungen vom wahrscheinlichsten "IN erle p, 
sind 

wobei wegen der Definition von p 

],1 =p -Tl 

],2 =p--j., 

Sl],1 + Si],jI + ... + sn],,, = [si,J = o. 
Durch Bildung der Differenzen Ci -],i und Summierung mit den Gewichten Si er
hält man 

[SC] - [s],] = [s](P- p) = S(P- p), 
weshalb auch gilt 

P Sl S2 + sn - p = -S Cl + S ci + ... SC" . 

Die Abweichung der Bestimmung p von P ist demnach eine lineare Funktion der 
wahren Fehler Ci' und die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung von der Größe z ist 

H -H'.' --:.=....::-e , 
Vn 

wobei 

Führt man für h/ = siKt ein, so ergibt sich hieraus 

H=KVS. 

Die Größe K kann man definieren als die Präzision der Beobachtung vom Gewichte 1, 
und man ersieht aus dieser Rechnung, daß die Präzision mehrerer Beobachtungen, 
die sich auf dieselbe Wahrscheinlichkeit beziehen, erhalten wird durch Summierung 
der Gewichte. 

Auf dem in der Lösung der früheren Aufgabe angedeuteten Wege erhält man 
für die Präzision den mittleren, den durchschnittlichen und den wahrscheinlichen 
Fehler einer Beobachtungsreihe vom Gewicht 1 

Vn - 1 
h= 2 [sHJ , ,,·=vJSH] r- n-1' oIT=V 2lsHt 

n(n-1)' 
W= QV~[s:0j 

n-1 
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bei Verwendung der mit den Gewichten genommenen Quadratsumme der Abwei
chungen, und 

h= Vn(n-1) =[!sl.!J,1 n ,-11'= [isl.I] , W=Q[!sl.i],1 __ n_ 
[!sl.!]vn' /L V 2n(n -1) Vn (n-1) V n(n -'---1) 

bei Verwendung der mit den Gewichten genommenen Summe der absoluten Beträge 
der Abweichungen. 

Die auf den wahrscheinlichsten Wert P bezüglichen Größen sind 

V(n - 1)8 
H= 2[sU] , 

H = Vsn(n-=1) , 
[!sl.IWn 

-11'=,1 2[sHL 
V n(n-1)8' 

-II'=~~ 
ySn(n-1) , 

, /2 [suf 
W=(I V (n-l)S' 

(I[]sl.!lJ/; W= . 
V8n(n-1) 

3. Aufgabe. Es sei F(PllPt, ... Pn ) eine Funktion der voneinander unab
hängigen Wahrscheinlichkeiten XI' X" ... X n der Ereignisse EI' E"", E n • Für 
diese Wahrscheinlichkeiten wurden durch Beobachtung die wahrscheinlichsten Werte 
PI'P" "'Pn mit den Präzisionen hu h" ... hn ermittelt. Welches ist der wahrschein
lichste Wert von F und dessen Präzision? 

Der wahrscheinlichste Wert f von F wird offenbar durch Einsetzen der wahr
scheinlichsten Werte PI' Pt, ... p" erhalten, es ist also 

f= F(puP" ···Pn )· 

Soll die Genauigkeitsbestimmung allgemein durchgeführt werden, so dürfen die 
wahren Fehler Ell E"", 8" der Bestimmungen nur klein sein. In diesem Falle kann 
man die Taylorsche Reihe mit den linearen Gliedern abbrechen und erhält 

of of of 
F= F(PI +8Il Ps+B,,'" Pn + II n) = f + 8p; 111 + op-; Ei + ... + iJp: 8", 

Die Differenz F - f stellt sich also als lineare Funktion der wahren Fehler Ei dar. 
und die auf diese Bestimmung bezügliche Präzision ist 

In dem Beispiele zur ersten Aufgabe wurde für die Wahrscheinlichkeit einer 
ungeraden Nummer der erfahrungsmäßige Wert P = 0,501 + 0,007 gefunden. Es 
soll die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, daß in 10 Ziehungen nicht weniger 
als 2 mal und nicht öfter als 4, mal eine ungerade Nummer erscheine. 

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens einer ungeraden Nummer 
mit x, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

P(x) = C20) x'(1- X)8+ C30) x 3(1-x)7 + C:) x' (1- X)6= 15x' (1-x)6(8+ 2x+9xS). 

und 
P'(x) = 90x (1- x)6(1 - 3x + 3x'- 15x3). 

Durch Einsetzen des wahrscheinlichsten Wertes ergibt sichP=0,363, P'(0,501)=- 2,252. 
Für die Präzision findet man 

und das Resultat mit seiner Genauigkeit ausgedrückt durch den mittleren Fehler ist 

P = 0,363 ± 0,015 
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4. Aufgabe. Als Erläuterung der Natur dieser Aufgabe diene folgendes Bei

spiel. Eine Urne enthalte Kugeln, die mit den Zahlen 1,2, ... q bezeichnet sind, 
jedoch ist über die Zusammensetzung des Urneninhaltes nichts weiter bekannt. Es 
sollen die erfahrungsmäßigen Wahrscheinlichkeiten der Zahlen 1,2, ... k (k < q - 1) 
bestimmt werden, und zwar liegen zu diesem Zwecke die Ergebnisse folgender Ver
suchsreihen vor. 

In der ersten Versuchsreihe werden Tr, ~ k Zahlen a" ß" 1', ... die sämtlich kleiner 
als k sind, ins Auge gefaßt. und die relative Häufigkeit", des Ereignisses, das im 
Erscheinen einer dieser Zahlen besteht, beobachtet. In der zweiten Versuchsreihe 
werden k2 ~ k Zahlen a l , ß2' 1'2' •.• ins Auq-e gefaßt, und die relative Häu1i.gkeit "2 

des Ereignisses, da.s im Erscheinen einer dieser Zahlen besteht, beobachtet. Im 
ganzen werden n > k derartige Versuchsreihen gemacht, und es wird die Auf
gabe gestellt, die wahrscheinlichsten Werte der unbekannten Wahrscheinlichkeiten 
PI' PI'''' Pk zu bestimmen. 

Jede Beobachtung ergibt eine Gleichung von der Form 

Pa; + Pp; + ... + P"i = "i ' 

und es liegen also n> k lineare Gleichungen zur Bestimmung von k Unbekannten 
vor. Wäre n = k, so ließe sich diesem Systeme genau entsprechen, jedoch wären 
die errechneten Werte nicht die wahren Werte, da die"i als empirische Bestimmungen 
unbekannter Wahrscheinlichkeiten mit Fehlern behaftet sind. 

Wären die Größen "i fehlerfrei, so könnte man aus dem vorliegenden über
bestimmten Systeme irgendwelche k Gleichungen auswählen, und müßte ihre 
Lösung auch jedes andere System von k Gleichungen erfüllen. In dem Mangel an 
Übereinstimmung zwischen den verschiedenen möglichen Lösungen äußern sich die 
Fehler in der Bestimmung der Größen "i' Es ist ein naheliegender Gedanke, die 
bei Einführung einer bestimmten Wertekombination der Unbekannten in die Glei
chun~en sich ergebenden Widersprüche dazu zu benützen, um den Grad der er
reichten Genauigkeit zu bestimmen. 

An Stelle dieses Problems wollen wir eine etwas allgemeinere Aufgabe lösen. 
In dem Beispiele ergibt sich ein System linearer Gleichungen, in welchen die 
Koeffizienten sämtlicher Unbekannter gleich 1 sind. Wir nehmen nun an, daß eine 
Anzahl von k unbekannten Wahrscheinlichkeiten P" PI' ... PIe miteinander in der 
Beziehung 

aP, +bP2 + ... +kPk=L 

stehen. Direkt beobachtet wird V. Zu jeder Beobachtung li von V gehöre das Werte
system ajl bi , ... k" die absolut genaue Zahlengrößen sein sollen. Sind Eu Ei> ... E,. 

die wahren Fehler von ~,Zu" .l", so hat man das Gleichungssystem 

a, P, + b, P 2 + '" + k, Pk = 1. + E, 

a l P, + bl PI + ... + k2 PIe = 12 + E, 

a"P, + b"P~ + ... +k"Pk=l" + E,.. 
Die Präzisionen dieser Bestimmungen seien h" hl , .•• 11" . 

Von jeder vorgeschlagenen Lösung muß ma.n verlangen, daß sie zu einem 
Rechenverfahren führt, nach welchem sich aus jedem vorgelegten Gleichungssysteme 
in eindeutiger Weise die Werte der Unbekannten ergeben. Solcher Algorithmen 
gibt es eine unbeschränkte Anzahl, woraus sich die Notwendigkeit ergibt, die ge
troffene Wahl durch Gründe zu rechtfertigen. Der am nächsten liegende Gedanke 
besteht darin, jenes System der Unbekannten zu bestimmen, für dessen Bestehen 
die Wahrscheinlichkeit ein Maximum ist. Man fragt nach den wahrscheinlichsten 
Werten der Unbekannten PI' Pu ... P". 
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Man nennt diese Aufgabe das Problem der vermittelnden Beobachtungen. Di~ 
Unbekannten heißen die Elemente. 

Da die Größen laus empiriscben Beobachtungen unbekannter Wahrscheinlich
keiten stammen, so ist 

hi h2 
- e- " (i = 1 2 ... n) 1"% ' , 

die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von der Größe E. Die Wahrscheinlichkeit deli' 
Zusammenbestehens der Fehler Et , EI' ••• En ist 

ht h • ... h ( •• 2' 2 ') 
~ __ .~~ e- "1 IEI +h t E2 + .. + "1' l/t , 

(}In)" 
und es hat deshalb jenes Fehlersystem die größte Wahrscheinlichkeit, welches die 
Summe 

ht lEt • + h, I EI • + ... hn' En • = [7171 FE] 

zu einem Minimum macht. Durch Nullsetzen der partiellen Ableitung nach Pi 
dieser Summe findet man 

[hhaiJPt + [hhb~lP. +. ... + [hhiiJP; + ... + [hhkk]Pk = [hhliJ. 

Es ergibt sich für jede Unbekannte eine Gleichung diesl\r Art, und man findet dem
nach die wahx;scheinlichsten Werte Pt ,PI' ... Pk der Unbekannten Pt, p., '" Pk ' 
indem man das System von k Gleichungen mit k Unbekannten 

[hhaa]pt + [hhab]p, + ... + [hhak]Pk = [hhal] 

[hhab] Pt + [hhbb]p, + ... + [hhbk] Pk = [hhbl] 

[hhak]Pl + [hhbk]p. + ... + [hhkk]Pk= [hhklJ 
auflöst. Man nennt dieses System die Normalgleichungen, und zwar heißt die durch 
Nullsetzen der Ableitung nach Pi der Summe [hhH] entstandene Gleichung die 
Normalgleichung für Pi' Man erkennt leicht, welche Rolle beim Zustandekommen 
der Normalgleichungen die Tatsache spielt, daß die Fehler der Beobachtungen nach 
dem Wahrscheinlichkeitsintegrale verteilt sind. Ist das Gesetz der Fehlerverteilung 
unbekannt, so ist die Aufgabe überhaupt unlösbar, und wird eine andere Fehler
verteilung vorausgesetzt, so ergibt sich ein anderes Recbnungsverfabren. Die durch 
den Algorithmus der Methode der kleinsten Quadrate errechneten Resultate haben 
nur deshalb die Bedeutung der wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten, weil 

h ',' die Fehler in den Beobachtungen der Größen L nach dem Gesetze -= e- h ver-
Vn 

tem sind. 
Zum Zwecke der Durchführung der Genauigkeitsbestimmung wollen wir an

nehmen, daß alle Beobachtungen gleich genau sind. Es fallen demnach sämtliche 
71 aus den Normalgleichungen herauB, und die Lösung für Pt lautet: 

: [al] [abl ... [ak] 

I 
~b.lJ. ~b.b~.: .. [b.k~ 
[kl] [kbJ ... [kk] 

Pt = ~I [-a a-"c;]~[ a-;"b.o;--] .-.. ---;O[ a~k,7] -'-I 

[ba] [bb], .. [bk] I 
I [k'aj [kb]·.: [k'kj 

Von den in diesem Ausdrucke auftretenden Größen sind nur die 1; mit Fehlern 
behaftet, während die übrigen Größen als genau anzusehen sind. Man entwickele 
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in L die Summen der ersten Kolonne und schreibe: 

a1 [abi ... [akl a2 [ab] ... [ak] 
11 b1 [b b] ... [b k] +~ b2 [bb] ... [bk] + ... +~ Pi = A A A . . . . . . . . . ......... 

k1 [k bJ ... [kk] k2 [k b J ... [k k] 

Man hat mit leichtverständlicher Symbolik 

Ril ) B~:) 
Pt = -,J- 11 + -;;f l2 + ... + 
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an [ab] ... [ak] 
bn [bb] ... [bk] 
. ........ 
kn [k b J ... [k k] 

wenn R~) die entsprechend gebaute Determinante ist, die in dem Ausdrucke für Pi 
als Faktor von 1;. .orkommt. Wegen 

OPI Bil ) 

-01;.= L1 
bestimmt sich die Präzision H. von PI aus der Präzision h der einzelnen Beob-
achtungen 

2 [R(')R(i)] 
Hi = h2L12· 

Wir beziehen uns im folgenden nur auf H 1 und schreiben kurz R i statt R~l). 
Ferner soll jene Subdeterminante von L1, welche dem Elemente [xl] adjungiert ist, 
mit S" ~ bezeichnet werden. Entwickelt man Ri nach den Elementen der ersten 
Kolonne, so ist 

R i = aiSaa + bßba + ... + kiSka· 

Quadriert man und bildet die Summe aller Glieder von i = 1 bis i = n, so wird 

[RRJ = Saa([aa]Saa + [ab]Sab + ... + [ak]Sak) + 
+ Sba(~ba]Saa + [bb]Sab + ... + [bk]Sak) + 
+ Ska([ka]Saa + [k b]Sab + ... + [kk]Su). 

Beachtet mauS,,;. = SAx' so ist nach dem Satze über die Komposition der Reihe 
einer Determinante mit den Subdeterminanten zu den Elementen paralleler Reihen 

[R] = ASaa . 

Setzt man noch die Präzision der einzelnen Beobachtungen gleich 1, so ist 

S 
H- 2 = ~. 

1 L1 

Statt auf die Präzision H i bezieht man sich gebräuchlicherweise auf das Ge
wicht % = Ht. Ist %1 das Gewicht der ersten Unbekannten, und q2' qs' ... qk 

irgendwelche sonstige Größen, so ergibt die Lösung nach ~ von 
%1 

1 
raa] % + [ab]q2 + ... + [ak]qk = 1 

1 

1 
[ba] - + [b b]q2 + ... + [bk]qk = 0 

%1 

1 
[ka] - + [kb]q2 + ... + [kk]qk = 0 

%1 

und man überzeugt sich leicht, daß ähnliche Gleichungssysteme mit ihren Lösungen 
auch die Gewichte jeder der übrigen Unbekannten bestimmen. Aus diesem Grunde 
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heißen diese Gleichungen das System der Gewichtsgleichungen der betreffenden 
Unbekannten. 

Die Präzision einer Bestimmung, und a fortiori das Gewicht, ist eine wesent
lich positive Größe. Es soll gezeigt werden, daß die Lösungen der Gewichts
gleichungen stets positiv sind, weil die Systemdeterminante .J und die Unterdeter
minanten S,,;, in Summen von Quadraten aufgelöst werden können. 

Die Elemente von .J sind Summen von je n Gliedern, und .J kann deshalb als 
Summe von nk Determinanten dargestellt werden, deren Elemente einfach sind. Von 
~iesen sind aber aUe jene Determinanten gleich Null, bei deren Bildung Kolonnen 
verwendet wurden, die in den Summen gleiche Stellen zeiger haben. Es bleiben 
also nur n(n - 1) ... (n - k + 1) Determinanten übrig, welche von Null verschie
dene Werte haben. 

Wir schreiben kurz 

Es Bind nun in der Determinante 

~aa~ab ... ~ak 

~ba~bb "'~bk a! b! ... k! : = (al b.. . kk) 2 

I ~k' b'k ' .. '. ~~ I 

k! von diesen Determinanten enthalten. Da aus den n Stellenzeigern auf (~) Arten 

k verschiedene Kombinationen ausgewählt werden können, so sind in 

~(al b • ... kk)', 

die Summe ausgedehnt über alle möglichen Kombinationen, alle jene n(n - 1) ... 
(n - k + 1) Determinanten enthalten, welche keine gleichen Kolonnen enthalten. Da 
die Summe keine anderen Determinanten enthält, so ist tatsächlich 

.J = ~(al b • .. , kk)! 

und als Summe von lauter Qnadraten stets positiv. Das gleiche gilt von den Sub
determinanten S,,),' da sie in derselben Weise wie .J gebaut sind. 

Es soll nun der Zusammenhang zwischen den Größen 

Ryl i=1,2, ... k 

.J J. = 1,2, .. n 

und den Multiplikatoren <X in der zweiten Ableitung der Methode der kleinsten 
Quadrate von Gauß gezeigt werden. Bei dieser Ableitung wird jede Fehlergleichung 

Ei = -li + ai X l + b,X' + ... + kiXk 

mit einem Faktor <Xi multipliziert und hierauf die Summe über alle i gebildet. Der 
gleiche Prozeß wird mit den Faktoren ßi , ri' '" xi durchgeführt, was die Gleichun
gen ergibt: 

[<XE] = - [al] + [aa] Xl + [ab] X. + ... + [<xk] Xk 

rßs] = - [ßlJ + [ßa] Xl + [ßb]X. + ... + [ßk]Xk 
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Unterwirft man die Zahlen et,~, '" x den Bedingungen 

so werden 

[eta] = 1, [etb] = [ete] = ... = [d] = 0 

[pa] = 0, [Pb] = 1, [pe] = ... = [Pk] = 0 

[xa]=[xb]=···=[xi]=O, [lIk] = 1, 

Xl = [etl] + [etE] , XI = [P1J + [PE]"" Xk = [xl] + [xe]. 

Dasselbe Verfahren mit den scheinbaren Fehlern a durchgeführt, ergibt 

Xl = [etl] + [etl] , X, = [~IJ + [Pl] , ... X" = [xlJ + [xl], 
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und die Präzisionen dieser Bestimmungen sind bei gleicher Genauigkeit der ein
zelnen Beobachtungen 

h h h 
H l = --=. H I = ----=, ... H" = --. 

Y[etetJ Y[I1PJ y[n] 

Nach dem Prinzipe des kleinsten Fehlerrisikos müssen die konstanten Teile der 
Fehler verschwinden und die Quadratsummen [et et], r 11 PJ, ... [x x] so klein als mög
lich werden. Die Lösung dieser Aufgabe ruhrt in bekannter Weise zur Aufstellung 
der Normalgleichungen. Da die Unbekannten nur in einer Weise als lineare Funk
tionen der I mit gegebenen Funktionen der Koeffizienten der Normalgleichungen 
als Faktoren dargestellt werden können, so ist in der Tat 

R(l) R(2) R(") 
• • • -:;r = et" 7 = ~i' .•• ----;r = x. (i = 1,2, ... n). 

Hieraus ergibt sich, daß die Genauigkeitsbestimmung in der bekannten Weise 
weitergeruhrt werden kann. Insbesondere läßt sich der mittlere Fehler einer Be
obachtung aus den scheinbaren Fehlern in der von Gauß angegebenen Weise be
stimmen. Man findet rur den mittleren Fehler einer Beobachtung 

_ 1 / [U] 
p.- Y n-k' 

wobei die 1 die Residuen sind, die sich bei EiniUhren der wahrscheinlichsten Werte 
in die Beobachtungsgleichungen ergeben. Ist /Lj der mittlere Fehler der i-ten Be
obachtung mit dem aus den Gewichtsgleichungen bestimmten Gewichte "i' so hat man 

/L'=~' · vn. 
Die Summe [11] läßt sich in der Form einer Determinante darstellen. Es ist 

[H] = [(-1 + apl + bP! + ... + kp,,)I] = 

EU] + PI ([aa] PI + [ab]p! + ... + [ak]Pk - [al]) 

+ P, ([ba] PI + [bb]PI + ... + [bk]p" - [bl]) 

+ Pk (lka] PI + lkb]PI + ... + [kk] Pk - [klJ) 
- [al] - [bll-'" - [kl]. 

Mit Rücksicht auf die Normalgleichungen sind die in runden Klammern ein
geschlossenen Ausdrücke Null, weshalb der Ausdruck für die Summe der 1 sich auf 

[H] = - [al]Pl - [bl]p, - ... - [k1]p" + [U] 
reduziert. Die auf die wahrscheinlichsten Werte bezügliche Quadratsumme der Ab-

weichungen wird erhalten, indem man rur Pi seinen Wert :: einruhrt. Bringt man 

Urban, Grundlagen der Wahraoheinlichkeitsrechnung 16 



236 IV. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung 

in allen Determinanten Li die Kolonne ra l], [b I] , .•. [k I] an die letzte Stelle, so ist 

.d [1l] = (- l)k {[al] L 1 - [bl) L, + ... + (- 1/ [kl] L k }' 

Der Klammerausdruck ist identisch mit der Determinante 

[la][lb] •.. [lk] [11] 
[aa] [ab] ... [ak][al] 

M= [b a][bb] ... [bk][bl] , 

[ka] lkb] ... [kk] [kl] 

die aus .d durch Rändern mit [la], [lb], .,. [lk] , [11], [al], [bI], ... [kl) entsteht. 
Für die Quadrate der mittleren Fehler der Unbekannten ergeben sich demnach 

bei Berücksichtigung der Formeln für ihre Gewichte die Werte 

2 Saa M 2 Sbb M l! 8kk M 
h = (n _ k) .d" 1-'2 = (n - k) .dt , •.. I'k = (n - k) .ds • 

Die Genauigkeitsbestimmung im Falle ungleicher Genauigkeit der Beobach
tungen läßt sich auf den Fall gleichgenauer Beobachtungen zurückführen. Es seien 
h1 , h2 , ••• hn die Präzisionen der Beobachtungen, so daß in der i-ten Beobachtung 
ein Fehler von der Größe E die Wahrscheinlichkeit 

h, I I 
- e-hi'i yn 

hat. Multipliziert man die Gleichung mit hz' so ist die neue Präzision h; = 1, und 
das Produkt Ejhi = E; hat die Wahrscheinlichkeit 

1 '2 _ e-Ei . 

-y; 
Führt man die Multiplikation für alle Beobachtungsgleichungen durch, 80 kommt 
man zu den Normalgleichungen mit den Koeffizienten [hhaa], [hhab], '" an denen 
man die Genauigkeitsbestimmung , wie oben ausgeführt, vornimmt. Der mittlere 
Fehler der Beobachtung vom Gewichte 1 ist 

I" = 1 j[p1l]. 
Vn-k 

Bezeichnet man die Determinante 

[hhaa] [hhab] ... [hhak] 

[hhba] [hhb b] ... [hhbk] 

[hhka] [hhkb] ... [hhkk] 

mit .d' und die zu dem Element [hhap] adjungierte Unterdeterminante mit S~(f' 
so sind durch 

2 Saa no-li _ Sbb -2 Skk H1 =7' 2 -.d' · •. H k =-;T 
die Präzis ionen der Unbekannten gegeben. Man erkennt leicht, daß sich hieraus 
für jede Unbekannte ein System der Gewichtsgleichungen bestimmt, dessen Lösung 
das Gewicht der Unbekannten gibt. 

Aufgabe 6. Es wird dieselbe Aufgabe zur Lösung gegeben wie in Aufgabe 4, 
nur ist k = q. Es wird also nach den erfahrungsmäßigen Wahrscheiillichkeiten 
sämtlicher in der Urne vorhandenen Kugelarten gefragt. In diesem Falle ändert 
sich der Ansatz zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten insofern, als noch die 
Bedingung hinzukommt, daß die Summe aller Unbekanntell gleich 1 sein muß. In 
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der Tat muß diese Bedingung streng erfüllt sein, wenn die errechneten Größen 
die Wahrscheinlichkeiten von einander ausschließenden Fällen sein sollen, von wel
chen einer eintreffen muß. Während die aus den Beobachtungen stammenden 
Gleichungen nur möglichst genau erfüllt werden können, muß die Summe der Un
bekannten genau gleich 1 sein. Solche Gleichungen, die apriori Beziehungen aus
sagen, die aus den allgemeinen Eigenschaften der zu untersuchenden Unbekannten 
folgen, heißen Bedingungsgleichungen. Die wahrscheinlichsten Werte der Unbekann
ten müssen die Bedingungsgleichungen genau erfüllen, bei den Beobachtungsglei
chungen aber die mit den Gewichten genommene Quadratsumme der Abweichungen 
zu einem Minimum machen. 

Man kann dieses Beispiel einer bedingten Beobachtung verallgemeinern und 
leicht auf das Problem vermittelnder Beobachtungen zurückführen. Es handle sich 
um n Größen PI' P 2, .,. Pn, zwischen welchen r < n lineare Beziehungen von der 
Form 

€PI = (Xl PI + ßl p! + ... + VI P" - II = 0 

€P2 = (X2 Pt + ß'J p! + ... + "1 Pn - l'J = 0 

€Pr = (Xr PI + ßrPI + ... + vrP" - lk = 0 

bestehen. Außerdem liegen -k > n - r Beobachtungsgleichungen 

a1 PI + b1 PI + ... +n1 Pn = II mit dem Gewichte h1 ! 

h I 
SI 

, . 

" " 
h t 

k 

vor. _ Es soll ein System von Werten Pu P2 , ... P n gefunden werden, welches den 
Bedingungsgleichungen genau genügt und hinsichtlich der Beobachtungsgleichungen 
am wahrscheinlichsten ist. 

Man sieht, daß es sich um eine Minimumaufgabe mit Nebenbedingungen han
delt. Bildet man die Funktion 

4'> = [khvv] + k1 €PI + k'J €PI + ... + kr€Pr' 
worin Vi = ai PI + biPI + ... + niPn - l; (i = 1,2, ... k), so ergeben sich aus 

04'> 
OPi=O (i=1,2, .. ·n) 

n Gleichungen, welche zusammen mit den r Gleichungen €Pi = 0 (i = 1, 2, ... r) zur 
Bestimmung der n + r Unbekannten PI' P" ... Pn ; kl • k!, •.• kr hinreichen. 

Es soll noch eine Bemerkung gemacht werden, die eine wichtige Einsicht in 
das Wesen der Methode der kleinsten Quadrate vermittelt. Bezeichnen wir wieder 

k 

mit ~ ab kurz die Summe::E aib" so ist 
i=l 

~al~ab ... ~ak 

~bl~bb ... ~bk 
.. 

~kl~kb ... ~kk 

und deshalb ist der Zähler von PI 

a1 b1 ••• kl 

a2 b'j ... k, 
. . . . 

ak bk •· • kk 

LI = ~(al bt •.• kk) (li b'j ... kk)' 

II b1 ••• kl 

12 b2 ••• k'J 
. .... 

lk bk .. . kk 

die Summe erstreckt über die Kombinationen der n Stellenzeiger zur k-ten Klasse. 
16* 
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Die durch Auflösung des Systems der Normalgleichungen bestimmten wahr
scheinlichsten Werte der Unbekannten können geschrieben werden 

~'(al b • ..• k,,) (al b2 ... lk) 
Pk= 

;Seal bt ... kk)Z 

wobei die Indizes von P und l stets gleich sind. Greift man aus den vorliegenden 

n Beobachtungsgleichungen ein System von k Gleichungen heraus, was auf (~) 
verschiedene Arten geschehen kann, so gibt jedes solche System Lösungen von der Art 

_ PI b, ... kk) _ (al 12 ,,, kk) _ (al bt ... 1k) 

PI = (al b, ... kk)' p, = (al b2 -:::"-J I ••• Pk = (al bt ... kk) • 

Die Nenner dieser Ausdrücke sind gleich der betreffenden Systemdeterminante. Be
zeichnet man diese mit G, so hat man ftir die durch die Normalgleichungen wahr
scheinlichsten Werte 

GI!PI + GI' PI + ... + G.fJ. 
PI = GII+ Gt'+ ... + G." 

GI ZPt + GZ!PI + ... + G/P. 
( '/1 ) z= . 

k 

p,= GII+Gtl+ ... +G/ 

Die Bedeutung dieser Formeln ist folgende. Aus den n Beobachtungsgleichon

gen lassen sich auf (;) verschiedene Arten k Gleichungen herausgreifen, welche 

zur Bestimmung der Unbekannten gerade hinreichen. Der nach der Methode der 
kleinsten Quadrate bestimmte wahrscheinlichste Wert einer Unbekannten ist gleich 
dem mit den Gewichten GI I, GI I, '" genommenen Mittel aller möglichen Bestim
mungen dieser Größe, wobei die Größen GI' GI' .. , die den einzelnen Lösungen 
entsprechenden Systemdeterminanten sind. Die einzelnen Lösungen haben also ver
schiedenen Einfluß auf die Bildung des Endresultates. 

Soll die Aufgabe, aus den vorliegenden Beobachtungen die Unbekannten zu 
bestimmen, lösbar sein, so muß das System der Normalgleichungen eine Lösung 
besitzen. Die notwendige und hinreichende Bedingung hierftir besteht in dem 
Nichtverschwinden der Determinante.:1. Da.:1 = GI' + GI! + ... + G/ nur dann 
Null werden kann, wenn alle Größen G Null sind, so gibt es stets eine Lösung 
der Normalgleichungen, falls man aus den n Beobachtungen irgendeine Gruppe von 
k Gleichungen herausgreifen kann, welche eine Bestimmung der k Unbekannten er
geben. 



v. Die Grundlagen der Theorie der Beobachtungs
fehler. 

I. Zweck der Ausgleichung. 

Die Ergebniooe von Moosungen empirischer Größen sind niemals ge
nau. Wird dieselbe Größe wiederholt gemessen, so äußert sich Jiese Un
genauigkeit in Widersprüchen zwischen den einzelnen Moosungsergeb
nis'sen. Es entsteht zunächst die Aufga,be, die Messungsergebnisse in 
dem Sinne widerspruchslos zu machen, daß durch ein in allen Fällen 
Mwendbares Rechenverfahren aus jeder vorliegenden Gruppe yon Mes
sungsergebnissen in eindeutiger W·eise ein Wert gewonnen wird, der der 
zu bestimmenden Größe zugeordnet werden soll. Ein Verfahren, das 
zu diesem Zwecke dient, heißt eine Ausgleichung der Beobachtungen. 

Der hierbei am häufigsten angewendete Algorithmus ist die Methode 
der kleinsten Quadrate. Ihre erste Anwendung fand sie in der Astro
nomie und Geodäsie, weil auf diesen Gebieten sich zuerst Gelegenheit 
zu Messungen hoher Präzis'ion ergab. Heute find'et sie aber auf fast 
allen Gebieten der messenden Naturbeobachtung Anwendung, und wenn 
man von der Theorie der Beobachtungsfehler spricht, so meint man fast 
immer die Methode der kleinsten Quadrate. Eine solche Identität be
steht in Wirklichkeit nicht, denn es sind auch andere ~\..usgleichsver
fahren möglich, und außerdem gibt es auch nicht-rechnerische Aus· 
gleichsmethoden. 

Die Eindeutigkeit des Rcchenverfahrens ist die erste Aufforderung, 
die an eine Ausgleichsmcthode zu stellen ist. Dies ist der Standpunkt 
Le g,en d I' es bei seiner Einführung! der Methode der kleinsten Quadr.ate, 
wenn er hervorhebt, daß ihr Algorithmus sich stets durchführen läßt. 
Da sich offenbar eine unbegrenzte Menge von R.echenvorschriften an
geben läßt, die dieser Bedingung genügen, so rechtfertigt Legendre 
sleine Wahl dieses besonderen Verfahrens damit, daß es "keinen all
gemeineren oder genaueren Grundsatz, noch einen solchen von leich
t,ever Anwendung gibt, als die Ausgleichung der Messungsergebnisse 
nach dem Gesichtspunkte, daß die Summe der Quadrate der Abwei
chungen so klein als möglich sein solle". 

Gegen einen solchen Standpunkt können mancherlei Bedenken gel
tend gemacht werden. Die Einfachheit des aus dem gewählten Prin
zipe sich ergebenden Roohenverfahrens ist offenbar kein Grund für 
seine Verwendung bei Untersuchungen, deren Zweck die Erforschung 
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objektiver Verhältnisse ist. Für die Theorie spielt die Einfachheit des 
Rechenverfahrens überhaupt keine Rolle, da man gerne jedes auch noch 
so verwickelte Verfahren in Kauf nimmt, wenn dadurch die Erhaltung 
des objektiv richtigen Wertes gewährleistet wird. Die Belanglosigkeit 
dieses Momentes erweist Tai t durch das Beispiel eines Rechners, der 
die Anziehung zweier Ma&'len der Entfernung verkehrt proportional 
setzen wollte, weil auf Grund dieses Ansat~es das n-Körperproblem ein
fach und genau gelöst werden kann. Auch für die Praxis kommt diese 
Erwägung erst in zweiter Linie in Betracht, da man in dem Falle, daß 
sich sehr langwierige und umständliche Rechnungen ergeben sollten, 
abgekürzte Rechnungsmethoden erfinden kann, die dBn richtigen Wert 
mit hinreichend,er Annäherung ergeben, wenn man nur erst weiß, wel
ches der zu bestimimend,e Wert eigentlich ist. 

Die Behauptung, daß es kein allgemeineres oder genaueres als das 
gewählte Verfahren gibt, ist 'vollständig willkürlich, falls sie nicht durch 
bestimmte Gründe gestützt wird. Tatsächlich ist jedes Verfahren, nach 
welchem in eindeutiger W·eise auf Grund feststehender Vorschriften 
aus den vorhandenen Meinungsergebnissen ein einziger W'ert gefunden 
wird, ebenso allgemein. Was die Frage der Genauigkeit betrifft, so 
läßt sie sich überhaupt nicht beantworten, 'solange nicht eine Verab
redung darüber getroffen wird, in welcher Art die Genauigkeit gemessen 
werden soll. 

Gau ß ging in seiner ersten Ableitung der Methode der kleinsten 
Quadrate von der Annahme aus, daß das arithmetische Mittel einer 
Reihe von Messungsergebnissen der wahrsoheinlichste Wert der zu be
stimmenden Größ,e ist. Aus dieser Annahme ergibt sich durch eine 
Reihc strenger Schlü&ge, daß die nach der Methode der kleinsten Qua
drate berechneten Werte die wahrscheinlichsten Be3timmungen der un
bekannten Größen sind. Gestützt wird diese Annahme durch den Hin
weis, daß es allgemein üblich sei, das Mittel der Beobachtungsergeb
niS8e als Bestimmung der zu messenden Größ,e zu nehmen. Ein wicher 
Vorgang ist aber gleichbedeutend mit der Annahme, daß das arith
metische Mittel jedem anderen Werte vorzuziehen sei, d. h. daß es der 
wahrscheinlichste Wert sei. Man kann den Tatbestand kurz in fol
gender Weise ausdrücken: In der Theoria Motus leitet Gauß die 
Methode der kleinsten Quadrate als den dem bei Messungen üblichen 
Verfahren entsprechenden Algorithmus ab. 

Daß Prinzip vom arithmetischen Mittel erscheint als eine überaus 
selbstverständliche Annahme. Unter den Forschern, die sich mit der 
Theorie d-er Beobachtungsfehler beschäftigten, dürfte es nur wenige ge
geben haben, die nicht anfangs hofften, diesen Satz aus allgemeinen 
Voraussetzungen strenge beweisen zu können. Es besteht eine gewisse 
Ähnlichkeit dies-es Sat~ mit dem ParalleLenaxiom der Geometrie: So
lange man nicht weiter darüber nachgedacht hat, erscheint das Prinzip 
vom arithmetischen Mittel als klar und unbezweifeH, und erst wenn 
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man sich über die VorauS8etzun~en, welche dieser Satz beinhaltet, klar 
geworden ist, empfindet man die Notwendigkeit, diesen Satz in irgend
einer Weise zu begründen, oder die Theorie der Beobachtungsfehler auf 
eine andere Grund.lage zu stellen. 

Die Notwendigkeit eines Beweises wird besonders fühlbar, wenn 
man sich den Gedankengang des vorhergehenden Abschnittes vergegen
wärtigt. Die Methode der kleinsten Quadrate wurde dort als das Ver
fahren abgeleitet, durch welches aus vorliegenden Beobachtungsergeb
nissel1 die wahrscheinlichsten Werte der betreffenden unbekannten Wahr
scheinlichkeiten bestimmt werden. Der Satz, daß das arithmetische Mit
tel einer vorliegenden Gruppe von Ergebnissen direkter Beobachtungen 
der wahrscheinlichste Wert der zu bestimmenden Wahrscheinlichkeiten 
ist, findet seine StütZle in dem Satze von B ,e r no u 11 i. Handelt es sich 
um Vorgänge, die als im mathematischen Sinne zufällige Ereignisse 
betrachtet werden müssen, so hat man überhaupt keine andere Wahl 
als die Ausgleichung der Beobachtun~en naoh der Methode der kleinstem. 
Quadrate. Es liegen also bestimmte, zwingende Gründe für die Wahl 
dieses Rechenverfahrens vor. 

Solche Gründe fehlen, fal1s man in der Theorie der Beobachtungs.
fehler den Sa.tz vom arithmetischen Mittel als Prinzip postuliert, und 
es liegt hierin eine Willkürlichkeit in dem Aufbaue des Systems. Gauß 
empfand das Unbefriedigende dieser Art der Ableitung, und gründete 
später die Theorie der Beobachtungsfehler auf den Satz, daß jene BOI
stimmung der Unbekannten als die zweckmäßigste anzusehen ist, welche 
den kleinsten mittleren Fehl-er befürchten läßt. Eine Messung wird 
gewissermaß.en als ein Spiel betrachtet, bei dem man nur verlieren 
kann, und der zu gewärtigende Verlust wird nach dem mittleren Fehler 
abgeschätzt. Auch diese Ableitung ist nicht frei von Willkürlichkeiten, 
da man statt des mittleren Fehiers jed'e sllets positive Funktion der 
Fehler als Maß der Gefährlichkeit des SpieLes wählen kann. 

Wenige Gegenstände der Mathematik wurden in gleicher Weise 
wie die Theorie der Beobachtungsf'ehler durch Arbeiten der scharf
sinnigsten und tiefsten Forscher ausgezeichnet. Im L.aufe des yerflos
senen Jahrhunderts war die Methode der kleinsten Quadrate wieder
holt Gegenstand der eingehendsten Untersuchungen. Es ergab sich, daß 
dieses Rechnungsverfahren aus sehr verschiedenen Voraussetzungen ab
geleitet werden kann, allein stets ist die Einführung einer neuen An
nahmo notwendig, welche sich nicht aus den allgemeinen, rein mathe
matischen Sätzen ableiten läßt. Zur AbLeitung der Methode der 1-Iein
sten Quadrate braucht man also in der Theorie der Beobachtungsfehler 
nicht gerade den Satz vom arithmetischen Mittel, wohl aber eine diesem 
Satze äquivalente Voraussetzung. 

Bei ernsthaften Beweisversuchen dieser Art kommen Fehlschlüsse 
nicht vor und wären, falls sie nur DetaiLs betreffen, gegebenenfalls 
leicht zu berücksichtigen. Entspricht die Beweisführung den an sie 
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zu stellenden logisohen Ansprüchen, so hat man vom rein formalen 
Standpunkte aus keine Möglichkeit, zwischen den verschiedenen Be
weiseu zu wählen, da sie sich nur durch den materialen Gehalt der ge
machten Voraussetzungen unterscheiden. Bei einer Beurteilung der Be
weise könnte man sich nur auf die naturphilosophis:che Bedeutung der 
gemachten Annahmen stützen, wobei zu untersuchen ist, in weichem 
Grade sie unseren sonsti~en, nichtmathematischen Anschauungen ent
sprechen. 

DaR Prinzip vom arithmetischen Mittel kann also bei der Ableitung 
der Methodo der kleinsten Quadrate in der Theorie der Beobachtungs
fehler in verschiedener Weise durch andere Voraussetzungen er8'etzt wer
den. Hinsichtlich des erstrebten Zweckes, d. h. der Ableitung der Me
thode der kleinsten Quadrate, leisten alLe Beweise das gleiche, und 
die eine Ableitung hat diese, die andere jene Vorzüge. In allen die
sen Gedankengängen findet sich aber eine gewisse Willkürliehkeit 
bei der Wahl der gemachten Voraussetzungen. Hieraus ist zu ~chließen, 
daß die Einführung eines neuen Satzes notwendig ist, der weder in 
den Grundsätzen der Mathematik enthalten ist, noch sich aus ihnen 
ableiten läßt. Die Theorie der Beobachtungsfehler bedarf aLso zur Ab
leitung ihres Ausgleichsverfahrens neben ihren mathematischen Prin
zipien auch Sätze nichtmathematischen Oharakters. Diese Sätze be
ziehen sich offenbar auf den allgemeinen Oharakter unserer Messungs
methoden. 

Es ist leicht zu erkennen, daß der Begriff der Genauigkeit einer 
Messung den Grundbegriffen der abstrakten Mathematik fremd ist. 
Für die Messung der Genauigkeit müssen erst bestimmte Verabredungen 
getroffen werden. Gewöhnlich verbindet man mit diesem Worte die 
Vorstellung, d,aß das erhaltene Resultat nach oben oder unter um ge
wissel Größen abgeändert werden kann, ohne daß es möglich w,äre, 
auf Grund des angewendeten Messungsverfahrens diese Änderung zu 
entdecken. In der Theorie der Beobachtungsfehler wird aber dieser 
Begriff in der Weise gefaßt, daß man sich auf die übereinstimmung 
der Ergebnisse wiederholtel' direkter Beobachtungen derselben Größe 
stützt. Je genauer unsere Beobachtungsmittel sind, desto besser wer
den die erhaltenen Resultate miteinander übereinstiImmen, und desto 
engel' werden sie um 'jenen Wert verteilt sein, der der zu bestimmenden 
Größe zuzuordnen ist. Auf dieser Grundlage läßt sich die Genauig
keit einer einzelnen Beobachtung erst dann bestimmen, wenn r:lie Ergeb
nisse wiederholter Beobachtungen vorliegen. Die Theorie enthält kein 
Mittel, durch welches die Genauigkeit einer einzelnen Beobachtung di
rekt bestimmt werden könnte. 

Betrachtet man die Messungsergebnis8'e einfach als Kollektivgegen
stand, so kommen für die Bearbeitung der Daten die aus der rrheorie 
bekannten Methoden in Betracht. Eine solche Untersuchung ist ohne 
Zweifel von großem Interesse, kann aber keine allgemeine Grundlage 
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für die Lehre von den Beobachtungsf,ehlern geben, weil die erhaltenen 
Resultate nicht verallgemeinert werden können. Beweiskraft hat ein 
solches Resultat höchstens für Beobachtungen, die genau nach dem glei
ch'en Verfahren unternommen werden. Da Untersuchungen dieser Art 
schwer anzustellen und überaus mühsam sind, so kann es als ausgeschlos
sen angesehen werden, auf diesem Wege zum Ziele zu kommen. 

Um zu einer für die Zwecke der Au'sgleichsrechnung tauglichen 
Definition zu kommen, muß man den Begriff der Genauigkeit in all
gemeiner Weise festlegen. Bekanntlich stützt man sich hierbei auf die 
Summe der Quadrate der Abweichungen vom Mittel. Es ist aber nicht 
notwendig, daß diese Abweichungen auf das arithmetische Mittel oder 
sonst einen bestimmten Wert bezogen werden. Wie An d r a e und He 1-
m er t nachgewiesen haben, ergeben sich die Formeln für die Genauig
keitsmaße auch dann, wenn man von den Abweichungen der Beobach
tungen untereinander ausgeht. Es ist also tatsächlich die Übereinstim
mung der Beobachtungen untereinander, welche dieser Definition der 
Genauigkeit unterliegt. 

,Es ist etwas schwieriger zu erkennen, daß in jedem MessungEl
verfahren der Definition des Wertes, welcher der zu messenden Größe 
zuzuordner. ist, eine gewisse Willkürlichkeit liegt. Dieser Wert ergibt 
sich niemals direkt, sondern wird erst als Ergebnis eines, manchmal 
recht verwickelten, systematischen Verfahrens gefunden. In jeder Mes
sungsmethode werden zunächst die Bedingungen festgelegt, unter wel
chen beobachtet werden soll. Hierauf wird bestimmt, daß die zu mes
sende Größe nach und nach mit verschiedenen bekannten Größen ver
glichen werden soll, bis schließlich eine bekannte Größe gefunden wird, 
die vom Beobachter als mit der zu messenden Größe gleich beurteilt 
wird. Eine Messungsmethode ist also eine Vorschrift für die sukzessive 
Vergleichung der zu bestimmenden Größe mit einer Anzahl bekannter 
Größen unter genau bestimmten Beobachtungsbedingungen. In man
chen Fällen spielen sich die Vergleichsakte sehr rasch ab und folgen 
so schnell aufeinander, daß die Messung leicl).t als einheitlicher Akt 
erscheint. Tatsächlich ist aber jeder Messungsprozeß aus einer Anzahl 
von Vergleichsurteilen zusammengesetzt, und die Gleichheit dcr zu mes
s,end,en Größe mit einer bekannten Größe wird erst ,gcfunden~ nachdem 
ihre Ungleichheit mit einer Anzahl anderer Größen konstatiert wurde. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist für den Fall von Durch
gangsbeobachtungen sofort ersichtlich. Das zu beobachtende Ereignis 
besteht in dem Zusammenfallen de-s Sternes mit dem Meridiane. Der 
Beobachter verfolgt den Lauf des Sternes und markiert, z. B. durch 
Drücken des Tasters, den Augenblick, da das Zusammentreffen des 
Sternes mit dem Faden eintritt. Das Unterlassen der Markierung ist 
gleichbedeutend mit dem Urteile, daß in dem betreffenden Augen
blicke das Zusammenfallen des Sternes mit dem Meridiane noch nicht 
stattgefunden hat. 
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Das Zerfallen des Messungsprozesses in einzelne Vergleichsurteile 
ist besonders deutlich bei Gewichtsbestimmungen zu sehen. Der Körper 
unbekannten Gewichtes wtird mit bekannten Gewichten verglichen, bis 
man auf ein Gewicht stößt, das die Wage als dem zu wägenden Körper 
gleich anzeigt. 

HinS'icht~ich des Wertes, der als Ergebnis einer einzelnen Messung 
anzusetzen ist, muß noch eine V,erabredung getroffen werden. Es kommt 
nämlich niemals ein einziger,genau bestimmter Zahlenwert zur Be
obachtung, sondern das Verhä~tnis der Gleichheit mit der zu messen
den Größe besteht, soweit unsere Wahrnehmung reicht, für die Punkte 
eine~ ganzen Intervalles der verwendeten Vergleichsskala. Je nach der 
Schärfe der verwendeten Messungsmittel ist dieses Intervall weiter oder 
enger, allein bei der begrenzten Schärfe unserer Sinnesorgane kommt 
niemals ein scharfdefinierter Zahlenwert als Messungsergebnis zur Be
obachtung. Die einzelne Beobachtung ist also nur innerhalb eines ge
wissen Intervalles festg,elegt, dessen Weite von der Schärfe der Sinnes
wahrnehmung abhängt. Diese :ist bestimmt durch die Sinnesorgane des 
Beobachters, sowie durch die physikalischen und sonstigen Hilfsmittel, 
welche bei Ausführung der Beobachtung angewendet werden. 

Diesel' Begriff des Spielraumes, innerhalb dessen empirische Größen 
durch Messung festgelegt werden, ist seit Felix Klein sehr bekannt. 
Man kann ihn durch folgendes Beispiel erläutern: Man bestimme das 
Gewicht eines Körpers mit einer Wage, die nur auf Zentigramme emp
findEch ist, während ein in Milligrammen abgestufter Gewichtssatz 
vorhanden ist. Innerhalb der durch ilie Empfindlichkeit der Wage ge
gebenen Grenzen kann man das Vergleichsgewicht beliebig verkleinern 
oder vergrößern, ohne daß die Wage einen Unterschied anzeigt. So
weit unsere Beobachtungen mit dieser Wage reichen, kann jeder Punkt 
die&es Intervalles dem unbekannten Gewichte als Maßzahl zugeordnet 
werden. Verwenden wir eine genauere Wage, so wird dieses Inter
vall der Ungewißheit verkleinert, allein bei endlicher Schärfe der Be
obachtungen kann es nie verschwinden. 

EH muß eine Verabredung darüber getroffen werden, welcher Punkt 
diese" Intervalles als Maßzahl der zu messenden Größe zugeordnet wer
den soll. 

Die Vorschriften der gebräuchVchen Messungsmethoden legen fest, 
daß die Mitte dieses IntervaUes als Resultat der Messung zu nehmen 
ist. Dies kommt darauf hinaus, daß die obere und untere Größe des 
Interyaller; zu bestimmen sind, und daß aus diesen beiden Größen das 
arithmetische' Mittel genommen werden soll. Die Grenzen des Inter
valle3 können bestimmt werden, indem: man die Verg-leichl'lgrößen in sehr 
kleinen Schritten zu- bzw. abnehmen läßt, bis eine VerS<lhiedenheit 
merkbar wird. 

Gl,eichwertig mit diesem Verfahren ist die Bestimmung der Gren
zen, indem man von Vergl,eichsgrößen, die größer als die zu messende 
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Größe sind, ausgeht und diese so lang,e v'erringert, bis kein Unterschied 
wahrgenommen wird. Der erste W,ert, bei dem dies ge8Chieht, ist die 
obere Gren~e des Intervalles der Ungewißheit. Behufs Bestimmung 
der unteren Gren~e geht man von VergLeichsgrößen aus, die Heiner sind 
als di'3 zu messende Größ,e, und V'ergröß.ert- diese in kleinen Schritten 
so lange, bis kein U nterS<lhied wahrgenommen wird. Die kleinste Größe, 
bei der kein Unterschied wahrgenommen wird, ist die untere G~'enze 

des Intervalles. Um eine S<lhärf'ere Bestimmung der Grenzen des Inter
valles der Ungewißheit zu erzielen, kann man die Verfahren mit Aus
gehen von Gleichheit, bzw. VerS<lhi'edenheit vereinen. 

Es ist also bereits jedes einzelne Messungsergebnis das arithmetische 
Mittel zweier Bestimmung.en. Man könnte leicht geneigt sein, in diesem 
Umstande eine Rechtfertigung des Satzes vom arithmetischen Mittel 
zu sehen, oder dieses Verfahren durch allgem~line Erwägungen zu recht
fertigen. 

In der Tat läßt es sich strenge beweisen, daß das arithmetische 
Mittel von zwei gleich genauen direkten Beobachtungen der wahrSIChein
lichste Wert ist, falls nach der Voraussetzung E n c k e s positive und 
negative Abweichungen von gleichem absoluten Beträge gleichwahr
scheinlich sind. Es seien u und 0 die Ergebnisse zweier Messungen, 
und f (X) die Wahrscheinlich'keit einer Abweichung vom Betrage X. 
Der wahrscheinlichste Wert X ist dann als jener Wert bestimmt, für den 

W =f(x-u)f(x-O) 
ein Maximum wird. Die Bedingl,lUg hierfür ist 

(Cx-u) + f'(x-o) _ 0 
f(x-u) fCx-o) - . 

Da f eine gerade Funktion ist so ist f ungerade, und man kann die 
vorstehende Gleichung auch schrroben 

cex - u) _ (,Co-x) = 0 
f(x-u) f(o-x) , 

und diese Gleichung wird durch x = t (u + 0) identisch erfüllt. 
Dieser von GI ais her stammende Gedankengang läßt aUe Voraus

setzungen klar erkennen. Man darf aber die Tragweite dieses Beweises 
nicht überschätzen und nicht übersehen, daß er auf den vorliegenden 
Fall überhaupt keine Anwendung findet. Der Beweis ist eine not
wendig,c F<>lge der Annahme, daß eine Messung ebenso leicht um einen 
gegebenen Betrag zu groß wie zu klein ausfallen kann. In diesem 
F'aUe erkennt man aber auch ohne mathematische Analyse, daß das 
arithmetische Mittel der Beobachtungen der wahrscheinlichste Wert sein 
muß. Die Grenzen u und 0 des Intervalles der Ungewißheit bind aber 
gar nicht Messungen derselben empirischen Größe im Sinne der Theorie 
der Beobachtungsfehler, sondern es handelt sich um zwei _ ganz verschie
dene Größ,en. Ihre Vereinigung zum Mitt,el kann also nicht auf Grund 
des GI ais her schen Beweises beurteilt werden. 
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Soll die Festsetzung, daß d'er Mittelpunkt des Intervalles der U n
gewißheit als der der unbekannten Größe zuzuordnende Wert zu wählen 
ist, nicht ganz willkürlich sein, so muß man folgende Frage steUen: 
Kommen dem als Mittelpunkt zwischen u und 0 definierten Werte 
besondere Eigenschaften zu, welche seine Wahl als der der Größe zu
zuordnende Wert rechtfertigen? Allgemeine Gründe kommen für diese 
Untersuchung nicht in Betracht, da diese nur in Annahmen bestehen 
können, die mit den aus ihnen abgeleiteten Folgerungen logisch äqui
valent sind. Es kann sich nur um erfahrungsmäßige Feststellungen 
handeln. Es wird sieh zeigen, daß diesem Verfahren eine ganz be
sondere Definition des Begriffes der wahrgenommenen GI,eichheit zweier 
empirischer Größen unterl,iegt. 

Solange ein einzelnes Beobachtungsergebnis keiner weiteren rech
nerischen Behandlung unterworfen wurde, bezieht es sich nur auf die 
besonderen Bedingungen, unter welchen die Messung angestellt wurde. 
Dies ergibt sich daraus, daß j,ede Gruppe von Beobachtungsbedingung.on 
ganz bestimmte konstante Fehler mit sich bringen. Von dem endgül
tigen Messungsergebnisse müssen wir nun offenbar verlangen, daß es 
VOll dem besonderen Verfahren, nach welchem die Messung ausgeführt 
wurde, unabhängig sei. Eine quantitative Aussage über empirisch ge
gebene Verhältnisse können wir nur dann als richtig ansehen, wenn sie 
VOll dem Beobachter, seinem Standpunkte und den angewendeten Mes
sungsmethoden unabhängig ist. 

Um dies zu erreichen, enthält jedes Messungsvcrfahren genaue Vor
schriften über die Eliminierung der konstanten Fehler. Diese werden 
teil~ auf rechnerischem Wege, teils aber durch geeignete Kombination 
VOll unter verschiedenen Bedingungen angestellten Beobachtungen ent
fernt. Man verfährt dabei in der Art, daß in je zwei Beobachtung1en 
gegebene konstante Einflüsse gerade entgegengesetzt sind, weshalb' an
genommen werden kann, daß sie bei Vereinigung der Resultate einander 
aufheben. Die Forderung, daß in einer BeobachtungsTeihe die Be
obachtungsbedingungen konstant sein sollen, erklärt sich daraus, daß! 
nur in diesem Falle die systematischen Einflüsse konstant bleiben und 
aus dem Endresultate entfernt werden können. 'Bei dem noch u"icht 
weitel' bearbeiteten Messungsergebnisse ist aber das Vorhandensein syste
matischer Einflüsse unvermeidlich. 

Die Wahrscheinlichkeiten der Urteile bei der Vergleichnng zweier 
Größen. Eine Messung setzt sich zusammen aus einer Anzahl von Ver
g-leichen zweier Größ,en: Der zu messenden unbekannten Größe und 
einer bekannten Größe der Vergleichsskala. Um z,u einer Analyse des 
Messungsprozesses zu gelangen, muß man die beim Zustandekommen 
eines Urteiles über den Vergleich zweier Größen bestehenden tatsäcll
lichen Verhältnisse erforschen. 

Beim Vergleiche der Größen A und B kann das Urteil dahin lauten, 
daß entweder A kleiner als B, A .größ,er als B wah~genommen wird, 
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oder daß zwischen den beiden Größen kein Unterschied wahrnehmbar 
ist, in welchem A als gleich B beurteilt wird. Läßt man zwei wenig 
verschiedene Größen A und B von demselben Beobachter unter den 
gleichen Versuchsbedingungen wiederholt vergleichen, so wechseln die 
verschiedenen Urteile ab, ohne daß man voraussehen kann, welches U r
teil in einem gegebenen Versuche zur Abgabe kommen werde. Voraus
setzung ist, daß nicht nur die physischen Versuchsbedingungen kon
stant bleiben, sond,ern daß auch die in der psychophysischen Natur des 
Beobachters gelegenen Bedingungen möglichst unverändert bleiben. Der 
Beobachter muß also an jeden Verglcich in der glcichen VerfaSISung 
herantreten wie beim ersten Versuche, was nur möglich jst, wenn er 
über die Ergebnisse früherer Beurteilungen in Unkenntnis erhalten wird. 
Um diese Unwissentlichkeit des Verfahrens zu erzielen, müssen solche 
Versuche mit besonderen Kautelen umgeben werden, die es dem Be
obachte! unmöglich machen, zu erkennen, welches Urteil er auf eIll 
gegebenes Paar von Vergleichsreizen abgibt. 

Unter solchen Bedingungen ist dic Urt,eilsabgabe insofern ein zu
fälliger. Ereignis, als milll nicht voraussehen kann, welches Urteil über 
das Verhältnis der beiden Größen A und B in ,einem gegebenen Ver
suche abgegeben werd,en wird, trotzdem man weiß, daß jeder gelungene 
Versuch unbedingt eines der dr,ei möglichen Urteile herbeiführen muß. 
Dies ist der formale Oharakter der im mathematischen Sinne zu
fälligen Ereignisse, deren typischer Repräsentant das Ziehen einer Kugel 
aus einer Urne ist. Macht man Ziehungen aus einer Urne, die weiße, 
schwan~c und rote Kugeln in gegebenen Anzahlcn enthält, so hesteht 
hinsichtlich des Ergebnisses der einz,elnen Ziehung die gleiche sub
jektive Zufälligkeit. 

Es entsteht nun die Frage, ob die Abgahe eines Urteiles über den 
Vergleich zweier Größen auch d.en materialen Oharakter von zufälligen 
Ereignissen konstanter Wahrscheinlichkeit hahe. In diesem Falle kann 
man aus den Zahlen relativer Häufigkeit nach d.em Satze von Be r
no u II i die wahrscheinlichsten Werte der unbekannten Wahrscheinlich
keiten der drei Urteile berechnen. 

Da der Bedingungskomplex für das Zustandekommen der TJ rteile 
nicht in gleicher Weise unmittelbar greifbar ist wie bei Ziehungen 
aus einer Urne, wo die konstante Zusamm,ensetzung des Inhaltes bei 
jeder Ziehung direkt festg,estellt werden kann, so kann sich lIas Urteil 
über die Konstanz oder Variabilität des Bedingungskomplexes nur auf 
Beobachtungen über die relativen Häufigkeiten stützen. Man verfährt 
dabei in der Art, daß man die Versuchsreihe fraktioniert, nnd die in 
den Teilreihen sich erg,ebenden Relativzahlen untereinander und "mit 
jenen vergleicht, die sich aus der Gesamtreihe ergeben. Die Häufig
keiten in den einzelnen Reihen können nicht gleich sein, jedoch müssen 
sich die Unterschiede innerhalb gewisser Grenzen halten. 

Die Weite der für dies:e Abweichungen zulässigen Grenzen ist durch 
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den B ern 0 u 11 ischen Satz gegehen. Für die Zwecke dieses V erglei -
ches benützt man zwei in verschiedener Weise berechnete Werte des 
Präzisionsmaßes oder der aus demselben abgeleiteten Größen. Man 
kann dieses entweder dir,ekt nach dem Be r n 0 u 11 i sehen Satze oder 
aus den beobachteten Abweichung,en der auf die einzelnen Teilreihen 
bezüglichen Abweichungen ber,echnen. 

Kamen für ein Ereignis E in z Versuchsreihen von je s Versuchen die 
Wiederholungszahlen m1 , m2 , ••• m. zur Beobachtung, so sind die Relativ-

ml m~ mz 
zahlen -, -.:., ... - gleich genaue empirische Beobachtungen der unbe-s s s 
kannten Wahrscheinlichkeit, deren wahrscheinlichster Wert 

'litt +m. + .··+m. 
Po= sz 

ist. Die Präzision ist 

h' =1/ s . 
JI 2po (1 -Po) 

Geht man aber von den A.bweichungen )" der beobachteten relativen Häu
figkeiten von ihrem Mittelwerte aus, so ist . 

h" 1 /z-l 
= JI 2[U( 

Das Verhältnis 
h' 

Q=h" 

wird als Divergenzkoeffizient bezeichn,et. Bei einer konstanten Wahr
scheinlichkeit darf er sich nicht viel von dem Wierte 1 entfernen. 

Zwecks Untersuchung dieser Verhältnisse wurde eine Versuchsreihe 
hergestellt, in der von verschiedenen Beobachtern ein Gewicht von 100 g 
mit Gewichten von 84, 88, 92, 96, 100, 104 und 108 g verglichen 
wurden. Die Vergleichung geschah durch sukzessives Heben der Ge
wichte, wobei nur die Hand im Handgelenk bewegt wurde. Die Be
wegungen der Hand wurden durch die Schläge eines Metronoms ge
regelt. Die Gewichte wurden durch eine geeignete Vorrichtung beim 
Beginno jeder Hebung in die gleiche Stellung relativ zur Hand des 
Beobachters gebracht, und es wurden auch sonst sorgfältig alle Maß
regeln getroffen, um jene Bedingungen, deren Einfluß auf die Urteils
bildung bekannt ist, konstant zu erhalten. Die Gewichte selbst waren 
den Blicken des Beobachters entzogen, so daß die durch die Bewegung 
ausgelösten Empfindungen das einzige Moment waren, auf das sich der 
Beobachter bei der Bildung seines Urteiles über das Gewichtsverhältnis 
der beiden Reize stützen konnte. Die vollkommene Unwissentlichkeit 
des Verfahrens wurde tatsächlich erreicht. 

In dieser Weise wurden von jedem Beobachter auf jedes der an
geführten sieben Paare von Vergleichsgewichten 450 Urteile abgegeben. 
Die für eine der Versuchspersonen erhaltenen Resultate sind aus der 
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84 88 92 I 96 100 104 108 

1iJ 1"'= i 1iJ ~ I"'=! ~ 
1--,--,-

-~T.;p 
k 1"'= 1

1iJ ~ 1"'=' k ~ 1 ~ 11iJ 
~ ..g ~ 

~ o~ loS '" <.> ~ '" <> '" ;g ·s I .S CI> <> = ~ 00; lo~ ~ 'S .~ ~ .~ .S ~ ·~ .. S ~ .~ I.S 
~ ..... I'" k ..... '" ~ ..... '" k _I '" ~ - '" ........ '" ~Icsl~ l;!:5 l;!:51~ l;!:5 l;!:5 ~ l;!:5 l;!:5 ~ l;!:5 l;!:5 ~ l;!:5 l;!:5 ~ l;!:5 l;!:5:~ 

! 
47 I 3 1 1 3 46 1 4 45 4 9 37 11 10 29 22 17 11 31 7 12 0 

2 3 0 47 0 7 43 6 8 36 13 13 24 22 17 11 35 8 7 42 6 2 
3 1 0 49 0 6 44 2 7 41 15 12 23 29 9 12 43 1 6 45 5 0 
4 2 5 43 2 3 45 10 7 33 17 10 23 24 13 13 38 3 9 47 3 0 
5 0 1 49 1 8 41 8 8 34 17 10 23 25 13 12 39 5 6 42 6 2 
6 0 2 48 1 6 43 3 12,35 15 14 21 21 9 20 47 2 1 46 1 3 
7 1 3 46 3 6 41 4 10 1 36 16 15 19 27 14 9 48 2 0 45 5 0 0 

8 1 4 45 1 7 42 3 14133 11 21 18 34 11 5 43 7 0 46 4 0 
9 1 I 2 47 2 4 44 10 10: 30 17 11 22 34 5 11 43 5 2 47 3 0 

vorstehenden Tabelle ersichtlich. Die Resultate sind in Gruppen von 
je 50 Versuchen fraktioniert. Die erhaltenen Resultate rechtfertigen 
die Anoohauung, daß die Abgabe eines Urteiles über den Vergleich 
zweier Größen ein zufälliges Ereignis ist. Trotzdem die größte Sorg
falt darauf verwendet wurde, die Versuchsbedingungen konstant zu er
halten, wurde keines der Paare von Vergleichsgewichten durchgehends 
in der gleichen Weise beurteilt, und die Wiederholungszahlen der Ur
teile schwanken in gänzlich unvorhersehbarer Weise. 

Aus diesen Daten lassen sich die Divergenzkoeffizienten bestim
men. Aus den Wiederholungszahlen werden die relativen Häufigkeiten 
der drei Urteilsarten für die einzelnen Vergleichsreize bestimmt und 
ihr arithmetisches Mittel genommen. Naoh Berechnung der Summe 
der Quadrate der Abweichungen hat man alle zur Berechnung der Di
verg,enzkoeffizienten notwendig,en Stücke. Die Werte des Divergenz
koeffizienten sind für jeden Vergleichsreiz und die drei Urteile aus 
der folgenden Zusammenstellung ersichtlich. 

Größer Gleich Kleiner Größer Gleich Kleiner 
84 0,891 1,178 1,097 100 1,410 1,304 1,322 
88 0,891 0,740 0,630 104 2,216 1,270 2,222 
92 1,389 0,849 0,951 108 0,955 0,864 1,372 
96 0,761 1,148 0,900 

Mit Ausnahme der Daten für den Vergleichsreiz 104 g llnterschei
den sich diese Daten nur sehr wenig von der Einheit. Die Mittel
werte der Divergenzkoeffizienten für die Urteile Größer, Gleich, Kleiner 
sind bzw. 1,216, 1,050, 1,213. Zieht man die Resultate für den Ver
gleichsreiz 104 g nicht in Berücksichtigung, so sind diese Mittelwerte 
1,049, 1,014, 1,045. Für die Vergleichsreize 84, 88, 92, 96, 100 108 
besteht also kein Zweifel an der normalen Dispersion. Auch bei Be
rücksiohtigung der Daten für den Vergleichsreiz 104 widersprechen diese 
Zahlen der Annahme einer normalen Dispersion nicht. 

Die beobachteten relativen Häufigkeiten haben also die Eigen
schaften von Wahrscheinlichkeitsgrößen normaler Dispersion. Daraus 
hat man zu schließen, daß die Abgabe eines Urteiles über den Ver-
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gleich zweier Größ~n von einem Komplexe von Bedingungen abhängt, 
der in derselben Art konstant ist wie der Inhalt einer Urne, die weiße, 
schwarze und rote Kugeln in gegebenen Anzahlen enthält, wenn die 
gezogene Kugel nach jeder Ziehung zurückgelegt wird. Die psycho
physische Konstitution des Beobachters, sowie die physischen Bedin
gungen, unter welchen die Yergleichung der Größen :;,tattfindet, be
stimmen die Urteilsabgabe in der gleichen Art, wie die Zusammen
setzung des Urneninhaltes die Farbe der gezogenen Kugel bestimmt. 
Die Konstanz des Bedingung.skomplexes, von welchem die Ereignisse 
abhängen, ist in beiden Fällen ungefähr die gleiche. 

Die erhaltenen Zahlen relativer Häufigkeit können demnach als 
empirischo Bestimmungen der unbekannten Wahrscheinlichkeiten der 
Urteile beim Vergleiche des Gewiohtes -100 mit den Gewichten 84, 
88, 92, 96, 100, 104, 108 angesehen werden. Diese Bestimmungen 
sind mit Fehlern behaftet, von denen man nach dem Satze von Be r
no u 11 i die Aussage machen kann, daß sie nach dem Wahrscheinlich
keitsintegrale verteilt sind. Für die wahrscheinlichsten Werte dieser 
unbekannten Wahrscheinlichkeiten ,ergeben sich die folgenden Bestim-
mungen: 

Größer Gleich Kleiner Größer Gleich Kleiner 
84 0,0222 0,0444 0,9333 100 0,5289 0,2400 0,2311 
88 0,0244 0,1133 0,8622 104 0,8156 0,0889 0,0956 
92 0,1111 0,1889 0,7000 108 0,9044 0,0800 0,0156. 
96 0,2933 0,2578 0,4489 

Mit diesen Zahlen kann man ebenso rechnen wie mit empirischen 
Bestimmungen unbekannter Wahrscheinlichkeiten. 

2. Die psychometrischen Funktionen. 

Hält man die übrigen Yersuchsbedingungen konstant, so sind die Wahr
scheinlichkeiten der drei Urteilsarten offenbar Funktionen feX!> X 2), 

9 (Xj , X 2), h (Xl' X 2) der bei den Größen Xl und X 2 , die miteinander 
verglichen werden. Di,ese Funktionen, die die W,ahrscheinlichkeiten der 
zugelassenen Urteilsarten als Funktionen der miteinander verglichenen 
Größen ausdrücken, heißen die psychometrischen Funktionen. Es ist selbst
verständlich, daß ein solcher Funktionsausdruck nur für ganz spe:.lielle 
Beobachtungsbedingungen gilt, da ein Wechsel der Yersuchsbedingungen 
die Wahrscheinlichkeiten der U rleHe vollständig verändern kann. Sind 
die psychometrischen Funktionen als analytische Ausdrücke g-egeben, 
in welchen alle Konstanten bekannt sind, so läßt sich das voraussicht
liche Ergebnis einer Y,ersuchsreihe im vorhinein bestimmen. 

Für die Zwecke der gegenwärtig,en Untersuchung ist der Fall wich
tig, daß eine der beiden Größen, von welchen die Funktion abhängt, 
konstant. bleibt. Die psychometrischen Funktionen sind also in diesem 
Falle nur von einem Argumente abhängig. Sie beziehen sich also nicht 
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nur auf ganz spezielle Versuchs bedingungen, sondern auch auf den Ver
gleich der als variabel gedaohten Größe mit einem konstanten Reize. 

Zur tatsächlichen Ausführung der Rechnungen ist es notwendig, 
nicht nur den analytischen Ausdruck, der die durch die psychometrische 
Funktion ausgedrückte Abhängigkeitsbeziehung gibt, sondern auch die 
darin auftretenden Konstanten zu kennen. Es ist nun klar, daß diese 
Konstanten nur durch Beobachtung bestimmt werden können, da es 
keinen Anhaltspunkt gibt, wie sie apriorisch bestimmt werden können. 
Da die 'Erfahrung z.eigt, daß die relativen Häufigkeiten, mit Jenen 
ein Urteil unter sonst gleichen Versuchsbedingungen sich auf ein ge
gebenes Paar von Vergleichsreizen einstellt, von Beobachter zu Be
obachter verschieden sind, so müssen die Konstanten der psychometri
schen Funktionen auch für verschiedene Versuchspersonen verschieden 
sein. Die Frage, ob ein analytischer Ausdruck mit in geeigneter Weise 
bestimmten Konstanten ta\J.glich sei, für jede Versuchsperson die in der 
psychometrischen Funktion zum Ausdruck kommende Abhängigkeits
beziehung darzustellen, oder ob hierzu verschiedene Ausdrücke notwen
dig sind, wollen wir bis auf weiteres of:ßen lassen. Hinsichtlich der 
analytischen Ausdrücke, welche als Annahmen über die psychometri
schen Funktionen in Betracht kommen, sind folgende Bemerkungen zu 
machen. 

Bei sehr beträchtlichen Unterschieden zwischen den zu vergleichen
den Größen kommen erfahrungsgemäß nur Urteile über die Wahr
nehmung eines Unterschiedes in bestimmter Richtung vor. Es haben 
also dio Urt,eile "größer" und "kleiner" in j,e einem unendlichen Inter
valle die Wahrscheinlichkeit 1, während die Wahrscheinlichkeiten der 
anderen Urteile 0 sind. Stetige Funktionen dieser Art gibt es nicht, 
und will man im Interesse einer handlichen Rechnung auf die Stetig
keit nicht verzichten, sü muß man für die Darstellung dieser Ab
hängigkeitsbeziehung Funktionen verwenden, die zwischen den Werten 
o und 1 asymptotisch verlaufen. 

Praktisch entsteht dadurch kein Unterschied, denn es kommt auf 
dasselbe heraus, ob ich sage, daß ein Ereignis eine unendlich kleine 
Wahrscheinlichkeit habe, oder daß es überhaupt nicht eintrete. Außer
dem ist die Beobachtung zu verwerten, daß die relative Häufigkeit des 
U rteile~ kleiner beim Wachsen des Vergleichsreizes stets abnimmt, wäh
rend die Wahrscheinlichkeit des Urteiles "größer" stets zunimmt. Die 
psychümetrische Funktion der "kleiner" - Urteile verläuft monoton ab
nehmend, jene der "größer" - Urteile monoton zunehmend zwischen den 
Werten 0 und 1. 

Die Wahrscheinlichkeit der Gleichheitsurteile nimmt mit wachsen
der Intensität des Vergleichsreizes erst zu, dann aber nach Erreichung 
eines gewissen Maximums wieder ab. Für die Darstellung der psycho
metrischen Funktion der Gleichheitsurteile kommen solche Funktionen 

Urban, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 17 
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in Betracht, welche von einem Maximum zu beiden Seiten monoton 
abfallend sich dem Wert 0 asymptotisch nähern. 

Endlich kommt die Bedingung hinzu, daß für jeden Arguments
wert die Summe der drei psychometrischen Funktionen gleich 1 eein 
muß. Dies folgt daraus, daß es sich um die Wahrscheinlichkeiten von 
einander ausschließenden Ereignissen handelt, von welchen eines ein
treten muß. 

Diese allgemeinen Bedingungen ~nügen zur Festlegung der psy
chometrischen Funktionen nicht. Eine Hypothese über diese Funk
tionen muß der Erfahrung entnommen und an der Erfahrung erprobt 
werden. W onte man die Funktionen durch allgemeine Erwägungen 
abIeiten, so könnte dies nur auf Grund theoretischer Annahmen ge
schehen, die man durch anderweitige Gründe oder Überlegungen stützt. 
Mall erkennt in dieser Aufgabe leicht das Problem der Darstellung 
statistischer Regelmäßigkeiten, wie es oben besprochen wurde. 

Es macht keine Schwierigkeiten, Funktionen anzugehen, die als 
Hypothesen über die psychometrischen Funktionen dienen können, w~il 
ihr Verlauf unseren allgemeinen Vorstellung<n entspricht. Ein Kri
t€riUlll des Wertes dieser Hypothesen über die Abhängigkeitsbeziehung 
zwischen der Wahrscheinlichkeit der Urteile und der Intensität des Ver
gleichsreizes kann nur in der größeren oder geringeren Übereinstim
mung mit der Erfahrung liegen. Zu diesem Zwecke berechnet man 
aus den angenommenen Ausdrücken die 8ich ergebenden Wahrschein
lichkeiten und vergleicht sie mit den aus der tatsächlichen Beobach
tung sich ergebenden Werten. Die Güte der Übereinstimmung kann 
nur an der Summe der Quadrate der Abweichungen gemessen werden, 
da es sich um empirische Beobachtungen unbekannter Wahrscheinlich
keiten handelt. 

Es ist wichtig, folgende Bemerkl,lllg zu machen. Ein als Hypo
these über eine psychometrische Funktion angenommener Ausdruck 
hängt von einer Anzahl von Konstanten ab, die aus den Beobachtungen 
zu bestimmen sind. Diese Beobachtung,en sind nach dem Bernoulli
schen Satze mit Fehlern hehaftet, die es uns unmöglich maohen, die 
zu berechnenden Konstanten exakt zu bestimmen. Dieser Mangel an 
Genauigkeit in der Bestimmung der Konstanten verursacht eine Nicht
übereinstimmung zwischen den beobachteten und berechneten Werten 
selbst dann, wenn die gemachte Annahme über die psychometrische 
Funktion zutreffend wäre. Man spricht in diesem Falle von Nichtüber
einstimmung zwischen Rechnung und Beobaohtung weg,en fehlerhafter 
Bestimmung der Konstanten oder von F,ehlern der Beobachtung. 

Solange wir keine Einsicht in den Prozeß hahen, durch welohen 
das Urteil über den Vergleich zweier Größen zustande kommt, können 
wir zwischen den möglichen Annahmen üher die psychometrischen Funk
tionen keine endgültige Entscheidung treffen. Wird nun ein Ausdruck 
angenommen, der nicht der Natur der psychometrischen Funktionen 
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entspricht, so könnte zwischen den beobaohteten und den berechneten 
Werten selbst dann keine übereinstimmung bestehen, falls die Beobach
tungen, aus denen die Konstanten abgeleitet werden, absolut genau 
wären. Fehler, welche durch eine unrichtige Annahme über die psy
chometrischen Funktionen verursacht werden, sollen als Fehler der 
Theorie bezeichnet werden. 

Die Frage, ob es sich in einem gegebenen Falle um Fehler der 
Theoric oder um Fehler der Beobachtung handelt, läßt sich nicht kurzer
hand entscheiden, da Fehler der Beobachtung unvermeidlich sind, und 
die Fehler der Theorie mit jenen der Beobachtung vermischt auftreten. 
Die Frage kann nur in der Weise gestellt werden, daß danach gefragt 
wird, welche Funktionen von einer gegebenen Gruppe von Funktionen 
ein vorliegendes Beobachtungsmaterial am besten darstellt. Da das Sy
stem der Beobachtungsfehler unverändert bleibt, so kann man in die
s'em Falle aus der größeren oder geringeren übereinstimmung der Rech
nung pIit der Beobachtung auf die Güte der Theorie schließen. 

Man könnte folgendes Verfahren vorschlagen, um zur Kenntnis der 
in den psychometrischen Funktionen ausgedrückten Abhängigkeitsbe
ziehung zu gelangen. Man bestimmt in den Ausdrücken, die als Hypo
thesen über die psychometrischen Funktionen in Betracht kommen, die 
Konstanten in der Weise, daß dem vorliegeriden Beobachtungsmateriale 
so genau als möglich entsprochen wird. Hierauf bestimmt man für 
jeden Ausdruck die Summe der Quadrate der Abweichungen der be
rechneten von den beobachteten Werten. Jener Ausdruck, der die kleinste 
Quadratsumme der übrigbleibenden Fehler gibt, ist als die wahrschein-
lichste Annahme anzusehen. . 

Zu einer abschließenden Erledigung der Frage kann man auf die
sem Wege allerdings nicht gelangen. Den allgemeinen Bedingungen, 
denen die psychometrischen Funktionen entsprechen müssen, k'ann durch 
eine unendliche Menge von Funktionen entsprochen werden, weshalb 
immer die Möglichkeit offenbleibt, daß einer der noch nicht unter
suchten Ausdrücke eine bessere übereinstimmu·ng zwischen Rechnung 
und Beobachtung ergibt. 

·Zu bemerken ist ferner, daß das streng schematische Verfahren der 
Beurteilung der erreichten übereinstimmung zwischen Rechnung und 
Beobachtung auf Grund der Quadratsumme der Abweichungen nur dann 
durchzuführen ist, wenn zwischen den vorgelegten Ausdrücken sonst 
in keiner Weise unterschieden werden kann. Meist wird man aber ge
neigt sein, auch den Grad der Kompliziertheit der Funktionen zu be
rücksichtigen, und dies ist ein Moment, das· sich einer genauen, quanti
tativen Festlegung entzieht. Auß·erdem ist klar, daß bei gleicher oder 
ungefähr gleicher Größe der Quadratsumme der Abweichungen wir 
den Ausdruck bevorzugen werden, welcher von der kleineren Anzahl 
von Konstanten abhängt, da man einem gegebenen Beobachtungsmate
riale offenbar um so g,enauer genügen kann, je mehr Konstanten man 

17* 
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zur Verfügung hat. Allgemeine Gesichtspunkte, nach welchen Ver
schiedenheiten die Quadratsummen der Abweichungen zu beurt~ilen 
sind, wenn die Anzahl der zu vergebenden Konstanten verschieden ist, 
dürften sich nur schwer finden lassen. 

Lehnt man es ab, über die Natur der psychometrischen Funktionen 
eine Annahme zu machen, so kann man von dem Satze ausg'ehen, daß 
jede Funktion sich in eine Potenzreihe entwickeln läßt, und in diesem 
allgemeinen Ansatze so viele Koeffizienten als möglich auf Grund der 
vorliegenden Beobachtungsresultate bestimmen. Wurden die Wahr
scheinlichkeiten der Urteile für n Werte des Vergleichsreizes beobachtet, 
so können n Koeffizienten berechnet werden, wodurch eine ganze alge
braische Funktion vom Grade n-1 bestimmt ist. Dies ist die einfachste 
Art, wie n Beobachtungen genau genügt werden kann. 

Es ist leicht einzusehen, daß die Voraussetzung einer durch alge
braische Funktionen ausgedrückten Abhängigkeit zwischen den Wahr
scheinlichkeiten der Urteile und der Intensität des Vergleichsreizes nicht 
richtig sein kann. In der Tat wird eine ganze algebraische Funktion 
für unendliche Argumentswerte unendlich, verläßt also das Intervall 
von 0-1, worauf die Werte beschränkt sein müssen, falls sie mathe
matische Wahrscheinlichkeiten darstellen sollen. Die Darstellung der 
Beobachtungen durch ganze algebraische Funktionen ist also keine 
definitive Lösung des Problems, sondern nur eine rechnerische Maß
nahme für die Zwecke der Interpolation. Man muß sich hierbei gegen
wärtig halten, daß die Ergebnisse dieser R·echnung nur in der Mitte 
der Tafel wirklich befriedigend sind, an den Enden dagegen oft un
verläßlich sind. Selbst wenn die Ergebnisse der Interpolation voll
kommen befriedigend sind, darf eine solche Formel aber nicht für die 
Zwecke der Extrapolation verwendet werden. Zugunsten dieses Rech
nungsyerfahrens läßt sich sagen, daß es die kleinste Zugabe an theore
tischen Voraussetzungen enthält, die eine mathematische Behandlung 
der Beobachtungsdaten ermöglichen. 

Eine ganze algebraische Funktion vom Grade n-1 stellt eine Gruppe 
von n Beobachtungen genau dar. E,s ist nun klar, daß eine &olche Ge
nauigkeit der Rechnung überflüs8ig ist, da die einzelnen Beobachtungen 
selbst mit Fehlern behaftet sind, die al80 in die Rechnung aufgenom
men werden. Es wohnt jedem Beobachtungsmateriale eine gewisse Ge
nauigkeit inne, und es ist überflüssig, die Rechnung mit einer größeren 
Genauigkeit durchzuführen. Man kann sich auf den Standpunkt stellen, 
daß das vorliegende Beobachtungsmaterial es nicht rechtfertigt, eine 
größero übereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung zu er
warten. Man kann als'Ü auf Grund des vorliegenden Materiales nicht 
zwischen Funktionen unterscheiden, die eine Quadratsumme kleiner oder 
gleich der durch die Genauigkeit der Beobachtung gerechtfertigten er
geben. 

Daraus ergibt sich das Problem, die einfachste Funktion aufzu-
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stellen, die einem gegebenen Beobachtungsmateriale mit gegebener Ge
nauigkeit entspricht. Gelöst wird dieses Problem durch die Aufstellung 
der ganzen algebraischen Funktion niedrigsten Grades, bei der die 
Quadrat&Umme der Abweichungen zwischen Rechnung und Beobach
tung unterhalb einer gewissen Größe liegt. Wie früher auseinander
gesetzt wurde, wird diese Aufgabe in sachgemäßer Weise durch die 
Tschebytscheffschen 'ljI-Funktionen gelöst. 

Wir haben demnach bei der Behandlung der psychometrischen Funk
tionen zwischen dem provisorischen Verfahren, das nur eine rechnerische 
Behandlung für die Zwecke der Interpolation ermöglicht, und Jem de
finitiven Verfahren auf Grund einer Annahme über die psychometrischen 
Funktionen zu unterscheiden. Man kann aber auch Verfahren mit und 
ohne Ausgleichung der Beobachtungsfehler unterscheiden. Ist ein Aus
druCK für die psychometrischen Funktionen gegeben, so sind in dem
selben noch eine Anzahl von Konstanten unbestimmt, die aus den Daten 
der Beobachtung berechnet werden müssen. Die Anzahl der Beobach
tungen ist entweder gleich der der zu bestimmenden Konstanten, so 
daß diese direkt gefunden werden können, oder aber sie ist größer, in 
welchem Falle das resultierende Gleichungssystem überbestimmt ist. Da 
die Beobachtungen mit Fehlern behaftet sind, ergeben sich Wider
sprüche, die eliminiert werden müSlSen. 

Die Art, wie dies zu geschehen hat, ergibt sich aus der Natur der 
Fehler. Die einzelnen Daten sind die Ergebnisse direkter Beobach
tungen unbekannter Wahrscheinlichkeiten. Da gezeigt wurde, daß die 
erhaltenen Zahlen relativer Häufigkeioon den formalen und materialen 
Char.akter mathematischer Wahrscheinlichkeiten haben, so haben nach 
dem Satze von Be I' n 0 u 11 i Fehler von gegebener Größe Wahrsehein
lichkeiten, wie sie dem Wahrscheinlichkeitsintegrale entsprechen. Hier
aus aber folgt, daß die Ausgleichung nur nach der Methode der klein
sten Quadrate geschehen kann. Da ~an bei Rechnung nach bestimmten 
Annahmen über die psychometrischen Funktionen stets mehr Beobach
tungen anstellen wird, als Konstanten zu bestimmen sind, bei Anwendung 
der gewöhnlichen Interpolationsformeln aber die Beobachtungen zur Be
stimmung der Konstanten gerade hinreichen, so fällt die oben gemachte 
Unterscheidung tatsächlich mit der Einteilung in Methoden mit und 
ohne Ausgleichung der Beobachtungen zusammen. 

Bei Behandlung der mitgeteilten Daten nach der Lag I' a n gesehen 
Inoorpolationsformel kann man zwischen den beobachteten Werten eine 
beliebige Anzahl von Werten einschieben und die erhaltenen Punkte 
durch eine Kurve verbinden. Das Ergebnis dieses Verfahrens ist in 
der nebenstehenden Fig. 5 dargestellt. Der Verlauf der Kurven ent
spricht im mittleren Teile den allgemeinen Vorstellungen über den Ver
lauf der psychometrischen Funktionen. An den beiden Enden zeigen 
sich aber Unregelmäßigkeiten, die teils durch Beobachtungsfehler, teils 
aber durch die Natur der zur Interpolation verwendeten Funktionen zu 
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erklären sind. So zeigen die interpolierten Werte in dem Intervalle 
von 84 bis 88 g ein Maximum der Wahrscheinlichkeiten der "größer"
Urteile an, trotzdem der beobachtete Wert für 84 g kleiner ist als der 
für 88 g. Man sieht ohne viel Mühe ein, daß eine ganze algebraische 
Funktion, die außerhalb dieses Intervalles so rasch ansteigen soll, wie 
die Beobachtung,en vorschreiben, durch diese Punkte nur so gelegt wer
den kann, daß' sie in dem Intervalle ein Extremum hat. Das gleiche 
gilt von den Unregelmäßigkeiten des Verlaufes der Funktionen am 
oberen Ende des Beobachtungsintervalles. 

uo 
Flg.5. 

Die Linien 81 81' und 8i S; haben die Länge t· Das Intervall 81 8, 
enthält jene Argumentswerte, für welche die psychometrischen Funktionen 
der "größer" und der "kleiner"· Urteile Werte kleiner als t haben. Da. 
die Daten der Tabelle der Beobachtungsergebnisse zeigen, daß die Wahr
scheinlichkeiten der Gleichheitsurteile den Betrag t nur unwesentlich über
steigen, so hat in dem Intervalle S182 keines der drei zugelassenen Urteile 
eine den Betrag t übersteigende Wahrscheinlichkeit. Man nennt dieses 
Intervall das Intervall der Ungewißheit. Seine Grenzen sind durch jene 
Argumentswerte bestimmt, für welche die psychometrischen Funktionen 
der "größer"-bzw. "kleiner"-Urteile den Wert t annehmen. 

Die psychometrischen Funktionen sind der Ausdruck der unmittel
baren Erfahrung über den Vergleich des konstanten mit einem variablen 
Gewichte. Die Erfahrung gibt nur Anhaltspunkte über die Wahrschein-
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lichkeiten der Urteile, denn von einer Gleichmäßigkeit in der Beur
teilung irgendeine,s Paares von Vergleichsrei2len kann keine Rede 6ein. 
Insbesondere gibt es keinen Vergleichsreiz, der stets als mit dem kon
stanten Gewichte gleich beurteilt wird. 

Der Verlauf der psychometrischen Funktionen ooigt klar, (laß die 
Gleichheit zweier Reize kein Gegenstand der unmittelbaren Erfahrung 
ist. Man erkennt sofort, daß zur Festlegung, welches Gewicht als das 
dem konstanten Gewicht subjektiv gleiche genommen werden soll, eine 
neue Definition erforderlich ist. Es handelt sich also um die Bestim
mung jenes Gewichtes, das unter den besonderen Versuchsbedingungen, 
unter welchen die Vergleichung stattfand, dem konstanten Gewicht von 
100 g gleich erscheint. Man nennt dies den Punkt subj-ektiver Gleich
heit. In den vorliegenden Versuchen sind die konstanten Fehler sehr 
beträchtlich, allein es ist darauf zu achten, daß solche Fehler immer 
gegenwärtig sind, solange sie nicht durch Kombination der Beobach
tungen eliminiert wurden. Die Bedingungen, unter welchen die Be
obachtungen angestellt werden, definiert für die 'zu messende Größe 
einen gewissen Wert, der der zu messenden Größe gleich geschätzt wird. 

In der Wahl der Definition des Punktes subjektiver Gleichheit ist 
man vollständig frei. Man wird jedoch darauf achten müssen, bierbei 
nicht mit den Vorstellungen, die wir Igewöhnlich mit dem Begriffe der 
Gleichheit verbinden, in Widerspruch zu geraten. So muß eine Defi
nition als unbefriedigend angesehen werden, wenn sich auf Grund der
selben für den Punkt subjektiver Gleichheit ein Wert ergeben kann, 
der außerhalb des Intervalles der Ungewißheit liegt. Außerhalb dieses 
Intervalles hat eines der Urteile "größer" .oder "kleiner" eine den Be
trag 1/2 übersteigende Wahrscheinlichkeit, und es eignet sich ein Ver
gleichsreiz, der einem Urteile über die Wahrnehmung eines U nterschie
des eine Wahrscheinlichkeit größer als 1/2 gibt, offenbar nicht als Punkt 
subdektivel' Gleichheit. 

Es scheint ein naheliegend,er Gedanke zu sein, die Definition des 
Punktes subjektiver Gleichheit auf die psychometrische Funktion der 
Gleichheitsurteile zu stützen. Man faßt die Gleichheitsurteile für einen 
gegebenen konstanten Reiz als Kollektivgegenstand und die psycho
metrische Funktion, die f (x) heißen möge, als Verteilungsfunktion auf. 
Jeder der aus der Kollektivmaßlehre bekannten Werte kommt dann 
für die Definition des Punktes subjektiver Gleichheit in Betracht. Wir 
besprechen die folgenden Größen. 

1. Der Zentralwert, d. h. jener Wert, der in der Mitte des Inter
valles, über welches die Elemente des Kollektivgegenstandes verstreut 
sind, liegt. Die Bestimmung dieses Wertes ist in der vorliegenden Auf
gabe jedenfalls sehr unverläß1ich, da die Grenzen, innerhalb welcher 
die Gleichheitsurteile von 0 verschiedene Wahrscheinlichkeiten haben, 
nur sehr ungenau bestimmt werden können. 
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2. Der W,ert der mittleren Wahrscheinlichkeit, welcher definiert 
ist durch 

; 0 f fCx) dx = ;'fCx) dx, 

wobei u und 0 die untere bzw. obere Gr,enze des Intervalles ist, inner
halb dessen die Gleichheitsurteile von 0 verschiedene Wahrscheinlich
keiteu haben. Diese Größ:e ist aus 'dem gleichen Grunde wie der Zentral
wert für eine Definition des Punktes subjektiver Gleichheit ungeeignet. 

3. Das arithmetische Mittel, das durch 

o 
J xf(x)dx 

A=_u __ _ 
o 
JI (x) dx 
u 

definiert ist. Umsieh in der Definition von u und 0 freizumachen, 
kann man es auch durch die Summen 

n 

~xkf(x~) 
A=_l __ _ 

n 

~f(Xk) 
1 

definieren. 
4. Der wahrscheinlichste Wert, das ist jeder Argumentswert, für wel

chen fCx) ein Maximum wird. Die direkte Ausführung der Rechnung 
durch Aufstellen der Funktion nach der Lagrangeschen Interpolations
formel und Nullsetzen ihrer Ableitung erfordert umständliche ZahJenrech
nungen, bei denen es nicht immer leicht ist, Fehler zu vermeiden. Aus 
diesem Grunde empfiehlt es sich, in der Nähe des Maximum äquidistant 
zu interpolieren durch die drei größten Werte A, B, 0, die den Argumen
ten X k _ l1 Xk , Xk+l entsprechen mögen, eine Parabel g(x) = ax2 + bx + c zu 
legen. Wählt man xk als Anfangspunkt der Messung und das Tafelinter
vall als Einheit, tritt das Maximum für 

G-A 
; = 2(A + C- 2B) 

ein. 
Die UnteMuchung dieser Werte wurde an einem Materiale durch

geführt, das noch 6 weitere Versuchsreihen, ,raie in ähnlicher Ausdehnung 
mit anderen Beobachtern angestellt wurd,en, enthielt. Das Ergebnis war 
insoweit negativ, als weder der Maximalwert der Wahrscheinlichkeit 
noch das ati-s den Gleichheitsurteilen abg18leitete arithmetische Mittel in 
bezug auf das Intervall der Ungewißheit eine bestimmte Lage hahen. 
Bei einigen Beobachtern liegen diese Größen außerhalb des Intervalles 
der Ungewißheit. Man muß daraus den Schluß ziehen, daß die Dcfi-
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nitioll des Punktes subjektiver Gleichheit auf die Gleichheitsurteileallein 
nicht gestützt werden kann. 

Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, die Definition des Punktes 
subjektiver Gleichheit auf die Urteile über klie Wahrnehmung eines 
Unterschiedes zu stützen. Man defini,ert den Punkt subjektiver Gleich
heit als jenen Vergleichsreiz, der den Urteilen "größer" und "kleiner" 
gleiche Wahrscheinlichkeiten gibt. Sind also r, S, t der Reihe nach die 
Wahrscheinlichkeiten der Urteile "kleiner", "gleich", "größer", so ist 
der Punkt subj,ektiver Gleichheit durch r = t definiert, ohne daß über 
die Größe s etwas bestimmt ist. 

Man sieht sofort, daß dieser Wert stets innerhalb des Intervalles 
der Ungewißheit liegen muß. Ein.e Untersuchung an dem erwähnten 
Versuchsmateriale zeigt ferner, daß dieser Wert stets sehr nahe dem 
Mittelpunkte des Intervalles d,er Ungewißheit liegt, und zwar manch
mal in der oberen, manchmal in der unter,en Hälfte des Intervalles. 
Wir wollen also davon ausgehen, daß der Punkt subjektiver Gleich
heit als jener Vergleichsr-eiz definiert ist, für den die gleiche Wahr
scheinlichkeit besteht, daß er als größer oder als kleiner als der kon
stante Reiz beurteilt wird. Die Erfahrung z,eigt, daß dieser Punkt 
sehr nahe mit dem Mittelpunkte d,es Intervalles der Ungewißheit zu
sammenfällt. 

Wir wollen nun zeigen, wie sich die Bearbeitung des Beobachtungs
materiales gestaltet, falLs man bei der Rechnung bestimmte Annahmen 
über die psychometrischen Funktionen ,macht: Es seien f (x), g (x), 
h (x) der Reihe nach die psychometrischen Funktionen der Urteile 
"größer", "gleich", "kleiner". Jede dieser Funktionen hängt noch von 
einer Anzahl von Konstanten ab, die aus den Beobachtungen zu be
stimmen sind. Um deutlich zu sein, kann man schreiben f (x; a l , b2 , ••• ), 

g(x; Gl2' b2, ••• ), h(x;~, b3, ••• ). Die Zahl der Konstanten kann in 
den drei Funktionen gleich oder verschieden sein. 

Es mögen mit den Vergleichsgrößen Xl' x2 , ••• x. Versuche gemacht 
worden sein, die für die drei Urteilsarten die relativen Häufigkeiten 

ergeben haben. Diese sind als empirische Bestimmungen der unbekann
ten Wahrscheinlichkeiten der Urteile anzusehen. Nach dem Bernoulli
sehen Satze hat ein Fehler von der Größe Ä. die Wahrscheinlichkeit 

h -h'2' --=e 
V'" 

wobei das Präzisionsmaß gegeben ist durch 

11 8_8 

2n.(S~-n)· 
• I I 
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Aus den Beobachtungen für jeden V.ergleichsreiz ergeben sich also drei 
Gleichungen von der Form 

Ist die Zahl der zu bestimmenden Konstanten gleich der der vor
liegenden Gleichungen, 80 können sie direkt bestimmt werden. Ist die 
Zahl der Unbekannten kleiner als di,e der vorliegenden Gleichungen, so 
ergibt sich ein überbestimmtes GI,eichungssystem, aus welchem die wahr
scheinlichsten W,erte der U nhekannten nach der Methode der kleinsten 
Quadrate zu bestimmen sind. 

Hierbei sind zu berücksichtigen, daß die Beziehung 

fex) + g(x) + hex) = 1 

für jeden Argumentswert bestehen und demnach identisch erfüllt sein 
muß. Eine der drei Funktionen ist demnach als Differenz zwischem. 
der Einheit und der Summe der heiden anderen Funktionen bestimmt, 
weshalb die Rechnung nur für zwei dieser Funktionen durchgeführt 
zu werden braucht. In der Wahl derselben ist man frei, und wir wollen 
die Rechnung für f (x) und h (x) durchführen. 

Da die auf fex) bezüglichen Konstanten von au bi , .•• von den auf hex) 
bezüglichen Größen a2 , b2 , ••• getrennt auftreten, so ergeben sich zwei 
Systeme von Gleichungen, die getrennt gelöst werden können. Wir wol
len also von fex) sprechen und an den Unbekannten die Indizes auslassen. 
Die allgemeine Lösung der Aufgabe ließe sich nur durch sukzessive Ver
besserung der Näherungswerte erzielen. Von besonderem :{nteresse ist 
aber der Fall, daß die Unbekannten a, b, ... in fex) in der Weise auftreten, 
daß sie einen linearen Komplex (Xiai + ßib; + ... bilden, worin die Koeffi
zienten ak, ßk' ••. sich irgendwie aus dem Argumente xk ableiten, und dem
nach für verschiedene Vergleichsreize verschieden sind. Es gibt dann eine 
Funktion F von der Art, daß 

(Xka+ßkb+ ... =FC:k). 
Jede der Beobachtungen ergibt eine solche Gleichung, die mit dem rich
tIgen Gewichte anzusetzen ist. Direkt beobachtet sind nicht die Werte 

m 
von F, sondern die relativen Häufigkeiten ~ = Pk' Die Präzision in der 

Bk 

Bestimmung von Fist 

Die Präzisionsmaße zweier Beobachtungen stehen mit ihren Gewichten 
in der Beziehung . 

~»:Hl=Pi :P2 , 
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weshalb sich für die Bestimmung der Unbekannten a, b, ... das fol
gende System linearer Gleichung,en verschiedenen Gewichtes ergibt: 

"1 a + fJ1 b + ... = F(P1) mit dem Gewichte Pl = F'~~l) 

" " " 

hy 

"va + fJ.,b + ... = F(p,.) "" "Py - F' (Py , 

schreibt man noch F' (Pi) = Mi, so lauten die Normalgleichungen 

[P""]a + [P"fJ]b + ... = [P"M] 
[p"fJ] a + [PfJfJ]b + ... = [PfJMl 

deren Au:flösung die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten gibt. 
Es ist notwendig, hinsichtlich der Gewichtsbestimmung der Be

obachtungsgleichungen folgende Bemerkung zu machen. Ergibt die Be
obachtung für eine der zu bestimmenden Wahrscheinlichkeiten den Wert 
o oder 1, so wird die kombinatorische Präzision unendlich. Die G,e
wichte der Beobachtungsgleichungen sind der kombinatorischen Prä
zision direkt, d,er Ableitung von F verkehrt proportional, wobei in die
sem Falle p = 0 bzw. p= 1 zu setzen ist. W,egen des asymptotischen 
Verlaufes der psychometrischen Funktionen zwischen 0 und 1 ist 

lim F' (P) = 00 lim F' (P) = 00 
p=o p=l 

und der Ausdruck für das Gewicht P wird unbestimmt. Je nach dem 
Grenzwerte, den P annimmt, kommt einer solchen Beobachtungsglei
chung ein endliches, unendliches oder das Gewicht 0 zu. Eine Be
obachtung mit dem Gewichte 0 ansetzen, bedeutet, daß das betreffende 
Resultat bei der Rechnung nicht berücksichtigt zu werden uraucht. 
Mit Beobachtungen unendlicher Genauigkeit kann man nicht rechnen, 
worauf bei der Wahl der als Hypothesen für die psychometrischen 
Funktionen zu verwendenden Ausdrück,e Rücksicht genommen werden 
muß. 

Das hier dargelegte Rechnungsver:fahren gründet sich auf zwei Vor
aussetzungen, deren Bedeutung nicht zu unterschätzen ist. Die erste 
Voraussetzung besteht darin, daß die psychometrischen Funktionen als 
bekannt angenommen werden, während die zweite Voraussetzung diese 
Annahme noch weiter dahin spezialisiert, daß die Existenz der Funk
tion IJ' angenommen wird. Diese zweite Annahme dient nur zur Ver
einfachung der Rechnung. Sie ist aber nicht notwendig, da sich di,e 
Rechnungen auch im allgemeinen FalLe durchführen lassen, wenn sie 
auch viel verwickelter und mühevolLer werden. Man wird gegen diese 
Annahme nur dann Einspruch erheben, falls man beabsichtigt, (He Rech-
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nung allgemein durchzuführen, ein Unternehmen, das keinerlei grund
sätzliche Schwierigkeiten bietet. 

Anders liegt die Frage nach der Berechtigung der ersten Annahme. 
Es ist klar, daß eine Funktion nicht Gegenstand der unmittelbal'en 
Erfahrung sein kann, ~ndern nur aus den den Versuchsresultaten 
unterliegenden Reg.elmäßigkeiten erschlossen werden kann. Behandelt 
man die Beobachtungsergebnisse nach der N·ewtonschen oder gar La
grangeschen Formel, so werden die Beobachtungsfehler, über deren 
Größe und Zeichen gar nichts bekannt ist, in das Endresultat aufgenom
men. Unterwir;/'t man aber die Resultate einer Ausgleichung, so kommt 
nur die Methode der kleinsten Quadrate in Betracht. Ist aber die Natur 
der psychometrischen Funktionen unbekannt, so hat man keine Mög
lichkeit, die Beobachtungsrgleichungen mit d,en richtigen Gewichten an
zusetzen, da in der Formel für das Gewicht die Ableitung der Funk
tion F vorkommt. 

Hierin besteht die eigentümliche Schwierigkeit dieses Problemes, 
daß man entweder eine Annahme machen muß, die apriori nicht mehr 
berechtigt ist als irgend eine andere, oder daß man der Größe und dem 
Vorzeichen nach gänzlich unbekannte Fehler in das Resultat aufneh
men muß. Ganz ohne Willkürlichkeit läßt sich die Aufga,be nicht 
lösen. Ea scheint der richtigste Weg zu sein, die endgültige Beant
wortung der Frage zu verschieben, bis das Material zur Bildung einer 
plausibeln Hypothese vorliegt. Inzwischen aber müssen Methoden an
gegeben werden, nach w,elchen das Material gesichtet werden kann. 
Die Behandlung der Resultate. unter bestimmten Voraussetzungen über 
die psychometrischen Funktionen liefert wertvolle Fingerzeige. 

Es ist nicht schwer, Funktionen anzugeben, welche als Hypothesen 
über die psychometrischen Funktionen der "größer"-und der "kleiner"
Urteile in Betracht kommen. Es sei «p(x) eine stets positive Funktion, 
deren Integral zwischen den Grenzen - 00 und 00 bestehen und den Wert 
M haben möge. Es ist dann IIJ 

f(x) = fwJ «p('YJ)d'YJ 
-00 

eine mit wachsendem x stets zunehmende, und 
00 

h(x) = ~J «p('YJ)d'Y/ 
IIJ 

eine stets abnehmende Funktion, die beide zwischen den Werten 0 und 1 
asymptotisch verlaufen. Durch Spezialisierung der Annahmen über «p(x) 
kann man eine beliebige Anzahl von Hypothesen über die psychometri
schen Funktionen erzeugen. 

Ein Beispiel einer zwischen den Grenzen - 00 und 00 integrierbaren, 
stets positiven Punktion ist 

«p(x) = e- h2 (.,-S) •• 
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Geht man von dieser Funktion aus, so ergeben sich für die psychometri
schen Funktionen der Urteile "kleiner", "gleich", "größer" folgende Aus
drücke, in welchen zu beachten, daß wer) eine ungerade Funktion ist: 

fex) = t -t iP [h1 (x- SI)] 

g(x) = t { iP [h1 (x - SI)] - iP [h2 (x - S2)]} 

hex) = t + t iP [h2(x - S2)]. 

Macht man in fex) x = 8 1 und in hex) x = 82 , so wird f(8t ) = h(82) 

= -~. 81 ist also die untere, S2 die obere Grenze des Intervalles der Un
gewißheit. Der Punkt subjektiver Gleichheit ist durch 

; = h. 8. + h. 8. 
h1 +h. 

bestimmt. Er ist das mit den Gewichten ~ und h2 genommene Mittel 
von 8 1 und 8 2 • Die Abstände des Punktes subjektiver Gleichheit von 
den Grenzen des Intervalles der U ngewißheit stehen im Verhältnisse 

~ -8. h. 
8. -~ = h.' 

sind also den Größen h1 und h2 verkehrt proportional. Da erfahrungs
gemäß diese beiden Größen nur wenig voneinander verschieden sind, 
so liegt der Punkt subjektiver Gleichheit stets nahe der Mitte des Inter
valles der Ungewißheit. 

Zwischen den Werten f (x), g (x), h (x) bestehen verschiedene inter· 
essante Beziehungen, auf die hier jedoch nicht eingegangen werden soll. 
Um ein gegebenes Beobachtungsmat.erial durch diese Ausdrücke dar· 
zustellen, müssen die Konstanten h1, 8 1 , h2 , 8 2 so bestimmt werden, 
daß den Daten möglichst genau entsprochen wird. Da diese Aufgabe 
von einer gewissen Bedeutung ist, wurde eine rechnerische Technik 
entwickelt, die es gestattet, die Ausgleichung rasch und ohne besondere 
Rechenanstrengung durchzuführen. Die Durchführung dieser Rechnung 
fü'r das oben mitgeteilte Beobachtungsmaterial ergibt für die wahr
scheinlichsten Werte der Unbekannten folgende Zahlen: 

h = 0,1053 8 = 95,08, 
h = 0,1109 8=99,27. 

Die Länge des Intervalles der Ungewißheit ergibt sich hieraus mit 8 - S 
= 4,19 und der Punkt der subjektiven Gleichheit; = 97,23. 

Kleiner Größer Gleich 

===== Berechnet 1 Abweichung. ~erechnet I' Abweich~ ~e~~~trAb~~~~~i 
84 
88 
92 
96 

100 
104 
108 

0,9504 
0,8540 
0,6767 
0,4456 
0,2320 
0,0922 
0,0272 I 

- 0,0171 
0,0082 
0,0233 
0,0033 

- 0,0009 
0,0034 

- 0,0116 

0,0075 
0,0357 
0,1200 
0,2920 
0,5319 i 
0,7605 I 
0,9091 

0,0147 
-0,0113 
- 0,0089 

0,0013 
- 0,0030 

0,0551 
- 0,0047 

0,0421 I 

0,1103 
0,2033 ! 

0,2624 ! 

0,2361 
0,1473 
0,0637 

0,0023 
0,0030 

- 0,0144 

-0,004U 0,0039 
- 0,0584 

0,0163 
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Mit. diesen Werten der Konstanten kann man für jeden Vergleichs
reiz die Wahrscheinlichkeiten der drei Urteile bestimmen. Es sind 
dies die wahrscheinlichsten Werte dieser Größen unter Voraussetzung 
der gemachten Annahmen über die psychometrischen Funktionen. Eine 
Zusammenstellung dieser berechneten Werte für jene Argumente, für 
welche tatsächlich Beobachtungen gemacht wurden, findet sich in der 
vorstehenden Tabelle. In den Spalten mit der Aufschrift "Beobachtet" 
finden sich die Abweichungen der berechneten von den beobachteten 
Werten der betreffenden Wahrscheinlichkeiten. Die übereinstimmung 

10 

O!J 

08 

07 

05 

0"5 

03 

02 

Beo/Jaclitetl' Wl'rte yon ((Xi: * 
.. !J(XJ : 0 

.. h(Xi ,t 

5, 

~ fDD 
Fig.6. 

105 

zwischen Rechnung und Beobachtung ist namentlich im mittleren Teile 
der Beobachtungsreihe recht befriedigend. Beträchtlichere Abweichun
gen kommen nur an den Enden der Beobachtungsreihe vor, und selbst da 
sind sie nicht von solchem Betrage, als daß sie nicht aus der solchen Be
obachtungen anhaftenden Ungenauigkeit erklärt werden könnten. Die 
graphische Darstellung in Fig. 6 ermöglicht einen sofortigen Über
blick über diese Verhältnisse. Man sieht sofort, daß die mit den an
gegebenen Konstanten gezeichneten Kurven in der Tat den Verlauf 
der Beobachtungsdaten recht gut darstellen. 

Die Formel für den Punkt subjektiver Gleichheit hat eine allgemeinere 
Bedeutung und ist nicht auf diese besondere Annahme über die psycho
metrischen Funktionen beschränkt. Es sei 1/J eine zwischen - t und l 
asymptotisch verlaufende, stets zunehmende Funktion, deren Ableitung 
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ein Maximum für x = 8 hat, zu dessen beiden Seiten sie symmetrisch ab
fällt. Es stellen dann 

f(x) = {- -1jJ [h1 (x - 81)] 

hex) = t + ljJ [h2 (x - 82)] 

mögliche Annahmen über die psychometrischen Funktionen der "größer"
bzw. "kleiner"-Urleile dar. Die Punkte x=81 bzw. x=82 sind Wende
punkte dieser Kurven. Die diese Funktionen darstellenden Kurven be
stehen aus zwei Teilen, die durch Spiegelung an den Geraden y = t und 
x == 8i bzw. x = 82 ineinander übergehen. Für den Punkt subjektiver 
Gleichheit ergibt sich in allen Fällen 

; = ~_~~h2 SI . 
h1 + h2 

Man sieht leioht, daß die Kurven für t (x) und h (x) den ganzen 
unendliohen Streifen zwischen der Abszissenachse und der Geraden 
y = 1 bedecken mit Ausnahme des Rechteckes zwischen diesen beiden 
Geraden und den Geraderi x = 8 1 und x = 8 2, Man kann diese Tatsache 
benützen, um einige Integrale, die sich sonst nicht leicht bestimmen 
ließen, zu berechnen, jedoch soll darauf nicht eingegangen werden. 

3. Die Methode der ebenmerklichen Unterschiede. 
Mit diesem Namen bezeichnet man das folgende Verfahren zur Fest

stellung der Unterschiedsempfindlichkeit einer Versuchsperson. Man 
geht von zwei Vergleichsreizen aus, die der Versuchsperson als gleich 
erscheinen. Man erhält die eine Größe konstant und vergrößert die 
andere in kleinen Schritten, bi" ein Unterschied wahrgenommen wird, 
d. h. also bis der variable Reiz als größer allS der konstant gehaltene 
Reiz beurteilt wird. Der kleinste Vergleichsreiz, auf den das Urteil 
"größer" abgegeben wird, ist eine Beobachtung des ebenmerklichen 
positiven Unterschiedes. Hierauf geht man von einem Vergleichsreize 
aUf!. der als gräßer als der konstante Reiz beurteilt wird, und ver
ringert den Unt.erschied zwischen den beiden -Reizen so lange, bis sie 
der Versuchsperson als gleich erscheinen. Der größte Vergleichsreiz der 
verwendeten Reihe, auf den kein "gräßer"-Urteil abgegeben wurde, 
heißt eine Bestimmung des eben unmerklichen positiven Unterschiedes. 

In ähnlicher Weise verfährt man zur Bestimmung des ebenmerk
lichen und des ebenunmerklichen negativen Unterschiedes. Man geht 
zunächst von Gleichheit der bei den Größen aus und verringert die eine 
derselben in kleinen Schritten, bis sie als Heiner als der konstant ge
haltene Reiz erscheint. Der größte Reiz, auf welchen das Urteil "kLei
ner" abgegeben wurde, ist eine Bestimmung des ebenmerklichen Eega
tiven Unterschiedes. Hierauf geht man von einem Vergleichsreize aus, 
der als kleiner als der konstante Reiz beurteilt wird, und verkleinert den 
Unterschied zwischen den bei den Größen in kleinen Schritten so lange, 
bis zwischen den bei den Reizen kein Unterschied mehr wahrgenommen 
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wird. Der kleinste Vergleichsreiz der Reihe, auf welchen ein anderes 
Urteil als das Urteil "kleiner" abgegeben wurde, ist eine Bestimmung 
des ebenunmerklichen negativen Unterschiedes. 

Diese vier Größen sind unter möglichst konstanten Bedingungen 
wiederholt zu bestimmen. Die so erhaltenen Resultate werden als wieder
holte Beobachtungen derselben Größen, die nur durch zufällige Fehler 
beeinträchtigt sind, angesehen. Die endgültigen Resultate der Bestim
mungen des ebenmerklichen und des ebenunmerklichen positiven Unter
schiedes, des ebenmerklichen und des ebenunmerklichen negativen U nt er
schied es sind demnach durch die arithmetischen Mittel der betreffen
den Beobachtungen gegeben. Hierauf nimmt man das Mittel zwischen 
dem ebenmerklichen und dem ebenunmerklichen positiven Unterschiede 
und bezeichnet diesen Wert als die Schwelle in der Richtung der Zu
nahme. Das arithmetische Mittel aus dem ebenmerklichen und dem eben
unmerklichen negativen Unterschiede heißt die Schwelle in der Rich
tung der Abnahme. Den Unterschied zwischen diesen beiden Größen 
nennt man die Schwelle und benützt sie als Maß der Genauigkeit, mit 
welcher die Unterschiede von dem konstanten Reize wahrgenommen 
werden. Die Unterschiedsempfindlichkeit ist um so größer, je kleiner 
die Schwelle ist. 

Wir betrachten eine Reihe von Vergleichsreizen r t < r2 < rs < ... < r ,,' 
die beim Vergleiche mit der Reihe R dem Urteile "größer" die Wahrschein
lichkeiten Pt <P2 < ... < p" geben mögen. Die Wahrscheinlichkeiten, daß 
entweder das Urteil "gleich" oder kleiner gegeben werde, sind als die 
Gegenwahrscheinlichkeiten bestimmt und sind qt = 1 - Pt, qs = 1-Ps, .,. 
qn = 1 - P", Jeder der Vergleichsreize r1l r2 , ••• r" wird einmal mit R ver
glichen, wobei es gleichgültig ist, ob die r der Größe nach oder in sonst 
irgend einer Anordnung aufeinanderfolgen. Die Wahrscheinlichkeit Pk , 

das r k als Bestimmung des ebenmerklichen Unterschiedes zur Beobach
tung komme, setzt sich zusammen aus der Wahrscheinlichkeit, daß rk das 
Urteil "größer" gegeben werde, während dieses Urteil auf keinen der klei
neren Reize gegeben wurde. Man hat demnach 

Pk = ql q2··· qk-tPk 
für diese Wahrscheinlichkeit. 

Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit Qk' daß die Größe rk als Resultat 
einer Bestimmung des ebenunmerklichen positiven Unterschiedes zur Be
obachtung komme, gleich der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit, daß 
beim Vergleiche von rk mit R eines der Urteile "gleich" oder "kleiner" 
abgegeben werde, während alle größeren Reize rk+V r k+2, .•• r" als größer 
als II beurteilt werden. Man hat demnach . 

Qk = qkPk+lPk+2 .. ·Pn • 

Die Wahrscheinlichkeiten der Urteile "kleiner" sind für den Vergleich 
derselben Vergleichsreize rv t·2 ,···r" mit R bzw. rnkt>k2>ks>···>kn. 
Die Wahrscheinlichkeiten der Urteile "gleich" oder "größer" sind gleich 
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den Gegenwahrscheinlichkeiten II = 1 - "I' '2 = 1 - k2 , •. • l" = 1 - kn • Die 
Wahrscheinlichkeit P" daI3 der Vergleichsreiz 1"1 als Resultat riner Beob
achtung des ebenmerklichen negativen Unterschiedes wr Beobachtung 
komme, ist gleich der wsammengesetzten Wahrscheinlichkeit, daß llie~ 
der größte Vergleichsreiz sei, auf den das Urteil "kleiner" abgegeben wird. 
Es muß demnach auf r1 beim Vergleiche mit R das Urteil "kleiner" ge
geben werden, während alle griißeren Verglei('hsreize als ,.gleich" oder 
"griißer" beurteilt werden. Man hat demnach 

P/ = k,l,+ll'+2" .ln' 
Die Wahrscheinlichkeit Q;', daß ri als Bestimmung des ebenunmerk

lichen negativen Unterschiedes zur Beobachtung komme, ist gleich der 
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit, daß auf r, beim Vergleiche mit R 
entweder das Urteil "gleich" oder "griißer" abgegeben werde, während allp 
kleineren Verglpichsreize als kleiner als R beurteilt. werl]en. Es i~t dpmnaf'h 

Q,' = "'I k2 ••• !cl _l l, . 
Die· FOl'llleln für P und (l beziehen sich auf alli~teigencll'. jPlll' 

für P' und Q au f absteigende Heihen ,"on V 0rgleichsreizctl. Dic \\" fI hr
scheinlichkeiten 1) und die Gcgell\\'i\hrsdll'inliehkPitcll 1 I-lind "tets 1:11-

nehmende Größell, \\ähl'cnd die \Va hrscheinlichkeiten k und die Gpgell
wahrscheinlichkeitcn q stets abnehmende Größpn sind. Die Formeln 
für P k entspreehenin ihrem Baue jenen für (l, die für Q jenen für r. 
AUE! diesem G nmdc werden wir uns auf cl ie ß('Spr,'ch I1ng von P Illld (I 
hPRoIlI'änken. 

Die Bedingullg' dafiir, daß PI< P, + 1 ist, hestt'ht darin, daß 

p, < rtlJik+I' 
Da. man in der Wahl der Reize, die zum Vergleiche mit dem konstanten 
Reize herangezogen werden, frei ist, so kann man diese Bedingung stetl' 
erfiHlen, solange Pk < ~ ist, indem man den nächsten '"ergleichsreiz hin
reichend groß wählt. Ist aber Jik > ~, so ist stets unabhängig von cl!'r 
Wahl des Vergleichsreizes PA > Pk + l' . 

Es ist jedoch stets möglich, x, + 1 so ~u wählen, daß T\ > P k + I' . Es 
sei JI = fex) die psychomet,rische Funktion und xk+ 1 = .T" + h. Entwickelt 
man fex) in eine Reihe und bricht bei der ersten Pot.enz ab, sn ergiht sich 

t(x) " 
h < ('(x) I 1 - ((x)1 

als Bedingung, daß Pk > PA + l' Soll eine solche Best,illlllmug (ler Hinnes
empfindlichkeit sachgemäß ausgeführt wl'rdell, so dürfen dip Inter
valle zwischen den Vergleichsrf'izcll nicht zu Hein sl'i n. Durch deli 
Verlauf der psychometrIschen Funktionen ist für jeden Vergleidlsl·piz 
oine untere Grenze bestimmt, unter welche man die Schritte, in delIoll 
dio Vergleiehsreize aufeinanderfolgen, nieht verkleinern darf. 

Wählt man die Vergleichsreize in unregelmäßigen oder w kleinen In
tervallen, so ist der Verlauf der Größen PI ganz unregelmiißig. Mau kaull 

lT r 11 an, Grunulagen der Wa.hrH'heinlichkeitucehllung 18 
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es leicht erzielen, daß die Wahrsebeinlichkeiten PI. zwischen Zunahme 
und Abnahme fortwährend schwanken oder eine fortwährend abnehmende 
Reihe bilden. Ist aber das Intervall, in welcbem die Vergleichsreize auf~ 

einanderfolgen, nicht zn klein, so steigen die vVertr erst zu einem Maxi
mum an, um dann obne Unterbrechung abzufallen. Man sieht leicht, daf~ 
im allgemeinen (ler Abfall dieser \Yerte schneller stattfinden muß als ihr 
Anstieg. Die Verteilung drr Größen Pk ist also nicht symmetrisch. Sin
ken die Intervalle zwischen d.en Vergleichs reizen nicht unter die durch 
die obige Ungleichung angegebene Grenze, so findet sieh das Maximum 
der P, jedenfalls auf einem der Vergleichsreize xII! oder XIII + 11 welche cl mch 
(lie Beziehung Pm< t < Jlm + 1 bestimmt sind. 

Wir wollon nun die durch die obigell U ntel'sueh ungem übel' dOll Ver
la uf der pRychometri"nhe:J1 Fllnktionfm nallf'gnkgtn A HIlH hmn machen, 
dan 

Jl =f(x) = t + 1/'lh(x - S) 1 

iHt, worin 1/,(.1:) eine zwischen den WerteIl - ~ lind t asymptotisch vrr
laufende Funktion ist, deren erste Ableitung für X = S ein Maximum hat, 
zu dessen hei(lfm Reiten sie symmetrisch abfällt. Sehreibt man ~ = X - 8, 
so wird 

fCx +~) = ~ + 1/'(h~), 
wobei 1/J(h~)=-t/J(-h~). Vergleichsreize, die sieh von 8 um deli glei
chen Betrag nal'h oben und unt,en nnterscheiden, geben dem Urteile "grö
ßer" die Wahrscheinlil'hkeiten 

Mall lmt also 

fCS -~) = t -1/J(h~) 
j'(S +;) = t + 1/J(h~). 

I-f(S-;) =fCS+ ~), 

cl. h. die Wahrscheinlichkeit des Urteiles "größer" auf einen Vergleiehs
reiz, der nm den Betrag ~ größer ist als S, ist gleich der Gegenwahrschein
liehkeit dieses Urteiles auf jenen Vergleichsreiz, der um den Betrag ~ 
killiner ist als S. 

Wir bezeichnen mit PA (X) die Wahrscheinlichkeit, daß der Vergleichs
reiz X als k-ter Reiz einer Reihe als Bestimmung des ebenmerklichen posi
tiven Unterschiedes zur Beobachtung kommt. Demgemäß ist QJx) die 
Wahrsc'heinlichkeit, als 7c-ter Reiz einer absteigenden Reihe als Be
obachtullg über den cbenunnwrklichen l.Jnterschied zur Beobachtung 
komme. Für jede bnliebigc aufsteiglmdc" Reihe \on Vergleichsreizoll 

S -;1/ 8 - ;2' ... /3 + ~,_ 11 
wird eR eine ahsteig.ende Reihe 

S + ~1I S + ~2' ... S + ;k _ 1 

von der Art, daß 
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Hierau~ aber folgt, daß di(~ Vcttcilung der Gröfkn P zu jener dcr 
Größen Q um die Gl'rade x =,.., symru,etrisch ist. 

Durch Vereinigung der W ahr~l:heinlichkeitell PlIlId (2 "llltltellt abu 
ciue I>ymmetril:iehe V crteihwg. Dci' ,;I;cutralwert fällt luit nem (lrith
lllctil:)c'hell l\1 itl d zusamlllcn uml gi Lt j ('Ilell V ergl cich~r(~i2, für ,,,e!
dilln die Wahl'suheinlichkciL des (J rt!'iles "größ'l'r" glcieh 1 / ~ il>t. 

Die gleidlL'1I Betracht ungl'n lassl'1I sieh hillt-:ichtliuL der Se/twc!l(, 
iu der Richtung der "~bllallInc dUl'ehfühl'l~ll, indelIl Illan sich auf die 
psychometrische Funktion der "kleiner" - Urteile bezieht. Das arith
metisdlC Mittel des ebenlllerklichen und des ebellulllllcrklichell llllga
tiven Unterschiedes be1itilllmt jellell Vergleichsreiz, für \I ddleu die 
WahrscLeillliehkeiL deI> l! rtL~ilcs "kleiner" gleich I; 2 i"t. Der U uter
sehiel! 2\Yi"e:hell der SellWelle in der Richt Ltug der Zunahtlll' lIud jener 
in der Richtuug der Abnahme giLt demnach das Intervall der Ull
gewißheit. Das Mittel der beiden Schwellen gibt eiJl(~ itugclliilll'l'te 
Bestimmung des Vergleichsreizes, für welchen die vVahrl>cheinlichkcit 
des Urteiles "kleiner" gleich der W ahrschl'inli('hkeit des Urteiles ,.grö
ßer" ist. 

Das Verfahren zur Bestimmung der beiden Schwellen ist seinem VI-esen 
nach eine wahrscheinlichkeitstheoretisehe Methode zur empirischen Bp
stimmung der Wurzeln der Gleichungen f(x) = t und hex) =.~. Man 
kann es also mit den bekannten wahrscheinlichkeitstheoretischen Metho
den zur empirischen Bestimmung der Zahl 7r vergleichen. 

Das zur Analyse der Methode dl'l' (~benlllet'klicllüll 1:: nt l'rsehiotk an
gewendete Verfahren hat offensichtlich eine allgemeilH're Bc"(leub ltlg. 
Die POl'Ineln Iür die Größen P, P', Q, Q' beziehen sich HUt' etUI die be
wndereI'- Vorschriften diespr Methode, allein zu ähnlichen Formdll wirr! 
Illan ir, allen jenen Fällen kommen, in welchen durch ein systematisdH'<' 
Verfahren au f Gmnd ~\lkzessiver Vergleiche einer unbL'kunntt'll G rößL' 
mit einer Reihe bekannter Größen ein Wert bestimtllt wird. Sieht 
die~s Verfahren auf.steigende und abstc'igende Reihell \01', so wird sich 
bei Bestehen unsercr Voraussetzungen übel' .die Funktionen f (:r) lllHI 

h (x) stets eine symmetrische Verteilung ergebell. 

4-. ßegriff der Präzision von ßeobachtungell. 
Bei empirischen Messungen ,yi['(l elie unbekannte GrölJu sukzessive 

uJit deli üquidistanten Größen des Vl'rgleiehslllaßstabl';': YL'rgliclwII. In 
den meisten Fällen kommt dabei ein Verfahren zur All\\'endung, wd
ches dem der Methode der ebenmerklichell Untl'rsehiedr ähnlich ist. 
'L'atsächlich ist die Methode der rbenmerkliehen Unterschiede nichts 
anderes als das Verfahren, das man zur Anwendung bringcn müßte', 
falls die Schwellen unbekannte I'mpil'ische Größen ,,,iiren. Da das V cr
f.ahren, auf Grund dessen der der llll bekannten Grüß,e zuzuordrH'lldu 
Wert dureh sukzessive Vergleichung dorselb('n mit den bekannten Grö
ßen dor Skala der Vergll'ichswerte gefunden wird. systematisch i,gt, so 

18* 
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wird es stets Foruwln geben, die jl'lten für P, P', Q, Q' analog sind. Sicht 
lIas Verfuhron absteigende und ttufs·teigende Rcihcu vor, so wird die 
Verteilung Ilnter der orwähnten Annahme über f (x) und h (x) SYlll

lllL'lriseh sein. 
Dei Mosliuugen kOlllllwn die' Sdmdlell selbst nieht direkt zur Be

obachtung. Bestimmt wird nur der zwiseholl den Unbestimmtheitsgrell
zen I,iegonde Wort. Dios aber ist der Mittelpunkt des Intervalles der 
l'ugewißheit, und es Illlterliegt dl'llll1ueh deu gebräuehlidwn MesSllngb
"erfahren dio Ddinitioll, daß als der ",ahm Wort der unbekannten 
GrößJ .i ener zu nchmell ist, der den Urteilen "kleiner" und ngrößer" 
I.deiche Wahrseheillliehh'iten gibt. 

Au~ den Wahrscheinlichkeiten, mit welchen llie Vergleichsgröj~en als 
Bestimmungen der Schwellen zur Beobachtung kommen, ergeben sich die 
Wahrscheinlichkeiten, als Bestimmungen der zu messenden Gröj~e erhal
ten werden. Es seien Xl' X 2 , .•• x" die Heihe der Vergleichsgrüßen , mit 
welchen bei einer Messung die unbekannte Grüße verglichen wird. Als 
aufeinanderfolgende Werte der Skala sind die Größen X äquidistant, und 
ihr Intervall 2d ist gleich der Einheit des verwendeten Maßstabes. Es ist 
<lann ,xA = Xl + 2 (k - 1) d. Führt man die Bezeichnungen ein 

lt, = ~. (P,' + 'J,') 

vA = -} (P, + (iJ 
(k= 1,2,· .. n) 

so sind lt, lind v, die Wahrscheinlichkeiten, mit welchen Jie (trüBe :l'k als 
Bestimmllng der :-lchwelle in uer Hichtung der Zunahme bzw. der Ah
nahme erhalten wird. 

Da das Messungsverfahren vorschreibt, das Mittel zwischen je zwei er
haltenen Bestimmungen der Schwellen als Wert von X zu nehmen, so 
kommen für diese Größe die Werte Xl' Xl + d, Xl + 2 tl, ." Xl + (2n -1 )d, 
Xl + 2 d als mögliche Bestimmungen in Betracht. 

Die Wahrscheinlichkeit wAl mit welcher Xl + kd als Bestimmung von 
X erhalten wird, ist 

W I. = Ul c~, _ 1 + u~ V 2, _ 2 + . , , + ltH _ I V 11 

solange k< } Ji, unu 

W k = Un r,, __ t, + Un _ l V,, __ 2k+1 + ... + Un _ UVII' 

sobald /.: > t 11 ist. Man kann Jie Frage stellen, mit welcherWahrscheill
lichkeit in oinerReihe von r solcher BestimmungeIl die Summe ~I 01'

halteJl werde. Man sieht sofort, daß es sioh in dieser Aufgabe um 
eino von La p I ac ü behandelte Verallgemeinerung des Mo iv re :-lehen 
Probleme" handelt. Es wird siuh aber zeigen, daß die für unsere Zwecke 
weHentliuhen Schlüsse am:h ohne umständliche Rechnungen gezogen wer
lIen könllen. 

Wegen der Symllletrie der Größ·cn U ulld v ist zunächst 
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Es sind also auch die Wahrsoheinlichkeitcn, lIlit welchen die einzelnen 
Werte ab Bestilllll1ullgeu von X zur Beobachtung komlllen, symmetrisoh 
verteilt. E:,; ist also 

cp(X - x) = cp(X + x). 

Die Verteilung der w wird eingipflig sein, falls die Maxirua 81 uuu S% 
nicht zu weit auseinander liegen. Die Funktion (f fällt dann Z1l heiden 
:-leiten ihres Maxiruum~ symmetrisch ab, und ihr Abfall wird niemals dureh 
einen Anstieg unterbrochen. 

Die" aber sind die Leiden Bedinguugell ü,Ler die Fehlervl'rteilullg, 
LI ie Gau 13 in seiner z\yeitell Ableitung dcr Methode der kleill;,;tell 
(~lIacirat 0 ullterlegt. Diose Voraui:\setzuug bl,illhaltet folgolllio Bodill
gUllgeu: 

1. Dor ullbckalll!tl'll Größe wird ab Wl'rt jellL'r PUllkt ,leI' \Vurt
"kald, zugeordnet, für den die W ahrsehl'iulidlkl'itell der C rtcilo . ,gröI3cr" 
um!" "kleiner" gleich sind. 

2. Aufsteigende und absteigcnde Heih~'ll \\'erdcu a lmcchselllli \ cr
\\ endet. 

3. nil' psychometl'ischon Funkt iOUl'tl det' F l'tl'ik "größl'r" '..wd "klei
ner" "ind. von der Gestalt 

lex) =.! + 1/.'(8 + x), 

worin I/J eine zwis~hen - t und ~ aSYlIll'totiseh verlaufende Fnuktioll i~t" 
deren erste Ableitung zu bei den Seiten ihres hei S gelegenen Maxim Ullli'i 

symmetrisch abfällt. 
4. Das Intel'ndl eIer Ungewißheit lIluß hilll'eiclll'lHl kleiu ~ein. 
Unter diesen Voraussetzung'cn tl'effell dit' Ci a u ß ~chcn Bedingungl\lI 

zu, und Illan ist berechtigt, auf dt'rartige Ml'ssungscrgebnissc behufs 
A uf'gleiehung' die Ml'thode dl'r kleinsten (~uadratc anzuwcndeu. nil) 
boi den ersten V Ol'U usset zUllgl'n hängPIl mit dem bl)i Messungon gl'
bräuehliehen Verfahl'l'n enge zusammen. Dit' Bedeutuug der . \.nnahme 
über dip N atm der psychometrischen Funktionen wurde oben erklärt, 
wobei llaehgewiesen wurde, daß sie in der Tat mit den "orliegenden Be
obachtungen gut ü bereinstilllmt. nie vierte A Iluahml' besagt wescnL
lieb, daß an Messungsergebnisse, dit' nanh der l\fdhod(~ ller kleiustün 
Quadrate ausgeglichen werdl'n solll'n, hillsil'htlil'h ihrer Güü~ gewisse 
Anforderungen gestellt werden lllÜSSCll. Da::; \'l'l'wl'ndl'Lt, Bcobaehtllng;.;
vlrf,ahl'en muß an und für sieh bereits eincn gl'\\'i::;f'l'u Grad dcr 0<,
nauigkeif haben, welln die Bedingllngl'n für eilw .\.llsgleicbung ge
gehen sein sollen. 

Wegen der Sytnmetl'il' der V L'lteilung der 11' fällt ('rsichtlich eIer 
Zentral wert mit dem l\Iittl'lwcrt(' znsallllllt'll. Diesül' 1\Iittl'lwert ltißt 
sielt dure!. folgcndc Ühl'r1l'gllngl'n hCHtimlllt'll. Tll dt'llI l)rodllkte 

(X1.ltl + X 2U2 + ... + xntt,,). (XlVI + X2 1'2 + ... +.,C" v) 

gibt der Faktor von ,c' die vVahr~l'heinlichkeit, mit welcher das Me~snngs 
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ergebnis Xk aus den Beobachtungen Xx und x. erhalten wird. 8chreibt 
2 

man diese Faktoren in der Anordnung 

Ul Vj u j 'V2 'Ul'VS ••. 'ltl V" 

U2V l U2V2 'll,va .•. tt~ l'" 

u" VI un'C21~,. v~ ... an 1'" 

~o biIHI die~ die Wahrsehcinlichkeitell, mit welcheIl die Werte 

:(1 Xl + d Xl + 2 d ... Xl + nd 

;);1 + d Xl + 2 tl ;1:1 + 3 d ... Xl + (n + 1) d 

Xl +217 XI +3d Xl +4d,,,x1 +(n+2)d 

Xl +nd Xl +(n+ l)d Xl +(n+2)d",x1 +2(n-l)d. 
Oie SnrIlmienlllg llieser Doppelreihe ergibt 

It n rt 'Tl 

2: :2 lXI + (k + i)tlJu, v, = Xl + cl 21 /cuk + d 2' i/li = t (81 + 82), 
k=1 .=1 k=1 ;=1 

Ji;s ist abo der als Mittel dcl' Beobachtungen defillierte Wert der 
nulJCk!Jnntell Größe in der 'l'at gleich d,em Mittel der beiden Schwelien. 

Um die Wahrscheinlichkeit' zu bestimlllen, daß das beobachtete Mit
tel ~idl innerhalb gegebener Grenzen vom wahren Mittel befindc, könute 
mau auf Grund der Formeln für das verallgcmeinerte Moivresche 
Problem die Wahrscheinlichkeite.n der Summen gegebenon Wedes in 
i B('obachtungen bestilllmen und dieg.e Wahrscheinliehkeiten illncrhalb 
der vorgeschriebenen Grünzen summieren. Der allgemeinc Vorlauf der 
Hechnungell wäre dem bei Ableitung des Satzes von Bernoulli ähn
lich. Der Satz von T s c heb y t s c h d f bietet j'edoch die Möglichkeit, 
über die Wahrscheinlichkeiten solcher Abweichungen direkt eine Aus
saga zu machen. 

Wir führen die Bezeichnungen 

1/'1 X 12 + W 2 X 22 + ... + W Sn __ 2X;n_2 = (I, 

I '8 '-' ) 1..' W 1X I + 'W2 X2 + ... + W2n_1Xh·_l ="2 ( 1 + 02 = 0, 

wobei xI. dem Werte Xl + (k - l)d in der früheren Bezeichnung entspricht. 
Ist i die Anzahl der ausgeführten Bestimmungen, so besteht eine Wahr-

scheinliehkeit P> 1 - -~_cc dafür, daß das beobachtete Mittel innerhalb 
a!Vi 

tIer Grenzen 

s- ;tV~ (a-82) und S+ ;i-V~ (a-82) 

liege. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß die Wahrscheinlich 
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keit P> 1 - 1 dafür bestehe, daß der absolute Betrag der A bweir'hnng 
a 2 J1 i 

des beobachteten Mittels vom wahren Mittel, also rler Fehler, kleiner sei als 

Dt:1' \V ul'zola Ilsdnwk kann a lIoh geschriebell \\'(mlcn 

Hierau:.; folgt, daß die Genauigkeit der Übereinstimlllung der Beobach
tung mit dem wahren 'Werte der Quadratwurzel aus der mit den Ge
wiehtell genommenen Summe der Quadrate der A bWl'iehungen yerlwhrt 
proportional ist. Hiermit ist der zweite Teil der Voraussetzungen, unt!'1' 
welchen Gau 13 die Methode der kleinsten Quadrllte ableitet, bewiesoll. 
Bei Beobachtungen, auf welclw di,e oben angefiihrten Vor<1USSdzllngoll 
zutreffen, ergibt die Rechnung nach der MethouL' der kleinsten Quadrate 
immer die \'orteilhaftestBll Werte der Unbekannten. Diese Austlage hat 
ihre Quelle in dem Satze von Ts ehe b y t s c h d f. 

La p la c e hat bekanntlich die Methode der kleinsten Quadrate 11 h
geleitet, indem Cl' von der Summe der absoluten Beträge der Ab\,"l'i
chungen als Maß der Genauigkeit ausging. Zwischen seiner Annahme 
und der ,"on Gau 13 ließ sich keine Entscheidung im eigentlichen Sinnc 
J.e~ '''ortes treffen, da beid,e Voraussetzungen in ge\yisselll Grade will
kürlich sind. Zugunsten der Summe der Quadratr d,er Ab\yeichungrn 
al~ Gonfluigkoitsmaß läßt sich nur sagen, daß dies dip ,einfachste An
nahmc ist, die oine stets positivo Funktion crgibt; uaß sie den großen 
A bweiehungell einen entsprechend größ,ercn Einfluß einräumt, was mit 
unseren Vorstellungcn übereinstimmt, da ein Fehler ,"Olll Betrage 2;1; 

offenbar gefährlicher ist als das zweimalige Auftr·eten des Fehlers vom 
absoluten Betrage x; und daß sie din Um;tetigkeit vel'llwi(let, elie dl'l' 

Funktion x anhaftet. 

Wir wollen nUll den Mittelwert di'.r Summe tlet, absolllh-n Rl'lrägl' 
der Abweiehllngell be~timlll(]n. Ist ({ das arithll1l'tisdll' Mittt-l tIPI' Orii
ßen x, so hat man 

11 n 

2) : x, - .1', =:::E (f - x, . 
i,k=1 k=l 

Die Wahrscheinlichkeit, daß für die Schwellen die Werte .ce, und x" dem
nach die Differenz xk - Xi zur Beobachtung' komme, ist '/l,r,. Der Mittel
wert dieser Differenz ist also 

11-

2) UiVk(X, ---.1:,) = 82 - SI' 
ttk= 1 



274 V. Dif~ Grundlagen der Theorie der Beobachtllngsfehler 

Da ferner 
[ LI 1 1 -- =.ft=~ -

i lty n' 

11= 
yn(S2 - .'1\) 

Die Laplacesche Definition stützt sich also direkt auf das Illtf'rvall 
der Ungewißheit als Maß der Genauigkeit einer Beobachtung. 

Die Größe h, das Gau ß sehe Präzisiollsmaß, ist demnach dmll 
T ntervalle der U ngewißheit verkehrt proportional. BC'obachtungen yül.'~ 

schiedener Präzision yerhalten sich zueinandC'r so, aiR ob sic mit Sinnüs
organell verschieden!'r Empfindliehkcit ausgeführt worden wiirt'll. Das 
Präzisionsmaß ist ~mgleich ein Maß clif'ser Empfindli<:hkl'it. 
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schule Berlin. 3., neubearb.u.erw.Aufl. I. Band: AllgemeineVersiche
rungslehre. [XIV u. 231 S.] gr.8. J922. Geh. M. 6.-, geb. M. 8.-. 
11. Band: Besondere Versicherungslehre. [XIV u. 357 S.] gr.8. 
1922. Geh. M. 8.50, geb. M. 11.-. (Teubn. Handb. f. Handel und Gewerbe.) 

Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. Von Geh. Reg.-Rat Prof. E. Hegemann, Berlin. Mit I I Fig'. im 
Text. [IV u. 127 S.] 8. 1919. Kart. M. 2.60, geb.3.2o 
Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. Mit Anwendungen auf die Geodäsie, die Physik und die Theorie 
der Meßinstrumente. Von Geh. Reg.-Rat Prof. Dr.F. R. Helmerl, weil. Dir. des 
Geodät. Instituts zu Potsdam. 3. Aufl. [In Vorb. 1923.] 
Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate in 
ihrer Anwendung auf Physik, Maschinenbau, Elektrotechnik und Geodäsie. 
Von Ing. V.Happack, Charlottenburg. Mit 7 Figuren. [IV u.74 S.] gr.8. 
1923. (Teubn. techno Leitf. Bd. 18.) Kart. M. 3.-
Ober die mathematische Erkenntnis. Von Geh. Rat Dr. Dr .. lng.h.c. A. 
VOSI, Prof. an der Universität München. [VI u. 148 S.] Lex.-8. 1914. (KdG 
1Il, I, E.) Geh. M. 4.80 
Ober das Wesen der Mathematik. Von Geh.RatDr., Dr.-Ing. h. c. A. Voss, 
Prof. a. d. Univ.München. 3., verb. Aufl. [Vlu.123S.]gr.8. 1922. Steifgeh.M.4.-

Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart. 
Von Geh. Rat Dr. h. c. A. Voss, Prof. an der Universität München. In einem 
Bande mit Die Verbreitungmathem.Wissensu. mathem.Auffassung. 
Von Dr. H. E. Timerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. 
[VI u. 161 S.] Lex.-8. 1914. (KdG III, I, A.) Geh. M. 5.20 
Ober den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philos. 
Pädag. VonDr. W.Birkemezer, Berlin. [VIu. 1915.] 8.1923. M. 9.-, geb.M. 10.-
Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. Von Geh. 
Reg.-Rat Dr. P.Natorp, Prof. an der Univ. Marburg. 3. Aul1. (WuH XII.) 
LUnter der Presse 1923.] 
Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Naturwissen
schaft. Von E. Picard, membre de l'lnstitut, Prof. in Paris. Deutsch von 
Geh. Hofrat Dr. F. Lindemann, Prof. an der Universität München, und L. 
Lindemann in München. [IV u. 292 S.] 8. 1913. (WuH XVI.) Geb.M.9.20 
Wissenschaft und Hypothese. Von H. Poincarl, membre de l'Institut, 
weil. Prof. in Paris. Deutsch von Geh. Hofrat Dr. F. Lindemann, Prof. an 
der Univ. München, U. L. Lindemann in München. 3., verbesserte Auflage. 
[XVII u. 357 S.] 8. 1914. (WuH I.) Geb. M. 10.-
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