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Vorwort. 
Der Titei "Atommechanik" dieser Voriesungen, die ich .im 

Wintersemester 1923/24 in Go!Ltingen, gehai~en habe, ist der 
Bezeichnung' "Himmeismechanik" nachgebildet. Wie diese den 
Teil der theoretischen Astronomie abgrenzt, der die Berechnung. 
der Bahnen der Himmelskorper nach den mechanischen Gesetzen 
zum Gegenstand hat, so soll das W ort Atommechanik zum Aus­
druck bringen, daB hier die Tatsachen der Atomphysik unter 
dem besonderen Ge~ichtspunkt der Anwendung m~chanischer 
Prinzipien behandeit werden. Hierin liegt_ .eingeschlossen, daB 
es sich um den Versuch einer deduktiven Darstellung der Atom­
-theorie handeit. Da,s Bedenken, diese Theorie sei hierfiir noch 
nicht reif, ·mochte ich mit dem Hinweis zerstreuen, daB es sich 
eben um ein~n Versuch, ein logisches Experiment handelt, dessen 
Sinn gerade der ist, die Grenzen abzustecken, bis zu denen die 
heute geltenden Prinzipien der Atom- und Quantentheorie sich 
bewăhren, und die W ege zu bahnen, die iiber diese Grenzen 
hinaus fiihren sollen. Um dieses Programm schon im Titei 
deutlich zu machen, habe ich das vorliegende Buch als "1. Band" 
bezeichnet; · der 2. Band soli dann eine hohere Annăherung an 
die "el).dgiiltige" Atommechanik enthalten. Ich weiB, daB das 
V ersprechen eines soichen zweiten Ban des kiihn ist; denn vor­
lăufig hat man nur wenige und undeutliche Hinweise iiber die 
Art der Abweichungen, die zur Erklărung der A tomeigenschaften 
an den kiassischen Gesetzen angebracht werden miissen. Zu 
diesen Hinweisen orechne ich vor allem die Fassung, die HEISEN­
BERG den Gesetzen der Multipietts und anomalen Zeemaneffekte 
gegeben hat, die neue Strahlungstheorie von BoHR, KRAMERS und 
SLATER, die daraus entspringenden Ansătze von KRAMERS zur 
quantentheoretischen Erklărung der Dispersionserscheinungen 



VI Vorwort. 

sowie einige allgemeine Betrachtungen liber die Anpassung der 
StOrungstheorie an die Quantenprinzipien, die ich klirzlich mit­
geteilt habe. Aher all dieser Stoff, so umfangreich er auch ist, 
reicht natlirlich nicht im entferntesten aus, eine deduktive Theorie 
daraus zu gestalten. Darum wird der geplante "2. Band" viel­
leicht noch manche J ahre ungeschrieben bleiben; vorlăufig mag 
seine virtuelle Existenz' dazu dienen, Ziei und Sinn dieses Buches 
deutlich zu machen. 

Das Buch ist nicht flir solche, die sich zum erstenmal 
mit der Atomforschung beschaftigen oder nur einen Dberblick 
lib~r die theoretischen Probleme dieses Gebietes gewinnen wollen. 
Die kurze Einleitung, in der die wichtigsten physikalischen 
Grundlagen der Atommechanik mitgeteilt werden, wird dem 
wertig nlitzen, der sich vorher noch niemals mit diesen Pro­
blemen beschiUtigt hat; der Zweck dieser Dbersicht ist nicht 
eine Einflihrung in das Wissensgebiet, sondern eine Feststellung 
der empirischen Tatsachen, die als logisches Fundament des zu 
errichtenden.Baues dienen sollen. Wer sich ohne die mlihsame 
Aufsuchung der Originalliteratur liber die Atomphysik unter­
richten will, wird SoMMERFELDS "Atombau und Spektrallinien" 
zur Hand nehmen. Wenn er· dieses Werk bewăltigt hat, so wird 
er in dem vorliegenden Buche keine Schwierigkeiten antreffen, 
ja vieles wird ihm durchaus gelăufig und bekannt sein. Denn 
es ist unvermeidlich, daB viele Teile dieses Buches si~h mit 
Abschnitten des SoMMERFELDschen inhaltlich decken. Aher auch 
in solchen gemeinsamen Teilen wird ein gewisser Unterschied 
leicht bemerkbar werden. Einmal steht in unserer Darstellung 
der mechanische, deduktive Gesichtspunkt liberali obenan; Ein­
zelheiten der empirischen Tatsachen werden nur dort gegeben, 
wo sie zur Aufhellung, Bestătigung oder Verwerfung theoretischer 
Gedankenreihen wesentlich sind. Sodann aher ist auch bezlig­
lich der Grundlagen der Quantentheorie ein Unterschied in der 
Betonung gewisser Zlige vorhanden; doch· liberlasse ich es dem 
Leser, dies durch eignen Vergleich herauszufinden. Was das 
-Verhăltnis meiner Auffassungen zu denen BoHRs und seiner 
Schule angeht, so ist mir kein wesentlicher Gegensatz bewuBt. 
Besonders einig flihle ich mich mit den Kopenhagener Forschern 
in der Dberzeugung, daB es bis zu einer "endgiiltigen" Quanten­
theorie noch recht weit ist. 



Vorwort. VII 

DaB es mir moglich wurde, diese V orlesungen als Buch 
herauszugeben, verdanke ich in erster Linie der hingebenden 
Mitarbeit meines Assistenten Dr. FRIEDRICH H UND. V on ihm 
stammen groBe Teile des Textes, die ich nur wenig iiberarbeitet 
habe. Viele tJberlegungen, die ich in der Vorlesung nur ange­
deutet oder iiberhaupt nur angeregt habe, bat er selbstăndig 
durchgefiihrt und dargestellt. Hier nenne ich vor allem den 
Satz von der Eindeutigkeit der Wirkungsvariabeln, der, nach 
meiner Meinung die Grundlage der "heutigen" Quantentheorie 
ist; der von HUND durchgefiihrte Beweis bildet den Mittelpunkt 
des zweiten Kapitels (§ 15). Ferner ist die im dritten Kapitel 
gegebene Darstellung der BonRschen Theorie des periodischen 
Systems in groBen Teilen von H UND ausgefiihrt worden. Auch 
andern Mitarbeitern und Helfern habe ich zu danken. Herr 
Dr. W. HEISENBERG hat uns stets mit. seinem Rat unterstiitzt 
und einzelne Paragraphen (so die letzten iiber das Heliumatom) 
entworfen; Herr Dr. L. N ORDHEIM hat bei der Uarstellung der 
Storungstheorie geholfen und Herr Dr. H. KoRNFELD zahlreiche 
Rechnungen kontrolliert. Beim Lesen der Korrekturen haben 
sich die Herren Prof. F. REICHE, Dr. H. KoRNFELD und 
Dr. F. ZEILINGER in dankenswerter Weise beteiligt. Die Ver­
lagsbuchhandlung hat alle unsere Wiinsche betreffs Ausstattung 
und Anordnung des Satzes und der Abbildungen mit gewohnter 
Sorgfalt erfiillt. 

Gottingen, _im November 1924. 
Max Bom. 
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Einleitung. 

Physikalische Grundlagen. 
§ 1. Entwicklung der Quantentheorie des Oszillators 

aus der Strahlungslehre. 
Wir schicken der mathematischen Theorie der Atommechanik 

eine gedrangte Darstellung ihrer physikalischen Qrundlagen voraus. 
Die Entwicklung dieser Grundlagen bat zwei Quellen: einmal 
die Untersuchungen liber die Warmestrahlung, die zur Entdeckung 
der Quantengesetze geflihrt haben, sodann die Forschungen liber 
den Bau der Atome und Molekeln. 

Unter allen ĂuBerungen der Atome, die sich aus den physi­
kalischen und chemischen Eigenschaften der Korper herauslesen 
lassen, sind die Strahlungserscheinungen dadurch ausgezeichnet, 
da.B sie uns die unmittelbarste Auskunft liber die Gesetze und 
den Bau der Urbestandteile der Materfe geben. Die universell­
sten Gesetze der Materie werden in solchen Ersch~inungen zu­
tage treten, die von der Natur der dÎI.bei beteiligten Korper 
unabhangig sind. Hierauf beruht die Wichtigkeit der KmcHHOFF­
schen Entdeckung, daB die in einem geschlossenen Hohlraum 
enthaltene Warmestrahlung unabhăngig' _ist von der Natur der 
die Wande biidenden oder im Innern vorhandenen Substanzen. 
In eirrem · gleichmaBig von Wărmestrahlung erfiillten und im 
Gleichgewicht befindlichen Hohlraum ist die Energiedichte pro 
Frequenzintervall dv gleich e"dv, wo e" eine universelle Funk­
tion von v rind der Tempera tur T ist. V om Standpunkt der 
W ellei).theorie ist die makroskopisch gleichfi:irmige Energie­
strahlung aufzufassen als ein Gemenge von W ellen aller măg­
lichen Richtungen, lntensitaten, Frequenzen und Phasen, das 
im statistischen Gleţchgewicht steht mit den in der· Materie 
vorhandenen, Licht emittierenden oder a.bsorbierenden Teilchen. 

Born, Atommechanik I. 1 
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Fiir die theoretis.che Behandlung der Wechselwirkung zwischen 
Strahlung und Matet:ie ist es nach dem KrncHHOFFschen Satze 
erlaubt, die wirklichen. Atome der Substanze~ durch einfache 
Modelle zu ersetzen, wenn diese nur mit keinem der bekannten 
N aturgesetze im Widerspruch stehen. Als einfachstes Modell eines 
Licht emittierende~ und absorbierenden Atoms hat man den 
harmonischen Oszillator benutzt; dabei wurde das bewegte Teil­
chen als ein Elektron ;s;:orgestellt, das durch die interatomaren, 
quasi-elastisch wirkenden Krăfte an eine Gleichgewichtslage 
gebunden ist, in der sich eine gleich groBe positive Ladung 
befindet. Es ist dies ein Dipol von zeitlich verănderlichem 
Moment (Ladung X Ausschlag). H. HERTZ hat bei Gelegenheit 
seiner Untersuchungen liber die Ausbreitung der elektri'schen 
Wellen gezeigt, wie man die Ausstrahlung eines solchen sc:hwin­
genden Dipols auf Grund der MAXWELLschen Gleichungen be­
rechnen kann. N och einfacher ist die Berechnung der Anregung 
eines solchen Resonators durch eine ăuBere elektromagnetische 
Welle, die in der klassischen Dispersionstheorie zur Erklărung 
der Brechung und Absorption de:r:_ Korper benutzt wird. Auf 
Grund dieser beiden Betrachtungen lăBt sich die Wechselwirkung 
zwischen solchen Resonatoren und einem Strahlungsfeld be­
stimmen. M. PLANCK hat die statistische Berechnung dieser 
Wechselwirkung durchgefiihrt: Er fand, daB die mittlere Energie 

W eines Syste~s von Resonatoren von, der Frequenz Y pro­
portional der mittleren Stmhlungsdichte (! ist, wobei der Pro-

. V 

portionalitătsfaktor wohl von Y, nicht aher von der Tem pe· 
ratur T abhăngt: 

(1) 
8n -

(!v = -3- '1'2 W. 
c· 

Die vollstăndige Bestimmung von ev (T) ist damit zuriickgefiihrt 
auf die der mittleren Resonatorenenergie, und diese kann nach 
den Gesetzen der gewohnlichen Statistik gefunden werden. 

Sei q der Ausschlag eines linearen Oszillators, dann ist 
p = m q der Impuls und 

m. x 1 x w = -q2 + -q2 = -p2 -L -q2 
2 2 2m 1 2 

die Energie. Die quasi-elastische Kraft " hăngt mit der Kreis-
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frequenz w und der gewohnlichen Frequenz v 1) durch die Be­
ziehung 

" - = w2 = (21rv)2 
m 

zusammen. N ach den Regeln der statistischen Mechanik bat 
man bei der Berechnung des Mittelwertes einer von p und q 
abhăngigen GroBe diese mit dem Gewichtsfaktor e-pw zu multi-

. 1 
plizieren, wo fJ = k T ist, und dann iiber alle Zustii.nde des 

"Phasenraums" (p, q) zu mitteln. Also wird die mittlere Energie 

W=Jfwe-pw dpdq 

J J e-fJW dpd,q 

Hierfiir kann man offenbar auch schreiben 

W=- _!_logZ 
ofJ ' 

wo 
Z = J J e-fJW dpdq 

das sogenannte Zustandsintegral ist. Die Ausrechnung von Z 
liefert 

wegen 

folgt daraus 

also 

(2) 

Je-za dx = y; 
-00 

- 1 
W=-=kT. 

fJ 
Dies fiihrt auf . folgende Formei fiir die Strahlungsdichte: 

(3) 

1 ) Wir wollen im folgenden mit w stets die Zahl derSchwingungen 
oder Umlaufe eines Systems in 2n sek (die Kreisfrequenz), mit ,. ihre 
Zahl in 1 sek (die Frequenz) bezeichnen. 

1* 



4 Einleitung. Physikalische Grundlagen. 

das sogenannte Gesetz von RAYLEIGH-JEANS. Es widerspricht nicht 
nur der einfachen Erfahrungstatsache, daB die Intensităt nicht 
dauernd mit der Frequenz. wăchst, sondern fiihrt auch zu der 
unmi:iglichen Folgerung, daB die gesamte Strahlungsdichte 

J e"dv 
o 

unendlich wird. 
Die Formei (3) bewăhrt sich nur im Grenzfall kleiner v 

(langer Wellen). W. WmN hat ein Gesetz aufgestellt, das den 
beobachteten. Abfall der Intensităt bei hohen Frequenzen richtig 
darstellt. Eine Formei, die diese beiden Gesetze als Grenzfălle 
einschlieBt, ist von PLANCK zuerst durch eine geistreiche Inter­
polatiou gefunden und bald darauf theoretisch begriindet worden. 
Sie la.utet 

(4) 
8.nv~ hv 

(!"=--;;ii- _hv --' 

ekT- 1 

wo h eine neue Naturkonstante ist, die sogenannte PLANCKsche 
Konstante. Da sie im Mittelpunkt der gesamten Quantentheorie 
steht, wollen wir sogleich ihren numerischen W ert angeben, er ist 

h = 6,54. w-27 erg sek. 

Der V ergleich von ( 4) mit ( 1) zeigt, daB diesem Strahlungsgesetz 
folgender Ausdruck fiir die Resonatorenenergie entspricht: 

(5) 
-- hv 
W= -,;;---. 

ekT- 1 

Um diese Formei theoretisch abzuleiten, ist eine vollstăndige 
Abwendung von den Prinzipien d~r klassischen Mechanik not­
wendig. PLANCK bemerkte, daB f~lgende, Annahme zum Ziele 
fiihrt: Es sollen nicht alle Werie als $nergien der Resonatoren vor­
kommen, sondern nur solche, die gimzzahlige Vielfache eines Energie­
elements Wo sind. 

Nach dieser PLANCKsche.n Hypothese ist das Zustands­
integral Z durch die Summe 

~ n.Wn 

(6) Z=.J)e_TT_ 
n=O 
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zu. ersetzen. Die Summation dieser geometrischen Reihe liefert 

1 z = -----w.- . 
1- e --pp 

Hieraus folgt 
-fJWo 

W-- () l ( -fiWo) Wlle = - og 1 - e = ----'--, 
o{J 1- e-fJHo 

also 
- w 
W = _w:,Q_-. 

• ___ o._ 
(7) 

ekT -1 

Dies stimmt mit dem PLANCKschen GeEetz (5) ii.berein, wenn 
wir W0 = v h setzen. · Diese letzte Beziehung kann man mit Hilfe 
des WIENschen Verschiebungsgesetzes der Warmestrahlung be­
griinden. Dieses beruht auf einer V ereinigung von thermo­
dynamischen Betrachtungen mit dem DoPPLERschen Prinzip und 
besa.gt, daB die Strahlungsdichte in folgender Weise von Tem­
peratur und Frequenz abhangen muB: 

ev = 'P3 r(~)' 
daB die Resonatorenenergie alw die Form bat: 

Der Vergleich mit (7) zeigt, daB W0 proportional v sein muB. 

Eine wichtige Stiitze fii.r. die kiihne Hypothese PLANCKs 
von den Energiequanten fand EINSTEIN in dern V erhalten der 
spezifischen W ărme fester Kărper. Das gri:ibste Modell eines 
solchen aus N Atomen bestehenden Ki:irpers ist ein System von 
3 N limiaren Oszillatoren, deren jeder' gewissermaBen die Schwin­
gung eines Atoms in· einer der drei Richtungen des Raumes 
vertritt. Berechnet man den Energieinhalt eines solchen Systems 
unter Annahme stetiger Energieverteilung, so ergibt .Şich nach {2) 

E= 3Nk'l'. 

Handelt es sich gerade um ein Moi, so ist N k = R, dei> ab­
soluten Gaskonstanten, und wir haben das Gesetz von DULONG­
PETIT in der Form 
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dE 
c = --- = 3 R = 5,9 cal 
" dT 

vor uns. Dieses gilt aher erfabrungsgemăB nur fiir bobere 
Temperaturen, wăbrend cv fiir tiefere gegen O abfăllt. .EINSTEIN 
nabm statt des kla.ssiscben den PLANCKschen Wert ·(;>) der 
mittleren Energi~ und erbielt fiir ein Mol 

hv 

E= 3R T h~'!__. 
ekT_l 

Hierdurcb wird der Abfall von c" fiir tiefe Tempera.turen bei 
eina.tomigen Stoffen ( z. B. Dia.ma.n t) einigerma.Ben richtig dar­
gestellt. Die weitere Entwicklung der Tbeorie, die die Kopp­
lung der Atome untereina.nder beriicksicbtigt, bat die Grund­
anna.bme von EINSTEIN bestătigt. 

Wăhrend hierdurcb PLANCKS Annahme der Energiequanten 
bei Resona.toren recbt gut gestiitzt ist, lăBt sich gegen seine 
Begriindung der Stra.blungsformel der scbwerwiegende Einwand 
erheben, daB die Beziehung (1) zwischen Strahlungsdichte e ~ 
und. mittlerer Resonatorenenergie W mit Hilfe der klassiscben 
Mecba.nik und Elektrodynamik a.bgeleitet ist, wăhrend die sta.­
tistiscbe Berecbnung von W sicb auf das damit unvereinbare 
Quantenprinzip stiitzt. PLANCK bat sich sebr bemiibt, diesen 
Gegensatz durch Einfiihrung gemilderter Quantenvorscbriften 
zu versohnen; docb bat die weitere Entwicklung gezeigt, daB 
die · klassiscl:l.e Tbeorie prinzipiell zur Erklărung mannigfacher 
N aturerscbeinungen nicbt ausieicht, sondern nur die Rolle ei~es 
Grenzfalls (s. unten) spielt, wăhrend die wahren Gesetze der 
atomaren Welt reine Quantengesetze sind. 

Macben wir uns noch einmal klar, inwiefern diese Qua.nten­
gesetze mit der klassiscben Tbeorie ganz unvereinbar sind: 

N acb der klassiscben Tbeorie strahlt der Resonator wăbrend 
seiner Scbwingurig eine elektromagnetiscbe Welle aus, die. 
Energie mit sich fiihrt. Dadurch verliert die Sch wingung dauernd 
an Energie. Nach der Quantentheorie bleibt die Energie des Reso­
nators wăhrend der Schwingu7J-g konstant gleich n · v h; ein Wechsel 
der Reeonatorenergie kann also nur durch einen mit einer ganz· 
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za.hligen Ănderung von n verbundenen Ubergang, einen "Quanten­
sprung", --erfolgen. 

Es muB also ein ganz neuer Zusammenhang zwischen 
Stra.lilung und Resonatorschwingung ersonnen werden. Hierzu 
bieten sic~ zwei Wege dar: Entweder muB ma.n Q.nnehmen, da..l3 
der Resona.tor wii.hrend der Schwingung iiberhaupt nicht stra.hlt 
und nur bei einem Quantensprung auf eine uns vollig unerklii.r­
liche Weise Strahlung der Frequenz v abgibt, wobei die Energie, 
die der Resonator verliert oder gewinnt, dem Ăther mitgetellt 
oder entzogen wird. Der Energiesa.tz ist da.nn fiir den Ele­
mentara.kt erfiillt. Oder der Resonator stra.hlt wii.hrend der 
Schwingung, behii.lt aher trotzdem seine Energie bei. Da.nn 
ist der Energiesat~ fiir den Einzelvorga.ng verletzt, er ka.nn 
nur da.durch im Mittel a.ufrechterha.lten werden, daB die 
Wa.hrscheinlichkeiten de;r Ubergiinge in a.ndere Zustănde kon­
sta.nter Energie in geeigneter W eise mit der Strahlung ge-
koppelt werden. · 

Die erste Auffassung war la.nge Zeit die herrschende; erst 
in neuester Zeit haben BoHR, KBAMERS und SLATER1) die 
zweite Auffa.esung vertreten. Die Ausfiihrungen diesee Bandes 
werden im a.llgemeinen von der · Entscheidung fiir eine de:r 
beiden Annahmen unabhii.ngig sein. ~iden Auffa.ssungen ge­
.meinsam ist die Existenz von Bewegt1:ngen mit konatanter Energie, 
die man na.ch BoHR staticmăre Bewegungen nennt. 

§ 2. Allgemeine Fassung der Quantentheorie. 
Durch die PLANCxsche Formei W0 = h v wurde EIJS"s1'EIN 

a.ngeregt, ein ga.nz anderes Erscheinungsgebiet qua.ntentheoretisch 
zu deuten, wohei sich eine neue Auffassung dieser -Gleichung 
erga.b, die sich in der Folge a.ls sehr fruchtbar erwies. Es 
handelt sich um den lichtelektrischen Effekt. Fii.llt Licht voil 
der Frequenz ;:; auf eine Metalloberfl.ii.che, so werden da.bei 
Elektronen freigemacht, und es zeigt sich, daB die Lichtinten­
sităt nur die Menge, nicht die Geschwindigkeit der a.ustretenden 
Elektronen beeinflu.l3t. Letztere hii.ngt vielmehr ausschlieBlich 
von der Frequenz des a.uf!a.llenden Lichts ah. EINBTllliN ma.chte 
den Ansa'tz 

1) Zeitachr. f. Phyaik Bd. 21, S. 69, 1924. 
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m v2 = hv, 
2 

der sich fiir hinreichend hohe Frequenzen bewii.hrt bat (Rontgen­
licht), wăhrend fiir niedere Frequenzen noch eine additiv hin­
zutretende Austrittsarbeit zu beriick~ichtigen ist. 

Ea handelt aich also um folgendes: Ein anfiinglich im Metall 
locker gebundenea Elektron wird durch aliffallendes Licht von 
der Frequenz ii herausgeschleudert und erhalt die kinetische 
Energie h ;; ; der atomare Vorgang unteracheidet sich also durch­
aus von dem beim Resonator und enthii.lt nicht. einmal eine 
Frequenz .. Das Wesentliche scheint also zu sein, da{J die Energie­
ănderung eines atomaren Systems und die Frequenz einer Licht­
welle durch die Gleickung verkniipft sind: 

(1) 

wobei ea gleichgiiltig ist, ob das atomare System die gleiche 
Frequenz ii bat oder eine andere, oder ob ea iiberhaupt eine 
Frequenz hat. 

Die PLANCKsche Gleichung 

W = n • W0 ; W0 = h v 

gibt eine Beziehung zwischen der Schwingungszahl v eines 
Resonatora und seiner Energie in den stationăren Zustii.nden. 
Die E.INSTEINsche Gleichung (1) gibt eine Beziehung zwischen 
der Energieănderung eines atomaren Systems beim Obergang 
von einem Zustand zu einem anderen und der Frequenz ii des 
einfarbigen Lichtes,. mit dessen Emission oder Absorption der 
Obergang verkniipft ist. 

Wii.hren:d EINSTEIN diese Beziehung nur fiir den Fall 
der Loslosung von vElektronen durch 'auffallendes Licht und 
den umgekehrten ProzeB, die Erzeugung von Licht (Rontgen­
strahlen) durch auftreffende Elektronen, angewandt hat, erkannte 
BoHB die allgemeine Bedeutung dieses Quantengesetzes fiir 
ali~ Prozesse: bei denen stationare Zqstiinde unter Wechael­
wirkung mit ~rahlung ineinander iibergehen. In der Tat ist 
ja auch die Gleichung ihrem Sinne nach von allen apezjellen 
Vorstellungen iiber das ţttomare Syatem unabhii.ngig. Seitdem 
BoHB ihre Fruchtbarkeit am Wasserstoffatom gezeigt hat, nennt 
man die Gleichung (1) die BoHRSche Frequenzbedingung. 
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Sie lăBt zwei Deutungen zu entsprechend den beiden oben 
ausgesprochenen Auffassungen der 'Quantengesetze. Entweder 
wird die Frequenz ii nur wăhrend des Obergangs gestrahlli und 
die Wellenstrahlullg fiihrt genau die Energie h ii mit sich (Licht­
quant ). Oder das System ist in einem bestimmten Quanten­
zustand făhig, die l!'requenz v zu absorbieren oder zu emittieren, 
solange bis ein Quantensprung erfolgt; dann miissen die Hăufig­
keiten der Quantenspriinge statistisch so verteilt sein, daB im 
Mittel die gestrahlte oder absorbierte Energie gleich der mit 
h v multiplizierten Anzahl der Elementarvorgănge istl). 

Wenn man die BoHRsche Frequenzbedingung (1) folgerichtig 
auf den Resonator anwendet, wird man vor folgende Alternative 
gestellt: Die beim Obergang des Resonators vom Zustand mit 
der Energie n1 hv zu dem mit der Energie n 2 hv stattfindende 
Energieănderung 

(n1 - n2) hv 

ist im allgemeinen ein Vielfaches des Energiequants hv des 
Resonators. Nach BoHR und EINSTEIN soll nun diese Energie­
ănderung mit der Frequenz v der ausgesandten monochroma­
tischen Strahlung durch die Beziehung 

h v = ( n1 - n 2) h v 

zusammenhăngen. Sie lăBt nur zwei Moglichkeiten zu: Entweder 
verlangt man, daB, wie in der klassischen Theorie, die gestrahlte 
Frequenz mit der des Resonators iibereinstimmt; dann sind 
nur Obergănge zwischen N achbarzustii.nden 

n1 -n2 _=1 

m6glich. Oder man lăBt zu, daB die ausgestrahlte Lichtfrequenz 
von der des -Resonators_ verschieden, nămlich ein Vielfaches 
davo.n ist; dann ist die Ausstrahlung wegen .der Mogţichkeit 
verschiedener Obergănge nicht monochromatisch. Die Ent­
scheidung zwischen diesen beiden Moglichkeiten ist erst im 
Laufe der Weiterentwicklung der BoHRschen Atomtheorie ge.-

1) Ma.n darf nicht annehmen, daB ein System in jedem Einzelfall 
so lange. absorbiert, bis Ilie" Energie h v aus der Strahlung aufgenoJDmen 
ist, denn man weiB, daB der lichtelektrische Effekt einsetzen kann, ehe · 
iiberhaupt ein volles "Lichtquant" h;; das betreffende Metallteilbhen ge­
troffen hat. 
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fallen, und zwar in dem Sinne, daB die Ausstra.hlung im 
Prinzip durchaus monochromatisck mit . der durch die Fre.quenz· 
bedingung (1) angegebenen Schwingungszahl erfolgt, ~B aher 
die Obereinstimmung ,zwischen Lichtfrequenz und Schwingungs­
zahl des Resonators ( d. b: n1 - n11 = 1) durch ein Zusatzgesetz 
erreicht wird, das die Hăufigkeit der Obergănge zwischen den 
Zustănden regelt und Korrespondenzprinzip genannt wird. 

Ein grundlegender Unterschied zwischen der Quantentheorie 
und der klassischen Theorie besteht darin, daB wir bei dem 
heutigen Stand unserer Kenntnisse von den Elementarprozessen 
dem einzelnen ·"Quantensprung" keine "Urs~he" zuschreiben 
konnen. In der . klassischen Theorie verlii.uft der Obergang von 
einem Zustand zu einem andern zwangslii.ufig (kausal) na.ch den · 
Differentialgleichungen der Mechanik oder Elektrodynamik. 
W ahrschein~ichkeitsbetrachtungeil ha ben dort nur Platz, soweit 
es sich um Bestimmung von Anfangszustănden bei Systemen 
von sehr vieien Freiheitsgraden (z. B. Verteilungsgesetze in der 
kinetischen Gastheorie) handelt. In derQuantEmtheorie weid.en die 
Differentialglei11hungen fiir ·die Obergii.rige zwischen den statio­
năren Zustii.nden aufgegeben, und da.her miissen bier besondere 
Regeln gesucht werden. Diese 'Obergii.nge haben Ăhnlichkeit 
mit den Prozessen beim radioaktiven Zerfall. Die radioaktiven 
Umwa.Iidlungsakte geschehen nii.mlich na.ch allen Erfahrungen 
spontan 1,1nd unbeeinfluBbar und gehorchen nur statistis<;hen 
Gesetzen. Wann ein :radioaktives Atbm zerfăllt, lii.Bt sich nicht 
angeben, wohl aher, welcher Prozentsatz unter einer groBen Meilge 
in gegebener Zeit zerfâllt; oder was da.sselbe ist, man kann fiir 
jeden radioab:tiven Ubergang eine Wakrsckeinlickkeit angeben 
( die man a priori nennt, weil sie beim heutigen Stand der 
Kenntnisse auf nichts 'Yeiter zuriickfiihrbar ist ). Diesen Begriff 
iibertragen wir auf die Zustănde eiries atomaren Systems. Wir 
sckreiben jedem Vberga'fi,{J ·zwiscken, zwei staticmiiren ZuBfiinden eine 
Apriori~ Wakrsckeiniickkeit zu. 

Die theoretische Bestimmurig dieser Apriori-WQ.hrscheinlich­
keiten ist eine der tiefsten Aufgaben der Quantentheorie. Der 
einzige W eg, der sich bisher ddiir darbietet, ist die Betrachtung 
solcher Vorgii.nge, bei denen .die beim Elementarakt umgesetzte 
Energi~ klein ist gegen die gesamte Energie, bei denen daher 
.die Quantengesetze in die klassischen Gesetze iibergehen miissen. 
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Ein auf dieser Grundlage aufgestellter Satz ist. das schon oben 
erwahnte BoBBSche Korrespondenzprinzip, bei dem die Uber­
gănge zwischen stationăren Zustănden hoher Quantenzahl (z. B. 
groJ3es n beim Resonator) mit den entsprechenden klassischen 
Prozessen verglichen werdfiln. Die genauere Formulierung dieses 
Prinzips kann erst im spăteren Verlauf unserer Uberlegungen 
gegeben werden." 

Eine andere Anwendung dieses Gedankens kommt in einer 
neuen Ableitung der PLANCKBchen 8trahlungsformel vor; durch 
die EINSTEIN die -- quantentheoretische Auffassung und insbeson­
dere die BoHRsche Frequenzbedingung wirksam gestiitzt bat. 

Dabei wird iiber das strahlende System keiile weitere An­
nahme gemacht, ala daJ3 ~s verschiedene stationăre Zustii.nde 
konstanter Energie besitzt. Von diesen greifen wir zwei mit 
den Energien W1 und W, (W1 > W,) heraus, sie mogen im 
statistischen Gleichgewicht in den Anz~hlen N1 und N, vor­
kommen. Dann ist nach dem BOLTZMAN:Nschen Prinzip 

w. 
N e -I:T w~-w. 

~=--w-=e I:T ' 
~1 ___ 1_ 

e I:T 

also unter Bimutzpng der Frequenzbedingung 
N. h;' 

._! =e"T 
N~ 

In der. klassischen Theorie setzt sich die Wechselwirkung eines 
atomaren Systems mit der Strahlung aus ,dreierlei Prozessen 
zusa.mmen: 

1. Wenn das System sich in einem Zustand hoherer Energie 
befindet, strahlt es spontan Energie- aus. 

2. Das Strahlungsfeld .wirkt je nach Phase _ und Amplitude 
der Wellen, aus denen es sich zusaminensetzt, energiezufiihrend 
o(ler -abfiihrend auf das System ein; Wir nennen diese Prozesse 

a) positive Einstrahlung, wenn das System Energie absor­
biert, 

b) negative Einstrahlung, wenn es ·Energie abgibt. 
In den b_eiden letzten Făllen ist der Beitrag der Prozess~ zur 

Energieănderung der Energiedichte der Strahlung proportional. 
In Anulogie hiermit nehmen wir auch fiir die quantenkafte 

Weckselwirkung zwischen atomarem System und Stra.hlung die 
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drei entsprechende:n Prozesse an. Zwischen den beiden Energie­
stufen W1 und W9 finden also folgende Ubergănge statt: 

1. Spontane Energievenninderung durch Ubergang von W1 

naoh W9 • Die Hăufigkeit dieses Vorgangs ist der Anzahl N1 

der im ·hoheren Niveau W1 befindlichen Systeme proportional, 
wird aber auch von dem Zustand niederer Energie W2 initbe­
stimmt sein. Wir setzen diese Hăufigkeit gleich 

At2Nt. 

2 a.. Energiezunahme infolge des Strahlungsfeldes ( also Uber­
gang von W9 nach W1). Wir setzen fiir ihre Hăufigkeit in ent­
sprechender W eise 

BstN!!e,.· 

2 b. Energieabnahme infolge des Strahlungsfeldes (Ubergang 
von W1 nach W2 ) mit der Hăufigkeit 

Bl'J N1 !!,.· 

Dabei lassen wir wieder offen, ob die Energie, die das a.to­
mare System gewinnt oder verliert, in jedem Einzelvorgang 
der Strahlung entzogen oder zugefiihrt wird oder ob das Energie­
gesetz nur statistisch aufrechterhalten wird. 

Das statistische Gleichgewicht der Zustănde N1 und N9 

fordert nun 
Au N1 = (B91 N'J - Bn N1 ) !!"· 

Hieraus ergibt sioh 

(2). ~'J ~~----
(!,.= I•'V 

Bst ~9 _:.._ Bn Bst ek"!i - Bl'J 
1 

An dieser Stelle benutzt nun EINSTEIN die oben allgemein er-
wăhnte Ub~rlegung, daJl die Quantengesetze die klassischen als 
Grenzfall enthalten miissen. Hier handelt es sich offenbar um 
den Grenzfall hoher Temperaturen, wo h;; klein ist gegen k T. 
In diesem Fall muJl unser Gesetz (2) in das von der klassischen 
Theorie geforderte (iibrigens fiir hohe Temperatu:~;en durch die 
Erfahrung bestătigte) RAYLEIGH-JEANSsche Gesetz (3) § 1 

. B:n-~~kT 
e,. = cs" 

iibergehen. Da unser (!,. fiir groJle T 
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o= "v h:V 
Bu- Bl'J + B'Jl kT+ ... 

wird, ist dies nur moglich, wenn 

und 

Au= s:vsh 
Bl'J c 

ist. Wir erhalten also in der Tat das PLANCKsche Strahlungs-
gesetz. 

(3) 
8nh v3 , 

flv =ca---,;~~---. 

eleT -1 

Fassen wir unsere Dberlegungen zusammen, so sehen wir, 
daB sich die urspriingliche PLANCKsche Formulierung des 
Quantengesetzes fiir den Resonator in zwei wesentlich verschie­
dene Farderungen spaltet. 

1. Die Festlegung der stationăren Zustănde (konstanter Ener­
gie): Sie geschieht beim Resonator durch die Gleichung 

W = n·Y·h, 
Wir werden spăter diese Glei~hung fiir beliebige periodische 
Systeme verallgemeinern: 

2. Die BoHRsche Frequenzbedingung 

hv= W1 - W2 

bestimmt die Frequenz des beim Dbergang zwischen zwei sta­
tionăren Zustănden emittierten oder absorbierten Lichtes. Dabei 
sind die · Bezeichnungen so gew3.hlt, daB die Frequenz v bei 
Emission ala positive, bei Absorption ala negative Zahl heraus­
kommt. 

Hierzu kommen noch bestimmte statistische Gesetze iiber 
die Haufigkeit der stationăren Zustănde und der Dbergănge 
zwischen ihnen (hauptsăchlich das schon erwăhnte Korrespon­
denzprinzip ). 

§ 3. Die Vorstellungen vom Atom~ und Molekelbau. 
Nachdem wir soeben die Entwicklung der eigentiimlichen 

(quantentheoretischen) Grundgesetze der Atommechanik kennen 
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gelernt baben, wollen wir jetzt kurz darste11en, wie sicb die 
Kenntnis des stofflicken Substrats entwickelt bat, a.uf das sie 
Anwendung finden. 

Na.chdem die Erscbeinungen der Elektrolyse zuerst auf die 
Annahme der atomistiscken Struktur der Elektrizitiit gefiihrt hatten, 
lernte man in den Kathodenstrahlen und ,8-Strahlen der radio­
aktive~ Sto.ffe die Trii.ger negativer Elektrizitat ~n freiem Zu­
stand .kennen. Durcb Ablenkung dieser Strahlen in elektro-

magnetiscben Feldern lie.B sich das Verhii.ltnis ~ von Ladung 
m 

und Masse der Teilchen bestimmen. Man fand 
e 
- = 5,31·1017 e.-st. E. pro Gramm. 
m 

Unter der Annahme, da..B es sich hier und in der Elektrolyse 
um da.sselbe Elementarquantum der Elektrizităt ha.ndelt (wa.s 
sich experimentell angenţi.hert bestii.tigen la.Bt), wird man zu 
dem Schlu.B gefiihrt, da.B diese negativen Elektrizitii.tsteilchen 
etwa den 1830ten Teil der Masse eines Wassersto.ffatoms haben. 
Man nennt diese Tritger der negativen Elektrizitii.t Elektronen 
und hat durc)l optische und elektrische Versuche zeigen konnen, 
da.B sie als Bausteine in aller Materie vorkommen. Recht ge­
naue W erte fiir die Ladung von Elektronen lie.Ben sich dadurch 
bestimmen, da.B es gelang, auf sehr kleinen (submikroskopischen) 
Metallteilcben oder Oltropfcben . die . Ladung von ganz wenigen 
Elektronen berzustellen untl zu ·messen. MILLIKAN fand 

e , 4, 77 ·10-10 e.-st. E. 

Die positive Elektrizitiit bat man immer nur in Verbindung 
mit Ma.sse von atomarer Gro.Be gefunden. Es gelang, positive 
Strablen (a-Strablen radioaktiver Stoffe, Anoden- und Kanal-

strahlen) berzustellen; die Bestimmung von ~ durcb Ablenkungs-. m . 
versuche ergab fiir die a- Teilcben die Ma.sse der Heliumatome, 
fiir die Teilcben der Anodenstrableii d.ie Ma.sse der Atome der 
Anodensubstanz, fiir die Teilchen der Kanalstrahlen die Masse 
der Atome des beniitzten Ga.ses. Man mu.B bierna.cb annehmen, 
da.B jedes .Atom ~UB eine'm positiven Teilcken bestebt, da.s a.ucb 
wesentlich seine Masse enthii.lt, und aua einer .Anzakl von Elektronen.. 
Im neutralen Atom ist die .Anzabl der Elementarla.dtil)gen qes 
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positiven Bestandteils gleich der Anzahl der Elektronen; durch 
Verlust von Elektronen entstehen positive lonen, durch Auf­
nahme iiberfliissiger Elektronen entstehen negative lonen. 

Vber die GroBe der Elektronen kann man hochstens un­
sichere theoretische Betrachtungen anstellen und kommt dabei 
auf GroBenordnungen von l0-13 cm. Dagegen ist LENARD zu­
erst zu ganz bestimmten Aussagen iiber die GroBe der posi­
tiven Teilchen gelangt, die er Dynamiden nennt. Auf Grund 
von V ersuchen iiber den Durchgang von Kathodenstrahlen durch 
Materie fand er, daB nur ein verschwindender Bruchteil" des 
von Materie erfiillten Raumes fiir . schnelle Kathodenstrahlen 
undurchdringlich ist. Zu ganz analogen Resultaten gelangte 
spăter RuTHERFORD auf Grund von Versuchen iiber den Durch­
gang von a-Strahlen durch Materie. D'urch Studium der Reich­
weite und der Zerstreuung dieser Strahlen konnte er feststellen, 
daB die AusmaBe der positiven Teilcherr, die er Kerne nennt, 
mindestens 1 O 000 mal' kleiner sind als die eines Atoms; bis zu 
dieser Grenze lassen sich nămlich die beobachteten Ablenkungen 
durch CouLoMBsche Krăfte zwischen den geladenen Teilchen 
darstellen. Die ;Messungen lieBen auch Schliisse auf die Ladung 
der positiven Teilchen zu und ergaben als Zahl der Elementar­
ladungen ungefăhr d~n halben Wert des Atomgewichts; ebenso 
groB muB auch die Anzahl der Elektronen im neutralen Atom 
sein. Dieses Resultat wurde durch Versuche iiber die Zerstreu­
ung von Rontgenstrahlen gestiitzt; der. Betrag del' Zerstreuung 
hăngt nămlich wenigstens bei locker gebundenen Elektronen 
wesentlich nur von deren Anzahl ab. 

Oberblickt man nun die Gesamtheit aller Atome, so wird 
man sich durch das auf Grund chemischer Erfahrungen auf­
gestellte ,,periodische System" leiten lassen. Dieses gibt eine 
ganz bestl.mmte Reihenfolge der Elemente; es ist im wesent­
lichen die Reihenfolge der Atomgewichte, doch gibt es auch 
einige Abweichungen davon (z. B. A und K). Das. oben ge­
wonnene Ergebnis, daB die Kernladungszahl ungefăhr gleich 
dem halben Atomgewicht ist, hat VAN DEN BROEK zu der Hypo­
these gefiihrt, daB die Kernladungszahl genau mit der Nummer 
des Atoms im periodische:q System (Atomnummer oder Ord­
nungszahl) iibereinstimmt. 

Nachdem auf Grund der Entdeckung v. LA.UES die Ront.gen-
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spektroskopie duroh BRAGG ins Leben gerufen worden ist, fa.nd 
die VAN DEN BROEK.sohe Annahme eine Bestii.tigung durch die 
MosELEYsohen Untersuchungen iiber die oharakteristischen 
Rontgenspektra. der Elemente. Er fand, daB 'alle Elemente 
wesentlioh dasselbe Rontgenspektrum haben; nur rucken alle 
Linien mit waohsender Atomnummer naoh hoheren Sohwingungs­
zahlen, und zwa.r wii.chst die Wurzel aus der Frequenz uni nahezu 
gleiohe Betriige von einem Element zum nii.ohsten. Damit ist 
der fundamentale Charakter der Atomnummer (im Gegensa.tz 
zum Atomgewioht) naohgewiesen. W eiter lii.Bt die Gleiohartig­
keit der Rontgenspektren auf die Gleichartigkeit gewisser Ziige 
im Atombau sohlieBen. Nimmt man nun an, daB der Aufbau 
des Atoms, d. h. Zahl und Anordnung seiner ElektroneD, 'im 
wesentliohen -duroh die Kemladung bestimmt ist, so n'mB man 
auf eine enge Beziehung zwisohen Kernladung und Atomnummer 
schlieBen; die genauere Theorie der ROntgimspektren, die wir 
spater ausfiihren werden, liefert in. der Tat unter der Annahme 
der Gleichheit beider GroBen das MosELEYsche Gesetz. 

Fassen wir die Ergebnisse iiber den Atombau zusammen, 
so haben wir uns von dem A~om mit der Ordnungszahl Z fol­
gendes Bild zu ma.ohen: Es besteht nus einem Z-fach geladenen 
Kern 1), der fast die ganze Masse des Atoms tragt, und (im neu­
tralen Zustand) aua Z Elektronen. RUTHERFORD stellt sich vor, 
da.B diese den Kern in ahnlicher W eise umkreisen, wie Planeten 
die Sonne, und nimmt an, daB die ztisammenhaltenden Krii.fte 
im. wesentlichen die elektrostatischen Anziehungen und Ab­
stoBungen dar geladenen Teilohen sind. 

Versucht man nun auf Grund dieser Vorstellungen und der 
klassischen Gesetze eine meohanische Theorie des Atoms zu 
entwerfen, so stoBt man a.uf folgende grundsii.tzliche SchWierig­
keiten: Ein System bewegter elektrischer Ladungen, wie es 

1) Die neuere Forschung, besonders durch J. J. TuoHsoN, RUTHERPOBD, 
AsToN, DEM:PSTBR hat gezeigt, dall die Kerne selbst wieder aus Elektronen 
und Wasserstoffkernen', die ma.n Protonen nennt, aufgebaut' sind. Damit 
ist die alte P:RouTsche Hypothese in etwas verănderter Form wieder zur 
Geltung gebracht. Die Abweichungen der Atomgewichte von der Ganz­
zahligkeit, an denen friiher die Hypothese scheiterte, lassen sich heute auf 
Isotopie und energ@_tische Massendefekte zuriickfiihren. Das Gebiet der 
Kemmecha.nik ist jedoch noch wenig bekannt und soll in diesem Buohe 
unberiicksichtigt bleiben. 
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da.s BoHRSche Modell vorstellt, wiirde dauernd durch elektro­
magnetische Ausstrahlung Energie verlieren und miillte daher 
allmăhlich zusammenstiirzen. Ferner haben sich alle Bemiihun­
gen als fruchtlos erwies'en, auf Grund der klassischen Gesetze 
den eigenartigen Bau der Serienspektra abzuleiten, besonders 
die Hii.ufung der Linien im Endlichen. 

Bolm ist es gelungen, diese Schwierigkeiten dur~h Aufgabe 
der klassischen Gesetze und Heranziehung der in § 1 und § 2 
erorterten Quantentheorie im Prinzip zu iiberwinden. Er fordert 
die Existenz diBkreter stationiirer Zuitănde, die durch Quariteil­
bedingungen festgelegt sind, und regelt den AustauBch der Energie 
dieBer Zustănde mit dem StrahlungBfeld durch Beine Frequenz­
bedingung ( 1) § 2. Die Existenz eineB Btati~ten ZustandeB kleinBter 
Energie, den da.s Atom spontan nicht verlassen kann, gewiihr" 
leiBtet die von der Erfahrung geforderte abBolute Stabilităt der 
Atome. Weiter ist eB ihm gelungen, beim WaBBerstoffatom durch 
rationelle Verallgemeinerung der Annahme PLANcKB die Energie­
stufen BO zu berechnen, da{J die Frequenzbedingung gerade auf daB 
beobachtete Spektrum (BALMEBBche Formei) filhrt. Atich ha.t er 
die Prinzipien angegeben, wie die Quantenbedingungen in ver­
wickelteren Făllen aufzustellen sind; davon wird das folgende 
zu handeln haben. 

Die BoHRschen Grundvorstellungen ( diskrete stationăre Zu­
stănde und Frequenzbedingung) erfahren ihre direkteste Bestă­
tigung durch V ersuche, die zuerst von ;FRANCK und HERTZ a.n­
gestellt und spii.ter von diesen und anderen Forschern weit­
gehend verfeinert worden sind. Bie bestehen darin, daB man 
den Atomen durch BeschieBung mit Elektronen gemessener Ge­
schwindigkeit bestimmte Energiebetrii.ge zufiihrt. Man beobachtet 
dann das . unstetige Einsetzen der stationăren Zustănde einmal 
durch den plOtzlichen Energieverlust der auftreffenden Elek­
tronen, sodann durch das gleichzeitige plOtzliche Aufblitzen der­
jenigen: Spektrallinien, die den Obergii.ngen. von dem erreichten 
Zustand zu a.nderen von niederer Energie zugeordnet sind. 

Ganz · analoge Erfahrungen gewinnt ma.it im Reich der 
Rontgenstra.hlen, wo da.s Auftreten von Emissionslinien und 
Absorptionska.nten mit der .Erreichung bestimmter, durch Elek­
tronenstoB zugefiihrter Energien (Anregungsspannung) verbunden 
ist. Sowohl im optischen wie im Rontgengebiet lă.Bt sich aus 

Born, Atommechanik L 2 
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den .. Messungen der zugefiihrten Energie und der Stra.hlen­
frequenz na.ch der . Frequenzbedingung die Kmista.nte k be­
stimmen unabhă.ngig von benutztem Atom unei Qua.nteniiber­
ga.ng und in guter Vbereinstimmung mit dem aus Messung dar 
Wărmestrahlung gewonnenen Werte. 

Nicht nur der Bau der Atome, sondern auch ihre Vereini­
gung zu Molekeln und ausgedehnten Korpern und die fiir 4iese 
geltenden Bewegungsgesetze werllen . von denselben Quanten­
regeln beherrscht. Hierher gehOrt z. B. die genauere Ausfiihrung 
der schon oben erwăhnten Theorie der spezifischen Wărme 
fester Korper, ferner die Theorie der Ba.ndenspektren der Mole­
keln, auf die wir in diesem Buche ausfiihrlich eingehen werden. 

Wir wollen zum Schlul3 die Geda.nken, die zur BoHRSchen 
Atomtheorie gefiihrt haben, auf eine kurze Formei 'bringeri.: 
Ea gibt zwei grunillegende Erfakrungen: erstens die 8tabilităt der 
Atome, zweitens die GUltigkeit der klassischen Mechrmik und 
Elektrodyn01mik fUr die makroslcopischen Vorgiinge. Die Anwendung 
der klassischen Theorie auf atoma.re Vorgă.nge fiihrt jedoch zti 
Widerspriichen mit der Sta.bilităt. Da.her entsteht die Aufga.be, 
eiue "Atommechanik" zu scha.:ffen, die diese Widerspriiche ni<,)ht 
enthălt. Diese neue Mecha.nik ist da.durch gekennzeichnet, da.B 
an Stelle der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit von Zustănden 
eine diskrete Mannigfaltigkeit tritt, die durch "Quantenmhlen" 
beschrieben wird. 



Erstes Ka.pitel. 

Hamilton -Jacobische Theorie. 

§ 4. Bewegungsgleichungen und Hamiltonsches Prinzip. 

Der .AtuJgangspunkt fiir a.lle folgenden Betra.chtungen sind 
die NBWTONscken Bewegungsgleiehungen eines Systems freier 
Ma.ssenpunkte 

(1) 

wo m,. die Ma.sse des k-ten Punktes, b" seine Geschwindigkeit 
und ~" die a.uf ihn wirkende Kra.ft bedeutet. Da.s Produkt 
m" b,. heiBt a.uch Impuls oder Bewegungsgro.Be. 

In dieser Fa.ssung gelten die Gleichungen (1) a.uch, wenn 
die M.a.sse vom Betra.ge der Geschwindigkeit a.bhăngt, wie es 
die EINSTEINsche Rela.tivitătstheorie lehrt. 

In vielen Făllen ist da.s Gleichungssystem (1) gleichbe­
deutend mit einem Varia.tionsprinzip, dem sogena.nnten HAMII.­

TONscken Prinzip 
e, 

(2) J L d t = Extremum. 
t, 

Da.rin ist L eine bestimmte Funktion der Koordina.ten und 
del' Geschwindigkeiten 'a.ller Punkte, unter Umstănden a.uch det: 
Zeit, und die Ektrema.la.ufga.be ist so a.ufzufa.ssen: Zu den 
Zeiten t1 und t9 ist die Konfigura.tion (Koordina.ten) des Ma.ssen­
systems gegeben und es wird diejenige Bewegung gesucht ( die 
·Koordina.ten· a.ls Funktionen der Zeit ), die da.s System a.us der 
ersteri Konfigura.tion in die zweite dera.rt iiberfiihrt, da.B d&l5 

2* 
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Integral ein Extremum wird 1). Der wesentliche Vorteil eines 
solchen Variationsprtnzips ist seine Unabhăngigkeit vom Koor­
dinatensystem. 

Das Variationsprinzip (2) liefert als notwendige Bedingungen 
die LAGRANGEschen Gleichungen 11) 

(3) 
d fJL oL _O 

dt .oxk - ox,;- · 
Wir haben nun L so zu bestimmen, da.B diese Gleichungen 
mit den NEWTONschen Gleichungen (1) iibereinstimmen. 

W enn die Krăfte ~k ein Potential U haben, also 

oU 
~k.,=- ox 

k 

i-st, bestimmen wir eine Funktion T* der Geschwindigkeits­
komponenten so, da.B 

oT* .. 
~=m,.xk ux,. 

oT*. . 
oif,. =mkyk 
oT* . 
-;;;-;-- = m,. zk 
uZk 

ist. Die Gleichungen (1) konnen dann in der Form 

d oT* o(- u) _ 0 
dt ox,. - ax;--

oder 
d o(T*- U) 
dt ox,. 

o(T* -,U) 
-'---,---:.,., = o ox,. 

geschrieben werden. 
Wir setzen daher in unserem Variationsp~inzip (2) 

{4) L= T* -U. 

1 ) .Es kommt nicht darauf an, ob es ein Maximum oder Minimum 
ode.r. ein Sattelwert ist. 

~) Von den drei den Koordinaten z, y, z entsprechenden Gleiohungen 
sohreiben wir im folgenden gewohnlich nur die erste auf. · 
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Beriicksichtigen wir die Relativitătstheorie nicht, sehen wir also 
mk als konstant an, so ist T* gleich der kînetischen Energie T. 
Setzen wir, wie die Relativitătstheorie lehrt, 

wo m0 die "Ruhmasse" und c die Lichtgeschwindigkeit ist, so 
haben wir (fiir einen Punkt) 

(5) 

was im Grenzfall c = oo in den Ausdruck ~o v2 iibergeht. 

Diese Funktion ist von der kinetischen Energie 

(6) 

vers~hied~n; . natiirlich geht auch T fiir c = oo in den Aus­

druck ~_!!_ v2 iiber. 
2 

Oft enthalten die Krăfte auBer einem Bestandteil Sf, der 
sich aus einem Potential U ableiten ·lltBt, noch einen Bestand­
teil Sf*, der von den Geschwindigkeiten abhăngt (wie bei den 
magnetischen Krăften auf elektrische Ladungen ). Man bestimm t 
dann eine Funktion M so, daB 

(7) a oM aM * 
Ttaf- -~- = sr" 

wird und eetzt im Variationsprinzip (2) 

(8} L = T*- U- M. 
Die LAGRANGEschen Gleichungen (3) lauten dann nămlich 

d oT* oU d ?M oM 
Tt ax +ax - 'flt: cx + 7iX = 0 ' 

d. h. unser Vari_ationsprinzip ist tatsăchlich mit den NEWTONschen 
Bewegungsgleichungen 
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~(mx)-i -i*=O 
dt "' "' 

gleichbedeutend. 
Das HAMII:.TONsche Prinzip gilt auch dann noch, wenn 

zwis6hen den Massenpunkten "Bindungen" bestehen, di.e durch 
Gleichungen f11 (xl'y1 , z1 , x'J, y1p z2 ••• ) =O zwischen den Koordi­
nate:h. wiedergegeben werden 1). Nach den Regeln der' Varia.tions­
rechi:iung hat man dann zu den iibrigen Kraf~n noch Zusatz­
krafte von der Form 

i <A>= l ofh 
1c h ox" 

hinzuzufiigen, wo die l 11 sogenannte "LAGBANGEsche Multiplika­
toren" sind. Diese sind neben den Koordinaten als Unbekannt'e 
anzusehen; die Anzahl der Bestimmungsgleichungen, nii.mlich 
Differentialgleichungen und Nebenbedingungen, ist dann wieder 
gleich der Anzahl der Unbekannten. 

Der Hauptvorzug des HAMILTONschen Prinzips besteht (wie 
schon einmal betont) darin, daB es eine von der besonderen Wahl 
der Koordinatem; unabhangige Fassung des Bewegungsgesetzes dar­
stellt. Wenn eirle Anzahl Bedingungsgleichungen vorgeschrieben 
ist, so ka.nn man die gleiche Zahl von Koordinaten mit ihrer 
Hilfe eliminieren. Es bleibt dann eine gewisse Zahl unabhii.ngiger 
Koordinaten 

ql q2 ... qf 

iibrig; f nennt man die Anzahl der Freiheitsgrade. Die 
LAGBANGEsche ]'unktion wird dann eine Funktion der q und 
ihrer zeiţlichen Ableitungim, unter Umstii.nden auch der Zeit: 

L = L (qt, tit, q2, ti2, • · · q,, ti,, t) • 
und das Variationsprinzip (2) liefert die LAGBANGEschen Glei­
chungr,n 

(9.) 
~oL __ oL _ 0 
dt oi.!.,. oqk :- k=1,2 ... f. 

Diese gelten auch, wenn die q,. Koordinaten in beliebig· bewegten 
oder gar deformierten Bezugssystemen sind. 

1) Solche Bedingungen, die die Geschwindigkeitskomponenten nicht 
enthalten, nennt ma.n holonom. 



§ 5. Die kanonischen Gleichungen 23 

§ 5. Die kanonischen Gleichungen. 

Jede der LAGRANGEschen Gleichungen ist eine Differential­
gleichung zweiter Ordnung. In vielen Fallen, besonders bei all­
gemeinen Betrachtungen, ist es zweckmăBig, sie durch ein System 
von doppelt so viel Differentialgleichungen erster Ordnung zu 
ersetzen. Der einfachste Weg, dies zu erreichen, besteht darin, 
daB man q,. = 8" setzt, diese Differentialgleichungen hinzufiigt 
und die 8" neben den q,. als unbekannte Funktionen behandelt. 
Eine viel symmetrischere Formulierung erhălt man auf fo)gendem 
Wege: · 

Man fiihrt statt der q,. die neuen V erănderlichen 

(1) 

ein, die man ImpulBe nennt; die LAGRA.NGESchen Gleichungen (9) 
des § 4 lauten jetzt 

( ) . oL 
2 P,.=-, oq,. 

wo L immer noch als Funktion der q,. und q" anzusehen ist. 
-Man kann nun die Auflosung der Gleichungen (1) auf eine ganz 
ahnliche Form bringen, indem man statt der Funktion L (q1 q1 • • • t) 
eine neue Funktion H(q1 p1 · • · t) einfiihrt mittels einer "LEGEN­

"DREschen Transformation" 1) 

(3) H = _Eq,.p,.- L. 
k 

Bildet man namlich das totale Differential 

dH = })q"dpk + .J)p,.·dq,.-};~L dq"- };~lj_dq"- :Lt dt, 
k k k uqk k uqk u 

so heben sich wegen (1) die GHeder mit dqk weg. Fiir die 

1) Eine LEGENDREsche Transformation fiihrt allgemein eine Funktion 

f(x y) iiber in eine Funktion g (x, z), wo z = :~ ist, derart, daB die Ab­

leitung von g nach der neuen Variabeln z gleich der alten Vq.riabeln y 
iBt. Solche Transformationen spielen in allen Gebieten der Physik eine 
groBe Rolle; so verhălt sich z. B. in der Thermodynamik die Eriergie 
zur freien Energie wie eine Funktion zu ihrer LEGENDREschen Trans­
formierten. 
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partiellen Ableitungen von H(q1 p1 · · .'t) nach p,. und q" erhălt 
man daher" 

(4) 

wobei durch die Indizes neben den Klammern angedeutet wird, 
welches die unabhăngigen Variabeln sein sollen. Nun kann 
man (2) und die Auflosung (4) von (1) mit Hilfe der neuen 
Variabeln in der Form 

(5) 

. oH 
%, = opk 

. oH 
p ---
k- oq" 

schreiben. Dies ist die sogenannte kanonische F(YTm der Be­
wegungsgleichungen. H (q1 , p1 , q._l' p2 • • • t) heiBt die HAMILTONsche 
Funktion. Die Variabeln q" und p" heiBen einander kanonisch 
konjugiert. 

Dieselben Gleichungen bekommt man, wenn man i{n V a.ria­
tionsprinzip (2) § 4 die Funkt!on L mit Hilfe der Gleichung (3) 
durch H ausdriickt. Man erhiilt dann 

t, 

(6) J [ .f p,. qk- H (q1 p1 • • · t)] dt = Extremum. 

t, 

Hier sind die q" und p" ala gesuchte Funktionen zu betrachten. 
Man sieht leicht, daB die LAGRANGEschen Gleichungen mit (5) 
iibereinstimmen, wobei man beachten muB, daB die Ableitungen 
der p,. im Integra.nden gar nicht explizite auftreten; aus diesem 
Grunde darf man als Grenzbedingungen nur die Werte der q,. 
zu den Zeiten t1 und t2 vorschreiben, nicht die der p" . 

Alle Dberlegungen gelten auch dann, wenn die Funktion L 
und daruit auch H von der Zeit t explizit abhiingt. Das letz­
tere tritt z. B. ein', entweder wenn von der, Zeit abhiingige 
iiuBere Einwirkungen stattfinden (U ist von t abhiingig) oder 
wenn man bei einem abgeschlossenen System zur Beschreibung 
dPr Bewegung ein Koordinatensystem benutzt, das selbst eine 
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vorgeschriebene nicht gleichformige Bewegung au8fiihrt. W enn 
aher H die Zeit nicht explizit enthălt, 80 gilt 

dH == L:[oH q,. + oH 'A]. 
dt k oqk op,. 

Driickt man q,. und p,. mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (5) 
aus, so folgt 

d. h. 
(7) 

dH =O 
dt ' 

H(p1 q1 · · ·) = const 

ist ein erstes Integral der, Bewegungsgleichungen (5 ). 
Wir fragen nun nach der mechanischen Bedeutung der Grof3e H 

und betra.chten zunăchst den Fali der klassischen (nichtrela­
tivistischen) Mechanik. In beliebigen Koordinaten eines ruhenden 
Bezugs8y8tems Î8t die kineti8che Energie eine homogene Funktion 
zweiten Grades T2 der Ge8chwindigkeiten q.,.; in bewegten Koordi­
naten8y8temen konnen hierzu noch lineare und von den q.,. freie 
Glieder treten, 80 daB wir schreiben konnen: 

T = T0 + T1 + T2 • 

Dabei bedeutet T,. eine homogene Funktion n-ten Grades der 
q,., die im iibrigen von den q.,. beliebig abhăngen kann. Nach 
dem EuLER8chen Satz gilt 

T "'oT,.. 
n n= f? oq,. q,., 

also 

(8) L)p.,.q,.=L)~~ q,.= T1 +2~2 • 
k k uq,. 

Setzen wir nun voraus, da.B eine gewohnliche potentielle Energie 
vorhanden, also 

i8t, 80 gilt 
L=T-U 

H = T1 + 2 T 2 - (T0 + T1 + T2 ) + U 
=- T0 + T2 +U. 

Im Falle des ruhenden Koordinatensystems (1' = T~) :at also 

(9) 
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die Gesamtenergi~. Wenn die Zeit nicht explizit in H vorkommt, 
gibt dies zusam.men mit Gleichung (7) den Energiesatz .. 

Bei bewegten Koordinatensystemen (T0 , T1 nicht O) kann ea 
vorkommen, daB zwar H von der Zeit unabhangig, also 

H = const 

ein Integral ist, aher nicht das Energieintegral. 

Beispiel: Wir betrachten ein mit der Winkelgesohwindigkeit w 
rotierendes ~oordinatensystem (ţ, 17). Mim tra.nsformiert auf dieses vom 
ruhenden System (x, y) mit Hilfe der Formeln 

x = ţ cos ro t -1] sin ro t 
y = ţsinro t-1-1] cos ro t 
Z= ţ_ 

Die kinetische Energie wird dann (unter Weglassung der Indizes) 

T= ,2; [ro2(ţ2+ 172) +2ro (ţ ~ _ 17 i} + ~2f ~2 + C2J. 

Zu den Koordinaten ţ und 1J gehi:iren also die Impulse 

Pe= m (~-ro 17) 
p'l = m (~+ro ţ) 

Pc=m[, 
so da.ll wir auoh 

T=.}) 2~ (Pr;2+p'12+pc2~ 
sohreiben ki:innen. Fiir H erhalten wir 

H = 2 [~Pr;+~ p'l + tpc- 2~ (p~2+p'l2+ P;2)] + U 

oder 

H =.})[ro (1'/ Pr;- ţp'l) -1- 2~ (P/-I-P'1 2 + P;2)J + U. 

Wenn U Rotationssymmetrie um die z-Achse hat, so enthălt H die Zeit 
nioht explizit und ist daher konstant. Man nennt 

H= oonst 
das J ACOBISche Integral. Es ist aher verschieden von der ebenfalls kon• 
stanten Energie 

E= T-!- U=.}) 2~ (P/-I-P'1 2 -I-P;2)+ U. 

Aus beiden Integralen folgt 

E-H = oonst. 

Dies Iiefert den Flăohensatz. Es ist nămlioh 
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E- H = w. I (; pTJ- '1 p<) = w. I m (ţ ij - '1 $) + ro2 ~ m (;2 + '12) . 

Transform iert man auf x, y zuriick, so wird 

E-H = wim(xy-yx). 

Jetzt betrachten wir den Fall der relativistischen Mechanik. 
N aoh ( 4) und ( 5) § 4 ist fiir den Massenpunkt 

L = T* - U = m0 c2 [ 1 -V 1 - ;: ] - U, 

also 

(10) 

und 

=T+U, 

d. h. auch hier ist H die Gesamtenergie. Das Ergebnis ist vom 
Koordinatensystem unabhangig, solange dieses ruht. 

§ 6. Zyklische Variable. 
Der allgemeinen Theorie der Integration der kanonischen 

Gleichungen wollen wir einige einfache Falle vorausschicken. 
W enn die HAMILTON sche Funktion H eine Koordinate, z. B. q1 , 

nicht enthalt, also 
H = H (pl q2 p2 ••. t) 

ist, so folgt aus den )mnopischen Gleichungen: 

'A=O 
p1 = const. 

\Vir haben also sogleich ein Integral dieser Gleichungen ge­
funden. Man riennt nach HELMHOLTZ die Koordinate q1 (weil 
sie haufig einer Drehung um eine Achse entspricht) zyklische 
Koordinate. 
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Dies ist offenbar immer dann der Fali, wenn das mecha­
nische System gegen eine Ănderung der Koordinate q1 (zo B. 
gegen eine Translation oder Rotation) unempfindlich isto 

Wenn z. B. ein System von Maesenpunkten (r1 r2 · · · rn) sich 
nur unter der Wirkung gegenseitiger Krăfte bewegt, so ist die 
potentielle Energie nur von den Differenzen . 

!32 = r2 - rl, ~3 = ta - rl o o o sn = rn - rl 

abhăngig; man fiihre daher die Komponenten x1 y1 z1 von r1 

und die Komponenten ;7< 1h tk dieser Differenzen sk als Koor­
dinaten ein. Da U von x1 y1 z1 unabhăngig ist, so folgt, daB 
P":. p11 , Pz, konstant sind. Nun ist die kinetische Energie 

Wegen 

folgt 

T = .L7~~< (x,.2 + ~,.2 + z,.2) 
J: 

do h. die drei Integrale liefern den Impulssatzo 

(k = 1, 2 ° 000 n). 

(k = 2, 3 00 o n) 

(k = 1. 2 00 o n) 
' ·' 

Ein anderer wichtiger Fall ist der, daB die potentielle Energie 
bei einer Drehung des ganzen Systems um eine raumfeste Achse 
ungeăndert bleibto Sind q;1 , q;2 o o o die Azimute der Systempunkte 
um diese Achse, so fiihre man als .Koorqinaten die GroBen 

(k = 2, 3 00 o) 

ein und gewisse andere,. die nur von der relativen Lage der 
Systempunkte gegeneinander und gegen die Achse abhăngen 

(zo Bo Zylinderkoordinaten r'k, z1, oder Polarkoordinaten r,., {}k). 

Da die HAMILTON sche Funktion von ci>1 nicht abhăngt, so ist 
ci>1 zyklische Variable (hier im wirklichen Sinne des Wortes), 
und der ihr konjugierte Impuls p <P = p <P, ist konstant. W egen 

(k = 2, 3, o • o, n) 
und 

" T ,.-,1 '202+) =..:;:,.; 2mk(rk q;k o o o ' 
1:=1 

wo rk der Abstand von der Achse ist, hat p", den Wert 
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n n 

aT ""oT "" 2 • Pq, =-.-=..:::..;a-;-=..:::..; mkrk g;k, 
o <Pl k=l g;k k=l 

ist also der Drehimpuls um die Symmetrieachse. 
Im Falle, daB sich die Massenpunkte nur unter der Wirkung 

gegenseitiger Krăfte bewegen, gelten unsere Betrachtungen fiir 
jede raumfeste Richtung. Da die GroBe p .P die • Komponente 
des Gesamt-Drehiinpulses 

n 

.2 mk [tk 1\] 
k=l 

in einer beliebigen Richtung und stets konstant ist, folgt die 
Konstanz des Drehimpulsvekto-rs. 

Es kann vo-rkommen, da{J H nur vo-n den pk abhăngt: 

H=H(p1 p'J ... ), 

dann lassen sich. die kano-nischen Gleichungen sofort vollstăndig 

integrieren. Wir erhalten namlich: 

Pk = O, P" = ak • 

. an fJ 
q" = - = wk' qk = wk t + k • op" 

Dabei sind die wk dem System eigentiimliche Konstante, ak 
und {Jk jedoch Integrationskonstante. Hieran erkennt man, daB 
ein mechanisches Problem gelăst ist, sobald es gelingt, solche Koor­
dinaten einzufuhren, da{J die HAMILTON sche Funktio-n nur vo-n 
den kanonisch ko-njugierten lmpulsen abhăngt. Die im folgenden 
behandelten Methoden werden im Wesentlichen dieses Ziel ver­
folgen. Im allgemeinen kann man zu solchen Variabeln nicht durch 
eine einfache Punkttransformation der q" in neue Koordinaten 
gelangen, sondern muB die Gesamtheit (q" pk) der Koordinaten 
und lmpulse in neue konjugierte Variable transformieren. 

V orher jedoch betrachten wir noch einige Beispiele: 

1. Der Rotator. Da.runter verstehen wir einen sta.rren Korper, der 
sich um eine raumfeste Achse drehen kann. Ist (/' der Drehwinkel und 
A das Trăgheitsmoment um die Achse, so ist 

T=~Atj> 9 , 
und der zu (!' gehorige Impuls ist 

P = Aq,. 
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Fiir die kriiftefreie Bewegung ( U = O) ist 

1 
(1) H= T=2A p2, 

(ţ! ist also zyklisch, mithin gilt 

p= const 
und 

(ţ!=wt+{J. 

Die kriiftefreie Bewegung ist also eine gleichfiirmige Drehung um die 
Achse. 

2. Der symmetrische Kreisel. Ist A", das Triigheitsmoment um eine 
zur Symmetrieachse (z) senkrechte Richtung, A. das Triigheitsmoment 
um die Symmetrieachse und sind b",, by, b. die Komponenten der Dreh­
geschwindigkeit im korperfesten Bezugssystem (x, y, z), so ist 

T =~[Ax (bx2 + by2) +A, b,2]. 

Wir fiihren als Koordinaten die EuLER schen Winkel {), (ţ!, 1p ein: 
{) Winkel zwischen Symmetrie (z)-Achse und einer raumfesten Rich­

tung (z-Achse), 
(ţ! Winkel zwischen x- Achse und Knotenlinie (Schnittgerade zwischen 

der (x, y)-Ebene und der zur z-Achse senkrechten (x, y)-Ebene 
durch den Nullpunkt), 

1J1 Winkel zwischen x-Achse und Knotenlinie. 
Dann werden die Komponenten der Drehgeschw~ndigkeit 

bx = iJ cos (ţ! + tjJ sin {) sin (ţ! , 

(2) by = iJ. sin (ţ! - tjJ sin {) cos (ţ! , 

b. = q, + tjJ cos {) 
.und die kinetische Energie 

T =~[A", (D 2 + tjJ 2 sin 2 {))+A. (ci>+ tjJ cos {))2]. 

Zu {), (ţ!, 1p gehiiren also die· Impulse 

i!T . 
P,~ =-.=A_"{)' 

iJ{) 

(3) Pcp = ~~=A, (ci> +tjJ cos{)), 

p = 0°1'_- =(Ax sin2 {)+A. cos2 {)) tjJ +A, cos{) cp. 
~ 1p . 

Um die physikalische Bedeutung dieser Impulse zu erkennen, ersetzen 
wir mittels (2) die ~, q,, tjJ durch die Komponenten von b, dann wird 

P{} =Ax (bx cos (ţ! + by sin (ţ!), 

Pcp =A. b., 
p'P =A.., (b.., sin (ţ!- b, cos (ţ!) sin{)+ A, b, cos{). 
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Darin bedeutet offenbar (b., cos q> + b11 sin q>) die Drehgeschwindigkeit um 
die Knotenlinie und (b., sin q>- b11 cos q>) die Drehgeschwindigkeit um eine 
dazu senkrechte Richtung der (x, y)-Ebene. Wir lesen also aus den 
Gleichungen ab: · 

PiJ. ist der Drehimpuls um die Knotenlinie, 
P." ist der Drehimpuls um die Symmetrieachse, 
Pop ist der Drehimpuls um die raumfeste (Z)-Richtung. 
Fiir krii.ftefreie Bewegung (U = O) ergibt eine einfache Rechnung 

1 [ (P -p cos!?)s] pB 
H = T = 2 .A., P~ + 'P si: 8 + 2 ~-; • 

Hier kommen q> und '1' nicht vor, sie sind also zyklisch; mithin ist 

P." = conat, Pop = const. 

Da wir hier auBerdem noch den Satz von der Erhaltung des gesamten 
Drehimpulses zur Verfiigung haben, lii.Bt sich die Integration vollstii.ndig 
aui\fiihren. Wir konnen nii.mlich die bisher willkiirliche z- Achse in die 
Richtung des gesamten Drehimpulses legen. Da die Knotenlinie auf 
dieser senkrecht steht, wird dann der Drehimpuls um die Knotenlinie 

PiJ. =O. 

Die ka.nonischen Gleichunge~ liefern erstens 

D=const, 
sodann 

iJH 
iJ!? =o. 

Die Ausrechnung hiervon fiihrt auf 

CP."- Pop cos fJ) (Ptp- P." COl D) =o. 
Da seiner Bedeutung nach Pop-~ p." sein muB, folgt 

P."- p~ cos 8 =O, 

was auch anschaulich klar ist. Die HAMILTONsche Funktion erhii.lt jetzt 
die einfache. Form 

1· 1(1 1) 
H= 2Azp~ +2 .A,- Az p:; 

'1' und q> machen daher gleichformige Umlii.ufe mit den Winkelgeschwin-
digkeiteil · 

- ~ . iJH ( 1 1) 
q> = m." = ap = A.-- A.. Pq; 

tp 

iJH· 1 
,P=l» =-=-p . 

'P iJ.Pop .A., 'P 

Die krii.ftefreie· Bewegung des symmetriachen Kreisels besteht in einer 
glei.chf6rmigen Rotation um die Symmetrieachse, verbunden mit einer 
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gleichformigen P.razession dieser Achse um die Richtung des gesamten 
Drehimpulses. 

§ 7. Kanonische Transformationen. 
Wie schon oben erwăhnt, liegt es nahe, die Integration der 

Bewegungsgleichungen dadurch zu erreichen, daB man neue 
Koordinaten einfiihrt, die zyklischen Charakter haben. Wir 
wollen daher in sehr allgemeiner W eise eine solche Transfor­
mation 

P~c = P~c (ql q'J · · · P1 P2 · · · t J 
q" = qk (qi q'J .. · 'Pdj~ .. · t) 

aufsuchen, derart, daB die neuen Vari~beln wiederum Bewegungs­
gleichungen der kanonischen Form geniigen. Dazu ist notwendig 
und hinreichend, daB das Variationsprinzip (6) § 5 

J [.2 P~c ii,, - H (q1 pl · · · t)] dt = Extremum 
k 

iibergeht in 

f [.2 P~c q"- ii (q1 P1 · · · t)] dt = Extremum. 
k 

Dies ist da!ln und nur dann der Fall, wenn die Differenz der 

Integranden die vollstăndige Abieitung ~~ einer Funktion von· 

2 f der al ten und neuen Variabeln und der Zeit ist; denn faBt 
man V als Funktion der qk und q,. auf, so liegen die Werte 
von' V an den Integrationsgrenzen fest. Je nachdem wir nun 
Vals Funktion von qk, q,., t oder von qk, pk, t oder von qk, pk, t 
oder schlieBlich von pk, pk, t schreiben, erhalten wir vier Haupt­
formen fiir kanonische TransfO'rmationen. 

Wir wăhlen also eine willkiirliche Funktion V(q1 , q1 · · · t). 
Die Bedingung 

2}pkqk- H(ql, pl ... t) = _2pkqk- H(ql, pl ... t) 
k . k 

d ' - ) 
+atV(ql,ql· .. t 

ist. erfiillt, wenn die Koeffizienten von izk und q" sowie die 
davon freien Glieder auf beiden Seiten iibereinstimmen, wenn 
also 
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P1c =a~: V(ql, ii1 · · · t) 

(1) P~c = -a~~< V(ql, ql ... t) 

- o 
H = H - fit V (ql' q1 • • • t) 

ist. Da man aus den Gleichungen der zweiten Zelle im allge­
meinen die qT< und dann aus denen der ersten Zelle die P1c als 
Funktionen der qT< und pT< ausrechnen kann, ersetzt das System ( 1) 
die Transformationsgleichungen. 

Um auch mittels einer willkiirlichen Funktion V (q1 , p1 • • • t) 
eine kanonische Transformation zu erhalten, schreiben wir 
unsere Bedingung in der Form: 

..J)pkqk- H(ql, pl ... t) = ..J)p1<.q1<- H(ql, pl ... t) 
i i 

+~(V- f1Jkqk) 

oder, was dasselbe ist . 

..2 pT<qk- H(ql, pl ,/,. t) =- ..J)q,,"'A -H(ijl, pl .. ·t) 
i i 

+ d~ V (ql' Pl ... t). 

Der Vergleich · der Koeffizienten von qli und P~c liefert hier: 

(2) 

P1c =a~-;: V(q~, p1 · • • t), 

q~< = '-'~ V(ql, Pl ... t), 
up1< 
- () -

H = H-- V(q p ... t). ot 1' 1 

Auch diese Gleichungen konnen wir als Transformationsglei­
chungen ansehen. 

Die dritte Fassung erhalten wir einfach hieraus durch V er­
tauschen der al ten und neuen Varia.beln, wobei wir auch · V 
durch . - V ersetzen wollen~ um ein moglichst einfaches Ent­
sprechen der vier Formulierungen zu gewinnen. Wir finden: 

B o rn "Atommechanlk 1. 3 
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(3) 

Um schlieBlich die vierte Fassung zu erhalten, schreiben 
wir die Bedingung in der Form: 

.2 P/1"- H(ql' pl ... t) = .2 pkqk- H(ql, pl ... t) 
k k 

+a~ (V- {fi1Jh + fP"q") 
oder: 

und erhalten: 

(4) 

q"=---!--- V(pl, P1 ··· t), 
vpk 

qk = A~ V(pl, pl ... t), 
opk 

- â 
H = H - U V (p1 , p1 · • • t) . 

Wir konnen die vier Fassungen gemeinsam folgendermaBen 
aussprechen: ·In der willkiirlichen Funktion V(x1 , x1 , x2 , x2 • • • t) 
sei xk eine der Variabeln qk und pk, x,, eine der Variabeln qk, pk; 
dann geben die Gleichungen 

(5) 

av 
Y1<= +~, 

vXk 

_ _ ilV 
yk = + -;:;=-- ' 

vXk 

- oV 
H=H-­

ât 

eine kanonische Transformation. Dabei ist yk zu xl<, Y1< zu ik 
konjugiert, und es gilt das obere Zeichen, wenn nach ·einer Koor-
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dinate difjerenziert wird, und das untere Zeichen, wenn nach eiriem 
Impuls difjerenziert wird. Die Funktion V wollen wir die er­
zeugende Funktion oder kurz die Erzeugende der kanonischen 
Transformation nennen. 

Es muB noch betont werden, daB die Eigenschaft einer 
Transformation, kanonisch zu sein, gar nicht von dem beson­
deren mechanischen Problem abhăngt; wenn eine Transformation 
kanonisch ist, sq ist sie es fiir jede Form der Funktion H. 
Wir geben einige Transformationen an, die wir spăter gebrau­
chen werden: 

Die Funktion 

V= q/fit + qs P~ + .. · 
liefert die identische Transformation 

Die Funktion 

V = qt P1 ± qt P2 -+ q9 if2 
fiihrt nach Auflosung von (2) nach q" und p" auf die Trans-
formation 

1, 6) ql = ql 

q'J = q'l + ql 
Pt = Pt ± p'J 
p'J = p'J, 

und die Funktion 

V= ql Pt + ql P2 + q'J P1 - q'J P2 
fiihrt auf 

7) 11- -) q2 = 2 \ ql - q'J p'J = pl - p'l. 

Eine Transformation fUr drei V ariabelnpaare liefert 

nămlich 

(8) 
ql = ql 
q9 = q'J- ql 

q3 = q3- q'J 

P1 = P1 + P2 + Ps 
P2 = P2 +Pa 
Ps = P3 · 

In allen diesen Beispielen wurden die Koordinaten unter 
sich und die Imptdse unter sich transformiert. Di~ allgemeine 

~* 
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notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist offenba.r, dall 
V in den q und den p linear ist: 

V= 2J aikqipk + :E fJkqk + ..2 rk P~<· 
&k k k 

Diese Funktion liefert 

(9) 

'\-, - r 1< 
Pi =..:::.; aii,Pk 1 f'i 

k 

q; = ~a",qk + "l; • 
k 

Wenn die Konstanten {J; und "/; null sind, so haben wir eine 
Transformation, die die qk und pk homogen linear und kontra­
gredient in die qk und pk iiberfiihrt. Ea ist nămlich 

2: P,,qk = .I: akl Pzqk = ~, qzPz· 
k k,l l 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
qk unter sich transformiert werden, ist die Linearitat von V 
in den pk. In der Tat liefert 

V= 2J fk (qt, q'J · · ·) Pk + g (ql, q'J · · ·) 
k 

die Transformation: 

- "-Cjl-- +~ 
P~<-..::::.; oq Pz oq 

l k k 

qk = fk (ql' q'J . : ·). 
(10) 

1 

LLne11-rită.t von V in den qk hingegen gibt Transformation der 
Impulse unter sich; 

liefert 

(11) 

Man sieht: Wenn die- Variabeln der einen Art unter sich trans­
formiert werden, so werden die neuen · Variabeln der zweiten Art 
lineare Funktionen der alten Variabeln der zweiten Art, deren 
Koeffizienten bestimmte Fu.nktionen und deren freie Glieder 
willkiirliche Funktionen der V ariabeln der ersten Art sind. 
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Haufig gebrauchte Transformatiorien der Koordinaten unter 
sich sind diejenigen, welche rechtwinklige Koordinaten in Zy­
linder- oder Polarkoordinaten iiberfiihren, sowie diejenigeil, welche 
Drehungen des Koordinatensystems entsprechen. 

Die Funktion , 

V= p.,rcosrp + pyrsinrp + p.z 
fiihrt rechtwinklige Koordinaten in Zylinderkoordinaten iiber. Sie 
Iiefert namlich 

(12) 
X= f'COS qJ 

y = r sin cp 
Z=Z 

Pr =p.,cosrp+pysinrp 
p"' = - p., r sin rp + Py r cos rp 

Pz = Pz• 

Der Ausdruck 

geht dabei in 

~+ 1 9 
Pr rll P'P 

iiber. 
Beim Obergang zu riiumlichen Polarkoordinaten benutzen wir 

V.= p., r cos rp sin{}+ Py r sin rp sin{}+ P. r cos{}. 

Diese Funktion Iiefert namlich die Transformation 

{13) 

Sie 

x = r cos rp sin {} 
y = rsin rpsin{} 
z = rcosff 
~=~~rp~ff+~~rp~ff+~~{} 
p'P = - P; r sin rp sin{}+ Py r cos rp sin{} 
p0 = p., r cos rp cos .,'1 + Py r sin rp cos{}- P. r sin{}. 

fiihrt den Ausdruck 

iiber in 
P.,2 +Py2 +P/ 

'l + _!.__ LL __ 1__ 2 
Pr r~ p{} ' rllsin2{} P'P· 

Eine Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems (x, y, z) 
bedeutet eine lineare Transformation der Koordinaten mit kon­
stanten Koeffizienten. Die Impulse transformieren sich dann 
kontragredient. In diesem Falle, wo die Koeffizienten a,k der 
Drehung die Bedit~gungen 
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(i c= k) 
(i + k) 

erfiillen, ist die kontragrediente Transformation mit der ur­
spriinglichen gleichbedeutend. Die Impulse transformieren sich 
wie die Koordinaten; es ist 

x = a11 x + a1~ y + a 13 z 
(14') y = a21 x -1-- a22 y + a23 z 

Px = IXll Px +- IX12 Py + al3 P. 
Py = "n Px + a22 Py + IX23 Pz 
Pz ="al Px -j-: "a2 Py +"sa Pz• z = asl x + aa2 y + asa z 

und es wird 
2 ' 2 r ,, -- " + ---- " j- -" Px TPv -rP;=-px- _Py"- Pz"· 

Wir geben noch zwei andere Transformationen an, bei denen 
V von qk und qk abhăngt. Die Funktion 

liefert nach (1) . 

V= .2 qkqk 
k 

qk =- P,, 
pk=qk,-

sie vertauscht also Koordinaten und Impulse. 
Eine hăufig gebrauchte Transformation vermittelt 

sie liefert 

(15) 

V = ~ q2 ctg ij ; 

'q = V 2 p sin q 
p = l''2p cos q 

und fiihrt den Ausdruck q2 + p 2 iiber in 2 p. Die etwas all­
gemeinero Funktion 

liefert 

(16) 

und fiihrt 

m m p iiber. 

V2p . -
q -' --smrz 

mw 

P = v2mw P cos ;z 
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Wir wollen jetzt an einem Beispiel zeigen, in welcher W eise 
die kanonischen Substitutionen zur Integration der Bewegungs­
gleichungen benutzt werden konnen. 

Linearer harmonischer Oszillator. Fiir diesen hat man 

dabei bedeutet .q den Ausschlag, 1n die Masse und " die elastische Kon­
stante. Fiihrt man den Impuls 

ein und setzt 

so wird 

(17) 

p = mq 

X o 
-= w· 
m ' 

1 mw2 
H=-p2-+- __ q2• 

:l?n ' 2 

Hier ist also die zuletzt genannte kanonische Transformation (16) am 
Platze. Wir wollen die neuen Variabeln <p und o: nennen und setzen also: 

(18) 
V!T;; 

q = --sin q:> 
?nW 

p = l2 1n W IX COS '{! • 

Die HAMILTONsche Funktion wird dann 

H=wa; 

die Bewegungsgleichungen liefern 

o:= const 
<p c~ W t + fJ; 

der Ausschlag q wird also durch 

V/ :la q = ~ sin ( w t + fJ) 
?nW 

wiedergegeben. 

Die kanonischen Transformationen sind dadurch definiert, 
daB sie die Form der kanonischen · Bewegungsgleichungen oder 
das Integral des HAMILTONschen Prinzips invariant lassen. Die 
Frage liegt nahe, ob es noch andere Invarianten bei kanonischen 
Transformationen gibt. Das ist in der Tat der Fall; wir wollen 
hier eine .Reihe von PorNcARf; 1) eingefiihrter Integralinvarianten 
angeben. 

1 ) H. POINCARE, Methodes nouvehes de la mecanique celeste, Bd. III, 
J<..ap. 22-24 (Paris 1899); der Beweis der Invarianz nach E. BRODY, 
Zeitschr. f. Physik Bd. 6, S. 224, 1921. 
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Wir konnen zeigen, daB das Integral 

(19) 

erstreckt iiber eine beliebige zweidimensionale Mannigfaltigkeit 
d~s 2 f-dimensionalen (p, q)-Raumes, eine solche Invariante ist. 
W6.lln wir uns die zweidimensiona.le ·Ma.nnigfa.ltigkeit da.durch 
darstellen, da.J3 wir P1c und ql< a.ls Funktionen zweier Pa.ram~ter 
u und -11 ·a.ngeben, so wird 

op,. oql< 

Jl=ff}; 
ou ou 

1 opl< oql!. 
du dv. 

i 
ov ov 

Wir beweisen unsere Behauptung, indem wir zeigen, dal3 

opl< oq,. âp,. âq,. 

}; 
ou ou 

=2 
âu âu 

âp,. oq,. âpl<_ âql< i i. 
âv ov âv âv 

ist, soba.ld ql<, P1c aus ql<, P1c durch eine kanonische Tra.nsformation 
hervorgehen. Wir schreiben die--Transforma.tion in der Form (2) 

âV(q1 , p1 · .. t) 
p,. = âql< 

_ âV(q1 , p1 .. • t) 
ql<= opl< 

und ersetzen· mit Hilfe der ersten Glei<ţlung ql<, p,. durch ql<, pl<; 
dann wird 

1 âp,. âqk }; o2 V __ op, oqk 

}; 
ou ou =}; . i oqkâp, ou ou 

âp11: âq11: oq11: 1: i .J) ~o' v_ . op, 
ov ov , oqk âp, ov ov 

op, ~q"-1 
= .2 02v=- o~ ou 

u oq11: op, 
1 

op, oq11: 1' 
: ov. ov 
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Durch Vertauschung der Indizes k, i erhalten wir 

op" oqi 
Î}U Î}U 

op" oqi ' 
Î}V ÎJV 

und wenn wir mit Hilfe der zweiten der Transformations· 
gleichungen jetzt qk, pk in qk, pk iiberfiihren, so wird der Inte­
grand gleich 

op" 2 _o2V .oqi , op" o"?/~ 1 

2 
Î}U i opk oqi ou =2 

ÎJU Î}U 

k ÎJpk 2-32 v . oqi k opk ÎJqk 
09} i op"'i% ov ov ov 

damit ist die Invarianz des Integrals (19) bewiesen. 
Ganz entsprechend laBt sich die Invarianz von 

J2 = f f f f 2 dpi dp.,. dqi dq.,. 

beweisen, wobei im Integranden jede Kombination zweier In­
dizes vorkommt. Dasselbe gilt fiir 

Js :- J J J J J J 2 dpidp.,.dpzdq;dqkdqz 

usw. Das letzte Integral der Reihe ist 

J, = f ... f dp1 ... dp,dq1 ... dqf. 

Das Volumen im Phasenraum ist also invariant gegen eine 
kanonische Transfo:tmatton. 

§ 8. Die Hamilton-Jacobische DiHerentialgleichung. 

An dem in § 7 mitgeteilten Beispiel des Oszillators wird der 
Grundgedanke der Integrationsmetli.ode deutlich, die den Pro­
blemen der Atommechanik (ebenso wie denen der Himmels­
mechanik) besonders angemessen ist. Wenn sie auch fiir den 
Oszillator recht schwerfallig erscheint, so ist sie andrerseits 
machtig genug, auch bei den yerwickeltsten (besonders den 
periodischen) Bewegungen zum Ziei zu- fiihren. Wir wollen sie 
jetzt fiir den Fali, daB die HAMILTONsche Furiktion . die Zeit 
nicht explizit enthalt, allgemein formulieren: Wir versuchen, die 
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Variabeln q,., p,. durch eine kanonische Transformation derart in 
neue Variable q;,., a,. iiberzufiihren, dafJ die HAMIL'I'ONsche Funktion 
nur von den (den bnpulsen entsprechenden) Gro[Jen ak abhăngt. 

Hierzu eignet sich am besten die Form (2) § 7 der kanonischen 
Transformation; wir suchen also eine Funktion 

8 (q 1' q 'J ••• al ' "Il ... ) 
so zu bestimmen, daB mittels der Transformation 

(1) 

o 
P = - 8 (q q · · · a a · · ·) ,, o q k 1 ' 2 1 ' 2 

o 
q;k =ac; 8 (ql, q2 · · · "1, "2 · · ·) ,, 

H in eine nur von den ak abhăngige Funktion 

W (al' a2 • • ·) 

iibergeht. Die q;k sind dann iyklische Variable und die Be­
wegungsgleichungen fiihren sofort zu der Losung: 

ak = const 
oW 

(2) q;k = wkt + {3", w,. = -. o (tk 

Die Bestimmung der Funktion 8 lii[Jt sich auf die Losung 
einer partiellen Differentialgleichung. erster Ordnung zuriickfiihren. 

Man wăhle insbesondere die Funktion W gleich a1 und ersetze 

in H die pk durch 0 8 ; dann hat 8 die Bedingung zu . erfiille, n 
oqk . 

(3) n(qv q2 ·-. qt, ~8, ~8 .. ·, ~8) =al; 
uq1 uq2 uq1 

sie heiBt die HAMILTON-JACOBische Differentialgleichung. Die 
Aufgabe ist nun, eine Losung zu finden, die .auBer von a1 noch 

· von f- 1 Integrationskonstanten a2 , a3 • • • "r abhăngt, eine 
sogenannte vollstăndige Losung. Diese Funktion 8 liefert eine 
Transformation (1) der gewiinschten Art; es tritt dabei die 
Besonderheit EJ.Uf, daB 

oW 
ro1 = -- = 1; w 2 = ro3 = · · · = Wf---: 0 o al 

wird. Die Losung der Bewegungsgleichungen wird dann durch 
Auflosung de:r Gleiohungen (1) nach qk und p,. gegeben, wenn darin 
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(4) 

gesetzt wirdo 

a,.= const 

cpl = t + ,81 
cp2 = ,82 

Das Problem, das System der 2 f gewohnlichen Difforential­
gleichungen erster Ordnung ( der kanonischen) aufzulosen, ist 
also iiquivalent mit dem Problem, eine vollstandige Losuug der 
(fiir f > 1) partiellen Differentialgleichung (3) aufzusucheno Es 
ist dies ein besondercr Fali allgemeiner Satze iiber den Zu­
sammenhang zwischen gewohnlichen und partiellen Differential­
gleichungeno 

Fiir manche Zwecke ist es vorteilhafter, nicht (wie h1er ge­
schehen) eines der a ausznzeicli.neno Man fiihre dann eine kano­
nische Transformation aus, bei der die ak ( ohne Koppelnng mit 
den cp,J in ebenso viele nene Variable iibergehen, die wir anch 
a1 o o o a, nennen wolleno Dabei gehe a1 in . 

W (a1 , a2 o o o a,) 

iibero Nach einem im § 7 bewiesenen Satz (Gleichnng (11)) 
lassen sich dann nene Variable q;,. einfiihren, die den ak kon­
jngiert und lineare Funktionen 'der alten cpk mit Koeffizienten 
sind, die nur von den Konstanten ak abhangeno Die neuen cpk 
sind also auch lineare Funktionen der Zeit und cs gelten die 
Bewegungsgleichungen in der Form (2). 

Die Funktion S kann man dann auffassen als eine Losung 
der Differentialgleichung 

(5 n(q q o o o os os. o o)= w 
1, 2 oql ' oq2 ' 

die von f Konstanten a1 o o o a, abhangt, zwischen denen und 
W eine Gleichung 

W= W(a1 ooo a1) 

besteht. Die Transfor.mation (1) fiihrt nach (5) die Funktion H 
in die Funktion W(a1 o o o a1) iiber, und es gilt auch hier 

oW 
O)k =-~-·o 

oak 



44 1. Kap. Hamuton-Jacob:sche Theorie. 

Eine wichtige Eigenschaft der Funktion 8 ergibt sich aus (1); 
es ist 

dS= 2)~dq,.= 2)p,.dq,.. 
~t oq,. It 

8 ist also das iiber die Bahnkurve genommene Linienintegral 
Q 

(6) 8 = J fpkdqk, 

wo Q0 einen festen und Q einen beweglichen Punkt der Bahn 
bedeutet. 

Im Falle der klassischen Mechanik und bei ruhendem Koordi­
natensystem hat dies Integral eine einfache Bedeutung. Dann 
ist namlich (vgl. (8) § 5): 

also 

(7) 

2T= "J;p"q", 
1: 

1 

8 = 2fTdt. 
to 

Im Falle der Relativitatstheorie (fiir einen Massenpunkt) ist 
hierin 2 T durch 

v2 
T + T*-:- m0-~-= V v'J, 

1-
c2 

zu ersetzen. Man· sieht, daB in beiden Fallen 8 eine monoton 
wachsende Funktion der Zeit ist. Wegen des in Gleichung (7) 
erscheinenden formalen Zusammenhangs mit dem bekannten 
JACOBischen Prinzip der kleinsten Wirkung pflegt man 8 auch 
Wirkungsfunktion zu nennen. 

Wir betrachten den einfachsten Fall, namlich den eines 
Freiheitsgrades. Dann wird die Differentialgleichung (5) eine 
gewohnliche. Man kann dann die Gleichung 

H(q, p) = n(q, ~!) = w 
nach 

auflosen und erhălt 

oS 
p=­oq 
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q 

8 = f p(q,'W)dq; 
9o 

dies kann auch als Spezialfall der allgemeinen Darstellung (6) 
aufgefaBt werden. Die so gefundene Funktion 8, die auBer W 
keine Konstante enthălt, liefert die allgemeine Losung der Be­
wegungsgleichungen; man hat nămlich 

q 

q; . J~E~~!:)dq = t- t0 

Ilo 

und erhalt daraus durch Auflosen q als Funktion der Zeit mi­
dan Integrationskonstanten W mid t0 .' 

Fiir ruhende Koordinatensysteme hat T die Form 

p2 
T=---, 

2ţt 

wo ţt Masse, Trăgheitsmoment oder dergleichen bedeutet. Dann 
hat man 

p'2 
H = 2-p + U(q) = W, 

also 

(8). 

und 
_q ____ _ 

8=v2p,f ..jW-U(q)dq 
Ilo 

(9) 

Beispiel 1. Freier Fall und vertikaler Wurf. 
Hier bedeutet q die Hohe des bewegten Korpers und ţt die Masse. 

Die potentielle Energie ist 
U=!Lgq, 

wo g die Konstante der Schwerebeschleunigung ist. Dann wird 
. - q 

t- t0 = lf.f:_j'~~-q __ =- .[2 ·1W _,.-gq r 2 v w=-~rii g.V/i v ,.. , 
•• 
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wo q0 = _W gewii.hlt ist und offenbar die groBte, im Zeitpunkt t0 errreichte 
ţt g 

Hohe bedeutet. Durch Auflosen nach q erhii.lt man die bekannte Formei 

q- qo = - ~ (t - to)2. 

Beispiel 2: Physisches Pendel. 
Hier bedeutet q den Ausschlag und t.t =.A das Trii.gheitsmoment des 

Pendelkorpers. Die potentielle Energie ist 

U=-Dcosq, 

wo D· Direktionskraft heiBt. Wir erhalten 

(10) p = y2.A v' W +Dcos q 

(/ q 

t-to= V~f dq = V~f dq 
o V W + D cos q ,, V W + D- 2 D sin2 {-

und wenn wir 

W+D = 2Dsin2 -~ 
setzen: 

Die Auflosung dieser Gleichung, die ein elliptisches Integral enthii.lt, 
nach q iiefert q als eino periodische Funktion der Zeit, die zwU.chen +a 
und -a hin und her schwankt. Fiir hinreichend kleine a konnen wir 

'l 

t- to = v~s- dq-
D va•-q2 

o -

schreiben und erhalten die Auflosung in geschlossenP.r Form. Es wird 

,;A. . q 
r-t0 = fnarcsma 

und 

q =a sin [V~ (t- t 0)] • 

Auf den Fall eines Freiheitsgrades reduzieren sich offenbar 
auch die Probleme, bei denen alle Koordinaten, au{Jer einer, 
zyklisch sind. Es sei 

H 1 H (ql' pl' p,w . . p,); 
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dann wird die Losung dargestellt durch 

und 
p2 = a2, ... Pr =ar 

wobei sich p1 

S = J pl (ql, W, a2 ... a,) dqt, 

dur~h Auflosung von 

(11) 
ergibt. Also wird 

H (ql' pl' a 2 • • • a1) = W 

t - to = f a~Pl (qt' W, 122 .• 'a,) dqt 

Beiapiel 3: Wurfbewegung. Seien q1 = z die vertikale (nach oben 
positiv gerechnete) Koordinate und q2 = x, q3 = y die horizontalen Koor­
dinaten, so ist 

also 
H - 1 ( 2 2 2 - 2 m Px + Py + Pz ) +. m g z · 

Da x und y zyklische Variable sind, setzen wir 

und erhalten: 

p, = v' ::~m(W -mgz)- ~~/~~;·-

• ' 

t - to = J ..}2 m (W- :gd;~-:__ a2;- ~;· = -li': l} Zo - z' 

•• 
wo 

2m W-a22 - a32 = 2m2 gz0 

gewahit ist. Darau11 folgt. 

z - z0 = ---~ (t - t0) 2 • 

Die beiden anderen Bewegungsgleiohungen folgen ani einfachsten aus 

mfj=a3 • 

x- x0 =a~ (t- t0) 
m 
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Durch Elimination von t aus den drei Bewegungsgleichungen ergeben 
sich die Gleiohungen ~er Bahn (Wurfparabel): 

g m' z-z =----(x-x0) 9 
o 2 rxs2 

g ms 
z-zo=--2 -zW-Yo)2 -

rxs 

Beispiel 4: Schwerer symmetriBCher Kreisel. 
Im § 6 fanden wir fiir die kinetisohe Energie 

T = _1_ [P s + (P"'- ~'1' co_s__~)sJ, + p."s • 
2A., {) sm!?o 2A,' 

dazu kommt jetzt die potentielle Energie 

U=DcosD, 
80 daB 

H= _1_ [P 9 + (P'i'-~'l'cosD)sJ + p."' +Dcos{) 
2A.., 0 smD 2A, 

wird. Da q; und V' zyklische Variable sind, haben wir 

(12) 
und 

= 1/2A W-(rxa-rxscos{))ll--rxss_A., -2A D Do 
P{) V "' sin Do A, z cos · 

In der Gleichung fiir t setzen wir cos Do = u und erhalten 

(13) t-t0 =-J :; , 
wo 

F= A~• [<1-u2)(2A., W-~= a 29 -2A.,Du)-(rx3 -a2 u)9J 
ist. Die EuLEll.schen Winkel rp und V' lassen sich durch iihnliche ellip­
tische Integrale ausdriicken. Losen wir nămlich die Gleichungen (3) § 6 
nach cp und 'Îp auf, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (12) 

und 

(14) 

. _ (1 1), rx2 -a3 cos{) 
tp ~ "• - - - -r ---"---o----7---:---=-A: A., A., sin2 {) 

• rx3 -a2 cosD 
qJ = Aa: sin2 D 

J . d f _a3 - rx2 u du 
'1' = VI t = :A~(i- us) V-F" 
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Die Auflosung eines elliptischen Integrals von der Form (13) liefert 
u = cos·{} als eine periodische Funktion der Zeit. Sie schwankt zwischen 
zwei Nullstellen von F hin und her, die ein Intervall einschliel3en, in 
dem F positiv ist. W enn nicht gerade 

ist, so sind 

und 
1 

F(1) =-A)' (a3 - a 2 ) 2 

beide negativ. Soli iiberhaupt eine Bewegung moglich sein, so muB F 
irgendwo im Intervall (- 1, + 1) nicht negativ sein; es hat zwei Null­
stellen u1 und u2 , die auch zusammen­
fallen konnen. Sind die Nullstellen 
verschieden, so bedcutet dM, daB der 
DurchstoBungspunkt der Kreiselachse 
mit einer um den Kreiselmittelpunkt 
gelegten Kugel zwischen zwei Paral­
lelkreisen {} = ff1 und {} = ff2 hin und 
her schwankt. Er beschreibt die in 
der Abbildung 1 gezeichnete Kurve. 
Im Falle der Doppelwurzel versagen 
zwar unsere Gleichungen (13) und (14), Abb. 1. 
die Bewegung lăBt sich aher leicht auf 
elementarem Wege ausrechnen: es ist {} = const und wir haben den Fall 
der regulăren Prăzession. 

Eine allgemeine Tiorschrift fur die strenge Losung der HAMIL­

TON-.lAooBischen Ditferentialgleichung (5). lăf3t sich nicht angeben. 
In manchen Fallen gelingt die Losung durch den Ansatz, daB 
S die Summe von f Funktionen ist, deren jede nur von einer 
der Koordinaten q ( auBerdem von den Integrationskonstanten 
a1 • • • a1) abhangt: · 

(15) s = sl (ql) + ·· + 8r(qr)· 
Die partielle Differentialgleichung (5) zerfallt dann 
liche Differentialgleichungen von der }l'orm 

( dSk ) 
Fk dqk ' qk = a,.' 

oder nach dS,. aufgelost: 
dqk 

Born, Atommechanik I. 

in f gewohn-

4 
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Man sagt in diesem Falle, die Differentialgleichung (5) ist 
durch Separation der Variabeln losbar, oder kurz 'separierbar. 

Der oben behandelte Fali, wo alle Koordinaten bis auf eine 
(q1) zyklisch sind, lii.Bt sich als Spezialfall hiervon auffassen. 
Man mache den Ansatz 

8 = 81 (q1 , a1 ···a,)+ a2 q9 + · · · + a,q,; 
dann lautet die Differentialgleichung 

n(q ·oS ... os)=H(q d81 a ···a)= W 
1'" " 1' d ' 2 f ' uql uqf ql 

was genau mit (11) iibereinstimmt. 

Zweites Kapitel. 

Periodische nnd mehrfach periodische 
Bewegnngen. 

§ 9. Periodische Bewegungen mit einem Freiheitsgrad. 
Wir haben gesehen, daB bei Systemen von ainem Freiheits­

grad statt der V ariabeln q, p neue V ariable cp, a eingefiihrt 
werden konnen, derart, daB a konstant und cp eine lineare 
Funktion der Zeit wird. Die Variabeln cp. und a sind dadurch 
nicht eindeutig bestimmt; vielmehr konnen wir a durch eine 
beliebige Funktion von a ersetzen, ·wobei sich cp mit einem 
von a abhangigen Faktor multipliziert. 

Bei periodischen Bewegungen ist es vorteilhaft, eine· ganz 
bestimmte Wahl von cp und a zu treffen. Nun gibt es ~wei 
Arten von periodischem Verhalten. · Entweder entsprechen ver­
schiedenen W crten von q verschiedene Lagen des Systems, und q 
und p sind periodische Funktionen der Zeit; dann sind sie es 
auch von der linear damit verkniipften Variabeln q;: 

q(cp+âi)=q(cp). 
Oder jedesmal nach einer bestimmten Zunuhme von q, die wir 
gleich 2 n setzen wollen, nimmt das System die gleiche Lage 
ein. Dann erfolgt diese Zunahme von q um 2 :-t immer in der 
gleichen Zeit und cs ist 

q(cp + cv) = q(cp) + 2 n. 
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Im ersten Fali spreehen wir von Libration, im zweiten von 
Rotation. Beispiele hierfiir sind das hin- und herschwingende 
unrl das umschlagende Pendel (s. u.). 

In beiden Făllen wollen wir cp in ganz bestimmter W ei se 
wăhlen und dann w nennen, nămlich so, daB es wăhrend einer 
Periode der Bewegung um 1 zunimmt. Die zugehorige konju­
gierte Variable mi:ige J heiBen. w nennen wir Winkelvariable, 
J Wirkungsvariable. 

Wenn wir S als Funktion von q und J auffassen, so ist 

2S (q, J) 
w = ----?JJ ___ ' 

also der Differentialquotient von w lăngs der Bahn 

~; = :J(~!). 
Die Forderung, daB die Periode in w gleich 1 sein soll, be­
deutet also 

l 0\ l os ~ l :Y dw = o~:Y?J"-q·dq = 0°J:Y'pdq = 1, 

wobei das Zeichen ~ die Integration iiber eine Periode be­
bedeutet, d. h. im Falle der Libration iiber einen Hin- und · 
Herweg von q, im Falle der Rotation iiber einen Weg der 
Lănge 2 n. 

Diese Forderung konnen wir offenbar so erfiillen, daB wir 

(1) J=f~:dq=fpdq 
setzen, d. h. unter J die Zunahme von S wăhrend einer Periode 
verstehen 1 ). 

1) ~ p d q = J + const wiirde der Fol'derung auch genii gen. Die Trans­
forn;~ation 

(rp,a)-(w,J), 

die die genannte Periodizitatsforderung erfiillt, enthălt in der Tat neben 
einer Phasenkonstanten fiir w noch eine willkiirliche Konstante. Ihre 
Erzeugende ist nămlich 

V= ± 'P_J. + c1 rp + c2 J. 
w 

Die oben angegebene Bestimmung von J wird sich in der Quanten 
theorie als fruchtba.r erweisen. 

4* 
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Die Einfiihrung der Variabeln w, J kann also aqf folgende 
Weise geschehen. Wenn H als Funktion von irgendwelchen 
kanonischen V ariabeln q, p gegeben ist, bestimme man durch 
Integratfon der HAMILTON-JACOBischen Gleichung die Wirkungs­
funktion 

8 = S(q, a) 

und berechne das Integral 

J ~00~ d!t 

als Funktion von a oder W. Dann fiihre man J statt a (bzw. W) 
in 8 ein. 

Durch 

(2) 

die Transformation 
as (q, J) 

p=-{jq-

oS(q,J) 
W=· ()J 

werden q und p periodische Funktionen von w mit der Periode 1 
und H eine Funkţion W von J allein. Aus den kanonischen 
Gleichungeu folgt 

J = const 
und 

. dW 

(3) 
W= dJ = P 

W=Pt+fJ• 

Da wir w so gewăhlt haben, daB es wăhrend jeder Periode 
der Bewegung um 1 zunimmt, ist " eine. positive Zahl, und 
zwar,· die ·Zahl der Perioden in der Zeiteinheit, die ._ Frequenz 
der h~.wegung. Aus ">O folgt ferner, 'daB W eine monoton· 
wachsende Funktion von J ist. 

Kennt man die zu a konjugierte V ariable cp schon, so kann 
man J aus der Gleichung ' 

J=padcp= ±ad 

finden, Die Transformationsgleichungen sind dann 

J = :t wa, 
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Die oben angegebene Bestimmung von J als Zunahme von 
S wahrend einer Periode hat zur Folge, daB die Funktion 

(4) S*=S-wJ 
eine periodische Funktion von ~ mit der Periode 1 ist. Man 
kann auch umgekehrt diese Forderung zur eindeutigen Be­
stimmung der durch :fi dw = 1 nur bis auf eine additive Kon­
stante bestimmten GroBe J benutzen und kommt dann auf 
Gleichung (1). Die Funktion S* kann man statt S auch als 
Erzeugende der kanonischen Transformation auffasseii, die q und 
p in w und J iiberfiihrt. N ach § 7 geniigt ja S der Gleichung 

· dS 
pq= -wJ+dt; 

daraus folgt fiir S* 
. J. dS* pq= w+-­

dt 

und dies besagt, daB S* Erzeugende der Transformation 
o 

(5) 

ist. 

p= oqS*(q,w) 

J = - }__ S*(q, w) 
ow 

Die Berechnung des Integrals J erfordert ein Studium des 
Zusammenhangs zwischen q und p, wie er durch die Gleichung 

(6) H(q,p) = W 

gegeben ist. Man stellt diesen Zusammenhang dur.ch eine 
Kurvenschar (mit dem Parameter W) in der (p, q)-Ebene dar. 
Den beiden Fallen der Libration und Rotation entsprechen 
dann zwei typische Figuren. 

{1-

a 
1 1 
1 1 o 
tt' 

Abb. 2. Abb. 3. 
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Bei Libratian muB ein geschlossener Zweig der Kurve (6) 
vorhanden- sein, und J bedeutet den eingeschlossenen Flachen­
inhalt (der nach (19) § 7 eine kanonische Invariante ist). 

Bei Rotatian muB p als Funktion von q periodisch sein 
mit der Periode 2 n, und J bedeutet die Flache zwischen Kurve, 
q- Achse und. zwei Endordinaten im Abstand 2 n. 

Zur Veranschaulichung wollen wir den Fall der klassischen 
Mechanik unter Zugrundelegung eines ruhenden Koordinaten­
systems behandeln. Nach (8) § 8 ist 

p = v'2 .u v'W -U(q). 

Damit f.ibratian eintritt, muB der Radikand zwei N ullstellen 
q' und q" haben, zwischen denen er positiv ist; dann ver­
schwindet p nur an den Enden des Intervalls (q',q"). Damit 
aus den beiden Zweigen der Kurve (6) sich ein geschlossener 

Zug zusammensetzen kann, ist weiter no~wendig, da.B dp fiir 
dq 

q' und q" unendlich ist. Nun ist 

dp 1/-,; 1 . dU 
dq = - r 2· v'W- U(q). dq ; 

die Bedingung ist also erfiilJţ, wenn .nicht zugleich 

!!!! =o 
dq 

ist, d. h. wenn q' und q" einfache N ullstellen des Radikanden 
sinih In diesem Fall wird der entstehende, ~ur _q-Achse sym­

metrische Kurvenzug auch vollstan­

o 

Abb. 4. 

dig im selben Sinne durchlaufen .. 
Denn nach (H) § 5 ist 

a;lso p d q immer positiv ; daher mu.B 
beim Hingang (dq >O) der obere 
Zweig · (p > 0), beim Riickgang 
(dq < O) der unţere Zweig (p > O) 
durchlaufen werden.· Die Koordi­

nate q bestreicht ~as ganze Gebiet zwischen den Nullstellen q; 
und, q", diese Nullstellen bilden die Libratiansgrenze'Tiţ. 
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Variiert man W, so liegen die entsprechenden Kurven in­
einander, ohne sich zu schneiden. Li:i.Bt man W abnehmeil, so 
;riicken die. Nullstellen gegeneinander und konvergieren gegen 
einen Punkt, sobald nicht zwischen ihnen neue Nullstellen auf­
treten. Diesen Punkt nennen wir LibrationBZe:ntrum, in ihm ist 

dU=O. 
dq 

Er entspricht einer stabilen Gleichgewichtslage des Systems, da 
die bei wenig verănderten Anfangsbeding1,1ngen · entstehende 
Bewegung in seiner Nii.he bleibt. Treten zWischen q' und rf' 
neue Nullstellen auf, so fallen sie im ersten Augenblick· zu­
sammen, und es ist dort auch 

dU=O'. 
dq 

Wir ha.ben es dann aher mit einer labilen Gleichgewichtslage 
zu tun, denn bei einer kleinen Ănderung von W bleibt. die 
Bewegung ·nicht in unmittelbarer Nahe des Gleichgewichts­
punktes. 

VergroBert man W, so ka.nn der Fali eintreten, daB bei 

q'. oder rf' die Ableitung ~~ verschwindet; wir haben es dann 

ebenfalls ·mit einer labilen Gleichgewichtslage zu tun. Fiir 
solche Werte von W kann es (wie hier nicht năher gezeigt· 
werden soll) vorkommen, da.B die Bewegung sich der la.bilen 
Gleichgewichtslage ~asymptotisch in der Zeit nahert. Man spricht 
dann von Limitationsbewegung. 

Damit Rotationsbewegung eintritt, muB zunachst U periodisch 
in q sein (wir nehmen die Periode 2 n an); ferner muB 'der 
Radikand stets positiv sein. 

Zur Erlauterung der Begriffe betrachten wir das Pendel, 
bei dem alle drei Moglichkeiten: Rotation, Libra.tion und Limi­
tation auftreten. Es ist (vgl. (10) § 8), 

D>O; 

die Kurven (6) haben also das in der Abbildung 5 dargestellte 
Aussehen. 
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Fiir 
W=-D 

z1ehen sich die Kurven A.uf das Librationszentrum q =O zu~ 
sammen. Fiir 

--D<W<D 

haben wir ·Libration zwischen den Grenzen 

q' = arc cos (- ~) 

q''=- arc cos(-~); 
fiir 

W>D 

dagegen haben wir Rotation, das Pendel lăuft stets im gleichen 
Sinne um. Im Grenzfalle 

W=D 

năhert es sich asymptotisch der Lage q = n . 

· Abb. 5. 

Das Integral 

(7) J= fv2AYW+Dcosqdq 

ist in diesem Fali ein elliptisches. Nur wenn die Librations­
grenzen nahe beieinander liegen (zu beiden Seiten des Libra­
tionszentrums) lii.Bt es sich durch ein e]ementares Integral an-
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nă.hem. Die Rechnung entspricht dann ganz der beim linearen 
harmonischen Oszilla.tor, zu dem wir·. jetzt .iibergehen wollen. 

B ei s p i el: Linearer harmonischer Oszillator. 

Im § 7 haben . wir schon V ar~ble qj und IX gefunden, a~ bei hat q 
nach (18) § 7 in rp die Periode ro = 2 n . Der 'Obergang zu w upd J ge­
schieht dann durch die Formeln 

und 

wo 

ist. 

2n 

J =fIX ărp = 2 3f IX 
o 

(A) p 
v=-, !J=-, 2n 2n 

Die Bewegilng wird. jet~ wiedergegeben durch 

Die Energie wird' 

1 yg·J . q:-2 --sin2nw 
n mv 

p'=v2mvJcos 2nw, 

H=W=v3, 
woraus man die- Beziehung 

w 
V=-· 

iJJ 
ohne weiteres ablesen kann, 

Um zu zeigen, wie mani ohne rp und IX zu kennen, den 'Obergang 
zu Winkel-. und Wirkungsvariabeln durchfiihrt, wollen wir den Oszillator 
noch einmal berechnen und dabei von 

pB m 
H=-+-roB'qB 2m. 2 

ausgehen. Setzen wir diesen Ausdruck gleich W, so wird 

p = }2 m W- m9 ro il qs = }2 m W 1 /1 - ~, . V a 
wo zur Abkiirzung 

2W 9 --=a 
mro9 

gesetzt iat. Hieraus sieht man, da8 die Librationsgrenzen bei q = + a 
und q = - a liegen. Das Integral 

J= l'2mwf y~-S ăq 
berechnen wir, indem wir durch die Gleichung 

q=aainrp 
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die Hilfsvariable rp einfiihren, die wăhrend der Periode der Bewegung 
von O bis 2 n lăuft. Wir erhalten 

2n 

2WJ " 2nw J=- oos·rpdrp=-
w w 

o 
und daruit die Energie oder die HAMILTONsche Funktion 

(8) W=H=vJ, 
worin wir 

gesetzt haben. 
Uru die Koordinate q durch die neuen Variabeln w, J und daruit 

durch die Zeit auszudriicken, brauchen wir S selbst nicht zu berechnen. 
Es wird nărulich 

worin wir p als Funktion von q und J aufzufassen haben : 

Wir erhalten 

w = - = - arc s1n q f mvdq 1 . v12n";m 
}2mvJ-4n:2v•m2q2 2:r --y-

und 

(9) 

WO 

ist. Fiir p folgt 
(10) p = }2 m v .[cos 2 n w. 

Fiir das Pendel mit kleineru Ausschlag 'lauten die entsprechenden 
Forrueln: 

(11) q= 2~ tfi7 sin 2:rw 
:r V ::r; 

p = ~2-;;[;,7 cos 2" w. 

§ 10. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln 
und die Quantenbedingungen fiir einen Freiheitsgrad. · 

Nachdem wir die Mechanik der periodischen Systeme mit 
einem Freiheitsgrad ausfiihriich behandelt haben, korinen wir 
nun zu der Frage iibergehen, ob und in welcher Weise sich 
die me9hanischen Gesetze auf die Atommechanik anwenden lassen, 
deren Hauptmerkmal die . Existenz diskr'eter, stationărer Zu­
stănde ist. 
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Wir haben hier als Vorbild die Behandlung des einfachen, 
linearen harmonischen Oszillators nach PLANCK (s. § 1}. Die sta­
tionăren Zustii.nde wurden dort durch die Forderung festgelegt, 
daB die Energie nur die diskreten W erte 

(1) (n =O, 1, 2, ... ) 

haben soll. Es handelt sich nun darum, ob man bei beliebigen 
periodischen Systemen mit einem Freiheitsgrad in ii.hnlicher 
W eise verfahren kann. 

In dt>r Entwicklung der Atommechanik hat der heuristische 
Gesichtspunkt eine groBe Rolle gespielt, die klassische Mechanik 
so weit wie moglich beizubehalten. So beruht die PLANCKsche 
Oszillatortheorie auf der Vorstellung, daB die Bewegung des 
schwingenden Teilchens durchaus nach den klassischen Gesetzen 
erfolgt; nur sind nicht alle Bewegungen mit beliebigen Anfangs­
zustii.nden (Energiewerten) gleichberechtigt, sondern gewisse Be­
wegungen sind als "stationare Zustii.nde", gekennzeichnet durch 
die Energiewerte (1), bei der Wechselwirkung mit der Strahlung 
durch besondere "Stabilitii.t" bevorzugt. 

Das Bestreben, der klassischen Mechanik so nahe wie mog­
lich zu bleiben, hat sich als fruchtbar erwiesen; wir stenen 
daher an die Spitze unserer Betrachtungen die Forderung, daf3 
die stationăren Zustănde eines atomaren Systems so weit wie măglich 
nach den Gesetzen der klassischen Mechanik berechnet werden sollen, 
wobei von der klassischen Ausstrahlung abzusehen ist. Daruit diese 
Forderung erfiillbar ist, muB die Bew'egung vor allem so be­
schaffen sein, daB sie als "Zustand" des Systems angesprochen 
werden kann. Das wăre z. B. nicht der Fali, wenn die Bahn 
einmal ins Unendliche ausliefe, oder wenn sie sich asymptotisch 
einer Grenzkurve nii.herte. Wohl aher kann man bei periodischen 
Bewegungen sagen, daB das System in einem bestimmten Zu­
stande ist. Spii.ter werden wir sehen, daB es noch eine weitere 
Klasse von Bewegungen, die mehrfach-periodischen, gibt, von 
denen dasselbe gilt. Andererseits hat die Entwicklung der 
Quantentheorie gezeigt, daB damit wahrscheinlich der Kreis 
derjenigen Bewegungsvorgii.nge erschopft ist, bei denen man 
fiir die st::~.tionii.ren Zustande · die Giiltigkeit der klass1schen 
Mechanik verlangen kann; wir werden uns in diesem Buch im 
wesentlichen innerhalb dieses Kreises halten. 
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Die năchste Frage ist, durch welche Bedingungen aus der 
kontinuierlichen Mannigfaltigkeit der me!!hanischen Bewegungeil 
die stationăren herausgehoben werden. Wir wollen sie zunăchst 
an dem Falle periodischer Systeme mit einem Freiheitsgrade 
zu beantworten suohen. 

Der năchstliegende Gedanke wăre, hier einfach die beim 
Oszillator bewăhrte Forinel (1) beizubehalten. Da im allgemeinen 
dann v eine Funktion von W ist, hătte man zur Bestimmung 
von W eÎI~J.e (tra~szendente) Gleiohung aufzulOsen. Dieser An­
satz mu.B aher verworfen werden; er fiihrt in besonderen -Făllen 
zu Widerspriiohen mit der Erfahrung (z. B. bei zweiatomigen 
Molekeln, deren Atorb.e anharmonisoh miteinander gebunden 
sind, s. § 12) und lă.Bt sioh auch theoretisoh als unhaltbar er­
weisen. 

Die Quantenbedingungen, durch welche die stationii.ren 
Bahnen hervorgehoben werden, wird · man auf die Form bringen 
konnen, da.B eine gewisse mechanisch definierte Gro.Be ein ganz­
zahliges Vielfaohes der PLANCKsohen Konstanten h ist. · Beim 

Oszillator ist· -das der Quotient W; die Frage' i~t, was bei . ." 

a:p._dern ~systemen an die Stelle · dieser Gro.Be zu treten hat. 
· Wir untersuchen nun die Bedingungen, denen eine solche 
zu "quantelnde" Gro.Be zu geniigen hat. In erster Linie muB 
sie eindeutig bestimmt und vom Koordinatenaystem unabhangig sein. 
Hierduroh wii.re die Wahl aher natiirlich nur sehr wenig ein­
gesohrănkt, und wenn man nichts anderes wiiBte,. so konnte 
man sioh nur von dem Erfolge, der Vbereinstimmung der Theorie 
mit der Erfahrung, leiten lassen. Darum hat sioh EHRENFEST 
ein gro.Bes V erdienst uin die Entwioklung der Quantentheorie 
erworben, indem er ein naheliegendes Postulat aufstellte, duroh 
das eine rein theoretisohe Bestimmung der Quantengră.Ben er­
moglioht wird. 

Der Gedanke von EHRENFEST beruht darauf, die atomaren 
Systeme nicht, wie bisher, als isoliert zu betrachten, sondern 
au.Bere Einwirkupgen mit heranzuziehen. Wir haben oben postu­
liert, da..B fiir isolierte Systeme in den stationaren Zustii.nden ~ie 
klassische Mechanik gelton soll; wir fordem jetzt mit EHRENFEST, 
daB auoh bei Wirksamkeit ii.uBerer Einfl.iisso die klassisohe Meoha­
nik so weit wie irgend moglioh aufreohterhalten werden soli. 
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Nun miissen wir untersuchen, wie weit dies eben moglich 
ist, ohne mit den Prinzipien der Quantentheorie in Zwiespalt 
zu kommen. Nach diesen kann die zu quantelnde GroBe sich 
nur um· ganzzahlige Vielfache von h ii.ndern. Reicht also eine 
ăuBere Einwirkung nicht aus, eine Ănderung um h ~u erzwingen, 
so muB die QuantengroBe vollig ungeii.ndert bleiben. 

Wovon wird es nun abhii.ngen, ob die ăuBere Einwirkung 
zur Erzeugung einer Ănderung ( eines Quantensprunges) făhig 
ist oder nicht? Mao weiB aus der Erfahrung, · daB durch Licht 
und du:t"ch molekulare StoBe Quantenspriinge-erzwungen werden 
konnen. Es_ handelt sich dabei um zeitlich sehr scqnell weohselnde 
Einwirkungen. FaBt mao im Gegensatz hierzu sehr langsam ver­
ănderliche Wirkungen ins Auge (Iangsam verglichen mit den 
Bewegungsvorgăngen im ato:rnaren System); z. B. das ;Einschalten 
elektrischer oder magnetischer Felder, so lehrt die Erfahrung, 
daB hierdurch Quantenspriinge nicht anget:egt werden; mao be­
obachtet weder Lichtemission noch andere· Vorgii.nge, die mit 
Quantenspriingen verbunden sein konnten. 

Die Quantenspriinge verlaufen sicherlich · gii.nzlich unmecha­
nisch. Die von EHRENFEST gefdrderte Aufrechterhaltung der 
klassischen Mechanik bei ii.uBeren Einwirkungen ist also iiber­
haupt~ nur in dem Falle denkbar, da.B durch die Einwirkungen 
keine Quantenspriinge erzeugt werden, d. h. bei zeitlich ăuBerst 
langsamen Vorgăngen. 

EHRENFEST nennt diese Forderung, da/3 ·im GrenzfaU unend­
lich langsamer Veranderungen die Gesetze der klassischen Mechanik 
giiltig bleiben, die .Adiabatenhypothese, in Ana.logie zum Spracli­
gebrauch der Thermodynamik 1); BoB;R spricht von dem Prinzip 
der mecfi,anischen Transformierbarkeit. 

Dieses Postulat schrănkt nun die Willkiir bei der Wahl der 
zu quantelnden Gro.Be aufs auBerste ein. Denn es sind jetzt 
nui solche Gro.Ben in Betracht zu ziehen, · die nach den Gesetzen 
der klassischen Mechanik bei langsamen Verii.nderungen in-· 
variant bleiben; mao nennt sie mit EHRENF;EST "adiabatische 
Invarianten". 

1) Proc.Amsterdam Bd.16, 8.591. 1914 undAnn. d.Physik Bd.51, S. 327. 
1916. - EHRENFEST hat seine "Adiabatenhypothese" auf ganz anderem 
Wege gefunden, nii.mlioh durch eine Untersuchung der statistischen 
Grundlagen der PLANCXSchen Strahlungsformel. 
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Zur Erlauterung des Begriffes adiabatische Invarianz be­
trachten wir das Beispiel eines mathematischen Pendels von 
der Masse m, dessen Fadenlănge l dadurch langsam verkiirzt 
wird, daB der Faden durch den Aufhangepunkt hindurchgezogen 
wird. Diese Verkiirzung bewirkt eine Ănderung der Energie W 
und der Frequenz " des Pendels; wir konnen aher zeigen, daB 

fiir kleine Schwingungen die GroBe !!:" invariant bleibt. 

" Die Kraft, die den Pendelfaden spannt, besteht beim Aus7 
schlag cp aus dem Anteil der Schwere mg cos cp und der Zentri­
fugalkraft m l cp2 • Die bei einer V crkiirzung des Fadens ge­
leistete Arbeit ist also 

A = - J m g cos cp dl - J m l•p2 dl. 

Erfolgt diese Verkiirzung so, daB ihr zeitlicher Ablauf in keiner 
Bezieh\mg zur Schwingungsdauer steht und langsam genug ist, 
daB es einen Sinn hat, von einer jeweiligen Amplitude zu 
sprechen, konnen wir 

dA=- mgcoscpdl- mlcp2 dl 

schreiben, wo der Strich die Mittelbildung iiber eine Peţiode 
bedeutet. Fiir kleine Schwingungen setzen wir 

cp2 
coscp = 1- 2 . 

Setzt man das ein, so zerfallt dA in einen Anteil - mgdl, 
der die Arbeit zur Hebung des Pendelkorpers darstellt, und 
einen zweiten Anteil 

dW= (~g_cp2 - mlcp2)dt, 

der die der. Schwingung zugefiihrte Energie bedeutet. Die 
Mittelwerte der kinetischen .und potentiellen Energie der Pendel­
schwingung sind einander gleich, also gleich der halben Gesamt­
energie W: 

w ml'J-;!i m zt 2=2 =2-g cp. 

Durch Einsetzen folgt 
w 

dW=--dZ. 2Z 
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1 
Da nun die Schwingungszahl v proportional }l~, also 

dv dl 
--;-=-2[ 

ist, gilt auch 
dW dv 
w =--;-· 

Diese Differentialgleichung besagt, wie bei der adiabatischen 
Verkiirzung die Schwingungsenergie mit der Frequenz ver­
kniipft ist, und zwar folgt durch Integration die Behauptung: 

w - = const. 
y 

Eine ăhnliche Vberlegung gilt, wenn man v durch eine 
andere ăuBere Beeinflussung langsam ăndert. Da der harmo· 
nische Oszillator einem Pendel mit unendlich kleinen Ausschlagen 

mathematisch aquivalent ist, BO ist auch bei ihm W konstant: 
y 

die PLANCKsche Quantenbedingung (1) ist somit im Einklang 
mit der Adiabatenhypothese. Dagegen kann man zeigen, daB 

W fiir andere periodische Systeme von einem Freiheitsgrad 
ţ• 

nicht adiabatisch invariant ist. 

Wir eriimern uns nun daran, daB nach (8) § 9 die GroBe !!::" 
V 

beim harmonischen Oszillator zugleich die Wirkungsvariable J 
ist. Man konnte also daran denken, allgemein fiir periodische 
Systeme von einem Freiheitsgrad die Quantenbedingung 
(2) J=nh 
aufzustellen. Die GroBe J erfiillt die Forderung der Eindeutig­
keit, sie ist unabhăngig vom Koordinatensystem ( wegen der 
Invarianz von J J dp dq, vgl. § 7), und wir zeigen jetzt, daB 
sie adiabatisch invariant ist .. 

Der allgemeine Beweis des Satzes von der adiabatischen Invarianz 
( oder wie BoHR sagt : von der mechanischen Transform ierbar· 
keit) der Wirkungsvariabeln wurde (zugleich fiir mehrere Freiheits­
grade) von BUBGERS 1) und KRUTKOW~) gefiihrt. 

1 ) J.l'<f. • .BuRGERS: Ann. d. Physik Bd. 52, S. 195. 1917. 
2) S. KRUTKOW: Proo. Amsterdam Akad, Bd. 21, 8.1112 (oomm. 19181. 
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Wir denken uns ein mecha.nisches System von einem Frei­
heitsgrad 'einem auBeren EinfluB unterworfen. Dies kann man 
dadurch ausdriicken, da.B man jn die Bewegungsgleichungen 
auBer den Variabeln noch einen Parameter einfiihrt, der von 
der Zeit abhangt, a (t). Wir betrachten nun ala adiabatische 
Ănderung des Systems eine solche, die erstens keine Beziehung 
zu der Periode des ungestorten Systems bat und zweitens hin­
reichend langsam erfolgt, so daB a als beliebig klein angesehen 
werden kann. Wir nehmen ferner an, da.B in einem ge~issen 
Bereich von a fiir konstant gehaltenes a die Bewegung periodisch 
ist und wir Winkel- und Wirkungsvariable w und J einfiihren · 
konilen. Dann gilt der Satz: 

-Die Wirkungsvariable J ist adiabatisch invariant, solange die 
Frequenz nicht verschwindet. 

Die HAMU..TON sche Funktion 
H(q, p, a(t)) 

ist von der Zeit abhăngig; es gilt also nicht der Energiesatz, 
wohl aber gelten die kanoilischen Bewegungsgleichungen 

. oH . oH 
q=B;p· p=--aq· 

Wir denken uns nun diejenige kanonische Transformation aus­
gefiihrt, die bei konstantem a die Variabeln q, pin die Winkel­
und Wirkungsvariabeln w, J iiberfiihrt. Es ist hier zweckmii.Big, 
die Transformati an in der Form [ vgl. ( 1) § 7 und ( 5) § 9] 

oS* 
p=·~, 

oq 
oS* 

J=---ow 
zu schreiben. In der Funktion S* kommt auBer q und w der 
Parameter a vor; sie wird dadurch von der Zeit abhii.ngig und 
nach (1) § 7 geht H in 

H=H+ os: 
ot 

iiber. Die transformierten kanonischen Gleichungen lauten also 

Wi= oH +~(oS*) 
oJ oJ ot ' 

j ~- ~!- o0w (o~*). 
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Da H nur von der Wirkungsvariabeln abhangt, folgt 

j=- _!_(os*)= _ _!_(os:_) ti. 
ow ot OW ()a 

Dabei ist die Differentia.tion nach t und a bei -festem q und w 
auszufiihren, die Differentation nach w bei festgehaltenem 
J. unii a. Die Ănderung von J in einem Zeitintervall (t1 , t2 ) 

betragt jetzt 

ft, o (oS*) 
J !il - J (1) = - ti- -- dt. 

OW oa 

Bei der vorausgesetzten langsamcn und mit der Periode des 
Systems nicht verkniipften Ănderung von a kann man a vor 
das Integralzeichen setzen. 

Wir werd~ den Beweis der Invarianz von J so fiihren, 
daB wir zeigen: 

e. 

(3) !_r:!_ ~ J<l>_ =-J _!__(as:_) dt 
a ow oa 

hat die GroBenordnung- ă (t2 -- t1 ); daraus folgt namlich, daB 
in der Grenze unendlich langsamer Ănderung ( ă---+ O) und bei 
endlich bleibendem. ă (t2 - t1 ) die Ănderung von J verschwindet. 

_Dp. s•. (naeh § 9) eine periodische Funktion von w ist, gilt 

dies auch. fiir os• ; es bleibt giiltig, wenn wir darin die oa . 
Variablen w, J, a einfiihren. Der Integrand von (3) ist also 
eine Fo"QRIER.- Reihe 

ohne konstantes Glied (den letzteren Umstand deuten wir·durch 
den Akzent am Summenzeichen an). Schreiben wir w als Funk­
tion der Zeit, so wird das abzuschatzend~ Integral: 

t, J ţ' A, (J, a) eg;rir l•• (J, a)t + ~ (.J. a)] dt. 
tl 

Der Integrand ist nicht meLr genau periodisch in t; in der 
Umgebung eines bestimmten Zeitpunktes, fiir den wir jetzt 
t = O- setzen, laBt er sich aher in der Form 

B of n. Atolll\n~cbanik I. 5 
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( 4) ..J:' (A. o+ A/ a t + .. ·) e2,.h[,.Ot + d• + a( .. •t• + dlt)' •.• ] 

• 
_~'A 0 2,..h<""'+""> -.:;;.", • e 

T 

+ ă ..J:' (2 niA,0 -r (v1 t2 + <Ft) + A1 t] e2 "ir(",t+ <~•)+ · •· 

• 
schreiben, wo die Werte A,0, A/, v0, vl, ~0, ~1 sich auf den 
Punkt t =O beziehen. Wenn wir diesen Ausdruck iiber eiiie 
Periode des ersten Gliedes integrieren, so erhalten wiţ Aus­
driicke von der Gro6enordnung ă T und ă T!!, wo T die Lii.:Îige 
der Periode ist. Wir denken uns die Entwicklung (4) zun.ii.chst 
am Anfang des Intervalls (t1 , t4 ) ausgefiihrt und das Integral 
jiber eine Periode des ersten Gliedes gebildet. Dann denken 
wir eine nene Entwicklung (4) am Anfang des Restintervalls 
ausgefiihrt und wieder das Integr~l c iiber eine Periode des· 
ersten Gliedes gebildet. Das V erfahren setzen wir so lange fort, 
bis das Intervall (t1 , t9 ) erschopft ist. Das letzte Integral wird 
dabei im allgemeinen nicht iiber eine volle Periode zu er­
strecken sein, es hat endliche ~ro6e, auch wenn t2 - t1 be­
liebig gro6 wird. Man sieht: w.enn T auf dem ganzen lnte­
grationsweg endlich bleibt, also v0 nicht verschwindet, so bat 
das gesamte Integral die Gro6enordnung ă (t9 - t1). 

Damit haben wir die adiabatische Invarianz der J bewiesen. 
Auf Grund dieser Invarianz und des 11peziellen Ergebnisses 
beim Resonator wird man zur W ahl von J als der allgemein 
zu quantelnden Gro6e gefiihrt. Diese Anna.hme hat sich in der 
weiteren Entwicklung der Quantentheorie bestii.tigt. Wir sprechen 
sie folgenderma6en aus: 

Quantenbedingung. In elen stationăren Zustitnden eines 
periodischen Systems von einem Freiheitsgrad ist die Wirkungs­
variable ein ganzzahliges Vielfaches von h: 

J=nh. 

Durch diese Q~ntenbedingung1) Bind auch die Energiestufen 
als Funktionen der Quantenzahl n festgelegt. Das in der Ein-

1 ) Diese Quantenbedingung wurde in geometrischer Form zuerst von 
M. PLANCK: Vorlesungen iiber die Theorie der Wărmestrahlung, 1. Aufl., 
§ 150. 1906 angegeben. Bie findet sich weiter bei P. DliBYB: Vortrăge 
iiber kinetische Theorie der Materie und der Elektrizităt (Wolfskehl­
KongreB), S. 27. 1913. 



§ 11. Das Korrespondenzprinzip fiir einen Freiheitsgrad.. .67 

leitung erwii.hnte experimentelle Verfahren des ElektronenstoBes 
gestattet, rein empirisch die Energiestufen der atoma.ren Systeme 
zu bestimmen. Der Vergieich dieser Bestimmung mit den theore­
tischen Energiewerten ermoglicht eine Priifung der Grundlagen 
der Quantentheorie, soweit wir sie bisher durchgefiihrt ha.ben. 

Die Verkoppeiung der atoma.ren Systeme mit der Stra.hiung 
gescbieht, wie wir ebenfalls in der Eip.leitung erwii.bnt ha.ben, 
durch ein weiteres unabhăngiges Quantengesetz, die BoHRBche 
Frequenzbedingung. 

hv = w<ll_ w<2l, 

die die Frequenzen des emittierten' und absorbierten Lichtes 
bei atomaren Systemen regeit. Dabei bedeuten W111 und W121 

die Energien zweier sta.tionărer Zustii.nde und ii die Frequenz 
des Lichtes, dessen Emission oder Absorption ·mit dem Ober­
ga.ng des Systems von dem Zustand 1 in den Zusta.nd 2 ge-
koppeft ist. Im Falle der Emission (W111 > W121) liefert unsere 
Formei ein positives v, im Fa.Ile der 'Absorption (W111 < ~81) 
ein negatives v. 

Die BoHRSche Frequenzbedingung ermoglicht eine viei schii.r­
fere Priifung der Quantenregein durch Beniitzung der aus den 
Spektren bekannten Frequenzen. 

§ 11. Das Korrespondenzprinzip ffir einen Freiheitsgrad.. 
Durch die beiden im § 10 aufgestellten Gesetze der A"tom­

mechanik ist der in der Einleitung erhobenen Grundforderung 
der Btabilitiit der. Atome Geniige getan. Wir wenden uns jetzt 
der F:t"a.ge zu, wie weit sie der anderen Grundforderung ent­
sprech~n, daB die klassische TheOrie als Gr'enzfall der Quanten­
theorie erscb,eint. 

In den beiden Quantengesetzen kommt als charakteristische 
GroBe die PLANcKsche Konsta.nte h vor, die den Absta.nd der 
Quantenzustii.nde miBt. Unsere Forderung bedeutet, daB die 
Quantenges~tze im Grenzfall h-+- O in die klassischen Gesetze 
iibergehen. DiE) diskreten Energie8tufen riic~en dann zu dem 
Kontinuum der klassischen Theorie zusammen. · Eţne besondere 
Uritersuchung erfordert die Frequenzbedingung: Wir haben zu 
untersucheh, ob die nach ihr berechnete ·Frequenz in der Grenze 

5* 
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mit der nach der kla.ssiscl;ten Theorie zu erwa.rtenden iiber­
einstimmt. 

Die StralUung eines Systems elektrisck geladener Peilcken mit 
den La.dungen e" an den Stel).en r" wird na.ch der · kla.ssisc.hen 
Theorie bestimmt durch da.s elektrische Moment. 

v = ..2e~:r,.. 
k 

Ist die Ausstrahlung wii.hrend einer Periode gering, so ka.nn 
ma.n fiir eine gewisse Zeit 'von der Dii.mpfung a.bsehen. Bei 
einem System von einem Freiheitsgrad, wie wir es hier be­
tra.chten, werden dann die rechtwinkligen Koordinaten der 
Ladungen periodische Funktion,en von 

w = J>t+<5 
mit der Periode 1. Da dasselbe von ~ gi.lt, kann man jcde 
Komponente des elektrischen Moments in eine FoURnm-Reihe 
von der Form 

00 ..2 CreBnhw 
l'=.:....ao 

entwickeln. Die C.r sind dabei komplexe Zahlen; d.a. a.ber da.s 
elektrische .. 'Moment reell ist, miissen · Cr und .C -r konjugiert 
komplexe G;rB.Ben sein. . · 

Auf Grund dieser Da.rstellung lă..Bt sich. die zeitliche Schwan· 
kung des- elektrischen l4om~nt8 auffa.ssen a.Is eine t.Tbereina.nder­
lageruqg von ha.rmonischen Schwingungen mit der F~quenz TJ>; 

die Amplitude~ der entsprechenden Teilschwingungen des Mo­
:Q~.entes sind dabei gleich 1 CT 1 , ihr& Energien proportional 1 C, 12 • 

Ein~ solche Teilschwingung wiirde k~a.ssisch eine· Stra.hlungs­
frequen~1) 

(1) 
_ oW dW. 
J'kl = T ·v = T j}J = J 

d 
t 

liefern. 
Wir vergleichen hiermit die quantentheoretische Frequenz2.) 

1) Da in der FoURIER·Entwioklung neben T. ateţs a.ucJt ·- T ala Ko~ffi­
zitmt a.uftritt, kommt dem Vorzeiohen des Ausd~oks fiir die kla.ssisohe 
Strahlungsfrequenz keine Bedeutung zu. 

2) Positives v in dem Ausdruok der 1 qua:t:ltentheoretisohen Frequenz 
he<}eutet Emission, negativee v Abeorption. 
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AW 
;:; =---· 

qu h ' 

Nimmt bei dem betrachteten Quanteniibergang die Quanten­
zahl .n um T. ah, so ist 

AJ= J2 - J1 = (n2 - n1)h= -Th, 
so dall wir 

(2). 
_ AW 
'~'qu=--:J 

A-
l' 

schreiben ki:innen. 

Geht man zur Grenze h- 'O oder A.!..- O iiber, so werden 
'l 

(2) und (1) identisch. 
Fiir den Fali endlicher · h kon~en wir das Verhăltnis der 

beiden Frequenzen (1) und (2) folgendermaBen aussprechen.: 
Die Quantentheorie ersetzt den klassische:n. Differe:n.tialquotie:n.te:n. 
durch einen Differenzenquotie:n.te:n.. Man geht nicht zur Grenze 
unendlich kleiner Ănderungen der unabhii.ngigen V erii.nderlichen 
iiber, sondern bleibt bei endlichen Intervallen von der GroBe h 
stehen. 

Der Vbergang zwischen zwei benachbarten Quantenzustii.nden, 
bei dem -r = 1 ist, entspricht oder "korrespondiert" mit der 
klassischen Grorulschwiitg'lllrtg; ein Ubergang, bei dem sich n 
um -r ii.ndert, korrespondiert mit der klassischen T-ten Ober­
schwi'll1fUng P = T V • 

Diese Beziehung zwischen klassischen und quantentheore­
tischen Frequenzen bildet cien Inhalt des BoBBBche:n. Korre-
spcmde:n.zprinzipes. · 

Bei diesem Entsprechen ist die. quantentheoretische Fre­
quenz ;; im allgemeinen von der klassischen Frequenz T v ver­
schieden. Geht man (statt Iim: h- O) zum Grenzfall groBer 
Quantenzahlen n iiber und betrachtet nur solche Ănderungen 
von n, die relativ zum Wert von n klein ·sind, so wird wegen 
des monotonen Charakters (§ 9) der Funktion: W (J) der Diffe­
renzenquotient sehr nahe mit dem Differentialquotienten iiberein­
stimmen, und man erhiilt die niiherungsweise richtige Gleichung 

;:; = T?' = (n1 - n2 )v (n1 , n2 groB; "'1 n, n2 klein). 
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W enn n1 - n11 nicbt mebr klein gegen n1 fst, wird die Uber-
einstimmung der klassiscben und quantentbeoretiscben Frequenz 
schlecbter. Bei gegebenem n1 bat sogar die K(Yf'resprmdenz der 
Frequenzen bei Emission (n1 > n9) eine 8ckranke, indem 
1: = n1 - n11 nicbt groBer als n1 sein kann. 

Die beiden bisber aufgestellten Quantengesetze geben nock· 
keine vollstăndige Besckreibung der Strablungsvorgange. Eine 
Licbtwelle bat namlicb als Bestimmungsstiicke auBer der Fre­
quenz nocb Intensitat, Pbase und Polarisationszustand. Die 
Quantentbeorie vermag heute nocb nicbt exakte Auskunft iiber· 
sie zu geben. Jedocb bat BoHR gezeigt, wie man durcb tJber­
tragung des Korrespondenzprinzips von den Frequenzen auf die 
Amplituden wenigstens angeniiherte Angaben iiber Intensităt 

und Polarisation erbalten kann. 
Damit namlicb Quantentbeorie und ltlassiscbe Tbeorie trotz 

des ganz verscbiedenen Strahlungsmecbanismus im Grenzfall 
groBer Quantenzablen ( oder im lim: k--.. O) dieselbe Ausstrab­
lung, aucb beziiglicb der Verteilung der Intensitat auf die Teil­
scbwingungen ergeben, muB man annebmim, daB die FoUBilllB­
Koef:fizienten o .. in jenem Grenzfall die Stărke der quanten­
tbeQretiscben Licbtemission bestimmen. Ibre pbysikalische Bedeu­
tung. ist verscbieden, je nacbdem welche Auffassung man vom 
Mecbanismus der Strablung bat (s. § 1, S. 7). Nimmt man an, 
da.B die Strahlung nur wabrend der Ubergangsprozesse. statt­
:findet unter strenger Wahrung des· Energiesatzes, so pestimmen 
die O .. die Ubergangs-Wabrscbeinlicbkeiten. In der neueren 
Auffassung von BoHR strablt das atomare System in einem an­
geregten Zustand (Zustand hOherer Energie) spontan· die Fre­
quenzen ;;tu, die den . Ubergangen nach Zustănden tieferer 
Energie entsprecben, mit gewissen Amplituden o .. , qv • . Das 
Korrespondenzprinzip besagt dann, daB fiir groBe Quanten­
zahlen die o ... tu năherungşweise mit den klassiscben o .. iiber­
einstimmen. Uberdies bestinimen die o ... qv aucb bier die Wahr­
scb~inlichkeiten fiir die Ubergii.nge, damit der Energiesatz sta­
tistiscb erbalten bleibt. Indem man die verschiedenen Kompo­
nenten des elektriscben Moments .ţ) betracbtet, bekommt man 
mit den Intensitii.ten zugleicb eine Bestimmung der Polarisa­
tionsverbăltnisse. 

Besonders wicbtig ist der Fall, daB Or = O. ist;. dann wird 
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die korrespondierende Frequenz auch quantentheoretisch nicht 
ausgesandt werden und der ihr entsprechende "Obergang darf 
nicht auftreten. Da das Korrespondenzprinzip aher nur ein 
Entsprechen zwischen klassischer und quantentheoretischer Strah­
lung gi.bt, gelten die aus ihm abgeleiteten Moglichkeiten nur 
fiir Fiille, bei denen das ato~are System in Wechselwirkung 
mit Strahlung steht. Sie brauchen fUr "Obergange bei Sti:iBen 
zwischen atomaren Systemen nicht zu gelten. 

Auf Grund des Korrespondenzprinzips lăBt sich nuri die Schwierig­
keit beim Ruonator, auf die wir in der Einleitung (§ 1, 2) gestoBen sind, 
iiberwinden. Die Darstellung des Ausschlags q als l<'unktion der Winkel­
variabeln lautet nach (9) § 9 : 

= V~~~~~:~ in sin'2 n w; 

dies ist offenbar eine FouRIERsche Reihe mit nur dem einen Glied 1: = ± 1, 
je nachdem ob wir die Wurzel positiv oder negativ nehmen. Nach dem 
Korrespondenzprinzip darf· sich daher die Quantenzahl beim Resonator 
nur um 1 andern und daraus folgt 

das ·Korrespondenzprinzip hat also zur Folge, daB sich ein Resonator 
beziiglich der Frequenz der Ausstrahlung quantentheoretisch genau so 
verhalt wie klassisch. Bei anderen atomaren Systemen· ist dies aher, 
wie wir sehen werden, keineswegs der Fall. 

§ 12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen 
Oszillator. 

1. Der Rotator. Nach (1) § 6 ist die HAMILTONsche 
Funktion 

wo p der zum Drehwinkel q; konjugierte Impuls ist und die 
Bedeutung des Drehimpulses bat. Hier wird 

J=fpdq;=2:n:p, 

da jedesmal nach Zunahme von q; um 2 :n; das System dieselbe 
Lage einnimmt. Dann wird die Energie als Funktion der 
Wirkungsvariabeln bzw. der Quantenzahl m 

1 11,2 
(1) W=H=--~J2=- -·m2 

8n2 A 8n~A 
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und die Winkelvariable 

w==_cR_=Pt+b, 
2n 

wo 
aw J h 

v =- = -~------ = --·m 
oJ 4n'J A 4n'.l A 

ist. 
Diese Rechnung nndet in der Physik Anwendung auf die 

BewPgung zweiatomiger Molekeln, und zwar in zwei Erscheinungs­
. gebieten, ~ der Bandentheorie und .in der . Theorie. der spezifischen 
Wdrme der Gase. Das einfachste Modell einer zweiatomigen 
Molekel ist ~ie sogenannte "Hantel"; d. h. man denkt sich die 
beiden Atome als Mas~enpunkte in einem festen Abstand l und 
nimmt an, daJ3 das Gebilde um eine zur Verbindungslinie der 
Atome senkrechte Achse mit dem Trăgheiţsmoment A rotiert. 
Eine strenge Begriindung die,ser Annahmen (V ernachlăssigung 
der Drehung um die Atomverbindung und der damit ver-' 
kniipften KreiEelbewegung, Annahme des sta.rren AbStandes) 
bzw. ihre Erganzung durch allgemeinere Voraussetzungen wird 
spater (§ 19) .gegeben werden. 

a) Bandentheorie. Wir nehmen a,_n, daJ3 die Molekel ein 
elektrisches Moment hat (z. B. H CI als Verbindung der Ionen 
H+ und CI:...), dann wiirde sie nach der klassischen Theorie Licht 
ausstrahlen, und zwar Licht von der Frequenz 

aw J 
"= oJ=4n11 A;. 

Oberschwingungen treten dabei nicht auf. Die Komponenten 
des elektrischen Moments ţi in der Ebene der Drehung sind, 
wenn die Massenpunkte die Ladungen e und - e ha ben: 

ţi.,= e(x,- xl) =el cos 2 nw 
ţiY = e (Y.J- y 1) = e lsin (± 2 n w), 

wobei die beiden V orzeichen den b~iden moglichen ])rehungs­
sinnen entsprechen. Die Darstellung der Komponenten von ţ1 durch 
w enthălt also nur je ein FouRIER- Glied -r =;== 1 oder T = - 1. 

Ma.n wird erwarten, daB eine solche Molekel mit Moment 
auch quantentheoretisch ausstrahlt, do~h werden die quanten­
tbeoretischen Frequenzen von den klassiscben verschieden sein. 
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Die Energien der stationăren Zustii.nde sind durch ( 1) gegeben. 
Da nur ein FoURIER-Glied auftritt, kann sich die Quantenzah 
nur um + 1 oder - 1 ăndern, die BoHRSche Frequenzbedingung 
liefert also fiir Emission ( m + 1)- m: 

(2) i'=s~A[(m+1)2 -m2J=s~A(2m+1). 
Vergleicht man diese Formei mit der fiir die klassische Frequenz 

h 
Y=~A·2m, 8n 

so erkennt man an der Beziehung 

- ( 1 Y=Y 1+-2m 
daB der relative Unterschied der beidep Frequenzen um so 
kleiner wird, je groBer m ist. 

Bis auf den kieinen additiven Unterschied der Frequenzen 
geben hier die klassische Th&orie und die Quantentheorie nichts 
wesentlich Verschiede"les, nămlich ein System ăquidistanter Linien 
im Emis::.ions- und Absorptionsppektrum. Es ist dies der.einfachste 
Fall der von DESLANDRES zut-rst empirisch gefundenen Banden­
gesetze. Man schătzt leicht ah, daB diese Linien im Uitrarot zu 
suchen sind. Bei H CI z. B. rotiert da.s Ieichte H- Atom von 
der Masse 1,65 ·10-9 • g wesentlich um das sehr viei schwerere 
CI-Atom in einem Abstand, der die GroBenordnung aller moieku­
Iaren Abstănde, sa.gen wira :lNGSTROM oder a-10-8 cm hat. Dann 
wird das Trăgheitsmonîent 

A= a1 ·1,65·10-t0 g cm'.l, 
die· Frequenz der ersten Linie -

- 5 ·1011 k-1 
Y=~se 

und die W ellenlănge 
, c 2 

JL = -;;;;· = 0,06 · a om . 
y 

Da a von der GroBenordnung 1 ist, handelt es sich um Linien 
jenseits des optisch zugăngliohen Ultrarot. Diese reinen "Ro­
tationsbanden" sind z. B. beim Wasserdampf beobachtet worqen. 
Bei vielen Gasen hat man Banden gefunden, die auf der ver­
einigten Wirkung der Schwingung der Kerne gegeneinander und 
der Rotaei.on beruhen; diese haben den gleicheţJ. Typus ii.qui-
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distanter Linien, liegen aher bei wesentlioh kiirzeren Wellen. 
Wir werden ihre Theorie weiter unten (§ 20) beha.ndeln. 

b) Rotationswărine zweiatomiger Gase. Bekanntlioh 
fiihrt dieselbe Vorstellung von den hantelformigen Molekeln, 
die wir bei den Banden benutzt haben, bei hohen Telllperaturen 
auch fiir die spezifisohen Wărmen OZ'\1 dem riohtigen Ergebnis. 
Man schreibt nămlich einer solchen Hantel 3 translatorische 
und 2 rotatorische Freiheitsgrade zu, indem man die Drehung 
um die Atomverbindungslinie nioht zăhlt. Jedem Freiheitsgrad 
ohne potentielle Energie entsprioht nach dem Gleich.verteilungs­
satz der klassischen statistischen Meohanik die mittlere Energie 
~ ic T, also den 5 genannten Freiheitsgra.dender Molekeln dieEnergie 
i k T; die Molwărme ist also ~ 'R. Nun hat aher EucxEN 1) durch 
das Experiment fesf;gestellt, daB mit sinkender Tempera.tur die 
Molwărme des W asserstoffs sinkt, etwa bei. T = 40° abs. den 
W ert ! R ·erreicht · und weiterhin konstant bleibt. Der W a.sser­
stoff verwa.ndelt sich also gewissermaBen a.us einem zweia.tomigen 
in ein einatomiges Ga.s; seine Rotationsenergie verschwindet mit 
sinkender Tempera.tur. Die elementare Theorie dieses Vorgangs 
ha.t EHRENl!'EST11). gegeben. Die mittlere Energie eines Rota.tors, 
der nur in den Quantenzustănden (1) existieren ka.nn, ist 

wo 
1 

P=-­kT 

ist. Set~. mair fiir Wm die Werte (1) ein, so wird 

Z - ~ -am• 
- ..t:::..~e ' 

m=O 

wo h'l. 
a= Bn"A.p 

1) A. EucEEN: Sitzungsber. d. preuB. ~kad. d. WiBB. 1912, S. 141; 
siehe a.uch :({.. ScHEEL u. W. HEUSE: Ebenda. 1913, S. 44; Ann. d Physik 
Bd. 40, S. 473. 1913 .. 

') P.~HB1llNFEST: Verha.ndl. d. Dtsch.Physika.l.Ges, Bd.15, 8.451. 1913. 
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ist. Die Rotationswarme berechnet EHRENFEST in der W eise, 
daB er fiir die mittlere Energie einer Molekel die doppelte 
m.lttlere Energie eiues unserer Rotatoren annimmt, weil die 
Molekel zwei aufeinander senkrechte Achsen fiir · die Rotation 
zur Verfiigung hat. Die Rotationswarme pro Mol ist also 

c =2N~w .. 
r dT 

d2 
= 2 R a2 d a2log Z . 

Wir untersuchen das Verhalten dieses Ausdrucks fiir tiefe und 
hohe Temperaturen. 

Fiir kleine T ist a gro.B, also e-u sehr klein, daher kann 
die Reihe fiir Z nach den ersten beiden Gliedern abgebrochen 
werden: 

somit 

z = 1 + e-n 
log Z =e-u, 

c,.= 2Ra2 e-", 

und dieser Ausdruck geht mit abnehmendem T (wachsendem a) 
gegen O. 

Fiir groBe T ist a klein, dann kann man in dem Ausdruck 
fiir Z die Summe durch ein Integral ersetzen und hat 

"" 
Z f -am•d 1 V-;; = e m=- -

2 (J 

o 
log Z = - ~ log a + const , 

somit 
Cr= R. 

Die Rotationswarme bewirkt also in der Tat bei wachsen-
der Temperatur ein A:nwachsen der gesamten Molwarme von 
iR auf iR. 

Die Theorie von EHBENFEST kann natiirlich nur eine rohe 
Annăherung an die wirklichen Verhaltnisse geben, da die beiden 
Rotationsfreiheitsgrade nicht unabhăngig voneinander sind. Eine 
genauere Untersuchung hat die Kreiselbewegung der Molekeln 
zu beriicksichtigen 1). 

1) Siehe die zusa.mmenfassende Da.rstellung von F. REICHE: Ann. d. 
Physik. Bd. 58, S. 657. 1919. 
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2. Der 'a.nharmonisr.he Oszilla.tor. Wir wollen die De­
wegung ei nes linea.ren Oszilla.tors von schwa.ch a.nharmonischem 
Charakter beha.ndeln, d. h. eines Systems ..mit einem Freiheits­
gra.d und der HAMILTONschen Funktion 

pz m 
(3) H·= 2 m +Ţ ro02 q2 +aq3 = W, 

wo a klein sein solP). 
Unser erstes Ziei wird sein, die Beziehwng zwisehen Wirkungs­

variable J und Energie W \a.ufzusuchen, und zwa.r in Form 
ei ner Entwicklung nach Potenzen von a. 

Es ist· 

wo 

(4) () 3 mroo2 Il W 
fq=-q---q+-

2a a 

ist. Da.fiir schreiben wir 

f(q) = (e1 - q) (q- e9)(q- e3). 

Fiir kleine a liegen zwei der N ullstellen, sagen wir e1 und e11 , 

in det Nahe von ± 1/ 2 W,, zwischen ihnen findet die Be· r mwo 
wegung sta.tt; die dritte Nullstelle e3 liegt in groBem Abstand 
von O. Wir schreiben d.aher 

f(q) = - e8 (e1 ~ q) (q- e2 ) (1- :) 
(o) v' f(q) = v'- e8 v'(e1 - q) (q- e9 ) (1- 2qe - 8!9

, + · ··) 
3 3 

und'--erhalten folgende Entwicklung fiir J: 

J = ,hpdq=V- 2mae (J. - _.!_J - - 1-J. + ···) ·. 'f 3 o 2 es 1 8-es !1 ~ ' 

1) Dieses Problem hat zuerst S. BOGuBLA wstu, Physikal. ~eitsohr. Bd.l5, 
S. 569. 1914, behaudelt, mit dem. Ziel, die Pyroelektrizită.t mit Hilfe der 
Quautentheorie zu erklăren. Das Phasenintegral ist im Wesentliohen 
eine Periode der zu f (q) gehOrigea elliptisohen Funktion und· lii.Bt sioh 
duroh hypergeometrisohe Funktionen exakt darstellen. Bei der physika­
lisohen Anwendung besohrii.Dkt sioh· auob BOGUSLAWBKI auf kleine a und 
kommt zu deraelben SohluBformel, wie sie im Text gegeben ist. 
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da.rin ist 
Jo = 1 Y~q)(q--.=.eJ dq 
J1 = 1 qV (e1 - q)(q- e9)dq 
~~ = §q9 V(e1 - q)(q- e9)dq. 

Die Integriile formen wir mittelş der Substitution (vgl. Anha.ng II) 

(6) 

um. Wenn q zwischen den Librationsgrenzen e1 und e9 hin­

und hergeht, geht "1' von ; bis ; + 2 n; wir finden so: 
.... 

J. (e1 - e9)"f 9 d o= _2___ cos "P "1' 

o 
1,.. ll;r 

J.=(e• 2 e,y[e•te'lfcos2V'd"''+e. 2' ellfsin"''cos'V'd"'') 
o o 

In 

J, =(el 2 e,r [(el ţ e,rs cos' tpd'ljJ 

o 
lln 2"' 

+ 612 
2 e99 JsiD1pCOS9 1ţld'lf'+(e1 2 egrJsÎD9'JlC0821pd1J'J 

o o 
und 

J _ e1 +e9 .J 
l- 2 & 

J1 = 1~ [5 (er+ e9) 9 - 4 e1 e2 ] ·J0 • 

Die Nullstellen ei ·und e2 erJ:uilten wir, wenn wir. q als Potenz­
reihe von ·a schreiben und unters.uchen, fiir welehe Werte der 
Koeffizienten das Polynom f(q) verschwindet; wir finden so 

el== qo +.a qt + a' q'J' 
e9 =- q0 +.aq1 - a2 q'l, 

(7) 
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wo 

qo =V-~~~' ql =- !!:2' q2 =: ;nf~~4-
ist. Die dritte N ullstelle erhalten wir, wenn wir unterauchen, 
fiir welche Koeffizienten von 

1 ' q = (a ---r- fJ a + r a1 ----1- ... ) a ' 

die Funktion f(q) verachwindet; wir finden ao 

(8) 1 ( w 2 ) e =- a+-a +··· 3 a a·~· ' 
mw~ 

a=- __ _()_ 
2 

Fiihren wir diese Auadriicke in die Gleichungen fiir J 0 , J 1 

und J2 ein, ao erhalten wir nach lăngerer Rechnung 

J = 2 ..7r _!_ (1 + 15 a2 ___!J-"__ + .. ·). 
Wo 4 m3wo6 

Setzen wir die erate Năherung 

W= Wo J=voJ 
2n 

in der Klammer fiir W ein, so · folgt achlieBlich 

( ) W J 15 a2 ( J)2 
9 =Vo - 4(2nvo)smll vo . 

Wir sehen daraus, daB die Frequenz nicht v0 , aondern in dieaer 
Annăherung 

ist. 
Fiir die Ausstrahlung einea atomaren Systema, das aich durch 

einen anharmonischen Oazillator annăhern lăBt, iat ea weaent­
lich, welche Ubergănge zwiachen den durch (9) angegebenen 
Energiestufen nach dem Ko.rreapondenzprinzip erlaubt aind. Um 
dies zu erkennen, berechnen wir q ala Funktion der Winkel­
variabeln w. Fiir diese gilt 

w= :~ = f~jdq= V:a ~~ f,/;(q) 
und mit der Entwicklung (5): 
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berechnen wir wieder mit der Substitution (6) und erhalten 

Setzen wir jetzt die oben gefundenen Werte (7) und (8) fiir­
e1, e!l, ·e3 ein, so wird 

W= .:.!._ dW ["" + -~~ ,; 2 w: cos "1'+ ····]. 
w0 d J m w0 f m w0 

W enn wir die GHeder mit a!! vemachlii.ssigen, konnen wir 

dW 
dJ ="o 

setzen und erha.lten 

(10) w 1 [ +a ,j 2voJ 
= 2.n "1' f (2.nvo)ems cos '1']. 

Aus ( 6) folgt fiir q: 
q = a q1 + q0 sin "1', 

wo wir sin "1' aus (10) zu berechnen haben. Unter Vemach­
lii.ssigung von a' erhalten wir 

q=q0 sin2.nw-a q02 ,(3+cos4.nw) 
2mw0 

und schlie.Blich 

(11) q = 1/ ___ -!_ ___ sin 2 n w- a "o J (3 + COIJ4 n w). f 2 n' v0 m (2 .n "o)' m2 

Die Abweichung der Koordinate q von ihrem Wert beim har­
monischen Oszillator (a = O) ist schon von der Ordnung a, 
wăbrend die Abweicbung der Energie die Ordnung a' hatte .. 
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Der Mittelwert der Koordinate 
unserer Annaberung 

) - 3 Yo J 
(12 q=- a (2nYo)'m2 

wird nicbt nqll, sondern in 

w 
-- 3a ------· 
- . (2 :n Yo)4 m2 

Beim anbarmoniscben Oszillator scbwingt also die Koordinate 
um einen von der Gleicbge-wicbtslage verscbiedenen Mittelwert. 
Die Scbwingung ist nicbt barmoniscb, vielmehr treten Ober­
scbwingungen auf, die erste davon mit einer Amplitude von 
der Ordnung a. 

Auf Grund des Korrespondenzprinzips sind bei unserem 
atoma~en Systeni aucb Quanteniibergange moglicb, bei denen 
sicb die Quantenzahl um mehr alB eine Einbeit ăndert. Die 
W abrscbeinlichkeit fiir eine Ănderung der Quantenzabl um 2 
ist dabei von der Ordnung a'J (Quadrat der Amplitude der 
korrespondierenden Scbwingung). 

Die Tatsacbe, daB der Mittelwert des Ausscblags nicbt 
verscbwindet, sondern proportional der Energie wacbst, bat 
BoGUSLAWSKI1) benutzt, um die Erscbeinung der Pyroelektrizitiit 
zu erklăren. Er denkt sicb die (geladenen) Atome eines azen­
trischen Kristalls anbarmoniscb an Gleichgewicbtslagen gebunden; 
dann wird mit wachsender Temperatur ( d. b. Energie) ein mittleres 
elektriscbes Moment entsteben. BoousLA WSKI bat zuerst fiir 
die mittlere Energie den klassiscben Wert k T gesetzt, spăter 

die Quantentbeorie beriicksicbtigt, indem er fiir die mittlere 
Energie die PLANCKsche Resonatorformel ((5) § 1) benutzte. 

Ferner findet die Tbeorie des anbarmonischen Oszillators 
Anwendung bei der Erklărung des Anwachsens der BpezifiBchen 
Warme fester Korper bei sebr bqben Temperaturen iiber den 
DuLONG-PETirscben We1·t binaus 2) und bei der Erklărung der 
Bandenf'pektren (s. § 20). 

§ 13. Mehrfach periodische Funktionen. 
Ebe wir daran geben konnen, unsere Betrachtungen auf 

SyBteme von mehreren FreiheitBgraden zu iibertragen, miissen wir 

1 ) S. BOGUSLAWSKI: Physikal. Zeitschr. Bd.l5. S. 283, 569, 805. 1914. 
2 ) M. BoRN u.E. BRODY: Physikal. Zeitschr. Bd. 6, S. 132. 1921; aus­

fiihrliche Literaturangaben s. M. BoRN: Atomtheorie des festen Zustandes. 
Leipzig 1923, S. 698. 
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den Begriff der mekrfack periodiscken Funktion einfiihren und 
einige ihrer Eigenschaften untersuchen. 

Definition 1: Eine Funktiân F (z1 · · · z,, y1 · • ·) kat in den 
Variabeln z1 • • • z, die Periode ro mit d~n Komponenten. 

ro1 , ro, ... ro,, 
wenn identisck in den xl ... z, 
(1) F(z1 + ro1 , z, + ro9 • • ·z,+ ro,)= F (z1 , z9 • • .z,) 
ist. 

Deutet man die z1 • • • z, als Koordinaten in einem f-dimen­
sionalen Raum, so entspricht jeder Periode ein Vektor in 
diesem Raum. 

Wenn man in {1} {z1, z9 · · ~ z,) durch {z1 ± ro1, z9 ±- ro9 · · · z, ±ro,) ersetzt und dies~ Operation beliebig oft wiederholt,· 
erkennt . man die Richtigkeit folgenden Satzes: 

Sa. tz· 1: Eine Funktion, die die Periode ro kat, kg,t auck die 
Periode T ro' d. k. die Periode mit den Komponenten T rol' T ro'J ... T ro,, 
wo -r eine beliebige ganze Zakl ist. · . 

W enn die Funktion F ne ben ro noch die Periode· w' bat; so 
erkennt· man, indem man in (1) (zl' z9 • • • z,) durch (z1 + ro1', 

z, + rut' ... z, + wf) ersetzt: 
Sa tz 2 : Die vektorielle Bumme ro + w' zweier Perioden w 

und w', d. k. der Vektor·mlt den Komponenten 
-+-' _+_,· -+-1 . w1 w1 , w, w9 • • • w, w, , 

ist ebenfalls eine Periode. 
Durch Verbindun_g der Sătze 1 und 2 erhălt man den ali· 

gemeinen 
Sa.tz 3: Hat eine Funktion mekrere Perioden 

w<t> = (w<t> w'l> ... ro<t>)· 
1 ' li f 

w<•l = (ro<2) ro<2l .. :w<2l) 
1 ' li f 

w(fl) =(ro<') w<tll ... w<'l) 
1 ' ~ f ' ' 

so ist jede ganzzaklige lineare Kombination dieser Perioden 
(2). z-r,.ro<t,=(.E-r,,wit), Zt,.w~"> ... LJ-r.,.wjil) 

i . " J: J: 
eb8rJjalls eine Periode. 

Î>_efini.tion 2: Man nennt zwei Punkte (z~ ·. · z,) und 
(z/ · · · z/) ăqui1:alent, wenn der Bie verbindende Vektor die Form 
2-r.,.ro<l:l kat. . 
i 

B o rn, Atommechanlk 1. 6 
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Um unwesentliche Ausnahmefălle auszuschlieBen, steUer~ wir 
die Forderung auf : 

Forderung: Die Funktion F soll keine unendlich kleine 
Periode beBitzen, d. h. keine solche, fiir die die Lănge des dar­
stellenden Vektor8 kleiner al8 jede beliebige Zahl i8t. 

Wir betrachten jetzt zwei durch ·parallele Vektoren dar­
ge8tellte Perioden ro und lro. Dann muB l eine rationale Zahl 
sein, andernfall8 konnte man die P~riode (r + 1:' l) ·ro durch 
geeignete Wahl der ganzen Zahlen 1: und 1:' beliebig klein 
machen 1). 

Ist nun q der klein8te N enner, durch den sich Â in der 

Form J!. dar8tellen lăBt, 80 i8t ~ · ro ebenfalls eine Periode. 
q q 

Wir konnen nii.mlich nach einem zahlentheoretischen Satz stets 
zwei ganze Zahlen 1: und 1:' a:n:geben, 80 daB 

q7:+p7:'= 1, 
also 

'1: + 7:' J!. = .!. 
q q 

wird. Wir 8ehen jetzt, daB wir jede Periode, deren Vektor eine 
bestimmte Richtung hat, alB ganzzahliges Vielfaches einer kleinsten 
dar8tellen konnen. 

Von diesem Satz lăBt sich eine Verallgemeinerung angeben, 
die fiir alle Perioden einer Funktion F gilt. U m 8ie abzuleiten, 
denken wir uns alle Perioden nach dem Betrag ihrer Vektoren 
geordnet: 
(3) : ro 1 ::;;; 1 ro' 1 < 1 ro" 1 < · · · · 
Au8 die8er Reihe greifen wir die er8te Periode heraus und die 
erste folgende, deren Vektor eine andere Richtung hat. Diese 
beiden Perioden, die wir jetzt ro< 1l und ă1<8l nemien wollen, 
bestimmen dann eiţl Parallelogrammnetz in der Ebene der ent-
8prechenden Vektoren mit der Eigenschaft, daB jeder Vektor, 
der zwei Eckpunkte dieses Netzes verbindet, ebenfalls eine 
Periode dar8tellt. Damit 8ind aher auch 11lle Perioden erschopft, 
deren Vektoren in dieser Ebene liegen. Gibt es năU11ich einen 
Vektor ro, dessen Endpunkt nicht jn einen N etzpunkt fălit~ 8o 

1) s. Anhang I. 
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gibt es jedenfalls einen Netzpunkt, der von jenem Endpunkt 
um weniger als l w~2l l entfemt liegt. Wiire w eine Periode, so ent­
sprache dem Vektor dieser Entfemung ebenfalls eine Periode; ihr 
Betrag wiire .aher kleiner 
als 1 w<2> l· Zu w<1> und 
w <2> fiigen wir jetzt die 
in der Reihe (3) nachst­
folgende Periode hinzu, 
deren Vektor nicht in der 
durch 'w<1> und â)!ll be­
stimmten Ebene liegt, 
und nennen sie w<a>. 
Diese drei Perioden be-
stimmen da.nn ein paral-

Abb. 6. 

{elflăchiges (3- dimensionales) Gitter, mit den Eigenschaften, 
daB jeder zwei Gitterpunkte verbindende V ektor einer Periode 
entspricht und daB damit auch alle Perioden erschopft sind, 
deren Vektoren in dem durch w<1>, w<2>, w<8l bestimmten drei­
dimensionalen Raum liegen. Setzen wir dieses Verfahren fort, 
bis alle Perioden erschopft sind, was spătestens beim Ober­
gang zum f- dimensionalen Raum der Fali ist, so erkennen wir 

Satz 4. Zu jeder periodischen Funktion F (x1 • .. x,, y1 • .. ) 

oon x1 • • • xf gibt es ein System von Perioden w <1l, w <2> • • • w <u> mit 
der Eigenschaft, da{J sich jede beliebige Periode w der Funktion F 
in der Form 

darstellen lii{Jt; die Anzahl g der Perioden ist dabei hOchstens gleîch 
der Zahl f der Variabeln. · 

Definition 3: Ein System von Perioden, das die im Satz 4 
erwăhnte Eigenschaft hat, hei{Jt ein primitives Periodensystem. 

Wir hatten eben alle Perioden von F durch ein g-dimen· 
sionales Gitter dargestellt. Dabei sind natiirlich nur die Gitter­
punkte wesentlich, nicht die sie verbindenden Vektoren. Wir 
konnen das System w tt> w !2> • • • w <al durch ein anderes System 
von gleichviel (g) Perioden 

6* 
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(4) 

âj(al' = 2J T âj(i) 
i gk 

ersetzen, das die gleicben Eckpunkte lieferto Das ist offenbar 
da.nn und nur dann der Fali, wenn die Determinanta der -r1" 

den Wert ± 1 bat; diese Determinanta stl'llto nii.mlicb odas Ver­
bii.ltnis dar, in dem die Zellvolumina der beiden Gitter steben-

Satz 5. .Alle primitiven Periodensysteme einer Funktion hangen 
durck ganzzaklige linear~ Transformationen mit der Determinante ± 1 
ZUBammen. 

Wir betracbten im folgenden riur solcbe Funktionen, b~i 
denen die Zahl der Perioden im primitiven System gleicb der 
Zahl f P.er Variabeln ist, fiir die die Periodizitii.t gilt. Wir 
betracbten also nur {-facb pedodiscbe Funktionen. 

Fiihrt man statt des Koordinatensystems x1 o o · xf in unserem 
f-dimensionalen Ra.um ein neues Koordinatensystem w1· ··o w, 
ein, dessen Acbsen den Vektoren parallel sind, die einem primi­
tiven Perioaensystem entsprecben, und. fiir das jene Vektoren 
die Einbeiten bilden, so bat die Funktion F, als Funktion der 
w gescbrieben, das primitive Periodensystem 

(5) 

(1, o, O•ooO) 
(0, 1, Oo•oO) 
(0, O, 1 o o. O) 

.(0, o, 0···1)0 

Wir sagen in diesem Fali, F babe die "primitive Periode 1". 
Wir erkennen 

Sa.tz 6. Durck eine lineare Transformation der Variabeln, 
in denen ein~ Funktioo periodisck ist, lii{Jt Bick erreicken, da{J Bie 
die primitive Periode 1 erhiilt. 

Wir wollen jetzt untersucben, wieweit dieses KoordinatEm· 
system w1-, w2 • • • nocb willkiirlicb ist: Zunii.cbst siebt man, daB 
durcb eine Transformation 
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w1 = w1 + 'lf't (w1 w2 • • • w1, y1 y2 • · ·) 

w'J = w'J + 'lf''.l (wl w'.l ... w,, yl y'J .. . ) 

wt= w,+ 'lf'r (wl w'.l· .. -m,, yly'.l·. ·), 
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in der die 'lf' periodisch in den wk sind mit der Periode 1 (sie 
braucht nicht primitiv zu sein), an den Periodizitatseigenschaften 
vor. F (x1 · · · x,, y1 • · ·) nichts geandert wird. Die Gitterpunkte 
des w-Koordinatensystems gehen durch eine einfache Ver­
schiebung in die Gitterpunkte des w- Koordinatensystems iiber. 
Man sielit ferner, daB die angegebene Transformation die ein­
zige ist, bei der dieser Dbergang eine einfache V erschiebung ist. 
Geht man nii.mlich von einem Punkt im w- Raum zu einem 
aquiv!lllenten iiber, BO nimmt jedes wk um eine ganze Zahl zu. 
Um die gleichen ganzen Zahlen miissen die wk zunehmen, wenn 
wir den gleichliegenden Dbergang im wk-Raum ausfiihren. Die 
Differenzen wk- wk miissen also in allen ii.quivalenten Punkten 
denselben Wert haben, d. h. sie sind periodisch in den wk und 
in den wk. 

Nun gibt es aher noch Transformationen, bei d~nen zwar 
die Anordnung der Gitterpunkte geandert wird, aber doch 
Gitterpunkt auf Gitterpunkt abgebildet wird. Jedem der in 
Satz 5 erwahnter; primitiven Periodensysteme in den xk ent­
spricht z. B. eine solche Transformation; dies sind die ganz­
zahligen homogenen linearen Transformationen mit der Deter­
minanta +1. 

Wenn man nun die allgemeinste Transformation, die das 
Periodizitatsgitter in sich iiberfiihrt, zerlegt in eine geeignete 
solch.e lineare und eine. andere Transformation, so mull diese 
zweite die Form (6) haben. · Die gesuchte allgemeinste Trans­
formation ist also 

(7) 

wt = .2 1lk wk + 'lf't (wl · · · w,, Yt · · ·) 
w2 = .1; r'lkwk + 'lf'2 (w1 •• :w,, y1 • • ·) 

w,= .2 'lfk ii\+ 'lf'r(wl ... w,, yl ... ). 

Satz ·7. Alle Variabelnsysteme, in denen eine f-fach periodi~ 
sche Funktion die primitive Periode 1 hat, hăngen miteinander 
durch Transformationen d~r ~rm (7) zusammen, wobei die rik 
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ganze Zahlen Bind, deren System die Determinante ± 1 hţ1t, und 
die 1Jli pe~odisch in den w~< sind mit der Periode 1. 1) 

Mit Hilfe der Variabeln w1 · · · w1 lii.13t sich die Funktion F 
sehr einfach schreiben. Sie lii.Jlt sich nii.mlich als FoURIEB-Reihe 

(8) F(wl···w,)= ~ O 2:ti(r,w,+•swz+···+•rwr> ,.::..; ••••· ... ,e 
-r1 •• ·7:r= -oo 

darstellen, fiir die wir auch kurz 
(8') F (w) = .2) O, e2ni(rw) 

• 
schreiben wollen. Multipliziert man die Funktion F mit 
e-lbd(•'w> und integriert iiber den Einheitskubus des w-Raumes, 
so erhii.lt man 

f F (w) e-lh<i(r'w) dw = 2 o •. f e2"'i[(<W)-(r'w)]dw = o •. ; 
• 

die Koeffizienten der FoURIER-Darstellung lassen sich also m 
der Form 
(9) 

aus der Funktion F gewinnen. 
· :W enn die Funktion F ( w) re eli · ist, so sind 0,1 •• •• r und 

O_,, .. ·-•, konjugiert komplexe Grol3en. 

') Man kann diesen Satz analytisch auch folgendermallen beweisen: 
• Wir suchen eine Transformation 

. wk = {k ( w, w2 · · · wr, Y1 • • ·), 

bei der die Periodizităt der Funktion 

, .·F(.w,w1 ···wr,Y1 ···)=F(w1 i;i2 ···wr, y,· ··) 
in den f ersten Variablen erhalten bleibt. Wenn wir 

fJ< ( w, + 1' w2 . .. :w,, y, . •. ) = wk' 
setzen, wird 
F (u•,'w2' ·· ·wf, y,· · ·) = F ( w, + 1, w2· · ·wr, y,· · ·) = F(w,, w2 .. ·wr, y,· .. ) 

= F (w, w2 • • ·wr, y, · · ·). 
Das bedeutet aber, dall 'wk' und Wk sich um eine ganze Zahl unterscheiden: 

{k ( -w, + 1, w2 • • · -w,, y, ... ) = f-0 w,, uJ2 ••• wr, y, · · ·) + Tkl. 

Entsprechend kann man schllellen 

f!;(w,· .. wz + 1 · · · wr, y, .. ·)=ti. (w,, w2 ... wr, y,· ···) + t'kz. 

Dies · ist aber nur moglich, wenn fk die Form hat: 

f~<(w· .. 1iJ,, y,· ··) = 2:Tkzwz+'Pk(ili,···wr, y, .. ·), 
wo "Pk periodisch in den w ist mit der Periode 1 . 



§ 14 . .Sepa.rierbare mehrfa.ch periodische Şysteme. 87 

§ 14. Separierbare mehrfach periodişche Systeme. 

Unsere nachste Aufgabe bestf'ht darin, die fiir periodische 
Systeme mit einem Freiheitsgrad gefundenen Zusammenhange 
auf Systeme mit mehreren Freiheitsgraden zu iibertragen. Fiir 
ganz beliebige Systeme bat natiirlich die Einfiihrung von 
Winkel- und Wirkungsvariabeln gar keinen Sinn, da diese an 
das Vorhandensein von Periodizitats-Eigenschaften gekniipft sind. 

Wir betrachten zunachst den einfachen Fali, daB die HAMU,­
TONsche Funktion des Systems in eine Summe von Gliedern zer­
fălit, von deren je4es nur ein Variabelnpaa1 q", P~c enthalt: 

H = Ht (qt, Pt) + · · · + H,(q,, Pr)· 
- . 

Man Iost die HAMILTON-JACOBische Gleichung dann durch Se-
paration der Variabeln, indem man 

Hk (q" ~sq") = w1, ,, 
setzt, wo zwischen den W~< die B.eziehung 

W1 +· .. +·W,= w 
besteht. Man sieht, die Bewegung entspricht vollkommen der 
von f unabhiingigen Systemen von je einem Freiheitsgrad. Wir 
betrachten nur den Fali, wo die Ănderung jeder der Koordi­
naten qk periodisch mit der Zeit erfolgt. Dann ist die fo]ge­
richtige Verallgemeinerung der friiheren Betrachtungen, die 
Wirkungsv·ariabeln durch · 

(1) Jk=fpkdq,. 

zu defi.nieren, die Funktion Sk durch qk und J,. auszudriicken und , 

osk 
wl,=o[ 

k 

(2) 
zu setzen. 

Bei s p i e 1: Raumlicher Oszillator. Ein Massenpunkt sei durch irgend· 
welche Krăfte an eine stabile Glt ichgewichtsla.ee gebunden- (z. B. ein 
leichtes Atom in einer M1 lekel, die sonst aus Jauter schweren, a.lso rela­
tiv unbeweglichen Atomen besteht). Dann ist fiir kleine Verriickungen 
die p .. tentielle En~.:rgie eine positiv definite quadra.tische Form der Ver­
riickungskvmponenten. Ma.n · ka.nn dann immer die Achsen des Koordi­
natensystems (x, y, z) in die Ha.upta.chsen des dieser quadtatischen Form' 
entşprechenden Ellipsoids legen. Die HAMIÎ.Tomche Funktion ist dann 
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(3) 
1 m 

H = - (p 9 + p 2 _j_ P-2) + - (w 2 x2 + w 2 y~ -r' w • z2) . 2m X y 1 ... ~ X y z ' 

sie hat alBo die oben angegebene Form. Die Bewegung kann daher als 
Resultante der Schwingungen von drei linearen Oszillatoren in den 
Koordinatenachsen angesehen werden. Es wird somit nach (9) und 
(10) § 9: 

P.v = ")1,:! ''x m J.,- cos 2 n w., 

(4 

wo 

·v-J --- y : •) ' y - 2--2-- s n ~ Jr u y 
:;c vym 

V _J. ____ . 2 

z = -2 ~-- Bm "'U'z' 
n Vzm 

W.x·= l'.x t + (jx, 

ist. Die Energic betrăgt 
(5) W = J'x J:r: + Vv Jy + v. J • . 

Die Bewegung hat einen ganz verBchiedenen Typus, je nachdem ob 
zwischen den v ganzzahlige lineare Beziehungen 

bestehen oder nicht. Nehmen wir zunăchst an, daB dies nicht der Fali 
ist. Wir werden beweiBen (s. Anhang I), daB in solchen Făllen ganz all­
gem~in die Ba4nkurve ein Gebiet von Boviel Dimensionen, als Freiheits­
grade- vorhanden Bind, · voll ausfiillt, indem Bie jedem Punkt dariu be­
liebig nahe kommt. Hier berufen wir uns vorlăufig auf die Anschauung, 
daB die Bahnkurve jedem Punkt eines a.chsenparallelen Quaders beliebig 
nahe kommt, dessen Kanten die Lăngen 

~-­

-· J y V y, 

haben (tăumliche LISSAJOus-Figur). 

V/_2_ -· 
--· J n2 mvz ~ ; 

Um zu erlautern, was fiir Besonderheiten vorkommen konnen, wenn 
eine Kommensurabilitiit zwischen den v besteht, betrachten wir den ein­
fachen Fali, daB '':r: = vy ist. Er tritt dann ein, wenn das der potentiellen 
Energie entsprechende Ellipsoid Rr tationssymmetrie um die z-Achse hat. 
Die Bahnli:urve verlăuft dann auf einem elliptischen Zylinder, der die 
z-Ailhse umschlieBt. Einer bestimmten Bewegung entsprechen jetzt 
nicht ·mehr eindeutig beBtimmte Werte von Jx und Jy, da wir das Kl..or­
dinatenBystem beliebig um die z- Achse drehen konnen, wobei die zur 
z-Achse. senkrechten Kanten des die Bahnkurve beriihrenden QuaderB 
ihre Lăngen ăndern: J. dagegen bleibt eindel!t~ bestimmt als Hohe 
des elliptischen Zylinders, auf dem die Bahnkurve verlăuft (wenn nicht 
neue Kommensurabilităten hinzukommen). Da die Energie 



§ 14. Separierbare mehrfach periodische Systeme. 89 

(6) W=v(Jz+Jy)+v,J, (v., = Vy = v) 

ist, so ist nur die Summe J.., + JY durch die Bewegung bestimmt. 
Wenn vollends alle drei Frequenzen gleich sind, 'so verlăuft die Be· 

wegung auf einer Ellipse und a.lle drei J sind nicht eindeutig bestimmt, 
da da.s Koordinatensystem noch beliebig gedreht werden ka.nn. Die 
Energie ist 
(7) W=v(J..,+Jy+J.), 

die Summe der J wird aJso bei einer solchen Drehung nicht geiindert. 
Fragen wir nun nach den Quantenbedingungen eines solchen System 

von mehreren unabhăngigen Freiheitsgraden, so liegt es nahe 

~ ~=~h 

zu setzen: Im Falia des Oszillators mit zwei gleichen Frequenzen v.., = vy 
haben die Bedingungen 

J.., = n., h, 

offenbar keinen Sinn. Haben wir nămlich eine Bewegung, fiir die bei 
irgendeiner Lage der x- und y-Achse Jx und,Jy ganzzahlige ,Vielfache 
von h sind, so konnen wir stets das Koordinatensystem so drehen, da.B 
die~e Eigenschaft rl!erstort wird; dagegen bleibt die Summe J., + JY ganz­
zahlig. Es hătte also Sinn, 
(9) · J.,+Jy=nh 

zu setzen. Da in . der Energie J., und Jy nur in dieser Kombination 
vorkommen, wiirde diese Quantenbedingung zwar nicht zu einer ein­
deutigen Festlegung der Bahn, wohl aber der Energie fiihren. Fiir J, 
bleibt die Quantenbedingung 
(10) J,=n,h 
sinnvoll. Das Beispiel lehrt also, da.B nur so viele Quantenbedingungen 
angesetzt werden diirfen, als es voneinander verschiedene Perioden gibt . . 

Wenn alle drei Frequenzen zusammenfallen, bleibt nur die eine Be­
dingung 
(11) J., + JY+ J, = nh 

iibrig. Durch sie ist wieder die Energie eindeutig festgelegt. 
Wir wollen genauer untersuchen, wie sich im Falle v., = vy die Wir­

kungsvariabeln ăndern, wenn wir das Koordinatensystem drehen. Zu 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y ·mogen die Wirkungsvariabeln Jx, Jy 
gehoren, zu den Koordinaten 

x = x cos IX - y sin IX 
y=xsina+ycOSIX 

die Wirkungsvariabeln Jz, J11 • Driicken wir in 

V J- = -1- P-2 + m ro2 x2 

"' 2m "' 2 
J 1 1 m 2 _ 2 

" ii=2mPii +2!'-' Y 
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die iiberstricht>nen Koordinaten und Impulse durch die un~estrichenen 
aus (die I~pulse transformieren sich wie die K?ordinaten), so folgt 

J- = (-1- p 2 + m ro2 x2) cos2 a+ (-1- p 2 +·m ro2 y2) sin2 a 
z llm "' \! 2m Y 2 

- ( _!_ Px Py + m w2 x y) sin a cos a , ,m 

vJ- = (-1-px2 + m w2 x2) sin2 a+(_!_ p 2 + m w2 y2) cos11 a 
11 2m 2 2m Y 2 · 

+(!PzPy+mw2 xy) sinacosa. 

Die Koeffizienten von cos2 a und sin2 a sind offenbar die GroBen v Jx 
und v JY. Den Koeffizienten von sin a cos a bestimmen wir aua den 
Transfurmationsgleichungen ( 4) und erhalten 

Jz = Jx cos2 a+ Jy sin2 a- 2 YJ"' Jy cos (w.,- wy) sin a cos a, 

J 11 = Jx sin2 a+ JY cos2 a+ 2fJ"' JY cos (wx- Wy) sin a cos a. 

Dariu ist in unsert>m Folie w"' - Wy eine Konstante ; die Konstanten 
Jx, JY miissen ja auch in Konstante Ji, J 11 iibergehen. 

Die Transformation, die die zu einerp. rechtwinkligen Koordinaten­
system gehorigen Winkel- und Wirkungsvariabeln in die zu einem an­
deren rechtwinkligen Koordinatensystem gehOrigen iiberfiihrt, ist keine 
~olche, die Winkel- und Wirkungsvariable unter sich transformiert. Viel­
mehr geht die lwnstante Differenz der Winkelvariabeln in die Trans­
formationsgleichungen fiir die J ein. Wir werden ein entsprechendes 
Verhalten noch bei einem zweiten Beispiel und spater ganz allgemein 
im Falle der Entarţung finden. 

Es kann vorkommen, daB die H.AMILTONsche Funktion zwar 
nicht additiv zerfăllt in Glieder, die hur von einem Variabeln­
paar qk pk abhăngen, daB sich aber die HAMILTON-JACOBische 
Gleichung durch 8eparation der Variabeln losen lăBt, d. h. durch 
den Ansatz 

·Dann ist 
8 = 81 (ql) + 82 (q'J) + ... + 8 r(qr) · 

o8k 
P,, = oqk 

eine Funktion von qk allein. Wir nehmen jetzt an, daB jede 
det Koordinaten q,, sich so verhălt, wie wir es oben (~ 9) bei 
Systemen von einem Freiheitsgrad voraussetzten, d. h. daB qk 
.entweder periodisch mit der Zeit zwischen zwei festen Libra­
tio,nsgrenzen hin- und herschwankt oder daB das entsprechende 
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pk eine periodische 
und der Rotation ). 
Integrale 
(12) 

Funktion von qk ist (Fall der Libration 
Da die iiber eine Periode genommenen 

Konstante sind, konnen wir auch hier die J k statt a1 a~ · · · 

als konstante Impulse einfiihren. Die Funktion H hangt dann 
nur von den Jk ab; S la!3t sich als Funktion der qk und der 
Jk schreiben. Statt der qk wird man jetzt die zu· Jk konju­
gierten Gr6Ben w1, einfiihren, die mit den qk durch die Gleichungen 

( 13) 

zusammenhangen. 
Wir behaupten jetzt, daB die so eingefi.ihrten Variabeln 

wk Jk ganz ahnliche Eigenschaften haben, wie w und J bei 
einem Freiheitsgrad, daB namlich die q" mehrfach periodische 
Funktionen der w1, sind mit dem primitiven Periodensystem 

(1, O, O · · · O) 
(0, 1, O .. · O) 
(0, O, 1 .. ·O) 

(0, o, b ... 1). 

Wir suchen die Ănderung von wk wahrend eines Hin- und 
Hergangs bzw. wahrend eines Umlap.fs einer Koordinate q" bei 
festgehaltenen iibrigen Koordinaten: 

A rh owk LJh wk = :r oqh dq". 

Nun folgt durch partielles :Oifferenzieren der Gleichung (13) 

ow" = .2) o2 S~___ = ~ .2)oS1 =~oS" 
oq" l oJk oq" cJ,, l oq" cJ" oq" 

und hieraus durch Integration 

Ll" w" = 0~ rh ~q8"dq" = ~~" = { ~ 
k :r. h k 

(h =le) 
(h + k). 

FaBt man jetzt die Funktionen q1 ( w1 · · • wfi) ins Auge und ver­
mehrt man wk um 1, wahrend die andern w ungeandert bleiben, 
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so durchlauft q~ eine Periode; die andern q konnen zwa.r von 
den w,. ahhangen, aher sie kehren zum Ausgangspunkt zuriick, 
ohne eine Periode zu durchlaufen (wiirde z. B. q1 eine Periode 
durchlaufen, so wiirde w1 um 1 zunehmen). Hieraus folgt 
unsere Behauptung. 

Es kann dahei vorkommen, dall ein hestimmtes q nicht von 
allen der w,. ahhangt, also nicht. voll {-fach periodisch ist; 
aher das System aller q zusammen hăngt natiirlich von allen 
wk ah. 

Bei unserer Behandlung des rii.umliohen Oszillators hing z. B. jede 
der Koordinaten nur von einem w ab. 

Unter allen Umstanden laBt sich q,. darstellen ala FOURIER· 
Reihe in der Form 

(14) 

' Wir hekommen die w als Ftinktionen der Zeit a.us den kano. 
nischen Gleichungen: 

(15) 

Als Funktion von t geschriehen: 

q'k = 2} o;i). e2:n:i[(Tv)H(•ci)J, 

(n) = rl ,..1 + r, "s + ... + r,,.., 
(r~) = rl ~1 + Ts~s + ·· · + 't"f~f' 

ist q,. im allgemeinen nicht periodisch, sondern dann und nur 
dann, wenn f- 1 rationale Beziehungen zwischen den ,.. he­
stehen (z. B. wenn alle ,.. gleich sind). Periodizitii.t der Be-

wegung hedeutet nămlich, dall alle Einzelperioden _!_ ein ge· ,.,. 
meinsames Vielfaches ( sagen wir ~) ha hen, d. h. daB eine Be­

ziehung 

existiert; das sind aher (f- 1) rationale Beziehungen zwischen 
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den v. Umgekehrt lassen sich aus (f - 1) unabhangigen 
Jinearen homogenen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten 

U "1 + Tlll V!l + ... + T1f"f =O 
Tu 'V1 + T92 Y2 + ... + T'J(Vf= 0 

T(-1,1 Y1 + T(-l,'J 'V'J + ... + T(-l,(yf = 0 

die "k bis a.uf einen willkiirlichen Faktor " bestimmen 

yk = YTk', 

wo 1:; ganzzahlig gewăhlt werden kann. Die FoUBIER-Da.r­
steUung der Koordinaten q,. erhălt in diesem. Falle die Form 

q = "\~ 0(i) e2ni[(r, T1'+<• <•' + • • • +•r•/)>'t+(<.J)j; 
k .,L.; ••...• , 

T 

a.uch ihr sieht man ohne weitert>s die Periodizităt an. 
Im nichtperiodischen Fali ist die Bewegung analog dem, 

was man bei zwei Dimensionen eine LISSAJOUs-Bewegung nennt, 
die nur bei Giiltigkeit einer rationalen Beziehung zwischen 
den v gesohlossen ist. Die Bahnkurve im. w-Raum kommt 
nămlich (wie im Anhang 1 bewiesen wird) jedem Punkt des Ein­
heitskubus beliebig nahe, wenn man sie dadurch auf diesen 
Kubus beschriinkt, daB man jeden Bahnpunkt durch den ăqui­
valenten Punkt des Einheitskubus ersetzt. Der Obergang vom 
w-Raum zum q-Raum bedeutet eine stetige Abbildung; die 
Ba.hnkurve im q-Raum kommt daher jedem Punkt eines f-di­
mensionalen Gebiets beliebig nahe. 

Die Astronomen nennen solche Bewegungen bedingt periodisc:h. 
Aus ~der Tatsache, da.B die Funktion 8 jedesmal um J,. 

wii.chst, wenn die Koordinate q,. cine Periode durchlăuft und 
die anderen q ungeii.ndert bleiben, kann man ( wie im § 9) 
schlieBen, daB die Funktion 

(16) 8*·= 8- ,2w1J,. 
k 

eine mehrfac:h periodisc:he Funktion der w mit der primitiven Periode 1 
ist. Denn ii.ndert sich w,. um 1 und bleiben die a.ndern w 
ungeii.ndert, so durchlăuft q,. eine Periode und die andern q 
kehren zum Ausgangswert zuriick, ohne eine Periode durch­
laufen zu haben, d. h. 8 ~ţimmt um J,. zu und 8* bleibt 
ungeăndert. 
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8* laBt sich statt 8 als Erzeugende einer ka.nonischen Trans· 
formation ansehen, die die qk und pk in die wk und Jk iiber­
fiihrt. Die Gleichung 

. d8 
.J:pkqk =- l)wkJk + at 

ist namlich gleichbedeutend mit 

und diese liefert 

(17) 

~ . "'J . dS* 
~ Pk q" = 2.J "wk + -riT ' 
die Transformation 

o 
J 11 = --S*(q,w), 

owk 

~-S*(q,w). 
oq" 

Hieraus konnen wir einen einfachen Ausdruck fiir die mittlere 
kinetische Energie im Falle der nichtrelativistischen Mechanik 
ableiten. Es ist namlich 

Wahlen wir den Zeitraum (t1 , t-a) hinreichend lang, so folgt 
e. 

2T=-1-f '\lJ V dt t -t ~ k.,. 
2 t. 

t, 

C18) 2T=.l}Jkvk. 

Die hier eingefiihrten~ Integrale J 11 (12) scheinen sich ohne 
weiteres zur Formulierung von Quantenbedingungen in der Form 
Jk = nk h darzubieten. Der Definition nach sind sie aher an 
ein Koordinatensystem (q, p) gekniipft; man muB daher zu· 
nachst die Bedingungen untersuchen, unter denen dieses Koor­
dinatensystem, das du:rch die Forderung der Separierbarkeit 
festgelegt wurde, eindeutig bestimmt ist. Wir werden also 
untersuchen, ob es Punkttransformationen ( d. h. Transforma-
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tionen der Koordinaten unter sich) gibt, die Separationsvariable 
fn St>parationsvariable iiberfiihren. 

Wir nehmen an, daB es ein Koordinatensystem gibt, in dem 
die HAMILTON-JACOBische Gleichung der betrachteten Rewegung 
<Separierbar ist. Wir P.ehmen weiter an, daB zwischen den 
Perioden der Bewegung keine von den Anfangsbedingungen 
unabhăngige, wir sagen "identische" Kommensurabilităten be­
stehen. Dann konnen wir die Anfangsbedingungen so wăhlen,. 
daB sich die Bahn nicht schlieBt. Wenn eine Variable qk eine 
Libration ausfiihrt, so verlăuft die Bewegung zwischen zwei 
bestimmten (f- 1)-dimensionalen Ebenen qk = const, die sie 
abwechselnd beriihrt. Wenn q" aber eine Rotation ausfiihrt, 
kann man sie auf den Bereich von O bis wk beschrănken, wo 
wk die zugehorige Periode ist, indem man die Teile der Bahn in. 
den Abschnitten 

(r wk, (r + 1) wk) 
in den Abschnitt (O, wk) 
zuriickverlegt: Die ganze 
Bahn verlăuft dann inner­

1 \ 
' 1 
1 1 
1 1 
1 \ 

1 \ 

li \ f 
( 1 \ 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 ' 1 

halb eines f· dimensionalen ""o-------=~t-:----------'11!!.? 
Quaders, der nach den 
Koordinatenachsen orien­

Abb. 7. 

tiert ist. Die (f- 1) -dimensionalen Ebenen, die den Quader be­
grenzen, haben eine vom Koordinatensystem unabhăngige Be­
deutung. Durch Ănderung der Anfangsbedingungen konnen 
wir die Abmessungen des Quaders verăndern und so die in­
varianten Ebenen verschieben. Hieraus folgt, daB die Koor­
dinatenrichtungen invariante Bedeutung haben und nur die 
Skala jeder einzelnen' V ariabeln geăndert werden kanih 

Beim Fehlen identischer Kommensurabilitiiten hăngen alle Koor­
dinatensysteme, in denen Separation der Variabeln m6glich ist,. 
durch eine Transformation der Form 

qk = fk (qk) 

zusammen. Die zugehorigen Impulse transformieren sich nach. 
(10) § 7 mittels der Glejchung 

- dfk + ( ) pk = pkd- gk ql ... qf' 
qk ' 
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also wird 

~pk dqk = ~pk~::dqk+ ~ gkdqk. 

Das zweite Integral der rechten Seite verschwindet (wegen des 
ge1whlossenen Integrationsweges) und das erste Integral wird 

~p,.dq,,. 

Die Integrale J" sind also wirklich eindeutig bestimmt. 

Eeim răumlichcn Oszillator erfiillte im allgemeinen Fall die Bahn­
kurve einen Quader. Beim Fehlen von identischen Kommensurahilităten 
sind also die rechtwinkligen Koordinaten oder Funktionen von ihnen die 
einzfgen Separationsvariabeln, und die Integrale ./..,, J.., und J. haben 
invariante Bedeutung. 

Wenn identische Kommensurabilitii.ten bestehen, so fiillt die 
.Bahnkurve den Quader im q-Raum nicht vollig aus, 'und die 
Koordinatenrichtungen brauchen nicht mehr invariante Be­
deutung zu haben. Die J,. brauchen dann auch nicht eindeutig 
bestimmt zu sein. 

So konntcn wir beim rii.u,mlichen Oszillator im Falle "• = v11 das 
Koordinatensystem beliebig um die z-Achse drehen, ohne da.B die St>pa­
ration gesti:irt wurde; wir erhielten in den verschiedenen Koordinaten­
systemen aucb verschiedene J., und J11 • Femer sind die rechtwinkligen 
Koordi~aten nicht die einzigen, in denen der Oszillator .fur v. = v11 sioh 
durch Separation behandeln lii.Bt. . . 

Um dies zu zeigen und zugleich ein Beispiel zu geben ftir die LO­
sung der HAMn.TON.JACOBUoben Gleichung duroh Separation in einem 
Falle,' wo sie cicht additiv zerfii.llt, wollen wir den răumlioben Oszillator 
fur ""' = v11 =" mit Zylinderkoordinaten bebandeln. Die kanonische 
Transformation (12) § 7: 

X=f'COStp 

y = rsin 'P 

Z=Z 

Pr = Pz cos tp + p11 sin tp 

p'P =- p.., r sin tp + Pv r cos tp 

p. = p. 

fuhrt die HAMILTONsche Funktion uber in 

H 1 ( s 1 1 2) "' ( 1 1 1 1\ = 2 m Pr + P• + r' Ptp + 2 ro r +ro, z 1 • 

Wir versuchen, die HAMILTON-JACOBisohe Gleichung 

(f~)' + (::r + :~ (~!)' +m'(w',.+w'.z') = 2mW 

mittels des Ansa.t.zes 
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zu losen. Da rp zyklische I):.oordinate ist, wird 

s'P = a'P 'P. 

J:t'assen wir nun die von z abhăngigen Glieder zusammen und setzen 
sie gleich einer Konstanten, die wir mit m2 w,2 a, 2 bezeichnen: 

so bleibt fiir die von r abhangigen Glieder 

(dSr)• +a~ + m2 w2 r2 = 2 m W- m2 w 2 a 2 
dr r• • • · 

Bilden wir die drei Wirkungsintegrale, so lassen sich zwei sofort aus­

fiihren (und zwar J, unter Einfiihrung der Hilfsvariabeln '1' =arc sin__:_ 
IXz 

wie im § 9); wir erhalten: · 

~ f 2 W 2 2 a 2 d J = mw • - m w, a, 2 'P r 
r -r+--.- r----

m w2 m2 w2 r 

J'P=2:Tta'P 

J, = m w, f Y a, 2 - z~ d z = ;;t m w. a, 2 • 

Das erste Integral erhălt d,urch die Substitution r 2 = x die Form 

Jr=- -a+2 bx-x2 -mw~F dx 
~ X ' 

wo 
W 1 2 2 b = --2 mw. a, 

mw2 

ist. Dieses Integral lăJ3t sich nach einer der im Anhang angegebenen Me­
thoden auswerten. Man erhălt (vgl. (5) im Anhang II): 

Driickt 
fiir die 

(20) 

mw - (W mw,2 a,2) 
Jr=2·2.n-(b-fa)=n CQ-a'P--2-;:;;--. 

man hierin a'P und a. durch J'P und J, aua, so bekommt man 
Energie 

W = Y (2 Jr + J 'P) + Y z J., 

Man sieht an den Gleichungen (19), daJ3 Jr und J'P vollkommen andere 
Bedeutung haben ale die GriiJ3en J"' und Jy bei Separation in recht­
winkligen Koordinaten; z. B. ist jetztJ'P das.2n-fache des Drehimpulses 
um die z-Achse. J. jedoch bat die gleiche Bedeutung wie friiher; ferner 
bedeutet der Faktor von ", nămiich 2 J, + J 'P, dasselbe wie friiher 
Jx + JY (er ist der v-te Teil der Energie eines Oszillators, bei dem die 
in heiden Făllen gleichbedeutende Gro13e J. gleich O ist). Die Quanten­
bedingungen 

Born, .Atommechanik I. 7 
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2 J,.+J,P = nh 
J, = n, h 

hiitten hier also einen Sinn. Dagegen wiirde die Festlegung von J,. und J 'P 
einzeln durch solche Bedingungen zu ganz anderen Quantenbahnen 
fiihren, als die entsprechende Festlegung von J.., und Jy bei einem be­
stimmten rechtwinkligen Koordinatensystem. 

Wir betrachten jetzt naher den Zusammenhang zwischen den w", 'llfy, 

J", Jy und den w,., wcp, J,., Jcp. Es ist 

Jcp=2:n:p'P, 
wo 

Pq;=m(xfJ-yx) 

die Komponente des Drehimpulses um die z-Achse ist. Driickt man 
hierin x und y durch die Winkel- und Wirkungsvariabeln nach (9) § 9 
aus, so erhiilt man: 

(21) 

Hier ist w., - wy = lJ.,- l!y eine Konstante. Dagegen ist 
w.., + Wy = ,. t + lix + liy 

l:l 2 

gleich der zu J'P konjugierten V~riabeln w'P = 2rp:n:. 

J,. bekommen wir aus der Gleichung 

und finden 
2 J,. + J 'P = J.., + Jy 

Den Ausdruck fiir 

1 1 ,--. 
J,. = 2- (Jx + Jy)--;; l J.., Jy sm 2 :n: (w.,- Wy). 

Die Gleichung fiir w,. endlich kann so erhalten werden, daB man w,. mit 
Hilfe der Bewegungsgleichungen aus J,. und J'P berechnet und fiir 
diese GroBen die eben gewonne1;1en Ausdriicke einsetzt. 

Die Transformation, die das Variabelnsystem w,. w'P J,. J'P mit dem 
System w,.. wy J" Jy verbindet, ist auch hier keine solche, die die w 
unter sich und die J unter sich verkniipft. Vielmehr geht die konstante 
Differenz w"'- wy in die Beziehungen zwischen J'P J,. und J.., Jy ein. 
Wir werden sehen, daB jedes entartete System dieses Verhalten zeigt. 

§ 15. Allgemeine mehrfach periodische Systeme. 
Eindeutigkeit der Wirkungsvariabeln. 

Bisher haben wir nur solche mechanischen Systeme der 
Quantentheorie unterworfen, deren Bewegung sich durch Sepa­
ration der Variabeln berechnen lăBt. Wir wollen uns· jetzt all­
gemein fragen, wann man solche Winkel- und Wirkungsvariabeln 
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wk und Jk einfiihren kann, die sich zur Anwendung der Quanten­
theorie eignen. Hierzu ist in erster Linie notwendig, die J durch 
geeignete Postulate so festzulegen, daB nur noch ganzzahlige 
lineare TransfOTmationen mit der Determiante ± 1 moglich sind; 
denn nur dann haben die Quantenforderungen 

(1) Jk=nkh 
einen Sinn. 

Indeni wir unsere bisherigen Betrachtungen verallgemeinern, 
fassen wir mechanische Systeme ins Auge 1), dere'n HAMILTON· 
sche Funktion H(q1 , p1 • .. ) die Zeit nicht explizit enthalt. Wir 
nehmen weiter an, es lassen sich aus den q,., p,. neue Variabeln 
w,., J,. durch eine kanonische Transformation mit der Erzeu­
genden B (q1 ,J1 • · • q1, J1) 

(2) 

as 
p,. = oq,. 

{)8 
Wk= ()J 

k 

so einfiihren, daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 

(A) Die Lage des Systems soll periodisch von den wk abhiingen 
mit der primitiven Periode 1. Die qk, die eindeutig durch die 
Lage bestimmt sind, sollen periodische Funktionen der wk sein 
mit der primitiven Periode 1; wenn qk durch die Lage nur 
bis auf ein Vielfaches einer Konstanten (etwa 2 n) bestimmt 
ist, soli es auch nur modulo dieser Konstanten (2 ir,) periodisch 
sein. In dem letzten Falle gibt es auch Funktionen (z. B. 
sin qk), die im eigentlichen Sinne (des § 13} periodisch in den 
wk sind. 

(B) Die HA.MILTON8Che Funktion geht in eine Funktion w uber, 
die nur 'von den J" abhiingt. 

Daraus folgt, da/3 die wk lineare Funktionen der Zeit und 
die Jk konstant sind. Die Funktionen q" (w1 · · · w1) haben- ein 
kubisches Periodizitatsgitter im w-Raum, die Kantenlange der 
Zellen ist 1. 

Es lal3t sicli nun leicht zeigen, daJl durch die beiden Be­
dingungen (A) u~d (B) die Gro13en Jk noch nicht eindeutig (bis 

1) Die folgenden Bedingungen nach J. M.· BuRGERS: Het Atoommodel 
van RuTHERFORD·BOHR (Diss. Leyden). Haarlem ~918. § 10. 

7* 
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auf eine ganzzahlige Transformation mit der Determinanta ± 1) 
festgelegt sind. 

Eine einfacbe kanoniscbe Transformation, die die Be­
dingungen (A) und (B) unversebrt lii.'.l3t, ist nai:Qlicb 

(3) 
w" = w"+ f"(Jl ... J,) 

bei der die ck Ko:n.stante sind. Die Willkiir in der Wahl von 
c" stOrb die Anwendung der Quantenbedingungen (1 ). Sind 
nămlich die J.,. als · ganzzablige Vielfache von h festgelegt, so 
sind es die J,. ,im aUgemeinen nicht. W.ir miissen also diese 
Willkiir ausschlieBen. Wir tun es, indem wir eine friiher bei 
separierbaren Systemen gefundene Eigenschaft der w und J all­
mein fordem: 

(C) Die Funlction 

(4) 8* = 8"- ,J;w"J", 
le 

welche die Erzeugende unserer Transformation (q" P1c- w" JJ in 
der Form 

(5) 

ist, soll periodische Funktion der w"r sein mit der Periode 1. 

Es ist dabei gleichgiiltig, ob wir 8* als Funktion von q" 
und w,. oder von Jk und w,. auffassen, da die q" auch in den 
wk periodisch sind. 

Fordert man in ( C), da.l3 1 primitive Periode ist, so wird 
(A) iiberflîissig; Berechnet man nămlich aus dem zweiten Glei­
chungssystem die q" als Funktionen der w" und J", so werden 

. si~ . periodisch in den w,. mit der primitiven Periode 1. Aus 
dem .ersten Gleichungssystem ersiebt man iiberdies, daB dasselbe 
fqr die pk giltr. 

Wir baban jetzt zu beweisen, daB die Bedingungen (A), 
(B) und (C) wirklicb gen~gen, um Quantenbedingungen der 
Form (1) sinnvoll anzuwenden; w.ir fiihren den Beweis, indem 
wir die allgemeinste "tcanonische Transformation 
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aufsuchen, die die Bedingungen (A), (B) und (O) ungeăndert lăfJt. 
Wir suchen die erste Reihe der Transformationsgleichungen 

auf, nămlich die fiir w,.. Mit Riicksicht auf (A) mu.B die Trans­
formation das System der Gitterpunkte,. die der primitiven 
Periode 1 entsprechen, in sich selbst iiberfiihren. Nach (7) 
§ 13 miissen sich dann die wk .folgenderma.Ben transformieren: 

(6) w,. = -ru w1 + ... + -r,. 1w1 + "P,. (w1 , J 1 , w"',J~, .. . ) . 
Dabei hat das System der ganzzahligen -r«z die Determinanta+ 1. 
Die 1p sind periodisch in den w,. mit der Periode 1 und, als 
Funktionen der w,. geschrieben, auch in diesen; sie lassen ~ich 
also in der Form 

"P = .L) Ca e2ni ca, w, +···+arwr) 

darstellen. Die Bedingung (B) bringt eine neue Einschrănkung. 
Als Funktionen der Zeit betrachtet, miissen die w,. wie die w" 
linear sein; aus (6) folgt, da.B dann auch 1p,. lineare Funktionen 
der Zeit, wegen der Periodizităt also konstant sein miissen. 
Das bedeutet aher, da.B im Exponenten der FoURIER-Darstellung 
nur solche Kombinationen der w,. auftreten, fiir die 

a1 w1 + · · · + a1w1 = (a1 v1 + · · · + a1v1) t + (a1 b1 + · · · + a1b1) 

von t unabhăngig, also (identisch in den Jk) 

ist. 

a1 v1 + · · · + a1v1 = O 

v" bedeutet dabei die Ableitung ~JW. 
o k 

Der Fali, wo identische Beziehungen 

(TV) = T1 V1.+ · • • + Tr1'f = 0 

zwischen den Frequenzen bestehen, wird ganz allgemein in 
UQseren Oberlegungen eine gro.Be Rolle spielen. Wir nennen 
Systeme. bei denen er eintritt, entartete Systeme; die iibrigen 
nennen wir nichtentartet. 

Auch der Fali, wo nur fiir bestimmte Werte der Jk Kommensurabili­
tătsbeziehungen gelten, wird uns beschăftigen; da.s mechaniscbe Sylltem 
ist dann nicht entartet; aher die betr. Bewegungen, fiir die ('r ")=O ist, 
wollen wir zufiillig entartet nennen, wăhrend die Bewel!"ungen eines ent­
arteten Systeme [(r 1•) =O identisch] eigentlick entartet heWen sollen. 
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Wir betrachten zunăchst nic"/j,tentartete Systeme. Fiir diese 
hat die Transformation ( 6) die Form 

(7) wk = 2'lkl w, + 'P1< (Jl · .. J,) · · 
1 

U m nun die zweite Reihe der Transforma.tionsgleichungen 
fiir den Fall eines nichtentarteten Systems zu finden, bilden · 
wir zur Transformation (7) die Erzeugende. Sie lautet: 

V(w1 , J1 · .. w,, J,) = 2'lk 1 Jk w1 + lfF(J1 .•. J,) + F(w1 • .• w,), 
kl 

wo lfF die partiellen Ableitungen 1p1< hat 1). Die zweite Reihe 
der Transformationsgleichungen wird jetzt 

(8) J7, = ~.! = )'r,~<JI + fkCwl .. ·w,). 
v wk ...::...t 

1 

Um zu sehen, ob die Transformation 

(9) 
wk = L}t" 1w1 + "1-'" (J1 .. • J,) 

1 

Jk=L:rlkJ, +fll(ii\ ... w,) 
1 

wirklich die Bedingungen (A), (B) und (C) ungeăndert lă.Bt, 
oder ob wir die Gesamtheit der zulăssigen Transformationen 
noch einschrănken miissen, zerlegen wir sie in drei Transfor­
mationen 
(10) 

(11) tuk = ftkliiîl' ~." = ftlk ~~. 

(12) iiîk=re.,., J.,.=~.,.+fk(w1 ... w,). 
Alle drei sind kanonisch; man kann nămlich zu jeder eine 
Erzeugende im Sinne des § 7 angeben. 

Die erste Transformation (10) lă.Bt (A) und (B) unverletzt. 
DaB sie auch (C) unverletzt lăBt, sehen wir folgendermaBen 
ein: Sind 8 (q, J) u:nd 6 (q, ~) die Erzeugenden von Transfor­
mationen der Form (2), die q, p in w, J und tu,~ iiberfiihren, 
80 gilt 

1 ) Man sieht daran, daB die.tp.,. in (7) gewisse Differentialbeziehungen 
erfiillen miissen, damit di.e Transformation kanonisch ist. 
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da die bei der Differentiation konstant gehaltenen Variabeln 
dieselben sind, folgt, daB 8 - 6 von q,. unabhăngig ist. Fiir 
8* - 6* gilt dann 

8* - 6* = 8- 6- _2w,. J,. + .2(w"- tp.J Jk 
k k 

~8- 6- _2tp,.Jk; 
k 

daran sieht man,. daB (C) unverletzt bleibt. 
DaB (11) die Bedingungen (A) und (B) unverletzt 1ăBt, sieht 

man ohne weiteres; fiir (C) schlieBen wir folgendermaBeno Fiir 
6* (q, to) . und 6* (q, tu) gilt einmal: 

o 6* o6* 
oq,. = oqk = p,.; 

da bei d-er Differentţation dieselben Variabeln-konstant gehalten 
werden (die to werden ja in die tu mit nicht verschwindender 
Determinanta transformjert ), folgt, daB 61\' - 6* von q nicht 
abhăngto Andrerseits ist 

o6* = L)1: o6~ = L)o6* oto1 = â6* 0 

aw,. 1 '" oto1 , &1):11 atu,. atu,. 

und daraus folgt, daB 6* - 6* auch von den tu und to nicnt 
abhăngt. 

Dafiir, daB die Gesamttransformation (9) die drei Be­
dingungim unversehrt lăBt, ist nun notwendig und hinreichend, 
daB es fiir (12) der Fall ist. 

Fiir 6* (q, ro) und 8* (q, w) gilt: 

also 

6* - 8* = R (w 1 o o o w ,) • 
Weiter gilt 

also 
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aR (- _) ,;,- = - f~c wl ... wf . 
uw,. 

Soli (C) bei der Transformation (12) unverletzt bleiben, so muB 
R periodisch von den w,. abhangen, f,. · ist also durch eine 
FouRIER-Reihe ohne konstantes Glied darstellbar. Soli (B) 
unverletzt bleiben, so da.rf f~c. nicht von der Zeit abhangen. 
Aua beiden Bedingungen folgt das Verschwind~n der '{" . 

Wenn f,. =O ist, so bleiben (A), (B) und (C) miverletzt. 
Damit haben wir bewiesen, da.B fiir die Wirkungsvariabeln 

die Transformation 

(13) 

die allgemeinste ist. .Wenn wir jetzt die J,. ala ganzzahlige 
Vielfache von h festlegen, so sind auch die J,. ganzzahlige 
Vielfache von h und umgekehrt. 

Wenn wir bei unseren Uberlegungen uns auch von dem 
J . 

Gedanken der ganzzahligen k haben leiten lassen, so wollen 

wir doch zunachst den bewiesenen mechanischen Satz unabhangig 
von aller Quantentheorie aussprechen: 

Eindeutigkeit88atz fur nicht entartete Systeme: Wenn wir in 
einem mechani8chen Sy8tem Variable w,. und Jk einfUhren k6nnen, 
so da{J die Bedingungen (A), (B) und (O) erfullt Bind, und wenn 
zwi8chen den Gro{Jen 

aw 
v,.= oJ 

k 

keine Kommen8urabilităt besteht, . 80 Bind die J" eindeutig bestimmt 
bi8 auf homogene lineare ganzzahlige Transformationen mit der 
Determinante + 1 . 

Wir gehen jetzt zur Behandlung entarteter Systeme iiber. Wenn 
zwischen den v,. eine Anzahl (f- 8) Komnwnsurabilitătsbe­
dingungen 
{14) .2}.,;,. v,. =o 

" ' 

bestehen, so konnen wir durch eine kanonische Transformation, 
die die Bedingungen (A), (B) und (C) ungeăndert laBt, erreichen, 

daB f- 8 der Frequenzen ii,.=:; verschwinden und zwi-

" 
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echen den 8 iibrigen keine Beziehung der Form (14) besteht. 
Nennen wir die neuen Variabeln wieder wk und Jk, so haben 
wir 

'Pa inkommensurabel, a = 1,2 · · · 8, 

v11 =0 e=8+1,8+2···f', 
und die HAMILTONsche Funktion hat · die Form 

W(Ja)• 

Die Wa und Ja nennen wir eigenUic1ie Winkel- und Wirkung8-
variable, die w11 und JQ uneigentliche oder entartete Variable; die 
w11 bleiben wăhrend der Bewegung konstant. Die Anzahl 8 

der unabhiingigen Frequenzen 'Pa heillt Periodizitătsgrad des 
System8. 

Im Falle zufii.lliger Entartung ist fiir bestimmte Bewegungen die 
Zahl dej:" unabhăngigen Frequenzen geringer als fiir das ganze System. 
Wir nimnen jene Zahl den Periodizitătsgrad der betr. Bewegung. 

Wir haben jetzt die allgemeinste Transformation aufzusuchen, 
die diese Zweiteilung der Variabeln und die Bedingungen (A), 
(B) und (C) nicht verletzt. Die e~ste Reihe der Transformations­
gleichungen hat jetzt die Form: 

wk = ,2-r,. 1 w1 + 'IJ',. (w,+l. · · w,, J 1 ... J,). 
1 

Die Erzeugende heillt also: 

(15) V(wl···w,,Jl .. ,.J,) 
. =.2-r,.,J,.w, + ~(ws+l" . . w,, J1 ••• J,) + F(w1 • •• w,), 

kl 

wo lJ! periodisch von den wu abhăngt. Damit · wird die zweite 
Reihe der Transformationsgleichungen: 

J,. = .2-r,,. J, + ~!' + r,. (wl ... w.); 
l uWk 

die Ableitung von ~ tritt nur auf, wenn k eine der Zahlen 
8 + 1· · · f ist. 

Damit die r!'eilung in nichtentartete und entartete Variable 
bestehen bleibt; diirfen die w11 nicht von d!'Jn Wa und die wu 
nicht von den Wa abliji.ngen, Das bedeutet aher, da.B die -r11 a 

'Verschwinden. Die Transformationsgleichungen konnen wir dann 
folgendel'mallen schreiben: 
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(16) 

Wa = _J;T,. 1W1 +"Pa (wa, J) 
! 

We = ..l:TeaWa + '1/-'e (wa, J) 
a 

Ja = .,l;Tpa·Jp +fa (w) 
fi 

Je = .,l;T1 J 1 +Te (wa, J) + fe (w), 
! Il . 

a,(3=1 .. ·s 

(!,G = 8 + 1 .. ·f 
k, l === 1 ... f 

wo ?-o~ =Te gesetzt ist. Da die .,;k 1 ganze Zahlen sind und 
owe 

die 'lea verschwinden, folgt aus dem Wert der Determinante 

1 Tk! 1 = + 1 
auch 

1 'lafl 1 = ± 1 

Wir zerlegen jetzt die Transfoonation (16) in zwei Teile: 

(17) 

und 

(18) 

Wc = ..l)Tailllz + "Pa(lll<J;J) 
l 

w< = 2J.,;e a llla + "Pe ( tua,J) 
o 

und zeigen, daB die erste die Bedingting (O) unverletzt lăBt 

U:r;J.d di& zweite di~s nur fiir f,. =O tut. 
Wir :::'betrachten die Funktion S - 6 in ihrer Abhii.ngigkeit 

von lV und J, ·d. h. wir schreiben 

B="S(q(tu,J),J), 6=6(q(tu,J), S(w,J)) 
und bilden 

Es ist also: 

Weiter bilden wir: 
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wo P dieselbe Bedeutung hat wie in (15). Mithin wird 

8* - S* = 8 - S - .}) (.JJ 'tkz ltlz + 1Jlk) J" 
k 1 

+ .})tu~c(.JJ'tuJz + fPk) 
le l 

= !l'(tuo, J)- 2 Jk 1Jl~c(ltlu, J);. 
k 

das bed~utet aher, dal3 ( C) unverletzt bleibt. 
Die Bedingung dafiir, daB (C) bei der Transformation (18) 

. erhalten bleibt, finden wir wie im nichtentarteten Fall. Es ist 

f~c(w) =- ~-R(w). 
âwk 

Wenn (C) und (B) erfiillt sind, ist (,. (W) eine periodische Funk­
tion der Form 

in der nur Exponenten .auftreten diirfen, die allein w11 ent­
halten; also ist stets 'ta= O. Daraus folgt aher 

fa(w) =O. 

Die allgemeinste zulassige Transformation der nichtehtarteten 
W~rkupgsvariabeln ist also 

(21) J a = -.JJ 'tp a Jp • 
{J 

Die J11 dagegen brauchen sich nicht ganzzahlig zu transformieren. 
Da die Bedingung (C) hier das Auftreten von W1 in der Trans­
formation der J11 nicht verbietet, lii.Bt sich aus einem System Jt!, 

in dem alle Je ganze Vielfache von h sind, stets ein System ~ 
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• 
herstellen, das diese Eigenschaft nicht hat (vgl. die Beispiele 
des § 14). 

Das Ergebnis unserer Untersuchungen sprechen wir unab­
hăngig von der Anwendung auf die Quantentheorie folgender­
maBen aus: 

Wenn wir in einem mechani8chen System Variable w,. Jk ein­
fuhren konnen, die die Bedingungen (A), (B) und {C) erfullen, 
80 la88en sie sich 8tet8 80 wăh~en, da{J gewi88e der partiellen Ab­
leitungen 

niimlich die V a ( CX = 1 · · · 8 ), inkommen8Urabel sind und die ubrigen 
v11 (e = 8 + 1· · · t) ver8chwinden. Die Ja sind dann eindeutig 
festgelegt bi8 auf homogene ganzzahlige lineare Transformationen mit 
der Determinante ± 1. 1) 

Aus der Periodizităt von 8* als Funktion von q und w 
oder J und w wollen wir noch eine Folgerung ziehen: Die 
Funktion 

nimmt um Jk zu, wenn wk um 1 wăchst und die anderen w 
und die J konstant bleiben. Dies konnen wir auch in der 
Form schreiben: 

oder: 
1 

J,. = J dwk 2) p,:~k. 
o ! 

(22) 

Man kann dieses Integral dazu benutzen, um zu sehen, ob 
eine vorgegebene Bewegung die Qua.ntenbeding1mgen erfiillt 
oder nicht, da man nur die p und q als Funktionen der Wa 

zu kennen braucht. 

1) J. M. BuRGERS, der den wesentlichen Inhalt dieses Satzes in seiner· 
Dissertation angibt, teilt keinen vollstăndigen Beweis mit (a. a. O. § 12}. 
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§ 16. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln 
und die Quantenbedingungen fiir mehrere Freiheitsgrade. 

Gerade wie bei einem Freiheitsgrad (s. § 10) ist die Ein­
deutigkeit der Ja nur eine notwendige Bedingung dafiir, da3 
Quantenbedingungen voit der Form 

Ja = nah 

einen Sinn · haben. Als zweite Bedingung haben wir auch hier 
zu verlangen, da3 die Ja nicht nur fiir das isolierte System, 
sondern auch fiir das langsam veranderlichen Einfliissen unter­
worfene System nach den Gesetzen der klasSischen Mechanik 
konstant sind. 

In der Tat gilt auch hier der Satz: 
Die Wirkungsvariabeln Ja sind adiabatisch invariant, solange 

sie in einem van neuen Entartungen freien Bereiche bleiben. 
Den Beweis fiihren wir (im Anschlu3 an J. M. Bu~GERS) 

genau so, wie wir es bei einem Freiheitsgrad taten. Mit den 
Variabeln q"' pk, die die kanonischen Gleichungen 

. oH 
p =--

k oq" 
erfiillen, denken w1r uns diejenige kanonische Transformation 

oS* 
p" =aq;· 

oS* 
J =---

" owk 

ausgefiihrt, die bei konstantem a die Variabeln q", pk in die 
Winkel- und Wirkungsvariabeln wk, J" iiberfiihrt. Nach (1) § 7 
geht dabei H in 

-- oS* 
H~~H+-fJt 

iiber. Die transformierten kanonischen Gleichungen lauten daher 

. oH , o (oS*) 
Wk = aJ T aJ iJt ' 

k k 
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Da Il nur von den J 11 abhii.ngt, folgt 

j~~ =- o~k (o~*)=- o~k ( 0:a*) a. 
Bei der Differentiation nach to und a ist S * als Funktion von 
qk, wk und t bzw. a zu denken, bei det Differentiation nacb wk 
als Funktion von wk, Jk und a. Die Ănderung von· Jk in einem 
Zeitintervall (t1 , t2) betrăgt jetzţ 

t. 

<2> <t> J. o (oS*) J~c - J1c = - a- -- dt; owk oa 
t, 

bei der vorausgesetzten langsamen und mit den Perioden des 
Systems nicht verknupften Ănderung von a kann man a vor 
das Integralzeichen setzen. Wir zeigen, daB 

(t) 

die GroBenordnung â (t2 - t1 ) hat (vgl. § 10)0 

Mot S* . t h oS* . o do h F kt" d 1 1s auc ila eme per10 1sc e un wn er w11 

und der Integrand von (1) eine FoURIER-Reihe ohne kon­
stantes. Glied 

"'A (J. ) 2'd(rw) 4 • ,.a e , 
T 

so daB das abzuschătzende Integral die Form erhălt 

da bei sind A,, Y und IJ Funktionen der J und vorr a. Wir 
entwickeln den Intcgranden in der Umgebung eines bestimmten 
t-Punktes, den wir mit t =O bezeichnen, und erhalten 

(2) .2: (A. o+ A/ a t + .. o) e2:ri ((nO)t + (rd) + ă[(Hl)t• + (rdl)t]+ o 00} 

r 
_ "'A o 2no [(u•0)t + (rd0)] -..::;.; • e 

T 

+a .J)' {2 noi A. o [('cyl)tll + ('ciJl)t] + A/t }e2ni[(HO)t + (T df)J + .. o • 

T 
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Wir denken uns diese Entwicklung am Anfang des Intervalle 
(t1, tll) ausgefiihrt und das Integral dariiber von t1 ab soweit 
erstreckt, daB das Integral des ersten Gliedes verschwindet. Das 
ist stets moglich, da das unbestimmte Integral des ersten Gliedes 
eine mehrfach periodische Funktion ist und in Abstănden der 

1 
GroBenordnung (rvo) stets wieder durch O geht. Das Integral 

des zweiten Gliedes bat die GroBenordnung a T oder ci T 2 • Wir 
denken uns jetzt eine nene Entwicklung (2) ausgefiihrt am Anfang 
des Restintervalls und wieder das Integral so weit erstreckt, 
daB das erste Glied verschwindet. Dieses Verfahren setzen wir 
fort, zuletzt bleibt ein Intervall, fiir das das Integral des ersten 
Gliedes endliche GroBe hat. Man sieht, wenn kein (n) auf 
dem Integrationsweg verschwindet, hat das Gesamtintegral die 
GroBenordnung ci (t2 - t1 ). 

Im Falle, daB fiir einen bestimmten Wert von a eine iden­
tische (fiir alle J giiltige) Beziehung (n) =O besteht, kann 
man die io und J so wăhlen, daB die Va inkommensurabel und 
die_ ve gleich O sind. Es treten dann in 8* konstante Ex­
ponenteri. ((tv) =O) auf, aher sie enthalten nur die we; die be­
treffenden Glieder fallen also weg, wenn nach Wa differenziert 
wird. Die Ja bleiben also auch an solchen Stellen der Ent­
artung invariant; fiir die Je lăBt sich dies nicht allgemein be­
haupten. AuBer diesen Stellen identischen Verschwindens von 
(vt) kann es noch solche Stellen geben, wo (v't) gerade fiir die 
betrachteten Werte der J,. null wird; wir sprechen dann von 
"zufălligen Entartungen". Auch bei solchen Stellen brauchen 
die J nicht invariant zu sein, wenn das Glied mit dem ent­
sprechenden Exponenten (w'r) in 8 mit endlicher Amplitud~ 
vorkommt. 

Soli die adiabatische Invarianz der Jk gelten, so mussen wir 
also auch solche 8tellen ausschlie{Jen, bei denen zwischen Frequenzen, 
die in einem Gliede der FoURIER-Entwicklung von 8* gemeinsam 
auftreten, eine zufiillige ( d. h. nur fiir die betrachteten W erte von 
J vorhandene) Kommensurabilitiit besteht. 

Als Beispiel fiir die adiabatische Invarianz ei~er Wirkungsvariabeln 
betrachten wir den Fali, wo das mechanische Syştem invariant ist gegen 
eine Drehung um eine raumfeste Achse. Sind (r, rp, z) die Zylinder­
koordinaten, so kann man den Drehwinkel rp1 und die Differenzen rpk- rp1 
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statt der einzelnen rp als Koordinaten einfiihren; rp1 ist dann zyklische 
Variable, und (vgl. § 6) der ihr konjugierte Impuls ist der Drehimpuls 
des Systems um die z-Achse. Der Satz von der Erhaltung des Dreh­
impulses um eine Achse gilt nun auch dann, wenn in dem Ausdruck fiir 
die potentielle Energie die Zeit explizit vorkommt, sofern nur die In­
varianz gegen eine Drehung um die Achse identisch in der Zeit besteht. 
Verstiirkt oder schwiicht man also· das rotationssymmetrische Kraftfeld, 
so bleibt. der Drehimpuls um die z- Achse invariant und wir ha ben einen 
besonderen Fali unseres Satzes von der adiabaţischen Invarianz der 
Wirkungsvariabeln vor uns. 

Um zu sehen, was beim Durchgang des Systems durch einen entarteten 
Zustand geschehen kann, betrachten wir nooh einmal den răumlichen 
Oszillator. Wir denken uns sowohl die Ric:lhtungen der Hauptachsen der 
potentiellen Energie als auch die Gri:illen der drei Frequenzen als Funk­
tionen eines Parameters a, der willkiirlich in der Zeit verăndert werden 
kann. Besteht nun zwischen den Frequenzen fiir ein bestimmtes a keine 
Kommensurabilitiit., so sind die J a!liabatische Invarianten. Liegt aher fiir 
einen bestimmten Wert von a Entartung vor, z. B. ""' = vy, so ist das nicht 
mehr der Fali. Allerdings gibt es noch spezielle Anderungen, bei denen 
die J invariant bleiben. Wenn man niimlich die Richtungen der Haupt­
achsen unveriindert liillt und nur die Frequenzen variiert, so verhalten 
sich die Koordinaten wie una.bhiingige lineare Oszillatoren und die J 
sind fiir jeden solchen einzeln adiabatisch invariant. Als Beispiel einer 
adiabatischen Anderung, bei der die J im Falle der Entartung nicht 
invariant bleiben, betrachten wir folgendes: Wir lassen das urspriinglich 
dreiachsige Ellipsoid der potentiellen Energie unter Beibehaltung der 
Achsen in ein Ro-tationsellipsoid iibergehen; darauf behalten wir nur die 
Rotationsachse bei und la.ssen das Ellipsoid wieder zu einem dreiachsigen 
werden, dessen andere beiden Achsen gegen friiher um einen endlichen 
Winkel gedreht sind. Im Augenblick der Entartung ist die Projektion 
der Bewegung auf die zur Rotationsachse senkrechte Ebene eine Ellipse. 
Die Grenzwerte der J, die sich an die J-Werte vor und nach der Ent­
artung anschliellen, sind durch die Amplituden dieser Ellipsenbewegung 
in den Richtungen der Hauptachsen der potentiellen Energie bestimmt; 
man sieht ohne weiteres, daJl diese Werte fiir verschiedene Achsen­
richtungen verEchieden sind. 

Die Eindeutigkeit der Ja (in dem in§ 15 angegebnen Sinne) 
und ihre adiabatische Invarianz legen es nun sehr nahe, die 
im § 10 fiir einen Freiheitsgrad aufgestellte Quantenbedingung 
folgendermaBen zu verallgemeine:m: 

Bei einem mechanischen System, das die Bedingungen (A),. (B) 
und (O) des § J.5 erfiillt, mogen die wk und J1, so gewăhlt sein, da{J 
die 'Va (a= 1, 2 · · · s)-inkommensurabel und die 'VI.! (e = s + 1 · · · f) 
gleich null sind (es kann auch s = f sein). Die stationăren Be­
wegungen dieses Systems werden · durch die. Bedingungen 
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(a=1,2···s) 
festgeiegt 1). 

Da die HAMILTONsche Funktion nur von den J"' abhangt, 
.ist sie durch die Quantenzahlen na eindeutig bestimnit. 

Hierzu tritt als zweites Quantengesetz die BoHRsche Frequenz­
bedingung 

h'Y = w<l>- w<2>. 

Wir fassen die Grundgedanken der _ bisher entwickelten 
Quantenmechanik noch einmal zusammen: Von einem vor­
gegebenen Modell wird die Gesam,theit der ( als mehrfach perio­
disch vorausgesetzten) Bewegungen nach den Gesetzen der klassi­
schen Mechanik (unter Vernachlăssigung der Strahlungsdampfung) 
berechnet,· aus diesem Kontinuum von Bewegungen wird durch die 
Quantenbedingungen eine diskrete Menge ausgesondert. Die Energien 
dieser ausgesonderten Bewegungen sollen die wirklichen, durch 
ElektronenstoB meBbaren Energiewerte des Systems sein, und die 
Energiedifferenzen sollen nach der BOHRschen Frequenzbedin­
gung mit den wirklichen, im Spektrum beobachteten Licht­
frequenzen zusammenhangen. Das ausgesandte Licht enthalt 
auBer den Frequenzen an beobachtbaren Eigenschaften noch 
Intensitat, Phase und Polarisationszustand; iiber sie gibt die 
Theorie nur angenahert Rechenschaft (§ 1 7). Damit sind 
die beobachtbaren Eigenschaften .der Bewegung des atomaren 
Systems erschopft. Unsere Rechnung schreibt ihr aher noch 
weitere Eigenschaften zu,_ namlich Umlaufsfrequenzen und Ab­
stande, kurz den zeitlichen Ablauf der Bewegung. Es scheint, 
daB diese GroBen prinzipiell der Beobachtung nicht zuganglich 

1) Die erste Verallgemeinerung der Quantenbedingungen fiir Systeme 
von mehr als einem Freiheit11grad wurde von M. PLANCK (Verh. d. Dtsch. 
Phys. Ges. Bd. 17, S. 407 u. 438. 1915) und A. SoMMERFELD (Sitzungsber. 
d. K. Bay. Akad. 1915. S. 425)' gegeben. Bei beiden lăuft das Verfahren 
darauf hinaus, fiir sepa.rierbare Systeme die Wirkungsintegrale gleich 
ganzzahligen Vielfachen von h zu setzen. Den allgemeinen Fali bedingt 
periodischer Systeme hat K. ScHw ARZSCHILD (Sitzungsber. d. preuB. Akad. 
1916. S. 548) behandelt, bei dem auch zum erstenmal der.Begriff der 
Entartung und die Beschrănkuug der Quantenbedingungen auf die 
nichtentarteten J klar hervortritt. Die eindeutige Festlegung der J durch 
unsere Bedingungen (§ 15) findet sich bei J. M. BuRGERS: Het Atoom­
model van Rutherford·Bohr (Diss. Leyden 1\118). 

Born, Atommechanlk r. 8 
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sind 1 ). Damit kommen wir aber zu dem Urteil, daB unser Ver­
fahren vorlăufig nur ein formales Rechenschema ist, das in ge­
wissen Făllen die· noch' unbekannten wahren Quantengesetze 
durch Rechnungen auf klassfscher GrU:ndlage zu ersetzen ge­
stattet. Von diesen. wtthren Gesetzen miiBten wir verlangen, 
daB- sie nur Beziehungen zwischen beobachtbaren GroBen, also 
Energien, Lichtfrequenzen, Intensitaten und Phasen enthalten. 
Solange diese Gesetze nicht bekannt sind, miissen wir immer 
darauf gefaBt sein, daB unsere vorlăufigen Quantenregeln ver­
sagen; eine · unserer Hauptaufgaben. wird sein, die Giiltigkeit 
diese~ Regeln durch V ergleich mit der ':Erfahrung abzugrenzen. 

§ 17. Das Korrespondenzprinzip ffir mehret•e 
Freiheitsgrade. 

Wie im § 11 miissen wir jetzt untersuchen, inwiefern die 
klassische Theorie als Grenzfall der Quantentheorie erscheint. Wir 
haben dazu in unseren Quantengesetzen den Grenziibergang 
h- O zu machen. Die diskreten Energiestufen . riicken auch 
hier zu dem Kontinuum der klassischen Theorie zusammen. 
Wir zeigen weiter, daB zwischen den klassiscli berechneten und 
den quantentheoretischen Frequenzen ein ăhnlicher Zusammen­
hang besteht wie bei einem Freiheitsgrad. 

Das elektrische Moment des atomaren Systems wird bei Ver­
nachlassigung der klassischen Strahlungsdampfung durch eine 
FouRIER-Reihe der Form 

(1) l' = .L: ([, e2ni(rw) = .L: ([, e2ni[(r .. )t + (•d)] 

T T 

dargestellt. Die Komponenten der Vektoren ([, sind komplexe 
Zahlen; wegen der Realitat der Komponenten von l:J gehen die 
Komponenten von ([, bei Umkehrung der Vorzeichen samtlicher 
r,. in die konjugiert komplexen ţlroBen iiber. Man kann es so 
einrichten, daB in den Exponenten nur die nichtverschwindenden 
(und inkommensurabeln) Ya vorkommen, indem man die Glieder 
mit we in .die Konstanten zieht\ 

1 ) Messungen von Atomradien und dergieichen ergeben keine hoheren 
Annii.herungen an die Wirklichkeit ale etwa die Dbereinstimmung zwischen 
Umlaufsfrequenzen und Lichtfrequenzen. 
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Entsprechend den Verhii.ltnissen bei einem Freiheitsgrad 
korrespondiert nun die quantentheoretische Frequenz, die zu 
einem Obergang gehOrt, bei dem sich die Quantenzahlen um 
'l1 · · • 'l8 ăndern, mit der Oberschwingung der Frequenz 

('l y) = 'll 'Jil + · · · + 'ls "s • 
Der Zusammenhang zwischen dieser klassischen Frequenz und 
der quantentheoretischen Frequenz ist auch hier der zwischen 
einem Differentialquotienten und einem Differenzenquotienten. 

In dem Ja-Raum betrachten wir einen festen Punkt Ja0 und 
alle von diesem Punkt ausgehenden Geraden 

Ja = Ja0 - 'laÂ., 

deren Richtungen man sich veranschaulichen kann als V er­
bindungslinien von Ja0 mit den Eckpunkten eines diesen Punkt 
umgebenden kubischen Gitters (beliebiger MaschengroBe ). Die 
klassische Frequenz lăBt sich dann in der Form schreiben: 1 ) 

(2) 

Die 

(3) 

- ~ ~âW dJa dW 
'Jikl = .L.J 'la 'Pa = - .L.J âJ dl = - dÂ. ; 

a a a 

quantentheoretische Frequenz lăBt sich in der Form 
_ LfW 
'Jiqu=-h 

schreiben. Um den Zusammenhang von (2) und (3) zu be­
schreiben, denken wir uns das oben definierte Gitter so gewăhlt, 
daB die Wiirfelkante gleich h ist, dann_.iat Y qu die Abnahme der 
Energie beim Obergang vom Gitterpunkt Ja 0 zum Gitterpunkt 
Ja0 - 'la h im Verhăltnis zur MaschengroBe h. Die klassische 
Frequenz erhalt man, wenn man die MaschengroBe h unendlich 
klein werden lăBt. 

Die quantentheoretische Frequenz kann auch als Mittelwerl; 
der klassischen Frequenz zwisclHin den Gitterpunkten Ja 0 und 
Ja0 -'la h bei endlichem h aufgefaBt werden, d. h. als ein 
gewisser Mittelwert zwischen Anfangs- und Endbahn des Quanten­
iibergangs; der der Frequenz entspricht. Es ist nămlich 2) 

1) Die Vorzeichen sind so gewăhlt, daB Emission vorliegt, wenn aJle 
Ta positiv sind . 

. 2) Vgl. H. A. KRAMERS: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden). 
Kopenhagen 1919. 

8* 
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11 11 

(4) vq_~=- ~Jdw=- ~J~~ dl= ~Jvk1 dl. 
o o 

Sind die Ă.nderungen -r,. der Quantenzahlen klein gegen diese 
Zahlen selbst, so sind die Ausdriicke (3) und (2) wenig von­
einander verschieden. 

Wie im Falle eines Freiheitsgrades lăBt sich das Korre­
spondenzprinzip ~ur genăherten Bestimmung der Intensităten 
und Polarisationsverhăltnisse benutzen. 

Wenn die Ănderungen 't'k der Quantenzahlen klein sind gegen 
"diese Zahlen selbst, sind die FoURIER-KoeffiziEmten ~. fiir Anfangs­
und Endzustand relativ wenig voneinander verschieden. · Auf 
Grund des Korrespondenzprinzips miissen wir nun fordern: Bei 
gro{Jen Werten und kleinen Ănderungen der Quantenzahlen ist die 
dem Quante'f!-Bpr'Ung T1 • • • 't'8 entBprechende Lichtwelle 11iiherungsweise 
dieselbe, wie Bie ein klaaBischer Reaonator mit dem Moment 

~. e2ni(~w) 

aUBsenden wilrde. Hierdurch sind Intensităt und Pola.risations­
zustand der Welle năherungsweise bestimmt. 

Dieselben GroBen ~. bestimmen auch die Obergangswahr· 
scheinlichkeiten ;wischen den stationăren Zustănden. Nach der 
neueren BoHRschen Theorie (vgl. § 1) sind sie direkt die Am­
plituderi der (virtuellen) Resonatoren, die den Quantenspriingen 
zugeordnet sind. 

W enn die Ănderungen der Quantenzahlen von derselben 
GroBenordnung sind wie ihre Werte selbst, so liegt es nahe, 
zur Bestimmung der Amplituden nach einem Mittelwert der 
~. zwischen Anfangs- und Endzustand. zu suchen. Wie dieser 
Mittelwert· zu bestimmen ist, ist eine noch offene Frage. Nur· 
wenn gewisse Komponenten der klassischen ~. identisch null 
sind; lăBt sie sich beantw9rten; man wird annehmen diirfen, 
daB die entsprechende Schwingung auch quantentheoretisch 
.nicht vorkommt. 

Man kann diese Uberlegungen zur Bestimmung der Polan­
sation nur dann praktisch anwenden, wenn bei dem Vorgang 
mindestens eine feste Raumrichtung durch ăuBere Bedingungen, 
z. B. ein ii.uBeres Feld, fiir alle Atome gleichmii.Big feetgelegt 
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ist. Im anderen Falle wăren die Stellungen der Atome regellos 
verteilt und eine Polarisation nicbt feststellbar. W enn nun z. B. 
fiir alle Atome ein bestimmtes ~T die gleiche Richtung bat, so 
entspricbt diesem eine. linear polarisierte Lichtwelle mit der 
aua der klassischen Theorie bekannten Verteilung der Intensităt 
iiber die Raumrichtungen. 

Von besonderer Wicbtigkeit fiir die Anwendung der Quanten­
bedingungen und des Korrespondenzprinzips ist der Fali, daB 
die HAMILTONsche Funktion sicb bei einer starren Drehung 
eines atomaren Systems um eine fes te Raumrichtung nicbt ăndert. 
Fiihren wir dann das Azimut qy = qf eines der Systempunkte, 
die Di:fferenzen der Azimute der anderen Punkte gegen ţp und 
andere nur von der relativen Lage der Systempunkte gegen 
die feste Raumrichtung abhăngige Gro.Ben ala Koordinaten ein, 
so ist. ţp zykliscbe Variable, und der ibr konjugierte Impuls p'P 
ist nach § 6 die in die feste Raumrichtung fallende Drehimpuls-

komponente des Systems. Wegen der Konstanz von ~: hat die 

Funktion 8, die die q" und ihre Impulse p" in Winkel- und 
Wirkungsvariable iiberfiibrt, die Form 

1 -
8 = 2 ~F(J1,J2• · · · J,) fTJ + S (q1, q'J · · · qr-1 ,J1, J2 · · · J,)-

Daraus folgt 
1 oF oS 

w1 = 2n oJ- ţp + oJ 
1 1 

1 oF oS 
w =-----qy+-

2 2 n oJ2 oJ2 

1 oF oS w, = 2 n 8T qy + o J · 
f f 

Hălt man nun q1 q2 • • • qr_1 fest und lă.Bt ţp um. 2 n wacbsen ( d. b. 
drebt naan das ganze System um 2 n), so miissen die wk sich 
um ganze. Zahlen andern ( denn die q" sind periodiscb in den 
wk mit der Periode 1); dami sind aber die Ableitungen von 
F ganze Zahlen und F bat die Form 

li'= .1 J{+ ... + 'l,J, + c. 
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Durch eine geeignete ganzzahlige Traru;formation mit der })eter~ 
minante ± 1 lăBt es sich stets in die Form bringen: 

F==J'P+c, 
so daB 

1 1 - . 
S = -- J m + - C • m + S (q · · :q J · · · J J ') 2 n "' -r 2 n -r 1 . (-1 ' 1 (-t' 'P 

' wird. Daraus · folgt 

wk = q\ (q1·' · qf-1' J1 · · · Jf-t' J"') (k = 1· · · f--: 1) 
1 (. 

w"' = wf = 2 n qJ + rpf qt · · · qf-1' J1 · · · Jf-1' J"') 
(5) 

und durch Auflosen nacli den qk 

(6) 
qk = lJfk (w1 · .. wf-1' J1_ .. · Jf-1' J"') (k = 1 · · · f- 1) 
q; = q1 = 2 n w1_+ 1Jf1(w1 · · · wr_1, J 1 · • · Jr_1, J"'), 

schreiben konnen. Pa S- w"' J'P periodisch in w"' sein muB, 
folgt c = O und 

1 -
(7) S = 2 n J'P qJ + S (qt· .. qf_1,J1 ... Jf-1' J'P). 

Der Drehimpuls in der Richtung unserer raumfesten Achse ist 
demnach 

as 1 
p<p = a qJ = 2 n J,l . 

Wenn keine Entartung vorliegt, ist 

Jcpr-=mh 
zu setzen. 

In jedem System, dessen potentielle Energie invariant ist gegen 
ei ne Drehung um eine raumfeste Achse, ist das 2 n- fache der 
Komponente des Drehimpulses um die Achse Wirkungsvariable. 
Falls die Energie ube~haupt von ihr abhăngt, ist diese Grof3e zu 
quanteln. 

J)a die Funktionen l/Jk in (5) nur von den relativen Lagen 
der Systempunkte gegenein~nder und gegen die raumfeste Achse 
abhăngen, so bestimmen auch w1 , •.. wf_1 diese relat.iven Lagen, 
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wahrend Wq; die absolute Lage des Systems festlegt. Nach (6) 
kann man 2 n w, als den Mittelwert des Azimuts rp des. heraus­
gegriffenen, beliebigen Systempunktes iiber die Bewegungen der 
"relativen" Winkelvariabeln w1 , .•. w,_1 ansehen. Die Bewegung 
kann also aufgefaBt werden als dne mehrfach periodische rela­
tive Bewegung, die von einer gleichformigen Prazession um die 
raumfeste Achse iiberlagert wird. Wenn H, als Funktion der 
J,. gedacht, von J"' nicht abhangt, ist diese Prazession null; 
dann liegt Entartung vor. 

Wir betrachten zunachst den Fali, daB das mechanische 
System seinen inneren Kraften iiberlassen ist. Dann ist jede 
raumfeste Gerade als Achse eines zyklischen Azimuts anzusehen. 
Die Energie hangt von den Komponenten des gesamten Dreh­
impulses nicht einzeln ab, sondern nur von ihrer Quadratsumme, 
d. h. von dem Betrage des Drehimpulses. Wahlt m&n die Rich­
tung des Drehimpulses als Achse, so ist das zugehorige Azimut 1p 

zyklisch und w"' nicht entartet. Der gesamte Drehimptds p ist 
also durch eine Quantenbedingung der Form 

(8) 2np=J"'=jh 
jestgelegt. 

FaBt man nun eine zwei~, beliebige raumfeste Achse ms 
Auge, so gibt es zwar ein zyklisches Azimut rp um diese, die 
zugehorige Wirkungsvariable J"' = 2 n p"' kommt aber in der 
Energiefunktion neben J"' nicht vor, weil die Energie des Systems 
nicht von einer Impulskomponente in beliebiger Richtung ab­
hangen kann. Die zu J'P konjugierte Winkelvariable w"' ist also 
entartet, und J '1' darf nicht gequantelt werden. Die Bedeutung 
von w"' erkennt man aus der allgemein fiir eine zyklische Winkel­
variable geltenden Angabe, daB diese gleich dem Mittelwert des 
Azimuts eines beliebigen Systempunkts iiber die Bewegungen 
relativ zur Ac}lse ist. w"' ist also ein konstanter Winkel, der 
gleiGh dem Azimut der Achse des gesamten Drehimpulses gegen 
~ine, durch die raumfeste rp·Achse gelegte Ebene gewahlt werden 
kann. 

Wir betmchten jetzt den Fali, daB das mechanische System 
einem homogenen ăufjeren ( elektrischen oder magnetischen) Felde 
ausgesetzt ist. Dann ist das Azimut rp eines Systempunktes um 
eine zum Felde parallele Achse zyklische Variable; im allge· 
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meinen wird auch H von Jq; abhăngen, und man hat die 
Quantenbedingung 

(9) 2npq; = Jq; = mh; 

Dagegen ist bei beliebigem ăuf3eren Felde der gesamte Dreh­
impuls p im allgemeinen gar kein Integral der Bewegungs­
gleichungen, kann also auch nicht gequantelt werden. In be­
sonderen Făllen kann es vorkommen, daf3 der Drehimpuls kon­
stant und Wirkungsvariable ist. Dann gelten also die Be­
dingungen (8) und (9) gleichzeitig; nun ist aher pq; die Pro­
jektion von p auf die Feldrichtung, und wenn " der Winkel 
zwischen Drehimpuls und Feldrichtung bedeutet, so gilt 

. pq; Jrp m 
COSct=-= -=-. 

p J'l' j 
(10) 

Dieser Winkel ist also nicht nur konstant (regulăre Prăzession 
des Drehimpulses um die Feldrichtung), sondern auch durch die 
Quantenbedingungen auf diskrete Werte beschrănkt. Man spricht 
in diesem Falle von "Richtungsquantelung". Dam nach (10) nur 
die W erte - j, - j + 1, ... j annehmen kann, so giht es zu 
jedem j im ganzen 2 j + 1 mogliche Einstellungen des Dreh­
impulses. Dieser heschreiht bei konstantem Winkel " einen 
Kreiskegel um die Feldrichtung mit der Prăzessionsgeschwin­
digkeit 

oH 
"rp = oJrp. 

Im allgemeinen ist diese regulăre Prăzession nur fiir gewisse 
Anfangshedingungen moglich. Wir werden aher spăter (mit der 
Methode der săkularen Storungen, § 18) zeigen, daf3 bei schwachen 
Feldern im allgemeinen die Richtungsquantelung fiir jede Be­
wegung gilt; ausgenommen sind nur gewisse Fălle doppelter 
Entartung (z. B. Wasserstoffatom im elektrischen Feld, vgl. § 35). 

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips lassen sich nun he­
stimmte Aussagen liber die Polarisationen des emittierten Lichtes 
und die Obergangsm6glichkeiten machen. 

Ist z die raumfeste Symmetrieachse, so fassen wir die darauf 
senkrechten Komponenten des elektrischen Moments ţl.,, l'y zu 
einer komplexen GroBe zusammen und schreiben: 
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ţl,. + i ţ}Y == .,2e"k (xk + i y"k) 
k 

ţ). = .,2e"kz"k 
k 

(k=1,2, ... n). 

Sind rl< die Abstănde von der Achse und cp"k die Azimute (cp sei 
eines davon), so ist 

xk + i y"k = r"k e'-rp~< = e'-rp (r"k ei(rp" -cpl). 

Nun hăngt die Klammer (r k e' ("'"- rpl) ebenso wie z% nur von den 
q1 , ••• q,_1 ab; setzt man fiir die G:ră.Ben die Ausdriicke (6) ein, 
so erhălt man 

11 + i 11 = e2:n:iwcp ~ p · elbd(T,w,+···+Tr-t w,_1) 
'l':o 'l'y """'· T1"""T{-1 

~'Q eB:n:i(T,w,+···+•r-twf-1) 
ţ}z= .L.; rl ... T{-1 • 

Die ganze Zahl.,;rp kann also in der x- und y- Komponente des 
elektrischen Moments nur den Wert 1, in der z-Komponente 
nur den Wert O annehmen 1). Nach dem Korrespondenzprinzip 
kann sich die zugehorige Quantenzahl nur um den Betrag 1 
oder O ăndern. (Dies gilt natiirlich nur, wenn iiberhaupt Jrp. zu 
quanteln ist, also keine Entartung vorliegt.) Die Ănderung um 
+ 1 entspricht einer Rechts- oder Linksrotation des elektrischen 
Moments um die Symmetrieachse, also recht11- odei linkszirkular 
polarisiertem Licht. , Da bei der Ănderung der Quantenzahl um 
+ 1 der Drehimpuls des Systems zunimmt, der des Lichtfeldes 
also abnimmt, so ist fiir diesen Sprung + 1 bei Emission das 
Licht negativ zirkular polarisiert, bei Absorption positiv; beim 
Sprunge - 1 gilt das Umgekehrte 11 ). Dem Ubergang ohne 
Ănderung des Drehimpulses korrespondiert Licht, das parallel 
zur Symmetrieachse polarisiert ist 3). W enn die Bewegung aHer 
Systempunkte in Ebenen senkrecht zur Symmetrieachse erfolgt, 
so ist (au.Ber fiir 7:1 = · · ·7:,_1 =O) 

1) Das ·Vorzei-ohen von -r hat keinen Sinn, da in der FoURIER·Ent­
wicklung neben -r stets auch - -r auftritt. 

9) RUBINOWICZ (Physikal. Zeitschr. Bd. 19, 8. 441 u. 456. 1918) hat die 
Beziehung zwischen Polarisation und Drehimpuls (ungefăhr gleichzeitig mit 
der Aufstellung des allgemeinen Korrespondenzprinzips durchBoHR) benutzt, 
um die Auswahlregeln fiir die Ănderungen von Quantenzahlen aufzustellen. 

8) Solches Licht wiirde man in der Optik senkrecht zur z-Richtung 
polarisiert nennen, da man traditionsgemiiB als Polarisationsebene die 
Schwingungsebene des magnetischen Vektors ansieht. 
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Q.l. · · •r-·1 = O' 

ein Dbergang ohne Ănderung des Drehimpulses kommt dann 
nicht vor. 

Wir betrachten. nun den Fall şines Systems, das nur inneren 
Krăften unterworfen ist. Dann sind obige Betrachtungen auf 
die Achse des gesamten Drehimpulses anwendbar, wobei an die 
Stelle von cp der oben mit 1p bezeichnete Winkel tritt und die 
Quantenbedingung (8) gilt. Die Polarisation des Lichtes ist 
aher nicht beobachtbar, da die Atome oder Molekeln in einem 
Gase alle moglichen Orientierungen haben. Hier kommt der 
o ben erwiihnte Fall, daB alle Systempunkte sich in· Ebenen 
senkrecht zur Achse bewegen, hăufig vor, z. B. beim Zweikorper­
problem (Atom mit einem Elektron) und beim starren Rotator 
(Hantelmodell der Molekel); dann ist der Dbergang j- j nicht 
moglich. 

W eiter betrachten wir den Fall, daB das System der Wir­
kung eines ău{Jeren homogenen Feldes unterliegt und Richtungs­
quantelung eintritt (was fiir schwache Felder năherungsweise 
gilt ). Dann gelten fiir die Ănderungen von m und die Pola­
risation des Lichtes relativ zur Feldrichtung die oben abgelei­
teten Regeln. Es ist nun leicht einzusehen, daB !J.UCh fiir j die 
bei einem freien System geltenden Dbergangsmoglichkeiten 
A j = - 1, O, + 1 bestehen bleiben. 

Dazu denken wir. uns ein ţ 1] l; -Koordinatensystem so ein­
gefiihrt, daB -seine l; -Achse in die Richtung des Drehimpulses 
fălit und die 1'J- Achse senkracht auf der Feldrichtung steht. In 
diesem Koordinatensystem lăBt das elektrische Moment eine 
Darstellung der Form 

.\Je + i ţ>'l = e2::<iw'l, 2J P, e~ni(rw) 

(11) T 

zu, wobei in den Summen nur die Winkelvariabeln der Relativ­
bewegung w1 · · · w,_1 (nicht .w'P und w'l') auftreten. Die Koordi­
mtten ţ, .1'J• l; hăngen mit denen des raumfesten Systems x, y, z 
so zr - "\lllen: 

· 2niw (1: r · + · ) Xf,.._:r =P 'P 10 cosa-."sma ~1] 

z = ţ Eri.n a + l; cos a ; 
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hierdurch ist ausgedriickt, daB die '-Achse mit der z- Achse 
den konstanten Winkel a bildet und eine regulare Prazession 
w,r = Y,r t um sie beschreibt. Dieselben Transformationsformeln 
gelten fiir die Komponenten des Vektors ţJ beziiglich beider 
Koordinatensysteme. Setzt man darin die FouRIER-Reihen (11) 
fiir ţl~, ţl'l, ţlţ ein, so sieht man unmittelbar, daB in den Expo­
nenten der FouRIER-Reihen von lJ", und lJy die Winkelvariabeln w", 
und w'P nur mit den Faktoren T,r = + 1; T'P =O, ± 1 auftreten, 
in lJz nur mit den Faktoren T<r =O; T", =O, ± 1. Es kann sich 
also die Quantenzahl j nur um O oder ± 1 ăndern. 

§ 18. Methode der săkularen Storungen. 

Ein mehrfach periodisches entartetes System kann haufig 
durch geringe Einwirkungen oder Veranderung der Bedingungen 
in ein nichtentartetes verwandelt werden. Wir wollen insbeson­
dere den einfachen Fall betrachten, daB die Energiefunktion 
ein(ln Parameter 2 enthălt und fiir 2 = O entartet ist. Wir 
denken uns die Energiefunktion H nach Potenzen von 2 ent­
wickelt; dann konnen wir fiir hinreichend kleine 2 diese Ent­
wicklung hinter dem in 2 linearen Glied abbrechen und schreiben 

(1) 

In dieser Năherung kann man also jede Storung des durch H0 

gekennzeichneten "ungestorten" Systems durch additive Hinzu­
fiigung einer "Stărungsfunktion" 2 H1 beriicksichtigen. W elchen 
EinfluB die Storungsfunktion auf die Bewegung hat, wenn H 0 

nicht entartet ist, soll spater untersucht werden. Hier wollen 
wir nur den Fall betrachten, wo H0 entartet ist. Wir denken 
uns nun das Problem des ungestorten Systems gelost und durch 
eine kanonische Substitution Winkel- und Wirkungsvariable 
w,0 , Jk0 eingefiihrt; wegen der Entartung wird dann H0 nur 
von den eigentlichen Wirkungsvariabeln Ja.0 (a= 1, 2 ... s) 
abhăngen. H1 wird eine Funktion aller wk0 und Jk0 , also: 

(2) 

Zu einer angenăherten Lăsung des "Stărungsproblems" gelangt 
man nun durch folgende anschauliche Dberlegung, die spater 
in allgemeinerem Zusammenhange mathematisch begriindet wird. 
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Bei der ungestorten Bewegung sind die we0 konstant, die 
Wa0 mit der Zeit veranderlich. Der Einfl.uB einer kleinen. Sto­
rung wird nun darin bestehen, daB auch die we 0 mit der Zeit 
veranderlich werden, aher so, daB ihre Ănderungsgeschwindig­
keit klein ist, d. h. zugleich mit l gegen O geht. Da nun die 
Koordinaten q" pk periodische Funktionen aller wk 0 mit der 
Periode 1 sind, so wird in einer Zeit, in der sich die We 0 um einen 
gewissen Betrag andern, . das System bereits eine groBe Zahl 
von Perioden (Umlaufen oder Librationen) beziiglich der wa0 

ausgefiihrt haben. Die Koppelung zwischen den Bewegungen 
der Wa und der we wird also naherungsweise dadurch erfa.Bt 
werden konnen, da,B man die Energiefunktion iiber die unge­
storte Bewegung der wa0 mittelt; sie wird dann: 

(3) 

In diesem Ausdruck treten die Ja0 nur als Parallţeter auf; 
die einzigen V erănderlichen sind die w~ 0 und Je 0 • Fi; r diese 
gelten die ka.nonischen Gleichungen: 

(4) 

. o -l olfl 
We - ()JO 

e 

jo- -.It âHl_ 
e - ow o· 

e 

Fiir die Qantentheorie kommen nur diejenigen Losungen in 
Betracht, die mehrfach periodischen Charakter haben. Wir 
nehmen also an, daB es eine Wirkungsfunktion von der Form 

f 
(o) :; = .2)wkOJk + F(weo, Je) 

k=l 

gibt, wo F ei ne periodische Funktion der we 0 ist mit der pri­
mitiven Periode 1, derart, daB die kanonische Transformation 
mit der Erzeugenden S: 

(6) 

die Funktion H1 in eine Funktion der J" allein iiberfiihrt: 

(7) fil(Ja0; We0,Je0)=Wl(Ja,Je)· 
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Der von den we 0 , J12 abhangige Anteil von S 

8 

sl = s- 2)wa0Ja 
a=l 

geniigt der HAMILTON-JACOBischen partiellenDifferentialgleichung 

(8) 

Die Bewegungen der Variabeln we 0 J 12 ° bestimmen sich also aus 
der gemittelten Storungsfunktion wie die urspriinglichen Koor­
dinaten eines Systems aus der gesamten Energiefunktion. 

wo 

Die Losung hat in dieser Naherung die Form 

Ja = const 
J12 = const 

Wa ='Va t +ba 
We = "'e t + be' 

l'a=oH0 +loH1 

oJa oJa 

Â. o iil 
oJe 

ist. Wir sehen also in der Tat, daB die Ănderungsgeschwindig­
keit der "'e klein ist gegen die der Va und fiir Â. =O ver­
schwindet. Fiir solche langsamen Bewegungen hat man in der 
Himmelsmechanik den Namen "săkulare Swrungen" eingefiihrt. 

Aus (6) erkennt man, daB die urspriinglichen Koordinaten 
q und p des Systems periodische Funktionen auch der neuen 
Winkelvariabeln We sind. 

Auch bei den durch Gleichung (8) dargestellten Bewegi.mgen 
konnen alle Falle von Libration, Rotation oder dem Grenzfall 
der Limitation vorkommen. Praktisch ist dieses Problem nur 
losbar, wenn die Differentialgleichung (8) in den Variabeln we0 

separierbar ist oder wenn es gelingt, andere Separationsvariable 
zu finden. Das ist z. B. der Fali, wenn alle V ariabeln We 0 oder 
alle auBer einer zyklisch sind; der einfachste Fall ist der, daB 
iiberhaupt nur eine Variable we0 vorkommt, d. h. daB das un­
gestorte System einfach entartet ist. 

W eit~r kann es vorkommen, daB auch das durch H1 be­
schriebene Problem beziiglich gewisser we entartet ist, dann 
bleiben diese w12 bei der Bewegung konstant. Bei Hinzufiigung 
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einer weiteren Storungsfunktion konnen natiirlich diese we sii.­
kular verii.nderlich werden. 

Die Berechnung des Mittelwertes der Storungsfunktion H1 

geschieht hii.ufig einfacher mit Hilfe der urspriinglichen Variabeln 
q, p (durch Mittelung iiber den zeitlichen Ablauf) als mit Be­
nutzung der Winkelvariabeln. Man bat dann nachtrii.glich die 

im Mittelwert H1 noch vorkommenden Bahnkonstanten der un­
gestorten Bewegung durch die entarteten Winkelvariabeln we0 

und durch die Wirkurrgsvariabeln J.,.O auszudriicken. 
Fiir ein nur inneren Krăften unterworfenes System ist das 

Azimut der durch die Achse des Gesamtimpulses und eine be­
liebige raumfeste Gerade gelegte Ebene um diese Gerade ent­
artet. Wirkt nun auf dieses System ein schwaches ii.uBeres 
homogenes Feld von der Richtung dieser Geraden, so kann der 
Mittelwert der Storungsfunktion J..H1 nicht von diesem Azimut 
abbii.ngen. Wenn nun keine weitere entartete Variable des un­
gestorten Systems vorhanden ist, die durch die Storungsfunktion 
sii.kular verăndert wird (wie es z. B. beim Wasser~toffatom im 
elektrischen Feld, vgl. § 37, der Fall ist), so ist die einzige vom 
ăuBeren Feld erzeugte săkulare Bewegung eine Prăzession des 
Gesamtdrehimpulses um die Feldrichtung mit der Frequenz 

"''~' = ;., oHJ1 • 
â tp 

Wir haben also den im vorigen Paragraphen behandelten Fall 
der Richtungsquantelung năherungsweise verwirklicht. Die genaue 
Bewegung unterscheidet sich von der beschriebenen um iiber­
lagerte kleine Schwingungen, sie ist eine "pseudoregulăre Prii.­
zession". 

§ 19. Quantentheorie des Kreisels und Anwendung auf 
Molekelmodelle. 

Wir haben friiher (im § 12) die Bewegung von zweiatomigen 
Molekeln untersucht, die wir als "Rotatoren" auffaBten. Wir 
wollen jetzt den allgemeinen Fall mehratomiger Molekeln be­
trachten, die wir in erster Annăherung als starre Korper an­
sehen. Der oben erwăhnte Fali der zweiatomigen Molekeln 
(und allgemei!ler: solcher Molekeln, bei denen alle Atome auf 
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einer Geraden liegen) wird dabei als ein Grenzfall herauskom­
men, und wir werden zugleich eine exaktere Begriindung un-
·serer friiheren Ergebnisse erhalten. ' 

Die Auffassung der Molekeln als starrer Korper miiBte 
natiirlich elektronentheoretisch begriindet werden; denn in 
W ahrheit ist die Molekel ein kompliziertes System bestehend 
aus mehreren Kernen und einer groBen Zahl von Elektronen. 
)fan kann in der Tat zeigen 1), daB die Kerne sich in groBer 
Annaherung wie ein starres System bewegen; doch wird der 
gesamte Drehimpuls der Molekeln nicht mit dem Drehimpuls 
der Kern,bewegung identisch sein, weil das System der Elek­
tronen relativ· zu den Kernen selbst einen Drehimpuls von 
gleicher Gr6Benordnung besitzt. Man gelangt so nach·KRAMERS 
und P AULI 2) zu der Vorstellung, daB das adaquate Modell 
einer Molekel nicht einfach ein Kreisel ist, sondern ein starrer 
Korper, in den ein Schwungrad mit festen Lagern· eingebaut ist. 
Wir wollen daher in diesem Paragraphen gleich die Theorie 
dieses Kreisels mit Schwungrad betrachten. 

, Der Kreiselkorper einschlieBlich der Masse des Schwungrads 
( das achsensymmetrisch sein soll, so daB sich die Massenver­
teilung bei seiner Rotation nicht andert) moge die Haupttrag­
heitsmomente A", AY, A. hab:en, dere~ Achsen zugleich die Ko­
ordinatenachsen (x, y, z) sein mogen; das Tragheitsmoment des 
Schwungrads aei A. a sei der Einheitsvektor in Richtung der 
Achse des Schwungrads, ·c der Drehwinkel des Schwungrads 
um seine Achse und C = w seine Winkelgeschwindigkeit. Den 
Vektor der Winkelgeschwindigkeit des ganzen Kreisels bezeichnen 
wir wie friiher mit b, und zur Festlegung der Lage des Kreisels 
benutzen wir wieder die EULERschen Winkel {), cp, 'IJ' ({) und 
tp Polabstand und Azimut der A.-Achse, cp Winkel zwischen 
Knotenlinie und A,.-Achse). Die Beziehungen zwischen den 
Ableitungen von {), cp, tp und den Komponenten von b hatten 
wir friiher (in (2) § 6) angegeben. Dei Vektor des gesamten 
Drehimpulses des Korpers eei 'Il. 

Die Komp~menten des gesamten Drehimpulses· setzen sich 

1) M. BoRN u. W. HEISENBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S. 1. 1924. 
2) H. A. KRAMERS: Zeitschr. f. Physik. Bd. 13, S. 343. 1923. - H. A. 

KRAMERS u. W. PAULI jr.: Zeitschr. f. Physik Bd. 13, S. 351. 1923. 
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zusammen aus den Komponenten des Drehimpulses des Kreisel­
korpers allein und denen des Schwungrads: 

(1) 
'1J., = A.,b., + A·a.,w 
'1; 11 = A 11 b11 + A·a11 w 
'1J.=A.b.+A·a.w. 

Der Drehimpuls des Schwungrads um seine Achse ist 

(2) Z = A ( w + (ba)). 
Die vi~r Bewegungsgleichungen werden hier durch Anwendung 
des Satzes vom Drehimpuls gewonnen. Erstens mu.ll nii.mlich 
der Drehimpuls im Raume feststehen, was die EULERschen 
Gleichungen 

~= ['1J, b] 

liefert. Zweitens kann der Drehimpuls des Schwungrads nur 
geii.ndert werden durch Wechselwirkung mit dem Kreiselkorper 
unter Vermittlung der Achsenlager; seine Ănderung steht also 
senkrecht zur Achse, seine Komponente in der Achsenrichtung 
ist konstant: 
(3) Z = const. 
Die kinetische Energie ist 

(4) T=H('1Jb)+Zw]; 
durch Einsetzen der Ausdriicke (1) wird daraus: 

(5) T = l[A.,b.,2 + 4.11 b/ + A6 b1
2 + Aw (ab) + wZ]. 

Um die Energie als Funktion der Komponenten des Dreh­
impulses zu erhalten, setzen wir die aus (1) berechneten Werte 
vori ~.,,b11 ,b6 in (5) ein: 

T=._!_['1J.,2 + '1J/' + 'EJ.'J -Aw(a.,'1J.,+~II'Illl+ a.~)+wz]. 
2 A., A11 A. A., A11 A. 

w berechnen wir, indem wir durch ~ultiplikation der Glei-

chungen (1) mit ~., , .!j-, ~· eine Beziehung zwischen w und 
a: 11 z 

(ba) herleiten; aus dieser und (2) folgt dann: 

Z a~ '1J., a11 '1; 11 a. '1J 8 

A-~-~-Ţ 
W= 

( a 2 a 2 a 11 \ 
1-A ~+_][_+-"-) 

A,. A11 A., 
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AuBer diesem Integral haben wir noch den Satz 
haltung des Drehimpulses: 

(7) ~'il= ~z"l +~,/+~.'il= const. 

Den allgemeinen Oharalcter der Bewegung konnen wir folgen­
dermaBen iiberblicken: Die Komponenten von ~Bind die Koor­
dinaten des' Punktes, in dem die invariable Achse des Systems 
die Kugel (7) durchstOBt. Dieser Punkt lăuft entlang der 
Schnittkurve der Kugel mit dem Ellipsoid ( 6), das mit dem 
Kreisel fest verbunden ist. Im ra.umfesten Koordinatensystem 
fiihrt also der Kreisel eine periodische Nutation a.us, die von 
einer Prăzession um die Drehimpulsa.chse iiberlagert wird. Im 
Falle, wo die Kugel das• Ellipsoid beriihrt, wird die Bewegung 
zu' einer. Rotation um eine permanente Achse. 

Um. die Quantenbedingungen fiir die Bewegung formulieren 
zu konnen, miissen wir zu den Koordinaten {}, cp, 1p zuriick­
kehren und die zugehorigen Impulse berechnen. Denken wir 
uns die kinetische Energie T mittels der Beziehungen (2) § 6 

bz = iJ. cos cp + 1jJ sin Do sin cp 
b11 = 8- sin cp - 1jJ sin{} ~os cp 
b8 = ~ + 1jJ cos{} 

als Funktion von {}, cp, 1p und ihrer Ableitungen geschrieben, 
so erhalten wir: 

âT oT âbz âT âb11 . âT ob. 
p{J = âÎJ = obiiJ oO. + dJb!l oO. + ab. âfJ 

oT. oT ob., . oT o·b11 oT ob. 
Pcp = o~·= obiiJ o~ + ob11 • o~-+ ob. o~ 
. oT oT. ob., oT ob11 oT ob. 
P"' = o,P = '"ob~ o,P + ob11 oip- + Tb~· oip 

oT 
P,= ow' 

Boin, Atommeehanik 1. 9 
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Da nach (5) die Ableitungen von T nach b.,, b11 , b, gerade die 
Komponenten :3:>.,, 'IJ11 , 'Il1 des Drehimpulses (1) sind, folgt 

p -o = 'Il., cos fP + 'IJ 11 sin fP 

~=~~6~fţJ-~~6~fP+~~6 
p'l' = 'Il: 

Pţ =Z. 
Da der konstante Drehimpuls beliebige Richtung im Raum 

haben kann, ist die Bewegung entartet und wir konnen die 
Zahl der Freiheitsgrade um 1 erniedrigen. Ohne Einschrii.nkung 
der Allgemeinheit konnen wir namlich die raumfeste Polarachse 
in die Richtung von 'Il legen. Wir erhalten dann: 

(8) 

und die Impulse 

(9) 

'Il., = D sin 6 sin fP 
'IJ11 = - D sin 6 cos fP 
'Ilz = Dcos 6 

werden: 
p{}=O 

p =D 
"' p = Dcos{} 
'P 

Pţ =Z. 
Dadurch, daB fiir den Endpunkt von :3) eine Kurve auf 

dem korperfesten Ellipsoid (6) vorgeschrieben ist und diese 
Kurve wahrend eines Umlaufs von fP gerade einmal d~rchlaufen 
wird, ist cos 6 als eindeutige Funktion von fP bestimmt. Man 
erkennt so, daB die Bewegung in den Koordinaten 6, tp, fP, C 
separierbar ist, und erhalt die Wirkungsintegrale 

~ p",dtp = 2 n D; ~ p'~'dfP = D ~ cos6dcp; j p~dC = 2:n;Z 

und die Quantenbedingungen 1): 

(10) 

D= mh 
2n 

D ~cos 6 dfP = n* h 

n-h 
Z=-'-. 

2n 

1) Wir bezeichnen hier beim Kreisel die Quantenzahl des gesamten 
Drehimpulses nicht, wie in der allgemeinen Theorie, mit j, sondern mit 
m, weil dieser Buchstabe fiir die Beze!chnung der Terme eines moleku­
laren Rotationsepektrums gebrăuchlich ist (s. Rotator § 12). 
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Die zweite Quantenbedingung ist einer anschaulichen Deutung 
fahig. Die Flii.che, die die Spitze des V ektors ~ auf der 
Kugel (7) mit negativem Umlaufssinn umlauft, ist namlich 

F= - ~2 J J sin {}d{}dcp = ~2 J J d cos{}dcp. 

Fiihren wir die Integration nach {} aus, so erhalten wir, wenn 
die Berandung der Flii.che die Polarachse nicht umschlieBt: 

n* 
F = ~2 -j cos{} dep = 2 n D2 -, 

m 

wenn sie die positive Polarachse umschlieBt: 

m-n* 
F = ~9 'i(l - cos{}) dq; = 2 n D2 , 

m 
wenn sie qie nega ti ve Polarachse umschlieBt: 

m+n* 
F = ~2 -J(l + cos·O)dcp === 2 nD2 -m-' 

und wenn sie beide Seiten der Polarachse umschlieBt: 

2m-n* 
F = ~2 f(2- cos{})dcp = 2nD2 • 

m 
In allen Fii.llen wird das Verhaltnis zur Halbkugel 

(11) 
F n 

2nD2 = m 

wo n eine ganze Zahl ist, und wir konnen die zweite Quanten­
bedingung so formulieren, daB das Verhii.ltnis der vom Vektor :t' 
auf der Kugel (7) ausgeschnittenen Flii.che zur Halbkugel gleich 

-n_ ist; n 'kann die W erte O, 1 ... 2 m annehmen. 
m 

Wir wollen unsere Betrachtungen noch auf den Fall des 
gewăhnlichen Kreisels ohne eingebautes Schwungrad spezialisieren 1 1. 

Htatt (1) erhalten wir fiir die Komponenten des Drehimpulses: 

~ .. =A.,b,., 'lly=Ayby, ~.=A.b.; 

die Gleichung (5) fiir die Energie geht iiber in 

T = ~(A.,b.,2 + Av b11
2 + A.b.2]. 

1) Siehe F. REICHl!J: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 394. 1918. 
P. S. EPSTEIN: Verb. d. Dtsch. phys. Ges. Bd. 18, S. 398. 1916. 
P. S. EPsTEIN: Physkal. Zeitschr. Bd. 20, S. 289. 1919. 

9* 
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Durch Einsetzen der Drehimpulskomponenten folgt: 

1 ['Il 2 'Il 2 'Il 2] 
(12) T = 2. ;r. + ĂY + ~ . 
Legen wir a.uch hier die raumfeste Polarachse in die Richtung 
des gesamten Drehimpulses, so gelten wieder die Beziehungen (8) 
und es wird 

(13) T = _1:_ D2 [sin~LO (~!n2 rp + _co~2 rp) + cos'2 {}] . 
2 A., Y A. 

Wir erha.lten zwei Quantenbedingungen 

~p'l'd1p = 2nD = mh 

~ P",drp = D ~cos {}dep= nh. 
(14) 

In der zweiten Bedingung haben wir cos{} mit Hilfe der 
Energie T = W als Funktion von cp zu schreiben. Aus (13) 
folgt 

2 W _ (sin2 rp + ~os:_ce) 
2 , D 2 A", ·AY 

cos {} = -----· --- - ' 
_!__ _ (sin2 rp + cos2 rp) 

. A, A., A 11 

und die zweite Quantenbedingung wird: 

(15) f V 2 W ~ fl2 ( _!i~2. cp_ + co~2 rp) 
"' . y d - h' 

__1:_ _ (-sin~ rp + cos~!e) rp - n · 
• A. A., AY 

Sie fiihrt auf ein elliptisches Integral, das die Energie W als Para­
meter enthii.lt. Die Berechnung von W als Funktion der Qua.nten­
zahlen m und n lăBt sich explizite nicht ausfiihren, auBer in 
dem Fall der Rotationssymmetrie (A"= A11), den wir schon 
friiher behandelt haben (§ 6). 

In diesem Falle A.,= AY geht dre Energie (13) iiber in 

rp wird ebenfalls zyklische Variable und {} iet konstant. Die 
Quantenbedingungen Iau tEm: 
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es ist also 

D= rn,h 
2n 
nh 

Dcos{}·= -; 
2n 

n 
cos{}=-, 

m 

d. h. wir haben eine Art von Richtungsquantelung, wobei der 
Drehimpuls nicht um eine raumfeste Achse, sondern um die 
korperfeste Figurenachse prazessiert. Die Energie ais Funktion · 
der Quantenzahlen wird: 

(16) 

Dberlegt man sich, wie die Koordinaten eines Kreiseipunktes 
sich durch die zyklischen Koordinaten 'lfJ und rp ausdriicken 
( endliche FouRIER-Reihen ), so sieht man, daB in der Entwickiung 
des eiektrischen Moments im allgemeinen die Frequenzen v", 
und v'l' mit den Ko.effizienten O und ± 1 auftreten. Die 
Quantenzahlen n und m k6n11en sich also um O und + 1 an­
dern. Nur wenn das elektrische Moment keine Komponente in 
der Richtung der Figurenachse hat, falit der ObergangL1 n =O fort. 

Eine Anwendung der Energiegieichung (16) auf mehratomige 
Molekeln wiirde mehrere Systeme von Rotationsbanden ergeben, 
die nur gegeneinander um feste Betrage verschoben. sind. Die 
Linienfolgen geniigen derselben Formei vom einfachsten DEs­
LANDREsschen Typus (vgl. § 12). 

Wir wollen an dieser Stelle die Frage aufwerfen, wie man 
durch einen GrenzprozeB aus der Kreiselformei (16) die For­
mei (1) § 12 fiir den Rotator gewinnen kann, und zeigen. in­
wiefern die Anwendung der Rotatorformei auf eine zweiatomige 
Molekel berechtigt ist. Hat man den Idealfall eines aus ~wei 
starr verbundenen Massenpunkten bestehenden Systems, so ist 
in der Kreiselformel (16) Az =O zu setzen, und damit die Energie 
endlich bleibt, kann n nur den W ert O annehmen. Wir erhahen 
dann fiir die Energie die alte Rotatorformel (1) § 12: 

h2 
W= ·-----m2 

8n2 Ax · 
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In Wirklichkeit aher handelt es sich bei den zweiatornigen 
lllolekeln um Systeme, bei denen auBer den fast punktfi:irmigen 
Kernen von groBer Masse eine Anza.hl von Elektronen vorha.nden 
ist, die sich um die Kerne herumbewegen und unter Umstănden 
einen Impuls um die Kernverbindungslinie haben ki:innen. Ma.n 
kann dieses System in grober Năherung als einen Kreisel auf­
fassen, dessen Trăgheitsmoment A6 um die Kernachse klein ist 
gegen das Trăgheitsmoment A., um eine da.zu senkrechte Gerade. 
Bei unverănderter Elektronenkonfigura.tion ist n und damit das 
zweite Glied in der Energie (16) eine Konsta.nte. Fiir ·die Ab­
hăngigkeit der Energie vom Rotationszustand erhalten wir also 

(1 7) 
h'J 

w = WEiektr. + 8 'JT,'J A., m2 • 

Bei einem Quanteniibergang ăndert sich im allgemeinen n und 
damit die ,;Elektronenenergie" WEiektr •• und a.uBerdem ăndert 
sich m um O oder + 1. Lassen wir die Abhăngigkeit von 
WEiektr. von den Quantenzahlen dahingestelţt, weil die Auffassung 
der Elektronen als starrer K'reisel na.tiirlich sehr gewagt ist, 
so erhalten wir fiir die bei einem tJbergang gestrahlte Fre­
quenz (abgesehen von der LI m =O entsprechenden Frequenz 
ii = VEJektr.): 

(18) 
il= VEJektr. + 8 ~A [(m ± 1)11 - m2] 

'J1, "' 

= VEJektr. + 4 ~X ( ± m + i) ~ 
'J1, "' 

WEJektr. und damit VEJektr. ist wegen der Kleinheit von A, in (16) 
sehr groB gegen da.s von der Rotation herriihrende Glied. Da 
nun das letztere fiir sich allein, wie wir friiher gezeigt ha.ben, 
Linien im Ultrarot ergibt, so riickt das durch (18) dargestellte 
Spektrum na.ch hi:iheren Frequenzen, also etwa. in das sichtba.re 
Gebiet oder Ultraviolett. Wir haben damit die einfachste 
Bandenformel, die in allergri:ibster Năherung die beobachteten 
Banden darstellt. Aus dem beobachteten Linienabstand kann 
man das Trii.gheitsmoment A." der Molekel berechnen. 

Bei dem tJbergang von der Energiegleichung (1 7) zur Fre­
quenzgleichung (18) ist die Voraussetzung gemacht, daB sich 
das Trăgheitsmoment A." bei der Ănderung der Elektronen-
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konfiguration nicht andert. LaBt man die8e Vorau88etzung 
fallen und nimmt man an, daB A;. von A" <1> nach A., <2> iiber­
geht, 80 erhalt man fiir LJ m = ± 1 die Frequenzen 

--- h ( )9 h 2 v- VEJektr. + 8 2 A (1) m ± 1 - 8 '.!A (2) m ' 
n "' n "' 

(19) v=a±bm+cm2 , 

WO 

(20) 

- h 
a === VEiektr. + 8 n 2 A <iY 

X 

h 
b---~-­

-- ..ln2 A <1> 
X 

c = 8~2 (A \1>- A 1<2>) 
"' "' 

ist. Die Frequenzen (19) bilden den "positiven und negativen 
Zweig" der Bande. Fiir LI m =O erhalt man den "Nullzweig": 

(21) Y = YEJektr. + 8~2 (-i_~)- A 1(~)) m2 = YEJektr. + cm2 • 

X X 

Er fiillt weg, wenn da8 elektrische Moment der Molekel senk­
recht zur Drehimpulsachse steht. 

Wir bekom~en die Verteilung der Linien in den drei 
Zweigen, wenn wir die drei Parabeln (19) (mit +- und -­
Zeichen) und (21) zeichnen und von den Punkten ganz~ahliger 
positi ver m die Lote auf die :;; -Achse rallen 1). Einer der beiden 
Zweige (19) iiberdeckt einen Teil der :P-Skala doppelt, an der 
Umkehrstelle, dem "Bandenkopf", haufen sich die Linien (mit 
endlicher Dichte ). Die Linie, in der der positive und negative 
Zweig zusammenstoBen (m = 0), heiBt "Nullinie". 

Um au8 einer empirisch gegebenen Bande da8 Tragheits­
moment berechnen zu konneri, muB man· b kennen und dazu 
muB man wissen, wo die N ullinie der Bande liegt. W enn ein 
Nullzweig vorhanden ist, kann man aus des8en Lage auf die 
der Nullinie schlieBen. Fehlt der Nullzweig, 80 reichen die 
hier angegebenen Eigenschaften der Bande nicht au8. Es zeigt 
sich aher, daB die Intensitaten beiderseits der Nullinie symme~ 
trisch verteilt sind und die Nullinie selb8t die Intensitat O hat; 
wir werden auf diesen Punkt gleich zuriickkommen. 

1 ) Vgl. A. SoMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, S. 522. 1922. 
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Abb. 8. 

Eine Behandlung der Banden von Molekeln mit beliebig ge­
richtetem Elektronenimpuls und eine Erklărung fiir das Ausfallen 
der Nullinie versuchen KitAMERS und PAULI zu erhalten, indem 
sie· das Modell des Kreisels mit eingebautem Schwungrad auf 
· die Molekeln anwenden. 

Der Kreiselkorper vertritt dabei das (starr gedachţe) System 
der Kerne und das Schwungrad den Elektronenimpuls. Da in 
de:n Molekel die Ausmalle der Elektronenbahnen von gleicher 
.Grollenordnung sind wie die Kernapstănde und die Elektrotlen-
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masse klein ist gegen die Kernmasse, ist A eine im V ergleich 
zu A.,, AY und Az kleine GroBe; die Quantenbedingungen for­
dern weiter, daB der Elektronenimpuls Z die gleiche Gr6Ben­
ordnung hat wie der Gesamtimpuls D. 

Wir entwickeln nun T nach Potenzen von A und brechen 
hinter dem zweiten Glied ah: 

T = Z2- + ~ 1 _!__ ('Il - z a )2 + _!__ ('Il - z a )2 2 A 2 lA X X A y y 
X y 

1 •] + A('Il.- Z a.? . 
z 

In diesem Ausdruck ist das erste Glied eine Konstante ( die 
Energie de~ Elektronenbewegung), das zweite Glied 

(22) 

ist die Energie der · Kreiselbewegung der Molekel. 
Die stationăren Bewegungen erhălt man, wenn man den 

Gesamtdrehimpuls 1 'Ill gleich mh setzt und die Werte von E 
2:n: 

so wahlt, daB das durch (22) dargestellte Ellipsoid mit dem 
Mittelpunkt Z a aus . der Kugel 1 'Ill = const eine Flăche heraus-

schneidet, die zur Halbkugel im Verhăltnis !". steht. Auf die 
m 

Bedeutung von Z und die Frage, ob diese Gr6Be einer Quanten­
bedingung zu unterwerfcn ist, werden wir spater zuriickkommen. 

Im Falle zweiatomiger Molekeln legen wir die z-Achse in 
die Kernverbindungslinie und die x-Achse in die durch Elek­
tronenimpuls und Kernverbindung bestimmte Ebene, dann ist 
ay =O, A. klein gegen Ax und AY (im Verhăltnis von Elek­
tronenmasse zu Kernmasse) und (mit der gleichen Annaherung) 
A.,= AY. Das durch (22) dargestellte Ellipsoid artet in eine 
flache Kreisscheibe parallel zur (x, y)-Ebene aus mit den Mittel­
punktskoordinaten z ax, o, z az. 

Die Schnittkurve des Ellipsoids mit der Kugel umschlieBt 
eine Flăche, deren Ausdehnung in der z-Richtung sich zum 

Kugelradius verhălt wie -v~:. Fiir nicht zu groBe W erte des 
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gesamten Drehimpulses ist daher nur die Quantenzahl n = O 
zulăssig. Das bedeutet, daB das fl.ache Ellipsoid die Kugel be­
riihrt. LăBt man E von O bis oo_ wachsen, so tritt eine solche 
Beriihrung zweimal ein, gleichgiiltig ob der Mittelpunkt des 
Ellip'soids innerhalb oder auBerhalb der Kugel liegt. Von den 
beiden entsprechenden Bewegungsformen ist nur die fiir kleineres 
E stabil, da nur hier bei einer kleinen VergroBerung von E 
die aus der Kugel ausgeschnittene Kurve den Beriihrungspunkt 
dicht umschlieBt, d. h. die Bewegung in der Năhe der statio-" 
năren ;Bewegung bleibt. 

Der Beriihrungspunkt muB in der durch den Mittelpunkt 
des Eilipsoids und die Kernachse gehenden Ebene liegen; dar­
aus folgt ~Y = O. Aus der Beziehung 

~ . ~ _ ~"'- a",Z. ~.-a.~ 
x' :- Ax • Az ' 

die aussagt, daB die Normale der Kugel im Beriihrungspunkt 
mit der des Ellipsoids iibereinstimmt, schlieBen wir, daB 

~.- a.Z 

die GroBenordnung ~: hat. Wir konnen daher in der Energie 

"' (22) das dritte Glied vernachlăssigen und erhalten 

E = ~- (~.,- ax Z)2 • 
2 X 

~~:-----~x--------~ 

Abb. 9. 

ein, so fol~t 

(23) 

An der Figur sieht man, daB 
man hierfiir auch 

1 ------·-
E =-(V~~ -a~ Z2 - a Z)2 

2A., z , "' 

schreiben kann. Fiihrt man 
die Quantenzahl m und die 
GroBen ţ und ' durch 

ţh 'h Za =-, Zo =--
"' 2:n z 2:n 
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Dies ist eine Verallgemeinerung der Formei fiir die Energie 
eines einfachen Rotators; man erhii.It diese fiir 

~=C=O. 

Fălit der Eiektronenimpuls in die Richtung der Kernver­
bindung (~ = o), so wird 

h2 ( 11 rll) E== B~2A., m -.,. • 

Diese Formei stimmt mit der fiir den symmetriscl!en Kreisei (16) 

iiberein, wenn man dort das ; proportionale Glied ( ais Eiek-
z 

tronenenergie) abspaitet und C gieich n setzt. 
Die allgemeine Formei (23) haben KRATZER 1) und KRAMERS 

und PAULr 2) auf verschiedene Weise benutzt, um die beobachtete 
Tatsache zu erklăren, daB im System der aquidistanten Banden­
linien eine Linie a,usfăllt. Man darf annehmen, daB an dieser 
Stelle positiver und negativer Zweig der Bande aneinander­
stoBen wegen der symmetrischen Verteilung der Intensităt und 
gewisser Storungen der RegeimăBigkeit beiderseits der Liicke. 

KRATZER benutzt die Formei (23) fiir den Fali, wo C =O 
ist, d. h. der Elektronenimpuls auf der Kernverbindung senk· 
recht steht. Er erhălt aus 

h'J 
E=--(m-~)11 

Sn'JA., 

die beim "Obergang m + 1---+ m (unter Beibehalt'.lng der Elek­
tronenkonfiguration) gestrahlte Frequenz 

( ) - - h ( ~ l) 24 'P = 'PEJektr. + 4 n11 A., m- + 2 

und die beim Ubergang m---+ m + 1 gestrahlte Frequenz 

25) îi= YEJektr.- 4 n~A-(m- ~ + i). 
;x; 

Der positive und der negative Zweig bestehen also aus aqui­
distanten Lini~n, die im allgemeinen an verschiedenen Stellen 
beginnen; der positive Zweig beginnt bei ~ - ~, der negative 

1) A. KRATZER: Sitz.-Ber. Bayr. Akad. Math.-phys. Kl. 1922, S. 107, §3. 
2) H. A. KRAMERS und W. PAULI jr.: Zeitschr. f. Physik. Bd. 13, 

s. 351. 1923. 
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bei - (~- ţ).. Dadurch,. da.B KRATZER den Zustand m =O 
verbietet und ţ = ~ setzt, bekommt er zwischen den beiden 
Zweig~n eine Lucke von der doppelten Breite des gewohnlichen 
Linienabstandes. 

KRAMERS und PA ULI zeigen, daB dies im wesentlichen 
auch giiltig bleibt, wenn l; nicht verschwindet. Dann muB 

' 1 
m > l; sein und die Entwicklung von E nach -

m 
h'J r 1,;2 ţ J E = -, - 1 ( m- ţ)2 + 1,;2 + _ + ... 

8n~A., L m 
bleibt auch fiir kleine m (auBer m =O) noch angenahert giiltig. 

Vernachlassigen wir das Glied 1;2 ţ , so erhalten wir die ~leichen 
m 

Frequenzen (24) und (25) wie oben; also auch im Falle ţ = ~ 
die richtige GroBe der Liicke. 

Der W ert ţ = ~ kann so zustande kommen, daB der Elek-

tronenimpuls gleich !!_ ist und mit der Kernverbindung einen 
2n 

Winkel von 30° einschlieBt. Allerdings fiihrt diese Annahme 
zu Schwierigkeiten bei der Diskussion der Intensitaten nach 
deni Korrespondenzprinzip 1). Aus diesem Grunde kehren auch 
KRAMERS und PAUL! zur Annahme ţ = ~. l; =O zuriick, also 
zu einem Elektronenimpuls (mit "halber" Quantenzahl) senk­
reclit zur Kernverbindung. 

§ 20. Koppelung von Rotation und Schwingung bei 
zweiatomigen Molekeln. 

Bisher wurden die Verbindungen zwischen den Atomen, die 
zu einer Molekel vereinigt sind, als starr angenommen; dies 
wird in Wirklichkeit nicht der Fall sein, vielmehr werden die 
Atome kleine Schwingungen gegeneinander ausfiihren. Es handelt 
sich jetzt darum, zu untersuchen, welchen EinfluB diese Schwin-

1) Andere Schwierigkeiten bestehen darin, da8 ein Elektronenimpuls, 
der nicht parallel zur Kernverbindung liegt, nur moglich ist bei gewisaen 
Entartungen der Elektronenbewegung (M. BoRN und W. HEISENBER~: 
Ann. d. Physik. Bd. 74, S. 1. 1924). Herr W. PAULI teilt uns mit, da8 
die genaue Diskussion dieser Entartungfln iiberhaupt nur auf parallele 
und senkrechte Stellung des ·Eiektronenimpulsel fiihrt. 
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gungen auf die Energie und damit auf die Frequenz des ge­
strahlten oder absorbierten Lichtes ausiiben. 

Die wirkliche Natur der Krăfte, die die Molekel zusammen­
halten, wird in ii.uBerst komplizierter W eise durch ihren Aufbau 
aua Kernen und ~lektronen bestimmt. Hier wollen wir die 
denkbar einfachste · Annahme machen, daB die Atome sich als 
Kraftzentren auffassen lassen, die mit einer nur von der Ent­
fernung abhăngigen Kraft aufeinander wirken; man kann zeigen, 
daB die . so erhaltenen Resul tate eine richtige ânnăherung an 
das wirkliehe Verhalten darstellen1 ). · 

W as den Elektronenimpuls bei zwei~tomigen Molekeln an­
langt, so haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, daB er 
die Rotationsbewegung der Kerne nicht beeinfluBt und zur 
Energie nur ein additives Glied liefert, wenn er in die Rich­
tung der Kernverbindung fălit. Dasselbe muB au!Jh gelten, 
wenn die .Kerne in dieBer Richtung gegeneinander S<?hwingen; 
wir wollen uns daher im -folgenden auf diesen Fali beschrănken. 

Wir betrachten also eine zweia.tomige Molekel, · bestehend 
aus zwei Massenpunkten m1 und m'A in der Entfernung r von­
einander, zwischen denen eine potentielle Energie U (r) wirk­
sam ist .. 

Man K'a.nn ganz allgemein zeigenl da{J ein solches Zweilcarper­
problem sich auf ein Einlcarperproblem zurockfiihren lă{Jt. Wir 
wăhlen den Schwerpunkt der beiden Massenpunkte als Koordi­
natenursprung O :nnd bestimmen die Richtung ihrer Verbin­
dungslinie von m9 nach m1 durch die Polarkoordinaten {), cp. 
Sind dann r1 und r 11 die -Abstănde der Massenpunkte von O, 
so sind ihre Polarkoordinaţen r1 , {), cp und r2, n-ff, n+cp; 
f~rner gilt rl + rll = r. Die HAMILT~Nsche Funktion wird: 

H = ~1 (rt2+r111JJ.11+rtii<PII sin2 ff) + ~~ (r~~~~+ rs 2Ds + riiii,PIIsinllf)) 

+ U(r) = ~(ml r111 +mllr1111)+Hml r 111 +msrll2)(1'i-~~'+<P'.!sin'.!ff)+ U(r). 

N ach dem Schwerpunktsatz ist 

und daher 

1) M. :aoB'N u. W. HEISBNEBBG, Ann. d. Physik. Bd. 74, S. 1. 1924. 
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mQr 
rl = -

m1 +m2 

m1 r 
9'2 = --=--­

ml +m~ 

Setzt man dies in H ein, so wird 

wo 

~=_!_+2._ 
ţt ml m2 

(2) 

gesetzt ist. Der Ausdruck (1) ist nun die HAMILTONsche Funk­
tion der Bewegung eines Massenpunktes von der Masse ţt unter 
dem EinfluB eines Kraftzentrums, von dem er den Abstand r hat. 

Wir werden im folgenden Kapitel dieses Problem von einem 
allgemeineren Gesichtspunkt aus untersuchen up.d hier nur den 
bei Molekeln in Betracht kommenden Fali ins Auge fassen, 
daB eine stabile Gleichgewichtslage existiert1). Dann gibt es eine 
Entfemung r0 , fiir die U(r) ein Minimum hat, d. h. es ist 

(3) u; =o, u;' >o, 
wo der Index O hier und im folgenden bedeutet, daB r = r 0 ist. 

Ein moglicher Bewegungszustand des: Systems ist der, daB 
es um eine raumfeste, durch den Schwerpunkt O der Massen 
gehende, auf der Verbindungslinie der Massen (Kernachse) senk­
rechte Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ip0 und 
konstantem Kernabstand r rotiert. Dabei gilt: 

(4) 

wo das Oberatreichen hier und im folgenden bedeutet, daB 
r = r ist. 

Diesen Bewegungszustand nehmen wir als Ausgang fiir ein 
Annăherungsverfahren zur Behandlung kleiner Schwingungen. 
Wir denken uns den Abstand r um die kleine Entfernung X 

vermehrt: r = r + x, und entwickeln die HAMILTONsche Funk-

1 ) M. BoRN undE. HucKEL: Physikal. Zeitschr. Bd. 24, S. 1. 1923; 
s. auch A. KRATZER: Zeitschr. f. Physik. Bd. 3, S. 289 u. 460. 192<1. 
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tion, aufgefaBt als Funktion von x, g; und den zugeborigen 
Impulsen, nacb Potenzen von x. Man bat 

H = ~ [:P + (r + x)~cjJ 2] + U(r + x). 

Der zu g; geborige Impuls 

p = ,u (r + x) 2 tjJ 

ist konstant, weil g; zykliscb ist, und stimmt mit dem Dreb­
impuls iiberein; es ist also aucb (fiir x =O) 

(5) p=ţtr2cPo· 

Zu x gebort der Impuls 

P" = ţtX. 
N unmebr wird 

(6) H = -----!..-2
----o + P"2 + U (r -i- x). 

2ţt(r+x)" 2ţt 

Entwickeln wir nacb Potenzen von x, so wird 

H. [ P~_ +U] +p"'2 + [- p~ +U'] x+ [3 _p~ +~ U"J. x~ 
2ţtr 2 2ţt ţtr 8 2ţt1"t 2! 

+ [- 4_1:__ + ~ u"'] x 3 + [s _E:_ + ~ [Jwl x 4 -L ... 
2 ţt1" 0 3! 2 ţtr 6 4! J · 

Der Faktor von x versebwindet mit Riicksicbt auf (4) und (5): 

(7) p 2 = U'· 
ţt rs ' 

die HAMILTONscbe Funktion bat also folgende Form: 
2 

(8) H = W0 + ~xţt + ~ ro 2 ·x 2 + ax 3 + bx4 + ... , 
wo 

(9) 
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ist. Damit ist das Problem auf das des unharmonischen Os­
zillators zuriickgefiihrt, den wir im § 12 behandelt haben. 

Wollen wir jetzt Winkel- und Wirkungsvariable einfiihren, 
so haben wir 

J=2np 

zu setzen und statt x und pa: in der beim unharmonischen Os­
zillator angegebenen Weise wa: und Ja: einzufiihren. Wenn wir 
in (8) die Glieder bis x3 beriicksichtigen, erhalten wir 

(10) H= W0 (J)+Ja:y(J)+Ja:2 a(J), 

wo zur Abkiirzung. 
15 a 2 1• 2 

- =a 
4 (2nY)~ ,u3 

gesetzt ist. Beriicksichtigen wir das Glied b x 4 ebenfalls, so 
erhalt H in gleicher Naherung dieselbe Form, nur hiingt a auch 
von b ab. Man findet die Funktionen W0 (J) und 'P (J), indem 
man aus (7) r als Funktion von p oder J berechnet und in 
(9) einsetzt. Um sie wirklich auszurechnen, miillte man die 
Funktion U(r) genau kennen. Wenn wir uns aber auf so kleine 
Rotationsgeschwindigkeiten beschriinken, daB die durch die 
Zentrifugalkraft erzeugte Abweichung r- r0 = r1 klein gegen 
r 0 ist, so kann man durch eine Entwicklung nach r 1 zum Ziei 
kommen. Die Gleichung (7) schreibt sich dann wegen U0'·= O 
in erster Naherung 

~ = r 3 U' = r (-~ (r 3 U')) = r r 3 U "; 
4 n2 ,U 1 dr "="• 1 o o 

hieraus erhalten wir 
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1 ,ru;: [ J 2 ( 3 u ",) J 
v=2nf-:- 1+8n2 ,uUo'' r04'+r/ll" +··· 

=V o + v.l J2 + ... ; 
auch a hat eine Ent.wicklung von der Form 

a = "o + al J 2 + .... 
Wir haben dabei alle GHeder weggelassen, die von hoherer als 
erster Ordnung in J 9 sind. Die Energie als Funktion der 
Wirkungsvariabeln wird jetzt 

J2 
(11) W = H = U0 + 8 n 2 A+ J., v(J) + J.,2 a(J) + .. ·, 

wo A = ,u r 0 2 das Trăgheitsmoment im rotationslosen Zustahd ist 
und v und a die oben angegebene Bedeutung haben. 

Vernachlăssigen wir die GHeder mit J.,2 und J.,J'A, also die 
Anharmonizităt und die Abhăngigkeit des v von J, so zerfăllt 

die Energie in einen Rotationsanteil und in einen Schwingungs­
anteil von den wohlbekannten Formen. Als năchste Năherung 
ergibt sich eine Abhăngigkeit der Schwingungsfrequenz von der 
Rotationsquantenzahl und der anharmonische Charakter der 
Schwinguhg. Unser Verfahren erlaubt natiirlich auch eine Be­
rechnung der hoheren Năherungen der Energie, die von hoheren 
Potenzen von J und J., abhăngen. 

Wir wollen die gewonnenen Ergebnisse auf das Spektrum 
zweiatomiger Molekeln anwenden. Sie haben in den stationăren 
Zustănden die Energie 

h2mll 
{12) W = U0 + s-;;:!A. + hn(v0 + {Jm 2 ) + h 2 a0 n 2 + ... , 

wo m die Rotations- und n die Schwingungsquantenzahl ist. 
Einem 'Obergang 

entspricht die Frequenz 

{ 13) ii = 8 : 11 A [ (m ± 1) 2 - m2 ] + fJ [ n1 ( m + 1 )2 - n2 m 9] 

+ V o ( nl - n2) + h "o ( nl!l - n2 2) . 
Fiir feste Werte von n1 und n!!, liefert dies·zunăchst eine Bande 
mit den Zweigen (zu denen ein Nullzweig treten kann): 

B orn, Atommeehanik 1. 10 
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(14) v=a±bm+cm2 , 

wo a, b und c etwas andere Bedeutung haben als in (20) § 19• 
Um 

h 
8 n2 A+ fJ"!'t 

gegen die N\lllinien dieser Banden verschoben, liegen die Os­
zillationsfrequenzen 

(15) :;; = Y 0 (n1 - n2) + ha0 (n12 - n 22). 

Wir erhalten also ein Bandensystem, das entsprechend der 
Mannigfaltigkeit der W erte von n1 und n2 in einzelne Banden 
zerfiillt. Die Lage der · einzelnen Banden im System wird durch 
15) angegeben, wăhrend (14) das Gesetz der Linien in den 
einzelnen Banden gibt. 

Von dem hier beschriebenen Typus, aher ohne Nullzweige, 
sind nun die ultraroten Spektren der Halogenwasserstofje 1 ). Diese 
Spektra bestehen aus einzelnen "Doppelbanden", d. h. nahezu 
ăquidistanten Linienfolgen, die symmetrisch zu einer Liicke 
liegen. In dieser Liicke ha ben wir die in § 19 erwăhnte N ull­
linie zu sehen. Ein Umbiegen des einen Zweiges ist hier nicht 
wahrzunehmen. Die :R.otationsfrequenzen liegen bei HOl an den 
Stellen ii= 2877 und v = 5657 (in "Wellenzahlen", d. h. Anzahlen 
der Wellen pro cm). Die entsprechenden Banden treten bei ge­
wohnlicher Temperatur in Absorption auf. Sie entsprechen also 
einem Sprung der Schwingungsquantenzahl, bei welchem dem 
Anfangszustand so geringe Energie zukommt, daB er bei ge­
wohnlicher Temperatur in merklicher Hăufigkeit vorkommt; 
das ist aher nur der Schwingungszustand n2 = O. Wir deuten 
daher die be:den beobachteten Banden als die zwei Dbergănge 

n=0---+1 
n=0---+2. 

Entsprechend der theor~tischen Formei (15) 

:;; = J' o nt + h «o nt 2 

liegt die zweite Bande nicht genau bei der doppelten Schwin­
gungszahl der ersten. 

1) Meesungen, besonders von E. S. lMEs: Astrophys. Journ. Bd. 50, 
S. 251: 1919. Die hier angegebene theoretische Deutung von A. KRATZF:R: 

Zeitschr. f. Physik. Bd. 3, S. 289. 1920. 
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Zu der Ănderung der Rotations- und Schwingungsquanten­
zahl kann noch eine Anderung der Elektronenkonfiguration der 
Molekel kommen. Einem Dbergang zwischen zwei stationăren 
Zustanden mit den Energien 

entspricht eine Linie 

(16) v = :P.z + vschw + rrot' 
wobei 

(17) Yschw, 1'otnl-l'02n2-f--haOlnl'l_hao2n':l2 

(18) :P,.01.= a± bm + cm\ vrot =a'+ cm 2 

ist. Im ganzen erhalten wir ein Bandensyst.em, dessen einzelne 
Banden den im § 19 beschrie ~enen Bau zeigen und nach dem 
Gesetz (17) angeordnet sind. In etwas anderer Schreibung 
Jautet es 

Da im allgemeinen v01 und v02 von gleicher GroBenordnung 
sind und ihre Differenz klein gegen die W erte selbst ist, ist 
das erste Glied das wesentliche. Es definiert die Lş.ge einer 
"Bandengruppe" im Bandensystem; eine Gruppe enthălt also 
alle Banden, bei denen n sich um den gleichen Betrag. ăndert. 
Das năchste Glied definiert die einzelnen Banden innerhalb 
der Gruppen nach MaBgabe ihrer Endquantenzahl. 

Ein schones Beispiel fiir ein Bandensystem ist das System 

' 1 ' 

=012311 n, 
n2 =2311-56 

.......... , ;/· 

0123'1 
123'15 

Abb. 10. 

''-' ,y. 1 

o ?3'9 123· 
0123'1- Qf2 

10* 
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der violetten Cyanbanden 1). Dic Abb. 10 gibt die Lage der 
Nullinien und ibre Wellenlăngen, die erste Zeile darunter die 
Scbwingungsquantenzabl. im Anfangszustand, die zweite Zeile 
die im Endzustand 2 ). 

Drittes Kapitel. 

Systeme Init einem Leuchtelektron. 
§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld. 

Die Anwendungen der im zweiten Kapitel entwickelten 
Prinzipien der QuantenmecbaniR sind vorlăufig nocb dadurch 
sebr bescbrănkt, daB jene Prinzipien sicb nur auf mebrfac~ 
periodiscbe Systeme bezieben. Das erste Beispiel, das ~OHR 
bebandelt bat, nămlicb die Systeme, die aus einem Kern und 
einem einzigen Elektron besteben ( d!ts W asserstoffatom und 
·die ibm ăbnlichen Ionen He+, Li++ usw.), erfiillt die Periodi­
zitatsvoraussetzung. Bei andern Atomen iiegen bei der Unter­
sucbung der Periodizitătseigenschaften der Bewegung die 
gleichen Schwierigkeiten vor wie beim Mebrkorperproblem 
der Astronomie. Hier kann also nur ein Annăberungsverfabren 
weiterbelfen. BOHR bat erkannt, d'aB eine groBe Reibe von 
Eigenscbaften der Atome, vor allem die, die sich in den Serien­
spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstăndljch macben 
lassen, daB bei den in Betracht kommenden stationăren Zu­
stamlen ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle 
spielt. Diese Zustande sollen in der Hauptsache dadurch ge­
kennzeichnet sein, daB das Leuchtelektron sich in einer Bahn 
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ;,Rumpf" weiţ ent­
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt. 
Wir werden daher immer von stationăren Bahnen des Leucht­
elektrons sprechen, indem wir die V organge im Rumpf nicht 
beriicksicbtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den 
Dbergangen des Leuchtelektrons von einer stationaren Babn zu 
einer anderen. 

1 ) Theoretisch gedeutet von A. KRATZER: Physikal. Zeitschr. Bd. 22, 
S. 552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S. 127. 1922. 

9) Nach A. KRATZER 'a. a. O. 
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Diese Annahme schlieBt ein, daB die Bewegung des ăuBeren 
Elektrons periodisch ist und beim Durchqueren des Rumpfes 
keine Energie an diesen abgibt oder von ihm erhălt. Be­
wegungen dieser Art sind nach der klassischen Mechanik ganz 
singulăre Fălle; die Bewegungen der Rumpfelektronen miiBten 
nămlich so verlaufen, daB ihre Energie nach jeder Periodo des 
ăuBeren Elektrons dieselbe ist - eine Forderung, die wohl nur 
bei streng periodischen Losungen des ganzen Mehrkorperproblems 
erfiillt ist. Da sich aher eine Reihe Erfahrungen durch solche 
stationăre Bahn{m des Leuchtelektrons in iiberraschend ein­
facher W eise deuten lassen, so scheint es sich hier um einen 
allgemeinen Vorgang zu handeln, der sich sohwer durch solche 
singulăre Bewegungsformen erklăren lăBt. Es handelt sich viel­
mehr um dasselbe Versagen der klassischen Mechanik, das wir 
aus den FRANCKschen Versuchen iiber ElektronenstoB kennen. 
In beiden Făllen ist der Energieaustausch zwischen Elektron 
und Atom bzw. Atomrumpf in ahnlicher Weise beschrănkt, wie. 
wir es vom Austausch zwischen Atom und Strahlung ge­
wohnt sind. 

Wir konnen zur Zeit dieses unmechanische V erhalten nicht in 
Formeln fassen. Wir suchen uns daher ein Ersatzmodell des Atoms 
zu machen, das diesen Hauptzug, nămlich das Fehlen des Energie­
austausches zwischen Rumpf und Elektron, mit dem wirklichen 
Atom gemeinsam hat und ·auf das die im zweiten Kapitel ent­
wickelten Prinzipien der Quantentheorie anwendbar sind. Die 
einfachste Annahme ist die, daB der Rumpf auf das Leucht­
elektron so wirkt, wie ein. zentralsymmetrisches Kraftfeld. 

Aus diesem Grunde wollen wir jetzt die Bewegung eines 
Massenpunktes in einem Zentralfeld behandeln. Die Bewegung 
in einem CouLOMBschen Kraftfeld (wie wir sie beim Wasserstoff­
atom haben) wird sich daraus durch Spezialisierung ergeben. 

Fiir die Rechnungen ist · es ganz gleichgiiltig, ob wir unsere 
Aufgabe als Einkorperproblem oder als Zweikorperproblem be­
trachten. Im ersten Fali haben wir ein feste& Kraftzentrum, 
und das Potential des K"aftfeldes ist eine Funktion U (r) des 
Abstandes vom Zentrum. Im zweiten Fali haben wir zwei 
Massen, deren gegenseitige Energie U (r) nur von ihrem Ah­
stand abhăngt; sie bewegen sich um den gemeinsamen Schwer­
punkt. Wie wir im § 20 allg~mein gezeigt haben, ist die 
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HAMILTONsche Funktion in Polarkoordinaten fiir beide Fiille 
genau 'ilie gleiche, wenn man beim Einkorperproblem die Masse ţt 
des bewegten Korpers und seinen Absta.nd r vom Zentrum ein­
fiihrt und wenn ma.n beim Zweiktlrperproblem ţt durch die 
Gleichung (2) § 20 

defi.niert und unter r den gegenseitigen Abstand der beiden 
Massenpunkte versteht. Unsere folgenden Gwichungen lassen 
also immer beide Auslegungen zu. 

Als Koordinaten fiihren wir raumliche 'Pola.rkoordinaten r, 
f), cp ein. Unter Betiutzung der ka.nonischen Transformation (13) 
§ ·7, die rechtwinklige Koordinaten in Polarkoordinaten iiber­
fiihrt, erhalten wir fiir die kinetische Energie 

1 ( 2 Po2 P"'2 
) 

T = 2 ţt p,. + 1·" + r 2 sin2 :0 ' 

wo P .. , p0 , p"' die zu r, f), cp konjugierterţ Impulse sind. Den 
gleichen Ausdruck erhalten wir natiirlich, wenn wir aus 

T = !!_ (i·2 + r2 1~2 + r2 sin2 f) t}l2) 
2 

die Impulse berechnen: 
Pr = ţtr 

Po = ţtr2 iJ 
p"'. = ţtr2 sin2 _{} <P 

und i·, iJ ,_ qr durch sie ausdriicken. Der Bau der HAMILTON schen 
Funktion 

( 1) H = .!:__ (P 2 + 'fo'J + p,/ --) -f- U(r) 
2 ţt r r 2 r 2 sm2 f) 

zeigt nun, da.B r, f), cp 8eparationsvariable sind. Setzt man 

(2) 
sa zerfallt die HAMILTON-JACOBische Differentialgleichung 

(oB)2 1 (oB\9 1 (o8)2 

\or -i--- .r'-~ i:&J + r2 sin2 19- fJ~ + 2 ~-' [U(r)- U1 =O 

in drei gewohnliche Differentia.lgleichungen: 
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die man nach den Ableitungen von S auflosen kann: 

dS 1 j a6 'J 
d; = p,. = f 2,u[W- U(r)] -·-;:z 

(3) 
ds{} ,r-;-----a-:?-
d{} = P-D = V a{} - sin Il{} 

dS"' 
dq; = Per = fXq • 

Von·den drei Integrationskonstanten bedeutet W die Energie; 

a? =Prr=.ur2sin2{}~ 

ist der Drehimpuls um die Polarachse, und 

au.= y pu-2 + 8~~J = ,u r· f(r-0) 2 + (r sin{}·~)2 
=.ul[trJI 

ist der Betrag des gesamten Drehimpulses. Da a~ch die Rich­
tung des Drehimpulses konstant ist (wie in jedem nur inneren 
Krăften unterworfenen System), ist die Bahnkurve eben und 
die Normale der Bahnebene parallel zum Drehimpulsvektm:. 
Die Neigung i der Bahnebene zur (r, cp) -Ebene bestimmt sich 
also aus 

""' = a{} cosi. 
Wir betrachten zunachst den allgemeinen Charakter der Be­

wegung, bestimmen dann fiir den Fali periodischer Bewegung 
die Energie als Funktion der Wirkungsvariabeln und betra.chten 
schlieBlich den Verlauf der Bewegung. 

Die Koordinate q; ist zyklisch und fiihrt eine Rotations. 
bewegung (vgl. § 9) aus. Die· Koordinate {} macht eine Libra. 

tions- oder Limitationsbewegung in einem zum W ert ~ sym-. 2 
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metrischen Intervall, dessen Grenzen durch die N ullstellen des 
Radikanden im Ausdruck fiir Pth also durch 

sin-&= ± a"' =+cosi 
a". 

gegeben sind. W eiter hii.ngt der Charakter der Bewegung ganz 
wesentlich vom Verhalten des Radikanden im Ausdruck fiir Pr 

a1/ 
F(r) = 2ţt [W- U(r)]- r2 

ab. Die da bei moglichen Fălle wollen wir unter der V oraus­
setzung untersuchen, U(r) sei eine monotone Funktion von r 
und so normiert, daB es fiir r = oo verschwindet. 

1. F alL In einem · absto{Jenden Zentralfeld ist U (r) positiv. 
Damit iiberhaupt positive Werte von F(r) vorkommen, muB W 
positiv sein. Dann wird F(r) positiv fiir groBe r und nimmt 
mit abnehmendem r ebenfalls monoton ab, fiir kleine r ist F (r) 
sicher negativ; F(r) hat also genau eine Nullstelle. Die Be­
wegung verlăuft zwischen einem kleinsten W ert von r und dem 
Unendlichen. 

2. FalL In einem anziehenden"Zen.tralfeld ist U(r) negativ, 
und W kann positiv, null oder negativ sein. Uber das Vor­
zeichen von F(r) fiir gro{Je r entscheidet W. Fiir positives W 
ist F(r) dort positiv, und es gibt Bewegungen, die sich ins Un­
endliche erstrecken. Bei negativem W gibt es solche Bahnen 
nicht. Im Falle W = O ist noch der Verlauf von U und unter 
Umstanden die GroBe von a". maBgebend. Das Vorzeichen von 
F (r) fiir kleine r hangt da von ab, wie rasch 1 U (r) 1 unendlich 

wird. Nimmt es- fiir kleine r rascher zu als 1., 1), so wird F(r) 
r." 

1) Mathematiech gesprochen bedeutet das: Die Gro.llenordnung von 

1 U (r) 1 ist fiir kleine r grol3er ale die von .!.- . Die Grol3enordnung einer 
r 

Funktion f (x) (> O) iet fur kleines x grol3er ale die GroBenordnung der 
Funktion g (x) <=::::-O), wenn 

Iim g (x) ~~O 
~=of(x) 

ist. f (x) und g (x) haben gleiche GroBenordnung, wenn der Grenzwert 

von f~=~ eine endliche Konstante ist. 
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dort positiv, und es gibt Bahnen, die dem Kraftzentrum be­
liebig nahe kommen; wenn 1 U (r) 1 langsamer unendlich wird 

als ~ , gibt es solche Bahnen nicht; wenn 1 U (r) i wie -~ un-
r r 

endlich wird, entscheidet die GroBe von fXtJ. Es gibt weiter 
Fii.lle, wo auBer den ins Zentrum und ins Unendliche laufenden 
Bahnen noch Bahnen existieren, die zwischen einem kleinsten 
W ert r mtn von r und einem groBten W ert r max verlaufen, nămlich 
wenn .rmtn und rmax aufeinanderfolgende Nullstellen von F(r) 
sind, zwischen denen F positiv ist. Fiir den Fali, daB 1 U (r) 1 

langsamer unendlich wird als 1'.1, gibt e~ sogar sicher Werte von r. 
W, fiir die eine solche Libration eintritt; fiir negatives W gibt 
es in diesem Falle iiberhaupt keine anderen 13ewegungen als 
Librationen. 

Fiir die Anw~ndungen in der Atomphysik kommen nur 
solche Bewegungen in Betracht, die im endlichen Ab8tand vom 
Ze'ntrum bleiben und die periodisch sind. Wir. betrachten daher 
im folgenden nur den Fali der Anziehung und setzen solche 
Werte von W voraus, fiir die F(r) zwischen zwei aufeinander­
folgenden Nullstellen rmtn und rmax positiv ist. 

In diesem Fa.lle, konnen wir unsere fiir periodische Be­
wegungen entwickelten Methoden anwenden. Wir erhalten die 
Wirkungsintegrale 

(4) 

Mit Hilfe 

Jr= f f2,u[W- U(r)]- ~'J dr 

J-o = J.l/a,{Jo'.!- .""'<J__d{} ':Y f sm'.! {} 

J 'P = 2 31: ""'. 

der Substitution 

cos {} = ic sin i = x 1 / 1 - ţt." 2 r a-o'J 

erhii.lt das zweite Integral die Form 

J-o = _ "-o2 - ""'
2 

,{_ ll=XI' dx . 
a,iJ. 'j' a-o"' - a, 2 

1- x2 • "' 
fX.(}'J 
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Die Ausrechnung [ vgl. (3) und (8) des Anhangs II] liefert 

J{} = 2n(a6 - «rp)· 

Wir konnen jetzt «{} und «cp durch die Wirkungsvariabeht 
ausdriicken: 

(5) 

Um noch die Energie als Funktion der J zu erhalten, hătte 

man die Gleichung 

nach W aufzulosen. Ohne năhere Bestimmung von U (r) ist 
dies unmoglich; man sieht jedocb, daB die Auflosung W nur 
von Jr und der Verbindung J{} + J"' abhăngt. Die beiden 
Frequenzen 

sind daher gleich und das System ist entartet. Nach den 
im § 15 entwickelten Grundsătzen fiihren wir neue Variable 
w1 , w11 , w8 und J1 , J 2 ,.J3 ·ein, so daB w3 konstant ist. Dabei 
richten wir es gleich so ein, daB in dem bei CouLOMB schem 
Kraftfeld eintretenden Fall, wo "r =V{}= v"' ist, auch die 
Variable w2 konstant wird. Wir setzen daher nach (8) § 7 

(7) 
Wl =Wr 

w2 = W{}- Wr 

W 3 = Wcp- W{} 

Jl = Jr + J{} + J<p 
J2 = J{}+ J<p 
J3 = Jq:. 

Die Gleichung (6) enthălt dann auBer W nur J1 und J2 , und 
wir erhalten W in der Form 

(8) 

Fiir die stationăren Bewegungen gelten in dem Falle, daB keine 
weitere Entartung vorliegt (z. B. kein CouLOMBsches Feld), 
zwei Quantenbedingungen: 
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(9) 

Man nennt n die liauptquantenzahl und k die Nebenquanten. 
zahl 1). 

Die Wirkungsvariabeln haben folgende physikalische Be-

deutung: J2 ist bis auf den Faktor _!_ der gesamte Drehim-
2:n 

puls, J 3 seine Komponente in der Richtung der Polarachse. 
DaB J 1 nicht null sein kann, ist selbstverstandlich. Was 

J2 anlangt, so wiirde J2 = O eine Bewegung auf einer Geraden 
durch das Kraftzentrum bedeuten, eine "Pendelbahn". Bei 
den physikalischen Anwendungen, wo das Kraftzentrum der 
Atomkern ist, muB natiirlich dieser Fall ausgeschlossen werden. 

Um die physikalische Bedeutung der Winkelvariabeln zu er­
kennen, rechnen wir sie mit Hilfe der Transformationsgleichungen 

oS 
wk= oJ. 

k 

aus. Fiihren wir die Jk in die Gleichungen (3) ein, so er­
halten wir 

1 v--r:· Po= -- J2- _s_ 
2:n 2 sin2 {} 

1 
p,p = 2':n J3 

und fiir die Winkelvariabeln: 

wl = :~ ~= J~~: dr =fv "., J. d• 
2,u(W- U)- 4 :n;r~ 

1) Man nennt k auch azimutale Quantenzahl. Diese Bezeichnung 
kommt daher, daB sie sich auch in der Form 

~ f p'l' dtp 

darstellen laBt, wo tp das Azimut des bewegten Punktes in der Bahn­
ebene ist. 
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Die beiden Integrale nach d{} lassen sich ausrechnen. Es ist 
nii.mlich 

f d{} • cos{} 

V = arc sin -.-. + const 
cos2 i sm~ 

1---sin2{} 

f J3 d{} =f cosidlJ· . 
• 2 Ja2 • 2 cos:!i 

J2 sm {} 1 11 - J 2 • "{} sm {} 1 11 - ---=---2{} r 2 sm· r sm 

Abb. 11. 

= arc sin ( ctg i ctg {}) + const. 

Aus der Abbildung 11 ersieht 
man, daB das erste Integral bis 
auf eine willkiirliche Konstante 
der auf der Bahnebene gemessene 
Winkelabstand V' des bewegten 
Punktes vom Knoten ist und 
das zweite Integral die Projek­
tion dieses Abstandes auf die 
(r, tp)-Ebene. Durch Subtra:ktion 
dieser Projektion von tp erhalten 
wir die Lii.nge des Knotens. Die 

dritte unserer Gleichungen (10) besagt also; daB bis auf eine 
willkiirliche additive Konstante 2 n w3 die Knotenliinge ist. 
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2 n w'.l ist nach der zweiten der Gleichungen (10) der auf der 
Bahnebene gemessene Abstand 1J' vom Knoten vermehrt um 
eine Funktion von r: 

(11) 

Diese Funktion F'.l ist eindeutig, denn wăhrend einer Libration 
von r nimmt J p,. dr um J1 zu, die partielle Ableitung nach J'J 
nimmt also ihren alten W ert wieder an. 2 n w'.l ist mithin bis 
auf eine additive Konstante der auf der Bahnebene gemessene 
Abstand eines Bahnpunktes mit vorgegebenem r vom Knoten, 
also auch bis auf eine Konstante der Abatand des Perihels (r min) 

vom Knoten. 2 n w1 endlich ist bis auf eine Konstante das, was 
die Astronomen "mittlere Anomalie" nennen, nămlich der Winkel­
abstand eines gedachten Punktes vom Perihel, der gleichformig 
umlauft und jedesmal gleichzeitig mit dem wirklichen bewegten 
-Punkt das Perihel passiert. 

Da wir ein nur inneren Krăften unterworfenes System haben, 
und die Bewegung in einer Ebene erfolgt, tritt (wie im § 17 
allgemein gezeigt wurde) in der FoURIER-Darstellung des elek­
trischen Moments die dem gesamten Drehimpuls zugeordnete 
Winkelvariable w, nur mit dem Faktor ± 1 auf. Wir konnen 
das auch direkt an der Form der Ausdriicke fiir die Winkel­
variabeln sehen. Es ist: 

w1 = f1 (r, J1, J'.l) 
1 u,, = 2-;;- 1J' + f'.l (r, J1, J'.l) 

w3 = const, 
oder wenn wir nach r, 1J' auflosen: 

r =--= fP1 (.w1 • J1 • J'.l) 
1J' = 2 n w'.l + fP'.l ( w1, .1_1 , J 2). 

Transformieren wir auf die rechtwinkligen Koordinaten ~. 'YJ, (;, 
WO 1; auf der Bahnebene senkrecht stehen soli, so·erhalten wir 
Ausdriicke der Form: 

h,+.;h -e2niw1 ,,D 2nir1 w1 
"";- " ,..,1 - ~ ~"l e 

'1 

lJc =o. 
N ach dem Korrespondenzprinzip kann sich also von den 

durch (9) eingefiihrten Quantenzahlen n und k die Zahl k nur 
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um ± 1 ândern, wâhrend n im allgemeinen beliebige Ver­
ânderungen erleiden kann. 

Die Bahnkurve driicken wir am besten in den Koordinaten 
r und tp aus. Aus der ersten Gleichung (10) erhalten wir 

dt = fl dr. 

1/2 fl (W- U)- __!_i_ r 4n2 r2 

Hieraus und aus dem Flâchensatz 

eliminieren wir d t und erhalten die Differentialgleichung der 
Bahn: 

(12) 

Abb.l2. 

Da die Bewegung in einer 
Libration von r, verbunden mit 
einem gleichfi:irmigen Umlauf 
des Perihels, besteht, ist die 
Gestalt der Bahn die einer 
Rosette. 

§ 22. Die Keplerbewegung. 
Die einfachste Anwendung der Betrachtungen des § 21 ist 

die auf Atome, die aus einem (Z-fach geladenen) Kern und nur 
einem Elektron bestehen. Dabei handelt es sich um die Be­
wegung zweier Korper unter dem EinfluB einer gegenseitigen 
Anziehung mit der potentiellen Energie 

e2 Z 
(1) U(r)=--r-. 

Diese Bewegung wollen wir jetzt betrachten. 
Das Wirkungsintegral Jr (6) § 21 erhalt die Form 



(2) 

wobei 

(2') 

§ 22. Die Keplerbewegung. 

J = - A + 2 B - !}_ dr, fi----
r r r2 

A= 2 ,u(- W) 
B = ,ue2 Z 

0= (J6~J~ r = (:~r 
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ist. Ma.n sieht, daB der Radikand nur dann zwei Nullstellen 
zwischen r =O und r = oo haben kann, die ein positives Ge­
biet einschlieBen, wenn W negativ ist. Die GroBen A, B und C 
sind also positive Zahlen. Mit Hilfe komplexer Integration 
erhalten wir (vgl. (o) Anhang II): 

Jr. 2 n (- ve +V;-) 
vf;e2 z 

Jr=2:t -J{}-J~. 
V-2W 

Jetzt konnen wir die Energie W durch die Wirkungsvariabeln 
a.usdriicken und erhalten: 

(3) 
2 n 2 ,ue4 Z 2 

J/• 
Die Bewegung ist. a.lso doppelt ~nta.rtet, da die Energie auch 
von J2 ( dem Drehimpuls) unabhăngig ist. Nicht nur die Knoten­
lănge, sondern auch der Absta.nd des Perihels vom Knoten 
bleibt unverăndert. Wir haben nur eine Quantenbedingung 

driicken wir 

(4) 

J1 =nh; 

die Energie durch sie aus, so wird 

2 n 2 ,ue4 Z 2 1 
W=- h'J n2' 

Die Bewegung hat nur eine von null verschiedene Frequenz; 
wir erhalten sie aus (3) zu 
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1 h8 n8 

;~ = -4 n2 fl e4 z~2 . 
Die Bahnkurve driicken wir wieder in den Koordinaten r, 1p 

der Bahnebene aus. Wir erhalten nach (12) § 21 ala Diffe­
rentialgleichung der Bahn: 

dtp -ve 
- = ---------~--- ------··-~' 

dr r'2 1 j - A . .L 2 !!_ - .!!_ r 1 r r2 

wo A, B und O die Bedeutungen (2') haben. Die Integration 
liefert 

0-Br 
tp- 1p0 =arc cos 

· rV B 2 - AC 

und, 'venn w1r nach r auflosen: 
o 

r = -----=====---
B +V B 2 - A O cos(tp- tp0) 

W enn wir zur Abkiirzung 

( 6) 

o 
Ji=q 

AC 2 1---=e B2 

setzen, erhalten wir die .bekannte Form der Gleichung einer 
Ellipse, deren Brennpunkt in den Koordinatenanfangspunkt falit: 

(7) r- q -· 
- 1 + e cos ( '1/-' - tp0 ) ' 

e ist die numerische Exzentrizitiit und q der "Parameter". Driicken 
w1r sie durch die Wirkungsvariabeln aua, so erhalten wir 

(8) 

(9) J 2 
q =r= 4 n 2 ; e2 Z · 

Dur0h diese- beiden GroBen ist die Gestalt der Bahnellipse fest­
gelegt. Da man fiir gewohnlich eine Ellipse durch groBe Halb­
achse a und Exzentrizitat e oder durch beide Halbachsen a 
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und b bestimmt., seien noch a und b durch die Wirkungs­
variabeln ausgedriickt. E~ ist 

(10) 
. q J/ a =---- = ~..,.,--~=-= 

1 - 82 4 .n'~~ ţt e'J Z 

(11) b ,/--2 . Jl J'J 
= a v 1 - 8 = 4 n'J ţt e'~ z . 

Durch die Quantenbedingung ist von diesen Grol3en nur a 
festgelegt, 8 und damit q und b konnen alle mit dem be­
treffenden a vertrăglichen Werte annehmen. Den Zusammen­
ha.ng zwischen a imd den durch die Quantenbedingung eben­
fa.lls festgelegten Grol3en W und 111 konnen wir a.uch folgender­
maBen a.ngt'lben: 

(12) 
e2 Z 

W=--
2a 

(13) vl = eV Z a-•;, 
2nV ţt 

· Die Gleichung (13) ist da.s dritte KEPLERsche Gesetz. Glei­
chung (12) sagt fiir .. den Fa.ll der Kreisba.hn aus, dal3 die Bahn­
energie gleich der 4a.lben potentiellen Energie ist. Wie wir 
gleich sehen werden, ist sie im allgemeinen Fali gleich dem 
halben zeitlichen Mittelw~rt der potentiellen Energie. 

'\Yir wollen jetzt den zeitlichen Verlauf der Bewegung be­
tra.chten. Fiir w1 gilt na.ch (10) § 21 

W·=vlt+bl=fl; ţtvldrB o· 
r -A+ 2-,;-- r" 

W enn wir den Ra.dika.nden in seine Linea.rfaktoren zerlegen, er­
ha.lten wir 

f p,rv1 dr 

w1 = V A V [a (1 + 8) - r] [r - a (1 - e)]; 
denn a ( 1 + e) und a ( 1 - 8) sind ja. 
von r. Nun iJiib.rt die Substitution 

(14) r = a(1 - 8 cosu) 
da.s Integral iiber .in: 

Born, Atommechanik 1. 

die Librationsgrenzen 

11 
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W 1 = ~~!!_ f (1 - e cos u) du 

(15) 2nw1 =u-esinu. 

Um die geometrische Bedeutung von u zu erkennen, fiihren 
wir mittels 

~ = .!.,COS(tp- tp0) 

'YJ = r sin(tp- tp0) 

rechtwinklige Variable ein in einem Koordinatensystem, dessen 
~ -Achse die groBe Achse der Bahn und dessen Ursprung das 
Kraftzentrum ist. Wir erhalten dann aus (7) und (14) 

(16) 

(1 7) 

q-r a-q 
~ = -- = a cos u - -- = a (cos u - e) 

E E 

'Y/2 = r 2 - ~ 2 = a2 (1 - e~) (1- cos 2 u) 

'Yj=aV1-e2 sinu. 

In der Abbildung ist ON =a, ZQ =~=a [cos(ZON)- e] und 
QM= 'YJ= V1- e2 ·QN=aV1- e2 sin(ZON): Der Winkel 

Z O N ist also gerade die HilfsgroBe u. Wegen 
dieser Bedeutung nennt man u die exzentri­
sche .Anomalie. 

Da wir jetzt alle fiir die KEPLER-Be­
wegung wichtigen GroBen ausgedriickt haben, 

0 wollen wir sie hier noch einmal zusanimen­
stellen. Die Energie der Bewegung ist 

2 n 2 ţt e4 Z 2 

Abh. 13. (3) W=- J 2 ; 
1 

die Bewegung geschieht auf einer Ellipse mit den Halbachsen 

{10) 

(11) 

dem Parameter 

(9) 

der Exzentrizităt 

J2 
a= l 

4 n 2 ţte2 Z' 

b- JlJ'J 
- 4n2 ţte2 Z' 

J' q - 2 
- 4n2 ţte/·Z' 
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und der durch 

§ 22, Die Keplerbewegung. 

E=V1- J," J'l 
1 

. Js 
COS'!.=-

J." 
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bestimmten 
durch 

Normalenrichtung. Der Ablauf der Bewegung ist 

(14) 

(16) 

(17) 

r = a(1- ecosu) 

~ = a(cosu-e) 

17 = al' 1 - e9 sin u 

bestimmt. Dabei ist u durch 

(15a) 
definiert, wo 

(5a) 

und t vom Zeitpunkt des Periheldurchgangs ab gerechnet ist. 
Dia Kenntnis des zeitlichen Ablaufes der Bewegung gesta.ttet 

uns die Mittelwerte gewisser Gro(Jen zu berechnen. Wir werden 
1 

spater ofter die Mittelwerte gewisser Potenzen von - gebrauehen. 
r 

Wir wollen sie uns daher ausrechnen. Es ist 

~- = f ~~:t = f r:_,· v~~t . 
Nun ist die Flachengeschwindigkeit r' ,P gleich dem 2 v1 -fachen 
der Ellipsenflii.che, woraus folgt 

(18) v1 dt dtp 
-r=2nab 

und 
In 

...!_= _1_J d1p. 
r" 2 nab rn-t 

o 

Fur n ~ 2 konnen wir auf diese W eise sehr rasch den gesuchten 

Mittelwert finden, wenn wir .!:_ aus der Ellipsen-Gleichung (7) 
r 

11* 
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(7~ 
1 1 e 
- =- + -- C081jl 
r q q 

entnehmen. Wir erhalten 80 

1 1 
-=---
r~ ab 

1 1 
--;.s=v 

(19) e'.l 
a(1 + ~'.!) 1+~ 

1 2 -= ----
r' ----5 

a4 l' 1 - e2 
bD 

1 1 + ~e2 = a2 !1 + ~ e2) 

r" ---7 
a 5 f 1- e~ b' 

Die Mittelwerte ~, r , r2 • • • rechnen 8ich einfache~ mit Hilfe r 
der exzentri8chen Anomalie. E8 wird mit Hilfe von (14) und (15) 

rn = J rn " 1 dt =an· __L f (1 - e co8u)n+1 du; 
23l 

wir erhalten 80 

1 1 
r a 

(20) r =a (1 + ~'J) 
?! = a2 (1 + ~ e2). 

Mittelwerte der Fm:m rn cosm 'P ( m > O) rechnen 8ich fiir n < - 2 
am besten mit der Ellip8engleichung (7'), fiir n 2: m- 1 mit 
der exzentri8chen Anomalie; wir erhalten mit Hilfe von (18) 

mit Hilfe von (14), (15) und (16) 



So wird 

(21) 

(22) 

§ 22. Die Keplerbewegung. 

COB'IjJ= -e 

~ = rcos"P =- ~ e·a 

r'A cos '1J1 = - ( 2 + ~) e • a2 

COB'IjJ = 0 
r2 

COB'IjJ e 
----;:s = 2b3 

COB2 '1Jl 1 
r 3 =2b3 ' 
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Mittelwerte der Form rn cosm"P sin1 '1J1 verschwinden fiir un­
gerades l. Fiir gerades l kann man sin2 '1Jl durch 1 - cos2 '1Jl 
ersetzen und den Mittelwert auf Mittelwerte der eben be­
trachteten Form zuriickfiihren. Insbesondere wird 

(23) sin2 '1J1 1 
~=2b3 • 

Wir konnen jetzt das Zeitmittel der potentiellen Energie 
angeben. Es wird 

fi= - e~ Z • _!:_ = - e2 Z = 2 W 
r a 

also gleich der doppelten Bahnenergie. Die mittlere kinetische 
Energie wird 

u 
2 

Dieser Satz, daB die mittlere kinetische Energie gleich der 
Hălfte des Betrages der mittleren potentiellen Energie ist, 
gilt allgemein fiir ein System elektrischer Ladungen, die mit 
CouLOMBschen Krăften aufeinander wirken. 

Weiter seien noch die Koordinaten des elektrischen Schwer­
punktes einer auf einer KEPLER-Ellipse umlaufenden elektrischen 
Ladung angegeben. Es sind dies die Zeitmittel der wirklichen 
Koordinaten ţ und 'YJ, also 
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1:· 8 !o=- 2 aa 

und a.us Symmetriegriinden 

ij =o. 
Der elektrische Schwerpunkt liegt a.lso a.uf der groBen Achse 
in der Mitte zwischen dem Mittelpunkt der Ellipse und dem­
jenigen Brennpunkt, der nicht vom Kra.ftzentrum eingenommen 
wird. 

Im FaJle der KEPLER-Bewegungen la.ssen sich die FoURIER­
Reihen der rechtwinkligen Koordinaten E, 'YJ und des Absta.ndes r 

verhii.ltnismii.Big leicht bilden. Beachtet ma.n, da.B !..._ und I ge-
a a 

rade, !L eine ungera.de Funktion von u, a.lso a.uch von w1 
a 

sind, so wird man a.nsetzen: 

r 1 '\' -=-B0 + ~B,cos(2~w1 T) 
a 2 • , 

(24) 

Fiir die Koeffiziente:tţ erhiiJt man die Integrale: 

(25) 

lf •. 

B, = 4 J!.__ cos(2 ~w1 .,;)dw1 
.a 

o 

lf. 

O.= 4 J! cos(2 ~w1 .,;)dw1 

o 

lf. 

D. = 4 J10 l' 'YJ t sin (2 ~ w1 .,;) dw1 • 
a 1- a 

o 

Durch partielle Integra.tion bekommt ma.n hiera.us : 
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'/, 

B~ = - :,; J sin (2 n w1 ,;) d (:) 
o 
'1. 

O,= - :-c J sin(2 n w1 -c)d (!) 
o 
'1. 

D, = + :,; J cos(2 nw1 ~)d(al' 117_ 82) • 

o 

Nun bat man nach (16) und (17): 

d(:) = esinudu 

d(!) =- sinudu 

d(-;- 17 
9) = cosudu. 

a, 1-e 
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Fiihren wir nun u als Integrationsvariable ein, so erhalten wir: 

"" 
B, =- ~ssin[-c(u- esinu)] sinudu 

n-e 
o .. 

O,= _!_Jsin [-c(u- esinu)]sinudu 
n,; 

o 
:re 

D, = _!_ f cos [-c(u- e sin u)] cosudu. 
n,; 

o 
Eine einfache trigonometrische U mformung fiihrt zu: 

"" 

B, = ;,; {J cos[(,;+ 1)u- Tesinu] du 

o .. 
- J cos[(,; -1)u- usintf]du} 

o 
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:n; 

Or = :nl"C {- J cos[('r+,1)u-usinu]du 
o 
;r 

+ J cos [("C- 1) u- u sinu] du} 
o 

n 

Dr= :"C{f cos[("C+1)u-usinu]du 
o 

n 

+ J cos [("C- 1) u- u sin u] du}· 
o 

Die hier auftretenden Integrale sind BESSELsche Funktionen, 
definiert durch 

Ma.n hat also: 

n 

.Sr(x) = ~ J cos(1:u- xsinu)du. 
o 

1 
D, =- [.Sr+l (1: e) + .Sr-1 ("Ce)]. "C 

Da .diese Formeln fiir "C =O versagen, miissen wir nocli B0 , 

00 , D0 aus (25) berechnen. Wir erhalten: 

•;. :n: 

B0 = 4 J : dw1 .= ~ J (1 - e cos u)2 du= 2 + e2 

o u 

•;. :n: 

00 = 4 f : dw1 = ! f (cosu- e)(1- e cosu) du=- 3 e 
o o 
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Setzen wir schlieBiich die berechneten Werte der Koeffizienten 
in die· Entwicklungen (24) ein, so erhalten wir: 

r e'J ~1 · 
- = 1 +- + e ~- [Sr+t (Te)- Sr-1(Te)J cos(2 ~W1 1") 
a 2 •=1 1" 

Ql) 

(26) .f = - ~ e + 2} ..!._ (Sr-1 (1" e) - Sr+t (1" e)] cos (2 ~ W1 T) 
a 2 •=l T 

... 
!!_ = l1 - e~ · 2} ..!._ [S.+t (Te)+ 3r-1 (Te)] sin (2 ~ W1 1"). 
a •=l T 

§ 23. Die wasserstoHăhnlichen Spektren. 

Die im § 22 angegebenen Rechnungen geben uns nun die 
Grundlage zur Erkliirung einiger Linienspektren. Nach den in 
der Einleitung dargelegten Vorstellungen iiber den Atombau 
besteht das Wasserstoffatom im ungeladenen (neutralen) Zustand 
aus einem Kem von der Ladung + e und groBer Masse M und 
einem Elektron von der Ladung - e und kleiner Masse m .' 
Ebenso gebaut sind das einfach ionisierte Heliumatom (He+) 
und das zweifaeh ionisierte Lithiumatom (Li++), nur daB die 
Kemladung 2 e bzw: 3 e betragt. Wir haben also bei ali diesen 
Atomen einen Z- fach geladenen Kem und ein Elektron; 
ihre Mechanik falit daher unter' die im § 22 gegebene Theorie. 

Die Energie in den stationăren ZUfJtănden ist nach (4) § 22 

RhZ'J 
(1) w=- 7l"' 
WO 

(2) 
2 ~'J fl e4 

R=-'[;3-

gesetzt ist. R wird die RYDBERGsche Konstante genannt, weil 
RYDBERG zuerst erkannt hat, daB sie in. den Darstellungen 
zahlreicher Spektren a.uftritt, wie· im folgenden deutlich werden 
wird. R hii.ngt wegen 

mM 1 
(3) 

ţt=---- =m--
m+M +m 1 -

M 
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noch vom Verhăltnis von Elektronenma.sse m zu Kemmasse 1ll 
a.b. Der Grenzwert fiir unendlich schwere Kerne. ist 

( 4) 

Fiir andere Atome gilt 

(5) 
1 

R=R"'---. 
m 

1 + jl[ 
Hier ist der Korrektionsfaktor nahezu 1, da schon fiir Wasser-

ff m 1 · t · d h · d · d · t F""ll "t sto M = 1830 1s ; a er w1r man m en me1s en a en m1 ge-

niigender Naherung R durch R"' ersetzen konnen. 
Den Termen ( 1) eiitsprechen die Spektrallinien 

(6) 

Dabei kommen nach dem Korrespondenzprinzip samtliche Ober­
gange zwischen den stationaren Zustanden vor, da in den 
im § 22 abg~leiteten FouRIER·Reihen (26) die Koeffizienten 
samtlicher Oberschwingungen von O verschieden sind. 

Fiir Z = 1 erhii.lt man aus Gleichung (6) das Spektrum des 
Wasserstoftatoms, im besonderen fiir n';! = 2 die schon lange be­
kannte BALMERsche Serie: 

(n1 = 3, 4 ... ). 

Die wesentlichste Stiitze der BoHRschen Theorie besteht in der 
Obereinstimmung der aus den spektroskopischen Messungen 
dieser Serie bestimmten GroBe RH mit der aua (4) und (5) 
folgenden Darstellung durch atomare Konstanten (wobei iibri­
gens der Unterschied zwischen RH und Roo bei der Mel3genauig­
keit der Atomkonstanten nicht in Betracht kommt). 

N ach Ablenkungsversuchen an Kathodenstrahlen ist 

e 7 e.-st. E. 
-·- = 1,77 ·10 ---
m g 

nach MrLLIKANS Messung der absolut kleinsten Ladung a.n 
Tropfchen ist 

e = 4,77-10-10 e.-st. E., 
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nach Messungen iiber Wii.rmestrahlung und Bestimmungen der 
Grenze des kontinuierlichen Rontgenspektrums ( s. spii.ter) ist 

h = 6,54·10-27 erg sek; 

aus diesen Zahlwerten folgt nach (4) 

R = 3,28 ·1015( sek-1 • 

Die Spektroskopiker pflegen Spektrallinien und somit auch 
R nicht in Schwingungszahlen (Dimension sek-1 ), sondern 
ţn Wellenzahlen, d. h. Zahlen der W ellen pro cm oder reziproke 
Wellenlăngen (Dimension cm-1 ) zu bestimmen. Die Umrech­
nung geschieht durch Division durch die Lichtgeschwindigkeit c. 
Man pflegt dabei dieselben Bezeichnungen beizubehalten. In 
diesem MaBe wird 

R = 3,28·1015 = 1,09·1011 cm-1; 
c 

der empirische Wert ist 
Rn = 109 678 cm-1 • 

Die Uberstimmung der beiden Zahlen liegt im Bereich der 
MeBgena.uigkeit von e . 

Die Abtrennungsarbeit des Elektrons in der einqu"antigen 
Bahn betrii.gt hiemach 

W1 =- R h = 2,15·10-11 erg. 

Man gibt diesen Wert auch in Kilo-Kalorien pro Moi an; man 
bekommt diese Zahl durch Multiplikation mit der AvoGADRO· 
schen Zahl N = 6,06 ·10 118 und dem Wărmeăquivalent des erg 
2,39 ·10-11• So erhălt man 312 kcal. Endlich beniitzt man 
als EnergiemaB die Spannung V in Voit, die ein Elektron 
:durchlaufen muB, um die betrachtete Energie zu gewinnen; 
es gilt 

eV 
W= 300" 

Fiir die Energie des Wasserstoffelektrons erhii.lt man 13,53 Volt. 
Allgemein lautet die Umrechnungsformel 

kcal 
(7) 1 V olt= 23,0 Mol = 1,59 ·10-12 erg = 8,11·108 cm-1 • 

Dia Spannung V ist e~, die bei dar Methode des Elektronen­
stoBes direkt gemessen wird (s. Einl. § 3). 
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Die Formei (6) enthălt au.Ber der BALMER-Serie folgende 
W asserstoffserien: 

1. die ultraviolette LYMAN-Serie 

v = RH(l- n1
2) (n1 = 2, 3 ... ). 

1 

D~ der erste Term dieser Serie dem N ormalzustand ent­
spricht, tritt sie beim ,,unangeregten" WasseJ.:stoff als Absorptions­
serie auf. 

2·. Die ultra.rote PABCHEN-Serie 

(n1 = 4, 5 ... ). 

Fiir Z '2 erhalten wir das Spektrum des ionisierten Helium 
(das "Funkenspektrum" des Helium). In diesem Spektrum 
fallen die Linien, die geraden Quantenzahlen (n = 2 N) entsprechen: 

ii. 4RHe[(2 ~1)2-(2 ~2)2]=RHe(~2-;2,), 
in groBe Năhe der W asserstofflinien 

- ( 1 1 ) 
'11 = RH N'i- N 2 • 

1 9 

Diese Ăhnlichkeit des Funkenspektrums des He mit dem WaFser­
stoffspektrum war schuld daran, daB man es friiher in der Form 

>~ R (6)'- (~)') 
schrieb und die in gewissen Sternnebeln beobachteten und diesem 
Gesetz folgenden Linien dem Wasserstoff zuschrieb. BoHR bat 
den Sachverhalt geklărt und den Unterschied der beiden RYD­
BERG-Konstanten RH und RHe aus der Verschiedenheit der Kern­
masse M in (3) hergeleitet. 

Das noch nioht beobachtete Spektrum des zweifa.ch ionisierten 
Lithium (Li++) erhalten wir mit Z = 3. 

AuBer der zahle11mă.Bigen Obereinstimmung der Spektren 
sprechen fiir das BoHRsche Atommodell auch die fho{3enverhiilt­
nisse. Fiir den Radius der als Kreis gedachten Grundbahn 
des Wasserstoffatoms hat man nach (lO) § 22 fiir ţt = m 
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(8) 
h,'l 

aH= - 2---2 = 0,532 ·10-8 cm; 
4~ me 

das făllt in die Gro.Benordnung der aus der kinetischen Gas­
theorie und anderen Atomtheorien bekannten Schătzungen. 

Fiir die -gro.Ben Halbachsen 'der angeregten Wasserstoffellipsen 
erhalten wir nach (10) § 22 

(9) 

die Radien von He+ und Li++ sind im Verhăltnis 1:2 bzw. 
1: 3 kleiner .. 

§ 24. Die Serienordnung der nicht· wasserstoffăhnlichen 
· Spektren. 

Wir gehen jetzt zu den nicht wasserstolfiihnlichen Spektren 
iiber. Wie wir im § 21 bereits gesagt haben, deuten wir mit 
BoHR die Entstehung dieser Spektren durch die "Obergănge 
zwischen stationăren Zustănden, bei denen wesentlich ein 
,,Leuchtelektron'' unter der Wirkung des Rumpfes in Bahnen 
lăuft, die man năherungsweise durch eine Zentralkraft beschrei­
ben kann. Diese Vorstellung erklărt einige der wichtigsten 
Gesetzmă.Bigkeiten der Serienspektren, nămlich die Existenz 
mehrerer Serien, deren jede dem Typus der W asserstoffserien 
mehr oder 'weniger ăhnlich ist, und die · Moglichkeiten von 
Kombinationen zwischen diesen. 

In einem (nicht CoULOMBschen) Zentralfeld hăngt nach 
§ 21 die Bewegung au.Ber von der Hauptquantenzahl n noch 
von der Nebenquantenzahl k ah. Die Energie ist eine Funktion 
von n und k. k hat eine einfache mechanische- Bedeutung, es 

ist nămlich der in der Einheit ;~ gemessene gesamte Dreh­

impuls des Elektrons. 
Die BoHRsche Darstellung der Frequenzen durch Energie­

differenzen: 

entspricht der a.Ugemeinen Erfahrung, da.B die Frequenz einer 
Linie jedes Spektrums, das sich iiberhaupt hat ordnen lassen, sich 
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als Differenz zweier Terme schreiben liiJlt. Bei unserem einfa.chen 
Atommodell hangen die Terme von zwei ganzen Za.hlen n und k 
a.b und konnen a.lso durch das Symool n,. bezeichnet werden. 
Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips fa.nden wir, da.B 
nur solche Terme miteina.nder kombinieren diirfen, deren k sich 
um ± 1 unterscheid.et. 

Mit diesem theoretisch zu erwa.rtenden Spektrum verglei­
chen wir da.s wirklich beoba.chtete. Die empiri8chen Termfolgen 
sind von den Spektroskopikern in 8erien geordnet worden; der 
einzelne Term wird gekennzeichnet durch seine Nummer in der 
Termserie und durch die Anga.be der Serie. Die iiblichen Be­
zeichnungen dieser Termserien entsta.mmen den historisch ent­
sta.ndenen Bezeichnungen der entsprechenden Linienserien: 
8 ( scha.rfe N ebenserie ), p (Ha.upt- oder Prinzipa.lserie ), d ( diffuse 
Nebenserie), f (Fundamenta.lserie, oft a.uch b, BERGMANN-Serie 
gena.nnt), g (gelegentlich a.uch f' oder f* gena.nnt) usw. Ma.n 
ha.t a.lso eine Serie von 8-Termen, eine von p-, d-, f-, · · · Ter­
men; von diesen kann jede wieder mehrfach sein, wovon wir 
jedoch zunachst absehen wollen 1 ). Bei der spektroskopisch 
iiblichen Numerierung der Terme in den Serien erha.lten wir 
das folgende Termschema.: 

18 28 38 48 58 68 
2p 3p 4p 5p 6p 

3d 4d 5d 6d 

4f 5f 6f 
5g 6g 

In jeder dieser Serien nehmen die Terme mit wa.chsender 
"Laufza.hl'' gegen O a.b. 

Um zu sehen, wie sich unsere Za.hlen n und k diesen Za.hlen 
und Buchstaben zuordnen, ziehen wir folgende Erfa.hrung 
iiber die Kombination der Terme zu Rate. Unter norma.len 
Umstanden (d. h. wenn die Atome ungestort durch auBere Ein-

1 ) Die Vielfachheit der Terme lii.Bt sich aus der Annahme des zen­
tralsymmetrischen Kraftfeldes nicht verstehen. Man fiihrt sie auf Rich­
t~ngsquantelung der Bahn des Leuchtelektrons gegen eine Achse im 
Rumpf zuriick (vgl. S. 177). 
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wirkungen in direkter Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld 
stehen) gelten folgende Regeln 1): 

1. Es kombinieren nie zwei Terme der gleichen Serie. 
2. Es kombinieren nur 8- mit p-Termen, p- mit 8· und 

d-Termen, d- mit p- und {-Termen usw. 
Hieraus geht deutlich hervor, daB die einzelnen Serien sich 

durch die Quantenzahl k unterscheiden und daB in der Reihen­
folge 8, p, d, f. . . die Zahl k jedesmal um 1 wachst oder ab­
nimmt. Da 8 das Ende der Reihe von Kombinationen dar­
stellt, ist zu vermuten, daB in den 8-, p-, d-, {·, · · · Serien 
k = 1, 2, 3, 4, · · · zu setzen ist. 

Wir untersuchen jetzt, was wir iiber die Gro{Je der Terme 
aussagen konnen. Das Kraftfeld des Rumpfs eines Atoms ist 
in hinreichender Entfernung ein CouLOMBsches Feld. Beim 
neutralen Atom entspricht es der "effektiven" Kernladung 
Z = 1, bei dem 1-, 2- · · · fach ionisierten Atom ist Z = 2, 3 · · ·, 
Die in groBer Entfernung verlaufenden Bahnen des Leucht­
elektrons sind daher nahezu wasserstoffahnlicb, sie unterscheiden 
sich von KEPLER-Ellipsen nur dadurch, daB das Perihel eine 
ganz langsame Umlaufsbewegung in der Babnebene ausfiihrt. 
Nach (9), (10) und (11) des § 22 sind Halbachsen und Para­
meter der Ellipsen 

Der Perihelabstand ist: 

n2aH a=--z 
b = 'T_!_kan 

z 

a(1-e)=a(l- v~~::) = ;:n2 (1- V~!:); 
bei festem k liegt je nach dem W ert von n dieser Abstand 

zwischen q und !!_. Je groBer k ist, um so mehr verlauft dem-
2 

1) Bei den einfacher gebauten Spektren, z. B. den der Alkalien und 
von Cu und Ag, sind sie streng erfiillt. Auch fiir die iibrigen Spektra 
gelten sie weitgehend; die Ausnahmen deuten auf eine Unzulănglichkeit 
unseres Modelle (sie beruhen auf Quantenspriingen der Rumpfelektronen). 
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nach die Bahn im CouLOMBschen Teil des Kraftfeldes; fiir 
groBe k sind also die Terme wasserstoffii.hnlich. Hierdurch 
wird die Numerierung der Serien durch unsere Werte von k 
bestatigt, denn erfahrungsgemaB nahern sioh die Terme um so 
mehr denen des Wasserstoffs, je weiter wir in der Reihe a, 
p, d, f · · · fortschreiten. 

Aus den Termserien enthalt man die Linienserien, indem 
man einen Term festhalt und den andern eine Termserie durch­
laufen laBt. Die bei weitem haufigsten Serien, die auch den 
Termen ihre Namen gegeben haben, sind folgende: 

Hauptserie (H.-S.) . . . . . . . . v = la - mp 
Erste (diffuse) Nebenserie (I. N.-S.) v = 2p- md 
Zweite (scharfe) Nebenserie (II. N.-S.) v = 2p- ma 
Fundamentalserie (F.-S.) . . . . . v = 3d - mf. 

AuBer diesen kommen noch folgende Kombinationen vor: 

sekundare H.~S . . v = 2 a - mp 
sekundare I. N.-S .. v =-= 3p- md 

v= 3d-mp 
v=4f-md. 

Nicht nur diese Termdifferenzen haben eine physikalische 
Bedeutung, sondern auch die Terme selbst. Dank unserer Nor­
mierung der potentiellen Energie, von der wir festgesetzt haben, 
daB sie im Unendlichen verschwindet, bedeutet der Betrag [ W[ 
der Energiekonstanten die Arbeit, die notwendig ist, ein Elek­
tron aus seiner stationaren Bahn ins U nendliche zu schaffen 
und dort zur Ruhe (relativ gegen den Kern) zu bringen. Ist 
die stationare Bahn des Elektrons die des N ormalzustande.s, so 
ist diese Arbeit die Ioniaierungaarbeit. 

Da nun, wie wir gesehen haben, die Energien W mit wach­
sendem k (wegen k < n) wie beim Wasserstoff gegen O konver­
gieren, da ferner die empirischen Terme ebenfalls gegen O gehen, 
so stimmt die Normierung der. theoretischen Energiewerte und 
der empirischen Terme iiberein; die mit h multiplizierten Term­
werte sind also ein Ma{J fur die Ablosungaarbeiten. Der groBte vor­
kommende Term entspricht der Bahn des Elektrons im Normal­
zustand und gibt ein MaB fiir die Ionisierungsspannung. Dieser 
Term :ist gewohnlich ein s-Term, bei einigen Elementen auch 
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ein p-Term; ier ist als9 die mit h multiplizierte Schwingungs­
zahl der Grenze (n = oo) der Hauptserie bzw. der gemeinsamen 
Grenze der beiden N ebenserien. Bei sehr verwickelt gebauten 
Spektren entsprechen auch d- und f-Terme dem Normb.lzustand. 

Von unserem einfachen AtommodeU, bei dem wir die unme­
chanische Bewegung des Leuchtelektrons durch eine mecha­
nische ersetzen, indem wir das Kraftfeld des Rumpfes als 
kugelsymmetrisch annehmen, konnen wir natiirlich nur verlangen, 
daB es von den grobsten Eigenschaften der Linienspektren Rechen­
schaft gibt. In der Tat macht es uns die Serienordnung der Linien 
und Terme begreiflich und die zunehmende Wasserstoffăhnlich­
keit der hoheren Serien. Von den wichtigsten unerklărt bleiben­
den Tatsachen nennen wir zunăchst noch einmal die Vielfach­
heit der Terme. Bei a.llen Alka.lispektren sind die p-, d- · · · 
Terme doppelt, bei dim Erdalkalien gibt es auch dreifa.che p-, 
d- · · · Terme. Andere Elemente z. B. Se, Ti, Va, Cr, Mn, Fe 
zeigen noch hohere Vielfachheiten. W eiter erwăhnen wir die 
Tatsache, daB viele Elemente mehrere Termsysteme von dem 
hier beschriebenen Bau ha.ben, z. B. die Erdalkalien ein System 
von Einfa.chtermen und ein zweites System mit einfachen 
s-Termen und 3-fachen p-, d-, ···Termen. SchlieBlio/1 kommen 
noch Ausnahmen vor von der oben erwahnten Regel fiir die 
Ănderung von k bei Quantenspriingen. · 

Die Vielfachheit lii.Bt sich im Prinzip dadurch verstehen, daB 
ma.n· Abweichungen von der Zentralsymmetrie des Rumpfes 
annimmt. Wenn diese klein sind, erzeugen sie ei ne săkulare Prăzes­
sion der Drehimpulsvektoren von Leuchtelektron und Runipf um 
die Achse des Gesa.mtdrehimpulses des Systems. Es entsteht Rich­
tungsquantelung, wobei zu jeder Einstellung ein etwas verschiede­
ner Energiewert gehOrt. Allerdings fiihrt diese Oberlegung zu 
Multiplizităten, die den beobachteten nicht genau entsprechen 1). 

1) Die Diskussion dieser Widerspriiche zeigt, dal3 nicht nur die 
.Mangelhaftigkeit des Modells daran schuld ist, sondern tiefere quanten­
theoretische Schwierigkeiten vorliegen; diese hii.ngen mit der Frage zu­
sammen, in welcher Weise die Quantenregeln auf nicht mehrfach-perio­
dische Systeme anruwenden sind. 

Der heutige Stand der Forschung auf dem Gebiet der .Multiplizitii.t 
und der Zeemaneffekte ist dargestellt bei E. BACK und A. LANDE, Zee­
ma.neffekt und -Multiplettstruktur der · Spektrallinien. Berlin, Julius 
Springer 1924. Bd. 1 dieser Sammlung. 

B o rn, Atommechanik 1. 12 
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Die mehrfachen Term&yateme riihren vermutlich da.her, daB der 
Rumpf in verschiedenen Zustănden a.uftreten, vor a.llem ver­
schiedene Werte des Drehimpulses ha.ben kann; endlich liefert 
die Annahme von Quantenspriingen der Rumpfelektronen die 
Moglichkeit, Abweichungen von der k-AU8wahlregel zu erklăren. 

§ 25. Abschătzung der Energiewerte ău.Oerer Bahnen 
bei nicht wasserstoffăhnlichen Spektren. 

Wir fanden, daB die Bahn des Leuchtelektrons fiir groJ3e le 
nahezu wasserstoffăhnlich ist, da sie in einem angenăhert 

CouLOMBschen Kraftfeld verlăuft. Fiir kleineres k năhert sich 
die Bahn dem Gebiet der Rumpfelektronen. Solange sie in 
dieses niclit eindringt, wird es in erster grober Năherung erlaubt 
sein, fiir eine Termberechnung die potentielle Energie des 
Zentralkraftfeldes nach fallenden Potenzen des Radios zu ent­
wickeln 1). Wir schreiben 

wo a eine Lănge bedeutet, die man bequem gleich aH· setzt. 
Dann lautet das radiale Wirkungsintegral nach (4) § 21: 

WO 

J = J. 1f-A+ 2 B - E_ + D + ... dr, 
r 'ff .r r2 ra 

A=- 2mW, 
B=me2 Z, 

k2 h9 

O= --2 - 2 m e2 Z aH e1 , 
4:n: 

D = + 2me2 Zaie2 

gesetzt ist. Wir nehmen nun zunăchst das in !!._ quadratische 
r 

Glied als klein gegen das lineare Glied an und berechnen als 

erste Năherung den EinfluB des Zusatzgliedes e1 !!._ in der 
r 

potentiellen Energie auf den Termwert. Diese Rechnung lăBt 

1) Siehe A. SOMMERFELD: Atom bau und Spektrallinien, 3. Aufl., S. 721. 
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sich streng fiir jede GroBe von e1 ausfiihren. Das Phasen­
integral bat dieselbe Form wie in § 22 und wir erhalten durch 
komplexe Integration [ vgl. ( 5) Anhang II] : 

und daraus 

( ,- B) Jr = (n - k) h ~= 2 n - l C + fA 

Ersetzen wir B und C durch ihre W erte und fiihren nach 
(2) § 23 die RYDBERG-Konstante R ein, so.erhalten wir 

. (2) 

worin 

RhZ2 

W =- (n + ~)2' 

1/ 8 n 2 me2 Z 
1'5 =- k + r k'J-. h2 aael =- k + l' k2 - 2 zel 

ist [unter Benutzung von (8) § 23]. Ist die Abweichung vom 
CouLOMB- Feld nur gering, so konnen wir dafiir 

(3) 1'5=- z;~ 

schreiben. Der Einflu.B des beriicksichtigten Zusatzgliedes in der 
potentiellen Energie auf den Termwert la.Bt sich also folgender: 
maBen ausdriicken: Schreibt man die Energie in der Form 

- R h* ~2 
, so weicht die "effektive Quantenzahl" n * von der 

n . 
ganzen Zahl n, der sie beim W asserstoff gleich ist um einen 
kleinen Betrag ~ ah. Die Abweich~ng hii.ngt von n nicht ab, 
und ihr Betrag wird um so kleiner, je groBer k ist. Die Ab­
weichung vom CoULOMB-Feld, die die RumpfelektroMn be­
wirken,· wird im wesentlichen in einer rascheren Ănderung des 
Potentiala mit r bestehen, da mit abnehmendem r die anziehende 
Wirkung des hochgeladeneli Kernes immer weniger durch die 
Rumpfelektronen geschwacht wird. Vorausgesetzt, da.B das erste 
Glied der Entwicklung maBgebend .i~t, bedeutet dies, da.B in 
unsere~; Entwicklung (1) e1 positiv ist. Dann ist 1'5 negativ, 
so daB die Gro.Be n *, die effektive Quantenzahl, kleiner als n 
zu erwarten ist. 

12* 
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Die Bahnkurve ist wie bei jeder periodischen Zentralbewegung 
eine Ro~ette. Es ist hier leicht, ihre Gleichung anzugeben. Dazu 
fiihren wir wieder die Koordinaten r, "P in der Bahnebene ein. 
Nach (12) § 21 erhalten wir dann als Differentialgleichung 
der Bahn: 

oder 

(4) 

d'!jJ 
dr 

Die Gleichung hat fast dieselbe Form wie bei der KEPLER­
Bewegung; A und B haben dieselbe Bedeutung wie· dort: 

A= 2,u(- W), 

C ist etwas vedi.ndert : 

J 2 J 2 h'l.Z 
C = 4 ~2 - 2 ,u e2 z aH ct = 4 ~2 - 2 n2 el' 

und r hat die Bedeutung 

(5) r= V1- 2~:2z el, 

.Die Integration. der Gleichung (4) geschieht genau wie bei der 
KEPLER-Bewegung, und wir erhalten (vgl. § 22) 

c 
r= . 

B + ~ W- ACcosr("P- "Po) 

Wenn wir aucn hier die Abkiirzungen [vgl. (6) § 22] 

c 

einfiihren, s.o wird 

(6) 

B =q, 

1- AC= e2 
.w 

r= . q 
1 + e cos r ("P- V'of 
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Die Bahngleichung unterscheidet sich von der Gleichung 
einer Ellipse mit dem Parameter q und der Exzentrizităt e 
durch den Faktor r. Wăhrend r eine Libration ausfiihrt, wăchst 

die wahre Anomalie 1p um 2 n. Die Bahnkurve năhert sich um 
')' 

so mehr einer Ellipse, je kleiner 'der Koeffizient e1 des Zusatz­
gliedes im Potential ist, und geht fur e1 = O in eine Ellipse 
iiber. Fiir kleine e1 k6nnen wir die Bahnkurve auffassen 
als eine EllipEe, deren Perihel sich langsam mit der Winkel­
ge sch windigkei t 

w (_!:_- 1) = w h2 z e + ... = w • _!i~ + ... 
1 ')' 1 J2 'J ·- 1 1 k2 

herumdreht; da bei ist w1 die mittlere Bewegung des Punktes 
auf der Ellipse . 

. Wir beriicksichtigen jetzt das Glied e2 (;rin (1), abPr nur 

fiir den Fali, daB es von geringem EinfluB ist. Durch kom­
vlexe Integration [ vgl. ( 1 O) Anhang II) erhalten wir dann: 

( ,- B BD ) 
Jr=(n-k)h=2n -lO+ lA+ 2 0lO 

und daraus 
· .4n2 B 2 

A = - 2 m W =;o-------------:::::-::::-~ 

[ - BD ]2 (n- k) h + 2nl O- n -=-
OYO 

_und 

(2) 

worin 

(7) 

ist. 

Die Beriicltsichtigung des nun folgenden Gliedes es ( ~ r 
lieBe sich in ăhnlicher W eise ausfiihren und wiirde eine Ab­
hii.ngigkeit der GroBe ~ von n ergeben in der Form 
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() = ()1 + ():. 
n 

Wir wollen die Berechnung jedoch nicht in dieser Weise 
ausfiihren, sondern den EinfluB der Zusatzglieder in der poten­
tiellen Energie mit Hilfe der Theorie der săkularen Stiirungen 
(§ 18) noch eiilmal berechnen. Das Ergebnis wird nur insofern 
weniger allgemein sein, als wir auch e1 als klein voraussetzen 
miissen. Wir schreiben 

H=H0 +H1 , 

wo H0 die HAMILTONsche Funktion der KEi>LlllR-Bewegung, 
mit hin 

ist und wo wir 

RhZ2 
Ho = Wo = - --2-

n 

Hl =- e:z [el (arH) + es (a:/+ .. ·] 
ala Storungsfunktion ansehen. Das ungestorte Problem ist 
doppelt entartet. Die Storung macht es zu einem einfach ent­
arteten; die sakulare Bewegung der jeţzt nicht mehr entarteten 
Winkelvariabeln und den EinfluB der Storung auf die Energie 
erhalten wir durch Mittelung voo H1 iiber die ungestorte Be­
wegung. Wir bekommen so 

__ 2 [ T 2T sT 41,] W1-- e Z e1 aH-2 + e2aH-·a + e3aH-, + e, aH-~--r-· .. . 
r r r · r 

Die Mittelwerte sind nach (19) § 22: 

1 1 Z' 
-=-=-.---, 
rll ab a'Hn3 k 

1 1 zs 
-=-=---, 

r 3 b3 a~n3 k3 

1 a (1 + ~) ( p') 3-~ z• 
r4 b~ 2 a1z.n3 P ' 

1 a2 (1 + : 82) ( 5- 3 =:) z~ 
r~ b' 2a~n3 k7 
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Unter Einfiihrung der RYDBERG-Konstanten 

e" 
R=--

2aHk 
wird also 

(8) 

Schreiben wir W in der Form 

{9) 
RkZ'A 

W=--­
n*9 ' 

so wird, wenn wir Produkte der c1 vernachlăssigen: 

+ Z'c (-~+-3-)+··· ' 2k7 2k~>n2 

oder 

{11) * ~ ~9 
n =n+u +-+··· 1 n,'A ' 

wo 
~ _ Zc1 Z"cs 3 Z3.c8 5·z•c, 
u1 -- -k--- JCS- 215- 2f7- ... , 

Z3 c 3 Z 4 c 
c59 = 2k38 + 2kl)' + ... 

ist. 
Diese theoretischen Formeln wollen wir jetzt mit der Er­

fahrung vergleichen. Die aus den Beobachtungen entnommcmen 
Terme nicht wasserStoffăhnlicher Spektren lassen sich in der 
Tat in der F orm 

RZ 9 

(n + c5)2 

schreiben, wo c5 im allgemeinen sehr wenig von n abhăngt. 
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RYDBERG 1) hat diese Form (mit von n unabhii.ngigem .:5) zuerst 
angegeben und an den Messungen zahlreicher Spektren weit­
gehend bestii.tigt. Wir wollen daher die GroBe t:5 als RYDBERG­
Korrektion bezeichnen. Die noch vorhandenen Abweichungen hat 
dann RITZ 2) dargestellt, indem er fiir den Unterschied der 
GroBe n • von der ganzen Zahl eine Reihenentwicklung 

1 
(12) t:5 = .:51 + t:52fi2 + ... 
schrieb. RITZ benutzt auch die implizite Form 

RZ2 
V= 

(n + .:51 + t:52v)2 
(13) 

§ 26. Die Rydberg-Ritzsche Formei. 
Die RYDBERG-RITzsche Formei hat sich empirisch nicht nur 

fiir die. Terme ăuBerer Bahnen bewii.hrt, sondern auch fiir solche, 
die in den Rumpf eindringen und die wir ,/l'amhbaltnen" nennen 
wollen. In de}i Tat lii.Bt sie sich fiir sehr allgemeine Fălle theo­
retisch }ţerleiten. 

Wir zeigen zunii.chst, daB bei einem beliebigen Zentralfeld 
die Formei 

(1) 
RZ2 

V= 
(n + .:51 + t:5'Jv)2 

einer verniinftigen Reihenentwicklung entspricht 3). 

Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen und dem 
Term wird durcb die Gleicbung [vgl. (4) § 21] 

(n- k)h= f V- 2m[hv-t- U(r)]- 4h~::: dr 

w:iedergegeben. Wir vergleichen dies mit dem Ausdruck 

') J. R. RYDBERG, K. Svenska Akad. Handl. Bd. 23. 1889; eine 

der RYDBERGschen Formei gleichwertige Entwicklung nach -\- ha.ben 
n 

unabhănfZig davon H. KAYSER- und C. RUNGE angegeben (Berlin. Aka.d. 
1889 bis 1892). 

11) W. RITZ: Ann. d. Physik Bd. 12, S. 264. 1903; Physikai: Zeitschr. 
Bd. 9, S. 521. 1908; s. auch Ges. Werkt>, Paris 1911. 

1) G. WENTZEL: Zeitschr .. f. Physik Bd. 19, S. 53. 1923. 
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der bei gleichem " zu einem CoULOMBschen Kraftfeld gehort. 
Fiir diesen ist natiirlich n * keine ganze Zahl, sondern hat den 
durch 

definierten W ert. Die Differenz der beiden Integrale ist eine 
Funktion von " und k allein. Denken wir uns sie nach " ent­
wickelt Ui.ld gleich 

- h [<51 (k) + J"2 (k)Y + ·· ·] 
·gesetzt, so erhalten wir 

n*- n = <51 + ~" + · · · 
und 

RZ9 "= -----=-----
(n + <51 + ()2" +. ··)2 

Da fiir gro.Bere Werte von n der Terni v rasch gegen O 
geht, konnen -wir aus dieser Vberlegung schlie.Ben, da.B die 
Korrektion ()1 + J2 " mit wachsendem n rasch gegen einen 
festen Grenzwert konvergiert. 

Viei ti efer dringt folgende, von BoHR 1 ) stammende Schlu.B­
weise zur Begriindung der RYDBERG-RITZschen Formei. 

Der eigentliche Sinn der Einfiihrung des Zentralfeţdes war 
der, da.B durch ein einfaches mechanisches Modei! die in Wirk­
lichkeit sicherlich unmechaniscbe, quantenhafte Wecbselwirkung 
zwischen Rumpf und Leucbtelektron beschrieben werden sollte, 
bei der kein Austausch von Energie zwischen Rumpf und Elek­
tron . Etattfi.ndet. Nun geniigt diese Annahme von der Konstanz 
der Energie des Leuchtelektrons allein, um. ohne besondere An­
nahmel! iiber das Kraftfeld zu der Serienformel zu gelangen; 
diese Ableitung gilt also nicht.nur fiir beliebige Atome, sonde'rn 
sogar fiir Molekeln. Zwar senden diese nicht Linien- sondem 
Bandenspektren aus; doch werden auch diese in der Hauptsache 
durch Spriinge eines Leuchtelektrons erzeugt, denen sich die 

') Wir verdanken die Kenntnis dieser Dberlegungen einer freund· 
lichen Mitteilung von Herm N. BoHR. 
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Quanteniibergănge der Rotationen und Kernschwingungen iiber­
lagern. 

Femer ist diese Ableitung ga.nz unabhăngig davon, ob ein 
Impulsaustausch zwischen Rumpf und Elektron stattfindet oder 
nicht, d. h. ob eine azimutale Quantenzahl le in Analogie zur 
Zentralbewegung definiert werden kann oder nicht. 

Die einzige AnnahJD.e, die wir machen, ist die, dall der 
Rumpf (der bei einem Atom einen Kern, bei einer Molekel 
deren mehrere enthălt) . klein ist gegen die Dimensionen der 
Bahn des Leuchtelektrons.. Dmn wird das Feld im grollten 
Teil der Bahn aullerhalb des Rumpfes einem CouLOMB schen 
Felde sehr ăhnlich sein; der Aphelabstand vom Mittelpunkt des 
Rumpfes wird nur durch die potentielle Energie im Aphel be­
stimmt, ist also fiir alle Schlingen der Bahn gleich, unabhăngig 
davon, ob diese Schlingen einander ăhnlich sind (wie beim 
Zentralfeld) oder nicht. Demnach kann man eine effektive 
Quantenzahl n * so definieren, dall der im CoULOMBschen Feld 

· giiltige Zusammenhang zwischen n * und Aphelabstand bzw. 
Energie besteht: 

RhZ'l 
(2) W=--.~· n 
Wir nehmen wegen der Periodizităt der Elektronenbewegung 
an, dall fiir sie eine Hauptquantenzahl n existiert; dann ist 
W eine Funktion von J = hn, und es gilt fiir die Frequenz 
der Bewegung von Aphel zu Aphel 

âW 1 âW 
(S) v = -âJ- = h ân · 

Die Annahme, dall der Rumpf klein ist, hat nun zur Folge, 
dall der Teil der Bahn, der im Rumpfe verlăuft, in sehr kurzer 
Zeit durchlaufen wird, verglichen mit der Laufzeit der ăulleren 
Bahnschlinge. Es wird daher die Frequenz der Ersatzellipse 

* 1 âW 2 RZ2 

v =-;; ân*=--;..-s 

nahezu mit der Frequenz v iibereinstimmen. Der Unterschied 

der U mlaufszeiten ..!:_ der wahren Bahn und __;.. der Ersatz-
v V 

ellipse wird nahezu unabhăngig von der ăulleren Bahnschlinge, 
also von n * sein; wir setzen ihn gleich b, so dall 
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1 1 n*B 
(4) -p=;*+b= 2RZll +b 

wird. Die Gleiohungen (2), (3) und (4) liefern: 

1 1 o (-RhZ2 ) 2RZ2 dn* 
v = -n--;;:*"'3-(:-1--2=-:-b-=R z~) = h on -----;*11- = -;:-.a -fin. 

"l.RZ2 + n• 3 

Wir bekommen also folgende Differentialgleichung zwischen 
n und n•: 

sie hat die Losung 

dn 1 + 2bRZ2 • 

dn • = -n.-g-' 

n = n * - ~1 - nJ;2 ' 

wo ~1 eine Integrationskonstante und 

d2 = bRZ2 

ist. Driickt man in dem Korrektionsglied -is- durch v aus, 
n 

so erhălt man wieder die RrTzsohe Formei (1 ). 
Um uns einen Uberblick iiber die Giiltigkeit dieser Formei 

zu versohaffen, geben wir die Terme zweier typiacher Spektren, 
des Na und Al, an, und zwar duroh ihre effektiven Quanten­
zahlen n*: 

Na 

8 1 1,63 2,64 3,65 4,65 
p 1 2,12 3,13 '4,14 
d i 2,99 3,99 4,99 
f ! 4,00 5,00 

Al 

; 1 

~ 1 

2,19 3,22 4,23 5,23 
1,51 2,67 3,70 4,71 

2,63 3,42 4,26 5,16 
3,97 4,96 

5,72 6,23 
6,11 7,08 8,07 

5,96 

Die Betraohtung des Na.-Spektrums und der s-, p- und 
(-Serie des Al-Spektrums zeigen das Verhalten, das wir bei 



188 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron. 

fast allen Serien von Termen finden: sehr geringe Abhangigkeit 
der RYDBERG-Korrektion n*- n von der Laufzahl. Die d-Serie des 
Aluminium und einige wenige andere bekannte Serien machen 
eine Ausnahme, indem der Grenzwert der Korrektion erst bei 
verhiiltnismaBig hoher Laufzahl erreicht wird. 

Die ~-W erte konnen wir, da wir die Quantenzahl n vor­
liiufig nicht kennen, nur bis auf eine ganze Zahl bestimmen. 
Wăhlen wir sie hier so, daB die Betrii.ge von ~ mit zunehmen­
dem k abnehmen und dabei moglichst kiein sind, 80 erhalt(ln 
wir ais Grenzwerte fiir groBe n: 

Na 
AI 

8 

-1,35 
-1,77 

p d 

-0,86 -0,01 
-1,28 -0,93 

f 

0,00 
-0,04 

An diesen Beispieien und an allen iibrigen in Serien ge-
ordneten Spektren sieht man, daB 1 ~ 1 bei Annii.herung der 

1 1 
Bahn an den Kern viei starker zunimmt ais k oder p oder 

;P wie es der Gleichung (10) § 25 entspriiche. Dberdies zeigen 

uns die groBen Werte von ~. daB wir sie nicht mehr als 
kleine Korrektionen von n betrachten konnen. 

Die gro{Jen Abweichungen der Termwerte von den Wasserstoff­
termen erkiiiren sich daraus, daB die Bahnen des Leuchteiek­
trons auch in den angeregten Zustanden keineswegs immer 
auBerhaib des Rumpfes veriaufen. Eine soiche eindringende 
Bahn, "'Iavcft/Janrb ... , steht in ihren innersten Teiien viei starker 
unter dem EinfluB des Kernes; sie verliiuft also in einem Kraft­
feid, das einem CoULOMB schen mit hoherer Kernladung ahnlich 
ist. Einem solchen V erhaiten wird der · Ansatz ( 1) § 2 5 der 
potentiellen Energie riicht gerecht. 

Da beim Na zwischen den d- und den p-Termen eine auf­
fallende UnregeimaBigkeit im Verlaufe der ~-Werte auftritt, 
liegt die Annahme nahe, daB die d-Bahnen auBerhaib des 
Rumpfes verlaufen und daB die s- und die p-Bahnen in den 
Rumpf eindringen. 
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§ 27. Die Rydberg-Korrektionen der ău.Beren Bahnen und 
die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes. 

Wir wollen jetzt die physikalischen Einfliisse naher be­
trachten, die eine Abweichung des Kraftfeldes auBerhalb des 
Rumpfes vom CoULOMB schen Feld hervorrufen 1 ). Zunachst 

konnen wir ungefahr feststellen, welche Potenz von !!__ im 
r 

Potential besonders wesentlich ist. Wir schreiben die Bahn­
energie in der Form 

w = - ( ţ) )2. n + r)1+ n; 
E . Z t 1· d e2 z aH · d · 11 E 1· f m usa zg 1e -· --- · c1 - m er potent1e en nergie 1e ert 

r r 
nach (10) § 25 eine "RYDBERG-Korrektion" 

15 = _ Zc1 

1 k 

und eine "RrTz-Korrektion" 

<52 =o. 
e2 Z a 2 

Ein Zusatzglied - -- · c ...!!_ liefert r 2 r2 

e2 z- 'a s 
ein Zusatzglied - - · c3 4 liefert 

r r 

3 Z 3 c r5 =- ____ J! 
1 2 k" ' 

e2 Z a 4 
und ein Zusatzglied - -. - . c __!!___ liefert 

r ' r4 

1) M. Bo&N u. W. HEISENBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 23, S. 388. 
1924; dieser Arbeit sind auch die Zahlenwerte der folgenden Tabellen 
entnommen. 
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Die folgende Tabelle gibt nun die au8 den Spektren be-
8timmten Werte der R~DBERG· und RITz-Korrektion, 8owie ihr 
V erhăltni8 fiir die be8onder8 einfach gebauten Spektren der 
Alkalimetalle wieder. 

Li Na K Rb Cs 

-.51 0,049 
p <52 0,031 T T T T 

- ~~/<51 0,63 

-<51 0,015 0,25 0,35 
d <59 0,036 0,80 0,99 T 

- <52.1<51 2,4 3,2 2,8 

-<51 0,0020 0,009 0,36 0,032 

f <52 0,0064 0,035 0,35 0,16 
- <52/<51 3,2 3,9 9,8 5,0 

Da8 Zeichen T in der Tabelle bedeutet, daB die RYDBERG· 
Korrektion 8chon 80 groB .i8t, daB eine Entwicklung des Po. 

1 
tentials nach Potenzen von - nicht mehr zulăasig er8cheint. 

r 

Der groBe W ert von - :li zeigt, daB die hoheren Potenzen 
1 

von _!_ im Potential merklich vorhanden 8ind. Fiir die Glieder 
r 

mit Ca und c, erhalten wir theoreti8ch die Werte 
r 4 r~ 

- <52/<51 
k f"" Ca f"" C-4 ur-ur -,..- rfi 

p 2 1,33 2,4 
d 3 3,0 5,4 

f 4 5,33 9,6 

Danach sieht es 80 als 8ei da8 Gied mit ~ das wesentliche au8, r' 

Zusatzglied. 
Nun ist in der Tat ein 8olche8 Zu8atzglied in der poten­

tiellen E'nergie theoretisch ver8tăndlich. W enn man nămlich 
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den Rumpf des Atoms nicht als absolut starr, sondern als 
deformierbar ansieht, so erhii.J.t er in dem Felde des Leucht­
elektrons ein elektrisches Moment. Ist das Elektron hinreichend 
weit vom Rumpf entfernt, so kann man das von ihm erregte 

Feld 1 ij; 1 = ;, im Bereich des Rumpfes als homo~en betrachten. 

Diesem Feld ist das induzierte Moment des Rumpfes propor­

tional: p = ":. Ein solches Dipolmoment hat in seiner Um-
r 

gebung ein elektrisches Feld; stellt man sich vor, dal3 es durch 

Zusammenriicken zweier Ladunge:p. f im Abstand l entstanden 

ist, so sieht man, da.B in der Richtung seiner Verlăngerung 
die Kraft 

Iim pe [_!_ ___ 1_] = p e .!!.._ (- .!.) = ~~ = 2 a e2 

l r' (r + "2 dr r 2 r 8 r5 l-+0 •; -

a e2 
auf das Leuchtelektron ausgeiibt wird. Ihr Potential ist - 2 r'. 
Vernachlii.ssigt man die iibrigen Abweichungen vom CouLOMB 
schen Feld, so hat man 

e2 Z ( a aH3) 
U(r)= -r 1+2ZaHs-;:s 

und 

Man kann nun unsere Annahme, dal3 die Abweichungen des 
Kraftfeldes vom CouLOMB-Feld im wesentlichen durch da11 indu­
zierte Dipolmoment des Rumpft"s bedingt sind, dadurch priifen, 
d!J.B man aua den empirischen W erten von ~1 und ~2 die 
"Polansierbarkeit" a ausrechnet. Von den Riimpfen der Al­
kalien Li, Na, K, Rb, Cs mul3 man nii.mlich annehmen, dal3 
s1e ăhnlioh gebaut sind wie die ( die gleiche Zahl Elektronen 
enthaltenden) neutralen Edelgasatome He, Ne, A, Kr, X (năheres 
siehe § 29). Die a-Werte dieser Atome lassen sich aua der 
Dielektrizitătskonstante bestimmen, zwisohen ihnen una den . 
a- Werten der Alkaliriimpfe muB ein einfacher Zusammenhang 
bestehen. 
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Aus den empirischen 151 - Werten der Alkalien folgt 

Li+ Na+ K+ Rb+ Cs+ 

0,314 0,405 1,68 6,48 

Dabei sind die f-Terme benuzt mit Ausnahme des Li, dessen 
p-Term zur Rechnung diente; Rb wur"le weggelassen wegen 
seiner etwas herausfallenden RYDBERG- und RrTz-Korrektion. 
Die Polarisierbarkeit a der Edelgase hangt nun mit der Di­
elektrizitatsko~stante e oder mit dem Brechungsindex n fiir 
unendlich lange Wellen durch die LoRENTZ-LORENzsche Formei 

3 e -1 3 n'3- 1 
a = 4:n N e + 2 =- 4 :reN n'3 + 2 

zusammen, wo N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit 
ist. Extrapoliert man die optisch gemessenen Brechungsindizes 
auf unendlich lange Wellen, so findet man 

He Ne A Kr X 

a·1024 = 1 0,20 0,39 1,63 2,46 4,00 

Die a-W erte der Alkaliionen miissen etwas kleiner sein, da 
das Volumen der Ionen wegen der hoheren Kernladung kleiner 
ist als das der voraufgehenden Edelgasatome. 

Wir finden also, da.B zwar· die aus dem Spektrum berech­
neten a- Werte die richtige Gro.Benordnung haben, da.B sie aber 
durchweg etwas zu gro.B sind. Man konnte daran denken; die 
Verschiedenheit so zu erklaren, da.B neben dem induzierten Mo­
ment noch eine andere Abweichung vom CouLOMB-Feld wirk­
sam ist, die auch einem Zusatzglied von der ungefăhren Form 

c! entspricht. Wir konnen an dieser Stelle die Zulăssigkeit 
r 
einer solchen Annahme noch nicht priifen. Es sei aber er­
wahnt, da.B unsere Kenntnis vom Bau der edelgasii.hnlichen 
Ionen eine solche Moglichkeit kaum zula.Bt. 

Halt man an der hier gegebenen Erklărung der R-ynBERG­
Korrektion durch die Pola.risierbarkeit des Atomrumpfes fest, 
so bleibt ein Widerspruch bestehen, der sich vom Standpunkt 
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unserer Quantenregeln . nicht beheben laBt. Wir haben aher 
bereits oben darauf hingewiesen, daB die Erklarung der feineren 
Einzelheiten der Spektren. ( der Multipletts und der damit eng 
verkniipften anomalen ZlllEMAN-Effekte, vgl. § 24 Ende) iiber­
haupt nicht im Rahmen einer Quantentheorie mehrfach perio­
discher Systeme moglich zu sein scbeint. Man ist bei der 
Theorie dieser Erscheinungen auf den formalen Ausweg gefiihrt 
worden, die Qup.ntenzahlle "halbzahlig" zu rechnen, d. h. ihr die 
Werte ~' ~. ~' ... zu geben. Es ist zu erwarten, daB bei der 
weiteren Entwicklung der Theorie die eigentlichen Quanten­
groBen wie bisher ganzzahlig bleiben werden und daB die in 
unserer Năberungstheori~ vorkommende GroBe le nicht selbst 
eine solche QuantengroBe ist, sondern sich indirekt aus ihnen 
aufbaut. Wir wollen im vorliegenden Band auf diese Fragen 
nicht eingehen, sondern nur untersuchen, was fiir die a-W erte 
herauskommt, wenn wir in unseren Formeln le halbzahlig wăhlen. 
Wir erhalten dann aus den spektroskopischen Werten von ~1 
folgende a-Werte: 

Li+ K+ Rb+ Cs+ 

0,075 0,21 0,87 3,36 

Diese Zahlen schlieBen sich den a- Werten der Edelgase im 
richtigen Sinne an. Man kann diesen Zusammenhang noch 
weiter verfolgen, indem man die a-Werte anderer (mehl'­
wertiger) edelgasăhnlicher Ionen betrachtet, die sich teils aus 
den RYDBERG-Korrektionen. von Spektren der ionisierten E~e. 
mente (Funkenspe~tren), teils aus den Brechungsindizes fester 
Salze (Ionengitter) bestimm.en lassen. Man bekommt dadurch 
weitere Stiitzen der Auffassung, daB die RYDBEBG-Korrektion 
der TE}l'Ille ăuBerer Bahnen bei den betrachteten Spektren auf 
der Polarisierbarkeit des Atomrumpfes beruht und daB die 
Quantenzahl le halbzahlig zu nehmen ist. 

Die in diesem Bande durchgefiihrten Oberlegungen sind 
iibrigens von der Entscheidung fiir ganz- oder halbzahlige le 
im wesentliehen unabhăngig. 

Born, Atommecbanik L 13 
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§ 28. Die Taucbbahnen. 
Die groBen Werte der RYDBERG-Korrektionen haben wir im 

§ 26 so gedeutet, daB das Leuchtelektron tief in den Atomrumpf 
eindringt und so in Gebiete erhohter Wirkung des Kernes kommt. 

Eine Abschiitzung der GroBenordnungen, die wir fiir die 
15- Werte bei solchen "Tauchbahnen" zu erwarten ha ben, gibt 
ein Verfahren von E. ScHRODINGER1). Er denkt sich den Atom­
rumpf ersetzt durch eine gleichmaBig mit negativer Ladung 
bedeckte Kugelschale, in deren ĂuBerem dann ein CouLOMB­
sches Feld herrscht, das der Kernladung z<a> (1 beim neu­
tralen, 2 beim einfach ionisierten Atom) entspricht, und in 
deren Innerem auch ein CouLOMB sches Feld, aber mit hoherer 
Kernladung z<i> besteht. Sobald der Perihelabstand einer ·als 
Ellipse im Kraftfeld mit d~r Kernladung z<a> berechneten 
Quantenbahn kleiner ist als der Radius jener Kugelschale, 
dringt die Bahn in das Innere ein; sie besteht dann aus zwei 

Abb. 14. 

Ellipsenbogen, die sich auf der 
Kugelschale ohne Knick an­
einanderschlieBen ( Abb.14 ). Bei 
gegebenen Quantenzahlen n 
und k, Schalenradius und La­
dungen von Schale und Kern 
laBt sich dann die effektive 
Quantenzahl n * oder die Kor­
rektion 15 berechnen. 

Wir wollen die ScHRODINGERschen Rechnungen hier nicht 
"Wiedergeben, sondern nur zeigen, da.B man bei einem solchen 
Atommodell, das sogar aus mehreren konzentrischen Schalen mit 
Flachenladung bestehen darf, den Zusammenhang zwischen Quan­
tenzahlen und Energie durch elementare Funktionen darstellen 
kann 2). Die Schalenradien seien !h, (>2 , ••• , nach abnehmender 
GroBe geordnet, ihre Ladungen - z1 e, - z2 e,.... Die poten­
tielle Energie im Zwischenraum der Schalen e. und es+1 ist 

e2 
u.(r) =- z.-;:-+ c., 

1 ) E. ScHRoDINGER: Zeitschr. f. Physik. Bd. 4, S. 347. 1921. 
2) V gl. auch G. WENTZEL:. Zeitschr. f. Physik. Bd. 19, S. 53. 1923, 

bes. S. 55. 
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WO 

' 
Z~~= z<al+ _2za 

u=l 

iat und _c8 dnroh die Bedingung bestimmt wird, daB sioh da.s 
Potential an den Sohalen stetig ăndert. Aus ihr folgt 

8 t 

G8 = .2) ~Za. 
<J=l ea 

Da wir jetzt die potentielle Energie als Funktion von r kennen, 
konnen ·wir den Perihelabstand r mtn bereohnen und a~geb~n, 
innerhalb weloher Sohalen e1 , e,, ... , e et liegt. Dae radiale 

p . ' 

Wirkungsintegral ha.t naoh (4) § 21 dann die Form 

ee ea 

wo 
A. = - 2 m (W- c.) 
B. = me'Z. 

0= k'h9 

4n9 

ist. Alle Integrale la.ssen sioh duroh elementare Funktionen 
ausd.riioken; wir erhalten so J,. und da.mit n - k. a.ls Funktion 
von W und k, sohlieBiioh also W als Funktiqn von 'n und k. 

Die SC1IRODINGERsohe Vorstellung von der gela.denen Soha.le 
wollen wir naoh VAN Umt1) dazu benutzen, um die (). Werte 
von Ta.uohba.hnen abzusohii.tzen. Man kann zunăohst sehen, 
daB bei gegebener ·ăuBerer Ellipse da.s radiale Wirkungsintegral 
um so griiBer ist, je groBeren Radius die Kugelsohale hat; 

1) A. Th. VAN URK: Zeitsobr. f. Physik. Bd. 13, S. 268. 192H. 
13* 
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denn um · so langere Zeit steht das Elektron unter der Ein­
wirkung der vollen Kernladungo Man bekommt also beim 
ScHRODINGERschen Modell, wenn man annimmt, daB eine Bahn 
iiberhaupt Tauchbahn ist, eine untere Grenze fiir den Betrag 
von · (j, wenn man den Radius der Schale gerade so wahlt, dal3 
sie die auBere Ellipse beriihrto Wollen wir d.en Wert erhalţen, 
dem sich b fiir groBe n nahert (die Abhăngigkeit von n ist 
beim ScHRODINGERSchen Modell auBerst gering), so konnen wir 
als Perihelabstand der au13eren Ellipse nahezu den der Parabel 

annehmen, bei der s-Bahn also 2-~(a) an; allgemein wollen wir 

3 __ an schreibeno Da wir den Radius der Schale ebenso groB z(a) 

wahlen, wird die gesarilte Bahn des Leuchtelektrons m!t 
groBer Naherung durch die zwei vollstandigen Ellipsen wieder­
gegebeno Fiir das radiale Wirkungsintegral erhalt man 

J,o = Jr(a) + J/1 o 

Nun ist der spektroskopische Term die Ablosungsarbeit des 
auBeren Elektrons und damit gleich der Energie der auBeren Ellipse 

R ha z<al2 
W = - -(Jra)_+_J )~ ' 

1' lf', 

wo J"' das 2 .n-fache des fiir beide Ellipsen gemeinsamen Dreh­
impulses isto Vergleichen wir dies mit der Form 

Rhz(al2 
W~"""'- ------

n*2 

der Energie, so folgt fiir die effektive Quantenzahl 

n* _ 2_ (J (a) + J ) - 1 (J _ J ri) -+- J ) - h . 'o '1' ·-- h r 'o '1' o 

Nun ist aber 

also 
oOo J,o(il (J(i) ) 

(1) (j = n"" - n = ---li =- - 7"- - ~ , 
wo J(il di~ Summe der Wirkungsintegrale fiir die innere Ellipse isto 
J<il bestimmt sich durch die groBe Halbachse ader inneren Ellipse: 

an (J<il)2 
a=z(i) T ; 
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a bangt wieder mit dem Radius der Schale zusammen: 
,.. 

a (1 + e) =· z~a) aH, 

wo 

e = 1/1- h2 k2 r J(i)'J 

ist. Eliminiert man aus diesen drei Gleicbungen e und a, so 
erbălt man 

( J<i>)2 (' l/ -·-·-·· k2--,) Z(il 
-h ,1 + r 1- Ci<i>Jh)2 = c z<a>· 

J(i) 
und daraus'durcb Auflosen nacb -· und Einsetzen in (1): 

h 

(2) 

z<i> 
1; z<a) 

{) = - v=-= z<i)-· -,..- + k. 
21;---- k2 z<a) 

Die Gleichung (1) bat auch dann noch angeniiherte Giiltig­
keit, wenn die au.Bere Ellipse nicht gerade die Schale beriihrt, 
sofern nur der Schalenradius klejn ist gegen die groBe Achse 
der au.Beren Ellipse (was sicher bei grol3er Hauptquantenzahl 
eintritt) und wenn Z<i> wesentlich gro.Ber als z<a> ist. Der Fehler, 
den man begeht, wenn man das Wirkungsintegral iiber den 
liu.Beren Teil der Bahn durch das iiber die voile au.Bere Ellips·e 
ersetzt, ist dann gering; ebenso der Fehler, den man begeht, 
wenn man .den inneren Teil durch die · volle innere Ellipse er­
setzt; das Aphel der inneren Ellipse liegt nămlich nur wenig 
au.Berhalb der Schale (weg(m der raschen Abnahme der poten­
tiellen Energie im Feld mit der Kernladung z<i> ). Die Summe .Ţ(i) 
der Wirkungsintegrale der inneren Ellipse hăngt eindeutig von 
der gro.Ben Achse diescr Ellipse ah und ist daher von n fast 
unabhangig. 

In der durch :Formei (1) gegebenen Annaherung ist b von 
n nicht abhangig. Diese Annaherung ist um so besser, je 
gro.Ber die gro.Be Achse der auBeren Ellipse ist; da das l;>e~ 
wachsendem n sehr rasch eintritt, verstehen wir, daB () mit 
wachsendem n sehr bald einen konstanten W ert annimmt. 

Wenn os Quantenbahnen gibt, die ganz im Schaleninneren 
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verlaufen, und wenn n<'> die Hauptquantenzahl der groBten nnter 
ihnen ist, so gilt 

und 
(3) 

J!i.) 
n<i> < - < n<t! + 1 

h 

b = - ( n<i> + e - k) 

Diese Formei ist wesentlich unabhăngig von dem ScHR6-
DINGERschen Modell der geladenen Kugelschale und beruht 
nur darauf, daB der Aphelab~tand der ăuBeren Bahn groB gegen 
den Radius des Rumpfes ist und daB das in den Rumpf ein­
dringende Elektron bald in Gebiete hoher effektiver Kernladungen 
kommt. BoHB.1) hat sie vor v. URK folgendermaBen abgeleitet: 

Das radiale Wirkungsintegral Jr = h (n- k) der Bahn setzt 
sich aus dem des ăuBeren Bahnstiicks und dem der inneren 
Sc~ife zusammen: 

Jr . Jr(a) + Jr(i) = h (n- k). 

Jr<a; ist nur wenig kleiner a]s das radiale Wirkungsintegral 
h (n*- k) der vollen ăuBeren Ellipse: 

Jr<a> = h (n* - k - e1) , 

und Jr<i> unterscheidet sich wenig von dem radia1en Wirkungsinte­
gral h(n<'!- k) der groBten gan.Z im Rumpf verlaufen den Bahn: 

J/·> = h(n<•>- k + e2). 

Dabei braucht n<i> nicht ganzzahlig zu sein, sondern es sei die 
durch h dividierte Summe der Wirkungsvariabeln jener groBten 
mechanisch (nicht quantentheoretisch) moglichen Bahn. Somit 
'erhălt man 
(4) b = n*- n = - (n<i>- k- e1 + .o2 ) 

und kann das Ergebnis so formulieren: 

Die RYDBERG-Korrektion bei Tauchbahnen unterscheidet sich 
wenig von dem durch h dividierten radialen Wirkungsintegral der 
grofJten ganz im. Rumpf verlaufenden Bahn. 

Die Frage, mit welcher Genauigkeit sich alle optischen (und 
Rontgen·) Terme durch ein geeignet konstruiertes Zentralfeld 

1) BoHR, N.: Vortrăge in Gottingen .Juni 1922 (unged~uckt). 
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einheitlich darstellen lassen, hat E. FuEs 1) untersucht; er ist beim 
Bogenspektrum des Na und den analogen Funkenspektren von 
Mg+ und At++ zu recht giinstigen Ergebnissen gekommen. 

§ 29. Die Rontgenspektren. 
Die optischen Serienspektra der Elemente sind ein Haupt­

hilfsmittel, um iiber den Aufbau der Atome Auskunft zu er­
halten. Soweit sie sich mit unseren theoretischen Vorstellungen 
erfassen lassen, kann man aus ihnen nur auf die V orgănge in 
der ăuBeren Hiille der Atome schlieBen, wăhrend die Vorgănge 
im Rumpfe noch dunkel bleiben. Das wichtigste Mittel zur 
Erforschung des Atominneren iat das Studium der Rontgen­
spektren. Auch bei diesen lăBt sich unsere Theorie der Be­
wegung eines Elektrons im Zentralfeld năherungaweise anwenden. 
Man kann nămlich aua den Beobachtungen entnehmen, daB es 
sich auch hier um Quantenspriinge des Atoms handelt, bei 
denen ein Elektron ( das dem Leuchtelektron der optischen 
Spektren entspricht) aeinen Platz im Inneren des Atoms wechselt, 
wăhrend das iibrige Atom genăhert ein zentralsymmetrisches 
Gebilde bleibt. 

Ehe wir diese Vorstellungen im einzelnen verfolgen, wollen 
wir einige Erfahrungen uber Rontgenspektren zusammenstellen. 
Zur Auflosung dieser Spektren dient seit v. LA UEs Entdeckung 
das natiirliche Gitter von Kristallen. Jedes Rontgenspektrum 
besteht aus einem kontinuierlichen Band und einer Folge von 
Linien. 

Das kontinuierliche Spektrum hat eine kurzwellige Grenze, 
deren Schwingungszahl Ymax mit der kinetischen Energie der 
erregenden Kathodenatrahlen durch 

h m " 
"max =-V" 

2 

zuaammenhăngt. Man deutet diese Erscheinung ala eine Art 
Umkehrung des lichtelektrischen ·Effekts, indem man annimmt, 
daB die auftreffenden Kathodenstrahlen in der Antikathode ge­
bremst werden und ihre Energie nach dem EINSTEINschen Ge-

1) E. FuEs, Zoitschr. f. Phy·ik. Bd. 11, S. 364. Bd. 12, S. 1, 314. 
Bd. 13, S. 211, 1923. S. auch W. Tnmus, Zeitschr. f. Physik, Bd. 24, 
s. 169, 1924. 
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setz (§ 1) in Strahlung umsetzen; die hOchste auftretende Fre­
quenz entspricht dann vollstandigem Verlust der kinetischen 
Energie der auftreffenden Elektronen. 

Das Linienspektrum ist fiir die strahlende Materie ch&.rakte­
ristisch und wird daher "Eigenstrahlung" genannt. Sie soli uns 
jetzt beschaftigen. Die · wichtigste Tatsache iiber sie ist die, 
daB jedes Element die · gleiche Anordnung der Linien zeigt und 
daB die Linien mit wachsender Atomnummer nach kiirzeren 
W ellenlangen wandern. Dieses Linienspektrum enthii.lt mehrere 
Liniengruppen: Eine kurzwellige Gruppe (genannt K-Strahlung) 
ist schon bei leichten Elementen ( etwa vom Na ab) nachge­
wiesen. Wahrend sie bei schwereren Elementen immer kurz­
welliger wird, riickt ihr eine Gruppe. langerer W ellen nach 
(L-Strahlung); hinter ihr kommt bei noch schwereren Elementen 
.eine noch langwelligere ( M- Strahlung). 

Sollen "diese Spektrallinien mit den Bewegungen der Elek­
tronen im Atom nach den Gesetzen der Quantentheorie zu­
sammenhangen,_ so miissen sich die ROntgenfrequenzen nach 
der Gleichung 

hv = w(l)- w(2) 

durcb die Energien zweier stationarer Zustande der Elektronen­
anordnung ausdriicken lassen. Die hohen W erte von v ( rund 
lOOOmal so groB als im sichtbaren Spektrum) sprechen. dafiir, 
daB es sich um V eranderungen in den Bahne~ der inneren 
Elektronen handelt, wo wegen der hohen Kernladung bei der 
V erlagerung eines Elektrons eine groBe Arbeit zu leisten ist. 

Die Tatsache, daB die Rontgenlinien sich in einfache Seri~n 
ordneQ und durch wenige ganze Zahlen kennzeichnen lassen, 
ist der Grund dafiir, daB .wir analog zur Optik annehmen 
diirfen, es bandele sich in der Hauptsache um die Bewegung 
eines einzigen "Leuchtelektroris". Obwohl wir gezwungen sind 
anzunehnten, daB sich dieses Elektron im Innern des Atoms 
bewegt, werden wir aus denselben Griinden wie bei den sicht­
baren Spektren die Wirkung der iibrigen Elektronen und des 
Kerns durch die eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes ersetzen. 
Hierdurch bringen wir wiederum die Tatsache zum. Ausdru~k, 
daB kein Energieaustausch zwischen Leuchtelektron und Atom­
rest stattfindet; die Existenz der Quantenzahlen des Leucht-
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elektrons spricht nămlich dafiir, daB dessen Bewegung perio­
disch ist, also nach jedem U mlauf wieder dieselbe Energie 
besitzt. 

Zwischen den optischen Spektren und den Rontgenspektren 
besteht jedoch ein tiefgreijender Unterschied. Wăhrend die Linien 
der optischen Spektren au"h in Absorption auftreten · konnen, 
werden die Rontgenlinien niemals als Absorptionslinien be­
obachtet. Der .A:bsorptions-
koeffizient fiir Rontgenstrah­
len zeigt iiberhaupt keine 
linienartigen Maxima, er ver­
lăuft vielmehr im allgemeinen 
stetig und zeigt nur an einzel­
nen Stellen, den sogenannten 
Absorptionskanten, plotzliche 
Zunahme in Richtung wach­
sender Frequenzen (Abb. 15). 

~----------~----------~v 
~ 

Abb. 15. 

Die Deutung dieser Erscheinung ist von KosSEL gegeben 
worden1). Danach handelt es sich bei den Absorptionsspektren 
um Ionisierung des Atoms und zwar· um das Hinauswerfen von 
inneren Elektronen. Fiir diesen Vorgang liefert die Frequenz­
bedingung 

- m " h11 = - W -~-V" 
' 2 ' 

wo v die Geschwindigkeit des Elektrons nach der Abtrennung 
und - W die Abtrennungsarbeit ist. Es werden also alle Fre­
quenzen absorbiert, die groBer sind als die Grenzfrequenz (Kante) 

- -W 
'~~o= --h-. 

Die Annahme verschieden gebundener Elektronen fiihrt auf 
den beobachteten Verlauf der Absorption. 

Die Emissionslinien kommen nach KosSEL dadurch zustande, 
daB an die Stelle des herausgeworfenen Elektrons ein anderes 
aus einer hoherquantigen Bahn făllt, wobei die Energie des 
Atoms abnimmt. An die freiwerdende Stelle kann wiederum 

1) W. KossEL: Verha.ndl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 16, S. 899 u. 953. 
1914 und Bd. 18, S. 339. 1916. 
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ein Elektron von einer noch hoheren, Quantenbahn· fallen, bis 
schlie8Iich die letzte Liicke durch ein :keies Elektron ersetzt wird. 

Die EmissiciMspektren der Rontgem.straklen entsteken also bei der 
Wiederket'stellung des stabilen .Atomzustandes nack einer 8torung 
durck Herauswerfen emes inneren Elelctrons. 

Wir konnen diese KosSELsche Deutuiig, die sich vollstindig 
bewihrt bat, a.uch fo1genderma.13en aussprechen: ]ps gibt fii,r 
jedes 8ystem oon Quantenzahlen, die inneren Baknen entsprecken, 
eine HMhstzakl von Elektronen. Im stabilen Zusta.nd ist diese 
erreicht. Ein Platzwechsel findet nur statt, wenn aus einer 
inneren Bahn ein Elektron entfernt wird. Ma.n faBt alle Elek­
.tronf)n, die zu den gleichen Qua.ntenzahlen gehoren, zu einer 
"8ch0le" zusammen; auf dieses Bild vom schalenformigen Auf­
ba.u der Atome werden wir nachher durch ganz andere, haupt­
sichlich dem · Gebiet der Chemie entnommene Vberlegungen 
gefiihrt werden (§ 30). 

Wir werden jetzt versuchen, diese Betrachtungen quantitativ 
zu ·fassen. 

Unser Modell, bei dem sich das betrachtete Elektron in 
einem Zentra.lfeld bewegt, ergibt als ElektronenbahnPn Rosetten, 
die. dure:h zwei Qua.ntenzahlen n und k festgelegt sind. Im 
Atominnem miissen ta.tsichlich Bahnen mit verschiedenen 
Werten von n vorkommen. Da.s Verha.lten der RYDBERG• 
Korrektionen zeigt nimlich, d~J.B bei fast a.llen Elementen die 
p-Bahnen eintauchen; da.mit dies moglich ist, muB der Rumpf 
mindestens Ba.hnen mit n '""= 2 · enthalten. Von den Ba.hnen im. 
Rumpf sind die mit n = 1 (k ==- 1) dem Kern am nichsten, 
da.nn folgen die mit n = 2 (k = 1, 2), weiterhin kommen viel­
leicht noch Bahnen mit n =·3 (k = 1, 2, 3). 

Bei den Elementen mit 'hoher Atomnummer stehen die 
innersten Bahn~n im wesentlichen unter der anziehenden Wir­
kung des Kernes, wii.hrend der Einflul3 der iibrigen Elektronen 
verhiltni#lma..Big, klein ist. Die Energie der innersten Elektronen­
bahn erhălt ma.n also nii.heruiJgsweise aus 

RhZ2 
W=---

1t 

fiir n = 1; nach a.uBen hin nimmt die Energie ra.sch ab, ein­
mal wegen der Zuna.hme von n, da.nn auch wegen der die 
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Kernla.dung abschirmenden Wirkung der iibrigen Elaktronen. 
Als Linie von groBter Frequenz ist eine Linie zu erwa.rten, 
fiir die ungefăhr 

(1) v=RZ 2 (..!:.__..!:._)=.!_RZ 2 
1 2 2 2 4 

J_ 
ist. Die Formei fordert, da.B l' v linear mit der Kernla.dung a.n­
steigt. MosELEY 1), der zuerst systema.tisch die Rontgenspektren 
untersuoht bat, fand, da.B fiir die K- Serie l~ tatsăchlich eine 
nahezu lineare Funktion der Atomnummer ist; dabei versteht 
man unter Atomnummer die Ordnungszahl eines Atoms in der 
Reihenfolge des periodischen Systems (1 H, 2 He, 3 Li···), also 
im wesentlichen in der Reihenfolge des Atomgewichts; die von 
der Chemie geforderten Liicken (z. B. das dem Mangan homologe 
Element 43) sind dabei mitzuzăhlen und die durcb das che­
mische Verhalten geforderten Umstellungen [z. B. 18A (Atom­
gewioht 39,88) und 19 K (39,10)] sind zu beriicksiohtigen. 

Hierduroh ist das sohon lange vermutete und von vAN DEN 
BROEX zuerst a.usgesprocbene Gesetz (vgl. § 3, S. 15): Atom­
nummer gleick Kernladungszakl aufs glanzendste bestătigt worden. 
Man ist daduroh in den Stand gesetzt, auoh die Atomnummern 
der Elemente mit sehr hohem Atomgewioht, bei denen lange 
Reihen ohemisoh sehr wenig verschiedener Elemente (z. B. die 
seltenen Erden) vorkommen, eindeutig festzulegen und vorhan­
dene Liicken genau anzugeben. 

Um zu zeigen, mit welober Geiiauigkeit das Gesetz (1) gilt, 

teilen wir die W erte von f : ; , fiir einige Elemente mit. Man 

findet 10,1 bei Na(Z = 11), 36,3 bei Rb (Z, = 37) und 76,f) 
bei W (Z = 74). Wir lassen daher die kurzwelligste X-Linie 
dem Vbergang eines Elektrons von einer zweiquantigen zu einer 
einqua;ntigen Bahn entspreohen. Es liegt nun nahe, die iibrigen 
K-Linien durch Vbergănge von hoherquantigen Bahnen auf 
eine einquantige zu erklaren. Die K- Linien sohlie.Ben sioh in 
der Tat der theoretisch geforderten Grenze 

RZ 2 

12 
1) H.G.J.MosELEY: Phii.Mag. Bd.26, 8.1024.1913; Bd.27,S. 703. 1914. 



204 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron. 

an; an tler gleichen Stelle liegt eine der o ben erwiihnten Ab­
sorptionskanten. 

Auch fiir die L-Linien gilt das Gesetz des linearen Anstieg'l 
vori l'v . Wir versuchen diese Linien durch Obergii.nge auf eine . 
zweiquantige Bahn (n = 2) zu deuten und erhalten fiir die kurz­
welligste L-Linie die angenii.herte Frequenz 

(2) - = R Z 2 (__!__- __!__) = ~ R Z 2 
y 22 3 ~ 36 • 

Diese Formei gilt nun nicht ganz so gut wie die fiir die 
K- Serie; es ist dies verstii.ndlich, da wir hier schon 1Veiter 
vom Kern entfernt sind. Wir konnen diesem Umstand nach 
SoMMERFELD1) dadurch Rechnung tragen, daB wir 

(3) Y=R(Z-s) 2 (:2 - ; 2) 

schreiben; die empirischen Werte sind dann mit einem Wert 
von s im Einklang, der ·bei mittlerem Z ungefii.hr bei 6 oder 7 
liegt. Auch hier fii.llt die Seriengrenze mit einer· .Absorptions­
kante zusammen. Die M- Linien schlieBlich entsprechen Ober­
gii.ngen auf eine dreiquantige Bahn. 

Eine iibersichtliche Darstellung der stationii.ren Bahnen der 
Elektronen ·im Atom erlialteU: wir, wenn wir vom System der 
Rontgenlinien zu dem der R6ntgenterme iibergehen. Den End­
term der K-Linien nennen wir K-Term, ibm ko~men (in un­
serem Modell) die Quantenzahlen n = 1, k = 1 zu. Fiir die 
L-Linien muB man, um ihre Mannigfaltigkeit zu erklii.ren; drei 
Endterme (L-Terme) annehmen, fiir sie ist n = 2 und k = 1 
oder 2. Ihre Dreizahl sagt, da.B die Quantenzahlen n und k 

· zu ihrer Bezeichnung nicht ausreichen; wir haben hier eine 
ahnliche Erscheinung vor uns wie die Vielfachheit der optischen 
Terme. Eine Theorie dieser Erscheinung k<innen wir mit un­
serem Modell nicht geben 2 ). Weiter ergibt die Untersuchung der 
Rontgenlinien fiinf M-Terme mit n .= 3 (k = 1, 2, 3) und sieţ>en 
N-Terme mit n = 4; es sind auch einige 0-Terme festgestellt. 

Zur Vbersicht iiber das Auftreten dieser verschiedenen Terme 

1) A. SoMHERFELD: Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916. 
2) Eine befriedigende modellmăBige Erklărung ist iiberhaupt nooh 

nicht gelungen. 
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sei hier die graphische Darstellung der Terme aus der Arbeit von 
BoHR und CosTER 1) wiedergegeben (Abb.16). Wir finden darin 
den K- und einen L-Term ( n = 1, n = 2) schon bei den leichtesten 
Elementen; ein M-Term (n = 3) erscheint etwa. bei der Atom­
nummer 21, ein N-Term (n = 4) etwa bei 39 und ein 0-Term 
(n = 5) etwa bei 51. Was die Zahl der Terme jeder Haupt­
quantenzahl anlangt, so sehen wir zwar die erwăhnte Aufspal­
tung in 3, 5 und 7 Terme; aher sie geschieht nicht gleichmăBig, 
sondem zunăchst finden wir zwei L-, drei M- und vier N-Terme, 
von denen ă.Ue auBer jedesmal dem ersten wieder in zwei Terme 
aufspalten. Sehen wir von dieser letzteren, erst bei hoherer Atom­
nummer eintretenden Aufspaltung ab, so ha.ben wir genau so viel 
Terme, als die Nebenquantenzahl Werte a.nnehmen ka.nn. Die 
Rege!, nach der die Terme kombinieren, entspricht a.uch gena.u 
der Auswahlregel fiir- k (A k = ± 1). 

Es sei noch a.uf die Abweichungen von dem 1inea.ren Verla.uf 
der Wurzeln aus den Termwerten hingewiesen. Sie werden an 
der von BoHR und CosTER angegebenen Abbildung deutlich 
(Abb. 16). Die allgemeine Kriimmung der Kurven (insbesondere 
des K-Terms) fiihrt SoMMERFELD 2) a.uf die "Rela.tivitătskorrek­
tion" (§ 33, S. 236) zuriick. Die kleinen Knicke, z. B. bei 
Z = 56 und Z = 74 hăngen nach BoHR und CosTER mit dem 
Ausbau innerer Elektronengruppen zusam.men, worauf wir a.uch 
noch kurz zuriickkommen werden (§ 32, S. 226). 

§ 30. Atombau und chemische Eigenschaften. 
Das Endziel einer Theorie des Atombaues miiBte sein, das ganze 

periodische System der Elemente aus Atommodellen zu konstruie­
ren. BoHR hat- bereits in seinen ersten Arbeiten da.hingehende Ver­
suche gemacht. Er beniitzte da.bei "Ringmodelle", bei denen die ein­
zelnen Elektronen in den Ecken konzentrischer, regulărer Polygone 
( den "Ringen") liegen. Auf die Durchrechnung solcher Ringsysteme 
ist von BoHR3 ), SoMMERFELD4), DEBYEr'), KRoo 6), SMEKAL 7) u. a. 

·1 ) N. BOHR und D. CosTER: Zeitschr. f. Physik. Bd. 12, S. 342. 1923. 
9) A. SolllliiERFELD: Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125. 1916. 
3) N. BoBR: Phil. Mag. Bd. 26, S. ~76. 1913. 
4} A. SoMliiERFELD: Physika.l. Zeitschr. Bd. 19, S. 297. 1918. 
") P. DEBYE: Ebd. Bd. 18, s. 276. 1917. 
6) J. KRoo: Ebd. Bd. 19, S. 307. 1918. 
7) A. SliiEKAL: Zeitschr. f. Physik. Bd. 5, S. 91. 1921. 
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viel Arbeit verwendet worden, besonders im Hinblick auf die Er­
klărung der Rontgenspektren; doch waren die Ergebnisse durchaus 
unzureichend. Die wichtigste mechanische Erkenntnis, die dabei 
heranssprang, war die Bemerkung von SOMMERFELD, daB ein solches 
Elektronenpolygon nicht bloB um den Kern rotieren, sondern eine 
Bewegung ausfiihren kann, bei der die Elektronen in kongruenten 
KEPLER-Ellipsen laufen (Ellipsenverein). SOMMERFELD hat auch 
die gegenseitigen Srorungen solcher Ringe behandelt, sowohl fiir 
den Fali, daB sie komplanar sind, als auch fiir den Fali, da.B 
sie in verschiedenen Ebenen liegen. Modelle dieser Art haben 
zwar eine "Raumerfiillung", wie die wirklichen Atome, zeigen 
aher nicqt deren Symmetrieverhăltnisse, die sich sowohl che­
misch (Kohlenstoff-Tetraeder) als auch kristallographisch ău.Bern. 
Daher bat LANn:E 1) versucht, Modelle mit răumlichen Symme­
trieelementen anzugeben, die mit SoMMERFELDs Ellipsenverein 
das gemein haben, da.B die Elektronen kongruente Bahnen in 
exakten Phasenbeziehungen durchlaufen (z. · B. gleiohzeitiger 
Durchgang durch das Perihel). Aher auch diese Modelle ver­
sagten stets bei quantitativen Untersuchungen. 

BoHR erkannte, da.B auf dem Wege der Modellkonstruktion 
und der rein theoretischen Betrachtung das Ziei der Erklărung 
des gesetzmă.Bigen Aufbaus · der Atome (periodisches System der 
Elemente) schwerlich erreichbar sein wiirde und wandte sich einem 
Verfahren zu, bei d~m in halb theoretischer, halb empirischer 
Weise, unter Heranziehung aller von der Chemie und der Physik 
gelieferten Hinweise, besonders aher unter ausgiebiger Verwendung 
der Serienspektren ein Bild des Atombaus entworfen wird. 

· Die Ergelmisse der Ohemie, die fiir eine solche U ntersuchung 
in Betracht kommen, hat KossEL'.I) auf eine iibersichtliche Form 
gebracht. Er geht davon aus, da.B die Perioden des Systems 
der Elemente jeweils nach einem Edelgas beginnen, dessen 
Atome dadurch ausgezeichnet sind, da.B sie keinerlei Verbin­
dungen eingehen und ău.Berst schwer ionisierba.r sind. Die 
Atome der Edelgase werden also besonders symmetrische und 

1) A. LA.NDE: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 21, S. 2, 644, 
653. 1919; Zeitsohr. f. Physik. Bd. 2, S. 83, 380. 1920. 

9 ) W. KossEL: Ann. d. Physik Bd. 49, S. 229. 1916; s. auch 
G. N. LEWJS: Joum. Amer. Chem. Soc. Bd. 38, S. 762. 1919 und J. LANG­

:MUIR: Ebd. Bd. 41, S. 868. 1919. 
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stabile Konfigura.tionen sein, die infolge der hohen Symmetrie 
nur von geringen Kraftfeldem umgeben sind und wegen der 
hohen Stabilităt weder leicht Elektronen abgeben noch auf­
nehmen. Die den Edelgasen vorangehend.en Atome sind die 
Halogene (F, CI, Br, J), die leicht a.ls einwertige negative Ionen 
auftreten; dies kommt nach KossEL daher, daB ihrem Elek­
tronensystem ein Elektron zur symmetrischen, stabilen Edel­
gaskonfiguration fehlt und es daher bestrebt ist, das fehlende 
Elektron unter Energieabgabe (Elektronenaffinitii.t) an sich zu 
reiBen. Umgekehrt treten die auf das Edelgas folgenden Atome, 
die Alkalien (Li, Na, K, Rb, Cs) stets als einwertige positive 
Ionen auf, geben alsb leicht ein Elektron ah; man wird daher 
an;zunehmen haben, daB- bei ihnen ein leicht abtrennbares Elek­
tron auBerhalb eines stabilen Rumpfes von Edelgascharakter 
umlii.uft. In entsprechender Weise HiBt sich die positive oder 
negative Elektrovalenz der iibrigen Atome deuten: die erstere 
beruht auf der Existenz leicht abtrennbarer Elektronen, nach 
deren Entfemung ein edelgasartiger Rumpf iibrigbleibt, die 
letztere beruht auf dem Bestreben "unvollstii.ndiger" Elektronen­
gebilde, durch Einfangen von E.lektronen zur Edelgaskonfigura· 
tion sich zu ergii.nzen. 

Geht man nun an Hand dieses Prinzips . das periodiBche 
System durch, so gelangt man zu der Vorstellung vom Schale;n­
bau der Atome (s. auch § 29, S. 202). Die erste Periode, be­
stehend aus den Elementen H und He, stellt die Ausbildung 
der innersten Schale dar. Das System von zwei Elektronen 
des Edelgases He muB also eine sehr stabile Anordnung sein. 

Die zweite Periode beginnt mit Li. Dieses Element wird 
einen Rumpf vom Charakter des He-Atoms haben, an den 
auBen ein drittes Elektron locker gebunden ist. Beim nii.chsten 
Element Be tritt ein weiteres ii.uBeres Elektron hinzu usf., bis 
beim zehnten Element Ne die zweite Schale zu einer stabilen 
Edelgaskonfiguration von 8 Elektronen geworden ist. Damit 
ist die zweite Schale vollstii.ndig. 

Das erste Element der dritten Periode, Na, hat wieder das 
locker gebundene auBere Elektron, das den Anfang der dr.ltten 
Schale darstellt; diese schlieBt mit dem Edelgas A ah, qnd 
da dieses die Atomnummer 18 hat, so besteht die vollst.ii.ndige 

· dritte Schale wieder aus 8 Elektronen. 
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In ăhnlicher Weise geht es weiter; nur werden die Perioden 
jetzt lănger (sie enthalten erst 18, nachher 32 Elemente). Da­
zwischen treten· die Elemente Cu, Ag, Au auf, die eine gewisse 
Analogie zu den Alkalien haben; sie werden also ebenfalls durch 
ein leicht .abtrennbares Elektron und einen relativ stabilen 
·Rumpf gekennzeichnet sein. 

KossEL hat durch diese qualitativen Oberlegungen einen 
groBen Teil der anorganischen Chemie physikalisch verstăndlich 
machen konnen; besonders erfo1greich war diese Theo:rie auf 
dem Gebiete der sogenannten Komplexverbindungen, d. h. solcher 
Verbindungen, bei denen Moleke1n durch Aneinanderlagerung 
von Atomkomplexen entstehen, die vom Standpunkte der ein­
fachen V alenztheorie vollstăndig gesăttigt sind. 

LANGMUIR und LEWis 1) haben (unabhăngig von KossEL) die 
Theorie durch die anschauliche Vorstellung beleot, daB die 
stabile Konfiguration von 8 Elektronen, die wir beim Ne, ·A 
und den Ionen der benachbarten Elemente antrafen, ein W'iiHfel 
ist \ Oktett- Theorie), in dessen Ecken diese 8 Elektronen in 
Gleichgewichtslagen sitzen. Es handelt sich also bei diesen 
amerikanischen Forschern um statische Modelle, dia in den 
Rahmen unserer Atom.mechanik nicht hin~inpassen und die 
da.her hier nicht weiter betrachtet werden sollen. 

Man kann aus physikalischen Oberlegungen Griinde dafiir 
angeben, daf3 die aus 8 Elektronen bestehende Edelgasko~figu­
ration ungefăhr die Symmetrie eines Wurfels haben muf3. Die 
Haloide der Alkalimetalle (vom Typus des Steinsalzes NaCl) 
kristallisieren im regulăren System; man muf3 aher annehmen, 
daf3 die Bausteine dieser Gitter, wie sie von der Rontgenstra.hl­
Analy~e geliefert 'werden, nicht die neutralen Atome, sondern 
die Ionen (z. B. N a+ und CI-)' sind .. Das folgt einmal aus der 
Existenz ultraroter Eigenschwingungen des Gitters, die Stellen 
selektiver Absorption und Reflexion bedingen (Reststrahlen); 
sodann konnten DEBYE imd ScHERRER.9) durch quantitative 
Messungen ,.der Rontgendiagra.mme am LiF zeigen, daf3 sich die 
Elektronenzahlen der Bausteine verbal ten wie 1 : 5, entsprechend 

1) loc. cit. S. 207. 
9) P. DEBYE u. P. ScHERREB: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 474. 

1918. 
Born, Atommechanik 1. 14 
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einem Aufbau aus Li+ mit 2 Elektronen und F- mit ,10 Elek­
tronen 1). 

Aus dem kubischen Charakter der Kristalle wird man auf 
die kubische Symmetrie der Bausteine, der edelgasartigen 
Ionen, schlieBen. Weitere Anhaltspunkte fiir die kubische 
Symmetrie erhălt man, wenn man versucht, die AbstoBung 
zwischen den Ionen des Gitters auf elektrische Krăfte. zuriick­
zufiihren und die Anordnung der Ladungen so anzunehmen, daB 
man mit den gemessenen Kompressibilitii.ten im Einklang ist 9). 

Man kann also mit einiger Sicherheit die kubische Symmetrie 
der Edelgaskonfiguration behaupten. Die Chemie liefert dazu 
das Resultat, daB das Atom des Kohlenstoffs C die Symmetrie 
eines Tetraeders hat. 

Symmetrie-Eigenschaften bestimmter Elektronengruppen spielen 
bei dem BoHRschen Aufbau des periodischen Systems eine groBe 
Rolle; es wird nămlich angenom~en, daB mehrere Elektronen­
bahnen gleicher Art (gleiche Quantenzahlen, gleiche Bahnform, 
gleiche Energie) immer nur in einer Anzahl auftreten konnen, 
die kleiner, hochstens gleich der Zal].l ist, bei der die Konfigu­
ration ein solches Gebilde von hoher Symmetrie (wie Tetraeder, 
Wiirfel usw.) ist. Eine theoretische Ableitung dieses Symmetrie­
prinzips aus mechanischen und quantentheoretischen Grund­
sătzen ist allerdings, zur Zeit nicht moglich. 

Der W eg, auf dem BoHR zum schriUweisen Aufbau der 
Atome in der Reihenfolge ihrer Ordnungszahl gelangt, ist der 
folgende. 

Er betrachtet die Einfangung des am lockersten gebundenen 
. Elektrons durch den Atomrest. Dieser ProzeB vollzieht sich 
auf den stationăren Bahnen, von denen das Bogenspektrum des 
Elemente Kunde gibt. Wăhrend dieses Prozesses zerfii.llt das 
Atom in einen Rumpf und ein Leuchtelektron. Der Rumpf hat 
die gleiche Elektronenzahl und eine um 1 hohere Kernladung 
ais das vorhergehende Atom. Die erste Frage ist nun, ob die 
Elektronen im Rumpf dieselbe Anordnung haben, wie im vor­
hergehenden ·neutralen Atom; dariiber gibt in manchen Fallen 

1) Eine ii.hnliche Untersuchung iiber Periklas MgO ha.ben W. GERLACK 
und O. PAULI (Zeitschr~ f. Physik. Bd. 7, S. 116. 1921) ausgefiihrt. 

9) M. BoRN: Verhandl. d. Dtsch. physiksJ. Ges. Bd. 20, S. 230. 1918;. 
E. MADELUNG: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 524. 1918. 
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das Funkenspektrum Auskunft. Die zweite Frage ist die, in 
welcher Endbahn das neu eingefangene Elektron lăuft: ent­
weder ordnet es sich den im Rumpf vorhandenen ăuBersten 

Elektronen gleichwertig ein, oder es lăuft auf einer im Rumpf 
noch nicht vorkommenden Bahn. Im ersten Fali fiillt es eine 
sehon vorhandene Schale weiter auf, im letzteren Fali beginnt 
es eine neue Schale. Zur Entscheidung dieser Fragen muB man 
die Quantenzahlen der Bahnen im Atom kennen. 

Den diesem Verfahren zugrunde liegenden Gedanken nennt 
BoHR das Aufbauprinzip. 

§ 31. Die wahren Quantenzahlen der optischen Terme. 
Unsere năchste Aufgabe wird die genauere Festlegung der 

Besetzungszahlen der einzelnen Elektronenbahnen und der Werte 
von n und k auf ihnen sein. Es bieten sich zur Losung zwei 
Wege, die Untersuchung der optischen Spektren und die der 
Rontgenspektren. 

Geht man die Reihe der Elemente durch und betr<J.Chtet 
man jedesmal das Schema der Spektralterme, so sieht man 
zunăchst die groBe Ahnlichkeit der Spektren homologer Elemente. 
Jedes Alkalispektrum zeigt dieselben Ziige, ebenso jedes Spek­
trum eines Erdalkali. Wir deuten dies durch die jeweils gleiche 
Zahl der ăuBeren Elektronen (vgl. KosSEL, § 30). 

Wir wollen jetzt die Termwerte selbst beranziehen. Dazu 
denken wir sie uns in ~er Form 

W=-Rh 
n*2 

geschrieben. Das Spektrum eines Elements kann dann durch 
das System der n*-Werte wiedergegeben werden. Um einen 
Dberblick zu geben iiber die Abhăngigkeit des Spektrums von 
der Atomnummer, seien hier (S. 213) fiir die bisher geordneten 
Spektren die efjektiven Quantenzahlen n* des tiefsten Terms jeder 
Serie, sowie die Dezimalstellen des absoluten Betrages der 
RYDBERG·Korrektion in der Grenze groBer n angegeben 1). 

1) Die Zahlen meist nach PASCHEN-GOTZE (Seriengesetze der Linfen­
spektren 1922) berechnet. Bei Dubletts oder Tripletts ist der Mittelwert 
von n* angegeben; bei den Erdalkalien stehen in der ersten Zeile die 
Werte fiir das Einfachtermsystem, in der zweiten Zeile die fiir das 

14* 
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Die Tabelle zeigb, daB bei fast al1en Elementen die f- Terme 
noch wasserstoffăhnlich sind. Die RYDBEltG-Korrektionen sind 
hier, von denleichten Elementen abgesehen, am kleinsten bei Cu 
und Ag; sie sind am groBten bei den Erdalkalien und steigen 
da in der Reihenfolge der Atomnummern an. Die d-Terme 
sind nur bei den leichtesten Elementen (bis Na) wasserstoff­
ăhnlich; bei den Alkalien ist die RYDBERG-Korrektion noch 
relativ gering und steigt deutlich mit der Atomnummer; bei 
den Erdalkalien ist sie wesentlich groBer. W eiter hat es den 
Anschein, als lii.ge die Korrektion bei Cr, Cu und Ag wieder 
nahe bei O (nicht bei einer anderen ganzen Zahl). Die p- und 
s-Terme endlich weichen stark von den Werten beim Wasser­
stoff ab. Es sieht also so aus, als verliefen die f- Bahnen 
noch im allgemeinen auBerhalb des Rumpfes, als tauchten die 
d-Bahnen bei vielen Elementen ein, uei anderen .noch nicht, 
und a.ls seien die p- und 8-Bahnen, auBer bei den leichtesten 
Elementen, stets Tauchbahnen. 

Um diese Auffassung · zu stiitzen, betrachten wir die Radien 
der Atomriimpfe. Die GroBe der Riimpfe bei den Erdalkalien 
oder, was qasselbe ist, die GroBe der Erdalka.li-Ion~n, konnen 
·wir a.us dem Funkenspektrum entnehmen. Diese Ionen haben 
nii.mlich nur ein ii.uBeres Elektron, das Aphel seiner Ba.hn liegt 
in einem Gebiet, wo das Kraftfeld des Atoms a.ngenii.hert 
CouLOMBschen Charakter bat, und der Aphela.bstand hă~gt in 
gleicher Weise von der Energie und damit von n* ap wie beim 
W asserstoff: 

i ( li - "7C2) :H (1 ~ e),. Z nU 1 + r 1.- 1/,~ ~ • 

Da die erste 8-Ba.hn die Grundbahn der Erdalka.li-Ionen ist, 
entnehmen wir aus den Funkenspektren der Erdalkalien die 
n*-Werte des 'ersten·8-Terms und sehen den daraus berechneten 
Aphelabstand als Rumpfradius fiir das Erdalkali an. In gleicher 

Dreifaclţtermsystem; bei He bezieht sioh die erste Zeile auf das System 
der Einfachterme, "die zweite auf das der Dubletterme. Von o ab Bind 
in der Spalte der ·R YDBE-RG·Korrektionen nur die Dezimalstellen von -li 
angegeben. Dort wo die helumnten Terme keine :Extrapolation auf 
n =- oo etlauben, ist die R YllBERG KOTrektion des Jetzten bekannten in 
Klammern angegeben. · · 
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n• des ersten Rydberg-Korrektion fiir 
gro.Be n des 

·- p- d- f- B· p- d- r-
Terms Terms --

1 H 1,00 2,00 3,00 4,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

2 He {0,74 2,01 3,00 4,00 -0,14 +0,01 0,00 0,00 
1,69 1,94 2,99 4,00 -0,30 -0,07 0,00 0,00 

·------- - --- . - --- - -- ---- ---- - ""' ----· 

3 Li 1,59 1,96 3,00 4,00 -0,40 -0,05 0,00 0,00 
o ••••••••• o •••••• 

8 o e·82 2,27 2,98 14 70 02 
1,74 2,17 2,97 13 78 04 

10 Ne L) 1,67 2,15 2,99 30 83 02 
----- ""' --------------------- "'- -

11 Na 1,63 2,12 2,99 4,00 ·34 85 OI 00 

12 ,Mg r·33. 2,03 2,68 52 04 56 
2,31 1,66 2,83 3,96 63 12 17 OG 

13 Al 2,19 1,51 2,63 3,97 76 28 93 05 
--------!-"·------ - - - - "" 

19 K 1,77 2,23 2,85 3,99 1'1 70 25 01 

20 Ca. e~49 2,07 2,00 3,97 33 93 95 09 
2,49 1,79 1,95 3,92 44 95 92 10 

24 Cr 1,42 e·88 2,99 45 (12) (01) 2,03 (97) 
25 Mn 2,31 1,63 2,89 60 (37) 08 
29 Cu 1,33 1,86 2,98 4,00 58 (09) 02 00 

30 Zn e·20 1,94 2,87 62 09 20 
2,34 1,60 2,90 3,98 72 20 08 04 

31 Ga. 2,16 1,52 2,84 78 27 24 
------ ------- ---- ---- - ----. '" . -- --

37 Rb 1,80 2,27 2,77- 3,99 13 66 35 03 

38 Sr e·54 2,13 2,06 4,14 (26) (59) 75 10 
. 2,55 1,87 1,99 3,91 37 85 80 12 

47 Ag 1,34 1,90 2,98 3,99 52 (05) 01 01 

48 Cd e·23 1,95 2,87 57 05 21 
2,28 1,62 2,!:!9 3,97 67 14 07 03 

49 In 2,21 1,55 2,82 73 19 29 
------ -- "' 

55 Cs 1,87 2,31' 2,55 3,98 05 57 45 04 

56 Ba {1,62 2,14 1,89 2,8'1 43 (73) 45 (92 
2,63 1,94 1,82 3,84 28 67 77 12 

80 Hg (1,14 1,91 2,92 63 00 08 
2,24 1,59 2,93 3,97 71 10 05 03 

81 TI 2,19 1,56 2,90 3,97' 74 19 10 03 

1) Das Neonapektrum hat bekanntlich zwei Systeme von Termen, 
die na.ch verschiedenen Grenzwerten konvergieren. Zur Berechnung · von 
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Weise konnt'n wir auf die Riimpfe der erdalkaliăhnlichen 

Elemente Zn und Cd schlieBen, da wir auch von ihren Ionen 
annehmen miissen, daB sie nur ein auBeres Elektron haben. 
Fiir die Radien der Alkali-Ionen u..nd der Ionen ven Cu und 
Ag erhalten wir eine obere Grenze aus ihren Abstănden in 
den Kristallgittern ihrer Salze; der Abstand des Na+- und 
CI- -Ions im Steinsalzgitter muB z. B. gro.ller sein als die Summe 
~er Ionenradien. Durch solche Uberlegungen erhălt man alle 
Radien bis auf eine_ additive Konstante, die man năherung~;­
weise so bestimmen kann, daB man die der beiden dem A-Atom 
ăhnlichen Ionen K 4 und CI- einander gleich setzt. Eine 
zweite obere Grenze der Alkali-Ionenradien bilden die aus gas­
kinetischen Betrachtungeil bekannten Radien der Atome der 
vorausgehenden Edelgase; die Alkali-Ionen miisset;t wir als 
ăhnlich ·gebaut ansehen wie die Edelgase, ihre AusmaBe miissen 
aher der hoheren Kernladung wegen etwas kleiner sein. 

Die so berechneten Ionenradien stellen wir in der folgenden 
Tabelle zusammen. Sie sind in Einheiten ·des W aşserstoffradius 
aa angegeben 1). · 

Die Tabelle zeigt das Anwachsen der Rumpfradien homologer 
Elemente mit der Atomnummer sowie die Tatsache, daB die 
Radien der Erdalkaliriimpfe relativ groB, die von Cu und Ag 
sehr klein sind. 

Eine f-Bahn hat in einem streng CouLo:MBschen Feld einen 
Perihelabstand, der groBer ist als 8 aa (vgl. § 24). Durch die 
Abweichungen vom CoULOMB-Feld. in der Umgebung dcr Atom­
riimpfe wird er herabgedriickt. Wir wollen diesc Rechnung 
aber nicht durchfiihren 2), da wir fiir unsere Zwecke (die Fest-

n* hat man den betr. Tarm von der Grenze des Systems ah zu zăhlen, 
dem er angehoit. Der angegebene p-Term ist der- tiefste optisch ·be­
kannte. Durch ElektronenstoBmessungen (G. HERTZ : Zeitschr. f. Physik. 
Bd. 18, S. 307. 1923) kennt man a.uch den Term des Grundzustandes, 
der sehr wa.hrscheinllch ein p•Term ist. Fiir ihn ist n* = 0,79. 

1) Es gibt noch andere Methoden, die Radien der Alkaliriimpfe zu 
bestimmen, auf dle wir hier nicht eingehen wollen. Die Ergebnisse 
stimmen zu der hier angegebenen oberen Grenze. Vgl. die Zusammen· 
stellung von K. F. HERZFELD: .Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik Bd. 19, 
s. 259. 1922. 

Il) Die Rechnungen sind ausgefiihrt von F. HUND: Zeitschr. f. Physik, 
:Bd. 22, S. 405. 1924. Sie ergeben mit den aus anderen Erscheinungsgebieten 
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Obere Grenze des Ra.dius Aua n* 
aua bereohneter 

ga.skinetisch Gitterabsta.nd Radius -
3 Li+ 1,8 1,7 

11 Na+ 2,2 2,4 
12 Mg+ 3,3 

19 K+ 2,6 2,9 
20 Ca.+ 4,3 
29 Cu+ 1,2-1~4 
30 Zn+ 2,5 

37 Rb+ 3,0 3,2 
38 Sr+ 4,7 
47 Ag+ 0,9-2,2 1) 

4.9 Cd+ 2,6 

55 Ca+ 3,3 3,7 
56 Ba+ 

1 
5,2 

legung der wirklichen Quantenzahlen) mit einer qualitativen 
Uberlegung auskommen. Wir sehen, eine f· Bahn kann am 
ehesten bei den schweren Erdalkalien in Rumpfnăhe kommen; 
wir verstehen die groBe RYDBERG-Korrektion bei Ba und die noch 
verhăltnismii.Big groBe bei Sr und Ca; . iiberhaupt fh1den wir 
ein vollkommenes Entsprechen der Rumpfradien mit den 
RYDBERG·Korrektionen. Dieser Zusammenhangerlaubt uns, auch 
bei den wenigen anderen Elementen, deren RYDBERG·Korrek­
tionen bekannt sind, auf den Ionenradios zu schlieBen; so 
nehmen wir an, daB er bei Al wenig kleiner ist als bei Mg 
und daB er bei Hg und TI die gleiche GroBenordnuiig bat als 
bei Zn und Cd. 

Im Wasserstoffatom haben die d-Bahnen einen Perihel­
abstand von mehr als 4,5 au (die Kreisbahn n = 3 bat 9 aţ~), 

bekannten RumpfgroBen bei Annahme halbza.hliger le beBBere Vbereinstim­
mung a.ls bei Annahme ganzza.hliger le. Sie aoheinen also eine zweite 
Stiitze dafiir zu geben, daB die ăuBeren Eiektronen sioh in vieler Hinsioht 
so verhalten, als sei ihr Impulsmoment halbzahlig. 

1) Die aus verschiedenen Ag-Salzen gewonnenen Werte. sind stari!: 
verschieden. 
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im nur CouLOMB-ahnlichen Feld auBerhalb der Atomriimpfo ist 
er kleiner. Die fast. verschwindenden RYDBERO-Korrektionen 
bei 1Cu und Ag verstehen wir so, daB die d- Bahnen bei ihnen 
weit auBerhalb des Rumpfes verlaufen. Die kleinen Werte bei 
den Alkalien und bei Zn, Cd und Hg zeigen, daB die d-Bahnen 
auch dort noch auBere Bahnen sind; bei Rb und Cs kommen 
sie allerdinga dem Rumpfrand nahe. Bei den schwereren Erd­
alkalien Ca, Sr, Ba miissen wir ein Eintauchen annehmen. 
Dabei ist auffallend, daB trotz der Zunahme des Rumpfrarlius 
VQn Ca bis Ba die n*-Werte (fiir groBe n) zunehmen; ea fUhrt 
dies zu der Annahme, daB die RYDBERO-KOirektionen der 
Tabelle um ganze Zahlen zu ii.ndern aind und -- 0,95 bzw. 
- 0,92 bei Ca, - 1,75 bzw. -1,80 bei Sr und - 2,45 bzw. 
- 2,77 bei Ba lauten·. Der tiefste d-Term entaprache dann 
bei Ca noch einer 33 - Bah11, bei Sr einer 43 -, bei Ba einer 
53 -Bahn. Bemerkenswert sind die Fii.lle, wo die RYDBERo-Kor­
rektionen der f- und d-Ba.hnen nicht parallel gehen. So ist bei 
Zn der Betrag der f-Korrektion gri>Ber, der der d-Korrektion 
kleiner ala bei K; Cd und Hg haben weaentlich kleineren Be­
trag der d-Korrektion als Rb und Ca, wahrend der der f-Kor­
rektion ungefii.hr der gleiche iat. Die Erklarung iat die hohe 
Symmetrie der Alkali-Ionen; sie bedingt, daB da.a Potential bei 
ihnen in der Nii.he des Ra.ndea mit einer hohen Potenz vqn r 
geht, wahrend ea sich bei den weniger symmetrischen Riimpfen 
von Zn, Cd UI).d Hg langsamer andert. 

Die p-Bahnen verlaufen bei den ganz leichten Elementen 
noch auBen, · wahrscheinlich auch noch bei Cu und Ag. Ihre 
kleinen. Rumpfra.dien und die · fast ganzzahligen W erte von n * 
lasaen es vermuten. Dagegen sind die scheinbar kleinen Rvn­
BERo-Korrektionen von Mg (- 0,04 und - 0,12), Zn ( -- 0,09 
und - 0,20), Cd (- 0,05 und - 0,14), sowie Hg (- 0,00 und 
- 0,10) aicher um eine ganze Zahl zu erhohen; ihr Betrag ware 
ja. sonst nicht groBer ala der der d- Korrektionen. Beachten 
wir wieder, daB die n*-Werte in der Reihe der Alkalien mit 
zunehmendem Rumpfradius ebenfalla zunehmen, ao miiasen wir 
annehmen, da.B die wahren n-Werte 3 bei Na, 4 bei K, 5 bei 
Rb, 6 bei Cs aind und die RYDBERo-Korrektionen - 0,85; 
- 1,70; - 2,66 und - 3,57. Bei den Erdalkalien miissen ihre 
Betrăge etwas groBer sein, wir nehmen also -1,04 bzw. · -1,12. 
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bei Mg; - 1,93 bzw. - 1,95 bei Ca; - 2,59 bzw. - 2,85 bei 
Sr; - 3,73 bzw. -- 3,67 bei Ba. · 

Die 8-Bahnen ta.uchen offenbar .schon von der zweiten 
Periode a.b. Damit die Betrăge der RYDBERG·Korrektionen mit 
steigendem Atomradius zunehmen, miissen wir d = - 1,34 bei 
Na (- 0,34 wiire 1dem Betrag nach kleiner als die p-Korrektion); 
- 2,17 bei K; - 3,13 bei Rb und - 4,05 bei Cs annehmen. 
Die dem Betrag nach etwas gro6eren W erte der Erdalkalien 
lassen sich ebenfalls eindeutig aus der Tabelle ablesen. Fiir. 
Al nehmen wir - 1,76; fiir Cr bis Ga sind Werte zwischen 
- 2 und - 3, fiir Ag, Cd, In Werte zwischen - 3 und- 4, 
fiir Hg und TI Werte zwischen -4 und -5 sehr wahrschein­
lich. Nach der Abschătzung (4) § 28 der RYDBERG-Korrektion 
ist fiir diese die Hauptquantenzahl der gr.06ten im Rumpf ver­
laufenden 8-Bahn wesentlich, und diese -ist offenbar bei Cu, 
Zn, Ga dieselbe wie bei Rb, bei Ag, Cd, In dieselbe wie bei 
Cs, und auf die Werte in der sechsten Periode konnen wir 
durch Analogie schlie6en. 

Wir ergănzen diese Betrachtung durch eine andere rohe 
Abschătzung der !5-Werte fiir die 8-Terrne, nămlich die von 
VAN URK angegebene. Wir ersetzen also die Elektronengebăude 
der Atomriimpfe durch geladene Kugeis<?halen, deren. Radius 
etwas gro6er als l aH ist (so groB miiasen sie sein, damit die 
8-Bahnen Tauchbahnen si.Iid), und nehmen an, da6 im Inneren 
der Schalen die voile Ladung der Kerne (gleich der Ord­
nungszahl im p~riodischen Syste~) wirksam ist. Da die 
betr. 8· Bahnen denselben Drehimpuls ha ben wie die innersten 
Bahnen des Rumpfes, aher geringeren Betrag der Energie, und 
da das Feld des Rumpfes in Kernnii.he wieder CouLOMB schen 
Charakter bat, so ha ben die inneren Schleifen jener 8- Bahnen 
denselben Parameter wie die kernnăchsten Rumpfbahnen, sie 
koinmen also wirklich unter den Einflu6 der unverminderten 
Ladung des Kernes. Die Anwendung der Gleichung (2) § 28 
ergibt die in der folgenden Tabelle angegebenen !5-Werte (!5ber ). 
Dahinter sind die einzigen mit diesen unteren Grenzen und den 
empirischen Termen vertrăglichen !5-Werte angegeben (t5korr). 

Damit konnen wir die wirklichen Hauptquantenzahlen und 
wirklichen RYDBERG-Korrektionen der empirisch bekannten 
Terme bis auf wenige Ausnahmen als bestimmt ansehen. Als 
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!5ber ! !5korr 

3 Li -0,06 -0,40 
11 Na -0,74 -1,35 
19 K -1,24 -2,18 
29 Cu -2,59 
37 Rb -2,08 -3,14 
47 Ag -3,54 
55 Cs -2,74 (-4,06) 
87- -3,69 

Zusammenfassung geben wir jetzt (S. 219) eine Tabelle der nega­
tiven Werte -!'5 der wahren RYDBERG-Korrektionen (fiir grof3en) 
und der Quantenzahlen der ersten Terme jeder Serie. Der 
Normalzustand ist dabei durch Fettdruck gekennzeichnet. Er 
ist dadurch bestimmţ, daf3 die von ihm ausgehenden Linien 
bei gewohnlicher Temperatur in Absorption auftreten. 

§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der 
Elemente. 

Wir konnen jetzt daran gehen, den schrittweisen .Aufbau des 
periodischen Systems zu vollziehen unter Benutzung des ge­
samten hierzu gesammelten Materiala, nămlich der Eigenschaften 
der Rontgenspektren(§ 29), des chemischen Verhaltens (§ 30) und 
der in der Tabelle S. 219 zusammengestellten groBen Ziige des 
optischen Spektrums. 
- Zur Erinnerung an die Ordnung der Elemente im ·perio­

dischen System geben wir eine auf J. THOMSEN zuriickgehende, 
hii.ufig von BoHR benutzte Darstellung ( Abb. 1 '7 ). 

Wasserstofj (1 H) hat im Normalzustand ein Elektron auf 
einer Bahn mit der Hauptquantenzahl 1. Solange man die 
Bahn als genaue KEPLER-Ellipse auffaf3t, ist die Nebenquanten­
zahl unbestinimt. Die Beriicksichtigung der Relativităts-Theorie 
im § 33 wird uns jedoch zeigen, daB auch der Gesamtdreh­
impuls durch eine Quantenbedingung festzulegen ist, ohne daf3 
sich dabei die Energie wesentlich ăndert. Die Grundbahn des 
Elektrons ist also eine 11-Bahn. 

Beim Helium (2 He) wird in den angeregten Zustănden nach 
dem BoHRschen Aufbauprinzip der · Rumpf bis auf die hohere 



§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der Elemente. 219 

Negative Rydberg-Korrektionen 
Quantenzahlen der ersten (-d) 

Terme jeder Serie 
11 p d f 

1 H 0,00 0,00 0,00 0,00. 11 22 3a 4, 

2 He e·14 -o,in 0,00 0,00 11 22 3a 4, 
1 0,30 0,07 0,00 0,00 21 

3 Li 0,40 0,05 0,00 0,00 z. 22 3a 4, 

8 o e·14 0,70 0,02 
31 32 Sa 4, l,UJ" 0,18 0,04 

10 Ne 1,SO 0,83 0,02 31 3~ 1) Sa 4, 

11 Na 1,34 0,85 0,01 0,00 a. 3g 3a 4, 

12 Mg e·52 1,04 0,56 0,06 a. ., 
3a 4, 1,63 1,12 0,17 41 

i>g 

13 Al 1,76 1,28 0,93 0,05 41 39 Sa 4, 

19 K 2,17 1,70 0,25 0,01 41 42 Q 
• 3 4, 

20 Ca e·33 1,93 0,95 0,09 41 42 3a 4, 2,44 1,95 0,92 0,10 51 
24 Cr 2,45 {0,01) 41 Sa 
2-) Mn 2,60 0,08 51 3 3 

29 Cu 2,58 (0,09) 0,02 0,00 41 22 3a 4, 

30 Zn e·62 0,20 0,04 41 3a 4, 2,72 0,08 51 
31 Ga 2,78 0,24 5, 3a 

37 Rb 3,13 2,66 0,35 0,03 51 5g 33 4, 

38 Sr J(3,26) {2,59) 1,75 0,10 51 52 4a 4, t 3,S7 2,85 1,80 0,12 61 
47 Ag 3,52 (0,05) 0,01 0,01 51 2g s. 4, 

48 Cd e·57 0,21 0,03 51 3a 4, 3,67 0,07 61 
49 In 3,73 0,29 61 Sa 

55 Cs 4,05 3,57 0,45 0,04 61 6~ Sa 4, 

56 Ba e·43 (3,73) 2,45 (0,92) 61 6g 5a 4, 4,28 3,67 2,77 0,12 71 

80 Hg J4,63 -0,08 0,03 61 33 4. t4,71 0,05 7, 
SI TI 4,74 0,10 0,03 71 3a. 4, 

1) Durch ElektronenstoBmessungen ist ein tieferer Term bekannt, 
der als 22 -Term gedeutet werden muB. Er entspricht vermutlich dem 
N ormalzustand. 
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Kernladung mit dem Wasserstoffatom im Normalzustand iiber­
einstimmen. Nun ist aber die energiereichste oder Grundbahn 
des Leuchtelektrons ebenfalls eine 11-Bahn, daher wird das He­
lium im Normalzustand zwei (vermutlich gleichwertige) 11 -Elek­
tronenhahnen haben. Einige Betrachtungen iiber dieses System 
werden spater (§ 48) folgen. Einem solchen System von zwei 
11-Bahnen muB man nach KossEL eine besondere Stabilitat 
zuschreiben, wie sie allen Edelgasen zukommt; in der Termi­
nologie der Rontgenspektren ist dieses Gebilde die K-Schale. 

Abb. 17. 

W arum es zwei Termsysteme, ein Einfachtermsystem (Par­
helium ), dem der Grundzustand angehort, und ein Dublettsystem 
(Orthohelium) gibt und warum die beiden nicht miteinander 
kombinieren, kann vom Standpunkt unseres Buches nicht be­
handelt werden. 

Die Konfiguration von zwei 11-Bahnen kehrt nun. als Rumpf 
des angeregten Lithiumatoms (3 Li) wieder. Nach Ausweis der 
Spektren ist hier die Grundbahn keine 11-, sondern eine 21-Bahn. 
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Hieraus miissen wir schliellen, daB nach den (noch unbekannten) 
Gesetzen der Atommechanik ein System von drei 11-Bahnen 
unter dem EinfluB der Kernladung 3 nicht moglich ist. · 

Die Spektren der beiden folgenden El~mente Beryllium ( 4 Be) 
und Bor (5 B) sind nicht geniigend bekannt, als daB wir daraus 
Schliisse auf die Elektronenbahnen ziehen konnen. Man kann 
nur aus cler Zweiwertigkeit des Beryllium und aus cler Drei­
wertigkeit des Bor schlieBen, dall die neu hinzutretenden Elek­
troncn in Bahnen mit dor Hauptquantenzahl 2 gebundcn werden 
und dal3 die Zahl der 11-Bahnen zwei bleibt, der X-Ring also 
mit cler He-Konfiguration abgeschlossen ist. Man kennt nun 
das Funkenspektrum des Kohlenstoffs 1); als tiefster Term tritt 
darin ein 22-Term auf. Da das Boratom ahnlich gebaut sein 
mul3 wie das einwertige Kohlenstoffion, miissen wir annehmen, 
dal3 im Bor auBer der K-Schale noch zwei 21 - und eine 211-Bahn 
vorhanden sind. Wir finden also hier den gleichen Fall wie 
beim Lithium, daB nicht mehr als zwei gleichwcrtige Elektronen 
vorkommen. . 

Beim Kohlenstoff ( 6 C) kommt ein weiteres Elektron hinzu, 
das wahrscheinlich auf einer 2.J-Bahn gebtmden wird. Ein solches 
System von zwei 21 - und 22 -Bahnen hat nun nicht ohne wei­
teres die Tetraedersymmetrie, die man aus chemischen und 
physikalischen Griinden (Diamantgitter) gewohnt ist, dem C­
A tom zuzuschreiben. Da man aher iiber die verwickelten Be­
wegungen im Atom nichts weiB, so braucht man hier keinen 
Widerspruch zu sehen. Ein anderer Ausweg ware die Annahme, 
daB zwar in den angeregten Zustanden der C-Rumpf den Bau 
des einwertigen C-Ions hat, daB aher beim Dbergang in den 
Grundzustand die vier Elektronen in gleichwertigen Bahnen ge­
bunden werden. 

Dber die năchsten Elemente (7 N, 8 O, 9 F) weiB man spektro­
skopisch zu wenig. Die ch~mische Wertigkeit besagt, daB N, 
O, F Affinitat zu drei, zwei, einem Elektron haben. 

Beim Edelgas Neon (10Ne) muB die von den KossELschen 
Vorstellungen geforderte Achterschale erreicht sein; wir konnen 
also annehmen, daB die 8 seit dem Li hinzugekommenen Elek-

1) A. FoWLER: Proc. of the Roy. Soc. of London (A) Bd. 105, S. 299, 
1924. 
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tronen auf Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden sind. 
Wie sie sich a.uf die 21 - und 211- Ba.hnen verteilen, lassen wir 
dahingestellt. 

Die Auffassung von der vollbesetzten Achterschale wird be­
stătigt durch das gutbeka.nnte Spektrum des Natrium (11 Na). 
Die Grundbahn des Leuchtelektrons ist eine 31-Bahn, die 
energiereichste p-Bahn eine 311-Ba.hn. AuBerhalb des Rumpfes 
kommen also keine Bahnen mit n = 2 mehr vor. Wir schlieBen 
daraus, daB die Schar der Elektronen, fiir die n = 2 ist, mit der 
beim Neon erreichten Zahl8 abgeschlossen ist. Wir nennen dieses 
Gebilde mit der Bezeichnung der Rontgenspektren die L-Schale. 
Der Aufbau dieser L-Schale erfiillt also die zweite Periode des 
Systems der Elemente, wăhrend die K-Schale in der ersten 
aufgebaut wurde. 

Da beim Magnesium (12 Mg) die Grundbahn des Leucht­
elektrons wieder eine 31-Bahn ist, nehmen wir in Oberein­
stimmung mit der Zweiwertigkeit -an, daB das Ma.gnesiumatom 
im Normalzustand auBer der K- und L-Schale noch zwei gleich­
wertige 31-Elektronen bat .. 

Beim Aluminium (13 Al) tritt eine 32-Bahn als Grundbahn 
auf. Wir sehen also, daB ein Syatem von drei 31-Bahnen nicht 
als auBerste Schale vorkommen kann. Wir fanden bei Li und 
C + etwas entsprechendes, namlich die Unmoglichkeit der Existenz 
dreier 11- oder 21-Bahnen. 

Beim Silizium (14 Si) ist wieder das Spektrum nicht hin­
reichend bekannt; wir kennen aher die Vierwertigkeit und 
schlieBen daraus, daB der L-Ring von vier Bahnen mit n = 3 
umgeben ist. 

Von den folgenden Elementen (15 P, 16 S, 17 CI) kennt 
man auch nur die Mfinitaten zu drei, zwei, einem Elektron. 
Das letzte Element der Periode ist das Edelgas Argon 
(18 A), .bei dem wieder eine a.bgeschlossene Schale von 8 Elek­
tronen vorliegen muB. Den naheren Aufbau dieser Schale dis­
·kutieren wir am besten durch die Betrachtung des folgenden 
Elements Kalium (19 K), dessen Rumpf dieselbe Struktur 
haben muB. 

Das Spektrum des Kalium zeigt als Grundba.hn des Leucht­
elektrons eine 41-Bahn und als energiereichste p-Bahn eine 
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411-Ba.bn; die Scha.r deţ 31- und 39 -Bahnen ist also mit der 
Erreichung der Achterschale des Argon abgeschlossen. Die 
33-Bahn ist beim Kalium lockerer gebunden als die 41- und 
selbst als die 42-Bahn, sie bat namlich gro13ere effektive Quanten­
zahl (2,85 im Vergleich zu 2,23 bei der 42- und 1,?7 bei der 
41-Bahn): . Die im Argon abgeschlossene Schale enthălt also 
nicht alle Bahnen mit der Hauptquantenzahl 3, sondern nur 
die 31- und 32-Bahnen. 

Beim zweiwertigen Kalzium (20 Ca) tritt na.ch iibereinstim­
mender Aussage der Chemie und des Spektrums ein zweites 
auf einer 41-Bahn gebundenes Elektron hinzu. 

Die nun folgenden Elemente zeigen sehr verwickelte Spek­
tren, zu deren Serienordnung vorliiufig nur geringe Ansatze vor­
handen sind. Ihre Terme haben sehr hohe Vielfachheit, z. B. 
bat Mn u. a. · a.clitfache Terme; die Elemente haben ferner· je 
mehrere Termsysteme, so da13 z. B. bei cinem Element mehrere 
p- oder d-Terme gleicher Vielfachheit auftreten konnen, die 
nicht zu einer Serie gehoren; der Grundzustand ist nicht immer 
wie bisher ein s- oder p-Zustand, vielmehr kommen d- und 
f-Bahnen als Grundbahnen vor. Auch chemisch bilden die Ele­
mente von Skandium bis Nickel eine besondere Gruppe. In 
ihrer chemischen W ertigkeit setzen sie die Reihe K, Ca, Se 
nicht einfach fort, vielmehr haben sie stark wechselnde W ertig­
keiten die in ihren Hochstwerten im allgemeinen ihrer Stellung 
im gewohnlichen · Schema de.s periodischen Systems entsprechen 
(Ti 4-, V 5-, Cr 6-, Mn 7-w'ertig), die aher bis 2 heruntergehen 
konnen. · Ap dieser Stelle kann man auch zur Kennzeichnung der 
Elemente die bekannte Kurve (Abb . .18) der Atomvolumina nach 
LoTHAl!- MEYER benutzen (Atomgewicht d:urch Dichte im festen 
Zusta.nd). Auf dieser Kurve bilden die Alkalielemente scharf 
ausgeprăgten Maxima, was nach unserer Auffassung daher riihrt, 
dal3 sie ein .aul3eres Elektron auf einer Ellipsenbahn haben. 
Hier kommt es uns darauf an, dal3 die Elemente Ti bis Ni 
sămtlich in der Năhe des dritten Minimums der Kurve liegen 
und nur wenig verschiedene Atomvolumina haben. Ein wei­
terer Unterschied ' dieser Elemente von _ den vorangegangenen 
beruht auf dem magnetischen Verhalten und der Fiirbung der hete­
ropolaren Verbindungen, in welchen die Elemente als Ionen vor­
handen sind. 
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N ach L,'\DENBURU 1) 8ind namlich die8e Verbindungen fiir 
die Gruppe 'fi bi8 Cu (letztere8 nur in der zweiwertigon Form) 
paramagnoti8ch und zoigen charakteri8tische l!'ii.rbung (vgl. 
Abb. 18), d. h. e8 exi8tieren Elektronen8priinge von 80 klciner 
Energiedificrenz, dall 8ie 8ichbare8 Licht absorbieren. LADENH URa 
hat noch vor der BOHR8chen Systematik der Quantenzahlen dieses 
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Verhalten so gedeutet, daf3 er in der Gruppe der Elemente von 
_ Se bi8 Ni die Ausbildung einer "Zwischen8chale" annahm. Die 
neu hinzukommenden Elektronen 80llen 8ich nicht aullen an­
lagern, sondern auch im Innern, wahrend zunăch8t die beiden 
aulleren Elektronen des Ca erhalten bleiben. 

BoHR hat diese Vor8tellung 80 prăzi8iert, dall er annahm, 
daB in der Gruppe Se bi8 Ni die Schar der 31 - und 39-Bahnen 

1 ) R. LADENBURG: Zeitschr. f. Elektrochem. Bd. 26, S. 262, 1920. Dieser 
Arbeit iat auch Abb. 18 entnommen. 
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durch 38-Bahnen vervollstăndigt wird. Inwiefern eine solche 
Vervollstăndigung innerer Gruppen einmal eintreten muB, wer­
den wir spater im Zusammenhang betrachten. DaB eine 38-

:J;Jahn bei den nun folgenden Elementen im Atominnern ta.t­
săchlich vorhanden ist, zeigt das Auftreten des letzten M-Terms 
der Rontgenspektren bei Cu (vgl. Abb. 16, S. 205). Die im Rumpf 
verlaufenden 38 - Bahnen hindern nicht das Auftreten: von an­
geregten 33-Ba.hnen im Ău.Bern, wie die Tabelle auf S. 219 bei 
Cu, Zn, Ga, Rb zeigt. 

Die Elemente Kupfer (29 Cu) und Zink (30 Zn) ii.hneln in 
ihren Spektren den Alkalien und Erda.lkalion. Wir ha.ben bei 
Cu ein iiuBeres auf einer 41-Bahn gebundenes Elektron. anzu­
nehmen, bei Zn zwei solche 41 - Elektronen. Entsprechend dem 
Al tritt da.s Leuchtelektron bei Gallium (31 Ga) auf eiJ:J.er 42-

Ba.hn a.uf. An achter Stelle hinter dem Ni kommt ~as Edel­
gas Krypton (36 Kr ), so da.B die Gruppe Cu bis .Kr sehr der 
zweiten und dritten Periode ăhnelt. Wir nehmen daher an, da.B 
in dieser acht vierquantige Elektronenba.hnen (41- und 42-Bahnen) 
an die bei Ni vollendete dreiquantige Schale a.ngeba.ut werden. 

DaB bei Kr die N-Schale (n = 4) zuniichst abgeschlossen 
ist, zeigen die Spektren des R'llhidium (37 Rb) und Strontium 
(38Sr); sie beweisen im Verein mit dem chemischen Verhalten 
dieser Elemente, da.B wir im Normalzustand ein bzw. zwei 
ăuBere Elektronen auf 51 - Bahnen haben. Die folgendcn. Eţe­
mente Yttrium (39 Y) bis Palladium ( 46 Pd) setzen wieder (wie 
die Gruppe Se bis Ni) die Reihe nicht einfach fort, sondern 
zeigen sta.rk verănderliche Wertigkeit. Es liegt nahe anzunehmen, 
daB bei diesen Elementen die noch fehlenden 43 - Bahnen zum 
erstenmal auftreten; in der Tat sehen wir bei Silber ( 4 7 Ag) 
einen entsprechenden Rontgenterm. Das Auftreten von 43-

Bahnen im Rumpf hindert wieder nicht, da.B auBerha.lb des 
Rumpfes im angeregten Zustand Elektroilen ~uf einer 33-Bahn 
laufen konnen, wie es bei Ag, Cd, In der Fali ist. 

Die Elemente Silber (47 Ag), Kadmium (48 Cd) und l""dium 
( 49 In) entsprechen in ihrem Spektrum und ihrem chemischen 
Verhalten den Elementen Cu, Zn, Ga. Bei ihnen werden der 
vierqua.ntigen Schale (41-, 42 -, 43-Bahnen) zwei 51- und eine 
59-Ba.hn angelagert. Bei Xenon (54 X) miissen wir die 51- und 
59- Gruppe als vorliiufig abgeschlossen ansehen. 

B o r n, Atommechanik 1. 15 
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Die sechste Periode beginnt mit Oiisium (55 Cs) und Barium 
(56 Ba) in Analogie zur fiinften; die Grundbahnen des Leucht­
elektrons sind 61-Bahnen. Das Lanthan (57.La) und die Ele­
mente vor Platin (78 Pt) ahneln der Gruppe Y bis Pd. Wir 
diirfen dort den Aufbau der 58-Gruppe annehmen; in der Tat 
tritt ein 58-Rontgenterm bald hinter Platin auf. In diese 
Gruppe hinein fii.llt aher noch eine weitere Gruppe von Ele­
menten ziemlich gleichartigen chemischen V erhaltens, die sel­
tenen Erden; wir diirfen sie der 4,usbildung der noch fehlenden 
4.-Bahnen entsprechen lassen; ein 44-Rontgenterm tritt bei Ta 
(73 Ta) auf. Die Elemente Gold (79 Au) bis Niton (86 Nt) ent­
sprechen wieder den Elementen Ag bis X und bringen den 
vorlii.ufigen Ausbau der 61 - und 62 -Bahnen. Die letzte Periode 
bringt dann die Anlagerung von 71-BahDen. 

Vberblicken wir noch einmal das periodische System und 
lassen wir die (in der Abbildung 17 eingerahmten) Gruppen 
besonderen chemischen und spektroskopischen Verhaltens vor­
liufig weg, so werden in der·ersten Periode zwei 11-Elektronen, 
in· jeder folgenden acht n1- und n9- Eletltronen angebaut. Die 
Gruppe der Eisenmetalle (Se bis Ni) bringt zehn weitere Elek­
tronen in dreiquantiger Bahn, so da.B wir im ganzen 18 drei­
quantige Bahnen bekommen. Die Palladiumgr.:uppe (Y bis Pd) 
bringt 1 O und die Gruppe der seltenen Erden 14 weitere vier­
quantige Bahnen, deren Zahl damit auf 32 erhoht wird. BoHR 
nimmt, um symmetrische Anordnung zu ermoglichen, an, daB 
sich die 8 Elektronen mit n = 2 zu je vieren auf die 21 - und 
2'11-Bahn verteilen, die 18 Elektronen mit n = 3 zu je sechsen 
auf die 31-, 89- und 33-Bahn und die 32 Elektrorien mit n = 4 
zu je achten auf die vier vierquantigen Bahnen; doch gibt es 
hierfiir keine empirischen Belege. 

Zur Bestii.tigung der Auffassung vom Ausbau innerer Elek­
tronengruppen sei noch (nach BoHR und CoSTER) auf die Darstel­
lung der Rontgenterme (Abb.16, S. 205) hingewiesen, wo sich bei 
den betr. Werten von Z deutliche Knicke der Kurven zeigen. 

Zur Vbersicht geben wir hier eine Tabelle der Besetzungs­
zahlen wieder. 

Um den Aufbau des periodischen Systems deduktiv ab­
leiten zu kănnen, miiBte man theoretisch verstehen, mit hoohstens 
wieviel Elektronen eine bestimmte Quantenbahn besetzt werden 
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kann. Vorlii.ufig konnen wir hierfiir nur Regeln aufstellen, die 
wir nachtrii.glich aus. dem periodischen System entnehmen. So 
scheint eine ii.uBere, d. h. unter dem EinfluB geringer Kem­
anziehung stehende Bahn nicht drei Elektronen aufnehmen 
zu konnen (vgl. Li, c+, Al, Ga, In, TI). Die 11-Bahn scheint 
iiherhaupt hochstens zwei Elektronen aufnehmen zu konnen, 
die zweiquantigen Bahnen zusammen hochstens 8, die drei­
quantigen unter dem EinfluB geringer Anziehung (in der dritten 
Periode) auch hochstens 8, weiter im Atominnem (von der 
Eisengruppe ah) jedoch 18; die vierquantigen Bahnen _ _scheinen 
ebenfalls zunii.chst his 8, weiter im Innern aher his zu 32 Elek­
tronen aufnehmen zu konnen. 

Wenn man diese Hochsthesetzungszahlen einfach als ge­
gehen lţinnimmt, so ist die Reihenfolge der Quantenbahnen in 
ihrer Anlagerung einigermaBen zu verstehen. Man muB fordern: 
An eine vorhapdene Elektronenkonfiguration lagert sich ein 
neu hinzukommendes Elektron in einer solche11 Quantenhahn 
an, in der es die geringste Energie hat (in der es am stii.rksten 
gehunden ist). Dahei hat man zu heachten, daB ein Atom nicht 
aus dem vorangehenden Atom durcli Hinzutreten eines Elek­
trons entsteht, sondern aus seinem eigenen pgeitiven Ion. Dieses 
hat zwar dieselhe Elektronenzahl wie · das v'orangehende Atom, 
aher eine etwas hohere Kernladung. DaB dieseKemladunggelegent­
lich wesentlich sein kann, zeigen die folgenden Uherlegungen. 

Wir nehmen an, ein Ion enthielte eine Anzahl vc;>llhesetzter 
Quantenhahnen, und wir fragen np.n, welche von den nicht he­
setzten ist die am stii.rksten gehundene. Die Antwort daraufkonnen 
wir in zwei Grenzfii.llen erteilen. Wenn die Kernladung sehr viei 
groBer ist als die Elektronenzahl, so ist das Kraftfeld im Ion und 
in seiner Umgehung nahezu ein CoULOMBsches und die Bahnen 
hahen ihrer Energie nach die gleiche Reihenfolge wie heim Wasser­
stoff, nur daB die p-, d- usw. Bahnen ein klein wenig hinter der ent­
sprechenden s-Bahn kommen, also: 11 , 21, 29 , 31, 39 , 38 , .41 .... 

Denken wir nun etwa das Uranatom so entstanden, daB ein 
92fach geladener Kem der Reihe na.ch sich 92 Elektronen an·· 
lagert, so wird er (wenn die Bmmschen Besetzungszahlen ricbtig 
sind) zuerst zwei 11·, dann· im ganzen acht 21- und 2-·Elek­
tronen einfangen, weiter achtzehn 31·, 32 - 38-Elektronen usw. 
Da jetzt allmii.hlich die Elektronenzahl mit der Kernladung 

15* 
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vergleichbar wird, ist die Reihenfolge nicht mehr ganz sicher. 
Das BoHa-CosTERsche Diagramm der Rontgenterme (Abb. 16, 
S. 205) zeigt uns aber, dal3 die Energien der Bahnen wenigstens 
im fertigen Atom die Reihenfolge 41 , 41" 48 , 44 , 51 ••• haben. 

Wenn die Elektronenzahl nur noch um 1 kleiner als die 
Kernladung ist, es sich also um die Anlagerung des letzten 
Elektrons und um die Bildung des neutralen Atoms handelt, 
gibt die rohe Abschătzung der effektiven Quantenzahl, die wir 
in (4) § 28 kennen lernten, einen Anhalt, sobald es sich um 
Tauchbahnen handelt. Fiir s-Bahnen erhalten wir 

n* = n- (n<il- 1- e1 + e2). 

Da die Aphele der s-Bahnen des Rumpfe~ seine Grolle bestimmen, 
ist n<il die wirkliche Quantenzahl der grollten im Rumpf ver­
laufenden s-Bahnen, also n(i) = n - 1; Es wird also angenăhert 

n*= 2. 

Bei den p-Bahnen diirfte n(i) etwas groller sein als die Quanten­
zahl der ganz irn Rumpf verlaufenden ·p-Bahn, so daB wir 

2<n*<3 

erhalten. Diese Werte stimmen mit den empirisclien Werten 
(erste Tabelle des § 31) einigermaBen iiberein1). Die d-Bahnen 
.dringen im allgemeinen so wenig ein, daB die Gleichung (4) 
§ 28 nicht anwendbar scheint; dann ist die 33-Bahn die engste 
d-Bahn und ihr n* wird etwas unter 3 liegen. Nui bei Sr und 
Ba scheinen d-Bahnen tiefer einzudringen. Die Absch&tzung wiirde 

3<n*<4 

liefern; der empirische Wert liegt bei 2, aber immer noeh hoher, 
als bei den s-Bahnen. · 

Diese Abschătzung macht ea verstăndlich, daB nach dem 
Ausbau einer n1- und n2-Gruppe ein oberflăchliches Elektron 
in einer (n + lkBahn gebunden wird, daB also nach dem Ab­
schluB der 31- und 3!1-Gruppe beim A oder K+ das năchset 
E_lektron beim K in einer 41- (nicht 33-)Bahn lăuft oder nach 
Ab~c~luB der 41 - und 42-Gruppe beim Kr oder Rb.,. das Rh 
eine 51 - (nicht 43- oder 44-)Gruppe beginnt. Wăhrend so ~n 

1) Bei halbzahligem k erhielte man n* = 1,5 fiir s-Terme, n* = 1.5· 
bis 2,5 fiir p-Terme. 
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der Atomoberflăche auf die 39 • die 41-Bahn folgt, kommt im 
tiefen lnnern der hochnumerierten Atome nach der 39-Bahn 
die 33-Babn. Wenn wir also die' Reihe der kaliumăhnlichen 
Ionen K, Ca+, Se++, Ti+++, v<4 l ... u<73l durchgehen, so miissen 
wir einmal an die Stelle kommen, wo das· ăuBerste Elektron 
in einer 33 - Bahn angelagert ist. In der Tat ist im Spektrum 
des K die 33-Bahn (n* = 2,85) noch wesentlich schwăcher ge­
bunden als die 41-Bahn (n* = 1,77), bei Ca+ ist der Unter­
schied schon viei kleiner (n* = 2,31; 2,14); bei se++ diirfte 
das n* des s-Terms noch groBer sein als bei ca+ (entsprechend 
dem allgemeinen Verhalten von Tauchbahnen), so daB die d­
Bahn stărker gebunden sein konnte als die s-Bahn 1). Man 
konnte also annehmen, daB beim Aufbau des Sc-Atoms zur 
argonăhnlichen Anordnung des Se+++ eine 33- und dann noch 
zwei 41-Bahnen kommen, beim Ti auf die argonăbnliche An­
ordnung des Ti++++ zwei 33 - und zwei 41-Bahnen. 

Die Spektren der Eisengruppe zeigen nun, daB diese Auf­
fassung doch zu schematisch ist und nur ganz rob die Ver­
hăltnisse wiedergibt. Zwar haben einige Atome dieser Gruppe 
(Cr und Mn) eine s-Bahn im Normalzustand 2); bei andern aher 
kommen d- und sogar f-Bahnen vor 3 ). Es scheinen also in dieser 
Gruppe die Bindungsenergien der verschiedenen Bahnen nicht 
sehr verschieden zu sein. Auf jeden Fali aber zeigt uns unsere 
Betrachtung, daB man sich den Ausbau einer Elektronengruppe 
nicht immer so vorzustellen bat, daB das letzte hinzukommende 
Elektron in die zuletzt begonnene Gruppe aufgenommen wird. 
Vielmehr kann yon einer bestimmten Atomnummer ab der Rumpf 
anders gebaut sein als das vorangehende Atom, nămlich schon 
ein Elektron des neu begonnenen Bahntypus enthalten. 

Zur Dbersicht iiber die Besetzungszahlen der einzelnen 
Quantenbahnen miiBte. man ein zweidimensionales Schema geben, 
das alle Elemente mit allen ihren Ionen bis zum nackten Kern 
enthălt, das also einmal nach der Atomnummer Z und dann 
nach der Elektronenzahl z fortschreitet. Mit· unserer geringen 

') N. BoHR: Zeitschr. f. Physik. Bd, 9, S. 1, 1922. 
2 ) W.GROTRIAN: Zeitscbr.f.Physik. Bd.l8, S.169, 1923.- H.GIESELER 

und W. GROTRJAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 22, S. 245. 1924. 
3) H. GIESELER und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 342. 

1924. 
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Kenntnis von den Besetzungszahlen ein solches hinzuschreiben, 
hii.tte wenig Sinn. Zur V eranscha.ulichung des Gedankens ist 
in Abbildung 19 (durch Schraffierung) .nur die gerade im Aus­
bau begriffene Gruppe angedeutet, d. h. die Quantenbahn des 
zuletzt angelagerten Elek trons. Die Gebiete, in denen diese 
Quantenbahn zweifelhaft ist, sind doppelt schraffiert. 

z 
n.•7 

M -----

.PI 

36 - ----

18 

Abb. 19. 

§ 33. Die relativistisehe Keplerbewegnng. 
Bei den Vberlegungen zum V erstăndnis des periodischen 

Systems der Elemente kanien wir mit der nichtrelativistischen 
Mechanik aus. Die genauere Behandlung der Bahnen beim 
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W asserstoff erfordert jedoch eine Beriidcsichtigung der Relativităt8-
theorie. 

Eine einfache Rechnung zeigt nămlich, d.a.Jl die Geschwindig­
keit des Elektrons a.uf der einquantigen Kreisbahn des Wasser­
stoffatoms bereits einen Wert erreicbt, der nicht mehr unter 
allen Umstănden gegen die Lichtgeschwindigkeit c zu vernach­
lii.ssigen ist. Diese Geschwiudigkeit ist nii.mlich 

p h 
VH=--= ; 

maH 2:nmaH 

setzt mao hierin fiir aH seinen Wert (8) § 23 
h"'J 

aH= 4:n~me~ 

ein, so erhii.lt mao das Verhăltnis 

(1) 
VH 2:n e~ 

fX=-= -- = 7,29·10-3 
c hc 

Fiir alle Beobaohtungen, deren Meflgenauigkeit diesen Betrag 
erreicht, wird also die gewohnliche Mechanik nicht mehr aus­
reichen, sondern durch die relativistische zu ersetzen sein. Wir 
miissen daher nach So:MMERFELD 1) untersuchen, wie die Be­
wegung eines Elektrons in einem CouLOMBsohen Feld, das von 
einem Z- fach geladenen Kern herriihrt, unter Beriicksichtigung 
der Relativitii.tstheorie verlăuft. 

N ach § 5 ist die HAMILTON sche Funktion auch in diesem 
Falle mit der Gesamtenergie identisch. Mao bat 

(2) ( 1 )' e<JZ H=m0 .c11 fl= -1 --= W, 
1 - {J2 r 

wo ~ = {J gesetzt ist. Nach (10) § 5 sind die Impulskomponenten 
c 

(3) mo1i 
Py = -:;r.;;;==--' 

r1-{J' 

Hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren 

t Il 2 mo 2 c2 (Jil 2 III ( 1 ) 
Pz + P11 + Pz = 1 _ {J2 = m0 c y-:_ {J'J - 1 

und 

1) A. SoXXERFELD: Ann. d. Physik, Bd. 51, 8. 1, 1916. 
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1 

l' 1 ps 
Nach (2) ist also: 

( 4) H = m0 c'l [1 /_1_+--~,....---~-(p-.,-'l-+_P_y .,-+- Pz 9) - 1] - es Z = W. 
Y m0 c . r 

Rechnen wir daraus die Quadratsumme der Impulse. aua, so 
folgt: 

1 e'J Z 1 ( · e2 Z)2 (5) - (p 2 + p 2 + p 9) = w + --- + -- w +- . 
2 m0 "' 11 z , r 2 m0 c9 r 

Diese Gleichung unterscheidet sich von der entsprechenden der 
nichtrelativistischen KEPLER·Bewegung nur durch das Zusatzglied 

_1 ___ (w + e2 Z)2• 

2m0 c9 r 

Da es von r allein abhii.ngt, ist das Problem ebenfalls in Polar­
koordinaten separierbar. 

Wir haben jetzt aber nur noch einfache Entartung. In 
Vbereinstimmung mit den bei der Zentralbewegung § 21 ein­
gefiihrten Bezeichnungen schreiben wir 

Jl=Jr+Jrp+Jo-=nk 
J, = . Jrp+ Jo-= kk. 

Die Wirkungsintegrale J.p und Jo- sind dieselben wie friiher, 
insbesondere ist wieder 

Jrp+J6 =2np 

das 2n-fache des Drehimpulses. Jr bekommt dieselbe Form (2) 
§ 22 wie friiher 

Jr=~f-A+ 2: --~ dr, 

wo nur At B und O· etwas andere Bedentting haben: 

A = 2 m0 (- W) - '!:2 
= m0 2 C2 [ 1 - ( 1 + m~~2) 2] 

B=m0 e2 Z+ We:z =m0 e2 Z(1+ W 2) 
c m0 c 
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Die Ausrechnung des Integrala ergibt wie friiher (vgl. (5) An­
hangII) 

J,. = (n - k) h = 2 n (- ic + ;1), 
also: 

w 1 
1 + --2 = =~ =-c~."-~ ================ 

moc lf a2 Z2 

. f 1 + (n - k + fk2 - a2 Z 2) 11 

(6) 

Hiermit haben wir den strengen Ausdruck fiir die Energie. 
V on der Bahn wissen wir, daB sie wie bei jeder periodischen 
Zentralbewegung eine Rosette ist. 

Fiir uns kommt nur der Fall in Betracht, wo a sehr klein 
ist. Es geniigen daher die ersten GHeder der Entwicklung nach a J 

Wir erhalten so 

1 + ____!:!:___ = 1 - a2 z2 + a4 z~ (! - ~) . 
m0 c11 2n11 2nL 4 k 

Driicken wir a nach (1) aus und fiihren wir die RYDBERG­
Konstante R nach (2) § 23 ein, so erhalten wir: 

w = _ R h z'l, [1 + a2 Z 2 (~ _ !)] . 
(7) n 2 n'?. k 4 

Ehe wir di~se Gleichung năher du~kutieren, wollen wir sie noch 
einmal mit Hilfe der Theorie der siikUlaren Starungen ableiten. 

Wir gehen dabei vom Ausdruck (4) der HAMILTONschen 
Funktion aus. Darin ist das zweite Glied in der Wurzel von 
der GroBenordnung {J 2 ; wenn wir nach dieser GroBe entwickuln, 
erhalten wir: 

H-1(2+2+2) 1 (Il 2+1!)\l_j -- 2 m Px Py P, - -8 m a c2 Px + Py P, T · · · 
o o 

e2 Z 
--=W. ,. 
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Setzen wir 
1 e' z. 

Ho = - (p ~ + P ~ + P·2) - - = Wo 2m0 " Y • r 

Hl = - 8 . la 'J. (:p,z'· + P/ + P.'J)'I. = Wl' m0 c 

so ist H0 die HAMILTONsche Funktion der nichtrelativistischen 
KEPLER-Bewegung, die wir als ungestorte Bewegung ansehen, 
und H1 ist eine Storungsfunktion. Um den EinfiuB dieser 
Storong auf die KEPLER-Bewegung: zu gewinnen, haben wir H1 

iiber die ungestorte Bewegung zu mitteln. Wenn wir die Quadrat­
summe der Iinpulse in H1 mit Hilfe der Gleichung fiir W0 aus­
driicken, erhalten wir 

Hl =- 2~7 [W02 + 2e2 ZW0 • 
1 + e' Z 9 1~] =;:: W1 • o r r 

Dieses Zusatzglied zur Energie entspricht dem Zusatzglied in 
( 5 ), nur ist hier W schon durch W0 ersetzt, was unserem Grad 

der Annii.herung entspricht. Fiir die Mittelwerte von _!_ und 
r 

4 bei der KEPLER-Bewegung erhielten wirfriiher( 19)und (20) § 2 2: 
r 

- -
1 1 1 1 
r a -r~ = ab' 

so daB 

W ___ 1_ [w: 2 + 2e11 ~ W + e'Z'. !!..] 
·l - 2 m0 c~ 0 a 0 a9 b 

wird. Beachten wir, 4aB 
e<JZ 

---=Wo, 2a 
a n 
b k 

ist, so erhalten wir als relativistische Zusatzenergie: 

w === - - 1- w: 9 (4 !_ - s) 
1 2m0 c9 0 k 

oder, wenn wir wieder ce und R einfiihren: 

W = _ RhZ2 • a2 Z 2• (~ _ ~) 
(8) 1 n~ n~ k 4 

in Vbereinstimmung mit (7). 
Die "Relativitătsktm'ektibn" (8) der Energie isi; um so gr013er, 
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je kleiner die Ha.uptqua.ntenzahl ist, am groBten a.lso bei der 
11 -Bahn. Bei gleichem n ist sie um so groBer, je exzentrischer 
die Ba.hn ist. Die Frequenz des Perihelumla.ufs wird 

o W 1 o W R Z 2 a' Z 2 a1 Z 2 

V\J=u=k ok1 = -:n,s--·~=Vl• 2k2 ' 
2 

wo v1 die Frequenz des Umlaufs des Elektrons in der Ellipse ist. 
Die Terme des durch (8) dargestellten Spektrums (H, He+, 

Li++) bilden nicht eine einfach geordnete Folge wie bei nicht­
rela.tivistischer Rechnung, sondern eine doppelt geordnete. Da 
der EinfluB von k auf die TermgroBe klein ist gegen den von 
'n, konnen wir 'die durch relativistische Rechnung bewirkte 
Ănderung auffassen als eine Aufspaltung der nichtrelativistischen 
Terme. Das Termschema sieht (unter sehr starker VergroBerung 
der relativistischen Aufspaltung) folgendermaBen aus: 

11 III 
Abb. 20. 

Bei Wegfall ăuBerer StOrungen kombinieren nach dem 
Korrespondenzprinzip (§ 17) von diesen Termen nur die, deren 
Nebenquantenzahl k sich um ± 1 unterscheidet. Die Linien­
serie, fiir deren Grenzterm n = 1 ist (bei H die LYMAN-Serie), 
besteht aus einfachen Linien; die Linienserie, fiir deren Grenz­
term n = 2 ist (bei H die BALMER-Serie) besteht aus Tripletts 
die Linien der iibrigen Serien zeigen noch verwickelteren Charakter. 

Als MaB fiir relativistische Aufspaltungen pflegt man nach 
SoMMERFELD die Aufspaltung des Grenzterms (n = 2) der 
BALMER-Serie des Wasserstoffes zu nehmen. Sie betrăgt nach 
der Theorie 

Ra2 

.dvH = ls = 0,365 cm-1 • 

Die Aufspaltung des entsprechenden Terms fiir beliebiges Z ist 

Z' .dvH, 

also z. B. fiir He+ 16 ·.1 vB·· Die GroBe .1 vH ist im wesent­
lichen die Aufspaltung a.Iler GHeder der BALMER-Serie des 
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Wasserstoffs, da die Aufspaltung des Laufterms (n = 3, 4 · · ·) 
sehr klein wird. 

W as die Bestătigung dieser Theorie durch die Erfahrung an­
langt, so haben die Messungen am Wasserstoff und am Helium 
tatsii.chlich die erwarteten Komponenten ergeben. Uber den 
Betrag der Aufspaltung jedoch gehen die Versuchsergebnisse 
noch auseinander; so schwanken die Angaben iiber die Auf­
spaltung von Ha, Hp · · ·, die nach der Theorie .d vB = 0,365 cm-1 

sein miiBte, zwischen 0,29 und 0,39 1). Bei Re+ lii.Bt sich die 
Aufspaltung an den Serien 

4 R (_.!:._ - ._!__) 
32 n2 

und 

beobachten. P ASCHEN bat die Messungen sowohl im Gleichstrom 
wie im Wechselstrom ausgefiihrt; dabei · traten im letzteren 
Falle viei mehr Linien auf, weil bei den hohen und rasch 
wechselnden Feldstarken Storungen entstehen, durch die diţ~ 
aus dem Korrespondenzprinzip folgende Auswahlregel durch­
brochen wird. Sowohl die Zahl der Komponenten wie die Auf­
spaltungsverhiiltnisse stimmen mit der Theorie iiberein 2 ). 

SoMMERFELD 3) bat die Relativitatskorrektion zur Erklă!"Ung der 
Vielfachheit der Rontgenterme und der Abweichungen vom MosE­
LEYschen Gesetz (1), (2) und (3) § 29 herangezogen. Die nume­
rische Ubereinstimmung ist durch das ganze periodische System 
iiberraschend gut; aher die Grundlagen der Theorie sind noch zu 
unsicher, als daB ihre Darstellung in diesem Bande am Platze ware. 

·1) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von E. LAu in Physikal. 
Zeitschr. Bd. 25, S. 60, 1924; LAU hălt den Wert 0,29 bis 0,30 fiir am wa.hr­
scheinlichsten. Die neuenMessungen vonJ. C. McLENNANund G.M.SHRUH 
(Proc. of the Royal Society London. Bd. 105, S. 259, 1924) ergeben jedoch 
wieder 0,33 bis 0,37. Fiir die Theorie sprechen auoh l\{essungen von 
G. HANBEN (Diss. Jena, 1924). 

9) In dem zitierten Berioht von LAu wird der Sa.oliverha.lt so dar­
gestellt, als wenn die PASCHENschen Messungen auoh bei He kleinere 
Werte ergăben, als es die Theorie verlangt. Dies riihrt daher, da.B LAU 
sioh nur auf die Gleicl"~trommessungen PASCHENB stiitzt, wăhrend PASCHEN 
die Weohselstrombtlobaohtungen mit heranzieht. 

3) A. SollllERFELD, Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916. A. LANDlll 
(Zeitsohr. f. Physik. Bd. 25, S. 46, 1924) bat gezeigt, daB sogar gewisse 
optisohe Dubletts bei nioht wasserstoffăhnliohen Termen der geeignet 
a.ngewandten relativistisohen Formei folgen - ein vorlăufig ganz un­
verstăndliches Ergebnis. 
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§ 34. Der Zeemaneffekt. 
Wăhrend wir bisher die Atome als . isolierte Systeme be­

trachtet haben, wollen wir jetzt dazu iibergehen, die Einwirkung 
konstanter ău[Jerer Einfiusse zu untersuchen, und beginnen mit 
der Wirkung eines konstanten ău{Jeren .~.l1agnetfeldes, dem ZEEMAN­
effekt. 

Wir konnen dabei von einem sehr allgemeinen Atommodell 
ausgehen, namlich einem ruhenden Kern mit beliebig vielen um­
laufenden Elektronen. Wir nehmen an, daB die Energie des 
ungestorten Systems ( ohne Magnetfeld) als Funktion gewisser 
Wirkungsvariabeln J1 , J2 • • • 

Wo(Jl' J~ .. ·) 
gegeben aei. 

Ist nun ein homogenes Magnetfeld vorhanden, so ist die 
potentielle Energie des Systems invariant gegen eine Drehung 
um die Richtung des Feldes. Nach dem in § 6 und § 17 be­
wiesenen ist daher das Azimut rp eines beliebigen Punktes des 
Systems zyklische Variable und der zugehorige konjugierte Im­
puls p'P ist der Drehimpuls des Systems um die Feldrichtung. 
Die Wirkungsfunktion 

1 
8 = + - m • J + 8(1) (q q ... J J ... J ) - 2n' 'P 1 2 1 ~ 'P 

definiert Winkelvariable w1 w'il • • • Wq,; w'P ist da.s mittlere Azimut 
um die Feldrichtung. 

Ohne Magnetfeld kommt J'P in der HAMILTONschen Funktion 
nicht vor, die Bewegung ist entartet und w'P ist konstant. 

W enn wir nun den EinfluB des Magnetfeldes auf die Energie 
untersuchen wollen, stoBen wir auf den im § 4 erwahnten Fall, 
daB die Krafte, die auf die Punkte des Systems wirken, von 
den Geschwindigkeiten abhangen. Infolge des (vorlaufig beliebig 
von x, y, z abhăngigen) Magnetfeldes S) wirkt auf ein Elektron 
von der Ladung - e die sogenannte LORENTZsche Kraft 1 ). 

(1) e 
~== ~-[b SJ]. 

c 

1) Siehe z. B. M. Ahraham: Theorie der Elektrizită.t. Bd. 2, 3. Aufl. 
Leipzig 1914, § 4, S. 20. 
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Nach § 4 haben wir dann eine Funktion M zu bestimmen, so daB 

doM oM 
dt âi; -a;=Sf., 

wird. Die Funktion 

M e e ( . . ') =--~ll=-- ~ x+~ y+~ z 
C C X • y z 

hat diese Eigenschaft; ~ ist darin das Vektorpotential des 
Magnetfeldes, definiert durch 

S) = rot~. 
Es ist nămlich : 

e 
= - -- [u S) J = sr . 

c "' "' 

Die LAGRANGEsche Funktion ist nach (8) § 4: 

wobei die Summe iiber alle Elektronen zu erstrecken ist. Hier­
aus berechnen wir die Impulse. Fiir ein Elektron werden sie: 

âL . e 
Px = -;-;-=mx- --\!1,., 

uX C 

(3) 
oL . e 

Py= ofl =mfl- c~Y' 

âL . e 
p =-=mz ---~. 

z oz c • 

Die HAMILTONsche Funktion wird nach (3) § 5: 

H = .J;(x p,. +.fi Py + zp~) - L 

~ 4) =.}; ~ (x2 + f12 + z2) + u = T + u. 
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Sie ist also auch hier gleich der Gesamtenergie. In der Energie 
tritt kein dem magnetischen Feld entsprechendes Zusatzglied 
auf, da die ma.gnetischen Krăfte keine Arbeit leisten; die 

Kraft - !__ [ u ~] steht ja immer auf Il senkrecht. Driicken wir 
c 

die Geschwindigkeitskomponenten in H durch die Impulse aus, 
so erhalten wir 

Wir beschrănken· uns im folgenden auf den Fall, wo das Feld 
so schwach ist, daB die in ~ .. ~~~ ~. quadratisch.en GHeder ver­
na.chlăssigt werden konnen. Dann konnen wir auch 

(5) 

schreiben, so daB die HAMILTON sche Funktion sicli von der 
der feldfreien Bewegung nur um das Glied 

unt.erscheidet. 
Wir wollen jetzt den EinfluB eines homogenen Magnetfeldes ~ 

auf die Bewegung der Elektronen untersuchen. Wir konnen 
dann 

setzen, wo t der Ortsvektor eines Elektrons ist. Im Zusatzglied 
wird also 

1 1 
..s~u = ..SH~r] u = 17~~ [ru] = 2 m ~-~ = 2·;n 1 ~ 1 p",, 

wo .p der Gesamtdrehimpuls des Systems der l!llektronen ist 
und p", wie oben seine Komponente in der Feldrichtung. pq, ist 
bis auf GHeder, die ~ proportional sim!, der zu einem absoluten 
Azimut konjugierte Impuls. W enn wir zu den Winkel- und Wir-
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kungsvariabeln w1 , w2 · · · w'P, J 1 , J 2 • • • J'P der feldfreien Bewe­
gung ubergehen, so erhiilt also (5) die Form 1 ) 

(6) H = W: (J J · .. ) ± ~ · J'P. 
0 1 2 2mc 2:rc 

Daraus konnen wir nun ohne weiteres den Einflufl des 
Magnetfeldes 5) auf die Elektronenbewegung ablesen. Die 
Winkel- und Wirkungsvariabeln der feldfreien Bewegung bleiben 
auch im Magnetfeld Winkel- und Wirkungsvariable, da ja auch 
die Gesamtenergie nur von den Jk abhangt. Die Winkelvariable w", 
ist aber nicht mehr konstant, sondern hat die Frequenz 
Vq-= ±vm, WO 

(7) v = 1 ?1lJ =- -~--~ =4,70·10-5 j5;;lj cm-1 
m 1 oJ 'P : 2 ;re 2 m c -

ist, wahrend die Frequenzen aller anderen Winkelvaria.beln sich in 
der gleichen Weise durch die J1, ausdrucken, wie ohne Feld. 
Der Einflufl des Magnetfeldes 5;;1 besteht also ausschlieBlich 
darin, dafl zu den Bewegungen, die diA Elektronen ohne Feld 
ausflihren wiirden, eine gleichfOrmige Prăzession des ganzen 
Systems mit der Frequenz vm kommt (die LABMOR·Prazession). 

Die Bewegung eineB ElektronB lăflt sich also zerlegen in eine 
Schwingung parallel zum Feld mit den feldfr~ien Frequenzen 
(v-r) = v1 -r1 + v2 -r2 + · · · und in Schwingungen senkrecht dazu 
mit den Frequenzen (v-r)+vm und (v-r)-v,n. Die klassische 
Theorie folgert daraus eine Strahlung mit den Frequenzen (-rv), 
die parallel zum Feld polarisiert ist, und eine Strahlung mit 
den Frequenzen (v -r) ± v m, die zirkular um die Feldrichtung 
polarisiert ist. 

Wir weraen sehen, dafl die Quantentheorie die gleiche Auf­
spaltung · liefert. 

Da die J1 J2 • • • adiabatisch invariant sind (vgl. § -16), bleiben 
sie bei langsamer Einschaltung des Magnetfeldes konstant. Die 
Bewegung der Elektronen geht also bei Einschaltung des Feldes 
gerade in eine solche liber, die sich nur durch eine uberge­
lagerte gleichfOrmige Prăzession mit der Frequenz 11'P von der 
friiheren Bewegung unterscheidet. 

1) Das doppelte Vorzeiehen riihrt daher, daB prp positiv und negativ 
şein lmnn, wăhrend ,J,1• nach Definition nur positiv ist. 
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Zu den Quantenbedingungen des ungestorten Systems 

J" = n"h 
kommt jetzt noch eine neue Bedingung 

(8) Jrp=mh; 
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sie besagt, daB der Drehimpuls des Elektronensystems in der 
Richtung des Magnetfeldes nur bestimmte Werte annehmen 
kann. Wir haben hier bei schwachem Magnetfeld den Fall der 
Richtungsquantelung, den wir im § 1 7. allgemein behandelt haben. 

Wenn zu dem Drehimpuls .!_, wobei J eine der GroBen J 1 J'J · · • 
2:rt 

ist, die Quantenzahl j gehort, 

J=jh, 

so gilt fiir den Winkel a zwischen den Richtungen des Dreh­
impulses und des Magnetfeldes 

(9) 
m 

cos a = ---;- . 
1 

Die Achse des Drehimpulses kann sich also nur in 2 j + 1 ver­
schiedenen Richtungen ( m = j, j - 1 · · · - j) zur Feldachse ein­
stellen. 

Die magnetische Zusatzenergie wird nach (6), (7) und (8) 

(10) wm = + hvm·m; 

jeder Term wird also in 2 j + 1 aquidistante Terme im Ah­
stand v ", aufgespalten. 

N ach dem Korrespondenzprinzip kann sich die Quantenzahl m 
um 1 , O, - 1 andern, wobei beim Vbergang m---+ m das aus­
gestrahlte Licht parallel zur Feldrichtung polarisiert ist und 
beim Obergang m ± 1 ---+ m zirkular um die Feldrichtung. Einer 
Abnahme von m um 1 korrespondiert in der klassischen Theorie 
eine LARMOR-Prazession im positiven Sinne, also auch positiv 
zirkular polarisierte Strahlung, einer Zunahme von m entspricht 
negativ zirkular polarisierte Strahlung. 

. Die beim Obergang m---+ m gestrahlte Frequenz ist dieselbe 
wie die ohne Magnetfeld bei gleicher Ănderung der iibrigen 
Quantenzahlen gestrahlte Frequenz v0 • Die beim Obergang 
m ± 1---+ m gestrahlte Frequenz ist 

Y=v0 ±Y".. 

B o r n, Atommechanik I. 16 
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Man bekommt also wie in der klassischen Theorie bei longi­
tudinaler Beobachtung ein Dublett zirkular polarisierter Spek­
tralliniep symmetrisch zu Y0 • Die Linie mit groBerer Frequenz 
entspricht dabei dem Vbergang m + 1-+ m, sie ist .also positiv 
zirkular polarisiert. Bei transversaler Beobachtung erhălt man 
ein Triplett, dessen mittlere Linie bei "o liegt und parallel zu 

() 
1 
l. 

1 

11 

1 

() 

1 
...L 

1 

Abb. 21. 

den Kraftlinien polarisiert 
ist, dessen ăuBere Linien 
von Y 0 um ± Y m entfemt 

longitudinal (F~Jd- und senkrecht dazu pola­
achse nach vom) risiert sind (Abb. 21). 

transversal 

Dies Ergebnis ist das­
selbe wie in der klassischen 
Theorie von H. A. LoRENTZ. 
Die experimentelle- Unter­
suchung bestătigte es bei 
solchen Linien der anderen 
Elemente, die einfach (Sin­
guletts) sind. Zur Erklă­

rung der komplizierten ZEEMAN-Eflekte, wie sie bei Multipletts 
auftreten, reicht diese einfache Theorie (die · der klassischen 
Theorie von LoRENTZ nachgebildet ist) nicht aus. Die Theorie 
dieser "anomalen ZEEMAN-Eflekte" geht iiber den Rahmen dieses 
Bandes hinaus1). ' 

§ 35. Der Starkeffekt beim WasserstoHatom. 
Als năchsten Fali der Wirkung ăuBerer Felder betrachten 

wir den STARKeffekt beim Wasserstolfatom, d. h. den Einflu{J eines 
homogenen elektrischen Feldes ~ auf die Bewegung im Wasserstofl­
atom (âllgemeiner: einem Atom mit nur einem Elektron). Wir 
wollen diese Aufgabe sehr ausfiihrlich behandeln, um die ver­
schiedenen Methoden daran zu erlăutem. 

Die erste Methode, die wir anwenden, ist die Einfiihrung 
von Separationsvariabeln 9); nachher wollen wir auf zwei ver-

1) V gl. E. BACK und A. LAND:A: Zeemanefiekt und Multiplettstruktur der 
Spektrallinien. Bd. 1 dieser Sammlung. 

') Zuerst ausgefiihrt von P. S.EPBTEIN. Ann. d. Phymk, Bd. 50, S. 489, 
1916; Bd. 58, S. 553, 1919, nnd K. ScHWARZSCHILD. Sitzungsber. d. Beri. 
Akad. 1916, S. 548. 
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schiedene Weisen die siilcularen 8t0rungen berechnen. Das Er­
gebnis wird na.tiirlich in a.llen Fii.llen da.sse1be sein und soli 
bereits in diesem Pa.ra.gra.phen diskutiert werden. 

Wenn wir die z-Richtung eines rechtwinkligen Koordina.ten­
systems in die Feldrichtung legen. so ist die Energiefunktion 

(1) H=~(x'+il'+z2)- e2 Z +eEz, E= 1~1-2 r 

Ma.n sieht leicht, daJl die HAMILTON-JACOBische Differen­
tialgleichung weder in reohtwinkligen noch in Polarkoordi­
naten separierbar ist. Die Separation gelingt abe:r durch Ein­
fiihrung parabolischer Koordinaten. Man setze 

X=~'YJCOSlp 

(2) y = h sin rp 

z = H~~- n'). 
Die Flii.chen ~ = const und 'YJ = const sind dann Rotationspara­
boloide um die z-Achse, sie schneiden die (x,z)-Ebene in den 
Kurven 

x' = 2 ~9 ( ~; - z) 
xs=2ns(~s + z), 

d. h. in Parapeln mit den Brennpunkten im Anfa.ngspunkt und 
den Parametern ~2 U:nd n'; rp ist Azimut um die .Feldrichtung. 
In den neuen Koordinaten ist die kinetische• Energie 

(3) 

hieraus erhii.lt man die zu ~. 'YJ• lfJ konjugierten Impulse: 

p; =miW+n~) 
(4) p1J = m rj (~!! + n') 

p." = m <P ~ n' . 
Fiihren wir diese in T ein und fiigen wir die potentielie 
Energie 

2e'Z t E( ' ') - E' + '1' + .,e ~ - 'YJ 

hinzu, so erhalten wil': 
16* 
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(5) H = 2 m (,; + fJ~) [PE~ + P'l' + Gi + :~~) Pqo' 

+ meEW -fJ')- 4me'z]. 
Setzt ma.n dies gleich W und multipliziert die Gleichung mit 
2 m ('2 + fJ2), so lii.Bt sie sich sepa.rieren. Ma.n erhii.lt zunii.chst: 

oS 
p97 =-=const 

0(/J 
und 

J 97 = ~ p97 d qJ = 2 n 1 p97 1 . 

Da. p97 dqJ nie negativ ist, ist auch stets J97 >O. Weiter 
finden wir: 

oS .-
P; = o'= ffl(') 

oS .-. 
p"' = 0'1} = l{,(.fJ)' 

wobei 

(6) 

und 
{7) a1 +a,= 2 me~z 

ist. Die Wirkungsintegrale JE und J"' sind mithin: 

(8) 

wo 

J; = ~ p;d' = f -v - A+ 2 ;: - ~ + D1 ;~ • ;d, 

J., = ~p.,dfJ =~-v-A+ 2 ~;- ~ + D,fJ'·fJdft, 

A= 2m(- W), 

D1 =- meE, D, = meE. 



§ 35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom. 245 

ist. Damit die Integrale (8) auch bei verschwindepdem Feld 
noch reell bleiben, miissen a1 und ~ positiv sein. Wenn die 
Feldstarke gering ist, sind die D1 und D2 enthaltenden GHe­
der klein gegen die iibrigen, und die Integrale la.ssen sich a\lf 
komplexem Wege naherungsweise ausrechnen. Man. erhalt (vgl. 
(11) im Anhang II), wenn wir die Wurzeln in (8) so rechnen, 
da.B die Integrale positiv werden: 

(9) 

J~ = !_ [- J'P + 2 ~a1 + _ nmeE 3 (J'P~ + ~~)] 
2 f- 2mW 2!- 2mW 4n2 2mW 

Aua den drei Gleichungen (7) und (9) hat ma.n a1 und ~2 zu 
eliminieren und W auszurechnen. In (9) kann man in erster 
Naherung das E proportionale Glied weglassen und nachher in 
diesem Korrektionsglied die in erster Naherung berechnetep. 
W erte von a1 und a2 einsetzen. Man erhalt so 

--~1-== 2Je __ ±_J'~'+ ___ meE -a(6J.:2+6J~J'P+J'P2)~ 
f- 2 m W 2 n 8 n~ l'- 2m W 

---=---a2____::_ = 2 J,1 ± J'P :.____ --r:'eE -=- (6 J 9 + 6 J, J + J ~) 
l' - 2 m W · 2 n 8 n 2 l'- 2 m W3 1J 1 'P 'P 

und mit Hilfe von (7) 

1 ---
2 me2 Z = '-(J~ + J,1 + Jq;)l'- 2 mW 

n 

3eE + 8n2 W(J~ +Jt} + Jq;)(Jt}- J;). 

Hieraus folgt in e,rster Naherung (unter Weglassung des mitE 
proportionalen Gliedes) die Energie fiir die Bewegung ohne 
Feld 

(10) 

und wenn wir diesen W ert von W in das Kon:ektionsglied 
einsetzen, als zweiie Naherung: 
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(11) 

In unserer Annii.herung hă.ngt die Energie a.lso nu von 
zwei linearen Kombina.tionen d~r Wirkungsvariabeln a.b, d. h. 
wir haben eine einfache Entartung vor uns. Sie wiirde weg­
fallen, wenn wir hohere Glieder der Energie berechneten. Im 
Einklang mit unseren a.llgemeinen Betra.chtungen (§ 15) fiihren 
wir nun sta.tt JE,J11 , J" neue Wirkungsvariable ein, die aus 
ihnen durch eine ganzzahlige Tra.nsformation mit der Deter­
minanta ± 1 hervorgehen, und wahlen diese so, daU die Energie 
(11) nUl' von zweien 'der neuen Witkuilgsvaria.beln abhii.ngt und 
daB die Energie (10) der ungestorten Bewegung_ (entsprechend 
der doppelten Entartung) nur · ~on eineJ: der Wirkungsvariabeln 
abhii.ngt. 

Wir setzen also 

(12) 

und erhalten: 

JE + Jf/ + J" = J 
Jf/ -JE =J. 

J" = J' 

2 n'me•z• 3--:E 
(13) W = - -.--,it- - 8 n 1 meZ J J. · 

Die Bewegung bat zwei Frequenzen 
·- J. 

(14) "= "o+ "• -;,-
und 

3E 
"·= --8 • -zJ. n me 

Wir ha.ben zwei Quantenbedingungen: 

J. =nh 
(15) 

J. =n.h; 

fiihren wir sie in die Energie (13) ein, so wird 

RhZ1 3Eh9 

W= ----- ----· nn 
n11 8n11 meZ •' 

(16) 
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wo R wieder die RYDBERG-Konstante ist (vgL (2) § 23). Eine 
genauere Rechnung liefert hohere GHeder, die auch von einer 
dritten Quantenzahl n' abhă.ngen. 

J"' ist mit der gleichbezeichneten GroBe der KEP!.ER· Be­
wegung ohne Feld gleichbedeutend, sie kann nur Werte zwi­
schen O und J annehmen. Die Summe der positiven GroBen J; 
und J'fJ liegt nach {12) ebenfalls zwischen O und J und ihre 
Differenz J, zwischen - J und + J. Die Quantenzahl n, kann 
also nur die Werte - n, - (n ·- 1) · · · + n annehmen. Wie 
eine Betrachtung der Bahnkurven zeigen wird, sind hiervon 
noch die W erte ± n auszuschlieBen. 

Abb. 22. 

Die parabolischen Koordinaten ~ und fJ fiihren Librationen 
aus zwischen den Nullstellen von f1 {~) und f9 (fJ)·in (6). Be­
trachten w"ir zunii.chst den Fali, daB J '1' und damit O nicht ver­
schwindet. Dann reicht das Gebiet, in dem f1 (~) und f2 (t'J) 

positiv sind, nicht bis an die Stellen ~ = O und fJ =O heran; 
die Nullstellen ~mln und flm1n sind von O verschieden. Die dritte 
Koordin~te fiihrt, wenn J"' >O ist, eine Rotation aus. Die 
Bahnkurve verlăuft also innerhalb eines Ringes, ·'der die Feld­
achse ~ur Symmetrieachse hat und dessen Querschnitt das von 
den Parabeln ~ = ~mln• ~ = ~max• fJ = .t'Jmin und fJ = flmax· be­
grenzte Viereck ist. Wird insbesondere J~ = J'fJ =O, so riioken 
~mln und ~max• sowie flmln und flmax zusammen und die Bahn­
kurve ist ein Kreis. Da. ~mln =f= flm1n ist, geht seine Ebene 
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nicht durch den Kern; sie ist vielmehr nach der Richtung - (f 

verschoben, wie man sieht, wenn man · nach dem Gleich­
gewicht des positiven Kerns und der Bahn des negativen 
Elektrons mit dem Feld fragt oder die Doppelwurzeln berech­
net. Ist J~ =O und J'l >O, so liegt die Bahn auf dem 
Para.boloid ~ = ~min = ~max zwischen seinen Schnittkreisen mit 
den Pa.raboloiden 'YJ = 'YJm!n und 'YJ = 'YJmax . Im allgemeinen 
Fali schlieBlich, wo JE >O und J'l >O ist, liegt sie in einem 
răumlichen Ring. . Sehen wir von der. Bewegung von cp ah, so 
erfiillen die (~, 'YJ)-Koordinaten das Parabelviereck im a.llge­
meinen liickenlos, da. die zu Je und J'l gehorenden Frequenzen 
verschieden sind und nur fiir ganz bestimmte Werte von E in 
rationalem Verhii.ltnis stehen. 

Gehen wir nun zrim Fali J"' =O iiber, so bleibt cp fest 
stţhen, die Bewegung erfolgt in einer Meridianebene durch 
die Feldrichtung. Das Gebiet, in dem f1 (E) und f2 ('YJ) positiv 
sind, enthălt die Stellen ~ = O und 'YJ = O, d. h. · die Bahn er­
fiillt liickenlos da.s Pa.rabelzweieck, das durch ţ = ~max und 
'YJ = 'YJmax begrenzt wird. Die Ba.hnkurve kommt daher dem 
Kern beliebig nahe. 

Der Fali, bei dem ein Elektron dem Kern beliebig nahe 
kommt, soli nun grundsii.tzlich ausgeschlossen werden, wie es 
ja schon bei der Zentra.lbewegung (§ 21) geschehen isi. Damit 
ist auoh der Fa.ll n8 = ± n ausgesohlossen, denn dann wii.re J~; 
oder J'l gleich nh = J und J"' =O. 

Der durch die eine Quantenzahl n gekennzeichnete stationare 
Zustand der feldfreien Bewegung spaltet also im Feld in 2 n - 1 
Zustiinde verschiedener Energie mit den Quantenzahlen 

n.=-(n-1), -(n-2)···+(n-1) 
auf. 

Wir betrachten jetzt die Ausstrahlung eines solchen Atoms. 
Die gestrahlten Frequenzen und die ~oglichen Ănderungen 
von n und n. hăngen von den Gliedern der FouruER-Entwicklung 
des elektrischen Moments oder (was dasselbe ist) der Koordi­
naten des Elektrons ab. Den Wirlmngsvariabeln J;, J'1, Jrp 
entsprechen Winkelvariable we, w'l, w,P. Mit ihnen lăBt sich 
die FouRIER-Darstellung der Koordinaten in der Form schreiben 

.2 o, e 2•1rl (Tt;Wf; + <'f} W'f} + <<p W'P) 
0 
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Da wrp und rp einander proportional sind und rp eine gleich­
formige Rotation um die Feldrichtung ausfiihrt, hat Trp fiir die 
Komponenten des elektrischen Momentes senkrecht zum Feld 
nur die Werte + 1 und fiir die Komponente in der Feldrich­
tung nur den Wert O. Die Koeffizienten t~ und r11 dagegen 
scheinen nicht beschrankt (s. § 36). 

Gehen wir nun zu den Winkelvariabeln iiber, die den Wir­
kungsvariabeln J, J., J' entsprechen, so haben wir (nach § 7): 

w; = w- w. 

w" = w+ w. 

w,p= w+w' 

zu setzen. Die FouRIER-Darstellung wird 

2 ;r i (TW + T W) 
2: D, e ' •. 

wobei 

ist. w ist die Winkelvariable der feldfreien Bewegung und 
entspricht dem Umlauf des Elektrons auf der Bahnellipse, 
T kann daher• jede ganze Zahl seirt; auch r. isb mit t; und r11 
unbeschrănkt. Dies bedeutet, daB sich n und n. beliebig ăndern 
konnen und daB alle diesen Obergăngen entsprechenden Fre­
quenzen gestrahlt werden. 

Die Polarisaticin ergibt sich folgendermaBen: Wenn t + r. 
oder (was dasselbe ist) 2 r 11 + Trp eine gerade Zahl ist, so kann 
t 7, nur null sein. Ein solches FouRIJ!lR· Glied stellt also eine 
Bewegung in der Feldrichtung dar; einem Obergang, bei de:m 
LIn+ L1 n. gerade ist, entspricht also eine parallel zum Feld 
schwingende Lichtwelle. Entsprechend ist Trp = ± 1, wenn 
L1 n + L1 n. ungerade ist; dem Obergang entspricht eine Welle, 
die senkrecht zum Feld schwingt. 

Wir erlautern das Gesagte an der Aufspaltung der W asser­
stofflinien H," Hp · · ·. Die Terme, die in diesen Linien kombi­
nieren, spalten folgendermaBen auf (die Zahlen beziehen sich 

f d. E" h . 3 Eh2 ) au 1e m mt --2--Z : 
8 n me 'J 
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llln-~ 
-4 o z 

.1 1 1 1 1 n·~ 
-G -.J O .J G 

1 1 1 1 1 1 In·~ 
-1.z -a -i' o i' a t.z 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 n•S 
-i!O -1.5 -10 -s o s 10 1s .ao 

Abb. 23. 

Fiir die Linie Ha (n = 3-+ n = 2) erha.lten wir daraus die 
Linien: 

1 III III 1 1 
01'231/568 

11 III 11 l.. 
Abb. 24. 

Eiir Hp: 

1 III III 1·11 1 
OZ 41 G8f01.Zfll 

11 11111111 .l 
Abb. 25. 

Fiir Hr: 

Abb. 26. 

Die Berechnung qes STARKeff~kts mit para.bolischen Koordi­
naten erlaubt uns, friiher allgemein angestellte Betrachtun­
gen liber die Beschrănkung der Quantenbedingungen auf nicht­
entartete Wirkungsvariable an einem Beispiel zu erlii.utem. 

Fiir : Cf \ = O geht die Bewegung des STARKeffekts in die 
einfacbe KEPLER-Bewegung iiber. Diese ist also sowohl in Po­
larkoordinaten als aucb in parabolischen Koordinaten separier-
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bar. Bei der Separation in Polarkourdinaten (§ 22) erhalten wir 
die Wirkungsvaria.beln Jr, J*, J", und die Quantenbedingung 

Jr+J*+J",=nh. 

Da.bei ist J* + J", da.s 2 n-fa.che des Drehimpulses, J", das 2 n­
fa.che seiner Komponente in der Richtung der Polara.chse. Die 
Bewegung bleibt in diesen Koordina.ten sepa.rierbar, wenn das 
1!'eld nicht mehr ein CoULOMBsches, aher noch kugelsymmetrisch 
ist; da.nn ist jedoch eine zweite Qua.ntenbedingung 

J*+J",=kh 

hinzuzufiigen. W olite man auch J ", als ganzzahliges Vielfaches 
von h festlegen, so hătte da.s gar keinen Sinn, da die ·Pola.r­
richtung gănzlich willkiirlich ist und bei einer Drehung des 

Koordinatensystems die Ganzzahligkeit von ~( zerstort wiirde. 

Dagegen ·wiirde die Festlegung J* + J", = kh bei der einfachen 
KEPLER-Bewegung zunăchst noch auf keine Unmoglichkeit fiihren. 

Berechnen wir nun die KEPLER-Bewegung in parabolischen 
Kourdinaten, so br~mchen wir in den Rechnungen dieses Para­
gra.phen nur E = O zu setzen. Wir erhalten die Wirkungsvaria.­
beln JE, J'l und J", (letztere in derselben Bedeutung wie bei 
Polarkoordinaten) und die Qua.ntenbedingung · 

JE + J'l + J", = nh. 
Die zweite Quantenbedingung 

JE -J'I=n.~, 

die wir im elektrischen Feld hatten, muB hier wegfalţen, da 
diese Kombination in der Energie nicht mehr auftritt. Sie hat 
nur Sinn, wenn ein (vielleicht schwaches) elektrisches Feld da. ist. 

Die stationăren Bewegungen im schwachen elektrischen Feld 
sind hun wesentlich verschieden von denen im kugelsymmetri­
schen Feld, das wenig vom CoULOMBschen abweicht. Im letzter.en 
( Separa.tionsvariable sind die Polarkoordinaten) ist die Bahnkurve 
eben; sie ist eine Ellipse mit langsa.mer Periheldrehung. Im 
ersteren Fall (separierbar in parabolischen Koordinaten) ist sie 
genăhert auch eine Ellipse, aher diese Ellipse macht im allge­
meinen eine verwickelte Bewegung im Raume. Wollte man 
also im Grenzfall des reinen CouLOMB-Feldes k oder n. als zweite 
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Quantenzahl einfiihren, so erhielte man bei den beiden Rechen· 
verfahren ganzlich verschiedene. Bewegungen. Die entartete Wir­
kungsvariable hat also keine Bedeutung fiir die Quantelung. 

N och etwas anderes zei gen unsere Betrachtungen: Die Be­
rechnung des Starkeffektes und die Festlegung von Je = ne h 
kann nur Sinn haben, wenn der EinfluB der Relativitatstheorie 
oder einer Abweichung des Atomkraftfeldes vom CouLO:\IB­
schen · klein ist gegen den EinfluB des elektrischen Feldes. 
Wiederum hat unsere friihere Berechnung der relativistischen 
Aufspaltung der Linien nur Sinn, wenn der EinfluB der ja 
immer vorhandenen elektrischen · Felder klein ist gegen die 
relativistische St0rung 1). 

~ 36. Die lntensităt der Linien im Starkeffekt des 
W asserstoffatoms 2). 

Das Korrespondenzprinzip, das seiner Natur nach nur eine 
angenaherte Berechnung von Intensitaten gestattet, liefert rela­
tiv genaue Resultate, wenn es sich um die Intensitatsverhălt­
nisse der Linien innerhalb einer Feinstruktur, z. B. innerhalb 
des STARKeffekts, handelt. 

Wir werden im folgenden nach KRAMERS 3) die FoURIER­
Entwicklung der Bahn eines Elektrons, das in einem auBeren 
Felde ~ um einen Kern kreist, berechnen und werden die 
klassischen Intensitatsverhaltnisse mit den beobachteten ver­
gleichen. In den FouRIER-Koeffizienten werden wir samtliche 
Glieder, die proportional mit E, E 2 usw. sind, streichen, da sie 
nur unwesentliche Korrektionen bedeuten. 

Fiir die Wirkungsfunktion 8 erhălt man (§ 35): 

8 = f l{l (.;)a.;+ f f/'2 (rJ) d1] + 21nf J'P dep. 

1 ) KRAMERS ist es gelungen, den EinfluB der relativistischen :Massen­
ănderung und eines gleichzeitig wirkenden homogenen Feldes auch fiir 
den Fali zu behandeln, daB die entsprechenden Energieănderungen 
von gleicher GroBenordnung sind (H. A. KRAMERS: Zeitschr. f. Physik, Bd. 3, 
s. 199, 1920). 

2) In. diesem Paragraphen haben wir die Rechnungen etwas kiirzer 
gefaBt, als wir es sonst in diesem Buche tun. 

3) H. A. KRAMERS:. Intensities of spectral lines (Diss. Leyden), 
Kopenhagen 1919. 
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Entnimmt man aus {9) § 35 die Werte von a1 und a9 .und aus 
(10) §·35 den Wert von W, beides fiir E =O, so erhălt man: 

(1) 

+ Jdn. 'YJ. 1 r~-J;'-+ -2-2 J~ +-~~ = 1 r 'YJ4 X. J. n~ x!l J'.l 

+J'P·rp. 

Hierin ist zur Abkiirzung eingefiihrt: 

(2) 
1 

x = 4:n'lZe~m' 

Fiir die zu J;, J'l, J"' konjugierten Winke:Waria.beln w;, w'l, 
w"' ergeben sich aus {1) die Gleichungen: 

(3) 

r:s 
2-w: = 2--· .• • •• oJ; 

_ 1 rd~ xJ(2J'7+J"'H'.l+e 
- X J~ 0 Ţ f- x1 J 'P S J!l -f- 2 X ( 2 J; -f- J 'P) J ~'.l - ~t 

+ 1 fd'Yj - xJ(2 J'l + J'P)'YJS + rJ' 
xJ!l -;j- Y- x'~J'PSJ!l+ 2 x(2 J'f} + J'P)JfJS- n' 

oS 
2 :n w'l = 2 :n "ii 

'1 

1 sd~ -xJ(2 J; + J'P)~'J + ~' 
= ;"J!l Ţ y- x2 J'P2J!l + 2 x(2 Je + J'P)J ~s-e 

1 fd'Yj xJ(2J;-f-J'P)n2+n' 

+ xJ2 -;j l'-x9 J"''lJ2 -f-2x(2J'7+J",)Jn'.l-'7' 

oS 
2:nw =2:n--

"' iJJ'P 

1 sd~ -x2 J'PJ8 -xJ(J~-J'1)~2 -f-~4 

= x J~ T l'- x9 J"''J9 + 2 x(2J; + J"')J ~2 ~ ~4 
-f- _!_fdfJ -X'!. J'PJS- xJ (J'l- J;) 'YJ'J -f- 'YJ' 

xJ'l fJ Y-x'lJ~2J2+ 2-~(2 J,l -f-J"')Jn2- n• 
-f-rp. 
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Da die Berechnung der w als Funktionen der ~ und 17 in 
dieser Form offenbar sehr schwerfăllig wiirde, erweist es sich 
als zweckmăBig - in Analogie zur Einfiihrung der mittleren 
und der exzentrischen Anomalie in § 22 - die Variabeln­
quadrate ~2 und 1]2 , die ja zwischen 'zwei festen Grenzen (vgl. 
§ 35) hin- und herpendeln, i~ der Form 

(4) ~2 =a1 +b1 costp, 1J2 =a11 +b2 cosx 
zu schreiben. Damit die neuen V ariabeln tp und· X wăhrend 
einer Libration von ~ bzw. 1J um 2 :n wachsen, miissen wir 
setzen: 

(5) 
a1 = x J ( 2 J ~ + J 'P) ; 

a2 = xJ(2JTJ+Jrp); 

b1 = 2 xJf~-PJ 

b'J= 2xJfJTJ(JTJ+Jr)· 

So erhălt man : 

d - 2d~-~ . 
tp- f- x~J / J 2 + 2 x (2 J~ + J rp)J ~'.!- ~4 

d - - 2drJ•'Yj 
X - l'- "'J J rp 2 p +=2:=-x=. =:( 2:=;J:;:0'7=+==J~rp=;=) J~'YJ:;;='.! ='7::::;4 

und fiir w;, w,1, w", ergibt sich: 

2 :n w~ = 2 x
1J 2 (b1 sin tp + b11 sin x) + tp + :n 

2 :n WTJ = 2 x1J2 (bl sili tp + b'.! sin x) + X + :n 

(6) 1 . ·. 'IJ'+x 
2 :n w," = 2 "J2 (b1 sm "P + b2 sm x) + - 2-

- '!_'i!_ (J al+ ~~1COS tp + Î a'.! +db~ cos x) + 9? + :r. 
o . o . 

In diesen Ausdriicken haben wir die noch willkiirlichen Kon­
stanten so bestimmt, daB das Endresultat eine moglichst ein­
fache Form erhălt. 

Mit den Abkiirzungen 

. bl 1 liJ (J J ) . 2 xJ'.! = J ~ ~ + "' =al, 

erhalten wir 

b'.! 
2 xJ~ =a'.! 
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(7) 
2 n w" = a1 sin "P + a11 sin X + X + n. 

Die Ăhnlichkeit dieser Glcichung mit (15) § 22 zeigt deut­
lich die Analogie zwischen tp, X und der exzentrischen 
Anomalie. 

Nunmehr konnen wir auch die FouRIER-Zerlegung der Koor­
dinaten z, x + iy ohue Schwierigkeiten vornehmen. Nach 

(2) § 35 ist z = e 2 rt_. Da z nicht von cp abhangt, so hăngt 
es auch nicht von w'P ab; wir machen daher den Ansatz: 

(8) 

wobei 

ist. 
Aus (7) folgt jetzt: 

(10) d - d _o(wE,w")d d 
w~ w"- o(VJ, X) "P X 

1 
= 4 -n~ (1 + 0 1 COSVJ + 0 11 COS X) dVJ d X, 

Da. ferner na.ch ( 4) und ( 5) 

z = a1 - a11 + b1 cos VJ - b~ cos X 
2 2 

= xJ (JE - J,1) + xJ2 (a1 COS '1/) - 0 11 COS X) 
ist, 80 wird: 

2,.. 2n 

(11) A00 = 4~ f f dcpdx·[xJ(JE-Jn)+xJ11 (a1 cosVJ-a11 cosx)] 

o o 
. (1 +-al cos "P +a~ cos x) = ~ xJ (J~- J '1). 

Fiir die iibrigen Werte ATPn' fiir welche nicht beide T gleich 
null sind, kann -man das konstante Glied "J (J e - J") in z 
von vornherein weglassen, da ea nach (9) doch weggemittelt 
wird. So erhălt ma.n (T, + T" = T) 
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2;-r 2:< 

J~( ttf f (12) A,~ ,,1 =" 4 .:: d1p dr. (o1 cos 1J1- a2 cos z) 
o o 

. (1 +(Il COS 1j1 + (1;) COS x) e-ir~tp-irtr,sfntp-\r'l;t-\T<JoBID;t. 

Ersetzt man in dieser Gleichung cos 1p, cos X durch l (eiv• + e-iv•) 
bzw. ~ ( eix + e-ix), so sieht man, daB sich das Integral der 
rechten Seite zerspalten lăBt in eine Summe von Produkten, 
von denen jeder Faktor die Form 

Sn (e) = 21nf dljl· e-in'PH!!slnv• 

o 

hat; dies stellt bekanntlich die BESSELsche Funktion 1 ) Sn (e) dar. 
Auf diese Weise erhii.lt man aus (12), wenn -man noch die Be-
ziehungen 2Y<-- · 

~ mn-1 te)- Sn+l {!?)J = d~ S" (e) = 'Jn' (e) 
und 

- 01 ;J;~ (r al) 'J,'1.(r a'l)}. e2ni (•; w~ + •'1w'1). 

(Der Strich am Summenzeichen · bedeutet, daB 1:~ = 1:11 = O bei 
der Summation auszuschlieBen ist.) Fiir 1: =O wird der Aus­
druck (13) unbestimmt. Aus (12) folgt aher direkt, daB die 
entsprechenden A,/;, 11 (1:~ + 1:11 • O) verschwinden. 

Um die FoURIER-Zerlegung fur x + iy zu berechnen, ent­
nehmen wir aus (2) § 35 

1) E. JAHNKE u. F. lj:KDE: Funktionentafeln, Leipzig 1909, S. 169. 
1) Ebenda S. 165. 



§ 360 Die Intensitat der Linien im Starkeffekt des W asserstoffatomso 25 7 

(15) x + iy = ţo'YJoei'' o 

Aus (15) und (3) bzwo (6) konnen wir sofort schlieBen, daB 
(x+iy)oe- 2n:iw'P nur noch vonw;undw'l abhangto Amzweck­
maBigsten ist es, wir entwickeln (x + iy) ehi(w'l-w'P) in eine 
FouRIER-Reihe: 

(16) 

Um die GroBe der linken Seite von (16) als Funktion von 1p 

~nd x zu schreiben, entnehmen wir aus (6) 

Wenn man 

c o= fa 2 - b 2 = l'a 2 - b 2 = x J J 1 1 2 9 lf' 

setzt, so gilt: 

4' d 1jJ .. . o {(al + bl) cos t + i c sin -~ r 
c f al + bl cos 1jJ = - ~log---( a~+ bl) (al + bl cos ;;;r--

(17) o 

und damit wird: 

(18 

= e' ( -f+f) {(al+ bl) c~sr+ ic ~~nJj_{(a2 ~-b2)_c:s; + ic sint} 

Y(a1 + b1)(a2 + b2 ) 

Daraus konnen wir die Br~ r'1 sofort berechnen (wir setzen 

jetzt: 1 + 'lt; + 1:'1 = 1:): 
Born, Atommechanik I. 17 
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f(-a-=FiJ·J-( a--+ b- )f f 
(19) B,~,'l = (- 1)• 1 ~-/' _'!.. (1 + a1 cosv' + a2 cosx) 

o o 

( 1p + . c . "P) ( X + . c . X) · cos- ~---sm- cos- ~-----sm--
2 a1 + b1 2 2 a2 + b2 2 

-i (.-. +-2
1 )tp-ha1 sintp-i (.-,1+-});c-ira2 sinx 

-e ~ - d1pdx. 

Genau, wie in GI. (12) konnen wir hier die GroBen cos tţ•, 

cos X, cos ~ , usw. in Exponential-Funktionen zerlegen und da­

durch B, , als Summe von Produkten BESSELscher Funktionen 
~ '1 . 

darstellen. In derselben Weise, wie bei den GroBen A, , er-
, '1 

hii.lt man schlieB1ich ( -r: = 1 + -r:~ + <,1) ' 

(20) B, • =- xJ2 {J1 f(Je + J'Tf(J'I-+J~)S •. (-r:at)S. (•a2) 
E '1 -r: . > '1 

1 ~ . } - J fJeJ,I·Sre+t('la1)3r'l+t(-r:a2) • 

Fiir -r: =O konnen wir Br , einfach direkt aus (19) · be­
~ '1 

reclmen. Man erhălt B, , = O, fiir -r: = O mit Ausnahme der 
; 'l 

Werte 

(21) B-1, o= !xJfJ; (J'I + Jcp); Bo, -1 = ~ xJf.i'I(J;,~fJ--;)~ 
Als FoURIER-Reihe fiir x + iy finden wir so endlich: 

(22) X+ iy = : X J9 (J-f~-t J cp) ebi<-w;+w,,> 

+ ~ fJ '1 (Je + J cp) ebi(-w'l +wq:>) 

-xJ2 ~' ~ p lJ~+Jcp)(J'I+•lcp)3 ... e(-r:at)3 ... '1(Ta2) 

_ ~ 'r:J"YJ ~ (-r: 0 ) ~ (Ta )} e2:ci<•.w. + "'lw'l+wcpl. J roi E" q.U•;+1 1 .ur'l +1 2 • • 

Nach der Berechnung der FoURIER-Koeffizienten konnen 
wir nun direkt zur korrespondenzmii.Bigen Abschătzung der In­
tensităten schreiten. Wir nehmen an, daB die einfache Ent-
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a.rtung, die in (11) §,35 fiir die Variabeln J 0, J.,, J"' noch be­
steht, verscliwunden ist, entweder durch Mitna.hme der in E 
quadratischen Glieder der Energie, oder durch Beriicksichti­
gung der Relativitii.t. 

Dann miissen· wir nach den Grundpostulaten der Quanten­
theorie 

J; = n;k; J., = n.,k; J'P = n'Pk 

setzen. N ach dem Korrespondenzprinzip erhalten wir angeniihert 
die Intensitii.t einer Linie, die einem Sprung von n; um 
An;, von n'l um A n'l, von n"' um A n'P entspricht, wenn wir. 
in dem durch (14) bzw. (22) dargestellten klassischen Spektrum 
dielntensitii.tderOberschwingung 'E';= LIn,, 'E''I =A n 11 , t:"' = Anq, 
untersuchen. Hierbei blei.bt unbestimmt, ob das klassische 
Spektrum der Aufangsbahn oder · das der Endbahn oder ein 
Mittelwert zugrun~e gelegt werden soll. Im folgenden · wollen 
wir n~ die Intensitii.tsverhi.iltnisse innerhalb einer Feinstruktur 

al d. G ··a .A•; •'1 B;E • untersuchen. Wir · werden so 1e ro en "J'9, " .P'I als 

"relative Amplitr.den" einfiihren und dann das einfache a.rith­
metische Mittel der relativen Intensităten von Anfangs- und 
Endbahn mit den beobachteten Intensitătsverhii.ltnissen ver­
gleichen. Die Einfiihrnng der "relativen Amplitnden" bat zor 
Folge, daB bei der Mittelbildwig Anfangs- und Endbahn mit 
gleiihem Gewichte beziiglich der Intensitătsverhii.ltnisse eingehen. 
Man ka.nn vermuten, daB diese letztere Annahme einen wesent­
lichen Zug der qţ~antenth~oretischen Intensitătsberechnung 

wiedergibt; besagt sie doch z. B. beim ZEEMAN-Effekt, daB die 
Intensitătsverhii.ltnisse der ZEEMAN-Feinst:iukturen . von der 
Hauptquantenzahl una.bhii.ngig sind, ein Ergebnis, das in Ana­
iogie zur klassischen Theorie unbedingt erwartet werden muB 
und das sich auch empirisch stets bestătigt · hat. 

Als relative Amplituden erhalten wir aus (13) und (20) fiir 
die z-Komponente ('E'<f' =O, 'E'~ + ~- = 't'): 

(23) R.. = ~ J\ vnl] (n,1 + n.,,) 3,, ('t' a1) ,s: ('t'a2) 
li '1 't' n • •1 

- ~ Vn; ·cn.;·+·n::r) .s:; (w1) 3.,, ('t'a9)}, 

fiir die (x -1-~ iy)-Komponente (T,1 ~= 1, 1:~ + Tq + 1 = 1:): 
17* 
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(24) 

wobei 

ist. 
Die Amplituden der z-Komponente entsprechen den parallel 

zum Feld polarisierten Linien; die der x + iy-Komponente den 
senkrecht zum Feld polarisierten Linien. 

Ha6562,8A 

"Obergang LI Ra2 R2 beob. oonst. 
TI;, 'l1Jo r" c Intens. (Ra9 +Re9) 

{ m-ou 2 1 o o 0,21 o 1,0 0,35 
11 102--+ 002 3 1 o o 0,26 o 1,1 0,43 

201-'-+ 101 4 1 o o 0,38 0,33 1,2 1,16 
201--+ ou 8 2 -1 o o o - -

{ 003-002 
o o o 1 1,00 1,00 } 2,6 } 3,4 111--+ 002 o 1 1 -1 0,07 o 

1 102-..101 1 o o . 1 0,56 0,39 1,0 1,56 
- 102-..011 5 1 -1 1 o o - -

201-+ 002 6 2 o -1 0,00 o - -

Die Tabelle gibt den Vergleich zwischen Tlieorie und 
Beobachtung fiir Ha ( n = 3- n = 2) 13562,81 wieder. In der 
ersten Spalte steht der Vbergang, charakterisiert durch 
die W erte der Quantenzahlen in Anfangs- und Endzustand 
(n~, na, na - n~ , n• , n.e) . In der zweiten Spalte steht die diesem 
~f}'P 'i'i'P 

Vbergang entsprechende Verschiebung L1 der Linie von ihrem 

Ort fiir E = Q in Vielfachen der kleinsten Aufspaltung --3
2_!__, 

8.n meZ 
berechnet nach (11) § 35. Die dritte Spalte enthălt die dem 
Vbergang entsprechenden Werte von -r~;, -r'l, Tcp; in der vierten 
und fiinften Spalte sind als MaB der relativen Intensităten die 
GroBen Ra2 bzw. R 82 fiir Anfangsbahn bzw. Endbahn eingetragen. 
Die sechste. Spalte enthălt die von STARK beobachteten Intensi­
tăten. Die siebente Spalte gibt die' Werte von const {Ra2 + R.2 ); 
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zum Vergleich mit STARKS Werten ist hier ein konstanter Faktor 
so hinzugefiigt, da.B die Gesamtintensitii.t des theoretischen und 
des experimentellen Aufspaltungsbildes die gleiche ist. 

An der TabeHe falit uns auf, da.B die Summe der be­
rechneten Intensităten der 11 -Komponenten (1,9) stark von der 
Summe der Intensitaten der j_ -Komponenten (5,0) abweicht, 
wahrend bei der Beobachtung sich die beiden Summen als 
nahezu gleich ergeben (3,3 rind 3,6). 

Fiir Ha und die iibrigen von STARK untersuchten Wasser­
stofflinien ist der Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung 
in den Abb. 27 bis 30 wiedergegeben 1). Fiir die Uborein­
stimmung zwischen Theorie und ·Erfahrung ist der in § 35 ge­
forderte Ausschlu.B des Falles J <r = np = O wesentlich. 

Zusammenfassend 'kann man aus den Rechnungen dieses Ab­
schnitts folgern, da.B das Korrespondenz,prinzip vereint mit dem 
hier angewandten Mittelungsverfahren ( arithmetische Mittelung 
der relativen Intensitaten zwischen Anfangs- und Endbahn) dem 
quantentheoretischen Intensitatsgesetz schon sehr nahe kommt. 
DaB aher die hier durchgefiihrte Intensitatsberechnung nicht 
exakt die quantentheoreti~chen Intensitaten liefe.rt, lă.Bt sich unter 
anderem daraus schlie.Ben, da.B nach den obigen Rechnungen 
die Aufspaltungsbilder. im ganzen eine Polarisation zeigen 
mii.Bten (bei Ha oben erwăhnt), was aus theoretischen Griinden 
und auf Grund der experimentellen Ergebnisse wohl kaum 
wahrscheinlich ist. 

§ 37. Die săkularen Bewegnngen des WasserstoHatoms 
im elektrischen Feld. 

Die bisher gebrauchte Methode zur.Behandlung des STARK­
effekts niitzt die Besonderheit aus, die man fast als zufallig 
bezeichnen kann, daB es Separationskoordinaten von einfacher 
geometrischer Bedeutung gibt. Wir wollen jetzt zeigen, wie 
man ohne Benutzung dieses Umstandes durch systematische 
Amvendung der Theorie der siilc'lilaren StOrungen zum Ziei kommen 
kann. Dabei werden wir zwei verschiedcne V erfahren ein­
schlagen, zunachst eines, das die săkularen Bewegungen der­
jenigen entarteten Winkel- und Wirkungsvariabeln untersucht, 
-------

1) Nach H. A. KRAMERS: loc. cit. Abh. 1 bis 4. 
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die bei der Behandlung der KEPLER-Bewegung mit Polarkoordi­
naten auftreten; das zweite Verfahren, das sich mehr den geo­
metrischen V organgen der Storung anpaBt, hat den V orzug, 
sich auf einen allgemeineren Fall (gekreuztes elektrisches und 
magnetisches Feld) iibertragen zu lassen. 

Wir schreiben die HAMILTON sche Funktion in der Form 

(1) H=H0 -j-lH1 • 

Dabei ist 
Rh 3 Z 2 

(2,) H =- ---o J 0 2 
1 

die Energie der feldfreien KEPLER- Bewegung und 

lH1 = eEz 

die Storungsfunktion. (Die Feldstarke E kann etwa als Para­
meter ). betrachtet werden.) Nach den Regeln des § 18 haben 
wir den Mittelwert . 
(3) lR1 = eEz 

durch die entarteten Winkel­
variabeln und die Wirkungs­
variabeln der ungestorten Be­
wegung (s. § 22) auszudriicken, 
die .wir jetzt w2 °, ·w3 ° und J1 ° 
J2 ° J 3 ° nennen. 

Sind ~ und 'YJ die rechtwink­
ligen Koordinaten des Elek­
trons in der Bahnebene be­
zogen auf Kern als N ullpunkt 
und grol3e Achse als ţ-Achse, 

so ist (Abb. 31) 

und 

z 

Abb. 31. 

z = sini ({pin 2 nw2 ° + fi cos '2 nw2 °). 

Die Mittelwerte ~ und fi fanden wir in § 22 zu 
- 3 
~ = - 2 ea, 'fi= O; 

sie sind die Koordinaten des elektrischen Schwerpunktes des 
bewegten Elektrons. Driicken wir sin i und e durch J1 ° J2 ° J3 ° 
aus, so wird 
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z =-sin 2nw2°· ~a rt·-(~::r r l- (~::f 
und 

(4~_w1 = -lir1 = -sin2nw2°·~a·eEf- (~::ry;= (~::r 
Die Winkelvariabeln w~ 0 und w3 ° ăndern sich; w3 ° jedoch 

verhălt sich z;Yklisch und J 3 ° bleibt Wirkungsvariable der ge­
storten Bewegung. w2 ° ist also die einzige nichtzyklische Ko­
ordinate in der gemittelten Storungsfunktion, und wir erhalten 
als einzige neue Wirkungsvariable 

J2 = ~ J20dw2o. 

Sie lăBt sich aus ( 4) ais Funktion von W 1, J 1 = J 1 °, J 3 = J3 ° 
b~stimmen. Durch Ausrechnen des Integrala bekommt man W1 

und damit W als Funktion der Wirkungsvariabeln. 
Wir setzen zur Abkiirzung: 

J o2- A· 
1 - ' 

J o2-_ B· 
3 - ' 

und 

dann wird: 

wobei 

dw 0 
ist. · Rechneri wir aus der Ietzten Bezieh},lng d; aus, so er-

halten wir 

d --~0~- = d (- ~ - !!.). 
sinv 2nw2° A x 

dw2° sin 3 2nw2° (B _ !__) 
dx 4 n O cos 2 nw2 ° x 2 A 

dw2° lAC·(x~- AB) . 
ax= 4.n-h(A-x)(x-B)f(A-x) (x-B)- .Ac~· 

unser Integral wird also 
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Js = !fni2 f (A-=;)(;~~~l'~~~)d(:--B)-Acx· 
Da der Integrand eine rationale Funktion von x und der 
Wurzel eines in x quadratischen Ausdrucks ist, lă.Bt sich das 
Integral auf komplexem Wege ausrechnen. Wir erhalten (vgl. (9) 
Anha.ng II): 

.J'J = ~(fA- f B - lAC), 

also 

J = !_ (J o _ J o _ J o 2 1 w1 L) 
s . 2 t s 1 3 eE a . 

Daraus lii..Bt sich W1 berechnen; es.wird (wenn wir jetzt J1 ° = J1 , 

.1.1 ° = J3 setzen): 
3eEa 

w1 = ± 2J . (J1- Js- 2 J'J) 
1 

und wenn wir a nach (10) § 22 durch J 1 ausdriicken: 

(5) 

Diese Gleichung geht in die Gleichung (13) § 35 iiber, wenn wir 

Jl=J 

(6) 

setzeli. Wir zeigen nachher, daB auch im Rahmen unserer 
jetzigen Uberlegung derselbe Wertebereich von J. _herauskommt 
wie friiher. Wir haben wieder die Quantenbedingungen (15) § 35 
und die Energiegleichung (16) § 35. 

Wir wollen jetzt die sak'lilaren Bewegungen untersuchen, die 
das elektrische Feld verursacht. Das. Perihel der Bahnellipse 
ii.ndert seine Lage relativ zur Knotenlinie und die Knotenlinie 
selbst lii.uft gleichformig um die Feldachse. Aus ( 5) folgt, da.B 
auf einen Knotenumlauf zwei P.erioden der Perihelbewegung 

:kommen. 
Diese Perihelbeweg.ung und ihre Begleiterscheinungen. stu-· 

dieren wir am besten an Hand der Bildkurve der Bewegung in der 
(w9°, J2°)-Ebene (Abb. 32). Ihre Gleichung bat nach (4) die Form 
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2h2 W1 = K 
3.EaHJ1°9 1 

gesetzt ist. Sie ist symmetrisch zur Geraden w2 ° = l oder 
w'J0 = ~· Wenn wl =o ist, ist Emtweder w'J 0 gleich o oder ~. 
oder J2 ° hat einen der W erte J 1 ° und J 3 °. Wenn W1 < O ist, 
kann w9 ° nicht mehr die W erte O und i, J2 ° nicht mehr die 
Werte J1~ und J 3° annehmen; die Kurve verlauft innerhalb. 
des Rechtecks w9° =O, w2° =i, J2 ° = J1°, J'J0 = J8°. Wenn IW1 1 

hinreichend klein ist, · liegt w2 ° nur dann nicht in der Nii.he 

J." z 

~~-----------. 

~~ 
~~----------,---1 

von O oder i, wenn J2 ° nahe bei 
J1 ° oder ;18 ° liegt. Die Bildkur\re 
schlie.Bt sich eng an das 'gen·annte 
Rechteck an und geht fiir W1 = O 
in den Rechteckumfang iiber. Fiir 
gro.Beres IW1 1 wird dieKurve enger, 
bis w2 ° nur noch sol9he W erte a:rf.. 

o/!' 
Abb. 32. 

nehmen kann, die nahe . bei t 
(sin2 nw'J 0 = l)liegen,undschlieB­
lich nur noch diesen Wert selbst; 

~ lll." 
~ die Kurve schrumpft dabei in 

einen Punkt zusammen. Fiir 
wl >o folgt dasselbe, nur liegt 

der Grenzpunkt bei w2 O·= ~. ~ Die Umkehrpunkte von w2 ° liegen 
da, wo sin 2 nw'J0 ein Mhiimum, oder wo 

r (J80)2] r (J90)'J·J 
Ll .- J. o [t - J. o 

'J - 1 

ein Maximum hat, wobei J1 ° und J3 °, also 

konstant bleiben. Nun wird die Funktion 

(1- z) (1- y) 
mit der Nebenbedingung 
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xy = const 

dann zum Maximum, wenn x = y ist. w2 ° kehrt also dann nm, 
wenn 
(8) J o2 = J o J o 

2 1 3 ' 

also J2 ° daa geometrische Mit tel von J1 ° nnd J3 ° ist. 
Die sakularen Bewegnngen der Bahn nnter dem Einfl.uB 

des elektrischen Feldes sind jetzt folgende: Wahrend die Knoten­
linie einmal nmlauft, fiihrt das Perihel der Bahnellipse zwei 
Schwingungen um die auf der Knotenlinie senkrechte Meridian­
ebene aus. Bei einem der beiden Durchgănge durch diese 

Me:ridianebene ist der Gesamtimpuls -!___.{!___ am groBten und damit 
2n 

die Exzentrizitat am kleinsten. Beim Durchgang in anderer 
Richtpng ist die Exzentrizitat am groBten. Da die Komponente 
JO 
- 3- des Drehimpulses in , der Feldrichtung konstant bleibt, 
2n 
schwankt die Neigung der Bahnebene in gleicher Frequenz mit 
der Exzentrizitat. Sie hat ihren groBten nnd ihren kleinsten 
Betrag, wenn das Perihel durch die Gleichgewichtslage geht 
und nimmt ihren groBten und kleinsten Betrag wahrend eines 
Knotennmlaufs zweimal an. Bei dieser Schwingung von Bahn­
ebene nnd Perihel bleibt die groBe Achse erhalten (da J1° 
konstant bleibt); die Exzentrizitat andert sich so, daB der 
elektrische Schwerpunkt stets in einer Ebene 

wl 
z =eE 

bleibt. Er beschreibt in dieser Ebene eine Kurve um die Feld­
achse; da N eigung und Knotenumlauf das Freqnenzverhaltnis 
2: 1 haben, ist die Kurve geschlossen nnd wahrend eines Um­
lanfs erreicht der elektrische Schwerpunkt zweimal seinen groBten 
nnd zweimal seinen kleinsten Achsenabstand. Wir werden spater 
(§ 38) zeigen, daB der elektrische Schwerpunkt eine harmonische 
Schwingung um die Feldachse ausfiihrt. 

Wir betrachten noch die beiden Grenzfalle der Perihel­
bewegung. W enn die Bildkurve in der ( w2 °, J2 °)-Ebene sich 
in das Librationszentrum zusammengezogen hat, ist J2 = O und 
J8 = J1 + J. ein ganzzahliges Vielfaches von h. Die Bahn-
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ellipse hat konstante Exzentrizităt, sie hat konstante Neigung 
und ist richtungsgequantelt. Ihre gro~e Achse steht auf der 
Knotenlinie senkrecht und die Knotenlinie lauft gleichformig 
um die Feldachse. Fiir unsere Naherung ist dies zwar kein 
quantenmăBig au~gezeicbneter Bewegungszustand, da ja J2 nicht 
durch eine Quantenbedingung festgelegt ist. Erst die Berech­
nung der Energie in n~chster Năherung wiirde die Notwendig­
keit der Festlegung von J 9 ergeben. 

Im an de ren Grenzfall W1 = O oder J2 = l ( J1 - J3), bei dem 
die Bildkurve in der (J2°, w2°)-Ebene den Rechteckumfang 
durchlăuft, ist die Bewegung ziemlich verwickelt. Der Knoten 
lauft gleichformig um. In einer bestimmten Phase der Bewe­
gimg ist die Bahnkurve ein Kreis ( J2 ° = J1), dessen Lage durch 
J 3 und J 1 festgelegt ist. Dieser Kreis wird nun allmahlich zu 
einer EJ!ipse, deren Perihel in der Knqtenlinie liegt; die Bahn­
ebene legt sich wăhrend dieses Vorgangs senkrecht zum Feld. 
In dieser Lage wird zwar die Knotenrichtung unbestimmt. 
Wenn wir sie aher durch die Fortsetzung der gleichformigen 
Bewegung, die der Knoten vorher hatte, definieren, so bleibt 
das Perihel hinter dem Knoten zuriick, bis der Abstand 1r ist. 
Darauf richtet sich die Ba.hnebene wieder auf und die Ba.hn­
kurve wird nach und nach wieder zum Kreis. Beim Kreis ist 
die Lage des. Perihels unbestimmt. Wir konnen aher aus der 
Bildkurve entnehmen, daB es wieder in der Knotenlinie liegt, 
wenn die Exzentrizitat wieder zunimmt und die Bahn sicb 
wieder neigt. Wăhrend eines Knotenumlaufs wird die Kurve 
zweimal zum Kreis. 

Den Wertebereich von J. oder n. erhalten wir durch folgende 
Oberlegung. J 3 ° = J3 ist positiv und hochstens ·gleich J 1 • 

J3 kann nicht null werden, sonst wiirde, wie aus (4) zu er­
sehen ist, J'J 0 eine Libr!!-tion zwischen J 1 ° und - J1 ° ausfiihren; 
die Ba.hnellipse wiirde dabei den Grenzfalf der Geraden (Pendel­
ba.bn vgL § 21 und § 35) durchlaufen miissen tmd wegen der 
Inkommensurabilităt des Umlaufs a.uf der Ellipse mit jener Li­
bration dem Kern beliebig na.he kommen. Mit 

O< Ja < Jl 
und der aus der Abb. 32 ersichtlichen Beziehung 

O ~ J, ~ i (Js - Ja) 
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folgt dann fiir J. 

und 
- (n- 1) < n. < n- 1. 

Statt eines einzigen durch n gekennzeichneten Quanten­
zustandes der feldfreien KEPLER-Bewegung treten die im § 35 
schon erwii.hnten 2 n - 1 Zustande auf. 

§ 38. Die Beweguog des WasserstoHatoms in 
gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern. 
lj'iir die Berechnung der săkularen Bewegungen des Wasser­

stoffatoms im elektrischen Feld hat BoHR noch einen anderen, 
mehr anschaulichen Weg angegeben1). Mit der entsprechenden 
Methode haben dann LENZ und KLEIN 2) den gleichzeJitigen Ein­
fluP eines Magnetfeldes und eines beliebig dazu gerichteten elek­
trischen Feldes abgeleitet. 

Wir geben die Rechnung gleich fiir den Fali eiues elek­
trischen Feldes ~ und eines magnetischen Feldes · S) wieder. 
Die ungestorte Bewegung ( ~ = S) , O) hat sechs unabhăngige 
Integrationskonf!tanten;. wir wăhlen als solche den Vektor 1.)3 
des Drehimpulses und den Ortsvektor t des elektrischen Schwer­
punktes der Bahn. Da \l! und t stets senkrecht aufeinander 
stehen, sind das nur 5 unabhăngige GroBen; ala sechste konrten 
wir eine GroBe wăhlen, die die Phase der Bewegung bestinrmt; 
sie ist fiir uns aher unwesentlich. Unter dem EinfluB der 
Felder ~ und S) erfahren \l! und t Ănderungen; und unser V er­
fahren lăuft darauf hinaus, fiir \l! und t :Differentialgleichungen 
aufzustellen. 

Sowohl das elektrische, wie auch das magnetisc4e Feld iiben 
auf die Elektronenbahn ein Drehmoment aua, und dies gibt die 

1) N. BoHR, Quantentheorie der Linienspektren. Bra.unschweig 1922, 
s. 101. 

11) Das Problem wurde zuerst von P. El'STEIN: Physical. Rev. Bd. 22, 
S. 202, 1923 gelOst; eine andere Losung gab O. HALI'ERN: Zeitschr. f. 
Physik, Bd.18, S. 287. 1923, Die hier angegebene Methode stammt 
von W. LENZ: Vortrag in Braunschweig 1924 (in erweiterter Form: 
Zeitsohr. f. Physik, Bd. 24, S. 197. 1924) und von O. KLEIN: Ebd. Bd. 22, 
S. 109. 1924. 
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zeitliche Ableitung des Drehimpulses ~. Aus der Bewegungs­
gleichung des Elektrons 

(1) mr=Ze 2 gradfh-eQ:+: [~r) 
folgt durch vektorielle Multiplikation mit r die zeitliche .Ande­
rung des Drehimpulses: 

$ = m[tt] = e[Q:r] +-~ [r[~r]]. 
c 

Den săkularen Anteil dieser Bewegung erhalten wir, werin wir 
den Mittelwert iiber die ungestărte Bewegung bÎlden; der elek­
trische .Anteil wird· so 

e [Q: r]. 

Den magnetischen Anteil konnen wir entsprechend einfach 
schreiben, wenn wir mittels der bekannten Vektorformel 

[r[~i]] :_[~[ti])+ [i[~r]] 

= ___!.__ [~ ~] + [i[~ t]] m 

den Drehimpuls ~ einfiihren und ferner .beachten, daB 

[r[~iJ]+[i[~r]) = :~[r[~r]) 
im Zeitmittel gleich null ist. Wir erhalten so 

2(r[~i]] =_.!:._[~$] 
m 

und 

(2) 
. e 
~ = e [ Q: r] + -- [ ~ ~]. · 2mc 

Wăhrend das erste Glied das Drehmoment des elektrischen 
Feldes auf ein im Schwerpunkt der Bahn befindliches Elektron 
angibt, entspricht das zweite Glied dem L4RMORschen Satz 
und bedeutet eine Zusatzdrehung des Vektors ~ um ~ mit der 

Winkelgeschwindigkeit e 1 ~ 1 . 
2mc 

N eben den in (2) zusammengefaBten dr(li Gleichungen stellen 
wir drei weitere auf. Einmal ist der Mittelwert der Stărungs­
energie, genommen iiber die ungestorte Bewegung 
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- e W1 =eQ:r+--cc-m 2mc'li+' 

eine Konstante. Zweitens stehen ~ und r aufeinander senk­
recht, es ist also 
(4) \l3r=O, 
und drittens hăngen \13 und r noch einmal auf Q.em W ege iiber 
die Exzentrizităt der Bahn zusammen. Es ist (§ 22, S. 166 i 

\rl = ~ae 
und ((8) § 22, S. 160) 

\132 = (1- 82) (2~)2 , 
wo J die nichtentartete Wirkungsvaria.ble der feldfreien Be­
wegung ist. Durch Elimination von e folgt 

(5) r2 + K 2 \13 2 = (~- ay, 
wo zur Abkiirzung 

(6) (2;r (~ar= K 2 

gesetzt ist. A us ( 3), ( 4) und ( 5) ka.nn man nun mit H ilfe 
von (2) eine ăhnlich wie (2) geba.ute Gleichung fiir t ableiten. 
Differenziert man nămlich (3), (4) und (5) nach der Zeit und 
driickt man $ durch (2) a.us, so folgt 

o = e Q: r + 2 e; c Sj [Q: r] = e Q: (~ + 2 : c (t Sj]) 

o = \13 ~ + -2 e t(Sj \l3] = \13 (·~ + -2 e [r SjJ) mc . mc 

O = t t + e K 2 \13 [ Q: r] = t (r + e K 2 [\13 Q:]) . 

Dies bedeutet aber, daB die skalaren Produkte des Vektors 

(7) 
. ~ e r + eK [\13 Q:] + -2 - (t .\)] 

mc 

mit Q:, \13 und t verschwinden. Da im allgemeinen weder diese 
drei Vektoren verschwinden, noch alle in einer Ebene Iiegen, 
muB der Vektor (7) selbst null sein. Es ist also 



272 

(8) 

3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron. 

r = eK2 [~ \l3] + __ e~ [~ r]. 
2mc 

Unsere Aufgabe ist gelost, wenn wir das Gleichungssystem 
(2), (8) lOsen konnen. Es geschieht dies am besten, wenn ma.n 
sta.tt der Unbekannten \l3 und r die neuen Vektoren 

(9) ~=r+K\l3 
f,; = r- K\l3 

einfiihrt. Da r und K \l3 aufeinander senkrecht stehen, haben 
beide V ektoren ( 9) den Betrag 

( 1 O) j ~ j = ! t; j = -y r'J -t- K 2 \l3 2 = ~ a 

~nach ( 5)). Ferner kann ma.n aus t;" und t; mittels der Glei­
chungen 

(11) r=H~+t;) 
K \l3 = ~ (~ - f;) 

stets wieder r und \l3 zuriickgewinnen. (2) und (8) gehen jetzt 
in das Gleichungssystem 

~ = eK[~r;-] + 2:c [~~] 
(12) 

t= -eK[~t.]+-!-.:["'t] 
" 2 2mc""~ 

iiber. Wenn wir zur Abkiirzung 

(13) 
eK~ =tu. 
e 

2-mc~ = tum 

schreiben, so lautet das Gleichungssystem 

(14) ~=[tu.+ tum' T;:] 
~ = [- tue + tum, ~] · 

Dies hat die anschauliche Bedeutung, da.B die Vektoren i;: und t; 

je eine gleichfOrmige Drehung um die durch - 1- ~ + K~ und 
2mc 

~- ~ - K ~ bestimmten Achsen mit den Winkelgeschwindig-
2mc 
keiMn 1 tum + tu.l und 1 tum - tu.! a.usfiihren. In jedem Augen­
blick ist (ua.ch (11)) der Abstand der Endpunkte der beiden Vek· 
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toren proportional dem Drehimpuls der Bewegung und ihre 
balbe Summe ist der Ortsvektor des elektrischen Schwerpunktes. 

Betrachten wir zunăchst den Fa.ll, wo nur ein elektrisckes 
Feld ~ wirkt. Dann drehen sich ~ und t;; beide um die Feld­
achse mit gleicher Geschwindigkeit, aher in verschiedenem Dreh­
sinn .. Wăhrend jeder der Vektoren einen Umlauf vollendet, 
kommen sie zweimal in eine solche Lage, daB sie mit ~ in 
einer Ebene und beide auf der gleichen Seite von ~ liegen. 
In dieser Lage ist ihre Differenz, also der Gesamtimpuls ~. ein 
Minimum, die Exzentrizităt erreicht ihr Maximum und die 
Bahnebene weicht am wenigsten von der Ăquatorebene des 
Feldes ah. Zwisch~n diesen beiden Lagen gibt es zwei andere, 
wo ~. t;; und ~ ebenfalls in einer Ebene liegen, aher ~ und t; 

. auf verschiedenen Seiten von ~. Dann hat ~ ein Maximum, 
die Exzentrizităt ist am kleinsten, und die Bahnebene weicht 
am stărksten von der Ăquatorebene ah. Wăhrend der Betrag 
von ~ bei einem solchen Umlauf zweimal eine Libration aus­
fiihrt, vollzieht die Richtung von ~ nur eine einzige Drehung, 
d. h. der Knoten der Bahnebene lăuft einmal herum. 

FaBt man die Bewegung des elektrischen Schwerpunktes 
der Ba.hn allein ins Auge, so lăBt sie sich aus den Gleichungen (2) 
und (8) (fiir ~ ==O) direkt ableiten. Differenziert ma.n (8) nach 

der Zeit und setzt man $ aus (2) ein, so erhălt man: 

t = e 2 K2 [~[~rJ]. 

Da.s bedeutet, daB r stets senkrecht gegen die Feldachse zeigt, 
~nd daB /~ / dem Abstand des elektrischen Schwerpunktes 

f t~ ~] von der Feldachse proportional ist. De~ elektrische Schwer­

punkt fiihrt also eine harmonische Schwingung um die Feld­
achse aus (vgl. § 37 S. 267). 

lm Falle, daB allein ein magnetisches Feld wirkt, fiihren t; 
und t;; gleichsinnige Drehungen um die Feldachse mit der 
gleichen Geschwindigkeit 

e 
lwm 1 = 2 m c 1 ~ 1 

aus, d. h. das ganze System vollzieht eine gleichformige Prăzession 
( die LARMOR- Prăzession) um die Feldachse. 

B o rn, Atommechanik 1. 18 
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Im Falle, dall beide Felder wirksam sind, gesohehen die 
Drehungen von r;: and t;; um verschiedene Achsen. Damit wird 
die einfache Phasenbeziehung, die wir im blollen elektrischen 
Feld zwischen Knotenumlauf eirierseits und Bahnneigung und 
Exzentrizităt andererseits hatten, zerstort, und es kommt eine 
viei verwickeltere Bewegung zustande. Besondere Schwierig­
keiten macht der Fall, wo die beiden Kegel, die die Vektoren 
tl und r, beschreiben, einander schneiden. Dl!-nn kommt es 
bei Inkommensurabilităt der Umlaufsfrequenzen vor, da.Jl die 
V ektoren r1 und r2 einander beliebig nahe kommen und daher 
der Drehimpuls \)3 beliebig klein wird. Wenn nun auch die 
Umlaufsfrequenz auf der Ellipse zu den beiden anderen Fre­
quenzen ein irrationales Verhăltnis bat, so kommt das Elektron 
dem Kern beliebig nahe. Solche Bewegungen hătten wir nach 
unseren bishelÎgen Grundsătzen auszuschliellen. Wir werden 
aher nachher bei der Aufstellung der Quantenbedingungen sehen, 
daB sich solche Bahnen adiabatisch iiberfiihren lassen in Bahnen 
des reinen ST.ARK· oder ZEEMAN · Effekts, die wir zulassen miissen. 

Wir betrachten jetzt die Energie der gestiYrten Bewe,ţfu:n,g und 
die Festlegung der Btationiin"en. Zuatănde. 

Unter dem EinfluB der beiden Felder ij; und ~ tritt zu 
der Energie W0 der ungestorten Bewegung noch eine Zusatz­
energie (3) 

(15) 

Driicken wir hierin t und \13 nach (11) durch t1 und t 2 aus, 
so wird 

Wt = i (tt + r,) ij; + 4 mec K (rt - r,) ~' 
und wenn wir die Vektoren tv. und tv". nach (13) einfiihren 

(16) wl = 2 ~ rl (ru. + tD".) + -r, (tu.- tv .. )}. 

De:finieren wir jetzt die Frequenzen ", und "" durch 

' 1 1 + 1 'P=-IU tDj 2:71: • .. 
(17) 

" 1 1 1 V = 2 :71: tD1 - tDm , 
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so kann man die Energie auf die Form bringen 
(18) wl = v' J' + v" J" 
wo 

ist. 

(19) 

Wegen (6) und (10) konnen wir dafiir 

J' = ~J cos(r1 , tu8 + tum) 
J" = j J COS (t9 , IU8 - tum) 

schreiben. 
Da. v' und v" in Gleichung (18) konstant sind, folgt a.us 

der Form dieser Gleichung, da..B .J' und J" die zu den Winkel­
va.ria.beln 

w' = v' t + t}' 

w" = v" t + t}" 

konjugierten Wirkungsvariabeln sind. Die Periodizitii.tsvora.us­
setzungen des§ 15 sind_ nii.mlich alle erfilllt. Die Gro.Ben J' und 
J" sind a.lso durch Qua.ntenbedingungen 

J' = n' h 
J" = n11 h· 

festzulegen. Dies bedeutet eine etwa.s a.bg~ii.nderte Form der 
Richtungsqua.ntelung, indem na.ch (19): 

- n' 
cos(~1 , tu,+ tum) = 2-

f6 

- n" 
cos(~ll' tu,- tum) = 2-

n 

ist. Die Quantenz!!hlen n' und n" sind a.lso diesma.l auf das 

Interva.ll (- ; , ; ) beschrănkt. 
Im Fa.lle, da.B da.s M!Jognetfeld ~ verschwindet, liegt eine 

Entartung vor, denn es wird 

v' = v" = "e. 
Da.nn ist sta.tt J' und J" die alte Wirkungsvariable J, = J' + J" 
einzufiihren und man erhi.lt 

wl = "•. J. 
18* 
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im Einklang mit friiheren Ergebnissen. Ganz analog baii man 
bei bloBem Magnetfeld 

und 
J = J'- J'' m 

wl = 7 m Jm. 
Wenn wir nur ein schwaches Magnetfeld neben einem end­

lichen elektrischen Feld hal,le'n,. so haben die Drehungsachsen 
der Vektoren r1 und r9 fast entgegengesetzte Richtung. Da die 
von diesen V ektoren beschriebenen Kegel im Falle verschwin­
denden Magnetfeldes nicht zusammenfallen diirfen (das wăre 
~=O beim Starkeffekt), so schneiden sie sich auch .bei schwa­
chem· Magnetfeld nicht. Lassen wir jedoch ~ adiabatisch an­
wachsen, so bleiben die Offnungswinkel erhalten und es kommt 
schlieBlich der Punkt, wo die Kegel einander treffen. Ent­
sprechend ist es, wenn wir von einefu schwachen elektrischen 
Feld und einem endlichen Magnetfeld ausgehen. Dann haben 
zunăchst 'die Drehungsachsen fast gleiche Richtung und die 
Kege"l schneiden einander nicht. Aher bei adiabatischem An­
wacl:\sen von ~ kommt · auch hier der Punkt, wo sie sich treffen. 

Wir konnen, al~~~ Bahnen, die wir friiher zulieBen und die 
auch empirisch bestătigt sind, iiberfiihren in solche, bei denen 
das Elektron · dem Kern beliebig nahekommt. Eine Aufklărung 
dieser Schwierigkeit lăBt sich zur Zeit noch Dicht geben. Man 
kann an die Moglichkeit denken, daB die J bei den hier be­
trachteten adiabatischen Ănderungen nicht streng iqvariant. zu 
sein brauchen, da man fortwăhrend durph Zustănde hindurch 
kommt, bei denen (nicht ideutische) Kommensurabilităten zwi­
schen den Frequenzen bestehen ("zufăllige Entartungen", s. § 15, 
S. 101 und § 16, S. lll). 

§ 39. Problem der zwei Zentren. 
Die parabolischen Koordinaten, in denen die Bewegung, die 

das Elektron im Wassersto:ffatom unter dem EinfluB eines elek­
trischen Feldes ausfiihrt, durch Separation gefunden wurde, sind 
ein besonderer Fall der elliptischen Koordinaten. Diese sind 
Separationsvariable fiir die allgemeinere Aufgabe, die Bewegung 
eines Punktes zu finden, der von zwei festen Kraftzentren nach 
dem CouLOMB schen Gesetz' angezogen wird. LăBt man das eine 



§ 39. Problem der zwei Zentren. 277 

Kraftzentrum ins Unendliche riicken bei gleichzeitiger geeig­
neter VergroBerung der von ihm ausgehenden Kraft, so erhălt 
man den Fall des STARKeffekts; die elliptisi:lhen Koordinaten 
gehen dabei in die parabolischen iiber. 

Wenn 2 c der Abstand der festen Pur.kte F1 und F9 ist, 
so hăngen die elliptischen Koordinaten ~, 'YJ eines Punktes mit 
seinen Abstănden r 1 und r9 von jenen festen Punkten durch 
die Gleichungen 

l:=r1 +r9 (1: ) s- r 1 = c s- + 'YJ 
2c 

(t) 

zusammen. Man sieht an diesen Gleichungen, daB stets 

(2) 
istt femer, daB die Flăchen ~ = const Rotationsellipsoide sind 
mit der groBen Halbachse c ~ und den Brennpunkten F1 und 
F9 , und daB die Flăchen 'YJ = const zweischalige Rotations­
hyperboloide mit dem Scheitelabstand 2 c·n und denselben Brenn­
punkten sind. Zur eindeutigen Restlegung eines Punktes ist 
noch eine dritte Koordinate notwehdig, z. · B. das Azimut g; 
um die Gerade F1 F2 • 

Schreiben wir die Gleichungen der genannten Rotations­
flăchen in Zylinderkoordinaten (r, g;, z) auf, wo F1 F2 die 
z-Achse ist und d~r Nullpunkt die Verbindungsstrecke F1 F 9 

halbiert, so lauten sie : 
z2 r9 
-+--=c2 
~2 r -1 
z2 r2 
----=C'J 
n"' 1-n2 

Daraus folgen die Transformationsgleichungen 

(3) 
z9 =cll~2 n"' 

r2 = c2 (;2 - 1) (1 ,__ 'YJ'J). 

Wir zeigen, daB das obengenannte "Zweizentrenproblem" 
in diesen Koordinaten separierbar ist. Die potentielle Energie 
einer von zwei positiv geladenen Punkten angezogenen elek­
trischen Ladung - e ist: 
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u = - e' (zl + zll_) ' 
rl r2 

also in elliptischen Koordinaten: 
e2 

(4) U = - c (~' -rJ") [(Z1 + Z2) ~- (Z1 + Z~)fJ]. 
Die kinetische Energie 

T = ": (r2 + r' tjl2 + 2:11 ) 

erhălt wegen der aus (3) folgende Beziehungen 

z = c(~ij + i'YJ) 

die Form: 

(5) T= m2c2[W- 'YJ2)(~2 ~__:_l+l nll'YJs)+(~2-1)(1-'YJ')q:i'] 
Daraus folgen die zu ~. 'YJ, q; konjugierten Impulse: 

• ~Il- 'Y}'l 
P~ = mc2~ ~C-1 

( 6) ~" .,. 
p = m c'.l,;, " - 'YJ:_ 

'1 ., 1 - 7]~ 

Pcp = mc9 ip (~'- 1)(1 ~ fJ2). 

Driicken wir T durch Koordinaten und Impulse a.us und fiigen 
wir die potentielle Energie hinzu, so (!rhalten wir die HAMILTON­

sche Funktion.: 

(7) H = fll_t 'YJ~~ {-2lc2 [w- t)p~2 + (1- 'YJ<j)p./J 

+ (ţ2 11 + 1 1 'YJ'J) p'~'2]- e;·[(Zl + Z'J) ~- (Zl- Z';l) 'YJ]}= W. 

Man sieht sofort, da.B unsere Aufga.be durch Separation der 
V ariabeln lăsbar ist. Fiir die drei Impulse erhălt man: 

1 --· .. 
p ~ = f2 m c2 (- W) e-=--i 1 - A - B1 ~ + C ~~~ + B 1 ţ3 - ~4 

(S) p .. = f2mc2 (- W)-~ J"- A -B2 1J-i- CfJ2 +B2 'Y}3 - 'Y} 4 
., 1- 'Y}" 

p"' = const, 
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wo O eine willkiirliohe Konstante und 

p'P'J 
.A ·- O+ 1 = 2 2 W) 

mc t-

(9) 
B = e2 (Zt +Z'J) 

1 -cW 

B = e2(Z1- Z'J) 
2 -cW 

ist. 

279 

Wir untersuchen jetzt die m6glicken Bahntypen, wobei wir · 
von einzelnen Grenzfăllen ablsehen und uns auf den Fali nega­
tiver W beschrănken wollen. Wir wollen a.uoh nioht a.uf die 
Einzelheiten der Beweisfiihrung eingehen. 

I. Bahnen, die mit den Zen tren in einer Ebene liegen1). 

Hier ist p"' = O, also A- O+ 1 = O und ~ = 1, 7J = ± 1 
sind Nullstellen der ~adi­
kanden in (8). Wir unter­
scheielen folgende Fălle: 

1. Der Radikand von 
p; ist fiir ~ > 1 ·zunăchst 
positiv; dann ma~ht ~ eine 
Libration zwischen ~ = 1 
und einem Wert ~ = ~max· 

a) Der Radili:and von 
p'l ist im ganzen Intervall 
( -1 , 1) positiv. Die Bahn 
verlăuft innerhalb der El- Abb. 33. Abb. 34: 
lipse ţ = ~max' (Abb. 33.) 

·b) Der Radikand von p"' hat in (- 1, 1) eine weitere Null­
stelle. Die Bahn verlăuft dann in einem Zweieok, das von der 
Ellipse ţ := -ţmax und einer Hyperbel 1'j = const begren.zt wird. 
(Abb. 34.) Der Fali, daB in (- 1, 1) zwei weitere Nullstellen 
vorha.nden sind, tritt nicht auf. 

1) Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Ba.hnen bei C. L. CHABLIER: 
Die Mechanik des Himmels, 1. Bd., Leipzig 1902, III, § 1 (S. 122). 
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Abb. 35. 

2. Der Radikand von PE ist fiir ~ > 1: zu­
năchst negativ und nimmt spăter im Inter­
val! (~mln• ~max) positive Werte an;·~ macht 
dann eine Libration in diesem Intervall 
In diesem Fa:U mull der Radikand 'von p., 
im ganzen Intervall (- 1, 1) positiv sein. 
Die Kurve verlăuft zwischen den beiden 
Ellipsen ~ = ~mln. und ~ = ~max· (Abb. 35.) 

II. Bahnen, die nicht mit den Zentren in einer Ebene 
liegen 1). 

Der Radikand von 'PE ist hăchstens positiv in einem Inte:r­
v&ll (~mln• ~max), das nicht an ~ = 1 heranreicht:. der Radikand 
von p., ist ebenfalls fiir n= + 1 negativ, er ]mim im Intervall 
(-1, + 1} zwei oder vier Nullstellen haben, p'P endlich ist 

Abb. 36. Abb. 37. 

von Null verschieden und q; lăuft um die Verbindungslinie der 
Zentren. In a.Uen Făllen,o wo iiberhaupt Bewegungen moglich 
sind, verlaufen sie in dem Ring zwischen zwei Rota.tions­
Hyperboloidt&n und zwei Rotations-Ellipsoiden, deren Achse 
durch die Zentren geht; (Abb. 36 u. 37.) Im Falle von Doppel­
wurzeln konnen die Ellipsoide oder die Hyperboloide zusa.mmen­
fallen; es konnen auch Limita.tionsbewegungen aultreten. 

1) Ausfiihrliohe Diskussion bel W. PAULI jr., Ann. d. Physik, B,d. 68, 
S. 177, 1922, II,§ 6, und K.F. NIESSEN: Zur Qua.ntentheor1edesWa.sser 
stoffmolekiil-Ions (Diss_.), Utreoht 1922, Abschnitt 1. 
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Die hier beschriebenen Gebiete werden liickenlos erfiillt, 
wenn die Bewegung nicht rein periodisch ist. In den beiden 
Făllen 1,' la und b kummt dabei der bewegte· Punkt den Kraft;.: 
zentren beliebig nahe. 

PAULI1 ) und NIESSEN 2) haben versucht, dieses Zweizentren­
problem anzuwenden zur Be'l'ecknung des positiven Wasse'l'stoff­
molekel-lons. Dieses besteht aus zwei Kernen mit den La.dungen 
+ e (also Z1 .= Z 9 = 1) und einem·Elektron. Wegen der groBen 
Masse der Kerne wird man in erster Niiherung die Kembe­
wegung verna.chliissigen konnen. Man bat da.nn als ersten Schritt 
der Rechnung die Elektronenbewegung bei beliebigem Kem­
abstand zu berechnen; da.nn hat man den Kernabstand so zu be­
stimmen, daB bei festgehaltenen Werten der Wirkungsvariabeln 
der ElektronenbewE>gung die Kerne iin stabilen Gleichgewicht 
sind. Es hat sich dabei ergeben, daB durch diese Bedingungen 
eine Konfiguration kleinster Energie (Normalzustand) eindeutig 
festgeleg~ ist (der Typus der Abb. 36, bei ,gleichgeladenen Ker­
nen ist das · Bild symmetrisch). Man kann fiir diese nicht nur 
den Energiewert, sondern auch die bei kleinen Storungen 
eintretenden Schwingungen der Keme gegeneinander berechnen. 

Die Erfahrung hat aber gezeigt, daB die so erhaltenen 
Werte nicht mit den Messungen der Ionisierungs- und An­
regungsspa.nnungen in Einklang zu bringen sind. Aus diesem 
Grunde wollen wir darauf verzichten, niiher auf dieses Modell 
des H./ einzugehen. Wo der Grund des Versa.gens der Theorie 
zu suchen ist, ist vorlaufig noch recht unklar. Wir werden im· 
folgenden sehen, daB die Behandltmg der atomaren Probleme 
mit Hilfe dPr klassischen Mech~ik zu falschen Ergebnissen 
fiihrt, sobald mehrere Elektronen vorhanden sind, also ein Drei­
oder Mehrkorperproblem vorliegt. Vielleicht ist auch. hier die 
kiinstliche Verwandlung des Mehrkorperproblems in ein Ein- . 
korperproblem auf Grund .des. kleinen Verhiilthisses von Elek­
tronen- zu Kernmasse nicht zuliissig. 

1 ) W. PAULI, loc. cit. 
') K. F. NIESSEN, loc. cit. 
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Viertes Kapitel. 

Stornngstheorie. 
§ 40. Die Bedeutung der St()rungstheorie fur die 

Atommechanik. 
W erfen wir einen Riickblick auf die im vorigen Kapitel 

behandelten Atommodelle, so erkennen wir ·als gemeinsames 
Merkmal, daB es sich jedesmal um die Beweg'IJIII,fJ eines einzigen 
Elektrons handelte. Der Erfolg scheint zu beweisen, daB in 
diesem Falle unser Verfahren zu Recht besteht, namlich die 
Berechnung der Bewegungen nach den Gesetzen der klassischen 
Mechanik und die Aussonderung sta.tionii.rer Bewegungen durch 
Qua.ntenbedingungen. Jetzt entsteht die AufgalJe, Atome mit 
melllreJren Elektronen zu behandeln. 

Es liegt nahe, diese in ga.nz derselben Weise anzugreifen, 
indem man zunii.chst das mechanische MehrkorpeiJ}roblem lost 
und dann die Quantenbedingungen anbringt. .Es ist bekannt, 
welche Schwierigkeiten schon das Dreikorperproblem der 
Astronomie bietet; hier a.ber liegen die Verhăltnisse noch weit 
ungiinstiger. Denn wii.hrend in der Himmelsmechanik die 
storenden Krii.fte, die zwei Pla.neten aufeinander ausiiben, 
ăuBerst klein sind gegen die Anziehung der Sonne auf jeden 
von ihnen, ist in der Atommech~~ik die AbstoBung zweier 
Elektronen, von der gleichen GroBenordnung wie die Anziehung 
nach dem Kerne. Ferner kann man sich in der Astronomie 
mit der Vorausberechnurig der Bewegung fiir ein pa.a.r hundert 
oder ta.usend Ja.hre (Perioden) begniigen; in der Atomtheorie 
aber ka.nn ma.n nur die mehrfach-periodischen Bewegungen 
· gebrauchen, deren Verlauf fiir beliebige Zeiten durch ein und 
. dieselbe FoURIER-Reihe dargestellt wird. Hier scheinen also 
uniiberwindliche analytische Schwierigkeiten den Fortschritt 
zu sperren, und man konnte zu dor Meinung kommen, daB es 
a.us rein rechentechnischen Griinden unmoglich sei, zu · einem 
theoretisch€m Verstandnis der Atomstrukturen bis Ura.n hinauf 
zu gelangen. 

Das Ziei der Untersuchungen dieses Ka.pitels soli nun sein, 
zu zeigen, daB dies nicht die entscheidende Schwierigkeit ist. 
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Es wă.re ja auch sonderbar, wenn die Natur sicp _hinter den 
analytischen Schwierigkeiten des n.-Korper-Problems gegen das 
Vordringen der Erkenntnis verschanzte. Die Atommecha_nik 
iiberwindet die oben erlă.uterten Nachteile, die auf der gleichen 
Gro.Benordnung aller wirkenden Kră.fte bcruhen, gerade durch 
jene Ziige, die sie von der Himmelsmechanik unterscheiden, 
nă.mlich durch die von den Quantenbedingungen geforderte 
Einschră.nkung der Bewegungsmoglichkeiten. Wir werden durch 
systematische Entwicklung der Stărungsrechnung zeigen, da.B 
gerade die einfachsten Bahntypen quantentheoretisch besonders aus­
gezeichnet sind, wă.hrend sie in der Astronomie nur ala singulă.re 
Auanahmefă.lle vorkommen konnen und daher dort keine Be­
achtung finden. Dieae Quant.enbahnen laaaen relativ einfache 
analytiache Darstellungen · zu. Man konnte also daran gehen, 
die Atome des periodischen Systema der Reihe nach zu be­
rechnen. 

So bat ma.n a.uch tatsă.chlich versucht, zună.chat das zweit­
einfachste Atom, da.s a.us einem Kern und zwei Elektronen be­
atehende Heliumatom, der StoruQgsrechnung zu unterwerfen. 
Der Erfolg a.ber war durcha.us nega.tiv; die Abweichungen 
zwiachen Rechnung und Beobachtung erwiesen sich als weit 
gro.Ber, ala durch Ungena.uigkeit des Rechenverfahrens erklă.rt 

werden kann. Hier offenbart sich a.lso ein prinzipieller Fehler 
in den Grundsă.tzen unaerer · Atommechanik. 

Ala wir diese Grundsă.tze a.ufatellten (§ 16), haben wir bereita 
auf ihren proviaorischen Charakter .hingewieaen; dieser zeigte 
aich vor allem darin, da.B die Theorie Gro.Ben wie Umlaufa­
frequenzen, Abstă.nde usw. einfiihrt, die aller W.a.hrscheinlichkeit 
nach prinzipiell nicht beoba.chtbar s~d. Femer zeigen die 
Diapersionseracheinungen, da.B das System nicht bei den nach 
der klasaischen Mechanik berechneten Frequenz (tv) in Reaonanz 
mit einem ă.u.Beren elektriachen w eehselfelde geră.t, sondern bei 
den quantentheoretischen Frequenzen v, die den Quantenşpriingen 
zugeordnet sind. Endlich sind wir im Laufe unserer Ent­
wicklungen mehrfach a.uf empiriach aicher geatellte Fă.lle ge­
sto.Ben, wo unaere Anaă.tze veraagten, z. B. das Auftreten "ha.lber'' 
Quantenza.hlen, dieMultipletta und anoma.len ZEEMAN-Effekte u.a. 
Wir werden daher die hier gegebene Dar.atellung der Atom­
mechanik nur ala ersten Schritt zu eine~ endgiiltigen Faaaung 



284 4. Kap. Srorungstheorie. 

zu betra.chten haben, der man sich nur durch ~llmii.hliches 

Ausschalten aller ~alschen Geleise nii.hern kann. 
Um dies griindlich zu besorgen, ist es nun notig, den ein-. 

geschlagenen Weg wirklich zu Ende zu. gehen und zu unter­
suchen, wohin die konseql:!-ente Anwendung der klassischen 
M:echanik im Verein mit den Quantenbedingungen fiihrt. 
Darum werden wir in diesem Kapitel eine ausfiihrliche Dar­
stellung der Storungstheorie geben, die alle quantentheoretisch 
zulii.ssigen Fii.Ile umfa.Bt; ferner werden wir das V ersa.gen dieser 
Theorie beim Helium zeigen. 

Wir glauben, daB diese Miihe nicht vergeblich aufgewandt 
ist, sondern daB durch diese breite Entwicklung der Storungs­
theorie neben den negativen Ergebnissen die Grundlage fiir die 
wahre Quantentheorie der Koppelung mehrerer Elektronen ge­
legt wird 1 ). 

§ 41. Storungen eines nicht entarteten Systems . 
. Schon das Dreikorperproblem und erst recht die Mehr­

kb~J!erprobleme gehoren zu denjenigen Aufgaben der Mechanik, 
deren Losung durch· Separation der Varia.beln nicht gelungen ist 
und wohl auch kaum gelingen wird. In- allen solchen Fii.llen 
ist . man auf Methoden angewiesen, die die Bewegung in sukzes­
siver Năherung ergeben. Diese Methoden sind a.nwendbar, wenn 
man in die HAMILTON sche Funktion einen Par am eter l so ein-

. fiihren ~ann, daB sie fiir A.= O in die HAMILTONsche. Fu~tion H0 

eines durch Separation losba.ren Problema "iibergeht, und daB 
sie sich in eine Reihe 

(1) 
entwickeln lii.Bt, die fiir einen hinreichend groBen Wertebereich 
der Koordinaten und Impulse konvergiert. 

Probleme dieser Art behandelt die Himmelsmechanik, und 
sie faBt die Methoden zu ihrer Losung unter dem Namen 

1) Die ersten Anwendungen der Storungstheorie auf Atommochanik 
finden sich in folgenden Arbeiten: 

N: BoHR, Quantum Theory of Line-Spectra Part 1, li, III. Kopen­
hagen 1918 und 1922. - M. BOBN u. E. BRODY, Zeitschr. f. Physik, Bd. 6, 
S. 140. 1921. - P. S. EPSTEIN, Zeitschr. f. Physik, Bd. 8, S. 211, 305. 
1922; Bd. 9, S. 92. 1922. 
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8tăr'I.IITI1Jsthwrie z.usammen. Man sieht namlich die Zusatzglieder 
.l H1 + ,A.!l H2 + · · · an als herriib.rend von einer "Storung" der 
durch H0 gekennzeiC'imeten "ungestOrten" Bewegung. 

Fiir die Quantentli.eorie kommen nur die mehrfach peri­
odischen LOsungen des Bewegungsproblems in Betracht. Die von 
uns im Folgenden zu ihrer Auffindung benutzten Methoden sind 
wesentlich dieselben, die PoiNCARlll in seinen "Methodes nouvelles 
de la Mecanique celeste" 1) a.usfiihrlich dargestellt ha.t. Unter 
der Losung verstehen wir hier, wie immer, die Auffindung einer 
Wirkungsfunktion 8, die eine. kanonische Transforma.t:lon 

erzeugt, wodurch die urspriinglichen Koordinaten und Impulse 
in Winkel- und Wirkungsvariable iibergefiihrt werden. 

Wir setzen das Problem der tmgestărten Bewegung als gelOst 
voraus und nehmen zunăchst an, daB diese Bewegung nicht 
entartet · ist. Wir nehmen also an, daB zwischen den Frequenzen 
"~c 0 der ungestorten Bewegung . keine ganzzahlige 'Beziehung 
der Form 
(2) 

besteht, weder idetitisch in den Wirkungsvariabeln J.,.O, noch fiir 
die besorideren Wert~ der J1c0 • die die Ausgangsbewe~ng kenn­
zeichnen. 

Wir' fiihi'en jetzt die Winkel- und Wirkungsvariabeln w1<0, 

J1c0 der ungestOrten Bewegung als Bestimmungsstiicke in die 
HAMILTONsche Funktion d'es gE>storten Systems ein. Sie sin,d 
auch fiir d.ieses kanonische Variable, aher im allgemeinen nicht 
mehr Winkel- und Wfrkungsvariable; vielmehr sieht man aus 
den kanonischen Gleichungen 

jo oH . 0 oH 
7c = - a w o' w,, = oJ o' 

7c 7c 

daB die J,.0 von der Zeit abhangen und die w,.0 nicht mehr. 
lineare Funktionen der Zeit sind. Fiir l == O geht H in die 
H.AMILTONsche Funktion H0 des ungestorten Systems iiber, die 
nu'r von den J,.0 abhangt: 

1) 3 Bănde. Paris 1892~99. 
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Die Winkel- und Wirkungsva.riabeln des gestorten Systems 
werden fiir l = O ebenfalls in die des ungestorten iibergehen. 

Um sie zu 'fi.ilden, suchen wir die Erzeugende S.(w0, J) einer 
kanonischen Transforniation 

( ) J o oS 
3 k = --;;;----o , 

uWk 

oS 
wk= oJ , 

k 

die die Variabeln w0 , JO in neue V ariable w, J iiberfiihrt, wo­
bei folgende drei Bedingungen erfiillt werden sollen (vgl. '§ 15): 

(A) Die Lagekoordinaten des Systems sind periodische Funk­
tionen der wk mit der primitiven Periode 1. 

(B) H geht in eine nur von den Jk abhăngige Funktion W iiber. 
(C) S* = S - .J)wk J,. ist periodisch in den w,. mit der 

1< 
Periode L 

Die recbtwinkligen Koordinaten des Systems sind also so­
wohl periodische Funktionen der w,. 0 ala auch der w,., d. h. ein 
Perioden-Para.llelepiped des w,.0 -Raumes wird auf .ein aolchea 
des w,.-Raumea abgebildet. Sehen wir von einer willkiirlichen 
ganzzahligen linearen Transformation der w" unter sich mit der 
Determina.nte ± 1 ab, ao gilt: 
(4) w,. = wk0 + periodische Funktion der w,.0 (Periode 1). 
Wir konnen daraus und aus (C) schlieBen, daB auch S- .J: w,.0 J,. 

periodiach in den w,. 0 mit der Periode 1 ist. 
gekehrt voraus, .da13 S - 2} wk 0 J" periodiach 

III 
der primitiven Periode 1 ist, so folgt aua 

oS 
W=-

k oJk 

k 

Setzt man um­
in den w,. 0 mit 

die Gleichung ( 4) und da.mit auch die Periodizitit von 8*. 
Da ferner die. Lagekoordinaten von vornherein ala periodiache 
Funktionen der w" 0 vora.usgesetzt wurden, so sind sie auch 
periodische Funktionen der w". Ea gelten a.lso die Bedingungen 
(A) und (C). 

Wir denken uns nun die geauchte Funktion 8 ebenfalls 
nach l entwickelt 

(5) 
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S0 ist da.bei die Erzeugende der identischen Transformation, 
ha.t a.lso ( vgl. § 7, S. 3 5) ·die Form 

(6) 

und S1 , S9 • • • ~nd periodisch in den wk 0 • Umgekehrt fiihrt 
jede Funktion S, die diese Eigenschaften bat, zu Variabeln, die 
den Bedingungen (A) und (O) geniigen. 

In die l!AMILTON • J.A.COBische Gleichung der gestOrten Be­
wegung 

( ) H. ras) ( o os) 2 ( o os) W(J) 
7 o\owo .+lHl w 'owo +l H'J w •owo + .. ·= 

setzen wir nun die Entwicklung (5) von S ein und entwickeln 
auch W nach l: 

W= W0 (J) +l W1 (J)+ l 2 W2 (J) + ... : 
Durch V ergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von ). folgen 
da.nn eine Anzahl Differentialgleichungen. 

Zuerst erha.lten wir 
(8) 
d. h. W0 geht aus der Energie der ungestOrten Bewegung her­
vor, wenn man die Jk0 durch die Jk ersetzt. Wir wollen Wo 
die nullte Năherung der Energie nennen. 

Die Gleichung fiir die erste Năherung erhalten wir dann 
durch Gleichsetzen der Faktoren von l. Sie la.utet 

(9) "oH0 oS1 H. ( 0 J) _ w (J)·· ..:::.,;--;--J;--o+lw,- 1 • 
,. u ,. uwk 

dabei sind H0 ('J) und H1 (w0 , J) so zu v.erstehen, da.B in H0 (J0) 

und H1 ( w0 , J 0) einfa.ch bei unverănderter Funktionsform J 0 

durch J ersetzt wird. Aua dieser Gleichung lassen sich die 
beiden unbekannten Funktionen W1 und 8 1 bestimmen. Da 8 1 

in den w" 0 periodisch sein soli, so ist der lfittelwert der Summe 
in (9), erstreckt. iiber den Einheitskubus des w0 Raumes oder 
erstreckt iiber den zeitlichen Ablauf der ungestOrteri Bewegung, 
gleich O. Aus (9) folgt dann 

(10) W1 (J)=H1 (w0,J), 

wo H1 ebenfalls iiber den zeitlichen Ablauf der ungestorten 
Bewegung zu . mitteln · ist. · Wir erhalten also fiir W1 den-
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selben Ausdruck wie bei der Berechnung der sakularen Storungen, 
obwohl hier ganz andere Voraussetzungen gelten, namlich da.B 
die ungestorte Bewegung gerade nicht entartet i~t. Wir haben 
auch hier den Satz: 

Die Energie der gestartem, Bewegung ist in erster Năherung gleich 
der Energie der ungeswrten Bewegung vermehrt um den zeitlichen 
Mittelwert des ersten Gliedes der Starungsfunktion iiber die un­
gestarte Bewegung. Zur Berechnung der Energie in dieser Nahe­
rung ist also au.Ber der Bestimmung der ungestorten Bewegung 
keine neue Integration notwendig. 

Nach Berechnung von W1 (J) haben wir fiir s; die Gleichung 

(11) 

dabei kennzeichnet das Zeichen·- iiber H1 den Unterschied der 
Funktion H1 vorr ihrem Mittelwert: 

IÎt = Ht - iit . 
Wir werden H1 auch kurz den "periodischen Anteil" von H1 

nennen. Er lăBt sich als FeURIER-Reihe 

f( = .2' A, (J) e2:ri(rwOJ 
r • 

ohne konstantes Glied schreiben (was wir durch den Akzent 
am Summenzeichen ande'uten).. Denken wir uns auch S1 als 
FoURIER· Reihe geschriehen: 

s 1 = .2-B,(J) e2ni(rwol, 
r 

so lassen sich die unbekannten Koeffizienten B, ( J) mit Hilfe 
von (11) durch die bekannten A, (J) ausdriicken. Man erhalt 

2 ni(v0 -r)B,(J) = A,(J), 
wo 

{12) oHo = O(J) 
oJ: vk 

k 

gesetzt· ist, also vk0 (J) lj,US den Frequenzen vk0 (J0) dei' un­
gestorten Bewegung dadurch hervorgeht, daB man J" 0 durch 
J" ersetzt. Wir erhalten so als Losung von (11) 

(13) 
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Dazu kann noch eine nur voli. den Jk abhangige willkiirliche 
Funktion treten. Wir 'beherrschen nun den EinfluB der StOrung 
auf die Bewegung in erster Nii.herung. 

Fiir die Winkelvariabeln der Bewegung in dieser Nii.Qerung 
erhalten wir 

- o+, asl (wo J) 
W-,.- Wk A oJ 

" 
(14) 

und hab"n damit auch die w,.0 als Funktionen der Zeit. 
Ober die ungestorte Bewegung lagem sich kleine periodische 
Schwankungen, deren Amplituden die GroBenordnung Â. hab~n, 

also den stOrenden Kră.ften proportional sind, wahrend die 
Frequenzen von denen der ungestorten Bewegung wenig ab­
weichen: 

(15) 

Fiir die J"0 haben 

(16) 

d. h. auch die in der ungestorten Bewegung konstanten J.,. 0 

fiihren kleine Schwankungen mit Amplituden von der GroBen­
ordnung Â. aus. Sogenannte Biik'lilare StOrungen treten nicht auf, 
d. h. Anderun~n der in . der ungestOrten Bewegung konstanten 
GroBeq von ihrer eigenen GroBenordnung, wie wir sie im Falle 
der Entartung der ungestorten Bew~gung hatten (vgl. § 18). 

Wir bemerken nocQ, daB die Voraussetzung des nicht­
entarteten Charakters der ungestOrten Bewegu:r;tg durchaus not­
~endig ist; sonst hatte der Ausdruck (13) gat keinen Sinn, da 
gewisse der Nenner ("r "o) verschwinden w~n. Wir sehen ab~r 
weiter, daB auch beim Fehlen solcher Entartung die Nenner 
beliebig klein werden konnen, wenn wir ~e Zahlen t 1 · · · t 1 ge­
eignet wahlen, sogar unendlich oft, wenn die -r.,. von - oo bis oo 
laufen. Damit scheint die Konvergenz der FoURI:m:&-Reihe (13) 
ii!! Frage gestellt. Wir kommen darauf am SchluB des Para­
graphen zurii~k und setzen hier zunăchst das formale Naherungs­
verfa:b;en fort. 

Aus (7) lassen sich durch Koeffizientenverg·leichung weitere 
Differentialgleichungen ableiten, deren zweitb (Koeffizienten von 
l~)· und n-te .(Koeffizienten von ln) wir hier angeben wollen: 

Horn, Atommechanik 1. 19 
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+ 2 __ 1_ 0"-1 H1 o81 ••• a8"_1_ 

k, .. ·lr·-1 (n-1)! ()Jk····oJ.,._l· âw~ aw.,.:.:.:t 
'\"1 aH .. -t o8t + H W ( + · · · + ..tC.I ~-- âw 0 "= " J) • 
k k k 

Alte Gleichungen ha.ben die Form 

(19_) ~ ~HJo ~8"o = W,. (J) - rp~ (wo J)' 
k u k uWk • 

wo rJJ., eine bekannte, in den w0 periodische Funktion und 8,. 
und w.. gesuchte Funktionen sind. Wir erhalten gena.u wie 
beim friiher beha.ndelten ersten Schritt des Verfa.hrens durch 
Mittelung liber den zeitlichen Abla.uf der ungesoorten Bewegung 

(20) W,.(J) = rJJ,.(f.!P J) 
und 

(21) 

wo iP., wieder den "periodischen Anteil" der Funktion w .. be­
deutet. 

Wenn wir a.uch hier die rechte Seite a.ls FoURilllR-Reihe 
schrei'Qen: 

& .. = .l:' Ar (J) ell:d(Tt11°)' 
s 
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in der kein 
von (21) 

(22) 

konstantes Glied auftritt, so liefert die Integration 

Damit ist die gestellte Aufgabe formal gelost. 
Um das Verfahren zu erlăutern, wollen wir die Rechnung 

bis zur Darstellung von w2 durch die FOURIER-Koeffizienten 
der Storungsfunktion durchfiihren. Nach (13) ist 

s '= "'' ~ ~-- e2ni(rwO) 
1 -"7 2 ni (o'0 ) ' 

wo A, die FouRIER- Koeffizienten von H1 sind und das Glied 
mit -r1 = -r2 = -· · = -r1 = O nicht vorkommt. Die Gleichung (1 7) 
fiir w2 schreibt sich jetzt folgenderma.Ben: 

+ "' )' "'' o A, a,. Au 2n:i<•+ a,w•>_ 1_ H = W: 
...::_; ~ ...::_; oJ (avO) e 1 2 2 • 
1:. r u k 

W2 erhălt man durch Mittelbildung: 

Hierfiir 

(23) 

schreiben, oder (was dasselbe ist, der Fall ( -r 1'0 ) = O ist ja aus­
geschlossen) : 

(24) 

Wir besprechen jetzt noch kurz die Frage der Konvergenz 
der so erhaltenen Reihen. Es handelt sich darum, ob das Klein­
werden -der Nenner (rv0), das beim Fortschreiten zu hoheren 
Gliedern der Reihe immer wieder vorkommen muB, die Kon-

19* 
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vergenz der Reihe zerstort oder ob diese durch ein entsprechen­
des Kleinwerden der Zăhler wieder hergestellt werden ka.nn. 
BRUNS 1) hat gezeigt, daB' dies ganz vom zahlentheoretischen 
Charakter der Frequenzverhăltnisse v1 °:112 °: · · ·: "/ abhăngt. Er 
fand folgenden Satz: Diejenigen Werte der Perioden ""o' fur welche 
die Reihen absolut konvergieren, und diejenigen, fur die nicht einmal 
das einzelne Glied der Reihe nach null konvergiert, liegen beliebig 
dicht. Beachtet man, daB die v" ° Funktionen der J" sind, so 
folgt, daB die Funktion 8, die. nach dem hier befolgten Ver­
fahren konstruiert ist, keine stetige Funktion der J" ist. Da 
andere1·seits diese Stetigkeit vorausgesetzt werden muB, damit die 
HAMILTONschen Gleichungen auf Grund von (3) und Jk = const, 

wk = 0~ t + const befriedigt sind, folgt, daB unsere Reihen 
O.J" 

die Bewegung nicht notwendig mit beliebiger .Gena.uigkeit dar-
stellen, auch dann nicht, wenn sie zufallig gerade konvergieren. 

Diese Ergebnisse von BRUNS werden ergănzt duroh Unter­
suchungen POINCAR:l!:s 2); aus diţJsen geht hervor: Es ist, von Bonder­
fiillen abgesehen, auch bei noch so kleiner Bwrungsfunktion nicht m,ijy­
lich, die Bewegung des gesrorten Bystems in Btrenge durch konvergente 
f-fache FoURIE&-Reihen in der Zeit zu beschreibP-n und zeitlich kon­
stante Gro{Jen J" einzufuhren, die zur Festleg,~ng der Quantenbahnen 
dienen konnten. Deshalb ist es bisher nicht einmal moglich ge­
wesen, den langgesuchten Stabilitâ.tsbeweis des Planetensystems 
zu fiihren, d. h. zu beweisen,- daB die Entfemungen der PlanetEm 
voneinander und von der Sonne stets innerhalb endlicher, fester 
Schranken bleiben, auch wenn man unendlich lange Zeiten in 
Betracht zieht. 

Obwohl das in Rede stehende Năherungsverfahren nicht im 
strengen Sinne kon vergent ist, bat es sich dennoch in der 
Himmelsmechanik als sehr brauchbar erwiesen. Es lie.B sich 
nămlich zeigen, daB die Reiben eine Art von Semikonvergenz 
besitzen 3 ). Wenn sie an geeigneter Stelle abgebrochen werden, 
steUen sie die Bewegung des gestOrten Systems mit groBer Ge-

1) H. B&UNS: Astr. Nachr. Bd. 109, S. 215. 1884; C. L. CHARLIER: 

Mecha.nik des Himmels, Bd. 2, S. 307. Leipzig 1M7. 
2) H. POINCA.R:a: Methodes nouvelles de la Meca.nique celeste, Paris. 

1892-99; Bd. I, Kap. V. 
8) H. Por:NcA.Rt: loc. cit. Bd. Il, Ka.p. VIII. 
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nauigkeit dar, zwar nicht fiir heliebig lange Zeiten, aher doch 
tiir praktisch sehr lange Zeiten. Hieraus sieht man schon rein 
thearetisch, daţl die absolute Stabilităt der .Atome auf die8em Wege 
nicht begriindet werden kann. Man wird sich aher zunachst iiber 
diese prinzipiellen Schwierigkeiten hin.wegsetzen und versuchs­
weise die Energieherechnung durchfiihren, um zu sehen, ob man 
hier ehenso Obereinstimmung mit der Erfahrung bekomll}t, wie 
in der Himmelsmechanjk. 

§ 42. Anwendung auf den anharmonischen Oszillator. 
Im Falle nur eines Freiheitsgrades la6t sich die Bewegung 

stets durch eine Quadratur finden (vgl. § 9); oft fiihrt aher 
die Anwendung des in § 41 geschilderten Naherungsverfahrens 
einfacher zum Ziei. 

Wir wăhlen als Beispiel den schon (§ 12) auf elementarem 
Wege berechneten anharmonischen linearen OsziUator, bei dem 
die Abweichung vom- harmonischen Verhalten klein ist. Seine 
HAMILTONsche Funktion hat die Form [vgl. (3) § 12 J: 
(1) 
wo 

(2) 

H 1 ., m 0 2 ., 
=-p·+-m q• 

0 2m 2 

Hl = aqs 
H2 = bq' 

ist. Die Winkel- und Wirkungsvariahe~ der ungestorten Be­
wegung, die hier die des harmonischen Oszillators ist, ergeben 
sich (vgl. § 7) durch die kanonische Transform~~otio:ri mit der 
Erzeugenden 

also durch: 

lfwomfo 
p = V ------;:- cos 2 :re w0 • 
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Driicken wir H durch w0 und J 0 aus, so erhalten wir: 

H0 = v0 J 0 , (2nv0 = m0) 

(3) 

Wir bestimmen jetzt W1 (J) und ~!~ aus der Gleichung (9) 

des § 41 und finden: 

(4) 

(5) 

Die Abweichung von der harmonischen Bindung macht sich 
also in der Energie noch nicht in Gliedern bemerkbar, die 
proportional der Abweichung sind. W ohl aber bekommt die 
Bewegung in dieser Nii.herung ein Zusatzglied, das von 8 1 

herriihrt. 
Um eine Zusatzenergie zu erhalten,. miissen wir noch 

den zweiten Scbritt des Nii.herungsverfahrens tun. Aus der 
Gleichung (17) des § 41 folgern wir 

0 oS2 + oH1 oS1_ + H = W: 
V OWO oJ OWO 2 2 

und 

W: = oH1 881 + H 
il oJ OWO 2. 

Die Ausrechnung ergibt 

(6) 

Das a2 proportionale Glied steht in Obereinstimmung mit 
unserem friiheren Ergebnis (9) § 12. 

Aus (5) konnen wir noch den Einflu.B der Abweichung von 
der harmonischen Bindung a.uf die Schwingung herleiten. Wir 
erhalten 
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(7) 

und 
oS 

w= o.T 

_o lahJ ("'J 0 o+ 2 o) - w +-(--)~-=- 6 _ 3 sm 2nw cos2nw cos2nw , 
2n Yvo fm 

Durch Auflosen der ersten Gleichung nach w0 und Einsetzen 
der W erte von w0, J 0 in 

erhălt man durch elementare Rechnung das Ergebnis (11) 
des § 12: 

(8) q= 1/- :[~--sin2nw-la -~J-3-(3+cos4nw). r 2 n· Jl m (2 n)4y0 m'J 

Als Beispiel eines verwickelteren Falles wollen wir die Be­
rechnung des răumlichen anharmonischen Oszillators oder eines 
beliebigen Systems gekoppelter Oszillatoren andeuten1). Seine 
HAMILTON sche Funktion ist 

WO 

Ho = i (2k P,. "J + ; wk 02 q,. 2 •) 
k=l 

(10) Hl = 2aâk3 + 2ak.qk2 q. + 2ak'!qkq.qz 
k kj J J kjl J J 

H'J = f bk qk4 +ti (bki qk2 qi2 + b~iq,.s qi) 

+ 2 bkjl qk 2' qj ql + 2 bkj!m qk qj ql qm 
kil kjlm 

1) M. BoRN u. E .. BRonv: Zeitschr. f. Physik Bd. 6, S. 140. 1921, 
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ist; dabei treffen wir die Verabredung, daB· verschieden be­
zeichnete lndizes auch stets verschiedene der Zahlen 1, 2, ... , f 
bedeuten sollen. Die Koeffizienten besitzen natiirlich dieselben 
Symmetrieeigenschaften, wie die dahinterstehenden Produkte 
der q. 

Wir setzen voraus, daB die -vk0 nicht kommensura.bel sind. 
Wir fiihren zunăchst die Winkel- und Wirkungsvariabeln w0 , J 0 

der ungestorten Bewegung ein, dann wird 

f o o 
Ho = .2-vk Jk 

k=l 

zu setzen. Da H1 ein Polynom ungerader Ordnung der q~ ist, 
so folgt sofort 

(11) W1 = H1 =o. 
Um w2 zu berechnen, haben wir nur die FOURIER-Koeffizienten 
A, von H1 aufzusuchen; dabei hat man den Vorteil, daB H1 

eine abbrechende Reihe ist. 
Wir benutzen die Identităt 

4 sin a sin ,8 sin y = - sin (a + ,8 + y) + sin (- a + ,8 + y) 
+ sin (a - ,8 + r) + sin (a + ,8 - y) , 

um H1 in eine FouRIER-Reihe umzuformen. ·Man erhălt: 

(12) H1 = LEak Q~3 (~sin 31J?k + 3 sin IJ?k) 
k 

+ Î .L)ak .Qk2 Q3. [-sin (21J?k+ IJ?j) + 2 sin1p3. +sin (21J?k -~J?j)] 
kj J . 

+ î .L)akj! Qk Qj Q1 [-sin (IJ?k + IJ?j + 1p1) + 3 sin (IPk + IJ?j- 1J?1)]. 
kjl 

Ordnet man dies in eine FOURIER-Reihe 

(13) H ,2 B . . ( ) >'A 1 '<«tl 
1 = ,s1n T:IJ? =......, ,e , 

wo 

(14) 
1 

A,--: J2i (B, - B _,) 

ist, BO erhii.lt man fiir die Koeffizienten: 
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l o 

(rk = 1, 
alle iibrigen -r gleich O) , 

(-rk=3, 
alle iibrigen -r gleich O), 

(-rk = 2, Tj = 1, 
alle iibrigen -r gleich O), 

(-rk = 2' 'l:j =- 1, 
alle iibrigen -r gleich O), 

( Tk = Tj = 'rz = 1 , 
alle iibrigen -r gleich O), 

(-rk = -r1 = 1, -r1 =- 1, 
alle iibrigen -r gleich O), 

(in allen iibrigen Făllen). 
Dabei sind die GHeder mit gleichen Kombinationen der T (z. B. 

Tk = r:; = r:1 = 1 fiir (k, j, l) = (1, 2, 3) und (1, 3, 2) und (2, 1, 3) usw.) bereits 
zusammengefaBt. 

Aus \A ... I 2 =A.,.A_,, HB,-B_,)~ bekommt man jetzt: 

(15) rAk = l4 (3 ak Q,,S + 2 ~ aj1, Q/ Qk)~ (lrk 1 = 1, 
1 alle iibrigen -r gleich O) , 

Ak' = t4a"2 Qk6 (1 -rk 1 = 3, 
alle iibrigen -r gleich 0), 

1 A...l2 = Akj·= 614 ak/ Q/' Q/ (1 'rt. 1 = 2' 1 -ri: = 1. 
alle iibrigen -r gleich O), 

A 9 . . 2 Q 2 Q 2 Q ~ (1 1 1 1 1 1 1 T<jl = 16 akjl '' j z "k = Ti l = 1 'rz = , 
alle iibrigen -r gleich O), 

O (in allen iibrigen Făllen). 

Nach (23) § 41 erhălt man: 
R 4 2 2 '\--, 1 ( o Ak _j_ o A,,' ) (16) W2 =~.2b,,Qk +t2bT<JQk Qi -~-o--'--

A: kj k 11k ()Jk ()Jk 

1:-··· ~~-~- (4 11 0 'iJA1:; _ y.o oA~c;) 
- kj 4 yko2 - Y/2 k ()Jk • oJ; 

-1:[ 1 .OA~c;z 
kjl 11k0 + Y/ + Vz0 o;Jk 

+ 1 ( oA~c;~ + o~~;z _ oA~c;l)Jl· 
ykO + ,,l- y!O ()Jk oJ; oJ, . 
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bie Gro.Ben Q,.2 sind von erster Ordnung in den J, die Gro.Ben A 
von dritte:r Ordnung, also .ist W2 eine quadratisohe Form der J,.. 
Wir konrien demnach die Gesamtenergie folgendermaBen 
schreiben: 

(17) W = ,L;' v,.0 J,. + ~ .2'~'~;J1.Jt• 
k ki 

Die v~1 Jassen sich aus (16) berechnen. 
Man sieht, da.B das Verfahren bereits in dieser Năberung 

TOersagt, wenn eine der folgenden Kommensurabilităten auftritt: 

2 .",.o= '~'/• .",.o+ v/ = "1o, 

d. h. wenn eine Frequenz des ungestorten Systems gleich dem 
doppelten einer anderen oder gleich der Summe zweier anderen 
wird. 

Die Formei (17) findet Anwendung in der Theorie der 
thermischen Ausdehnung fester Korper 1 ) und in der Banden­
theorie mehratomiger Molekeln 2). 

~, 43.- Storungen eines eigentlich entarteten Systems. 
W enn zwischen deii Frequenzen ."o des ungestorten Systems 

eine ganzzahlige lineare Beziehung besteht, so werden, wie wir 
sahen, gewisse Nenner in den Gliedern der Reihen des § 41 
null, und das Verfahren ist riicht anwendbar. 

Wir betrachten zuniich~t den Fali der "eigentlichen" Ent­
artung, d. h. wir nehmen an, daB zwischen den Frequenzen v0 

der ungestorten Bewegung eine Beziehung 

(n°) =O 

identisch in den J 0 besteht. In diesem Falle transformieren 
wir die Winkel- und Wirkungsvariabeln w,.0 , J"0 ·so, daB sie in 
nichtentartete wa?, J,.0 und entartete w,/, J11° (v11° =O) geschieden 
werden konnen (a·= 1, 2 · · · s; ·e = s + 1 · · · f). H0 hăngt dann 
nur von den Ja0 ab (§ 15, S. 105). 

1) Literatur hieriiber s. M. BoRN: Atomtheorie des festen Zustandes, 
Leipzi!! 19:!3; auch Encykl. d. math. Wiss. V, 25, § 29f. 

2) M. BoRN u. E. HucKEL: Physikal. Zeitsohr. Bd. 24, S. 1. 1923.­
M. BORN u. W. HEISENBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S. 1. 1924. 



§ 43. Storungen eines eigentlich entarteten Systems. 299 

Man konnte jetzt den Ansatz 

8 = 2) w"0 J" + 281 + 2~ 8 2 + · · · 
k 

versuchen. Durch Einsetzen in die HAMILTON-JACOBische Glei­
chung (7) § 41 erhielte man wieder Gţeichung (9). Bei der nun 
erfolgenden MittJlung iiber die ungestorte Bewegung bliebe 
aher in H1 (w0 J) die Abhăngigkeit von wa0 bestehen. Wir konnen 
also das Verfahren nicht ohne weiteres anwenden. Der tiefere 
physikalische Grund dafiir besteht dariu, daB die Variabeln w0 , J 0, 

denen sich die Winkel- und Wirkungsvariabeln w, J der .ge­
storten Bewegung anschlieBen, durch die ungestorte Bewegung 
noch gar nicht be~timmt sind; wegen ihres entarteten Charakters 
konnen statt der · Je 0 bei geeigneter W ahi des Koordinaten­
systems a,ndere entartete Wirkungsvariable eingefiihrt werden, 
die nicht ganzzahlig mit jenen zusammenhăngen. 

Unsere erste Aufgabe wird also sein, statt der wa 0 , Ja 0 die 

riohtigen Variabeln wa0 ' Jao zu finden, die als Ausgang fiir die 
Annaherung der wa, Ja dienen konnen. Dazu benutzen wir die 
sohon friiher behandelte Methode der săkularen 8iărungen (vgl. 

§ 18). Sie besteht dariu, eine Transformation w0 J 0 __.. w0 Jo auf­
zusuohen, derart, daB das iiber die ungestorte Bewegung ge­

mittelte eFste Glied der Storungsfunktion H1 nur von den Jo 
abhangig wird. Wir setzen dazu .. voraus, daB H1 nicht identisch, 
null wird; auf den Fali, wo es identisch verschwindet, werden 
wir unten zuriickkommen. Wir haben jetzt wie friiher (§ 18) 
eine HAMILTON-JACOBische Gleiohung 

(1) 

aufzulosen. Diese Aufgabe haben wir im § 18 ausfiihrlich be­
traohtet. Wenn sie duroh Separation der Gleiohung (1) losbar 

ist, erhalten wir nene Winkel- und Wirkungsvariable w"0 , J"0. 

Ist 
V = ,, w 0 J 0 --L- V (w 0 J 0 ) 

..::::_, " " 1 1 (! " k 

die Erzeugende der Transformation, so haben wir: 



300 40 Kapo Storungstheorieo 

-o o+ 0 vlo Wa = Wa --=..-' 
cJ,.o 

Wir fiihren jetzt die wk0 Jko in die HAMILTQNsche Funktion 
unserer Bewegung ein: 

(2) H = H0 (Ja0) + l H1 (w1,0 , Jk0 ) + x~ H2 (w~:o, J 7,o) + o o o 

und suchen wie im § 41 die Erzeugende S(wk0 ,Jk) 

s = S 0 + 1 S1 + 12 S2 + o o o 

einer kanonischen Transformation, die die wk'1' J~0 in Winkel­
und Wirkungsvariable wk, J k der gestorten Bewegung iiberfiihrto 
Dies liefert wiederum die Gleichungen (9), (17), allgemein (18) 
des § 41, wenn wir statt wk0 , Jko wieder wk0 , Jk0 schreiben. 

Die Auflosung gestaltet sich etwas anders, da die GroBen 
oH0 ( ) verschwinden. Losen wir Gleichung 11 des § 41: -oJ~ 

(3) 

wo H1 . . H1 - H1 der periodische Anteil von H1 ist, so bleibt 
in 8 1 eine additive Funkt:ion R 1 unbestimmt, die auBer von 
den Jio nur von den wa0 abhăngto Wir bestimmen sie bei der 
năchsten Năherung. S 1 bat jetzt die Form 

( 4) 

wo 8 1° eine bekannte Funktion ist. 
Setzt man dies in die Gleichung (17) § 41 der niichsten 

Naherung 

(s) 2)oH0 }__S2 + 2) 2_ ~2H0_ oS_!_ ~S1 + .};oH~_ _o_~_ 
a oJa O'Wa11 kj 2 oJk oJj owk0 OW;0 . k oJk owk0 

+H2 = WII(J) 

ein, so sind alle' Glieder, die S 1 ° enthalten, als bekannl an­
zusehen; die Glieder mit R1 sind es noch nicht, so daB (17) 
§ 41 die Form erhălt: 

~.'.n) noH0 oS2 + n.( 0 J) 1 ~oH1 oR1 w (J) .L.J o j- o wO "~~' wk ' k T ..:::... o J "iJw u = 2 • 
o. a a (! {! !! 
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o~H 
Zur Erlăuterung bemerken wir, daB die Koeffizienfen --0 -oJ,. OJj 
der qua.dra.tischen Form in der Differentialgleichung nur da.nn 
von null verschieden sind, wen,n J,. und ~ zu den J a gehoren. 

Auş Gleichung (6) ka.nn ma.n W2 (J), R1 und einen Anteil 
S'J 0 von S'J bestimmen. Bezeichnen wir wie vorhin Mittelwerte 
iiber den Einheitskubus des Wa 0 - Ra.umes durch einfa.ches tJber­
streichen, ferner Mittelwerte iiber den Einheitskubus des ge­
samten wk 0 - Ra.umes durch doppeltes tJberstreichen, so wird 

(7) 
femer wird 

(8) 

-wo l], = ifJ- iP ist. Die Gleichung ha.t denselben Bau wie (3) 
und lăBt sich a.uf entsprochende Weise losen. SchlieBlich ha.ben 
wir noch 

(9) .})oH0 oS2 _ l$ 
a -()J« 0Wa0 - - · 

Da.ra.us bestimmt ma.n 

(10) 

wo S'J 0 eine beka.nnte Funktion von wk 0 , J" und R2 eine noch 
unbestimmte Funktion von Wa 0 , J" ist. 

Das V erfa.hren lii.Bt sich nun fortsetzen; der nachste Schritt 
Iiefert u~s W3 (Jj, R'J(we0 J,.) und einen Anteil 8 3° von 8 3 , usw. 
Das Ergebnis ist auch hier eine Reihenentwicklung der 
Energie 

{11) W = W0 (Ja) + 2 W1 (J,.) + 22 .W2 (J,.) + · · · 
Diese Betrachtungen enthalten eine Rechtfertigung unseres 

friiheren Verfahrens (§ 18), die sakularen Storungen zu be­
stimmen, indem sie als erste Naherungen eines formal belie'big 
fortsetzbaren Naherungsverfahrens auftreten. Die hoheren Năhe­
rungen liefem uns periodische Schwankungen der w,.0 und J,.0 , 

deren Amplituden hOchstens von der GroBenordnung 2 · sind. 
Sii.kulare Bewegungen der wa0 Ja0 treten nicht a.uf; a.uch zu den 
beim ersten Schritt berechneten Sii.kularbewegungen von we 0 J P 0 



302 4. Kap. Storungstheorie. 

treten nur noch periodische Schwankungen, deren Frequenz 
von gleicher GroBenordnung wie jene sind und deren Amplituden 
mit ). geher.. 

Wir sehen weiter, daB die GHeder H1 = H1 - ~ zur Energie 
nur einen Beitrag hoherer ( zweiter) Ordnung liefern, obwohl 
s'ie sich in der Bewegung des Systems schon in erster Ordnung 
geltend machen. 

Das bisher besprochene Verfahren versagt, wenn identisch 
(in den we0 , Jk0) 

H 1 =0 

ist, ein Fall, der sehr hăufig vorkommt. Eine genauere Unter­
suchung zeigt, daB die Săkularhewegung der we 0 Je 0 und die 
Zusatzenergie w'J aus der HAMILTON-JACOBischen Gleichung 
folgt, die man erhălt, wenn man in (5) fiir 8 1 den aus (3) 
folgenden Ausdruck einsetzt und die Gleichung iiber die un­
gestorte Bewegung mittelt. Das Verfahren lăBt sich auch fort­
setzen, wobei es vor allem darauf ankommt, durch eine ge­
eignete kanonische Substitution H1 ganz aus der Storungs­
funktion fortzuschaffen 1 ). 

Es konnen noch andere besondere Fălle. eintreten, z. B. daB 
die aus ( 1) bestitnmte Săkularbewegung selbst wieder entartet 

ist, indem zwischep. den GroBen ~~1 Kommensurabilităten be­
e 

stehen. Man hat dann die săkularen Bewegungen der in erster 
· Năherung noch entarteten Variabeln aus der năchsten Năherung 

zu bestimmen. 

§ 44. Beispiel einer znfălligen Entartung. 
Auch dann, wenn keine eigentliche Entartung des unge­

stOrten Systems vorliegt, kann das Năherungsverfahren des 
§ 41 versagen, nămlich, wenn gerade fiir die besonderen Werte, 
die die J k 0 bei der ungestorten Bewegung haben und die durch 
Qua.ntenbedingungen festgelegt sind, Beziehungexi von der Form 

(1) .L)7:"Y,.o=o 

1) Siehe M. BoRN und W. HEISENBERG: Ann. d. Pbysik Bd. 74, S. 1. 
1924. 
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bestehen. Wir sprechen dann von zufălliger Entartung. Man 
kann dann die w"0 so' wăhlen, daB fiir jene besonderen Werte 
von Jlt.0 die Frequenzen Yr./ verschwinden (e = s + 1 ... f) und 
die Frequenzen 'Pa (a= 1, 2 · · · s) inkommensurabel sind. Aher 
in der ungestOrten Bewegung sind, wie schon gesagt, auch die 
J e 0 durch Quantenbedingungen festzulegen. Zufăllig entartete 
Freiheitsgrade unterliegen also Quantenbedingungen, eigentlich ent­
artete nicht. 

In der Astronomie ist die zufăllige Entartung eine seltene 
und merkwiirdige Ausnahme; daB sie exakt erfiillt ist, ist sogar 
unendlich unwahrscheinlich. Nahezu vorh~nden ist sie z. B. 
bei den Storungen einiger kleiner Planeten (Achilles, Patroklus, 
Hektor, Nestor), die fast diefelbe Umlaufszeit haben·wie Jupiter. 
In der Atomtheorie dagegen, wo die J 1t. 0 nur diskrete W erte 
ha.ben konnen, sind zufăllige Entartungen sehr hii.ufig. 

Die wichtigsten Eigenschaften zufăllig entarteter Systeme 
mogen an. einem einfachen Beispiel 1) erlăutert werden. 

Wir denken uns auf derselben Achse zwei gleiche Rotatoren 
vom Trăgheitsmoment A, deren Stellungen durch die Winkel cp1 

und cp9 bestimmt sein mogen. Solange sie keine Wechselwirkung 
aufeinander ausiiben, laufen beide gleichformig um. Die Winkel­
und Wirkungsvariabeln sind durch 

w o= _cpl 
1 2n' 

w o - cp2 J o 2 p. 2-2n' 2=n2 

gegeben; p1 und p2 sind die Drehimpulse. Die Energie ist 

(2)· H _ 1 (J 0 t + J 0.2) _ W: 
o- s-;2-A 1 2 - o· 

W enn wir J 1° und J 11° durch Quantenbedingungen festlegen, 
so sind die beiden Umlaufsfrequenzen stets kommensurabel;. 
insbesondere sind sie gleicb, wenn J 1° = J 9 ° ist. 

Wir nehmen jetzt als StOrung dieser Bewegung eine Wechsel­
wirkung der beiden Rotatoren an,· deren Drehmoment mit 
sin (cp1 - q;2) proportional ist; dann lautet die Energie 

1) M. BOBNund W.HEISENBEBG: Zeitschr.f.Physik. Bd.l4, 8.44.1928.. 
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(3) 
wo 
(4) 

4. Ka.p. Stornngstheorie. 

ist und Â. die Stărke der Koppelung angibt. Wir konnen das 
gcstOrte Problem hier streng losen. W enn wir nămlich die 
kanonische Transformation 

(5) 
J 10 +J'JO = JO, 

J 10 _ J 20 =J'O 

ausfiihren, so wird 

(6) 

und dieser Ausdruck enthălt nur ei ne Koordinate w' 0 • w0 ist 
zyklisch, also J 0 konstant; wir setzen es gleich J. Da die 
Transformation (5) der Jk0 nicht die Determinanta ± 1 bat, 
sind J 0 und J' 0 nicht gerade Wirkungsvariable des ungestorten 
Systems. Wir diirfen daher J nur so durch Quantenbedingungen 
festlegen, daB beim Vbergahg zum ungestorten System J + J'0 

ein geradzahliges Vielfaches von h ist. Statt J' 0 haben wir bei 
der gestortelf Bewegung das Wirkungsintegral 

J' = ~J'0 dw' 0 -. ~l'i6:n:2A[W~i(i-co84;;:w'0)) _J'2dw' 0 

(7) J' = ~ f 8: Ar 1- k2 sin2 2 :n:w' 0 d(2:n: w' 0 )' 

wo 

(8) 

gesetzt ist. 

so wird 

(9) 

-----~_3_ __ -- = p J2 
W- 16:n:2 A 

Beniitzen wir die Abkiirzung 

~ ll--:__ k2 sin2 1ţ d'P = 4 · E(k), 

J' = 8 l 2_2A E(k). 
k 

Um die Energie als Funktion der Wirkungsvariabeln zu er-
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halten, hat man 
aus (8) folgende 

(9) nach k aufztilosen und die Losung in die 
Gleichung 

(10) 
J2 2A. 

W= -+- -
16 n 2 A ' k"J 

einzusetzen. Im Falle k > 1 macht w'0 eine Librationsbewegung; 
in den Librationsgrenzen ist 

• 10 1 
sm2nw = ± k' 

und das Integral E ( k) ist zwischen den Grenzen sin 1p = ± ~ 
hin und her zu erstrecken. Im Falle k < 1 macht w' 0 eine 
Rotationsbewegung; das Integral ist von O bis 2 n zu erstrecken, 
und E(k) bedeutet das vollstăndige elliptische Integral zweiter 
Gattung. 

Fiir die weitere Ausrechnung haben wir zwei Fălle zu 
zu unterscheiden: 

I. Es ist J 1 ° =f J'J 0 , J' 0 =f O; die ungestorte Bewegung hat 

zwei ungleiche Frequenzen. Dann ist W0 - ~J: A von null . 16 Ţ{ 
verschieden und k verschwindet mit Â.. _Fiir hinreichend kleine 
A. ha ben wir sicher Rotationsbewegung von w' 0 und fiir E ( k 
konnen wir die Entwicklung 

(11) ( k~- ) 
E (k) = ; 1 - ~ + · · . 

benutzen. Man erhalt so aus (9): 

und aus (10): · 

(12) 

2 Â. J'2 
k 2 = 16n2 A + Â. 

w = ___ 1_ - (J~ + J'2) + Â.. 
16 n 2 A 

II. Es ist J 1° = J 2°, J' 0 =O, d. h. die Frequenzen der un­

gestOrten Bewegung sind gleich. Dann wird W0 - 16~ A= O, 

der Nenner in Gleichung (8) wird von der GroBenordnung Â., 
und k'J hat fiir endliche W erte von W1 die GroBenordnung 1. 
Es kann sowohl Libration wie Rotation von w' 0 auftreten; und 

B orn, Atommechanik I; 20 
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J'" 

Abb. 38. 

die Entwicklung (11) ist nicht mehr brauchba.r. Fiir grăllere 
Werte von W1 wird k < 1, also Rotation; fiir kleinere W erte 
von W1 wird k > 1, a.lso Libration. Die Librationsgrenzen 
werden um 1!0 enger, je kleiner wl ist; fiir wl =o schrumpft 
die Bildkurve der Bewegung in der (w' 0 , J' 0)-Ebene in das 
Librationszentrum w'0 =O, J' 0 =O oder w'0 = ~. J' 0 =O zu­
sammen. Negative W1 kommen nicht vor, da dann J' imaginar 
wiirde (nach (7) ). Ohne Beriicksichtigung der·Quantenbedingungen 
sind nun alle diese Bewegungen moglich, da W1 kontinuierlich 
verteilte Werte annehmen kann. 

Nun fordert aher die Quantentheorie fiir J' ein ganzzahligeş 

Vielfaches von h; ferner ist J' proportional fi (nach (7)), mu.S 
also fiir kleine Â. beliebig klein werden konnen. Diese beiden 
Bedingungen erfiillt nur de~ Wert 

J'=O. 

Bei einer Rotation von w'0 ist dies iiberhanpt nicht moglich, 
bei Libration nur in den Grenzfii.llen w' 0 =O, J' 0 =O und 
w'O = ~. J' 0 =O. In der gestOrten Bewegung laufen also die 
beiden Rotatoren Btreng in gleicher Phase. Wir haben nur eine 
Frequenz, aher zwei Quantenbedingungen. 

Fordert man nur, dall die Bewegungsgleichungen erfiillt 
sind, ohne da.B der Zustand stabil zu sein braucht, so sind 
auch die Fii.lle w'0 = l, J' 0 = O und w'0 = ~-, J' 0 = O moglich. 

In jeder Nachbarschaft der durch w' 0 = }und! a.ngegebenen 
Bewegungen gib~ es aher Rotations- und Librationsbewegungen, 
bei denen sich w'0 weit :von dem Werte w'0 = î oder ~ ent­
fernt. Fur w' 0 = Î und! ist also unsere Bewegung mit Phasen-
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beziehung im mechanischen Sinne unstabil. Die Fiille w' 0 = t 
und ~ sind in diesem Falle auch energetisch unstabil, indem H 
dort ein Maximum hat. Wir werden aher auch Fălle kennen 
lernen, wo die mechanisch stabile Bewegung energetisch un­
stabil ist. 

Man kann diese besonderen Bewegungen sehr einfach da­
durch kennzeichnen, daB sie die einzigen Losungen der Be­
wegungsgleichungen 

dw'0 

dt 
oH 

oJ'O, 
dJ' 0 oH 
dt=-8~ 

sind, bei denen w' 0 konstant ist, die Rotatoren also mit kon­
stanter Phasendifferenz umlaufen. Aus dem Energiesatz 

H(Jo, J'O, w'O) = W 

folgt dann, da auch J 0 konstant ist, die Konstanz von J' 0 ; 

somit ist 
oH 

~w'o =O. 

Diese Gleichung hat nach (6) die Losungen 

Aus der ersten Bewegungsgleichung folgt dann nach (6): 

J'O = 0. 

Wir haben hier das erste Beispiel, daB gerade durch die 
Quantenbedingungen aus der Mengş verwickelter mechanischer Be­
wegungen eine besonders einfache als stationiirer Zustand heraus­
gehoben wird. Wir werden sehen, daB ganz allgemein die ein­
fachen Bewegungen mit Phasenbeziehungen besonders ausge­
zeichnet sind. 

§ 45. Phasenbeziehungen bei Bohrschen Atomen und 
lllolekeln. 

In der Astronomie ist. wie wir schon sagten, die zufallige 
Entartung des ungestorten Systems eine seltene Ausnahme. In 
der Atomphysik spielt sie jedoch eine sehr wichtige Rolle. 
Einerseits treten nach den BoHRschen Vorstellungen iiber den 

20* 



308 4. Kap. Storungatheorie. 

Aufba.u der hoheren Atome in diesen stets- eine ga.nze Reihe 
gleicha.rtiger Ba.hnen a.uf, a.ndererseits sind na.ch der Qua.nten· 
theorie auch die Umlaufszeiten der KEPLER-Bewegungen mit 
ve:rschiedenen Hauptquante'nzahlen stets kommensurabel, da sie 
sich wie die dritten Potenzen ga.nzer Zahlen verhalten. 

N aoh der Diakuşaion des · Beiapiela im vorigen Para.graphen 
werden wir erwa.rten, da.B a.uoh a.Ugemein in solohen Făllen 

zufălliger Entartung die Qua.ntenbedin,gungen exakte Pha.sen­
beziehungen und damit also besonders einfa.ohe Bewegungs­
formen erzwingen werden. Da. der Naohweia fiir beliebige 
Năherungen etwas . umstandlioh ist und wegen der fiir ihn er­
forderliohen mathematiachen Methode erat an spăţerer · Stelle 
gegeben werden kann, so sei hier zunaohst ein einfacheres Ver· 
fah~en a.ngegeben, duroh das man die Pha8enbezie,hungen aller­
dinga nur in er8ter Naherung erhalt. 

In diesem Paragraphen verna.chliissigen wir a.lso alle Aus-· 
driicke, die in Â. von hoherem als erstem Grade sind, a.lao a.uch 
sohon z. B. )."1•. 

Sehen wir vom Vorha.ndensein eigentlioher Entartungen zu­
năohst ah, nehmen aher mehrfa.ohe zufăllige Entartungen an, 
ao konnen wir die Winkel- und Wirkungsvariabeln w,.0, J,.0 

(k = 1, 2 · · · f) dea ungestărten Systems so wahlen, da.B "ao 
(a = 1, 2 : · · 8) von null verschieden und inkommensura.bel sind, 
wahrend "e 0 (e = 8 + 1, · · · f) fiir die besonderen Werte, die 
die J,.0 bei der ungestorten Bewegung ha.ben, ve:cschwinden. 
·Ea soli a.lso (f- 8)-faohe zufăllige Entartung vorliegen. 

Wir achreiben (unter Ănderung der Indizierung) die HA­
MILTON sohe Funktion in der .Form 

und suohen dis Energiekonstante duroh eine Reihe von der 
Gestalt 

(2) W = W0(J,.) + l W2 (Jk) 

darzustellen. Wiirden wir wie friiber den Ansatz 

8 = 8o(wka,J,.) +;. 82 fwk(}' Jlt) 

ma.chen, so erhielten wir fiir fiir 8 2 Ausdriicke, in denen Nenner 
auftreten, die fiir Â. = O versohwinden, d. h. 8 ist eine fiir 
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}, =O nicht mehr analytische Funktion von .it. BoHLIN 1) hat 
nun gezeigt, daJ3 eine nach Potenzen von ll fortschreitende 
Entwicklung 

(3) 
zum Ziel fiihrt. 

S = S 0 + fAS1 -t- 2S2 + · · · 
Hier ist wieder ( vgl. § 41) 

So = .J:w"OJk, 
k . 

und S1, S 2 sind periodisch in den wk0 (Periode 1). Setzt man 

0 S 0 fiir J k 0 in die HAMILTONsche Fuhktion ( 1) ein, so laBt 
cwk 
sich der Ansatz (2) erfiillen, wenn die Gleichungen 

"5-"1oH__o ~s:!_ + 2._ YY _!_~f!_o_ t!S1_ 2S1 ,_ H" = TV (J) 
..:;....~ (!J ()w o 2! ~ oJ oJ. ow o ()w.0 1 - 2 ' . 

(t . u u kJ k J k J 

gel ten. 
Aus ( 40) findet man W0 • Da S 1 eine periodische Funktion 

der w" 0 sein soll, folgt aus ( 41) 

oS1 -----=O· 
"' o ' uWa 

dagegen bleiben die GroBen oS!. noch unbestimmt. Aus (42 ) oweo 
erhalten wir durch Mittelung liber die ungestorte Bewegung 
( also ii ber die w a o allein) : 

( 5) __! .}) _o~Ho - !2.~~ () S1o + jj2 (wt/) = W2 (e' a = s + 1 ... f'). 
2! 9 ,aoJeoJa·OWe OW" 

Dies ist eine partielle Differentialgleichung vom HAMILTON­
JACOBischen Typus. Sie laBt sich nicht allgemein integrieren, 

1) K. BoHLIN: Dber eine neue Annăherungsmethode in der Sti:irungs­
theorie. Bihang till K. Svenska Vet. Akad. Handl. Bd. 14, Afd. I Nr. 5. 
1888; siehe auch z. B. H. PorNCARE: Methodes nou velles, Bd. II, Kap. XIX. 
und C. L. CriARLIER: Mechanik des Himmels Bd. 2, S. 466. Die Anwen­
dung auf die Qua.ntentheorie erfolgte durch L. NoRDHEIM: Zeitschr. f. 
Physik. Bd. 17, S. 316. 1923; Bd. 21, S. 242. 1924. 
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und die Methode versagt daher fiir die Aufsuchung der Be­
wegungen fiir beliebige Werte der Jk. Wir konnen aher, wie 
in dem Beispiel des § 44, zeigen, dal3 die Beweg·ungen, bei denen 
die in nullter Năherung konstanten w·e 0 auch in erster Năherun(J 
konstant bleiben, quantentheoretisch 8tationărc Bewegungen sind. 

Wir zeigen dies zunăchst fiir einen zufăllig entarteten Frei­
heitsgrad, den letzten (/). Die Gleichung (5) erhălt hier die 
Form: 

(5') 

Diese Differentialgleichung vom HAMILTON-JACOBischen Typ 
fiir einen Freiheitsgrad lăBt sich stets durch eine Quadratur 
losen und w1r finden: 

l6 , 81 = J~~;o dw,O -=I-1 ~~~--i_~~~l) dw~0 • 
2! OJ/ 

Die dabei auftretende Inţegrationskonstante ist ao festzulegen, 
daB 

J = rh J 0 dw 0 =~ J:_?~ dw 0 -\- Il A: oS1-d~ 0 
r J t r 'j' cw ,0 r 'j' aw,o r 

~c J .!dw o+ li! _o-~1-dw o ''f r 'j'ow,O r 

(7) 

ein ganzzahliges Vielfaches von h wird. Daraua folgt, je nach­
dem ob w,O eine Rotation (f dw,O = 1) oder eine Libration 
(~ dwr0 ce= O) macht: 

oder 
(8) ll,.ţ-~-~-ţ_dw 0 =.l =n h. 'j' ow,0 ( f f 

os 
Atif dem Integrationsweg. ist der Integrand -~ 

uW{ 

tiv. Im Falle der Rotation miiBte also 

asl =o 
ow,0 . 

fiir alle w,O 

nie nega-
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sein, d. h. ~ wiirde gar nicht von w,O abhăngen. Dann kann 
man natiirlich in dieser Năherung nichts iiber w1° aussagen. 
Im Fali der Libration muB J 1 mit li klein werden, daraus 
folgt J f = O, d. h. das Integral ist um einen unendlich kurzen V er­
zweigungsschnitt ~et (w1°, J 1°)-Ebene zu erstrecken, die Libration 
zieht sich also auf Elinen Punkt zusammen. Da somit w,O wăhrend 
der Bewegung einen festen W ert behii.lt, hat die gestorte Bewe­
gung nur f- 1 Freque~zen, also keinen hoheren Periodizităts­
grad als die unge~torte. 

Der Wert, den w1° bei der Bewegung bat, muB Doppel­
wurzel von W2 - H2 (w,0) sein; er muB also !iie Gleichungen 

(9) 
und 

(10) 

erfiillen. 
Die Tatsache, da.B w1° nur ganz ~stimmte Werte haben 

kann, nii.mlich die Wurzeln von (10), bedeutet eine Pha&enbe­
ziihung in der Bewegung des Systems. 

Soll die so bestimmte Bewegung wirklich der Grenzfall 
einer Libration sein - und nur dann ist sie stabil - so muB 
der Radikand von (6) in der Umgebung der Wurzel w~0 nega­
tiv sein, d. h. 

H2 (w,O) 
Ta·in o 
2t ?J/ 

muB ein Minimum haben. Ist diese letzte Bedingung nicht 
erfiillt, so werden zwar die Bewegungsgleichungen 

. o ?H., w = -- _._, 
f 'OJ,O 

befriedigt; es gibt aber in jeder noch so na.hen Nachbarschaft 
~olche Losungen der Bewegungsgleichungen, bei denen sich die 
Koordinaten weit von jenen konstanten Werten entfernen. Die 
durch (9) und (10) bestimmten Bewegungen sind also dann labil. 

?'JH 
Im Falle daB __ Il. positiv ist (wie im Bei~iel der beiden . ,lJ ~ ~~ 

- f 
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Rotatoren § 44), hat die mechanisch stabile Bewegung den 
ZPH 

kleinsten W ert von H 2 • W enn aher · --0 negativ ist ( dieser 'OJ/ 
Fali kommt in der Atommechanik vor), so hat die mecha-
nisch stabile Bewegung gerade den gro13ten W ert von H2 

und die mechanisch labile den kleinsten: Es ist vorlăufig 
nicht zu entscheiden, ob nur die mechanisch stabilen Be­
wegungen als stationare Bewegungen zulassig sind. LaBt man 
nur die stabilen Bewegungen zu, so kann es vorkommen, daB 
die Storungsenergie H 2 ein Maximum hat, im Gegensatz zu 
statischen Modellen, wo die Energie stets ein Minimum ist. 
Lallt man auch mechanisch labile Bewegungen zu (ihre Nach­
barbewegungen sind ja quantentheoretisch nicht erlaubt), so 
kann es vorkommen, dall gerade der Normalzustand (Minimum 
der Energie) zu diesen gehort. 

Um dieses Verhalten zu erlautern, denken wir uns zwei 
Elektront;Jn in kreisformigen KEPLER-Bahnen (gleichgiiltig, ob sie 
um denselben oder um verschiedene Kerne umlaufen),. die sich 
ein wenig storen. Bahnlage und Bahnform denken wir uns 
festgehalten und betrachten nur die Ănderung der Bewegungs­
phasen unter dem EinfluB der stărenden Krafte. Die Energie 
der ungestorten Bewegung ist 

H=-A()~+ / 2), 
1 2 

die ungestOrten Frequenzen sind 
2A 

'P1 = "J3' 
1 

Fiir jeden Quantenzustand ( J 1 = n1 h; J 2 = n2 h) . sind sie also 
komri:J.ensurabel: t 1 Y 1 + t 2 Y2 =O. Zerlegen wir jetzt durch 
cine kanonische Substitution die Winkel- und Wirkungsvariabeln 
in entartete und nicht entartete, so haben wir 

zu setzen. Wir erhalten; 
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dabei ist J 2 die entartete Wirkungsvariable. Bildet man nun 

âllH0 [ 1 1 ] 
oJ'J"' =- 24 A Ţl2(J2 +fl)4 +~22(J;~-fJ4 ; 

so sieht man, daB dieser Ausdruck fiir alle W erte der J ne­

gativ ist. Das Minimum der Storungsenergie H 2 entspricht hier 
also gerade der labilen Bewegung. 

Man erkennt, daB dieses V erhalten damit zusammenhangt, daB 

â"'Ho O 
aJ2· < 

ist, wo H0 die Energie der ungestorten KEPLER-Bewegung be­
deutet. Es wird also stets dann auftreten, wenn sich Elek­
tronenbahnen in irgendwelchen Atomen oder Molekeln gegen­
seitig beeinflussen. 

Im Falle eines Freiheitsgrades zeigte unsere trberlegung, daB 
die Bewegungen mit Phasenbeziehung die quantentheoretisch · einzig 
mi5glichen sind. Genau dasselbe gilt, wenn die Gleichung (5) durch 
Separation der Variabeln losbar ist oder durch eine Transforma­
tion der we0 auf eine solche Form gebracht werden kann. Dann 
erhălt man fiir die einzelnen Summanden von 8 1 Gleichungen 
der Form (6) und kann alle folgenden Schliis~e ebenso ziehen. 

Im allgemeinen Fali kann man Z)Var die Notwendigkeit der 
Phasenbeziehungen nicht beweisen, aher man kann zeigen, daB 
es gestorte Bewegungen mit dem gleich~n Periodizitătsgrad s wie 
die ungest6rten gibt, fur die Phasenbeziehungen bestehen und die 
q•uantentheoretisch ausgezeichnet sind. 

Die Differentia;lgleichung (5) ist aquivalent ,einem System 
kanonischer Gleichungen 

qe =.~K' Pe= - ~K; 
upe uq11 

datin hat man fiir K den Ausdruck. zu setzen, den man erhălt, 
wenn man in der linken Seite von (5) die w11 ° durch ,.Koor-

dinaten" 'Je und die '"'oS~ durch die konjugierten "Impulse" 
uW(! 

Pe ersetzt: 
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1 -
(11) K = 2 .l:71euPeP" + Hg (qe); 

(!U 

die Gro.Ben ." e., = 0~:~J" sind da bei als Konstante zu be­

trachten. Das durch ( 11) gekennzeichnete mechanische System 
bat im allgemeinen mehrere Gleichgewichtslagen. · Bestimmt 
man nă.mlich die W erte von qe = qe 0 aus 

?K _âH9 -O 
oqe- oqe- ' 

so ist qe = qe 0 , Pe = O ein Losungssystem der kanonischen 
Gleichungen. Damit ist auoh 

(12) ()8~- =o 
âweo ' 

8 1 = const 

ein partikulii.res Integral der Differentialgleichung ( 6 ), wenn 
. rnan die konstanten Werte von We 0 aus den Gl~ichungen 

(13) 

berechnet und 

w2 = H'J(weO) 

setzt. Dies Verfahren versagt nur, wenn das Gleichungs· 
system {13) nicht nach den we 0 auflosbar ist, d. h. wenn die 
"H:mss:msche Determinanta" 

verschwindet. 
Die gefundene Bewegung des gestorten Systems bat den 

gleichen Periodizitiitsgrad s wie die ungestmte. Der U mstand, 
da.l3 die Konstanten we0 nur ganz bestirnmte Werte haben 
komfen, bedeutet Phasenbeziehungen der gestOrten Bewegung. 

Die Bewegung ist nur dann stabil, wenn die Hilfsvariabeln 
qe der Gleichung (11) an der Stelle qe = q/ ein stabilea Gleioh­
gewioht haben. Dann sind die Nachbarbewegungen kleine 
Schwingudgen um die betrachtete ausgezeiohnete Bewegung. 

DaB die hier gefundenen Bewegungen die Quantenbedingungen 
erfullen, sieht man folgendermaBen. Es ist J e 0 = const und 
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gleich dem W ert, den es bei der ungestorten Bewegung hat; 
ferner ist 

J o J .,-, osl 
o === o+ 11.;--o• 
~ - uUie 

also wegen (12) 
J,}=Je; 

daruit ist auch J f! gequantelt. 

~ 46. Grenzentru1ung. 
Ein gemeinsames Kennzeichen der beiden bisher unţer­

suchten Falle von Entartung ist der Umstand, daB die Bahn­
kurve im Koordinatep.raum ein Gebiet von weniger als f Dimen· 
sionen erfiillt. Es gibt nun bei mebrfach periodischen Systemen 
noch einen dritten Fali, wo dies eintritt, der wieder bei einer 
Reihe von Atomproblemen eine Rolle spielt und zu typischen 
Schwierigkeiten bei Anwendung der Storungsrechnung Anla13 
gibt. Es ist deshalb zweckmaBig, den Entartungsbegriff noch 
etwas weiter zu fassen und eine mehrfach periodische Be­
wegung immer dann als entartet zu bezeichnen, wenn eben die 
Bahnkurve nur ein Gebiet von geringerer Dimensionenzahl erfullt, 
als die Zahl der Freiheitsgrade "betrăgt. 

Wir bezeichnen (in Verallgemeinerung des friiheren Sprach­
gebrauchs § 15 S. 105) die Dimensionenzahl des von der Bahn­
kurve erfiillten Gebietes als Periodizitătsgrad der betr. Bewegung. 
Eine Bewegung ist also stets entartet, wenn ihr Periodizitats­
grad geringer ist als f. 

Als ungestorte Systeme betrachten wir immer solche. deren 
Bewegung sich durch Einfiihrung von Separationsvariabeln 
finden lăBt. Wie wir friiher (§·14) gesehen haben, wird bei sepa­
rierbaren Systemen die Bahnkurve durch eine Reihe von Flăchen­
scharen begrenzt, wobei jede der Separations-Koordinaten zwi­
schen !lwei Flachen einer solchen Schar hin urid her pendelt. 
In speziellen Fallen konnen diese Flachen auch zusammenf~llen. 
Dap.n ist die Dimensionszahl des von der Bahnkurve iiber­
strichenen Gebietos um 1 kleiner. 

Dieses Zusammenfallen zweier Librationsgrenzen kennzeichnet 
nun die dritte und, wie es scheint, letzte Moglichkeit einer Ent­
artung. 
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Ein Beispiel wird die Sachlage sofort klarlegen. Nehmen 
wir die relativistische KEPLER-Bewegung, also die Bewegung 
auf einer Ellipse mit Periheldrehung. Die Bahn erfiillt ge­
wohnlich einen Kreisring, !!-lso ein zweidimensionales Ge biet, 
iiberall dicht. Die Begrenzungsflachen fiir die Librationen des 
Radiusvektor sind hier konzentrische Kreise. 

Lassen . wir nun die Exzentrizitat der Ausgangsbahn ver­
schwinden, so riicken die beiden Begrenzungskreise immer mehr 
zusammen, bis sie schlieBlich verschmelzen und die Bahnkurve 
in eine eindimensionale Kreisbahn iibergeht. babei ist eine 
Entartung im bishedgen Sinne gar nicht vorhanden. Aher es 
wird eine Winkelvariable infolge ihrer geometrischen Definition 
(hier die Perihellange) unbestimmt, wahrend eine der Wirkungs­
variabeln den Grenzwert einer Realitătsbedingung annimmt. 
Bei der relativistischen KEPLER Ellipse ist z. B. allgemein J2 < J 1 

und hier J2 = J 1 • Wir werden daher diesen Fall passend mit 
Grenzentartung bezeichnen. 

Weitere Beispiele bilden beim ZEEMAN-Effekt (§ 34) eine 
zu der Feldrichtung senkrechte Bahn, bei dem Zweizentren­
problem (§ 39) eine solche, die ganz auf einem Rotations­
ellipsoid verlauft US\Y. Zur Veranschaulichung werden wir auch 
weiterhin von Kreisbahnen, Exzentrizitaten usw. sprechen, ob­
gleich unsere Betrachtungen viel allgemeiner gelten. 

Der grenzentartete Freiheitsgrad sei durch die Separations­
koordinaţe q1 gekennzeichnet, deren Librationsgrenzen zusammen­
fallen. Die zu ihr gehOrige Wirkungsvariable 

J,O = ~p,dqf 
hat offenbar stets den Wert O. Lassen wir nun auf eine solche 
Bewegung mit J1° = O storende Krii.fte wirken, so wird ( ohne 
Beriicksichtigung der Quantentheorie) im allgemeinen auch der 
Freiheitsgrad q1 angeregt 'Yerden (in unserem Beispiel die Bahn 
kein Kreis bleiben), und das Phasenintegral J, wird von O ver­
schieden sein. 

Nach den Prinzipien der Quantentheorie muB J1 ein ganz­
zahliges Vielfaches von h sein; da es fiir verschwindende ·sto­
rung in J,O iibergehen muB, kann es nur den Wert O haben. 
Wir werden sehen, daB die einzige Losung, die dieser Forde­
rung geniigt, die ist, bei der J,O auch wăhrend der gestorten Be-
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wegung dauemd O bleibt. Die gestorte Bewegung hat also (wie 
bei der zufălligen Entartung) den gleichen Periodizitătsgrad wie 
die ungestorte. 

Die Aufgabe, diese Losung zu finden, fiihrt auf eine mathema­
tische Schwierigkeit. Betrachten wir zunăchst unser Beispiel, so 
enthălt die Storungsfunktion im allgemeinen Glieder, die linear in 
der Exzentrizităt sind, also Terme mit ~J1° 1). Dies kann nun 
ganz allgemein bei grenzentartetem Ausgangssystem auftreten. 
Es kommen dann in 

dw1° oH 
(it= iJJ,O 

GHeder mit 1 vor, il. h. beim Grenzîibergang zur ungestorten 
·JJ,O 

Bewegung wird die Koordinate w,O (Perihellănge) sehr schnell 
beweglich und bat keinen endlichen Grenzwert. Die Entwicklungen 
des § 41 sind dann nicht anwendbar. 

Das Verhalten der Variabeln J,0 w1° ăhnelt dem von Polar­
koordinaten: fiir J1° =O ·wird w,O unbestimmt. Wir werden 
auch in der Tat die erwăhnte Schwierigkeit iiberwinden, indem 
wir sie durch die PoiNCAR:t:; schen "rechtwinkligen" kanonischen 
Koordinaten 2 ) 

(1) ţ0 =~sin 2 nw,O, rl = VJnO cos 2 nw,O 
. 02 

ersetzen ( die Erzeugende ist ;- tg 2 n w 1°). In der Năhe von 

J1° =O kann sich dann w,O noch ăndern, ohne daB ţ0 und rl 
rasche Ănderungen erfahren. 

Da in der gestOrten Bewegung J,O von der zugehorigen 
Wirkungsvariabeln J~ = O nur um kleine Betrăge abweichen darf, 

1 

1 ) Mit unseren friiheren Bezeichnungen ist die Exzentrizităt 

e= v~-~~. 
1 

dem grenzentarteten Freiheitsgrad entspricht das radiale Wirkungs­
integral 

Man sieht sogleich, daB fiir kleine Jr die Exzentrizităt proportional 
ţJ~ wird. 

2) V gl. H. POINCARE: Methodes nouvelleş. Bd. II, Kap. XII. 
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konnen wir eo und ·r/ als'klein ansehen. Setzen wîr die neuen 
Variabeln in die HAMILTONsche Funktion ein, so konnen wir 
diese nach eo, "1° entwickeln, derart, daB jeder Koeffizient der 
Potenzen von A. fiir sîch eine Reihe nach steigenden Potenzen 
in den ~0, TJ 0 wird. 

Da.bei schreitet die Entwicklung von H0 , also der Energie­
funktion der ungestorten Bewegung, wegen ( 1) nur nach ~otenzen 
von ea!! und Tj02 fort, da sie nur von Jf' und nicht von w,0 

abhii.ngt. In der Storungsfunktion dagegen werden auch lineare 
Glieder auftreten. Nunmehr laBt sich die oben angedeutete 
Schwîerigkeit analytisch formulieren. 

Es ist zwar fiir das ungestorte System wegen 

d€~ =~o li~ 1 =o, ~!lo = - oHg.l =o 
dt OTJ I~·=O,fj•=O dt oţ l~·=o,,j•=O 

die Kreisbahn eo =O, TJ0 =O eine strenge Losung der Be­
wegungsgleichungen, nicht aher fiir das gestorte, da im allge­
meinen die Storungsfunktion ·auch lineare GHeder in den ea, "1° 
enthalt. 

Diese Betrachtung legt sofort einen Weg zur Losung nahe. 
Gelingt es durch eine geeignete Transformation solche V ~riable 
~. "1 einzufiihren, daB alle linearen Glieder in der Entwick­
lung der HAMILTONschen Funktion herausfallen, so haben wir 
auch fiir das gestorte System in ţ = O, "1 = O eine strenge 
Losung der BewegungRgleichungen. Diese Transformation H.i.Bt 
sich durch .ein Rekursionsverfahren finden, wobei zugleich die 
Integration der iibrigen Bewegungsgleichungen mit geleistet wird. 

V orgeJegt sei also ein mechanisches Problem mit der 
HAMILTON schen Funktion 

(2) H = H0 + A. H1 + A.2 H.J + · · · 
Ho = Hoo(JaO) + Coţos -t-doTJo!l + ... 
Hl = Hl<t(JaO, Wao) +al ;o+ bl "'o+ el ;o'+ dt1fo2 

+ etţo7Jo + ... 
H2 = H!IO (Ja0 , Wa0 )-+- a9 ţ0 + b2 1/ + c2 ţ0 2 + d2 "10 2 

+ e2eo7Jo + ... . 
Dabei sind die H,. 0 , a", bn ... (n = 1, 2 ... ) periodische Funk-
tionen der w a 0 (Periode 1 ). Durch die gesuchte Transformati ou 
soli (2) in die Form 
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(3) H = W0 + 1 W1 + 12 W2 + o o o 
iibergehen, wobei 

(4) W,. = V,. (Ja) + R,. 

ist und die R,. Potenzreihen in den ţ, 1J bedeuten, die erst mit 
quadra.tischen Gliedern beginnen. 

Fiir die Transformationsfunktion machen wir den Ansa.tz 

(5) 

Dabei seien 

(6) 
T = 1 T1 + 1s T 2 + o o o 
A=1A1 +XlA~+ooo 
B=1B1 +111 B'J+ooo 

Potenzreihen in 1, deren Koeffizienten T,., A,., B,. periodische 
Funktionen der w1 ° o o o w,0-" 1 8ind. 

Damit erhălt man a.ls Transforma.tion8formeln fiir die 
ţ0 und 1J0 : 

(7) 

â8 
ţ = â1J = ţ0 - A; ţ0 - 0 ţ + 1A1 + 12 A2 +o o o 

â8 
1Jo = âţo = 1J + 1Bl + 12 B2 +o o o; 1J=t/-B 

und unter ihrer Beriicksichtigung fiir die Ja 0 : 

Es weichen a.lso die neuen Variabeln nur um Glieder von der 
GroBenordnung l von den alten ah, 80 daB man fiir l = O 
in der Ta.t auf die ungestorten Krei8bahnen ţ0 = 1J0 . = O zu­
riickkommt. 

Fiihren wir jetzt . die Transformation a.us und entwickeln 
alle8 nach l, 80 sind in jeder Naherung ger ade drei Funktionen 
T.,, A,., B,. frei, die. so be8timmt werden konnen, daB unsere 
Forder'Q.ngen erfiillt sţnd. So erhălt ma.n durch Vergleichung 
der Koeffizienten von l in (2) und (3): 
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die 
Du:rch N ullsetzen der Faktoren von e und 
Bestimmungsgleichungen fiir A1 und B1 

'\:ToHoo oBl A O 

(10) 
.L.; oJa.OWao-J--2co 1 -j--al= 

a 

- '\:ToHoo o Al_+ 2 d B + h = O . 
.L.J·oJ awo o 1 a a a 

'YJ erhălt ma.n 

Diese Gleichungen sind von demselben Typus, wie s1e 1mmer 
in der Storungstheorie auftreten. Bei ihrer Integration werden 
die A und B in einen nur von den J abhăngigen konstanten 
und einen rein periodischen Teil zerlegt: 

Al =Al + .Âl, Bl = Jjl + Bl. 

Der erstere wird aus den durch Mittelung von (10) entstehen­
den Gleichungen 

(11) A- al -· b 
1=--, B =--1 

2 c0 1 2d0 

bestinunt und der letztere da.nn direkt a.us (10), wie bei 
Gleichung (11) § 41. Aus den von e und 'YJ freien Gliedern· in 
(9) lassen sich wie sonst V1 und T1 als Funktionen der Ja und 
Wa 0 berechnen. 

In genau derselben W eise setzen sich die hoheren Năherungen 
fort. Da. die Formeln bereits bei der zweiten sehr uniibersicht~ 
lich werden, seien sie nicht eigens a.ngeschrieben. Dazu sei noch 
bemerkt, daB in der ersten Năherung keine neuen Terme in der 
Energie W1 auftreten, sondern diese einfach wieder durch 
Mittelung von H.r0 iiber die w1 •• w,_ 1 entsteht, bereits in der 
zweiten jedoch schon eine ganze Reihe neuer GHeder auftreten. 

Das Endergebnis ist eine Darstellung der HAMILTON schen 
Funktion in der Form 

{12) H= V(Ja)-J--c(Ja)ţ2 -j--d(Ja)'YJ2 -J--e(Ja)el1-J--···. 

Es ist die HAMILTON sche Funktion eines Systems, i~ dem a.Ile 
Koordinaten bis auf eine zyklisch sind. Die Bewegung lăBt 
sich in der iiblichen Weise durch Aufloslp'J.g einer HAMJLTON· 
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JAOOBISchen Differentialgleichung fiir einen Freiheitsgrad finden. 
Da~ und 'YJ (wie ~o und n°) mit 1 verschwinden miissen, brauchen 
wir nur die kleinen Bewegungen zu betrachten, nii.mlich die eines 
Systems mit der HAMILTON schen Funktion 

(13) 

Durch eine geeignete .homogene lineare Transformation von ~, fJ 
in neue Variable .=., H erhii.lt sie die Form 

(14) 

Im Falle, daB die quadratische Form (13) definit ist, d. h. 
O. und D in (14) gleiches Zeichen haben, sind die Bewegungen 
in der N achbatllchaft von .=. = H = O oder ~ = 'YJ = O Idei ne 
Schwingungen von .=. und H um diesen Punkt. Die einzige 
mit der Quantenbedingung 

J,=!f .=.dH =o 
vertrii.gliche Bewegung ist die, bei der ~ und fJ null bleiben. 
Die Energie dieses ausgezeichneten Zustandes ist ein Minimum, 
wenn die quadratische Form positiv definit ist; sie ist ein 
Maximum, wenn die Form negativ definit ist. 

Im Falle der indefiniten quadratischen Form (13) gibt e& in 
jeder Nachb~rschf!>ft von ~ = 'YJ =O Bewegungen, bei denen. ţ 
und 'YJ nicht klein bleiben. Die einzigen W erte, die Bewegungs­
gleichungen und Quantenbedingung erfiillen, · sind auch hier 
~ = 'YJ =O; aber·die Bewegung ist labil. 

In jedem Fall hat die gest&te Bewegung ebenfalls den 
Periodizitătsgrad f-1, ihre Energie ist 

(15) W= V(J.). 

Die Beschrii.nkung auf einfache Grenzentartung ist. nicht 
erforderlich. Die Oberlegungen und Rechnungen lassen sich 
fiir beliebig vielfache Grenzentartung durcbfiihren. Fiir die 
Erzeugende 8 hat man den Ausdruck 

• f 
(16) 8 = 2Jwa0 Ja + T + 2)(§11°'Yj11 + B11 ţ11°- Ae'YJe) 

a=l e=•+l 
zu benutzen. Das E.rgebnis der Transformation ist eine Dar­
stellung von Hin der Form: 

(17) H = V(Ja) + .2 Ceu~e~u + .J:deu 'YJe'lu + .J:eeu~e'YJ• + • · ., 
· B o·r n,, Atomme~hanik 1. 21 
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wobei noch Glieder d~itter und hOherer Ordnung in ţtJ,1JI.! zu 
ergănzen sind. Die HAMILTON-JACOBische Gleichung, auf die 
diese Funktion fiihrt, ist zwa.r im allgemeinen fiir endliche 
ţ11 ,1J11 nicht separierbar. Aher wir brauchen nur die Bewegungen 
zu untersuchen, fiir die ţtJ und 1JtJ klein bleiben. Durch eine 
geeignete homogene lineare Transformation lăl3t sich die 
quadrat.ische Form in (1 7) folgendermaBen schreiben: 

(18) H= V(Ja)+~(C11 = 11 2 +DeH112). 
1! 

Jetzt ist H separierbar. Die einzigen Bewegungen, die mit 
den Quantenbedingungen vertrăglich sind, sind die, bei denen 
=e• He und damit ţ41 ,1Je dauemd null bleiben. 

Fiir die Stabilităt gilt das Entsprechende wie bei einem 
Freiheitsgrad. Die ausgezeichnete Bewegung ţe = ?Je = O ist 
dann und nur dann stabil, wenn die quadratische Form in (17) 
definit ist. Die Energie hat ein Minimum, wenn sie positiv 
definit ist. 

Bei grenzentarteter Ausgangsbewegung hat · also die quanten­
tkeoretisch ausgezeichnete geswrte Bewegung den gleichen Periodizitats­
grad s wie die ungestOrte. Ihre Energie ist 

(19) 

§ 47. Phasenbeziehungen fiţr beliebige ~ăherungen. 
Im § 45 muBte die Frage unbeantwortet bleiben, ob bei 

zufăllig entarteter Ausgangsbewegung auch in beliebiger Năherung 
Bewegungen mit dem gleichen Periodizitătsgrad wie jene Aus· 
gangsbewegung quantentheoretisch ausgezeichnet sind. Mit der 
fiir die Grenzentartung entwickelten Methode kann es jetzt ge­
schehen. Dabei wird gleichzeitig die Bedingung des § 45 fiir 
die we 0 auf einem unabhăngigen W ege wiedergefunden. 

Wir sprechen die Aufgabe noch einmal aus: Von dem mecha­
nischen System mit der HAMILTON schen Funktion 

(1) (k= 1··. f) 

sollen diejenigen Bewegungen untersucht werden, die sich an 
die zufăl1ig entarteten Bewegungen des ungestorten Systems 
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anschlieBen, d. h. an solche, fiir die infolge der W ahi der Inte­
grationskonstanten einige Frequenzen verschwinden: 

(2) (e=s+l 0 
.. f)o 

Im ungestorten System erfiillt ·dann die Bahnkurve, da die 
w1/ konstant sind, nur ein Gebiet von s Dimensionen (s < f) o 

Wir nehmen von der gestOrten Bewegung an, daB sie sich 
an eine bestimmte ungestorte Bewegung anschlieBt, bei der 

ist. DaB Je 0 fiir die Ausgangsbewegung ganz bestimmte W erte 
haben muB, folgt aus der Voraussetzung der zufalligen Ent­
artung. Die Je * lassen sich bestimmen, wenn man die Glei­
chungen (2) nach den Jf!0 auflost; sie ergeben sich als Funktionen 
der Ja0 o DaB we0 fiir die Ausgangsbewegung bestimmte diskrete 
W erte haben muB, ist eine Annahme. Es ware auch denkbar, 
daB die gestorte Bewegung sich an jedes Wertsystem we0 eines 
Kontinuums anschlieBen lieBeo Fiir diesen Fali konnen wir 
unsere Dberlegung nicht durchfiihren. 

Setzen wir also voraus, daB nur einzelne bestimmte Aus­
gangsbewegungen moglich sind, so sind Je * und we * als ganz 
besotimmte Funktionen von Ja0 definiert; w1;/ ( Ja) kennen wir 
noch nicht, es wird sich aber im Laufe der Untersuchung er­
geben. Wir fiihren nun nene Variable 

(3) 

ein. 
der 

(4) 

die 

(5) 

•O-JO J*(JO) l;e - e - e " ' 

Das geschieht durch eine kanonische Transformation mit 
Erzeugenden 

" w o J o + '\1 [w o r* + t o (w o - w *)l o ..L.,; a a .,..;_ e (! ~(! [! '! J' 
a i! 

Transformationsgleichungen sind : 

JaO = Jao 
J~O = JJ* + ţ11o 

w o= w o ..l ~( ~J_R*_ w o_ t o 0 '!J_~) 
a a ' ...:::..,; "J o !! ~~ (IJ. Il 

~ O a · ,z • 

21* 
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Dabei werden die neuen J'a0 gleich den urapriinglichen Ja0 , 

wăhrend aich die Wa 0 von den Wa 0 nur um GroBen unterscheiden, 
die in der ungeatorten Bewegung konatant aind; ihren Cha­
rakter ala Winkel- bzw. Wirkungavariable behalten aie. Die ~o 0 

und r;f! 0 gehen mit verachwindender Storung gegen O. ' 
Wir konnen jetzt die HAMILTONache Funktion nach den 

ţa0 , 17a0 entwickeln und erhalten 

(H) 

dabei ist (unter Weglaasung des Striches bei wa0); 

Ho' = Hoo (Jao, Jl!*) + LJcof.!a ~f.!o ~"o+ ... 
eu 

(7) H1' = H10 (w,/, wf.!*,J",0 ,Jf.!*) + _'_' (a1f.!~f.!o + b/ 'fJe0 ) + · · · 
e 

Nach (5) ist: 

(8) 

wăhrend die Auadriicke H 00 , H10 • · • aua den H0 , H1 • • • in (1j 
einfach durch Einaetzen der Jf.!*, 'U!f!* an Stelle der J(!0 , wl!0 

hervorgehen. Damit hat (6) jetzt eine ganz analoge Form wie 
(2) in § 46, und lăBt aich daher nach dem dortigen Verfahren 
in beliebiger Naherung behandeln. 

Nur ein einziger Unterachied iat vorhanden, namlich der, 
daB i~ H 0' die r;!! iiberhaupt nicht auftreten. Machen wir daher 
den Ansatz (16) § 46, ao werden die Bestimmungagleichungen 
fiir die ;<41f.! und B 11! (vgl. (10) § 46): 

cH oB!! . J:. _OQ. - 1- + a 1! + 2 ,~ c ~"A .! = O 
..;;....; oJ" ow"o 1 -;, o 1 

" 

= (). 
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Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt, daB der Mittelwert 
b/! verschwindet. 

Da.s Verfahren liefert schlieBlich die HAMILTONscbe Funk­
tion in der Form 

(9) 

wo die Entwicklung v:on R nach ţ12 , 'YJe mit quadratischen 
Gliedern beginnt. Fiir kleine ;e, 'YJe, und nur diese brauchen 
wir zu betracbten, ist H separierbar und liefert als einzige 
Losung, die die Quantenbedingungen erfiillt,: 

~e = 'YJe= O. 
Die gestărte Bewegung hat also den gleichen Periodizitătsgrad wie 
die ungestorte. Sie ist (im Sinne der gewohnlichen Mechanik) 
dann und nur dann stabil, wenn die quadratische Form der 
ţ12 , 1Je in (9) definit ist. 

Die Bedingung 

(10) b~2 =o 
bedeutet eine Bestimmung der we *. Da nămlich die Mittel-

werte der ~ H!_~ , die rein periodiscb_e Funkţionen ohne konstantes 
uWa 

Glied sind, verschwinden, so folgt nach (8) 

r,·u) oHlo =o 
ow,/ . 

Diese Gleichung bedeutet aher Phasenbeziehungen fiir die w12*. 
Sie ist die Gleichung (13) § 45, da H 10 in der jetzigen Be­
zeichnung mit H2 des § 45 identisch ist. 

Den Fall eines zufăllig entarteten Freiheitsgrades hatten wir 
im § 45. genauer bebandelt; wir wollen noch zeigen, wie er sich 
unserer allgemeinen Stabilitătsbetrachtung einfiigt. Die Gleichung 
(5') § 45 (H2 bedeutet unser H10): 

li.J2Ho(o81)2 H~(o) 
2!--rTJ"Ţ ow,-o + 2 w, = w2 

ist in der ersten Năberung fiir Bewegungen in der Umgebung 
von Losungen der Gleichung 

all2 -o 
owo-

f 
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gleicbbedeutend mit 

1 ()2 H0 ţq d n - -- • -l- · .". = const. 2! OJ/ . ., 

Wenn ~~~ positiv ist, baben wir in der Umgebung der 
f -

stabilen Losung (H2 bat ein Minimum) eine positiv definite, in 
aer Umgebung der labilen Losung (112 bat ein Maximum) eine 

indefinite quadratiscbe Forn1. Wenn ?::__Ho negativ ist, so ist 
. oJ/ 

die Form negativ definit (H2 hat ein Maximum) in der Um-
gebung der stabilen, indefinit (112 bat ein Minimum) in der 
Umgebung der labilen Losung. 

Es sind jetzt nocb die Fiille von Kombinationen verscbie­
dener Entartungen zu besprecben. Da zufallige Entartung und 
Grenzentartung, wie eben gezeigt, in ganz gleicbartiger Weise 
zu bebandeln sind, so storen sie sicb offenbar gegenseitig nicbt. 
Es wird dann nu:r; die Zabl der ţ, 17-Variabeln vermehrt. Aucb 
die allein. noch bleibende Moglichkeit, Kombination von eigent­
licher Entartung mit Grenzentartung, macht im allgemeinen 
keine Schwierigkeiten, Man berechnet zunachst die sakularen 
Bewegungen der eigentlicb entarteten Variabeln und scblagt 
dann das Verfabren des § 46 ein.1) 

Spezialfalle, in denen z. B. bei Mittelung iiber die nicbtent­
arteten Variabeln die Abhangigkeit von den entarteten ganz 
herausfallt (z. B. 111 = 0),. sind natiirlicb jedesmal besonders zu 
untersuchen. 

Wir haben damit das im § 40 gesteckte Ziel erreicht, nam­
lich den Nachweis, daB die stationăren Zustănde in der Haupt­
sache unter den besonders einfachen Typen von Bewegungen zu 
sucben sind, die sich durch relativ bequeme Naberungsverfabren 
rechneriscb bebandeln lassen. 

Wir wollen jetzt mit diesem matbematischen Riistzeug das 
nach dem, W asserstoff einfachste Atom, das des Helium, der 
Recbnung unterwerfen. Wir werden (wie im § 40 gesagt) zeigen, 
qaB die Ergebnisse nicht mit der Erfabrung iibereinstimmen, 

1) Der Fali, daB die grenzentarteten Freiheitsgrade zugleich eigent­
lich entartet sind, ist bei L. NoRDHEIM: Zeitschr. f. Physik, Bd. 17, S. 316, 
19.23 behandelt. 
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sehen aher ii.berdies in der Durchfii.hrung des Beispiels die 
notwendige Vorarbeit fii.r jeden V ersuch, die endgii.ltigen Gesetze 
der Quantenmechanik zu finden. 

§ 48. Der Normalzustand des Heliumatoms. 
Beim Helium sind nach den Betrachtungen des § 32 im 

Normalzustand zwei einquantige Elektronenbahnen anzunehmen. 
Unsere Aufgabe ist, zu untersuchen, wie sie in einem Atom an­
geordnet werden konnen. 

Als ungestorte Bewegung betrachten wir die. der Elektronen 
unter dem Einflu6 des (Z-fach geladenen) Kernes allein. Die 
Winkel- und Wirkungsvariabeln sind fii.r das erste Elektron 
wl' w2 ,' w8 , J1 , J'J, J 8 ; die des zweiten bezeichnen wir durch 
einen Strich. Die Energie der ungestorten Bewegung ist dann 

(1) H0 =-A(/'J+/,~)· 
1 1 

wo 
A= 2n2 e4 mZ2 

ist. Die Storungsfunktion ist die gegenseitige potentielle 
Energie der Elektronen 

(2) 
e2 e2 

l Hl = If = l"(x- x')'J + (y- y')2 + (z- z')'' 

wobei R den Abstand und x, y, z, bzw. x, y', z' die recht~ 
winkligen Kodrdinaten d-er Elektronen in irgendeinem Koordi­
natensystem mit dem Kern als Nullpunkt bedeuten. 

Hierin sind die Entwicklungen der kartesischen Koordi­
naten als Funktionen de:~: Winkelvariabeln (aus (26) § 22 zu 
berechnen) einzufii.hren, womit dann der Ausgangspunkt fiir 
die Storungsrechnung gewonnen ist. Dabei ist jedoch noch ein 
Punkt zu beachten. Bei der ungestorten KE:PLEB-Bewegung 
-(ohne Beriicksichtigung der Massenveranderlichkeit) ist quanten­
theoretisch nurJ1 festgelegt, wahrend J 2 , d. h. die Exzentrizitat 
noch willkiirlich bleibt; bei der · relativistischen KEPLEB-Be­
wegung ist auch J 2 zu quanteln und fiir eine einquantige Bahn 
ist J 2 = J 1 = h .· Wir wollen die relativistische Massenverander­
lichkeit quantitativ nicht beriicksichtigen, aher als AusganiJs-
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bahn fur jedea Elelctron die grenzentartete Kreisbolm J 1 = h, J 2 .= h 
annehmen. 

Das ungestOrte System besteht also aus zwei gleichgroBen 
Kreisbahnen. AuBer der hierin ausgesprochenen doppelten Grenz­
entartung haben wir noch eine doppelte eigentliehe Entartung, 
die darin besteht, d.aB die beiden Ba.hnebenen feststehen, ferner 
eine zufallige Entartung, da die Umlaufsfrequenzen der beiden 
Elektronen gleich sind. 

Die Wechselwirkung der beiden Elektronen lă.llt wegen des 
Satzes vom Drehimpuls eine eigentliche Entartung bestehen 
( die Differenz .der Knotenlii.ngen der beiden Bahnen auf der 
invariablen Ebene bleibt null). Die Knotenlinie jedoch fiihrt 
eine gleichformige Prazession um die Achse des gesamten Dreh­

. impulses aus; soweit wir nur sakulare StOrungen betrachten, bildet 
. diese mit den Drehimpulsvektoren der beiden Elektronenbahqen 
gleiche Winkel. Die Grenzentartung bleibt ( auf Grund der Be­
trachtungen des § 46) auch in der g~storten Bewegung be­
stehen. Das gleiche gilt (§ 4 7) fiir die zUfăllige Erttartung. Die 
gestOrte Bewegung wird sich aher nur an solche ungest:Orte 
Bewegungen anschlieBen, bei denen dic beiden Elektronen ganz 
bestimmte Phasenbeziehung haben. 

In dieser ausgezeich;neten Ştellung hat der Mittelwert der 
wechselseitigerl Energie der Elektronen einen Extremwert. Man 
sieht anschaulich, da.B dies nur dann der Fali. ist, wenn die 
Elektronen in jedem Augenblick moglichst weit voneinander 
entfemt sind, also sich stets in derselben Meridianeberie durch 
die Drehimptdsachse befinden. 

Dieses anschaulich · gewonnene Ergebnis wollen wir jetzt 
rechnerisch ableiten. Dazu miissen wir zunachst die Variabeln 
der ungestorten Bewegung so .wăhlen, daB sie in entartete und 
nicht entartete zerfall~n. Die Grenzentartung 

fordert die Transformation (wir schreiben sie nur fiir das erste 
Elektron hin): 

. J -J. -v---~ =- ~_!sin2nw'2, 
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Im folgenden lassen wir die Striche iiber w1 und J 1 wieder 
weg. 2 :n w1 bedeutet dann den Winkelabstand des Elektrons 
in seiner Bahn vom Knoten; ţ und 'YJ sind in der ungestorten 
Bewegung null. 

Die zufallige Entartung fordert folgende kanonische Trans­
formation: 

w1 = IU1 + tul'• J1 1 (e< + C< ') 

(3) 
= 2 -'51 -'51 o ' 

w/ = tu1 - tu1', J'- 1 (e< - C< ') 1 - 2 -'51 -'51 ' 

oder nach den neuen Variabeln aufgelost: 

(3') 
ltl1 = Hwl + w1')• ~1 =J1 +J11

' 

' 1 ( ') ~11 = J1- J11
' ltl1 = 2 w1 - w1 • 

Die geometrische Bedeutung von w8 , w8', J8 und J 8' hangt 
von der Lage des Koordinatensystems ab. Wenn wir die (x, y)­
und (x', y')-Ebene in die invariable Ebene des Systems legen 
(Elimination der Knoten), so ist J 8 + J8' der Gesamtdrehimpuls 
und w8 - w8' = ~. Da die Energie der gestorten Bewegung nur 
von der Kombination J 8 · + J8' abhangen kann, setzen wir 

(4) 

Wa =lUa+ tus'• 

w8' = tu3 - tu8', 

J, = j(3a + ~s'), 
Ja' = H3s-- 3a'), 

soda.B also tua' = i wird. 
Zur Berechnung der Pha­

senbeziehung in de~ Ausgangs­
bewegung haben wir die StO­
rungsfunktion (2) durch die 
Varia bel~. tu1, tu1', lUa, 31, 31', 

~3 auszudriicken. Eine ein­
fache geometrische Betrach­
tung liefert zunii.chst·(Abb. 39): 

Abb. 39. 

(5) 
x = x0 cos 2 :n w8--- '!lo sin 2 :n Wa cosi 
y = x0 sin 2:nw8 + y0 cos 2:nw!Jeosi 
z = y0 sini.; 

.V 

wo x0 und '!/o die rechtwinkligen Koordinaten des Elektrons in 
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seiner Bahn ( die Knotenlinie ist x0 - Achse) sind und i die­
Neigung der Bahnebene gegen die (xy)-:Ebene bedeutet; es ist 

(6) . J8 ' 
COS~=-=p=p. 

Jl 
Fiir x0 , y0 haben wir 

(7) 

Die 

(8) 

WO 

x0 = a cos 2 n w1 

y0 =a sin 2nw1 , 

J2 
a= 1 

4n11 e'mZ 

Storutţgsfunktion wird jetzt: 
2 

).H = e 
1 a Y;=2=( l=:::::::.k;::2) 

k2 = 1
11 (xx' + yy' + zz') 

a -

(9) = - cos 2 n (1V1 + IV1') cos 2 n (1V1 - IV1') 

+ sin 2 n (1V1 + to1') sin 2n (1V1 - to1 ') (1 - 2 p') 

= - (1- p2) cos 4n IV1 - p2 cos 4n IV/ 

ist. to8 tritt nicht auf, ee ist zyklische Variable, und ,33 ,. der 
gesamte Drehimpuls, ist konstant. 

Wir haben jetzt -die Storungsfunktion iiber die ungestorte 
Bewegung zu mitteln: 

(10) 

1 

;.ii = __!_ f diVl 
1 af2 ll- k2 

o 

und den kon,stanten Wert, den IV/ bei der ungestorten Bewegung 
hat, au.s 

!.~ =0 
oiV1' 

zu 8estimmen. Diese Gleichung lautet hier 
1 

f~IV1 
8 p2 ·sin4niV1' =O 

1- k2 

o 
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und ist nur erfullt, wenn p = O ist oder tu1' = ?! ( w1 - w1') einen 
der W erte O oder 1 hat · <i ist beziiglich der Lage wieder mit 
O gleichbedeutend). p =O wiirde J 3 =O nach sich ziehen; die 
.beiden Elektronen wiirden denselben Kreis 
entgegengesetzt durchlaufen, und diesen ~ 
Fall ~iissen wir ausschlie.Ben. Im Falle 
tu/ = ~ wiirden die Elektroneu jedesmal in 
der Knotenlinie · zusammenstoBen. Es bleibt 
also nur der Fall iibrig, da.B beide Elek­
tronen gleichzeitig durch ihren aufsteigen­
den Knoten gehen, tu/= O. Dann liegen 
sie aber in jedem Augenblick in der gleichen 
Meridianebene durch die Drehimpulsachse. 

Wir fiigen jetzt die Quantenbedingungen 
hinzu. In der gestorten Bewegung bleibt 
31' =O; 31 ist gleich 2 h zu setzen, und . Abb. 40. 
fiir 33 haben wir die Werte 2 h, h oder O; 
entsprechend wird p gleich 1, ?! oder O. p =O is~, wie oben 
schon gesagt, auszuschlie.Ben; p = 1 gibt ein ebenes Modell des 
Heliumatoms; p = i gibt ein răumliches Modell, bei dem die 
Normalen der Elektronenbahnen den Winkel 120° miteinander 
bilden (Abb. 40 ist so gezeichnet). 

Das ebene Modell ist das zuerst von BoHR · vorgeschlagene 
He-Modell 1). Die beiden Elektronen liegen auf den Endpunkten 
eines Durchmessers der Bahn. Die Aufgabe reduziert sich auf 
ein Einkorperproblem; jedes Elektron bewegt sich in einem 
Kraftfeld mit dem Potential 

e' Z e' _ e'J ( Z - l) 
-r-- 4r ----r--. 

Es fiihrt eine KEPLER·Bewegung aus mit der Energie 

- Rh(Z- ~)'J; 

die Energie des ganzen Atoms wird also: 

(11) W=-2Rh(Z-!J2. 
Im Falle des Helium (Z = 2) ist insbesondere 

(12) W=- ~8~Rh. 

1) N. Bo~Pt, Phil. Mag. Bd. 26, S. 476. 1913; deutsch in N. BoHR, 
Abhandlungen iiber Atombau. Braunschweig 1921. S. 37. 
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Daraus kann man die Ablosungsarbeit des ersten Elektrons 
bestimmen. Na.ch dessen Ablosung muB nămlich das Atom in 
den Normalzustand des ionisierten Heliums mit der Energie 

W=- 4Rh 
iibergehen. Die E:nergiedifferenz 

(13) Wron. = ~:, R k 
gibt die Ablosungsarbeit des ersten Elektrons oder die Ionisa­
.tionsenergie des neutralen Heliumatoms. 

Rechnet man auf die Ionisierungsspannung um, so hat man 
fiir die Energie R k des Wasserstoffatoms die Spannung 13,53 V olt 
einzusetzen; daraus folgt 

VIon. = 28,7 5 V olt. 
Dieser W ert wird durch die Erfahrung nicht bestatigt, vţelmehr 

liefern die ElektronenstoBversuche den W ert 

(14) Vron. = 24,6 Volt. 1 ) 

Die hier gefundene Bewegung erfiillt zwar die Bew~gungs­
gleichungen und die Quantenbedingungen; sie ist aher nicht 
der Grenzfall einer Libration, also nicht stabil. Entsprechend 
den Vberlegungen des § 45 fiir einen zufăllig entarteten Frei­
heitsgrad ist die Bewegung mit Phasenbeziehung nur dann 
stabil, wenn 

wl - iil (tvl ') 
ollHo 
a~711: 

im Fali der Phasenbeziehung ein Maximum bat. H1 hat offen­
bar ein Minimum, der Zăhler also ein Maximum, der N enner 
jedoch ist (wie wir schon im § 45 zeigten) negativ. 

Diese letzte Schwierigkeit allein wiirde nocli nicht ent­
scheidend gegen unser Modell spreohen, da man ja nicht weiB, 
ob die g~wohnlichen Stabilitătsbedingungen in der Quanten­
theorie gel ten. Gegen das Mod eli spricht aher der U nterschied 
der berechneten Ionisierungsspannung und der beobachteten. 

Das raumliche Mode}}, ist ebenfalls von BoHR vorgeschlagen 
und v-on KRAMERS ausfiihrlich untersucht worden 2 ). Wir wollen 

1) J. FRANCK, Zeitschr. f. Physik, Bd. 11, S. 155. 1922. 
2) H. A. KRAMERS; Zeitschr. f. Physik, Bd. 13, S. 312. 1923. 
Ferner H. VAN VLECK1 Physical. Rev., Bd. 21, S. 372, 1923. 
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hier nur die erste Naherung der Energie berechnen. Die Energie 
der ungestorten Bewegung ist 

W0 =- 2Z2 Rh, 

wo R die RYDBERG-Frequenz ist. Die erste Naherung der 
Storungsenergie wird nach (10} 

1 

W = lii =ee _1_f dwl 
1 1 a l'2 f(1+p2)+(1-p2)cos4nro1 

o 
oder 

2;r 

W = -- -~--~ ----~--- --- =-- K e2 1 f d'lţ' e~ 1 
1 a 4n Y1- sin2 isin2 ·1p a n ' 

o 

wo K das vollstandige elliptische Integral erster Gattung 

:-r:/2 

K = f fl- s~~isin2 '1fJ 
o 

bedeutet. In unserem Falle ist i = ~ und K = 2,157 1). Es 
folgt 

e2 
W1 = 0,687 ·- = 1,373 RhZ, 

a 

also fiir die gesamte Energie in dieser Naherung: 

und fiir Z = 2 
(15) 

W =- Rh(2 Z 2 -1,373 Z) 

W =- 5,254Rh. 

Wir konnen nicht verlangen, dall diese erste Năherung sehr 
genau ist, da die stOrende Kraft gelegentlich den ha.lben Wert 
der vom Kern ausgehenden Kraft erreicht. KRAMERS bat die 
Rechnung genauer durchgefiihrt und findet 

(16) W =- 5,525Rh. 

Dies entspricht einer Ablosearbeit von 1,525 R h und einer 
Ionisierungsspannung von 20,63 Voit. Sie ist fast 4 V olt zu :Klein. 

1) JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, S. 57. Leipzig u. Berlin 1909. 
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Auch die Bewegung dieses Modells ist labil, was sich ebenso 
zeigen lă.Bt wie beim ebenen Modell. 

Die systematische Anwendung der Storungsrechnung fiihrt 
also nicht auf ein befriedigerides Modell des normalen Helium­
atoms. Man konnte denken, da.B das Versagen unserer Me­
thoden davon herriihrt, da.B es sich hier um den Normalzustand 
handelt, wo mehrere Elektronen in gleichwertigen Bahnen laufen, 
und man konnte hoffen, da.B fiir die angeregten Zustănde, wo 
die gro.Ben Ziige der Spektren durch die Quantentheorie in ihrer 
hier gebrauchten Fassung wiedergegeben werden, ein besseres 
Ergebnis zu erreichen wăre. Wir wollen jetzt zeigen, da.B auch 
diese Hoffnung zuschanden wird. 

§ 49. Das angeregte Heliumatom. 
Ehe wir daran gehen, angeregte Zustănde des Heliumatoms 

zu berechnen, sei einiges iiber das beobachtete Heliumspektrum 
gesagt. Das Termsystem besteht aus zwei Teilsystemen, die 
nicht miteinander kombinieren. Beide· sind ziemlich wasser­
stoffăhnlich; das eine ~ das das sogenannte Parhelium-Spektrum 
liefez:t - besteht aus Einfachtermen; ihm gehort der Normal­
zustarid an. Das andere Teilsystem - das das Orthohelium­
Spektrum erzeugt - .besteht (abgesehen von den einfachen 
s-Termen) aus sehr engen Dubletts. Der tiefste Orthohelium­
term ist (nach Ausweis seiner effektiven Quantenzahl) ein 
21-Term. Da der entsprechende Zustand nicht durch Aus­
strahlung in den Normalzustand iibergehen kann, hat er be­
sonders gro.Be Lebensdauer, man nennt ihn nach FBANCK 

metastabil. Durch Elektrone~toB ist es gelungen, den Normal­
zustand in diesen metastabilen Zustand iiberzufiihren 1). 

Wir wollen jetzt die hochangeregten Bahnen des Heliumatoms 
auf Grund der Storungstheorie berechnen, also die Bahnen, · ·die 

1) J. FBANOK und F. REIOHE, Zeitschr. f. Physik, Bd. 1, S. 154, 1920. 
Das Spektrum des Li+ zeigt nach Messungen von H. ScHULEB Natur­

wissenschaften Bd. 12, S. S79, 1924 ebenfalls die- beiden entsprechenden 
Termsysteme. Ferner hat M. MoBAND (Comptes Rendus, Seance du 20 juin 
1924) ein neues Spektrum des neutralen Li gefunden, das er dem mata­
stabilen Zustand des Rumpfes Li+ (entsprechend dem tiefsten Niveau des 
Orthohelium) zr.ordnet. 
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entstehen, wenn an ein Heliumion sich ein weiteres Elektron auf 
einer ăuBeren Bahn a'nlagert. Die Bahn des ersten Elektrons 
nehmen wir im Ion als KreisbRhn an. Wir betrachten also im 
folgenden diejenigen Bahntypen, bei denen die ungestorte Bewe­
gung des inneren Elekt.rons auf einem einquantigen Kreis erfolgt. 

Als "Parameter" der Storungsrechnung kann man bei diesem 
Problem zweckmăBig den reziproken Radius des ăuBeren Elek­
trons oder eine mit ihm zusammenhăngende GroBe benutzen, 
denn, je weiter auf3en sich das "ăuBere" Elektron be­
findet, um so mehr muB die Bewegung des inneren Elektrons 
der "ungestorten" Bewegung ăhnlich sein. Die relativistische 
Massenverănderlichkeit wollen wir mit beriicksichtigen. 

Wenn wir die Polarkoordinaten des ăuBeren Elektrons mit 
r, {}, q;, die des inneren mit r', {)!, >({J1 und die konjugierten Im· 
pulse mit Pr · · · Pr:p' bezeichnen, so lautet die HAMILTONsche 
Funktion des Dreikorperproblems vom Heliumtypus: 

(1) H=-~( 2 +_17;)+ p~ ) + ~( '· + p;)· + p~.- ) 
' 2m Pr r2 r2 sin2 {} 2m Pr r' 2 r' 2 sin2 1't' 

e2 Z e2 Z 
--;:-------:;;-

e2 

+ ~ r2 + r' 2 - 2 rr' [cos{} cos {}' + sin·{} sin{}' cos (J? - tp')] 

+ relativistische Glieder. 

Diese Funktion zerlegen wir in H0 und H1 , indem wir 
unter H 0 die HAMILTONsche Funktion der (nichtrelativistisc:P,en) 
KEPLER-Bewegurtg des inneren Elektrons verstehen und den 
ganzen Rest in H1 zusammenfassen. 

Nach Berechnung der ungestOrten Bewegung des inneren 
Elektrons finden wir die săkularen Bewegungen der noch iib­
rigen Variabeln, indem wir den Mittelwert von H1 iiber die 
ungestorte Bewegung des inneren Elektrons als neue HAMIL­
TONsche Funktion betrachten. Die Integration der entsprechen­
den HAMILTON·JACOBischen Gleichung soli wieder nach den 
Methoden der Storungstheorie erfolgen. 

Wir · konnen dabei durch Benutzung des Satzes vom Dreh­
impuls die Freiheitsgrade der Aufgabe verringern (Elimination 
der Knoten). 
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Legt man die Polarachse in die Richtung des Gesamtdreh-
a-

impulses P = <0s, so ist der Winkelabstand der Knotenlinie 
2:n: 

von einer festen Geraden in der invariablen Ebene zyklische 
V ariable und zu P konjugiert. Als weitere Koordinaten be­
nutzen wir den Radiusvektor r des ăuBţlren Elektrons und den 
konjugierten Impuls p,., sowie den Winkelabstand tp des auBeren 
Elektrons vom Knoten und den konjugierten Impuls -v p: + . - J'J. p,"- ~ PtJ-·-2 ' 

Sin v :n: 

schlieBlich brauchen wir noch die Variabeln w1', w./, J;, J ./ 
des inneren Elektrons, von denen (wie friiher) w1' ,_J1' der 
Hauptquantenzahl, w2', J 2' der Nebenquantenzahl entsprechen 
sollen. 

Da die Ausgangsbewegung des inneren Elektrons grenz­
entartet ist, ist es zweckmaBig, die Vaiiabeln w1', w."', J /, J; 
durch neue Variable zu ersetzen. Dazu fiihren wir die kanonische 
Transformation 

aus, und lassen dan~ die Striche wieder weg. 
In diesen neuen Variabeln werden wir jetzt den Mittelwert 

von H1 iiber w1' ausrechnen. Gleichzeitig entwickeln wir H1 

nach Kugelfunktionen, d. h. nach Potenzen von ..!._ und nach 
r 

Potenzen von ~ und 1J. • Wir brechen hinter dem Gliede mit 

· : ah; es zeigt sich da bei, daB dieser Naherung eine Beriick-,-u 
sichtigung der in ~ und 1J linearen GHeder entspricht. 

Es wird also jetzt 
Rh8 Z2 

(3) w = - ----·-
0 Jl''J 

und 
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\1 2 " , A ~ aH + A e aH· 
--r 1 r2 2 rs 

+ relativistische Glieder, 

wo aH den W asserstoffradius bedeuten soli. 
Die Auerechnung ergibt fiir A1 und A2 : 

337 

3 J 1 ---{ ~ 2- J 2- J '2) 

A1 = - 2 z -h~ r 2 nJ1' 17 cos lJI- ~sin 1J' _...L_if J:J} 1 -~ 

(5) 1 J''{ [ (~2-Jil-J'Il)llll 
;Jt=4Z'Jh' 1-3sin11'lJI1--·s zJ:J/ t _,f' 

Dabei haben wir die Glieder, die in ţ und 'fJ von hOherem 
als erstem Grade sind, weggelassen. 

Die partielle Differentialgleichung H1 = const ist nicht 
separierbar. Da sie aher in Glieder verschiedener GroBenord­
nung zerfăllt, konnen wir sie storungstheoretisch behandeln. 
Wir setzen 

(6) Hl = S)o + S)l + ~~~ • 
wo 

"' =-1 ( 2 1 p:) _ e'(Z =_1) 
'l.'O 2 m Pr T r~ r 

(7) 
e2 aH 

~1 =Al-7 

ist. Man kann sich leicht· iiberzeugcn, daB fiir alle in Betra.cht 
kommenden Fiille die relativistischen GHeder klein gegen ~~~ 

sind., so daB also unsere Entwicklung gerechtfertigt ist. 
In H1 haben wir jetzt die Winkel: und Wirkungsva.riabeln 

w1 , w11 , J 1 , J2 der durch ~o bezeichneten ungestorten KEPLEB­

bewegung des auBeren Elektrons einzufiihren. Wir wollen je­
doch w1 durch die wahre Anomalie rp1 ersetzen, die mit w1 

durch die Gleichung 

(8) d(2-nw) = J,}- dcpl __ - , 
1 J1 3 ( 1 - e cos.rp1 )2 

Born. Atommeehanlk 1. 
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Hierin bedeutet a die SOMMERFELD sche Feinstrukturkonstante 

a= 2: 0e
1 (vgl. § 33); die mit a2 proportionalen Glieder enthalten 

die Relativitii.tskorrektion fiir das innere und ii.uBere Elektron. 
Zur Losung unserer · Aufgabe haben wir das im § 46 be­

handelte Verfahren anzuwendim. 
Wir suchen also eine Funktion 

(10) 

die solche Variabeln tu1 , 31 , .=., H einfiihrt, daB H 1 voh .=. und 
H nicht linear und von tu1 iiberhaupt nicht mehr abhăngt. 
Die Glieder T1 ,T'J ... ; ~,A3 ... ; B'l,B3 in (10) sind weg­
gelassen, da wir" sie in dieser Nii.herung nicht brauchen. Die 
durch (10) erzeugte Transformation ist: 

(11) 

Jt = ~~ + ţ â B!. - H â ~~ 
âw1 âw1 

r:âB1 H oA1 
ltJ1 = w1 + ~ " ~ - "~ 

() .Vt (} ~h 

1J=H+B1 

.::,=ţ-At. 
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Da.3 wir die Funktion T1 nicht brauchen, beruht darauf, daB 
~1 kein von ţ und 17 freies Glied hat. 

Setzen wir zur Abkiirzung 

~t = at ţ - bt 1) ' 

so liefert das Verfabren folgende Gleichungen: 

(121 :9o = iffio, 

(13) 6:9o( _i:Al, l:âBl)--1- '1 b- an O "' "' - 1J -~ - 1 ~ -, - , al /; 1 1 IJ = =t = • 
u ~1 cw1 o w1 

o ~o A c B • , A , b B 1 - ..-q 
;..~- t ;- - 1 al 1 T 1 1 T ~~ = ~., · 
O ~h u U\ • -

(H) 

Dabei haben wir in (14) die Glieder mit ~ und 1) weggelassen. 
Aus (13) folgt 

t15) ;:~o cAt= b. c~o_â_!J_l =-a 
o ~1 o w1 1 ' o 31 o w1 1 

und daraus und aus (14) durch Mittelbildung iiber w1 fiir 
ţ=1J=0 

116) -b1 B1 +~2 =~2 • 

Wir brauchen also A1 gltr nicht auszurechnen. Die Mittelwerte 
lassen sich leicht mit Hilfe von (8\ (vgl. § 22) berechnen. Wir 
erhalten aus (9) und (15): 

2 Rh4 (Z- q ~Bt_ 

~1 3 (i U'1 

und schlie.3lich: 
22* 
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__ Rh' (Z·- 1)' {9h~ 3s'- J9~- h' 
~,- 4Z9 "' 8 J.' 2 J. h 

'\}1 2 Il 

(Z- 1)hs [ _ (3s~- J,'- h,ll)']} 
(19) + J. 3 1 3 2 J. .", 

~ t 

_ a,Rh [z4 + (Z- ~)'"'~(4 31 _a)]. 
4 31 J2 

Wir sehen, daB bei dcr Mittelbildung iiber w..~ in~' und iB, 
die Abhii.ngigkeit von w, von selbst ver8chwunden ist: w, ist 
in die8er Nii.herung zyklisch und J2 bleibt Wirkungsvariable. 

Die Quantenbedingungen sind also: 

31 =nh, J,=32 =kh, 38 =jh. 

Die relativi8tisohe.n GHeder 8ind praktisch belanglo8 (wir 
haben sie nur mitgefiihrt, um zu zeigen, daB ihre Beriiok­
sichtigung keine Sohwierigkeiten bietet). Lassen wir sie weg, 
80 lii.Bt sioh die EQergie wl = Hl in einer RYDBBRG8chen 
Serienformel zusammenfas8en. Man erhii.lt 

(20) 
Rh(Z-1)2 w = --·----· ... 

1 (n + lJ)' , 
wo 

ist. Setzt man hierin j = k + p und entwiokelt nach Potenzeu 

1 h"l von k , 80 er w.t man 

(22) 9 ( 1 - p') z - 1 " 
lJ=sz'k' -p+----2/C- +szsk-s(Bp·- 1)· 

Die_ Gesamtenergie des .angeregten Heliumatom8 wird: 

(23) W=-Rhz2_Rh(Z-1)2 
(n + lJ)?. 

mit Z = 2. Damit haben wir die uns gestelÎte Aufgabe gelQ&t 1). 

Die Formei (20) miiBte das Spektrum des Helium wieder-

1) Die allgemeine Losung dieses Problema, ohne Besohrănkung auf 
Kreisbahnen fiir das innere Elektron, ist durchgefiihrt bei M. Born u. 
W. HEISENBERG, Zeitsohr. f. Pbysik Bd. 16, S. 229, 19~3. 
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geben. Da. p die W erte 1, O, - 1 ha.ben ka.nn, miiBte es drei 
Seriensysteme geben. Ihre RYDBERG-Korrektionen wi:i.ren(fiirZ = 2 ): 

p=l: ~=--.!._(9-!) . 32lc' le • 

(24} 
7 

p = o: 1 ~ = 64 k3 ' 

p= -1: ~ . 321k .. (9+~). 
Die folgende Tabelle gibt die Werte von ~ fiir k = 2, 3, 4 

a.n und darunter die empirischen. ~-W ert~. 

k=2 k=S k=4t 

{"~ 1 
-0,063 -0,029 -0,017 

theoretisch p = O +0,014 +0,004 +0,002 
p=-1 +0,078 +0,034 +0,019 

. . h { Orthohelium -0,069 -0,003 -0,001 
empll'IBC 

+0,011 -0,002 
1 

-0,001 Parhelium 

Der Vergleich zeigt.deutlich, daB die tkeoretiscken Werte nickt 
mit den empiriscken iibereinstimmen. 

Wir kommen zu- dem SohluB: Die konsequente Anwendung 
der im zweiten Kapitel aufgestellten ·Prinzipien der Quantentkeorie, 
nămlioh die Berechnung der Bewegung nach den Gesetzen der 
kla.ssischen Mecha.nik und die Auswahl der sta.tionăren Zustănde 
a.us diesen durch Bestimmung der Wirkungsvaria.beln als ganz­
zahlige Vielfache der PLANCKschen Konstanten, 'fiikrt nur in den 
Fiillen zur Obereinstimmung mit der Erfakrung, wo ea Bick um die 
Bewegung eines einzigert Elektrons handelt; Bie versagt bereits bei 
der Bekandlung der Bewegung der beiden Elektronen im Heliumatom. 

Dies ist nicht verwunderlich. Denn im Grunde sind die 
benutzten Prinzipien keineswegs in sich konsequent. Wahrend 
bei der Beschreibung der Wechselwirkting des Atoms mit der 
Stra.hlung in der BoHRschen Frequenzbedingung an die Stelle 
des klassischen Differentia.lgesetzes ein Differenzengesetz tritt, 
wird bei der Wechselwirkung mehrerer Elektro~en bisher noch mit 
den kla.ssischen 'Qifferentia.lgesetzen operiert. Die systema.tische 
Verwa.ndlung der .klassischen Meehanik in eine diskontinuierliche 
Atommecha.nik ist da.s Ziel, dem die Qua.ntentheorie zustrebt. 



Anhang. 
1. Zwei zahlentheoretische Sătze. 

a) Satz. Wenn .Â. eine irrationalzahJ ist, lrJssen Bick zwei 
ganze Zu\len -r und -r' so wălUen, da{J (-r + -r' .l) beliebig klein wird. 

Beweis. Auf der Einheitsstrecke OE denken wir uns von 
O aus die Strecken OP1 , OP9 ••• mit den Lii.ngen Â.- [l], 
2 .Â. -:- [ 2 .Â.] • • • abgetra.gen ( [ x] bedeutet da.bei die groBte ganze 
Za.hl, die x nicht iibertrifft). Aus der Irrationalitat von .Â. folgt, 
dal3 keine der Punkte 0., P 1 , P2 • • • zusamii\enfallen. Da sie 
ferner alle auf der Einheitsstrecke liegen, .miissen sie einen 
Haufungspunkt P ha.ben. In seiner Umgebung gibt es Punkte Pa 
und P a+T-; unserer Folge, deren Abstand kleiner als eine vor­
gegebene GroBe d ist. Dieser Abstand bat aher den Wert 

a.Â.- [al]- (a+ -r').l +[(a+ 'l').l], 
und ist um -r' .Â. kleiner als eine ganze Zahl. Setzen wir die 
ganze Zahl gleich - -r, so wird 

1-r+-r'.ll<d. 

b) Die Bahnkurve im Raume der Winkel variabeln w ist 
eine Gerade. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen 
wir den Ntillpunkt in einen Punkt der Bahnkurve legen; man 
sieht dann, daB . die Richtungscosinus der Bahngeraden den 
Frequenzen :v1 , :v2 • • • "t proportional sind. Wir behaupten den 

Satz: Wenn keine Entarttţng vorliegt, so kann man zu einem 
betiebig vorgegebenen Punkte Btets einen ăquivalenten Pwnkt angeben, 
dem die Bahnlcurve beliebig nahe kommt. 

Beschranken wir die Bahnkurv!'l· auf den Einheitskubtis, in 
dem wir jeden ihrer Punkte durch den ăquiva.lenten Punkt des 
Einheitskubus ersetzen, so konnen wir den Sa.tz in folgender Form 
aussprecben: 
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Sa tz: Die Baknkurve kommt jedem Punkte des Einheitskubus 
beliebig nake. 

Er entspricht dem zahlentheoretischen Satz: 
W enn n irrationale Zahlen a1 · · · a,. und eine beliebige Za.h1 b 

gegeben sind, so lassen sich stets n ganze Zahlen T1 • • • T,. angeben, 
so daB 

•(Ta) = T1 a1 + · · · + t,.a,. 

beJiebig wenig von b a.bweicht. 
Wir beweisen den Sa.tz von der Bahnkurve folgendermaBen 1 ): 

O sei der Nullpunkt; OE1 , 

O E2 • • • O Ef die Einheitsstrecken des 
(w1 , w2 • • • w,)- Koordinatensystems. ~ 
Die DurchstoBungspunkte der auf den 
Einheitskubus beschrănkten Bahn­
kurve mit den an O Ei, O E'l. · · · O Ef 
anschlieBenden (f- 1) · dimensiona­
l an Begrenzungsstiicken des Einheits­
kubus seien P0 , P 1 , P2 • • •• Es seien 
P0 und O identisch. -pa die Rich-
tungscosinus inkommensurabel sind, Abb. 41. 
fallen keine dieser Punkte zusammen; 
sie ha.ben mindesten's einen Hăufungspunkt in je einem der zu 
den Einheitsstrecken O E1 • • · orthogona.len Teilen der Begrenzung. 
In jedem dieser (f - 1) · dimensionalen Flăchenstiicke Iiegen a.lso 
unendlich vi ele Vektoren . P m P m+n, deren Betrag kleiner als 
eine vorgegebene Za.hl ~ ist. 

Wir wollen uns kla.r werden iiber die Verteilung der Durch­
stoBungspunkţe auf der Grenzflăc~e. Dazu betrachten wir irgend­
einen von den zu den Strecken O E1 • · · orthogonalen Teilen, 
etwa den zu OEf gehorigen. P" sei der erste der Durch­
stoBungspunkte unserer Folge P 1 , P2 • ·., der in dieses Begren­
zungsstiick hineinfăllt (a ist eine endliche Zahl, da sonst Ent­
artung vorliegen wiirde). Die im Begrenzungsstiick liegenden 
Vektoren Pm-pm+n tragen wir von P11 aus ah und kommen 
damit zu neuen Punkten unserer Folge: Q1 , Q2 • • •• 

1) Im Anschlu.B an den Beweis des genannten zah!entheoretischen 
Satzes bei F. LEITENli'IEYER: Proc. of the LondQn Ma.th. Soc. (2), Bd. 21, 
S. 806. 1923. 
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Wir zeigen zunăchst, daJl diese nicbt a.lle in einem durch 
Pa gehenden linearen (f- 2}-dimensionalon Raume Iiegen. Den 
Beweis fiihren wir indirekt, d. h. nehmen einmal an, es sei 
dies der Fali. 

Der Punkt Pa besitzt die Koordinaten 

w,. = v,. - ['V"] (k = 1 ... f- 1) 
", ", 

in dem betrachteten (f- 1) -dimensiqp.a.len Begrenzungsstiick. 
Fiir f- 1 andere Punkte Pz1 , Pz. · · · Pz der Q-Folge gilt dann: 

f-1 

xf-1 "1 -·[x,_t"t] ... xf-1'Vf-1- [xr-1 "f-1] 1 \ 
", 'VI 'VI "1 

oder naoh einer einfachen Umformung: 

'V(-]:_ - 1 "f-1 

", L ", 
1 

x1 -1 i =O . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,. 

[xl-1 ~.] -xr.-t["1J ··· [~t-L~=~]--xr-1["'"'" 1 ] ~1-1-1! 
. ", ", 'VI v, ' 

Da keine ganzzahlige B~iehung 

't ~- + 't 31_ + ... + 'l(-1 'Vf-1 + T = 0 
1v s" v f 

1 1 f 
besteben darf, auBer wenn alle T null sind, muB der Koeffi-



I. Zwei zahlentheoretische Sitze. 345 

Wenn wir da.rin die erste Zeile durch :t1 - 1 dividieren und 
.zur Grenze :~:1 - oo iibergehen, 80 wird: 

:; _ [:;l·. v:~ 1 _ [":~1] 1 

[ "r-t] ["t-1] :z:--·-:1:--
~ V ~ V 

f f 

'[ ] [ ] [ ] [ ] "' "t · vf-1 "t-1 ·x -....,...x -···X ---x --f-1 (-1 (-1 (-1 . v, , "t "t "r 
Hierin muB der Koeffizient von "t verschwinden. Wenn 

", 
wir in ibm die er8te Zeile durch xt - 1 dividieren und x11 

gegen oo gehen l&BBen, 8ieht ma.n, da.B 

"t-J ["'-1] -----
1't ", 

1 

1. 

=0 

sein mu.B. Wir setzen dies Verfahren fort bis zur Beziehung: 

"r-1 _ ["r-1 
"r "r 

·1 (:~:,_1 v:~1]- xf-1 [v:~1] 

1 
! 

i=O. x,_ 1 - 1 i 

" Diese a.ber wide;rspricht der lrrationa.litit von ..E!... . 
", 

Wenn die Punkte der Q-Folge nicht alle in einem durch 
Pa gehenden linearen (f- 2)- dimensiona.Ien Raume liegen, 80 
konnen wir f- 1 der Vektoren Pa Q". herau8greifen, die ein 
(f- 1)-dimensiona.les (f- 1)-K~t bilden. Wenn wir an den 
Endpunkt jedes dieser Vektoren wieder alle f- 1 Vektoren 
ansetzen und in dieser Weise fortfa.hren, konnen wir"das ganze, 
zu O Ef orthogonale, (f- 1)- dimensionala BegrenzungBBtiick 
des Einheitswiirfels mit einem Netz von Zellen iiberziehen, 
deren Kanten kleiner als ~ sind. Das gleiche gilt natiirlich 
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fiir die zu den and~ren O E, orthogonalen Teile der Begrenzung. 
Damit ist aher g~:~zeigt, da.ll die Durchsto.llungspunkte der Bahn;­
kurve die Grenzfliiche "liickenlos" fiillen, die Bahngerade also 
jedem Punkt des Einheitskubus beliebig nahekommt. 

II. Elementare und komplexe Integration. 

Bei unseren Probl~men trete~ hăufig Integrale van der Form 

J R(x, l'- Ax11 + 2Bx- O)dx 

auf, in denen R eine rationale Funktion der angegebenen 
Argumente bedeutet. Mit dem bestimmten, iiber eine Libration 
von ·X erstreckten Integral haben wir es zu tun bei der Be­
rechnung der Energie aJs Funktion der J, mit dem unbestimmten 
z. B. bei der Berechnung der Winkelva.riab~ln. 

Die unbestimmte Integration · lă.Bt sich elementar ausfiihren: 
Bezeichnen wir d~e Nullstellen des Radikanden mit e1 und 
e2 ( e1 > e2 ), so gibt die Substitution 

e1 +e2 +e1 -e11 • 
X=--2- 2 SlDtp, 

e -e 
dx = _!_2 11 costp dtp 

dem Radikanden die Form (bis auf den FaktOr A) 

( et -; es r(l -sin Il tp). 

Das Integral wird damit zu 

1 fR( et+ell el-es. et-es ) et-8s = ---2- + ---2-smtp, --2-costp --2-costpdtp, 

dem Integral einer ra.tionalen Funktion von sin tp und cos tp, 

das sich in ·allen Făllen durch die Sqbstitution u = tg:, und 

wenn der Inţegrand eine gerade Funktion seiner Argumente ist, 
auch durch u = tg tp in das Integral einer ratinna.len F~nktion 
von u iiberfiihren lă.llt. 

Wir geben dazu folgende Beispiele: 

1. . J fa11 -·xs dx. 

Die Substitution x = a· sin tp Jiefert: 
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(1) a~fcos9 '1'dVJ=~J(1+cos2'1')d2'1'=a2 [~ + ~ sin2v] 

= ! [ a2 arc sin : + x l' a2 =7" J . 
Das bestim'mte Integral iiber eine Libration von x wird: 

(2) 

2. 

Durch die Substitutionen x = sin '1' und u = tg '1' erhălt man: 

f cos2 '1' d =f 1 __ ~ .. 
1 -a sin9 '1' '1' 1 + u1 (1 -a) 1 + u1 

Fiir den Integranden gilt die Partialbruchzerlegung: 

1 1 1 1 +------ --· ----~--
a 1 +u11 a 1 ,; --+u-

1-a 

Damit wird das unbestimmte Integral 

{ 

1 -.rt=a .--f ~·-- -arc tg u =F arc tg ( ± u }1 - a) fii1 a < 1, 
, 1 _ x2 a a 
--~2 dx = -- .--
1 - ax 1 l'a - 1 1 ± u l'a - 1 

-arctgu ±----log .~ fiir a> 1, 
a a 1=Fura-1 

wo bei positivem 1'1--=-Xii fiir u der Wert + . _x --::: zu 
H-x2 

setzen ist. 
Im Falle a < 1 ist das Integral iiber eine Libration von x: 

2;< 

(3) ~ .--li f li l1-x cos '1' 2n ~-
---dx= . dtp=-(1-ll-a). 
1- ax2 1- asm2 v• a 

o 
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Ist nur die Berechnung des bestimmten. lntegrals 
. -------) 

1=§R(x, r- .Ax'+ 2Bx- O ilx 
erforderlich, so fiihrt das Verfahren der komplexen IntegNticm 
in den meisten Făllen rascber zum Ziei. 

Stellt m:m x in der komplexen Ebene dar, so entspricht 
der Funktion R eine zweiblăttrige RIBMANN sche Flăche mit 
Verzweigungen in den Nullstellen e1 und e2 (e1 > e2 ) des Radi­
ka.nden. Der Integra.tionsweg umschlingt die Verbindungsstrecke 
der beiden Nullstellen. Wenn er etwa. von e9 nach e1 (ăx >O) 
auf dem Bla.tt der Flii,che verlăuft, auf dem die Wurzel positiv 
ist, so verlăuft er von e1 nach e11 (ăx < O) auf dem Blatt mit 
negativer Wurzel (vgl. z. B. Abb. 42). 

Das Integral lăBt sich am einfa.chsten auswerten, wenn man 
den Integrationsweg deformiert und in einzelne Wege a.uflost, 
deren jedu einen Pol der Funktion umschlingt. Bei dem in 
Abb. 42 gewăhlten Umlaufssinn ist dann 1 gleich der negativen 
Summe der Residuen des Integranden in. diesen Polen ( das Resi-

1 
duum ist das 2 ni- fache des Koeffizienten von --- in der 

LAURENT-Entwicklung um die Polstelle :r:0): 

(4) 

1 = - .2 mef[R (:r:, l'- .A:r:11 + 2 Bx ::_o)]. 
Wir betrachten einige Typen von Integralen. 
1. Gruppe. 

1 = ~ xa l - .A :r:11 + 2 B x- 0 Il ăx 

= ,1: :r;a+Pl/-=·~ +-; B =- ~ 11 ă:r:. 
j' f . x x2 

Die Konstanten .A, B und O seien positiv. Sind relle Null­
stellen der Wurzel vorhanden - wir wollen das hier voraus­
setzen -, so liegen diese auf der positiven reellen Achse. Die 
einzigen Pole des Integranden konnen sich in :r; = O und x = oo 
befinden. Wir erhalten somit 

1 = - 9lefo [ :r;a l'---A~x9o-+·2-B X - o11] 

- 9lef oe [ za f- A Z 2 + 2 B X - cii] . 
Die Bilder des urspriinglichen un.d deformierten Integrations­

weges fiir diesen Fali sind ersichtlich aus der Abb. 42, in der. 
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der Pol x = oo ins Endlicbe gelegt ist. Auf der reellen Acbse, 
a.uBerba.lb der Strecke 61 el!, ist die Wurzel rein imaginăr, sie 
bat das Zeicben + i von e1 bis oo und - i von - oo bis e2 • 

Das alef"' berecbnen wir a.ls 9lef0 des Integra.nden eines 

Integrals, da.s durcb die Substitution y = 2_ entstebt; da bei der 
. X 

Abbildung der· x:Ftăcbe auf die y-Flăcbe der Umlaufssinn des 
Integrationsweges erbalten bleibt, wird: 

alef"' [~ar- Ax2 + 2 B X-- -ap] 
= - 9lef0 [y-(a+f1 + ~> l.:_:_ A + 2 B y - C yll 11] • 

1 Die Wurzel bat das Vorzeicben - i von bis y = oo und 
e'l 

1 +- i von - oo bis 
el 

a) a= -1, 11=+1: 
Unter Beriicksicbtigung der obigen Vorzeicbenbestimmung 

werden die zur Berecbnung der Residuen benotigten Entwick­
lungen des Integranden um x = O bzw. y = O: 

- _!__ (i f(T ...L __ _!1 ~ X ...L .. ·) 
X ' if C 1 

• 1 

bzw. 

Es wird also: 

~~(n'A+ i:Ay+··} 

und: 

(5) 

! 1 .. 
] 1 = 'f x l - A x2 + 2 B x - C il x 

! l;----.---7r--- c ( B _) 
= 'f r - A-~- 2 X- x'i' dx = 2 n J A-l c . 
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b)a=-2, fJ = -1: 

Das Integral ist fiir x = oc regulăr. Die Entwicklung des 
Integranden um x =O wird: 

also: 

und: 

(fi) 

- x12 (i:O + i-:ţ{}X + '·,} 

B 
ffief.o = - 2 :n nY o' 

J2 = ~ ; 2 f=-Ax2+2-.Bx-=-c- 1 dx 

J. 1 -.J B - 0-1 B 
='fxs f -A+2x-x2 dx=2:no('6' 

c)a=+2, f/=-1: 
Da.s Integral ist regulăr in x = O . Die Entwicklung dea 

entsprechenden Integranden um y =!_=O ist: 
X 

also: 

mithin: 

(7) 

2. Gruppe: 

a) J. -y!=- x2 d w· t h 'd . M" l' hk "t 'f 1- ax2 x. Ir un ersc ei en zwe1 og w ei en: 

1. a< 1. Die durch die Nullstellen von 1 - ax2 gegebenen 
Pole des Integranden liegen auBerhalb des die N ullstellen ± 1 
der Wurzel (Verzweigungspunkte des Integra.nden) umschlin-
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genden Integrationsweges, im Falle O < a < 1 auf der reellen 
Achse, im Fa.lle a < O auf der imaginaren. Das Integral setzt. 
sich zusammen aua den Residuen bei 

X=± "H und X=OO. 

Die Wurzel ist positiv imaginăr auf der positiven reellen, 
negativ imaginăr auf der negativen reellen Achse; sie ist positiv 
reell auf der negativen imaginăren und negativ reell auf der 
positiven ima.ginăren Achse. Unter Beriicksichtigung dieser 
Vorzeichen beginnt die Entwicklung des Integranden um seine· 

Pole ± V~- mit 

Die Residuen in beiden Polen sind die gleiohen: 

:n; .~­- r1- a. 
a 

Der Beitrag des Umlaufs um X = 00 bestimmt sich als 

[1~9 1 + 9lefo - 2 • y y -a 

Da die Wurzel fiir positive reelle Werte in der Năhe von null 
positiv imaginăr ist, beginnt die Entwicklung der Funktion mit 

i 1 ---+···. ay 

Damit wird der gesuchte Beitrag 2 :n; und schlie.Blich 
a 

(8) ,h 1'1=. x2 2 :n; ,r;--
]4 =~ 1~-az2 dx=a- (1- r1- a). 

2. a > 1. Die Pole ± y; fallen auf das Intervall 

(- 1 , + 1) d~r · reellen A"hse, liegen a.lso innerhalb des Inte­
grationsweges. Der Integrand bleibt in ihnen nicht integrabel,. 
so daB dieser Fali auszuschlie.Ben ist. 
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b) 

mit 

Anhang. 

J. z11 - AB 

r f(z) l'F(z) 

f(x) =(A-x) (z- B), F(z) = f(x)- .AOx. 

Es seien A, B, O positiv reell, A > B, und O werde so gewa.blt, 
daB F(x) positive:t Werte fii.hig ist. Die Nullstellen rx, P· von 
F(z) sind da.nn reell und liegen zwischen A. und B. 

Der Integra.nd besitzt einfache Verzweigungsstellen in rx 
und p; er wird dort unendlich, bleibt aher integrabel. Ein­
fache Pole liegen bei A und ;B. Femer wird ein Umla.uf um 
x = O einen Beitrag zum Integral liefem. Die Vorzeichen der 
Wurzel gibt Abb. 43 an. In der Umgebung von A beginnt 

die Entwicklung des Integranden mit: 

+ i ~ 1 X - A)-1 + ... 
fO' ' 

in der Umgebung von B mit: 

- i v:o (x - B)-1 + .... 
Die Residuen sind also: 

2.n 
jRef..t =- --' 

lO 

Mithilfe der Substitution y = .!. finden wir: 
z 

jRef"' =- j}lefo[~ ci/ t~f_y_2iv) 

l(Ay _:_ 1) f1 ~ By)- Aoy]' 

wobei die Wurzel :fti.r positiv reelle Werte von y na.he null 
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das Vorzeicben + i bat. Die Entwicklung beginnt daber mit 
;, 

und es wird --y· 
fftefa. = + 2 .n. 

Also ba ben wir: 

(9) Jfi=·f ;~)f::)dx=2.n(~- v:o-1). 
Im AnscbluB a~ diese Integrale wollen wir noch einige 

Integrale von der Form 

!f R·(x, l- Ax2 + 2Bx- O+ A. f(x)) dx 

betrachten, wo A. f'(x) ein Korrektionsglied sein soli. Unter dieser 
Voraussetzung ist die Lage der Verzweigungspunkte nicht wesent­
lich anders als bei den Integralen der 1. Gruppe, es bleiben 
die obigen· Figuren mit den dortigen Bestimmungen iiber Vor­
zeichen und Integrationswege erbalten. 

Um die Integration -durcbfiibren zu konnen, wollen wir 
den Integranden, nacb dem Fakţor A. des Korrektionsgliedes 
entwickeln. Es- ist dabei zu beachten, , da.B die Entwicklung 
fiir den ganzen lntegra.tionsweg gelten muB, gegebenenfa.lls ist 
a.lso der Integra.tionsweg vorber passend zu deforinieren. Sollten 
durcb da.s Korrektionsglied neue V erzweigu:n'gspunkte hinzu­
treten, so bat der · deformierte Integra.tiopsweg diese zu ver­
meiden. 

Die Integration lăf3t sicb dann nacb dem gleic~en Verfa.hren 
ausfiihren wie oben; da fiir di~ einzelnen Glieder nur die V er­
zweigungspuiikte e1 und e2 und die Pole x =O, x = oo auf­
treten. 

a) ]6 -; f x-1 v- A x2 + 2 B x - O+ ~ d x 

=~,/~ ~+ 2~·- O+ D dx. r r X X'l. xS 

Bei bim'eicbend kleinem D gilt die Entwickluilg um D = O fiir 
den ga.nzen Integra.tionsweg. Wir bescbrănken uns auf Glieder 
1. Ordnung in D: 

B o r n, Atommecbanik 1, 23 
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f.Ax~+2Bx-O+~ 
= l- .A x9 + 2 B x- O+ (- .Ax' + 2 B x- 0)- L~- + · · ·. 

2x 
Damit ergibt sich 

d. h. 

(10) 

b) 

D 
la= /1 + 2/2, 

16 = + 2n(f~ +~ z:a -le). 
!- = J. __!_ l-..::.. .A x 2 + 2 B x - O + D x3 d x , j'x 

Die Entwicklung der Wurzel nach Potenzen von D lautet 

l'- .Ax2 + 2Bx- O+Dx3 

- -~D 
= l - .Ax11 + 2 Bx- O+ (-.Ax~+ 2 B x- O) 2 2 x3 + · · · • 

Beschrli.nken wir uns auf GHeder 1. Ordnung in D, ~;o fiihrt 
sie auf 

d. h. 

(11) /-==2n --1"0 +--=-- 3--0. ( B ) n D ( B 2 
) 

' fA 2l'.A8 .A 
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