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Vorwort. 
Das vorliegende Lehrbuch der Elektrodynamik bietet sowohl hin

sichtlich der Einteilung des Stoffes als auch der Darstellungsweise einige 
Besonderheiten, auf die ich hier kurz hinweisen möchte. 

Was die Einteilung des Stoffes betrifft, so habe ich sie nach dem 
Beispiel der theoretischen Mechanik durchgeführt. In der theore
tischen Mechanik werden zunächst die allgemeinen Gesetze der Wechsel
wirkung und Bewegung von materiellen Teilchen oder "Punkten" unter
sucht, die später auf bestimmte spezielle Systeme, welche die ver
schiedenen materiellen Körper idealisieren - nämlich starre Körper, 
elastische Körper, Flüssigkeiten und Gase - angewandt werden. -
Dementsprechend betrachte ich in diesem ersten Bande nur die all
gemeinen Gesetze der Wechselwirkung und der Bewegung von elektrisch 
geladenen materiellen Teilchen, die auch vielfach als Punkte behandelt 
werden, wobei alle Wechselwirkungen zwischen ihnen auf ihre Ladung 
zurückgeführt werden. 

Diese Teilchen (oder "elektrische Massenpunkte") nenne ich Elek
tronen, ohne dabei auf die Betrachtung der von ihnen herrührenden 
Erscheinungen in materiellen Körpern einzugehen. 

Die elektromagnetischen (und optischen) Eigenschaften der materiel
len Körper sollen erst im zweiten Bande untersucht werden, und zwar 
von einem makroskopischen Gesichtspunkte aus. 

Es sei bemerkt, daß man auch hier, in Analogie zur Mechanik, die 
Körper in "elektrisch flüssige" mit frei bewegten Ladungen (Leiter) 
und elektrisch oder magnetisch "elastische" mit gebundenen Ladungen 
einteilen kann. 

Ich hoffe, die mikroskopische Elektrodynamik der einfachsten 
materiellen Systeme - Atome und Moleküle - in einem dritten Bande 
behandeln zu können, falls es gelingt, die nötige quantentheoretische 
Umgestaltung der klassischen Elektrodynamik durchzuführen. 

In dem vorliegenden ersten Bande werden zunächst Erscheinungen, 
die von der Zeit unabhängig sind, betrachtet. Dabei beginne ich die 
Elektrostatik nicht mit isolierten elektrischen Ladungen, sondern mit 
den einfachsten neutralen Systemen, d. h. mit Dipolen. Die Magneto
statik wird nicht auf Grund fiktiver magnetischer Pole, sondern auf 
Grund der etwas idealisierten stationären elektrischen Ströme auf
gebaut. Dabei benutze ich zur Aufstellung der Grundeigenschaften der 
elektrischen und magnetischen Felder und ihrer Wirkung auf elektrische 



VI Vorwort. 

Dipole bzw. Ströme (oder ihre Elemente) als Leitfaden das Energie
prinzip. Durch Kombination dieses Prinzips mit dem Aquivalenzprinzip 
zwischen elektrischen Dipolen und Strömen (hinsichtlich ihrer Wechsel
wirkung untereinander) ergeben sich die allgemeinen Differential
gleichungen für das zeitlich konstante elektromagnetische Feld und 
speziell die Gesetze von Coulomb und Biot-Savart. 

Im zweiten Abschnitt werden die erhaltenen Gesetze auf beliebige von 
der Zeit abhängige Erscheinungen verallgemeinert, und zwar mittels des 
Prinzips der Relativität der Geschwindigkeit (in ganz enger Fassung) 
und des Prinzips der Erhaltung der Elektrizität. Die gewonnenen 
Maxwell-Lorentzschen Gleichungen werden dann auf die Bestimmung 
des elektromagnetischen Feldes in den wichtigsten Fällen angewandt. 
Bei der Untersuchung des elektromagnetischen Feldes eines Oszillators 
werden die Grundzüge der elektromagnetischen Lichttheorie dargelegt. 

Ferner werden die Begriffe der Energie, Bewegungsgröße usw. für 
beliebige Felder aufgestellt und die klassische Theorie der Trägheitskraft 
(d. h. die elektromagnetische Theorie der Masse) und der Strahlungs
dämpfung, ebenso wie die Theorie der Translations- und Rotations
bewegung eines räumlich ausgedehnten Elektrons entwickelt. Zum 
Schluß werden diese klassischen Vorstellungen kritisch betrachtet. 

Der dritte Abschnitt ist der Begründung der speziellen Relativitäts
theorie und ihrer Anwendung auf elektromagnetische Wirkungen (Fel
der) und die Bewegungsgleichungen der Elektronen gewidmet. Hier 
sind die von der Zeit abhängigen Vorgänge als statische Erscheinungen 
in der vierdimensionalen WeIt aufgefaßt. Auf die allgemeine Relativitäts
theorie gehen wir in diesem Buche nicht ein, da sie sich mehr mit den 
Gravitationswirkungen als mit den elektrischen Wirkungen beschäftigt. 

Einleitungsweise habe ich eine kurze Darstellung der Grundzüge 
der Vektor- und Tensorrechnung gegeben. Der Leser wird dort den 
ganzen mathematischen Apparat finden, welcher im folgenden ge
braucht wird. Bei der Behandlung der Tensoren und der koordinaten
mäßigen Darstellung von Vektorgrößen und Operationen habe ich mich 
der Einfachheit halber auf rechtwinklige Koordinatensysteme be
schränkt. Sie werden aber auch fast nur im dritten Abschnitt gebraucht. 

Diese kurze Übersicht über den Inhalt des Buches soll nun vervoll
ständigt werden durch den Hinweis auf die Dinge, die in ihm fehlen. 
Von der historischen Entwicklung der Elektrizitätslehre ist hier ganz 
abgesehen. Ich glaube nämlich, daß der geschichtliche und der logische 
Gesichtspunkt keineswegs durcheinander gebracht werden dürfen, 
jedenfalls dann nicht, wenn das betreffende Wissenschaftsgebiet sich 
zu einem geschlossenen logischen System entwickelt hat - wie dies 
bei der klassischen Mechanik und klassischen Elektrodynamik der Fall 
ist. Ich habe die moderne Elektrizitätslehre auf eine möglichst einfache 
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und systematische Weise darzustellen versucht, ohne jede Rücksicht 
auf ihre Entwicklungsgeschichte. Diesen Gegenstand möchte ich 
gerne anderen überlassen. 

Speziell habe ich vollkommen die Äthertheorie - in allen ihren 
Gestalten - ignoriert. Der Äther hat zweifellos eine sehr wichtige und 
fruchtbare Rolle als Arbeitshypothese in der Entwicklung der Elektro
dynamik gespielt. Erstens - seit Huyghens - als Grundlage der Theorie 
der optischen Erscheinungen; dann - seit Faraday und Max7vell -
als Brücke zwischen Optik und Elektromagnetismus. Noch später hat 
man versucht, den Äther für alle physikalischen Erscheinungen ver
antwortlich zu machen. Es ist aber jetzt an der Zeit, einzusehen, daß 
der Äther seine historische Rolle ausgespielt hat und daß er nur in der 
Geschichte der Physik das Recht auf einen Ehrenplatz hat. Seine Ein
führung - auch nur als Hilfsbegriff - in die Darstellung der modernen 
Elektrizitätslehre kann den Gegenstand gar nicht klarer machen, son
dern im Gegenteil nur trüben und mit einer Anzahl von Schein
problemen belasten, wie es z. B. alle diejenigen Probleme sind, welche 
sich auf die Bewegung der Erde "im Äther" beziehen. 

Wegen der von vornherein "ahistorischen" Behandlung der Elektri
zitätslehre habe ich in diesem Buche jegliche Hinweise auf die Literatur
sowohl Lehrbücher, wie Abhandlungen - unterlassen, und vielleicht 
manche - für die Entwicklung der Elektrodynamik sehr wichtige -
Namen unerwähnt gelassen. 

Ich möchte zum Schluß Herrn Prof. M. Born für die Durchsicht des 
Manuskriptes meinen herzlichen Dank aussprechen. Ferner bin ich den 
Herren Prof. P. Ehren/est, V. Bursian, G. Krttlkow und besonders Herrn 
cand. W. Elsasser für technische Hilfe besten Dank schuldig. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, zu erwähnen, daß mir die Möglich
keit im Ausland zu arbeiten durch ein Stipendium des International 
Education Board geschaffen wurde. 

Besonders möchte ich auch der Vellagsbuchhandlung Julius Springer 
für ihre Sorgfalt und Großzügigkeit in jeder Hinsicht danken. 

Göttingen, im September 1926. 
f. Frenkel. 
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Einlei tung. 

Grundzüge der Vektor- und 
Tensorrechnung. 

A. Addition, innere und äußere Multiplikation von 
Vektoren. 

§ 1. 

Die verschiedenen physikalischen Größen werden gewöhnlich in zwei 
Klassen eingeteilt, nämlich in die Skalare und die Vektoren. Erstere 
sind vollständig durch die Angabe ihres Zahlenwertes bestimmt; um 
die anderen vollständig anzugeben, muß außer ihrem zahlenmäßigen 
Betrage auch noch ihre Richtung im Raume angegeben werden. Als 
typische Skalare betrachtet man die Zeit, die Masse' eines Körpers usw. ; 
als typische Vektoren - die Geschwindigkeit, die Kraft usw. Wir 
werden später sehen, daß die Vektoren einen Spezialfall von Größen 
allgemeinerer Art bilden, der sogenannten Tensoren. 

Wir werden die Vektorgrößen gewöhnlich mit deutschen Buchstaben 
bezeichnen, und ihren Betrag - durch den entsprechenden lateinischen 
Buchstaben, oder auch, indem wir das Vektorsymbol zwischen zwei 
vertikale Striche einschließen; so soll z. B. !2l! = A den Betrag des 
Vektors 2l bedeuten. 

Die einfachste Vektorgröße, die auch zur anschaulichen Darstellung , 
aller anderen Größen dieser Art dient, ist eine geradlinige Strecke, die 
von einem Punkte 0 zu einem anderen P gezogen wird und als die 
Verrückung eines materiellen Punktes aufgefaßt werden kann. 

Die Verrückung 0 P kann ersetzt werden durch eine Reihe von 
anderen Vertückungen OA, AB, BC, CP, die eine gebrochene Linie 
bilden und die Komponenten von 0 P heißen. Bei zwei Komponenten 
o A und A P kann man den Vektor 0 P als die Diagonale eines Parallelo
grammes betrachten, dessen Seiten mit OA bzw. AP gleich und gleich
gerichtet sind. 

Die Ersetzung eines Vektors durch eine Anzahl Komponenten (die 
offenbar auf unendlich viele verschiedene Weisen geschehen kann) 
heißt geometrische Zerlegung. Die zur Zerlegung umgekehrte Operation, 

Frenkel, Elektrodynamik 1. 1 



2 Grundzüge der Vektor- und Tensorrechnung. 

welche in der Ersetzung einer Anzahl willkürlicher Strecken (Vektoren) 
~1' ~2' .•. ~ n durch eine einzige Strecke ~, für die sie die Rolle der 
Komponenten spielen, besteht, heißt geometrische Addition und wird 
symbolisch durch die Gleichung 

(1) 

bezeichnet; dabei heißt der Vektor ~ die geometrische Summe von 
~1' ~2 usw. Es ist leicht zu beweisen, daß die geometrische Summe von 
der Reihenfolge der einzelnen Summanden (d. h. Komponenten) un
abhängig ist und daß ferner eine beliebige Anzahl der Summanden 
bei der Addition durch ihre geometrische Summe ersetzt werden kann. 
Die geometrische Addition genügt also, ebenso wie die gewöhnliche 
(algebraische), dem kommutativen und assoziativen Gesetz. 

Ein Vektor, der einem anderen }8 gleich und entgegengerichtet ist, 
wird durch -}8 bezeichnet. Die geometrische Summe 2r + (- }8) wird 
einfach in der Gestalt 2r - }8 geschrieben und heißt die geometrische 
Differenz der Vektoren 2r und }8. 

§ 2. 
Wenn man durch die Endpunkte einer Strecke OP zwei zu einer 

Geraden MN senkrechte Ebenen zieht, so schneiden sie aus dieser Ge
raden eine Strecke 0 1 PI aus, die die Projektion von OP auf MN 
heißt. Dabei wird diese Projektion als eine gewöhnliche (skalare) Größe 
betrachtet - positiv, wenn die Richtung 0 1 PI mit der positiven Rich
tung der Geraden MN zusammenfällt, und negativ im entgegengesetzten 
Falle. 

Bezeichnet man die Projektion eines Vektors 2r auf einen anderen }8 
(oder eine zum }8 gleichgerichtete Gerade) durch AB' so ist nach der 
obigen Definition: 

AB = A cos (2r, }8). 

Das Produkt AB' B = AB cos (2r, }8) = AB A heißt inneres (oder "ska-
lares") Produkt der Vektoren 2r und }8 und <?1 P wird durch das Symbol 2r'}8 oder einfach 2r}8 

I bezeichnet. Es ist leicht einzusehen, daß die 
: Projektion der geometrischen Summe zweier 

o : oder mehrerer Strecken (z. B. OQ und QP, 
: a : Abb. r) auf irgendeine Gerade gleich ist der 
I I I algebraischen Summe der Projektionen der ein-

,., _~I __ ~I __ -!:I_N 
0, ()., P, zeInen Summanden, d.h. (2r + }8)c = Ac + Be. 

Abb.l. Multipliziert man diese Gleichung mit C, 
so erhält man nach der Definition des In

neren Produktes die Formel 

(2) 
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Diese Formel, welche das distributive Gesetz ausspricht, läßt sich offen
bar auf eine beliebige Anzahl der Summanden in jedem Faktor ver
allgemeinern : 

(22(p) (2\Bq) = ~ )72(p \Bq. (2a) 
p q p q 

§ 3. 
Die durch eine ebene geschlossene Linie (J begrenzte (ebene) Fläche 

kann man, sofern nur ihre Orientierung und ihr Flächeninhalt 5 in 
Betracht gezogen werden, als eine Vektorgröße auffassen und durch eine 
zu ihrer Ebene senkrechte Strecke Ei 
von einer zu 5 proportionalen Länge 
darstellen. Die dabei entstehende 
Zweideutigkeit in der Richtung von Ei 
wird dadurch vermieden, daß man auf 
der Begrenzungskurve (J einen be
stimmten Umlaufssinn vorgibt und die 
Richtung der darstellenden Strecke zu 
diesem Umlaufs- (oder Umdrehungs-) 
sinn eindeutig - im Sinne der gewöhn
lichen rechtsgängigen Schraube - zu
ordnet. 

Zieht man durch alle Punkte der 
Begrenzungskurve die zu einer be-

N 

Q 

Abb.2. 

stimmten Ebene Q senkrechten Geraden, so bekommt man auf dieser 
Ebene eine Kurve (J1' die als Projektion von (J auf Q bezeichnet wird; 
dementsprechend heißt die durch (J1 auf Q begrenzte Fläche 51 die 
Projektion von 5 auf Q. Diese Projektion wird als eine gewöhnliche 
(skalare) Größe betrachtet, deren Vorzeichen man dadurch bestimmt, 
daß man auf der Ebene Q einen bestimmten Umlaufssinn als positiv 
wählt. Fällt dieser Umlaufssinn mit dem Umlaufssinn auf (J1 zusammen, 
so ist 51 positiv; im entgegengesetzten Falle ist sie negativ. Wie leicht 
einzusehen, ist 51 numerisch gleich dem Produkte der projizierten 
Fläche 5 mit dem Kosinus des Winkels cx. zwischen der sie enthaltenden 
Ebene und der Ebene Q. Indem man die letztere oder besser den auf 
ihr gewählten Umlaufssinn durch die dazu senkrechte nach der Rechts
schraubenregel gerichtete Gerade MN darstellt (Abb.2), kann man 
die Proj€ktion der Fläche 5 auf Q mit der Projektion der 5 darstellen
den Strecke Ei auf MN identifizieren. 

Besteht die "Begrenzungskurve" (J aus lauter geradlinigen Strecken, 
so kann man die betrachtete ebene Fläche 5 durch eine Anzahl anderer 
ebener Flächen 51' 52' ... ersetzen, die eine von (J begrenzte Polyeder
fläche bilden. Der Umlaufssinn auf den "Kurven" - in unserem Falle 
Polygonen - (J1' (J2' ••• , welche die Flächen 5t , 52' .. begrenzen, soll 

1* 



4 Grundzüge der Vektor- und Tensorrechnung. 

dabei in der Art gewählt werden, daß jede Kante, die zwei verschiedenen 
Polygonen angehört, in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen 
wird, während der Umlaufssinn auf den Kanten des ursprünglichen 
"äußeren" Polygons a unverändert bleibt (Abb. 3). Unter diesen Um
ständen kann man offenbar behaupten, daß die algebraische Summe 
der Projektionen der "Komponentenflächen" 51' 52' ... auf irgendeine 
Ebene Q immer gleich der entsprechenden Projektion von 5 bleiben 
wird. Daraus folgt, daß für jede Art der "Zerlegung" von 5 in Kompo
nentenflächen (oder von a in Komponentenkurven) die geometrische 
Summe der Vektoren @)1' @)2' ..• denselben Wert @) behalten muß. In 

diesem Sinne werden wir die verschiedenen durch 
a begrenzten Polyederflächen als einander äqU1-
valent bezeichnen. 

Eine Polyederfläche kann offenbar auch durch 
eine nichtebene Polygonkurve begrenzt werden. 
Solange aber der Umlaufssinn auf dieser "Kurve~' 
(a) gegeben ist und der Umlaufssinn auf den ein
zelnen Komponentenpolygonen (ai) nach der oben 
erwähnten Regel festgestellt ist, wird die geome-

Abb.3. trische Summe der Komponentenflächen (oder des 
sie darstellenden Vektoren) @)i für alle durch die

selbe Polygonkurve a begrenzten Polyederflächen denselben Wert @) 

haben 1). Dieser Vektor @), dessen Betrag und Richtung durch die Ge
stalt und den Umlaufssinn des Polygons a eindeutig bestimmt ist, wollen 
wir als geometrisches Moment von a bezeichnen. Diese Definition des 
geometrischen Moments läßt sich leicht auf beliebige geschlossene Kurven 
verallgemeinern, indem eine solche Kurve als Grenzfall eines Polygons 
mit unendlich kleinen Kanten betrachtet wird. - Für ebene Kurven 
ist der Betrag des Momentes gleich dem Flächeninhalte und seine 
Richtung dem Umlaufssinn nach der oben definierten Rechtsschrauben
rege 1 zugeordnet. 

§ 4. 

Die einfachste ebene Figur ist ein Dreieck oder ein Parallelogramm 
(das sich in zwei gleiche Dreiecke zerlegen läßt). Das geometrische Mo
ment eines Parallelogramms, dessen Seiten durch die Vektoren ~ und 
m definiert sind, heißt das äußere Produkt (oder "Vektorprodukt") 
dieser Vektoren und wird durch das Symbol ~x m bezeichnet Dabei 
wird vorausgesetzt, daß die Strecken ~ und m von demselben Punkt aus 
gezogen sind, und daß die Umlaufung des Parallelogramms von diesem 
Punkte aus in der Richtung von ~ beginnt und in der zu m entgegen
gesetzten Richtung endet. Die Umkehrung des Umlaufssinnes ent-

1) Dies ergibt sich sofort aus der Betrachtung der Projektionen von G und Gi 

(i = 1. 2, 3 ... ) auf irgendeine Ebene. 
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spricht also der Umkehrung der Reihenfolge von m und~. Daraus folgt 
die Gleichung 

Der Betrag des äußeren Produktes ist selbstverständlich von der Reihen
folge beider Vektoren unabhängig, und, wie leicht einzusehen, gleich 
AB sin (m, ~). 

Obwohl das kommutative Gesetz für die äußere Multiplikation -
im Gegensatz zur inneren - nicht gilt, ist das distributive Gesetz in 
beiden Fällen gültig. Stellen wir uns nämlich zwei durch die Vektoren 
m, ~ und ~, ~ bestimmte Parallelogramme 
vor, derart, daß sie eine Seite (~) gemeinsam 
haben und erweitern die so bestehende Figur 
(Abb.4, wo Op=o'p'=m,PQ=p'Q'=~ 
und 00' = PP' = QQ' = ~ bedeuten) durch 
die Dreiecke OQ P und 0' P'Q' mit entgegen- P 

gesetzten Umlaufsrichtungen und Momen
ten, so bekommen wir das Parallelogramm 
o Q Q' 0', dessen Moment offenbar gleich der 
geometrischen Summe der Momente von 

o 

Q' 

0' 

Abb.4. 

o P P'O' und PQQ' P' sein muß. Da andrerseits OQ = 0 P + PQ 
= m + ~ ist, so folgt 

mx~+ ~x~= (m+ ~)x~. (3) 

Diese Gleichung läßt sich wie die entsprechende Gleichung für die 
innere Multiplikation auf eine beliebige Anzahl von Summanden ver
allgemeinern : 

(3a) 

§ 5. 

Sind m, ~,~ drei nichtkoplanare (d. h. nicht in derselben Ebene 
liegende) Strecken, so bedeutet das doppelte Produkt m (~X~) das 
Volumen eines Parallelepipeds, dessen Seiten diesen Strecken gleich 
und gleichgerichtet sind (mit dem Vorzeichen + oder -). Dies folgt 
daraus, daß das äußere Produkt ~ X ~ seinem Betrage nach gleich ist 
dem Flächeninhalt des Parallelogramms (~, ~), welches als Grundfläche 
des Parallelepipeds (m, ~,~) aufgefaßt werden kann, während seine 
Richtung senkrecht zu dieser Fläche steht. Indem verschiedene Flächen 
zu Grundflächen des Parallelepipeds gewählt werden, ergeben sich für 
dasselbe Volumen die Ausdrücke ~ (~x m) und ~ (m X ~), und zwar 
mit denselben Vorzeichen wie m (~X~) wenn die Vektoren m, ~, ~ 
zyklisch vertauscht werden. Es gilt also für beliebige Vektoren: 

m (~x~) = ~ (~xm) = ~ (mx~). (4) 



6 Grundzüge der Vektor- und Tensorrechnung. 

Das doppelte äußere Produkt 5lf X (58 X~) stellt einen Vektor dar, 
welcher in der Ebene 58, ~ senkrecht zu 5lf gerichtet ist. Er kann des
halb in der Form ß 58 + Y ~ ausgedrückt werden, wobei ß und y zwei skalare 
Koeffizienten sind, zwischen denen die Beziehung ß(5lf 58) + y(5lf~) = 0 
bestehen muß. Setzen wir dementsprechend ß = rt. 5lf~ und y = - Q( 5lf)8, 
wo rt. einen neuen skalaren Koeffizienten bedeutet, so wird 

5lf X (58 x~) = rt. {(5lf~) 58 - (5lf 58)~). 

Es ist nun leicht zu zeigen, daß rt. = 1 ist, unabhängig von der Größe 
und Richtung der Vektoren 5lf, 58, ~, so daß 

(5) 

ist. Von dem Beweis der obigen Behauptung sehen wir hier ab, da die 
Identität (5) unten auf eine andere Weise aufgestellt wird. Aus (5) 
folgt 

5lfx(58x~) + 58x(~x5lf)+~ (5lfx58) = 0, (5a) 

wobei die einzelnen Summanden durch zyklische Vertauschung der 
Vektoren 5lf, 58, (Y auseinander hervorgehen. 

Durch Anwendung von (4) und (5) ergibt sich ferner 

(5lfx58) (~x~) = ~ (~x(5lfx58)] = ~ {5lf(58~) - 58(5lf~)}, 

d. h. 
(6) 

§ 6. 

Zum Schluß wollen wir noch die Koordinatendarstellung der 
Vektorgrößen und -operationen kurz betrachten. 

Stellen wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem vor, dessen 
AchsenOXl' OX2 , OXa in der Richtung von drei Einheitsvektoren 
el , e2 , ea gezogen sind. Diese Vektoren sollen nebst den Orthogonali
tä ts bedingungen 

(7) 

noch den Bedingungen 

(7 a) 

welche den "Rechtsschraubencharakter" des Koordinatensystems aus
sprechen, genügen. 

Es sei t der Radiusvektor 0 P eines Punktes P in bezug auf den 
Koordinatenursprung O. Seine Komponenten längs der Koordinaten
achsen - d. h. die Koordinaten Xl' X2 , Xa des Punktes P - sind durch 
die Vektorgleichung 

(8) 
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definiert. Bilden wir andererseits die Projektion von tauf irgendeine 
Achse (Xi) so ergibt sich nach (2), wegen (7) und (8) 

Es fallen also im betrachteten Falle die Komponenten des Radius
vektors mit seinen Projektionen auf die Achsen zusammen. Dasselbe 
muß offenbar für alle anderen Vektoren gelten, so daß die Komponenten 
eines Vektors Ill, statt der Gleichung (8), durch die Gleichungen 

(8a) 
definiert werden können. 

Die Komponenten einer geometrischen Summe I}{ + )8 + ... sind 
offenbar gleich der algebraischen Summe der entsprechenden Kompo
nenten der einzelnen Summanden. 

Setzen wir in den Produkten 1ll)8 und III X )8 

I}{ =.2 A"ci und )8 =.2 Bke" 
k 

so ergibt sich nach (7) 

1ll)8 = 2)A i B i = AIBI + A2B2 + A aB 3 • 

Speziell für )8 = Ill: 

(9) 

Illlll= A2= Ai+ A~+ A~ (9a) 

Ferner III X )8 = .2.2Ai Bk (ci)<c,..) = .2.2 (Ai Bk - AkBi ) (CiXCk) 
i k i < k 

d. h. nach (7 a) 

III x)8= Cl (A 2B 3 - A aB2) + C2 (A aBI-AI B 3) + Ca (A I B2-A2BI) (10) 

oder 
(l}{x)8h=A 2Ba-AaBI , (l}{x)8)2=A aBI -AI Ba,1 (lOa) 

(I}{ X )8)a = A I B2 - A 2 B I • f 
Mittels dieser Formeln kann man leicht die Identitäten (4) und (5) auf
stellen. Im Falle von (5) z. B. hat man nach (lOa): 

[I}{X ()8 X ~)11 = A 2 ()8 X ~h - A 3 ()8 X ~)2 

= A 2 (BI C2 - B2CI) - A a (BaCI - BICa) 

= BI (AICI + A2C2 + A 3 Ca)- CdAIBI + A2B2 + A 3Ca) 

= BI (Ill~) - Cl (I}{ )8), 

was mit (5) übereinstimmt. 

B. Differentialoperationen der Vektorrechnung. 
§ 7. 

Die Vektoren kann man ebenso wie die Skalare als (nach Betrag und 
Richtung) veränderliche Größen auffassen, und zwar als unabhängige 
Veränderliche - Argumente - oder als abhängige - Funktionen. 
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Dabei können die folgenden vier Fälle auftreten: 1. eine skalare Funktion 
vom skalaren Argument Cl (t), 2. eine vektorielle Funktion vom skalaren 
Argument 2l(t), 3. eine skalare Funktion vom vektoriellen Argument 
cp (t) und 4. eine vektorielle Funktion vom vektoriellen Argument ~ (t). 

Der Anschaulichkeit halber werden wir von vornherein t als die Zeit 
und t als den Radiusvektor verschiedener Raumpunkte (bezogen auf 
einen "festen" Punkt 0) betrachten. Es sind also Cl (t), 2l (t) Funktionen 
der Zeit und cp (t), ~ (t) - Funktionen des Ortes, wobei der "Ort" 
durch Angabe von t definiert wird. 

Eine skalare Funktion des Ortes cp (t) kann man sich durch die 
Konstruktion einer Schar von Flächen 

cp =c= konst 
für äquidistante Werte von c veranschaulichen. Die zu diesen Flächen 
orthogonalen Kurven ergeben dabei in jedem Punkte die Richtung des 
raschesten Anwachsens von cp. 

Die vektoriellen Funktionen des Ortes ~ (t) bezeichnet man gewöhn
lich als "Vektorfelder", und veranschaulicht sie durch Konstruktion 
einer Schar von Linien (" Stromlinien", wenn ~ eine Geschwindigkeit, 
"Kraftlinien", wenn ~ eine Kraft bedeutet), die durch jeden Punkt in 
der Richtung des zu diesem Punkt gehörigen Vektors ~ gehen, und 
deren "Dichte" (Anzahl von Linien pro Einheit einer dazu senkrechten 
Fläche) dem Betrage von ~ proportional ist l ). 

§ 8. 
Der gewöhnlichen Ableitung einer skalaren Funktion vom skalaren 

Argumente ~T entspricht im Falle einer Vektorfunktion desselben 

Arguments 2l (t) die "vektorielle Ableitung" ~~, welche als Limes des 

Vektors 

für j t ~ 0 definiert ist. 

2(t + LI t) - 2( (t) 
Llt 

Im Falle einer skalaren Funktion vom Vektorargument t kann die 
entsprechende Differentialoperation folgendermaßen definiert werden. 

Stellen wir uns eine geschlossene Fläche S vor, die den betrachteten 
Punkt P (0 P = t) enthält. 

Es sei durch jeden Punkt von Sein Einheitsvektor n in Richtung 
der äußeren Normale gezogen. Teilen wir S in unendlich kleine Ele
mente dS und bilden das Produkt ncpdS, wo n und cp sich auf zwei be
liebige Punkte von dS beziehen, so wird die geometrische Summe der 

1) Wenn eine Fläche S zu F nicht senkrecht, sondern schief steht, so wird die 
Anzahl der diese Fläche schneidenden Linien, auf die Flächeneinheit bezogen, 
durch die Projektion von F auf die Normale zu S gemessen. 
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unendlich kleinen Vektoren nrpdS im Limes dS -+ 0 eine von der Wahl 
der erwähnten Punkte unabhängige Vektorgröße, die man durch 

~1trpdS 
bezeichnet und das Flächenintegral der Funktion rp (r) nenntl). Diese 
Funktion werden wir im ganzen in Betracht kommenden Volum als 
stetig voraussetzen 2). 

Dividiert man das Flächenintegral von rp durch das von der Fläche S 
eingeschlossene Volum V und zieht S zusammen auf den (immer inner
halb bleibenden) Punkt P, so ergibt sich im Limes S -+ 0 eine von der 
Gestalt von S oder seiner Änderung beim Grenzübergang unabhängige 
Vektorgröße 3); diese Größe entspricht, wie wir im nächsten Para
graphen sehen werden, der gewöhnlichen " Ableitung" , indem sie das 
Maß der Änderung von rp (r) "im Punkte P" nach Betrag und Richtung 
bestimmt. Man nennt sie den Gradienten von rp und bezeichnet ge
wöhnlich mit dem Symbol grad rp. Es ist also 

grad rp = lim.~ 1, nrpdS . (11) 
s· .... o 'j' 

Für eine vektorielle Funktion g: (r) kann man zwei verschiedene 
Differentialgrößen bilden, welche dem Gradienten eines Skalars ent
sprechen, indem das Produkt nrp in (11) durch das innere oder äußere 
Produkt von n und g: ersetzt wird. Im ersten Falle bekommen wir 
eine skalare Differentialgröße, welche die Divergenz von g: genannt wird, 

div g: = lim ~ 1, ng:dS (Ha) 
s~o 'j' 

im zweiten Falle - eine Vektorgröße - die "Rotation" (oder den "curl") 
von g:: 

rot g: = lim ~1,nxg:dS. 
s~o 'j' (Hb) 

Die Divergenz könnte man als den inneren und die Rotation als den 
äußeren Gradienten von g: bezeichnen. Führt man den vektoriellen 
Operator 

V=lim~1,tt ... dS 
s~o 'j' 

(12) 

ein und faßt ihn als einen symbolischen Vektor auf, so können die drei 

1) Der Kreis an dem Integralzeichen bedeutet, daß die Fläche S geschlos
sen ist. 

2) D. h. das Verhältnis der Differenz q:>(r2) - q:> (r1) für zwei verschiedene 
Punkte zum Abstande zwischen diesen Punkten Ir2 - r11 muß immer endlich 
bleiben. 

3) Wegen des Beweises siehe Anmerkung zu § 11. 
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Differentialoperationen (11), (Ha), (H b) symbolisch durch die ent
sprechenden Multiplikationsoperationen ausgedrückt werden: 

grad cp = Vcp, t 
div iY = V iY, rot ~ = V X iY.1 (12a) 

§ 9. 
Diese Ausdrucksweise ist manchmal sehr bequem und sehr ein

leuchtend in Hinsicht auf die analytischen Eigenschaften der verschiede
nen Differentialoperationen. Andrerseits ist durch die üblichen Be
zeichnungen ihre anschauliche geometrische Bedeutung unmittelbar 
ausgedrückt. Im Falle der vektoriellen Differentialgrößen grad cp und 
rot iY kann man diese Bedeutung durch eine einfache Spezialisierung 
der Gestalt von 5 sofort erkennen. Es sei nämlich 5 die Oberfläche eines 
unendlich kleinen Zylinders mit den Grundflächen 5',5" und der Seiten
fläche~. Die entsprechenden äußeren Normalen werden wir mit n', n" 
und 'P bezeichnen, und die Höhe des Zylinders mit h. Wir bilden zu
nächst die Projektion des Vektors ~ ncpd5 auf die Zylinderachse, die 
von 5 nach 5" gerichtet sei (also mit n" zusammenfalle). Diese Pro
jektion ist gleich dem inneren Produkte n" ~ncpd5 oder, wegen der Kon
stanz von n", ~ (n"n) cpd5. Da 'Pn" = 0 ist, so reduziert sich das 
obige Integral auf die Summe der Teile, welche den beiden Grund
flächen entsprechen, d. h. wegen n" n' = - I, auf die Differenz J cp" d5" 
- JCP' d5'. Das Verhältnis dieser Differenz zum Volumen des Zylin
ders V = 5' h = 5" h im Limes 5" -+ 0 und h -+ 0 muß definitions
gemäß gleich der Projektion des Vektors grad cp auf n" sein. Da dabei 
J cp" d 5"- J cp' d 5' = (cp" - cp') 5" wird, so ist 

"_ I 0 
n" grad cp = grad n" cp = Lim Lh-.-!L = iJt . (13) 

h-+O 

Also: die Projektion von grad cp auf irgendeine Richtung ist gleich 
der Stärke des Anwachsens von cp in dieser Richtung oder, mit anderen 
Worten, gleich der (partiellen) Ableitung von cp nach der entsprechenden 
geradlinigen Achse. Daraus folgt, daß der Vektor grad cp die Richtung 
und Größe des raschesten Anwachsens der Funktion cp (r) bestimmt; 
die diesen Vektor oder vielmehr das entsprechende Vektorfeld dar
stellenden Linien sind die zu den Flächen cp = konst orthogonalen 
Kurven. Durch diesen Zusammenhang wird die geometrische Bedeu
tung des Gradienten völlig erklärt. 

Um die Bedeutung des Vektors rot iY aufzuklären, bilden wir auf die
selbe Weise wie früher die Projektion des Integrals ~n X iYd5 auf n". 
Dabei ergibt sich nach (4) 

n" rot iY=S/\ ~n"(n X iY)d5 = SI! h~iY(n"X n)d5 = S/\~iY(nX'P)dE, 
da auf den Grundflächen des Zylinders das äußere Produkt n" X n 
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verschwindet. Was die Mantelfläche E anbetrifft, so ist es hier gleich 1 
und mit den Tangenten zu der Schnittkurve oder Erzeugenden des 
Zylinders a gleichgerichtet - nach der Seite, welche der Achsenrich
tung n" im Sinne der Rechtsschraubenregel entspricht. Setzen wir 
n" X v =. ("Tangentialvektor") und dE = hda, so wird 

Si}/i ~zr (n X p) dE =l;;~zr .• da 

und folglich 

(14\ 

Das auf der rechten Seite vorkommende Integral heißt im all
gemeinen das Linienintegral des Vektors zr; speziell für eine geschlossene 
Kurve (Kreis am Integralzeichen !) nennt man es die Zirkulation 
dieses Vektors. Diese "Zirkulation" ist dann von null verschieden, 
wenn die das Vektorfeld ~ darstellenden Linien geschlossene oder 
schraubenartige Kurven sind - da in diesem Falle die tangentielle 
Projektion von ~ in allen Punkten einer geschlossenen Kurve das
selbe Vorzeichen beibehält. Dies geschieht z. B. wenn ~ die Ge
schwindigkeit der verschiedenen Teilchen eines rotierenden festen 
Körpers oder einer rotierenden Flüssigkeitsmasse bedeutet. Solche 
Stellen, wo rot ~ von null verschieden ist, heißen Wirbel des Vektor
feldes zr (t). Diese Wirbelpunkte bilden im allgemeinen kontinuierliche 
Linien - die sog. Wirbellinien (oder Wirbelfäden), welche im Falle von 
Flüssigkeiten als gekrümmte Rotationsachsen aufgefaßt werden können. 

Mittels der Formel (14) kann man leicht zeigen, daß dabei der Vektor 
rot ~ mit der Rotationsachse gleichgerichtet und seinem Betrage nach 
gleich der doppelten Drehgeschwindigkeit ist. Dadurch erklärt sich die 
Bezeichnung "Rotation". 

Der Ausdruck (ll a) für die Divergenz kann durch Spezialisierung 
der Fläche 5 nicht umgeformt werden wegen des skalaren Charakters 
dieser Differentialgröße. Seine geometrische Bedeutung wird aber un
mittelbar klar, wenn man sich das Vektorfeld ~ durch die entsprechen
den ,,~-Linien" veranschaulicht. Das Produkt FndS kann man dabei 
deuten als die Anzahl solcher Linien, welche durch das Flächenelement 
hindurchgehen, und zwar nach außen, wenn F n positiv oder nach innen, 
wenn F n negativ ist. Das Integral pFndS, welches im Anschluß an 
dieses Bild der "Fluß" von ~ durch 5 genannt wird 1), ist also gleich dem 
Überschuß der Anzahl der ~-Linien, welche aus 5 herauskommen, 
über die Anzahl solcher Linien, die in 5 hineintreten (dieser Überschuß 
kann selbstverständlich sowohl positiv wie auch negativ ausfallen). 

1) Auch wenn 5 ungeschlossen ist; dabei muß, wie üblich, die Normale lt in 
der Richtung gezogen werden, welche dem Umlaufssinne auf der begrenzenden 
Kurve CI nach der Rechtsschraubenregel zugeordnet ist. 
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Wenn innerhalb 5 die Divergenz von ir verschwindet, so muß nach 
(ll a) auch der totale Fluß des Vektors ir durch 5 gleich null sein. 
Dies bedeutet, daß die das Vektorfeld ir (t) darstellenden Linien durch 
das von 5 eingeschlossene Gebiet hindurchgehen, ohne hier zu beginnen 
oder zu enden. Ist aber in einem Punkte oder Gebiete div ir von null 
verschieden, so muß der Fluß von ir durch eine diesen Punkt einschlie
ßende Fläche auch von null verschieden sein. Wenn speziell div ir > 0 
ist, so haben wir innerhalb 5 eine "Quelle" der ir-Linien, d. h. eine solche 
Stelle, wo sie beginnen und nach verschiedenen Richtungen divergieren. 
Dadurch erklärt sich die Bezeichnung "Divergenz". Negativen Werten 
von div ir entspricht eine "Sinkstelle" ("negative Quelle") der ir-Linien, 
zu welcher sie von allen Seiten konvergieren (aus diesem Grunde wurde 
die Größe - div ir vielfach "Konvergenz" genannt). 

§ 10. 

Wir müssen noch eine Differentialoperation erwähnen, welche sich 
auf die Vektorfunktion ir (t) bezieht und in engster Analogie mit dem 
Gradienten einer skalaren Funktion steht. DieseOperation kann man aber 
nur definieren bei Angabe eines zweiten Vektors oder einer Vektorfunk
tion m, die selbst nicht differentiiert wird, sondern die Richtung, in welcher 
die Differentiation der betrachteten Funktion ir (t) in jedem Punkte 
zu geschehen hat, bestimmt. Wir knüpfen dabei an die Formel (13) 
des vorangehenden Paragraphen an; ersetzt man darin q; durch iJ, so 
ergibt sich eine Operation, welche wir durch das Symbol (n" grad) be
zeichnen werden: 

"t."_"t.' (J"t. 
(n" grad) ir = Lim _u __ u = ~. 

h-+O h iJh 
(15) 

Durch Umkehrung der Überlegung, womit wir von der Formel (ll) zu 
(13) gelangt sind, erhalten wir die folgende den Formeln (ll), (lla), 
(ll b) entsprechende Definition der neuen Operation 

(m grad) ir = Lim ~rh(mn)irdS, 
5-+0 ':Y 

wobei m ebenso wie n" zunächst einen konstanten Einheitsvektor be
deuten soll. Wir können uns aber von dieser Beschränkung sofort be
freien, indem wir unter dem Integralszeichen den Wert von m in dem 
betreffenden Punkte (auf welchem sich die Oberfläche 5 zusammen
ziehen soll) verstehen, d. h. ganz allgemein setzen 

(mgrad) ir =Lim {-vI rh(mn)irdS} 
5 -+ 0 ':Y '1l = konst 

(15a) 

Der Vektor (m grad) ir ist also gleich der mit dem Betrag von m multi-
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plizierten "partiellen Ableitung" von tr in der Ill-Richtung 1). Betrach
ten wir z. B. zwei unendlich nahe Punkte t 1 und t 2 und setzen 
III = t 2 - t1 = dt, so bedeutet der Vektor (dt grad) tr nichts anderes als 
die Vektordifferenz d tr = tr (t2) - tr (tl) - ebenso wie dt . grad rp = drp 
= rp (t2) - rp (tl) ist. Es sei bemerkt, daß das skalare Produkt III grad rp 
auf die durch (I5a) definierte zusammengesetzte Operation zurück
geführt werden kann, indem in (I5a) die vektorielle Funktion tr durch 
die skalare rp ersetzt wird. Es ist nämlich 

(Ill grad) rp = }~~ {~f(llln)rpdS}\l( =kanst.= ~~ {~flll' (nrp) dS}\l( = konst = 

= ( Ill· }~~ ~ f n rp d S) = Ill· grad rp . 

Wenn man in (I5a) nicht Ill, sondern tr als konstant voraussetzt, so er
gibt sich 

Lim {~1(1ll nmdS}\y =. kanst = tr Lim _~1n IlldS = tr div III . S~O ~ S~O ~ 
Es ist nun leicht zu beweisen, daß im allgemeinen Falle, wenn die beiden 
Größen III und tr als veränderlich betrachtet werden, das Integral 

~ f (Illn) tr dS im Limes einfach gleich der Summe der obigen Aus

drücke sein muß. In der Tat, setzt man III = Illo + LlIll und tr = tro 
+ LI tr, wo Illo und tro die Werte von III und m im betreffenden Punkte 
bedeuten, so wird 

(Illn) tr = (Illon) tro + (Illon) Lltr + (LlIll'n) tro + (LlIll'n) Lltr, 
ferner 

Lim ~f (mon) trodS = 0, 
s~o 

Lim ~1(mon)LI trdS =Lim ~ 1(lllon)trdS = (mgrad) tr, 
s~o ~ s~o ~ 

Lim -~ 1 (LlIll· n) trodS =Lim ~ 1(llln)trodS = tr div Ill, 
s~o ~ s~o ~ 

1) Man könnte, im Anschluß an (I5a), zwei andere Differentialoperationen 
derselben Art definieren, nämlich 

(~xgrad) ß' = Lim {...! 1 (~ X n) ß' dS} 
s~o V ~ \l( = kanst. 

~(x grad) X ß' = Lim {.!.1 (~x n) X ß'dS} 
s~o V ~ \l( = konst. 

Diese Operationen sind aber für praktische Anwendungen der Vektorrechnung 
unwesentlich, und lassen sich dabei auf die früheren zurückführen. Und zwar 
gelten die folgenden Identitäten (~ X grad) ß' = (~ rot ß') und (~ X grad) X ß' 
= ~ rot ß' + (~grad) ß' - ~ div ß'. 
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und da LI iY und LlI2l unendlich kleine Größen sind (wegen der voraus
gesetzten Stetigkeit der Funktionen iY und 12l), 

Limi 1.(Lll2ln) LI iYd5 = O. 
5-+0 ':r 

Folglich wird: 

Lim ~ 1. (12l n) iY d 5 =(~( grad) iY + iY divl2l . 
5-~0 ':r 

§11. 

(I5b) 

Wir teilen das Volumen V, welches durch die (nicht unendlich kleine) 
Oberfläche 5 begrenzt ist, in zwei Teilvolumina VI und V2 ein, und be
zeichnen die diese Teilvolumina begrenzenden Flächen mit 51 bzw. 52' Auf 
den mit 5 gemeinsamen Teilen von 51 und 52 fallen die entsprechenden 
äußeren Normalen n l und n2 mit n zusammen; auf der Fläche 51 2 

welche VI von V2 trennt, sind sie einander entgegengerichtet, so d~ß 
hier n2 = - n l oder nl + n2 = 0 ist. 

Daraus folgt, daß die Summe der beiden Integrale :f nllPd5, und 
} n2IPd52 dem ursprünglichen Flächenintegral :f nIPd5 gleich sein muß, 
ganz unabhängig von der Form der Trennungsfläche 5 1,2 (da die Inte
grale :f nl IP d 5 1. 2 und :f n2 IP d 51, 2 sich gegenseitig zerstören. 

Durch Fortsetzung dieses Vorgangs kann man V in unendlich kleine 
Volumenelemente Vi' die durch unendlich-kleine geschlossene Flächen5 i 

begrenzt sind, einteilen, so daß die Summe L7:f niIPd5i immer gleich 
i 

:f nIPd5 bleibt 1). Gehen wir zur Grenze 5 i .....,..0 über und beachten, daß 

Lim ~.1.niIPd5i = gradIPi ist, so bekommen wir 
51-+0 • ':r 

1) Auf Grund dieses Satzes kann man leicht die Gültigkeit unserer in § 8 ge

äußerten Behauptung betreffs der Unabhängigkeit des Lim i 1. nrp d 5 von der 
5-+0 ':r 

Gestalt der Oberfläche 5 beweisen. Wir stellen uns vor, daß die Elemente VI (5 i ) 

dieselbe Gestalt und Größe haben - ausschließlich der Grenzelemente, deren relative 
Anzahl und Betrag zum Integral :f nrpd5 mit steigender Anzahl N aller Elemente zu 
null strebt. Ist die Oberfläche 5 selbst unendlich klein und N unendlich groß, so 
kann man, wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion rp, alle TeilintegralE' 
:f ni d 5 i bis auf unendlich kleine Größen höherer Ordnung als einander gleich be· 

trachten und folglich ~ nirptd 5 i "-'. ~ ~nrpd5 setzen. Da mit derselben Annähe-

rung Vi = -~ ist, so folgt, daß der Grenzwertvont~nrpd5 für eineverschwindend 

kleine Oberfläche 5 von irgendeiner Gestalt mit dem ·Werte von~i ~ ni rpid5i für 

eine unendlich kleine Oberfläche von bestimmter - z. B. Würfel-Gestalt - zu
sammenfallen muß, also von der Gestalt von 5 unabhängig ist. 
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.1, nfPdS = Lim .J: grad fPi Vi. 
'j' Vi-+O i 

oder, indem die Summe durch ein Volumenintegral ersetzt wird, 

~ ilfPdS = f grad fPdV. (16) 

Auf dieselbe Weise bekommt man aus (8), (9) und (15b) die Trans
formationsformeln 

fFndS = ~ niJdS = f div iJdV, (16a) 

~nXiJdS= frotiJdV, (16b) 

f (n~) iJdS = f (~grad) iJd V + f iJ div ~d V. (16c) 

§ 12. 
Ähnliche Transformationsformeln erhält man für Linienintegrale, 

die längs einer geschlossenen Kurve (J genommen sind. Ersetzt man näm
lich (J durch ein Netz von unendlich kleinen ebenen Kurven (Ji' die die 
Flächenelemente Si irgendeiner durch (J begrenzten (also nicht ge
schlossenen) Fläche 5 begrenzen und beachtet, daß die Summe der 
Integrale ~'t'iiJd(Ji immer gleich dem ursprünglichen Integral ~'t'iJd(J 
bleiben muß (da die Tangentililvektoren 't'i auf jeder Trennungslinie 
zweier Flächenelemente Si entgegengerichtet sind), so bekommt man 
im Limes Si' (Ji --i>- 0, nach (14), 

f't'~d(J = ;:~'t'iiJd(Ji = -?-\l i rot iriSi 

fFrd(J= frotniJdS, (17) 

oder 

wo rot n iJ = n . rot iJ ist und n die Normale zu d 5 bedeutet; dabei 
wird diese Normale in der Richtung gezogen, welche dem durch den 
Tangentialvektor 't' definierten Umlaufssinn auf der Grenzkurve (J nach 
der Rechtsschraubenregel entspricht. 

Die Formel (16a) wird gewöhnlich als Gauß scher und (17) als Stokes
scher Satz bezeichnet. Zur Formel (17) kann man eine ähnliche Formel 
hinzufügen, die sich bei der Ersetzung der Vektorfunktion iJ (t) durch 
eine skalare Funktion fP (r) ergibt. Dabei gilt wie oben die Identität 

f't'fPd(J = .ff't'ifPid(Ji. 

Die Umformung eines längs einer unendlich kleinen Kurve (Ji erstreckten 

Linienintegrals ~'t'ifPid(Ji geschieht am einfachsten folgendermaßen. Wir 

denken uns (Ji als die Erzeugende der Zylinderfläche , die wir oben 
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bei der Ableitung der Formel (13) gebraucht haben und bilden anstatt 

des inneren Produktes n" f nq;d 5 das äußere Produkt n" X f n q; d 5 (der 

Index i werde vorläufig fortgelassen). Dabei erhalten wir ebenso wie 
bei der Ableitung der Formel (14) 

n" X fnq;d5 = fn"x nq;d5 = f n" X vljidE =hf -rljida 

und folglich, nach (11), 

n"x gradq;5" = f-rq;da, 

oder, indem der Index i wieder eingeführt wird, 

f T;q;;dai = n; X grad q;i5 i' 

Durch Summation und Grenzübergang (Si -+ 0) erhalten wir also 
die folgende Formel: 

fTq;da = f n X grad q;d5. (17a) 

§ 13. 
Durch Anwendung der oben betrachteten Differentialoperationen 

auf die Funktionen 
17 q; = grad q; , 17 fj = div fj, 17 X fj = rot fj, 

welche der gewöhnlichen Ableitung 1. Ordnung entsprechen, bekommen 
wir die folgenden 5 Ableitungen 2. Ordnung: 

(1717) cp = div grad cp, 17 (J7 m = grad div fj, J7 X J7 cp = rot grad cp, 
J7 (J7 X m = div rot fj, J7 X (17 X m = rot rot fj. 

Wäre der Differentialoperator V kein symbolischer, sondern ein 
echter Vektor, so müßten die doppelten "Produkte" V X V cp = (17 X V)cp 
und V (17 X m identisch (in cp bzw. in m verschwinden, d. h. es sollten 
die folgenden Identitäten bestehen: 

rot grad cp = 0, 

div rot fj = O. 

(IS) 

(ISa) 

Es ist nun leicht, auf Grund der obigen Transformationsformeln, ein
zusehen, daß dies tatsächlich der Fall ist. 

Denken wir uns die Fläche 5 in (17) und (17a) als geschlossen, sc 
reduziert sich die begrenzende Kurve a auf einen Punkt und das ent 
sprechende Linienintegral verschwindet. Es ergeben sich auf diese Weisf 
die Identitäten 

f n rot fjd5 = 0, f n x grad cpd5 = 0 
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oder durch Transformation nach den Formeln (16a) und (16b) 

f div rot ~dV = 0, f rot grad!pdV = O. 

Da das durch S eingeschlossene Volumen V ganz willkürlich ist, so müssen 
in diesen Volumintegralen die Integranden identisch verschwinden -
woraus sich die Formeln (18) und (I8a) ergeben. 

Die Operation 1717 !p = div grad!p schreibt man gewöhnlich in der 
Form 172!p, wo 17 2 = 1717 der Laptacesche Operator heißt (er wird auch 
vielfach durch LI bezeichnet). 

Nach der Definition von div kann man offenbar schreiben: 

f72!p =Lim ~ J:n.grad!pdS, 
S~ ':t' 

oder da n grad !p = (n grad)!p ist, 

f72!p = Lim} J: (n grad)!pdS . (19) 
8-+0 ':t' 

Diese Formel zeigt, daß die Operation V2 nicht nur auf skalare, sondern 
auch auf vektorielle Funktionen angewandt werden kann. Und zwar 
wird, wenn wir in (19) !p durch ~ ersetzen, 

f72~ = Lim i J:( n grad) ~dS. (19a) 
S-+O ':t' 

Führt man wieder statt des Symbols grad den symbolischen Vektor V ein 
und behandelt ihn als einen gewöhnlichen Faktor (der aber immer vor 
der zu differentiierenden Funktion ~ stehen muß), so folgt nach der 
algebraischen Identität (5), wenn m: = n, >ß = V (oder umgekehrt) und 
(t = ~ gesetzt wird, 

(nV)~ = n(V~)- Vx(nx~) = V(nm-llx(Vx~). 

Da Lim.~ 1. n(V~)dS = grad (V~) = V Lim ~ fll~dS s~ 'j' S-+O 

und 

Lim~. J: llx (Vx ~)dS = rot Vx~=Vx Lim -} J: 1l X ~dS 
5-+0 ':t' s-+o ':t' 

ist, so ergibt sich aus den obigen Gleichungen: 
V2~ = grad div ~ - rot rot ~. (19b) 

Diese Identität werden wir im nächsten Paragraphen mittels der 
Koordinatendarstellung der vektoriellen Differentialoperationen strenger 
beweisen. 

§ 14. 
Eine solche Darstellung bekommt man am einfachsten folgender

maßen: 
Wir betrachten die Funktion !p (t) als eine gewöhnliche skalare 

Funktion der drei Komponenten Xl' x2' x3 des Vektorarguments r. 
Frenkel, Elektrodynamik 1. 2 
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Dabei ergibt sich nach (13), indem der Vektor n" durch je einen der die 
Koordinatenachsen bestimmenden Einheitsvektoren el> e2 , ea ersetzt wird, 

i!rp 
ei grad T = gradiT =~;)' (i = 1, 2,3) (20) 

( Xi 

Die Komponenten des Vektors grad T = f7 T sind also gleich den 
Partialableitungen nach den entsprechenden Koordinaten der Funk
tion T (Xl' X 2, xa). 

Daraus folgt, daß der Operator f7 ganz unabhängig von der Be
schaffenheit der Funktion T definiert werden kann als ein (symbolischer) 

iJ ~. a 
Vektor mit den Komponenten -. -, ,!-, :;--. - In der Form 

() Xl U X2 u X 3 

iJ iJ iJ f7 = e ~-+ e --- + e -- (20a) 
I () Xl 2 a x2 a iJ X 3 

geschrieben, heißt er der Hamiltonsche Operator und kann sowohl 
auf skalare wie auf vektorielle Funktionen angewandt werden, wenn 
das Vektorargument r dieser Funktionen durch die drei skalaren Argu
mente Xl' X2, Xa ersetzt wird. Auf diese Weise bekommt man die fol
genden Ausdrücke für div ~, rot ~ und (1Jr grad) ~: 

- ~ 1 
div ~ = f7Ö" = .~~- F I + ~ F 2 +;~ F 3 • (21) 

d t"l OX2 uX3 

rot ~ = f7 X ~ = el (~!.a - i!F2) + e2 (~I!.1_ ~F':J) + e3 (~~ _ ~~1), (21a) 
\OX2 OX3 OX3 OX1 aXl OX2 

d.h. 

rot ~ = O~3 _ eF2 rot F = oFl _ ~!}3 rot3 F = ~F'2 _ ~F! (21 b) 
1 a X 2 i! x3 ' 2 iJ %3 0 Xl ' 0 Xl C X 2 

und 

(1Jr grad ~)i = lJr grad F i = Al °iJFi + .12 ~_I!.! + .13 ~iJFi. (i = 1, 2, 3) (21c) 
Xl u X 2 X3 

Diese Formeln kann man auch unmittelbar aus den entsprechenden 
Definitionsgleichungen (ll a), (ll b) [bzw. (14) und (I5)] ableiten, indern 
man für S die Oberfläche eines unendlich kleinen Parallelepipeds wählt, 
dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind. Im Falle von div ~ 
z. B. ergibt sich, wenn diese Seiten durch LI Xi und die dazu senkrechten 
Flächen durch s;" Sr (i = 1, 2, 3) bezeichnet werden (wobei S;' sich 
auf den Punkt Xi und Sr auf den Punkt Xi + LI Xi bezieht): 

~n~dS =iO~-;{'J (n'~')idS/ + J(n"~")idS/'} 
oder, da nr = Ci und n;' = - ei' d. h. (n"~I/)i = + ~r und (n/~/); 
= - ~/ ist, 

~ '1:.dS= \'S(F,"-Fl)dS= "~F'iLlS.= (\,q!j).v no .' .L..J • • • .L..J a Xi X" .L..J iJ Xi ' , , , 
wo V = LI Xi' Si = LI Xl' LI X 2 ' LI X3 das Volumen des Parallelepipeds 
bedeutet. Selbstverständlich sind diese Gleichungen nur annäherungs
weise bis auf Größen derselben Ordnung wie die Produkte V' LI Xi 



Differentialoperationen der Vektorrechnung. 19 

erfüllt. Gehen wir aber zur Grenze L1 Xi -+ 0 über, so erhalten WIr 
die ganz exakte Gleichung 

Lim _~ ~ "I:.dS = "O!"i Jx.~oV no ~ox;' . , 
welche mit (19) gleichbedeutend ist. 

Mittels der Formeln (20) und (21) ergibt sich 
. iPq; iPq; iJ2q; (82 iP ('2 ) 

dlV grad <p = axT + iJx~ + 04 = Dxi + iJx~ + iJx~ <p (22) 

Den Laplaceschen Operator 17 2 kann man also tatsächlich als das 
Quadrat des Hamiltonschen Operators (ISa) definieren: 

rn = (17 J7) = iJiJ;i + :;~ + :;~ (22a) 

Es ist nun leicht sich zu überzeugen, daß derselbe Ausdruck sich 
für 17 2 auf Grund der Gleichung (19b) ergibt. Bilden wir nämlich die 
Projektion der rechten Seite von (19b) auf irgendeine, z. B. die erste 
Achse (Xl)' so wird, nach (20), (21) und (21 b): 

~~_ (~+ 8F2 + ~!":J) __ 1._ (iify. _ cFl ) + .iJ (~_ ~F3) 
o~ iJ~ a~ a~ iJ~ o~ o~. o~\o~ o~ 

(j2F l iJ2Fl a2F l 

=~+-iJ '+-0·' (Xi x~ %3 

und dies ist nichts anderes, als die erste Komponente des Vektors 172g:, 
wenn dabei 17 2 als ein skalarer Faktor aufgefaßt wird. Es sei bemerkt, 
daß die Projektion dieses Vektors auf irgendeine Richtung n gleich 
div grad F n ist, d. h. 

jJ72g: I n = 17 2F n

§ 15. 

(22b) 

Nachdem wir oben die Differentialoperationen der Vektorrechnung 
definiert und erläutert haben, müssen wir - wie in der üblichen Diffe
rentialrechnung - die Regeln feststellen, welche die Anwendung dieser 
Operationen auf Summen, Produkte und zusammengesetzte Funktionen 
beherrschen. 

Die "Ableitungen" einer geometrischen Summe von mehreren Vek
torfunktionen eines skalaren oder vektoriellen Arguments ist offenbar 
ebenso wie bei der gewöhnlichen Differentiation gleich der geometrischen 
Summe der entsprechenden Ableitungen dieser Funktionen. Z. B. : 
d d~ d~ . 

d t {~(t)+ \8 (t)} = dt + dt' grad (<p + 1p) = grad <p + grad1p, dlV (Q; + m 
= div Q; + div g: usw. 

Man kann ferner leicht beweisen, daß im Falle eines Produktes zweier 
Funktionen eines skalaren Arguments, dieselben Formeln wie bei ska
laren Funktionen gültig bleiben; und zwar ist: 

d dq; d~ 
dt (<p~) = -iit ~ + <p TI' (23) 

2* 
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d d2( d)8 
dt (~08)= dt ~+ ~Te' (23a) 

d d2( d)8 
dt (~X~)=dtX ~ + ~X Te' (23b) 

Die letzte Formel ergibt sich z. B. folgendermaßen: 

~ (~x ~) = Lim (2( + A2() x (iB + A iB) - 2( x iB = 
dt Llt-.O At 

Lim{A2( A iB A2( A iB } _ d2( d)8 
Llt~o At X ~ + ~ X Tl + Te X At At - dt X ~ + ~ X dt-' 

Die Ableitung eines Produktes zweier Faktoren nach einem skalaren 
Argument ist also gleich der Summe der Ableitungen, die sich ergeben, 
wenn je einer dieser Faktoren als variabel und der andere als konstant 
betrachtet wird. Diese Regel läßt sich leicht verallgemeinern auf doppelte 
und kompliziertere Produkte, und bleibt auch bei der Differentiation von 
Funktionen eines Vektorarguments (r) gültig. Diese Behauptung läßt 
sich für jede Differentiationsart auf dieselbe Weise beweisen, wie wir es 
in § 10 für die zwei verschiedenen Operationen, welche in dem Ausdruck 

Lim ~ ,l: (~nmdS stecken, getan haben. Man kann sie auch in Ver-
5-.0 'j' 
bindung mit der Koordinatendarstellung der vektoriellen Differential
operationen als eine direkte Folge des entsprechenden Satzes für skalare 
Argumente betrachten. 

In dem einfachsten Fall von zwei Faktoren - welche skalare oder 
vektorielle Funktionen des Vektorarguments r sein können - muß man 
folgende vier Arten von Produkten unterscheiden: 

({np, qJg:, ~g:, ~xg:, 

und dementsprechend sechs Ableitungsarten, nämlich: 

l7(qJ1p) = grad (qJ1p) , l7(qJm = divqJg:, I7x (qJm = rotqJg:, 
17 . (~ X m = div (~ X m , 17 X (~ X m = rot (~X m 

und 17 (~m = grad (~m . 
Die Ausführung dieser Differentiationen könnte man auf dem 

Umwege der Koordinatendarstellung vollziehen; es ist aber ein
facher und zweckmäßiger, die entsprechenden Rechnungen mit Hilfe 
des vektoriellen Differentialoperators 17 direkt auszuführen. Dabei 
kann dieser, wie schon oben manchmal behauptet war, als ein gewöhn
licher Faktor betrachtet werden, muß aber immer unmittelbar vor der 
zu differentierenden Funktion stehen. Wenn die letzte Forderung nicht 
von vornherein erfüllt ist, so muß die Reihenfolge der Faktoren zunächst 
durch Anwendung der algebraischen Identitäten (4) und (5) vertauscht 
werden. Auf diese Weise erhalten wir ohne weiteres die folgenden 
Formeln: 

l7(qJ1p) = qJl71p + 1pl7qJ, 

l7(qJm = qJl7g: + I7qJ.g:, I7x(qJm = qJ 17m) + I7qJxg: 



Differentialoperationen der Vektorrechnung. 

oder mit den üblichen Bezeichnungen 
grad (tp'IjJ) = tp grad 'IjJ + 1p grad tp, 

div (tpg:) = tp div ~ + grad tp.~, 

rot (tpg:) = tp rot ~ + grad tp X ~. 

21 

(24) 

(24a) 

(24b) 
In der letzten Formel kann die Reihenfolge der beiden Faktoren 

im zweiten Gliede der rechten Seite zunächst zweifelhaft erscheinen. 
Zur Bestimmung der richtigen Reihenfolge muß man in diesen und in 
analogen Fällen auf die ursprüngliche Definition der entsprechenden 
Operation zurückgehen. Betrachtet man ~ als konstant, so wird nach 
(11 b) 

rot (tp~) = Lim -~1 nX(tp~)dS = Lim [1~ 1 ntpds] X ~ = grad tp x~, 
s~o ~ s~o ~ 

in Übereinstimmung mit (24 b). 
Ferner ist nach (4): 

{/7(~ X ~)} 1\'=konst = ~(Vx~), {V(~ X m} ~=konst = - ~(J7x m, 
und folglich: 

div(~xg:) = ~rot~-~rot~. (25) 
Mittels der Identität (5), wenn ~ = V, )8 = ~ und <t = ~ gesetzt 

wird, ergibt sich 

also 

{J7x (~x ~)} 1\'=konst = (~J7) ~ - ~ (J7~), 
{J7x(~ X g:)} Q:=konst = ~ (J7~)-(~J7) ~, 

rot (~x g:) = (~grad) ~ - (~ grad) ~ + ~ div ~ - ~ div ~ , (26) 
und auf dieselbe Weise, mit ~ =~, )8 = V, <t =~, bzw. ~ =~, 
)8=V,<t=~: 

d. h. 

{J7(~i)') }1\'=konst = (~J7)~+~ X (J7x~), 
{J7(~m} Q:=konilt = (~J7)~+~ X (J7x~), 

grad(~g:) =(~gradm+ (~grad)~+~ X rot~ +~ X rot~. (27) 
Hängen die Funktionen tp oder ~ nicht unmittelbar von t, sondern 

von einer anderen skalaren Funktion dieses Arguments t (t) ab, so redu
zieren sich ihre vektoriellen Ableitungen grad, div, rot, (~grad) nach t 

- ebenso wie in der üblichen Differentialrechnung - auf die ent
sprechenden (gewöhnlichen, inneren, äußeren) Produkte der vektoriellen 
Ableitung, d. h. des Gradienten von t mit der Ableitung von tp oder ~ 
nach dem skalaren Argument t. Es gelten also die folgenden Formeln: 

( ) dg; c dß'- dß'-
J7tpj)=(J7j df' J7i)'(J)=J7/- df , J7Xi)'U)= J7 / X dj' 

(~J7)i)'U) = (~J7 j) ~~ 
oder in der üblichen Schreibweise 

grad tp (I) = (grad I) ~~ , (28) 
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div fj(t) = (grad I) ~~, 

rot fj (I) = (grad I) X ~~ , 

(m grad) fj (I) = (m grad I) ~~ . 

(28a) 

(28b) 

(28c) 

Zur Erläuterung dieser Differentiationsregeln wollen wir die Formel 
(28 b) ausführlicher ableiten. - Setzt man in 

rot fj = Lim~! nxfjdS, 
5 ·~o 'j' 

fj = fjo + LI fj = fjo + (~~)o Lli = fjo + (~V) 0 (I -/0), 

wo der Index 0 sich auf den betrachteten Punkt bezieht, so wird, mit 

Rücksicht auf ~ n X fjodS = 0 und ~ n X (~~)o todS = 0 

~nXfjds=~nx (~~)ofds=[~nIPdS] X (~~)n 
und folglich: 

rot fj = ~~ ~- [~nIPdS J X (~~)o = [~~ ~ ~ nIPdS] X (~7)o 
= (grad I) X ~~ . 

§ 16. 
Mittels der oben angeführten Formeln kann die Differentiation von 

komplizierten skalaren oder vektoriellen Funktionen eines Vektor
arguments (r) auf die Differentiation der einfachsten Funktionen dieser 
Art zurückgeführt werden. Diese einfachsten Funktionen sind zu
nächst der Radiusvektor t selbst, nebst seinem Betrag r und Quadrat 
(rr) = r2 , und die linearen Funktionen hund t X t, wobei t einen 
konstanten Vektor bedeutet. Die verschiedenen Ableitungen dieser 
Funktionen kann man zwar durch Kombination der obigen allgemeinen 
Formeln berechnen; man kommt aber einfacher zum Ziel, wenn man 
direkt von der geometrischen Bedeutung dieser Funktionen und der 
entsprechenden Operationen ausgeht, oder ihre Koordinatendarstellung 
benützt. 

Z.B. kann man leicht einsehen, daß das Integral §ntdS gleich dem 
Dreifachen des durch die Oberfläche S begrenzten Volums ist (denn dS 
ist die Grundfläche eines schiefen Kegels mit der Höhe nt), woraus 

folgt, daß Lim~! mdS = 3, d. h. 
s ~o V 'j' 

div t = 3 (29) 
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ist. Zu demselben Resultat gelangt man noch einfacher mittels der 
Koordinatendarstellung; da nämlich ri = Xi ist, so wird nach (21) 

div t = ~~1 + iJ x2 + oXa = 3. 
iJx1 iJx2 oX3 

Auf dieselbe Weise bekommt man die Formeln 

rot t = 0 

und, wegen r2 = x~ + x~ + x~ , 
grad r2 = 2 r 

oder da nach (28) grad r 2 = 2 r grad rist, 

(29a) 

(29b) 

t 
gradr=-. (29c) 

r 

Der Gradient von r ist also gleich einem mit t gleichgerichteten 
Einheitsvektor. Dieses Resultat folgt ohne jede Rechnung aus der 
Definitionsgleichung (13). 

Ebenso leicht erhält man die Formeln 

grad (ft) = (t grad) t = f 
div (Ixt) = 0, 

rot(fxr)=2t, 

(9r grad) (I X t) = (I X 9{). 

Es ist z. B. nach (21 a) 
o 0 0 

rot l (I X t) = -~ - (f X t)3 - ~o (f X t)2 = oe-- (kt x2 -k2 xl ) 
OX2 X3 X 2 

-00 (k3Xl-klX3)=2kt. 
X3 

Oder anders nach (26) und (27), 

rot (I X t) = - (I grad) t + f div t 

grad (ft) = (I grad) t + I rot t = (f grad) t, 

(30) 

(30a) 

(30b) 

(30c) 

so daß eine der Formeln (30) genügt, um mittels (29) und (29a) die For
mel (30b) und die zweite von (30) abzuleiten. 

Zur Erläuterung der dargestellten Differentiationsregeln wollen wir 
noch einige kompliziertere Funktionen betrachten. 

1. Cf! = r n . Nach (28) und (29c) erhalten wir 

grad rn = nrn - 1 grad r = nrn - 2 t, 

wo n eine ganz willkürliche Zahl ist. 
2. 1J = rnt. Nach (24) und (24a) folgt 

div rnt = nrn - 2 (tt) + 3 rn, d. h. 

div rnt = (n + 3) rn 

und ferner wegen (29 a) 

(31) 

(31 a) 

(31 b) 
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Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Identität (18), da nach (31) 
yß + 2 

rnt = grad n+2 ist; es sei bemerkt, daß bei n = - 2 diese Formel 
r 

ersetzt werden muß durch Y2 = grad 19 r. 

3. ~ = (ft)t (die zu k parallele Komponente von t). Nach (24) 
und (30) 

div (ft)t = 3 ft + t f = 4 ft, 
rot (ft) t = O. 

4. ~ = (fXt) Xt (die zuk senkrechte Komponente von t). Nach (26) 

rot [(IXt) Xt] = (t grad) (lxt) - [(IXt) grad] t + (fxt) div t 
-t div (fxt) 

und ferner nach (30)-(30c) 

rot [(lxt) Xt] = fXt.- Ixt + 3 fxt = 3 {Xt. 
Zu demselben Resultat gelangt man selbstverständlich, wenn(f X t) X t 
nach (5) durch t(ft) - fr2 ersetzt wird. 

C. Koordinatentransformation und Tensoren. 
§ 17. 

Gehen wir von dem ursprünglichen Koordinatensystem (Xl' x z' 
X 3) über zu einem anderen (Xl" X 2', X 3') auch rechtwinkligen mit 
demselben Ursprung 0, aber mit veränderter Richtung der Achsen, 
so bekommen wir für die Koordinaten eines Punktes P, d. h. die Kompo
nenten seines Radiusvektors 0 P = t, neue Werte, nämlich 

Xk' = tek' (k = 1,2,3), 

wo el ', ez', e3' die neuen "Koordinatenvektoren" sind, d. h. Einheits
vektorerr, weIche die Richtung der neuen Achsen bestimmen. Ist das 
neue Koordinatensystem (X') ein Rechtsschraubensystem ebenso wie die 
ursprüngliche X (was im folgenden immer vorausgesetzt wird), so kann 
man es sich aus dem letzteren durch eine Drehung entstanden denken. 

Die Beziehungen zwischen den "ursprünglichen" und "neuen" 
Komponenten des Radiusvektors oder irgendeines anderen Vektors 2( 

sind bestimmt durch die Größen 

cos (Xi' X/) = eie;' = aii" (i, i' = 1, 2, 3) (32) 
die man als die neuen Komponenten der ursprünglichen Koordinaten
vektoren betrachten kann. 

Setzt man 

so wird 

2( = };Aie; = .2A~'ei" 
i i' 

Ai, = 2(e:, = (.2A;e;)ei, = .2Ai(e;ei,) , d. h. 

3 
Ai, = 2aii, A;, (32a) 

;=1 



und ebenso 

Da nach (32) 
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A i =2CCi i'A;,. 
i'=l 

25 

(32b) 

ist, so folgt, daß bei der Drehung des ursprünglichen Koordinaten
systems die Komponenten eines beliebigen Vektors sich in derselben 
Weise, wie die Koordinatenvektoren - oder "kovariant" - transfor
mieren 1). 

Solche Größen, wie das innere Produkt zweier Vektoren oder speziell 
das Quadrat eines Vektors A 2 = mm, bleiben selbstverständlich dabei 
unverändert oder "invariant", so daß 

A ~ + A ~ + A li = A;2 + A ~2 + A ~2 • 
ist. 

Drückt man hier die neuen Komponenten durch die ursprünglichen 
nach den Formeln (32a) aus, so erhält man die Identität 

2A:~ = 2(2ccki ,A k ) (2ccli,A z) = 22AkAz(2ccki,ali') 
i' i' k l k l i' 

woraus folgt, daß 

{ I bei k = 1 
L,:CXki'CX Z i' = 0 bei k ± 1 , ' 

(33) 

Diese Beziehungen sind wegen der bekannten Formel 2CXki'CX Z i' 
i' 

=2COS(XkXI-)COS(XzX;')=COS(XkXZ)' der Ausdruck der Tatsache. 
i' 

daß die betrachteten Koordinatensysteme rechtwinklig sind, und heißen 
deshalb "Orthogonalitätsbedingungen". Auf dieselbe Weise ergeben 
sich die zu (33) reziproken Beziehungen 

{ I bei k' = l' 
fCXik'CXiZ'= Obeik' =1= l' (33a) 

Dabei sind die Beziehungen (33) und (33a) nicht unabhängig, 
sondern folgen unmittelbar aus einander. 

§ 18. 
Im Gegensatz zu den gewöhnlichen skalaren Größen, welche von der 

Orientierung des Koordinatensystems unabhängig sind, haben die 
Komponenten eines Vektors, obwohl sie auch skalare Größen sind, 
keinen bestimmten von dieser Orientierung unabhängigen Wert. Bei 

1) Dies gilt nur bei rechtwinkligen Koordinatensystemen. Im allgemeinen 
Falle schiefwinkliger Koordinatenachsen, wenn die Komponenten eines Vektors 
von den entsprechenden Projektionen verschieden sind, transformieren sich nur 
die letzteren kovariant, die ersteren dagegen kontravariant, d. h. die neuen Kompo
nenten stehen zu den ursprünglichen in derselben Beziehung wie die ursprüng
lichen Koordinatenvektoren zu den neuen. 
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der Koordinatendarstellung von Vektoren müssen wir also zwei Arten 
von Skalaren unterscheiden: die gewöhnlichen invarianten Skalaren 
einerseits und die varianten, d. h. sich mit den Koordinatenvektoren 
kovariant transformierenden Skalare andrerseits. Die Einführung 
solcher varianter Skalare, die zu einem Tripel zusammengefaßt einen 
Vektor darstellen, erlaubt noch weiter in dieser Richtung zu gehen, 
und solche Größen aufzubauen, welche sich zu den Vektoren so ver
halten, wie diese zu den gewöhnlichen (invarianten) Skalaren. 

Bilden wir z. B. die Produkte von je zwei Komponenten der Vek
toren m: und m. Dabei bekommen wir in dem ursprünglichen Koordi
natensystem (X) 9 Größen 

AlB!, A 1 B2 , AlBa 
A 2 B1 • A 2 B2 • A2 Ba 
A 3 B1 , A 3 B2 , A 3 B3 

und in dem neuen Koordinatensystem (X') 9 ganz andere Größen 

A~B', A~B~, A~B~ 
A~B~, A;B~, A~B~ 
A~B~, A~B~, A~B~ 

welche aber den ursprünglichen in demselben Sinne entsprechen, wie die 
neuen Komponenten eines Vektors den ursprünglichen Komponenten 
desselben Vektors. 

Aus diesem Grunde kann man die Größen AiBk , und A~,B~' als die 
(skalaren) Komponenten einer und derselben zusammengesetzten Größe 
bezüglich der Koordinatensysteme (X) und (X') auffassen. Diese zu
sammengesetzte Größe, die zunächst keine anschauliche geometrische 
Bedeutung besitzt, ist der einfachste Vertreter der sog. Tensorgrößen, 
oder genauer Tensoren zweiten Ranges. 

Einen Tensor zweiten Ranges definiert man im allgemeinen Falle 
als eine Größe 2;t, die durch 32 = 9 divariante Skalare dargestellt wer
den kann, d. h. durch 9 skalare Größen, deren \Vert von der Wahl 
(Orientierung) des Koordinatensystems in derselben Weise abhängt, wie 
der Wert der Produkte von je zwei monovarianten - d. h. einen ge
wöhnlichen Vektor darstellenden - Skalaren 1). Diese divarianten 
Skalare heißen die Komponenten des Tensors. Sind sie für ein Koordi
natensystem (X) bekannt, und zwar gleich T ik (i, k = 1,2, 3), so kann 
man sie für jedes andere Koordinatensystem nach den Transformations
formeln [vgl. (32 a)] 

(34) 

berechnen. Umgekehrt drücken sich die ursprünglichen Komponenten 
von 2% durch die neuen aus mittels der Formeln 

(34a) 

1) Speziell der Koordinaten eines Punktes. 



Koordinatentransformation und Tensoren. 27 

welche den Formeln (32b) entsprechen (selbstverständlich kann man 
sie auch durch direkte Auflösung der Gleichungen (34) in bezug auf 
die T ik erhalten). 

In ganz ähnlicher Weise definiert man Tensoren dritten, vierten und 
höheren Ranges. Ein Tensor n-ten Ranges n::t; ist also koordinatenmäßig 
dargestellt durch 3 n Komponenten, welche n-fach variante Skalare 
sind, d. h. solche Skalare, die sich bei Koordinatentransformationen 
(Drehungen des ursprünglichen Koordinatensystems) wie die Produkte 
von je n Vektorkomponenten transformieren. Dabei kann man die 
Vektorkomponenten als monovariante Skalare und dementsprechend 
die Vektorgrößen als Tensoren ersten Ranges betrachten; die ge
wöhnlichen invarianten Skalare fügen sich dieser Reihe als die Ten
soren "nullten" Ranges an. 

§ 19. 
Wir wollen zunächst nur die "gewöhnlichen" Tensoren, d. h. die 

Tensoren zweiten Ranges behandeln. Wegen des linearen Charakters 
der Transformationsgleichungen (34) oder (34a) kann man sofort 
schließen, daß die Summen (oder Differenzen) der entsprechenden 
Komponenten zweier verschiedenen Tensoren einen neuen Tensor 
bilden. Dieser neue Tensor, welcher der geometrischen Summe (oder 
Differenz) zweier Vektoren entspricht, heißt die Tensorsumme (bzw. 
Differenz) der beiden anderen 2$, 20, und wird durch 2$ + 20 (bzw. 
2$ _ 20) bezeichnet. Allgemein bedeutet die Gleichung 

2::t; = 2$ + 20 + 2ffi + . . . (35) 

daß T ik = Pik + Qik + R ik + ... ist (i, k = 1, 2, 3). 

Jedem Tensor 2::t; mit den Komponenten T ik kann man einen anderen 

2% zuordnen, dessen Komponenten durch die Bedingung 

Tik=Tki (36) 

bestimmt sind. Diese Bedingung bedeutet, daß man die Komponenten 
von 2::t; erhält, wenn man in dem Komponentenschema von 2::t; 

Tu, T 12 , T 13 

T 21 , T 22 , T23 

T 31 , T32 , T33 

die Zeilen mit den Spalten vertauscht. 
Es ist leicht einzusehen, daß die Bedingung (36) invariant gegen 

Koordinatentransformationen ist, d. h. daß die aus T ik und T jk nach 
der Formel (34) berechneten neuen Komponenten der entsprechenden 
Tensoren derselben Bedingung 

Th,=Th 
genügen. Dies zeigt, daß die Größen T ik tatsächlich einen Tensor 
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bilden. Dieser Tensor heißt der transponierte von 2%. Folgende Spezial
fälle sind besonders zu beachten: 

1. T ki = T ik • Der T~nsor ~ heißt symmetrisch und ist mit dem 
transponierten Tensor 2% identisch. Die Anzahl der verschiedenen 
Komponenten von 2% ist gleich 6. 

2. T ki = - T ki • Der Tensor 2% heißt schiefsymmetrisch oder 
antimetr!sch und ist seinem transponierten entgegengesetzt gleich 

(2% + 2% = 0). Da in diesem Fall die "Diagonalkomponenten" von 
2%, d. h. Tu, T 22 , T 33' verschwinden, reduziert sich die Anzahl der 
voneinander unabhängigen skalaren Größen, welche 2% bestimmen, 
auf 3, nämlich 

T 23 = - T 32 = Tl' T 31 = - T l3 = T 2 , T 12 = - T 21 = T;. (36a) 

Daraus folgt, daß ein schiefsymmetrischer Tensor 2% einem Vektor % 
mit den Komponenten Tl' T 2 , T 3 vollkommen äquivalent sein muß. 

In der Tat, es läßt sich leicht beweisen, daß die Größen (36a) 
ebensogut als divariante wie als monovariante Skalare betrachtet 
werden können. - Ein schiefsymmetrischer Tensor kann offenbar immer 
mittels zweier verschiedener Vektoren m und ~ aufgebaut werden, 
deren Komponenten in dem ursprünglichen Koordinatensystem den 
Gleichungen 

AiBk-AkBi = T ik = - T ki 

genügen. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind aber nach den For
meln (lOa) nichts anderes als die Komponenten des Vektors ± m X ~, 

d. h. des äußeren Produktes der Vektorenll( und~. Die Skalaren Tl' 
T 2 , T 3 sind also tatsächlich die Komponenten eines Vektors 

;t=ll(x~. 

Ein asymmetrischer Tensor 2;t, d. h. ein Tensor, welcher weder sym
metrisch noch schiefsymmetrisch ist, kann immer in einen symmetri
schen und einen schiefsymmetrischen Anteil zerlegt werden. Setzt man 
nämlich 

und 

so wird 
2;t = 2'-13 + 20,. 

Da nach dem oben Gesagten der schiefsymmetrische Tensor 2Q einem 
Vektor 0, äquivalent ist, so sieht man, daß im allgemeinen Falle ein 
Tensor (2ten Ranges) sich auf einen symmetrischen Tensor und einen 
Vektor reduzieren läßt. 
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§ 20. 

Die Bedeutung einer solchen Reduktion tritt zunächst bei der 
Multiplikation von Tensoren mit Vektoren oder anderen Tensoren 
hervor. 

Bildet man die dem inneren Produkt zweier Vektoren entsprechenden 
Ausdrücke 

wo F 1 , F 2 , F 3 die Komponenten eines Vektors ~ sind, und beachtet, daß 
diese Ausdrücke in Hinsicht auf ihre Transformationsart ("Varianz") 
völlig äquivalent sind mit solchen, die sich daraus bei dem Ansatz 
T;k = A;Bk ergeben, d. h. 

2Ai BkFk = Ai 2 BkFk = AilB~ 
k k 

und 
2Ai B k F i = B k 2AJi= Bk'll~, 
i i 

so sieht man, daß 2TikF k gleich der i-Komponente eines Vektors und 
k 

2TikF i gleich der k-Komponente eines anderen Vektors sein müssen. 
i 

Wir wollen den ersten dieser Vektoren mit 2%~ = ~ 2% bezeichnen, und 
das Produkt von 2% und ~ nennen. Der zweite Vektor erscheint dann 
als Produkt von 2% und ~, so daß 

(2~~)i = fTikFk, lJ 
(37) 

(2%~h= 2TikFi. 
i 

Ist der Tensor 2% symmetrisch, so fallen die beiden Produkte (37) 
zusammen. Setzt man im allgemeinen Falle 2%= 2\)3 + 20, wo 2\)3 sym-

metrisch = ~ (2% + 2%), und 2Q schiefsymmetrisch ist, so ergibt sich mit 

d.h. 

Q23 = - Q32 = Ql' Q31 = - Q13 = Q2' Q12 = - Q21 = Q3 
(2%mi = (2\)3mi + (~XO)i' 

~.2% = ~2\)3 + ~xO (37a) 
und ebenso 

~ . 2% = ~ 2\)3 - ~ X O. 

Die Multiplikation eines Tensors mit einem Vektor reduziert sich 
folglich auf die entsprechende Multiplikation des symmetrischen Anteils 
dieses Tensors und die äußere Multiplikation des dem schiefsymmetri
schen Anteil äquivalenten Vektors mit dem betrachteten Vektor l ). 

1) Man kann neben der angeführten "inneren" Multiplikation noch die der 
äußeren Multiplikation zweier Vektoren entsprechende Operation einführen; diese 
würde aber keinen Vektor, sondern einen Tensor ergeben; siehe unten. 
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Entsprechendes gilt für die Multiplikation zweier Tensoren 2;t und 2@) 
miteinander. Man kann nämlich aus den Komponenten von 2;t und 2@) 
zwei invariante skalare Größen bilden: 

2) )'TikS"i und )'2)Tik S ik · 
i k i k 

Die Invarianz dieser Größen gegen Koordinatentransformationen 
sieht man sofort mittels der Ansätze T ik = AiBb Sik = CiDk ein, 
da sich dabei die erste auf (m~) (\B~) und die zweite auf (m~) (\B~) 
reduziert. Die erste der oben angeführten Größen werden wir durch 
2;t.2@) bezeichnen und das skalare Produkt der Tensoren 2;t und 2@) 
nennen. 

Es ist also 

und dementsprechend 

.2 \;TikSki = 2;t2@) = 2@)2;t 
i k 

>' >'T .. S. = 2~2C::: = 2Q:2C-:: ....;..... . .-.. zlC zk ~ '\::) ,..lL. o. 
i k 

(38) 

Sobald einer der Tensoren 2;t und 2@) symmetrisch ist, muß das letzte 
Produkt mit (38) zusammenfallen. Im allgemeinen Falle (2;t und 2@) 
beide asymmetrisch) ergibt sich, wenn 2W1 den symmetrischen und 2in 
den schiefsymmetrischen Anteil von 2@) bedeuten: 

2;t2@) = 2\.lPW1- 2 Oin (38a) 
und 

2;t2@) = 21.ß 2W1 + 20in. 

Aus den Komponenten zweier Tensoren kann man durch Produkt
bildung und einfache Summation (in bezug auf ein Paar der Indizes) 
nicht invariante, sondern divariante Skalare bekommen, d. h. Kompo
nenten neuer Tensoren desselben (2ten) Ranges. Man muß dabei die 
folgenden vier Arten von Produkten unterscheiden: 

:ETilSlk, :ETiISkl , .2T1i S kl , 2.;T1i S 1k 
I I I 

die wir als die (i, k)-Komponenten der Tensorprodukte 
- - - -2;t X 2@), 2;t X 2@), 2;t X 2@), 2;t X 2@) 

bezeichnen werden. Es ist also 
(2;t X 2@»)i/c=2)TiI S 1k. (39) 

1 

Aus dieser Definition 1) folgt, daß die Tensormultiplikation im all
gemeinen nicht kommutativ ist; diese Operation wird nur dann kommu
tativ, wenn beide Faktoren symmetrisch sind. 

Durch Zerlegung der letzteren in ihre symmetrischen und schief
symmetrischen Anteile ergibt sich nach (39) 

2;t X 2@) = 21.ß X 2W1 + 21.ß X 2j)C + 20 X 2W1 + 20 X 2j)C. 

1) Welche der üblichen Definition der Determinanten- und Matrizen-Produkte 
entspricht. 
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Dabei ist 2~ X 29)( = 29)( X 2~. Was die drei anderen Summanden an
betrifft, so lassen sie sich nicht unmittelbar auf die den Vektoren:O. 
und ~ entsprechenden Ausdrücke zurückführen. Zunächst bekommen 
wir für die Komponenten von 2:0. X 2~: 

(2:0. X 2~)1l= Qll Nll + Ql2 N 21 + Q13 N 31 = -Q3N3-Q2N2= 
- (:O.~) + Q1N 1' 

(2:0. X 2~)12 = QnN 12 + Q12 N 22 + Q13 N 32 = - Q2Nl 
d.h. 

(2:O.X2~). ,= f QkNi-(:O.~) für k=i, 
,k 1- QkNi für k =l= i. (39a) 

Der Tensor 2:0. X 2~ ist also aus den beiden Vektoren :0. und ~ durch 
Multiplikation ihrer Komponenten gebildet 1). 

Ferner ist: 

(2~2~)1l = PllNll + Pl2 N 21 + P13N 31 = - Pl2 N3 + P13 N 2, 

(2~2~)12 = Pll N l2 + P12N 22 + P13N 32 = Pn N 3 - P13 N 1. 

Diese Ausdrücke wollen wir Komponenten des äußeren Produktes 
des Vektors ~ und des Tensors 2~ nennen und durch 

(39b) 

bezeichnen. Dabei bedeutet ~i einen Vektor mit den Komponenten 
Pi!, Pi2 , Pi3 • 

Zum Schluß dieses Paragraphen sei bemerkt, daß die Multiplikation 
der Tensoren mit Vektoren oder anderen Tensoren, wie sie oben defi
niert wurde, ebenso wie die innere und äußere Multiplikation der Vek
toren dem distributiven Gesetz gehorcht. Es gilt also 

usw. 

2;:t(9l + )B) = 2;:t9l + 2;:t)B 
(2@) + 2;:t)9l = 2@)9l+ 2;:t9l 

§ 21. 
Durch innere Multiplikation des Vektors (2;:t9l) mit einem anderen 

Vektor )B ergibt sich eine invariante skalare Größe, die sich im allgemei
nen Falle eines asymmetrischen Tensors 2;:t = 2~ + 2:0. nach (37 a) fol
gendermaßen schreiben läßt 

(2;:t9l))B = (2~9l))B + O()B X 9l). 

Im folgenden werden wir stets :0. = 0 setzen, d. h. nur symmetrische 
Tensoren betrachten. Dann ist das Produkt von 2;:t, 9l und )B von der 

1) Ersetzt man den Radiusvektor eines Punktes durch den entsprechenden 
schiefsymmentrischen Tensor 2r mit den Komponenten r23 = - r32 = Xl usw" so 
bestimmt die über alle Teilchen eines starren Körpers erstreckte Summe 
29R = - Em (2r X 2r) (m -Masse eines Teilchens) die Trägheitsmomente dieses Körpers 
in bezug auf beliebige Achsen. Und zwar ist das Trägheitsmoment um eine Achse 
in der Richtung des Einheitsvektors n gleich dem inneren Produkte 29Rn. 
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Reihenfolge der Faktoren unabhängig, weshalb man es einfach durch 
~ ~ 58 bezeichnen darf. 

Setzen wir speziell ~ = 58 = t, so wird 

~tt = TllX~ + T22X~ + T33X~ + 2 T 23 x2 X3 + 2 T 31 x3 X1 } 

+ 2 T 12 x1 X2 (40) 

Wir erhalten also eine quadratische Form der Koordinaten Xl' X2 ' X3 , 

wobei die Komponenten des Tensors 2st; die Rolle der Koeffizienten spielen. 
Betrachtet man diesen Tensor als eine konstante Größe und den 

Vektor t, d. h. die Koordinaten Xl' X2 ' x3 ' als variabel. so bestimmt die 
Gleichung 

2~tt =konst (40a) 

eine Fläche zweiter Ordnung, und zwar auf eine von der Orientierung 
des Koordinatensystems ganz unabhängige Weise. Diese Fläche (Ellip
soid, Hyperboloid) kann man deshalb als die koordinaten/reie geometri
sche Darstellung des betrachteten Tensors ansehen. 

Eine ganz entsprechende Darstellung kann man auch für Vektoren 
einführen, indem diese als Tensoren ersten Ranges betrachtet werden. 
Statt einen Vektor ~ durch eine ihm proportionale und gleichgerichtete 
Strecke - d. h. durch einen bestimmten Wert des Radiusvektors t -
darzustellen, kann man nämlich ebensogut die dazu senkrechte Ebene, 
d. h. die durch die Gleichung 

~t = A lXI + A 2 X2 + A 3 x3 = konst 

definierte Fläche erster Ordnung benützen. 
Setzt man die obige Konstante gleich 1, so wird der Abstand der 

Ebene vom Koordinatenursprung.gleich r 1 = ~, d. h. umge-
A~ + Ai + A: 

kehrt proportional dem Betrage des durch diese Ebene dargestellten 
"Tensors 1 ten Ranges". Ähnliches ergibt sich für die geometrische Dar
stellung von (symmetrischen) Tensoren 2ten Ranges nach (40a). Der 
"Betrag" des Tensors kann dabei durch 12~ I = -y2%2% definiert 
werden. 

Durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems kann man 
bekanntlich die Fläche (40a) auf ihre "Haupt-" oder "Symmetrieachsen" 
transformieren, d. h. ihre koordinatenmäßige Gleichung in der Form 

~tt =%~lX~2 + T~2X~2 + T~3X~2 = konst = 1 (40b) 

erhalten. Die entsprechenden Koordinatenachsen heißen die Haupt
achsen des diese Fläche bestimmenden (oder durch sie dargestellten) 
Tensors; sie sind also durch das Verschwinden der Komponenten T'ik 

für i =l= k charakterisiert. 
Es sei bemerkt, daß für assymmetrische Tensoren eine solche 

"Hauptachsentransformation" unmöglich ist, ebenso wie die oben an
geführte geometrische Veranschaulichung. 
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§ 22. 
Die Hauptachsen eines Tensors können dadurch definiert werden, 

daß die Vektoren 2% r, welche im allgemeinen eine von r verschiedene 
Richtung haben, für die Hauptachseneinrichtungen mit r gleichgerichtet 
sind. 

In der Tat ist der Vektor 2%r gleich dem Gradienten der skalaren 

Größe -~ 2%rr, woraus folgt, daß er die Richtung der äußeren 

Normale zur Fläche (40a) in dem betreffenden durch r bestimmten 
Punkte hat. 

Führt man einen noch unbestimmten Skalar}. ein, so werden die 
Hauptachsen des Tensors 2% durch die Vektorgleichung 

2%r = }.r (41) 

oder die entsprechenden skalaren Gleichungen 

(Tu -}.) Xl + T 12 X 2 + T l3 X3 _ 0, l 
T 21 x l + (T22 -}.) x2 + T 23 X3 = 0" 
T 31 xl + T 32 X 2 + (T33 -}.) x3 - 0 

(41 a) 

bestimmt. Daraus ergibt sich für den Skalar ~ die kubische Gleichung 

T ll -}., T 12 , T 13 
T 2l , T 22 -}., T 23 =0 (41 b) 
T 3l , T 32 , T 33 -}. 

deren Wurzeln gerade gleich den Hauptkomponenten T'll' T~2' T~3 
von % sind 1). Entwickeln wir diese Gleichung nach Potenzen von }., 
so nimmt sie die folgende Gestalt an: 

mit 

und 

}.3 _ T(I)}.2 + T(2)}. - T(:J) = 0 

T(1) = T ll + T 22 + T 33 

T(2) = T~3 + T~l + Ti2 - T 22 T 33 - Ta3 Tu - Tu T 22 

Tu, 
T(3) = T 2l , 

Tal' 

(41 c) 

(42) 

(42a) 

(42b) 

Da die Wurzeln von (41 c) ganz bestimmte von der Koordinaten
wahl unabhängige Größen sind, so muß dasselbe auch für die Koeffi
zienten T(l), T(2), T(3) gelten. Sie heißen deshalb Invarianten - und 

1) Auf den Beweis wollen wir hier verzichten, da die Frage der Hauptachsen
transformation der Flächen zweiten Grades in Lehrbüchern der analytischen 
Geometrie dargelegt wird. Es sei nur bemerkt, daß die allgemeinste Bedingung für 
die Realität aller drei \Vurzeln von (41 b) die sog. Hermitesche Bedingung ist: 
T ki = komplex konjugiert zu Ti k. Dies bedeutet, daß, wenn der Tensor 2st kom
plex, und zwar = 2U + t =1 218 ist, sein reeller Anteil 2U symmetrisch, der ima
ginäre Anteil 218 dagegen schiefsymmetrisch sein muß. 

Frent<el, Elektrodynamik 1. 3 
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zwar lineare, quadratische und kubische - des Tenso.rs ~. Die In
varianz vo.n T(1) fo.lgt so.fo.rt' aus dem Umstand, daß für T ik = AiBk 

T(l) = & ~ Wird. Die Invarianz vo.n 7(2) kann man ebenso. leicht ein
sehen, da 

2T(2) = 2%2% - (T(1»)2 

ist. Dagegen würde die unmittelbare Feststellung des invarianten 
Charakters vo.n (4:2b) eine spezielle Untersuchung erfo.rdern. 

§ 23. 

Neben den ko.nstanten hat man auch veränderliche Tenso.ren zu be
trachten, welche Funktio.nen der Zeit o.der des Ortes, d. h. des Radius
vekto.rs sind (Tenso.rfunktio.nen, Tenso.rfelder). Die der Divergenz eines 
Vekto.rs entsprechende Differentialgröße kann man dabei durch den 
fo.lgenden der Fo.rmel (ll a) analo.gen Ansatz definieren 

div 2% = Lim ~ ! 2%ndS. 
S-+o 'f (43) 

Da das Pro.dukt 2%n einen Vekto.r darstellt 1), so. muß die Divergenz 
eines Tensors auch eine Vekto.rgröße sein. Durch geeignete Spezialisie
rung der Fläche 5 (Parallelepiped, dessen Kanten den Ko.o.rdinaten
achsen parallel sind) ergibt sich aus (43) die fo.lgende ko.o.rdinatenmäßige 
Definitio.n dieser Größe [vgl. (21)]: 

(d' 2<1-) _ ~ oTu 
lV -'L i -.4.J ~ . 

k uXj: 
(43a) 

Man kann sie auch symbo.lisch definieren als das Pro.dukt des Tenso.rs ~ 
mit dem Hamiltonschen Operatür 17. Es sei bemerkt, daß die Divergenz 
eines asymmetrischen Tenso.rs sich nach (37 a) in die Divergenz seines 
symmetrischen Anteils 2$ und die Ro.tatio.n des Vekto.rs 0, welcher dem 
schiefsymmetrischen Anteil entspricht, zerlegen läßt: 

div 2% = div 2$ + ro.t O. (43b) 

Aus (43) fo.lgtdie dem Gaußschen Satze (16a) entsprechende Transfo.r
matio.nsfo.rmel 

(44) 

Mittels des symbolischen Vekto.rs 17 kann man zwei auch symbo.lische 
Tenso.ren bilden, und zwar einen symmetrischen mit den Ko.mponenten 

J7 i J7k = ~ 0: ,und einen schiefsymmetrischen 217 mit dem Ko.mpo-
ux. uX" 

nentenschema: 

1) Und zwar einen Vektor, dessen Richtung mit der Richtung der äußeren Nor
male zu der den Tensor 2;t darstellenden Fläche zusammenfällt, wobei n die 
Rolle des Radiusvektors spielt. 
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a 

0, 

a 
- 8%1' 
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Der erste dieser "Tensoren" ist ein Differentialoperator zweiter Ord
nung, während der zweite ein mit 17 völlig äquivalenter Operator &ster 
Ordnung ist, welcher nur eine andere Schreibweise für die durch 17 
bestimmten Operationen gestattet. Durch Anwendung dieses Ope
rators auf eine Vektorfunktion erhalten wir, nach der allgemeinen 
Multiplikationsformel (37 a), (wobei 2$ = ° und 0 = 17 ist) 

2J7. ~ = 17 X ~ = rot ~. (45) 

Ebenso wird für das "skalare Produkt" von 217 mit einer Tensorfunktion 

217· 2'X = 2 17 0 = 2 div 0, (45a) 

wo 

ist. Die rechte Seite dieser Gleichung wird vielfach die "Rotation" 
des schiefsymmetrischen Tensors 20, genannt und durch rot 20, be
zeichnet (rot 20 = div 0,). 

Eine der Rotation eines Vektors entsprechende Operation wird auf 
Tensorfunktionen im allgemeinen nicht angewandt. 

Bei der Anwendung des Operators 17 auf Produkte von Tensoren mit 
Vektoren oder anderen Tensoren, muß man ähnliche Differentiations
regeln berücksichtigen, wie bei den entsprechenden Operationen der 
Vektorrechnung. Auf diese Frage wollen wir hier nicht näher eingehen. 

§ 24. 

Zum Schluß müssen wir noch einige 'Worte über Tensoren höheren 
Ranges hinzufügen. 

Die allgemeine Definition eines Tensors vom Range n, n'X, haben 
wir schon am Ende des § 18 gegeben. Solche Tensoren kann man 
durch Multiplikation oder Differentiation der Komponenten von 
Tensoren niedrigeren Ranges (einschließlich Vektoren) bilden ("Er
weiterung"). Man kann auch umgekehrt den Rang eines Tensors 
erniedrigen, und zwar durch Summation der Komponenten mit 
zwei gleichen Indizes ("Verjüngung"). Aus einem Tensor dritten 
Ranges 3'X mit den Komponenten Ti kZ bek-ommt man z. B. auf 

3 3 
diese Weise drei Vektoren mit den Komponenten 2Tikk > 2 T ki /:, 

k=l "=1 

3* 
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3 
2.;'Tkki (i=I,2,3). Als ein schon bekannter Fall einer solchen Ver
k=l 

3 

jüngung sei der invariante Skalar T(O = 2) Ti; genannt. 
i = 1 

Die asymmetrischen Tensoren höheren Ranges können, im Gegen
satz zu den gewöhnlichen Tensoren, nicht in völlig symmetrische und 
völlig schiefsymmetrische Anteile aufgespalten werden. Man muß mit 
dieser Aufspaltung bei den Summanden haltmachen, die in bezug 
auf einige Indizespaare symmetrisch, in bezug auf alle anderen schief
symmetrisch sind. 

Ein völlig symmetrischer Tensor n-ten Ranges n;t kann durch eine 
algebraische Fläche n-ter Ordnung 

n;trr ... r = 2)Ti i i Xi Xi ... Xi = konst 
.. 12'·'n12 n 

1-1 .•. tn 

veranschaulicht oder "dargestellt" werden. Dabei bedeutet das Pro
dukt n;tiJ einen Tensor (n -l)-ten Ranges mit den Komponenten 

3 

LTi1i'li3'" in ~il' 
i 1 = 1 

Als einfachste Beispiele symmetrischer Tensoren n-ten Ranges mögen 
die Tensoren 

(46) 

und 

(46a) 

dienen (p = irgendeine skalare Funktion von r). 
Daraus kann man durch Multiplikation mit invarianten Skalaren 

und Addition (es können selbstverständlich nur Tensoren desselben 
Ranges addiert werden) kompliziertere symmetrische Tensoren auf
bauen. 

Es sei bemerkt, daß die n-varianten Skalare (46) sich in der Form 

R (ni' n2 , n 3) = X~'X:2X;3 (ni + n2 + n3 = n) (46b) 

schreiben lassen, und daß die Anzahl der Komponenten von n)R, die 
sämtlich gleich R (ni' n2 , n3) sind, gleich 

n! 

ist. 
Entsprechendes gilt für den Tensor (46a), wobei R (ni' n2 , n3) durch 

8" q; S(nV n2 ,n3) = -
. iJz7' iJ X",' iJ %,7' 

zu ersetzen ist. 



Erster Abschnitc. 

Die von der Zeit unabhängigen 
elektromagnetischen Wirkungen. 

Erstes Kapitel. 

Elektrostatische Wirkungen und Energieprinzip. 

§ 1. Elektrische Dipole. 
Bei der Darstellung der Grundlagen der Elektrostatik fängt man 

gewöhnlich mit der Betrachtung von elektrisierten Körpern an, denen 
die gewöhnlichen neutralen Körper als vollkommen "elektrizitätslos" 
gegenübergestellt werden. Diese Gegenüberstellung ist bekanntlich 
unberechtigt, da tatsächlich jeder neutrale Körper verborgene elektrische 
Ladungen von zwei entgegengesetzten Sorten in äquivalenten, d. h. sich 
gegenseitig neutralisierenden Mengen enthält. Unter gewöhnlichen Um
ständen sind diese Ladungen gleichmäßig über das Körpervolumen ver
teilt, so daß nicht nur der Körper als Ganzes, sondern jedes nicht zu 
kleine Volumelement desselben als "neutral" erscheint. Diese gleich
förmige Verteilung kann aber bei gewissen Einwirkungen gestört werden, 
und zwar in der Weise, daß in einem Teil des Körpers ein Überschuß 
von elektrischen Ladungen der einen Sorte, und im anderen Teil ein 
äquivalenter Überschuß von Ladungen der entgegengesetzten Sorte 
auftritt. Eine solche räumliche Trennung entgegengesetzter elektrischer 
Ladungen in einem neutralen Körper äußert sich in dem Auftreten 
von Anziehungskräften zwischen diesem Körper und anderen ihn um
gebenden neutralen Körpern, wobei in den letzteren eine ähnliche räum
liche Trennung der verborgenen elektrischen Ladungen "induziert" wird. 

Ein Körper oder Teilkörper, welcher elektrische Ladungen der einen 
oder der anderen Sorte in überschüssiger Menge enthält, heißt elektri
siert. Da im Normalzustand alle Körper neutral sind, so muß die Elek
trisierung eines von ihnen immer verknüpft sein mit der entgegen
gesetzten Elektrisierung anderer Körper, mit welchen er am Anfang 
in Berührung war oder mit denen er einen einheitlichen Körper bildete. 
Umgekehrt: die "Neutralisation" des betrachteten Körpers, d. h. das 
Verschwinden des in ihm steckenden Überschusses elektrischer Ladungen 
einer gewissen Gattung kann nur gleichzeitig mit der Neutralisation eines 
oder einiger anderer entgegengesetzt elektrisierter Körper stattfinden. 

Daraus folgt, daß das Auftreten oder Verschwinden von elektrischen 
Kräften (d. h. Kräften elektrischen Ursprunges) immer durch räumliche 
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Trennung bzw. Vereinigung (Annäherung) von elektrischen Ladungen 
entgegengesetzter Gattung bedingt wird - nicht aber durch "Schaffung" 
oder "Vernichtung" dieser Ladungen. 

Somit darf man behaupten, daß die Elektrizität kein zufälliges und 
veränderliches Attribut der materiellen Körper darstellt, sondern 
aus Elementen - "Elementarladungen" - besteht, die ebenso unzer
störbar und unveränderlich sind, wie die Materie selbst. Infolge ihrer 
ständigen Verbindung mit den materiellen Körpern müssen diese Ele
mentarladungen betrachtet werden als eine unveränderliche und un
trennbare Eigenschaft der Elementarteilchen, aus welchen die materiellen 
Körper aufgebaut sind - in demselben Sinne, wie die Masse dieser 
Teilchen als eine solche Eigenschaft angesehen wird. Von diesem 
Standpunkte aus ist es von vornherein notwendig sich vorzustellen, daß 
die kleinsten neutralen Materieteilchen - die Atome - zusammen
gesetzte Gebilde sind, welche aus noch kleineren elektrisierten Teilchen 
bestehen. Diese überhaupt kleinsten materiellen Teilchen, welche nicht 
nur durch ihre Masse, sondern auch durch ihre elektrische Ladung 
charakterisiert sind, nennt man Elektronen. Wir müssen offenbar an
nehmen, daß es in jedem Atom zwei Gattungen von Elektronen gibt, 
die entgegengesetzte Ladungen von äquivalenter Größe haben. 

Ohne zunächst auf die tiefere Begründung und Weiterentwicklung der 
Elektronentheorie einzugehen, wollen wir das oben skizzierte Bild zur 
Grundlage machen, auf der die allgemeinen Prinzipien der Elektro
dynamik aufgebaut werden sollen. 

Dabei werden wir nicht von "isolierten" elektrischen Ladungen aus
gehen, sondern von den einfachsten neutralen Systemen, die aus zwei 
entgegengesetzten Ladungen (d. h. aus zwei entgegengesetzt elektrisier
ten Teilchen) bestehen. Solche Systeme heißen elektrische Dipole. Wir 
werden also zunächst die Kräfte betrachten, welche von elektrischen 
Dipolen aufeinander ausgeübt werden. Dabei kann man eine "isolierte" 
Ladung als das eine Ende eines elektrischen Dipols behandeln, dessen 
anderes (entgegengesetztes) Ende sich in sehr großer - praktisch un
endlicher - Entfernung befindet. 

Diese Betrachtungsweise hat gegenüber der gewöhnlichen - bei 
welcher nicht Dipole, sondern einzelne Ladungen als Quellen bzw. An
griffspunkte von elektrischen Kräften behandelt werden - nicht nur 
den prinzipiellen Vorzug, der Tatsache, daß die Elektrizität sich immer 
aus entgegengesetzt gleichen Ladungen, d. h. Dipolen, zusammensetzt, 
gerecht zu werden, sondern auch einen methodischen Vorteil, der bei 
den nachfolgenden Ausführungen zutage treten wird l ). 

1) Dieser Vorteil kommt darauf hinaus, daß die mechanischen Wirkungen 
der Dipole durch Vektorgrößen, welche diese Dipole charakterisieren, bestimmt 
werden können, während einzelne Ladungen durch skalare Größen charakteri
siert sind. 
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§ 2. Das Moment eines elektrischen Dipols. 
Der Anschaulichkeit halber werden wir einen elektrischen Dipol uns 

als ein festes Stäbchen denken, an dessen Endpunkten entgegengesetzte 
Ladungen äquivalenter Größe haften. Die Äquivalenz der beiden 
Ladungen, d. h. die Neutralität des von ihnen gebildeten Systems, 
wird dabei dadurch definiert, daß bei verschwindender Länge des Dipols 
die von ihm auf andere Dipole ausgeübten Kräfte und Drehkräfte, 
sowie die Kraft und Drehkraft, die er selbst von den anderen Dipolen 
erfährt, verschwinden sollen. 

Wenn die Länge des Dipols sehr klein gegenüber seinem Abstand von 
den anderen Dipolen ist, so heißt er elementar. Die mechanische ("aktive" 
und "passive") Wirkung eines elementaren Dipols muß offenbar prak
tisch unverändert bleiben, wenn man ihn parallel zu sich selbst, d. h. ohne 
Änderung seiner Orientierung, in einem Raumgebiet verschiebt, dessen 
lineare Ausdehnung von derselben Größenordnung wie seine Länge ist. 
Aus diesem Prinzip läßt sich leicht beweisen, daß die mechanische Wir
kung eines solchen "elementaren" Dipols proportional seiner Länge ist und 
2. daß der Proportionalitätsfaktor, der als Maß für die Größe der ent
sprechenden Ladungen dienen soll, eine additive Größe ist. 

Es seien D1 und D2 zwei identische und gleichorientierte elementare 
Dipole, die sich in einem sfhr kleinen Raumgebiet V befinden. Sehen 
wir von der Wirkung dieser Dipole aufeinander ab, und ziehen nur die 
Wechselwirkung jedes von ihnen mit den äußeren, d. h. im großen 
Abstande von V sich befindenden Dipolen in Betracht, so müssen diese 
Wechselwirkungen näherungsweise gleich sein, unabhängig von der 
Lage der beiden Dipole innerhalb V. Dies bedeutet, daß die mechanische 
Wirkung des durch D1 und D2 gebildeten Systems doppelt so groß ist, wie 
die Wirkung der beiden Teile, ein-
zeln in irgendeiner relativen Lage ~ 
genommen. 

Wir betrachten speziell die fol
genden zwei Lagen: 1. die entgegen
gesetzten Enden von D1 und D2 fallen 

Abb.5. 

~ 
- Dz + 

b) 

miteinander zusammen (Abb. 5 a), und 2. die gleichen Enden - d. h. die 
beiden Dipole - fallen miteinander zusammen (Abb.5b). 

Im ersten Falle bilden die aneinander liegenden entgegengesetzten 
Ladungen einen Dipol von verschwindender Länge; wir bekommen also 
einen einzigen Dipol D mit denselben Ladungen wie D1 und D2 , aber 
von doppelter Länge. Damit ist also bewiesen, daß die mechanische 
Wirkung verschiedener Dipole ihrer Länge proportional ist 1). Führen 
wir den Proportionalitätsfaktor als Maß für die Größe der entsprechen-

1) Strenggenommen ist dieser Satz nur für den betrachteten Spezialfall be
wiesen. Seine Verallgemeinerung für beliebige Längenverhältnisse ist aber ganz 
einleuchtend. 
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den Ladungen ein, so ergibt sich aus der Betrachtung des zweiten Falles, 
daß diese Größe additiv ist, d. h. daß die Wirkung zweier sich in dem
selben Punkt befindenden Ladungen gleich ist der Wirkung einer Ladung, 
deren Größe gleich der Summe der Größen der beiden Einzelladungen ist. 

Diese Addivität, die hier nur für Ladungen derselben Gattung fest
gestellt wurde, kann auf entgegengesetzte Ladungen übertragen werden, 
indem man diese bei äquivalenter Größe durch entgegengesetzte Vor
zeichen (- oder +) charakterisiert; die Zuordnung des positiven Vor
zeichens der Ladungen der einen oder der anderen Gattung bleibt dabei 
ganz willkürlich. 

Ist diese Zuordnung festgestellt und die Ladungseinheit gewählt, so 
kann man den folgenden Satz aussprechen: die mechanische Wirkung 
eines elementaren Dipols ist bestimmt durch das Produkt 

p == el, (1) 
wo I seine Länge und e (> 0) die absolute Größe jeder seiner Ladungen 
bedeutet. 

Die Länge des Dipols 1 kann man betrachten als den Betrag eines 
Vektors 1, nämlich des Radiusvektors seines positiven "Poles" (d. h. 
der positiven Ladung) in bezug auf den negativen Pol. Dem entspricht es, 
da offenbar die Ladung e eine skalare Größe ist, daß wir einen elemen
taren Dipol durch den Vektor 

\:1== el (la) 
charakterisieren können. Dieser Vektor, dessen Betrag durch (1) 
gegeben ist, heißt das Moment, oder das elektrische Moment des Dipols. 
Er bestimmt - in Verbindung mit anderen Größen, die wir weiter 
unten betrachten werden -, nicht nur den Betrag, sondern auch die 
Richtung der auf einen elementaren Dipol wirkenden und von ihm aus
geübten Kräfte. 

§ 3. Systeme von elementaren Dipolen. 
Es seien D1 und D2 zwei elementare Dipole mit (nach Betrag wie 

nach Richtung) verschiedenen Momenten \:11 und \:12' die sich in demselben 
kleinen Raumgebiet V befinden. Da die mechanische Wirkung jedes 

o von ihnen bei festgehaltener Orientierung nur vom P- '2 + Moment \:Ii == ei1i (i == 1,2) nicht aber von der La
dung ei abhängt, so kann man setzen ei == 1 (d. h. 

~ LJ e1 == e2 = 1), und auf diese Weise die Verschiedenheit 
der Dipole ausschließlich auf die Verschiedenheit ihrer 

_ Länge zurückführen. Wir rücken sie nun aneinander, 
Abb. 6. so daß das positive Ende des einen mit dem negativen 

Ende des anderen zusammenfällt (Abb. 6); die äußeren 
Wirkungen der entsprechenden Ladungen müssen sich dabei gegenseitig 
zerstören, und das betrachtete System wird äquivalent einem elementaren 
Dipol D mit der Länge 1 = 11 + 12, d. h. mit dem Moment \:I = \:11 + \:12' 
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Dieses Resultat läßt sich leicht auf eine beliebige Anzahl von ele
mentaren Dipolen verallgemeinern. Befinden sich diese in einem hin
reichend kleinen RaumgebietI), so sind sie in Hinsicht auf ihre mecha
nische Wechselwirkung mit äußeren (d. h. weitentfernten Dipolen) 
äquivalent einem einzigen Dipol, dessen Moment gleich der geometrischen 
Summe ihrer elektrischen Momente ist. 

Umgekehrt kann man einen gegebenen elementaren Dipol mit dem 
Moment.\.1 durch ein System von beliebig vielen (miteiander festverbunde
nen) elementaren Dipolen ersetzen, deren Momente .\.11' lJ 2, ... der Be
dingung 

lJl + lJ2' ... = lJ 
genügen. 

Die obigen Sätze bleiben offenbar auch bei nichtelementaren Dipolen 
gültig (d. h. solchen, deren Länge nicht klein ist gegenüber ihrem Ab
stand von anderen mit ihnen zusammenwirkenden Dipolen). Dabei wird 
aber die mechanische Wirkung solcher Dipole durch Angabe ihrer Mo
mente noch nicht bestimmt. Man kann jedoch einen nichtelementaren 
Dipol in eine Kette von elementaren zerlegen, welche ihn durch ihre 
Momente und Lagen vollständig charakterisieren. Verbindet man nämlich 
die Endpunkte A und B des betrachteten da r 

Dipols mit dem Moment e·ABdurcheine ~ 
gebrochene Linie mit unendlich kleinen ge- + 

radlinigenElementenA PI' P 1 P 2 , ••• P nB ' A-~B 
und denkt sich in den Punkten PI' P 2' • . . i. ~ ~ ± 
die Ladungen + e und-e konzentriert, so Pz.1 :!: 

erhält man eine Kette von elementaren Abb. 7. 

Dipolen mit den Momenten eAP1 , eP1 P2 
usw., (Abb. 7), deren geometrische Summe gleich e AB ist. Dabei muß 
man aber beachten, daß in diesem Fall die einzelnen elementaren Dipole 
nicht unabhängig voneinander verschoben werden können - wenigstens 
nicht in einem Gebiete, dessen lineare Abmessungen mit der Länge AB 
vergleichbar sind. 

Die Gestalt der gebrochenen Linie A P 1 P 2 ••• B bleibt ganz willkür
lich. Man kann speziell zum Grenzfall einer Kurve mit stetiger Krümmung 
übergehen; jedem Elemente da dieser Kurve wird dabei ein elementarer 
Dipol mit dem Moment dlJ = eida zugeordnet, wo i einen Einheitsvektor 
in der Richtung von da ("Tangentialvektor") bedeutet. 

Mittels dieser Zerlegung wird das Problem der Bestimmung der 
Wechselwirkung zwischen nicht elementaren Dipolen auf das ent
sprechende Problem für elementare Dipole zurückgeführt. Dabei kann 
man jeden elementaren Dipol einfach als einen Punkt fassen; denn da 
nicht seine Länge sondern nur sein elektrisches Moment in Betracht 

1) Von derselben linearen Ausdehnung wie ihre Länge. 
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kommen soll, kann man durch Vergrößerung der Ladung bei fest
gehaltenem Moment stets die Länge beliebig klein machen. - Die 
kinematische Beschreibung eines elementaren Dipols reduziert sich 
also auf die Angabe seiner "Lage", d. h. des Radiusvektors t des ihn 
darstellenden Punktes, und seiner "Orientierung", d. h. der Richtung 
seines elektrischen Moments (dessen Betrag wir als konstant betrachten 
werden). 

§ 4. Die Statik eines elementaren Dipols; die elektrische Feldstärke. 

Wir stellen uns vor, daß alle auf den betrachteten elementaren Dipol 
wirkenden Dipole festgehalten sind, während er selbst sich beliebig ver
schieben und drehen kann. Es fragt sich nun, wie die auf ihn wirkende 
äußere Kraft g: und das Drehmoment (Drehkraft) iJJ/: von seiner Lagt; (t) 
und Orientierung (1)) abhängen. 

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir annehmen, daß diese 
Kra/twitkungen einen konservativen Charakter haben, d. h. sich aus einer 
noch unbestimmten Energie/unktion U (t, 1» ableiten lassen. Diese An
nahme, die für das Folgende eine grundlegende Bedeutung hat, werden 
wir als Energieprinzip bezeichnen 1). 

Die Lage des betrachteten Dipols D werde zunächst festgehalten; 
er möge sich aber um den betreffenden Punkt P beliebig drehen. Aus 
dem Energieprinzip folgt dann, daß er sich nach einer bestimmten Rich
tung orientieren wird, die einem Minimum der Energie als Funktion von 
1> (bei t = konst) entspricht. Von vornherein ist es möglich, daß es 
mehrere solche stabile Gleichgewichtsorientierungen gibt 2). 

Es sei nun PQ eine dieser Richtungen. 
Fällt das elektrische Moment 1> des Dipols in die Richtung PQ, 

so wird die auf ihn wirkende Drehkraft gleich null. Wir stellen uns nun 
vor, daß der Dipol um einen Winkel e 
aus dieser Richtung gedreht wird 
(Abb. 8), und ersetzen ihn durch 
zwei Dipole D 1 und D 2 mit den Mo-

Q mentenPl= P cos e undP2= P sin e, 
die parallel bzw. senkrecht zu PQ 
stehen. Da nach dem oben Gesag

ten D1 keine Drehkraft erfährt, muß die auf D ausgeübte Drehkraft 
iJJ/: mit der auf D2 einwirkenden Drehkraft iJJ/:2 zusammenfallen. 

P D, E Q' 

Abb.8. 

1) Das Energieprinzip bedeutet, daß die Arbeit, welche bei einer Verschiebung 
oder Drehung des Dipols durch die auf ihn wirkenden Kräfte und Drehkräfte ge
leistet wird, nur von seiner A ntangs- und Endlage bzw. Orientierung abhängt, nicht 
aber von den Zwischenlagen und Orientierungen. 

2) Wäre keine Gleichgewichtsorientierung vorhanden, so würde die bei der Rück
kehr des Dipols in die ursprüngliche Orientierung geleistete Arbeit im allgemeinen 
von Null verschieden sein. 
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Bei genügend kleinen Werten von 0 muß D offenbar das Bestreben 
haben, sich in die Richtung PQ einzustellen, d. h. das Drehmoment m 
muß senkrecht zur Ebene (D, PQ) gerichtet sein - ganz unabhängig 
davon, ob es noch andere Gleichgewichtsrichtungen gibt oder nicht. 
Dasselbe kann man aber wegen der Gleichheit m2 = m von dem auf 
D2 wirkenden Drehmoment sagen. Da aber der Winkel von D2 mit der 
Geraden Q' PQ ein Maximum hat, so können wir sofort schließen, daß 
PQ die einzige stabile Gleichgewichtsrichtung ist, d. h. die einzige Richtung, 
welche der Bedingung U (V) = minimum entspricht. 

Das Drehmoment m2 muß offenbar dem elektrischen Moment von 
D2 , d. h. der Größe p sin 0 proportional sein. Bezeichnen wir den -
von p und 0 unabhängigen - Proportionalitätsfaktor durch E, so wird, 
wegen m2 = m, 

M = Epsin O. (2) 

Der Betrag des Vektors m ist also gleich dem Flächeninhalt eines durch 
den Vektor V einerseits und eine von P nach Q gerichtete Strecke der 
Länge E andrerseits aufgespannten Parallelogramms. 

Betrachtet man folglich E als den Betrag eines durch diese Strecke 
dargestellten Vektors I:! , so kann man den Vektor m als das äußere 
Produkt der Vektoren V und I:! bestimmen, nach der Gleichung 

m=Vxl:!. (3) 

Durch diese Formel ist die Vektorfunktion m (r ,V) in zwei Faktoren 
zerlegt, von denen einer nur von V (und zwar linear), der andere nur 
von r - (auf eine noch ganz unbekannte Weise) - abhängt. 

Es ist nun leicht, die entsprechende Zerlegung für die Energiefunk
tionen zu erhalten. - Die Arbeit, die gegen m geleistet werden muß, 
um den Winkel 0 um dO zu vergrößern, ist gleich dem Produkt M dO; 
andererseits ist sie gleich der entsprechenden Energievermehrung dU. 
Nach (2) bekommen wir also dU = E P sin Od 0, und folglich 

U = - E P cos () + c, 
wo C eine Konstante in bezug auf 0 ist; sie kann aber, ebenso wie E, 
von r abhängen. Um diese Abhängigkeit aufzuklären, denken wir uns 
neben dem betrachteten Dipol D einen anderen D' mit einem elek
trischen Moment von demselben Betrag, aber von entgegengesetzter 
Richtung (V' = -V). Seine potentielle Energie ist offenbar gleich 

U' = + pE cos 0 + C, 

da 0' = 0 + n ist. Die potentielle Energie U + U' des durch die bei
den Dipole gebildeten Systems (in bezug auf andere "äußere" Dipole) 
reduziert sich also auf 2 C. Da aber das resultierende elektrische Moment 
dieses Systems gleich Null ist, so kann es gar keine Kräfte erfahren; des
halb muß die Größe C auch von r unabhängig sein. Wir können folglich 
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C = 0 setzen; dementsprechend bekommen wir den folgenden allgemeinen 
Ausdruck für die Energie als FunKtion von fl und t: 

U=-PEcos()=-fl~. (4) 
Denkt man sich die Gestalt der Funktion ~ (t) gegeben, so kann man 
die auf den Dipol wirkende Kraft ty aus (4) nach dem Energieprinzip 
berechnen. Die Arbeit dieser Kraft bei einer Verschiebung des Dipols 
um die Strecke dt und festgehaltener Orientierung, bestimmt sich näm
lich aus der Gleichung 

tydt = - dU = d (13~) = dt.grad (13~) 
(siehe Einleitung, § 10), d. h. wegen der Willkürlichkeit von dt 

ty = grad (fl~) = (V grad) ~ + V X rot ~ (5) 
[Einleitung, Formel (27)]. 

Der Vektor oder besser die Vektorfunktion ~ (t), welche die Wirkung 
aller "äußeren" Dipole auf den betrachteten, abgesehen von der An
wesenheit des letzteren in dem betreffenden Punkt, bestimmt, heißt 
die (äußere) elektrische Feldstärke. Mittels eines verschiebbaren und 
sich frei drehenden Dipols kann man diese Feldstärke nach Richtung 
und Betrag an Hand der Formel (2) experimentell ermitteln. Und 
zwar fällt die Richtung von ~ mit derjenigen zusammen, in welcher der 
Dipol sich selbst einzustellen sucht; der entsprechende Betrag Eist 
gleich dem Verhältnis des größten Drehmoments, welches bei einer 
zur vorigen senkrechten Orientierung auf dem Dipol ausgeübt wird, 
zu seinem elektrischen Moment. 

Es sei bemerkt, daß für V .1 ~ (() = 90°) die Kraft ty verschwindet 
[nach (5)]. Dagegen verschwindet für flll~ das Drehmoment im, 
während ty seine für die betreffende Lage des Dipols maximale Größe er
reicht. Speziell für () = 0 fällt ty in die Richtung des raschesten An
wachsens von E, für () = 180 0 in die entgegengesetzte Richtung, d. h. 
die Richtung der raschesten Abnahme. Die erste dieser Orientierungen 
entspricht (bei festgehaltener Lage) dem stabilen, die zweite dem 
labilen Gleichgewicht [U = minimum bzw. U = maximum, nach (4)]. 

5. Der wirbelfreie Charakter des elektrischen Feldes und seine 
Wirkung auf einzelne Ladungen (Pole). 

Die Kräfte, welche in einem gegebenen elektrischen Felde auf einen 
nichtelementaren Dipol wirken, können bestimmt werden durch Zer
legung dieses Dipols in eine Kette von elementaren (§ 3). Dabei brau
chen wir nach dem Energieprinzip nur die potentielle Energie des be
trachteten Dipols zu berechnen. Diese potentielle Energie U ist offen
bar gleich der Summe der Energien, die den einzelnen elementaren 
Dipolen entsprechen 1). Bilden diese eine Kurve a (Abb. 7), so wird 

1) Dabei handelt es sich selbstverständlich um ihre Energie in bezug auf äußere 
elektrische Systeme, nicht aber in bezug aufeinander. 



Der wirbelfreie Charakter des elektrischen Feldes und seine Wirkung. 45 

dU = - dlJ . ~ = - ('reda~) = - eErda, wo ~ die elektrische Feld
stärke an der betrelfenden Stelle und Er ihre Projektion auf da bedeutet, 
und folglich 

(6) 

Die Integration vollzieht sich vom negativen zum positiven Ende des 
betrachteten Dipols. 

Die auf den Dipol ausgeübte Kraftwirkung setzt sich offenbar zu
sammen aus zwei Kräften fA und fB' welche auf seine Enden wirken. 
Stellen wir uns nun vor, daß diese Enden, d. h. die entsprechenden 
Pole (mit den Ladungen - e und + e) sich aus den Punkten A , B nach 
den Nachbarpunkten A', B' verschieben. Dabei wird die Arbeit 
LbrA + fBbrB geleistet, wo brA und brB die unendlich kleinen Ver
rückungen AA' bzw. BB' bedeuten. Andererseits muß diese Arbeit 
nach dem Energieprinzip gleich der Verminderung der potentiellen 
Energie des Dipols sein, d. h. gleich der Differenz - b U = - (U' - U) 

B' B 

= eJ Er,da' - eJ E,da. Wegen der Willkürlichkeit der Kurven a 
A' A 

und a' könnten wir die letztere als die durch die Strecken AA' und 
BB' gebildete Verlängerung des ersteren betrachten und dementsprechend 
B' .1 B B' B B' .1' 

I = J + J + J = J + J - J setzen (die Integranden sind der Einfach-
A' . .1' .1 B A B .1 

heit halber weggelassen). Es wird also 
B' A' 

-bU=eJ Er,da'-eJ E"da'=e(~BbrB)-e(~Abr..). 
B A 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem ursprünglichen 

- bU = fBbrB + fAorA, 
so ergibt sich: 

fB = e~B' fA = - e~A' 

Die Kraft f, welche auf einen einzelnen Pol mit der Ladung e aus
geübt wird, ist folglich gleich 

f= e~. (7) 

Diese Formel entspricht der üblichen Definition der elektrischen Feld
stärke, als der Kraft, die im betreffenden Punkt auf die (positive) 
Ladungseinheit wirkt. 

Die Energie des Dipols (A B) ist eine ganz bestimmte Größe, die von 
seiner Zerlegung in elementare Dipole, d. h. von der Gestalt der Inte
grationskurve in (6) unabhängig bleiben muß. Verbindet man zwei 
solche Kurven a1 und a2 zu einer geschlossenen Kurve a und integriert 
längs a1 in der positiven Richtung (von A nach B) und längs a2 in der 
negativen (von B nach A), so muß sich immer null ergeben. Wir kom-
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men also zu dem Schluß, daß die Zirkulation des Vektors ~ längs irgend
einer geschlossenen Kurve verschwindet, d. h. 

~E,d(j = O. 

Daraus. folgt nach der Stokesschen Formel [(17), Einleitung], daß die 
elektrische Feldstärke im ganzen Raum der Bedingung 

~~=O ~ 

genügen muß. Diese Bedingung, die als eine direkte Folge des Energie
prinzips anzusehen ist, drückt die Grundeigenschaft des elektrischen 
Feldes aus, nämlich seine Wirbelfreiheit. Da (8) identisch in t erfüllt 
ist, so kann man nach (18) (Einleitung) setzen 

~ = - grad q;, (9) 

wo q; eine noch unbestimmte Funktion bedeutet, die das skalare oder 
elektrische Potential heißt. - Dementsprechend bezeichnet man das 
Feld des V ektors ~ als ein wirbelfreies oder potentielles Feld. 

Die physikalische Bedeutung des Potentials q; leuchtet aus der 
Formel (6) ein. Es ist nämlich nach (9) 

E =-grad m=-~ , "da 

und folglich 
U = e (q;B-q;A) = eßq;B + e.Aq;A' 

'Die potentielle Energie eines einzelnen Pols ist demnach gleich 

U = eq;. (10) 

Das elektrische Potential q; in irgendeinem Punkt P ist also gleich der 
potentiellen Energie einer (positiven) Ladungseinheit, die' sich in diesem 
Punkt befindet, in bezug auf alle solche Ladungen, von denen dieses 
Potential herrührt. 

Da die auf den betrachteten Pol wirkende Kraft f gleich dem nega
tiven Gradienten seiner potentiellen Energie sein muß, bekommen wir 
ferner f = - grad U = - e grad q;, oder nach (9) f = e~, d. h. die 
Formel (7). 

§ 6. Die Zurückführung der Dipolwirkungen auf einzelne Pole. 

Bei der üblichen Darstellung der Elektrostatik, die von der Be
trachtung der Wechselwirkung einzelner Pole ausgeht, wird die Formel 
(7) am Anfang definitionsweise aufgestellt. Das Energieprinzip [in der 
Form (9)] wird aus der Annahme abgeleitet, daß die Kraft zwischen 
zwei elektrischen Polen die Richtung der sie verbindenden Geraden 
hat, d. h. eine "Zentralkraft" ist. Die Kraft und Druckkraft, welche auf 
einen Dipol ausgeübt werden, lassen sich dann berechnen aus den beiden 
Kräften, die auf seine einzelnen Pole wirken. 

Im Falle eines elementaren Dipols mit unendlich kleiner Länge 
P1P2 = 1, kann man bei der Berechnung des Drehmoments WC die 
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Kräfte f I = el Q;l = - e Q;l und f 2 = e2Q;2 = + e Q;2 als ihrem Betrage nach 
gleich und entgegengerichtet betrachten und folglich 9R = 1 X eQ; 
setzen, wo Q; die elektrische Feldstärke in irgendeinem Punkt P des 
Dipols bedeutet (Abb. 9); auf diese Weise bekommen wir die Formel (3). 
Berücksichtigt man die Verschiedenheit der Kräfte f2 und fl' so ergibt 
sich die auf den Dipol wirkende Kraft als ihre geometrische Summe: 

iY = fl + f2 = e (Q;2 - Q;l)' 

Wegen der Kleinheit von l kann man dabei setzen Q;2 -Q;1 = (I grad) Q; 

(Einleitung, § 10) und folglich 

iY = (1J grad) Q;. (11) 

Diese Formel fällt mit (5) zusammen, wenn man noch die aus dem Ener
gieprinzip folgende Bedingung rot Q; = 0 beachtet. 

Was die potentielle Energie eines elementaren Dipols anbetrifft, so 
reduziert sie sich auf die Summe 
der entsprechenden Energien seiner 
beiden Enden, d. h. U = el C(JI 

+ e2C(J2 = e (C(J2 - C(JI) = e (I, grad C(J) 

= - (1JQ;) , im Einklang mit (4). 
Obwohl diese (übliche) Betrach-

tungsweise etwas einfacher ist als die .f., ~ __ R",1. -e 
umgekehrte, die wir in den vorigen 
Paragraphen eingeschlagen haben, 

r.p~------~E 

Abb.9. 

hat die letztere den Vorteil, daß sie sich unmittelbar auf die Wirkungen 
zwischen elektrischen Strömen übertragen läßt, wobei auch die Analogie 
und Verschiedenheit der beiden Wirkungsarten klarer zutage tritt. 

Zweites Kapitel. 

Elektrokinetische (magnetische) Wirkungen und 
Energieprinzip. 

§ 1. Elektrische Ströme. 

Jede geordnete Bewegung der Elektrizität in materiellen Körpern, 
bei der die entgegengesetzten Ladungen sich relativ zueinander ver
schieben, heißt ein elektrischer Strom. Ein elektrischer Strom kann dem
nach verursacht sein durch die Bewegung der entgegengesetzten Ladun
gen in entgegengesetzten Richtungen, oder durch die Bewegung der 
Ladungen einer bestimmten Gattung, unter vollkommener Ruhe der 
anderen. Der Fall, daß beide Ladungssorten sich in derselben Rich
tung mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, kann aufgefaßt 
werden als die Überlagerung einer der beiden oben erwähnten Fälle mit 
einer Gesamtbewegung des betreffenden materiellen Körpers - einer 
Gesamtbewegung, die in elektrischer Hinsicht ganz unwirksam bleibt. 
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Denkt man sich die entgegengesetzten Ladungen miteinander paar
weise in elementare Dipole verknüpft, so reduziert sich der Stromvor
gang in jedem Augenblick auf die zeitliche Änderung der elektrischen 
Momente dieser Dipole. 

Es seien Tl und T 2 die Radiusvektoren der Enden PI und P 2 eines 
solchen Dipols in bezug auf einen festen Punkt O. Betrachten wir die 
ihn bildenden Ladungen el = - e und e2 = + e als konstant, so ergibt 
sich für die zeitliche Ableitung seines elektrischen Moments tJ = ePI P2 

= e (T2 - Tl) dp 
dt = e(tJ2 - t>1) = e1 t\ + eZt>2' (1) 

d rl d dt 2 d· b I "G h· d· k . d wo t>l = d t un t>2 = dt le "a so uten esc WIll Ig elten er 

beiden Ladungen, und t>2 - t>1 ihre relative Geschwindigkeit bedeutet. 
Das Produkt der Ladung eines Teilchens mit seiner Geschwindigkeit 

wollen wir im folgenden den elektrischen Impuls dieses Teilchens nennen 
(im Anschluß an den gewöhnlichen mechanischen Impuls, der gleich dem 
Produkt von Masse und Geschwindigkeit ist). Der Inhalt der Formel (1) 
läßt sich also folgendermaßen aussprechen: die zeitliche Ableitung des 
elektrischen Moments eines Dipols ist gleich der geometrischen Summe 
der elektrischen Impulse der ihn bildenden Pole. 

Der auf die Volumeinheit des betrachteten Körpers bezogene elek
trische Impuls heißt die Stromdichte (im betreffenden Punkte). Die Dichte 
des elektrischen Stromes 3' kann auch definiert werden als die zeitliche 
Ableitung des elektrischen Moments ~ der Volumeneinheit, d. h. der 
geometrischen Summe der Momente der Dipole, die sich im betrachteten 
Augenblick in einem sehr kleinen Volumelement befinden, dividiert 
durch die Größe dieses Volumelements. 

Es ist also C't _ d jß 
'-S-Tt· (2) 

Der Vektor~ wird gewöhnlich als die elektrische Polarisation des Körpers 
im betreffenden Punkt bezeichnet. Seine Einführung ist besonders 
dann zweckmäßig, wenn die positiven und negativen Ladungen, die 
sich in irgendeinem Volume1ement befinden, immer in diesem Volum
element bleiben, d. h. sich voneinander nicht trennen lassen. Das ist 
der Fall bei den sog. dielektrischen Körpern, deren Moleküle als durch 
untrennbare Ladungen gebildete Dipole angesehen werden können. 

Dagegen können bei den Elektrizitätsleitern (wie Elektrolyten und 
Metallen) die einzelnen Ladungen (Elektronen, Ionen) im ganzen Kör
pervolumen unabhängig voneinander herumwandern. In diesem Fall 
muß man, um den Begriff der Polarisation und die Beziehung (2) bei
behalten zu können, sich vorstellen, daß die miteinander zu elemen
taren Dipolen verknüpften entgegengesetzten Ladungen von Zeit zu 
Zeit ausgetauscht werden, damit ihre gegenseitige Entfernung immer 
klein (gegenüber den Körperabmessungen) bleibt. 
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§ 2. Stationäre elektrische Ströme. 
Wenn die Stromdichte in jedem Punkt des betrachteten Körpers 

zeitlich konstant bleibt (was offenbar nur bei Leitern stattfinden kann), 
so heißt der elektrische Strom stationär (oder auch "Gleichstrom"), 

In diesem Fall kann man sich vorstellen, daß die elektrischen Ladun
gen sich in geschlossenen Kurven bewegen, und daß die Ladungen, weIche 
aus einem Volumelement nach einer Seite herausgehen, durch andere, 
die auf der entgegengesetzten Seite hineintreten, sofort ersetzt werden. 

Stellen wir uns vor, daß es in der Volumeinheit N Teilchen mit der 
Ladung e gibt, die sich mit der gleichen. -"1Pdt 

Geschwindigkeit tl bewegen. Der diesen La-
dungen entsprechende Anteil der Strom- -1y 

dichte ist offenbar gleich N etl. Es sei dS 
ein Flächenelement, dessen Normale n den 
Winkel 0 mit der Bewegungsrichtung (d. h. 
mit tl) bildet (Abb. 10). Die Anzahl dv der 
Ladungen der betrachteten Sorte, weIche Abb. 10. 

durch dS in der Zeit dt hindurchgehen, ist 
gleich dem Produkt von N mit dem Volumen eines Zylinders mit der 
Grundfläche dS und der Höhe vdt· cos 0 = (tln). dt = vndt. Rechnet 
man diese Anzahl als positiv für 0 < 90 0 und negativ für 0 > 90°, so wird 

dv = N (tln) dSdt, 

Durch Multiplikation dieses Ausdrucks mit e und Summation über alle 
Ladungssorten (mit verschiedenen e oder tl), die sich im betrachteten 
Körper befinden - oder besser gesagt bewegen -, bekommen wir die 
totale Elektrizitätsmenge, die in der Zeit dt durch dShindurchgeht: 

dQ = E Ne (tln) dSdt = (E N etl) ndSdt. 

Es sei bemerkt, daß der Anteil der positiven Ladungen in diesem Elek
trizitätsstrom durch dS positiv oder negativ ist, je nachdem diese sich 
in der Richtung der Normale n (0 < 90°) oder in der entgegengesetzten 
Richtung (0 > 90°) bewegen; der entsprechende Anteil der negativen 
Ladungen ist umgekehrt negativ im ersten Falle und positiv im zweiten. 

Die Summe E N etl ist offenbar nichts anderes als die oben definierte 

Stromdichte S. Die Elektrizitätsmenge ~1 ' welche durch dS pro Zeit

einheit fließt, heißt die Stärke des entsprechenden Stromes. Die elek
trische Stromstärke für eine beliebige Fläche drückt sich also durch das 
Integral aus: 

(3) 

Im Falle einer geschlossenen Fläche muß diese Stromstärke gleich der 
auf die Zeiteinheit bezogenen Abnahme der Elektrizitätsmenge in dem 
durch S begrenzten Volumen V sein (dabei bedeutet wie üblich n die 

Frenkel, Elektrodynamik I. 4 
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äußere Normale). Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem Prin
zip der Unzerstörbarkeit der elektrischen Ladungen (Kap. I, § 1). 
Bezeichnen wir die elektrische Ladungsdichte, d. h. die Summe 1: e der 
Ladungen in der Volumeinheit, mit e, so kann man den erwähnten 
"Erhaltungszusatz" in der Form 

#JndS =-:,J edV 

ausdrücken. Mittels der Gauß sehen Formel bekommen wir ferner 

f div 3d V = -:, f ed V 

oder da ddJedV= f~;dV ist, 

J (div 3 -+- ~t) dV =0. 

Wegen der Willkürlichkeit des Volumens V muß der Integrand identisch 
verschwinden, so daß für das Erhaltungsgesetz der elektrischen Ladungen 
sich die folgende Differentialgleichung ergibt: 

O(!+d' ~-O at IV<\,5-. (4) 

In dem uns interessierenden Fall einer stationären Elektrizitätsströmung 

ist ~(! = 0 und folglich ot 
div3 = 0 (4a) 

Diese Gleichung zeigt, daß die "Stromlinien", d. h. die das Vektorfeld 3 
darstellenden Kurven, q$tellentrei sind, d. h. keine Anfangs- oder End
punkte haben. Sie müssen also, sofern die elektrische Strömung in 
einem begrenzten Raum vor sich geht, geschlossene Kurven sein. Die 
Gesamtheit solcher Kurven, die durch eine ungeschlossene Fläche S 
(oder die sie begrenzende Linie a) gehen, kann als ein Stromfaden oder 
"Ring" aufgefaßt werden; die Stromstärke 1= f J ndS behält den
selben Wert für beliebige Querschnitte dieses "Ringes". 

Jeden Körper, in welchem eine stationäre Elektrizitätsströmung 
stattfindet, kann man sich demnach in eine Menge von solchen "Strom
ringen" mit unendlich kleinen Querschnitten zerlegt denken, die in 
Hinsicht auf die Stromverteilung dieselbe Rolle spielen wie z. B. die ge
wöhnlichen (nach allen Seiten unendlich kleinen) Volumelemente für 
die Verteilung der elektrischen Ladung (oder der Polarisation). Wir wer
den solche unendlich dünne ringförmige Stromelemente als lineare elek
trische Ströme bezeichnen. 

Lineare Ströme im mathematischen Sinne des Wortes gibt es selbst
verständlich nicht. Man kann aber einen in einem sehr dünnen Metall
draht fließenden elektrischen Strom - sofern seine Zusammenwirkung 
mit anderen solchen Strömen betrachtet wird - praktisch als linear 
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behandeln, ebenso wie wir im vorigen Kapitel die beiden Pole eines 
Dipols als Punktladungen behandelt haben. 

§ 3. Das magnetische Moment eines linearen stroms. 
Die elektrischen Ströme, oder vielmehr die Körper, in welchen sie 

zirkulieren, üben aufeinander gewisse Wirkungen aus, die man als 
elektrokinetische oder magnetische bezeichnet. Diese Wirkungen lassen 
sich am einfachsten studieren bei linearen elektrischen Strömen - welche 
in dieser Hinsicht dieselbe Rolle spielen, wie die elektrischen Dipole bei 
dem Studium der elektrostatischen Wirkungen. Den elementaren 
Dipolen entsprechen dabei elementare lineare Ströme, welche dadurch 
gekennzeichnet sind, daß die entsprechenden 
Stromlinien (die wir uns als unendlich dünne 
starre Drähte denken werden) eben und 
sehr klein gegenüber ihrer gegenseitigen Ent
fernung sind. 

Wir beachten zunächst den folgenden 
ganz offenbaren Umstand. Zieht sich die 

Abb.11. 

Stromlinie auf einen Punkt zusammen, so muß ihre mechanische (magne
tische) Wirkung verschwinden. Sie muß ebenfalls verschwinden, wenn 
die Stromlinie sich zu einer "Doppellinie" von endlicher Länge zusammen
zieht, d. h. zu einer Linie, die aus zwei sich praktisch überlagernden 
Hälften besteht (Abb. 11), so daß die Summe der elektrischen Impulse 
in jedem Doppelelement dieser Linie (da) gleich null wird. 

Daraus läßt sich leicht schließen, daß die für die mechanische Wirkung 
einer elementaren Stromlinie maß
gebende geometrische Größe nicht 
ihre Länge, sondern der Inhalt der 
von ihr begrenzten Fläche ist. 

Wir stellen .uns zunächst zwei 
vollständig identische elementare 
Stromlinien von rechteckiger Gestalt 
vor, die gleich orientiert sind und 
sich nebeneinander - in einem Ge
biet V von ungefähr denselben Ab
messungen wie ihre eigene Länge -
befinden. Die mechanische Wirkung 
des von ihnen gebildeten Systems 
auf äußere (fernliegende) elektrische 

oE--

b) 

a) 

C') 

Abb.12. 

Ströme muß offenbar doppelt so groß sein wie die entsprechende Wir
kung für jede der beiden betrachteten Stromlinien - und dies ganz 
unabhängig von ihrer relativen Lage!). Man kann sie speziell so anein
anderlegen, daß je zwei ihrer Seiten zusammenfallen würden (Abb.12a, b). 

1) Sofern sie im Gebiet V bleiben. 

4* 
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Diese zusammenfallenden Seiten bilden dabei eine Doppelstromlinie, 
deren mechanische Wirkung gleich null ist. Die anderen sechs Seiten 
bilden eine neue rechteckige Stromlinie, deren Gestalt in den Fällen a 
und b verschieden ist, die aber denselben Flächeninhalt 2 S haben, 
wo S den Flächeninhalt der beiden einzelnen Stromlinien bedeutet. 
Damit ist gezeigt, daß die mechanische Wirkung einer elementaren 
Stromlinie unabhängig von ihrer Gestalt ztnd proportional ihrem Flächen
inhalt isti). 

Anstatt die oben betrachteten Stromlinien aneinanderzulegen, 
kann man sie überlagern, wie es in Abb.12 c angedeutet ist. Dabei be
kommen wir tatsächlich eine einzelne Stromlinie von gleicher Gestalt 
und gleichem Umfang wie die ursprünglichen, aber mit einer doppelt 
so großen Stromstärke 2 I. 

"Wir sehen also, daß die mechanische Wirkung, die eine elementare 
Stromlinie auf äußere (fernliegende) Ströme ausübt, oder von solchen 
Strömen erfährt, der von ihr umschlossenen Fläche S und der Stromstärke I 
proportional ist, d. h. durch das Produkt I S bestimmt wird. Dieses 
Produkt, das dem elektrischen Moment eines (elementaren) Dipols 
entspricht, heißt das magnetische Moment des betrachteten Stromes 
(oder der Stromlinie). 

Bei der Behandlung der Wechselwirkung von elektrischen Strö
men ist es zweckmäßig, für die Stromstärke eine neue Einheit einzu
führen, die wir erst später bestimmen werden. Das Verhältnis dieser 
neuen ,.elektrokinetischen" Einheit zur ursprünglichen "elektrostati
schen" sei c. Dies bedeutet, daß der "elektrostatischen" Stärke eines 
Stromes I die elektro kinetische Stärke 

. I ( 
~ = - .5) 

c 
ent spricht. 

Das magnetische Moment einer Stromlinie bestimmt sich also durch 
die Formel 

m= iSo (5a) 

Ebenso Wie im Falle eines Dipols kann man m als den Betrag einer 
Vektorgröße betrachten. Diese Vektorgröße definieren wir durch 

m= iSn, (5b) 

wo n die Normale zur Stromebene bedeutet; ihre Richtung soll dem durch 
die Stromrichtung bestimmten Umlaufssinn auf der Stromlinie (J nach 
der Rechtsschraubenregel zugeordnet werden. Das magmtische Moment 

1) Dieser Beweis ist hier nur für rechteckig gestaltete Stromlinien ausgeführt; 
seine Verallgemeinerung für Stromlinien l$anz willkürlicher Gestalt bietet aber 
keine Schwierigkeiten. Man kann nämlich jede solche Linie in Rechtecke und recht
winklige Dreiecke (am Rande) zerlegen. Dabei wird ein" Dreieck der Hälfte des 
entsprechenden Rechtecks (in bezug auf seine Wirkung) äquivalent. 
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einer ebenen Stromlinie ist also gleich ihrem geometrischen Moment 
nS (vgl. Einleitung, § 4) multipliziert mit der Stromstärke i. Diese 
Definition läßt sich unmittelbar auf beliebige nicht ebene Stromlinien 
übertragen (siehe unten § 4). 

Es sei bemerkt, daß die Umkehr der Stromrichtung bei gegebener 
Orientierung von (1 offenbar dieselbe Folge wie die Umkehr der Orien
tierung haben muß - nämlich die Umkehr der Richtung der auf die 
Stromlinie wirkenden oder von ihr ausgeübten Kräfte und Drehkräfte. 
Dem entspricht nach (5b) die Umkehr des Vorzeichens von m. 
Man sieht daraus, daß das magnetische Moment einer elementaren 
Stromlinie ihre mechanische Wirkung ("passive" und "aktive") nach 
Betrag und Richtung vollkommen bestimmen muß. 

§ 4. Systeme von elementaren Strömen; nichtelementare Ströme. 
Es seien (11 und (12 zwei elementare Stromlinien mit den magneti

schenMomenten ml und m2, die sich in einem sehr kleinen Raumgebiet V 
befinden. Da die Gestalt dieser Linien (soweit unabhängig vom Flächen
inhalt) und die Stromstärke für ihre mechanische Wirkung belanglos 
sind, ebenso wie ihre relative Lage in V, so kann man sie durch zwei 
aneinander liegende Parallelogramme mit denselben Stromstärken 
i 1 = i 2 = 1 ersetzen. Dabei erhalten wir das durch die Abb. 4 
(Einleitung, § 4) angedeutete Bild. Durch Hinzufügung der beiden 
"Dreieckströme" PQO P und P' Q' 0' P' mit entgegengesetzt gleichen 
Momenten zu den betrachteten "Parallelogrammströmen" PQQ' P' P 
und 0 P P' 0' 0, bekommen wir einen einzigen resultierenden elementaren 
Strom, der durch das Parallelogramm OQQ' 0' 0 dargestellt ist. Das 
magnetische Moment dieses Stroms m ist offenbar gleich der geometri
schen Summe der Momente der beiden anderen Parallelogrammströme, 
d. h. 

m= m1 + m2 • 

Dieses Resultat läßt sich leicht auf eine beliebige Anzahl elem<'n
tarer linearer Ströme verallgemeinern - sofern sich die betreffenJen 
vtromlinien in genügender Nähe voneinander und in großer Entfernung 
Son anderen Strömen, mit denen sie in Wechselwirkung begriffen sind, 
befinden. 

Ebenso wie wir im vorigen Kapitel (§ 3) einen nichtelernentaren 
Dipol in eine Kette von elementaren zerlegt haben, kann man einen 
nichtelernentaren linearen Strom, d. h. eine Stromlinie von willkürlicher 
Gestalt und Größe, durch ein Netz von elementaren Stromlinien er
setzen. Diese Ersetzung oder "Zerlegung" entspricht vollständig der 
schon in der Einleitung (§ 3) betrachteten Zerlegung geschlossener 
Kurven oder von ihnen begrenzter Flächen. Wir müssen uns nur 
diese Kurven als Träger von elektrischen Strömen derselben Stärke 
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denken und den Umlaufssinn auf jeder Kurve durch die Stromrich
tung bestimmen. 

Auf diese Weise wird die Frage nach der mechanischen Wirkung 
einer beliebigen nichtelernentaren Stromlinie a auf die Berechnung der 
entsprechenden Wirkung des sie ersetzenden Stromliniennetzes zurück
geführt. Dieses Stromliniennetz kann man sich auf eine ganz beliebige 
durch a begrenzte Fläche S ausgespannt denken (Abb. 13). Dabei wird 
jede Netzlinie, mit Ausschluß von a, als eine doppelte Stromlinie be

Abb.13. 

trachtet, so daß die mechanische Wirkung des ganzen 
Stromnetzes immer gleich der Wirkung der Rand
linie a bleiben muß. 

Das magnetische Moment einer elementaren 
Stromlinie, die das Flächenelement dS mit der 
Normale n begrenzt, drückt sich nach (5b) durch 

dm = indS 

aus. Die geometrische Summe aller dieser Momente, 
d. h. das Integral 

m = i f ndS (6) 

heißt das magnetische Moment der betrachteten Stromlinie a. Dieser 
Vektor ist offenbar gleich dem Produkt der Stromstärke i mit dem schon 
früher (Einleitung, § 3) definierten geometrischen Moment der Kurve a. 
Bei genügend kleinen Abmessungen dieser Kurve wird die mechanische 
Wirkung des entsprechenden Stroms vollständig durch den Vektor m 
charakterisiert - auch dann, wenn a keine ebene Kurve ist (wenn also 
der Strom kein "elementarer" in eigentlichem Sinn ist). Sonst muß 

o 

Abb.14. 

man, um die totale Wirkung des be
trachteten Stroms zu ermitteln, die 
entsprechenden Wirkungen für die ihn 
ersetzenden elementaren Ströme ein
zeln berechnen. 

Da der Vektor moder . fndS nur 
von a, nicht aber von der Gestalt der 
Fläche S abhängt, so scheint es nahe
liegend, ihn in der Form eines längs a 
genommenen Linienintegrals auszu-
drücken. Diese Umformung ergibt sich 

einfach durch Spezialisierung der Fläche S. Und zwar wollen wir S 
als die Oberfläche eines· Kegels betrachten, dessen Spitze in einem be
liebigen Punkt 0 liegen möge (Abb. 14). 

Da die Normale n in allen Punkten eines durch 0 und da bestimmten 
Dreiecks dieselbe Richtung behält, so kann man als Flächenelement dS 
den Flächeninhalt dieses Dreiecks nehmen. Beachten wir ferner, daß 
n in die Richtung der äußeren Produkte t X 7: fällt, wo t den Radius-
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vektor eines Punktes von a (bzw. da) bedeutet und. den entsprechenden 
Tangentialvektor, so wird 

und folglich, nach (6) 

(6a) 

Dieser Ausdruck hat eine sehr einleuchtende physikalische Bedeutung. 
Denken wir uns für einen Augenblick die Stromlinie a durch einen 
sehr dünnen Stromfaden (Draht) vom Querschnitte q ersetzt, so läßt 

sich die Stromstärke als das Produkt von q mit der Stromdichte j = ! ] 
c 

darstellen. Da ferner die Richtung von j mit. zusammenfällt und das 
Produkt qda das Volum d V des entsprechenden Elementes des Strom
fadens bedeutet, bekommen wir 

.ida=jdll=Ee!, (6b) 
c 

d. h. das "Stromelernent" .ida ist gleich dem elektrischen Impuls der 
in diesem Element (da) vorhandenen Ladungen, ausgedrückt in der 
elektrokinetischen Ladungseinheiten, ebenso wie j. Das Integral g; r xri da 
kann man dementsprechend als das elektrische Impulsmoment oder den 
elektrischen Drehimpuls des betrachteten Stroms definieren - ent
sprechend der üblichen Definition des mechanischen Drehimpulses, wobei 
die Masse der materiellen Teilchen durch die Ladung ersetzt wird. Wie 
man aus der angeführten Überlegung sieht, ist dieser elektrische Dreh
impuls, der in bezug auf irgendeinen Punkt (0) definiert werden muß, 
von der Wahl dieses Punktes unabhängig. 

Das magnetische Moment eines linearen elektrischen Stroms ist 
also gleich der Hälfte des resultierenden elektrischen Impulsmoments der 
diesen Strom bildenden bewegten Ladungen. 

§ 5. Die Statik der elektrischen Ströme; das magnetische Feld. 
Da ein elementarer elektrischer Strom durch sein magnetisches 

Moment in Hinsicht auf seine Zusammenwirkung mit anderen Strömen 
vollständig bestimmt wird, so kann man diese Zusammenwirkung auf 
dieselbe Weise behandeln wie die der elementaren elektrischen Dipole. -
Ebenso wie bei den letzteren werden wir von den Abmessungen der 
Stromlinie ganz absehen, also sie tatsächlich als einen Punkt behandeln, 
der kinematisch durch seine Lage (t) und die Orientierung des mit ihm 
verbundenen Vektors m, statisch durch die auf ihn wirkende Kraft iY 
und Drehkraft im charakterisiert wird. Wir werden ferner annehmen, 
daß auch in diesem Fall die beiden Kraftwirkungen sich aus einer 
Energiefunktion U (r, m) ableiten lassen, die wir die magnetische 
Energie des betrachteten elementaren Stroms relativ zu anderen 
Strömen, mit welchen er sich in Wechselwirkung befindet, nennen werden. 
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Unter diesen Umständen muß man offenbar für U, m, iY dieselber 
Ausdrücke wiederfinden, die im vorigen Kapitel für einen elementarer 
Dipol aufgestellt wurden, wenn an Stelle von .\J - des elektrischen 
Moments - das magnetische Moment m, und an Stelle von ~ - deI 
elektrischen Feldstärke - die entsprechende magnetische Vektorgröße, 
die sog. magnetische Feldstärke ~ - eingeführt wird. Wir bekommen 
also die folgenden, den Gleichungen (4), (3) und (5) Kap. I ganz ana· 
logen Formeln: 

U= -m~, 

m=mx~, 

iY = grad (m~). 

(7) 

(8) 

(9) 

Man beachte, daß damit gar nichts über das Verhältnis der magneti
schen und elektrischen Feldstärke, als Funktionen von r, zueinander 
ausgesagt wird. Die Vektorfelder ~ (r) und ~ (r) können von vornherein 
eine ganz verschiedene Struktur haben. Aus dem Energieprinzip läßt 
sich tatsächlich leicht ableiten, daß zwischen den beiden Feldern in 
dieser Hinsicht ein gewisser Gegensatz stattfindet. 

Betrachten wir nämlich jetzt die magnetische Energie eines nicht
elementaren Stroms in bezug auf andere Ströme, in deren Feld ~ er sich 
befindet. Diese Energie U kann man offenbar bestimmen als die Summe 
der unendlich kleinen Beträge 

dU=-~dm=-i~ndS =-iHndS, 

die den einzelnen elementaren Strömen, durch welche der betreffende 
Strom ersetzt wird (§ 4), entsprechen. Es wird also 

U=-ifHndS. (10) 

Das Flächenintegral 

(lOa) 

bedeutet den "magnetischen Fluß" durch irgendeine Oberfläche, die 
durch die Stromlinie a begrenzt ist; es spielt dieselbe Rolle wie das 
Linienintegral der elektrischen Feldstärke für die Energie eines nicht
elementaren Dipols [Kap. I, Formel (6)]. 

Da die magnetische Energie eines gegebenen Stroms von der Art, 
auf welche man ihn in elementare Ströme zerlegt, und speziell von der 
Wahl der Oberfläche 5, auf welche das Netz dieser elementaren Ströme 
aufgespannt gedacht wird, unabhängig ist, muß das Integral (lOa) für 
zwei verschiedene Flächen 5' und 5" denselben Wert haben. Durch 
Umkehr der Normalenrichtung auf einer dieser Flächen bekommen wir 
also fHn,dS'+fHn"dS"=O, d.h. 

#HndS=O, 
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wo 5 die durch S' und S" gebildete geschlossene Fläche und n die ent
sprechende äußere (oder innere) Normale bedeutet. 

Dasselbe Resultat erhält man, wenn man sich vorstellt, daß die Strom
linie a sich auf einen Punkt zusammenzieht; dabei wird die Fläche S 
in (10) geschlossen und die Energie U offenbar gleich null. 

Aus der Tatsache, daß der magnetische Fluß durch irgendeine ge
schlossene Fläche verschwindet, folgt nach der Gauß schen Formel 
(:I' H n d S = f div ~ d V), daß das magnetische Feld im ganzen Raume die 
Bedingung 

div ~ = 0 (ll) 

erfüllen muß. Diese Bedingung ist eine direkte Folge des Energie
prinzips und entspricht der Bedingung rot @; = 0 für das elektrische 
Feld; sie bedeutet, daß das magnetische Feld quellenjrei ist, d. h. daß 
die "magnetischen Kraftlinien" im allgemeinen geschlossene Kurven 
sind. 

Wegen des identischen Charakters der Gleichung (ll) in bezug auf r, 
kann man in Hinsicht auf die Identität div rot iJ = 0 [Einleitung, 
Formel (ISa)] 

~ = rot m: (12) 

setzen, wo ~ eine noch unbestimmte Vektorfunktion bedeutet. Diese 
Vektorfunktion, die dem skalaren Potential cp entspricht, werden wir 
das Vektorpotential oder auch das elektrokinetische Potential nennen. 

Es sei bemerkt, daß das Vektorpotential durch die magnetische 
Feldstärke nicht eindeutig bestimmt ist. Denn man kann zu ~ den 
Gradienten einer beliebigen skalaren Funktion hinzufügen; da dessen 
Rotation identisch verschwindet, bleibt dabei .~ ungeändert. Durch 
passende Wahl dieser skalaren Funktion kann man das Vektorpotential 
so bestimmen, daß es einer gegebenen skalaren Bedingung genügt, z. B. 
der Bedingung der Quellenfreiheit 

div ~= O. (12a) 

Setzt man (12) in (10) ein, so ergibt sich nach der Stokes sehen Formel 
[Einleitung (17)] 

U=-i~A,da= -~~"l'ida. (13) 

Durch diese Formel wird die magnetische Energie der betrachteten 
Stromlinie als eine Summe der Anteile ausgedrückt, die den einzelnen 
Elementen dieser Linie zugehören [und nicht den sie ersetzenden ele
mentaren Strömen, wie bei der ursprünglichen Definition nach der 
Formel (10)]. Wir werden aber sofort sehen, daß eine solche Einteilung 
- im Gegensatz zu der entsprechenden Einteilung im Falle der elek
trischen Dipole - nicht ohne weiteres erlaubt ist. 
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§ 6. Die Wirkung des magnetischen Feldes auf einzelne 
Stromelemente und bewegte Ladungen. 

Wir wollen aber zunächst versuchen, die Größe 

dU = - 1Jl:r:idO' (13a) 

als die magnetische Energie des Stromelementes da zu behandeln (es 
sei erinnert, daß der Vektor irdO' den elektrischen Impuls der in da 
befindlichen Ladungen darstellt). Dann muß die auf dieses Stromelement 
wirkende Kraft d~ sich aus der Formel d~ = - grad (d U), d. h. 

d'ij = grad (irdO'~) = (irdO' grad) ~ + irdO' X rot ~ 

berechnen lassen. Setzt man hier rot ~ = ~ und bea~htet, daß der 
Vektor (rdO' grad) ~ gleich der Differenz ~2 - ~1 = d~ für die End
punkte der Strecke da ist, so kann man die obige Formel folgender
maßen schreiben: 

d~ = id~ + ir X ~dO'. (13b) 

Bei der Integration längs der Stromlinie 0' fällt das erste Glied der rech
ten Seiten von (13b) weg, da offenbar !fd~ = 0 ist. Die auf diese Linie 
wirkende Totalkraft ist also gleich 

'ij=i~rdO'X~. 
Es ist also ganz gleichgültig - insofern wir diese Totalkraft betrachten 
- ob die entsprechende Elementarkraft durch (13b), oder durch die 
einfachere Formel 

d'ij = ir da X ~ (14) 
definiert worden ist. 

Wir versuchen jetzt, diese Elementarkraft aus der Änderung der 
totalen Energie U abzuleiten. die sich bei einer sehr kleinen Verschie

bung der betrachteten Stromlinie im magne
tischen Feld ergibt. Dabei ist es nicht not
wendig, diese Linie als starr anzusehen (wie 

--;----.;:>,.."" wir es bei den elementaren Strömen getan 
haben); man kann sie vielmehr als einen 
biegsamen und dehnbaren Faden behandeln. 

Die "ursprüngliche" und "verschobene" 
Abb. 15. Stromlinie seien durch 0' und 0" bezeichnet 

(Abb. 15), die entsprechenden Energien 
durch U und U'. Es sei ferner S' eine beliebige durch a' begrenzte 
Fläche. Die entsprechende Fläche für 0' kann man, da sie ganz will
kürlich gewählt werden darf, durch Hinzufügung der bei der Verschie
bung von 0' beschriebenen (d. h. zwischen 0' und 0" aufgespannten) 
Fläche Eherstellen (S = E + S') Dann wird nach (10) 

U' -U = lJU = fiH,.dE, 
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wo V die Normale zu d1: bedeutet. Als Flächenelement d1: wollen wir 
die durch das Linienelement da beschriebene Fläche nehmen, d. h. den 
Flächeninhalt des Parallelogramms mit den Seiten ida und br (die in
finitesimale Verschiebung der verschiedenen Punkte von da kann 
man in erster Näherung als gleich und gleichgerichtet betrachten). Da 
dabei v d 1: = i d a X b rist, so bekommen wir Hp d 1: = ~ v b 1: = 
~. (ida X br) = - br' (ida x~) und folglich 

- bU = ~(iidaX~)br. 
Dieser Ausdruck, der die Energieabnahme bei der betrachteten Ver
schiebung darstellt, muß offenbar gleich der gesamten Arbeit der auf 
die einzelnen Stromelemente wirkenden Elementarkräfte sein. Daraus 
ergibt sich 

~ iidax~' br = ~d{Y' br. 

In dieser Gleichung ist b r als eine sehr kleine längs a stetig veränder
liche Vektorgröße anzusehen; sonst aber ist sie ganz willkürlich, da die 
Verschiebungen der verschiedenen (nicht aneinanderliegenden) Punkte 
von a nach unserer Voraussetzung, unabhängig voneinander sind. Es 
sollen deshalb die einzelnen Elemente der obigen Integrale oder viel
mehr die entsprechenden Faktoren von br, einander gleich sein. Auf 
diese Weise bekommen wir 

d{Y = iidax~, 
d. h. die Formel (14). Die frühere Formel (13b) erweist sich also als 
falsch 1); die ihr zugrunde liegende Annahme einer magnetischen Energie 
der einzelnen Elemente einer Stromlinie müssen wir folglich auch als 
falsch anerkennen. 

Diese "Unzerlegbarkeit" der magnetischen Energie einer geschlosse
nen Stromlinie erklärt sich durch die Tatsache, daß die den Strom bil
dende Bewegung der einzelnen elektrischen Ladungen, auch im Falle 
stationärer Ströme, kein stationärer -- d. h. zeitunabhängiger - Vor
gang ist. Die elektrische und magnetische Energie aber, wie sie oben 
definiert wurden, beziehen sich nur auf solche mechanischen Wirkungen, 
die von der Zeit explizite nicht abhängen. 

Bei den einzelnen Stromelementen müssen wir also den Energie
begriff weglassen und nur die entsprechende elementare Kraft, welche 
durch die Formel (14) bestimmt wird, betrachten. Diese elementare 
Kraft kann man weiter darstellen als eine Summe von Einzelkräften, 
die den einzelnen das betreffende Stromelement bildenden Ladungen 
(Elektronen) entsprechen. Und zwar bekommen wir für ein. Teilchen mit 
der Ladung e, das sich im magnetischen Feld mit der Geschwindigkeit l.l 

1) Es ist leicht einzusehen, daß das Integral fd'2{·or im allgemeinen von null 
verschieden ist. 
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bewegt, nach (6b), die folgende"magnetische" oder"elektromagnetische" 
Kraft 

tl 
f=e--x~. c 

(14a) 

Es sei bemerkt, daß diese Kraft als eine elektrische Kraft behandelt 
werden kann, die durch ein fiktives elektrisches Feld von der Stärke 

bedingt wird. 

tl 
G:=--x~ c 

(l4b) 

Obwohl die Kraft (14a) sich nicht aus einer Energiefunktion ab
leiten läßt, kann man doch bei der Berechnung der totalen Energie 
stationärer Ströme (linearer und nicht linearer) den einzelnen bewegten 
Ladungen (Elektronen) eine fiktive magnetische Energie 

u = - e ~tl_ 2'{ (15) 
c 

zuschreiben [vgl. (13a)]. Es entspricht dieser fik:iven Energie eine 

Kraft f = - grad u = ~ (tJ grad) 2'{ +; tJ X rot 2'{, d. h. 

f =! (tJ grad) 9( + ~ tJ X .\l, 
c c 

(V5a) 

deren erster (falscher) Anteil bei der Summation in bezug auf alle -
oder auch nur irgendeine geschlossene Stromlinie bildenden -- Ladungen 
verschwinden muß. 

Drittes Kapitel. 

Die Struktur der elektrischen und magnetischen 
Felder in Verbindung mit dem Äquivalenzprinzip. 

§ 1. Die Äquivalenz von elementaren Dipolen und Strömen. 
In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die mechanische Wir

kung von Dipolen und Strömen nur sozusagen von der "passiven" 
Seite studiert, indem die "aktiven" Dipole und Ströme, von denen die 
betreffende Wirkung ausging, nur indirekt durch das von ihnen erzeugte 
elektrische bzw. magnetische Feld berücksichtigt wurden. 

Um unser Hauptproblem - die Bestimmung der Wechselwirkung 
von Dipolen oder Strömen, d. h. von ruhenden oder bewegten Ladun
gen, zu lösen, müssen wir nun die Frage nach der Struktur der von 
ihnen erzeugten Felder untersuchen. Die Annahme, daß die erwähnte 
Wechselwirkung sich aus einer gegenseitigen potentiellen Energie ab
leiten läßt ("Energieprinzip"), gestattete uns zwar, die allgemeinen 
Eigenschaften dieser Felder - die Wirbelfreiheit des elektrischen und 
die Quellenfreiheit des magnetischen -aufzustellen; damit aber war deren 
Bestimmung noch nicht beendet, sondern nur auf eine einfachere Auf-
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gabe - die Bestimmung des skalaren Potentials T und des Vektor
potentials \ll zurückgeführt. 

Ein weiteres Vorgehen gestattet uns das Energieprinzip nicht. Wir 
müssen es deshalb durch ein anderes Prinzip vervollständigen. Bevor 
wir aber dieses Prinzip formulieren, wollen wir einleitungsweise einige 
für unsere Darstellung unwesentliche, aber in historischer Hinsicht wich
tige Bemerkungen machen. - Die auf einen elementaren elektrischen 
Strom mit dem Moment m in einem gegebenen magnetischen Feld.S) 
ausgeübte Wirkung ist mit derjenigen Wirkung identisch, die ein ele
mentarer elektrischer Dipol mit dem Moment -\J = m in einem fiktiven 
elektrischen Feld ~ = S) erfahren würde. Statt des fiktiven elektrischen 
Feldes kann man sich einen fiktiven magnetischen Dipol denken, der aus 
zwei entgegengesetzten "magnetischen Polen" ± fl in dem sehr kleinen 
Abstand l voneinander besteht, wobei 

fll = m 

ist, entsprechend der Beziehung eI = -\J für reelle elektrische Dipole. 
Dieser "elementare magnetische Dipol" oder "elementare Magnet" (M) 
soll also auf das reelle magnetische Feld S) ganz ebenso r~agieren, wie der 
entsprechende elektrische Strom (5). 

Nach dem Energieprinzip muß die auf 5 ausgeübte Wirkung ent
gegengesetzt gleich seiner Gegenwirkung auf die "äußere" das Feld S) 
erzeugenden Ströme 5' sein (da beide Wirkungen sich aus derselben 
"gegenseitigen" potentiellen Energie ergeben). Will man das Energie
prinzip auch auf den Magnet M, der den Strom 5 in "passiver" Hin
sicht ersetzt, übertragen, so muß man behaupten, daß diese Ersetzung 
auch in aktiver Hinsicht bestehen bleibt, d. h. daß M dasselbe magneti
sche Feld (S)') wie 5 erzeugt. 

Denkt man sich speziell 5' als einen zweiten elementaren Strom, 
so kann man die obige Behauptung folgendermaßen aussprechen: die 
Wechselwirkung eines elementaren Magneten und eines elementaren 
Stroms ist mit der Wechselwirkung zweier elementarer Ströme oder 
zweier elementarer Magnete mit entsprechend gleichen Momenten 
identisch. 

Es sei erinnert; daß die magnetischen Kraftwirkungen zuerst an sog. 
"natürlich magnetischen" Körpern oder "n.atürlichen Magneten" ent
deckt sind; dabei wurden diese Magnete zunächst als reelle magneti
sche Dipole aufgefaßt, deren Eigenschaften identisch mit den Eigen
schatten der elektrischen Dipole angenommen wurden (Coulomb). Die 
Untrennbarkeit entgegengesetzter "magnetischer Ladungen" erklärte 
man auf dieselbe Weise wie die Untrennbarkeit der entgegengesetzten 
elektrischen Ladungen in dielektrischen Körpern, nämlich durch die An
nahme, daß die entgegengesetzten magnetischen Pole immer in denselben 
Molekülen der betreffenden Körper bleiben sollten. Nach dieser Theorie, 
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die von Weber herrührt, ist ein natürlicher Magnet als ein System von 
elementaren "molekularen" Magneten anzusehen. 

Diese Weberschen "molekularen Magnete" wurden später, nach
dem die magnetischen Wirkungen der elektrischen Ströme entdeckt 
und studiert waren, von Ampere durch äquivalente "molekulare Ströme" 
ersetzt, die man jetzt als kreisende Elektronen betrachtet und Magne
tonen nennt. 

Damit wurden die magnetischen "Pole" und "Dipole" als rein 
fiktive mathematische Gebilde anerkannt; trotzdem werden sie auch 
heute als ein für die Darstellung der elektrokinetischen Wechsel
wirkungen sehr nützliches -- fast unentbehrliches - Hilfsmittel bei
behalten. 

Nach diesen geschichtlichen Bemerkungen, die keine direkte Be
ziehung zu unserem Gedankengang haben, wollen wir die fiktiven magne
tischen Dipole wieder ganz außer acht lassen und das folgende Äqui
valenz prinzip zwischen den elementaren elektrischen Dipolen und elek
trischen Strömen aussprechen: 

Bei passender Wahl des Verhältnisses c zwischen den elektrostati
schen und elektrokinetischen Einheiten, ist die Wechselwirkung von 
elementaren elektrischen Dipolen identisch mit der Wechselwirkung 
von elementaren elektrischen Strömen, die sich in derselben relativen 
Lage befinden und deren magnetische Momente dieselbe (relative) 
Orientierung und numerische Größe haben wie die elektrischen Momente 
der entsprechenden Dipole. 

Da die "passive" Äquivalenz von elementaren Dipolen und Strömen 
hinsichtlich ihres Verhaltens in gegebenen äußeren Feldern schon oben 
festgestellt wurde, so bedeutet das Äquivalenzprinzip, daß das magne
tische Feld eines elementaren Stromes mit dem elektrischen Feld eines 
elementaren Dipols bei gleicher Lage, Orientierung und numerisch 
gleichen Momenten (m = ~), vollständig übereinstimmt (~= ~). Ins
besondere muß betont werden, daß diese Übereinstimmung einen 
asymptotischen Charakter hat, in dem Sinn, daß sie nur für genügend 
entfernte Raumpunkte gilt. In der unmittelbaren Nähe der beiden Ge
bilde kann sie selbstverständlich nicht mehr bestehen. Betrachtet man 
aber diese Gebilde als unendlich klein, d. h. als punktförmig, so muß der 
Gültigkeitsbereich des Äquivalenzprinzips sich auf den ganzen Raum, 
mi~ Ausschluß solcher "singulärer" Punkte, erstrecken. 

§ 2. Die Grundgleichungen des elektrischen und magnetiSChen 
Feldes im leeren Raum. 

Die potentielle Energie U eines elementaren Dipols D in bezug auf 
mehrere andere Dipole D', D" usw. muß offenbar gleich der Summe der 
Energien U', U" usw. sein, welche die Wechselwirkung von D mit 
D', D" ... einzeln charakterisieren. Bezeichnet man das elektrische 
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Moment von D mit t> und die von D', D" : .. herrührende Feldstärke 
in dem Punkt P, wo sich D befindet, mit ~', ~" ... , so wird 

U' = - (lJ~'), U" = - (lJ~") ... 
und folglich 

U = U' + U" + ... = -lJ (~' + ~" + .. '). 
Andererseits muß diese resultierende Energie gleich dem (negativen) 
inneren Produkt von t> mit der resultierenden Feldstärke ~ sein. Daraus 
ergibt sich das (fast triviale) Resultat: 

~ = ~' + ~" + .. " 
d. h. daß die resultierende Feldstärke sich vektoriell aus den elemen
taren Feldstärken zusammensetzt. Dieses Resultat gilt selbstverständ
lich auch für die magnetischen Feldstärken. 

Jedes beliebige System von elektrischen Dipolen oder Strömen kann 
man durch ein System von elementaren, d. h. ihren Abmessungen 
nach unendlich kleinen Dipolen oder Strömen ersetzen, insofern der be
trachtete Punkt, für welchen die resultierende (totale) Feldstärke be
stimmt werden soll, ein äußerer, d. h. nicht geladener oder nicht durch
strömter Punkt ist. Sonst aber kann sein Abstand von solchen "kriti
schen" oder "singulären" Punkten beliebig klein sein, denn die ele
mentaren Dipole und Ströme kann man sich als unendlich klein gegen
über diesem Abstand denken. 

Außerhalb der "singulären" Punkte ist es also möglich, die totale 
elektrische oder magnetische Feldstärke zu betrachten als eine geo
metrische Summe von unendlich vielen Anteilen, die alle von elementaren 
Dipolen oder Strömen herrühren. 

Nach dem Energieprinzip müssen die elektrische und die magnetische 
Feldstärke im ganzen Raum, einschließlich der singulären Punkte, die 
Bedingungen 

rot ~ = 0, div ~ = 0 
befriedigen. 

Da rot (~r + iJ" + ... ) = rot iJ' + rot iJ" + ... und div iJ = div iJ' 
+ div iJ" + ... ist, so folgt nach dem Äquivalenzprinzip, daß außerhalb 
der singulären Punkte auch die Gleichungen 

div~=O (1) 

~~=O ~ 

bestehen müssen, die sich aus den obigen Energiegleichungen durch 
Vertauschung der Vektoren ~ und ~ ergeben. 

Also ist außerhalb der singulären Punkte sowohl die elektrische als 
auc~ die magnetische Feldstärke wirbel- und quellen/rei. Es läßt sich aber 
leicht zeigen, daß für solche singulären Punkte die obigen Gleichungen 
nicht mehr erfüllt sein können, d. h. daß singuläre Punkte Quellen des 
elektrischen und Wirbel des magnetischen Feldes sind. 
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Zum Beweis bemerken wir zunächst, daß nach den aus den Energie
gleichungen folgenden Formeln (if = - grad T und ~ = rot m:, die 
Gleichungen (1) und (2) äquivalent den folgenden Gleichungen für die 
Potentiale T und m: 

172T = 0 (3) 
(Laplacesche Gleichung), und 

rot rot m: = grad div m: -172m: = O. 

Die letzte Gleichung kann man durch eine Gleichung vom selben Typus 
wie (3) ersetzen 

17 2 m: = 0 

mit der Bedingung [vgl. Kap. II, Formel (12 a)] 

div2(= o. 

(4) 

(4a) 

Betrachten wir nun den Vektor T (if = - T grad T. Da div T (if 
= rp div (if + (if gradrp = -rp 172rp _.(if2 ist, so erhalten wir durch Inte
gration über ein ganz beliebiges Volumen V, unter Anwendung des Gauß
sehen Satzes, 

(5) 

wo S die das betrachtete Volumen umschließende Fläche bedeutet. 
Rücken wir diese Fläche ins Unendliche, d. h. erstrecken die Voluminte
gration über den ganzen Raum, so ergibt sich, unter der Voraussetzung, 
daß rp überall stetig bleibt und der Gleichung (3) genügt, 

- Lim 1 rpEndS =JE2d V. 
5 -)- 00 ':Y 

Wir nehmen nun an, daß in unendlich entfernten Punkten rp und 
folglich E verschwinden, und zwar so, daß das Flächenintegral ojrpEndS 
unabhängig von der Gestalt der Fläche S zu null strebt. Da S pro
portional dem Quadrat der Entfernung (R) anwächst, so muß diese 
Annahme erfüllt werden, wenn rp umgekehrt proportional zu R (und folg
lich E umgekehrt proportional zu R2) oder noch rascher mit der Ent
fernung abnimmt (siehe unten § 3). Dann muß das Volumintegral 
I E 2dV auch verschwinden, und da E2 eine nicht negative Gräße ist, 
so muß sie identisch gleich null sein. Die Existenz eines nicht ver
schwindenden elektrischen Feldes bei den erwähnten Voraussetzungen 
über das Potential rp und sein Verhalten in unendlich entfernten Punkten 
ist also mit dem identischen Bestehen der Gleichung (3) und folglich 
der Gleichung (1) unverträglich. Da aber außerhalb der singulären 
Punkte diese Gleichungen erfüllt sind, so müssen sie in diesen Punkten 
versagen. 

Der entsprechende Beweis für das magnetische Feld läßt sich auf 
Grund der Gleichung (4) ebenso wie in dem obigen Falle ausführen, 
wenn man die Komponenten von m: einzeln betrachtet. Man kann aber 
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diesen Beweis auch ohne Zerlegung von 2l in seine Komponenten, auf 
Grund der Identität 

div (2l X ~) = ~ rot 2l - 2l rot ~ 
vollziehen. Ersetzt man nämlich rot 2l durch ~ und rot ~ durch - J72 2l, 
so ergibt sich die folgende zu (5) ganz analoge Formel 

~(2lX~)ndS= f 2l(V22l)dV+ f H 2 dV, (6) 

woraus sich derselbe Schluß, und zwar unter denselben Voraussetzungen 
über das Vektorpotential 2l wie im Falle des skalaren Potentials rp, 
ziehen läßt. 

§ 3. Die Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes für 
singuläre Punkte. 

Wir stellen uns vor, daß die elektrische Ladung e in einem kleinen 
Volumen v, das sich auf einen Punkt Q zusammenziehen kann, kon
zentriert ist. Es sei G: die elektrische Feldstärke, welche von dieser 
Ladung erzeugt wird. Es sei ferner V ein beliebiges Volumen, welches das 
Volumen v (bzw. den Punkt Q) enthält und S die es begrenzende Fläche. 

Nach der Gaußschen Formel gilt die Beziehung 

~ EndS = J divG:dV 

oder, da außerhalb v G: = 0 ist, 

~ EndS = f divG:dv. 

Daraus folgt, daß der elektrische Fluß durch eine geschlossene Ober
fläche, die die betreffende elektrische Ladung enthält, von der Größe, 
Gestalt und Lage dieser Fläche (relativ zu v oder Q) nicht abhängt. Im 
Limes v -+ 0 muß die elektrische Feldstärke in jedem Punkt von S 
bei gegebener Lage von Q eine ganz bestimmte Richtung und eine zu e 
proportionale Größe haben, so daß man 

~EndS=CIe (7) 

setzen kann, wobei Cl einen Proportionalitätskoeffizienten bedeutet. 
Nach dem Vorangehenden muß dieser Koeffizient von der Lage des 
Punktes Q unabhängig sein, insofern dieser innerhalb von S bleibt (S wird 
jetzt als eine feste Oberfläche betrachtet). 

\Vir stellen uns nun vor, daß es im Innern von S mehrere punkt
förmige Ladungen gibt. Bezeichnet man die Größe dieser Ladungen mit 
e f , eil, ... und die ihnen entsprechenden Feldstärken mit G: f , G:" usw., 
so wird: 

~E~ dS = Cle', ~E~ dS = CIe", . •. 

wo Cl immer denselben Koeffizienten wie in (7) bedeutet. 
Frenkel, Elektrodynamik. I. 5 
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Andererseits haben wir offenbar für die totale elektrische Ladung 
innerhalb 5, e = e' + eil + ... und für die entsprechende resultierende 
Feldstärke ~ =~' + ~" + . ... Da ferner E: + E~ + ... = E n ist, 
so folgt durch Addition der obigen Gleichungen 

~ EndS= Cle, 

d. h. eine Formel von derselben Gestalt wie (7), die aber eine allgemeinere 
Bedeutung hat, indem jetzt die im Innern von 5 befindliche Ladung auf 
eine ganz beliebige Weise in dem Volumen V verteilt werden kann. 

Wir denken uns jetzt speziell eine stetige Volumverteilung, bei 
welcher ein unendlich kleines Volumelement d V eine ebenfalls un
endlich kleine Ladung de = edV (e = räumliche Ladungsdichte) ent
hält. Dann ist e = f edV und folglich 

~EndS= IdiV~dV=Clf e dV. 

Daraus ergibt sich wegen der Willkürlichkeit von V die folgende Diffe
rentialgleichung des elektrischen Feldes für singuläre Punkte 

div~ = - J72tp = Cle. (8) 

Diese Gleichung kann man als die Verallgemeinerung von (1) [bzw. (3)] 
betrachten. Sie bleibt auch dann gültig, wenn e unendlich wird, d. h. 
im Falle einer nichtstetigen Verteilung der Elektrizität im Raum. 
Im letzteren Falle ist es aber vorteilhafter, nicht mit (8), sondern 
mit der entsprechenden Integralgleichung (7) zu operieren. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung des magnetischen Feldes über und 
wollen uns zunächst vorstellen, daß dieses Feld ~ durch einen sehr 
dünnen Stromfaden, der sich auch auf eine (geschlossene) Linie (1 zu
sammenziehen kann, erzeugt wird. Durch Anwendung der Stokesschen 
Formel auf eili~ von (1 verschiedene geschlossene Kurve (1', die (1 einmal 
um/aßt, bekommen wir die Gleichung 

f H.,d(1' - f rot n ~ds, 
wobei s denjenigen Anteil einer beliebigen durch (1' begrenzten Fläche 
5 bedeutet, der aus dieser Fläche durch den Stromfaden ausgeschnitten 
wird (denn außerhalb des Stromfadens rot ~ = 0 ist). 

Da man durch denselben Querschnitt des Fadens s eine Menge 
von Flächen 5 legen kann, die von verschiedenen Linien (1' begrenzt 
sind, und andererseits die durch dieselbe Linie (1' begrenzten Flächen den 
betrachteten Stromfaden an verschiedenen Stellen schneiden können, 
so folgt aus der obigen Formel: erstens, daß die Zirkulation des Vektors ~ 
längs einer den Stromfaden einmal umfassenden Linie von seiner Größe, 
Gestalt und Lage (relativ zu (1) unabhängig ist, und zweitens, daß der 
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Fluß des Vektors rot ~ durch verschiedene Querschnitte des Strom
fadens denselben Wert hat. 

Aus der ersten Folgerung ergibt sich ferner durch Überlegungen, 
die ganz analog sind den Überlegungen, welche uns zur Aufstellung 
der Formel (7) für eine beliebige Ladungsverteilung innerhalb der ge
schlossenen Oberfläche S geführt haben, die folgende zu (7) analoge 
Formel 

(9) 

wo C2 einen neuen ProportionalitätskoeIfizienten und i die totale Stärke 
des durch a' gehenden Stroms bedeutet, d. h. die algebraische Summe 
der Stromstärken für die verschiedenen von a' umfaßten Stromfäden, 
mit dem Vorzeichen + oder - je nach der Richtung dieser Ströme in 
bezug auf den Umlaufssinn auf der Kurve a'. 

Denkt man sich speziell eine stetige Verteilung der Stromstärke mit 
der endlichen Raumdichte j, so wird 

i=findS , 

d.h. 

~Hr' da' = f rotll~dS= C2 fin dS 

und folglich wegen der Willkürlichkeit der Fläche S 

rot ~ = - V2~ = C2 j. (9a) 

Diese Formel kann man als die Verallgemeinerung der Formel (2) 
[bzw. (4)] auf die singulären Punkte des magnetischen Feldes be
trachten. 

Es sei bemerkt, daß die G!eichurg (9) mit der Identität div rot ~ = 0 
wegen (4a), Kap. H, verträglich ist, solange die betrachteten Ströme 
stationär sind, was bisher immer vorausgesetzt wurde. Die oben erwähnte 
zweite Folgerung aus der Formel ~HT' da' = frot n ~ds - die Unab
hängigkeit von frot n :Qds von der Wahl des Stromfadenquerschnitts s 
- entspricht der· Gleichheit der Stromstärke i = finds für die ver
schiedenen Querschnitte dieses Stromfadens. 

§ 4. Beziehung zwischen den Konstanten 0 1 und 020 Nichtelementare 
Ströme und Doppelschichten; nichtelementare Dipole und 

Solenoide. 
Die Formeln (7) und (9) sind miteinander unmittelbar durch das 

Äquivalenzprinzip verknüpft. Deshalb muß die eine von ihnen sich 
aus der anderen ableiten lassen. Eine solche Ableitung wird uns gleich
zeitig gestatten, das Verhältnis der beiden Konstanten Cl und C2 zu be
stimmen. 

5* 
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Bisher haben wir uns einen elementaren Dipol vorgestellt als eine 
geradlinige Strecke mit entgegengesetzt geladenen Enden, und einen 
elementaren Strom als eine ebene geschlossene Linie. Diese geometrisch 
ganz verschiedenen Vorstellungen lassen sich gewissermaßen vereinigen 
zu demselben geometrischen Gebilde, nämlich zu einem geraden Zylinder, 
dessen Seitenfläche die Rolle der Stromlinie, während die Grund
flächen die Rolle der Dipolenden spielen können. Durch Verminderung 
der Querdimensionen des Zylinders im Verhältnis zu seiner Länge be
kommen wir einen unendlich dünnen Stab, der sich dem ursprünglichen 
streckenförmigen Bild eines Dipols nähert; andererseits bekommen 
wir durch Verminderung der Zylinderhöhe im Verhältnis zu seinen 
Querdimensionen eine unendlich dünne Scheibe, deren bandförmige 
Seitenfläche dem ursprünglichen linienförmigen Bild eines Stromes 
nahekommt. Bei der Ersetzung der Dipolenden durch zwei Zylinder
grundflächen S' und S" können wir uns die entsprechenden Ladungen 
- e und + e als gleichförmig über diese Flächen verteilt denken, also 
uns den Dipol als eine Doppelschicht mit der elektrischen Flächendichte 

+ fJ = ± ~ (S = S' = S") vorstellen. 

Ebenfalls werden wir uns bei der Ersetzung der Stromlinie durch 
die Seitenfläche eines Zylinders denken, daß der Strom i über diese 
Flache gleichförmig verteilt ist, d. h. daß durch die Längeneinheit der 

i 
erzeugenden Geraden ein Strom von der Stärke k = l fließt, wo 1 die 

Länge der Erzeugenden, d. h. die Höhe des Zylinders bedeutet; k heißt 
die Flächendichte des elektrischen Stroms. 

Das elektrische Moment eines solchen "zylinderförmigen" Dipols 
V = erläßt sich dementsprechend auf die folgende Gestalt bringen 

V = fJSln = i 2l Sn, (10) 

wo n = + die äußere Normale zur positiv geladenen Zylinderfläche S" 

bedeutet, und 
(IOa) 

ist. Der Ausdruck (10) für lJ ist offenbar identisch mit dem gewöhn
lichen Ausdruck für das magnetische Moment eines elementaren Stroms 
mit der Stärke i 2l , der längs der Seitenfläche des Zylinders (oder der 
entsprechenden Grundlinie) zirkuliert. 

Betrachten wir andererseits einen wirklichen "Zylinderstrom" von 
der Stärke i, so läßt sich sein elektrisches Moment m = iSn in der Ge
stalt 

(11) 

ausdrücken, die dem gewöhnlichen Ausdruck für das elektrische Moment 
eines Dipols mit der Länge 1 und den Ladungen 

(l1a) 
entspricht. 
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Nach dem Äquivalenzprinzip kann man das magnetische Feld 
eines elementaren Stroms mit dem elektrostatischen Feld eines ele
mentaren Dipols identifizieren; diesen "Ersatzdipol" werden wir uns 
als eine zylindrische Scheibe denken, die durch die Stromlinie a begrenzt 
ist und dessen (unendlich kleine) Dicke 1 mit der Flächendichte ± 'YJm der 
seine beiden Seiten bedeckenden elektrischen La-
dung durch die Formel (10a) oder 

(lOb) 

verknüpft ist (Abb. 16). 
Betrachten wir umgekehrt das elektrische Feld ~ 

eines elementaren Dipols als das magnetische Feld 
eines elementaren Stromes, so ist es zweckmäßig, 
sich diesen "Ersatzstrom" in der Form eines unend

~--_ ...... 

Abb.16. 

lich dünnen zylindrischen Stabes vorzustellen, dessen Länge mit der Dipol
länge l zusammenfällt und dessen (unendlich kleiner) Querschnitt S mit 
der Flächendichte kp des Ersatzstromes durch die der Formel (11 a) ent
sprechende Beziehung 

(11 b) 

verknüpft ist (± e sind die "wahren" elektrischen Ladungen des be
trachteten Dipols); einen Strom von dieser Gestalt (Abb. 17) werden 
wir als solenoidalen Strom oder 
Solenoid bezeichnen. 

Wir stellen uns nun eine nicht
elementare Stromlinie a vor und er
setzen sie zunächst durch ein Netz 

Abb. I •. 

von elementaren Strömen mit den magnetischen Momenten dm = indS, 
wobei S eine beliebige durch a begrenzte Fläche bedeutet. Diese elemen
taren Ströme können wir ferner ersetzen durch "scheibenförmige" elek
trische Dipole mit den Grundflächen dS' und dS", die aus dS durch 

1 
Verschiebung um die Strecke "2 in der Richtung der negativen bzw. posi-

tiven Normale n entstehen; die Flächendichte der entsprechenden Ersatz
ladungen bestimmt sich dabei durch die Beziehung (lOb). 

Die Länge 1 wollen wir der Einfachheit halber als für alle Flächen
elemente dS gleich annehmen. Die Gesamtheit der den betrachtenden 
Strom ersetzenden "Scheibendipole" bildet also eine durch a begrenzte 
elektrische Doppelschicht von unendlich kleiner Dicke 1 und unendlich 

großer Ladungsdichte 'YJm = ~. Außerhalb dieser Doppelschicht fällt 

das durch sie erzeugte elektrische Feld ~ mit dem durch den Strom i 
erzeugten magnetischen Feld ~ zusammen; innerhalb der Doppel
schicht ist aber eine solche Übereinstimmung selbstverständlich nicht 
vorhanden. Um das elektrische Feld innerhalb der Doppelsthicht, d. h. 
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zwischen den Flächen S' und 5" zu bestimmen, wenden wir zunächst 
die Formel (7) auf eine geschlossene Fläche 5 an, die ein kleines Stück 
einer der beiden Schichten, z. B. der negativen Schicht, enthält (Abb. 18). 
Bezeichnet man den zwischen S' und 5" liegenden und zu diesen Flächen 
parallelen Anteil von 5 durch s, und den anderen - äußeren - Anteil 
durch s', so wird nach (7) 

f Ends + f E~,ds' =-CI'YJmS • 

Da'YJm (wegen unserer Voraussetzung betreffs l) unendlich groß ist, während 
die elektrische Feldstärke ~' auf s' gleich der magnetischen Feldstärke ~ 

ist und folglich endlich bleiben muß, so können 
wir auf der linken Seite der obigen Gleichung das 
erste Glied weglassen und einfach 

f Ends = - CI'YJm S 

~#-_~ rL setzen. Daraus folgt wegen der Willkürlichkeit 
von S 

En=-CI'YJm' 

Es ist ferner leicht einzusehen, daß die elektrische 
Abb.18. Feldstärke innerhalb der Doppelschicht der Nor-

male n parallel sein muß. Denn im entgegengesetz
ten Fall müßte das Linienintegral ~Er' da' für eine geschlossene Kurve a', 
die teils innerhalb, teils außerhalb der Doppelschicht liegt, einen von 
null verschiedenen Wert haben, was dem Energieprinzip widerspricht. 

Wir kommen also zu dem Schluß, daß innerhalb der Doppelschicht 
die elektrische Feldstärke ~ der Normalen n parallel und gleich 

E = - CI'YJm (12) 
ist. 

Das negative Vorzeichen in dieser Formel bedeutet, daß für Cl> 0 
der Vektor~ der Normalen entgegengerichtet ist; dagegen muß er für 
Cl < 0 mit dieser Normalen gleichgerichtet sein. 

Es sei nun a' eine geschlossene Linie, die die betrachtete Stromlinie a 
einmal umfaßt und folglich durch die sie ersetzende Doppelschicht ein
mal durchgeht. Den in dieser Schicht eingeschlossenen Anteil von a l 

bezeichnen wir durch a/, den äußeren Anteil - durch a~. Dann ist 
nach dem Energieprinzip 

~Er'da'= f~<da~+ f~T:da;=o. (l2a) 

Ferner haben wir nach (12) 

f ~<da/=-nmf u/da/ = += C1'YJm l , 

wobei das obere Vorzeichen dem positiven Umlaufssinn auf a' in bezug 
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auf a, d. h. n-r/ > 0 (Abb. 19), und das untere dem negativen Um
laufssinn entspricht. Wählt man den pos~tiven Umlaufssinn auf a', so wird 

nach (l2a) Ire:. , d ' =C 1 
~-ra (Ja lrJm' 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man nun rJml durch i und 
auf der linken Q; durch ~ ersetzen. Da ferner bei unendlich kleiner Dicke 1 
der Doppelschicht das Integral J~-r/da/ verschwinden muß, kann man 

G 

Abb.19. Abb.20. 

die Integration auf die ganze Linie a' erstrecken. Auf diese Weise 
bekommen wir die Gleichung 

~ H"da' = Cl i, 

welche für Cl = C2 mit der schon oben aufgestellten Gleichung (9) zu
sammenfällt. 

Die Gleichheit der Koeffizienten Cl und C2 kann man auch auf dem 
umgekehrten Wege beweisen, d. h. mittels der Ersetzung eines nicht
elementaren elektrischen Dipols durch einen ihm äquivalenten solenoi
dalen Strom. 

Es sei nämlich airgendeine vom negativen Ende des Dipols (A') 
zum positiven (A") gezogene Kurve, längs welcher eine Kette von ele
mentaren Dipolen mit den Momenten dtJ = e-rda gelegt ist. Sieht man 
diese Dipole als zylindrische Stäbe an, deren Achsen durch die ent
sprechenden Linienelemente da gebildet werden, und ersetzt sie durch 
solenoidale Ströme, die auf den Seitenflächen dieser Zylinder fließen, 
so ergibt sich ein nichtelementares Stromsolenoid in der Gestalt einer 
unendlich dünnen Röhre, welche die Dipolenden miteinander verbindet 
(Abb. 20). Der Einfachheit halber wollen wir den Querschnitt dieser 
Röhre 5 als konstant betrachten. Bestimmt man dann die (ebenfalls 
konstante) Flächendichte dieses Ersatzstromes (k p ) durch die Beziehung 
(11 b), so wird das durch ihn erzeugte magnetische Feld ~ außerhalb der 
Röhre mit dem elektrischen Feld des betrachteten Dipols übereinstimmen I ) . 

1) Es ist dabei vorausgesetzt, daß die Stromrichtung der positiven Richtung auf 
der Achsenkurve (J (vonA' nachA") im Sinne der Rechtsschraubenregel entspricht. 
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Was die Richtung und Größe des magnetischen Feldes innerhalb 
des Solenoids anbetrifft, so, kann man sie folgendermaßen be
stimmen. 

Es sei Gi+Ga eine geschlossene Linie, die teils innerhalb der Röhre 
parallel zu ihrer Achse (Gi), teils außerhalb - in einer ganz beliebigen 
Weise - verläuft. Nach der Formel (9), die wir jetzt als Ausgangs
formel betrachten werden, bekommen wir in unserem Fall (wenn die 
Integrationsrichtung auf Gi mit der positiven Richtung der Kurve G 

zusammenfällt) 

Da außerhalb des Solenoids.\) gleich ~ ist und folglich endlich bleiben 
muß (mit Ausschluß der nächsten Umgebung der Dipolenden), und da 

ferner die Stromdichte k1> = i unendlich groß ist, so reduziert sich 

die obige Gleichung auf J HridGi = C2"1> Gi oder wegen der Willkürlich
keit von Gi auf 

Hri = C2 "1>' 

Hätte nUll der Vektor.\) innerhalb des Solenoids eine zu seiner Achse (a) 
senkrechte Komponente, so müßte das Integral pH ndS für eine das 
Solenoid schneidende und in seinem Innern parallel zu seiner Achse 
laufende Fläche (deren Projektion auf die Ebene der Abb. 20 durch die 
Linie (Ti + Ga angedeutet wird) einen von null verschiedenen Wert haben 
was mit dem Energieprinzip im Widerspruch steht. 

Daraus folgt, daß der Vektor'p' innerhalb des Solenoids parallel zu 
dessen Achse für C2 > 0 oder antiparallel für C2 < 0 gerichtet ist und 
den konstanten Betrag 

(13) 
hat. 

Wir betrachten jetzt eine geschlossene Fläche 5", die eins der beiden 
Enden des Solenoids, z. B. das dem positiven Ende des Dipols ent
sprechende, enthält. Bezeichnen wir den äußeren Anteil dieser Fläche 
mit Sa und den inneren (vom Solenoid ausgeschnittenen) mit Si' so 
wird, nach dem Energieprinzip 

fHnidSi + SHn.dSa=Ü 

oder, we~en J H n dSi = - C2"1>S = - C2 e (man beachte, daß die 
i 

äußere Normale von Si der Achsenkurve Gentgegengerichtet ist) und 
JHn dSa= JEn dSa = pEndS", . . 

~ En"d 5" = C 2e. 

Diese Formel fällt mit der ursprünglichen Formel (7) zusammen, wenn 
C2 = Cl gesetzt wird. 
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§ 5. Die Bestimmung des elektrischen Feldes aus der 
Ladungsverteilung. 

Es sei in einem Punkt P' die Ladung e' konzentriert. Aus Symmetrie
gründen folgt, daß das von dieser Ladung erzeugte Feld ~ eine zum 
Punkt P' radiale Symmetrie besitzen mußI). Mit anderen Worten, auf 
einer Kugelfläche S, deren Zentrum mit P' zusammenfällt, muß ~ einen 
Konstanten Betrag haben und mit der äußeren oder der inneren Nor
malen gleichgerichtet sein. Wenden wir die allgemeine Formel JEndS 
= Cl e auf unseren Fall an, so ergibt sich 

wo R den Kugelradius, d. h. die Entfernung der betrachteten Punkte P 
von P', bedeutet. Für C le' > 0 ist der Vektor~ mit dem Radiusvektor 
P' P= m gleichgerichtet, dagegen ist er für Cle' <0 vom Punkte P 
nach P' gerichtet. 

Die elektrische Feldstärke ~ ist definitionsgemäß nichts anderes 
als die Kraft, welche im betrachteten Punkt auf die positive Ladungs
einheit ausgeübt wird (oder würde, falls diese Ladungseinheit sich tat
sächlich dort befände). Wir wollen- im Einklang mit den experimen
tellen Tatsachen - annehmen, daß die Richtung der von einer positiven 
Ladung erzeugten Feldstärke einer Abstoßungskraft entspricht 2). Dies 
bedeutet, daß der Koeffizient Cl positiv ist. Seine absolute Größe kann 
aber ganz beliebig gewählt werden; durch diese Größe wird die Größe 
der elektrischen Ladungseinheit festgestellt. Gewöhnlich setzt man 

CI = 4n 
und folglich 

(14) 

wo mo = ~ den die Richtung P' P bestimmenden Einheitsvektor be

deutet. 
Die Wechselwirkungskraft zweier Punktladungen e' und e, welche 

sich im Abstand R voneinander befinden, drückt sich dementsprechend 
durch die bekannte Coulombsche Formel 

e' e 
j= R2. (14a) 

aus, wobei dem Fall j > 0 eine gegenseitige Abstoßung und dem Fall 
j < 0 eine Anziehung entspricht. 

1) Dieses Symmetrieprinzip bedeutet die Gleichberechtigung oder die Rela
tivität der verschiedenen Raumrichtungen. Wäre das elektrische Feld von e' in 
bezug auf p' nicht symmetrisch, so könnte man die verschiedenen Richtungen 
nicht als äquivalent betrachten. 

2) D. h. daß Ladungen derselben Gattung sich gegenseitig abstoßen. 
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In theoretischen Untersuchungen setzt man oft nach A. H. Lorentz 
Cl = C2 = 1; damit werden statt der gewöhnlichen elektrostatischen 
und elektrokinetischen Einheiten andere sog. "rationelle" Einheiten 
eingeführt. Im folgenden werden wir ausschließlich die gewöhnlichen 
Einheiten (Cl = C2 = 4n) benützen. 

Es sei 0 ein beliebiger fester Punkt und 0 P' = t' , 0 P = t die Radius
vektoren der Punkte P' und P in bezug auf O. Der Radiusvektor P' P = m 
stellt sich offenbar dar als die geometrische Differenz von t und t': 

m = t - t' . (15) 
Bei der Differentiation von moder irgendeiner Funktion von m kann 
jeder der Vektoren t und t' die Rolle des Arguments spielen; der andere 
ist dabei als ein konstanter Parameter anzusehen. Betrachten wir den 
"Quellpunkt" P' (d. h. den Vektor t') als fest und den "Aufpunkt" P, 
d.h. den Vektort, als variabel, so bekommen wir "Aufpunktsableitungen" 
die wir allgemein durch das Symbol V (grad, div, rot) bezeichnen wer
den. Zur Bezeichnung der entsprechenden "Quellpunktsableitungen" 
(t' variabel, t = konst) werden wir gestrichelte Symbole V' (grad', div', 
rot') gebrauchen. Es gilt dabei offenbar für jede Funktion von lR und 
für jede Differentiationsart die Beziehung: 

V'=-V. (15a) 

Der Vektor ~ ist, wie leicht einzusehen, gleich dem "Aufpunktgradien-

"d F k' I ('ffi d I) D f 1 h (14) ten er un tlOn - R R3 = - gra R' araus 0 gt nac 

~ = -gradf{J, wo 

(16) 

ist. Das ist der gewöhnliche Ausdruck für das elektrische Potential einer 
Punktladung, wenn man noch die "Grenzbedingung" hinzufügt, daß 
in unendlicher Entfernung (R = (0) dieses Potential verschwinden soll. 

Das Produkt von f{J und der Größe e einer im Punkte P konzentrierten 
Ladung ist gleich der gegenseitigen potentiellen Energie der beiden 
Ladungen 

(16a) 

Der negative Gradient dieser Größe in bezug auf t oder' t' stellt 
dabei die auf e seitens e', bzw. auf e' seitens e wirkende Kraft dar Diese 
Kräfte sind nach (15a) entgegengerichtet und ihrem Betrage nach 

e'e 
gleich R2-' 

Bei der Anwesenheit von mehreren Ladungen el ', e2', ••• in den 
Punkten PI" P 2', ••• ist die resultierende elektrische Feldstärke ~ in 
dem betrachteten Aufpunkte P gleich der geometrischen Summe der 

Vektoren ~k = e~ ~~ (mk =P"P) und das resultierende Potential der 
k 
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e' 
algebraischen Summe der entsprechenden Potentiale ffJk = ;". Denkt 

man sich dabei die einzelnen Punktladungen durch eine kontinuierliche 
räumliche Verteilung der Elektrizität ersetzt, und bezeichnet die in dem 
Volumelement dV' haftende Ladung de' durch e' dV', so ergeben sich 
für @; und ffJ folgende Integralausdrücke 

@; = f e' !sdV', (17) 

ffJ=f~dV'. (17a) 

Bei der Integration wird t als konstanter Parameter betrachtet und e' 
als gegebene Funktion des Vektorarguments t'. Die Integration soll 
sich auf den ganzen Raum erstrecken; die Stellen ,wo e' = 0 ist, bleiben 
dabei selbstverständlich belanglos. Man kann leicht verifizieren, daß 
das Integral (17) gleich dem nach t genommenen negativen Gradienten 
des Integrals (17 a) ist; dies folgt aus der Tatsache, daß die Differentiation 
nach dem Vektor t, ebenso wie die gewöhnliche Differentiation eines 
Integrals nach einem skalaren Parameter, unter dem Integralzeichen 
vollzogen werden kann. 

Die Formel (17a) stellt offenbar die Lösung der Differentialgleichung 
(8) 17 2 ffJ = - 4 ne dar. Man kann sie in der Tat durch direkte Inte
gration dieser Gleichung unter Berücksichtigung der Grenzbedingungen 
bekommen. 

Wir stellen uns zunächst vor, daß die Ladungsdichte e außerhalb 
eines bestimmten Punktes P' überall verschwindet. Dann kann das 
Potential ffJ in einem Punkt P offenbar nur von dem Abstand P' P = R 
abhängen, d. h. es muß eine Funktion des Betrags des Vektors 91, nicht 

aber seiner Richtung, sein. Da grad ffJ (R) = =~ ~ ist [Einleitung (28)], 

so haben wir 

V2m = divgrad m = ~~!div91 + 91 grad (! d lP) =_~ ~~ + R ~ (_~ d~) 
T T dR R R dR R dR dR R dR 

oder, wie leicht zu verifizieren ist, 

Setzt man 

V2 _! d2(R~) 
ffJ - R dR2 . (18) 

d 2 (R1P1 =0 (18a) 
dR" 

für alle Punkte, mit eventuellem Ausschluß von P' (R = 0), so folgt 
nach zweimaliger Integration RffJ = A R + B, d. h. 

B 
ffJ = A + R . (18 b) 

Die erste der beiden Integrationskonstanten bestimmt sich aus der 
Grenzbedingung ffJ = 0 für R = 00 (A = 0), die zweite - aus einer Be-
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dingung der Form !f gradn q; dS = 4 ne', wo e' die in P' konzentrierte 
Ladung bedeutet und S eine beliebige, diese Ladung einschließende 
(z. B. unendlich kleine) Oberfläche ist; dabei wird selbstverständlich 
B=e'. 

Befindet sich der Punkt P in genügender Entfernung von P', so 
kann man den letzteren durch ein unendlich kleines Volumen mit der 
endlichen Ladungsdichte (!' ersetzen. Wegen des linearen Charakters der 
Gleichung J72q; = - 4 n (! ergibt sich dann ihre vollständige Lösung 
als die Summe der Elementarlösungen (18b), die von den einzelnen 
Elementarladungen B = de' = (!' dV' herrühren, d. h. in der Form des 
Integrals (17 a). Dabei wird vorausgesetzt, daß der Punkt P sich "im 
leeren Raum", d. h. außerhalb des geladenen Volumen befindet. Man 
kann aber leicht zeigen, daß bei endlicher Volumdichte der elektrischen 
Ladung diese Voraussetzung unwesentlich ist. Es sei nämlich v ein un
endlich kleines Volumen, das den betrachteten "Aufpunkt" P enthält. 
Ist die elektrische Ladungsdichte (! in v endlich, so muß der Beitrag 
der ganzen in v enthaltenen Ladung (!v zum Potential q; in P von der 

v 
Größenordnung V v = v' /a sein, also im Limes v-+O verschwinden. 

Dasselbe Resultat ergibt sich in dem Fall, daß die elektrische Ladung 
auf eine durch P gehende Fläche mit endlicher Flächendichte 'YJ verteilt 
ist 1), denn dabei wird der von einem Flächenelement s herrührende 
Beitrag zum Potential q; in einem Punkt dieses Elements von der Größen-

ordnung >'- = 1'$ -+0. Für eine Verteilung der Elektrizität mit endlicher 
fs 

Liniendichte ist aber die obige Voraussetzung (P im leeren Raum) 
wesentlich; das Potential einer geladenen Linie in den Punkten dieser 
Linie hat keinen bestimmten endlichen Wert - ebenso wie das Potential 
einer Punktladung in dem Quellpunkt selbst. 

Ist die betrachtete Ladungsverteilung auf ein Raumgebiet von 
endlicher Ausdehnung beschränkt, so kann man die gesamte Ladung 
e' = f (!' d V' für unendlich ferne Aufpunkte als Punktladung behandeln 

und ihr Potential durch die Formel ~ approximieren. Damit wird die Be

dingung erfüllt, die wir oben (§ 2) für das Verschwinden eines "ladungs
freien" elektrischen Feldes aufgestellt haben. Zu gleicher Zeit ergibt sich 
der Beweis dafür, daß die Gleichung (17 a) die einzige Lösung der Glei
chung J7 2q; = - 4 n (! tür den ganzen Raum, die im Unendlichen wie 
c' 
R verschwindet, darstellt. Denn eine andere Lösung könnte man daraus 

nur durch Hinzufügung eines "ladungsfreien" Feldes bekommen. 

1) Das Potential drückt sich in diesem Fall durch das Flächenintegral 

f 'I'J'dS' 
qJ= ~ aus. 
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§ 6. Bestimmung des magnetischen Feldes aus der 
stromverteilung. 

Das magnetische Feld, welches durch eine stationäre Elektrizitäts
strömung von endlicher Raumdichte j erzeugt wird, läßt sich aus den 
Gleichungen.\) = rot~, V2~ = -4nj, div ~ = 0 bestimmen. 

Wir betrachten zunächst die zweite dieser Gleichungen. Wegen ihrer 
vollkommenen Analogie mit der Gleichung V21P = - 4 n (1 für das 
skalare Potential, kann man sofort ihre Lösung in der Form (17a) hin
schreiben, wobei IP durch ~ und (1' - die elektrische Ladungsdichte -
durch die elektrische Stromdichte j' (im Punkte t') - ersetzt werden 
muß. 

Damit aber der sich auf diese Weise ergebende Ausdruck 

~ = f ! d V' (19) 

das gesuchte Vektorpotential der betrachteten Elektrizitätsströmung 
darstellt, muß er noch der Bedingung div ~ = 0 genügen. Es ist nun 
leicht einzusehen, daß diese Forderung tatsächlich erfüllt ist. - Da 
"div" eine Differentiation in bezug auf t bedeutet und j' eine Funk
tion des Vektors t' ist, so haben wir zunächst 

div ~ = f div f d F' = f i' . grad ~ d V' . 

Ferner ergibt sich nach (15a) 

., d 1 ., d' 1 d' ,( i' ) 1 d' ,., 1 gra R = - 1 gra R = - IV 11 + R IV 1 

und folglich 

div ~ = - f div' (~ ) d V' + f di~ i' d V' . 

In dem von uns betrachteten Fall einer stationären Elektrizitäts
strömung muß die Divergenz von j' verschwinden. Ist das durchströmte 
Raumgebiet von einer Fläche 5' begrenzt, so muß auf dieser Fläche der 
Vektor i' oder jedenfalls seine Normalkomponente i~' auch verschwin
den. Es ist also 

div ~ = - J div' (~) d V' = - J~' dS' = o. 
Wir können jetzt aus (19) die magnetische Feldstärke berechnen. 

Es ist nämlich 

.\).= rot~= f rot (f) d V' = - Si'X grad ~ dV' , 

d. h. 

C'..=fi'X IR d V' =fi'xlRo d V' 
'V R3 R2 (19a) 

ganz analog zur Formel (17). 
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Das Produkt j' d V' stellt den elektrischen Impuls der im V olum
element d V' befindlichen Ladungen dar. Im Falle eines linearen 
Stroms muß man j' d V' bekanntlich durch i' T' da' ersetzen (wo i' die 
Stromstärke, da' das betreffende Element der Stromlinie bedeutet); 
dabei nehmen die Formeln (19) und (19a) die folgende Gestalt an: 

m = i' ~ !' ~11' , (20) 

"" = .,! T' X ~d ' 
q,> ~:y R2 a . (20a) 

Es sei bemerkt, daß die Formel (19) [und folglich auch (19a)] oder 
die entsprechende Formel für flächenverteilte elektrische Ströme, ebenso 
wie im Falle des skalaren Potentials, auch für solche Aufpunkte gültig 
bleibt, die sich innerhalb des durchströmten Volumens oder auf den 
durchströmten Flächen befinden (vorausgesetzt, daß die Raum- bzw. 
Flächendichte der Strömung einen endlichen Wert haben). Dagegen 
sind die Formeln (20) und (20a) nur für "äußere", d. h. außerhalb der 
Stromlinie liegende Punkte gültig. 

Nach der Formel (13) des vorigen Kapitels kann man die gegen
seitige potentielle Energie zweier linearer Ströme in der Form eines 
Doppelintegrals 

U .,.!!(T'T)d'i .,.!!cosOd'd 
m=-H:Y:Y-R- a(a=-H:Y:Y-R- a a (20b) 

darstellen, wobei () den Winkel zwischen den Linienelementen da' und 
da bedeutet. Die Symmetrie dieser Formel bezüglich der gestrichenen 
und ungestrichenen Größen entspricht der Tatsache, daß die potentielle 
Energie von a relativ zu a'(Um) identisch ist mit der Energie U;" von a' 
relativ zu a. Es gilt also 

Um=-iSHndS=-i'SH~,dS'= U;". (20c) 
i'T' 

Die Elemente der Integrale (20) und (20a), d. h. die Vektoren R da' 

und i'T~~ mo sind offenbar als das unendlich kleine Potential (dm) und 

die unendlich kleine magnetische Feldstärke (d~) anzusehen, die von 
dem Stromelement i'T' da' herrühren. Auf diese Weise bekommen wir 
das bekannte Gesetz von Biot-Savart 

d~ = i' da' T'~~O • (21) 

Dieses Gesetz, das wir zu gleicher Zeit mit seinem elektrostatischen 
Analogon - dem Coulombschen Gesetz - auf Grund des Energie- und 
Äquivalenzprinzips theoretisch abgeleitet haben, betrachtet man ge
wöhnlich, ebenso wie das Gesetz von Coulomb, als eine experimentell 
festgestellte Grundtatsache. 
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Ersetzt man ein Stromelement durch eine Ladung e', die sich mit der 
Geschwindigkeit tl' bewegt, also einen elektrischen Impuls e' tl'jc besitzt, 
so ergeben sich für das Vektorpotential und die Stärke des erzeugten 
magnetischen Feldes folgende Ausdrücke 

(22) 

(22a) 

wo q; das skalare (elektrostatische) Potential und ~ die elektrische Feld
stärke bedeuten, welche im betrachteten Aufpunkte von derselben 
Ladung herrühren. 

Der Ausdruck (20b) für die gegenseitige potentielle Energie zweier 
Stromlinien ist offenbar gleich der Summe der entsprechenden Aus
drücke für verschiedene Ladungspaare 

,b' b 
e e· ee b'b 

um=---R--= --;;2- U , 
(23) 

e'e 
wo U = R die gegenseitige Energie der betreffenden Ladungen be-

deutet. Man könnte dementsprechend die Größe um als ihre gegenseitige 
magnetische Energie betrachten. 

Diese Interpretation erweist sich aber, wie schon oben (Kap. 11, § 6) 
erörtert wurde, als unrichtig. Eine isolierte Ladung erzeugt nämlich 
bei ihrer Bewegung ein magnetisches Feld, das sich in jedem testen 
Aufpunkt mit der Zeit ändert, während alle unsere überlegungen, die 
an das Energieprinzip anknüpften, sich auf zeitlich konstante Felder be
zogen. Das Versagen des Energieprinzips für einzelne bewegte Ladungen 
kann man schon aus dem Nichtverschwinden der Divergenz von (22) 
erkennen. Und zwar ist 

d' (, b' 1) , b' d 1 b'!Ro 
IV e e R = e -;gra R =- e-; R2' 

Dieses Versagen tritt aber ganz klar zutage, wenn wir aus (23) die 
von den beiden Ladungen aufeinander ausgeübten Kräfte berechnen. 
Nach den Formeln f = - grad Um = + grad' Um = - f' bekommen wir 

ee'bb' 
f=-f=- R2C29l0' (23a) 

In Wirklichkeit ist die auf e seitens e' wirkende Kraft gleich 

f b '" b (, b' !Ro) = e -; X '1.' = e -; X e -; X R2 , 
d. h. 

f = ee' b' (b !Ro) - !Ro(b b') 
R2 c2 (23b) 

und dementsprechend die auf e' seitens e wirkende Kraft 

f =- ee' b(b'!Jlo)-!Jlo (bb') 
Ra ca . (23c) 
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Diese Kräfte genügen also dem Prinzip der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung - das als unmittelbare Folge des Energieprinzips 
anzusehen ist - nicht. Sie werden entgegengesetzt gleich nur in dem 
Falle, daß die Geschwindigkeiten tl und tl' einander gleich sind, oder zu 
der Verbindungslinie m senkrecht stehen. 

Wenn diese beiden Bedingungen zugleich erfüllt sind, reduzieren sich 
die Formeln (23b) und (23c) auf (23a), und wir bekommen 

v2 e;' 
f=-f' =-CiR2 mo • 

In diesem Falle sind die elektromagnetischen (oder "elektrokineti
schen") Kräfte, welche durch die Bewegung der Ladungen erzeugt 
werden, den entsprechenden elektrostatischen entgegengerichtet und 

gleich dem Produkt mit dem Verhältnis ~. Wir sehen also, daß zwei 

Ladungen (Elektronen), die sich mit derselben Geschwindigkeit tl senk
recht zu ihrer Verbindungslinie bewegen, aufeinander eine Totalkraft 

ee' (1-~) 
R2 c2 

ausüben, die man als eine "geschwächte" elektrostatische Kraft deuten 
kann; für v = c muß diese Totalkraft verschwinden, d. h. die elektro
statischen und elektrokinetischen Kräfte müssen sich gegenseitig kom
pensieren. 

Dieses Resultat zeigt, daß die Größe c, welche zunächst im Anschluß 
an das Äquivalenzprinzip als das Verhältnis zwischen den elektrostati
schen und elektromagnetischen Einheiten eingeführt war, die Bedeutung 
einer bestimmten "kritischen" Geschwindigkeit hat. Die tatsächliche 
Bestimmung des obigen Verhältnisses zeigt, daß c = 3.1010 cm/sek 
= 300000 km pro Sekunde ist. Die "kritische Geschwindigkeit" fällt 
also genau mit der Lichtgeschwindigkeit zusammen. Diese übereinstim
mung ist freilich nicht zufällig; sie weist vielmehr auf die elektromagne
tische Natur der Lichterscheinungen einerseits und auf die endliche 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wirkungen 
andererseits hin. Diese Fragen werden wir im nächsten Abschnitt be
handeln. Es sei hier nur darauf hingewiesen, daß die obigen Formeln 
für einzelne Ladungen, die die zeitliche Änderung der erzeugten Felder 
unberücksichtigt lassen, als Näherungsformeln anzusehen sind. die nur 

für kleine Geschwindigkeiten (~< 1) Geltung haben. 

§ 7. Die graphische Darstellung des elektrischen und magnetischen 
Feldes. 

Die Linien, welche nach ihrer Richtung und Dichte das elektrische 
Feld graphisch darstellen, werden "elektrische Kraftlinien" genannt; 
entsprechend heißen die das magnetische Feld darstellenden Linien 
"magnetische Kraftlinien". 
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Aus der Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes, d. h. aus der Tat
sache, daß die Bedingung rot ~ = 0 im ganzen Raum erfüllt ist, folgt, 
daß die elektrischen Kraftlinien ungeschlossene Linien sind (für eine ge
schlossene Kraftlinie würde das Integral ~ETd(J = frotn~dS einen von 
null verschiedenen Wert haben). Sie müssen deshalb in irgendwelchen 
Punkten beginnen und enden. Die Anzahl der elektrischen Kraftlinien, 
welche aus einem Volum V ausgehen oder nach diesem Volum zu
sammenlaufen, ist proportional dem elektrischen Fluß durch die dieses 
Volum begrenzende Oberfläche 5, d. h. dem Integral ~ EndS (die Kraft
linien, welche durch V hindurchgehen, geben zu diesem Integral keinen 

Abb.21. 

Beitrag). Aus der Gleichung ~EndS = 4ne oder der ihr äquivalenten 
Gleichung div ~ = 4 n (! folgt, daß die Quellpunkte der elektrischen 
Kraftlinien mit den positiven Ladungen und die Sinkpunkte mit den 
negativen Ladungen zusammenfallen, und daß ferner die Anzahl der 
aus einer Ladung "divergierenden" bzw. nach dieser Ladung "konver
gierenden" Linien der Größe e der Ladung proportional ist. Im "leeren 
Raum" können die elektrischen Kraftlinien weder beginnen noch enden. 

In der unmittelbaren Nähe einer Punktladung ist das elektrische 
Feld praktisch ausschließlich durch diese Ladung bestimmt und von 
anderen entfernteren Ladungen unabhängig. Daher müssen wir hier 
dasselbe strahlenartige Kraftlinienbild finden, wie im Falle einer "iso
lierten" Punktladung ; die Kraftlinien bilden ein nach allen Seiten gleich
förmiges "Strahlenbündel". Aber in einiger Entfernung von ewerden 
sie gekrümmt, je nach der Lage der anderen Ladungen. Entgegen
gesetzten Ladungen derselben absoluten Größe entspricht die gleiche 
Anzahl von divergierenden bzw. konvergierenden Linien. Im Fall eines 
Dipols müssen daher die aus dem positiven Ende herausgehenden 
Kraftlinien alle nach dem negativen Ende zusammenkommen (Abb. 21). 

Frenkel, Elektrodynamik. 1. 6 
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In diesem Fall - ebenso wie im allgemeinen Fall eines beliebigen neu
tralen Systems von elektrischen Ladungen - bleiben die elektrischen 
Kraftlinien sozusagen "innerhalb" dieses Systems: keine von ihnen 
geht ins Unendliche verloren. Wenn die Gesamtladung des Systems 
von null verschieden ist, muß eine dieser resultierenden Ladung ent
sprechende Anzahl von Kraftlinien ins Unendliche gehen (oder daraus 
kommen), und zwar auf dieselbe radialsymmetrische Art, als ob das be
trachtete System auf eine Punktladung zusammengezogen wäre. Tat
sächlich können solche Fälle nicht eintreten, da die Materie im ganzen 
neutral ist. 

Neben den Kraftlinien kann man zur Veranschaulichung des elek
trischen Feldes die zu diesen Linien orthogonalen "Äquipotential-" 
oder "Niveauflächen" betrachten, d. h. die Flächen q; = konst. Der 
Abstand zweier solcher Flächen, die zwei wenig verschiedenen Werten 
des Potentials q; entsprechen, ist offenbar umgekehrt proportional der 
elektrischen Feldstärke in den betreffenden Punkten (wegen der Be-

ziehung E = - ~: ' wo on die Länge der zwischen den beiden Flächen 

eingeschlossenen Normalen bedeutet). In der Nähe der einzelnen Punkt
ladungen werden die Niveauflächen kugelförmig; bei wachsendel Ent
fernung können sie sich beliebig deformieren - je nach der Lage der 
anderen Ladungen. 

Im Gegensatz zu den elektrischen Kraftlinien müssen die magneti
schen Kraftlinien immer geschlossen sein. Dies folgt unmittelbar aus der 
Quellenfreiheit des magnetischen Feldes, d. h. aus der Gültigkeit der 
Gleichung div ~ = 0 für den ganzen Raum. Eventuell können die 

Abb.22. 

magnetischen ,Kraftlinien vom Unendlichen 
ins Unendliche gehen, d. h. sich "in einen 
unendlich entfernten Punkt" schließen; die
sen Fall braucht man daher nicht besonders 
zu berücksichtigen. Aus den Beziehungen 
<jH,da = 4:ni oder rot ~ = 4:nj folgt ferner, 
daß die magnetischen Kraftlinien im Falle 
einer stationären Elektrizitätsströmung die 
Stromlinien, welche wegen div j = 0 auch 
geschlossene Kurven sind, immer umfassen. 
Denn sonst würde das Integral <j H, da längs 

einer geschlossenen Kraftlinie, die keine Stromlinie umfaßt, einen von 
null verschiedenen Wert haben, während die Stärke des durch diese 
Linie fließenden Stroms i gleich null ist. Mit anderen Worten: die 
Stromlinien kann man als die "Wirbelachsen" der magnetischen Kraft
linien betrachten, d. h. als ringförmige Achsen, welche durch die Kraft
linien - etwa wie ein Ring einer Kette von den Nachbarringen - um
faßt werden (Abb. 22). 
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In unmittelbarer Nähe eines Elements Ll a' einer Stromlinie a', d. h. 
in einem Abstand von Lla', der sehr klein im Vergleich mit der Länge 
dieses Elements und zugleich mit seinem Krümmungsradius ist, kann 
man das Element als eine "geradlinige Wirbelachse" behandeln. Aus 
Symmetriegründen folgt, daß die magnetischen Kraftlinien hier kreis
förmig sein müssen; wH, bekommen also als graphische Darstellung des 
magnetischen Feldes 'eine Schar von koaxialen Kreisen. Diese "Zylin
dersymmetrie" des magnetischen Feldes in der Umgebung eines Strom
elernents entspricht der Kugelsymmetrie des elektrischen Feldes in der 
Umgebung einer Punktladung. 

Das Integral §H,da für eine solche kreisförmige Kraftlinie mit dem 
Radius r ist offenbar gleich 2 nr H (die Integrationsrichtung muß dabei 
der Stromrichtung im Sinne der Rechtsschraubenregel entsprechen). 
Daraus folgt 2n rH = 4ni', wo i' die Stromstärke bedeutet, d. h. 

(24) 

Die magnetische Feldstärke in der unmittelbaren Umgebung einer Strom
linie ist also der ersten Potenz des Abstandes umgekehrt proportional. 
Dieses Gesetz kann man als das Analogon des Coulombsehen Gesetzes 
für Stromlinien (in welche sich die stationären Ströme zerlegen lassen) 
betrachten. Die Bewegung einzelner Ladungen (Elektronen) stellt keinen 
stationären Vorgang dar, und das Gesetz von Bio-Savart, welches das 
magnetische Feld solcher Ladungen - oder Stromelemente - ohne 
Rücksicht auf seine zeitliche Änderung bestimmt, ist deshalb nur als 
ein Näherungsgesetz anzusehen. Sofern aber diese Stromelemente zu 
einem stationären linearen Strom 
zusammengestellt werden, muß die 
geometrische Summe ihrer Biot
Savart sehen Feldstärken genau gleich 
der resultierenden (zeitlich konstan
ten) Feldstärke werden. 

Die Formel (24) läßt sich aus der 
Biot-Savartschen Formel (21) für 
einen unendlich langen (im Vergleich 
mit r) geradlinigen Strom ableiten 
(Abb. 23). Es sei PO das Lot vom 

p 

M 
i ' 

N 

Abb.23. 

Aufpunkte P auf die Stromlinie MN, so daß nach unseren üblichen 
Bezeichnungen 0 P = t, 0 P' = t', P' P = 91 ist. Die vom Strom
element da' erzeugte Feldstärke ist gleich, nach (21), 

dH = "d ,sinO 
1- a R2 ' 

wo () den Winkel P P'N bedeutet. Da die Richtung von d~ für alle 
Stromelemente dieselbe ist (in dem betrachteten Punkt senkrecht zur 

6* 
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Papierebene, auf den Leser zu gerichtet), so reduziert sich die geome
r 

trische Integration auf die gewöhnliche: H = J dH. Da R = -:--0 und sm 

r' = - r cot () ist, so haben wir da' = dr' = - . r20 d(), dH = ~ sin()d() sm r 

und folglich 
'" ., 2" 

H = ~fsin ()d() = ~ 
r r 

o 
m Übereinstimmung mit (24). 

Das betrachtete magnetische Feld entspricht einem Vektorpotential 
der folgenden Form 

~ = - 2ilg -"- = 2ilg ~ 
a r' 

(24a) 

wo i einen mit der Stromstärke nach Betrag und Richtung überein
stimmenden Vektor, r den Abstand des Aufpunktes von der Stromlinie 
(nicht von einem bestimmten Punkte derselben) und a eine willkürliche 
Konstante von der Dimension einer Länge bedeutet. In der Tat ergibt 
sich aus (24a) nach der allgemeinen Formel ~ = rot ~: 

c; 2' d 1 r . t 2i x to 
4' = - t X gra ga = 2t X Y2 = -----,,-. 

Dieser VEktor stellt offenbar das oben betrachtete "zylindrische" Feld 
dar. Was die das Vektoq:otential darstellenden Linien anbetrifft, so 
sind si e der Zylinderachse parallele Gerade. Daraus sieht man, daß in 
der nä chsten Umgebung einer Stromlinie von ganz beliebiger Gestalt 
die" Vektoq::otentiallinien" einen zu ihr parallelen "Faden" bilden. -
Im allgemeinen sind sie aber zur anschaulichen Darstellung des magnet i
tisch en Feldes nicht geeignet. 

§ 8. Die Felder und die Wechsel wirkungen von elementaren 
Dipolen und strömen. 

Das elektrostatische ("skalare") Potential rp eines beliebigen Dipols 
p~ p~ in eimm Aufpunkt P ist offenbar gleich der Summe der Potentiale 
sein er beiden Enden. Bezeichnet man die entsprechenden Ladungen 
mit el = - e' und e2 = + e' und setzt man ferner P; P = ffi l , P~ P= ffi2, 

so wird: 
,( I I) rp = fPl + rp2 = e R'- - Ii; . 

2 1 

Im Falle eins elltYttnfarcn DiFols, dessen Länge P~ P~ = I' sehr klein 
gege n über den Abständen R1 und R2 ist, hat man - näherungsweise 
I I {' d' I d . R - R = gra R un folghch 

2 1 
I I 

rp =.p' grad' R = - p' grad R' (25) 

wo p' = e {' das elektrische Moment des Dipols, und R seinen Abstand 
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vom Aufpunkt bedeutet. Indem wir diesen Abstand einführen, müssen 
wir die beiden Enden des Dipols als einen "Doppelpunkt" P' (= P~ P~) 
behandeln. Einen solchen Doppelpunkt nennt man auch eine "Doppel
quelle" des elektrischen Feldes. 

Die durch die Symbole grad' und grad angedeuteten Differentiatio
nen beziehen sich in der üblichen Weise auf die Vektoren t' = 0 P' und 
r = 0 P, wo 0 ein willkürlicher raumfester Punkt ist (ffi = t - t'). 
Führt man diese Differentiationen aus, so ergibt sich 

lJ'!R lJ'!Ro p' cos () 
gJ=Jl3=~=~' (25a) 

wo 0 den Winkel zwischen 13' und ffi bedeutet (ffio = ~). 
Nach den Formeln (30) und (31) (Einleitung), findet man ferner 

@; = - grad gJ = - ~313' + ;5 ffi (13'ffi) , d. h. 

@; = ~3 {3ffio(ffio13 ') -13'} = ;3 {3!Rk~+>') -13'} (26) 

Aus dieser Formel läßt sich erkennen, daß die elektrische Feldstärke im 
Punkte P in der Ebene p', ffi liegt; durch innere und äußere M ulti
plikation von (26) mit ffio bekommen wir die radiale und azimutale 
Komponente des Vektors E (letztere in der Richtung des Anwachsens 
des Winkels 0): 

E ~ 2p' 0 
R =Ji.3cos , (26a) 

p' . 
Ef) = R3 sm O. (26b) 

Das Verhältnis ~! = i tg 0 ist offenbar gleich dem Tangens des Winkels 

zwischen @; und ffi. 
Ersetzt man in den Formeln (26), (26a), und (26b) @; durch ~ und 

13' durch m', so werden sie nach dem Äquivalenzprinzip das durch einen 
elementaren Strom mit dem magnetischen Moment m' erzeugte magneti
sche Feld bestimmen. Man kann also die entsprechende Feldstärke ~ 
als den (negativen) Gradienten eines skalaren magnetischen Potentials 

gJm = m~~o = - m' grad ~ betrachten. - Andererseits muß diese Feld

stärke sich in der allgemeinen Form ~ = rot m: darstellen lassen, 
wo m: das Vektorpotential des betrachteten elementaren Stroms bedeutet. 
Zur Bestimmung dieses Vektorpotentials kann man von der Tatsache 
ausgehen, daß es im ganzen Raum, mit Ausschluß des Punktes P' (wo 
der Strom konzentriert gedacht wird) die Differentialgleichung 

rot m: = - grad gJm = grad ( m' grad ~) 

befriedigen muß. Mit Rücksicht auf die Formeln (26) und (27) (Ein-
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leitung), hat man wegen der Konstanz von m' 

rot (m' X grad~) = - (m' grad) grad -j + m' divgrad-j 

grad ( m' grad~) = (m' grad) grad i + m' X rot grad i. 
Da nun die Ausdrücke rot grad ! und div grad ! = V2 ! beide ver

schwinden - der erste identisch, der zweite überall außerhalb des 
Punktes P' - so wird 

rot (m' xgrad-j) =-grad (m' grad~). 
Aus dem Vergleich dieser Gleichung mit der obigen Differentialgleichung 
für m:, ergibt sich 

,1m' )( m m' X ffto 
m:=-m xgradR=~=~. (27) 

Diese Formel kann man selbstverständlich auch aus der allgemeinen 
Formel (20) für das Vektorpotential eines beliebigen linearen Stromes 
ableiten. - Es liege nämlich der Punkt 0 in der nächsten Nähe 
der betrachteten Stromlinie (1'. Dann gilt 

und folglich 

1 1 1, d,I 'd l 
P'P = -R = -I --'-1 '" t gra -:- = - t gra -t-t ~ l' l' 

m:=-i'Pd(1'T (t'grad~). 
Wir bemerken zunächst, daß r' da' = dt' ist. Ferner haben wir, da der 

Vektor grad·.!.. bei der Integration konstant (= t) bleibt, 
l' 

~ dt' (t't) + ~ t' (dt'f) = ~ d {t' (t'f)} = 0" 

Daraus ergibt sich 

~ dt' (t'f) =- ~t'(dt'f) = ! ~{dt' (t'f) -t' (dt'f)} = ! ~f X (dt'Xt') 

=fX! ~dt'Xt', 
d. h. nach (6a) Kap. n, 

m: = -i'~ dt' (t'!) =grad~ X ! ~t' X ir'da' = grad ~ X m', 

in übereinstimmung mit (27) 1). 

1) Noch einfacher gelangt man zu dieser Formel mittels der Identität ~ T'",da' 

=fn' X grad' ",dS' [siehe Einleitung, Formel (17 a)]. Setzt man nämlich '" =~, 
so ergibt sich, falls a' sehr klein gegenüber Rist, 

i J...! da = fn' X grad -.! dS' '" grad.! X iftt' dS' = grad.! x m . 
'YR R ~ R R 
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Wir stellen uns nun vor, daß im Aufpunkt P ein zweiter elemen
tarer Dipol (oder Strom) mit dem Moment 1J (bzw. m) sich befindet. 
Seine potentielle Energie relativ zu dem ersten Dipol U = -1J~ läßt 
sich nach (26) in der Form 

U = ~3 {(1J 1:1') - 3 (?Ro 1J) (?Ro1J')} = ~3 {1J1J' - ~(m13~~m13')} (28) 

schreiben, deren Symmetrie in bezug auf 1J und 1J' der Gleichheit der 
Energie jedes Dipols relativ zu dem anderen entspricht. Es ist also 
U = -1J~ = -1J'~', wo ~' die von dem zweiten Dipol im Punkte P' 
erzeugte Feldstärke bedeutet. Wir dürfen deshalb die Größe U ein
fach als die gegenseitige potentielle Energie der betrachteten Dipole be
zeichnen. 

Das auf den zweiten Dipol einwirkende Drehmoment läßt sich un
mittelbar berechnen nach der Formel 9)1 = 1J X ~; und zwar gilt 

9)1 = 3 (13 X mol (13'mo) + 13 X 13' (28a) 
R3 .' 

Die entsprechende Kraft drückt sich durch iJ = (p grad) ~ oder 
iJ = - grad U aus. Setzen wir in die letzte Formel den Ausdruck (28) 
ein, so ergibt sich, nach einer einfachen Rechnung 

iJ = ~~ (1J 1J') + i?; 1J (?R1J') + ;s1J'(?R1J) - l!~ (?R1J) (?R1J') 

oder 

iJ = ;4 {?Ro[1J 1J' - 5 (?Ro1J ) (?Ro1J')] + 1J (?Ro1J') + 1J'(?Ro1J )}. (28 b) 

Ersetzt man in (28a) den Vektor?R durch den entgegengesetzten Vektor 
?R' = P P' = x' - x = -?R (?Ro' = - ?Ro), so erhält man das Dreh
moment 9)1' und die Kraft iJ', welche auf den ersten Dipol seitens des 
zweiten wirken. Dabei ist 9)1' = - 9)1 und iJ' = - iJ, im Einklang 
mit dem Prinzip der Gleichheit der "Wirkung und Gegenwirkung", das 
eine direkte Folge des Energieprinzips ist!). 

Dieselben Resultate ergeben sich für die Wechselwirkung der ele
mentaren Ströme; wir brauchen nur in den soeben abgeleiteten 
Formeln die elektrischen Momente 1J und 1J' durch die magnetischen 
mund m' zu ersetzen. 

Diese Formeln bleiben in gewissem Sinne auch dann gültig, wenn man 
statt der elementaren Ströme einzelne Magnetonen, d. h. einzelne um be
stimmte Mittelpunkte kreisende Elektronen betrachtet. Das magnetische 
Moment eines solchen Magnetons ist, nach (6a) und (6b) Kap. II, gleich 

1 e 
Im=2~tXb, (29) 

wo t den Radiusvektor der Bahn und b = ~; die Geschwindigkeit be

l) Es sei bemerkt, daß nach (28a) und (28b) die Drehkräfte der dritten und 
die Kräfte der vierten Potenz des gegenseitigen Abstandes umgekehrt pro
portional sind. 
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deuten. Der Betrag des Vektors ~ t X tJ ist gleich der Flächengeschwin

digkeit des Elektrons, d. h. der durch den Radiusvektor pro Zeiteinheit 
beschriebenen Fläche. Geschieht die Bewegung des Elektrons unter der 
Wirkung einer zum Atommittelpunkt 0 gerichteten Anziehungskraft, 
so muß diese Flächengeschwindigkeit ebenso wie die Bahnebene kon
stant bleiben. In diesem Fall (m = konst) ist das "Magneton" einem 
stationären elementaren Strom vollständig äquivalent. Man muß nur 
unter ~, ~ usw. die zeitlichen Mittelwerte der entsprechenden Größen 
für eine oder einige Umdrehungen des betreffenden Elektrons verstehen 
und die während einer Umdrehung auftretenden Schwankungen un
berücksichtigt lassen (vgl. Kap. VII, § 9). 

§ 9. Das skalare Potential eines nichtelementaren linearen Stromes. 
Der Begriff des skalaren magnetischen Potentials, den wir oben 

auf elementare Ströme angewandt haben, läßt sich auf nicht
elementare lineare Ströme übertragen. Dazu müssen wir zunächst 
den betrachteten Strom (i', (J") durch ein Netz von elementaren 
Strömen ersetzen. Däs skalare Potential eines elementaren Stromes 
mit dem magnetischen Moment dm = i'n' d5' ist nach (25a) gleich 

d =" cos8d5 ,· 
f/Jm z R2 , 

dabei bedeutet () den Winkel zwischen der Normalen n und dem von d5' 
nach dem Aufpunkte P gezogenen Radius m. Das Produkt d5' cos () 
ist also gleich der Projektion des Flächenelements d5' auf eine dieses 
Flächenelement scheidende Kugelfläche mit dem Zentrum P. Das Ver-

hältnis dSI;~s8 ist demnach nichts anderes, als der räumliche Winkel 

d[2', unter dem d5' von P aus erscheint. Durch Integration bekommen 
wir folglich 

f/Jm = i' [2'. (30) 

Es sei bemerkt, daß das Vorzeichen von d[2' positiv bzw. negativ ist, 
je nachdem das entsprechende Fläche"nelement von der positiven oder 
negativen Seite gesehen wird. 

Man kann [2' unabhängig von der Gestalt der Fläche 5' definieren 
als den räumlichen Winkel, welcher von einem von P nach der Strom
linie (J" gehenden Strahlen kegel gebildet wird. Dabei muß man aber 
beachten, daß ein solcher Kegel tatsächlich zwei komplementäre räum
liche Winkel begrenzt, nämlich [2' und 4:n; - [2'. Zur Bestimmung 
des Potentials (30) dürfen beide Winkel benützt werden, je nachdem 
die Fläche 5' auf der der einen oder auf der anderen Seite des Auf
punktes P liegt, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen. Ersetzt man 
also die Fläche 5' durch eine andere 5" (Abb. 24), so muß man 
den Winkel [2' > 2:n; durch [2" = - (4:n; - [2') = [2' -4:n; ersetzen. 
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Diese Regel bleibt auch dann gültig, wenn man den Aufpunkt P von 
einer Seite einer gegebenen Fläche 5' nach der anderen verschiebt. 
Bei einer Verschiebung von der negativen nach der positiven Seite 
springt Q' um den Betrag 4 n. 
Dies entspricht einer sprunghaften 
Änderung des Potentials q;m um 4ni'. 
Will man dieses Potential als eine 
stetige Größe behandeln, so muß 
man sich den Durchgang durch die 
Fläche 5' gesperrt denken. Dann 
kann man von der positiven Seite 
nach der negativen nur auf dem Abb. 24. 

Umweg einer "fast" geschlossenen 
Linie a gehen, welche die Stromlinie tatsächlich einmal umfaßt. Da 

dabei H,da = - grad, q;mda = - ~: da = - dq; ist, so folgt J H,da 

= f dq; = 4ni'. Dieses Resultat haben wir schon im § 3 und besonders in 
§ 4 erhalten, wobei wir anstatt des magnetischen Feldes des betreffen
den Stromes das elektrische Feld der entsprechenden elektrischen Doppel
schicht betrachteten. Die oben eingeführte "Sperrfläche" ist nichts 
anderes als die "Doppelfläche" dieser Schicht. 

Nach der Formel (12) ist die elektrische Feldstärke innerhalb einer 
solchen Doppelschicht gleich 4nrJ (wo rJ die Flächendichte der elektri
schen Ladung bedeutet) und ist von der positiven zur negativen Seite 
gerichtet. Das elektrische Feld außerhalb der Doppelschicht ergibt 
sich nach (30) aus dem skalaren Potential 

q;=~~ ~~ 
wo i: = rJl das elektrische Moment pro Flächeneinheit der Schicht ist. 

Eine elektrische Doppelschicht braucht nicht notwendig durch eine 
geschlossene Kurve a' begrenzt zu sein. Sie kann auch geschlossen 
sein, d. h. durch zwei ineinander liegende geschlossene Flächen mit ent
gegengesetzten Ladungen gebildet werden. Diesen Fall kann man offen
bar als den Grenzfall einer verschwindenden Grenzkurve bei nicht ver
schwindender Fläche 5' betrachten. Daraus folgt unmittelbar, daß außer
halb der geschlossenen Doppelschicht die elektrische Feldstärke verschwin
den muß. - Was das Potential q; anbetrifft, so wird es im Außenraum 
gleich null, und in dem inneren Raum gleich der konstanten Größe ± 4ni ; 
das obere Vorzeichen gilt dabei für den Fall, daß die innere Fläche 
positiv geladen ist, das negative Zeichen für den entgegengesetzten Fall. 

§ 10. Elektrische und magetische Polarisation und 
Polarisationspotentiale. 

Ein neutrales System von elektrischen Ladungen, das sich in einem 
begrenzten Volumen befindet, kann man sich ersetzt denken (und zwar 
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im allgemeinen auf unendlich viele Weisen) durch ein äquivalentes 
System von elementaren elektrischen Dipolen, die auch dasselbe Volumen 
erfüllen. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daß die elektri
schen Ladungen in dem betrachteten Volumen V und auf der es begren
zenden Oberfläche S kontinuierlich mit der Dichte e bzw. 'Yj verteilt 
sind. Dementsprechend muß in dem äquivalenten Dipolsystem das 
elektrische Moment kontinuierlich verteilt sein. Die Volumdichte 
dieses Moments heißt die elektrische Polarisation. Bezeichnet man sie 
mit ~, so bedeutet das Produkt ~dV das resultierende Moment der 
elementaren Dipole, die sich im Volumelement dV befinden. 

Wir wollen nun die Beziehung zwischen e und ~ aufstellen. Dies kann 
auf zwei Weisen geschehen - nämlich erstens durch Vergleich der auf 
die beiden Systeme in einem gegebenen äußeren Felde (~') ausgeübten 
Wirkung, und zweitens durch Vergleich der von ihnen außerhalb V 
erzeugten Felder (~). Das wirkliche System werden wir mit C und das 
Ersatz-(Dipol-)system mit D bezeichnen. 

Die potentielle Energie von C bezüglich des äußeren Feldes drückt 
sich durch die Formel 

U = f tp' ed V + # tp' 'YjdS 

aus, wo g/ das Potential dieses Feldes ist. Für die potentielle Energie 
von D haben wir andererseits 

u= -f~' ~dV. 

Setzt man hier ~' = - grad tp' ein, so wird nach der Identität 

div tp' \13 = tp' div \13 + \13 grad g/, 

u=f div (tp'~)dV- f tp'div~dV= #tp' Pnds-f tp'div~dV. 
Damit C und D tatsächlich äquivalent seien, müssen also die folgenden 
Beziehungen bestehen: 

e = - div \13, (31) 

'Yj= Pn0 (3Ia) 

'Vir wollen nun verifizieren, ob dabei die von C und Derzeugten 
Felder auch identisch (außerhalb S) werden. Das Volumelement dV' 
(Radiusvektor t'), als ein Dipol mit dem Moment~' dV' betrachtet, 
erzeugt in einem äußeren Aufpunkte mit dem Radiusvektor t das 

Potential ~'d V' 0 grad' .~, wo m = t - t' ist. Das vollständige Poten

tial von D drückt sich durch das Integral 

tp = f~' grad' i d V' 
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aus. Mittels der Identität 

div' (~') = i div' I,ß' + I,ß' grad' ~ 
läßt sich dieses Integral in der Form darstellen 

Cf! = ~ :~ d 5' - f ~!_~ ~' d V , 

Dies ist aber nach (31) und (31a) nichts anderes als das Potential 
von C: 

m = J, r)'dS' +fg'd V' 
T 'fR' R' 

Ersetzt man ferner grad' ~ durch - grad ! ' so wird, da I,ß' nur von r', 

nicht aber von r abhängt, 

, d' 1 ffi' d 1 d'~' +> gra i?=- +' gra ii=- lVii' 

und folglich 

fd' ~'d V' d' f~'dT" Cf! = - lVii = - IV }[ Y, 

Den Vektor 

(32) 

wollen wir das elektrische Polarisationspotential nennen (er heißt ge
wöhnlich der Hertzsche Vektor), Das skalare Potential Cf! drückt sich 
durch 3 auf dieselbe Weise aus wie (! durch I,ß, nämlich 

Cf! = - div 3. (32a) 

Das Polarisationspotential eines elementaren Dipols mit dem Moment 1:1 

ist offenbar gleich 

o=~ 
uR' (32b) 

Ganz analoge Betrachtungen und Formeln lassen sich in bezug auf ein 
System von stationären Strömen aufstellen, Ersetzt man in den vor
hergehenden überlegungen (! durch i (Stromdichte im Volumen V), und 
'YJ durch f (Stromdichte auf die Fläche 5), so ergibt sich für die poten
tielle Energie des betrachteten Systems in einem äußeren magnetischen 
Feld~' mit dem Vektorpotential m' 

u=- f m"idv-~m'.fdS, 
Wir führen nun ein Ersatzsystem D, das aus elementaren magnetischen 
Dipolen besteht, die in dem Volumen V kontinuierlich verteilt sind, Die 
"magnetische Polarisation", d, h, das auf die Volumeinheit bezogene 
magnetische Moment, bezeichnen wir mit im, Dann muß die potentielle 
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Energie von D durch die Formel 

u= - I(~'rol)dV 
ausgedrückt werden. 

Mittels der Identität 

div (2{' X rol) = rol rot 2{' - 2{' rot 'J.)( 

[Einleitung, Formel (25)] bekommen wir, wegen rot 2{' = ~', 

- I (~'·rol) dV = -I div (2{' xrol) dV -I 2{' rot roldV, 

d. h. 

u=-f 2{'rotroldV-~(2{'Xrol)ndS. 
Die Äquivalenz von C und D ist also durch die Bedingungen: 

j = rot rol 
und 

f=rolxn 

(33) 

(33a) 

gesichert [die letzte Formel ergibt sich mit Rücksicht auf die Identität 
(2{'x rol)'n= 2{·(rolxn). 

Das Vektorpotential eines elementaren Stromes (oder magnetischen 

Dipols) mit dem Moment rol' d V' ist gleich rol' d V' X grad' ~. Das 

magnetische Feld unseres Ersatzsystems (außerhalb 5) ist folglich durch 
die Formel 

2{ = I rol' X grad' ~ d V' (34) 

bestimmt. Diese Formel läßt sich leicht auf die Gestalt 

2{ = ~ IDl';_n dS' + f ro~ IDl' d V (34a) 

transformieren, die wegen (33) und (33a) mit der entsprechenden Formel 
für das Stromsystem C übereinstimmt. Den Ausdruck (34) für 2{ kann 
man folgendermaßen schreiben 

I I I IDl' IIDl' 2{=- 'J.)('xgradRdV'= rot 7fdV'= rot RdV'. 

Definiert man den Vektor 

R* = I~~~dV' (35) 

als das magnetische Polarisationspotential des betrachteten Strom
systems, so kann man daraus das gewöhnliche Vektorpotential durch 
eine zu (33) ganz analoge Formel 

m: = rot 3* (35a) 
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bestimmen. Die Polarisationspotentiale ,3 und ,3* genügen offenbar den 
Dif ferentialgleichungen 

17 2 ,3 = -4nl,ß, 

17 2,3*= - 4nWL 

Es sei bemerkt, daß trotz der Ähnlichkeit der Formeln 

e = - div I,ß und j = rot sm 
mit den entsprechenden Feldgleichungen 

divG: = 4ne bzw. rot ~ = 4nj, 

(36) 

die Feldstärken G: und ~ von den Vektoren - 4n I,ß und 4n sm im all
gemeinen ganz verschieden sind. Man muß nämlich beachten, daß 
letztere außerhalb der Oberfläche 5 verschwinden, während die ersteren 
dies nicht tun. Weiter genügen G: und ~ den "Energiegleichungen" 
rot G: = 0 und div ~ = 0, während die Größen rot I,ß und div sm 
unbestimmt bleiben. In der Tat sind die Vektoren I,ß und sm nur durch 
die Gleichungen div I,ß = - e, rot sm = i und die Grenzbedingungen 
'.ß n =YJ, sm X n = f definiert. Man kann deshalb zu I,ß einen be
liebigen Vektor von der Gestalt rot ~ und zu sm einen beliebigen wirbel· 
freien Vektor hinzufügen - insofern dadurch die Grenzbedingungen 
nicht verletzt werden. Nur in dem ausgezeichneten Falle, daß die elek
trische und magnetische Feldstärke selbst auf der Oberfläche 5 die Be
dingungen 

(G:'n) = -4nf] bzw. ~xn = 4nf (37) 

hfriedigm, kann man I,ß und sm innerhalb 5 mit den entsprechenden 

Werten von - 4~:rt und 4~:rt identifizieren, d. h. 

4nI,ß = -G:, 4nsm = ~ (37a) 
setzen. 

Viertes Kapitel. 

Darstellung willkürlicher Systeme durch Multipole. 
Potentialtheorie. 

§ 1. Definition eines Multipols. 
Wir haben bisher den Begriff des elementaren Dipols in einem etwas 

unscharfen Sinne benutzt, indem wir die Länge eines solchen Dipols 
als "klein" gegenüber seinem Abstand von anderen Dipolen voraus
gesetzt hatten. Wir wollen nun diesen unscharfen physikalischen Be
griff durch den folgenden, ganz scharfen, aber rein mathematischen Be
griff ersetzen (oder besser ergänzen): 

Die Länge des Dipols (l) soll unendlich klein und die Ladungen (+ e) 
unendlich groß sein, derart, daß sein Moment (p = e l) einen endlichen 
Wert hat. Zum Unterschied von den reellen physikalischen Dipolen, 
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die immer eine endliche Länge haben, und aus Ladungen von endlicher 
Größe bestehen, wollen wir einen solchen Dipol als mathematischen 
Dipol bezeichnen. 

Einen mathematischen Dipol muß man also eigentlich als ein punkt
förmiges Gebilde - einen Doppelpunkt - betrachten, ebenso wie eine 
einzige Punktladung. Sie unterscheiden sich voneinander einfach da
durch, daß im letzten Falle mit dem betreffenden Punkt eine skalare 
Größe (die Ladung), im ersten Fall dagegen eine vektorielle Größe (das 
Moment) verknüpft ist. 

Zwei (mathematische) Dipole mit entgegengesetzt gleichen unend
lich großen Momenten, die sich in einem unendlich kleinen Abstand von
einander befinden, kann man wiederum als einen Punkt, und zwar als 
einen vierfachen Punkt, auffassen. Ein solcher vierfacher Punkt heißt 
Quadrupol. Ein mathematischer Quadrupol entsteht also aus 4 Ladungen 
von der gleichen oder entgegengesetzt gleichen Größe ± e, welche die 
Ecken eines Parallelogramms mit unendlich kleinen Seiten 1}> l2 bilden 
(Abb. 25). Dabei wird vorausgesetzt, daß das Produkt e1112, welches 
dem Moment eines Dipols entspricht, einen endlichen Wert besitzt. 

Wenn man in einem Quadrupol die positiven Ladungen mit den nega
tiven vertauscht, so ergibt sich der entgegengesetzte Quadrupol. Zwei 

;(' /-' 
-e l1 +e 

Abb.25. 

+ et'--+---~ 
I 
I 
I 

+e.J-----
/' 

/' 

-elo:::...-----J..-'; 
Abb.26. 

entgegengesetzte Quadrupole, die relativ zueinander um eine unendlich 
kleine Strecke 13 verschoben sind, wobei das Produkt el11213 endlich 
bleibt, bilden einen achtfachen Punkt oder Oktupol. 

Einen Oktupol kann man sich also als ein unendlich kleines Parallel
epiped vorstellen, an dessen Ecken die Ladungen ± e (in der Reihenfolge 
+ - + ... ) sitzen (Abb. 26). 

Durch Wiederholung des oben geschilderten Prozesses gelangt man 
zu mehrfachen Punkten oder Multipolen beliebig hoher Ordnung. Einen 
211-fachen Punkt, d. h. einen Pol n-ter Ordnung kann man allgemein de
finieren, als ein quasi-punktförmiges System, das aus zwei entgegen
gesetzten Polen (n -1) -ter Ordnung in unendlich kleiner Entfernung 
voneinander besteht. Lösen wir diese Pole (n -1)-ter Ordnung in Pole 
niederer Ordnung auf, so bekommen. wir letzten Endes 2n unendlich 
große Ladungen + e, die um unendlich kleine Strecken 11, 12, •• • ln. 
relativ zueinander verschoben sind; das Produkt eI112 ••• ln muß dabei. 
ein en endlichen Wert haben. 
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Die nVektoren 11 12, •• • 1n können im allgemeinen beliebige Rich
tungen im Raum haben. Sie können aber alle in derselben Ebene oder 
auch auf derselben Geraden liegen. Im letzten Fall heißt der betreffende 
Multipol axial. 

Als Moment des Poles n-ter Ordnung definiert man die Größe 

p(n) = ~ (e l1l2 ... ln) , (1) 
n. 

welche, wie wir sehen werden, den Betrag eines Tensors n-ten Ranges 
darstellt. Dieser Tensor ist die sinngemäße Verallgemeinerung des vek
toriellen Momentes eines ,,:pols I-ter Ordnung", d. h. eines Dipols. 

Er wird durch die Größe p(n) und die n Einheitsvektoren t = ai be

stimmt. Die in der Richtung dieser Vektoren gezogenen Geraden 
heißen die Achsen des betrachteten Pols. Eine Punktladung kann man 
als einen Pol "nullter Ordnung" definieren. 

§ 2. Das Feld und die Energie von Multipolen. 
Es sei P' der (mehrfache) Quellpunkt des elektrischen Feldes und P 

der Aufpunkt, für welchen das Potential ffJ dieses Feldes zu berechnen 
ist. 

Im Falle eines einfachen Punktes, d. h. einer Punktladung e', haben 
wir 

e' 
ffJ(O) = R' 

Wir stellen uns nun vor, daß diese Ladung in den Nachbarpunkt P~ 
verschoben wird, während in P' die entgegengesetzte Ladung - e' 
sich befindet. Im Limes P'P~ = 1~ = a~t~ -? 0 und e'1~ = .)3/(1) 

endlich, bekommen wir einen Doppelpunkt, d. h. einen mathematischen 
Dipol, dessen Potential durch die bekannte Formel 

q/l) = (li grad') rp(O) = (.)3'(1) V') ~- = p'(l) (ai V') ~ 
- und zwar nicht näherungsweise, sondern ganz exakt - ausgedrückt 
wird. 

Verschiebt man diesen Dipol aus P' nach dem Nachbarpunkt P~ 
und setzt zugleich im Punkte P' den entgegengesetzten Dipol ein, so 

h . L' p'p' , 't' b' ,eIlt' I ,(2) d entste t 1m lmes 2 = 12 = a2 2 -? 0 ~l P 2 = 2 P = en -

lich, ein 4-facher Punkt, d. h. ein Quadrupol. Sein Potential in P er
gibt sich aus ffJ(1) auf dieselbe Weise, wie das letztere aus ffJ(O), d. h. durch 
die Formel 

P'(2) I 
ffJ(2) = (l~ V') ffJ(l) = 2 . (0 2V') (aW') R • 

Bezeichnet man allgemein das Potential eines bestimmten Pols 
(n' -l)-ter Ordnung D(n'-l) mit ffJln'-l), so erhält man für das Po
tential ffJ(n l

) des Pols n'-ter Ordnung D(n'), der durch Verschiebung von 
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D(n'-l) um die unendlich kleine Strecke I~, = a~,Z;', und Hinzufügung 
des entgegengesetzten Poles in P' entsteht, den Ausdruck 

qJ(n') = ({~, V') qJ(n'-I) (2) 
oder, nach (1), 

(n ') _ p'(n') ( " r7' ( " r7' (' r7' _~ 
qJ - n'l an Y ) an -1 y ) ... al Y ) R . (2 a) 

Aus dieser Formel kann man sofort schließen, daß das elektrische Feld 
eines Pols n-ter Ordnung von der Reihenfolge und von der Größe der 
einzelnen infinitesimalen Verschiebungen I~, I;, ... I~ unabhängig ist; 
es wird durch den skalaren Parameter p'(n) und die Gesamtheit der 
n Einheitsvektoren a~, a~, .... a~ ("Axen") vollständig bestimmt. 

Befindet sich im Punkte P eine Ladung e, so bekommen wir für ihre 
potentielle Energie in bezug auf irgendein System von elektrischen La
dungen, die in P das Potential qJ erzeugen, das Produkt 

U(O) = eqJ. 

Durch Verschiebung der Ladung um die unendlich kleine Strecke 11 

und Hinzufügung der entgegengesetzten Ladung in P bekommt man 
für eIl = VI= P(I)al = endlich, einen Dipol, dessen Energie durch 

U(1) = ((1 V) U(O) = (VIV) qJ = P(l) (al V) qJ 

ausgedrückt wird 1). Da 17 qJ = - ~ ist, so kann man die obige Formel 
in der üblichen Gestalt U(l) = - VI~ schreiben. - Ersetzt man in 
dieser Überlegung die Ladung e durch einen Pol (n -l)-ter Ordnung, 
so bekommt man, anstatt des Dipols einen Pol n-ter Ordnung D(n) 

mit der potentiellen Energie 
U(n) = (1n V) u(n-I) (3) 

oder 

(3a) 

wo p(n) das Moment dieses Pols und av ... an die entsprechenden 
"Achsenvektoren" bedeuten. 

Speziell ergibt sich für qJ = qJ(n') nach (2 a) und (3 a) die folgende 
Formel für die gegenseitige potentielle Energie der Pole D(n') und D(n): 

p'(n')p(n) 1 
u(n',n)=--'-I-i-(al.J7') ... (a~,V')(aIV) ... (anV)R' (4) 

11 • n. 
Dabei gilt 

V' = - 17 (4a) 

so daß für die tatsächliche Berechnung von U(n',n) die Differential
operationen (a; 17') usw. durch ~ (a~ 17) usw. [oder (alV) durch - (alV')] 
ersetzt werden können. 

1) Es sei erinnert, daß V = grad eine Differentiation nach r und V' = grad' 
eine Differentiation nach t bedeutet, wo r' = 0 P, r' = 0 p' und ffi = r - r' ist. 
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Für n' = n = 1 bekommen wir aus (4) den schon bekannten Aus
druck (28) Kap. III für die potentielle Energie zweier Dipole. Er unter
scheidet sich nur durch das Vorzeichen von der potentiellen Energie 
einer Punktladung gegenüber einem Quadrupol (das Produkt P1P ~ 
muß dabei durch - p<2l e' oder - p,<2l e ersetzt werden). 

Mittels der Formeln 
V(offi) = 0 (= konst), V R-n= -nR-(n+2)ffi 

und der allgemeinen Regel für die Differentiation des Produkts mehrerer 
Faktoren lassen sich die Ausdrücke (2<t) und (4) für beliebige n' und n 
ohne Schwierigkeit berechnen. Dabei bekommt man für cp(n) eine 
Formel von der Gestalt 

(n) _ p(n) (-1)" y(n) (5) 
cp - Rn +1 ' 

WO y<nl eine nur von der Richtung (nicht aber von qer Größe) des Vek
tors ffi, d.h. nur von dem Einheitsvektor ffio= ffi:R abhängige Funktion 
bedeutet. Diese Funktion besteht aus einer Anzahl von Summanden, 
die sich aus lauter Faktoren des Typus o. ffio = COS (Oi' ffio) oder O.Ok 

= COS (0" a.t) zusammensetzen. In bezug auf die Größen 0 1 , •••• On 

ist y(n) eine symmetrische homogene Funktion vom Grade n. Es ist 
z. B. mit den Abkürzungen (o;1Ro) = Ai, (O,On) = Aik: 
Y(l) = A" 

Y (2) _ ~ (3 1 1 _ 1 - 2 11.1 11.2 11.12)' 

Y(3) = ! (I5A1A2A3-3A1A2a-3A2A31-3A3Ad, 

Y(4) = 2~ {105A1A2A3A4 -15 (A2A3A14 + A3A1A24 + A1A2A34 + A1A!A23 

+ A2 A4 A13 + A3 A4 A12 ) + 3 (A14 A23 + A2 4 A31 + A31 A12} 

und allgemein 

y(n) = ~{l.3 ... (2n -1)A1A2 ... An -1·3 ... (2n-3).EA12 Aa··. An 
n. 

+ 1·3 ... (2n - 5).E A12 A34 A5 ••• An ... }, (5a) 

wo .EA12 A3 . .. An usw. die Summe aller aus dem hingeschriebenen durch 
Vertauschung der Indizes hervorgehenden Glieder bedeutet. Der Beweis 
von (5a) läßt sich unmittelbar durch Übergang von y<nJ zu y<n + 1) 

unter Berücksichtigung der erwähnten Symmetrieeigenschaft erbringen. 
Die Anzahl aller Glieder, die aus A12 A34 ... A2k -1' 2kA2k + lA2k + 2'" An 

durch verschiedene Permutationen der Zahlen 1, 2, ... 2k ent-

stehen, ist offenbar gleich ~: ~~: . Die Anzahl der Glieder in der Summe 

.E A12 .. , A2 k -1, 2k A2 k + 1 • • . An ist demnach gleich 
(2k)! nt n(n-l) ... (n-2k+l) 

2/i-:k!'(2k)!(n-2k)! 2·4 ... 2k 

In dem Falle eines Multipols mit n zusammenfallenden Achsen 
Frenkel, Elektrodynamik. I. 7 
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(.Ä.1 = A2 = ... = An; Aik = 1) bekommen wir also den folgenden Aus
druck für y(n) 

2k< n 

y(n) =~_.3 ... (2n-l) ~~(-l)k n(n -::-_!L~: (n -2!,_±..IL __ A n-2k. 
1·2 ... n ~ 2·4 ... 2k·(2n-l) ... (2n-2k+l) 

k = 0 (5b) 

Die Funktionen (5b) heißen Legendresche Polynome. Die allge
meineren Funktionen (5 a) nennt man gewöhnlich Kugel/unktionen 
oder auch harmonische Funktionen n-ter Ordnung. Als Argumente 
dieser Funktionen betrachtet man aber nicht die Kosinusse Al> A2, ••• 

Am sondern die Winkel 0, 'IjJ, welche die Richtung des Radiusvektors ffi 
in bezug auf irgendein sphärisches Koordinatensystem festlegen 
(O-Winkel zwischen ffi und Polarachse, 'IjJ - Asimut der Meridianebene 
von ffi). Bezeichnet man die entsprechenden Winkel für die Achsen 
des betrachteten Multipols durch 0i' 'ljJi (i;= 1, 2, .... n), so wird 
nach einer bekannten Formel der sphärischen Trigonometrie 

Ai = cos 0; cos 0 + sin 0i sin 0 cos ('IjJ - "Pi) 
und 

§ 3. Darstellung beliebiger elektrischer Systeme durch Multipole. 
Es sei 5' ein System von elektrischen Ladungen, die sich innerhalb 

einer Kugel K' vom Radius a' mit dem Mittelpunkt P' befinden. Das 
elektrische Potential ffJ von 5' in einem Punkte P, der außerhalb der 
Kugel liegt, drückt sich dann durch die Summe aus 

, e' 
5 1i?, 

wo Q'P den Abstand der Ladung s' vom Aufpunkt P bedeutet (dabei 
benutzen wir 5' als Summationszeichen für die Ladungen des betrach
teten Systems). Bezeichnet man die Koordinaten von s' in bezug auf 
P', d. h. die Komponenten des Vektors P'Q' in einem ganz beliebigen 
(rechtwinkligen) Koordinatensystem, durch ~;, ~;, ~~ und die ent
sprechenden Koordinaten von P' und P durch x~, x;, x~ bzw. xl> x2' 

xa, so wird 
3 

(Q' P}2 = 2(x~ + ~i - X;)2 
;=1 

und folglich nach dem Taylorschen Satz 

o -- 02 - 02 _ (1) (1\ (I) 
Q~P=~-+ 2) iJ~; ~i+ ~ 2-axd:i ~I~k+31! ~l iJx:iJ~iJx:~W~~I+'" 

~ i,k i.k,l 

wobei wie früher 
R = V2;(xi -.: x;p 

i 

den Abstand P' P bedeutet. 



Darstellung beliebiger elektrischer Systeme durch Multipole. 99 

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in p = 5' ;,~ bekommen WIr 

für p die folgende Reihe 

p = p(O) + p(1) + p(2) + ... + p(n) + ... , (6) 
mit 

e' 
m(O) =-
T R' 

(I) _ \--,o(!) , 
p -.L.; iJx' e" 

. . , 
wo die Koeffizienten e', ei, eik' ... durch die Formeln 

e' = 5' c', ei = S' e' ~i , eik = 5' S ~i~k , ... 
definiert sind. 

(6a) 

(6b) 

Die Größe p(n) wird das Potential n-ter Ordnung des betrachteten 
Systems genannt; wir werden sie in der Form 

on(~\) 
(n) }; e' (n l , n 2, n3 ) R + + ) 

p = n In In I Ox,nlOx'ß20X,n;(nl n 2 n3=n 
l' 2° 3' 1 l'. 3 '"......, 

(7) 

schreiben, mit 
(7 a) 

Für große Werte von n ist diese Schreibweise viel bequemer als die 
vorangehende (6a, 6b). 

Da der Punkt P außerhalb der 5' einschließenden Kugel liegt, d. h. 
die Abstände P'Q' kleiner als P'P = R sind, muß die Reihe (6) absolut 
und gleichmäßig konvergieren. Diese Reihe kann man ansehen als die 
Entwicklung von p nach negativen Potenzen des Abstandes R. Und 
zwar ist p(ß) der (n + l)-ten Potenz von R umgekehrt proportional. 
Dementsprechend setzen wir 

(n)_~ 
p - Rn+l ' (8) 

wo H n nicht mehr von der Größe des Vektors m = P' P, sondern nur 
von seiner Richtung abhängt. Diese Abhängigkeit drückt sich durch die 
Formel 

(8a) 

aus, wo 

(8b) 

die einfachsten Funktionen der betrachteten Art sind. Sie können di

rekt durch die Kosinusse A; = Xi R xl bestimmt werden. 

Die Parameter (6b) oder (7a), welche die elektrischen Eigenschaften 
des betrachteten Systems bestimmen, mögen als "elektrische Momente" 
von der Ordnung n = n1 + n2 + n3 (relativ zum gegebenen Achsen-

7* 
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system) bezeichnet werden. Das Moment nullter Ordnung ist nichts 
anderes als die resultierende elektrische Ladung des Systems (e'); die 
Momente erster Ordnung sind die Komponenten eines Vektors, der dem 
Moment eines elementaren (mathematischen) Dipols im Punkte P' ent
spricht; die Momente zweiter Ordnung sind Komponenten eines Ten
sors, welcher einen elementaren Quadrupol bestimmt; in derselben Weise 
bedeuten die Momente n-ter Ordnung die Komponenten eines symme
trischen Tensors n-ten Ranges, der einem Multipol n-ter Ordnung ent
spricht. 

Jeder Summand in dem Ausdruck (7) stellt nach (2a) das Poten
tial eines Multipols n-ter Ordnung dar, dessen Achsen in drei zuein
ander senkrechte Richtungen fallen und dessen Moment gleich 

, n!, , e' (nt, n2 , na) ist. Die Anzahl dieser Summanden beträgt 
n l • n2 .n3 • 

offenbar (n+ 2~(n+ 1). Wegen der Identität 

a2 (1) a2 (1) a2 (~) 
a xi' + -a X~' + a xi? = 0 

.. b . h d F kt' an (~) d [ J mus sen a er ZWISC en en un lOnen -a In a"'-a -,-,,- 0 er nv n2, na Xl 1 X9 2 x3 a 

n (n -1) a .. - 2/7'2 (!) 
2 identische Beziehungen von der Form R._ = 0, 

aX{kl ßX?2 ax~k3 

d. h. [k1 + 2, k2, kaJ + [k1, k2 + 2, ksJ + [k1, k2, ka + 2J = 0 

(k1 + k2 + ka = n - 2) 

bestehen. Mittels dieser Beziehungen ist es möglich, die (n + 2)t + 1) 

Parameter e' (nv n2, na), welche q;(1I) oder H 11 bestimmen, durch 

(n+2)(n+ 1) _ n(~-l! =2n+1 
2 2 

unabhängige Parameter auszudrücken, und zwar in der Weise, daß (7) 
die Gestalt (5) (bei n' = n) annimmt, d. h. daß H 11 in der Form einer 
Kugelfunktion n-ter Ordnung (5a), multipliziert mit einem passend ge
wählten Koeffizienten (e'(1I») dargestellt wird. Denn die Anzahl der 
unabhängigen Parameter, welche das Potential eines Multipols n-ter 
Ordnung bestimmen, ist genau gleich 2n + 1 (je zwei Parameter für jede 
Achse a/" z. B. die WinkelOk' 1J'k, und das resultierende Moment e'11l»). 

Setzt man also 

wo OCk1, OCk., OCk3 die Richtungskosinusse des Einheitsvektor a/, bedeuten 
(OC':1 + oc':. + OC'~3 = I), so ist es immer möglich, diese Richtungskosinusse 
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und den Parameter e' (") so zu bestimmen, daß die Identität 

iJn (~) = pl(n\a~V')(a~ V') ... (a~V') ~ 
iJ.11in,iJ.11~n2iJ.11~n3 n! R 

besteht, d. h. daß man statt der wirklichen elektrischen Momente 
e' (nI' n2, n3) andere, nur 2n + 1 unabhängige Parameter enthaltende 
Momente von der Form 

p(n1 n2n3 ) = p'(n) 2) fj ((101 ,)1 (("2'2ii (("3'3 

einführen kann. 
Diese Tatsache kann man auch folgendermaßen aussprechen: das 

elektrische Feld eines beliebigen Systems von elektrischen Ladungen 
ist außerhalb einer es einschließenden Kugel vollkommen identisch 
mit dem Feld eines Systems von Multipolen verschiedener Ordnung, 
die im Mittelpunkt der Kugel konzentriert sind. 

Die tatsächliche Bestimmung dieser Multipole mittels der Para
meter e' (nI> n2, n3) ist im allgemeinen für n > 1 eine sehr schwierige 
Aufgabe, auf deren Lösung hier nicht eingegangen werden kann. Nur 
für n = 0 und n = 1 ist sie einfach lösbar. Und zwar gilt e = S' c', 
und ferner 

(1) = ~iJ (~) .' = I I V' ! = ( I V') ! 
q; -f" iJ x: e, e, R 1J R ' 

wo 1J' den Vektor mit den Komponenten e; = S' c' U bedeutet, woraus 

folgt p'(I) = 11J ' I und a' = I~: . 
Es sei bemerkt, daß nach dem oben bewiesenen Satz eine Anzahl be

liebiger Multipole derselben Ordnung, die sich in demselben Punkt be
finden, durch einen einzigen "resultierenden" Multipol ersetzt werden 
kann. Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes 
für elementare Dipole (Kap. I, § 3); es ist aber nicht möglich, eine ein
fache Vorschrift für die Bestimmung der Achsen und des Moments 
eines resultierenden Multipols n-ter Ordnung (bei n > 1) aus den Achsen 
und Momenten der einzelnen "Summanden" zu geben. 

Es ist ferner zu beachten, daß die elektrischen Momente eines ge 
gebenen Systems im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sind, sondern 
von der Wahl des Kugelmittelpunktes (P') abhängen. Das Moment n-ter 
Ordnung ist von dieser Wahl nur dann unabhängig, wenn die Momente 
aller niedrigen Ordnungen (d. h. die Parameter p'(n-l), p'(n-2), .. . p/( 0) = e' ) 
sämtlich verschwinden. 

Ähnliche Resultate hinsichtlich der Darstellbarkeit des Feldes eines 
beliebigen elektrischen Systems durch Multipole verschiedener Ordnung 
lassen sich für die potentielle Energie eines solchen Systems in einem ge
gebenen äußeren Felde herleiten. 
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Es sei 5 ein System von elektrischen Ladungen (e), die innerhalb 
einer Kugel K enthalten sind. Das System 5', welches das betrachtete 
Feld erzeugt, soll sich dabei außerhalb K befinden. Dann muß das Po
tential dieses Feldes innerhalb K der Laplaceschen Gleichung P<p = 0 
genügen. 

Die potentielle Energie von 5 (bezüglich S') ist offenbar gleich der 
Summe der entsprechenden Energien für die einzelnen Ladungen, d. h. 

U = 5e<p(Q),. 

wo <p (Q) den Wert des Potentials in dem die Ladung e enthaltenden 
Punkt Q bedeutet. Bezeichnet man die Koordinaten von Q relativ zu P 
(d. h. die Komponenten des Vektors PQ) mit ~1' ~2' ~3 und entwickelt 
<p (Q) nach Potenzen von ~i' ~2' ~3' so ergibt sich die folgende Reihe für U 

U = U(O) + U(1) + U(2) + ... + U(n) 

mit 

und 
e=5e, ei=5e~i' eik=5e~i~k 

oder in anderer Schreibweise 

mit 

(9) 

(9a) 

(9b) 

(0) 

(lOa) 

Die Parameter (9b) oder (lOa) sind dieselben elektrischen Momente des 
betrachteten Systems, welche dessen eigenes Feld außerhalb K bestim
men. Wegen der Laplaceschen Gleichung 

(j2q; (j2q; (j2q; 

axt + (jx~ + a-x~ = 0 

müssen zwischen den Ableitungen n-ter Ordnung von <p nach xl> x2' x3 

genau dieselben identischen Beziehungen gelten, wie zwischen den ent
sprechenden Ableitungen von R nach x~, x;, x~ (siehe oben). Daraus 
folgt, daß die Energie n-ter Ordnung U\n) sich in der Form (3a) 

plnl 
u(nl= ,(u1 17)(u2 17) ... (u n 17)<p 

n. 

darstellen läßt, d. h. mit der potentiellen Energie eines Multipols n-ter 
Ordnung in dem Kugelzentrum P identisch ist - .und zwar desselben 
Multipols, welcher außerhalb der Kugel K ein mit den Potential n-ter 
Ordnung von 5 identisches Potential erzeugt. Zusammenfassend können 
wir also folgendes behaupten: ein beliebiges System von elektrischen 
Ladungen, das von den anderen Systemen durch eine (es enthaltende 
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und jene ausschließende) Kugelfläche getrennt werden kann, ist hin
sichtlich seiner Wechselwirkung mit jenen Systemen vollständig äqui
valent einer Anzahl von Multipolen verschiedener Ordnung, die im 
Kugelmittelpunkt konzentriert sind. 

Bei der tatsächlichen Bestimmung der Wechselwirkung zweier sol
cher Systeme ist es aber zweckmäßiger, diese Multipole explizite nicht 
einzuführen, sondern mit den Ausdrücken zu operieren, welche das Po
tential des einen Systems (5') und die potentielle Energie der anderen (5) 
als Funktion der Komponenten ihrer elektrischen Momente e' (n~, n;, n~) 
bzw. e (nt> n2, n g) bestimmen (da diese Momente als bekannte Größe 
angesehen werden dürfen). 

Setzen wir in (lOa) rp = rp(O) + rp(1) + rp(2) -+ ... nach (6) und (7) ein, 
so erhalten wir für U die Doppelreihe 

U=1:UI",,,'>, (H) 

wobei U (n, n') derjenigen Form entspricht, die U(n) annimmt, wenn 
das Potential rp gleich rp (n') gesetzt wird. 

Wegen der Beziehung 

können wir mit Hilfe des Symbols (Sb) schreiben: 

U(n,n') -J-_n~'- ~ ~e(nl,n2,n3~~n~'1t~,n~)[ +' +' + '] 
- R"+"'+lL.; L.; n 'n 'n I n"n"n" n1 nb n2 n2,n3 ns 

l' 2' 3· l' '2' a' 

(nI +"2 +n. =n) (Ha) ni + n~ + n~ = n' 
1 

Bezeichnen wir den Koeffizienten von R" + n'+ 1 in der angeführten 

Gleichung mit H n, n', und setzen 

(H b) 

ein, so wird: 

U= ~ +~~.+~;.+ ... (He) 

Es sei erinnert, daß U nicht bloß die Energie von 5 relativ zu 5', 
sondern zugleich die Energie von 5' relativ zu 5 darstellt (dieser 
Tatsache entspricht die Symmetrie von (11 a) bezüglich "gestrichener" 
und "ungestrichener" Parameter). Diese gegenseitige Energie der beiden 
Systeme stellt sich nach (11 c) dar in Form einer nach negativen Potenzen 
ihres gegenseitigen Abstandes- genauer des Abstandes der Mittelpunkte 
der sie einschließenden Kugelflächen - fortschreitenden Reihe, deren 
Koeffizienten von der Orientierung der beiden Systeme relativ zuein
ander und zu ihrer Verbindungslinie (ffi) abhängen (mit Ausschluß von 
10' das einfach gleich dem Produkte ee' der resultierenden Ladungen 
von 5 und 5' ist). 
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Die Koeffizienten H n , 0, H n, 0, sind mit den früher eingeführten Kugel· 
funktionen H n bzw. H n , identisch [vgl. Formel (5)]. 

§ 4. Harmonisch konjugierte Systeme; elektrisches Potential 
innerhalb einer Kugel. 

Zwei Punkte Q und Q' heißen "harmonisch konjugiert" in bezug auJ 
die Kugelfläche K, wenn SIe auf einer durch das Kugelzentrum F 

a' 

Abb.27. 

gehenden Geraden auf derselben Seite 
von P derart liegen, daß 

(12) 

ist, wo (2 = PQ, (2' = PQ' und ader 
Kugelradius ist. 

Der eine Punkt (z. B. Q) muß 
folglich innerhalb und der andere 
(Q') außerhalb K liegen. Bezeichnet 
man den Schnittpunkt der Geraden 
PQQ' mit der Kugeloberfläche durch 

A o (Abb. 27), so läßt sich (12) in der Form 

PA o PQ' 
PQ PA o 

schreiben. Durch Subtraktion von I auf jeder Seite dieser Gleichung 
bekommen wir 

PAo-PQ PQ'-PAo 
------

~-PQ 
d. h. 

QA o AoQ' 
PQ PA; 

oder 
QA g g 
Q'A o a 

Es ist nun leicht zu sehen, daß diese Proportion nicht nur für den Punkt 
A o, sondern für irgend einen Punkt Ader Kugeloberfläche bestehen 
bleibt. Zum Beweis betrachten wir die Dreiecke PQ A und PQ' A. Wegen 
PA = a wird nach (12) 

PQ PA 
PA PQ" 

Da außerdem diese Dreiecke einen gemeinsamen Winkel (bei P) haben, 
müssen sie kongruent sein. Daraus aber folgt 

QA Q'A 
PQ PQ" 

d. h. 
QA_~ 
Q'A - a' (12a) 
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Stellen wir uns also in Q und Q' zwei gleichnamige elektrische Ladungen 
Bund B' vor, die zueinander in dem Verhältnis 

s 
s' a (12b) 

s s' 
stehen, so müssen ihre Potentiale Q A bzw. Q' A für alle Punkte Ader 

Kugeloberfläche einander gleich sein. 
Es seien nun Bund B' zwei harmonisch konjugierte Punkte auf der 

Geraden PA. Aus den Gleichungen PB· PB' = a2 und PQ . PQ' = a2 

ergibt sich 
PB PQ 
PQ'=PB" 

Die Dreiecke PQ B' und PQ' B müssen folglich, da sie einen gemein
samen Winkel bei P haben, auch kongruent sein. Es ist also Q B' : PB' 
= Q' B : Q' P und Q B' : PQ = Q' B : BP, d. h. mit den Bezeichnungen 
PB = R, PB' = R', 

QB' R' (! 

Q'B = e' = R' (13) 

Bezeichnet man ferner die elektrischen Potentiale von s in B' und s' 

in B durch f{I' = Q~;' bzw. f{I= Q~~' so wird nach (13) und (12b) 

rp'- R' a 
rp a R' (13a) 

Diese Formel zeigt, daß das Verhältnis cp' : cp unabhängig ist von der 
Richtung der Gerade P A o, auf welcher die beiden "konjugierten La
dungen" sich befinden und von der Lage der letzteren auf dieser Geraden 
- insofern die Beziehung (12) erfüllt ist. Betrachtet man also ein beliebiges 
System 5 von Ladungen s innerhalb der Kugel K, und das entsprechende 
"konjugierte" System 5' von äußeren Ladungen s', so müssen die Po
tentiale f{I und cp', die von 5' in Bund 5 in B' erzeugt werden, ebenso 
wie die Potentiale der einzelnen konjugierten Ladungen miteinander 
in der Beziehung (13a) stehen. 

Das Potential cp' läßt sich außerhalb K, nach den Ergebnissen des 
vorigen Paragraphen, in eine Reihe 

, Ho H 1 H 2 '\, H" 
cp = R' + R'2 + Rii + .•. = .L..; R'n + 1 ' 

entwickeln, wo Ho. H v H 2 • •• nur von der Richtung der Geraden PA 
abhängen. Dementsprechend bekommen wir für cp 

Ho R R2 2) R" -- H - H - ... - H--cp - a + 1 a3 + 2 a5 - n a2n+1 ' (14) 

d. h. eine nach positiven Potenzen von R fortschreitende Reihe (wobei 
R < a ist). Für den Grenzfall R = R' = a fallen beide Reihen selbst
verständlich zusammen. 
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Die Kugelfunktionen H n sind nach (8a) bestimmt durch die elek
trischen Momente e' (nI> n2, n3) = 5 S~l ~2 ~a des "inneren Systems" 
S. Man kann sie aber leicht durch die entsprechenden Parameter des 
"äußeren" Systems 5' ausdrücken. Denn nach (12b) ergibt sich, wenn 
;1' ;2' ;3 und ;'I> ;'2' ;'3 die Komponenten der Vektoren e bzw. e' be
deuten: 

d. h. , 
'( ) - 2n+ I 5' ~ c'-n t'-n t'-n e n1 , n2 , n3 - a (/ "1 '''2 2"3 a. (l4a) 

Setzt man diese Ausdrücke in die Formel 

(l4b) 

ein, so bekommt man nach (14) eine Darstellung des "inneren" Poten
tials cp, welche direkt von der Beschaffenheit des erzeugenden äußeren 
Systems abhängt. Dabei kann diese Beschaffenheit (d. h. die Lage und 
Größe der Ladungen s') ganz beliebig sein, denn jedem äußeren System 
von Ladungen läßt sich immer ein konjugiertes inneres System zuordnen. 

Durch Einsetzen von (14) in die Formeln (9)und (10), wobei 5 ein ganz 
beliebiges inneres System bedeuten mag, bekommt man einen neuen 
Ausdruck für die gegenseitige potentielle Energie der beiden Systeme 5 
und 5'. Diese neue Darstellung der Energie ist allgemeiner als die frühere, 
welche durch die Formeln (11) bis (11 c) gegeben ist, denn die Reihe (11) 
konvergiert nur in dem Falle, daß 5 und 5' durch zwei sich nicht schnei
dende Kugelflächen voneinander getrennt werden können (die Summe 
der Kugelradien a + a' muß kleiner als der Abstand R ihrer Mittel
punkte sein). Dagegen ist die neue Darstellung - mit einer Kugel
fläche - auch dann gültig, wenn die äußeren Ladungen ebenso wie die 
inneren beliebig nahe an der Kugeloberfläche K liegen. 

Führt man anstatt e' (nI' n2, n3) die Parameter 

E' (nI' n2, n3) = 5' ? ;: -nl ;~ - n2 ;~ - n. (15) 

ein und ersetzt die Funktionen H n durch 

h H ~ E'(nl, n 2 , na) [ ] 
n= n a2n +1= , f f n1,n2,n3 

nl' n 2 · na · (I5a) 
nl +11-2+ na=n 

so bekommt man für cp den Ausdruck 

cp = ho + hl R + h2 R2 + ... = E hnRn. 

Dabei aber darf der Abstand R den Kugelradius nicht übersteigen: 
die Reihe (15b) ist im allgemeinen nur in dem Bereiche R < a konver
gent. 
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Die Koeffizienten dieser Reihe h n sind Kugelfunktionen n-ter Ord
nung, d. h. nach (5a) Polynome n-ten Grades der Richtungskosinus A 
des Vektors ffi = PB. Daraus folgt, daß hnRn eine ganze homogene 
Funktion n-ten Grades der Komponenten dieses Vektors ist, die wir 
durch XI> x2' x3 bezeichnen wollen. (Diese Tatsache läßt sich auch di
rekt einsehen, wenn man beachtet, daß definitionsgemäß 

onq; 
Da die Ableitungen , n ~ 'I c " in (10) sich auf den Kugel-ox, • (7X2 2 OX3 3 

mittelpunkt (Xl = x2 = X 3 = 0) beziehen, darf man darin q; durch das 
einzige Glied hn Rn ersetzen; die anderen Glieder - von niederer und 
höherer Ordnung - geben zu den Ableitungen n-ter Ordnung keinen 
Beitrag. Dabei ergibt sich nach (10) und (I5a) 

mit 

J ( on (~) )\ 
n n n' n' n' n' = on R2n + 1 R 

[ l' 2' ~, l' ~, 3] lOx"loxn2oxna Oxn' aXn', axn' .IR =0 
1 2 3 1 1 2" 3 3 

(16a) 

Die angeführte Darstellung der Energie (U = mOl + U(1) - ... ) hat 
zunächst gegen die frühere den Nachteil, die Abhängigkeit dEr Energie 
von der Lage des Systems S, d. h. des Mittelpunktes der es einschlie
ßenden Kugel, nicht zum Ausdruck zu bringen. - Falls das betrachtete 
System als Ganzes innerhalb dieser Kugel (d. h. ohne auf das äußere Sy
stem zu stoßen) verschoben werden darf, läßt sich diese Abhängigkeit 
folgendermaßen bestimmen. Man denke sich S in einer möglichst kleinen 
Kugel K eingeschlossen. Der Mittelpunkt dieser Kugel sei nun P und 
der Mittelpunkt der sie enthaltenden großen Kugel sei O. Bezieht man 
die Koordinaten der äußeren Ladungen wie früher auf 0 und die der 
inneren auf P, so bleiben die Parameter E' (n; n;n~) unverändert, 
während statt der konstanten Parameter e (nI> n 2, na) die Größen 

Se (Xl + ;lt· (X2 + ;2)"2 (Xa + ;at3 

eingeführt werden müssen. Diese Funktionen sind Polynome n-ten 
Grades in Xl' X2' xa (Koordinaten von P relativ zu 0) deren Koeffi
zienten, von Zahlenfaktoren abgesehen, gleich den neuen (konstanten) 
Werten der elektrischen Momente von S sind. 

Wie wir oben gesehen haben, kann man ein "inneres System" von 
elektrischen Ladungen durch eine Anzahl von Multipolen im Kugel
mittelpunkt ersetzen. Dementsprechend ist es möglich, das konjugierte 
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äußere System 5' (hinsichtlich des von ihm innerhalb der Kugel er
zeugten Feldes) durch eine Anzahl von unendlich entfernten Ladungen 
zu ersetzen, die zu den gewöhnlichen Multipolen harmonisch konjugiert 
sind. Dabei entspricht einem Multipol n-ter Ordnung, der außerhalb der 
Kugelfläche K das Feld 

1jJ' = p(n) (al J7)(a2 17) ... (an 17) ~, = (-I)n p<n) R'~: 1 

erzeugt, ein System von unendlich fernen Ladungen die innerhalb K 
das Feld 

erzeugen. 

Y Rn m' = (_ l)n p<n) _n_ 
-r a2 n + I 

Z. B. entsprechen einem mathematischen Dipol zwei entgegengesetzte 
Ladungen, die auf demselben Durchmesser (in entgegengesetzten Rich
tungen) liegen, und innerhalb der Kugel das Potential 

lJ . ffi 
ljJ =----ci3 

bedingen. Dabei bedeutet lJ, wie üblich, das elektrische Moment des 
Dipols. Es sei bemerkt, daß dieses Potential einem homogenen Feld von 

der Stärke (l; = - ~3 entspricht. 

§ 5. Äquivalente Flächenladung. 
Aus den Ergebnissen der letzten zwei Paragraphen soll nun das 

Folgende beachtet werden: ein bestimmtes elektrisches Feld innerhalb 
oder außerhalb einer geschlossenen Fläche kann durch verschiedene 
Ladungsverteilungen außerhalb bzw. innerhalb dieser Fläche erzeugt 
werden. 

Dieser Satz gilt allgemein für ganz beliebige geschlossene (oder 
unendliche) Flächen 1) und ist eine direkte Folge des Coulombschen Ge
setzes oder der damit äquivalenten Laplaceschen Gleichung. Man kann 
ferner beweisen, daß für irgendeine (wirkliche) Verteilung der elektrischen 
Ladungen auf einer Seite der betrachteten Fläche K eine äquivalente 
(d. h. dasselbe Feld auf der anderen Seite erzeugende) Verteilung der 
Elektrizität auf dieser Fläche selbst existiert. Die gegenseitige Energie 
zweier elektrischer Systeme 5 und 5', die durch K voneinander getrennt 
sind, läßt sich also immer als die gegenseitige Energie zweier mit K 
zusammenfallender elektrisierter Flächen berechnen. 

In dem Spezialfall einer Kugelfläche läßt sich dieser Satz ganz ein
fach beweisen. Es seien 5 und 5' zwei harmonisch konjugierte Systeme 
(inneres und äußeres); dann fallen die von ihnen erzeugten Potentiale -
äußeres 1jJ' und inneres ljJ - auf der Kugelfläche selbst miteinander zu-

1) Eine unendliche Fläche, z. B. eine Ebene, kann als eine sich im Unendlichen 
schließende Fläche behandelt werden. 
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sammen. Man kann also sagen, daß diese Potentiale beim Durchgang 
durch die Oberfläche stetig ineinander übergehen. Es ist somit möglich, 
sie aufzufassen als die äußeren und inneren Werte des Potentials eines 
und desselben Systems von elektrischen Ladungen E. Da ferner außer
halb der Kugel die Gleichung V2cp' = 0 und innerhalb V2cp = 0 gilt, 
so können diese Ladungen nur auf der Grenzfläche K 
liegen. Ihr Vorhandensein muß sich durch einen Sprung 
der Normal- (d. h. Radial-)komponente der elektri
schen Feldstärke beim Durchgang durch K äußern. 
Durch Anwendung der allgemeinen Formel ~ E n d5 
= 4ne auf einen unendlich kleinen Zylinder, welcher 
das Element d5 der Kugelfläche enthält und dessen 
Seitenfläche dazu senkrecht steht (Abh. 28), bekommen 

Abb.28. 

wir bei festgehaltenem d5 und bei verschwindender Höhe des Zylinders 

E~ - E n = 4 n1j, (17) 
de 

wo 1j = dS die Flächendichte der Elektrizität auf dem Element d5 

bedeutet, Q;' und Q; die elektrischen Feldstärken auf der äußeren und 
inneren Seite von d5 und n die von innen nach außen, d. h. in der Rich
tung des Radiusvektors m gezogene Normale l ). Da Q;' = - V' cp' und 
Q; = - V cp ist, kann man die Formel (17) folgendermaßen schreiben: 

1j= 4~ (~~- ~~:)R=R'=a. 
Durch Einsetzen der Reihe (14) für cp und der entsprechenden Reihe für 
0/' bekommen wir 

(I7a) 

Dies ist die gesuchte äquivalente Flächenverteilung der elektrischen 
Ladung, und zwar für jedes der beiden konjugierten Systeme 5 und 5' im 
entsprechenden Raumgebiet. Für n = 0, Ho = e (Pol nullter Ordnung) 

e 
ergibt sich speziell 1j = 4 n a2 ' d. h. eine gleichförmige Verteilung der 

Ladung e. Wir bekommen also das bekannte Resultat, daß eine gleich
förmig geladene Kugelfläche dieselbe äußere Wirkung ausübt, als ob 
die ganze Ladung in ihrem Mi ttelpunkt konzentriert wäre 2). Für n = 1 
und H l = P cos () (Dipol mit dem Moment ~; (}-Winkel zwischen ~ 
und m) wird ebenso 

3 P cose 
1j = 4 n ----;;2 ~- . 

Die totale Ladung :f 1j d5 ist dabei gleich null. 

(I7b) 

1) Vgl. die Formel (12), Kap. III, für die elektrische Feldstärke innerhalb einer 
Doppelschicht. 

2) Dem äußeren Potential '1/ = !, entspricht dabei das innere ({J = Ii.- = konst. 
R a 



110 Darstellung willkürlicher Systeme durch Multipole. Potentialtheorie. 

Wir nehmen nun an, daß die Systeme 5 und SI nicht konjugiert, 
sondern voneinander ganz unabhängig sind, wobei das innere durch 
die Kugelfunktionen H n' das äußere durch H~ charakterisiert wird. 
Dann kann man ihre gegenseitige Energie in der Form 

U=~Cfl']d5 
darstellen, wobei das Integral über die Kugelfläche erstreckt wird. 

. ~ H'n' 
MIttels der Formeln (17a) und Cf = L.J a n '+ 1 (für R = a) bekommen 

wir ferner 

U=4~2 ,\"1 ~_~~~~,ll 1.HnH~d5. 
na ~..:::.,,; anTn -r- ':Y 

n n' 

(18) 

Diese Darstellung der Energie muß offenbar identisch sein mit der Dar
stellung, die im letzten Paragraph angeführt war [siehe Formel (16)J. 
Daraus folgt aber, daß die doppelte Reihe (18) sich auf die einfache Reihe 

1 ~2n + 11. , 
u= 4na2 L.Ja2n + 1 ':YH"Hnd5 

" 
reduzieren läßt, d. h., daß für nl =+ n 

~HnH~' d5= 0 

(I8a) 

(18b) 

ist. Diese Beziehung, die leicht direkt verifiziert werden kann, drückt 
die "Ortogonalitätseigenschaft" der Kugelfunktionen verschiedener 
Ordnung aus. 

Wählt man eine beliebige Folge von Kugelfunktionen Ho, H1, H2, ••• 

die derart normiert sind, daß 

4:a2f H!d5 = I (19) 

gilt, so kann man eine beliebige gegebene Verteilung der Elektrizität 
auf der Kugel 1'] nach diesen Funktionen entwickeln, d. h. in der Form 

(19a) 

darstellen, wobei die Koeffizienten Cn sich nach der Formel 

4:a2f l']Hnd5= i;4~:2fHnH~d5, 
p 

d. h. 
C n =4: a2 f 1'] H n d 5 , (I9b} 

berechnen lassen. 
Wir gehen jetzt zum Beweis des am Anfang dieses Paragraphen 

formulierten allgemeinen Satzes über. 
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Es sei 5 eine geschlossene Oberfläche und q/ das Potential, welches 
außerhalb S durch ein inneres System von Ladungen erzeugt wird. 
Die Werte von q/ auf der Oberfläche selbst seien durch cp bezeichnet. 

Damit rp' als das Potential einer Verteilung der Elektrizität auf S 
mit der Flächendichte 1] angesehen werden darf, muß eine Funktion 
rp (t) existieren, die das Potential derselben Ladungsverteilung inner
halb S darstellt. Diese Funktion muß offenbar den folgenden Bedingun
gen genügen: 

1. Innerhalb S bleibt sie nebst ihrer ersten Ableitung (17 rp = nega
tive elektrische Feldstärke) stetig, während die zweite Ableitung ver
schwindet (Prp = 0). 

2. Auf der Oberfläche S nimmt rp die gegebenen Werte rp (d. h. die 
entsprechenden Oberflächenwerte von rp') an. 

Man kann nun beweisen, daß eine solche Funktion sich immer 
(für beliebige Gestalt von S und beliebige ip-Werte) - und zwar auf eine 
eindeutige Weise - auffinden läßt (Dirichletsches Prinzip). 

Setzt man in der allgemeinen Formel :f F n d S = f div iY d V 
iY = 1p 17 rp ein, so wird 

~ 1pV nrpdS = f 1p V2rpd V + J V1p" VrpdV. (20) 

In dem Spezialfall 1p = rp bekommen wir die schon früher benutzte 
Formel (5) Kap. III 

f(Vrp)2dV=+J rpVnrpdS-~rpV2rpdV, (20a) 

woraus sich ergibt, daß bei 172rp = 0 und (j5 = 0, 
rp=O 

im ganze 1 Volum V ist. 
Wir sehen zunächst von der Bedingung 172rp = 0 ab und betrachten 

die Änderung iJ J, welche das Integral J = :f (17 rp) 2d Verfährt, wenn 
die Funktion rp durch rp + brp ersetzt wird. 

Aus der Identität 

(V (rp + brp))2 = (V rp)2 + 2 V rp. V brp + (V b rp)2 
folgt 

.1 J=2f Vrp.VbrpdV+~(Vbrp)2dV 
oder nach (20) mit 1p = CJrp 

II J =-= f (V b rp)2 d V - 2 f brp V2rp d V + 2 ~ b rp V n rp dS . (20b) 

Setzt man nun innerhalb der Oberfläche S 17 2 rp = 0 und vergleicht 
mit rp nur solche Funktionen rp + CJ rp, die auf S dieselben Werte (j5 wie rp 
annehmen, d. h. für welche b(j5 = 0 ist, so bekommt man für iJJ einen 
wesentlich positiven Wert. Die Bedingung 17 2 rp = 0, durch welche 
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wir oben die gesuchte Potentialfunktion definierten, ist also völlig äqui
valent mit der folgenden: die Funktion cp soll das Integral J zum Mini
mum machen. Daß unter allen Funktionen, welche auf 5 die gegebenen 
Randwerte ep annehmen, eine solche Funktion überhaupt existiert, darf 
als eine ganz einleuchtende Tatsache angesehen werden. Der Umstand, 
daß es nur eine solche Funktion gibt, läßt sich folgendermaßen einsehen: 
Wäre cp + (up eine andere Funktion derselben Art, so müßte bep = 0 
und J72(bcp) = 0 sein; daraus aber würde nach (20a) folgen (wobei cp 
durch bcp zu ersetzen ist), daß J7 (bcp) und bcp im ganzen Volum V ver
schwinden. 

Ist die Funktion cp gefunden, so kann man die gesuchte Flächen
dichte der Elektrizität auf 5 durch die Formel (17) definieren - ebenso 
wie in dem oben betrachteten Falle der Kugelfläche. Die tatsächliche 
Bestimmung dieser Funktion bildet aber im allgemeinen, d. h. für eine 
beliebige Gestalt von 5 und beliebige Randwerte ep, eine sehr schwierige 
analytische Aufgabe. 

§ 6. Die Greensehe Funktion. 
Diese Aufgabe läßt sich aber auf eine einfachere zurückführen -

nämlich auf die Bestimmung einer Hilfsfunktion, die nur von der Ge
stalt der Oberfläche 5 abhängt, nicht aber von den Randwerten ep; 
mittels dieser Funktion kann das Potential cp in der Form eines Flächen
integrals über 5 dargestellt werden. 

Es sei p* irgendein Punkt innerhalb 5 und E eine sehr kleine, 
diesen Punkt einschließende Oberfläche. 

Erstreckt man die in der Formel (20) angedeutete Volumintegration 
nicht auf das ganze Volumen V, sondern nur auf den zwischen 5 und E 
liegenden Teil V*, so ergibt sich auf der linken Seite von (20) die Differenz 

~ 'ljJV ncpdS - ~ 'ljJV,. cpd E, 

wo 'V die äußere Normale zu E bedeutet. 
Vertauscht man in (20) die Funktionen cp und 'IjJ und nimmt ferner 

an, daß innerhalb V* beide, ebenso wie ihre Gradienten und zweiten 
Ableitungen, endlich bleiben, so bekommt man durch Substraktion 

f ('IjJ V,. cp - cpV,. 'IjJ)dE = f ('ljJVn cp -cpV n 'IjJ)dS 

- J('ljJJ72CP-CPV2'IjJ)dV*. (21) 

In dem Spezialfall, daß J72cp und J72'IjJ innerhalb V* verschwinden, 
ergibt sich somit: 

f('ljJV"CP-CPV .. 'IjJ)dE=~('ljJVnCP-CPVn 'IjJ)dS. (21a) 



Äquivalente Flächenladung. 113 

Diese Gleichung ist selbstverständlich auch dann gültig, wenn die Hilfs
funktion 1p ebenso wie V 1p und V21p innerhalb der Fläche E unendlich wird. 

1 
Wir können z. B. 1p = R setzen, wo R den Abstand des Punktes p* 

von irgendeinem Punkte P des Volums V* bedeutet. In der Tat, be
trachtet man 1p als Funktion des Radiusvektors t von P, so bleibt sie 
und ihr Gradient V 1p innerhalb V* endlich, während V21p = 0 ist. Wir 
gehen jetzt zum Grenzfall über, daß die Fläche E sich auf den Punkt p* 
zusammenzieht. Dabei wird 

Lim ~ 1pf7v rpdE= 0, 

denn E nimmt quadratisch in R ab, und ferner 

Lim f rpVv 1pdE= rp* . Lim~ f7v ~ dE= -4nrp*, 

denn ~ kann als das Potential einer Einheitsladung in P betrachtet 

werden l ). Wir bekommen also nach (21) 

J:lf7ntp J:tp 1 
rp*='fR 4n dS-'f,i3r~J7nRdS. (21b) 

Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Formel stellt das Potential 

einer Flächenladung mit der Dichte 17; nP. dar, und das zweite das 

Potential einer Doppelschicht, deren elektrisches Moment pro Flächen

einheit 4tpn beträgt (siehe Kap. III, § 9). Es ist leicht einzusehen, daß 

ein solches System im Außenraum das Potential Null (d. h. kein elektri
sches Feld) erzeugen würde. Denn ersetzt man p* durch einen außer-

halb 5 liegenden Punkt pI, so muß die Funktion 1p = ~ (R = Abstand 

P' P) in dem ganzen von 5 eingeschlossenen V olum V endlich und stetig 
bleiben. In diesem Fall aber müssen die linke und rechte Seite von (21) 
verschwinden, denn die Integrale !f 1pV nrpdS und !f rpV n1pdS werden 
zwei äquivalente Transformationen des Volumintegrals f (17 rp • V 1p) d V. 
Diese Tatsache kann man physikalisch auch so deuten: beim Durch
gang durch die Doppelschicht mit dem (auf die Flächeneinheit bezo
genen) Moment x macht das Potential einen Sprung vom Betrage 4nx. 
Ist nun auf der inneren Seite von 5 

- Cf; 
rp = rp und x = 4 n ' 

so muß auf der äußeren Seite rp' = 0 sein. 
Die Formel (21 a) ist zur Darstellung des Potentials rp im Innern von 

5 aus dem Grunde nicht ganz geeignet, weil sie neben den Randwerten von 
q; (die gleich den entsprechenden Randwerten des äußeren Potentials rp' 

1) tp* bedeutet den Wert von tp im Punkte P*. 
Frenkel, Elektrodynamik 1. 8 
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sein müssen) noch die Randwerte des Gradientes V fP innerhalb 5 ent
hält - während diese Randwerte nur außerhalb 5 als bekannt ange
sehen werden dürfen. Um sich von diesen unbekannten Randwerten 

zu befreien, führt man in (21) statt ~ eine andere Funktion "P der beiden 

Argumente r (Radiusvektor des Punktes P) und r*, die für unendlich 

kleine Abstände P p* mit -; identisch wird (bis auf belanglose endlich 

bleibende Glieder), für alle r ebenso wie ~ der Laplaceschen Gleichung 

f72"P = 0 genügt, und für solche r, die zu Punkten der Fläche 5 gehören, 
verschwindet. Dann bekommt man statt (21a) die Formel 

1 J.-
fP (r*) = - 4n 'f fP J7 n "P (r,r*) dS, (2lc) 

die zur Berechnung des Potentials im Innern von 5 aus seinen Rand
werten dienen kann l ). Die oben definierte Funktion "P(r, r*) heißt die 
Greensche Funktion der Fläche S. Man kann leicht beweisen, daß sie 

ebenso wie ~ symmetrisch in den beiden Argumenten rund r* ist. 

Zum Beweis betrachten wir das Integral 

f J7 "P (r, r~)· J7 "P (r, ri')dV* , 

wo ri, r: zwei innerhalb 5 liegende Punkte bedeuten und V* das von 5 
einerseits und von diese Punkte einschließenden kleinen Flächen EI und 
E2 andererseits begrenztes Volum ist. Dann ergibt sich mittels der 
Transformation (20) statt (21) die Gleichung 

~("PIJ7Yl "P2-"P2 J7Y l "PI) dEI +~(1JIIJ7Y21J12-"P2J7"2 "Pl)dE2 

=~("PIJ7v"P2-1JI2J7v"Pl)dS , 
wo zur Abkürzung 1JII = "P(r, r:) und "P2 = "P (r, r:) gesetzt ist. Das 

1) In dem einfachen Fall, wo das äußere Potential rp' durch eine Punkt
ladung e, die sich im Punkte P (t) innerhalb S befindet, erzeugt wird, haben wir 

q; = ? = ~ (R = P P*). so daß die Formel (21) sich auf 
R 

e J. 1 
rp(t) = - 4n'fRVnV'(t,r*)dS 

reduziert. Dies entspricht einer Flächenverteilung der Elektrizität mit der Dichte 

e 
1} = - 4n Vn V' (r,r*) 

Dabei ist der totale Wert der äquivalenten Flächenladung 

~1} dS = - 4: ~ V .. V'(r,t*) dS 

wie leicht einzusehen, genau gleich e. 
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rechtsstehende Integral verschwindet wegen der Grenzbedingung 
'ip1 = 'ip2 = 0, und die linksstehenden reduzieren sich im Limes.EI -+ 0 
und .E2 -+ 0 auf die Differenz 

4n'l/'2,1 = 4n'l/'1, 2 = 4n('I/'(rt, ri)- 'I/'(ri, rn). 
Es gilt also 

(21d) 

In dem Spezialfall der Kugelfläche hat die Greensche Funktion folgende 
Gestalt 

I a I 
'I/'(rl' r2) = R - r R' , 

1 

wo a den Kugelradius, Tl den aus dem Kugelmittelpunkt gezogenen 
Radiusvektor des Punktes PI> R den Abstand PI P2 und R' den Ab
stand P~P2 bedeuten; dabei bezeichnet P~ den zu PI konjugierten, 
außerhalb der Kugelfläche liegenden Punkt. In der Tat, liegt P2 auf 5, 
so muß 'I/'(r1 , r 2) nach (12a) (da QA = P1 P 2, Q' A = P;P2 und e = r 
ist) verschwinden. Ferner genügt 'I/' als Funktion von r2 der Laplace-

schen Gleichung (J7 2 'IJ' = 0) und fällt für T2 -+ Tl mit ~ praktisch zu

sammen. Unter Benützung der Beziehung r; = a: rl [vgl. (12b)] kann 
r , 

man sich leicht von der Symmetrie bezüglich Tl und r 2 überzeugen. 
Im allgemeinen Fall einer beliebigen Fläche 5 ist die Bestimmung 

der Greenschen Funktion in der Gestalt eines geschlossenen analytischen 
Ausdrucks unmöglich. Ist sie jedoch bekannt, so kann man die effek
tive Ladungsdichte auf 5 mittels der Formel 

1} = 4ln (V nCP - Vncp') = - (4!)2 ~qWnV: 'I/'(r,r*)d5 - ·4~ Vncp' 

berechnen. Damit lassen sich die Potentiale cp' und cP durch dasselbe 

Flächenintegral ~ ~ d 5 darstellen. 

Im Vorangehenden haben wir das äußere Potential als bekannt 
vorausgesetzt und das erzeugende innere Ladungssystem durch eine 
Flächenladung zu ersetzen versucht. Im umgekehrten Fall, wenn das 
Potential cP innerhalb 5 gegeben ist, und die es erzeugenden äußeren 
Ladungen durch eine äquivalente Flächenladung zu ersetzen sind, muß 
man zunächst für den Außenraum eine solche Potentialfunktion cp' 
aufsuchen, die der Gleichung V 2cp' = 0 genügt und auf 5 mit cp identisch 
wird. Diese Aufgabe kann dadurch auf die früher betrachtete reduziert 
werden, daß man sich 5 durch eine sehr große äußere Fläche 5' um
schlossen denkt, die nachher ins Unendliche verschoben wird, während 
die Fläche .E sich auf den betrachteten (äußeren) Punkt p* zusammen
zieht. Doch können wir auf diese Fragen hier nicht näher eingehen. 

8* 
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§ 7. Äquivalente Flächenströme. 
In den vorigen Paragraphen haben wir von elektrischen Ladnngen 

und elektrischen Feldern gesprochen. Die gewonnenen Resultate bleiben 
aber auch für magnetische Felder gültig, wenn man sich letztere durch 
fiktive magnetische Pole erzeugt denkt. Es ist aber leicht, von dieser 
Fiktion frei zu werden und die magnetischen Pole durch äquivalente 
elektrische Ströme zu ersetzen. 

Im Falle der Multipole z. B. genügt es, Pole "nullter Ordnung" 
auszuschließen und solche "erster Ordnung", d. h. mathematische 
Dipole, als elementare Ströme zu behandeln. Dabei kann man 
das skalare Potential eines Multipols n-ter Ordnung g;(n) durch ein 
äquivalentes Vektorpotential 2'(n) ersetzen. Ist rp(n) in der Form 
rp(n) = (unV)rp(n-ü darstellbar, wo V2rp(n-l) = 0 ist, so ergibt sich 
einfach 

2{(n)=cnxl7rp(n-ll, (22) 

denn dabei wird rot A(n) = - V rp(n) (vgl. § 8, Kap. III). 
Die Einführung des Vektorpotentials statt des skalaren Potentials ist 

aber gewöhnlich unzweckmäßig. 
Bei der Betrachtung des durch ein inneres (oder äußeres) Strom

system erzeugten magnetischen Feldes außerhalb (bzw. innerhalb einer 
geschlossenen Fläche S, kann man statt der äquivalenten Flächenver
teilung der "magnetischen Ladungen" einen äquivalenten Flächen
strom einführen. Die Flächendichte dleses Stromes läßt sich auf dieselbe 
Weise bestimmen, wie die Dichte d.er Flächenladung. Wendet man die 
allgemeine Formel 

#nXS)dS = I rot S)dV = 4JE Jidl' 

auf einen unendlich kleinen Zylinder an, der das Element dS der be
trachteten Fläche enthält und dessen Grundflächen diesem Elemente 
parallel und gleich sind, so bekommt man im Grenzfalle verschwinden
der Höhe des Zylinders: 

4 JEt = n X (S)' - S)) . (23) 

Dabei bedeutet f die Flächendichte des elektrischen Stromes (nach 
ffdS = IidV); S)' und S) sind die magnetischen Feldstärken auf der 
äußeren und inneren Seite von d S. 

Es ist zu beachten, daß die der Formel (23) zugrunde liegende Be
ziehung zwischen S)' und S) eine ganz andere als die entsprechende Be
ziehung zwischen den elektrischen Feldstärken @;' und@; ist. In der Tat, 
da das magnetische Feld im ganzen Raum der Gleichung div S) = 0 
genügt, muß das innere Produkt 

n . (~' - S)) = 0 (23a) 

sein, d. h. die Normalkomponente der magnetischen Feldstärke kann 
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beim Durchgang durch die Oberfläche 5 keinen Sprung machen. Da
gegen gilt für die elektrische Feldstärke in diesem Falle die Gleichung 
(17), die wir auch in der Form 

n· (f' - (f) = 4n1J (23b) 

schreiben können, und außerdem die Gleichung 

n X (f' - (f) = 0, (23c) 

weIche dem Verschwinden der Rotation des Vektors ~ im ganzen Raum 
entspricht, und die Tatsache ausdrückt, daß die tangentielle Kompo
nente der elektrischen Feldstärke keine Unstetigkeit auf 5 besitzt. 

Will man also das gegebene äußere Feld ~', das durch ein unbekann
tes inneres Stromsystem erzeugt wird, als das Feld eines auf 5 verteilten 
Flächenstromes deuten, so muß das Feld innerhalb 5 derart bestimmt 
sein, daß die Bedingung (23a) erfüllt wird. 

Wenn das äußere Feld sich mittels eines skalaren Potentials q/ dar
stellen läßtI), kann man das entsprechende "konjugierte" innere Feld ~ 
auch aus einem skalaren Potential q; ableiten. Dabei muß q; innerhalb 5 
der Laplaceschen Gleichung genügen (Viq;= 0), und auf der Oberfläche 
selbst der Bedingung 

V n q; = V n q;' (24) 

die jetzt die frühere Bedingung cp = cp' ersetzt. Da ferner das magne
tische Feld quellenfrei ist, muß das Integral 

~Vnq;dS=O (24a) 

sein. Was die Bedindung cp = cp' anbetrifft, so kann sie in dem betrach
teten Fall nicht bestehen, d. h. auf der Oberfläche 5 muß das Potential 
einen Sprung 

(24b) 

erleiden. Dies entspricht einer magnetischen Doppelschicht mit der 
Dichte (Moment pro Flächeneinheit) im. Wäre diese Größe bekannt, 
so könnte man die beiden Potentiale q; und q;' durch das Integral 

~imVn(!)dS (24c) 

darstellen. 
Wir wollen hier nur den einfachsten Fall behandeln, daß 5 eine Kugel

fläche ist. Dann kann man q;' in der Form 
, '\l H .. 

q; = L.; R'n+ 1 
n 

(25) 

darstellen, wobei die Koeffizienten H n als bekannt anzusehen sind. 

1) Das ist immer dann der Fall, wenn die magnetischen Kraftlinien sich nicht 
außerhalb 5 schließen. 
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Setzt man dementsprechend 
H' 

p = 2) a2n:1 Rn, (25a) 
n 

so lassen sich die zunächst unbekannten Koeffizienten H~ durch die 
aus (24) folgende Beziehung 

~nH~ ]\n-] __ ~(n+I)H .. bei R'=R=a, 
..::::,; a2n+1 -..::::,; R'(n+2) , 

d. h. 

H' = - ~t! H (25b) n n n 

ermitteln. Dem entspricht nach (24b) die Formel 41lim = - 27!:~~H ... 
Reduziert sich (25) auf das Glied erster Ordnung (p(O) muß immer 
gleich null sein), d. h. hat man 

, m8t' 
cp = R'3 ' 

so wird nach (25b) und (25a) 
2m8t 

CP=-aa' 

Daraus folgt, daß innerhalb der Kugel ein homogenes magnetisches Feld 
2m 

~ = aa herrscht, während außerhalb 

~' = R~3 [- m + 3m' (mm')] 

ist. Den skalaren Potentialen cp' und cp entsprechen nach (22) die Vektor
potentiale 

Für die Flächendichte f des Stromes in einem Punkte der Kugel mit 
dem Radiusvektor a bekommen wir nach (23) 

f_~mxa 
- 4n a' . 

Diese Formel zeigt, daß das betrachtete Feld durch Rotation der Kugel
fläche erzeugt werden kann, falls letztere gleichförmig elektrisiert ist. 
In der Tat, bezeichnen wir die Winkelgeschwindigkeit mit 0 und die 
(konstante) Flächendichte der elektrischen Ladung durch 1], so muß 
die Stromdichte in dem Punkte a durch die Formel 

f=.!L oxa 
c 

ausgedrückt werden (denn 0 X a ist die Lineargeschwindigkeit des ent
sprechenden Flächenelementes). Aus dem Vergleich dieser Formel 
mit der vorhergehenden ergibt sich die Relation 

4n '1/ 
m=T a4 co, 
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die nichts anderes ausdrückt, als daß m das resultierende magnetische 
Moment der rotierenden geladenen Kugel ist. Und zwar gilt definitions
gemäß 

rn= ~ faXfdS, 

was wegen f = ~ 0 X a und a X f = ~ {o a2 - a (a O)} mit der an

geführten Formel identisch ist. 

§ 8. Induzierte elektrische und magnetische Momente. 
Zum Schluß dieses Kapitels müssen wir noch kurz die Frage betrach

ten, welche Anderung die reellen elektrischen (bzw. magnetischen) 
Systeme durch die Wirkung von äußeren Feldern erleiden. Dabei ver
stehen wir unter einem "reellen System" irgendwelche materielle Körper 
oder Teilchen, die aus einer Anzahl von positiven und negativen Elek
tronen bestehen. Wie wir oben gesehen haben, können solche Systeme 
immer durch eine Menge von Multipolen verschiedener Ordnung ersetzt 
werden. Bisher haben wir diese Multipole als "gegeben", d. h. unverän
derlich oder fest behandelt. Ebenso aber wie die reellen festen Körper 
in mechanischer Hinsicht nicht absolut fest sind, sondern unter dem 
Einfluß von äußeren Kräften kleine Deformationen erleiden, sind sie 
in elektrischer (und magnetischer) Hinsicht auch nicht absolut fest. 
Führt man irgendeinen Körper in ein äußeres elektrisches Feld ein, so 
müssen die entgegengesetzten Ladungen, welche in diesem Körper 
stecken, entgegengesetzt gerichtete Kräfte erfahren; diese Kräfte müssen 
kleine Verschiebungen der geladenen Teilchen hervorrufen, bis die 
dadurch bedingten inneren elektrischen Kräfte (die analog den elasti
schen Spannungen sind) den äußeren Kräften das Gleichgewicht halten. 

Die angedeutete "elektrische Deformation" eines Körpers pflegt 
man als Polarisation zu bezeichnen. Phänomenologisch kann man sie 
durch die Anderung der elektrischen Momente des Körpers e (nI> n 2, na) 
charakterisieren oder durch die zusätzlichen Multipole verschiedener 
Ordnung, welche zu den "normalen" Multipolen hinzugefügt werden 
müssen, damit die veränderten "deformierten" Multipole entstehen. 

Gewöhnlich berücksichtigt man nur die Anderung der Momente 
(oder Multipole) erster Ordnung; dabei nimmt man an, in Analogie zum 
Hookeschen Gesetze für elastische Deformationen, daß die zusätzlichen 
oder "induzierten" elektrischen Momente der elektrischen Feldstärke 
~ (des äußeren Feldes) proportional sind. 

Da die elektrischen Momente erster Ordnung ev e2 , ea nichts anderes 
sind als die Komponenten des Dipolmomentes, welches dem Multipol 
I-ter Ordnung entspricht, so kann man die erwähnten zusätzlichen Mo
mente, welche wir durch PI> P2' Pa bezeichnen werden, als die Kompo
nenten des induzierten Dipolmomentes 13 betrachten, das die elektrische 
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Polarisation des betreffenden Körpers mißt. Die einfachste lineare Be
ziehung zwischen lJ und Q; drückt sich durch die Formel 

lJ = cx~ (26) 

aus. Diese Formel besagt, daß ~ mit dem Vektor ~ gleichgerichtet und 
ihm proportional ist. Dabei wird vorausgesetzt, daß der "Polarisations
koeffizient" cx eine wesentlich positive Größe ist. Dies bedeutet, daß 
die positiven und negativen Ladungen in der Richtung der auf sie wir
kenden äußeren Kraft verschoben werden. 

Die Formel (26) entspricht dem Hookeschen Gesetz für gewöhnliche 
isotrope Körper. Ein Körper, für welchen diese Formel gültig ist, heißt 
"elektrisch isotrop". Im allgemeinen Falle eines elektrisch anisotropen 
Körpers muß man (26) durch die Formel 

3 

P;=;ECXikEk (i,k=1,2,3) (26a) 
k=l 

ersetzen, wo die CXik die Komponenten des sogenannten "Polarisations
tensors" 2CX in bezug auf das betrachtete Koordinatensystem darstellen. 
Für ein im Körper festes Koordinatensystem sind diese Komponenten 
als konstante, den Körper charakterisierende Parameter anzusehen. 

Der Polarisationstensor darf im allgemeinen als symmetrisch behan
delt werden. Dementsprechend läßt sich das Koordinatensystem immer 
so wählen, daß die nichtdiagonalen Komponenten von 2CX sämtlich ver
schwinden (vgl. Einleitung). Dabei reduziert sich (26a) auf 

(26b) 

Die potentielle Energie eines festen Dipols mit dem Moment ~ re
lativ zu dem das Feld Q; erzeugenden System ist bekanntlich gleich 
- ~ Q;. Ist das Moment ~ durch das Feld selbst induziert, so muß man 
noch die Arbeit, welche gegen die inneren Kräfte geleistet wird, berück
sichtigen. Da diese inneren Kräfte linear mit ~ anwachsen, und das Feld Q; 

kompensieren, so ist die erwähnte Arbeit durch die Formel 

V' = ~ ~ Q; 

ausgedrücktI). Die Größe V' kann man als die innere Energie des pola
risierten Körpers deuten; sie entspricht der inneren elastischen Energie 
eines mechanisch deformierten Körpers. Will man die zusätzliche me
chanische Wirkung berechnen, welche von der Polarisation herrührt, 
so ist als Energiefunktion nicht - ~ Q;, wie bei den festen Dipolen, son
dern die Summe - ~ Q; + V', d. h. 

V=-~lJ~=-V' (27) 
2 

I} 'Vir denken uns p als die Länge eines Dipols, der aus einer festen negativen 
Ladung-l und einer verschiebbaren positiven Ladung + 1 besteht. Die auf letztere 
wirkende innere elektrische Kraft ~ ist proportional der Verschiebung p. Daher 
bekommen wir für die bei der Polarisation aufgewandte Arbeit J~dp = 1~P. 
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zu betrachten. Dies läßt sich auch direkt einsehen, indem man von den 
auch hier gültigen Ausdrücken für die Drehkraft .lJ X ~ oder Kraft 
(.lJ grad) ~ ausgeht und die entsprechende Energiefunktion in üblicher 
Weise definiert, unter Berücksichtigung der Proportionalität zwischen 
.lJ und~. Setzten wir der Einfachheit halber .lJ = oc ~ nach (26), so wird 
(.lJ grad) ~ = oc (~ grad) ~ = ~ oc grad E2 = - grad U, woraus folgt 

(27a) 

Es sei bemerkt, daß in diesem Spezialfalle (elektrische Isotropie) die 
Drehkraft verschwindet; im allgemeinen Falle, wenn die Hauptkom
ponenten des Polarisationstensors OCll> oc22' OCss voneinander verschieden 
sind, drücken sich die Komponenten des Drehmoments nach (26b) aus 
durch 

(.lJ X ~)1 = (OC22 - ocaa) E z Ea usw. 

Wir stellen uns zum Beispiel vor, daß ein kleines kugelförmiges Teil
chen, dessen normale elektrischen Momente alle gleich null sind, sich 
im Abstande R von einem anderen geladenen Teilchen befindet. Ist 

die Ladung des letzten gleich e, so hat man E = ;2' und folglich 
oce S 

U=-2R'· 

Dieser Energiefunktion entspricht eine Anziehungskraft 
2ae2 

!=-R"-' 
welche der fünften Potenz des Abstandes umgekehrt proportional ist. 
Mit solchen Kräften hat man zu tun bei den elementaren Versuchen 
über die Anziehung, welche ein geladener Körper auf benachbarte 
neutrale Teilchen ausübt. Ist das Feld ~ durch einen Körper erzeugt, 
der keine Ladung, sondern ein natürliches Dipolmoment m besitzt, 
so wird nach (26a) und (26b), Kap. III 

m2 

E2 = R6 (I + 3 cos2 0), 

woraus folgt 
am2 

U = - 2 R6 (I + 3 cos2 0) 

und wegen 
m2 cos2 0 = (mm)2/R2 = (mmo)2, 

f=- ~~ (mom2+~mo(mmo)2-m(mom) 
oder schließlich 

f =-~~{mx(m xm) __ 4a m (mm )2} R7 0 R7 0 O· 

Wir haben also in diesem Fall, welcher z. B. bei der Wirkung eines 
elementaren Stromes (oder Magnets) auf eiserne Feilspäne realisiert 
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ist, eine der 7 ten Potenz dem Abstand umgekehrt proportionale An
ziehungskraft. 

Es sei bemerkt, daß für irgendeine Beschaffenheit des felderzeugen-

den Systems die Kraft f = grad (! IX E2) immer einer Anziehung ent

sprechen muß, und zwar in der Richtung des raschesten Anwachsens 
von E2 (vorausgesetzt, daß oe> 0 ist); diese Richtung stimmt im allge
meinen mit der Richtung des Radiusvektors Si nicht überein. 

Die Formel (26) läßt sich in der Gestalt 

oq; 
Pi = -IX oX; 

schreiben. Es scheint natürlich, diese Beziehung für die induzierten 
Momente höherer Ordnung folgendermaßen zu verallgemeinern 

P( ) _ (n) önq; (28) 
nl , n2• na - -IX ÖX~l oX;' OX;3 • 

Dabei ist die rechtsstehende Ableitung des Potentials für den Punkt P 
des betrachteten Körpers zu berechnen, in bezug auf welchen die 
Momente e(n1• n2• na) und p(n1, n2• na) bestimmt worden sind. 

Dieser Ansatz ist aber kaum zulässig, da die induzierten Momente 
verschiedener Ordnung (ebenso wie die natürlichen) miteinander durch 
bestimmte von der Struktur des betreffenden Systems abhängige 
Beziehungen verknüpft sein müssen. Diese Beziehungen lassen sich 
durch den allgemeinen Ansatz berücksichtigen. 

( ) - 2 ( .'" a"'q; P n1 , ng • na - - IX nl' n2, na, n1 , n2 , na ) , , ~ 
a nla "ga 3 

n~, n~, n~ Xl X2 X3 

wo die Koeffizienten IX (nI' n2 , na; n~, n~, n;) einen Polarisationstensor 
vom Range n + n' = n1 + n2 + ns + n~ + n~ + n~ bilden. Beiden Aus
drücken (28) und (28a) für die Komponenten der "Polarisation n-ter 
Ordnung" muß eine Energie 

(28a) 

entsprechen. 
Doch können wir auf diese Frage hier nicht näher eingehen. 



Zweiter Abschnitt. 

Die von der Zeit abhängigen 
elektromagnetischen Wirkungen. 

Fünftes Kapitel. 

Die allgemeinen Gesetze des elektromagnetischen 
Feldes. 

§ 1. Die elektromagnetische Induktion in einem zeitlich 
konstanten Feld. 

Im Kapitel II haben wir gefunden, daß eine elektrische Ladung e 
(genauer ein elektrisiertes Teilchen), welche sich in einem zeitlich kon
stanten magnetischen Feld ~ mit der Geschwindigkeit tJ bewegt, eine 

Kraft f = ~ tJ X ~ erfährt. Diese elektrokinelische oder elektromagne

tische Kratt, bezogen auf die positive Ladungseinheit (e = 1) ist also 
gleich 

I 
lJ=-tJx~. c 

(1) 

Da die Kraft f senkrecht zur Geschwindigkeit der entsprechenden ge
ladenen Teilchen steht, kann sie bei der Bewegung der letzteren keine 
Arbeit leisten. Der obige Ausdruck für f ist aber abgeleitet worden aus 
der Änderung der potentiellen Energie eines linearen Stromes bei einer 
infinitesimalen (virtuellen) Verschiebung der Stromlinie, indem diese 
Änderung der Arbeit gleichgesetzt wurde, welche die auf die Strom
elemente wirkenden elektromagnetischen Kräfte leisten. Dieser schein
bare Widerspruch läßt sich folgendermaßen lösen. 

Bei der Bewegung einer Stromlinie a setzt sich die Geschwindigkeit tJ 

der elektrischen Ladungen, die sich momentan im Elemente da befin
den, aus zwei Anteilen zusammen: ihrer "relativen" Geschwindigkeit tJ' 

bezüglich da und der "absoluten" Geschwindigkeit tJ", mit welcher da 
(parallel zu sich selbst) verschoben wird. Wir haben im Kapitel II bei 
der Ableitung der elementaren elektromagnetischen Kraft nur die Ge
schwindigkeit tJ' berücksichtigt, welche die Stromstärke i nach der 
Formel 

~eb' 
.L.: c = i 7: da 

bestimmt (wobei die Summation auf alle in da befindlichen Ladungen 
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erstreckt wird). Dieser relativen oder longitudinalen Geschwindigkeit 

entsprechen transversale elektromagnetische Kräfte f' = ~ V'X.tI, die 

in Summa den bekannten Ausdruck 

2)r = 2) ~ v' X.tI = (178 
:') X.tI = i-rd ax.tI 

für die auf das Element da einer ruhenden Stromlinie wirkende Kraft 
ergeben. 

Was die Kräfte f" = .~. VI'X.tI, anbetrifft, welche von der Mit

führung der Ladungen mit dem Stromlinienelement da herrühren, so 
muß ihre Resultierende für dieses Element - sofern das letztere elek
trisch neutral ist - verschwinden, denn die 'Geschwindigkeit v" ist für 
die positiven und negativen Ladungen dieselbe: 

}; f" = .l1 ~ tJ" X .tI = (2)e) (:' X.tI ) = o. 

Bei einer Verschiebung tJ" dt des Stromlinienelementes da wird durch 
die auf diese wirkenden transversalen elektromagnetischen Kräfte 
die Arbeit 

dA = ~'f'tJ" dt = (i-rda X .tI) v" dt 
geleistet. 

In derselben Zeit dt erfahren aber die (ursprünglich) in da steckenden 
Ladungen longitudinale Verschiebungen VI dt, welche für positive und 
negative Ladungen verschieden sein müssen (sonst würde die Strom
stärke gleich Null sein). Diesen longitudinalen Verschiebungen ent
spricht eine von Null verschiedene Arbeit dB der Kräfte f" (welche bei 
senkrechter Verschiebung von da auch longitudinal, d. h. parallel zu da 
gerichtet sind). Obwohl die Totalkraft .Ef" = 0 ist, bekommen wir für 
die resultierende Arbeit einen von Null verschiedenen Ausdruck: 

dB = 2) f"· tJ' dt = .l1~ (v" X.tl) tJ' dt =.~ [(v" X .tI) .L;ev'] dt, 

d. h. nach (1) 

dB = (iJ"· ci-r)dadt = ciF~ dadt, (2) 

wo iJ" = ~ v" X.tI die Komponente der auf die Ladungseinheit be

zogenen elektromagnetischen Kraft iJ, welche von der Mitführungs
bewegung von da herrührt, und F~ = Fr ihre longitudinale Projektion 
(auf die Stromrichtung) bedeutet. 

Die Summe der Arbeiten dA und d B muß offenbar der Gesamtarbeit 
der elektromagnetischen Kräfte f = f' + f", welche auf die einzelnen 
Ladungen in da wirken, bei der entsprechenden Gesamtverschiebung 
vdt = v' dt + tJ" dt gleich sein. Da die Vektoren fund tJ zueinander 
senkrecht sind, so folgt, daß dA + dB = 0 ist. 
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Diese Beziehung läßt sich auch unmittelbar aus der Gleichung f' i.J = 0 
ableiten. - Wegen 

hat man: 

f· b = : (i.J' + bI/X ~)J (b' +b")=~ (b' X ~) b" +~ (b" X ~ )i.J' = f' i.J" + f"i.J/, 

und folglich LT i.J" dt + ..rf" l.l' dt = 0, d. h. 

dA+dB=O. 
Die gewonnenen Ergebnisse können folgendermaßen formuliert werden: 

Bei der Bewegung einer Stromlinie in einem zeitlich konstanten 
magnetischen Feld, wird eine longitudinale elektromagnetische Kraft (Ft ) 

erzeugt, die auf entgegengesetzte Ladungen nach entgegengesetzten Rich
tungen wirkt, und deren Arbeit entgegengesetzt gleich ist der Arbeit der 
transversalen elektromagnetischen Kräfte, welche auf die Strom
linienelemente wirken. 

Die Arbeit der longitudinalen (oder wie man sie vielfach nennt, der 
"elektromotorischen") Kräfte in der ganzen Stromlinie a ist pro Zeit
einheit gleich ci ~ Frda. Was die Arbeit der transversalen (oder "pon
derrnotorischen") Kräfte anbetrifft, so wird sie durch die Abnahme der 
potentiellen Energie U der betrachteten Stromlinie (bei konstanter 
Stromstärke) bezüglich der äußeren das Feld ~ erzeugenden Systeme 
gemessen. Da nach (10), Kap. H, U = - i I H ndS ist, so folgt, wegen 
dA dB 
dt+Tt=O, 

J: F da = - ~ -"'--fR dS 'j-' r C dt n . (3) 

Diese Gleichung drückt das Gesetz der elektromagnetischen Induktion 
aus. Das Linienintegral g; F,da heißt die durch die Bewegung der Strom
linie im magnetischen Felde induzierte elektromotorische Kratt. Es sei 
bemerkt, daß der Vektor ~ dabei dieselbe Rolle spielt wie die ge
wöhnliche elektrische Feldstärke; das Integral I Frda längs einer un
geschlossenen Linie genommen entspricht also der Potentialdifferenz 
zwischen den Endpunkten dieser Linie. Für eine geschlossene Linie müßte 
es, falls iY mit der Feldstärke eines zeitlich konstanten elektrischen Feldes 
übereinstimmte, gleich null sein. 

Die "elektrornotorische Kraft" (3) ist von der Stromstärke vollständig 
unabhängig. Die longitudinale Bewegung der elektrischen Ladungen, 
durch welche die Stromstärke bestimmt wird, erzeugt die transversale 
Komponente von ~; dagegen ist die longitudinale Komponente Fr nur 
durch die (transversale) "Mitführungsbewegung" der Stromlinie bedingt. 

Bei fehlendem Strom (i = 0) strebt die induzierte elektromotorische 
Kraft einen solchen zu erzeugen; im allgemeinen Fall (i 4= 0) sucht sie 
eine Änderung der Stromstärke hervorzurufen. 
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§ 2. Die elektromagnetische Induktion in einem zeitlich 
veränderlichen magnetischen . Feld; das Relativitätsprinzip. 
Das im vorigen Paragraphen betrachtete magnetische Feld sei durch 

einen zweiten linearen Strom i' (a') erzeugt. Wir stellen uns nun vor, 
daß die beiden Stromlinien a und a' in einer gemeinsamen Translations
bewegung begriffen sind, so daß sie relativ zueinander in derselben Lage 
bleiben. Die Erfahrung lehrt, daß in diesem Falle alles ganz ebenso ver
läuft wie im Ruhestand: es bleiben dabei nur die transversalen elektro
magnetischen ("pondermotorischen") Kräfte tätig, während die longi
tudinalen (elektromotorischen) Kräfte gar nicht auftreten 1). 

Daraus folgt, daß diese elektromotorischen Kräfte nur von der 
relativen Bewegung der betreffenden Stromlinie in bezug auf die andere 
abhängen. Diesen Satz wollen wir als Relativitätsprinzip bezeichnen. 
Es sei bemerkt, daß es sich dabei nur um die Relativität der einfachsten 
kinematischen Größe, nämlich der Geschwindigkeit, handelt. Und zwar 
haben wir bei der Bestimmung der in (j induzierten elektrornotorischen 
Kraft nach der Formel (1) unter I.l nicht die "absolute" Geschwindigkeit 
der Elemente von (j, sondern ihre relative Geschwindigkeit bezüglich 
eines mit der Stromlinie (j' festen Koordinatensystems zu verstehen 2) .. 

Wir müssen ferner annehmen, daß das von (j' erzeugte magnetische 
Feld bei der "absoluten" Bewegung von (j' ohne irgendeine Änderung 
mitgeführt wird, d. h. bezüglich des erwähnten mit a' verbundenen 
Koordinatensystems zeitlich konstant bleibt 3). In einem festgehaltenen 
Raumpunkt muß dabei die magnetische Feldstärke sich mit der Zeit 
ändern. Mit anderen Worten, betrachtet man das magnetische Feld 
vOm Standpunkt eines "ruhenden" Koordinatensystems, so muß man 
es als zeitlich variabel auffassen. 

In dem vorangehenden Paragraphen haben wir die Stromlinie a' als 
ruhend und (j als bewegt angesehen. Da nach dem Relativitätsprinzip die 
auf (j ausgeübte Induktionswirkung nur von der relativen Bewegung ab
hängt, können wir, ohne diese Wirkung irgendwie abzuändern, die Rolle 
der beiden Stromlinien vertauschen, d. h. (j als ruhend und (j' als bewegt 
(mit der entgegengesetzten Geschwindigkeit) ansehen. Dabei muß nur die 
Interpretation der elektromotorischen Kraft (3) geändert werden. Und 
zwar ist sie in dem betrachteten Fall auf ein durch die Bewegung von 

1) Wir stellen uns z. B. zwei Spulen vor, von denen eine in die andere eingesteckt 
ist. Fließt in einer, z. B. in der äußeren Spule, ein konstanter elektrischer Strom, 
so bekommt man bei der Bewegnng der inneren Spule einen induzierten Strom; 
derselbe Strom wird durch die entgegengesetzte Bewegung der äußeren Spule 
erzeugt. Bei einer gemeinsamen Verschiebung der beiden Spulen bekommt man 
keinen induzierten Strom. 

2) Die exakte Formulierung des Relavitätsprinzipswerden wirspäterim Kap.VIII 
anführen. 

3) \Vir werden später sehen, daß diese Annahme nicht ganz streng erfüllt ist; 
sie gilt nur in dem Grenzfall sehr kleiner Geschwindigkeiten. 
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(1' erzeugtes elektrisches Feld zurückzuführen, wobei die longitudinale 
Komponente dieses "induzierten" Feldes E, mit der entsprechenden 
Komponente unserer früheren elektromagnetischen Kraft pro Ladungs
einheit i"Y, identifiziert werden soll. Dem relativen Charakter der Ge
schwindigkeit entspricht also eine eigentümliche Relativität der Kratt: 
dieselbe Kraft läßt sich entweder als elektrische oder als elektromagneti
sche deuten. 

Die zeitliche Änderung einer skalaren oder vektoriellen Größe in 
einem testen Raumpunkt werden wir im folgenden durch das Symbol 

~ dt, d. h. durch eine partielle Ableitung nach t bezeichnen. Dagegen 

soll sich das Symbol einer totalen Ableitung nach t, das z. B. in der 
Formel (3) auftritt, auf den Fall eines bewegten Punktes oder Systems 
beziehen. Wir bekommen also statt der Formel (3) die äquivalente 
Formol 

oder 

~E,d(1 = -~ ~ S HndS , 

~ETd(1=-S! iJiJ~ udS. (4) 

Diese Formel zeigt, daß das induzierte elektrische Feld unmittelbar 
durch die zeitliche Änderung des betreffenden magnetischen Feldes be
dingt wird. Die speziellen Verhältnisse, von denen diese Änderung ab
hängen mag, treten in (4) explizite nicht ein. Wir dürfen deshalb an
nehmen, daß diese speziellen Verhältnisse ganz belangslos sind. Dem
entsprechend muß die Formel (4) auch dann gültig bleiben, wenn die 
Änderung des magnetischen Feldes nicht in der Bewegung einer oder 
einiger Stromlinien bei konstanter Stromstärke (was bisher immer voraus
gesetzt war), sondern in der Änderung der Stromstärke in ruhenden oder 
bewegten Stromlinien ihre Ursache hat. Sind die Stromstärken i und i' 
in (1 bzw. (1' irgendwie konstant festgehalten, so müssen die transver
salen elektromagnetischen Kräfte, welche auf (1 seitens (1' wirken, bei 
einer Verschiebung von (1 aus einer Lage (1) nach einer anderen (2) die 
Arbeit A = U1 - U2 leisten, wo 

U = - i S H n dS = - i' S H' n,dS' = U' 

die gegenseitige potentielle Energie der beiden Stromlinien bedeutet 
(vgl. (20c), Kap. III). Gleichzeitig aber leisten, wie wir in § 1 gesehen 
haben, die in (1 wirkenden longitudinalen elektromagnetischen Kräfte, 
welche eine elektromotorische Kraft bedingen, die entgegengesetzte 
Arbeit B = U2 - U1 , so daß in Summa die Arbeit der elektromagneti
schen Kräfte gleich null bleibt. 

Wegen der Bewegung von (1 muß ferner in (1' eine elektromotorische 
Kraft V' induziert werden, die von der zeitlichen Änderun~ pes von (1 
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erzeugten magnetischen Feldes (~') abhängt. Nach dem soeben be
trachteten Relativitätsprinzip fällt diese elektro motorische Kraft elek
trischen Ursprungs mit derjenigen "kinetischen" elektromotorischen 
Kraft zusammen, die in (1' erzeugt würde, falls (1 ruhte, während (1' 

sich auf die entgegengesetzte Weise bewegte. Die Arbeit dieser Kraft 
muß - bei konstanter Stromstärke i' - der (algebraischen) Vermehrung 
der potentiellen Energie von (1' gegen (1, d. h. der Differenz U; - U~ 
oder wegen U'= U, U 2 - U I gleich sein. Daraus folgt, daß in dem 
betrachteten Fall - der Ruhe von (1' und der Bewegung von (1 -

die beiden elektromotorischen Kräfte - die kinetische V in (1 und die 
statische V' in (1' - dieselbe Arbeit U2 - UI leisten, d. h. in Summa 
die doppelte Arbeit 2 (U2 - U1). Addiert man sie zu der Arbeit 
A = U I - U2 der auf (1 wirkenden transversalen Kräfte (die ent
sprechende Arbeit für die Stromlinie (1' ist wegen ihrer Ruhe gleich 
null), so bekommt man im ganzen die Arbeit 

2 (U2 - U I ) + (Ul - U2) = U2 - U I = - A. 

Dieses Resultat läßt sich leicht verallgemeinern auf den Fall, daß die 
beiden Stromlinien (unanbhängig voneinander) sich gleichzeitig be
wegen: die Arbeit der transversalen und longitudinalen elektromagne
tischen Kräfte bleibt in Summa gleich null; was die Arbeit der beiden 
induzierten elektromotorischen Kräfte elektrischen Ursprungs anbetrifft, 
welche von der zeitlichen Änderung der magnetischen Felder ~ und ~' 
herrühren, so ist sie von der "absoluten" Bewegung von (1' und (1 un
abhängig, bleibt also immer gleich der Vermehrung der potentiellen 
Energie U2 - Ul • 

Die Energie eines Systems wird allgemein als die Größe, deren alge
braische Verminderung beim Übergang dieses Systems von einer Lage 
in eine andere gleich der Arbeit der zwischen den Teilen des Systems 
wirkenden Kräfte ist (vorausgesetzt, daß die Arbeit vom Übergangs
weg unabhängig ist). Will man also die ganze Arbeit, welche durch die 
in einem System von linearen elektrischen Strömen tätigen Kräften 
geleistet wird, auf eine Energiefunktion zurückführen, so muß diese 
Funktion T derart definiert sein, daß Tl - T 2 = U2 - U1 wird. 
Setzen wir fest, daß bei unendlicher Entfernung der beiden Stromlinien 
voneinander die Energie T, ebenso wie U, verschwindet, so ergibt sich 
die folgende einfache Relation 

T = - U. (5) 

Es sei nochmals erinnert, daß die potentielle Energie U nur den trans
versalen elektromagnetischen (d. h. "pondermotorischen") Kräften ent
spricht, welche auf die Elemente der beiden Stromlinien wirken, während 
T dieselbe Rolle für die statischen (elektrischen) Induktionskräfte 
spielt, welche durch die zeitliche Änderung der magnetischen Felder 
erzeugt werden. Die Arbeit der kinetischen Induktionskräfte wird 
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durch die Arbeit der erwähnten transversalen Kräfte genau kompensiert 
und darf deshalb unberücksichtigt bleiben. 

Wir wollen die Größe T die elektrokinetische oder einfach die magnetische 
Energie der betrachteten Ströme nennen. Man kann sie auch definieren 
als die Arbeit, welche (auf Kosten irgendwelcher äußerer Energie
quellen) zur Überwindung der induzierten elektrischen Kräfte auf
gewandt werden muß, damit beim Übergang der beiden Stromlinien aus 
einer unendlichen Entfernung voneinander in die betreffende (relative) 
Lage die Stromstärken konstant bleiben. 

Da diese Arbeit nur von der relativen Bewegung der beiden Strom
linien abhängt, so kann man sich vorstellen, daß eine von ihnen, z. B. 
Cf, ruht, und daß folglich die Arbeit T vollständig auf diese Stromlinie 
aufgewandt wird (während in der bewegten Stromlinie nur "arbeitslose" 
elektrokinetische Kräfte wirken). Da ferner die induzierte elektromoto
rische Kraft in a vollständig bestimmt ist durch die zeitliche Änderung 
des entsprechenden (von a' ausgehenden) magnetischen Flusses fH ndS, 
ganz unabhängig von den speziellen Umständen, welche diese Änderung 
verursachen, so können wir die Bewegung von a' bei festgehaltener 
Stromstärke durch eine allmähliche Zunahme der Stromstärke von 0 
bis i', bei festgehaltener Lage, ersetzen. In beiden Fällen ist die Arbeit, 
die zur Sicherung der Konstanz der entsprechenden Stromstärke i gegen 
die in a induzierte elektromotorische Kraft aufgewandt werden muß, 
durch dieselbe Größe T gegeben. Sie ergibt sich auch bei einer Rollen
vertauschung der Stromlinien a und a' und ferner, wie leicht einzusehen, 
in dem allgemeinsten Falle, wenn die Stromstärken in a und a' gleich
zeitig von Null bis i bzw. i' wachsen; dabei können sie sich ganz be
liebig bewegen und müssen nur am Ende des ganzen Prozesses in die 
betreffende (relative) Lage kommen. 

Zusammenfassend können wir also sagen, daß die Arbeit, welche 
bei einer beliebigen Änderung der Lage der beiden Stromlinien und der 
entsprechenden Stromstärken durch die elektrischen und elektromagneti
schenWechselwirkungskräfte geleistet wird, immer gleich ist der (alge
braischen) Abnahme der magnetischen Energie T; sie ist vollständig durch 
die Werte von Tim Anfangs- und Endzustand bestimmt und von den 
intermediären Zuständen unabhängig. 

§ 3. Die Maxwellschen Grundgleichungen für zeitlich wechselnde 
elektromagnetische Felder. 

Die Formel (4) muß offenbar auch dann gültig bleiben, wenn in der 
Kurve a kein Strom zirkuliert, d. h. man darf sie auf jede geschlossene 
Kurve und die durch die letztere begrenzte Fläche anwenden. Trans
formiert man das Linienintegral fErda nach der Stokes sehen Formel in 
das Flächenintegral fn rot@:dS, so wird 

J SI iJ~ 
nrot@:dS= - -c- at- ndS . 

Frenkel, Elektrodynamik 1. 9 
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Daraus folgt, wegen der Willkürlichkeit der Fläche 5 

rot G: = _ ~ il ~ 
c (it • (6) 

Diese Differentialgleichung ist die Verallgemeinerung der Gleichung 
rot G: = 0, die wir im Kap. I auf Grund des Energieprinzips aufgestellt 
haben und bisher als den analytischen Ausdruck dieses Prinzips be
trachteten. Wir sehen also, daß im allgemeinen Falle zeitlich wechselnder 
Felder das Energieprinzip in seiner üblichen Form - wenigstens für 
das elektrische Feld allein - seine Gültigkeit verliert. 

Was das magnetische Feld anbetrifft, so darf man die entsprechende 
Differentialgleichung div .i,) = 0 auch auf den betrachteten allgemeinen 
Fall übertragen. Dies folgt schon aus der Tatsache, daß das Energie
prinzip auch für Wechselströme - obwohl in etwas abgeänderter Form 
(elektrokinetische Energie T statt der potentiellen U) - gültig bleibt. 
Unsere Behauptung läßt sich aber auf Grund der Gleichung (6) ganz 
streng beweisen. Denn wendet man die Operation div auf die beiden 

Seiten dieser Gleichung an, so ergibt sich (wegen div rot = 0) div aa~ = 0, 

d. h. (i~ div.i,) = 0 und folglich div .i,) = konst. Es ist nun immer mög

lich, sich vorzustellen, daß im Anfangs- oder Endzustand das magnetische 
Feld eine Zeitlang konstant bleibt. Dabei aber muß div.i,) = 0 sein. 
Wir können also schließen, daß die aus dem Energieprinzip für den 
Spezialfall zeitlich konstanter Felder abgeleitete Gleichung 

div.i,) = 0 (7) 
allgemein gültig ist. 

Durch Kombination des Energie- und des Äquivalenzprinzips haben 
wir im Kap. III die Gleichungen div G: = 4n e und rot.i,) = 4nj auf
gestellt. Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt die Identität div j = 0, 
die in Verbindung mit dem Prinzip der Erhaltung der Elektrizität die 
Bedingung der Stationarität der das Feld.i,) erzeugenden Elektrizitäts
strömung darstellt [Kap. II, Fomel (4a)]. Im allgemeinen Falle einer 
nichtstationären Elektrizitätsströmung kann also die Gleichung rot.i,) 
= 4nj nicht bestehen, denn die Divergenz ihrer linken Seite verschwindet, 
während die Divergenz von j von Null verschieden ist. Nach (4), Kap. II 
(mit ~ = ci), drückt sich das Prinzip der Erhaltung der Elektrizität 
durch die Gleichung aus: 

d· . + 1 (il! 0 
IVl --;;-~t= . (8) 

Andererseits muß offenbar die gesuchte Verallgemeinerung der Glei
chung rot.i,) = 4nj für den Fall zeitlich wechselnder Felder die Gestalt 

rot.i,) = 4nj + aa~ (8a) 

haben, wobei & emen zunächst unbestimmten Vektor bedeutet, der 



Die Maxwellschen Grundgleichungeno 131 

von der Verteilung der elektrischen Ladungen abhängt. Durch Vergleich 
dieser Gleichung mit (8) bekommen wir 

dO o@=~do @=b~ d h dO IU= 4n(l 
lV ot ot lV G ot' 0 • lV I!!J G 

Nehmen wir also an, daß die erste der oben erwähnten Gleichungen 

div~ = 4ne, (9) 

ebenso wie die entsprechende Gleichung für das magnetische Feld 

(div ~ = 0) allgemein gültig ist, so muß man den Vektor & gleich .!. ~ 
c 

setzen. Dabei nimmt (8a) die folgende Gestalt an: 

S I o(E ° 
rot ~ = c Te + 4n J. (0) 

Es sei bemerkt, daß im "leeren Raum", do h. für e = 0 und i = 0, die 
Gleichungen (9) und (10) zu den Gleichungen (7) und (6) ganz analog 
werden, mit der einzigen Verschiedenheit, daß die zeitlichen Ableitungen 
von ~ in (6) und ~ in (10) entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Wir sehen also, daß ein wechselndes elektrisches Feld ein magnetisches 
Feld ganz ebenso induziert wie ein elektrisches Feld durch ein wechseln
des magnetisches induziert wird, wobei aber bei Gleichheit der indu
zierenden Felder die induzierten entgegengesetzt sind. Für den Ge
samtfluß des Vektors rot ~ durch eine ungeschlossene Fläche S erhalten 
wir nach (10) den Ausdruck 

Srot .. ~dS=~ :t SE .. dS+4n i, 

wo i = Jj .. dS die Stärke des durch S fließenden elektrischen Stromes 
bedeutet, oder durch Anwendung der Stokesschen Transformations
formel auf das linksstehende Integral 

fH.da=-}~fE .. dS+4nio (lOa) 

Diese Formel zeigt, daß die durch 4nc dividierte zeitliche Ableitung 
des durch S gehenden "elektrischen Flusses" (f E .. dS) dieselbe Rolle 
hinsichtlich der Erzeugung des magnetischen Feldes spielt wie die eOnt
sprechende Stromstärke 1). 

Stellt man die Vektoren °o~ und (lo~ graphisch durch eine Schar von 

parallelen Geraden dar, so lassen sich die induzierten Felder S) bzw. ~ 
mittels ringförmiger Kraftlinien darstellen, welche die erwähnten Ge-

1) Diese Tatsache wurde von Maxwell entdeckt; dabei interpretierte Maxwell 
den Vektor (E als eine elastische Verschiebung im Ather und dementsprechend das 

Integral4~C feS E"dS als einen .. Verschiebungsstrom" ° 

9* 
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radenscharen umfassen - und zwar im ersten Falle im positiven und 
im zweiten im negativen Sinne (Abb. 29 a, b). 

Neben der elektrischen Ladungs- und Stromdichte (e, j) könnte man 
- auf eine ganz formale Weise - die entsprechenden magnetischen 
Größen e*, i* einführen, die miteinander durch die "Erhaltungsglei

chung" 

(7 
'13~ ve,:~ü~:t r ;e~~~ °m~::~ 

__ 11_ $t (diese Gleichung ist tat-
_\_,_ sächlich erfüllt, da i* = 0 

und e* = ° ist). Die Glei-
AblJ. :!u. I> chungen (7) und (6) wür

den dann eine zu (7) und 
(10) ganz analoge Gestalt annehmen, und zwar 

div.\) = 4ne*, (11 a) 

(11 b) rot (J; = - ~ ciS> - 4n J'*. 
c at 

Dementsprechend könnte man neben der Gesamtkraft 

f=e((J;++[tJ x.\)]) , (12) 

die auf eine im elektromagnetischen Feld (J;,.\) mit der Geschwindig
keit tJ bewegten Punktladung e wirkt eine analoge (fiktive) Kraft 

t*=e*(.\)-~[tJx.\)]), (12a) 

die auf einen bewegten magnetischen Pol e* wirken sollte, einführen. 
Diese - selbstverständlich ganz fiktiven - Begriffe und Größen sind 

manchmal für die praktische Ausrechnung der durch gegebene Be
wegungen der Elektrizität erzeugten Felder sehr bequem. 

§ 4. Die Differentialgleichungen für die elektromagnetischen 
Potentiale. 

Die allgemeinen Differentialgleichungen des elektromagnetischen 
Feldes faßt man gewöhnlich zusammen in die folgenden zwei Gruppen 1) 

und 

div.\) =0\ 
le.\) 

rot (J; + c- ilt = 0 I 

div(J; = 4ng I 
1 8 G' • . 

rot ~ - --- ,- =4nJ J c ('t 

(I) 

(II) 

1) Diese Gleichungen wurden zuerst von]. C. Maxwell und in endgültiger Form 
von H. A. Lorentz aufgestellt; deshalb bezeichnet man sie gewöhnlich als die M axwell
Lorentzschen Grundgleichungen. 
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Wir wenden uns zunächst der Betrachtung der Gleichungen (I) zu. 
Aus der ersten von ihnen folgt, daß das magnetische Feld auch im all
gemeinen Falle quellenfrei - oder solenoidal- ist, so daß .\:1 sich ebenso 
wie in dem Spezialfall der stationären Elektrizitätsströmung durch ein 
vektorielles oder magnetisches Potential m: nach der Formel 

.\:1 = rot m: (13) 

berechnen läßt. Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung 

rot~ +-~~~.= 0 
ein, so wird 

I c (1 iiW) rot ij + - c-t rot ill = rot ~ + c--. t = 0 . c c (' (' 

Aus dieser Gleichung folgt, daß die Summe ~ + ~- *i m emen wirbel

freien Vektor darstellt, d. h. gleich dem Gradienten emer skalaren 
Größe - cp ist. Man kann also 

U2! 
ij =-gradcp---" (14) 

c ct 

setzen. Für konstante Felder reduziert sich diese Formel auf die im 
Kap. I abgeleitete Formel ~ = - grad cp, so daß cp mit dem früher 
eingeführten skalaren oder elektrischen Potential völlig übereinstimmt. 

Setzt man nun die Ausdrücke (13) und (14) in die Gleichungen (II) 
ein, so ergibt sich 

div~ ~ _17~m_~D div~(=4no (14a) 
T c elt ~ 

und 
I (es; _ 1 cq; I (2~( • 

rot.\:1- --- = rot rot ~(+ grad -- -ce - + - -~ = 4nl, 
c cl c (! t (2 ct-

oder nach der Identität 

rot rot ~{ = grad div ~(- 172m, 
.) I . I r: q; ) I [,2 W . 

-17-m+grad Idl\r m:+--:- +- =4nl. 
\ c iJ (2 C t2 

(14 b) 

Wie wir schon im Kap. II bei der Betrachtung von zeitlich konstanten 
elektromagnetischen Feldern gesehen haben, ist die durch (13) ein
geführte Vektorfunktion m: nicht vollständig bestimmt. Diese Un
bestimmtheit haben wir früher durch die Gleichung 

div ~{= 0 

[(12a) Kap. IIJ beseitigt. Als sinngemäße Verallgemeinerung dieser 
Gleichung erscheint jetzt die .Beziehung 

divm:+ 10E=O (15) 
c cf ' 

die der Beziehung (8) zwischen den rechten Seiten von (14a) und (14 b) 
ganz analog ist. Sie ermöglicht dabei, die beiden unbekannten Funk
tionen cp und m: in (14a) und (14b) voneinander zu trennen. In der Tat, 
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unter Berücksichtigung von (15) reduzieren sich (Ha) und (14b) auf 
zwei Gleichungen derselben Form 

(16) 

(17) 

die als die Verallgemeinerung der Gleichungen (8) und (9), Kap.III, 
angesehen werden dürfen. 

In den Fällen, wo die positiven und negativen Ladungen in den 
kleinsten neutralen Teilchen - Molekein - miteinander verbunden 
sind (wie z. B. bei Dielektriken) kann die Stromdichte nach (2), Kap. II, 
dargestellt werden als die zeitliche Ableitung des Polarisationsvektors jß , 
der das elektrische Moment des betreffenden Körpers pro V olumeinheit 
mißt. Unter Benützung der elektrokinetischen Einheiten für die Strom-

dichte (j = ! S') hat man also 
. I o~ (18) 
l=cat' 

Bei Einsetzen dieses Ausdrucks in die Gleichung (8) nimmt letztere die 
. I o~ 1 oe 

Gestalt dlV c Be + c 01 = 0, d. h. 

~ ~ (div jß + e) = 0 

an. Daraus folgt, daß die Volumdichte der elektrischen Ladung sich 
mittels des Polarisations vektors darstellen läßt nach der Formel 

e = -divjß, (18a) 

die wir in § 10, Kap. III, auf eine andere Weise schon abgeleitet haben. 
Es sei bemerkt, daß die Formeln (18) und (19) nicht nur für den Fall 
gebundener Ladungen gültig sind, sondern auch auf den Fall beliebig 
bewegter Ladungen angewandt werden können. Dabei aber vetliert der 
Vektor jß den oben erwähnten anschaulichen physikalischen Sinn und 
wird bloß eine durch (18) definierte Hilfsgröße (vgl. § 10, Kap. IU). 

Ebenso wie i und e beide mittels dieser Größe sich darstellen lassen, 
kann man die entsprechenden Potentiale III und cp infolge der Beziehung 
(15) durch eine und dieselbe Größe 3 ausdrücken, welche zum Vektor jß 
in derselben Beziehung steht wie III zu j. Man setzt in Analogie zu (18) 
und (19): 

1 0 (19) 1ll=-oc-3 c 01 

und 
cp = -div 3. (19a) 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die Gleichungen (16) und (17) be
kommen wir 

1 -2 

_/72(- div 3) + ,2 ;/2 (- div 3) = - 4n div jß 
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und 

_~ ~ (_ V2 D + ~ a2 a) = ~ !l4n In : 
c at .u c2 ot2 C ot+' 

Daraus folgt, daß der Vektor 3 - der sogenannte Hertzsche Vektor oder 
elektrische Polarisationspotential - der Gleichung 

Q 1 02 8 
-V"3+C2at2=4n~ (20) 

genügt. Diese Gleichung stimmt ihrer Form nach mit den Gleichungen 
(16) und (17) für das elektrische und magnetische Potential überein und 
stellt die Verallgemeinerung der Gleichung (35), Kap. III, dar. 

Wir haben gesehen, daß man im Falle einer stationären elektrischen 
Strömung die Stromdichte durch den "magnetischen Polarisations
vektor" im und das Vektorpotential durch das magnetische Polarisations
potential3* ausdrücken kann nach den Formeln j = rot im und Ill= rot3*. 
Diese Formeln lassen sich offenbar auf den allgemeinen Fall nicht über
tragen. Man kann sie aber mit den vorhergehenden kombinieren und i 
als Summe 

. un 1 ojß 1 = rot ",JL + - -
C ot 

definieren. Dementsprechend ergibt sich für ~{ die Summe 

"'{_ D* 108 ~ - rot.u + ~ at . 

(21) 

(21a) 

Dadurch wird die ursprüngliche Definition der elektrischen Polari
sation ~ selbstverständlich etwas geändert. Man kann aber gerade diesen 
Umstand benützen, um das wirkliche System durch ein anderes auf eine 
solche Weise zu ersetzen, daß das elektromagnetische Feld in dem be
trachteten Raumgebiet sich möglichst leicht bestimmen läßt. Aus (21) 
und (21.a) folgt in Verbindung mit den früheren Formeln 

1 82 8* - V2 D* + -- --- = 4n9Jl (22) .u c2 i}t2 • 

d. h. eine Gleichung derselben Gestalt wie (20). 
Solche Gleichungen bezeichnet man als d'Alembertsche; sie stellen 

die Verallgemeinerung der Laplaceschen Gleichungen für zeitlich variable 
Felder dar. 

§ 5. Integration der vorangehenden Differentialgleichungen; 
retardierte Potentiale. 

Wir wollen zunächst die Integration der Gleichung (16) für den Fall 
ausführen, daß die elektrische Ladungsdichte e außerhalb eines be
stimmten Punktes P gleich Null ist. Dagegen denken wir uns in diesem 
Punkt eine Ladung e von endlicher und zeitlich veränderlicher Größe 
konzentriert. Es sei also e eine willkürliche Funktion der Zeit 

e = e (t). 
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Diese Vorstellung ist physikalisch sinnlos, denn sie widerspricht dem 
Erhaltungsprinzip der Elektrizität. Sie hat aber vom mathematischen 
Standpunkt aus den Vorteil der größtmöglichen Einfachheit. Mittels 
der entsprechenden speziellen Lösung der Gleichung (17) kann man, 
wie wir unten sehen werden, die allgemeine Lösung leicht konstruieren, 
wobei das Erhaltungsprinzip der Elektrizität wieder in seine Rechte tritt. 

Wir nehmen also an, daß im ganzen Raum, mit Ausschluß des Punk
tes P' die Gleichung 

(23) 

gilt, während in diesem Punkte ihre rechte Seite unendlich wird. Dann 
muß aus Symmetriegründen das Potential cp für alle von P' gleich weit 
entfernten Punkte zur gleichen Zeit denselben Wert haben. Mit anderen 
Worten, man kann für cp den Ansatz machen 

cp (r , t) = cp (R , t), 

wo R den Abstand des betrachteten Aufpunktes P von P' bedeutet 
(P' P = m = r - r'; rund r' sind wie gewöhnlich die Radiusvektoren 
von P und P' in bezug auf irgendeinen festen Punkt 0). Nach (18), 

Kap.III, reduziert sich dabei die Operation V 2cp auf ~. /~2 (Rcp), so daß 

die Gleichung (23) die folgende Form annimmt 

_~ c2(~qJl + ~ 82 fJ!. =0 
R Ö R2 c2 iJtJ 

oder wegen der Unabhängigkeit der beiden Variablen Rund t voneinander 

?2(RqJ) + 1 iJ2(RqJ) -0 
- ~R2 -[2 -ft-2 - - • (23a) 

Wir führen nun statt R die neue Variable i = Rjc ein und bezeichnen 
das Produkt Rcp mit /. Dabei läßt sich (23a) folgendermaßen schreiben 

?2f ?j2f 
iJt2 - (h02 =0. (23b) 

Diese Gleichung wird befriedigt, indem man für / irgendeine Funktion 
der Summe t + i oder der Differenz t -i einsetzt. Daraus folgt, daß 
die allgemeinste Lösung von (23b) in der Form 

/ (t,i) = /1 (t-i) + /2 (t +i) (24) 

dargestellt werden kann, wobei /1 (~) und /2 (rJ) zwei willkürliche Funk
tionen der entsprechenden Argumente bedeuten. 

Ein strengerer Beweis dieser Behauptung ergibt sich durch Trans
formation von (23b) auf die neuen Variabeln: 

~ = t - i und rJ = t + i. 
Wegen t = -} (~ + rJ) und i = ~- (;) -~) gilt: 

o 1 0 1 0 0 I (; I i ' 
·0; 2" E:i - 2- (i T 'a7i = 2 ?:i + 2- ö T ; 
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also 
02 iJ2 _ ( 0 0 ) ( 0 0 ) _ 4 0 0 

-0i2 - 0.2 - at - o. Bt + 07: - a~ (1) 

und folglich nach (23 b) 
82 f 

iJ~81i =0. 

D· AbI· 0 f. I I:: bh . . k b . le eüung (1) 1st a so von" una änglg, sIe ann a er eme ganz 

beliebige Funktion von 1} sein. Umgekehrt ist ~~ eine willkürliche Funk

tion von ~, in welcher 1] gar nicht auftritt. Die Funktion 1 muß sich 
folglich als Summe zweier willkürlicher Funktionen der einzelnen 
Variablen ~ bzw.1] darstellen lassen. 

Wir nehmen zunächst an, daß 12 = 0 ist. Dann bekommen wir für 
das Potential cp (R, t) die folgende Formel 

fl{t-R/c) 
CP=-R~ . 

Zur Bestimmung der Funktion 11 beachten wir den Umstand, daß für 
c = 00 die Gleichung (23a) sich auf die schon in Kap. III behandelte 
Gleichung des gewöhnlichen Coulombschen Potentials reduziert. Es 
muß also in diesem Fall 

e 
CP=i? 

sein, wobei e die Größe der im Punkte P' konzentrierten Ladung be
deutet. Bei der Ableitung dieser Formel im Kap. III haben wir e als 
eine konstante Größe vorausgesetzt. Es ist aber klar, daß sie unter der 
Bedingung c = 00 auch dann gültig bleibt, wenn die Ladung e sich mit 
der Zeit beliebig ändert; dabei muß offenbar der Wert des Potentials cp 
für irgendeinen Zeitpunkt t durch den gleichzeitigen Wert der Funktion e(t) 
bestimmt werden. 

Wir sehen also, daß für c = 00 die Formel (24a) die Gestalt cp (R,t) 
'00 . = -R annehmen muß. Daraus bekommen WIr 11 (t-Rjc) = e(t - Rjc) 

und folglich 

cp(R,t)='(t RR/~. (25) 

Diese Formel zeigt, daß der Wert von cp in den Punkten, die im Ab
stand R von der Ladung e, d. h. auf einer Kugelfläche mit dem Radius R 
und dem Mittelpunkt pI, liegen, für den Augenblick t nicht durch die 
gleichzeitige Größe dieser Ladung bestimmt wird, sondern durch ihre 
Größe in dem vorangehenden Augenblick t' = t - Rjc. 

Wir müssen uns also vorstellen, daß die von e ausgehende Wirkung 
sich vom Punkte P' nach den umgebenden Raumpunkten nicht momen
tan ausbreitet, sondern mit einer bestimmten Verspätung, die direkt 
proportional ihrem Abstande von P' ist. Mit anderen Worten, diese 
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Wirkung pflanzt sich im leeren Raum in der Gestalt einer Kugelwelle 
fort - ganz ebenso wie die kreisförmigen Wellen, die auf eine Wasser
oberfläche durch eine lokale Störung erzeugt werden, oder noch besser 
die kugelförmigen Schallwellen in der Luft. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist offenbar gleich c, d. h. der 
Größe c = 3.1010 cmjsek, die wir anfangs als das Verhältnis der elektro
magnetischen Einheit der Stromstärke zu der elektrostatischen und 
später (§ 6, Kap. III) als die "kritische Geschwindigkeit" definierten. 
Wir dürfen also diese kritische Geschwindigkeit ansehen als die Fort
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wirkungen im Raum. Es 
sei nochmals erinnert, daß sie mit der experimentell gemessenen Licht
geschwindigkeit genau übereinstimmt. 

Aus dem oben erläuterten Grunde bezeichnet man das durch die 
Formel (25) bestimmte Potential als verspätetes oder retardiertes 
Potential. 

Es sei bemerkt, daß diese Formel keine mathematisch notwendige 
Folge der ursprünglichen Differentialgleichung (23a) ist. Ebensogut 
könnte man in der allgemeinen Lösung dieser Gleichung (24) nicht 12 = 0, 
sondern 11 = 0 setzen, was für q; statt (25) die Formel 

1 
q;(R,t)= R e(t+Rfc) (25a) 

ergeben würde. Die allgemeinste Form der Lösung (24), die mit den 
physikalischen Bedingungen unseres Problems verträglich ist, d. h. die 

für c = 00 in das gewöhnliche Coulombsche Potential q; (R, t) = ~g) 
übergeht, ist offenbar eine lineare Kombination von (25) und (25a): 

q;(R,t)= ~[a'e(t-R/c)+a"e(t+R/c)], (25b) 

wo (1.' und (1." zwei numerische Koeffizienten sind, deren Summa gleich 1 
is t. Einer dieser Koeffizienten kann also ganz beliebig gewählt werden. 

Tatsächlich aber setzt man (1.' = 1 und folglich (1." = 0, d. h. man 
läßt die zweite partikuläre Lösung (25a) weg, und zwar deshalb, weil 
das entsprechende voreilende Potential physikalisch sinnlos erscheint 
Denn die Gleichung (25a) sagt aus, daß die im Punkte P durch die 
Ladung e bedingte Wirkung in einem Augenblick t durch die Größe 
dieser Ladung in einem späteren Moment t" = t + R/c bestimmt wird; 
mit anderen Worten, die durch e bedingte Wirkung müßte sich nach 
(25a) nach dem entsprechenden Punkt P' zusammenziehen - statt 
sich davon auszubreiten, im Sinne der Formel (25). 

Eine solche "voreilende" Wirkung scheint nicht nur physikalisch 
unmöglich, sondern auch logisch undenkbar zu sein, denn sie würde 
bedeuten, daß die Ursache der Wirkung nachfolgt, statt dieser Wirkung 
voranzugehen, entsprechend der üblichen Auffassung des Kausalitäts
prinzips. 
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Eine einfache Überlegung zeigt aber, daß in Wirklichkeit diese üb
liche Auffassung ganz illusorisch ist. In der Tat muß vom Standpunkt 
der klassischen Mechanik, die an die Vorstellung einer "augenblick
lichen" Fernwirkung (d. h. momentaner Kraftübertragung) anknüpft, 
die Beschleunigung irgendeines materiellen Teilchens von der gleich
zeitigen Lage aller anderen die betrachtete Wirkung erzeugenden Teil
chen abhängen; die Wirkung muß also mit ihrer Ursache als gleichzeitig 
betrachtet werden. Die Auffassung, daß die Bewegung gegenüber der 
Kraft etwas verzögert wird, rührt von dem Umstande her, daß wir die 
Bewegung nicht durch die Beschleunigung, sondern durch die Ge
schwindigkeit oder vielmehr durch die entsprechende Verrückung wahr
nehmen. Um aber eine Geschwindigkeitsänderung oder einen Platz
wechsel zu bemerken, muß ein gewisser Zeitraum abgewartet werden. 

Wir sehen also, daß in der klassischen Mechanik "causa" und 
"effectum" als gleichzeitig zu betrachten sind. Wird diese Gleichzeitig
keit durch eine verzögerte Kraftwirkung ersetzt, also die zeitliche Ein
heitlichkeit der Ursache und der Wirkung zerstört, so scheint es nicht 
unmöglich, auch eine voreilende Kraftwirkung anzunehmen. - Wenn 
es trotzdem entscheidende Gründe gegen eine voreilende Kraftwirkung 
zu geben scheint, so sind diese nicht logischer, sondern rein empirischer 
Natur: eine solche Wirkung wird nämlich durch die wohlbekannten 
Erscheinungen der Lichtfortpflanzung geleugnet (siehe unten). 

Wir müssen also die Lösung (25a) verwerfen und die von einer 
ruhenden aber zeitlich variablen Ladung erzeugte Wirkung durch das 
retardierte Potential (25) ausdrücken. 

Der Übergang von diesem einfachen aber rein fiktiven Fall zum 
allgemeinen Fall einer beliebigen Verteilung und Strömung der Elek
trizität, die dem Erhaltungsprinzip genügen soll, läßt sich nun leicht 
vollziehen. Wegen der Linearität der allgemeinen Gleichung (16) be
züglich cp und e, kann man cp darstellen als Summe der elementaren 
Potentiale dcp, welche durch die in einzelnen Volumelementen d V' kon
zentrierten infinitesimalen Ladungen de' = e' d V', erzeugt werden Es 
sei r ' der Radiusvektor irgendeines Punktes (PI) von d V' und X der Radius
vektor des "Aufpunktes" P (für welchen cp bestimmt wird). Bei end
licher Größe von P' P = R = I r - x'! oder - was auf dasselbe 
hinauskommt - bei unendlich kleinen Abmessungen der Volumele
mente d V' im Vergleich mit R, kann man die Ladung de' als eine 
Punktladung behandeln (deren zeitliche Änderung durch die entspre
chende Änderung der Ladungen in den benachbarten Volumelementen 
kompensiert wird) und dementsprechend nach (25) 

d cp(x, t) = ! e(x', t- R/c)dV' 

setzen Daraus folgt f I 
cp(x,t)= Re(r',t-Rjc)dV' , (26) 
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wo die Integration sich auf den ganzen Raum erstreckt - oder tatsäch
lich auf alle Raumpunkte r', die in dem entsprechenden "effektiven" 
Zeitpunkt 

t' = t - R/c (26a) 
"geladen" waren 

In dem Spezialfall, daß e zeitlich konstant ist (ruhende elektrische 
Ladungen), reduziert sich (26) auf die Formel (17a), Kap. In, für das 
gewöhnliche Coulombsche Potential. 

Die Formel (26) darf als die Lösung der Differentialgleichung (16) 
angesehen werden. Aus der formalen Identität dieser Gleichung mit 
(17) folgt, daß die Lösung der letzteren sich aus (26) ergeben muß durch 
Ersetzung des Skalars e durch den Vektor i. Das Vektorpotential, 
welches von der gegebenen durch die Funktion i (r', t') bestimmten 
Elektrizitätsströmung erzeugt wird, drückt sich also durch die Formel aus: 

2{ (t·. t) = 5-1 Hr', t - Rjc) d F'. (27) 

Es ist nun leicht einzusehen, daß die durch (26) und (27) definierten 
Potentiale der Bedingung (15) Genüge leisten - sofern die entsprechende 
Bedingung (8) für e und i, d. h. das Erhaltungsprinzip der Elektrizität 
tatsächlich erfüllt ist. 

() C 
Denn differenziert man (26) nach ct, so wird, wegen Te = ct' 

(t' = t - R/c) : 
(''P f I i' (' ')dl" ----::-t= R ""er,t . 
C(! cc .. 

und ferner, mit der Abkürzung j' = i (r', t') 

div ~{= f div ~ d F'= f (i' grad -} + * div r) dV'. 

Dabei ist, nach der Formel (28a), Einleitung: 

d · ., i-j' d' ej' d R IV 1 = ~,i; gra t = - cot' gra . 

Wir ersetzen nun die Differentiation nach r durch die entsprechende 
Differentiation nach dem Radiusvektor r', welcher in dem vorangehen
den Integral die Rolle der unabhängigen Variablen spielt. Dies gibt, 
wegen 17 = -V' (d. h. grad = - grad' usw.) 

I ci' I ci', . ,., ., ., 
- -Z- (i/' grad R = +c CI' grad R = - {diV 1 - (diV 1 )/, = konst}, 

wo (div' i') I' = konst einem festgehaltenen Werte von t' entspricht, und 
folglich 

div 2{ = f {- div' ~ + ~ (div' i') t' = konst } d V'. 

Nun ist nach der Gaußschen Formel 

f div' l' d V' =f-~ 1" dS' 
R R'" 
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Auf der Fläche S', die das ganze Volumen, in dem die Elektrizitätsströ
mung (zur entsprechenden Zeit) stattfindet, begrenzt, muß der Vektor i' 
(oder jedenfalls seine Normalkomponente) verschwinden. Es ist also 

J div' ~ d V' = 0 und folglich 

lop d' 2{ Jf I (lQ'+(d""') }dV1 c BT + IV = tc d t' 1, 1 t' = konst 7[" = 0 , 
nach (8). 

Die Integrale (26) und (27) bestimmen die gesamte Wirkung, die 
in dem betreffenden Raum- und Zeitpunkt r, t von allen im umgeben
den Raum vorhandenen Ladungen ausgeübt wird. Diese allseitig nach 
P konvergierende Wirkung kann geometrisch veranschaulicht werden 
durch eine Kugelfläche, die sich auf ihren Mittelpunkt P mit der Ge
schwindigkeit c zusammenzieht, so daß im Augenblick t ihr Radius R 
gleich Null wird. Solche nach einem bestimmten Aufpunkt konver
gierende Kugelflächen entsprechen den divergierenden "Kugelwellen", 
die sich aus jedem Quellpunkt, d. h. jedem in dem betreffenden Augen
blick geladenen Raumpunkt mit derselben Geschwindigkeit c ausbreiten. 

Die Integrale (26) und (27) setzen sich zusammen aus den ele
mentaren Beiträgen, weIche durch die nach dem Aufpunkt konver
gierende "Wirkungskugel", den entsprechenden Volumelementen so
zusagen entrissen werden, dividiert durch den jeweiligen Radius dieser 
Kugel. 

Wir betrachten einen Kegel mit einem unendlich kleinen Öffnungs
winkel dQ und der Spitze in dem Aufpunkte P. In dem unendlich klei
nen Zeitintervall zwischen den Momenten t' = t - R/c und t' + dt' 
= t - (R + dR)Jc wird aus diesem Kegel durch die nach P konver
gierende Wirkungskugel das Volumelement dV = R 2 dQdR ausge
schnitten. Dementsprechend lassen sich die Formeln (26) und (27) in 
der Gestalt 

'" 
IJ1=JdQle(t /,t-R/C)RdR I 

J 
(27a) 

"" 
2{ = J d Q Jj(r',t-Ric)RdR 

o 
schreiben. 

Es sei bemerkt, daß die gewonnenen Formeln keine vollständige 
Lösung der Differentialgleichungen (16) und (17) liefern. Sie können 
noch vervollständigt werden durch Hinzufügung beliebiger Lösungen 
der entsprechenden homogenen Gleichungen 

I {l2 p ., 1 ö2 1.J( 
V2 1J1- Ci Xii =0, V-91- 72 'Jt2' =0, 

die der Bedingung (15) genügen. Solche Lösungen lassen sich aber immer 
interpretieren als retardierte Potentiale, die durch unendlich entfernte 
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elektrische Ladungen bedingt sind. Sind also die Funktionen e (t', t') 
und i (t', t') für den ganzen Raum - einschließlich der unendlich ent
fernten Punkte - und für die ganze Zeit, von - 00 bis + 00, als be
kannt vorausgesetzt, so kann man die entsprechenden (diese unendlich 
entfernten Raum- und Zeitpunkte berücksichtigenden) Lösungen (26) 
und (27) als vollständigr betrachten. - Diese Frage werden wir unten 
eingehender behandeln. 

§ 6. Das elektromagnetische Feld eines elementaren schwingenden 
Dipols (Oszillators). 

Ist der Polarisationsvektor I,ß (t', t') für verschiedene Raum- und 
Zeitpunkte bekannt, so kann man zur Bestimmung des elektromagneti
schen Feldes das durch die Differentialgleichung (22) gegebene Polari
sationspotential3 benützen. Der Integralausdruck dieses Potentials 
ergibt sich offenbar aus der Formel (27) durch Einsetzen des Vektors 
I,ß (t', t') statt der Stromdichte i (t', t'). Es ist also 

J ~ (t', t') , 
3(t, t) = -R--- dV , (28) 

wobei t' wie früher die "effektive Zeit" bedeutet. 
Wir betrachten nun den einfachsten Fall eines ruhenden elementaren 

(mathematischen) Dipols mit einem zeitlich veränderlichen elektrischen 
Moment. Dieses Moment kann offenbar nicht monoton wachsen oder 
abnehmen, sondern muß um irgendeinen Mittelwert schwingen - denn 
sonst könnte der Dipol nicht elementar - d. h. von sehr kleiner Länge -
bleiben. Deshalb nennt man einen solchen Dipol "Oszillator". Jedes 
neutrale elektrische System von sehr kleinen linearen Abmessungen, 
dessen elektrisches Moment erster Ordnung zeitlich variabel ist (z. B. 
ein Atom oder Molekül), läßt sich in erster Annäherung als elementarer 
Oszillator behandeln. 

Denken wir uns diesen Oszillator in einem festen Raumpunkt P' 
konzentriert, und bezeichnen sein Moment als Funktion der Zeit mit 
~ (t), so wird nach (28), wegen f I,ß (t', t') d V' = ~ (t'), 

3(r, t) = .\>~') (28a) 

[vgl. (32b), Kap.III]. 
Zur Berechnung der Potentiale cp und ~ nach (20) und (21) beachten 

wir die folgenden Formeln, welche sich auf die Differentiation des 
Vektors V' = V (t') - sowie jeder anderen vektoriellen Funktion des 
Arguments t' = t - R/c beziehen [vgl. Einleitung (28)-(28c)]: 

0.\>' d.\>' ot' d.\>' 
"7ft = F' 7ft = dt' , 

., d' d p' , d' d.\>' dlV V = gra t· F', rot V = gra t X M ' 
d.\>' (f grad) Vi = (f grad t') di' ' 
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wo f ein beliebiger Vektor ist, und 

gradt' =-grad.!!..-=-~~=- ffio • 
e e R c 

Mittels dieser Formeln bekommen wir, mit der üblichen Bezeichnung 
der Ableitung irgendeiner Funktion nach der Zeit t' 

~1fr} = g: (t') = g:' , 
d· p' , d 1 1 di I 

fJJ = - IV R = -lJ gra R - R V P , 

d. h. m = p' Ro + _~' R~ 
r R2 eR (29) 

und ~' m=--cR· (29a) 

In dem SpezialfalllJ' = lJ = konst reduziert sich (29) auf den be
kannten Ausdruck für das elektrische Potential eines elementaren 
Dipols. Die Formel (29a) entspricht der früher aufgestellten Formel (22), 
Kap. III, für das Vektorpotential einer bewegten Punktladung, mit dem 
- sehr wesentlichen - Unterschied, daß (29a) keine momentane, son
dern eine retardierte Wirkung darstellt. 

wo 

Nach der Formel ~ = rot m ergibt sich ferner: 

p' I 1· 1 1 . 
~ = rot eR = c grad R X p' + -e R rot p' = grad eR X lJ' 

1 .. + eR grad t' X p' , 
.. , d 2 p' 
lJ = ~dt'2-

bedeutet, d. h. 
c; _ p' X ffio + ~' x ffio 
'1,'-~ ~-. (30) 

. 18W 
Zur Berechnung der elektnschen Feldstärke ~ = - grad-fJJ - -;; 7ft 
ersetzen wir den Einheitsvektor mo in (29) durch mj R. Dann wird: 

p' ffi p' ffi 1 I (p' ffi) 
grad fJJ = grad ~ + grad e R2 = Ra grad (lJ m) - 3 ~ grad m 

1 . , 2 (~'ffi) + e R2 grad(.p m) - eR3 grad m. 

Ferner haben wir [Einleitung (27)]: 

grad (lJ' m) = (lJ' grad) m + p' X rot m + (mgrad) p' + m X rot lJ' 

=lJ' +(m gradt')pt + mx (grad t' X ,jJ/) =.p' - ~ V - R X (mo X .p') 
e c 

oder, wegen m X (mo X lJ') = mo (mlJ') -lJ' (mmo) und mmo = R, 

grad (lJ/m) =.p' - ffio (m V). 
e 
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Ersetzt man hier den Vektor fl' durch ~', so wird 

grad (~'ffi) =~' - )Ro (ffipt). 
c 

Wir bekommen also: 

d I [, )Ro (ru.' ')] n( ,m) mo I Ir" )Ro (m .. /)] 2 mo (' ,m) gra P=f?3 fl - C o~fl -;j l' Ot R4 + CR2 L l' - C otfl - cR3 +> Ot 

= ~3 [1" - 3ffio (tJ/ffi)] + C~2 [~' - 3ffio (ffio~')] - {fi (ffio~") 
und folglich 

~ = ~3 [3ffio (ffio 1") - lJ'] + J2 [3 ffio (ffio V) - ~'] I 
+ c·i~ [ffio (ffioV') -V'] 

(30a) 

Für tJ' = konst reduziert sich die rechte Seite dieser Formel auf das 
erste Glied, in Übereinstimmung mit (26), Kap. In. Dieses erste Glied 
wollen wir mit ~(o) bezeichnen. Das zweite Glied 

~(l) = ;;12 [3 ffio (ffio V) - ~'] 
stellt ein elektrisches Feld desselben Typus wie das erste dar, wobei aber 
die Feldstärke nicht mit der dritten Potenz, sondern mit dem Quadrat 
der Entfernung abnimmt und die Rolle des elektrischen Moments durch 
seine zeitliche Ableitung, d. h. den entsprechenden Impuls gespielt 
wird. 

Das dritte Glied 

~(2) = elf? [ffio (ffio pi) - V'] 

entspricht einem elektrischen Felde, daß umgekehrt proportional der 
ersten Potenz des Abstandes ist, und durch die zweite Ableitung des 
Moments nach der Zeit, d. h. durch die Beschleunigung der im Dipol 
schwingenden Ladungen bedingt wird. 

Der Vektor ffio (ffioV') stellt offenbar die longitudinale Komponente 
von fj' dar, d. h. die Komponente des Vektors V in die Richtung des 
Radiusvektors P' P = ffi. Daraus folgt, daß die Differenz ~ I - ffio(ffio~ ') 
der transversalen Komponente von ~' gleich ist, oder, mit anderen Worten, 
der Projektion von ,p' auf die zu ffi senkrechte Ebene. 

Dementsprechend läßt sich ~(2) in der Form 

schreiben (mit Rücksicht darauf, daß ffioffio = 1 ist). 
Das erste Glied in der Formel (30) 

~' x ffio 
~(l) =·cR2-

(31) 

entspricht dem Biot-Savartschen Gesetz - mit der schon erwähnten 
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Korrektion für die Verspätung der elektromagnetischen Fernwirkungen 
- Das zweite Glied 

(32) 

stellt ein magnetisches Feld desselben Typus wie ~(1) dar, mit dem Unter
schied, daß der elektrische Impuls ~' durch die "Beschleunigung" ~' 
ersetzt wird, und die zweite Potenz des Abstands durch die erste, ebenso 
wie für ~(2). 

Die Formeln (31) und (32) zeigen, daß die Vektoren~(2) und ~(2) auf
einander und auf dem Radiusvektor ~ senkrecht stehen. Dabei liegt ~(2) 
in der durch ~ und #' gelegten "Meridionalebene" , während ~(2) dazu 
senkrecht steht. Die elektrischen Kraftlinien 
sind also die Meridiankreise und die magne
tischen - die Breitenkreise einer Kugel
fläche, welche den betreffenden Aufpunkt 
enthält und deren Polarachse M'N' mit 
dem "Beschleunigungsvektor" p' in dem ent
sprechenden effektiven Augenblick gleich
gerichtet ist (Abb. 30). 

Man findet ferner aus (31) und (32), daß 
die Vektoren ~(2) und ~(2) miteinander durch 
die Beziehungen 

~(2) = ~(2) X~O, ~(2) = ~o X~(2) (32a) 

verknüpft sind. Daraus sieht man, daß sie 

Abb.30. 

denselben Betrag haben (1~(2) I = I ~(2) I) und so orientiert sind, daß 
das Vektorprodukt ~(2) X ~(2) in die Richtung des Radiusvektors ~ fällt. 

Es sei bemerkt, daß auf einer Kugelfläche mit einem anderen Radius ~1 
die elektrischen und magnetischen Kraftlinien in demselben Augen
blick t ganz anders gerichtet sein können, je nach der Richtung des 
"Beschleunigungsvektors" in dem entsprechenden effektiven Moment 

t' = t- R 1 • 
1 C 

Für den gemeinsamen Betrag von ~(2) und ~(2) haben wir nach (31) 
und (32), wenn der Winkel zwischen den Vektoren ~ und #' durch (j 

bezeichnet wird 

E(2) = H(2) = I ~' I sin (j 
c2 R . (32b) 

Daraus sieht man, daß in der Richtung der "Polarachse", d. h. in den 
"Polen" M' und N' , E<2) und H(2) verschwinden,während sie ihre maxi
male Größe auf dem Äquator erreichen. 

In der nächsten Nähe des Oszillators muß allgemein das elektrische 
Feld ~(O) die anderen zwei (~(1) und ~(2») an Stärke enorm überwiegen. 
Da aber dieses Feld - oder genauer ausgedrückt, dieser Anteil des elek
trischen Feldes - mit dem Abstand sehr rasch abnimmt, muß für mittlere 
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Entfernungen das Feld ~(l) und das damit verknüpfte Biot-Savartsche 
Feld ~(l), die der zweiten Potenz des Abstandes umgekehrt proportional 
sind, die Herrschaft übernehmen. 

Für genügend große Abstände muß endlich das soeben untersuchte 
elektromagnetische Feld ~(2), ~(2) in den Vordergrund treten, so daß die 
beiden anderen praktisch ganz außer acht gelassen werden dürfen. 

Zusammenfassend bekommen wir das folgende Bild für die Aus
breitung der Wirkung des betrachteten Oszillators. In jedem Augen
blick bilden sich um den Punkt P' neue infinitesimale kugelförmige 
Wirkungsflächen oder "Wellen", die sich nach allen Seiten gleichförmig 
mit der Geschwindigkeit c ausbreiten, so daß ihre Radien pro Zeit
einheit um c wachsen. Am Anfang ändert sich allmählich die Struktur 
des elektromagnetischen Feldes auf jeder solchen Kugelfläche, bald aber 
wird die auf Abb. 30 angedeutete Struktur erreicht, die nachher un
verändert bleibt: nur fällt die elektrische und magnetische Feldstärke 
mit weiterer Vergrößerung der Kugel umgekehrt proportional zum 
Radius ab. 

§ 7. Elektromagnetische Wellen und das Wesen des Lichtes. 
Wir stellen uns nun vor, daß der Oszillator rein sinusoidale oder 

"harmonische" Schwingungen mit der Periode r ausführt. Dann müssen 
in jedem festen Raumpunkte die elektrische und magnetische Feld
stärke mit derselben Periode schwingen. Dieser zeitlichen Periodizität 
der Schwingungen in demselben Raumpunkte entspricht eine räum
liche Periodizität längs jedes aus P' gezogenen Strahles in demselben 
Augenblick. Und zwar muß in solchen Punkten irgendeiner dieser 
Strahlen, die voneinander in einem Abstand 

A = cr (33) 

liegen, die elektrische (bzw. magnetische) Feldstärke stets dieselbe 
Phase haben. 

Stellt man die elektrische Feldstärke in jedem Punkte graphisch 
mittels einer dazu parallelen und proportionalen Strecke dar, so bekommt 
man im Fall, daß der Oszillator linear parallel zu einer bestimmten 
Geraden MN schwingt, das auf der Abb. 31 angedeutete Bild, d. h. eine 
Kurve, die sich von einer gewöhnlichen Sinusoide nur dadurch unter
scheidet, daß die Schwingungs amplitude sich längs des Strahles langsam 
vermindert. 

Führt der Oszillator eine Schwingung von elliptischer Form aus, 
so bekommt man statt der oben angeführten Sinuskurve eine schrauben
förmige Kurve mit konstanter Ganghöhe Ä und langsam abnehmendem 
Umfang der einzelnen Windungen. 

Wegen der Analogie des beschriebenen Vorgangs mit der bekannten 
wellenartigen Fortpflanzung von mechanischen Schwingungen in mate-
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riellen Medien (oder auf ihren Trennflächen) pflegt man auch hier von 
"Wellen", und zwar elektromagnetischen Wellen zu sprechen. Die GrößeA 
heißt die Wellenlänge der betrachteten elektromagnetischen Schwin
gungen; dabei bezeichnet man die letzteren als linear, zirkular oder 
elliptisch "polarisiert", je nach der Gestalt der Kurve, die im betreffenden 
Punkte von der den elektrischen Vektor darstellenden Strecke beschrie
ben wird. Der Polatisationstypus der Schwingungen bleibt offenbar 
für alle Punkte desselben Strahles unverändert. 

Es sei bemerkt, daß die erwähnte Analogie nur ganz formaler Natur 
ist. Physikalisch hat der Prozeß der Fortpflanzung der elektromagne
tis~hen Wirkungen oder "Wellen" im leeren Raume absolut nichts zu tun 
mit der Fortpflanzung von elastischen Wellen in materiellen Körpern. 

Im letzteren Falle hat man einen Vorgang vor sich, der auf der Wirkung 
von Nachbaratomen (oder Molekülen) aufeinander beruht, wobei an 
jeder Stelle eine Schwingungsbewegung der Atome stattfindet. Die Fort
pflanzung der elektromagnetischen Wellen bedeutet dagegen nichts 
anderes als eine retardierte Fernwirkung des Oszillators auf die ihn um
gebenden Teilchen - eine Fernwirkung, die nur dann als "Bewegung" 
aufgefaßt werden kann, wenn in dem betreffenden Raumpunkte ein 
schwingungsfähiges Teilchen oder "Resonator" sich tatsächlich befindet. 
Die elektromagnetischen Schwingungen stellen gar keine Schwingungs
bewegung dar. Sie sind als Krajtschwingungen aufzufassen, deren wellen
artiger Charakter durch die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der aus dem Oszillator ausgehenden Wirkung in Verbindung mit dem 
periodischen Charakter der Bewegung der entsprechenden elektrischen 
Ladungen entsteht. Man muß zwischen dieser Schwingungsbewegung 
der das elektromagnetische Feld erzeugenden geladenen materiellen 
Teilchen ("Elektronenschwingungen") und den Schwingungen der Feld
stärke im umgebenden Raum ("Kraftschwingungen") scharf unter
scheiden; sie stehen nämlich zueinander in derselben Beziehung wie die 
Ursache zur Wirkung. 

Die Kraftschwingungen, die durch gewisse "primäre" Elektronen
schwingungen in einem bestimmten Teilchen erzeugt werden, können 

10· 
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ihrerseits neue "sekundäre" Elektronenschwingungen in anderen Teil
chen hervorbringen, sofern letztere sich in deren Umgebung befinden 
und schwingungsfähig sind. Diese sekundären Elektronenschwingungen 
müssen neue sekundäre Kraftschwingungen derselben Periode und 
Wellenlänge wie die primäre erzeugen und so fort. Diese Erscheinung, 
d. h. die Erscheinung der sekundären elektromagnetischen Wellen, pflegt 
man als die "Zerstreuung" oder die "Reflexion" der primären Wellen zu 
bezeichnen. 

Wie schon oben angedeutet war, fällt die theoretisch (als Verhältnis 
der elektromagnetischen Ladungseinheit zur elektrostatischen) be
stimmte Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wir
kungen genau mit der empirisch gemessenen Geschwindigkeit des 
Lichtes zusammen. Schon diese einzige Tatsache würde ausreichen 
zur Begründung der elektromagnetischen Lichttheorie, d. h. der Theorie, 
daß die Lichtwellen als elektromagnetische Wellen der entsprechenden 
(experimentell bestimmten) Länge aufzufassen sind. Durch die oben 
durchgeführte Analyse des elektromagnetischen Feldes eines elemen
taren Oszillators scheint nun diese Auffassung ganz gesichert zu werden. 

Denn das wesentliche Merkmal der Lichtschwingungen besteht be
kanntlich in ihrer Transversalität (die experimentell aus den Polari
sationserscheinungen folgt). Wir haben aber soeben gesehen, daß die 
elektrische und magnetische Feldstärke in genügend großer Entfernung 
von dem Oszillator senkrecht zum entsprechenden Strahl stehen. Es 
sei bemerkt, daß diese Transversalität der elektromagnetischen Kraft
schwingungen gewissermaßen doppelter Natur ist. Denn sie gilt nicht 
nur in Hinsicht auf die Richtung der Feldstärken relativ zum Strahl, 
sondern auch in dem Sinne, daß diese Feldstärken nur von der Projektion 
der entsprechenden Elektronenschwingungen auf die zu diesem Strahl 
senkrechte Ebene abhängen (z. B. auf die Gerade MINI im Fall der 
Abb.31). 

Da ferner die Vektoren ~(2) und ~(2) umgekehrt proportional zur ersten 
Potenz des Abstandes R sind, muß die Energie der elektromagnetischen 
Kraftschwingungen, die, wie wir unten zeigen werden, dem Quadrat dieser 
Vektoren (oder ihrem Produkte) proportional ist, mit dem Quadrat von R 
abnehmen - im Einklang mit dem empirischen Gesetz für die Abhängig
keit der Lichtstärke vom Abstand der entsprechenden Punkte von der 
Lichtquelle. 

Was die Lichtquelle anbetrifft, so kann sie offenbar aufgefaßt werden 
als ein System von elementaren elektrischen Oszillatoren, welche mit den 
elementaren Lichtquellen - den Atomen und Molekülen des betreffen
den Körpers - identisch sind. Dies bietet den einfachsten Beweis der 
elektrischen Natur der Materie, d. h. der Tatsache, daß die kleinsten 
Teilchen der gewöhnlichen neutralen Materie - die Atome - aus noch 
kleineren Teilchen, die feste elektrische Ladungen tragen (und deshalb 
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Elektronen heißen), zusammengesetzt sind. - Denn alles, was sichtbar 
ist, sei es "primär" oder "sekundär" - durch Beleuchtung mit fremdem 
Licht, muß aus schwingungsfähigen elektrisierten Teilchen bestehen. 
Die elektrische Natur der materiellen Körper folgt also unmittelbar aus 
ihrer Sichtbarkeit. 

Das sichtbare Licht umfaßt bekanntlich nur einen sehr engen Be
reich von Wellenlängen, die zwischen A= 7,5.10- 10 cm (rotes Licht) 
und A = 4.10-5 cm (violettes Licht) liegen. Außerhalb dieses Spektral
gebietes liegen die "unsichtbaren Lichtstrahlen" - und zwar nach der 
Seite der kurzen Wellen die ultravioletten und die Röntgenstrahlen 
(A bis 10 -9 cm), und nach der anderen Seite die ultraroten Strahlen 
(bis etwa A = 10 - 2 cm), an die sich die langweIligen "elektrischen 
Strahlen" der drahtlosen Telegraphie und Telephonie anschließen. 
Bei dem letzteren, wo die Wellenlänge einige hundert Meter erreicht, 
spricht man gewöhnlich von Wellen und nicht von Strahlen. Die Strahlen 
können nur formal definiert werden als Fortpllanzungslinien der Wellen. 
Dagegen erhält im Bereich kurzer Wellenlängen der Begriff des Strahles 
eine sozusagen physikalische Realität, denn dabei wird es möglich, aus 
einer beliebig breiten Wellenfläche ein sehr dünnes fast linienförmiges 
Strahlenbündel abzuschirmen. Die Dicke eines solchen Strahlen
bündels bleibt doch, wie eine genauere Untersuchung dieser Frage 
zeigt, immer groß im Verhältnis zur Wellenlänge. 

§ 8. Übergang von kugelförmigen zu ebenen Wellen. 
Das elektrische Moment eines harmonisch schwingenden Oszillators 

drückt sich als Funktion der Zeit durch den reellen Anteil der kom
plexen Größe 

aus. Dabei ist 
231: 

ro=-=2nv 
T ' 

(34) 

(34a) 

wo v die Frequenz der Schwingungen, d. h. ihre Anzahl pro Zeiteinheit 
bedeutet. Die Amplitude flo muß allgemein auch als ein komplexer 
Vektor aufgefaßt werden, d. h. sie stellt sich in der Form dar 

flo=a-ib, (34b) 

wo a und b zwei gewöhnliche (reelle) Vektoren sind. Der reelle Anteil 
von (34) lautet also, ausführlich geschrieben (wegen eimt = cos ro t 
+ i sin rot): 

fl (t) = a cosrot + b sin rot. (34c) 

Jedes Glied der rechten Seite stellt eine lineare harmonische Schwingung 
dar mit der Amplitude a bzw. b und derselben Frequenz v. Durch 
Zusammensetzung solcher Schwingungen ergibt sich bekanntlich eine 
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Ellipsensehwingung. Betrachtet man lJ als den Radiusvektor eines 
bewegten Teilchens, z. B. des positiven Dipolendes mit der Ladung I, 
wobei das negative festgehalten sein mag, so muß dieses Teilchen sich 
nach (34c), auf einer Ellipse mit den konjugierten Halbmessern a und b 
bewegen (letztere können speziell mit den Halbachsen der Ellipse zu
sammenfallen) . 

Aus (34) bekommen wir durch zweimalige Differentiation 

~(t) = -w2 lJoeiwt = - w2lJ 

und folglich nach (31) und (32) 

~(2) = - m x (m x n ) ~ e,w(I-R/c) I o 0 1"'0 c2 R 
2 (35) 

"'(2) =_(n xm )~tiOJ(I-RIC). 
<W 1"'0 0 c2 R . 

Dabei bedeutet die Größe 

w(t-RJc)=2n(~-~) (36) 

die Phase der elektromagnetischen Schwingungen im Abstand R vom 
Oszillator. Wir sehen also, daß die Wellenlänge eT = A. bezüglich R 
dieselbe Rolle spielt wie die Periode T bezüglich der Zeit t. 

Was den Typus ("Polarisation") der betrachteten Kraftschwingungen 
anbetrifft, so ist er für verschiedene Richtungen von m verschieden. 
Z. B. sind in solchen Richtungen, die in der Schwingungsebene von lJ 
liegen, die Kraftschwingungen linear polarisiert. Im allgemeinen reprodu
zieren sie die Projektion von lJ auf die zu m senkrechte Ebene. Es sei 
bemerkt, daß die elektrische Feldstärke ~ in jedem Augenblick t die
selbe Richtung hat, wie die transversale Projektion von lJ im entsprechen
den effektiven Augenblick t - RJe. 

Die Felder~(l), .f)(l) und~(O) schwingen an jeder Stelle auf eine zu ~(2) 
und .f)(2) ähnliche Weise, wobei ihre Phase auch durch (36) gegeben ist. 
Aus (30a), (30) und (34) folgt, daß ihre Amplituden ungefähr in dem 
Verhältnis 

E(O)'E(1)'E(2)=~'~' ~ H(1)'H(2)", ~.~ 
. . '" R3' C R2' c2 R ' . = c R2 . c2 R ' 

w 2n 1 
d. h. wegen c = ). '" T ' 

R R2 R R! 
E (O) . E(l) . E(2) = 1 . -' - H(l)· H(2) '" -' -

" • Ä • Ä2 ' • = Ä • Ä2 

zueinander stehen; dabei ist zu beachten, daß E(2) = H(2) und 
E(l) ~ H(l) ist. 

Wir sehen also, daß im Falle eines harmonisch schwingenden Oszilla
tors die Wellenlänge als Längeneinheit benützt werden kann zur Be
stimmung der relativen Stärke der drei Teilfelder, die von lJ, ~ und ~ 
abhängen. Und zwar ist für "kleine" Abstände, d. h. solche die klein 
gegenüber A. sind, das erste Feld das stärkste. Dagegen braucht man 
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für "große" Abstände- groß wiederum im Verhältnis zur Wellenlänge -
nur das Feld ~(2) ,~(2) zu berücksichtigen. Diese Verhältnisse lassen sich 
durch die Tatsache illustrieren, daß die Nachbarmoleküle eines festen 
oder flüssigen Körpers sich kräftig gegenseitig anziehen, während sie 
auf entfernte Moleküle anderer Körper nur eine Lichtwirkung ausüben. 
Die Kräfte erster Art - die sog. Kohäsionskräfte - rühren von dem 
Feld ~(o) oder von dem entsprechenden "statischen" Feld der elektrischen 
Momente zweiter und höherer Ordnung her. Dagegen müssen die Kräfte 
zweiter Art dem Felde ~ (2) ,~( 2) en tsprechen (es sei erinnert, daß die Wellen
länge des sichtbaren Lichtes etwa 10-5 cm beträgt, also 1000 mal 
größer ist als die Molekularabstände, doch aber sehr klein gegenüber den 
gewöhnlichen Abständen zwischen verschiedenen "molaren" Körpern.) 

Das Raumgebiet, wo das elektromagnetische Feld sich praktisch 
auf das "Lichtfeld" ~(2), ~(2) reduziert, pflegt man als die Wellenzone des 
betreffenden Oszillators zu bezeichnen. Diese Wellenzone fängt also 
in einem gewissen Abstand vom Oszillator an, der groß genug relativ 
zur Wellenlänge ist, und erstreckt sich ins Unendliche. - In der nächsten 
Nähe des Oszillators herrscht dagegen das "elektrostatische" Feld ~(O); 
dieses Feld ist von der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
elektromagnetischen Wirkungen praktisch unabhängig (d. h. ergibt sich 
ohne beträchtliche Änderung auch wenn c = 00 gesetzt wird). 

Wir stellen uns nun vor, daß der Oszillator sich in einem unendlich 
entfernten Punkte P' befindet. In diesem Falle kann man die von ihm 
ausgesandten Kugelwellen in dem betrachteten im Endlichen liegenden 
Raumgebiet offenbar als eben behandeln und die entsprechenden 
Radien - d. h. die von P' ausgehenden Lichtstrahlen - als eine Schar 
von einander parallelen Geraden, deren Richtung durch den konstanten 
Einheitsvektor n bezeichnet werden mag (dieser Vektor tritt jetzt an
statt des Einheitsvektors ffio ein). Dann ist 

R = ffiffio = (t - t') n = tn - t'n = tn + konst, 

wobei t wie früher den Radiusvektor des betrachteten Aufpunkts P 
bezüglich irgendeines im Endlichen liegenden Punktes 0 bedeutet. 

Der allgemeine Ausdruck des Polarisationspotentials (28a) nimmt für 
den Fall eines harmonischen Oszillators die Gestalt 

.8(t,t) = ~eiW(t-R,'c) (37) 

an. Der Abstand R tritt in diesem Ausdruck zweimal auf, und zwar 
erstens in dem Phasenfaktor und zweitens in dem Amplitudenfaktor. 
Was den Phasenfaktor anbetrifft, so läßt er sich im betrachteten Falle 
(R-Hx)) in der Form 

konst.eiw(t- ~) 
darstellen, und ist vom Radiusvektor t etwa ebenso abhängig wie bei 
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endlicher Entfernung des Oszillators. Den Amplitudenfaktor kann man 
aber als eine praktisch konstante Größe behandeln, denn, bei einem 

endlichen Werte von ~ für irgendeinen Punkt, z. B.O, muß die Differenz 

L1 ~ für zwei verschiedene im Endlichen liegende Punkte unendlich 

klein sein (wegen L1 ~ = - !~ LI R) . 

Die Formel (37) reduziert sich also auf 

3(t, t) = 30 ei(wt-!t), (37a) 
wo 

w 2n 
f=-n=-n c ;. (37b) 

ein die Fortpflanzungsrichtung der Wellen und zugleich ihre Länge be
stimmender Vektor ist. Der konstante Vektor 30 stellt die (komplexe) 
Amplitude des Polarisationspotentials dar. 

Man kann sich leicht überzeugen, daß die durch den oben betrach
teten Grenzübergang gewonnene Forme I (37 a) tatsächlich die Differen
tialgleichung (22) befriedigt. In unserem Fall reduziert sich diese Glei
chung auf die entsprechende homogene Gleichung 

I 82.8 /120----=0 .0 c2 8t2 • 

Setzt man zur Abkürzung ei(wI-It) = (/J, so wird, nach (37 a), 

V23 = 30J72 (/J = 30 div grad (/J, 
oder, wegen 

grad (/J = (/J grad i (rot - h) = - if(/J 
und 

div f(/J = f·grad (/J, 

V23 = 30 (- ik)2 (/J = - k230(/J = - k23. 

Andererseits haben Wir 

iJ2.8 _ 0 ( i w t (/J __ (~) l 0 
C2(jt2 -.00 c2 - c.o, 

d. h. nach (37 b) 
I 82 .8 

"Z2 8/2 = /12 3 . 
Aus (37 a) bekommt man die folgenden Ausdrücke für die Potentiale m, f{J 

und die Feldstärken .\), ~: 

m = ~ ~J3. = i~ 3 = ik3 
c at c ' 

f{J = - div 3 = - 3D grad (/J = if 3 = n m, 
.\) = rot m = ik rot e80 (/J) = ik grad (/J X 30 = k(/J f X 30' 

~ = - grad rp - ~ ~! = - i (f . 3) grad (/J - (i k)2 3 
c at 

= - (f3o)f(/J+ k23 = - (f3) f + k2 3 , 
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~ =k2 n X (3 xn)}. 
~ =k2n x3 
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(37c) 

Diese Formeln zeigen, daß die Vektoren~ und ~ senkrecht zum Vek
tor n, d. h. zur Wellenfortpflanzungsrichtung stehen; ferner sind sie 
senkrecht zueinander und ihrem Betrage nach identisch. Diese Be
ziehungen sind durch die folgenden sich aus (37 c) leicht ergebenden 
Relationen ausgedrückt [vgl. (32a)]: 

~=nx~, ~=~xn. 

Wir sehen also, daß im betrachteten Fall (unendlich entfernter harmo
nischer Oszillator, ebene Wellen) die Felder vom Typus~(O) und~(ll, ~(l) 
verschwinden; das elektromagnetische Feld reduziert sich auf den 
für die Wellenzone charakteristischen Typus ~(2), ~(2), wobei die Am
plitude der Kraftschwingungen vom Abstand unabhängig wird (was 
selbstverständlich zu erwarten war). 

Diese Resultate lassen sich leicht verallgemeinern für ebene Wellen 
von willkürlicher Gestalt (die auch nicht periodisch zu sein brauchen). 
Für einen nicht harmonischen unendlich entfernten Oszillator muß man 
(37 a) durch die Formel 

(38) 

ersetzen, wo 3 (t') eine durch die Schwingungsart des Oszillators be
stimmte, von vornherein aber ganz willkürliche Funktion des Arguments 

t' = t - ~ (nT), d. h. der effektiven Zeit, ist. 

Diese Formel ergibt sich unmittelbar aus (28a) für R -+ 00 und stellt 
die einfachste Lösung der Gleichung 

(38a) 

dar, welche keine Beschränkung hinsichtlich der Abhängigkeit des 
elektromagnetischen Feldes von der Zeit enthält. 

Wegen des linearen Charakters der Gleichung (38a), läßt sich ihre 
allgemeinste Lösung als eine Summe aller voneinander unabhängigen 
Lösungen des einfachsten harmonischen Typus (37a) darstellen; dabei 
darf der "Phasenvektor" f beliebige Werte (und Richtungen) an-

nehmen (unter der Bedingung ~; = k 2), ebenso wie die Amplitude 30' 
Ist eine Lösung von (38a) für ein endliches Raumgebiet gesucht, die 
gewissen Randbedingungen auf der begrenzenden Fläche unterworfen 
ist, so sind im allgemeinen nur gewisse diskrete Werte (und Richtungen) 
von f mit diesen Bedingungen verträglich; die entsprechenden Ampli
tuden bleiben auch hier ganz beliebig. 
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Im ersten Falle bekommt man für .8 ein Integral von der Gestalt 

.8(r,t) = f f .8o(f)ei (ckt-ft)k2dkd[), (38b) 

wo d [) den infinitesimalen räumlichen Winkel - das "Richtungs
intervall" des Vektors t - bedeutet und.8o (f) - eine beliebige vektorielle 
Funktion von f. Da im zweiten Fall die den Bedingungen des Pro
blems genügenden "Eigenwerte" von t eine dreifach unendliche abzähl
bare Menge bilden, bekommt man für .8 eine dreifach-unendliche trigono
metrische Reihe. Es soll aber nochmals betont werden, daß solche 
Lösungen der homogenen Gleichung (38a) sich immer interpretieren 
lassen als die Potentiale von elektrischen Ladungen (speziell Dipolen), 
die außerhalb des betrachteten Raumgebiets - im Endlichen oder 
Unendlichen - liegen. Es besteht also in dieser Hinsicht kein prinzi
pieller Unterschied gegenüber dem in Kap. IV behandelten Fall der 
zeitlich konstanten elektromagnetischen Felder. 

§ 9. Das Huyghenssche Prinzip. 
Ebenso wie in dem erwähnten Spezialfall kann man ferner das 

innerhalb (oder außerhalb) einer geschlossenen Fläche 5 herrschende 
zeitlich variable Feld, das im entsprechenden Gebiet der Gleichung (38a) 
genügt, d. h. durch äußere (bzw. innere) elektrische Ladungen erzeugt 
wird, auf eine zeitlich variable Verteilung der Elektrizität auf der Grenz
fläche 5 selbst zurückführen. Der Einfachheit halber wollen wir im 
folgenden nicht das Polarisationspotential, sondern das skalare Po
tential rp betrachten. Wir nehmen also an, daß innerhalb 5 die Gleichung 

I 82 qJ J72m---- =0 r c2 ot2 

erfüllt ist und wollen versuchen, den Wert des Potentials rp* für irgend
einen (inneren) Punkt P*, durch die Randwerte von rp auf 5 - eventuell 
auch die entsprechenden Randwerte von f7 rp -, die als bekannte Funk
tionen der Zeit anzusehen sind, darzustellen. 

Diese Aufgabe wird gelöst mittels der allgemeinen Gleichung (21) 
des vorigen Kapitels, und zwar am einfachsten, wenn für die Hilfs
funktion'IjJ der frühere Ansatz 

I 
'IjJ=R 

gemacht wird (die Bezeichnungen sind dieselben wie dort). Dabei 
muß man aber für jeden Punkt P das Potential rp nicht für denselben 
Augenblick t betrachten, für welchen sein Wert rp* im p* gesucht wird, 
sondern für den entsprechenden "effektiven" Augenblick 

t' = t- R/c, 

wobei R den Abstand P p* bedeutet. 
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Wir setzen zur Abkürzung 
cp' = cp (r, t'). 

Dann läßt sich die Formel (21) folgendermaßen schreiben: 

f (~V"cp' - cp'V,,~) dL' = f (~V n cp' -cp'V n~) dS - f *V2cp' dV*. (39) 

Neben der Operation V, die eine vollständige Differentiation nach dem 
Argument r bedeutet, führen wir nun die entsprechende Operation V' 
ein, welche die Differentiation nach r bei festgehaltenem t' bedeuten soll. 
Es ist also 

Vcp' = V' cp' +~; Vt' 

und 

f72 cp' = div V cp' = div' (f7 cp') + :t' (f7 cp')V t', 

d. h. nach der vorangehenden Formel 

f72 cp' = V' 2 cp' + div' Cjj~: V t') + ~ V' cp' . V t' + aa2r,;- (f7 t')2. 

Berücksichtigt rr.an ferner die Formeln 

V t' = - ! V' R = _! V R (V R)2 = 1 ce' , 

(39a) 

div' (~~ Vt') = V' acp'. Vi' + ~~ div' Vt' = _ V' acp' . V R - atp' div V R 
,at' at' at' eat' eat' , 

und 

div V R = div ~ = ~ , 
so wird: 

f72 m' = V'2 m' - ~ ~ cp' - 2 V' R· V' ~tp~ + ~Cp~-
't' 't' R eat' eat' e2at'2' 

oder schließlich, da cp' die Gleichung 

V' 2 m' - ! ~Cp~ = 0 
't' e2 a t' 2 

befriedigt, , {I acp' , ,acp' (PCP'} 
V2cp =2 -Rcaf-V R·V cat'+ c2at'2 . (39b) 

Die partielle Differentiation nach t' kann man hier offenbar durch die 
partielle Differentiation nach R ersetzen, wobei 

acp' acp' a2cp' a2cp' 
und - eat' 7iR c2at'2 aR2 

wird. Wir führen ferner die totale Differentiation nach R ein, gemäß der 
folgenden Formel: 

~~ = ~~ + V' cp' . V' R dR aR . (40) 

dcp' 
Es bedeutet also dR . d R die Änderung von cp' längs einer unendlich 



156 Die allgemeinen Gesetze des elektromagnetischen Feldes. 

kleinen Strecke d R der Geraden p* P bei festgehaltenem Werte der Zeit t. 
Wir schreiben nun (39 b) in der Gestalt 

V2 ro' = 2 {~ iJq/ + iJ2 q/ + V' iJtp'. V' R} 
T R iJ R iJ R2 iJ R . 

Nach (40) ist aber, wenn fIJ' durch ~~ ersetzt wird, 

~~T: + V' iJ tp' . V' R = ~ iJ tp' 
iJR2 iJR dR iJR . 

Man hat folglich 

V2q1 =i d~ (R ~~) . 
Nun läßt sich das in (39) auftretende Volumintegral 

S~ V2f1J' d V* = 2S~ ~- (R iJtp') d V* R R2 dR iJR 

(40a) 

in ein Flächenintegral über Sund 1: transformieren. Setzt man 
d V* = R 2d R dQ, wo d Q einen unendlich kleinen räumlichen Winkel 
(mit der Spitze in P*) bedeutet, so wird 

R. 

S ;2d~ (Ri~)dV* = S dQ S:R(Ri~)dR= S dQ{(Ri~)2- (Ri~)J ; 
R, 

dabei beziehen sich die Indizes 1 und 2 auf die Grenzflächen 1: bzw. S.
Wir führen nun die zu dem Winkelelement dQ gehörigen Flächenele
mente d1: und dS ein. Da offenbar cos (n R2) = W n R)2 und cos (')I R1) 

= (V ~ R)l ist, hat man die Beziehungen 

R~ d Q = dS' (V nR)2' R~ d Q = d1:·(V .. Rh. 
Es wird also 

f ;2 :R (R~~) dV* =fj ~~ VnRdS -fji~ Vy Rd1: , 

und folglich nach (39): 

f (j V~fIJ' - ~ ~~ V~R - fIJ'V y j) d1: 

=f (~VnfIJ' -i ~t VnR-flJ'Vn j) dS 

Wegen (39a) mit Rücksicht auf ~~ Vt' = ~~ V R, und 

I iJtp' I I (I iJtp' I ,) iJ (tpl) 
-R7fR VR -cpV Ji =- RaR-R2CP VR=-iJR R ·VR 

läßt sich dieRe Formel in der Gestalt 

f (j V:cp' - /R (~) V~R) d1:= f (~V~fIJ' - /R (~) V~R) dS (40b) 

schreiben. 
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Wir denken uns nun die innere Oberfläche E auf den Punkt p* zu
sammengezogen. Dann wird ebenso wie in dem vorher betrachteten Fall 
eines zeitlich konstanten Feldes (vgl. § 6, Kap. IV): 

Lim 1- ~ V;tp' dE = 0, Lim 1- aaR (~) V~RdE 
I-+O':r ':r 

= - tp* f 17;: dE = - 4ntp* 

und schließlich 

tp*=f::~d5-f aaR (4:~) V~Rd5 (41) 

Diese Formel ist die gesuchte Verallgemeinerung der Formel (21 b), 
Kap. IV; sie stellt das Potential im Punkte p* dar als die Summe zweier 
Anteile, deren erster von einer Flächenladung mit der zeitlich variablen 

. V~!P 
DIchte 4:rr. abhängt, während die zweite einer Doppelschicht ent-

spricht. Man kann ferner leicht einsehen, daß ebenso wie im statischen 
Fall die rechte Seite von (41) für einen außerhalb 5 liegenden Punkt p* 
verschwindet. 

Betrachtet man das Feld außerhalb 5, das durch innere Ladungen 
erzeugt wird, so muß man zur Berechnung des Potentials noch eine die 
beiden Flächen 5 und E einhüllende Fläche 5' einführen, die man dann 
ins Unendliche sich ausdehnen läßt. Falls dabei angenommen werden 
kann, daß in unendlich entfernten Punkten nur das statische Feld herrscht 
(d. h. daß die innerhalb 5 befindlichen Oszillatoren nur eine endliche 
Zeit vor t zu schwingen begonnen haben), so fällt das über 5' erstreckte 
Integral weg und man bekommt wieder die Formel (41), wobei aber jetzt 
n die innere und nicht die äußere Normale zu 5 bedeuten soll. 

Durch passende Wahl der Hilfsfunktion 1jJ könnte man das Potentialtp* 
entweder nur durch die Grenzwerte von tp oder nur durch die Grenz
werte von V~tp, ebenso wie im statischen Fall, darstellen. Auf diese 
Frage wollen wir. aber hier nicht eingehen. 

Die DarsteIlbarkeit der elektromagnetischen Potentiale innerhalb 
eines leeren Raumgebietes durch die Randwerte dieser Potentiale oder 
der entsprechenden Feldstärken auf der das Gebiet (von innen oder von 
außen) begrenzenden Oberfläche bezeichnet man als Huyghenssches 
Prinzip. Ursprünglich war dieses Prinzip etwas enger und physikalisch 
anschaulicher gefaßt, indem man nach Huyghens behauptete, daß jedes 
Flächenelement einer Lichtwelle als eine "virtuelle Lichtquelle", d. h. 
als Mittelpunkt neuer. elementarer Kugelwellen behandelt werden kann. 
Kennt man also die Gestalt einer fortschreitenden Welle in irgend
einem Augenblick, so kann man durch Konstruktion solcher elementarer 
Kugelwellen die resultierende Gestalt der Welle für irgendeinen späte-
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ren Augenblick bestimmen, ohne sich um die tatsächliche "primäre" 
Lichtquelle zu kümmern. Auf diese Weise werden bekanntlich Pro
bleme der Reflexion, Brechung und Beugung des Lichtes in der Wellen
optik am einfachsten - fast ohne Rechnung - gelöst. Eine vollständige 
Lösung dieser Probleme, die nicht nur die Gestalt der Wellenfront, 
sondern auch die Intensitäten und die Polarisation der Kraftschwin
gungen berücksichtigt, verlangt aber verwickeltere Methoden, die wir 
später (11. Band) kennenlernen werden. 

§ 10. Das elektromagnetische Feld von Oszillatoren (M ultipolen) 
höherer Ordnung. 

Die in § 7 gewonnenen Resultate über das elektromagnetische Feld 
eines schwingenden Dipols lassen sich leicht für Multipole höherer Ord
nung mit zeitlich veränderlichen Momenten verallgemeinern. 

Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall rein harmonischer 
(sinusoidaler) Schwingungen und denken uns an Stelle von einzelnen 
schwingenden Punktladungen eine kontinuierliche Verteilung der Elek
trizität innerhalb eines sehr kleinen Raumgebietes, das durch eine 
Kugelfläche K von Radius a begrenzt werden mag. Wir nehmen also 
an, daß in jedem Punkt Q dieses Raumgebietes die Ladungs- und Strom
dichte als Funktionen der Zeit durch die Formeln 

(42) 

dargestellt werden können, wobei die entsprechenden "Amplituden" eo 
und io gegebene Ortsfunktionen sind, die miteinander nach dem Erhal-

tungsprinzip der Elektrizität durch die Gleichung ~ ~: e+divj=O, d. h. 

in unserem Falle 
ikeo + divio =0 

verknüpft werden müssen. Dabei bedeutet 

(42a) 

k = (JJ = 2n = 2:rl (42b) 
C TC Ä. 

den Betrag des schon in § 8 eingeführten Phasenvektors. Wir nehmen 
ferner an, daß der Kugelradius a, d. h. die linearen Abmessungen unseres 
Systems klein gegenüber der WeUenlänge sind. 

Unter diesen Voraussetzungen kann das skalare Potential von S 
in irgendeinem äußeren Punkt P in eine konvergente Reihe entwickelt 
werden, die der Reihe (6) - (7) des § 3, Kap. IV, ganz analog ist und als 
ihre unmittelbare Verallgemeinerung angesehen werden darf. Nach (26) 
und (42) drückt sich dieses Potential aus durch die Formel 

lP(t, t) = Jeo~') ei(OJI-k R) d V'. 

Setzt man also, entsprechend (42), 

q.>(t, t) = lPo{t)ejOJ / , (43) 
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so wird 

CPo (t) = f eo (t') lJf d V'. 

wo die Funktion lJf durch 

definiert ist. 

(43a) 

(43b) 

Die Formel (43a) hat dieselbe Gestalt wie die gewöhnliche Formel 
für das skalare Potential einer statischen Ladungsverteilung mit der 

zeitlich konstanten Volumdichte eo. nur wird der reziproke Radius ! 
durch die allgemeinere Funktion lJf ersetzt (für unendlich langsame 

Schwingungen. d. h. für k = O. reduziert sich lJf auf !). Entwickelt 

man nun diese Funktion für einen beliebigen innerhalb K liegenden 
Punkt Q nach Potenzen seiner Koordinaten ~~. ~:. ~; bezüglich des 
Kugelmittelpunktes O. so wird. ebenso wie im § 3. Kap. IV. 

(44) 
wo 

mo(O)=e' .. ,. m(1)-_ ~(j", e'. m(2)=~ ~ ~~-e·· 
T T TO - .:t:.t (jx 0" TO 2 ,k.J.LJ (jx (jx o,k,··· 

i i i .~ i k 

(448.) 

ist. Dabei bedeutet 'P den Wert von lJf für den Punkt 0, d. h. (wegen 
OP= t) 

während die Größen 

e- iltr 

'IjJ=-'I'- • (44b) 

e~ = feod v'. e~i = f eo~:d v'. e~ik = f eo~i~kd v', . . . (44c) 

als die Amplituden der elektrischen Momente des betrachteten Systems 
definiert werden können. 

Das allgemeine Glied von (44) kann auch in der Form 

cp(n) -(-1)" Y; eo(nt> n2, n3) 0"'" (4 
o - .{../ n1!n2!nS! ox~Ox;'ox;. 5) 

"'+"'+".= " 
dargestellt werden mit 

eO(nl• n2• n3) = f eo~~'" ~~".~~n.d V'. 

Als spezieller Fall ergibt sich aus (45) der Ausdruck 
(-l)"ph'l 

cp~,,)= n! 0 (aIV)(o2V) .•. (a"J7)'P •. 

(45a) 

(45b) 

den man als die Amplitude des Potentials eines Multipols n-ter Ordnung 
mit festen Achsen al' a2 • •• an und mit einem harmonisch schwingenden 
Moment p(") = p~")ei"'t deuten kann l ). Es sei bemerkt, daß die Vek-

1) Mit Ausschluß des Falles n = 0, denn die resultierende Ladung des 
Systems e& muß offenbar konstant bleiben. 
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toren ai auch als komplexe Größen behandelt werden können. Dies hat 
aber einen unmittelbaren physikalischen Sinn nur dann, wenn einer 
von ihnen, z. B. al , als komplex gilt, während die anderen reell sind. 
Alsdann bedeutet das Produkt aleient eine elliptische Schwingung, die 
durch eine Rotation der "ersten" Achse des Multipols in einer bestimm
ten Ebene entsteht. Sind die anderen Achsenvektoren auch komplex, 
so zerfällt (45b) in eine Summe von Anteilen, die einer Anzahl von 
Multipolen mit je einer rotierenden Achse entsprechen. 

. ei(wl-kr) 

Da die Funktion 1pe, en t = ~ der Gleichung 

V2 1/Jeiwt _ ~ ~ (1/Jeiwt) = 0 
T c2 a /2 T 

genügt, so folgt 
werden kann: 

wie auch durch direkte Ausrechnung verifiziert 

(46) 

Derselben Gleichung (die als die einfachste Verallgemeinerung der 

Laptaceschen Gleichung V 2 ~- = 0 anzusehen ist) müssen auch die Ab-
. an", 

leitungen '" .. a .. a n und folglich die Potentiale (45) genügen. 
U.t1 1 X 2 2 X 3 3 

Durch wiederholte Anwendung der für statische Felder (k = 0) gel
tenden Gleichung V21p = 0 könnten wir die Anzahl der in (45) auftreten
den Parameter auf (2n + 1) herabsetzen und dementsprechend den 
Ausdruck (45) auf die Form (46a) zurückführen. Für k> 0 ist eine 
solche Zurückführung allgemein nicht möglich - außer im einfachsten 
Fall n = 1. Obwohl man auch hier sagen kann, daß ein innerhalb einer 
Kugelfläche enlhaltendes System von elektrischen Ladungen hinsicht
lich seines äußeren Feldes einer Anzahl von Multipolen im Kugelmittel
punkt äquivalent ist, doch müssen im allgemeinen mehrere Multipole 
derselben Ordnung vorhanden sein, die sich für n > 1 nicht zu einem 
einzigen Multipol zusammensetzen lassen. 

Die oben erwähnte Voraussetzung, daß der Kugelradius klein gegen
über der Wellenlänge ist, ist zur Konvergenz der Reihe (44) ebenso wesent
lich wie die Voraussetzung, daß der Punkt P außerhalb der Kugelfläche 
liegt. Denn bei der Entwicklung der Funktion 1fI in (43a) nach den 
Koordinaten ~~, ~~, ~~, bekommt man Glieder von der Form 

Daraus folgt, daß für die Konvergenz der entsprechenden Reihe die 
Wellenlänge Ä. eine mit r gleichberechtigte Rolle spielt. 

Das Potential n-ter Ordnung q;(n) = q;~n)eiwt kann offenbar in der 
folgenden Form dargestellt werden 

(46a) 
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wo die Koeffizienten K(~) nur von der Richtung des Radiusvektors t 
abhängen; dabei bedeutet K(~) eine gewöhnliche Kugelfunktion n-ter 
Ordnung der diese Richtung bestimmenden Winkel. In der Tat muß 
der entsprechende "nullte" Term von (46) mit (8), Kap. IV, zusammen
fallen - abgesehen von dem "Phasenfaktor" ei(wt-kr) der im statischen 
Falle gleich 1 wird. 

Wir wollen noch den n-ten Term von (46a) ausführlich berechnen, 
denn für große Abstände - in der Wellenzone - muß das Potential q;(fI) 

sich praktisch auf diesen Term reduzieren (alle anderen fallen dabei viel 
schneller ab). 

Lassen wir also bei der Differentiation von 'IjJ in (45) alle Glieder, die 
1 

der zweiten und höheren Potenzen von rproportional sind, weg, so wird, 

nach (44b): 

8"1jI , e-ikr (8r)n (8r )n. ( 8r )na e-ik , 

8Xn'8-xn28xn/"'·' (-ikjn-y \ax 1 ax "\ax =(-2ni)nr)..n- Y~lY:2Y~3 
1 2 3 1 2 3 

wo Yl' Y2' Y3 die Richtungskosinus des Radiusvektors t bedeuten, und 
folglich: 

ei«,lI-kr) (2ni)" 
m1n) '" _ ----
r = r An (46b) 

Für n = I (harmonisch schwingender Dipol) ist dieser Ausdruck iden
tisch mit dem entsprechenden (zweiten) Gliede auf der rechten Seite 
der Formel (29). In der Tat (46b) läßt sich dabei in der Form 

e i(wt-kr) 
q;(l) '" -y i k (lJ 0 t o) 

schreiben, wo lJo den Vektor mit den Komponenten eo (100), eo (010), 
'. 1. eo(OOI) bedeutet, d.h. wegen wt-kr=wt' und iklJoe'wt =--lJ', c 

Es sei bemerkt, daß der betrachtete "Hauptterm" des Potentials (45b) 
eines einfachen Multipols n-ter Ordnung sich durch die Formel 

e i(wt-kr) (2ni)n 
rpln)=_ -,'n-(altO)(a.to) ... (anto)e~n) (46c) 

r n.1I. 

ausdrückt. 
Auf eine ganz analoge Weise, wie das skalare Potential, läßt sich auch 
das Vektorpotential unseres Systems 

W(t, t) = Jio~') ei(wt-kR)d V' = eiwt f io(t') Pd V' = ~{oeiWI 

in eine Reihe 
Wo = W~O) + W~l) + W~2) + ... + w~n) + ... 

Frenkel, Elektrodynamik 1. 11 
(47) 
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entwicke1n, mit dem allgemeinen Glied 

(47a) 

wobei die vektoriellen Parameter 

,~5o(nl,n2,na)= fjo~~nl~~n.~~n3dV', (47b) 

welche wir die "elektrokinetischen Momente" des betrachteten Systems 
nennen dürfen, dieselbe Rolle für 2( wie die elektrostatischen Momente 
eo (nln 2na) für q; spielen, 

Aus der Beziehung (42a) folgt (den Index 0 und die Striche werden 
wir im folgenden fortlassen): 

e(n n n) =fn~nle'~II.d V = -~"fdivl" ~n,~n.~n3dV = l' 2' a t:" 1 1I 3 i k 1 9 3 

=-;kf div(j~~'~:.~:3)dV + /kfj' V(~~1~:2~:3)dV, 
Da auf der Kugeloberfläche, die das Volum V begrenzt j 11 = 0 ist, 
haben wir 

f div(j~~l~'~.)dV =~ill~~'~:-~'dS =0 

und folglich, wegen 

1• , v(z,n, z,n. z,na) = n l' Z,nl-1 Z,II. z,n. + n l' z'n, Z,n.-l z,n. + n l' Z,II, z,n. Z,1I.-1 
5"1 5"2 5"3 1 15", 5"9 5"3 2 25"1 5"2 5"3 " 35"1 5"~ 5"a 

e(n1, n2, na) = /k {nlJl(nl-l,n2,na) + n2 J 2 (nl'n2 -I,na) 1 (48) 

+n:Ja(n1,n2,ns-I). J 
Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die Formel (46a) bekommen wir 

i(wt-kr) (2 ")n-1 0,(' , ') 
q;(n) '" !... m \' ro '-<5 nt> n g , n a y"~ y"~ yn~ 

= r Ä,n 1 .L.J n~!n~!n~! 1 2 3' 

n{+n~+,,~=n-l 

Andererseits reduziert sich (47 a) in der Wellenzone (r ~ A) auf 

-Ur (2 ')" 0,( ) 
2(11) "'!... ~_ " ..,. n1 n2na Y"'y"'y"a 

o = r A" L.t n1!n2!na! 1 2 3 • 

1I,+n.+na=n 
Es gilt also für die Wellenzone 

q;(n) = t o 2(n-1) 

und folglich, da man immer q;(O)=O setzen darfl). 
q;=to2(. (48a) 

Diese Beziehung zwischen den beiden Potentialen stimmt mit derjenigen 
überein, die wir im § 9 für das elektromagnetische Feld eines unendlich 

1) Ist das betrachtete System nicht neutral, d. h. hat 91(0) einen von Null 
verschiedenen Wert, so muß letzterer zeitlich konstant bleiben und ist deshalb 
für das elektrische Feld in der Wellenzone belanglos. 
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entfernten Oszillators gefunden haben. Es sei bemerkt, daß sie ganz 
allgemein für alle ebenen (auch nicht sinusoidalen) elektromagnetischen 
Wellen erfüllt ist, und sofort aus dem entsprechenden allgemeinen 
Ansatz (38) für das Polarisationspotential abgeleitet werden kann. Aus 
(48a) ergeben sich ferner die bekannten Beziehungen zwischen den 
Feldstärken in der Wellenzone und dem Einheitsvektor t o, welcher die 
Fortpflanzungsrichtung der Wellen bestimmt [vgl. (32a)J; 

~ = to X @: und @: = ~ X to . 

Statt das betrachtete System durch Angabe der elektrischen Ladungs
dichte e und Stromdichte i zu charakterisieren, könnte man selbst
verständlich zu diesem Zweck die elektrische Polarisation ~ einführen, 
und dementsprechend das Polarisationspotential 

3(t,t)=30eiwt=eiwtf~0 (t') 1.pdV' 

n eine Reihe desselben Typus entwickeln, wie die oben angeführte 
Reihe für das Vektorpotential m. Dabei würden an Stelle der elektro
kinetischen Momente (47b) die entsprechenden "Polarisationsmomente" 
auftreten. 

Die angeführten Resultate lassen sich auf den Fall beliebiger nicht
harmonischer Schwingungen der Ladungs- und Stromdichte (bzw. der 
Polarisation) in dem betrachteten System verallgemeinern, wenn diese 
Schwingungen nicht zu rasch sind, so daß die mittlere oder effektive 
Wellenlänge groß gegenüber dem Kugelradius bleibt. Diesen Fall 
kann man auf den vorhergehenden zurückführen durch Zerlegung von 
e oder i (bzw. ~) als Funktionen der Zeit, in eine Fourierreihe oder ein 
Fourierintegral. Das resultierende elektromagnetische Feld muß sich 
dabei ergeben als die Summe (oder das Integral) der elementaren Be
standteile, welche von den einzelnen harmonischen Komponenten von e 
und j herrühren. 

§ 11. Äquivalente magnetische Systeme; magnetischer Oszillator. 
Wir haben in Kap. IV gesehen, daß ein zeitlich konstantes magne

tisches Feld, welches außerhalb einer geschlossenen Fläche S durch ein 
inneres (oder ein flächenhaftes) System von stationären Strömen er
zeugt wird, auf dieselbe Weise, wie ein elektrostatisches Feld behandelt 
werden kann, wobei die erwähnten Ströme durch fiktive magnetische 
Ladungen (oder Pole) zu ersetzen sind 1). Es läßt sich nun leicht ein
sehen, daß ein analoges "Ersatzverfahren" auch im allgemeinen Falle 
eines beliebigen äußeren elektromagnetischen Feldes möglich ist. Und 
zwar kann man statt der elektrischen Ströme fiktive magnetische 
Ladungen und statt der elektrischen Ladungen - fiktive magnetische 
Ströme einführen, die innerhalb der Kugel derart verteilt sind, daß im 

1) Die Fläche S muß einfach zusammenhängend, d. h., z. B. nicht ringförmig 
sein, damit die magnetischen Kraftlinien sich außerhalb S nicht schließen könnten. 

ll* 
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Außenraum das betrachtete Feld herrscht. Mathematisch gesprochen, 
bedeutet dies folgendes: 

Statt das Feld aus den Grundgleichungen 

div ~ = 4n n rot c:. - -~~~ = 4nJ" ) 
"" 4' c at ' (49) 

div c:. = 0 rot ~ + -~ ~~ = 0 
4', c at 

zu bestimmen, wo e und j gegebene Funktionen von t und t sind, die 

der Bedingung ~ ~; + div i = 0 genügen, kann man es aus den "kon

jugierten" Gleichungen 
. la~ l dlv ~ =0, rot ~ -cat =0; 

div ~ = 4n e*, rot ~ + + ~~ = - 4nj* J 
(49a) 

ableiten, wobei die magnetischen Ladungs- und Stromdichten e* bzw. j* 
passend gewählt werden müssen unter Berücksichtigung der Bedingung 

-~~:;+divj*=O [vgl. (11), (11a), (11b), § 3]. Dabei muß nur vor

ausgesetzt werden, daß das betrachtete System neutral ist, d. h. daß das 
Volumenintegral f ed V, erstreckt über das ganze durch S begrenzte 
Volum verschwindet (ebenso wie f e*dV = 0). Außerhalb S müssen 
selbstverständlich e und j ebenso wie e* und j* gleich null sein. - Die 
Zuordnung der Funktionen e* und i* zu den gegebenen Funktionen e 
und j ist dabei nicht eindeutig, was sich schon daraus erkennen läßt, 
daß die letzteren nach dem Huyghensschen Prinzip durch eine be
stimmte Verteilung der Ladungen und der Ströme auf der Oberfläche S 
ersetzt werden können. 

Mittels der Substitution 

~=-~*, ~=~* 

ergeben sich aus (49a) die Gleichungen 

(49b) 

div ~* = 4ne*, rot ~* --+ aa~* = 4nj*; 1 
(49c) 

1 a~* div c:.* = 0 rot ~* + - - - = 0 
4', c at ' 

welche formal mit den ursprünglichen Gleichungen (49) übereinstimmen. 
Sie können dementsprechend auf dieselbe Weise gelöst werden, und 
zwar durch Einführung der Potentiale cp*, 12l* oder eines Polarisations
potentiales ,3* und des entsprechenden Polarisationsvektors $*, der 
mit (2* und j* durch die Beziehungen 

0=- div $* J'* =!- ~_\ß* (50) 
... 'c 0 r 

verknüpft ist und durch welchen ,3* nach der Gleichung 
1 82 3* 

- V2,3* + ~ 8/2 = 4n $* (50a) 
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bestimmt werden muß. Ist 2* bekannt, so kann man ~* und ~* nach 
den Formeln 

und 

d. h. 

berechnen. 

I c'\!(* 
~* = - V m* - -~;-

T C CI ' 
~* =rotm*, 

m* = _ div 0* , m* = ]_ 03* 
T .u C ot ' 
~* = V div 0* _] i'.~3~ ~* = rot]- 03* 

.u c2 012 ' C 0 t (50bj 

Der Vektor 2* ist nichts anderes als das magnetische Polarisations
potential, das wir schon in § 4 eingeführt haben; $* entspricht unserem 
früheren sm. Der Sinn der obigen Formeln liegt in dem Umstand, daß 
man die tatsächliche Verteilung der elektrischen Ladungs- und Strom
dichte innerhalb 5 ersetzen kann durch eine fiktive Verteilung unendlich 
kleiner Magnete mit zeitlich variablen Momenten, deren Resultierende, 
auf die Volumeinheit bezogen, gleich $* ist. Diese Darstellung ist für 
manche Fälle sehr bequem und erlaubt, das elektromagnetische Feld 
eines verhältnismäßig komplizierten Systems ganz einfach zu be
rechnen. 

Wir stellen uns z. B. einen elementaren Strom von zeitlich variabler 
Stärke vor. Die Abmessungen der Stromlinie (a) sollen dabei klein 
sein nicht nur gegen den Abstand vom Aufpunkte P, sondern auch 
gegen die Wellenlänge, welche der Frequenz der Stromstärkeschwin
gungen (oder auch den Schwankungen in der Orientierung von a, wenn 
solche auftreten) entspricht. Ein solches System nennt man einen 
magnetischen Oszillator, da es hinsichtlich seiner äußeren Wirkungen 
offenbar identisch sein muß mit einem (fiktiven) magnetischen Dipol, 
dessen Moment m in jedem Augenblick mit dem magnetischen 
Moment des Stromes zusammenfällt. Ist z. B. die Stromlinie a eben, 
und die von ihr umspannte Fläche gleich 5, so gilt bekanntlich 
m = iS, wo i die Stromstärke in dem betrachteten Augenblick be
deutet. 

Das magnetische Polarisationspotential dieses Oszillators muß offen
bar von m auf dieselbe Weise abhängen, wie das elektrische Polarisations
potential 2 von dem elektrischen Moment eines schwingenden Dipols; 
wir haben also nach (28a) 

2*(r, t) = ~ , (51) 

wo m' den Wert von m im effektiven Augenblick t' = t - R/c bedeutet. 
Daraus ergeben sich für die Gräßen ~* und ~* dieselben Formeln, die 
wir im § 6 für die elektrische und magnetische Feldstärke eines elektri
schen Oszillators aufgestellt haben. Um die entsprechenden Feldstärken 
in dem betrachteten Fall (magnetischer Oszillator!) zu bekommen, 
müssen wir in jenen Formeln, nach (49b) ~ (= ~*) durch ~ und ~(=~*) 
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durch -~ ersetzen (und außerdem selbstverständlich.\) durch m). 
Auf diese Weise bekommen wir für das elektromagnetische Feld in der 
Wellenzone statt (3l) und (32) die Formeln 

~ = _mo x üi' (51a) 
c2 R ' 

c:. = mo x ORo x tÜ') (51b) 
4! c2R ' 

woraus folgt, daß die Beziehungen (32a), die, wie wir in § 10 gesehen 
haben, in der Wellenzone immer erfüllt sein müssen, in dem vorliegen
den Fall tatsächlich bestehen bleiben. 

Sechstes Kapitel. 

Das elektromagnetische Feld bewegter 
Punktladungen (Elektronen). 

§ 1. Die elektromagnetischen Potentiale einer bewegten 
Punktladung. 

Zur Berechnung der elektromagnetischen Potentiale, die durch ein 
willkürlich bewegtes Elektron erzeugt werden, mittels der allgemeinen 
Formeln (26) und (27) Kap. V, ist es notwendig, erstens sich eine 
ganz bestimmte Vorstellung über die "Struktur" des Elektrons zu 
machen, d. h. über die räumliche Verteilung der elektrischen Ladung, 
die an dem Elektron haftet oder es sozusagen "bildet" - und zwar 
für den Ruhezustand - und zweitens die Ladungsdichte fl und die 
Stromdichte j für ein bewegtes Elektron durch die erwähnte "Ruh
dichte" flo und die Translationsgeschwindigkeit des Elektrons - oder 
auch seine Winkelgeschwindigkeit - auszudrücken. Dabei kann man 
das Elektron entweder als einen starren Körper behandeln, oder als einen 
deformierbaren Körper; in letzterem Falle muß noch seine Deformation 
berücksichtigt werden. 

Gewöhnlich betrachtet man ein Elektron als eine starre (oder auch 
in gewissem Sinne deformierbare) Kugel von einem bestimmten Radius a 
und denkt sich die Elektronenladung e gleichförmig über die Ober
fläche oder im Volumen dieser Kugel verteilt. 

Dieser "klassischen" Auffassung des Elektrons, als eines räumlich 
ausgedehnten " Gebäudes", können sehr schwerwiegende physikalische 
und erkenntnistheoretische Einwände gegenübergestellt werden, die 
wir später (Kap. VII) eingehend betrachten werden. Zunächst wollen 
wir versuchen - ganz abgesehen von den erwähnten Einwänden, 
lediglich aus Einfachheitsgründen - die Elektronen als Punktladungen 
zu behandeln, ebenso wie wir es schon früher bei der Untersuchung 
statischer Felder oft getan haben. Wir stellen uns also die Aufgabe, 

e' 
die einfache FQrmel g; = R für das skalare Potential einer ruhenden 
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PunktIadung auf den Fall einer beliebig bewegten PunktIadung zu er
weitern und die früher aufgestellte Formel für das Vektorpotential 

einer bewegten PunktIadung m: = ~X ' die nur angenähert gültig ist, 

durch eine ganz exakte Formel zu ersetzen. 
Zu diesem Zweck denken wir uns das Elektron vorläufig als ein 

starres Gebilde von sehr kleinen Dimensionen, und zwar mit einem 
Volumen Vo, in dem die Elektronenladung e' gleichförmig mit der 

Ruhdichte (20 = ~ verteilt ist. Der uns interessierende Fall eines 
o 

punktförmigen Elektrons wird sich nachträglich ergeben, als Grenzfall 
für Vo -+ O. Wir stellen uns ferner vor, daß dieses Elektron sich mit 
einer Translationsgeschwindigkeit tl (ohne Drehung) bewegt, wobei tl 
nicht zeitlich konstant zu sein braucht. 

In jedem Augenblick "füllt" das bewegte Elektron ein gewisses 
"Ruhvolum" V = Vo, innerhalb dessen die elektrische Ladungsdichte (2 

mit (20 zusammenfällt, während außerhalb (2 = 0 ist. Was die Strom
dichte i betrifft, so ist sie offenbar, gemäß ihrer Definition (als Raum
dichte des elektrischen Impulses) mit (2 durch die Beziehung 

verknüpft. 

• tJ 
J=!:?c (1) 

Zur Berechnung des skalaren Potentials in einem Punkte P (Radius
vektor r), wollen wir die erste der Formeln (27a) Kap. V und die damit 
verknüpfte Vorstellung einer sich nach P mit der Geschwindigkeit c 
kontrahierenden Wirkungskugel benutzen. Diese Kugel soll sich auf 
den Punkt P im Augenblick t zusammenziehen. Sie muß das Elektron 
etwas früher treffen, während einer sehr kurzen Zeit T' damit in Be
rührung bleiben - oder, genauer gesprochen, durch das Elektron laufen 
- und dann es wieder verlassen. Eine Ausnahme bildet nur der Fall, 
daß das Elektron sich nach P mit der Geschwindigkeit v = c bewegt. 
Diesen Fall, der einer dauernden Berührung entsprechen würde, wollen 
wir ausschließen; der Bestimtmheit halber wollen wir ferner annehmen, 
daß 

v<c (1a) 

ist, d. h. daß das Elektron sich mit" Unterlichtgeschwindigkeit" bewegt. 
Bei unendlich kleinen Abmessungen des Elektrons muß das effek

tive Zeitintervall T', während dessen die im Augenblick t im Punkte P 
empfangene Wirkung vom Elektron ausgesandt wird, auch unendlich 
klein sein. Wir können deshalb die Geschwindigkeit des Elektrons 
während des Intervalles T' als konstant (= tl') behandeln. 

Wir betrachten nun zwei innerhalb -,;' liegende Augenblicke 

t~=t-R~/c und t~=t-R~/c (t~>t~) 

und vergleichen den Abstand R1 - R2 zwischen den entsprechenden 
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Lagen der Wirkungskugel im Elektron mit der Dicke 1 der dabei "durch
fegten" Elektronenschicht. Bezeichnet man die Radialgeschwindigkeit 
des Elektrons (nach dem Aufpunkt P) mit VIP und beachtet, daß die 
Radialgeschwindigkeit des das Elektron schneidenden Kugelflächen
elements 5 relativ zum Elektron gleich der Differenz e - v; ist, so 
bekommt man die Gleichungen 

woraus folgt 

und nach (27 a) 

Ri - R~ _ l _ t' t' -c- - c-v;;- 2- 1> 

dl dR=-·_· 
1- v~fc 

m=-I....-ffJLR2dldD=-__ 1_··fedV 
T l-v~fc R (l-vMc)R' 0' 

d. h. 
e' 

g; = R' (r=-VJz7c) . 

(2) 

(3) 

Die von der Bewegung des Elektrons herrührende Korrektion des 
gewöhnlichen Coulombschen Potentials einer ruhenden Punktladung be
steht also erstens in der Ersetzung der gleichzeitigen Lage der letzteren 
durch die retardierte im Augenblick t' = t - R' je, und zweitens in 

der Einführung des Faktors -l-'!'--;-' welcher sich nur dann inter-
-VRlC 

pretieren läßt, wenn man das Elektron nicht als punktförmig, sondern 
als unendlich klein denkt - und zwar als die relative Änderung des 
effektiven Volums oder des effektiven Zeitintervalles, die der Aus
sendung der im Punkte P zum Augenblick t empfangenen Wirkung ent
sprechen. 

Das Vektorpotential ergibt sich wegen der Relation (1), unmittelbar 
aus (3), wenn man die Ladung des Elektrons durch seinen elektrischen 

eu' 
Impuls ~ ersetzt. 

Es ist also 

oder 

e'l/fe 9r=--_._
R'(I-v~fc) 

u' 9r=g;-. 
c 

(4) 

(4a) 

Durch direkte Differentiation der Ausdrücke (3) und (4) kann man 
leicht beweisen, daß sie tatsächlich den Differentialgleichungen 

1 iJ2cp . 1 iJ29f 
-J72 m +_-.- =0 bzw. -J72~( +-.-:;;---- =0 

T ~ ~t ~ a2 

Genüge leisten, und zwar für alle Raum- und Zeitpunkte mit Ausnahme 
desjenigen Raumzeitpunktes, wo sich das Elektron selbst befindet und 
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welcher durch R' = 0 charakterisiert wird 1). Dabei muß man R' = R (t') 
als die durch die Gleichung 

t' = t - R(t')/c (5) 

definierte Funktion der Zeit behandeln, die der betrachteten Bewegung 
des Elektrons, d. h. der als bekannt vorausgesetzten Abhängigkeit 
seines Radiusvektors t' von der Zeit t' entspricht. Nach der üblichen 
Definition ist 

ffi (t') = t - t' (t'), (5a) 

wo t den Radiusvektor des Aufpunktes bedeutet. 

§ 2. Die elektrische und magnetische Feldstärke. 
Zur Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstärken, 

die zu den Potentialen (3) und (4) gehören, müssen wir zunächst einige 
Hilfsformeln ableiten, die sich durch Differentiation der Gleichungen (5) 
und (5a) nach den beiden unabhängigen Variablen t und t ergeben. 
Wir führen dabei zur Abkürzung noch die folgenden Bezeichnungen ein 

1 
I-v~/c=Y' (6) 

und 

R' (1- VRjc) = R' - ~ ffi' tl' = R* . 
c 

oder 

Nach (5a) ist 

und folglich wegen 

R'=yR* . 

d ffi' dr'(t') , 
dt' =-~=-b 

I d ffi' I d R' 
ffi -fit' =R dT' 

d R ' (ffi' l1') , 
dT=--iii-=-VR. 

Durch Differentiation von (5) nach t und t bekommen wir 

at' 1 dR' at' v~ (}t' 
81" = 1-c di' at = 1 + c at 

und 

(6a) 

(6b) 

J7 ' 1 J7 R' 1 (J7 R') I d R' J7 ' R~ v~ J7 ' t =-c =-c t' =konst--;;-dT t =-c +c t, 

wo ffi~ = ffi' Iffi den Einheitsvektor in der Richtung Elektron (effektive 

1) Diesen Beweis werden wir später, bei einer neuen Ableitung der Formeln (3) 
und (4) anführen. Es sei bemerkt, daß diese Formeln auf dem oben geschilderten 
Wege zuerst von LiJnard und Wiechert abgeleitet wurden; deshalb werden die 
Potentiale (3) und (4) gewöhnlich als die Lienard-Wiechertschen Potentiale be
zeichnet. 
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Lage) - Aufpunkt bedeutet. Daraus folgt 

~ = Vt' = __ ~ro' o t y, C illO 

und ferner 
om' , ar=-yVR, VR'=ym~. 

(7) 

(7a) 

Die Differentiation nach 1: bei festgehaltenem f bezeichnen wir im 
folgenden mit V' [= (V)t f =konst]. 

Dann wird 

V 9? = V' 9? + ~ ~ V t' 

= _ ~ [V'R' - V' (31' !)l + -.!~rmJ f-v' + V'2 -.!..m' db'] 
1\*2 c J R*2 C _ R C C dt" 

d. h., wegen V' 31' = m~, V' (m'b') = b', wenn wir noch die Beschleu

nigung des Elektrons ddb; durch IU' bezeichnen 

V9?=-i.~{m~-b'/C+ym~ [VR/C-(V'/C)2+ c~ m'IU']). (7b) 

Ferner haben wir 

und 

18~ 18( b,\ (8 lP b' lPdb')8t' 
eßt =e 8t 9?e) = 8tl {"2+{"2 dt' Te 

e' y [ , V~2 1 "J e' , =--- -VR+---m IU +--yIU 
R*2 C2 c c c2R* 

( b') ( b') 0 ( b') rot 2l = rot 9? e = rot' 9? e + Vt' X 0 t' 9? e 
, b' y, 0('0') =vmX---m x--- .m- . -r c c 0 ot' -r c 

18~ 
Aus diesen Formeln ergibt sich nach ~ = - V 9? - e Tt und .\1 = rot 2l, 

wenn 

(8) 

(9) 

Die magnetische und elektrische Feldstärke sind also miteinander 
durch die einfache Beziehung 

.\1 = 310' X ~ (9a) 

verknüpft. Es sei bemerkt, daß diese Beziehung mit einer der Be
ziehungen (32a) Kap. V zusammenfällt; sie zeigt, daß die magnetische 
Feldstärke immer senkrecht zum Radiusvektor von der jeweiligen 
effektiven Lage des Elektrons nach dem Aufpunkt weist und daß 
sein Betrag den Betrag der elektrischen Feldstärke niemals übersteigen 
kann. Die zweite der erwähnten Beziehungen (~(2) = .\1(2) X m~) ist aber im 
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allgemeinen nur in der Wellenzone, d. h. für die der ersten Potenz von~, 
proportionalen Anteile der beiden Feldstärken, erfüllt. Diese Anteile 
von (8) und (9) sind nämlich gleich: 

~(2) = c:~, 1'2 {I' (m~- iJ'le) (m~ItJ')- 1tJ'} (10) 

~(2) = cze~,r2{r (~\X m'o) (m~ItJ') + ItJ'Xm~ ,} (10a) 

so daß 

",(2) X m' = ~ 2 { (mi v~ _~) (m' 1tJ') + m' (mi 1tJ') - 1tJ'} 
"" 0 c2 R' I' I' 0 c c 0 0 0 

ist. Beachtet man nun die Identität 

I v~ (, v~ ,) I I I rmoc=r moc-mo +rmo=-mo+rmo' 
so nimmt der in geschweiften Klammern { } stehende Ausdruck der 
letzten Formel die Gestalt 

y (m~ - iJ' je) (m~ 1tJ') - 1tJ' 
an, wird folglich mit dEm entsprechenden Ausdruck in (10) identisch. 
Es bestehen also in diesem Falle die beiden Relationen 

~(2) = m~ X ~(2)} 
~(2) = ~(2) X m~ (lOb) 

die für das elektromagnetische Feld in der Wellenzone charakteristisch 
sind. 

Wir stellen uns nun vor, daß das betrachtete Elektron regelmäßige 
oder unregelmäßige Schwingungen sehr kleiner Amplitude um eine be
stimmte feste Gleichgewichtslage P' ausführt. Wir denken uns ferner, 
daß in diesem Punkt ein Elektron mit der entgegengesetzten Ladung 
- e' ruht. Wir bekommen also einen elementaren Oszillator, dessen 
Feld schon im vorigen Kapitel § 6 untersucht wurde. In diesem Fall 
müssen offenbar die Formeln (10), (lOa) mit den früheren Formeln (31), 
(32) übereinstimmen. Dies ist, wie leicht einzusehen, tatsächlich erfüllt. 

v' 
Und zwar kann man wegen der Kleinheit der Schwingungen die Größe-;; 

(bZW. v!) vernachlässigen (denn die Geschwindigkeit des Elektrons 

muß sehr klein gegen die Lichtgeschwindigkeit bleiben) und ferner 
R' = R = P' P (= konst) setzen. Dann reduzieren sich die Formeln (10) 
und (lOa) auf 

~(2) = c:~ {mo(ltJ'm) - 1tJ'} = c:~ mo X (mo X 1tJ'), (H) 

(Ha) 

Diese Ausdrücke sind aber mit (31) und (32) Kap. V identisch, wenn 
man beachtet, daß im betrachteten Falle 1J' = e' 1tJ' ist. 
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Die Formeln (11), (11a) entsprechen dem extremen Fall, daß die 
Geschwindigkeit des Elektrons gegen die Beschleunigung verschwindet. 
Die allgemeinen Formeln (8), (9), gewinnen eine besonders einfache 
Gestalt auch in dem entgegengesetzten Extremfall, wenn die Beschleu
nigung gegen die Geschwindigkeit verschwindet, d. h. wenn das Elektron 

p*rtJ N 
sich (praktisch) geradlinig-gleichförmig 
bewegt. 

Die Bahn des Elektrons sei durch 
die Gerade MN (Abb. 32) dargestellt. 
Seine effektive Lage im Augenblick 
t' = t - R' je sei P'. Während die aus 

Abb.32. 

PftJ P' ausgesandte Wirkung den Weg P' P 
zum Aufpunkt P durchläuft, verschiebt 
sich das Elektron aus P' nach p* ; 

p* ist also seine "momentane" Lage im Augenblick t. Es gilt offenbar 
die Gleichung P' p* = P' P - p* P, d. h. 

tJ' (t - t') = ffi' - ffi, 

woraus, nach t - t' = R' je, folgt 

9't = ffi' - ~ R' = R' (ffi~ - tJ/je) . 
c 

(12) 

m 
Der in (7) auftretende Vektor ffi~ - tJ' je ist also gleich R" Ersetzt 

man in (8) ~, durch ~* und führt zur Abkürzung die Bezeichnung 

~==ß' c 
(12a) 

ein, so wird 

~ = e' (1- ß'2) R~3' (13) 

Ferner bekommt man nach (9), wenn man noch die aus (12) folgende 
. / ' u' x m' I, ( U,,) u' x m 

RelatIOn tJ X ffio = ~ = R' tJ X ffi + C R = ~ beachtet, 

c;. = ' (1- ß'2) u' x m 
4' e cR*3 ' (13a) 

Es ist sehr bemerkenswert, daß in diesen Formeln statt des effek
tiven Radiusvektors ffi' der "momentane" ffi eintritt. Dies bedeutet, 
daß das elektrische und magnetische Feld einer geradlinig-gleichförmig 
bewegten Punktladung hinsichtlich der Gestalt seiner Kraftlinien der
art beschaffen ist, als ob die elektromagnetischen Fernwirkungen 
momentan wären. Z. B. sind die elektrischen Kraftlinien von p* aus
gehende Gerade, ebenso wie im Falle einer im p* ruhenden Ladung. 
Die Dichte dieser Geradenschar muß aber nach (13), im Gegensatz 
zum statischen Fall nach verschiedenen Richtungen verschieden sein, 
so daß das elektrische Feld keine radiale Symmetrie (bezüglich P*) 
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aufweist, sondern nur eine axiale Symmetrie in bezug auf die Bahn
linie MN. Aus (13) und (13a) folgt die Beziehung 

lJ' 
~ =-; x~ (13b) 

die im Gegensatz zu (9a) nur bei konstanter Geschwindigkeit des Elek
trons gilt. Selbstverständlich bleiben die Formeln (13) bis (13b) an
genähert auch dann gültig, wenn diese Geschwindigkeit sich verhältnis
mäßig langsam ändert (quasi-stationäre Bewegung). 

§ 3. Spezielle Betrachtung der geradlinig-gleichförmigen Bewegung. 
Wir stellen uns nun vor, ein zweites Elektron mit der ladung e 

sei mit der konstanten Geschwindigkeit b bewegt und befinde sich im 
Augenblick t im Punkte P. Die auf dieses Elektron seitens des ersten (e') 
wirkende Kraft drückt sich bekanntlich durch die allgemeine Formel 

~=e(~+~bX~) 
aus, die in unserem Falle (b' = konst) nach (13) und (13a) [oder (13b)] 
die Gestalt 

~= ;:3(1- ß' 2){ffi (1- :~') +~(ffi~)} (14) 

annimmt (vgl. den angenäherten Ausdruck (23b) Kap. III für die 

elektromagnetische Kraft f = ~b x ~). 
Die Größen, welche die beiden Elektronen charakterisieren, treten in 

dieser Formel unsymmetrisch auf; deshalb kann von der Gleichheit der 
Wirkung und Gegenwirkung für beliebige bund b' keine Rede sein. Eine 
Ausnahme bildet nur der Fall, daß die beiden Elektronen sich mit 
derselben Geschwindigkeit bewegen, d. h. relativ zueinander in Ruhe 
bleiben. In diesem Fall (b = b', ß' = ß) reduziert sich (19) auf 

~ = ;:~ (1- ß2) {ffi (1- ß2) + ~ (ffi 7)}. (14a) 

Die Größe R* hat für die beiden Elektronen denselben Wert; folglich 
ergibt sich die auf das erste Elektron seitens des zweiten wirkende Kraft 
~' aus (19a) einfach durch Vertauschung des Vorzeichens des Vek
tors ffi, so daß ~' = - ~ wird. 

Die Formel (19a) läßt sich folgendermaßen umformen. Nach (12) 
haben wir mit Rücksicht auf (6a) 

ffi(1-ß2) +~ (ffi*) = ffi' (1- ß2) - * [R'(l- ß2)- lJ~' + ~: R'J 
= ffi' (1 - ß2) - E.. R* . 

c 

Andererseits gilt nach (7b) (bei tu' = 0) 

17 R* = ffi' - E.:.. + ffi' (vi _ ~) ocr 0 c c2 
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und folglich, wegen y R* m~ = m , 
U' " 2) R* V R* = - - R* + m' (1-~ . 
C c2 

Es ist also (bei tl' = tl) 

m(1-ß2)+ : (m :) =R*VR*, 

wodurch die Formel (19a) die Gestalt 

Cl:: = ee'(I---JEl V R* 
o R*2 

annimmt, oder 
~=-eV"P (15) 

mit 

"P = e'(1 ;;ß2) (1- ß2) rp. (15a) 

Dieses Resultat kann man auf eine einfachere Weise ableiten, indem 
man von vornherein den Umstand berücksichtigt, daß die beiden Elek
tronen sich mit derselben konstanten Geschwindigkeit bewegen. Und 
zwar müssen die Potentiale rp und 12'(, welche die Wirkung von e' auf e 
bestimmen, zeitlich konstant bleiben. Dies folgt aus der Tatsache, 
daß diese Potentiale nur von der Geschwindigkeit tl und der relativen 
Lage der beiden Elektronen (im selben Augenblick), d. h. vom Radius
vektor m abhängen; tl und m sind aber in unserem Falle konstant. 

Es ist also ~~ = 0 und dd~ = 0, wobei das Symbol :1 die voll

ständige Differentiation nach der Zeit, d. h. die Änderungsgeschwindig
keit der entsprechenden Größe in einem mit e mitbewegten Aufpunkte 

bedeutet. Nun gilt, wenn durch :1 die zeitliche Ableitung in einem 

festen Raumpunkt bezeichnet wird, 

und ebenso 

Es besteht folglich in dem betrachteten Falle die Beziehung 

U 
oder wegen 12'( = rp c ' 

-~~=(~V)12'( 
C 01 C 

-~~=~(~.Vrp) . 
C 01 c c 

Mittels dieser Beziehung bekommen wir 

la~ U(U) (f=-Vrp---=-Vrp+- -.Vrp . 
c at c c 

(16) 

(16a) 
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Ferner ist 

Folglich wird 

tl .\) = rot 2{ = V f/J X - . 
c 

~ = e (a; + : X .\) ) = e [- V f/J + ~ (~ f/J) + V f/J ( : ) 2 - ~ (V f/J • ~) ] 
= e(l-v2/c 2) Vf/J. 

Wir haben also das frühere Resultat wiedergefunden, ohne den ex
pliziten Ausdruck von f/J zu benutzen. 

Dieses Resultat läßt sich offenbar verallgemeinern für ein beliebiges 
System von Elektronen, die eine gemeinsame konstante Translations
geschwindigkeit besitzen. Die Wechselwirkung der Elektronen behält 
dabei denselben Charakter wie bei absoluter Ruhe (v = 0); die elek
trische und elektromagnetische Kraft setzen sich zusammen zu einer 
Kraft ~, die man als eine gewöhnliche elektrische Kraft interpretieren 
könnte, welche dem skalaren Potential 1p entspricht. 

Dieses Potential pflegt man als konvektives Potential zu be
zeichnen; dementsprechend darf man das Vektorfeld - V 1p als kon
vektives Kraftfeld oder auch als die effektive elektrische Feldstärke 
bezeichnen. 

Die Linien des Vektors - V 1p sind im Gegensatz zu den elektrischen 
Kraftlinien keine Geraden, denn die Niveauflächen des konvektiven 
Potentials, d. h. die Flächen 1p = konst, sind nicht kugelförmig wie bei 
einer ruhenden Ladung, sondern sphäroidal. 

Um dies einzusehen, führen wir ein rechtwinkliges Koordinaten
system Xl' X 2 , X a ein mit dem Ursprung im Punkte p* (wo das Elek
tron e' sich im betrachteten Augenblick befindet); die XrAchse dieses 
Systems sei dabei die Gerade MN (Abb.32), d. h. sie soll in der Be
wegungsrichtung gezogen sein. 

Bezeichnet man die Komponenten der Vektoren fft und fft', d. h. die 
Koordinaten des Aufpunktes P bezüglich p* und P' mit Xk bzw. xk ' 

(k = 1, 2, 3), so kann man die Vektorgleichung (12) 

fft = fft' - ! R' 
c 

durch drei skalare Gleichungen 

, v R' Xl =X1 -- , 
C 

(17) 

ersetzen. 
Daraus folgt wegen R' = V X~ 2 + X~ 2 + X~ 2 : 

(X;-X1)2 = ß2(X~2 + x~ + X:) (ß = v/c) 
oder 

x~2(I-ß2)-2xlx~ + (x~- P(x~ + ßm =0. 

Durch Auflösung dieser Gleichung (bezüglich x~) bekommen WIr 
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(mit Rücksicht auf die Bedingung < - Xl = ß R' > 0) 

, xl + ß Yxi + (1-ß2)(x~ + xI) 
X = ----,------

1 (I_ß2 . (l7a) 

Nun ist 

R* = R' - Oll/tl) =R' - ßx~ 
c 

oder nach (17) 
R*- xi -x1 _ ßX = x~(1-ß2)-xt 

- ß 1 ß ' 
und folglich nach (17 a) 

R* = ixi + (1- ß2) (xi+ xi). (17b) 
Wir sehen also, daß die Flächen 1p = konst., ebenso wie die Flächen 

<p = konst. und m: = konst. durch die Gleichung 
xi +(1- ß2)(X;+ xi) =R*2= konst 

x 2 x2 x2 
____ 1 __ + -"_ + _~_ - 1 
(R*Yl=-ß)2 RU RU -

oder 

bestimmt sind. Sie stellen sich folglich dar als abgeplattete Ellipsoide, 
die aus einer Kugel durch longitudinale Kontraktion im Verhältnis 
lI-=- ß2 ; 1 entstehen (Abb. 33). Dementsprechend konzentrieren sich 

die Linien des effektiven elek
trischen Kraftfeldes (- V 1p), 

ebenso wie die elektrischen und 
magnetischen Kraftlinien, in der 
Nähe der Äquatorebene, während 
die Feldstärken in der Nähe der 

___ +-t-_ -P'I(----_+-+-_ __ ~-r.7 Bewegungslinie vermindert wer-
den. 

Diese Abplattung oder "Kon
traktion" des dektromagneti
schen Feldes in der Bewegungs
richtung bei Vergrößerung der 
Geschwindigkeit nimmt zunächst 

Abb. 33. langsam, dann aber bei An-
näherung an die kritische Ge

schwindigkeit c sehr rasch zu; im Grenzfall v = c muß sich das 
Feld des Elektrons vollständig in die Äquatorialebene zusammenziehen. 
Diesen Umstand dürfen wir als eillen Hinweis darauf betrachten, 
daß die kritische Geschwindigkeit - oder, wie man sie gewöhnlich be
zeichnet, die Lichtgeschwindigkeit - in Wirklichkeit niemals erreicht 
werden kann. Für v> c, d. h. ß > I, wird die Größe R* nach (17b) 
außerhalb des Kegels 

xi = (ß2-1)(xi+ xi) (I7c) 

imaginär und damit auch die Potentiale und die Feldstärken. 
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Diesen Fall, d. h. den Fall der "überlichtgeschwindigkeit", haben 
wir aber von vornherein ausgeschlossen [siehe (la)]. Man kann sich 
nun fragen, ob wir zu denselben Resultaten gelangen würden unter der 
Voraussetzung, daß v > c ist. Wir müssen dabei zwei Fälle unter
scheiden, je nachdem das Elektron die nach dem Aufpunkt konver
gierende Wirkungskugel von innen nach außen oder von außen nach 
innen durchsetztI). Im ersten Fall (VB< 0) bleiben die Ausführungen 
des § 1 ganz unverändert; im zweiten Falle (VB> 0) müssen wir in der 
Formel (2) c - VB durch VB - c ersetzen und dementsprechend in den 
nachfolgenden Formeln, die diesen Ausdruck enthalten, das Vorzeichen 
umkehren. Für ein geradlinig-gleichförmig bewegtes Elektron müßte 
dabei nur das Vorzeichen von R* (d. h. von ffJ und ~) geändert werden, 
die Formeln (16) bis (17 c) würden aber gar keine Änderung erleiden. 
Wir sehen also, daß in den beiden Fällen die Potentiale und Feld
stärken innerhalb des Kegels (17c) imaginäre Werte annehmen würden. 
Eine Bewegung mit konstanter überlichtgeschwindigkeit scheint dem
nach physikalisch unmöglich zu sein. 

§ 4. Elektronen als Punktsinguläritäten im Raumzeitkontinuum; 
neue Ableitung der elektromagnetischen Potentiale einer bewegten 

Punktladung. 
In § 1 haben wir die Formeln (3), (4) für die Potentiale einer bewegten 

Punktladung (von konstanter Größe) auf Grund der Formeln (26) und 
(27) Kap. V abgeleitet, die sich streng genommen auf den Fall ruhender 
Ladungen von veränderlicher Größe beziehen. Man kann sie aber auf 
eine ganz andere, sozusagen direkte Weise bekommen durch ein Inte
grationsverfahren, das eine Verallgemeinerung desjenigen ist, welches 
wir bei der Lösung der Laplaceschen Gleichung für eine ruhende Punkt
ladung benützt haben 2). 

Wir führen ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein mit einem 
ganz beliebigen festen Anfangspunkt O. Die Koordinaten des Auf
punktes P seien Xl' X2 , x3 ; die Koordinaten des Elektrons e' in einem 
beliebigen (mit dem effektiven Augenblick nicht notwendig überein
stimmenden) Augenblick t' bezeichnen wir mit x~, x~, x~. 

Einen Raumpunkt und den Augenblick, in welchem er betrachtet 
wird, wollen wir zusammen als einen "Raumzeitpunkt" im vierdimensio
nalen Raumzeitkontinuum fassen. Anstatt also vom Aufpunkt 
P (Xl' X 2 , x3) im Augenblick t zu reden, werden wir einfach der Auf
punkt P (Xl' X 2 , X3 , t) sagen; ebenso werden wir die Lage des Elektrons 
im Augenblick t' als den Quellpunkt P' (Xl" X2', X 3', t') bezeichnen. 

1) Im allgemeinen können beide Fälle zugleich eintreten; bewegte sich das Elek
tron z. B. mit konstanter überlichtgeschwindigkeit, so mußte es zunächst in die 
Wirkungskugel hineintauchen und dann daraus wegfliegen. 

2) Diese Ableitung rührt von Herglotz her. 
Frenkel, Elektrodynamik r. 12 
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Das elektrostatische Potential cp und die Komponenten des Vektor
potentials Al' A z, A 3 genügen im ganzen Raumzeitkontinuum - mit 
Ausnahme des Quellpunktes P' - der Differentialgleichung 

I 82 tp 
V21j! - "C2-iJt2 - = 0 , 

die sich im Spezialfalle einer ruhenden Punktladung auf die Laplace

sche GleichungV 2 cp= o reduziert. Dabeiist V21j!= ~2; +~2; +_OiJ2; 
aX1 uX~ %'3 

und folglich, wenn wir die Bezeichnung 

x4 = ict (i = V-I) (18) 

(und dementsprechend x: = ict') einführen, 
jJ2 tp jJ2 tp jJ2 tp jJ2 tp 

jJx2 + jJx2-+ "x" + -"-:1:2=0. (18a) 
1 ;j U J u", 

Diese Gleichung hat dieselbe Gestalt wie die Laplacesche, enthält 
aber in einer ganz symmetrischen Weise nicht drei, sondern vier Ver
änderliche (Raumzeitkoordinaten) Xl' X2 ' X3 , X4' Wir müssen ferner 
die Tatsache berücksichtigen, daß cp und m miteinander durch die 
Beziehung 

divm+~~=o c jJt 

verknüpft sind. Diese Beziehung läßt sich in Koordinaten folgender
maßen schreiben: 

aAl aA z aAs 1 acp 
fJxl-+aX:;-+ aX3 +c-8T=O. 

Führt man noch entsprechend (18) die Bezeichnung 

A~ = icp (19) 

ein, so nimmt diese Gleichung die symmetrische Gestalt an: 

!I~+jJA2+~~+ßA4=0 (19a) 
jJxl aX2 aX3 jJx4 . 

Statt der Raumkoordinaten und der Zeit haben wir also in (I8a) und 
(I9a) vier gleichberechtigte "Koordinaten" und dementsprechend statt 
des Vektorpotentials m und des skalaren Potentials cp vier Kompo
nenten eines "vierdimensionalen" Vektorpotentials (wobei 1j! = Al' A z, 
A a, A 4 ) zu setzen ist. 

Die Bewegungsgleichungen des Elektrons (die als bekannt anzu
sehen sind) 

xi =ft(t') , X2 = 12 (t') , X3=l;(t'), x4,=ict' (20) 

kann man ebenfalls als die Gleichungen einer "Linie" im vierrumensio
nalen "Raum" (Xl' X 2 ' X a' x4) behandeln, und zwar als die Gesamtheit 
der Quellpunkte des vom Elektron erzeugten elektromagnetischen 
Feldes. Wir wollen deshalb diese Linie als die singuläre Linie der 
Funktionen Ak (k = 1, ... , 4) bezeichnen. 
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Wir betrachten zunächst das folgende fiktive Problem: eine in den 
vier "Koordinaten" Xl' X 2 ' x3 , X 4 symmetrische Funktion zu finden, 
die der Gleichung (ISa) genügt und nur einen singulären Punkt 
P' (x~, x;, x;, xJ besitzt. Von einem rein formalen Standpunkte aus 
entspricht dieses Problem vollkommen der Integration der gewöhn
lichen dreidimensionalen Laplaceschen Gleichung für eine ruhende 
Punktladung. Dementsprechend führen wir statt des gewöhnlichen 
dreidimensionalen Abstandes 

R = -V (x, - X~)2 + (x2 - X~)2 + (x3 - X~)2 
den vierdimensionalen Abstand 

5 = -V (x, - x~)c .• + (x2 - X~)2 + (x3 - x;)?J.(x. - X:)2} (21) 
= 11 R2 - c2 (t - t')'" 

ein, und betrachten 1jJ als eme Funktion von S. 
Dabei bekommen wir 

(hp d1J! iJS d1J! Xk-X~ 
iJ x. {Ts ax~ dS ---.';-

()21J! d21J!(Xk -.t{)2 d1J!S2_(Xk-X~)2 
ßxi = dS 2 --SZ.- + dS ---S3~~ , 

und folglich 
4 

Yl iJ21J! d 2 1J! 3 d1J! ..:::..; a x" = dS2 + 5 d 5 = 0 , 
k=l k 

woraus sich leicht ergibt 
(22) 

Hier bedeutet a eine willkürliche Integrationskonstante (die zweite 
additive Integrationskonstante kann gleich null gesetzt werden). 

Wir wollen nun mittels der "Punktlösung" (22) von (ISa) solche 
FunktionenAk konstruieren, die nicht nur die Gleichung (ISa), sondern 
auch die Beziehung (I9a) befriedigen. Von dem physikalischen Sinn 
dieser Funktionen sehen wir vorläufig ganz ab und fassen die Aufgabe 
von einem rein analytischen Standpunkt auf. 

Zu diesem Zweck behandeln wir die Zeit t' (bzw. t) nicht als eine 
reelle, sondern als eine komplexe Variable, und denken uns die zunächst 
nur für reelle t'-Werte bestimmten Funktionen 11' 12' 13 analytisch 
fortgesetzt in die ganze komplexe t'-Ebene (dabei müssen wir selbst
verständlich voraussetzen, daß eine solche analytische Fortsetzung tat
sächlich gestattet ist). 

Ferner ziehen wir in dieser Ebene eine ganz beliebige Linie und 
, d" 

setzen die "PunktIösungen" dAk = a k
s2' , welche nach (22) den einzelnen 

Punkten - oder gen au er den unendlich kleinen Elementen dt' dieser 
Linie - entsprechen, zusammen zu einer "Linienlösung" 

(22a) 

12* 
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Dabei sind die in 52 auftretenden Größen Xk' (k = 1, .,.,4) als die 
durch (20) (vermöge der erwähnten analytischen Fortsetzung) definier
ten Funktionen des komplexen Arguments t' zu behandeln. Dagegen 
sind die Koeffizienten ak zunächst unbestimmte Funktionen von t'. 

Wir müssen nun diese Funktionen und den Integrationsweg derart 
wählen, daß die Größen (22a), als Funktionen von xk (k = 1 ... 4) 
angesehen, der Beziehung (19a) genügen. Da die Xk in den Integralen 
(22a) als Parameter auftreten, so haben wir nach (21) 

~;: = f ak a:k (;2) dt' = - f ak a~~ (;2) dt' 

und folglich 
4 4 
"aA k f '\, a (1) , , 

L.J aXk = - L.J ax{ 52 ak dt . 
k=l k=l 

Damit das rechtsstehende Integral identisch, d. h. unabhängig von 
der Gestalt der Funktionen 11' 12' 13' verschwindet, ist offenbar not
wendig und hinreichend, erstens, daß die Koeffizienten ak' sich durch 
die Formeln 

(22b) 

ausdrücken, wo 0( eine Konstante bedeutet, und zweitens, daß der Inte
grationsweg eine geschlossene Kurve darstellt. Dabei bekommen wir 
nämlich 

4 4 

'\' ~- (-~) 'd' - '\, -~ (~) d '- d (_1_) L.J axt S2 (Xk t -- a L..; ax'.',2 Xk - a 52' 
~=l k k=l k 

und folglich 

Es ist also 

_ 1, (dx~/t!!l '_ 1, dx~ 
A k - a:r 52 dt - a :r S2 • (23) 

Enthält die Integrationskurve keine Pole des Integranden, d. h. 

keine Wurzel der Funktion 52, so müssen die Integrale ~ d;k ver

schwinden. Wir bekommen dabei eine "triviale" Lösung von (18a) 
und (19a) - nämlich A k = O. Liegt dagegen innerhalb der Inte
grationskurve eine Wurzel t' = to' von 52 enthalten, so gilt bekannt
lich nach dem Satze von Cauchy 1) 

(23a) 

1) Wir können nämlich in diesem Falle den Integrationsweg auf einen unendlich 
kleinen Kreis mit dem Mittelpunkt tö zusammenziehen. Auf diesem Kreis genügt 
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oder da nach (21) 

dS 2 [dR 2 , J' dt' = 2 R dt' + c (t - t ) und Ro = + c (t - tö) ist, 

1- Cl~ I • [ a~ ] 
'fS2 dt = 7H eR (~R 1)" 

cdt' ± t'=t~ 
(23b) 

wo bei positivem Umlaufs sinn das obere Vorzeichen der Gleichung 

R-c(t-t')=O (23c) 

und das untere der Gleichung 

R +c (t-t') = 0 (23d) 
entspricht. 

Bewegt sich das Elektron mit Unterlichtgeschwindigkeit, so haben 
diese Gleichungen nur je eine reelle Wurzel. Dabei bedeutet die reelle 
Wurzel von (23c) nichts anderes als die effektive Zeit, welche für die 
retardierten Potentiale charakteristisch ist. Es ist nun leicht einzu
sehen, daß für diesen Wert von t~ wir für die Potentialkomponenten 
Ak die schon oben gefundenen (Lü~nard-Wiechertschen) Formeln (3), (4) 
bekommen. Denn wir haben 

dR v' R 

cdt' c 

und folglich, nach (23) und (23b), 
. dxk/dt' 

Ak = C(, nz cRll- vitjc) , 
d. h. 

\.1' 

und nach (19) 
a 7fi 

qJ= R(l-v~T0' 

(t' = t~) 

Diese Formeln fallen mit (4) bzw. (3) zusammen, wenn man 

setzt. 

c' 
C(,=--, 

7ft 
(24) 

In dem SpeziaIfall eines ruhenden, oder sich geradlinig-gleichförmig 
bewegenden Elektrons hat die Gleichung 52 = 0 keine imaginären 

es, nur die zwei ersten Glieder in der Entwicklung von S2 nach Potenzen der Diffe

renz t' - t~ zu berücksichtigen. Da aber 50 = 0 ist, so wird 52 = (_~~2) o(t'= t~,) 

und folglich 1- a; d t' = (~~ ) 1 ~~ = 2 7f i (~l) :r S2 d52:r t'-t6 d5 2 • 

\dtt, 0 fiT 0 
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Wurzeln. Man kann daher den Integrationsweg zu einer beliebigen, 
geschlossenen oder unendlichen Kurve deformieren, die zwischen den 
beiden reellen Wurzeln t' = t~ und t' = t; von unten nach oben ver
läuft (Abb.34). Die einfachste dieser Kurven ist die Gerade, weIche 
in der Richtung der imaginären Achse durch den Punkt t' = t geht. 
Wird sie zum Integrationsweg gewählt, so bekommt man nach (23) 
und (24) im Falle eines ruhenden Elektrons (R = konst.) 

I'-I=+ioo +00 
A. elf icdt' elf d(X~-X4) e' 

q;=i = -n R2+(X~ _X.)2 = n R2 + (x~ _x.)2 =R~' 
t'-t = -ioo -~ 

also das Coulombsche Potential. 
Bewegt sich das Elektron in der positiven XrRichtung mit einer 

Geschwindigkeit v < C, so ist, wenn x: = v t' = - iß< (ß = ~) . 
x: = x~ = 0 und t = 0 gesetzt wird, 

S2 = xi + x; + x: + 2ißx1 x: + x:2(1-ß2) 

=(1-ß2)( . + ~ßxl_)2 + xi+(I-ß2)(X§+x~) 
x 4 I _ ß2 I - ß2 . 

Bezeichnet man nun xi + (1-ß2) (x~ + xij) mit R*2 [nach (17b)] 
und führt statt t' die Veränderliche 

u = (1- ß2)(X: + ~ßX~2) 
ein. so erhält man in Übereinstim
mung mit den früheren Resultaten, 

Es sei bemerkt, daß in diesen Fäl
len die gewöhnlichen "retardierten" 
Potentiale, die dem Augenblick t' = t~ 

Abb. 34. entsprechen, mit den "voreilenden" , 
die sich als negative Residuen in bezug 

auf den Punkt t' = t~ ergeben, zusammenfallen. 
Im allgemeinen Falle eines beliebig bewegten Elektrons werden die 

voreilenden Potentiale von den retardierten ganz verschieden; sie werden 
als "physikalisch sinnlos" unbeachtet gelassen. Dabei aber könnte man 
noch eine Menge von Potentialen in Betracht ziehen, die zu komplexen 
Wurzeln von (23c) und (23d) gehören und die von der Art der Be
wegung in ganz spezieller "singulärer" Weise abhängen. Diesen singu
lären Potentialen entspricht eine elektrische Fernwirkung, die weder 
verzögert, noch voreilend ist, und die vielleicht in der Natur auch 
stattfinden kann. Doch i~t diEse Frage bisher noch nicht untersucht 
worden. 
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§ 5. Formale Zurückführung der retardierten Fernwirkungen 
auf momentane. 

Die Formel (23) mit dem Wert (24) für die Konstante «, läßt sich 
mittels der Identität 

1 1 I! 1 11 
;'2 = [R + (;-(t ----t'jJ[ R -----~(t----t')j = 2I~ L R - e(t - t') + R + e(t - t') J 

in der Form 

e' l dxk' e' l dxk ' 

Ak = ini'Y R[R -c(t - t')) + 2ja'Y R[R + c(t-t')) 
(25) 

schreiben. 
Den Integrationsweg (l') wählen wir derart, daß er nur eine Wurzel 

von S2 = 0, und zwar die der retardierten Wirkung entsprechende 
effektive Zeit t~, und außerdem noch den betrachteten Zeitpunkt t' = t, 
für welchen die Potentiale zu berechnen sind, enthält. Dabei fällt das 
zweite Integral in der vorhergehenden Formel weg, denn die Funktion 

1 
H [R + e(t _ t')] bleibt innerhalb l' regulär. Wir nehmen ferner an, daß 

für alle auf l' liegende Zeitpunkte (t/) die Bedingung 

iR I <! c(t-t')1 (25a) 

erfüllt ist. Es sei bemerkt, daß für die beiden reellen Punkte von l/ (wo 
diese Kurve sich mit der reellen Zeitachse schneidet) die Ungleichung 
(25a) immer gilt, solange die Geschwindigkeit des Elektrons kleiner 
als die Lichtgeschwindigkeit bleibt [siehe Ungleichung (la)]. Es scheint 
deshalb möglich, die Gültigkeit von (25) auch für andere komplexe 
Punkte von l' vorauszusetzen. 

Bei dieser Voraussetzung (die aber auch nicht zutreffend sein kann) 

läßt sich die Funktion R _ e~t _ t/) in eine (innerhalb und auf der 

R 
Kurve 1/) konvergente nach positiven Potenzen von c(i'- t) fort-

schreitende Reihe entwickeln. 
Man hat 

1 1 1 "() ( R )n 
R[R-e(t-t'))= , r R 1= Rc(ii_t) L.J - In e(t'-t) 

Rc(t -tl 1 + _.~ -0 
~ c(t'-t)J n_ 

00 Rn-l 
= 17(-I)n cn+ 1 (1'_I)n+1 

n=ü 

und dementsprechend nach (25) 
dx/, 

, X> l M Rn-1cdt' 

Ak = 2:i 2 (-l)n 'Y cen+! (t'_I)'·':-1· 
n=O 
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Bedeutet F (t') irgendeine innerhalb der Integrationskurve reguläre 
Funktion, so besteht bekanntlich die Formel 

_1_1 F(t')~~ = _~ (i!':~(t')) = F<n)(t) 
2ni~(t'-t)n+l n! dt'n 1'=1 n!' 

Wir bekommen also für die A k die folgende (sogenannte Lagrangesche) 
Reihe 

, 00 (_1)1'1 dn (dXk _) A -e ---- _Rn 1 
k - .J: n! endt'n edt' 

n=(l 

d. h. die Reihe 

für das skalare Potential und 

,,=0 

für das Vektorpotential. 

(t' = t) (26) 

(t' = t) (26a) 

(t' = t) (26b) 

In diesen Formeln beziehen sich die Größen tl und R, d. h. die Ge
schwindigkeit des Elektrons und sein Abstand vom Aufpunkt 
p (Xl' X 2 , X 3) = P (t) auf denselben Augenblick t' = t, für welchen seine 
Wirkung in P berechnet wird. 

Diese Wirkung darf also formal als eine augenblickliche oder momen
tane Fernwirkung behandelt werden, die aber ganz äquivalent der früher 
betrachteten und durch die Formeln (3), (4) ausgedrückten retardierten 
Fernwirkung ist. 

Diese formale Zurückführung der tatsächlichen retardierten Fern
wirkung auf eine fiktive momentane ist offenbar nur für solche Be
wegungen des Elektrons zulässig, bei denen seine Geschwindigkeit nicht 
nur der Bedingung (la), sondern auch der Bedingung, daß alle seine 
Ableitungen nach der Zeit endlich und stetig bleiben, genügt. Ferner 
sind die Reihen (26) bis (26b) im allgemeinen nur für genügend kleine 
Abstände R unbedingt konvergent. Dagegen scheinen sie für große Ab
stände divergent - oder im besten Falle semikonvergent - zu werden 
(als natürliche Längeneinheit bei periodischer Bewegung darf dabei, 
wie schon in Kap_ V behauptet wurde, die Wellenlänge angesehen 
werden). Dies hängt offenbar damit zusammen, daß unsere obige Vor
aussetzung über die Gültigkeit der Ungleichung (25a) auf der ganzen 
Integrationskurve l' (die zunächst die beiden Punkte t~ und t enthalten 
muß) im allgemeinen nicht erfüllt ist. 

Die Formeln (26a) und (26b) sind (in dem entsprechenden Konver
genzbereich) bei der Untersuchung der Wechselwirkung zwischen zwei 
oder mehreren Elektronen sehr bequem, da sie erlauben, alle diese 
Elektronen (ebenso wie in der gewöhnlichen Mechanik der Systeme 
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materieller Punkte), für denselben Augenblick zu betrachten, statt für 
jedes Elektronenpaar zwei verschiedene "effektive" Zeiten einzuführen. 
Man kann sie auch bei der Betrachtung der Wechselwirkung zwischen 
den verschiedenen Elementen desselben Elektrons (solange das letztere 
als ein räumlich ausgedehntes Gebilde behandelt wird) anwenden. 

Beschränkt man sich auf die ersten zwei Glieder der Reihe (26b) , 
so wird 

c' b e' tu 
~=-----

eR e2 
(27) 

db 
(wobei die Akzente bei tl und tu = fit weggelassen sind, da diese 

GräBen sich auf den Augenblick t beziehen). 
Das zweite Glied der Reihe (26a) ist offenbar gleich null. Berück

sichtigt man noch das nächste Glied, so wird 

Nun ist 

und folglich 

e' e' d2 R 
<P = -k + 2 c2 d t2 • 

dR lltb 
----;[t =-VR =--R-

d2 R = _ llttu _ (_t... !llt _~ dR) tl =-9T tu + b2-(lltob)2 
dt 2 R R d t R2 d tOR • 

Wir bekommen also 

__ e' { b2-(lltob)2} e' 
q;-R 1+~2- --2c29Totu. (27a) 

Es sei bemerkt, daß die zweiten Glieder auf der rechten Seite von (27) 
und (27a) solche (momentane) Fernwirkungen darstellen, deren Inten
sität vom Abstand ganz unabhängig ist. Die weggelassenen Glieder 
höherer Ordnung in (26a) und (26b) führen im allgemeinen auf Fern
wirkungen, die mit dem Abstand sogar nicht abnehmen, sondern im 
Gegenteil zunehmen, und zwar als positive Potenzen dieses Abstands. 

Solche momentane Fernwirkungen, die in ihrer Gesamtheit die den 
Potentialen (3) und (4) entsprechenden retardierten Fernwirkungen er
setzen, sind offenbar bloße mathematische Fiktionen, die einzeln gar 
keinen physikalischen Sinn haben. 

Aus den Formeln (27) und (27 a) ergeben sich nach den allgemeinen 

Gleichungen ~ = rot ~ und ~ = - 17 <P - ~ aa ~ die folgenden Aus

drücke für die magnetische und elektrische Feldstärke: 

(28) 

(Bio-Savartsches Gesetz) und 

~= e'llto {l-.!. (blltO)2 }-e' tu + llto(lltotu) +~~. (28a) 
R2 2 c2 2 c2 R c3 d t 
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Diese angenäherten Formeln weichen von den exakten Formeln (8) 
und (9) ziemlich stark ab. 

Das letzte Glied in dem vorhergehenden Ausdruck für ~ 

(28b) 

spielt, wie wir unten sehen werden, eine wichtige Rolle in der Strahlungs
theorie. 

Siebentes Kapitel. 

Energie und Bewegungsgröße bei zeitlich 
veränderlichen elektromagnetischen Erscheinungen; 

Dynamik der Elektronen. 

§ 1. Die elektrische Energie eines Systems ruhender Ladungen. 
Die gegenseitige (oder "relative") Energie zweier ruhender Punkt

ladungen e' und e drückt sich bekanntlich durch die Formel 

(1) 

aus, wo R wie immer den Abstand zwischen den entsprechenden Punk
ten P' und P bedeutet. 

Da ~ = fIl das Potential von e' im Punkte P darstellt, und ebenso 

~ = fIl' das Potential von e im Punkte P', so kann man auch 

U = efll = e' q/ = ! (file + q/ e') (1a) 
setzen. 

Diese Formeln lassen sich leicht verallgemeinern für den Fall eines 
Systems von beliebig vielen Ladungen er. e2 , •••• en- Diese Ladungen 
seien ursprünglich in den Punkten PI' P2"" P n konzentriert. Wir 
stellen uns nun vor, daß sie sich ·aus dieser Lage in die neue p~, P;, 
.... P ~ verschieben. Die dabei geleistete Arbeit A ist definitions
gemäß gleich der algebraischen Abnahme der gegenseitigen potentiellen 
Energie der tetreffer;den Ladungen, d. h. der elektrischen Energie des 
von ihnen gebildeten Systems. Bezeichnet man die Werte dieser Energie 
in der Anfangs- und Endlage mit U bzw. U', so ist 

A=U-U'. 

Die Arbeit A setzt sich offenbar zmarrmen aus den Einzelbeträgen, 
die von der Wirkung jeder Ladung auf jede andere herrühren. Be
zeichnet man also mit A aß die Arbeit, welche durch die auf eß seitens ea 

wir kende Kraft geleistet wird, so gilt 

A=:>: ),'Aaß = ~ ),'(Aaß+Aßa)=-21_~, ),'(Aaß+Aßa). 
~~.::::,;~ L.i~ 
a~ß a<ß a~ß 
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Die Summe A aP + Apo. ist nun offenbar gleich der algebraischen Ab
nahme der gegenseitigen Energie von ea. und ep, d. h. der Differenz 
U ap - U: p. Folglich haben wir 

U - U' = .2.2Uap- .2.2U:p 
a<p a<p 

d. h. 

oder nach (1) 
U = 2) 2) Ba Bp = ~ 2) 2) Ba Bp • 

a<p Rap 2 a=l=,B Rap 
(2) 

Führen wir nun das in dem Punkte Pp, wo die ß-te Ladung sich befindet, 
von allen anderen Ladungen erzeugte Potential 

* _ ,\r ~a 
fPp -L.; R-p a=l=p 0. 

ein, so kann die Energie U in der Form 

dargestellt werden. 

(2a) 

(2b) 

Diesen Energieausdruck kann man nun auf eine ganz andere Weise 
transformieren, die für das Folgende von grundlegender Bedeutung ist. 

Es seien fPa und ~a. das Potential bzw. die elektrische Feldstärke 
der ex-ten Ladung in irgendeinem Punkte P, fP~ und ~: die von allen 
anderen Ladungen in diesem Punkte herrührenden Beträge (fP:=fP-fPa., 
~: = ~ -~a); im Punkte P,,, wo sich die Ladung ea. befindet. ist 
fP~ = fP:' Es sei ferner S eine alle diese Ladungen einschließende 
Fläche. Mittels der Formel 

ea = 41n ~ (~a)ndS 
erhält man 

fP! ea = 41n ~ (fP: ~a)ndS = 4~f (fP~~a)ndS - 41n ~ [( fP~ - fP!)~a]ndS. 
Das letzte Integral formen wir nach dem Gaußsehen Satze um: 

~ [(fP~-fP:)~a]ndS= J div(fP~-fP:) ~a ·dV 

= J(fP~-fP:)diV~adV+ f(~a.grad(fP~-fP:))dV. 
Da außerhalb des Punktes Pa div ~a = 0 ist, während 

f div~adV= ~(~a)ndS=4nea 
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eine endliche Größe hat, so wird 

5 (tp~ - tp:) div@;"dV=O. 

Ferner ist 
grad (tp~ - tp:) = grad tp~ = - @;~ 

und folglich 

5 @;agrad (tp~ - tp:)d V = - 5 @;a @;~d V. 

Wir bekommen also die folgende Formel 

U = ~ ;; tp: ea = 8~ ~ (;; tp~ @;a )n dS + 8In f;; (@;a @;;) dV, 

oder, indem die Fläche 5 ins Unendliche verschoben wird, wobei das 
Flächenintegral verschwindet (da E tp:@;a umgekehrt proportional zur 
dritten oder einer noch höheren Potenz des Abstandes abnimmt) 

U = 8~517@;a @;~dV = 41 51717 @;a@;ßdV (3) 
" n a<ß 

Bei Annäherung an jeden der Punkte Pa (0( = 1, 2, ... ) wird die 
entsprechende Feldstärke @;a unendlich, und zwar umgekehrt proportio
nal zum Quadrat des Abstandes la von Pa. Da aber die Größe eines 
sehr kleinen Volums Va> welches Pa enthält, der dritten Potenz seiner 
Linearabmessungen proportional ist, so muß das Integral f @;adV" 
für Va --+ 0 verschwinden. In der Tat, führt man neben dem Abstand I" 
noch einen unendlich kleinen Raumwinkel dQa mit der Spitze in P" 

e 
ein, so hat man wegen dVa=/2dQadla und E"=l~ 

a 

JEa dVa = eaJJdla dQ" = ea [Vd3], (3a) 

wo das Symbol [A] eine Zahl von der Größenordnung A bedeutet. Es 
ist also für Va -+ 0, J E a d Va -+ O. Dadurch erklärt sich die Tatsache, 
daß das Integral (3), trotz des Unendlichwerdens der Größen E a in ein
zelnen Punkten einen endlichen Wert behält. 

Mit Rücksicht auf Cf" = a: - a:~ haben wir: 

'\' oe: oe: 1 _ ( '\' oe: ) oe: 2 '\' E2 _ E 2 >'E2 .L..J \,2,a \2- a - ...::;:..' ~a ~ -..::..,., a - -..;;....J a 
a a a a 

Dementsprechend könnte man die Formel (3) folgendermaßen schreiben 

U =-~5E2dV -~ >'fp dV (4) 8n 8n -;; a • 

Diese Darstellung der Energie hat aber keinen Sinn, da die Integrale 
f E 2d V und f E!d V, einzeln genommen, unendlich sind. Es ist, z. B. 
nach (3a) 

[E2 d TT 2JJdladQ 2 V-'i • a ~ a = ea lf a = ea[ " 3]-+00. (4a) 
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Wir denken uns nun statt eines Systems von Punktladungen eine 
kontinuierliche Verteilung der Elektrizität innerhalb eines endlichen 
Volums Vo mit der endlichen Volumdichte e. Bezeichnet man mit ~a 
die elektrische Feldstärke, die von einer in dem sehr kleinen Volum Va 
enthaltenen elektrischen Ladung ea = f ed Va '" e Va herrührt, so 
muß das Integral f E~dVa bei Va ---* 0 nicht unendlich groß, sondern 
unendlich klein werden. In der Tat, wäre die Ladung ea in einem Punkte 
Pa konzentriert (wodurch das Integral f E~d Va keine beträchtliche 
Änderung erleiden würde), so hätten wir beim Zusammenziehen von Va 
auf Pa, nach (4a) 

(4b) 

Die Größenordnung des Integrals f E~ d V' erstreckt auf das ganze 
Volum Vo mit Ausschluß von Va(V; = V - V,,) muß offenbar unend
lich klein von noch höherer Ordnung als (4b) sein (denn es ist fE!dV'a 
= e2 [V~] [VO'!·]). Man hat also 

f E~dV = e2 [Va"!3], 

und folglich, wenn das Volumen V in Elementarvolumina von derselben 
Größe (oder Größenordnung) Va eingeteilt wird, 

2 f E~d V = e2 [~:J [V~I'j ] = e2 Vo[Va2!3] ~ O. (4c) 

Dasselbe Resultat ergibt sich auch für den Fall der Verteilung der 
Elektrizität auf einer Fläche So mit der endlichen Flächendichte 'Y}. 
Teilt man So in unendlich kleine Flächenelemente 5a ein, die in unendlich 
kleinen Volumelementen Va von denselben Linearabmessungen enthalten 
sein mögen, so wird statt (4b) 

f E!dVa = 'Y}2[5~][Va-lj3] = 'Y}2[Va'!3] [V,,_'J.] = 'Y}2[Va ] , (4d) 

und statt (4c) 

2 f E~dV = 'Y}2 [Va] [::] = rl50 [V,,'/·] ~o. (4e) 
a 

Es muß aber betont werden, daß bei einer Verteilung der Elektrizität 

längs einer Linie J o mit endlicher Liniendichte , (= :;), die Summe 

L f E~ dV für (Ja ---* 0 und Va ---* 0 endlich bleibt, und zwar von der 
" 
Größenordnung '2(Jo. 

Wir sehen also, daß bei einer kontinuierlichen Verteilung der Elek
trizität mit endlicher Volum- oder Flächendichte (aber nicht Linien
dichte !), die gegenseitige elektrische Energie der unendlich kleinen 
Ladungselemente, die in den unendlich kleinen Volum- bzw. Flächen-
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elementen des betrachteten Systems ihren Sitz haben, sich ausdrückt 
durch das Integral 

(5) 

Dieses Resultat bleibt auch für unendlich große geladene Volumina 
Vo oder Flächen 50 gültig, sofern die Gesamtladung f ed Vo bzw. f'f/d50 

endlich ist. 
Nach der Formel (5) kann man die elektrische Energie als eine räum

lich lokalisierbare Größe behandeln, etwa von derselben Art wie die elek
trische Ladung (im Falle der Volumverteilung). Dabei kann man sich 

E2 
vorstellen, daß im Volumelement dV die Energiemenge 8;71:.dV aufge-

speichert ist, d. h. daß die Energie im Raume mit der Volumdichte 
E2 

~ = 8;71: (5a) 

verteilt ist. Diese "Volumdichte" der Energie ist dabei in jedem Punkte 
durch die entsprechende resultierende Feldstärke bestimmt. 

Wir wollen nun die Formel (5) "rückwärts" transformieren, d. h. die 
durch sie dargestellte Energie auf die Gestalt zurückführen, welche unserer 
ursprünglichen Formel (26) für die gegenseitige Energie eines Systems 
von Punktladungen entspricht. 

Zu diesem Zweck führen wir die in (5) angedeutete Integration 
zunächst für ein begrenztes Volum (V) aus. Wir wollen uns dabei auf 
den Fall der Volumverteilung beschränken. Dann gilt div @; = 4n e, 
und folglich, wegen der Identität div qJ@; = qJ div @; + @; grad qJ und der 
Beziehung @; = - grad qJ, 

E2 = qJ div@; - div qJ@; = 4nqJ e - divqJ@;. 
Es ist also, wenn man die das Volum V begrenzende Fläche mit 5 be
zeichnet, 

8~f E2dV = ~ f qJedV - 81jl~ qJEnd5. 
(V) (V) 

Wir verschieben nun 5 ins Unendliche; dabei verschwindet das 
Flächenintegral (sofern die elektrische Ladung im Endlichen verteilt 
bleibt) so daß nach (5) 

U=~JqJedV (6) 

wird. 
Für eine Flächenverteilung der Elektrizität bekommt man durch eine 

ganz analoge Transformation von (5) mittels der Gleichung (23b) Kap. IV 

U = ~ f qJ1Jd5 . (6a) 

Diese Formeln scheinen auf den ersten Blick der Formel (2b) vollkom
men zu entsprechen. In Wirklichkeit aber besteht zwischen ihnen ein 
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sehr wesentlicher Unterschied. Dieser Unterschied äußert sich schon 
in der Tatsache, daß die durch (6) und (6a) definierte Energie immer 
positiv sein muß (da die erwähnten Formeln mit (5) identisch sind), 
während die durch die Formel (2b) bestimmte Energie eines Systems 
von elektrischen Punktladungen positiv oder negativ ausfällt, je nach
dem ob die gleichnamigen oder entgegengesetzten Ladungen einander 
näher liegen. 

Die in der Formel (2b) vorkommende Größe CPa stellt das Potential 
im Punkte Pa aller Ladungen mit Ausnahme der Ladung ea., die sich 
in P" selbst befindet. Dagegen bedeutet die Größe cP in der Formel (6) 
(oder 6a) den vollständigen Wert des Potentials in dem betrachteten 
Punkte - den Wert also, welcher nicht nur von den "fernliegenden" 
Ladungen, sondern auch von der zu diesem Punkt gehörigen Ladung 
herrührt. Wegen der vorausgesetzten Endlichkeit der Ladungsdichte 
e (bzw. 'f}) ist die erwähnte Ladung tatsächlich gleich Null. Genauer 
gesprochen: der von einer innerhalb des Volumelements Va stecken
den Ladung eVa (odere 'f}S,,) herrührende Anteil des Potentials in 
irgendeinem Punkte Pa. dieses Volumelementes ist eine unendlich kleine 
Größe von der Ordnung V!la (bzw. V~/a). Es gibt deshalb praktisch 
keinen Unterschied zwischen dem Totalwert cP des Potentials in V 0. 

und dem Wert CP:, welcher nur durch die außerhalb V" liegenden 
Ladungen bedingt wird. 

Der Formel (2b) entspricht in dem betrachteten Fall die Summe 

~ 2) cP; e Va, welche die gegenseitige Energie der in den unendlich kleinen 

Volumelementen steckenden Elementarladungen darstellt. Im Limes 
V" -»- 0 fällt aber diese Summe zusammen mit dem Integral (6). Dieses 
Integral kann man also als die gegenseitige elektrische Energie der ver
schiedenen unendlich kleinen Elemente der elektrischen Ladung defi
nieren. Man kann es aber auch als die vollständige elektrische Energie des 
betrachteten Systems bezeichnen, da darin noch die im Limes verschwin
dende Summe der "inneren" Energien der einzelnen Ladungselemente 
(d. h. die "gegenseitige" Energie der noch kleineren Elemente, aus 
welchen sie zusammengesetzt sind) steckt. 

Der Umstand, daß die durch (6) und (6a) dargestellte Energie im
mer positiv ist, erklärt sich dadurch, daß die nächstliegenden Elemente 
der elektrischen Ladung, welche am meisten zur "gegenseitigen" Ener
gie des ganzen Systems beitragen, wegen der (vorausgesetzten) Stetig
keit der Dichtefunktion e (oder 'f}), dasselbe Vorzeichen haben. Im Falle 
eines Punktladungssystems können dagegen diese nächstliegenden 
Ladungen ebensogut dasselbe wie das entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen (siehe oben). 

Diese Ausführungen zeigen, daß hinsichtlich des Energiebegriffs 
ein wesentlicher prinzipieller Unterschied zwischen Systemen von 
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Punktladungen ("punktförmigen Elektronen") einerseits und den 
kontinuierlichen Elektrizitätsverteilungen mit endlicher Volum- oder 
Flächendichte existiert l ). Dieser Unterschied hat seine physikalische 
Wurzel in der Form des fundamentalen (Coulombschen) Gesetzes der 
elektrostatischen Wirkungen. Wäre z. B. die Anziehungs- oder Ab
stoßungskraft zwischen zwei Ladungen nicht dem Quadrat ihres Ab
standes umgekehrt proportional, sondern etwa direkt proportional der 
ersten Potenz der letzteren, so würde zwischen Punkt systemen und kon
tinuierlichen Verteilungen eine Irreduzibilität der erwähnten Art nicht 
bestehen. 

Diese Irreduzibilität äußert sich am klarsten in der Tatsache, daß 
die Darstellung der Energie in der Form (5), wobei sie als eine "stoff
artige" Größe mit einer durch die resultierende elektrische Feldstärke 
nach (5a) bestimmten Volumdichte auftritt, für ein System von Punkt
ladungen unmöglich ist, und durch die ursprüngliche Darstellung (3), 
wo die elementaren, von den einzelnen Punktladungen herrührenden 
Feldstärken explizite auftreten, ersetzt werden muß. 

Es ist deshalb sehr wichtig für den Weiteraufbau der Energielehre 
festzustellen, ob die Elektronen als Punktladungen oder als räumlich 
ausgedehnte Gebilde - etwa kleine Kugeln mit Flächen- oder Volum
ladung - anzusehen sind. Wir wollen zunächst die zweite Vorstellung, 
die besonders von Lorentz und Abraham entwickelt wurde, wählen, 
und zwar ohne auf ihre Kritik von physikalischer oder erkenntnistheo
retischer Seite einzugehen. Diese kritischen Betrachtungen sollen erst 
am Ende des vorliegenden Kapitels Platz finden, wo wir die auf Grund 
der erwähnten "klassischen" Vorstellung gewonnenen Resultate an die 
Vorstellung der "punktförmigen" Elektronen anzupassen versuchen 
werden. 

Die elektrische Energie eines Systems von ruhenden Elektronen 
werden wir dementsprechend durch die Formel (5) darstellen. Diese 
Energie setzt sich offenbar zusammen aus zwei Anteilen, und zwar aus 
der gegenseitigen Energie der verschiedenen Elektronen und aus der 
"mneren" Energie der einzelnen Elektronen, d. h. der wechselseitigen 
Energie der unendlich kleinen Elemente jedes einzelnen Elektrons. 
Die erste Energie wollen wir mit Uu und die zweite mit der Summe 2)u" 

a 

bezeichnen, wobei der Index CI. (= 1,2, ... ) sich auf die einzelnen Elek
tronen beziehen soll. Es ist also 

U = U9 + 2) Ua • (7) 

" 
Der angeführten Einteilung der "totalen" Energie U entspricht die sich 
nach der Identität 

P = (2)Q;,,)2 = 2)2) (Q;" Q;ji) + 2)E! 
" "~ß " 

1) Den Fall endlicher Liniendichte werden wir im folgenden außer acht lassen. 
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ergebende Aufspaltung des Integrals (5) in die folgenden Teilintegrale 

-.!_SE2dV = J_ '\' '\'r~ ~pdV + '\' ~fE2 dV 8n 8n.4,;.4,; J a .4,;" 8n a , 
a='Fp 0. 

wobei offenbar gilt 

(7 a) 

und 

(7b) 

Die Formel (7 a) ist äußerlich identisch mit unserer ursprünglichen For
mel (3) für die gegenseitige Energie eines Systems von Punktladungen. 
Tatsächlich aber müssen die Elementarfeldstärken ~(J.' wenigstens inner
halb der Elektronen, von den üblichen Coulombschen Ausdrücken für 
Punktladungen verschieden sein. 

Betrachtet man das Elektron als eine Kugel vom Radius a, auf deren 
Oberfläche oder in deren Innerem die Elektronenladung e (den Index oc 

e 
lassen wir fort) gleichförmig, und zwar mit der Flächendichte 'Y) = 4na2 

bzw. der Volumdichte e = 4!:a verteilt ist, so kann man folgendes 

behaupten. ,Außerhalb" des Elektrons fällt sein elektrisches Feld 
zusammen mit dem Feld einer Punktladung derselben Größe, die in 
seinem Mittelpunkt konzentriert ist (vgl. Kap. IV, § 5). Was 
nun das "Elektroneninnere" betrifft, so muß man die beiden er
wähnten Fälle voneinander unterscheiden. Und zwar muß im Falle 
einer gleichförmigen Oberflächenladung die elektrische Feldstärke inner
halb der Kugel verschwinden. Ist die Ladung dagegen gleichförmig im 
ganzen Kugelvolum verteilt, so hängt die elektrische Feldstärke E im 
Abstande r vom Zentrum, nur von der innerhalb der Kugel vom 
Radius r befindlichen Ladung ab. Dabei wirkt diese Ladung offenbar 
so, als ob sie im Kugelmittelpunkt konzentriert wäre. Es ist also in 
dem betrachteten Fall für r < a 

E _ 4ne~ _ 4n _:.!. 
- 3 y2 - 3 er - a3' 

Wir können jetzt die "innere" oder Eigenenergie unseres Elektrons 
mittels der Formel (7b) berechnen l ). Im Falle des flächengeladenen 

<Co 

Elektrons ergibt sich U = 8~ S :: dV, d. h. mit d V = 4nr2 dr, 
r=a 

(8) 

1) Man könnte selbstverständlich dazu auch die Formeln (6) oder (6a) be-
nutzen. 

Frenkel, Elektrodynamik I. 13 
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Für das volumgeladene Elektron bekommt man 

d. h. 

(8a) 

Es sei bemerkt, daß die Eigenenergie eines Elektrons, d. h. die gegen
seitige Energie der unendlich kleinen Elemente seiner elektrischen La
dung, die Arbeit darstellt, welche von den zwischen diesen Elementen 
tätigen Abstoßungskräften bei ihrem Voneinanderfliegen ins Unendliche
also bei einer Explosion des Elektrons - geleistet würde. Soweit aber 
eine derartige Explosion unmöglich erscheint, und im allgemeinen, 
soweit die Struktur des Elektrons unveränderlich bleibt, spielt seine 
Eigenenergie nur die Rolle einer unwesentlichen additiven Konstante 
in dem Ausdruck (7) der totalen Energie eines Systems von Elek
tronen. Es ist also bei der Betrachtung der elektrostatischen Wir
kungen praktisch gleichgültig, ob man mit der totalen oder nur der 
gegenseitigen Energie der Elektronen rechnet. Ihre Eigenenergie bleibt 
physikalisch belanglos. Wir werden aber sehen, daß die Sachlage ganz 
verschieden wird, sobald man vom Ruhezustand der Elektronen zur 
Bewegung übergeht. 

§ 2. Die magnetische Energie von elektrischen Strömen. 
Wir haben in § 2, Kap. V gesehen, daß die gegenseitige magnetische 

Energie T zweier linearer Ströme, welche definiert ist als die Größe, 
deren Abnahme bei irgendeiner Änderung der Lage der Stromlinien 
oder der Stromstärken gleich der vollständigen von den Transversalen 
("pondermotorischen") und longitudinalen ("elektromotorischen") Kräf
ten geleisteten Arbeit ist, sich durch die Formel ausdrückt 

T= ifHndS=i'fH~'dS'=T', (9) 

wo .\) die von i' herrührende magnetische Feldstärke und f HndS = <P 
ihren Fluß durch die Stromlinie (1 (i) bedeutet. Dieselbe Bedeutung 
haben die Größen .\)' und f H~, dS' = (/)' für die zweite Stromlinie 
(1' (i'). Führt man statt der magnetischen Feldstärken die entsprechen
den Vektorpotentiale III und Ill' ein, so läßt sich nach (20b) Kap. III, die 
Energie T = T' auf eine hinsichtlich der beiden Stromlinien symmetri
sche Form bringen, nämlich 

T = Lii' (9a) 
mit 

(9b) 
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Die Formel (9a) ist ganz analog der Formel (1) für die gegenseitige 
elektrische Energie zweier Punktladungen. Dabei spielen die Strom
stärken die Rolle der Ladungen (e bzw. e') und der Koeffizient L - die 
Rolle des reziproken Abstandes zwischen den letzteren. Dieser Koeffi
zient, der nur von der relativen Lage der beiden Stromlinien abhängig 
ist, heißt der gegenseitige Induktionskoejjizient. Er kann nach (9a) 
definiert werden als die gegenseitige magnetische Energie der betrach
teten Ströme bei der Stromstärke eins (i = i' = 1). Man kann ihn auch 
definieren als den magnetischen Fluß, welcher durch eine Stromlinie 
infolge der Anwesenheit der anderen durchgeht, wenn die Stromstärke 
in der letzteren gleich I ist. In der Tat, für beliebige Stromstärken 
gilt nach (9) und (9a) 

if>= i'L, if>' = iL. (9c) 

Es sei bemerkt, daß die Formel (9) in der Gestalt 

T = iif> = i'if>' = t(iif> + i'if>') 

geschrieben werden kann; daraus folgt durch Vergleich mit (la), daß 
der magnetische Fluß für die magnetische Energie von linearen Strömen 
dieselbe Rolle spielt wie das skalare Potential für die elektrische Energie 
von Punktladungen. Die obigen Resultate lassen sich auf ein System 
von beliebig vielen linearen. Strömen verallgemeinern, und zwar auf die
selbe Weise, wie in dem oben behandelten Falle eines Systems von 
Punktladungen. Wegen der soeben aufgestellten Analogie zwischen den 
elektrischen und magnetischen Größen dürfen wir dabei ohne weiteres 
im Anschluß an (2) setzen 

T= l)~"Lapiaiß=} l)l)Laßiaiß, (10) 
a<ß a*-ß 

oder entsprechend (2a) und (2b) 

if>p = L: Laß ia (IOa) 
a*-ß 

und 

(lOb) 
a 

Dabei bedeutet if>! den magnetischen Fluß durch die Stromlinie (Ja, 
welcher von den anderen Stromlinien erzeugt wird. Dieser Fluß ist 
offenbar gleich der algebraischen Summe der Flüsse if>aß = Laß iß, die 
von jedem der betreffenden Ströme herrühren. Die Induktionskoeffi
zienten sind durch Formeln vom Typus (9b) bestimmt und genügen 
der Symmetriebedingung 

Lap=Lßa . 

Wir wollen nun statt der linearen Ströme, die eine mathematische 
Fiktion darstellen, solche stationäre Ströme in Betracht ziehen, die 
im Inneren oder auf der Oberfläche irgendwelcher Körper (etwa von 

13* 
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Metalleitern) zirkulieren. Die Verallgemeinerung des Energiebegriffs 
für diesen Fall geschieht folgendermaßen. Wir denken uns die betrach
tete Elektrizitätsströmung in unendlich dünne geschlossene Strom
fäden eingeteilt (was bei stationären Strömen immer möglich ist). Diese 
elementaren Stromfäden behandeln wir als lineare Ströme und defi
nieren den Limes ihrer nach (lOb) bestimmten gegenseitigen Energie 
als die vollständige magnetische Energie des betreffenden Strom
systems. 

Die magnetischen Flüsse 4>: = f~: na dSa lassen sich durch Ein
führung der entsprechenden Vektorpotentiale m: (~: = rot m:) in der 
Form 4>:= f m;TadCTa darstellen. Ferner kann man im Falle einer 
Stromverteilung mit endlicher Volumdichte j, iaTadCTa durch jadVo; 
ersetzen, wo dVo; das Volumelement bedeutet, das dem Element dCTa 
der es vertretenden Stromlinie äquivalent ist. Es wird also nach (lOb) 

T=~ ..EJIll!jdVo;. 
a 

Im Limes für unendlich kleine Querschnitte der elementaren Strom
fäden muß der Betrag des Vektorpotentials, welches von jedem dieser 
Stromfäden auf sich selbst erzeugt wird, wie leicht einzusehen, ver
schwinden. Deshalb können wir bei dem angedeuteten Grenzübergange 
das "gegenseitige" Potentiallll:, welches in der vorhergehenden Formel 
auftritt, durch das vollständige Vektorpotential in dem betreffenden 
Punkte m ersetzen. Da dabei die Einteilung der elektrischen Strömung 
in einzelne Fäden belanglos wird, und die Kombination der Voluminte
gra tion für einen Stromfaden (f d Va) mit der Summation über alle 
Stromfäden einer Integration über das ganze durchströmte Gebiet 
äq uivalent ist, so bekommen wir 

T=-}j'llljdV. (11) 

Für den Fall einer flächenverteilten Strömung ergibt sich auf dieselbe 
Weise 

(l1a) 

wo f die (endliche) Flächendichte des Stromes bedeutet. Dabei ist das 
Vektorpotential in jedem äußeren oder inneren Punkt nach (20) Kap. III 
durch 

Ill= -ji'dV' 
R 

(ll b) 

bzw. 

III = j' t'~s' OIe) 

bestimmt. Man kann folglich die magnetische Energie der betrachteten 
Elektrizitätsströmung in der Gestalt eines Doppelintegrals über das 
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durchströmte Raumgebiet darstellen, nämlich 

T = ~ f f * d V d V' (12) 

für das Volum- und 

T=~ff~' dSdS' (12a) 

für die Flächenströmung. 
Diese Ausdrücke könnte man direkt erhalten durch Anwendung der 

im § 6, Kap. III aufgestellten Formel (23) für die "effektive" gegensei
tige Energie zweier bewegter Punktladungen. Denn vertauscht man in 
dieser Formel das Vorzeichen entsprechend der allgemeinen Beziehung 
(5), Kap. V, so bekommt man für die betreffenden Ladungen eine "effek
tive" elementare magnetische Energie 

1 eu e'u' T=--·-. R c c 
(12b) 

Diese Energie darf in dem Sinne als "effektive" gegenseitige Energie 
definiert werden, als in dem Falle von stationären oder quasistationären 
Strömen, mit geschlossenen Stromfäden, die Summe der Ausdrücke (12b) 
für alle Ladungspaare, die sich in verschiedenen Stromfäden befinden, 
den richtigen Ausdruck für die gegenseitige magnetische Energie dieser 
Stromfäden ergeben muß. Dagegen hat jeder Summand von Typus 
(12b) keine unmittelbare physikalische Bedeutung, denn die zwischen 
zwei bewegten Punktladungen wirkenden elektromagnetischen Kräfte 
lassen sich nicht aus irgendeiner Energiefunktion ableiten. Die Formel 
(12b) ist der entsprechenden Formel (1) für die elektrostatische Energie 
ganz analog. Seine Verallgemeinerung für beliebige Stromsysteme, 
und besonders solche mit kontinuierlicher Volum- oder Flächenver
teilung geschieht also auf dieselbe Weise wie die entsprechende Verall
gemeinerung von (1). Dadurch ergibt sich der Beweis der Zulässigkeit der 
oben gemachten Ersetzung des gegenseitigen Potentials ~: durch 
das vollständige~. Wir können ferner behaupten, daß in dem Falle von 
linearen Strömen mit endlicher Stromstärke, d. h. mit endlicher "Linien
dichte" des elektrischen Impulses, eine derartige Ersetzung unmöglich 
wird. 

1m Falle einer stationären Volumströmung, die durch die Beziehung 
rot ~= 4 n j charakterisiert werden kann, läßt sich die Formel (11) auf 
dieselbe Weise wie die entsprechende Formel (6) für die elektrische 
Energie transformieren. Und zwar haben wir [nach Formel (25) Ein
leitung], 

m- j = 4~ ~ rot ~ = 41;n: div (~ X m-) + 4~ ~ rot m- , 

d. h. wegen ~ = rot ~ 

~ l' = _1 div (C'. X m-) + _L H2 
4:n: 4' 4:n:' 
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und folglich 

T = { f I}l i d V = 8 ~ f (~ X 2t)" d 5 + 8In f H2 d V . 
(V) 

Verschiebt man die Oberfläche 5 ins Unendliche und erstreckt dement
sprechend die Volumintegration auf den ganzen Raum, so ergibt sich, 
ebenso wie in § 1, 

(13) 

Dieselbe Formel ergibt sich auch aus (Ha) [mittels der Beziehung (23) 
Kap. IV]. Man muß aber beachten, daß im Falle eines Systems von li
nearen Strömen sie jeden Sinn verliert, ebenso wie die entsprechende 
Formel (5) des § 1 für kontinuierliche Verteilungen der elektrischen 
Ladung mit endlicher Liniendichte. 

Für ein System, das aus zwei oder mehreren voneinander getrennten 
fadenförmigen Strömen (z. B. in Metalldrähten) besteht, zerfällt die 
Energie T in die gegenseitige magnetische Energie dieser Ströme 
i a (a = 1, 2, ... ) 

TU=-skf 2)2)~a~ßdV= 4~-f 2)2).~a~ßdV (l3a) 
a*ß a<ß 

und die "innere" oder "Eigenenergie" jedes von ihnen 

(l3b) 

Dabei bleibt der Ausdruck (I3a) auch für lineare Ströme bestehen, 
während der Ausdruck (13b) in diesem Falle unendlich wird. 

Da die "Elementarfeldstärken" ~a der entsprechenden Stromstärken 
proportional sind, so kann man TU in der Form 

Tu = ! ~12) Lapia,iß 
,,=pp 

schreiben im Einklang mit der Formel (10). Die gegenseitigen Induk
tionskoeffizienten Laß sind dabei nur von der Lage und Gestalt der 
Stromfäden abhängig; man kann sich leicht überzeugen, daß im Grenz
falle unendlich dünner Stromfäden der neue (allgemeine) Ausdruck des 
gegenseitigen Induktionskoeffizienten 

(l4) 

sich auf die ursprüngliche Gestalt (9b) reduzieren läßt. Wir können 
nunmehr auf eine zu (14) entsprechende Weise die Selbstinduktions
koeffizienten der einzelnen Ströme oder .genauer Stromleiter - definie
ren. Setzt man nämlich 

L"" = 4~ f H~dV (ia = 1), 
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so ergibt sich für die "Eigenenergie" des Stromes io. der Ausdruck 

T l L '2 0.=2 Q.o.t". 

Dementsprechend könnte man die Größe 

(/J"u. = L"o.io. 
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(l4a) 

als den magnetischen "Selbstfluß" des betrachteten Stromes definieren. 
Da aber letzterer keineswegs - auch nicht approximativ - als linien
förmig angesehen werden darf, so verliert dieser Begriff die Schärfe, 
die ihm nach der ursprünglichen, sich auf die gegenseitige Energie li
nearer Ströme beziehenden Definition zukam. Der durch die Formel 

(l4b) 

in Verbindung mit (14) definierte magnetische Fluß des Stromes (ß) 
durch den Stromfaden (()(.) kann nur approximativ für einen verschwin
dend kleinen Querschnitt dieses Fadens in der Form des Flächeninte
grals f ~ßn"dSu. dargestellt werden. 

Die Eigenenergie eines elektrischen Stromes T = {Li2 (die In

dizes a lassen wir im folgenden weg), ist ihrem Wesen nach nichts an
deres als die gegenseitige magnetische Energie der unendlich dünnen 
Stromfäden, in welche die betrachtete Strömung zerlegt werden kann. 
Nach den Erörterungen des § 2, Kap. V ist diese Energie gleich der Ar
beit, die bei einem Anstieg der Stromstärke von Null bis i geleistet wer
den muß, gegen die wechselseitigen elektrischen Induktionskräfte, 
welche durch die gleichzeitige Vermehrung der elementaren Strom
stärken in den einzelnen Teilfäden erzeugt werden. Diese elementaren 
Induktionskräfte setzen sich zusammen zu einer totalen elektromoto
rischen Kraft, die im Limes durch den Ausdruck 

1 dtP 1 di "P = _.- --- = - -- L ~ 
c dt c d t 

(15) 

gegeben wird. Sie entspricht einer skalaren Potentialdifferenz derselben 
Größe (in elektrostatischen Einheiten), so daß zu ihrer Überwindung 

die Arbeit "Pcid t = L ~: idt = Lidi notwendig ist. DurchIntegration 

dieses Ausdruckes ergibt sich tatsächlich die magnetische Energie des 

betrachteten Stromes ~ L i 2 • 

§ 3. Die elektromagnetische Theorie der Masse. 
Die Analogie der auf diese Weise definierten und ausgedrückten 

magnetischen Energie eines Stromkreises mit der gewöhnlichen kine
tischen Energie eines materiellen Teilchens springt in die Augen. Dabei 
entspricht die Stromstärke der Geschwindigkeit des Teilchens \;) und 
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der Selbstinduktionskoeffizient seiner Masse m; die Selbstinduktions
kraft (15) ist der "Trägheitskraft" 

du 
-m7t=-mtu, 

die bei einer Beschleunigung des Teilchens überwunden werden muß, 
vollkommen analog. 

Diese Analogie verwandelt sich in eine Identität, wenn wir statt 
eines geschlossenen Stromkreises die Translationsbewegung eines Kör
pers betrachten, der eine flächenhaft oder räumlich verteilte Ladung 
trägt. 

Wir denken uns z. B. ein starres kugelförmiges Elektron, das sich 
geradlinig gleichförmig mit der Geschwindigkeit tl bewegt. Da diese 
Bewegung nicht stationär ist, so kann man strenggenommen den Be
griff der magnetischen Energie auf den betrachteten Fall nicht anwen
den. Versucht man trotzdem die entsprechende magnetische Energie T 
zu berechnen, so ergibt sich zunächst auf Grund der Formel (12b) 

v 2 
T=U 2 , 

C 

wo U die elektrische Energie des Elektrons im Ruhezustand bedeutet. 
Dieser Ausdruck ist mit der kinetischen Energie eines Teilchens mit der 
Masse 

2U 
m=-

c2 

identisch. Es muß aber beachtet werden, daß die Formel (12b) auf den 
vorliegenden Fall sicher unanwendbar ist. Wir wollen deshalb die Ener
gie T noch mittels der (wie wir später sehen werden, allgemeingültigen) 
Formel (13) berechnen. Wir bemerken dazu, daß die Beziehung 

I 
~=-ilX~, c 

welche nach (13b) Kap. VI zwischen der magnetischen und elektrischen 
Feldstärke einer geradlinig-gleichförmig bewegten Punktladung be
steht, offenbar auch für die entsprechenden resultierenden Feldstärken 
irgendeines Systems von elektrischen Ladungen, die sich mit derselben 
konstanten Geschwindigkeit bewegen, gelten muß. Es ist also 

H2= ~ {E2V2_(~il)2} 

und folglich nach (13) und (5) 

v 2 I Sc T=U72--Snc2 ~il)2dV. (16) 

In dem betrachteten Fall (Elektron mit einer kugelsymmetrischen 
Verteilung der Ladung) muß das elektrische Feld für den Ruhezustand 
und angenähert für kleine Bewegungsgeschwindigkeiten (v< c) auch 
kugel- oder radialsymmetrisch sein. Bezeichnet man also den Winkel 
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zwischen II und dem Radiusvektor t des Volumelementes d V (relativ zum 
Mittelpunkt des Elektrons) mit (), so wird I ~lll = Ev cos () und folglich 

_1_S('-tll)2dV = (.~SE2dV) V2_COS2(). 
8:n:c2 \8:n: c2 

Hier bedeutet cos 2 () den Mittelwert von cos 2 () für alle Richtungen von t. 

Bekanntlich gilt cos2 () = ~- so daß nach (16) 

T=~U~ (l6a) 
3 c2 

wird. Dieser Ausdruck ist also um ein Drittel kleiner als der früher be
rechnete und entspricht einer elektromagnetischen Masse 

4 U 
m=3C2-' (16b) 

2 e2 • 4 e2 • 
d. h. m=3 ac2 1m Falle der Flächenladung und m=5 ac2 1m 

Falle der Volumladung [vgl. (8) und (8a)]. 
Von der Richtigkeit dieser Formeln!) kann man sich direkt über

zeugen durch Berechnung der elektrischen Induktionskraft, mit welcher 
das Elektron, bei einer beschleunigten Bewegung, auf sich selbst wirken 
muß. - Wir haben in Kap. VI, § 2 gesehen, daß der von der Beschleuni
gung einer Punktladung de' abhängige Anteil seiner elektrischen Feld
stärke sich bei kleinen Geschwindigkeiten durch 

dij(2)=- ~~{tu'-ffio(ffiotu')} (17) 

ausdrückt. 
Daraus folgt, daß die Kraft, mit welcher ein unendlich kleines Element 

de' des Elektrons auf ein anderes de wirkt, dargestellt werden kann 
als Produkt der durch c2 dividierten gegenseitigen elektrischen Energie 

de de' • 
der beiden Elemente Cl R mIt dem Vektor - {tu - ffio (ffio tu} (den 

Akzent lassen wir weg und betrachten die Wechselwirkung der ver
schiedenen Elemente des Elektrons als momentan, vgl. unten § 3). Durch 
Summation dieser Produkte für alle Elemente de und de' bekommt man 
offenbar 

wo ffio (ffiotu) den Mittelwert des Vektors ffio (ffiotu) für verschiedene Rich

tungen des von de' nach de gezogenen Radiusvektors ffi(ffio =~) 
bedeutet. Wegen des kugelsymmetrischen Aufbaus des Elektrons muß 

die zu tu senkrechte Komponente des Vektors ffio(ffiotu) verschwinden. 
Für die dazu parallele Komponente bekommt man dagegen, wenn der 

1) Für kleine Geschwindigkeiten; die genaueren für beliebige Geschwindig
keiten geltende Formeln werden wir später ableiten. 
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Winkel zwischen mo und ttJ durch ()' bezeichnet wird, 
---- -- 1 
mottJ cos ()' = wcos2 ()' = 3" w . 

Die gesuchte, durch die Beschleunigung des Elektrons bedingte 
"Selbstinduktionskraft" drückt sich also durch die Formel 

l:r=-:~ttJ (l7a) 

aus. Diese Kraft ist folglich mit der gewöhnlichen Trägheitskraft eines Teil
chens von der Masse (16b) - jedenfalls formal - identisch. 

Es sei bemerkt, daß der in der vorhergehenden Rechnung außer 
acht gelassene Anteil der elektrischen Feldstärke ebenso wie die durch 
die magnetische Feldstärke bedingte Kraft bei (doppelter) Summation über 
alle Elemente des Elektrons keinen Beitrag zur resultierenden "Selbst
kraft" liefern. Für ein geradlinig-gleichförmig bewegtes Elektron muß 
somit diese "Selbstkraft" verschwinden. 

Die obigen Resultatel) bilden die Grundlage der sogenannten elektro
magnetischen Theorie der Masse. Nach dieser Theorie ist die Masse eines 
Elektrons nicht als eine primitive Eigenschaft - wie etwa seine Ladung 
- zu betrachten, sondern als eine Eigenschaft, welche durch die Größe 
und die räumliche Verteilung der Elektronenladung nach der Formel 
(16b) bestimmt ist. Die Masse eines Elektrons kann also als sein Selbst
induktionskoeffizient definiert werden. 

Der eigentliche physikalische Sinn dieser Aussage besteht in der Be
hauptung, daß bei einer (beschleunigten) Bewegung des Elektrons die 
auf dieses wirkende äußere Kraft l:r(a) in jedem Augenblick durch 
die entsprechende Selbstkraft l:r entgegengewichtet sein muß. Aus 
diesem von H. A. Lorentz herrührenden Gleichgewichts- oder besser 
Bewegungsprinzips läßt sich die Bewegungsgleichung eines Elektrons 
in einem gegebenen äußeren elektromagnetischen Felde aufstellen. -
Setzt man also allgemein 

(17b) 

und benützt den aus (17 a) und (17) folgenden Ausdruck für l:r(a) 

(= - mttJ), so bekommt man die bekannte Newtonsche Bewegungs
gleichung 

mttJ=l:r. (17c) 

Daraus folgt, da der angeführte Ausdruck für die Selbstkraft nur einen 
Näherungswert für kleine Geschwindigkeiten darstellt, daß auch die 
obige Bewegungsgleichung ungenau ist und jedenfalls bei großen Ge
schwindigkeiten durch eine kompliziertere Gleichung ersetzt werden muß. 

Da die Ladung und die Masse der Elektronen experimentell fest
gestellt werden können, so ist es möglich, unter gewissen Voraussetzungen 
über ihre "Struktur" (d. h. Ladungsverteilung) ihre geometrischen 

1) Die zum ersten Mal von ]. J. Thomson aufgestellt worden sind. 
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Abmessungen abzuschätzen. Bei der einfachsten Annahme, daß die 
Elektronen starre Kugeln mit gleichförmig verteilter Flächen- oder Vo
lumladung sind, ergibt sich für den Radius dieser Kugeln im Falle von 
negativen Elektronen (e=-4,77' 10- 10 , m=9,8. 10- 27 g) 

a "'. 2· 10-13 cm 
und im Falle von positiven Elektronen oder "Protonen" (e = +4,77 .10- 10, 

m= 1,7 .10-27 g) 
a '" 10-16 cm . 

Es sei schließlich bemerkt, daß die Masse irgendeines Systems von Elek
tronen, z. B. eines Atoms oder materiellen Körpers - von der Summe 
der Massen dieser Elektronen im allgemeinen verschieden ist. Denn 
man hat alsdann neben der "Eigenrnasse" der einzelnen Elektronen 
noch ihre "gegenseitige Masse" in Betracht zu ziehen. Diese gegenseitige 
Masse der verschiedenen Elektronen ist dem gegenseitigen Induktions
koeffizienten von verschiedenen Strömen analog. Sie entspricht der 
gegenseitigen magnetischen Energie, oder der gegenseitigen Induktions
kraft, die auftreten müssen, wenn das betrachtete Elektronensystem 
sich als Ganzes gleichförmig bzw. beschleunigt bewegt. Der Größen
ordnung nach ist sie nach (16) gleich 1) der gegenseitigen elektrischen 
Energie der verschiedenen Elektronen, dividiert durch c2 , d. h. durch 
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit. Solange der Abstand der Elek
tronen voneinander groß gegenüber ihren Abmessungen (Radius) bleibt, 
muß ihre gegenseitige Masse auch gering sein im Verhältnis zu der 
Summe ihrer Eigenrnassen. Wir möchten nochmals betonen, daß die 
Eigenrnasse eines Elektrons sich nach der skizzierten elektromagne
tischen Theorie darstellt als die gegenseitige Masse der voneinander 
untrennbaren Elemente, in welche das Elektron gedanklich eingeteilt 
werden kann. 

Es gibt also strenggenommen keine "eigene", sondern nur eine gegen
seitige Masse. Der Begriff der Masse steht in einfacher und unmittel
barer Beziehung nicht zum Materie-, sondern zum Energiebegriff. Die 
Materie ist nämlich nichts anderes als die Gesamtheit der Elektronen, 
die als unzerstörbare und unvariable Dinge anzusehen sind. Die Masse 
eines materiellen Körpers ist aber eine zum Teil veränderliche und zu
gleich keine additive Größe, die von der relativen Lage der diesen Körper 
bildenden Elektronen abhängt, und zwar auf dieselbe Weise wie ihre 
gegenseitige elektrische Energie. Dementsprechend erhebt sich noch 
die Frage nach der Lokalisierung der Masse. Diese Frage muß sich offen
bar gleichzeitig mit der Frage nach der Lokalisierung der Energie lösen. 

1) Man beachte, daß die Formel (16), ebenso wie die ihr zugrunde liegende 
I 

Beziehung ~ =- iJ X ~, nicht nur für ein einziges Elektron, sondern für be
e 

liebige sich als Ganzes geradlinig-gleichförmig bewegende elektrische Systeme 
gelten muß. 
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Insofern die elektromagnetische Energie eines Systems von Elektronen 
als eine Funktion ihrer gegenseitigen Abstände (und eventuell auch 
Geschwindigkeiten) ausgedrückt wird, kann von einer solchen Lokali
sierung keine Rede sein. Wir haben aber gesehen, daß im Falle von zeit
lich-konstanten elektrischen und magnetischen Feldern die "totale" 
Energie sich als eine "stoffartige" Größe auffassen läßt, die im ganzen 

Raum mit der Volumdichte 81
11; E2 bzw ~;r, H2 verteilt ist. Wir wollen 

nun versuchen, diese Darstellung der elektromagnetischen Energie 
als einer stoffartigen, räumlich lokalisierbaren Größe auf beliebige zeit
lich variable Erscheinungen zu verallgemeinern. 

§ 4. Elektromagnetische Energie und Strahlung. 

Wir betrachten ein System von Elektronen, die sich ganz beliebig 
bewegen mögen, und charakterisieren sie durch eine zunächst willkür
liche räumliche Verteilung von elektrischer Ladung und Impuls mit end
licher Volumdichte e bzw. j. Man kann dabei 

• tJ J=e c (18) 

setzen (vgl. § I, Kap. VI) und dementsprechend das Erhaltungsprinzip 
der Elektrizität in der Form 

ae d' 0 --+ IvntJ= at " (I8a) 

schreiben. 
Um eine allgemeingültige Definition der Energie zu erhalten, müssen 

wir zu der Quelle dieses Begriffes zurückkehren, also die Arbeit betrach
ten, die von den elektrischen und elektromagnetischen Kräften geleistet 
wird. Dabei werden wir nicht nur die "äußere" auf ein Elektron seitens 
der anderen wirkenden Kräfte berücksichtigen, sondern auch die ent
sprechenden Selbstkräjte; mit anderen Worten, unter der Kraft d'fj, 
die auf eine in dem Volumelement dV befindliche Ladung de = edV 
wirkt, werden wir die Totalkrajt verstehen, einschließlich des Anteils, 
welcher von den nächstliegenden Elementen des betreffenden Elektrons 
- und prinzipiell auch vom betrachteten Element edV selbst - her
rührt (letzterer muß aber im Grenzfalle d V ~ 0 verschwinden). 

Dementsprechend werden wir die totale elektrische und magnetische 
Feldstärke betrachten, die mit e und j durch die Gleichungen 

div ~ = 4nn, rot.\) - ~ a~ = 4nl' 
" c at 

verknüpft sind. 
Die auf die Ladung de = ed V wirkende Kraft drückt sich durch die 

Formel 

(18b) 
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aus. Ihre Arbeit während der Zeit dt bekommen wir durch innere Multi
plikation von diJ mit der entsprechenden Verschiebung des betrachteten 
Ladungselements bdt. Diese Arbeit ist also gleich 

d ~tJdt = e@;bdVdt, 

denn das Produkt ('0 X ~) '0 verschwindet (die elektromagnetische Kraft 
bleibt immer "arbeitslos"). Bezeichnet man die auf die Volum- und 
Zeiteinheit bezogene Arbeit durch I, so wird 

l=e@;b, 
oder nach (18) 

1= c @;j. (19) 

Wir ersetzen nun in diesem Ausdruck i durch 41n (rot ~ - ~ aa~) und 

addieren dazu den konjugierten Ausdruck 

1* = - ~ ~ (rot @; + ! a ~) (19 a) 
4n c at ' 

der nach (49a) Kap. V die Arbeit der magnetischen Kräfte bei nicht ver
schwindender "magnetischer" Stromdichte j* darstellen würde. Tat
sächlich aber ist j* und folglich 1* gleich Null, so daß die Hinzufügung 
von 1* belanglos ist (sie erlaubt aber die betrachtete Arbeit in eine 
symmetrische Gestalt zu bringen, die sich leicht in dem gewünschten 
Sinne transformieren läßt). Es ist also: 

c { \ 1 (a(J a~) 1 = I + 1* = - ~ rot ~ - ~ rot @; - -- (f - + ~ --4n J 4n at at 
d. h. 

(19b) 

Multipliziert man nun diese Gleichung mit d V und integriert über ein 
durch die Fläche 5 begrenztes Volum (V), so ergibt sich für die ganze in 
diesem Volum pro Zeiteinheit geleistete Arbeit A = J ld V 

dW ~ A=--- K dS dt n' (20) 

wo zur Abkürzung 

(20a) 

und 

(20b) 

gesetzt ist. 
Die Größe W läßt sich nach den Ergebnissen der vorigen Paragraphen 

interpretieren als die in dem Volum V aufgespeicherte elektromagne
tische Energie. Diese Interpretation entspricht vollkommen der Rolle, 
die W in der allgemeinen Formel (20) spielt. Denn denken wir uns für 
einen Augenblick, daß das Flächenintegral J KndS verschwindet, so 
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bedeutet die Formel (20), daß die Arbeit A auf Kosten der Größe W 
geleistet wird. Dies ist aber gerade das charakteristische Merkmal der 
Energie. 

Im allgemeinen bleibt, wie wir sofort sehen werden, das Integral 
~ KndS auch bei Verschiebung der Fläche 5 ins Unendliche von Null 
verschieden. Dagegen muß die Arbeit A, wenn die Bewegung der ein
zelnen Elektronen so geschieht, daß die auf jedes von ihnen wirkende 
äußere Kraft durch die entsprechende Selbstkraft aufgehoben wird 
[vgl. (17 b) J, für eine beliebige geschlossene Fläche, die kein Elektron 
schneidet, verschwinden. Setzt man also die Gültigkeit dieses Lorentz
schen Bewegungsprinzips voraus, so reduziert sich die Gleichung (20) auf 

dW J, 
-ift=:r KndS . (21) 

Es sei bemerkt, daß das Lorentzsche Prinzip keine direkte Beziehung 
zur Gleichung (20) hat. Diese Gleichung läßt sich jedenfalls auf die 
Form (21) immer dann reduzieren, wenn innerhalb der Fläche Sgar keine 
Elektronen enthalten sind. 

Die Gleichung (21) ist ganz analog zu der Gleichung 

-fl f edV=~CjndS 
(Kap. II, § 2), welche das Erhaltungsprinzip der Elektrizität ausdrückt. 
Dabei entspricht der Ladungsdichte e die Energiedichte 

~ = 8In (E2 + H2) (21a) 

und der Stromdichte ci = S (in elektrostatischen Einheiten) der Vektor ~ 
Es liegt deshalb nahe, die elektromagnetische Energie als eine Art 
von Substanz - in derselben Weise wie die Elektrizität - zu be
handeln und die Gleichung (21) als die Aussage des Erhaltungsprinzips 
dieser Substanz aufzufassen. Dementsprechend bezeichnet man den 
Vektor ~ als die Dichte des Energiestromes. Wäre die erwähnte Ana
logie zwischen Energie und Elektrizität vollkommen, so müßte zwischen 
~ und ~ eine Beziehung von der Gestalt 

(21 b) 

bestehen, entsprechend der Beziehung (18) zwischen] und e. Dabei 
würde der Vektor ~ die Bedeutung der Geschwindigkeit der Energie
strömung in dem betreffenden Punkte haben. Ein solcher Vektor läßt 
sich offenbar immer definieren, einfach als der Quotient von ~ durch ~. 
Es fragt sich aber, ob und wie weit ihm irgendwelche physikalische 
Bedeutung zukommt. Damit steht auch die Frage in engem Zusammen
hang, ob und wie weit die oben geschilderte "Substanzvorstellung" 
der elektromagnetischen Energie zulässig ist. 
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Zur Entscheidung dieser Frage wollen wir den Vektor St für den ein
fachsten Fall des elektromagnetischen Feldes eines elementaren Oszilla
tors berechnen. Dabei betrachten wir zunächst nur das Feld in der 
Wellenzone, identifizieren also @: und ~ mit den durch die Formeln (31) 
und (32) Kap. V bestimmten Feldstärken @:(2) und ~(2). Mittels der Re
lationen 

~ = mox@:, @: = ~xmo 

bekommt man sofort, nach (20b) 

St=~ffi E2=~ffi H2=E2+ H 2 m c. 
4n 0 4n 0 Sn 0 

Daraus folgt durch Vergleich mit (21 a) und (21 b) 

(t = moc. 

(22) 

(22a) 

(22b) 

Die Geschwindigkeit (t ist also im vorliegenden Falle nichts anderes als 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen 
im betrachteten Punkte. - Dieses Ergebnis läßt sich offenbar verallge
meinern auf beliebige Systeme von elektrischen (oder magnetischen) 
Oszillatoren - und überhaupt auf beliebige elektrische Systeme, die 
sich beständig in einem beschränkten Raumgebiet befinden - denn in 
sehr großen Entfernungen von diesem Gebiet muß immer die für die 
Wellenzone charakteristische Beziehung (22) bestehen (vgl. Kap. V, § 8). 

Damit ist die oben aufgestellte Frage für die Wellenzone ganz all
gemein, und zwar im positiven Sinne erledigt. 

Es ist aber leicht sich zu überzeugen, daß für die anderen in der 
obigen überlegung außer acht gelassenen Bestandteile des elektro
magnetischen Feldes, die für kleine Entfernungen ("kleine" selbstver
ständlich relativ zur Wellenlänge) die Hauptrolle spielen, die durch (21 b) 
definierte Geschwindigkeit physikalisch sinnlos wird. Wir stellen uns 
z. B. ein System vor, das aus einer ruhenden Ladung und einem elemen
taren Strom besteht. Für nicht zu kleine Abstände kann man sich die 
beiden in demselben Punkt vereinigt denken. Da die elektrischen Kraft
linien radial gerichtet sind, während die magnetischen in den durch die 
magnetische Achse des Stromes bestimmten Meridionalebenen laufen, 
so müssen die Linien, welche den Vektor @: X ~ darstellen, koaxiale 
Kreise (Parallelen) sein. Wir haben also in diesem Fall eine "Strömung 
der Energie" um die Achse des elektrischen Stromes in einer Richtung, 
die von dem Vorzeichen der erwähnten Ladung abhängt und mit einer 
Geschwindigkeit [im Sinne der Formel (21 b)], die bei verschwindender 
Ladung gleich Null wird. Dieser Vorgang stellt offenbar eine bloße Fik
tion dar, da die Ladung und der Strom, die wir zu einem System zu
sammengefaßt haben, sich gegenseitig gar nicht beeinflussen. 

In dem oben betrachteten Fall der Wellenzone eines (elementaren) 
Oszillators ist die elektromagnetische Energiedichte nach (31) und (32) 
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Kap. V durch den Ausdruck 
_I p' x mo 12 

~-4nC4R2 

gegeben. Bezeichnet man den Winkel zwischen 9l und f.i' (wobei durch 
den Akzent angedeutet wird, daß diese Größe sich auf die effektive Zeit 
t' = t - Rjc bezieht) mit (), so bekommt man für den Vektor Sf nach 
(22a) den Ausdruck 

(23) 

Für den vollständigen Energiestrom durch eine Kugelfläche mit dem 
Radius R ergibt sich daher die Formel 

Q =fK .. dS=~I#'12Sin2(), 
-- -- 2 

oder, da sin2 () = 1 - cos2 () = 3" ist, 

2 1 ii' 12 
Q=3"-C3 ' (23a) 

Dieser Energiestrom ist von der Größe der Kugel unabhängig, 
wenn man sich auf die Betrachtung eines bestimmten ettektiven Zeit
punktes beschränkt. Man kann also Folgendes behaupten: Durch die 
"beschleunigte" Bewegung des Oszillators während eines unendlich 
kleinen Zeitintervalles zwischen t' und t' + dt' wird die Ausstrahlung 
einer bestimmten Energiemenge Qdt' bedingt. Diese Energie pflanzt sich 
in der Wellenzone nach allen Seiten mit Lichtgeschwindigkeit fort und 
bleibt in jedem nachfolgenden Augenblick t innerhalb einer Kugelschale 
von der Dicke edt' lokalisiert, die von zwei Kugelflächen mit den 
Radien c (t - t') und c (t - t' - dt') begrenzt ist. 

Im Falle der Lichtwellen bestimmt der Vektor Sf in jedem Punkt die 
Richtung und zugleich die Intensität der Lichtstrahlen. Man pflegt 
ihn deshalb als "Strahlungsvektor" zu bezeichnen l ). 

Nach der Formel (21) muß die Ausstrahlung der Energie durch 
irgendeine geschlossene Oberfläche S auf Kosten der innerhalb dieser 
Oberfläche aufgespeicherten Energie geschehen. Denkt man sich also S 
als die Trennungsfläche zwischen der Wellenzone und dem "inneren" 
Raumgebiet, wo die Feldstärken (f(O), (f(l) und ~(l) die Hauptrolle 
spielen, so kann man den oben beschriebenen Vorgang der Energie
ausstrahlung betrachten als eine Verwandlung der Energie W(O) + W(l) 

welche den erwähnten Feldstärken entspricht, in die Energie W(2) des 
elektromagnetischen Feldes (f (2), ~ (2), welches in der Wellenzone herrscht 
und sich mit der Zeit immer weiter nach allen Seiten ausbreitet. 

1) Er wird auch oft als Poyntingscher Vektor genannt, da er zuerst von 
]. Poynting eingeführt wurde. 
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Die Energie W(O) + W(l) setzt sich zusammen aus der elektrischen 
und der magnetischen Energie der Elektronen, welche den betrachteten 
Oszillator bilden. Dabei bleibt die Summe der elektrischen Eigenenergien 
dieser Elektronen konstant und darf deshalb außer acht gelassen werden. 
Dagegen muß ihre gegenseitige elektrische Energie abnehmen. Diese 
Abnahme kann zum Teil durch eine Zunahme der magnetischen Energie 
der Elektronen, d. h. ihrer kinetischen Energie zum Teil kompensiert 
werden (es sei erinnert, daß die magnetische Feldstärke ~(1) dem Biot
Savartschen Gesetze folgt, also der Geschwindigkeit der Elektronen 
proportional ist). Auf diese Frage wollen wir hier nicht eingehen. Die 
angeführte Überlegung hat nur den Zweck, die Beziehung zwischen den 
Energien W(Ü) + W(1) einerseits und W(2) andererseits aufzuklären. 

Die Energie W (C) + W (1) entspricht der gewöhnlichen "mechanischen" 
Energie eines Systems von materiellen Teilchen; man könnte sie nähe
rungsweise als Summe der potentiellen (elektrischen) und kinetischen 
(magnetischen) Energie der Elektronen darstellen, wobei die erstere von 
ihrer relativen Lage und die zweite von ihren Geschwindigkeiten ab
hängt (die gegenseitige kinetische Energie bleibt verhältnismäßig sehr 
klein.) Dagegen gibt es in der klassischen Mechanik eine der Energie W(2) 

entsprechende Größe nicht. Diese Energie, welche durch die Beschleuni
gung der Elektronen bedingt wird und sich mit den elektromagnetischen 
Wellen ins Unendliche fortpflanzt, bezeichnet man als die Strahlungs
energie (oder "Strahlende Energie"). Wir können also den Vorgang 
der Energieausstrahlung grob definieren als die Verwandlung von me
chanischer Energie in Strahlungsenergie. Man darf aber nicht vergessen, 
daß die angeführte Einteilung der elektromagnetischen Energie in "me
chanische" und "strahlende" keine genaue ist; eine genaue Einteilung 
dieser Art ist sogar prinzipiell unmöglich. 

Die Verminderung der "mechanischen" Energie eines Systems 
von Elektronen durch Strahlung bezeichnet man im allgemeinen als 
StrahlungsdämPfung. Diese Strahlungsdämpfung kann - jedenfalls 
formal - auf gewisse Kräfte von derselben Art wie die Reibungskräfte 
der gewöhnlichen Mechanik zurückgeführt werden. Der Einfachheit 
halber stellen wir uns einen Oszillator vor, der nur ein bewegtes (schwin
gendes oder kreisendes) Elektron enthält. Das elektrische Moment lJ 
dieses Oszillators kann man dabei gleich er setzen, wo e die Ladung des 
bewegten Elektrons und r seinen Radiusvektor in bezug auf einen 
festen Punkt (z. B. das entgegengesetzte festgehaltene Elektron) be-

.. d2 r du . 
deutet. Dementsprechend hat man lJ = e dt2 = e Ti = eltJ und folghch 

nach (23a) 2 e2w2 

Q=3~' (23b) 

Das ist also die Energie, welche das bewegte Elektron, oder richtiger 
der Oszillator, pro Zeiteinheit durch Strahlung verliert. Dieser Energie-

Frenkel, Elektrodynamik 1. 14 
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verlust muß durch eine zusätzliche (bisher unberücksichtigt geblie
bene) "Reibungskraft" f verursacht werden. Zur Bestimmung dieser 
Kraft setzen wir die von ihr in dem Zeitintervall (tv t2) geleistete 

12 

Arbeit J fl) dt entgegengesetzt gleich der während desselben Intervalles 
t 1 t2 

ausgestrahlten Energie J Qdt. Es ergibt sich also nach (23b) 
I, 

(24) 

Das rechtsstehende Integral fOrmen wir durch partielle Integration um. 
Dabei wird 

~ ~ ~ 

f w2dt = f lUdI) = [IU· I)]~: - f I) ~~ dt . 

Die Größe 
t2 1 (d v2 ) 1 (d v 2) 

[IU . I) L, ="2 (it 2-"2 !Je 1 

muß offenbar bei stationären oder schwach gedämpften Schwingungen 
praktisch (im Mittel) Null bleiben, wenigstens im Verhältnis zu der 

!2 

Größe J w2dt. Wir dürfen deshalb für Zeitintervalle (tl' t2) die genügend 
I, 

groß relativ zur Schwingungsperiode sind (sonst aber sehr kurz sein 
können), 

setzen und dementsprechend nach (24) 

oder schließlich 

(24a) 

Diese Reibungskraft, die gewöhnlich als Strahlungsdämpjung bezeichnet 
wird l ), muß offenbar einen im letzten Paragraph außer acht gelassenen 
Anteil der "Selbstkraft" ~, d. h. der Resultierenden der elementaren 
Kräfte, mit welchen die verschiedenen unendlich kleinen Elemente des 
Elektrons (de, de') aufeinander wirken, darstellen. In der Tat, berück
sichtigt man bei der Berechnung dieser Kraft auf Grund der Formel (17) 
die Verspätung der entsprechenden elementaren Kraftwirkungen, so 

1) Und die zuerst von M. Planck eingeführt wurde. 
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muß man unter tu' die Beschleunigung des Elektrons nicht im be
trachteten Augenblick t, sondern in dem früheren Augenblick t' = t - R/c 
verstehen, wo R den Abstand des "aktiven" Ladungselements de' 
vom "passiven" de bedeutet. Dabei ist vorausgesetzt, daß das Elek
tron sich als ein starrer Körper lJewegt, d. h. daß die verschiedenen Elek
tronenelemente in demselben Augenblick dieselbe Geschwindigkeit und 
folglich dieselbe Beschleunigung haben 1). 

Entwickelt man nun die Beschleunigung tu' als Funktion von t' 
nach Potenzen der Differenz t' - t, so wird in erster Annäherung 

tu' = tu + (t' - !) dd~ , 

wo tu und dd 7 sich auf den Zeitpunkt t beziehen, oder wegen t' - t= - ~ 
, Rdro R' 

tu =tu-cdt=tu-ctu. 

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (17) bekommen wir 

(2) _ de' { ro ( )} de' { . (. )} ~ - - C2R tu- ,no ffiotu + Ci tu- ffio ffiotu , 

woraus sich nach Multiplikation mit de und doppelter Summation 
über die verschiedenen Elemente des (kugelsymmetrischen) Elektrons 
ergibt [vgl. die A blei tung von (17 a)] 

2 e2 • 

iJ=-mtu+3"catu. (24b) 

Diese Formel ist als die Vervollständigung unserer früheren Formel 
(17a) für die Selbstkraft des Elektrons anzusehen; dabei haben wir in 
dem Ausdruck dieser Kraft die Elektronenrnasse m nach (16b) einge
führt. Die Selbstkraft setzt sich also zusammen aus zwei Anteilen: 
der Trägheitskraft - mlU und der oben auf eine andere Weise be-

2 e2 • 

rechneten Dämpfungskraft f = 3" ca ro 

Am Ende des Kapitels VI haben wir schon bemerkt, daß bei der 
Betrachtung der Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Teilen 
eines elektrischen Ladungssystems, den gewöhnlichen Ausdrücken für 
die retardierten elektromagnetischen Potentiale und Feldstärken die 
entsprechenden Reihenentwicklungen, weIche sie als momentane Fern
wirkungen darstellen, vorzuziehen sind. In der Tat, die Formel (24b) 
könnte man unmittelbar aus der ein wenig korrigierten Formel (28a), 

Kap. VI ableiten. Dabei entspricht dem ersten in ~ quadratischen 

Gliede von (28) keine resultierende Selbstkraft ; dem zweiten in ~ li

nearen Gliede eine Selbstkraft 
U 4 U _!tu + ffi (luffi )\_- = --- tu = -mtu 

\ 0 0 J c2 3 c2 

1) Vgl. unten die Theorie des deformierbaren (Lorentzschen) Elektrons. 

14* 
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in Übereinstimmung mit (17a), und dem dritten von Runabhängigen 
Gliede die Selbstkraft 

e2 dto 
+ cadT' 

In diesem Ausdruck fehlt noch der Faktor~, was sich durch die Un

genauigkeit der Formel (28a) , erklärt. Hätten wir in den Reihen (27) 
und (27 a) Kap. VI noch einen Term berücksichtigt, so würde sich 
der betrachtete Anteil der Selbstkraft mit dem richtigen Faktor ergeben. 

Es sei noch zum Schluß auf Folgendes hingewiesen. Die Gleichung 
(21), welche als der Integralausdruck des Gesetzes der Erhaltung der 
Energie angesehen werden darf, kann man ebenso wie die entsprechende 
Gleichung für das Erhaltungsprinzip der Elektrizität durch eine Diffe
rentialgleichung ersetzen, welche offenbar lautet 

iJ~ d' @ at + IV JI, = 0 . (25) 

Dies ist nichts anderes als die Gleichung (19b), wo wir aber l = 0 ge
setzt haben. Es muß nun beachtet werden, daß die letzte Gleichung 
nicht allgemeingültig ist. Denn aus dem Verschwinden der Arbeit fldV 
für ein ganzes Elektron (nach dem Lorentzschen Bewegungsprinzip) 
darf man noch nicht schließen, daß die elementaren Arbeiten ld V für 
jedes Element des Elektrons einzeln verschwinden. Die Entwicklung 
dieser Frage ist ohne ein tieferes Eingehen auf die Struktur des Elek
trons nicht möglich. 

§ 5. Transformation der elektrischen und magnetischen Kräfte; 
elektromagnetische Bewegungsgröße. 

Die Totalkraft dij, welche auf ein Ladungselement de= edV wirkt, 
kann in der Form dij= fdV dargestellt werden. Der Vektor f drückt 
sich nach (18b) durch die Formel 

f = elZ + jx~ (26) 

aus, und läßt sich definieren als die auf die Volumeinheit bezogene Kraft, 
oder auch als der Impuls dieser Kraft pro Zeiteinheit. In dieser Fassung 
entspricht der Vektor f dem Skalar l: letzterer bedeutet die auf die Volum
und Zeiteinheit bezogene Arbeit, ersterer den entsprechenden Impuls. 

Wir wollen nun zeigen, daß der Ausdruck (26) auf eine Weise trans
formiert werden kann, die ganz analog zu der im vorigen Paragraph aus
geführten Transformation des Ausdruckes (19) ist. 

Wir betrachten zuerst den Fall, daß das elektrische und magnetische 
Feld zeitlich konstant sind. Dann lassen sich die beiden Anteile von (26) 
einzeln unabhängig voneinander transformieren. 

Mit Rücksicht auf die Differentialgleichungen 

divlZ = 4ne und rotlZ = 0 
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kann die resultierende elektrische Kraft 

iY(e) = fQ;g dV , 

welche auf alle sich im Volum V befindenden Ladungen wirkt, zunächst 
in der Form 

iY(e) = -1-fQ; div Q; dV 
4n 

geschrieben werden. Ferner haben wir nach der allgemeinen Formel 
(16c), Einleitung, 

f Q; div Q; dV = ~ (Q;n) Q; dS - J (Q; grad) Q; dV , 

und nach (27) (ibid.), wegen rot Q; = 0, 

1 
(Q; grad) Q; = 2" grad P. 

Daraus folgt 

iY(e) = _1_ A: (Q; n) Q; d S - -I-fgrad E2 d V 
4n~ 8n 

und schließlich nach (16), Einleitung: 

~(e) =~;~ (Q;En _ n ~2) dS. (27) 

Durch diese Formel wird die Kraft ~(e) dargestellt als die Resultierende 
von elastizitäts artigen Spannungen, die im ganzen elektrischen Feld 
(auch dort, wo keine Ladungen vorkommen) wirksam sind. Dabei können 
wir uns nach (27) vorstellen, daß auf jedes Flächenelement dS eine be
stimmte Kraft - T~e) dS wirkt, wobei T~e) - die auf die Flächen
einheit bezogene "Spannung" - durch die Formel 

%(e)=n E2 _ cr:E~ 
n 8n 4n (27a) 

gegeben wird. 
Solche Spannungen oder Flächenkräfte betrachtet man in der Ela

stizitätstheorie, wo sie die Wechselwirkung zweier längs der betrachteten 
Fläche aneinander grenzender Körperteile charakterisieren. In unserem 
Falle sind diese Spannungen bloße mathematische Fiktionen, welche 
die Wechselwirkung zwischen den elektrischen Ladungen, die sich auf 
verschiedenen Seiten irgendeiner Fläche S befinden, in einer sehr be
quemen und anschaulichen Weise darstellen. Ist die elektrische Feld
stärke zur Flächennormale n parallel (Q; En = n E2), so reduziert sich 

E2 
die Spannung (27 a) auf - n 8 n. Wir haben also in diesem Falle eine 

von innen nach außen wirkende Zugkraft; stehen dagegen die Vektoren n 
und Q; senkrecht aufeinander, so bekommen wir eine von außen nach 
innen gerichtete Druckkraft derselben Größe (von der Art des gewöhn
lichen hydrostatischen Drucks). Mit anderen Worten, man kann sich 
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die elektrischen Kraftlinien als gespannte Fäden vorstellen, die in der 
Längsrichtung einem Zug und in der Querrichtung einem Druck unter
worfen sind; dabei sind die erwähnten "Hauptspannungen" - Längszug 
und Querdruck, auf die Flächeneinheit bezogen - gleich der Volum
dichte der elektrischen Energie (Maxwellsche Spannungen). Den 
Spannungsvektor ~I:) kann man vom mathematischen Gesichtspunkt 
aus behandeln als das innere Produkt einer gewissen Tensorgröße 2~(e), 
des sogenannten elektrischen Spannungstensors, mit der Normale n. 
Durch Multiplikation von ~n mit irgendeinen anderen Einheitsvektor f 
bekommen wir eine skalare Größe 

TI.) = (nt) E2 _ EnEk 
nk Sn 4n' (27b) 

welche man als die Komponente des Tensors 2~(e) bezüglich der beiden 
Richtungen n und t bezeichnen darf. Aus der Tatsache, daß n und t 
in (27b) auf eine ganz symmetrische Weise eintreten, muß man schließen, 
daß der elektrische Spannungstensor ein symmetrischer Tensor ist. 
Seine Komponenten in bezug auf irgendein rechtwinkliges Koordinaten
system Xl> X 2, X 3 drücken sich nach (27b) (wobei n und f zwei Koordi
natenvektoren bedeuten sollen) durch die Formeln aus: 

TI<) =_1_ (_ P + E2+E2) TI.) = _1_ (_P + E 2 + E 2 ) 
11 Sn 1 2 3, 22 Sn 2 3 l' 

TI.) = _1_ (_ P + E2 + p) 
33 Sn 3 1 2, (27c) 

TI.) - TI.) __ E2!,~ 
23 - 32 - 4n' Tle) - y<') - _ EI E3 TrJ = TI2•1) = _ E41'::2 • 

31 - 13 - 4n' ,. 

Ganz analoge Resultate ergeben sich bei der Transformation der 
magnetischen (oder elektromagnetischen) Kraft 

B'( m) = fiX ~ d V , 

wenn die elektrische Strömung als stationär (und folglich die magnetische 
Feldstärke als zeitlich konstant) vorausgesetzt wird. In diesem Falle 
haben wir 

rot ~ = 4n j, div ~ = 0 . 

Es wird also i X ~ = 4~ rot ~ X ~ und folglich, wegen der Identität 
H2 

grad "2 = (~grad) ~ + ~ X rot ~, 

f j X ~dV = 4~ f (~grad) ~dV - S~ f gradH2 dV, 

d. h. 

B'(m) = 41n ~ (~Hn - n ~2) dS . (28) 

Diese Formel ist vollkommen identisch mit (27). Wir brauchen deshalb 



Transformation der elektrischen und magnetischen Kräfte. 215 

auf ihre Interpretation nicht einzugehen. Den Vektor 

%(rn) = n H2 _ !f)Hn (28a) 
n Sn 4n 

können wir definieren als die Normalkomponente des magnetischen 
Spannungstensors 2%(m). Seine rechtwinkligen Komponenten drücken 
sich durch die zu (27c) ganz analogen Formeln aus: 

T(m) = ~ (- H2 + H2 + H2) T(m) = ~ (- H2 + H2 + H2 ) I 11 Sn 1 2 3' 22 Sn 2 3 1 , 

T~";) = sln(-m+ H~+ H~), 

I T(m)- T(m)-_ H 2 Ha T(m) _ y<m) _ _ ~Ha 
23 - 32 - 4:n:' 31 - 13 - 4:n:' 

T 12 = T21 = _ H~:2. 

(28b) 

Die Summe 
2% = 2%(8) + 2%(m) (28c) 

bezeichnet man als den elektromagnetischen Spannungstensor. 
Wir gehen jetzt über zu unserer allgemeinen Aufgabe: die Transfor

mation des Ausdruckes (26) oder des Integrals 

~=SfdV 
für beliebige elektrische Systeme, d. h. für zeitlich variable elektromagne
tische Felder. 

Wir schreiben dabei die Grundgleichungen des elektromagnetischen 
Feldes in der Form 

div<5:= 4ne, 

div~=4ne*, 

~ 1 8~ 4' I rot ---= nl 
c 8t ' 

rot <5: + ! 88~ = - 4nj*, 
(29) 

wo die magnetischen Ladungs- und Stromdichten selbstverständlich 
gleich Null sind (e* = 0, j* = 0), und fügen zu dem Ausdruck (26) den 
konjugierten magnetischen Ausdruck 

f* = e* ~ - j* X <5: 
hinzu [vgl. (12a), Kap. VJ. Dabei wird 

f = f + f* = e<5: + e* ~ + j X ~ - j* X <5: 
oder nach (29) 

f= 41:n:{<5: div <5:+ ~ div ~ +rot~x~ +rot <5:X<5:-~ ~~ X ~ + -~ ~~ X <5:} 

= 41:n: (<5: div <5:- <5: X rot <5:+ ~ div ~-~ X rot ~)- 4!C :t (<5: X ~) 
Aus den schon oben benutzten Formeln 

~(<5:n)<5:dS= S(<5:grad)<5:dV + S<5:div<5:dV 

und 

~ ~2 ndS = S grad ~2 dV = S (<5: grad) <5:dV + S <5: X rot <5:dV 
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ergibt sich durch Subtraktion die Identität 

S((,tdiv(,t-(txrot~)dv=f{ (~n)(,t-n ~2 }dS. 

Mittels dieser Identität und der entsprechenden Identität für ~ bekom
men wir: 

SfdV = 4~ f { ((,tn)(,t +(~n)~ -n E2~_f!~ }dS-4!CS :t(~ x ~ )dV , 

d. h. 0 1-
~ = - o~ - 'j' :tndS , (30) 

wo 
(30a) 

ist. sr bedeutet den Energieströmungsvektor (20b) und:tn die Normal
komponente des Spannungstensors : 

1 ( , E2+H2) 
:tn = 4n (,tE n + ~Hn -n ~-2 - . (30b) 

Die Formel (30) ist ganz analog zur Formel (20). Dabei entsprechen den 
Skalaren A (Arbeit pro Zeiteinheit) und W (Energie) die Vektoren ~ 
und @$; dem Vektor sr in (20) entspricht in (30) der Tensor 2%. Aus dieser 
rein formalen Beziehung zwischen den beiden Ausdrücken folgt, daß sie 
eine entsprechende physikalische Interpretation zulassen müssen. 
In der Tat, betrachtet man den Vektor ~ nicht als die Kraft, sondern 
als den Impuls dieser Kraft pro Zeiteinheit (siehe oben) und benutzt die 
übliche mechanische Beziehung zwischen dem Impuls einer Kraft und 
der resultierenden Änderung der mechanischen Bewegungsgröße (die 
vollkommen der Beziehung zwischen Arbeit und der Änderung der 
kinetischen Energie entspricht) so kann man den Vektor @$ als die im 
Volum V aufgespeicherte elektromagnetische Bewegungsgröße definieren 
und den Tensor 2% als die V olumdichte der Strömung dieser Bewegungsgröße. 

Wäre der Impuls ~ von Null verschieden, so könnte man sagen, daß 
er auf Kosten der elektromagnetischen Bewegungsgröße geleistet wird. 
Da aber für jedes einzelne Elektron dieser Impuls nach dem Lorentzschen 
Bewegungsprinzip verschwindet, reduziert sich die Formel (30) (falls 
die betrachtete Fläche kein Elektron schneidet) auf 

d& S -Tt= :tndS (31) 

und drückt das Gesetz der Erhaltung der elektromagnetischen Bewegungs
größe aus. 

Die letzte Formel kann man durch die entsprechende Differential
gleichung 

ersetzen, wo 

~+div2:t=0 ot (31a) 

(3lb) 
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die Raumdichte der elektromagnetischen Bewegungsgröße bedeutet. 
Man muß aber beachten, daß die Gleichung (31a) im Innern der einzelnen 
Elektronen nicht gilt. 

Nach der angeführten Interpretation erscheint die elektromagne
tische Bewegungsgröße - ebenso wie die elektromagnetische Energie -
als etwas Substantielles, das im Raume lokalisiert werden kann. Da sie 
eine Vektorgröße ist, ist es unmöglich, sie selbst als eine Art von Sub
stanz zu behandeln. Man kann aber im Anschluß an die übliche Defi
nition der mechanischen Bewegungsgröße (Produkt von Masse und 
Geschwindigkeit) den Vektor 9 definieren als Produkt eines Skalars "', 
der die Bedeutung einer gewöhnlichen Massendichte, d. h. einer gewöhn
lichen trägen Masse pro Volumeinheit hat, mit einem Vektor, der die 
Bewegungsgeschwindigkeit dieser Masse darstellen soll. 

Es sei erinnert, daß wir eine analoge Zerlegung im vorigen Para
graphen für den Energieströmungsvektor sr durchgeführt haben. Durch 
Einsetzen des entsprechenden Ausdrucks (21 b) in (31 b) ergibt sich 

(32) 
mit 

(32a) 

Die letzte Gleichung drückt eine ganz allgemeine Beziehung zwischen 
Massendichte und Energiedichte aus. Sie entspricht der Beziehung 
(16b) zwischen der Masse und der (elektrostatischen) Energie eines 
Elektrons, die wir auf Grund der elektromagnetischen Theorie der Masse 
aufgestellt haben. Dabei erscheint die Masse eines Elektrons (oder 
irgendeines Systems von Elektronen) als eine Eigenschaft seines elektro
magnetischen Feldes; und zwar muß sie nicht im Elektron selbst, d. h. 
in dem Raum, wo seine Ladung lokalisiert gedacht wird, sondern im 
ganzen Raume, über den sich das elektromagnetische Feld dieser La
dung ausdehnt, lokalisiert werden. - Ferner folgt aus der Formel (32a), 
daß nicht nur die elektrische, sondern auch die magnetische Energie 
zur Masse beiträgt; mit anderen Worten, die Masse eines Elektrons muß 
mit Zunahme seiner Geschwindigkeit zunehmen und nimmt nur im 
Grenzfall sehr kleiner Geschwindigkeiten den oben berechneten Wert 
an. Merkwürdigerweise fehlt in der allgemeinen Formel (32a) der in 

(16b) auftretende Faktor ~. Dieser Umstand bietet für die elektro

magnetische Theorie der Masse eine große Schwierigkeit, auf welche 
wir unten noch zurückkommen werden. 

Strenggenommen erhält die Zerlegung (32), ebenso wie die ent
sprechende Zerlegung (21 b), einen echten physikalischen Sinn nur in der 
Wellenzone, wo die Geschwindigkeit @: nach Größe und Richtung mit 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen 
übereinstimmt. In diesem Fall läßt sich auch der Tensor 2% in einer 
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Form darstellen, die vollständig identisch ist mit der Form, die ihm in der 
gewöhnlichen Mechanik zukommen würde. Hätten wir nämlich einen kon
tinuierlich verbreiteten Körper mit der Massendichte f-l und der Strö
mungsgeschwindigkeit (1, so würden sich die Komponenten des Tensors 2;t 
- der Strämungsdichte von 9 - auf dieselbe Weise durch die Kom
ponenten von (1 und 9 ausdrücken wie die Komponenten von 9 - der 
Strömungsdichte von f-l - durch die Komponenten von ~ und den 
Skalar f-l. Es sollten also in diesem Fall neben den Formeln gi = f-lC i 
(i = 1, 2, 3) die entsprechenden Formeln 

Tik=f-lCiCk (32b) 
gelten. 

Es ist nun leicht, sich zu überzeugen, daß in der Wellenzone diese 
Formeln mit der aus (30b) folgenden allgemeingültigen Formel 

Tik=4~(-EiEk-HiHk+6ik E2~H2) (33) 

übereinstimmen; dabei bedeuten die 6i k die Komponenten des Einheits
tensors 

° 0) 1 0 

° 1 

(33a) 

so daß 6ik = 1 für i = kund 6ik = 0 für i =f= k ist. 
Wir denken uns z. B. die erste Achse in die Fortpflanzungs- (oder 

Strahlen-)richtung, die zweite Achse in die Richtung der elektrischen 
Feldstärke und die dritte in die Richtung der magnetischen Feldstärke 
gelegt. Dabei bekommen wir nach (22) ein rechtshändiges Koordinaten
system, in bezug auf weIches die Tensorkomponenten (33) sich folgender
maßen ausdrücken: 

Tl! =-----sn-=~, T 22 : ~n-~=O' T 33 =-Sn=O (33b) 
E2 + H2 - E2 + H2 E2 - H2 I 

T 23 - T 3! -T!2 -- O. 

Dasselbe Resultat ergibt sich nach der Formel (32b), wenn man unter (1 

den Lichtgeschwindigkeitsvektor versteht und die Beziehung (32a) 
zwischen Massen- und Energiedichte berücksichtigt. 

Es muß aber betont werden, daß diese Übereinstimmung nur für 
die Wellenzone gilt. Im allgemeinen läßt sich ein Geschwindigkeits
vektor (1, der eine Darstellung der Tensorkomponenten (33) in der 
Gestalt (32b) gestatten würde, überhaupt nicht definieren - schon 
aus dem Grunde, weil wir durch das Gleichsetzen von (32b) und (33) 
6 Gleichungen für drei Unbekannte (die Komponenten von (1) bekom
men würden. 

Die erwähnte "Substanzvorstellung" des elektromagnetischen Fel
des als Träger von Energie und Masse bleibt also nur für die Wellenzone 
unbedingt gültig; sonst aber ist eine Zerlegung des Energieströmungs-
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vektors (oder der Bewegungsgröße) und besonders des "Impulsströ
mungstensors" 2:t, in Analogie zur klassischen Mechanik, nicht nur phy
sikalisch sinnlos, sondern, im letzten Falle auch mathematisch unmög
lich. - Es sei noch bemerkt, daß in dem Raumgebiet, wo diese Zer
legung gestattet ist, die elektromagnetische Energie sich doppelt so groß 
ergibt als die kinetische Energie (im Sinne der gewöhnlichen Mechanik) 
einer mit Lichtgeschwindigkeit bewegten Masse der nach (32a) zu
geordneten Größe. 

Die beiden Auffassungen des Tensors 2:t - als Strömungsdichte der 
elektromagnetischen Bewegungsgröße und als Spannungstensor - sind 
offenbar einander ganz äquivalent. Wir wollen diese Äquivalenz an 
dem folgenden einfachen Beispiel erklären. Wir betrachten ein Licht
strahlenbündel, d. h. einen seitlich begrenzten Wellenzug, der auf eine 
materielle Platte senkrecht auffällt und in dieser Platte absorbiert wird. 
Dabei geht die von dem betrachteten Strahlenbündel übertragene Ener
gie und Bewegungsgröße sozusagen in die Platte hinein, wo sie die ge
wöhnliche Form einer kinetischen oder Wärmeenergie annimmt bzw. 
einer gewöhnlichen "mechanischen" Bewegungsgröße, die sich in einer 
Bewegung der Platte in der Richtung der Lichtstrahlen äußern kann. 
Daraus folgt, daß die Platte durch die Lichtstrahlen eine gewisse Druck
kraft erfährt. Dieser sogenannte Lichtdruck ist offenbar gleich der auf 
die Platte pro Zeiteinheit übertragenen Bewegungsgröße, d. h. (falls 
die Druckkraft auf die Flächeneinheit bezogen wird) gleich dem Pro
dukte gc; andererseits muß sie der oben berechneten Komponente des 
Spannungstensors Tu = ~ gleich sein. Diese Größen sind aber iden
tisch, denn aus (32) und (32a) folgt 

~ g==-. 
c 

Wir können also sagen, daß der Lichtdruck auf eine zu den Lichtstrahlen 
normale absorbierende Fläche numerisch gleich der elektromagnetischen 
Energiedichte ist. 

Bei schiefem Einfall der Strahlen läßt sich die von ihnen ausgeübte 
Flächenkraft (Spannung) :tn nicht auf einen einfachen hydrostatischen 
Druck reduzieren. Die Projektion dieser Kraft auf irgendeinen Einheits
vektor f drückt sich allgemein, nach den bekannten Regeln der Tensor
rechnung [Einleitung (34)], durch die Formel aus 

3 3 

(2:tn)t=Tnk =17 17 Taßnak fJ • 
a=lß=l 

In dem Spezialfall des Koordinatensystems, auf welches sich die For
meln (33b) beziehen, bekommen wir 

T n 1, = ~ n1 k1 = ~ cos () cos (j', (34) 

wo (j und 0' die Winkel zwischen den Vektoren n bzw. f und den Licht-
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strahlen bedeuten. Der normal zur Oberfläche wirkende Druck ist also 
in dem betrachteten Fall gleich 

(34a) 

§ 6. Die Translationsbewegung eines Lorentzsehen Elektrons. 
Die in den zwei vorigen Paragraphen angeführten Transformations

formeln für die Arbeit (20) und besonders für die Kraft (30) erlauben 
uns, auf eine neue Weise die von einem willkürlich bewegten Elektron 
ausgeübte Selbstkraft zu berechnen, und damit, auf Grund des Lorentz
sehen Bewegungsprinzips, die exakte Form der Bewegungsgleichung 
eines Elektrons aufzustellen. Dazu brauchen wir bei der Berechnung 
der elektromagnetischen Bewegungsgröße (oder Energie) nur das von 
dem betrachteten Elektron selbst erzeugte Feld zu berücksichtigen. 

Man könnte selbstverständlich die gesuchte Selbstkraft direkt be
stimmen als die Resultierende der elementaren Kräfte zwischen den 
verschiedenen Elementen des Elektrons - ebenso wie wir es näherungs
weise im § 2 und 3 [Formel (24 b)] getan haben. Die einzuschlagende 1) 
indirekte Methode hat aber gegen die direkte den folgenden Vorteil: 
Das elektromagnetische Feld des Elektrons in einem bestimmten Augen
blick t kann man mittels der Formeln (26a) und (26b), Kap. VI, durch 
eine Reihe darstellen, deren einzelne Glieder von seiner Geschwindig
keit tJ, Beschleunigung tu und den höheren Ableitungen von tJ nach der 
Zeit abhängen2). Bei der Berechnung der Selbstkraft nach der direkten 
Methode sind die nur von der Geschwindigkeit abhängigen Glieder 
(I-ter Ordnung) belanglos; man muß also zunächst die Glieder 2-ter 
Ordnung betrachten, welche den Hauptteil der Selbstkraft, nämlich 
die Trägheitskraft liefern. Es sei bemerkt, daß diese Glieder neben der 
Beschleunigung noch die Geschwindigkeit enthalten können; in der 
erwähnten angenäherten Berechnung haben wir uns aber nur auf den 
Fall kleiner Geschwindigkeiten beschränkt, und dementsprechend nur die 
in tu linearen Glieder, welche von tJ unabhängig sind, behandelt. Die 
Glieder 3-ter Ordnung bestimmen den nächsten Anteil der Selbstkraft, 

welche der Strahlungsdämpfung entspricht; sie können neben dd7 noch tJ 

und tu enthalten; wir haben aber bei der Berechnung der Dämpfungs
kraft tJ und tu als verhältnismäßig klein vorausgesetzt. Analoge Betrach
tungen gelten für Glieder höherer Ordnung. 

Dagegen muß man bei der indirekten Methode, wegen des Auftretens 
der zeitlichen Ableitungen der Energie und der Bewegungsgröße in den 

1) Von Abraham herrührende. 
2) Soweit alle diese Ableitungen stetig und folglich endlich sind. Im entgegen

gesetzten Falle muß man die Zeitintervalle, in welchen sie endlich bleiben, einzeln 
betrachten und dementsprechend für verschieden entfernte Teile des Feldes ver
schiedene Entwicklungen benutzen. 
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Formeln (20) und (30), bei der Berechnung der Selbstkraft (oder ihrer 
Arbeit) schon die Glieder erster Ordnung, die nur von der Geschwindig
keit abhängen, berücksichtigen. Diese Glieder spielen sogar die Haupt
rolle - denn aus dem entsprechenden Gliede der Bewegungsgröße & 
bekommt man durch Differentiation nach der Zeit Glieder, die von der 
Beschleunigung linear abhängen, also die Trägheitskraft bestimmen. 
Kurzgefaßt kann diese Beziehung folgendermaßen formuliert werden: 
Glieder n-ter Ordnung in der Reihenentwicklung des elektromagneti
schen Feldes gestatten denselben (n-ten) Anteil der Selbstkraft mittels 
der indirekten Methode zu berechnen, der sich bei der direkten Methode 
nur aus den Gliedern (n + 1)-ter Ordnung bestimmen läßt. Handelt 
es sich also um die genaue Berechnung der "Trägheitskraft", d. h. des
jenigen Teiles der Selbstkraft, welcher der Beschleunigung des Elektrons 
proportional ist, wobei aber auch seine Abhängigkeit von der Geschwin
digkeit zu berücksichtigen ist, so genügt es bei der Benutzung der in
direkten Methode, das elektromagnetische Feld des Elektrons für eine 
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit zu ermitteln. Dabei fallen 
die in (20) und (30) auftretenden Integrale § KndS und §~ndS für 
eine unendlich entfernte Oberfläche weg (denn die elektrische und ma
gnetische Feldstärke nehmen bei geradlinig-gleichförmiger Bewegung -
ebenso wie bei Ruhe - umgekehrt proportional zum Quadrate der 
Entfernung ab), so daß diese Formeln die folgende einfache Gestalt 
erhalten: 

und 

d@ g:=---
dt 

dW 
A = g: b = - de- . 

(35) 

(35a) 

Die Integrale (30a) und (20a), welche & und W bestimmen, müssen 
dabei selbstverständlich über den ganzen Raum erstreckt werden. 

In Kapitel VI haben wir gezeigt, daß das elektromagnetische Feld 
einer geradlinig-gleichförmig (mit Unterlichtgeschwindigkeit) bewegten 
Punktladung de sich ausdrückt durch die Formeln 

ffi 1 
da; = (1- ß2)de R*3' d ~ ="7 b xda; (36) 

[vgl. (13), (13a) und (13b), Kap. VI)]. Wir .können nun die unendlich 
kleinen Elemente de des betrachteten Elektrons als Punktladungen be
handeln und die resultierenden Feldstärken a;, ~ einfach durch Integra
tion der Ausdrücke (36) bestimmen. 

Es sei erinnert, daß der Vektor ffi den Radiusvektor des betreffenden 
Aufpunktes P bezüglich der gleichzeitigen (momentanen) Lage p* des 
Elementes de bedeutet und daß in einem rechtwinkligen Koordinaten
system Xl' X 2, X 3, dessen Ursprung in p* liegt und dessen Xl-Achse 
in die Bewegungsrichtung fällt, die Formel gilt 

R* = V x~ + (1- ß2)(X~ + xn, (36a) 
wo Xl' X2' X3 die Komponenten von ffi sind. 
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Wir führen nun ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem X;, 
X;, X; ein, mit demselben Ursprung und derselben Orientierung der 
Achsen, aber mit einem anderen Maßstab für die erste (der Geschwin
digkeit b parallele) Achse, nach den Formeln: 

x1=xi il-,82, X 2 =X1' X3 =X1 • 

Dabei läßt sich der obige Ausdruck für R* in der Form 

R* =il-ß2R' 
darstellen, wo 

(37) 

(37a) 

(37b) 

die Bedeutung des Abstandes p* P in dem neuen Koordinatensystem 
hat. Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die Formel (36) für d(g be
kommen wir: 

de lR 
d (g = p - ß2 R' 3 ' 

oder in Komponenten nach den Koordinatenachsen: 

d E = ~~- ~1_ = d e~L d E = ~_e - -.::l I 
1 P _ ß2 R'3 R'3 ' 2 fI _ ß2 R' 3 > 

de x' (38) 
dE3 = t 1-ß; R,33- . 

Daraus folgt, daß der Vektor d(g', mit den Komponenten 

dEi =dE1 , dE~=dE2 il-ß2 dE;=dE3 fl=ß2 (38a) 

behandelt werden kann als die elektrische Feldstärke einer Punktladung 
de, die im Anfang des Koordinatensystems X' ruht. 

Durch Summation über die verschiedenen Elemente der Elektronen
ladung ergeben sich aus (38a) die Formeln 

E' 
E =---~-

3 t1-ß2-· 
(38b) 

Dabei bedeuten E;, E;, E; die Komponenten der resultierenden Feld
stärke des betrachteten Elektrons bezüglich des Koordinatensystems X'. 

Nun bemerken wir, daß dieses Koordinatensystem aus dem ursprüng
lichen X, nach den Transformationsformeln (37), durch eine Dilatation 
in der Bewegungsrichtung entsteht, und zwar in dem Verhältnis 1: iI ß2. 
Stellt sich also das Elektron in dem Koordinatensystem X als kugel
förmig dar, so muß es in dem transformierten Koordinatensystem X' 
als ein Rotationsellipsoid erscheinen, dessen Längsachse in dem Ver
hältnis I: {l- ß2 größer ist als die Querachse, d. h. als der ursprüng
liche Kugelradius a. Die Gesamtladung des Elektrons bleibt dabei un
verändert, so daß die Ladungsdichte r/ (bezüglich X') in demselben Ver
hältnis gegenüber der wahren Ladungsdichte (! (bezüglich X) vermindert 
erscheint. 
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In der angeführten Überlegung haben wir stillschweigend angenom
men, daß das Elektron sich als ein absolut starrer Körper (im Sinne der 
gewöhnlichen Mechanik) bewegt. Nun ist diese von Abraham herrührende 
Vorstellung keineswegs die natürlichste. Wir haben nämlich in Kap. VI, 
§ 3 gesehen, daß die Wechselwirkung zwischen den Elementen eines gerad
linig-gleichförmig bewegten Punktladungssystems sich aus einem Kon
vektionspotential 1p auf dieselbe Weise bestimmen läßt wie die Wechsel
wirkung derselben Punktladungen im Ruhezustand des Systems aus 
dem gewöhnlichen skalaren Potential rp. Wir haben ferner gesehen, 
daß die Flächen 1p = konst sich für jede mit der konstanten Geschwin
digkeit v = cß bewegte Punktladung als abgeplattete Rotationsellip
soide darstellen, und zwar abgeplattet in der Bewegungsrichtung im 
Verhältnis -V 1 - ß2: 1. Von dem transformierten Koordinaten
system X' beurteilt erscheinen diese Ellipsoide wieder als Kugeln. 

Es erhebt sich nun die folgende Frage: warum muß das bewegte 
Elektron dieselbe Gestalt wie das ruhende beibehalten, trotz der durch 
die Bewegung hervorgerufenen Änderung in der Wechselwirkung seiner 
Elemente? 

Im Ruhezustand bei Annahme der Kugelsymmetrie reduziert sich 
diese Wechselwirkung auf eine radial gerichtete Spannung, die irgendwie 
durch die zwischen den Elementen des Elektrons wirkenden Bindungs
kräfte aufgehoben wird (sonst würde das Elektron "explodieren"). 
Dabei fällt die Oberfläche des Elektrons mit einer Niveaufläche rp = konst 
zusammen; dasselbe gilt überhaupt für alle Flächen konstanter Ladungs
dichte. Es scheint nun ganz natürlich, diese Übereinstimmung der 
Flächen 12 = konst und der Flächen rp = konst als die eigentliche Gleich
gewichtsbedingung des Elektrons anzusehen, wodurch speziell auch seine 
äußere Gestalt bestimmt werden muß. 

Wir wollen nun dieses Gleichgewichtsprinzip nach Lorentz (und Fitz 
Gerald) für den Fall eines geradlinig-gleichförmig bewegten Elektrons 
verallgemeinern, indem wir das skalare Potential durch das Konvektions
potential1p ersetzen (für \) = 0 wird 1p = rp). Wir nehmen also folgendes 
an: in einem bewegten Elektron müssen die Flächen 12 = konst - und 
speziell die "freie" Oberfläche - mit den Flächen 1p = konst. zusammen
fallen. 

Das Konvektionspotential eines Elementes de des Elektrons drückt 
sich nach (I5a) Kap. VI durch die Formel aus 

oder wegen (37 a) 

d 1p = de (1--;;!2) (39) 

P_ß2 dlll= __ de. 
T Rf 

(39a) 

Die Flächen d1p = konst erscheinen also bezüglich des Koordinaten
systems X' als kugelförmig. Daraus folgt, daß für ein bezüglich dieses 
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Systems kugelförmiges Elektron, d. h. für ein solches Elektron, für welches 
die Flächen (2' = konst konzentrische Kugeln in X' sind, die Niveau
flächen des resultierenden Konvektionspotentials auch kugelförmig 

(in X') sein müssen. Das Integral S ~~ = q/ ist in diesem Fall identisch 

mit dem skalaren Potential eines ruhenden Elektrons, welches sich be

kanntlich in der Form; darstellen läßt (r' bedeutet den in X' ge-
r 

messenen Abstand des Aufpunktes vom Mittelpunkt 0 des Elektrons). 
Dabei ist 

(39b) 

Damit aber das betrachtete Elektron bezüglich des Koordinaten
systems X' kugelsymmetrisch erscheint, muß es in Wirklichkeit (d. h. 
bezüglich X) ein im Verhältnis iI=ß2: 1 abgeplattetes Rotations
ellipsoid sein. Auf diese Weise werden wir zu der folgenden sogenannten 
Lorentzschen Kontraktionshypothese geführt. Ein geradlinig gleichförmig 
bewegtes Elektron muß sich in der Bewegungsrichtung im Verhältnis 

y 1 - ß2: 1 kontrahieren (seine Querdimensionen bleiben dabei ohne 
Änderung). 

Durch diese Annahme wird unsere Aufgabe - die Berechnung der 
Bewegungsgröße - sehr vereinfacht, nämlich auf eine schon gelöste 
elektrostatische Aufgabe zurückgeführt. - Die Raumdichte der elektro
magnetischen Bewegungsgröße 

I 
g=-- Q;x~ 431:c 

1 
läßt sich zunächst mittels der Beziehung ~ =.- tJ X Q; in der Form 

C 

9 = 4:cdtJE2-Q;(tJQ;») (40) 

darstellen, oder in Komponenten nach den Koordina tenachsen X l' X 2' X 3 : 

gl = -41 v2 (E~ + Ei), g2 =- -41 -; E 1 E2 , g1 =--41 -;.. EIEs· 31: C 31: C 31: C 

Führen wir hier statt EI> E 2, Ea die Größen E:, E~, E~ nach (38b) ein, 
so wird 

_ 1 v (E'2 + E' 2) _ 1 ... v E' E' 
gJ-431:c21-ß2 2 3, g2--4nc2Vl ß2 12, 

1 v E' E' 
g3 = - 431: c2 t 1 _ ß2 1 3· 

Zur Berechnung der vollständigen Bewegungsgröße ® = f gd V be
merken wir, daß einem Volumelement d V = dX J dx2dxa in X in dem 
Koordinatensystem X' nach (37), das Volumelement 

dV'-d 'd 'd ' _dx1 dx2 dx3 
- Xl X2 Xa - ---==--P_ß2 
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entspricht. Es ist also 
dV = yi=- ß2 dV' 

und folglich 

1 c2 f 1 _ ß2 4 n 2 3 
G = v. _1 J(E:2+ E'2)dV'. I 
G =- v _1 JE' E' dV' (40a) 

2 c2 P - ß2 4n 1 2 , [ 

G = - v 1 JE' E' dV'. 
3 c2 P _ ß2 4 n 1 3 

Da im Ruhezustand das Elektron kugelsymmetrisch ist und diese 
Kugelsymmetrie infolge der Lorentzkontraktion bezüglich des mit
bewegten Koordinatensystems XI erhalten bleibt, muß das Feld des 
Vektors E;, E;, E~ von diesem Koordinatensystem beurteilt identisch 
sein mit dem gewöhnlichen elektrostatischen Feld desselben Elektrons 
im Ruhezustand bezüglich des Koordinatensystems X. Daraus folgt 

J E' E' dV'=JE' E' dV'=O 1 2 1 3 

und 

d. h. 

...!...J(E'2 + E'2) dV' =.! u: 4n 2 3 3 o' 

Dabei bedeutet 

Uo = 81nJ E2dV 

die gewöhnliche elektrische Energie des Elektrons im Ruhezustand. 
Definiert man die entsprechende Ruhmasse des Elektrons im Anschluß 
an (16b) durch die Formel 

so wird nach (40a) 

Die Größe 

4 Uo m =-_. 
o 3 c2 

(41) 

(4la) 

(41 b) 

ist die tatsächliche Masse des Elektrons bei der Geschwindigkeit 
v= cß. 

Wir sehen also, daß im Gegensatz zu der gewöhnlichen Mechanik die 
Masse des Elektrons keine konstante Größe ist, sondern von der Ge
schwindigkeit abhängt und zwar derart, daß sie für v - c unendlich 
wird. Daraus folgt, daß die Lichtgeschwindigkeit c eine Grenzgeschwin
digkeit darstellt, welche durch die Wirkung endlicher Kräfte niemals 
erreicht werden kann. 

Frenkel, Elektrodynamik I. 15 
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In der gewöhnlichen Mechanik definiert man die Masse als Verhält
nis zwischen der äußeren Kraft g:a und der Beschleunigung W. Diese 
Definition erweist sich nun als nur bei kleinen Geschwindigkeiten gültig. 
In der Tat hat die Bewegungsgleichung des Elektrons, vorausgesetzt, 

daß seine Selbstkraft durch - ~ ~ dargestellt werden kann, nach dem 

Lorentzschen Bewegungsprinzip die folgende allgemeine Form 
d 
dt (mb) = g:a . (42) 

Wir betrachten nun den Spezialfall, daß der Betrag der Geschwindigkeit 
konstant bleibt und nur ihre Richtung sich mit der Zeit ändert (dieser 
Fall entspricht z. B. der Bewegung in einem äußeren Magnetfeld). Dann 
bleibt m auch konstant und die Formel (42) reduziert sich auf die Gestalt 

mo db = g:a . (42a) 
YI - V 2/C2 dt 

Im entgegengesetzten Falle, wenn die Richtung der Geschwindigkeit kon
stant, ihre Größe dagegen variabel ist, bekommen wir nach (42) und (41 b) 

~ mv =m ~ __ v ___ =m dV( 1 + V2/C2 ) 
dt ( ) 0 dt tI-v2/c2 0 dt tI-v2/c2 (I-v2/c2)·/. 

mo dv 

(1- V 2/c2 )"/' fit 
und folglich 

m o dv F _____ - a 

(I_v2/c2)"/' dt - . (42b) 

Die Masse, als Verhältnis der Kraft zur Beschleunigung, ergibt sich in den 
beiden Fällen (42a) und (42b) als verschieden. Man nennt dementspre-

chend die Größe 11 mo --: die transversale und (1 mßo2)3f· - die longitudinale 
,1-ß2 - 2 

Masse des Elektrons. Es ist aber zweckmäßiger, die Masse als eine ein
heitlich durch (41 b) bestimmte Größe zu betrachten und sie bloß als 
Koeffizienten des Geschwindigkeitsvektors in dem allgemeinen Aus
druck (41 a) der Bewegungsgröße zu definieren. 

Durch innere Multiplikation der Kraft g:a mit b bekommen wir 
die von dieser Kraft pro Zeiteinheit geleistete Arbeit A. Nun ist nach 
(42) und (41 b) 

_ a. _ ~ _ 2dm ( db) _ mov2/c2 d(v 2) 
A - g: b - b dt (mt!) - b dt + m b dt - 2(I-v2/c2)./2 dt 

mo d(v2) mo d(v2 ) d 1 + ----.. -.. -- = -- = m c2 -- --:------
2P-v2fc2 dt 2(I-v2jc2)"/2 dt 0 dt VI-v2/ci' 

Wir sehen also, daß die während eines beliebigen Zeitintervalls geleistete 
Arbeit gleich der (algebraischen) Zunahme der Größe 

ist, so daß die Differenz 

W* =_mo~_2_=mc2 
tI-v2/c2 

T* = c2 (m-mo) = c2mo ( __ 1_ -1), 
\tI- V2/ C2 

(43) 

(43a) 
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die für v = 0 verschwindet, die Rolle der kinetischen Energie der ge
wöhnlichen Mechanik spielt. Entwickelt man (1- V 2/C 2)_1/2 nach Po-

tenzen von -~, so ergibt sich die Reihe 

T* -- ! 2 + ~ ~ (43 b) ~ 2 mo v 8 mo c2 

deren erstes Glied tatsächlich mit dem üblichen Ausdruck der kinetischen 
Energie bei konstanter Masse übereinstimmt. 

Es sei bemerkt, daß die durch (43a) definierte kinetische Energie 

des Elektrons von seiner magnetischen Energie T = i f H 2d V ver-

schieden ist. In der Tat, mittels der Beziehung ~ = ! x~, oder in e 
Koordinatendarstellung 

H1 =O, H2=-7 E3' H8=+~ E2, 

bekommen wir nach (38 b) : 

H2= H2 +H2 +. H2 = ß2(E2 + E2) =~(E'2 + E'2) 
1 2 3 2 3 1- ß2 2 3 

und folglich 

d. h. 

(44) 

Der Umstand, daß diese Größe mit der kinetischen Energie des Elektrons 
nicht übereinstimmt, kann man zunächst dadurch erklären, daß die 
elektrische Energie eines bewegten Elektrons U von der entsprechenden 
Ruhenergie Uo verschieden ist. Wir sollten deshalb erwarten, daß 
T* = T + U - Uo ist. Dies ist aber auch nicht der Fall. Sondern 
nach (38b) haben wir: 

U =~fE2dV = -Lf(E2 + E~2+E~2) '--::""2dV' 
8n 8n 1 l-ß2 P ß 

1 ---fE'2 dV' 1 1 f( '. E'2)dV' 1 TT ( -- 2) = -8 P ~ ß2 1 + -8 -C=-:'.CC_-' E., + 3 = -3 u 0 t1- ß2 +--==== 
n nt1-ß2 • P-ß" 

und folglich 

W=U+T=moc2(_1 --!fi=-V2/C2). (44a) 
tl-v2/c2 4 

Die Differenz W - Uo ist also nicht gleich T*. Im Grenzfalle sehr großer, 
der Lichtgeschwindigkeit nahekommender Geschwindigkeiten fällt die 
elektromagnetische Energie (44a) mit der oben definierten Größe W* 
zusammen. Dagegen bekommen wir für v = 0 W* = cZmo und 

3 
W= 4 moc2• Die letzte Formel ist identisch mit (41) (denn für V= 0 wird 

W = Uo). Nach der allgemeinen Beziehung (32a) zwischen der Masse und 
der Energie des elektromagnetischen Feldes sollten wir aber nicht Uo, 

15* 
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sondern die Größe wt = moc2 als die Energie des Elektrons im Ruhe
zustand betrachten. Dementsprechend hätte die nach der allgemeinen 
Gleichung (43) bestimmte Größe W* die Bedeutung der vollständigen 
Energie des Elektrons bei (konstanter) Geschwindigkeit v. 

Diese Unstimmigkeiten scheinen mit der unserer Rechnung zugrunde 
liegenden Kontraktionshypothese unmittelbar verknüpft zu sein. Denn 
die Annahme, daß ein bewegtes Elektron sich in der Bewegungsrichtung 
komprimiert, führt eine eigenartige durch die allgemeinen Differential
gleichungen des elektromagnetischen Feldes nicht übersehbare Abhän
gigkeit dieses Feldes von der Geschwindigkeit des Elektrons als Ganzes 
herbei. Auf diese Frage werden wir noch später zurückkommen. - Es 
sei hier bemerkt, daß die auf Grund des Lorentzschen Bewegungsprinzips 
und der Kontraktionshypothese aufgestellten Gleichungen (41 b) und 
(42) in ausgezeichneter Übereinstimmung mit den Erfahrungstatsachen 
über die Ablenkung der frei beweglichen Elektronen (in den Kathoden
strahlen z. B.) durch elektrische und magnetische Kräfte stehen. Da
gegen führt die Abrahamsche Vorstellung des absolut starren Elektrons 
zu einer Abhängigkeit der Masse von der Geschwindigkeit, die für große 
Geschwindigkeiten völlig versagt. Auf die Abrahamsche Theorie, die 
heute nur noch historisches Interesse besitzt. wollen wir hier nicht ein
gehen; wir werden aber sofort zeigen, daß die Lorentzsche Formel (41 b) 
aus ganz allgemeinen Prinzipien, ohne irgendwelche spezielle Vor
stellungen über die Beschaffenheit des Elektrons abgeleitet werden kann. 

Diese Prinzipien sind erstens das durch die Formel (32a) ausgedrückte 
Äquivalenzgesetz zwischen Masse und Energie und zweitens die allgemeine 
Form der Bewegungsgleichung (42), d. h. die Darstellbarkeit der Be
wegungsgröße als Produkt aus Masse und Geschwindigkeit. Da die Arbeit 
der äußeren Kraft iYG gleich der Zunahme der Energie des Elektrons 
sein muß, so folgt aus den obigen Prinzipien 

d. h. mit v = cß 

oder 

~(2 )_ d(mtJ) 
dt c m - b dt 

dm 1 d(ß2) 
m 21-ß2' 

Durch Integration dieser Gleichung bekommen wir 

d. h. die Lorentzsehe Formel. 

N ach der dargelegten Theorie muß man die Gleichung :t (m \)) = iYG 

als die angenäherte Form einer verwickelteren Bewegungsgleichung 
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ansehen, die nur für den Grenzfall kleiner Beschleunigungen genaue 
Gültigkeit besitzt. Hätten wir bei der Berechnung von @ noch die Be
schleunigung des Elektrons berücksichtigt, so würden wir eine Gleichung 

d 
erhalten, in welcher neben der Trägheitskraft - d t (mb) noch die Dämp-

fungskraft auftreten würde. Um aber diese Kraft genau zu bestimmen, 
würde es nötig sein, gewisse Voraussetzungen über die Abhängigkeit 
der Elektronengestalt nicht nur von der Geschwindigkeit, sondern auch 
von der Beschleunigung zu machen. Ein solcher Weg zur Aufstellung 
der exakten Bewegungsgleichung scheint aber von vornherein ungangbar. 

§ 7. Die Rotationsbewegung eines kugelförmigen Elektrons. 
Sofern das Elektron als ein starrer oder quasi-starrer Körper be

trachtet wird, kann man neben seiner Translationsbewegung auch die 
prinzipiell mögliche Rotationsbewegung um eine durch seinen Mittelpunkt 
gehende freie Achse untersuchen, sowie die Änderung, welche diese 
Rotationsbewegung durch Einwirkung äußerer Drehkräjte erleiden muß. 

Die Rotation eines kugelsymmetrischen Elektrons um irgendeine 
freie Achse mit konstanter Drehgeschwindigkeit u bedeutet offenbar 
eine stationäre Elektrizitätsströmung. Wenn also dabei keine Änderung 
der Ladungsverteilung im Elektron auftritt, und speziell seine Ge
stalt erhalten bleibt - was wir im folgenden immer voraussetzen wer
den, - so muß sein elektrisches Feld unverändert bleiben und sein ma
gnetisches Feld zeitlich konstant und der Drehgeschwindigkeit proportio
nal sein. Daraus folgt, daß diese Drehgeschwindigkeit beliebig groß 
sein kann, und daß die Lineargeschwindigkeit der äquatorialen Zone des 
Elektrons durch die Lichtgeschwindigkeit nicht beschränkt zu werden 
braucht. 

In dem allgemeinen Fall einer beliebigen Ladungsverteilung drückt 
sich das magnetische Moment des Elektrons durch die Formel 

lf i) m=2 tX(!c dV , 

(t - Radiusvektor des V olumelementes d V bezüglich des Mittelpunktes 0). 
Setzt man hier b = u X t ein, so wird 

m = 21c fe {ur2-t' (Ut)} dV , 

oder bei kugelsymmetrischer Verteilung der Ladung, wegen 
-- ---- 1 
t o (Uto) = u cos2 (u, t o) = "3 u 

[vgl. die Ableitung von (17a)], 

m=3uJet2dV. (45) 

Im Falle der Flächenladung ergibt sich speziell die schon bekannte 
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Formel (vgl. § 7, Kap. IV) 
ea 2 

m=--u 
3c ' 

(45a) 

wo a den Radius des Elektrons bedeutet. Bei gleichförmig verteilter 
Volumladung (e = konst) bekommen wir mit dV = 4nr2dr 

ea 2 

m=5c' (45b) 

Der Einfachheit halber werden wir uns im folgenden auf den Fall der 
Flächenladung beschränken. Dabei ist das elektrische Feld innerhalb 
des Elektrons gleich Null, und außerhalb identisch mit dem Feld einer 
in 0 konzentrierten Punktladung, also gleich 

(46) 

Das magnetische Feld im Außenraum ist äquivalent dem Feld eines 
elementaren magnetischen Dipols in 0 

.p = :2 {3 (mto) t o - m}. (46a) 

Innerhalb des Elektrons dagegen herrscht ein homogenes Feld 

(46b) 

[vgl. § 7, Kap. VJ. 
Befindet sich das betrachtete Elektron in einem äußeren magneti

schen Feld, dessen Feldstärke .pa innerhalb des entsprechenden sehr 
kleinen Raumgebiets als konstant angesehen werden darf, so muß 
es eine Drehkraft erfahren mit dem Moment 

9,Ra = m X .pa. (47) 

Bei stark inhomogenem Felde muß man noch die Zusatzkraft 

ira = (m grad) .pa (47a) 
berücksichtigen. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der inneren Drehkraft über, die durch 
eine ungleichförmige Rotation des Elektrons bedingt werden kann. 
Dabei werden wir zur Berechnung dieser "Selbstdrehkraft" eine in
direkte I} Methode benutzen, die sich an die entsprechende Methode für 
die Bestimmung der Selbstkraft anschließt. Zunächst wollen wir zeigen, 
daß eine solche Methode sich tatsächlich angeben läßt. 

Dazu betrachten wir das Drehmoment einer Kraft dir = fd V, die 
auf das Volumelement d V wirkt, in bezug auf irgendeinen Punkt 0 
(z. B. den Mittelpunkt des Elektrons). Nach der allgemeinen Formel (30) 
kann man dabei die auf die Volumeinheit bezogene Kraft f in der Form 

f = - a 9 _ div 2% (48) at 

1) auch von Abraham herrührende. 
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darstellen [vgl. (31a) wo f = 0 gesetzt wurde]. Durch äußere Multi
plikation dieser Gleichung mit r (Radiusvektor von d V) bekommen wir 
das zugehörige Drehmoment 

r X f = - r X ~; - r X div 2:l; . 

Da r von t unabhängig ist, so kann man r X ~ ~ = :t r X 9 setzen. Ferner 

gilt wegen der Symmetrie des Tensors 2:l; 

( d· 2~) d' T d' T (aT31 aT32 aT33 ) tX IV ~ =x IV -x IV =x ---+--+--
1 2 3 3 2 2 a Xl a X2 a X3 

( aT21 aT22 aT23 ) a (T a ( T 
- X3 Tx~ + -ax2- + -a-X; = a~ X3 31) + aX;; X2 32) 

a a a a + -a - (X2 T33 ) - -a - (Xa T 21 ) - a- (x~ T l2 ) - -a - (X3 T 23 ) , 
~ ~ ~ ~ 

d. h. 
(r X div ~h = div (t X ~)l' 

Dabei bedeutet r X 2:l; einen asymmetrischen Tensor 2~ mit den Kom
ponenten 

N 11 = x2 T31 - X 3 T 21 , N 22 = x3 T l2 - Xl T 32 , N 33 = Xi T 23 - X 2 T 13, 

N 12 = X 2 T 32 - X 3 T 22, N 21 = X 3 Tu - Xl T31, usw. 

oder im allgemeinen 
(49) 

(:l;k ist der Vektor mit den Komponenten T kl' T k2' T k3; vgl. Einleitung 
§ 20). 

Es wird also: 

r X f=-tt(r X g)-div2~ 
und folglich für ein beliebiges Volumen 

f t X f d V = - :J t X gd V - f 2~ nd 5 . 

(49a) 

(49b) 

Man könnte den Tensor 2~ in einen symmetrischen und einen 
schiefsymmetrischen zerlegen und letzteren durch einen Vektor ersetzen; 
dies ist aber unnötig, denn im folgenden werden wir diesen Tensor gar 
nicht brauchen. Wir werden nämlich nur den Teil des "inneren" oder 
"Selbstdrehmoments" im untersuchen, der von der Winkelbeschleuni
gung des Elektrons, d. h. nur von der ersten Ableitung des Vektors u 
nach der Zeit (und außerdem von der Translationsgeschwindigkeit b) 
abhängt. Dabei können wir nach (49b) die Größen 9 und 2:l; für eine 
Rotation des Elektrons mit konstanter Winkelgeschwindigkeit berechnen; 
da aber in diesem Falle die Tensorkomponenten T ik wie die Quadrate 
der elektrischen und magnetischen Feldstärken abnehmen, d. h. nach 
(46) und (46a) wenigstens umgekehrt proportional zur 4-ten Potenz 
des Abstandes, und folglich die Komponenten von 2~ umgekehrt 
proportional zur 3-ten Potenz, so fällt das Flächenintegral in (49b) bei 



232 Energie und Bewegungsgröße; Dynamik der Elektronen. 

Verschiebung der Oberfläche 5 ins Unendliche weg und wir bekommen 
die folgende einfache Gleichung 

im =- d,J' (50) 
dt 

mit 
3= St X gdV. (50a) 

Der Vektor 3 heißt das elektromagnetische Impulsmoment des Elektrons. 
Auf dieselbe Weise wird es für ein beliebiges elektromagnetisches Feld 
definiert. 

Zur Bereclmung dieses Vektors bemerken wir, daß innerhalb des 
Elektrons G: und folglich 9 verschwindet, während im Außenraum nach 
(46) und (46a), 

1 e mXto g=---G: X ~=--~_-
4:n e 4:n e r' 

(51) 

ist. Es wird also 
e m-to(mto) 

t X 9 =4:n e y4 

und mit Rücksicht auf den schon einige Male benutzten Umstand, daß 
der Mittelwert des Vektors t o (m t o) für alle Richtungen des Einheits-

vektors t o gleich ~ mist, 

CI< _ em 2 S"'dV _ 2em s"'dr 
<V - 4:n e • 3 Y4 - 3c ;2' 

a a 

d. h. 
2 e 3=--m. 3 ca 

(51a) 

Führt man hier statt des Radius des Elektrons seine Ruhmasse mo nach 
der Formel 

die der Flächenladung entspricht, ein, so ergibt sich die folgende Be
ziehung 

e 
m=-3· emo 

(51 b) 

Eine leichte Rechnung zeigt, daß bei gleichförmiger Volumladung 
4 e . . . 4 e2 

3='fcam ISt l ), oder, da man m dIesem Falle mO=5 e2ahat, 
7 e CI< 

m=5 cm <V' o 

1) Die magnetische Feldstärke innerhalb des Elektrons im Abstande r vom 
Mittelpunkt setzt sich dabei aus zwei Teilen zusammen. Der Teil~', welcher 
von der inneren Kugel vom Radius r erzeugt wird, drückt sich durch die Formel(46a) 
aus, wobei das totale magnetische Moment m durch das Moment mr der erwähnten 

1 e r3 r3 
Kugel zu ersetzen ist; letzteres ist aber nach (45 b) gleich "5 ~- u, wo er = e a3 

die Ladung dieser Kugel bedeutet. Der zweite Anteil, der von der äußeren Kugel-
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Der Ausdruck (5Ia) für ~ läßt sich mit Rücksicht auf die Formel (45a) 
in der Form 

(52) 

schreiben. Dies entspricht einem "Trägheitsmoment" des Elektrons 

von dem Betrage ~ moa2• Es sei zum Vergleich bemerkt, daß das Träg

heitsmoment einer Hohlkugel mit derselben Masse (mo) sich doppelt so 
groß ergibt. Um die Beziehung zwischen den gewöhnlichen mecha
nischen und den elektromagnetischen Größen, welche die Rotations
bewegung charakterisieren, festzustellen, wollen wir noch die magne
tische Energie des Elektrons berechnen. Der im Außenraum lokalisierte 
Anteil dieser Energie ist gegeben durch das Integral 

"" 
1 J 1 T'=-_·f9(mr )2y2 -6(mr )2+m2}dV 8n r6 I 0 0 0 , 

T=U 

oder, da y~ = I und der Mittelwert von (mto)2 gleich ~m2 ist, 
r 

T'=~.2m2J'±~2dr = m2 

8n r6 3 a3 

U 

Das magnetische Feld innerhalb des Elektrons gibt zu seiner Energie 
den Beitrag 

Es wird folglich 
T' + T" = T = m2 

a3 ' 
(52a) 

oder nach (45a) 
1 e2 a2 1 (1 ) T=9-~au2=2 "3 moa2 u2 • (52b) 

Wir bekommen also den gewöhnlichen Ausdruck für die kinetische Ener-
1 

gie eines rotierenden Körpers mit dem Trägheitsmoment "3 moa2• 

schale herrührt, wird nach (45) und (46b) durch das Integral 

Ja 2u 2u Ja eu 
~"= -- r2 ·4n e y2 dr = - 4ne rdr = --:- (a2 - r2 ) 

3c r3 3c a 3 

dargestellt. so daß für die Summe ~' + ~" sich der folgende Wert ergibt: 

e 1 
~ = -5 3 {3(ru) t- ur2 + 5(a2 _r2 ) u} = -d3 (tm) t + (5a2 - 6r2 ) m} 

ca a 

Was das elektrische Feld betrifft, so wird es für r < a durch die Formel 

~ = :~ bestimmt. Daraus läßt sich leicht berechnen, daß der von dem inneren 

elektromagnetischen Feld des Elektrons herrührende Anteil des Impulsmomentes 
2 e 

gleich - 21 ca m ist. Der andere (äußere) Anteil drückt sich offenbar durch 

( 2 2) e 4 e 
(52 a) aus. In Summa bekommen wir also S' = "3 - 21 ca m = '7 ca m . 
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Die Rotationsbewegung des Elektrons unter der Wirkung einer 
äußeren Drehkraft mit dem Moment Wla wird nach dem Lorentzschen 
Bewegungsprinzip durch die Gleichung Wl + Wla = 0 bestimmt, d. h. 
nach (50) durch 

d3 -=Wla 
dt 

(53) 

in vollkommener Übereinstimmung mit der gewöhnlichen Mechanik. 
Diese Gleichung wollen wir noch in der Form 

und 
IdU=Wla 

dt 

schreiben, mit den Abkürzungen 
e ,,=-cmo ' 

(53a) 

(53b) 

(54) 

(54a) 

Der Koeffizient" stellt dabei das Verhältnis des magnetischen Moments 
des Elektrons zu seinem Impulsmoment dar und I bedeutet das Träg
heitsmoment. 

Hängt das Drehmoment Wl a von einem äußeren magnetischen 
Feld .\)a ab, so bekommen wir nach (47) 

dm 
dt = "m x .\)a. (55) 

Durch innere Multiplikation der beiden Seiten dieser Gleichung mit m 
ergibt sich 

d. h. :mi =konst. 

~ 2-0 dt m - , 

Für ein zeitlich konstantes äußeres Feld folgt auf dieselbe Weise 
d d 

~a(üm =dt(m~a)=o, 

d. h. der Winkel zwischen den Vektoren mund .\)a bleibt auch konstant. 
Man kann leicht zeigen, daß die Bewegung des Elektrons sich in 

diesem Falle zusammensetzt aus der "ungestörten" Rotation mit der 
Winkelgeschwindigkeit u und aus einer gleichförmigen Rotation oder 
Präzession des Vektors u um die Feldrichtung .\)a mit der Winkel
geschwindigkeit 

(55a) 

In der Tat, die zeitliche Ableitung des Vektors u muß dabei gleich der 
linearen Geschwindigkeit eines Punktes mit dem Radiusvektor u sein, 

d. h. ~~ = 0 X U . Ebenso haben wir dd7 = 0 x m; diese Gleichung 

stimmt wegen (55a) mit (55) überein. 
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§ 8. Kombination der Rotations- und Translationsbewegung. 
Wir wollen nun den Fall untersuchen, daß das rotierende Elektron 

sich gleichzeitig mit einer geringen Translationsgeschwindigkeit \) (v< c) 
bewegt. Bei Anwesenheit eines äußeren elektrischen Feldes Ifa muß es 
dabei eine zusätzliche äußere Drehkraft (und Kraft) erleiden. Wir 
wollen diese zunächst auf Grund der Annahme bestimmen, daß das ro
tierende Elektron hinsichtlich seiner magnetischen Wirkungen voll
kommen äquivalent einem magnetischen Dipol ist. (Wir werden unten -
Kap. IX, § 2 - sehen, daß diese Annahme in Wirklichkeit unzutreffend 
ist; dementsprechend sind die daraus folgenden Formeln auch falsch). 

Ein mit der Geschwindigkeit \) bewegter magnetischer Pol fl
muß in einem äußeren Felde ~a, Ifa, nach (12a), Kap. V die Kraft 

fl- (~a - : X Ifa) erleiden; es ergeben sich folglich für das betrachtete 

Ersatzdipol zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte, die sich zu einem resul

tierenden Drehmoment r X [fl-(~a_: Xlfa)J zusammensetzen. Da

bei bedeutet I die Länge des Dipols (vom negativen Pol - fl- zum posi
tiven + fl- gerechnet). Das Produkt fl-l ist nichts anderes als das magne
tische Moment des Elektrons m. Wir bekommen also neben dem magne
tischen Drehmoment (47) noch das elektrische 

ID1a=-mx (~ Xlfa). (57) 

Bei stark inhomogenem Feld muß man auch die zusätzliche äußere Kraft 

i1a = (rn grad) ( Ifax ~) = - ~ X [(rn grad)lfa] (57a) 

berücksich tigen. 
Es treten aber in dem betrachteten Falle zusätzliche innere Kräfte 

und Drehkräfte auf, welche von dem durch die Kombination der Ro
tation und Translation hervorgerufenen elektromagnetischen Feld 
herrühren. 

Zunächst bestimmen wir das magnetische Feld ~v, das der reinen 
Translation entspricht. Dieses Feld ist bei konstanter Geschwindigkeit \) 
mit dem elektrischen Grundfeld If des Elektrons durch die allgemeine, 
schon vielfach benutzte Beziehung 

~v = ~ X If (58) 
c 

verknüpft. Innerhalb des Elektrons verschwindet dieses Feld ebenso 
wie If und außerhalb reduziert es sich nach (46) auf das magnetische Feld 
einer im Mittelpunkt des Elektrons konzentrierten Ladung e. 

Dazu kommt aber noch ein zusätzliches elektrisches Feld Ifm, wel
ches von der Kombination der beiden Bewegungsarten herrührt. Dieses 
Feld läßt sich auf die Tatsache zurückführen, daß die elektrische Strö
mung, welche die "Rotation" des Elektrons bildet, bei Zusammensetzung 



236 Energie und Bewegungsgröße; Dynamik der Elektronen. 

mit der Translationsbewegung ihren stationären Charakter verliert. 
In der Tat, die durch die Rotation erzeugte magnetische Feldstärke ~ 
muß dabei in jedem festgehaltenem Aufpunkt P sich mit der Zeit än
dern. Dasselbe gilt offenbar auch für das zugehörige Vektorpotential 51r, 
mit welchem ~ durch die Formel ~ = rot 51r verknüpft ist. Einer zeit
lichen Änderung des Vektorpotentials entspricht aber ein zusätzliches 
elektrisches Feld 

lo~ ttm=_·cTt· 

Da in einem mitbewegten, d. h. bezüglich des Elektrons (abgesehen von 
seiner Rotation) festen Aufpunkte die Feldstärken und die Potentiale 
konstant bleiben, so haben wir, ebenso wie im Falle der einfachen Trans
lation [vgl. (16a) Kap. VI], die Beziehung 

~~ = ~! + (I.l grad)51r = 0 
dt ot 

d. h. 
o~ (b ) --=+ -grad 51r eot e 

oder nach der Identität (27) Einleitung, 

- ~ 0 ~ = grad (~ 51r) - ~ X " • e ot e e '1.' 

Das elektrische Zusatzfeld ~m setzt sich also aus zwei Anteilen zusammen: 

~'=-~X,\) 
e 

(58a) 

und 

(58b) 

Die Formel (58a) ist ganz analog zu (58); sie entspricht vollkommen 
den "magnetischen" Differentialgleichungen (lla), (11 b) Kap. V und ergi bt 
sich daraus auf dieselbe Weise wie (58), wenn man die Existenz von 
magnetischen Polen zuläßt [entgegengesetzte Vorzeichen in (58) und 
(58a) entsprechen den entgegengesetzten Vorzeichen von i und i* in (8a) 
und (llb), Kap. V]. Insofern das rotierende Elektron hinsichtlich seiner 
magnetischen Wirkungen durch einen magnetischen Dipol ersetzt werden 
kann, muß die Translationsbewegung dieses Dipols auf dieselbe Weise 
das Zusatzfeld (58a) hervorrufen, wie die Translation der Elektronen
ladung das Zusatzfeld (58). 

Diese symmetrische (oder "schiefsymmetrische") Beziehung zwischen 
den elektrischen und magnetischen Feldern wird aber zerstört durch das 
Auftreten des zweiten Anteiles von ~m, d. h. des elektrischen Feldes ~". 
Letzteres kann behandelt werden als ein gewöhnliches elektrostatisches 
Feld, das von dem skalaren Potential 

" b ('Ir cp =--:u 
e 

(59) 
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herrührt. In dem betrachteten Fall ist das Vektorpotential m: im Außen
raum (1' > a) durch die Formel 

m: = mx to (5980) 
,.2 

bestimmt [vgl. (27), Kap. III]; dagegen haben wir innerhalb des 
Elektrons [vgl. § 7, Kap. IV] 

Es wird also für 1'> a, wegen tl (mXto) = to(uxm), 

ro" = ~to 

mit 
T 1'2' 

1) 
l'=--xm c 

(59b) 

(60) 

(6080) 

Daraus folgt, daß q>" (für l' > a) das skalare Potential eines Dipols 
mit dem elektrischen Moment ~ darstellt, der sich im Mittelpunkt des 
Elektrons befindet. Für das Elektroneninnere bekommen wir auf die-
selbe Weise 

(60b) 

Wir haben im Kap. IV, § 7 gesehen, daß die Potentiale (60) und (60b) 
außerhalb bzw. innerhalb einer Kugel mit dem Radius a durch eine 
insgesamt verschwindende Flächenladung erzeugt werden können, die 
auf der Kugeloberfläche mit der Dichte 

'Yj = P cos () «() 1::~, t) (60c) 
verteilt ist. - Wir werden unten (Kap. X) auf Grund der Relativitäts
theorie zeigen, daß in Wirklichkeit die Translationsbewegung des rotie
renden Elektrons von einer kleinen Änderung der Ladungsverteilung 
auf seiner Oberfläche (oder in seinem Innern) begleitet sein muß, die dem 
Auftreten einer zu (60c) genau entgegengesetzten Ladungsverteilung 
äquivalent ist. Durch diese zusätzliche Ladungsverteilung oder Pola
risation des Elektrons wird das Feld ~" aufgehoben und das zusätzliche 
elektrische Feld (fm auf seinen ersten Anteil @' reduziert. 

Der vollständige Wert der elektromagnetischen Bewegungsgröße 
(pro Volumeinheit) 

9 = 4~C (~+ ~' + ~') X (.\) + .\)11) 
1 

setzt sich zusammen aus dem früher berechneten Vektor 9(0) = 4nc ~X.\), 

den Zusatzgliedern erster Ordnung in v/c 
I a: c; I 1 rr!I c; " 1 rr!lI c; 

9"= 4nc\ll.X",," , 9 =4nc~ X"", 9 =4nc~ X"" 

und einem Zusatzglied zweiter Ordnung -41 (~' + ~') X.\)lI , das wir nc 
vernachlässigen dürfen. 

Das Glied 9" entspricht der reinen Translation ohne Rotations
bewegung, und ist schon im vorigen Paragraphen bei der Berechnung der 
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Trägheitskraft berücksichtigt worden. Wir wollen jetzt sehen, welche 
Beiträge zu dieser Kraft und folglich zu der Elektronenmasse, von g' 
und g" herrühren (das dem Falle tl = 0 entsprechende Glied g(O) bleibt 
dabei belanglos). Nach (58a) gilt: 

g' = 4~C.\1 X (~ X.\1) = 4:C2 { tlH2_.\1(tl.\1)}. 

Das erste Glied in der geschweiften Klammer liefert bei Integration 

über den ganzen Raum den Betrag :: T, wo T = 8~f H 2dV die schon 

berechnete Größe (52a) (magnetische Energie für v = 0) ist. Für das 
zweite Glied bekommen wir nach (46a) bei r > a den Ausdruck 

- 4:C2 r16 {9 (mto)2(tlto)to - 3 (mtl)(mtolto - 3 (mto)(tlto)m + (mtl)m} . 

Zur Berechnung der Mittelwerte der hier auftretenden Größen über 
alle Richtungen des Einheitsvektors t o merken wir zunächst die folgenden 
Formeln an, welche für die rechtwinkligen Komponenten von t o, d. h. 
für seine Richtungskosinus r1> r2 , r3 gelten: 

ri+r;+r;=l; r~=i, rarp=O (füra=l=P)· 

Ferner 
(1,'r~)2 = 1 = 3r~ + 6r~rß' 

a ---
und ro.rpryrJ = 0, 

wenn die vier Indizes oe, P, y, Cl nicht paarweise gleich sind. Für den Mit
telwert von r! erhalten wir 

n +1 

;< =cos40=-Lfcos40.2nsinOdO=-.!fr4dr =~. 
0. 4n 2 0. 0. 5' 

o -1 

f 1 1· h . d ~ 1 o g IC WIr r;. r p = 15 . 

Nun ist 

d.h. 

--- --1 1 
(mto)(tlto) = 2) 2)mo. vpro.rp = 3 2)mo.Vo. = 3 (mtl) 

a fi a 

--- -- 1 ----- 1 
(m to) ra = 2)mprpro.=3ma, d.h. (mtO)tO=3m 

p 

(mto)2(tlto)ra = 1,'1,'1,'mpmyvor o.rßryro 
p y J 

= m~ ~Ia r!- + 1,'m'ßva r!r'ß + 217mamyvyr~r~ 
ßot a yota 

_ 1 2 1 (2 2) 2 f() } - fi-maVa+ 15 m -mO. vo. + 15( mtl -mo.vo. ma. 

= fs{m2Vo. + 2(mtl )ma } , 

(mto)2(tlto)ro =A{m2tl + 2(mtl)m}. 
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Durch Einführung dieser Mittelwerte in den obigen Ausdruck, Multi
plikation mit 4nr2dr und Integration von abis 00, bekommt man nach 
leichter Rechnung 

-15:=a3 {3m2 b +(mb)m}. 

Es wird folglich für den Außenraum (r> a) 

J'dV_ 2bm= I { 2 ( )} 9 - 3es a3 -15e2 a3 3m b + mb m . 
,>a 

Für das Elektroneninnere (r < a) ergibt sich nach (46b) 

_1_ C1.(b C1.) _ 4m(mb) 
4nes'1.' '1.' - 4ne2a6 ' 

so daß der entsprechende Beitrag zur gesamten Bewegungsgröße 

Gf = f g' d V durch ±!.!1:'~ - _4_ (m b)m gegeben ist , 3e2 a3 3e2 a3 • 

Schließlich wird 

(61) 

Wir sehen also, daß die betrachtete zusätzliche Bewegungsgröße zwar 
proportional, aber im allgemeinen nicht parallel zur Geschwindigkeit ist. 
Der erste dem Vektor b parallele Anteil von @S' kann als eine gewöhnliche 
Bewegungsgröße behandelt werden, die sich zu der von der Ladung des 
Elektrons herrührenden Bewegungsgröße @So = mob einfach addiert. 
Dabei bekommen wir eine zusätzliche "magnetische" Masse 

, 9 mS 9 T2 
m=--=--

5 eSa3 5 e2 ' 
(61a) 

die nicht klein im Verhältnis zu der "elektrischen" 
2 e2 4 U 

mo = "3 e2a = "3 C2 

zu sein braucht (siehe unten § 8). 
Es sei bemerkt, daß der zweite dem Vektor m parallele Anteil von @S' 

nur dann verschwindet, wenn das magnetische Moment des Elektrons 
senkrecht zu seiner Translationsgeschwindigkeit steht. 

Die Bewegungsgröße @S" = J g" d V läßt sich ganz einfach bestimmen. 
Und zwar haben wir für r > a nach (60) 

fij' = A {3 (t,Jto) t o ·_lJ} 
und folglich 

Zur Berechnung des Mittelwertes des eingeklammerten Ausdrucks mul
tiplizieren wir ihn (skalar) mit einem beliebigen festen Vektor 1 und 
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schreiben das Produkt in der Form 

3 (t>to) [(mxl)to] + 3 (mto) [(lxt»to] - (~xm)L 

Sein Mittelwert ergibt sich nach der Formel (mto)(llto) = -~ mll (siehe 

oben) zu 
t>(mxl) + m({x~)-{(~xm) = 

Es wird somit 
" 1 1 
9 =- 4nc r613xm 

und für den ganzen Außenraum 

f g" dV = fgli.4nr2dr= ~:a~' 

Für das Elektroneninnere (r < a) haben wir nach (60b) und (46b) 

~"=_!. 
a3 ' 

" 1 h f "d V mx p 9 = 4nca6 mXl" , 9 = 3ca3 ' 

also insgesamt 
&,,=_2_ mxh 

3ca3 1" 

oder nach (60a) 
11:1." 2m2 2 ( ) 
'2.1 =-3c2 a3 ll+ 3c2a3 mll m. (62) 

Durch Addition von (61) und (62) bekommen wir 

II:1.m 17 m 2 11 (mtl) (62 ) 
'2.1 = 15c2 a3 tJ- 15 c2a3 m. a 

Tatsächlich aber wird &" durch die von der "Polarisation" des Elektrons 
herrührende Bewegungsgröße genau kompensiert, so daß die zusätzliche 
"magnetische" Bewegungsgröße und "magnetische" Masse durch die 
Formeln (61) und (61a) ausgedrückt werden. 

Der merkwürdigen Tatsache, daß die Bewegungsgröße eines rotie
renden oder "magnetischen" Elektrons der Translationsgeschwindig
keit nicht parallel ist, entspricht eine durch diese Geschwindigkeit er
zeugte Selbstdrehkraft IDl, welche die magnetische Achse senkrecht zur 
Bewegungsrichtung einzustellen strebt; bei dieser Einstellung wird die 
Bewegungsgröße mit der Geschwindigkeit gleichgerichtet und der Vek
tor IDl verschwindet. 

In der Tat gilt nach der allgemeinen Formel (50) 
d3 

IDl=-rH' 
Es sei daran erinnert, daß der in dem Ausdruck (50a) für 3 vorkommende 
Radiusvektor t sich auf einen festgehaltenen Punkt beziehen muß. Will 
man also die Differentiation nach der Zeit auf mitbewegte Aufpunkte 
(Volumelemente) beziehen - wobei 9 als eine konstante Größe anzu-
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dt 
sehen ist - so muß man di = tl setzen. Es wird also 

d. h. 

9R = - StlX9dV=-tlXS gdV, 

9R = @ X tl. 
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(63) 

Diese Formel zeigt, daß 9R nur dann von Null verschieden ist, wenn @ 

eine zu tl nicht parallele Komponente hat. Setzt man hier @= @' ein, 
so ergibt sich nach (61) 

9R,=-'7._(mtJ)(tJxm) (63a) 
5 c2 a3 • 

Wäre der Ausdruck (62a) richtig, so müßte der vollständige Wert von 9R 
gleich 

(63b) 
sem. 

§ 9. Die Magnetonen. 
Die neuesten Forschungen auf dem Gebiete der optischen und ma

gnetischen Eigenschaften der Atome haben die schon manchmall) aus
gesprochene Vermutung, daß die Elektronen um ihre eigene Achse ro
tieren - oder, genauer, ein magnetisches Moment haben - jedenfalls 
für negative Elektronen außer jeden Zweifel gesetzt2). Die dargelegte 
Theorie des kugelförmigen, flächengeladenen Elektrons liefert merk-

e 
würdigerweise den exakten Wert für das Verhältnis" = -- zwischen 

moc 
dem magnetischen Moment und dem Impulsmoment der negativen 
Elektronen. Es sei bemerkt, daß dieser Wert zweimal größer ist als 
der, welcher einer Translationsbewegung des Elektrons um einen festen 
Punkt entspricht. In der Tat haben wir in Kap. III, § 9 gesehen, daß das 
magnetische Moment eines linearen elektrischen Stromes in bezug auf 
irgend einen Punkt sich aus den Beiträgen 

, e ( m = 2ctX tJ 64) 

zusammensetzt, welche von den einzelnen Elektronen herrühren. Das 
entsprechende mechanische Moment drückt sich andererseits durch die 
Formel S' = motxtl 

aus. Wir bekommen also für das Verhältnis m:S in diesem Falle 

,,'=~~-2cmo . 

1) Besonders von Abraham und H. Compton. 

(64a) 

(Mb) 

2) Dies verdankt man G. Uhlenbeck und P. Goudsmit (1926), die zum erstenmal 
die Tatsache beachtet haben, daß das magnetische Elektron bei Bewegung in einem 
elektrischen Felde eine Zusatzkraft erfahren muß [siehe unten, Formel (56a)J, die 
für die verschiedenen bisher unerklärten optischen und magnetischen Eigenschaften 
verantwortlich ist. 

Frenkel. Elektrodynamik I. 16 
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Bewegt sich das Elektron um einen festen Punkt 0, nach welchem hin es 
durch eine elektrische Zentralkraft angezogen wird, wie dies z. B. nähe
rungsweise in allen Atomen stattfindet, so muß sein mechanisches Im
pulsmoment nach Größe und Richtung konstant bleiben. Dies folgt 

d 
sofort aus der Bewegungsgleichung dt (mb) = iJa durch äußere Multi-

plikation mit dem Radiusvektor des Elektrons t. Denn, da die Vektoren 
iJa und t einander parallel sind, hat man 

d 
r X Ti (m tJ) = r X iJa = 0 , 

und folglich, wegen 
d d d 

Tt(t X mtJ) =t xTt(mtJ) + tJ X mtJ = t XTt (mb), 

txmtJ = S = konst. 

Dieser Satz gilt, wie aus der angeführten Ableitung hervorgeht, auch 
dann, wenn man die Abhängung der Masse von der Geschwindigkeit 
berücksichtigtI). Wir wollen uns im folgenden auf kleine Geschwindig
keiten beschränken, und m = mo = konst setzen. Dann folgt aus dem 
obigen Satze, daß das magnetische Moment des Elektrons, oder genauer 
ausgesprochen, der Elektronenbahn (um das Anziehungszentrum 0) auch 
konstant bleiben muß. 

In Abständen, die groß gegenüber den Bahndimensionen sind, wird 
durch die Umlaufsbewegung des Elektrons ein magnetisches Feld erzeugt, 
das im Mittel für eine Zeit, die mehrere Umlaufsperioden umfaßt (zu
gleich aber sehr klein im Verhältnis zu der gewöhnlichen Zeiteinheit 
sein kann) identisch ist mit dem Felde eines stationären elementaren 
Stromes, oder eines elementaren Magneten (magnetiscden Dipols) im 
Punkte O. Man pflegt deshalb ein solches in einem Atom kreisendes 
Elektron als Magneton zu bezeichnen2). Es würde aber richtiger sein, 
von einem Doppelmagneton zu sprechen, denn neben der Umlaufsbewe
gung tritt noch eine Drehung des Elektrons um seine eigene Achse auf 
(ganz wie bei der Bewegung der Erde um die Sonne I), die ein ma
gnetisches Moment m im Gefolge hat. Das Elektron ist also hinsicht
lich seiner magnetischen Wirkungen einem Systeme von zwei elementa
ren Magneten mit den Momenten mund m' äquivalent (man kann letz
tere selbstverständlich zu einem einzigen resultierenden Moment m + m' 
zusammengesetzt denken). 

Diese Äquivalenz bezieht sich nicht nur auf die vom Elektron aus
geübten Wirkungen, sondern auch auf die Wirkungen, die es selbst in 
einem äußeren magnetischen Felde ~a erfährt. Für den Fall der Ro
tationsbewegung war diese Frage schon oben (§ 6) erledigt. Was die 

1) Er stellt also die Verallgemeinerung des üblichen "Flächensatzes" der klassi
schen Mechanik dar. 

2) Diese Bezeichnung wurde von P. Weiß eingeführt. 
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Umlaufsbewegung anbetrifft, so kann man auch hier die durch das äußere 
Feld hervorgerufene Änderung des Vektors m' durch die zu (55) ganz 
analoge Gleichung 

(65) 

charakterisieren. Dabei bedeutet der horizontale Strich über der zeitlichen 
Ableitung von m', daß es sich nicht um den exakten "momentanen" Wert 
dieser Ableitung handelt, sondern um einen Mittelwert in demselben 
Sinne, wie bei der Bestimmung des durch die Umlaufsbewegung des 
Elektrons erzeugten magnetischen Feldes. Die genaue Formel für die 

Änderungsgeschwindigkeit des Impulsmomentes 3' = !'l: lautet offenbar 
" 

wo 

d "", 
-~ = ID(a 
dt ' 

(65a) 

das Moment der auf das Elektron wirkenden magnetischen Kraft ist. 
Dieses Moment muß während jedes Umlaufes gewisse Schwankungen 
erleiden, die sich im Mittel gegenseitig kompensieren und für die mitt
lere Änderung von 3' belanglos bleiben. Letztere wird also ausschließ
lich durch den Mittelwert von ID(a über eine Umlaufsperiode (oder einige 
Umdrehungen, wenn die Bewegung nicht streng periodisch ist), be
stimmt. Dieser Mittelwert ID(a ist bei genügend schwachem äußeren Felde 
praktisch (d. h. in erster Annäherung) identisch mit demjenigen über die 
ungestörte Bewegung (bei Anwesenheit von ~a). 

Nun bemerken wir, daß der Mittelwert der zeitlichen Ableitung irgend
einer Größe, die bei der ungestörten Bewegung keine systematische (mo
notone) Änderung erleidet, sondern bloß um einen gewissen Mittelwert 
schwingt, verschwinden muß - solange die Störung außer acht ge
lassen wird. Es wird also speziell l ) 

d 
Ti [r X Cr X ~a)] = 0 

oder, da :t [r X (r X ~a)] = r X (tl X ~a) + tI X (r X ~a) ist, 
------- ------

rx(tlX~a) + tlx(rx ~a) = O. (65b) 

Mit Rücksicht auf die Identität 

rx(tlx ~a)+~ax(tXtl) + tlx(~axr) = 0 (65c) 

[vgl. Einleitung (5a)] ergibt sich 
1 

rx(tlX~a)=2(tXtl)x~a. (65d) 

1) Um Mißverständnisse zu vermeiden, möchten wir den Umstand betonen, 
daß die nachfolgenden Mittelwerte eine nullte Näherung (bezüglich ~a) darstellen, 
während in (65) die erste Näherung angedeutet ist. 

16* 
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Den Strich über das rechtsstehende Glied dieser Gleichung haben wir weg
gelassen, da in der ungestörten Bewegung der Vektor r X tJ konstant bleibt. 

Wir bekommen also nach (65a) und (65d), 

(66) 

und schließlich 
d c.,' 
~ =m'x C;a dt 4' , 

was mit (65) übereinstimmt. 
Die von dem äußeren Feld bedingte Störung der Umlaufsbewegung 

reduziert sich nach dieser Gleichung auf eine Präzession des Vektors m' 
um die Feldrichtung mit der Winkelgeschwindigkeit 

0' = - ,,' ~a (66a) 

(sogenannte Larmorpräzessionen) 1). 
Diese Winkelgeschwindigkeit ist halb so groß wie die Winkelgeschwin

digkeit 0, mit welcher der Vektor m, d. h. die magnetische Achse des 
Elektrons um dieselbe Feldrichtung präzessieren muß. 

Es sei bemerkt, daß eine solche unabhängige Präzession der beiden 
Vektoren mund m' in Wirklichkeit unmöglich ist, denn sie sind durch 
die Wirkung des elektrischen ZentralfeIdes, welches das Elektron in der 
Nähe des Punktes 0 hält, sozusagen miteinander gekoppelt. Nimmt 
man z. B. an, daß bei seiner Umlaufsbewegung das Elektron die Dreh
kraft (57) und die Kraft (57a) erfährt, und setzt iJa = e~a = el' r, 
wo I eine skalare Funktion des Abstandes bedeutet, so wird nach (57) 

ma=/~mx(rxtJ)=2/mxm'. (67) 
c 

Dieses Drehmoment entspricht offenbar einem virtuellen magnetischen 
Felde der Stärke 

~'=2/m'=~~m'. 
r 

(67a) 

das wir in einer rein formalen Weise dem Magneton, welcher die Umlaufs
bewegung des Elektrons vertritt, zuschreiben könnten. Die zusätzliche 
Kraft (57a) läßt sich wegen (m grad) Ir = ml + r (m grad I) in der Form 

- e I ~ X m - e ( ~ X r) ( m grad f) = + e 1-\3 + 2 (m grad t). m' 

schreiben, wo .\J das durch (60a) definierte Dipolmoment bedeutet. 
Für das Drehmoment dieser Kraft, welches die Änderung des Vek
tors m' bedingt, bekommen wir folglich 

m'a = elr X.\J + 2(mgrad I) (rxm). (67b) 

Dieser Ausdruck ist von (67) ganz verschieden. Wir werden unten, 
(Kap. IX, § 2) sehen, daß in Wirklichkeit beide - ebenso wie die ihnen 

1) Nach J. Larmor. 
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zugrunde liegenden Formeln (57) und (57 a) - falsch sind. Die zusätz
liche Kraft und Drehkraft, welche durch die Translationsbewegung des 
rotierenden Elektrons in einem elektrischen Feld bedingt werden, rühren 
nicht von dem magnetischen Ersatzdipol, sondern von einer elektrischen 
Polarisation des Elektrons, d. h. des entsprechenden elektrischen Dipols 
(mit dem Moment -.\J) her, und haben eine ganz symmetrische Wechsel
wirkung zwischen mund m' zur Folge, so daß das resultierende Impuls
moment konstant bleibt. 

Neben dem äußeren magnetischen und elektrischen Drehmoment muß 
das rotierende Elektron noch ein durch (63a) bzw. (63b) gegebenes Selbst
drehmoment erfahren. Dieses Drehmoment ist aber proportional zum 

v 
Quadrat des Verhältnisses -; und darf deshalb für kleine Translations-

geschwindigkeiten (auf welche wir uns von vornherein beschränkt 
haben) vernachlässigt werden. 

Das "innere" magnetische Moment der negativen Elektronen be
trägt erfahrungsgemäß etwa 

I m 1= 10-2°. 
Das vollständige magnetische Moment der Atome, daß sich vektoriell 
aus den Momenten mund m' der einzelnen Elektronen zusammensetzt, 
ist immer gleich einem ganzen Vielfachen des angeführten Wertes. 

Setzt man ihn in die Formel (45) ein, so ergibt sich für die äquato
riale Geschwindigkeit eines negativen Elektrons für a = 10-13 cm und 
e = 4,77 . 10-10 ungefähr 1013 cm/sek. Dieser Umstand braucht, wie 
schon oben erwähnt wurde, nicht als ein Einwand gegen die dargelegte 
Theorie betrachtet zu werden. 

Ein grundsätzlicher Einwand erhebt sich aber, wenn wir die zusätz
liche Masse, die von der Rotation des Elektrons herrührt, abschätzen. 

Diese "magnetische" Masse ist nach (61 a) von der Größenordnung C~:3-; 
bei I m I '" 10 - 20 und a ~. 10 -13 muß sie etwa gleich 10 - 21 sein. 
Tatsächlich aber beträgt sie nur 10- 21 , ist also ein millionenmal 
kleiner! Es sei daran erinnert, daß der "Radius" des Elektrons 
gerade aus diesem letzten Wert berechnet wurde unter der Vor
aussetzung, daß die Masse des Elektrons rein elektrisch ist, d. h. 

durch die Formel mo = ~ ~~ bestimmt wird. Will man dagegen diese 

Masse als hauptsächlich magnetischen Ursprungs behandeln, so ergibt 
sich für den Elektronenradius der Wert 

Dieser Wert ist aber sicher zu groß; nach den bekannten Rutherfordschen 
Ergebnissen über die Größe der Atomkerne ist schon der gewöhnliche 
Wert (10-13) als zu groß zu betrachten. 
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§ 10. Kritische Betrachtung der Theorie der ausgedehnten 
Elektronen. 

Wir haben in diesem Kapitel die Elektronen als räumlich ausgedehnte 
Gebilde mit Flächen- oder Volumladung behandelt und ihre Bewegungs
gleichungen auf Grund des Lorentzschen Prinzips, und zwar im großen 
und ganzen in Übereinstimmung mit der Erfahrung, aufgestellt. 

Wir müssen nun diese Vorstellung kritisch revidieren und uns über
legen, ob sie nicht durch etwas anderes, speziell durch die viel einfachere 
Vorstellung der punktförmigen Elektronen ersetzt werden kann. 

Zunächst einige erkenntnistheoretische Bemerkungen. - Da die 
Elektronen die letzten unzerstörbaren und unteilbaren Elemente sind, 
aus welchen sich die materiellen Körper zusammensetzen, scheint es et
was naiv, sie wieder als kleine starre oder quasi-starre Körper aufzu
fassen. Die Frage nach der Struktur der materiellen Körper ist die Frage 
nach ihrer Zusammensetzung aus diskreten voneinander trennbaren 
kleineren Teilen. Auf diese Weise kommt man zu den Molekülen, 
Atomen und schließlich zu den Elektronen. Da aber die Elektronen 
nicht weiter teilbar sind, so scheint es sinnlos, von den "Elementen" 
eines und desselben Elektrons zu sprechen. Die Ladung des Elektrons 
(ebenso wie seine Masse in der gewöhnlichen Auffassung der klassi
schen Mechanik) ist keine Materie, sondern eine Eigenschaft. Da aber 
diese Eigenschaft invariant und außerdem additiv (bei Zusammensetzung 
mehrerer Elektronen) ist, so ergibt sich die Möglichkeit, diese Eigenschaft 
als Vertreter der entsprechenden Dinge zu behandeln (in diesem Sinne 
haben wir manchmal ein geladenes Teilchen bloß als eine Ladung be
zeichnet), und sie in demselben Raumgebiet zu lokalisieren. Man kann 
dabei ebensogut an einen Punkt, eine Linie, Fläche oder Volum denken. 
Soweit es sich dabei um eine Wechselwirkung zwischen verschiedenen 
Elektronen handelt, ist die Auffassung der Elektronen als Punktladungen 
die einfachste und natürlichste; die anderen werden dabei als Hilfs
begriffe benutzt, wie wir es z. B. bei der Ableitung des elektromagne
tischen Feldes einer bewegten Punktladung in Kap. VI, § 1 und 2 ge
macht haben. 

Den Anlaß zur Behandlung der elektrischen Ladung als eine konti
nuierlich mit endlicher Volumdichte verteilte Substanz, gab zuerst die 
Möglichkeit, die Integralgesetze, welche die Fernwirkungen zwischen ver
schiedenenElektronen bestimmen, durch Differentialgleichungen (die eine 
fiktive "Nahewirkung" bedeuten) zu ersetzen. Aber der entscheidende 
Grund zur Einführung der räumlich ausgedehnten Elektronen liegt in dem 
Umstande, daß es nur auf diese Weise gelingt, die in dem vorliegenden 
Kapitel dargelegte allgemeine Energielehre aufzubauen. Da es dabei 
vom rein mathematischen Standpunkt aus ganz gleichgültig ist, ob man 
die Ladung des Elektrons als Volumladung oder Flächenladung auffaßt 
(siehe § 1), pflegt man diese beiden Möglichkeiten als physikalisch äqui-
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valent zu betrachten. Dagegen wurden die Linien- und Punktauffassung 
des Elektrons abgelehnt, denn sie erweisen sich als mathematisch un
behandelbar im Sinne der erwähnten Formulierung des Energiebegriffs 
und der damit verknüpften Begriffe. Es ist aber klar, daß vom rein geo
metrischen Standpunkte aus das volumgeladene Elektron sich von einem 
Elektron mit Flächenladung nicht weniger unterscheidet als das letztere 
von einem linienförmigen Elektron. 

Wir haben uns also nicht durch erkenntnistheoretische Prinzipien 
oder physikalische Tatsachen führen lassen, sondern durch einen mathe
matischen Formalismus, der mit der Differentialform der physikali
schen Grundgesetze verknüpft ist. 

Diesen Formalismus haben wir aber durch ein sehr wesentliches 
physikalisches Prinzip ergänzt - nämlich das Lorentzsehe Bewegungs
prinzip. Die Bedeutung dieses Prinzips für die "Feldtheorie" der elektro
magnetischen Energie und Bewegungsgröße besteht in der Tatsache, daß 
es das Erhaltungsgesetz dieser Größen im Sinne der Gleichungen (21) 
und (31) oder der entsprechenden Differentialgleichungen 

_~L+ div sr = 0 ~ + div2 :t: = 0 (g = ~) at ' at c2 
(68) 

liefert. 
Diese Gleichungen sind zwar für die Bestimmung der Bewegung 

eines Elektrons sehr bequem, aber gar nicht nötig. Man kann dieselbe 
Aufgabe durch eine direkte Methode lösen -, indem man nämlich die 
vom Elektron auf sich selbst ausgeübte Kraft berechnet und sie gleich
setzt dem Entgegengesetzten der äußeren Kraft, welche von den an
deren Elektronen herrührt. Dabei muß man die Elemente des Elektrons 
als Punktladungen behandeln, und seine Selbstkraft als die resultierende 
ihrer gegenseitigen Wirkungen definieren. 

Der eigentliche physikalische Sinn der Einführung der räumlich 
ausgedehnten Elektronen mit Volum- oder Flächenladung an Stelle der 
punktförmigen besteht gerade in der sich dabei ergebenden Möglichkeit, 
mit Hilfe des Lorentzschen Prinzips ihre Bewegungsgleichungen theo
retisch aufzustellen. Die Energie, Bewegungsgröße usw. sind nur als 
Hilfsbegriffe zu betrachten, welche die Lösung dieses Problems erleich
tern. Die Grundbegriffe der Elektrodynamik, ebenso wie der klassischen 
Mechanik, sind die Kraft und die Bewegung. Die Grundprobleme -
erstens die Wechselwirkung der verschiedenen Elektronen als Funktion 
ihrer Bewegung (und Lage), und zweitens die Änderung dieser Bewegung 
(und Lage) als Funktion ihrer Wechselwirkung zu bestimmen. Die erste 
Aufgabe haben wir in den vorhergehenden Kapiteln vollständig gelöst. 
Wir kennen das elektromagnetische Feld, welches durch eine gegebene 
Bewegung des betrachteten Elektrons erzeugt wird und die Kraft, welche 
auf ein anderes in diesem Feld befindliches Elektron wirkt. Um aber ein 
geschlossenes System von Gleichungen zu bekommen, das die Geschichte 
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des betrachteten Systems von Elektronen zu verfolgen gestattet, müssen 
wir noch die Bewegung eines Elektrons unter der Wirkung von gegebenen 
äußeren Kräften bestimmen. Eine Möglichkeit, diese Aufgabe auf einer 
rationellen Grundlage zu lösen, besteht in dem "Aufblasen" der Elek
tronen zu Kugeln oder anderen räumlich ausgedehnten Gebilden mit 
Flächen- oder Volumladung, und der Einführung von Selbstkräften, die 
durch äußere Kräfte kompensiert werden. 

Aber dies ist nicht die einzige Möglichkeit und sogar nicht einmal die 
vernünftigste und die einfachste. In der Natur können wir nur "äußere" 
Kräfte beobachten, die auf ein Elektron seitens der anderen wirken. 
Die "Selbstkraft" stellt eine metaphysische Fiktion dar - abgesehen 
von dem schon oben erwähnten Umstand, daß es erkenntnistheoretisch 
und physikalisch sinnlos ist, ein Elektron in weitere "Elemente" ein
zuteilen. 

Man könnte aber jedenfalls verlangen, daß die Selbstkrafttheorie 
in konsequenter Weise nicht nur die Bewegung, sondern auch das 
Gleichgewicht eines Elektrons behandelte. Dies ist aber keineswegs der 
Fall. Das Lorentzsche Prinzip verlangt das Verschwinden der Total
kraft für das ganze Elektron, nicht für seine einzelnen "Teile". Im Inne
ren des Elektrons besteht kein Gleichgewicht. Die elektrischen Ab
stoßungskräfte zwischen seinen "Elementen" bleiben unkompensiert, 
jedenfalls durch Kräfte elektrischer Natur. Man könnte selbstverständ
lich vermuten, daß sie durch Kräfte anderer, z. B. "elastischer" Natur 
kompensiert sind. Diese vielfach ausgesprochene und teilweise ausge
arbeitete Vermutung bedeutet aber einen Zusammenbruch der Elektro
dynamik als einer geschlossenen physikalischen Theorie. - Ich bin der 
Meinung, daß dieses Problem ebenso wie alle Probleme und Schwierig
keiten, die mit der Einteilung der Elektronen in Elemente verknüpft 
sind, als ein Scheinproblem zu betrachten ist, von derselben Art wie 
manche anderen scholastischen Probleme, mit welchen die Philosophen 
und Theologen des Mittelalters sich beschäftigt haben l ). 

Entweder gibt es gar keine individuellen Elektronen, sondern eine 
kontinuierliche Verteilung der Strom- und Ladungsdichte im ganzen 
Raum - dann würde es keinen Sinn haben, von irgendwelchen Be
wegungsgleichungen zu sprechen; die Rolle solcher Bewegungsgleichungen 
könnten die das Prinzip der Erhaltung der elektromagnetischen Energie 
und Bewegungsgröße ausdrückenden Gleichungen (68) spielen; sie müß
ten aber dabei im ganzen Raum und nicht nur "außerhalb der Elektro
nen" gültig sein. 

Oder - die Elektronen sind diskrete unteilbare materielle Teilchen; 
und dann scheint es am einfachsten und natürlichsten, sie als bloße 
Kraftzentra, ohne jede Ausdehnung im Raume, d. h. als materielle 

1) Es sei z. B. erinnert an das berühmte Problem über die Anzahl der 
Teufel, die sich auf einer Nadelspitze versammeln können. 
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Punkte aufzufassen - wie dies schon von Leibniz und Boskowitsch 
hinsichtlich der letzten Elemente der Materie behauptet wurde. 

Dabei fallen alle auf die Struktur des Elektrons bezüglichen Probleme 
und Schwierigkeiten weg. Zu gleicher Zeit scheint aber die ganze in 
diesem Kapitel entwickelte Energielehre zu fallen, und damit auch die 
elektromagnetische Theorie der Masse und des Trägheitsmoments der 
Elektronen, d. h. die Theorie ihrer Translations- und Rotationsbewegung. 

Wir werden unten (Kap. X) sehen, daß die oben gefundenen Be
wegungsgleichungen sich im Anschluß an die bekannten Ansätze der klas
sischen Mechanik, auf Grund eines ganz allgemeinen formalen Prinzips -
des Einsteinschen Relativitätsprinzips - aufstellen lassen. Dabei ist es 
aber notwendig, die Masse (oder genauer die Ruhmasse) eines Elektrons 
und sein magnetisches Moment als primäre, von der Ladung unabhängige 
Eigenschaften zu definieren. Dementsprechend muß man die Energie, 
die Bewegungsgröße und das Impulsmoment des Elektrons nicht auf 
sein elektromagnetisches Feld zurückführen, sondern als seine eigenen 
mechanischen Attribute betrachten, die mit dem erwähnten Feld nicht 

direkt verknüpft sind. Die Größen gI;>J (P + H2)dV usw. haben für 

ein einzelnes Elektron nur dann einen physikalischen Sinn, wenn es in 
unendlich kleine Elemente eingeteilt werden kann; sie stellen dabei die 
gegenseitige Energie usw. dieser Elemente relativ zueinander dar. Be
trachtet man aber das Elektron als ein prinzipiell unteilbares Ding, so 
verlieren die erwähnten Volumintegrale jeden physikalischen Sinn; im 
Falle der punktförmigen Elektronen werden sie dazu noch unendlich. 

Neben der mechanischen Energie und Bewegungsgröße der einzelnen 
Elektronen muß man aber noch ihre gegenseitige Energie und Bewegungs
größe in Betracht ziehen. Dabei lassen sich diese "gegenseitigen" Grö
ßen als Funktionen der relativen Lage und Geschwindigkeit der in Wech
selwirkung begriffenen Elektronen, wegen des verzögerten Charakters 
der elektromagnetischen Fernwirkungen, nicht direkt definieren. Man 
kann sie aber wohl darstellen als über den ganzen Raum erstreckte 

E2+H2 
Integrale von Größen, die sich aus der totalen Energiedichte ~ = -----sn 
usw. ergeben, wenn man davon die Beiträge substrahiert, welche der 
Eigenenergie usw. der einzelnen Elektronen entsprechen. Die resultie
renden "gegenseitigen" Größen!) müssen sich offenbar durch Produkte 
der elementaren elektrischen und magnetischen Feldstärken ~a, ~a aus
drücken, die von den verschiedenen Elektronen herrühren. Für die Vo
lumdichte der gegenseitigen elektromagnetischen Energie bekommen 
wir z. B. [vgl. (3) § 1]: 

~* = gIn 21,-' (~a ~ß + ~a ~p), (69) 
a4=ß 

1) Diesen Rest werden wir im folgenden durch einen Stern (*) bezeichnen. 
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und für die Dichte der gegenseitigen elektromagnetischen Bewegungsgröße 

g* = __ 1 '-, '-, CL X h . (69a) 
431: c ,L.;,L.; ( 4'ß 

ao4=ß 

Dementsprechend müssen wir auch die Dichte der elektromagnetischen 

Energieströmung sr = c2 g = 8: Q; X ~ und die Tensordichte deI Im

pulsströmung ~ durch den gegenseitigen "Rest" ersetzen, der sich 
durch Subtraktion der von den einzelnen Elektronen herrührenden 
Glieder ergibt. Führt man statt der individuellen "elektromagnetischen" 
Energie und Bewegungsgröße dieser Elektronen die entsprechenden 
"mechanischen" Größen W a und @a ein, so lassen sich die Erhaltungs
gesetze für die totale Energie und totale Bewegungsgröße in der Form 

- :T(2;Wa + W* =yK;dS, 
a 

(70) 

- :t (2;@a+@*)=yst:dS 
a 

(70a) 

schreiben, wo 
W*=fg*dV, @*=fg*dV (70b) 

die in dem Volum V enthaltene gegenseitige elektromagnetische Energie 
und Bewegungsgröße bedeuten. Das Volum V bleibt dabei willkürlich. 
Es ist aber zweckmäßig, es so groß zu wählen, daß die Fläche 5 ganz 
in der Wellenzone liegt, und folglich alle betrachteten Elektronen ent
hält. Die Einführung dieser Größen kann aber nur dann nützlich sein, 
wenn man sie durch die kinematischen Elemente der betreffenden Elek
tronen, d. h. ihre Lagen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen usw. 
explizite ausdrückt, und zwar für denselben Zeitpunkt, in welchem 
das ganze System betrachtet wird. Dies kann man mittels der in dem 
Kap. VI, § 5 angeführten Reihenentwicklungen machen. Wir werden 
aber auf diese Frage nicht näher eingehen. 

Es sei bemerkt, daß die Gleichungen (70) und (70a) im Vergleich 
mit den entsprechenden Gleichungen für die vollständige elektromagne
tischeEnergie und Bewegungsgröße unvollkommen sind, und zwar in dem 
Sinne, daß bei ihnen Glieder, die der Energie- und Impulsausstrahlung 
der einzelnen Elektronen entsprechen, fehlen. - Diese Lücke muß offen
bar durch Einführung zusätzlicher, nichtkonservativer Glieder in die 
Bewegungsgleichungen ausgefüllt werden. 



Dritter Abschnitt. 

Die Relativitätstheorie. 

Achtes Kapitel. 

Begründung der Relativitätstheorie. 

~ 1. Raum-zeitliche Symmetrie der elektromagnetischen 
Gleichungen. 

Wir haben im Kap. V I § 4 gesehen, daß, wenn man die mit r - 1 c = ic 
multiplizierte Zeit als vierte Koordinate X 4 den drei räumlichen Koordi
naten Xl' X 2 , ~3 hinzufügt und das mit i multiplizierte skalare Po
tential als die entsprechende Komponente eines vierdimensionalen 
Vektorpotentials behandelt, sich die Differentialgleichungen für die 
elektromagnetischen Potentiale in einer bezüglich der vier Indizes ganz 
symmetrischen Gestalt schreiben lassen. Dabei haben wir uns auf den 
Fall einer Punktladung beschränkt. Wir wollen nun den Fall einer 
kontinuierlichen Verteilung der elektrischen Ladung und Strömung mit 
der Volumdichte e bzw. j untersuchen. - Die Größen e und j sind 
bekanntlich miteinander durch die Beziehung verknüpft 

div J' + J_iJ(I = 0 
c iJ t' 

welche das Erhaltungsgesetz der Elektrizität ausdrückt. Führt man 
ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem Xl' X 2 , X3 ein, so 
nimmt diese Gleichung die Gestalt an 

iJ 7"1 + ~& + iJ j3 + ~ iJ (! = 0 
aX1 aX2 aXa c at ' 

oder mit den Bezeichnungen 
ict=x4 (1) 

~e=J1 (2) 

~§=O. (2a) 
.L,; aXk 
k=l 

Diese Gleichung ist ganz analog zur Gleichung (19a) Kap. VI, die 
wir der Vollständigkeit halber hier nochmals aufschreiben werden. Es 
gilt also mit der Bezeichnung 

ilj!=A4 (3) 
4 

~ aA k =0 . (3a) 
.L.; aXk 
k=l 
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Die Differentialgleichungen für die elektromagnetischen Potentiale 
1 a2 2f • 1 a2 tp 

J72 m----=- 4nl J72 m-·--=-4nll c2 a t2 'T c2 a t2 t: 

können jetzt zusammengefaßt werden in das Gleichungssystem 

4 a2 A k • 

" - ... = - 4nlk (k = 1, 2, 3, 4) . 
~ aXiI 
11=1 

Nach den Formeln 
1 a 2f 

~=-grad rp-cdT' ~ =rotm 

(4) 

bekommen wir ferner für die Komponenten der elektrischen und magne
tischen Feldstärke 

Ek = - otp _ ~ oA" = i2!!.J!... _ i~4k = i (OAf, _ a~) (k=l, 2, 3) 
oXk C ot aXk Ox. aXk ox. 

und 

Es ist also möglich, die sechs Größen 

H 1=H23 , H 2=H31 , Ha=H12 ;} (5) 
-iEl =H14 , -iE2=H24 , - iEa =~4' 

als die Komponenten eines vierdimensionalen schiejsymmetrischen Ten
sors aufzufassen, welcher sich durch Differentation der Potentialkompo
nenten nach den Koordinaten ergibt gemäß den Formeln 

H - ~. - iJ ~~ - - H (k l 1 2 3 4) (5a) k!- aXk axl - !k , = , " . 

Wir wollen nun die Komponenten der elektrischen und magnetischen 
Feldstärke in den Maxwellschen Grundgleichungen I und H, § 3 Kap. V 
durch die Tensorkomponenten Hk! ersetzen. 

Dabei ergibt sich für die erste Gruppe 

rot (f + ~ ~~ = 0 div ... = 0 
c at ' ~ 

in koordinatenmäßiger Schreibweise: 

aE3_ aE2 +]_~Hl = i (~H3' + aH'2 +?H23 ) = 0 
iJx2 axs c ae aX2 axs ax, 

~~!_ aE3+}. aH2 =i (aHa + aH'3 + aH3!) =0 
aX3 aXI c at aX3 aXI aX2 

aE2_ OEl+~~~!=i (~H2' + OH41 + aH12) =0 
aXI aX2 c at aXI iJx2 iJx, 

aH1 + iJH2 + ~~a.. ?H23 + ?H31 + iJH12 = 0 
iJxt aX2 aX3 aXt aX2 iJx3 

d. h. ein einheitliches Gleichungssystem : 

iJHu _ + iJHu + iJHu _ 0 
ax" aXj iJxk - , (6) 
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wo i, k, I drei verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4 sind. Es 
sei bemerkt, daß die Gleichungen (6) auch dann gültig bleiben, wenn 
zwei oder alle drei dieser Zahlen einander gleich sind; z. B. für k = I wird 
aHu ()Hki d aHkk d H H • H . -,,-+,,-=0 un -,,-~=O, enn H'=- ki und "k=O 1st. 
UXk uXk UXi 

Auf dieselbe Weise bekommen wir für die zweite Gruppe der Maxwell
sehen Gleichungen 

rot c;, - ~ ~~ = 4:n:J' div ~ = 4:n:1l: 
4' c ()t' 0: 

aHa _ ~H2 _ ~ aEl = aHl~ + aHl3 + ?_H14 = 4:n:j1 
aX2 aXa c at aX2 aXa aX4 usw. 

aEl + aE2 + oEa =-i (aH4l + ?-;-H42 + 0_H43 ) = 4:n: 
aXt i}x2 aX3 aXt oX2 oXa / (l. 

d. h. 
4 

",aHkl • (k ) .L.; --a;- = 4:n:lk . = 1, 2,3,4 . 
1=1 I 

Auf eine ganz analoge Weise lassen sich die Formeln 

1· = rot 9R + -~ a ~ Il = - div In 
c at' 0: +' 

(7) 

darstellen [vgl. (21) und (19a), Kap. V]. Dabei spielen die magnetische 

und elektrische Polarisation dieselbe Rolle wie 4~:n; und - 4~' Setzt 

man also 

so wird 

MI = P 23 , M 2 = P31 , 

iPl = Pu, iP2 = P 24 , 

M 3 = P12,} 

iP3 = P34• 
(8) 

(8a) 

Die Größen Pki = - Pik kann man ebenso wie Hkl = - H Zk als die 
Komponenten eines vierdimensionalen schiefsymmetrischen Tensors 
auffassen. Es sei erinnert, daß sie trotz ihrer formalen Analogie und 
gleicher Dimension im allgemeinen ganz verschieden sind - denn 
einer Gleichung der Gestalt (6) können die Größen p k ! nicht genügen. 

Da die Vektoren 3 und 3* (elektrisches und magnetisches Polari
sationspotential) sich zum Vektorpotential m: und dem skalaren Po
tential ff ebenso verhalten wie $ und 9R (= $*) zu i und (!, so kann 
man ferner setzen, entsprechend (8) und (8a): 

und 

Z{=Z23 , Zt=Z31 ' 
iZI =Zl4' iZ2 =Z21' 

Z§=Z12 \ 
iZ3 =ZJ4 J (9) 

(9a) 
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Die Komponenten dieses durch Vereinigung von .8 und .8* ent
stehenden elektromagnetischen Polarisationspotentials genügen dabei 
nach (20) und (22) Kap. V der Differentialgleichungen 

Nach (9a) und (5a) kann man die Komponenten 
tischen Feldtensors HkZ durch die Komponenten 
potentials folgendermaßen ausdrücken 

4 

(9b) 

des elektromagne
des Polarisations-

Hkl=2~(oZI,,_OZkh). (9c) 
ox" oXk OXI 

k=l 

Diese Ausdrücke könnten mit (9b) nur dann übereinstimmen, wenn 
OZIlo oZu OZlk D' B' h I . h' d d -,,- - -,,- = ,,- wäre. lese eZle ungen assen SlC m er zu en 
uXk uXI uX" 

Gleichungen (6) identischen Form 

OZI" + oZIJk + OZlk = 0 
OXk oXI OX" 

schreiben. In Wirklichkeit aber sind sie nicht erfüllt, denn daraus 
würden nach (9b) entsprechende Gleichungen für die PkZ folgen. 

Die bekannten Ausdrücke für die Totalkraft pro Volumeinheit -
oder den auf die Zeiteinheit bezogenen Impuls f = e~ + i X ~ - und 
die entsprechende Arbeit l = ci ~ lassen sich zusammenfassen als die 
Komponenten eines "Vierervektors". Und zwar gilt 

11 = eEI + j2 Ha- j3 H2 = HI2 j2 + H1a ja + H14j4, •.. 

!e = ilEI + ii. E2 + iaEa = - i(H4dl + H42 i2 + H43 ia) 

oder mit der Bezeichnung 
il 
-;;=/4 , 

4 

(10) 

Ik= LJ Hkziz (k=I,2,3,4). (IOa) 
1=1 

4 

( ) . _ ~ \l 8H1" • • d Setzt man hier nach 7 1z - 4 .::..; 0 em, so WIr 
n"=l x" 

4 4 

Ik = 4~2 2 HkZ 0:;,,= 41n1,;2)o~ (HkzHzn)-4~22Hzn QO~kI 
1=1 n=l n In" In" 

Ferner ergibt sich durch Vertauschung der Summationsindizes 

"" "H 8Hkl = """"H ?..l!..~ ~ ~ Zn OX ~ ~ nZ 8x ' 
In" n I I 

oder wegen HZn=-Hzn und Hkn=-Hnk 

""""H oH"1 = """"H oH",,=~ "" Y.H (~H,,!+ oH",,) 
~~. Zn QX ~ ~ Zn ox 2 ~ k./ Zn ox OX 
In "nI I nl " 
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und schließlich nach (6) 

5: "H a H kI_ = _ ~ ~"l Y' H ~~I!!. = _ ~ _~ ( " "H2 ) 
~ ..:::::.,; Zn 8x,. 2 ..:::::.,; ~ Zn 8xk 4 8xk ..:::::.,;..:::::.,; In· 

I n I " I n 

Wir bekommen also 

Ik= 4In~~a: (HkzHzn) +1~1,;a~- (22Htn). 
I n n kin 

Führt man die Bezeichnungen: 

so wird: 

4 

8kn=~knL+ 4~ ~HkzHln, 
1=1 

L=-~ ~1 \"""lm =_~(H2_E2) 
I6n ..:::::.,; .:::.; In Sn ' 

I " 
~ _ 11 für k=n 
Ukn-\O für k+n 

4 

I - ~"""lae~ 
k -.:::.; 8x,. . 

n=1 

(k = 1,2,3,4) 

(11) 

(lla) 

(llb) 

(12) 

Man kann sich leicht überzeugen, 
identisch ist mit den Formeln 

daß das gewonnene Formelsystem 

f = - aO_div2~ at ' l = - a~ _ div 1& at Jl, , 

die wir in dem vorigen Kapitel §§ 3 und 4 abgeleitet haben. 
Und zwar sind der Skalar~, die Vektoren 9 und sr und der drei

dimensionale Tensor ~ zusammengefaßt zu einem vierdimensionalen 
symmetrischen Tensor, dessen Komponenten durch (11) gegeben sind. 
Es bestehen dabei die folgenden Relationen (vgl. Kap. VII, §§ 3 und 4) : 

8 11 =L- 41n (H;2+H;3+m4) = sin (2H2- E2-2m-2m+2E~) 
1 

= Sn (m-m-H~+E~-E~-E~)=-Tl1; (922=-T22 , (933=-T33 ; 

1 1 
8 12 =- b (H13 H23 + Hl-j H24 ) =-"4" (-H2Hl -E1E2) =- T 12 , 

(92J=-T23 , (931=-T3l ; 

(914 =- 41n (H12 H42 + H13 H43 ) = - 4~ (iE2Ha-iE3H2) =- ~;;[@; X ()]l 

i . Ll i K . Ll i K . 
=--;;Kl =-~cg1; 0'24=--;; 2=-~cg2' 0'34=--;; 3=-~cg3' 

(944 = + Sin (H2 - E2) - 4~ (H:1 + m2 + H:3 ) =sk (H2 + E2) = ~, 
die durch das Schema 

(
::: ~:: :::' ~::) = (' ~ 2% 1_ ic 0) 
8 31 8 32 8 33 (934 iIc sr I ~ 
(941 (942 (9431(944 

(l2a) 
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dargestellt werden können. Mit Rücksicht auf dieses Schema kann 
man die ersten drei Gleichungen (12) in der Form 

(k = 1,2,3) 

schreiben, und die vierte in der Form 

l--icf -_ j)IS_~~2_!!.-~3_a; 
- 4 - a Xl a X 2 j) X 3 at . 

Die angeführte von H. Minkowski herrührende Darstellung der 
Grundgrößen und Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes 
läßt sich auf eine rein formale mathematische Weise folgendermaßen 
interpretieren. 

Wir denken uns einen (in Wirklichkeit nicht vorhandenen) vier
dimensionalen Raum, der sich zu dem gewöhnlichen dreidimensionalen 
Raum verhält wie dieser zu der Ebene. Wir denken uns ferner in diesem 
Raum ein rechtwinkliges Koordinatensystem X, d. h. vier zueinander 
senkrechte Achsen Xl' X 2 , X 3 , X 4 gezogen. Die analytische Bedeutung 
dieser "Orthogonalität" der vier Achsen werden wir im folgenden 
Paragraphen klarmachen. Zunächst sei bemerkt, daß sie der voraus
gesetzten Orthogonalität der räumlichen Achsen X 1X2 X3 in Verbindung 
mit der Symmetrie der angeführten Gleichungen bezüglich aller vier Indizes 
entspricht. - Dabei benützen wir die vierte Achse zur "graphischen 
Darstellung" der mit i c multiplizierten Zeit, fassen also die vier Größen 
Xl' x2 ' X 3 , X 4 = ict zusammen als die rechtwinkligen Komponenten 
eines "Vierervektors" t', der den Ort und die Zeit irgendeines Ereignisses 
charakterisiert. Dementsprechend führen wir die folgenden vierdimen
sionalen Vektoren ein: j (Viererstrom), ~ (Viererpotential), f (der auf 
die Volumeinheit des vierdimensionalen Raumes bezogene Impuls) und 
die vierdimensionalen Tensoren: 2~ (schiefsymmetrischer Feldtensor) 
und 2€J (symmetrischer Impuls- oder Spannungsenergie-Tensor). Schließ
lich definieren wir den vierdimensionalen Operator 0, der dem gewöhn
lichen Operator 17 entspricht, als einen symbolischen "Vierervektor" 

. d K j) j) j) j) D I . h d· mIt en omponenten;'-'::l '::l ,;,-. - ann assen SlC le 
uXI UX2 UX3 UX4 

Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes in einer koordinaten
freien Schreibweise darstellen als Beziehungen zwischen den obigen 
vierdimensionalen Vektoren und Tensoren. 

Die Gleichungen (2a), (3a) und (4) können ohne weiteres in der Form 

Dj==_di~j=~ l 
D~=dlV~-OJ 
D2~=-4nj 

(13) 

geschrieben werden, in vollkommener Analogie zu den entsprechenden 
Gleichungen für ein zeitlich konstantes magnetisches Feld (und statio
näre Elektrizitätsströmung) . 
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Die Formeln (5a), (6) und (7) wollen wir folgendermaßen darstellen 

2~ = 0 X ~ == rot ~ I 
rot2~ = 0 (l3a) 

o 2~ == div 2~ = 471: j 

Hier wird die Analogie mit den entsprechenden dreidimensionalen 
("zeitlosen") Formeln durch den Umstand zerstört, daß ein schief
symmetrischer vierdimensionaler Tensor - im Gegensatz zu den drei
dimensionalen - einem Vektor nicht kongruent ist. In der Tat ist der 
Tensor 2~ nicht durch vier, sondern durch sechs unabhängige Größen 
bestimmt, aus welchen seine zwölf nichtverschwindenden paarweise ent
gegengesetzt gleichen Komponenten Hk! = - H!k gebildet sind. Man 
pflegt ihn nach Minkowski als einen Sechservektor zu bezeichnen, d. h. 
als einen Vektor, der durch seine Projektionen nicht auf die vier Koordi
natenachsen, sondern auf die sechs Koordinatenebenen (X2 Xa, XaX1 , 

X1X2 , X1X4 , X 2 X 4 , XaX4) definiert ist 1). 

Die in (13 a) auftretende Operation div 2~ entspricht der Divergenz 
eines gewöhnlichen dreidimensionalen Tensors; es gilt dabei 

4 

(div 2~h = 2;°::l-l 
(vgl. Einleitung, § 23). 

1=1 I 

Die Operation rot 2~ entspricht der rot eines Vierervektors in 
dem Sinne, daß damit aus einem schiefsymmetrischen Tensor 2-ten 
Ranges ein Tensor dritten Ranges gebildet wird, dessen nichtverschwin
dende Komponenten auf der linken Seite der Gleichungen (6) stehen. Diese 
vier Größen können als die Komponenten eines Vierervektors aufgefaßt 
werden, mit welchem der erwähnte Tensor dritten Ranges kongruent ist. 

Führt man einen zu 2Sj "dualen" schiefsymmetrischen Tensor 2Sj* 
em nach dem Schema 

C" 
H 12 H13 

H') C 
Hts Hit Hi, ) 0 H23 H24 Ht4 0 Hfl Hts 

H3 ] H32 0 :34 Hf2 Htt 0 Htr 
HH H12 H;a His Hti H't2 0 

so wird 

~H2a + oHal + OH12 = oHl'i + oHft + oHta = (div 2~*)4' 
oXI aX2 aXa aXI aX2 aX3 

i}li43_ + _~li2! + aHa'! = aHt2 + aHt + aH't4, = (div 2~*)l' 
a~ a~ a~ a~ a~ a~ 

~H41. + aH~ + .!!.!!.a4. = aHt3 + aH~ + aH; = (div 2~*)2' 
OX3 aX4 aX1 aX3 aX4 oXI 

aH21_ + ~H42 + i!H14. = aH'tt + aHt,. + aH't2 = (div 2~*)3' 
a~ a~ a~ a~ a~ a~ 

---

I) Es sei bemerkt, daß im Falle von zwei Dimensionen ein schiefsymmetrischer 
Tensor sich auf einen Skalar reduziert. 

Frenkel, Elektrodynamik 1. 17 
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so daß die Gleichung rot 2Q = 0 durch 

div 2Q*=O 
ersetzt werden kann. 

Ganz ähnliche Formeln gelten für die schiefsymmetrischen Ten
soren 2~ und 28; wir brauchen sie nicht nochmals aufzuschreiben. 

Nach den Formeln (8a) für die Komponenten des Viererimpulses 
haben wir ferner 

f = 2Q.j, (14) 

wo das innere Produkt des Tensors 2Q und des Vektors j im Anschluß 
an das entsprechende Produkt für dreidimensionale Größen [Einleitung 
(37)] definiert ist. Die Gleichungen (12) schließlich lassen sich in der 
Form 

f = div 2(9 

schreiben, wobei nach (9) und (9a) gilt 

(14a) 

2(9 = 20 81n (2Q. 2~) + 41n (2Q X 2Q) (14b) 

[vgl. Einleitung (39)]. 
Es sei bemerkt, daß man bei der Projektierung der vierdimensio

nalen Vektoren auf die Zeitachse gewöhnliche skalare Größen bekommt, 
bei der Projektierung auf den gewöhnlichen Raum ergeben sich drei
dimensionale Vektoren, die mit diesen Skalaren physikalisch eng ver
knüpft sind; dementsprechend bilden die Komponenten der vierdimen
sionalen Tensoren nach den "Raumachsen" gewöhnliche dreidimensio
nale Tensoren, nach einer der Raumachsen und der Zeitachse gewöhn
liche Vektoren und nach der Zeitachse Skalare [vgl. Schema (12a)]. 

Im folgenden werden wir hauptsächlich die koordinatenmäßige Dar
stellung der elektromagnetischen Größen und Gleichungen benutzen. 
Wir haben sie in einer koordinatenfreien Schreibweise nur deshalb 
formuliert, um ihre Analogie mit den gewöhnlichen vektoriellen Glei
chungen für zeitlich konstante magnetische und elektrische Felder 
klarer zutage zu bringen. Diese formale Analogie gestattet es, die von 
der Zeit abhängigen elektromagnetischen Erscheinungen im gewöhn
lichen dreidimensionalen Raum als statische, d. h. von der Zeit un
abhängige Erscheinungen in einem fiktiven vierdimensionalen Raum 
zu behandeln. 

§ 2. Die Lorentztransformation. 
Der gewöhnliche Euklidische Raum ist "isotrop", d. h. alle Richtun

gen sind als vollkommen gleichberechtigt anzusehen. Diese physikalische 
Gleichberechtigung der verschiedenen Richtungen kann man auch als 
ihre Relativität bezeichnen in dem Sinne, daß irgendeine Richtung sich 
nur relativ zu anderen, als bekannt vorausgesetzten Richtungen bestim
men läßt. Eine "absolut" bestimmte Richtung, die durch besondere 
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physikalische Eigenschaften ausgezeichnet wäre, kann es überhaupt 
nicht geben. 

Es ist gerade diese Isotropie des Raumes, die die Möglichkeit einer 
koordinatenfreien Formulierung der physikalischen Gesetze, und speziell 
der Gesetze der elektromagnetischen Erscheinungen, als Beziehungen 
zwischen vektoriellen (auch skalaren und tensoriellen) Größen sichert. 
Wäre eine Richtung im Raume physikalisch ausgezeichnet 1), so könnte 
man die erwähnten Gesetze nur mit Rücksicht auf diese Richtung 
formulieren. Es ist selbstverständlich möglich und manchmal zweck
mäßig, die koordinatenfreie Formulierung der physikalischen Gesetze 
durch eine koordinatenmäßige zu ersetzen. Dabei werden alle (drei
dimensionalen) Vektoren durch ihre Komponenten bezüglich dreier will
kürlich gewählter Achsen oder Richtungen dargestellt. Diese Kompo
nenten haben wir in der Einleitung als variante Skalare bezeichnet, denn 
ihre Werte sind nur in bezug auf das gewählte Koordinatensystem 
bestimmt, und beim Übergang zu einem anderen Koordinatensystem 
verändern sie sich. 

Da wegen der Relativität der Richtungen alle Koordinaten
systeme als gleichberechtigt anzusehen sind, so hat es keinen Sinn, zu 
fragen, welche Werte der Komponenten eines bestimmten Vektors die 
"richtigen" oder "wahren" sind. Die Skalartripel (Al' A 2 , Aa) und 
(A~, A;, A~), welche die Komponenten eines und desselben Vektors 
~ bezüglich zweier verschiedener Koordinatensysteme X und X' dar
stellen, sind vollkommen gleichberechtigt. Das einzige, was uns inter
essieren kann und muß, ist die Beziehung der beiden Skalartripel zu
einander. Sind die Größen (Al' A 2 , Aa) als bekannt vorausgesetzt und 
die Richtungen der X'-Achsen bezüglich X durch die entsprechenden 
Winkelkosinus rY.U' bestimmt, so müssen die Größen (A:, A~, A~) sich 
irgendwie durch die Ai und die !Xii' ausdrücken lassen. Mit anderen 
Worten, es muß nur festgestellt werden, nach welchen Formeln sich die 
Komponenten eines Vektors bei irgendwelchen Änderungen der Ko
ordinatenrichtungen transformieren. 

Es ist nun folgendes besonders zu betonen: die Komponenten von 
verschiedenen Vektoren müssen sich auf dieselbe Weise (d. h. nach den
selben Formeln) transformieren, oder mit anderen Worten: die ent
sprechenden Komponenten der verschiedenen Vektoren sind kovariante 
skalare Größen. Diese Bemerkung scheint zunächst ganz trivial zu sein 
und direkt aus der Anschauung zu folgen. Sie hat aber in Wirklichkeit 
einen sehr tiefen Sinn und bildet den analytischen Ausdruck des Prinzips 
der Invarianz der physikalischen Gesetze. - Damit ist folgendes gemeint. Die 
physikalischen Gesetze lassen sich durch Gleichungen ausdrücken, welche 
verschiedene Vektorgrößen (sowie invariante Skalare, Tensoren usw.) 

1) Wie man es z. B. im Mittelalter von der "vertikalen" Richtung glaubte. 
17* 
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miteinander verknüpfen. Bei Koordinatendarstellung der Vektoren 
haben diese Gleichungen die folgende Gestalt 

Ai = B" 
wo mund )B zwei physikalisch verschiedene Vektoren bedeuten. Wir 
denken uns z. B. m als Produkt der Masse eines Teilchens mit seiner 
Beschleunigung, und )B als die auf dieses Teilchen wirkende äußere 
Kraft. Wären die Komponenten der Beschleunigung und der Kraft 
nicht kovariante Größen, so könnte die obige Gleichung nicht unab
hängig von der Wahl der Koordinatenrichtungen gelten. Die Relativität 
dieser Richtungen, ihre physikalische Gleichberechtigung, bedeutet ana
lytisch nichts anderes als die Kovarianz der entsprechenden Vektor
komponenten für alle Koordinatentransformationen. Die Koordinaten
richtungen sind relativ und die Vektorkomponenten variant; aber die 
physikalischen Gesetze, welche diese Vektorkomponenten miteinander 
verknüpfen, müssen absolut und invariant sein. Diese Forderung wird 
durch die Kovarianz der entsprechenden Vektorkomponenten erfüllt. 
Dasselbe gilt selbstverständlich nicht nur für Vektoren, sondern für 
Tensorgrößen beliebigen Ranges. 

Wir werden uns im folgenden auf rechtwinklige Koordinatensysteme 
beschränken. Dabei fallen bekanntlich die Komponenten eines Vektors 
mit seinen Projektionen zusammen, so daß man zwischen den beiden 
nicht zu unterscheiden braucht (wie dies im allgemeinen Falle schief
winkliger Koordinatensysteme geschieht). Die Transformationsformeln für 
Vektor- und Tensorkomponenten haben wir für diesen Fall in Einleitung 
§ 18 aufgestellt. Diese Formeln bleiben offenbar auch dann gültig, wenn 
man eine, z. B. die dritte Achse festhält und sich auf Koordinaten
transformationen in einer Ebene (X1X 2-Ebene) beschränkt. Dabei 
könnte man die mit dem Index 3 versehenen Komponenten als in
variante Skalare behandeln, und mit den Indizes 1, 2 als Komponenten 
von zweidimensionalen Vektoren. 

Wir wollen nun den entgegengesetzten Schritt machen und auf eine 
ganz analoge Weise die Transformationen der Koordinatenachsen und 
die damit verknüpften Transformationen der Vektor- und Tensor
komponenten in dem fiktiven vierdimensionalen Raum des vorigen 
Paragraphen betrachten, wobei die vierte Achse (Zeitachse) nicht mehr 
als festgehalten angesehen werden darf. 

Wir führen also statt des ursprünglichen Koordinatensystems 
X (Xl' X 2 , Xa, X 4) ein neues Koordinatensystem X' (X~ X~ X; X~) 
ein, nach den Transformationsformeln [vgl. Einleitung (32a) und (32b)] 

4 

xi, ~ .2 etii' Xi, (15) 
i=l 

4 

Xi = .L; aii' xi, , (15a) 
i' = 1 
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die der Orthogonalitätsbedingung 

<2 + <2 + X~2 + <2 = X~ + x; + X~ + X~ (16) 

identisch genügen sollen. Aus dieser Bedingung ergeben sich die fol
genden Beziehungen zwischen den Transformationskoeffizienten : 

wobei 

ist. 

aL' = Uii' (i,i' = 1, 2, 3, 4) , 

4 4 

.1) aik a i , k = 15ii ' , 
k =1 

.1)aki a k i' = 15ii', 
k=l 

I} bei i' = i 
15 i i' = 0 bei i' =f i 

(16 a) 

(Ißb) 

(16 c) 

Diese Koeffizienten definieren wir entsprechend ihrer anschaulichen 
geometrischen Bedeutung bei gewöhnlichen dreidimensionalen Trans
formationen als die Kosinus der Winkel zwischen den alten und neuen 
Achsen: 

aii' = COS (Xi' Xi-) = aii" 

Das neue System X' können wir uns entstanden denken durch eine 
"Drehung" des ursprünglichen Achsenkreuzes im vierdimensionalen 
Raum unter Erhaltung der Orthogonalität. 

Es sei bemerkt, daß diese Bezeichnungen, die sich an die entspre
chenden Bezeichnungen der gewöhnlichen analytischen Geometrie an
schließen, in dem betrachteten Falle nichts anderes als Worte sind, 
denen tatsächlich kein geometrischer Sinn zukommt. Wir können aber 
dabei an die entsprechenden drei- oder sogar zweidimensionalen Gebilde 
denken und auf diese Weise die analytischen Zusammenhänge nicht 
nur besser auffassen, sondern zuweilen durch Analogiebetrachtungen vor
hersagen. Die Größen Xl' X 2 , X 3 , X4 und x~, x~, x~, x~, welche die ur
sprünglichen bzw. neuen Koordinaten der verschiedenen Punkte des 
X-Raumes darstellen, brauchen dabei nicht nur reelle oder imaginäre 
Werte anzunehmen, sondern können ganz beliebige komplexe Zahlen 
sein (vgl. VI, § 4). 

Diese Koordinaten wollen wir als die rechtwinkligen Komponenten 
des vierdimensionalen Radiusvektors t fassen. Dabei wollen wir fest
stellen, daß die Komponenten der verschiedenen vierdimensionalen 
Vektoren (j,~, f), die wir in § 1 eingeführt haben, sich nach denselben 
Formeln (15), (15a) transformieren, wie die Komponenten von t (also 
kovariant). Was die Komponenten des Differentialoperators 0 
betrifft, so ist ihre Kovarianz eine direkte Folge der Orthogonalität 
der durch diese Formeln dargestellten Transformation (ebenso wie in 
dem dreidimensionalen Fall). - Die Tensorkomponenten Hkl , ekl sollen 
sich wie die Produkte der entsprechenden Koordinaten, also doppelt
kovariant transformieren. 
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Es läßt sich leicht zeigen, daß unter diesen Voraussetzungen die 
Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes (2a)-(1O) gegen die 
durch die Formeln (15)-(16c) bestimmte Transformationen invariant 
bleiben. Dies bedeutet: Wenn man in den alten Gleichungen die ur
sprünglichen Komponenten ausdrückt als Funktionen der neuen, so 
erhält man daraus Gleichungen derselben Gestalt für diese neuen Kompo
nenten. 

Diese Behauptung kann man leicht direkt beweisen. Wir betrach-

ten z. B. die Gleichungen (2a) und (4). Da die Symbole Dk =",L und 
UXk 

die Größen Al.; sich wie die Xl.; transformieren, so bekommen wir nach (16), 
4 4 

.2 Dk Ak = .2 Dk' AI" 
k = 1 k' = 1 

und folglich wegen (2a) 
4 

.2Dk Ak=ü. 
1 

4 

Ferner stellt das Quadrat des Operators D, d. h. die Summe .2 DL 
k=1 

offenbar einen invarianten Operator dar. Setzen wir also in (4) ein 
nach (15a) 

4 4 

j k = .2 «kk' jk' und Ak = .2 «kk' Ak" 
k' =1 k' = 1 

so wird 
4 4 4 4 4 

2D~Ak = .2 O!2 Ak = .s «kk' .2 Di 2Ak' = - 4n 2,-' «kk' jk' . 
h=1 1'=1 k'=11=1 k'=1 

Diese vier Gleichungen (k = 1, 2, 3, 4) kann man in der Gestalt 
4 

2) akk' Yk' = 0 
1<'=1 

4 

schreiben und die Größen Yk' = .2 CJ/2 AI" + 4 n jk' als vier Unbe-
1=1 

kannte behandeln. Da die Determinante der Koeffizienten 1"J.l.;l.;' wegen 
der Bedingungen (16b) gleich 1 ist, so müssen sie identisch verschwinden 
und wir bekommen 

4 

.2 D/2Ak' =-4njk" 
1=1 

Die behauptete Invarianz der Grundgleichungen läßt sich aber auch 
auf eine viel instruktivere, indirekte Weise einsehen, und zwar aus ihrer 
Symmetrie bezüglich aller vier Indizes 1, 2, 3, 4, in Verbindung mit ihrer 
Invarianz für solche orthogonale Transformationen, bei welchen die 
viert e Achse festgehalten bleibt, die also einer gewöhnlichen Drehung 
des räumlichen Achsensystems X 1X 2X 3 entsprechen. Diese "räum
liche" Invarianz ist eine direkte Folge und zugleich die Bedingung der 
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Isotropie des gewöhnlichen dreidimensionalen Raumes oder der Rela
tivität aller räumlichen Richtungen. Sie kann deshalb vorausgesetzt 
werden. Wegen der erwähnten Symmetrieeigenschaft der Gleichun
gen (2a) bis (10) kann man behaupten, daß sie auch dann invariant 
bleiben, wenn wir eine orthogonale dreidimensionale Transformation 
für die Koordinaten x 2' X 3' X4 (statt Xv x 2 , x 3) ausführen und die 
entsprechenden Komponenten aller vierdimensionalen Vektoren (und 
Tensoren) kovariant transformieren. Durch zwei aufeinanderfolgende 
orthogonale Transformationen je dreier Koordinaten bekommen wir 
aber eine Transformation aller vier Koordinaten, die auch orthogonal 
ist, d. h. die Bedingung (16) erfüllt. 

Unter Benutzung der geometrischen Ausdrucksweise können wir 
also sagen, daß die Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes 
invariant sind gegen alle Drehungen des vierdimensionalen Achsen
systems X. Damit ist aber die Eigenschaft der Isotropie, die Relativität 
der Richtungen von dem gewöhnlichen Raum auf den vierdimensionalen 
Raum übertragen. Speziell dürfen wir die "vierte" Richtung, welche 
die Zeitkoordinate vertritt, als relativ (unbestimmt) betrachten, und 
die vierten Komponenten der Vektoren t, j, ~ usw., d. h. die Zeit, die 
Ladungsdichte, das skalare Potential, welche gewöhnlich als invariante 
skalare Größen angesehen werden, als variant behandeln, ebenso wie 
die räumlichen Komponenten der gewöhnlichen Vektoren. Die ab
soluten Beträge oder die Quadrate dieser Vektoren, z. B. x~ + x: + x~ 
(Quadrat des räumlichen Abstandes) werden ebenfalls variante Größen 
und nur die Quadratsummen aller vier Komponenten, die wir als die 
Quadrate der entsprechenden vierdimensionalen Vektoren definieren 
können, sind als wirklich invariant anzusehen. 

Es frägt sich nun, ob diese vierdimensionale Richtungsrelativität 
und die vierdimensionalen orthogonalen Transformationen, welche sie 
analytisch ausdrücken, einen bestimmten physikalischen Sinn haben 
oder physikalisch ganz sinnlos sind? 

Damit sie einen solchen Sinn tatsächlich besitzen, ist es offenbar 
notwendig (aber zunächst noch nicht hinreichend), daß die transformier-

.. ,x~ , j~ , A ~ .. .. ten Großen t = ~, e = ---, cp = -.- usw., ebenso Wie die ursprung-
zc c z 

lichen reell seien. 
Die dieser Realitätsbedingung genügenden vierdimensionalen ortho

gonalen Transformationen pflegt man als Lorentztransjormationen zu 
bezeichnen 1). 

Wir wollen nun zur Aufklärung der oben formulierten Frage eine 
einfache Lorentztransformation betrachten, bei welcher die zweite und 
dritte Achse festgehalten bleiben, die also einer "Drehung" in der 

1) Nach H. A. Lorentz, der sie zum ersten mal - und zwar in einer 
dreidimensionalen Schreibweise - eingeführt hat. 
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X I X4-Ebene entspricht. Die allgemeinen Transformationsformeln (15) 
und (15a) reduzieren sich in diesem Fall auf 

oder 

und x2 = X2, x3 = x; . 

xi = an Xl + a4l x4 

xi=a41 x i +a;4 x4 

Xl = an xi + aI4 xi 
X4 = a"1 xi + a44 X4 

Wir denken uns für einen Augenblick X4 als eine gewöhnliche zu 
Xl senkrechte Achse und die betrachtete Transformation als eine Dre
hung um einen Winkel qJ in der Richtung von X4 nach Xl' Dann haben 
wir ()(n = cos (XIXI') = COS qJ, 

au = cos (Xl X 4) = sin qJ , a4l = cos (X4 XD = - sin qJ , 
a44 = cos (X4 X 4) = cos qJ , 

und folglich 

oder 

xi = Xl COS qJ - X 4 sin qJ \ 
x~ = Xl sin qJ + X 4 COS qJ f 

Xl = xi cos qJ + X4 sin qJ } 
X4 = - x~ sin qJ + x~ cos qJ . 

(17) 

(l7a) 

Damit bei x4 = ict x~ reell und x~ imaginär (= ict', wo t' eine reelle 
Größe bedeutet) werden, muß man den Winkel qJ als eine rein ima
ginäre Größe definieren. Wir brauchen aber nicht diesen Winkel selbst, 
sondern nur seinen Tangens zu betrachten. Wir setzen nämlich 

'ß v ( b tg qJ = - 2 = --0-- 17 ) 
tC 

wo ß = ~ eine reelle Größe ist (dies entspricht qJ = 2 tp, tg tp = - ß). 
c 

Dabei wird nach (17) 

xi=cosqJ(x1-vt), ict'=cosqJ(ict-i ~ Xl)' 
d. h. wegen 

1 1 
cos qJ = -,--- = -= , 

II + tg2 P P - ß2 

, xl-vt 
Xl =--cc= , 

P_ß2 

VX1 t--
c2 

t' = YI-ß2' (18) 

und ebenso nach (17 a) (oder durch Auflösen von (18) in bezug auf Xl 

und t) 

xi + vt 
X =-== 

1 YI-ß2' 

+ VX 
t -

c2 

t = --===-=. 
Yl-ß2 

(l8a) 

Zur Sicherung der Realität von x~ und t' bleibt noch übrig, den 
Parameter ß der Bedingung ß < 1 zu unterwerfen, d. h. 

v<c (18b) 
zu setzen. 
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Die Größe v hat offenbar ebenso wie c die Bedeutung einer Ge
schwindigkeit. In dem Grenzfalle, daß sie sehr klein gegen c (= Licht
geschwindigkeit) ist, reduzieren sich die Formeln (18) auf 

X~=Xl-vt, t=t, (19) 
d. h. auf die gewöhnlichen Formeln für den Übergang von dem ur
sprünglichen räumlichen Koordinatensystem (XI X 2X a) auf ein anderes 
(X~ X 2X a) , das gleichorientiert ist und sich relativ zu (Xl X 2 Xa) mit 
der konstanten Geschwindigkeit v in der positiven Xl-Richtung bewegt; 
die Anfangspunkte der beiden Systeme 0 und 0 1 müssen dabei in dem 
"Anfangsmoment" t = t' = 0 zusammenfallen. 

Dementsprechend bekommen wir für die (1, 4)-Komponenten des 
"Viererstromes" j und des Viererpotentials ~: 

., . V I 

l1=lt---;;e, e=e (l9a) 

A~ = Al - ~ rp, rpl = rp. (l9b) 

Diese aus dem Kovarianzprinzip folgenden (angenäherten) Glei
chungen stimmen ebenfalls mit den gewöhnlichen Formeln für die durch 
(19) bestimmte Transformation überein. 

Wir sehen also, daß in der betrachteten Näherung die Drehung der 
"Zeitachse" X 4 (mit einer der "räumlichen" Achsen) um einen imgi
nären Winkel im vierdimensionalen Raum physikalisch nichts anderes 
bedeutet, als den Übergang von Ruhezustand des räumlichen Achsen
systems zu einer geradlinig-gleichförmigen Bewegung. 

Da nun die beiden Achsen X 4 und X 41 mit demselben Recht die 
Zeit vertreten können, darf man offenbar mit demselben Recht das 
räumliche Koordinatensystem (XI X 2 Xa) als "ruhend" und (X~ X 2 Xa) 
als "bewegt" ansehen oder umgekehrt (X~ X 2X a) als ruhend und 
(XI X 2X a) als bewegt - und zwar in der entgegengesetzten Richtung. 
Die Relativität der Richtungen und speziell der Richtung der Zeitachse 
im vierdimensionalen Raum bedeutet also nichts anderes als die Relativität 
der Geschwindigkeit im gewöhnlichen dreidimensionalen Raume. 

Es sei erinnert, daß dieses kinematische Relativitätsprinzip von 
uns schon in Kap. V bei der Verallgemeinerung der "Energiegleichung" 
rot ~ = 0 für zeitlich wechselnde Felder postuliert wurde - aber in 
einem etwas engeren Sinne. Und zwar handelte es sich dort um die 
Bewegung zweier Stromlinien relativ zueinander, während die jetzt 
behauptete Relativität der Geschwindigkeit bedeutet, daß die elektro
magnetischen Erscheinungen sich auf eine ganz identische Weise ab
spielen bezüglich zweier Koordinatensysteme, die sich relativ zueinander 
geradlinig-gleichförmig bewegen -, so daß keine Möglichkeit vorhanden 
ist, aus diesen Erscheinungen zu schließen, welches System sich "wirk
lich" bewegt. Mit anderen Worten, der Betrag der Geschwindigkeit ist 
etwas ebenso Relatives wie ihre Richtung. 
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Nun scheint aber diese der Isotropie des vierdimensionalen Raumes 
entsprechende Relativität der Geschwindigkeit nur angenähert zu be
stehen, nämlich für den Grenzfall solcher Geschwindigkeiten, die sehr 
klein gegen die "kritische" Geschwindigkeit c sind. Will man sie als 
ein ganz strenges und allgemeingültiges physikalisches Gesetz fassen, 
so stößt man auf die folgenden Schwierigkeiten. 

Man muß die Geschwindigkeiten von vornherein durch die Bedingung 
v < c einschränken, d. h. solche Geschwindigkeiten, die größer als c sind, 
nicht nur als physikalisch, sondern als prinzipiell unmöglich ansehen. 

Damit ferner die elektromagnetischen Erscheinungen sich nach den
selben Gesetzen (d. h. nach denselben Gleichungen) abspielen vom Stand
punkte zweier Beobachter, die mit den Koordinatensystemen (XI X 2X 3) 

und (X~ X 2 X 3) mitbewegt sind, muß die Bestimmung der Längen 
in der Bewegungsrichtung und der Zeiten nicht nach den gewöhnlichen 
sogenannten Galileischen Transformationsformeln (19) geschehen, son
dern gemäß den Lorentzschen Formeln (18). Es müssen also für die 
beiden Beobachter X und X' verschiedene Zeiten gelten. Solche Er
eignisse, die dem einen von ihnen als gleichzeitig erscheinen, müssen 
von dem anderen als ungleichzeitig betrachtet werden; im allge
meinen soll der Zeitabstand zwischen zwei ganz bestimmten Ereignissen 
eine ebenso unbestimmte variante Größe sein wie der Längenabstand 
zwischen den Raumpunkten, wo diese Ereignisse stattgefunden haben. 
Dabei ist folgendes zu beachten. Die Unbestimmtheit oder Vaiianz 
solcher Längenabstände für nicht gleichzeitige Ereignisse ist eine alt
bekannte und ganz natürlich erscheinende Tatsache. Wir denken z. B. 
an einen Stein, der auf einem bewegten Schiffe von hinten nach vorn 
geworfen wird. Der Abstand zwischen dem Anfangs- und Endpunkt 
seiner Bahn wird von den mitbewegten Beobachtern ganz anders be
urteilt als von den auf dem Land ruhenden Beobachtern, die noch die 
Verschiebung des Schiffes während des Fliegens des Steines in Betracht 
ziehen. Diese Tatsache wird durch die Galileischen Transformations
gleichungen x~ = x - vt, t' = t ganz klar ausgedrückt. Bezeichnet 
man nämlich den räumlichen und zeitlichen Abstand zwischen den er
wähnten Ereignissen (Abwerfen und Fallen des Steines) vom Stand
punkte der ruhenden und der mitbewegten Beobachter durch Ll Xl' Ll t 
bzw. LJ X:' Ll t', so wird nach den obigen Formeln: 

Llt'=Llt, Ll<=Llx1 -vLlt. 

Handelt es sich aber um zwei gleichzeitige Ereignisse in verschiedenen 
Raumpunkten, so erscheint der räumliche Abstand eine ganz bestimmte 
invariante, von der relativen Geschwindigkeit unabhängige Größe zu 
sein (LJ t = 0, LJ< = Ll Xl)' 

Dagegen bleibt nach den Lorentzschen Formeln (18) der räumliche 
Abstand zwischen zwei Ereignissen auch im Falle ihrer "Gleichzeitig-
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keit' , eine variante Größe. Dies hängt offenbar damit zusammen, daß 
der erwähnten "Gleichzeitigkeit" keine absolute Bedeutung zukommt, 
wegen der Relativität der Zeit, die der Relativität der Richtung der 
Zeitachse im vierdimensionalen Raum entspricht. Eng verknüpft mit 
dieser Relativität - oder genauer gesprochen dieser Varianz - der 
Zeit, ist nach der Lorentztransformation die Varianz solcher Größen 
wie die Ladungsdichte, das skalare Potential usw. - oder der Be
träge der dreidimensionalen Vektoren - d. h. solcher Größen, die ge
wöhnlich als invariante Skalare betrachtet werden. 

§ 3. Das Einsteinsehe Relativitätsprinzip. 
Es ist erkenntnistheoretisch von vornherein klar, daß die Bewegung 

ein relativer Begriff ist, d. h. daß. die Bewegung irgendeines Körpers 
oder die Fortpflanzung einer Wirkung nur relativ zu einem Koordinaten
system definiert werden kann, das man ganz willkürlich als "ruhend" 
behandelt. Dementsprechend müssen alle die Bewegung charakterisie
renden Größen - Geschwindigkeit, Beschleunigung usw. - variant 
sein, d. h. von der Wahl dieses Koordinatensytems abhängen. In den 
vorhergehenden Kapiteln haben wir von diesem Umstand absichtlich 
abgesehen und die Geschwindigkeit als eine "absolut" bestimmte Größe 
behandelt, d. h. stillschweigend ein Koordinatensystem zugrunde gelegt, 
das als "ruhend" in einem absoluten Sinne dieses Wortes vorausgesetzt 
wurde. 

Wäre der ganze Raum von einem kontinuierlichen materiellen Medi
um erfüllt - wie man es früher glaubte und manchmal heute noch 
behauptet, wobei dieses Medium als "Äther" bezeichnet wird - dessen 
Teile relativ zueinander in ewiger Ruhe bleiben sollten, so könnte man 
den Begriff der Ruhe physikalisch eindeutig definieren, als Ruhe relativ 
zu diesem "Äther". Das würde keine "absolute" Ruhe in dem erkenntnis
theoretischen Sinne des Wortes sein, denn man könnte noch irgend
welche Bewegungen des "Äthers" als eines festen Ganzen im Raume 
relativ zu etwas anderem in Betracht ziehen. Solche Bewegungen 
könnten aber den Physiker gar nicht interessieren und Ruhe im bezug 
auf den "Äther" wäre für ihn gleichbedeutend mit absoluter Ruhe. 

In Wirklichkeit aber gibt es keine vernünftigen Gründe, den Raum 
mit einem solchen Medium anzufüllen. Die materielle Welt besteht aus 
lauter Elektronen, die aufeinander durch den leeren Raum wirken. 
Diese Fernwirkung der modernen Elektronentheorie unterscheidet sich 
von der "Actio in distans" der klassischen Mechanik nur dadurch, daß 
sie nicht "momentan", sondern retardiert ist. Die endliche Fortpflan
zungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wirkungen hat gerade 
den Anlaß gegeben, <;ie aufzufassen als eine "Nahewirkung im Welt
äther" - von derselben Art, wie die Fortpflanzung des Schalles in der 
Luft oder der elastischen Schwingungen in festen Körpern. 
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Es sei nun daran erinnert, wie diese "Nahewirkung" in der klassi
schen Mechanik, an welche sich die erwähnte "Äthertheorie" anschließt, 
behandelt wird. Man betrachtet zunächst den Körper nicht als ein 
kontinuierliches Medium, sondern als ein System von diskreten Massen
punkten (Atomen), die sich voneinander in endlichen - obwohl sehr 
kleinen - Abständen befinden. Die Wechselwirkung zwischen diesen 
Massenpunkten wird also als eine Fernwirkung behandelt - und zwar 
als eine momentane Fernwirkung, denn die Kraft, welche auf irgendein 
Teilchen ausgeübt wird, ist durch die gleichzeitige Lage der anderen -
hauptsächlich der Nachbarteilchen - bestimmt. Nimmt man an, 
daß diese Kraft sich proportional der relativen Verschiebung der Teil
chen ändert, so bekommt man in bekannter Weise eine endliche Fort
pflanzungsgeschwindigkeit für die "Störungen" in der normalen Gleich
gewichtslage der Teilchen. Der nachher gemachte Grenzübergang zu 
unendlich kleinen Teilchen und unendlich kleinen Abständen, d. h. zur 
Kontinuumstheorie, stellt eine bloße mathematische Fiktion dar. 

Die "Nahewirkung" der klassischen Mechanik bedeutet also nichts 
anderes als die übliche "momentane Fernwirkung". Der Umstand, daß 
letztere in sehr kleinen Abständen ("klein" gegenüber unseren gewöhn
lichen makroskopischen Maßstäben) stattfindet, ist prinzipiell un
wesentlich. 

Die retardierte Fernwirkung der modernen "Elektromechanik" kann 
zwar ganz formal auf eine momentane Fernwirkung zurückgeführt 
werden (vgl. VI § 5), aber die entsprechenden Reihenentwicklungen 
haben keinen unmittelbaren physikalischen Sinn. Es ist deshalb sinnlos 
und nutzlos, die retardierten elektromagnetischen Fernwirkungen auf 
etwas anderes zurückzuführen zu versuchen. Wir können vielmehr be
haupten, daß alle physikalischen Kräfte - insofern sie letzten Endes 
eine Wechselwirkung zwischen verschiedenen Elektronen darstellen -
als elektromagnetische Fernwirkungen anzusehen sind, die sich im leeren 
Raum mit einer ganz bestimmten Geschwindigkeit c = 3 . 1010 cm/sek 
tortPflanzen. 

Diese Tatsache muß man als ein grundsätzliches Prinzip anerkennen, 
das eine "Erklärung" weder braucht noch zuläßt. Denn ,.erklären" 
bedeutet: auf etwas einfacheres und mehr fundamentales zurückführen. 
Eine solche Zurückführung ist aber für die Grundtatsachen offenbar 
unmöglich. 

Da der Raum, abgesehen von den (praktisch punktförmigen) Elek
tronen, leer ist, kann man nur von relativer Bewegung und relativer 
Ruhe sprechen. Die physikalischen Vorgänge von zwei relativ zu
einander willkürlich bewegten Koordinatensystemen beurteilt, müssen 
denselben Gesetzen genügen; mit anderen Worten - die diese Gesetze 
ausdrückenden Gleichungen zwischen den räumlichen Koordinaten und 
der Zeit einerseits und verschiedenen varianten Größen, die die Kompo-
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nenten bestimmter Vektoren und Tensoren darstellen, andererseits, 
müssen für die beiden Systeme eine identische Gestalt haben. Wir 
wollen uns nun auf solche Koordinatensysteme beschränken, die sich 
relativ zueinander geradlinig gleichförmig bewegen - sogenannte 
"Inertialsysteme". Das allgemeine Relativitätsprinzip der Bewegung 
reduziert sich in diesem Spezialfall auf das Prinzip der Relativität der 
Geschwindigkeit. Dieses "spezielle" Relativitätsprinzip war in der 
klassischen Mechanik schon seit Newton anerkannt l ). Seine Über
tragung auf die Elektrodynamik und die entsprechende Umformung 
der Newtonschen Mechanik ist das Verdienst A. Einsteins. Es ist ihm 
bekanntlich auch gelungen, das Relativitätsprinzip für beliebige Be
wegungen zu verallgemeinern unter Zugrundelegung der Äquivalenz 
zwischen den Trägheitskräften, die mit einer beschleunigten Bewegung 
verknüpft sind, und den Gravitationskräften. Auf diese allgemeine 
Relativitätstheorie, die sich hauptsächlich mit den Gravitationswirkun
gen beschäftigt, wollen wir aber in diesem Buche nicht eingehen. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der klassischen und der Ein
steinschen Relativitätstheorie rührt von dem Umstand her, daß in der 
letzteren die Endlichkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektro
mechanischen Fernwirkungen berücksichtigt ist, während in der ersten 
diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit sozusagen als unendlich groß an
genommen wurde. 

Und zwar folgt aus dem Relativitätsprinzip, daß diese Fortpflan
zungsgeschwindigkeit in zwei verschiedenen Inertialsystemen 5 (Xl X 2 X 3) 

und 5' (X~ X; X;) denselben Betrag c und speziell für jedes System den
selben Betrag für alle Richtungen haben muß. 

Wäre z. B. die letzte Forderung nicht erfüllt, so könnte man be
haupten, daß dasjenige System (5), in bezug auf welches das Licht 
sich nach allen Seiten mit derselben Geschwindigkeit c ausbreitet, 
"wirklich" ruht, während das andere, in bezug auf welches dies nicht 
geschieht, sich "wirklich" bewegt - in der Richtung nämlich, die der 
kleinsten Geschwindigkeit des Lichtes entspricht. Da nun aber die 
Systeme 5 und 5' vollkommen gleichberechtigt sein sollen, muß der 
Vorgang der Lichtausbreitung bezüglich der beiden auf dieselbe Weise, 
d. h. mit derselben Geschwindigkeit c nach allen Richtungen stattfinden. 

Wir sehen also, daß die kritische Geschwindigkeit c, obwohl sie, 
wie jede andere Geschwindigkeit nur einen relativen Sinn hat, d. h. nur 
relativ zu irgendeinem als "ruhend" angesehenen Bezugssystem de
finiert werden kann, trotzdem als eine invariante Größe anzusehen ist. 

Diese Invarianz der kritischen Geschwindigkeit ist offenbar mit 
unseren gewöhnlichen, sich an die klassische Mechanik anknüpfenden 
Raumzeitvorstellungen unvereinbar. Ersetzt man z. B. in dem oben 

I} Obwohl Newton selbst von einem "absolut ruhenden Raum" sprach. 
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betrachteten Fall eines bewegten Schiffes den geworfenen Stein durch 
ein Licht- oder Radiosignal, so muß es sich bezüglich des Schiffes 
nach vorn und nach hinten, nach rechts und nach links mit derselben 
Geschwindigkeit c fortpflanzen, wie bezüglich der am Ufer stehenden 
Beobachter. Dies kann offenbar nur dann geschehen, wenn die Längen 
und Zeiten in den entsprechenden Bezugssystemen verschieden ge
messen werden und wenn speziell dem Begriff der Gleichzeitigkeit nur 
eine relative Bedeutung zugeschrieben wird. - Solange man dachte, 
daß die mechanischen Fernwirkungen momentan sind und daß durch 
die Wirkung eines Körpers auf die anderen sie alle, wie groß ihre räum
lichen Entfernungen auch sein mögen, in der Zeit miteinander sozusagen 
vereinigt werden könnten - schien die "Relativierung" der Gleich
zeitigkeit physikalisch ausgeschlossen zu sein. Sobald aber der retar
dierte Charakter der mechanischen Fernwirkungen erkannt ist, wird 
diese Relativierung nicht nur möglich, sondern unentbehrlich. Denn es 
fehlt jede physikalische Möglichkeit, die Gleichzeitigkeit zweier räum
lich getrennter Ereignisse z. B. auf den Planeten Mars und Jupiter 
eindeutig festzustellen. 

Wir sind schon lange daran gewöhnt, der räumlichen Koin
zidenz zweier nicht gleichzeitiger Ereignisse keinen absoluten Sinn 
zuzuschreiben; wir müssen einen solchen absoluten Sinn der zeitlichen 
Koinzidenz zweier räumlich verschiedenen Ereignisse ebenfalls ablehnen. 
Eine wirklich absolute Koinzidenz kann nur die Koinzidenz in Raum 
und Zeit sein. 

Wir haben im vorhergehenden Paragraphen gesehen, daß die Grund
gleichungen der Elektrodynamik mit dem speziellen Relativitätsprinzip 
nur dann in Einklang sein können, wenn man die räumlichen Koordi
naten und die Zeit nicht nach den Galileischen Formeln (19), sondern 
nach den Lorentzschen, die sich im einfachsten Falle auf (IS) oder (ISa) 
reduzieren, transformiert. Die angeführten Überlegungen sollten uns 
von der physikalischen Zulässigkeit dieser Transformationsformeln über
zeugen. Es sei bemerkt, daß wir dabei unsere gewöhnlichen Raum
Zeit-Begriffe, soweit sie sich auf ein bestimmtes Inertialsystem beziehen, 
gar nicht zu verändern brauchen. Die Lorentztransformation stellt nur, 
nach Einstein, eine neue, ungewöhnte Verknüplung dar zwischen diesen 
üblichen Raum-Zeit-Größen für zwei verschiedene Inertialsysteme. 

Die Invarianz der kritischen Geschwindigkeit ist dabei sozusagen 
automatisch gesichert, denn sie spielt in den Formeln, in welche sie 
eingeht, die Rolle eines konstanten Parameters. 

Wir wollen nun zeigen, daß die Lorentztransformation eine not
wendige Folge dieser Invarianz ist; sie kann daraus, ganz unabhängig 
von den allgemeinen elektrodynamischen Gesetzen, aber mit Rücksich
auf die Relativität der Geschwindigkeit (d. h. der geradlinig-gleich
förmigen Bewegung) abgeleitet werden. 
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Die kräftefreie geradlinig-gleichförmige Bewegung irgendeines Teil
chens in bezug auf das Koordinatensystem 5 drückt sich analytisch 
durch die linearen Gleichungen aus: 

Xl-al x 2-a2 xa-aa 1-10 

a l a2 aa a o 

WO a, (J. usw. Konstante bedeuten. 
Von einem anderen Koordinatensystem 5', das sich relativ zu 5 

mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, beurteilt, muß diese kräftefreie 
Bewegung auch geradlinig-gleichförmig erscheinen, d. h. ebenfalls durch 
das lineare Gleichungssystem 

bestimmt werden. 
Daraus folgt, daß die Größen Xl' x2 ' x 3 ' t einerseits und x~, x;, x;, t' 

andererseits sich durcheinander linear ausdrücken müssen. 
Wir nehmen an, daß in einem bestimmten Augenblick t = t' = 0 

die Anfangspunkte von 5 und 5' (0 bzw. 0') zusammenfallen, und 
stellen uns ferner vor, daß in diesem Augenblick aus 0 (bzw. 0') ein 
Licht- oder Funksignal ausgesandt wird. Dieses Signal muß sich be
züglich 5 und 5' in der Gestalt einer Kugelwelle mit derselben Ge
schwindigkeit c ausbreiten; der Mittelpunkt dieser Kugelwelle muß 
dabei für 5 in dem Punkte 0, dagegen für 5' im Punkte 0' bleiben. 

Wir denken uns nun, daß die betrachtete Kugelwelle irgendein Teil
chen trifft. Die Koordinaten und die Zeit dieses Ereignisses seien 
Xl' x2 ' x3 , t in 5 und x~, x~, x;, t' in 5'. Dabei müssen die beiden Glei
chungen 

erfüllt sein, folglich 

x~ + x~ + x: - c2 t2 = 0, 
x~ + x~ 2 + x~ 2 - c2 t'2 = 0 

auch die Gleichung 

x~ + x; + x: - c2 t2 = X~2 + X~2 + X~2 - c2 t'2 , 

oder mit den Bezeichnungen ict = x4 ' ict' = x4' 

x~ + x~ + xi + x~ = x~ 2 + X~2 + X~2 + x:2 • (20) 

Wir haben soeben gesehen, daß die Beziehungen zwischen den alten 
und neuen Koordinaten (einschließlich der vierten) linear sein müssen, 
d. h. sich durch die Formeln 

4 

Xk' = .L ßkk'Xk (k' = 1,2,3,4) (20a) 
k=l 

ausdrücken, wo ßkk' konstante Koeffizienten sind, die von der Größe 
und Richtung der Geschwindigkeit v von 5' relativ zu 5 und auch 
von der relativen Orientierung der beiden Systeme abhängen. 

4 4 

Daraus folgt, daß die beiden Summen .L Xk 2 und .L x~ auch dann 
k=l k=l 

identisch sein müssen, wenn sie von Null verschieden sind, d.h. wenn das 



272 Begründung der Relativitätstheorie. 

betrachtete Ereignis nicht das Zusammentreffen der obigen Welle mit 
einem Teilchen, sondern etwas anderes, z. B. das Zusammentreffen 
zweier verschiedener Teilchen miteinander bedeutet. 

In der Tat, durch Einsetzen der Ausdrücke (20a) in .2 Xk 2 bekommen 
k'=l 

wir eine quadratische Form der Koordinaten Xl' X 2 ' Xa' X 4 ' die mit .r'X~2 
verschwindet. Dabei muß aber nach (20) auch die quadratische Form 
L xk verschwinden. Die beiden Formen können sich deshalb nur durch 

k 

einen konstanten Proportionalitätsfaktor unterscheiden. Dieser Faktor A 
kann von dem Betrag, nicht aber von der Richtung der relativen 
Geschwindigkeit l) von 5' gegen 5 abhängen. Nun ist die Geschwindigkeit 
von 5 relativ zu 5' offenbar entgegengesetzt gleich der Geschwindigkeit 
von 5' relativ zu 5. Wenn folglich LXk~ = A (v) .J;x% gilt, so muß auch 

k' k 

.J;xZ = A (v) .2 Xk~ gelten. Es ist also A (v) = 1. Damit ist bewiesen, daß 
k 

die Gleichung (20) für beliebige X k und entsprechende x~, bestehen bleibt. 
Wir haben also die Orthogonalitätsbedingung wiedergefunden, welche für 
die allgemeine Lorentztransformation gilt. Fügt man noch dazu die Rea-

litätsbedingung für x;,x~,x~ und t' = 7:', so müssen die Gleichungen 

(20a) eine Lorentztransformation liefern. 
Statt also die Lorentztransformation aus den Grundgleichungen 

des elektromagnetischen Feldes abzuleiten, wie wir es in § 2 nach Min
kowski getan haben, kann man sie direkt aus dem Relativitätsprinzip 
in Verbindung mit dem retardierten Charakter der elektromagnetischen 
Fernwirkungen (oder, wie man es gewöhnlich ausdrückt, mit der Kon
stanz der Lichtgeschwindigkeit) erhalten. Auf diese Weise wurde sie 
von Einstein 1905 aufgestellt. Dabei entsteht die Möglichkeit, das 
Minkowskische Verfahren rückgängig zu machen, d. h. die elektro
dynamischen Grundgleichungen aus dem Relativitätsprinzip (mit 
Rücksicht auf die Kovarianzeigenschaft) abzuleiten, oder jedenfalls 
plausibel zu machen ohne Zuhilfenahme irgendwelcher anderer Prin
zipien. 

Das Relativitätsprinzip kann man auch benützen für die Verallge
meinerung solcher physikalischer Gesetze, welche sich auf den Spezial
fall statischer Erscheinungen beziehen, auf beliebige von der Zeit ab
hängige Erscheinungen - wie wir es schon in Kap. V getan hatten, 
aber auf eine viel einfachere und systematischere Weise. Betrachtet man 
z. B. die Gleichung für stationäre elektrische Ströme 172m = - 4nj als 
bewiesen, so folgt sofort aus dem Relativitätsprinzip, daß die allgemeine 

4 

Gleichung die Gestalt 2) a;~k = _ 4njk (k = 1,2,3,4) haben muß. -
1=1 I 

Schließlich läßt sich das Relativitätsprinzip oder die Lorentztransfor-
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mation immer dann anwenden, wenn der Einfluß der Geschwindigkeit 
auf irgendeine Erscheinung, die für den Ruhezustand des betreffenden 
elektrischen Systems bekannt ist, aufgestellt werden soll. 

Wir werden im folgenden einige solche methodologische Anwendungen 
des Relativitätsprinzips kennen lernen. Es sei bemerkt, daß seine 
grundlegende Bedeutung für die Physik gerade in dieser Richtung liegt 
und nicht in der erkenntnistheoretischen Kritik der Raum- und Zeit
begriffe. Das Relativitätsprinzip (kombiniert mit der Invarianz der 
Lichtgeschwindigkeit) beginnt mit der "Relativierung" solcher Größen, 
die bisher als invariante Skalare angesehen wurden (die Zeit, die Ladungs
dichte, der Betrag eines gewöhnlichen Vektors usw.) ; dann aber faßt es 
diese varianten Größen als Komponenten (oder Projektionen) von vier
dimensionalen Vektoren und Tensoren zusammen und schließlich lehrt 
es, wie man daraus wirklich invariante Größen und Gleichungen, die 
die Naturgesetze für zeitlich veränderliche Erscheinungen ausdrücken, 
erhalten kann. 

Der Schwerpunkt der Relativitätstheorie liegt gerade in dieser "kon
struktiven" methodologischen Seite und nicht in der "destruktiven" 
kritischen. Das Hauptergebnis ist nicht die Varianz der gewöhnlichen 
Skalare und räumlichen Vektoren, sondern die Möglichkeit, sie als "zeit
liche" bzw. "räumliche" Projektionen von invarianten vierdimensionalen 
"Raumzeitvektoren" zu behandeln. In diesem Sinne könnte man die 
Relativitätstheorie mit vollem Recht als "Absoluttheorie" bezeichnen. 

§ 4. Graphische Darstellung der Bewegung und neue Ableitung 
der Lorentztransformation. 

Bevor wir zur Diskussion der Transformationsformeln (18) über
gehen, wollen wir sie nochmals aus dem Einsteinschen Relativitäts
prinzip ableiten in einer anschaulichen geometrischen Weise, die sich an 
die übliche graphische Darstellung der Bewegung anschließt. 

Die Bewegung eines Teilchens (oder die Fortpflanzung einer Wir
kung) in einer Ebene E (Xl X2) kann bekanntlich geometrisch ver
anschaulicht werden mittels eines räumlichen Koordinatensystems 
X y Z, wobei die Ebene E durch die Koordinatenebene X Y dargestellt 
wird und die Zeit t durch die dritte Achse Z. Letztere braucht dabei 
nicht notwendig senkrecht zu der Ebene X Y - die wir als "horizontal" 
bezeichnen werden - gerichtet sein. Der Einfachheit halber werden 
wir uns auf geradlinige Bewegungen parallel zur X-Achse (oder genauer 
zu der durch diese Achse repräsentierten Gerade Xl) beschränken, und 
die Y-Achse außer ac;ht lassen. Damit die beiden Koordinaten x und z 
dieselbe Dimension haben, werden wir z = kt setzen, wo keinen 
zunächst ganz willkürlichen Koeffizienten von der Dimension einer Ge
schwindigkeit bedeutet. 

Frenkel, Elektrodynamik 1. 18 
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Den Winkel X 0 Z bezeichnen wir mit w (Abb. 35). Die Bewegung eines 
Teilchens parallel zur Gerade Xl stellt sich graphisch dar durch eine 
Linie in der Ebene XZ. Einer gleichförmigen Bewegung mit der Ge
schwindigkeit v entspricht dabei eine gerade Linie 

%-%0 Z-Zo 

v k 

Die Koordinaten x und z fassen wir als die Komponenten (nicht aber die 
Projektionen 1) des Radiusvektors OQ, welcher vom "Nullpunkt" 
x = z = 0 zum betrachteten "Raumzeitpunkt" Q gezogen ist. In dem 

Falle, daß Xo = zo = 0 ist, hat man 

v % OP sinfP 
=-= 

k z PQ sin(w-fP} 
d. h. 

v = k - sin If._ (21) 
sin(w-fP)' 

o )( wo cp den Neigungswinkel der die Bewegung 
Abb.35. darstellenden "kinematischen Gerade" OQ 

zur Zeitachse OZ bedeutet. Diese Formel 
bleibt selbstverständlich auch dann gültig, wenn die erwähnte Gerade 
nicht durch den Nullpunkt geht; alle gleichförmigen Bewegungen, die 
dieselbe Geschwindigkeit haben, sind also durch parallele Gerade reprä
sentiert, deren Neigung zur Z-Achse mit der Geschwindigkeit zunimmt. 

Die betrachtete Darstellung der Bewegungen in der Ebene E und 
speziell auf der Geraden Xl entspricht einem bestimmten in dieser 
Ebene liegenden Koordinatensystem 5 (X1 X 2), das als ruhend angesehen 
wird. Von einem anderen, in der Xl-Richtung gleichförmig bewegten 
Koordinatensystem S' (Xl' X 2') beurteilt, muß dieselbe Bewegung be
züglich des Achsensystems X Y Z anders dargestellt werden. Und zwar 
muß irgendein Ereignis, das von 5 beurteilt durch den Punkt D re
präsentiert wird, von 5' beurteilt durch einen anderen Punkt D' 
vertreten werden. Bewegt sich z. B. S' relativ zu 5 mit derselben Ge
schwindigkeit v, wie das oben betrachtete Teilchen, so müssen wir die 
Gerade OQ durch eine mit der Zeitachse 0 Z zusammenfallende Gerade 
OQ' ersetzen. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß dieselben Ereignisse und Be
wegungen in der Ebene E von verschiedenen kinematischen Standpunkten 
beurteilt durch dieselben Punkte und Linien in dem Koordinatenraum 
X Y Z dargestellt werden können, falls man dabei als Vertreter des "be
wegten" Systems 5' neue Achsen X'Y' Z' einführt, die zu den alten 
passend geneigt sind und eventuell einen neuen Maßstab haben. In der 
Tat müssen die auf das ursprüngliche Koordinatensystem bezogenen Ko
ordinaten der Raumzeitpunkte D (x, z) und D' (x', z') (y = y') mit
einander durch lineare Beziehungen verknüpft sein (denn eine Bewegung, 
die geradlinig gleichförmig in 5 erscheint, muß es auch in 5' bleiben, 
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vgl. § 3). Diese linearen Beziehungen kann man aber als die Transfor
mationsformeln behandeln, welche neue Achsen X' Z' bestimmen, derart, 
daß die Koordinaten (x, z) und (x', Zl) demselben Punkt zugeordnet 
sindi). 

Die neue Z'-Achse muß offenbar mit der Geraden OQ zusammen
fallen, welche die Bewegung von 5' relativ zu 5 darstellt. Umgekehrt 
muß dabei die alte Zeitachse OZ die Bewegung von 5 relativ zu 5' 
darstellen, also eine Bewegung mit der Geschwindigkeit v' = - v (in der 
Xl-Richtung). Aus dieser Beziehung zwischen v' und v (die vielleicht 
als ein spezielles "Verknüpfungsprinzip" angesehen werden darf) ergibt 
sich in Verbindung mit der Formel (21) eine Beziehung zwischen den 
beiden Koordinatenwinkeln wund w' (-1:.X I OZ' ). Setzt man nämlich 
q/ = -cp, so wird nach (21) . , . 

v' =k' SlUrp =_k, __ Sl~ 
sin (w' - ß') sin (w' + rp) , 

d. h. wegen v' = _ v = __ ~ sin rp 
sin (w' - rp) 

k' sin (w' + rp) 
k sin(w-i)' 

Die Koeffizienten kund k' sind von den Maßstäben oder genauer von 
dem Verhältnis der Maßstäbe abhängig, die in XZ bzw. X' Z' für die 
Längen- und Zeiteinheit gebraucht werden. Wegen der vollkommenen 
Gleichberechtigung des "ruhenden" und "bewegten" Bezugssystems 
müssen wir aber k = k' setzen. Dies führt zu der Gleichung 

sin_(w'+rp) = 1 
sin (w -rp) , 

die zwei und nur zwei Lösungen hat, nämlich 

w' =w-2q; 
und 

(21 a) 

(21 b) 

(21c) 

Wir müssen also bei einer Drehung der Z-Achse um den Winkel cp die 
X-Achse um denselben Winkel drehen, und zwar entweder ihr entgegen 
oder in derselben Richtung; in letzterem Falle muß das ursprüngliche 
Koordinatensystem und also auch das neue rechtwinklig sein. 

Wir wollen zunächst diese zweite Lösung betrachten. Dabei bekommt 
man eine sehr anschauliche Beziehung zwischen dem "kinematischen" 
und dem "geometrischen" Relativitätsprinzip, d. h. der Relativität der 
Geschwindigkeit und der Relativität der Richtung. - In dem ur
sprünglichen Koordinatensystem X Z haben wir die X-Achse als "hori
zontal" bezeichnet. Dementsprechend müssen wir die Zeitachse durch 
eine vertikale Gerade OZ darstellen. Die vertikale Richtung hat dabei 

1) Eine solche Transformation wird im allgemeinen "affin" genannt. 
18* 
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die Bedeutung der Ruhe, oder einer "Bewegung in der Zeit" bei einer 
Ruhe im Raum. Der Übergang von dem "ruhenden" Koordinaten
system X I X 2 zum "bewegten" X~X; drückt sich geometrisch aus durch 
eine Drehung des "vertikal-horizontalen" Koordinatensystems X Z in 
die "geneigte" Lage X' Z'. Die Frage: welches der beiden Systeme Xl 
und X~ sich wirklich bewegt, bleibt ebenso sinnlos wie die Frage, 
welches der beiden Systeme X Z und X' Z' wirklich geneigt ist: wir kön
nen die neue Zeitachse OZ' ebensogut als Vertikale und die alte OZ als 
eine geneigte Gerade behandeln wie umgekehrt. Diese Beziehung zwischen 

z z' 

~/1r' 
a~e 

I ei l 
I I 
IM IN 

O~~~------~I~----X 
I 

X' 

Abb.36. 

den Begriffen "ruhend" oder "bewegt" 
einerseits und "vertikal" oder "geneigt" 
andererseits weist darauf hin, daß solche 
Größen wie die Länge und die Zeitdauer, 
d. h. die Raum- und Zeit abstände zwi
schen zwei Ereignissen, in demselben 
Sinne als relativ oder variant anzusehen 
sind, wie die horizontale und vertikale 
Komponente der Verbindungsgerade 
zweier verschiedener Raumpunkte. 

Wir stellen uns irgend zwei Er
eignisse vor, z. B. das Abwerfen und 
Fallen eines Steines in dem oben be-
trachteten Beispiel des bewegten Schif

fes. Diese Ereignisse seien von einem ruhenden Beobachter durch die 
Punkte Q und QI graphisch dargestellt (Abb. 36) in bezug auf ein 
Koordinatensystem XZ mit horizontaler Längsachse 0 X und vertikaler 
Zeitachse OZ. Der räumliche Abstand zwischen den beiden Ereignissen 
wird dabei durch die Strecke QC = ~ - den "horizontalen Abstand" 
zwischen Q und QI - dargestellt; der entsprechende Zeitabstand l' , 

d. h. die Dauer des Fliegens, durch die mit } multiplizierte "Höhe" 

von QI relativ zu Q, also durch ±CQ! =±C. 

Vom Standpunkt des mit bewegten Beobachters aus müssen diese 
Größen andere Werte~' und 1" haben; und zwar geschieht alles für ihn 
so, als ob er die Strecke QQI von einem anderen Punkte des Erdballs 
betrachtete, wo die Vertikale OZ' um den WinkeIl}? zu OZ - in der 
Bewegungsrichtung - geneigt ist. Die Beziehungen zwischen ~ und l' 
einerseits, ~' und 1" andererseits lauten offenbar [vgl. (17) und (17a)] 

~' = ~ cos l}? - k1' sin l}? , k-r' = ~ sin l}? + k1' COS l}? . 

Nun ist nach (21) wegen w = ]

tgl}?=~. 
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1 
Setzt man also cos Cf' = -. - -- , 

tI + v2 jk 2 

~'=_~-VT 
tl+v 2jk 2 ' 

so wird 

T' = • +~V/k2 
P+v 2/k 2 

(22) 

Die Geschwindigkeit des Steines (oder genauer ihre horizontale 
Komponente, die wir als konstant voraussetzen) relativ zum ruhenden 

Beobachter sei u = i, zum mitbewegten u' = ;. Durch Division der • • 
beiden Gleichungen (22) bekommen wir 

d. h. 

~' . ' 
J: 
~-v 

• 
v~ , 

1+-
k 2 • 

d= -~=~ 
1+ uv 

k 2 

(22a) 

Diese Beziehungen zwischen den beiden Geschwindigkeiten kann man 
auch direkt aus (21) ohne Benutzung der Transformationsformeln (22) 
ableiten. Bezeichnet man nämlich die Neigung der Gerade QQl zu OZ 
durch 1jJ und zu OZ' mit 1jJ', so ergibt sich 

und folglich 

d. h. nach (21) 

t ' _ tg 1p --:tgp_ 
g 1jJ - 1 + tg 1p tg rp , 

U V 

u' k k 
k 1 ' Uv 

Tki 

Um die Formeln (22) und (22a) mit den gewöhnlichen "klassischen" 
Raumzeitvorstellungen in Einklang zu bringen, muß man offenbar 
k = 00 setzen; in diesem Falle reduzieren sie sich auf die üblichen For
meln ~' = ~ - Vi, i' = i, 2t' = U - v. Es sei erinnert, daß der Koeffi
zient k eine Geschwindigkeit bedeutet. Der Ansatz k = 00 entspricht 
also der "klassischen" Vorstellung über die unendlich große Fortpflan
zungsgeschwindigkeit der mechanischen Fernwirkungen. In Wirklich
keit aber ist diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit (c) endlich, und des
halb, nach dem Relativitätsprinzip, invariant. Betrachtet man also 
statt der Bewegung eines geworfenen Steines die Fortpflanzung eines 
Licht- oder Funksignals, so muß u = u' = c sein. 

Nun läßt sich diese Invarianzbedingung durch die Formel (22a) 
tatsächlich erfüllen, wenn man darin 

(22b) 
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setzt. Dabei gehen die Formeln (22) über in 
f:/ _ ~-v'r; .J _ 'r; _~vjc2 

!> --,--_._, "{ -~, 
p-v2jc2 p-v2jc2 

d. h. sie werden mit (18) identisch, während (22a) die Gestalt 

annimmt. 

, u-v 
U=--

1- uv 
c2 

(23) 

(23a) 

Es sei bemerkt, daß die Imaginarität des Koeffizienten k mit dem 
Kausalitätsprinzip (in seiner üblichen Fassung) eng verknüpft ist. Denn 
obwohl das Zeitintervall zwischen zwei Ereignissen eine variante Größe 
ist, muß die Reihenfolge dieser Ereignisse, falls das eine als Ursache 
des anderen angesehen werden darf, invariant bleiben. Wäre k eine reelle 
Zahl, so könnte man bei einer genügend großen relativen Geschwindig
keit zweier Inertialsysteme die Reihenfolge zwei beliebiger Ereignisse 
umkehren. Z. B. würde bei genügend großer Neigung der Z'-Achse zur 
Z-Achse in der Abb. 36 der Punkt Q bezüglich X' 0 Z' höher liegen als Ql; 
dies würde aber bedeuten, daß das Fallen des Steines seinem Abwerfen 
vorangeht. Ein solcher Unsinn wird durch die Imaginarität von k aus
geschlossen. Setzt man nämlich in der zweiten Formel (23) ~ = UT, so 
sieht man, daß das Kausalitätsprinzip, welches durch die Ungleichung 

T' 
--->0 
'r; 

ausgedrückt werden kann, immer dann und nur dann respektiert bleibt, 
wenn die Ungleichung 

erfüllt ist. Dies bedeutet, daß die beiden Geschwindigkeiten u und v ihrem 
Betrage nach kleiner als die invariante Geschwindigkeit c sein müssen. 

Dieser Grenzcharakter der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek
tromagnetischen Wirkungen - oder kürzer, der Lichtgeschwindigkeit
ist durch das Einsteinsche Superpositionsgesetz der Geschwindigkeiten, 
welches durch die Formel (23) ausgedrückt ist, tatsächlich gesichert. 
Denn durch Superposition zweier Geschwindigkeiten, die nicht größer 
als c sind, bekommt man nach (23) eine resultierende Geschwindigkeit, 
die dieser Bedingung wieder genügt. Setzt man z. B. in (23) U = c ein, 

so wird u' = c - v = c. Es sei bemerkt, daß in der Einsteinschen 
1- cv 

c2 

Relativitätstheorie die Geschwindigkeit keine additive Größe wie in der 
klassischen ist. Dies sieht man besonders klar, wenn man sich an die 
zweite (direkte) Ableitung der Formel (22a) erinnert: wir haben dabei 
die Winkel, nicht aber ihre Tangenten, welche der Geschwindigkeit 
proportional sind, voneinander subtrahiert. 
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Wegen der Imaginarität von k verlieren die vorhergehenden Be
ziehungen (22) und (22a) ihren anschaulichen geometrischen Sinn, von 
welchem wir bei ihrer Ableitung ausgegangen sind. Trotzdem dürfen 
wir auf eine rein formale Weise die obige geometrische Ausdrucksweise 
beibehalten. Vielmehr können wir auch die entsprechende graphische 
Darstellung benützen, ohne uns um die Imaginarität des Koeffizienten k 
zu kümmern; diese Imaginarität braucht man nur im Endresultat zu 
berücksichtigen (d. h. man hat dort k = ic zu setzen). 

§ 5. Die räumlichen und zeitlichen Abstände in der Relativitätstheorie. 
Wir kehren also wieder zur Abb. 36 zurück und bemerken zunächst, 

daß die Länge s der Strecke QQl' die wir als kinematischen oder raum
zeitlichen Abstand zwischen den entsprechenden Ereignissen definieren 
wollen, eine invariante Größe sein muß. Da QQi = QC2 + CQl ist, 
so folgt S2 = ~2 + k 2 r 2 , d. h. 

(24) 

Die Strecken QC und CQl stellen die horizontale und vertikale Kompo
nente (Projektion) des Vektors QQl dar; dementsprechend kann man 
~ und icr (oder einfach r) als die räumliche und zeitliche Komponente 
oder Projektion des Raumzeitvektors e behandeln. 

Für S2 < 0 gibt es immer eine solche Geschwindigkeit u < c, daß 
~ als Produkt u . r dargestellt werden kann; das ist die Geschwindigkeit 
der geradlinig-gleichförmigen Bewegung, welche die betrachteten Er
eignisse, d. h. die Raumzeitpunkte Q und Ql miteinander sozusagen 
vereinigt. 

Die Ungleichung S2 < 0 muß immer dann erfüllt sein, wenn Ql eine 
Folge von Q ist; im Grenzfall u = c, welcher nur bei der Fortpflanzung 
der elektromagnetischen Wirkungen eintritt, geht sie in die Gleichung 
S2 = 0 über. Setzt man in (23) v = u « c) ein, so wird 

~'=O, r=rVl-u2/c2. 

Die erste Gleichung bedeutet, daß vom Standpunkt des mitbewegten 
Beobachters die beiden Ereignisse in demselben Raumpunkt statt
finden - in Übereinstimmung mit unseren gewöhnlichen Vorstellun
gen. Im Gegensatz zu diesen Vorstellungen erscheint aber das Zeit
intervall zwischen ihnen im Verhältnis {i-=:-U2/c2 : 1 verkürzt. Man 
kann also sagen, daß der zeitliche Abstand zwischen zwei Ereig
nissen (die miteinander kausal verknüpft sind oder sein können) am 
kleinsten in demjenigen Inertialsystem erscheint, in bezug auf welches 
diese Ereignisse räumlich koinzidieren. 

Ist dagegen S2 > 0, so kann von einer kausalen Beziehung zwischen 
Q und Ql keine Rede sein. Es ist ebenfalls unmöglich, sie zu einer räum
lichen Koinzidenz zu bringen. Man kann aber in diesem Fall ein solches 
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Inertialsystem definieren, in bezug auf welches die beiden Ereignisse 
als gleichzeitig erscheinen. Dieses System 5' muß sich nämlich relativ 

zu dem ursprünglichen mit der auch durch die Gleichung 1" - ~: = 0 

bestimmten Geschwindigkeit bewegen. Setzt man den zugehörigen 
Wert von v in die erste der Gleichungen (23) ein, so bekommt man 
;' =; Y 1- v2jc2 , also wieder eine kleinere Größe, und zwar die kleinst
mögliche. Sie muß offenbar mit s übereinstimmen; denn aus der In
varianz von S2 folgt ~2 - c2r 2 = e 2 - c2r'2; ist also r' = 0, so wird 
e = s. Für S2 < 0 dagegen bleibt r' von null verschieden; man kann 
aber e = 0 setzen; dann bekommt man i cr' = s. 

Diese Beziehungen können durch die folgenden Formeln zu
sammengefaßt werden: 

s = icr V l-i/l.jc-i = iCimin 

S =; yT- v2jc 2-= ;mill 

(S2 < O)} 
(S2 > 0) 

(24a) 

Es müssen also die Länge und die Zeitdauer als die räumliche und zeit
liche Projektion eines "raumzeitlichen" Abstandes aufgefaßt und dem
enstprechend als variante Größen behandelt werden, die von der Ge
schwindigkeit des Beobachters auf dieselbe Weise abhängen, wie die 
horizontale und vertikale Projektion einer Strecke von der vertikalen 
Richtung des Beobachters. In den beiden Fällen hängt diese Varianz 
gar nicht von der Wahl der Einheiten ab. Die beiden Beobachter können 
dieselben Einheiten der Länge und der Zeit benützen, d. h. mit identi
schen Maßstäben und Uhren versehen sein. Eine relative Bewegung 
kann diese Maßstäbe und Uhren gar nicht beeinflussen - ebenso wie 
durch die Drehung der Vertikale die Länge eines Meters nicht beein
flußt wird. Und trotzdem brauchen die mit diesen identischen Meß
instrumenten bestimmten räumlichen und zeitlichen Abstände zwischen 
denselben Ereignissen nicht identisch zu sein. 

Man muß sich ganz klar machen, daß es sich hier nicht um eine 
Messung der Länge von bestimmten materiellen Körpern oder des 
Ganges von bestimmten Uhren handelt. Es handelt sich in Wirklichkeit 
um die Bestimmung des Abstandes zwischen verschiedenen entfernten 
Punkten des leeren Raumes, wo gewisse Ereignisse stattgefunden haben 
und des Intervalles zwischen den entsprechenden Zeitpunkten. 

Wir denken uns z. B., um etwas Konkreteres ins Auge zu fassen, zwei 
Erscheinungen, die eine auf dem ]upiter und die andere auf dem Saturn, 
welche von irdischen und marsianischen Astronomen beobachtet werden. 
Es handelt sich also um die Bestimmung der folgenden Größen: erstens 
des Abstandes zwischen demjenigen Raumpunkt P, wo ]upiter sich 
im Moment T des ersten Ereignisses befindet und dem Raumpunkt PI' 
wo Saturn sich befindet im Augenblick Tl' wenn das zweite Ereignis 
eintritt, und zweitens des Intervalles zwischen den Zeitpunkten T und Tl. 
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Nun gibt es aber - und daran sollten wir schon lange gewöhnt sein
keine solchen Dinge, wie "bestimmte Raumpunkte". Sie werden nur 
in bezug auf ein gewisses Koordinatensystem bestimmt - ein Koordinaten
system, das ganz willkürlich als "ruhend" vorausgesetzt wird. In der 
Astronomie benutzt man gewöhnlich ein mit der Sonne (oder dem Schwer
punkt des Sonnensystems) verbundenes Koordinatensystem. Von 
diesem Koordinatensystem beurteilt, muß der Abstand P Pt für irdische 
und marsianische Astronomen, falls sie dieselbe Längeneinheit be
nützen, identisch erscheinen. Sie können aber wegen des Relativitäts
prinzips mit demselben Recht die betrachteten Ereignisse von beliebi
gen anderen Inertialsystemen beurteilen und speziell von denjenigen, 
in bezug auf welche sie selbst ruhen (der Einfachheit halber sehen wir 
von der Rotation der Erde und des Mars ab und betrachten ihre Trans
lationsbewegung als unbeschleunigt). Dieses irdische Inertialsystem 
sei 5, das marsianische 5'. Nun ist es offenbar auch vom Standpunkte 
der klassischen Relativitätstheorie klar, daß der Abstand P Pt ganz ver
schieden in 5 und 5' erscheinen muß - falls die beiden Ereignisse 
nicht gleichzeitig sind. - Es war aber ein Vorurteil der früheren mechani
schen Weltanschauung, die Gleichzeitigkeit zweier räumlich getrennten 
Ereignisse als etwas absolut Bestimmtes zu betrachten. Wir haben oben 
gesehen, daß dieses Vorurteil seine Wurzel in der Vorstellung einer 
momentanen Fernwirkung hatte. Die physikalischen Fernwirkungen 
sind aber verzögert. Ihre endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit -
und speziell die Lichtgeschwindigkeit - müssen wir, wegen des Rela
tivitätsprinzips, als eine relative und zugleich invariante Größe behandeln. 
Um den Ort und die Zeit der betrachteten Ereignisse festzustellen, müssen 
die irdischen und marsianischen Astronomen nicht nur beobachten, son
dern auch rechnen: und zwar müssen sie den Umstand berücksichtigen, 
daß, was sie jetzt auf jupiter und Saturn beobachten, in Wirklichkeit 
etwas früher geschehen ist. Um aber diese Verspätung zu bestimmen, 
müssen sie die Abstände der effektiven Raumpunkte P und PI von 
ihrem Fernrohr berechnen. Ist die Bewegung der beiden Planeten 
(Jupiter und Saturn) bezüglich der Inertialsysteme 5 und 5' bekannt, 
so bietet diese Rechnung keine prinzipielle Schwiergikeit (vgl. Kap. VI), 
aber nur in dem Falle, daß die Lichtgeschwindigkeit relativ zu 5 und 5' 
auch bekannt ist. Aus dem Relativitätsprinzip folgt, daß sie in 5 und 5' 
identisch ist. Unter Zugrundelegung dieses Prinzips können die räum
lichen und zeitlichen Abstände P Pt und TTt tatsächlich bestimmt 
werden. Es ist aber kein Wunder, daß für den letzteren ebenso wie für 
den ersteren sich verschiedene Resultate ergeben müssen. 

Die Zeit eines bestimmten Ereignisses ist also nicht als etwas apriori 
Gegebenes zu betrachten, sondern sie muß erst auf Grund des Prinzips 
der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit definiert werden. Dement
sprechend kann die Länge des Zeitintervalls zwischen zwei räumlich ver-
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s chiedenen Ereignissen nur aposteriori bestimmt sein. Der räumliche 
und zeitliche Abstand zwischen zwei Ereignissen sind voneinander 
abhängige Größen, die nur dann invariant sein können, wenn sie beide 
verschwinden. 

Dieser Zusammenhang zwischen ihnen ist seinem Wesen nach ganz 
analog dem Zusammenhange zwischen den horizontalen und vertikalen 
Abmessungen einer Strecke, z. B. an einem Gebäude. Was heißt "die 
Höhe" eines Turmes? Man pflegt sie oft zu definieren als den Abstand 
von seiner Grundlage bis zur Spitze. Es ist aber klar, daß diese Defi
nition unrichtig wird, wenn der Turm etwas geneigt zur Vertikale steht. 
Dann definiert man seine Höhe als die Projektion der von der Grundlage 
bis zur Spitze gezogenen Strecke auf die Vertikale. Und dies ist die all
gemeingültige Definition. Aber die Vertikale ist kein absoluter Be
griff. Die vertikale Richtung muß schon für Nachbarpunkte der Erd
oberfläche strenggenommen verschieden sein. Deshalb ist die "Höhe" 
eines Turmes in dem exakten Sinne des Wortes eine unbestimmte, 
variante Größe, ebenso wie seine Länge, d. h. seine Projektion auf die 
Horizontalebene. Man kann selbstverständlich als "natürliche Höhe" 
des Turmes seine maximale Höhe betrachten, die sich ergibt, wenn 
die von seinem Boden zur Spitze gezogene Gerade als Vertikale gilt; 
dabei muß selbstverständlich seine Länge verschwinden. In demselben 
ganz konventionellen Sinne können wir den oben definierten kleinsten 
Zeitabstand zwischen zwei Ereignissen als ihren "natürlichen" Zeit
abstand definieren; oder den kleinsten räumlichen Abstand zwischen 
zwei kausal unverknüpfbaren Ereignissen als den "natürlichen" Ab
stand. Diese natürlichen Abstände sind gerade nach (24a) die invarianten 
raum-zeitlichen Abstände, welche nach der Formel S2 = ~2 - C2• 2 bei 
Zugrundelegung irgendeines Inertialsystems bestimmt werden können -
ebenso wie die "natürliche" Höhe eines geneigten Turmes aus seiner tat
sächlichen Höhe und Länge mittels der bekannten Pythagoreischen Formel. 

Wenn man vor Zeiten glaubte, daß die Erde eben und die verti
kale Richtung absolut bestimmt sei, behandelte man die Höhe - und 
dementsprechend den horizontalen Abstand - als invariante Größen. 
Auf dieselbe Weise sind wir bis 1905 mit der Zeit und dem räumlichen 
Abstand verfahren. Im Jahre 1905 wurde zum erstenmal diese Idee 
durch Einstein als ein unvernünftiges Vorurteil erkannt und die Ver
knüpfung der Zeit und Raumbestimmungen in verschiedenen Inertial
systemen auf der Grundlage des Relativitätsprinzips (und der Invarianz 
der Lichtgeschwindigkeit) festgestellt. Damit verwandelte sich die alte 
Physik des dreidimensionalen Raumes und der eindimensionalen Zeit 
in die moderne Physik der vierdimensionalen Raumzeitmannigfaltig
keit oder nach Minkowski der vierdimensionalen Welt. 

Wir haben oben gesagt, daß die Bestimmungen des räumlichen Ab
standes, um die es sich in der Relativitätstheorie handelt, sich auf den 
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leeren Raum und nicht auf die materiellen Objekte beziehen. Wie kann 
man aber die Länge eines Stabes messen und wie soll man sie überhaupt 
definieren? Die allgemeine Definition lautet folgendermaßen: die Länge 
eines Stabes ist der Abstand zwischen denjenigen Raumpunkten, wo 
sich seine beiden Enden in demselben Augenblick befinden. Da aber 
der Begriff der Gleichzeitigkeit relativ ist, muß die nach der obigen 
Definition bestimmte Länge des Stabes in verschiedenen Inertial
systemen verschieden sein. 

Dabei können wir eine dieser Längen l, die in dem Inertialsystem 
angegeben wird, in bezug auf welches der Stab ruht, als die "natür
liche" oder "Ruhlänge" bezeichnen. Sie ist dadurch ausgezeichnet, daß 
für ihre Bestimmung die erwähnte Gleichzeitigkeitsbedingung un
wesentlich ist. Denn betrachtet man zwei Ereignisse, die an den Enden 
des betreffenden Stabes zu verschiedenen Zeiten stattfinden, so ergibt 
sich für ihren räumlichen Abstand immer derselbe Wert. Dies sieht 
man aus der Abb. 36, wo die erwähnten Ereignisse durch die Punkte 
Q und Ql dargestellt sein mögen; der Stab soll in bezug auf das 
durch X Z vertretene Inertialsystem ruhen, so daß die "Bewegung" 
seiner Enden durch zwei zur Zeitachse OZ parallele (punktierte) Ge
raden dargestellt wird. Die "Ruhlänge" des Stabes [ist also gleich 
MN (oder QC). Seine Länge [' in bezug auf ein anderes Inertialsystem, 
das durch X' Z' vertreten ist, wird nach der oben angeführten Defi
nition durch die Strecke M'N' der neuen X'-Achse (wo M' und N' 
seine Schnittpunkte mit den punktierten Geraden bedeuten) bestimmt. 

Nun gilt offenbar l' = _l~ , d. h. nach cos gJ = _~l_ , 
cos q; • 1 + v2/k 2 

l' =1 Y 1 +v2/k 2 

oder schließlich wegen k2 = - c2 , 

l' = 1 Y-=-l--:vZ:-:-/c-=-z . (25) 

Der mit der Geschwindigkeit v bewegte Stab erscheint also im Ver

hältnis V I-v27~ : 1 verkürzt (auf der Abbildung ist M' N' größer als 
MN, denn sie entspricht tatsächlich einem reellen Werte von k). Dieses 
Ergebnis scheint zunächst mit der Lorentzsehen Kontraktionshypo
these in vollkommener Übereinstimmung zu stehen (vgl. VII, § 6). Das 
ist aber keineswegs der Fall. Denn nach dieser Hypothese sollte das 
bewegte (relativ zu was?) Elektron sich tatsächlich in die Bewegungs
richtung verkürzen, während nach der Einsteinsehen Relativitäts
theorie sich diese Verkürzung nicht auf das Elektron (bzw. den Stab) 
selbst bezieht, sondern auf den "Abstand zwischen den Raumpunkten, 
wo sich seine Enden gleichzeitig befinden". 

Betrachtet man statt der Länge eines Stabes die Zeitdauer einer 
Erscheinung, die bezüglich des durch X Z vertretenen Inertialsystems 
in einem festen Raumpunkte, z. B. an einem Ende des Stabes, statt-
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findet, so bekommt man mit demselben geometrischen Verfahren die 
folgende Beziehung zwischen der "Ruhdauer" 7: und dem entsprechenden 
Zeitintervall7:' für das bewegte" Koordinatensystem 

r= I (25a) 
YI-v 2/c2 ' 

in Übereinstimmung mit der ersten der Formeln (24a), die auf einem 
anderen Wege, nämlich auf Grund der Transformationsgleichungen (23) 
abgeleitet wurde. Man kann selbstverständlich auf dieselbe Weise 
daraus (25) ableiten. Wir haben aber die geometrische Methode wegen 
ihrer Anschaulichkeit bevorzugt. 

Der Übelstand dieser Methode besteht offenbar in der Imaginarität 
des Koeffizienten k. Es gibt aber noch eine zweite graphische Methode, 

die von diesem Übelstand frei ist. 

x' 

Sie entspricht der anderen Lö
sung der Gleichung (21 a), nämlich 
w' = w-2cp. Dabei hat man, wie 
leicht einzusehen ist, einfach k = c 
zu setzen. In der Tat, da in diesem 
Falle die beiden Achsen X und Z 
nach entgegengesetzten Richtun
gen, also bei positivem v gegen
einander gedreht werden, müssen 
sie bei einem bestimmten Grenz-

o X wert von v zusammenfallen. 
Abb. 3i. Ist das ursprüngliche System 

rechtwinklig (w = 90°), so ge
schieht dies bei cp = 45°. Wir finden also nach (21) 

c _ sin45° -1 
k - sin (90°-45°) - , 

d. h. k = c. 
Die räumlichen und zeitlichen Komponenten des raumzeitlichen 

Abstandes s zwischen den Ereignissen Q und Ql (Abb. 37) vom Stand
punkte des von X' Z' vertretenen "bewegten" Inertialsystems sind in 
diesem Falle mit den entsprechenden Komponenten der Strecke QQl 
durch die Formeln 

verknüpft, wo Y einen von 1 verschiedenen "Eichfaktor" bedeutet. 
Nun folgt aus der Figur: 

QC = QC' cos cp + C'Ql sin cp; CQl = QC' sin cp + C'Ql cos cp, 
d. h. $ = y cos Cf! W + vr), ( ev) 7: = Y cos Cf! r + C2 ' 

sin q; v . 
denn tg cp = . (900 ) = - 1st. 

Sill - q; C 



Die räumlichen und zeitlichen Abstände in der Relativitätstheorie. 285 

Damit diese Formeln mit den Transformationsformeln (23) oder eher 
den reziproken Formeln 

~' + v,' " + v~'fc2 e = --- 7: ="== t I - v2 fe 2 ' t1 - v2 fe 2 

1 
identisch werden, genügt es offenbar r cos q; = --=== zu setzen, t l - v2 jc2 

oder da in dem betrachteten Fall cos q; = I 1 " ist, 
P + v2jc2 

- V! + v2 jc2 
r - 1 _ v2 ic2 

I 

(26) 

Dieser Koeffizient läßt sich graphisch bestimmen als die Länge der 

z z' 

X' 

----------'*~~*_----------x 

Abb.38. 

Strecken 0 M' = 0 N', welche auf den neuen Achsen X' Z' durch die 
Hyperbeln 

X 2 _Z2 = ± 1 (26a) 

abgeschnitten werden (Abb.38). Durch Auflösen dieser Gleichung in 

Verbindung mit der Gleichung z = ~ x der X'-Achse, bekommen wir 

in der Tat für die Koordinaten des Schnittpunktes M': 

Es wird folglich 

, 1 x 2= ___ _ 
1 - V2/C2 , 

v2 
Z'2 = -- X'2 

[2 

OM'2 = X'2+ z'z = 1 + v2jc2 = 2 
I-v2/e2 r· 

Bei der Darstellung der Ereignisse mittels des Koordinatensystems 
X' Z', die dem "bewegten" Inertialsystem entspricht, müssen wir also 

die Längeneinheit durch 0 M' und die Zeiteinheit durch 0;' o~' 
definieren. 
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Die Bedingung, welche die Änderung der Eichung beim Übergang 
vom "ruhenden" zum bewegten Inertialsystem in der betrachteten 
Darstellungsmethode bestimmt, ist analytisch identisch mit der Be
dingung, welche die Invarianz dieser Eichung nach der früheren Methode 
ausdrückt. Denn ersetzt man in (26a) z = cl durch z = ict, so nimmt 
diese Gleichung die Gestalt 

X 2 + Z2 = I (26b) 

an, d. h. stellt einen Kreis dar. 
Es sei bemerkt, daß, wenn die Strecke QQl auf der Abb. 37 zurZ-Achse 

weniger als die Bissektrix (oder Asymptote) OL geneigt ist, man die 
Z'-Achse parallel zu QQl ziehen kann; dies bedeutet, daß von dem zu
gehörigen "kinematischen" Standpunkte aus die beiden Ereignisse 
in demselben Raumpunkte stattfinden. Ist dagegen der Winkel zwischen 
QQl und 0 Z größer als LO Z, so gibt es eine dazu parallele Richtung 
der X'-Achse, d. h. ein Inertialsystem, in welchem diese Ereignisse als 
gleichzeitig erscheinen. 

Die angeführten graphischen Darstellungen lassen sich leicht auf 
den Fall nicht geradliniger Bewegungen in einer Ebene verallgemeinern. 
Wir wollen aber auf diese Frage nicht eingehen und werden, unter Be
nützung der geometrischen Ausdrucksweise, zum allgemeinsten Fall 
der vierdimensionalen "Welt" übergehen. 

Neuntes Kapitel. 

Anwendung der Relativitätstheorie auf die 
elektromagnetischen Erscheinungen. 

§ 1. Transformation von Vektoren. 
Die Formeln (18) und (I8a) des letzten Kapitels stellen einen spe

ziellen Fall der Lorentztransformation dar. Der allgemeine Fall ent
spricht einer Bewegung des räumlichen Koordinatensystems 5' (X~, 
X;, X~) relativ zu dem "ruhenden" 5 (Xl' X 2 , Xa) in einer beliebigen 
Richtung, wobei auch die Orientierung der beiden Systeme verschieden 
sein kann. - Die 16 Koeffizienten OCkl dieser allgemeinen Transfor
mation, können offenbar bestimmt werden durch Zusammensetzung 
der speziellen Transformation (18) mit zwei gewöhnlichen räumlichen 
Transformationen, welche eine Drehung des "ruhenden" und "bewegten" 
Achsensystems bedeuten. 

Es ist aber einfacher und zweckmäßiger, die erwähnte spezielle 
Transformation in einer koordinatenfreien Weise darzustellen, als eine 
Beziehung zwischen den Zeiten t und t' und den räumlichen Radius
vektoren t und t', deren Komponenten durch Xl' X2 , Xa, bzw. X~, X~, x a' 
gegeben sind. Es sei erinnert, daß t und t (oder ict ) als die räumliche 
und zeitliche Projektion des vierdimensionalen Raumzeitvektors t an-
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gesehen werden dürfen; dabei bedeuten r' und t' (i c t') die entsprechenden 
Projektionen desselben Raumzeitvektors in dem "bewegten" oder besser 
"gestrichenen" Inertials.ystem. Man muß ferner beachten, daß die 
"Nullpunkte" der beiden Systeme 0 und 0' und die Anfangsmomente 
t = 0 und t' = 0 derart gewählt sind, daß für t = t' = 0 0 und 0' 
zusammenfallen. 

Die Geschwindigkeit von 5' relativ zu 5 sei b; die Geschwindigkeit 
von 5 relativ zu 5' ist folglich 

b' = -b. 

Die Richtung des Vektors b werden wir durch den Einheitsvektor 

° d f' . bo = -;; e mIeren. 

Die Formel 
t' = t-x1 v/c2 

P_-;;2/C2 

läßt sich offenbar in der Form 
t,=t-(t'O)/C2 

Yl- v2jc2 
(1) 

darstellen, denn das Produkt Xl v bedeutet unter der Voraussetzung, 
daß b mit der Xl-Achse gleichgerichtet ist, nichts anderes als das innere 
Produkt der Vektoren rund b. 

Um die Beziehung zwischen t' und r zu erhalten, müssen wir zu der 
Formel 

noch die Formeln , , 
X z = x2 ' X 3 = xa 

hinzufügen. Nun gilt offenbar Xl = r' bo und x; = r' 'bo' Die longi
tudinalen (d. h. der Geschwindigkeit b parallelen) Komponenten von r 
und r' sind also gleich 

und die transversalen: 

r - (r bo) bo = bo X (r X bo) bzw. r' - (r' bo) bo = bo X (ro' X bo) . 

Die obigen koordinatenmäßigen Gleichungen können somit durch die 
Vektorgleichungen 

I (tbo)Oo-ot 
(r bo) bo = ---='--=== YI- v2jc2 

r' - (r' bo) bo = r - (r bo)bo 

ersetzt werden. Durch Addition der letzteren ergibt sich die gesuchte 
Relation 
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oder nach einer kleinen Umformung 

r = -===-1 (rxbo)xbo+ . , (1) 1:-01 

Yl-v 2jc2 t l - v2jc 2 
(la) 

wobei der Vektor - (t X bol X bo einfach die zu bo senkrechte Kom
ponente von t darstellt. Durch Projektion dieser Vektorgleichung auf 
das "ruhende" oder "bewegte" Achsensystem kann man leicht die 
koordinatenmäßige Darstellung der Lorentztransformation bekommen. 
Sind speziell die beiden Koordinatensysteme gleich orientiert, so be
kommen wir 

x~ = (--Lee -1) J(r~) VI _ Xl} + Xl Vl~ P- v2jc2 \ V 11 - v2jc2 

usw. 
Die zu (1) und (la) reziproken Transformationsgleichungen ergeben 

sich einfach durch Umkehr des Vorzeichens von b. 

Nach dem Kovarianzprinzip müssen sich die räumlichen und zeit
lichen Projektionen von anderen Vierervektoren, z. B. j und ~ nach 
ähnlichen Formeln transformieren. Bemerkt man nämlich, daß der Zeit t 
im Falle des "Viererstromes" die durch c dividierte Ladungsdichte e 
und im Falle des "Viererpotentials" das ebenfalls durch c dividierte 
skalare Potential zugeordnet ist, so wird statt (1) und (la) 

und ebenso 

.0 
(I-J-, c e =---C· 

tl-v27~2 

o 
p-2!-

(2) 

(2a) 

/ c q; =--- (3) 
}l- v2jc2 

o 
2!-p-

9(' = (~l \2jC2 -1) (9{ X bo) X 00 + ~I ....::V2;~2 . (3a) 

Es sei bemerkt, daß die Geschwindigkeit eines Teilchens, d. h. der 

Differentialquotient u = ~~ nicht als räumliche Projektion eines Vierer

vektors betrachtet werden darf. In der Tat, dr und dt transformieren 
sich offenbar auf dieselbe Weise wie rund t; man bekommt also für die 

transformierte Geschwindigkeit u' = ~;: nach (1) und (la) 

'_ (l-tl-v2/c2)(UXOo)Xbo+U-b 
u - l~ (lt:tl)-----· (4) 

c2 

Diese Formel ist von (la), (2a) und (3a) ganz verschieden; sie stellt die 
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Verallgemeinerung der einfachen Formel (23) Kap. VIII, für die 
Superposition zweier paralleler Geschwindigkeiten dar. Durch Quadrie
ren und Addieren der Größen (t, i c t), (i, i q;), (~, i q;) bekommen wir die 
Quadrate der aus ihnen gebildeten Vierervektoren, die echte invariante 
Skalare sind. Diese Invarianten haben also die folgende Gestalt 

1'2 = r2 _ c2t2, 

j2 = ;2_ e2, 
!(2= A2_q;2. 

(5) 

(5a) 

(5b) 

Aus den beiden Vektoren j und "läßt sich eine dritte invariante Größe 
bilden, nämlich das innere Produkt 

!(j = Adl + A2;2 + Aaja + A4;4' 
oder 

(5 c) 

Diese Größe kann man in dem Falle zeitlich konstanter Felder betrachten 
als die Differenz der magnetischen (kinetischen) und elektrischen (poten
tialen) Energie pro Volumeinheit. Sie spielt eine wichtige Rolle in der 
Mechanik der Relativitätstheorie (siehe Kap. X). Die beiden anderen 
inneren Produkte, welche aus den Vierervektoren r, j,. gebildet wer
den können, haben keine physikalische Bedeutung. 

Die Größe I r I = -yr2 --..: C2t:! = -yr'2 - c2t' 2 haben wir schon (für 
den Spezialfall r = Xl) definiert als einen "raumzeitlichen" Abstand. 
In dem betrachteten Fall handelt es sich um den "Abstand" zwischen 
dem durch (t, t) bzw. (t', t') charakterisierten Ereignis und dem Zusam
menfallen der Koordinatenanfänge der beiden Systeme (r = r' = 0, 
t = t' = 0). Der vierdimensionale Abstand zwischen zwei beliebigen 
Raumzeitpunkten (tl' t1) und (t2, t2) drückt sich dementsprechend 
durch die Formel 

aus, wo 

den gewöhnlichen räumlichen Abstand bedeutet. 

(6) 

(6a) 

Wir haben oben gesehen, daß man zwei Fälle unterscheiden muß, 
nämlich S2 < 0 und S2> O. Im ersten Fall heißt der Vektor i "zeit
artig" , denn es gibt ein Inertialsystem 5', wo seine räumliche Projektion 
Bi' verschwindet. In dem zweiten Falle existiert ein solches System nicht; 
es gibt aber dafür ein Inertialsystem, in bezug auf welches die zeitliche 
Projektion von i verschwindet; deshalb bezeichnet man den Vektor i in 
diesem Falle als "raumartig" . 

In dem Grenzfalle s = 0, der bei der Fortpflanzung einer elektro
magnetischen Wirkung auftritt, könnte man die beiden Projektionen von 
i-die räumliche und zeitliche - einzeln zum Verschwinden bringen, 

Freokel, Elektrodynamik I. 19 
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d. h. die beiden Ereignisse (z. B. Aussendung und Empfang eines Licht
signals) räumlich und zeitlich zur Koinzidenz bringen. Dabei aber 
müßte das neue Koordinatensystem sich bezüglich des ursprünglichen 
mit der Lichtgeschwindigkeit bewegen - was physikalisch unrealisier
bar ist. 

Die angeführten Betrachtungen bleiben selbstverständlich für be
liebige vierdimensionale Vektoren gültig. Wir müssen also speziell raum
artige und zeitartige Viererströmeund Viererpotentiale unterscheiden, d.h. 
solche, die sich bei geeigneter Wahl des Bezugssystems auf ihre räum
liche oder zeitliche Projektion reduzieren. Es sei schließlich noch fol
gendes bemerkt. Für die Stromdichte eines volumgeladenen bewegten 

Elektrons kann man i = e ~ setzen. Handelt es sich speziell um eine 

reine Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit u, so muß wegen 
u < C, 12 < e2 sein. In diesem Fall ist also der Vektor j zeitartig und 
läßt sich auf seine zeitliche Projektion reduzieren. Dies geschieht offen
bar für dasjenige Inertialsystem S', in bezug auf welches das Elektron 
momentan ruht, d. h. die sich relativ zum ursprünglichen System mit 
der Geschwindigkeit tJ = U bewegt. Die entsprechende "Ruhdichte" 
der Elektrizität eo ist offenbar durch die Gleichung e2 - j2 = eo2 

bestimmt, d. h. 
(7) 

Sie stellt also den kleinstmöglichen Wert von e dar. Bei der Rotation 
eines Elektrons (falls eine solche Rotation tatsächlich stattfindet) kann 
u größer als c sein. Dabei wird der Vektor j raumartig. Von einer Ruh
dichte der Elektrizität kann überhaupt keine Rede sein. Dagegen gibt 
es in diesem Falle ein Inertialsystem S, in welchem e verschwindet und 
j den kleinstmöglichen "natürlichen" Wert 

jo = yj2_ e2 = q/l- :: . 
annimmt. Es ist aber sehr zweifelhaft, ob man dann noch i als Produkt 

von ~ und einer" Geschwindigkeit" U darstellen darf. Denn Überlicht
c 

geschwindigkeiten sind in der Relativitätstheorie prinzipiell ausge
schlossen. 

§ 2. Transformation von Sechservektoren. 
Wir gehen jetzt zur Betrachtung der vierdimensionalen Tensoren 

über und untersuchen zunächst den schiefsymmetrischen Feldtensor 
oder "Sechservektor" 2~. Die allgemeine Transformationsformel für 
seine Komponenten in den Inertialsystemen 5 und S' lauten 

4 4 

Hh·= 2) 2) akk,azz'Hkl • 
k=11=1 

(8) 
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Die spezielle Lorentztransformation, die durch die Formeln (18), 
x 

Kap. VIII, ausgedrückt wird, kann, wenn man t und t' durch i: bzw. 
x4 

ersetzt und zur Abkürzung 
~c 

I 
y=--:.=== tI _V 2/C 2 

setzt, folgendermaßen geschrieben werden 

(8a) 

Die Koeffizienten ('J.kk' bilden also in diesem Falle das folgende Schema 

( 

~ ~ ~ - iV~Y ) 

o 0 1 0 

~y 0 0 y 
tC 

(8b) 

Setzt man dies in (8) ein, so wird mit Rücksicht auf den schiefsymmetri
schen Charakter von 2Q (H kk = 0): 

H;3 = H23 , H~l = Y (H31 - iVC H34 ) , H~2 =y (H12 - iVc H42) 

H~4 = H14 , H~. = Y ( iVc H21 + H24 ) , H~4 = Y (ivc H31 + Ha.) 

und folglich nach dem Substitutionsschema [vgl. (5), Kap. VIII] 

(H21 H31 H12 l!14 

H 1 H 2 H 3 -zE1 

H~ = H 1 , H~ = y (H2 + : Ea) , 

E~=El' E~=y(E2-: Ha)' 
(9) 

Da die Geschwindigkeit l,) für den betrachteten Fall die Richtung der 

ersten Achse hat, so bedeuten die Größen ~ E3 und - ~ E2 die zweite 

bzw. die dritte Komponente des äußeren Produktes @; X -7 und analog 

die Größen _!'.- H 3' !'.- H 2 die entsprechenden Komponenten des c c 

äußeren Produkts -7 x~. Führt man also wie bei der Transformation 

des Vektors t die longitudinalen und transversalen Komponenten der 
Vektoren @;, ~ bzw. @;', ~' ein, so lassen sich die Beziehungen (9) auf die 
folgende koordinatenfreie Form bringen: 

(~'·l,)o)tJo=(~·tJo)tJo' ~'-(~'·l,)o)tJo=y[~-(~·tJo)tJo]-y ~X~, 

@;'_(@;'·l,)O)l,)O=y[~-(@;·tJO)tJO] +y ~ X~, 
19* 
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woraus sich durch Addition ergibt 

~'=(l-Y)(~'bo)bo+Y(~- ~xer) 

er'=(l-y)(er.bo)bo+y(er+ ~X~) 

(9a) 

(9b) 

Die reziproken Transformationsformeln, die den Übergang von 5' zu S 
darstellen, bekommt man einfach durch Vertauschung der ungestriche
nen und gestrichenen Größen und durch Umkehr des Vorzeichens von b. 

Für den Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten (~~ 1) reduzieren sich 

die obigen Formeln auf 

~'=~- ~ X erl 

er'=er+ ~x~I 
(9c) 

Es sei bemerkt, daß ähnliche Formeln in den vorhergehenden Kapiteln 
abgeleitet und vielfach benützt worden sind. Wir haben speziell 
gesehen, daß ein geradlinig gleichförmig bewegtes Ladungssystem 
eine magnetische Feldstärke ~ erzeugt, die mit der entsprechenden 
elektrischen Feldstärke durch die vollkommen exakte Beziehung 

~ = ! X er verknüpft ist. Diese Beziehung ergibt sich aus der ersten c 
der Formeln (9c), wenn wir annehmen, daß die betrachteten Ladungen 
bezüglich des Systems S' ruhen, d. h. in diesem System kein magnetisches 
Feld erzeugen. Dasselbe Resultat folgt auch aus den exakten Formeln 
(9a) und (9b). Und zwar bei ~' = 0 nehmen die reziproken Formeln 
die Ges talt an 

~ = y:- X er', er = (1 - y) (er' bo) bo + yer' . 
Es ist also b X er = yb X er' und folglich 

~=!xer. 
c 

Ebenso bekommt man die Beziehung er = _! X ~ für den Fall, daß 
c er' = 0 ist 

Die Formeln (9a) und (9b) können in eine einzige Formel zusammen
ge faßt werden, wenn man eine von ihnen, z. B. die zweite, mit i= 1=1 
multipliziert und zu der ersten addiert. Dabei ergibt sich nämlich 

~'+ier'=(l-y)[(~+ier)'bo]'bo+y [~+ier-i: x(~+ier)]. (10) 

Setzt man hier zur Abkürzung ~ + i er = ~ und quadriert, so bekommt 
b v 

man wegen c X~ = c(boXm und 1 boX~ 12 = p2- (bom2, 

F'2 = (1- y)2mbo)2 + y2 [F2 - :: (bo X iY)2] + 2 (1- Y)Y(iYbO)2 

[ 
V2 v 2 l 

= (1- y2) (iY bO)2 + y2 F2 - c2- p2 + 7:l (bo m2J , 
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d. h. nach (8a) 

oder schließlich 
(lOa) 

Wir haben also eine neue Invariante des elektromagnetischen Feldes 
gefunden; durch Gleichsetzen der reellen und imaginären Anteile wird sie 
in zwei Invarianten zerlegt, nämlich 

H'2_E'2 = H2_ E2 (lOb) 
und 

(lOc) 

Es sei bemerkt, daß diese Invarianten viel einfacher ermittelt werden 
können. Man bildet erstens das Quadrat des Tensors 2~ ohne Rück
sicht auf seinen schiefsymmetrischen Charakter: 

2~2 = .J: .J: ml = 2 (H:3 + ml + Hi2 + Hi4 + m4 + m4), 
d.h. 

k I 

2~2 = 2(H2_P) , 

und dies muß offenbar eine invariante skalare Größe sein. Da aber 2~ 
ein schiefsymmetrischer Tensor ist, so folgt, wenn man sein inneres 
Produkt mit dem "dualen" Tensor 2~* bildet, nach (14a) Kap. VIII 

2~.2~* = 4 (H23H14 + H31 H'}A + H12 H34) = -4i (~.G;) = Invariant. 

Die Invarianz der Größen H2 - E2 und ~ . G; zeigt, daß die charakteri
stische Eigenschaft des elektromagnetischen Feldes in der Wellenzone -
die Gleichheit der Beträge der elektrischen und magnetischen Feld
stärke und ihre Orthogonalität - in allen Inertialsystemen bestehen 
bleiben muß. Man kann also die Wellenzone vom Standpunkt der 
Relativitätstheorie ganz allgemein charakterisieren durch das Ver
schwinden der Invarianten (lOb) und (lOc). 

Sind sie beide von Null verschieden, so kann man immer ein solches 
Inertialsystem wählen, daß die Feldstärken G; und ~ (oder G;' und 
~') in dem betrachteten Raumzeitpunkte parallel zueinander sind. 
Es ist aber unmöglich, die eine von ihnen zum Verschwinden zu bringen 
oder sie senkrecht zu der anderen zu machen. Das elektromagnetische 
Feld kann man als "magnetisch-artig" oder "elektrisch-artig" bezeichnen, 
je nachdem H2> E2 oder H2 < E2 ist; rein magnetisch oder rein 
elektrisch kann es aber nur bei ~.G; = 0 gemacht werden. 

Der durch 8n dividierte Skalar (lOb) stellt die Differenz der magneti
schen und elektrischen Energiedichte dar. Er entspricht also vollkom
men dem Skalar (7). 

Ganz ähnliche Formeln und Betrachtungen gelten für die Vektoren $ 
und 9)(:, aus welchen sich der Sechservektor der elektromagnetischen 
Polarisation 2' zusammensetzt und für die Komponenten 3 und 3* 
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des Polarisationspotentials 23. Man muß nur den Umstand beachten, 
daß den Vektoren $ und 2 nicht die Größe ~ sondern - ~ entspricht. 
Deshalb haben wir statt (9a) und (9b) die folgenden Transformations
formeln 

im' = (l-y)(im·tJo) tJo+y (9JC+ : X $). I 
$'=(1-1') ($·tJo) tJo+Y($-: Xim) 

und identische Formeln für die Vektoren 2*, 2. 

(11) 

Es sei erinnert, daß bei der Behandlung von zeitlich konstanten 
Feldern die elektrische und magnetische Polarisation als voneinander 
ganz unabhängige Größen erschienen (vgl. § 10, Kap. III), ebenso wie 
die elektrische und magnetische Feldstärke. Wir haben sie später 
(§ 4, Kap. V) bei der Behandlung von zeitlich variablen Feldern auf 
eine rein äußerliche Weise zusammengefaßt, indem die Stromdichte j 

nicht bloß durch ! aa ~, sondern durch die Summe rot im + ! ~~ 
ausgedrückt wurde. Beide Ausdrücke betrachteten wir dabei als ganz 
äquivalent und führten ihren formalen Unterschied auf eine verschie
dene Definition des Vektors $ zurück. In der Tat ist der Vektor $ 
durch die zu seiner Definition ursprünglich benutzte Formel (! = - div $ 
(§ 10, Kap.III), auch in Verbindung mit der Grenzbedingung Pn = Tj, 

nur unvollständig definiert und man kann diese Unbestimmt-

heit dazu benützen um ~ ~IQ durch die Summe J:.. a ~ + rot illc zu , c ()t c at 

ersetzen mit der zusätzlichen Grenzbedingung im X n = O. Diese Defi
nition der beiden Vektoren $ und im ist selbstverständlich auch nicht 
ganz willkürfrei. Das Relativitätsprinzip zeigt aber, daß, falls sie für 
ein bestimmtes Bezugsystem festgelegt sind, man sie beim Übergange zu 
anderen Inertialsystemen als miteinander eng verknüpfte Größen be
handeln muß, die sich nach den Formeln (11) transformieren. Ist z. B. 
in dem "gestrichenen" Bezugssystem (5') im' = 0, und $' von Null 
verschieden, so muß bezüglich 5 im auch von Null verschieden sein 
und mit dem entsprechenden Wert der elektrischen Polarisation durch 
die Beziehung 

I) 
im=--x$ 

c 

verkn üpft sein. Ist dagegen 1)3' = 0 und 9JC' =f= 0, so wird 

1)3 = _1)_ xim. 
c 

(lla) 

(llb) 

Beide Beziehungen gelten ganz streng für beliebig große relative Ge
schwindigkeiten tJ « c). Haben wir also in dem System 5' einen 
ruhenden Dipol oder eine ruhende gleichförmig polarisierte Kugel mit 
dem elektrischen Moment lJ', so erscheint diese Kugel vom Standpunkte 



Transformation von Sechservektoren. 295 

des Systems 5 nicht nur elektrisch, sondern auch magnetisch polari

siert mit dem Moment m = - ~ x+>; dabei ist lJ in erster Annäherung c 
mit lJ' identisch; sie unterscheiden sich nach (11) nur durch Größen 

v 
zweiter und höherer Ordnung in c' Durch Vertauschung der gestriche-

nen und ungestrichenen Größen und des Vorzeichens von b in (11) be
kommen wir nämlich für W(' = 0 

I,ß = (1 - y) (I,ß" bo) bo + y I,ß'. 

Auf dieselbe Weise hat eine bezüglich 5' ruhende Kugel, die nur magne
tisch mit dem Moment m' polarisiert erscheint (I,ß' = 0), vom Stand
punkte eines mit 5 verbundenen Beobachters noch eine elektrische 

b 
Polarisation mit dem Moment lJ = + c X m. Dabei muß selbst-

verständlich gelten 

P' 2 = p2 _ m 2 bzw. m' 2 = m 2 - p2 (11 c) 

entsprechend (lOb); das innere Produkt m lJ bleibt in beiden Fällen 
gleich Null entsprechend der Invarianz von (10c). 

Eine scharfe Unterscheidung zwischen einem elektrischen Dipol und 
einem elementaren Strom, oder einem ihn ersetzenden magnetischen 
Dipol als Quellen des elektromagnetischen Feldes ist also nur in den 
entsprechenden "Ruhsystemen" möglich. Ebenso wie das elektrische 
Feld bei der Bewegung des es erzeugenden elektrischen Dipols teil
weise in ein magnetisches übergeht, geht das elektrische Moment dieses 
Dipols teilweise in ein magnetisches über und vice versa. Wegen der 
Relativität der Geschwindigkeit werden die Begriffe magnetisch und 
elektrisch ebenso relativ wie etwa "räumlich" und "zeitlich". 

Diese Betrachtungen lassen sich offenbar auf den in Kap. VII, § 8 
behandelten Fall des rotierenden Elektrons anwenden. Dabei ist die 
Einführung der elektrischen Polarisation in dem "Ruhsystem" 5', in 
welchem das Elektron nur eine Rotationsbewegung hat, unmöglich, 
oder besser gesagt, unzweckmäßig, denn das Elektron ist kein neutrales 
System. Man müßte es deshalb zunächst durch eine entgegengesetzte 
Ladung - im Unendlichen oder irgendwo, z. B. in seinem Mittelpunkt -
neutralisieren. Im letzten Falle würde eine radiale Polarisation inner
halb des Elektrons entstehen mit dem resultierenden elektrischen 
Moment Null. Dagegen könnte man die Rotationsbewegung des Elek
trons durch eine homogene (bei Flächenladung) oder inhomogene (bei 
Volumladung) magnetische Polarisation ersetzen mit dem in Kap. VII 
berechneten Moment m. Wie wir schon dort vermutet haben, muß 
ein solches magnetisches Elektron, wenn es sich bezüglich des Beob
achters mit der Translationsgeschwindigkeit b bewegt, elektrisch polari-

siert mit dem Moment lJ = ! X m erscheinen. Diesem zusätzlichen c 
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Moment entspricht nach (59), Kap. VIII, ein zusätzliches skalares 

Potential + m .~. Das ist aber gerade der Wert, der sich nach der 
c 

Transformationsformel (3) ergibt, wenn wir dort q/ = 0 setzen. 
Das erwähnte zusätzliche elektrische Moment des rotierenden Elektrons 
kann auch ohne Einführung der magnetischen Polarisation berechnet 
werden, und zwar auf Grund der Transformationsformel (2) für die 
elektrische Ladungsdichte. Läßt man die relativistische "Kontraktion" 
des Elektrons außer acht, d. h. beschränkt sich auf Größen erster Ordnung 

in -7, so wird nach (2) 

Dabei ist 

j' = ~ (0 Xt), 

wo 0 die Rotationsgeschwindigkeit des Elektrons bezüglich S' bedeutet. 
Daraus ergibt sich nach der Definition des elektrischen Momentes 

~ = S etdV = S r/t [: . (0 Xt)] dV, 

denn es ist f e'tdV = O. Nun haben wir 

b'(OXt) = t'(bXO) 

und folglich, im Mittel für verschiedene Richtungen von t 

t [tl. (0 Xt)] = t [t-:(tlxo)} = ! r2 (b x 0). 

Es wird also 

~=! (~.x 0)Se'r2 dV=: x :Se'r2dV, 

d. h. nach (45), Kap. VII, 
b 

~=--x.m. c 

Es sei bemerkt, daß die Winkelgeschwindigkeit 0 nach der Rela
tivitätstheorie, ebenso wie das magnetische Moment, als der räumliche 
Anteil eines Sechservektors anzusehen ist. Die Rotationsbewegung 
muß man, um konsequent zu sein, auf eine ganz andere Weise als die 
Translationsbewegung behandeln. Es ist vielmehr fraglich, ob eine 
Rotationsbewegung im gewöhnlichen Sinne dieses Wortes überhaupt 
existieren kann. Denn eine Rotation eines gewöhnlichen materiellen 
Körpers läßt sich im wesentlichen auf eine Translationsbewegung der 
ihn bildenden Elektronen zurückführen; ob man von einer Rotation 
der einzelnen Elektronen in demselben Sinne sprechen kann, ist zunächst 
noch sehr zweifelhaft. 

Wie schon in Kap.VII, § 8 angedeutet wurde, sind die dort gegebenen 
Ausdrücke (57) und (57 a) für die zusätzlichen Drehmomente und Kraft, 



Transformation des Energietensors; Kraft und Drehkraft. 297 

welche wegen der Kombination von Rotation und Translation auftreten, 
lalsch und müssen durch die Formeln 

9), a = .\J x es: a = (~ x m) ;d~a 
und 

lJa = (.\J grad) (ta = [(: X m) grad J (ta 

ersetzt werden. Dementsprechend muß man die Formeln (67) und (67b) 
Kap. VII ,welche die Wechselwirkung zwischen den beiden magnetischen 
Momenten eines "rotierenden" Elektrons chrakterisieren sollten, durch 

IDCa = I· (tJ xr) 
und 

IDC'a = r X (tJ grad) Ir = - I· (tJ X r) 

ersetzen, in denen [r X r (tJ grad I) = 0 ist]. Die beiden Drehmomente sind 
also entgegengesetzt gleich, woraus folgt, daß das resultierende Impuls
moment des Elektrons konstant bleiben muß. - Auf diese Frage werden 
wir nochmals im letzten Paragraph dieses Buches zurückkommen. 

§ 3. Transformation des Energietensors; Kraft und Drehkraft. 
Die verschiedenen Bestandteile des Energietensors 2@ [vgl. das 

Schema (14a), Kap. VIII] transformieren sich auf eine ziemlich kom
plizierte Weise. Wir wollen uns deshalb auf die Betrachtung der Ener
giedichte ~ und der Bewegungsgröße 9 beschränken. - Was die erstere 
betrifft, so gilt 

~' = 8~4 = .2 .2 lXk4 1X Z4 e" Z = 1X~4 eil + 21X14 1X44 8 14 + 1X;4 e 44' 
k I 

d. h. nach (12a), Kap. VIII und (Sb) Kap. IX 

~' = y2 (_ ~_ Hi - H~ - Hi + Ei - E~ - E5 _ 2vg +~) 
c2 Sn; 1 

oder, 
H2+E2 

wegen ~ = -Sn und y2 (1 - V 2/C 2) = 1 

t' _ t ? 2 (~ H~ + H~ + E~ + E~ _ ) 
5" -,,+~y c2 Sn; vg l . 

Nun gilt offenbar, da die Geschwindigkeit b die Richtung der 
Xl-Achse hat 

v2 ' iJ )2 / tJ )2 
vgl=b·g und (H~+m+E~+E~)c2=(c-X(t +(c-X.\"l 

Die koordinatenfreie Transformationsformel für die Energiedichte 
lautet also 

(12) 

Es sei bemerkt, daß das zweite Glied in den Klammern für v ~ c 
der klassischen Transformation der kinetischen Energie entspricht. 
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Betrachtet man nämlich ein Teilchen mit der Masse m, das sich gegen 
5 mit der Geschwindigkeit u bewegt vom Standpunkt des zweiten 
Koordinatensystems 5' aus, so bekommt man für seine Energie nach 
der gewöhnlichen Mechanik 

T' = -~, mu'2 =~m (u- tl)2 =!- mZf2-mu· tl + ~mv2 
2 2 2 2 

oder näherungsweise für v ~ u 

2T'=2T-(mu)·\). 
Hier bedeutet mU die Bewegungsgröße des betrachteten Teilchens in 
bezug auf 5. Auf die Tatsache, daß die elektromagnetische Energie
dichte (; = flc 2) der doppelten kinetischen Energie der gewöhnlichen 
Mechanik entspricht, war schon in § 3, Kap. VII hingewiesen. 

Was die Transformation der elektromagnetischen Bewegungsgröße 
betrifft, so haben wir für ihre erste Komponente 

- icg~ = 8:4 = .l).l)cck1 an €hz = ((n CCu 8 il + CC n CC44 8 u 
k I 

+a41 cc14 8 41 +CC41 cc41 8 H , 

d. h. nach (8b) 

'_ y2 { • (1 + v 2 ) + v (Hi - H~ - H~ + Ei - Eg - E~ J:)} gl-=ic -Hgl . C2 ic Sn ----- .. 

oder , f(1 + v2 \ 2v v EI + Hi1 
g, = y2 1 -;;2-) gl-- ('2; + c2 -4n--J' (1211) 

Für die zweite Komponente bekommen wir 

- icg~ = 8~, = 2'.l)cck2 CC Z4 8 kZ = .l)CCZ4 8 2Z = CCl1 8 21 +a44 8 2., d. h. 
I 

g: = y {g +~ 1!.1I!~+ H 1 H~l 
" 2 c2 4n J 

und ebenso für die dritte 

'-o{ +~EIEa+HIHa} ga - Y g3 c2 4n . 

Diese Formeln lassen sich vektoriell nicht einfach zusammenfassen. 
Wir wollen noch die folgende Formel für den linearen Invariant 

des Tensors 2(.) hinzufügen: 
4 

.l) 8k/,; == 0 . 
k =1 

Sie ergibt sich sofort aus (13), Kap. VIII. 
Wir haben in Kap. VII, § 7, nebst dem Vektor g noch den Vektor 

t X g eingeführt, den wir als die Dichte des elektromagnetischen Impuls
moments definierten. Diese Größe muß vom Standpunkte der Rela
tivitätstheorie aus als ein Bestandteil einer ziemlich komplizierten vier
dimensionalen Größe aufgefaßt werden. Die gewöhnlichen Komponen
ten des Vektors t X g, xkgz - xzgk bilden nämlich drei (oder sechs) Kom
ponenten eines teilweise symmetrischen, teilweise schiefsymmetrischen 
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vierdimensionalen Tensors dritten Ranges, wobei die allgemeine Gestalt 
seiner Komponenten ist 

Xk€Jln-XZ€Jkn' 
Die vierdimensionale Erweiterung des gewöhnlichen dreidimensio
nalen Drehmoments r X f wird dementsprechend durch den schiefsym
metrischen Tensor oder Sechservektor 21m mit den Komponenten 

Mkl=xklz-xz!k (13) 

dargestellt. Dabei sind die erste, zweite und dritte Komponente des 
Vektors r X f gleich M 23 , M 31 , M u . Sie verhalten sich also zum Dreh
moments tensor 2m wie die magnetische Feldstärke zum Feldtensor 2~. 
Der zugehörige, der elektrischen Feldstärke entsprechende Anteil von 2. 
ist ein Vektor mit den Komponenten 

iM14 , iM24 , iM34 , 

d. h. mit Rücksicht auf 14 = '!!. 
c 

I 
r--cf· c 

(l3a) 

Zu diesem Vektor und im allgemeinen zum Tensor 2m werden wir 
noch später zurückkommen. Er spielt eine nicht unwesentliche Rolle 
in der Theorie der Rotations- und Umlaufsbewegung. Die Trans-

formationsformeln der Vektoren r X fund + r - cf sind mit den Trans

formationsformeln für.\) und G: vollkommen identisch. 
Es sei schließlich bemerkt, daß die Komponenten der "Viererkraft" 

(oder "Viererimpuls") f sich auf dieselbe Weise transformieren wie die 
Komponenten aller anderen Vierervektoren (vgl. § 1). Wir brauchen 
deshalb auf diese Frage nicht einzugehen. Es scheint aber nicht über
flüssig, zu betonen, daß in der Relativitätstheorie die gewöhnliche 
Kraft f eine nicht nur hinsichtlich ihrer Richtung, sondern auch 
ihrem Betrage nach variante Größe ist, ebenso wie der räumliche 
Abstand zwischen zwei Raumzeitpunkten. Dagegen ist die Differenz 

12 
12 _ c2 =f2 

als eine invariante Größe anzusehen. Setzt man hier 1 = f' u ein, 
so wird 

Aus der Bedingung u < c folgt, daß der Vektor f raumartig ist, und die 
Größe 

/ (1.1)2 10 = l/2-\f' c . (13b) 

stellt seinen "Ruhbetrag" - den "natürlichen" kleinstmöglichen Be
trag dar. Die Relativität der Kraft ist eine unmittelbare Folge der 
Relativität der Geschwindigkeit, denn letztere nach der Formel 

f = e G: + .; x.\) tritt explizite in dem Ausdruck der Kraft ein. 
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§ 4. Anwendung der relativistischen Transformationsformeln auf 
die geradlinig-gleichförmige Bewegung von Elektronen und 

Oszillatoren. 
Wir haben schon in § 2 darauf hingewiesen, wie sich mittels der Rela

tivitätstheorie der Einfluß der Translation (mit konstanter Geschwin
digkeit) auf die Eigenschaften des rotierenden Elektrons bestimmen läßt. 
Wir wollen nun auf dieselbe Weise das elektromagnetische Feld eines 
bewegten Elektrons - zunächst ohne magnetisches Moment - und 
dann das Feld eines beliebigen Oszillators (von dem das magnetische 
Elektron als Spezialfall aufgefaßt werden darf) berechnen. Dabei wer
den wir der Einfachheit halber das Elektron ebenso wie den Oszillator 
als punktförmig behandeln. 

Das Feld dieser Teilchen, bezüglich das Koordinatensystem 5', wo 
sie ruhen, muß selbstverständlich als bekannt vorausgesetzt werden. 
Die Geschwindigkeit von 5' relativ zu 5 bezeichnen wir, wie immer, mit tJ . 

a) Elektron (Punktladung). Die elektromagnetischen Potentiale 
in 5' sind 

"(' ,e 
z =0, cP = W· 

Daraus folgt für das System 5 nach (3) und (3a) (wobei die gestrichenen 
Größen mit den ungestrichenen vertauscht werden können unter Um
kehrung des Vorzeichens von tJ): 

l1 
2{=m

r c' 
q/ e ( v) 

cP= .1 -ß2= R'JI-ß2 ß=-;,· (14) 

Es entsteht also die Aufgabe, den Abstand R' durch "ungestrichene" 
Größen auszudrücken. - Wir nehmen an, daß für t = t' = 0 das Elektron 
sich in dem gemeinsamen Nullpunkt (0, bzw.O') der beiden Koordi
natensysteme 5 und 5' befindet. Es handelt sich also darum, für einen 
in 5 willkürlich gegebenen Raumzeitpunkt Q (t, t) die zugehörige 
Größe R' zu berechnen. Der Radiusvektor des Elektrons in 5 sei durch 
t O bezeichnet. Es ist offenbar t 0 = 00' = tl t und der Abstand des 
betrachteten Aufpunktes P (t) vom Elektron im Augenblick t (in 5) ist 
gleich dem Betrage des Vektors m = t - t (0). 

Führt man, wie es üblich ist, die Koordinatenachsen (X1 X 2X a) 
und (X~X2Xa) ein, so wird nach der Lorentztransformation 

und 

R'2 - '2 + '2 + '2 _ (Xl :- xn2 +~~P) (x~ + xl) - ~ (14a) 
- Xl X2 Xa - (1 _ (32) - 1 _ {32' 

d. h. folglich 
e 

CP=R* (14b) 

in Übereinstimmung mit den Ergebnissen des Kap. VI. 
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Aus diesen Formeln lassen sich die elektrische und magnetische 
Feldstärke durch Differentiation nach den Koordinaten xl> X2' x3 und der 
Zeit ermitteln. Man kann sie aber direkt bestimmen aus den ent
sprechenden Ausdrücken für das Ruhsystem 5' nach den Transforma
tionsformeln (9a) und (9b) oder der dazu reziproken Formeln. Es ist 
nämlich 

cr:' = el}l' c:-..' = O. 
R3' 'l,' 

(15) 

Folglich haben wir 

~ = : X cr:, cr: = (l-y) (cr:' tJo) tJo + ycr:' = R~3 {(l-y)(m' tJo) tJo + ym'). 

Nun ist in koordinatenmäßiger Schreibweise 

, ,XI-X~ 0 
m tJo = Xl = --==--= = Y (Xl - Xl) = Y (m tJo) . }l_ß2 I 

Die erste (zu tJo parallele) Komponente des Vektors (l-y) (m'tJo) l.J o 
+ ym' ist also gleich 

(1 - y) yat tJo + y 2m tJo = ym tJo' 

Da die anderen Komponenten von mund at' identisch sind, so haben 
wir einfach 

(1 - y) y (m· tJo) tJo + y m' = y m 

und somit nach (14a) 

Das ist die schon bekannte Formel (13), Kap. VI. 

(15a) 

(15b) 

b) Oszillator. Wir betrachten den Oszillator als einen Doppeldipol, 
dessen elektrisches und magnetisches Moment in dem "Ruhsystem" 5' 
durch die Vektoren p' und m' gegeben sind. Diese Vektoren können 
zunächst beliebige (bekannte) Funktionen oszillierender Art der Zeit t' 
sein. Die Vektoren lJ' und m' können wir zusammenfassen in einen 
schiefsymmetrischen Momenttensor 2V mit den Komponenten (be
züglich 5') 

P~ 3 = ml , P:n = m2 . P12 = m; . 
M4=iM, ~4=i~, ~4=i~. 

Das elektromagnetische Feld dieses Doppeloszillators im System 5' ist 
durch die bekannten Ausdrücke für das elektrische und magnetische 
Polarisationspotential 

, p' (t' - R'jc) , m' (t' - R'jc) .8 = R' .8 *= --~-- (16) 

bestimmt [vgl. (28 a), Kap. V; dort wurde durch t' die jetzige Differenz 
t' - R' / c bezeichnet]. 

Die transformierten Ausdrücke für diese Potentiale (in dem SystemS) 
lauten, nach den zu (11) reziproken Formeln, wobei ~ und m durch .8 
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bzw.3* zu ersetzen sind: 

3 = (1-Y)(3'·tlo) tlo+y (3'+ : X3'*), 

3* = (l-y) (3'*tlo) tlo + y (3'*- ~ X 3') . 

Führt man hier die obigen Ausdrücke ein, und berücksichtigt, daß 
R' = Y R* ist, so wird 

3= ;* [(y-I-l)(~'.tlo)tlo+~'+: xm'JI 

3* = R~ [(y-I-l)(m" tlo)tlo +m' - ~ x~' ] 
(16a) 

In diesen Formeln sind lJ' und m' als gegebene Vektorfunktionen an
zusehen und wir brauchen nur ihr Argument, d. h. die auf S' bezogene 
effektive Zeit 

T' = t' - R'Jc, 

welche die Rolle der Phase spielt, durch t und t (oder ffi) auszudrücken. 
Nun ist R' = Y R* und 

t,=t. (r'b)/~2 = (t_\b). 
P-v2/c y c 

Es wird folglich 

(l6b) 

wo T die zu T' entsprechende Bedeutung in bezug auf 5 hat. Mittels 
dieser Formel kann man aus (16a) durch Differentiation nach Xl' X 2 ' x3,t 
die Potentiale Ill, qJ und die Feldstärken ~, ~ berechnen. Wie wir aber 
oben schon bemerkt haben, ist es im allgemeinen viel einfacher, die ge
suchten Größen, z. B. ~ und ~, aus den entsprechenden "gestrichenen" 
Größen, die in dem betrachteten Fall, nach (31), (32), (51 a) und (51 b), 
Kap. V, die Gestalt 

ce = ffiö x (ffi~ x ~'l+ffi~ x m' 
c2 R ' 

C'..' = p' x ffi~+ffi~ x (ffi~ x m') 
4' c2R 

haben, direkt zu berechnen [nach den zu (9a) und (9b) reziproken 
Formeln]. 

Wir wollen aber auf diese Rechnung nicht halten und uns mit der 
Bemerkung begnügen, daß auch bezüglich 5 die elektrische und mag
netische Feldstärke numerisch gleich und zueinander senkrecht sein 
müssen [nach (lOb) und (lOc)]. Daraus folgt, daß der Strahlungsvektor 

SI' = 4cn (~x~) ebenso wie Sf', als Produkt der Energiedichte mal Licht

geschwindigkeit dargestellt werden kann. Die Richtung dieser Licht
geschwindigkeit muß aber in 5 und S' verschieden sein. 

Die Beziehung zwischen Sf und Sf' könnte man direkt mittels der 
Transformationsformeln (12a) und der auf sie folgenden bestimmen. 
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Es ist aber einfacher, die Änderung der beiden Faktoren ~ und c, 
(letzteres selbstverständlich nur hinsichtlich seiner Richtung) einzeln 
zu berechnen. 

Der Einfachheit halber werden wir voraussetzen, daß das ausgestrahlte 
Licht "unpolarisiert" ist, d. h. daß die Schwingungen des Oszillators 
nach allen Richtungen gleichmäßig verteilt sind, und daß dement
sprechend die Vektoren S)' und IJ:' in allen zu der Wellennormale n' 
(= al' IR') senkrechten Richtungen durchschnittlich_ dense~en abso

luten Wert haben. Dabei müssen ihre Mittelwerte IJ: und S) offenbar 
verschwinden. Für die Mittelwerte ihrer Quadrate haben wir dagegen 

E'2 + H'2 
nach der Gleichung --Sn- = t 

E' 2 = H'2 = 4n~'. 

Die Mittelwerte von (\.1 X S)') 2 und (\.1 xIJ:) 2 sind offenbar gleich. Um sie 
zu bestimmen, setzen wir S)' = n' X IJ:' (oder IJ:' = S)' xn'). Dann wird 
\.1 X S)' = \.1 X (n' X IJ:') = n' (\.1 . IJ:') - IJ:' (n' . \.1) und folglich 

--- ---- --
(\.1 X S)')2 = (\.1 . IJ:')2 + E'2 (n' . \.1) (denn IJ:'. n' = 0 ist), 

oder wegen (\.1 IJ:')2 = v2 E'2 - (\.1 xIJ:') 2 

(\.1 X S)') 2 + (\.1 xIJ:') 2 = v2 E' 2 (1 + cos2 ()') 

wo ()' = (n' ·\.10) den Winkel zwischen der Wellennormale (d. h. dem 
Strahl al') und der Geschwindigkeit \.1 bedeutet. 

Wir erhalten also nach (12), unter Vertauschung der gestrichenen 
und der ungestrichenen Größen und mit Rücksicht auf 

, v~' ()' \.1.g = eCos , 

die Formel: 

~ = ~' { I + /2 [~: (l + cos 2 ()') + 2 : COs ()' J} . 
Setzt man hier ~ = ß und beachtet, daß y2 = I! f32 ist, so bekommt 

man nach einer kleinen Umformung 

~ = ~' [sin 2 (J' + 1'2 (cos ()' + ß)2] = ~'y2 (ß cos ()' + 1)2. 

Die Richtungsänderung der Lichtstrahlen (Wellennormalen) beim Über
gange von dem Koordinatensystem 5' zu 5 läßt sich ganz einfach ab
leiten aus der Formel (Ißb) für die "Phase", ausgedrückt als Funktion 
von t (und t). Denn die Wellenflächen können allgemein definiert 
werden als die Flächen konstanter Phase bei testem Werte der Zeit. Vom 
Standpunkt des Koordinatensystems 5', in dessen Mittelpunkt 0' der 
Oszillator "ruht", sind die Flächen konstanter Phase T' für t' = konst, 
durch die Gleichung R' = konst bestimmt. Sie sind also - wie von 
vornherein klar ist - konzentrische Kugeln. Vom Standpunkte des 
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Systems 5 sind sie dagegen nach (16b) durch die Gleichung 

t'll 
'IjJ= -+R*=konst. 

c 
(17) 

gegeben. Die Richtung der Wellennormale im Aufpunkte (t, t) ist offen
bar durch den Gradient von 'IjJ bestimmt. Nun haben wir 

II grad 'IjJ = -- + grad R*, 
c 

oder in lroordinatenmäßiger Schreibweise 

81p _ ß + ~1 - ~r 81p = {1-ß2\ ~2 81p = (I-ß2)'::3 . 
8~1- R*' 8~2 \ iR*' 8~3 R* 

und folglich nach den bekannten Formeln 

, _' R* _ B' I x1- x1 = y x~, x2 = X2, xa - xs, - r ' 1- ß2 = y2 ' 

81p ~~ 81p ~~ 81p ~3 
a i~ = ß + R" 8 ~2 = Y R' , a ~3 y R' . 

Bezeichnet man die Winkel der Wellennormale mit der tl-Richtung in 
5 und 5' mit 0 bzw. 0', so hat man offenbar 

einerseits und 

81p 

O 8~1 
cos = -, -d'-'I' gra 'P 

~, 

cos ()' = i" 

sin 0 = V (:~t + (}~r 
I grad 1p! 

sin(J'=l~ 
R' 

andererseits. Daraus folgt 
t 0 _ sinO' 
g - (ycosO'+ß)' 

(18) 

Es sei z. B. 5 ein mit der Erde verbundenes Koordinatensystem. 
Als Oszillator möge ein "Fixstern" dienen. Dieser "Fixstern" muß sich 
relativ zu 5 bewegen, und zwar mit einer periodisch wechselnden Ge
schwindigkeit (wegen der Umlaufsbewegung der Erde um die Sonne). 
Dementsprechend muß sich die auf der Erde beobachtete Richtung seiner 
Lichtstrahlen oder mit anderen Worten sein (scheinbarer) Ort am Him
mel periodisch ändern. Das ist die von Bradley entdeckte Erscheinung 
der Aberration der Fixsterne. Man pflegt gewöhnlich nicht von der 
Lichtstrahlenrichtung, sondern von der dazu entgegengesetzten Be
obachtungsrichtung zu sprechen, und nicht die Bewegung des Sternes 
relativ zur Erde, sondern die Bewegung der Erde relativ zum Stern 
zu betrachten. Dementsprechend muß man die Vorzeichen von 0' 
(Beobachtungswinkel) und ß (Geschwindigkeit der Erde dividiert durch 
die Lichtgeschwindigkeit) umkehren, wobei die obige Formel unver
ändert bleibt. 



Geradlinig-gleichförmige Bewegung von Elektronen und Oszillatoren. 305 

Es ist zu beachten, daß man in Wirklichkeit nur die Änderung des 
Winkels () beobachten kann, die in der Umlaufsbewegung der Erde 
um die Sonne ihren Grund hat; es muß dabei im allgemeinen 
zwischen () und ()' noch eine konstante Differenz übrig bleiben, welche 
von der relativen Translationsbewegung des Sternes und des Sonnen
systems herrührt. Diese Verhältnisse sind schematisch in der vorliegen
den Figur (Abb. 39) dargestellt. Dabei bedeutet B die Erde und A' die 
sog. wahre Lage des Sternes; A ist die "scheinbare" Lage (vom Stand
punkte des Systems 5), Be die momentane Bewegungsrichtung der 
Erde (von 5' beurteilt). Die Differenz IX = ()' - () heißt der Aber
rationswinkel. Der Tangens dieses Winkels ist nach (18) gleich 

t tg (j' - tg (j • ()' (y - I) cos (j' + ß 
ga= =sm 1+ tg (j' tg (j y cos (j' (cos (j' + ß) + sin2 (j" 

Die Geschwindigkeit der Erde relativ zu den Sternen (und es handelt 
sich nur um die relative Geschwindigkeit) ist sehr klein gegenüber der 
Lichtgeschwindigkeit. Man kann deshalb y = 1 setzen 
und im allgemeinen Glieder zweiter Ordnung in ß 4' 

weglassen. Dabei nimmt die obige Formel die be- c""','---+--r----r 
kannte einfache Gestalt an: 

a ""'- ß sin ()' ~ ß sin () . 

Wir haben bisher keine Voraussetzung über die Art 
der Lichtschwingungen gemacht. Wir wollen nun 
annehmen, daß diese Schwingungen harmonisch sind 
(monochromatisches Licht). Ihre Frequenz im Ruh
system 5' ("wahre" Frequenz) sei v'. Die Abhängig-

-All 

Abb.39. 

keit der Oszillatorschwingungen von der Zeit drückt sich also bezüg
lich 5' durch den Phasenfaktor cos 2n v' t' und die entsprechende 
Abhängigkeit für Lichtschwingungen in dem betrachteten Aufpunkte 
durch cos 2nv'T' aus, d. h. vom Standpunkte des Koordinatensystems 5 
(irdischer Astronom) durch 

( tU R*) cos 2nv' r t - (;2 - --;;- . 

Für einen in 5 festen Punkt (Teleskop) bleibt t konstant. Dagegen 
muß sich die Größe R* langsam ändern. Für ein nicht zu langes Zeit
intervall t - to kann man ihre Abhängigkeit von der Zeit durch 
(dR*) . dR* (x~ - Xl) d X~ lR· U 
Te 0 (t- to) darstellen. Nun 1st Te = R* fit = - R*' Der 

obige Phasenfaktor nimmt dabei die folgende Gestalt an 

cos{2nv'r(1+ :*.~) (t-tv+konst)}. 

Die in 5 beobachteten Lichtschwingungen sind also auch harmonisch, 
haben aber eine von v' verschiedene Frequenz 

v = v'r (1 + :* 7) (19) 
Frenkel, Elektrodynamik I. 20 
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oder näherungsweise für sehr große Abstände 

v = v' y (1 + ß cos 0) . (19a) 
Diese Formel drückt das bekannte Doppler-Fizeausche Prinzip aus, 
aber in einer gegenüber der üblichen verschärften Form: zu dem 
"linearen" Dopplereffekt, der in dem Faktor erster Qrdnung in ß 

n 
steckt und für 0 = 2" (Bewegung senkrecht zur Beobachtungsrichtung) 

verschwindet, kommt nämlich noch ein "quadratischer" Effekt 

hinzu, welcher dem durch den Faktor r = 1/_ I dargestellten Unter-
,1-ß2 

schied des Zeitablaufs in 5 und 5' entspricht. Bei den in der Natur tat
sächlich vorkommenden Geschwindigkeiten - sowohl von Sternen wie 
von einzelnen leuchtenden Atomen - braucht man diesen Faktor nicht 
zu berücksichtigen. 

Die letzten Resultate über die Änderung der Richtung und der 
Frequenz des Lichtes durch die relative Bewegung der Lichtquelle 
und des Beobachters lassen sich ganz einfach ableiten, wenn man 
sich die Lichtquelle (Oszillator) von vornherein als unendlich entfernt 
denkt und dementsprechend die Wellen als eben behandelt. Die Ab
hängigkeit des elektromagnetischen Feldes solcher Wellen von Ort und 
Zeit ist bekanntlich durch einen Phasenfaktor von der Gestalt cf> = e± i1J' 

bestimmt, wo die Phase tp sich durch den Radiusvektor t und die Zeit t 
linear ausdrückt nach der Formel [vgl. (37a) und (37b) § 8, Kap. V] 

tp=2n(-vt+ft). (20) 
Der Vektor f ist numerisch gleich der reziproken Wellenlänge 

~ = ~ und ist parallel der Wellennormale n gerichtet. 

Der Ausdruck (20) bezieht sich auf das Koordinatensystem 5. Sein 
numerischer Wert muß aber von der Wahl des Koordinatensystems un
abhängig sein. Mit anderen Worten, die Phase tp ist gegen die Lorentz
transformation invariant. Da aber rund t die räumliche und zeitliche 
Projektion des Vierervektors r bilden, müssen auch f und v - abge
sehen von gewissen Koeffizienten - entsprechende Projektionen eine~ 
bestimmten Vierervektors f sein, so daß die Phase tp gleich dem inneren 
Produkte dieser Vierervektoren (mal 2n) ist: 

4 

tp = 2n f·r = 2n 2k t x t • (21) 
/=1 

Andererseits läßt sich tp nach (20) koordinatenmäßig in der Form 

tp = 2n (+ k1 Xl + k2 X 2 + k3 X3 - vt) 

darstellen. Durch Vergleich mit (21) bekommen wir - vt = k4 X4 = k4 ict, 
d. h. i i 

k4 = -c v = T' (2la) 

Man muß also die (mit ~ multiplizierte) Frequenz als die vierte Kompo-
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nente eines Vierervektors I - des WeZlenvektors - betrachten. Das 
Quadrat dieses Vierervektors ist identisch gleich Null, 

4 

f2=.2M=0, (21b) 
1= 1 

was der Tatsache entspricht, daß er die Fortpflanzung einer Wirkung 
mit Lichtgeschwindigkeit darstellt. 

Aus den obigen Überlegungen folgt, daß die räumliche und zeitliche 
Projektion von f sich ebenso transformieren wie die entsprechenden 
Projektionen von t. 

Wir haben also nach (1) und (la) (wobei t durch fund t durch -;. 
zu ersetzen ist): C 

')I'=Y{')I-f·l)) (22) 
und 

l' = r (f - ~:) + (1 - y) (1)0 X 1) X 00 • (22a) 

Es sei erinnert, daß der Vektor (1)0 X f) X 1)0 nichts anderes als die Pro
jektion von f auf eine zu I) senkrechte Ebene ist. 

Wir führen nun wieder die Koordinatenachsen (X1 X 2 X S)' (X~ X2XS) 

ein und nehmen an, daß der Vektor f in der X1 X2-Ebene liegt und mit I) 

den Winkel 0 bildet. Dann nimmt (22) die Gestalt an 

')I' = Y')I ( 1-~ cos 0) . 

Das ist die zu (19a) reziproke Formel, d. h. die Formel des Doppler
prinzips. - Durch Projektion von (22a) auf die erste und zweite Achse 
bekommen wir 

k' cos 0' = r ( k cos 0 - ::) = r k (cos 8 - ß) 

k' sin 0' = r k sin 0 + (l - r) k sin 0 = k sin 0 , 
woraus sofort folgt 

t 0'= sin8 
g r (cos 8 - ß) , 

d. h. die zu (18) reziproke Formel der Bradleyschen Aberration. 

§ 5. Das elektromagnetische Feld eines beliebig bewegten 
Oszillators. 

Mittels der Lorentztransformation kann man aus dem (als bekannt 
vorausgesetzten) Felde eines ruhenden Oszillators das Feld eines gerad
linig gleichförmig bewegten Oszillators bestimmen. Wir wollen jetzt die 
entsprechende Aufgabe für eine ganz beliebige Translationsbewegung 
lösen. Dabei werden wir den Oszillator als punktförmig behandeln. 
Es sei bemerkt, daß er ebenso gut eine Lichtquelle (von irgendeiner 
Schwingungsart) wie ein "rotierendes" Elektron mit einem zeitlich vari 
ablen magnetischen Moment repräsentieren kann. 

Die gesuchte Lösung ergibt sich am einfachsten mittels einer Methode, 
die wir schon in Kap. VI, § 4 bei der Bestimmung der elektromagneti-

20· 
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sehen Potentiale einer bewegten Punktladung angewandt haben. Wir 
ersetzen nun diese Ladung durch den betrachteten Oszillator und das 
Viererpotential " durch das Polarisationspotential 28. Da letzteres 
ebenso wie " der Differentialgleichung D 28 = 0 genügt, wobei der 
Oszillator bloß als Punktsingularität auftritt, kann man eine Punkt
lösung, die einem singulären Raumzeitpunkt Q' (r') entspricht, sofort 
hinschreiben, und zwar in der Form 

2, 
28= 52' 

wo 52 = I r - r' I 2 den vierdimensionalen (raumzeitlichen) Abstand 
zwischen Q' und dem betrachteten Aufpunkt Q (r) bedeutet. Es ent
steht nun die Frage, wie man aus solchen Punktlösungen eine "Linien
lösung" schaffen soll, die der wirklichen Translationsbewegung des Os
zillators und seinem wirklichen (zeitlich variablen) elektromagnetischen 
Moment entspricht. 

Da zwischen den Komponenten des Polarisationspotentials keine 
identische Beziehung (wie etwa 0" = 0) besteht, müssen wir für die 
Beantwortung der obigen Frage andere Anhaltspunkte suchen. 

Es ist zunächst klar, daß im Spezialfall des ruhenden Oszillators 
die zu bestimmende allgemeine Lösung in die bekannte Lösung 

Zk! = P~I übergehen muß, wo P~l die Komponenten des Polarisations

tensors für den effektiven Augenblick t' = t - Rjc sind. Diese spezielle 
Lösung läßt sich darstellen in der Form 

Zkl = :i·~ ~~21 dt'. 

Das Integral muß dabei gt;nommen werden längs einer geschlossenen 
Kurve in der komplexen t'-Ebene um die der retardierten Wirkung 
entsprechende Wurzel der Gleichung 52 = 0 (vgl. die entsprechende 
Darstellung des Coulombsehen Potentials in § 4, Kap. VI). 

Versucht man die vorhergehende Formel auf den allgemeinen Fall 
zu übertragen, so stößt man vom Standpunkte der Relativitätstheorie 
auf die folgende Schwierigkeit: die Größen Z kl und h! sind kovariant, 
52 ist ein invarianter Skalar, dt' dagegen ist kein invarianter Skalar, 
sondern die durch ic dividierte vierte Komponente des Vierervektors dr', 
welcher eine infinitesimale raumzeitliche Verschiebung des Oszillators 
längs seiner vierdimensionalen "Weltlinie" entspricht. 

Nun bemerken wir, daß dieser Vierervektor, wegen der Bedingung 
v< c (tJ-Translationsgeschwindigkeit des Oszillators), einen zeitartigen 
Charakter haben muß. Es ist deshalb möglich, das variante Zeitinter
vall dt' durch ein invariantes Zeitintervall dr:' zu ersetzen, das sich 
ergibt, wenn man den Oszillator vom Standpunkte eines solchen 
Inertialsystems betrachtet, in welchem er momentan ruht, d. h. welches 
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sich in bezug auf das ursprüngliche System mit derselben Geschwindig
keit b wie der Oszillator in dem betrachteten Raumzeitpunkt bewegt. 
Dieses natürliche kleinstmögliche Zeitintervall drückt sich nach (24a), 
Kap. VIII, durch die Formel 

dr! = dt' V1- V'2/C 2 (23) 
aus. Es sei bemerkt, daß der entsprechende raumzeitliche Abstand 
zwischen den "Punkten" r' und r' + dr', den wir durch ds bezeichnen 
wollen, gleich ist 

ds' = 1/dx'2 + dX'2 + dX'2 + dX'2= iCdt'l! 1- (~~)2 + (~~)2 + (~1)2 
1 2 3 4 I d t' d t' d t' 

d. h. ds' = icd-r . (23a) 

Man nennt ds' das Bogenelement der vierdimensionalen "Weltlinie". 
Die allgemeine kovariante Formel für Zkl lautet also 

Z. = ~ 1 P~z ~ Y=;'2/C~ dt' (24) 
kl ;n;t:r S2 . 

Durch Residuumbildung in bezug auf den "Retardierungspol" bekom
men wir ebenso wie in § 4, Kap. VI: 

Z - [e~l t1 - V'2j()] 
kl- , 

(l-vR/c) R to=t-Rlc 
(24a) 

Damit ist die anfangs gestellte Aufgabe gelöst. Die Methode, welche 
wir dabei benützt haben, kann als Illustration der methodologischen 
Verwertung der Relativitätstheorie dienen. 

Wir wollen noch zeigen, wie sich am einfachsten aus Zkl die ge
wöhnlichen elektromagnetischen Potentiale m:, cp, berechnen lassen. 
Dies geschieht viel einfacher auf Grund der vierdimensionalen Formel 
(24) als auf Grund der entsprechenden dreidimensionalen Formel (24a). 
- Es ist im allgemeinen am zweckmäßigsten, den Übergang zum 
gewöhnlichen dreidimensionalen Raum beim Endresultate zu machen, und 
alle Zwischenrechnungen vierdimensional auszuführen. - Nach § 1, 
Kap. VIII, haben wir 

,",i1Zkl c ~ \' c---- i1 (l)d' Ak = L.J8X;=;n;i L.JPkl Y1-v'2/c2 ox, ,S2 t 
I 1 

oder mit der Abkürzung 

(25) 

A = 2c ,EPik (Xz-X/) dt' ~ * , 
k;n;i S4 • (25a) 

Für t' --J>- to' haben wir ferner S4 = az (t' - t~)2 + aa (t' - t~)3 + ... 
mit 
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Folglich wird: 
1 1 { a3 ( , ') } 54"= a2(t'-t~)2 l- a2 t -to + ... , 

und, nach (25 a) : 

A = 4c ~ 1-Yk (t'L d' _ !a3 c _1_ 1-Fk (t')~ 
le 02 2m :r (t' - t~)2 t a~ 2ni:r t' -t~ , 

wo zur Abkürzung 
Fle(f) = Zprlc(Xl-xf) 

gesetzt ist. l 

Da die Funktion F k (t') für t' = to' endlich bleibt, so gilt (vgl. 
Kap. VI,§5) 

und 

Es ergibt sich ferner, nach einer elementaren Rechnung: 

a2 = 4R2c2 (1- V'zt/C)2 
und 

( V' 2 tv' lR) 
aa =- 4RcS (I- v~/c) 1-72 + -ir- . 

Daraus folgt 
4 I * * I I ,,{ Kj-XI dPlk Pik dXt 

Ale = (1-VR/C)2":;;'; ------;-w:- d7 - C R2 d1 
1=1 

+ I-V/2/C2+W~ EI*,. (x~-xh} I 

I-v~/c R3 1'=10' (26) 

Wir können jetzt den Vierervektor t( in seinen räumlichen und zeit
lichen Anteil spalten. Dabei bemerken wir, daß für k = I 

Z PZk (xz - xl) = P2i R2 + Pai Ra + Pu R4 
I 

= m2R3-m3R~--iPl ic(t-t3) = (mx 91)1 + PIR 
ist. Ebenso wird 

1 ~ * dxt ,~-{( b') } cL.! Pa dt' = r I-v 2/C2 mx;- 1 +PI 
und I 

2 d:;1(xt - xi) = [:1' (m Yl-v'2/C2 ) X 911 + R ~, (PI VI -v'2/c2). 

Analoge Formeln gelten für k = 2 und k = 3. Für k = 4 dagegen 
bekommen wir 

ZPZ4(Xt - x:) = i(P1RI + P2R2 + Ps Ra) = ip. 91 usw. 
I 

Das Vektorpotential m: und das skalare Potential cp = At stellen sich 
also nach (26) folgendermaßen dar 

m: ___ l _ {(I-V'2/C2+w~) m'xlR_ (m'x-f)+", 
-(1-vR/c)2 y(l-v~/c) R3 yR2 (26a) 

1 (d m') 1 d ,,' l + C R2 d1 Y X 91 + eR dt' rJ 
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1 ' (b') I = __ 1 ___ (l-v'2jc2 + w~) \:I'. ffi _~~~__ _1_ m. ~(t) (26b) 
rp (l-vR/c 2 ) 1'(I-v~/c) R3 1'R2 + CR2 dt' \1' 

mit der üblichen Bezeichnung 
1 

Y= . 
fl-v 2jc2 

In diesen Formeln ist die Translationsgeschwindigkeit des Oszillators 
als gegebene Funktion der Zeit anzusehen. Was die elektromagnetischen 
Momente 4-1' und m' anbetrifft, so dürfen sie als unmittelbar gegebene 
Funktionen der Zeit nur in dem entsprechenden Ruhsystem betrachtet 
werden. Diese bekannten "Ruhwerte" 4-10 und mO sind mit den auf 
das gewählte feste Inertialsystem bezogenen Werten 4-1' und m' durch 
die Formeln 

mO=(I-y)(m'.tl~)tl~+y(m'+ ~; X4-1')j 

lJo =(I-y) (lJ"b~) tl~ + y (lJ' -+X m') 
(27) 

verknüpft [vgl. die Formeln (11), § 2; den dort gestrichenen Größen 
entsprechen 4-10 und mO; der Akzent bedeutet in unseren jetzigen Be
zeichnungen, daß nicht die Zeit t, sondern die effektive Zeit t; = t - Ro!e 
als Argument dienen soll]. Man kann selbstverständlich auch 4-1' und m' 
durch 4-10 und mO mittels der reziproken Formeln a.usdrücken. 

Für das "rotierende" - oder vorsichtiger und physikalisch zutreffen
der ausgedrückt - für das magnetische Elektron ist das elektrische Mo
ment im Ruhsystem gleich Null. Wir haben also in diesem Falle 

b' 
h' =-xm' 
'!' c ' 

(27 a) 

so daß das zweite Glied in den Klammern (26a) und (26b) identisch ver
schwindet. Das magnetische Moment m' drückt sich dabei durch das 
entsprechende Ruhmoment nach der Formel aus: 

m' = (1- y) (mO tl~)tlo + ymO . 

Nimmt man an, daß der Vektor mO immer senkrecht zur Translations~ 
richtung, d. h. zum Geschwindigkeitsvektor tl steht (was nach (63a) 
Kap. VII dem Verschwinden des inneren Drehmoments entspricht), 
so erhält man einfach 

(28) 

Dabei nehmen die Formeln (26a) und (26b) die folgende Gestalt an: 

(28a) 
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Die Punkte über mund iJ bedeuten die entsprechenden Differential
quotienten nach der Zeit t' für den Augenblick t' = t~. - Zu diesen 
Potentialen muß man selbstverständlich noch diejenigen hinzufügen, 
welche von der Ladung des Elektrons herrühren. 

Zur Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstärke 
müssen wir zu den ursprünglichen vierdimensionalen Ausdrücken zurück
kehren, denn dabei braucht man die Gleichung t~= t - R/c, welche die 
effektive Zeit bestimmt, nur im Endresultate, nicht aber in den Zwischen
rechnungen zu berücksichtigen. 

Wir wollen diesen Umstand noch am Beispiel der erwähnten von 
der Ladung des Elektrons herrührenden Potentiale 

e 

erläutern. Die Bestimmung der Feldstärken auf die übliche Weise, d. h. 
. 1 a 2{ 

mittels der Formeln .\) = rot m, ~ = - grad IP - ca! war in § 2 

Kap. VI, angeführt. 
\Vir ersetzen nun diese Formeln durch die vierdimensionalen 

Hkl = aaA z - aaAk und benützen für A k die Integraldarstellung (23), 
X k X z 

Kap. VI: 

Dabei wird 

2e l,{dXk r dXI } dt' 
Hkl=-liT'f df(XI-XI)-dT(Xk-X~) 54' 

Dieser Ausdruck läßt sich auf dieselbe Weise wie (25a) in die Gestalt 

H - e_i1- v' 2~C2 +~~) lP (t') + e {~lP (t')} 
/cl- (1-vMc)3R3 c /cl 0 (1-v~/c)2R2c2 dt' kl t'=I~ 

bringen mit 
, I d Xk I d Xl ,r 

lPkl(t) = fiT (Xl- Xl) -dT (Xk- Xk') , 

woraus sich sofort die schon in § 2, Kap. VI abgeleiteten Formeln für 
~ und.\) ergeben. 

§ 5. Zurückführung der elektromagnetischen Grundgleichungen 
auf ein Variationsprinzip. 

Wir haben in § 5, Kap. IV, den Satz bewiesen, daß die Differential
gleichung V21P = 0 für das skalare Potential innerhalb eines begrenzten 
Raumgebietes die Bedingung des Minimums des Integrals 

(29) 

bei vorgegebenen Randwerten der Funktion IP auf der begrenzenden 
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Fläche 5 darstellt. Man kann diesen Satz umkehren und die Diffe
rentialgleichung J72<p = 0 als eine Folge der Variationsgleichung 

b] = 0 (29a) 

bei gegebenen Randwerten von <p betrachten. Dabei bedeutet die 
Größe b] - die sog. erste Variation des Integrals] - diejenige Ände
rung dieses Integrals, welche linear in der unendlich kleinen Änderung 
oder Variation b<p der betrachteten Funktion <p (t) ist. Die Gleichung 
(29 a) ist also nur als erste Näherung für die entsprechende Änderung 
von] zu betrachten. Wir haben im § 5, Kap. IV, auch die in b<p qua
dratischen Glieder berücksichtigt und gezeigt, daß die entsprechende 
zweite Variation von ] (b 2]) eine wesentlich positive Größe bleibt, 
wenn V2<p verschwindet. 

Die Formel (29a) ist im allgemeinen, d. h. für einen Differential
ausdruck beliebiger Gestalt unter dem Integralzeichen in (29) nur als 
die notwendige nicht aber die hinreichende Bedingung des Minimums 
von] anzusehen; sie kann ebensogut einem Maximum entsprechen 
oder sogar weder einem Minimum noch einem Maximum, sondern 
einem stationären Wert des Integrals], d. h. einem solchen Wert, der 
in erster Annäherung konstant bleibt bei einer infinitesimalen Änderung 
der Funktion <po 

Die Differentialgleichung J72<p = 0 gilt beim Fehlen der Elektrizität 
in dem betrachteten Volum V. Es ist aber leicht einzusehen, daß die 
allgemeinere Gleichung 

welche für eine gegebene, zeitlich konstante Verteilung der Elektrizität 
mit endlicher Volumdichte gilt, auch vollständig äquivalent einer 
Variationsgleichung von der Form b] = 0 ist, wobei aber das Inte
gral] nicht durch (29) sondern durch die Formel 

]= S{J~:Y-<pe}dV 

] = f (:~ - <p e) d V 
oder 

(30) 

gegeben ist. @; = - V<p bedeutet die elektrische Feldstärke; die 
erwähnte Grenzbedingung (b<p = 0) muß dabei unverändert beibehalten 
werden. 

In der Tat, die erste Variation von (30) lautet 

b]= f(O:~!O:-b<p·e)dV. 
Nun haben wir ebenso wie in § 6, Kap. IV: 

@;. b@;= -@;. Vb<p = -div(b<p@;) + b<pdiv@; = - div b<p@; + 4neb<p, 

und folglich f ! 
b]=- div(b<p~)dV=:rb<pEndS=O. 
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f E 2 

Es sei erinnert, daß das über den ganzen Raum erstreckte Integral 811: d V 

gleich der vollständigen elektrischen Energie der betrachteten, das Feld@: 
erzeugenden Ladungen ist. Dieselbe Energie läßt sich bekanntlich auch 
in der Form 

u=!fIPe dV 

darstellen. In unserem Fall haben wir also 

1=-u. 

Dabei kann man die Grenzbedingung (jIP = 0 auf 5 für eine unendlich 
entfernte Fläche durch die übliche Bedingung für das skalare Potential 
IP = 0 ersetzen. 

Auf eine ganz analoge Weise kann man beweisen, daß die Differential
gleichung 

v2m = - 4nj, 

welche das Vektorpotential einer gegebenen stationären Stromverteilung 
bestimmt, vollständig äquivalent ist mit der Variationsgleichung 
(jK = 0, wo 

bedeutet und ~ = rot m die magnetische Feldstärke ist. Die Grenz
bedingung lautet, ebenso wie im vorigen Falle, (jm = 0 (auf 5); bei einer 
unendlich entfernten Oberfläche kann man sie außer Acht lassen und 
K mit der negativen magnetischen Energie T gleichsetzen. 

Zum Beweis bilden wir die erste Variation von K 

und bemerken, daß 

~. (j~ = ~. rot (jm = div ((jmx~) + (jm· rot ~ 

= div ((jmx~) + 4nj' (jm 

ist. Folglich wird 

(jK= f diV((jmX~)dV=~((jmX~)ndS=O. 
Diese nur für zeitlich konstante Felder geltenden Resultate lassen sich 1) 
mittels der Relativitätstheorie sofort verallgemeinern auf beliebige 
Felder, die einer zeitlich variablen Verteilung der Ladungs- und Strom
dichte entsprechen. Die allgemeinen Feldgleichungen lauten in vier
dimensionaler Schreibweise: 

D 2tl = - 4nj und 2~ = rot". 

1) Wie zuerst von K. Schwarzschild gezeigt wurde. 
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Die ihnen äquivalente Variationsgleichung sei 

bS =0, 
wo 5 ein zunächst unbestimmtes Integral bedeutet. Zu seiner Bestim
mung haben wir die folgenden Anhaltspunkte. Erstens in dem Spezial
fall von zeitlich konstanten Feldern muß die Gleichung bS = 0 sich 
auf die Gleichungen b J = 0 und bK = 0 reduzieren. Zweitens muß 5 
eine invariante skalare Größe darstellen. 

Nun haben wir in §§ 1 und 2 gesehen, daß die Größen ~j und fPe 
einerseits, H2 und E2 andererseits sich tatsächlich in die invarianten 
Größen 

und 

vereinigen lassen. 
Daraus folgt, daß das gesuchte IntegralS die Funktion 

~l'_mn_H2-E2 =Wj_lrotft~ .0: Sn 16n (31) 

als Integrand enthalten muß. 
Was das Integrationsgebiet betrifft, so muß es wegen der Gleich

berechtigung der räumlichen und zeitlichen Koordinaten vierdimensional 
sein. Um uns von irgendwelchen raumzeitlichen Grenzbedingungen 
zu befreien, können wir diese Integration über die ganze Raum- und 
Zeit mannigfaltigkeit , d. h. über die ganze vierdimensionale "Welt" er
strecken. Bezeichnet man das Volumelement "der Welt" mit dD, 
so wird 

5 =f(W' - (rotft)2) d D 
J 16n (32) 

oder in koordinatenmäßiger Schreibweise 

5= ffff[~Akil'- l~n~~(~~:- ~:~r]dXldX2dXadX4' (32a) 
k k I 

Wir müssen noch die stillschweigend gemachte Annahme prüfen, daß 
der soeben angeführte Ausdruck für das Volum eines vierdimensionalen 
"Weltgebiets" 

f d D = Sf S S d Xl d X2 d Xa d x4 = rs i cd V d t (33) 

tatsächlich invariant gegen die Lorentztransformation ist (sonst hätte 
die Variationsgleichung bs = 0 keinen Sinn). Geht man von dem be
trachteten Koordinatensystem X zu einem anderen geradlinig gleich
förmig bewegten System X' über, so transformiert sich das Integral (33) 
nach dem bekannten Satz von J acobi über mehrfache Integrale in 

ffff Ddx~ dx;dx~d<, 
aXk 

wo D die Funktionaldeterminante mit den Elementen ax' = IXk! be 
I 
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deutet. Diese Determinante ist aber wegen der Orthogonalität der 
Lorentztransformation gleich l. 

Die Größe 5 entspricht der Lagrangeschen Funktion (oder genauer 
der Wirkungs/unktion) der gewöhnlichen Mechanik, d. h. der Differenz 
zwischen kinetischer (magnetischer) und potentieller (elektrischer) 
Energie. Wir werden sie noch später bei der Ableitung der Bewegungs
gleichungen eines Elektrons benützen. 

Wir wollen jetzt die Variation t55 berechnen und uns überzeugen, 
daß die Gleichung t55 = 0 den ursprünglichen Feldgleichungen tat
sächlich äquivalent ist. Dabei müssen wir selbstverständlich die Kompo
nenten des Viererstromes j als gegebene, nicht zu variierende Funktionen 
der vier Koordinaten behandeln. Es wird also t5 (Akjk) = jkt5Ak' und ferner 

t5 (JAk _ ~Az)2 = 2 (OA k _ oAz) (Oi)~k _ obA z) = 2Hlk (obA k _ J bA z). 
Jx z JXk Jxz Jxk, oXz OXk oXz JXk 

Den letzten Ausdruck kann man folgendermaßen umformen: 

(obA k oliAz) 0 (H "A) 0 ( ") OH'k Ha ~-;:;-- =-;;- lk U k -;:;-- HlkUA l -t5A"-J-uX/ uXk uXz uXk X z 

Bei der Summation dieser Ausdrücke nach den beiden Indizes kund t 
können letztere offenbar untereinander vertauscht werden 

Mit Rücksicht auf Hkl = -Hlk bekommt man somit 

b [1: 17(~~k - ~~zy] = 41: 1:~o~ (H Zk t5 Ak) + 41: 1: t5Ak °O~k~ 
kl Z k kl Z kl I 

= 42) oOxz (>~ t5Ak Hkl ) + 41: t5Ak 1:°o~;' • 
I k k I 

Die Summe ,J;!- ( ,J; (J Ak H kl) kann als vierdimensionale Divergenz 
I X Z • k 

eines Vierervektors mit den Komponenten E{JAkHkl (l = 1,2,3,4) 
k 

behandelt werden. Bei der Integration über die ganze "Welt" muß sie 
verschwinden. Wir bekommen also 

Damit dieses Integral für beliebige (unendlich kleine) Werte von {JAk 
verschwindet, müssen die Gleichungen 

1:0H~ == _ >,02 A/ +~-1:0AI=4njk 
I Jxz T oXl JXk I OX, 



Die elementare Theorie der Translationsbewegung. 317 

erfüllt sein. Dies sind aber gerade die Gleichungen (7) Kap. VIII. Aus 
diesen Gleichungen folgt: 

4n ~ai" =_ y, ~ \"..,aA k + ~ ~ ~aA! = o . 
.L.J a x" ~ axl .L.; aXk .L.; a x~ .L.; a x, 

1 k k l 

d. h. das Erhaltungsgesetz der Elektrizität, ferner die Beziehung 
4 

2 aA, =o ax, 
1=1 

und die üblichen Feldgleichungen : 0 2 Ak = -4nik' 

Zehntes Kapitel. 

Die relativistische Mechanik. 
§ 1. Die elementare Theorie der Translationsbewegung. 

Bei der Untersuchung der Bewegung eines materiellen Teilchens 
pflegt man in der klassischen Mechanik als unabhängige Variable die 
Zeit zu wählen, d. h. die räumlichen Koordinaten xI> xz' x3 als Funktionen 
der Zeit t darzustellen. In Wirklichkeit ist die Zeit wegen ihres varianten 
Charakters ebenso ungeeignet zur Rolle einer unabhängigen Veränder
lichen wie die Koordinaten selbst. Bei der "graphischen" Darstellung 
der Ereignisse, d. h. der Raum-Zeitpunkte durch Punkte im vierdimen
sionalen Raum wird die Zeit, multipliziert mit i c, einfach eine mit den 
drei anderen gleichberechtigte vierte Koordinate. Die Kinematik, d. h. 
die Lehre von der Bewegung im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum 
wird dadurch auf eine reine Geometrie des vierdimensionalen Raumes zu
rückgeführt. Dabei muß nur die schon im letzten Kapitel (§ 5) angedeu
tete Bedingung des zeitartigen Charakters aller vierdimensionalen Li
nien, welche die Bewegung eines Teilchens (Elektrons, Oszillators) dar
stellen, erfüllt sein. Solche zeitartigen vierdimensionalen Linien pflegt 
man als die Weltlinien der entsprechenden Teilchen zu bezeichnen. -
Es erscheint deshalb zweckmäßig, die Lage des betrachteten Teilchens auf 
seiner Weltlinie nicht durch die Zeit, sondern durch die Länge s dieser 
Weltlinie, von einem bestimmten Punkte aus gerechnet, zu definieren. 
Das Längenelement der Weltlinie ds und das entsprechende kleinst
mögliche Zeitintervall d-r: sind, wie wir schon gesehen haben, durch die 
Formeln ,/----

ds = icd-r: = icdt f l-v2jc2 (1) 

bestimmt. Ist die Bewegung des Teilchens in irgendeinem Koordinaten
system als Funktion der zugehörigen Zeit bekannt, so kann man daraus 
die invariante "Eigenzeit" T = J d-r: dieses Teilchens, und folglich die 
Bogenlänge s = i c-r:, nach der Formel 

T= f fl-v 2jc2 dt (la) 
berechnen. 
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Durch Division des Vierervektors dr, der die elementare raumzeit
liche Verschiebung bestimmt, durch seinen Betrag ds = Idrl ergibt sich 

ein Einheitsvektor mit den Komponenten dd:k • Vom "weltgeometrischen" 

Standpunkt definiert dieser Vektor die Tangentialrichtung der Welt
linie des betreffenden Teilchens, vom kinematischen - die Richtung 
und den Betrag seiner Geschwindigkeit. Denn es gilt 

dXl (dxl/dt) Vl dXI V2 
Ts= (ds/dt) =iC~~I/c2' ds- icfI V2/C2 ' 

dXa __ va___ dx, I 

Ts ic fI-vl/c2 ' Ts = f I-vl/;;' . 

Es ist vielfach bequemer, als unabhängige Variable nicht die Bogenlänge, 
sondern die Eigenzeit zu benützen. 

Die Größen 
dXl v l dX2 VI dXa Va dx, ic 

d'l: tI-vI/cI' dr: f I-vI/cI' er; tI-vI/cI' d-,; tI-vI/cI 

bilden die Komponenten eines Vierervektors b, den wir als die Vierer
geschwindigkeit bezeichnen werden. Seine räumliche und zeitliche Pro-

jektion sind gleich b bzw. i c • Für v = 0 verschwindet die 
V I-vI/cI V I-vI/cI 

erste, während die zweite den konstanten Wert ic annimmt: dies bedeu
tet, daß ein in dem gewählten Inertialsystem ruhendes Teilchen sich in 
der Zeit, d. h. in der Richtung der vierten Achse, mit der konstanten Ge-

v 
schwindigkeit i c verschiebt. Ist das Verhältnis c klein gegen 1, so redu-

ziert sich die räumliche Projektion von b praktisch auf die gewöhnliche 
Geschwindigkeit 1:1. Eine geradlinig-gleichförmige Bewegung im drei
dimensionalen Raum wird durch eine "Weltgerade" dargestellt; dabei 
bleibt der Vierervektor b "konstant", d. h. von 7: oder s unabhängig. 
Jeder Ablenkung der Bewegung von der Geradlinigkeit oder der Gleich
förmigkeit entspricht eine Krümmung der Weltlinie. Diese Krümmung 

ist durch die Änderungsgeschwindigkeit des Vektors dd:k (Tangenten

richtung) in bezug auf s, d. h. durch die zweiten Ableitungen der Koordi

naten nach s bestimmt. Diese zweiten Ableitungen d;;kbilden die Kom

ponenten des vierdimensionalen Krümmungsvektors, welcher vom kine
matischen Gesichtspunkte aus die Beschleunigung des Teilchens nach 
Betrag und Richtung bestimmt. Wir definieren diese Viererbeschleuni
gung tu als die Ableitung von b nach 7: (oder die zweite Ableitung von r 
nach 7:); seine Komponenten sind folglich gleich 

~~ I d ~ ~~ I d ~ 

d-,;I = tI-vI/cI dt f I-v 2/c2 ' d-,;I V I-v2/cl dt V I-vl/c2 ' 

dl xa I d v3 d2 x, I d i C 

d-,;2 VI-v2/cldtYI-vl/c2' d-,;2 Vf-v2/c2dtVI-vl/c2' 
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Die räumliche Projektion dieses Vierervektors kann von der gewöhn

lichen Beschleunigung tu = ~ ~ auch dann verschieden sein, wenn das 
v 

Verhältnis c sehr klein ist, falls zugleich der Betrag von tu sehr groß ist. 

Durch Differentiation der Gleichung .2(~:kr = 1 nach s ergibt sich 

'\....,dX.l;~Xk=O 
..::;.; ds ds 2 ' 

(2) 

Dies bedeutet geometrisch, daß die Vektoren ~~ und ~~ senkrecht zu

einander stehen. Ersetzt man hier s durch T, so bekommt man die Glei
chungen: b 2 = - c2 und 

I d ~ + d ~ + d. ~ 2d vl -d v 2 -d v3 -d = c - -==== 
tVI- v2jc2 tYI_v2jc2 tYI_v2jc2 dtYI_v2jc2 

oder mit den gewöhnlichen Vektorbezeichnungen 

d l.l d c2 (2a) 
b· dt fT=-v2jc2 = dt~ I-v2jc2 ' 

Diese Gleichung drückt also die Tatsache aus, daß der Betrag der Vierer
geschwindigkeit immer gleich i c bleibt. 

Die obigen Resultate bilden die mathematische Grundlage für den 
Aufbau der Mechanik der materiellen Teilchen, d. h. für die Aufstellung 
der Gleichung, durch welche ihre Translationsbewegung unter der Wir
kung von gegebenen äußeren Kräften bestimmt wird. Wir brauchen 
dabei von inneren Kräften, mit welchen die Lorentzsche Theorie operiert, 
gar nicht zu sprechen - auch dann nicht, wenn sie tatsächlich vorhanden 
sind - z. B. die Wechselwirkungskräfte zwischen verschiedenen Elek
tronen in einem bewegten Atom (falls letzteres als ein einziges Teilchen 
aufgefaßt wird). 

Als Ausgangspunkt wollen wir die klassische Newtonsehe Bewegungs
gleichung 

dU 
modt=f 

nehmen, die im Grenzfalle sehr kleiner Geschwindigkeiten sicher gültig 
ist. Dabei bedeutet mo die Masse der Teilchen (im gewöhnlichen Sinne) 
und f die äußere Kraft. 

Vom Standpunkt der Relativitätstheorie darf man das Newtonsche 
Gesetz nur als die angenäherte und unvollständige Form eines Bewegungs
gesetzes betrachten, das sich als eine Beziehung zwischen zwei vier
dimensionalen Vektoren darstellt. Will man die Newtonsche Gleichung 
nicht grundsätzlich verändern, sondern sie durch eine solche vierdimen
sionale Gleichung ersetzen, welche sich im Grenzfalle tJ -7 0 auf 

mo ~~ = f reduziert, so muß man offenbar folgendes machen: 
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Erstens die dreidimensionale Beschleunigung ~~ durch die vierdimen

sionale ~~ ersetzen, und zweitens die Kraft f durch den Vierervektor von 

Impuls und Arbeit ij, wobei diese Größen nicht auf die gewöhnliche 
Zeiteinheit, sondern auf die Einheit der invarianten Eigenzeit bezogen 
werden müssen. Auf diese Weise bekommen wir die folgende relativisti
sche Bewegungsgleichung 

(3) 

Die räumliche Projektion des Vektors ij ist gleich dem Impuls der 
Kraft f pro Einheit der Eigenzeit, d. h. 

d t f 
f d-r = f 1 =V2/~ . 

d.,. dtd u 
Die entsprechende Projektion des Vektors d -r 1st d-r d t f 1-v2jc2 • Es 

wird also 

~-~=f 
dt r l-v2jc2 . 

(3a) 

Die zeitliche Projektion der Gleichung (3) lautet 

dt~ ic _dti.z 
mod-rdtf l-v2jc2 - dr c ' 

wo 1 die Arbeit der Kraft f pro gewöhnliche Zeiteinheit bedeutet, d. h. 

(3b) 

Von der Richtigkeit der obigen Definition von 1 kann man sich leicht 
mittels der Gleichung (2a) überzeugen. Multipliziert man nämlich 
letztere mit mo, so bekommt man mit Rücksicht auf (3a) 

1 = f' tl. 
Die Gleichung (3a), die sich, nach Einstein, durch Anwendung der 
Relativitätstheorie aus der Newtonschen ergibt, stimmt vollkommen 
überein mit der Gleichung (42) Kap. VII, die wir für ein Elektron 
auf Grund des Lorentzsehen Prinzips abgeleitet haben. Wir sehen also, 
daß die Einsteinsehe Gleichung viel allgemeiner ist und nicht nur für 
ein freies Elektron, sondern für jedes materielle Teilchen (Atom, Mole-

kül, auch Himmelskörper) gelten muß, falls im Grenzfalle.!:. ~ 1 das 
c 

N ewtonsche Gesetz sich bewährt - ganz unabhängig von irgendeiner 
Hypothese über den Ursprung der Masse oder der Trägheitskraft. 

Der dreidimensionale Vektor 
mu 

CM =. 0 =ml> t 1-v2jc2 
(4) 
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stellt die mechanische Bewegungsgröße des Teilchens dar (die wir 
früher als die elektromagnetische Bewegungsgröße des Elektrons defi
niert hatten), während 

(4a) 

seine Masse ist. Die Größe 
W=mc 2 (4b) 

wird gewöhnlich betrachtet als die vollständige innere Energie des Teil
chens. Dabei ist aber nicht ganz klar, was damit gemeint ist. Denn ein 
ruhendes Teilchen muß nach dieser Definition eine Energie moc2 haben. 
Nun setzt sich die Masse eines Teilchens (oder Körpers) hauptSächlich 
aus den Massen der es bildenden Elektronen zusammen. Die gegensei
tige Masse, welche von ihren Wechselwirkungen herrührt und der Summe 
ihrer gegenseitigen (elektrischen und magnetischen) Energie entspricht, 
hat einen verhältnismäßig unbeträchtlichen Wert. Wir stoßen also 
wieder auf die Frage: Was soll die innere oder Eigenenergie emes 
ruhenden Elektrons bedeuten? 

Auf die Diskussion dieser Frage wollen wir nicht eingehen. 
i 

Die Bewegungsgröße (4) und die mit c multiplizierte Energie (4b) 

bilden offenbar die räumliche und zeitliche Projektion des Vierervektors 

6}=mo., (Gk=mo~:k), (5) 

welcher der gewöhnlichen Bewegungsgröße (oder dem "Impulse") ent
spricht und als der Impuls-Energievektor bezeichnet wird. Die Be
wegungsgleichung (3) läßt sich mittels dieses Vierervektors in der Form 

schreiben. 
d~ 6} = iJ (5a) 

Bei der Behandlung der Translationsbewegung eines Elektrons auf 
Grund des Lorentzschen Prinzips haben wir neben der "Trägheitskraft" 

-d~ (m'O) noch eine der zweiten Ableitung von '0 nach t proportionale 

"Reibungskraft" (Strahlungsdämpfung) gefunden und auf den Um
stand hingewiesen, daß in dem genauen Ausdruck der Selbstkraft - und 
folglich in der exakten Bewegungsgleichung - noch höhere Ableitungen 
von '0 hinzutreten müssen. Die formale Natur der Relativitätstheorie 
gibt keinen Anhaltspunkt für die Beurteilung der Frage, ob die ein
fache Bewegungsgleichung (3) [oder (3a)] durch solche Glieder wirklich 
ergänzt werden muß oder nicht. Die Relativitätstheorie behauptet nur, 
daß alle diese Glieder Vierervektoren (oder deren räumliche Projektionen) 
sein müssen. Nehmen wir z. B. im Anschluß an die Gleichung (24 b) 
Kap. VII an, daß bei sehr kleinen Geschwindigkeiten des Elektrons seine 
Bewegungsgleichung die Gestalt 

(6) 

Frenkel, Elektrodynamik I. 21 
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hat, so kann man nach der Relativitätstheorie sofort schließen, daß die 
exakte, d. h. auch bei großen Geschwindigkeiten gültige Bewegungs
gleichung die folgende Form haben muß: 

du 2e 2 d2 u 
mOdr-3e3dT"2=ij, (6a) 

oder wenn man die räumliche Projektion davon nimmt und mit 

-V 1 - v2jc 2 multipliziert: 

d mob ~~ ~ ( . 1 . ~ ___ tl ) = f. (6b) 
dtp_v2jc2 3e dt p-v2je2dttl-v2jc2 

Diese Gleichung kann aber ganz falsch sein; und es gibt tatsächlich 
viele Gründe dafür, daß in dem Falle eines einzelnen Elektrons die ein
fache Bewegungsgleichung (3a) genau gültig ist. 

§ 2. Variationstheorie der Translationsbewegung eines Elektrons 
in einem gegebenen elektromagnetischen Feld. 

Wir setzen das äußere Feld Q;, ~, in welchem das betrachtete Elek
tron sich bewegt, als bekannt voraus (wobei Q; und ~ nicht zeitlich kon
stant zu sein brauchen). Die äußere Kraft 

f = e ( Q; +-~- X ~ ) (7) 

kann dabei nicht als bekannt behandelt werden, denn sie enthält die 
Geschwindigkeit des Elektrons explizite. Multipliziert man (7) mit 
dt 1 
d = I 2 2' so ergibt sich die räumliche Projektion des Vierervektors W. 
rl-v je 

Seine erste Komponente (in irgendeinem Koordinatensystem) lautet: 

F1= e ____ (v2H3-V3H2+cE)=~e _(v2H12+V3H13+icH14)' 
cp_v2je2 cll-v2jc2 

d. h. F e (H dX2 H dX3 H dX4 ) 
l=c 12d--:r+ 13(fT+ 14dr . 

Analoge Ausdrücke gelten selbstverständlich für die anderen Kompo
nenten. Es wird folglich 

F -!.. "H tl..:z. k-c.L.J kldr (7a) 
I 

oder in koordinatenfreier Schreibweise 

ij=+2~:: . 
Wir bemerken noch den folgenden Ausdruck 

F k =_e_l)HkIGI , (7b) 
moc I 

der sich aus (7 a) ergibt, wenn man dd xl nach (5) durch .!.. GI ersetzt. r mo 
Die Formel (7a) entspricht vollkommen der Formel (lOa), Kap. VIII 

für die Komponenten des Impuls-Arbeits-Vierervektors, bezogen auf 
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die Raum- und Zeiteinheit. Es ist leicht, aus der letzten Formel die erste 
abzuleiten, wenn man sich das Elektron nicht bloß als einen Punkt, 
sondern als einen unendlich kleinen Körper vorstellt. Das Volum des 
Elektrons sei V und die Ladungsdichte (!. Die Stromdichte kann man 

dabei gleich (! ~ setzen. Die im Volumelement d V des Elektrons während 
c ( 

des Z~itintervalles dt geleistete Arbeit und Impuls \ erstere multipliziert 

mit ~) drücken sich durch den Vierervektor mit den Komponenten: 

};HkdzdVdt = };HkzedV ~ dt 
I 1 

aus (wobei V4 = ic ist)1). Die Integration dieses Ausdruckes über das Vo
lum des Elektrons bietet sehr große prinzipielle Schwierigkeiten wegen 
des Auftretens der Zeit, die für verschiedene Elemente des Elektrons nicht 
denselben Wert zu haben braucht. In dem betrachteten Grenzfalle des 
unendlich kleinen Elektrons fallen diese Schwierigkeiten weg, und für 
den vollständigen Impuls (bzw. Arbeit) während der Zeit dt bekommen 
wir einfach 

Durch Division mit d. = dt VI - V2/C 2 ergibt sich schließlich 

~ };HkZ --:-::-v
_! ---==~ };Hkl~d~ 

c I P_V 2/C 2 C T 

d. h. der Ausdruck (7 a). 
Wir können also die Bewegungsgleichung (3) ausführlich in der Gestalt 

(8) 

oder 

(8a) 

schreiben, mit der Abkürzung 

(8b) 

Es läßt sich nun leicht zeigen 2), daß die Gleichung (8) eine notwendige 
Folge der Schwarzschildschen Variationsgleichung 

bS==bf["Akik-~-" >:((}Ak_~)2J d!)=O ..:.,; 16n":";.:...J 8x, 8x k 
k k 1 

ist, wenn man in der letzteren das Viererpotential (A k) als eine ge-

1) Es sei bemerkt, daß die Produkte dV dt und edV invariante Größen sind; 
ersteres bedeutet ein Element der Weltausdehnung, letzteres das Element der 
Elektronenladung deo 

2) Nach M. Born. 
21* 
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gebene, das äußere Feld bestimmende Funktion der Koordinaten (und 
der Zeit) betrachtet, und die Stromdichte Uk) als die gesuchte Funktion, 
welche der Bewegung des Elektrons entspricht. Dabei ist l5A k = 0 im 
ganzen Raum (und für alle Zeiten), so daß die obige Variationsgleichung 
sich reduziert auf 

l5S* = 0 

mit 5* = f 1.: AkjkdQ 
k 

oder unter Weglassung des belanglosen Faktors ic, 

5* = SS~"Y AkjkdVdt. 
k 

(9) 

(9a) 

Das Elektron betrachten wir als (räumlich) unendlich klein; deshalb 
kann man bei der Ausführung der Volumintegration den Faktor Ak.dt 
als konstant behandeln. Das Integral f jkd V haben wir schon oben be-

h . I' h e e dX k rec net; es 1st g elc -cVk =cTt· 
Wir bekommen also 

S*=~f '"""lA dx =~S '"""lA dXkdT (IO) c ~ k k c ~ k d-r ' 
k k 

wobei die Eigenzeit des Elektrons als unabhängige Veränderliche dienen 
soll. Die Integration kann man sich erstreckt denken über ein belie
biges Stück der Weltlinie des Elektrons; dabei muß diese Linie derart 
gewählt werden, daß bei unendlich kleiner Änderung ihrer Gestalt (des 
Bewegungstypus) das Integral (10) in erster Annäherung konstant 
bleibt. Mit anderen Worten, die Koordinaten X k des Elektrons (k = 1, 
2, 3, 4) müssen als Funktionen des Parameters T derart bestimmt sein, 
daß bei einer unendlich kleinen Variation dieser Funktionen die erste 
Variation von (10) verschwindet. Es ist aber zu beachten, erstens, daß 
die X k nicht ganz voneinander unabhängig sind, sondern die Relation 

Y,(dXk )2=_C2 (IOa) 
..:...J d-r 

k 

identisch (für alle T) erfüllen müssen, und zweitens, daß an den Integra
tionsgrenzen T = Tl und T = T2 gewisse Bedingungen für die Variatio
nen l5Xk aufgestellt werden müssen, - sonst verliert das ganze Problem 
einen bestimmten Sinn. Wir wollen diese Grenzbedingungen zunächst 
unbestimmt lassen und uns mit der Lösung des durch (9), (10) und (lOa) 
definierten Variationsproblems beschäftigen. 

Die Komponenten des Viererpotentials sind, wie schon erwähnt, als 
bekannte Funktionen der vier Koordinaten Xk anzusehen. Nun beziehen 
sich ihre Werte in (10) auf diejenigen Raumzeitpunkte, welche auf 
der Weltlinie des Elektrons liegen. Bei Vari.J.tion dieser Linie müssen 

sie folglich eine Änderung l5Ak = 1.:0/ k l5x! erleiden, ebenso wie bei 
I XI 



Variationstheorie der Translationsbewegung. 325 

der Verschiebung des Elektrons längs einer bestimmten Weltlinie; im 
dA k ~aAk dx, 

letzten Falle haben wir -d- = L.,;-a- d . 
• I x, • 

Die Variation von (10) lautet 
T2 

65* =.!...S YI(6A . dXk + A 6 ~~) d. 
c L.; k d. k d7: 

T, k 

oder wegen der Vertauschbarkeit der Operationen 6 und d 
T. 

65* =.!...S ""(6 A . dx,. + A d~Xk) d •. 
c L.; k d. " d7: 

Nun ist 

und 
yrA d~Xk= ~~(A" )_""" \,aAJ:dx, 

L.; "d. L.,; d. kUX" L.; uXk L.; ax, d •. 
k k k I 

Durch Vertauschung der Indizes kund l in der Doppelsumme be
kommen wir 

~A d~Xk d ( \' ) ~"".I: aAl dXk 
L.,; k----;[T=d. L.; A,,6x]; - L.,; L.; uXz ax~·d;· 

k Tc t k 

Es wird folglich 
T. 

65* = [2.!... Ak6xk]T2 + .!...S2 >: 6xz (aA k _ ~.AI) ~~d., 
C T, c ..:...; aXt aXk' d. 

k T, I k 

oder wenn man ohne Rücksicht auf die früheren Formeln, sondern bloß 
der Kürze halber die Bezeichnungen 

e 2}H dx/c F - !,,--= I 
C d. 

k 

(11) 

einführt: 

(11a) 

Wären die Variationen der vier Koordinaten 6 X" voneinander unabhängig, 
So würde die Bedingung für das Verschwinden von 6 5* einfach lauten 

Fz=O und 6x<J>=6x';>=O. 

In Wirklichkeit aber sind die Xk miteinander durch die Relation (lOa) 
verknüpft. Dieser Umstand läßt sich nach der bekannten Lagrange
schen Multiplikatormethode folgendermaßen berücksichtigen. Wir bilden 
zunächst die Variation vQn (IOa). Dabei bekommen wir die Gleichung: 

y: ~~ 6 ~~ = ""~~-' ~~-'- = 0 
..:...; d. d. - L.; d. d. . 

I I 
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Diese Gleichung multiplizieren wir mit einem zunächst ganz unbestimm
ten Faktor fl, der eine beliebige Funktion von T sein kann, und ergänzen 
den Integranden in dem ursprünglichen Ausdruck für ~ 5* durch 

'", ~~d(jxl= ~~(udX/~X)_ ?:~x _~( dX1). 
L.Jf-l dT dT L.J dT ' dT Z ~ Z dT f-l dT 

l l l 

Dann bekommen wir statt (11 a) 

~ 5* = f..1~ ~xz [F z- d~ (f-l ~:/)J dT + [};(~ Az + f-l ~:I hzt 
l l 

(11 b) 

Die Grenzbedingungen für die Xz, ~~ und ~xz kann man immer - und 

zwar auf verschiedene Weise - so wählen, daß das zweite Glied in (4b) 
verschwindet. Setzt man also 

(12) 

so reduziert sich die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Verschwinden von dS* auf die vier Differentialgleichungen 

(12a) 

Und zwar kann man die Willkürlichkeit der Funktion f-l (T) dazu be
nützen, um trotz der Beziehung (lOa) zwischen den vier Variationen ~xz 
sie alle als unabhängige willkürliche Größen zu behandeln (das ist gerade 
das Wesen der Lagrangeschen Methode). Die Funktionf-l muß aber schließ
lich derart bestimmt werden, daß die aus den Differentialgleichungen 

(12a) folgenden Ausdrücke für die Ableitungen ~:I tatsächlich die Be-

dingung befriedigen. Zu diesem Zweck multiplizieren wir (12a) mit ~;I 
und summieren über I. Dabei wird 

~F dx , _ ~~~~~~xl_dp, ~('dXr)2=O 
L.J Z dT f-l L.J dT dT 2 dT L.J dT . (12b) 

l I l 

Die erste Summe muß nach der Definition der Größen F z identisch ver
schwinden. In der Tat, nach (11) gilt H Zk = - HkZ und 

~F dXI e ~ ~H dXk dX1 e ~ ~( dxkdx1 

L.J Z dT = C L.J L.J kZ dT dT = --C ~ L.J HkZ + H Zk) dT dT == O. 
l l k l <k 

Die dritte Summe in (12b) ist nach (lOa) gleich der konstanten Größe 
- c2 und infolgedessen die zweite gleich null [vgl. (2)]. Daraus folgt 

dp, 2 - cl h -k dT C - 0, . . f-l - onst. 

Die Differentialgleichungen (12a) sind also für f-l = mo vollständig 
identisch mit den oben abgeleiteten Bewegungsgleichungen (8). Wir 
haben dabei zu gleicher Zeit aus dem Schwarzschildschen Variations-
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prinzip den allgemeinen Ausdruck für die elektromagnetische Vierer
kraft bekommen. Denn die durch (11) definierten Größen F~ spielen 
in (12a) die Rolle der Komponenten der Viererkraft, die wir früher auf 
eine ganz andere Weise aufgestellt haben. 

Wir sehen also, daß die beiden Gruppen der elektrodynamischen 
Grundgesetze, die einerseits das elektromagnetische Feld von bewegten 
Elektronen bestimmen, andererseits die Bewegung eines Elektrons in 
einem gegebenen elektromagnetischen Feld - in eine einzige Gleichung 
zusammengefaßt werden können, nämlich die Variationsgleichung 

bS=O. 
Man kann sagen, daß die ganze Elektrodynamik in dieser Gleichung ent
halten ist. 

Dabei ist noch folgendes zu bemerken. Bei der Ableitung der Glei
chungen des elektromagnetischen Feldes haben wir die Stromverteilung 
als kontinuierlich behandelt und für das Erhaltungsgesetz der Elektrizi-

tät die Differentialgleichung .2~jk = 0 gefunden. Dagegen haben wir 
lc X k 

bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen das Elektron als Punkt
ladung aufgefaßt und statt der obigen Gleichung die Gleichung 

.2 (d:: Y = - c2 benützt. Es ist leicht einzusehen, daß diese beiden 
lc 

Gleichungen vollkommen äquivalent sind (falls die Ladung des Elek-
trons als konstant betrachtet wird). Auf den Beweis, der nur ein 
mathematisches Interesse bietet, wollen wir hier nicht eingehen. Ferner 
haben wir im ersten Falle das vollständige Feld der betreffenden 
Ladungen berücksichtigt, dagegen im zweiten Falle nur das äußere 
Feld. In diesem Sinne sind die beiden Formen des Schwarzschildschen 
Variationsprinzips physikalisch nicht vollkommen äquivalent. Beim 
Übergang von dem ursprünglichen IntegralS zu dem Integral (9a) 
haben wir stillschweigend das von dem betrachteten Elektron selbst 
erzeugte Feld weggelassen - sonst könnten wir die Komponenten des 
Viererpotentials A k nicht als bekannte Größen voraussetzen. 

§ 3. Dreidimensionale Form des Variationsprinzips. 
Die Variationsgleichung bS* = 0 mit der Nebenbedingung 

.2(~~r =-c2 

k 

kann man formal ersetzen durch die von dieser Nebenbedingung freie 
Variationsgleichung 

bS ,,{mo (dXk )2 +~A dXk}d7:=O. (13) 
L.; 2 d-,; c k d-,; 
k 

In der Tat, nach Ausführung der Variation und Umformung der ent
sprechenden Ausdrücke reduziert sich die linke Seite von (13) wieder 
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auf (11 b), wobei nur fl durch mo zu ersetzen ist. - Um sich aber von der 
erwähnten Nebenbedingung tatsächlich zu befreien, muß man die vier
dimensionale Welt in Raum und Zeit spalten, und statt der Eigenzeit 
als unabhängige Veränderliche wieder die gewöhnliche Zeit teinführen 
und dementsprechend nicht (h = 0, sondern M = 0 setzen. Die Ab
leitungen der räumlichen Koordinaten nach der Zeit, ebenso wie die 
Variationen <5 Xl' <5x2, <5xs sind offenbar als voneinander ganz unabhängige 
Größen zu behandeln, so daß man dabei keine Nebenbedingungen in 
Betracht zu ziehen braucht. 

Der Übergang von 'i zu t, sofern er das Integral (10) betrifft, geschieht 
ganz einfach: wir setzen nämlich 

5*= : 52: A1c dx 1c = 5 2:: Ale dd~kdt, 
k k 

d. h. in gewöhnlicher dreidimensionaler Schreibweise 

5* = 5(~·m- ecp )dt. (I3a) 

Das Nullsetzen der Variation dieser Funktion führt, wie leicht einzu
sehen, nicht zur Bewegungsgleichung des Elektrons, sondern zu der Glei-

chung f = 0 für die auf dieses wirkende äußere Kraft f = e (@; + ~ X .t». 
Die erwähnte Bewegungsgleichung lautet: 

(l3b) 

Wir wollen sofort zeigen, daß diese Gleichung sich ergibt, wenn man 
nicht von dem Integral (10), sondern von dem Integral 

(14) 

ausgehtl). Solange man 'i als unabhängige Variable behandelt, d. h. 
<5d'i = 0 setzt, ist die Variationsgleichung <5 V = 0 vollkommen äqui
valent mit <55* = O. Führt man aber statt 'i die gewöhnliche Zeit als Argu-

ment ein, so wird M = 0 und <5dt = 0, dagegen tJd'i = <5 dt Yl-v 2jc2 =f= 0 
und die Gleichung tJ V = 0 von der Gleichung tJ5* = 0 wesentlich 
verschieden. Das Integral (14) nimmt dabei die Gestalt an 

(l4a) 

und unterscheidet sich von (13a) durch das Glied - moc2 Vl-v2/c2, 
welches gerade die linke Seite der Bewegungsgleichung (13b) liefert. 

1) Das Zusatzglied - moc2 ist zweimal größer als das entprechende Zusatzglied 

mo "(dXk)2. 
2 ~ dT In (13). 

k 
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Die Grenzbedingungen kann man hier auf die einfachste Weise wäh
len (wegen der Unabhängigkeit der Variationen /5xv t5x2, t5x3). Wir 
wollen annehmen, daß der Anfangs- und Endpunkt der Bahn des Elek
trons räumlich und zeitlich festgehalten sind; die Variation seines Ra
diusvektors t5r muß also für die Grenzen des Integrals (14a) (t = tv 
r = r l und t = t2, r = r 2) verschwinden. Zur Berechnung der Variation 
von (14a) bemerken wir die folgenden Formeln: 

t5rp=t5r·Vrp, t52l=(t5rV)2l, :tm=(~;.v)2l=(tJV)2l; 
ferner 

d . d . 
t5 (tJ2l) = t5 d; ·2l+tJ· (t5tV) 2l = (at t5r).2l + tJ· (t5rV)m = 

d d 
= dt (t5r2l)-t5t:- dt 2l+t5r.V(2ltJ) 

und schließlich 
,/-~ -- mobÖb dör d d 

-mob r1-v2jc2= =mtJ·-=-(t5r·mtJ)-t5r·-(mtJ). p _ v2jc2 dt dt dt 
Es wird also 

t5V = [t5r.(mtJ +~-m )J: + S t5r.{ - d~ (mtJ + : 2l) 

+ V (-~ tJ· 91- erp)} = o. 

Wegen der Willkürlichkeit von t5t innerhalb der Integrationsgrenzen 
und seines Verschwindens an diesen Grenzen bekommen wir als not
wendige und hinreichende Bedingung für das Verschwinden von t5 V 
die Differentialgleichung 

/i;(mtJ+ : m)=grad(e >m-erp). (15) 

Berücksichtigt man noch die Beziehungen - grad rp = ~ und rot 2l = $;), 
so läßt sich diese Gleichung, nach der bekannten Formel 

grad (tJ . 2l) = (tJ grad) 2l + tJ X rot 2l 
auf die Gestalt (13b) bringen. 

Der Vektor 
@* =mtJ +~9( 

c 
(I5a) 

spielt in der Gleichung (15) die Rolle der vollständigen Bewegungs
größe. Man kann ihn definieren als die Summe der gewöhnlichen me
chanischen Bewegungsgröße und der "gegenseitigen" Bewegungsgröße 
bezüglich der Elektronen, welche das Vektorpotential m erzeugen. 
Dementsprechend läßt sich die rechte Seite als Gradient einer gegen-

seitigen potentiellen Energie deuten, die gleich erp - e ~ 2l ist. Durch 

Multiplikation der Gleichung (15) mit :~ ergibt sich 

d '" e dX k 
dT @* = grad L.J -; Ale dT = grad '"'t(~. 
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Dies ist die räumliche Projektion einer vierdimensionalen Vektorgleichung 
d 
d>r-~* = xD~~t 

wobei die zeitliche Projektion des Vierervektors ~* gleich 

Gt=ic(m+I~)=icm*. (l5b) 

ist. Die Größe m* = m + ee; spielt die Rolle der vollständigen Masse, 

d. h. der Summe von m = ~~- (eigene Masse des Elektrons) und 
tI - v2je2 

einer "gegenseitigen" Masse e~. 
e 

Die vorhergehende Gleichung nimmt, wenn man statt ~ die Diffe-

renz ~* - ~ ~ einsetzt, die folgende Gestalt an: 

d~ (I*=xD(~*t(- : ~2). (16) 

Diese vierdimensionale Form der Bewegungsgleichungen kann man 
leicht aus der ursprünglichen (8) ableiten, wenn man dort 

d. h. 

Dies ist 

H - aAl _~:ik 
kl- aXk ax , 

d ( dXk e) a ( ", dX,) fiT mo dT + C Ak = x aXk L.; A,modT 
I 

aber nichts anderes als die Gleichung (16). 

(16a) 

§ 4. Die Wirkungsfunktion und die Hamilton-Jacobische 
Differentialgleich ung. 

Die Variationsgleichung <5 V = 0 stellt die verfeinerte Form des Ha
miltonschen Prinzips der klassischen Mechanik für den Fall eines ein
zigen Elektrons dar; das Integral V ist die sogenannte Wirkungs/unk
tion, der Integrand 

L*=-moc2 -Y1-v2jc2 +~\)Ill-e9? (17) 

die Lagrangesche Funktion. Letztere definiert man gewöhnlich als Dif
ferenz zwischen der kinetischen und potentiellen Energie. Für den Grenz
fall sehr kleiner Geschwindigkeiten bekommen wir 

I 
- moc2 fl- v2jc2 '" - moc2 +"2 mov2 

und folglich 

(17a) 
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Für ~ = 0, d. h. bei Fehlen eines äußeren magnetischen Feldes entspricht 
L vollkommen der üblichen Definition der Lagrangesehen Funktion. 

Ist aber ein magnetisches Feld vorhanden, so muß man die Größe ~ tJ ~ 
c 

entweder zu der kinetischen Energie addieren oder von der potentiellen 
Energie substrahieren. Mit anderen Worten, wenn man die (gegenseitige) 
magnetische Energie als potentielle behandelt (wie wir es z. B. im ersten 

Abschnitt getan haben), so ist sie gleich _!.. tJ· ~; behandelt man 
c 

sie dagegen als kinetische, so muß man sie gleich +!- tJ • ~ setzen. 
c 

Die Ableitungen der Lagrangesehen Funktion nach den Komponen
ten der Geschwindigkeit 

Pk = :v~ (~= ;~) (18) 

heißen bekanntlich die Momente. Die durch die Koordinaten und Mo
mente ausgedrückte Funktion 

4 

H = ~~!:. V,. - L = ~ . tJ - L 
~ QV ' 
k=l k 

(I8a) 

wird die Hamiltonsche Funktion genannt. Für die Lagrangesehe Funk
tion (17 a) ist sie gleich 

(I9) 

d. h. der Summe der kinetischen und elektrischen Energie, wobei die 
gegenseitige magnetische Energie keinen Beitrag zu H liefert; dies ent
spricht der Tatsache, daß die magnetischen Kräfte keine Arbeit leisten. 
Die Funktion, welche auf der rechten Seite von (19) steht, ist noch keine 
Hamiltonsche Funktion, denn letztere muß, wie soeben erwähnt, nicht 
durch die Geschwindigkeit, sondern durch die "Momente" ausgedrückt 
werden. In dem betrachteten Falle sind diese Momente gleich 

e 
Pie = mOvk + C Ak • (l9a) 

Sie fallen also in erster Näherung zusammen mit den Komponenten des 
durch (15a) definierten Vektors @*. 

Der Ausdruck der Hamiltonschen Funktion (19) bei Anwesenheit 
magnetischer Kräfte ist also gleich 

H=_1_(~_~~{)2 +ep. (19b) 
2mo c 

Dieser Ausdruck ist aber nur für kleine Geschwindigkeiten des Elektrons 

(~~ 1) gültig. Im allgemeinen Falle sind die nach den Formeln (17) 

und (18) definierten Momente genau gleich den Komponenten des Vek
tors @*, was wir vektoriell folgendermaßen schreiben können 

@*= QL~ (20) 
QtJ 
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Die Hamiltonsche Funktion ist 

H* = &*1,) -L*; 

ihrem Betrage nach ist sie gleich 

(20a) 

(20b) 

Sie unterscheidet sich somit nur durch den Faktor ~ von der vierten Korn-e 
ponente des Vierervektors ~*. Gewöhnlich subtrahiert man davon 
die "Ruhenergie" des Elektrons moc2 und definiert als Betrag der 
Hamiltonschen Funktion die Größe 

H*-moc2 = H =moc2 ( __ 1 ___ 1) +e!p, (20c) 
fl-V 2/C 2 

d. h., ebenso wie in der klassischen Mechanik die Summe der kinetischen 

Energie mo c2 (./ 1 _ -1) (im Grenzfalle!!... ~ 1 fällt sie mit ~ mo v2 
rl-v~~ c 

zusammen), und der elektrischen Energie e!p. - Um H* als Funktion 
der Momente Pk = Gt auszudrücken, müssen wir die Relation (15a), 
oder ausführlich geschrieben 

(21) 

benützen. 
Aus dieser Relation folgt 

oder 

m=V;;: +~L(@*_~2{)2. o c2 e (21a) 

Es wird also nach (20 b) 

H* = V moc2 + (&*-~2{t +e!p. (21 b) 

Diese Formel läßt sich, wenn man H* durch - i cGt und !p durch 
- iA 4 ersetzt, in der folgenden symmetrischen vierdimensionalen Form 
schreiben 

4 

(~* _ ~tt:)2 = ~(Gf _ ~ A )2 =_ m2c2 
c ~\ C k 0' 

k=l 

die sich sofort ergibt, wenn man beachtet, daß definitionsgemäß 

ist. 

G* e dXk k--Ak=Gk=mO-d C T 

(22) 

(22a) 

Die Bewegung eines Elektrons in einem gegebenen durch das Vierer
potential t( charakterisierten Felde kann man ohne weiteres durch un
mittelbare Integration seiner Bewegungsgleichung - in einer der oben 
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angeführten Formen - ausführen. Es ist aber möglich und vielfach 
viel bequemer, zur Lösung dieser Aufgabe eine indirekte Methode zu 
benützen, welche in die klassische Mechanik durch Hamilton und Ja
kobi eingeführt worden ist. Diese Methode läßt sich am einfachsten fol
gendermaßen fassen: Die Beziehung (20a) zwischen der Lagrangeschen 
und der Hamiltonschen Funktion kann man auch in der Form 

4 

L* = @*'iJ + icGt= ~Gr dXk L.J dt 
k=l 

schreiben. Dementsprechend bekommen wir nach der Definition der 
Lagrangeschen Funktion: 

V= fL*dt= f;EG{dxk' (23) 
k 

Wenn die räumlichen Koordinaten des Elektrons als Funktionen der 
Zeit tatsächlich bekannt sind, läßt sich V als Funktion des Anfangs
und Endwertes der Zeit t darstellen. Diese Darstellung ist nicht in
variant; man kann sie aber durch eine invariante Darstellung ersetzen 
(oder ersetzt denken), indem V als skalare Funktion des Anfangs- und 
Endwertes des vierdimensionalen Raumzeitvektors t betrachtet wird. 
Dabei ist zu beachten, daß die Änderung von V bei einer unendlich 
kleinen Änderung der Integrationslinie gleich Null ist, solange die 
Endpunkte festgehalten werden. Denkert wir uns den Anfangswert 
t = tO festgehalten und den Endwert variabel, so kann man folglich 
die Größe V als eine völlig bestimmte Funktion dieses variablen End
wertes t behandeln. Die Änderung von V, welche einer unendlich 
kleinen Änderung von t entspricht, drückt sich dabei nach (23) durch 
die Formel aus 

4 

dV= })C'tdXk=6l*-dt. 
k=l 

Daraus folgt offenbar 

cr = aav (@*=OV), 
Xk 

(23a) 

d. h. der Vektor 6l* (Energie-Bewegungsgröße) kann, wenn man ver
schiedene Bewegungen mit demselben Anfangspunkt vergleicht, als 
Gradient einer skalaren Funktion V behandelt werden. 

Diese Funktion wird die Wirkungs/unktion genannt. Sie ist tatsäch
lich - solange die Bewegungsgleichung des Elektrons nicht integriert 
ist - unbekannt. Um sie zu bestimmen, braucht man aber diese Be
wegungsgleichung nicht zu integrieren. Zu diesem Zweck kann man die 
Gleichung (22) benützen. Denn nach (23a) nimmt letztere die folgende 
Gestalt an: 

4 

( e)2;E( aVe)2 2 nv--~ = ---A =-m c2 
~ c ,ßx c k 0' 

k=l 

(24) 
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d. h. verwandelt sich in eine partielle Differentialgleichung erster Ord
nung und zweiten Grades für die Wirkungsfunktion V. 

Das vollständige Integral von (24) enthält 4 willkürliche Konstanten, 
welche z. B. den unbestimmt gelassenen Anfangswert des Raumzeit
vektors tO charakterisieren können. Betrachtet man nun V als Funktion 
von t tlnd tU, d. h. von X k und x~ (k = 1, ... , 4), so wird 

" 4 " 
V=f .2G'tdx,,=f~*·dt. (25) 

". k = 1 ". 

Daraus folgt, daß neben den Gleichungen (23 a), welche sich durch Diffe
rentiation von V nach der oberen Grenze dieses Integrals ergeben, 
noch die Gleichungen bestehen müssen 

@'t 0 =- ~~o (~*o=-DoV), 
k 

(25a) 

welche der Differentiation nach der unteren Grenze entsprechen l ) 

Sind neben den Anfangskoordinaten x~ noch die Anfangswerte der 
"Momente" G't, d. h. der (vollständigen) Bewegungsgröße und der 
Energie gegeben, so ist durch die Gleichungen (24a) die Weltlinie des 
Elektrons vollkommen bestimmt. In der Tat, unter den 4 Gleichungen 
(25a) sind nur drei voneinander unabhängig, die vierte aber muß eine 

av 
Folge dieser drei sein, denn die vier Größen G1 ° bzw. -a----O müssen ihrem 

X k 

Wesen nach identisch die Gleichung (22) bzw. (24) befriedigen. Durch 
Auflösen der Gleichungen (25a) bekommt man also nur drei Relationen 
zwischen den vier Koordinaten xl> X2' X 3, X 4 , die eine Linie im vier
dimensionalen Raum bestimmen. Die Gleichung dieser Linie enthält 
7 willkürliche Konstanten: die vier Anfangskoordinaten xt und drei 
der "Anfangsmomente" G't 0 oder irgendwelche drei willkürliche Konstan
ten, durch welche die Anfangsmomente im Einklang mit der Gleichung 
(22) ausgedrückt werden können. Diese Anfangsmomente bestimmen 
offenbar die Anfangsrichtung der Weltlinie. Bei Variation der G't () 
und bei festgehaltenen Werten der Anfangskoordinaten bekommt man 
also ein Bündel von Weltlinien, die durch denselben Anfangspunkt 
gehen (und die selbstverständlich in der umgekehrten Richtung ver
längert werden können). Jede dieser Linien ist zu der zugehörigen Fläche 
V = konst orthogonal, nicht aber zu den anderen, welche zwar dem
selben Anfangspunkt, aber einer anderen Anfangsrichtung entsprechen. 

Die Flächen, welche zu allen Linien des betrachteten Bündels 
orthogonal sind, bilden offenbar die Enveloppen der Flächen V = konst. 
Die Gleichung solcher Enveloppen kann man folgendermaßen erhalten. 

1) Die Größen(:~)dürfen mit den Größen(:~)o' die sich für den Wert 

X k = XkO der Koordinaten ergeben, nicht verwechselt werden; letztere sind 
nämlich gleich + Gi ° . 
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Mittels der Gleichungen (25a) drückt man die Anfangskoordinaten x2 
als Funktionen der xk und der Anfangsmomente cto aus und setzt 
diese Ausdrücke in die Wirkungsfunktion V ein. Wären die Größen 
Ck*o voneinander unabhängig, so würde sich die gesuchte Gleichung 
der Enveloppen durch Elimination der Cf 0 aus den Gleichungen 

V = konst und a~~ 0 = 0 ergeben. Infolge der Relation 

y:l Ck*o _~Ao)2 = _ m2 c2 
~\ C k 0' 

(25b) 

müssen aber die obigen Gleichungen, nach der bekannten Multipli
katormethode, durch 

V -k ~- '(C*o_~Ao 1-- onst, ~ G *0 JI. k k ! - 0 
d k ' C 

(26) 

ersetzt werden, wo A einen unbestimmten Faktor bedeutet. Führt 
man nun eine neue Funktion von t und ~* 0 nach der Formel ein 

V* = V + ~*o. t O , (26 a) 

so lassen sich die Eliminationsgleichungen (26) als Bestimmungs
gleichungen für die Anfangskoordinaten 

V* = konst xZ = 0 v* - A (cr -~- A~ ) 'oGt O C 

auffassen. 
Diese Gleichungen kann man auch auf rein analytischem Wege 

aufstellen. Wir betrachten nämlich eine unendlich kleine Variation der 
durch (25) definierten Wirkungsfunktion, welche einer infinitesimalen 
Verschiebung des Anfangs- und Endpunktes entspricht: 

lJV = ~*. lJt -~*?lJro 

und ersetzen ~*o'lJtO durch lJ(~*o·tO)_to·lJ~*o. Dabei wird 

lJ(V + tO.~*O) == lJV* = ~* lJr + t~ ()~*O. 
Daraus folgt, mit Rücksicht auf (25b) 

V*=konst, @*_ov* x~= oV* -A(CtO_!-A~) (26b) 
k - oXk 'oGtO C 

Die Funktion V* kann ebenso wie V direkt bestimmt werden als die 
Lösung der Differentialgleichung (24). Die in dieser Lösung auftretenden 
Konstanten müssen dabei nicht durch die Komponenten von t O, sondern 
durch die Komponenten von ~* 0 ausgedrückt werden. 

Zur Erläuterung dieser Begriffe wollen wir den einfachsten Fall der 
kräftefreien Trägheitsbewegunguntersuchen. Da ~ =0 ist, so folgt aus (24) : 

o V = konst, und V = ~ . t + C, 

wo ~ ein konstanter Vierervektor und C eine gewöhnliche Konstante 
ist. Die Konstante C ist durch die Bedingung bestimmt, daß für 
t = t 0, V = 0 wird. Es ist also V = t8 . (t - t o) und folglich nach 
(22) und (25) ~* = ~*(O) = t8. 
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Diese Gleichungen bedeuten, daß die Weltlinie eine Gerade ist, 
die senkrecht zur "Ebene" V = konst durch den Punkt fO geht. 
Die Beziehung zwischen den Koordinaten, die wir im allgemeinen aus 
den Gleichungen (25) erhalten sollten, ist aber hierin nicht zu finden. 
Zur Ermittelung dieser Beziehung kann man die Gleichungen (26b) 
benützen. 

Die Funktion V* läßt sich äußerlich in derselben Form wie V darstellen. 
Der Anfangspunkt bleibt aber dabei unbestimmt. Die Anfangsmomente 

bekommt man nach der Formel @,:-o = (~::)o = Bk· Daraus folgt 

nach (26b) 

d. h. 
° ° ° ° ~-~-~-~-~-~-~-~-l 13--;- - ---s---;- - 13-;- - 13---;- - . 

Durch Einsetzen der Ausdrücke Xk - x~ = lBk in die Funktion 
V* bekommen wir: V* = 1 + Bk x2, oder 1 = V. 

Wir wollen noch den am häufigsten auftretenden Fall betrachten, 
daß das äußere elektromagnetische Feld zeitlich konstant ist. Dabei 

kann man in der Gleichung (24) ~v = konst = B4 setzen, d. h. die 
UX4 

Wirkungsfunktion auf die Gestalt 

V* = B4 x4 + rp (xl' x2' xa) (27) 
bringen, wo die Funktion rp nur von den räumlichen Koordinaten 
abhängt. Wenn es sich um nicht sehr rasche Bewegungen handelt, 
kann man rp bestimmen als das Integral der angenäherten dreidimen
sionalen Gleichung 

2~o (Vrp - : 2! Y + eqJ = H = konst, (27a) 

die sich aus (19) mit Rücksicht auf @*= V rp und B 4x, = - H t ergibt. 
Bei der Integration dieser Gleichung kann man H als einen ganz 

willkürlichen Parameter behandeln, ohne seine Beziehung zu den 
Größen Gfo, Gro, Gro zu berücksichtigen. Die Wirkungsfunktion 
V* = - Ht + rp stellt sich dementsprechend dar als eine Funktion 
von vier unabhängigen Parametern Gfo, Gro, Gro, H (wobei letzterer 
in rp explizite auftritt). Es ist deshalb in diesem Fall unnötig, das mit 1 
multiplizierte Zusatzglied einzuführen. Die Bewegungsgleichungen 
(26b) reduzieren sich dabei auf die bekannten Gleichungen der klas
sischen Mechanik: 

und 

G* _ or]> 
" -oxlI;' 
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§ 5. Einfachste Beispiele der Bewegung eines freien Elektrons. 
Wir wollen nun einige konkrete Beispiele der Bewegung eines Elek

trons, wie sie durch die relativistische Bewegungsgleichung bestimmt 
ist, betrachten. Als erstes Beispiel nehmen wir den einfachsten Fall 
der Bewegung in einem räumlich und zeitlich konstanten elektromagne
tischen Feld. 

Dabei kann man nach (8) setzen 

d2 df d 
d '1'2 t = " 2(1 • dT = dT (" 2(1. f) , 

woraus folgt 

(28) 

wo " ein konstanter Vierervektor ist. 
Durch innere Multiplikation von (28) mit f bekommen wir, da das 

Produkt (2~. t) . t, infolge des schiefsymmetrischen Charakters des 
Tensors 2~ verschwindet, 

d I d 
f· dT f::--=2d"T f2 = "·f. (28a) 

In dem Spezialfall, daß das Produkt,,· f gleich Null ist, ergibt sich 
f2 = konst, d. h. 

(29) 

Dabei aber müssen t und t noch der Bedingung 

a' t = at' t (29a) 

i 
genügen, wo a die räumliche und cat die zeitliche Projektion des Vierer-

vektors "sind. Diese Gleichung bedeutet, daß die Projektion der Ge

schwindigkeit des Elektrons in die a-Richtung konstant (= 1:'1) bleibt. 

Die verschiedenen Bewegungstypen lassen sich am einfachsten syste
matisieren mit Rücksicht auf die Invarianten H2 - E2 und ~. @;. 
Wir müssen offenbar vier Fälle unterscheiden, nämlich H2 - E2 ~ 0 
bei ~. @;=O oder =f= 0 (den Fall H = E für ein konstantes Feld darf man 
außer acht lassen). 

Erster Fall. E2 - HZ > 0, ~ . @; = O. Durch eine passend gewählte 
Lorentztransformation kann man sich dabei das magnetische Feld auf
gehoben denken. Das neue Bezugssystem 5' muß sich dabei nach 

§ 2, Kap. IX mit der durch die Formel ~ = -; X @; bestimmten Ge

schwindigkeit bewegen. Da ferner ~ zu @; senkrecht steht, muß diese 
zusätzliche Geschwindigkeit in der zu @; und ~ senkrechten Ebene 

liegen und den Betrag c ~ haben. Es bleibt uns also die Bewegung des 

Elektrons in einem konstanten elektrischen Feld @;' zu betrachten. 
Frenkel, Elektrodynamik I. 22 
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Der Einfachheit halber werden wir die Akzente, welche auf das "be
wegte" Koordinatensystem 5' hinweisen, weglassen. Die räumliche 
Projektion der Gleichung (28) reduziert sich für H = 0 auf 

m\) = eCft + a (30) 

Ist a = 0, so haben wir nach (29) t· ~~ - c2t = 0, d. h. t· \) = c2t, 
und folglich wegen mt·\) =eCftt 

m c2 
mc2= 0 =eCf.t. r I-v 2jc2 

Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Energiegleichung mc 2 + e~ = konst. 
Setzt man r = Xl - Xl o, X2 = 0, X3 = 0, so bekommt man für Xl 

nach (29) die Gleichung 
(Xl - X~)2 - c2t 2 = b2, 

wo b2 eine wesentlich positive Konstante'ist (denn sonst würde r für 
genügend kleine t imaginär sein). Die durch die obige Gleichung dar
gestellte Bewegung heißt hyperbolisch, da sie graphisch durch einen Hy
perbelast dargestellt werden kann. Sie entspricht der gleichförmig
beschleunigten Bewegung der gewöhnlichen Mechanik, z. B. der Be
wegung eines nach oben (negative Xl-Richtung) geworfenen Steines unter 
der Wirkung der Schwerkraft. Der Unterschied rührt von der Abhängig
keit der Masse von der Geschwindigkeit her. Bei dem Anwachsen von t 
von - 00 bis t = 0 nimmt Xl von + 00 bis x~ + b ab, nimmt dann aber 
wieder zu bis 00. Bei der Entfernung des Elektrons strebt seine Geschwin
digkeit asymptotisch zum Grenzwert c. In der Nähe des Wendepunktes 
(x = x~.+ b) nähert sich seine Bewegung der gewöhnlichen, gleich
förmig-beschleunigten Bewegung. In der Tat, für ct ~ b wird 

Xl - x1 = -yb 2 + c2 t 2 '" b [1 + ! (c: YJ = b +~!- wt2 , 

wo W = ~b2 die Beschleun igung bedeutet. Da offenbar w = eE ist, so mo 

ergibt sich für den Parameter b der Wert b = :~2. 
Wenn der Vektor a von Null verschieden ist und eine von Cf ver

schiedene Richtung hat bekommt man eine etwas verwickeltere Be
wegung, die wir hier nicht untersuchen werden. 

Zweiter Fall. H2 - E2 > 0, Cf • ~ = O. Dabei läßt sich das elektrische 
Feld durch eine additive konstante Geschwindigkeit von dem Betrage 

E 
c H wegtransformieren. Es bleibt also nur die Bewegung in einem ho-

mogenen magnetischen Feld übrig. Die Gleichung (28), welche sich in 
diesem Fall auf 

e 
m\)=-tX~ 

c 

reduziert, zeigt, daß (für a = 0) die Geschwindigkeit des Elektrons 
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immer senkrecht zum Radiusvektor und der magnetischen Feldstärke 
bleibt. Das Elektron muß sich also in einem Kreis mit dem Mittelpunkt 
r = 0 in einer zu ~ senkrechten Ebene bewegen. Bezeichnet man die 
Winkelgeschwindigkeit mit u, so hat man tl = 0 X t, d. h. 

I)= __ e ~=_,,~. 
cm 

(31) 

Diese Geschwindigkeit ist doppelt so groß wie die mittlere Präzessions
geschwindigkeit, welche durch die Umlaufsbewegung eines Elektrons 
um ein festes Anziehungszentrum bedingt wird (Larmorsche Präzession, 
Kap. VII, § 9); sie ist aber erfahrungsgemäß identisch mit der Präzes
sionsgeschwindigkeit der magnetischen oder Rotationsachse eines 
freien Elektrons. 

Ist der Vektor a von Null verschieden, so kann man wegen der Kon
stanz der Masse a = mtl 0 setzen, woraus sich ergibt: tl = tl 0 + I) X t. 
Der allgemeine Typus der Bewegung eines Elektrons in einem konstan
ten magnetischen Felde ist also die Kombination der oben betrachteten 
Kreisbewegung mit einer geradlinig gleichförmigen Bewegung. 

Dritter und vierter Fall. ~. ~ =f= o. Die elektrische und magnetische 
Feldstärke bleiben in allen Inertialsystemen von Null verschieden. Es 
gibt aber ein solches "kanonisches" Bezugssystem, wo sie einander par
allel sind. Wenn das Elektron sich in dieser ausgezeichneten Richtung 
bewegt, so "fühlt" es das magnetische Feld gar nicht; wir bekommen 
also die früher untersuchte Hyperbelbewegung. - Solange die Masse 
des Elektrons fast konstant bleibt, d. h. bei kleineren Geschwindig
keiten, bewegt sich das Elektron im allgemeinen in einer Schraubenlinie, 
und zwar mit einer konstanten Umdrehungsgeschwindigkeit um die 
gemeinsame ~ - ~-Richtung und mit gleichförmig wachsender Ge-

schwindigkeit (~o ~ t) in dieser Richtung. Bei großen Geschwindigkeiten 

wird die Bewegung ziemlich kompliziert. 
Wir wollen sie nicht analysieren und werden uns mit dem Hinweis 

auf die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichung (28) begnügen. Da 
diese Gleichung bei Benützung von T als Argument linear ist, so 
kann man t als Funktion der Eigenzeit T leicht bestimmen. In koor
dinatenmäßiger Weise geschrieben, liefert (28) das Gleichungssystem 

das bekanntlich durch den Ansatz 

4 

X k =.1) ~kl efll ' + ak T 
1=1 

(32) 

(32a) 

gelost werden kann. Dabei sind die Funktionen ~kleal' verschiedene 
Lösungen des homogenen Gleichungssystems, welches sich aus (32) für 

22* 
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.. = 0 ergibt. Die Koeffizienten IX sind die Wurzeln der charakteristi
schen Gleichung 

Hll-a, H l2 , H 13 , H l4 

H 21 , H 22-a, H 23 , H}A 
=0, 

H31 , H32 , H 33 -a, H34 

H41 , H42 , H43 , Hu-a 
d. h. 

-a, H3 , -H2 , -iE I 

-H3 , -a, H I , -iE. 
+H2 , -H1 , -a, -iE3 

=0 

iE!, iE2 , iE3 ,-a 

oder, nach Ausrechnung der Determinante, 

1X4 + (f2 - ~2)1X2- (f ~)2. (32b) 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind also auf eine einfache Weise durch 
die beiden Invarianten (f2 - ~2 und (f . ~ bestimmt. Den reellen Wur
zeln entspricht eine "hyperbelartige" asymptotische Bewegung, welche 
durch das elektrische Feld bedingt ist, der imaginären die periodische 
Umdrehungsbewegung, die. von der magnetischen Kraft herrührt. 

Zu jeder Wurzel IXI gehört ein Lösungssystem, das durch die For
meln Xk = ;/,;leR/' gegeben ist. Die Koeffizienten ;"1 lassen sich bis 
auf einen willkürlichen Faktor aus den Gleichungen 

4 

at~kt = ~ 2,;'Hkn ~n! 
n=l 

bestimmen. Will man schließlich die Eigenzeit durch die gewöhnliche 
Zeit als Argument ersetzen, so muß man eine transzendente Gleichung 
[x4 = 1(7:)] lösen, was nur näherungsweise für sehr kleine oder sehr 
große Geschwindigkeiten möglich ist. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines freien 
Elektrons in dem elektromagnetischen Felde von ebenen Lichtwellen -
d. h. in der Wellenzone eines beliebigen elektrischen Systems. In diesem 
Falle sind die beiden Invarianten H2-E2 und (f. ~ gleich Null, weshalb 
er vom Standpunkt der Relativitätstheorie besonders einfach erscheint. 
Wir wollen keine einschränkenden Annahmen über die Art der Schwin
gungen machen und werden sie durch den Phasenfaktor 

([> (t') = ([> (t- ~r) (33) 

charakterisieren; dabei bedeutet n die Wellennormale und t' die "Phasen
zeit", d. h. die Größe, welche die Schwingungsphase der Wellen an 
der betrachteten Stelle bestimmt. Für den Spezialfall harmonischer 
Schwingungen nimmt dieser Phasenfaktor die Gestalt 

/"i~(t - ~:-) 
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an, wobei der Exponent v (t - n.t) auch in der Form - t· t = - .2 k l Xl 
c 1=1 

dargestellt werden kann; t bedeutet hier den im § 4, Kap. IX be
trachteten Phasenvektor. 

Die Integration der Bewegungsgleichungen läßt sich ganz elementar 
ausführen. - Wir haben nämlich wegen 

S) = n X ~ und ~. n = 0: 

d tJ (vn ') e -mb=e~+e-XS)=e 1--- ~+--n(~·b). 
d t c c c (33a) 

Durch innere Multiplikation mit dem konstanten Einheitsvektor n 
bekommen wir ferner: 

d d e 
dt (n· mb) = dt (mv n ) =~~'b. 

Die Größe e ~ . b ist die Arbeit der elektrischen (oder elektromagne

tischen) Kraft pro Zeiteinheit. Es ist also e ~ . b = :t (c 2m), nach der 

allgemeinen Beziehung zwischen Energie und Masse. Folglich haben wir 

mVn = cm + konst. 

Rechnet man die Zeit von einem Augenblick t = 0 in dem das Elektron 
in Ruhe war, so wird 

T 
mVn = c (m - mol = -, 

c 
(34) 

wo T = c2 (m - mol = moc2 ( . 1 = -1) die kinetische Energie des 
f I-v 2jc 2 

Elektrons ist. 
Die Projektion der mechanischen Bewegungsgröße des Elektrons 

@ = mb auf die Wellennormale ergibt sich also als eine wesentlich po
sitive Größe, die proportional zu der (durch die Wellen mitgeteilten) 
kinetischen Energie ist. Man kann also sagen, daß das Elektron eine Art 
von Lichtdruck erfährt und infolgedessen eine den Lichtstrahlen 
parallele Geschwindigkeit von der Größe 

vn=c(m:mo) =c(l- YI-ß2) (ß= ~) 

bekommt. Diese Beziehung zwischen der Normal- und Gesamtgeschwin
digkeit kann auch folgendermaßen geschrieben werden: 

(34a) 

Nach der Definition der Eigenzeih haben wir yl- ßi = ~:; anderer

seits gilt nach der Definition der "Phasenzeit" t' 

~~ = :t (t- t~n) = 1- v2. 
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Es folgt also aus (34 a) , daß t' und r in dem betrachteten Falle identisch sind: 
t 

, n·r f" t = t--c-=r= f l-v2jc 2 dt. (35) 
o 

Mittels dieser Formeln läßt sich die Gleichung (33a) auf die Gestalt bringen 

d( dr) dt' e 
dt modi' =e@:at+ n 7(@:·tJ) 

oder d2 r e e ( d r') 
dt'2 =m~@:+ n moc @:. dt' . (36) 

Durch Projektion dieser Gleichung auf die Wellenebene und die 
Wellennormale ergibt sich mit der Abkürzung x' = X - n rn 

d2 I e 
-~=- @:(t' ) (36a) 
dt'2 mo 

dr dt' und wegen @:·n=Ound@:·-- =@:.--
d t' d t' 

~~r_ .. =_e_(@:.dt)=~@:.dr/. (36b) 
dt'2 moc dt' moc dt ' 

Setzt man zur Abkürzung 
~ v 

@:H)= 1 @: (t') dt' und @:(-2) = 1 @:H) (t') dt', (37) 
o 0 

so wird nach (36a) 

dt = ~ Q;(-1) und x' = ~ G;(-2). 
dt' mo mo 

(38) 

Ferner haben wir 
dt' e e d~(-l) ~ d @: . - = _ Q;. Q;H) = - Q;H) . __ = - -- (EH») 2 
dt' mo mo dt' 2modt' 

und folglich nach (36b) t' 
2 

r =_e-1 E(-1)2dt'. (38a) 
n 2moc 0 

Schließlich bekommen wir den folgenden Ausdruck für den Radius
vektor des Elektrons 

t' 

x=~ rl~-2)+n_e-JE(-1)2dtJ. (38b) 
mo 2moc 

o 
Das erste Glied stellt die Wirkung der elektrischen Querkraft dar, das 
zweite ihre kombinierte Wirkung mit der magnetischen Kraft, die als 
Lichtdruck aufgefaßt werden kann. 

Durch die Formel (38b) wird die Abhängigkeit des Radiusvektors 
von der Eigen- oder Phasenzeit bestimmt. Um x als Funktion der ge
wöhnlichen Zeit darzustellen, muß man t' aus (38b) und der Gleichung 

t' 

= t' + ~ = t' + _e_2 -JE(-1)2 dt 
c 2mgc2 

eliminieren. o 
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§ 6. Systeme von Elektronen; Virialsatz und Massendefekt. 
Das allgemeine Problem der Bewegung eines Systems von materiellen 

Teilchen bietet schon in der klassischen Mechanik sehr große Schwierig
keiten. Man kann sagen, daß in der klassischen Mechanik nur das 
Problem der Bewegung von zwei Massenpunkten sich einfach und voll
ständig lösen läßt. Das berühmte "Dreikörperproblem" besitzt aber 
bisher noch keine vollständige Lösung. - In der Mechanik der Rela
tivitätstheorie ist die Sachlage noch schlimmer, denn hier kann schon 
das Problem von "zwei Körpern" nicht vollständig gelöst werden. Zu 
den Komplikationen, weIche von der Veränderlichkeit der Masse her
rühren, tritt in diesem Falle noch die viel wesentlichere Komplikation, 
welche durch den retardierten Charakter der elektromagnetischen Fern
wirkungen bedingt wird. Eine eingehende Diskussion dieser Fragen müs
sen wir auf den 111. Band dieses Buches verschieben, da sie den wesent
lichen Inhalt der Atommechanik und Elektrodynamik bilden. An dieser 
Stelle werden wir uns beschränken auf die Aufstellung eines wichtigen 
allgemeinen Satzes, der sich auf die Bewegung einer beliebigen Anzahl 
von Elektronen bezieht, und die Betrachtung eines Spezialfalls des Zwei
körperproblems, der sich an die oben behandelten einfachen Probleme 
anschließt. 

Wir denken uns eine Anzahl von Elektronen - teilweise positiven, 
teilweise negativen -, die ein geschlossenes System bilden, d. h. sich 
unter der Wirkung ihrer wechselseitigen Kräfte (bei Fehlen irgendweIcher 
"äußerer" Kräfte) bewegen, und zwar in der Weise, daß sie immer in 
einem endlichen Abstand voneinander bleiben. Dabei müssen selbst
verständlich die Anziehungskräfte, zwischen entgegengesetzten Elek
tronen die Abstoßungskräfte, weIche zwischen Elektronen derselben 
Art wirken, überwiegen. 

Von den erwähnten Komplikationen der relativistischen Mechanik 
sehen wir zunächst ganz ab. Der dabei gemachte Fehler kann nicht zu 
groß sein, solange die Geschwindigkeit der Elektronen klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit und ihre Abstände klein gegen die Wellenlänge 
des ausgestrahlten Lichtes sind. - Dementsprechend werden wir 
nur die elektrostatischen Kräfte berücksichtigen. 

Die gegenseitige potentielle Energie unseres Systems drückt sich 
nach § 1, Kap. VII, durch 

U= J; ~eaeß • 
~ L.J Raß 
a<ß 

Die Bewegungsgleichungen eines Elektrons lauten dabei (in der von uns 
betrachteten Annäherung) 

d2x~a) au 
m(a) -- = - - (k = 1, 2, 3). (39) 

dt 2 ax~a) 

Der Einfachheit halber werden wir die Indizes oc und k weglassen und 
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die Summation über sie einfach mit E bezeichnen. - Aus der Gleichung 
(39) folgt durch Multiplikation mit x (d. h. x<:» 

d 2 x au 
mX d i2=-x7ix 

oder nach Umformung der linken Seite und Summation 

d ( " d x ) " ( d X )2 ,1 a u Tt .L.;mxTt -LJmTt =--.L.;x ax · (39a) 

Die Summe 2) m (~:r ist offenbar gleich der doppelten kineti

schen Energie des ganzen Systems (2 T). Man kann ferner leicht 

zeigen, daß die Summe 2)~ ~ x einfach gleich der negativen poten

tiellen Energie ist. In der Tat, vereinigt man paarweise die Glieder, 
welche die Wechselwirkung zweier Elektronen (IX) und (ß) ausdrücken, 
und beachtet, daß 

ist, so wird: 

Daraus folgt 

eu eß 

Raß . 

-2)~-~x=+U. 
Die Gleichung (39a) läßt sich also folgendermaßen schreiben 

,_ d 
2T--U+Tt Q, 

2) dx d 2)mx2 
wo Q die Summe mx - - = - -~--bedeutet Da nach unserer dt dt 2 . 

Voraussetzung die Elektronen immer in endlichen Abständen voneinander 
bleiben, können die Koordinaten x nur in gewissen Grenzen schwan-

d 
ken (nicht aber sich monoton ändern). Der Mittelwert von de Q für 

eine gegenüber der Dauer solcher Schwankungen genügend lange Zeit 
(die doch sehr klein ist, wenn es sich z. B. um die Bewegung der Elek
tronen in einem Atom oder Molekül handelt) muß folglich verschwinden. 
Die entsprechenden Mittelwerte der kinetischen und potentiellen 
Energie müssen also miteinander durch die Formel 

2T=-U (40) 
verknüpft sein (Virialsatz) 1). 

1) Der Virialsatz für den allgemeinen Fall beliebiger konservativer Kräfte 
ist zuerst von Clausius abgeleitet worden. 
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Damit das betrachtete System tatsächlich existieren kann, muß 
seine potentielle Energie negativ sein, d. h. die Wirkung der Anziehungs
kräfte muß die Wirkung der Abstoßungskräfte überwiegen. Bei einer 
Zusammenziehung des Systems, d. h. einer Verkleinerung aller Ab
stände (unter Beibehaltung der Konfiguration) muß die potentielle 
Energie (algebraisch) abnehmen und die kinetische um halb so viel 
zunehmen (infolge des Anwachsens der Wechselwirkungskräfte). Die 
vollständige Energie des Systems 

(40a) 

ist nach (40) entgegengesetzt gleich der mittleren kinetischen Energie 

W=-T. (40b) 

Diese merkwürdige Beziehung möchten wir durch das folgende Bei
spiel illustrieren. Wenn ein materieller Körper aus dem gasförmigen 
Zustand in den flüssigen oder festen (bei derselben Temperatur) über
geht, so verliert er eine gewisse Menge seiner inneren Energie (latente 
Wärme). Wir können nun auf Grund der Formel (40b) behaupten, daß 
die kinetische Energie der Elektronen in den Atomen oder Molekülen 
dieses Körpers sich dabei um genau denselben Betrag vermehren muß. -
Wird die mechanische Energie in einem Atom oder einem Himmels
körper durch Strahlung verloren [vgl. VII, § 3], so muß die kinetische 
Energie der Elektronen sich um denselben Betrag vergrößern. 

WIr haben gesehen, daß die Masse irgendeines materiellen Körpers 
nach der Relativitätstheorie seiner Energie proportional ist. Die Frage 
nach dem Wesen der Energie eines einzelnen ruhenden Elektrons wollen 
wir beiseite lassen und sie einfach als Produkt moc2 definieren. Man 
kann aber behaupten, daß der gegenseitigen potentiellen Energie aller 
dieser Elektronen U eine zusätzliche gegenseitige "elektromagnetische" 

Masse ~i entspricht, und ebenso der kinetischen Energie eine zusätzliche 
T 

Masse von der Größe 2. Die Gesamtmasse eines materiellen Körpers, 
c 

Molekül oder Atoms, ist also gleich der Summe der "Ruhrnassen" aller 
Elektronen, aus welchen dieser Körper, Molekül oder Atom, besteht, 

vermehrt um die Größe T ~ U = -~, welche das Massenäquivalent 
c c 

der mechanischen Energie dieses Körpers darstellt. Diese zusätzliche 

Masse ist immer negativ, denn W ist nach (40b) gleich - T. Die ent
gegengesetzte Größe 

T W 
u =--- ='--
I c2 c2 

(41) 

wird deshalb als Massendefekt des betrachteten materiellen Systems be
zeichnet. Dieser Massendefekt mit c2 multipliziert, ist gleich der Arbeit, 
welche aufgewandt werden muß, um das System vollständig zu zer-
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gliedern, d. h. alle Elektronen voneinander zu trennen und in Ruhe zu 
bringen. Denn die mechanische Energie eines solchen zergliederten 
Systems ist gleich Null, also die Zunahme der Energie bei der Zergliede

rung (= aufgewandte Arbeit) gleich 0 - W = - W = T. 
Sofern die Elektronen unzerstörbar sind und eine Verwandlung ihrer 

Eigenenergie e2mo in eine andere "utilisierbare" Energieform daher 
unmöglich erscheint, muß man die materiellen Körper nicht als Energie
reservoire betrachten (wie dies vielfach getan wird), sondern als enelgie
leere Gebäude, die nur dann als Energiequellen dienen könnten, wenn 
sie noch tiefer unter das Nullniveau sänken. 

Die angeführte Überlegung über den Massendefekt kann zunächst 
etwas unkonsequent erscheinen, denn wir haben mit der kinetischen 
Energie eine Massenvermehrung verknüpft, während wir bei der Ab
leitung der Gleichung (40) diese Massenvermehrung außer acht gelassen 
haben. 

Man kann aber leicht zeigen, daß in erster Annäherung diese Über
legung richtig bleibt. Ersetzt man nämlich die klassischen Bewegungs
gleichungen (39) durch die relativistischen (oder eher semi-relativisti
sehen, denn wir verzichten dabei auf den exakten Ausdruck der Kraft 
und berücksichtigen nur die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Masse) 

~ (m" 1.1") = - /7(a) U (" - m~) (42) 
dt m - fl ..... v(~)2/ei ' 

so ergibt sich auf dieselbe Weise wie früher: 
~ d d -

L- r· dt (ml.1) = Tt(L)mr .1.1)- L;'mv2 =-L;'r· /7U =+ U, 

oder wenn man zu den Mittelwerten übergeht 

L;'mv2 =-U. (42a) 

In dem betrachteten Fall ist die Größe i mv2 etwas verschieden von 

der kinetischen Energie eines Elektrons, aber nur, wie leicht einzusehen, 

um Glieder von der Größenordnung (~t. In der Form 

mv2 =m =e2 m - 2 2 v 2 (I ) 
0p_v2/e2 0 ~1-v2/e2 yl-v je (42b) 

geschrieben, kann die Größe mv2 definiert werden als die Summe der 

Energie des Elektrons f e
2 

m o und des entsprechenden Anteiles seiner 
l-v2/e 2 

Lagrangesehen Funktion [L* = - e2mo yl- v2je 2, vgl. (17), § 3]. 
Die exakten und vollständigen Bewegungsgleichungen der Elek

tronen unseres Systems lauten nach (15), § 3: 

:t(mal.1"+ :" ma) =-/7(") (ealP"- eea ~{al.1")' 
wo die m" und lPa die Potentiale sind, welche von allen anderen Elek-
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tronen im betreffenden Raumzeitpunkt erzeugt werden 1). Falls man 
die Retardierung der elektrischen Fernwirkungen vernachlässigt, kann 
man diese Potentiale durch die einfachen Formeln 

ma _ "" eß 
T -~RaiJ' (43) 

ß p 

ausdrücken und, entsprechend der gegenseitigen elektrischen oder poten

tiellen Energie U = !.2 ea rpa =.2.2 ~ e~ , die gegenseitige magneti-
a a<ß a!i 

sche oder kinetische Energie (vgl. Kap. VII, § 2) 

(43a) 
a 

einführen. Dabei gilt offenbar 

V(a) (ea rpa - e; oa. 5l(a) = V(a) (U - T*) 

und 
.2 t a . V(a)(u - T*)=-(U - T*). 
a 

(43b) 

Wir können also die Bewegungsgleichungen, welche nicht nur die 
elektrischen, sondern auch die magnetischen Wechselwirkungen der 
Elektronen und zugleich die Veränderlichkeit ihrer Masse berücksich
tigen, in der folgenden zu (42) ganz analogen Form schreiben (unter 
Weglassen der Indizes ot): 

:t (mo+75l()=-V(U-T*). (44) 

Daraus ergibt sich wie früher nach (43b) 

.L)t :t (mo +7~{) =.L) :t [1: (mo +~ ~{)J -- };(mtJ + ~~{) 0 

=+(U-T*), 
d. h. nach (43a) 

:t ); [t . (mo + 7 5l( ) J - }; m v2 = U + T* 

oder für die Mittelwerte 
.2mv2 =-U-T*. (44a) 

In dem Grenzfalle kleiner Geschwindigkeiten kann man hier wieder 

Emv2 = T setzen, und folglich, wenn man die totale mechanische 
Energie Wals Summe T + T* + U definiert, 

-- -
W=-T. 

Es sei erinnert, daß die Hamiltonsche Funktion H von den magnetischen 

1) Es sei bemerkt, daß die Differentiation nach der Zeit sich auch auf die 
Lagen und Geschwindigkeiten dieser Elektronen, insofern das Vektorpotential 

'l(a davon abhängt, beziehen muß. 
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Kräften unabhängig ist und sich einfach durch die Summe von T und 
U ausdrückt. Führt man diese Hamiltonsche Funktion an Stelle von 
Wein, so wird 

T+ T*=-H. (44b) 

Diese Formel ist die Verallgemeinerung des Virialsatzes (40). Bei 
Anwesenheit von magnetischen Kräften bleibt die Hamiltonsche Funk
tion konstant, die Größe W = H + T* aber nicht. 

§ 7. Umlaufsbewegung eines Elektrons. 
Wir wollen jetzt das Zweikörperproblem behandeln unter der ver

einfachenden Annahme, daß die Masse des einen Teilchens viel größer 
als die Masse des zweiten ist. Dies entspricht den tatsächlichen Ver
hältnissen in den materiellen Atomen, die bekanntlich aus einem schweren, 
positiv geladenen Kerne und einer Anzahl von leichten herumkreisenden 
negativen Elektronen bestehen. Wir betrachten den Fall eines einzigen 
Elektrons und sehen von der Mitbewegung des Kernes ganz ab. Damit 
reduziert sich das Zweikörperproblem tatsächlich auf ein gewöhnliches 
Einkörperproblem, besonders einfach darum, weil der ruhende Kern 
ein konstantes elektrostatisches Feld erzeugt. Die Ladung des Kernes 
sei - Z e, dann ist das skalare Potential dieses Feldes 

Ze 
rp=-r 

(+ e = Elektronenladung). 
Die Bewegungsgleichung des Elektrons lautet: 

:t mb = - grad (e rp) = - ~:2 t o ( t o = :). (45) 

Daraus folgt sofort, daß sein Impulsmoment 

3=mtXb 

zeitlich konstant bleibt (dieser Satz gilt bekanntlich für alle Zentral
kraftbewegungen; vgl. Kap. VII, §9). -Führt man Polarkoordinaten r, () 
in der Bewegungsebene ein (() = Winkel zwischen t und einer festen 

o X-Achse), so läßt sich der Betrag von 3 in der Form m r 2 ~~ schreiben. 

Es gilt also 
d(} 

mr 2 dt = J =konst . 

Ferner haben wir den Energiesatz: 

mit 

Ze2 
c2m--=H =konst 

r 

m= _mo . 
tl- v2jc2 

(45a) 

(45b) 

Durch innere Multiplikation von (45) mit dem Einheitsvektor t o 
. R" k . h f I dro I d () dr d bekommen wir mIt uc SIC t au Tt = dt' b· t o = Tt un 
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dr (dO)2 ( dr . dO 
tJ . Te = r dt der Vektor d tO 1st senkrecht zu t; r "cfi ist die ent-

sprechende azimutale Komponente der Geschwindigkeit): 

d dro Ze 2 

Tt(mtlto)-mtl dt = --;2' 

d. h. 
~(mdr)_mr(!!)2 =_ Ze~ 
dt dt dt r2 • 

Setzt man hier nach (45a) dJJ = ~ d ( .) ein 
dt mr 2 dO ' 

so wird 

] d ] dr J2 Ze2 

mr2 dO- -;2 d() - mr3 - -;2' 

Bezeichnung..!.. = a 
r 

d. h. mit der 

d2 (f Z e2 

d0 2 +a= pm, 

oder schließlich, da nach (45b) m = ~ (H + Z e2 a) ist: 
c 

d2tj ( Z2 e4) Ze 2H I 
d 02 + 1- j2 c2 (J = J2 c 2 "'=p-' (46) 

Diese Gleichung läßt sich sofort integrieren. Nach der allgemeinen 
Theorie der linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten können 
wir nämlich setzen 

I ( /-Z~) a = -- 1 + t: cos 1- 1 - ---/1 p . J2 e2 , (46a) 

wo t: eine zunächst unbestimmte Integrationskonstante bedeutet. Ist der 
Parameter 

Ze2 
U=-

Je (46b) 

sehr klein gegen 1, so reduziert sich die obige Formel praktisch auf die 
bekannte Gleichung eines Kegelschnittes 

r=--P~-1+ e cos ()' 

wobei t: die Exzentrizität bedeutet. 
Die durch (46a) dargestellte Bahn unterscheidet sich also - wenn 

Ct. < 1 ist- von den gewöhnlichen elliptischen oder hyperbolischen Bahnen 
der Himmelsmechanik dadurch, daß statt des gewöhnlichen Polar
winkels /1 das Produkt /1 yl- Ct. 2 auftritt. - Für t: < 1 beschreibt das 
Elektron eine ellipsenartige Bahn, die sich aus einer gewöhnlichen 
Ellipse durch eine zusätzliche Rotation (Präzession in der Bahnebene) 

ergibt. Eine volle Schwankung von r (von dem Minimumwert I ~ e bis 

zum Maximum I ~ e und dann wieder bis zum Minimum) geschieht also 

hier bei einem Zuwachs von () nicht um 2n, sondern um J 2n . Die 
lI- a2 
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große Achse der Ellipse verschiebt sich demnach bei jeder Umdrehung 

um den Winkel 27t (I 1 - I) oder näherungsweise für IX < 1 um 
ll-a2 

7t1X2• Die Exzentrizität der Bahn kann man leicht aus den Glei
Ze2 

chungen ] = mrminV und H = c2m- -. berechnen, die dem Durch-
rmln 

gang durch das Perihel entsprechen (dabei wird \) senkrecht zu rund 
folglich I r X \) 1= rv). Eliminiert man nämlich daraus die Masse mund 

die Geschwindigkeit (mittels der Beziehung m = VI-=:2/C2), und be-

rücksichtigt, daß rmin = 1 t e ist, so ergibt sich 

10= 1/1+ 2J2(H-moc2 ) 

V m oZ 4 e4 ' 
(46c) 

Man bekommt also die betrachtete ellipsenartige Bewegung nur für 
H - moc2 < 0, d. h. bei negativer mechanischer Energie des Elektrons, 
was von vornherein klar ist. Dagegen muß für H - moc2 > 0 das Elek
tron sich auf einer hyperbelartigen, vom Unendlichen ins Unendliche 
gehenden Bahn bewegen (diese Bewegung soll mit der geradlinigen 
Hyperbelbewegung des § 5 nicht verwechselt werden !). 

Diese zwei Bahntypen ergeben sich aber nur dann, wenn der Para
meter IX < 1 ist. Es sei bemerkt, daß in dem einfachsten Fall einer 
Kreisbewegung (10 = 0) dieser Parameter gleich dem Verhälinis der 
Geschwindigkeit des Elektrons v zur Lichtgeschwindigkeit ist. Wird also 
IX > I, so muß der Bewegungstypus sich vollständig ändern. In der 
Tat, statt der trigonometrischen Funktion bekommen wir in (46a) eine 
exponentielle Funktion nach der Formel 

1 1 --0) a=_= __ (I+ee Va2 - 1 • 
r p (47) 

Dies ist die Gleichung einer Spirale, die sich immer näher um den Null
punkt windet. Die Geschwindigkeit des Elektrons nimmt stetig zu und 
strebt zum Grenzwert r = c. 

Eine nähere Diskussion der obigen Resultate vom physikalischen 
Standpunkte aus ist hier nicht am Platze. Wir wollen aber an diesem 
Beispiel der Umlaufsbewegung eines Elektrons die relativistische Um
gestaltung der klassisch-mechanischen Begriffe des Impulsmomentes 
(3) und des Drehmomentes (im) illustrieren. 

Wir haben bisher den Kern als ruhend vorausgesetzt. Wir können 
aber von dem ursprünglichen Koordinatensystem 5 zu einem anderen 
5' übergehen, das sich gegen 5 mit der Geschwindigkeit \)' bewegt. 
Wie gestaltet sich die Umlaufsbewegung des Elektrons, wenn man sie 
vom Standpunkte des Systems 5', wo das ganze "Atom" (Kern + Elek
tron) eine konstante Translationsgeschwindigkeit - \)' hat, betrachtet? 

Zur Beantwortung dieser Frage führen wir die Koordinaten des 
Kernes und Elektrons ein und bezeichnen sie mit x~ bzw. X k für das 
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System 5 und mit x k' 0, Xk' für 5'. In dem ursprünglichen System haben 
wir zwischen den vierten Koordinaten x: und x4 keinen Unterschied 
gemacht, d. h. mit der "gleichzeitigen" Lage des Elektrons und des 
Kernes operiert. Wir müssen uns nun erinnern, daß der Begriff der 
Gleichzeitigkeit keinen absoluten Sinn hat. Denn nach der Lorentz
transformation, die den übergang von 5 nach 5' bestimmt, bekommen 
wir für x: = x4 im allgemeinen verschiedene Werte für x4'o und x4 • 

Mit dieser Verschiebung der Zeitpunkte, welche dem Kern und dem 
Elektron zugeschrieben werden, hängt eine Änderung des Vektors .3 
beim übergang von 5 nach 5' eng zusammen. In der klassischen Mecha
nik wird dieser Vektor, ebenso wie jeder andere dreidimensionale Vektor, 
als eine invariante Größe betrachtet. In der relativistischen Mechanik 
muß man ihn - ebenso wie jeden anderen dreidimensionalen Vektor
als eine variante Größe behandeln, und zwar, wie leicht einzusehen ist, 
als den räumlichen Anteil eines 5echservektors. In der Tat, die Kompo
nenten von 3 sind in 5 durch die Formeln 

Jl = m [(x2 - X:) va - (x3 - X~)V2] = m [(x2 - xg) ~:3 - (x3 - x~) ~~2J 
usw. ausgedrückt. Führt man hier statt der gewöhnlichen Zeit t die 

Eigenzeit des Elektrons d-r: =YI- v2/c 2 dt = mo dt ein, so bekommt man 
m 

für die drei Komponenten von .3 

J { 0) dxz ( 0) dXI< } 
kZ=mO Xk-Xk d-i- Xz-XI d-i (k,I=1,2,3). (48) 

Diese drei Größen bilden aber offenbar die drei räumlichen Kompo
nenten eines vierdimensionalen schiefsymmetrischen Tensors J kl = - J Zk; 

die anderen Komponenten ergeben sich, wenn man neben den ersten 
drei Indizes noch den vierten einführt. Wir können also setzen 

Jl = J23' 
'J*-J ~ 1 - ]4' 

J2 = 1.11' 
'J*-J ~ 9 - 24' 

J3=J12} 
'J* J ' ~ 3 = 34 

(48a) 

wo 3* den zu .3 gehörigen zeitlichen Anteil von 2~ darstellt. Nach 
(48) haben wir wegen der Bedingung x~ = x4 

(k=l, 2, 3) 

d. h. mit der Abkürzung Xk - x~ = Rk 

3* = cm9t. (48b) 

Beim Übergang zum System 5' müssen sich die Vektoren 3 Ulld 3* 
offenbar nach denselben Formeln transformieren wie die magnetische 
und die elektrische Polarisation, d. h. nach den FOllmeln (11), Kap. IX. 
Für kleine Geschwindigkeiten gelten die angenäherten Formeln 

u' u' 3'=3+cx3*, 3*'=3*-cx3. (49) 
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Es sei bemerkt, daß man unter der erwähnten Einschränkung (~~ 1) \ c 

die Masse des Elektrons als konstant ansehen und sein magnetisches 
Moment (d. h. das magnetische Moment, welches von der Umlaufs

e 
bewegung herrührt) m = 2~ r X tl durch die Formel 

m- 0 (x' __ e_) 
- u' - 2moc (49a) 

bestimmen kann. Dabei bekommen wir für das zugehörige elektrische 
Moment lJ den Ausdruck 

1 
lJ =2 eat, (49b) 

Hat der Kern die Ladung - e (Z = 1), so wird er mit dem Elektron 
ein Dipol bilden mit dem Moment eat, d. h. zweimal größer als (49b). 
Ist aber Z von 1 verschieden, so ist es auf Grund der üblichen Definition 
des Dipolmoments unmöglich, ein bestimmtes elektrisches Moment dem 
System Kern-Elektron zuzuschreiben. Denn man kann sich dieses 
System ebensogut denken als eine Kombination eines Dipols mit dem 
Moment eat und einer resultierenden Kernladung - (Z - 1) e oder 
eines Dipols mit dem Moment Z eat und einer resultierenden Elektronen
ladung + (Z -1) e. 

Diese Unbestimmheit des elektrischen Momentes ist offenbar eng 
verknüpft mit der Willkür, welche in der obigen Normierung der Gleich
zeitigkeit für den Kern und das Elektron steckt. Denn es ist von vorn
herein nicht klar - und tatsächlich unmöglich zu begründen - warum 
in dem System S die Gleichung x4 = x: gelten soll und nicht in dem 
System S'. Die durch (49) bestimmte Änderung von 3 und 3* - die
selben Formeln gelten selbstverständlich für mund lJ - rührt gerade 
her von der durch die Lorentztransformation definierten Änderung des 
räumlichen und zeitlichen Abstandes zwischen denjenigen "Ereignissen", 
welche das Vorhandensein des Kernes und des Elektrons in den betrach
teten Raumzeitpunkten bildet. Man kann leicht zeigen, daß die Ände
rung von 3 (oder m) hauptsächlich durch die Änderung des räumlichen 
Abstandes bedingt ist, dagegen die Änderung von 3* (bzw. lJ) - durch 
die Änderung des zeitlichen Abstandes. 

Dieselben Schwierigkeiten erheben sich, wenn man den Begriff des 
Drehmomentes für ein aus zwei oder mehreren Elektronen bestehendes 
System auf eine vierdimensionale Weise, unter Berücksichtigung der 
Relativität der Zeit, zu formulieren sucht. Ist das Elektron einer äußeren 
Kraft f unterworfen, der Kern dagegen nicht (wie es z. B. in einem 
äußeren magnetischen Felde geschieht), so kann man das Moment dieser 
Kraft bezüglich des Kernes 

m = atxf 
als den räumlichen Anteil eines Sechservektors mit den Komponenten 

M ik = RiFk - RkFi (i, k = 1,2,3,4) 
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auffassen, wo ~ den dieser Kraft entsprechenden Viererimpuls (pro 
Einheit der Eigenzeit des Elektrons) bedeutet. Aber es steckt in der Defi
nition des zeitlichen Anteiles des Tensors Mi k dieselbe Willkür wie bei 
dem Tensor 2,5. 

Bei einer strengen und konsequenten Behandlung des zwei- oder 
Mehrkörperproblems nach der Relativitätstheorie, muß man also die 
Bewegung jedes Elektrons einzeln betrachten und die anderen nur 
insofern berücksichtigen, als sie die Quellen des auf das betreffende 
Elektron wirkenden äußeren Feldes sind. Die Relativität der Gleich
zeitigkeit bleibt dabei wegen der Invarianz der elektrodynamischen 
Gleichungen unschädlich. 

§ 8. Rotationsbewegung; Bewegungsgleichungen eines magnetischen 
Elektrons. 

Die im vorhergehenden Paragraphen betrachteten Schwierigkeiten 
betreffs der Definition des Impulsmomentes und Drehmomentes eines 
Systems von zwei oder mehreren Elektronen fallen weg, wenn man 
diese Größen auf ein einzelnes Elektron bezieht. Dabei ist es nicht 
notwendig und sogar nicht zweckmäßig, das Elektron in Elemente ein
zuteilen und seine "Rotationsbewegung" auf eine Umlaufbewegung 
der letzteren um eine bestimmte durch den Mittelpunkt des Elektrons 
gehende Achse zurückzuführen. Man kann - und das ist der Weg den 
wir einschlagen wollen - das Elektron einfach als einen Punkt behan
deln, dessen Eigenschaften durch gewisse Skalar-, Vektor- und Tensor
größen charakterisiert werden. Nimmt man für den Grenzfall ver
schwindender Translationsgeschwindigkeit die Gültigkeit der üblichen 
mechanischen Beziehungen zwischen den räumlichen Projektionen 
dieser Größen an, so gestattet die Relativitätstheorie sofort, die ent
sprechenden exakten für beliebige Translationsgeschwindigkeiten gel
tenden Beziehungen zu ermitteln, ohne daß man auf irgendwelche Be
trachtungen über die "Struktur" des Elektrons einzugehen braucht. 
Dabei verschwinden auch, wie wir sehen werden, die Schwierigkeiten, 
welche aus der üblichen in dem § 8, Kap. VII, dargelegten Theorie eines 
ausgedehnten rotierenden Elektrons bezüglich seiner Masse folgen. 

Das magnetische Moment des Elektrons m definieren wir als den 
räumlichen Anteil eines schiefsymmetrischen Tensors flaß = - flßa 

( fl2Z flu fl12 ~14 ~24 ~34), 
m l m2 m3 ~PI ~P2 ~Pa 

wobei PI' h, P3 die räumlichen Komponenten des zugehörigen elektri
schen Momentes sind. 

Dieses Dipolmoment wollen wir aus der Bedingung bestimmen, daß 
es in dem Koordinatensystem 5', wo das Elektron momentan ruht, 
verschwinden soll (lJ' = 0). Dann folgt (vgl. Kap. IX, § 2) für ein 

Frenkel, Elektrodynamik 1. 23 
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beliebiges Koordinatensystem 5, in bezug auf welches das Elektron die 
TranslationsgeschWindigkeit tl hat 

o 
.)J=c xm. (50) 

Dieses Resultat kann man auch auf die folgende Weise ableiten. Es 
seien Xa die Koordinaten des Elektrons und die mit ic multiplizierte 
Zeit (ict = x,) in bezug auf das System 5. Wir bilden aus pafJ und 

xa = ~~ , wo d-r: = dt -yl_v2 jc2 die Eigenzeit des Elektrons bedeutet, 
4 

den vierdimensionalen Vektor 2:ftafJ XfJ oder,einfachergeschrieben, ftafJXfJ 
P~l 

(die Summationszeichen für gleiche Indexpaare werden im folgenden immer 
weggelassen). Im "Ruhsystem" 5' müssen die Komponenten dieses 
Vektors It~fJX'p verschwinden, denn es ist Xl = x; = X3 = 0 und, nach 
unserer Voraussetzung, 1'14 = ft~4 = ft:H = O. Daraus aber folgt, daß für 
jedes andere Koordinatensystem 5 die Gleichungen 

ftafJx fJ = 0, (50a) 

welche das Verschwinden des obigen Vektors aussprechen, erfüllt sind. 
Setzt man für pap und XfJ die entsprechenden dreidimensionalen Aus
drucke ein, so bekommt man für oc = 1, 2, 3 die räumlichen Kompo
nenten des Vektors: 

c (0 ) -xm-.)J 1'1-Vi/Ci c ' 

während für oc = 4 

P4fJXP = - fi ~ Vi/Ci (tl.)J) 

wird. Aus dem Verschwinden des ersten Ausdrucks - d. h. aus der 
Gleichung (50) - folgt unmittelbar das Verschwinden des zweiten. 

Mittels der Tensorkomponenten ftafJ = - ftafJ lassen sich bekanntlich 
die folgenden zwei invarianten Größen bilden 

1 
m2 - p2 = "2 ftafJ ftafJ 

und 
mv = i (ft23P14 + 1'311'24 + 1'121'34)' 

Dabei gilt wegen (50) (d. h. wegen V' = 0) 

mv = m'v' = 0 
und 

m2_p2=m2_(~ X mt =m'2. 

Die letzte Gleichung bestimmt die Abhängigkeit des magnetischen 
Moments des Elektrons von seiner Translationsgeschwindigkeit tl. Man 
kann sie in die Form 

m = --;==,=P::;:== yl- vjjc2 
(51a) 
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umschreiben, wo v.1 die zu m senkrechte Komponente von b bedeutet; 
m' = fl ist der Betrag des magnetischen Moments im "Ruhsystem" . 

Wir führen nun die vierdimensionalen Gräßen ein, die der magneti
schen Energie - m~ = -maHa und dem magnetischen Drehmoment 
m X~, d. h. dem schiefsymmetrischen dreidimensionalen Tensor mit 
den Komponenten ma H ß - mjJ Ha, entsprechen. Die vierdimensionale 
"Erweiterung" der Energiefunktion ist offenbar der Skalar 

1 
U = -"2 flajJ Haß = - (m~) - (lJ~) . (52) 

Die entsprechende "Erweiterung" für das Drehmoment ist gegeben, wie 
leicht einzusehen ist, durch den schiefsymmetrischen vierdimensionalen 
Tensor (Sechservektor) 

Maß = flay H ßy - flßy H ay 

mit dem räumlichen Anteil 

(M23 , M 31 , M 12) = mx~ + ~ x~ 

und dem zeitlichen Anteil 

-i (Mw M 24 , M 34) = - mx~ + ~ x~. 

(53) 

Das Impulsmoment des Elektrons definieren wir als den räumlichen 
Anteil des Tensors 

1 
-;;- fla ß 

mit x= _e_. ~ 
emo 

Die einfachste vierdimensionale "Erweiterung" der üblichen Diffe
rentialgleichung für die zeitliche Änderung von flaß würde dann lauten 

#aß =M ß u a , (54) 

d.h. 
m 

(Ma) -=mx~+lJX~ u 
und 

p 
(Mb) -=~x~-mx~, 

" 
wobei der Punkt die Differentiation nach der Eigenzeit bedeutet. 

Die Gleichungen (54a) und (54b) könnten jedoch nur in dem Falle 
simultan erfüllt sein, daß die Vektoren m und ~ voneinander unabhängig 
(a priori) wären. Tatsächlich aber muß zwischen ihnen die Beziehung (50) 
bestehen, mit wdcher die Gleichungen (54a), (54 b) unvereinbar sind. 
Es ist nun leicht die sie zusammenfassende Gleichung (ll) so zu modi
fizieren, daß die Bedingung (7 a) erfüllt ist. Zu diesem Zwecke führen 
wir einen zunächst unbestimmten vierdimensionalen Vektor aa ein und 
bilden den invarianten Skalar 

(55) 

23* 
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der nach (50a) identisch verschwindet. Diesen Skalar fügen wir zu der 
"Energiefunktion" U hinzu" d. h. wir ersetzen die letztere durch 

,1 .. ) 1 H' U =-2"#ap(HaP +aaxp-apxa =-2"#ap ap· 

Dementsprechend ersetzen wir den Tensor M ap durch 

M~p = #arH'ßr - #PrH~", 
d.h. 

M~p = M ap + ar (xa#Pr - Xp#ar) 

und die "Bewegungsgleichung" (54) durch 

Pap =M~p 
" 

oder, vollständig ausgeschrieben, 

P-ap H H ( . ') -=#ar tr-#Pr ar+ar xa#Pr-xp#ar . 
" 

(55a) 

(55b) 

(55c) 

(56) 

(56a) 

Wir bestimmen nun den Vektor aa auf die Weise, daß diese Gleichung 
in Einklang mit der Beziehung (50a) kommt. Und zwar folgt aus (56a), 
unter Berücksichtigung von (50a) und der identischen Beziehung 

xa xa =-c2 , 

P;!!... xp= - ~ #apXp = #ayHpyxp- ar#arxpxp = #ar(Hprxp + arc2 ) 

oder 

Es ergibt sich also 
1 H . ") ar=-2 (" rpxp-xy . "c (57) 

Unabhängig von diesem Ausdruck für ar bekommt man aus (56a) unter 
Berücksichtigung von (50a): 

I . 
u,Uap#ap = #ap#ayHpr-#aP# rHar = 2#ap#arHpr=0, 

(wegen des schiefsymmetrischen Charakters von H pr), d. h. 

d 2 
d-r: #ap =0 

oder ~ #~p = m 2 - p2 = #2 = konst. (58) 

Die Bewegungsgleichungen eines nicht magnetischen Elektrons 
lauten bekanntlich [vgl. (8) § 2] 

oder mit _e_ =" 
moc 

.. eH' moxa = c- apxp, 

(58a) 

Vernachlässigt man die von dem magnetischen Moment herrührende 
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Kraft im Vergleich mit der Kraft e (~+ ~ X ~ ), die dem Vierervektor 

~- Fapxp entspricht, so wird nach (58) und (58a) 

ay ~o. (58b) 

In dieser Näherung, d. h. bei Vernachlässigung der durch die magnetische 
Kraft bedingten Störung in der Translationsbewegung des Elektrons, 
kann man also seine "Rotationsbewegung" , d. h. die zeitliche Ände
rung des Vektors m, durch die einfachen Gleichungen (54) oder (54a) 
bestimmen. 

Setzt man in (54a) nach (50) 1:> = ~xm ein, so wird c 

(59) 

Wir betrachten nun den Fall, daß das Elektron sich um den Kern in 
einem schwachen äußeren Magnetfeld S) bewegt. Dann kann man in 
einer noch gröberen Näherung (unter Weglassung der in v Je quadratischen 
Glieder) 

(59a) 

setzen. Dabei nimmt das zweite Glied auf der rechten Seite von (59) 
die Form 

mo db u (tJxm) xdi 

an. Wir wollen nun den Mittelwert dieses Ausdrucks für die ungestörte 
Bewegung berechnen. 

Es ist (für die ungestörte Bewegung; vgl. § 9, Kap. VII) 

:t (tJ X m) x b = (tJ X m) x ~~ + [~~~~) x tJ = O. 

Ferner gilt die Identität 

(tJ xm)x~~ + (m x~~)x tJ + (~~ X tJ )xm =0. 
Daraus folgt 

oder nach (59a) 
----,-~ 

(: xm)x ~~21cm X (~xb) =~m X S)'. (59b) 

Die mittlere Änderung des Vektors m bestimmt sich folglich in der 
obigen Näherung durch die Gleichung 

! ;~~ mx S) +-}mx~'. (60) 

S)' = - -.!- tJ X~' '" - -~ l:l X ~ die magnetische Feldstärke m dem c - c wo 
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Koordinatensystem 5', wo das Elektron momentan ruht, bedeutet; ~' 
ist der Mittelwert dieser Feldstärke 

Wir werden nun eine strengere Ableitung der Differentialgleichung 
(56) für die "Rotationsbewegung" des Elektrons auf Grund des Hamilton-
5chwarzschildschen Prinzips anführen; dabei werden sich zu gleicher 
Zeit die genauen Differentialgleichungen für die Translationsbewegung 
ergeben. 

Wir setzen also wie üblich (vg'l. & 3) 

~fLwr=O (61) 

mit den Zusatzbedingungen 
X~=-C2, 

flo.PXp = o. 
Dabei schreiben wir die Lagrangesche Funktion in der Form 

L - e A' T* 1 H -7 o.xo.+ +2flaP o.P, 

(6la) 

(61 b) 

(62) 

wo T* die "kinetische Energie" der Rotationsbewegung bedeutet. 
Diese Energie betrachten wir, im Anschluß an die gewöhnliche drei

dimensionale Mechanik, als eine Funktion der "Drehgeschwindigkeit" , 
die wir durch den schiefsymmetrischen Tensor O>ap = - O>p" charakteri
sieren werden. Dabei setzen wir definitionsweise 

(62a) 

Zur Bestimmung der Variation von flaß beachten wir zunächst die ent
sprechende Operation der gewöhnlichen Mechanik. Die bei einer vir
tuellen infinitesimalen Rotation 150 von der magnetischen Drehkraft 
m X ~ geleistete Arbeit ist gleich dem inneren Produkt ~o . (m X ~). 

Andererseits muß sie gleich der Abnahme der magnetischen Energie 
-~ (-m~) = ~m· ~ sein. Es ist also om· ~ = ~o· (mx~) oder 
(~llt~) = (~oxm)·~, und folglich 

om= ooxm. 
Die entsprechende vierdimensionale Variationsformel muß sich daraus 
auf dieselbe Art ergeben, wie die Formel (53) aus dem dreidimensionalen 
Ausdruck für das Drehmoment llt X ~. Führt man also den vierdimen
sionalen schiefsymmetrischen "Rotationstensor" oQ ap' dessen räumlicher 
Anteil dem Vektor 00 gleich ist, ein, so wird 

~flo.p = bQar· flPr - oQßr· flar' (62b) 

Die Größen ~Qaß (ebenso wie ~o) stellen selbstverständlich keine 
vollständigen Differentiale dar, d. h. es gibt keine der Koordinaten 
Xo. entsprechende "Winkelkoordinate" Q aß (nichtholonomes System). 
Trotzdem nehmen wir an, daß neben den Beziehungen 

(63) 
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auch die entsprechenden Vertauschungsbeziehungen für l5tJ,.ß unddtJaß 

= Waß d-r: gelten, d. h. 

(63a) 

Mittels der obigen Formeln und der schon teilweise benützten 
Relationen 

oder wegen 

SH aHap S 
U aß = -a- UXl" Xl' 

A· aA a . 
a=-a -xl" 

Xl' 

iI aHaß· 
aß = axl' Xl' 

Ebenso wird, nach (61 a) und (61 b), bei Hinzufügung unbestimmter 
Lagrangeseher Multiplikatoren A und a,. (IX. = 1, 2, 3, 4) 

AXa l5xa =-6xa dd-,; (H,,) + dd. (Ax,,6x,,) = 0 

und 

aa ~ ({ta/l xß) = i [ aa ~ ({t,.ß xp) - aß ~ ({taß X,.) ] = dd-,; (au !l,.P ~ xß) 

-~xa dd-,; ({ta/l4ß) + ~ (a"xp-ap xa ) (6tJ"y'Ph- 6tJpy ,{t,.y) = 0 

oder, wegen xp{tpy= X,. !la y = 0, 

aa ~ ({tap xI) = dd-,; (aa!laß 6xp) - ~ Xa dd-,; ({tPaap) 

+ i t5tJ,. ·ar (xa Itpr- Xß {tal') =0. 

Es folgt also aus (61), (61 a) und (61 b) unter der üblichen Voraus
setzung, daß die Variationen ~xa, ~tJap an den Grenzen des Integrals 
(61) verschwinden (durch Addition der obigen Ausdrücke und Null
setzen der Koeffizienten von ~ Xa und (JtJ ap): 

und 

d (1 . eH' 1 oHpr 
-d r,x .. +{tpaap)=- aßXp+~!lPr-a -

-,; C "" Xa 
(64) 
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Die letzte Gleichung fällt mit (56a) zusammen; die erste ist die 
Verallgemeinerung der gewöhnlichen Bewegungsgleichung (58a) für ein 
nicht magnetisches Elektron. 

Dementsprechend setzen wir 

A = mo + A', (64a) 
wo A' ein von dem magnetischen Moment des Elektrons abhängiges Zu
satzglied bedeutet. Nach der Ausführung der Differentiation auf der 
linken Seite von (64) bekommen wir, nach (57) 

-, .. i,' .. _ 2 1 oHpy 
A Xa + A Xa + flpaaa + flpa ap - xmoc aa +"2 flpy 8xa-' 

Daraus folgt durch Multiplikation mit Xa , wegen der Beziehungen 
x~=-c2,XaXa=0 und aaxa=O: 

_ 2" . _ • __ ~ oHpy, _ ~ dHpy 
c A +fl~o.ajiXa- 2 flPr OXa Xa - 2 flpy d-r: 

oder 2" d(1 ) 1(, H . ') -c ), = d-r 2 flapHaP -2 flap 0.\ + aaXp- apXa . 

Nach (55a), (55b) und (56) haben wir 

I . (H . . I. H' "( H' H' ) H' '2,UafJ afJ + aaXfJ- a/IXo.) =2 ,Uap afJ = 2 flay fJr- flfJr ar afJ 

=; (fla,BH;fJH~r-flpaH;'aH~p) =XflafJH~l'Hßr =0 

wegen des sChiefsymmetrischen Charakters des Tensors fla • Es wird folglic h 

X=-2~2flapHap. (64b) 

Die Vermehrung der Masse mo ist also gleich der "relativen magneti
schen Energie" des Elektrons (in bezug auf den Kern und andere das 
Feld H ap erzeugende Teilchen), dividiert durch das Lichtgeschwindig
keitsquadrat. 

Den Ausdruck flaß aa in (64) kann man als die IX-Komponente des 
zusätzlichen Impulses deuten, der von der absoluten Energie des Elek
trons, d. h. der kinetischen Energie seiner Rotation, herrührt. 

Durch Einsetzen von (64a) in (64) ergibt sich wegen (57) 

(65) 

Diese Gleichung kann man zur näherungsweisen Bestimmung von 
aa benutzen. Und zwar wird in erster Annäherung, wenn man die linke 
Seite von (65) vernachlässigt, 

I oHsy 
aa=-2ec".-flPr o;'Ca • (65a) 

Aus der Gleichung (64) folgt 
d ( . d ( . 

xad-r Axp+flypay)-x"d-r AXo.+flyaar) 

_ e ( . .) I (oHeu oHl!u) - -c- Hpy xa xl' - H ay xp x r + 2 fle u Xa -oxp -Xp OX a 



Rotationsbewegung; Bewegungsgleichungen eines magnetischen Elektrons. 361 

oder 
dd-r {A(XaXß- XßXo.) + ar (Xaftrß- Xß ftro.)} 

= : (HßrXair-Harxßir) 

1 (ßH/lU ßHea) (. . 
+2'U eu Xo.-iF;;i·-Xra;;;; -ar Xo.ftßr-xßfto.y)· 1 

(66) 

Diese Gleichung kann als die Verallgemeinerung des "Flächensatzes" , 
d. h. der üblichen Formel für die Änderungsgeschwindigkeit des gewöhn-

lichen Impulsmoments der Translationsbewegung mo r X :: gelten. Dabei 

wird dieses Impulsmoment durch den schiefsymmetrischen Tensor 

laß = A (xaxß- xßxo.) + ar (Xo. ftßr - xß ftar) (66a) 

ersetzt, dessen räumlicher Anteil in erster Näherung mit mo r X tJ zu
sammenfällt. Es sei ferner bemerkt, daß das zweite Glied auf der rechten 
Seite von (66) entgegengesetzt gleich ist dem entsprechenden Zusatz
gliede in der Formel (56a) für die Änderungsgeschwindigkeit des Impuls
moments der Rotationsbewegung. Setzt man 

1'00ß • 
u=taß' 

so wird für die Summe beider Momente nach (56a) und (70) 

dd-r (i"ß+l"ß)=fto.rHßy-ftßrH"r+: (Hßy x"xy-Hayxßxy) l 
au DU (66b) 

+ xß DXa -Xo. Dxw ' 

wo U die "relative Energie" 
1 

U = -2 ftae Harr 

bedeutet. 
Wir betrachten nun den Fall, daß das Elektron sich in einem radial

symmetrischen elektrischen Felde ~ = f (r) r, bei Fehlen eines (äußeren) 
Magnetfeldes, bewegt. In diesem Falle hat man U = - ~~ = - f~r 

und folglich für IX, ß = 1,2,3 
DU DU 

xß a Xo. - x" aXß = f (xa Pp - xpPa) = EaPp - EßPa.· 

Das resultierende Drehmoment, welches dem räumlichen Anteil des Ten
sors auf der rechten Seite von (66a) entspricht, wird also gleich Null 
(vgl. § 9, Kap. VII und § 2, Kap. IX). 

Daraus folgt, daß das resultierende lmpulsmoment des Elektrons, im 
betrachteten Falle, nach Größe und Richtung konstant bleiben muß. 

Wie wir schon oben gesehen haben [Gleichung (15)] ist der Betrag 
des Tensors fto.p und folglich auch io. ß zeitlich konstant. In erster 

Näherung (bei Weglassen der in ! quadratischen Glieder) kann man 

folglich das Impulsmoment der Rotationsbewegung i = l!!. seinem Be-
x 
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trage nach als zeitlich konstant betrachten. Bezeichnet man das Impuls
moment der Translationsbewegung (d. h. den räumlichen Anteil des 
Tensors lap) durch 3, so folgt, wegen der Bedingung i +3 = konst, 
daß der Betrag von 3 auch konstant bleibt, und daß beide Vektoren i 
und 3 um ihre Resultierende mit derselben Winkelgeschwindigkeit 
präzessieren. 

Führen wir statt der Impulsmomente i und 3 die entsprechenden 

magnetischen Momente m = "i und m = i- 3 ein, so sieht man, daß 

die Summe m + m = i- (i + 3) + i i keinen konstanten Vektor 

darstellt. Der Betrag dieses Vektors bleibt zwar konstant, seine Rich
tung aber muß um die Atomachse mit der obenerwähnten Winkel
geschwindigkeit präzessieren. Diese Winkelgeschwindigkeit läßt sich 
nicht einfach bestimmen; die Formel (64) zeigt aber, daß ihr Mittelwert 
mit der gewöhnlichen Larmorgeschwindigkeit der Elektronenbahn in 
einem äußeren Magnetfelde fj' übereinstimmt. 

In den vorhergehenden Ausführungen haben wir das in § 8, Kap. VII 
gefundene innere Drehmoment ganz außer acht gelassen. Dieses Dreh
moment, falls es tatsächlich vorhanden wäre, würde den räumlichen 
Anteil eines Sechservektors darstellen und sollte sich im Grenzfalle 
kleiner Translationsgeschwindigkeiten auf die Form (63a) Kap. VII 
reduzieren. -- Es ist nun leicht, sich zu überzeugen, daß ein solcher 
Sechservektor, mit den in f'aß und xy quadratischen Komponenten, 
zwar aufgebaut werden kann, aber wegen der Bedingung l'aPX/I =0 
identisch verschwinden muß. 

Die Existenz eines inneren Drehmomentes scheint deshalb mit der 
Relativitä.tstheorie unverträglich zu sein. 
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Abraham, M., 192, 220, 230, 24l. 
Achsen eines Tensors 32. 

. eines Multipols 95. 
Achsenvektoren 96. 
affine Transformation 275. 
D'Alembertsche Gleichung 135. 
Amperesche Ströme 62. 
Äquipotentialflächen 82. 
Äquivalenzprinzip. 

zwischen Dipolen und Strömen 62. 
elektrischen und magnetischen Sy
stemen 164. 
Energie und Masse 228. 

Äther 267. 

Bewegung eines Elektrons. 
in einem raum-zeitlich konstanten 
Felde 337. 
im Felde ebener Lichtwellen 341. 
um einen ruhenden Kern 348. 

Bewegungsgleichung. 
Lorentzsche 226. 
Newtonsche 202, 319. 
Einsteinsche 320 H. 
H amilton-] acobische 331ft. 

Bewegungsgröße (elektromagnetische) 
216. 

Born, M., 323. 
Bradley 304. 

Coulombsches Gesetz 73ff. 

Dielektrische Körper 48. 
Dipol. 

elektrischer 38 ff. 
elementarer 39, 84. 
magnetischer 61, 165. 
mathematischer 94. 

Dirichletsches Prinzip 111. 

Divergenz 9 H. 
Doppelschicht 68, 89, 117. 
Dopplersches Prinzip 306. 
Drehimpuls (elektrischer) 55 . 
Drehmoment 43. 

Effektive Zeit 140. 
Eigenzeit 317. 
Einheiten. 

elektrostatische und elektrokine
tische 52. 
rationelle 74. 

Einstein, A. 269, 272. 
Elektromagnetische Lichttheorie 148. 
Elektromagnetische Masse 20l. 
Elektromotorische Kraft 125. 
Elektronen 38. 
- Größe und Masse 203. 
Energie. 

elektrische (potentielle) 43. 
magnetische (potentielle) 56. 
magnetische (kinetische) 128. 
eigene und gegenseitige 191, 199. 
mechanische und strahlende 209. 

Energiedichte 190. 
Energiegleichung 205. 
Energieprinzip 42, 55. 
Energieströmungsvektor 206. 

Feld. 
- quellenfreies 50. 
- wirbelfreies 46. 
Feldstärke. 
- elektrische 44. 
- magnetische 56. 
Flächendichte 68. 
Flächengeschwindigkeit 88. 
Flächenströme 69, 116. 
Fluß 11. 
Frequenz 149. 

1) Worte, welche im Text sehr oft gebraucht werden, sind im Sachverzeichnis 
nur einmal erwähnt; und zwar ist die Seite angegeben, wo sie zum erstenmal er
scheinen und definiert werden. 
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Gaußscher Satz 15. 
Geschwindigkeit. 

kritische 80. 
- Einsteinsches Additionsgesetz der 

277. 
Gleichstrom 49, 
Gradient 9, 10. 
Greensche Funktion 114. 

Hamiltonsche Funktion 331 ff. 
Hamilton-Jacobische Gleichung 332. 
Harmonische Funktionen (s. Kugelfunk-

tionen). 
Harmonisch konjugierte Punkte 105. 
Hauptachsentransformation 32. 
Herglotz 177. 
Hertzsche Vektor 91, 135. 

Impuls. 
- elektrischer 48. 
- einer Kraft 212. 
Im pulsmoment. 
- elektrisches 55. 
- elektromagnetisches 232. 
Induktion. 
- elektrische 119. 
- elektromagnetische 125. 
Induktionskoeffizient 195, 198. 
Inertialsysteme 269 ff. 
Invarianz. 
- der physikalischen Gesetze 259. 
- der Lichtgeschwindigkeit 269. 
Isotropie (des Raumes, der Welt) 263. 

Kausalitätsprinzip 138, 278. 
Komplexe Integraldarstellung der Feld-

größen 180, 309, 312. 
Konjugierte Ladungen 105. 
Konservative Kräfte 42. 
Konvektives Potential 175. 
Kovarianz 25, 260. 
Kraftlinien 80. 
Kraftschwingungen 147. 
Kugelfunktionen 98ff. 

Ladungsdichte 50. 
Lagrangesche Funktion 330ff., 358. 
- Reihe (für die Potentiale) 184. 
Laplacescher Operator 17. 
- Gleichung 64, 178. 
Larmorpräzession 244. 
Legendresche Polynome 98. 
Lichtgeschwindigkeit 80. 
Lichtdruck 219. 

Lienard-Wiechertsche Potentiale 168. 
Lineare Ströme 50. 
Lorentz, H. A. 74, 192. 
Lorentzsches Bewegungsprinzip 202. 
- Gleichgewichtsprinzip 223. 
- Kontraktionshypothese 224. 
Lorentztransformation 263. 

Magnetonen 62, 87, 242. 
Maße. 

elektromagnetische 201. 
- longitudinale und transversale 226. 
- relativistische 32l. 
Massendefekt 345. 
Maxwell. j.. C. 13l. 
i11axwell-Lorentzsche Gleichungen 132. 
1\laxwellsche Spannungen 214. 
Minkowski 256. 
Minkowskische "Welt" 282. 
Molekularströme und Molekularmagnete 

62. 
Moment. 

geometrisches (einer Kurve) 4. 
elektrisches (eines Dipols) 40. 
magnetisches (eines Stroms) 52. 
höherer Ordnung 99. 
induziertes H9. 

Multipole 94. 
- strahlung von 158. 

Newtonsches Relativitätsprinzip. 
Niveauflächen 82. 

Oktupol 94. 
Orthogonalität (der Kugelfunktion) HO. 
Orthogonalitätsbedingung (bei den line-

aren Transformationen) 261, 271. 
Oszilla tor. 

elektrischer 142. 
magnetischer 165. 
geradlinig-gleichförmig bewegter 
30 I. 
willkürlich bewegter 307 ff. 

Phasenvektor 153. 
Planck, M., 210. 
Polarisation. 

elektrische 48, 90. 
magnetische 9l. 
relativistische (des Elektrons) 237, 
296. 
des Lichtes 147. 

Polarisationskoeffizient (hzw. -tensor) 
120. 
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Polarisationspotentiale 91. 92, 135. 
Pondermotorische Kraft 125. 
Potential. 

skalares (elektrisches) 46. 
vektorielles (elektrokinetisches) 57. 
retardiertes 138. 
konvektives 174. 

Poyntingscher Vektor 206. 
Präzession (des Elektrons) 234, 244. 
Punkte. 
- singuläre 63. 
- mehrfache 94. 
Punktladung 166. 

Quadrupol 94. 
Quelle 12. 

Rang (eines Tensors) 26. 
Raumartig 289. 
Raumzeitpunkt 177. 
Relativität. 
- der Geschwindigkeit 126. 
-- der Richtungen 259. 
Rotation 9, 11. 
Rotierendes Elektron 229, 235, 296, 

353. 
Ruhdichte (der Elektrizität) 290. 

Schwarzschildsches Variationsprinzip 
314, 333. 

Selbstkraft 202. 
Selbstdrehkraft 235, 240. 
Sechservektoren 257. 
Singuläre Punkte 63. 
- Linien 178. 
Solenoid 96. 
Spannungstensor 214ff. 

5tokescher Satz 15. 
Strahlungsdämpfung 209. 
Strahlungsvektor 208. 
Ströme. 

elektrische 47. 
lineare 51. 
solenoidale 69. 
stationäre 50. 

Stromdichte 48. 
Stromstärke 49. 

Tensor. 
- höheren Ranges 35. 
- transponierte 28. 
Tensorprodukt 30. 
Thompson, J. J. 202. 
Translation (gleichförmige) eines Elek

trons 172, 300. 

Uhlenbeck, G. und Goudsmit, S. 241. 

Verschiebungs strom 131. 
Vierervektoren 256. 

Weber 62. 
Weiß, P., 242. 
Wellen. 
- Kugelwellen 138. 
- elektromagnetische 146. 
Wellenlänge 146, 149. 
Wellenvektor 307. 
Wellenzone 151. 
Weltlinien 317. 
Wirkungsfunktion 330, 333. 

Zeitartig 289. 
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