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Vorwort.

Das vorliegende Lehrbuch der Elektrodynamik bietet sowohl hin-
sichtlich der Einteilung des Stoffes als auch der Darstellungsweise einige
Besonderheiten, auf die ich hier kurz hinweisen mochte.

Was die Einteilung des Stoffes betrifft, so habe ich sie nach dem
Beispiel der theoretischen Mechanik durchgefiihrt. In der theore-
tischen Mechanik werden zunichst die allgemeinen Gesetze der Wechsel-
wirkung und Bewegung von materiellen Teilchen oder ,,Punkten‘‘ unter-
sucht, die spiter auf bestimmte spezielle Systeme, welche die ver-
schiedenen materiellen Koérper idealisieren — nimlich starre Kérper,
elastische Kérper, Fliissigkeiten und Gase — angewandt werden. —
Dementsprechend betrachte ich in diesem ersten Bande nur die all-
gemeinen Gesetze der Wechselwirkung und der Bewegung von elektrisch
geladenen materiellen Teilchen, die auch vielfach als Punkte behandelt
werden, wobei alle Wechselwirkungen zwischen ihnen auf ihre Ladung
zuriickgefithrt werden.

Diese Teilchen (oder ,elektrische Massenpunkte®) nenne ich Elek-
tronen, ohne dabei auf die Betrachtung der von ihnen herrithrenden
Erscheinungen in materiellen Kérpern einzugehen.

Die elektromagnetischen (und optischen) Eigenschaften der materiel-
len Koérper sollen erst im zweiten Bande untersucht werden, und zwar
von einem makroskopischen Gesichtspunkte aus.

Es sei bemerkt, daB man auch hier, in Analogie zur Mechanik, die
Korper in ,elektrisch fliissige” mit frei bewegten Ladungen (Leiter)
und elektrisch oder magnetisch ,,elastische mit gebundenen Ladungen
einteilen kann.

Ich hoffe, die mikroskopische Elektrodynamik der einfachsten
materiellen Systeme — Atome und Molekiile — in einem dritten Bande
behandeln zu kénnen, falls es gelingt, die nétige quantentheoretische
Umgestaltung der klassischen Elektrodynamik durchzufiihren.

In dem vorliegenden ersten Bande werden zundchst Erscheinungen,
die von der Zeit unabhingig sind, betrachtet. Dabei beginne ich die
Elektrostatik nicht mit isolierten elektrischen Ladungen, sondern mit
den einfachsten #neutralen Systemen, d.h. mit Dipolen. Die Magneto-
statik wird nicht auf Grund fiktiver magnetischer Pole, sondern auf
Grund der etwas idealisierten stationdren elektrischen Stréme auf-
gebaut. Dabei benutze ich zur Aufstellung der Grundeigenschaften der
elektrischen und magnetischen Felder und ihrer Wirkung auf elektrische
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Dipole bzw. Stréme {(oder ihre Elemente) als Leitfaden das Energie-
prinzip. Durch Kombination dieses Prinzips mit dem Agquivalenzprinzip
zwischen elektrischen Dipolen und Strémen (hinsichtlich ihrer Wechsel-
wirkung untereinander) ergeben sich die allgemeinen Differential-
gleichungen fiir das zeitlich konstante elektromagnetische Feld und
speziell die Gesetze von Coulomb und Biot-Savart.

Im zweiten Abschnitt werden die erhaltenen Gesetze auf beliebige von
der Zeit abhéngige Erscheinungen verallgemeinert, und zwar mittels des
Prinzips der Relativitit der Geschwindigkeit (in ganz enger Fassung)
und des Prinzips der Erhaltung der Elekirizitdt. Die gewonnenen
Maxwell-Lorentzschen Gleichungen werden dann auf die Bestimmung
des elektromagnetischen Feldes in den wichtigsten Fillen angewandt.
Bei der Untersuchung des elektromagnetischen Feldes eines Oszillators
werden die Grundziige der elektromagnetischen Lichttheorie dargelegt.

Ferner werden die Begriffe der Energie, BewegungsgroBe usw. fiir
beliebige Felder aufgestellt und die klassische Theorie der Trigheitskraft
(d. h. die elektromagnetische Theorie der Masse) und der Strahlungs-
dampfung, ebenso wie die Theorie der Translations- und Rotations-
bewegung eines rdumlich ausgedehnten Elektrons entwickelt. Zum
SchluB werden diese klassischen Vorstellungen kritisch betrachtet.

Der dritte Abschnitt ist der Begriindung der speziellen Relativitéts-
theorie und ihrer Anwendung auf elektromagnetische Wirkungen (Fel-
der) und die Bewegungsgleichungen der Elektronen gewidmet. Hier
sind die von der Zeit abhingigen Vorginge als statische Erscheinungen
in der vierdimensionalen Welt aufgefaBt. Auf die allgemeine Relativitéts-
theorie gehen wir in diesem Buche nicht ein, da sie sich mehr mit den
Gravitationswirkungen als mit den elektrischen Wirkungen beschiftigt.

Einleitungsweise habe ich eine kurze Darstellung der Grundziige
der Vektor- und Tensorrechnung gegeben. Der Leser wird dort den
ganzen mathematischen Apparat finden, welcher im folgenden ge-
braucht wird. Bei der Behandlung der Tensoren und der koordinaten-
miBigen Darstellung von VektorgréBen und Operationen habe ich mich
der Einfachheit halber auf rechtwinklige Koordinatensysteme be-
schrinkt. Sie werden aber auch fast nur im dritten Abschnitt gebraucht.

Diese kurze Ubersicht {iber den Inhalt des Buches soll nun vervoll-
standigt werden durch den Hinweis auf die Dinge, die in ihm fehlen.
Von der historischen Entwicklung der Elekivizitiislehre ist hier ganz
abgesehen. Ich glaube namlich, daB der geschichtliche und der logische
Gesichtspunkt keineswegs durcheinander gebracht werden diirfen,
jedenfalls dann nicht, wenn das betreffende Wissenschaftsgebiet sich
zu einem geschlossenen logischen System entwickelt hat — wie dies
bei der klassischen Mechanik und klassischen Elektrodynamik der Fall
ist. Ich habe die moderne Elektrizititslehre auf eine moglichst einfache
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und systematische Weise darzustellen versucht, ohne jede Riicksicht
auf ihre Entwicklungsgeschichte. Diesen Gegenstand mdéchte ich
gerne anderen iberlassen.

Speziell habe ich vollkommen die Athertheorie — in allen ihren
Gestalten — ignoriert. Der Ather hat zweifellos eine sehr wichtige und
fruchtbare Rolle als Arbeitshypothese in der Entwicklung der Elektro-
dynamik gespielt. Erstens — seit Huyghens — als Grundlage der Theorie
der optischen Erscheinungen; dann — seit Faraday und Maxwell —
als Briicke zwischen Optik und Elektromagnetismus. Noch spiter hat
man versucht, den Ather fiir alle physikalischen Erscheinungen ver-
antwortlich zu machen. - Es ist aber jetzt an der Zeit, einzusehen, daf3
der Ather seine historische Rolle ausgespielt hat und daB er nur in der
Geschichte der Physik das Recht auf einen Ehrenplatz hat. Seine Ein-
fithrung — auch nur als Hilfsbegriff -— in die Darstellung der modernen
Elektrizititslehre kann den Gegenstand gar nicht klarer machen, son-
dern im Gegenteil nur triiben und mit einer Anzahl von Schein-
problemen belasten, wie es z, B. alle diejenigen Probleme sind, welche
sich auf die Bewegung der Erde ,.im Ather* beziehen.

Wegen der von vornherein ,,ahistorischen Behandlung der Elektri-
zititslehre habe ich in diesem Buche jegliche Hinweise auf die Literatur—
sowohl Lehrbiicher, wie Abhandlungen — unterlassen, und vielleicht
manche — fiir die Entwicklung der Elektrodynamik sehr wichtige —
Namen unerwihnt gelassen.

Ich méchte zum Schlu8 Herrn Prof. M. Born fiir die Durchsicht des
Manuskriptes meinen herzlichen Dank aussprechen. Ferner bin ich den
Herren Prof. P. Ehrenfest, V. Bursian, G. Krutkow und besonders Herrn
cand. W. Elsasser fiir technische Hilfe besten Dank schuldig.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, zu erwihnen, dall mir die Moglich-
keit im Ausland zu arbeiten durch ein Stipendium des International
Education Board geschaffen wurde.

Besonders mdéchte ich auch der Verlagsbuchhandlung Julius Springer
fiir ihre Sorgfalt und GroBziigigkeit in jeder Hinsicht danken.

Gottingen, im September 1926.
J. Frenkel.
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Einleitung.

Grundziige der Vektor- und
Tensorrechnung,

A. Addition, innere und #uBere Multiplikation von
Vektoren.

§ 1.

Die verschiedenen physikalischen Groflen werden gewohnlich in zwei
Klassen eingeteilt, nimlich in die Skalare und die Vekioren. Erstere
sind vollstindig durch die Angabe ihres Zahlenwertes bestimmt; um
die anderen vollstindig anzugeben, muB auBer ihrem zahlenmiBigen
Betrage auch noch ihre Richtung im Raume angegeben werden. Als
typische Skalare betrachtet man die Zeit, die Masse eines Kérpers usw. ;
als typische Vektoren — die Geschwindigkeit, die Kraft usw. Wir
werden spiter sehen, daB die Vektoren einen Spezialfall von GréBen
allgemeinerer Art bilden, der sogenannten Tensoren.

Wir werden die VektorgréBen gewshnlich mit deutschen Buchstaben
bezeichnen, und ihren Betrag — durch den entsprechenden lateinischen
Buchstaben, oder auch, indem wir das Vektorsymbol zwischen zwei
vertikale Striche einschlieBen; so soll z. B. || = 4 den Betrag des
Vektors U bedeuten.

Die einfachste VektorgroBe, <\iie auch zur anschaulichen Darstellung
aller anderen GroBen dieser Art dient, ist eine geradlinige Strecke, die
von einem Punkte O zu einem anderen P gezogen wird und als die
Verriickung eines materiellen Punktes aufgefaBt werden kann.

Die Verriickung OP kann ersetzt werden durch eine Reihe von
anderen Verriickungen 04, AB, BC, CP, die eine gebrochene Linie
bilden und die Komponenten von OP heiBen. Bei zwei Komponenten
04 und A P kann man den Vektor O P als die Diagonale eines Parallelo-
grammes betrachten, dessen Seiten mit OA bzw. 4 P gleich und gleich-
gerichtet sind.

Die Ersetzung eines Vektors durch eine Anzahl Komponenten (die
offenbar auf unendlich viele verschiedene Weisen geschehen kann)
heiBt geometrische Zerlegung. Die zur Zerlegung umgekehrte Operation,

Frenkel, Elektrodynamik I. 1



2 Grundziige der Vektor- und Tensorrechnung.

welche in der Ersetzung einer Anzahl willkiirlicher Strecken (Vektoren)
F1, Fas - - - §n durch eine einzige Strecke &, fiir die sie die Rolle der
Komponenten spielen, besteht, heilt geometrische Addition und wird
symbolisch durch die Gleichung

%:%1+%2+--n+%n:%%k ()

bezeichnet; dabei heit der Vektor § die geometrische Summe von
F1> &g usw. Es ist leicht zu beweisen, dal die geometrische Summe von
der Reihenfolge der einzelnen Summanden (d. h. Komponenten) un-
abhingig ist und dal ferner eine beliebige Anzahl der Summanden
bei der Addition durch ihre geometrische Summe ersetzt werden kann.
Die geometrische Addition geniigt also, ebenso wie die gewdhnliche
(algebraische), dem kommutativen und assoziativen Gesetz.

Ein Vektor, der einem anderen § gleich und entgegengerichtet ist,
wird durch — B bezeichnet. Die geometrische Summe % -+ (— B) wird
einfach in der Gestalt ¥ — B geschrieben und heifit die geometrische
Differenz der Vektoren % und .

§ 2.

Wenn man durch die Endpunkte einer Strecke OP zwei zu einer
Geraden MN senkrechte Ebenen zieht, so schneiden sie aus dieser Ge-
raden eine Strecke O, P, aus, die die Projektion von OP auf MN
heit. Dabei wird diese Projektion als eine gewthnliche (skalare) Gré8e
betrachtet — pesitiv, wenn die Richtung O, P; mit der positiven Rich-
tung der Geraden MN zusammenfillt, und negativ im entgegengesetzten
Falle.

Bezeichnet man die Projektion eines Vektors 9 auf einen anderen B
(oder eine zum 9B gleichgerichtete Gerade) durch A4,, so ist nach der

obigen Definition:
A, = A4 cos (U, B).
Das Produkt 4, + B = A B cos (¥, B) = AB, heiBit inneres (oder ,,ska-
: lares“) Produkt der Vektoren % und ¥ und
wird durch das Symbol A- B oder einfach A'B
bezeichnet. Es ist leicht einzusehen, daB die
Projektion der geometrischen Summe zweier

©

- —————

0 oder mehrerer Strecken (z. B. 0Q und QP,

} A Abb. 1) auf irgendeine Gerade gleich ist der
Y : " algebraischen Summe der Projektionen der ein-
0 a, zelnen Summanden, d.h. (A -+ B),=4,-+ B,.

Abb, 1. Multipliziert man diese Gleichung mit C,
so erhilt man nach der Definition des in-
neren Produktes die Formel

(U + B) € = AC + BE. @)
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Diese Formel, welche das distributive Gesetz ausspricht, 148t sich offen-
bar auf eine beliebige Anzahl der Summanden in jedem Faktor ver-
allgemeinern:

(%mﬁ) (2%0):%2%{1’%q' (23')

§ 3.

Die durch eine ebene geschlossene Linie ¢ begrenzte (ebene) Fliche
kann man, sofern nur ihre Orientierung und ihr Flicheninhalt S in
Betracht gezogen werden, als eine VektorgréBe auffassen und durch eine
zu ihrer Ebene senkrechte Strecke &
von einer zu S proportionalen Linge
darstellen. Die dabei entstehende
Zweideutigkeit in der Richtung von &
wird dadurch vermieden, da man auf
der Begrenzungskurve o einen be-
stimmten Umlaufssinn vorgibt und die
Richtung der darstellenden Strecke zu
diesem Umlaufs- (oder Umdrehungs-)
sinn esndeutig — im Sinne der gewdhn-
lichen rechtsgingigen Schraube — zu-
ordnet.

Zieht man durch alle Punkte der Abb. 2,
Begrenzungskurve die zu einer be-
stimmten Ebene @ senkrechten Geraden, so bekommt man auf dieser
Ebene eine Kurve g,, die als Projektion von ¢ auf Q bezeichnet wird;
dementsprechend heiBit die durch ¢, auf Q begrenzte Fliche S; die
Projektion von S auf Q. Diese Projektion wird als eine gewdhnliche
(skalare) GréBe betrachtet, deren Vorzeichen man dadurch bestimmt,
daB man auf der Ebene Q einen bestimmten Umlaufssinn als positiv
wihlt. Fillt dieser Umlaufssinn mit dem Umlaufssinn auf ¢, zusammen,
so ist S; positiv; im entgegengesetzten Falle ist sie negativ. Wie leicht
einzusehen, ist S; numerisch gleich dem Produkte der projizierten
Fliche S mit dem Kosinus des Winkels & zwischen der sie enthaltenden
Ebene und der Ebene Q. Indem man die letztere oder besser den auf
ihr gewahlten Umlaufssinn durch die dazu senkrechte nach der Rechts-
schraubenregel gerichtete Gerade MN darstellt (Abb. 2), kann man
die Projektion der Fliche S auf § mit der Projektion der S darstellen-
den Strecke @ auf MN identifizieren,

Besteht die ,,Begrenzungskurve® ¢ aus lauter geradlinigen Strecken,
so kann man die betrachtete ebene Fliche S durch eine Anzahl anderer

ebener Flachen S, S,, ... ersetzen, die eine von ¢ begrenzte Polyeder-
fliche bilden. Der Umlaufssinn auf den ,,Kurven‘* — in unserem Falle
Polygonen — g, 6, . .., welche die Flichen S, S,... begrenzen, soll

1*
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dabei in der Art gewihlt werden, daB jede Kante, die zwei verschiedenen
Polygonen angehért, in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen
wird, wihrend der Umlaufssinn auf den Kanten des urspriinglichen
,,AuBeren’ Polygons ¢ unverindert bleibt (Abb. 3). Unter diesen Um-
stinden kann man offenbar behaupten, dafl die algebraische Summe
der Projektionen der ,,Komponentenflichen S, S,, ... auf irgendeine
Ebene Q immer gleich der entsprechenden Projektion von S bleiben
wird. Daraus folgt, daB fiir jede Art der ,,Zerlegung” von S in Kompo-
nentenflichen (oder von ¢ in Komponentenkurven) die geometrische
Summe der Vektoren &;, S,, . . . denselben Wert € behalten muB3. In
diesem Sinne werden wir die verschiedenen durch
o begrenzten Polyederflichen als einander dgus-

valent bezeichnen.
Eine Polyederfliche kann offenbar auch durch
eine nichtebene Polygonkurve begrenzt werden.
Solange aber der Umlaufssinn auf dieser ,,Kurve:*
(o) gegeben ist und der Umlaufssinn auf den ein-
zelnen Komponentenpolygonen (g,) nach der oben
erwihnten Regel festgestellt ist, wird die geome-
Abb. 3. trische Summe der Komponentenflichen (oder des
sie darstellenden Vektoren) @; fiir alle durch die-
selbe Polygonkurve ¢ begrenzten Polyederflichen denselben Wert &
haben?). Dieser Vektor &, dessen Betrag und Richtung durch die Ge-
stalt und den Umlaufssinn des Polygons ¢ eindeutig bestimmt ist, wollen
wir als geometrisches Moment von ¢ bezeichnen. Diese Definition des
geometrischen Moments 148t sich leicht auf beliebige geschlossene Kurven
verallgemeinern, indem eine solche Kurve als Grenzfall eines Polygons
mit unendlich kleinen Kanten betrachtet wird. — Fiir ebene Kurven
ist der Betrag des Momentes gleich dem Flicheninhalte und seine
Richtung dem Umlaufssinn nach der oben definierten Rechtsschrauben-

regel zugeordnet.

§ 4.

Die einfachste ebene Figur ist ein Dreieck oder ein Parallelogramm
(das sich in zwei gleiche Dreiecke zerlegen la3t). Das geometrische Mo-
ment eines Parallelogramms, dessen Seiten durch die Vektoren 9 und
B definiert sind, heit das dufBere Produkt (oder ,,Vektorprodukt)
dieser Vektoren und wird durch das Symbol A X B bezeichnet Dabei
wird vorausgesetzt, daB3 die Strecken % und B von demselben Punkt aus
gezogen sind, und daB die Umlaufung des Parallelogramms von diesem
Punkte aus in der Richtung von 9 beginnt und in der zu B entgegen-
gesetzten Richtung endet. Die Umkehrung des Umlaufssinnes ent-

1) Dies ergibt sich sofort aus der Betrachtung der Projektionen von ¢ und o,
(:=1,2,3...) auf irgendeine Ebene.
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spricht also der Umkehrung der Reihenfolge von % und 8. Daraus folgt

die Gleichung
BxA=—AXDB .

Der Betrag des duBeren Produktes ist selbstverstindlich von der Reihen-
folge beider Vektoren unabhingig, und, wie leicht einzusehen, gleich
A B sin (%, B).

Obwohl das kommutative Gesetz fiir die dulere Multiplikation -—
im Gegensatz zur inneren — nicht gilt, ist das distributive Gesetz in
beiden Fillen giiltig. Stellen wir uns ndmlich zwei durch die Vektoren
A, € und B, € bestimmte Parallelogramme
vor, derart, daB sie eine Seite (€) gemeinsam
haben und erweitern die so bestehende Figur ==
(Abb. 4, wo OP=0'P' =%, PQ=P' ()= q
und 00’ = PP’ = Q¢ = € bedeuten) durch )
die Dreiecke OQ P und O’ P’QY mit entgegen- ¢ o
gesetzten Umlaufsrichtungen und Momen- <
ten, so bekommen wir das Parallelogramm 0
0QQ’0’, dessen Moment offenbar gleich der Abb. 4.
geometrischen Summe der Momente von
OPP(¢ und PQQ' P’ sein muB. Da andrerseits 0Q = O P + PQ
= A L+ B ist, so folgt

AxC + BxEC = (A + B)xEC. (8)
Diese Gleichung 148t sich wie die entsprechende Gleichung fiir die

innere Multiplikation auf eine beliebige Anzahl von Summanden ver-
allgemeinern:

Q,

(Z9,) x (I8, = II08, (3)

§ 5.

Sind %A, B, € drei nichtkoplanare (d. h. nicht in derselben Ebene
liegende) Strecken, so bedeutet das doppelte Produkt % (B x €) das
Volumen eines Parallelepipeds, dessen Seiten diesen Strecken gleich
und gleichgerichtet sind (mit dem Vorzeichen -+ oder —). Dies folgt
daraus, daB das duBere Produkt % X € seinem Betrage nach gleich ist
dem Flicheninhalt des Parallelogramms (B, €), welches als Grundfliche
des Parallelepipeds (%, B, €) aufgefaBt werden kann, wihrend seine
Richtung senkrecht zu dieser Fliche steht. Indem verschiedene Flichen
zu Grundflichen des Parallelepipeds gewihlt werden, ergeben sich fiir
dasselbe Volumen die Ausdriicke B (€ X %) und € (A X B), und zwar
mit denselben Vorzeichen wie % (B X €) wenn die Vektoren %, B, €
zyklisch vertauscht werden. Es gilt also fiir beliebige Vektoren:

ADBXxC)=BExA =€ (AxB). 4)
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Das doppelte duBere Produkt % X (B X €) stellt einen Vektor dar,
welcher in der Ebene B, € senkrecht zu Y gerichtet ist. Er kann des-
balb in der Form § B+ y € ausgedriickt werden, wobei § undy zwei skalare
Koeffizienten sind, zwischen denen die Beziehung S(UAB) + p(AC)=0
bestehen muB. Setzen wir dementsprechend = aUA€ und y = —a AB,
wo o einen neuen skalaren Koeffizienten bedeutet, so wird

A (B X E) = o {(AC) B — (AB)C) .

Es ist nun leicht zu zeigen, daB « = 1 ist, unabhingig von der GroBe
und Richtung der Vektoren %, 9B, €, so daB

AX (BXEC) = (AC) B — (AB)E (5)

ist. Von dem Beweis der obigen Behauptung sehen wir hier ab, da die
Identitdt (5) unten auf eine andere Weise aufgestellt wird. Aus (5)
folgt

AX(BXE) 4+ BX(EXxA+C AxB) = 0, (5a)

wobei die einzelnen Summanden durch zyklische Vertauschung der

Vektoren U, B, ¢ auseinarider hervorgehen.
Durch Anwendung von (4) und (5) ergibt sich ferner

UXB) (EXD)=C (DxUAXB)] = € {A(BD) — B(AD) },
d.h.
(AXB) (ExD) = (AC) (BD) — (BE) (AD). (6)

§ 6.

Zum SchluB wollen wir noch die Koordinatendarstellung der
VektorgréBen und -operationen kurz betrachten.

Stellen wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem vor, dessen
Achsen 0X,,0X,,0X; in der Richtung von drei Einheitsvektoren
¢4, €5, 3 gezogen sind. Diese Vektoren sollen nebst den Orthogonali-

tatsbedingungen
o .p _{1 fir 1=k 1)
CTETO fiir ik ‘
noch den Bedingungen
BaX €3 =81, €3Xe;= €5, €1Xey= €y (7a)

welche den ,,Rechtsschraubencharakter des Koordinatensystems aus-
sprechen, geniigen.

Es sei t der Radiusvektor O P eines Punktes P in bezug auf den
Koordinatenursprung 0. Seine Komponenten lings der Koordinaten-
achsen — d. h. die Koordinaten x,, x,, x¥; des Punktes P — sind durch
die Vektorgleichung

T = ey %; F ¥y F 03y (8)
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definiert. Bilden wir andererseits die Projektion von ¢ auf irgendeine
Achse (X,) so ergibt sich nach (2}, wegen (7) und (8)
7'i e ‘Cei - xi.
Es fallen also im betrachteten Falle die Komponenten des Radius-
vektors mit seinen Projektionen auf die Achsen zusammen. Dasselbe
muB offenbar fiir alle anderen Vektoren gelten, so da die Komponenten
eines Vektors ¥, statt der Gleichung (8), durch die Gleichungen
A; = Ue, (8a)

definiert werden konnen.

Die Komponenten einer geometrischen Summe % 4+ B + - - - sind
offenbar gleich der algebraischen Summe der entsprechenden Kompo-

nenten der einzelnen Summanden.
Setzen wir in den Produkten AP und AX B

A= YA, und B=3Be,
3 k

so ergibt sich nach (7)
AP = YA,;B;= A, B, + A, B, + 43 Bs. 9)

Speziell fiir $ = AU:
AU = A2 = AT+ A+ A4} (9a)
Ferner A X B= 33 A,;B;(e;xe,)=3 > (A; Bp— Ay B,) (e;Xex)
i K TR

d. h. nach (7a)
UX B=r¢, (4, By — A3 B,) + ¢y (A3 B;—A4, By) +e3(4; B,—A4,By)  (10)
oder
(UXB)y = Ay By — A3B;, (UXB)y= 438, — 4,B;,)
(AX V)3 = A, B, — 4, B,. J
Mittels dieser Formeln kann man leicht die Identititen (4) und (5) auf-
stellen. Im Falle von (5) z. B. hat man nach (10a):
[AX(BXE)]; = A4, (BXE); — 45 (BXE),
= Ay (B1Cy— ByCy) — A5 (B3C1— B,C5)
= B, (4,0, + A2C2 + A43Cy)—Cy (4B, + Asz + 45C5)
= B; (UC) — C, (ADY),
was mit (5) iibereinstimmt.

(10a)

B. Differentialoperationen der Vektorrechnung.

8§ 1T.
Die Vektoren kann man ebenso wie die Skalare als (nach Betrag und

Richtung) verdinderliche Grofen auffassen, und zwar als wunabhingige
Verinderliche ~— Argumente — oder als abhingige — Funktionen.
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Dabei kénnen die folgenden vier Fille auftreten: 1. eine skalare Funktion
vom skalaren Argument « (¢), 2. eine vektorielle Funktion vom skalaren
Argument U (#), 3. eine skalare Funktion vom vektoriellen Argument
@ (r) und 4. eine vektorielle Funktion vom vektoriellen Argument & (x).

Der Anschaulichkeit halber werden wir von vornherein ¢ als die Zeit
und t als den Radiusvektor verschiedener Raumpunkte (bezogen auf
einen ,,festen Punkt 0) betrachten. Es sind also « (¢), %A () Funktionen
der Zeit und ¢ (r), & (r) — Funktionen des Ortes, wobei der ,,Ort"
durch Angabe von t definiert wird.

Eine skalare Funktion des Ortes ¢ (r) kann man sich durch die
Konstruktion einer Schar von Flichen

@ = ¢ = konst
fiir dquidistante Werte von ¢ veranschaulichen. Die zu diesen Flichen
orthogonalen Kurven ergeben dabei in jedem Punkte die Richtung des
raschesten Anwachsens von ¢.

Die vektoriellen Funktionen des Ortes § (r) bezeichnet man gewdhn-
lich als ,,Vektorfelder’, und veranschaulicht sie durch Konstruktion
einer Schar von Linien (,,Stromlinien®, wenn $ eine Geschwindigkeit,
,,Kraftlinien‘, wenn % eine Kraft bedeutet), die durch jeden Punkt in
der Richtung des zu diesemn Punkt gehorigen Vektors {§ gehen, und
deren ,,Dichte’ (Anzahl von Linien pro Einheit einer dazu senkrechten
Fliche) dem Betrage von §§ proportional ist?l).

§ 8.
Der gewdhnlichen Ableitung einer skalaren Funktion vom skalaren

Argumente %‘; entspricht im Falle einer Vektorfunktion desselben

Arguments ¥ (¢) die ,,vektorielle Ableitung* %, welche als Limes des

Vektors
A+ A48 — AW
At
fiir A¢— 0 definiert ist.

Im Falle einer skalaren Funktion vom Vektorargument ¢ kann die
entsprechende Differentialoperation folgendermaBen definiert werden.

Stellen wir uns eine geschlossene Fliche S vor, die den betrachteten
Punkt P (O P = 1) enthilt.

Es sei durch jeden Punkt von S ein Einheitsvektor n in Richtung
der duferen Normale gezogen. Teilen wir S in unendlich kleine Ele-
mente 4S und bilden das Produkt nedS, wo n und ¢ sich auf zwei be-
liebige Punkte von 4S beziehen, so wird die geometrische Summe der

1) Wenn eine Flache S zu F nicht senkrecht, sondern schief steht, so wird die
Anzahl der diese Fliche schneidenden Linien, auf die Flicheneinheit bezogen,
durch die Projekiion von F auf die Normale zu S gemessen.
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unendlich kleinen Vektoren ngdS im Limes dS — 0 eine von der Wahl
der erwihnten Punkte unabhingige VektorgréBe, die man durch

56ntpd5

bezeichnet und das Flichenintegral der Funktion ¢ (r) nennt?). Diese
Funktion werden wir im ganzen in Betracht kommenden Volum als
stetig voraussetzen?).

Dividiert man das Flichenintegral von ¢ durch das von der Fliche S
eingeschlossene Volum V und zieht S zusammen auf den (immer inner-
halb bleibenden) Punkt P, so ergibt sich im Limes S — 0 eine von der
Gestalt von S oder seiner Anderung beim Grenziibergang unabhingige
VektorgroBe3); diese GroBe entspricht, wie wir im néichsten Para-
graphen sehen werden, der gewdhnlichen ,,Ableitung®, indem sie das
MaB der Anderung von ¢ (t) ,,im Punkte P* nach Betrag und Richtung
bestimmt. Man nennt sie den Gradienten von ¢ und bezeichnet ge-
wohnlich mit dem Symbol grad ¢. Es ist also

1
gradwzlim-génq)d& (11)
S>0

Fiir eine vektorielle Funktion & (r) kann man zwei verschiedene
Differentialgré8en bilden, welche dem Gradienten eines Skalars ent-
sprechen, indem das Produkt ne in (11) durch das innere oder duflere
Produkt von n und § ersetzt wird. Im ersten Falle bekommen wir
eine skalare DifferentialgréBe, welche die Divergenz von § genannt wird,

div%zlimll,gﬁn%ds (11a)
S>0

im zweiten Falle — eine Vektorgroe — die ,,Rotation’* (oder den ,,curl®)
von §:

1
rot%=lim?§nx%d.§. (11b)
S>0

Die Divergenz koénnte man als den inneren und die Rotation als den
juBeren Gradienten von { bezeichnen. Fiihrt man den vektoriellen
Operator

1
V=lmyQPu...dS (12)

S»0

ein und faBt ihn als einen symbolischen Vektor auf, so kénnen die drei

1) Der Kreis an dem Integralzeichen bedeutet, daB die Flache S geschlos-
sen ist.

%) D.h.das Verhaltnis der Differenz @(r,) — @ (;) fiir zwei verschiedene
Punkte zum Abstande zwischen diesen Punkten |y, —#;| muB immer endlich
bleiben.

3) Wegen des Beweises sieche Anmerkung zu § 11.
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Differentialoperationen (11), (11a), (11b) symbolisch durch die ent-
sprechenden Multiplikationsoperationen ausgedriickt werden:
grad 9 =V o, |
divF=Fg, rotF="FVxgF.I

§9.

Diese Ausdrucksweise ist manchmal sehr bequem und sehr ein-
leuchtend in Hinsicht auf die analytischen Eigenschaften der verschiede-
nen Differentialoperationen. Andrerseits ist durch die iblichen Be-
zeichnungen ihre anschauliche geometrische Bedeutung unmittelbar
ausgedriickt. Im Falle der vektoriellen DifferentialgréBen grad ¢ und
rot § kann man diese Bedeutung durch eine einfache Spezialisierung
der Gestalt von S sofort erkennen. Essei nidmlich S die Oberflache eines
unendlich kleinen Zylinders mit den Grundflichen S’, S” und der Seiten-
fliche X. Die entsprechenden 4duBeren Normalen werden wir mit n’, n”’
und » bezeichnen, und die Héhe des Zylinders mit 4. Wir bilden zu-
nichst die Projektion des Vektors §nedS auf die Zylinderachse, die
von S nach S” gerichtet sei (also mit n”’ zusammenfalle). Diese Pro-
jektion ist gleich dem inneren Produkte n” § npdS oder, wegen der Kon-
stanz von w’, § (m”n)¢dS. Da wn” = 0 ist, so reduziert sich das
obige Integral auf die Summe der Teile, welche den beiden Grund-
flichen entsprechen, d. h. wegen n”’n’ = — 1, auf die Differenz [¢’dS"
— [¢’dS’. Das Verhiltnis dieser Differenz zum Volumen des Zylin-
dersV=Sh=S5"h im LimesS”— 0 und % — 0 muB definitions-
gemiB gleich der Projektion des Vektors grad ¢ auf n” sein. Da dabei
fo"dS"— f@'dS = (¢ — ¢') S” wird, so ist

¢ —¢ b
n” grad ¢ =grad , ¢ = Ihirgl ?.,_E,K = 5% . (13)

Also: die Projektion von grad ¢ auf irgendeine Richtung ist gleich
der Stirke des Anwachsens von ¢ in dieser Richtung oder, mit anderen
Worten, gleich der (partiellen) Ableitung von ¢ nach der entsprechenden
geradlinigen Achse. Daraus folgt, da3 der Vektor grad ¢ die Richtung
und GroBe des raschesten Anwachsens der Funktion ¢ (r) bestimmt;
die diesen Vektor oder vielmehr das entsprechende Vektorfeld dar-
stellenden Linien sind die zu den Flichen ¢ = konst orthogonalen
Kurven. Durch diesen Zusammenhang wird die geometrische Bedeu-
tung des Gradienten vollig erklart.

Um die Bedeutung des Vektors rot § aufzukldren, bilden wir auf die-
selbe Weise wie frither die Projektion des Integrals §n X §dS auf n”.
Dabei ergibt sich nach (4)

" rot g=5},hcﬁn”<n X F)dS = S,}hgﬁg(n" x1m)dS = y%‘ggg(nm) iz,
da auf den Grundflichen des Zylinders das duBere Produkt n” X n

(12a)
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verschwindet. Was die Mantelfliche X' anbetrifft, so ist es hier gleich 1
und mit den Tangenten zu der Schnittkurve oder Erzeugenden des
Zylinders o gleichgerichtet — nach der Seite, welche der Achsenrich-
tung n” im Sinne der Rechtsschraubenregel entspricht. Setzen wir
n” X v =1 (,,Tangentialvektor”) und dX' = Ado, so wird

1 1 ~
S‘,,h‘é%(n X v)dZ:gﬁéSgy -1do
und folglich

rot .+ & = Lim ;—,—,éF,dG‘ (14)
>0

Das auf der rechten Seite vorkommende Integral heit im all-
gemeinen das Linienintegral des Vektors §; speziell fiir eine geschiossene
Kurve (Kreis am Integralzeichen!) nennt man es die Zirkulation
dieses Vektors. Diese ,,Zirkulation” ist dann von null verschieden,
wenn die das Vektorfeld § darstellenden Linien geschlossene oder
schraubenartige Kurven sind — da in diesem Falle die tangentielle
Projektion von § in allen Punkten einer geschlossenen Kurve das-
selbe Vorzeichen beibehidlt. Dies geschieht z. B. wenn § die Ge-
schwindigkeit der verschiedenen Teilchen eines rotierenden festen
Kérpers oder einer rotierenden Fliissigkeitsmasse bedeutet. Solche
Stellen, wo rot & von null verschieden ist, heilen Wirbel des Vektor-
feldes ¢ (). Diese Wirbelpunkte bilden im allgemeinen kontinuierliche
Linien — die sog. Wirbellinien (oder Wirbelfiden), welche im Falle von
Fliissigkeiten als gekriimmte Rotationsachsen aufgefaBt werden konnen.

Mittels der Formel (14) kann man leicht zeigen, daB3 dabei der Vektor
rot § mit der Rotationsachse gleichgerichtet und seinem Betrage nach
gleich der doppelten Drehgeschwindigkeit ist. Dadurch erklirt sich die
Bezeichnung ,,Rotation®.

Der Ausdruck (11a) fiir die Divergenz kann durch Spezialisierung
der Fliche S nicht umgeformt werden wegen des skalaren Charakters
dieser DifferentialgréBe. Seine geometrische Bedeutung wird aber un-
mittelbar klar, wenn man sich das Vektorfeld § durch die entsprechen-
den ,,§-Linien“ veranschaulicht. Das Produkt F,dS kann man dabei
deuten als die Anzahl solcher Linien, welche durch das Flichenelement
hindurchgehen, und zwar nach auBen, wenn F,, positiv oder nach innen,
wenn F, negativ ist. Das Integral § F,dS, welches im AnschluB an
dieses Bild der ,,Flug* von § durch S genannt wird?), ist also gleich dem
UberschuB8 der Anzahl der {-Linien, welche aus S herauskommen,
iiber die Anzahl solcher Linien, die in S hineintreten (dieser Uberschuf3
kann selbstverstindlich sowohl positiv wie auch negativ ausfallen).

1) Auch wenn S ungeschlossen ist; dabei mu8, wie iiblich, die Normale 1t in

der Richtung gezogen werden, welche dem Umlaufssinne auf der begrenzenden
Kurve ¢ nach der Rechtsschraubenregel zugeordnet ist.
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Wenn innerhalb S die Divergenz von § verschwindet, so mufl nach
(11a) auch der totale FluB des Vektors § durch S gleich null sein.
Dies bedeutet, da die das Vektorfeld ¥ (r) darstellenden Linien durch
das von S eingeschlossene Gebiet hindurchgehen, ohne hier zu beginnen
oder zu enden. Ist aber in einem Punkte oder Gebiete div § von null
verschieden, so muf3 der FluB von & durch eine diesen Punkt einschlie-
Bende Fliche auch von null verschieden sein. Wenn speziell div § > 0
ist, so haben wir innerhalb S eine ,,Quelle’ der -Linien, d. h. eine solche
Stelle, wo sie beginnen und nach verschiedenen Richtungen divergieren.
Dadurch erklirt sich die Bezeichnung ,,Divergenz‘. Negativen Werten
von div  entspricht eine ,,Sinkstelle”* (,,negative Quelle‘‘) der &-Linien,
zu welcher sie von allen Seiten konvergieren (aus diesem Grunde wurde
die GroBe — div § vielfach , Konvergenz’* genannt).

§ 10.

Wir miissen noch eine Differentialoperation erwahnen, welche sich
auf die Vektorfunktion $ (r) bezieht und in engster Analogie mit dem
Gradienten einer skalaren Funktion steht. Diese Operation kann man aber
nur definieren bei Angabe eines zweiten Vektors oder einer Vektorfunk-
tion %, die selbst nicht differentiiert wird, sondern die Richtung, in welcher
die Differentiation der betrachteten Funktion & (r) in jedem Punkte
zu geschehen hat, bestimmt. Wir kniipfen dabei an die Formel (13)
des vorangehenden Paragraphen an; ersetzt man darin ¢ durch §, so
ergibt sich eine Operation, welche wir durch das Symbol (n”” grad) be-
zeichnen werden:

(n” grad) & = Lim il h_ ¥ _ g—% . (15)

h—>0

Durch Umkehrung der Uberlegung, womit wir von der Formel (11) zu
(13) gelangt sind, erhalten wir die folgende den Formeln (11), (1la),
(11b) entsprechende Definition der neuen Operation

(9 grad) § = Lim I‘,gﬁ(arn)gds,
S—>0

wobei U ebenso wie n’’ zunichst einen konstanten Einheitsvektor be-
deuten soll. Wir kénnen uns aber von dieser Beschrankung sofort be-
freien, indem wir unter dem Integralszeichen den Wert von % in dem
betreffenden Punkte (auf welchem sich die Oberfliche S zusammen-
ziehen soll) verstehen, d. h. ganz allgemein setzen

(¥ grad) § =Lim { : 99@1 n)%dS}%: - (152)

Der Vektor (U grad) § ist also gleich der mit dem Betrag von % multi-
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plizierten ,,partiellen Ableitung* von § in der %-Richtung?l). Betrach-
ten wir z. B. zwei unendlich nahe Punkte 1; und 1, und setzen
A = 1, — 1, = dr, so bedeutet der Vektor (dr grad) & nichts anderes als
die Vektordifferenz & § = & (r,) — & (r,) — ebenso wie dt-grad ¢ = deg
= @ (1) — @ (ry) ist. Es sei bemerkt, dal das skalare Produkt ¥ grad ¢
auf die durch (15a) definierte zusammengesetzte Operation zuriick-
gefithrt werden kann, indem in (15a) die vektorielle Funktion § durch
die skalare ¢ ersetzt wird. Es ist namlich

. 1 . 1
(A grad) ¢ = }ﬁ{Vé(mn)(PdS}m ‘konst:%g{}{l/igI (ng) dS}Q{ = konst

=<%-Lim;€ﬁntpd5>=?[-grad<p.

S—>0
Wenn man in (15a) nicht ¥, sondern  als konstant voraussetzt, so er-
gibt sich
. 1 .1 .
L[ P05, v, = & Lim ] Prtas — v
Es ist nun leicht zu beweisen, daB3 im allgemeinen Falle, wenn die beiden
GroBen U und § als verdnderlich betrachtet werden, das Integral

Il/é (An) FdS im Limes einfach gleich der Summe der obigen Aus-

driicke sein muBl. In der Tat, setzt man A=, + AY¥ und F = F,
+ AF, wo Uy und F, die Werte von ¥ und B im betreffenden Punkte
bedeuten, so wird

(UAn) F = (Uon) Fo + Aon) AF + (A1) Fo + (AA-1) AF,

ferner

.1
Lim Vf(mon) F,dS =0,

S>>0

Lim lﬁ(ﬂlon)d X¥dS =Lim 1 é(‘)lon)%ds =(Agrad) F,
s»o0V s> V

Lim L 95 (A% -m) %OdszLimlgs(szxﬁ)gods — K divy,
S—>0 4 S—>0 |4

1) Man kénnte, im AnschluB an (15a), zwei andere Differentialoperationen
derselben Art definieren, namiich

(Axgrad) F = Lim{llé(ﬁl X 1) ‘{de}
1%4 9( = konst.

S—>0

A(x grad) X § = Lim {lﬁ(‘uxn) X %ds}
14 A = konst.

S>>0
Diese Operationen sind aber fiir praktische Anwendungen der Vektorrechnung
unwesentlich, und lassen sich dabei auf die friiheren zuriickfiihren. Und zwar
gelten die folgenden Identitaten (¥ x grad) § = (¥ rot §) und (A X grad) x &
= Arot F + (A grad) F — A div §.
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und da A% und AU unendlich kleine Gréfen sind (wegen der voraus-
gesetzten Stetigkeit der Funktionen § und ),

1
Lim ¢(A %) AFAS = 0.
S—>0
Folglich wird:
Lim%9@(mn)%dsz(mgrad)g+gdivm. (15b)
S>0

§ 11.

Wir teilen das Volumen V, welches durch die (nicht unendlich kleine)
Oberfldche S begrenzt ist, in zwei Teilvolumina ¥, und V, ein, und be-
zeichnen die diese Teilvolumina begrenzenden Flichen mit S, bzw.S,. Auf
den mit S gemeinsamen Teilen von S; und S, fallen die entsprechenden
duBeren Normalen n; und n, mit n zusammen; auf der Fliche S, o
welche 7} von V, trennt, sind sie einander entgegengerichtet, so daB
hier ny = —mn, oder n; + n, = 0 ist.

Daraus folgt, daB die Summe der beiden Integrale $n,pdS, und
$nypdS, dem urspriinglichen Flichenintegral § ngdS gleich sein muB,
ganz unabhéngig von der Form der Trennungsfliche S; , (da die Inte-
grale $ n,¢dS; , und $n,dS, , sich gegenseitig zerstéren.

Durch Fortsetzung dieses Vorgangs kann man ¥V in unendlich kleine
Volumenelemente V;, die durch unendlich-kleine geschlossene Flichen S,
begrenzt sind, einteilen, so daBl die Summe ¢ n,¢dS,; immer gleich

$nedS bleibt?). Gehen wir zur Grenze S;—0 iiber und beachten, da3
L1

Lim ngﬁniq)dsi = grad @, ist, so bekommen wir

S>0 " *

1) Auf Grund dieses Satzes kann man leicht die Giiltigkeit unserer in § 8 ge-

1
auBerten Behauptung betreffs der Unabhingigkeit des Limvéntpds von der
S—>0

Gestalt der Oberfliche S beweisen. Wir stellen uns vor, daB die Elemente V, (S;)
dieselbe Gestalt und Grofe haben — ausschlieBlich der Grenzelemente, deren relative
Anzahl und Betrag zum Integral 99 n@dS mit steigender Anzahl N aller Elemente zu
null strebt. Ist die Oberfliche S selbst unendlich klein und N unendlich groB, so
kann man, wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion ¢, alle Teilintegrale
9€n.~ d S; bis auf unendlich kleine Grofen hoherer Ordnung als einander gleich be-

1
trachten und folglich # N;@:dS; o~ Ngﬁntp dS setzen. Da mit derselben Annihe-

7

rung vV, == —;\7 ist, so folgt, daB der Grenzwert vonTl/ n@dS fiir eineverschwindend

vV,
eine unendlich kleine Oberfliche von bestimmter — z. B. Wiirfel-Gestalt — zu-
sammenfallen muf, also von der Gestalt von S unabhingig ist.

kleine Oberfliche S von irgendeiner Gestalt mit dem Werte von 1— é n;@;dS,; fiir
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9Sn¢ds_ —Lim Ygrad g, ;.

V.>0 ©
[
oder, indem die Summe durch ein Volumenintegral ersetzt wird,

SBmpdS:fgrad pdV. (16)
Auf dieselbe Weise bekommt man aus (8), (9) und (15b) die Trans-
formationsformeln

SBFnds_ggngdszfdiv SV, (16a)

gﬁnxgdszfrot%dv, (16b)

f (A grad) FdV +J'g div¥AdV.  (l6c)

gg(n‘)l)%ds =

§ 12.

Ahnliche Transformationsformeln erhilt man fiir Linienintegrale,
die lings einer geschlossenen Kurve ¢ genommen sind. Ersetzt man nim-
lich ¢ durch ein Netz von unendlich kleinen ebenen Kurven ¢;, die die
Flichenelemente S; irgendeiner durch ¢ begrenzten (also nicht ge-
schlossenen) Fliche S begrenzen und beachtet, daB die Summe der
Integrale §7, ¥ do; immer gleich dem urspriinglichen Integral §tJdo
bleiben muB (da die Tangentiilvektorent; auf jeder Trennungslinie
zweier Flichenelemente S; entgegengerichtet sind), so bekommt man
im Limes S;, g, = 0, nach (14),

ér%do = 256 7,85do; = d;rot i, S;
oder ' '
éF,do:frotn%dS, (17)

wo rot, §F =mn-rotF ist und n die Normale zu 4S bedeutet; dabei
wird diese Normale in der Richtung gezogen, welche dem durch den
Tangentialvektor v definierten Umlaufssinn auf der Grenzkurve ¢ nach
der Rechtsschraubenregel entspricht.

Die Formel (16a) wird gewshnlich als Gaufischer und (17) als Stokes-
scher Satz bezeichnet. Zur Formel (17) kann man eine dhnliche Formel
hinzufiigen, die sich bei der Ersetzung der Vektorfunktion & (r) durch
eine skalare Funktion ¢ (#) ergibt. Dabei gilt wie oben die Identitit

#rtpda = Zgﬁﬁ%d%-

I3
Die Umformung eines lings einer unendlich kleinen Kurve o, erstreckten
Linienintegrals éritpida,- geschieht am einfachsten folgendermaBen. Wir

denken uns ¢; als die Erzeugende der Zylinderfliche, die wir oben
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bei der Ableitung der Formel (13) gebraucht haben und bilden anstatt
desinneren Produktesn” § nedS das duere Produktn” x gﬁ nedS (der

Index ¢ werde vorldufig fortgelassen). Dabei erhalten wir ebenso wie
bei der Ableitung der Formel (14)

n” x gﬁmpds ::gﬁn”xmpds :——fn” X wde—_—hé TQdo
und folglich, nach (11),
n”’ x grad ¢ S” = ﬁ-npdc,

oder, indem der Index ¢ wieder eingefithrt wird,
éﬁ%dﬁi = n; X grad ¢;S,.

Durch Summation und Grenziibergang (S; = 0) erhalten wir also
die folgende Formel:

gﬁupdo——:fn x grad ¢dS. (17a)

§ 13.
Durch Anwendung der oben betrachteten Differentialoperationen
auf die Funktionen
Vo=gradp, VF=divy, VFxF=rot§,
welche der gewohnlichen Ableitung 1. Ordnung entsprechen, bekommen
wir die folgenden 5 Ableitungen 2. Ordnung:

(VV) ¢ = div grad ¢, PFE) =graddivy FVxVe=rotgradg,
V{Fx%) =divrot§, Vx(Vxg) = rotrotF.

Wire der Differehtialoperator V' kein symbolischer, sondern ein
echter Vektor, so miiBten die doppelten ,,Produkte” V xVo = (V xV)¢p
und ¥V (V' x§) identisch (in ¢ bzw. in §) verschwinden, d. h. es sollten
die folgenden Identititen bestehen:

rot grad ¢ = 0, (18)

divrot § = 0. (18a)
Es ist nun leicht, auf Grund der obigen Transformationsformeln, ein-
zusehen, daB dies tatsichlich der Fall ist.

Denken wir uns die Fliche S in (17) und (17a) als geschlossen, sc
reduziert sich die begrenzende Kurve ¢ auf einen Punkt und das ent
sprechende Linienintegral verschwindet. Es ergeben sich auf diese Weis
die Identititen

én rot §dS =0, Sﬁnxgrad @dS =10
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oder durch Transformation nach den Formeln (16a) und (16b)
fdiv rot FdV =0, frot grad pdV = 0.

Da das durch S eingeschlossene Volumen ¥ ganz willkiirlich ist, so miissen
in diesen Volumintegralen die Integranden identisch verschwinden —
woraus sich die Formeln (18) und (18a) ergeben.

Die Operation VV ¢ = div grad ¢ schreibt man gewdhnlich inder
Form V2@, wo V2= VV der Laplacesche Operator heiit (er wird auch
vielfach durch A bezeichnet).

Nach der Definition von div kann man offenbar schreiben:

Pee ==I£;1 % n-gradedS,

oderda n grad ¢ = (ngrad) ¢ ist,
.1

Vi =Lim -

99 S50 v

Diese Formel zeigt, daB die Operation 2 nicht nur auf skalare, sondern
auch auf vektorielle Funktionen angewandt werden kann. Und zwar

wird, wenn wir in (19) @ durch § ersetzen,

2% = Lim %gg(ngrad)ws. (19a)
550

Fihrt man wieder statt des Symbols grad den symbolischen Vektor ¥ ein
und behandelt ihn als einen gewthnlichen Faktor (der aber immer vor
der zu differentiierenden Funktion § stehen muB), so folgt nach der
algebraischen Identitit (5), wenn % = n, B = F (oder umgekehrt) und
€ = § gesetzt wird,

MNF=nFF)—Fx(uxF) =VuF)—axFxF).

Da  Lim -%6611(17%)015 —grad (V §) =¥ Lim -.‘;fngds
S>0 S>>0
und

4;(11 grad)edS. (19)

Lim —‘-gﬁnx(w 3)dS =10t P xF=Fx Lim — (ﬁn X FdS
S>0 |4 S>0 v

ist, so ergibt sich aus den obigen Gleichungen:
V2@ =grad div § —rotrot . (19b)
Diese Identitit werden wir im nichsten Paragraphen mittels der

Koordinatendarstellung der vektoriellen Differentialoperationen strenger
beweisen.
§ 14.

Eine solche Darstellung bekommt man am einfachsten folgender-
malBen:

Wir betrachten die Funktion ¢ (r) als eine gewdhnliche skalare
Funktion der drei Komponenten x;, x,, x, des Vektorarguments t.

Frenkel, Elektrodynamik I. 2
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Dabei ergibt sich nach (13), indem der Vektor n”” durch je einen der die
Koordinatenachsenbestimmenden Einheitsvektoren €y, €5, €5 ersetzt wird,

e;grad ¢ =grad,p = v——. (2=1,2,3) (20)
Xs

Die Komponenten des Vektors grad ¢ = F¢ sind also gleich den
Partialableitungen nach den entsprechenden Koordinaten der Funk-
tion @ (x4, %5, %3).

Daraus folgt, daB der Operator ¥ ganz unabhingig von der Be-
schaffenheit der Funktion ¢ definiert werden kann als ein (symbolischer)

0 0
Vektor mit den Komponenten =—. — In der Form
dx 0x3
0
=e¢, -+ ———+ - 2
Vi=r¢, Ml €25 T 5. (20a)

geschrieben, heifit er der Hamiltonsche Operator und kann sowohl
auf skalare wie auf vektorielle Funktionen angewandt werden, wenn
das Vektorargument r dieser Funktionen durch die drei skalaren Argu-
mente x,, x,, x5 ersetzt wird. Auf diese Weise bekommt man die fol-
genden Ausdriicke fir div §, rot % und (91 grad) &

divE =V =55 Fit 55 Fat 7 (21)

— _ ?,‘53_@52) (95_?,F> <0F ?fl)
rOt%MVX%_el (E}xz 0%,y +e 0xs 0x +63 E 0%,/ (21a)

k’

. 0Fy 0F, _0F _oF, 0F, 0F:y
rotl%--ax2 e rotzl’?——[:)—x3 R rot, F = P (21b)
und
(‘)Igrad%)izﬂgradFi-—A -t +A2—a7 (1=1,2,3) (2lc)

Diese Formeln kann man auch unmittelbar aus den entsprechenden
Definitionsgleichungen (11a), (11b) [bzw. (14) und (15)] ableiten, indem
man fiir S die Oberfliche eines unendlich kleinen Parallelepipeds wihlt,
dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind. Im Falle von div
z. B. ergibt sich, wenn diese Seiten durch A x; und die dazu senkrechten
Flichen durch S/, S/ (! =1, 2, 3) bezeichnet werden (wobei S, sich
auf den Punkt x, und S,;”” auf den Punkt x, + 4 x, bezieht):

¢ nFds :_E{f(n’%l)idsil +f(n"%")idsz‘”}

oder, da ni” =¢,und n/=—e,, & h. W"F"); =+ F/ und (' F");
= _%l ist,

Sﬁngds ZIF" NdS, = éfm;;(é%) v,
wo V=2Ax,-S;= A%, A%, - Ax; das Volumen des Parallelepipeds

bedeutet. Selbstverstindlich sind diese Gleichungen nur annidherungs-
weise bis auf GroBen derselben Ordnung wie die Produkte V-Aux,
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erfiillt. Gehen wir aber zur Grenze Ax;,— 0 iiber, so erhalten wir
die ganz exakte Gleichung

le - ajii,
Lim & nas = 37°

welche mit (19) glelchbedeutend ist.
Mittels der Formeln (20) und (21) ergibt sich
a -
E)x* + + 6x2 - <a— Toa 5+ a;ﬂ) (22)
Den Laplaceschen Operator V2 kann man also tatsichlich als das
Quadrat des Hamultonschen Operators (183) definieren:

’ 0
172:(,7’7):87 6x2+

Es ist nun leicht sich zu iiberzeugen, daB derselbe Ausdruck sich
fiir 2 auf Grund der Gleichung (19b) ergibt. Bilden wir namlich die
Projektion der rechten Seite von (19b) auf irgendeine, z. B. die erste
Achse (X,), so wird, nach (20), (21) und (21Db):
¢ (oF, oF, @F, 0 [0F oF. ¢ (oF. oF
<zx1+ax2 6;\73) b?;(ixj—ﬁrl) dx . 3)

02F1 UZFI

divgrad ¢ =

(22a)

E)x“

2%, 0¥ \0xy  Oxm

+ 0x3

und dies ist nichts anderes, als d1e erste Komponente des Vektors V2%,
wenn dabei V2 als ein skalarer Faktor aufgefaft wird. Es sei bemerkt,
daB die Projektion dieses Vektors auf irgendeine Richtung n gleich
div grad F,, ist, d. h.

V2|, = V2F,. (22b)

§ 15.

Nachdem wir oben die Differentialoperationen der Vektorrechnung
definiert und erldutert haben, miissen wir — wie in der iiblichen Diffe-
rentialrechnung — die Regeln feststellen, welche die Anwendung dieser
Operationen auf Summen, Produkte und zusammengesetzte Funktionen
beherrschen.

Die ,,Ableitungen** einer geometrischen Summe von mehreren Vek-
torfunktionen eines skalaren oder vektoriellen Arguments ist offenbar
ebenso wie bei der gewshnlichen Differentiation gleich der geometrischen

Summe der entsprechenden Ableitungen dieser Funktionen. Z. B.:
d ay 4B .

7 AO+B ()} =~; +,, grad (p + y)= grad ¢ +grady, div (€ +F)
= div€ 4 div F usw.

Man kann ferner leicht beweisen, daf3 im Falle eines Produktes zweier
Funktionen eines skalaren Arguments, dieselben Formeln wie bei ska-
laren Funktionen giiltig bleiben; und zwar ist:

d _dg a%
a PN =73, A+9 5, (23)

%
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i(m)——%w 2 (233)
2 (UxB) =20 x B + Ax (23b)

Die letzte Formel erglbt sich z. B. folgendermaBen:

a im (U A% % (B+AB) —Ax B _
“ —L
(%[XEB)*A:TO At

A% AD
le{AtX%_l—QI At+At AtAt} X B+ Ax

Die Ableitung eines Produktes zweier Faktoren nach einem skalaren
Argument ist also gleich der Summe der Ableitungen, die sich ergeben,
wenn je einer dieser Faktoren als variabel und der andere als konstant
betrachtet wird. Diese Regel 148t sich leicht verallgemeinern auf doppelte
und kompliziertere Produkte, und blesbt auch bei der Differentiation von
Funktionen eines Vektorarguments (r) giltig. Diese Behauptung laBt
sich fiir jede Differentiationsart auf dieselbe Weise beweisen, wie wir es
in § 10 fiir die zwei verschiedenen Operationen, welche in dem Ausdruck

Lim%é (An)§FdS stecken, getan haben. Man kann sie auch in Ver-
5->0
bindung mit der Koordinatendarstellung der vektoriellen Differential-

operationen als eine direkte Folge des entsprechenden Satzes fiir skalare
Argumente betrachten.

In dem einfachsten Fall von zwei Faktoren — welche skalare oder
vektorielle Funktionen des Vektorarguments t sein kénnen — mufl man
folgende vier Arten von Produkten unterscheiden:

oy, 9%, €F, €XF,

und dementsprechend sechs Ableitungsarten, ndmlich:

Vipy) = grad (py), V(@F) = diveF, Vx(@¥)=rote3,
V-ExF) =div ExF), VX EXF) =rot (€ExXF)
und V(€F) = grad (EF).

Die Ausfilhrung dieser Differentiationen kénnte man auf dem
Umwege der Koordinatendarstellung vollziehen; es ist aber ein-
facher und zweckmiBiger, die entsprechenden Rechnungen mit Hilfe
des vektoriellen Differentialoperators V' direkt auszufiihren. Dabei
kann dieser, wie schon oben manchmal behauptet war, als ein gewdhn-
licher Faktor betrachtet werden, muBB aber immer unmittelbar vor der
zu differentierenden Funktion stehen. Wenn die letzte Forderung nicht
von vornherein erfiillt ist, so muBl die Reihenfolge der Faktoren zunichst
durch Anwendung der algebraischen Identititen (4) und (5) vertauscht
werden. Auf diese Weise erhalten wir ohne weiteres die folgenden
Formeln:

Viey) =oVy + Ve,
V) =oV3 + Ve & VxeF =9V(@ +Vexd
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oder mit den iiblichen Bezeichnungen

grad (py) = pgrad p + pgrad g, (24)
div (pF) = ¢ divF + grade-F, (24a)
rot (p) = protF —+grade X §F. (24Db)

In der letzten Formel kann die Reihenfolge der beiden Faktoren
im zweiten Gliede der rechten Seite zunichst zweifelhaft erscheinen.
Zur Bestimmung der richtigen Reihenfolge muB man in diesen und in
analogen Fillen auf die urspriingliche Definition der entsprechenden
Operation zuriickgehen. Betrachtet man §§ als konstant, so wird nach
(11b)

1 1
rot (&) = Lim‘Vgﬁnx((p%)dS = Lim [f/‘énq)dS] XF=grad g X §,
S>>0 S>0

in Ubereinstimmung mit (24b).
Ferner ist nach (4):
(P (€x5)) g—roms = F (VX E), (6 X)) 6—ronss =— EF X F),
und folglich:
div ([ ExF) = § rot & —E rot §. (25)
Mittels der Identitit (5), wenn A =¥, B=E und € = F gesetzt
wird, ergibt sich
{FX(EXF)} g=rxonst =(FV)E—F (V' ©),
I {VX(@X%)}@:konstzcg(V%)‘(@V)%:
also

rot (ExF) = (F grad) € — (€ grad) F + C div F — F divE, (26)
und auf dieselbe Weise, mit A=, B=V, €E=¢, bzw. A =,
b=V, €C=§:

{V(@%)}%L‘konst:(%V)@'i"%x(VX@)’
it {V(@%)}@:konst:(@V>%+@X(VX %),

grad (€ %) = (€ grad) § + (Fgrad)€ +€ x rotF +§F X rotE. 27
Héngen die Funktionen ¢ oder § nicht wmmitfelbar von ¢, sondern
von einer anderen skalaren Funktion dieses Arguments f (r) ab, so redu-
zieren sich ihre vektoriellen Ableitungen grad, div, rot, (% grad) nach
— ebenso wie in der iiblichen Differentialrechnung — auf die ent-
sprechenden (gewdhnlichen, inneren, duBeren) Produkte der vektoriellen
Ableitung, d. h. des Gradienten von f mit der Ableitung von ¢ oder &
nach dem skalaren Argument /. Es gelten also die folgenden Formeln:

Vq’(f):(Vf)%’, V%(f):V/-%, VXF()=Vix ‘;iff,
@P)F() =N

oder in der iiblichen Schreibweise
d
grad ¢(f) = (grad f) d—?, (28)
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divF (/) = (grad )53, (28a)
rot § (f) = (grad f) X (Z—;}— , (28D)
(A grad) § (/) = (Agrad /) 53 (28¢)

Zur Erlauterung dieser Differentiationsregeln wollen wir die Formel
(28b) ausfithrlicher ableiten. — Setzt man in

1
rot § = Lim V%ﬁ nxgFdS,
>0

F=Fo+ a5 =8+ (53) 4=+ (55) —1).

wo der Index , sich auf den betrachteten Punkt bezieht, so wird, mit

Riicksicht auf Sﬁnxgodszo und 9€nx( ), ludS=0

Sgnx%dszénx( )de [Sﬁn«pds} (dc;})

und folglich:

i | s () =[1im s Goas] < (),

$>0 S>>0

- a%
= (grad f) x Fn

§ 16.

Mittels der oben angefiihrten Formeln kann die Differentiation von
komplizierten skalaren oder vektoriellen Funktionen eines Vektor-
arguments (1) auf die Differentiation der einfachsten Funktionen dieser
Art zuriickgefithrt werden. Diese einfachsten Funktionen sind zu-
nichst der Radiusvektor r selbst, nebst seinem Betrag » und Quadrat
(tx) = 2, und die linearen Funktionen fr und ¥ x t, wobei f einen
konstanten Vektor bedeutet. Die verschiedenen Ableitungen dieser
Funktionen kann man zwar durch Kombination der obigen allgemeinen
Formeln berechnen; man kommt aber einfacher zum Ziel, wenn man
direkt von der geometrischen Bedeutung dieser Funktionen und der
entsprechenden Operationen ausgeht, oder ihre Koordinatendarstellung
beniitzt.

Z.B. kann man leicht einsehen, daB das Integral $nrdS gleich dem
Dreifachen des durch die Oberfliche S begrenzten Volums ist (denn 45
ist die Grundfliche eines schiefen Kegels mit der Héhe ntr), woraus

folgt, daB Lim %45 ntdS=3, d. h.
S >0
dive=3 (29)
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ist. Zu demselben Resultat gelangt man noch einfacher mittels der
Koordinatendarstellung; da nimlich », = «; ist, so wird nach (21)

0%y | 0%

6x°+ 0%

. 0y
divy = (7;’1‘ +

Auf dieselbe Weise bekommt man die Formeln

rotr=0 (29a)
und, wegen 7%= %3 + %} + 43,
gradr?=2¢ (29Db)
oder da nach (28) grad »2 = 2 » grad 7 ist,
gradrzé. (29¢)

Der Gradient von 7 ist also gleich einem mit t gleichgerichteten
Einheitsvektor. Dieses Resultat folgt ohne jede Rechnung aus der
Definitionsgleichung (13).

Ebenso leicht erhilt man die Formeln

grad (fr) =(f grad) r=f (30)
div (fxt) = (30a)
rot (fxt) =2 f (30D)

(A grad) (Exr) = (ExN). 30¢)

Es ist z.B.nach (2la)
p 5 N
roty (Ex1) = 52 (£ X 1), — a—‘:{;(f X 1)y = 5o (k% — ko)
0
—E(kiixl_klxs):le‘

Oder anders nach (26) und (27),
rot (fxt) = — (fgrad) v + fdivr
grad (fr) = (fgrad) ¢ + frot v = (f grad) t,
so daB eine der Formeln (30) geniigt, um mittels (29) und (29a) die For-
mel (30b) und die zweite von (30) abzuleiten.
Zur Erlduterung der dargestellten Differentiationsregeln wollen wir

noch einige kompliziertere Funktionen betrachten.
1. ¢ = »». Nach (28) und (29¢) erhaiten wir

grad " = nr*~lgrad r = nr" -2y, (31)
wo # eine ganz willkiirliche Zahl ist.
2. & = »m1. Nach (24) und (24a) folgt
divrrr = nr*=2(zr) + 377, d.h.
divrrr = (n 4 3) r» (31a)

und ferner wegen (29a)
rot 7"y = 0. (31Db)
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Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Identitit (18), da nach (31)
n + 2
r*t = grad ;—_'—_—2 ist; es sei bemerkt, dafl bei # = — 2 diese Formel

ersetzt werden muf durch 72: grad lg».

3. § = (fr)r (die zu % parallele Komponente von t). Nach (24)
und (30)
div (fr)r =3fr + cf =411,
rot (fr)r = 0.
4. ¥ = (fxt) xt (die zu k senkrechte Komponente von t). Nach (26)
rot [(Ext)xt]= (r grad) (fxr) — [(xr) grad] v + (fx1) dive
— 1t div (fxt)
und ferner nach (30)—(30c)
rot [(EX1) Xr]=EfxXt—EiXtr 4+ 3Eixt=3¢txr.

Zu demselben Resultat gelangt man selbstverstindlich, wenn(fxt) Xt
nach (5) durch t(fr) — f72 ersetzt wird.

C. Koordinatentransformation und Tensoren.
§ 17.

Gehen wir von dem urspriinglichen Koordinatensystem (X, X,,
X,) iiber zu einem anderen (X, X,/, X;’) auch rechtwinkligen mit
demselben Ursprung O, aber mit verdnderter Richtung der Achsen,
so bekommen wir fiir die Koordinaten eines Punktes P, d. h. die Kompo-
nenten seines Radiusvektors O P = t, neue Werte, nimlich

%, =1te, (k=1,2,3),
wo ¢, ey, e5” die neuen , Koordinatenvektoren sind, d.h. Einheits-
vektoren, welche die Richtung der neuen Achsen bestimmen. Ist das
neue Koordinatensystem (X”) ein Rechtsschraubensystem ebenso wie die
urspriingliche X (was im folgenden immer vorausgesetzt wird), so kann
man es sich aus dem letzteren durch eine Drehung entstanden denken.

Die Beziehungen zwischen den ,urspriinglichen’ und ,neuen‘
Komponenten des Radiusvektors oder irgendeines anderen Vektors %
sind bestimmt durch die Gréflen

cos (X, X/)=eje/ =¢;y, (1,=1,23) (32)
die man als die neuen Komponenten der urspriinglichen Koordinaten-
vektoren betrachten kann.

Setzt man

A=d,e;=JAye,,

so wird
A =Weh = (X A;e;)el = S A(eed), d. h.

3
A= a4 A;, (32a)
=



Koordinatentransformation und Tensoren. 25

und ebenso
3
A; :‘Za”rA{r . (32b)

=1
Da nach (32)
e =S¢, und e, = S el
2 2’

ist, so folgt, daB bei der Drehung des urspriinglichen Koordinaten-
systems die Komponenten eines beliebigen Vektors sich in derselben
Weise, wie die Koordinatenvektoren — oder ,,kovariant’* — transfor-
mieren?).

Solche GréBen, wie das innere Produkt zweier Vektoren oder speziell
das Quadrat eines Vektors 42 = AU, bleiben selbstverstindlich dabei
unveridndert oder ,,invariant’‘, so daB

AT+ A3+ A5= AT + AT + A3,
ist.

Driickt man hier die neuen Komponenten durch die urspriinglichen
nach den Formeln (32a) aus, so erhilt man die Identitit

Z 7= Z_I/’(%/’“ki'Ak-) (1270‘1@' 4y) = %%‘AkAL(Z“ki'QZi'>
7 1 3

woraus folgt, daf3
5 1beik =1
<% = \Q bei & 1 (33)

Diese Beziehungen sind wegen der bekannten Formel > oo,
= 3 cos (X, Xir) cos (X, Xi:) = cos (X, X;), der Ausdruck der Tatsache,

daB die betrachteten Koordinatensysteme rechtwinklig sind, und heiBen
deshalb ,,Orthogonalititsbedingungen®. Auf dieselbe Weise ergeben
sich die zu (33) reziproken Beziehungen
lbeik’ =V
;ui Wy = {0 bei 2’ :*: 4 (33&)
Dabei sind die Beziehungen (33) und (33a) nicht unabhingig,
sondern folgen unmittelbar aus einander.

§ 18.

Im Gegensatz zu den gewohnlichen skalaren GréBen, welche von der
Orientierung des Koordinatensystems unabhingig sind, haben die
Komponenten eines Vektors, obwohl sie auch skalare Groéfen sind,
keinen bestimmten von dieser Orientierung unabhingigen Wert. Bei

1) Dies gilt nur bei rechtwinkligen Koordinatensystemen. Im allgemeinen
Falle schiefwinkliger Koordinatenachsen, wenn die Komponenten eines Vektors
von den entsprechenden Projektionen verschieden sind, transformieren sich nur
die letzteren kovariant, die ersteren dagegen kontravariant, d. h. die neuen Kompo-
nenten stehen zu den urspriinglichen in derselben Beziehung wie die urspriing-
licken Koordinatenvektoren zu den neuen.
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der Koordinatendarstellung von Vektoren miissen wir also zwei Arten
von Skalaren unterscheiden: die gewdhnlichen ¢nvarianien Skalaren
einerseits und die varianten, d. h. sich mit den Koordinatenvektoren
kovariant transformierenden Skalare andrerseits. Die Einfiihrung
solcher varianter Skalare, die zu einem Tripel zusammengefaBBt einen
Vektor darstellen, erlaubt noch weiter in dieser Richtung zu gehen,
und solche Gréfen aufzubauen, welche sich zu den Vektoren so ver-
halten, wie diese zu den gewohnlichen (invarianten) Skalaren.

Bilden wir z. B. die Produkte von je zwei Komponenten der Vek-
toren % und B. Dabei bekommen wir in dem urspriinglichen Koordi-
natensystem (X) 9 GréBen

AyBy, A4 B;, 4;B;

Ay By, AyB,, Ay By

A3By, A3By, A3By
und in dem neuen Koordinatensystem (X’) 9 ganz andere Grofen

A\B', A\ B,, A, B,

A,B,, A\B,, A, B,

A3Bi, A3B,, A4B;
welche aber den urspriinglichen in demselben Sinne entsprechen, wie die
neuen Komponenten eines Vektors den urspriinglichen Komponenten
desselben Vektors.

Aus diesem Grunde kann man die Gré8en A4; By, und A% Bk als die
(skalaren) Komponenten einer und derselben zusammengesetzien Grofe
beziiglich der Koordinatensysteme (X) und (X'} auffassen. Diese zu-
sammengesetzte GroBe, die zunichst keine anschauliche geometrische
Bedeutung besitzt, ist der einfachste Vertreter der sog. Tensorgrifen,
oder genauer Tensoren zweiten Ranges.

Einen Tensor zweiten Ranges definiert man im allgemeinen Falle
als eine GroBe 23, die durch 32 =9 divariante Skalare dargestellt wer-
den kann, d. h. durch 9 skalare Groflen, deren Wert von der Wahl
(Orientierung) des Koordinatensystems in derselben Weise abhingt, wie
der Wert der Produkte von je zwei monovarianten — d. h. einen ge-
wohnlichen Vektor darstellenden — Skalarenl). Diese divarianten
Skalare heiflen die Komponenten des Tensors. Sind sie fiir ein Koordi-
natensystem (X) bekannt, und zwar gleich T, (4, £ =1, 2, 3), so kann
man sie fiir jedes andere Koordinatensystem nach den Transformations-
formeln [vgl. (32a)]

Ty = 2%’“@ e Lo (34)

berechnen. Umgekehrt driicken sich die urspriinglichen Komponenten
von *¥ durch die neuen aus mittels der Formeln
Ty= Zg“u’“kk' Tiy, (34a)

1} Speziell der Koordinatern eines Punktes.



Koordinatentransformation und Tensoren. 27

welche den Formeln (32b) entsprechen (selbstverstindlich kann man
sie auch durch direkte Auflésung der Gleichungen (34) in bezug auf
die T, erhalten).

In ganz dhnlicher Weise definiert man Tensoren dritten, vierten und
hoheren Ranges. Ein Tensor #-ten Ranges "% ist also koordinatenmafig
dargestellt durch 37 Komponenten, welche #n-fach variante Skalare
sind, d.h. solche Skalare, die sich bei Koordinatentransformationen
(Drehungen des urspriinglichen Koordinatensystems) wie die Produkte
von je n Vektorkomponenten transformieren. Dabei kann man die
Vektorkomponenten als monovariante Skalare und dementsprechend
die VektorgréBen als Tensoren ersten Ranges betrachten; die ge-
wohnlichen invarianten Skalare fiigen sich dieser Reihe als die Ten-
soren ,,nullten” Ranges an.

§ 19.

Wir wollen zunichst nur die ,,gewdhnlichen Tensoren, d.h. die
Tensoren zweiten Ranges behandeln. Wegen des linearen Charakters
der Transformationsgleichungen (34) oder (34a) kann man sofort
schlieBen, daB die Summen (oder Differenzen) der entsprechenden
Komponenten zweier verschiedenen Tensoren einen neuen Tensor
bilden. Dieser neue Tensor, welcher der geometrischen Summe (oder
Differenz) zweier Vektoren entspricht, heiBt die Tensorsumme (bzw.
Differenz) der beiden anderen 2%, 20, und wird durch 2P + 20 (bzw.
2R — 20)) bezeichnet. Allgemein bedeutet die Gleichung

°F — 2B 420 2| - - (35)
daB T = P;p + Qi+ Ry + .. .ist (4, 2=1,2,3).
Jedem Tensor 2T mit den Komponenten 7' kann man einen anderen
°F zuordnen, dessen Komponenten durch die Bedingung
Ton =Ty, (36)
bestimmt sind. Diese Bedingung bedeutet, daB man die Komponenten
von 2% erhilt, wenn man in dem Komponentenschema von 2%

Tll’ T12’ T13
T21’ T22’ T23
T31! T32! T33

die Zeilen mit den Spalten vertauscht.

Es ist leicht einzusehen, daB die Bedingung (36) invariant gegen
Koordinatentransformationen ist, d. h. da die aus T und T,; nach
der Formel (34) berechneten neuen Komponenten der entsprechenden
Tensoren derselben Bedingung

Thw =Ths
geniigen. Dies zeigt, daBl die GréBen T, tatsachlich einen Tensor
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bilden. Dieser Tensor heiBt der transponierte von 2X. Folgende Spezial-
fille sind besonders zu beachten:

1. Tyi= Tu. Der Tensor *T heiBt symmetrisch und ist mit dem
transponierten Tensor 2% identisch. Die Anzahl der verschiedenen
Komponenten von 2% ist gleich 6.

2. Ty;= — T4;. Der Teunsor 2% heilt schiefsymmetrisch oder
antimetrisch und ist seinem transponierten entgegengesetzt gleich
(*T 4+ X =0). Da in diesem Fall die ,Diagonalkomponenten von
2F, d.h. Ty,, Tyy, T35, verschwinden, reduziert sich die Anzahl der
voneinander unabhingigen skalaren GrofSen, welche 23T bestimmen,
auf 3, niamlich

Ty=—Tu=1y, T=—Ty=T,, Tp,=—T,=T, (36a)

Daraus folgt, daB ein schiefsymmetrischer Tensor 23 einem Vektor &
mit den Komponenten T, T,, T3 vollkommen &quivalent sein muB.

In der Tat, es 1iBt sich leicht beweisen, daB die GréBen (36a)
ebensogut als divariante wie als monovariante Skalare betrachtet
werden kénnen. — Ein schiefsymmetrischer Tensor kann offenbar immer
mittels zweter verschiedener Vektoren % und 9B aufgebaut werden,
deren Komponenten in dem urspriinglichen Koordinatensystem den

Gleichungen

A;By—AyB;=Ty=—Ty;
geniigen. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind aber nach den For-
meln (10a) nichts anderes als die Komponenten des Vektors + % x B,

d. h. des duBeren Produktes der Vektoren % und %B. Die Skalaren T,,
T,, T, sind also tatsichlich die Komponenten eines Vektors

T=AXB.

Ein asymmetrischer Tensor 2%, d. h. ein Tensor, welcher weder sym-
metrisch noch schiefsymmetrisch ist, kann immer in einen symmetri-
schen und einen schiefsymmetrischen Anteil zerlegt werden. Setzt man
nimlich

g 1
2‘32%(21-}-2%), d. b. Pik:§(Tik+Tki):Pki

und
29:%(255*2%), d. h. Qik:%<Tik_Tki):—Qki,

so wird
2§ — 2§B + 280 .

Da nach dem oben Gesagten der schiefsymmetrische Tensor 2 einem
Vektor Q #quivalent ist, so sieht man, daB im allgemeinen Falle ein
Tensor (2ten Ranges) sich auf einen symmetrischen Tensor und einen
Vektor reduzieren 1aSt.
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§ 20.

Die Bedeutung einer solchen Reduktion tritt zunichst bei der
Multiplikation von Tensoren mit Vektoren oder anderen Tensoren
hervor.

Bildet man die dem inneren Produkt zweier Vektoren entsprechenden
Ausdriicke

%’T,-ka und YT, F,;,

wo F;, F,, Fy die Komponenten eines Vektors & sind, und beachtet, daB
diese Ausdriicke in Hinsicht auf ihre Transformationsart (,,Varianz)
vollig dquivalent sind mit solchen, die sich daraus bei dem Ansatz
T = A; B, ergeben, d.h.

%YAinFk = Ai%’Bka =4,8F%
und

24 By F;= B YA F,= B UAF,

so sieht man, daB} 3'T;,F, gleich der -Komponente eines Vektors und
k

2Ty F,; gleich der k-Komponente eines anderen Vektors sein miissen.
1

Wir wollen den ersten dieser Vektoren mit 2T = 2T bezeichnen, und
das Produkt von 2¥ und § nennen. Der zweite Vektor erscheint dann

als Produkt von 2% und &, so daB
(2$%)1 = %Ti xFr
(2§%)k:2TikFi'

Ist der Tensor 23¥ symmetrisch, so fallen die beiden Produkte (37)
zusammen. Setzt man im allgemeinen Falle 23T = 2P 4- 20, wo 2P sym-

(37)

metrisch = % (2T + zi) , und 20, schiefsymmetrisch ist, so ergibt sich mit

stz —Q32=01, Os1=—013=02, Q2= —Qzl = Qs
(CZF)i = (*BF): + (F X0y

F 2T =F2P + FxLO (37a)

d. h.

und ebenso
§ % — FP—FxD.
Die Multiplikation eines Tensors mit einem Vektor reduziert sich
folglich auf die entsprechende Multiplikation des symmetrischen Anteils

dieses Tensors und die duBere Multiplikation des dem schiefsymmetri-
schen Anteil 4quivalenten Vektors mit dem betrachteten Vektor?).

1) Man kann neben der angefiibrten ,inneren’* Multiplikation noch die der
duBeren Multiplikation zweier Vektoren entsprechende Operation einfiihren; diese
wiirde aber keinen Vektor, sondern einen Tensor ergeben; siche unten.
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Entsprechendes gilt fiir die Multiplikation zweier Tensoren *T und, 2S
miteinander. Man kann niamlich aus den Komponenten von 2% und 2@
zwei tnvariante skalare GréBen bilden:

YvT:kslz und M XT,,S,;.
Tk

Die Invarianz dieser GroBen gegen Koordinatentransformationen
sicht man sofort mittels der Ansitze T, = A,B;, S; = C;D,, ein,
da sich dabei die erste auf (AD) (BE) und die zweite auf (AC) (BD)
reduziert. Die erste der oben angefiihrten GroBen werden wir durch
2¥ - 2@ bezeichnen und das skalare Produkt der Tensoren 2§ und 2@
nennen.

Es ist also
E;T,-kski:2$2@:2@2$ (38)
und dementsprechend

ST Su= 1326 = °3 26,

Sobald erner der Tensoren 2T und 2@ symmetrisch ist, muBl das letzte
Produkt mit (38) zusammenfallen. Im allgemeinen Falle (3% und 2&
beide asymmetrisch) ergibt sich, wenn 2y den symmetrischen und 2%
den schiefsymmetrischen Anteil von 2& bedeuten:

226 = P2M — 2 QN (38a)
und
2GS = P + 2 Q9.

Aus den Komponenten zweier Tensoren kann man durch Produkt-
bildung und einjache Summation (in bezug auf ein Paar der Indizes)
nicht invariante, sondern divariante Skalare bekommen, d. h. Kompo-
nenten neuer Tensoren desselben (2ten) Ranges. Man muB dabei die
folgenden vier Arten von Produkten unterscheiden:

DTSy, YTzlSkl’ ST1:Se1, 2TuSu
Z

h

die wir als die (7, k)-Komponenten der Tensorprodukte
TG, TxG, TG, T
bezeichnen werden. Es ist also
(2ix2@>ik:2]‘uszk- (39)
7

Aus dieser Definition?) folgt, daB die Tensormultiplikation im all-
gemeinen nicht kommutativ ist; diese Operation wird nur dann kommu-
tativ, wenn beide Faktoren symmetrisch sind.

Durch Zerlegung der letzteren in ihre symmetrischen und schief-
symmetrischen Anteile ergibt sich nach (39)

2T x2S = 2P X 2M + 2P X 2+ 20 X M + 20 X N

1) Welche der iiblichen Definition der Determinanten- und Matrizen-Produkte

entspricht.
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Dabei ist 2B x 2 = 2M x 2. Was die drei anderen Summanden an-
betrifft, so lassen sie sich nicht unmittelbar auf die den Vektoren £
und N entsprechenden Ausdriicke zuriickfithren. Zunichst bekommen
wir fiir die Komponenten von 20 X 2R:
(COXMM)11=011N11 + 012 Noy + Q13Ng1 = — Q3 Ny — O, N, =
— (2N) + 01Ny,
(202N, = Q1 Ny + Q1 Npp + 013 Ny, = — 0, N,
d. h.
QpN;— (M) fir k=1,
—Q.N, fir &2==1.
Der Tensor 20X 2R ist also aus den beiden Vektoren £ und % durch
Multiplikation ihrer Komponenten gebildet?).
Ferner ist:
(*B2M)1q = P13Nyy + P1yNyy + P1gNgy = — PNy + P3N,
(®*B2M)15 = P13Nyp + P1aNyy + P1gNgy = PNy — Py5N;.
Diese Ausdriicke wollen wir Komponenten des dufleren Produktes
des Vektors M und des Tensors 2B nennen und durch
(PP XM = (RX*P)ie = — (Ps X Ny, (39b)
bezeichnen. Dabei bedeutet B, einen Vektor mit den Komponenten
Py, Py, Py
Zum Schluf} dieses Paragraphen sei bemerkt, dafl die Multiplikation
der Tensoren mit Vektoren oder anderen Tensoren, wie sie oben defi-
niert wurde, ebenso wie die innere und dullere Multiplikation der Vek-
toren dem distributiven Gesetz gehorcht. Es gilt also
2T(A 4 B) =2TAA2TB
(28 +:)A=28A+2TY

(OXR); = { (39a)

Usw.

§ 21.

Durch innere Multiplikation des Vektors (3T %) mit einem anderen
Vektor B ergibt sich eine invariante skalare GréBe, die sich im allgemei-
nen Falle eines asymmetrischen Tensors 23 = 2B -+ 20, nach (37a) fol-
gendermaBen schreiben lafBt

CTAB =(BA)B + (B xNA).
Im folgenden werden wir stets £ = 0 setzen, d. h. nur symmetrische
Tensoren betrachten. Dann ist das Produkt von 23, % und B von der

1) Ersetzt man den Radiusvektor eines Punktes durch den entsprechenden
schiefsymmentrischen Tensor 2r mit den Komponenten 7,5 = — #3, = #, usw., so
bestimmt die iiber alle Teilchen eines starren Korpers erstreckte Summe
M = — Z'm (> x %) (m-Masse eines Teilchens) die Trdigheitsmomente diesesKorpers
in bezug auf beliebige Achsen. Und zwar ist das Trigheitsmoment um eine Achse
in der Richtung des Einheitsvektors 1t gleich dem inneren Produkte 23R 1.
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Reihenfolge der Faktoren unabhingig, weshalb man es einfach durch
23 AP bezeichnen darf.

Setzen wir speziell d = B = r, so wird

Brr= Ty 2% + Tpp#8 + Tus23 + 2 Tog %5 + 2 Ty %% |

42T ,% %, J  (40)

Wir erhalten also eine quadratische Form der Koordinaten x,, %5, %3,
wobei die Komponenten des Tensors 23 die Rolle der Koeffizienten spielen.

Betrachtet man diesen Tensor als eine konstante GréBe und den
Vektor t, d. h. die Koordinaten x,, x,, %3, als variabel, so bestimmt die

Gleichung
2Frr = konst (40a)

eine Fliche zweiter Ordnung, und zwar auf eine von der Orientierung
des Koordinatensystems ganz unabhingige Weise. Diese Fliche (Ellip-
soid, Hyperboloid) kann man deshalb als die koordinatenfreie geometri-
sche Darstellung des betrachteten Tensors ansehen.

Eine ganz entsprechende Darstellung kann man auch fiir Vektoren
einfiihren, indem diese als Tensoren ersten Ranges betrachtet werden.
Statt einen Vektor % durch eine ihm proportionale und gleichgerichtete
Strecke — d. h. durch einen bestimmten Wert des Radiusvektorst —
darzustellen, kann man nimlich ebensogut die dazu senkrechte Ebene,
d. h. die durch die Gleichung

v =A%, + Ayx, + A3x3 = konst

definierte Fliche erster Ordnung beniitzen.
Setzt man die obige Konstante gleich 1, so wird der Abstand der

1
Ebene vom Koordinatenursprung.gleich =, d. h. umge-

VAT 43+ 48
kehrt proportional dem Betrage des durch diese Ebene dargestellten
,, Tensors 1ten Ranges“. Ahnliches ergibt sich fiir die geometrische Dar-
stellung von (symmetrischen) Tensoren 2ten Ranges nach (40a). Der
,Betrag des Tensors kann dabei durch [*T| = ]/257;2% definiert
werden.

Durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems kann man
bekanntlich die Fliche (40a) auf ihre ,,Haupt- oder ,, Symmetrieachsen®
transformieren, d. h. ihre koordinatenmifBige Gleichung in der Form

Frr =T\ #,2 + Too%p? + Tyy%,% = konst =1 (40b)
erhalten. Die entsprechenden Koordinatenachsen heiflen die Hawupt-
achsen des diese Fliche bestimmenden (oder durch sie dargestellten)
Tensors; sie sind also durch das Verschwinden der Komponenten 17,
fiir ¢ & £ charakterisiert.

Es sei bemerkt, daB fiir assymmetrische Tensoren eine solche
,,Hauptachsentransformation unméglich ist, ebenso wie die oben an-
gefiihrte geometrische Veranschaulichung.
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§ 22.

Die Hauptachsen eines Tensors kénnen dadurch definiert werden,
daB die Vektoren 231, welche im allgemeinen eine von t verschiedene
Richtung haben, fiir die Hauptachseneinrichtungen mit r gleichgerichtet
sind.

In der Tat ist der Vektor 2%t gleich dem Gradienten der skalaren
GréBe 12 2Frr, woraus folgt, daB er die Richtung der dauferen

Normale zur Fliche (40a) in dem betreffenden durch t bestimmten
Punkte hat.

Fiihrt man einen noch unbestimmten Skalar A ein, so werden die
Hauptachsen des Tensors 2% durch die Vektorgleichung

r= At (41)
oder die entsprechenden skalaren Gleichungen
(Tya—A) %+ Typxy + Ty5% = O’l
Ty1% + (Toy —A) 25 + Ty3%, = O’I (41a)
T5y% + Tyo%p + (Tss — A x3=0]
bestimmt. Daraus ergibt sich fiir den Skalar A die kubische Gleichung
: Ty —4, T2, Ty J
! Ty, Top— 4, Tos ; =0 (41D)
| Ts, Ty, Tys—24 |

deren Wurzeln gerade gleich den Hauptkomponenten T7,, Tas, Tas
von ¥ sindl). Entwickeln wir diese Gleichung nach Potenzen von 4,
so nimmt sie die folgende Gestalt an:

AB—TWMj2 4 TR TG = (41lc)
mit
T = T11 + T22 + Ts3 (42)
T = Tgs + T§1 + T?z — TgpTyy— Ty Ty — Ty, Ty (42a)
und ‘ Tlly T12r T13 i

TG !‘ Tyy, Tyy, Ty (42b)
i |

1 T31, Ty, Tss

Da die Wurzeln von (41c) ganz bestimmte von der Koordinaten-
wahl unabhingige GréBen sind, so mul dasselbe auch fiir die Koeffi-
zienten TW, T® T® gelten. Sie heiBen deshalb Invarianten — und

1) Auf den Beweis wollen wir hier verzichten, da die Frage der Hauptachsen-
transformation der Flachen zweiten Grades in Lehrbiichern der analytischen
Geometrie dargelegt wird. Es sei nur bemerkt, daf3 die allgemeinste Bedingung fiir
die Realitat aller drei Wurzeln von (41b) die sog. Hermitesche Bedingung ist:
T; =komplex konjugiert zuT;,. Dies bedeutet, daB, wenn der Tensor 2¥ kom-
plex, und zwar = *}1-- ’,17 2R ist, sein reeller Anteil 2ll symmetrisch, der ima-
ginare Anteil 28 dagegen schiefsymmetrisch sein muB.

Frenkel, Elektrodynamik I. 3
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zwar lineare, quadratische und kubische — des Tensors *¥. Die In-
varianz von T folgt sofort: aus dem Umstand, daB fir T, = 4,B;
TW = 9P wird. Die Invarianz von 7¢® kann man ebenso leicht ein-
sehen, da

272 — 2T 2 — | ]‘(1)‘)2
ist. Dagegen wiirde die unmittelbare Feststellung des invarianten
Charakters von (42b) eine spezielle Untersuchung erfordern.

§ 23.

Neben den konstanten hat man auch verdnderliche Tensoren zu be-
trachten, weiche Funktionen der Zeit oder des Ortes, d. h. des Radius-
vektors sind (Tensorfunktionen, Tensorfelder). Die der Divergenz eines
Vektors entsprechende DifferentialgroBe kann man dabei durch den
folgenden der Formel (11a) analogen Ansatz definieren

div T = Lim - 98 2T ndS. (43)
S0
Da das Produkt 2¥n einen Vektor darstellt), so muB die Divergenz
eines Tensors auch eine VektorgroBe sein. Durch geeignete Spezialisie-
rung der Fliche S (Parallelepiped, dessen Kanten den Koordinaten-
achsen parallel sind) ergibt sich aus (43) die folgende koordinatenmaBige
Definition dieser Grofe [vgl. (21)]:
: . N10Ty,
(dIV 252)1. - P i

. (43a)

Man kann sie auch symbolisch definieren als das Produkt des Tensors 2%
mit dem Hamiltonschen Operator V. Es sei bemerkt, daB die Divergenz
eines asymmetrischen Tensors sich nach (37a) in die Divergenz seines
symmetrischen Anteils 2§ und die Rotation des Vektors £, welcher dem
schiefsymmetrischen Anteil entspricht, zerlegen 14Bt:

div 2F = div 2 +rot Q. (43b)

Aus (43) folgt die defn Gaufschen Satze (16a) entsprechende Transfor-
mationsformel

&n%ds =[divegav. (44)

Mittels des symbolischen Vektors ¥/ kann man zwei auch symbolische
Tensoren bilden, und zwar einen symmetrischen mit den Komponenten
ViV = Geam

nentenschema:

und einen schiefsymmetrischen 2/ mit dem Kompo-

1y Und zwar einen Vektor, dessen Richtung mit der Richtung der duBleren Nor-
male zu der den Tensor *T darstellenden Fliche zusammenfallt, wobei 1 die
Rolle des Radiusvektors spielt.
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Der erste dieser ,,Tensoren’ ist ein Differentialoperator zweiter Ord-
nung, wihrend der zweite ein mit V véllig dquivalenter Operator erster
Ordnung ist, welcher nur eine andere Schreibweise fiir die durch V
bestimmten Operationen gestattet. Durch Anwendung dieses Ope-
rators auf eine Vektorfunktion erhalten wir, nach der allgemeinen
Multiplikationsformel (37a), (wobei ¥B = 0 und O =V ist)

e =V xXF=rot . (45)
Ebenso wird fiir das ,,skalare Produkt’‘ von 2V mit einer Tensorfunktion
ey =2V 0 = 2dive, (45a)

wo
divQ = 4 99  W0n
dxy 0%y 0%
ist. Die rechte Seite dieser Gleichung wird vielfach die ,,Rotation*
des schiefsymmetrischen Tensors 20 genannt und durch rot 20, be-
zeichnet (rot 20 = div Q).

Eine der Rotation eines Vektors entsprechende Operation wird auf
Tensorfunktionen im allgemeinen nicht angewandt.

Bei der Anwendung des Operators I auf Produkte von Tensoren mit
Vektoren oder anderen Tensoren, mufl man dhnliche Differentiations-
regeln beriicksichtigen, wie bei den entsprechenden Operationen der
Vektorrechnung. Auf diese Frage wollen wir hier nicht niher eingehen.

§ 24.

Zum Schluf3 missen wir noch einige Worte tiber Tensoren héheren
Ranges hinzufiigen.

Die allgemeine Definition eines Tensors vom Range #, *¥, haben
wir schon am Ende des § 18 gegeben. Solche Tensoren kann man
durch Multiplikation oder Differentiation der Komponenten von
Tensoren niedrigeren Ranges (einschliefllich Vektoren) bilden (,,Er-
weiterung). Man kann auch umgekehrt den Rang eines Tensors
erniedrigen, und zwar durch Summation der Komponenten mit
zwei gleichen Indizes (,Verjingung). Aus einem Tensor dritten
Ranges 3% mit den Komponenten T,;, bekemmt man z. B. auf

3 3
diese Weise drei Vektoren mit den Komponenten >T;zz, > Tyir,
F=1 =1

3%
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3
S Tyx:(1=1,2,3). Als ein schon bekannter Fall einer solchen Ver-
k=1

3
jingung sei der invariante Skalar 7W= Y'T,; genannt.

=1
Die asymmetrischen Tensoren héheren Ranges kénnen, im Gegen-
satz zu den gewohnlichen Tensoren, nicht in vollig symmetrische und
vollig schiefsymmetrische Anteile aufgespalten werden. Man mufB mit
dieser Aufspaltung bei den Summanden haltmachen, die in bezug
auf einige Indizespaare symmetrisch, in bezug auf alle anderen schief-
symmetrisch sind.
Ein vollig symmetrischer Tensor #-ten Ranges "¥ kann durch eine
algebraische Fliche #n-ter Ordnung
"TLr ... r:__SﬂTiliﬂ,,_Z-ﬂxilxi2 ... x; =Kkonst
21 ...0n
veranschaulicht oder ,,dargestellt” werden. Dabei bedeutet das Pro-
dukt "TF einen Tensor (# — 1)-ten Ranges mit den Komponenten
3

-
Z/Tilizis" ln%h

7, =

1

Als einfachste Beispiele symmetrischer Tensoren n-ten Ranges mogen
die Tensoren
(46)
und
S i

PR P T L2
1 2 n

(46a)

dienen (p = irgendeine skalare Funktion von r).

Daraus kann man durch Multiplikation mit invarianten Skalaren
und Addition (es konnen selbstverstindlich nur Tensoren desselben
Ranges addiert werden) kompliziertere symmetrische Tensoren auf-
bauen.

Es sei bemerkt, daB die #-varianten Skalare (46) sich in der Form

R (ny, my, #g) = x{" 27225 (ny + #y + 13 = n) (46D)
schreiben lassen, und daB die Anzahl der Komponenten von "R, die
samtlich gleich R (n,, n,, n3) sind, gleich

n!
ist.
Entsprechendes gilt fiir den Tensor (46a), wobei R (n,, #y, #5) durch
e
S(1y,my,m5) = .

zu ersetzen ist.



Erster Abschnite.

Die von der Zeit unabhingigen
elektromagnetischen Wirkungen.

Erstes Kapitel.
Elektrostatische Wirkungen und Energieprinzip.

§ 1. Elektrische Dipole.

Bei der Darstellung der Grundlagen der Elektrostatik fingt man
gewshnlich mit der Betrachtung von elektvisierien Kérpern an, denen
die gewohnlichen wnewtralen Korper als vollkommen , elektrizitdtslos*
gegeniibergestellt werden. Diese Gegeniiberstellung ist bekanntlich
unberechtigt, da tatsichlich jeder neutrale Kérper verborgene elekirische
Ladungen von zwei entgegengesetzten Sorien in dquivalenten, d. h. sich
gegenseitig neutralisievenden Mengen enthilf. Unter gewdhnlichen Um-
stinden sind diese Ladungen gleichmiaBig tiber das Kérpervolumen ver-
teilt, so daB nicht nur der Kdérper als Ganzes, sondern jedes nicht zu
kletne Volumelement desselben als ,neutral” erscheint. Diese gleich-
formige Verteilung kann aber bei gewissen Einwirkungen gestért werden,
und zwar in der Weise, daB in einem Teil des Korpers ein UberschuB3
von elektrischen Ladungen der einen Sorte, und im anderen Teil ein
dquivalenter UberschuB von Ladungen der entgegengesetzten Sorte
auftritt. Eine solche vdumliche Trennung entgegengesetzter elektrischer
Ladungen in einem neutralen Koérper dufBlert sich in dem Auftreten
von Amnziehungskriften zwischen diesem Korper und anderen ihn um-
gebenden neutralen Kérpern, wobei in den letzteren eine dhnliche rdum-
liche Trennung der verborgenen elektrischen Ladungen ,,induziert** wird.

Ein Korper oder Teilkorper, welcher elektrische Ladungen der einen
oder der anderen Sorte in iiberschiissiger Menge enthilt, heil3t elektri-
stert. Da im Normalzustand alle Kérper neutral sind, so muB3 die Elek-
trisierung eines von ihnen immer verkniipft sein mit der entgegen-
gesetzten Elektrisierung anderer Korper, mit welchen er am Anfang
in Bertihrung war oder mit denen er einen einheitlichen Korper bildete.
Umgekehrt: die ,,Neutralisation™ des betrachteten Kérpers, d. h. das
Verschwinden des in ihm steckenden Uberschusses elektrischer Ladungen
einer gewissen Gattung kann nur gleichzeitig mit der Neutralisation eines
oder einiger anderer entgegengesetzt elektrisierter Korper stattfinden.

Daraus folgt, daB das Auftreten oder Verschwinden von elekirischen
Kriften (d. h. Kriften elektrischen Ursprunges) immer durch rdumliche
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Trennung bzw. Vereinigung (Anniherung) von elektrischen Ladungen
entgegengesetzter Gattung bedingt wird — nicht aber durch ,,Schaffung*
oder ,,Vernichtung’ dieser Ladungen.

Somit darf man behaupten, daB die Elektrizitit kein zufilliges und
verdnderliches Attribut der materiellen Korper darstelit, sondern
aus Elementen — , Elementarladungen — besteht, die ebenso unzer-
stérbar und unverinderlich sind, wie die Materie selbst. Infolge ihrer
stindigen Verbindung mit den materiellen Kérpern miissen diese Ele-
mentarladungen betrachtet werden als eine unverinderliche und un-
trennbare Eigenschaft der Elementarteilchen, aus welchen die materiellen
Korper aufgebaut sind — in demselben Sinne, wie die Masse dieser
Teilchen als eine solche Eigenschaft angesehen wird. Von diesem
Standpunkte aus ist es von vornherein notwendig sich vorzustellen, daB3
die kleinsten neutralen Materieteilchen — die Atome — zusammen-
gesetzte Gebilde sind, welche aus noch kleineren elektrisierten Teilchen
bestehen. Diese tiberhaupt kleinsten materiellen Teilchen, welche nicht
nur durch ihre Masse, sondern auch durch ihre elektrische Ladung
charakterisiert sind, nennt man Elektronen. Wir miissen offenbar an-
nehmen, dal es in jedem Atom zwei Gattungen von Elektronen gibt,
die entgegengesetzte Ladungen von dquivalenter GréBe haben.

Ohne zunichst auf die tiefere Begriindung und Weiterentwicklung der
Elektronentheorie einzugehen, wollen wir das oben skizzierte Bild zur
Grundlage machen, auf der die allgemeinen Prinzipien der Elektro-
dynamik aufgebaut werden sollen.

Dabei werden wir nicht von ,,isolierten” elektrischen Ladungen aus-
gehen, sondern von den einfachsten newiralen Systemen, die aus zwei
entgegengesetzten Ladungen (d. h. aus zwei entgegengesetzt elektrisier-
ten Teilchen) bestehen. Solche Systeme heiBen elekirische Dipole. Wir
werden also zunichst die Krifte betrachten, welche von elektrischen
Dipolen aufeinander ausgeiibt werden. Dabei kann man eine ,,isolierte
Ladung als das eine Ende eines elektrischen Dipols behandeln, dessen
anderes (entgegengesetztes) Ende sich in sehr groBer — praktisch un-
endlicher — Entfernung befindet.

Diese Betrachtungsweise hat gegeniiber der gewdhnlichen — bei
welcher nicht Dipole, sondern einzelne Ladungen als Quellen bzw. An-
griffspunkte von elektrischen Kriften behandelt werden — nicht nur
den prinzipiellen Vorzug, der Tatsache, daB die Elektrizitit sich immer
aus entgegengesetzt gleichen Ladungen, d. h. Dipolen, zusammensetzt,
gerecht zu werden, sondern auch einen methodischen Vorteil, der bei
den nachfolgenden Ausfilhrungen zutage treten wird?).

1) Dieser Vorteil kommt darauf hinaus, daB die mechanischen Wirkungen
der Dipole durch Vektorgrifen, welche diese Dipole charakterisieren, bestimmt
werden konnen, wiahrend einzelne Ladungen durch skalare GroBen charakteri-
siert sind.
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§ 2. Das Moment eines elektrischen Dipols.

Der Anschaulichkeit halber werden wir einen elektrischen Dipol uns
als ein festes Stidbchen denken, an dessen Endpunkten entgegengesetzte
Ladungen iquivalenter GroBe haften. Die Aquivalenz der beiden
Ladungen, d.h.die Neutralitit des von ihnen gebildeten Systems,
wird dabei dadurch definiert, da8 bei verschwindender Linge des Dipols
die von ihm auf andere Dipole ausgeiibten Krifte und Drehkrifte,
sowie die Kraft und Drehkraft, die er selbst von den anderen Dipolen
erfahrt, verschwinden sollen.

Wenn die Linge des Dipols sehr klein gegeniiber seinem Abstand von
den anderen Dipolen ist, so heil3t er elemeniar. Die mechanische (,,aktive
und ,,passive’) Wirkung eines elementaren Dipols mu8 offenbar prak-
tisch unverdndert bleiben, wenn man ihn parallel zu sich selbst, d. h. ohne
Anderung seiner Orientierung, in einem Raumgebiet verschiebt, dessen
lineare Ausdehnung von derselben GréBenordnung wie seine Linge ist.
Aus diesem Prinzip 148t sich leicht beweisen, daB3 die mechanische Wir-
kung eines solchen ,,elementaren’ Dipols proportional seiner Lange ist und
2. daBB der Proportionalitdtsfaktor, der als MaB} fiir die GréBe der ent-
sprechenden Ladungen dienen soll, eine additive GroBe ist.

Es seien D, und D, zwei tdentische und gleichorientierte elementare
Dipole, die sich in einem sehr kleinen Raumgebiet V' befinden. Sehen
wir von der Wirkung dieser Dipole aufeinander ab, und ziehen nur die
Wechselwirkung jedes von ihnen mit den &ulleren, d. h.im groen
Abstande von V sich befindenden Dipolen in Betracht, so miissen diese
Wechselwirkungen n#herungsweise gleich sein, unabhingig von der
Lage der beiden Dipole innerhalb V. Dies bedeutet, daBl die mechanische
Wirkung des durch D, und D, gebildeten Systems doppelt so groB ist, wie
die Wirkung der beiden Teile, ein-

zeln in irgendeiner relativen Lage _ »n, + - 0, 5 O &
genommen, O, %

Wir betrachten speziell die fol- a, b)
genden zwei Lagen: 1. die entgegen- Abb. 5.

gesetzten Enden von D, und D, fallen
miteinander zusammen (Abb. 5a), und 2. die gleichen Enden — d. h. die
beiden Dipole — fallen miteinander zusammen (Abb. 5b).

Im ersten Falle bilden die aneinander liegenden entgegengesetzten
Ladungen einen Dipol von verschwindender Linge; wir bekommen also
einen einzigen Dipol D mit denselben Ladungen wie D, und D,, aber
von doppelter Linge. Damit ist also bewiesen, daB die mechanische
Wirkung verschiedener Dipole ihrer Linge proportional ist1). Fiihren
wir den Proportionalitdtsfaktor als MaB fiir die GréBe der entsprechen-

!) Strenggenommen ist dieser Satz nur fiir den betrachteten Spezialfall be-

wiesen. Seine Verallgemeinerung fiir beliebige Lingenverhiltnisse ist aber ganz
einleuchtend.



40 Elektrostatische Wirkungen und Energieprinzip.

den Ladungen ein, so ergibt sich aus der Betrachtung des zweiten Falles,
daB diese GroBe additiv ist, d. h. daB die Wirkung zweier sich in dem-
selben Punkt befindenden Ladungen gleich ist der Wirkung einer Ladung,
deren GroBe gleich der Summe der GroBen der beiden Einzelladungen ist.

Diese Addivitit, die hier nur fiir Ladungen derselben Gattung fest-
gestellt wurde, kann auf entgegengesetzte Ladungen iibertragen werden,
indem man diese bei dquivalenter Gréfe durch entgegengesetzte Vor-
zeichen (— oder +-) charakterisiert; die Zuordnung des positiven Vor-
zeichens der Ladungen der einen oder der anderen Gattung bleibt dabei
ganz willkiirtich.

Ist diese Zuordnung festgestellt und die Ladungseinheit gewihlt, so
kann man den folgenden Satz aussprechen: die mechanische Wirkung
eines elementaren Dipols ist bestimmi durch das Produkt

p=el, 1)
wo [ seine Linge und ¢ (> 0) die absolute Grofle jeder seiner Ladungen
bedeutet.

Die Lénge des Dipols / kann man betrachten als den Betrag eines
Vektors |, namlich des Radiusvektors seines positiven ,,Poles” (d. h.
der positiven Ladung) in bezug auf den negativen Pol. Dementspricht es,
da offenbar die Ladung ¢ eine skalare GréBe ist, daB wir einen elemen-
taren Dipol durch den Vektor

p=cel (1a)
charakterisieren konnen. Dieser Vektor, dessen Betrag durch (1)
gegeben ist, heift das Moment, oder das elektrische Moment des Dipols.
Er bestimmt — in Verbindung mit anderen GroBen, die wir weiter
unten betrachten werden —, nicht nur den Betrag, sondern auch die
Richtung der auf einen elementaren Dipol wirkenden und von ihm aus-
geilibten Krifte.

§ 3. Systeme von elementaren Dipolen.

Es seien D; und D, zwei elementare Dipole mit (nach Betrag wie
nach Richtung) verschiedenen Momenten p, und p,, die sich in demselben
kleinen Raumgebiet V' befinden. Da die mechanische Wirkung jedes
von ihnen bei festgehaltener Orientierung nur vom

- D
+ £—> Moment p;=¢l; ({=1,2) nicht aber von der La-
dung ¢; abhingt, so kann man setzen ¢;= 1 (d. h.
7, 0 e; = e, == 1), und auf diese Weise die Verschiedenheit

der Dipole ausschlieBlich auf die Verschiedenheit ihrer
Lange zuriickfithren. Wir riicken sie nun aneinander,
Abb. 6. so daB das positive Ende des einen mit dem negativen
Ende des anderen zusammenfillt (Abb. 6); die 4uBeren
Wirkungen der entsprechenden Ladungen miissen sich dabei gegenseitig
zerstéren, und das betrachtete System wird Zquivalent einem elementaren
Dipol D mit der Langel=1; + 1,, d. h. mit dem Moment p = p; + p,.
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Dieses Resultat 148t sich leicht auf eine beliebige Anzahl von ele-
mentaren Dipolen verallgemeinern. Befinden sich diese in einem hin-
reichend kleinen Raumgebiet?), so sind sie tn Hinsicht auf thre mecha-
nische Wechselwirkung wmit duferen (d. h. weitentfernten Dipolen)
dgquivalent einem einzigen Dipol, dessen Moment gleich der geowmetrischen
Summe threr elektrischen Momente ist.

Umgekehrt kann man einen gegebenen elementaren Dipol mit dem
Moment p durch ein System von beliebig vielen (miteiander festverbunde-

nen) elementaren Dipolen ersetzen, deren Momente p,, p,,... der Be-
dingung

P+ P =p
geniigen.

Die obigen Sitze bleiben offenbar auch bei nichtelementaren Dipolen
giiltig (d. h. solchen, deren Linge nicht klein ist gegeniiber ihrem Ab-
stand von anderen mit ihnen zusammenwirkenden Dipolen). Dabei wird
aber die mechanische Wirkung solcher Dipole durch Angabe ihrer Mo-
mente noch nicht bestimmt. Man kann jedoch einen nichtelementaren
Dipol in eine Kette von elementaren zerlegen, welche ihn durch ihre
Momente und Lagen vollstindig charakterisieren. Verbindet man ndmlich
die Endpunkte A und B des betrachteten do -

Dipols mit dem Moment ¢ - AB durch eine

gebrochene Linie mit unendlich kleinenge- /‘i%
radlinigen Elementen4 P, P, P,,...P,B A
und denkt sich in den Punkten P,, P,, ...
die Ladungen + ¢ und — e konzentriert, so
erhilt man eine Kette von elementaren AbD. 7.

Dipolen mit den Momentene A P,, e P, P,

usw., (Abb. 7), deren geometrische Summe gleich ¢ 4 B ist. Dabei muB3
man aber beachten, daBl in diesem Fall die einzelnen elementaren Dipole
nicht unabhingig voneinander verschoben werden kénnen — wenigstens
nicht in einem Gebiete, dessen lineare Abmessungen mit der Linge A B
vergleichbar sind.

Die Gestalt der gebrochenen Linie A P, P, . . . B bleibt ganz willkiir-
lich. Man kann speziell zum Grenzfall einer Kurve mit stetiger Kriimmung
iibergehen; jedem Elemente do dieser Kurve wird dabei ein elementarer
Dipol mit dem Moment 4y = erdo zugeordnet, wo 7 einen Einheitsvektor
in der Richtung von do (,,Tangentialvektor) bedeutet.

Mittels dieser Zerlegung wird das Problem der Bestimmung der
Wechselwirkung zwischen nichtelementaren Dipolen auf das ent-
sprechende Problem fiir elementare Dipole zuriickgefithrt. Dabei kann
man jeden elementaren Dipol einfach als einen Punkt fassen; denn da
nicht seine Linge sondern nur sein elektrisches Moment in Betracht

NIV
Sui(+
[ 1) 7%
I+

n
“

1) Von derselben linearen Ausdehnung wie ihre Lange.
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kommen soll, kann man durch VergréBerung der Ladung bei fest-
gehaltenem Moment stets die Lidnge beliebig klein machen. — Die
kinematische Beschreibung eines elementaren Dipols reduziert sich
also auf die Angabe seiner ,,Lage’, d.h. des Radiusvektors ¢ des ihn
darstellenden Punktes, und seiner ,,Orientierung‘‘, d. h. der Richtung
seines elektrischen Moments (dessen Betrag wir als konstant betrachten
werden).

§ 4. Die Statik eines elementaren Dipols; die elektrische Feldstirke.

Wir stellen uns vor, daf} alle auf den betrachteten elementaren Dipol
wirkenden Dipole festgehalten sind, wihrend er selbst sich beliebig ver-
schieben und drehen kann. Es fragt sich nun, wie die auf ihn wirkende
duBere Kraft § und das Drehmoment (Drehkraft) % von seiner Lage (r)
und Orientierung (p) abhingen.

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir annehmen, daB3 diese
Kraftwirkungen einen konservativen Charakter haben, d. h. sich aus einer
noch unbestimmten Ewnergiefunktion U (¢, p) ableiten lassen. Diese An-
nahme, die fiir das Folgende eine grundlegende Bedeutung hat, werden
wir als Energieprinzip bezeichnen?).

Die Lage des betrachteten Dipols D werde zunichst festgehalten;
er moge sich aber um den betreffenden Punkt P beliebig drehen. Aus
dem Energieprinzip folgt dann, daf3 er sich nach einer bestimmten Rich-
tung orientieren wird, die einem Minimum der Energie als Funktion von
p (bei v = konst) entspricht. Von vornherein ist es méglich, daB es
mehrere solche stabile Gleichgewichtsorientierungen gibt?).

Es sei nun PQ eine dieser Richtungen.

Fallt das elektrische Moment p des Dipols in die Richtung PQ,
so wird die auf ihn wirkende Drehkraft gleich null. Wir stellen uns nun

vor, daB der Dipol um einen Winkel 6

aus dieser Richtung gedreht wird

(Abb. 8), und ersetzen ihn durch

zwei Dipole D, und D, mit den Mo-
@ menten p;=2p cos 0 und p,= psin @,

Abb. 8. die parallel bzw. senkrecht zu PQ

stehen. Da nach dem oben Gesag-

ten D, keine Drehkraft erfihrt, muB die auf D ausgeiibte Drehkraft
M mit der auf D, einwirkenden Drehkraft I}, zusammenfallen.

a

1) Das Energieprinzip bedeutet, daB die Arbeit, welche bei einer Verschiebung
oder Drehung des Dipols durch die auf ihn wirkenden Krafte und DrehKkrifte ge-
leistet wird, nur von seiner 4ufangs- und Endlage bzw. Orientierung abhéngt, nicht
aber von den Zwischenlagen und Orientierungen.

2} Wire keine Gleichgewichtsorientierung vorhanden, so wiirde die bei der Riick-
kehr des Dipols in die urspriingliche Orientierung geleistete Arbeit im allgemeinen
von Null verschieden sein.
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Bei geniigend kleinen Werten von 6 muB3 D offenbar das Bestreben
haben, sich in die Richtung P(Q einzustellen, d. h. das Drehmoment N
muB senkrecht zur Ebene (D, PQ) gerichtet sein — ganz unabhingig
davon, ob es noch andere Gleichgewichtsrichtungen gibt oder nicht.
Dasselbe kann man aber wegen der Gleichheit M, = M von dem auf
D, wirkenden Drehmoment sagen. Da aber der Winkel von D, mit der
Geraden Q' PQ ein Maximum hat, so konnen wir sofort schlieBen, da3
PQ die einzige stabile Gleichgewichisrichtung ist, d. h. die einzige Richtung,
welche der Bedingung U (p) = minimum entspricht.

Das Drehmoment M, muB offenbar dem elektrischen Moment von
D,, d. h. der GroBe p sin 0 proportional sein. Bezeichnen wir den —
von p und 0 unabhingigen — Proportionalititsfaktor durch E, so wird,
wegen My, = M,

M= Epsiné. (2)

Der Betrag des Vektors 9 ist also gleich dem Flicheninhalt eines durch
den Vektor p einerseits und eine von P nach Q gerichtete Strecke der
Linge E andrerseits aufgespannten Parallelogramms.

Betrachtet man folglich F als den Betrag eines durch diese Strecke
dargestellten Vektors &, so kann man den Vektor 9 als das dubere
Produkt der Vektoren p und € bestimmen, nach der Gleichung

M= pxE. 3)

Durch diese Formel ist die Vektorfunktion 3 (r, p) in zwei Faktoren
zerlegt, von denen einer n#ur von p (und zwar linear), der andere nur
von t — (auf eine noch ganz unbekannte Weise) — abhingt.

Es ist nun leicht, die entsprechende Zerlegung fiir die Energiefunk-
tionen zu erhalten. — Die Arbeit, die gegen I geleistet werden muf,
um den Winkel § um 46 zu vergrofern, ist gleich dem Produkt M 46,
andererseits ist sie gleich der entsprechenden Energievermehrung 4U.
Nach (2) bekommen wir also dU = Ep sin 646, und folglich

U= —Epcosf+ C,

wo C eine Konstante in bezug auf # ist; sie kann aber, ebenso wie E,
von t abhingen. Um diese Abhingigkeit aufzukliren, denken wir uns
neben dem betrachteten Dipol D einen anderen D’ mit einem elek-
trischen Moment von demselben Betrag, aber von entgegengesetzter
Richtung (p” = — p). Seine potentielle Energie ist offenbar gleich

U=+ pEcos -+ C,

da 6’ = 0 -+ & ist. Die potentielle Energie U + U’ des durch die bei-
den Dipole gebildeten Systems (in bezug auf andere ,,duBere” Dipole)
reduziert sich also auf 2 C. Da aber das resultierende elektrische Moment
dieses Systems gleich Null ist, so kann es gar keine Krifte erfahren ; des-
halb muB die GréBe C auch von t unabhingig sein. Wir kénnen folglich
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C = 0 setzen ; dementsprechend bekommen wir den folgenden allgemeinen
Ausdruck fiir die Energie als Funktion von p und t:
U= —pEcosh = — pE. 4)

Denkt man sich die Gestalt der Funktion & (xr) gegeben, so kann man
die auf den Dipol wirkende Kraft  aus (4) nach dem Energieprinzip
berechnen. Die Arbeit dieser Kraft bei einer Verschiebung des Dipols
um die Strecke dv und festgehaltener Orientierung, bestimmt sich nim-
lich aus der Gleichung

Fdr= —dU = d (p€) = dr-grad (pE)
(siche Einleitung, §10), d. h. wegen der Willkiirlichkeit von dx

& = grad (p€) = (pgrad) & + p X rot € (5)
[Einleitung, Formel (27)].

Der Vektor oder besser die Vektorfunktion € (), welche die Wirkung
aller ,,duBeren’ Dipole auf den betrachteten, abgesehen von der An-
wesenheit des letzteren in dem betreffenden Punkt, bestimmt, heiBt
die (duBere) elektrische Feldstirke. Mittels eines verschiebbaren und
sich frei drehenden Dipols kann man diese Feldstirke nach Richtung
und Betrag an Hand der Formel (2) experimentell ermitteln. Und
zwar fillt die Richtung von € mit derjenigen zusammen, in welcher der
Dipol sich selbst einzustellen sucht; der entsprechende Betrag E ist
gleich dem Verhiltnis des gréBten Drehmoments, welches bei einer
zur vorigen senkrechten Orientierung auf dem Dipol ausgeiibt wird,
zu seinem elektrischen Moment.

Es sei bemerkt, daB fiir p L€ (6 = 90°) die Kraft § verschwindet
[nach (5)]. Dagegen verschwindet fiir p |€ das Drehmoment M,
wihrend ¥ seine fiir die betreffende Lage des Dipols maximale Grofe er-
reicht. Speziell fiir 0= 0 fillt § in die Richtung des raschesten An-
wachsens von E, fiir §==180° in die entgegengesetzte Richtung, d.h.
die Richtung der raschesten Abnahme. Die erste dieser Orientierungen
entspricht (bei festgehaltener Lage) dem stabilen, die zweite dem
labilen Gleichgewicht [U = minimum bzw. U = maximum, nach (4)].

5. Der wirbelfreie Charakter des elektrischen Feldes und seine
Wirkung auf einzelne Ladungen (Pole).

Die Krifte, welche in einem gegebenen elektrischen Felde auf einen
nichtelementaren Dipol wirken, koénnen bestimmt werden durch Zer-
legung dieses Dipols in eine Kette von elementaren (§ 3). Dabei brau-
chen wir nach dem Energieprinzip nur die potentielle Energie des be-
trachteten Dipols zu berechnen. Diese potentielle Energie U ist offen-
bar gleich der Summe der Energien, die den einzelnen elementaren
Dipolen entsprechen?). Bilden diese eine Kurveo (Abb. 7), so wird

1) Dabei handelt es sich selbstverstandlich um ihre Energie in bezug auf dulere
elektrische Systeme, nicht aber in bezug aufeinander.
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AU = —dp -G = —(redo€) = — eE, do, wo € die elektrische Feld-
stirke an der betreffenden Stelle und FE, ihre Projektion auf 4o bedeutet,
und folglich

B
U=—e¢[ E.do. (6)
A

Die Integration vollzieht sich vom negativen zum positiven Ende des
betrachteten Dipols.

Die auf den Dipol ausgeiibte Kraftwirkung setzt sich offenbar zu-
sammen aus zwei Kriften f, und {,, welche auf seine Enden wirken.
Stellen wir uns nun vor, daB diese Enden, d. h. die entsprechenden
Pole (mit den Ladungen — e und + e) sich aus den Punkten 4, B nach
den Nachbarpunkten A’, B’ verschieben. Dabei wird die Arbeit
f.0t, + f,0r, geleistet, wo dr, und dr, die unendlich kleinen Ver-
riickungen 44" bzw. BB’ bedeuten. Andererseits muB diese Arbeit
nach dem Energieprinzip gleich der Verminderung der potentiellen
Energle des Dlpols sein, d. h. gleich der Differenz — dU = — (U’ — U)

=e f E.do —e f E.do. Wegen der Willkiirlichkeit der Kurven o

und o’ konnten wir die letztere als die durch die Strecken 44’ und
BB’ gebildete Verlangerung des ersteren betrachten und dementsprechend

F o
f f+f+f f-]-f f setzen (die Integranden sind der Einfach-

helt halber weggelassen) Es wird also
B A
—0U=¢ [ E do’ —e [ E, do’=e(€,01,) —e(€,01,).
B il

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem urspriinglichen

— O0U = fpdrp + fa0r14,
so ergibt sich:

fB:e@B, fA:—gch.

Die Kraft f, welche auf einen einzelnen Pol mit der Ladung ¢ aus-
getibt wird, ist folglich gleich

f=eG. (7
Diese Formel entspricht der iiblichen Definition der elektrischen Feld-
stiarke, als der Kraft, die im betreffenden Punkt auf die (positive)
Ladungseinheit wirkt.

Die Energie des Dipols (4 B) ist eine ganz bestimmte GréBe, die von
seiner Zerlegung in elementare Dipole, d. h. von der Gestalt der Inte-
grationskurve in (6) unabhingig bleiben muB. Verbindet man zwei
solche Kurven o; und ¢, zu einer geschlossenen Kurve ¢ und integriert
langs ¢; in der positiven Richtung (von 4 nach B) und lings o, in der
negativen (von B nach A4), so muf sich immer null ergeben. Wir kom-
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men also zu dem Schluf3, daB die Zirkulation des Vektors § lings irgend-
einer geschlossenen Kurve verschwindet, d. h.

$E,do= 0.
Daraus. folgt nach der Stokesschen Formel [(17), Einleitung], daB die
elektrische Feldstirke ¢m ganzen Raum der Bedingung

rot@ =0 (8)
gentigen muBl. Diese Bedingung, die als eine direkte Folge des Energie-
prinzips anzusehen ist, driickt die Grundeigenschaft des elektrischen
Feldes aus, namlich seine Wirbelfretheit. Da (8) identisch in t erfiillt
ist, so kann man nach (18) (Einleitung) setzen

€ = —grad g, )]
wo @ eine noch unbestimmte Funktion bedeutet, die das skalare oder
elektrische Potential heit. — Dementsprechend bezeichnet man das

Feld des Vektors € als ein wirbelfreies oder potentielles Feld.
Die physikalische Bedeutung des Potentials ¢ leuchtet aus der
Formel (6) ein. Es ist ndmlich nach (9)
E,:~grad,¢:——%(g
und folglich

U=elpp—@4) = cx9p+ €4Pa-
Die potentielle Energie eines einzelnen Pols ist demnach gleich
U= ep. (10)
Das elektrische Potential ¢ in irgendeinem Punkt P ist also gleich der
potentiellen Energie einer (positiven) Ladungseinheit, di¢ sich in diesem
Punkt befindet, in bezug auf alle solche Ladungen, von denen dieses
Potential herriihrt.

Da die auf den betrachteten Pol wirkende Kraft { gleich dem nega-
tiven Gradienten seiner potentiellen Energie sein muf3, bekommen wir
ferner f= — grad U = — ¢ grad ¢, oder nach (9) { = ¢E, d.h. die
Formel (7).

8§ 6. Die Zuriickfilhrung der Dipolwirkungen auf einzelne Pole.

Bei der iiblichen Darstellung der Elektrostatik, die von der Be-
trachtung der Wechselwirkung einzelner Pole ausgeht, wird die Formel
(7) am Anfang definitionsweise aufgestellt. Das Energieprinzip [in der
Form (9)] wird aus der Annahme abgeleitet, daB die Kraft zwischen
zwei elektrischen Polen die Richtung der sie verbindenden Geraden
hat, d. h. eine ,,Zentralkraft‘‘ ist. Die Kraft und Druckkraft, welche auf
einen Dipol ausgeiibt werden, lassen sich dann berechnen aus den beiden
Kriften, die auf seine einzelnen Pole wirken.

Im Falle eines elementaren Dipols mit unendlich kleiner Linge
P P,=1, kann man bei der Berechnung des Drehmoments It die
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Krifte f, = ¢,€, =—¢€; und f, =¢,€, = 4 €€, als ihrem Betrage nach
gleich und entgegengerichtet betrachten und folglich M =1 x ¢E
setzen, wo € die elektrische Feldstirke in irgendeinem Punkt P des
Dipols bedeutet (Abb. 9); auf diese Weise bekommen wir die Formel (3).
Beriicksichtigt man die Verschiedenheit der Krifte f, und f,, so ergibt
sich die auf den Dipol wirkende Kraft als ihreé geometrische Summe:

F=h+th=eC—C).
Wegen der Kleinheit von / kann man dabei setzen €, —€, = (I grad) €
(Einleitung, § 10) und folglich
F = (p grad) €. (11)
Diese Formel fillt mit (5) zusammen, wenn man noch die aus dem Ener-
gieprinzip folgende Bedingung rot € = 0 beachtet.

Was die potentielle Energie eines elementaren Dipols anbetrifft, so
reduziert sie sich auf die Summe

der entsprechenden Energien seiner vest 2
beiden Enden, d.h. U= ¢¢,
+ ooy = ¢ (g — 1) = (1, grad g) / i
= — (p@€), im Einklang mit (4). /P
Obwohl diese (iibliche) Betrach- 2
tungsweise etwas einfacher ist als die #, e
umgekehrte, die wir in den vorigen Abb. 9.

Paragraphen eingeschlagen haben,

hat die letztere den Vorteil, daB sie sich unmittelbar auf die Wirkungen
zwischen elekirischen Stromen iibertragen 14Bt, wobei auch die Analogie
und Verschiedenheit der beiden Wirkungsarten klarer zutage tritt.

Zweites Kapitel.

Elektrokinetische (magnetische) Wirkungen und
Energieprinzip,

§ 1. Elektriseche Strome.

Jede geordnete Bewegung der Elektrizitit in materiellen Korpern,
bei der die entgegengesetzten Ladungen sich relativ zueinander ver-
schieben, heiBit ein elektrischer Strom. Ein elektrischer Strom kann dem-
nach verursacht sein durch die Bewegung der entgegengesetzten Ladun-
gen in entgegengesetzten Richtungen, oder durch die Bewegung der
Ladungen einer bestimmten Gattung, unter vollkommener Ruhe der
anderen. Der Fall, daB} beide Ladungssorten sich in derselben Rich-
tung mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, kann aufgefaBit
werden als die Uberlagerung einer der beiden oben erwihnten Fille mit
einer Gesamtbewegung des betreffenden materiellen Kérpers — einer
Gesamtbewegung, die in elektrischer Hinsicht ganz unwirksam bleibt.
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Denkt man sich die entgegengesetzten Ladungen miteinander paar-
weise in elementare Dipole verkniipft, so reduziert sich der Stromvor-
gang in jedem Augenblick auj die zeitliche Anderung der elektrischen
Momente dieser Dipole.

Es seien r; und 1, die Radiusvektoren der Enden P; und P, eines
solchen Dipols in bezug auf einen festen Punkt O. Betrachten wir die
ihn bildenden Ladungen ¢; = — ¢ und ¢, = + ¢ als konstant, so ergibt
sich fiir die zeitliche Ableitung seines elektrischen Moments p = ¢ P, P,

=e(tp—1y)
d
g?:g(nz_m):el”l"l"ezbz’ (1)

dr dr . e < g .
wo by = d—tl und by = th die ,,absoluten’ Geschwindigkeiten der

beiden Ladungen, und p, — v, ihre relative Geschwindigkeit bedeutet.

Das Produkt der Ladung eines Teilchens mit seiner Geschwindigkeit
wollen wir im folgenden den elekérischen Impuls dieses Teilchens nennen
(im Anschluf3 an den gewdshnlichen mechanischen Impuls, der gleich dem
Produkt von Masse und Geschwindigkeit ist). Der Inhalt der Formel (1)
148t sich also folgendermaBen aussprechen: die zeitliche Ableitung des
elektrischen Moments eines Dipols ist gleich der geometrischen Summe
der elektrischen Impulse der ihn bildenden Pole.

Der auf die Volumeinheit des betrachteten Korpers bezogene elek-
trische Impuls heiBt die Stromdichie (im betreffenden Punkte). Die Dichte
des elektrischen Stromes § kann auch definiert werden als die zeitliche
Ableitung des elektrischen Moments B der Volumeneinheit, d. h. der
geometrischen Summe der Momente der Dipole, die sich im betrachteten
Augenblick in einem sehr kleinen Volumelement befinden, dividiert
durch die GroéBe dieses Volumelements.

Es ist also §— aP 2)

dt *

Der Vektor P wird gewshnlich als die elektrische Polarisation des Korpers
im betreffenden Punkt bezeichnet. Seine Einfithrung ist besonders
dann zweckmiBig, wenn die positiven und negativen Ladungen, die
sich in irgendeinem Volumelement befinden, immer in diesem Volum-
element bleiben, d. h. sich voneinander nicht trennen lassen. Das ist
der Fall bei den sog. dielektrischen Korpern, deren Molekiile als durch
untrennbare Ladungen gebildete Dipole angesehen werden konnen.

Dagegen konnen bei den Elektrizititsieitern (wie Elektrolyten und
Metallen) die einzelnen Ladungen (Elektronen, Ionen) im ganzen Kor-
pervolumen unabhingig voneinander herumwandern. In diesem Fall
muB man, um den Begriff der Polarisation und die Beziehung (2) bei-
behalten zu kénnen, sich vorstellen, daB die miteinander zu elemen-
taren Dipolen verkniipften entgegengesetzten Ladungen von Zeit zu
Zeit ausgetauscht werden, damit ihre gegenseitige Entfernung immer
klein (gegeniiber den Kérperabmessungen) bleibt.
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§ 2. Stationére elektrische Strome.

Wenn die Stromdichte in jedem Punkt des betrachteten Kérpers
zeitlich konstant bleibt (was offenbar nur bei Leitern stattfinden kann),
so heiBt der elektrische Strom stationdr (oder auch ,,Gleichstrom*).

In diesem Fall kann man sich vorstellen, daB die elektrischen Ladun-
gen sich in geschlossenen Kurven bewegen, und daBl die Ladungen, welche
aus einem Volumelement nach einer Seite herausgehen, durch andere,
die auf der entgegengesetzten Seite hineintreten, sofort ersetzt werden.

Stellen wir uns vor, daB es in der Volumeinheit N Teilchen mit der
Ladung e gibt, die sich mit der gleichen. .

Geschwindigkeit b bewegen. Der diesen La-
dungen entsprechende Anteil der Strom-
dichte ist offenbar gleich Nev. Es sei dS
ein Flichenelement, dessen Normale 1 den
Winkel 0 mit der Bewegungsrichtung (d. h.
mit v) bildet (Abb. 10). Die Anzahldv der
Ladungen der betrachteten Sorte, welche Abb. 10,

durch 4S in der Zeit d¢ hindurchgehen, ist

gleich dem Produkt von N mit dem Volumen eines Zylinders mit der
Grundfliche 4S und der Hohe vdf-cos § = (vn). df = v,df. Rechnet
man diese Anzahl als positiv fiir <90 und negativ fiir § > 909, so wird

dv = N (on) dSdt.

Durch Multiplikation dieses Ausdrucks mit ¢ und Summation iiber alle
Ladungssorten (mit verschiedenen e oder b), die sich im betrachteten
Korper befinden — oder besser gesagt bewegen —, bekommen wir die
totale Elektrizititsmenge, die in der Zeit d¢ durch dS hindurchgeht:

dQ = X Ne (on) dSdt = (X Nev) ndSdt.

Es sei bemerkt, dall der Anteil der positiven Ladungen in diesem Elek-
trizitdtsstrom durch 45 positiv oder negativ ist, je nachdem diese sich
in der Richtung der Normale n (6 << 90°) oder in der entgegengesetzten
Richtung (6 > 90°) bewegen; der entsprechende Anteil der negativen
Ladungen ist umgekehrt negativ im ersten Falle und positiv im zweiten.

Die Summe 2’ N ey ist offenbar nichts anderes als die oben definierte

. .. a .
Stromdichte §. Die Elektrizititsmenge 'a??’ welche durch &S pro Zeit-

einheit flieBt, heilt die Stirke des entsprechenden Stromes. Die elek-
trische Stromstirke fiir eine beliebige Flache driickt sich also durch das
Integral aus:

Q\

I= f 7.dS. (3)

I'm Falle einer geschlossenen Fliche muB diese Stromstarke gleich der
auf die Zeiteinheit bezogenen Abnahme der Elektrizititsmenge in dem
durch S begrenzten Volumen V sein (dabei bedeutet wie iiblich n die

Frenkel, Elektrodynamik I. 4
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duBere Normale). Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem Prin-
zip der Unzerstérbarkeit der elektrischen Ladungen (Kap.I, §1).
Bezeichnen wir die elektrische Ladungsdichte, d. h. die Summe Xe der
Ladungen in der Volumeinheit, mit g, so kann man den erwihnten
,,Erhaltungszusatz’ in der Form

ggjnds —— ~~f@d v

ausdriicken, Mittels der Gaufischen Formel bekommen wir ferner

fdedV—rm“fng

oder da »«J.gdlf _mfﬁng ist,

f(chv\ﬁ 2} qy —o.

Wegen der Willkiirlichkeit des Volumens ¥ muf8 der Integrand identisch
verschwinden, so daf3 fiir das Erhaltungsgesetz der elektrischen Ladungen
sich die folgende Differentialgleichung ergibt:
_ %9 +divg =o0. (4)

In dem uns interessierenden Fall einer stationdren Elektrizititsstromung
ist 22 = 0 und folglich

, divi=10 (4a)
Diese Gleichung zeigt, daB die ,,Stromlinien”, d. h. die das Vektorfeld &
darstellenden Kurven, guellenfres sind, d. h. keine Anfangs- oder End-
punkte haben. Sie miissen also, sofern die elektrische Stromung in
einem begrenzten Raum vor sich geht, geschlossene Kurven sein. Die
Gesamtheit solcher Kurven, die durch eine ungeschlossene Fliche S
{oder die sie begrenzende Linie ¢) gehen, kann als ein Stromfaden oder
,»Ring* aufgefaBit werden; die Stromstirke /= [ J,dS behilt den-
selben Wert fiir beliebige Querschnitte dieses ,,Ringes®.

Jeden Korper, in welchem eine stationire Elektrizititsstromung
stattfindet, kann man sich demnach in eine Menge von solchen ,,Strom-
ringen’* mit unendlich kleinen Querschnitten zerlegt denken, die in
Hinsicht auf die Stromverfeilung dieselbe Rolle spielen wie z. B. die ge-
wohnlichen (nach allen Seiten unendlich kleinen) Volumelemente fiir
die Verteilung der elektrischen Ladung (oder der Polarisation). Wir wer-
den solche unendlich diinne ringférmige Stromelemente als lineare elek-
trische Stréme bezeichnen.

Lineare Strome im mathematischen Sinne des Wortes gibt es selbst-
verstindlich nicht. Man kann aber einen in einem sehr diinnen Metall-
draht {lieBenden elektrischen Strom — sofern seine Zusammenwirkung
mit anderen solchen Strémen betrachtet wird — praktisch als linear



Das magnetische Moment eines linearen Stroms. 51

behandeln, ebenso wie wir im vorigen Kapitel die beiden Pole eines
Dipols als Punktladungen behandelt haben.

§ 8. Das magnetische Moment eines linearen Stroms.

Die elektrischen Strome, oder vielmehr die Koérper, in welchen sie
zirkulieren, iiben aufeinander gewisse Wirkungen aus, die man als
elektrokinetische oder magnetische bezeichnet. Diese Wirkungen lassen
sich am einfachsten studieren bei linearen elektrischen Strémen — welche
in dieser Hinsicht dieselbe Rolle spielen, wie die elektrischen Dipole bei
dem Studium der elektrostatischen Wirkungen. Den elementaren
Dipolen entsprechen dabei elementare lineare Strome, welche dadurch
gekennzeichnet sind, daB die entsprechenden
Stromlinien (die wir uns als unendlich diinne {¢ de
starre Drahte denken werden) eben und
sehr klein gegeniiber ihrer gegenseitigen Ent-
fernung sind. 3

Wir beachten zunichst den folgenden Abb. 11.
ganz offenbaren Umstand. Zieht sich die
Stromlinie auf einen Punkt zusammen, so muB ihre mechanische (magne-
tische) Wirkung verschwinden. Sie muf3 ebenfalls verschwinden, wenn
die Stromlinie sich zu einer,,Doppellinie’* von endlicher Linge zusammen-
zieht, d. h. zu einer Linie, die aus zwei sich praktisch iiberlagernden
Hailften besteht (Abb. 11), so daB die Summe der elektrischen Impulse
in jedem Doppelelement dieser Linie (do) gleich null wird.

Daraus 148t sich leicht schlieBen, daf die fiir die mechanische Wirkung
einer elementaren Stromlinie maB-

gebende geometrische Gréfle nicht —J o
thre Linge, sondern der Inhalt der 4 s i 1\ S \L
von thy begrenzten Fliche ist.

Wir stellen uns zunichst zwei = a
vollstindig identische elementare .
Stromlinien von rechteckiger Gestalt T 5 l Iy
vor, die gleich orientiert sind und - =
sich nebeneinander — in einem Ge- = T b | !
biet ¥ von ungefihr denselben Ab- T 5 »L —
messungen wie ihre eigene Linge — o c)
befinden. Die mechanische Wirkung )

des von ihnen gebildeten Systems Abb. 12.

auf duBere (fernliegende) elektrische

Stréme muB offenbar doppelt so groll sein wie die entsprechende Wir-
kung fiir jede der beiden betrachteten Stromlinien — und dies ganz
unabhingig von ihrer relativen Lagel). Man kann sie speziell so anein-
anderlegen, da8 je zwei ihrer Seiten zusammenfallen wiirden (Abb.12a,b).

1) Sofern sie im Gebiet V bleiben.
4%
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Diese zusammenfallenden Seiten bilden dabei eine Doppelstromlinie,
deren mechanische Wirkung gleich null ist. Die anderen sechs Seiten
bilden eine neue rechteckige Stromlinie, deren Gestalt in den Fillen a
und b verschieden ist, die aber denselben Flicheninhalt 2 S haben,
wo S den Flicheninhalt der beiden einzelnen Stromlinien bedeutet.
Damit ist gezeigt, daB die mechanische Wirkung einer elementaren
Stromlinie unabhingig von threr Gestalt und proportional ihrem Flichen-
inhalt 1stt).

Anstatt die oben betrachteten Stromlinien aneinanderzulegen,
kann man sie tiberlagern, wie es in Abb.12 ¢ angedeutet ist, Dabei be-
kommen wir tatsidchlich eine einzelne Stromlinie von gleicher Gestalt
und gleichem Umfang wie die urspriinglichen, aber mit einer doppelt
so grofen Stromstirke 2 1.

Wir sehen also, dal die mechanische Wirkung, die eine elementare
Stromlinie auf duBere (fernliegende) Strome ausiibt, oder von solchen
Stromen erfahrt, der von ithr umschlossenen Fliche S und der Stromstirke I
proportional ist, d. h. durch das Produkt IS bestimmt wird. Dieses
Produkt, das dem elektrischen Moment eines (elementaren) Dipols
entspricht, heiit das magnetische Moment des betrachteten Stromes
(oder der Stromlinie).

Bei der Behandlung der Wechselwirkung von elektrischen Stro-
men ist es zweckmilig, fiir die Stromstirke eine neue Einheit einzu-
fithren, die wir erst spiter bestimmen werden. Das Verhiltnis dieser
neuen ,elektrokinetischen Einheit zur urspriinglichen ,elektrostati-
schen® sei ¢. Dies bedeutet, daB der ,elektrostatischen’ Stirke eines
Stromes [ die elektrokinetische Stiirke

t=z (5)
entspricht.

Das magnetische Moment einer Stromlinie bestimmt sich also durch
die Formel

m=1S. (5a)
Ebenso wie im Falle eines Dipols kann man # als den Betrag einer
Vektorgrofe betrachten. Diese VektorgroBe definieren wir durch

m=iSn, (5b)

wo n die Normale zur Stromebene bedeutet ; ihre Richtung soll dem durch
die Stromrichtung bestimmten Umlaufssinn auf der Stromlinie ¢ nach
der Rechtsschraubenregel zugeordnet werden. Das magnetische Moment

1) Dieser Beweis ist hier nur fiir rechteckig gestaltete Stromlinien ausgefiihrt;
seine Verallgemeinerung fiir Stromlinien ganz willkiirlicher Gestalt bietet aber
keine Schwierigkeiten. Man kann namlich jede solche Linie in Rechtecke und recht-
winklige Dreiecke (am Rande) zerlegen. Dabei wird ein Dreieck der Halfte des
entsprechenden Rechtecks (in bezug auf seine Wirkung) dquivalent.
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etner ebemen Stromlinie ist also gleich ihrem geometrischen Moment
nS (vgl. Einleitung, § 4) multipliziert mit der Stromstirke i. Diese
Definition 148t sich unmittelbar auf beliebige nicht ebene Stromlinien
iibertragen (siehe unten §4).

Es sei bemerkt, daB die Umkehr der Stromrichtung bei gegebener
Orientierung von ¢ offenbar dieselbe Folge wie die Umkehr der Orien-
tierung haben muBl — nimlich die Umkehr der Richtung der auf die
Stromlinie wirkenden oder von ihr ausgeiibten Krifte und Drehkrafte.
Dem entspricht nach (5b) die Umkehr des Vorzeichens von m.
Man sieht daraus, daBl das magnetische Moment einer elementaren
Stromlinie ihre mechanische Wirkung (,,passive’ und ,,aktive’) nach
Betrag und Richtung vollkommen bestimmen mubB.

§ 4. Systeme von elementaren Stromen; nichtelementare Strome.

Es seien o, und o, zwei elementare Stromlinien mit den magneti-
schen Momenten m; und m,, die sich in einem sehr kleinen Raumgebiet
befinden. Da die Gestalt dieser Linien (soweit unabhingig vom Flidchen-
inhalt) und die Stromstirke fiir ihre mechanische Wirkung belanglos
sind, ebenso wie ihre relative Lage in V', so kann man sie durch zwei
aneinander liegende Parallelogramme mit denselben Stromstirken
i, = i, = 1 ersetzen. Dabei erhalten wir das durch die Abb. 4
(Einleitung, § 4) angedeutete Bild. Durch Hinzufiigung der beiden
,,Dreieckstrome’ PQOP und P’Q’0’ P’ mit entgegengesetzt gleichen
Momenten zu den betrachteten ,,Parallelogrammstrémen’ PQQ’ P’ P
und O P P’0’0, bekommen wir einen einzigen resultierenden elementaren
Strom, der durch das Parallelogramm OQQ’0’0 dargestellt ist. Das
magnetische Moment dieses Stroms m ist offenbar gleich der geometri-
schen Summe der Momente der beiden anderen Parallelogrammstréme,
d. h.

m= m, -+ m,.

Dieses Resultat 148t sich leicht auf eine beliebige Anzahl elemen-
tarer linearer Strome verallgemeinern — sofern sich die betreffenden
vtromlinien in geniigender Nihe voneinander und in groBer Entfernunyg
Son anderen Strémen, mit denen sie in Wechselwirkung begriffen sind,
befinden.

Ebenso wie wir im vorigen Kapitel (§3) einen nichtelementaren
Dipol in eine Kette von elementaren zerlegt haben, kann man einen
nichtelementaren linearen Strom, d. h. eine Stromlinie von willkiirlicher
Gestalt und GroBe, durch ein Netz von elementaren Stromlinien er-
setzen. Diese Ersetzung oder ,,Zerlegung’ entspricht vollstindig der
schon in der Einleitung (§ 3) betrachteten Zerlegung geschlossener
Kurven oder von ihnen begrenzter Flichen. Wir miissen uns nur
diese Kurven als Triger von elektrischen Strémen derselben Stirke



54 Elektrokinetische (magnetische) Wirkungen und Energieprinzip.

denken und den Umlaufssinn auf jeder Kurve durch die Stromrich-
tung bestimmen.

Auf diese Weise wird die Frage nach der mechanischen Wirkung
einer beliebigen nichtelementaren Stromlinie ¢ auf die Berechnung der
entsprechenden Wirkung des sie ersetzenden Stromliniennetzes zuriick-
gefithrt. Dieses Stromliniennetz kann man sich auf eine ganz beliebige
durch ¢ begrenzte Fliche S ausgespannt denken (Abb. 13). Dabei wird
jede Netzlinie, mit Ausschiufi von o, als eine doppelte Stromlinie be-

trachtet, so daB die mechanische Wirkung des ganzen
Stromnetzes immer gleich der Wirkung der Rand-
linie ¢ bleiben mubB.

Das magnetische Moment einer elementaren
Stromlinie, die das Flichenelement 4S mit der
Normale n begrenzt, driickt sich nach (5b) durch

dm = indS
aus. Die geometrische Summe aller dieser Momente,
Abb. 13. d. h. das Integral
m=i [ nds (6)

heiBt das magnetische Moment der betrachteten Stromlinie . Dieser
Vektor ist offenbar gleich dem Produkt der Stromstirke 1 mit dem schon
friiher (Einleitung, § 3) definierten geometrischen Moment der Kurve o.
Bei geniigend kleinen Abmessungen dieser Kurve wird die mechanische
Wirkung des entsprechenden Stroms vollstindig durch den Vektor m
- charakterisiert — auch dann, wenn ¢ keine ebene Kurve ist (wenn also
der Strom kein ,elementarer* in eigentlichem Sinn ist). Sonst muf}
man, um die totale Wirkung des be-
trachteten Stroms zu ermitteln, die
entsprechenden Wirkungen fiir die ihn
ersetzenden elementaren Stréme ein-

zeln berechnen.
Da der Vektor m oder. fndS nur
von ¢, nicht aber von der Gestalt der
Fliche S abhingt, so scheint es nahe-
liegend, ihn in der Form. eines lings o
AbD. 14. genommenen Linienintegrals auszu-
driicken. Diese Umformung ergibt sich
einfach durch Spezialisierung der Fliche S. Und zwar wollen wir S
als die Oberfliche eines Kegels betrachten, dessen Spitze in einem be-

liebigen Punkt O liegen moge (Abb. 14).

Da die Normale 1 in allen Punkten eines durch O und d¢ bestimmten
Dreiecks dieselbe Richtung behilt, so kann man als Flichenelement 45
den Flicheninhalt dieses Dreiecks nehmen. Beachten wir ferner, daB
1 in die Richtung der duBeren Produkte t X 7 fillt, wo v den Radius-
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vektor eines Punktes von ¢ (bzw. do) bedeutet und v den entsprechenden
Tangentialvektor, so wird

ndS :%rxm’a

und folglich, nach (6)

mzéd)rxu'do'. (6a)

Dieser Ausdruck hat eine sehr einleuchtende physikalische Bedeutung.
Denken wir uns fiir einen Augenblick die Stromlinie ¢ durch einen
sehr dinnen Stromfaden (Draht) vom Querschnitte ¢ ersetzt, so 1aBt

sich die Stromstarke als das Produkt von ¢ mit der Stromdichte j — ; J

darstellen. Da ferner die Richtung von { mit v zusammenfillt und das
Produkt gdo das Volum d V des entsprechenden Elementes des Strom-
fadens bedeutet, bekommen wir

rido=1dV =Ze ‘; (6b)

d. h. das ,,Stromelement® tido ist gleich dem elektrischen Impuls der
in diesem Element {do) vorhandenen Ladungen, ausgedriickt in der
elektrokinetischen Ladungseinheiten, ebenso wies. Das Integral § ¢ xtido
kann man dementsprechend als das elektrische Impulsmoment oder den
elektrischen Drehimpuls des betrachteten Stroms definieren — ent-
sprechend der tiblichen Definition des mechanischen Drehimpulses, wobei
die Masse der materiellen Teilchen durch die Ladung ersetzt wird. Wie
man aus der angefiihrten Uberlegung sieht, ist dieser elektrische Dreh-
impuls, der in bezug auf irgendeinen Punkt (O) definiert werden muB,
von der Wahl dieses Punktes unabhingig.

Das magnetische Moment eines linearen elektrischen Stroms ist
also gleich der Hilfte des resultierenden elektrischen Impulsmoments der
diesen Strom bildenden bewegten Ladungen.

§ 5. Die Statik der elektrischen Strome; das magnetische Feld.

Da ein elementarer elektrischer Strom durch sein magnetisches
Moment in Hinsicht auf seine Zusammenwirkung mit anderen Strémen
vollstindig bestimmt wird, so kann man diese Zusammenwirkung auf
dieselbe Weise behandeln wie die der elementaren elektrischen Dipole. —
Ebenso wie bei den letzteren werden wir von den Abmessungen der
Stromlinie ganz absehen, also sie tatsichlich als einen Punkt behandeln,
der kinematisch -durch seine Lage (r) und die Orientierung des mit ihm
verbundenen Vektors m, statisch durch die auf ihn wirkende Kraft §
und Drehkraft I8 charakterisiert wird. Wir werden ferner annehmen,
daB auch in diesem Fall die beiden Kraftwirkungen sich aus einer
Energiefunktion U{r, m) ableiten lassen, die wir die magnetische
Energie des betrachteten elementaren Stroms relativ zu anderen
Stromen, mit welchen er sich in Wechselwirkung befindet, nennen werden.
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Unter diesen Umstdnden muB3 man offenbar fiir U, I, § dieselber
Ausdriicke wiederfinden, die im vorigen Kapitel fiir einen elementarer.
Dipol aufgestellt wurden, wenn an Stelle von p — des elektrischen
Moments — das magnetische Moment m, und an Stelle von € — der
elektrischen Feldstirke — die entsprechende magnetische VektorgréSe,
die sog. magnetische Feldstirke  — eingefiihrt wird. Wir bekommen
also die folgenden, den Gleichungen (4), (3) und (5) Kap.I ganz ana-
logen Formeln:

U= —m9, (7)
M=mx 9, (8)
& = grad (m9). 9)

Man beachte, dal damit gar wnichts iiber das Verhiltnis der magneti-
schen und elektrischen Feldstirke, als Funktionen von t, zueinander
ausgesagt wird. Die Vektorfelder € (r) und $ (r) kénnen von vornherein
eine ganz verschiedene Struktur haben. Aus dem Energieprinzip 1aBt
sich tatsichlich leicht ableiten, daBl zwischen den beiden Feldern in
dieser Hinsicht ein gewisser Gegensatz stattfindet.

Betrachten wir namlich jetzt die magnetische Energie eines nichi-
elementaren Stroms in bezug auf andere Stréme, in deren Feld § er sich
befindet. Diese Energie U kann man offenbar bestimmen als die Summe
der unendlich kleinen Betrige

AU =—9dm=—i9ndS =—iH,dS,

die den einzelnen elementaren Strémen, durch welche der betreffende
Strom ersetzt wird (§ 4), entsprechen. Es wird also

U:—iandS. (10)
Das Flichenintegral
@ =an s (10a)

bedeutet den ,,magnetischen FluB3** durch irgendeine Oberfliche, die
durch die Stromlinie ¢ begrenzt ist; es spielt dieselbe Rolle wie das
Linienintegral der elektrischen Feldstirke fiir die Energie eines nicht-
elementaren Dipols [Kap. I, Formel (6)].

Da die magnetische Energie eines gegebenen Stroms von der Art,
auf welche man ihn in elementare Stréme zerlegt, und speziell von der
Wabhl der Oberfliche S, auf welche das Netz dieser elementaren Stréme
aufgespannt gedacht wird, unabhingig ist, muBl das Integral (10a) fiir
zwei verschiedene Flachen S” und S” denselben Wert haben. Durch
Umbkehr der Normalenrichtung auf einer dieser Flichen bekommen wir
also [H, dS8 + [H,.dS”"=0, d.h.

SBHndszo,
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wo S die durch S’ und S gebildete geschlossene Fliche und n die ent-
sprechende duBere (oder innere) Normale bedeutet.

Dasselbe Resultat erhilt man, wenn man sich vorstellt, daB die Strom-
linie ¢ sich auf einen Punkt zusammenzieht; dabei wird die Fliche S
in (10) geschlossen und die Energie U offenbar gleich null.

Aus der Tatsache, daB der magnetische FluBl durch irgendeine ge-
schlossene Fliche verschwindet, folgt nach der Gawufschen Formel
($H,dS = [div  dV), daB das magnetische Feld im ganzen Raume die
Bedingung

divH=0 (11)

erfiillen muB. Diese Bedingung ist eine direkte Folge des Energie-
prinzips und entspricht der Bedingung rot @& = 0 fiir das elektrische
Feld; sie bedeutet, dall das magnetische Feld quellenfrer ist, d. h. daB
die ,,magnetischen Kraftlinien* im allgemeinen geschlossene Kurven
sind.

Wegen des identischen Charakters der Gleichung (11) in bezug auf t,
kann man in Hinsicht auf die Identitit divrot § = 0 [Einleitung,
Formel (18a)]

S:) =rot A (12)

setzen, wo ¥ eine noch unbestimmte Vektorfunktion bedeutet. Diese
Vektorfunktion, die dem skalaren Potential ¢ entspricht, werden wir
das Vektorpotential oder auch das elektrokinetische Potential nennen.

Es sei bemerkt, daB das Vektorpotential durch die magnetische
Feldstarke nicht eindeutig bestimmt ist. Denn man kann zu % den
Gradienten einer beliebigen skalaren Funktion hinzufiigen; da dessen
Rotation identisch verschwindet, bleibt dabei $ ungeindert. Durch
passende Wahl dieser skalaren Funktion kann man das Vektorpotential
so bestimmen, daB} es einer gegebenen skalaren Bedingung geniigt, z. B.
der Bedingung der Quellenfreiheit

div A =0. (12a)

Setzt man (12) in (10) ein, so ergibt sich nach der Stokesschen Formel
[Einleitung (17)]

U:——iéSA,daz ——é?ln'dc. (13)

Durch diese Formel wird die magnetische Energie der betrachteten
Stromlinie als eine Summe der Anteile ausgedriickt, die den etnzelnen
Elementen dieser Linie zugehéren [und nicht den sie ersetzenden ele-
mentaren Stromen, wie bei der urspriinglichen Definition nach der
Formel (10)]. Wir werden aber sofort sehen, daB eine soiche Einteilung
— im Gegensatz zu der entsprechenden Einteilung im Falle der elek-
trischen Dipole — nicht ohne weiteres erlaubt ist.
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§ 6. Die Wirkung des magnetischen Feldes auf einzelne
Stromelemente und bewegte Ladungen.

Wir wollen aber zunichst versuchen, die Grofe
AU = — Arido (13a)

als die magnetische Energie des Stromelementes do zu behandeln (es
sei erinnert, dafl der Vektor 77d¢ den elektrischen Impuls der in do
befindlichen Ladungen darstellt). Dann muB die auf dieses Stromelement
wirkende Kraft d% sich aus der Formel d§ = — grad (dU), d. h.

d% = grad (i1do) = (frdo grad) Y +- s1do xTot A
berechnen lassen. Setzt man hier rot % = § und beachtet, daB der
Vektor (rdo grad) % gleich der Differenz ¥, — A, = d¥ fiir die End-
punkte der Strecke do ist, so kann man die obige Formel folgender-

maBen schreiben:
AF =1dN + it X Hdo. (13b)

Bei der Integration lings der Stromlinie ¢ fillt das erste Glied der rech-
ten Seiten von (13b) weg, da offenbar 49 = 0 ist. Die auf diese Linie
wirkende Totalkraft ist also gleich

%:isgtdoxg.

Es ist also ganz gleichgiiltig — insofern wir diese Totalkraft betrachten
— ob die entsprechende Elementarkraft durch (13b), oder durch die
einfachere Formel

AF = itdo X (14)
definiert worden ist.

Wir versuchen jetat, diese Elementarkraft aus der Anderung der
totalen Energie U abzuleiten, die sich bei einer sehr kleinen Verschie-
bung der betrachteten Stromlinie im magne-
tischen Feld ergibt. Dabei ist es nicht not-
wendig, diese Linie als starr anzusehen (wie
wir es bei den elementaren Strémen getan
haben); man kann sie vielmehr als einen
biegsamen und dehnbaren Faden behandeln.

Die ,,urspriingliche‘* und ,,verschobene‘

Abb. 15. Stromlinie seien durch ¢ und ¢’ bezeichnet

(Abb. 15), die entsprechenden Energien

durch U und U’. Es sei ferner S” eine beliebige durch ¢’ begrenzte

Fliache. Die entsprechende Fliche fiir ¢ kann man, da sie ganz will-

kiirlich gewahlt werden darf, durch Hinzufiigung der bei der Verschie-

bung von ¢ beschriebenen (d. h. zwischen ¢ und ¢’ aufgespannten)
Fliache X herstellen (S= 2+ S’) Dann wird nach (10)

U —U=06U=[iH,dz,




Wirkung des magnetischen Feldes auf Stromelemente und bewegte Ladungen. 59

wo v die Normale zu 42 bedeutet. Als Flichenelement 42 wollen wir
die durch das Linienelement do beschriebene Fliche nehmen, d. h. den
Flicheninhalt des Parallelogramms mit den Seitenzde und dr (die in-
finitesimale Verschiebung der verschiedenen Punkte von do kann
man in erster Naherung als gleich und gleichgerichtet betrachten). Da
dabei yd2X=71doxdr ist, so bekommen wir H,dX = Hr0X=
9 (rdo x 6t) = — 81 (rdo x ) und folglich

——6U:€ﬁ(itdcx®)ér.

Dieser Ausdruck, der die Energieabnahme bei der betrachteten Ver-
schiebung darstellt, muB offenbar gleich der gesamten Arbeit der auf
die einzelnen Stromelemente wirkenden Elementarkrifte sein. Daraus

ergibt sich
éirdux@-ﬁrzgﬁd%-ér.

In dieser Gleichung ist t als eine sehr kleine lings o stetig verinder-
liche VektorgréBe anzusehen; sonst aber ist sie ganz willkiirlich, da die
Verschiebungen der verschiedenen (nicht aneinanderliegenden) Punkte
von ¢ nach unserer Voraussetzung, unabhingig voneinander sind. Es
sollen deshalb die einzelnen Elemente der obigen Integrale oder viel-
mehr die entsprechenden Faktoren von dr, einander gleich sein. Auf
diese Weise bekommen wir
AdF¥ =itdo X 9,

d. h. die Formel (14). Die frithere Formel (13b) erweist sich also als
falsch); die ihr zugrunde liegende Annahme einer magnetischen Energie
der einzelnen Elemente einer Stromlinie miissen wir folglich auch als
falsch anerkennen.

Diese ,,Unzerlegbarkeit’’ der magnetischen Energie einer geschlosse-
nen Stromlinie erklirt sich durch die Tatsache, daBl die den Strom bil-
dende Bewegung der einzelnen elektrischen Ladungen, auch im Falle
stationdrer Strome, kein stationdrer -— d. h. zeitunabhingiger — Vor-
gang ist. Die elektrische und magnetische Energie aber, wie sie oben
definiert wurden, beziehen sich nur auf solche mechanischen Wirkungen,
die von der Zeit explizite nicht abhingen.

Bei den einzelnen Stromelementen miissen wir also den Energie-
begriff weglassen und nur die entsprechende elementare Kraft, welche
durch die Formel (14) bestimmt wird, betrachten. Diese elementare
Kraft kann man weiter darstellen als eine Summe von Einzelkriften,
die den einzelnen das betreffende Stromelement bildenden Ladungen
(Elektronen) entsprechen. Und zwar bekommen wir fiir ein.Teilchen mit
der Ladung e, das sich im magnetischen Feld mit der Geschwindigkeit o

!) Es ist leicht einzusehen, daB das Integral §4¥% -6t im allgemeinen von null
verschieden ist.
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bewegt, nach (6b), die folgende,,magnetische’* oder,,elektromagnetische‘
Kraft

f=e2x9. (14a)

Es sei bemerkt, daf3 diese Kraft als eine elektrische Kraft behandelt
werden kann, die durch ein fiktives elektrisches Feld von der Stirke

€="x9 (14b)
bedingt wird.

Obwohl die Kraft (14a) sich nicht aus einer Energiefunktion ab-
leiten 148t, kann man doch bei der Berechnung der totalen Energie
stationdrer Strome (linearer und nicht linearer) den einzelnen bewegten
Ladungen (Elektronen) eine fiktive magnetische Energie

u=—cly (15)
zuschreiben [vgl. (13a)]. Es entspricht dieser fik:iven Energie eine
Kraft f = — grad » :; (b grad) QH—;D xrot YU, d. h.

f="(vgrad) A+ 0x9, (15a)

deren erster (falscher) Anteil bei der Summation in bezug auf alle —
oder auch nur irgendeine geschlossene Stromlinie bildenden —— Ladungen
verschwinden muB.

Drittes Kapitel.

Die Struktur der elektrischen und magnetischen
Felder in Verbindung mit dem Aquivalenzprinzip.

§ 1. Die Aquivalenz von elementaren Dipolen und Stromen.

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die mechanische Wir-
kung von Dipolen und Strémen nur sozusagen von der ,,passiven’
Seite studiert, indem die ,,aktiven’ Dipole und Stréme, von denen die
betreffende Wirkung ausging, nur ¢udirekf durch das von ihnen erzeugte
elektrische bzw. magnetische Feld beriicksichtigt wurden.

Um unser Hauptproblem — die Bestimmung der Wechselwirkung
von Dipolen oder Strémen, d.h. von ruhenden oder bewegten Ladun-
gen, zu losen, miissen wir nun die Frage nach der Struktur der von
ihnen erzeugten Felder untersuchen. Die Annahme, daB3 die erwihnte
Wechselwirkung sich aus einer gegenseitigen potentiellen Energie ab-
leiten laBt {(,,Energieprinzip’), gestattete uns zwar, die allgemeinen
Eigenschaften dieser Felder — die Wirbelfreiheit des elektrischen und
die Quellenfreiheit des magnetischen —aufzustellen ; damit aber war deren
Bestimmung noch nicht beendet, sondern nur auf eine einfachere Auf-
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gabe — die Bestimmung des skalaren Potentials ¢ und des Vektor-
potentials ¥ zurtickgefiihrt.

Ein weiteres Vorgehen gestattet uns das Energieprinzip nicht. Wir
miissen es deshalb durch ein anderes Prinzip vervollstindigen. Bevor
wir aber dieses Prinzip formulieren, wollen wir einleitungsweise einige
fiir unsere Darstellung unwesentliche, aber in historischer Hinsicht wich-
tige Bemerkungen machen. — Die auf einen elementaren elektrischen
Strom mit dem Moment m in einem gegebenen magnetischen Feld §
ausgeiibte Wirkung ist mit derjenigen Wirkung identisch, die ein ele-
mentarer elektrischer Dipol mit dem Moment p = m in einem fiktiven
elektrischen Feld € = § erfahren wiirde. Statt des fiktiven elektrischen
Feldes kann man sich einen fiktiven magnetischen Dipol denken, der aus
zwel entgegengesetzten ,,;magnetischen Polen & x4 in dem sehr kleinen
Abstand / voneinander besteht, wobei

ul=m

ist, entsprechend der Beziehungel=yp fiir reelle elektrische Dipole.
Dieser ,,elementare magnetische Dipol* oder ,,elementare Magnet* (M)
soll also auf das reelle magnetische Feld § ganz ebenso reagieren, wie der
entsprechende elektrische Strom (S).

Nach dem Energieprinzip muf3 die auf S ausgeiibte Wirkung ent-
gegengesetzt gleich seiner Gegenwirkung auf die ,duBere” das Feld
erzeugenden Stréme S’ sein (da beide Wirkungen sich aus derselben
,.gegenseitigen’’ potentiellen Energie ergeben). Will man das Energie-
prinzip auch auf den Magnet M, der den Strom S in ,,passiver’ Hin-
sicht ersetzt, iibertragen, so muBl man behaupten, dall diese Ersetzung
auch in aktiver Hinsicht bestehen bleibt, d. h. dall M dasselbe magneti-
sche Feld (') wie S erzeugt.

Denkt man sich speziell S” als einen zweiten elementaren Strom,
so kann man die obige Behauptung folgendermaBen aussprechen: die
Wechselwirkung eines elementaren Magneten und eines elementaren
Stroms ist mit der Wechselwirkung zweier elementarer Strome oder
zweier elementarer Magnete mit entsprechend gleichen Momenten
identisch.

Es sei erinnert; daB die magnetischen Kraftwirkungen zuerst an sog.
,natiirlich magnetischen* Kérpern oder ,natiirlichen Magneten* ent-
deckt sind; dabei wurden diese Magnete zunichst als reelle magneti-
sche Dipole aufgefafit, deren Eigenschaften identisch mit den Eigen-
schaften der elektrischen Dipole angenommen wurden (Coulomd). Die
Untrennbarkeit entgegengesetzter ,magnetischer Ladungen® erkldrte
man auf dieselbe Weise wie die Untrennbarkeit der entgegengesetzten
elektrischen Ladungen in dielektrischen Kérpern, ndmlich durch die An-
nahme, daB die entgegengesetzten magnetischen Pole immer in denselben
Molekiilen der betreffenden Korper bleiben sollten. Nach dieser Theorie,
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die von Weber herriihrt, ist ein natiirlicher Magnet als ein System von
elementaren ,,molekularen’ Magneten anzusehen.

Diese Weberschen ,,molekularen Magnete* wurden spiter, nach-
dem die magnetischen Wirkungen der elektrischen Stréme entdeckt
und studiert waren, von Ampére durch dquivalente ,,molekulare Strome
ersetzt, die man jetzt als kreisende Elektronen betrachtet und Magne-
tonen nennt.

Damit wurden die magnetischen ,,Pole” und ,,Dipole als rein
fiktive mathematische Gebilde anerkannt; trotzdem werden sie auch
heute als ein fiir die Darstellung der elektrokinetischen Wechsel-
wirkungen sehr niitzliches — fast unentbehrliches — Hilfsmittel bei-
behalten.

Nach diesen geschichtlichen Bemerkungen, die keine direkte Be-
ziehung zu unserem Gedankengang haben, wollen wir die fiktiven magne-
tischen Dipole wieder ganz auBler acht lassen und das folgende Aqui-
valenzprinzip zwischen den elementaren elektrischen Dipolen und elek-
trischen Strémen aussprechen:

Bei passender Wahl des Verhiltnisses ¢ zwischen den elektrostati-
schen und elektrokinetischen Einheiten, ist die Wechselwirkung von
elementaren elektrischen Dipolen identisch mit der Wechselwirkung
von elementaren elektrischen Strémen, die sich in derselben relativen
Lage befinden und deren magnetische Momente dieselbe (relative)
Orientierung und numerische GréBe haben wie die elektrischen Momente
der entsprechenden Dipole.

Da die ,,passive’ Aquivalenz von elementaren Dipolen und Strémen
hinsichtlich ihres Verhaltens in gegebenen duBeren Feldern schon oben
festgestellt wurde, so bedeutet das Aquivalenzprinzip, daB das magne-
tische Feld eines elementaren Stromes mit dem elektrischen Feld eines
elementaren Dipols bei gleicher Lage, Orientierung und numerisch
gleichen Momenten (m = p), vollstindig dbereinstimmt (H = @). Ins-
besondere mufl betont werden, daB diese Ubereinstimmung einen
asymptotischen Charakter hat, in dem Sinn, da8 sie nur fiir geniigend
entfernte Raumpunkte gilt. In der unmittelbaren Nihe der beiden Ge-
bilde kann sie selbstverstindlich nicht mehr bestehen. Betrachtet man
aber diese Gebilde als unendlich klein, d. h. als punktférmig, so muf} der
Giiltigkeitsbereich des Aquivalenzprinzips sich auf den ganzen Raum,
mit AusschluB solcher ,,singulirer” Punkte, erstrecken.

§ 2. Die Grundgleichungen des elektrischen und magnetisechen
Feldes im leeren Raum.

Die potentielle Energie U eines elementaren Dipols D in bezug auf
mehrere andere Dipole D, D”” usw. muf3 offenbar gleich der Summe der
Energien U’, U” usw. sein, welche die Wechselwirkung von D mit
D’, D" ...einzeln charakterisieren. Bezeichnet man das elektrische
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Moment von D mit p und die von D’, D” ... herrithrende Feldstirke
in dem Punkt P, wo sich D befindet, mit ¢, €. . ., so wird

U=—@®pe¢), U'=-—@(pe)...
und folglich
U=U0 40"+ =—p@E +E" +--1.
Andererseits muB} diese resultierende Energie gleich dem (negativen)
inneren Produkt von p mit der resultierenden Feldstirke € sein. Daraus
ergibt sich das (fast triviale) Resultat:
C=C46C"+---
d. h. daB die resultierende Feldstirke sich vektoriell aus den elemen-
taren Feldstirken zusammensetzt. Dieses Resultat gilt selbstverstind-
lich auch fiir die magnetischen Feldstirken.

Jedes beliebige System von elektrischen Dipolen oder Stromen kann
man durch ein System von elementaren, d.h.ihren Abmessungen
nach unendlich kleinen Dipolen oder Stromen ersetzen, insofern der be-
trachtete Punkt, fiir welchen die resultierende (totale) Feldstirke be-
stimmt werden soll, ein dGuferer, d. h. nicht geladener oder nicht durch-
strémter Punkt ist. Sonst aber kann sein Abstand von solchen , kriti-
schen‘‘ oder ,singuliren Punkten beliebig klein sein, denn die ele-
mentaren Dipole und Stréme kann man sich als unendlich klein gegen-
iiber diesem Abstand denken.

AuBerhalb der ,singuliren’ Punkte ist es also méglich, die totale
elektrische oder magnetische Feldstirke zu betrachten als eine geo-
metrische Summe von unendlich vielen Anteilen, die alle von elementaren
Dipolen oder Stromen herriihren.

Nach dem Energieprinzip miissen die elektrische und die magnetische
Feldstirke im ganzen Raum, einschlieflich der singuliren Punkte, die
Bedingungen

rot€=10, div=0
befriedigen.

Darot (" +F " + - )=rotF + rot F’ + .- - und div F=div F’
+ div §” -+ - - - ist, so folgt nach dem Aquivalenzprinzip, daB auferhalb
der singuldren Punkte auch die Gleichungen

divE = 0 (1)

rot =0 2)
bestehen miissen, die sich aus den obigen Energiegleichungen durch
Vertauschung der Vektoren § und § ergeben.

Also ist auferhalb der simguliven Punkie sowohl die elektrische als
auch die magnetische Feldstirke wirbel- und quellenfrei. Es laBt sich aber
leicht zeigen, daB fiir solche singuldren Punkte die obigen Gleichungen
nicht mehr erfiillt sein kénnen, d. h. daf singulire Punkie Quellen des
elektrischen und Wirbel des magnetischen Feldes sind.
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Zum Beweis bemerken wir zunichst, daB nach den aus den Energie-
gleichungen folgenden Formeln € = —grad ¢ und $ = rot ¥, die
Gleichungen (1) und (2) dquivalent den folgenden Gleichungen fiir die
Potentiale ¢ und A

Vip=0 3)
(Laplacesche Gleichung), und
rot rot A = grad div Y — F2A = 0.

Die letzte Gleichung kann man durch eine Gleichung vom selben Typus
wie (3) ersetzen

V2i=0 4)

mit der Bedingung [vgl. Kap. II, Formel (12a)]
div¥% = 0. (4a)
Betrachten wir nun den Vektor g € = —gpgradg. Da divep €

=@divE + Egradp=—¢gl2¢p —E?2 ist, so erhalten wir durch Inte-
gration iiber ein ganz beliebiges Volumen V, unter Anwendung des Gauf-
schen Satzes,

—#qundS:f(sz(pdV—f—J‘Ede, (5)

wo S die das betrachtete Volumen umschlieBende Fliche bedeutet.
Riicken wir diese Fliche ins Unendliche, d. h. erstrecken die Voluminte-
gration {iber den ganzen Raum, so ergibt sich, unter der Voraussetzung,
dafl ¢ tiiberall stetig bleibt und der Gleichung (3) geniigt,

—LimQeE,dS :fE%’V.
S—>w

Wir nehmen nun an, daB in unendlich entfernten Punkten ¢ und
folglich E verschwinden, und zwar so, daf3 das Flichenintegral $pE ,dS
unabhingig von der Gestalt der Fliche S zu null strebt. Da S pro-
portional dem Quadrat der Entfernung (R) anwichst, so muB diese
Annahme erfiillt werden, wenn ¢ umgekehrt proportional zu R (und folg-
lich E umgekehrt proportional zu R?) oder noch rascher mit der Ent-
fernung abnimmt (sieche unten §3). Dann mul das Volumintegral
fE2dV auch verschwinden, und da E? eine nicht negative GroBe ist,
so muB sie identisch gleich null sein. Die Existenz eines nicht ver-
schwindenden elektrischen Feldes bei den erwidhnten Voraussetzungen
iiber das Potential ¢ und sein Verhalten in unendlich entfernten Punkten
ist also mit dem identischen Bestehen der Gleichung (3) und folglich
der Gleichung (1) unvertriglich. Da aber auBerhalb der singuldren
Punkte diese Gleichungen erfiillt sind, so miissen sie 7# diesen Punkten
versagen.

Der entsprechende Beweis fiir das magnetische Feld 148t sich auf
Grund der Gleichung (4) ebenso wie in dem obigen Falle ausfiihren,
wenn man die Komponenten von 9 einzeln betrachtet. Man kann aber
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diesen Beweis auch ohne Zerlegung von U in seine Komponenten, auf
Grund der Identitit

div (UXP) = Hrot A—Arot H
vollziehen. Ersetzt man nimlich rot % durch $ und rot  durch — V29,
so ergibt sich die folgende zu (5) ganz analoge Formel

gﬁ(%x@)ndsxf%(vzm)dV+fH2dV, 6)

woraus sich derselbe SchluB, und zwar unter denselben Voraussetzungen
iiber das Vektorpotential % wie im Falle des skalaren Potentials g,
ziehen ldBt.

§ 3. Die Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes fiir
singulire Punkte.

Wir stellen uns vor, daB die elektrische Ladung ¢ in einem kleinen
Volumen v, das sich auf einen PunktQ zusammenziehen kann, kon-
zentriert ist. Es sei & die elektrische Feldstirke, welche von dieser
Ladung erzeugt wird. Es sei ferner V ein beliebiges Volumen, welches das
Volumen v (bzw. den Punkt Q) enthilt und S die es begrenzende Fliche.

Nach der Gaufischen Formel gilt die Beziehung

§ E,dS = fdiv@dV
¢
oder, da auBerhalb v & == 0 ist,

56 E.dS =f divEdy.

Daraus folgt, daB der elektrische FluB durch eine geschlossene Ober-
flache, die die betreffende elektrische Ladung enthilt, von der GriBe,
Gestalt und Lage dieser Flache (relativ zu v oder Q) nicht abhingt. Im
Limes v = 0 muB die elektrische Feldstirke in jedem Punkt von S
bei gegebener Lage von Q eine ganz bestimmte Richtung und eine zu ¢
proportionale Gréfle haben, so dafl man

?ﬁE,,dS: C,e @)

setzen kann, wobei C; einen Proportionalititskoeffizienten bedeutet.
Nach dem Vorangehenden muB dieser Koeffizient von der Lage des
Punktes @ unabhiingig sein, insofern dieser innerhalb von S bleibt (S wird
jetzt als eine feste Oberfliche betrachtet).

Wir stellen uns nun vor, daB es im Innern von S mehrere punkt-
formige Ladungen gibt. Bezeichnet man die GroBe dieser Ladungen mit
¢, ¢”, ... und die ihnen entsprechenden Feldstirken mit &', " usw.,
so wird:

sﬁ}z; dS = C,¢, SGE:: dS=Cye”,...

wo C; immer denselben Koeffizienten wie in (7) bedeutet.
Frenkel, Elektrodynamik. I. 5
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Andererseits haben wir offenbar fiir die totale elektrische Ladung
innerhalb S, e= ¢’ 4 ¢” 4 - - - und fiir die entsprechende resultierende
Feldstirke € =@ +@” +---, Da ferner E,+E, +---=E, ist
so folgt durch Addition der obigen Gleichungen

éEndS——— C,e,

d. h. eine Formel von derselben Gestalt wie (7), die aber eine allgemeinere
Bedeutung hat, indem jetzt die im Innern von S befindliche Ladung auf
eine ganz beliebige Weise in dem Volumen V' verteilt werden kann.

Wir denken uns jetzt speziell eine stefige Volumverteilung, bei
welcher ein unendlich kleines Volumelement 4V eine ebenfalls un-
endlich kleine Ladung de = pdV (p = riumliche Ladungsdichte) ent-
hilt. Dann ist e= [pdV und folglich

SBE,,dS =fdiv@dV — legd V.

Daraus ergibt sich wegen der Willkiirlichkeit von ¥V die folgende Diffe-
rentialgleichung des elektrischen Feldes fiir singulire Punkte

divE = — V2¢p = C,p. (8)

Diese Gleichung kann man als die Verallgemeinerung von (1) [bzw. (3)]
betrachten. Sie bleibt auch dann giiltig, wenn p unendlich wird, d. h.
im Falle einer nichtstetigen Verteilung der Elektrizitdt im Raum.
Im letzteren Falle ist es aber vorteilhafter, nicht mit (8), sondern
mit der entsprechenden Integralgleichung (7) zu operieren.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung des magnetischen Feldes tiber und
wollen uns zunichst vorstellen, dafl dieses Feld § durch einen sehr
diinnen Stromfaden, der sich auch auf eine (geschlossene) Linie ¢ zu-
sammenziehen kann, erzeugt wird. Durch Anwendung der Sfokesschen
Formel auf eine von ¢ verschiedene geschlossene Kurve ¢/, die ¢ einmal
umfaft, bekommen wir die Gleichung

éH,,da’ :frotn Hds,

wobei s denjenigen Anteil einer beliebigen durch ¢’ begrenzten Fliche
S bedeutet, der aus dieser Fliche durch den Stromfaden ausgeschnitten
wird (denn auBerhalb des Stromfadens rot § = 0 ist).

Da man durch denselben Querschnitt des Fadens s eine Menge
von Flichen S legen kann, die von verschiedenen Linien ¢’ begrenzt
sind, und andererseits die durch dieselbe Linie ¢’ begrenzten Flichen den
betrachteten Stromfaden an verschiedenen Stellen schneiden konnen,
so folgt aus der obigen Formel: erstens, daB die Zirkulation des Vektors
lings einer den Stromfaden einmal umfassenden Linie von seiner GroSe,
Gestalt und Lage (relativ zu ¢) unabhingig ist, und zweitens, dafl der
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FluB des Vektorsrot § durch verschiedene Querschnitte des Strom-
fadens denselben Wert hat.

Aus der ersten Folgerung ergibt sich ferner durch Uberlegungen,
die ganz analog sind den Uberlegungen, welche uns zur Aufstellung
der Formel (7) fiir eine beliebige Ladungsverteilung innerhalb der ge-
schlossenen Oberfliche S gefithrt haben, die folgende zu (7) analoge
Formel

gﬁ Hydo' = Cyi, )

wo C, einen neuen Proportionalititskoeffizienten und ¢ die totale Stirke
des durch ¢’ gehenden Stroms bedeutet, d. h. die algebraische Summe
der Stromstirken fiir die verschiedenen von ¢’ umfaBten Stromfiden,
mit dem Vorzeichen + oder — je nach der Richtung dieser Stréme in
bezug auf den Umlaufssinn auf der Kurve ¢’.

Denkt man sich speziell eine stetige Verteilung der Stromstirke mit
der endlichen Raumdichte j, so wird

i =[5,

SﬁH,, do’ = frotn@ds = szjnds

und folglich wegen der Willkiirlichkeit der Fliche S
rot = —V2UA = C,i. (9a)

Diese Formel kann man als die Verallgemeinerung der Formel (2)
[bzw. (4)] auf die singuliren Punkte des magnetischen Feldes be-
trachten.

Es sei bemerkt, dafl die Gleichung (9) mit der Identitit div rot § =0
wegen (4a), Kap. II, vertriglich ist, solange die betrachieten Strome
stationdr sind, was bisher immer vorausgesetzt wurde. Die oben erwihnte
zweite Folgerung aus der Formel §H,, do’ = [rot, $ds — die Unab-
hingigkeit von [rot, y9ds von der Wahl des Stromfadenquerschnitts s
— entspricht der. Gleichheit der Stromstirke 7= [7,ds fiir die ver-
schiedenen Querschnitte dieses Stromfadens.

d. h.

§ 4. Beziehung zwischen den Konstanten C; und C:. Nichtelementare
Strome und Doppelschichten; nichtelementare Dipole und
Solenoide.

Die Formeln (7) und (9) sind miteinander unmittelbar durch das
Aquivalenzprinzip verkniipft. Deshalb muB8 die eine von ihnen sich
aus der anderen ableiten lassen. Eine solche Ableitung wird uns gleich-
zeitig gestatten, das Verhiltnis der beiden Konstanten C; und C, zu be-
stimmen.

5%
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Bisher haben wir uns einen elementaren Dipol vorgestellt als eine
geradlinige Strecke mit entgegengesetzt geladenen Enden, und einen
elementaren Strom als eine ebene geschlossene Linie. Diese geometrisch
ganz verschiedenen Vorstellungen lassen sich gewissermaBen vereinigen
zu demselben geometrischen Gebilde, ndmlich zu einem geraden Zylinder,
dessen Seitenfliche die Rolle der Stromlinie, wihrend die Grund-
flichen die Rolle der Dipolenden spielen kénnen. Durch Verminderung
der Querdimensionen des Zylinders im Verhéltnis zu seiner Linge be-
kommen wir einen unendlich diinnen Stab, der sich dem urspriinglichen
streckenférmigen Bild eines Dipols n#hert; andererseits bekommen
wir durch Verminderung der Zylinderhéhe im Verhiltnis zu seinen
Querdimensionen eine unendlich diinne Scheibe, deren bandférmige
Seitenfliche dem urspriinglichen linienférmigen Bild eines Stromes
nahekommt. Bei der Ersetzung der Dipolenden durch zwei Zylinder-
grundflichen S” und S kénnen wir uns die entsprechenden Ladungen
—e und + e als gleichformig iiber diese Flichen verteilt denken, also
uns den Dipol als eine Doppelschicht mit der elektrischen Flichendichte

=44 %(S =5 =5") vorstellen.
Ebenfalls werden wir uns bei der Ersetzung der Stromlinie durch

die Seitenfliche eines Zylinders denken, daB der Strom ¢ iiber diese
Flache gleichférmig verteilt ist, d. h. daB durch die Lingeneinheit der

erzeugenden Geraden ein Strom von der Stirke k= 17 flieBt, wo [ die

Linge der Erzeugenden, d. h. die Héhe des Zylinders bedeutet; %z hei3it
die Flichendichte des elektrischen Stroms.

Das elektrische Moment eines solchen ,,zylinderférmigen Dipols
p = el 1dBt sich dementsprechend auf die folgende Gestalt bringen

p=nSlh=1,5n, (10)
wo n = % die duBere Normale zur positiv geladenen Zylinderfliche S

bedeutet, und iy —nl (10a)
ist. Der Ausdruck (10) fiir p ist offenbar identisch mit dem gewshn-
lichen Ausdruck fiir das magnetische Moment eines elementaren Stroms
mit der Stirke:,, der lings der Seitenfliche des Zylinders (oder der
entsprechenden Grundlinie) zirkuliert,

Betrachten wir andererseits einen wirklichen »,Zylinderstrom® von
der Stirke 7, so 148t sich sein elektrisches Moment m = 7St in der Ge-

1
stalt m = kISn = epl (11)
ausdriicken, die dem gewthnlichen Ausdruck fiir das elektrische Moment
eines Dipols mit der Linge / und den Ladungen
en=FRS (11a)
entspricht.
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Nach dem Aquivalenzprinzip kann man das magnetische Feld
eines elementaren Stroms mit dem elektrostatischen Feld eines ele-
mentaren Dipols identifizieren; diesen ,Ersatzdipol werden wir uns
als eine zylindrische Scheibe denken, die durch die Stromlinie ¢ begrenzt
ist und dessen (unendlich kleine) Dicke / mit der Flichendichte = #,, der
seine beiden Seiten bedeckenden elektrischen La-
dung durch die Formel (10a) oder

Nl =i (10b)

verkniipft ist (Abb. 16).

Betrachten wir umgekehrt das elektrische Feld €
eines elementaren Dipols als das magnetische Feld
eines elementaren Stromes, so ist es zweckmiBig, Abb. 16.
sich diesen ,,Ersatzstrom‘ in der Form eines unend-
lich diinnen zylindrischen Stabes vorzustellen, dessen Linge mit der Dipol-
linge I zusammenfillt und dessen (unendlich kleiner) Querschnitt S mit
der Flichendichte &, des Ersatzstromes durch die der Formel (11a) ent-
sprechende Beziehung

k,S=c¢ (11b)

verkniipft ist (& e sind die ,,wahren® elektrischen Ladungen des be-
trachteten Dipols); einen Strom von dieser Gestalt (Abb. 17) werden
wir als solenoidalen Strom oder

Solenoid bezeichnen. ey

Wir stellen uns nun eine #nicht- ~°\3 v v v 4 v\

elementare Stromlinie ¢ vor und er-

setzen sie zunichst durch ein Netz

von elementaren Strémen mit den magnetischen Momenten dm = 7ndS,
wobei S eine beliebige durch o begrenzte Fliche bedeutet. Diese elemen-
taren Strome konnen wir ferner ersetzen durch ,,scheibenférmige’’ elek-
trische Dipole mit den Grundflichen dS” und 45", die aus 4S durch

. I, . . .
Verschiebung um die Strecke 5 in der Richtung der negativen bzw. posi-

tiven Normale n entstehen ; die Flichendichte der entsprechenden Ersatz-
ladungen bestimmt sich dabei durch die Beziehung (10b).

Die Lange ! wollen wir der Einfachheit halber als fiir alle Flichen-
elemente S gleich annehmen. Die Gesamtheit der den betrachtenden
Strom ersetzenden ,,Scheibendipole bildet also eine durch ¢ begrenzte
elektrische Doppelschicht von unendlich kleiner Dicke ! und unendlich

groBer Ladungsdichte 7,, = ZT Auferhalb dieser Doppelschicht fillt

das durch sie erzeugte elektrische Feld € mit dem durch den Strom 2
erzeugten magnetischen Feld § zusammen; innerhalb der Doppel-
schicht ist aber eine solche Ubereinstimmung selbstverstindlich nicht
vorhanden. Um das elektrische Feld innerhalb der Doppelschicht, d. h.
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zwischen den Flichen S’ und S” zu bestimmen, wenden wir zunichst
die Formel (7) auf eine geschlossene Fliche S an, die ein kleines Stiick
einer der beiden Schichten, z. B. der negativen Schicht, enthilt (Abb. 18).
Bezeichnet man den zwischen S” und S” liegenden und zu diesen Flichen
parallelen Anteil von S durch s, und den anderen — #uBeren — Anteil
durch s’, so wird nach (7)

E,ds + | Epds’ =—C,n,,s.
JEaas+ |

Day, (wegenunserer Voraussetzung betreffs /) unendlich gro8 ist, wihrend

die elektrische Feldstdrke €’ auf s gleich der magnetischen Feldstarke §
ist und folglich endlich bleiben muB, so kénnen
wir auf der linken Seite der obigen Gleichung das
erste Glied weglassen und einfach

[Ends= — Cyps

setzen. Daraus folgt wegen der Willkiirlichkeit
von s
E,=— Clnm'

Es ist ferner leicht einzusehen, daf3 die elektrische
Abb. 18. Feldstirke innerhalb der Doppelschicht der Nor-
male 1 parallel sein muB. Denn im entgegengesetz-
ten Fall miiBte das Linienintegral $ E,. d¢’ fiir eine geschlossene Kurve ¢/,
die teils innerhalb, teils auBerhalb der Doppelschicht liegt, einen von
null verschiedenen Wert haben, was dem Energieprinzip widerspricht.
Wir kommen also zu dem Schluf3, daB innerhalb der Doppelschicht

die elektrische Feldstirke € der Normalen 1 parallel und gleich

E=—Cpp, (12)
ist.

Das negative Vorzeichen in dieser Formel bedeutet, da8 fiir C, > 0
der Vektor € der Normalen entgegengerichtet ist; dagegen muB er fiir
C, < 0 mit dieser Normalen gleichgerichtet sein.

Es sei nun ¢” eine geschlossene Linie, die die betrachtete Stromlinie ¢
einmal umfaBt und folglich durch die sie ersetzende Doppelschicht ein-
mal durchgeht. Den in dieser Schicht eingeschlossenen Anteil von o,
bezeichnen wir durch ¢, den 4uBeren Anteil — durch ¢,. Dann ist
nach dem Energieprinzip

gﬁ E.dd = f@r;da; +f@r;da; =0. (12a)
Ferner haben wir nach (12)
JI@T: dai/ :—'ﬂmf nri,dai, == _T- Clnml!

wobei das obere Vorzeichen dem positiven Umlaufssinn auf ¢’ in bezug
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auf o, d.h. nr/ > 0 (Abb. 19), und das untere dem negativen Um-
laufssinn entspricht. Wihlt man den positiven Umlaufssinn auf ¢’, so wird

nach (12a) f@ﬁmi=0mmL

Auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man nun 7,/ durch 7 und
auf der linken § durch § ersetzen. Da ferner bei unendlich kleiner Dicke /
der Doppelschicht das Integral [T,/ do,” verschwinden muf}, kann man

Abb. 19. Abb. 20.

die Integration auf die ganze Linieo’ erstrecken. Auf diese Weise
bekommen wir die Gleichung

éHmw:qa

welche fiir C; = C, mit der schon oben aufgestellten Gleichung (9) zu-
sammenfillt.

Die Gleichheit der Koeffizienten C; und C, kann man auch auf dem
umgekehrten Wege beweisen, d.h. mittels der Ersetzung eines nicht-
elementaren elektrischen Dipols durch einen ihm 4quivalenten solenoi-
dalen Strom.

Es sei niamlich ¢ irgendeine vom negativen Ende des Dipols (4’)
zum positiven (4”) gezogene Kurve, lings welcher eine Kette von ele-
mentaren Dipolen mit den Momenten dp = erdo gelegt ist. Sieht man
diese Dipole als zylindrische Stibe an, deren Achsen durch die ent-
sprechenden Linienelemente do gebildet werden, und ersetzt sie durch
solenoidale Stréme, die auf den Seitenflichen dieser Zylinder flieBen,
so ergibt sich ein nichtelementares Stromsolenoid in der Gestalt einer
unendlich diinnen Réhre, welche die Dipolenden miteinander verbindet
(Abb. 20). Der Einfachheit halber wollen wir den Querschnitt dieser
Réhre S als konstant betrachten. Bestimmt man dann die (ebenfalls
konstante) Flichendichte dieses Ersatzstromes (k,) durch die Beziehung
(11b), so wird das durch ihn erzeugte magnetische Feld § auBerhalb der
Réhre mitdemelektrischen Felddesbetrachteten Dipols iibereinstimmen?).

1) Es ist dabei vorausgesetzt, daB die Stromrichtung der positiven Richtung auf
der Achsenkurve ¢ (von 4’ nachA”) im Sinne der Rechtsschraubenregel entspricht.
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Was die Richtung und GroéBe des magnetischen Feldes innerhalb
des Solenoids anbetrifft, so, kann man sie folgendermaBen be-
stimmen.

Es sei g;+ 0, eine geschlossene Linie, die teils innerhalb der Rohre
parallel zu ihrer Achse (g,), teils auBerhalb — in einer ganz beliebigen
Weise — verlduft. Nach der Formel (9), die wir jetzt als Ausgangs-
formel betrachten werden, bekommen wir in unserem Fall (wenn die
Integrationsrichtung auf ¢; mit der positiven Richtung der Kurve ¢
zusammenfillt)

‘J‘Hl,'_do'i —l—szad%: Cy2,0;.

Da auBerhalb des Solenoids § gleich € ist und folglich endlich bleiben
mubB (mit Ausschluf der nichsten Umgebung der Dipolenden), und da

ferner die Stromdichte &, = 2 unendlich groB ist, so reduziert sich

S
die obige Gleichung auf [H.do; = Cy%,0; oder wegen der Willkiirlich-
keit von o, auf

H,, = Cyn,.

Hitte nun der Vektor $ innerhalb des Solenoids eine zu seiner Achse (o)
senkrechte Komponente, so miiBte das Integral § H,dS fiir eine das
Solenoid schneidende und in seinem Innern parallel zu seiner Achse
laufende Fliche (deren Projektion auf die Ebene der Abb. 20 durch die
Linie 0; + 0, angedeutet wird) einen von null verschiedenen Wert haben
was mit dem Energieprinzip im Widerspruch steht.

Daraus folgt, daB der Vektor  innerhalb des Solenoids parallel zu
dessen Achse fiir C, > 0 oder antiparallel fiir C, < 0 gerichtet ist und
den konstanten Betrag

H= Cyk, (13)
hat.

Wir betrachten jetzt eine geschlossene Fliche S”, die eins der beiden
Enden des Solenoids, z.B.das dem positiven Ende des Dipols ent-
sprechende, enthilt. Bezeichnen wir den duBleren Anteil dieser Fliche
mit S, und den inneren (vom Solenoid ausgeschnittenen) mit S;, so
wird, nach dem Energieprinzip

anid Si—i—anadSa:O
oder, wegen [H, dS;= — Cy%,S= —Cye (man beachte, dall die
duBere Normale von S; der Achsenkurve o entgegengerichtet ist) und
[Hy dSe= [E, dS,= $E,dS”,
gﬁ E, dS’"=C,e.

Diese Formel fillt mit der urspriinglichen Formel (7) zusammen, wenn
C, = C; gesetzt wird.
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§ 5. Die Bestimmung des elektrischen Feldes aus der
Ladungsverteilung.

Es sei in einem Punkt P’ die Ladung ¢’ konzentriert. Aus Symmetrie-
griinden folgt, daB das von dieser Ladung erzeugte Feld € eine zum
Punkt P’ radiale Symmetrie besitzen muBl). Mit anderen Worten, auf
einer Kugelfliche S, deren Zentrum mit P’ zusammenfillt, muB § einen
konstanten Betrag haben und mit der #duBeren oder der inneren Nor-
malen gleichgerichtet sein. Wenden wir die aligemeine Formel [E,dS
= C,e auf unseren Fall an, so ergibt sich
Cye’

47 R2’

wo R den Kugelradius, d. h. die Entfernung der betrachteten Punkte P
von P, bedeutet. Fiir C,¢’ > 0 ist der Vektor & mit dem Radiusvektor
P’ P=% gleichgerichtet, dagegen ist er fiir C,¢’ <0 vom Punkte P
nach P’ gerichtet.

Die elektrische Feldstirke € ist definitionsgemifB nichts anderes
als die Kraft, welche im betrachteten Punkt auf die positive Ladungs-
einheit ausgeiibt wird (oder wiirde, falls diese Ladungseinheit sich tat-
sachlich dort befinde). Wir wollen —im Einklang mit den experimen-
tellen Tatsachen — annehmen, daB die Richtung der von einer positiven
Ladung erzeugten Feldstirke einer Abstofungskraft entspricht?). Dies
bedeutet, daB der Koeffizient C, positiv ist. Seine absolute GréfBe kann
aber ganz beliebig gewdhlt werden; durch diese GréBe wird die GroBe
der elektrischen Ladungseinheit festgestellt. Gewdhnlich setzt man

E =

C,=4n
und folglich
!8{ ’

wo R, :% den die Richtung P’ P bestimmenden Einheitsvektor be-

deutet.

Die Wechselwirkungskraft zweier Punktladungen ¢ und e, welche
sich im Abstand R voneinander befinden, driickt sich dementsprechend
durch die bekannte Cowulombsche Formel

f=;;%:, (14a)

aus, wobei dem Fall f > 0 eine gegenseitige AbstoBung und dem Fall
/ < 0 eine Anziehung entspricht.

1) Dieses Symmetrieprinzip bedeutet die Gleichberechtigung oder die Rela-
tivitdt der verschiedenen Raumrichtungen. Ware das elektrische Feld von ¢’ in
bezug auf P’ nicht symmetrisch, so kénnte man die verschiedenen Richtungen
nicht als dquivalent betrachten.

%) D. h. daB Ladungen derselben Gattung sich gegenseitig abstoBen.
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In theoretischen Untersuchungen setzt man oft nach A. H. Lorentz
C,= C,=1; damit werden statt der gewdhnlichen elektrostatischen
und elektrokinetischen Einheiten andere sog. ,rationelle’ Einheiten
eingefithrt. Im folgenden werden wir ausschlieBlich die gewdhnlichen
Einheiten (C;= C, = 4x) beniitzen.

Es sei O ein beliebiger fester Punkt und OP" = t’, O P = ¢ die Radius-
vektoren der Punkte P’ und P in bezug auf 0. Der Radiusvektor P'P= R
stellt sich offenbar dar als die geometrische Differenz von r und t":

R=r—1'. (15)
Bei der Differentiation von R oder irgendeiner Funktion von ® kann
jeder der Vektoren t und t’ die Rolle des Arguments spielen; der andere
ist dabei als ein konstanter Parameter anzusehen. Betrachten wir den
,»Quellpunkt P’ (d. h. den Vektor t’) als fest und den ,,Aufpunkt‘ P,
d.h. den Vektorr, als variabel, so bekommen wir ,,Aufpunktsableitungen**
die wir allgemein durch das Symbol V' (grad, div, rot) bezeichnen wer-
den. Zur Bezeichnung der entsprechenden ,,Quellpunktsableitungen®
(" variabel, t = konst) werden wir gestrichelte Symbole V'’ (grad’, div’,
rot’) gebrauchen. Es gilt dabei offenbar fiir jede Funktion von & und
fiir jede Differentiationsart die Beziehung:
V'i—=-—V. (15a)

Der Vektor % ist, wie leicht einzusehen, gleich dem ,,Aufpunktgradien-

ten” der Funktion — 112 (% = —grad %) . Daraus folgt nach (14)
€ = —grad ¢, wo
=% (16)

ist. Das ist der gewohnliche Ausdruck fiir das elektrische Pojential einer
Punktladung, wenn man noch die , ,Grenzbedingung“ hinzufiigt, daB
in unendlicher Entfernung (R = o) dieses Potential verschwinden soll.

Das Produkt von ¢ und der Grofe ¢ einer im Punkte P konzentrierten
Ladung ist gleich der gegemseitigen potenticllen Energie der beiden
Ladungen

ee
Der negative Gradient dieser GroBe in bezug auf t oder’ t” stellt
dabei die auf e seitens ¢’, bzw. auf ¢ seitens ¢ wirkende Kraft dar Diese
Krifte sind nach (15a) entgegengerichtet und ihrem Betrage nach

gleich & .
Bei der Anwesenheit von mehreren Ladungene,’, e, ...in den
Punkten P,’, Py, ... ist die resultierende elektrische Feldstirke € in

dem betrachteten Aufpunkte P gleich der geometrischen Summe der

Vektoren €, = 61’:% (R =PiP) und das resultierende Potential der
k



Die Bestimmung des elektrischen Feldes aus der Ladungsverteilung. 75

’

€
algebraischen Summe der entsprechenden Potentiale ¢pk=1—:—- Denkt
k

man sich dabei die einzelnen Punktladungen durch eine kontinuierliche
rdumliche Verteilung der Elektrizitit ersetzt, und bezeichnet die in dem
Volumelement & ¥V’ haftende Ladung de¢’ durch ¢’dV’, so ergeben sich
fiir € und ¢ folgende Integralausdriicke

G = fg AV, (17)

¢ =f%'dV'. (172)

Bei der Integration wird t als konstanter Parameter betrachtet und o’
als gegebene Funktion des Vektorargumentst’. Die Integration soll
sich auf den ganzen Raum erstrecken; die Stellen ,wo ¢’= 0 ist, bleiben
dabei selbstverstindlich belanglos. Man kann leicht verifizieren, daB
das Integral (17) gleich dem nach t genommenen negativen Gradienten
des Integrals (17a) ist; dies folgt aus der Tatsache, daB die Differentiation
nach dem Vektor t, ebenso wie die gewdhnliche Differentiation eines
Integrals nach einem skalaren Parameter, unter dem Integralzeichen
vollzogen werden kann.

Die Formel (17a) stellt offenbar die Lsung der Differentialgleichung
(8) V2p= — 4 mp dar. Man kann sie in der Tat durch direkte Inte-
gration dieser Gleichung unter Beriicksichtigung der Gremzbedingungen
bekommen.

Wir stellen uns zunichst vor, daB die Ladungsdichte ¢ auBerhalb
eines bestimmten Punktes P’ iiberall verschwindet. Dann kann das
Potential ¢ in einem Punkt P offenbar nur von dem Abstand P’P = R
abhiingen, d. h. es muB eine Funktion des Betrags des Vektors i, nicht

aber seiner Richtung, sein. Da grad ¢ (R) = d_é E ist [Einleitung (28)],

so haben wir

1d d 1d
Vep = dlvgradtp— d1v§R+2Rgrad< (p) ;d}’;Jr (Ed—;;)

dR R RdR
oder, wie leicht zu verifizieren ist,
1 2(R o)
V2= % aRt (18)
Setzt man
a*(Rg)
TE 0 (18a)

fiir alle Punkte, mit eventuellem Ausschlu8 von P’ (R = 0), so folgt
nach zweimaliger Integration Rg = AR + B, d. h.

p=A+2. (18b)

Die erste der beiden Integrationskonstanten bestimmt sich aus der
Grenzbedingung ¢ = 0 fiir R= o© (4 = 0), die zweite — aus einer Be-
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dingung der Form § grad, ¢ dS = 4 n¢’, wo ¢ die in P’ konzentrierte
Ladung bedeutet und S eine beliebige, diese Ladung einschlieBende
(z. B. unendlich kleine) Oberfliche ist; dabei wird selbstverstindlich
B=¢.

Befindet sich der Punkt P in geniigender Entfernung von P’, so
kann man den letzteren durch ein unendlich kleines Volumen mit der
endlichen Ladungsdichte ¢’ ersetzen. Wegen des linearen Charakters der
Gleichung V'2¢p = — 4 g ergibt sich dann ihre vollstindige Losung
als die Summe der Elementarlésungen (18b), die von den einzelnen
Elementarladungen B = d¢’ = ¢’dV’ herriihren, d. h. in der Form des
Integrals (17a). Dabei wird vorausgesetzt, daBl der Punkt P sich ,,im
leeren Raum®, d.h. auBerhalb des geladenen Volumen befindet. Man
kann aber leicht zeigen, daB bei endlicher Volumdichte der elektrischen
Ladung diese Voraussetzung unwesentlich ist. Es sei namlich v ein un-
endlich kleines Volumen, das den betrachteten ,,Aufpunkt’ P enthilt.
Ist die elektrische Ladungsdichte ¢ in v endlich, so muB der Beitrag

der ganzen in v enthaltenen Ladung g¢v zum Potential ¢ in P von der
v
GroBenordnung 7;’ ="/ sein, also im Limes v—0 verschwinden.

Dasselbe Resultat ergibt sich in dem Fall, da8 die elektrische Ladung
auf eine durch P gehende Fliche mit endlicher Flichendichiey verteilt
tst1), denn dabei wird der von einem Flichenelement s herriithrende
Beitrag zum Potential ¢ in einem Punkt dieses Elements von der GréBen-

ordnung fz = }s~>0. Fir eine Verteilung der Elektrizitdt mit endlicher
S

Liniendichte ist aber die obige Voraussetzung (P im leeren Raum)
wesentlich; das Potential einer geladenen Linie in den Punkten dieser
Linie hat keinen bestimmten endlichen Wert — ebenso wie das Potential
einer Punktladung in dem Quellpunkt selbst.

Ist die betrachtete Ladungsverteilung auf ein Raumgebiet von
endlicher Ausdehnung beschrankt, so kann man die gesamte Ladung
¢’ = [o’d V"’ fiir unendlich ferne Aufpunkte als Punktladung behandeln

und ihr Potential durch die Formel % approximieren. Damit wird die Be-

dingung erfiillt, die wir oben (§ 2) fiir das Verschwinden eines ,,Jadungs-
freien” elektrischen Feldes aufgestellt haben. Zu gleicher Zeit ergibt sich
der Beweis dafiir, daB die Gleichung (17a) die einzige Losung der Glei-
chung V2@ = — 4 mg fiir den ganzen Rawm, die im Unendlichen wie

% verschwindet, darstellt. Denn eine andere Lsung kénnte man daraus

nur durch Hinzufiigung eines ,,Jadungsfreien’* Feldes bekommen.

1) Das Potential driickt sich in diesem Fall durch das Flachenintegral

Id 7
@ =jnRS aus.
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§ 6. Bestimmung des magnetischen Feldes aus der
Stromverteilung.

Das magnetische Feld, welches durch eine stationire Elektrizitits-
strémung von endlicher Raumdichte | erzeugt wird, 148t sich aus den
Gleichungen § = rot A, V2A = —4x7j, div A = 0 bestimmen.

Wir betrachten zunichst die zweite dieser Gleichungen. Wegen ihrer
vollkommenen Analogie mit der Gleichung V2p = —4 mp fiir das
skalare Potential, kann man sofort ihre Lésung in der Form (17a) hin-
schreiben, wobei ¢ durch ¥ und " — die elektrische Ladungsdichte —
durch die elektrische Stromdichte { (im Punkte /) — ersetzt werden

muB.
Damit aber der sich auf diese Weise ergebende Ausdruck

u=[Lav (19)

das gesuchte Vektorpotential der betrachteten Elektrizititsstrémung
darstellt, muB er noch der Bedingung div % = 0 geniigen. Es ist nun
leicht einzusehen, daB diese Forderung tatsichlich erfiillt ist. — Da
,,div*“ eine Differentiation in bezug auf t bedeutet und i’ eine Funk-
tion des Vektors 1’ ist, so haben wir zunichst

div 9 = [ div Lay =1 grad - dV"’.
Ferner ergibt sich nach (15a)

. 1 . 1 - i 1 ,.,.
igrad 5 =—{ grad’ 7 =— div’ <;€> + & div'{f

und folglich
div o = — [ div’ (L)av+ fd“’ Vaypr,

In dem von uns betrachteten Fall einer stationdren Elektrizitits-
stromung muB die Divergenz von {’ verschwinden. Ist das durchstrémte
Raumgebiet von einer Fliche S’ begrenzt, so muB3 auf dieser Fliche der
Vektor i’ oder jedenfalls seine Normalkomponente j,  auch verschwin-
den. Es ist also

dwm——fdw' dT/’ ’-R?lds’zo.

Wir kénnen jetzt aus (19) die magnetische Feldstirke berechnen.
Es ist namlich

H=rot A= frot( >dV' J‘i’xgrad%dV',

p— TRy~ f“”‘“dV' (192)

ganz analog zur Formel (17).
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Das Produkt @V’ stellt den elektrischen Impuls der im Volum-
element dV’ befindlichen Ladungen dar. Im Falle eines linearen
Stroms muBl man j'd ¥V’ bekanntlich durch ’7'd¢’ ersetzen (wo ¢’ die
Stromstirke, do’ das betreffende Element der Stromlinie bedeutet);
dabei nehmen die Formeln (19) und (19a) die folgende Gestalt an:

’ 1
. Ldg_

A = = (20)

6= i'gﬁ";:’*“ dd’. (20a)

Es sei bemerkt, dal die Formel (19) [und folglich auch (19a)] oder
die entsprechende Formel fiir flichenverteilte elektrische Strome, ebenso
wie im Falle des skalaren Potentials, auch fiir solche Aufpunkte giiltig
bleibt, die sich innerhalb des durchstrémten Volumens oder auf den
durchstrémten Flichen befinden (vorausgesetzt, daBl die Raum- bzw.
Flichendichte der Strémung einen endlichen Wert haben). Dagegen
sind die Formeln (20) und (20a) nur fiir ,,4ulere”, d. h. auBerhalb der
Stromlinie liegende Punkte giiltig.

Nach der Formel (13) des vorigen Kapitels kann man die gegen-
seitige potentielle Energie zweier linearer Stréme in der Form eines
Doppelintegrals

U, ——1ii gﬁ gﬁ ) 4o'do :~¢'i56§ﬁ"°}§9 do'ds  (20b)

darstellen, wobei 8 den Winkel zwischen den Linienelementen d¢’ und
do bedeutet. Die Symmetrie dieser Formel beziiglich der gestrichenen
und ungestrichenen Gréflen entspricht der Tatsache, da3 die potentielle
Energie von ¢ relativ zu ¢’(U,,) identisch ist mit der Energie U,, von ¢’
relativ zu ¢. Es gilt also

Up=—1{H,dS=—14¢{H,dS' =U,. (20 ¢)

Die Elemente der Integrale (20) und (20a), d. h. die Vektoren %da’
i)l

Le Rimo sind offenbar als das unendlich kleine Potential (d%() und.
die unendlich kleine magnetische Feldstirke (49) anzusehen, die von
dem Stromelement ¢'t’d¢’ herrithren. Auf diese Weise bekommen wir
das bekannte Gesetz von Biot-Savart

und

a9 —idd DT (21)

Dieses Gesetz, das wir zu gleicher Zeit mit seinem elektrostatischen
Analogon — dem Coulombschen Gesetz — auf Grund des Energie- und
Aquivalenzprinzips theoretisch abgeleitet haben, betrachtet man ge-
wohnlich, ebenso wie das Gesetz von Coulomb, als eine experimentell
festgestellte Grundtatsache.
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Ersetzt man ein Stromelement durch eine Ladung ¢/, die sich mit der
Geschwindigkeit b’ bewegt, also einen elektrischen Impuls ¢’ 9’/c besitzt,
so ergeben sich fiir das Vektorpotential und die Stirke des erzeugten
magnetischen Feldes folgende Ausdriicke
ey v

U=Cp =% (22
@_ecnxéﬁo:b?xg, (22 a)

wo @ das skalare (elektrostatische) Potential und € die elektrische Feld-
stirke bedeuten, welche im betrachteten Aufpunkte von derselben
Ladung herriihren.

Der Ausdruck (20Db) fiir die gegenseitige potentielle Energie zweier
Stromlinien ist offenbar gleich der Summe der entsprechenden Aus-
driicke fiir verschiedene Ladungspaare

PRI
c ¢ __ v (23)

Up=—"—F =%

WO % :% die gegenseitige Energie der betreffenden Ladungen be-
deutet, Man kénnte dementsprechend die GréBe #,, als ihre gegenseitige
magnetische Ewnergie betrachten.

Diese Interpretation erweist sich aber, wie schon oben (Kap. II, § 6)
erértert wurde, als unrichtig. Eine isolierte Ladung erzeugt namlich
bei ihrer Bewegung ein magnetisches Feld, das sich in jedem festen
Aufpunkt mit der Zeit indert, wihrend alle unsere Uberlegungen, die
an das Energieprinzip ankniipften, sich auf zeitlich konstante Felder be-
zogen. Das Versagen des Energieprinzips fiir einzelne bewegte Ladungen
kann man schon aus dem Nichtverschwinden der Divergenz von (22)
erkennen. Und zwar ist

div <e’%%>=e’%grad%=—et 13:2
Dieses Versagen tritt aber ganz klar zutage, wenn wir aus (23) die
von den beiden Ladungen aufeinander ausgeiibten Krifte berechnen.

Nach den Formeln { = — grad u,, = + grad’ #,, = — |’ bekommen wir
oo’
f=—f=— ‘;2 R - (23a)
In Wirklichkeit ist die auf e seitens ¢ wirkende Kraft gleich
v b v R
fmelx—etx(¢ixgy),
d. h
und dementsprechend die auf ¢ seitens e wirkende Kraft
r — ee n\b éR{)) 'SRO (Dn’) (230)

c2
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Diese Krafte geniigen also dem Prinzip der Gleichheit der Wirkung
und Gegenwirkung — das als unmittelbare Folge des Energieprinzips
anzusehen ist — nicht. Sie werden entgegengesetzt gleich nur in dem
Falle, da3 die Geschwindigkeiten b und b’ einander gleich sind, oder zu
der Verbindungslinie & senkrecht stehen.

Wenn diese beiden Bedingungen zugleich erfiillt sind, reduzieren sich
die Formeln (23b) und (23c¢) auf (23a), und wir bekommen

2¢e
fo—f =G %o

In diesem Falle sind die elektromagnetischen (oder ,elektrokineti-
schen®) Krifte, welche durch die Bewegung der Ladungen erzeugt
werden, den entsprechenden elektrostatlschen entgegengerichtet und

gleich dem Produkt mit dem Verhaltnls . Wir sehen also, daB zwei

Ladungen (Elektronen), die sich mit derselben Geschwindigkeit b senk-
recht zu ihrer Verbindungslinie bewegen, aufeinander eine Totalkraft

ee y2
Ez“(l—;z‘)

ausiiben, die man als eine ,,geschwichte” elektrostatische Kraft deuten
kann; fir v = ¢ muB} diese Totalkraft verschwinden, d. h. die elektro-
statischen und elektrokinetischen Krifte miissen sich gegenseitig kom-
pensieren.

Dieses Resultat zeigt, daB die GréBe ¢, welche zunichst im Anschluf3
an das Aquivalenzprinzip als das Verhiltnis zwischen den elektrostati-
schen und elektromagnetischen Einheiten eingefiihrt war, die Bedeutung
einer bestimmten ,,kritischen’ Geschwindigkeit hat. Die tatsichliche
Bestimmung des obigen Verhiltnisses zeigt, daB ¢ = 3-101® cm/sek
= 300000 km pro Sekunde ist. Die ,kritische Geschwindigkeit' [illt
also genau mit der Lichtgeschwindigkeit zusammen. Diese Ubereinstim-
mung ist freilich nicht zufillig; sie weist vielmehr auf die elektromagne-
tische Natur der Lichterscheinungen einerseits und auf die endliche
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wirkungen
andererseits hin. Diese Fragen werden wir im niichsten Abschnitt be-
handeln. Es sei hier nur darauf hingewiesen, daB die obigen Formeln
fiir einzelne Ladungen, die die zeitliche Anderung der erzeugten Felder
unberiicksichtigt lassen, als Ndherungsformeln anzusehen sind, die nur

fiir kleine Geschwindigkeiten (~z< 1) Geltung haben.

§ 7. Die graphische Darstellung des elektrischen und magnetischen
Feldes.

Die Linien, welche nach ihrer Richtung und Dichte das elektrische
Feld graphisch darstellen, werden ,elektrische Kraftlinien“ genannt;
entsprechend heiBen die das magnetische Feld darstellenden Linien
,,magnetische Kraftlinien“,
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Aus der Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes, d.h. aus der Tat-
sache, daB3 die Bedingung rot € = 0 im ganzen Raum erfiillt ist, folgt,
daB die elektrischen Kraftlinien ungeschlossene Linien sind (fiir eine ge-
schlossene Kraftlinie wiirde das Integral § E,do = [rot,&dS einen von
null verschiedenen Wert haben). Sie miissen deshalb in irgendwelchen
Punkten beginnen und enden. Die Anzahl der elektrischen Kraftlinien,
welche aus einem Volum V' ausgehen oder nach diesem Volum zu-
sammenlaufen, ist proportional dem elektrischen FluB durch die dieses
Volum begrenzende Oberfliche S, d. h. dem Integral § E,dS (die Kraft-
linien, welche durch V hindurchgehen, geben zu diesem Integral keinen

Abb. 21,

Beitrag). Aus der Gleichung §E,dS = 4 me oder der ihr 4quivalenten
Gleichung divE = 4mp folgt, daB die Quellpunkte der elektrischen
Kraftlinien mit den positiven Ladungen und die Sinkpunkte mit den
negativen Ladungen zusammenfallen, tund daB ferner die Anzahl der
aus einer Ladung ,,divergierenden‘ bzw. nach dieser Ladung ,,konver-
gierenden‘“ Linien der GréBe e der Ladung proportional ist. Im ,leeren
Raum’‘‘ kénnen die elektrischen Kraftlinien weder beginnen noch enden.
In der unmittelbaren Nihe einer Punktladung ist das elektrische
Feld praktisch ausschlieBlich durch diese Ladung bestimmt und von
anderen entfernteren Ladungen unabhingig. Daher miissen wir hier
dasselbe strahlenartige Kraftlinienbild finden, wie im Falle einer ,,iso-
lierten‘‘ Punktladung; die Kraftlinien bilden ein nach allen Seiten gleich-
formiges ,,Strahlenbiindel”“. Aber in einiger Entfernung von ¢ werden
sie gekriimmt, je nach der Lage der anderen Ladungen. Entgegen-
gesetzten Ladungen derselben absoluten Grofie entspricht die gleiche
Anzahl von divergierenden bzw. konvergierenden Linien. Im Fall eines
Dipols miissen daher die aus dem positiven Ende herausgehenden
Kraftlinien alle nach dem negativen Ende zusammenkommen (Abb. 21).
Frenkel, Elektrodynamik. I. 6
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In diesem Fall — ebenso wie im allgemeinen Fall eines beliebigen neu-
tralen Systems von elektrischen Ladungen — bleiben die elektrischen
Kraftlinien sozusagen ,,innerhalb” dieses Systems: keine von ihnen
geht ins Unendliche verloren. Wenn die Gesamtladung des Systems
von null verschieden ist, muB eine dieser resultierenden Ladung ent-
sprechende Anzahl von Kraftlinien ins Unendliche gehen (oder daraus
kommen), und zwar auf dieselbe radialsymmetrische Art, als ob das be-
trachtete System auf eine Punktladung zusammengezogen wire. Tat-
sachlich kénnen solche Fille nicht eintreten, da die Materie im ganzen
neutral ist.

Neben den Kraftlinien kann man zur Veranschaulichung des elek-
trischen Feldes die zu diesen Linien orthogonalen ,,Aquipotential-
oder ,,Niveauflichen betrachten, d. h. die Flichen ¢ = konst. Der
Abstand zweier solcher Flichen, die zwei wenig verschiedenen Werten
des Potentials ¢ entsprechen, ist offenbar umgekehrt proportional der
elektrischen Feldstirke in den betreffenden Punkten (wegen der Be-
ziehung E = ~Z—Z , wo dn die Linge der zwischen den beiden Flichen
eingeschlossenen Normalen bedeutet). In der Nihe der einzelnen Punkt-
ladungen werden die Niveauflichen kugelférmig; bei wachsender Ent-
fernung koénnen sie sich beliebig deformieren — je nach der Lage der
anderen Ladungen.

Im Gegensatz zu den elektrischen Kraftlinien miissen die magneti-
schen Kraftlinien immer geschlossen sein. Dies folgt unmittelbar aus der
Quellenfreiheit des magnetischen Feldes, d. h. aus der Giiltigkeit der
Gleichung div § = 0 fiir den ganzen Raum. Eventuell kénnen die

magnetischen Kraftlinien vom Unendlichen

ins Unendliche gehen, d. h. sich ,,in einen

unendlich entfernten Punkt” schlieBen; die-

sent Fall braucht man daher nicht besonders

zu beriicksichtigen. Aus den Beziehungen

$H,do = 4mi oder rot § = 4xj folgt ferner,

daB die magnetischen Kraftlinien im Falle

einer stationiren Elektrizititsstromung die

Stromlinien, welche wegen divi= 0 auch

Abb. 22, geschlossene Kurven sind, immer umfassen.

Denn sonst wiirde das Integral § H, do lings

einer geschlossenen Kraftlinie, die keine Stromlinie umfaBt, einen von

null verschiedenen Wert haben, wihrend die Stirke des durch diese

Linie flieBenden Stroms 7 gleich null ist. Mit anderen Worten: die

Stromlinien kann man als die,,Wirbelachsen der magnetischen Kraft-

linien betrachten, d. h. als ringférmige Achsen, welche durch die Kraft-

linien — etwa wie ein Ring einer Kette von den Nachbarringen — um-
faBt werden (Abb. 22).
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In unmittelbarer Nihe eines Elements 4¢’ einer Stromlinie ¢/, d. h.
in einem Abstand von Ao, der sehr klein im Vergleich mit der Linge
dieses Elements und zugleich mit seinem Kriimmungsradius ist, kann
man das Element als eine ,geradlinige Wirbelachse” behandeln. Aus
Symmetriegriinden folgt, daBl die magnetischen Kraftlinien hier Aress-
formig sein miissen; wif bekommen also als graphische Darstellung des
magnetischen Feldes ®eine Schar von koaxialen Kreisen. Diese ,Zylin-
dersymmetrie’* des magnetischen Feldes in der Umgebung eines Strom-
elements entspricht der Kugelsymmetrie des elektrischen Feldes in der
Umgebung einer Punktladung.

Das Integral $H,do fiir eine solche kreisférmige Kraftlinie mit dem
Radius 7 ist offenbar gleich 2 z7 H (die Integrationsrichtung muB dabei
der Stromrichtung im Sinne der Rechtsschraubenregel entsprechen).
Daraus folgt 2a7H = 4x4’, wo ¢’ die Stromstirke bedeutet, d. h.

H=2" (24)

v

Die magnetische Feldstirke in der unmittelbaren Umgebung einer Strom-
linie ist also der ersten Potenz des Abstandes umgekehrt proportional.
Dieses Gesetz kann man als das Analogon des Coulombschen Gesetzes
fiir Stromlinien (in welche sich die stationdren Strome zerlegen lassen)
betrachten. Die Bewegung einzelner Ladungen (Elektronen) stellt keinen
stationiren Vorgang dar, und das Gesetz von Bio-Savari, welches das
magnetische Feld solcher Ladungen — oder Stromelemente — ohne
Riicksicht auf seine zeitliche Anderung bestimmt, ist deshalb nur als
ein Ndherungsgesetz anzusehen. Sofern aber diese Stromelemente zu
einem stationiren linearen Strom

zusammengestellt werden, muB3 die y P

geometrische Summe ihrer Biot-

Savartschen Feldstirken genaugleich " &
der resultierenden (zeitlich konstan- @\ i
ten) Feldstirke werden. M 8]0 arp’ I

Die Formel (24) 148t sich aus der
Biot-Savarischen Formel (21) fiir
einen unendlich langen (im Vergleich
mit 7) geradlinigen Strom ableiten Abb. 23.
(Abb. 23). Es sei PO das Lot vom
Aufpunkte P auf die Stromlinie MN, so daB nach unseren {iblichen
Bezeichnungen O P=1, OP' =1/, PPP=% ist. Die vom Strom-
element do¢’ erzeugte Feldstirke ist gleich, nach (21),

dH —i'do’ 20
wo § den Winkel PP’N bedeutet. Da die Richtung von 49 fiir alle
Stromelemente dieselbe ist (in dem betrachteten Punkt senkrecht zur
6*
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Papierebene, auf den Leser zu gerichtet), so reduziert sich die geome-

trische Integration auf die gewthnliche: H = [dH. Da R= ﬁ und

¢ = — v cot 0 ist, so haben wir d¢' =dv = ‘sﬁ-’-o’ 40, dH =17sin0d0
und folglich .
I . 21’
H:ZﬁmM&=7
0

in Ubereinstimmung mit (24).
Das betrachtete magnetische Feld entspricht einem Vektorpotential
der folgenden Form

A=—2ilg - =2ilg ", (24a)

wo i einen mit der Stromstirke nach Betrag und Richtung iiberein-
stimmenden Vektor, 7 den Abstand des Aufpunktes von der Stromlinie
(nicht von einem bestimmten Punkte derselben) und « eine willkiirliche
Konstante von der Dimension einer Linge bedeutet. In der Tat ergibt
sich aus (24a) nach der allgemeinen Formel § = rot A:
. ¥ Lot ix 1

,i)z———21><gradlg;:2l>< A=,
Dieser Vektor stellt offenbar das oben betrachtete ,,zylindrische*“ Feld
dar. Was die das Vektorpotential darstellenden Linien anbetrifft, so
sind si e der Zylinderachse parallele Gerade. Daraus sieht man, daB in
der ni chsten Umgebung einer Stromlinie von ganz beliebiger Gestalt
die ,, Vektorpotentiallinien‘ einen zu ihr parallelen ,,Faden‘ bilden. —
Im al Igemeinen sind sie aber zur anschaulichen Darstellung des magneti-
tischen Feldes nicht geeignet.

§ 8. Die Felder und die Wechselwirkungen von elementaren
Dipolen und Stromen.

Das elektrostatische (,,skalare) Potential ¢ eines beliebigen Dipols
P, P, in einem Aufpunkt P ist offenbar gleich der Summe der Potentiale
sein er beiden Enden. Bezeichnet man die entsprechenden Ladungen
mit ¢; = — ¢ und ¢, = - ¢’ und setzt man ferner P, P = R,, P, P= Ry,
so wird:

(1 1
p=¢,tg,=¢ (}f;—}?l) .

Im Falle eires elementaren Dipols, dessen Lange P, P,= 1 sehr klein

gege niiber den Abstinden R, und R, ist, hat man niherungsweise

R% - }% =1'grad’ % und folglich

1 , 1
¢ =y grad’  =—p’ grad 3, (25)

wo p’ = el’ das elektrische Moment des Dipols, und R seinen Abstand
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vom Aufpunkt bedeutet. Indem wir diesen Abstand einfithren, miissen
wir die beiden Enden des Dipols als einen ,,Doppelpunkt“ P’ (= P, P,)
behandeln. Einen solchen Doppelpunkt nennt man auch eine ,,Doppel-
quelle’ des elektrischen Feldes.

Die durch die Symbole grad’ und grad angedeuteten Differentiatio-
nen beziehen sich in der tiblichen Weise auf die Vektoren ¢’ = O P’ und
t= 0 P, wo O ein willkiirlicher raumfester Punkt ist (B =1t — t).
Fithrt man diese Differentiationen aus, so ergibt sich

PR YR, pcost
T R3 T R R2
wo 6 den Winkel zwischen p’ und R bedeutet (éRo = %) .
Nach den Formeln (30) und (31) (Einleitung), findet man ferner

; (25a)

1 .,,3 '

€ = g (BRo(Rop’) — ¥} = s LTt ) — ') (26)
Aus dieser Formel 146t sich erkennen, daf3 die elektrische Feldstirke im
Punkte P in der Ebene #’, R liegt; durch innere und AduBere Multi-
plikation von (26) mit R, bekommen wir die radiale und azimutale
Komponente des Vektors E (letztere in der Richtung des Anwachsens
des Winkels 6):

E;:%% cos 6, (26a)
Eg=".sin0. (26b)

E
Das Verhiltnis E—Z = —; tg 0 ist offenbar gleich dem Tangens des Winkels

zwischen € und R.

Ersetzt man in den Formeln (26), (26a), und (26b) € durch § und
p’ durch m’, so werden sie nach dem Aquivalenzprinzip das durch einen
elementaren Strom mit dem magnetischen Moment m’ erzeugte magneti-
sche Feld bestimmen. Man kann also die entsprechende Feldstirke §
als den (negativen) Gradienten eines skalaren magnetischen Potentials
P = mR?" = —m'grad 11—2 betrachten. — Andererseits muf3 diese Feld-
stirke sich in der allgemeinen Form $ = rot % darstellen lassen,
wo U das Vektorpotential des betrachteten elementaren Stroms bedeutet.
Zur Bestimmung dieses Vektorpotentials kann man von der Tatsache
ausgehen, daB es im ganzen Raum, mit Ausschiuf des Punkies P (wo
der Strom konzentriert gedacht wird) die Differentialgleichung

rot ¥ =— grad ¢,, = grad ( m’ grad i} )
befriedigen mufB. Mit Riicksicht auf die Formeln (26) und (27) (Ein-
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leitung), hat man wegen der Konstanz von m’

rot (m’ x grad %) ==— (m’ grad) grad jle- + m’ div grad%
grad (m’ grad l) = (m’ grad) grad 3 1 4+ m’ X rot grad 1

Da nun die Ausdriicke rot grad fund div grad ==z belde ver-

schwinden — der erste identisch, der zweite uberall auBerhalb des
Punktes P’ — so wird

rot <m' x grad %) = —grad <m’ grad %) .
Aus dem Vergleich dieser Gleichung mit der obigen Differentialgleichung
fiir 9, ergibt sich

%[=—m’><gradl=m’xm— X o
7 :

B Rpr (27)

Diese Formel kann man selbstverstindlich auch aus der allgemeinen
Formel (20) fiir das Vektorpotential eines beliebigen linearen Stromes
ableiten. — Es liege nidmlich der Punkt O in der néichsten Nihe
der betrachteten Stromlinie ¢’. Dann gilt

1 11
PP R [t—7 |

und folglich
1
A= __i’édglz/ (r’grad 7) .

Wir bemerken zunichst, da8 v'do’ = dr’ ist. Ferner haben wir, da der
Vektor grad % bei der Integration konstant (= ) bleibt,

ggdr' ('F) + gﬁr’ (dr'f) = 56 Ay (f'f)}) =

Daraus ergibt sich
56 v’ (f) =— Sﬁr' (@) =5 56 v (@) —v (@'n) = 9Sf % (d¥'x V)
:fxéggdr’xr’,
d. h. nach (6a) Kap. II,

mZﬁi’SBdr’ (r’f)zgrad% X %ér’xir’da’:gradi—xm',

in Ubereinstimmung mit (27)1).

~r grad’ =—1 grad%

1) Noch einfacher gelangt man zu dieser Formel mittels der Identitit ff 'y do’

=[n'x grad’ pdS’ [siche Einleitung, Formel (17 a)]. Setzt man namlich ¢ =% ,

so ergibt sich, falls ¢’ sehr klein gegeniiber R ist,

zé% do = n’xgradﬁlds’ggrad%x ifn‘dS’:grad%xm.
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Wir stellen uns nun vor, daB im Aufpunkt P ein zweiter elemen-
tarer Dipol (oder Strom) mit dem Moment p (bzw.m) sich befindet.
Seine potentielle Energie relativ zu dem ersten Dipol U = — p€ 148t
sich nach (26) in der Form

U= s {(09)— 3 Rop) (FRop)}= g {pp’— 3@‘2—9”} (28)

schreiben, deren Symmetrie in bezug auf p und p’ der Gleichheit der
Energie jedes Dipols relativ zu dem anderen entspricht. Es ist also

= —pE = — p’¢’, wo € die von dem zweiten Dipol im Punkte P’
erzeugte Feldstirke bedeutet. Wir diirfen deshalb die GréBe U ein-
fach als die gegemseitige potentielle Energie der betrachteten Dipole be-
zeichnen.

Das auf den zweiten Dipol einwirkende Drehmoment 18t sich un-
mittelbar berechnen nach der Formel M = p x €; und zwar gilt

3 (p X Ro) (0"R) + p X p’
M = AL L (282)
Die entsprechende Kraft driickt sich durch & = (p grad) € oder
&= — grad U aus. Setzen wir in die letzte Formel den Ausdruck (28)

ein, so ergibt sich, nach einer einfachen Rechnung
3R, 3 ' 3 15% "
T =25 0)+ o p(RY) + 25 0" (Rp) — %7 (Rp) (R’
oder
3 ’ r ’ ’
T =z (Rolop’ —5(Rop)Reb)] +0(Rop”) +9'(Rep)).  (28D)

Ersetzt man in (28a) den Vektor f durch den entgegengesetzten Vektor
R=PP=1t'—r=—RR’= —R), so erhilt man das Dreh-
moment MW’ und die Kraft ', welche auf den ersten Dipol seitens des
zweiten wirken. Dabei ist ' = — M und § = — &, im Einklang
mit dem Prinzip der Gleichheit der ,,Wirkung und Gegenwirkung®, das
eine direkte Folge des Energieprinzips ist?).

Dieselben Resultate ergeben sich fiir die Wechselwirkung der ele-
mentaren Strome; wir brauchen nur in den soeben abgeleiteten
Formeln die elektrischen Momente p und p’ durch die magnetischen
m und M’ zu ersetzen.

Diese Formeln bleiben in gewissem Sinne auch dann giiltig, wenn man
statt der elementaren Stréme einzelne Magnetonen, d. h. einzelne um be-
stimmte Mittelpunkte kreisende Elektronen betrachtet. Das magnetische
Moment eines solchen Magnetons ist, nach (6a) und (6b) Kap. II, gleich

1

. dr . N
wo t den Radiusvektor der Bahn und v = - die Geschwindigkeit be-
1) Es sei bemerkt, daB nach (28a) und (28b) die Drehkrafte der dritten und

die Krifte der wierten Potenz des gegenseitigen Abstandes umgekehrt pro-
portional sind.
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deuten. Der Betrag des Vektors % T X bist gleich der Flichengeschwin-

digkeit des Elektrons, d. h. der durch den Radiusvektor pro Zeiteinheit
beschriebenen Fliche. Geschieht die Bewegung des Elektrons unter der
Wirkung einer zum Atommittelpunkt O gerichteten Anziehungskraft,
so mu3 diese Flichengeschwindigkeit ebenso wie die Bahnebene kon-
stant bleiben. In diesem Fall (m = konst) ist das , Magneton‘ einem
stationdren elementaren Strom vollstindig #dquivalent. Man muf} nur
unter ¥, § usw. die zestlichen Mittelwerte der entsprechenden GréBen
fiir eine oder einige Umdrehungen des betreffenden Elektrons verstehen
und die wihrend einer Umdrehung auftretenden Schwankungen un-
berticksichtigt lassen (vgl. Kap. VII, §9).

§ 9. Das skalare Potential eines nichtelementaren linearen Stromes.

Der Begriff des skalaren magnetischen Potentials, den wir oben
auf elementare Strome angewandt haben, 148t sich auf nicht-
elementare lineare Stréme iibertragen. Dazu miissen wir zunichst
den betrachteten Strom (i, ¢’) durch ein Netz von elementaren
Strémen ersetzen. Dds skalare Potential eines elementaren Stromes
mit dem magnetischen Moment dm = #'n’dS” ist nach (25a) gleich

. cosf

APy =1 —F75dS’;

dabei bedeutet 6 den Winkel zwischen der Normalen n und dem von 4.5’
nach dem Aufpunkte P gezogenen Radius ®. Das Produkt 4S5’ cos 6
ist also gleich der Projektion des Flichenelements dS’ auf eine dieses
Flichenelement scheidende Kugelfliche mit dem Zentrum P. Das Ver-

v, . dS’cosB
haltnis ——
d$2’, unter dem dS’ von P aus erscheint. Durch Integration bekommen
wir folglich

ist demnach nichts anderes, als der rdumliche Winkel

@m =1 2" (30)

Es sei bemerkt, daB das Vorzeichen von d £’ positiv bzw. negativ ist,
je nachdem das entsprechende Flichenelement von der positiven oder
negativen Seite gesehen wird.

Man kann £’ unabhingig von der Gestalt der Fliche S’ definieren
als den rdumlichen Winkel, welcher von einem von P nach der Strom-
linte o’ gehenden Strahlenkegel gebildet wird. Dabei muB3 man aber
beachten, daB ein solcher Kegel tatsichlich zwei komplementire raum-
liche Winkel begrenzt, nidmlich £’ und 47 — £’. Zur Bestimmung
des Potentials (30) diirfen beide Winkel beniitzt werden, je nachdem
die Fliche S’ auf der der einen oder auf der anderen Seite des Auf-
punktes P liegt, aber mit emigegengesetztem Vorzeichen. Ersetzt man
also die Fliche S’ durch eine andere S” (Abb. 24), so mufl man
den Winkel £’ > 2x durch 2" = — (4n — &) = 2’ — 47 ersetzen.
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Diese Regel bleibt auch dann giiltig, wenn man den Aufpunkt P von
einer Seite einer gegebenen Fliche S’ nach der anderen verschiebt.
Bei einer Verschiebung von der negativen nach der positiven Seite
springt £’ um den Betrag 4um.

Dies entspricht einer sprunghaften S S
Anderung des Potentials ¢,, um 471"

Will man dieses Potential als eine

stetige GroéBe behandeln, so muB

man sich den Durchgang durch die

Fliche S’ gesperrt denken. Dann 2>27%

kann man von der positiven Seite s=etux
nach der negativen nur auf dem Abb. 24,

Umweg einer ,fast’ geschlossenen

Linie ¢ gehen, welche die Stromlinie tatsichlich einmal umfaBt. Da
dabei H,do = — grad, ¢,,do = — ZT? do= —dgp ist, so folgt [H.do
= [dp = 4ni’. Dieses Resultat haben wir schon im § 3 und besonders in
§ 4 erhalten, wobei wir anstatt des magnetischen Feldes des betreffen-
den Stromes das elektrische Feld der entsprechenden elektrischen Doppel-
schicht betrachteten. Die oben eingefiihrte ,,Sperrfliche ist nichts
anderes als die ,,Doppelfliche’ dieser Schicht.

Nach der Formel (12) ist die elektrische Feldstirke innerhalb einer
solchen Doppelschicht gleich 47 (wo % die Flichendichte der elektri-
schen Ladung bedeutet) und ist von der positiven zur negativen Seite
gerichtet. Das elektrische Feld aufierhalb der Doppelschicht ergibt
sich nach (30) aus dem skalaren Potential

o=18. (30a)
wo 1, = 5l das elektrische Moment pro Flicheneinheit der Schicht ist.

Eine elektrische Doppelschicht braucht nicht notwendig durch eine
geschlossene Kurve ¢’ begrenzt zu sein. Sie kann auch geschlossen
sein, d. h. durch zwei ineinander liegende geschlossene Flichen mit ent-
gegengesetzten Ladungen gebildet werden. Diesen Fall kann man offen-
bar als den Grenzfall einer verschwindenden Grenzkurve bei nicht ver-
schwindender Fliche S’ betrachten. Daraus folgt unmittelbar, daB3 auBer-
halb der geschlossenen Doppelschicht die elektrische Feldstirke verschwin-
den muB. — Was das Potential ¢ anbetrifft, so wird es im AuBenraum
gleich null, und in dem inneren Raum gleich der konstanten GroBe 4- 474 ;
das obere Vorzeichen gilt dabei fiir den Fall, daB die innere Fliche
positiv geladen ist, das negative Zeichen fiir den entgegengesetzten Fall.

§ 10. Elektrische und magetiseche Polarisation und
Polarisationspotentiale.

Ein neutrales System von elektrischen Ladungen, das sich in einem
begrenzten Volumen befindet, kann man sich ersetzt denken (und zwar
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im allgemeinen auf unendlich viele Weisen) durch ein dquivalentes
System von elementaren elektrischen Dipolen, die auch dasselbe Volumen
erfiillen. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daB die elektri-
schen Ladungen in dem betrachteten Volumen ¥V und auf der es begren-
zenden Oberfliche S kontinuierlich mit der Dichte p bzw.# verteilt
sind. Dementsprechend muf in dem #quivalenten Dipolsystem das
elektrische Moment kontinuierlich verteilt sein. Die Volumdichte
dieses Moments heilt die elekérische Polarisation. Bezeichnet man sie
mit B, so bedeutet das Produkt P4V das resultierende Moment der
elementaren Dipole, die sich im Volumelement 4V befinden.

Wir wollen nun die Beziehung zwischen g und B aufstellen. Dies kann
auf zwei Weisen geschehen — namlich erstens durch Vergleich der auf
die beiden Systeme in einem gegebenen duBeren Felde (€’) ausgeiibten
Wirkung, und zweitens durch Vergleich der von ihnen auBerhalb V
erzeugten Felder (§). Das wirkliche System werden wir mit C und das
Ersatz-(Dipol-)system mit D bezeichnen.

Die potentielle Energie von C beziiglich des duBleren Feldes driickt
sich durch die Formel

U :f(p’gd V4 4) @' ndS

aus, wo ¢’ das Potential dieses Feldes ist. Fiir die potentielle Energie
von D haben wir andererseits

U= — f @ pav.
Setzt man hier & = — grad ¢ ein, so wird nach der Identitit
dive' B = ¢ div + P grad ¢/,

U::fdiv (¢ B) AV —-qu divpdV = 56 ¢’ P,dS ——-fq)’divinV.

Damit C und D tatsichlich d4quivalent seien, miissen also die folgenden
Beziehungen bestehen:
o = —div B, (31)

n= P, (31a)

Wir wollen nun verifizieren, ob dabei die von C und D erzeugten
Felder auch identisch (auBerhalb S) werden. Das Volumelement 4V’
(Radiusvektor t’), als ein Dipol mit dem Moment P'd ¥V’ betrachtet,

erzeugt in einem &duBleren Aufpunkte mit dem Radiusvektor r das
. 1 . .
Potential P'dV’-grad’ 4, wo R = r — 1’ ist, Das vollstindige Poten-

tial von D driickt sich durch das Integral
@ :f‘,B‘ grad'%d 4
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aus. Mittels der Identitit
. ! 1 ,. 1
div’/ (%—) =5 div’ P’ + P’ grad’ 5
laBt sich dieses Integral in der Form darstellen

A div ' .,
<p=§<-d5— —p AV,

Dies ist aber nach (31) und (3la) nichts anderes als das Potential

von C:
. n'ds_l Q’dVI
"D_é | &' -

1 1 .
Ersetzt man ferner grad’ - durch —grad &, so wird, da ' nur vont’,

nicht aber von t abhingt,

’ ’1__ ’ 1___ : 5’87'
p" grad = B grad-ﬁ_ d1vR,

und folglich
qo:—fdiv%dl/’:—divf%dl’".
Den Vektor
3=[%ay (32)

wollen wir das elektrische Polarisationspotential nennen (er heiflt ge-
wohnlich der Hertzsche Vektor). Das skalare Potential ¢ driickt sich
durch 3 auf dieselbe Weise aus wie g durch %, namlich

p = —div 3. (32a)
Das Polarisationspotential eines elementaren Dipols mit dem Moment p
ist offenbar gleich

g="%. (32b)

Ganz analoge Betrachtungen und Formeln lassen sich in bezug auf ein
System von stationdren Stromen aufstellen. Ersetzt man in den vor-
hergehenden Uberlegungen o durch i (Stromdichte im Volumen V), und
7 durch ¥ (Stromdichte auf die Fliche S), so ergibt sich fiir die poten-
tielle Energie des betrachteten Systems in einem duBeren magnetischen
Feld " mit dem Vektorpotential A’

U:-f@t’-iw—gﬁm'-ws.

Wir fiithren nun ein Ersatzsystem D, das aus elementaren magnetischen
Dipolen besteht, die in dem Volumen V kontinuierlich verteilt sind. Die
,,magnetische Polarisation’, d.h. das auf die Volumeinheit bezogene
magnetische Moment, bezeichnen wir mit 9. Dann muB die potentielle
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Energie von D durch die Formel

U= —f(@'mt)dv

ausgedriickt werden.
Mittels der Identitit

div (% x M) =M rot A' — A rot M
[Einleitung, Formel (25)] bekommen wir, wegen rot %’ = §’,

— (9" av = — [ div @ M) 2V — [ rot Mav,
d. h.

U z—fﬂ' rot %dV—é(‘H'X?ﬁ)ndS.

Die Aquivalenz von C und D ist also durch die Bedingungen:

j=rotM (33)
und
f=Mxn (33a)
gesichert [die letzte Formel ergibt sich mit Riicksicht auf die Identitit
(XM n=2AMXn).
Das Vektorpotential eines elementaren Stromes (oder magnetischen
Dipols) mit dem Moment W'dV’ ist gleich M'dV’x grad’ % . Das

magnetische Feld unseres Ersatzsystems (auBerhalb S) ist folglich durch
die Formel

1
oA — f M x grad’ d V"’ (34)
bestimmt. Diese Formel 14Bt sich leicht auf die Gestalt
MW xn rot M’ ..
A=P="dS +va av (34a)

transformieren, die wegen (33) und (33a) mit der entsprechenden Formel
fiir das Stromsystem C iibereinstimmt. Den Ausdruck (34) fiir % kann
man folgendermaBen schreiben

u=— [’ x grad LV = frot%dl/”: rotf%—d[*’.
Definiert man den Vektor
. R

als das magnetische Polarisationspotential des betrachteten Strom-
systems, so kann man daraus das gewdhnliche Vektorpotential durch
eine zu (33) ganz analoge Formel

A = rot * (35a)
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bestimmen. Die Polarisationspotentiale 3 und 3* geniigen offenbar den
Dif ferentialgleichungen

V23 = —4a P, (36)

V2,8*= —4aIM.
Es sei bemerkt, daB trotz der Ahnlichkeit der Formeln

o= —divP und j=rot M
mit den entsprechenden Feldgleichungen
div€ = 4mp bzw. rot = 4xj,

die Feldstirken € und § von den Vektoren — 4z und 47 M im all-
gemeinen ganz verschieden sind. Man muB ndmlich beachten, daB
letztere auBerhalb der Oberfliche S verschwinden, wihrend die ersteren
dies nicht tun. Weiter geniigen € und § den ,Energiegleichungen*
rot€ = 0 und div9 = 0, wihrend die GréBen rot P und div M
unbestimmt bleiben. In der Tat sind die Vektoren  und M #ur durch
die Gleichungen div f = — p, rot I = { und die Grenzbedingungen
Br,=1n, M X n=1% definiert. Man kann deshalb zu ® einen be-
liebigen Vektor von der Gestalt rot § und zu 9 einen beliebigen wirbel-
freien Vektor hinzuftigen — insofern dadurch die Grenzbedingungen
nicht verletzt werden. Nur in dem ausgezeichneten Falle, daB die elek-
trische und magnetische Feldstirke selbst auf der Oberfliche S die Be-
dingungen

€ n)=—4any bzw.PXn=14nf (87)
befriedigen, kann man P und M <unerkalb S mit den entsprechenden
Werten von — g und 9 identifizieren, d. h.

F4 47

4aP=—C, 4aM=9 (37a)
setzen.

Viertes Kapitel.

Darstellung willkiirlicher Systeme durch Multipole.
Potentialtheorie.

§ 1. Definition eines Multipols.

Wir haben bisher den Begriff des elementaren Dipols in einem etwas
unscharfen Sinne benutzt, indem wir die Linge eines solchen Dipols
als ,klein*“ gegeniiber seinem Abstand von anderen Dipolen voraus-
gesetzt hatten. Wir wollen nun diesen unscharfen physikalischen Be-
griff durch den folgenden, ganz scharfen, aber rein mathematischen Be-
griff ersetzen (oder besser ergénzen):

Die Linge des Dipols (!) soll unendlich klein und die Ladungen (= e)
unendlich grof sein, derart, daB sein Moment (p = e ) einen endlichen
Wert hat. Zum Unterschied von den reellen physikalischen Dipolen,
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die immer eine endliche Linge haben, und aus Ladungen von endlicher
GréBe bestehen, wollen wir einen solchen Dipol als mathematischen
Dipol bezeichnen.

Einen mathematischen Dipol muf3 man also eigentlich als ein punki-
formiges Gebilde — einen Doppelpunkt — betrachten, ebenso wie eine
einzige Punktladung. Sie unterscheiden sich voneinander einfach da-
durch, daB im letzten Falle mit dem betreffenden Punkt eine skalare
GroBe (die Ladung), im ersten Fall dagegen eine vektorielle GréBe (das
Moment) verkniipft ist.

Zwei (mathematische) Dipole mit entgegengesetzt gleichen unend-
lich groBen Momenten, die sich in einem unendlich kleinen Abstand von-
einander befinden, kann man wiederum als einen Punkf, und zwar als
einen vierfachen Punkt, auffassen. Ein solcher vierfacher Punkt heiBt
Quadrupol, Ein mathematischer Quadrupol entsteht also aus 4 Ladungen
von der gleichen oder entgegengesetzt gleichen GréBe =+ e, welche die
Ecken eines Parallelogramms mit unendlich kleinen Seiten /,, /, bilden
(Abb. 25). Dabei wird vorausgesetzt, daB das Produkt el,l,, welches
dem Moment eines Dipols entspricht, einen endlichen Wert besitzt.

Wenn man in einem Quadrupol die positiven Ladungen mit den nega-
tiven vertauscht, so ergibt sich der ewfgegemgesetzte Quadrupol. Zwei

-€ +e

+e -e +e

I
} e
|

L :

A e
rd

-e Z, +e -

Abb. 25, Abb. 26.

entgegengesetzte Quadrupole, die relativ zueinander um eine unendlich.
kleine Strecke ;3 verschoben sind, wobei das Produkt el /,/; endlich
bleibt, bilden einen ackifachen Punkt oder Oktupol.

Einen Oktupol kann man sich also als ein unendlich kleines Parallel-
epiped vorstellen, an dessen Ecken die Ladungen = e (in der Reihenfolge
4+ — 4 ...) sitzen {Abb. 26).

Durch Wiederholung des oben geschilderten Prozesses gelangt man
zu mehrfachen Punkten oder Multipolen beliebig hoher Ordnung. Einen
27-fachen Punkt, d.h.einen Pol #n-ter Ordnung kann man allgemein de-
finieren, als ein quasi-punktférmiges System, das aus zwei entgegen-
gesetzten Polen (# — 1)-ter Ordnung in unendlich kleiner Entfernung
voneinander besteht. Lésen wir diese Pole (# — 1)-ter Ordnung in Pole
niederer Ordnung auf, so bekommen. wir letzten Endes 27 unendlich
groBe Ladungen = ¢, die um unendlich kleine Strecken /,, /,, ...17,,
relativ zueinander verschoben sind; das Produkt el,l, .. .7, mul dabei.
einen endlichen Wert haben.
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Die nVektoren I; I,, .. .1, konnen im allgemeinen beliebige Rich-
tungen im Raum haben. Sie kénnen aber alle in derselben Ebene oder
auch auf derselben Geraden liegen. Im letzten Fall heit der betreffende
Multipel axial.

Als Moment des Poles n-ter Ordnung definiert man die Grofe

1
p(”):;l"!(glllz..-ln); (1)

welche, wie wir sehen werden, den Betrag eines Tensors n-ten Ranges
darstellt. Dieser Tensor ist die sinngemiiBe Verallgemeinerung des vek-
toriellen Momentes eines ,,Pols 1-ter Ordnung®, d. h. eines Dipols.

Er wird durch die GréBe ™ und die » Einheitsvektoren i%: a; be-
stimmt. Die in der Richtung dieser Vektoren gezogenen Geraden
heiBlen die Achsen des betrachteten Pols. Eine Punktladung kann man

als einen Pol ,,nullter Ordnung’* definieren.

§ 2. Das Feld und die Energie von Multipolen.

Es sei P’ der (mehrfache) Quellpunkt des elektrischen Feldes und P
der Aufpunkt, fiir welchen das Potential ¢ dieses Feldes zu berechnen
ist.

Im Falle eines einfachen Punktes, d. h. einer Punktladung ¢’, haben
wir

PO = % .

Wir stellen uns nun vor, daB diese Ladung in den Nachbarpunkt P,
verschoben wird, wihrend in P’ die entgegengesetzte Ladung —¢’
sich befindet. Im Limes P'P,= I, = q;; - 0 und ¢[; = p’®
endlich, bekommen wir einen Doppelpunkt, d. h. einen mathematischen
Dipol, dessen Potential durch die bekannte Formel

PO = (1 grad)p =(y'® 1) 1 =p'® (@ V')

— und zwar nicht niherungsweise, sondern ganz exakt — ausgedriickt
wird.

Verschiebt man diesen Dipol aus P’ nach dem Nachbarpunkt P,
und setzt zugleich im Punkte P’ den entgegengesetzten Dipol ein, so

entsteht im Limes PP, = [,= ayl,— 0 bzi p"Vi, = % #'® = end-
lich, ein 4-facher Punkt, d. h. ein Quadrupol. Sein Potential in P er-

gibt sich aus ¢!V auf dieselbe Weise, wie das letztere aus ¢/, d. h. durch
die Formel

P = V) =P5" - (@4P") alV) -

Bezeichnet man allgemein das Potential eines bestimmten Pols
(n' —1)-ter Ordnung D~V mit ¢*~V, so erhilt man fiir das Po-
tential ¢*" des Pols #’-ter Ordnung D™”, der durch Verschiebung von
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D@ =1 uym die unendlich kleine Strecke I, = a,//,, und Hinzufiigung
des entgegengesetzten Poles in P’ entsteht, den Ausdruck
q)("') == ([;,,[7’) (p(”'—l) (2)
oder, nach (1),
) =T (w0 V) (W V) (0 7)o - (2a)

Aus dieser Formel kann man sofort schliefen, daB3 das elektrische Feld
eines Pols n-ter Ordnung von der Reihenfolge und von der GroBe der
einzelnen infinitesimalen Verschiebungen I, I, ...[, unabhingig ist;
es wird durch den skalaren Parameter '™ und die Gesamtheit der
» Einheitsvektoren a;, @ ....dqa, (,Axen’) vollstindig bestimmt.

Befindet sich im Punkte P eine Ladung ¢, so bekommen wir fiir ihre
potentielle Energie in bezug auf irgendein System von elektrischen La-
dungen, die in P das Potential ¢ erzeugen, das Produkt

U® =ep.

Durch Verschiebung der Ladung um die unendlich kleine Strecke I,
und Hinzuftigung der entgegengesetzten Ladung in P bekommt man
fiir el; = p;= pVa,; = endlich, einen Dipol, dessen Energie durch
UO=({,V)UO = (p,V)p =pW(a, V)@

ausgedriickt wirdl). Da V¢ = — € ist, so kann man die obige Formel
in der iiblichen Gestalt U™ = — p,E schreiben. — Ersetzt man in
dieser Uberlegung die Ladung ¢ durch einen Pol (# — 1)-ter Ordnung,
so bekommt man, anstatt des Dipols einen Pol #-ter Ordnung D™
mit der potentiellen Energie

U» = ([,Vyue—n (3)
oder
. (n)
Um :% (@,7)(an_1P) ... (a,7)p,, (31)
wo p{® das Moment dieses Pols und a,, ...a, die entsprechenden

,,Achsenvektoren‘‘ bedeuten.
Speziell ergibt sich fiir ¢ = ¢®” nach (2a) und (3a) die folgende
Formel fiir die gegenseitige potentielle Energie der Pole D™ und D™:

, ah ptm , 1
U, ny — %v’ir (@) .. (V) P) ... (0 P) g - (4)

Dabei gilt
V=—V (4a)
so daB fiir die tatsichliche Berechnung von U™ die Differential-
operationen (a,¥’) usw. durch — (a, V) usw. [oder (a,/) durch — (a,V"")]
ersetzt werden konnen.

1) Es sei erinnert, daB J/ = grad eine Differentiation nach tund J/’ = grad’
eine Differentiation nach t’ bedeutet, wot = OP, t' =OP’ und R =1 — ¢ ist.
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Fiir # = n = 1 bekommen wir aus (4) den schon bekannten Aus-
druck (28) Kap. III fiir die potentielle Energie zweier Dipole. Er unter-
scheidet sich nur durch das Vorzeichen von der potentiellen Energie
einer Punktladung gegeniiber einem Quadrupol (das Produkt $,p,
muB dabei durch —p®¢’ oder — p’®e ersetzt werden).

Mittels der Formeln

V(aR)=a(=konst), VR-"*=_—nR-n+2R

und der allgemeinen Regel fiir die Differentiation des Produkts mehrerer
Faktoren lassen sich die Ausdriicke (24d) und (4) fiir beliebige #” und »
ohne Schwierigkeit berechnen. Dabei bekommt man fiir ¢™ eine
Formel von der Gestalt

g — po (S T (5)
wo Y™ eine nur von der Richtung (nicht aber von der Groe) des Vek-
tors R, d.h. nur von dem Einheitsvektor R,= R:R abhingige Funktion
bedeutet. Diese Funktion besteht aus einer Anzahl von Summanden,
die sich aus lauter Faktoren des Typus a,R, = cos (a;, R,) oder a;qa,
= cos (a;, a,) zusammensetzen. In bezug auf die Grofen g, ....a,
ist Y® eine symmetrische homogene Funktion vom Grade . Es ist
z.B. mit den Abkiirzungen (a,R,) = 4; (0;0,) = A;z:

YO =3,
Y® = % (34,4, — 2ys),
Y® = 5 (15 4y dyhy — 34y Ay — A Ay — 3y ),

1
Y® = b {105 A2y }»3)*4 —15 (}*2)“3 A+ }*3}*1 Aoyt )*1}*2 }*34 + }*1}*4223
+ }'2 }‘4}‘13 + }"i }'4 212) + 3(}“14 }“23 +}‘24231 + }'31]'12}
und allgemein
YO = L {13, @n— Oy Ay 13, (2n—3) Zhdy. I

+1-3...20—=5)2 A5 . .. 4, ..} (5a)

wo X545 . . . A, usw. die Summe aller aus dem hingeschriebenen durch
Vertauschung der Indizes hervorgehenden Glieder bedeutet. Der Beweis
von (5a) 1aBt sich unmittelbar durch Ubergang von Y™ zu Y(»+V
unter Beriicksichtigung der erwihnten Symmetrieeigenschaft erbringen.
Die Anzahl aller Glieder, die aus A;p Agq-.- Aog — 10 2k Aok + 1426424+ 4n

durch verschiedene Permutationen der Zahlen 1, 2, ... 2% ent-
stehen, ist offenbar gleich (; kz: . Die Anzahl der Glieder in der Summe
Zhg .o Agk—y, akhoksye.. Ay ist demnach gleich

@mr n! _nr—1)...(n—2k41)

2k-k! (k) (n—2R)1 2.4...2k :

In dem Falle eines Multipols mit # zusammenfallenden Achsen
Frenkel, Elektrodynamik. I. 7



98 Darstellung willkiirlicher Systeme durch Multipole. Potentialtheorie.

(A4 = Ag =+ + = A,; A;z = 1) bekommen wir also den folgenden Aus-
druck fir Y™
13, 2n—1) 03" n(n—1y...(n—2k+1)
my -2 \eT ) — 1)k L A Vel n—2k
Y 12..n (1) 2-4...2k-(2n—1)...(2n—2k+1)'1 :
ko=
(5b)

Die Funktionen (5b) heiBlen Legendresche Polynome. Die allge-
meineren Funktionen (5a) nennt man gewdhnlich Kugelfunktionen
oder auch harmonische Funktionen n-ter Ordnung. Als Argumente
dieser Funktionen betrachtet man aber nicht die Kosinusse 4, 4,, . . .
A, sondern die Winkel 6, v, welche die Richtung des Radiusvektors %t
in bezug auf irgendein sphirisches Koordinatensystem festlegen
(6-Winkel zwischen R und Polarachse, ¢y — Asimut der Meridianebene
von R). Bezeichnet man die entsprechenden Winkel fiir die Achsen
des betrachteten Multipols durch 6,, v, (=1, 2,....#n), so wird
nach einer bekannten Formel der sphidrischen Trigonometrie

A; = cos 6; cos 8 + sin 0, sin 0 cos (p — ;)
und
A = cos 0, cos 0, + sin 0, sin 0, cos (y; — yy).

§ 3. Darstellung beliebiger elektrischer Systeme durech Multipole.

Es sei §” ein System von elektrischen Ladungen, die sich innerhalb
einer Kugel K’ vom Radius 4’ mit dem Mittelpunkt P’ befinden. Das
elektrische Potential ¢ von S’ in einem Punkte P, der auBlerhalb der
Kugel liegt, driickt sich dann durch die Summe aus

s <
QoP
wo P den Abstand der Ladung ¢ vom Aufpunkt P bedeutet (dabei
benutzen wir S’ als Summationszeichen fiir die Ladungen des betrach-
teten Systems). Bezeichnet man die Koordinaten von & in bezug auf
P’, d. h. die Komponenten des Vektors P'Q’ in einem ganz beliebigen
(rechtwinkligen) Koordinatensystem, durch &, &, & und die ent-
sprechenden Koordinaten von P’ und P durch x,, x,, %, bzw. %;, %,
%,, so wird

3
(Q'P)r= Dot i)

und folglich nach dem Taylorschen Satz

( ) ( ) 22 1)
,p R '*"2 EPA &+ 3 Zaxf~xw E1EL + p. ‘aTag;T'awatEkfl+
wobei wie fruher ik

den Abstand P’ P bedeutet.
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Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in ¢ =S’ 5713 bekommen wir
fiir ¢ die folgende Reihe
¢:¢(0)+¢(I)+¢(2)+...+(p(n)+...’ (6)
mit
1 1
‘() #(z)
e R ’ s 1 R '
gO=1, g0= e, ¢@=g D, ... (6a)
i ! Tk
wo die Koeffizienten ¢/, ¢}, ¢, ... durch die Formeln
=S¢, ef=S¢E&, eh=5¢ctik,... (6b)

definiert sind.
Die GroBe ¢f™ wird das Potential n-ter Ordnung des betrachteten
Systems genannt; wir werden sie in der Form
1)
(%)

!
(n)y €' (1, 1y, 73) —
=3 priawgs o T H e T =) ()

ny In,! gl Ox

schreiben, mit
e (ny, My, Mg) = S"& &M £, £ (7a)

Fiir groe Werte von # ist diese Schreibweise viel bequemer als die
vorangehende (6a, 6b).

Da der Punkt P auflerhalb der S’ einschlieBenden Kugel liegt, d. h.
die Abstinde P’Q’ kleiner als P'P = R sind, muB} die Reihe (6) absolut
und gleichmiBig konvergieren. Diese Reihe kann man ansehen als die
Entwicklung von ¢ nach negativen Potenzen des Abstandes R. Und
zwar ist @™ der (# -+ 1)-ten Potenz von R umgekehrt proportional.
Dementsprechend setzen wir

H,
™= gait (8)

wo H, nicht mehr von der GroBe des Vektors R = P’P, sondern nur
von seiner Richtung abhingt. Diese Abhingigkeit driickt sich durch die
Formel

H — 8'(111 ’nzs";;.)
i ”1+"22-:n3=n nylnylng ! (1,75, 75] (8a)
aus, wo
ar (1.)
[”1,”2,n3]=R"+1—_—__R— (Sb)

ad Z;"l axé"z 8x§”3

die einfachsten Funktionen der betrachteten Art sind. Sie koénnen di-
% ;—x‘— bestimmt werden.

rekt durch die Kosinusse 4, =

Die Parameter (6b) oder (7a), welche die elektrischen Eigenschaften
des betrachteten Systems bestimmen, mégen als ,,elektrische Momente‘
von der Ordnung # = n, + n, + n; (relativ zum gegebenen Achsen-

7%
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system) bezeichnet werden. Das Moment nullter Ordnung ist nichts
anderes als die resultierende elektrische Ladung des Systems (¢'); die
Momente erster Ordnung sind die Komponenten eines Vektors, der dem
Moment eines elementaren (mathematischen) Dipols im Punkte P’ ent-
spricht; die Momente zweiter Ordnung sind Komponenten eines Ten-
sors, welcher einen elementaren Quadrupol bestimmt; in derselben Weise
bedeuten die Momente #n-ter Ordnung die Komponenten eines symame-
trischen Tensors n-fen Ranges, der einem Multipol #-ter Ordnung ent-
spricht.

Jeder Summand in dem Ausdruck (7) stellt nach (2a) das Poten-
tial eines Multipols #-ter Ordnung dar, dessen Achsen in drei zuein-
ander senkrechte Richtungen fallen und dessen Moment gleich
71%; ¢'(ny,my,my) ist. Die Anzahl dieser Summanden betrigt

offenbar M———@—w Wegen der Identitit
1 1 1
»(z) o) n o (z)
o o ¥ o
n l]'
(%)

P AN AN E A

=0

miissen aber zwischen den Funktionen oder [n,, #y, %]

n(n—1) .. . . "““V’2<—)
B identische Beziehungen von der Form =0,
dxj*1 Qb2 Oxlks

d. h. By + 2, kg, k] + [y, kg + 2, kg + [Ry, o, Bg +2] =0
(ky + kg + kg =n—2)
bestehen. Mittels dieser Beziehungen ist es méglich, die (n——*_i)z(ﬁ‘—l—)

Parameter ¢ (n,, 7y, #,), welche o™ oder H, bestimmen, durch

(n+2)2(n+l)__n(n2——l)=2n+1
unabhingige Parameter auszudriicken, und zwar in der Weise, da8 (7)
die Gestalt (5) (bei #” = #) annimmt, d. h. daB3 H, in der Form einer
Kugelfunktion #-ter Ordnung (5a), multipliziert mit einem passend ge-
wihlten Koeffizienten (¢/™) dargestellt wird. Denn die Anzahl der
unabhingigen Parameter, welche das Potential eines Multipols #n-ter
Ordnung bestimmen, ist genau gleich 2% -+ 1 (je zwei Parameter fiir jede
Achse ay, z. B. die Winkel 6, y;, und das resultierende Moment ¢’ ‘™).
Setzt man also

0 0 0
(ﬂfeV')—“:Oﬂla’la—xz‘f—“;zgm-f‘“%

73
oxh

WO ay,, oz, af, die Richtungskosinusse des Einheitsvektor a; bedeuten
(o7, + o’F, + o'}, = 1), so ist es immer moglich, diese Richtungskosinusse
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und den Parameter ¢’ so zu bestimmen, daB die Identitit

" 1)
€' (ny, ny, g) ¢ <E
Myt HgFHg=1n ! myl ! 0x 1m0 %4120 ¥na
besteht, d. h. daB man statt der wirklichen elektrischen Momente
¢ (ny, ny, mg) andere, nur 2» + 1 unabhingige Parameter enthaltende
Momente von der Form

Mo LT
p(nynymy) = (")Zﬂo‘k ’1H“7c2’2Hak3!3

einfithren kann.

Diese Tatsache kann man auch folgendermafBen aussprechen: das
elektrische Feld eines beliebigen Systems von elektrischen Ladungen
ist auBerhalb einer es einschlieBenden Kugel vollkommen identisch
mit dem Feld eines Systems von Multipolen verschiedener Ordnung,
die im Mittelpunkt der Kugel konzentriert sind.

Die tatsichliche Bestimmung dieser Multipole mittels der Para-
meter ¢ (ny, n,y, #5) ist im allgemeinen fiir # > 1 eine sehr schwierige
Aufgabe, auf deren Losung hier nicht eingegangen werden kann. Nur
fiir =0 und # = 1 ist sie einfach l8sbar. Und zwar gilt e = S’¢,
und ferner

P() ’ [ v / ’
S @b @y . (el

)%

*(z)
g0 = oyl

7% x>

wo p’ den Vektor mit den Komponenten ¢; = S’¢’¢; bedeutet, woraus
folgt ' = |p’| und o =% .

Es sei bemerkt, daB nach dem oben bewiesenen Satz eine Anzahl be-
liebiger Multipole derselben Ordnung, die sich in demselben Punkt be-
finden, durch einen einzigen ,resultierenden’ Multipol ersetzt werden
kann. Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes
fiir elementare Dipole (Kap. I, § 3); es ist aber nicht méglich, eine ein-
fache Vorschrift fiir die Bestimmung der Achsen und des Moments
eines resultierenden Multipols #-ter Ordnung (bei #» > 1) aus den Achsen
und Momenten der einzelnen ,,Summanden‘ zu geben.

Es ist ferner zu beachten, daB3 die elektrischen Momente eines ge
gebenen Systems im allgemeinen #nicht eindeutig bestimmt sind, sondern
von der Wahl des Kugelmittelpunktes (P’) abhingen. Das Moment #-ter
Ordnung ist von dieser Wahl nur dann unabhingig, wenn die Momente
aller niedrigen Ordnungen (d. h. die Parameter p' =1, p'(#—2) _ $(0) —¢’)
samtlich verschwinden.

Ahnliche Resultate hinsichtlich der Darstellbarkeit des Feldes eines
beliebigen elektrischen Systems durch Multipole verschiedener Ordnung
lassen sich fiir die potentielle Energie eines solchen Systems in einem ge-
gebenen duBeren Felde herleiten.
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Es sei S ein System von elektrischen Ladungen (&), die innerhalb
einer Kugel K enthalten sind. Das System S’, welches das betrachtete
Feld erzeugt, soll sich dabei auferhald K befinden. Dann mufl das Po-
tential dieses Feldes innerhalb K der Laplaceschen Gleichung V2p = 0
gentigen.

Die potentielle Energie von S (beziiglich S’) ist offenbar gleich der
Summe der entsprechenden Energien fiir die einzelnen Ladungen, d. h.

U=3SepQ),.

wo ¢ (Q) den Wert des Potentials in dem die Ladung & enthaltenden
Punkt Q bedeutet. Bezeichnet man die Koordinaten von Q relativ zu P
(d.h. die Komponenten des Vektors PQ) mit &, &, &; und entwickelt
@ (Q) nach Potenzen von &;, &, &;, so ergibt sich die folgende Reihe fiir U

U=U9 4+ U0 4 UD4...4 U 9)

mit

. ot

U® =eq, UY __26_6” U@ = 2 P axkeik, ce (9a)

und
e=Se, e,=S¢e&;, e;,=S5Se&é (9b)

oder in anderer Schreibweise
U< = Z 711'712'%3' (7?5 "15)5 "oax ”3 (10)
ny 4Nt ng=n
mit

e(ny, ng, ng) = Se&y"&mE™. (10a)

Die Parameter (9b) oder (10a) sind dieselben elektrischen Momente des
betr