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Vorwort zur ersten Auflage.

Es wird hiufig die Ansicht vertreten, dafl Baustatik ein Wissensgebiet sei, das
derzeit schon als vollig durchforscht urd abgeschlossen angesehen werden kénne,
weshalb auch fiir die praktische Anwendung keine wesentlichen Verbesserungen und
Fortschritte mehr zu erwarten wiren. Diese Anschauung ist jedoch grundsétzlich
abzulehnen und wird auch durch das laufende Schrifttum stéindig widerlegt. Bei dem
gegenwirtig in allen Zweigen der Technik herrschenden Bestreben, die Leistungs-
fahigkeit der einzelnen Betriebe durch eine straffe und zielbewuBte Organisation
stdndig zu steigern, erscheint es dringend notwendig, auch die Berechnungsmethoden
der Baustatik und die zugehérigen Hilfsmittel immer zweckmé&Biger zu gestalten,
um so die Biiroarbeiten auch bei der Behandlung schwieriger Konstruktionen auf ein
Mindestmal} einschrinken zu kénnen.

Diesem Zwecke soll das vorliegende Buch in erster Linie dienen. Bei seinem
Gesamtaufbau und seiner Gliederung war der Verfasser daher von dem Bestreben
geleitet, vor allem dem Wiinschen der praktisch titigen Ingenieure und Statiker
gerecht zu werden, deren Ziel in der Regel eine moglichst rasche Losung der gestellten
Aufgaben sein wird. Gleichzeitig sind aber auch die Bediirfnisse der Studierenden
weitgehendst beriicksichtigt, denen eine anschauliche, wirklichkeitsnahe Darstellung
der erforderlichen theoretischen Grundlagen in sinnvoller Verbindung mit der prak-
tischen Anwendung und den zugehérigen Hilfsmitteln stets willkommen sein wird.

Der gesamte Inhalt des Buches ist in drei Teile gegliedert, um die Benutzung
vor allem als Hand- und Hilfsbuch zu erleichtern und iiberall eine gute Ubersicht
zu erzielen. Im Ersten Teil, der dem Text gewidmet ist, werden in sechs Abschnitten
die mit der Ausgestaltung und Weiterentwicklung des bekannten ,,Drehwinkel-
verfahrens zusammenhéngenden Fragen von Grund auf eingehend behandelt und
fiir die verschiedensten Tragwerksgattungen mit und ohne Vouten gebrauchsfertige
Gleichungen in einfacher und zweckméaBiger Schreibweise aufgestellt, wobei stets
auf eine strenge Unterscheidung zwischen Tragwerksformen mit ,,verschieblichen
und ,;unverschieblichen Knotenpunkten besonderer Wert gelegt wird.

Der EinfluB der Querschnittsverinderlichkeit, namentlich der Stabendver-
stérkungen (Vouten), wird in augenfélliger Weise unter den iiblichen Voraussetzungen
auch zahlenméBig vollstindig klargestellt. Gleichzeitig wurden, einem in Fachkreisen
oft geduBerten Wunsch entsprechend, ausfithrliche und bequeme Hilfsmittel in einer
solchen Ausstattung geschaffen, daB sie dem Statiker die rechnerische Erfassung
der Voutenwirkung ohne nennenswerten Mehraufwand an Arbeit gestatten und dazu
beitragen, die betrichtlichen konstruktiven und wirtschaftlichen Vorteile zu er-
schlieBen, die sich aus einer giinstigen Anordnung solcher Schrigen bei vielen
Rahmentragwerken erzielen lassen. Es kann auf diese Weise in der Regel auch eine
bedeutende Stahlersparnis erreicht werden.

Weiter wird in einem eigenen Abschnitt die Ermittlung der EinfluBlinien an
statisch unbestimmten Tragsystemen ausfithrlich dargelegt, wobei wiederum be-
sonderes Augenmerk auf die Beriicksichtigung der Voutenwirkung gerichtet ist.
Die vorgeschlagenen Berechnungsverfahren gestatten unter gleichzeitiger Ver-
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wendung der im Dritten Teil des Buches enthaltenen Zahlen- und Kurventafeln
eine wesentliche Vereinfachung in der zahlenméBigen Bestimmung der Einfluf$3-
linjen fiir Rahmentragwerke mit geraden oder parabolischen Vouten.

Die Wirkung von gleichméiBigen und ungleichméBigen Temperaturinderungen
an statisch unbestimmten Tragwerken, sowie ihre rechnerische Erfassung wird in
einem solchen Umfange erldutert, wie es fiir das Verstéindnis dieses Problems not-
wendig und fir die praktische Anwendung wiinschenswert erscheint.

Im Hinblick auf die groe Bedeutung, die den Durchlauftrigern mit Auflager-
verstirkungen im Bauwesen zukommt, wird diese Trigerform mit allen Sonder-
fallen im Anschlull an die Abschnitte iiber Rahmentragwerke einer eingehenden
Behandlung unterzogen. Die praktische Berechnung dieser Trigerart fiir die ver-
schiedensten Belastungsfille, sowie die Ermittlung der EinfluBlinien wird mit Hilfe
der im Dritten Teil zusammengestellten Zahlen- und Kurventafeln bedeutend er-
leichtert.

Da die Auflésung linearer Gleichungssysteme bei der zahlenméaBigen Berechnung
von Rahmentragwerken eine grofle Rolle spielt, war es notwendig, auch dieser
Frage einen angemessenen Raum zur Verfiigung zu stellen und einige Rechenvor-
schriften fiir die abgekiirzten Auflosungsverfahren in einer solchen Form auszu-
arbeiten, daf der Rechnungsgang auch von weniger Geiibten leicht iiberblickt
werden kann. Es schien zu diesem Zwecke eine bildméaBige Darstellung des Auf-
lésungsvorganges am besten geeignet.

Der Zweite Teil des Buches enthilt 20 Zahlenbeispiele von Tragwerken aus dem
Hoch- und Briickenbau, die die praktische Anwendung der im Ersten Teil beschriebe-
nen Verfahren unter Benutzung der im Dritten Teil des Buches enthaltenen Hilfs-
tafeln zeigen und auch in der ganzen Art der zahlenmifigen Durchfiihrung als
Musterbeispiele aufzufassen sind. Da ein groBer Teil von diesen Beispielen sowohl
mit, als auch ohne Vouten berechnet worden ist, so kann der Einflull der Stabend-
verstdrkungen auf die Momentenverteilung bei verschiedenen Tragwerksformen
zahlenmiBig verglichen und damit auch in seinen wirtschaftlichen Auswirkungen
viel besser beurteilt werden.

Im Dritten Teil des Buches sind sidmtliche Hilfstafeln vereinigt. Es stehen
54 Zahlen- und Kurventafeln auf insgesamt 88 Buchseiten zur Verfiigung. Sie erméog-
lichen eine einfache Umgehung zeitraubender und langwieriger Zahlenrechnungen
und konnen so zu einer fithlbaren Entlastung der im Biiro tdtigen Ingenieure bei-
tragen. Die meisten Tafeln erscheinen gleichzeitig als Zahlen- und Kurventafeln,
um die Vorteile beider Darstellungsarten zu erreichen und dem Benutzer beim
Gebrauch stets freie Wahl zu lassen.

So moge denn das Buch, dessen Erscheinen in eine wahrhaft groBe Zeit fillt,
nicht nur den bereits berufstéitigen Statikern und Ingenieuren bei der Erfiillung
ihrer oft schwierigen und verantwortungsreichen Aufgaben ein willkommener Helfer
und Berater sein, sondern auch zu einer gediegenen fachlichen Ausbildung und
Erziehung unseres Ingenieurnachwuchses beitragen.

Allen, die an der Vollendung des Werkes Anteil haben, insbesondere meinen
beiden ehemaligen Konstrukteuren Dipl.-Ing. B. PscrEL, Dipl.-Ing. K. Hora und
meinem derzeitigen Konstrukteur Dr.-Ing. G. SIMACEK fiir seine wertvolle Mithilfe
beim Lesen der Korrekturen, spreche ich an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aus.

Weiters danke ich der ,,Deutschen Gesellschaft der Wissenschaften und Kiinste
in Prag, die durch ibre Unterstiitzung die Fertigstellung der umfangreichen Arbeit
gefordert hat, und schlieBlich dem Verlag fiir die Beriicksichtigung aller Sonder-
wiinsche bei der Drucklegung und fiir die iiberaus sorgfaltige Ausstattung des Buches.

Prag, im Juni 1940. R. Gurpan.
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Der rasche Absatz der ersten Auflage, die seit einem Jahr vergriffen ist, und die
weiterhin anhaltende rege Nachfrage machten trotz der herrschenden kriegsbedingten
Schwierigkeiten eine Neuauflage des Werkes erforderlich. Die zustimmende Auf-
nahme, die das Buch in weitesten Fachkreisen gefunden hat, 148t deutlich erkennen,
daB der eingeschlagene Weg bei der Ausarbeitung der ersten Auflage richtig war
und daB damit vielen lange gehegten Wiinschen aus Statikerkreisen voll entsprochen
worden ist. Das offenbarte sich auch in zahlreichen Zuschriften, die dem Verfasser
aus der Fachwelt zugingen und manch freundliche Anregung enthielten.

Uber den Aufbau des Werkes, der sich bestens bewihrt hat und daher auch
weiterhin beibehalten werden konnte, ist im Vorwort zur ersten Auflage Grundsétz-
liches gesagt. In der neuen Auflage sind jedoch eine ganze Reihe wesentlicher
Erweiterungen vorgenommen worden, die den Anwendungsbereich des Buches
bedeutend vergroBern. Zundchst wurde im ersten Abschnitt ein Kapitel iiber die
Beziehungen zwischen Belastung, Querkraft und Biegungsmoment eingeschaltet,
in welchem einige grundlegende Sitze der Baustatik in anschaulicher Weise erliutert
werden. Sodann sind im ersten und zweiten Abschnitt bei der Behandlung der
Tragwerke mit und ohne Vouten auch gelenkige Stabanschliisse eingehend bertick-
sichtigt worden, um die Vorteile des Drehwinkelverfahrens auch fiir die Berechnung
solcher Tragwerksgattungen zu erschliefen und voll zur Geltung zu bringen.

Weiter treten im Ersten Teil des Buches noch zwei Abschnitte, ndmlich der
siebente und achte, vollkommen neu hinzu. Der siebente Abschnitt ist der verein-
fachten Berechnung hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke gewidmet. Darin
wird zunichst die gewohnliche Iteration beschrieben und einer kritischen Betrachtung
unterzogen und dann ein spezielles Verfahren, die ,,Reduktionsmethode” mit
relativer Schitzung der Nachbarunbekannten, dargelegt. Diese Methode setzt
den Statiker in den Stand, auch umfangreiche Tragwerke, die bei Anwendung der
iiblichen Verfahren einen unvertretbar grofien Zeitaufwand erfordern wiirden,
mit ganz einfachen Hilfsmitteln zu berechnen.

Im achten Abschnitt wird zuerst die Festpunktmethode in vereinfachter An-
wendung auf unverschiebliche Tragwerke behandelt. Es wird gezeigt, wie die
Festpunkte firr irgendeinen Rahmenstab sehr leicht aus einer Hilfstafel bestimmt
werden konnen, ohne die Lage der Festpunkte in den benachbarten Rahmenstdben
kennen zu miissen. Unter Benutzung der gebotenen neuen Hilfstafeln ergibt sich
ein iiberaus vorteilhaftes Verfahren, das bei hinreichender Genauigkeit wohl mit
zu den schnellsten Methoden zu zédhlen ist, die fiir unverschiebliche Tragwerke in
Betracht kommen. Sodann gelangt in diesem Abschnitt das Momentenverteilungs-
verfahren fiir unverschiebliche und verschiebliche Tragwerke mit und ohne Vouten
zur Behandlung. Es wird der einfache Zusammenhang dieser hiufig nach Cross
benannten Berechnungsmethode mit dem Drehwinkelverfahren klargestellt und
gleichzeitig dargelegt, wie durch direkte Benutzung der zahlreichen Hilfstafeln im
Dritten Teil des Buches auch diese Methode namentlich fiir Voutentragwerke
vorteilhaft angewendet werden kann.
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Im Zweiten Teil des Buches sind sieben Zahlenbeispiele vollstéindig neu auf-
genommen worden, und zwar vier Beispiele fiir Tragwerke mit gelenkigen Stab-
anschliissen in solcher Auswahl, dafl unverschiebliche und verschiebliche Tragwerke
mit und ohne Vouten vertreten sind, und schlieflich drei Beispiele, die die praktische
Anwendung der ,,Reduktionsmethode® bei hochgradig statisch unbestimmten Trag-
werken zeigen.

Der Dritte Teil des Buches wurde durch vier ,,Hilfstafeln zur Festpunktmethode*
bereichert.

So ist zu hoffen, daB das Werk auch in seiner neuen Form die gleiche freundliche
Aufnahme in der Fachwelt finden wird wie die erste Auflage und daf es in gesteigertem
MafBe die Arbeiten der praktisch titigen Statiker und Bauingenieure erleichtern,
sowie gleichzeitiz auch den Studierenden das notwendige Verstéindnis und die
Voraussetzungen zur erfolgreichen Anwendung der neu entwickelten Berechnungs-
methoden vermitteln wird.

Es war gewiBl nicht leicht, neben der beruflichen Inanspruchnahme und der
starken Belastung mit kriegswichtigen Aufgaben, die Bearbeitung der neuen Auf-
lage in dem betrichtlich erweiterten Umfang und mit der fiir ein solches Werk
notwendigen Sorgfalt und Griindlichkeit vorzunehmen. Die aufgetretenen Schwierig-
keiten wurden aber iiberwunden und es sei hier allen, die dazu beigetragen haben,
herzlich gedankt. Besonders danke ich meinem Konstrukteur Dr.-Ing. G. SiMASEK,
der mich wieder in gewissenhaftester Weise beim Lesen der Korrekturen und bei
der Uberpriifung der Zahlenrechnungen unterstiitzte. Besonderer Dank gebiihrt
aber auch dem Verlag fiir die wiederum aufs beste gelungene Ausstattung des Buches.

Prag, im Juni 1943. R. GuLpan.
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Erster Teil.

Erster Abschnitt.
Rahmentragwerke ohne Vouten.

I. Rechnungsgrundlagen fiir das ,,Drehwinkelverfahren.

1. Die Beziehungen zwischen den Formiinderungsgrifien
des Rahmenstabes.

Die Bezeichnung ,,Drehwinkelverfahren ist in den Kreisen der Statiker iiberall
geldufig und soll deshalb auch hier beibehalten werden, obwohl dieser Ausdruck
nicht ganz zutreffend ist, da als Rechnungsunbe-
kannte neben Drehwinkeln hiufig auch Verschie- l

bungsgréfen Verwendung finden. @ @
In Abb. 1 ist ein Rahmenstab mit den beiden | 7/ 1\ @

anschlieBenden Knotenpunkten 1 und 2 vor "Sq 7 *

und nach der Verformung zur Darstellung ge- Uj7* +y

bracht. Dabei wurde der allgemeine Fall voraus- [ 9

gesetzt, dafl die Stabenden infolge der &duBeren +q@ M

Belastung des Tragwerkes sowohl Verdrehungen Abb. 1.

als auch Verschiebungen erleiden. Die Form-  Drehwinkel und VerschicbungsgroBen.

anderungsgrofen sind in Abb. 1 unter Beriick-
sichtigung der im folgenden Kapitel angegebenen Vorzeichenregeln stark ver-
zerrt, wiedergegeben. Es bedeuten:

@, bzw. @, ... die Winkel, um welche die Knotenpunkte 1 bzw. 2 verdreht werden
(,,Knotendrehwinkel*),

Yoo den Winkel, um den sich die Stabsehne verdreht (,,Stabdrehwinkel*),

7, bzw. 7, ... die Winkel, welche die Endtangenten an die Biegelinie mit der Stab-
sehne einschlieBen (,,Endtangentenwinkel’),

d; bzw. J, ... die wahren Werte der senkrecht zur urspriinglichen Lage der Stab-
achse gemessenen Verschiebungen der Stabenden 1 bzw. 2 (,,wirk-
liche Verschiebungen),

A = §; — d,.. die gegenseitige Verschiebung der beiden Stabenden senkrecht zur
Stabachse (,,gegenseitige Verschiebung).

Der Stabdrehwinkel y ist nach Abb. 1 gegeben durch die Beziehung

4
gy =, (1)
oder wegen der Kleinheit des Winkels auch durch
A4
y=-7 (2)

Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl. 1



2 Rechnungsgrundlagen fiirr das ,,Drehwinkelverfahren‘ .

wobei [ die Stablinge bedeutet. Setzt man an Stelle der ,,gegenseitigen’* Stabend-
verschiebung A die ,,wirklichen'* Verschiebungen ¢; und J,, so erhélt man

6, —90
p= 2 ®)
Weiter ergeben sich aus Abb. 1 noch folgende Beziehungen:
n=o+Y =@ty (4)

Fir alle Falle, wo p = 0 wird, d. h. wo die Stabsehne nur parallel zu sich selbst
verschoben wird, sind die Endtangentenwinkel 7; und 7, mit den entsprechenden
Knotendrehwinkeln ¢; und ¢, identisch. Fiir den Sonderfall = 0 wird also aus (4)

T3 = @15 Te= Qp. (4a)

2. Vorzeichenregeln fiir Stabendmomente und Forméinderungsgréfien.

Fiir die Aufstellung von Beziehungen zwischen den Forménderungsgréfen und
Momenten ist es notwendig, diese Werte nicht nur der Grofe, sondern auch der
Richtung nach eindeutig festlegen zu
kénnen. Die zu diesem Zwecke festzu-
setzenden Vorzeichenregeln sollen so
beschaffen sein, daB sich die zahlenmé-
Bige Rechnung moglichst einfach und
iibersichtlich gestaltet und der héufige
Wechsel der Vorzeichen in den ver-
schiedenen Gleichungsansitzen ver-
mieden wird. Es werden daher ein
fiir allemal folgende Annahmen ge-
troffen:

A 1. Die Knotendrehwinkel sind posi-
tiv, wenn die Verdrehung 4m Uhrzei-
d+ < gersinn erfolgt (Abb.1 und 2b).
(O 2. Die Stabdrehwinkel sind positiv,
Abb. 2a, b, ¢ und d. Vorzeichenregeln. wenn die Verdrehung entgegen dem Uhr-‘
zeigersinn erfolgt (Abb. 1).

3. Die Momente am herausgeschnittenen Stab sind positiv, wenn sie m Uhr-
zeigersinn drehen (Abb. 2c).

4. Die Momente am herausgeschnittenen Knoten sind positiv, wenn sie enige-
gen dem Uhrzeigersinn drehen (Abb. 2d).

5. Die ,,gegenseitigen’‘ Stabendverschiebungen A sind positiv, wenn sie positive
Stabdrehwinkel erzeugen, d.h. wenn der Stab enigegen dem Uhrzeigersinn ver-
dreht wird (Abb. 1).

6. Die ,,wirklichen* Stabendverschiebungen sind positiv, wenn sie von oben
nach unten oder von links nach rechts erfolgen (Abb. 1).

7. Die Momente werden in den Abbildungen stets an der Zugseite ange-
tragen (Abb. 2a).

3. Formeln fiir die Stabendmomente.

Die Stabendmomente oder Stabanschlufmomente sind von den Forménderungs-
groBen und der duBeren Belastung abhingig. Die Ableitung dieser Beziehungen
kann in anschaulicher Weise mit Hilfe der MonRschen Sdtze erfolgen. Dies wird
im zweiten Abschnitt, IV, 1 und 2 fiir den ganz allgemeinen Fall eines Stabes mit
verdnderlichen Trigheitsmomenten ausfiithrlich dargelegt. Dort ergeben sich schlieB3-



Formeln fiir die Stabendmomente. 3

lich als Sonderfall auch die bekannten vereinfachten Ausdriicke [siehe Gl. (139)]
fir einen Stab 1—2 mit gleichbleibendem Trigheitsmoment:

4EJ 2EJ 6HJ
M,,,= T et p+M..

4EJ 2EJ 6EJ (8)
Myy=—"F=@+—F— o+ 9+M,

Hierin bedeuten M, , und M, , die Stabendmomente bei 1 bzw. 2, E die Dehnungs-
zahl, J das Trigheitsmoment des Stabquerschnittes und I die Stablinge.
Fihrt man zur weiteren Vereinfachung der Gleichungen die Bezeichnung

k=287 (6)

ein, wobei der Wert k kiinftig als Steifighkejiszahl oder Stabfestwert bezeichnet werden
soll, so erscheinen die Gl. (5) in der gebrduchlicheren Form

My ,=k@2@, + @+ 3y +IMy,,

)
My, =k 2@, + @ +3p) + My, 5.

Die statische Bedeutung der Glieder It,, , bzw. M, ,, die lediglich von der unmittelbar
auf den betrachteten Stab einwirkenden duBeren Belastung abhéingen, ergibt sich,
wenn man in den vorstehen- 7

den Ausdriicken ¢, =0, T T e

p=0 und p=0 setzt.

Ma_;n hat. es dann mit einem a) /‘!'\ —
beiderseits vollkommen ein- _( ).,_ ", M,
gespannten Triger zu tun Vo ?
und es wird fir diesen ? v
Sonderfall nach Gl. (7) Dy m’") a) b) 7
+( -

My, =My,,; (8) b)

My, =My, __é
d.h. die Werte' Yy, und (T D,
M, 4, die man am besten 7 - +
als ”Smbbelastungsglieder“ Abb. 3aund b. Abb. 4a und b.
bezeichnet, sind identisch Vorzeichen der Stabbelastungsglieder IN.

mit den Einspannmomen-

ten fiir den vollkommen eingespannt gedachten Stab. -Daraus ergibt sich, daB
diese ,,Stabbelastungsglieder* auch derselben Vorzeichenregel unterliegen wie die
StabanschluBmomente.

Es ist also z. B. fiir einen von oben belasteten, liegenden Stab (Abb. 3a) das
Stabbelastungsglied Mynys negativ (weil dieses Einspannmoment am heraus-
geschnittenen Stab entgegen dem Uhrzeigersinn dreht), wihrend Myoenys positiv ist
(weil es dort im Uhrzeigersinn dreht). Fiir einen liegenden Stab, der von wunien
belastet wird (Abb. 3b), ergibt sich wumgekehrt Mynxs positiv und WMyeenss negativ.

Wird ein stehender Stab von links belastet (Abb. 4a), so wird Mynien negativ
(weil dieses Einspannmoment am herausgeschnittenen Stab entgegen dem Uhr-
zeigersinn dreht) und Mopen positiv. Ist der Stab von rechis belastet (Abb. 4b), so
tritt wieder das Umgekehrie ein.

In den Hilfstafeln 2 bis 4 sind gebrauchsfertige Formeln zur zahlenmaBigen Er-
mittlung der IM-Werte fiir die wichtigsten Belastungsfille enthalten.

1*
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Formeln fiir die Stabendmomente. 5

Der spiter 6fter gebrauchte Ansatz fiir die Summe der beiden AnschluBmomente
eines Stabes ergibt sich unmittelbar aus (7), und zwar ist

Mo+ My =3k(p+ @+ 29 +Wy,5 + MWy 9

Benutzt man als Unbekannte an Stelle des Stabdrehwinkels ¢ nach (2) die
,.gegenseitige’ Stabendverschiebung 4, so lauten die Gl. (7) bzw. (9)

34
M1.2:k<2 2 2 +T) + My, » 10y
34
M2,1=k(2% + @1 +T> + M. 1.
2 >
M1,2+M2,1=3k(%+¢2 +TA)+§IR1.2 + My, - (11)

In vielen Fillen ist es zweckmiBiger, an Stelle von i nach (3) die ,,wirklichen‘’
Stabendverschiebungen d, und d, einzufiihren. Wenn ¢, die Verschiebung des linken
bzw. unteren, §, dagegen die des rechten bzw. oberen Stabendes bedeutet, dann
nehmen die vorstehenden Gleichungen folgende Form an:

4,—0&
M1.2:k[2§01+%+*—3(1l 2)}‘1'9321,2 1
My =k[2geton+ 2O 4w 1o
2,17 P2+ + 1 + Wy, 1.
2(6,—6
M1,2+M2.1:3k[¢1 + @, +—(IZJ]+§W1.2 + My, ;- (11a)

In der Tafel I, S. 4 ist eine Zusammenstellung der Formeln fiir die Stabend-
momente M, , und M, , bei verschiedenen Lagerungsbedingungen und unter Be-
riicksichtigung hiufig auftretender Sonderfélle gegeben.

II. Alligemeine Beziehungen zwischen Belastung,
Querkraft und Biegungsmoment.

1. Allgemeines.

Bevor die Anwendung des ,,Drehwinkelverfahrens* in der Rahmenberechnung
niher behandelt werden soll, seien hier in Kiirze von den bekannteren Séitzen der
Baustatik diejenigen wiedergegeben, die zum Verstédndnis der spéiteren Erorterungen
zweckdienlich sind. Dabei sollen vor allem die wichtigsten Beziehungen zwischen
Belastung, Querkraft und Biegungsmoment erldutert und an Hand einiger Beispiele
ihre praktische Verwertung in augenfilliger Weise in Erinnerung gebracht werden.
Vorausgeschickt sei zunichst eine Klarstellung der Begriffe Querkraft und Biegungs-
moment am freiaufliegenden Triger.

Die Querkraft fiir einen bestimmten Querschnitt eines Tréigers stellt die Summe
der senkrecht zur Stabachse wirkenden Komponenten aller links oder rechts von
diesem Querschnitt angreifenden Krifte vor. Man bezeichnet die Querkraft als
positiv, wenn sie links vom Querschnitt nach oben oder rechts vom Querschnitt nach
unten gerichtet ist (Abb. 5 und 6).

Unter dem Bregungsmoment in einem bestimmten Querschnitt eines Trégers ver-
steht man die Summe der Momente aller links oder rechts von diesem Querschnitt
angreifenden Krifte in bezug auf den Querschnittsschwerpunkt (Abb. 5 und 6).



6  Allgemeine Beziehungen zwischen Belastung, Querkraft und Biegungsmoment.

Weiter ist bekannt, daB die erste Ableitung der Querkraft nach x den Belastungs-
wert — ¢ ergibt, d. h. es ist 40

az - 7 (12)

Da nun die erste Ableitung einer Funktion stets als Neigung der Kurventangente
aufgefaBBt werden kann, so ergibt sich aus der Beziehung (12), da die Neigung der Quer-
kraftlinie an jeder beliebigen Stelle gleich
ist der Belastung (—¢) an dieser Stelle.

A A 4
H
'_;»;J £ 1 ‘;; 1’”7 l/} 1&’7
A2 ze 8 k' 2
.
/4 T s
H il
A ¥ T
Al—r—— I% /%
% .-
-——‘z‘"—ri # \N\ A

Abb. 5. Abb. 6.

Abb. 5 und 6. Querkrifte und Biegungsmomente am freiaufliegenden Triger.

Es kann also aus einer gegebenen Querkraftlinie sofort auch die Art der zuge-
horigen Belastung mit einem Blick erfalt werden. So zeigt z. B. die Querkraftlinie
in Abb. 7 eine gleichbleibende Neigung auf der ganzen Trigerlinge, also mufl auch
die Belastung (¢) auf der ganzen
Linge konstant sein. In Abb. 8
ist die Neigung der Querkraft-
linie am Auflager gleich Null und
wichst zur Trigermitte allméh-
lich an. Es muB also auch der Bela-
stungswert (¢) am Auflager gleich
Null sein und in der Tragermitte
einen GroBtwert erreichen. In
Abb. 9 ist die Neigung der Quer-

y) kraftlinie von 4 bis C gleich

A 15’ J) A rrrrfr?r?r’fnm Y] Null, also kann in diesem Be-
. 2 > 0 A reich‘auch keine Belastung (q)
¢ T ) vorhanden sein. Dasselbe trifft

b |' . il in der Strecke zwischen ' und
TR T4 B zu. An der Stelle C selbst ist

- ! eine Unstetigkeit, die auf eine

Abb. 9. Abb. 10. dort wirkende Einzellast hin-

Abb. 7 bis 10. Beziehungen zwischen Belastung und Querkraft. weist. In Abb. 10 ist die Nei-

gung der Querkraftlinie von 4
bis ¢ und von D bis B gleich Null, weshalb in diesen Bereichen keine Belastung (g)
vorhanden sein kann. Im Bereich zwischen C und D zeigt die Querkraftlinie eine
konstante Neigung, woraus sich ergibt, daB dort eine gleichmiBige Belastung (g)
wirksam sein muf.



Richtungsbestimmung der Querkraft aus der Momentenlinie. 7

Dieselbe Beziehung wie zwischen Querkraft und Belastung besteht zwischen
Biegungsmoment und Querkraft. Es ist nidmlich

M _q. (13)

Die Neigung der Momentenlinie gegen die Stabachse an irgendeiner Stelle gibt
somit die Querkraft an dieser Stelle an. Wo also die Neigung der M-Linie gegen die
Stabachse gleich Null ist, nimmt auch die Querkraft den Wert Null an und um-

ekehrt.

‘ Diese wichtigen Beziehungen werden durch die Abb. 11 und 12 veranschaulicht.
Abb. 11 zeigt einen freiaufliegenden Triger, Abb. 12 einen Durchlauftriger iiber
zwei Feldern. In beiden Fillen sind Momenten-

und Querkraftlinie fiir eine gleichmiBig verteilte Emmmmmé
Belastung gezeichnet. Die grofte Querkraft tritt -4 A
stets dort auf, wo die Momentenlinie gegen die

7 il
T O LT T, /
A |
1]

i

Y 4
i : I
Abb. 11. Abb. 12,
Stabachse die gréBte Neigung aufweist, also bei 1'0
den Auflagern. Die Querkraft ist an jenen Stellen - e
gleich Null, wo die Tangenten an die Momenten- »
linje parallel zur Stabachse verlaufen. Bei Abb. 12 /{f
fillt sofort auf, daB die Momentenlinie bei der
Mittelstiitze wesentlich steiler geneigt ist als an den ly
Randstiitzen. Die Querkraft muB also bei der
Mittelstiitze auch wesentlich grofer sein als bei
den Randstiitzen. In Abb. 13 tritt diese Erschei- 4
nung besonders kraB zutage. Das Moment zeigt [T LT T BT
links von der Mittelstiitze einen sehr steilen Ver- B
lauf. In diesem Bereich tritt auch die groSte |
Querkra.ft auf. Abb.13.
Die hier durchgefiihrten Uberlegungen gel- Abb.11 bis 18. Beziehungen zwischen
ten natiirlich auch fiir jeden geraden Rahmen- Belastung, Querkraft und
Biegungsmoment.

stab. Man kann somit selbst bei einem kompli-
zierten Momentenbild leicht jene Stellen des Trag-
werks herausfinden, wo die Querkraft einen groflen bzw. den gréBten Wert er-
reicht. Das ist beim praktischen Rechnen besonders wichtig, weil die Querkraft oft
nur an jenen Stellen ermittelt wird, wo sie fiir die Bemessung maBgebend ist.

2. Richtungsbestimmung der Querkraft aus der Momentenlinie.

Auf 8.2 wurde bereits die Regel aufgestellt, dafl die Momente grundséitz-
lich immer an jener Seite des Stabes anzutragen sind, wo sie Zug erzeugen.
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Damit ist eine Darstellungsart festgelegt, die auch gleichzeitig bei der Be-
stimmung der Querkraft sehr gute Dienste leistet. Aus Gl. (13) %% = geht ndmlich

sowohl die GroBe als auch die Richtung der Querkraft hervor, so daBl aus einem
vorliegenden Momentenbild fiir irgendein beliebiges Tragsystem rasch und
sicher auch das Vorzeichen der Querkrifte bestimmt werden kann. Es gilt daher
unter der Voraussetzung, dall die Momente durchwegs an der Zugseite des Stabes
angetragen werden, folgende Regel:

Fillt die Momentenlinie von links nach rechts (\), so ist die Querkraft positiv,
d. h. links vom Querschnitt nach aufwdrts gerichtet.

Steigt die Momentenlinie von links nach rechts (), so ist die Querkraft negativ,
d. h. links vom Querschnitt nach abwdrts gerichtet.

Diese Regel gilt ganz allgemein sowohl fiir liegende als auch fiir stehende Stébe.
Auch ist es gleichgiiltig, ob die liegenden Stibe von oben oder von unten und die
stehenden Stdbe von links oder von rechts betrachtet werden.

Es empfiehlt sich, diese Regel gleich an den Abb. 11 bis 13 zu erproben und dem
Gedichtnis einzuprigen. Sie leistet in der Rahmenrechnung sehr gute Dienste und
gibt dem Anfinger in der Stahlbetonstatik iiberdies ein sehr einfaches Mittel in die
Hand, die Richtung der Aufbiegungen (Hauptzugeisen) in den verschiedenen
Rahmenstédben zu bestimmen bzw. zu iiberpriifen. Es ist nur zu beachten, da8 die
abgebogenen Eisen immer denselben Richtungssinn aufweisen wie die Momenten-
linie. In Abb. 14 ist z. B. die Momentenlinie und die Lage der Aufbiegungen fiir einen

/
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Abb. 14. Richtungssinn der Momentenlinie und Lage der Schrigeisen bei Stahlbetontragwerken.

Zweifeldrahmen mit einem sehr groBen und einem sehr kleinen Feld angedeutet.
Aus der Lage der M-Linie im kleinen Feld ist ersichtlich, dal die abgebogenen Eisen
auf der ganzen Linge dieses Feldes dieselbe Richtung aufweisen miissen, wéhrend
im langen Feld an beiden Enden die Richtung wechselt.

III. Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.
1. Allgemeines.

Der Momentenverlauf eines Tragwerkes fiir einen gegebenen Belastungsfall ist
bestimmt, wenn sdmtliche Stabendmomente bekannt sind. Die Stabendmomente
kénnen aber aus den Gl. (7) erst dann berechnet werden, wenn die Knoten-
und Stabdrehwinkel ermittelt sind. Die eigentlichen Unbekannten der Rech-
nung sind zundchst daher diejenigen Gr6Ben, durch welche die Verformung
eines Tragwerkes vollkommen bestimmt ist. Es sind dies allgemein entweder
die Knotendrehwinkel ¢ und die Stabdrehwinkel iy oder die Knotendrehwinkel
@ und die Verschiebungen ¢ bzw. 4.

Bei Tragwerken, deren Knotenpunkte durch die duBere Belastung nur Ver-
drehungen, aber keine Verschiebungen erleiden, kénnen auch keine Stabdrehwinkel
in Erscheinung treten, weshalb sich die Behandlung derartiger Systeme besonders
einfach gestaltet.
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Es ist also immer zuerst festzustellen, ob bei einem Tragwerk verschiebliche
Knotenpunkte vorhanden sind, bzw. wieviel unbekannte Stabdrehwinkel insgesamt
zu bestimmen sind. Ein besonderes Kennzeichen fiir solche Tragwerke, deren Knoten-
punkte bei jeder beliebigen Belastung unverschieblich bleiben, besteht darin, dafl
sie auch dann noch stabil bleiben, wenn sidmtliche steifen Stabanschliisse durch
Gelenke ersetzt werden.. Als Beispiele dafiir sind in den Abb. 15 bis 25 eine Anzahl
solcher Tragwerkstypen zusammengestellt und die jeweils auftretenden unbekannten
Knotendrehwinkel besonders vermerkst.

® ® @ \ @ ®
@ . @ , ,
@ © ® @

Abb. 15. Unbekannte: @3, ¢,. Abb. 16. Unbekannte: ¢,. Abb. 17. Unbekannte: ¢,. Abb. 18. Unbekannte: ¢;, 4.

® @ @

® _® ©® @ ® ® ®
R 4
@ ® 2 @z ® ® @ @ i 7 7® @
Abb. 19. Unbekannte: @4, @5, @. Abb. 20. Unbekannte: @g, @7, @5, Ps. Abb. 21, Unbekannte: @,, @5, @q.
@ﬂé @ Ta 14
O © @ ®
T T T T or—2 ® '@
1® @
® ¢
® © @ ® @, @), 890
Abb. 22. Unbekannte: @5, g, ¢7, Pg. Abb. 23. Unbekannte: @5, ®g P75 P10y P11 P12+

® ® ® Abb. 24. & Abb. 25.
. Bei unsymmetrischer Bel.: Bei unsymmetr. Bel.:

D1y P2 Pas Pas Pss Pe> P15 P25 P35
bei symmetrischer Bel.: bei symmetrischer Bel.:

P15 Ps5 @ P15
@ v @ bei antimetrischer Bel.:
77

- I @ bei antimetrischer Bel.:
- @ 7 P15 P2y Pas Pse ’ id P15 P3-

Abb. 15 bis 25. ,,Unverschiebliche* Tragwerke ohne Gelenke,

T ® ®§nn|mm _uummn_@
; s s L
o T
= '@Wymmuﬁ@
i EH{;III'I H‘Iﬁlllll:
$ o © © ©

¢

Abb. 26. Silorahmen. Unbekannte: ;. Abb, 27. Silorahmen. Unbekannte: ;.
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Es gibt ferner noch eine ganze Reihe von symmetrischen Tragwerksarten, die
zwar an sich zu den Systemen mit verschieblichen Knotenpunkten zu rechnen sind,
die aber bei symmetrischer Belastung keine Knotenverschiebungen erfahren. In den
Abb. 28 bis 35 sind einige Vertreter solcher Systeme dargestellt, wobei die bei
unsymmetrischer, symmetrischer und antimetrischer Belastung jeweils auftretenden
Unbekannten getrennt angefiihrt sind.

Abb. 28.
Bei unsymmetr. Bel.: ¢,, @), v;;
,, symmetr. » ¢ P25
,» antimetr, 1 1 Pa Y1
® | ®
I
|
| Yo
@ nmnmm@ @
Yr
Jy k2 ki
0 ® ©
i
Abb. 31.

Bei unsymmetrischer Belastung:
@3, Pas D3’ sy P5'» V15 Va3
bei symmetrischer Belastung:
P3s P55
bel antimetrischer Belastung:

|

!

@

®
J, ®

@
Abl:lb. 29.

ONV—®

N

Bei unsymmetr. Bel.: ¢;, 4, @3/, 4;;

,s Symmetr. ”
,, antimetr.

: P35
w P 04 4y

® ® ®

¥
@ O]HHH[HHIII[H @
% E
@ 5 @
Abb. 32.

Bei unsymmetrischer Belastung:
P35 Pas Ps’s Pos Pes P5's A1s g
bei symmetrischer Belastung:
P3; P55
bei antimetrischer Belastung:
@3y P Pss Por A1, A.

® @

Pas Pas Ps> Y15 Vo-
@
l
®

7

®

Abb. 34. Bei unsymmetr. Belastung: ¢z, @, @, @5, 4;;
L @3 Pa5
D Pa 9u dy

,» symmetrischer ,
,» antimetrischer ,,

® l®

(2
oo
| ¥
™ ™
® @

Abb. 30.

Beiunsymm. Bel.: @y, @,’, @5, ¥5’s V1, V2
,y Symmetr, ,, @, @3;
, antimetr. ,, :@,, @5 ¥y, Ve

4,

L
@ ASTRESARRRIIRENSAS @ @

4y

ik 1 1
& ® &
Abb. 33.

Bei unsymmetrischer Belastung:
Ps, Par Ps's Psr Pos P> A1y As;
bei symmetrischer Belastung:

D3 P55 .
bei antimetrischer Belastung:
P2y P1y D5y Por D15 da-

® ®

2]

o

, ©
@ ©

7 wr 7

@ @ @

{
|
® | |®
|
|
|
|

Abb. 35. Bei unsymm. Bel.: @5, ¢4, @4, @5’ @5, @5s ¥y, Vo
ss Symmetr. ,, : s, @4 @55
antimetr. ,, : @3, @4, @5 V1, V.

Abb. 28 bis 35. Symmetrische Tragwerke, die nur bei symmetrischer Belastung ,,unverschieblich® sind.
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Eine besondere Gruppe stellen schlieBlich die in den Abb. 36 bis 39 ersichtlichen
Tragwerkstypen dar, bei welchen trotz symmetrischer Ausbildung und symmetrischer

Belastung Knotenpunktverschiebungen
auftreten.

@ ® o, ® ® o
]
; %
S 2 919 @9 7
Abb. 36.

Bei unsymmetrischer Belastung: ¢y, ®;, @3 @35 @2, 91’
Pas Pss Pos ‘Pe’y ¢5': 974’1 Y15 61! 62: 63! 64;

bei symmetrischer Belastung: ¢;, @5, @3, ¥4, s, Pe» 01, 023

,» antimetrischer » * @1, P2, Par Pas P Pos ¥1» 01y Oa-

® ® @ ® ®

Y2
® ©) CEE) ®
3 5 P4 Y

® ®

Abb. 37.
Bei unsymmetrischer Belastung: @,, @3, @4, ¢3° ¢35 @5
Pos P15 P&’ Pss Y1y Yoy 01y Oy G55
bei symmetrischer Belastung: @,, @3, @5, ¥ 61, 23

,» antimetrischer * ,,  : @y, @3, @4, Pss Por Prs V1s Y2 G20

® @ ® @ ®
¥2
g}
O o o |°
4 %
7 L 7 ™
Abb. 38. Abb. 39.
Bei unsymmetrischer Belastung: ¢z, @4, @5 6 P2 s Bei unsymmetrischer Belastung: e, @4, @5, @5y @1, ¢3s
@3’y 45 ¥6's P75 1 Y15 Vai 0y, O, 053
bei symmetrischer Belastung: 3, ¥4, Pg, ¥7, 013 bei symmetrischer Belastung: @3, @4, @5, ;3
,, antimetrischer  ,,  : @3, Pa,P5, Po P7, Pas Y1a Vor », antimetrischer  ,, ! 3 Py P 61y O

Abb. 36 bis 39. Symmeirische Tragwerke, die auch bel symmetrischer Belastung ,,verschieblich’* sind.

2. Knotengleichungen fiir unverschiebliche Tragwerke.

Da bei derartigen Tragwerken keine Stabdrehwinkel ¢ vorkommen, so entfallen
in den allgemeinen Ausdriicken (7) fiir die Stabanschlufmomente eines Stabes 1-2
die y-Glieder und man erhélt einfach:

Mi,=k2@, + @) +My,s

14
My, =k 2@, + @) + My, 14

Es brauchen hier also nur so viele Gleichungen aufgestellt werden, als unbekannte
Knotendrehwinkel ¢ im Tragwerk vorhanden sind. Diese Gleichungen fithren die
Bezeichnung ,,Knotengleichungen’ und sollen hier in allgemeiner Form aufgestellt
werden.

Man denke sich aus irgendeinem unverschieblichen Rahmentragwerk einen
Knotenpunkt » mit vier anschlieBenden, beliebig belasteten Stdben und den
benachbarten Knotenpunkten 1 bis 4 herausgezeichnet (Abb. 40). In dieser Skizze
sind auch die Steifigkeitszahlen k der einzelnen Rahmenstébe, und zwar jeweils in
der Stabmitte, eingetragen.
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Nach (14) lauten die Ansitze fiir die StabanschluBmomente im Knotenpunkt
n mit den hier gewidhlten Bezeichnungen:

-@— Mn.lzkn.1(299n+(p1) +Myq
Fn,3 Mo = kn2 C@n + @) + My, (15)
g M5 = kn,s (2@ + @s) + Mo,
@ ¥ B My = ks 2on + @) + My g
n,1
Die sog. Knotengleichung stellt nun die Bedingung dar,
"“@ daB die Summe der in einem Knotenpunkt angreifenden
Abb. 40, Tragwerkteil mit Momente gleich Null ist. Durch Summieren der Aus-
" Knoten . driicke (15) erhdlt man somit:
i=4 i=1 i=4 i=4
Zan,z:OZ(pnzzlkn,z +AS;kn.z(pz +21§HE11.1. (16)
= i= 1= =

Fiir den ganz allgemeinen Falil, da} beliebig viele Stabe in den Knoten % einmiinden
und dort auch Kragarmmomente M, ibertragen werden, kann diese Bedingung
folgendermaBen geschrieben werden:

(pn'22kn.i+2kmi(pi —I—men,i—l—ZMk:O. (17)

Diese Gleichung kann fiir jeden Knotenpunkt des Tragwerkes verwendet werden.
Man erhélt auf diese Weise ein lineares Gleichungssystem mit so vielen Gleichungen,
als unbekannte Knotendrehwinkel vorhanden sind. Ordnet man die Gleichungen
nach den Unbekannten tabellarisch, so kommen die Beiwerte von ¢, in die von
links nach rechts fallende Diagonale zu stehen. Sie sollen daher als ,,Diagonalglieder
mit dem Buchstaben ,,d bezeichnet werden.

Weiter soll fiir die nur von der dufleren Belastung abhingigen Glieder der
Gl. (17), also fiir die Summe der ,,Stabbelastungsglieder IR, ;, einschlieBlich der
etwa vorhandenen Kragarmmomente M, die Bezeichnung ,, Knofenbelastungsglied’
eingefithrt und dafiir der Buchstabe ,,s* gesetzt werden. Damit lautet die Knoten-
gleichung (17) in einfacher Schreibweise

dn Pn +2 kn.i‘pi + 8p = 0. (18)
(2
Darin bedeuten also i, =25k, . (19)
:
&n:ZEIRn i A— Mk (2())
1]

oder, wenn keine Kragarmmomente vorhanden sind, einfach
$n =2 My, . (20a)
1

Das ,,Diagonalglied d,, fiir einen Knoten n ist somit gleich der doppelten Summe der
Steifigkeitszahlen % aller in diesem Knoten steif angeschlossenen Stébe.

Die Gl. (18) enthilt auller dem Diagonalglied d,, ¢, und dem Absolutglied s,, all-
gemein noch so viele Glieder k,,; ¢;, als steife Stabanschliisse im Knotenpunkt n
vorhanden sind. Diese Glieder stellen jeweils das Produkt dar aus dem Drehwinkel
eines benachbarten Knotenpunktes und dem Steifigkeitswert des Verbindungsstabes.

Die zahlenmiBige Aufstellung der Knotengleichungen kann nun unmittelbar
durch wiederholte Anwendung der Gl. (18) vorgenommen werden. Es ist hierbei
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vorteilhaft, vorher alle k-Werte, die am besten tabellarisch ermittelt werden, in eine
besondere Tragwerksskizze einzuschreiben, die kiinftig kurz ,,Beiwertskizze'* genannt
werden soll.

Werden die Gleichungen in Form einer Tabelle angeschrieben, so erzielt man
damit nicht nur eine sehr gute Ubersicht, sondern es ergibt sich auch sofort eine
leichte Kontrolle der meisten Glieder des gesamten Gleichungssystems. Dieses er-
scheint ndmlich symmetrisch in bezug auf die von links nach rechts fallende Diagonale
der Gleichungstabelle. Dadurch treten etwaige Schreibfehler sofort in Erscheinung.
Allerdings kénnen auf diese Weise weder die Diagonalglieder ,,d“, noch die Knoten-
belastungsglieder ,,s° iiberpriift werden, weshalb sie von vornherein mit groBerer
Sorgfalt einzutragen sind.

Nach Auflésung des so erhaltenen Gleichungssystems kann dann wiederum an
Hand der Beiwertskizze die Ermittlung der Stabendmomente nach den Gl.(14) vor-
genommen werden. Hierzu werden auch die I-Glieder bendtigt, die bereits am
Beginn der Rechnung bei der Ermittlung der s-Werte verwendet worden sind.

3. Beschreibung des Rechnungsganges.

Der praktische Vorgang bei der Berechnung von Rahmentragwerken mit un-
verschieblichen Knotenpunkten ist, kurz zusammengefaft, folgender:

1. Feststellung der Tragwerksabmessungen, also der Stablingen und Quer-
schnittsgrofen.

2. Berechnung der Querschnitt-Tragheitsmomente J (fiir Rechtecksquerschnitte
nach Tafel 1) und der Festwerte & nach (24) fiir simtliche Stabe.

3. Herstellung der ,,Beiwertskizze®.

4. Berechnung der ,,Diagonalglieder d nach (19).

5. Ermittlung der ,,Stabbelastungsglieder’ It fiir die einzelnen Belastungsfille
(nach Tafel 2 bis 4) und der ,,Knotenbelastungsglieder s nach (20) bzw. (20a).

6. Aufstellung der Gleichungstabelle nach (18) unter Benutzung der Beiwert-
skizze, wobei mit dem Anschreiben aller Glieder d und s begonnen werden
kann.

7. Auflésung der Gleichungen nach Muster I oder II (siche sechster Abschnitt).

8. Berechnung der Stabendmomente nach den Gl. (14) unter Zuhilfenahme der
Beiwertskizze.

Sehr hédufig sind nun die Tragwerke fiir verschiedene Belastungsfille, z. B.
Eigengewicht, Nutzlast, Erddruck, Wind, Temperatur usw., gefrennt zu behandeln,
um das ungiinstigste Zusammenwirken der einzelnen Belastungen besser erfassen
zu kénnen. Da aber in den Gleichungen eine Belastungsinderung nur in den Absolut-
gliedern zum Ausdruck kommt, wihrend der iibrige Teil des Gleichungssystems un-
verdndert bleibt, so wird bei Beriicksichtigung mehrerer Belastungsfille immer nur
die letzte Spalte der Gleichungstabelle, welche die s-Werte enthilt, betroffen. Es
kann somit der gréBte Teil der Arbeit bei der Auflésung der Gleichungen fiir alle
Belastungsfille gemeinsam durchgefiihrt werden.

Dieser Vorteil bleibt auch erhalten, wenn bei symmetrisch ausgebildeten Trag-
werken das BU.-Verfahren (siehe Kapitel IV, 5 dieses Abschnittes) zur Anwendung
gelangt. Es sind dann zwei Gleichungsgruppen getrennt voneinander zu behandeln,
wovon die eine alle symmetrischen, die andere alle antimetrischen Belastungsfille
enthalt.

Die Aufstellung der Gleichungen in allgemeiner Form wird im folgenden an
einem Beispiel gezeigt; die zahlenmiBige Durchfithrung der Rechnung fir Trag-
werke mit unverschieblichen Knotenpunkten ist in den Beispielen Nr. 1 bis 5 im
Zweiten Teil des Buches gezeigt.
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4. Tabellarische Aufstellung der Gleichungen.

Die Gestalt des zu behandelnden Tragwerkes ist aus der Beiwertskizze Abb. 41
ersichtlich, in der alle k-Werte eingetragen sind. Wegen voller Einspannung in den

Punkten 1 bis 5 und 10 bis 13
% ,@ (2 sind dort die entsprechenden
(f Knotendrehwinkel ¢ =0 und
k Ay F %z es bleiben als Unbekannte nur
. © % %, % P> Pr Pa: Pg Ubrig. Um die zu
Oy— @ % =—® ihrer Bestimmung erforderli-
chen wier Knotengleichungen
.2 X, A Ay
4 2 ’ aufstellen zu kénnen, sind vor-
! i her die entsprechenden d-Glie-
4 i 7 77 derdg,d,,dg,dynach (19)und die
© Abb. 41 gwertskizze' @ ® zugehérigen s-Glieder sg, s,, sg,
T 8y nach (20a) zu ermitteln, also
dy=2. (b + ks + ko + ko) 5= My =My 1 +Me.5 +Me,7 + Mo 1o
dy=2.(ky + kg -+ k7 + ko) 87:2%7
dg=2. (ks + ky + kg + ky1) 88:29:’28
dy= 2. (ky + kg + ki) So 229339-

Wenn verschiedene Belastungsfille BV, B® usw. getrennt behandelt werden sollen,
so sind auch die s-Glieder fiir diese Fille getrennt zu ermitteln.
Sodann kann ‘durch wiederholte Anwendung der Knotengleichung (18)

@+ Fnsi @i + 80 =0
die Aufstellung der Gleichungen erfollgen. Man erhilt:
ds s + ke @ +8=0
do @7+ ks @s + krs + 8, =10
ds s + by @y + kg + 83 =0
dy g + ks Pg +38,=0
Das Anschreiben dieser Gleichungen kann aber auch sofort tabellarisch, nach

den Unbekannten geordnet, vorgenommen werden, wobei die Belastungsfille B,
B® usw. nur in den letzten Spalten in Erscheinung treten (siehe Gleichungstabelle1).

Gleichungstabelle 1.

% | % | o | @ | BV | B® | usw.
Pe dg kg ' S - -
oo | ks | d k, EM s — | -
Ps ok ds | ks 83 - —
@y kg i 7d9 g —_ —

Nach Auflosung dieser Gleichungsgruppe folgt nach (14) an Hand der Beiwert-
gkizze die Ermittlung der Stabendmomente, z. B.

M, 6=k ps+ M6 Mg, =2k g+ Mg,y

My, =kyp, + My, Mgs =2k + Mg, 5

My 5 =k;ps + M5, Ms,, = ke (205 + 1) + Wg.4
usw. Me,10 =2 ke ps + Mg, 10

usw.



Die zahlenmiBige Ermittlung der Stabbelastungsglieder. 15

5. Bemerkungen iiber die Verwendung der Stabfestwerte k.

Werden die Stabfestwerte k* = %‘L in wahrer GroBe in die Rechnung ein-
gefiihrt, so ergeben sich nicht nur die Momente, sondern auch die Forménderungs-
werte in wahrer GréBe. Werden nun simtliche k-Zahlen mit dem z-fachen Wert

in Rechnung gesetzt, so erhdlt man siamtliche Formanderungsgroen %-fach ver-

zerrt, wiahrend die Stabendmomente wiederum in wahrer GréBe erscheinen.
Davon wird man bei der Rechnung immer Gebrauch machen, um allzu grofle
Zahlenwerte in den Gleichungen zu vermeiden. Wenn aber auch die wahren Werte
der Forménderungsgrofien fiir ein Rahmentragwerk zu ermitteln sind, so braucht
man nur die unter Einfithrung der z-fach verzerrten k-Zahlen erhaltenen Werte der
Unbekannten wieder zu entzerren. Beispielsweise gelten dann folgende Beziehungen,
wenn die mit * bezeichneten GréBen die wahren Werte und die gleichnamigen, aber

ohne *, die %-fach verzerrten Werte bedeuten:

Pz A*=A4 .z
pEr=9p.z 0*=14.z. 1)
Wihlt man als Verzerrungsfaktor
"= T, (22)
und fiir J, beispielsweise 0,001 m*, so wird

oo @
und es ergel_)en sich die fiir die Rechnung zu verwendenden, verzerrten Steifigkeits-

zahlen k mit k:k*.ZZiEl——{'%
oder einfach e, 1000, (24)

l

wobei J in m* und ! in m einzufithren sind. Die k-Zahlen konnen fiir die praktische
Berechnung auf drei giiltige Ziffern abgerundet werden, ohne damit der Genauigkeit
merklich zu schaden. Zur Erleichterung der rechnerischen Ermittlung der k-Werte
kann fiir Rechtecksquerschnitte die Zahlentafel 1 benutzt werden.

6. Die zahlenmifiige Ermittlung der Stabbelastungsglieder.

Die Stabbelastungsglieder IR sind, wie bereits hervorgehoben, nichts anderes als die
Einspannmomente des fest eingespannt gedachten Trigers. Es konnen daher zu
ihrer Ermittlung ganz allgemein auch die fiir den fest eingespannten Stab geltenden
Formeln Anwendung finden. Unter Beriicksichtigung der fiir die Stabend-
momente aufgestellten Vorzeichenregel ist also z. B. fiir einen liegenden Stab
1-2, der von oben belastet wird (Abb. 42),

o_.
2 %0 — &x,°
A
0 ___ 0
20,0 —

l

My, =—2-

(25)
My =+ 2-

Darin bedeuten «,° und o’ die EJ-fachen Endtangentenwinkel der Biegelinie des
freiaufliegend gedachten Stabes infolge der &ufleren Belastung. Sie sind hier nach



16 Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.

dem MomrRrschen Satz gleich den Auflagerdriicken 4, und A, der als Belastung
aufgefaften Momentenfliche F, (Abb. 42).

Fiir die hiufiger vorkommenden Belastungsfille sind in den Tafeln 2 bis 4 im
Dritten Teil des Buches gebrauchsfertige Formeln sowohl fiir die «%-Werte als auch
fur die I-Werte zusammengestellt. Es finden sich dort auch stets diejenigen Werte
der zugehérigen M -Linie, d. h. der Momentenlinie fiir den freiaufliegenden Triger,
die zum Aufzeichnen des endgiiltigen Momentenverlaufes am Rahmenstabe ge-
braucht werden.

Die a9-Werte werden vor allem zur Ermittlung der Belastungsglieder bei der
Berechnung des Durchlauftragers (vgl. fiinfter Abschnitt, III) benétigt. SchlieB-

lich ergeben sich mit Hilfe der &%-Werte
7 aber auch sehr einfach die sog. ,,Kreuz-

Abb. 42. Zur Ermittlung der M-Werte aus den  Abb. 43. Zur Ermittlung der Kreuzlinienabschnitte K¢
a%-Werten. aus den «®-Werten.

lintenabschnitte’ K, und K,%, die bei der Festpunktmethode verwendet werden.
HEsist nimlich der Kreuzlinienabschnitt K,° gleich dem sechsfachen Auflagerdreh-
winkel &0 des freiaufliegenden Tragers, geteilt durch die Trigerspannweite [

Abb. 43), also
( ) Kpo= 60;20 bzw. K0 = 67";11 (26)
und bei symmetrischer Belastung
0
K=K\ = 6%, (27)

In manchen Fillen wird es zweckmiBig sein, die Stabbelastungsglieder 3¢ durch
Auswertung der EinfluBllinien fir die Einspannmomente am fest eingespannten
Triager zu ermitteln (vgl. Tafel 4). Dies wird besonders dann von Vorteil sein, wenn
es sich um viele Einzellasten oder um unregelmifBige Streckenlasten handelt, die

durch eine Reihe von Einzellasten ersetzt werden

@L konnen.
A3
@le » ® 7. Beriicksichtigung gelenkiger Stabansechliisse.
+ I A. Allgemeines.

@ 3 Ist in irgendeinem Knotenpunkt ein Stab gelenkig
angeschlossen (Abb. 44), so wiren fiir diese Stelle zwei
o) Knotendrehwinkel zu ermitteln und damit auch zwei
Knotengleichungen aufzustellen. Eshandelt sich dann ge-

Abb. 44, Knoten mit einem ge- . . X v .
lenkigen Stabanschlus. wissermaflen um zwei voneinander unabhingige Knoten-

punkte, fiir welche die zugehorigen Diagonalglieder ge-
trennt zu bestimmen sind. Es wére also z. B. mit den Bezeichnungen der Abb. 44,
wo sich unmittelbar links vom Knotenpunkt » ein Gelenk »’ befindet,

d) =2y dp=2(ky + ks + k).
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Es miindet ndmlich in den Knotenpunkt »' nur der Stab (2) ein, wihrend im
Knotenpunkt » die Stibe (1), (3) und (4) zusammentreffen. In &hnlicher Weise
wiren auch die zugehérigen Knoten-
belastungsglieder zu bilden, und
zwar nach (20a)

snl = E):Rn', 25

$n = EDzn.l +9)2n,3 + 9}en,z]'
Die Knotengleichungen fiir die bei-

den Punkte #n’ und » wiirden 80- App.45. Unbekanute: 'tp:,. Abb. 46. Unbekannte: 0.
mit nach (18) in ausfiihrlicher )
Schreibweise lauten: O ® @ @
¥

fiir n':

W gn +hapetor =0, ® ® ® ®
fiir n: 7 7. 2. 2
d, @O -+ k1<P1 + k3¢3+7\74(]94 +8,=0. Abb. 47. Unbekannte: @g. @7. @q.

Die Symmetrie der tabellarisch auf- ..
gestellten Gleichungen wird hiebei
nicht gestort.

Es wiirden sich auf diese Weise
in einem Rahmentragwerk mit ge-
lenkigen Stabanschlissen aber in
der Regel mehr Bedingungsglei-
chungen ergeben als bei demselben

e w
@
@ ® J/@

NSNS

Tragwerk mit nur steifen Anschliis- Abb. 48. Unbekannte: @5, @5 7. @g.
sen. Dieser Nachteil kann leicht um-
gangen werden, wenn bereits bei 4 z z z
g ’ @ @ ®

der Aufstellung der Bedingungs-
gleichungen die unbekannten Ge-
lenkdrehwinkel als Funktion deram 2@ ® @ ®
gleichen Stabe gegeniiberliegenden
Stabendverdrehungen ausgedriickt

werden, wie im folgenden gezeigt ® @ ® ®
wird. Es kann auf diese Weise die 7 7 4 77
Anzahl der Knotengleichungen bei Abb.49. Unbekannte: ¢g. @7 @g. ¥y
Rahmentragwerken mit gelenkigen ADb. 45 bis 49. ,,Unverschiebliche* Tragwerke mit gelenkigen
Stabanschliissen erheblich herabge- Stabanschliissen.

setzt werden, weil die Bestimmung
der Gelenkdrehwinkel ginzlich entfillt. Auch die Symmetrie des Gleichungssystems
in bezug auf die Diagonale bleibt bei diesem Berechnungsverfahren erhalten.

In den Abb. 45 bis 54 sind verschiedene Tragwerke mit gelenkigen Stabanschliissen
zusammengestellt und dabei die jeweils zu bestimmenden Unbekannten vermerkt.
Die Tragwerke der Abb. 45 bis 49 sind bei jeder Belastung unverschieblich, die der
Abb. 50, 51, 53 und 54 dagegen nur bei symmetrischer Belastung.

B. Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Fiir den Knoten (n) des in Abb. 55 dargestellten unver-
schieblichen Tragwerksteiles wiirde die Knotengleichung nach (18) lauten:

dn(pn + kn.l()v1 -+ kn,2<P2 + kn,3(p3 + kn,f(pj + 8y = 0.

Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl. 2
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§
® ® ' ®
II @ Abb. 50.
j Bei unsymmetrischer Belastung: ¢;. ¢,. 4. @,". 4;
i ,» Sxmmetrischer s L Ps Pos
| ,» antimetrischer » L @i @y
7 ' %
@ @ | 6)
7 7
® t
® ! ® @ Abb. 51,
Bei unsymmetrischer Belastung: ¢,, ¢, 4;
,» Symmetrischer » D@y
,» antimetrischer » w®a 4.
4 @ @ @//
Abb. 52.
Bei unsymmetrischer Belastung: @s. ¢4, 95, %5", ¢4 .
@3’ 01, 0y, 03
,» symmetrischer w1 P30 P5 013
,» antimetrischer » ! @3, Py, P5, 01, Oa.
Abb. 53.
Bei unsymmetrischer Belastung: @4, ®5, %8 ®5»
o4, 4;
,, symmetrischer . D Qg 95
,» antimetrischer " L Pa Ps Pe 4
Abb. 54.

Bel unsymmetrischer Belastung: @5, ¢4, @5,

;
,» Symmetrischer ” N
,» antimetrischer w95 9 4.

7 7 7.

A‘bb. 50 bis 54. ,,Symmetrische‘* Tragwerke mit Gelenken.

Nun ist aber der Gelenkdrehwinkel (vgl. Tafel I, S. 4, Fall 2¢)
1 m;, n
pe =g (e )

Fiihrt man diesen Wert in die vorstehende Gleichung ein, so ergibt sich nach
Ordnung der einzelnen Glieder '

(dn - 0:5 kn.‘.f)'(pn + kn.l (pl + kn.2¢2 + kn.s @3 + ('gn - 0’5 SRT:”) :-0 (28)

und schlieflich in vereinfachter Schreibweise die allgemeine Form der Knoten-
gleichung, in der beliebig viele gelenkige Stabanschliisse beriicksichtigt sind:

dno Pn +A§rw kn.'r 2% + sno =0. (29)
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Darin bedeuten:
dno = dn - 0:52 kn,w (30)
g

5.0 = 8, — 0,53 M, . (31)
g

Das Diagonalglied d,° fiir einen Knoten, dessen steif angeschlossene Stibe zum
Teil auf der Gegenseite gelenkig gelagert sind, wird also erhalten, indem man zuerst

in iiblicher Weise den Wert d, =2k, ; fir alle in (n) steif angeschlossenen
i
Stibe bildet und davon 0,53k, ,, d.i. die halbe Summe der Stabfestwerte &, ,

g
aller jener Stdbe abzieht, die im Knoten (n) steif, auf der Gegenseite aber gelenkig
angeschlossen sind.
Ahnlich erhilt man nach (31) in einem solchen Falle das Knotenbelastungsglied s,°

in der Weise, daBl man zuerst allgemein s, = 2 IR, ; fiir alle im Knoten steif an-

geschlossenen Stibe ermittelt und davon 0,5 ', ,, d.i. die halbe Summe der

g
Belastungsglieder R, , jener Stibe abzieht, die im Knoten (n) steif und auf der
Gegenseite gelenkig angeschlossen sind. Der Wert

M,,» bedeutet hierbei das Belastungsglied auf der Te
Gelenkseite solcher Stébe.
Die Glieder >'k,., @, beziehen sich auf die Fr.s
T
sowohl im Knoten (») als auch im Nachbarknoten . @ —7'L—o|-
elastisch eingespannten Stébe. i ®®
Es sei hier noch besonders darauf hingewiesen, ® n,e
daB solche Stibe, die im betrachteten Knoten ®
gelenkig angeschlossen sind, keine Beitrige fiir die 4
Knotengleichungen (29) liefern. Fiir einen Kno- : :
ten, in dem sdmtliche Stibe gelenkig angeschlos- ADb. 85- Trags?;tr)ﬁtsil}lﬂulgt gelenlgem
sen sind, braucht somit keine Knotenglei- )
chung aufgestellt werden.
%
C. Anwendungsbeispiel. ® s ’ T Yo
Die Benutzung der Knotengleichung (29) ® ®
soll hier an dem Rahmentragwerk der Abb. 56, ¥ A
dessen Riegel beliebig belastet sei, gezeigt
werden. @‘ /®/ @’

Es sind lediglich zwei Unbekannte, nim-
lich die Knotendrehwinkel ¢ und g, zu be-  APb- 58 R""h‘]’g‘zﬂt{}‘;ﬁs";ﬁ;}z‘e mit - Gelenken.
stimmen. Die zugehérigen Diagonalglieder er- '
hilt man nach (30) an Hand der Beiwertskizze (Abb. 56) wie folgt:

450 = d;— 0,5 (ky + ko) =2 (ky + ks +- ky+ ke) — 0,5 (k; + k),
de® =dg—0,5k; =2 (ky + k;) — 0,5k,
und die Knotenbelastungsglieder nach (31)
85" =85 =M5, 4 +MW;, 4,
8¢ = 84— 0,60, ¢ =Mg, 5 + Mg, — 0,5, 4.

2¢



20 Rahmentragwerke mit verschieblichen Knotenpunkten.

Damit lauten die beiden Knotengleichungen nach (29)
ds’ @5 + kape + 8> =0,
de® @ + kyps + 36" =0

oder in tabellarischer Form

Gleichungstabelle 2.

Ps Pe B
Ps | as k, 85
Ps ‘ ky dg’ 8¢’

Mit Hilfe der Unbekannten ¢, und ¢, sind simtliche Stabendmomente bestimm-
bar, und zwar fiir den vorliegenden Fall nach (14) baw. nach den entsprechenden
Formeln der Tafel I, Seite 4:

My 5 =ky 5 + My, 5
My, 4 =2 ks 05 + Mg, 4

My, =15k @
M, 6 =ky (205 + @) + M5, 6
My, s = 1,5 kg g5,

Me,5 =ky (296 + @5) + Mg,
Mg, , =15k @5+ Mg, — 0,60, 6.
(Vgl. auch Zahlenbeispiel 6.)

IV. Rahmentragwerke mit verschieblichen Knotenpunkten.
1. Allgemeines.

Bei vielen Tragwerken treten infolge der Belastung nicht nur Knotenver-
drehungen, sondern auch Knotenverschiebungen auf. In solchen Fillen sind aufler
den Knotendrehwinkeln ¢ auch Knotenverschiebungen ¢ bzw. die ,,gegenseitigen‘‘
Stabendverschiebungen A oder die sog. Stabdrehwinkel yp als ForménderungsgréBen
zu bestimmen.

Es wird sich also zuerst immer darum handeln, bei einem vorliegenden
Tragwerk festzustellen, welche Knotenpunkte verschieblich sind und wie viele
verschiedene Stabdrehwinkel ¢ dadurch insgesamt erzeugt werden. Allgemein
kann man sagen, dal stets so viele voneinander unabhingige Stabdrehwinkel g
bzw. ,.gegenseitige” Stabendverschiebungen A auftreten, als gedachte Lager in
den Knotenpunkten notwendig wiren, um das gesamte Tragwerk ,unverschieb-
lich*“ zu machen.

Um eine bessere Ubersicht iiber diese Tragwerksarten zu erhalten und auch
eine raschere Beurteilung des zu erwartenden Umfanges der zahlenméiBigen
Berechnung zu ermdglichen, erscheint es zweckmaBig, eine Einteilung in verschie-
dene Gruppen nach besonderen Merkmalen vorzunehmen. Man kann demnach
unterscheiden:

1. Symmetrische Tragwerke, und zwar:

a) solche, deren Knotenpunkte bei symmetrischer Belastung unverschieblich,
bei unsymmetrischer Belastung aber verschieblich sind (Abb. 28 bis 35, 66, 67) und
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b) solche, die auch bei symmetrischer Belastung Knotenpunktsverschiebun-

gen erfahren (Abb. 36 bis 39).
2. Unsymmetrische Tragwerke (Abb. 57 bis 65).
Diese beiden Hauptgruppen konnen eine weitere Unterteilung erfahren in:

A. Tragwerke mit Dreieckstabziigen (Abb. 66 bis 71),
B. Tragwerke mit lotrecht und waagrecht verschieblichen Knotenpunkten

(Abb. 36, 37, 38, 65),

4 Ay 4

o] e &

® - T 1

| @]/ \ \

| / \ 1

i ! \ \

! ! \ i

! 1

! vk

2

™ ® ® ]
© @

Abb. 57, Unbekannte: @3, ¢4, 4,. Abb. 58. Unbekannte: @3, ¢,4;. Abb. 59. Unbekannte: @3, 94, 4,.
@ @ ® ® ®
77 L g

, I
i
4. 4y ! 41 II b
® | 1
L) 1 A 4
\ \ \ ® @
! ‘\u \ Abb, 61. Unbekannte: @4, @5, e, ¥1.
L ¢ o
® ® ® ®_©
Abb. 60. Unbekannte: @4, @5, Pe, 4;. ¥z
® © o
® ® @
¥
i . 7 b
7. @ A @/ @ @ @
@ : 4
Abb, 62. Unbekannte: @; bis s, 4. ADb. 63. Unbekannte: ¢q bis ¢5, 1, ¥or
®
@
’ 2]
® i ® ® @
® ® ®
4 "
44
7 7 i
SR A ® @ ®
®© © ®
Abb. 65. Unbekannte: ¢, bis ¢y, ¥1, ¥s, 01.

Abb. 64. Unbekannte: ¢4 bis ¢g, 4;, 4,.
Abb. 57 bis 65. ,,Verschiebliche* unsymmetrische Tragwerke ohne Gelenke.
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C. Tragwerke mit gebrochenen Stabziigen oder beliebig geneigten Stében

(Abb. 72 bis 75).

Zu diesen verschiedenen Tragwerksarten wire im einzelnen noch folgendes zu sa-
gen. Die unter 1a (Abb. 28 bis 35, 66, 67) beschriebene Gruppe wird bei unsymmetri-

®

@

® ®
@
S
Il 12
-

Abb. 66. Unbekannte bei symm.
Belastung: ¢,.

Abb. 68. Unbekannte: @3, @4, 0, ¥,

9

@

lastung: ¢, 94.

®

k4

@

Abb. 67. Unbekannte bei symm. Be-

@

@

@

Abb. 69. Unbekannte: ¢4, 5, Pe, P74;.

@

Abb. 70. Unbekannte: @s bis @5, 4,.

) ®
@, @
® @ &

Abb. 71. Unbekannte: @g¢ bis @4, 4,.
Abb. 66 bis 71. Tragwerke mit Dreieckstabziigen.

®

77

@

scher lotrechter Belastung in
manchen Fillen nur eine ver-
haltnismaBig geringe Verschie-
bung ihrer Knotenpunkte in
waagrechter Richtung erlei-
den, so daB es in der Praxis
mitunter zuldssig sein wird,
diese Verschieblichkeit zu ver-
nachldssigen und derartige
Tragwerke so zu behandeln, als
ob sie unverschieblich wiren.
Auf diese Weise kann die Rech-
nung erheblich vereinfacht wer-
den. Das gilt aber auch bei
vielen unsymmetrischen, lot-
recht belasteten Tragwerken.
Bei der zahlenmiBigen
Berechnung von unsymme-
trisch belasteten, aber sym-
metrisch ausgebildeten Trag-
werken kann die Anwendung
des Verfahrens der ,,Bela-
stungs-Umordnung*‘ (BU.-Ver-
fabren) zu bedeutenden Ver-
einfachungen fiihren (siehe
Kapitel IV, 5 dieses Ab-
schnittes). Danach wird die
gegebene unsymmetrische Be-
lastung durch eine symme-
trische und eine antimetrische
ersetzt und die Berechnung fiir
beide Belastungsarten getrennt
durchgefiihrt. Auf diese Weise
kann die Anzah]l der gemeinsam
zu bestimmenden Unbekann-
ten betrichtlich herabgesetzt
werden. Um dariiber einen
Uberblick zu gewinnen, ist bei
den einzelnen Abbildungen
stets die Anzahl der Unbekann-
ten vermerkt, die bei den in
Betracht kommenden Bela-
stungsfillen auftreten.

Bei Tragwerken mit Dreieckstabziigen (Abb. 66 bis 71) ist zu beachten, daBl bei
einer Parallelverschiebung eines Stabes stets 4=0 und damit auch p=0ist. So werden
z. B. bei dem in Abb.76 dargestellten Tragwerk die Stabdrehwinkel ¢ der Dreieck-
seiten gleich Null, obwohl die Knotenpunkte 3, 4, 5 bei der Verformung Ver-

schiebungen erleiden.
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Fiir die Behandlung der in der Gruppe C zusammengefafiten Rahmentragwyerke
bringt die Verwendung des Drehwinkelverfahrens in der Regel keine Vor-
teile mit sich. Es sind némlich hiufig mehr Forménderungsgrofen zu bestimmen,
als statisch iiberzihlige GréBen vorhanden sind. AuBerdem sind auch Verschie-

bungspline zu zeichnen,

® ® ® ® so daB es in solchen

Fillen oft zweckméiBiger

© sein wird, auf die Ver-
wendung des Drehwinkel-

® ® verfahrens tiiberhaupt zu

verzichten und auf die

®' Elastizitdtsgleichungen zu-
riickzugreifen, wenn nicht

fiir die einfacheren Rahmen-

formen die in den verschie-

@ 0} @ denen Handbiichern ent-
haltenen fertigen Formeln

Verwendung finden kénnen.

OR

Abb. 72,

Abb. 73,

© ®

Abb. 74. Abb. 76. @ 7

== i
N \-_#:

)
=

Abb. 72 bis 75. Tragwerke mit gebrochenen Stabziigen oder geneigten Stielen. Abb. 76. Unbekannte: @3, ¢4, ¥s 0.

2. Aufstellung der Bedingungsgleichungen.

Es sind hier zwei Arten von Bedingungsgleichungen zu unterscheiden, die im
folgenden getrennt voneinander behandelt werden. Die erste Art ist bereits bekannt.
Es sind dies die sog. Knotengleichungen, deren Anzahl immer genau so grof ist, als
unbekannte Knotendrehwinkel ¢ vorhanden sind. Wenn nun aber noch r unbe-
kannte Stabdrehwinkel ¢ oder VerschiebungsgréBen & bzw. 4 dazukommen, so sind

auch noch r unabhingige Gleichungen aufzustellen, die als Ver- 1
schiebungsgleichungen bezeichnet werden sollen. @
Zur Aufstellung dieser beiden Gleichungsgruppen wird Fns
man am besten wieder gebrauchsfertige Mustergleichungen @ @I
verwenden, deren Herleitung am einfachsten aus den allge- Frz Fre
meinen statischen Gleichgewichtsbedingungen erfolgt. X,
Knotengleichungen. Hier kann derselbe Weg einge- 2 '
schlagen werden wie bei den Systemen mit unverschieb- +@
lichen Knotenpunkten. Abb. 77 stellt einen Knoten n dar, pb. 77. Tragwerkstet
der, mit vier Stiben und den benachbarten Knoten 1,2,3,4 mit Knoten .

aus einem Rahmentragwerk herausgeschnitten zu denken ist.
Unter der Voraussetzung, daB bei allen vier Stiben Stabdrehwinkel vy auf-
treten, lauten die Ausdriicke fiir die Stabendmomente am Knotenpunkt »
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nach den Gl. (7) unter Beachtung der in der Abb. 77 gewahlten Bezeichnung:
My =ln1 2@n+ @1 +39s1) +May
My, p=1kp,(2 Pn + @2+ 39Pn9) + M.
My s=Fns2@n+ @5+ 39ns) +Wy,s
My y=Fny (2 Pn + Qs + 3Yna) + My

Die bereits bekannte Bedingung 3 M = 0 fiir den Knotenpunkt n ergibt durch
Summieren der Ausdriicke (32):

(32)

i=4 t=4 i=4 i=4

i=t
ZJIM'M': 0=g,. 22]1%,:' +2’fn-i(pi +2:13 b, i9n, s +291:Rn,i' (33)
i= = i= 1= i=

Treffen im Knotenpunkt = beliebig viele Stédbe zusammen und werden aufBerdem
dort auch angreifende Kragarmmomente M, in Betracht gezogen, so nimmt die
Gl. (33) folgende Form an:

P22 i+ 2 bn i A2 B e, i Wi + 2 Mo+ 2 M= 0. (34)

Zur Vereinfachung der Schreibweise kann wieder dhnlich wie bei Gl. (18) gesetzt
werden :
fir den Beiwert des Diagonalgliedes

dp =22 kn,s, (35)
fiir das Knotenbelastungsglied 4
8,,:2933”,,- +2Mk: (36)
13
bzw., wenn keine Kragarmmomente vorhanden sind, einfach
8= Mo, ;- (362)
Damit lautet die Gl. (34) ¢
dn Pn L"an.i @i +23 kn,t' Ya.: + §p = 0. (37)

Vergleicht man nun diese fiir Tragwerke mit werschieblichen Knotenpunkten
geltende Gl. (37) mit der fiir unverschiebliche Tragwerke aufgestellten Gl (18), so

ergibt sich, daB hier nur die Glieder 2 3 ky, ; Wu,; hinzukommen, wihrend alle

1
iibrigen Bestandteile in der gleichen Form wie bei (18) in Erscheinung treten. Die
dort gegebenen Erlauterungen haben daher auch hier volle Giiltigkeit.
Fithrt man in der Rechnung an Stelle der Stabdrehwinkel y die ,,gegenseitigen
Stabendverschiebungen A ein, so lautet die Knotengleichung (37), wenn nach (2)

Yni = T:TZ und weiter 3lkn,i —F,, (38)
gesetzt wird: _
dn %; ‘I“an.z (pz +2kn.iAn.i + S'n = 0 (39)
1 ?

In der Knotengleichung ergeben sich somit stets so viele Glieder von der Form

3kn, ;Pn bzw. k, ; A, ;, als in den betrachteten Knotenpunkt Stibe mit Stab-
drehwinkeln y bzw. mit ,,gegenseitigen Stabendverschiebungen A einmiinden.
Verschiebungsgleichungen. Zur gemeinsamen Bestimmung der unbekannten
ForménderungsgroBen ¢ und ¢ bzw. ¢ und 4 sind noch so viele sog. Verschiebungs-
gleichungen aufzustellen, als im Tragwerk insgesamt ,,gegenseitige’ Stabend-
verschiebungen 4 oder Stabdrehwinkel y als Unbekannte vorkommen.
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Denkt man sich durch das Tragwerk einen beliebigen Schnitt gefiihrt und an den
Trennungsstellen die Schnittkrifte M, N, @ angebracht, so kénnen die bekannten

statischen Gleichgewichtsbedingungen >'H = 0 baw. 'V = 0 fiir den abgetrennten
Tragwerksteil aufgestellt werden. Wenn hierbei die Schnittkrifte M, N,Q als
Funktion der Forménderungsgréfen ¢ und v bzw. ¢ und A ausgedriickt werden,
so erhdlt man eine brauchbare Bedingungsgleichung. Sie bringt also stets zum
Ausdruck, dafl die Projektion aller auf den abgetrennten oder iibrigen Trag-
werksteil einwirkenden Krifte auf eine beliebige Richtung gleich Null sein
mub.

Durch passende Wahl dieser Schnittfilhrung an verschiedenen Stellen des Trag-
werkes gewinnt man eine Reihe von unabhéngigen linearen Gleichungen, die in
der Regel zusammen mit den Knotengleichungen ausreichen, um simtliche unbe-
kannte Forminderungsgréfen gemeinsam zu ermitteln,

Es ist allerdings fiir die ,,Verschiebungsgleichungen im Gegensatze zu den
Knotengleichungen nicht mdglich, eine einfache, gebrauchsfertige Form zu
finden, die fiir alle Arten von Tragwerken Giiltigkeit besitzt. Dennoch gelingt es
aber, solche ,,Verschiebungsgleichungen wenigstens fiir einzelne Tragwerksarten
(z. B. Stockwerkrahmen, Vierendeeltriger usw.) ein fiir allemal aufzustellen und
so die Berechnung immerhin noch betriachtlich zu erleichtern. Dies soll nun im
folgenden fiir verschiedene Tragwerksformen, die im Hochbau besonders hiufig
vorkommen, durchgefiihrt werden.

3. Der beliebig belastete Stockwerkrahmen mit lotrechten,
geschofBweise gleich langen Stéindern.

Es konnen hier auch ungleiche Feldweiten und Stockwerkshohen sowie eine
beliebige Zahl der Felder und Stockwerke vorausgesetzt werden. Abb. 78 zeigt
einen Vertreter dieser Rahmengruppe. Ein Teil des Rahmentragwerkes ist mit
seiner Verformung in gréBerem MafBstabe in Abb. 79 herausgezeichnet. Es ist leicht
einzusehen, dafl unter Vernachlissigung der Forménderung durch die Lingskrifte
die oberen Enden sémtlicher Stiele ein und desselben Stockwerkes gegeniiber den
unteren Enden durchwegs die gleiche ,gegenseitige Verschiebung A in waag-
rechter Richtung erleiden, wihrend die Stabsehnen der einzelnen Riegel parallel
zur urspriinglichen Stabachse bleiben. Es erscheinen also im gesamten Tragwerk
nur so viele verschiedene Stabdrehwinkel y, als Stockwerke vorhanden sind.

a) Bedingungsgleichungen.
Knotengleichungen: Fiir den vorliegenden Fall lautet die allgemeine Knoten-
gleichung (37) in ausfiihrlicher Schreibweise

Ay ®n +2kﬂ.i(pi+3kyw;;+3k,u+1"/)ﬂ+1+8”=0. (40)
1

Es treten also hier jeweils hochstens zwei y-Glieder auf, und zwar beziehen sich
3k, y,und 3 k, | 1 9, 11 auf die in den betrachteten Knoten n einmiindenden Séulen
des darunter- bzw. dariiberliegenden Stockwerkes.

In den Gleichungen fiir jene Knoten des Tragwerkes, wo nur je eine Siule ein-
mi(i}ndet, z. B. in den obersten Knoten des Tragwerkes, erscheint auch nur ein
y-Glied.

Wendet man die Knotengleichung (40) beispielsweise fiir den Knoten (8) des
in Abb. 78 bzw. 79 dargestellten Stockwerkrahmens an, so erhilt man mit den
dort ersichtlichen Bezeichnungen:

ds @s + &y @, + ks g + kyp 13 + 3 k3 + 3k + 85 =0.
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Verschiebungsgleichungen. Es sind also noch so viele unabhéngige Bedingungs-
gleichungen aufzustellen, als unbekannte Stabdrehwinkel auftreten, d.h. als Stock-
werke vorhanden sind. Man denke sich zu diesem Zwecke durch jedes Stockwerk
an den oberen Sdulenenden einen

. s . Az‘_ 4y 47
waagrechten Schnitt gefiihrt und die *[1 ® & l\-r-— a
~f =
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Abb. 78. Stockwerkrahmen mit beliebiger Belastung. Abb. 79. Tragwerksteil aus Abb. 78 mit Verformung.

Schnittkrifte M, N, @ angebracht. Fiir den abgetrennten Tragwerksteil kann sodann

jeweils die statische Gleichgewichtsbedingung >'H = 0 aufgestellt werden. Dies
goll fiir den in Abb. 80 dargestellten beliebig belasteten Stockwerkrahmen fiir ein
Stockwerk durchgefithrt werden. In Abb. 81 ist der oberbalb des Schnittes s—s
befindliche Tragwerksteil mit allen auf ihn
einwirkenden #ufleren Kriften einschlie-

5 lich der Schnittkrifte, die dort nur sym.
B 1 bolisch angedeutet sind, gesondert heraus-
=
S > s
E
!
'ES U s —

o Jo

. b ki N N N

Abb. 80. Stockwerkrahmen mit beliebiger Be-

lastung.

Abb. 81. Abgetrennter Tragwerksteil aus Abb. 80 mit Schnitt-

kriften.

gezeichnet. Die Bedingung J>'H—=0 kann nun fir diesen Rahmenteil allge-
mein in folgender Form geschrieben werden:

-y . 7

darin bedeuten: ZP +2’ 4 +2¥ Q@=0, (41)

2P die Summe der waagrechten Projektionen aller auf den abgetrennten
Tragwerksteil, also oberhalb der gedachten Schnittstelle einwirkenden
dulleren Einzellasten,

2q die Summe aller in waagrechter Richtung oberhalb der Schnittstelle
wirkenden Streckenlasten,

2Q......... die Summe der an den Schnittstellen iibertragenen Querkrifte.

Uber den Richtungssinn dieser Krifte P, ¢ und @ sei ein fiir allemal festgesetat,
daB die von links nach rechts gerichteten Krifte positiv | _ 2+ | in die Rechnung ein-
zufiihren sind.



Stotkwerkrahmen mit lotrechten, geschofweise gleich langen Sténdern. 27

Die Glieder 2 Q stimmen zahlenmifBig mit den Auflagerdriicken J'A iiberein,
wenn man die Schnittstellen am obersten Ende der Sdulen annimmt. Sie setzen
sich aus zwei Beitrigen zusammen, und zwar:

1. aus den Auflagerdriicken U der freiaufliegend

M+ H,
+
gedachten Stibe infolge der auf sie direkt einwirken- p -~
den duBeren Lasten (Abb. 82a), l ¢

8
2. aus den durch die Stabendmomente M, (Moment |
am oberen Saulenende) und M, (Moment am wunte- © _‘"’

M'llr
ren. Saulenende) hervorgerufenen Anteilen Mo+ M, T
(Abb. 82b). a) b)
s ist also: Abb. 82a und b. Querkraftanteile.
5 M, + M,
Jo=2a=u+HetNe. (42)
Damit lautet die Gl (41)
M
2y YgrYup Y Mot g (43)

oder, da voraussetzungsgemil simtliche Saulen eines Stockwerkes dieselbe Lange [
aufweisen,

(YP+Yg+3%.14+3M, +M,)=0. (44)

Man kann nun den Ausdruck (M, + M,) nach (9) mit den hier gewihlten
Bezeichnungen als Funktion der Forménderungsgréfen und der Stabbelastungs-
glieder ausdriicken und erhélt

DM, M)=3kg, + 2 3k, +6ky + X (M, +M,). (45

Hierin bedeuten ¢, bzw. ¢, die Knotendrehwinkel des am ,,0beren’ bzw. ,,unteren*
Sdulenende gelegenen Knotenpunktes. Fiihrt man diesen Ausdruck in (44) ein,
so ergibt sich:

D3k, +3kg,+ Y 6ky+ (2P + g+ U 14+ (M +M,)=0. (46)

Setzt man fiir den Beiwert von vy, der in der Gleichungstabelle in die Diagonale
zu stehen kommt, die sinngeméfe Bezeichnung D, (= Diagonalglied des Stock-
werkes y), ferner fiir die Summe aller von der dufleren Belastung abhingigen Glieder
den Buchstaben S, (= Belastungsglied des Stockwerkes y), so erhilt man die Ver-
schiebungsgleichung fir ein beliebiges Stockwerk in zweckmiBiger Schreibweise

28kp, +2'3kg, + Dyyu + 8, =0. (47)
“ ]

Dabei ist
D, =6k, (48)
uw

d. h. gleich der sechsfachen Summe der Steifigkeitszahlen simtlicher Séulen des
betrachteten Stockwerkes, und

Su= (2P +Xq+2%) .1, + XM, +Mm,). (49)
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Das §-Glied enthalt somit die Summe aller oberhalb des betrachteten Stock-
werkes waagrecht wirkenden Krifte P und ¢ sowie die oberen Auflagerdriicke A
aller freigelagert gedachten Séulen dieses Stockwerkes

2
% [— = 1], multipliziert mit der Stockwerkshéhe /,, und
vt 1s:,)ull?;erdem dlile dSumﬁe de;ﬁ ol)ozl:len uléd ulnter%n S‘t]ab-
-— R belastungsglieder (M, -+ M,,) dieser Sdulen. Die Vor-
Yy © 2@ 2@ ;?@f% zeichen der Auflagerdriicke 9 stimmen immer mit
2z, ™~ dem Vorzeichen der Krifte iiberein, aus welchen sie

© © @ @ gebildet werden.

Bei der zahlenmiBigen Bestimmung der S,-Glieder
ergeben sich oft Vereinfachungen. Wirken z. B. nur
lotrechte Krafte auf das Tragwerk ein, so ist S, = 0;
A 7L A4 A4 wirken waagrechte Knotenlasten, so wird einfach

. \ 7
Abb. 83. Belastungs- und Beiwertskizze,  Su =1 >, P usw.
Die g-Glieder treten paarweise fiir jede Siule

in der Form 3 k¢, und 3 k¢, auf. IThre Zahl ist somit gleich der Anzahl der in
dem betrachteten Stockwerk auftretenden unbekannten Drehwinkel ¢, und ¢,.

Durch die Benutzung der gebrauchsfertigen GI. (47) unter Zuhilfenahme einer
Beiwertskizze werden viele Zwischenrechnungen entbehrlich und das Anschreiben
der Gleichungstabelle gestaltet sich sehr einfach.

Anschlieend sei die zahlenmiBige Anwendung der Gl. (47) fiir das vorletzte
GeschoB} eines Stockwerkrahmens gezeigt. In Abb. 83 ist die Belastung mit den
erforderlichen Beiwerten dargestellt. HEs ist also nach (48)

D,=6k=6(4-+5+ 6+ 3)=108.
Weiter ist nach (49) #
8,=1 3 P=350(4+2) =2l
Damit wird nach (47)
1299 + 15919 + 1891, + 91, + 1255 + 159y + 18915 + 9 @16 + 1089, +- 21 =0.
In derselben Weise wire bei allen iibrigen Stockwerken zu verfahren.

b) Gleichungstabelle fiir einen unsymmetrischen, dreistieligen, zwei-
stockigen Rahmen.

In Abb. 84 ist die Beiwertskizze des Rahmentragwerkes dargestellt. Der Gang
der Rechnung ist im wesentlichen derselbe wie bei unverschieblichen Tragwerken.

Fiir den vorliegenden Rahmen, der beliebig belastet sei, sind als Unbekannte
die sechs Knotendrehwinkel g, bis ¢y und zwei Stabdrehwinkel 1, und y, gemeinsam
zu bestimmen. Demgemd werden fiir die Aufstellung der entsprechenden Rahmen-
gleichungen folgende Werte zu ermitteln sein:

fir die Knotengleichungen: d, bis d4 nach (35) und s, bis s, nach (36a);

fir die Verschiebungsgleichungen: D;, D, nach (48) und §;, S, nach (49).

@) o ® x ©® Damit kann unter Zuhilfenahme der Beiwertskizze
die tabellarische Aufstellung der Gleichungen vor-
genommen werden. Man benutzt dazu die all-
gemeine Form der Knotengleichung (40):

@ @ dn¢n+2kﬂ,i¢i+3kp'§0y+3kp+11pu+l']"sn:O
1
vk e #  und die Verschiebungsgleichung (47):
’JV, 7Lz ko ngtpu+23k(p0+Dﬂ¢M+S#:0
@ ) @ s I

Abb. 84. Beiwertskizze. (Siehe Gleichungstabelle 3.)

wl% Ay s

Fy ® ks
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Gleichungstabelle 3.

4 s | % | @ Ps Ps ¥ e B
Ps dy ky kg 3k, 3 ke Sa
Ps ky ds ky a k, 3k, 3k, S5
2 ks | dg ke | 3k | 3k | s
P ke - o _ d, ky 3 kg 5
Ps k, kq dg ko 3k, Sg
P9 kq kyo dy 3 kg S9
Py 3k, 3 kL" 3k, } D, Sy
v 3 ks 3k, 8ky | 3k ‘ 3k, 3 kg D, S,

Nach Auflésung dieser Gleichungen erhilt man nach (7) die Stabendmomente,
z. B.

My =k (py+ 3y1) + My 4 My =k (29,4 3y) ;1‘93?4.1’

My 5 =ky(ps + 3y) + My s, Mys=1ky(20s+ @5) +My 5

Ma_e = k3 (ps + 391) + M3, 6, My =ks (20, + @7 + 3yy) + My ,
usw.

¢) Tabellarische Aufstellung der Gleichungen fiir symmetrische
Tragwerke.

Bei symmetrisch ausgebildeten und symmetrisch belasteten Tragwerken er-
geben sich betrichtliche Vereinfachungen in der rechnerischen Behandlung. Es sind
dabei zwei Fille zu unterscheiden: 1

l. Die Symmetrdle des Tragwe,rkes @ T T IIU It @ @Hﬂﬂ%mﬂz
enthdlt Knotenpunkte. %
Bei dem in Abb. 85 dargesteilten, l oy
symmetrisch belasteten Rahmen & e ® % ©®
treten als Unbekannte nur die Kno- %
tendrehwinkel ¢,, ¢; und @, auf, 1 ®
da infolge der festen Einspannung (@I 5 @I ¢)
Gleichungstabelle 4. Ky
H Ps3 ‘ Ps | P B
‘ | i ”J’Z@ 7‘9 7-7,@ JW
Ps ;‘ dy ky ‘ 83
A S ‘
Ps ks ds ks 85
@, T 2 d* - Abb. 85. Tragwerk mit ,,Knoten-  Abb. 86. Beiwertskizze,
7 5 7 8q symmetrale®.

der Saulenfiile ¢, = @, = ¢,' = 0, ferner wegen der symmetrischen Verformung
auch @, = ¢gs= ;=0 und ebenso y, = 9, = ;= 0 sind. Aus Symmetrie-
grinden mufl weiter ¢y = —@;, @5 = —¢; und @,/ = —¢@, sein. Der Rahmen
ist somit fiir symmetrische Belastung genau so zu berechnen wie der in Abb. 86
samt den Stabfestwerten k dargestellte Rahmen, der in den Punkten 4, 6 und 8
fest eingespannt ist. Es sind also hier nur drei Knotengleichungen nach (18) anzu-
schreiben (siehe Gleichungstabelle 4).
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2. Die Symmetrale des Tragwerkes geht durch die Feldmitte.

Einen solchen Fall zeigt Abb. 87, in welcher auch die Stabfestwerte k eingetragen
sind. Auch hier treten bei symmetrischer Belastung keine Stabdrehwinkel auf.
Als Unbekannte sind nur die Knotendrehwinkel @3, @,, @5, @4 zu bestimmen. Wegen
der angenommenen festen Einspannung der SiulenfiiBe ist ¢, = @, = @' = ¢, = 0.

Ferner ergibt sich wegen der symmetrischen

® ® l l l G @ Verformung @) = —@, und ¢’ = —@,. Es
s

T wiirde also z. B. die Knotengleichung fiir den
. n Punkt 4 nach (18) lauten:
5 5 Cy
dy @y + ks @3 + by @y + kg P + 84 =0
@) | LT ® | Ol @ Da nun ¢,/ = — ¢,, so kann die vorstehende
ks e =’ Gleichung auch in folgender Form geschrie-
% 7 ben werden:
2
(da — k) Py + s s + kg @ + 84 = 0.
) . A . Bs wird also das Diagonalglied d' fiir jeden
© ® @ @  der Symmetrale zunichst gelegenen Knoten-
Abb. 87. Tragwerk mit ,,Feldsymmetrale®. punkt um den Stabfestwert & jenes Stabes

vermindert, der zum symmetrisch gelegenen

Knotenpunkt fithrt. Es ist daher zweckmdiBig, fiir diesen verkleinerten Wert des Dia-
gonalgliedes die Bezeichnung d' einzufiihren. Also z. B. d,' = dy — k, oder allgemein
fiir einen Stab zwischen zwei

Gleichungstabelle 5. symmetrischen Knotenpunkten

s s ‘ s e B n—n’ mit der Steifigkeitszahlk,,, .-

@3 dy kg | ks Sy dn/ =dp—kp,n- (50)
% ks a) T 84 Damit kann wieder nach (18)
—] die Aufstellung der Gleichungs-

Ps ks s a5 k, S5 tabelle 5 vorgenommen werden.
Pe t IR k, dg’ Sg Dabei bedeutet also nach (50)

dy =dy—k, und dg = dg—ks.

Bei symmetrischen Tragwerken ist somit immer darauf zu achten, ob die
Symmetrieachse durch Knotenpunkte oder durch die Feldmitte verlduft (vgl.
Zahlenbeispiel 4).

4. Der beliebig belastete, nur waagrecht verschiebliche Stockwerk-
rahmen mit lotrechten, ungleich langen Stindern.

Solche Tragwerke kommen bei Tribiinenbauten, bei Stiegenhdusern, Dach-
bauten usw. vor. Einen Vertreter dieser Art zeigt ganz allgemein Abb. 88. Ein
Teil dieses Rahmengebildes ist in Abb. 89 mit der zu erwartenden Verformung
vergroBert dargestellt. Daraus ist ersichtlich, da die oberen Saulenenden ein
und desselben Stockwerkes stets um das gleiche Stiick 4 gegeniiber den unteren
Siulenenden verschoben werden. Die Stabsehnen der Riegel verschieben sich bei
der Verformung nur parallel zur urspriinglichen Lage. Es sind also auch hier die
Stabdrehwinkel der Riegel gleich Null.

Durch die VerschiebungsgroBe A der Siulen eines Stockwerkes sind die Stab-
drehwinkel samilicher Siaulen dieses Stockwerkes bestimmt. Mit den Bezeichnungen
der Abb. 89 ist daher z. B. im untersten GeschoB:

4 4 4 4
R Y= (51)
1 2 3 n
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Es erscheint somit hier zweckméBiger, an Stelle der ungleichen Stabdrehwinkel y
die Verschiebung A als Unbekannte zu wahlen. Damit wird erreicht, daf auller

®
)
@/ \@
@ —_— W @ @
le—
@
® @
b 77 2 7w
O © @ ®
Abb. 88, Stockwerkrahmen mit ungleich hohen Abb. 89, Tragwerksteil aus Abb. 88 mit Ver-
Stielen. formung.

den Knotendrehwinkeln g nur noch so viele 4-Werte zu bestimmen sind, als Stockwerke
vorhanden sind. Die Aufstellung der Rahmengleichungen erfolgt dhnlich wie friiher.

a) Bedingungsgleichungen. i
Knotengleichungen. Durch Einfiihren der Beziehungen (51) in die
Knotengleichung (40) erhilt man wieder in vereinfachter Schreibweise ..
e
- — \
dn¢n+2kn.i¢i+kpAp+ku+1AM+l+3n=0, (62) @
3 1
\
\
i o= Sk by — Ske+1 B
wobei k, = I und k&, 41= a1 (53) /‘\\ S
ferner 4, und 4,1 die den iibereinanderliegenden Stockwerken u /F
bzw. (u -+ 1) zugeordneten VerschiebungsgroBen bedeuten (Abb. 90).
Verschiebungsgleichungen. Die Auswertung der Bedingung 5 2009
zeichnungen.

J'H = 0 fiir irgendein Stockwerk u ergibt unter Beachtung, daB
hier die Saulenlingen ! verschieden sind, folgende Mustergleichung [vgl. auch (47)]:

ZE‘Pu+EE‘Po+DﬂAM+Sﬂ:0; (54)
u u
hierin bedeuten: -
u
RS ¥ EAYESA RS LT (56)
u u

die ' beziehen sich auf alle Sdulen des betrachteten Stockwerkes u. Die Bedeutung
uw
der Glieder P, ¢, % und M,, M, ist dieselbe wie in (49).
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Die Anwendung dieser Gleichung laflt sich am besten an einem Zahlenbeispiel
zeigen. In Abb. 91 ist ein ZweigeschofSrahmen mit der vorhandenen waagrechten

" ® /T7 \@
(42) ¥y=60|(%y=35)

3 ,
K~40|(%-40) l hy=50|(%=37) 5:
24
@ i ©
) 4;) S %=80|(%=40) o

illkiad (B l P

Abb, 91. Belastungs- und Beiwertskizze.

”

1,

Belastung und den erforderlichen k-Werten dargestellt. Die Siulen sind bei 1,
2, 3 fest eingespannt. Es wiren die Verschiebungsgleichungen fiir beide Stockwerke
anzuschreiben. Nach (53) ist

F_3.55 .o 7 _ 3.80 .o - 3.60
klzw——3,3, ky = 40 =6,0; k= 45 =4,0»
- 3.40 . -  3.60 .. - 3.50
kﬁzw——él,o, k,= 5.0 =3.,6; ks_hTO = 3,75.
\'\ \ 4 \‘I
JZ 23 kA 4 k4
Abb. 92. Abb, 93, Abb, 94,
Diese k-Werte sind ebenfalls in Abb. 91, und zwar
als Klammerwerte eingetragen. Nach (55) wird weiter
. \wE . 3,3 6,0 i(l) _
l l D1—271“2(5,0+4,0 i5) = 6.10,
40 | 36 | 3,75\
4 ’ D, =2 ( 30 T 50 T 40 )_ 5,98
Abb. 95. und schlieBlich nach (56)
Abb. 92 bis 95. Tragwerke mit un- 8,=30+60=09,0t,
gleich hohen Stielen. Sz _ 3,0 t.

Somit lauten nach (54) die Verschiebungsgleichungen:

fiir das erste Stockwerk

339, +60¢; +40¢,+6104;, +90=0
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und fir das zweite Stockwerk

40p, +36¢p; +3,75¢; +40¢;, +36¢; +3,75¢, + 5984, +3,0=0.
Mit Hilfe der allgemeinen Gl. (52) und (54) konnen u. a. auch Tragwerksformen
berechnet werden, wie sie die Abb. 29, 32, 33, 34, 58, 59, 62, 64, 69, 70, 71, 92, 93,
94 und 95 zeigen.

5. Das BU.-Verfahren bei symmetrischen Tragwerken.

Sind symmetrisch ausgebildete Tragwerke unsymmeirisch belastet, so ist die
Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten genau so gro$}, als ob auch das Tragwerk
unsymmetrisch gestaltet wire. Durch das bekannte Verfahren der ,,Belastungs-
umordnung*‘, kurz BU.-Verfahren genannt, kénnen auch in einem solchen Fall
die Vorteile der Symmetrie ausgenutzt werden.

Diese Art der Behandlung soll an einem einfachen Beispiel kurz erliutert werden.
Abb. 96 zeigt ein symmetrisches Tragwerk mit der unsymmetrisch einwirkenden
Belastung P. Dieser gegebene Belastungsfall kann nun durch zwei andere ersetzt

P

® o f o e @Fpéb ®

|
®
l e
, 7 2 ' (DZ ‘ Al
3 @) @ ®

D

@

O

AR

i
Abb. 96. Unsymm. Belastung P.

P ; P
Unbekannte: @5, @1, @5, 4. Abb. 96a. Symm. Belastung 5 Abb. 96b. Antimetr. Belastung 5

Unbekannte: ;. Unbekannte: @g, @5, 4.

werden, die in den Abb. 96a und 96b dargestellt sind. Der Belastungsfall a besteht
aus den symmetrisch einwirkenden Lasten — -, der Belastungsfall b zeigt die Krafte o

in entimetrischer Anordnung. Da die Uberlagerung dieser beiden Belastungsfalle
wieder die urspriingliche Belastung ergibt, so muB auch die Uberlagerung der aus
den Fillen a und b erhaltenen Rechnungsergebnisse die gesuchten Werte ergeben.

Der mit diesem Verfahren verbundene Vorteil ist klar. Es sind an Stelle einer
umfangreichen Gleichungsgruppe zwei voneinander unabhéngige, kleinere Gleichungs-
gruppen aufzuldsen und die Ergebnisse zu summieren. So wiren z. B. bei der Be-
handlung der gegebenen unsymmetrischen Belastung nach Abb. 96 vier Unbe-
kannte zu ermitteln, nimlich die Knotendrehwinkel g, ¢4, ¢;" und die Verschiebungs-
groBe A der Saulen. Nach dem BU.-Verfahren ist fiir den Belastungsfall a nur eine Un-

bekannte zu bestimmen, nimlich der Knotendrehwinkel g,, denn A = 0, @, =0 und
@3 = —@;. Fiir den Belastungsfall b sind dre; Unbekannte zu ermitteln, und zwar
die Knotendrehwinkel ¢, = @;" und ¢, sowie die Verschiebungsgréle A der Siulen.
Durch die Summierung der entsprechenden Forminderungswerte aus den beiden
Ersatzbelastungsfillen erhdlt man dann bereits die gesuchten Forminderungswerte
fiir den gegebenen Belastungsfall. Es wird hier also z. B.

Ps=@st Pa; @’ =— @3+ P35 @u= g5 A=4.
Aus den so erhaltenen Werten kénnen dann die StabanschluBmomente in der
gewohnten Weise ermittelt werden.
Ebensogut kann man zunédchst die Momente fiir beide Belastungsfille getrennt
ermitteln und sie dann summieren.
Guldan, Rahmentragwerke, 2. Aufl. 3
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Ahnlich ist natiirlich auch bei vorhandenen Streckenlasten vorzugehen (siehe
Abb. 97 und 97a, b).

Bei der Durchfithrung der Rechnung nach diesem Verfahren ist darauf zu achten,
daB sich die beiden Gleichungssysteme fiir den symmetrischen und antimetrischen
Belastungsfall auch in einzelnen s-Gliedern und d-Gliedern unterscheiden. Uber
symmetrische Belastungsfille wurde im vorhergehenden Kapitel ausfiihrlich ge-

l 7 |
@ YI?;IHII" ! @ @ 3 1?:’121-{1 ¥ I 41“1'11”1”
| |
| |
6 b I @ 65 7. I E aD
© | @ © | @

Abb. 97. Unsymm. Belastung ¢.

a : a
Unbekannte: g, @4, 02, 95’5 4. Abb. 97a. Symmetr. Belastung o Abb.97b. Antimetr. Belastung o

Unbekannte: ¢g, @4. Unbekannte: @3, ¢4, 4.

sprochen. Uber die Behandlung antimetrischer Belastungsfille ist hier noch einiges
zu erganzen.

Antimetrische Belastungsfille. Es sind wieder zwe: Moglichkeiten in Betracht
zu ziehen, die anschlieBend gesondert erértert werden sollen.

1. Die Symmetrale des Tragwerkes enthdlt Knotenpunkte.

Es empfiehlt sich, in solchen Fillen bei der Aufstellung der Gleichungen nur
eine Hlfte des Tragwerkes mit der entsprechenden Belastung in Betracht zu ziehen.
s ' Dabei ist aber zu beachten, daB dann bei den in der

©) 1 @%@ @ Symmetrale liegenden Sidulen nur der halbe Wert der
A3 % zugeordneten Steifigkeitszahl % in Rechnung zu setzen

i) Wl & /7' & |%) ist. Auf diese Weise ergibt sich wiederum sofort eine
/ ;;i_) ;—ﬁz ) ‘ vollstindig symmetrische Gleichungstabelle. So kann z. B.
4 z/|Z= > der in Abb. 96b ersichtliche Fall bei antimetrischer
@ 7 @) Belastung auch so aufgefafit werden, wie in Abb. 98 an-
@® gedeutet ist. Es kann dann die eine Héifte mit der zu-
Abb. 98, Beiwertskizze. gehorigen Belastung wie ein unsymmetrisches Tragwerk
behandelt werden und es ergeben sich in der vorliegenden

Aufgabe als Unbekannte die Knotendrehwinkel ¢; ¢, und die Verschiebungs-
groBe A. Somit kann unter Benutzung der Knotengleichung (52) und der Ver-
schiebungsgleichung (54) die Aufstellung der Gleichungstabelle 6 vorgenommen wer-
den. Die darin enthaltenen d-Glieder sind:

dy==2(ky + ks) bzw. dy =2 (k3 + 0,5k,);
Ps Pa 4 B das D-Glied fir die Verschiebungsgleichung

Gleichungstabelle 6.

- ist nach (55
Ps3 ds ky ky 53 ' (55) E, 0,5 ks
va || Ky d, |05k | s D=2 (1_1 += )
4 1 &k |05Fk| D S (Siehe auch Zahlenbeispiel 5.)

2. Die Symmetrale des Tragwerkes geht durch die Feldmitte.

Hier ist bei antimetrischer Belastung nur auf die Bildung der d-Glieder jener
Knoten zu achten, die der Symmetrale benachbart sind. Im iibrigen braucht
wieder nur eine Hilfte des Tragwerkes in Betracht gezogen zu werden. Es ist z. B.
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nach (39) unter Voraussetzung einer antimetrischen Belastung die Knotengleichung
fiir den Knoten 5 des Rahmentragwerkes der Abb. 99:

ds @5 + ks @y + ke @5’ + ks 4y + 85 = 0.
Da @5 = ¢’ ist, so kann die Gleichung auch in folgender Form geschrieben werden:

(ds + kg) . @5 + ks @y + k5 Ay + 85 = 0.
Es zeigt sich, daB hier bei antimetrischer Belastung das d-Glied um den Betrag
der Steifigkeitszahl £ des Verbindungsstabes zum symmetrisch gelegenen Knoten
vergrofert wird, wihrend bei den symmetrisch belasteten Tragwerken das Umge-
kehrte der Fall war. Es empfiehlt sich auch hier, fiir das vergréBerte d-Glied
eine besondere Bezeichnung einzufiihren, so z. B.

d5+ks=d_5

oder allgemein fiir einen Stab zwischen zwei symmetrisch gelegenen Knoten-
punkten n—n' mit der Steifigkeitszahl k&,

d—n = dn + kn.n" (57)

Unter Beachtung dieser Bezeichnung kann die Gleichungstabelle 7 aufgestellt
werden. Hierzu kénnen wieder die Knotengleichung (52) und die Verschie-
bungsgleichung (54) Verwendung finden.

Es gibt natiirlich auch Tragwerke, bei welchen Pl
die Symmetrale abwechselnd durch Knoten und ® 1/7@.[ ®
I
Gleichungstabelle 7. 4 K5 |(4s) I p
‘ P3 \ Pa ‘ Ps 4, 1 4y B @1 ® %, ® @
‘ “ ! - '
Ps dy ky 1| 83 ~ _
(}} J‘; ks J4 k5 —2 [ —5 84 4, k(%) ] /7’2)
Ps i ks Js ‘ ks S5 @ I <
Vi | E E, i D S | ok
Al ' 1 | ]EZ i‘ E 1 ! 1 B @ I @
2 I | D, 8y Abb. 99. Beiwertskizze.

durch Feldmitten hindurchgeht (Abb.100). Auch dann kénnen bei der Aufstellung
der Gleichungen die vorstehenden Erlduterungen sinngemiBe Anwendung finden.

p | g S S
—_— -— < ——— ——
NS ® © 9, L@ e,

7 H
—_— — - — = ——
©) ® @ ® JE‘D @ ® 1@ @
o olod b bd b bd
. i i i
Abb. 100. Unsymmetrische Be- Abb. 100 a. Symmetrische Be- Abb.100b. Antimetrische Be-
lastung P. P P
lastung 5 lastung 5

Zu beachten ist, daB der Belastungsfall nach Abb. 100 fiir die Berechnung
der Momente und Querkrifte ohne weiteres als antimetrisch (Abb. 100b) ange-
sehen werden kann. Sein symmetrischer Anteil (Abb.100a) ergibt nimlich nur
Langskrifte in den Riegeln und kann daher bei der Ermittlung des Momenten-
und Querkraftverlaufes vollstindig auBeracht gelassen werden.

3.
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6. Verschiebliche Tragwerke mit gelenkigen Stabanschliissen.

A. Allgemeines.
In den Abb. 101 bis 104 sind einige verschiebliche Tragwerke mit gelenkigen
Stabanschliissen dargestellt und gleichzeitig auch die nach dem hier behandelten
Verfahren jeweils zu bestimmenden Unbe-
6] kannten vermerkt.

® Die Aufstellung der Bedingungsgleichun-
gen fir derartige Tragwerke wird im fol-

genden ausfiihrlich dargelegt.
Knotengleichungen. Es soll zuerst die
7 allgemeine Form der Knotengleichung unter
der Voraussetzung aufgestellt werden, daB
beliebig viele der im Knoten (n) zusammen-

Abb. 101. Unbekannte: Abb. 102. Unbekannte:
@q, 4. a.
® laufenden Stdbe hier oder in den Nachbar-

®
@ knoten steif oder gelenkig angeschlossen
l® @
% 7%

sind und weiter, daB bei beliebig vielen
dieser Stibe ein Stabdrehwinkel ¢ bzw. eine
6) Stabendverschiebung A auftritt. In Abb. 105

Abb. 103. Unbekannte: g, ¢g, ¥.

@ | r S
® © T
@

Abb. 104. Unbekannte: ¢4, ;. 4.

Abb. 101 bis 104. Verschiebliche Tragwerke mit Abb. 105. Tragwerksteil mit gelenkigen Stabanschlissen.
gelenkigen Stabanschliissen.

ist ein solcher Knoten (n) mit den benachbarten Knotenpunkten als Teil eines be-
liebig gestalteten Rahmentragwerkes dargestellt. Wollte man auch die Gelenk-
drehwinkel ¢, und @+ in der Rechnung mitfiihren, so konnte die Knotengleichung
nach (37) auch hier Anwendung finden:

dn Pn +27 kn,z’ @; +A\J 3 kn,i'wn,i + 8y = 0.
B 7

Auf diese Weise wiirde man aber auch fiir-jeden zu bestimmenden Gelenkdrehwinkel
eine Knotengleichung aufzustellen haben. Um dies zu vermeiden ist es notwendig,
alle dem Knoten (n) gegeniiberliegenden Gelenkdrehwinkel ¢, durch ¢, und den
zugehérigen Stabdrehwinkel o, , auszudriicken. Im vorliegenden Falle ist also
nach Tafel I, Seite 4, Fall 2a beispielsweise der Gelenkdrehwinkel

1 M, .,
P ="7%5 (‘pn + 3 Yns + *kn*;)

Fiihrt man diese Elimination in der obigen Gleichung allgemein durch, so erhilt
man die neue Knotengleichung in folgender Form:

dno 2% +2 kn r®r +23 kn,r"/}n,r +2 1,5 kn,g Yu.g + Sno =0. (58)
r r g
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Hierin haben d,°, 5,0 und Y’ k, . p, die gleiche Bedeutung wie bei (29), und zwar:
T

dno - dn - 0:52 kn,w (59)
g

8,0 =8,— 0,52 My n (60)
g

Die Glieder 'k, , ¢, und >'3 %, , v, , beziehen sich auf jene Stabe, die beiderseits
r r

steif angeschlossen sind. Die Glieder ' 1,5k, ,v, , gelten fiir jene Stibe, die im

g

Knoten (n) elastisch eingespannt, auf der Gegenseite aber gelenkig gelagert sind.

Wiéhlt man an Stelle der Stabdrehwinkel i die VerschiebungsgroBen A als
Unbekannte, so lautet die Knotengleichung

dﬂo ¢ﬂ +2kﬂ,7(p’r +Z Eﬂ,T An.r +2/1 0’5 ];n,aAn,y + Sﬂo = O’ (61)
r r g

wobei &k = 3Tk bedeutet.

Verschiebungsgleichungen. In der gleichen Weise, wie dies in den voran-
gegangenen Kapiteln fiir Tragwerke ohne Gelenke gezeigt worden ist, lassen sich
auch hier fiir die verschiedenen Tragwerksarten gebrauchsfertige Mustergleichungen
aufstellen. Das wird im folgenden fiir einige wichtige Fille durchgefiihrt.

B. Mehrfeldrahmen.

Es erscheint zweckmdBig, hier die verschiedenen Sonderformen des einstockigen
Mehrfeldrahmens getrennt zu betrachten und die Knotengleichungen sowie die zu-
gehorigen Verschiebungsgleichungen fiir diese Rahmentypen anzuschreiben.

Die Verschiebungsgleichungen erhilt man jeweils in der Weise, daf3 in der all-

gemeinen Form (54) Dk, +X kg, +DA+8=0 (62)

die Gelenkdrehwinkel als Funktion der iibrigen ForménderungsgroBen des be-
treffenden Stabes ausgedriickt werden.

Nach Tafel I, Seite 4, Fall 2a und 4a ergeben sich fiir die in Abb. 106 a,b,c
dargestellten drei Stabarten, die beim Mehrfeldrahmen als Stiele auftreten kénnen,
folgende Ausdriicke fiir die Gelenkdrehwinkel:

P (2] Do
Fall ) g, =—5(po+ 1~ + ) (63) T
1/34 | M, -
Fall b) g, =— L+ (—l_ + ”’zf) (64) J
1 34 M,
Fall o) g, =—g(p+5 + )  (69) ,
Pu Ao 127
a) Der Mehrfeldrahmen mit durchwegs fest ein- a) b) c)
gespannten SiulenfiiBen (Abb. 107). Abb.108a, bund c. Stiibe mit

verschiedenen Endan-

Knotengleichungen. Diese lauten nach (52) unter Be- schliissen.

achtung, daB hier immer nur ein A-Glied auftreten kann,
du @+ b+ kA + 5, =0. (66)
7

Hierin beziegen sich die Glieder %, , ¢, nur auf die im Knoten (n) angeschlossenen
Riegel und k; A auf die einmiindende Saule,
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Verschiebungsgleichungen. Die Verschiebungsgleichung lautet nach (62) unter
Beachtung, dal hier durchwegs @, =0:

ko, +D4+8=0, (67)

l wobei nach (55) ~
D— 22’% (68)
6)

Abb. 107. Mehrfeldrahmen mit emgespannten

Séulenfiifien.
S =3P+ Ya+ YU+ 3 Mot W (69)

worin P und ¢ die waagrechten Komponenten der an den Riegeln angreifenden
duBeren Krifte bedeuten und die tibrigen Grofen aus (56) bzw. (49) hervorgehen.

und im Sinne von (5

b) Der Mehrfeldrahmen mit durchwegs gelenkig angeschlossenen
Saulenfiilen (Abb. 108).

Knotengleichungen. Diese ergeben sich aus (61) und lauten:

d'no Pn +2 kn,r Pr + 055 ];s i| -+ Sno = 0. (70)
r

Hijerin ist nach (59)

©_J/ ©@ —d,— 05k,  (T])
nach (60)
80 =8, — 0,5, ,, (72)
A ®  und wie in (61) der Siulenfestwert

Abb. 108. Mehrfeldrahmen mit FuBgelenken. ]Es — -#"'—. (73)

Verschiebungsgleichungen. Die Verschiebungsgleichung erhilt man, wenn (63)
in (62) eingefithrt wird, in folgender Form:

2 05kp,+ D04+ 8 =0, (74)

D =053""% (75)
0 5%

wobei

und g _ g 215‘1'& (76)

(Vgl. auch Zahlenbeispiel 10.)

¢} Der Mehrfeldrahmen mit durchwegs gelenkig ausgebildeten Saulen-
képfen (Abb. 109).
Knotengleichungen. Diese enthalten hier kein 4-Glied, sind sonach unabhéingig
von der Verschiebungsgleichung und lauten:

dno Pn +2 k'n,r P + 8740 =0. (77)

® r
Die Glieder k, ,@, beziehen sich nur

auf die Riegel.
Verschiebungsgleichungen. Die Ver-

Abb 109. Mehrfeldrahmen mit Kopfgelenken SChlebungSglelchung kann hier wegen
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@, =0 mnach Einfiilhrung von (64) in (62) wie folgt geschrieben werden:
DA 4+ 8° =0, (78)

D =05y 2 (79)

und 1’5 mo %u —_ 0,5 Wto
Poa- P S S S S B

wobel

d) Der Mehrfeldrahmen mit Full- oder Kopfgelenken in beliebiger
Anordnung (Abb. 110).

Knotengleichungen. Fiir diese gilt die Form (66), (70) oder (77), je nachdem,
ob die in den betrachteten Knoten einmiindende Siule kein Gelenk, bzw. ein Gelenk
oben, oder aber ein Gelenk unten aufweist. Ist sowohl oben als auch unten ein
Gelenk vorhanden (Pendelsiule), so gilt die Form (77).

Verschiebungsgleichungen. Die Verschiebungsgleichung ergibt sich durch sinn-
gemifle Einfilhrung von (63) und (64) in (62) wie folgt:

Dk, +205kp, + DA+ 8 =0. (81)
e g
Hierin beziehen sich die Glieder 3 % ¢, auf die gelenklosen Saulen und )} 0,5 k @,
e g
auf die unten gelenkig angeschlossenen Siulen. Weiter ist das Diagonalglied
—D_ E ® @
D0 =D—153" (82) '
g

Setzt man nach (55) fiir D=221§; i J,

so erhdlt man nach Vereinfachung in
zweckméiBiger Schreibweise : Abb.110. Mehrfeldl;ahmen mit FuB- oder Kopfgelenken.

p=23% o5 2% (83)
4 g

Hierin beziehen sich ' auf die gelenklosen Saulen, hingegen D auf die oben oder

e g
unten gelenkig angeschlossenen Saulen. Pendelsiulen liefern keine Beitrige fiir diese
Glieder.

Das Belastungsglied S° fiir die Verschiebungsgleichung ergibt sich hier mit
80— § 1,52%’_%%; (84)

M,° und IM,° bedeuten die Stabbelastungsglieder der oben oder unten gelenkig an-
geschlossenen Saulen, und zwar auf der Gelenkseite, und

§=3 P+ Yq+ Yut YTt (85)

wobei sich Y'P und ¢ auf die waagrechten Komponenten der an den Riegeln
angreifenden duBeren Krifte beziehen, > 9 iiber samtliche Siulen einschlieBSlich

der Pendelséulen zu nehmen ist, hingegen 2 sich iiber alle Sdulen auBer den Pendel-
sdulen erstreckt.
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— ] C. Stockwerkrahmen mit gelenkigen Stabanschliissen.
() a) Bedingungsgleichungen.
L — Knotengleichungen. Zur Aufstellung der Knoten-

gleichungen kann die allgemeine Form (61) benutzt
werden. Die darin enthaltenen 4-Glieder beziehen sich
7 w0 b/ 7 aber im vorliegenden Fall nur auf die im betrachteten
Knoten steif angeschlossenen Sédulen.

Abb. 111. Teil eines Stockwerk-
rahmens it Gelenken. Verschiehungsgleichungen. Die Verschiebungsglei-
chung fir irgendein Stockwerk (u) eines Stockwerk-
rahmens (Abb. 111) ergibt sich durch Einfithrung von (63) und (65) in (62)

wie folgt:

ke, +Y05kg, + ko, +2 05kg, + DA, + 82 =0. (86)
e g e g

Die Bedeutung der einzelnen Glieder geht sinngeméaf} aus den Erlauterungen zu (81)
bis (83) hervor. Das S°-Glied ergibt sich in Anlehnung an (56) und (84) bzw. (85) mit

o =5 —15 3RS (87)

wobei S :ZP +2q+29[ +2’m_0"lt_g£'i (88)

Fir 3 P und Y ¢ sind die oberhalb des betrachteten Stockwerkes waagrecht
angreifenden #ulleren Lasten zu setzen.

@ % ®
/ b) Anwendungsbeispiel.

% Die Anwendung der allgemeinen Knotengleichung
1A (61) und der Verschiebungsgleichung (86) soll fiir das

in Abb. 112 ersichtliche Rahmentragwerk ausfiihrlich

5 gezeigt werden. Als Unbekannte sind unter Voraus-

setzung beliebiger Belastung die vier Knotendreh-
winkel ¢4, @5, @ @s und die den beiden Stock-
werken entsprechenden Verschiebungsgrofien A4, und

Abb. 112. Beiwertskizze fiir einen A2 AN ermitt,eln‘
Stockwerkrahmen mit Gelenken.

Die Knotengleichung lautet nach (61)

d,0 ¢n+4knr¢r+uknrﬁnr+ 05IcngAng—l—s

g

Die vier Diagonalglieder ergeben sich hier nach (59) mit
a0 =d, —0,592 kyy=2(ky + kg + kg) — 0,5 (ky + k),
d0 =dy— 05 ks, =2 (ky + ky + k) — 0,5 &y,
ded =d, ’ = 2 (ks + k),
d0 =dg— 0,6 ke, =2 (k7 + kg) — 0,5 (k; + ky).

g
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Die zugehorigen Knotenbelastungsglieder sind nach (60)
80 =8,— 0:529}%. s =Wy y + My 5 + My, — 0,5 My 4 + M7 4)s
850 =8 — 052" M, ; =M o + M5 4 + M 6 — 0,60, 5,
8¢’ = 8¢ = Mg 5 + Mg.5,
8g0 = 85— 0,529;@, s = Mg 5 + Mg 7— 0,5 (M5 ¢ + My 4).

Es treten sodann zwei Arten von A-Gliedern auf. Die ¥’ Ic_n,,A . beziehen sich

T
hier auf die im betrachteten Knoten und auf der Gegenseite steif angeschlossenen
Séulen, withrend die ' 0,5 k, o 4, , fir solche Séulen gelten, die im betrachteten

g
Knoten steif, hingegen im Nachbarknoten gelenkig angeschlossen sind.
Die A-Glieder fiir die einzelnen Knoten ergeben sich also in folgender Form:

fir Knoten 4 0,5k, 4, und 0,5 keA,, fiir Knoten 6 &, 4,,
. o B 05k, 4, . . 8 05k,4,

Beachtet man noch, daB die Glieder ¥’ k, r @, sich nur auf solche Stibe des be-

st

r
trachteten Knotens beziehen, die hier und auf der Gegenseite elastisch eingespannt
sind, so erhdlt man nach (61) die Knotengleichungen an Hand der Beiwertskizze
(Abb. 112): B _
Ao, + kyps + 05k 4, +05kgd, + 5,5 =0,

d? @5 + ky@s + ks g + 05k, A7 + 59 =0,
de @¢ + ks 95 + k3 4, + 86 =0,
d80¢8 + 0:5E7A2 + 880 =

Die Verschiebungsgleichung lautet nach (86)
Neg,+ 205k, + X ke, +205kp, + DLA, + 8,0 =0.
e g 4 g
Nach (83) erhdlt man die Diagonalglieder

fir das 1. Stockwerk: D,*=2 % + 0,5 (% + %),
3 1 2

» ” 2. %) . D20 20’5(_]&_;_&)'
I, 1
Die zugehorigen Belastungsglieder 8,° und 8,° ergeben sich nach (87):

80 =8, —1,5 (%i + _%_5) 80 =8, — 15 (ﬁau 4 @u)
ll l2 ZG l7

Somit lauten die Verschicbungsgleichungen fir die beiden Stockwerke:

Es?’s + 05 k;‘Pal + 0’579_2995 +D,°4; + 8,° =0,
0,5 ks ®s+ 05 ];7 @s + D" Ay + 8,0 =

Schreibt man simtliche Gleichungen in Tabellenform an, so erhilt man:
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Gleichungstabelle 8.

Pa l Ps Pe ‘: Ps 4, | 4, B
7 | e |k |08k | 0sE | s
I TR sk, 80
@6 ky dg o 1?3 B S
Ps | dgd 05k, | s
A, || 05%k, | 05k, | Ky Dy S,
4y | 05% 0% | | D9 | sp

7. Rahmentragwerke mit nur lotrecht verschieblichen Knotenpunkten.

Derartige Tragwerke kommen im Hochbau ziemlich haufig vor. Es sind da vor
allem die im Fachschrifttum unter der Bezeichnung ,, Vierendeelrahmen* bekannten
Pfostenrahmentragwerke (Abb. 113,114) und die Dachrahmen mit zuriickgesetzten

X —— ==
7] —— =2y
~~~~~ - — (f, d,
6 4 4
dy ~-z;___ 43 > b 4 7 ’/"B’ 4
Abb. 113. Abb. 114. Abb. 115.
4
s pP——_——
4, PA
% 02
> e EEEE ———
dl l é J] dZ
ke ke 2 7 ke ked
Abb. 116. Abb. 117.

Abb. 113 bis 117. Rahmentrag\;verke mit nur lotrecht verschieblichen Knotenpunkten.

AuBensiulen zu nennen (Abb. 115). Weiter gehoren zu dieser Gruppe auch solche
Rahmentragwerke, bei welchen einzelne S&ulen nicht bis zum Fundament
reichen (Abb. 116, 117). Beiallen diesen Rahmengebilden soll vorldufig vorausgesetzt
werden, daBl die waagrechte Verschieblichkeit ihrer Knoten verhindert sei, was
in den Abbildungen durch seitliche Lager angedeutet ist.

Sind solche Tragwerke symmetrisch gebaut, so ergeben sich in der Berech-
nung verschiedene Vereinfachungen. Dieser Sonderfall soll zuerst behandelt
werden.

A. Symmetrisch ausgebildete und symmetrisch belastete
Vierendeel-Rahmentragwerke.

In Abb.118 ist ein Vertreter dieser Tragwerksgattung mit dem zugehérigen
Stabsehnenbild nach der Verformung infolge einer symmetrisch angeordneten Be-
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lastung dargestellt. Es ist leicht festzustellen, da die Knotenreihen (3—7--11),
(4—8-12), (5—9—13) und die symmetrisch gelegenen Knoten (4'—8—-12'),

(3'—7'—11") nur lotrecht
verschieblich sind und daB
wegen der Symmetrie der
Verformung nur drei ver-
schiedene Knotenverschie-
bungen &, 6,, ; auftreten.
Diese drei Verschiebungen
bringen insgesamt dre: ver-
schiedene Stabdrehwinkel
Py, Y, W3 hervor, die den
Feldern 1, 2, 3 zugeord-
net sind. Auflerdem sind
neun Knotendrehwinkel zu
bestimmen, ndmlich @, 3, 4,

Pe.7.s und  @ig,11,15- Die
jeweils symmetrisch gelege-

I rlr} z @H/’z A @
7 @) @ @
Op~=17r — T
==4 + ¥ RS e
2 @)z =8 - ' @
@ HPLH\%“ T @ @ sgaannansnad INLEARNIRNNRENI @
—~— 4 . [
-‘JWZ :;1)3 ____..L —————
Pol P
TU kY 3 % _ Il
™ %d-’-u..:..—————"”’
|
relo r reldx felozr |
I L] P4 i
ko e
O] @

Abb. 118, Symmetrisches Vierendeel-Rahmentragwerk.

nen Knoten erleiden gleich grofle, aber entgegengesetzt gerichtete Verdrehungen, z. B.
@) = —@s; @3 = —3; @ =—¢, usw. Ferner ist wegen der Symmetrie
@5 = @9 = @13 =0 und bei Annahme einer vollkommenen Einspannung auch

=@ =0

a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Es

kann hier die fiir Stockwerkrahmen aufgestellte Form

(40) Verwendung finden, wenn der Buchstabe u, der sich auf die Stockwerke be-
zieht, durch den Buchstaben » ersetzt wird, der nunmehr als Ordnungsziffer fiir
die Rahmenfelder gelten soll. Sie lautet dann:

Al
oA

Abb. 118a.

Dy P+ 2 b i @i+ 30y + 3k 19y 11+ 8, =0. (89)
Ay 4 4 P
| @) @ __aola
N () N N
® ﬁ- ® ,f';i -

A
/Pr P @ Pe 1

of] w M
@ TP ‘ :;” @ HIIITIE INGINNRARE ¢ ; "
A
M

A
all ¥ @ @L}#

Abb. 118b. Abb. 118c.

Abb. 118a, b und c¢. Abgetrennte Teile des Tragwerkes aus Abb. 118 mit Schnittkriften.

Darin bedeuten somit:

v, und y, ;.. die Stabdrehwinkel der Riegel in dem Feld » bzw. v 4- 1, also die Stab-
drehwinkel im Feld links bzw. rechts von dem betrachteten Knoten n,
k, und k, ., .. die Steifigkeitszahlen der Riegel links bzw. rechts vorh Knoten n.
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) Die zahlenmdfige Verwendung dieser Gleichung soll nun
T fiir den Knoten (7) des Tragwerkes der Abb. 118 gezeigt
wtm % werden, der zur besseren Ubersicht mit den zugehérigen
ﬂ]]]Iﬁ]]]]IH[[U]IHmﬁJal%rﬂémm Stiben und den benachbarten Knoten in Abb. 119 als
Beiwertskizze samt der vorhandenen Belastung gesondert
ad @ 4 dargestellt ist. Man kann nun sofort das Diagonalglied d,
" 85 " berechnen, und zwar ist nach (35)
lo d,= 2%7707,,. = 2(8,5 + 3,5 + 4,0 + 8,0) = 48,0.
60 50

Die zur Ermittlung des Knotenbelastungsgliedes s, er-
Abb. 1%2;&:1:;?;;‘?' und - forderlichen Stabbelastungsglieder M, ¢ und M, ¢ erhilt
man nach Tafel 2:

B ql* _ 4,0.86,0°
My, 6 = 12 12

daher nach (36a)

3,0.500 ,
o = — 6,25 tm;

= 4 12,0tm; M, 4=—

S, =M, ;= +12,0—6,25 = + 5,75 tm.
i
Damit kann bereits die Gleichung fiir den Knoten (7) an Hand der Beiwertskizze
nach (89) angeschrieben werden. Sie lautet:

48 @, + 8,55 + 3,596 + 4,0 95 + 8,0y + 10,59, + 12,09, + 5,75 = 0.

Verschiebungsgleichungen, Man denke sich der Reihe nach in Abb. 118 die
Schnitte I—I, II—II, III—IIT in den einzelnen Feldern links in unmittelbarer
Nihe der Knoten durchgefiihrt und dort die Schnittkrifte M, N, @ angebracht.
Fiir die auf diese Weise abgetrennten Tragwerksteile, die in den Abb. 118a, b, ¢
mit den symbolisch angedeuteten Schnittkriften gesondert herausgezeichnet sind,

muBl nun die Gleichgewichtsgleichung D'V =0 erfillt sein, d. h. es muB die
Summe der lotrechien Komponenten aller auf den abgeschnittenen Tragwerksteil
einwirkenden Krifte Null ergeben. Die lotrechte Teilkraft ¥V im Punkte (1)
kann nun fiir den vorliegenden Sonderfall eines symmetrischen Tragwerkes mit
symmetrischer Belastung immer schon von vornherein zahlenmifig angegeben
werden, und zwar ist sie gleich dem halben Betrag der lotrecht wirkenden Ge-
samtbelastung des Tragwerkes.

Die Bedingungsgleichung 3'V = 0 kann unter Bezugnahme auf die verschieden-
artigen Kriftegruppen etwas ausfiihrlicher folgendermaBen geschrieben werden:

v+ X P 42 ¢+ e=0. (90)
Hierin bedeuten:
V oo den lotrechten Anteil der Stiitzkraft im Punkte (1) infolge der Gesamt-
belastung,
2P ..., die Summe aller links vom Schnitt einwirkenden Einzellasten,
2 die Summe aller links vom Schnitt einwirkenden Streckenlasten,
20Q ..., die Summe der im Schnitt iibertragenen Querkrifte.

Es ist

V= (3P+ ). (91)

Die Werte fiir P’ und ¢’ sind jeweils unmittelbar aus der Belastungsskizze zu ent-
nehmen. Im iibrigen kann &hnlich wie bei der Weiterentwicklung der GI. (41)
verfahren werden. Es kénnen auch an Stelle der Querkrifte @ an den Stabenden
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die Auflagerdriicke 4 gesetzt werden, so dal unter Beachtung des Richtungssinnes
+_.
der Krafte _ n M, +M
(H) Vo= 34=— 3+ E'T’ (92)

geschrieben werden kann, wobei M; und M, die Momente am linken bzw. rechten
Stabende des betrachteten Feldes » bedeuten (Abb.120). Die Summenzeichen 3/
beziehen sich auf alle Stiabe jenes Feldes, durch welches
der Schnitt gefiihrt ist.

Die Beitrige >'%, d. s. also die Auflagerdriicke auf der
linken Seite der freiaufliegend gedachten Stibe, haben den-
selben Richtungssinn wie die Lasten, aus welchen sie ge-

bildet werden.

Ubertragt man (92) und (91) in (90), so ergibt sich fiir
eine von oben nach unten gerichtete Belastung mit der
angegebenen Vorzeichenregel und unter Beachtung, daB die  app. 120. Querkraftanteite.
Stibe des Feldes v stets die gleiche Lénge I, aufweisen,

+3(XP+ Y)Y =Yy Sy Yon s =o. @

Ersetzt man nun nach (45) unter sinngeméBer Abénderung der Bezeichnung
die Summe der Stabendmomente durch die ForminderungsgréBen und Stab-
belastungsglieder, so ergibt sich schlieBlich die Verschiebungsgleichung fiir symme-
trische parallelgurtige Vierendeeltragwerke in folgender Form:

28kg +2'3kg, 4+ Doy, + 8, =0, 99

wobei D,= 6 Dk, (95)

&:[; (XP+3e— P37 —Zm}a + 3@+ M), (96)

Die in diesemn Ausdruck vorhandenen Vorzeichen von P, ¢, P, ¢', U gelten unter
der Voraussetzung, dafl diese Kréifte von oben nach unten wirken.

Die Verschiebungsgleichung (94) enthilt also vier Arten von Gliedern:

'3k Qreonns die Summe der Produkte aus dem dreifachen Stabfestwerte & und

i dem zugehdrigen linken Knotendrehwinkel ¢, fiir alle Stibe des
Feldes ».

2'3kg, .... die Summe der Produkte aus dem dreifachen Stabfestwerte & und

s dem zugehorigen rechten Knotendrehwinkel ¢, fir alle Stabe des
Feldes ».

Doy, oot das Diagonalglied, wobei D, nach (95) gleich der sechsfachen Summe
der k-Werte des Feldeg » ist.

I\ das Belastungsglied, das nach (96) zu berechnen ist, wobei > P’

und Y'q’ jeweils nur die Summe der links vom gedachten Schnitt
auf das Tragwerk einwirkenden Einzellasten bzw. Streckenlasten
bedeuten, wihrend jedoch unter P und PN q s@mitliche Lasten

zu verstehen sind. ' bedeutet die Summe der an der Schnitt-
stelle iibertragenen Auflagerdriicke der freiaufliegend gedachten
Stibe des Feldes ».
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Schluhemerkung: Die Verschiebungsgleichung (94) kann u. a. auch fir Trag-
werke von der Form, wie sie Abb. 121 zeigt, unmittelbar benutzt werden. Bei der
Bestimmung der Belastungsglieder § nach (96) kann dabei eine Vereinfachung in
Anwendung kommen, indem fiir die in der Formel auftretenden Belastungswerte
P, q usw. nur jene in Rechnung gesetzt werden, die sich innerhalb der Offnung des

3t Jt 46 (27 4t 5t 3 #t I'7 '3 3
g-2t/m Vp-2tm
IBEONENRERDNURRENRERNRERINERENAARANAE IDRTRNSNNN) ‘ILIHHI“JIHII TIIITITITITT T I ITTITTTIIT TTIITIIT I IITITI LTI
=3t/m g=3tfm
JAREAORARIN ERRAONNIRENNNS RORRRUREE \ORNNRINAN LZARRIRRERURNRI INORVEREARANI T
! j—46 4 v:vf” 65—
f—6 ¥ 56— Gt Go=3+2=58)m
J ! 2m
2 2 I g A 2 ! > 7
——3F’ 20 5
Abb, 121, Abb. 121a.

eigentlichen Vierendeeltrigers befinden, wie Abb.12la zeigt, denn die auferhalb
dieser Offiung wirkenden Lasten wiirden sich aus der Formel ohnehin herauskiirzen.

Es ergeben sich z. B. die Belastungsglieder S; und S, fiir das mit seiner Belastung
in Abb. 121 ersichtliche Tragwerk nach Formel (96)

Sl=[%(12+5.20)—L:}.6,O= + 246 tm

und fiir das zweite Feld
82::[% (12—!—5.20)——4,0—5.6—5—;} 4,0 = - 48 tm.

®xr® % @ ® ®
In;' k,k PP

6] e @
Ay @ (‘]’) @

b i 7.
@ @

Abb. 122, Beiwertskizze.

Das letzte Glied der Formel (96) liefert hier keinen
Beitrag, da wegen der vorhandenen symmetrischen
Stabbelastung stets IM; =—IN, wird, so daB die
Summe beider Werte Null ergibt.

Die

Anwendung der

Mustergleichungen (89)

und (94) wird im folgenden an einem Beispiel ge-

zeigt.

b) Gleichungstabelle fir ein symmetrisches Vierendeel-
Rahmentragwerk.

Das Tragwerk ist in Abb. 122 zugleich als Beiwertskizze dargestellt. Wird symmetri-
sche Belastung vorausgesetzt, so verbleiben als Unbekannte die vier Knotendrehwinkel
s 3. P, @g und die zwes Stabdrehwinkel ¢, und y,. Die in der Symmetrieachse

Gleichungstabelle 9.

e | o | @ | e | v | w | B
P2 \J dy ky ] ky 3k, B 7;8727
%T ky dy ks | 3ky | 3k | s
gs |k, dy k, | 3k, 85
s ks ky, ds 3k, 3k, ER
v 1] 8ky | 3ky | 3k, | 3k, | D, S,
Y2 "‘ 3ky | 3 kg o D, S,

gelegenen Knoten 4
und 7 erleiden zwar
eine Verschiebung in
lotrechter Richtung,
aber keine  Ver-
drehung, so daf}
@y = @, =0 ist. Wei-
ter wird auch ¢, =
=@,/ = 0, wenn
die Stiitzenfiife voll-
kommen eingespannt
sind.

A\
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Unter wiederholter Benutzung der Knotengleichung (89) und der Verschie-
bungsgleichung (94) kénnen die Bestimmungsgleichungen an Hand der Beiwert-
skizze in tabellarischer Form angeschrieben werden (siehe Gleichungstabelle 9).

Die GL (89) und (94) kénnen aber auch fiir anders gestaltete symmetrische
Rahmengebilde, wie sie z. B. in den Abb. 123 und 124 angedeutet sind, unmittelbar

verwendet werden, wenn symmetrische
j! Belastung vorliegt. (Siehe Zahlenbei-
I spiel 11.) Hingegen treten in dem

|
w2 ’7; ; -

Abb. 123. Abb. 124.
Abb. 123 und 124. Symmetrische, bei symmetrischer Belastung nur lotrecht verschiebliche Rahmentragwerke.

N
N
N

b

symmetrischen Tragwerk der Abb.125 bei symmetri-
scher Belastung nicht nur lotrechte, sondern im obersten
Stockwerk auch waagrechte Knotenverschiebungen auf.

|

|

)

i

B. Unsymmetrisch ausgebildete, seitlich festgehaltene % % ;

Vierendeel-Rahmentragwerke. e i P

In Abb. 126 ist ein Tragwerk dieser Art ersichtlich. Abb.125. Lotrecht und waag-

Es ist durch Lager in den Knoten 7 und 12 in waag- "™ Vircslfg;egl;;gsvseriym’“em'
rechter Richtung unverschieblich festgehalten, so da8 die )

Knoten 4—9, 510, 6—11 nur in lotrechter Richtung verschieblich sind. Unter der

Annahme fester Einspannung in den Punkten 1 und 2 bleiben noch zehn Knoten-

drehwinkel ¢ und wvier Stabdrehwinkel y als Un- ® ® @ 9
bekannte iibrig. ‘ ®

Im Gegensatz zu den friither behandelten sym-
metrischen Tragwerken sind hier die in den Punk- ® ® |® O)
ten 1 bzw. 2 auftretenden lotrechten Auflagerteil- 7};‘\\_5_1;@ 3 J-Lfi,;
krafte V zundchst zahlenmiB8ig nicht bekannt. L, % PRZANEY

Daher mufl bei der Aufstellung der Verschiebungs-
gleichung ein anderer Weg eingeschlagen werden. ®
Es ist vor allem zweckmiBig, an Stelle der Stab- 722
drehwinkel ¢ der waagrechten Stibe die ,,wirk- 3 196. T trisch
lichen** Verschiebungen ¢ der Knoten in lotrechter ’ ;ers'ésﬁgf)ﬁfhi’?cﬁi}gﬁ?fk.mecht
Richtung in die Rechnung einzufiihren. Man er-

reicht damit zunichst, daf die wvier Stabdrehwinkel g durch drei Verschie-
bungsgroflen ¢ ausgedriickt werden kénnen, wodurch von vornherein die Gesamt-
zahl der Unbekannten um eins geringer ist. AuBerdem ergibt sich auf diese Weise
auch hier wieder sofort ein vollsténdig symmetrisches Gleichungssystem.

a) Bedingungsgleichungen.
Knotengleichungen. Man kann hier von dem allgemeinen Ansatz in der Form (89)
ausgehen, welcher lautet:

dy@n +2 n i@ +3Fp + 3k 419011 + 8, =0. (97)
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Die Bedeutung der einzelnen Grofen ist bei (89) ausfiihrlich beschrieben und geht
auch aus der Abb. 127 hervor. Darin ist ein Teil eines lotrecht verschieblichen Trag-
werkes dargestellt, wobei die ,,wirklichen‘‘ Verschiebungen
(m-1)  (m) (me1) der Knotenreihen (m—1), m und (m 1) mit é,, _,, 4,, und
Om 41 bezeichnet sind.
Der Knoten =, fiir welchen allgemein die Knotengleichung
2 angeschrieben werden soll, gehort der Knotenreihe m an.
Die benachbarten Felder haben die Léngen I, und I, ;.
Die zugehérigen Stabdrehwinkel sind somit , und y, ;.
In der obigen Gl. (97) kann man nun nach (3) an
4,, Stelle der Stabdrehwinkel die ,,wirklichen* Verschiebungen

2y Ty

G-t a, e einfithren. Mit der gewihlten Bezeichnung wird also
[
4] — 0 6, —
Abb. 127, Bezeichnungen. Y=L = _”"_Z_-:"‘_'H_ (98)
14 v

Damit nimmt die Knotengleichung (97) nach kurzer Umformung folgende Gestalt an:

dn (Pn_i_zkn,i @i + Eﬂ 6m——1 + n 6m_—' Z:v+ 1 6m+1 + $n= 0. (99)
1
Hierin bedeuten also nach Abb. 127:
O vvnernennnnns die lotrechte Verschiebung jener Knotenreihe, die den Knoten n
enthélt,

Op_y und 0,4 .. die lotrechten Verschiebungen der links bzw. rechts von n befind-
lichen Knotenreihen,

3 3k
ke, = ~l—v~” bzw l_c,_l_l = l,,::l’ (100)
%y =k, 1 —k, (101)
und zwar beziehen sich:
IE,’ O e auf den links in den Knoten n einmiindenden Stab (1),
ky 1 0piqe-eenen auf den rechts in den Knoten n einmindenden Stab (—),
Ky O eveien auf den betrachteten Knoten n ().

Als Beispiel soll die Anwendung der Knotengleichung (99) fiir die Knoten-
punkte (5) und (10) der Abb. 126 gezeigt werden. Zu diesem Zwecke benétigt man
die Beiwertskizze Abb. 128, in welcher die erforderlichen k-Werte und die vorhandene

Belastung eingetragen sind.

V gwtpm Nach (100) wird
@® Dk 0 Ohg=40 7 - 3.100 =  3.50
U VY ru=2d] @ k= ge =00 he= oy =30
Q. 7(g "6;0 . - _
T — I HlITlHII q;st/’” | k5: 3'8’07:4,0 k14: 3‘4’0 — 2,0
O[O 50 60
P 5 5 und nach (101)
1 ¢
ri0| 160 7;” %5 =ks —ky =40—60=—20
7®7 O %10 = l;:14 - 7013 = 2,0 - 3,0 = — 1,0.

Abb, 128. Belastungs- und Beiwertskizze. ~ Weiter wird nach (35) d, =2 X'k, ;
i
dy = 2 (10,0 + 8,0 + 6,0) = 48,0
dp=2 (6,0 + 5,0 - 4,0) = 30,0.
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Die zur Ermittlung der Knotenbelastungsglieder s erforderlichen Stabbelastungs-
glieder 9% ergeben sich nach Tafel II.

5,0. 5,0 5,0 . 6,02

%5,4 = 12 = + 10342 tm: 93?5' 6 — 12 15 0tm
85 = + 10,42 — 15,0 = — 4,58 tm
My o= + 020 4 g33m; My =— HPY = —120tm

$10= - 8,33 — 12,0 = — 3,67 tm.

Damit koénnen nach (99) unter Zuhilfenahme der Beiwertskizze die Knofen-
gleichungen angeschrieben werden. Sie lauten fiir den Knoten (5):
48,0 o5 + 10,0 p, + 8,0 pg + 6,039 6,06, — 2,00, — 4,09, — 4,58 =0
und fiir den Knoten (10): (99a)
30,0 g0 + 6,05 + 5,09, + 4,09y, + 3,06, —1,006,—2,00; —3,67=0.
Verschiebungsgleichungen. Man denke sich aus dem Tragwerk eine Knoten-

reihe (m), der die Knotenverschiebung d,, zugeordnet ist, herausgeschnitten und
sowohl die duBeren Krifte als auch simtliche Schnittkrafte angebracht (Abb. 129).

Die Gleichgewichtsgleichung 27=0

P lautet fiir den herausgeschnittenen Stab-
g ganz allgemein, wenn der Schnitt in
) (ms1) unmittelbarer Néhe der Knoten gefiihrt
# wird,
Al4 2P+ XA+ 21 =0. (109
v 14
mmmm.é{ J;L_'_— ;
2, T
M alA r Mt
e = )
__76 P;,mmmmi_ .
Z)’ ‘1'74'7
jm-f Jm Jmml
Abb. 129. Knotenreihe (s) mit Schnittkriften. Abb. 130. Querkraftanteile.

Darin bedeuten:

P die Summe der lotrecht wirkenden Anteile aller am herausge-
schnittenen Stabzug angreifenden duBeren Krifte,

ZA4, und 34',, ... die Summe der rechten Auflagerdriicke aller Stibe im Felde »
v v+1 bzw. der linken Auflagerdriicke aller Stédbe im Felde (v 4 1).

Die in der GI. (102) auftretenden Auflagerdriicke ergeben sich unter der Voraus-
setzung von positiven Stabendmomenten nach Abb. 130 wie folgt (]FI)
M l + M ”

Sar= S S

v+1+

v+1

ZA'v+1— — VTS«)I’w+1 +27

v+1 v+ 1 v+1
Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl. 4

|
(103)
o
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Es bedeuten sinngemifl wie vorher:

Z A" und 2U, 4+1--- die Summe der rechten Auflagerdricke aller freiaufliegend

41 gedachten Stdbe im Felde v bzw. aller linken Auflagerdrucke
der freiaufliegend gedachtén Stiébe im Felde (» 4 1),
M,,l und M, ... ..... die linken bzw. rechten AnschluBmomente der Stibe im Felde »,
Ml,, 1 und M”, PR die linken bzw. rechten AnschluBmomente der Stdbe im Felde
(v + 1).

Setzt man (103)in (102) ein, so ergibt sich unter Beachtung des Richtungssinnes ( -{I) :

— 3P XU = Y- 71~(MJ+MJ) +

v+1
+2 (Mv+1+Mv+1):O~ (104)
v+1
Ersetzt man in (104) die Summen der Stabendmomente nach (11 a) unter Benutzung
der hier gewihlten Bezeichnungsweise, so erhilt man nach kurzer Umformung die
Verschiebungsgleichung fiir irgendeine Knotenreihe (m) in einfacher Schreibart:

_;qujm—l'f" 2”m‘pm+%;lzv+l Pm +1""K1'6m—1+Dm6m_K1'+16m +1+Sm=0- (105)

y

Hierin bedeuten: 2 — 2 _
K, = ky bzw. K, 1= 5— Yk, 106

ng +1 lv+172' +1 (106)

Dy =K, + Ky 11 (107)

=— 3P ~2’917 -2%+1~——2 M) +

v+1
1
+ 5 o N 1+ D, q). (108)

Es beziehen sich also: K, (= Beiwert von 6,,_;) auf das Feld links und K, .,
(= Beiwert von d,, ,,) auf das Feld rechts von der betrachteten Knotenreihe.

Das Diagonalglied D,, fiir die Knotenreihe (m) ergibt sich stets als Summe der
K-Werte der beiden anschlieBenden Felder. Das Belastungsglied S, wird nach (108)
bestimmt. Die nihere Bedeutung der einzelnen Glieder ist bei (102) und (103) er-
lautert. Diein (108) angegebenen Vorzeichen von P und ¥ gelten unter der Voraus-
setzung, daB diese Kréfte von oben nach unten wirken.

Die Beiwerte k,, k,,; und %, (identisch mit %, von friiher) werden nach (100)
bzw. (101) ermittelt. Die x-Werte brauchen aber nur fiir die lotrecht verschieblichen
Knoten aufgestellt werden.

Uber die Gliederzahl der vorstehenden Gleichung kann zusammenfassend gesagt
werden :

1. Die Zahl der ¢, _-Glieder ist gleich der Anzahl der links in die betrachtete
Knotenreihe einmiindenden Stébe.

2. Die Anzahl der @, . ,-Glieder ist gleich der Anzahl der im Felde rechis von der
betrachteten Knotenreihe vorhandenen Stéibe.

3. Die Zahl der ¢,,-Glieder ist im allgemeinen gleich der Anzahl der Knoten in

der betrachteten Knotenreihe m. Wenn jedoch fiir einen Knoten &, = k, - ist, so
wird nach (101) % = &, ;. ; — k, = 0, wodurch dann das diesem Knoten zugeordnete

@ m-Glied entfallt.
4. Die 6-Glieder treten in jeder Gleichung nur je einmal auf.
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Die praktische Verwendung der Gl. (105) soll hier sofort an einem Beispiel zahlen-
miBig vorgefithrt werden, und zwar fiir die Knotenxeihe 5—10 des in Abb. 128 mit
Belastung und Beiwerten ersichtlichen Tragwerkes. Daraus sind noch folgende
Werte zu ermitteln:

nach (101): %, =4,0—6,0=—2,0; #,y=20—3,0=—10;
nach (106): K, — 5?0 (6,0 +3,0) =3,6; K, — Tzo (4,0 + 2,0) — 2,0;
nach (107): Dy =K, +K; =36+ 2,0=5,6;

nach (108): 8, ——3,0— (51 4) 550 — S =525t

Damit kann nach (105) die Gleichung fir die Knotenreihe 5—10 mit der Ver-
schiebung d, angeschrieben werden:

—6,090,—3,00,—2,00;,—1,0¢,0+ 4,096 + 2,00y, —3,6 6, + 5,6 5,—2,05,—52,5=0.
(Siehe auch die Zahlenbeispiele 12 und 13.)

b) Gleichungstabelle fiir ein unsymmetrisches, nur lotrecht
verschiebliches Rahmentragwerk.

Dieses Beispiel soll nur eine Ubersicht iiber den Gang der gesamten Rechnung .
bieten, weshalb hier auf zahlenméBige Angaben verzichtet werden kann. Abb. 131
zeigt die Beiwertskizze mit allen erforderlichen Eintragungen. Unter der Voraus-
setzung, dal das Rahmentragwerk in den Knoten 7 und 12, bzw. 3 und 8 gegen
waagrechte Verschiebungen gesichert ist, treten bei beliebiger Belastung nur lot-
rechte Verschiebungen §,, d, und d; auf. Weiter ergeben sich bei Annahme einer
festen Einspannung in den Siulenfien ¢; = @, = 0 und es verbleiben zehn un-
bekannte Knotendrehwinkel ¢; bis ¢;,.

Vor dem Anschreiben der Knotengleichungen nach (99) sind zunichst zu ermitteln :
die Diagonalglieder d, bis d,, nach (35), weiter nach (101) die Beiwerte ,, #;, %4, #,,
#10, %y TUr die verschieblichen Kno-
ten, und schlieBlich die Knoten- @ _%z @ % @ #x @ 7, @

belastungsglieder s; bis sy,. (k] [Ha] L#n] [kl
Fir die Aufstellung der Ver- g, % A Tl 7
schiebungsgleichungen werden nach w @ 56 n @ a

(105) bendtigt: die Diagonalglieder @ = = 2 S ()
Dy, D,, D;nach (107), ferner die Bei- w [ (k] (%]

werte K, und K, nach (106) sowie % ) i z lr———
die Belastungsglieder Sy, S,, S5 nach # #2 H 7 K
(108). Damit, kann bei wiederholter A H
Benutzung der Knotengleichung (99) () ®
und derVerschiebungsgleichung (105) Abb. 181, Beiwertskizze.
g & 4 A
49 & 4 4 J:
W > 77 L
Abb. 132. Abb. 133,

Abb. 132 und 133. Unsymmetrische, nur lotrecht verschiebliche Tragwerke.
4%
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unter gleichzeitiger Zuhilfenahme der Beiwertskizze das gesamte Gleichungssystem
unmittelbar in Form einer Tabelle angeschrieben werden (siehe Gleichungstabelle 10).

Gleichungstabelle 10.

I o | @ | @ |96 92| @8 | 90 | 910 |ou 0| & & | & |B
wlal n . h
o || By | ds ky ‘t kg %y | —ky 84
o5 ko | dy (ks | ko Ky ‘ # | —Fs s
% ks de ks ke _’ ks | % | s
o ke (dy | - sy | Bs | s
7 | B L e | L —I‘clz{ L
vl | ks LR d ke | s Rel e
P10 kq { [ ks “dﬂ ) kya o C1s | %10 :7"14 S10
Pn ko \ | by | dy | ks ki | #u | Su
P12 l k1y \ kys | dys By | 512
o |~k | B | | | Ee ow B | | | DK s,
5 k| x| kol %o (B | —Ka| Dy | —Ky|S,
8 —Fy | x| Bs | | —Fya | 1 | Frg | —K,| D, |8,

Die allgemeinen Mustergleichungen (99) und (105) kénnen u. a. auch fir die in
Abb. 132 und 133 ersichtlichen Tragwerksarten unmittelbar verwendet werden.

8. Rahmentragwerke mit lotrecht und waagrecht verschieblichen
Knotenpunkten.

Als Ausgangspunkt fiir die hier anzustellenden Betrachtungen soll wieder das
in Abb. 126 dargestellte Tragwerk dienen, das dort in waagrechter Richtung un-
verschieblich festgehalten war.

Denkt man sich diese Lager entfernt, so werden die Knoten 3—4—5—6—7 bzw.
8 9-10—11-12 infolge der auBleren Belastung in waagrechter Richtung um die

Betrage d, bzw. 05 verschoben, wihrend gleich-
el % zeitig die Knoten 4—9, 510, 611 Verschie-
AF;W@ ®© ® @ | @ bungen oy, 0y, J; in lotrechter Richtung erleiden

o e N e - e (Abb. 134).
AI'J A i '|
t @ 'W’i 26 %%; DR @ a) Bedingungsgleichungen.

\ "\R‘L_ o ___-L%{ . Knotengleichungen. Man kann hier die zu-
Ay < S \\ letzt abgeleitete Form (99) benutzen, die fiir
"i ”L nur lotrecht verschiebliche Tragwerke gilt, wenn
jl, @ man noch eine kleine Erginzung anbringt.
D Diese Erginzung besteht fiir den allgemeinen

Abb. 134, Totrecht und waagrecht versehieb- 1 21 daB in dem betrachteten Knotenpunkt
liches Tragwerk. sowohl aus dem darunterliegenden Stockwerk (u)
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als auch aus dem dariiberliegenden Stockwerk (u -+ 1) je ein lotrechter Stab ein-
miindet, aus zwei Gliedern von der Form [vgl. (40)]

Bkuyu +3kur1vus (109) T@]ﬁ
bzw. [vgl. (52)] ™
- - \
kudy +kys1 41 (109a) v \ (] - (12+1)
3 ” (Fiper) #
Damit wird dem Umstand Rechnung getragen, =~ lv?
daB in diesem Fall auch die lotrechten Stéibe V®
Verdrehungen mitmachen und daher je ein y-Glied \
(bzw. A-Glied) in die Gleichung bringen (Abb. 135). < r\ () s
Dabei bedeutet wie friiher: 'I |

_ 3k, B — 8k, 41
1 wt+1— i .
(7 w+1

Somit ergibt sich die Knotengleichung fiir lotrecht und waagrecht verschiebliche

Tragwerke, indem zur Gl. (99) der Ausdruck (109) bzw. (109a) hinzugefiigt wird.

Sie lautet dann:

ky = Abb. 135. Bezeichnungen,

dn(pn +2kn.iq)i+kvam——1+xn 6m'—‘]Ev+1 6m+1+3ku?/’p + 3kp+1 ’l/),,+1+8n= 0 (110)
%

bzw.

dn(p'n +2kn.i(pi+ 7&,, 6,,,_1 —f—%" 6m'—'—]2g+1 6m+1+ ]E”A” +EI£+1A#+1+8%= 0. (110&)
1

Die Bedeutung der einzelnen Glieder ist bei Gl. (99) in allen Einzelheiten an-
gegeben.

Die zahlenméBige Anwendung dieser Gleichung kann am besten an dem bereits
behandelten Fall der Abb. 128 gezeigt werden, wenn im Gegensatz zu frither das
Tragwerk auch in waagrechter Richtung verschieblich angenommen wird. Um die
Knotengleichung fiir die Knoten 5 und 10 aufstellen zu kénnen, ist nach (109a) noch
der Wert - 3.6,0

ks_‘4,0

zu ermitteln. Es miindet also hier nur ein lotrechter Stab (9) im Stockwerk (2) in
den betrachteten Knoten ein, so daf} nur ein A-Glied, ndmlich 4,5 4, in der Gleichung
vorkommt. Werden die iibrigen Beiwerte aus Abb. 128 iibernommen, so ergeben sich
nach (110a) fiir Knoten 5:

48,0 5 + 10,0 ¢4 4 8,0 g 4 6,0 15+ 6,0 6, —2,00,— 4,00, + 4,54, — 4,58 =0

und fiir Knoten 10:

30,0 19+ 6,0 05+ 5,09y +- 4,053 43,00, —1,00,—2,08; + 4,54, —3,67=0.
\

=45

Die hier aufgestellten Gleichungen unterscheiden sich also von (99a) lediglich durch
das A-Glied.

Verschiebungsgleichungen. Es sind immer so viele unabhéngige Verschiebungs-
gleichungen aufzustellen, als insgesamt voneinander unabhingige Verschiebungs-
groBen A bzw. 6 vorhanden sind. Zu diesem Zwecke stehen die bekannten zwei

Arten von Gleichgewichtsgleichungen zur Verfiigung, namlich }'V =0 und
VH=0
A .
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Die Bedingung D'V = 0 ist fiir jede lotrecht verschiebliche Knotenreihe des
Tragwerkes aufzustellen. Hierfiir kann die allgemeine Gl. (105) in unverinderter
Form iibernommen werden.

Die Bedingung 3 H = 0 ist auch hier wie bei allen waagreché verschieblichen
Tragwerken fiir jedes Stockwerk gesondert anzuschreiben. Es kann dazu die all-
gemeine Gl. (54) Verwendung finden, die mit den hier gewdhlten Bezeichnungen fiir
das Stockwerk u folgende Form annimmt:

270_!4 Pu +2EM Po + Dy Au + Sy =0. (111)
® “

Die Bedeutung der einzelnen Glieder ist ausfithrlich bei Gl. (54) erldutert.
Auf die Durchfiihrung eines Beispieles kann hier verzichtet werden, da die An-
wendung der vorstehenden Gleichungen nichts Neues bringt.

Zweiter Abschnitt.

Rahmentragwerke mit beliebig verinderlichen
Stabquerschnitten.

I. Vorbemerkung.

Es ist zwar bekannt, daB die Verdnderlichkeit der Stabquerschnitte, insbesondere
die als ,,Vouten” oder ,,Schrigen bezeichneten Auflagerverstirkungen, auf die
Momentenverteilung bei statisch unbestimmten Tragwerken einen grofien EinfluB
ausiiben.! Dennoch kann man beobachten, daBl in vielen Fillen die Ausbildung der
unter Umstédnden sehr giinstig wirkenden Vouten entweder iiberhaupt vermieden
oder der durch ihre Ausfiihrung bedingte wirtschaftliche Vorteil nicht geniigend aus-
genutzt wird. Das hat wohl in erster Linie seinen Grund darin, dal man héufig bei
Beriicksichtigung der Querschnittsverinderungen eine weniger iibersichtliche und
schwerer kontrollierbare Rechnung erwartet, als dies bei AuBerachtlassung der
Voutenwirkung der Fall ist.

Bei Anwendung zweckméBiger Rechenverfahren und geeigneter Hilfsmittel, die
in diesem Abschnitt zur Behandlung gelangen, treten aber solche Nachteile kaum
in Erscheinung. Durch Schaffung der im Dritten Teil enthaltenen Zahlen- und
Kurventafeln wird auch der Mehraufwand an Arbeit und Zeit, der mit der Beriick-
sichtigung der Voutenwirkung verbunden ist, auf ein Mindestmal herabgedriickt,
so daB damit die notwendige Voraussetzung fiir eine weitgehende Anwendung in
der Praxis gegeben ist.

II. Alligemeines iiber die Wirkung verénderlicher
Stabquerschnitte.

In welcher Weise sich der EinfluB der Querschnittsveranderlichkeit bei Rahmen-
tragwerken geltend macht und wie durch eine zweckméBige Querschnittsgestaltung
der Momentenverlauf giinstig beeinflufit werden kann, dariiber herrschen vielfach

1 STrRASSNER: Neuere Methoden, 3. Aufl. Berlin: W. Ernst & Sohn, 1925. — SUTER:
Methode der Festpunkte, 2. Aufl. Berlin: Springer, 1932. — MANN : Theorie der Rahmen-
werke. Berlin: Springer, 1927. — BEYER: Die Statik im Eisenbetonbau, 2. Aufl. Berlin :
Springer, 1933, u. a.
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noch recht unklare Vorstellungen. Man kann aber verhéltnismif8ig rasch Einblick
in die Wirkungsweise veranderlicher Stabquerschnitte gewinnen, wenn man zu-
néchst bei einfacheren Tragwerken einige Grenzfdille
ins Auge faBt. Zu diesem Zweck soll vor allem der §
beiderseits fest eingespannte Tréger nidher betrach-
tet werden. Besitzt der Stab auf seiner ganzen
Lénge denselben Querschnitt, so hat der Momenten-

verlauf fir eine gleichmiBige Vollbelastung die in o
Abb. 136 in voller Linie gezeichnete Form. Es ist :fj
dann an den Einspannstellen
Mp=1" und im Feld Mp=2" W)
g= 5~ und im Fe F="gs" s

NN g
& NI 1
Denkt man sich nun an den beiden Trigerenden gleich-  Abb. 136. Einflug der Querschnitts-
artige Auflagerverstirkungen, sog. Voulen, angeordnet, Vefﬁnd@ﬂi"h‘:eit auf den Momen-
R . > enverlauf.

so werden sich unter der gleichen Belastung wie vorher

die Stiitzenmomente grdfer, die Feldmomente hingegen kleiner ergeben, wie dies in
Abb. 136 in schwicheren vollen Linien angedeutet ist. Der Unterschied wird um
g0 groBer sein, je kriftiger die Vouten ausgebildet sind.

Setzt man eine symmetrische Tragerausbildung, also symmetrische Vouten,
voraus, so wird sich die M-Linie bei gleichméaBiger Vollbelastung ebenfalls sym-
metrisch ergeben. Das Anwachsen der Stiitzenmomente und die Abnahme des
Feldmomentes kann im Grenzfall so weit gehen, daB3

gl

wird, wie aus dem stark strichliert gezeichneten Momentenverlauf der Abb. 136 zu
entnehmen ist. Dieser Fall wiirde dann eintreten, wenn die Auflagerverstirkungen
bis zur Stabmitte reichen wiirden und der Verhéiltniswert

wire, wobei J, das Trigheitsmoment in der Stabmitte und J4 das Trigheitsmoment
am Auflager bedeuten. Es wiirde dann der beiderseits vollkommen eingespannte
Tréger genat so wirken wie zwei aneinanderstoffiende, durch ein Gelenk verbundene

Kragtriger, deren Spannweite je é betragt (Abb. 137).

Aus dieser Uberlegung ergibt sich, daB die Einspannmomente des beiderseits
fest eingespannten Trégers bei Anordnung symmetrischer Auflagerverstirkungen im
Grenzfall um 509, groBer sein konnen als bei demselben Triger ohne Vouten.

Nun soll aber dieser Gedankengang auch noch in der .
anderen Richtung erginzt werden. Wiirde man nimlich &
umgekehrt an den Enden des fest eingespannten Trigers
statt Verstirkungen Verschwichungen vornehmen, so wiir-
den die Stiitzenmomente an GroBe abnehmen, wihrend
aber gleichzeitig das Feldmoment in demselben MaB zu-
nehmen wiirde, wie in Abb. 136 die schwach strichlierten
Linien zeigen, die allmahlich in die stark strichpunk-
tierte Grenzlage iibergehen. Dieser Grenzfall tritt ein, wenn

5

2
-

g

n=—-—=0c0 Abb. 137. Grenzfall bei sym-
metrischen Vouten.
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ist. Es werden dann die Stiitzenmomente Mz = 0 und das zugehérige grofite Feld-
moment erreicht den Wert

2

Mp= 27,

d. h. es wirkt ein solcher ,fest eingespannter Triger dann genau so wie ein beider-
seits gelenkig angeschlossener Balken.

Der EinfluB der Querschnittsverinderlichkeit kann also ziemlich bedeutend
sein. Noch krasser liegen die Verhéltnisse bei dem fest eingespannten Tréger, der
nur an einer Seite eine Voute besitzt. Diese bewirkt ein 7
betréichtliches Ansteigen des an der Voutenseite gelegenen O T
Einspannmomentes, wihrend das der Gegenseite zugehdrige _ T—

Einspannmoment gleichzeitig ver- Sk

7 kleinert wird (Abb.138). Im Grenz.- l
[ BRSNS NERARSAENENALZRANRRRNSINNNANI] falle’ wenn alSO dle Auflagerver_
stdrkung iiber die ganze Triger- 9
linge reicht und wiederum so be- 7
. messen ist, daB z
Je Abb. 138a. Grenzfall bei ein-
Abb. 138. M-Verlauf beim fest n = TA =0 seitigen Vouten.

eingespannten Triger mit Voute

links (strichliert) und ohne Vou- ) . . .
fnks (stric t:f ()v:]?). TN ird (Abb. 138a), wirkt der beiderseits eingespannte

Stab wie ein einseitig eingespannter Kragirdger von

derselben Lénge I. Es wird das der Voutenseite zugehérige Stiitzenmoment

9

M 1— ‘é",

aus Abb. 138a ersichtlich ist. Es ergibt sich also hier im Grenzfall ein Anwachsen

des Stiitzenmomentes auf den sechsfachen Betrag jenes Wertes, der sich bei ein-
gespannten Trégern ohne Vouten einstellt.

Obzwar nun bei den praktisch vorkommenden Fillen diese theoretischen Grenz-
werte kaum erreicht werden, so ist doch eine Vernachlissigung der Voutenwirkung
bei der Berechnung von statisch unbestimmten Tragwerken nicht zu empfehlen.
Einen besonderen Ansporn zur Beriicksichtigung der Querschnittsveranderlichkeit
bildet aber vor allem die Tatsache, da8 eine richtige und zweckmiBige Anordnung
von Vouten einen auBerordentlich giinstigen Einfluf auf die Momentenverteilung
zur Folge hat. Man vergleiche z. B. die in Abb. 139 eingetragene Momentenverteilung
fiir Vollbelastung bei einem durchlaufenden Tréiger mit und ohne Vouten. Der voll
gezeichnete Linienzug stellt die Momente fiir den Triger ohne Vouten dar, die
strichlierte Linie gibt den Momentenverlauf fiir den Triger mit Vouten wieder.
Denkt man nun an die Bemessung eines solchen Trigers, so ist es wohl einleuchtend,

\ \ daB die vergroflerten Stiitzenmo-

N N m* vt mente von den durch die Vouten

l' ohne vouten  betrdchtlich erhohten Querschnitten

A\ im Bereich der Stiitzen verhéltnis-

miBig leicht aufzunehmen sind und

, daB weiter die Verringerung der

— T~ o %+ Feldmomente stets besonders will-

Abb.139. M-Verlauf beim Durchlauftriger mit und ohne Vouten. kommen sein wird, da im Feld in

der Regel ein moglichst niedriger

Querschnitt gefordert wird und auBerdem, besonders bei weitgespannten Platten

oder Balken, eine nicht unbetrichtliche Gewichtsverringerung erzielt wird. Schlief3-

lich kommt noch hinzu, daB die Auflagerverstirkungen auch fiir die Aufnahme
der Querkrifte, die dort einen GroBtwert erreichen, sehr vorteilhaft sind.

wihrend das andere Stitzenmoment den Wert M, = 0 annimmt, wie
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III. Rechnungsgrundlagen.

1. Die Endtangentenwinkel der Biegelinie des Rahmenstabes mit
veriinderlichen Querschnitten.

Es sei der Momentenverlauf fiir eine bestimmte Belastung eines Rahmenstabes
mit beliebigen Auflagerverstirkungen gegeben (Abb.140a) und die zugehérigen
Endtangentenwinkel 7, 7, der Biegelinie in bezug auf die Stabsehne gesucht. Zur

© : @
M ®
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////// f
/// // "'”Z
Mf,( i /.‘—DMIZ
=z ® (7} -ty ®
Abb. 140a. Abb. 140e.

a, 5B @ © o e 257D

Abb. 140b. Abb. 140f.

¥
A
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@m(@ @ prTf'Q'sz"—a_,” ;;
Abb. 140c. @
Eqt=t/-1)raf

IValtid Abb. 140g.

~Nhe
Abb. 140a bis g. Beziehungen zwischen Endtangen-
r-M)e, A tenwinkeln und Momentenverlauf bei Rahmenstiben
Q e mit veréinderlichen Querschnitten.

Abb. 140d.

Losung dieser Aufgabe konnen verschiedene Wege eingeschlagen werden. Hier
erscheint es der Anschaulichkeit wegen zweckmiBig, den bekannten MorRschen Satz
anzuwenden, welcher fiir den Stab mit gleichbleibender Dehnungszahl E und ver-
énderlichem Trigheitsmoment J bei Annahme eines Vergleichswertes J, lautet:

»Die EJfach verzerrten Endtangentenwinkel der Biegelinie sind gleich den

Auflagerdriicken 4, und A, der als Belastung aufgefaBten TJ;; -fach verzerrten
M -Fliche.
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Es wird also, wenn 7, und 7, die wahren Werte der Endtangentenwinkel bedeuten,

EJ, r;,=A4,

(112)
EJ,t,= A4,

Um nun diesen Satz von MoHR auf den vorliegenden Fall in iibersichtlicher
Weise anwenden zu kénnen, ist es zweckmdiBig, den gegebenen Momentenverlauf
in folgende drei Bestandteile zu zerlegen, die am freiaufliegend gedachten Stab
angreifen :

1. Momentenverlauf infolge + M, am Stabende 1 (Abb. 140d).
2' 9 ’ + M2 » b 2 (Abb' ].4.03).
3. ' ,» der duBeren Belastung (Abb. 140f).

Fiir diese drei Fille konnen die Endtangentenwinkel als Auflagerdriicke der

:]}c -fach verzerrten M-Flichen getrennt bestimmt werden und man erhilt

der Reihe nach folgende drei Anteile:

jeweils

Fiir den ersten Fall 1, 1,
9 i2] zweiten ’n Ty T s
5 5 dritten ;% o0

Durch Uberlagerung dieser drei Fille erhilt man nach (112) unter Beachtung
der aus den Abbildungen sich ergebenden Vorzeichen aller Winkelwerte (Uhr-
zeigersinn +):

EJ,vy=+7v —7n" +&°

, . (113)
EJ,1,= —1, + 1" — 0.
(Siehe auch Abb. 140g).

Die Belastungsfille 1 und 2, die sich auf die Stabendmomente + M, und + M,
beziehen, koénnen unter Anwendung des Proportionalititsgesetzes am besten so
behandelt werden, daB man zundchst die Einheitsmomente angreifen 1aBt, also
im ersten Fall das Moment M, = + 1 (Abb.140b) und im zweiten Fall das Mo-

ment M,= + 1 (Abb. 140¢c). Die diesen Einheitsmomenten zugeordneten EJ -fach
verzerrten Endtangentenwinkel «, und f,, bzw. x, und f; kénnen wieder nach

Mosr als Auflagerdriicke der entsprechenden %’ifach verzerrten M-Flichen be-
stimmt werden. Dieser Gedankengang ist in den Abb. 140b und 140c¢ veran-
schaulicht, in welchen auch die zugehorigen Biegelinien jeweils angedeutet sind.

Nach dem Maxwerrschen Satz von der Gegenseitigkeit der Forméinderungen

mu3 aber fB;,=pf, sein. Es braucht daher fir die Rechnung der Wert g
nur einmal ermittelt werden, weshalb kiinftig einfach

I31= ﬁz= .3 (114)

geschrieben wird. Es ist darunter immer jener EJ,-fach verzerrte Endtangenten-
winkel zu verstehen, der bei der Belastung des einen Stabendes mit dem Ein-
heitsmoment M = + 1 am enlgegengesetzten Stabende auftritt.

Es ergeben sich also, wie auch in Abb. 140d ersichtlich gemacht ist, bei
dem Belastungsfall 1 fiir ein beliebiges Moment M, die EJ,-fach verzerrten End-
tangentenwinkel nach dem Proportionalititsgesetz

=M, .05 T’ =M, .8 (115)
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und ebenso beim Belastungsfall 2, Abb. 140e, fiir ein beliebiges Moment M,
' =M,.8 1, =M., (116)
Fithrt man diese Ausdriicke in (113) ein, so erhilt man schliefllich:
Bl,vy=+ My, — My + o,°
EJ,1o=—M,8 + M, x5 — 0,0

Hiermit sind die gesuchten Endtangentenwinkel 7; und 7, als Funktion der Stab-
endmomente M;, M,, der dulleren Belastung (x,° und «,%) und der nur von der
Stabform abhiéingigen Winkelwerte «,, x,, § dargestellt (Abb. 140a bis g).

(117)

2. Formeln fiir die Stabendmomente.

In den Ausdriicken (117) sind bereits die wichtigsten Beziehungen zwischen Form-
dnderungsgrofen, Stabendmomenten und duBerer Belastung enthalten. Sie kénnen
deshalb auch als Ausgangspunkt fiir weitere Ableitungen benutzt werden. Lost
man z. B. diese beiden Gleichungen nach M, und M, auf, so erscheinen die Stab-
endmomente als Funktion der Endtangentenwinkel 7,, 7,, der Stabbelastung (x,°
und «,%) und der Winkelwerte x,, &, und g.

Es ergibt sich

EJ, o EJ, B o 8

— 2 _ . . — . 0 I 0
My = 0 g — 2 h + 10— f? T 0y g — f32 x + oy o — 2 i (118)

EJ.B EJc % B 0 ! . x0

Mg-- "‘1"‘2—192 Tt 0y 0g— B2 LA &y K9 — 132 PO .&1“2:19—2 ¥

Fiir die in den vorstehenden Ausdriicken immer wiederkehrenden Festwerte, die
nur von den Stababmessungen abhingen, kann eine vereinfachende Bezeichnung

eingefiihrt werden, und zwar
Blosy _ . Bl _ - BIf 119)

"‘1"‘2_7/372 Loa e, —p? 2 ooy — 2

Damit lauten die Gl. (118) etwas ﬁbersichtlicher

My=ay 7 +bt,— (@ ;% — b y?)

N EJ (120)
1

N A (b 0,0 — @y o00).
Um nun djese Ansétze in eine fiir die Berechnung von Rahmentragwerken ge-
eignetere Form zu bringen, ist es zweckmifig, an Stelle der Endtangentenwinkel
7, und 7, die Knotendrehwinkel ¢ und Stabdrehwinkel vy einzufithren. Nach den

schon im ersten Abschnitt aufgestellten Beziehungen (4) ist nun allgemein

T1=¢;+y und T,=¢, + vy,
so daf damit (120) tibergefithrt werden kann in

My=0bt + a7, —

1
M,=a,¢, +bep, +(a1+b)w—ﬁj—(a1al°—bwz")

(121)
My=ayp, + b, + (as + b) ———E,—J— (b 0, —ay ).
Setzt man
a,+b=1c; ay+b=c,, (122)
ferner
1 1
 EJ, (@3 " — b 0,0) =My; — BJ, (b ) — ap 0,%) =My, (123)
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go erhilt man die Ausdriicke fiir die AnschluBmomente M,, M, eines Rahmen-
stabes 1—2 mit beliebig verinderlichen Querschnitten in iibersichtlicher Form:

My=a, ¢, +bg, +crp +I

(124)
My=a,py + by +cap +Ms.

Bei Verwendung von 4 als Rechnungsunbekannte an Stelle von ¢ wiirden diese
Ausdriicke lauten:

My=a,¢0, +bo, +‘cl‘1‘ A4+
(124a)

M2:“2‘P2+b¢1+%'4] + M.

Die Anwendung dieser Gleichungen in der Rahmenberechnung macht es er-
forderlich, sowohl fiir die Momente als auch fiir die Beiwerte eine genauere Be-
N ) i zeichnung einzufithren, um eine Verwechslung zu
@24 5, 1@ vermeiden und Irrtiimer tunlichst auszuschalten.

) Zu diesem Zweck schreibt man die Gl. (124) in allge-

| Ly meiner Form fiir einen Stab » mit den Endpunkten m
Abb. 141. Beiwerte des Rahmenstabes. und n (Abb. 141) am besten folgendermafien:

an:a'mn m by @ Cm,n Py D, n
: @m0 @n + O Py + (125)
Mpm = Gnym Pn + b, Pm + Cpom P + My, -
Darin bedeuten:
EJ;.o . ..
o = el mm_ —; (Beiwert a fir das Stabende m)
%m,n - o‘n,m_ﬁv
oy = ,.MﬂfT; (Beiwert a fiir das Stabende n) (126)
%o+ Onym— By
EJ,. B, .
by = —— - -~ ——: (Beiwert b des Stabes v)
%m,n %n,m— Py
Con = O, + by;  (Beiwert ¢ fiir das Stabende m) (127)
Cnm = Oy, m + b, ; (Beiwert c fiir das Stabende n).

SchlieBlich sei noch der Ausdruck fir die Summe der beiden Stabendmomente an-
geschrieben, der bei spiteren Ableitungen ofter gebraucht wird. Durch Summieren
der beiden Gl. (125) ergibt sich:

Mm.n + Mn,m =Cm,n Pm + Cn,m Pn + (cm,n + cn,m) ¢v+ ﬂRm,n + wen,m' (128)

Die Tafel II, Seite 61, enthilt eine Zusammenstellung der Formeln fiir die
Stabendmomente M, , und M, , bei verschiedenen Lagerungsbedingungen und unter
Beriicksichtigung hiufig auftretender Sonderfille. Die dort angefiihrten Ausdriicke
gelten allgemein fiir unsymmetrisch ausgebildete Stibe. Bei symmetrischen Stédben
ist @, = @, = a und ¢; = ¢, = ¢ zu setzen.
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IV. Die Stabfestwerte q, b, c.

1. Statische Deutung.

Uber die Frage der Dimension und statischen Bedeutung der Stabfestwerte, die
zugleich ein Mafl der Stabsteifigkeit darstellen, geben unmittelbar die Ausdriicke
(125) fiir die Stabendmomente Auskunft. Es ist daraus zunichst sofort ersichtlich,
dafl die drei Beiwerte a, b, ¢ die Dimension eines Momentes haben miissen, da die
Drehwinkel ¢, @,,, v unbenannte Zahlen vorstellen. Die néhere statische Bedeutung
der einzelnen Glieder und Beiwerte ergibt sich schlieBlich, wenn jeweils alle iibrigen
Glieder zum Verschwinden gebracht werden.

Setzt man beispielsweise

@0
@W@ Pn=0; =0, My, ,=0; M,,,, =0,
so lauten die Gl. (125)

Mmmn”&ﬂ.h Mm.n = Qm, n Pm> Mn,m =b, P (129)

:’TW Fir ¢, — 1 wird weiter

Abb, 142 Mopn=0n,n; My m=b, (129a)
o d. h. der Stabfestwert a,,, , kann statisch als jenes

Moment M, , gedeutet werden, das bei einer Ver-
@ 7____1%:_*’ @  drehung ¢, =1 auftritt, wenn gleichzeitig alle

iibrigen Forménderungsgrofen gleich Null sind und

ne der Stab unbelastet ist. Ebenso kann der Stab-
) Zom festwert b, als jenes Moment aufgefaBt werden,
Wil das unter denselben Voraussetzungen am enigegen-

Abb. 143. gesetzten Stabende, also am fest eingespannten
Ende auftritt (Abb. 142).

=0
’,f/ ng) Fiir den Stabfestwert a,,,,, gilt sinngemiaf die-
@ == bl g selbe Uberlegung (Abb. 143).
Riadid . Um iiber die Bedeutung der c-Werte Aufschluf3

zh erhalten, setzt man

u’n_mm]ﬂmwﬂﬂmmmﬂ]+%; (pm:()i (pn=0; 2):)’em.n:o; 9:Rn,m:"o'
*omn Fiir diesen Fall lauten die Gl. (125)

#,
Abb. 144. Mm,n: man + Pos -Mn,m=cn,m"¢/"7; (130)
Abb. 142 bis 144. Statische Deutung der fiir Py = 1 erg]_bt sich schlieBlich
Werte a, b, c.
Mm,n: Cm.m> Mn,m: Cn,m> (1303')

d. h. die Beiwerte c,,,, bzw. ¢, ,, kénnen statisch als die Stabendmomente M, ,
bzw. M, ,, gedeutet werden, die bei einer Stabverdrehung ¢, = 1 an dem Stabende m
bzw. n auftreten, wenn gleichzeitig die iibrigen FormanderungsgréBen verschwinden
und der Stab unbelastet ist (Abb. 144).

2. Die zahlenméiflige Ermittlung der Stabfestwerte q, b, c.
Es sind hier allgemein zwei Fille zu unterscheiden.

A. Bei Stiaben mit beliebig verdnderlichen Querschnitten.
In solchen Fillen miissen zunichst die Winkelwerte oy, «,, § fiir die Belastung

M,= 41 bzw. M,= +1 am freiaufliegend gedachten Stab ermittelt werden.
Dies kann in der bereits beschriebenen Weise nach dem MoHgrschen Satz erfolgen.
Sodann erhélt man aus den Formeln (119) bzw. (126) und (127) die endgiiltigen Werte.
Sind die Stédbe symmetrisch ausgebildet, so wird natiirlich

Apon = Op.; DZW. Cp y = Cp . (131)
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B.Bei Stiben mit einseitig oder beidseitig geraden oder parabolischen
Vouten.

Diese Stabformen treten im Bauwesen am hiufigsten auf, weshalb sie eine
besonders eingehende Behandlung erfordern. Unter der Annahme, daB sich die
Trigheitsmomente der verschiedenen Querschnitte im gleichen Verhéltnis d#ndern
wie die dritten Potenzen der Querschnittshoéhen, lassen sich fiir die Stabsteifig-
keitswerte a,, a, und b gebrauchsfertige Zahlentafeln aufstellen, in denen die ver-
schiedensten Voutenlingen und Voutenhéhen beriicksichtigt sind. Dies ist hier
in der Weise geschehen, daf zunéchst unter teilweiser Benutzung der in STRASSNERS
,,JNeuere Methoden“ entwickelten analytischen Ausdriicke @ J
die Endtangentenwinkel «,, &, und f fiir alle in Betracht @
kommenden Voutenformen berechnet und sodann mit
Hilfe der Ausdriicke (119) die Stabfestwerte a,, a, und b d 7
ermittelt worden sind. Es wurden auf diese Weise fiir vier Abb. 145.
verschiedene Stabformen Zahlen- und Kurventafeln ge- ® YA ®
schaffen, und zwar fiir:? a 5

1. Stdbe mit einseitig geraden Vouten (Zahlentafel 5, 4 -2, 4~
Kurventafel 5a). I—

2. Stibe mit einseitig parabolischen Vouten (Zahlen- Abb. 146.
tafel 6, Kurventafel 63,)_ Abb. 145 und 146. (irundwerte

3. Stibe mit beidseitig geraden, zur Stabmitte symme- der Voutenstibe.
trisch ausgebildeten Vouten (Zahlentafel 7, Kurventafel 7a).

4. Stibe mit beidseitig parabolischen, zur Stabmitte
symmetrisch ausgebildeten Vouten (Zahlentafel 8, Kurven-
tafel 8a). t 5

In simtlichen Tafeln sind die a-
E J —7

facher Verzerrung fiir einen Einheitsstab von der Lange
1=1 enthalten. Um die Zuordnung dieser verzerrien Tafel-
werte zu den wahren a*- und b*-Werten eindeutig zum
Ausdruck zu bringen und doch eine Verwechslung zu ver- r 2
meiden, sind die Tafelwerte mit den entsprechenden
deutschen Buchstaben a;, a, und b bezeichnet. Es bestehen il
sonach folgende Beziehungen:
1. Bei Stében mit einseitigen Vouten (Abb. 145): b
A
agp=Te 0 ar = e gy pr— Blo g (13 t ]
2. Bei Stdben mit beidseitig symmetrisch angeordne-
. Abb. 147. Schema der Kurven-
ten Vouten (Abb. 1‘;?3 B tafein 54 und 6a zur Ermitt.
lung der Werte a; a, b bei Vou-
1 Ca; bF= —li . (133) tenstében.

Y

—1

a¥ =

Darin bedeutet J, das Trigheitsmoment im unverinderlichen Stabbereich
und ! die wirkliche Ldnge des Stabes. Die verschiedenen Voutenformen und
Voutengr6Ben kommen in den Tafeln durch die Verhiltniszahlen A und 7 zum
Ausdruck. Es ist

L, Voutenlinge
A= I~ " Stablinge °’ (134)
" — J, __ Trégheitsmoment im unverénderlichen Stabbereich 135
J, Trégheitsmoment des Auflagerquerschnittes (135)

1 Vgl. GULDAN: Beitrag zur Berechnung von Rahmentragwerken mit verinderlichen
Stabquerschnitten. Prag: J. CALVE, 1933 und H. D. I.-Mitteilungen, Jg. 1934.
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Zwischenwerte von n bzw. A4 sind in den Tafeln einzuschalten, was naturgemaB
in den Kurventafeln bequemer durchzufiihren ist. Die Anordnung der Kurven-
tafeln 5a bzw. 6a fir Stdbe mit einseitigen Vouten ist aus der schematischen
Abb. 147 ersichtlich, in der nur eine A-Kurve eingezeichnet ist. Die Werte qa;, a,, b
sind der Reihe nach fiir gegebene n- und A-Werte aus den drei aufeinanderfolgen-
den Tafeln zu entnehmen. Jede einzelne dieser drei Tafeln, die eine Schar von
A-Kurven enthalten, ist so eingerichtet, daB die n-Werte als Abszissen und die
Stabfestwerte a bzw. b als Ordinaten erscheinen. (Siehe Einfiihrungsbeispiele 1
bis 4, Seite 202 bis 209.)

Fiir den Sonderfall, da A = 0 oder #n = 1 wird, hat man es mit einem Stab
mit unverdnderlichem Trigheitsmoment zu tun. Die Zahlen- und Kurventafeln
liefern fiir diesen Fall stets

Guy=0=a=4; b= 2. (136)
Damit wird nach (132) oder (133)
@t — i}%‘]ﬁ; b — -2@;_‘7&, (137)

ferner nach (122) oder (127)

c* = g* 4 b* = $BJ,

] (138)
Fiir diesen Sonderfall gehen die allgemeinen GI. (1 25) fir die Stabendmomente in
die bereits im ersten Abschnitt benutzte Form (5) fiir Stibe mit unverdnderlichem
Querschnitt iiber und lauten:

4EJ, 2EJ 6EJ,
M,.,= *’f‘" e e 2‘%‘—_'4’ + My
(139)
4EJ, 2EJ 6EJ
Mony=-—"F" 0+ +—

Die Zahlen- und Kurventafeln ermoghchen ferner auch die Beriicksichtigung
der sprunghaft ansteigenden Trigheitsmomente an den Stabkreuzungspunkten.
Es kann dort eine sehr steil abfallende Voute angenommen und im Grenzfall

J,

n = T“ = 0 gesetzt werden (sieche Zahlenbeispiele 15, 17, 18, 19, 21).
A

C. Bei Stiaben mit ungleichen Vouten.

Besitzen die auf beiden Seiten des Stabes vorhandenen Vouten verschiedene
Formen, so kénnen die Stabfestwerte zwar nicht direkt aus den Tafeln entnommen
werden, doch ist ihre Bestimmung unter Zuhilfenahme der Tafeln 17, 18, bzw. 17a, 18a
fir die Winkelwerte «,, &, und § noch verhéltnismi8ig einfach. Diesem Ermittlungs-
verfahren liegt folgender Gedankengang zugrunde.!

Soll z. B. fiir den in Abb. 148 dargestellten Einheitsstab der £ J,-fach verzerrte
Winkelwert «, bestimmt werden, so kann dies nach MosR bekanntlich in der Weise

erfolgen, daBl man den Auflagerdruck 4, der = —-fach verzerrten M-Linie ermittelt.

Nun kann man aber die vorliegende Stabform durch andere Stibe ersetzen, fiir
welche die gesuchten Winkelwerte aus den vorhandenen Tafeln unmittelbar
zu entnehmen sind. Man denkt sich also an Stelle des gegebenen Stabes mit
zwei verschiedenen Vouten (Abb. 148) drei Ersatzstibe, und zwar zwei Stibe
mit nur je einer Youte von der jeweils gleichen Form wie beim gegebenen Stab

1 Vgl. auch DASEK, Beton und Eisen 1936, wo unabhiingig von den bereits weiter
zuriickliegenden Arbeiten des Verfassers ebenfalls auf diesen Zusammenhang hinge-
wiesen worden ist.
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(Abb. 148a, b) und einen Stab okne Vouten (Abb. 148¢c). Fiir jeden dieser Stibe
kénnen nun die zugehorigen Auflagerdrehwinkel oy, , und f§ in der bekannten
Weise als Auflagerdriicke bestimmt werden. [Hs ist weiter unschwer festzustellen,
daB8 der in Abb. 148 dargestellte Fall mit ungleichen Vouten durch eine ent-
sprechende Uberlagerung der drei in Abb. 148a, b, ¢ dargestellten Falle erhalten
werden kann. Wenn zugleich beachtet wird, daB in Ubereinstimmung mit
dem Aufbau der Zahlen- und Kurventafeln das Stabende auf der Voutenseite

stets mit ,1° und das entgegengesetzte, also
voutenfreie Ende mit ,,2°° bezeichnet ist, so
kann unter Bezug auf die Abbildungen geschrieben
werden:

A, =A@ + 4,0 — 4,0);

dy= A, + 4,0 — 4,0, (140)

Hierin bedeuten simtliche A-Werte jeweils die Auf-
lagerdriicke der in den Abbildungen schraffierten
M -Flichen, wobei sich die Zeichen @, ® und © auf
die Ersatzstibe beziehen.

Setzt man in (140) an Stelle der Auflagerdriicke 4
die entsprechenden Auflagerdrehwinkel und beachtet
man, dafB

A40= 3 und 40 = (141)
ist, so wird:
oy = 0, @ L zxz(b)——%,
(142)

Ba= B+ B — -

Die letzte Gleichung kann, da nach dem MAXWELL-
schen Satz f, = f, = f sein muB, auch so geschrie-
ben werden:

f= @ 4 p® _% (143)

Dieselbe Uberlegung fiihrt natiirlich zum Ziel,
wenn es sich um die Ermittlung von «, handelt.
Zwecks besserer Ubersicht werden die drei ent-
sprechenden Formeln zur Ermittlung von o, o,
und B bei Staben mit ungleichen Vouten noch
einmal gemeinsam angeschrieben, wobei die in den

@

% 1 4
S )
i1
Abb. 148,
Lrsarzstabe)
@i‘—‘— ——."; —————— ..]@
(3
v
53 b A{JI
Abb. 148a.
® Lrsarzstab ()
S ]
TN
v
'$J V4 4%
Abb. 148b.
Ersatzstab )
@t - 30
9
N
|§] A’(f) lz’d
Abb. 148¢.

Abb. 148a bis ¢. Ersatzstiibe (a) (b) (¢)
zur Bestimmung der Werte &; «; 8 bei
Stéiben mit ungleichen Vouten.

Hilfstafeln verwendeten Bezeichnungen ,, &,, f fiir den ,,Einheitsstab* verwendet

werden :

¥y = %, + %O —

- w|.—

Xy = &201) + al(b) —_

3 =I§(a) +B(b) —

ol

Guldan, Rahmentragwerke. 2, Aufl.

(144)
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Gegetener Stab Die Bedeutung der Zeiger ist in der schematischen Abb. 149 er-

© @ sichtlich gemacht.
-1
Ersatzstat(s)
® die gesuchten Winkelwerte leicht ermittelt werden. Die Stabfest-

Die praktische Verwendung ist damit hinreichend klar. Die
Winkelwerte fiir die Ersatzstdbe @ und ® sind bei geraden Vouten
werte a,,,, @y, und b ergeben sich dann aus den Formeln (119)
Abb. 149. (siehe auch Einfithrungsbeispiel 4, Seite 207).

aus Tafel 17 bzw. 17a, bei parabolischen Vouten aus Tafel 18
bzw. 18a zu entnehmen. Damit kénnen dann aus den Formeln (144)

3. Verwendung der Werte q, b, ¢ in der Rahmenberechnung.

Fiir die Verwendung der Stabfestwerte a, b, ¢ bei der zahlenméaBigen Berechnung
von Rahmentragwerken gilt im wesentlichen dasselbe, was bereits im ersten Ab-
schnitt, ITI, 5 iiber die Steifigkeitszahl k& gesagt worden ist. Fiihrt man die Beiwerte a,
b, ¢ in wahrer Grofe in die Rechnung ein, so erhélt man auch die Momente und
die Forménderungswerte in wahrer Gréfe. Fiithrt man hingegen simtliche Stab-
festwerte z-fach verzerrt in die Rechnung ein, so ergeben sich die Momente wieder

‘in wahrer GroBe, obwohl die Forménderungswerte durchwegs »szach verzerrt
erscheinen. Als Verzerrungsfaktor kann auch hier

1

gewdhlt werden, wobei J, ein in der Rechnung &fter wiederkehrendes Trégheits-
moment oder einen willkiirlich gewdhlten runden Wert bedeutet. So kann z. B.
fir J, = 0,001 m* gesetzt werden, womit der Verzerrungsfaktor

2= 100 (146)
wird. Es wiirde also z. B. fiir die zahlenmaBige Rechnung zu setzen sein:
EJ, EJ, 1000  1000J,
G=-—Fo0 2= G =
und &hnlich
ay= 10007 o, 5= 100e g, (147)

wobei auch J, in m? gedacht ist. Sollen ausnahmsweise auch die Formanderungs-
werte in ihrer wahren Gréfle bestimmt werden, so sind die aus der Rechnung er-
haltenen verzerrten GroBen nachtréglich durch Multiplikation mit z wiedef zu
entzerren [siehe auch Gl. (21) des ersten Abschnittes].

V. Die zahlenmiilige Ermittlung der Stabbelastungsglieder 9.

1. Bei Stiiben mit beliebig veriinderlichen Querschnitten und beliebiger
Belastung.

Da die Stabbelastungsglieder mit den Einspannmomenten des fest eingespannten
Trigers identisch sind, so unterliegen sie derselben Vorzeichenregel, die bereits
im ersten Abschnitt, 1, 2 fiir die Stabendmomente festgelegt worden ist. Im iibrigen
kann die Berechnung allgemein nach den Ausdriicken (123) erfolgen, welche mit
der neuen Bezeichnungsweise lauten:

1 1
My = — # o 0 b g 0): IR =
1 EJ, (a1* oy b* x,0); My EJ,

(0% 0 —ay* g9,  (148)
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Ersetzt man nach (132) die wahren Stabfestwerte a,*, a,*, b* durch die auf den
Einheitsstab bezogenen Werte a,, a,, b, so erhilt man:

My = — 1 (00" — B o); My =+ (0 %0 — b 0). (149)

Die in dieser Formel enthaltenen Werte «,° und o, kénnen 7
am einfachsten nach Mour als Auflagerdriicke 4,° und 4,° ]

der %-fach verzerrten M ,-Fliche am freiaufliegend gedach- @I_/——l\ ®

ten Trager bestimmt werden (Abb. 150). 7
Bei symmetrisch ausgebildeten Vouten und symmetri- ;

scher Stabbelastung wird L J,

%"= &, = &0 und @, = a, = q, A e

so dal die Formeln (149) dann einfach lauten: ADD- 150'0‘0].3\;3;:?;1,“113 der

ol af
MWy = — 5-(a—0); M= + -~ (a—0). (150)

2. Bei Stiiben ohne Vouten.
In diesem Falle wird nach (136) a; = a, =4 und b = 2, womit die Gl. (149)

iibergehen in 0__ 40 0_ 0
8 1:_._2&1_1_‘52_; m, = +2_2“2—lﬁ1_' (149 )
Bei symmetrischer Belastung wird iberdies «,% = x,® = % und damit
0 0
A (150a)

Die IMM-Werte fiir Stdbe ohne Vouten sind fiir verschiedene Belastungsfille
in den Tafeln 2 bis 4 zusammengestellt.

3. Bei Stiben mit geraden oder parabolischen Vouten.

Fiir alle Belastungsfille, mit denen der praktisch tatige Ingenieur am hiufigsten
zu tun hat, wurde eine ganze Reihe von Zahlen- und Kurventafeln aufgestellt,
um die sonst allzu zeitraubende Ermittlung der Stabbelastungsglieder einfacher
zu gestalten. Die Einrichtung und der Gebrauch dieser Hilfstafeln, die nach den
verschiedenen Stabformen und Belastungsfillen geordnet sind, seien hier kurz
beschrieben.

A. Hilfstafeln fiir gleichmiiflige Vollbelastung.

Hierbei sind folgende Stabformen beriicksichtigt:

1. Stabe mit einseitig geraden Vouten (Zahlentafel 9, Kurventafel 9a).

2. Stdbe mit einseitig parabolischen Vouten (Zahlentafel 10, Kurventafel 10a).

3. Stibe mit beidseilig geraden, zur Stabmitte symmetrisch ausgebildeten
Vouten (Zahlentafel 11, Kurventafel 11a).

4. Stibe mit beidseitig parabolischen, zur Stabmitte symmetrisch ausgebildeten
Vouten (Zahlentafel 12, Kurventafel 12a).

Die Ausgangswerte fiir die Benutzung der Hilfstafeln sind stets die von der
Voutenform abhingigen Werte

deren Bedeutung aus (134) und (135) hervorgeht.

o*
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Sémtliche Tafeln sind so aufgebaut, daf sich die gesuchten Belastungsglieder IR,
also die Eingpannmomente des voll eingespannten Trigers, aus folgenden Formeln

ergeben:
Bei Stdben mit beidseitig symmetrisch ausgebildeten Vouten:
My = — - L, — - 28, (151)
1 12772 12

bei Stdben mit einseitigen Vouten:
gl ql?
My =—ox 12’ My = + #, 13
Zur Entnahme der z-Werte kénnen die Zahlen- und Kurventafeln Verwendung
finden. Die Kurventafeln fiir Stdbe mit einseitigen Vouten sind als Doppeltafeln
eingerichtet, und zwar ergibt der obere Teil den Wert »; und der untere Teil x,.
Séamtliche Kurventafeln zur Ermittlung der
Belastungsglieder fiir Volibelastung enthal-
| ten die n-Werte als Kurvenschar, wihrend
die A-Werte als Abszissen und die gesuch-
ten x-Werte als Ordinaten erscheinen. In
2T ) = Abb. 151 ist die Anlage dieser Kurven-
/ tafeln fiir Stébe mit beidseitig symmetrisch
/ % M ausgebildeten Vouten schematisch darge-
stellt, wihrend die Abb. 152 die Anordnung
T der Doppeltafeln fiir Stibe mit einseitigen
—_—1 — 2 Vouten zeigt. (Siehe auch ZEinfiithrungs-
Abb. 151. Abb. 152. beispiele 1, 2, 3, Seite 202 bis 207.)

Abb. 151 und 152. Schema der Kurventafeln 9a und Die GroBe des Einflusses der verschieden
11a, brw. 10a und 129 sor Bestimmung der S\-Werte g oformten Vouten tritt bei den Kurven-
tafeln ganz besonders klar hérvor, weshalb
sie auch fiir die Gestaltung der verschiedenen Rahmenstdbe und namentlich bei

fest eingespannten Trigern wertvolle Anhaltspunkte liefern konnen.

(151a)

—— R

—p 33

B. Hilfstafeln fiir Einzellasten bzw. Streckenlasten.

Um allen Laststellungen Rechnung zu tragen, wurden fiir die wichtigsten
Voutenformen die Einfluplinien fir die Einspannmomente des voll eingespannten
Tréigers ermittelt und in den Hilfstafeln 13 bis 16 und 13a bis 16a zusammengestellt.
P Die Zahlentafeln 13 bis 16 enthalten jeweils die Werte
i , fir die zwolfteiligen EinfluBlinien und eignen sich wegen
Priine Yoline  Ger groBeren Genauigkeit besonders zum Auftragen, wihrend

% die graphischen Tafeln 13a bis 16a

@) - @ o als zehnteilige EinfluBlinien dar-
D= p 2/ WM y-Linie W Line gestellt sind und dadurch vorteil-
£ P g haft zur direkten Auswertung,
® . also zur unmittelbaren Bestim-
@ mung der Stabbelastungsglieder
oft—b—sf—sl /1] &
s 7 M, und M, benutzt werden kon-
Abb. 1534, Abb. 153b. nen. Die Einrichtung dieser Tafel

Abb. 153a und b. Auswertung der R Einflublinien fir Einzellasten 150 S0 getroffen, dafl immer eme
baw. Streckenlasten bel Voutenstiben. Gruppe von EinfluBlinien fiir

einen bestimmten Wert A und die
zugeordneten Werte n = (0); (0,03); (0,05); (0,10); (0,20); (0,50); (1,0) in einem
Felde gezeichnet ist. Dadurch ist die Einschaltung zwischen verschiedenen
n-Werten, die héufiger vorkommt, leicht durchfiihrbar.
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Da in jedem Falle sowohl die EinfluBlinien fiir !, als auch fiir M, gezeichnet
sind, so wird die Auswertung besonders einfach, wie auch aus der Abb. 153a hervor-
geht. Es wird fiir irgendeine von oben nach unten wirkende Last P an der Stelle 2
unter Beachtung der Vorzeichenregel {erster Abschnitt, I, 2)

My=—mn.Pl; MWy= +1n,. Pl (152)
Fiir mehrere gleich grofle Einzellasten wird
5)321=—PZZW771; §m2=+Pl2172 (152a)

Handelt es sich um gleichmaBig verteilte Streckenlasten, so konnen ebenfalls
die EinfluBlinien vorteilhaft zur Auswertung verwendet werden. Es ergibt sich
dann nach Abb. 1563b

My=—F,.qP; M=+ F, . qP, (153)
wobei F; und F, die der belasteten Strecke entsprechenden Flichen der EinflufB3-
linien fiirdk, bzw.IMN, eines Trigers mit I = 1 bedeuten (siehe Zahlenbeispiel Seite 203).

Ist ferner der Stab voéllig unregelmiBig belastet,

’

so geschieht die Ermittlung der Belastungsglieder I, < W, Linie miz._f’[”’"’
und M, am zweckmiBigsten in der Art, daf die ge- U
gebene Belastung durch eine Reihe von Einzellasten A "La,f// AN
ersetzt wird, womit dann die Auswertung der Ein- A /th \
fluBlinien durch Summieren der einzelnen Einfliisse @L 23

erfolgen kann. e z
SchlieSlich kénnen diese Tafeln auch zur Ermittlung .
der Stabbelastungsglieder Verwendung finden, wenndie  fivms thr vnans e Binflut-
dullere Belastung aus einem Biegungsmoment besteht.
Denkt man sich dieses Angriffsmoment M durch ein Kriftepaar mit dem Hebel-

arm g ersetzt, dann ist M
M=P.a, also P=—a—- (154)

Werden fir dieses Kréftepaar die IMM-EinfluBlinien ausgewertet, so erhilt man
nach Abb. 154 fiir ein rechisdrehendes Angriffsmoment (/)):

zmuz—M——”l U Gy = o M a"“- (155)
Hingegen erhilt man fiir ein linksdrehendes Angriffsmoment ({):
My, o= +M1L_;'_’71_; 93&2_1=—M’7—2—a_—@. (155a)

Die vorstehenden Formeln liefern natiirlich auch fiir den Sonderfall, daB das
duBere Moment M am Stabende (1) oder (2) angreift, die entsprechenden Stab-
belastungsglieder ;M mit dem richtigen Vorzeichen. Greift also z. B. das rechts-
drehende Moment I8 am Stabende (1) an, so wird, da die Nelgung der M, -

EinfluBlinie an dieser Stelle bekanntlich gleich 1 ist (a,lso Ja“m = l), nach
(155) MM, o = — M. Gleichzeitig wird fiir diesen Fall 9322 1=0, well die Neigung
der I, ,-EinfluBlinie an dieser Stelle gleich Null ist (also L;—-—— O) Der

EinfluB der Vouten oder einer anderen Veriinderlichkeit der Stabquerschnitte
tritt also bei der Bestimmung der Belastungsglieder I8 in diesem Sonderfalle
nicht in Erscheinung.

C. Stéibe mit ungleichen Vouten.

Hier gelten dhnliche Uberlegungen wie bei der Ermittlung der Stabfestwerte a,
a; und b fiir solche Stibe und es gestaltet sich damit die Berechnung wieder ver-
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hiltnismiBig einfach. Zur Verwendung gelangen die allgemeinen Formeln (149),

lche lauten:
welche lauten 9)’&1:__1_((]10(10—50\620)

. (156)
My =+ T (a5 062" — b &%;°).
Die in diesen Ausdriicken enthaltenen Werte q,, a, und b sind nach IV, 2, C dieses
Abschnittes zu ermitteln, wihrend fiir die Bestimmung der Auflagerdrehwinkel ,°
und «,9, die von der duBleren Belastung abhingen, sinngemaf zu verfahren ist
wie bei der in IV, 2, C ausfiihrlich behandelten Ermittlung der Winkelwerte «;,
oy und . Hier smd die gesuchten E J,-fachen Auflagerdrehwinkel «,° und o0

identisch mit den entsprechenden Auflagerdriicken der —%-fach verzerrten M-

J
Fliche am freiaufliegenden Triger. Wie nun aus Abb. 155 hervorgeht, lait sich
diese verzerrte M,-Fliche F, durch die drei darunter gezeichneten M-Flachen F@),
F® F© in der Art ersetzen, dafl

Fy=F@ 4 F® — F© (157)
wird. Dieselbe Beziehung muB auch fiir die Auflagerdriicke der verzerrten M -
Fliache gelten, so daB mit den Bezeichnungen der Abb. 155 a, b, ¢ geschrieben

werden kann:

Alo — Alo(a) + A20(b) __Alo(c) (158)
oL———02
| oder auch %0 = 2@ 1 x,00) _ 00
bzw. . 0 — x 0(a) + -06 o) x 0(c) (159)

Diese Formeln entsprechen in ihrem Aufbau und auch

EA:;;’;ZZ y in ihrer Bedeutung sinngemif den Formeln (144). Die
@i_ g — g Werte 04.0(4) ofl()(b) 0620(‘1) 0(20 ® und 0(10(0) 0(0) be-
- ziehen sich wieder auf die Ersatzstibe (a), (b), (),
wie aus der schematischen Skizze in Abb. 156 klar her-
Fe vorgeht.
A Az Verwendet man auch hier die in den Hilfstafeln
ADD. 155a. gewihlten Bezeichnungen ®,°®), %,2® usw. fiir die auf
den Stab mit der Linge I = 1 bezogenen
@ Lrsaresteo el Auflagerdrehwinkel, so lauten die vor- Jgelererios
Sommmm—— ~~ 1@ stehenden Formeln (159) ; @
=7
— Y 0‘10 = 5,"@ + %" — ,0@ (159a) Ersatzstab (a)
sda) 7t B = W@ + 5,00 — 5,00, @ ppr— (2)
Abb. 155b, Fir die zahlenmiBige Auswertung der Ersatzstab (8)
Ausdriicke (159) sind nach der Art @—@
o Lrsarzsteele) der Belastung folgende Fille zu unter-
L 4 scheiden: Ersatzstat c)
1. Gleichmdfige Vollbelastung. In die- O ne———7)
o sem Falle sind die «®-Werte fiir die Ersatz- Abb. 156.
A A stdbe mit geraden Vouten aus der Hilfs-
tafel 21 bzw. 21a und fiir Ersatzstibe mit paraboli-
Abb. 155¢. schen Vouten aus der Hilfstafel 22 bzw. 22a direkt zu

Abb. 155a bis c. Ersatzstibe

(a) (b) (¢) zur Bestimmung der

Werte «,° und «,® bei Stéiben
mit ungleichen Vouten.

entnehmen (siehe Einfithrungsbeispiel Seite 208).
2. Einzellasten. Fir diesen Fall stehen wieder
Einfluplinten zur Verfiigung, und zwar fir Stibe
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mit geraden Vouten in Tafel 25 und fir Stibe mit parabolischen Vouten in
Tafel 26.

3. Streckenlasten oder beliebige Belastung. Bei gleichmiBig verteilten Strecken-
lasten kann die Auswertung der unter 2 erwihnten EinfluBllinien in d&hnlicher Weise
erfolgen, wie dies an Hand der Abb. 153D fiir die Ermittlung der $%-Werte beschrieben
worden ist. Etwaige unregelmiBige Belastungen sind durch Einzellasten zu ersetzen,
so daBl wieder die EinfluBlinien zur Auswertung herangezogen werden konnen.

VI. Rahmentragwerke mit unverschieblichen Knotenpunkten.

In allen folgenden Ableitungen wird stets auf die entsprechenden Ausfithrungen
des ersten Abschnittes Bezug genommen. Dadurch werden einerseits iiberfliissige
Wiederholungen vermieden, anderseits ergeben sich direkte Vergleichsméglichkeiten,
die auch gewisse Unterschiede in den Einzelheiten

der Berechnungen in Erscheinung treten lassen. @%
1. Bedingungsgleichungen. N
Q

Fiir die Ableitung einer gebrauchsfertigen
Mustergleichung kann naturgemiB genau der- o
selbe Weg eingeschlagen werden wie im ersten ; 0

]
3

A bn,l; l@

Abschnitt fiir den gleichen Fall. Man betrachte
also auch hier wieder einen Rahmenknoten-
punkt #, in welchen vier Stibe mit beliebig @
verdnderlichen Trigheitsmomenten einmiinden
(Abb. 157). Die zugehorigen Stabfestwerte a
und b der einzelnen Stibe seien bekannt. Sie ]
sind in dieser Skizze eingetragen, und zwar die o
a-Werte jeweils an den Stabenden und die
b-Werte in der Stabmitte.

Zur Aufstellung der Knotengleichgewichtsbedingung, welche besagt, daB die
Summe aller im Knoten n angreifenden Momente gleich Null sein mu8}, werden
zuniichst die Ausdriicke fiir die StabanschluBmomente im Knoten n angeschrieben.
Nach (125) wird mit der Bezeichnung in Abb. 157 und unter Beachtung, daB hier P
fir alle Stibe Null ist:

My 1= n,3 @n + by 1 + My
M o= ap,2Qn + by, s 02 + My,
Mo 5= G5 0n + bns@s + My 5

Mg =0, @n + by,y @s + My, 4.
Entsprechend der Gl. (16) erhilt man auch hier durch Summieren der Ausdriicke (160)

bﬂ., 7

Abb. 157. Beiwertskizze.

(160)

i=4 i=4 i=t i=4
i=1 i=1 i=1 i=1
In allgemeiner Schreibweise fiir beliebig viele in einem Knoten n zusammentreffende
Stédbe und unter Annahme, daB dort auBerdem Kragarmmomente M, angreifen,
lautet die Gl. (161) [vgl. Gl (17)]:
P i+ 2 bn s @ + XMy + 3 M= 0. (162)
? ? ?

Durch Einfiihrung der von friiher bereits bekannten vereinfachenden Bezeichnungen
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ergibt sich die endgiiltige Form der Knotengleichung fir Rahmentragwerke mit
unverschieblichen Knotenpunkten [vgl. Gl. (18)]

dy @+ bn, i @i + 8, = 0. (163)
(]

Hierin bedeuten [vgl. Gl. (19) und (20)]

dy=2an; (164)
80 =2 M, +2 M, (165)
1

oder, wenn kein Kragarmmoment auftritt, einfach
80 =2 M, . (165a)
(]

Das Diagonalglied d, stellt somit die Summe der am betrachteten Knoten n
liegenden a-Werte aller dort steif angeschlossenen Stidbe vor.

Das Knotenbelastungsglied s, ist die Summe der nach V dieses Abschnittes
zahlenmiBig zu ermittelnden Stabbelastungsglieder IR, ,, einschlieBlich der Summe
der etwa vorhandenen, direkt im Knoten angreifenden Kragarmmomente.

Die Glieder }'b,, ; ¢; tretenin einer Knotengleichung in solcher Zahl auf, als
in dem betrachteten Knoten Stdbe steif angeschlossen sind. Sind jedoch einzelne
dieser Stdbe im gegeniiberliegenden Knoten ¢; fest eingespannt, so daB dort
@; = 0 wird, so entfallen auch die diesen Stidben zugeordneten Glieder b, ; ¢;.

2. Beschreibung des Rechnungsganges.

Der Arbeitsvorgang bei Aufstellung der Rahmengleichungen 148t sich in folgende
Abschnitte gliedern:

1. Feststellung der Tragwerksabmessungen: Stablingen, QuerschnittsgréBen,
Voutenldngen usw.,

2. Ermittlung der Beiwerte a;, a, und b nach IV dieses Abschnittes,

3. Anfertigung der ,,Beiwertskizze®,

4. Ermittlung der Diagonalglieder d, nach (164),

5. Berechnung der ,,Stabbelastungsglieder % nach V dieses Abschnittes und
der ,,Knotenbelastungsglieder* s, nach (165) bzw. (165a),

6. Tabellarische Aufstellung der Gleichungen nach (163) unter Benutzung der
,,Beiwertskizze,

7. Auflosung des Gleichungssystems nach Muster I oder II,

8. Ermittlung der Stabendmomente nach (125) unter Zuhilfenahme der Bei-
wertskizze.

(Siehe auch Zahlenbeispiele 14 bis 16.)

3. Gleichungstabelle fiir ein unverschiebliches Tragwerk.

In Abb. 158 ist die Gestalt des Tragwerkes mit der zugehérigen Belastung
ersichtlich, wihrend Abb. 159 die Beiwertskizze darstellt.

Es sind hier insgesamt vier Knotendrehwinkel, ndmlich @g, ¢,, @3, ¢ gemeinsam
zu bestimmen, also vier Gleichungen aufzustellen. Nach Ermittlung von dg, d,,
dg, dg nach (164) und s, s, g, 8o nach (165a) kann an Hand der Beiwertskizze die
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Aufstellung der Gleichungsgruppe 11 bzw. der Gleichungstabelle 11 durch wiederholte
Anwendung der Mustergleichung (163) vorgenommen werden.

®@ @ @ ®
q"ﬁ P AFA‘ 7 1t y

{d
IR30EAERNNINANESASE

Abb. 159. Beiwertskizze,

Gleichungstabelle 11.

Gleichungsgruppe 11. H v | 71 | 92 | o 5
ds P 1+ b @7 +8=10 i
P de be 8¢
dy @7+ be@g + by g+ 8, =0 - ;—\ b | 1 [ ;
dg @5 + by 7 + by + 55 =10 ’ \ ° ! b7 ‘ d7 b .97 —
dy @y + bg g + 8 =0 - (ﬂ;*i—*’* ! ‘i*"*s“‘ S .
(79 ’ | bg dy Sy

Nach Auflosung dieser Gleichungen kénnen an Hand der Beiwertskizze die
Stabendmomente nach (125) unter Beachtung, daf hier y= 0 ist, bestimmt werden.
Man erhilt z. B.

My 6= by @ Mo,y =51 @

M, =by, M5 = ag 595 + Mg 5

M, 5 = by @s, Mg 7 = ag 106 + b pq + M, 7,
My o =040, Mg 10 = 6,10 Pe-

(Siehe auch Zahlenbeispiele 14 bis 16.)

4. Tragwerke mit gelenkigen Stabanschliissen.

Fir Tragwerke mit verdnderlichen Stabquerschnitten gilt bei gelenkigen Stab-
anschliissen im wesentlichen dasselbe, was bereits im ersten Abschnitt, Seite 16, ganz
allgemein gesagt worden ist. Auch hier kann man wieder die Gelenkdrehwinkel als
Funktion der am gleichen Stab gegeniiberliegenden Stabendverdrehungen aus-
driicken und dadurch die Zahl der Bedingungsgleichungen entsprechend vermindern,
wie im folgenden gezeigt werden soll.
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a) Bedingungsgleichungen.
Knotengleichungen. Die Knotengleichung fiir den Knoten {») des in Abb. 160
dargestellten Teiles eines unverschieblichen Tragwerkes mit einem gelenkigen Stab-

@-}— anschluB (4) lautet zunichst allgemein nach (163):

dnan + bn.l(pl + bn,2(p2 + bn,3(p3 + bn,T(pT"{_ Sp= 0.

Fiir den Gelenkdrehwinkel ¢ kann aber nach Ta-
ans agn | fel II, Seite 61, Fall 2¢, mit den vorliegenden Be-

0
&

b
q
3 . .
2*J@ i ®@ zeichnungen gesetzt werden:
Dol & 1
@ vé (pT:_ﬁai (n4¢n+m4 )
%
Q) L Fiihrt man diesen Ausdruck in die obige Gleichun,
. - g -
Abb. 160. Rahmenteil mit gelenkigem €in, S0 erhdlt man nach Ordnung der einzelnen
StabanschluB, Beiwertskizze. Glieder:

2 -
(d — "4><Pn+bn19’1+bn2¢2+bn3¢3+3 - :’:'9}2?-":0' (166)

Diese Gleichung kann wieder auf eine allgemeine Form gebracht werden, in der
beliebig viele gelenkige Stabanschliisse beriicksichtigt sind:

d,® P 2 bn,r Pr 8,0 =0. (167)
Darin bedeuten:
b2
(L — E ng.
4.t =d, - ag,: ’ (168)
by,
8,0 =8, — 29 %:Z My n (169)

Man erhilt also das Diagonalglied d,° fir einen Knoten (n), dessen steif an-
geschlossene Stéabe zum Teil auf der Gegenseite gelenkig gelagert sind, indem man

zuerst in iiblicher Weise den Wert d,, = 2 a,, ; fir alle in (n) elastisch eingespannten

Stiabe bildet und davon den Summenwert 2 "n.g abzieht, der sich nur auf solche

F n
Stibe erstreckt, die in (n) steif und auf der Gegenselte gelenkig angeschlossen sind.
Hierbei bedeutet a, , den a-Wert auf der Gelenkseite des betreffenden Stabes.
Ahnlich erhalt man nach (169) das Knotenbelastungsglied s,°, indem man von

dem Summenwert s, = 2 M, ; fir alle im Knoten (n) elastisch eingespannten

Stibe den Summenwert 2 29 9%, » abzieht, der sich nur auf die in (n) steif und

auf der Gegenseite gelenklg angeschlossenen Stabe erstreckt. Es bedeuten darin
M, » das Stabbelastungsglied und a, , den a-Wert auf der Gelenkseite solcher Stibe.
Dies Glieder >’ b, @, beziehen sich nur auf jene Stibe des Knotens (n), die

T
beidseitig elastisch eingespannt sind.

Die Anwendung der Knotengleichung (167) soll anschliefend an einem Beispiel
eingehend dargelegt werden.



Tragwerke mit gelenkigen Stabanschliissen. 75

b) Anwendungsbeispiel. % 0 t/

Fir das in Abb. 161 ersichtliche Trag- W l Tr l
werk, dessen Riegel und Sdulen beliebig be- % _}(_ [ - W
lastet seien, sind unter Annahme gelenkiger (@ I©) ®
Stabanschliisse bei 2, 6 und 7 die Knoten- | !
gleichungen anzuschreiben. H ® l®

Als Unbekannte sind hier nur die Kno- 4 &

. . . Abb.161. Rahmentragwerk -I;lit Gelenken.
tendrehwinkel @, und @; zu bestimmen. Die

Knotengleichung fiir unverschiebliche Tragwerke lautet nach (167):
dno(pn +2bn,r @ + 8z’ = 0.
7

Nach (168) erhdlt man unter Zuhilfenahme der Beiwertskizze Abb. 162 die
Diagonalglieder

b2 b.2
0 4,9 __ 6
dl =d, Za "‘“4,1+“4.3+“4,5+“4,7_‘a =
9,4 7.4
b2 b,? b2
[) J— 5.9 __ 2
ds —ds_‘z; a =5t @54+ 056+ U5 5g——— —
9.5 Ay, 5 g, 5

und nach (169) die zugehérigen Knotenbelastungsglieder
b b
80 = 84 —Za:'i WMy, s =My 1 + My 5 + My 5 +§m4,7—'a:—49ﬁ7,4,

b b b
80 = s — 29 M, s =M My, + M My g — 2 My - — —Ms 5.
5 5 Zag,s 9,5 5,2 + 5,4 5,6 + 5,8 “z,s 2,5 a6,5 6,5
wy 2
4@
o
s S
aw,ys 2 a5 ‘5 a, a,
g 5 4 58 55 Z
@ 25 3 @ &y 3 @ A @ A4
s S
® 3
X de
Abb. 162, Beiwertskizze.

Damit ergeben sich an Hand der Beiwert- Gleichungstabelle 12.
skizze die Knotengleichungen in gewo6hnlicher ' B
Schreibweise bzw. in Tabellenform. Pa Ps

Al @y + by s + 8,0 =0, Pa dy’ b, 840
d:® @5 + byps + 8° = 0. @5 by dL EX

Nach Auflésung dieser beiden Gleichungen kann nach (125) bzw. nach den ent-
sprechenden Formeln der Tafel II, Seite 61, die Ermittlung der Stabendmomente
vorgenommen werden. Man erhélt hier mit den Bezeichnungen der Beiwertskizze:

My 4 =b 0, + Dy, o
M3,4 = by ¢, —{—5);733,4,
My =ay,0+My s,
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M,y;=0,50, + My, 5
My 5 =0a459, + by +My 5,
b

b.2
My q,= (%. 7"‘T64) Pt m4.7——°_4§m7, 4

ay
Mgy = (a5, — 22 g5 + D5 g — -
52 — \®5,2 g5 Ps 5,2 Gy 5 5
My 4 =05 405+ byps +Ms 4,
b2 b
M o= (“5.6_‘*%’5 +§ms,e“;sj: My, 5

My o = a5 495 + s, 5
Mg 5 =byp;5 + My 5.
(Siehe auch Zahlenbeispiel 17.)

VII. Rahmentragwerke mit verschieblichen Knotenpunkten.
1. Aligemeines.

Wie schon im ersten Abschnitt ausfiihrlich dargelegt wurde, versteht man darunter
solche Tragwerke, bei welchen nicht allein Knotenverdrehungen, sondern auch Stab-
verdrehungen vorkommen. Als Unbekannte der Rechnung treten in solchen Fillen
die Knotendrehwinkel ¢ und die Stabdrehwinkel y bzw. die ,,gegenseitigen® Ver-
schiebungen 4 oder die Knotenverschiebungen 6 auf. Demgemé sind zwei Arten von

Bedingungsgleichungen zur Bestimmung
©) dieser Unbekannten zu unterscheiden.

Knotengleichungen. In Abb. 163 ist
der Knotenpunktn irgendeines verschieb-
lichen Tragwerkes mit vier Stdben und
den benachbarten Knotenpunkten 1,2, 3,4
herausgezeichnet. Ferner sind darin die
5 . Festwerte a,, a, und b sowie ¢; und ¢, der
e Torn) einzelnen Stibe in ordnungsgemifBer Be-
’ zeichnung so eingetragen, wie es fiir eine
Beiwertskizze zweckmiBig ist. Es sei zu-
nichst vorausgesetzt, dafl alle vier im
Knotenpunktn zusammentreffenden Stébe
verdrehbar sind.

Durch Auswertung der Bedingung

_.\:M n.s = 0 ergibt sich sodann unter

B
B

Br,3

2n,

X

=@
72N 2n,3
l(‘;n) n,1) l (en,3) (‘:iﬂ)l
®

8
—
@

i
Abb. 163. Beiwertskizze fiir einen verschieblichen Benutzung von (125) in derselben Weise

Tragwerksteil mit veridnderlichen Stabquerschnitten. wie friiher [Vgl. (37)] die a]lgemeine Form
der Knotengleichung

dn Pn +2bn.i @; +Zén.i Yu.¢ + 8y = 0. (170)
3 i

Die Werte d,, und s,, sind nach (164) bzw. (165) zu ermitteln.

Die Glieder ¢, ;v,,.;, wobei unter ¢,,; stets der am Knoten n gelegene c-Wert
zu verstehen ist, treten nur bei Stdben in Erscheinung, die eine Verdrehung erleiden.
Es ergeben sich also in einer Knotengleichung immer nur so viele y-Glieder, als
in den betrachteten Knoten Stibe mit Verdrehungen vorhanden sind.
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Verschiebungsgleichungen. Wie im ersten Abschnitt, so kénnen auch hier fir
die verschiedenen Tragwerkstypen gebrauchsfertige Mustergleichungen aufgestellt
werden. Das soll in den folgenden Kapiteln gezeigt werden.

2. Der beliebig belastete Stockwerkrahmen mit lotrechten,
geschoBweise gleich langen Stiindern.

a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Zieht man in Betracht, daBl fiir die hier behandelten
Tragwerksformen in einer Knotengleichung hdéchstens zwei y-Glieder auftreten

T 2__® o
™
N o
§ §~ —{”/l«fl I S g
@ 09 22|1® 11
4— 1= ©
BRE NS
N A Yu % :r
b b >
i 5 B 0B
Abb. 164. Bezeichnungen. Abb. 165. Beiwertskizze.

kénnen, und zwar fiir die oberhalb und unterhalb in den betrachteten Knoten ein-
miindenden Stiele, so kann in Gl. (170) an Stelle von

ch.i"/’n,i:cn,y"/&c +Cnut1VPus1 (171)
i

gesetzt werden. Hierin bedeuten 1, bzw. y, ;.1 die Stabdrehwinkel in den unterhalb
bzw. oberhalb des Knotens » liegenden Stockwerken und ¢, , bzw. ¢, , ;1 die am
Knoten n gelegenen c-Werte der Stiele im Stockwerk g bzw. x 4+ 1 (Abb. 164).
Damit lautet die Knotengleichung (170) [vgl. (40)] ausfiihrlicher:

n Pn A2 00, Pt 4 Cn Wi & Cnpt 1 Yuk 1 + 80 =0, (172)
?

Die zahlenmifige Anwendung dieser Gleichung sei an folgendem Beispiel fiir
einen Knoten gezeigt. In Abb. 165 ist die Beiwertskizze fiir einen Tragwerksteil
dargestellt. Darin sind nur die Beiwerte enthalten, die fiir die Aufstellung dieser
einen Gleichung benétigt werden. Es sind dies die am Knoten (5) gelegenen a-Werte,
sowie die zugehorigen Klammerwerte ¢ und schliefllich die in der Stabmitte einge-
tragenen b-Werte fiir jene Stibe, die am Knoten (5) zusammentreffen. Dabei
ist zu beachten, daf nach (127) die c-Werte immer einfach als Summe der entspre-
chenden Werte @ und b des betrachteten Stabes erhalten werden. Das Diagonal-
glied fiir den Knoten (5) ergibt sich nach (164) mit

dy=a5,; =82 +22 +50 +1,8=172.
Damit lautet die Gleichung fiir den Knoten (5) nach (172):
17295 +09¢, + 1,1 pg +33 g + 12,29, + 83y, +5;=0.

Verschiebungsgleichungen. Fiir die Aufstellung und weitere Auswertung der
statischen Gleichgewichtsgleichung ' H = 0 fiir irgendein Stockwerk kann auch
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hier von der allgemeinen Gl. (44) ausgegangen werden, da dort dieselben Voraus-
setzungen vorliegen wie hier. Diese Gleichung lautet:

(YP+Yg+ a1+ WM, +M,)=0. (173)

Driickt man den Summenausdruck (M, + M,) nach (128) als Funktion der
Forménderungsgrofen und der Stabbelastung aus, so erhdlt man die Verschiebungs-
gleichung fiir ein Stockwerk x mit der hier gewihlten Bezeichnung:

2oupu +2 ¢ + Duvy + 8, =0, (174)
Iz b
wobei
D=2 (¢ + cu) (175)
u
Su= (X P+Xq+2% .1, + 2@, +M,). (176)
u Iz

Vorzeichen: _22+
Die Verschiebungsgleichung enthélt somit:

1. Die Glieder 'c, @y, d. h. die Summe der Produkte aus den unteren Dreh-

u
winkeln und den unteren c-Werten aller Stibe des Stockwerkes u.
2. Die Glieder 3¢, @, d. h. die Summe der Produkte aus den oberen Dreh-

uw
winkeln und den oberen ¢-Werten aller Stibe des Stockwerkes u.
3. Das Diagonalglied D, v,, wobei nach (175) D, die Summe der oberen und
unteren c-Werte simtlicher Stibe des Stockwerkes bedeutet.
4. Das Belastungsglied S, das nach (176) aus der &uBeren Belastung zu er-
mitteln ist. (Genauere Angaben siehe im ersten Abschnitt, IV, 3.)

Die praktische Anwendung der Verschiebungsgleichung (174) wird anschlieBend
an einem Beispiel gezeigt. In Abb. 166 sind nur die erforderlichen Beiwerte ¢ der
Saulen eingetragen. Nach (175) werden die Diagonalglieder

Dy=YN(c, +¢,) = 15,0 1 12,5 + 26,4 - 20,0 + 13,0 + 10,2 = 97,1
(1)
Dy =Y (c, +¢,) = 12,6 + 10,0 + 20,5 + 155 + 11,3 + 8,4 — 782

2)
und nach (176) die Belastungsglieder

2 @ @
2ot |(125) (235) (f/i S; = (4,0 +2,0).3,0=18,0tm
w 3 S,= 20 .35 = 7,0 tm.
__@ (10) G5 ® (d#)l Somit lauten die Verschiebungsgleichungen nach
40¢ |50 126%) 5g]  (174) fiir das erste Stockwerk:
2 S 1500, + 26,49, - 1309, + 97,1y, + 18,0=0
Az5) A0 32 und fiir das zweite Stockwerk:
® @ ©)
10,0 94 + 15,5 5 + 8,4 ¢¢ + 12,5 ¢, + 20,5 g -+
Abb. 166. Beiwertskizze. + 11,3 @y + 78,2 Pa +7,0=0.

b) Gleichungstabelle fiir ein dreistéckiges, unsymmetrisches Rahmen-
tragwerk.
_Die Gestalt des Tragwerkes ist aus Abb. 167 ersichtlich, die zugleich als Beiwert-
skizze dargestellt ist. Es seien beliebige Belastung und verschiedene Feldweiten
und Geschohéhen vorausgesetzt.
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Gleichungstabelle 13.
H Ps } Ps : P7 ' Ps ) P 1 P10 ’ Pu ’ P12 i P13 i Puu | V1 1 Y2 ‘ vs | B
Ps ids 5 bg ‘ .11 %, S5
Ps I‘ b; |dg b by i B Cs,2 | Cq,10 j’e
®q | b | d, 7 b C1.3 ,,CLH 87
Ps | b, 8 by €s.4| Cs12| 8g
Ps : bs dy |by | bis Co.5 | Co,13| %9
P10 | by by |y Ll,)f,_ Ci6| |50
P11 1 b0 bis | dn 31‘477 b1e ! C11,7| Cu,14f Su1
P12 \i ) b ; bis - dys - C12,8 S12
P13 1 bys | i, dyy l’p o C13.9 | 13
P14 “ by b1z |dy | C14, 11| S14
Y1 i“ Cs5,1 | Ce,2 | Co,3 68,41 ‘ | D, E Sy
| e T i T ~
¥a | Ces| oo Com| Com| Cos | Coe) O | Cins IR
¥s | Co,13 ‘ €11,14 I €13,91 C11,11 ‘\ D, |
Insgesamt sind 13 Unbekannte zu be- Bz 2, P!
stimmen, und zwar: die Knotendrehwin-  §
kel @5 bis ¢;4 und die Stabdrehwinkel ;, &
¥, P5. Mit Hilfe der Beiwertskizze sind * 5
nach (164) die Diagonalglieder d; bis d,, @“5 ; g
der Knotengleichungen und nach (175) die 3 Y jl&
Diagonalglieder D,, D,, D, der Verschie- _— <]~
. A . ™S 3 3 —~
bungsgleichungen zu bestimmen. Weiter =~ 3¢ ) @3 & H&
sind noch die Belastungsglieder s; bis s;, @éﬁ‘—-b’—‘zf-’ 4 2P b D
nach (165a) sowie S, S,, S; nach (176) zu  &|¢ vl¢ & &
ermitteln. Damit kann die tabellarische ¥ <f =l 3 1 N S
Aufstellung der Knotengleichungen nach ra:Wé‘ slo bl N4 $
(172) und der Verschiebungsgleichungen ® @ ® ®

nach (174) vorgenommen werden.

Abb. 167. Beiwertskizze.

3. Der beliebig belastete Stockwerkrahmen mit lotrechten, ungleich
langen Stindern.

Es ist hier zweckmiBig, als Unbekannte an Stelle der y-Werte die Verschiebungs-
groBen A einzufiihren (vgl. auch die im ersten Abschnitt, IV, 4 an Hand der Abb. 89

gegebenen niheren Erklirungen).

Bedingungsgleichungen,

Knotengleichungen. Fiihrt man fiir die in GI. (172) enthaltenen y-Werte, die
nach den Stockwerken benannt sind, nach (2) die entsprechenden A-Werte ein, so
ergibt sich die Knotengleichung in iibersichtlicher Form:

dn(Pn +2bn,i¢i + En,uAy -+ C_n,u-i-l Ap+1+8n=O-

177)
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Hierin bedeuten: c

c
= nE . o n, 4 +1
cn,p = l ) cn,lt+1 = 1 - (178)
(3 n+1

Bei der Ermittlung der Stabendmomente aus den ForménderungsgréBen empfiehlt
es sich, die bereits in der Festwerttabelle nach (178) enthaltenen ¢-Werte zu
verwenden. Die entsprechenden Formeln lauten dann firr eine Saule m—n -des

4
Stockwerkes u unter Beachtung, da vy, = —li ist:
13

Mm,n =0, nPm + b(Pn + ém,nAp +gﬁm,n
Mn.m = Qp,m Pn T b(Pm + En,mAu +m'n,m'

Verschiebungsgleichungen. Die allgemeine Form der Verschiebungsgleichung fir

das Stockwerk u ergibt sich wieder durch Auswertung der Bedingung 3 H = 0
und lautet in iibersichtlicher Schreibweise (vgl. 54):

(179)

D eupu+ 2600+ Dy + 8, =0. (180)
143 13
Hierin bedeuten:
1, _
D=7 (6 +64), (181)
u

Su=P+ Yq+ U+ 37 (W, +,). (182)
um 1

Vorzeichen: _ 2>+

s

Es folgt ein Zahlenbeispiel, in welchem die Anwendung der GI. (180) gezeigt
wird. In Abb. 168 sind nur die zur Aufstellung der Verschiebungsgleichung er-
forderlichen Beiwerte (¢) der einzelnen Stiele eingetragen.
Nach (181) ergibt sich

sl I
: LR Py Dy= 45 (65 +54) + 5 (86 +62) =175
(6,'5/ s )
2 1 1
13¢ =@w L, D,= 5.0 (5,8 + 4,4) + 35 (6,6 + 5,3) = 6,53
o
& und nach (182) ist
S
= ol (5 8= 21 +1,3 4045+ 0,6.12 = 4,57t
ut Ve (36/ 8, =1,3 4045 +0,6.1,2 = 247 t.
S
e 30m— %% Damit erhilt man nach (180) die Verschiebungsgleichung
S fiir das unterste Stockwerk:
* 62)
- ® 650, +86¢, +7754, +457=0
, und ebenso fiir das zweite Stockwerk:
© 44 ¢, 530, - 5,8¢; - 6,6, + 6,534, -+ 2,47 = 0.

ABD. lﬁgiwffgﬁfz“;fs' und (Siehe auch die Zahlenbeispiele 18, 19.)
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4. Verschiebliche Tragwerke mit gelenkigen Stabanschliissen.

A. Allgemeines.

Knotengleichungen. Ist ein im Knoten (n) einmiindender Stab auf der Gegen-
seite (g) gelenkig angeschlossen (Abb. 169), so kann der Gelenkdrehwinkel ¢, all-
gemein nach Tafel II, Seite 61, Fall 2a als Funktion von ¢, und y, , wie folgt aus-
gedriickt werden:

1
(Pg :_? (bnﬂ (pn + cg,nwn,y +my,n)' (183)
g, n
Denkt man sich nun in einem Rahmenknoten (n) —'g"‘" T ‘}"” + @
beliebig viele Stabe zusammentreffend, von denen eine @" g o
beliebige Anzahl in den benachbarten Knoten gelenkig AbD. 169,

angeschlossen, wahrend die iibrigen dort .fest oder

elastisch eingespannt sind, so erhilt man durch Einfiihren des Ausdruckes (183) fiir
@, in GL. (170) nach entsprechendem Ordnen der einzelnen Glieder die allgemeine Form
der Knotengleichung fiiv verschiebliche Tragwerke mit gelenkigen Stabanschliissen:

dn0¢n +anr¢r +2 ConrYu,r +260n g ¥n.g + 87&0 =0 (184)
r r g

oder, wenn fir y = AT und fiir ci = gesetzt wird,

@+ X bp @+ X Ay + 2 O g A g + 8,0 =0. (185)
T T g
Hierin bedeuten wie friiher 2
4,0 = dp— > Oren (186)
g Gom
80 =8, — > m, (187)
g g n
und weiter: b
Clpg =Cng— a:': *Con (188)
bzw. _ ) b ’ )
g =Cpg— an,g *Cqg, n- (189)
g,

Die Y beziehen sich auf jene Gelenkstibe, die im Knoten (n) elastisch eingespannt
g
und auf der Gegenseite gelenkig angeschlossen sind, wihrend sich ' iiber die beid-
r

seitig steif angeschlossenen Stébe erstreckt.

Die Werte d,, und s, sind in iiblicher Weise nach (164) bzw. (165) zu ermitteln.
Im iibrigen gelten hier sinngema8 die im ersten Abschnitt, Seite 36 gegebenen Er-
lauterungen. .

Verschiebungsgleichungen. Ahnlich wie im ersten Abschnitt, Seite 37 sollen die
Verschiebungsgleichungen mit den zugehérigen Knotengleichungen wiederum zuerst
fiir verschiedene Formen des Mehrfeldrahmens und anschlieBend fiir den Stock-
werkrahmen angeschrieben werden. Sie ergeben sich aus der allgemeinen Form

180 _
( ) 20u¢u+24 co(po+D,uA,u+S,u:0; (190)
“ /t

wenn die Gelenkdrehwinkel ¢, bzw. ¢, durch die iibrigen ForménderungsgréBen
des betreffenden Stabes ersetzt werden. Die hierzu notwendigen Ausdriicke sollen
gleich hier zusammengestellt werden.

Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl. 6
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Nach Tafel 11, Seite 61, Fall 2a und 4a erhilt man fiir die in Abb. 170 a, b, ¢
dargestellten drei Stabarten folgende Formeln fiir die Gelenkdrehwinkel ¢, bzw. ¢,,

%

wenn fir y = % bzw. fiir % = ¢ eingefiihrt wird:

Fall ) g, =— 5 (bgo + 5,4 +M,),  (191)

b B)go=— 0 Ed +M,), (192)
¢u:0 10
3) o C
Abb.170a, b und . » 0 P = a, (bpu+24 +My).  (193)

B. Mehrfeldrahmen.

a) Der Mehrfeldrahmen mit durchwegs fest eingespannten Siulen-
fiiBen (Abb. 171).

Knotengleichungen. Diese ergeben sich fiir die vorliegende Tragwerksform aus
(177) und lauten: dn Pn _J[_Z; bn,z‘pz +- EOA + 8y = O, (194)
1

wobei ¢, den oberen c¢-Wert der zum Knoten (n) gehérigen Siule bedeutet und d,,
bzw. s,, in iiblicher Weise nach (164) bzw. (165) bestimmt werden,

Verschiebungsgleichungen. Nach (190) lautet die Verschiebungsgleichung unter
Berﬁeksichtigung, daB hier durchwegs ¢, = 0:

N+ DA+ 8=0. (195)

Hierin bedeuten nach (181)
l l D=1+ ) (196)
und nach (69)

Abb. 171. Mehrfeldrahmen mit emgespatmteu

SéulenfiBen. S :Z PL Zq + Zg[ + Z%il%— (197)

b) Der Mehrfeldrahmen mit durchwegs gelenkig angeschlossenen
Sédulenfiilen (Abb. 172).
Knotengleichungen. Sie ergeben sich aus der allgemeinen Form (185) in zweck-
méaBiger Schreibweise:

200, + 2 by + 8%, ,4 + 5,9 =0. (198)
T

Die Glieder M’ b, , @, beziehen sich hier nur auf die Riegel, das Glied ¢°, ,4
T
nur auf die Sdule des betreffenden Knotens. Im einzelnen bedeuten:

Nach (189) 2, , =%, ,— ™% -5, ,; (199)

g, n
2
l . (186) 4,0 = d,—Zme.  (200)
7 ag,n
/ ® ., (187) 8,0 = s, —2me ., . (201)
Abb. 172, Mehrfeldrahmen mit FuBgelenken. %y, n

YVerschiebungsgleichungen. Setzt man in
(190) fir @, den Ausdruck (191) ein, so erhdlt man nach entsprechender Verein-
fachung die Verschlebungsglelchung in der Form:

S0, + DA+ 80 =0. (202)
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Hierin bedeuten (Abb. 170a):

e - b
¢, =¢,— o * Cy» (203)
D= D= N +a)— 2 (204)
§ =8 Lo gp, (205)

bzw. nach Einfiihrung von § nach (69)

o =Xri i Yus IR T, @)
(Vgl. auch Zahlenbeispiel 19.)

¢) Der Mehrfeldrahmen mit durchwegs gelenkig ausgebildeten Siulen-
kopfen (Abb. 173).

Knotengleichungen. Die Knotengleichungen sind hier identisch mit der fiir den
gewohnlichen Durchlauftriger geltenden Form. Sie ergeben sich aus (198) durch
Fortlassung des A-Gliedes und lauten:

S @
dno Pn +2 bn,r 2% + Sno = 0. (207) @ i
7
Die Stiele liefern in diesem Falle /® @ /@ @/

keinen Beitrag fiir die Knotengleichun-
gen, die hier von der Verschiebungs-
gleichung vollig unabhingig sind und
daher getrennt von dieser aufgestellt und aufgelést werden konnen.

Verschiebungsgleichungen. Fiihrt man in (190).fiir ¢, den Ausdrutk (192) ein,
so erhdlt man nach entsprechender Vereinfachung die Verschiebungsgleichung in
folgender Form:

Abb. 173. Mehrfeldrahmen mit Xopfgelenken.

DA+ 80 =0. (208)
Hierin bedeuten:
T2 | C,t
D =D = X+ e) =2 (209)
80 =8— e, (210)
0

bzw. nach Einfiihrung von S8 nach (69)

=P g+ uy 3 ot —Z-Z—sm (211)

d) Der Mehrfeldrahmen mit FuB-

oder Kopfgelenken in beliebiger @
Anordnung (Abb. 174).
Knotengleichungen. Diese kénnen nach
{194), (198) oder (207) angeschrieben wer- /@ @’

den, je nachdem, ob die zugehérige Siule
gelenklos ist, oder aber ein Gelenk unten  Abb. 174. Mehrfeldrahmen mit Fus- oder Kopf-
bzw. oben aufweist. gelenken.

6*
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Verschiebungsgleichungen. FErsetzt man in (190) die Gelenkdrehwinkel ¢, bzw.
@, durch die Ausdriicke (191) und (192), so ergibt sich die Verschicbungsgleichung
bei Verwendung der gekiirzten Schreibart wie folgt:

D, + 8¢, + DA + 80 =0. (212)
4 g,

u

Hierin ist analog (203) 5.0 =5, — ;b‘ 5, (213)
u

ferner = 5 =2 = g =9

0 —p— Y&y _ yrla sy bt yiét
D=D Zau a, Zl (6o + Cu) Zau Zao (214)

gu go a gu go
und = =
O =8— tem, Y om, (215)
9, g,

wobei S nach (85) zu bestimmen ist.
In den vorstehenden Ausdriicken beziehen sich:

2... auf alle gelenklosen Saulen.

e

X, v 5 Sédulen mit ,,Gelenk unten‘:

gu

2 .. [T ” ’ ,,Gelénk oben‘‘.

00

2. v s ,»  ausschlieBlich Pendelsiulen.
a

Zu dem Ausdruck (215) fiir 8° sei bemerkt, da dieser fiir den allgemeinsten Fall
beliebiger Siulenbelastung gilt. Sehr haufig sind aber die Sdulen selbst unbelastet,
dann wird einfach §° = P, wenn in der Rahmenecke die waagrechte Last P wirkt.
Entfallt auch diese Last, so ist 8% = 0.

C. Stockwerkrahmen.

Es sollen hier Stockwerkrahmen mit verschieden hohen Sténdern und beliebig
vielen Gelenkanschliissen behandelt werden (Abb. 175).

Knotengleichungen. Hier kann die allgemeine Form
(185) Anwendung finden. Dabei tritt aber noch insofern
() eine Vereinfachung ein, als sich die A-Glieder nur
) auf die in den betrachteten Knoten einmiindenden
Sédulen beziehen.
Verschiebungsgleichungen. Fiihrt man in (190) fir
. e .. 7z die Gelenkdrehwinkel ¢, bzw. @, die Ausdriicke (191)
R / _und (193) ein, so erhdlt man die Verschicbungsgleichung
Abb'rﬁxﬁﬁeﬁ?ﬂyﬁ?ﬁ}iﬁiﬁ?ﬁk fiir irgendein Stockwerk (1) des vorliegenden Tragwerkes.
Sie lautet in gekiirzter Schreibweise:
2 et 2 g + 2 6 9+ 25 g, + DA A8 =0, (216)
¢ ¢ gO gu
Die Glieder >’ ¢,° ¢, und > ¢,° ¢, beziehen sich auf die Séiulen mit ,,Gelenk oben‘
g 7,
bzw. ,,Gelenko unten®, und zwar bedeuten analog (203):

=0 - -
€0 =¢,——-¢
u u ao 0>

‘n
¢ (217)
}
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Die Glieder 2 €y @, und e, @, beziehen sich auf jene Séulen, die oben und unten

steif angeschlossen sind. D1e Bedeutung von D° geht aus (214) hervor.
Fiir die Ermittlung von S° gilt nach (215) sinngemé&

Z’ER Zwﬁw (218)
wobei hier aber fir 8 der Wert fiir Stockwerkra,hmen nach (56) zu nehmen ist.

5. Rahmentragwerke mit nur lotrecht verschieblichen Knotenpunkten.

A. Symmetrisch ausgebildete und symmetrisch belastete
Vierendeel-Rahmentragwerke.

a) Bedingungsgleichungen.
Knotengleichungen. Es kann hier die fiir Stockwerkrahmen aufgestellte

Gl. (172) iibernommen werden, wenn die Stockwerksbezeichnung u durch die
Felderbezeichnung v ersetzt wird (Abb. 176). Sie lautet dann:

@ + 2 ba, i @i+ Cup o+ Cnp b1 Prr1 + 8, =0 (219)
1
Wie aus Abb. 177 hervorgeht, bedeuten also:
y, bzw. g, 4. die Stabdrehwinkel im Feld v bzw. (v + 1), also in den Feldern
links bzw. rechts von dem betrachteten Knoten.
Cp, bzw. ¢, 4 .- die am betrachteten Knoten n gelegenen c-Werte der links bzw.

rechts einmiindenden Riegel.

Verschiebungsgleichungen. Da die
allgemeinen Ausfiihrungen im ersten Ab-
schnitt, IV,7, A auch hier volle Giiltig-
keit haben, so sind weitere Erlduterun-
gen an dieser Stelle entbehrlich. Durch

@)

Cn») ’/ﬂ‘n, ver)

oyl

~ -
~ -
el e

12 A T

Lt —l; Dows

e Vw 7 k4 %

Abb. 176. Symmetrisches, bei symm. Bel. nur lotrecht Abb. 177. Teil eines nur lotrecht verschieblichen Trag-
verschiebliches Rahmentragwerk. werkes, Bezeichnungen.

Auswertung der statischen Gleichgewichtsgleichung 2V =0 erhilt man die
Verschiebungsgleichung in ibersichtlicher Darstellung fiir ein Feld (v) wie folgt:

ch P +20r @+ Dy, +8, =0, (220)

wobei

D,=2 (e + c), (221)

=[5 (ZP+2q) —XP =3¢ —Jufp+ Y@+ ). (222)
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Die in diesem Ausdruck vorhandenen Vorzeichen von P, ¢, P, ¢, U gelten unter
der Voraussetzung, daBl diese Krifte von oben nach unten wirken.

Néhere Erliuterungen iiber die Bedeutung der einzelnen Werte von (222) sind
bei (90) gegeben.

Die Gl. (220) enthilt somit vier Arten von Gliedern:

2 CLPpevnens die Produkte aus den linken c-Werten und den linken Knoten-

v drehwinkeln des betrachteten Feldes .

PN die Produkte aus den rechten c¢-Werten und den rechten Knoten-

v drehwinkeln des betrachteten Feldes ».

Dy, .ovvnn wobei das Diagonalglied D, nach (221) die Summe der linken und
rechten ¢-Werte sdmtlicher Stibe des Feldes » bedeutet.

Spovviiii das Belastungsglied, das nach (222) zu bestimmen ist.

b) Gleichungstabelle fiir ein symme-
trisches dreigurtiges Vierendeel-

@ a5,y 24y ge by 20s® @ ® Rahmentragwerk.
G ) j sl (ons) Die Gestalt des Tragwerkes ist aus

N ) Abb. 178 ersichtlich, worin auch die wich-
35 & sas By ® tigsten Beiwerte eingetragen sind, nédmlich
(@) (€35) KD die a- und b-Werte fiir simtliche Stibe und
aullerdem fiir die waagrechten Riegel auch

o

L]
g b 2 » die c-Werte. Als Unbekannte sind sechs
Cos)  (C2) @) Cs)® @ @ Knotendrehwinkel zu ermitteln, und zwar
¥ P2, Ps, P5 P Pss P und die Stabdrehwinkel
o w, und p,. Wegen der Symmetrie wird
Qs = @7 = @10 = 0 und wegen fester Kin-
spannung der Saulenfiie auch ¢, = ¢," = 0.
O @ Nach Ermittlung der Diagonalglieder d
Abb. 178. Beiwertsklzze. und D, sowie der Belastungsglieder s und

Gleichungstabelle 14.

P2 Ps ‘, Ps Ps Ps ‘ P k21 I Y2 B

P2 dy b, b, B ‘_7 | Cas S

Ps b, ds 5 5 ] G C3,4 83
s b, ds be - bg } Cs,6 5
Ps - b; 8 8 by | Ces | G | Ss
Ps bs dg _‘ b | %se S

Py | by b ‘ dy Co,8 9,10 Sy
! | Cs,8 03,2 Cs5,6 Ce,5 Cs.9 1 Co,8 D, 8y -

Y2 Cs,4 Ce.3 \ 9,10 D, S,

S nach den entsprechenden Formeln, kann die Aufstellung der Gleichungstabelle 14
an Hand der Beiwertskizze durch wiederholte Anwendung der Knotengleichung (219)
bzw. der Verschiebungsgleichung (220) erfolgen.
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B. Unsymmetrisch ausgebildete, seitlich festgehaltene
Vierendeel-Rahmentragwerke.

a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Bei solchen Tragwerken erscheint es vorteilhafter, an Stelle
der Stabdrehwinkel ¢ die Knotenverschiebungen d in Rechnung zu stellen (Abb. 179).

(m-1) (m) (m+1)
® ® @& ® @) ® @) ® ®
— s o
Cr,3) Y Cn,ve1) *
@ @ @ ‘@ 2 @ @
@ _a¢ vx®@sz 54 |@
36 &F Y
B O T I :
T o 3/ ¢ R 2 Ay P e
)
| 2 % ] 5 o Orur ®<—‘;w @ @
Z 7 m-1 {‘ —fe—— 40—
® ® ér—ng Yors 4 & 4
Abb. 179. Abb, 180. Abb. 181. Beiwertskizze fiir
Abb. 179 und 180. Allgemeine Bezeichnungsweise bei lotrecht verschieblichen  ©inen lotrecht verschieblichen
Tragwerken. Tragwerksteil.

Ersetzt man also in Gl. 219, die auch hier Giiltigkeit haben muB, nach (3) y durch 4,
so erhdlt man nach entsprechender Umformung die Knotengleichung wieder in
zweckmaéfiger Schreibart, und zwar

dn Pn _l_an,i(Pi + En," 6m—1 + #n 6m—'6ﬂ,”+ 1 6m +1 + 8= 0. (223)
%

Hierin bedeuten sinngemall wie friither:

[ C
— n,y ., = n,v 41
Cp,p = 7’ Cn,y+1 = 7 . (224)
v v+1
Mo = Gy 41— Ca - (225)

Ein Vergleich mit der Knotengleichung (219) ergibt, daB an Stelle der dort ent-
haltenen zweiy-Glieder hier drei d-Glieder auftreten, deren Bedeutung aus Abb. 180
eindeutig hervorgeht. Es bezieht sich also §,, immer auf die Knotenreihe, in welcher
der betrachtete Knoten (n) liegt, wihrend d,, _, und é,, ., die Verschiebungen der
links bzw. rechts von (n) bgfindlichen Knotenreihen bedeuten. Ist einer von den
drei §-Werten Null, so verschwindet das entsprechende d-Glied der Gleichung.

Das Glied %, 0, entfillt aber auch, wenn ¢, y = €,y +.1 Wird, denn dann ist nach
(225) der Beiwert %, = 0.

Die in der Knotengleichung auftretenden Beiwerte ¢, , und ¢, , ;1 sind stets
die am betrachteten Knoten n gelegenen ¢-Werte der links bzw. rechts einmiindenden
Stéabe.

AnschlieBend soll nun sofort die zahlenmiBige Anwendung der zuletzt ge-
wonnenen Knotengleichung fiir den Knoten (10) des in Abb. 179 dargestellten
Rahmens als Beispiel gezeigt werden. In Abb. 181 sind die erforderlichen Beiwerte
a, b, ¢, die zur Aufstellung dieser Gleichung benétigt werden, eingetragen, wobei
die ¢-Werte zur besseren Unterscheidung von den a-Werten in eine Klammer ge-
setzt sind. Es ist also z. B. nach (224)

16,8 13,6

10,0 =34 — 96; c_10,112-;13——— 34
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und nach (225)
%19 = €10, 11 — €10,9 = 3,4 — 5,6 = ~— 2,2,

Weiter wird das Diagonalglied
dig=2"a,0= 8,6 + 10,0 + 7,4 + 8,2 = 34,1,

Damit kann bereits nach (223) die Knotengleichung fiir den Knoten (10) aufgestellt
werden. Sie lautet:

341¢,,+ 64, +68¢,+ 540, +52¢,;+ 560, —220,—340d; +s,0=0.

Verschiebungsgleichungen. Fiir eine aus dem Tragwerk herausgeschnittene
Reihe tbereinanderliegender Knotenpunkte (Abb. 129 und 130) kann nach (104) die

statische Gleichgewichtsgleichung 'V = 0 in folgender Form geschrieben werden
($3): |
= 3P XU S ST ORI S Ol 100,020

r+1 v+1

Driickt man nach (128) die Summen der Stabendmomente wieder als Funktion der
Forminderungsgrofien und Stabbelastungsglieder aus und beriicksichtigt man
auBerdem unter Bezugnahme auf Abb. 180, daf3

v = ézn%%; Wor1 = ﬂnl—“smﬂ (227)

v v+ 1

so ergibt sich nach entsprechender Umformung die Verschiebungsgleichung fir
irgendeine Knotenreihe mit der hier gewiahlten Bezeichnungsweise in folgender
Form:

- cm 1,m Pm — 1+ ”m‘pm +26m+1mq9m+1 (228)
_Cv 6m—1+ -Dm 6m v+16m+1+Sm—0:
wobei
[ -+ ¢, _
OPZZ m l,ml m, m 1, (229)

v

d.i. der Beiwert von d,, _, und bedeutet die Summe aller ¢-Werte im Felde () (also
im Felde links der betrachteten Knotenpunktreihe), geteilt durch I,;

,,+1 _Z m+lm+ m,m+1 (229&)
v+1 V+1

d.i. der Beiwert von d,, ,; und bedeutet die Summe aller ¢-Werte im Felde (» - 1)
(also im Felde rechts der betrachteten Knotenpunktreihe), geteilt durch I, ;;

D, = Cy+ Cyyy, (230)

d.i. das Diagonalglied (Beiwert von §,,) und bedeutet die Summe der C-Werte
der links und rechts von der betrachteten Knotenpunktreihe (m) gelegenen Felder (»)
und (v + 1);

K — (C_m,m+1 “"6m,m—1): (231)
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d. s. die Beiwerte von ¢, und bedeuten jeweils die Differenz der rechés und links
der betrachteten Knotenpunktreihe (m) gelegenen ¢-Werte;

P o e

v+ 1
T
T3 27 (D 1+ My 1 0), (232)
v+1l,01

d.i. das Belastungsglied fiir die Knotenpunktreihe (m). Die Bedeutung der
einzelnen Glieder wurde bereits bei (102) und (103) erliutert.

Die in obigem Ausdruck vorhandenen Vorzeichen von P und U gelten unter
der Voraussetzung, dal diese Kréfte von oben nach unten wirken.

Zur Beschreibung der Gl. (228) sei noch folgendes bemerkt:

Die Zahl der ¢,, _, Glieder ist gleich der Anzahl der auf der linken Seite der
betrachteten Knotenreihe (m) einmiindenden Stébe.

Ebenso ist die Anzahl der g, ,-Glieder gleich der Anzahl der rechis in die be-
trachtete Knotenreihe (m) einmiindenden Stébe.

Die Anzahl der ¢,,-Glieder ist allgemein gleich der Anzahl der Knotenpunkte in
der betrachteten Knotenreihe (m). Wenn jedoch fiir einen Knoten » = 0 ist, was
dann zutrifft, wenn c,, », +1 7 Cmym—1 = 0 wird, so entfallt das zugehdrige g,,-Glied.

Die §-Glieder treten in jeder Gleichung nur je einmal auf.

b) Gleichungstabelle fiir ein unsym-

metrisches Vierendeel-Rahmentrag-

werk mit nur lotrecht verschiebli-
chen Knotenpunkten,

In Abb. 182 ist die Beiwertskizze eines TS e ©
derartigen Tragwerkes ersichtlich. Es ist A 4 Cr % Cx
in den Knotenpunkten 6 und 10 in waag- <
rechter Richtung unverschieblich festgehal- s
ten und bei 1 und 2 fest eingespannt, so da , @
als Unbekannte insgesamt die acht Knoten- @
drehwinkel g; bis ¢,, und die Verschiebungs- Abb. 182. Beiwertskizze.
Gleichungstabelle 15.
‘ P3 } Pa s P l P I Ps ‘ P ‘ P10 | 5 ‘ dp B
@3 | dy bs B b",,, o B —C3,4 S
P bs B dy by b, %y —Cyq,5| 84
s i b, ds bs ) ng B Cs.4 %5 | 85
Ps | B b; dg b, Co.5| Ss
Pz bg d; b —Cr,8 $q
Ps b, . 7@7 dg by Xg —Cs.9| Ss
23 bs by | dy bys Co,8 %y | 89
P10 | by by dyo C10,9| 10
0 | —Cs,4 %y C5.4 J —Cr.8 %g Cy,8 D, | —Cu | S,
{
0y | —C45| %5 } Co.5 ~—Ca,9| %9 C10,9 | —Cu D, |8,
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groflen in lotrechter Richtung ¢, und d, gemeinsam zu bestimmen sind. Mit Hilfe
der Beiwertskizze Abb. 182 sind zunichst noch weitere Rechnungsgrofien zu
ermitteln, und zwar:

ds bis dy, in der bekannten Art, sx,, x;, %4, %, nach (225) bzw. (231), sodann
Cy, Cu, Oy nach (229) und D,, D, nach (230), wobei D, == C; + Oy und D, =
= 011 + CIII'

SchlieBlich sind noch die Belastungsglieder s; bis s, und nach (232) §; und S,
zu bestimmen, worauf die Aufstellung der Gleichungstabelle 15 unter Benutzung
der Knotengleichung (223) und der Verschiebungsgleichung (228) an Hand der Bei-
wertskizze unmittelbar erfolgen kann. (Siehe auch Zahlenbeispiel 20.)

6. Rahmentragwerke mit lotrecht und waagrecht verschieblichen
Knotenpunkten.

Allgemeine Betrachtungen iiber die Eigenart dieser Tragwerksgattung finden
sich im ersten Abschnitt, IV, 8. Es ist darnach lediglich bei den Knotengleichungen
eine kleine Erweiterung der bereits bekannten Ansitze fiir nur lotrecht verschieb-
liche Systeme vorzunehmen, wihrend fiir die Verschiebungsgleickungen die frither
aufgestellten Gleichungsformen unverdndert iibernommen werden kénnen.

a) Bedingungsgleichungen.

Knotengleichungen. Der bei Rahmentragwerken mit nur lotrecht verschieb-
lichen Knotenpunkten aufgestellten Knotengleichung liegt die Voraussetzung zu-
grunde, daB hoéchstens zwei Stdbe, und zwar die waagrecht in den betrachteten
Knotenpunkt (n) einmiindenden Riegel, eine Stabverdrehung erleiden. Es kommen
daher in dieser Gleichung auch nur zwei y-Glieder vor. Zieht man nun in Betracht,
daB in dem vorliegenden Fall, wo die Knotenpunkte in lotrechter und waagrechter
Richtung verschieblich sind, auch die lotrechten Stibe Verdrehungen mitmachen,
so miissen in der Knotengleichung noch zwei weitere y-Glieder oder A-Glieder von
derselben Bauart hinzutreten, wie sie von den Stockwerkrahmen her bereits be-
kannt sind. Diese Glieder haben die Form [vgl. (171)]

Cnu W+ Cnu+1¥u+15 (233)
wenn als Unbekannte die Stabdrehwinkel der lotrechten Stdbe gewéhlt werden,
oder [vgl. (177)] G Ay 4 Gyt 1 At 15 (233a)

wenn die gegenseitigen Stabendverschiebungen der lotrechten Stébe als Unbekannte
Verwendung finden. Fiigt man also den Ausdruck (233) bzw. (233a) zur Gl. (223)
hinzu, so erhilt man die Knotengleichung fiir beliebig verschiebliche Tragwerke:

Tant 2 b s Gy O3+ 0 B — 41 Oy + s .
+ Cn,u+1YPu+1+ 8, =0,
bzw.
dn¢n+;bn.i(pi ~+ Cnv Om —1 + % O —Cnyy 4+ 100 41+ Cnu A + @340)
+lnur1dut+1+8,=0.

Die Zeiger v beziehen sich auf die Felder, die Zeiger y auf die Stockwerke des Trag-
werkes.
Verschiebungsgleichungen. Hier kommen beide Arten der bekannten statischen

Gleichgewichtsbedingungen 'V =10 und 3'H =0 zur Anwendung. Es sind
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aber dafiir keine neuen Ableitungen erforderlich, da die gebrauchsfertigen Glei-
chungen von frither unmittelbar benutzt werden kénnen. So hat z. B. die aus der
Bedingung 'V = 0 fiir Tragwerke mit nur lotrecht verschieblichen Knoten-
punkten aufgestellte Gl. (228) auch hier volle Giiltigkeit.

Ebenso kann die fiir Stockwerkrahmen mit waagrecht verschieblichen Knoten-
punkten aus der Bedingung > H — 0 abgeleitete Verschiebungsgleichung (174)
bzw. (180) in unverdnderter Form iibernommen werden.

b) Gleichungstabelle fiir ein unsymmetrisches, lotrecht und waagrecht
verschiebliches Rahmentragwerk.

Ein solches Tragwerk zeigt Abb. 183. Es treten hier folgende Unbekannte auf:

die sechs Knotendrehwinkel ¢, bis g, die Verschiebung d; der Knotenreihe 4—7

in lotrechter Richtung sowie die den zwei Stockwerken entsprechenden Ver-

@45 & ‘2zl®ay & '24,7
-

Abb. 183. Lotrecht und waagrecht verschiebliches Abb. 184. Beiwertskizze.
Tragwerk.

schiebungsgroBen A, und A,. Zur Aufstellung der Knotengleichungen nach (234a)
sind vorher die Diagonalglieder d; bis d4 und die Belastungsglieder s; bis s; sowie
die Werte x, und », nach (225) zu ermitteln. Fiir die Verschiebungsgleichung (228),
welche die Bedingung 'V = 0 zum Ausdruck bringt, sind das Diagonalglied D,
und das Belastungsglied S;, und schlieSlich fiir die Verschiebungsgleichung (180),
welche aus der Bedingung > H = 0 abgeleitet worden ist, die Diagonalglieder D;
und Dy und die Belastungsglieder S; und Sy zahlenméBig festzulegen.

An Hand der Beiwertskizze Abb. 184 kann dann die Gleichungstabelle 16 unter
Benutzung der Mustergleichungen unmittelbar angeschrieben werden.

Gleichungstabelle 16.

‘[ Ps P4 ! 95 l P 14 ; Ps 0 ’ 4t ‘ A1 B
¥ da bs bs —C3,4 | C31 | G 33
(2 3 dy b, be %y Ca.7 84
@5 b, ds b, C.4 | C5,2 | Css S5
Pe bs dg by —Cq,7 Cq3 8
7 be bs _dL by %y Cna | 8e
Ps b, b, dg Cs,7 Cs,5 Sg
6, ! —Coy | %s | G4 | —Coq | %7 | Cang D, S,
a1 C3,1 Cs5.2 ' Dy - St
dun | C3,6 | C1,7 | Cs,8 Cs,3 | Cr,a 7_9,5 Dy Sit
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Dritter Abschnitt.
Einflufllinien fiir statisch unbestimmte Tragwerke.

I. Vorbemerkung.

In diesem Abschnitt soll hauptsichlich die Ermittlung der Momenteneinfluflinien
eingehend behandelt werden, da diese in der Regel die Grundlage zur Berechnung
der iibrigen inneren Kréfte, also der Quer- und Léngskrifte bilden. Es kommen
hier zwei verschiedene Verfahren zur Behandlung. Die zu lésenden Aufgaben werden
dabei immer auf einen ruhenden Belastungsfall zuriickgefithrt, so daB die bisher
erliuterten Berechnungsmethoden fiir Rahmentragwerke auch hier wiederum un-
mittelbar zur Anwendung kommen kénnen.

Da die M-EinfluBlinien fiir beliebig gelegene Feldquerschnitte eines Rahmen-
stabes leicht bestimmbar sind, wenn die EinfluBlinien fiir die Stabendmomente be-
kannt sind, so werden diese in der Regel auch immer zuerst ermittelt und dann erst
daraus die iibrigen abgeleitet (siehe auch Kapitel 1I, 4 dieses Abschnittes).

Il. Ermittlung der M-Einfluilinien als Biegelinien am
(n—1)-fach statisch unbestimmten Tragwerk.

1. Grundlagen des Verfahrens.

Auf Grund des MaxweLLschen Satzes kann die M-EinfluBlinie bei statisch un-
bestimmten Tragwerken firr irgendeinen Querschnitt in folgender Weise erhalten
werden. Man schaltet an dieser Stelle ein Gelenk ein, wodurch der Grad der statischen
Unbestimmtheit um 1 vermindert wird, und 148t dort zwei gleich groBe, aber ent-
gegengesetzt gerichtete Momente von solcher GroBe angreifen, dall sie eine gegen-
seitige Verdrehung der beiden Gelenkquerschnitte um den Winkel y = 1 hervor-

Abb. 185a. Abb. 185b. Abb. 185 c.
Abb. 185a bis ¢. M-EinfluBlinie als Biegelinie fiir y = 1 im Gelenkquerschnitt.

rufen (Abb. 185 a, b, ¢). Die Biegelinie fiir diesen Belastungszustand ist dann bereits
die gesuchte M-Einflullinie fiir den Gelenkquerschnitt.

Unter Voraussetzung der Giiltigkeit des Proportionalititsgesetzes ist nun ohne
weiteres klar, dafl man die M -Einflullinie auch erhalten kann, wenn in dem Gelenk-
querschnitt zunédchst zwei Momente von der Grole M = 1 angreifen. Es wird dann
allgemein eine Verdrehung der beiden Gelenkquerschnitte um den Winkel y <1
hervorgerufen. In diesem Fall stellt die zugehorige Biegelinie die y-fach wverzerrte
M-Einflufilinie dar. Das Verzerrungsmaf ist also durch den Winkelwert p gegeben,
der deshalb stets zahlenméfig ermittelt werden muf3. Die wirklichen EinfluBlinien-
ordinaten 7 ergeben sich somit aus

=Y
n=1, (235)
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wobei y die fir M =1 erhaltenen Biegelinienordinaten und y den zugehdrigen
Offnungswinkel der Gelenkquerschnitte bedeuten.

Bei der zahlenmiBigen Ermittlung des Winkelwertes y denkt man sich diesen
in zwei Teile ¢, und @, gespalten. Unter Beriicksichtigung der friiheren Vorzeichen-
regel fiir Knotendrehwinkel ergibt sich

V=0 —¢r (236)
wobei nach Abb. 185 b, ¢ ¢, bzw. ¢, den Verdrehungswinkel des links bzw. rechts
vom GCelenk liegenden Querschnittes bedeutet. Diese beiden Werte sind also
identisch mit den in der Rahmenberechnung auftretenden Knotendrehwinkeln im
Gelenk und koénnen daher in der bekannten Art ermittelt werden. Dabei ist noch
folgendes zu beachten:

Wenn die in der Rahmenberechnung verwendeten Stabfestwerte a, b, ¢ (bei
Stéiben mit verinderlichen Querschnitten) oder % (bei Stiben mit konstanten Quer-
schnitten), wie iiblich, z-fach verzergt werden, so ergeben sich bekanntlich sémtliche

ForminderungsgroBen (¢, v, 4, 8, y, y usw.) stets %-fach verzerrt. Bezeichnet man

also die wahren Werte mit *, so ergibt sich nach (235)
y* _ Y-z _ Y
— Y _ = = %> 23
N= = 7"y (237)
d. h. die wahren Werte (1) der EinfluBlinienordinaten erhilt man auch bei Ver-
wendung der aus der Rechnung erhaltenen verzerrten Forménderungswerte y und y
bzw. @, und ¢,

2. Ermittlung der Biegelinie aus den Knotendrehwinkeln ¢ und den
Knotenverschiebungen 9.

Die Form der Biegelinie eines unbelasteten Rahmenstabes (1-2) ist bekanntlich
bestimmt, wenn die Stabendverschiebungen ¢, und d, und die Endtangentenwinkel
7,, T, gegeben sind, wobei nach (4)

T, =@ty To =@+ Y (238)

r—" T

@ ®T
l‘ %)y ﬁfu

Y
T

Abb. 186. Biegelinie eines Rahmenstabes. Abb. 187. Vorzeichen der Biegelinienordinaten.

Wie aus der Abb. 186 hervorgeht, setzen sich die Biegelinienordinaten y allgemein
aus den zwei Beitrigen y, und y, zusammen. Es gilt somit fiir eine beliebige Stelle
des Stabes, wenn y senkrecht zur urspriinglichen Stabachse gemessen wird,

y=uy+ 4 (239)

Hierin bedeutet y, den Beitrag infolge der Stabkriimmung und y, den Beitrag

infolge der Stabendverschiebungen. Beide Werte kénnen getrennt voneinander
ermittelt werden.

Es soll hier folgende Vorzeichenregel gelten: Eine Durchbiegung ist positiv, wenn

ein liegender Stab nach unien, ein stehender nach rechts durchgebogen wird (Abb. 187).
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Demgemafl wird auch eine Knotenverschiebung positiv eingefithrt, wenn sie von

oben nach unten oder von links nach rechts erfolgt.
Die Werte y, sind nur von der Stabkriimmung, also nur von den Endtangenten-
winkeln 7; und 7, abhidngig. Sie kénnten bei Stiben mit konstantem Querschnitt
in der bekannten Weise mit Hilfe der w-Zahlen!

7 ermittelt werden. Es soll hier aber ein anderer

avb.1ss. @ % ® Weg gezeigt werden, der auch bei Stiben mit
a geraden und parabolischen Vouten verhéltnis-

"o oo mifig rasch zum Ziele fithrt. Der Gedanken-

Abb.188a. Z @ gang ist dabei folgender:
Die Biegelinie fiir einen Stab mit den gege-
benen Endtangentenwinkeln 7, und 7, (Abb. 188)
% kann auch durch Uberlagerung von zwei
7,0 e @ Biegelinien erhalten werden, bei welchen ab-
Abb. 188, 188a, b. Ermittlung der Biegelinie wechselnd 7, =0 baw. 7, =0 ist (Abb.188a,
eines Stabes mit den Endtangentenwinkeln n b Wenn also fiir irgendeinen Stab mit
und 7, aus den Einflulinjen fiir 9. geraden oder parabolischen Vouten fir be-
stimmte Werte 7; und 7, die Biegelinie zu er-
mitteln ist, so kénnen hierzu die in den Tafeln 13 bis 16 bzw. 13a bis 16a fest-
gelegten EinfluBlinien fiir die Einspannmomente 9% des vollkommen eingespann-
ten Trigers verwendet werden. Denn diese EinfluBlinien sind nichts anderes
als Biegelinien mit den Randbedingungen v, =1 und 7,=0 bzw.7; =0 und 7, =1.
Dg nun auch hier das Proportionalititsgesetz Giiltigkeit hat, so kénnen diese
Linien auch fiir den vorliegenden Fall benutzt werden, wo 7; # 1 und 7, = 0 bzw.
7; =0 und 7, % 1 ist. Es brauchen die einzelnen Ordinaten # der IN-EinfluB-
linien nur entsprechend verzerrt zu werden. So ergibt sich z. B. die in Abb. 188a
dargestellte Biegelinie durch 7,-fache Verzerrung der I,-EinfluBlinie fiir die ent-
sprechende Stabform und sinngemifB die in Abb. 188b angedeutete Einfluflinie
durch t,-fache Verzerrung der zugehorigen I,-EinfluBlinie. Durch Uberlagerung
beider Linien erhilt man die gesuchten EinfluBlinienordinaten y,. Dabei ist nur
noch zu beriicksichtigen, da die IR-EinfluBlinien fiir Stabe mit [ = 1 aufgestellt
sind, so daB diese Ordinaten noch mit der wirklichen Stabldnge ! zu multiplizieren

sind. Es wird also

Abb. 188Db. @

Y1 =0 -11— 15T L. (240)

Durch das hier angegebene Verfahren zur Ermittlung der Biegelinien aus den
Endtangentenwinkeln 7 und insbesondere durch Verwendung der im Dritten Teil
zur Verfiigung stehenden JR-EinfluBlinien fiir verschiedene Stabformen wird die Er-
mittlung der M-EinfluBlinien fiir Rahmentragwerke betrichtlich vereinfacht (siehe
Zahlenbeispiel 21).

Die Ermittlung von y,, das nur von den senkrecht zur urspriinglichen Stabachse
gemessenen Verschiebungen ¢, und d, der beiden Stabenden abhingig ist, geschieht
aus einer rein geometrischen Beziehung.

Nach Abb. 186 wird:

yzzﬁ%éz%t’—{-éz oder yzzéLT—ﬁ-x—}—él. (241)

Sind die beiden Stabendverschiebungen gleich Null, so ist auch y, =0 und es
wird nach (239) fir diesen Fall

¥=Y- (239a)

1 Siehe u. a. BEYER (FuBnote S. 54) und DoMEKE: Handbuch f. Eisenbetonbau,
4. Aufl., Bd. 1. Berlin 1930.
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3. Vorzeichenregeln fiir die Einflullinien und Momente.

Unter der Voraussetzung, daf die zur Erzeugung der EinfluBlinie im Gelenk an-
gebrachten Momente bei liegenden Stédben den in Abb. 189, bei stehenden Stiben
den in Abb. 189a dargestellten Richtungssinn aufweisen, gelten folgende Regeln:

M=1 M=1 M=1
N
N1/
M=1
Abb. 189. Abb. 189a.

Abb. 189 und 189a. Richtungssinn der Momente M = 1 im Gelenk.

1. Die Vorzeichen eines EinfluBlinienzweiges sind positiv, wenn er bei einem
liegenden Stab unterhalb, bei einem stehenden Stab rechts von der Stabachse liegt
(Abb. 190).

2. Die Vorzeichen der durch die Auswertung eines Einflulllinienzweiges erhaltenen
Momentenwerte stimmen mit den Vorzeichen dieses EinfluBllinienzweiges iiberein,
wenn die Belastung bei liegenden Stiaben von oben nach unten, bei stehenden Stiben

7

Abb. 190. Abb. 191.
Abb. 190 und 191. Vorzeichen der Biegelinienordinaten und der Momente,

von links nach rechts wirkt. Im umgekehrten Fall ergeben sich die entgegengesetzten
Vorzeichen.

3. Positive Momente erzeugen bei liegenden Stiben unten Zug und oben Druck,
bei stehenden Staben rechts Zug und links Druck (Abb. 191).

Anmerkung: Diese hier festgesetzte Vorzeichenregel fiir die Momente weicht zwar
von der im ersten Abschnitt, I, 2 fir die Stabendmomente angegebenen ab,
ist aber fiir das hier behandelte Verfahren der M-EinfluBlinienermittlung und auch
fir die Auswertung zweckméaBiger.

4. M-EinfluBlinien fiir Feldquerschnitte.

Nach Abb. 192 ergibt sich das Feldmoment an der Stelle x fiir einen Stab 1—2
mit den Stabendmomenten M, und M, wie folgt:

M, =M, 5+ My 5+ M@ (242)

oder

My= M+ (My— M) - 5 + M@, (243)

wobei M@ das an der Stelle  am freiaufliegend gedachten Triager auftretende



96 M-EinfluBlinien als Biegelinien am n-fach statisch unbestimmten Tragwerk.

Moment infolge der duBeren Belastung bedeutet. Wirkt auf den Stab selbst keine
Belastung ein, so vereinfachen sich die beiden Formeln zu

M,=M,- ”T + M, 5 (242a)

oder "
Mw:M1+(Mz_M1)'T- (243a)

Mit Hilfe dieser Formeln kénnen nun auch die Ordinaten der M -EinfluBlinien fiir Feld-
querschnitte aus den Ordinaten der EinfluBlinien fiir die benachbarten Stiitzmomente
errechnet werden. Die
Zahlenrechnung wird am

| — A X

+ .
| MJ”M?‘Z_*MZ _f_,_luo/r}

Abb. 192. Bestimmung des Feld- Abb. 193. Entwicklung der EinfluBlinie fiir M.
momentes M ,, eines Rahmenstabes.

besten tabellarisch durchgefiihrt und besteht bei Benutzung der Formel (242) im we-

sentlichen aus einer a:T bzw. lﬁ-fachen Verzerrung der EinfluBwerte fiir M, bzw. M ,, die

dann einfach zu addieren sind. Bei Benutzung der Formel (243) ist zuerst die Differenz
der EinfluBordinaten (M ,—M,) zu bilden und dann %-fach zu verzerren. Die allgemeine

Formel (242) bzw. (243) ist nur fiir die Ermittlung der Ordinaten in dem einen Feld
zu verwenden, in welchem der Querschnitt selbst liegt, da hier die wandernde Einzel-
last den Betrag M, liefert. Die Ordinaten in den iibrigen Feldern kénnen mit der
vereinfachten Formel (242a) bzw. (243a) berechnet werden. Dieser Vorgang ist in
Abb. 193 fir die Entwicklung der M ,-Einflullinie bei einem durchlaufenden Trager
angedeutet.

III. Ermittlung der M-Einflullinien als Biegelinien am n-fach
statisch unbestimmten Tragwerk.

Vorbemerkunyg.

Der wesentlichste Unterschied gegeniiber dem vorher behandelten Verfahren
besteht darin, dall diesmal das gegebene Tragwerk vollstdndig unverdndert bleibt,
also die statische Unbestimmtheit nicht vermindert wird.! Dadurch ergibt sich
ein bedeutender Vorteil, da die Gleichungstabelle nur einmal angeschrieben werden
muB und die Auflosung fiir alle ideellen Belastungsfille gleichzeittg vorgenommen
werden kann. Auflerdem ist die Moglichkeit gegeben, in derselben Gleichungs-
tabelle auch beliebig viele wirkliche Belastungsfille, z. B. eine etwa vorhandene
ruhende Belastung, Vollbelastung, Eigengewicht usw., gleichzeitig mit zu erledigen.

1 Siehe auch L. MANN: Theorie der Rahmenwerke. Berlin, 1927. — BEYER: Statik
im Eisenbetonbau. Berlin, 1933.
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1. Grundlagen des Verfahrens.

Das AnschluBmoment M, , eines Rahmenstabes m—n mit beliebig verander-
lichen Querschnitten ist nach (125)

Mm,n =0, n Pm + bv Dn + Crmn WPy +mm,n (244)

In diesem Ausdruck ist das Stabendmoment M, , als Funktion der beiden
Knotendrehwinkel ¢, und ¢,, des Stabdrehwinkels ¢, und der auf den Stab
einwirkenden &duBeren Belastung dargestellt. Es sind somit allgemein vier Teil-
betrdge vorhanden. Wenn es also ohne besondere Schwierigkeiten méglich ist, die
EinfluBlinien fiir diese vier Teilbetrige zu ermitteln, so ergibt sich damit ein
brauchbares Verfahren zur Bestimmung der M-EinfluBllinien. Diese Forderung
kann nun tatsichlich mit Hilfe des Satzes von MAXWELL von der Gegenseitigkeit
der Verschiebungen erfiillt werden. Darnach ist z. B. die EinfluBllinie des Knoten-
drehwinkels ¢, identisch mit der Biegelinie infolge der Belastung durch ein Moment
M =1 im Knotenpunkt m. In shnlicher Weise erhilt man die EinfluBlinie fiir v,
als Biegelinie, wenn auf den Stab v ein Kriftepaar M =1 als Belastung wirkt.
Da in dem vorliegenden Falle aber die algebraische Summe der durch die Beiwerte
@pp, ns Ops Cp,n verzerrten EinfluBwerte der ForménderungsgréBen gebraucht wird,
so ist es natiirlich zweckméafig, schon von vornherein die EinfluBlinie fiir diesen
Summenausdruck

Mm,n = Oy, P T+ bv(pn + Cm.n P (245)
zu ermitteln. Dies ist leicht zu erreichen, wenn man im gegebenen Tragwerk gleich-
zeitig folgende Belastungen anbringt und dafiir die Biegelinie ermittelt:

1. im Knotenpunkte m das Moment M, =a,, ,.1 =a,, ,,
2. ” n o, » M, =b .1=hb, (246)
3. am Stab » 3 3 M, = Cmum + 1= Cm,n-

Das am Stab » anzubringende Moment M, = ¢, , ist als Kriftepaar mit dem
Hebelarm I, in der Weise wirkend zu denken, daBl an beiden Enden des Stabes,
welcher den zu untersuchenden Querschnitt enthilt, die gleich groBlen, aber entgegen-
gesetzt gerichteten Krifte

P=Smn (247)

v

angreifen. An dieser ideellen Belastung braucht auch dann nichts gedndert werden,
wenn als Unbekannte an Stelle von o die gegenseitige Verschiebung 4 in Rechnung
gestellt wird.

LaBt man die in den Knotenpunkten angreifenden
Momente a,,, , und b, im Uhrzeigersinn, das Kriftepaar am,n “
entgegen dem Uhrzeigersinn drehen, so bleiben die im /;: ® 1
ersten Abschnitt, I, 2 festgelegten Vorzeichen fiir die @F‘Z’ %r@
Forméinderungsgréfen und Stabendmomente auch hier Pty  Peirn
in voller Giiltigkeit. > ' ' i
7

In Abb. 194 sind nun diese ,,ideellen Belastungen, die
— Abb. 194, ,Ideelle Belastung*

zur Bestimmung der EinfluBlinie.von M,, , erforderlich . :

X i ) A " zur Bestimmung der M,, »-Ein-
sind, in dem angegebenen Richtungssinn eingetragen. Da- fluglinfe.
mit sind die ersten drei Beitrige summarisch erfafit und es
fehlt nur noch der vierte Anteil, ndmlich die Einflullinie fiir 9, ,. Diese erstreckt sich
nur tiber den Bereich jenes Stabes, in welchem sich der zu untersuchende Querschnitt
befindet, denn sie ist identisch mit der EinfluBlinie fiir das Einspannmoment des

Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl. 7



98 M-EinfluBllinien als Biegelinien am n-fach statisch unbestimmten Tragwerk.

beiderseits fest eingespannt gedachten Stabes m—n. Durch Uberlagerung der

beiden EinfluBlinien fir M,, , und M,,. , erhilt man schlieBlich die gesuchte Ein-
fluBlinie fir M,, .

2. Sondertfiille.

Kommen in dem zu untersuchenden Tragwerke nur solche Stdbe vor, deren
Querschnitte zwar feldweise verschieden sind, innerhalb eines Feldes jedoch gleich-
bleiben, so kénnen auch die Formeln und Gleichun-
gen des ersten Abschnittes Verwendung finden. Der

L Ausdruck fiir das Stabendmoment lautet dann nach (7)
oy /l‘ fiir einen Stab zwischen den Knotenpunkten m,n
v M =k(2 =+ n -3 v mmn
@ z,—-ﬂ@ mon =k (2@m 4 @u + 39) + (248)
P=F P=% =2k@n +koa+ 3y, + M, -
777

Abb. 195, , Ideelle Belastung fir DT Summenausdruck (245) ergibt sich fiir diesen Son-
ein Tragwerk ohne Vouten. derfall mit M, ,=2ke, ko, +3ky, (249)

und damit die ideelle Belastung zur Ermittlung der EinfluBlinie fiir M, ., [vgl
auch (246)]: M, —2k; M,=Fk; M, =3F (250)

Das Moment M, = 3 k kann hier durch das Kréiftepaar [vgl. auch (247)]

-
Pz%—zk (251)

k w _ ® m © & w & m ©

Pty @T mit dem Hebelarm I, er-
oo @ “ /" a7 4 s, ®1  setzt werden. In Abb. 195
57—1 Y TN ist fir diesen Sonderfall

@” die ideelle Belastung zur

n @” 2]
1 Bestimmung der M, ,-Ein-

o fluBlinie dargestellt.
In vielen Fillen ergeben

Y
®

©®
L,

ADD. 196. Abb. 197. sich aber bei der Annahme
a, 3 113

o P . 4 der ,,}deellen Bqlas’oung
g———*hm = = verschiedene Vereinfachun-
® @ ® ® gen. Ist z. B. der zu un-
Abb. 198, tersuchende Stab im Kno-

Abb. 196 bis 198. ,,Ideelle Belastungen‘ zur Bestimmung der tenpunkt’em_bzw'nfeSt em-
M-EinfluBlinien. gespannt, so ist der zugeho-

rige Knotendrehwinkel ¢,
bzw. @, fir jeden Belastungsfall gleich Null. Die , ideelle Belastung* am fest einge-
spannten Stabende bringt im Tragwerk keine Forméinderungen hervor und kann
daher entfallen. Ebenso entfdllt bei einem Stabe, fiir den ¢ = 0 ist, die ,ideelle
Belastung“ durch das Kriftepaar.
In den Abb. 196, 197, 198 ist fiir einige Tragwerke die ,,ideelle Belastung*
zur Bestimmung der M-EinfluBlinie firr den jeweils besonders bezeichneten Quer-
schnitt eingetragen.

3. Durchfiihrung der Rechnung.

Bei diesem Verf_ahren wird also das StabanschluBmoment M,, , zunichst in
zwet Bestandteile M, , [siehe (245)] und IR, , gespalten, die vollkommen unab-
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héngig voneinander bestimmt werden kénnen. Der Ausdruck (244) kann daher
auch geschrieben werden:

*Mm,n = an -+ mm,n (252)
Tmn =Y+ Pumn (253)

wobei y die Ordinaten der EinfluBlinie fir M, , und ¢°, , die Ordinaten der
EinfluBlinie fir IR, , bedeuten.

Da sich nun, wie bereits hervorgehoben worden ist, die EinfluBllinie fiir I%,,,,
nur iiber jenes Feld erstreckt, das den zu untersuchenden Querschnitt enthilt,
so wird auBlerhalb dieses Feldes
iberall 4%, ,=0 und damit nach Hogttyy Vg o=~ M,
(253) einfach 2T TINE

n*m,n =Y. (254)
In Abb. 199 ist die Anwendung der
beiden Formeln (253) und (254) an , ,
einem unverschieblich festgehalte- & ® ®

nen Mehrfeldrahmen veranschau-
licht. Es sind darin gezeichnet:

1. die EinfluBlinie fiir M, 4 (voll);
2. die EinfluBlinie fiir M, ¢ (strichliert);

3. in dem Feld 7-8 der nach (253) durch Uberlagerung der 9, o und M, 4
Linie erhaltene EinfluBlinienzweig von M, , (strichpunktiert).

oder

Mzgst,

Abb. 199. Entwicklung der EinfluBlinie fiir M, q.

Der strichpunktiert gezeichnete Linienzug im Felde 7—8 in Verbindung mit

dem auBlerhalb dieses Feldes gelegenen Linienzug M, ¢ stellt die gesuchte EinfluB-
linie M, ¢ dar (siehe Zahlenbeispiel 21).

Uber die zahlenmdfige Durchfiihrung der Rechnung wire noch folgendes zu
sagen. Die ,ideelle Belastung* besteht nach (246) aus den Beiwerten a, b, ¢, die
in der Rahmenrechnung als Stabfestwerte vorkommen. Wie nun im zweiten Ab-
schnitt, IV, 3 dargelegt worden ist, verwendet man zur Aufstellung der Rahmen-
gleichungen nicht die wakhren Steifigkeitswerte a, b, ¢, sondern aus ZweckmaéBigkeits-
griinden entsprechend verzerrte Werte. Wenn nun dieselben verzerrten Werte auch
als ,,ideelle Belastung® zur Ermittlung der M, ,-EinfluBlinie angebracht werden,
so ergeben sich simtliche damit errechneten Forménderungswerte ¢, , 4, 8, y usw.
wieder in wahrer GroBe, so daB daraus ohne weiteres die Biegelinie bestimmt werden
kann, die zugleich die EinfluBlinie fir M, , darstellt.

Zur Ermittlung der EinfluBlinie fiir IR, , stehen fiir Stdbe mit geraden oder
parabolischen Vouten zwolfteilige EinfluBlinien als Zahklentafeln (13 bis 16) und
zehnteilige EinfluBlinien als graphische Tafeln (13a bis 16a) zur Verfiigung. In
jeder dieser Tafeln sind stets auch die EinfluBlinien fiir den Stab okne Vouten
(n =1) bericksichtigt und auBlerdem sind die IR-EinfluBlinien fir Stibe mit
konstantem Querschnitt auch auf der Tafel 4 gesondert enthalten.

4, SchluB8bemerkung.

Mit Riicksicht auf die auch hier geltende Vorzeichenregel aus dem ersten Ab-
schnitt, I, 2 ist bei der Benutzung der IR-EinfluBlinientafeln 13a bis 16a des
Dritten Teiles noch folgendes zu beachten. Um an Raum zu sparen, sind dort
sowohl die M- als auch die IM,-Linien ohne Riicksicht auf das Vorzeichen nach
oben gezeichnet. Unter Beachtung des Vorzeichens sollten aber nur die I,;-Linien
nach oben aufgetragen werden, weil sie negativ sind, hingegen die I,-Linien nach

T*
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unten, weil sie positiv sind (Abb. 200). Bei Uberlagerung der M,, ,-Linie mit der
9, ,-Linie ist daher diesem Umstande Rechnung zu tragen. Abb. 201a zeigt
z. B., wie die My, ,- und I;, ,-Linien fiir einen unverschieb-
lich festgehaltenen Zweifeldrahmen den Vorzeichen gemdl
aufzutragen und zu iiberlagern wiren. Die endgiiltige Ein-
fluBlinie fiir M, , ist in Abb.201b zwischen den Punkten 4
bis 6 aufgetragen. Die EinfluBlinie fiir M, ¢ wiirde sich,
wie aus Abb. 202a, b hervorgeht, zwar in dhnlicher Form,
Abb. 200. M-Einfluslinien.  jedoch mit negativen Vorzeichen ergeben.

In dieser Art miiBten also die EinfluBlinien gezeichnet
werden, wenn man folgerichtig die fritheren Vorzeichenregeln fiir die Stabendmo-
mente beibehalten wollte.

Beim Vergleich der EinfluBlinien fiir M, , und M; ¢ in den Abb. 201b und 202b
f4llt das ungewohnte Aussehen der M, ,-Linie auf, da sie nach der fritheren Vor-
zeichenregel positiv erscheint und daher nach unten aufgetragen ist. Im Fach-
schrifttum findet man aber haufiger die M-Einflullinien fiir Stiitzenmomente

Mss
7 a <
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/N}/,/ ~ 9 .

Abb. 201a.
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Abb. 201b. Abb. 202b.

Abb. 201a und b. EinfluBlinie fir M; ,. Abb, 202a und b. EinfluBlinie fir M; q.

als megative Zweige nach oben aufgetragen, wie das auch in dem frither be-
sprochenen Verfahren der EinfluBlinienermittlung geschehen ist. Zur Wahrung
der Einheitlichkeit ist es daher zu empfehlen, die fertigen EinfluBlinien
fiir die Auswertung ebenfalls in der gebriuchlicheren Art darzustellen. Um dies
zu erreichen, braucht man nur beim Aufzeichnen der M-EinfluBlinie fiir einen Quer-
schnitt links eines Knotenpunktes einen Vorzeichenwechsel vornehmen, wie dies
in Abb. 201 b strichliert angedeutet ist. Damit haben fiir die Auswertung auch hier die
auf Seite 95 angegebenen Vorzeichenregeln Giiltigkeit (siche Zahlenbeispiel 21).

5. Beispiel : EinfluBlinien fiir einen Zweifeldrahmen.

Die Gestalt des Tragwerkes ist aus der Beiwertskizze Abb. 203 ersichtlich.
Es sollen die M-EinfluBlinien gleichzeitig fiir alle vier Riegelendquerschnitte er-
mittelt werden. Die ,,ideelle Belastung* besteht hier nach (246) fiir die einzelnen
M-EinfluBlinien aus folgenden Betrigen:

fiir IE o5 @45 und b, (siche Abb. 204a) Belastungsfall By,

)
’ M5,4: a’5,4 s b4 ( 2] 13 204b) i3} BII:
’3 %5,6: a5.6 33 bﬁ ( I3 I3 2040) I3 BIII:
» *71[6,5: Qg5 5 b5 ( » » 204d) ” BIV'
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Fiir die ,,ideelle Belastung* entfillt im Riegel iiberall das Kraftepaar nach (247),
da bei den Riegeln keine Stabdrehwinkel auftreten konnen.

Zur Aufstellung der Gleichungstabelle 17 kénnen auch hier die Knotengleichun-
gen (177) und die Verschiebungsgleichungen (180) benutzt werden. Es ergeben
sich als Unbekannte die dre: Knotendrehwinkel ¢,

@3'4,5 b iﬁ@&%ﬁ by 555@

@s und @g sowie die VerschiebungsgroBe 4 der Siulen. 3= = =
Die Knotenbelastungsglieder s, sind hier unmittelbar °}& SIS N &y
gegeben durch die in den Knotenpunkten angreifende o S
»ideelle Belastung*. Ihre Vorzeichen sind durchwegs 7
negativ, weil die als duBere Belastung in den Knoten- ® @ ®

punkten wirkenden Momente im Sinne des Uhrzeigers Abb. 203, Beiwertskizze.
drehen. Es sind insgesamt die in den Abb. 204a bis d

ersichtlichen vier Belastungsféille B; bis Bry zu behandeln, die gemeinsam in esner
Gleichungstabelle mitgefiihrt werden kénnen.

aus Oy by sy as6 r\% ﬁbﬁ 245
A A NG [ p . 5 N q S
P ” «p F f e l@ o «P [@ 1
Abb. 204a. Abb. ‘2041). Abb. 204c. Abb: 204d.

Abb. 204a bis d. ,,Ideelle Belastungen‘.
Gleichungstabelle 17.
? | 95 | @ 4 By By | Bm Bry
Pa dy J)Ll | a1 04,5 ~by - -
s b, ds by | Ca | —bs “%%.4 | % —bs
Pe bs dg | Ceos - l - —by | —ag;
4 Jeafes | D — | - [ - [ -

Nach Auflésung des Gleichungssystems und der getrennten Ermittlung der
unbekannten ForminderungsgréBen fiir die vier verschiedenen Belastungsfille
kann die Ermittlung der Biegelinien bzw. der EinfluB-
linien in der unter III, 3 dieses Abschnittes ange- ya
gebenen Weise erfolgen (siehe auch Zahlenbeispiel 21). i

IV. Ermittlung der Einflu$linien fiir die

Querkriifte.
Fiir einen Rahmenstab zwischen den Knotenpunkten Ly ]
m—n erhdlt man nach Abb. 205 unter Beriicksichti- L
gung der in II, 3 dieses Abschnittes angegebenen gz e
Vorzeichenregel an der Stelle 2 die Querkraft. *_z__j -
Mm n Abb. 205. Momenten- und Quer-

Q= Q0+ Mom=Momn

v

(255) kraftlinie eines Rahmenstabes.

Dabei ist, wie allgemein iiblich, angenommen, daB eine positive Querkraft links
vom Querschnitt nach oben bzw. rechts vom Schnitt nach unten gerichtet ist.
Q. bedeutet die Querkraft an der Stelle 2 des freiaufliegend gedachten Stabes.
Liegen fiir irgendein Rahmentragwerk die EinfluBlinien der AnschluBmomente
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M, ,und M, . eines Stabes m—n bekannt vor, so kann die Ermittlung der @,
EinfluBlinie nach (255) durchgefithrt werden. Um nun bei einer vorwiegend zeich-
nerischen Durchfithrung der Aufgabe ein bequemes Auftragen der einzelnen
Ordinaten zu erméglichen, empfiehlt es sich, die Gl (255) in folgender Form zu
benutzen: 1
Qm = T [Qwo L+ (Mnm - ﬂlm,n)] (256)
(4

oder

Qo= (0 + 7o) (2562)

Hierin bedeuten also:

N =QL.0 ........ die l-fach verzerrten Ordinaten der @,°-EinfluBlinie, die sich
nur uber das Feld erstreckt, in welchem der zu untersuchende
Querschnitt liegt,

Ny = M, — M,, , . die Ordinatendifferenz der EinfluBlinien fiir die benachbarten
Stabendmomente,

|2 die Linge des Stabes, dem der zu untersuchende Querschnitt

angehort.

- Wird jedoch die Ermittlung der @-

Hl ,HP EinfluBlinien rechnerisch in Tabellenform
vorgezogen, so geschieht dies am besten

77772
, nach Gl (255). Dies ist in den Abb.206a,
Abb. 206a. b,c fiir einen Dreifeldbalken veranschau-
PR, licht. Abb. 206a zeigt die EinfluBlinien
A~ M) z;’fIIHEﬂII]I fir M,,,, und M, ,,, deren Differenz durch
T P Schraffieren besonders hervorgehoben ist.
e
* In Abb. 206b ist die »l1~-fach verzerrte
d v
/ Differenz der M-EinfluBlinien aufgetragen,
Abb. 206b. und zwar auf die Waagrechte bezogen.

Gleichzeitig ist auch die @,°-EinfluBlinie
= im Felde m—n eingezeichnet. Abb. 206¢
zeigt schlieflich die endgiiltige Einflufllinie
fiir Q,, die durch Uberlagerung der beiden
in Abb. 206b ersichtlichen Linienziige er-
halten wird.

Abb. 206¢. Es wire an dieser Stelle noch etwas

Abb. 206 a bis ¢. Entwicklung der Einfluglinie fir @,.  iiber die Ermittlung der EinfluBlinien fiir

die Ldngskrdfte und fir die Auflagerdriicke

zu sagen. Da nun die Léngskrifte und Auflagerdriicke

als Funktion der Querkrifte in KErscheinung treten,

so ergeben sich auch die zugehorigen EinfluBlinien durch

eine entsprechende Uberlagerung von QuerkrafteinfluB-

linien. Man erhilt also z. B. die Léingskraft in der

Sdule (2—5) des in Abb. 207 ersichtlichen Rahmen-
tragwerkes unter Beachtung der Vorzeichen mit

/23 =g§* ZL,{Mn,m"Mm,n)

Abb. 207. Q-Verlauf im Riegel. N2’5 = Q5, 6 st .

Man wird aber nur in seltenen Fillen EinfluBllinien fiir die Langskrifte wirklich
zeichnen, da es in der Regel wegen der einfachen Beziehung zwischen Quer- und
Langskriften geniigen wird, durch entsprechende Auswertung der QuerkrafteinfluB-
linien auch die gesuchten Groltwerte der Langskréafte zu ermitteln.
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Vierter Abschnitt.

Die Wirkung von Temperaturinderungen bei statisch
unbestimmten Tragwerken.

In diesem Abschnitt wird der Einflu der Temperaturdnderungen untersucht,
die sich entweder iiber das ganze Tragwerk oder nur iiber einzelne seiner Teile
erstrecken. Zundchst soll vorausgesetzt werden, daf sich diese Temperaturinderun-
gen in allen Querschnitten ein und
desselben Stabes gleichmdfig vollziehen. r’ ; 4 T &
Die Beriicksichtigung einer iiber den -7 e * = P T e 4
Querschnitt  ungleichmdfig, jedoch Abb. 208,
linear verlaufenden Temperaturzu-
nahme oder -abnahme wird in Ka-
pitel IV dieses Abschnittes behandelt.

A

%y
1
2

-
¢

I. Tragwerke, die durch eine
gleichmiiflige Temperatur-
dnderung keine Spannungs-

dnderung erfahren. RS

Auch bei statisch unbestimmten i
Tragwerken kann eine Temperatur- , P, B ?,,L)
anderung ohne Einflul auf die Span- o e
nungsverteilung sein. Das ist dann Abb. 209. Abb, 210.
der Fall, wenn bei einer Temperatur- s
dnderung die Stabe des Tragwerkes 'g’
nur Verschiebungen erleiden, ohne daf3
an irgendeiner Stelle dieser Gestalts-
dnderung ein Widerstand entgegen- e
gesetzt wird. Es treten dann nirgends L7, wde—1, 2 A
Stabkriimmungen und daher auch nir- Abb. 211
gends Blegungsnlomente auf. . Abb. 208 bis 211, Tragwerke, die einer leichmiBigen

Elnlge solcher Tragwerksarten, die Wirmeénderung keinen Widerstand entgegensetzen.
bei gleichmdfBigen Temperaturdnderun-
gen spannungslos bleiben, sind in den Abb. 208 bis 211 dargestellt, worin auch die
Gestaltsdnderung strichliert angedeutet ist.
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II. Tragwerke, bei welchen die durch Temperaturiinderungen
hervorgerufenen Knotenverschiebungen aus geometrischen
Beziehungen allein bestimmbar sind.

1. Vorbemerkung.

Bei den folgenden Ableitungen soll grundsédtzlich angenommen werden, daB
die einzelnen Stéibe der Tragwerke beliebig verinderliche Stabquerschnitte (Vouten)
aufweisen und auch die Temperaturinderungen der einzelnen Rahmenstibe ver-
schieden sein konnen.

Da bei den hier zur Behandlung gelangenden Rahmentragwerken die Knoten-
verschiebungen sofort aus den Léngendnderungen durch Ausnutzung geometrischer
Beziehungen bestimmt werden konnen, so sind damit auch die Stabdrehwinkel
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von vornherein gegeben und nur die Knotendrehwinkel ¢ zu berechnen. In den
Abb. 218 und 219 sind Tragwerke dieser Art dargestellt, fiir welche also nur die

Knotengleichungen >'M = 0 aufzustellen sind.
Aber auch bei vielen symmetrischen Tragwerksformen konnen die Knoten-
verschiebungen bzw. die Stabdrehwinkel y aus den Stablingenéinderungen unmittel-

1 Ay 4 ! 4;
A’-~A7-T yi & l._’.. —_ Lo €) | @
* 2 1 ==t , Y rue -
’ i \ Yy 1 R AL B }
‘\ i " ‘4.1; \\ @ 4 @ @ / 4= :
e o Sl e 7o - Y x
o [ 5 1) i A TR I
\ | Z i Vo2 Ty~
\ ! 5 @ @ \ | /
kad : 27 ”]’7 ! ke
© © . © ' ®
Abb. 212. Abb. 213. Abb. 214.
U
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Abb. 215. Abb. 216,

Abb. 212 bis 216. Symmetrische Tragwerke, deren Knotenverschiebungen bei gleichartigen Wirmetinderungen
geometrisch bestimmbar sind.

bar bestimmt werden, wenn die Temperaturdnderung in den symmetrisch gelegenen
Stiben gleich ist. Als Beispiele hierfiir kénnen die Rahmenformen in Abb. 212
bis 216 angesehen werden, in welchen auch die zu erwartenden Knotenverschiebungen
infolge einer gleichmdfigen Temperaturerh6hung angedeutet sind.

2. Knotengleichungen.

Denkt man sich aus einem unbelasteten Tragwerk, das einer Temperaturdnderung
ausgesetzt ist, einen Knotenpunkt (n) herausgeschnitten, so kann unter der Annahme,
daB bei allen im Knotenpunkte (n) zusammentreffenden Stdben verschiedene Stab-
drehwinkely auftreten, fiir die StabanschluBmomente nach (125) geschrieben werden:

Myy = Cn1Pn + bp, 1 @1+ €n1 Pnot
J”n,2 = O0n,2Pn + bn,z% + Cn.2¥n,2 (257)
*M'n,i =0p,; Pn + bn.i 2 + Cns Yn, i

Die Bedingung > M i = 0 ergibt somit fiir diesen Fall:
i

ZMn.i:(anan.i +an,i¢i +26n.iTPn,i:0- (258)
1 1 12 1]

Nun liegen aber voraussetzungsgemifl die Stabdrehwinkel 4 hier fir jeden
Stab bekannt vor und kénnen deshalb in die vorstehenden Gleichungen zahlenmiBig
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eingefithrt werden. Dadurch erhalt das dritte Glied in den Gl. (257) die Bedeutung
eines Belastungsgliedes und wird daher kiinftig mit ¢ bezeichnet.

Damit lauten im vorliegenden Falle die Ausdriicke fiir die AnschluBmomente
eines Stabes ¥ zwischen den Knotenpunkten m und #

Mm n = O, n Pm by ®r E)Jatm.n
. P+ by @y + @59)
Mn,m = Qn,m Pn + bv(pm + EDetn,m’
wobeil
th.nzcm,n%:ili'dv =6 ”A,
. ’ (260)
Emtn.m =Cpom P = ;nl,_m_ 4, = c_n.mA"'
Die ,,Temperaturbelastungsglieder M, , bzw. ¢, ,, be- @p— y ¢
deuten nichts anderes als die StabanschluBmomente eines '
fest eingespannt gedachten Stabes (¢, =0, ¢, = 0), der s -,
um den Winkel v verdreht wird, bzw. dessen Endpunkte = , =
eine gegenseitige Verschiebung um den Betrag A erfahren mmm:i
(Abb. 217). Die Vorzeichen von I sind jeweils durch das §I

Vorzeichen von o bzw. A bestimmt. gI_W
Fir Stidbe, die symmetrisch zur Stabmitte ausgebildet

sind, ist ¢,;, , = Cn,m» 50 daB dann auch M, , =M, , wird. ~Abb. 217. nTetherat“rbe'
Setzt man in der Gl. (258) in Anlehnung an die friihe- lastungsglieder M, , und

ren Ableitungen émﬁt,m.

fiir das Diagonalglied............. dy =ty s (261)
i

fiir das Knotenbelastungsglied . .... st =M, , =De.; Yn, s (262)
i i

so erscheint die Knotengleichung in derselben duleren Form wie bei den Tragwerken
mit unverschieblichen Knotenpunkten [vgl. (163)]:

Q@+ 2 b, @i + 8 = 0. (263)
1

Bemerkung: Erfolgt die Berechnung eines Rahmentragwerkes nach den Glei-
chungen des ersten Abschnittes, so lauten die Ausdriicke (259) fiir die Stabend-
momente entsprechend (7) sinngemif unter den hier getroffenen Voraussetzungen
fiir den Temperaturbelastungsfall:

Mm,n =2k99m + k(p'n + E}ﬁtm,n

Mo =2k s + kg + M (2592)
wobei die ,,Temperaturbelastungsglieder folgende Werte annehmen:
W =My =3k y, = 3/0‘ 4, = I_CAv (260a)

Die Knotengleichung wiirde in diesem Falle lauten [vgl. (18)]:

dn Pn +2kn.z(pz + S'nt =0. (263 a)
7
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3. ZahlenmiBige Ermittlung der ,,Temperaturbelastungsglieder.

Um die zahlenméBige Ermittlung der Belastungsglieder 9 und st einfach und
iibersichtlich gestalten zu kénnen, mul} vorerst wieder eine klare Bezeichnungsweise
und eine geeignete Vorzeichenregel fiir die verschiedenen GroBen festgesetzt werden.

Es bedeuten:

Dy evenninnn, .. die ,,wirkliche* Lingendnderung des Stabes v;
Ay oot die ,gegenseitige Verschiebung der Endpunkte des Stabes »
y senkrecht zur Stabachse;
W = 7”- ..... den durch die gegenseitige Verschiebung A, hervorgerufenen Stab-
v drehwinkel.
Vorzeichenregel :
Y P wird als Verldngerung positiv, als Verkiirzung negativ eingefiihrt.

wird positiv angenommen, wenn es einen positiven Stabdrehwinkel y,
hervorruft, d. h. wenn es eine Stabverdrehung entgegen dem Uhr-

zeigersinn erzeugt.
Man erhalt also z. B. fiir das in Abb. 218 ersichtliche Tragwerk:

Ay =dyy Ay =0; Ay =4 — A

und damit v = ;;1; —" vy — la—h (264)
1 Iy
e 4, 4
: . e 3 .
l‘;‘z-tc-—— é ﬁ—— —————— 1-:5? ‘-I_. ‘ﬁ
'%_‘% %_t; @/ = @ IL / @ [’ =
o o OO O L, O
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K ! ,L,_i /
\ f] I
o\ 2 ] ©) .
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Abb. 218. Abb. 219.

Abb. 218 und 219. Bestimmung der Verschiebungen 4 aus den Stablingeninderungen 2.

Fiir das in Abb. 219 dargestellte Tragwerk ergeben sich die 4-Werte der einzelnen
Stibe aus den bekannt vorausgesetzten Stablingendnderungen folgendermafen:

Al :"‘Zsi Az :_’()*5 ‘i‘le)Q As :_(As + le*f" ;{7)§ Vi Z_(;Ls‘l‘ ;Le +A7‘|‘ ;{s)i 265
Ay —Ays Ag = Ty s Ay = Dy —dg3 Ay = Aa— 7. (265)

Sind auf diese Weise die Werte ¢ bzw. A fiir die einzelnen Stidbe ermittelt, so
erhilt man damit unmittelbar aus den Formeln (260) die gesuchten ,,Temperatur-

belastungsglieder .

Es muB hier ausdriicklich hervorgehoben werden, dall bei der zahlenmifBigen
Ermittlung der M¢-Glieder die wahren Werte von & bzw. k und ¢ bzw. ¢ benutzt
werden miissen, um auch die Momente infolge der Temperaturwirkung in wakrer
GroBe zu erhalten. Es empfiehlt sich daher, gleich in der Stabfestwerttabelle auch

die wahren Werte k* bzw. k* oder ¢* bzw. ¢* mitzufiihren. Dabei ist z. B.

k

k* = -~ oder ¢* =

N
N‘(m
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wenn k oder ¢ die z-fach verzerrten Stabfestwerte bedeuten. Es ist weiter zu beachten,
daB die Dimension der aus der Rechnung erhaltenen Momente mit der Dimension
der zur Ermittlung der ,,Temperaturbelastungsglieder ¢ benutzten wahren

Werte k* bzw. ¢* iibereinstimmt. Will man also die Momente in tm erhalten, so
sind auch ¥ in t/m? J in m?* und ! in m einzusetzen.

IIl. Tragwerke, bei welchen die Knotenverschiebungen aus
geometrischen Beziehungen allein nichtbestimmbar sind.

1. Allgemeines.

Die bisher behandelten Fille, in welchen von der Annahme ausgegangen worden
ist, daB sdmiliche Stabdrehwinkel ¢ bzw. Verschiebungsgroflen 4 mit Hilfe von .
geometrischen Beziehungen aus den Stablingeninderungen unabhingig von den
Knotendrehwinkeln ¢ zu ermitteln sind, werden in Wirklichkeit seltener vorkommen.
Hingegen wird es sich sehr oft ergeben, dall zwar die y- und A-Werte einzelner
Stabe auf diese Art bestimmt werden kénnen, dafl aber die {ibrigen Stabdrehwinkel
gemeinsam mit den Knotendrehwinkeln durch Auflésen des gesamten Gleichungs-
systems berechnet werden miissen. Bei derartigen Tragwerken miissen also zur
Ermittlung der noch fehlenden Forménderungsgréfen ¢ bzw. A wieder die schon
bekannten Verschiebungsgleichungen herangezogen werden. Diese Art der Behand-
lung soll im folgenden ausfithrlich an einer Tragwerksform gezeigt werden, die
im Bauwesen besonders hiufig auftritt.

2. Der unsymmetrische Mehrfeldrahmen mit waagrechten Riegeln und
beliebig veriinderlichen Stabquerschnitten.

A. Ansiitze fiir die Verschiebungsgrofen 4 der Rahmenstiibe.

In Abb. 220 ist das Stabsehnenbild eines solchen Tragwerkes infolge einer
Temperaturerhéhung gezeichnet. Aus den bekannt anzunehmenden Léngen-
dnderungen der einzelnen Stébe konnen hier nur die gegenseitigen Verschiebungen
A, Ag, 4, der Riegel unmittelbar berechnet werden, und zwar ist mit den Bezeich-
nungen der Abb. 220:

Ay = Dy— Ny Ay =2y —Dy; Ay =y — Iy

und damit

hy— Ay I da—y (266)
L D P L

Mit Hilfe dieser Werte er- g, T u T %
geben sich dann aus (260) < 5,- B S T E
bzw. (260a) die M¢-Glieder der 16) ® o] @l ] !

Riegel. ‘ ~ “}9 . S P =TTy ; |
Die VerschiebungsgroBen U ’ T i 7 T <
A4y, Ay, Ay, Ay der Stiele sind @7 @ ! .
deshalb nicht sofort zu er- J’W@W/ i |
mitteln, weil der Ruhepunkt E@W‘

im Riegel 5—8, von welchem
. g h ’ . Abb. 220. Tragwerk, dessen Knotenverschiebungen bei Wirme-
die Ausde nung nach beiden dnderungen geometrisch nicht bestimmbar sind.

Seiten fortschreitet, wegen der

Unsymmetrie des Tragwerkes von vornherein nicht angegeben werden kann.
Es steht aber nur eine Verschiebungsgleichung zur Verfiigung, da nur ein Stock-

werk vorhanden ist. Es kann damit auch nur eine Verschiebungsgrifle, etwa A,,
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bestimmt werden, alle iibrigen ergeben sich aus- geometrischen Beziehungen.
Mit den Bezeichnungen der Abb. 220 und unter Beachtung der angenommenen

Vorzeichenregel gilt:
A2 = ‘Al - 2.5

Aa =Az_‘le =A1_‘ ()*5 + 26) (267)
Ay =43— 1y =4y — (45 + A6 + 4y).

Wenn bei der zahlenméfligen Auswertung dieser Ausdriicke die Langendnderun-
gen A der angenommenen Vorzeichenregel gemill als Verlingerung posifiv und
als Verkiirzung negativ eingefithrt werden, so ergeben sich auch die 4-Werte bereits
mit dem richtigen Vorzeichen.

B. Gleichungsansitze fiir die Stabendmomente.

Die Ausdriicke fiir die Stabendmomente in einem unbelasteten Tragwerk,
das einer Temperaturinderung ausgesetzt ist, lauten nach (259) bzw. (260) allgemein:

-‘Mm,n = O, n Pm + bv(pn + Em,nAv

Mn,m = Op,m Pn + bv Pm + En,m Am (268)
dabei bedeuten wie friiher ¢, , = E'fl‘—'ﬁ und ¢,,, = c”l’"‘-

Bei Anwendung dieser Ausdriicke (268) auf die einzelnen Stabe des Tragwerkes
sind aber drei Fille zu unterscheiden.

1. Die Verschiebungsgréflen 4 sind aus den Liangendnderungen allein berechen-
bar. Die 4-Werte kénnen daher unabhéingig von den ¢-Werten gesondert bestimmt
und in die vorstehenden Gleichungen eingefiihrt werden. Die Gleichungen sind
dann identisch mit den Ausdriicken (259).

2. Die A-Werte sind als Unbekannte mitzufiihren, da sie aus geometrischen Be-
ziechungen nicht bestimmt werden konnen. In diesem Falle bleiben die Gleichungen
in der Form (268) bestehen.

3. Die 4-Werte sind im Sinne von (267) als eine lineare Funktion einer unbekannten
Stabendverschiebung 4, und einer Reihe von gesondert bestimmbaren Verschie-
bungen 4 (Stablingeninderungen) im Gesamtwert A, in Rechnung zu setzen. Dieser
Fall trifft beispielsweise fiir das in Abb. 220 dargestellte Rahmentragwerk bei den
Verschiebungen A,, A;, A, zu. Allgemein kann man schreiben

4, =f(4,, 4P). (269)
Bedeutet A, die gegenseitige Verschiebung des duflersten linken Sténders, so lautet
die vorstehende Gleichung Ay = Ay— A0 (2692)

Hierin ist A, die Summe der Lingeninderungen des Riegels zwischen den Knoten-
punkten, denen die Verschiebungsgréfien A, und A4, zugeordnet sind. Fiihrt man
die Beziehung (269a) in (268) ein, so ergibt sich

Mm.n = Qo Pm + b' Pn + Em.n (AD — zs(v))

_ (270)
AT’ld-’l'ln'ﬂ'b = a’n,m (p’n + bv (pm + cn,m (AP - ls(’))'
Nun kann man, da der Summenwert 4,*) jeweils bekannt ist, fiir
— Gy - AP =D
cm; 8 m,n (271)

- c_n,m . Zs(v) =9Rtn,m

setzen, Dieser Wert hat auch hier wieder die Bedeutung eines Stabbelastungs-
gliedes. Damit erhalten die Ausdriicke (270) fiir die Stabendmomente auch bei
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Temperaturwirkung wieder denselben Aufbau wie fiir gewShnliche Belastung. Sie
lauten:

Mm,n: m,n(pm_f'bv(pn_f'ém,nAﬂ"i—gﬁtm,n (272)
Mn,m = gy P T bv(pm + En,mAp + 5-Uetn,m-
Nach diesen vorbereitenden Arbeiten () v (n) v+ (n41)
kann an die Aufstellung der allgemeinen
Rahmengleichungen fiir die vorliegende Trag- 7 , P
werksgattung geschritten werden.
(1) ¥
C. Knotengleichungen. / b (m+1)
In Abb. 221 ist ein Teil eines Mehrfeld-  4p4 991, Enoten- und Stabbezeichnung bet
rahmens unter Verwendung einer allgemei- Mehrfeldralimen.

nen Bezeichnungsart der Stibe und Knoten-
punkte dargestellt. Die Ansétze fiir die StabanschluBmomente im Knotenpunkte

" lauten: Mn.n—l:an.n—l(pn+bv(pn—l"{"gﬁtn,n—l, \
. : nach (259)

Mn.n+1:an.n+1(pn‘+ b”+1(pn+1+9ﬁn,n+11 [
Mn m = Qnom P+ br P+ E;‘n,mAp —i_gﬁtn,m' nach (272)

Damit erhdlt man die Bedingung - MM, ;=0 im Knotenpunkte n in der iiblichen
Schreibweise :

dn(pn + bﬂ(pn——l + br ‘pm + bv-!-l(pn +1 _i_ én.mAzJ + Snt = 0 (273)

Hierbei ist s,t = I, ; [siehe auch (262)].

1
Im vorliegenden Falle ist ¢,, durch die Randbedingungen gegeben. Bei voller Ein-
spannung der SiulenfiiBe wird ¢, = 0 und die Knotengleichung nimmt dann
folgende Form an:

A @n + O @rn_1 T by 1 Pri1 + Cam dp + 85 =0. (2732)

D. Verschiebungsgleichungen.

Wenn auBler der Temperaturinderung keine andere Belastung auf das Tragwerk
einwirkt, so ergibt sich die Verschiebungsgleichung J'H =0 nach (43) in verein-
fachter Form, namlich:

it M, (274)

1‘
7

worin I, jeweils die Lange der Saule (r) bedeutet.

Es sind nun wieder die Stabendmomente durch die Forméinderungsgrofen zu
ersetzen. Das geschieht nach (128) und man erhélt mit der hier gewéahlten Bezeichnung
an Stelle von (274)

Zl %+2, Pu+ 2“ Ty, —o0. (275)

Weiter ist unter Beachtung von (269a)

4 Ap— 4"
po= =T (276)




110 Knotenverschiebungen aus geometrischen Beziehungen allein nicht bestimmbar.

Damit ergibt sich unter gleichzeitiger Einfithrung der ¢-Werte:
_ _ g, 1+ &, oty
an @, +Zcu P -{—Z ¢ I ¢ .Ap—Z_vT. A0 =0. (277)
T T r T

Die ' beziehen sich auf alle Siulen des Rahmens. Der letzte Summenausdruck der

.
vorstehenden Gleichung enthélt nur bekannte Gréfen und kann sofort zahlenméBig
ermittelt werden. Er stellt somit das Belastungsglied der Verschiebungsgleichung
bei Temperaturwirkung vor. Man setzt also wie frither:

Nt
D=3 T (278)
r
St — _ZM 10 (279)
I v

T

Damit lautet die Verschiebungsgleichung in brauchbarer und iibersichtlicher Form:

;’Eu% +Zr’éo%+DAp+S‘=0- (280)

Diese Gleichung stimmt der Form nach iberein mit der allgemeinen Ver-
schiebungsgleichung (180) fiir Stockwerkrahmen mit lotrechten, ungleich hohen
Stéandern.

Sind die Saulenfiile fest eingespannt, so wird ¢, = 0 und die Gleichung verein-
facht sich noch weiter zu

g(_:o(po—{—DAp%—St: 0. (2802)

3. Beschreibung des Rechnungsganges.

Zur besseren Ubersicht sei hier die Reihenfolge der Rechenarbeiten bei Beriick-
sichtigung der Temperaturwirkung nochmals kurz zusammengefafit.

1. Ermittlung der Langendnderung A jedes einzelnen Stabes. Diese nimmt fiir
einen Stab » mit der Léinge [, bei einer Temperaturinderung von ¢ den Wert
A = . 1% .1, an, wobei w die Wiarmeausdehnungszahl des Stabmaterials bedeutet.

2. Berechnung der Stabfestwerte a, b, ¢ bzw. ¢ unter Zuhilfenahme der Zahlen-
oder Kurventafeln des Dritten Teiles.

3. Herstellung der Beiwertskizze.

4. Feststellung derjenigen gegenseitigen Verschiebungen 4, die aus den Léngen-
dnderungen der Stdbe allein bestimmbar sind, und ihre Ermittlung nach (266).

5. Wahl einer Saulenverschiebung A, (am besten die der linken Saule) als
Rechnungsunbekannte, durch welche alle iibrigen Siulenverschiebungen ausgedriickt
werden.

6. Berechnung der M¢-Glieder fir jede einzelne Sdule nach (271) und fiir jeden
Riegel nach (260) mit Hilfe von (266).

7. Ermittlung der fir die Knotengleichungen bzw. Verschiebungsgleichung
erforderlichen Werte, und zwar d, in der iiblichen Weise und s, nach (262), ferner
D nach (278) und S nach (279).

8. Anschreiben der Gleichungen nach (273) und (280) und deren Aufl6sung.

9. Ermittlung der Stabendmomente nach 2, B dieses Kapitels.
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4. Gleichungstabelle fiir einen unsymmetrischen Dreifeldrahmen mit
veriinderlichen Stabquerschnitten bei Temperaturwirkung.

Die Form des Tragwerkes ist in Abb. 222 dargestellt. Die zugehérige Beiwert-
skizze zeigt Abb. 223. Bei Annahme fester Einspannung der SiulenfiiBe werden
@, bis ¢, gleich Null, so daB als Unbekannte nur die vier Knotendrehwinkel ¢;, @,

@7, @y und die Verschie-
s b 245 @157 A a;Dage 8 25,

bungsgréfle A, zu bestimmen -

sind. Zunéichst wiren die « @7); S
&

S

®

®__® Q__® o

z g o

NG g @ °

Abb. 222, Abb. 223.
Abb. 222 und 223. Tragwerk und Beiwertskizze.

Lingeninderungen 4, bis 1, aus 4, = w . .1, zu berechnen, worauf die Ansitze
fiir die A-Werte der einzelnen Stibe aufgestellt werden kénnen, und zwar:

P gewihlte Rechnungsunbekannte,

dy =4, — %

Ay =4, — (A5 + Ag) nach (267) bzw. (269a)
Ay =4y — (A5 + 26 + 4)

Ay =2y— 25 Ag=2A3—2Ay; Ay =24 — 1 nach (266)

Nach (262) ergeben sich die ,,Knotenbelastungsglieder* s,’ wie folgt:
st = Mg,y + M o5 s = Mg o + Mg 5+ Mg, 75 sf =2 Mf;  sf =M.
Die Mt-Glieder erhélt man wie folgt:

fur die Stiele nach (271)
Mg, =—20C5,4. AP =0 (weil 1,0 = 0),
Mg,y =—Co5 - P =—0Cg,5. 45
Mg g = —Cq5. AP =—075 (A5 + 4¢)s
EmtsA = 68,4 . 15(4) = —Cg4 (/‘Ls + ls + /17)

und fiir die Riegel, wenn angenommen wird, daf diese unsymmetrisch ausgebildet
sind (also ¢,,,, # ¢,,,), nach (260)

Mes. s = c5. ¢ As, Mty 5 = Gg.5 As,
Mg, = Gg.7 g, My o = Cp. 6 g
My o = 7.5 45, Mty 5 = Cq. 7 A1

Wenn die Stibe symmetrisch ausgebildet sind, so wird, weil dann ¢é,,,, = ¢, m,
immer auch ¢, , =D, ..
Weiter sind die Diagonalglieder zu ermitteln, und zwar fiir die Knotengleichungen:

dg :21“55 dg :20’6; d, :2“75 dg = Aas
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Gleichungstabelle 18. und fir die Verschiebungsgleichung
i Ps i P 7 J\ Ps Vi I B nach (2781)) . Co 1+ €y
=2

|
v | a, | o, Cox | 8 -
 os | by | de | bs | 70-:—2' ¢  fernernach (279) dais BelAastungsgh'ed
__?L;E, - be d, b, | G713 7377‘7 8¢ = —2007% - 20
Ps_ | - br | 4 | o * Nach dies:an Vorbereitungen
4 ” .1 | Coa | Crs | ¢ | Di | S kann die Aufstellung der Gleichungs-

tabelle 18 vorgenommen werden. Da-
zu wird die Knotengleichung (273a) und die Verschiebungsgleichung (280a) benutzt.

Nach Auflgsen der Gleichungen kénnen nach (267) auch die Verschiebungs-
groBen A,, Ay, A, der Stiele (2), (3), (4) ermittelt werden, so daB dann die
Stabendmomente nach den bekannten Formeln bestimmbar sind (siche Zahlen-
beispiel 9).

5. SchluSbemerkung.

Nun wiren auf dhnliche Weise auch noch andere Tragwerksarten, z. B. die
Stockwerkrahmen mit schiefen Riegeln oder die Vierendeelrahmen usw. zu unter-
suchen und dafir gebrauchsfertige Gleichungen aufzustellen. Zu diesem Zwecke
wire im wesentlichen genau so vorzugehen, wie das bisher gezeigt worden ist. Es
werden oft Verschiebungspline erforderlich sein, um die A-Werte zur Ermittlung
der ,,Temperaturbelastungsglieder* ¢ bestimmen zu kénnen. Grundséitzlich haben
bei allen Rahmentypen die Gleichungen auch unter Beriicksichtigung der Tem-
peraturwirkung denselben Aufbau wie jene fiir gewthnliche Belastungstille, die in den
fritheren Abschnitten ja bereits ausfithrlich behandelt worden sind. Rraktisch liefert
also die Untersuchung des Temperatureinflusses lediglich mehr Belastungsfille, wih-
rend im tiibrigen aber dieselben Rahmengleichungen Verwendung finden kénnen.

IV. Wirkung der ungleichmiifligen Temperaturinderungen.

1. Voraussetzungen.
1. Es werden hier nur solche Tragwerke in Betracht gezogen, bei welchen die
verschiedenen Stibe zwar ungleiche Trigheitsmomente aufweisen kénnen, jeder
einzelne Stab aber auf seiner ganzen Lénge einen gleichbleibenden Querschnitt besitzt.

% 2. Die Temperaturinderung kann fiir jeden Stab ver-

1 % .q?«. schieden sein, fﬁp ein und denselben Stab soll sie aber in
& { n allen seinen Querschnitten denselben Verlauf haben.

l / N = . 3. Der Verlauf der Temperaturdnderung innerhalb

. T%At't"-” eines Querschnittes ist linear. Sind ¢, und t, die Tem-

% o .
Abb. 220, Temperatarver- peraturdnderungen an der oberen bzw. unteren Querschnitts-

teilung im Querschnitt. randfaser, so ist 4t = ¢, —1, ' der Unterschied der Tem-
peraturdnderungen in den Randfasern (Abb. 224).
4. Die durch die Temperaturinderungen eintretenden Verformungen sind so klein,
daB die infolge der Kriimmung der Stabachse auftretenden Stabverkiirzungen vernach-
lassigt werden konnen.

2. Belastungsglieder.

Es sind hier zwei Beitrige zu unterscheiden:

A. Der Anteil infolge Ldngendinderung der Stabachse.
B. Der Anteil infolge Kriémmung der Stabachse durch die ungleichen Tem-
peraturénderungen in den verschiedenen Querschnittsfasern.
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A. Anteil infolge Lingenéinderung der Stabachse.

Die Temperaturinderung ¢,, in der Stabachse wird nun unter der Annahme, daf
diese in der halben Querschnittshéhe liegt,

ty = Jutte (281)
betragen, wenn ¢, bzw. ¢, die Temperaturdnderungen am unteren bzw. oberen Quer-
schnittsrand bedeuten (Abb. 224). Damit ergibt sich die Verlingerung der Stab-

achse
)»m:a).tm.l:w.lt“—;t"'

Mit den so ermittelten Verlingerungen A,, der Stabachsen sind die A-Werte der
einzelnen Stibe zu bestimmen und dann in der bereits frilher angegebenen Weise
die M¢-Glieder zu berechnen.

(282)

B. Anteil infolge Kriimmung der Stabachse.

Dieser Beitrag wird nur i Ausnahmeféllen zu beriicksichtigen sein. Er ist da-
durch gekennzeichnet, dafl er fiir irgendeinen Stab nur infolge des Temperatur-
unterschiedes in der oberen und unteren Querschnittsfaser dieses Stabes hervor-
gerufen werden kann. Um die statische Deutung der einer solchen Temperatur-
wirkung entsprechenden Belastungsglieder richtig erfassen zu koénnen, sei auf die
Ansétze (7) fir die Stabendmomente bei Stdben mit gleichen Trégheitsmomenten
zuriickgegriffen. Sie lauten:

My, =k2¢ + @, + 39) +My,,

My, =k2¢,+ @1+ 3y) + My,

Die in diesen Ausdriicken enthaltenen Belastungsglieder I, , und I, ; stellen Ein-
spannmomente am beiderseits fest eingespannt gedachten Triger vor und ergeben
sich nach (149a) auch allgemein aus den Formeln

[] 0
My, — _2.2"‘1%“2, My, = +
wenn die Werte «,° und «,® die E J-fach verzerrten Tangentenwinkel der Biegelinie
an den Enden des freiaufliegend gedachten Stabes infolge der duBeren Belastung
bedeuten (Abb. 225).
Dieselben Ausdriicke kénnen nun benutzt werden, um die Belastungsglieder bei
ungleichméBiger Temperaturdnderung zahlenméfBig zu berechnen. Zu diesem Zwecke

%ﬂ Zﬂ

ai
i 2
%

=l -7
— ———.. o e 4 # tu
*
a;  ad a; ZI #
! .

0
20" —oy®

) (283)

Abb. 225. Abb, 226. Bestimmung der Winkelwerte «,%* und «,°*.

sind lediglich die infolge der ungleichartigen Temperaturwirkung hervorgerufenen
Verdrehungen der Endquerschnitte des freiaufliegend gedachten Stabes zu er-
mitteln, £ J-fach zu verzerren und dann in die Formeln (283) einzufiihren.

Abb. 226 zeigt die Verformung eines freiaufliegenden Trigers von der Héhe %
und der Linge ! infolge ungleichartiger Temperaturanderung in starker Verzerrung.
Aus Symmetriegriinden miissen die Tangentenwinkel an beiden Stabenden gleich

Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl. 8
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groB sein, also o,® = &,. Nach den vorangegangenen Erliuterungen ist nun,
wenn «,°% und o,%% die wahren Winkelwerte bedeuten,
0 =EJ % o0 =EJx0* (284)

Die zahlenmiBige Grofe der Winkel o%* und &,9% ergibt sich nach Abb. 226
aus einfachen geometrischen Beziehungen. Die Langeninderung der oberen Faser
in bezug auf die untere betragt:

do =w . At .1 (285)
Es verschiebt sich also an den beiden Stabenden der obere Querschnittsrand in bezug
auf den unteren um den Betrag von iz"— Somit ist
A w.At.1
O - 0 . T T,
tgo* = S0 = —57 (286)
oder wegen der Kleinheit des Winkels auch
aIO*:a).zAht.l_ (287)
Nach (284) wird also
o = a0 = EL o2 AbL (288)
und damit nach (283)
Zo.dt.l  w.dtd
My, = —2ET - — 2h 7_ZA,2,E,_ - __EJ_}?_S‘_,'_ (289)
M, | = + E’J.;:).A_t_’
wobei At =t, —t,. (290)

Sind nun die ,,Temperaturbelastungsglieder aus beiden Anteilen zahlenméfig
festgestellt, so werden sie zusammengefaf3t und die weitere Berechnung erfolgt dann
in der bekannten Weise. Auch hier wird an der Form der Gleichungstabelle nichts
gedndert, so dall der Temperaturbelastungsfall gemeinsam mit den ibrigen Be-
lastungsfallen berechnet werden kann.

Bei Stiaben mit verinderlichen Querschnittshhen wiirden sich bei der Ermitt-
Iung des Anteiles infolge Kriimmung der Stabachse gewisse Schwierigkeiten ergeben,
wenn dieser Einflul genau beriicksichtigt werden sollte. Zur Vereinfachung der
Rechnung wird es aber in den meisten Fillen zuldssig sein, diesen Beitrag unter
Annahme einer konstanten Querschnittsh6he zu ermitteln oder den EinfluB3 der
ungleichméBigen Temperaturdnderung iiberhaupt zu vernachlissigen.

V. Verschiedene Nebeneinfliisse bei Rahmentragwerken.
1. Einflufl des Schwindens bei Eisenbetontragwerken.

Unter der Voraussetzung, daBl sich das Schwinden innerhalb der Stabmasse in
der Langsrichtung vollkommen gleichmdfig vollzieht, ist die Wirkung einer solchen
Stabverkiirzung in derselben Weise rechnungsméBig zu verfolgen wie etwa der Ein-
fluBl einer gleichmafBigen Temperaturerniedrigung. Tatsachlich gestatten bis heute
die Vorschriften der meisten Staaten, die Schwindwirkungen bei Eisenbetontrag-
werken genau so zu behandeln wie eine Temperaturwirkung, die die gleiche Stab-
verkiirzung hervorruft. Nach diesen vereinfachenden Annahmen bietet die Beriick-
sichtigung der Schwindwirkung bei Eisenbetontragwerken nichts Neues und es
kann auf die Kapitel I bis IIT dieses Abschnittes verwiesen werden.
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2. Beriicksichtigung der durch die Lingskrifte hervorgerufenen
Forminderungen.

Bekanntlich treten die Einfliisse der Formédnderungen der Lings- und Quer-
krafte im Verbidltnis zu denen, die durch die Momente verursacht werden, bei
Rahmentragwerken stark zuriick. Es ist daher iiblich, diese Nebeneinfliisse, nament-
lich die infolge Forménderung durch Querkrifte, in den meisten Fillen zu ver-
nachléssigen. Es kann sich aber doch in Ausnahmefillen die Notwendigkeit ergeben,
die durch die Forminderung infolge von Ldngskrdften hervorgerufenen Zusatz-
momente zu bestimmen.

Man wird sich aber wohl fast in allen Fallen mit einer nachtriglichen Ermittlung
dieser Zusatzbeanspruchungen begniigen kénnen. Liegt also die Berechnung der
Momente ohne Beriicksichtigung der Stablingeninderung durch die Langskrifte vor,
so werden mit diesen Momenten die Léngskrifte berechnet, die natiirlich in Wirk-
lichkeit nur Naherungswerte darstellen. Mit diesen Néaherungswerten bestimmt man
nach dem bekannten Hooxmschen Gesetz die Lingendnderungen der einzelnen
Rahmenstibe. Fiir einen Stab mit gleichbleibendem Querschnitt ' und der Linge !
ergibt sich somit bei einer Léngskraft P die Léngeninderung

P.1
wobei £ die Dehnungszahl bedeutet.
Ist die Querschnittsfliche des untersuchten Stabes nicht durchwegs gleich, so
wird, wenn man die Spannung in jedem Querschnitte gleichmaBig verteilt annimmt,

die gesamte Langenidnderung

1 1
\ P.dx P | dx
=% =BT (292)
oder auch
P Adzx
A= 7 s (292 a)

wenn man sich den Stab in einzelne Teile von der Linge A x zerlegt denkt und F
jeweils die mittlere Querschnittsfliche dieses Stabteiles bedeutet.

Sind auf diese Weise simtliche Lingeninderungen ermittelt, so kénnen in der
gleichen Art wie friiher bei der Beriicksichtigung von Temperaturinderungen die
Belastungsglieder It aus diesen Lédngendnderungen berechnet werden. Unter Ver-
wendung derselben Gleichungstabelle, aus welcher die ersten Momente bestimmt
worden sind, ergeben sich nun durch Auswerten des neuen Belastungsfalles die
Zusatzmomente, die durch die Forméinderung infolge der Stablingskrifte verursacht
werden. Fiigt man die so erhaltenen Werte zu den zuerst ermittelten hinzu, so er-
geben sich angenihert die gesuchten endgiiltigen Werte. Auf eine Wiederholung
dieser Rechnung unter Beriicksichtigung der neuen Langskrifte zur Verbesserung
der Krgebnisse kann wegen des geringfiigigen Einflusses in der Regel verzichtet
werden.

3. Wirkung der Stiitzen- und Auflagerverschiebungen.

Wenn ein Tragwerk den auftretenden Stiitzensenkungen oder Auflagerverschie-
bungen einen inneren Widerstand entgegensetzt, so werden sich Forménderungen
einstellen, die im Tragwerk Spannungen erzeugen. Die unter diesem EinfluB ent-
stehenden Momente sind in dhnlicher Weise zu ermitteln wie bei einer Temperatur-
wirkung, wo diese Stiitzen- und Auflagerverschiebungen durch Lingenianderungen
in den einzelnen Stiben hervorgerufen werden. Es hiingt auch hier von der Be-

8
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schaffenheit des Tragwerkes ab, ob die durch Auflagerverschiebungen bewirkten
iibrigen Knotenverschiebungen aus geometrischen Beziehungen, also aus Ver-
schiebungsplinen allein bestimmt werden kénnen. Ist dies der Fall, so brauchen
wiederum nur die Knotengleichungen aufgestellt und aufgelost werden. Dies trifft
bei vielen symmetrischen Tragwerken zu, wenn auch die Auflagersenkungen sym-
metrisch erfolgen (Abb. 227, 228, 229). In der Regel wird jedoch mit solchen Fillen

.0  ®, @
= —— | \*’N\ <,
y ; y
:'
i
o @ 1 © els @]
Abb. 227, Abb. 228. Abb: 229.

Abb. 227 bis 229. Symmetrische Stiitzensenkungen bei Rahmentragwerken.

zu rechnen sein, wo zur Bestimmung der Unbekannten auch Verschiebungs-
gleichungen herangezogen werden miissen. Es konnen aber stets beliebig viele
Stiitzensenkungen gleichzeitig in Rechnung gesetzt werden.

Die GroBle der Stiitzensenkungen mull naturgemil als bekannt vorausgesetzt
werden. Es wird freilich in den meisten Fillen sehr schwierig sein, namentlich wenn
es sich um Fundamentsetzungen handelt, auch nur annihernd richtige Annahmen
zu treffen. Einfacher ist diese Aufgabe, wenn etwa nur die Zusammendriickung von
schlanken Stiitzen (z. B. bei Pendelstiitzen) zu beriicksichtigen ist, oder wenn ein
Tragwerk aus Eisenbeton zum Teil auf einer Stahlkonstruktion aufgesetzt ist. In
solchen Fillen kann die Senkung der Stiitzen aus dem HooxEmschen Gesetz fiir
bekannte Auflagerkréifte ermittelt werden. Die Aufgabe unterscheidet sich dann
aber nicht mehr von der in dem vorhergehenden Kapitel behandelten und es gilt
daher die dort angestellte Betrachtung auch hier.

Funfter Abschnitt.

Der Durchlauftréiger mit verédnderlichen
Stabquerschnitten unter Beriicksichtigung
aller Sonderfille.

I. Allgemeines.

Die Behandlung dieser Tragwerksform, die eine iiberaus grofle Rolle im ge-
samten Bauwesen spielt, bietet an sich keine besonderen Schwierigkeiten. Sie stellt
eigentlich nur einen Sonderfall eines Rahmentragwerkes vor, dessen Knotenpunkte
sich bei den Stiitzen befinden. Unter der Voraussetzung, daf} keine Stiitzen-
senkungen auftreten, konnen die durchlaufenden Tréger als ,,unverschiebliche* Trag-
werke in dem Sinne aufgefallt werden, wie sie im ersten Abschnitt, ITI bzw. im
zweiten Abschnitt, V1 ausfiihrlich besprochen worden sind. Es ergeben sich also
keine Stabdrehwinkel, so daB wiederum nur Kwnotengleichungen aufzustellen sind.
Thre Anzahl ist allgemein gleich der Zahl der Stiitzen. Da aber die Drehwinkel der
Endauflager sehr einfach als Funktion der benachbarten Knotendrehwinkel aus-
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gedriickt werden kénnen, so verbleiben nur noch so viele Gleichungen, als Innen-
stiitzen vorhanden sind.

Ein Durchlauftriger mit Stiitzensenkungen stellt hingegen ein ,,verschiebliches‘
Tragwerk vor. Wenn aber die Verschiebungen von vornherein zahlenmiBig be-
kannt sind, so lassen sich daraus auch die Stabdrehwinkel sofort unabhingig
von den Knotendrehwinkeln bestimmen. Es wéren daher auch in diesem Falle
nur Knotengleichungen aufzustellen, deren Anzahl wieder auf die Zahl der Innen-
stiitzen beschrinkt werden koénnte.

Die Berechnung kénnte also allgemein in der Weise erfolgen, dal die Knoten-
drehwinkel als Unbekannte gewiblt werden, nach deren Ermittlung die Berechnung
der gesuchten Stiitzenmomente aus den bekannten Formeln fiir die Stabendmomente
durchzufiihren wire. Dieses Verfahren wiirde hier aber keine Vorteile bieten. HEs
ist hingegen zweckméBiger, sofort die Stiitzenmomente als Unbekannte der Rechnung
zu benutzen. Es ergibt sich damit eine Gruppe von Gleichungen, die unter der Be-
zeichnung ,,Dreimomentengleichungen* bekannt sind. Darin treten in der Regel
nur so viele unbekannte Momente auf, als Mittelstiitzen vorhanden sind. Im iibrigen
zeigt die Gleichungstabelle der ,,Dreimomentengleichungen* &uBerlich denselben
Aufbau und dieselben FEigenschaften wie jene der entsprechenden Knoten-
gleichungen. Die Auflosung des Gleichungssystems liefert aber bereits die gesuchten
Momente, weshalb der gesamte Rechnungsaufwand natiirlich wesentlich geringer
ist als bei der Wahl der Forminderungsgréfen als Unbekannte. Daher soll auch
hier bei der Besprechung des durchlaufenden Trigers den ,,Dreimomentengleichun-
gen‘ der Vorzug gegeben werden.

Nach diesen Gesichtspunkten wird nun im folgenden der Durchlauftriger
zuerst in der allgemeinsten Art behandelt, indem sowohl verschiedene Feldweiten
als auch innerhalb eines jeden Feldes beliebig verdnderliche Stabquerschnitte
(Vouten) vorausgesetzt sind. AnschlieBend daran wird auch auf die hiufig auf-
tretenden Sonderfille Riicksicht genommen.

II. Der Durchlauftriger mit beliebig veridnderlichen
Trigheitsmomenten in allen Feldern.

1. Gleichungsansitze fiir die Endtangentenwinkel der Biegelinie.
Ausgehend von den Gl. (117), in welchen die Endtangentenwinkel der Biegelinie

eines Rahmenstabes als Funktion der Stabendmomente und der dulleren Belastung
dargestellt sind, kann geschrieben werden:

EJ vy =My, — My + o)°

EJ,tg =M, xy— M, f— &,°. (293)

Die in diesen Ausdriicken auftretenden Winkelwerte beziehen sich durchwegs
auf den freiaufliegend gedachten Stab, und zwar bedeuten:

Cigevennennns den E J,-fachen Tangentenwinkel der Biegelinie im Endpunkte (1),
wenn dort ein Moment M = 4 1 angreift (Abb. 230a).

Byeve s den EJ fachen Tangentenwinkel der Biegelinie im Endpunkte (2),
wenn dort ein Moment M = + 1 angreift (Abb. 230b).

Bt den EJ,-fachen Tangentenwinkel der Biegelinie, der bei der Be-

lastung des einen Stabendes mit dem Moment M = 4 1 am anderen
Stabende auftritt (Abb. 230a, b).

0,® bzw. &0 .. die £ J fachen Endtangentenwinkel der Biegelinie am Stabende (1)
bzw. (2), infolge der duBleren Belastung (Abb. 230¢).
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Weiter sind unter M, und M, die endgiiltigen StabanschluBmomente zu ver-
stehen, wihrend J, ein beliebig zu wihlendes Vergleichstrigheitsmoment darstellt.

. mmmﬂmﬂﬂw 7
- ® Q-+ @,

1 @
@ @)
@ @ @ V4 az @ a1a (Zga @
o B
Abb. 230a. Abb. 230b. Abb. 230c.

Abb. 230 a bis c. Bestimmung der Endtangentenwinkel o, a5, 8 bzw. &%, a°.

Diese Gleichungen sollen jetzt auf den durchlaufenden Tréger angewendet
werden. Unter der Voraussetzung, daB keine Stabdrehwinkel auftreten, sind die

P~ T, 7t Endtangentenwinkel 7 nach

(4) identisch mit den entspre-

W chenden Knotendrehwinkeln.

l %:t’k”’f‘/ Man kann nun beim durch-

,_ 7 s ; Iy laufenden Trager alle Knoten-

Abb. 231. Bezeichnung der Stiitzen und Felder bei Durchlauftrigern. drehwinkel fiir die Mittel-

stitzen auf zweifache Art

durch die Endtangentenwinkel ausdriicken. Mit der Bezeichnung der Abb. 231 er-

gibt sich z. B., daB der Knotendrehwinkel ¢, als Endtangentenwinkel 7, ,_; an

der rechten Seite des Stabes (v — 1) und auch als Endtangentenwinkel 7, , ,; an

der linken Seite des Stabes(v) in Erscheinung tritt.

Durch sinngemiBe Anwendung der Ausdriicke (293) kann also mit Bezug auf

Abb. 231 fiir diese beiden Endtangentenwinkel geschrieben werden:

E‘]c(v—l) Tpon-1=Mnn_1- Opn1—Mn_1.n y 1 — 0% 1

EJc(v)Tn,n+1 = M’n,n-&-l . ocn,n-;-l—Mn-;-l,nﬁv + Ocon,n+1-
Hierin bedeuten J,#—1 bzw. J ® die Vergleichstragheitsmomente in den Feldern
(v — 1) bzw. (v).

Da nun die StabanschluBmomente links und rechts einer jeden Stiitze gleich
groB sind, so ergeben sich in den vorstehenden Gleichungen noch einige Verein-
fachungen. Es ist jedoch zu beachten, daB nach der Vorzeichenregel, welche den
hier benutzten Ausdriicken zugrunde liegt, die Momente im vorliegenden Falle
links und rechts einer jeden Stiitze mit verschiedenen Vorzeichen erscheinen. Dieser
Nachteil ist jedoch leicht zu beseitigen, wenn in den Gl. (294) jeweils nur das rechts
von jeder Stiitze gelegene Moment in Rechnung gesetzt wird. Es ergibt sich dann
auch sofort eine Ubereinstimmung mit der sonst im Fachschrifttum bei durchlaufen-
den Tragern iiblichen Vorzeichenwahl fiir die Momente. Weiter kann auch die
Bezeichnung der Stiitzenmomente vereinfacht werden, indem nur je ein Zeiger
verwendet wird, der angibt, zu welcher Stiitze das Moment gehért. Es soll also
kiinftig geschrieben werden:

Mn,n—lz_M

(294)

— My Mpsrn=—Muirnie=—Muyy

nn+l

Mn—l,n:Mn—l; Mnyn+1:Mn' (295)
Damit erscheinen die Gl. (294) in folgender Form:
1
Tpon-1 = —ETC(:D’ [— M, xnn1— *Mn—l ,31'—1 - O‘On,n—l]
1 (296)
Tnnsr = WT [‘Mn Xn,m+1 + ‘M’n+1 /3” + O‘On,n+1]'
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2. Ubergang zu den Dreimomentengleichungen.

Da die beiden Endtangentenwinkel <, ,_, und 7, ,,,, die durch die Aus-
driicke (296) festgelegt sind, sowohl der GroBe als auch der Richtung nach iber-
einstimmen miissen, so konnen diese beiden Ausdriicke gleichgesetzt werden. Man

erhalt: B, N
v— + n { n,n—1

& ﬂv
o e el I S| o T
n—1 E,Jc(,,_l) E,Jc(v—l) (O]

BI® o+l g
EJ, EJ, (297)
+ nn-1 | nni1 _

EJCD T BJ®

Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen drei aufeinanderfolgenden
Stiitzenmomenten eines Durchlauftriagers dar und man bezeichnet sie deshalb als
,»Dreimomentengleichung*.

Unmn fiir die einzelnen Beiwerte und AbsolutgréBen der Dreimomentengleichungen
bei praktischen Rechnungen stets eine giinstige GréBenordnung zu erhalten, multi-
pliziert man die allgemeine Gl. (297) mit einem geeigneten Verzerrungsfaktor z
und erhilt dann:

ﬁy—l Xy on—1 &, ﬂv
R . S _n,n—-1 ., | “n,ntl v
n—1 EJc(v_l) 2 + Jl['n EJc(v_l) 2 EJC(”) z + Mn +1 EJC(,,) 2 "}"
° a0 (297a)
I TS U Zmntl L, (),

i

VA b
EJ LD EJ®

Fiihrt man nun dhnlich wie bei der Rahmenberechnung auch in der vorstehenden
Gleichung eine vereinfachende Bezeichnung ein, so erhélt man die Dreimomenten-
gleichung in iibersichtlicher Form:

bp_ M, +d, M, +b M, ,+8,=0. (298)

Hierin bedeuten: B,_

by_l = 'ﬁ(;}i) 2= lg*y_l .2
ﬂ” (299)
y — l‘?j’”) R = ﬂ,,* . 2,
c
= [;33_—11) "zt 0;;;;%)1’ : Z]: “*n,n—l -2+ “*n,n+l'z:a’n,n—-1+ Ay pt1 (300)
c [

0 0
S = [gf'ﬁ:i;-z L z]:"‘eraz (301)
(4
Die mit * bezeichneten Gréfen stellen jeweils die wahren Winkelwerte vor
(Abb. 230a, b, ¢). Der Verzerrungsfaktor z ist beliebig wihlbar, ist aber firr das
gesamte System konstant. Man setzt am besten

z=FEJ,, (302)

worin J, ein &fter vorkommendes Trigheitsmoment oder irgendein geeigneter
runder Wert ist.

Der Beiwert d,,, der nach (300) die Summe der links und rechts von der betrach-
teten Stiitze gelegenen, z-fach verzerrten «*.Werte bedeutet, erscheint in der
Gleichungstabelle in der Diagonale, weshalb er auch hier wieder als ,,Diagonalglied«
bezeichnet werden soll.

Die Gl. (298) kann in dieser Form so oft aufgestellt werden, als Innenstiitzen
vorhanden sind. Die so erhaltene Gleichungsanzahl geniigt aber nur dann, wenn
der Trager in seinen Endstiitzen nicht fest eingespannt ist. In diesem Falle miissen
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noch zwei Bestimmungsgleichungen fiir die Einspannmomente hinzutreten. (Néheres
siehe in Kapitel IT, 5 dieses Abschnittes.)

Bei der zahlenmiBigen Berechnung von Durchlauftrigern mit Hilfe der
Dreimomentengleichungen (298) sind als Vorbereitung die Festwerte b nach (299),
die Diagonalglieder d, nach (300) firr die Mittelstiitzen und schlieBlich die Be-
lastungsglieder 8, nach (301) ebenfalls fir alle Mittelstiitzen zu bestimmen. Die
Bedeutung und Herkunft dieser Werte geht aus den angefithrten Formeln hervor.
Die darin enthaltenen Winkelwerte «, § und «® miiiten fiir Felder mit beliebig
veranderlichem Trigheitsmoment unter Zuhilfenahme des Mommschen Satzes er-
mittelt werden. Hingegen sind alle diese Werte fiir Felder mit geraden oder para-
bolischen Vouten aus den Tafeln 17 bis 28 bzw. 17a bis 24a im Dritten Teil zu ent-

nehmen. Dort sind beispielsweise die EJ -fach verzerrten Winkelwerte &;, &,, f
fiir Voutenstibe von der Lange ! = 1 angegeben. Die wahren Werte oy*, x,*, p*
fiir einen Stab mit der Linge ! ergeben sich daher wie folgt:

_ l ~ l ; l
0‘1*20‘1‘?176? Ko™* = &y —EZ; p* =p- BT, (303)
Damit erhilt man nach (299) den Stabfestwert
A

b=§ Z7 7 (304)
und nach (300) das Diagonalglied ’
_ l — l
dn =Qnn_1t+ Qnny1 = Cpn_1’ Ej;'z + Cnontr’ ch“'z' (305)

Bei der Ermittlung der Belastungsglieder ist sinngemif vorzugehen. (Vgl.

Zahlenbeispiele 23, 24.)
Die Benutzung der Hilfstafeln fiir Stibe mit ungleichen Vouten auf beiden
Seiten ist im zweiten Abschnitt, IV, 2 und V, 3 ausfuhrlich behandelt. Es gelten
dann vor allem die For-

By By Bzs Byy A3y sy gy g5 dgy In (144 d (15
L = b 7 - 7 3 w 3 mein ( ) un ( 9)‘
D) ©@ %2 % & & ® % & @ Um Irrtiimer beim Auf-
Abb. 232. Belwertskizze. stellen der Gleichungen zu

vermeiden, empfiehlt es
sich auch hier, eine Beiwertskizze anzulegen, in welcher sowohl die b-Werte als auch
die a-Werte eingetragen sind. Eine solche Beiwertskizze zeigt z. B. Abb. 232,
in welcher die b-Werte jeweils in der Stabmitte und die a-Werte an den zugehorigen
Stabenden erscheinen. An Hand dieser Skizze sind nach (300) die Diagonalglieder
der Mittelstiitzen sehr leicht zu ermitteln. So wird z. B.:

dy = @y,1 + g, 35 dy = Gy,5 + 3,4 USW.

3. Beschreibung des Rechnungsganges.

Der Gang der Berechnung ist im wesentlichen derselbe wie bei den Rahmen-
tragwerken, wo die ForminderungsgroBen als Unbekannte auftreten. Er 1aBt sich
in folgende Abschnitte zusammenfassen:

1. Feststellung der Tragwerksabmessungen, also der Stablingen, Querschnitts-
grofen, Voutenldngen und Trigheitsmomente.

2. Ermittlung der Winkelwerte « und f§ (bei Vouten unter Benutzung der
Tafeln 17 bis 20 bzw. 17a bis 20a des Dritten Teiles) und der Stabfestwerte a
und b nach (299) und (300).

3. Herstellung der Beiwertskizze und Berechnung der Diagonalglieder d nach (300).
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4. Ermittlung der Winkelwerte «® (bei Vouten unter Benutzung der Zahlen-
tafeln 21 bis 28 oder der Kurventafeln 21a bis 24a des Dritten Teiles) und der

Belastungsglieder S, nach (301).
5. Tabellarische Aufstellung der Dreimomentengleichungen nach (298) und

deren Auflésung.

(Siehe auch Zahlenbeispiele 22 bis 24.)

Es ist natiirlich auch hier vorteilhaft, simtliche in Betracht kommenden Be-
lastungsfalle in einer einzigen Gleichungstabelle zu vereinigen und gemeinsam zu
behandeln.

4. Tabellarische Aufstellung der Dreimomentengleichungen
fiir einen Fiinffeldbalken.

Der Trager hitte die in Abb. 233a ersichtliche Form. In Abb. 233Db ist die
zugehdrige Beiwertskizze dargestellt. Durch Wiederholte Anwendung des Gleichungs—
ansatzes (298) konnen die 2 P
den vier Innenstiitzen ent-
sprechenden Dreimomen- _tD % W

tengleichungen tabellarisch

angeschrieben werden (siehe Abb. 233a.
Gleichungstabelle 19). In 2y, dz5 235 gy dys dys Zgv 5
£ -~ A & 3
den letzten Spalten er- 6 ) % ® 2 ® % @ ®
scheinen die Belastungs- PA s y s
glieder fiir die verschiede- 52 G S %
nen Belastungsfille, die Abb, 233D,
zur Unterscheidung mit B, Abb. 2332 und b. Fiinffeldbalken mit Beiwertskizze.

By ... usw. bezeichnet sind.
Gleichungstabelle 19.

5. Der Durchlauftréger
mit eingespannten Enden. ! M | M s | Bi | B usw
A. Gleichungsansitze. M% | ‘ Sz(i{‘ S0 —
Der Unterschied gegen- M ds by 8D |80 | —
iber dem soeben behandelten M, ’ d | b |8® EI’TJ -
Fall, wo eine freie Lagerung - oM | < @D !
in den Endstiitzen vorausge- M, | b ds |85 18 | —

setzt worden ist, besteht ledig-
lich darin, daB hier zwei Gleichungen mehr aufgestellt werden miissen, weil auch
die Einspannmomente in den Endstiitzen gemeinsam mit den iibrigen Stiitzen-

gﬂ-zz g az; dz3- 5'4; Angn-1  3ngnz @n-tn dnpery,
x

@ 7 @ 52 @ /E-z”) brz ) /,ZA_,) D s 7’5

Z % Zn 2

5 Sz St Sn

Abb. 234. Beiwertskizze.

momenten zu bestimmen sind. Zur Aufstellung dieser neu hinzutretenden Glei-
chungen kann wiederum die al]gemelne Form-(298) sinngemiB Verwendung finden.
Fir dle linke Stiitze wiirde sie mit den Bezeichnungen der Abb. 234 lauten:

dy My + b, M, + 8 =0, (306)

d. h. es entfallt hier das Glied b,_, M, _,, weil links von der betrachteten Stiitze
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tiberhaupt kein Feld vorhanden ist. Das zugehorige Diagonalglied vereinfacht sich
in diesem Falle nach (300) zu

o
R TR R (307)
[
ebenso das Belastungsglied nach (301) zu
0
S, = ;;-(17 2= ad* .z (308)
4

Bei voller Einspannung der rechten Endstiitze lautet die Gl. (298) fiir diese Stiitze
mit den Bezeichnungen der Abb. 234

by_y M,y +dy M, 48, =0. (309)

Hier verschwindet das Glied b, M, , ;, weil rechts von der betrachteten Stiitze kein
Feld mehr vorhanden ist. Das zugeordnete Diagonalglied ergibt sich daher mit

. Znm—-1 % e
dn—E]c(v_l) 2=a%, 1.2y (310)

und das Belastungsglied mit

a0
— E'T;(L:‘ll) cz=ad%, Lz (311)
[4

n

Bei der Beurteilung des Umfanges der Rechnung muf hier in Betracht gezogen
werden, dafl so viele Gleichungen gemeinsam aufzulésen sind, als insgesamt
Stiitzen vorkommen. Wiirde man in einem solchen Falle den Durchlauftriger wie
ein Rahmentragwerk mit Forméinderungsgréflen als Unbekannte berechnen, so
wiirden sich zwei Gleichungen weniger ergeben. Allerdings miilten dann die
gesuchten Momente nach Auflosung des Gleichungssystems noch aus den
bekannten Formeln ermittelt werden. Dennoch bietet fiir die Berechnung des
durchlaufenden Trigers mit eingespannten Enden auch das Drehwinkelverfahren
beachtenswerte Vorteile.

B. Tabellarische Aufstellung der Dreimomentengleichungen fiir einen
Fiinffeldbalken mit eingespannten Enden.

2_&1/: 2y 2z A3z dgs 43 45 A5 255 a5y, 4 1-]X3bb. 235k zeigt
& o N B A & 2T 13 ie Beiwertskizze, in
%D, % % % % g welcher also auch
& 52 % S S % fir die Endstiitzen
Abb. 235, Beiwertskizze. die entsprechenden

Werte  eingetragen

Gleichungstabelle 20. sind. Damit kann die

M, | M, | M, | M, | M, | M, B tabellarlsche_ Aufstel-

‘ ‘ lung der Dreimomen-

M, | 4 by ) | 8y tengleichungen vor-
M, & b d, b, f | S, genommen  werden

- f - ; -—  (siehe Gleichungsta-
M, \j,, b ds ‘ by ’ [ S, belle 20). Die erste
M, J by | d, ( by [ S, und letzte Gleichung

I - 7 ¢ in der Tabelle ergibt

M b | 4 ,j,,bs S sich unter Benutzung
M, | | b dy | S von (306) bzw. (309).
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6. Der Durchlauftriiger mit auskragenden Enden.

Der Einflul der belasteten Kragarme kommt in der Gleichungstabelle fiir die
zweite und vorletzte Stiitze zur Geltung, und zwar nur in den Belastungsgliedern.
Wendet man die allgemeine Gl. (298) auf die zweite Stiitze des Durchlauftrigers
(Abb. 236) an, so erhdlt man

by My + dy M, + b, My + S, = 0. (312)

Nun ist das Moment M, von vornherein bekannt, da es gleich ist dem Moment M,
des Kragarmes. Also kann gesetzt werden:

My = My,

Es ist somit das erste Glied der Gl. (312) zahlenmiBig bestimmt und kann mit
dem ebenfalls zahlenméBig

gegebenen Belastungsglied MMy, Mmrf%,,‘
8, vereinigt werden. Damit m b B b oA o ) " ()
erhilt man ein neues Be-

lastungsgh'e d Abb. 236. Beiwertskizze.

Sy =8y + by . My, (313)

und die Gleichung fiir die zweite Stiitze lautet dann

dy M, + by M, -+ S, = 0. (314)

Ahnlich ergibt sich fiir die vorletzte Stiitze n

by M, ,+d, M, + 8, =0, (315)

bei
wobel Su' =8, +b,. M, . (316)
Die &uBere Form der Gleichungstabelle hat also fiir den Durchlauftriger mit

Kragarmen dasselbe Aussehen wie fiir einen solchen okhne Kragarme.

III. Sonderfiille.

In den bisherigen Ausfithrungen wurde allgemein angenommen, dafl die Quer-
schnitte des Durchlauftrigers entweder beliebig verinderlich sind oder daB
bei den Stiitzen sog. Vouten als Auflagerverstirkungen vorkommen. Da nun
sdémtliche Zahlentafeln, die zur Ermittlung der Beiwerte und Belastungsglieder
fiir Stabe mit verschiedenen Voutenformen im Dritten Teil zur Verfiigung stehen,
stets auch den Sonderfall ,,Stdbe ohne Vouten (d. h. » = 1 oder A = 0) enthalten,
so sind natiirlich die bisher angegebenen Gleichungen unter Benutzung dieser
Hilfstafeln auch dann vorteilhaft zu verwenden, wenn die zu behandelnden Durch-
lauftrager gleichzeitig Felder mit und ohne Vouten aufweisen.

Es wiirde sich also eriibrigen, auf einzelne Sonderfille niher einzugehen. Sie
sollen aber trotzdem in den folgenden Kapiteln der Reihe nach zur Sprache kommen,
um den genaven Zusammenhang zwischen der allgemeinen Form der Drei-
momentengleichungen (298) und den fir die verschiedenen Sonderfille im Fach-
schrifttum gebriuchlichen Gleichungsformen, welche verhéltnismiBig haufig Ver-
wendung finden, zu zeigen.
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1. Der Durchlauftriger mit feldweise verschiedenen, innerhalb der Felder

jedoch konstanten Trigheitsmomenten.

Die in Gl. (297) auftretenden £ J,-fach verzerrten Winkelwerte o und g kénnen fiir
Stibe mit konstanten Tragheitsmomenten J =1 bzw. J® nach dem bekannten
Satz von MoHR als Auflagerdriicke der in Abb.237 b angedeuteten M -Flichen sehr

L{#r
g Jm r Vi
= v e — g = e < .
(;1,*—// % ) (n+1) (nr1) Jf” " {IL}AQ (Tt
L L | e
Z;,_] ill 7 7
“yr vy
Abb. 237a. Bezeichnungen. Abb. 237b.

einfach bestimmt werden, und zwar ergeben sich:

lv—l Z—1
Xp,n—1 — — 3 5 ﬂi‘—lz "6

z l
Xnon+1 :é’; ﬂv :%'

(317)

Fithrt man nun die vorstehenden Ausdriicke fir &« und f in die allgemeine
Gl. (297) ein, so erhilt man, wenn der als konstant angenommene Wert E

fortgelassen wird, die Gleichungsform fiir eine Stiitze (n) (siche Abb. 237a)

l,_ l, A
Moy~ J(" 1) + 2, (J(" -1) -+ J(v) > + M1 gy J® +
60"nn 1 60‘°n,n+1 _

+ g1 + O 0

(318)

Die Werte «0 sind fiir Stibe mit unverinderlichen Querschnitten mit Hilfe der
in den Tafeln 2 bis 4 fiir verschiedene Belastungsfille angegebenen Formeln zu
berechnen. Fiir Einzellasten konnen auch die EinfluBlinien auf Tafel 4 benutzt

werden.

Der Zusammenhang zwischen den Werten &® und IR auf den Tafeln 2 bis 4

geht aus den GIl. (149a) und (150a) hervor.

2. Der Durchlauftriger mit gleichen Trigheitsmomenten in allen Feldern.
Es kann also in GI. (318) J®—1 = J® gesetzt werden, und man erhilt nach

Kiirzung dieser Werte

M, L +2M, (l_+b)+M, b, +66% 1 +6a% ,0,=0.

(319)

3. Der Durchlauftriger mit gleichem Verhﬁltnis 7 in allen Feldern.

i

In diesem Falle kann man in- Gl (318) - (v 1) ~%7 setzen und es ergibt
sich nach entsprechender Vereinfachung: J
60 n.n—1 60‘07; n+1
My 4 My+ My yy +—25 4 =0 P08 =0 (320)
v—1 v




Temperatureinflissse beim Durchlauftriger. 125
4. Der Durchlauftriger mit gleichen Trigheitsmomenten und
gleichen Léngen in allen Feldern.
Unter dieser Voraussetzung kann in Gl. (318) 1, _, =1, =1, ferner J¢*~D = J®) = J
gesetzt werden und man erhilt nach Multiplikation mit {
6
Mn_l—}—4M,‘+Mn+1+7(zx°n,n_1—§—zx"n,nﬂ) =0. (321)

IV. Temperatureinfliisse beim Durchlauftriiger.
1. Aligemeines.

Da der durchlaufende Triger nur ein festes Auflager besitzt, werden die infolge
einer gleichmdfigen Temperaturinderung entstehenden gleich grofien Lingeninderun-
gen aller Fasern in keiner Weise behindert, so daB auch keine Spannungen im Triger
auftreten kénnen. Sind jedoch die Temperaturdnderungen nicht gleichmiBig iiber
die Triagerquerschnitte verteilt, so zeigt der Triger das Bestreben, sich wegen der
ungleichen Lingendnderungen der einzelnen Fasern zu kriimmen. Diese Kriimmun-
gen konnen sich aber nicht ungehindert einstellen, da die Stiitzen sowohl ein Durch-
senken als auch ein Abheben des Trédgers von den Lagern nicht zulassen, wodurch
dort Auflagerkrifte wirksam werden.

Es treten also beim Durchlauftriger infolge ungleichmiBig tiber den
Querschnitt verteilter Temperaturdnderungen sowohl Biegungsmomente als auch
Querkrifte auf.

2. Voraussetzungen.

Die Behandlung der vorliegenden Aufgabe erfolgt unter Zugrundelegung nach-
stehender Annahmen:

1. Die Querschnitte dndern sich nur von Feld zu Feld, innerhalb eines jeden
Feldes sind sie stets gleich.

2. Die Temperaturinderungen sind nur feldweise verschieden, innerhalb eines
jeden Feldes sind sie fiir alle Querschnitte gleichartig.

3. Die Temperaturdnderungen gehen innerhalb eines jeden Querschnittes so
vor sich, daB sie der Breite nach gleichméBig und der Hohe nach linear erfolgen,

4. Die Elastizitdtszahl £ ist fiir den gesamten Triger gleich grof.

3. Ermittlung der Belastungsglieder.
Nach der im ersten Punkt enthaltenen Voraussetzung gelten hier die Drei-

momentengleichungen (318), wobei das Belastungsglied in der Form

S =6 iog,n—-l o‘o'n,n+1 322

L g0 gm (322)
erscheint. Um nun dieses Belastungsglied in eine unmittelbare Beziehung zur
Temperaturdnderung selbst zu bringen, kénnen die bei der Untersuchung der
Temperaturwirkung an Rahmentragwerken angestellten Betrachtungen verwertet

werden. Es ergeben sich mit den hier gewahl- By S, 2y

ten Bezeichnungen (Abb. 238) die E"’J .-fachen w3 b [y 7%, o
Werte von «,° und «,° nach (288) fiir das Feld g g

(v—1) mit der Tragerhshe (h,_;) und der Tyes Iy

Tempera,turanderung (A t"—l) Abb. 238. Allgemeine Bezeichnungen.

. EJC™D 0. a8, 11,
Mumor = gy (323)
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und fiir das Feld (») mit der Tragerhohe A, und dem Temperaturunterschied A%,

EJ® . w.4t,.1,

pnpr=—" 2h T (323a)

Damit wird nach (322) das ,,Temperaturbelastungsglied*
Py O N 21 324
n = - hv 1 + ‘Ahv ’ ( )
wobei At =t, —t,. (325)

Sind die Trigerhohen in allen Feldern gleich, also h, = &, ,, = h, so wird

St = 2TL Aty g + 41,1 (324a)

und wenn auBerdem auch die Temperaturinderungen in benachbarten Feldern
gleich sind, so ergibt sich fir die dazwischenliegende Stiitze (n)
S3Ew.At

8yt = = (b1 + 1) (324D)

Nach Ermittlung der , Temperaturbelastungsglieder kann somit die zahlen-
méfBige Durchrechnung unter den hier zugrunde gelegten Voraussetzungen nach
der Form (318) der Dreimomentengleichungen durchgefithrt werden. (Siehe Zahlen-
beispiel 22.)

V. Der Durchlauftriger mit nachgiebigen Stiitzen.

1. Voraussetzungen.
1. Die Trigerquerschnitte sind beliebig verdnderlich.
2. Die Nachgiebigkeit kann bei beliebig vielen Stiitzen eintreten, sie kann aus
Hebungen und Senkungen bestshen.
3. Die Verschiebungen senkrecht zur Trigerachse sind so klein, dall sie nur
elastische Forménderungen im Tragwerk hervorrufen.
4. Die Senkungen bzw. Hebungen der Stiitzen sind zahlenméBig gegeben.

I ) = W 7 o ‘& 2. Ansatz fiir die Drei-

% —=Vd,) momentengleichungen.
$ In Abb.239 ist die Verfor-
L +gnf Lt I/Tﬁ;,, mung eines beliebig belasteten
______ R e < Durchlauftragers mit positi-
mM‘; ’ G Ly ven Stiitzenverschiebungen,
s 7 also Stiitzensenkungen darge-

Abb. 239. Durchlauftriger mit Stiitzensenkungen. stellt. Darin sind folgende Win-
kelwerte besonders bezeichnet :

1. Die Winkel 7,,,,, -, und 7,,,,,, welche die gemeinsame Tangente 7—T an
die Biegelinie in der verschobenen Stiitze (') mit den endgiiltigen Stabsehnen
(n')—(n"—1) und (n»') — (n’ + 1) einschlieB3t.

2. Die Stabdrehwinkel y,._; bzw. y,, also die Winkel, um welche die Stab-
sehnen im Felde (v—1) bzw. (v) durch die Stitzensenkungen gedreht wer-
den (nach der gewidhlten Vorzeichenregel entgegen dem Uhrzeigersinn positiv).

3. Der Knotendrehwinkel ¢, des Knotenpunktes n, der als Scheitelwinkel zweimal
in Erscheinung tritt, und zwar
im Felde (v — 1) Pn =Tn.n-1"YPr-1

326
und im Felde (») Pn = Tnyne1— P )
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Ersetzt man nun in (326) die Endtangentenwinkel 7 nach (296), so ergibt sich

1
Pn :EFT—T) [_Mn “n,n—l_Mﬂ—lﬂ”‘l_aO"'"_l]_wv_l
¢

1 (327)
Pn = 7E’j;(v) [(Mynnsr + Mo ﬂ” + 0‘0"’”‘*1] Y

Durch Gleichsetzen dieser beiden Ausdriicke erhdlt man nach entsprechender Ver-
einfachung und unter Annahme eines bei jedem Glied auftretenden Verzerrungs-
faktors z:

/3;:_1 “n,n— 1 o‘n,n+1 13,,
M,_, _—«EJC("‘D 2+ M, E’J;(';:l)i .z 4+ EJCT”f 2l + M, T’Jc(”) .2 +(328)
o‘on n-1 ‘xon n+1
2 ni A Lz -1 — W) .2 = 0,
EJ LD EJ” + -y
Setzt man an Stelle des nur von der Stiitzenverschiebung abhingigen Gliedes
Wo-1—p) .2 =28, (329)

und an Stelle des von der duBeren Belastung abhingigen Belastungsgliedes [vgl.
auch (301)]

o4

] *0
n,n—1 \ n,n+1 _
B o AT gy F S (329a)

so kann man die Gl. (328) dhnlich wie (298) in gekiirzter Form schreiben:

byor My +dp My+b,M, + 8, +8, =0, (330)

wobei in Ubereinstimmung mit (299) und (300) bedeuten:
ﬂv—-l

ETeD "

_ A
B Jc(")

bv—l -
(331)

v B

o‘n,n-l

_ o‘n,n +17
CEJLD

d, jugon

z + 2 =0y 4 1+ 41 (332)

Die zahlenméBige Ermittlung der Beiwerte b und d und die Wahl des Verzerrungs-
faktors z wurde bereits auf Seite 119 besprochen.

Uber die Auswertung der Formel (329) zur Ermittlung des Belastungsgliedes S,,’
infolge Nachgiebigkeit der Stiitzen ist folgendes zu sagen. Da voraussetzungs-
gemilB die Stiitzensenkungen & zahlenmiBig gegeben sind, so sind auch die Stab-
drehwinkel ¢ von vornherein bekannt, und zwar ist

6 6 5 —3&
Yoo = "_ll " und y, = 2 ntl (333)

v—1 lv

Fiihrt man diese Werte in (329) ein, so erhdlt man

6, _1—96 ) —0
8, = ( —”—r"llf—i—” +75 ”) 2. (334)

In diesem Ausdruck ist § positiv einzufiihren, wenn es sich um eine Stiitzensenkung
handelt.
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Sonderfille. Auf eine eingehende Behandlung der verschiedenen Sonderfille
kann hier verzichtet werden, da sie nichts Neues bringen. Es kénnen die in IIT,
1 bis 4 zusammengestellten Dreimomentengleichungen, die durch das Belastungs-
glied 8" sinngemiB zu erginzen sind, unmittelbar tdbernommen werden. Wird
aber der Einflul von Stiitzensenkungen allein untersucht, so entfallen die von
der dubBeren Belastung stammenden «°-Glieder und man erhilt in ausfiihrlicher
Schreibweise :

1. Fiir Durchlauftriger mit feldweise verschiedenen, innerhalb der Felder jedoch
konstanten Tragheitsmomenten [vgl. Gl. (318)]
l

M e SIS 7 = S 20 DU VAL S
n—1 61 + n\ o= T o) n+l )

[ —34 d — 9
+6E[ ”—ll " +J‘“l "} =0. (330a)
y—1 v

2. Fir Durchlauftriger mit gleichem J in allen Feldern [vgl. Gl. (319)]

)

) —0 —0

l

v

Myl + 2 M (st b) + My g1 ly+-6 B [ 1

3. Fir Durchlauftriger mit gleichem Verhiltnis i;, in allen Feldern

Je—1

J®
Mn—~1+ 4Mn+ Mn+1 +6E [(61,,_1—6") Ca—

+ (a0 5| =0. (3300

1

4. Fiir Durchlauftrager mit gleichem J und I in allen Feldern.

6EJ
Mn——1+4Mn+Mn+1+T(5n—1—‘25n+5n+1)=0- (330d)

VI. Ermittlung der EinfluBlinien fiir den Durchlauftriger.
1. Vorbemerkung.

Im dritten Abschnitt wurden zwei verschiedene Verfahren zur Bestimmung
der EinfluBlinien fiir Rahmentragwerke behandelt, die auch fiir den durchlaufenden
Trager Verwendung finden kénnen. Besonders geeignet erscheint hier das erste,
bei dem die Ermittlung der EinfluBlinien als Biegelinien am (n — 1)-fach statisch
unbestimmten Tragwerk erfolgt. Zu diesem Verfahren werden im folgenden noch
einige fiir den Durchlauftrager wichtige Betrachtungen hinzugefiigt.

2. Die M-Einfluflinien als Biegelinien am (n — 1)-fach statisch
unbestimmten Tragwerke.

A. Allgemeines.

Es bestehen beim durchlaufenden Tréger zunichst zwei Moglichkeiten zur
rechnerischen Ldsung der gestellten Aufgabe.

1. Die Anwendung des Drehwinkelverfahrens.
2. Die Anwendung der Dreimomentengleichungen.

Uber den ersten Fall ist nichts Neues zu sagen, die Behandlung erfolgt in der-
selben Art wie dies fiir Rahmentragwerke ausfiihrlich erliutert worden ist. Wesent-
lich anders gestaltet sich hingegen die Benutzung der Dreimomentengleichungen,



M-EinfluBllinien als Biegelinien am (n — 1)-fach statisch unbestimmten Tragwerke. 129

die bei Durchlauftrigern mit frei oder gelenkig gelagerten Enden verschiedene
Vorteile mit sich bringt. Durch die Einschaltung des Gelenkes iiber einer Stiitze
ergeben sich zwei voneinander unabhingige, einfachere Tragwerke, wobei fiir jedes
immer nur so viele unbekannte Momente zu ermitteln sind, als jeweils Zwischen-
stiitzen iibrig bleiben. So wird z. B. der Zweifeldbalken in Abb. 240 durch Ein-
schaltung eines Gelenkes in zwei freiaufliegende Triger zerlegt und der Dreifeld-
balken der Abb. 241 fiir die Ermittlung der M,-Einflullinie in einen freiaufliegenden
Triager und einen Zweifeldbalken. Weiter wird der Vierfeldbalken der Abb. 242
fir die Ermittlung der M,-Ein-
fluBBlinie in einen freiaufliegenden
Triger und in einen Dreifeld- = Y.V, 2
balken gespalten (Abb. 242a) und ® @ ®

M=1 M=1

fiir die Bestimmung der M,-Ein- M1 M-1
fluBlinie in zwei Zweifeldbalken gl e
(Abb. 242Db). ® 6lo) ®
Die zahlenmiBige Durch- Abb. 240,
rechnung dieser ,,ideellen Be- M1 M=1
lastungsfille geschieht zunichst Vd x\ -
nach den in diesem Abschnitte o \ >/ o) ®

angegebenen Gleichungen. Sind
auf diese Weise die Momente be-
stimmt, so folgt der zweite Teil der
Rechnung, nimlich die Ermitt-
lung der Biegelinien fiir die einzel-
nen ideellen Belastungsfille und

x 3 Z 3 A
der zugehorigen Drehwinkel ¢, @ M-\7®/ .y @ ® ®
und ¢, der Gelenkquerschnitte. Eﬂmﬂl EHII _

Davon soll in den néichsten & o0 b @E @
Kapiteln die Rede sein. @Abb oo
. a.

B. Ermittlung der Biegelinien
aus den Momentenlinien.
Diese Aufgabe kann in der

bekannten Weise mit Hilfe des

Momnrschen Satzes gelost werden,

indem man die entsprechend

verzerrten M-Flichen als Be- Abb. 242b.
lastung in Rechnung stellt. Diese 1) 54 1ig 249. Ermittung der M-Einflublinien durch Gelenk-
Art ist aber ziemlich zeitrau- einschaltung,

bend und kann bei durchlaufen-
den Trigern mit geraden oder parabolischen Vouten mit Hilfe der Zahlen- und
Kurventafeln des Dritten Teiles durch ein rascheres Verfahren ersetzt werden.

Die Aufgabe besteht darin, fiir einen Stab mit gegebenem M-Verlauf die zu-
gehorige Biegelinie zu ermitteln. Dieser M-Verlauf kann nach Abb. 243 durch zwei
dreieckférmige M-Flichen ersetzt werden. Die Ordinaten der Biegelinien fiir jede
dieser beiden Teilbelastungsflichen kénnen nach dem Proportionalititsgesetz aus
den Biegelinienordinaten 7, bzw. 7, fiir M == 1 bestimmt werden, die fiir verschie-
dene Stabformen mit ! =1 in den Zahlentafeln 25 bis 28 enthalten sind. Denn
die in diesen Tafeln dargestellten EinfluBlinien fir die Endtangentenwinkel
o® bzw. &, sind nichts anderes als Biegelinien des freiaufliegenden Trigers
von der Linge ! =1, wenn abwechselnd an beiden Stabenden ein Moment
M =1 angreift.

Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl, 9
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Es ergeben sich also allgemein unter Benutzung dieser Hilfstafeln die-wahren
Werte y,* der Biegelinienordinaten in einem Trigerfeld (i) von der Lénge I, durch
einfache Uberlagerung der den beiden M-Dreiecken zugeordneten Beitrige, also

2

L
y* =My .ny+ M, .7m) EIO(T) (335)

Wird M, oder M, gleich Null, was bei der ersten und letzten Stiitze des durch-
laufenden Trigers gewdhnlich der Fall ist, so verschwindet fiir diese Felder im Aus-
druck (335) das entsprechende M-Glied. Die Vorzeichen von M,, und M, sind in der

iiblichen Art anzunehmen, also positiv, wenn das Moment

My

unten Zug erzeugt, und negativ, wenn es oben Zug erzeugt.
@ e @ Um nun die wahren Werte der gesuchten M-Ein-
" L ﬂm”n fluBlinienordinaten #;; zu erhalten, sind die aus (335)

Wﬂﬂm zu bestimmenden Biegelinienordinaten aber noch nach
@ (235) durch den Offnungswinkel y der Gelenkquer-

schnitte zu dividieren. Uber die zahlenméaBige Ermitt-

)

H=1

(@

),

i3 /g/@ lung dieses Wertes y bei Trigern mit geraden oder para-
7

\bb. 245 bolischen Vouten ist im néchsten Kapitel die Rede.

C. Bestimmung des Verdrehungswinkels ¥ der Gelenkquerschnitte.
Nach (236) ist Y =@ — . (336)

Hierin bedeuten ¢, die Verdrehung des rechten und ¢, die des linken Gelenkquer-
schnittes. Bei durchlaufenden Triigern mit unnachgiebigen Stiitzen werden infolge
der im Gelenk angebrachten gleich grolen, aber entgegengeseizt gerichteten Momente
die beiden Drehwinkel ¢, und ¢,
stets entgegengesetztes Vorzeichen
& ) e aufweisen, was bei den frither be-

@ @ handelten Tragwerken mit wver-
_ 7 G schieblichen Knotenpunkten nicht
% p immer der Fall sein mu3. Es kann
also hier im weiteren Verlaufe der
Rechnung der Wert y, der den
Offnungswinkel im Gelenk dar-
stellt, der Einfachheit halber als die
' Summe der absoluten Werte ||
u rﬁ'l,-f/) und |g,| aufgefallt werden, ohne
auf ibr Vorzeichen noch besonders
achten zu miissen. Es kann somit
Abb. 245a. geschrieben werden:

y =l + o] (336a)

Die Werte ¢, und ¢,, welche mit
den Auflagerdrehwinkeln bzw. End-

’-1

I=1
Abb. 244a. Abb. 244Db.

”n,n‘r"‘ My nsr=t

ﬂr) y n+1) tangentenwinkeln links und rechts
AR 7 e Zy 4R vom Gelenk identisch sind, kénnten
Abb. 245b. wieder nach MonRr als Auflager-

driicke der entsprechend verzerrten
M-Flichen ermittelt werden. Fiir Stibe mit geraden und parabolischen Vouten
gibt es aber auch hier einen einfacheren Weg, indem wieder die Hilfstafeln des
Dritten Teiles herangezogen werden.
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In den Tafeln 17 bis 20 bzw. 17a bis 20a sind die Auflagerdrehwinkel &
und g fir einen freiaufliegenden Triger von der Linge I =1 infolge eines am
Trigerende angreifenden Momentes M = 1 enthalten. Die diesen Tafeln zugrunde
liegenden Bezeichnungen sind in den Abb. 244a, b schematisch dargestellt.

Nun kénnen z. B. die in der Abb. 245a gegebenen M -Flichen in beiden Feldern
durch je zwei einfache Dreieckflichen ersetzt werden, von welchen stets eine positiv
und eine negativ erscheint (Abb. 245b). Durch Anwendung des Proportionalitits-

gesetzes lassen sich somit aus den zahlenmiBig gegebenen x- und f-Werten die ge-
suchten wahren Winkelwerte ¢;* und ¢,* fiir Stédbe mit verschiedenen Voutenformen
leicht ermitteln. Es werden also mit den Bezeichnungen der Abb. 244a, b bzw.
245a, b

_ > l,_
(pl* :(p*n,n—l = (Mn.n—l Kpp—17 Mn—l.n 'ﬂv—l)’EJcT{_l)‘
oder, da M, ,_, =1
(p*n.n-—lz(&n,n—l n 1.n- ﬂv—l)"é:] -1) (337)
Ferner
_ Il
P =0 nni1=Mnns1-Fnns1— Mpirn- ﬂv) BJ, )
oder, da M, , ., =1,
_ — L,
(p*n.n+1:(o‘n,n+1_Mn+1,n-ﬂv)W' (337a)

Man erhilt also unter Anwendung von (337) und (337a) den wahren Wert des
Offnungswinkels
V= J‘P*n,n—1| + |<P*n,n+1|
bzw.
1

_ =5 v -1
}/* :f (‘Xn,n—l - Mn—l,n 'ﬂ"“‘l) Tc(;:ﬁ +
lv

Jc(v) )
Bezeichnet man der Einfachheit halber den Klammerausdruck, der den E-fachen
Wert von y* bedeutet, mit y, so kann auch geschrieben werden

] (338)
+ (&n.n+1_Mn+1,n /31')

P =1 (338a)

Die endgiiltigen Ordinaten #y® der M-EinfluBlinienzweige in irgendeinem
Trigerfeld (i) ergeben sich schlieBlich nach (235) unter Beachtung von (335) mit
yi* L? E

nu® = o =(M,n + Mnﬁz)W -y

oder

i2
70"

In der zahlenmiBigen Berechnung der vorstehenden Ausdriicke ergibt sich
noch eine kleine Vereinfachung, wenn J, in allen Feldern des Durchlauftrigers

gleich grof} ist. Es kann dann in (338) J -1 = J ) = J, gesetzt werden, so daB
die Beziehung (338a) auch in der Form

V=g (340)

R 1
Ny = v (M, ny + My, 1) (339)

g*
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geschrieben werden kann, worin aber

Y= (&n,n—l_lwn~1,n . 31,—1) lv—l + ((}n.n-u —Mn+1,n -Bv) lv (341)

zu setzen ist. Damit ergeben sich dann die gesuchten EinfluBlinienordinaten #/®
fir irgendein Tragerfeld (¢)

. * 1
m® =Y = L My - M) U2, (342)

Sechster Abschnitt.

Zweckméflige Auflosungsverfahren fiir lineare
Gleichungssysteme.

Abgekiirzte Eliminationsverfahren.
1. Allgemeines.

Die Auflésung eines Systems linearer Gleichungen spielt bei der rechnerischen
Behandlung statisch unbestimmter Tragwerke eine wichtige Rolle. Es herrschen
aber iiber den erforderlichen Zeitaufwand zur Aufldsung einer Gleichungsgruppe
vielfach noch recht irrige Anschauungen, und zwar vor allem in dem- Sinne, dal}
die damit verbundene Arbeit weit iberschétzt wird.

Es ist hier besonders hervorzuheben, daB die Gleichungssysteme, die sich nach
dem Drehwinkelverfahren ergeben, im allgemeinen einen fiir die Auflésung sehr
giinstigen Aufbau zeigen, da die Diagonalglieder zahlenméifig gegeniiber allen
iibrigen Gliedern in der Regel bedeutend {iberwiegen. Man erzielt in diesem
Falle selbst bei Verwendung des gewohnlichen Rechenschiebers hinreichend genaue
Ergebnisse.

Von den gebrauchlichen Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme
bietet das aus der Ausgleichsrechnung der Geodisie! bekannte ,,Gavsssche Eli-
minationsverfahren*, namentlich bei Anwendung der abgekiirzten Form, die

meisten Vorteile, so daf3 diesem auch hier der Vor-

(1) (r)  zug gegeben wird.
‘(5} Dags Wesen der hier zu besprechenden abgekiirzten
et Verfahren 1aBt sich am besten durch folgende Uber-
(6) ) legungen veranschaulichen. Wire z.B. ein System
( —_ von fiinf Gleichungen mit den Unbekannten X, bis
(9 T X, gegeben, so kénnte man im Wege der Elimina-
o0 an tion zunichst aus simtlichen Gleichungen die Unbe-
o R kannte X, beseitigen und erhielte so ein System von
) - vier Gleichungen mit den Unbekannten X, bis X,
() _— In derselben Art kann man aus diesen wier Gleichun-
) = (7) gen X, eliminieren und erhélt so eine weitere Gruppe
Abb. 246. Schems des gewdhnlichen ~ VOI drei Gleichungen mit den Unbekannten X, bis X ;.
Aufldsungsvorganges. Setzt man diesen Weg fort, so gelangt man in der letzten

Rechenstufe zu einer Gleichung mit esner Unbekannten.

Dieser Vorgang ist in Abb. 246, wo die gegebenen fiinf Gleichungen und auch
die Gleichungen der einzelnen Rechenstufen durch einfache Striche angedeutet sind,
schematisch dargestellt. Die erste Gleichung jeder Gruppe ist durch einen starken

1HW. JorDAN: Handbuch der Vermessungskunde, 7. Aufl.,, Bd. 1. Stuttgart, 1920.
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Strich besonders hervorgehoben und mit einer rémischen Ziffer versehen. Aus diesen
Gleichungen (I) bis (V), die als Hauptgleichungen bezeichnet werden sollen, kann
man sodann riickldufig, bei (V) beginnend, die einzelnen Unbekannten ermitteln.
Bei den abgekiirzten Eliminationsverfahren verzichtet man nun darauf, simtliche
Gleichungen jeder Rechenstufe anzuschreiben, und stellt jeweils nur die ,,Haupt-
gleichungen auf.

Zur zahlenmiBigen Durchfiihrung der Berechnung eignet sich besonders die
Tabellenform. Es sollen darin alle Rechenoperationen enthalten sein, so daff auBer-
halb derselben keine besonderen Nebenrechnungen zur Auflésung des gesamten
Gleichungssystems erforderlich sind. Diese Rechenvorschriften sind in der Aus-
gleichsrechnung der Geodésie schon ldngst eingebiirgert und finden in letzter Zeit
auch bei der Losung der Aufgaben der Statik immer mehr Verbreitung.

Fiir die allgemeine Darstellung des Auflosungsvorganges wurde bisher auch in
Statiklehrbiichern vorwiegend die aus der Ausgleichsrechnung der Geodésie iiber-
nommene Bezeichnungsweise nach Gauss verwendet. Da diese Art aber den
praktisch tdtigen Ingenieuren und Statikern nicht immer hinreichend geldufig ist,
wird hier eine bildmiBige Darstellung gewéhlt, bei welcher der Gang der Rechnung
einpridgsamer erscheint und auch die Reijhenfolge der einzelnen Rechenoperationen
leichter zu tiberblicken ist.

Der Grundgedanke dieser bildméBigen Darstellung der abgekiirzten Gleichungs-
auflésung, die in den Mustern I, II, III auf den Tafeln 29, 30, 31 zur Anwendung
gelangt, ist kurz folgender: An Stelle der Zahlenwerte werden einfache Zeichen
gesetzt, und zwar so, daBl in jeder Gleichung nur ein solches Zeichen vorkommt,
also z. B. in der ersten Gleichung ein[ |, in der zweiten ein (), in der dritten ein /\
usw. Um aber die Verschiedenheit der einzelnen Beiwerte in ein und derselben
Gleichung anzudeuten, werden Ziffern verwendet, die mit den Ordnungszahlen der
Unbekannten iibereinstimmen. So wird z. B. der Beiwert von X, in der ersten
Gleichung mit [4], in der zweiten Gleichung mit (4), in der dritten Gleichung mit /\
usw. bezeichnet.

2. Beschreibung der einzelnen Rechenvorschriften.
A. Muster I fiir symmetrische Gleichungssysteme.

Der Auflésungsvorgang nach dieser Rechenvorschrift ist aus der bildmiBigen
Darstellung auf der Tafel 29 unmittelbar ersichtlich. Es soll hier aber an Hand
dieser Tafel noch eine ausfiihrliche Beschreibung gegeben werden.

" In der ersten Spalte der Tabelle ist die Benennung der Gleichungen bzw. Zeilen
nach den Unbekannten durchgefiihrt, die den Diagonalgliedern D zugeordnet sind,
wilhrend auf der rechten Seite die Zeilen fortlaufend beziffert sind.

Bei der Durchfithrung der einzelnen Rechnungsstufen bleiben die Bildzeichen
der urspriinglichen Gleichungen erhalten. Die Verschiedenheit der Zahlenwerte
wird nur durch Punkte iiber den Figuren zum Ausdruck gebracht. So wird z. B.

%) % %
auf Tafel 29 zunichst die Gl. (I) der Reihe nach mit — , —,. ey —
D, T D, D

multipliziert. Demgemil ist die der ersten Umformung entsprechende Zeile (6) mi},
einem Punkte, die der zweiten Umformung entsprechende Zeile (7) mit zwe: Punkten
bezeichnet usw. Man erhélt auf diese Weise die Zeilen (6) bis (9). Wegen der Sym-
metrie des gegebenen Gleichungssystems brauchen die Zeilen (6) bis (9) nicht voll-
stdndig angeschrieben zu werden, sondern es geniigen die Glieder rechts von der
neuen Diagonale.

Die ,,Hauptgleichung® (II) ergibt sich sodann durch einfaches Summieren aller
in der ersten Spalte mit (X,) bezeichneten Gleichungen. Auch hier bleiben die
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Zeichen der urspriinglichen Gleichung fiir (X,) erhalten. Um den wertméifigen
Unterschied gegeniiber dieser Gleichung auszudriicken, ist aber die Schraffur der
Zeichen fortgelassen und statt D, und B, jetzt d, bzw. b, gesetzt [siehe Zeile (10)].

Der weitere Gang der Rechnung ist nur eine Wiederholung des bisherigen Vor-

®_ O _

ganges, und zwar wird nun die Gl (II) der Reihe nach mit — i T A T4 multi-
2 2

pliziert, was in den Zeilen (11) bis (13) durchgefiihrt ist. Alzlch hier sind die Zeilen
nicht vollstéiindig angeschrieben, sondern nur die Glieder rechts der Diagonale.

Die ,,Hauptgleichung® (III) erhdlt man durch einfaches Summieren aller in der
ersten Spalte mit (X;) bezeichneten Gleichungen. Sie ist in der Zeile (14) ange-
schrieben und enthilt dieselben Zeichen wie die urspriingliche Gleichung (X;), jedoch
ohne Schraffur.

In derselben Weise werden auch die ,,Hauptgleichungen* (IV) und (V) ermittelt,
wie aus der Tafel 29 ersichtlich ist. So kann schlieBlich die riicklaufige Ermittlung
der Unbekannten X, bis X; aus den ,,Hauptgleichungen‘* (V) bis (I) erfolgen.

AnschlieBend wird die Reihenfolge der Rechenarbeiten nach Muster I in Schlag-
worten zusammengefaf3t:

1. Anschreiben der Gleichungen ohne die Glieder links der Diagonale [siehe
Zeile (1) bis (5)].

2. Anschreiben der Umwandlungsfaktoren — %1 wobei fiir 2z, der Reihe nach
die Glieder der ,,Hauptgleichung* (I) zu setzen sind. ~*

3. Multiplikation der ,,Hauptgleichung* (I) mit diesen Faktoren [siehe Zeile (6)
bis (9)].

4. Ermittlung der ,,Hauptgleichung* (II) durch Summieren aller Gleichungen
(X,) [siehe Zeile (10)].

5. Anschreiben der Umwandlungsfaktoren — %2 wobei fiir 2z, der Reihe. nach
die Glieder der ,,Hauptgleichung* (1I) zu setzen sind. 2

6. Multiplikation der ,,Hauptgleichung® (IT) mit diesen Faktoren [siehe Zeile (11)
bis (13)].

7. Ermittlung der ,,Hauptgleichung (III) durch Summieren aller Gleichungen
(X5) [siehe Zeile (14)] usw. bis zur Aufstellung der letzten ,,Hauptgleichung“.

8. Riicklaufige Ermittlung der Unbekannten, beginnend bei der letzten ,,Haupt-
gleichung**.

(Vgl. auch Zahlenbeispiel auf Tafel 29a.)

B. Muster II fiir symmetrische Gleichungssysteme.

Diese Rechenvorschrift, die auf Tafel 30 schematisch dargestellt ist, zeigt im
Vergleich mit jener auf Tafel 29 nur eine andere Reihenfolge der einzelnen Rechen-
operationen.

Es wird hier zunichst die gegebene Gl. (1*) als ,,Hauptgleichung* (I) in un-
verinderter Form in Zeile (1) nochmals angeschrieben. Sodann wird, wieder in
unverdnderter Form, die gegebene Gl. (2*) in Zeile (2) angeschrieben und darunter

o

%

D multiplizierte ,,Hauptgleichung‘ (I) als Zeile (3). Durch Summieren

der Zeilen (23 und (3) erhilt man die ,,Hauptgleichung** (II) als Zeile (4).

Es werden hier also immer nur jene Rechenoperationen durchgefiihrt, die zur
Ermittlung der nichsten ,,Hauptgleichung* erforderlich sind. Dadurch kommen
die zu summierenden Zeilen unmittelbar untereinander zu stehen.

Zur Aufstellung der ,,Hauptgleichung* (III) schreibt man die gegebene Gl. (3*)

die mit —

unverindert als Zeile (5) an, setzt darunter die mit — multiplizierte ,,Haupt-
1
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gleichung® (I) als Zeile (6) und schlieBlich die mit —d@ multiplizierte ,,Haupt-

gleichung* (II) als Zeile (7). Die Summe der Zeilen (5) abis (7) ergibt bereits die
,,Hauptgleichung* (III) als Zeile (8). In derselben Weise ist die Ermittlung der
iibrigen ,,Hauptgleichungen* vorzunehmen, wie aus dem Auflssungsschema selbst
ersichtlich ist.

In Schlagworten liBt sich der Rechnungsgang nach Muster Il wie folgt zu-
sammenfassen :

1. Anschreiben der gegebenen Gl. (1*) bis (5*) ohne die Glieder links der Dia-

gonale.

2. Anschreiben der unverdnderten Gl. (1*) als ,,Hauptgleichung* (I) [siehe
Zeile (1)].

3. Anschreiben der gegebenen Gl. (2%) als Zeile (2). 7

4. Multiplikation der ,,Hauptgleichung® (I) mit dem Faktor — D [siehe
Zeile (3)].

5. Ermittlung der ,,Hauptgleichung* (II) durch Summieren der Zeilen (2) und
(3) [siehe Zeile (4)].

6. Anschreiben der gegebenen Gl. (3*) als Zeile (5).
7. Multiplikation der ,,Hauptgleichung” (I) mit dem Faktor — ' und der

»,Hauptgleichung* (1I) mit dem. Faktor _Zl@ [siehe Zeile (6) und (7)].

8. Ermittlung der , Hauptgleichung® (IfI) durch Summieren der Zeilen (5)
‘bis (7) [siehe Zeile (8)] usw. bis zur Aufstellung der letzten ,,Hauptgleichung*.

9. Riicklaufige Ermittlung der Unbekannten X bis X, beginnend bei der letzten
,,Hauptgleichung*‘.

(Vgl. auch Zahlenbeispiel auf Tafel 30a.)

Ein Vergleich der Tafeln 29 und 30 zeigt den Zusammenhang der beiden Rechen-
vorschriften und auch die Unterschiede in der Reihenfolge der einzelnen Rechen-
arbeiten klar auf. Fir den praktischen Gebrauch sind wohl beide Arten nahezu
gleichwertig.

C. Muster III fiir unsymmetrische Gleichungssysteme.

Der Unterschied gegeniiber der Auflésung von symmeirischen Gleichungs-
gystemen besteht nur darin, daB hier die Umrechnungsfaktoren in der zweiten
Spalte nicht einfach aus den einzelnen Gliedern der zuletzt erhaltenen ,,Haupt-
gleichungen* jeweils direkt zu entnehmen sind, sondern wegen der fehlenden Sym-
metrie gesondert ermittelt werden miissen. Aber auch dieser Vorgang kann nach
dem Muster III auf Tafel 31 vollstindig mechanisiert werden. Der dabei einzu-
haltende Vorgang ist wieder in der zweiten Spalte der Tafel ersichtlich. Die Faktoren
zur Umwandlung der ,,Hauptgleichung* (I) kénnen noch unmittelbar aus den ge-
gebenen Gleichungen iibernemmen werden. Diese Umwandlungsfaktoren haben
auch hier den gemeinsamen Nenner .D,, wihrend als Zihler der Reihe nach die
iibrigen Beiwerte von X, aus den gegebenen Gleichungen auftreten. Es ergeben
sich damit die Zeilen (6) bis (9), die aber hier wegen der Unsymmetrie des
Gleichungssystems stets vollstandig anzuschreiben sind. Die ,,Hauptgleichung* (II)
erhilt man durch einfaches Summieren aller (X,)-Gleichungen.

Die Faktoren zur Umwandlung der ,,Hauptgleichung* (II) haben wie bei der
Auflésung eines symmetrischen Gleichungssystems durchwegs den gemeinsamen

Nenner d,. Der jeweilige Zahler ergibt sich der Reihe nach mit Y (X3, 9)s P (X4, 9)s
2 (X,.,). Hierin bezieht sich der erste Zeiger auf die in der ersten Spalte an-
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gegebene Benennung der einzelnen Gleichungen, der zweite Zeiger auf die Spalte

der Unbekannten. Es bedeutet also z. B. 3/ (X,;,,) die Summe jener Glieder der
Gleichungen (X,), welche in der Spalte unter X, vorkommen.

Die ,,Hauptgleichung* (III) erhdlt man wie frither als Summe aller (X,)-
Gleichungen.

Der weitere Rechnungsgang geht dhnlich vor sich wie der bisher beschriebene.
Die Faktoren zur Umwandlung der ,,Hauptgleichung* (ITI) haben wieder durchwegs
den gleichen Nenner, und zwar dy. Die Zahler ergeben sich der Reihe nach mit

2'(X4), 2 (X5,5). Esist also wieder z. B. 3'(X; ;) die Summe jener Glieder
der Gleichungen (X;), welche in der Spalte unter X, stehen.

Die ,,Hauptgleichung* (IV) ergibt sich als Summe aller (X,)-Gleichungen.

In derselben Weise erhilt man die ,,Hauptgleichung* (V). Die Ermittlung der
einzelnen Unbekannten X; bis X; kann dann in der iiblichen Weise riickliufig aus
(V) bis (I) erfolgen.

Zusammenfassend ergibt sich somit nach Muster III fiir unsymmetrische
Gleichungssysteme folgender Rechnungsgang:

1. Anschreiben des gesamten Gleichungssystems [siehe Zeile (1) bis (5)].

2. Anschreiben der Umwandlungsfaktoren — —;—1,

1
die Beiwerte von X, aus den gegebenen Gleichungen zu setzen sind.

3. Multiplikation der ,,Hauptgleichung® (I) mit diesen Faktoren [siehe Zeile
(6) bis (9)1.

4. Ermittlung der ,,Hauptgleichung* (II) durch Summieren aller Gleichungen
(Xy):

2

5. Anschreiben der Umwandlungsfaktoren — Z— Fiir z, sind der Reihe nach

y 2

die Werte M'(X;,), ' (Xpa), S (Xs.,) zu setzen, wobei z.B. Y (X, ,) die
Summe jener Glieder der Gleichungen (X;) bedeutet, die in der Spalte X, vor-
kommen.

6. Multiplikation der ,,Hauptgleichung® (IT) mit diesen Faktoren [siche Zeile
(11) bis (13)].

7. Ermittlung der ,,Hauptgleichung (III) durch Summieren aller Gleichungen
(X;) [siehe Zeile (14)] usw. bis zur Aufstellung der letzten ,,Hauptgleichung*.

8. Riicklaufige Ermittlung der Unbekannten, beginnend bei der letzten ,,Haupt-
gleichung*.

(Vgl. auch Zahlenbeispiel auf Tafel 31a.)

wobei fiir z, der Reihe nach

Siebenter Abschnitt.

Vereinfachte Berechnung hochgradig statisch
unbestimmter Tragwerke.

I. Vorbemerkung.

Die bisher behandelten Verfahren zur Berechnung der verschiedenen Rahmen-
tragwerke bestehen in ihrer praktischen Durchfiihrung im wesentlichen aus zwes
Teilen, und zwar aus der zahlenmiBigen Aufstellung der Bedingungsgleichungen
in Form einer Gleichungstabelle und aus der Auflésung dieses Gleichungssystems.

Zur Durchfiihrung des ersten Teiles sind wohl noch gewisse Vorbereitungsarbeiten
zu leisten, die mit der Ermittlung der Stabfestwerte und der Belastungsglieder zu-
sammenhingen. Diese Arbeiten werden jedoch durch die im Dritten Teil des Buches
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enthaltenen Hilfstafeln bedeutend erleichtert und vereinfacht. Aber auch die
eigentliche Aufstellung der Gleichungstabellen bietet in der Regel keinerlei Schwierig-
keiten, da hierzu die fiir verschiedene Tragwerksgattungen ein fiir allemal abge-
leiteten, gebrauchsfertigen Mustergleichungen zur Verfiigung stehen, so daB auch
dieser Teil der Berechnung in den meisten Féllen nahezu mechanisch erfolgen kann.

Was nun den zweiten Teil der Rechenarbeiten, ndmlich die Awufldsung der
Gleichungen anbelangt, so wird man in der Regel bei Verwendung der auf Tafel 29
bis 31 angegebenen gekiirzten Eliminationsverfahren wohl am schnellsten zum
Ziel gelangen. Wird aber, wie dies bei hochgradig statisch unbestimmten Trag-
werken der Fall ist, die Zahl der Gleichungen sehr groB, so kann die Rechenarbeit
selbst bei Benutzung dieser gekiirzten Auflésungsschemen noch ziemlich umfang-
reich werden. In solchen Fillen empfiehlt es sich daher, auch Moglichkeiten in Er-
wigung zu ziehen, die eine direkte Auflosung des vorliegenden Gleichungs-
systems zu umgehen gestatten.

Die einfachste Art wire natiirlich, sofern es sich mit der Beschaffenheit des Trag-
werkes vereinbaren 146t, dieses fiir die Berechnung in mehrere Teile zu zerlegen. Auf
diese Weise wiren an Stelle des gegebenen umfangreichen Gleichungssystems
mehrere kleinere Gleichungsgruppen aufzulésen. Von einer derartigen Spaltung
kann namentlich bei Rahmentragwerken mit vollkommen festgehaltenen oder nur
wenig verschieblichen Knotenpunkten Gebrauch gemacht werden, da in solchen
Fillen die Einfliisse benachbarter Tragwerksteile in der Regel leichter abzuschitzen
sind. Hingegen ist eine solche Trennung bei stark verschieblichen Tragwerken nicht
80 leicht durchfiithrbar, weshalb bei diesen Tragwerksgattungen vereinfachende Maf-
nahmen mit einer gewissen Vorsicht zu treffen sind. In diesem Abschnitt soll
nun grundsitzlich vorausgesetzt werden, dafl sédmtliche Forménderungswerte fiir
das gesamte Tragwerk mit der fiir praktische Zwecke ausreichenden Genauigkeit
gemeinsam zu bestimmen sind.

Hier kommen zunéchst die aus der Mathematik und der Ausgleichsrechnung der
Geodisie bekannten sog. Iferationsverfahren in Betracht, die in letzter Zeit auch in
Statikerkreisen stirkere Beachtung gefunden haben und vielfach angewendet worden
sind. Es laBt sich aber in Anlehnung an diese bekannten Iterationsverfahren be-
sonders fiir die Auflosung der Rahmengleichungen durch ganz einfache MaBnahmen
eine bedeutende Beschleunigung der sonst iiblichen Berechnungsverfahren erzielen,
wie im III. Kapitel dieses Abschnittes gezeigt wird.

Vorerst soll jedoch noch ganz kurz iiber die ZweckméBigkeit und Brauchbarkeit
der gewdhnlichen Iterationsverfahren gesprochen werden.

II. Die gewdhnlichen Iterationsverfahren.
1. Allgemeines.

Die wichtigste Voraussetzung fiir eine vorteilhafte Anwendung der verschiedenen
Iterationsverfahren! ist ein giinstiger Aufbau des zu l6senden Gleichungssystems.
Je mehr die Beiwerte der Diagonalglieder zahlenméBig gegeniiber den iibrigen Bei-
werten des Gleichungssystems iiberwiegen, um so besser ist die Konvergenz, d. h.
um so weniger Rechnungswiederholungen sind erforderlich, um die wahren Werte
der Unbekannten zu ermitteln. Uberhaupt ist eine gute Konvergenz nur dann zu
erwarten, wenn in jeder Gleichung der Beiwert des Diagonalgliedes groBer ist als
die Summe der Beiwerte aller iibrigen Unbekannten derselben Gleichung.

Der Sinn aller Iterationsverfahren besteht im wesentlichen ganz einfach darin,

1 Vgl. u. a. BEYER, DOMEKE (Fullnoten S. 94 und 96), TAKABEYA, Rahmentafeln,
Berlin 1930.
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zunéchst nur ungefihre Naherungswerte fiir die Unbekannten zu beschaffen und
damit der Reihe nach aus jeder einzelnen Gleichung unter Verwendung dieser ersten
Naherungswerte die verbesserten zweiten Naherungswerte zu ermitteln. Durch
Wiederholung dieses Vorganges mit den jeweils zuletzt erhaltenen Werten kann die
Genauigkeit gesteigert werden, bis sich schlieBlich keiner der neu erhaltenen Werte
mehr dndert und diese somit als die gesuchten wahren Werte der Unbekannten an-
gesehen werden koénnen.

Der ganze Rechenvorgang kann also vollstindig mechanisiert werden. Ein nicht
entdeckter Rechenfehler wihrend des Auflésungsvorganges wirkt sich nur in der
Weise aus, daBl die Zahl der notwendigen Rechnungswiederholungen gréfer wird,
weil eben dieser Fehler, der natiirlich auch einen Teil der iibrigen Unbekannten be-
einfluflt, erst allmahlich wieder getilgt werden kann.

2. Die Anwendung der Iteration in der Baustatik.

Da mit Hilfe des Tterationsverfahrens die Auflésung eines Gleichungssystems,
sofern es einen geeigneten Aufbau zeigt, selbst bei Verwendung von sehr groben
ersten Niherungswerten moglich ist, so kann man diese auch in ganz einfacher
Weise ermitteln. Das geschieht z. B. so, daB in der ersten Gleichung alle Un-
bekannten X, bis X, vorerst gleich X," angenommen werden und daraus als erste
grobe Anniherung dieser Wert X, zahlenmiBig ermittelt wird. Ahnlich kann man
aus der zweiten Gleichung X,” ermitteln, wobei natiirlich fiir X, der bereits bekannte
Néherungswert X,” Verwendung finden kann.

Ein anderer Weg zur Gewinnung der ersten rohen Naherungswerte ist der, dall
zunichst in jeder Gleichung alle Glieder mit Ausnahme des Diagonalgliedes d,, X,
und des Absolutgliedes s,, (also des Belastungsgliedes) gestrichen werden, so daf sich
die ersten rohen Néherungswerte X' der einzelnen Unbekannten der Reihe nach aus
den willkiirlich vereinfachten Gleichungen mit

’ —38n
X, = - (343)
ergeben. Selbstverstindlich konnen diese ersten Naherungswerte auch nach irgend-
einer beliebigen anderen Art ermittelt werden, doch ist zu beachten, daB naturgemaf3
die Zahl der erforderlichen Rechnungswiederholungen um so geringer sein wird, je
genauer diese ersten Naherungswerte sind.

Wenn nun im folgenden wieder auf das Drehwinkelverfahren bezug genommen
wird, so kann man sagen, dal die fiir Tragwerke mit wnverschieblichen Knoten-
punkten aufgestellten Gleichungen wohl immer ohne besondere Schwierigkeiten
mittels Iteration gelost werden kénnen, da die Beiwerte der Diagonalglieder stets
gegeniiber jenen der iibrigen Glieder ausreichend iiberwiegen. Im Gegensatz dazu
werden aber Tragwerke mit wverschieblichen Knotenpunkten vorsichtiger zu be-
handeln sein, weil bei ihnen die Voraussetzungen fiir eine gute Konvergenz wesent-
lich ungiinstiger liegen. So wird z. B. in jenen Knotengleichungen, in welchen
y-Glieder auftreten, der Beiwert des Diagonalgliedes gegeniiber der Summe aller
iibrigen Beiwerte der Gleichung meist nicht mehr iiberwiegen. Dieselbe Erscheinung
tritt aber auch in den Verschiebungsgleichungen auf, namentlich wenn als Un-
bekannte A oder §.verwendet wird.

Um auch in solchen Gleichungssystemen eine giinstigere Konvergenz zu er-
zwingen, kénnen verschiedene Umformungen vorgenommen werden, die aber selbst
wieder eine Vermehrung der gesamten Rechenarbeit bedeuten. Man kénnte also
beispielsweise vorerst die y-Glieder bzw. A- oder §-Glieder aus dem gesamten
Gleichungssystem zum Verschwinden bringen. Dies gelingt verhiltnismiBig leicht,
wenn in jeder Verschiebungsgleichung nur je ein Glied mit ¢ bzw. 4 oder ¢ vor-
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kommt. Man kann dann der Reihe nach diese Werte aus den Verschiebungs-
gleichungen als Funktion der dort vorhandenen Knotendrehwinkel ¢ ermitteln und
damit auch in den Knotengleichungen diese die Konvergenz stérenden Glieder
eliminieren. Gleichzeitig wird damit die urspriingliche Zahl der Gleichungen um
soviel verringert, als unbekannte Stabdrehwinkel bzw. Verschiebungsgréfien zu be-
stimmen sind.

Diese Art versagt aber dort, wo in den einzelnen Verschiebungsgleichungen
mehrere - bzw. A- oder §-Glieder auftreten, wie z. B. bei unsymmetrischen, lotrecht
verschieblichen Tragwerken, die fiir das gewShnliche Iterationsverfahren weniger gut
geeignet sind

3. Vor- und Nachteile der gewshnlichen Iterationsverfahren.

Es wiire hier vor allem zu priifen, in welchen Fillen das Iterationsverfahren einer
direkten Auflésung vorzuziehen ist. Bei der Behandlung dieser Frage spielen selbst
unter der Voraussetzung einer sichergestellten Konvergenz des Iterationsverfahrens
noch zwei andere Umstéinde, die gleichzeitig in Betracht zu ziehen sind, eine wichtige
Rolle, nimlich die Anzahl der vorhandenen Gleichungen und die Anzahl der zu
behandelnden Belastungsfille. Denn es ist hier vor allem zu beachten, dafl bei Ver-
wendung der Iteration das gesamte Verfahren fiir jeden Belastungsfall getrennt und
vollstindig neu durchzufiihren ist, wihrend die direkte Aufldsung es gestattet, be-
liebig viele Lastfille gleichzeitig mitzufiihren.

Man wird nun freilich gerade bei hochgradig statisch unbestimmten Tragwerken
die rechnungsmiBig zu behandelnden Belastungsfille auf eine Mindestzahl be-
schrinken. Die Anzahl der Gleichungen, die natiirlich von der Beschaffenheit des
Tragwerkes abhingt, wird wohl in den weitaus meisten Fillen nicht mehr als 10
betragen, in Ausnahmeféllen aber auch 20 iibersteigen, hingegen nur selten gréBer
als 30 sein.

Es ist natiirlich sehr schwer, allgemeine Regeln dafiir anzugeben, wann das eine
oder andere Verfahren den Vorzug verdient, weil hier auch die persénliche Ein-
stellung des Rechners mitbestimmend ist. Um aber doch einen gewissen Anhalts-
punkt fiir die Wahl zwischen den beiden Verfahren zu haben, kénnte man auf Grund
der bisherigen Erlduterungen sagen, dafl die direkte Auflosung nach dem gekiirzten
Eliminationsverfahren in folgenden Fillen dem gewdhnlichen Iterationsverfahren
noch vorzuziehen wire:

1. Wenn nur 8 bis 10 Gleichungen vorhanden sind.

2. Wenn etwa 10 bis 15 Gleichungen mit mindestens zwe: Belastungsféllen vor-
liegen.

3. Wenn etwa 15 bis 20 Gleichungen mit mindestens dre: Belastungsfillen zu
behandeln sind.

Es wird also das gewdhnliche Iterationsverfahren nur in Ausnahmefillen dem
direkten Auflssungsverfahren ebenbiirtig oder gar iiberlegen sein. Der Grund hier-
fiir ist leicht zu finden. Vergleicht man die Anzahl aller Rechenoperationen, also
Multiplikationen, Divisionen, Additionen usw., die erforderlich sind, um beispiels-
weise ein Gleichungssystem von 5 Unbekannten nach dem Iterationsverfahren zu
16sen, mit der Anzahl aller Rechenoperationen bei Auflésung desselben Gleichungs-
systems nach dem gekiirzten Eliminationsverfahren (Tafel 29 bis 31), so ist unschwer zu
erkennen, dall bei diesem die gesamte Rechenarbeit wesentlich kleiner ist. Dazu
kommt aber noch, daB hierbei auch die Gefahr von Irrtiimern in den Vorzeichen viel
geringer ist, da in den einzelnen Zeilen stets simtliche Vorzeichen gleich oder simt-
liche Vorzeichen entgegengesetzt jenen der vorangegangenen Hauptgleichung sein
miissen und daher immer leicht zu iiberblicken und zu iiberpriifen sind. Beim
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Tterationsverfahren werden etwaige Fehler als solche wohl meist nicht entdeckt, sie
bewirken aber naturgemalB eine Verlingerung des Aufldsungsverfahrens, weil da-
durch die Anzahl der notwendigen Rechnungswiederholungen anwéchst.

IIl. Methode der yreduzierten Systeme“ mit relativer
Schiitzung der Nachbarunbekannten (Reduktionsmethode).

1. Vorbemerkung.

Die Mathematiker waren schon frithzeitig bemiiht, Mafinahmen zu finden, die
auch dort zu einer Beschleunigung der Konvergenz des gewéhnlichen Iterations-
verfahrens fithren, wo ein ungiinstiger Bau der Gleichungen vorliegt. So hat vor
allem bereits C.F. Gavuss! gezeigt, wie durch Einfiihrung von Hilfsunbekannten
dieses Ziel erreicht werden kann. Diese Verfahren beziehen sich jedoch in der Regel
ganz allgemein auf solche Gleichungssysteme, iiber deren Unbekannte weder in
bezug auf ihre GréBe, noch auf ihre Vorzeichen von vornherein eine Auskunft ge-
geben werden kann.

Nun treffen aber gerade diese erschwerenden Umsténde bei ‘den Gleichungen in
der Baustatik hiufig nicht zu. Unter Ausnutzung dieser Tatsache lassen sich fiir
verschiedene Rahmentypen auf Grund statischer Uberlegungen sowie durch ge-
schickte Verbindung des direkten Auflosungsverfahrens mit dem Iterationsverfahren
unter gleichzeitiger Anwendung einer ,relativen Schitzung’ einiger Unbekannten
oft bedeutende Abkiirzungen des gesamten Rechenaufwandes erzielen. Dieses kom-
binierte Rechenverfahren, das der Verfasser bereits in seiner Dissertation? entwickelt
hat und das gewissermafien ein abgekiirztes Iterationsverfahren darstellt, soll weiter-
hin zur besonderen Kennzeichnung seiner Eigenart kurz als ,,Reduktionsmethode‘
bezeichnet werden. Es eignet sich namentlich fiir hochgradig statisch unbestimmte
Tragwerke und soll im folgenden kurz dargelegt werden.

2. Allgemeine Erliuterung der Reduktionsmethode.

Es wire, wie in Abb. 247 schematisch angedeutet ist, irgendein umfangreiches
Gleichungssystem gegeben, in dem die Beiwerte der Diagonalglieder (=) gegeniiber
denen der iibrigen Glieder (—) iberwiegen. Wiirde man nun aus diesem Gleichungs-
system eine kleine Gruppe herausgreifen, also z. B. die Gleichungen 1 bis 5, so treten
darin natiirlich mehr Unbekannte auf, als Gleichungen vorhanden sind (Abb. 248).
Die in den Spalten 6 bis n stehenden Unbekannten X bis X, sind also iiberzéhlig
und miissen zum Verschwinden gebracht werden, wenn diese Gleichungsgruppe zur
Auflésung geeignet sein soll. Wiirde nian nun diese Glieder einfach streichen, so wiire
das gleichbedeutend einer vorldufigen Annahme von X=X, =X,=...=X, =0
bzw. der Annahme [ (Xg X, ..., X,) =0 in den Ausgangsgleichungen. Die
unter dieser willkiirlichen Voraussetzung erfolgende Auflsung der kleinen Gleichungs-
gruppe (Abb. 249) wiirde Naherungswerte fiir X, bis X; ergeben, die um so ungenauer
wiren, je grofier der durch die Streichung begangene Fehler war. Es ist wohl ohne
weiteres einleuchtend, daB es vorteilhafter sein wird, fiir die iberzdhligen Un-
bekannten in irgendeiner Form brauchbare Schitzungswerte einzufiihren, als sie
einzeln oder in- Verbindung mit ihren Beiwerten als Summe kurzerhand gleich Null
zu setzen.

Hier liegt nun der wesentliche Unterschied in der Behandlung solcher Gleichungs-

1 JorpAN: Handbuch der Vermessungskunde, I. Bd. Stuttgart 1920.
2 GurpaXN: Ein Beitrag zur Vereinfachung der Berechnung hochgradig statisch un-
bestimmter Tragwerke. HDI-Mitteilungen, Jg. 1931.
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systeme, iiber deren Unbekannte zundchst weder der Grofe noch dem Vorzeichen
nach etwas ausgesagt werden kann, und den Gleichungssystemen der Baustatik, wo
es oft sogar sehr leicht ist, wenigstens ungeféhre

Angaben zu machen. Es ist dabei aber gar [EEFTZIIIZIEE FREAL
nicht notwendig, eine Annahme iiber die ,,ab- == 1=T=1-1= —1=12%;
soluten‘‘ Werte dieser iiberzihligen Unbekann- = e Py e e = gz
ten zu treffen; es geniigt vollkommen, wenn == =1==1= —T= 5‘;
ihre Grofen im Verkdlinis zu einer der Unbe- s =1=1=[=]== —1=1%s
kannten geschétzt werden, die in der Gleichung o= === =%
verbleiben. Diese ,relative Schétzung"

hat nicht nur den Vorteil, daB sie viel leich- | =[=]=[=]=]= =[— b
ter durchfiihrbar ist, sie wirkt sich auch in (Blol=l=[=l—|— —1=15

der Bechnung selbst bedeutend giinstiger aus ;1 047 Schema eines Gleichungssystems
als eine Schitzung der ,,absoluten‘ Werte. mit den Unbekannten X, bis Xp.
Enthilt somit z.B. das hier vorliegende

Gleichungssystem Forménderungswerte, also  [GZ L] 23] Zel 25| %5 FREAN]
Drehwinkel und Verschiebungsgréfien als Un- L/ A Sl Nl il i ==

3 ] e —T=12
bekannte, so kommt es zundchst nur darauf ST=T===1=T= — =14,
an, die iiberzdhligen Unbekannten X bis X, | =1=T=1=—1= ==
ganz roh im Verhéltnis zu den Ausgangsunbe- E ol el el el S —[=14

kannten X, bis X, abzudchitzen. Zur FEr-

X . . : Abb. 248, Gleichungsgruppe aus Abb. 247.
leichterung dieser Schitzung werden spéter

fiir die haufiger auftretenden Fille einfache LR ARARARARAN
Regeln und Vorschlige angegeben werden. ==1=-1=1-1%;

Auf diese Weise gelingt es also, durch Auf- 2l—l=l—l=|=-|%
e . . Y . J | =1—|=]=1-1545
lésung einer kleinen Gleichungsgruppe bereits == ===[4
sehr gute Naherungswerte fiir die Ausgangsunbe- I=[=[=[=1=12s

kannten zu gewinnen, die eine verldBliche Grund-

lage zur Berechnung der iibrigen Unbekannten Abbf:g}'l B(ilsiiii?;lff;gg;‘r’p;b e’;:;m]f;’}]" 248
bilden. Diese werden dann der Reihe nach immer Unbekannten.

aus je einer Gleichung ermittelt, in welche die

bereits bekannten Werte einzufiihren sind, wihrend fiir die dort noch vorhandenen
iiberzéhligen Unbekannten wieder eine ,relative Schitzung* vorgenommen werden
kann. Nach jeder neu erhaltenen Unbekannten kann auch fliichtig die zu ihrer Er-
mittlung verwendete ,relative Schitzung® iiberpriift werden, um allzu grobe Ver-
sehen rechtzeitig festzustellen und zu berichtigen.

Damit ist der erste Rechnungsgang abgeschlossen. Die Verbesserung der
erhaltenen Werte ist auf verschiedene Weise zu erreichen. Entweder man geht
nun so vor, wie es beim gewo6hnlichen Iterationsverfahren iiblich ist, oder man leitet
auch den zweiten Rechnungsgang in der Weise ein, daf} zunichst wieder eine kleinere
Gleichungsgruppe fiir sich aufgelst wird. Fiir die darin vorhandenen iiberzihligen
Unbekannten kénnen entweder die Werte aus dem ersten Rechnungsgang direkt ein-
gefiihrt werden, oder aber es kann in gewissen Fillen wiederum eine ,relative
Schitzung’* zur Anwendung kommen, die mit Hilfe der bereits vorliegenden Werte
viel leichter durchzufiihren ist, als dies fiir den ersten Rechnungsgang méglich war.
Nach der gemeinsamen Ermittlung der neuen Ausgangsunbekannten kann weiterhin
wie im ersten Rechnungsgang verfahren werden. In &dhnlicher Weise wiiren sodann
eventuell erforderliche weifere Rechnungsginge durchzufiihren.

3. Statische Deutung.

In statischer Hinsicht ergibt sich fiir die in ihrem Wesen bereits erliuterte
,»»Reduktionsmethode‘ eine ganz einfache Deutung. Man denkt sich vorerst aus dem
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gegebenen Tragwerk einen kleinen Teil herausgetrennt, der kiinftig einfach als
,reduziertes System‘‘ bezeichnet werden soll. Das ist z. B. bei dem in Abb. 250
dargestellten Tragwerk veranschaulicht, wobei als ,reduziertes System‘* der stark
betonte Teil des Tragwerkes gewihlt sei, der in Abb. 251 in groBerem MaBstab ge-
sondert herausgezeichnet ist. Die Bedingungsgleichungen fiir dieses ,reduzierte
System‘ werden zunachst so angesetzt, dafl der Zusammenhang mit dem iibrigen:
Tragwerk in keiner Weise gestort wird, so daBl diese Gleichungen vorldufig noch
identisch sind mit den entsprechenden Gleichungen fiir das Gesamtsystem. Die so
erhaltene Gleichungsgruppe enthédlt jedoch mehr Unbekannte als Gleichungen. Die

iiberzéhligen Unbekannten, ndmlich die

Drehwinkel ¢g, ¢ der be-
B3 k14 z £ W 6 10> P12r P13r Pra
- l nachbarten Knotenpunkte und der Stab-
7l 17 7 & % drehwinkel 9, sind in Abb. 251 beson-
o ders vermerkt. Es wiren somit vier Aus-
— | l 27 2 2 2 ga.ngs:unbekannte, und zwar @,, @g, Pg, Y1
|, ¢ L " B gemeinsam zu bestimmen. Der Stabdreh-
— L winkel g, des anschlieBenden Stockwerkes
N P vV konnte allerdings ebensogut als Ausgangs-
77‘ 4 4 % 5 ';;72 7?3 ‘7}7"*
ol el
PV B TR 1 T ’ ”’
2 B y 5 @ ® ®
wr M 7 b 77 4 7 2
Abb. 250, Tragwerk mit ,reduziertem System‘. Abb. 251. ,,Reduziertes System* aus Abb. 250.

Ausgangsunbekannte: ¢,, ®g, @y, ¥;.

unbekannte in das ,reduzierte Gleichungssystem‘ einbezogen werden (vgl. Zah-
lenbeispiel 26).

Die vorhandenen tiberzdhligen Unbekannten sind durch Anwendung der
,relativen Schitzung’’ in bezug auf die im ,,reduzierten System‘* auftretenden Aus-
gangsunbekannten zu besgitigen. Die zahlenméBige Durchfithrung dieser Schitzung,
die allgemein sowohl von der Gestalt des Tragwerkes als auch von der Art der Be-
lastung abhingt, wird spéter noch ausfiibrlicher behandelt.

Die Auflosung des ,,reduzierten Gleichungssystems” und die anschlieBende
stufenweise Ermittlung der iibrigen Unbekannten aus je einer Gleichung des Gesamt-
systems stellt den ersten Rechnungsgang dar, dem je nach Empfindlich-
keit des Tragwerkes und der angestrebten Genauigkeit einige weitere Rechnungs-
gange folgen.

Es entsteht die Frage, nach welchen Gesichtspunkten die Wahl des ,redu-
zierten Systems‘* getroffen werden soll, um mdoglichst rasch zum Ziel zu gelangen.
Auch hier sind naturgemi Art und Belastung des zu behandelnden Tragwerkes in
erster Linie mafBigebend. Bei Tragwerken mit wnverschieblichen Knotenpunkten
werden weniger Ausgangsunbekannte erforderlich sein als bei verschieblichen Trag-
werken. Die Wahl ist jedoch in keinem Falle an bestimmte Regeln gebunden. Es
wird aber oft von Vorteil sein, das ,,reduzierte System** so zu wihlen, dal die Rand-
bedingungen des Tragwerkes mit erfalt werden, weil man auf diese Weise mit der
geringsten Anzahl von Schitzungen auskommt.

Es ist klar, daB die ,,Reduktionsmethode‘ auch dann anwendbar ist, wenn
Momente als Unbekannte in den Gleichungen auftreten, z. B. bei den Dreimomenten-
gleichungen fiir Durchlauftriger und verwandte Systeme.
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4, Anwendung der Methode bei unverschieblichen Tragwerken.

Es ist auch bei der praktischen Anwendung der ,,Reduktionsmethode® stets
zweckmiBig, vorerst die Bedingungsgleichungen fiir das gesamte Tragwerk voll-
stdndig anzuschreiben und dann die Wahl des ,reduzierten Systems* sowie die
Schétzung der in den zugehérigen Ausgangsgleichungen vorhandenen iiberzahligen
Unbekannten vorzunehmen.

A, Wahl des ,reduzierten Systems“.

Bei unverschieblichen Tragwerken wird man in der Regel von sehr einfachen
,»reduzierten Systemen‘‘ ausgehen kénnen, die nur zwes bis dre: Ausgangsunbekannte
aufweisen. Zeigt jedoch das Tragwerk stellenweise besondere UnregelmiBigkeiten
in Gestalt oder Belastung, in deren Bereich die Durchfiihrung von Schitzungen der
Unbekannten erschwert ist, so ist zu empfehlen, diesen Teil des Tragwerkes mit in
das ,,reduzierte System‘ einzubeziehen.

B. Durchfiihrung der ,relativen Schiitzung®.

Je nach der Beschaffenheit des Tragwerkes und seiner Belastung sind hier ver-
schiedene Wege gangbar. Grundsétzlich wird jedoch die Aufgabe immer darin be-
stehen, einen Knotendrehwinkel ¢, in bezug auf einen benachbarten Knotendreh-
winkel ¢, ungeféhr zu schitzen. Das kann allgemein in der Form geschehen, dal man

9, = %Py (344)
oder .

®x = T (344a)
setzt. Pn

Es soll nun zuerst gezeigt werden, wie zur Schitzung des Verhaltniswertes » aus
den einzelnen Gleichungen selbst brauchbare Ansitze gewonnen werden konnen.
Der Einfachheit wegen sei von einem regelmifig ge-
bauten Stockwerkrahmen (Abb.252) ausgegangen, dessen I e
Riegelbelastungen in benachbarten Geschossen keine
allzu krassen Unterschiede zeigen. Die Knotengleichun-
gen fiir die beiden iibereinanderliegenden Knoten = IBRIBRNRINNE Pevoresens IRRIRSEAZASH A
und 7 lauten nach (18):

dn(pn +2knz% + $n =0
%

d. ¢, —f—Zsz @+ 8 =0
i

BRRREERNANAR] anniasaa: I A

(7') INORARARNNIN sanvocanan IERIRENRNNNE A

(345)  (n) [ o T

IRAEHIRNNARRN asananans HISHISLHEATI Y

Unter den hier getroffenen Voraussetzungen werden die
Knotendrehwinkel ¢,, und ¢, in erster Linie von ihren zuge-
hérigen Knotenbelastungsgliedern s,, bzw. s, und den Kno-

AN sasssussss |

i

tensteifigkeiten d,, bzw. d, abhingig sein, wihrend die iibri- s A w
gen Gleichungsglieder in solchen Fillen von geringerer Be- Abb. 252, T nieblich
deutung sein werden. Man konnte daher fiir die Ermittlung 7 Tragwerk,

der ersten rohen Naherungswerte von g, und g, in den bei-
den Knotengleichungen (345) die Glieder 'k, ,@; und 3%, , @; streichen und

. 2
erhielte In sinngeméfBer Ubereinstimmung mit (343) die einlfachen Formeln:

—ST

P = ;djl und @, = - (346)

Diese Werte wiirden dann als vollig genau anzusehen sein, wenn die vernach-
lassigten Summenwerte ko ;@ =0 bzw. >/ k. ;9; = 0 wiren. Je mehr diese
@ i
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Werte aber von Null verschieden sind, bzw. je mehr sie im Verhiltnis zu s, bzw. s,
ins Gewicht fallen, um so weniger zutreffend wird diese Schétzung sein. Dagegen
wird das Verhéltnis d,

P LS
ﬁ = (347)
oder 7
. I S,
P G2, (348)

unter den eingangs angefiihrten Voraussetzungen mit einem weit geringeren Fehler
behaftet sein.

Der Grund hierfiir ergibt sich aus einem Vergleich der Ndherung (347) mit dem
genauen Ausdruck, den man aus (345) erhilt, nimlich

PR Sp +2kr.i Pi
Pr n i
Or _Gn, i (349)
Pn d'r Spn +2 kﬂ.i P;
[

Nach den getroffenen Annahmen werden s, und s, fiir die beiden iibereinander-
liegenden Knoten (r) und (n) ungefidhr von der gleichen Gréfflenordnung sein und

ebenso werden die Summen 2 ky.; @; und 2 k.. ; @; keine allzu groBen Unterschiede

K] %
aufweisen. Wenn also diese beiden Summenwerte im Zéhler und Nenner der Gl. (349)
gestrichen werden, wodurch dieser Ausdruck in (347) iibergeht, so dndert sich da-
durch der Wert des Bruches nur wenig. Die Schitzung nach Formel (347) bzw. (348)
wird daher in solchen Fillen in der Regel recht gut entsprechen.

Hingegen versagen diese Formeln aber dort, wo das Glied s, gleich Null oder
sehr klein gegeniiber s, ist. Es wird dann, wie iiberhaupt bei unregelméBigen Trag-
werken, zweckméBig sein, eine andere Art der Schitzung zu wihlen. Ein einfacher
Weg hierzu ist der, die zu erwartende Verformung des Tragwerkes nach der Vor-
stellung unter Beachtung der verschiedenen Knotensteifigkeiten ungefihr ein-
zuzeichnen und danach eine grobe Schitzung der gesuchten GroBenverhiltnisse -
benachbarter Knotendrehwinkel vorzunehmen. Geht man also wieder von der
allgemeinen Form (344) aus, ndmlich

Qp == % . Qp, (344)

so wird es ausreichend sein, auf Grund dieser Uberlegungen einen runden Wert fiir x
anzunehmen. Man wird also z. B. einfach » =1, d. h.

Pr == Pu (350)
setzen, wenn zwischen g, und ¢, kein groBerer Unterschied wahrscheinlich ist. Sind
jedoch fiir die Schéitzung von x in (344) keine hinreichenden Anhaltspunkte vor-
handen, so da} nicht einmal die Vorzeichen von ¢, bzw. ¢, sicher festliegen, dann
empfiehlt es sich, » — 0, d. h. auch

@, =0 (351)

zu setzen. In anderen Féllen wird sich natiirlich auch
0<n <l (352)
oder %> 1 " (353)

ergeben. Etwaige Fehler derartiger Schétzungen wirken sich wenig aus, da sie ja
immer nur untergeordnete Glieder von geringem EinfluBl in der Gleichung treffen.

Strebt man auch in solchen Fillen, wo das Knotenbelastungsglied s, gleich Null
oder doch sehr klein ist, eine groflere Genauigkeit der »-Schitzung an, so ist noch



Anwendung der Methode bei unverschieblichen Tragwerken.

145

folgende Uberlegung zweckdienlich. Ist der Stab n — 7 unbelastet und der Dreh-
winkel ¢, in bezug auf ¢, zu schitzen, so wire bei fester Einspannung dieses Stabes
—0,5¢,. Ist
der Stab in (r) jedoch elastisch eingespannt, so wird der Wert ¢, zwischen 0 und

in (r) der Drehwinkel ¢, = 0, hingegen bei gelenkiger Lagerung ¢,

-—0,5 ¢,, liegen, d. h. man wird fir
o =—02¢, bis —03¢,

angegeben wurde.
C. Beschreibung des Rechnungsganges.

(354)

annehmen koénnen, wenn der Knoten (r) nicht auch durch die anderen dort ein-
miindenden Stdbe noch erheblich in seiner Verdrehung beeinflult wird. Wenn
das der Fall ist, und dieser Umstand mit beriicksichtigt werden soll, so ist zu
priifen, ob dieser Einflul dem zuerst betrachteten gleich- oder entgegengerichtet ist.
Davon wird es abhéingen, ob fiir die endgiiltige Schétzung von g, der Wert nach (354)
entsprechend zu vergréfern bzw. zu verkleinern oder aber in Zweifelsfillen, bei ent-
gegengerichteten Einfliissen, einfach @, = 0 zu setzen ist, wie dies auch in (351)

Der Gang der Berechnung nach dem ,,Reduktionsverfahren® gliedert sich im

Prinzip in folgende Abschnitte:
1. Aufstellung sidmtlicher Bedingungsgleichungen.

2. Wahl des ,,reduzierten Systems* und Ubernahme der zugehorigen Ausgangs-

gleichungen.

3. ,,Relative Schatzung* der darin auftretenden tiberzihligen Unbekannten.
4. Auflésung der Ausgangsgleichungen und stufenweise Berechnung der iibrigen

Unbekannten aus je einer Gleichung.

5. Durchfithrung des zweiten und, wenn notwendig, der weiteren Rechnungs-

ginge.

Wiirde also beispielsweise fiir das in Abb. 253 ersichtliche Tragwerk der stark
gezeichnete Teil als ,,reduziertes System‘‘ gewihlt werden, so wiren die Unbekannten

@1, @5 und @4 als Ausgangsunbekannte gemeinsam aus den zu-
gehorigen Knotengleichungen zu bestimmen. In diesen Gleichun-
gen treten aber als benachbarte Unbekannte noch die iiberzéhli-
gen Knotendrehwinkel ¢, @q, @, auf, die mit Hilfe ,relativer
Schitzungen in bezug auf die Ausgangsunbekannten zu beseiti-
gen sind. Unter Anwendung von (348) wiirde man also z. B.
annehmen:

L L 95 8 . e 5
‘P7~—d7 54 Pss %“ds 55 P55 Po— dy s Pe

oder gegebenenfalls auch:
Ps = Ps5-

Fihrt man diese Schitzungen, die natiirlich immer abge-

rundet werden koénnen, zahlenméfBig in die Ausgangsgleichun-

gen ein, so verschwinden darin die {iiberzdhligen Unbe-
kannten, wahrend gleichzeitig nur die Beiwerte der Diagonal-
glieder, im vorliegenden Beispiel d,, d;, ds eine zahlen-
méBige Anderung erfahren. Damit ist auch im ,reduzierten
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Unverschiebliches
Tragwerk mit ,,redu-
ziertem System.

Gleichungssystem* die Symmetrie wieder vollstindig hergestellt.
Auflésung erfolgt die Ermittlung der iibrigen Unbekannten in passender Reihen-
folge aus je einer Gleichung, wobei auch da die Schitzung der jeweils iiberzih-
ligen Unbekannten im Verhéltnis zu dem gesuchten Knotendrehwinkel nach

(348), (350) bzw. (351) geschehen kann.
Guldan, Rahmentragwerke. 2. Aufl.

Nach seiner

10
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Der zweite Rechnungsgang wird meist nurmehr geringe Anderungen bringen.
Er kann in der Weise durchgefiihrt werden, da8 die einzelnen Unbekannten der
Reihe nach aus je einer Gleichung ermittelt werden, wobei auch die zuletzt erhaltenen
Werte des zweiten Rechnungsganges bereits mit Verwendung finden. In der gleichen
Art wiren, wenn notwendig, die weiteren Rechnungsginge durchzufiihren, die sich
auch nur iiber einzelne Teile des Tragwerkes erstrecken kénnen (vgl. Zahlen-
beispiel 25).

5. Anwendung bei waagrecht verschieblichen Tragwerken.

A. Aligemeines.

Als haufigste Vertreter dieser Art von Tragwerken sind vor allem die Stock-
werkrahmen zu nennen. Bei ihnen macht sich namentlich bei Windbelastung der
EinfluB8 der waagrechten Verschieblichkeit stark geltend. Das kommt schon durch
den Bau der Knoten- bzw. Verschiebungsgleichungen zum Ausdruck, in welchen
neben den Diagonalgliedern auch die y-Glieder bzw. A-Glieder stark hervortreten.
Beim gewdhnlichen Iterationsverfahren ist dies der Konvergenz stark abtriglich.
Bei der ,,Reduktionsmethode’ kann dagegen durch geeignete Wahl des ,,reduzierten
Systems‘‘ sowie durch Anwendung der ,relativen Schétzung der ungiinstige Ein-
flu dieser Glieder weitgehend ausgeschaltet werden. Im iibrigen ist der Gang der
Rechnung hier dhnlich wie bei den wunwverschieblichen Tragwerken.

b

bd . 77 b e Jz »J

Abb. 254. Abb. 255. Abb 256.
Abb. 254 bis 256. Stockwerkrahmen. Wahl des ,,reduzierten Systems*‘.

7 b

Was die Wahl des ,,reduzierten Systems‘‘ anbelangt, so bestehen im wesentlichen
die drei Moglichkeiten, dieses entweder am unteren Ende des Tragwerkes (Abb. 254),
in der Tragwerksmitte (Abb. 255) oder aber am oberen Ende des Tragwerkes
(Abb. 256) anzunehmen.

Das ,,reduzierte Gleichungssystem‘‘ enthilt hier sowohl Knotengleichungen als
auch Verschiebungsgleichungen, die zunichst wieder aus dem gesamten Gleichungs-
system unverdndert entnommen werden konnen. Die Beseitigung der darin ent-
haltenen iiberzihligen ¢- und - bzw. A-Werte erfolgt dann wieder mit Hilfe der
,relativen Schatzung®, die jedoch fiir solche Tragwerke anders vorzunehmen ist als
bei unverschieblichen Systemen.
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B. Durchfithrung der ,relativen Schiitzung“ der - und y-Werte.

Grundséatzlich sollen fiir die Durchfiihrung der Schitzung immer méglichst ein-
fache Ansitze gewdhlt werden, deren Anwendung nur ganz geringe Rechenarbeit
erfordert.

Um solche Ansétze beschaffen zu kénnen, ist es niitzlich, iiber die zu erwartende
Verformung des zu behandelnden Tragwerkes von vornherein eine annihernd
richtige Vorstellung zu be-
sitzen. In dieser Bezie-
hung ergibt sich ein recht
guter Einblick, wenn man
zundchst nur idealisierte
Rahmentypen als Sonder-
falle in Betracht zieht und
ihr Verhalten bei verschie-
denen Belastungsfillen ver-
gleicht. Daraus konnen
dann fiir &hnliche Trag-
werksarten, die sich von
diesem Sonderfall in ihrer
Bauart nur wenig unter-
scheiden, wertvolle Schliisse
gezogen werden.

Sind also z. B. die in den
Abb. 257 dargestellten viel-
stéckigen Rahmen, bei wel- Abb. 257 a. Abb, 257 b, Abb. 257 c.
chen zundchst die Steifig-  pp. 2574, b und c. Momentenverlauf bei Stockwerkrahmen mit konstan-
keitszahlen simtlicher Stid-  ten k-Werten fiir waagrechte Einzellast P in der obersten Rahmenecke.
be und auch die Stockwerks-
héhen durchwegs gleich grol angenommen seien, in der obersten Rahmenecke durch
eine waagrechte Kraft P belastet, so stellt sich der in diesen Abbildungen eingetragene
Momentenverlauf ein.

Die ,,relative Schitzung* der Stabdrehwinkel v in zwei iibereinanderliegenden
Stockwerken gestaltet sich fiir diesen Fall besonders einfach. Denn mit Ausnahme

Y-lime

@-line

(] ] ] ] 17

¥ v 4% % 4 % Y% % % % “$ & B % B % % % % B

/

Abb. 258. Abb. 259.
Abb. 258 und 259. v- und ¢-Linie fiir den Stockwerkrahmen der Abb. 257 a.

der obersten und untersten Geschosse, die noch im Bereich der Randeinfliisse liegen,
werden die y-Werte in den iibrigen Féchern einen nahezu konstanten Wert annehmen.
Wiirde man also zur besseren Veranschaulichung die Stabdrehwinkel ¢ bzw. Knoten-
drehwinkel @ fiir den in Abb. 257a dargestellten Idealfall der Reihe nach von einer
Grundlinie aus als Ordinaten mit gleichen Abgtdnden in einem passenden MaBstab
auftragen, so wiirde man ungefdhr die in den Abb. 258 bzw. 259 ersichtlichen
Linjenziige erhalten. Ahnliche Bilder wiirden sich auch ergeben, wenn man in der-
selben Weise die den Belastungsfillen Abb. 257 b, ¢ entsprechenden Stabdrehwinkel
und, getrennt fiir Rand- und Mittelstiele, die Knotendrehwinkel ¢ der Reihe nach
zeichnerisch darstellen wiirde.
10°
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Die bisher angestellten Betrachtungen sollen nun auf die in den Abb. 260 a, b, ¢
ersichtlichen Belastungsfille erweitert werden, wo im obersten Knotenpunkt die

Kraft % und in den darunterliegenden Knoten je eine Kraft P angreift. Die tibrigen
Voraussetzungen in bezug

P P P auf die Steifigkeit der ein-
x —= <> < zelnen Stibe bleiben vor-
A P A e laufig noch wunverdndert.
§ ‘- [ r Der diesen Annahmen ent-
4 i P 4 T sprechende Momentenver-
'y p fw ] p ] ( lauf ist in den Abb. 2604,
g I S S = T b, ¢ angedeutet. Die Abb.
Ay Pt A . . 261 und 262 zeigen unge-
ey  p A i Aj, Ajw fahr den Verlauf der v-
- 3 Ty = | bzw. @-Linie fiir den zwei-
e p stieligen Stockwerkrahmen
> der Abb. 260a. Bemer-
A 4 Af?y kenswert ist hier, daf3, ab-
P p gesehen vom obersten und
- - gk untersten  Tragwerksbe-
_’;éwy PA reich, die ¢- und y-Werte
7 it . .
,é é,, é ungeféhr linear von unten

> nach oben abnehmen. Das-

Abb. 260a. Abb. 260 b. Abb. 260 c. gelbe trifft auch fiir die

Abb. 260 a, b und ¢. Momentenverlauf bei Stockwerkrahmen mit konstan- Formﬁnderungswerte und
ten k-Werten fiir waagrechte Knotenlasten P. .

die Stabendmomente der

in Abb. 260b, ¢ darge-

stellten mehrstieligen Stockwerkrahmen zu. Hs wire somit aych fiir diesen Be-

lastungsfall, der den EinfluB der Windwirkung vorstellt, die ,,relative Schitzung‘

V-lini .
@-line

y % % Y% % % Y% % % % 9% % % % % % & % B W
Abb. 261. Abb. 262.

Abb. 261 und 262. y- und ¢-Linie fiir den Stockwerkrahmen der Abb. 260 a.

sehr leicht durchzufiihren. Im mittleren Bereich eines solchen Tragwerkes miilite
also unter Bezugnahme auf Abb. 263 gelten

— P, = 1/’n—1“§_1/’n+1 (355)

~— oder

Yo +1 = 2%—%_1 (356)

Yor Yo Y -
" T und dhnlich auch

Abb. 263. Beziehung zwi- . _
schen drei aufeinander- Pns1 == 2 Qn— Pny- (3562)

folgenden y-Werten. . N
Sonderfall, Wenn also die stufenweise Berechnung von unten nach

oben erfolgt, so kann im vorliegenden Falle die Voraus-

schitzung der Winkelwerte nach den Formeln (356) bzw. (356a) vorgenommen

werden. Es ist einleuchtend, dafl diese Art der Schitzung sinngemsf auch direkt
fiir die Stabendmomente Anwendung finden kann.

Es fragt sich nun, welche Form die Linienziige fiir die einzelnen Forménderungs-
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werte bei Rahmentragwerken annehmen, deren Stibe nicht durchwegs die gleichen
Steifigkeiten besitzen, wie das bisher angenommen worden ist, und ob auch da so
einfache und zugleich brauchbare Ansitze fiir eine ,,relative Schéitzung* der benach-
barten Winkelwerte gefunden werden konnen. Denn bei den Stockwerkrahmen der
Skelettbauten sind in der Regel die Saulenquerschnitte in den unteren Stockwerken
groBer als in den oberen, und auch die Querschnitte der Rahmenriegel kénnen ver-
schieden sein. Dadurch ergeben sich naturgemiB verschiedenartige Formen der -
bzw. @-Linien. Es konnen also z.B. die Stabdrehwinkel eines durch waagrechte
Krafte belasteten Stockwerkrahmens den in Abb. 264 ersichtlichen Linienzug er-
geben, wenn die Steifigkeit der Sdulen in den oberen Stockwerken sehr stark abnimmt.
Einen &hnlichen Verlauf kann auch die ,,p-Linie*“ zeigen. Diese Linienziige nehmen
aber mitunter, wie in Abb. 265 angedeutet, auch eine leichte S-Form an.
Selbst fiir diese Félle kann jedoch die in den Formeln (356) und (3564a) zum Aus-
druck gebrachte Schitzungsart Verwendung finden. Der Fehler, der dabei unter
. Umstdnden begangen werden kann, 138t
L sich an Hand der Abb. 266 bzw. 266a

Y % % % Y% % Y% Y% % % W

%f
Abb. 264. 77% WA K%

Y-linie Abb. 266. Beziehung zwischen drei aufeinanderfol-
|, ’\’\D?'Tﬁ genden y-Werten, Allgemeiner Fall.
R I A T T TR T TR e

(3 4
5 7 8 £ 0 4 Wn—j Wn Vm ]{
Abb. 265.
Abb. 264 und 265. Verschiedene Formen der y-Linie bei ~ AbD. 266 a. Vorausschitzung von v, aus v, und
Stockwerkrahmen mit ungleichen k-Werten. Yp—1

leicht veranschaulichen. Um den Schitzungsfehler besonders deutlich in Erscheinung
treten zu lassen, ist dort die 4-Linie in stark gekriimmter Form angenommen. Wird
also der Wert y,, , ; mittels der Formel (356) aus den beiden vorangehenden Werten
¥, und ), _, geschatzt, so ist der Fehler dieser Schitzung ungefihr f. Der wirkliche
Fehler hingt natiirlich auch von der Genauigkeit der bereits ermittelten Werte v,
und v, _; ab. NaturgemiB wird die Schitzung um so zutreffender sein, je weniger
der Linienzug gekriimmt ist. Der EinfluB eines Fehlers wird jedoch in der Regel
verhaltnismaBig klein bleiben, da sich die Schéitzung stets nur iiber ein Intervall
erstreckt. HEs schmiegt sich die Gerade, nach welcher jeweils geschitzt wird, immer
wieder dem tatsichlichen Linienzug an. Stehen also gute Ausgangswerte zur Ver-
fiigung, die man durch die gemeinsame Bestimmung mehrerer Unbekannten erhilt,
so fithrt dieses Verfahren auch in solchen Fillen auBerordentlich rasch zum Ziel, wo
das gewohnliche Iterationsverfahren entweder iiberhaupt versagt oder eine groBe
Zahl von Rechnungswiederholungen erfordern wiirde.

Durch értlich nicht ganz zutreffende Schatzungen wird der Grad der Genauigkeit
nicht wesentlich beeinfluf3t, falls nicht sehr grobe Versehen vorkommen. Diese treten
aber sofort zutage, wenn man sich laufend durch Stichproben iiberzeugt, ob die neu
erhaltenen Werte annihernd in dem urspriinglich geschétzten Verhéltnis zueinander
stehen. Wichtig erscheint hier auch der Umstand, daB die Rechnung durch keine
ungiinstige Fehlerfortpflanzung gefihrdet ist. Das ergibt sich schon daraus, daB nie
aus einem geschéitzten Wert ein weiterer geschiitzt wird, sondern immer aus einem
errechneten, der also bereits um einen Grad genauer ist als die vorangegangene
Schitzung. ‘
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Die bisher gebrachten Uberlegungen sollen nur zeigen, in welcher Weise man zu
einfachen Anséitzen von brauchbaren Schitzungen gelangen kann. Sie kdnnen natiir-
lich fiir den jeweils vorliegenden Fall abgeindert, erweitert oder auch verfeinert
werden. Es wird auf diese Weise auch bei Tragwerken, die durch ortliche Unregel-
miBigkeiten in der Gestaltung oder Belastung gekennzeichnet sind, moglich sein,
dieser Stérung entweder durch geschickte Wahl des ,,reduzierten Systems‘ oder auch
durch eine mehr gefithlsmafige ,relative Schiatzung’* Rechnung zu tragen.

C. Durchfiibrung der Rechnung.

Die praktische Durchfiihrung des ersten Rechnungsganges erfolgt im wesentlichen
nach den Erliduterungen, die bereits bei der Behandlung der wnverschieblichen Trag-
werke gegeben worden sind.

Es sei hier nur noch darauf hingewiesen, dall sich bei manchen verschieblichen
Tragwerken, die sich durch einen mehr regelméifigen Bau auszeichnen, auch im
zweiten. Rechnungsgang die Anwendung einer ,relativen Schitzung vorteilhaft
auswirkt. Diese kann sehr leicht nach den bereits bekannten Werten aus dem ersten
Rechnungsgang erfolgen. Wiirde man also z. B. den Knotendrehwinkel ¢,”, fiir den
zwesten Rechnungsgang im Verhdltnis zu dem benachbarten Drehwinkel ¢, zu
schitzen haben, so konnte man schreiben:

e = ) (357)

oder allgemein in Worten: die im nexen Rechnungsgang zu erwartenden Werte von
benachbarten Knotendrehwinkeln werden sich bei solchen Tragwerken wieder meist
ungefihr so verhalten, wie im worhergehenden Rechnungsgang. Damit wiirde sich
also ergeben

@ = @, % (358)

Auf diese Weise wird die sich vermutlich einstellende weitere Anderung der be-
nachbarten Unbekannten und auch ihre Auswirkung auf die iibrigen Unbekannten
gewissermaflen ,,vorausgeschitzt”. Die Konvergenz des Verfahrens kann dadurch
oft auBerordentlich giinstig beeinfluBt werden (siche Zahlenbeispiel 26).

D. Zahlenbeispiel.

Es soll nun ein zehnstéckiger, vierstieliger, symmetrischer Rahmen fiir waag-
rechte Belastung (Abb. 267) auf Grund der vorangegangenen Ausfiihrungen zahlen-
miBig durchgerechnet werden. Die Rechnung selbst ist im Zweiten Teil des Buches
als Zahlenbeispiel 26 durchgefithrt, wihrend hier nur der Rechnungsgang kurz be-
schrieben werden soll.

Nach Ermittlung der Steifigkeitszahlen, die in der Beiwertskizze Abb. 427 ein-
getragen sind, kénnen die Gleichungen fiir das gesamte Tragwerk aufgestellt werden.
Es ergeben sich 20 Knotengleichungen und 10 Verschiebungsgleichungen. Sie sind,
um an Raum zu sparen, nicht in Tabellenform, sondern untereinander angeschrieben.
Als ,reduziertes System‘‘ werden die unteren zwei Stockwerke (Abb. 267a) mit den
Ausgangsunbekannten g, ¢4, @5, @ und py, y,, p; gewahlt, die also gemeinsam aus
dem ,,reduzierten Gleichungssystem‘‘ zu ermitteln sind. Als iiberzéhlige Unbekannte
sind hierbei nur die benachbarten Knotendrehwinkel ¢, und ¢ zu schitzen. Dafiir
empfiehlt sich hier der einfache Ansatz:

P7 = P55 Ps = Ps- (359)
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Es wird bei den Ausgangsgleichungen absichtlich nicht die Schéitzung nach den
Ansitzen (356) bzw. (356a) verwendet, weil sich hie<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>