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Vorwort. 

Der vorliegende Band des "Kompendiums der Statik der Bau
konstruktionen" behandelt die allgemeinen Methoden zur Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme und im Zusammenhang damit die 
Untersuchung elastischer Formanderungen. Die Anwendung auf die 
Berechnung der wichtigeren Systeme soll getrennt fiir sich in den 
folgenden Teilen besprochen werden. 

Zwei Einzelaufgaben bilden die Grundlage der Untersuchung 
statisch unbestimmter Systeme: die Berechnung der Formanderungen 
(Verschiebungen) und die Losung der Elastizitatsgleichungen. Dieser 
Zweiteilung entspricht sowohl die Anordnung des Stoffes im vor
liegenden allgemeinen Teil als auch der Rechnungsgang bei der 
Losung der verschiedenen Aufgaben. 

Zur Bestimmung der Formanderungen ist hier die sogenannte 
"Arbeitsgleichung" verwandt (Prinzip der virtuellen Arbeiten). Die 
dar auf beruhende Rechnungsweise wird als das Maxwell-Mohrsche 
Verfahren bezeichnet,. J ene Gleichung ist namlich von dem eng
lischen Physiker Cle,rk Maxwell aufgestellt worden 1); unabhangig 
von ihm hat sie spater Otto Mohr (Dresden) angegeben2), und erst 
hiernach fand sie Eingang in die Technik. 

Die von dem italienischen Ingenieur Alberto Castiglia no auf
gestellten und nach, ihm benannten "Satze vom Minimum bzw. vom 
Differentialquotienten der Formanderungsarbeit" 3) konnen gleich
falls bei den hier in Frage stehenden Aufgaben benutzt werden. In 
manchen Lehrbiichern bilden denn auch die Castiglianoschen Lehr
satze die Grundlage der Untersuchungen. Hier ist iiber diese Satze 
nur das N otwendigste angefiihrt worden. 

Die Losung der Elastizitatsgleichungen solI durchweg nach einem 
Eliminationsveriahren erfolgen, welches an eine von Karl Fried
rich GauB (1810) gelehrte Methode 4) anlehnt. 

') Maxwell: "On the calculation of the equilibrium and stiffness of 
frames", Philosophical Magazine, 1864. 

2) Mohr: "Beitrag zur Theorie des Fachwerks", Zeitschrift des Ar
chitekten- und Ingenieurvereins, Hannover 1874 (lb75, 1881). 

3) Castigliano: "TMorie de l'equilibre des systemes elastiques et ses 
applications", Turin 1879. 

4) GauB: "Disquisitio de elementis ellipticis Palladis ... ", "Unter
suchung iiber die elliptischen Bahnen der Pallas ... ", der Gottinger Akademie 
der Wissenschaften iiberreicht am 25. November 1810. (Vergleiche Abhand
lungen zur Methode der kleinsten Quadrate. In deutscher Dbersetzung heraus
gegeben von Borsch und Simon. Verlag von Stankiewicz, Berlin.) 



IV Vorwort. 

Hierbei ist die Einfiihrung einiger ungewohnter Bezeichnungen 
und Gedankengange nicht zu umgehen; w~r sich aber einmal damit 
vertraut gemacht hat, wird ihre Einfachheit und ZweckmaBigkeit 
erkennen. In anderen Wissensgebieten, wie z. B. in der Vermessungs
kunde, ist das Verfahren in der von GauB angegebenen Form seit 
seiner Veroffentlichung in Gebrauch geblieben. -

N eben den grundlegenden Prinzipien und Methoden ist aber gerade 
bei technischen Aufgaben die praktische Verwendbarkeit dieser Grund
lagen und ihre Anpassung an die zu losenden Aufgaben von gleich hoher 
Bedeutung. In dieser Beziehung ist in den letzten Jahrzehnten von 
vielen Fachleuten nach den verschiedensten Richtungen vorgearbeitet 
worden. Man kann die hier in Frage stehenden Aufgaben heute nicht 
mehr behandeln, ohne auf diese mannigfaItigen Arbeiten zuriickzu
greifen, mogen sie nun eine weitere Ausgestaltung der allgemeinen 
Grundlagen oder die Behandlung spezieller Systeme zum Gegenstand 
haben. Insbesondere sei bier der Arbeiten von Engesser, Mohr 
und MiilIer-Breslau gedacht. Die der beiden letztgenannten Autor~n 
sind zum groBen Teil in ihren Lehrbiichern wiedergegeben, und wir 
werden namentlich auf diejenigen Muller-Breslaus des ofteren zu 
verweisen Gelegenheit tinden. Dagegen liegt von den Arbeiten 
Engessers, welche slch in reicher Mannigfaltigkeit mit Aufgaben 
der Statik der Baukonstruktionen beschaftigen, bis heute keine Zu
sammenstellung in Buchform vor. 1m iibrigf'n sind die vielen hier
her gehorigen Abhandlungen, die in den verschiedensten Zeitschriften 
versprengt sind, nicht einzeln angefiihrt worden. Es erschien viel
mehr ausreichend, die gebrauchlicheren Lehrbiicher anzuziehen, in 
denen nahere Angaben zu den einzelnen Kapiteln und zugleich auch 
genauere Literaturverzeichnisse enthalten sind 1). -

Zum SchluB noch ein Wort iiber die Art der Behandlung des 
Stofies, insbesondere der in den folgenden Teilen enthaltenen Anwen
dungen der allgemeinen Methoden auf einzelne Aufgaben. 

Zeiohnerisohe Verfahren 'zur Untersuohung statisch unbestimmter 
Systeme sind nur in beschranktem MaBe beriioksichtigt worden. Die 
rechnerisohen Methoden haben mit dar Verbreitung der neueren 
technischen Hilfsmittel, wie Rechenmaschinen usw., mehr und mehr 
an Beliebtheit gewonnen. Auch die Erkenntnis der nachteiligen 
Wirkungen von Zeichenfehlern legt eine Einschrankung der graphi
schen Verfahren nahe. Aus diesen und anderen Grunden sind die 
Aufgaben in ihren wesentlichen Teilen reohnerisch durchgefiihrt, und 

1) Es sind hierflir die folgenden bekannten Lehrblicher gewiihlt worden: 
1. Foppl: Vorlesungen liber technische Mechanik, spe,z. Band II, Graphische 

Statik, und Band III, F(stigkeitslehre (Verlag B. G. Teubner, Leipzig). 
2. Meh rten s: Vorlesungen iiber Ingenieurwissenschaften. I. Teil, Statik und 

Festigkeitslehre; spez. Band III (Verlag W. Engelmann. Leipzig). 
3. Mliller-Breslau: a) Die graphische Statik der Baukonstruktionen, spez. 

Band II, erste und zweite Abteilung. 
- b) Die neueren Methoden der Festigkeitslehre und der 

Statik der Baukonstruktionen (Verlag A. Kroner, ,Leipzig). 



Vorwort. v 

nur die Ergebnisse durch zeichnerische Darstellung veranschaulicht 
worden. 

Besonderer Wert wurde ferner auf Einheitlichkeit in der Be
handlung der verschiedenen Aufgaben gelegt; sowohl die Reihenfolge 
der einzelnen Rechenoperationen wie auch die Art ihrer Durch
fiihrung ist allenthalben die gleiche. Darum sind die Untersuchungen 
der hochgradig statisch unbestimmten Systeme, z. B. der Rahmen
netze, eigentlich nur dem Umfange nach verschieden von den ein
facheren Aufgaben. 

Es ist nicht zu leugnen, daB infolgedessen die Ausfuhrungen 
wenig Abwechselung bieten. Abel' wenn es einen Weg gibt, auf 
dem sich aHe Aufgaben, die einfachsten wie die verwickeltsten; er
ledigen lassen, so wird ihn jeder zunachst geme gchen. Wer dann 
noch Veranlassung und Zeit hat, sich mit besonderen Verfahren zur 
Losung einzelner Aufgaben zu beschaftigen, del' findet dazu in der 
Literatur reichlich Gelegenheit. Vielen abel' wil'd es vor aHem darauf 
ankommen, sich eine Dbel'sicht iiber das Gebret und einen Einblick 
in die Grundlagen zur Losung del' mannigfaltigen Aufgaben zu ver
schaffen. Diesem Zweck will das vorlit'gende Buch in erster Linie 
dienen, und, darum erschien es angebracht, aIle Aufgaben moglichst 
auf einheitlicher Grundlage zu behandeln. VieHeicht ist dies auch 
fur die meisten der geeignete Weg, urn sich durch die vielgestaltige 
Literatur dieses Faches durchzufinden und neue Aufgaben nach 
eigenem Aufbau selbstandig zu lOsen - und das ist ja das wichtigste 
Ziel jeglichen Unterrichts und Studiums. 

Zu bewnderem Danke bin ich den Herren Dr. lng. J_ Luhrs 
und Dipl.-lng. J. Mols verpfiichtet, wekhe mieh bei del' Bearbeitung 
des vol'liegenden Bandes in wirksamer Weise unterstutzt haben. 

Aachen, im Dezember 1920. 

Pirlet. 
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I. Allgemeine Grundlagen ffir die Berech
nung statisch unbestimmter Systeme. 

A.Vorbemerkungen. - GrundbegriHe und Gleichungen 
aus der Festigkeitslehre. - Stabspannkrafte in Fach

werken 1). 

§ 1. Gegebene 3.llBere Einfliisse. 
Die Statik der Baukonstruktionen stellt sich vornehmlich die 

Aufgabe, die im Bauwesen vorkommenden Tragwerke auf ihre Stand
festigkeit zu untersuchen. - Gegeben sind gewisse auBere Einfliisse, 
welche das Bauwerk beanspruchen. Sie diirfen zunachst seine Gleich
gewichtslage nicht staren, d. h. das System darf nicht etwa beweg
lich (labil) sein. Ferner diirien nur solche Beanspruchungen des 
Materials auftreten, die unterhalb gewisser Grenzen liegen. Diese 
Grenzen der Materialbeanspruchungen sind meist durch amtliche 
Vorschriften gegeben; man sagt, das Bauwerk muB einen gewissen 
vorgeschriebenen Sicherheitsgrad haben. - E, ist so mit zu unter
suchen, ob ein Tragwerk unter gegebenen auBeren Einfliissen im 
'Gleichgewicht bleibt und beziiglich der Materialbeanspruchungen 
einen ausreichenden Sicherheitsgrad aufweist. 

In den weitaus meisten FiiJlen handelt es sich um Bauwerke, 
die bereits mehr oder minder haufig ausgefiihrt worden sind, so daB 
die Frage nach einer etwaigen Beweglichkeit des Systems nicht in Betracht 
kommt. In Ausnahmefallen oder bei neuen Systemen kann diese 
Frage natiirlich eine Priifung erfordern. 1m folgenden wird kaum 
Veranlassung vorliegen, hierauf einzugehen; es wird sich vielmehr 
lediglich um die Untersuchung der von auBeren Einfliissen hervor
gerufenen Kraftewirkungen handeln. Wir beschranken dabei unsere 
Betrachtungen auf die ebenen Tragwerke, schalten also die raum
lichen Systeme aus. 

1) Es handelt sich hier urn Grundbegriffe und Gleichungen, die in den 
spateren Kapiteln stets wiederkehren und fiir aIle Untersuchungen grundlegend 
sind. Da del' erste Band des Kompendiums noeh nicht vorliegt, soli hier das 
N otwendige an diesbeziigliehen Erlauterungen kurz und in zwangloser Folge 
angegeben werden. Hinsichtlich naherer Einzelheiten muB einstweilen auf die 
entspreehenden Lehrbiicher del' Festigkeitslehre bzw. del' Statik del' statisch 
bestimmten Systeme verwiesell werden. 

Piriet, Statik. II. 1. 1 
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a) Lasten. Die auBeren Lasten, deren EinfluB untersucht werden 
solI, setzen sich im allgemeinen aus dem Eigengewicht und der N utz
last (Verkehrslast) zusammen. 

Das Eigengewicht ist auf Grund der Einheitsgewichte der 
Baustoffe an Hand des Bauplanes zu ermitteln. Fiir manche Bau
teiIe lii.Bt sich natiirlich das Eigengewicht nicht vor Durchfiihrung 
der Berechnung angeben. Alsdann ist dieses entweder zu schatzen 
oder auf Grund von Erfahrungen mit ahnIichen Ausfiihrungen ein
zusetzen. 

BeziigIich der Zahlenwerte iiber Eigengewichte von Baustoffen 
und haufig wiederkehrenden Bauausfiihrungen findet man die not
wendigen Angaben in den entsprechenden Nachschlagewerken, Taschen
biichem usw. und in den amtlichen Bestimmungen. 

Unter Nutzlasten werden alIe nicht standig wirkenden Lasten 
verstanden. Bei Hochbauten kommt hier neben der Belastung durch 
Materialien, Maschinen, Menschen usw. insbesondere der Winddruck 
und die Schneelast in Frage. Die Annahmen iiber die Wirkungs
weise dieser Lasten sind je nach den Umstanden verschieden. 1m 
allgemeinen werden jedbch die dariiber erlassenen amtlichen Bestim
mungen maBgebend sein. Vom Winddruck setzt man meist die 
senkrecht zur getroffenen Flache wirkende Komponente in Rechnung; 
vielfach wird der Vereinfachung der Rechnung wegen der Winddruck 
lediglich durch einen Zuschlag zu den Vertikallasten beriicksichtigt. 

Bei Aufgaben des Briickenbaues oder verwandter Gebiete (Kran
bau usw.) kommt namentlich der EinfluB der eigentlichen Verkehrs
lasten in Frage, gebildet durch Fahrzeuge, Menschengedrange usw.1). 

Die meisten uieser Lastarten treten als sogenannte bewegliche Be
lastung auf. Damit soIl angedeutet sein, daB sie bald an diesem, 
bald an jenem Punkt des Tragwerks angreifen und damit das Bau
werk in mannigfacher Weise belasten konnen. Die Lasten werden· 
in den ungiinstigsten Lagen (ruhend) angenommen und auf ihren 
EinfluB untersucht. - Die sogenannten dynamischen Einfliisse 
dagegen, wie StoBwirkungen, Schwingungen usw., werden als solche 
meist nicht berechnet. Man beriicksichtigt sie gegebenen Falles 
durch Erhohung der als ruhend angenommenen Belastung oder durch 
Herabsetzung der zulassigen Spannungen. 

Bei Briicken, Kranbahnen UBW., auf denen sich Fahrzeuge be
wegen, werden sodann vielfach auch die Wirkungen der Brems
krafte untersucht. Hierbei wird ein bestimmter Teil der Vcrtikal
lasten - 10 bis 15 v. H. und mehr - als horizontal wirkende Kraft 
in Rechnung gesetzt2). 

1) Fur die Belastungsannabmen bestehen meistens Vorscbriften, z. B. die 
Lastenziige der Eisenbahnverwaltungen. Man vergleicbe die diesbeziiglichen 
Angaben in den Nachscblagewerken, z. B. im Taschenbuch der nHiitte". 

2) Zu den auBeren Kraften eines Tragwerks werden auch die Auflager
reaktionen gerechnet. Diese sind im Gegensatz zu den vorerwahnten gegebenen 
Lasten erst durch die Berecbnung zu ermitteln. 
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b) Temperaturanderungen; Verschiebungen del' Widerlager. 
Fiir manche Tragwerke sind neben den aul3eren Lasten die Tempe
raturanderungen von Einfiul3. Wird die Temperatur eines Trag
wel'ks nach del' Fertigstellung eine andere als bei del' Aufstellung 
und kann das Bauwerk sich nicht den veranderten Wirkungen ent
sprechend ausdehnen odeI' zusammenziehen, so werden Krafte wirk
sam, welche die sogenannten Temperaturspannungen hervonufen. 
Meist werden die Tragkonstruktionen fiir eine Temperaturanderung 
von etwa + 15 bis + 35 Grad Celsius untersucht, je nach del' Be
deutung, die den Temperaturwirkungen beigemessen wird. Es wird 
sich spateI' zeigen, dal3 diese Temperatureinfiiisse nicht fUr aUe 
Systeme in Frage kommen. 

Dies gilt auch von den Wirkungen del' Verschiebungen del' 
Widel'lager. In manchen - nicht allen - Tragkonstruktionen 
treten bei del' Verschiebung del' Widerlager Zusatzkrafte auf; diese 
werden meist unter del' Annahme untersucht, daB ein odeI' mehrere 
Widerlager sich um einen gewissen willkiirlichen Betrag (ein odeI' 
mehrere Zentimeter) in bestimmter Richtung verschieben. Da die 
Senkungen del' Widerlager durchweg von uniibersehbaren Einfliissen 
abhangen, so ist man auf Schatzungen angewiesen. Man bezweckt 
durch derartige Untersuchungen meistens nul' die Feststellung, ob 
ein vol'gesehenes System gegen diese Einfliisse besonders empfindlich 
ist. Gegebenenfalls ist alsdann auf die Fundierung und Ausbildung 
del' Widerlager besonderes Gewicht zu legen odeI' abel' man geht 
zur Wahl eines anderen Systems iiber. - Es kommen freilich auch 
Falle VOl', wo Widerlagerverschiebuugen von bestimmter GroBe be
obachtet odeI' gemessen worden sind. Alsdann kann die Frage auf
geworfen werden, welche Wirkungen diese bestimmten Verschiebungen 
in del' Tragkonstruktion hervorgerufen haben. 

§ 2. Innere Kl'afte. Form an derun gen. 
a) Biegnngsmomente, Normal- nnd Qllerkrafte nebst den Zll

gehol'igen Spannungen. - Kernpnnktmomente. Das Ziel del' stati
schen Untersuchung eines Tragwerks ist, wie bereits hervorgehoben 
wurde, insbesondere die Ermittlung del' Materialbeanspruchungen und 
in vielen Fallen auch del' Formanderungen; die damit Hand in Hand 
gehende Bestimmung del' Auflagerkrafte liefert die Angaben fiir die 
Ausbildung del' Widerlager. 

Wir untersuchen lediglich stabformige Korper mit gerader odeI' 
schwach gekriimmter Achse. Als Achse eines Stabes wird die Ver
bindungslinie del' Schwerpunkte del' aufeinander folgenden Quer
schnitte bezeichnet. Die etwaige Kriimmung del' Stabachse mlll3 so 
gering sein, daB die fiir gerade Stabe geltenden einfachen Gesetze 
del' Biegung usw. noch giiltig bleiben. Dies ist bei den in del' Bau
praxis vorkommenden Ausfiihrungen so gut wie stets del' Fall. 

Die Beanspruchungen stellen sich dar als Biegungs-, Normal
und Schubspannungen; sie sind die Folge del' das Tragwerk bean
spruchenden Biegungsmomente, Normalkrafte und Querkrafte. 

1* 
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:aei dem in Fig. 1 dargestellten Tragwerk, einem bogenfOrmigen, 
biegungsfesten .Balken anf zwei Stiitzen, ist der Einflu3 gegebener 

II 

auBerer Lasten -Pl , P'J' Ps ' 
P4 zu untersuchen. Die 
zunachst zu ermittelnden 
AuflagerkriLfte, A und H 
am festen und B am be
weglichen Lager, sind eben
falls zu den auBeren Lasten 

" zu rechnen. Ihre Bestim-
Fig. 1. mung, die rechnerisch oder 

zeichnerisch erfolgen kann, 
wird hier als bekannt vorausgesetzt. Sind die AuflagerkriLfte bestimmt, 
so konnen in jedem Querschnitt die Beanspruchungen berechnet 
werden. Zu diesem Zweck sind fiir den jeweils in Frage stehenden 
Querschnitt, dessen Spannungen berechnet werden sollen, das daselbst 
wirksame Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft zu 
bestimmen. In dem zu untersuchenden Querschnitt - q in Fig. 1 -

H 

I? denkt man sich das Trag-
3 werk durchgeschnitten und 

in zwei Teile zerlegt (Fig. 2). 
Einen der beiden Teile mit 
den an ihm wirkenden auBe~ 
ren Kraften (einschlieBlich 
der Auflagerkrafte) legt man 
der Untersuchung zugrun
de; welchen von beiden Fig. 2. 
man wahlt, ist gleichgiil

tig; das Endergebnis muB stets dasselbe sein. Der Einfachheit 
halber wird man im allgemeinen denjenigen Teil nehmen, an dem 
die wenigsten Krafte wirken, in unserem Faile also den linken. AIs
dann gelten folgende Begriffserklarungen: 

Unter dem Biegungsmoment des Querschnitts, welches 
auf den Schwerpunkt des letzteren zu beziehen ist, versteht 
man das statische Moment aller am abgeschnittenen Teil 
des Systems wirkenden KriLfte; also 

M=.A.·a-P1 ·Pl -H·h. 

Hierbei sind am linken Balkenteil die im Sinne des Uhrzeigers 
drehenden Momente positiv gerechnet; am rechten Balkenteil waren 
die im umgekehrten Sinne wirkenden Momente als positiv zu be
zejchnen. Man konnte natiirIich auch die drei in Frage kommenden 
Krafte, etwa anf graphischem Wege, zu einer resultierenden Einzel
kraft zusammensetzen und das Moment der Resultierenden in bezug 
anf den Schwerpunkt des Querschnittes bestimmen. Dieser Weg 
wird vielfach eingeschlagen, zumal weil damit auch die nunmehr zu 
erklarende N ormalkraft und Querkraft leicht gefunden wird. 
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Dnter der N ormalkraft des fraglichen Querschni.ttes q 
wird die Summe der senkrecht zum Querschnitt wirkenden 
Komponenten aller am abgeschnittenen Balkenteil wirken
den Krafte verstanden. Hier waren also die Krafte A, Hund Pi 
in Komponenten nach der Richtung qq des Querschnitts und senk
recht zu dies em zu zerlegen; diese letzteren Komponenten senkrecht 
zur Schnittrichtung, also in Richtung der Achse, ergeben in ihrer 
Gesamtheit die Normalkraft. Diese wird bald als Druckkraft, bald 
als Zugkraft positiv gerechnet. 

Die Querkraft ist durch die Summe der in die Rich
tung des Querschnitts fallenden Komponenten alIer am 
abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Krafte gegeben. Man 
bezeichnet die Querkraft gewohnlich dann als positiv, wenn sie am 
linken abgeschnittenen Balkenteil nach oben wirkt; ist sie dagegen am 
rechten Balkenteil nach oben gerichtet, so wird sie negativ gerechnet. 

Statt der am abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Einzelkrafte 
kann auch ihre Resultierende nach den heiden genannten Richtungen 
zerlegt werden. In Fig. 3 ist die Resultierende R eingezeichnet und 
im Schnittpunkt mit der Querschnitts- R 
richtung in die N ormalkraft N und die 
Querkraft Q zerlegt. Dadurch wird zu
gleich der Wert des Momentes M der 
Resultierenden R gewonnen. Da nam
lich die Querkraft Q durch den Schwer
punkt des Querschnittes geht, erzeugt 
nur die Normalkraft N ein Moment 
von der GroBe: 

M=N·e. 
Fig. 3. 

Sind in dieser W'eise fUr einen bestirn.mten Querschnitt das 
Biegnngsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft bestimmt, so 
lassen sich die im Querschnitt auftretenden Spannungen (sowie 
auch die Formanderungen zwischen benachbarten Querschnitten) in 
einfacher Weise berechnen, und zwar aus der Bedingung, daB die 
inneren Krafte den angreifenden auBeren Kraften das Gleichgewicht 
halten mlissen. 

Wird ein Querschnitt mit der Flache F lediglich durch eine irn 
Schwerpunkt angreifende Normalkraft N beansprucht, so treten nur 
N ormalspannungen an auf, die sich nach der Gleichung bestimmen 

N 
a = -. 
" F 

Diese Norrnalspannungen sind 
gleichmaBig liber den Querschnitt 
verteilt, wie die Fig. 4 darstellt. 

Wird ein Querschnitt vorn 
Tragheitsmoment J, dieses bezogen 

- «n "'-~_---8-
----' -----

N 

Fig. 4. 
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auf die neutrale Faser, durch ein Biegungsmoment M beansprucht, 
und zwar in del' Ebene einer Hauptaehse, so berechnen sich die im 
Abstande y von del' neutralen Faser auftretenden Biegungsspan
nungen naeh del' Navierschen Biegungsgleichung (s. Fig. 5): 

3~Af 1 ab=J~·y.· 
-- 6"0 

Die Querschnitte werden 
-- _n _ n auch nach der Biegung als eben 

angenommen; die Spannungen 
nehmen proportional dem Ab

Fig 5. stand y von del' neutralen Faser 
ll-n zu, erreichen also ihren 

.lfochstwert am Rande, und zwar auf den beiden Seiten del' neutralen 
Faser mit umgekehrten Vorzeichen (Druck- und Zugspannungen). Del' 
Hochstwert von a im Abstande Yo von del' neutralen Zone wird: 

JJl JJl jlf· 
a=···-·y =.----=-. 

J 0 J:yo W 
W nennt man das "Widerstandsmoment" des Quersehnitts. 

~
:J Die Schubspannungen r, 

r die infolge der Querkraft Q auf-
{lllersclmilf treten, sind je nach del' Form 
---1-- des Querschnitts unglelChmaBlg 

I libel' diesen verteilt. Bei dem 
.J in Fig. 6 angenommenen recht-

'----~- eekigen Querschnitt ist die Ver-
Q teilung z. B. eine parabolische 

Fig. 6. mit dem Hochstwert in del' nen-
tralen Faser. Man rechnet abel' 

gewohnIich, namentlich bei Bestimmung der Formanderungen, so, als 
ob eine rednzierte Sehubspannung r libel' den Querschnitt F gleiehmaBig 

verteilt ware, und setzt daher VOl' den Quotienten -i- einen Reduk
tionsfaktor Y.. Man schreibt: 

r = Y.,-~" 
Uber die von del' Qnerschnittsform abhangige Zahl Y. muB auf 

die Lehrblicher del' Festigkeitslehre verwiesen werden (z. B. Foppl III, 

)\ ~ 
Festigkeitslehre, § 20 und 24). 

M Von besonderer Wiehtigkeit ist der 
__ AI;1I e AI Fall del' zusammengesetzten Bean-

/y If spruchung, wo der Querschnitt gleich-
zeitig durch eine Normalkraft N und ein 
Biegungsmoment JJl beansprncht wird. Es 

Fig. 7. leuchtet ein, daB eine im Schwerpunkt 
angreifende Normalkraft N zusammen mit 

einem Biegungsmoment Jlf eben so wirkt wie eine exzentrisch in ge
wissem Abstande e vom Schwerpunkt wirkende Last N (s. Fig. 7). 
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Denn wird in diesem Falle einer exzentrischen Beanspruchung die 
Last N gleich und entgegengesetzt im Schwerpunkt angebracht, so ist 
am Belastungszustande nichts geandert; man erkennt aber, daB diese 
Belastung gleich derjenigen durch eine Normalkraft im Schwerpunkte 
und durch einen Moment N· e ist. 1m FaIle der zusammengesetzten 
oder exzentrischen Belastung wird also die Spannung gefunden durch 
Zusammensetzung der Normal- und Biegungsspannung nach der 
Gleichung 

N }jI[ 
a=---+-.y. F-- J 

Hier ist die Spannung a als Funktion zweier GroBen, der 
Normalkraft und des Momentes, dargestellt. 

Zu einem vereinfachten Ausdruck fiir a, namlich zu der Form 
eines einfachen Quotienten, gelangt man unter Zuhilfenahme des 
Kerns des Querschnittes. Diese __ f!1,~ 
Rechnungsweise istfiirvielespatere l--

N
- -------

Aufgaben zweckmaBig und soIl da
her hier kurz dargelegt werden. 

Die im Abstande e vom Schwer
punkte angreifende Last N (Fig. 8) 
erzeugt eine Normalspannung an 
und eine Biegungsspannung, deren 
Hochstwert am Rande mit +ab 

bezeichnet werden moge (ab braucht 
an beideu Randern nicht etwa gleich 
zu sein). an und all setzen sich 
durch Addition bzw. Subtraktion 
zu den Raudspannungen a1 und 
a2 zusammen, um deren Berech
nung es sich hier handelt. Man fin
det (Fig. 8), wenn man die Wider
standsmomente 

und 

h, 

J --=w h ;) 
2 

einsetzt und die Druckspannungen positiv, die Zugspannungen negativ 
rechnet: 

N N·e N ( F.e) 
01=]f+-W-=]f 1+-w-, 

1 1 

02=-~ ----~~= ~ (l-F~;). 
Um nun die Werte W1 und W2 auf andere Art (mit Hilfe der 

Kernradien) darzustellen, beachte "man folgendes: Der Kern ist der
jenige Teil des Querschnittes, innerhalb dessen die Last N angreifen 
muB, wenn keine Zugspannungell, sondern nur Druckspannungen ent
stehen sollen. Greift die Last N auf dem Kernrad an, so muB die 
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Spannung in einem Querschnittsrand 0 werden, und zwar wird die 
Spannung im unteren Rand 0, wenn die Last N im oberen Kern
rand angreift, und umgekehrt. -

Greift die Last im oberen Kernrand an, so wird 0;J zu O. In 
obiger Gleichung fur O2 ist alsdann die Kernweite k~ fiir e einzu
setzen. Also wird: 

02= ~(1- F~2 )=0. 

Der Klammerwert muB also zu 0 werden, d. h. es ist 

W.3 =F·k,:\. . . . . . . (1) 

Ganz entsprechend wird 0 1 zu 0, wenn e = k1 wird, d. h. wenn 
die Last in den unteren· Kernrand ruckt. Naturlieh ist im Wert 
von 01 in der Klammer das Minuszeichen einzusetzen, da die Kraft N 
unterhalb des Schwerpunktes liegt, die Normal- und Biegungsspan
nungen oberhalb des Schwerpunktes sich demnach subtrahieren. 

Also wird: 

odeI' 
W1 =F·k1 • .•.•.•... (2) 

Durch die Gleichungen (1) und (2) sind die Widerstandsmomente 
als Produkte aus Querschnitt und Kernradius dargestellt. Setzt man 
diese Werte in die Gleichungen fUr 01 und 02 ein, so ergibt sich 
(s. Fig. 7): 

01 =; (1+ :~.: )=N ;t~=~~~L=!!Wl" 
1 1 1 

02=_N (1_~~1=Nk2,-e =_ N·e2 =_~:!.2. 
F F·k 2 ! p.k2 F-k2 W 2 

N·e 1 
°1 W I

1 J. , . . . . . . . (3) 
N·e2 

°2=-W--
2 

Nach den Gleichungen (3) berechnen sieh alSO die Randspan
nungen bei zusammengesetzter Beanspruchung auf B ie
gung und Druck in Form einfacher Biegungsspannungen, 
nul' sind dabei die Exzentrizitaten e1 und e2 nieht bis zum 
Schwerpunkt, sondern bis zum Kernrand zu messen. Die 
eine Randspannung (hier (2) ist negativ, wenn die Kraft N auBerhalb 
des Kerns angreift, also e > k2 ist. -

b) FOl'mandernngen, d. h. LlIgenandel'nngen benachbal'tel' Stab
qnel'schnitte. Sind fUr die einzelnen SteIlen des Systems die Werte M, 
N und Q bestimmt, so lassen sich die Formanderungen der einzelnen 
Stabelemente angeben, sobald das Dehnungsgesetz bekannt ist. Allen 
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folgcnden Untersuchungen wird nun das sogenannte Hookesche 
Gesetz zugrunde gelegt, das innerhalb der Grenzen unserer Span
nungsberechnungen fur die meisten Baustoffe genau genug gilt. Es 
sagt aus, daB die Spannungen 0 und die Dehnungen £ einander pro
portional sind. In der Gleichung 

o 
e=E' 

die diese Proportionalitat ausdruckt, erseheint fii.r jeden Baustoff 
eine konstante GroBe E, der 80genanntc Elastizitatsmodul, der 
den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung festlegt. Unter 
der Spannung 0 wird die Spannkraft pro Flacheneinheit verstanden 

(0= !~:!~= ;), 
unter D ehn ung f die Langenanderung pro Langeneinheit. 

( £ = Langenzu_wach~ ~= .J l) . 
Lange I 

o . 
Schreibt man E = -, so wlrd E gl~ich derjenigen Spannung, bei 

e 

welcher e = "~l = 1 ist, d. h. hei del' .J l = I ist. Del' Elastizitats

modul bezeichnet also diejenige Spannung, durch die der Stab urn 
seine eigene Lange verlangert wiirde. 

Denkt man sich aus einem Stabe ein Stab element von del' Lange ds 
herausgeschnitten, so laBt sich die Formanderung dieses Elementes 
leicht angeben. Die beiden begrenzenden Querschnitte seien so nahe 
benachbart, daB die Spannungen in beiden Querschnit-
ten (angenahert) als gleich angesehen werden k6nnen. 

Die Langenanderung !lds des Elementes ds f'E-ds_J~-E-
findet man, wenn die Querschnitte lediglich dmch iV-'E-+-_ 
eine N ormalkraft N beansprucht sind, wie folgt. 
Es ist: 

Ads 0 N 
£=-l8=E-=Jj.E' .Fig.9. 

also 
N·ds 

,dds = F--iF' ........... (4) 

Fur die V erdreh ung .J ip zweier urn ds 
voneinander entfernter Querschnitte gegenein
ander findet man, wenn lediglich ein Biegungs
moment M die Querschnitte beansprucht, nach 
Fig. 10 den folgenden Ausdruck (fiir den kleinen fi" 
Winkel ist die Tangente eingesetzt): 

a 
/lip=---. 

Yo Fig. 10. 
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Die Verlangerung a der auBersten Faser ist proportional der 
Randspannung a, namlich 

a·ds 
a=E~' 

Die Randspannung a ist proportional dem Moment, namlich 
]If 

a=y·yo, 

wo J das Tragheitsmoment des Querschnitts bedeutet. Also ergibt sich: 

Fig. 11. 

M·ds 
.Jrp=-E.j .......... (5) 

Die Vertikalverschie bung L1h zweier benach
barter, von einer Querkraft Q beanspruchter Querschnitte 
nimmt den Wert an (s. Fig. 11): 

L1h=y·ds. 

Der Schubverdrehungswinkel I' ist proportional der 
Schubspannung 7:. Es ist 

7: 

1'=-0' 

wo G den Schubelastizitatsmodul bedeutet. Fiir die Schubspannung 1, 
die nicht gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt ist, nimmt man 
einen im ganzen Querschnitt konstanten Wert an, indem man den 
Reduktionsfaktor x einfiihrt (vgl. S. 6); man schreibt also: 

Q 
7:=~x-F' 

Somit erhiilt man: 

. . . . . . . . (6) 

c) Stabspannkriifte in Fachwerken 1). Die Ermittlung der Stab
spannkrafte in Fachwerken kann zeichnerisch und rechnerisch erfolgen. 
Die zeichnerischen Methoden, wie das Zeichnen von Kraftepliinen 
oder die Zerlegung einer Kraft nach drei Richtungen (Culmannsches 
Verfahren) usw., werden als bekannt vorausgesetzt. 

Hier sollen nur einige Formeln zur Berechnung der Spann
krafte aus den Knotenpunktsmomenten angegeben werden. Es 
zeigt sich namlich, daB aIle Stabspannkriifte sich durch diese Momente 
ausdriicken lassen. 

a) Spannkriifte in den Gurtungen. Urn die Gurtkrafte 0", 
und U m zu bestimmen, legen wir den in Fig. 12 angedeuteten Schnitt. 
durch drei Stabe (Ritterscher Schnitt) und wenden auf den abge
schnittenen linken (oder rechten) Fachwerkteil die Gleichgewichts-

') Wir benotigen die mer abzuleitenden Gleichungen spater bei der Unter
suchung elastischer Formanderungen von Fachwerken. 
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bedingung an, daB die Summe der Momente aller Krafte in bezug 
auf einen beliebigen 
Punkt der Ebene gleich 
Null sein muB. Q und H 
bedeuten die Resultie
renden der Vertikal- bzw. 
Horizontalkrafte am ab
geschnittenen SystemteiL H 
Urn ° zu bestimmen, ~I--H~· 
nehmen wir m als Mo
mentenpunkt; Drn und 
Urn gehen durch m. geben 
also das Moment 0, und Fig. 12. 
es bleibt 

M."+Om·r,,,=O. 
Setzt man 

rm = hm . cos (CHI' 

so wird 
M ° =----", --. 

m hm'COSH", 
. . . . . . (i) 

Entsprechend ergibt sich, wenn man (m + 1) als Momentenpunkt 
wahlt, flir Um die GIeichung: 

.1lIm+l - U",·r",+l =0, 

U =+Mm+1 
m rm+ 1 ' 

oder da 

U =+h- Mm+~ ....• (8) 
m m+l . cos' m+l 

In beiden GIeichungen (7) und (8) bedeuten Mm bzw. Mm+1 die 
Knotenpunktsmomente infolge der am abgeschnittenen Balkenteil 
wirkenden Krafte; a und {J sind die Neigungswinkel der Gurtstabe 
gegen die Horizontale. Die GIeiohungen zeigen, daB die Spannkraft 
im Obergurt oei positivem Moment negativ, die im Untergurt da
gegen positiv ist. 

tJ) Spannkrafte in den Diagonalen(Fig.12). Werdenzunaohst 
nur vertikale auBere Krafte angenommen, so ergibt sich, wenn 
man die Summe der Horizontalkrafte am abgeschnittenen Balkenteil 
gleioh 0 setzt (GIeichgewichtsbedingung), die GIeiohung 

D", ·oos rpm + Om ·oos am + Um . cos {Jm+l = O. 

Setzt man fiir Om und Um die Werte aus GIeichung (7) und (8) 
ein, so erhitlt man 

M M D ·oosm =~.-- m+1 (9) m 'm h h ' ..... . 
n1. m+l 
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Das erste (positive) Glied entspricht dem FuBpunkt, das zweite dem 
Kopfpunkt del' Diagonale. 

Wirken dagegen auch horizontale auBere Krafte am System, 
deren Resultierende am linken abgeschnittenen Balkenteil die GroBe H 
haben mage, so ergibt die vorhin benntzte Bedingung die Gleichung 

Dm ·cos rpm + Om ·cos am + Um ·cos P"'+1 + H = 0 
oder 

Del' Zahler ]JI", - H . h", stelIt das Moment fUr den Punkt m' 
dar, der senkrecht iiber m auf .dem Obergurt liegt (Fig. 12). Denn 
H liefert zu M", den Beitrag + H . y; zieht man hiervon H· h ab, 
so bleibt das Moment fUr m'. 

Beide Momente in vorstehender Gleichung sind also bezogen anf 
Punkte del' gleichen, und zwar hier der oberen Gurtung; wir sehreiben 
daher 

.LW~. )J;l?n + 1 
Dm· cos rpm = h~ -,;:.-::. . . . . . (9a) 

Hatte man vorhin in del' Gleichung fiir D", . cos rpm den Wert H mit 

~m+!. statt mit hm mnltipliziert so hatte man erhalten 
hm+1 h", ' 

M M.L +H·h Dm.cos(P",=---"'-- ",,1 ' __ . ~.:t! 
hIll 11.111+1 

Der Zahler M m+1 + H· hill+! liefert das Moment fii.r den Punkt 
(m + 1)', der senkrecht unter (m + 1) auf del' nnteren Gurtnng liegt. 
Also ergibt sieh, wenn man die Momentenpunkte durch den Index u. 
als auf der unteren Gurtung gelegen kennzeichnet, die Gle·ichung in 
folgender Form: 

. . (9 b) 

Die Gleichungen (Oa) und (Ob) zeigen, daB, falls anch hori
zontale Krafte wirken, die Gleichung (9) der Form nach giiltig 
bleibt, daB abel' die Momente M", nnd M",+! auf Punkte del' 
namlichen Gurtung bezogen werden miissen. Dabei ist es. 
gleichgiiltig, ob man diese Punkte anf der oberen oder der nnteren 
Gurtung wahlt. 

Die Formeln gelten fiir rechtssteigende wie fiir rechtsfallende 
Diagonalen; man beachte ,nur, daB das erste (positive) Glied sich auf 
den FuBpnnkt der Diagonale bezieht. 

y) Spannkrafte in den Vertikalen (Fig.13). Es seien wiederum 
zunaehst nul' Vertikallasten angenommen. Wir trennen dnreh den 
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in Fig. 13 angedeuteten Schnitt den linken Fachwerkteil ab und be
nutzen die Gleichgewichtsbedingung, daB die Summe der Vertikal
krafte am abgeschnittenen Systemteil gleich Nuli sein muB. - Es be
steht also, wenn wir die Belastung am Obergurt annehmen, die 
Gleichung (Fig. 13) 

V + 0",' sin a", --f- U""+1' sin f3m+1 + Qm = 0, 

oder, wenn man mit der, (konstant angenommenen) Feldweite }. multi
pliziert, 

Hier ist Mm' = M m , da nur vertikale Lasten angenommen wurden; 
Q", bedeutet die Summe alier links vom Schnitt wirkenden Vertikal
krafte. - Um auch das letzte Glied durch die Momente auszu
driicken, benutzen wir die bekannte Beziehung 

M",=M"'_1 +Qm·}.' 
d. h. das Moment fiir den Punkt mist gleich demjenigen fUr den 
vorhergehenden Punkt (m - 1), vermehrt urn die mit der Feldweite}, 
multiplizierte Querkraft Q"" Somit ergibt sich 

M 'M 
V .}. = ~"!.}.. tg a ~ ----'" . }, . tg 13 - M + M 

1)1 hm 'hm m+l m. m-l 

= M"'-1- ~"'- (hm - }..tga", + }..tgf3"'+1)' 
m 

Der Klammerwert steUt die in Fig. 13 angegebcne Strecke h;,,-l dar, 
die man durch Verlangerung des U ntergurts U m+1 bis zur Vertikalen 
hm- 1 erhalt. Also ergibt sich bei Belastung des Obergurts durch 
vert,ikale Krafte 

V h'm-l ( ) ·}.=M -M .~- ..... tOa 
m m-.1 1"n h 

'In 
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Bei Belastung' des Untergurts tritt zu den Lasten links 
vom Schnitt eine weitere Last am Punkt m' zur Querkraft hinzu. 
Wir haben mit Q",+1 zu rechnen und daher zu setzen: 

Mn/+1 =M", + Qm+1·J..· 

Mit diesem Wert ergibt sich 

V.l=~",.},.tga1l! - ~I'YI!.l.tg(3lll+l -Mm+l-j-lJII"" 
m In 

V·J..= -·M",+1 + ~m.(hm + J... tg a", -J...tg(3m+1)' 
m 

Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke h:n+1 dar, 
die man durch Verlangerung des Obergurts 0", bis zur Vertikalen 
h"'+l erhiiJt. 

Es gilt somit bei Belastung des Untergurts durch verti
kale Kriifte die Gleichung 

h' . 
V",.J..=-.. il1",+1 +M",' ~'+1 ..... (lOb) 

m 

Wirken auch Horizontalkrafte, deren Resultierende am ab
geschnittenen Balkenteil gleich H sein mage, so ist zunachst nicht 
mehr Mm' = Mm; es besteht vielmchr die Beziehung 

Mm'= M",+H·h"". 

Ferner ist zu beachten, daB die GraBen M", und M ",-1 den Ein
fluB der Vertikal- und Horizontalkriifte in sich schlieBen, daB aber 
die zur Bestimmung des Gliedes Q",'J.. dienende Gleichung nur Mo
mente M(v) infolge der Vertikalkrafte vorsieht, so daB man schreiben 
muB 

Q 1 M(V) M(V) 
m. oIL = m -.1 m.-l. 

Hierbei ist gemaB Fig. 13 zu setzen 

M(V)-M H 
1 "" - m 'y, 

M~;-l=Mm+H.x. 

Setzt man diese Werte in die £ruher benutzte Gleichung fiir 
V"' J.. ein, so erhalt man 

V .1=.1I:l"!"_+J!·hm .J...tga - Mh····!"·J..·tg(3"'+1 
m ~ 111 m 

Da der Faktor von H gemaB Fig. 13 gleich Null ist, so ergibt sich 

V M h~'_l .J.. = - M . - ----
111-1 III h 

H~ 
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Die Form des Ausdrucks ist die gleiche wie wenn ausschlieLHich 
vertikale Krafte wirkten (Gl. lOa). Man beachte abel', daB jetzt 
die Momente auf die Punkte (m -1) und m der belasteten 
oberen Gurtung bezogen werden mli8sen. Urn dies zu kenn
zeichnen, schreiben wir die Gleichung flir die Spannkraft del' 
Vertikalen bei (beliebiger) Belastung des Obergurts wie folgt: 

V . MO MO h'm_t 
tn')~== m-l- m·l-~-

'" 
. (IOe) 

Ebenso ergibt sieh die der Gleichung (lOb) entspreehende Glei
chung flir die Spannkraft der Vertikalen hei (beliebiger) Be
lastung am Untergurt in folgender Form: 

(lOd) 

wobei durch den Index 11 gekennzeiehnet werden soIl, daB sieh die 
Momente auf die Punkte der belasteten unteren Gurtung beziehen. -

Literaturangaben: Zum Absehn. A wie iiberhaupt zur Be
reehnung statisch bestimmter Systeme verglE'iche man: Foppl: Vor
lesungen iiber Technische Mechanik Band II, Graphische Statik, Ab
sehnitt 1 und 4. Mehrtens: Vorlesungen liber Ingenieurwissen
sehaften, Band II und III, 2te Halfte. Mliller-Breslau: Die gra
phische Statik del' Baukonstruktionen, Band I. 

B. Die Bedingungsgleiclnmgen ZUI' Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme. 

§ 3. Grundbegriffe nnd Bezeichnnngen. 
a) Gl'undsystem nnd iiberzahlige GroBen X. Bei den statisch 

bestimmten System en, z. B. beim einfachen Balken oder dem Drei
gelenkbogen, lassen sich aIle statischen GroBen S, etwa ein Moment 
oder ein Auflagerdruck, mit Hilfe der drei Gleiehgewichtsbedingungen 
bestimmen. Diese lauten: 

2'V=O, 2'H=O, 2'JYJ=O, 

d. h. die Summe der Vertikalkrafte (2'V), die Summe del' Horizontal
krafte (2' H) und die Summe der Momente (.:E M) fUr jeden Punkt 
der Ebene ist = ° . Bei den sogenannten statisch unbestimmten 
System en genligen diese clrei Gleiehgewichtsbedingungen nicht mehr. 
Gibt man einem auf zwei Stiitzen A und B ruhenclen Balken weitere 
Stiitzpunkte a, b, C, •. . , n (Fig. 14), so lassen sich die nunmehr hinzu
kommenden Stiitzendrlicke X nicht mehr auf clem bisherigen ein
fachen Wege bestimmen 1). 

1) DaB diese Stiitzendriicke in der Tat wirksam werden, folgt daraus, 
daB der Trager aus elastischem Material besteht und daher unter dem EinfluB 
eiller auBeren Relastung Pm seine Form zu andern bestrebt ist. Eine Senkung 
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In den Stiitzpunkten a, b, c, ... , n treten also iiberzahlige GroGen 
auf, die mit Xa,Xb,Xc' ... ,X" bezeichnet werden sollen. 

Pm 
1; • • • • 

Xo Xc 
.Fig.14. 

tTberzahlige GroG en hellien sie deshalb, weil sie zur unver
schieblichen Festlegung des Systems, d. h. hier des Balkens A B, 
nicht erforderlich sind. Die Werte X werden auch statische Un
bekann te genannt, weil sie sich, wie' gesagt, nicht mehr mit Hilfe 
der Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Die Zahl der tTber
zaWigen X gibt zugleich den Grad der statischen Unbestimmt
heit an: sind'll tTberzahlige (Xa' X b , Xc' ... , Xu) vorhanden, so heiGt 
das System 'II-fach statisch unbestimmt. Werden die Trager der tTber
zahligen X, d. h. jene Teile des Tragwerkes, in denen die GroG en X 
wirken (in unserem Faile also die Lager), beseitigt (Fig. 15), so geht 

Fig. 15. 

das System in ein statisch bestimmtes iiber. In unserem FaIle ist 
dies der einfache Balken AB. Dieses System wird aJs das Grund
system bezeichnet. Wir setzen voraus, daB dieses System nicht 
etwa beweglich, sondern starr ist. Ais Grundsystem bezeichnen 
wir demnach dasjenige statisch bestimmte und starre 
System, in welches das urspriingliche System nach Be
seitigung samtlicher iiberzahligen GroGen X iibergeht. 

Die Wahl des Grundsystems und der iiberzahligen GroG en 
ist bei jeder Aufgabe zuerst vorzunehmen. Hierbei ist zu beachten, 
daB ein gegebenes statisch unbestimmtes System nicht etwa nur ein 
Grundsystem hat. Vielmehr kOnnen durch weg die tTberzahligen und 
damit das Grundsystem auf mannigfache Weise gewahlt werden. Bei 
dem in Fig. 16 dargestellten Trager konnte man z. B. auch die Lager 
.A und B beseitigen und zwei der sonstigen Stiitzen a bis d beibe
halten (Fig. 16a). Auch kann man alIe Stiitzen beibehalten und 
sonstige iiberzahlige GroGen beseitigen. In Fig. 16b sind statt der 
vier Stiitzendriicke vier Einspanpungsmomente beseitigt, indem an 
vier Punkten des durchgehenden Balkens Gelenke eingelegt wurden. 
Als Grundsystem ergibt sich also ein sogenannter Gerberbalken. 

der Punkte a, b. c, .. , n ist aber infolge der starren Stutzung unmoglioh. Die 
Stutzen muss en also Widerstande (Reaktionen) ausuben, um die Punkte a, b, c, ... n 
in ihrer Lage zu erhaltcn. 
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SchlieBlich sind in Fig. 16c die Momente iiber den 
momente) beseitigt; man erh1i.lt als Grundsystem 
h1i.ngende Einzelbalken 1). 

Stiitzen (Stiitzcn
fiinf zusammen-

a h c d 
& Fig. 16. 

8 

tXa 

~ 

AS t~ 
?\ 
~ xJ 

Fig. 16a. 

Xa Xo .xc Xd 
~ ~ J/kYY& Fig. 16b. ~ & £ 
Xa %z, Xc Xd 

f£ X i l :;: & Fig. 16 c. 

Wenn man auch das Grundsystem auf mannigfache Weise her
stellen kann, so ist es doch fUr die Rechnung keineswegs gleichgiiltig, 
welches Grundsystem gewahlt wird. Bei ein und derselben Aufgab e 
kann durch nngeeignete Wahl des Grundsystems die Rechnung wesent
Hch umstandlicher werden. 1m allgemeinen ist daher auf die Wahl 
eines m6glichst zweckrnaBigen Grundsystems besonderer Wert zu 
legen. Nach welchen Gesichtspunkten dies zu beurteilen ist, kann 
natiirlich erst der spater zu behandelnde Rechnungsgang zeigen. 

Erlauterung vorstehender Angaben iiber die Wahl 
des Grundsystems. 

Beziiglich der Wahl des Grundsystems und der iiberzahligen 
GroBen X sollen an einem einfachen Beispiele· noch einige Erlau te
rungen gegeben werden. 

Der in Fig. 17 a dargestellte einseitig eingespannte Balken stellt 
ein statisch bestimrntes System dar. 
Die drei Auflagerreaktionen, narn
lich die Vertikalkraft A, die Hori- _H:.:..-;~ 
zontalkraft H und das EinsRan- f 
nungsmoment .ill lassen sieh fiir I A 
jede auBere Belastung Pm mit Hilfe 
der Gleiehgewiehtsbedingungen be-

Fig. 17 a. 

stimmen. Sie geniigen, urn das System unbeweglieh festzulegen. 
Gibt man dem freien Ende ein Rolleniager, so tritt eine iiber

zahlige Kraft Xa hinzu, die senkreeht zur Lagerflache geriehtet ist. 
Denn der Endpunkt des Freitragers wiirde sieh unter dem EinfluB 

1) Vgl. die nachfolgenden Erlauterungen zur Frage der Wahl des Grund
systems. 

Pi r 1 e t, Statik. II. 1. 2 
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der Last Pm infolge der elastischen Formanderung des Systems auch 
in vertikaler Richtung verschieben. Dies verhindert die Lagerung, 

Fig. 17b. 

Fig. 170. 

d. h. die am Lager wirksam werdende 
Rerktion Xa (Fig. 17 b). 

Macht man das bewegliche Lager 
fest, so wird auch die bisher noch 
mogliche horizontale Verschiebung des 
Punktes a aufgehoben. Es muE also 
auch in horizontaler Richtung eine 
Kraft wirksam werden, welche die 
besagtc Verschiebung verhindert, d. h. 

es tritt noeh eine zweite Un
bekannte Xb hinzu (Fig. 17 c). In 
einem fest en Lager kann eine 
beliebig geriehtete Reaktion auf
treten. Ihre beiden Komponen
ten nach zwei (an sieh beliebi
gen) Richtungen stellen die Kraft 
dar und geben zugleieh die bei

den unbekannten Auflagerreaktionen. 
Bisher war noch die elastische Verdrehung des rechten Stab

endes moglich. Fiigt man aber am reehten Lager eine feste Ein
spannung hinzu, so wird aueh die Moglichkeit einer Verdrehung be

J!'ig. 17 d. 

hoben; es tritt daher als dritte 
Unbekannte ein Drehmoment 
Xc. hinzu, welches einer Ver
drehung des Stabes entgegen
wirkt (Fig. 17 d). An einer festen 
Einspannstelle sind also insge
samt drei Unbekannte wirksam: 
zwei Kraftkomponenten und ein 
Einspannungsmoment. 

Es sei nun der in Fig. 17 d dargestelIte, beiderseits eingespannte 
Balken gegeben und'der Grad der Unbestimmtheit festzustellen. Man 
kann die Frage in folgender Form stellen: Welche und wie viele 
Einzelwirkungen sind zu beseitigen, damit das Tragwerk in ein statisch 
bestimmtes und starres System iibergeht1 - Entfernt man die ge
samte Lagerung am rechten Ende, so bleibt der einseitig eingespannte 
Balken als Grundsystem ubrig. Dabei'sind, wie oben auf umgekehrtem 
Wege dargelegt wurde, die genannten drei Reaktionen zu beseitigen, 
und diese stellen die Unbekannten X des dreifach statisch unbe
stimmten Systems dar. 

Dieselbe Aufgabe lal3t sich aber auch in anderer Form los en. 
Beseitigt man zunachst an den beiden Enden die Einspannungen, so 
daB die freie Drehung der Stabenden moglich wird, so sind zwei liber
zahlige Reaktionen Xa und Xb (Einspannungsmomente) zu entfernen 
(Fig. IS a). Damit ist das System aber noch nicht statisch bestimmt; denn 
es sind noch zwei fesie FuBgelenke vorhanden, und in jedem Gelenk 
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wirken zwei Kraftkomponenten, also insgesamt vier unbekannte GroBen. 
Da nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen, so muB 
noch eine Reaktion entfernt werden. 
Es liegt nahe, das eine der beiden 
festen Lager beweglich zu machen, 
also die horizontale Komponente (XJ 
der Lagerreaktion zu beseitigen. AIs
dann geht das System in den ein-
fachen Balken auf zwei Stiitzen 
iiber; dieser bildet also das 
Grundsystem. Die Unbekann
ten sind zwei Einspannungs
momente Xa und Xb und del" 
Horizontalschub Xc (Fig. 18 b). 

Fig. 18a. 

Fig. 18b. 

Nach Beseitigung der beiden Einspannungsmomente Xa und Xb 
an den Auflagern konnte man den alsdann vorliegenden Zweigelenk
bogen (Fig. 18a) auch dadurch statisch bestimmt machen, daB man 
an einer weiteren Stelle, etwa im 
Scheitel des Bogens, noch ein Ein
spannungsmoment (Xc) beseitigt, d. h. 
also ein Gelenk an die Stelle der 
festen Durchfiihrung setzt· (Fig. 19, 
Dreigelenkbogen). -

In einem festen Gelenk kann 
eine beliebig gerichtete Reaktion wirksam 
sein, d. h. es treten zwei Kraftkomponenten 
auf, mit denen beide Stabteile gleich und ent-
gegengesetzt aufeinander wirken (Fig. 20). 
Die Drehung der beiden Stabteile gegen
einander ist dabei noch moglich. Diese wird 
erst behoben, indem die beiden Stabe durch 
ein Einspannungsmoment M gegeneinander 
festgelegt werden (Fig. 20a). Dieses Ein
spannungsmoment wirkt, zusammen mit den 
beiden Kraften V und H, den Komponenten 
der Gelenkreaktion, wie die feste Durchfiih
rung des Stabes. 

Fig. 19. 

H...:--:tf-----H 

Fig. 20. 

Fig.20a. 

Dies fiihrt zu einer weiteren 

Art der Bildung des Grundsystems. ~xc xo~xc 
Schneidet man den Balken an ir- Xa. a. 
gendeiner Stelle durch (Fig. 21), so 
bleiben zwei eingespannte Balken Xo 
als Grundsystem iibrig. Die drei _ _ 
Dberzahligen sind die zwei vorge- Fig. 21. 
nannten Kraftkomponenten (Xa und 
Xb) sowie das Einspannungsmoment (XJ Diese GroBen sind an jedem 
der beiden Stabteile gleich und entgegengesetzt anzubringen, da beide 
Systemteile gleich und entgegengesetzt aufeinander wirken. 

2* 
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NB. Vorzeichen. Wie man die Unbekannten wahlt, d. h. in welchem 
Sinne man sie positiv wirkend annimmt, ist qleichgiiltig. Man wahle die 
positive Richtung nach Belieben; ergeben sich am Scl!luB der RechnulIg die 
Werle X positiv, so wirken sie in der angenommenen Riclttung; umgekekrt 
ist es, wenn die Unbekarmten X sich mit negalivem Vorzeichen ergeben. 

b) Verschiebnngen nnd statische GroBen S. Bezeichnnngen. 
Das Snperposition~gesetz. Das Ziel der Untersuchung eines statisch 
nnbestimmten Systems ist die Ermittlung der iiberzahligen GroBen X. 
Sind diese 'berechnet, so sind aile am Grundsystem angreifenden 
Lasten bekannt, und jede statische GroBe kann berechnet werden. 
- Das gegebene statisch nnbestimmte System laBt sich namlich 
auch auffassen als ein statisch bestimmtes (Grundsystem), an dem 
auGer den gegebenen Lasten Pm noch weitere, erst noch zu be
rechnende Lasten X wirken (s. Fig. 16 a bis 16 c). 1st nun irgendein 
statischer Werb S gesncht, etwa ein Auflagerdruck oder ein Biegungs
moment, so setzt sich S zusammen ans dem EinBuB der gegebenen 
Last Pm und dem der Lasten X auf das Grundsystem. - Um nun 
S als Funktion der Werte X darzustelIen, trefIen wir folgende Fest
setzungen. lrgendeine der GroBen X, etwa X"' denke man sich 
zunachst allein fur sich am Grundsystem wirken. Hatte X k den 
Wert 1, etwa 1 t, so ruft diese GroBe einen Wert S hervor, der 
mit Sk bezeichnet werden solI, so da13 Sk 'gleich S infolge X k = 1 ist, 
Also tritt infolge der GroBe X k , wenn sie mit ihrem vollen Betrage X" 
wirkt, der Xk-fache Wert auf, also Sk,Xk' - Das, was hier flir eine 
beliebige GroBe X k gesagt ist, gilt fiir aIle X, von Xa angefangen bis X". 
Somit rufen aile X zusammen einen Wert S hervor, der gleich ist: 

Sa·Xa +Sb,Xb +So'Xc+'" +S"·X,,. 
Dazu kommt nun noch der EinBuB von Pm' d~n wir mit So 

bezeichnen wollen, so' daB wir infolge Pm und der Vberziihligen X 
den Wert erhalten: 

S=SO+Sa,Xa+Sb,Xb+"'+S,!·X" . .. (11) 

Dieses Gesetz nennt man das Superpositionsgesetzl); es 
wird in der Statik der Baukonstruktionen durchweg zugrunde gelegt. 

Au13er den Kraftewirkungen sind sodann noch die infolge der Nach
giebigkeit (Elastizitat) des BaustofIes auftretenden Formanderungen 
zu untersuchen. Sowohl bei statisch bestimmten wie bei nnbestimmten 
Systemen fragt man des ofteren nach den Senkungen oder Ver
schiebungen gewisser Punkte (oder Verdrehungen von Geraden) des 
Tragwerkes. Vor allem aber ist bei statisch unbestimmten Systemen 

1) Beziiglich der Bezeichnungen sei darauf hingewiesen, daB der Wert B 
ohne Index eine GroBe im gegebenen, statisch unbestimmten System bedeutet, 
wahrend alle sonstigen mit einem Index versehenen Werte (So, Sa, Sb .. , Sn) 
fiir das Grundsystem gelten. - Zur Unterscheidung der Werte konnte man 
auch @) "fiir S schreiben, so daB die sto.tischen GraBen des unbestimmten 
Systems durch deutsche Buchstaben bezeichnet wiirden. Jedoch ist mit Riick
sicht auf die Schreibweise der gebrauchlichsten Literaturquellen hiervon ab
gesehen worden. 



§ 3. Grundbegriffe und Bezeichnungen. 21 

zur Berechnung der iiberzahligen GraBen X die Kenntnis der Form
anderungen erforderlich, wie wir des naheren noch sehen werden. 

Auch fiir die Formanderungen ist durchweg das Superpositions
gesetz maBgebend, d. h. es werden line arc Beziehungen zwischen 
Formanderungen und Kraften angenommen. Dies ist obne wei teres 
gegeben, wenn man, wie es bei allen folgenden Untersuchungen der 
Fall ist, annimmt, daB das Hookesche Gesetz gilt, d. h. daB die Be
ansprucliungen des Systems innerhalb der Grenzen bleiben, fUr welche 
das Hookesche Gesetz giiltig ist (s. Abschnitt A, § 2, b). 

Es sei gefragt nach der Verschiebung eines Systempunktes i in be
stimmter Richtung i, und zwar infolge einer am Grundsyst~m wirkenden 
KraftXk • WareXk gleich 1, so mage die Verschiebung von i einen Wert 
annehmen, den wir mit [ik] bezeichnen wollen 1). Hier bedeutet also 
der erste Buchstabe den Ort der Verschiebung (Punkt und Richtung), 
der zweite die Ursache der Verschiebung. Wirkt nun die Kraft X k 

mit ihrem vollen Wert, so erzeugt sie die Verschiebung [ik] ·Xk • Was 
fUr X k gilt, bleibt fiir alle Werte Xa bis X" giilt~g, und man erhalt somit 
als Verschiebung des Punktes i infolge der Vberzahligen den Wert: 

[ia]·Xa + [ib]·Xb + ... + [in].Xn• 

Dazu kommt der Beitrag zur Verschiebung, der allein infolge 
der gegebenen auBeren Belastung P'" hervorgerufen wird. Dieser 
solI die Bezeichnung [im] erhalten. Insgesamt ergibt sich also: 

[im] + Cia] ·Xa + [i b] ·Xb + ... + [in] .X". 
Dies ist del' Wert fUr die Verschiebung des Punktes i infolge 

Pm und der iiberzahligen GraBen X, d. h. des Punktes ideo;; y-fach 
statisch unbestimmten Systems (v bedeutet die Zahl der Vber
zahligen Xa bis X n). Dieser Wert solI mit [im.y] bezeichnet werden. 
Es bedeutet also der erste Buchstabe i den Ort cler Verschiebung 
(Punkt und Richtung), der zweite m die Ursache (hie I' auBere Be
lastung Pm), und del' Zahlenindex gibt den Grad der statischen 
Unbestimmtheit des Systems an, dem del' fragliche Punkt i angebort. 

Es gilt somit fiir eine Verschiebung eines Punktes i 
in bestimmter Richtung infolge der Belastung Pm bei einem 
1'-fach statisch unhestimmten System die Gleichung: 

[im.v]=[im]+[ia]·Xa+[ib].Xb+ ... +[in],Xn • (12) 
Man erkennt, daB beim y-fach unbestimmten System so

wohl die statische GroBe S (G1.11), als auch die Verschiebung 
[im.y] (Gl. 12) sich ausdriicken lassen durch die Vber
zahligen X und durch gewisse statil;whe Wirkungen (G1. 11) 
beziehungsweise Verschiebungen (G1. 12) des Grundsystems. 
Denn sowohl die GraBen Sk wie die Verschiebungen [ik] 
auf den rechten Seiten del' Gleichungen (11) bzw. (12) sind 
hervorgerufen clurch die am Grundsystem wirkenden Krafte 
X=1 bzw. Pm (gegebene auBere Lasten). 

') Dureh die eckigen Klammern werden die Versehiebungen als Summen
ausdriieke gekennzeiehnet. Vgl. hierzu die spiiteren Ausfiihrungen iiber die Be
reehnung von Verschiebungen. (Abschn. II, § 5, spez. S. 42.) 
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§ 4. Die Elastizitatsgleichungen. 
1m vorigen Abschnitt sind die Einfl.iisse der auBeren Lasten 

und der iiberzahligen GroBen X zueinander in Beziehung gesetzt, und 
diese Beziehungen durch Gleichungen ausgedriickt worden (siehe 
G1. (11) und (12). N unmehr handelt es sich um die Frage, wie mit Hilfe 
dieser Beziehungen die Unbekannten X berechnet werden. 

a) EinflnB einer [uBeren Belastung Pm. Wir haben J! Unbe
kannte X a, X b , ••• , Xn zu berechnen, benotigen also ebenso viele 
Bedingungsgleichungen, in denen die Werte X als Unbekannte auf
treten. Diese Bedingungsgleichungen sind nun oboe wei teres da
durch gegeben, daB y Verschiebungen [i-in.l'] des statisch un
bestimmten Systems bekannt sind, und zwar die Verschie
bungen der Angriffspunkte der Unbekannten X. Betrachtet 
man z. B. den Trager auf n + 2 Stiitzen in Fig. 14, so erkennt man, 
daB die Angriffspunkte der X in diesem FaUe wegen der festen, 
unverschieblichen Lagerung keine Verschiebungen in Richtung del' 
GroBen X erfahren konnen, d. h. die Verschiebungen der An
griffspunkte der Dberzahligen X in Richtung dieser GroBenX 
sind 0 1). Mit den vorhin eingefiihrten Bezeichnungen lauten also 
diese Bedingungen: 

') Dies gilt in unserem BeispieL zunachst nur dann, wenn die Stiitzen 
starr, die Punkte a, b, c, ... , n also unverschieblich sind. - Es gilt aber auch -in 

allen anderen Fallen, wenn 
man nur die jeweiligen Beson
derheiten des Systems sach
gemaB beriicksichtigt. Einige 
Angaben mogen dies erlautern. 

Fig. 22. 

Fig. 23. 

Beim Trager auf elasti
schen Stiitzen (Fig. 22) kom
men als Angriffspunkte der 
UnbekanntenX die FuBpunkte 
der Stiitzen in Frage. Die
jenigen Teile des Tragwerks, 
in denen die Krafte X wirken, 

sagep wir die Trager dieser KriHte (hier 
die Pendelstiitzen), sind also mit in das 
System einzubl'greifen. 

Wirkt eine Unbekannte X;in einem 
iiberzahligen Stab (vgl. das in Fig. 23 
dargestellte Fachwerk), so schneide man 
den Stab etwa in der Mitte durch und 
bringe die Kraft X. in dem Schnitt 
gleich und entgegengesetzt an. Die Ver
schiebung des Punktes i, d. h. des An-
griffspunktes von Xi, in Richtung von 

Xi, muB dann auch gleich 0 sein. Denn i ist identisch mit i' und verschiebt 
sich in Richtung von X" wie i' in Richtung von X,'; die Kraft Xl ist gleich Xi, 
wirkt aber in umgekehrtem (negativem) Sinne, d. h. die Gesamtverschiebung von i 
(eigentlich i und i/) in ~ichtung von Xi (eigentlich Xi und X;') ist gleich O. 

Ahnliche einfache Uberlegungen gel ten in anderpn (i'allen, z. B. wenn eine 
elastische Einspannung als Trager eines unbekannten Einspannungsmomentes 
vorliegt. Man hat stets nur darauf zu achten, daB die Trager der Unbekannten 
in dem vorhin dargelegten Sinne mit in das System einbegriffen werden. 
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[am.v]=Ol 

[bm.v]=O I 
[n~.l'] . 0 

........ (13) 

Diese Gleichungen stellen die "Elastizitatsbedingungen" dar 
d. h. die Bedingungen, denen die elastischen Verschiebungen der be
trefi'enden Systempunkte unterliegen. 

Nun ist aus den Gleichungen (13) noch nicht zu erkennen, wie 
aus ihnen die GroBen X zu berechnen sind. Setzt man aber nach 
Gleichung (12) fiir [im.v] die Werte ein, so entstehen die folgenden 
Gleichungen mit den Unbekannten X. 

[am.v] = [am] + [aa]-Xa + [ab].Xb + ... + [an].Xn=O} 
[bm.v] = [~.l1.I] + [ba].Xa + [bb]-Xb + ... + [bn]-X .. = 0 

. . .. .. ... (14) 

. . .. .. .. . 
[nm.v] = [nm] + [na]-Xa + [nb]-Xb + ... + [nn]·X" =0 

Dies sind die sogenannten "Elastizitatsgleichungen". 
In diesen Gleichungen stell en die Koeffizienten der Unbekanntet;t 

sowie die Absolutglieder Verschiebungen dEs statisch bestimmten 
Grundsystems dar. Sind also diese Verschiebungen berechnet und 
die Gleichungen nach den Werten X aufgelOst, so ist die Aufgabe 
als erledigt zu betrachten. Denn aus den Unbekannten X berechnen 
sich aIle sonstigen statischen GroBen (Momente, Stabkrafte usw.) 
nach Gleichung (11). wo wiederum die Multiplikatoren Si und auch der 
Wert So· statische GroBen im Grundsystem darstellen. 

Es ergibt sich also, daB es sich bei der Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme im wesentlichen urn zwei Aufgaben handelt: 

Erstens sind die Verschlebungen der v Punkte a, b, ... , n 
zu berechnen, und zwar infolge gegebener Lasten Pm bzw. 
X = 1 am Grundsystem. 

Zweitens sind v lineare Gleichungen mit v Unbekannten 
aufzulosen. 

Ehe indessen diese beiden Aufgaben behandelt werden, be
diirfen die vorstehenden Ausfiihrungen noch der Erganzung nacb 
verschiedcnen Richtungen. . 

b) EinflnB von Temperaturiinderungen. Ebenso wie eine auBere 
Belastung vermag auch eine Erhohung oder Erniedrignng der Tem
peratur eine Formanderung des Tragwerks hervorzurufen. 1st das 
System dabei so gestaltet, daB die durch die Temperaturandernngcn 
bedingten Verscbiebungen nicht ungehindert vor sich gehen konnen, 
so werden, ebenso wie im Falle einer anBeren Belastung, Krafte wirk
sam, welche eben jene Formanderungen verhindern. - Bei dem in 
Fig. 24a dargestellten einseitig eingespannten :8alken (s. Fig. 17 a-d), 
wird z. B. bei einer Temperatnranderung die BQgenachse ihre Gestalt 
and ern und etwa die punktiert eingezeichnete Form annehmen. 
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Diese Formanderung des statisch bestimmten Systems kann unge
hindert vor sich gehen. 

Fig. 24a. Fig. 24b. 

Hat aber der Balken am Ende ein feEtes lager, EO daB der 
Punkt a unverschieblich fest liegt, EO ist bei der gleicben Temperatur
iinderung die Verschiebung von a nacb a' nicbt moglich (Fig. 24b). 
Um a in seiner unpriingIicben lage zu halten, sind AuflageIkriifte 
Xa und Xb erforderlich; sie nebmen eine solche GroBe an, daB die 
Verschiebungskomponenten von a in Ricbtung von Xa bzw. X" zu 
Null werden. Die BedingungsgIeichungen Iauten EOmit in diesem FaIle 

[at.2]=O, 
[bt.2]=0, <I 

wobei die Ursache, niimlich die Temperaturwirkung, wiederum durch 
den zweiten Buchstaben (t) gekennzeichnet ist. (a und b bezeichnen 
hier denselben Punkt, da Xa und Xb im namlicben Punkte angreifen, 
jedoch sind die Richtungen der KJ iifte X verschieden.) AUgemein 
gelten beim v-fach statisch unbestimmten System die Elastizitats
bedingungen: 

[at.v]=O 
[bt.v] =0 

[nt.v] = o. 
Es fragt sich nun wiederum, wie die Venchiebungen [it.v] durch 

die Unbekannten X auszudriicken sind. - Die Verschiebung eines 
Punktes i infolge der Temperaturwirkungen setzt sich zusammen 
aus der Verfchiebung, welche i als Punkt des Grundsystems (aIle 
X = 0) erfiihrt, und dem Beitrag der iiberziihligen GroBen. Der 
erstere Wert, also die Verschiebung des Punktes i in bestimmter zu
gehoriger Richtung infolge der Temperatur, wenn diese lediglich das 
Grundsystem verandert, werde mit [it] bezeichnet. Der Beitrag der 
Dberzahligen X driickt sich genau so aus wie biEher (G1. 12), wobei 
naturgemaB diejenigen Werte X in Frage kommen, die infolge del' 
Temperatur auftreten. Der Gesamtwert wird also: 

[it.v] = [it] + [ia] .Xa + [ib]-Xb +... [in]-X" .• (15) 

Entspl'echend sind die Verschiebungen der samtlichen Angriffs
punkte a, b, ... , n der Unbekannten X a , XII' ... ,X" auszudriicken. Aus 
der Elastizitiitsbedingung, daB diese Verschiebungen gleich Null sind, 
entsteben also die folgenden Elastizitatsgleichungen zur Be
stimmung del' Temperatureinfliisse: 
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[at.v] = [at] + [aa] ·Xa + Cab] ·Xb + ... + [an]-X" = 0) 
[bt.)!] = [bt] + [ba]·Xa + Ebb] ,Xb + ... + [bn].X" = ° 

. . .. .. .., (16) 

[nt: v] = [;t] -1- [n~] .ia + [n'b] .X. + ... + [n:n] .in = oj 
Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gieichungen (14), 

die fUr auBere Belastungen Pm geiten, nur durch die Absolutglieder 
I [it] statt [imJ) 1). 

c) EinfluB von Verschiebungen del' Wideriagel'. Es bliebe 
noch eine letzte Ursache zu untersuchen, weiche das Auftreten von 
Kraften bei statisch unbestimmten Systemen zur Folge haben kann, 
namIich die Verschiebung der Widerlager. - Von dem Zweck derartiger 
Untersuchungen, die sich meistens auf mehr oder minder unsicheren, 
nur schatzungsweise anzugebenden Voraussetzungen griinden, war auf 
Seite 3 die Rede. Man stellt die Untersuchung an unter der Vor
aussetzung, daB einzelne Widerlager geschiitzte oder beobachtete Ver
schiebungen erfahren. - Wir fragen nach der Form der Elastizitats
bedingungen bzw. del' Elastizitatsgleichungen, aus denen die Unbe
kannten X, die infGlge del' Verschiebung del' Widerlager auftreten, 
zu bestimmen sind. Hierzu betrachten wir den in Fig. 25a-c dar
gestellten Trager auf vier Stiitzen mit den mittleren Stiitzendriicken 
Xa und Xb als Unbekannten. Del' Vereinfachung des Gedanken
ganges halber werden zwei Falle unterschieden. 

(L b Fig. 25a. !f fxa ~ ~ 
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~ I Fig. 25 b. 
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I Fig. 25c. I 

!bm) B [am] 

') Es sei noch darauf hingewiesen, daB nicht immer und nicht bei allen 
statisch unbestimmten Systemen Unbekannte X infoIge der Temperaturiinde
rungen auftreten. Dies gilt von jenen Fallen, wo die durch die Temperatur 
bedingten Formanderungen ungehindert vor sich gehen konnen. - Wird z. B. 
der in Fig. 14 dargestellte durchlaufende Trager mit gleich hohen Stiitzen 
gIeichmiiBig erwarmt, so vergroBert sich seine Lange. Das ist ohne weiteres 
mogIich; denn der Trager verschiebt sich in horizontaler Richtung iiber seine 
Lager hinweg; Krafte werden dabei nicht wirksam. 
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Erster Fall. Die Punkte, in denen die Unbekannten 
angreifen, haben in Richtung dieser Unbekannten die Ver
schiebung Null. 

In unserem Falle sollen sich also zunachst die Punkte A und 
B, nicht aber a und b verschieben (Fig. 25 b). Die Elastizitats
bedingungen lauten alsdann, wenn wir den EinfluB der Wider
lagerverschiebungen durch den Buchstaben w kennzeichnen, wie folgt: 

[aw.2]=0 
[bw.2]=0. 

Um nun diese Werte durch die Unbekannten X auszudrucken, 
betrachten wir das Grundsystem in seiner durch die Verschiebung 
der Widerlager A und B veranderten Lage (Fig. 25 c). Die Punkte 
a und b wiirden sich um gewisse Betrage raw] und [bw] verschieben, 
wenn keine GroBen X wirksam Waren. Diese Jetzteren treten nun 
aber am Grundsystem in solcher GroBe auf, daB die Verschiebungen 
von a und b zu Null werden. Die Beitriige der GroBen X zu den Ver
schiebungen von a und b sind durch die gleichen Ausdriicke wie 
fmher (Gl. 12) gegeben, namlich [aa] Xa + [ab] Xb fiir Punkt a und 
[ba] Xa + [bb] Xb fUr den Punkt b. Also erhii.lt man als Gesamtver
schiebungen von a und b die gleich Null zu setzenden Werte: 

[aw.2] = [aw] + [aa] ·Xa + [ab]-Xb = 0 
[bw.2]= [bw] + [ba} Xa + [bb],Xb =0. 

Was hier fur den Fall zweier Unbekannten erlautert wurde, fUhrt 
im allgemeinsten Fall des 'V-fach unbestimmten Systems zu den fol
genden Gleichungen: 

[aw.'VJ= [awJ+[aa],Xa + [abl'Xb+", + [an} X" =0] 
[bw.'V] = Lbw] + [baJ,Xa + [bb],Xb + ... + [bnJ ·X" = 0 

. '" . (17 a) 

. . .. . 
[nw.'V] = [nw] + [na].Xa+[nb],Xb + ... + [nn].X,,=O 

Dies iet die Form der Elastizitatsgleichungen fUr den Fall, daB 
die Angriffspunkte qer Unbekannten sich in Richtung dieser Un
bekannten nicht v.erschieben. 

Zweiter Fall. Die Widerlager, in denen die Unbe
kannten angreifen, verschieben sich in Richtung dieser 
Unbekannten. 

Es werde jetzt der umgekehrte Fall untersucht, wo die Angriffs
punkte einzelner oder alIer Unbekannten X sich verschieben, im 
iibrigen aber die Widerlager unverschieblich sind. In Fig. 26a ist 

a. b 
~ Fig. 26a. 

8\ 
\ 
I 
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das veranderte System gezeichnet. Rier sind die Verschiebungen 
[aw.2] und [bw.2] nicht mehr gleich Null, sondern gleich gegebenen 
GraBen. 

Man beachte, daB die Verschiebungen von a und b nur durch 
die GruBen Xa und Xu hervorgerufen werden. Wirken Xa und Xu 
nicht, d. h. wird das statiscL bestimmte Grundsystem in Betracht 
gezogen, so ist keine Wirkung da, welche eine Verschiebung von a 
und b hervorrufen kannte. Somit folgt ohne weiteres, daB die Ela
stizitatsgleichungen die folgende Form annehmen: 

[aa] .Xa + [ab] ·Xb = raw. 2] d. h. gleich einem gegebenen Wert 
[b a] ·Xa + [bb]-Xb = [bw.2] d. h. gleich einem gegebenen Wert. 

Allgemein gilt bei v-facher Unbestimmtheit folgende Form der 
Elastizitatsgleichungen fiir den Fall, daB nur solche Wider
lager sich verschieben, in denen Unbekannte X wirken: 

[aal'Xu + [ab] ,Xb + ... + [an] .X" = [aw,v]l 
[ba] ,Xa + [bb] . X" + ... + [bn] ·X" =-c= [bw.v] 

l;alxo - [- [~bJ -X. + _ -_ H,;nJ-x. ~ [':'_'Jl 
(17b) 

Rier stellen die GraBen [aw. JJ] bis [nw. v] gegebene, d. h. ge
schatzte oder gemessene "Verte dar. 

Dritter (allgemeiner) Fall. Vereinigung beider FaIle. 
Es verschieben sich beliebige Widerlager. 

Die allgemeine Form der Gleichungen entsteht durch eine Ver
einigung der beiden vorhin behandelten Fane. Wir nehmen namlich 
nunmehr an, daB beliebige Widerlager sich verschieben kannen, ob 
nun Unbekannte dort angreifen oder nicht. Alsdann erhalten wir 
auf Grund der vorigen Betrachtungen durch Vereinigung beider FaIle 
die folgende allgemeinste Form der Elastizitatsgleichungen 
unter Annahme verschieblicher Wider lager: 

raw] + [aaJ ·Xa + [abl,Xb + ... + [anJ-X" = [aw.J'J 1 
[bw] + [ba] .Xa -+- [bb] ·Xu + ... + [bn] ·X" = rbw.v] 

. ., . . (]7 c) 

... . . 
[nw] + rna]. Xa+ [nb] ·Xu + ... + [nn] . X" = [nw.JJ ] J 

Die Glieder [(tw.v] bis [nw.vJ auf der rechten Seite dieser Glei
chungen sind bekannte, zahlenmaBig gegebene Werte. 

Urn auch in dies em FaIle einen den bisherigen Formen der Glei
chungen entsprechenden Ausdruck zu erhalten, ziehen wir die Ab
solutglieder zusammen und schreiben fUr den Gesamtbetrag 

[iw] - [iw.v] = [iw] ...... (17d) 

[iw] bedeutet die Verschiebung des Punktes ides Grundsystems 
(i ist der Angriffspunkt von Xi) in Richtung von Xi infolge der an
genommenen Widerlagerverschiebungen. Sind unter diesen letzteren 
auch solche der Angriffspunkte i der Dberzahligen Xi, so sind diese 
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(angenommenen) Verschiebungen mit [iw.v] bezeichnet; sie brauchen 
natiirlich nicht in allen A!Ifgaben vorzukommen. 

Alsdann nehmen die Gleichungen (17c) folgende Form an: 

[awl + [aaJ ·Xa+ [abJ,Xb + ... [anJ-Xn =0 1 
[bw] + [ba] .Xa+ [bb],Xb + ... [bn] .Xn = 0 

) 
(17 e) 

rn~] + [n~]. Xa + [n~] ·Xb + ... [n~b] ·Xn=O . 

Man erkennt, daB diese Form der Gleichungen derjenigen fUr 
auBere Lasten odeI' Temperaturanderungen entspricht. 

Nachdem wir damit fUr die verschiedenen FaIle die Form del' 
Bedingungsgleichungen zur Ermittlung del' iiberzahligen GroBenX 
angegeben haben, sollen nun in den beiden folgenden Abschnitten 
(II und III) die Methoden zur Berechnung del' Koeffizienten (Ver
schiebungen) und zur Losung del' Gleichun'gen behandelt werden. 

II. U ntersuchung 
elastischer Formanderungen. 

§ 5. Die Arbeitsgleichnng. 
(Prinzip del' virtuellen Arbeiten, virtuelle Formanderungsarbeit.) 

Die im ersten Abschnitt angegebenen Elastizitatsgleichungen zur 
Berechnung statisch unbestimmter Systeme enthielten lediglich Ver
schiebungen von Punk ten des statisch bestimmten Grundsystems. 
Somit ware zur Untersuchung statisch unbestimmter Tragwerke nur 
die Berechnung del' Formanderungen statisch bestimmter Systeme 
erforderlich. 

Es kommt indessen auch vor, daB nach den Verschiebungen 
von Punkten statisch unbestimmter Systeme gefragt wird, wie z. B. 
nach den Durchbiegungen eines durchlaufenden Tragers. Wir sind 
also gehalten, die Formanderung statisch bestimmter und unbe
stimmter Systeme zu untersuchen. 

An und fUr sich ist natiirlich dadurch kein Unterschied fiir die 
Berechnung gegeben. Denn wenn an einem unbestimmten System 
anch einzelne unbekannte Lasten X wirken, so lassen sich diese ja 
aus den Formandernngen des Grundsystems berechnen nnd konnen 
dann den gegpbenen auBeren Lasten Pm als bekannt zugefiigt wer
den, so daB eine Gruppe gegebener Lasten (Pm und X) am Grund
system wirkt. 

Bevor wir mit del' Herleitung der gesuchten Gleichungen be
ginnen, sei kurz erinnert an das ans der Mechanik bekannte sag. 
d'Alembert'sche Prinzip. Dieses besagt: Greift an einem Massen
punkt ein System von Kraften an, weJche unter sich im Gleich
gewicht sind, und wird dem Pnnkt irgendeine (mogliche) kleine Ver-
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schiebung erteilt, so ist die Summe der dabei geleisteten Arbeiten 
gleich Null. Hierbei ist es gleichgiiltig, wodurch die Verschiebung 
zustande kommt. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist 
leicht einzusehen. An einem Massen
punkt m (Fig.27) mogen die Krafte 
P l , P2 , ••• , Pn angreifen, die unter
einander im Gleichgewicht stehen. Die 
Summe der Projektionen der Krafte 
auf irgendeine Achse muB somit Null 
sein; denn die Krafte bilden ein 
geschlol';senes Polygon. Es gilt somit 
die Gleichung (s. Fig. 27): 

.z p. cos a = O. 

Ij 
Fig. 27. 

Verschiebt sich nun durch irgendeine Ursache der Punkt m 
nach m' urn die kleine Strecke v, so kann man auch schreiben: 

v . .z p. cos a = 0 . 

(Die Achse, von der aus die Winkel a gemessen werden, ist in 
Richtung von m m' angenommen.) Anstatt der Summe 2: p. cos (( 
kann man auch jedes einzelne Glied dieser Summe mit v multipJi
ZIeren und erhalt: 

~' p. v . cos a = 0 
oder 

2:P·c =0 ......... (18) 

v· cos a ist die Projektion c des Weges in Richtung der Kraft; die 
Summe der Produkte p. v· cos a = 2: p. c steUt also eine Summe von 
Arbeiten dar. Diese Arbeiten hellien "virtuelle" oder "gedachte" 
Arbeiten, weil die Verschiebung v nicht einen durch die Krafte be
dingten, sondern einen willkiirlich angenommenen gedachten Wert 
hat. Obige Gleichung (18) besagt also: 

Die Summe der virtuellen Arbeiten eines im Gleich
gewicht befindlichen Kraftesystems hat den Wert Null. 

NB. Statt des Massenpunktes konnen wir uns auch eine stane 
Scheibe oder einen starrpn Korper denken. Derselbe darf wahrend 
der Bewegung oder unter dem EinfluB der Krafte P seine Form 
nicht andel'll, so daB alle seine Teile die gleiche Verschiebung erleiderr. 

a) Die Arbeitsgleichung statisch 
bestimmter elastischer Systeme. 

a) A.uBere Belastung Pk als 
Ursache del' Formanderungen. 

Wir betrachten ein durch die 
Lastengruppe Pi belastetes, statisch 
bestimmtes System, etwa den in 
Fig. 28 dargestellten, bogenformigen 
Balken auf zwei Stiitzen. Die Lasten

8elas!iJl7gsz//sf0l7d Ii 
Fig. 28. 

gruppe wird bezeichnet als ,.Belastungszustand ,. Pi' Vorausgesetzt 
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ist, daB die Krafte Pi (mitsamt den zugehorigen Auflagerkraften) ein 
im Gleichgewicht befindliches KrMtesystem darstellen. 

Zweitens betrachten wir die Formanderungen, die das System 
infolge einer - ebenfalls im GIeichgewicht befindlichen - Krafte-

l p. gruppe Pk erfahrt (Fig. 29). Die Form-
k anderung ist durch Fig. 29 veran-

i' /[i"k} {schaulicht. Wic,htig fUr das Folgende 
// i'k] /i';----.m i'''k} ist, daB die Lastengruppe Pk unab-

I l/ '...... hangig ist von dem Belastungszu

fiersclliebLlrlgszLlsfcll7d -1 
Fig. 29. 

stand Pi; beide brauchen miteinander 
nichts gemein zu haben. 

Die Punkte i, in denen die Lasten 
P. angreifen, erfahren bei der Form

anderung des Systems infolge P k eine Verschiebung in irgendeiner 
Richtung. Diese Verschiebung hat eine Komponente senkrecht zur 
Richtung von p., die in den folgenden Erorterungen auBer Betracht 
bleibt, und eine Verschiebungskomponente in der Richtung von Pi' 
Diese in Richtung der Krafte Pi erfolgenden Verschiebungen der 
Punkte i, die infolge der durch die Lasten P k bedingten Formande
rung auftreten, werden entsprechend den in § 3, Abschn. b getroffenen 
Festsetzungen mit l i k] bezeichnet. Man erkennt, daB in unserem 
Beispiel die Krafte Pi wahrend des Verschiebungszustandes P k die 
Arbeit leisten: 

P: . [if k] + pr . [i" k] + P:" . [i'" k] = ~ Pi . [i k] . 

Diese Summe ~ Pdik] stellt die Arbeit der auBeren Krafte 
dar. [Beziiglich dieser Arbeit ist zu beachten, daB die Krafte Pi nicht 
an einem einzigen Massenpunkt odeI' einem starren Korper angreifen; 
denn aIle Systempunkte erleiden beim Formanderungszustand eine 
andere Verschiebung.] -

1m Gegensatz zu den bisher erwahnten auBeren Kraften (Pi) 
und den Verschiebungen der Systempunkte ·i infolge der Belastung 
P k betrachten wiI; jetzt die im Stabinnern erzeugten Wirkungen del' 
auBeren Lasten (Pi bzw. PI,). Diese inneren Wirkungen zerfallen 
gieichfalls in zwei Gruppen: erstens die von den Kraften Pi des Be
lastungszustandes im Stabinrrern erzeugten Spannkrafte bzw. Flachen
krafte; zweitens die von den Kraften Pk des Verschiebungszustandes 
hervorgerufenen inneren Verschiebungen, d. h. Formanderungen del' 
Systemteile. (Zu beachten ist, daB zwar auch die Krafte Pi Form
anderungen des Systems hervorrufen; diese kommen abel' hier nicht 
in Frage, vielmehr betrachten wir den Belastungszustand Pi ledig
lich als solchen und daher auch nur die durch Pi erzeugten Krafte.) 

Wir fassen zunachst ein einzelnes Korperteilchen mitsamt 
den darauf einwirkenden inneren Flachenkraften ins Auge. Die 
Spannungen an gegeniiberliegenden Flachen sind entgegengesetzt gleich, 
bis auf einen unendlich kleinen Zuwa,chs, del' bei sehr kleinen Seiten
langen vernachlassigt werden kann. Rier handelt es sich also urn 
ein im GIeichgewicht befindliches Kraftesystem, herriihrend von 
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den in den Seitenfiii.chen wirkenden FIachenkraften. Wir hatten 
nun eigentlich die Arbeiten der ~lachenkrafte an allen einzelnen 
Korperteilchen zu untersuchen. Um ab~r die Ausfiihrungen iiber
sichtlicher zu gestalten, betrachten wir die Gesamtheit aller jener 
Korperteile, die durch zwei unendlich nahe benachbarte Querschnitte 
begrenzt werden, d. h. wir trennen durch zwei um ein Element ds 
der Bogenachse voneinander entfernte Querschnitte einen Teil des 
Stabes ab (Fig. 30). 

R Q 

~ifii3"---';;J---p.Z 

Fig. 30. Fig.30a. Fig.30b. Fig. 300. 

Die Fllichenkrafte, welche in den einzelnen Flachenelementen 
der Querschnitte wirken, setzen wir zu Resultierenden zusammen und 
rechnen statt mit der Summe der Einzelkrafte mit deren Resultie
renden. 

Die Summe der Normalspannungen ist gleich der den Quer
schnitt beanspruchenden Normalkraft (Fig. BOa). Ebenso konnen die 
Biegungsspannungen (Fig. 30 b) durch ihre Resultierende Z im Schwer
punkt der Spannungsfiachen ersetzt werden, so daB das Moment 
(Z·z) dieser Krafte gleich dem Moment Mist, welches den Quer
schnitt beansprucht. Dasselbe gilt von den Schubspannungen T, die 
in ihrer Gesamtheit ersetzt werden konnen durch die den Quer
schnitt beanfpruchende Querkraft Q (Fig. 30 c). Wir betrachten also 
einen Teil des Stabes, der durch die beiden Querschnitte F begrenzt 
ist und das sehr kleine Stabelement von der Lange ds zur Achse 
hat; auf diesen Stabteil wirken die Normalkraft N, das Moment M 
und die Querkraft Q, die wir als Wirkungen der Belastung Pi mit 
M i' N;, Qi bezeichnen. - In Elemente der besagten Art wird das 
ganze System zerlegt; dann bildet jedes dieser Elemente fiir sich 
einen Korperteil, an dem Krafte Ni , Mi' Q; wirken, die sich das 
Gleichgewicht halten. Diese Krafte denken wir uns, wahrend die 
Formanderung des Systems vor sich geht, in konstanter GroBe wir
kend, also nicht etwa von Null auf den Endwert zunehmend. 

Die GroBen Ni' Mi , Qi stellen die inneren Wirkungen der Be
lastung Pi dar. - Nunmehr gehen wir iiber zu den Formanderungen 
der Stabteile', die herriihren von den Lasten Pk , die den Ver
schiebungszustand erzeugen. Die Formlinderung eines Stabelementes ds, 
das durch zwei nahe benachbarte Querschnitte begrenzt ist, stellt 
sich dar als eine Langenanderung Ads, eine Verdrehung A q; der 
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begrenzenden Querschnitte und als eine Querverschiebung A h (siehe 
Fig. 31). Da wir lediglich die Formanderungen infolge der Lasten PI; 
ins Auge fassen, so kennzeichnen wir diese Ursache durch den Index k: 

ds 

Fig. 31. 

und schreiben demnach fUr die genannten Verschie
bungen Ads", Aipk' Ahk • 

So wie wir vorhin die Arbeiten der auBeren 
Krafte Pi auf den durch P k erzeugten Wegen [ik] 
aufstellten, so fragen wir jetzt nach den Arbeiten 
der inneren Krafte (Mi' Ni' Qi) wahrend der durch Pk 

erzeugten Formanderungen der Stabelemente. Es 
leuchtet ein, daB die Normalkraft nur Arbeit leisten 
kann bei einer Verlangerung des Stabachsenelcmentes 
ds urn Ads, das Moment nur bei der Drehung 

der beiden begrenzenden Querschnitte gegeneinander um Ll ip und 
schlieBlich die Querkraft nur bei einer Parallelverschiebung A h in 
Riehtung der Querschnitte. Die fraglichen Arbeitswerte sind also 
(Fig. 31), da die Krafte wahrend der Formanderung in ihrer vonen 
GroBe Mi' Ni' Qi wirken, 

1. Ni·Lldsk 

2. Mi· Llip" 
3. Qi·Ahk' 

Nachdem wir damit sowohl die Arbeiten der auBeren als auch der 
inneren Krafte dargestellt haben, suchen wir die Beziehungen zwischen 
beiden festzustellen. -

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunachst den Fall, das Stab
element gelangte bei der Formanderung des Systems aus seiner ur
spriinglichen Lage I in die Lage l' (Fig. 32), behielte aber 

Fig. 32. 

wahrenddessen seine ur
spriingliche Form bei. Dann 
konnten die an dem Element 
wirkenden Krafte keine Arbeit 
leisten, da sie s~ch das Gleich
gewicht halten (d' Alembertsches 
Prinzip). Es waren aIle Voraus
setzungen fUr die Anwendung 
des oben genannten Prinzips er
fiint, und die Summe der Ar
beiten der am Element wirken-
den Krafte ware Null. 

In Wirklichkeit andert das Stabelement aber nicht nur seine 
Lage, sondern auch seine Form. In Fig. 32 ist die Langenanderung 
um Ads angedeutet. (Eine Verdrehung der Querschnitte oder eine 
Verschiebung in Richtung der Querschnitte ist nicht in die Figur ein
gezeichnet.) Wahrend einer sol chen Formanderung des Elementes 
leisten die inneren Krafte Ni' Mi' Qi Arbeit. Diese Arbeit muB, 
wenn unter Anwendung des d'Alembertschen Prinz ips die Gesamt
arbeit gleich Null gesetzt werden soll, in Abzug gebracht werden. 
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Denn wahrend dieser Arbeit ist das Korperelement nicht mehr starr, 
sondern es andert seine )j'orm. Erst nach Abzug dieser Arbeit der 
inneren Krafte wahrend der Formiinderung bleibt ein Arbeitsbetrag, 
bei dem die Voraussetzungen fiir die Anwendung des genannten 
Prinzips erfiillt sind (Korper starr, Krafte im Gleichgewicht). Daher 
ist in die Gesamtarbeitssumme der Beitrag der inneren Krafte mit 
dem negati ven Vorzeichen einzusetzen. Dabei leisten diese inneren 
Krafte nur wii.hrend der Formanderung der Einzelelemente Arbeit. 
Der Beitrag der auGeren Krafte kommt \\ahrend der Lagenande
rung, d. h. wahrend der Verschiebungen [ik] der Punkte i der Stab
achse, zur Geltung. Letztere Arbeit ist gegeben durch den Wert 

I Pi' [ik]. 

Er betrifft jene Stabelemente, an denen auGere Krafte in Frage 
kommen. Die Arbeit der inneren Krafte kommt an jedem Einzel
element zur Geltung; ihr Gesamtbetrag ergibt sioh durch Summierung 
iiber die unendlich vielen Einzelteile, also durch Integration: 

Innere Arbei1l= fNi·Adsk+ f Mi·AqJk+ f Qi·Akk' 

Dieser Wert ist nach obigen Ausfiihrungen in der Gesamtarbeit, 
die gleich Null ist, negativ zu setzen. Es entsteht somit folgende 
Arbeitsgleichung: 

IPdik]-f Ni·Adsk-f Mi·AqJk-f Qi·Ahk=O 
oder 

~Pi·[ik]= f N , ·Adsk + f M..APk+ f (kAhk • . (19) 

d.h. die Summe der virtuellen auGeren Arbeiten ist gleich der 
Summe der virtuellen inneren Arbeiten (virtuelle Forrnande
rungsarbeit 1). 

In dieser Gleichung entsprechen die inneren Krafte Ni' Mp 
Qi den auGeren Kraften Pi; ebenso entsprechen die inneren Ver
schiebungen Adsk • AqJk und Akk den auGeren Verschiebungen [ik] 
nnd sind wie diese durch die auGeren Lasten P k hervorgerufen. 

Urn die in der Gleichung (19) vorkommenden GroGen in eine fiir 
die Anwendung zweckmaGige Form zu briugen, driicken wir die 
inneren Verschiebungen A dSk' A qJ", A k~ durch die inneren Krafte 
Nk , Mk , Q" aus, durch die sie erzeugt werden. Hier~u benutzen wir 
die friiher hergeleiteten Beziehungen (s. G1. 4, 5 und 6) 

Nk·ds 
Adsk = E·F' 

1) MILn nennt die auf der rechten Seite von Gleichung (19) stehende Arbeits
groBe "virtuelle Formanderungsarbeit", weil w:ihrend dieser Formanderung 
Krafte wirken, die mit der UrsILche der Formlnderung nichts gemein zu haben 
brauchen, sondern als irgendwelche gedachte Krafte aufzufILssen sind. - 1m 
Gegensatz zur "virtuellen" steht die "wirkliche Formanderun~slLrbeit, von der 
spater (s. § 6) die Rede sein wird. Bei dieser handelt es sich um die Arbeit 
von Kraften wahrend der von ihnen selbst erzeugten Formanderungen. 

Pirlet. Statik. IL 1. 3 
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M·ds 
ACPk=-j;.J' 

Jh _ Qk· ds 
k-" G.F . 

Setzt man diese Werte in Gleichung (19) ein, so erhitlt man die 
Arbeitsgleichung in folgender Form: 

l;P .. [ikl=fNtNkdl!+fMt Mkds +fQ.,x Qkds (19 a) 
• EF EJ GF 

Handelt es sich um ein Fachwerk, bei dem die Lasten in den 
Knotenpunkten angreifen, so daB nur Normalkrafte (Stabkrii.fte S) 
auftreten, so bleibt in obiger Gleichung (19a) auf der rechten Seite 
nur das erste Glied ~tehen. Als Normalkrafte N kommen die Stab
krafte S in Frage. Diese sind fiir den einzelnen Stab von der 
Lange s und dem Querschnitt F konstant; statt des Integrals tritt 
die Summe (Z) ein, die sich iiber aile Stabe erstreckt. Man erhalt 
als Arbeitsgleichung des Fachwerks 

l;P.,· [ilcl= };S" !~ ...... (19b) 

13) Temperaturanderungen als Ursache der Verschie
bungen. Bisher war vorausgesetzt, daB die Formanderungen her
riihrten von einer Belastung P k • Dies war gekennzeichnet durch 
den Index k, der bei den auBeren wie bei den inneren Verschiebungen 
verwandt worden ist. Es war schon friiher von Formanderungen 
infolge der Temperatur die Rede; die Verschiebungen der System
punkte bezeichneten wir mit [i t]. Die inneren Verschiebungen infolge 
der Temperatur stellen sich dar als Langenanderungen Lf dSt der Stab
elemente ds und Verdrehungen LfCPt benachbarter Stabquerschnitte. 
Parallelverschiebungen Lf h treten nicht auf. 

Die Arbeitsgleichung wird also lauten: 

l;P.,·[it] = fN".AdSt+ f Me Apt .... (20) 

Die Berechnung der inneren Verschiebungen gestaltet sich ver
schieden, je n.achdem die Temperaturanderung eine gleichmaBige 
oder ungleichmaBige ist. GIeichmaBig heiBt sie dann, wenn in allen 
Teilen der einzelnen Querschnitte die Temperatur sich um den gleichen 
Betrag erhoht oder erniedrigt. Alsdann sind ..nur Langenanderungen 
Lf dSt moglich, Verdrehungen Lf CPt treten nicht -auf. Verteilt sich da
gegen die Temperaturanderung nach Fig. 33 ungleichmiillig, so daB 
sie vom Werte tl am oberen AuBenrand auf den Wert t2 am 
unteren AuBenrand des Querschnitts ab- oder zunimmt, so heiBt 
die Temperaturanderung eine ungleichmaBige. Die Zu- oder Ab
nahme von t wird dabei linear angenommen, so daB die Querschnitte 
eben bleiben. 
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1m Fall einer ungleichmiiBigen Temperaturanderung 
erh1i.lt man fiir die Langenanderung des Elementes ds der Stabachse 
(Schwerpunktslinie) den Wert: 

Adst = e· to' ds, 

wo 8 den Ausdehnungskoeffizienten, to die Temperaturanderung im 
Schwerpunkt bedeutet. Diese hat den Wert (s. Fig. 33) 

t = t I t1 - t2.. Y = t1 . Yu + t2· Yo 
o 91 It U It . 

Fiir die Verdrehung A <Pt erhalt man, indem man statt des 
kleinen Winkels die Tangente einsetzt, folgenden Ausdruck: 

1 1 At 
L1 <P t = h (8 t1 ds - c t 2 ds) = h c (t1 - (2) ds = c h ds . 

Hier bedeutet A t den Unterschied del' Temperatur in den AuBen
randem des Querschnitts. Die Verschiebungen sind positiv zu rechnen, 
wenn sie im Sinne der positivcn Krafte N und M erfolgen. 

Mit dies en Werten schreibt sich die Arbeitsgleichung fiir 
ungleichmaBige Temperaturanderung: 

1;Pditl= f NrEtods+ f 1I'Ii 'E !t ds .. (20a) 

Dies ist also die Form del' Arbeitsgleichung fUr den Fall, daB 
eine auBere Belastung Pi wahrend eines Formanderungszustandes 
wirkt, der von einer ungleichmaBigen Temperaturanderllng herriihrt. 

1m FaIle del' gleichmaBigen Temperaturanderung um 
t Grad treten keine Verdrehungen Ll9?t del' Querschnitte auf; die 
Langenanderllng Adst hat den Wert Lldst=c.t·ds und es wird: 

1;Pr[it] = S Ni·stds ..... (20b) 

Liegt ein Fa c h w er k vor, so daB es sich nur um Stabkrafte S 
und Stabe von del' Lange s handelt, so lautet die Arbeitsgleichung: 

1;PditJ= 1;Si"stS. . . .. (20c) 
3* 
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r) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form
anderungen. Es ist jetzt - entsprechend der Beschrankung der 
Untersuchung auf statisch bestimmte Systeme - nur der besondere 
Fall zu betrachten, wo sich lediglich die Widerlager des Systems 
verschieben, so daB eine Anderung der Lage, nicht aber der Form 
des Systems eintritt. Alsdann treten beim Verschiebungszustand 
keinerlei innere Verschiebungen auf, d. h. die Werte L1 ds, L1 cp, L1 h 
haben den Wert Null. Die Anwendung des d' Alembertschen Prinzips 
auf das als starre Scheibe zu betrachtende System ergibt also eine 
Gleichung, in der nur die Arbeiten der Krafte p. und der Auflager

krafte vorkommen 1) . 
. !,b'fl//..-: 

/iutt11 I r /lersc!Jiebvngszvsland. 

1.,. Fig. 34a. 
alo) 

8e/(ls/vngszvsT(lnd p. 
Fig. 34b. 

Fiir den bisher betrach
teten einfachen Balken ist in 
Fig. 34a ein Verschiebungs
zustand dargestellt; Fig. 34 b 
zeigt einen Belastungszustand 
Pi' der wahrend desVerschie
bungszustandes am System 
wirken und die Auflagerkrafte 
A, B und 0 erzeugen moge. 

Die Verschiebungskomponenten an den Widerlagern in Richtung dieser 
Auflagerkra.fte A, B, 0 seien [aw], [bw], [cw], wobei die Angriffs
punkte der Krii.fte A, B, 0 entsprechend mit a, b, c bezeichnet sind. 
Ahnlich sind die Verschiebungen der Angriffspunkte i der Kriifte Pi 
mit. [iw] bezeichnet. - Da auBer den Kraften Pi nur die von diesen 
erzeugten Auflagerkrafte wirken und eine Arbeit leisten, so lautet 
die Arbeitsgleichung in diesem Fall: 

Z Pi' [iw] +ZLi • [lw] = O. 

Hierbei sind die Auflagerkriifte infolge Pi allgemein mit L. und 
ihre Angriffspunkte mit l bezeichnet. 

Beziiglich der Vorzeichen ist zu beachten, daB sowohl [iw] 
wie [lw] die in die positive Richtung der betreffenden Krafte P 
und L fallende Verschiebungskomponente darstellen. Wie diese po
sitive Richtung der Auflagerkrafte gewahlt wird, ist gleichgiiltig. 

Wird die Arbeit der Auflagerkrafte auf die rechte Seite der 
Gleichung gebracht, so erhiilt man: 

. (21) 

b) Die Arbeitsgleichung statisch unbestimmter elastischer 
Systeme. 

a) AuBere Belastung P k als Ursache der Formande
rungen. Bei den bisherigen Untersuchungen (§ 5a) war der Einfach-

1) Bei Systemen, die aus einzelnen Scheib en zusammengesetzt sind, fallen 
die Arbeiten der inneren Krafte in den gelenkigen Verbindungen verschiedener 
Scheiben heraus; denn die Gelenkreaktionen sind entgegengesetzt gleich, 
wahrend die Verschiebung des gemeinsamen Angriffspunktes fiir beide Reaktionen 
die gleiche ist. 
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heit del' Darstellung wegen zunachst ein statisch bestimmtes System 
vorausgesetzt. - N unmehr soIl die Form der Arbeitsgleichung fiir 
statisch unbestimmte Systeme angegeben werden. 

Wir betrachten wiederum einen 
bogenfOrmigen Balken, der aber nun 
nicht mehr statisch bestimmt gelagert, 
sondern etwa mit eingespannten Enden 
versehen sein mage, so daB das in 
Fig. 35a dargestellte, statisch unbe-
stimmte System entsteht. Wie friiher 
sei der Belastungszustand Pi und der 
Verschiebungszustand Pic' Die Ver- P'; 
schiebungen des y-fach statisch un
.bestimmten Systems, die auBeren -
[ik.Y] sowohl wie die inneren, sind 
naturgemaB andere als die Verschie-

Beitlofl/l7gsZl/sftll7d Pz 
Fig. 35a. 

Verscl7lebul7gszl/sfi7IJd 1 

Fig. 35 b. 

R"ff 
k 

bungen [i k] des statisch bestimmten Systems. Die inneren Verschie
bungen L1 dSk' LI epic und L1 hlc werden erzeugt von den inneren Kraften 
Nk .". Mk.v, Qk.v iill y-fach statisch unbestimmten System. - Den 
auBeren Kriiften Pi entsprechen die inneren Krafte Ni v, M;.,., Qi.,,· 
Mit diesen Bezeichnungen nimmt Gleichung 19 1) die folgende Form an: 

(19c) 

Nach diesem Ausdruck waren die inneren Krafte sowohl infolge 
Pi wie infolge Pic im y-fach unbestimmten System in die Gleichung 
einzusetzen. 

Die Aufgabe laBt sich indessen vereinfachen, und zwar ist es 
statthaft, die Krafte Pi am Grundsystem wirken zu lassen, d. h. die 
inneren ~riifte N i , Jltli , Qi am Grundsystem anzunehmen. Dies lehrt 
folgende Dberlegung. Zu den Lasten Pi gehoren die von ihnen er
zeugten y Unbekannten X des statisch unbestimmten Systems. Die 
Angriffspunkte dieser Lasten kannen keine Verschiebungen erleiden; 
denn die Elastizitatsbedingungen zur Berechnung eines statisch un
bestimmten Systems besagen, daB die Verschiebungen der Angriffs
punkte der Unbekannten gleich Null sind. Vgl. § 4, Gl. (13). Die 
Lasten X sind also fUr die Arbeitssumme L'PJik.y] bedeutungslos, 
und es kann von ihnen abgesehen werden; demgemaB kannen sie 
auch bei den inneren Arbeiten unberi.icksichtigt bleiben, d. h. auch 

') Die Gleiehung 19 a, die fiir statisch bestimmte Systeme hergeleitet 
wurde, darf ohne weiteres angewandt werden, denn man kann ein statisch un
bestimmtes System als ein statisch bestimmtes System (Grundsystem vgl. § 3) 
ansehen, an dem auBer den gegebenen auBeren Lasten noeh weitere Krafte X 
wirken. Ob diese Gr6Ben X zunachst unbekannt sind, ist hierbei gleichgiiltig; 
man kann ja annehmen, daB sie nach den spiiter zu behandelnden Methoden 
bereehnet sind und als gegebene Werte zahlenmaBig vorliegen. 
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die inneren Krafte Ni' Mi , Qi sind ohne Beriicksichtigung der GroBenX, 
d. h. als Kra,fte im Grundsystem zu berechnen 1). 

Nach dem Vorigen kann man somit die Arbeitsgleichung statt 
in der zuletzt angegebenen Form 19c auch wie folgt schreiben: 

l:Pdik. v] f Nt N;;S + f Mi M;:/S + f Qr x Q~>:~ . (1~~) 
Das heiBt: Bei Anwendung der Arbeitsgleichung-auf 
statisch unbestimmte Systeme kann man die Kriifte des 
Belastungszustandes Pi am Grundsystem wirkend annehmen 
un d die entsprechenden inneren Krafte Ni' ~, Qi als Krafte 
im Grundsystem ermitteln. 

Hierbei wird man das Grundsystem, dessen Wahl (nach 
§ 3) in mannigfaltiger Weise erfolgen kann, zweckmaBig so 
wahlen, daB die Rechnungen moglichst einfach werden. 
A uch braucht das Grundsystem, das bei del' Berechnung 
d er Unbekannten verwandt wurde, nicht dasselbe zu sein, 
an dem man Pi angreifen Hi.Bt. 

Die Gleicl;mng (19 d) kann auch noch in einer etwas ~nderen 
Form geschrieben werden, die fUr das Folgende zweckmaBig ist. 
Man erhalt, wenn man in Gleichung (19c) die Faktoren unter den 
Integralen vertauscht: 

.2P ['k ] -fN Ni."ds +fM. 1JIh"ds +fQ Qi."ds_ 
i % .v - k." EF k.,· E.T k.,.x GF . 

Hierin kann man nach der durch Gleichung (19 d) ausgedriickten 
Regel die Werte Nk.", Mk.", Qk." durch die Werte Nk, M k, Qk e1'
setzen. Alsdann e1'halt man, wenn man abermals die Faktoren 
vertauscht: 

.2P ['k -f Nkds +f lIIkds -Lf Qkds ( 9 ) 
i ~ .v]- Ni'''EF Mi.,· EJ- I Qi." x -GF. . 1 e 

Das heiBt: In der Arbeitsgleichung fiir den Belastungs
zustand Pi und den Verschiebungszustand P k am v-fach 
unbes~immten System kann man auch den (inneren) Ver
schiebungszustand des Grundsystems in Rechnung setzen, 
wenn die (inneren) Krafte des Belastungszustands Pi im 
v-fach unbestimmten System genommen werden. 

Liegt ein Fachwerk vor, in dem nur Stabspannkra,fte auftreten, 
so lauten die entsprechenden Gleichungen: 

1) Will man dieses Ergebnis im einzelnen herleiten, so schreibe man in 
Gl. (19c) N i .", Mi.", Qi.v nach dem Superpositionsgesetz alB Funktionen der 
Dberzahligen X an und entwickele den Ausdruck. Man findet dann, daB aIle 
Glieder mit einer GroBe X als Faktor zu 0 werden und nur der auf der rechten 
Seite der G! (19 d) angegebene Wert der inneren Arbeit iibrig bleibt. - Diese 
Entwickelung ist im folgenden Abschnitt (y) dieses Kapitels naher dargestellt. 
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l; Pi [ik. v] = ~ SI SlE'V; , 

~Pil'ik.v]= ~Si." :; 
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} . . • (191) 

fJ) Temperaturanderungen als Ursache del' Formande
rung en. Andert sich die Temperatur eines statisch unbestimmten 
Systems, so daB Unbekannte X wirksam werden, so finden wir die 
Form del' Arbeitsgleichung unter Beachtung del' Gleichung (1ge). Da
nach konnen wir den Verschiebungszustand, hier also die inneren 
Temperaturverschiebungen, des Grundsystems einsetzen, und es er
gibt sich: 

~Pdit.v]= f Ni."'li to ds + f Mi.,,·li ~~t ds, . (20d) 

wo Ni." nnd J.l{i.,. die Normalkrafte bzw. die Momente imp-fach un
bestimmten System infolge del' Belastung Pi bedeuten. 

Bei Fach werken lautet die Gleichung: 
~Pdit.v]=~Si.,,·lits ..... (20e) 

r) Widerlagerverschiebungen als Ursache del' Form
anderungen. Verschieben sich die Widerlager eines statisch un
bestimmten Systems (s. Fig. 25), so daB Unbekannte X wirksam 
werden, so andert das System - im Gegensatz zu dem in § 5 (Ab
schnitt a, r) betrachteten Fall eines statisch bestimmten Systems -
nicht nul' seine Lage, sondern' auch seine Form. 

Die Lasten Pi erzeugen Unbekannte X ai , X bi , .•• , Xni , und es 
entstehen infolge diesel' Gesamtbelastung Auflagerreaktionen L i .,. am 
'V-fach unbestimmten System. Letztere sind zu den auBeren Lasten 
zu rechnen und leisten wahrend del' Verschiebung del' Widerlager 
die Arbeit: 

.1:Li . ,.' [l w. v]. 

GemaB unseren friiheren Bezeichnungen (vgl. § 4, e) bedeuten [l w. 1'] 
die zahlenmaBig gegebenen Verschiebungen del' Auflagerpunkte L am 
unbestimmten System. 

Innere Krafte-Momente lvI, Normalkrafte N, Querkrafte Q wer
den zunachst infolge del' Belastung Pi und del' zugehorigen Gruppe 
von Lasten Xai , ..lbi' .•. , X ni erzeugt. Wir wollen del' Einfachheit 
halber Iediglich die Momente ins Auge fassen und diese mit M(i) 
bezeichnen. Dann gilt die Gleichung 

M(i) = 1110 + Ma' X ai + Mb X bi + ... + NIn X ni • 

Beim Verschiebungszustand infolge del' Auflagerverschiebungen ent
stehen - im Gegensatz zu dem Fall des statisch bestimmten Systems 
- innere Verschiebungen, d. h. Verdrehungen del' Querschnitte (A tp) 
usw. Diese riihren her von den Momenten (Normal- und Quel'kraften), 
die infolge del' Upbekannten X aw ' X bw ' ••• , Xnw auftreten, d. h. in
folge del' durch die Widerlagerbewegungen el'zeugten Unbekannten. 
Wenn wir diese Momente mit M(w) bezeichnen, so gilt die Gleichung: 
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M(W) =Ma·Xaw + Mb ,Xbw + ... + Mn X nw ' 
Die wahrend des Versehiebungszustandes (AufJagerbewegungen) ge
leisteten inneren Arbeiten haben somit den Wert: 

I M(l) M(W) ~ + IN(i) NlW) ~- +I Qli) " Q(W' d s . 
EJ EF - GF 

Diese ArbeitsgroBe hat aber den Wert Null und zwar wegen 
der Elastizitatsbedingungen (s. Gl. 13). Dies ist ohne weiteres zu er
kennen, wenn man fur M(i) und M(w) - wir berueksichtigen nur 
die Momente - die vorhin angegebenen Werte einsetzt. Man erhalt: 

I },II(i)JJ(\w) ~~=I (Mo +3'!a Xai+ Mb X bi+'" + MnXni)· 

cls 
.(MaXaw+MbXbw+···+MnXnw) EJ 

= Xaw J (Mo + JIa X ai + ... + Mn X,d) Ma ~~ 
+ X bw ' I 0110 + Ma X ai + ... + jvI" X ni) Mb ~~ 

. . . I ds 
+Xnw ' (1110 +MaXai +··· + M"X,,;)JV!" E J' 

Die Faktoren der GroBen X aw ' X bw ' ••• , Xnw sind aber niehts anderes 
als die Versehiebungen der Punkte a, b, ... , n, d. h. der Angriffs
punkte der Uberzahligen X, infolge der gegebenen auBeren Belastung 
P/). Es sind also die Werte, die wir fruher, entsprechend der 
auBeren BelaEtung Pm' mit [am.1'J, [bm.1'], ... , [ntn.1'J bezeiehneten. 
Diese Werte sind gemiiB den Elastizitatsbedingungen (GJ. 13) gleich O. 
Also ist der gesamte Wert der inneren Arbeiten gleich O. 

Somit bleiben in der Arbeitsgleiehung nur die Arbeiten der 
auBeren Krafte, d. h. der Lasten Pi und der zugehorigen Auflager
drueke L i .", ubrig. DaB die LaE'ten X ui ' X bi , ••. , X"i' die auch zu 
Pi gehoren, keine Arbeit leisten konnen, da sieh ihre Angriffspunkte 
nieht versehieben (Elastizitatsbedingungen), bedarf keiner Erwahnung. 

Es ergibt sieh also: 

1) Erlauterung: Die Klammerwerte unter den Integralen stellen namlich 
die Momente im v·fach statisch unbestimmten System jnfolge der gegebenen 
auBeren Belastung Pi dar, sind also mit Mi." zu bezeichnen. Demnach wiirde 
man z. B. fUr den ersten Integralwert schreiben konnen: 

I ds 
Mi.,,·Ma EJ' 

Dieser Wert stellt die Verschiebung [a i. v] dar, d. h. die Verschiebung des 
Augriffspunktes a von Xa infolge der Belastung Pi am v·fach statisch unbe· 
stimmten System. 

DaB dem so ist, liiBt sich aus d'er Arbeitsgleichung ableiten, indem man 
fiir Z Pi (oder Z Pk ) eine Einzella~t 1 setzt. Die diesr.ezii[ilichen naheren Aus
fiihrungen sind im niichstfolgendem Abschnitt § 7 gegeben. GI. (27) ergibt 
direkt den vorstehenden Ausdruck als Einzelverschiebung. 
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~ Pi [iw.v] + ~ Li ,,, [lw.v] = 0 
1;Pd'iw.vl=-~Li.,,[lw.vl .... (21 a) 
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Hiernach erscheinen auf der rechten Seite der Gleichung ledig
lich die Auflagerreaktionen des 1'-fach unbestimmten Systems infolge 
der Belastung Pi' Die Werte [l w.v] sind gemaB unseren friiheren 
Bezeichnungen (vgl. § 4, Abschn. e) die zahlenmaBig gegebenen Ver
schiebungen der Auflagerpunkte l am unbestimmten System. 

c) Satze von Betti und l\faxwell. Die Gleichung (19c) lautet: 

~ ['k ) -fN Nk "ds +f Mk."ds I f Qk."ds Pi ~ .1' - i,v EF~ Mi." EJ I Qi'''X-GF~' 

V ertauscht man in den Produkten del' Integrale auf del' rechten 
Seite die Faktoren mit dem Index i und k, so entsteht der Ausdruck: 

f Ni."ds +f Mi."ds +J Qi.v ds 
Nk'V~7iF- Mk"'~-EJ-- Qk." x -7TifT' 

Dieser Wert ist abel' gleich der Summe der auBeren Arbeiten: 

~P,,·[ki.1'). 

Denn soll diesel' letztere Summenwert mit Hilfe der Arbeits
gleichung durch die inneren Arbeiten dargestellt werden, so ergibt 
sich der vorhergehende Ausdruck. - Aus alledem folgt die Gleichung-

1;Pdik.vJ= ~Pk·[ki.v] . ..... (22) 
(Satz von Betti). 

Denn die beiden Summen sind gleich den namlichen Ausdriicken 
fUr die inneren Arbeiten, da in letzteren nur die Faktoren vertauscht 
worden sind. -

Von besonderer Wichtigkeit fUr die praktische Anwendung ist 
cine Ableitung aus dem Bettischen Satz. 

Setzt man Pi und P" gleich 1, so wird 

[ik.v] = [ki.v], 

und fur das statisch bestimmte System: 

['ik] = [ki] . 
(Satz von Maxwell). 

Urn die Bedeutung dieser Glei
chung zu erIautern, betrachten wir 
die beiden Fig. 36a und 36b. 

Fig. 36a. 
1st das System mit PI< = 1 

belastet, so verschiebt sich del' 
Punkt i in bestimmter zugehi5riger 
Richtung i urn ein Stuck [i k J 
(Fig. 36a). ~- 1st das andere Mal 
das System belastet mit Pi = 1 
in der genannten Richtung, so ver
schiebt sich der Punkt k in Rich-

!i=1 _-----

Fig. 36b. 

(23 a) 

(23b) 
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tung der vorgenannten Last Pk Ull ein Stiick [ki] (Fig. 36 b). Dann 
ist dieser Wert [ki] gleich der vorhin gefundenen Verschiebung [ikJ. 
Dieser Satz wird im folgenden von Wichtigkeit 1). (V gl. insbesondere § 7 
und § 8.) 

1) Es 8011 im folgenden noch eine allgemeine Darstellung der vor
stehenden Satze und Gleichungen angegeben werden. - Bei der Arbeitsglei
chung war nur vorausgesetzt, daB Pi (ebenso wie Pk) ein im Gleichgewicht 
befindlicher Belastungszustand ist. Die in den Punkten i angreifenden Einzel
lasten Pi brauchen daher nicht am gegebenen v-fach statisch unbestimmten 
System zu wirken, sondern ki:innen an irgendeinem Grundsystem oder Haupt
system angreifen, d. h. del' Grad (ft) der Unbestimmtheit des mit Pi belasteten 
Systems kann aIle Werte von 0 bis v annehmen. Dies folgt daraus, daB man 
del' Lastengruppe PI jede andere beliebige Lastengruppe P/ zufiigen kann, falls 
letztere nur keine Arbeit leistet, d. h. falls die Verschiebungen der Angriffs
punkte der zugefiigten Lasten Pl gleich Null sind. Eine solche Lastengruppe 
sind aber die Unbekannten X, da die vorgenannte Bedingung wegen del' 
Elastizitatsbedingungen erfiillt iat. Darum ist der Grad der Unbestimmtheit 
des Systems, an dem Pi wirkt, gleichgiiltig. Urn dies in obiger Gleichung zu 
kennzeichnen, schreiben wir Pi.f' statt Pi, wirkend am ~'-fach statisch unbe
stimmten Hauptsystem, und dementsprechend fiir die inneren Krafte M. f" 

Mi'I', Qi.ll, denen die Werte Nk.v, Mk.v, Qk." im gegebenen v-fach statisch 
unbc;:stimmten Syst,em gegeniiberstehen. Wir schreiben demnach die obige 
Gleichung, die Arbeitsgleichung, wie folgt: 

.... p. r' IN' Nk.vds f . lYlk.,·ds +fQ' ,Qk .• ds - . [" 1 ~ Lf'l~k.vl= '-f' EF-+ M",,~ LI,X-W--IP"12 tk.v 

_f N· Nk "ds f . Mk."ds (Q. Qk "ds 
~J '.e-pjjf'+ Mt. 12 -Y-+Y '·l2 x GF-'· .... (I) 

denn statt ft kann auch eine andere Zahl (! eingesetzt werden. 
Wir betl'achten insbesondere zwei Spezialfalle diesel' allgemeinsten Form 

der Gleichung. 
a) [t=O. 
In dem Falle, wo ft = 0 ist, wirkt Pi an einem Gl'undsystem; obige 

Gleichung nimmt die Form an: 

. f Nk."ds f Mk."ds f Qk.vds 
IPdtk.vl=JNi----:E'F~+ Mi-n-+ Qi"---ctJ!' . .. (Ia) 

Diese Form der Gleichung ist zweckmaBig, urn sie zur Berech
nung von Verschiebungen zu benutzen (vgl. die folgenden Ausfiihrungen 
in § 7). Setzt man namlich fiir Pi lediglich eine Last 1 in Richtung del' ge
such ten Verschiebung voraus, so ergibt slOh: 

[ik.l'l {Ni N~1:s +JlYI£ M~'jdS +JQi"QkG1~ *) ... (Ib) 

b) [t=v. 
In dem FaIle, wo It = v ist, wirkt Pi am gegebenen v-fach statisch unbe

stimmten System. Die Gleichung (I) nimmt die Form an: 

. f Nk."ds f Mk.vds +( Qk."ds 
IPi", [~k.vl =J Ni'''-,E!F + Mi.,. -n- JQ;,,-,,---ctJ!' 

oder mit Vertauschung der Faktoren auf der rechten Seite: 

*) Hier erscheint eine Ve'I'schiebung [i k. v 1 als Summenausdruck, der sich 
uber alle Elemente d s der Systemachse erstreclct. Es ist in der Fehlertheorie 
ublich, eine solehe Summenbildung dureh das Zeichen [1 aU8zudrucken, was Ztir 

Erkla1'ung fUr die EinfiiJt1'ung dieser Bezeichnung hier angefuhrt sei. 
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§ 6. Die wirkliche Formallderungsarbeit. 
Die Castigliano'schen Lehrsatze. 

a) Das in § 5 behandelte sogenannte Prinzip der virtu ellen 
Arbeiten ergab die Gleichheit zwischen der Arbeit der auBeren Krafte 
und der (virtuellen) Formanderungsarbeit, d. h. der von den innel'en 
Kraften (Momenten, Normalkriiften, Querkraften) wahrend der De
formation des Systems geleisteten Arbeiten. Dabei war ein von den 
auBeren Kraften Pi (Belastungszustand) unabhangiger Verschiebungs
zustand (Pk ) angenommen, d. h. die Formanderungen riihrten her von 
einer Belastung PI" die mit der Kraftegruppe Pi nichts gemein 
zu haben brauchte. Von den auBeren Kraften Pi und eben so von 

Also ergibt sich: 
I Pi.p [ik.v] = Z Ph [ki.vJ. 

Mit Riieksieht auf Gleiehung (1) kann man aueh sehreiben: 
Z Pi.p [.k .1'J = Z Pi.i , [ik.I.J = Z Pk." [lei. 1'] = Z Pk.,. [ki.,.J .. (II) 

(Satz von Betti). 
flier kann It aile Werte von 0 bis/' annehmen. Also gilt aueh (mit It = 0) 

die Gleiehung: 
ZPdik.l,]=ZPk[ki.vJ ....•.. (Ha) 

Wirkt insbesondere nUr eine Einzellast Pi.!{ = 1 in Richtung der Ver
schiebung eines Punktes i, so wird: 

[ib·J = Z Pk",[ki.v], .•..••.•• (II b) 
d. h. die Verschiebung eines Punktes i infolge einer Lastengruppe Pk am v-fach 
statisch unbestimmten System ist gleich der Summe der virtuellen Arbeiten 
aus den Einzellasten Pk und den Wegen [ki.vJ ihrer Angriffspunkte k, d. h. den 
Verschiebungen der Punkte k infolge Pi = 1 am v-fach statisch unbestimmten 
System. -

Sind insbesondere die Einzellasten der Gruppe Pk aIle gleich 1, so nimmt 
die Gleichung (lIb) mit ,it = 0 und umgekehrt gelesen die Form an: 

Z[kbJ = [ik.v], ..•.•..... (He) 
d. h. die Summe der Verschiebungen einer Reihe von Punkten k (in bestimmten 
Richtungen k) eines 1,-fach statisch unbestimmten Systems infoIge einer Einzel
last Pi = 1 ist gleich der Verschiebung des Angriffspunktes i von Pi infolge 
der Lastengruppe Pk = 1, d. h. einer Gruppe von Lasten 1 in den Punkten le 
(in den bestimmten Richtungen k) des 1,-fach statisch unbestimmten Systems. 
(Diese Gleiehung [lIe] liiBt sieh zur Aufstellung von Rechenproben verwen
den. § 20.) 

Besteht die Lastengruppe Pk nUl' aus einer Einzellast 1, so nimmt die 
Gleichung (II) die Form an: 

Ii t<lik.l'] = h.e [ki .•. ], 
wo ,u und (! beliebige Werte von 0 bis v annehmen k6nnen. Insbesondere wird 
mit It = 0: 

[ile.v] = [ki.v], •.•...••... (lId) 
d. h. die Verschiebung eines Punktes i eines v-fach statisch unbestimmten 
Systems in Richtung , infolge einer Last Pk = 1 in kist gleich der Ver
schiebung des Punktes k des 1'-fach statisch unbestimmten Systems in Rich
tung von Pk infolge von Pi = 1. (Maxwellscher Satz.) 
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den ihnen entsprechenden inneren -KriiJten (Mi' Ni' Qi) war ange
nom men worden, daB sie wahrend des Verschiebungszustandes mit 
ihrer ganzen GroBe wirken, nicht also allmahlich auf den Endwert 
anwachsen soUten. Die Arbeiten wurden als "virtuelle" (gedachte) 
bezeichnet. -

Wir betrachten jetzt die sogenannte "wirkliche" Formanderungs
arbeit, d. h. jene Arbeit, welche die Krafte P k bzw. die ihnen ent
sprechenden inneren Krafte (Mk' Nk , Qk) wahrend des von eben diesen 
Kraften (Pk bzw. M k, Nk, Q1J erzeugten Verschiebungszustandes leisten. 
Es kommen also jetzt nur mehr auBere Verschiebungen [kk] und 
innere Lldsk , LlCPk' Llhk in Frage, wo [kk] die Verschiebung des An
griffspunktes k einer Last Pk infolge der Lastengruppe Pk darEtellt. 
Von Temperaturanderungen und Verschiebungen der Widerlager soIl 
abgesehen werden. Entsprechend den tatsachlichen Verhaltnissen ist 
dabei zu beriicksichtigen, daB die Krafte eben so wie die Verschie
bung en von 0 auf ihren Endwert anwachsen. Hierbei nehmen wir, 
wie in allen sonstigen Fallen, das Hooke'sche Gesetz an, setzen also 
lineare Beziehungen zwischen Kraften und Formanderungen voraus. 

-T 
Pk 

1'-----L......l-....!-1 
~l<~---!k~~Z----~~1 

Fig. 37. 

Die Arbeit, die etwa von einer Last 
P" auf dem Wege [kkJ (oder z. B. von Mk 
auf dem Wege Ll cP,,) geleistet wird, stellt 
sich graphisch als ein Dreieck dar (Fig. 37); 
denn zu den einzelnen Zeitpunkten wali
rend des Weges [kkJ ist ein linear ver
anderIicher W ert ~k der Kraft P k wirksam. 
Der Inhalt des Dreiecks steIlt die Gesamt
arbeit dar, und diese hat den Wert: 

A=~Pk·[kkJ. 

Ganz Entsprechendes gilt fiir die inneren Arbeiten; die inn ere 
Arbeit eines Momentes M k ware z. B. ~ M k' Ll CPk' Setzen wir die 
inneren und auBeren Arbeiten einander gleich, so erhalten wir die 
Gleichung: 

~ZPk[kkJ = ~f-MkLlcpk +~JNkJd8k + ~JQ"Llh", 
wo die Summe (2:) sich iiber die Arbeiten alIer Lasten der Be
lastungsgruppe Pk erstreckt. Der auf der rechten Seite der Gleichung 
stehende Ausdruck stellt die Arbeit der inneren Krafte dar und wird 
als die wirkliche Formanderungsarbeit (A) bezeichnet. Driickt man 
noch die inneren Verschiebungen Ll CPk' L1 dsk , L1 hk durch die inneren 
Krafte (Mk' N k, Qk) aus (s. G1. 4, 5, 6), so erhalt man: 

A lfM? ds if? ds + if 2 ds ( =-2 -;c EJ +2 N-;C-EF2- "Qk' GF' . 24) 

In dieser Form wiirde der Ausdruck fUr statisch bestimmte Systeme 
gelten. 

Fiir das y-fach statisch unbestimmte System ware mit den friiheren 
Bezeichnungen zu schreiben: 
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A=-~fMl.v ;~ + ~fNl." ;~+ ~f"Ql.v:;. (24a) 

b) An diesen Begriff der wirklichen Formanderungsarbeit kniipfen 
die Castigliano'schen Lehrsatze an. 

Wir werden sehen, daB diese Lehrsiitze zu Ergebnissen fUhren, 
die wir friiher bereits auf anderem Wege fanden. Wir beschranken 
hier die AusfUhrungen auf das N otwendigste. 

Der el'!3te dieser Siitze ist der Satz von der Abgeleiteten 
der Formanderungsarbeit. - Es bezeichne Pi eine der Lasten 
aus der Lastengruppe P k • und zwar greife sie an im Punkte i. Stent 
man die Werte N k, Mk• Qk als Funktionen von Pi dar, so ist z. B. 
das Moment 

Mk=M+MiP i 

wo M den EinfluB (Moment) aner Lasten der Gruppe P k - auBer Pi -

und Mi das Moment infolge Pi = 1 bedeutet (Superpositionsgesetz). 
Entsprechende Formen geiten fUr Nk und Qk' Differentiiert man 
nun den Wert .A nach Pi' so ist bekanntIich unter den Integralen 
zu differentiieren. Da nun z. B. 

()Mk'J ()Mk 
~=2Mk' ()p. =2MkM. 

• • 

. (25) 

wo also Mi' Ni • Q. fUr den Wert Pi = 1 geiten. - Entsprechend 
wiirde man durch Differentiation von GIeichung (24 a) fUr das statisch 
unbestimmte System erhalten: 

()A fM. Mk vds +fN. Nk::,:-ds +fQ. Qk.v ds (25) 
()P. • EJ • EF ." GF •. a • 

Dies sind aber die gleichen Amdriicke, die wir fiir eine Ver
schiebung [ikJ bzw. [ik.,,] aus der friiheren GIeichung (19d) tinden, 
wenn wir annehmen, daB die dort vorkommende Lastengruppe Pi 
nur aus einer einzigen Last Pi besteht. die den Wert 1 hat. Man 
vergieiche auch die nachstehenden Ausfiihrungen in § 7, insbesondere 
GIeichung (27) und (28). Man erhiiIt also den Satz: 

;:. = [ik] bzw. [ik.,,], ••..•• (25b) 
• 

d. h. die Verschiebung [ik] des Punktes i in der Richtung 
von Pi ist gleich der partiellen Ableitung der Formande
rungsarbeit nach dieser Last Pi' 

N B. Sucht man die Verschiebung eines Punktes i, in dem keine 
Kraft Pi angreift, so denke man sich eine solche Last Pi in i wirken 
und fUhre wie vorhin die Differentiation durch. Man erhiilt die vor
stehenden Ausdriicke, in denen dann naturgemiiB bei den Werten Mk 
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bzw. M k .v der Wert Pi nicht zu beriicksichtigen, sondern gleich Null 
anzunehmen ist. -

Der zweite Satz von Castigliano, namlich der Satz vom 
Minimum der Formanderungsarbeit, kann als eine Anwendung 
des erst en Satzes auf statisch unbestimmte Systeme aufgefaBt werden. 
Da namlich gemaB den Elastizitatsbedingungen (s. Gl. 13) die Ver
schiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten Xi eines unbestimm
ten Systems gleich Null sind, so gilt die Gleichung 

Diese Gleichung 

[ik.'Jl] = Ox A =0. 
o i 

. (26) 

driickt die notwendige Bedingung dafiir aus, daB A ein Minimum 
(oder Maximum) wird. DaB A in der Tat ein Minimum sein muB, 
zeigt der zweite Differentialquotient 

02 A 0 [ik] 
02Pi aPi • 

Nimmt namlich Pi zu, so muB auch die Verschiebung [ikJ in Rich
tung von Pi zunehmen (s. Gl. 27). Also haben Zahler und Nenner 
des zweiten Differentialquotienten das gleiche Vorzeichen, d. h. dieser 
Quotient ist positiv (Bedingung fiir ein Minimum). 

Der Satz wird gewohnlich in der Form ausgesprochen: 
Die Dberzahligen X eines statisch unbestimmten Systems 

nehmen solche Werte an, daB die Formanderungsarbeit zu 
einem Minimum wird. 

1m Grunde genommen driickt dieser Satz die aus der Natur der 
statisch unbestimmten Systeme folgende Bedingung aus, daB die Ver
schiebungen der Angriffspunkte der iiberzahligen GroBen X = 0 sind. 1) 

§ 7. Anwendung der Arbeitl'lgleichung. Berechnung von 
Verschiebungen. 

a) Allgemeine Gleichungen zur Berechnung von Verschiebungen. 
Zahlen beispiel. 

1. Es sei ein durch eine Lastengruppe Pk belastetes System ge
geben; zu untersuchen sind die Verschiebungen einzelner Systempunkte i. 

Hierzu wird die Arbeitsgleichung benutzt. Zunachst ist zu be
achten, daB weder die Richtung noch die GroBe del' gesuchten Ver
schiebung bekannt ist. Um beide Werte zu bestimmen, bedarf es del' 
Berechnung zweier Komponenten der Verschiebung, und zwar der 
beiden Komponenten nach zwei beliebigen Richtungen. Aus diesen 

1) Zu § 5 und 6 vergleiche: Miiller-Breslau, Graphische Statik der Bau
konstruktionen. IV. Auflage. Bd. II, 1. Abt., S. 1-56. Neuere Methoden der 
Festigkeitslehre. 4. Auflage. S.80-97. Foppl, Vorlesungen iiber technische 
Mechanik. Bd. III. Vierter Abschnitt. 
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beiden Komponenten ist die Verschiebung zusammenzusetzen. Die 
folgenden Untersuchungen befassen si('h stets nur mit der Berechnung 
einer Verschiebung in bestimmter (gewahlter odeI' gegebener) Richtung. 
Fiir viele Aufgaben geniigt die Kenntnis einer sol chen Verschiebungs
komponente, insbesondere die Verschiebung in vertikaler Richtung 
(Durchbiegung). 

Um die Verschiebung eines Punk
tes i in bestimmter zugehoriger Rich
tung i zu bestimmen (Fig. 38 b), den
ken wir uns in i in Richtung der ge
suchten Verschiebung eine Last 1 wir
ken (etwa 1 t) 1). Fiir diesen Belastungs
zustand Pi = 1 und den Verschiebungs
zustand P k (Fig. 38a) wird die Arbeits
gleichung angewandt (GL 19c). Die 
linke Seite enthalt nur ein Glied, da 
nur eine Last Pi wirkt, und diese 
Last ist gleich 1. Verschiebungen in 

1 

Fig.3Sa. 

Fig.3Sb. 

Richtung der Auflagerkrafte seien vornachst ausgeschlossen. Also er
halt man bei einem ')I-fach statisch unbestimmten System: 

(27) 

1) Handelt es sich nicht urn eine Punktverschiebung, sondern urn 
eine Verdrehung f}' einer Geraden aus ihrer urspriinglichen Lage in eine 
andere (Fig. 09 a), so ist die Belastung Pi = 1 
in Richtung dieser Verschiebung (Drehung) ein 
Moment, d. h. f!in Kraftepaar 1 (etwa 1 mt). 
Denn bei einer Drehung leisten nur Drehmo
mente Arbeit. - Dieses Moment 1 kann man 
sich als ein Kriiftepaar denken, welches aus 
zwei entgegengesetzt gleichen Einzelkraften f 
J. im Abstande 8 besteht. (Kraft X Abstand 

8 

der beigen Krafte ist gleich dem Moment cines 
Kraftepaares fiir jeden Punkt der Ebene) - Fig. 39 a. 

Spater wird insbe~ondere auch die Win· 
kelanderung J f) eines Winkels f} zu untersuchen 
sein, wenn dessen Schenk31 ihre Lage verandern. 
Wie Fig. 39b zeigt, ist 

J f} = f}' + f)", 
d. h. gIeich der Summe der Einzeldrehungen f}' und 
f}" der beiden Schenkel. Somit ist, das, was vorhin 
fiir die einzelne Gerade angegeben wurde, jetzt auf 
jeden der beiden Schenkel des Winkels f} anzuwen
den, d. h. jeder Schenkel ist mit je einem Krafte. 
paar 1 zu belasten. Fig. 39b. 
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Der gesuchte Wert [ik.'V] ergibt sich demnach als Summenausdruck. 
1m Fane eines Fachwerks erhalt man 

. . (27 a) 

bzw. 

[ik] = 2: Sr!~ .............. (28a) 

Diese Gleichungen (27) und (28) ergeben folgende Regel zur Be
rechnung von Verschiebungen infolge einer auBeren Be
lastung P k (vgl. die unten angegebene VorzeichenregeJ): 

a) Flir biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung 
[ik.'V] eines Punktes i eines 'V-fach unbestimmten Systems 
infolge einer Belastung P k zu bestimmen, sind zunachst die inneren 
Krafte N lc .p, Mlc p, Qlc.p, also die Normalkrafte, Momente und Quer
krafte dieses Systems infolge P,r zu bestimmenl) , derart, daB man 
an jeder Stelle der Systemachse (bzw. flir jedes Element dieser Achse) 
die daselbst wirkenden Momente M, Normalkrafte N und Quer
krafte Q angeben kann. - Zweitens ist das System flir eine Last 
Pi = 1 in Richtung der gesuchten Verschiebung zu unt.ersuchen, 
d. h. es sind flir diese Last Pi = 1 die Momente Mi' Normalkrafte Ni 
und Querkrafte Q, zu berechnen. - Hierbei geniig~ es, im FaIle 
eines statisch unbestimmten Systems, die Werte Mi' N;. Qi im 
Grundsystem zu bestimmen. Handelt es sich um die Verschiebung [i kJ 
eines statisch bestimmten Sys ems, so sind naturgemaB auch die 
Krafte Nt,., M k , Qk dieses $ystems zu verwenden [so Gl. (28)]. 

Hierauf sind die durch die Gleichungen (27) und (28) gegebenen 
Summenausdrlicke (Integrale) auszuwerten; sind die Querschnitte (Werte 
Fund J) nicht konstant, so muB die Integration in einzelnen Teilen 
vorgenommen werden, und zwar flir jene Teile, in denen die Quer
schnitte konstant bleiben. 

1st die Bogenachse nicht gerade oder nicht nach einer mathe
matischen Linie gekriimmt, so daB sich die Integrale nicht in ge
schlossenen Ausdrlicken darstellen lassen, so teile man die Achse in 
einzelne Elemente ds von endlicher Lange (z. B. 1/2 oder 1 m) auf, 
bilde flir jedes dieser Elemente die in den Gleichungen vorkommen-

den Produkte, z. B. M. M"-Jd~. und summiere schlieBlich aIle diese 
• E ' 

Produkte. Die Summe liefert den gesuchten Wert [ik] bzw. [ik.'V]. 
fJ) Flir Fach wer ke. Handelt es sich um die Verschiebungen 

[ik. 'V] eines 'V·fach statisch unbestimmten Fachwerks, so daB nur 

1) Hierzu bedarf es natiirlich der vorherigen Bestimmung der y Unbe
kannten X. Die Regeln hierfiir werden im Abschnitt III angegeben. 
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Stabkrafte E auftreten, so berechnet man zunachst die Spannkrafte 
ETc .• im gegebenen, unbestimmten System sowie die Spannkriifte Ei 
im Grundsystem infolge einer Last P;= 1 in Richtung der gesuchten Ver
schiebung. Dann bilde man die durch die Gleichung (27 a) bzw. (28 a) ge
gebenen Produkte fUr jeden Stab s des Fachwerks, wobei jedem Stab von 

der Lange s und dem Querschnitt F ein solches Produkt Si ~i/- ent

spricht. Die Summe all dieser Produkte ergibt die gesuchte Ver
schiebung. - Bei statisch bestimmten Fachwerken sind sowohl die 
Spannkrafte Ek wie Ei im gegebenen System zu untersuchen. 

2. Handelt es sich um den EinfluB von Temperaturande
rungen, so ergeben sich die Werte der Verschiebungen aus Glei
chung (20d) und (20e), indem man im Punkte i in Richtung der ge
suchten Verschiebung eine Last Pi = 1 annimmt. Man erhalt als
dann (s. G1. 20d) als Wert der Verschiebung beim v-fach sta
tisch unbestimmten System fur biegungsfeste Systeme: 

[it. v] = f N i ." i: to ds + f Mi.,," ~~t ds . (29) 

Fur das Fachwerk gilt: 
[it. v] = 2: 8 .... i: ts . . . . . . . (30) 

Beim statisch bestimmten System lauten die entsprechen
den Gleichungen fiir biegungsfeste Systeme: 

[U]= f Ni .. to ds + f Mt .. ~~t (ls, (29a) 

fiir Fachwerke: 
[it]=.EEiets . . . . . (30a) 

Die Gleichungen (29) und (30) ergeben folgende Regel zur Be
rechnung von Verschiebungen infolge von Temperatur
anderungen: 

a) Fiir biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung 
[it. v] eines Punktes i eines v-fach statisch unbestimmten Systems 
bei Temperaturanderungen zu berechnen, sind die inneren Krafte Mi." 
und N i ." infolge Pi = 1 am v-fach statisch unbestimmten System 
zu bestimmen. Hiernach sind die durch Gleichung 29 bzw. 29 a ge
gebenen Summenausdriicke ohne wei teres auszumitteln. Einer Be
rechnung der Unbekannten X des Systems infolge der Temperatur
anderung bedarf es also nicht. Beim statisch bestimmten System 
treten an Stelle del' Wcrte Mi." und N i ." die inneren Krafte Ni und 
Mi infolge Pi = 1 am statisch bestimmten System. 

fJ) Fiir Fach weI' ke. Bei Fachwerken treten als innere Kriifte 
die Stabspannkrafte Ei .• im gegebenen v-fach statisch unbestimmten 
System infolge Pi = 1 auf. Fiir jeden Stab oS ist dessen Spannkraft 
fli .,. mit der Langenanderung des Stabes infolge der (gleichmaBigen) 

Vorzeiehen. a) Die Last Pi = 1 ist in Richtung der gesuchten Ver
schiebung anzunehmen. Wie man den positiven Sinn dieser Richtung 
annimmt, ist gleichgiiltig. Denn wenn sich beim Resultat [ik.v] der oben an
gegebenen Rechnung ein positives Vorzeichen ergibt, so erfolgt die Verschie-

Pi rl et, Statik. II. 1. 4 
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Temperaturanderung urn to (Werte 8 ts) zu multiplizieren. Diese fiir 
aIle Stabe zu bildenden Produkte sind zu addieren. 

Beim statisch bestimmtenSystem ist ebenso zu verfahren; nur treten 
die Stabkrafte Si (statt Si p) im gegebenen System infolge P i = 1 auf. 

3. 1st die Verschiebung eines Systempunktes i im FaIle von 
Widerlagerverschiebungen zu berechnen, so erhalt man nach 
Gl. (21 a) bzw. (21 b) mit Pt = 1 die folgenden Ausdriicke: 

Beim y-fach statisch unbestimmten System gilt flir bie
gungsfeste Systeme wie flir Fachwerke die Gleichung: 

[iw.v] =- ~ L i . v [lw.v] ..... (31) 
Beim statisch bestimmten System lautet die entsprechende 

Gleichung fiir biegungsfeste Systeme wie fiir Fachwerke: 

[iw]=- ~Ldlw] (31 a) 

bung in der als positiv angenommenen Richtung der Last Pi = 1; bei nega
tivem Vorzeichen des Resultats ist es umgekehrt. 

b) BeimanchenAufgaben erfordert die Wahl derVorzeichen fiir die 

Mom e n t e Mi un d Mk in dem Summenausdruck f Mi M);; ;8 einer Verschiebung 

[ik] besondere Festsetzungen. HierfUr scheint es zweckma6ig, die Vorzeichen 
der Momente M; und Mk nach Ma6gabe der Verbiegungen festzulegen, welche 
der jeweiJs in Frage stehende Systemteil infolge der Belastungen P, bzw. PI< 
(d. h. der Ursache von Mi bzw. Mk) erfahrt. Verhiegt sich ein Systemteit in
folge von Pi und Pk in gleichem Sinne, so ist den Momenten M, und Mk das 
gleiche Vorzeichen zu geben; ob dieses nun positiv oder negativ gewahlt wird, 
ist dabei gleichgiiltig. Umgekehrt miissen die Vorzeichen von Mi und Mk ent
gegengesetzt sE'in, wenn Pi und Pk den Systemteil im entgegengesetzten Sinne 
verbiegen. Die Art der Verbiegung des Systems, die durchweg leicht zu iiber
sehen ist, zeichnet man zweckmaBig in die Figur ein. 

I 
I 

4 
\ 
\ 

.2) 

- --" ---- )1k" 

b) c) 

Fig. 40a bis c. 

In dem durch Fig.40 dargestellten Fall ware M, und llfk' (infolge Pk') fUr 
den vertikaien Stander mit gleichen Vorzeichen einzufiihren (fiir den horizon
talen Riegel ist M k' =0). 

Dagegen miiBte Mk" (infolge Pk") sowohl fUr den Stander wie fUr den 
horizontal en Riegel das umgekehrte Vorzeichen von M, erhalten, da die Ver
biegung infolge des Drehmomente~ Pk" und die infolge P, im entgegengesetzten 
Sinne erfolgt. Dabei ist es ohne Bedeutung, ob man die Verbiegung von 
Stander und Rie~el nach Fig.40a als positiv oder negativ bezeichnet. 

Bei dieser Art der Festsetzung der Vorzeichen muB das Vorzeichen der 

Arbeitsgr6Ben M, Mk ~j = MjLl rpk zutreffend sein, da ein Arbeitswert positiv 

ist, wenn der Weg (,1 rp,,) im Sinne der Kraft M. erfolgt und umgekehrt. -
(Eine Erlauterung der Frage der Vorzeichen gibt auch das in § 8 d behandelte 
Beispiel einer Dreigelenkbogenkette.) 
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Die Gleichungen (31) ergeben foJgende Regel zur Berechnung 
von Verschieb ungen der Systempunkte i fur den Fall, daB 
sich lediglich die Widerlager eines statisch unbestimmten 
Systems verschieben. 

Man berechne die Widerlagerkrafte L i .,. infolge P i = 1 am 'P

fach statisch unbestimmten System und multipliziere eine jede Kraft 
Li .·p mit der gegebenen (geschatzten) Verschiebung ihres Angriffs
punktes in (positiver) Richtung dieser Kraft L i .". Die Summe 

Niiherungsrechnungen. Es sei schon hier darauf hingewiesen, daB 
in manehen ,nicht alien) Fallen bei der Berechnung statisch unbestimmter 
Systeme fiir den praktischen Gebrauch Vereinfachungen bei der Bestimmung 
der Verschiebungen gestattet sind *). 

Bei biegungsfesten Stabwerken wird vielfach der Beitrag der Nor
mal- und Querkrafte vernachlassigt, weil dieser im Vergleich zum Beitrag der 
Momente gering ist. Yom EinfiuB der Querkrli.fte wird fast stet8, vom Beitrag 
der Normalkrli.fte in vielen Fallen abgesehen. Man erhalt dann die verein
fachten Gleichungen tNaherungsgleichungen) 

['k]= f~r.}!Ik.,.dS 
~.v "" LUi EJ 

bzw. beim statisch bestimmten System: 

[. -- fM Mkds Ltk]- "" IEJ' 
Bei Fachwerken vernachlassigt man mitunter in den Gleichungen (27a) 

und (28 a) den Beitrag, den die FiHlungsstabe zu den Summenausdriicken liefern, und 
beriicksichtigt lediglich die Formanderungen dAr Gurtungen. In die Gleichungen: 

. ~ Bk.,·8 ." Bk8 
[~k.v] = ~ Bt EF bzw. [tkJ = ~ B, EF 

wiirden dann nur die Gurtstabe (Lange s und Querschnitt F), deren Spann
krafte S, und Sk sind, eingehen. 

Bei diesen Vereinfachungen der Rechnung wiirde es demnach fiir die 
Untersuchung biegungsfester Stabwerke geniigen, zwei Mompntenfiachen (Mi -

und Mk -Flache) zu bestimmen, da deren Ordinaten die erforderlichen GraBen 
(M; und M k) an jeder Stelle der Systemachse zu entnehmen gestatten. - Bei 
Fachwerken brauchen nicht die vollstandigen Kriifteplane (Spannkrafte S; und 
Sk) gezeichnet zu werden, sondern es geniigt die Bestimmung der Spannkrli.fte 
in den Gurtungen; dies erfolgt im allgemeinen am einfachsten dureh Rechnung 
aus den Knotenpunktsmomenten (Ritterseher Schnitt usw.). 

Auch beziiglich del' Querschnittsannahmen gestattet man sich haufig 
vereinfachende Annahmen. In vielen Eiillen, wie z. B. bei der ersten Berech
nung eines statiseh unbestimmten Systems, ist dies durchweg gar nicht zu ver
meiden. Denn in den Ausdriieken fUr die Versehiebungen (s. die vorstehenden 
Gleichungen) kommen die Triigheitsmomente J und die Querschnitte F vor; 
diese sollen aber erst dureh die Bereehnung gefunden werden, sind also vor
niiehst nicht bekannt. - In derartigen Fallen nimmt man fiir die GraBen J 
und F geeignet erseheinende Werte sehiitzungsweise an. Hierbei gewinnt man 
hiiufig einen Anhalt an bereits ausgefiihrten iihnlichen Bauwerken. 1st dies 
nieht moglieh, so maeht man meist die Annahme, daB aIle Querschnitte kon
stant und gleieh sind. und fUhrt auf dieser Grundlage die erste Bereehnung 
dureh. \Veichen die Ergebnisse wesentlich von der Annahme ab, so reehnet 
man die Aufgabe ein zweites Mal mit den auf Grund der erst en Rechnung 
verbesserten Werten J und F. Eine dritte Reehnung kann notwendigwerden, 
ist aber meist entbehrlieh. 

*) Eine Begriindung hierzu wird in dem Kapitel iiber FehIerwirkungen 
gegeben (vgl. § 20). 

4* 
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diesel' Produkte, ausgedehnt iiber aIle Widerlager, ergibt - negativ 
genommen - die gesuchte Verschiebung [iW.7'J des Punktes i. 

Es hedarf also lediglich del' Berechnung del' Auflagerkra,fte des un
bestimmten Systems fUr die Belastung Pi = 1; die Unbekannten X in
foIge del' WiderlagerverschietJungen brauchen nicht berechnet zu werden. 

Beim stath:ch bestimmten System ist in gleicher Weise zu ver
fahren; nul' sind naturgemaB die Auflagerkrafte Li am gegebenen 
System einzusetzen. 

Diese Regel gilt fUr biegungsfeste Systeme wie fUr Fachwerke. 
(Ein Zahlenbeispiel findet sich in § 13.) 

Zahlenbeispiele. (Verschiebungen von Punkten statisch bestimmter 
Systeme 1).) 

1. Del' in Fig. 41 dargestellte Balken von 8 m Spannweite, be
stehend aus einem N ormalprofil I 55 mit einem Tragheitsmoment von 
rd. 99000 cm4 urn die Biegungsachse, sei in del' Mitte mit 15 t be-

V~ 15t Iastet. Gesucht sei die Durchbiegung 
Fig. 41.! in Balkenmitte. 

t ¢ Das System ist ein statisch be-
r< Z ~8,oo m '» I stimmter, biegungsfesterBalken; foIglich 
I I ist die Verschiebung nach G l. (28) zu 

~I berechnen. Normalkriifte treten nicht 
I Fig. 41 a. 'I 
I :f IT II auf, sondern nur Momente und Quer-
I I krafte. Letztere werden vernachlassigt, 
I I lund deshalb gilt die Gleichung: 

i X4 Ip=1t I [ikJ fMi~~~' 
I Fig. 41 b. t I * a, I I 

Die Belastung P kist hier die Last P 
in Balkenmitte. Die Belastung Pi = 1 
in Richtung del' gesuchten Verschie
bung ist die in Fig. ( 41 b) angegebene 
Last 1 t. - Zunachst sind fUr diese 
beiden Belastungen die Momenten
flachen zu ermitteln (Werte Mi und 
M k); es sind dies Dreiecke mit den in 
Fig. ( 41 a) und ( 41 c) angegebenen Hohen 

I I 
I I 

I~Fig.41C' : 
I ,4f,. ¥ I It.,. 

Fig. 41. 

l l 
P 4 bzw. 1'4' Aus diesen Momentenflachensind die Werte Mk und 

Mi an jeder Stelle des Balkens zu entnehmen. Es ist im Abstand 
x vom linken Auflager fUr die Hnke Balkenhafte: 

p·x 
M=--· 

k 2 
1 

M i =2· x . 

') Verschiebungen von Punkten statisch unbestimmter Systeme konnen 
erst dann besprochen werden, wenn wir im III. Abschnitt die Berechnung del' 
Unbekannten diesel' Systeme behandelt haben. (Beispiele linden sich in 
§ 13, S. 130.) 
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Dieselben Werte gelten fiir die rechte Balkenha.Ifte. Folglich 
erhaJt man nach obiger Gleichung, da E· J als Konstante zu be
trachten ist: 

P l3 
[ik] = EJ ·48" 

In diesen allgemeinen Ausdruck werden die Zahlenwerte del' 
Aufgabe eingesetzt. Bei del' zahlenmaBigen Ausrechnung ist auf 
die Einheit del' Dimensionen zu achten. Will man etwa die Lasten 
in t und die Langen in m ausdriicken, so ist auch del' Elastizitats
modul E in tjm2 und das Tragheitsmoment in m4 anzugeben. Es ist: 

Da nun 

so ist: 

E= 2200000 kg/cm2 , J = 99000 cm4 " 

1 
1 kg=--- t 

1000 ' 
1 

1 cm=100 m, 

E = 2200000._1_.1002 = 2,2 "10' tfm2 , 
1000 

1 
J = 99000· 1004 = 0,00099 m4 • 

Die gesuchte Durchbiegung ist also: 
15 83 

[ikJ= _ ·-=00073 m 
2,2.10'.99.10- 5 48' . 

Das Ergebnis ist ebenfalls in m zu rechnen. Die Durehbiegung 
ist also 7,3 mm. 

2. Die gleiche Aufgabe werde jetzt behandelt fiir den Fall, daB 
del' Balken als Fachwerk ausgebildet ist. Es sei gefragt nach del' 

ft=15t 

Durchbiegung [ikJ (vertikale Senkung) des Punktes i im Untergurt 
(Fig. 42). 

Die Berechnung von [ik] erfolgt nach Gleichung (28a): 

[ikJ 2Si~~ . 
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Die Spannkrafte Sk fUr die auBere Last P k = 15 t sowie die 
Werte Si fUr die Last 1 t in i in Richtung del' gesuehten Dureh
biegung sind vorerst zu bestimmen, entweder durch Zeiehnung (Krafte
plane) odeI' durch Reehnung. Die Ergebnisse sind aus del' folgen
den Tabelle zu entnehmen. Dort sind aueh die Quersehnitte Fund 
die Stablangen 8 angegeben, wobei zu bemerken ist, daB in diesem 
Beispiel del' Quersehnitt des Ober- und Untergurtes auf del' ganzen 
Lange konstant und die Diagonalen und Vertikalen mit gleiehem 
Quersehnitt angenommen sind. (Vertikalen hier spannungslos.) Die 
Berechnung ist in del' Tabelle angegeben, -wobei del' Elastizitats
modul als Konstante vorgesetzt wurde. Fur jeden Einzelstab 8 ist 

das Produkt S. Sk~ gebildet und aIle Produkte sind zum SchluB 
'F 

addiert. Die Summe ist nul' fUr die eine del' beiden symmetrisehell 
Systemhalften bestimmt, weshalb die Stablangen doppelt gereehnet siud. 

Stab I s F 

0 1 400 I 30,2 
O2 400 30,2 
U1 400 28,2 
U2 200 28,2 
V 200 13,8 
D1 283 ]3,8 
De 283 13,8 
D3 

I 
283 13,8 

I D4 283 13,8 

E=2200t/cm2 

s 
F 

13,'.15 I 
13,25

1 14,18 
7,09 

14,5 
20,5 
20,5 
20,5 
20,5 

- 7,5 
-22,5 
+15,0 
+30,0 
- 7,5 
+10,6 
-10,6 
+10,6 
- 1.0.6 

[ . ] 1803,3 
tk = 2200· = 0,82 em odeI' 

I 
-0,5 !+ 49,7 1 1500 

I 

I 

-1,5 I 447,0 1 i 13500 
+1,0 212,8 1,07 6426 
+2,0 425,0 1,07 128'il 

I 
-0,5 54,3 2,19 1639 
+0,71 153,5 2,19 4635 
-0,71 153,5 2,19 4635 

I 
+0,71 153,5 2,19 

I 
4635 

-0,7l ]53,5 2,19 4635 

2' = 18u3,3 I 2' = 54456 
. 54456 

[tk] = 2200.302=0,82 em. , 
1m allgemeinen erweist es sich, spezieU bei del' Bereehnung 

statiseh unbestimmter Systeme, als zweekmaBig, statt des Wertes 

[i kJ = .2 Si ~~ zunaehst dessen E· Fc -fachen Wert zu bestimmen, 

also: EFt' [ik]=.2SiSk8;, wobei Fc irgendeinen konstanten Wert 

eines Quersehnittes bedeutet. Meist wird als Fc einer del' zumeist 
vorkommenden Quersehnitte gewahlt, bier also etwa del' Obergurt-

quersehnitt, d. h. Fc = 30,2 em2• Dann nehmen die Verhaltnisse -; 

die in del' Tabelle angegebenen Werte an. Die Bereehnung des 
Wertes 

EFc' [ik] = .2SiSkS.~ 
ist ebenfalls in die Tabelle eingetragen worden. 

Ganz entspreehend bestimmt man bei vollwandigen Systemen 
vielfaeh den E·Jc-faehen Wert del' Versehiebungen, wobei J c ein 
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willkiirliches mittleres Tragheitsmoment bedeutet. Es gilt dann die 
Gleichung: 

wenn die Querkrafte, wie ublich, vernachlassigt werden. 

tritt hier noch das VerhaItnis ~- auf, ein Verhaltnis von Tragheits-
c 

moment und Querscnnitt. 

3. Gesucht ist die Durchbiegung [ik] des Endpunktes i des in 
Fig. 43 dargestellten einseitig eingespannten Balkens von konstantem 
Querschnitt, der mit einer gleich
maBigen Last p= 2 tIm belastet ist. 

Da keine Normalkrafte auftreten, 
lautet die Gleichung zur Bestim
mung von [ik] 

['k] =f .... · Mk ds +fQ. Qkds 
~ lY.l$ EJ ~" G F . 

Der EinfluB der Querkrii.fte moge 
hier einmal beriicksichtigt werden, 
um an einem Beispiel ihren Ein
fluB festzustellen. 

Die auBere Belastung Pk erzeugt 
im Abstande x vom Balkenende 
das Moment: 

px2 

Mk =--2 
und die Querkraft: 

Qk=P·X. 
Die Belastung Pi, d. h. 1 t in 

i in Richtung der gesuchten Durch
biegung, erzeugt an der Stelle x 
ein Moment: 

Mi=-l·x 
und eine Querkraft: 

Qi=l. 
Folglich erhalt man fUr die mit 
E . J multiplizierte Durchbiegung: 

<JZ-2t/m 
~ 5 I l 
1 - -- ---_IAkJ 
: .... -;...----l=5-00m "'1 r 
I I 

~~i 
i /.Wk-r/aC&e I 

I I 
~! 
1 gk-flacne I 
I I 
I I 
I I 
- I V'x; I 

9 ~'-flac&e ttl 
I I 
I I 

I 

1t 

Fig. 43. 
1 , . f px2 I E·J f pl4 E·J pl2 

E.J·[~k]= x-2-dxT G.F·"· px.dx=S+ G.F·"·2· 
o 0 

Es werden die Zahlenwerte des Beispiels eingesetzt und dabei 
als Profil ein I-Profil 47 1 / 2 angenommen, dessen Tragheitsmoment 
J = '" 56400 cm4 und dessen Querschnitt F= 163 cm'J ist. Die 
Zahl " kann fiir einen I-formigen Querschnitt von dieser Hohe 



56 Untersuchung elastischer I<'ormanderungen. 

etwa zu 2,0 angenommen werden (vgl. Fappl III, Festigkeitslehre, 

S. 156.) Das Verbaltnis ! ist durch den Querkontraktionskoeffi

zienten 'In gegeben, und zwar besteht die GleicBung; 

Also wird fiir m = 4 

m 
G=2(m+1)E. 

E 
-=2,5. 
G 

Alle GraBen werden in Kilogramm und Zentimeter ausgedriickt, 
so daB also zu setzen ist 

p= 20kg/cm, 

Also wird: 

l=500cm, ~= 56400=364. 
F 163 

. 20.500 4 2,5· 20.5002 

[~k] = I:!. 2 200000.56500 + 2,0 2 .2200000. i63 

= 1,26 + 0,035 = 1,295 cm . 

Der Beitrag der Querkraft ist also hier 2,7 % des Gesamt
wertes. 

4. Zum Vergleich soIl noch die Durchbiegung [ik] des End
punktes i des in Fig. 44 dargestellten Fachwerktragers berechnet 

Fig. 44. 

werden. Die Belastung in den Knotenpunkten soIl 1,4 t betragen. 
Die Stablangen und Stabquerschnitte sind in der Figur eingetragen. 
Die Spannkrafte Si und Sk sind in der Tabelle angegeben; zu be
achten jst, daB durch die Last Pi = 1 t die Fiillungsstabe keine 
Spannkrafte erhalten. Dann ist der E-fache Wert der Verschiebung 
berechnet nach der Formel: 
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I 

Stab F 8 
I Sk S; S 

8 SiSl; F F I 
0, 240 5 48 1+ 4,8 +3,43 790 
(}2 240 5 48 + 4,8 +3,43 790 
(}3 240 10 24 + 7,2 +3,43 593 
U, 250 6 41,7 - 5 -3,57 745 
U2 250 12 20,8 - 7,5 -3,57 557 
U3 250 12 20,8 -10 -3,57 742 
V, 70 5 20,8 1,4 
V2 140 5 28 1- 2,8 
Dt 250 5 50 it 2,5 
D2 278 5 55,6 1 3,71 

2'=4217 
. 4217 
r~kJ=--=1,92cm. 

2200 
5. Bei dem in Fig. 45 dargestellten Fachwerktrager soll fest

gestellt werden, um wieviel sich die beiden Punkte i und i' bei del' 
Formanderung des Fach
werks infolge einel' Be
lastung Pk nahern. Es ware 
also nach del' Verschie
bung von i und i ' in 
Richtung del' Verbindungs
linie ii' gefragt. - Del' 
Belastungszustand Pi = 1 
besteht hier in zwei Ein
zellasten 1 t in i bzw. i ' 

Fig. 45. 

in Richtung del'Linie ii'; denn del' gesuchte Wert [ikJ setzt sich 
zusammen aus den beiden Verschiebungen der Punkte i in der 
fl'aglichen Richtung. Spannkrafte Si treten nur innerhalb des durch 
starkere Zeichnung hervorgehobenen Telles des Systems auf, da die 
beiden Lasten fUr sich im Gleichgewicht sind und keine Auflager
krafte erzeugen. Daraus folgt, daB der Summenausdruck [i kJ sich 
ebenfalls nur libel' die Stabe 
des genannten Fachwerkteiles J7: t~ 
erstreckt. 1m librigen bedarf ~ = 
die Aufgabe keiner weiteren ~ ---- ilfj7 I 
Erlauterung. I 

6. Um auch ein Beispiel fUr I",,<~-----l I .... 1 

die Berechnung einer Ver- I k---x-----....j 
drehungzuerhalten,fragenwir j t1 I 
nach der Verdrehung L1 cp der ~ ! -1 ) 
Endtangente des in Fig. 46 dar- 1{=1mt ~ 
gestellten, einseitig eingespann
ten Balkens bei gleichmaBiger 

Fig. 46. 

Vollbelastung mit p tim. Rei Vernachlassigung der Querkrafte ist 

[ikJ = f lJIli i:~8 . 



58 Untersuchung elastischer Formiinderungen. 

Die Belastung Pi = 1 ist hier ein Kraftepaar 1, etwa 
1 mt, in Richtung der gesuchten Verdrehung (vgl. Anm. S. 47). 
Dieses Kraftepaar erzeugt an allen Stellen des Balkens das gleiche 

px2 
Moment, namlich -1 mt. Da J[k = - -- ist, so erhii.lt man: 

2 
l 

. P JX2 pl3 
[~k]=-E-J' 2· 1 .dx =-6=-E-J""-

o 
b) Formeln zur Berechnung des -Wedes f M"JtIkllx. Der 

Ausdruck f Mi Mk d x, um dessen Auswertung es sich bei der Be
rechnung . von Verschiebungen handelt, ist dann besonders einfach 

zu bestimmen, wenn die Stabachse gerade ist 
und die Mi - lind Mk-Flache auf der Strecke 8 

geradlinig begrenzt sind. Dieser Fall liegt bei 
spateren Aufgaben haufig vor, und wir suchen 

f"---'-------f daher einige geschlossene Formeln zur Ans-

I 'I wertung dieses immer wiederkehrenden Sum-
E S ;0. menausdrucks herzuleiten. 

~' I Das Tragheitsmoment J sei auf der Strecke s 
M.' I I konstant, so daB der Faktor E· J herausge
~ suhrieben werden kann; die ]}[.- und .Mk-Flache 

t-__ -f-_____ ..;.k~ seien trapezformig, also geradlinig begrenzt 
~ (Fig. 47). In dem Ausdruck: 

Fig. 47. r8 

EJ· [ik] =. MiMkdx 

ist an der Stelle x: 

8 

o 

~Wi=Mt' ~'+M:(l- :), 

Mlc = Mf/ ~:- + Mle ( 1 - ~) , 

E.J·[ik] = J[ Mi" : +Mi (1 ~ -;)]. [~t: ~- + M!c(l- ;)J ·dx. 
o 

Die Auswertung dieses einfachen Ausdrucks ergibt: 

EJ· [ik] = : [Mi' (2 Mfc + 11[t:) + ME' (2 Mle' + Mfc)l 1 
oder auch: (32) 

EJ·[ik] = ~ [Mk(2 Mi +M/') + 11[fc' (2 M/, +M/)]. J 
Die Anordnung dieses Klammerwertes ist einfach zu iibersehen: 

Jede der beiden Endordinaten der einen von beiden Momentenfliichen 
(etwa der Mi-Flache) ist mit je einem Summenwert (runde Klammer) 
zu multiplizieren. Der erste Summand der runden Klammer ist der 
doppelte Wert derjenigen Ordinate der anderen Momentenflache 
(Mk-Flache), die an demselben Ende von s liegt wie der vor der 
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runden Klammer stehende Wert (Mi); der zweite Summand ist die 
Ordinate (Mk) am anderen Ende von 8. 

Sonderfalle. Der vorhin bebandelte Fall, daB sowobl die 
Mr wie die Mk-Flache Trapeze darstellen. vereinfacht sicb noch bei 
manchen Aufgaben, und zwar dadurch, daB die Mi - oder Mr Flache 
oder auch beide zusammen die Gestalt von Rechtecken oder Drei
ecken annehmen. Durch Anwendung der Gleichung (32) erbalt man 
die folgenden vereinfachten Ausdriicke: 

I. Die eine der beiden Momentenflachen ist ein Rechteck 
(M/ = Mt) (Fig. 48). 

~M'" 
M,' k 

k 

1 
I S ;>-1 
I"" I 

!~ 
Fig. 48. Fig. 49. 

EJ· [ik] = -~- Mi [2 Mfc + Mf: + 2 Mf: + Mk], 

EJ.[ik]=-~Mi[Mfc+Mfc') ........ (32a) 

II. Die eille der beiden Momelltenfiachell ist eill Dreieck (Fig. 49). 

bzw. bei umgekehrter Lage de: Dreiecks: . . . (32b) 

EJ.[ik]=!-lIIi (2Mf: +Mfc) } 

EJ.[ik]=~-Mi(2Mfc + Mf:) 
6 

III. Beide Momelltellfiachen sind Rechtecke (Fig. 50): 

EJ· [ik] = 8 Mi MI, • • • • ., (32c) 

I~ Alkl Mkl IMk I I 

IE S ~ I 
I 

Mil 
'", oS "..l 

IMz' 

I 1 

~ 
Fig. 50. Fig. 51. 

IV. Die eille der beiden Momentenflachen ist ein Rechteck, die 
andere ein Dreieck (Fig. 51). 

(32d) 
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V. Beide Momentenflachen sind Dreiecke; die Spitzen (Ordi
naten 0) liegen am namlichen Ende der Strecke 8 (Fig. 52). 

EJ· [ik] = ~ ¥;Mk' . . . . . . (32e) 

~ I I 
IE S >01 
I I 

L==----J 
Fig. 52. Fig. 53. 

VI. Beide Momentenflachen sind Dreiecke; die Spitzen (Ordi
naten 0) liegen an entgegengesetzten Enden der Strecke s (Fig. 53). 

EJ.[ik]=i MiMk • • • (32 f) 

Weiterhin werde 110ch der Fall behandelt, daB die eine der 
beiden Momentenflachen (lV4, -Fliiche) parabolische Form hat. 

VII. Freitrager gleichmaBig belastet. Die Ordinate M/ ent
spricht dem O-Punkt der Mk-Flache (Fig. 54). 

8 

EJ.[ikJ=f'l'jlf.I-~+Jl1'''(l- X)] pX2 .. dx 
's" I; 2 ' 

o 
3 

EJ.[ikJ=~: (3lVI/+ll'I/') . (33a) 

~ 5 I 
I 
I 
I 

~------s------~~~I 
I 

Fig. 54. Fig. 55. 

VIII. Einfacher Balken gleichmaBig belastet (Fig. 55): 
8 

EJ.[ikJ = {·f x(s -X) [M,,, : + M/ (1- .:i.)] ·dx, 
o 

3 

EJ· [ikJ -- P.!.... ( '+ M ") -- 24 Mi i·········· (33b) 
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Anmerkung. Mit Hilfe vorstehender Formeln lassen sieh aueh die Ergebnisse 
der Dbungsaufgaben in § 7 ohne weiteres angeben. So z. B. erhiilt man in dem 

ersten Beispiel (S. 52), WO Mk = P -{;- und 1'1:[; = I! und zweimal uber die 

I Streeke 8 = -2- zu integrieren ist, dureh Anwendung von Formel (32e) 

EJ.[ikl = 2.L~ .p~._l_=p~ 
" 32 4 4 48· 

c) Geschlossene Ausdriicke fiir die WinkeIanderungen A it 
bei vollwandigen Systemen und Fachwerken. (Zur Verwendung 
bei spater folgenden Aufgaben.) 

1. Ein Balken auf zwei Stiitzen ist an seinen Enden 
durch die (Stiitzen- )Momente Ml und M'.J beansprucht. Ge-
sucht ist die Verdrehung 7:1 der ~ ~ 
Endtangente (Fig. 56). (~ ..!f2 \ 

Die Belastung Pi = 1 in Richtung ~--::::.:::::::tit-- ~ 
der gesuchten Verschiebung ist ein I M.1 
Kraftepaar yom Wert 1 (etwa 1 mt) an IAft. 2J 
dem betreffenden Balkenende. Die dem- I I 
entsprechende Momentenflache (Mi - ~.=1 I 
Flache) ist ein Dreieck; die M/c-Flache ~. 
ist ein durch die Werte Ml und M" -'-~s~ -, 
gegebeues Trapez. "Fig. 56. 

Unter Anwendung der Formel (32b) ergibt sich: 
8 

EJ· 7:1 = -6 (2 .LvII + M 2) (34) 

2. Ein biegungsfestes 
Stabwerk sei durch eine Be
lastung Pk beansprucht. Ge
sucht ist die Winkelande
rung L1 {} eines Winkels {} 
zwischen zwei (kurzen) Seh
nen 8m und 8n (Fig. 57). 

Die gegebene Belastung P" 
erzeugt im System Momente M k , 

Normalkrafte Nit und Querkrafte 
Qk. Letztere werden vernach
lassigt; die Normalkrafte kom
men, wie sich zeigen wird, nicht 
in Frage. Die Momente Mk sind 
durch die in Fig. 57 a darge
stellte Momentenflache gegeben. 
Diese moge auf den Strecken 8m 
und 8 n geradlinig verlaufen und 
an den drei Teilpunkten l, m, n 
die Ordinaten Mp Mm, Mn haben 1). 
----------~--

Fig. 57 b. 

Auch die Querschnitte sind 
1) Wenn die Streeken 8m und 8n. genugend kurz genommen werden, was 

hier angenommen ist, so kann man in praktisehen Fallen stets die ~,-Fliiehell 
gradlinig begrellzt annehmen. 
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auf den Strecken 8m und 8n konstant angenommen, und zwar selen 
die Triigheitsmomente J m bzw. J". 

Es handelt sieh um die Anderung des WInkels {}, d. h. um die 
Drehung der unverbogenen Geraden 8 m und 8n um ihre urspriing
liehe Lage. Daher ist als Belastung Pi = 1 in Riehtung der ge
suchten Versehiebung je ein die Streeken 8", und 8" belastendes 
Kriiftepaar 1 zu nehmen (vgl. Anm. S. 47). Hierzu werden die 

Streeken 8 an ihren Endpunkten mit den Kriiften ~ belastet (siehe 
8 

Fig. 57b); die Momentenfliiehe (Mi-Fliiehe) besteht aus zwei Dreiecken 
mit der Ordinate 1 im Punkte m. Da durch die Belastung Pi =l 
keine NOImalkriifte Ni erzeugt werden, kommt lediglieh der EinfluB 
der Momente in Frage und es ist daher 

1·/J{}= J MiMk ~~ . 
Nach Gleichung (32b) findet man unmittelbar: 

/J {}= 6~j (2 M", + M l ) + 6;;y-(2 Mm +M"). (35) 
m n 

Die Form des Ausdrucks ist leicht zu merken, da in beiden 
Klammern der Wert .JIm (Moment am Punkte m) den Faktor 2 hat. 

Fig. 58a. 

3. Ein Fachwerk er~ 
leide unter dem EinfluB 
von Knotenpunktslasten 
Pk eine Formiinderung. 
Gesucht ist die Winkel
iinderung /J {} eines Dr ei
eckswinkels {} (Fig. 58 a). 

Die Stabkriifte Sk' denen 
die Stabspannungen (J ent
sprechen mogen, erzeugen 
Verliingerungen bzw. Verkiir

zungen (keine Verbiegungen) der Stiibe, so daB das Dreieck etwa 
die in Fig. 58 b punktiert eingezeicbnete, veriinderte Form annimmt. 

1 

Fig. 58b. 

Hierbei verdrehen sieh die Einzel
stiibe, und dadurch iindern sich die 
von dies en gebildeten Winkel {}. 

Die Belastung Pi = 1 ist demnaeh 
hier je ein Kriiftepaar 1 (etwa 1 mt), 
mit dem jeder der beiden den Win
kel {} bildenden Stiihe belastet wird 
(s. Anm. S. 47). Da es sich nieht um 
die Verbiegung der Stabenden, son
dern um eine Lageniinderung der Stiibe 
eines nur in den Knotenpunkten be
lasteten Fachwerks handelt, so ist das 

Kraftepaar 1 darzustellen durch zwei an den Stabenden, d. h. in 



§ 7. Anwendung der Arbeitsgleichung. Berechnung von Verschiebungen. 63 

den Knotenpunkten wirkende Einzelkrafte ~, wo 8 die Stabliinge 
8 

bedeutet. So entsteht die in Fig. 58 c angegebene Belastung Pi = 1 

mit den Kraften ~ und~, wenn die Winkelanderung .11}1 er-
82 8s 

mittelt werden solI 1). Diese Belastung 
erzeugt die Spannkrafte S., die sich 
,vie folgt ergeben: 

Da das Moment um den Knoten
punkt 1 infolge der beiden Krafte
paare den Wert 1 hat, so ist die 
Spannkrsft Si1 im gegeniiberliegenden 
Stabe 81 : ~ 

1 ."f-..L.:~--':::"""'...;,a;,-¥ 

S01=+-,/:. 
1 

Die Spannkrafte Si'" und SiS in 
den Staben 82 und 83 findet man 

~r----;~-Cf --l 
Fig. 58c. 

durch Zerlegung der Krafte -~ und 1 an den Knotenpunkten 
82 83 

3 und 2. Fig. 58 c laBt erkennen, daB 
1 

Si2=--·ctg1}s' 
8'J 
1 

Si3 = - -. ctg 1}2 ist. 
83 

Hiernach laBt sich der Wert [ik] = Ll1}l angeben. 

ELl1}l =E[ik]=.2 Si ~8=2Sia8, 

ELl1}l = + hl 81 a1 - ~ ctg 1}38",a2 - ~ctg1}'J83aS' 
1 8 2 83 

Setzt man 81 = P + q und beachtet. daB 

h
8t = ! + hq =ctg1}3 + ctg 1}"" 

1 1~1 1 

so erhiilt man: 
E.Ll1}t = + a1 (ctg1}s + ctg {}'J) - a2 ctg {f3 - as ctg1}'J' 
E.Ll1}l = (a1 - a'J) ctg1}s + (at - as) ctg 1}",. 

Diese Gleichung laBt folgendes erkennen: In den Klammern 
steht die Differenz zweier Spannungen, und zwar ist der Minuend 
in beiden Fallen die Spannung des dem fraglichen Winkel1}l gegen
iiberliegenden Stabes (a1); der Subtrahend (negatives Vorzeichen) ist 
jeweils die Spannung des einen der beiden anliegenden Stabe (a'J 
und ( 3 ). Der Faktor einer Klammer ist die Kotangente des Winkels 1} 
zwischen denjenigen beiden Staben, deren Spannungen in der Klam-

1) Als positiv ist hier jene Drehung der Stabe 82 und 83 angenommen. 
welche einer VergroBerung des Winkels 0. entspricht. 
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mer stehen. - Nach dieser Regel lassen sich die Winkelanderungen 
aller drei Dreieckswinkel ohne weiteres angeben. 

E· 11 {} 1 = (01 - ( 2) . ctg {} 3 + (01 - ( 3) . ctg {} ~, 1 
E·11{}2=(02-03)·ctg{}1 +(02-01)·ctg&3' ~ .. (36) 

E· 11 {} 3 = (03 - ( 1) . ctg {} 2 + (03 - ( 2) . ctg {} 1 . J 

§ 8. Die Biegungslinie. 1) 

In vielen Fallen geniigt es nicht, die Verschiebungen des einen 
oder anderen Systempunktes zu untersuchen; es ist vielmehr £iiI' 
manche Aufgaben notwendig, insbesondere die vertikalen Senkungen 
einer Gruppe von Punkten zu bestimmen. Dies sind entweder die 
in gewissen Abstanden voneinander liegenden Teilpunkte der System

achse eines vollwandigen Tragwerks 
(Fig. 59), odeI' die samtlichen Knoten
punkte eines Fachwerks (Fig. 59 a), 
oder schlieBlich die Knotenpunkte 
einer Gurtung des Fachwerks 
(Fig. 59 b). 

Der Geradenzug, welcher die Ver
bindung der Punkte darstellt, deren 

Fig. 59. Durchbiegungen bestimmt werden 
sollen, sei als "S tab z u g" bezeich

net. In Fig. 59 ware demnach die Systemachse, oder genauer die 
Reihe del' Sehnen zwischen den einzelnen Tei!punkten, in Fig. 59 a 

bzw. 59 b del' in del' Figur 
hervorgehobene Geradenzug als 
Stabzug zu betrachten. Den 
Linienzug, welcher die End
punkte del' von einer Geraden 
aus aufgetragenen Durchbiegun
gen verbindet, nennt man 
Biegungslinie. 

Man konnte mit den bisher 
besprochenen Hilfsmitteln, d. h. 
mit Hilfe del' Arbeitsgleichung, 
jede einzelne diesel' Durchbie-

Fig. 59a. Fig. 59b. gungen fiir sich bestimmen. 
1m folgenden soil jedoch ein 

einfacher Weg besprochen werden, del' es ermoglicht, die samtlichen 
Durchbiegungen aller Punkte des Stabzuges im Zusammenhang zu 
ermitteln. 

1) Vergl. hierzu: Mliller-Breslau: a) Die graphische Statik der Bau
konstruktionen. Bd. II, Abt. I, Abschn. 1. b) Die neueren Methoden der Festig
keitslehre. § 17. Foppl: Vorlesungen liber technische Mechanik. Bd. III, § 23. 
Ferner insbesondere: Mohr: Technische Mechanik. Abhandlung IX, Die 
elastische Linie. (N ebst literarischen Notizen.) 
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a) Die Biegungslinie als Seilpolygon. - Allgemeine Gleichungen 
fUr die elastischen (virtuellen) Gewichte. 

a) Zusammensetzung der Ordinaten der BiegungsfHi.che 
durch Aufzeichnen der Momentenflache eines einfachen 
Balkens und Festlegung der SchluBlinie des Seilpolyoms 
der elastischen (virtuellen) Gewichte (Miiller-Breslau). 

Die Biegungslinie eines mit irgendwelchen Lasten P k belasteten 
Balkens ist in Fig. 60 dargestellt. Die Stiitzpunkte A und B mogen 
sich aus irgendeiner Ursache, etwa durch die Elastizitat der Stiitzen, 
um die Strecken A a und B b senken. Die Ordinaten [m k] der Flache, 
welche durch die Gerade A B und das Biegungspolygon begrenzt ist, 
stellen die gesamten Senkungen [mk] irgendwelcher Systempunkte Tn 

dar. Diese Durchbiegungen [mk ] setzen sich aus zwei Teilen zu
sammen: erstens aus dem EinfluB [mkJ" der Stiitzensenkungen, der 

Fig. 60a. Fig. 60b. 

ohne weiteres durch die Gerade ab gegeben ist, welche die End
punkte a und b der Stiitzenordinaten verbindet; zweitens aus den 
Verbiegungeu [mk\', welche als Ordinaten des eigentlichen Biegungs
polygons (von a bis b) aufzufassen sind. 

Das Biegungspolygon zwischen a und b (s. Fig. 60 a) laBt sich, 
wie jedes beliebige Polygon, als ein Seilpolygon auffassen, welches 
gewissen Kraften w eines Kr1i.ftezuges (s. Fig. 60b) entspricht. Von 
welcher Linie aus man auch immer die Ordinaten messen mag, ob 
von AB (Ordinaten [mkJ) oder von ab aus (Ordinaten [mk']), stets be
steht zwischen den Kraften, zu denen das Seilpolygon gehort (vgl. 
Fig.60b, Krafte w), und den Ordinaten des letzteren eine bestimmte 
analytische Beziehung. Um die Herleitung dieser Beziehungen soIl 
es sich zunachst haudeln. 

Mit den Bezeichnungen der Fig. 60a wird: 

a'a" = ([mkJ - [lkJ).}n 
Am 

aa' = [mkJ - [nkJ. 
Pi r let, Statik. II. 1. 5 
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Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke in Krafteck (Fig. 60a) und 
Seileck (Fig. 60 b) folgt 

ad' 
H An 

und mit aa" = a' a" + aa' wird daher: 

W = H (([mkJ ---.:. [lk])t. + ([mk] - [nk])) 
1n An 

= Htf[mk] - Elk] + [mk]-[nkJ}. 
Wm A A 

-m it 

Durch diese Beziehung sind die in den einzelnen Teilpunkten m 
wirkenden (gedachten) Lasten wm gegeben, deren Seilpolygon mit 
der Biegungslinie iibereinstimmt. 

In dem besonderen Fall, wo man die von a b aus gemessenen 
Ordinaten [m k]' ins Auge faBt, lautet die Gleichung, wenn die an 
sich beliebige Polweite H = 1 angenommen wird, 

_ [mk]' - Elk]' + [mk]' -. [n k]' 
w",- A },' 

111. 11. 

(37) 

Hier sind die von der Geraden ab aus gemessenen Ordinaten 
(s. Fig. 60a) aufzufassen als Ordinaten einer Momentenflache eines 
einfachen Balkens (SchluBlinie ab). Man kann also schreiben 

[mk]'=M,., 
wenn Mw das Moment 1J!] eines mit den Gewichten W belasteten ein
fachen Balkens bedeutet 1). -- Bei zeichnerischer Bestimmung der 
Momente Mw ist die Polweite H = 1 im MaBstab der Gewichte W zu 
nehmen (vgl. die spateren Beispiele). Allgemein gilt daher die Regel: 

Urn die Biegungslinie zu finden, ermittele man die 
Momentenlinie eines mit den elastischen (virtuellen) Ge
wichten belasteten einfachen Balkens. Alsdann ist die 
SchluBlinie einzutragen, die mit der erst ermi'ttelten Mo
mentenlinie die eigentliche Biegungslinie ergibt. 

Auf den Balken mit iiberragenden Enden (Fig. 61) angewandt,ergabe 
diese Regel folgendes. Man bestimme die Momentenflache des mit 

den Gewichten W belasteten ein
fachen Ball;:ens a-b. Diese 
liefert die Gestalt des Biegungs
polygons (Ordinaten [mkJ'). Urn 
die eigentliche Biegungsflache zu 
erbalten, deren Ordinaten [mkJ 
die Durchbiegungen liefern, ist 
noch die SchluBlinie A B , den 
Eigenschaften des Systems ent

sprechend, einzuzeichnen. Andern die Stiitzen ihre Lage nicht, 
erfahren also die Stiitzpunkte die Durchbiegung 0, so ist die 

1) Die Gewichte w bezeichnet man als elastische oder virtuelle (ge
dachte) Gewichte. 
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SchluBlinie durch die 0 -Punkte J und K zu ziehen. - Es ist 
also gewissermaBen so, als ob zu den Durchbiegungen [mk]', die 
durch die erst gefundene Momentenfliiche aJKb gegeben sind, eine 
nachtragliche Korrektur hinzugetrcten sei, und zwar durch Drehung 
des jetzt als starr betrachteten B alkens aus der Lage a - b in die 
richtige Lage A B, welche den Bedingungen, daB die Stutzevsen
kungen 0 sein sollen, ent3pricht. - Waren die Stutzen elastisch, so 
waren aus ihrer Elastizitat und den Auflagerdrucken die Stutzen
senkungen zu berechnen und diese Werte (an Stelle von 0) als Or
dinaten in J und K einzutragen. 

Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 62) gibt ein Beispiel, 
bei dem die SchluBlinie durch zwei Senkungen festgelegt wird, deren 
eine bei A ohne weiteres gegeben 
ist, wahrend die andere berechnet 
wird. Die Ordinaten [mk]' ergeben 
sich durch Auftragen der Momenten
fIache a b des einfachen Balkens. 
Urn die eigentlichen Durchbiegun
gen [mk] zu erhalten, ist noch die 
SchluBlinie AB einzutragen; dies 
ist in Fig. 62 zugleich die System

Fig. 62. 

(8k) 

linie; sie ist gegeben durch die Ordinate 0 in A und die Senkung [BkJ 
des Endpunktes B. Letztere ist fur eine Belastung P k mit Hille der 
Arbeitsgleichung als Summenausdruck zu berechnen (vgl. § 7 und die 
Zahlenbeispiele S. 52 ff.). 

DaB die MomentenfIache ab von dem Dreieck ABb abzuziehen 
ist, lehrt die Betrachtung der einzig moglichen Form der Biegungs
linie. Auch ergibt sich dies dadurch, daB die elastischen Gewichte 
negativ werden, wie man bei zahlenmaBiger DurchfUhrung der Auf
gabe nach den im folgenden angegebenen Regeln erkennt. 

fJ) Allgemeine Darstellung der elastischen Gewichte 
durch die Momente, Normal- und Querkrafte zwecks zahlen
maBiger Ausrechnung. 

Die bisherigen AusfUhrungen (unter a) haben gezeigt, wie die Bie
gungslinie aus der Momentenlinie eines einfachenBalkens und zweiEinzel
ordinaten, welche die Lage der SchluBlinie liefern, darzustellen ist. Die 
elastischen Gewichte, mit denen zur Ermittlung der Momentenlinie jener 
Balken zu belasten ist, sind durch Gleichung (37) gegeben. - Indessen 
sind bisher die Gewichte w, die wir doch zahlenmaBig ausrechnen muBten, 
als Funktion der gesuchten Durchbiegungen [mkJ bzw. [mk]' dargestellt. 
Da die Bestimmung dieser letzteren das Ziel der Untersuchung ist, so 
ist die bisherige Form der Gleichung (37) vornachst fur die Rechnung 
nicht verwendbar. 

Eine fUr die zahlenmaBige Ausrechnung geeignete Form erhalt 
die Gleichung (37) erst durch folgenden Kunstgriff. Wir fassen die 

1 
Werte -X' dem Gedankengange Muller-Breslau's folgend, als Krafte 

und somit die Produkte aus Q.iesen Kraften und den Verschiebungen 
5* 
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[mk]' in Gleichung (37) als ArbeitsgroBen auf; die durch die Glei
chung (37) dargestellte Summe auBerer Arbeiten driicken wir mit 
Hilfe del' Arbeitsgleichung durch die entsprechenden inneren Arbeiten 
aus. Zu diesem Zwecke schreiben wir den Wert wm wie folgt urn: 

W = [mkt-:::- Elk]' + [mkJ' - [nk]' 
m Am )~n 

= [mkJ' (~+~) - [lk]'.~ - [nkJ"~' 
Am An Am An 

Hier erscheinen die Verschiebungen del' drei aufeinanderfolgen
den Punkte l, m, n des Stabzuges mit den in Fig. 63 dargestellten 

n 

In 
I 
I 
I 
I 
I 

,----;;'"i<E--An-l 
Fig. 63. 

Einzelkraften multipliziert. Die 
in m angreifende Kraft ist posi
tiv, also, wenn die Senkungen 
nach unten positiv gerechnet 
werden, nach unten gerichtet; 
sie ist gleich del' Summe del' 
beiden anderen, in lund n 
wirkenden Krafte, die indessen 
das negative Vorzeichen haben 
und daher nach oben gerichtet 
sind. Ferner stellen offen

bar die drei Krafte einen im Gleichgewicht befindlichen 
Belastungszustand dar; das Biegungsmoment del' beiden 
in lund n wirkenden Krafte in bezug auf den Punkt m 

hat den Wert 1 (~ am Hebelarm A). 
Es handelt sich somit in Fig. 63 urn einen im Gleichgewicht 

befindlichen Belastungszustand. Del' Verschiebungszustand (Form
anderungen [mkJ' usw.) riihrt derVoraussetzung gemaB ebenfalls von 
einer im Gleichgewicht befindlichen Belastung Pk her. Da die Form
anderungen kleine GroBen sind, so sind die V oraussetzungen fUr die 
Anwendung del' Arbeitsgleichung gegeben, und es ergibt sich nach 
Gleichung (19a) S.34 fUr die auBere Arbeit wm die nachstehende 
Summe innerer Arbeiten: 

=f7lr,MkdS+fN,Nk.!!~ -LfQI Qkds 
Wm .J.rL EJ EF I Y. G F . (38) 

Dabei bedeuten die Werte M ', N ', Q' die von den auBeren 

Kraften ~ hervorgerufenen inneren Krafte (Momente, Nor

malkrii.fte und Querkdifte); sie entsprechen del' Belastung Pi 
in den allgemeinen Arbeitsgleichungen. Die GroBen M k , Nkl, 
Qk sind die von del' gegebenen auBeren Belastung Pk er
zeugten inneren Krafte, d. h. j ener Belastung, fiir welche 
die Biegungslinie gesuch t wird. Da aIle in Gleichung (38) vor
kommenden inneren Krafte ohne weiteres anzugeben sind, so ge-
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stattet diese Form der Gleichung fiir '10 eine zahlenmaBige Ausrech
nung der elastischen Gewichte. 

Damit ist die Lasung der Aufgabe in eine praktisch verwend
bare Form gebracht, und es solI nunmehr, zwecks Herleitung ge
schlossener Ausdriicke fiir die Ge"icbte '10, die Gleichung (38) auf ein
zelne FaIle angewandt werden. 

Zu bemerken ist noch, daB, den vorstehenden Ausfiihrungen 
entsprechend, nach Gleichung (37) naturgemaB das elastische Gewicht 
eines jeden einzelnen Punktes m des Stabzuges, dessen Biegungslinie 
gesucht wird, berechnet werden muB. 

b) Anwendung der allgemeinen Gleichung (38) fiir die elasti
schen Gewichte. Geschlossene Ausdriicke fiir die elastischen 
Gewichte w bei vollwandigen System en und Fachwerken. 

a) Das elastische Gewicht fiir ein biegungsfestes Stab
werk ergibt sich durch die folgende einfache Vberlegung, wobei die 
friiher gefundenen Ergebnisse der Berechnung von Verscbiebungen 
(§ 7) benutzt werden. In Gleichung (38) vernacblassigen wir in gleicher 
Weise den geringen Beitrag der Querkrafte und schreiben somit 

=fM' Mkd~+fN' Nk~ wm EJ EF . 

Die Momente M' und Normalkrafte N' entsprechen der in Fig. 63 
dargestellten Belastung und sind in Fig. 64 angegeben. Werden die 

..1.. 

Fig. 64. 

Krafte 1 und 1 III ihre Komponenten in Richtung der Stabzug-
Am An 

sehnen lm bzw. mn und senkrecht dazu zerlegt, so ergibt sich: 
1 1 

-y-.COSIP", bzw. T·coSlPn senkrecht zu den Sehnen, 
1n n 

d 1. b .1- 1 . un - ~ . SIll IP zw. I -. SIll IP in Richtung der Sehnen, 
Am 112 An n 

deren Lange mit 8m bzw. 8n bezeichnet sein mage. Zu beachten ist, 
daB die Normalkrafte bei positiven Winkeln IPm und IPn entgegen
gesetztes Vorzeichen haben, da sie eine Druckkraft und eine Zug-

kraft darstellen. Die Zerlegung der Krafte +- und 1 denke man 
m An 
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sich sowohl an den Endpunkten l und n, als auch im Punkte m 
vorgenommen. 

Da ~. cos f{J =!- ist, so ist die Belastung senkrecht zu den 
). 8 

Stab en, die allein Momente erzeugt, die gleiche wie fruher, wo die 
Winkelanderung LI {} zweier biegungsfest verbundener Stabe zu be-

stimmen war (Kraftepaar 1; Einzelkrafte ~ am Hebelarm 8). Die 
8 

1lfk-Flache moge, wie in fruheren Aufgaben, auf den Strecken 8", 

und 8" den in Fig. 65 dargestellten geradlinigen Verlauf haben. Die 

Fig. 65. 

Teilstrecken s sind so klein angenommen, daB man die Momenten
flache praktisch stets als geradlinig begrenzt annehmen kann. Wir 
fanden [so GI.(35), S.62] 

fM' Mkds -i{}-~-(2M +M)+~-(' M +M) 
EJ - - 6EJ m I 6EJ 2 '" " ' 

m 0 

wo Jrn und J" die Tragheitsmomente auf den Strecken 8m bzw. 8 0 

bedeuten. - Den Beitrag del' Normalkrafte erhalt man nach den 
Fig. 64 und 65 ohne weiteres. Setzt man fur die Spannungen auf 
den Strecken 8m bzw. 8" (infolge del' Belastung P,,) 

N N 
--"'- = a bzw. ----1!. = a 
F,n m F" n' 

und ferner fiir die Langen 
). ). 

s =--"-' - bzw. s =_n_, 
m cos f{Jm 'n cos f{J" 

~o erhalt man, weun die Zugkrafte positiv gerechnet werden: 

J N ' N"d8 am + an 
EF=-]i·tgf{Jm E-·tgf{J". 

Hiernach ergibt sich insgesamt: 

AQ. 11m t +l1n t w.,.=LJV- E ,· gg;.,. E' gg;n . . . (39) 

odeI': 
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Das Ergebnis ist also dies, daB das elastische Gewicht w'" 
eines Punktes m des Stabzuges sich aus den Ordinaten Ml' Mm 
und M" der drei aufeinanderfolgenden Punkte 1, m, n des Stab
zuges sowie aus den in den Stabzugsehnen 8m und 8" wirkenden 
Normalspannungen am und an nach Gleichung (39) zusammensetzt. Es 
sind somit die Ordinaten der Momentenflache (fUr die Belastung P k ) 

an den einzelnen Punkten m des Stabzuges sowie die N ormalkrafte 
infolge Pk in den einzelnen Stabzugsehnen festzustellen, um nach 
Gleichung (39) die elastischen Gewichte berechnen zu konnen. 

Bei Vernachlassigung des Einflusses der Normalkrafte 
geht die Gleichung (39a) in folgende Form iiber: 

In dieser .Form werden wir insbesondere bei der Untersuchung 
statisch unbestimmter Systeme im allgemeinen die elastischen Ge
wichte verwenden. 

Die Biegungslinie des geraden Balkens. 
(Satz von Mohr.) 

Der in Gleichung (39b)dargestellte Ausdruck ergibt sich ebenfalls, 
wenn man sich den einfachen geraden Balken AB (Fig. 66) mit der 

Fig.660.£==1 ~I Hnl ,1h9"ache1 
m, nl B 7 

I I I I 
I I , I 
I I I , .II' 
I / 

I J!m..1 I Hn M ~'dJ 
I 'E'f a. EJ- a e 

I I I' 
Fig. 66b. 

w 

durch E· J dividierten Momentenflache belastet denkt. In Fig. 66 b 

ist die E~ J -Flache dargestellt, wobei auf den Teilstrecken 8m und 

8n die Tragheitsmomente J,n und J" verschieden angenommen sind. 
(Hier ist Jm > I n ) angenommen.) Fragt man nach der Einzellast, 
die von den beiden trapezformigen Belastungsfliichen auf den Punkt m 
iibertragen wird, so erhalt man den durch Gleichung (39) dargestellten 
Wert. Denn werden die Trapeze durch Diagonalen in Dreiecke ge
teilt (Fig. 66b), so kommt von dem Inhalt der beiden Dreiecke I 
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und I' je ~, von den beiden anderen, II und II', je i als Last 
auf den Punkt m. Also wird der Oesamtwert 

=~( Mm . sm + Mm . Sn) +~(~...L. sm + Mn . Sn) 
wm 3 EJm 2 EJn 2 3 EJm 2 EJ,. 2 

oder: 

wm= 6;j (2Mm+MJ+- 6;T(2Mm+M,.). 
m ,. 

Dies ist der gleiche Ausdruck wie in Oleichung (39 b). Es gilt 
also der Satz: 

Um die Biegungslinie eines geraden Balkens zu er
halten, belaste man das System mit der durch E·J divi
dierten MomentenfUi.che und ermittele die auf die ein
zelnen Teilpunkte m entfallenden (elastischen) Oewichte 
(01. 39b). Die Momentenlinie des mit diesen Oewichten W 

bel asteten Balkens (sog. zweite 
Momentenlinie) liefert dieBie
gungslinie. (Satz von Mohr.) 

Es sei hier noch die einfache 
({""d"" und anschauliche Art der Her-

leitung angefiihrt, wie sie von 
A B Mohr gegeben wurde, welcher 

iIt----:c zuerst die hier in Frage stehenden 
Eigenschaften der Biegungslinie 
nacbgewiesen hat. Der Balken 
sei, wie in Fig. 67 a angegeben, 
derart belastet, daB an der Stelle x 
die Belastungsordinate q", ist; die 

:c Neigung der Tangente des zu-
T gehOrigen Seilpolygons sei q;. In 

Also wird: 

Fig.67b teilt die SchluBlinie OS 
die Auflagerdriicke A und B ab; 
der Strahl OT ist parallel der 

Fig. 67 h. Tangente an das Seilpolygon. Die 
Strecke ST gibt die Querkraft Q",. 
Man erhaIt also: 

dy Q 
dx= H' 

d2 y 1 dQ", 1 q",·dx 1 
dx2 = H· dx =- H'-cfx--=- H· q"" 

wobei q", die Belastungsordinate an der Stelle x bedeutet. Das 
Minuszeichen ist deswegen am Platze, weil mit zunehmendem x die 
Querkraft abnimmt, also d Q", negativ ist. 

Die Oleichung ste11t die Differentialgleichung einer Seillinie dar. 
Nun lautet bekanntlich die Differentialgleichung der elastischen 

Linie 
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wobei M", die Ordinate 
Gleichsetzung 

d'.!y M 
--=---"'-
dx'.! EJ' 

der Momentenflache 

1 M", 
- H' q",=- EJ 

73 

bedeutet. Aus der 

folgt die Belastung q"" die die elastische Linie erzeugen solI, wenn 
die Polweite H = 1 ist: 

Mx 
qx= EJ' 

d. h. die Biegungslinie ist aufzufassen als eine Seillinie 
mit der Polweite H= 1, und zwar zu einer Belastungs
£lache, welche mit der durch EJ dividierten Momenten
fHiche iibereinstimmt. 

fJ) Das elastische Gewicht der Knotenpunkte eines Fach
werks, in welchem nur Normalkrafte (Stabkrafte S) auftreten, er
gibt sich ebenfalls aus Gleichung (38). Diese Gleichung vereinfacht 
sich in dies em FaIle zu folgender Form: 

f ' Nkds 
w.,.= N EF-' 

Die N ormalkrafte N sind zu ersetzen durch die Stabkrafte S, 
an Stelle des Integrals tritt das Summenzeichen:E, und diese Summe 
ist zu erstrecken iiber aIle Fachwerkstabe; die Lange eines Einzel
stabes sei mit s bezeichnet. Also wird: 

W 1n = .J) S' ~r.; 1) . . . . . . . . (40) 

Hier bedeuten S' die SpannkrMte infolge der Belastungen 

~ in den drei aufeinanderfolgenden Punkten l, m, n des Stab

zuges (s. Fig. 63). - Sk sind die Spannkrafte S infolge der gegebe
nen Belastung P k' fUr welche die Biegungslinie gezeichnet werden solI. 

Die Auswertung des Summenausdrucks wm gestaltet sich 
je nach der Art des Fachwerks verschieden. Wir betrachten zunachst 
das in Fig. 68 dargesteIlte Strebenfachwerk, wo der Diagonalen
zug den Stabzug bildet, also die Durchbiegungen samtlicher Knoten
punkte gesucht sind. Die Spannkrafte Sk infolge der Belastung P k 

mogen als gegeben angenommen werden, so daB es sich nur noch 

urn die Spannkrafte S' infolge der Belastung ± handelt (s. Fig. 68). 

Diese Lasten ~ steIlen einen im Gleichgewicht befindlichen Be

lastungszustand dar, durch den nur die drei Stabe des Dreiecks 

1) Gebrauchlich ist die Anwendung des elastischen Gewichts in folgender 

Form: Wm = .1: fl' L1s Hier ist fl statt 8' und L1 s statt ~; eingesetzt. 
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I-m-n beansprucht werden. Die iibrigen Stabe des Systems bleiben 
spannungslos. Die Spannkril.fte S' in diesen drei Staben konnen in 

----- / i --- / 
/¥\ / 

/ / / 
I \ / 

\ / 
\ I 
\ / 

l 

\---
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

'-_~~-71n. 

Fig. 68. 

einfachster Weise durch Zer
legung . der Lasten nach den 
angrenzenden Staben gr a
phisch ermittelt werden. 

Will man neb en der Zeich
nung auch die Rechnung 
verwenden, so konnen die 
drei Stabkril.fte 0' im Ober
gurt und D/ bzw. D,/ in 
den Diagonalen auch wie 
folgt gefunden werden. Die 
Spannkraft 0' ergibt sich aus 
dem Moment fiir den gegen
iiberliegenden Knotenpunkt. 
Da dieses den Wert 1 hat, 
so wird die Druckkraft 0' 
(negatives Vorzeichen): 

O'=-.!.-. 
r 

In il.hnlicher Weise findet 
man die Spannkril.fte D/ 
und D,/, wenn man die 
Lasten in lund n nach den 
angrenzenden Staben zerlegt 
und das Moment um den 
Punkt m' (senkrecht iiber m 

auf dem Obergurt) aufstellt. Es wird (s. Fig. 68): 

Dl'=+~ und D' I 1 h1 2='h2 ' 

Hiernach kann der Wert W," angegeben werden. Er enthalt 
nur drei Glieder, da nur in drei Staben Spannkriifte S' auftreten. 
Bezeichnen 0, Dl' D2 die Spannkril.fte infolge der Belastung p~, 
0, d1 , d2 die Stablil.ngen, Fo' F l , F2 die Querschnitte, so wird: 

W =_.!.-~~+~ Dldl +~~~d~_ 
m r EFo h1 EF1 h2 EF2 . 

Liegt ein Fachwerk mit Vertikalen vor, etwa wie in Fig. 69a, 
und wird die Biegungslinie einer Gurtung, etwa der oberen, ge
sucht, so gestaltet sich die Berechnung des elastischen Gewichtes 
wm eines Knotenpunktes m wie folgt. 

Die drei aufeinanderfolgenden Punkte l, m, n des Stabzuges, 
d. h. des Obergurtes, sind in gewohnter Weise mit den Kraften 
1 I zu belasten. Hierdurch werden die in Fig. 69a gekennzeichneten 

sechs Stabe beansprucht, so daB der Summenausdruck wm insgesamt 
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sechs Glieder enthielte. Die entsprechenden Spannkrafte S' konnen 
graphisch durch einen Krafteplan bestimmt werden. 

Durch Rechnung bestimmen 
sich die Krafte S' wie folgt. Die 
Gurtspannkrafte 0' und U' erhalt 
man aus dem Moment fUr die 
gegeniiberliegenden Knotenpunkte l 
m· bzw. m~ Da dieses Moment ",/ 
den Wert 1 hat, so wird: //: 

O'--~ I _, I 
ro : 

U'=+~. : 
r" I 

Die Diagonalspannkrafte D/ : 
und D/ findet man aus den Mo- i 
menten urn eben jene Punkte m I 

...1 
..L+-1- An 

Am ~n ______ k __ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
J 
I 
I 
I 
I und m' aus den Gleichungen: ---1-__ _ 

1 I m' 
D/ = + h1 ' ~/lm---i---An--3>\ 

D2'=-~-' 
2 

Fig. 69a. 

Sind auch diese Spannkrafte gefunden, so erhalt man die Spann-
kraft V' in der Vertikalen am einfachsten aus der Gleichgewichts
bedingung urn m', indem man unter Verwendung der bekannten 
GraBen U und Dr das geschlossene Kraftepolygon des Punktes m' 
zeichnet. - Auch V' kann in der gleichen Form dargestellt werden 
wie die Diagonalkrafte, 1 

namlich als reziproker ~t L 
Wert einer Strecke z; je- 8' X 
d h f d d · K 1f 1 /;/ - h' oc e1' or e1't 18 on - JL;r:: ..---- .-' I hm - Nl+1 

struktion dieser Strecke ml..--~~:::> .. :/...----t4'1 
das Einziehen ve1'schiede- 1 O'r(-t -::-~..--"" 
ner Linien und ist um- Am G'L. ------ F' 

E' standlicher als die Rech- I, 

nung oder auch als das Z Jim+ 1 

Zeichnen des Krafteplanes 
flir den Punkt m' 1) (siehe 
Fig. 69b). 

') Die Spannkraft V' 
erhliJt man bei Belastung 
der oberen Gurtung aus 
der Gleichung 100, S.15 

Mi:t-1 Mi:t h~_l 
;.;;- -I;;;' h;;; . 

Da in unserem FaIle M;;'-l 
= 0 und j11,~! ~~:1 ist, so er
gibt sioh 

J 

Fig. 6gb. 
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Zwecks rechnerischer Bestimmung der elastischen Ge
wichte eines Fachwerks kann auch der fur vo11wandige Systeme 
benutzte Weg eingeschlagen werden. Man zerlege in Fig. 70 die 

Lasten f in zwei Komponenten, und zwar eine senkrecht, die an

dere parallel zu den Stii.ben l m und m n des Stabzuges; dann er
kennt man ohne weiteres, daB die gleichen Beziehungen wie fruher 
bestehen bleiben. Die senkrecht zu den Stii.ben wirkenden Krafte 
leisten nur Arbeit bei der Verdrehung der Stabe, d h. wahrend der 
Anderung LI {} m des Winkels {} m' und zwar hat diese Arbeit den 
Wert 1· LI {} m' Die Komponenten in Richtung der Stabe konnen 
nur bei der Langenanderung dieser Stabe Arbeit leisten. Aus a11e-

h' 
v~=-L' ~l. 

Bei Belastung der unteren Gurtung ergibt sich aus Gl. (IOd) der Wert 
h' v, =+~. m+l 

" Am hm ' 

Nach diesen beiden Gleichungen lassen sich die Spannkriifte V' in einfachster 
WeiBe berechnen. 

Will man dagegen V' iihnlich wie 0', U', D' als reziproken Wert einer 
Strecke z darstellen, so schreibe man (bei Belastung oben): 

h' _ V'=.!..=~' m-l 
Z Am hm 

oder 

oder 
Am - Z h~_l-hm 

Am hm 
In Fig.69b ziehe man EB parallel- zum Obergurt Om, BD parallel zu 

AE bzw. zum Untergurt Um+1 und DG senkrecht zu EF=Am. Alsdann ist 

h~_l-hm AB EI) EG EG 
h:n_1 = AO=EC=EF=;:;;' 

Also wird 

oder 
Am-z=EG, 

d. h. 
z=A,n-EG=FG. 

Mit diesem Wert z ist 

V~=-~. 
Handelt es sich um die Belastung der unteren Gurtung, so tritt 

an Stelle von z der in Fig.69b (oben rechts) dargestellte Wert z', der sich 
auf ganz entsprechendem Wege ergibt. An Stelle von EA tritt E' A' (Ver
liingerung von 0",), an Stelle von E B tritt E' B' (Parallele zu Um + 1). Als
dann gilt die Gleichung 

V~=+..;.. z 
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dem folgt, daB fUr das elastische Gewicht der frillier (s. Gl. 39) ge
fundene Wert: 

wm = if {} m - am' tg f{J,n + a .. · tg f{J,. 
in Frage kommt. Die Winkela.nderung if {} hat hier den fiir das 
Fachwerk giiltigen Wert, der durch die Gl. (36) gegeben ist. 

Hierbei ist zu beachten, daB 
am und a .. die Spannungen in den 
Sta.ben 1m und mn des Stabzuges, 
die den Winkel {} bilden, bedeuten. 
Werden nun, wie in Fig. 70, die 
Stabe und damit auch die Stab
spannungen nach den gegenuber
liegenden Knotenpunkten bezeich
net, so ware zu schreiben (siehe 
Fig.70a) 

w", = - if {}m - a,,' tgf{J .. + a,' tg f{J,. 

Fur if {} ware dann der friiher 
fUr die VergroBerung von {} ge
fundene Wert einzusetzen: 

if {}m-=(am- a,,).ctg{}, + (am - a,).ctg{},., 
wobei zu beachten ist, daB hier 
(Fig. 70) im Gegensatz zu frillier 
(s. Fig.47e u. Gl. 19) die Krafte 
im Sinne der Verkleinerung des 
Winkels {} wirken; daher ist n 
- A {} m in wm einzusetzen. 

Die Neigungswinkel f{J der bei- l 
den Stabe des Stabzuges sind wie 
fruher von der durch die Anfangs-
punkte der Stabe gelegten Horizontalen aus nach oben positiv zu 
rechnen. f{J" ware also hier negativ. - Umgekehrt ware es in Fig. 70 b, 
wo der Punkt m oben liegt. Hier ware + if {}m (statt - if {}m) in 
der Gleichung fUr wm einzusetzen. 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB in allen Fallen fUr 
die GroBen a die Stabspannungen infolge der Belastung P 
einzusetzen sind, fUr welche die Biegungslinie gezeichnet wird. 

Anmerkung 1. In Fig. 71 ist der Fall dargestellt, 
daB eine Gurtung der Stabzug ist und demnach infolge 
der Belastung der drei aufeinanderfolgenden Punkte l, 
m, n die in der Figur gekennzeichneten sieben Stabe 
Spannungen erhalten. 

Wird in diesem Falle das w·Gewicht nach Gl. (40) 
als Summenausdruck berechnet, so gehen sieben Glieder 
ein. - Wird Gl. (39) verwandt, so ist unter LI () (Ande
rung des Winkels zwischen lm und mn) der Gesamtwert 
der Anderungen der drei am Punkte m liegenden 
Dreieckswinkel zu verstehen; von diesen ist jede Fig. 71. 
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einzelne Winkelanderung aus den Spannungen (J der Stabe des betreffenden 
Dreiecks nach GJ. (36) zu berechnen. 

Anmerkung 2. 1st bei einem Standerfachwerk nach der Durchbiegung 
der Knotenpunkte der oberen und der unteren Gurtung gefragt, so fallt von 
den beiden Stab en 1m und mn des Stabzuges der zweite in die Richtung der 

Vertikalen. Offenbar ist dann kein Gleichgewicht zwischen den Kraften } 

mehr moglich (vgJ. Fig, 63), In der Gl. (39) fiir Will wird der Wert tg 'Pn gleich 
unendlich. Die bisherige Art der Behandlung der 
Aufgabe filhrt also auf Schwierigkeiten. 

Fig. 72. 

In dies em Falle kann man sich in der Weise 
helfen, daB ma.n die Biegungslinie einer Gurtung, 
etwa der oberen, in der bisherigen Art ermit,telt, 
indem man die Punkte 1, m', n' (s. Fig. 72) an Stelle 
von l, m, n nimmt. Die Durchbiegungen der Punkte 
der anderen Gurtung werden dann mit Hilfe der 
Langenanderung 11 v der Vertikalen bestimmt, die 

nach der Gleichung 11 v =-~ff berechnet wird, wo 

V k die Spannkraft in V infolge der Belastung Pk , 

8 die Stablange der Vertikalen und F ihren Quer
schnitt bedeutet. Dieser Wert 11 v ist an die Durch-
biegung [m' k] anzutragen (s. Fig. 72). 

c) Die Biegungslinie als EinfluBlinie einer elastischen Ver
schiebung. Hiiufig handelt es sich um die Durchbiegung rim] eines 
Systempunktes i infolge einer wandernden Last P'" = 1 t, d. h. um 
die EinfiuBlinie der Durchbiegung rim]. Man konnte den Wert rim] 
fiir eine Anzahl Laststellungen mit Hilfe del' Arbeitsgleichung be
rechnen und so eine geniigende Anzahl der Ordinaten der EinfluB
linie ermitteln. Ein einfacherer Weg zur Losuhg der Aufgabe ist durch 

den Maxwellschen Satz gegeben. IP..m =1 Da niimlich 
rim] = ['11~i] Tim ~ ist, so kann man sagen: Die 

Durchbiegung des Punktes i infolge 

~ in den Punkten m 1 , m2 , ••• an-~, Ii =.1 einer Last 1, die der Reihe nach 

~, ' greift, ist gleich der Durchbiegung 
___ -~ ,., dieser verschiedenen Punkte m1 , 

m" ... infolge der Last Pi = 1 im 
P~nkte i. Diese Durchbiegungen 

der Systempunkte m infolge Pi = 1 sind aber durch die Biegungs
linie £iir die Last Pi = 1 gegeben. Die Ordinaten dieser Biegungs
linie stellen die Werte [m i] und somit auch [i m] dar, d. h. die Bie
gungslinie fur Pi = 1 ist die gesuchte EinfluBlinie fiir die Durch
biegung rim]. 

Fig. 73. 

Ergebnis. Die EinfluBlinie einer elastischen Verschie
bung rim] eines Punktes i (bzw. der Verdrehung einer Ge
raden i) ist identisch mit der Biegungslinie des Systems fiir 
die Belastung Pi = 1 (d. h. fur 1 t im Punkte i bzw. fur ein 
Kriiftepaar 1 in Richtung der fraglichen Verdrehung). 
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d) Bespl'ecbung einiger EinzelaUfgaben. 
a) Das elastische Gewicht wm im Scheitelgelenk eines 

Dreigelenkbogens. Bei den bisherigen Darlegungen erstreckte sich 

del' EinfluB der Belastungen ~ in den Punkten 1, m, n des Stabzuges 

stets nur auf einen mehr oder minder beschrankten Teil des Systems. 
Es kommen aber auch FaIle vor, wo diese Belastung das ganze System 
beansprucht, so daB in den Summenausdruck alle odeI' die meisten 
Teile des Tragwerks eingehen. Ein solcher Fall liegt z. B. beim Drei
gelenkbogen vor, wenn nach dem elastischen Gewicht im Gelenk
punkte des Scheitels gefragt wird. 

Wird der Scheitelpunkt mit m bezeichnet, so ist zur Bestimmung 
von w'" die in Fig. 74 angegebene Belastung mit den Lasten 

1 
A wie ublich auzubringen. Diese Belastung beansprucht aHe Teile 

des Systems, insofern sie Auflagerkrafte, und zwar den Horizontalschub 
1 7 erzeugt 1). Es entstehen Momente: 

, 1 
M=-T Y 

und N ormalkrafte: 

N' 1 =-_·cos,),. 
f 

Die allgemeine Gleichung fur wm lautet: 

wm = f M' ~'~~ + f N' ~~~8~ 
Das erste Glied stelIt die Arbeit der Momente M' (hervorge

rufen durch die Lasten ~), das zweite diejenige der N ormalkrafte 

N' dar; beide, die Momente M' wie die Normalkrafte N', wirken 
wahrend des Formanderungszustandes infolge PI" Man denke sich 

1) Del' Horizontalschub eines Dreigelenkbogens berechnet sich aus dem 
Moment des einfachen gelenklosen Balkens fUr die Gelenkstelle, dividiert durch 
die Pfeilh6he t. Das Moment fiir den Gelenkpunkt mist hier gleich 1. 
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die Bogenachse in einzelne Strecken 8 aufgeteilt, welche insgesamt 
den Stabzug darstellen (s. Fig. 75). Die infolge der Form-

l/ 

_~ anderungen veranderte Ge-..-r------- I '''"'' stalt des Stabzuges ist in 
,/ : I Fig. 75 durch die strich-

n 

Fig. 75a. 

n 

Fig. 75b. 

punktierte Linie darge-
stellt. Wir betrachten die 
einzelnen Sehnenstiicke in 
ihrer durch Verdrehung 
(nicht Verbiegung) gean
derten Lage. Wahrend 
dieser Lagenanderung der 
Strecken 8 leisten die 
Momente M' Arbeit, und 
zwar, wenn M' das an der 
jeweils betrachteten Stelle 
wirksame Moment ist 
(s. Fig. 75b), 

M' (-t:' + i') = M' . LI {} . 

Hierbei hat man sich das Moment M' als je ein die beiden 
Strecken 8m und 8" belastendes Kraftepaar M' zu denken. Setzt 

man noch in der Arbeitssumme wm fUr ~k die Spanming (J ein, so 

ergibt sich: 

Diese Gleichung ist anzuwenden, wenn vorausgesetzt wird, daB 
die Widerlager sich nicht verschieben und somit der Horizontalschub 

~ keine Arbeit leistet. 
f 

Verschieben sich dagegen die Widerlager und vergroBert sich 
dabei die Entfernung Z der Auflager um LIZ, so tritt zu den obigen 

inneren Arbeiten noch die auB~re Arbeit des Horizontalschubes ~ 
f 

hinzu, welche nach Gleichung (21), S. 36, den Wert - ~ (-LIZ) 
f 

= + ~ Lll hat. (Das Minuszeichen vor LIZ ist nach der Vorzeichen-
f 

regel zu G1. (21) einzusetzen, weil die angenommene Verschiebung LIZ 
nach auBen, also im entgegengesetzten Sinne des nach innen positiv 
gerechneten Schubes erfolgt.) Somit lautet in dies em FaIle der 
Wert wm ' wenn man die oben angegebenen Werte fiir M' und 
N' einsetzt: 
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Hierin ist eingesetzt: 

M' = -7- (negatives Moment) 

und N'.S=-+.cosy.s =--j..A (Druckkraft) (s. Fig. 74). 

Die Winkelanderungen l1ifk in dieser Gleichung werden bei 
zahlenmaBiger Durchfiihrung der Aufgabe bereits bei der Ermittlung 
der w-Gewichte der einzelnen Punkte des Stabzuges berechnet. 

Es ergibt sich nach den friiheren Darlegungen von selbst, daB 
der gleiche Ausdruck fiir wm auch beim Fachwerk giiltig bleibt. 
1st z . .B. die Biegungslinie des Obergurts bei dem in Fig. 76 dar-

Fig. 76. 

gestellten Dreigelenkbogen gesucht, so gelten die gleichen Ober
legungen wie vorhin mit entsprechender Anpassung an das Fach
werk. Unter Aifk sind, wie sonst, die Anderungen der Winkel if 
des Stabzuges (s. Fig. 76), unter A. die Projektionen der Einzelstabe 
des Stabzuges (Feldweiten) zu verstehen. 1) 

fJ) Das elastische Gewicht eines Punktes m einer Drei
gelenkbogenkette. Ais Erlauterung des Verfahrens zur Berech
nung elastischer Gewichte sei hier noch ein Beispiel angefiihrt, 
welches spater bei der Behandlung der Vierecksnetze (der soge-

1) Es sei noch darauf hingewiesen, 
daB das Gewicht Wm des Gelenkpunktes 
im allgemeinen nicht genau gleich der 
Winkeliinderung ADm ist; denn die in die 
Stabrichtungen fallen den Komponenten 

der Lasten -} (s. Fig. 77) liefern einen 

weitere-n Beitrag zu Wm, so daB der durch 
die Gleichung (39) (s. S. 70) dargestellte Fig. 77. 
allgemeine Ausdruck fiir das elastische 
Gewicht in Frage kommt. Die vollstiindige Gleichung fiir w'" lautet also: 

W,.=- ~ C~7YA~+ 2~ .1+A1) -~-tgtpm+ ~ tgtpH· 

Jedoch ist dills fiir die Rechnung ohne Belang; zudem ist ja wohl durchweg 
die Neigung der an das Scheitelgelenk anschlieBenden Stiibe gegen die Hori
zontale Bohr gering. 

Pirlet, Statik. IL 1. 6 
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nannten Vierendeel-Trager) eine Rolle spielt. Die Fig. 78a stellt 
das statisch bestimmte und starre Grundsystem eines sol chen 
Rahmengebildes dar. Es ist eine Zusammenfiigung nach Art einer 
Kette, deren Einzelglieder Dreigelenkbogen sind; diese letzteren 
(Fig. 78b) bestehen aus je einem vertikalen und horizontal en geraden 
Stab, sowie aus einem rechtwinklig ausgebildeten dritten Stab. In den 

+1 

--'-I-~A(m+lj 

1+_'_ __1_ 
Am .A.!inrt) A(m+1} 

Fig. 78a. 

Gelenkstellen wirken beim biegungsfesten Rahmentrager Einspannungs
momente X, welche die Stabenden beanspruchen (Fig. 78b und 78c). 
Die meisten dieser Stabenden sind durch mehrere Einspannungs
momente X beansprucht, die sich zu den Stabmomenten 111 zusam
mensetzen. So z. B. wirken am FuBpunkt del' mittleren Vertikalen 
in Fig. 78c die beiden Einspannungsmomente Xc und X.' die sich 
zu dem Gesamtmoment M. zusammensetzen. In ahnlicher Art sind 
auch die iibrigen Momente M in Fig. 78c aufzufassen. 

Fig. 78b. Fig. 78e. 

Es handele idch nun urn die Biegungslinie bzw. die elastischen 
Gewichte diesel' Dreigelenkbogenkette, wenn die Stabenden durch 
die Momente (Ma, M b , Me"") beansprucht sind, die von del' Ge
samtheit der Einspannungen X an den Gelenkstellen herriihren. 

Beriicksichtigt man lediglich den Beitrag del' Momente zu den 
Formanderungen, so bestimmt sich das elastische Gewicht w'" des 
Punktes 'in nach del' Gleichung: 

w'" = f M' ~11'E~~ . 
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Wir bezeichnen mit J' den Wert irgendeines Tragheitmomentes und 
berechnen den Wert 

, f' J' EJ wm = M llfl,ds J . 

Die Momentenflache infolge der Belastungen ~ (M' -Flache) ist in 

Fig. 78 a dargestellt. Es ist leicht zu ersehen, daB an den Stab
enden die Ordinaten 0 bzw. + 1 fUr die Momente M' gelten 
miissen 1). Das Integral erstreekt sich demnach nur iiber die beiden 
oberen Gurtstabe (Am und Am+ 1) und die beiden Vertikalen (hm und 
hm + 1)' da nur in diesen Systemteilen Momente M' auftreten. Es 
interessieren uns also auch nur die Momente Mk dieser System
teile. Die Ordinaten der Mk-Flachen an den Enden der genannten 
Stabe sind mit M a, M h , ••• , M, bezeichnet (Fig. 78c). Man erhalt, 
wenn man zur Auswertung der Y einzelnen Integrale die Formeln aus 
§ 7 b verwendet, ohne weiteres die folgende Gleichung. Hierbei ist 

der EJ'-fache Wert bestimmt und s.~ =8' gesetzt. 

EJ'wm f M' M dS~= A;(2Mh +Ma)- A~tl(2 Mc+M~) 

_'~n (2 Md+ Me) + h~~t-1 (2 M f + M g). 

Die Momente M an, den Stabenden sollen herriihren von den Einzel
momenten X, die bei Einspannung an den Ecken in den Gelenk
punkten wirken. Aus diesen GroBen X setzen sich die Momente M 
nach den folgenden Gleichungen zusammen, wobei die Vorzeichen 
nach der unten angegebenen Regel im Hinblick auf die Stabverbie
gungen festgesetzt sind 2). 

Ma=Xa; 
Mil = Xa - Xb + Xc; 
M~=Xd; 
Mc=Xd-Xe+Xf ; 
Md = - Xa +Xb - Xc + Xa; 
M.=-Xc+ X .; 
M f = - Xd + X. - X f + X g ; 

Mg =-X,+X7I • 

') Wiehtig ist die Wahl der Vorzeiehen. Hierfiir beaehte man die An
merkung auf S. 50. Man verfiige etwa iiber die Vorzeiehen so, daB bei den 
Gurtstaben die Durehbiegungen naeh unten positiv, nach oben negativ, ferner 
die Ausbiegungen der Vertikalen naeh rechts positiv, naeh links negativ sem 
soli en. Diejenigen Momente M' seien dann positiv gereehnet, die einer Be
lastung entspreehen, welehe positive Verbiegungen der Stabe erzeugt. Die
selbe Festsetzung muB fiir die Momente Mk gp.lten, d. h. aueh diese gelten 
als positiv, wenn die Belastung P" Stabverbiegungen in dem vorhin als positiv 
festgelegten Sinn erzeugt. 

2) Es ist leieht zu ersehen, wie die Werte ]vI sich aus den GroBen X 
zusammensetzen. Zu diesem Zwecke stellen wir zunaehst die Momentenfiache 
eines Einzelrahmens infolge jeder der drei Einzelwirkungen X,o Xu, Xc dar. 

6* 
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Diese Werte waren fUr die GroBen M in die Gleiehung fur w", 
einzusetzen; dann ergibt sieh das elastisehe Gewieht als Funktion 
der uberzahligen Krafte X in folgender Form: 

w =~;[9(X -X -l-X)+X ]_3;+1[2(X -X X,)+Xd] 
In 6 - a /) i C a 6 d e 

+ h~"'[2(Xa-XlJ+XJ- 2Xd~Xc-XeJ-h'~+1[2 (Xa-Xe+Xr) 

-2Xg +Xr-Xh ]· 

Der Aufbau der Formel ist einfaeh und die Verteilung der Werte X 
an Hand der Fig. 78e leieht zu ubersehen. Die Verwendung bei 
Rechnungen ist naturlieh so zu denken, daB die Werte X zahlen
maBig- gegeben sind. Naheres hierzu werden wir bei der Behandlung 
der Vierecksnetze finden. 

e) Anhang: Zahlenbeispiele zur Erlautel'ung del' Ausfiihrungen 
iiber Biegungslinien. 

a) Beispiel fur ein vollwandiges System. Es sei gefragt 
naeh der Biegungslinie eines einfaehen Balkens, dessen Belastung 
aus Fig. 80 zu ersehen ist. Die zugehorige Momentenflache ist 
ebenfalls in Fig. 80 gezeichnet. 

Zunaehst wurde angenommen, daB der Quersehnitt iiberall kon
stant sei, und zwar sei der Quersehnitt der in Fig. 80a dargestellte 
mit einem Widerstandsmoment von 6235 em3 und einem Tragheits
moment von 6235 X 33,6 = 209496 cm4• 

In den Fig. 79 a, 79 b, 79 c sind diese Momente und zugleioh die fiir die Vor
zeichen maEgebenden Stabverbiegungen angegeben. Die Figuren bediirfen 
wohl keiner weiteren Erlauterung. Man erkennt, daB z. B. am rechten Ende 

+ Xc 

Fig. 79a. Fig. 79b. 

-----

_---!c 

Fig. 790. 

I 
I 
I 
I 

des Obergurts bei gleichzeitiger Wirkung der drei Einspannungen X ein Ge
samtmoment 

Mb=X,,-Xb+Xc 
wirken muE. Auf die Vertikalen wirken Einspannungen X der beiden an
grenzenden Rahmen. Daher ergibt sich z. B. fiir das Moment Md (Fig. 780) 
am oberen Ende der Mittelvertikalen der Wert: 

M~ = - Xa + Xb - Xc vom linken Rahmen, 
M:i = Xa vom rechten Rahmen; 

also im ganzen: 

Entsprechend sind die iibrigen Momente zusammengesetzt. 
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Alsdann gilt (s. 01. (39b), S.71): 

EJw", = 86' (2 Mm + M/)+ ~(2 hl", + M"). 

1zt ZIIt 
r<--Jm ...;.liE Jm ~ i ll 11m 

L 100· 100·12 t~~=t====================~jMt 
'G - 10m--- 1 

500·10 

6Jm 7zmt 

Fig. SOa. Fig. SOb. 

Hiernach ergeben sich im einzelnen folgende Werte: 

EJw1 = 1~5 (2.27 + 0) + 1~5 (2.27 + 54) = '10,5 

EJw2 = 1~5 (2.54 + 27) + !i~ (2.54 + 63) = 76,5 

RJwa = 1~5 (2. f:i3 + 54) + 1~5 (2.63 + (2) = 94,5 

EJw4 =!,5 (2.72 + 63) + 1-,-~ (2.72 + el5)= 99,0 
6 6 

EJw5 = 1,5 (2.45 + 72) + 16,5 (2.45 18)= 67,5 
6 ) 

EJw6 = 1~5 (2 .1"8 + 45) + 1 ;~ (2 ·18 + 0) = 26,25 
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Nach Bestimmung del' elastischen Oewichte karm das Seilpolygon 
rechnerisch oder zeichnerisch ermittelt werden. Die zeichnerische 
Methode ist in Fig. 81 durchgefiihrt. Hierbei ist die Beachtung 
der MaBstabe von besonderer Wichtig
keit, weshalb zu dieser Fl'age einige nahere 
Angaben vorausgeschickt werden sollen. 

Fig. Sl. Fig. 81 a. 
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Naeh den allgemeinen Ausfiihrungen in § 8 erhalt man die 
Ordinaten der Biegungslinie in natiirlieher GroBe, wenn man zu den 
elastisehen Gewiehten w (s. G1. 37 und 38) ein Seilpolygon mit der 
Polweite 1 zeiehnet; letztere ist dabei gleiehfalls im MaBstabe der 
w·Gewiehte zu messen. Die w-Gewiehte (s. G1. 37) sind absolute 
Zahlen; sowohl die Zahler wie die Nenner der beiden Quotienten 
sind LangengroBen; dasselbe muB also aueh von dem gleiehwertigen 
Ausdruek in Gleiehung (38) gelten. Darum ist aueh dort die Wahl 
der Dimensionen der EinzelgroBen (Momente M, Elastizitatsmodul E 
usw.) gleiehgiiltig; nur miissen diese bei allen GroBen einheitlieh ge
nommen werden, also z. B. em und t sowohl bei den Momenten wie 
beim Elastiziuatsmodul usw. . 

1st das System in n-faeh verkleinertem MaBstab aufgetragen, 
so wiirden sieh die von den Strahl en des Seilpolygons abgesehnit
tenen Ordinaten der Biegungslinie ebenfalls n-faeh verkleinern; dies 
wird wieder behoben, wenn man die Polweite ebenfalls n-mal kleiner 

nimmt, also gleieh ~ . 1; dadureh erhalt man also aueh in dei: n-faeh 
n 

verkleinerten Zeiehnung die Ordinaten in natiirlieher GroBe. Ganz ent
spreehend wird bei y-faeher VergroBerung der w-Gewiehte eine y-faehe 
VergroBerung der Polweite den erforderliehen Ausgleieh sehaffen. 

Hiernaeh ergibt sieh in unserem Beispiel folgendes: Nehmen wir 
an, die w-Gewiehte seien im MaBstab 5 Einheiten gleieh 1 mm in einem 
Krafteek aufgetragen. Die Polweite hat statt 1 die GroBe 

EJ = 22000000·209496 1~8 = '" 46000 

(Einheiten sind t und m wie Langen und Krafte in den w-Gewiehten), 
da wir die EJ-faehen Werte der w-Gewichte verwandt haben. Wenn 
das System im LangenmaBstab 1: 100 gezeiehnet ist, muB die Pol-

weite ebenfalls in -~ der vorher angegebenen GroBe verwandt wer-
• 100 

den, d. h. es muB sein 

H = 46000 = 460 (im MaBstab der w-Gewiehte), 
100 

d. h. H = ~:o = 92 mm in der Zeiehnung. Der Deutliehkeit halber 

wahlen wir, um die Durehbiegungen im doppelten MaBstab, also im 
doppelten Wert der natiirliehen GroBe zu erhalten, eine nur halb 
so groBe Polweite, also H = 46 mm. In Fig. 81a sind die Krafte eben so 
wie die Polweite in halber GroBe der vorgenannten Werte aufgetragen. 

Hiernaeh ergibt sieh die groBte Durehbiegung in Fig. 81 zu 
2,86 
-2- = 1,43 em. 

Bei der l'eehnel'isehen El'mittl ung del' Ol'dinaten sind zu
naehst die dureh die w - Gewiehte erzeugten A uflagerkl'afte zu el'-
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mitteln. 
druek A: 

1m vorliegenden FaIle ergibt sieh fUr den Auflager-

0,1 ·26,25 = 2,6251 
+ 0,25·67,50 = + 16,8751 
+ 0,40·99,0 = + 39,600 I A = 199 05 
+0,55·94,5 =+51,975 ' 
+0,70·76,5 =+53,550 
+ 0,85·40,5 = + 34,425 

~199,050 

Die Reehnung gesehieht dann in der bekannten Weise tabella
risch naeh der Formel: Mm = Mm- 1 -t- Qm ·1, wo Qm die Querkraft 
im Punkte m bedeutet. 

m 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

199,05 1,5 I 298,575 
158,.55 1,5 237, -25 298,575 
82,05 1,5 I 123,075 536,4(l0 

- 12,45 1,5 I - 18,675 61)9,475 
-111,45 1,5 [-167,175 640,800 
- 178,95 1,5 I - 268,425 I 473,625 
- 205,~0 1,0 - 205,200 : 205,200 

298,575 
536,400 
659,475 
640,800 
473,625 

I 205,200 

Mm . 100 
EJ 

0,65 
1,16 
1,43 
1,39 
1,03 
0,45 

NB. Die Ergebnisse M", sind 'zum SehluB durch EJ zu divi
dieren, da fiir w die EJ -faehen Werte eingesetzt wurden. Hierbei 
wiirden .Bieh die Durehbiegungen in m (Meter) ergeben, da Meter als 
Einheit gewahlt sind. Um sie nun in em zu erhalten, hat man noeh 
mit 100 zu multiplizieren. 

Dureh Abgreifen der Ordinaten in Fig. 81 ist die Obereinstim
mung der Ergebnisse der zeiehnerisehen und reehnerisehen Bestim
mung festzustellen. 

Zur weiteren Priifung mag hier noeh die Bereehnung einer 
Ordinate mit Hilfe der Arbeitsgleiehung folgen, undzwarsoll die 
Ordinate unter der Last von 24 t bereehnet werden (Fig. 80). Es ist 
(vgl. S. 48) 

Mit Mi sind die Momente infolge der Last Pi = 1 im fragliehen 
Punkte i bezeiehnet; die Momente M k enthalt Fig. 80. In Fig. 82 
sind beide Momentenflachen zusammengestellt; unter Benutzung der 
Formeln aus § 7b ist die Integration durehgefiihrtl (vg. S. 58). 

3 ~t 
EJ [ik] =- ·54 ·1,2 18t~-r-----l''---''18t 

3 I 
I I 

3 I : ~~ 
+6 [2,4 (2·72 + 54) + 1,2 (2·54 + 72)] ~3m+3m-"::~~ 

4 
--L. -·72·2 4 I;) , 

= 64,8 + 345,6 230,4 = 640,8. 

1----l---10m-L- ~,.j 
I I 'tt I 

~t 
o,¥t~tJ,lJt 

• 2,¥mt ;If, -f7dc/Je 

Fig. 82. 
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Es wird also 

[ 'k] 640,8 0 9 39 
t = 46006= ,013 m=l, cm, 

Es solI nun noch fiir denselben Trager die Biegungslinie ge
zeichnet werden unter der Annahme, daB das Tragheitsmoment 

veranderlich ist, Es werde 
~';:75m .1. ';:25m~3m----ljl angenommen, daB die oberste 

:: 7m 10m' .: KopfpIatte nur soweit durchge-
F ' 83 fiihrt ist, wie es zur InnehaItung 19, , 

der Spannungsgrenzen erforder-
lich ist. Sie reiehe von X= 3,75 m bis X= 7,Om (s, Fig. 83), 

Das Tragheitsmoment in der Mitte ist nun J1 = 209496 em4 , 

das Tragheitsmoment des Quersehnitts mit 2 KopfpIatten 

J 2 =161384 em4 , 

(s, Tabelle der "Hiitte". W = 4981 cms, J = 4981,32,4 = 161384 cm4). 

Die elastisehen Gewiehte ergeben sieh wieder naeh Gl, (39b); 

W - ~ (9 M + M) + --~,,-- (2 M + M ) 
m - 6EJ m ~ In I 6EJ" m n ' 

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleiehung mit einem konstanten 
Wert EJ', so ist; 

EJ'w = 8m ~~(2M +M)+8'!J' (2~1 +M) 
m 6 J", '" I 6 I n m " ' 

Wir haben also die mit S muItipIizierten Momentenflaehen zu 

benutzen. Wahlen wir den (an sieh wilIkiirliehen) Wert J' = J 1 , 

J' 
EO ergibt sieh fUr dUl mittleren TeiI I = 1, fiir den iibrigen Teil ist 

:-t5....,....~5 "e7~q7~ 1,5-;",1-:-1,5-.,..-1,5-: J' 209496 
1 3 'I 5 fj 7 J~=161384 =1,298. Die mit 

Jf It' I' . M t fl' h )- mu Ip IZIerte omen en ae e 

nimmt also die in Fig. 84 darge
stellte Form an. 

Nachdem die AufteiIung des 
Systems in einzeIne Teile, der 

Momentenflaehe entspreehend, erfoIgt iat, ergeben sieh die nach
stehenden eIastisehen Gewiehte; 

EJ'w1 = 1~5 (2.35,1 + 0) + 1~5 (2.35,1 + 70,2) == 52,65 

J ' 1,5 
E w2 = 6 

075 
(2,70,2 + 35,1)+ i-(2. 70,2 +76,05)~~70,93 

EJ' w == ~'7_5(2' 76 05+70 2)+~75 (2.585 _-iI 63) 
3 6 ' , 6 ' =~ 50,3 
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EJ' w 4 = 0~75 (2.63 + 58,5) 

EJ'w_ = 1,5 (2.72 + 63) 
.) 6 

+ 1,5 (2.fi3 + 72) 
fi 

+ 1~0 (2.72 + 54) 

10 _ 15 
EJ'wlI = T (2.54 + (2) + i-(2. 70,2 + 35,1) 

EJ' w, = ~~ (2.35,1 + 70,2) + ~~5 (2.35,1 + 0) 

89 

= 72,5fi 

=84,75 

= 73,87 

=52,65 

Ermittelung des Auflagerdrueks A infolge der w-Gewiehte: 

m 

2 
3 
4 
[, 

6 
7 
8 

0,15 ·52,65 = 7,89 
+0,30 ·73,87 +22,16 
+ 0,40 ·84,75 + 33,90 + 0,55 ·72,56 + 39,90 
+ 0,625·50,30 + 31,45 
+ 0,70 ·70,93 + 49,66 
--i- 0,85 ·52,65 + 44,86 

Z229,82=A 

Tabellarisehe Bereehnung des Biegungspolygons. 

Qm I Am Qmo1m Mm- 1 Mm 

229,82 [ 1,5 344,6 344,6 
177,17 1,5 266,0 344,6 611 1,6 
106,23 0,75 79,8 610,6 690,4 
55,93 t 0,75 43,95 690,4 734,35 
16,62 1,5 -- 24,95 734,35 709,4 

-101,37 1,0 - 101,37 709,4 608,0 
- 175,24 1,5 -263,0 608,0 345,0 
- 227,89 1,5 - 342,0 345,0 

Mm .100 
EJ1 

0,75 em 
1,33 
1,48 
1,60 
1,54 
1,32 
0,75 

In Fig. 85 sind beide Biegungs-~ 
linien miteinander vergliehen. -
Die groBeren Ordinaten entsprechen 
dem Fall veranderlicher Tragheits-
momente. 

(3) Beispiel fiir ein Fach- Fig. 85. 
\verk. Es sei die Biegungslinie des 
Untergurts des in Fig. 42 dargestellten Faehwerktragers unter der 
dort angegebenen Belastung zu bestimmen (vgl. S. 53). 

In Fig. 86 ist das System noehmals angegeben. Die Spann
krafte 8" sind an die einzelnen Stabe angesehrieben. Die in Klammern 

beigcfiigten Zahlen geben die Werle s. an. Samtliehe GraBen sind 
F 

in t und em angegeben. Alsdann sind die w-Gewiehte bestimmt 
nach Gleiehung (40) (vgl. S. 73): 
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E·w-:- .28' 8k ~. 

Die Werte 8' sind aus den Fig. 86a bis d zu entnehmen. 

Fig. 86. 

Fig. 86b. 

I Fig. 86e. 

Fig. 86d. 

1=1 2-1=2 

E·w1 = 7,235·1· 7,5 + 6,622 ·1· 7,5 + 10,233 ·1,414 ·10,606 -10,233 ·1,414 ·10,606 
= 103,938 

E·w'l= 7,092·1·15,0 
=106,383 

E· w:\ = 6,622 . 1· 22,5 
=149,006 

E·w,,=7,092·1·30 + 2 ·10,233 ·1,414·10,606 
=519,728 



§ 9. Verschiebungspliine. 91 

Die weiteren elastisehen Gewiehte ergeben sieh aus der Symmetrie. 
Infolge der w-Gewiehte entsteht ein Auflagerdruek von 

A = 103,938 + 106,383 + 149,006 + -§_. 519,728= 619,19l. 

Die weitere Reehnung erfolgt wiederum tabellariseh. 

m Wm 
Q""'}'m Mm - 1 M,n A=1 

1 103,938 619,191 
2 106,383 515,253 
" oJ 149,006 408,870 
4 519,728 259,864 

619,191 i 

1134,445 
1543,315 

619,191 
1134,445 
1543,315 
1803,179 

0,28 
0,52 
0,70 
0,82 

Die Ordinate 0,82 em im Knotenpunkte 4 stimmt mit dem auf 
S.54 bereehneten Werte iiberein. 

Von einer graphisehen Darstellung der Biegungslinie mag hier 
abgesehen werden. 

Zeiclmerische l\'Iethoden zur Ermittelung der 
Formanderungen. 

§ 9. VerschiebungspHine 1). 

Die Arbeitsgleiehung bietet ein Mittel, eine Komponente einer 
Versehicbung in bestimmter Riehtung zu bestimmen. - Dureh Auf
zeiehnen der Biegungslinien werden die vertikalen Versehiebungs
komponenten (Durehbiegungen) der Systempunkte gefunden. 

Manehmal ist es aber von Interesse, die vollstandigen Ver
sehiebungen von Punkten eines Tragwerks, etwa der Knotenpunkte 
eines Faeh werks, zu bestimmen, d. h. den eigentliehen "V ersehiebungs
plan" des Systems darzustellen. Die hierzu geeigneten Verfahren 
sollen im folgenden besproehen werden. 

a) Das Stahzugverfahren. Es handle sich um die Ver
sehiebungen des in Fig. 87 dargestellten Stabzuges, der einem voll-

6 

Fig.87. 

1) Die in diesem Paragraph en behandelten Aufgaben kommen nur dann 
in Frage, wenn man von allen oder einer groBeren Anzahl von Systempunkten 
die vollstandigen Verschiebungen sucht, ein Fall, der in der Baupraxis ver
hiiltnismiiBig selten auftritt. - Niihere Angaben finden siCh in der Graphischen 
Statik von Miiller-Breslau, Bd. II. 
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wandigen System odeI' einem Fachwerk angehoren kann. Die einzelnen 
Stabe haben die Langen 8 1 , 8 2 , .•• und sind urn die Winkel t} l' t} 9 , ..• 

gegeneinander geneigt (s. Fig. 87). 
Fur die Anwendbarkeit des hier in Frage stehenden Verfahrens 

ist folgendes vorausgesetzt: 
Es muss en bekannt sein die Langenanderungen ,j 8 del' einzelnen 

Stabe des Stabzuges sowie die Winkela"nderungen d t}; ferner muB 
von einem Stabe die Verschiebung eines Punktes und die Drehung 
gegen eine angenommene feste Richtung gegeben sein. 

Diese Werte sind vorher durch Rechnung festzulegen. In unserem 
Faile ist bei 0 ein festes Lager angenommen, so daB die Ver
schiebung des Punktes 0 beim Stabe 81 = 0 ist 1). Die Drehung 
J t}o des Stabes S1 wird mit Hilfe del' Arbeitsgleichung bestimmt: 

At} =fM' Mk d8 +fN' N1i~~ 
o EJ EF . 

M' und N' bedeuten die Momente und Normalkriifte infolge del' 
Belastung 1 in Richtung del' gesuchten Drehung, d. h. eines Krafte
paares 1 am Stabe 81 , Handelt es sich urn ein Fachwerk, so gilt 
die GIeichung: 

Jt} = '\, S' .S,,8 
o L..; EF ' 

wo S' die Spannkrafte des Systems infolge jenes Kraftepaares 1 dar
ste11en. Die GroBen M k, Nk und Sk entsprechen del' Belastung PI" 
fur welche del' Vel'schiebungsplan bestimmt werden solI. - Zur Be
rechnung del' Winkelanderungen dt} dienen die Gleichungen (;.J5) 
bzw. (36) .. Die GroBen d 8 erhiilt man aus den Normalkriiften NI, 

bzw. Stabspannkriiften 8". 
Nach Erledigung diesel' Vorarbeiten ergeben sich die Verschie

bungen del' Systempunkte 1, 2, ... wie folgt. 
In Fig. 88a sind die ersten Teilstrecken 81' 89 , 83 del' Bogen

achse in vergroBertem MaBstabe aufgetragen. Urn die neue Lage I 

2 s 

o 

Fig. 88a. 

des Endpunktes 1 des Stabes 81 zu finden, ist zunachst die Langen
anderung dS1 von 1 aus aufgetl'agen, was den Punkt l' ergibt. Senk-

1) Wiirde etwa ein Balken mit drei Rollenlagern vorliegen, so ware auch 
die Verschiebung eines sole hen Lagerpunktes VQrerst zu berechnen. 
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recht zur Stabrichtung ist sodann die von der Stabdrehung, d. h. 
der Anderung L1lJo des Winkels {}o herriihrende Verschiebung an
zutragen. Diese hat den Wert (81 + L181).d {}o' wofiir wir, da es sich 
urn sehr kleine Verschiebungen L1 8 handelt, 81 ~ {}o setzen und die 
Tangente statt des Bogens einzeichnen. Damit ergibt sich die Lage I 
des Punktes 1. 

Wird nun zunachst angenommen, daB der Stab 8'.1 mit 81 ver
bunden ist und deshalb die Lagenanderungen von 81 mit macht, selbst 
dagegen keine Form- und Lagenanderungen erleidet, so erbalt man 
die durch die Verschiebung von 1 nach I bedingte Lagenanderung 
des Punktes 2 auf einfache Weise wie folgt. Man zeichne I 2' parallel 
und gleich 82 , trage senkrecht zu I 2' in 2' den EinfluB der Ver
drehung urn J{}o' namlich 2' 2" = S2 Jl'Jo an. Dann gibt 2" diejenige 
Lage von 2, die fiir den Punkt 2 lediglich aus der Lagenanderung 
des Punktes 1 folgt. Denn man erkennt, daB sowohl der Stab 82 

als auch der Winkel bei 1 (bzw. I) ihre urspriinglichen GraBen bei
behalten haben. - Hierzu kommt nun noch diejenige Verschiebung 
von 2, die aus der Langenanderung J 8 2 und der Verdrehung J191 

des Stabes 82 sich ergibt. Wir tragen 2" 2'" = J 82 von 2" in der 
Stabrichtung auf und senkrecht zur Richtung von 82 den Beitrag der 
Verdrehung, d. h. den Wert 2'" II = 8 2 J {} 1. Damit ergibt sich die 
endgiiltige Lage II des Punktes 2. - Betrachten wir jetzt die Ge
samtheit der Einzelwege, aus denen sich die Verschiebung 2 II des 
Punktes 2 zusammen~etzt, so erkennt man folgendes. An die Ver
schiebung 1 I (= 22') des Punktes 1 ist in der Richtung des Stabes 
82 seine Langenanderung lJ s.J und senkrecht dazu die Strecke 

e2 = 82 (J {}o + 11 {}l) = 82 ·1fl 

angetragen. - Ebenso wiirde man die neue Lage III 
des Endpunktes 3 von 8'l finden, indem man an die 
vorhin gefundene Verschiebung 2 II in II zuerst L1 8a 
in Richtung von 83 und senkrecht dazu 

e3 = 83 (J{}o + L1 {}l + J{}2) = 83 '1f2 

antragt, und so fort. - Man erkennt aus Fig. 88 a, 
daB die Verschiebung von 2 durch den Linienzug 
2 - 2' - 2'" - II gegeben ist und auBerhalb der System
figur gesondert dargestellt werden kann. Dabei wird 
man die GroBe 82 J{}o + 82 J{}1 = 82 1fl' die in Fig. 88a 
getrennt aufgetragen wurden, zusammenziehen. 

Diese gesonderte Darstellung ist in Fig. 88 b ge
geben. - Von dem Ausgangspunkt 0 (Pol des Ver
schiebungsplanes) tragt man die Langenanderung 1181 

des Stabes 81 auf und senkrecht dazu die infolge der 
Stabverdrehung auftretende Komponente der Verschie
bung des Stabendpunktes 1. Diese hat den Wert 

el = 81 ·J{}o' 

d. h. Stablange multipliziert mit der WinkeIanderung. 

Fig. 88h. 

Auf diese 
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Weise ergibt sich die Lage I des Endpunktes 1 von 81 ; die Gesamt
verschiebung von 1 ist durch den Strahl 0 I dargestellt. - In I 
wird alsdann LIs'.! parallel zur Richtung s'.! und senkrecht dazu 
e'.l = S2 . 'IJl1 = S2 (LI {} 0 + LI {} 1) aufgetragen, wodurch sich die Lage II 
des Punktes 2 ergibt. - Die Gesamtverschiebung von 2 ist durch 
die Strecke 0 II gegeben. 

In dieser Weise ist fortzufahren. Aus LIs'.! und [13 = S3 (LI {} 0 

+LI{}l + L1{}2)=S3"!P2 findet man III usw. Die Strahlen On! geben 
die gesuchten vollstandigen Verschiebungen der einzelnen Punkte n. 

Vereinfachung des Verfahrens fiir den Fall, daB die 
Biegungslinie bereits vorliegt. 1m Vorigen waren auBer den 
Langenanderungen LIs auch die zweiten Verschiebungskomponenten e 
zu berechnen. Statt der letzteren konnen auch die vertikalen Ver
schiebungskomponenten benutzt werden, die aus der Biegungslinie 
zu entnehmen sind. Liegt daher die Biegungslinie vor, so ergibt 
sich der folgende Weg zur Darstellung der vollstandigen Verschie
bungen. 

Vom Pol 0 aus (Fig. 89) wird die Langenanderung L1s1 in 
Richtung von Sl aufgetragen. Senkrecht hierzu erfolgt die Ver-

6' 

Fig. 89. 

drehung des Stabes Sl; das Lot, welches den EinfluB dieser Ver
drehung darstellt, ist nun bis zu der Horizontalen durch den Punkt 1" 
der Biegungslinie durchzuziehen. Denn die Vertikalkomponente der 
Gesamtverschiebung 0 l' muB gleich der entsprechenden Ordinate 
der Biegungslinie sein. - Nachdem so l' gefunden ist, wird LI 82 
an l' angetragen und del' dazu senkrechte Strahl bis zur Horizon
talen durch 2" verlangert, wodurch sich 2' ergibt. - Entsprechendes 
gilt fiir die folgenden Punkte; die Strahlen 0 n' stell en wieder die 
vollstandigen Vel'schiebungen dar. 

b) Verschiebungsplan eines Fachwerks nach dem Williot'schen 
Verfahren. Zur Auffindung der Verschiebungen der Knoten-
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punkte eines Fachwerks dient ein Verfahren, welches auf del' wieder
holten Anwendung del' folgenden Aufgabe beruht. 

Ein Knotenpunkt e ist gegen zwei Punkte a und b, deren Ver
schiebungen bekannt sind, durch zwei Stabe ae und be festgelegt 
(Fig. 90). Urn die Verschiebung von c! zu finden, beachte man, daB 

(} 

a~c 
Fig. 90. 

1 

Fig.90b. 

diese gegeben sein muB durch die Langenande
rung LI 8 und die Lagenanderung (Verdrehung) 
Jcp del' beiden Stabe ae und be (Fig.90a). 

In Fig. 90a sei del' Punkt 3 durch zwei 
Stabe 81 und 8'J gegen die Punkte 1 und 2 fest
gelegt, die einem Fachwerk angehoren mogen. 

z 

Fig. 900. 

Die Verschiebungen 1 lund 2 II der Punkte 1 und 2 seien irgend
wie vorher ermittelt, also bekannt. Auf Grund ahnlicher Erwagungen 
wie im Abschnitt a finden wir die Verechiebung 3 III wie folgt. -
Nehmen wir wiederum zunachst an, die Stabe 8 2 und 8 1 machten, 
ohne ihre Richtung und Lange zu andern, die Verschiebungen von 
1 bzw. 2 mit; dann wiirden sie in die in Fig. 90a durch 13' und 
II 3" gegebenen parallel verschobenen Lagen kommen; hierbei ware 
ihre Verbindung in 3 zunachst als gelOst zu betrachten, so daB 
Punkt 3 als Punkt des Stabes 81 nach 3" und als Punkt des Stabes 
82 nach 3' gelangen wiirde. - Nun andern aber die beiden Stabe 
ihre Lange und ihre Richtung; 82 andert sich urn LI 8 2 und 8 1 urn 
LI 81 (hier ist LI 81 negativ angenommen), und diese GroBen sind in 
3' bzw. 3" in Richtung der Stabe angetragen. Die Drehung del' 
Stabe 81 und 8 2 erfolgt senkrecht zur Sta bachse und wird somit 
durch die beiden Lote zu den Stabrichtungen dargestellt; del' Schnitt
punkt III diesel' Lote ergibt die neue Lage von 3, so daB 3 III die 
Verschiebung von 3 darstellt. Wir zeichnen wiederum den zur Be
stimmung von III benutzten Linienzug auBerhalb der Systemfigur 
gesondert heraus (Fig. 90 b). 1m Verschiebungsplan (PolO) sind die 
Verschiebungen 0 lund 0 II der Punkte 1 und 2 gegeben (I und II 
stellen zugleich auch die Lage 3' bzw. 3" des Punktes 3 dar, die 
wir in Fig. 90a zur Ermittelung der Endlage III benutzten). An I 
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wird in Richtung des Stabes 82 die Langenanderung A 82 und in II 
in Richtung des Stabes S1 die GroBe AS1 angetragen. Die Lote in 
den beiden Endpunkten von A81 und A82 senkrecht zu den Stab
richtungen liefern die gesuchte Lage III des Punktes 3. 

Zur Ermittelung des Verschiebungsplanes eines Fachwerks sind 
zunachst die Langenanderungen As der Stabe zu berechnen. Weiter
hin mussen, damit der vorstehende Losungsweg angewendet werden 
kann, von einem ersten Stab, dem Ausgangsstab, die Verschiebungen 
der Endpunkte gegeben sein. Daher muB auch hier, wie bei der 
vorherigen Losung (Abschnitt a), die Aufgabe damit beginnen, von 
einem ersten Stab die veranderte Lage, d. h. die neue Lage seiner 
Endpunkte, zu berechnen. Dies soil zugleich mit der Darstellung 
des Verfahrens an einigen Aufgaben erlautert werden. 

Beispiele. 

1. Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall, dem in 
Fig. 91 dargestellten Kragtrager. Da das Lager bei a ein festes und 

bei b ein bewegliches ist, so ist 
;:r<:;::::-____ --::s.:t.II ____ --,;d die Lage von b' ohne weiteres 

Fig. 91a. 

durch die Langenanderung A81 

gegeben; denn b kann sich gegen 
den Punkt a (zugleich PolO), 
welcher unverschieblich ist, nur 
in Richtung von 81 bewegen; die 
Drehung von a b ist also gleich 
Null. Hier ist somit die Aus
gangsstrecke a' b', welche die neue 
Lage der Endpunkte eines ersten 
Stabes darstellt, ohne weiteres ge
geben. - Punkt c ist gegen a 
und b durch die Stabe 83 und 82 

festgelegt. Von a' aus ist also 
A83 und von b' aus A82 in Rich
tung von S3 bzw. 8~ anzutragen. 
Die Lote auf beiden Richtungen 
ergeben c'. - Punkt d ist gegen 
a und c durch die Stabe 84 und 
8r, festgelegt. Daher sind die 
Strecken A84 von a: und A 85 von 
c' anzutragen. Die Lote auf bei
den ergeben den Punkt d'. -
Damit ist der Verschiebungsplan 
gegeben. Die vom Pol a' aus ge
messenen Strahlen a' c' und a'd' 
ergeben die vollstandigen Verschie
bungen der Punkte c und d. 

Beziiglich der Richtung, in der die Langenanderungen A8 an
zutragen sind, gilt folgende Regel. Man trage ;/8 in der Richtung 
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an, in welcher der gesuchte Punkt sich gegen den bereits hekannten 
anderen Endpunkt des Stabes 8 bewegt. 1st z. B.. wie in unserem 
FaIle angenommen wurde, 81 gezogen, so bewegt sich b von a fort 
nach unten. Daher ist A 81 von a' aus nach unten aufgetragen. 
Der Stab 82 und ebenfalls 83 ist gedriickt angenommen, so daB sich 
c auf a und b zu, d. h. nach links bewegt. 1m Sinne dieser Be
wegung sind die Strecken 
A83 von a' und A 82 von 
b' aus aufgetragen. - Ent
sprechendes gilt fiir den 
Punkt d, wobei 84 gezogen 
und 85 gedriickt ange
nommen ist. 

2. Ais Gegensatz zu 
diesem Beispiel des Krag
tragers solI nunmehr del' 
in Fig. 92 dargestellte ein
fache Balken auf ZWel 

Stiitzen besprochen werden. 
Erste Lasung: Hier 

liegt bei keinem der Stabe 
die Richtung fest. Von 
den Staben 81 und 82 ist 
die Verschiebung des Punk
tes a gegeben (gleich Null); 
somit ware, da die GraBen 
A8 als berechnet anzu
nehmen sind, die Verdre
hung eines dieser Stabe, 
·etwa von 81 , vorerst noch 
'Zu bestimmen. Zu diesem 

Fig. 92. 

~a' LIs ---fie' 
I> I / I 

1 I' 1 
1/ 1 , v 1 

, /1'\ I 
, / I I 

, / I I >, 1 1 
/ ,I I 

/ ,I 1 
i1 '- d' 'I I 

S6 'tjI; " 1 

l\iJsf I\~I 
': s31 
',I I 
'l / 1 
I, / I 
1 'x 1 

~ 1/ LIs7 

Fig. 92a. 

Zweck wird bekanntlich der Stab 81 mit dem Kraftepaar 1 belastet, 

d. h. in den Endpunkten a und c des Stabes wird je eine Kraft L 
81 

angebracht. Diese Belastung (Pi = 1) liefert die Spannkrafte S'. 
Dann ergibt sich die Verdrchung A fJi1 aus del' Arbeitsgleichung 

A = '\l S' Sk 8 
fJi1 ~ EF' 

1st in dieser Weise A fJi1 berechnet, so kann die Lage von c' 
angegeben werden, und zwar auf dem vorhin (unter a) angegebenen 
Wege. Man tragt vom Pol a' aus die Langenanderung A 81 an und 
errichtet in deren Endpunkt ein Lot von der Lange 

e1 =81·AfJi1· 
Der Endpunkt des Lotes ist der Punkt c'. - Damit ist die Grund
lage fiir die Anwendung der vorhin erlauterten Grundaufgabe ge
geben; denn alle weiteren Knotenpunkte sind gegen bekannte Punkte 
durch je zwei Stabe festgelegt. 

Pir! et, Statik. II. 1. 7 
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Zweite Losung: SoIl es dagegen vermieden werden, durch 
Rechnung die Drehung eines Stabes (81) und damit die Verschiebung 
eines zweiten Punktes (hier c) festzulegen, so kann auch die ver
schobene Lage irgendeines Stabes, etwa des Stabes 85 , d. h. die Ver
sehiebungen der Punkte e und d, zunaehst willkiirlich angenommen 
werden. Zeiehnet man unter dieser Annahme den Versehiebungsplan, 
so wird dieser den Auflagerbedingungen nicht geniigen; fiir den Punkt e 
wird sieh, ebenso wie fiir den Punkt a, eine beliebig gerichtete Ver
sehiebung ergeben, wahrend e sieh in Wirklichkeit nur horizontal 
und a tiberhaupt nicht versehieben kann. Darau., folgt, daB der erste 
Verschiebungsplan, der in Fig. 95 durch die Punkte a' bis e' gegeben 
ist, nachtraglich korrigiert werden muB. 

Zu dies em Zweeke denke man sieh das als starr betraehtete 
System derart gedreht, daB die Auflagerbedingungen erfiillt werden, 
d. h. in unserem FaIle, daB die Gesamtverschiebung fiir den Punkt a 
gleieh Null und flir e horizontal wird. Die Bewegung i" 0, welche 
dabei ein einzelner Punkt i zum Pol hin macht, ist mit der Bewegung Oi' 

a 
Fig. 93. 

e" 

Fig. 94b. 

o 
/~ 

/ " 
/ /' r,,/ / i 

/ I I 
/ / I 

/ Ir; Ifb / Ie, 
/ I I 

I I 
, I 

I 
, I 

/I------?Jb 
10' 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

C 

Fig. 94a. 

des ersten V erschie~ 
bungsplanes geome
triseh zu einer resul
tierenden Versehiebung 
i" i' zusammenzusetzen 
(s. Fig. 93). - Es fragt 
sieh also nur noeh, wie 
der Verschiebungsplan 
fur die nachtra gliehe 
Drehung sieh ergibt. -

Dreht sieh eine 
starre Scheibe, die in 
Fig. 94a als einfaches 
Dreieek angenommen 
ist, urn einen beliebigen 
PolO, so sind die Ver
sehiebungen, die wir in 
gewohnter Weise als sehr 
klein annehmen, fiir die 

einzelnen Punkte a, b, e der Scheibe proportional der Entfernung r 
vom Pol und senkreeht zu den Polstrahlen Oa, Ob, Oe. 

Tragt man diese Verschiebungen aa", bb", cc" von einem Punkte 0 
aus in der zugehorigen Richtung auf (Fig. 94 b), so ist 

Oa": O~": Oe" = ra: rb: re' 

Da somit z. B. im Dreieck Oa"b" die Seiten Oa" und Ob" propor
tional den Polstrahlen Oa und Ob des Dreieeks Oab sind, ferner 
die entsprechenden Seiten aufeinander senkrecht stehen und daher 
aueh die eingeschlossenen Winkel gleich sind, so sind die Dreiecke 
einander ahnlich. Dies gilt von jedem Einzeldreieck wie von del' 
gesamten Figur. Insbesondere ist aueh die der gedrehten 
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Scheibe (hier abc) entsprechende Figur (a"b"d) der System
figur (abc) ahnlich, und ihre Seiten stehen senkrecht z u 
denen der Schei be (abc). (Es ist z. B. in Fig. 94 rt' e" ~ ae, b" e" ~ be, 
a"b" ~ ab). 

Sind demnach zwei Punkte der Fig. 94 b, etwa rt/ und 1:/', auf 
Grund irgendwelcher Bedingungen gegeben, so kann die gesamte 
Ahnlichkeitsfigur gezeichnet werden. 

Beachtet man diese Eigenschaften, so ergibt sich fiir die Kombi
nation der beiden eingangs erwahnten Verschiebungsplane der folgende 
Weg. Als Beispiel diene wieder das in Fig. 92 benutzte Fachwerk. 
Der erste Verschiebungsplan sei unter der Annahme gezeichnet, daB 
von dem Stabe 85 , dessen veranderte Lage willkiirli<;h sein solite, 
der eine Endpunkt d fest
liegt und e sich g"gen d in 
der Stabrichtung um die Lan
genanderung ,18:; verschiebt. 
Von dieser Annahme aus
gehend, seien die Punkte d, 
rt, b', e' gefunden (Fig. 95). Mit 
diesen Verschiebungen sind 
diejenigen zusammellzusetzen, 
die durch eine Drehung des 
Systems entstehen, so daB 
die endgiiltigen Gesamtver
schiebungen a" rt, b" b', ... , 
e" e' sich ergeben. Von diesen 
mnS die ersi e, namlich rt' a', 
gleich Null sein, da a sich 
nicht verschiebt, die letzte 
e" e' muB horizontal sein, da 
e sich auf der Horizontalen 
bewE'gt. Der Punkt e" muB 
also auf der Horizontalen 
durch e! Hegen, und der 
Punkt a" muB mit rt zusam
menfallen. Der zweite geome

a~aN eN , 
b" " 

d H
\ 

e" ----~~-- 1?e' 
I , / I 
I /' I 
I / '-J 
I / i' 
I / I' 
I / 
J / I>~~ 

LlS6 0 LJ.s I 

ds". C' ~ I 
I , I 
I \ L I 
I, /. I 
I \ / I 
I '/ I 

~ 
Fig. 95. 

trische Ort fiir e!' ergibt sich aber daraus, daB rt' e" senkrecht zu ae 
(Systerofigur) liegen mnS. Damit ist e" gegeben, und es bleibt nur 
Doch iiber rt' e" die dem System ahnliche Figur einzuzeichnen. Deren 
Lage is,t dadurch gE'geben, daB die einzelnen Seiten senkrecht zu 
den er tsprechenden Seiten der Systemfigur stehen miissen. - Damit 
':lind die gesuchten Gesamtverschiebungen gefunden; sie sind durch 
die Strecken b"b', ... , e" e' dargestellt 1). 

1) Es sei noch darau£ hingewiesen, daB die vertikalen Komponenten der 
durch den Verschiebungsplan gefundenen Verschiebungen mit den Ordinaten 
der Biegungslinie des Systems iibereinstimmen miissen. 

7* 
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Zur weiteren ErHiuterung der Ausfiihrungen iiber Formande
rungen und Biegungslinien ist in dem hier folgenden Anhang ein 
Zahlenbeispiel ausfiihrlich behandelt. 

c) Anhang: Zahlenbeispiel. 
Es Bollen die Formanderungen des in Fig. 96 dargestellten Fachwerk

tragers unter der angegebenen Belastung untersucht werden. Die Ermittelung 

Fig. 96. 

der Stabspannkrafte hat das in der folgenden Tabelle angegebene Resultat 
geliefert. Die Tabelle enthalt auch die Stablangen und die Querschnitte; be
stimmte Profile sind hierfiir nicht angenommen. 

I. ZUerst sollen einige Verschiebungen bestimmt werden, und zwar: 
1. die Senkung des Punktes .4, 
2. die horizontale Verschiebung des Punktes 12, 
3. die Drehung der Geraden V •. 

Hierfiir wird die Arbeitsgleichung benutzt: 

E.[ikl=.J)S' S;; . 

Die Belastungen 1 in Riehtung der gesuchten Verschiebungen sind in 

12 

~ ~., r~1 
6 6 

Fig. 97a. Fig. 97b. 

....L 
100 

den Fig. 97 a-c dargestellt. Sie erzeugen 
die in. der Tabelle angegebenen Spann
krafte S', S" und S",. Die Bildung der 
Summenausdriicke ist dann in der Tabelle 
durebgefiihrt. ~ Mit den aus der Tabelle entnom
men en Summenwerten ergeben sieh fol
gende Verschiebungen, wobei der Elasti

zu 2000 tjem2 angenommen ist: 

Fig. 97 c. 

zitiitsmodul 

1 S k P k 4 · 932,fl5 
. en ung von un t 1st 20UO = 0,466 em, 

2. Horizontalversebiebung von Punkt 12 ist?~5,909 = 0,198 coo. 
200 . 

3. Drehung von V. (in BogenmaB) ist ~~~g = 0,00137. 
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II. Weiterhin soll nunmehr die Biegungslinie des Untergurts fiir die 
gegebene Belastung festgestellt werden. Hierzu bedarf es der .I:Iestimmung 
der elastisohen Gewiohte. 

Diese sollen zuerst bestimmt werden naoh der Formel (Gl. 40): 

E·wm = ~S" S;; =IS' AsE. 

ln Fig. 98 ist die Systemfigur dargestellt, und an die einzelnen Stii.be 
sind die Werte E·,1s sowie die Spannungen (J (in t/om2) angesohrieben. Die 
Werte S' sind aus den Fig. 99 a-e zu entnehmen. 

Fig. 99b. 

Fig. 990. 

6 1Z 

Fig. 98. p 

Fig. 99d. 

Fig. 9ge. 

{ 

(- 0,0067).(- 87,5) (Vo) 1 
+ 0,0067 . (- 83,33) (V1 ) 

+ 0,012 . + 162,54 (D1 ) 

E.w1= +(-0,012) .(-162,54)(D2 ) =+6,63. 
+ (- 0,010) ·(-135,0) (01 ) 

+ 0,010 . + 135,0 (U2 ) 

{ 

(- 0,0067). (- 83,33) (V1 ) } 

+ (- 0,0067). (- 90,0) (V1) 
+0,012 ·(-162,54)W2) • 

E,w2= +0,012. +162,54 (D3) =+3,66. 
+ (- O,oIO) ·(-125,0) (02 ) 

+ (- 0,010) .(-125,0) (03 ) 
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I + 0,0067 .(- 90,0) (Va) 1 
+(-0,0067)·(- 93,75)(V4) I 

E . . - + (- 0,012) . + 162,54 (Da) - _ 2 68 
ws - +0,012. +162,54 (D.) r- ,. 

+ 0,010 . (-135,0) (U3) 
+ (- 0,010) . + 135,0 (O.l J I + 0,010 .(- 93,75) (VJ ) + (- 0,012) . + 162,54 (D4) 

E,w4 = + (- 0,0105). + 142,83 (D.) = - 7,31. 
+0,0100·(-13.\0) (U.) 
+ 0,0105 .(-149,97) (U5) 

{ 

(- 0,0067)·(- 93,75) (V.) ) 
+ 0,0211 . + 142,83 (Dol 

E./t''ij= +(-0,0200). +128,57 (05) =-4,52. 
+ (- 0,0200)· + 128,57 (.06 ) 

+ 0,0211 ·(-142,83) (U6) 

103 

AuBerdem gilt fiir die Bestimmung der elastischen Gewichte die Gl. (39) 

E,wm = E· L1 {}m - 11m' tg 'Pm + I1n' tg rpn· 

Es handelt sich um die Biegungslinie des in Fig. 100 durch stiirkere 
Linien gekennzeichneten Stabzuges, d. h. des Untergurts. Die Winkelande
rungen L1 {} sind umgekehrt gIeich den Winkelanderungen L1iY, so daB auch gilt: 

E· WIn = - E· L1 {}m' - 11m' tg rpm + I1n . tg 'Pn • 

Die Winkel {)! setzen sich aus einzelnen Winkeln des Fachwerks zu
zusammen; die Winkelanderung von L1 {}1 ist zum Beispiel (s. Fig. 100): 

Fig. 100. 

E· L1 {}1 = - E-L1 {}/ =~ - E (L1 a 1 + L1 0:2 + L1 0:3), 

Die Winkelanderungen L1 0: sind nach Gl. (36) zu bestimmen. Somit ist 
die Entstehung der Ansatze fiir die elastischen Gewicbte (s. foIgende Seite) aus 
den angegebenen Formeln zu erklaren. 

NB. In den foIgenden Zahlenrechnungen sind neben den einzelnen Zeilen 
diejenigen Stabe (0. U, D, V) angegeben, deren Spannungen in diesen Zeilen 
vorkommen. 

1,5 
cotg 0:1 =1' 

1 
cotg a" = 1,5' 

cotg a 3 =0. 
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1
+ 1\ (- 0,875 - 0,901) + 0... 1 VoDl 

E.w.=- + ~ ... +\5(-0,9-0,901) D,Ol 

l + 1{5 (- 0,901 - 0,9) + 1\ [- 0,901 - (- 0,833)] J V, D 2 , D2 U. 

=- [_1,7~-15.1801-15.1801-~~6~J =+663 
1,5 ), " 1,5 ' . 

! + 1\ [- 0,833 - (- 0,901)] + 0... ) V, D2 

+0... +\5[-0,833-C-O,901)] 02D. 
E·w2=- 15 l+i- (- 0,833- 0,901) +0... 0 3 D3 

+0... +/5(-0,9-0,901) Va Va , 
= - 1°,068 + 1 5. 0068 - 1 5·1 7"4 - 1,801J = + 3 66 

L 1,5 " " i) 1,5 ,. 

f + 115 [+ 0,901 - (- 0,9)] + 1~5 [+ 0,901- (- 0,9)] D3 V3 D3 U3 

E·ws= - ~ + 1~5 (+ 0,9-0,901) -1- 0 ... 

I l +0 ... 
1 

+ -- (- 0937 - 0901) 1,5' , 

= - [1,1"01 + 1 5.1 801 _ !,838] = - 2 68 
1,5 " 1,5 ,. 

1
+ /5[+°,901-(-0,9371]+ \'i [+0,901- (- 0,9)]1 D. V.D. U. , I 

E·w .. = - +~[+0'903-(-0'944)J+i[+0'903-C-O'944)1 ~D;; U5 D5 V. 

l-3 (- 0,944) J U;; 

=_ 11,838 + 1" .1801 I 1,847.4+ 1,84°+° 315J = - 7 32 
L 1,5 ,OJ, T 3 3' ,. . 

111 +3(- 0,937 -0,903) +3 [- 0,937 - (-0,944)] V.D5 V.U, 

E.w;;=- +0... + 3 (+0,857 - 0,903) f O,Da 
+3 [+0,857 -(-0,903)J +0... 0 6 U6 

1 1 
+ 3 (- 0,944) - 3 (- 0,903) J U5 Us 

=_ [_1,840+0,007 -3.0046+3.1760-~.0041J =-452 _ 3 3 ' , 3' , . 

Es ergeben sich also auf Grund beider Berechnungsarten dieselben Werte. 
Mit den errechneten elastischen Gewichten soll nun zunachst die rech· 

nerische Ermittelung der Biegungslinie durchgefiihrt werden. 
Zu diesem Zwecke denken wir uns einen einfachen Balken von der 
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ganzen Triigerliinge mit den elastischen Gewichten belastet und ermitteln zu
erst die Auflagerkrafte (s. Fig. 101). 

t~ 

Fig. 10l. 

54321 
A = "6 wl +"6 w2 + "6 W3 +"6 w4 + "6 W6 = 3,423 . 

B=A+Iw=7,663. 
Die weitere Berechnung geschleht in der iiblichen Weise tabellarisch. 

m Q". lin Qtn . l,n Mm - 1 M.n M". 
2000 

1 +3,423 150 + 513,45 + 513,45 +0,2567 
2 - 3,197 150 - 479,55 + 513,45 33,90 +0,0169 
3 -6,857 150 -1028,55 33,90 - 994,65 -0,4973 
4 -4,177 150 - 626,55 994,65 -1621,20 - 0,8106 
5 +3,143 150 + 471,45 -1621,20 -1149,75 - 0,5749 
6 +7,663 150 1149,45 -1149,75 

Werden die Ordinaten aufgetragen, so ergibt sich das Polygon 
0-1-2-3-4-5-6-0 (Ordinaten [m k']; vgl. die allgemeinen Ausfiihrungen 
in § 8a). Dies Polygon steIIt noch nicht die Biegungslinie dar; die richtige 
SchluBIinie £'rgibt sich vielmehr aus der Uberlegung, daB der Punkt 0 keine 
Verschlebung erfiihrt und daB der Knotenpunkt 9 am Kop£ der Pendelsiiule 
sich um ein bekanntes Mall senkt, niimIich um die Verkiirzung der Pendel-

saule. Diese ist aber (s. Fig. 98) gleich 2~7;0 = 0,0875 cm. So ergibt sich die 

SchluBIinie AB. Die Drehung der SchluBIinie aus der Lage 0-0 in die Lage 
A-B ist durch die Ordinate 0,0875 im Punkte 4 gegeben. Dieser Wert ist 
bereits die endgiiltige Verschiebung des Punktes 9, und somit sind die ge
suchten Durchbiegungen zwischen A-B und dem Polygon 0-1-2-3-4-5-6 zu 
messen (vgl. die oberen Zahlen in Fig. 102). 8 

In Fig. 103 ist die graphische l!i 
Ermittlung der Biegungslinie dar
gesteIIt. (Vergl. das Zahlenbeispiel S.84ff. 
nebst den Augaben iiber die MaBstabe.) 
Die Polweite H muB, wenn die Ordinaten 
im richtigen MaBstabe erhalten werden 
soIlen, statt 1 den Wert 1· E haben, weil 
mit den E-fachen w-Gewichten gerechnet 
wird. Wenn im LangenmaBstab 1: lUO ge-_,I/ 

zeichnet ist, muB die Polweite H = 2:0 o'~-.:t--:;I!;--,-,-_..u..._...:.J.._-l 

sein, oder H = 5 .~OO' wenn man die 

Ordinaten im MaBstabe 5: 1 erhalten 

1 

Fig. 102. 

will. Wenn dieser MaBstab, wie in Fig. 102, so auch in Fig. 103 gewiihlt werden 

soIl, muB die Polweite den Wert haben: H = }~~~ = 4 (Einheiten) . Hier 

sind die Werte in halber GroBe aufgetragen. -
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Die Festlegung der SohluBlinie gesohieht Wer genau so wie bei der reoh
nerisohen Ermittlung des Polygons. 

III. Die Biegungslinie liefert bekanntlioh nur Versohiebungskomponenten. 
5 

z 
Fig. 10311.. 

1 3 

Fig. 103b. 

5 

Zur Bestimmung der voll
standigen Versohiebun
gen dienen die Versohie
bungsplane. Das genauere 
Verfahren hierfur ist das soge
nannte Stabzugverfahren 
(S. 91 if.). Es moge einStabzug. 
der samtliohe Knotenpunkte 
enthalt, in das Faohwerk ein
gelegt werden naoh MaBgabe 
von Fig. 104. Die Winkelande
rungen dieses Stabzuges werden 
erreohnet; es handelt sioh hier 
stets um die an der unteren 

o,ooz '3,076 

Fig. 104. 

Seite des Stabzuges gelegenen Winkel. Die Winkelanderungen sind in Fig. 104, 
eingeschrieben. Die Gleichungen fur ihre Berechnung sind im folgenden ange
geben; zu beachten ist, daB sich einzelne Winkel aus zwei anderen Winkeln zu
sammensetzen und ferner bei den Knotenpunkten des Untergutes, z. B. 2, die 
Winkelanderung A D2 = - A D2' ist (s. Fig. 104). Die Berechnung der Winkel
anderungen erfolgt naoh Gl. (36), die SpannUI:gen a sind in Fig. \:18 angege.ben. 

Winkelanderungen A D 

ADl = 1,5 [0 -0,901J =-1,352 
A D. = - 1,5 [- 0,9 - 0,901] = + 2,702 
ADa =1,5[1),9-(-0,901)]=+2,702 
A D4 = - 1,5 [- 0,833 - (- 0,901)] = - 0,102 

1 . 
AD. = 1,5 [+0,901-(-0,8)]+1,5[(+0,901-( -0,833)]=+3,736 

1 
AD6 =-1 (- 0,8 - 0,901) + 1,5 (- 0,9 - 0,901)= - 3,836 

,5 
A D7 = 1,5 (0,9 - 0,901) = 0,OC2 
ADs = 1,5 (- 0,9 - 0,901) =- 2,702 

4 1 
A D9 =-3[+0,903-( -0,944)]-3[+0,903 - (-0,937)] =-3,076 

LlDl0=-~ [-0,937 -0,903]- ~ [- 0,937 - (- 0,944)1 

- 3 (0,857 - 0,903) = + 0,751 

A Du = 3 (- 0,903 - 0,857) + ~ [- 0,903 - (- 0,8)] = - 5,316 

Stab 1) 

U1 D1 

°lD1 

U.D. 
O.D, 

D3 V.DJO J 

V.DaUaDJ 

04 D4 

U4 D4 

DaU5D5 r, 

V4Df)V4 U5 

IOoDo 

U6 0 6 

1) Diese Kolonne gibt die Systemstabe an, deren Spannungen a in die 
nebenstehenden Werte Ll {} eingehen (vgl. Fig. 96). 
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Nunmehr ist noch von einem Ausgangsstabe die Drehung gegen eine 
feste Gerade zu bestimmen. Es iat nicht notig, daB hierzu gerade der erste 
Stab benutzt wird. Hier werde vielmehr der Stab 89 (8s) (s. Fig. 104), dessen 
Drehung bereits berechnet vorliegt, als Ausgangsstab gewiihlt. 

Die E-fache Drehung von 8. ist berechnet zu 2,735 im Siune des Uhr
zeigers (s. S. 100). Der Stab 8. dreht sich in derselben Richtung um 3,076 
(= LI 0.9) gegen 8s, also um den Winkel V'9 = 2,735 + 3,076 = 5,811 gegen 
eine feste Gerade. Weiter folgt 

V'1O = 5,811 - 0,751 = 5,060 
und 11'11 = 5,060 + 5,316 = 10,376 . 

Fur die Lote ergibt sich daher: 
e. = 'f's '88 = 2,735·100 = 273,5 
elO = V'9 . 8. = 5,811·158,1 = 918,1 
eu = 'PlO' 810 = 5,060· 50 = 253 
e12 = V'll . 8u = 10,376·150 = 1556 

, NB. Alle Verdrehungen sind multipliziert mit 
Die Einheit, d. h. der MaBstab, iat also die gleiche 
fur die Lote e wie fiir die Liingenanderungen LI 8; 

(E. LI 8= ~8); letztere finden wir in der Tabelle S.101. 

Analog ergeben sich. unter Beachtung des Dre
hungssinnes, ruckwiirts die Winkel 'I' und Lote e fUr 
die Stabe 80 bis 8,; es bedarf weiter keiner Erlaute
rung zu der folgenden Rechnung. 

V', = 2,735 - 2,702 = + 0,033, 
8, = 180,3, e, = + 5,9 , 

'f)6 = 0,033 - 0,002 = + 0,031 , 
86 = 100, e6=+ 3,1, 

'115 = 0,031 - 3,836 = - 3,805 , 
85 =150, e5=-573, 
V'4 = - 3,805 + 3,736 = - 0,069 , 
84 =100, e.=- 6,9, 

'1'3 =- 0,069 -0,102= - 0,171, 
8a = 180,3 , ea = - 30,8, 

V'2 = - 0.171 + 2,702 = +2,531, 
82 = 100, e. = + 253 , 

'I't = + 2,531 + 2,702 = + 5,233 , 
81 = 180,3 , el = + 943,5 , 

V'o = + 5,~33 - 1,352 = + 3,881, 
80 = 100, eo = + 388,1. 

Mit diesen Wert en LI 8 und e kann der Verschie
bungsplan nach MaBgabe der allgemeinen Darlegungen 
auf S. 92 if. gezeichnet werden. In Fig. 105 ist die 
Konstruktion durchgefuhrt. Die sehr kleinen Werte 
e., es, e, sind hierbei gleich Null gesetzt. Der MaB
stab sei derartig, daB einem Werte e = 225 eine 
Strecke von 1 cm entspricht. In Wirklichkeit entspricht 

einem Werte e = 225 eine Strecke von 225 = 225 = 
E 2000 

0,1125 cm. Die Verschiebungen sind also im MaB
stabe 1: 0,1125 im Verschitbungsplan dargestellt, d. h. 
man erhalt die wirklichen Verscbiebungen, wenn man 

dem Elastizitiitmodul E. 

O'F;----11, 
g' / 
~- / \ --r:8' / \ 7' / 

\ / 
\ IJ' / 
\ /1 
\ / I 
\ / I 
\ / I 
\ / I 
\ / I 

Ix' I 

'-\'" I ~-K_ 
\ 5'!, ~ 

10'l __ ~-o--, 

Fig. 105. 

11' I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

12'0 
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QiI,,=1,---------
't:>-~cJAtm"'h-------

[2;:~~-----

~L1~~' L1t2, 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
~---

Fig. 106. 

1Z" dieWerte derZeichnung mit 0,1125 
multipliziert. Zur Erlauterung des 
Verschiebungsplanes in Fig. 105 

10" ff" sei noch folgendes bemerkt. 
Man kann von dem Punkt 9' 

ausgehen und der Reihe nach die 
IN go. Verschiebungen der Punkte links 

(8', 7', 6' •... , 0') wie rechts (10', 
11', 12') von der Geraden 8-9 des 

ON 7* 
g' Stabzuges (Fig. 104) bestimmen. 

Man erhalt so den Punkt 0, der 
8' sich nicht verschiebt (Pol des Ver
fjN 5 N schiebungsplanes), und damit auch 

die (durch die senkrechte und 
horizontale Komponente darge-

2"Jo 7' stellte) Verschiebung des Punktes 
9 (Fig. 105). 

6' 
0' 1° 

l' 

10' 
11' 

If' 

5' 

2' 

3' 

12' 

Hierbei ist zu beachten, daJl 
von der Drehung des Stabes 88 

gegen die urspriingliche Richtung, 
d. h. gegen die Vertikale, ausge· 
gangen und als positive Drehung 
diejenige im Sinne des Uhrzeigers 
gewahlt wurde. Die Werte 'tf stel· 
len also die Gesamtdrehungen der 
einzelnen Stabe gegen die Verti· 
kale dar, und aus ihrem Vorzeichen 
ergibt sich die Richtung, in der 
die Werte (! = S'1j1 aufzutragen 
sind. So ist z. B. 'tfg und damit 
auch (!8 positiv, also (!8 nach rechts 
aufzutragen; (!10 ist ebenfalls po
sitiv, und das ergibt die aus 
Fig. 105 ersichtliche Riehtung des 
(auf 11 U5 errichteten) Lotes nach 
rechts unten und damit den Punkt 
10'. Um 11' zu erhalten, ist der 
positive Wert (!ll nach rechts ein
zuzeichnen. Dagegen bewegt sieh 
z. B. der Punkt 3, da (!3 negativ 
ist, naeh links unten (sehr kIeine 
Verschiebung). Der Wert (12 ist 
aber wiederum (von 3' aus) nach 
links anzutragen, da einem posi. 
tiven (!2 eine Drehung im Sinne 
des Uhrzeigers entspricht Damit 
darf die Frage nach der Richtung 
der Lote (! wohl als geniigend 
klargestellt angesehen werden. 

Man hatte natiirlich auch 
von dem unverschiebliehen FuB· 
punkt der Pendelstiitze als Pol 
ausgehen und die horizontale und 
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vertikale Versehiebung von 9 durch Reehnung bestimmen konnen. Von 9 aus 
konnten dann aIle weiteren Punkte in iiblieher Wei~e best,immt werden. 

SehlieBlieh ist noeh in Fig. 106 der Versehiebungsplan naeh dem 

Williotsehen Verfahren gezeiehnet. Hierbei ist die Lage des Stabes 23 
willkiirlieh angenommen, d. h. Punkt 2' und die Riehtung, und es ergibt sieh 
ein Plan, der die Auflagerbedingungen nieht erfiilIt. Der zweite Verse hie bungs
plan (ahnliehe Systemfigur) ergibt sieh dann aus der Bedingung, daB Punkt 0 
iiberhaupt keine Verschiebung erfiihrt, und daB die vertikale Verschiebung 
gleieh der Verkiirzung der Pendelsiiule ist. 

Daraus folgt ohne weiteres, wie die ahnliehe Systemfigur liegen muB. 
Der MaBstab ist 1: 0,075. Denn die Werte E· L1 s sind im MaBstabe 150 

= 1 em aufgetragen. Also ist As = 1 em in der Zeiehnung gleieh 150: E 
= 150: 2000 = 0,075 em. Die wirkliehen Versehiebungen der Punkte i sind 
gleieh i" i' (s. S. 98). 

In Fig. 106 ist aueh noeh gezeigt, wie aus dem Versehiebungsplan die 
Biegungslinie gewonnen wird. Man hat nur notig, die Vertikalkomponenten 
der Versehiebungen seitlieh zu projizieren 1). 

III. Auflosung der Elastizitatsgleichungen. 
Die im vorigen Abschnitt dargestellte Berechnung der Ver

schiebungen des Grundsystems, d. h. der Koeffizienten der Elastizi
tatsgleichungen, bildet den ersten Teil der Behandlung einer jeden 
Aufgabe. Sind die Koeffizienten bestimmt, .so bleibt im zweiten 
Teile die Lasung der Gleichungen, d. h. die Ermittelung der iiber
zahligen GraBen, zu erledigen. Um diesen Teil der Aufgabe handelt 
es sich im folgenden. 

Die Auflosung von l' linearen Gleichungen mit l' Unbekannten 
ist an und fUr sich einfach. Indessen bietet die zahlenmaBige Durch
fiihrung der Aufgaben doch gewisse praktische Schwierigkeiten, die 
es notig machen, zwischen verschiedenen maglichen Wegen zu wahlen. 
Wir benatigen fiir den praktischen Gebrauch einen Rechnungsgang, 
der sich bei jeder Art und jedem Umfang der Aufgabe nach all
gemeinen Regeln schnell und einfach durchfiihren laBt, bei dem eine 
mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle moglich ist und die 
Einfliisse der unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Rechnung sich 
moglichst wenig geltend machen. Gerade die Frage der Fehler
einfliisse ist von groBer praktischer Bedeutung und mu13 beim Ver
gleich verschiedener Lasungswege an erster Stelle in Betracht ge
zogen werden. Es wird sich zeigen, daB ein an sich einfaches und 
naheliegendes Verfahren, namlich die bekannte Rechnung mit Deter
min anten , welche bei rein mathematischer Behandlung der Aufgabe 
meist zuerst angefiihrt wird, sich fUr einigermaBen verwickelte Auf
gaben nicht als zweckmaBig erweist. Ais empfehlenswerte Lasung soll 
ein allgemeines Verfahren angegeben werden, welches an die in an
deren Wissensgebieten verwandte, von G au B gelehrte Eliminations-

1) Zu dem bisher behandelten Kapitel iiber elastisehe Formanderungen 
vergleiehe man die eingehenden Literaturverzeiehnisse in den Lehr
biiehern von Miiller-Breslau und Mehrtens (s. Vorwort). 
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methode ankniipft. Diese Losung ist iibersichtlich und fiir aIle Auf
gaben, auch die verwickeltesten, gleich einfach anzuwenden; zudem 
gestattet sie eine mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle. 

GauB hat die nach ihm benannte Eliminationsmethode ver
ofi'entlicht in der Abhandlung: "Disquisitio de elementis ellipticis 
Palladis ... " (" Untersuchung iiber die elliptischen Bahnen der 
Pallas ... "). Diese Arbeit iiberreichte er am 25. November 1810 
der Gottinger Akademie der Wissenschaften. Seitdem ist dieses Ver
fahren mit seinen zweckmaBigen Bezeichuungen in der Astronomie 
und Vermessungskunde aIlgemein angewandt worden und wegen seiner 
Vorziige bis heute in Gebrauch geblieben. Man findet z. B. eine 
nahere Darstellung in dem bekannten "Handbuch der Vermessungs
kunde" von Jordan (I. Band, Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate). 

A. Das allgemeine Verfahren. 

Darstellung der Unbekannten X als Quotienten zweier 
Determinanten 'V-ten Grades. 

§ 10. Allgemeine Darstellung der Ausdrucke fUr die 
Unbekannten X. 

Die Ausfiihrungen zu diesem Verfahren sollen auf die einfachsten 
FaIle der zwei- und dreifach statisch unbestimmten Systeme be
schrankt werden; denn bei einer mehr als dreifachen Unbestimmt
heit werden wir diesen Weg nicht einschlagen. Der Gang dieser 
bekannten Losung wird hauptsachlich deshalb hier nochmals ange
geben, weil er vielfach fiir einfache Aufgaben in Gebrauch iat. 

a) Anfgaben mit zwei Unbekannten. Die Elastizitatsgleichungen 
lauten: 

Um Xa zu bestimmen und Xb zum Verschwinden zu bringen 
multiplizieren wir die erste Gleichung mit [bb], die zweite mit - [ab] 
und addieren beide. Man erhalt: 

X =_[am].[bb]-[bm].[ab] 
a [aa].[bb]-[baJ-[ab]· 

Ebenso findet man X b ' indem man die er"te Gleichung mit 
-[ba], die zweite mit [aa] multipliziert und beide addiert: 

X __ [bm]. [a a] - [am].· [ba] 
b- [aa].[bb]-[baJ-[abJ· 

Die Ausdriicke im Zahler und Nenner heiBen Determinanten, 
und zwar sind es bier Determinanten zweiten Grades. Man schreibt 
unter Verwendung der bekannten symbolischen Bezeichnung der 
Determinanten die AusdrUcke auch wie folgt: 
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I [am] Cab] I 
X =_ [bm][bb] . 

.. I [aa] [ab] I , 
I [aa][am] I 

X = _! [ba][bm] . 
b I [aa] Cab] I' 

[ba] ebb] [ba][bb] 
Die Nennerdeterminante ist fUr beide Werte X die gleiche; sie 

enthalt die Koeffizienten in gleicher Anordnung, wie sie in den ge
gebenen Gleichungen stehen. 

Man unterscheidet (horizontal e) Zeilen und (vertikale) Kolonnen 
der Determinante; bekanntlich kounen die Zeilen mit den Kolonnen 
vertauscht werden, ohne daB der Wert der Determinante sich 
andert. 

Die Zahlerdeterminanten entstehen dadurch, daB in der N enner
determinante eine Vertikalkolonne ersetzt wird durch die Absolu~
glieder der Gleichungen, und zwar treten diese Absolutglieder bei Xa 
an die Stelle der Koeffizienten von X a ' bei Xb an die Stelle der 
Koeffizienten von X b • Soviel ist zunachst beziiglich der Anordnung 
der Determinanten zu sagen. 

Was ihre Auswertung anbelangt, so erfolgt diese in dem ein
fachen Faile der Determinanten zweiten Grades durch kreuzweise 
Multiplikation der Diagonalglieder, wobei das zweite Produkt das 
negative Vorzeichen erhalt. tJber die Auswertung von Determinanten 
hoheren Grades soIl im folgenden Abschnitt das Notwendigste gesagt 
werden. 

b) Aufgaben mit drei nnd mehr Unbekannten. Die Elastizitats-
gleichungen fiir den Fall dreier Unbekannten lauten: 

Xa' [aa] + Xb • [ab] + Xc' [ae] =- [am] 
Xa' [ba] +Xb • ebb] + Xc' [be] =- [bm] 
Xa·[ca] +Xb·[eb] +Xc·[ee] =- [em] 

Bei mehr als drei Unbekannten waren die Reihen auf der 
linken Seite der Gleichungen entsprechend fortzusetzen. Auf die 
einfache Umformung der Gleichungen, welche zu den Werten der 
Unbekannten fiihrt, soIl hier nicht naher eingegangen werden. Es 
moge geniigen, die Ausdriicke fiir die einzelnen GroBen X im Hin
blick auf die Ergebnisse des vorigen Abschnittes anzugeben. 

Die Unbekannten X ergeben sich als Quotienten von Deter
minanten '/I-ten Grades, wobei in den Zahlerdeterminanten die ein
zelnen Kolonnen der Nennerdeterminante durch die Absolutglieder 
ersetzt werden, ganz entsprechend dem vorhin unter a) besprochenen 
Fall. Bei Aufgaben mit drei Unbekannten entstehen folgende Aus
driicke: 

I [am] Cab] rae] I 
I [b m] [b b] [b e] I 

y = __ [emJ[c:b][ec] =_ Lla 
~a I [aa][ab][ae] I ,j' 

I [b a] [b b] [b c] I 
[ea] [eb] [ce] 
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Da die Nennerdeterminante ,:1 bei allen X die gleiche ist, so 
erh1:ilt man: 

1 : faa] [am] rae] ,:1 
xb=-l,[ba][bm][be]:=- j 

L [eaJ[emJ[ee] . 
und 

1 [aal [ab] [am] 
Xc= - J [baJ[bb][bm] 

[ea] [eb] [em] 

Die Anordnung del' Determinanten entspricht also genau der
jenigen beim Fall zweier Gleichungen. 

Beziiglich del' A uswertung del' Determinan ten solI en hier 
einige allgemeinere Gesichtspunkte angegeben werden. 

Jeder Einzelkoeffizient einer Determinante 'V-ten Grades hat eine 
sogenannte Unterdeterminante (11 -i)-ten Grades. Hierunter 
versteht man diejenige Determinante ('V - 1). ten Grades, welche iibrig 
bleibt, wenn man die Zeile und die Kolonne, welcher del' betrefl'ende 
Koeffizient angehort, wegstreicht. 1st z. B. nach del' Unt.erdeter
minante des Gliedes [a e] in del' erst en Zeile del' Z1:ihlerdeterminante 
,:1a gefragt, so ist die erste Zeile und die dritte Kolonne zu streichen, 
und es bleibt die Unterdeterminante ,:1ac zweiten Grades: 

,:1 - i [bm] [bb] i 
ac- i [em] [eb] I' 

Zur Bestimmung del' Unterdeterminante ,:1b b des Gliedes [bb] 
del' Nennerdeterminante wii,re die zweite Zeile und die zweite Kolonne 
fortzustreichen, und man erh1:ilt: 

,:1 _\[aa][ae]! 
bb- [ea][eeJI· 

Hierbei ist indessen jede U nterdeterminante mit einem be
stimmten Vorzeichen zu verse hen. Um dies angebe}}.en zu k6nnen, 
beachte man die folgende einfache Regel. Man numeriert, wie nach
stehend angegeben, die Zeilen und Kolonnen: 

1 2 3 

1 I [aa][ab][ae] 1 

2 I [b a J[b b ][b e] ! 
31[ca][eb][ec]j 

Gehort das Glied, dessen Unterdeterminante gesucht wird, der 
i-ten Zeile und del' k-ten Kolonne an, so ist das Vorzeichen del' 
Unterdeterminante positiv, wenn (i + k) eine gerade, dagegen negativ, 
wenn (i + k) .eine ungerade Zahl ergibt. 

,:1ac wiirde also das positive Vorzeichen erhalten, weil rae] del' 
3-ten Kolonne und del' l-ten Zeile angehort und 3 + 1 = 4 eine 
gerade Zahl ist. Dasselbe gilt fiir ,:1bb (2 + 2 = 4). Dagegen wiirde 
die zu [ab ] gehorige Unterdeterminante das negative Vorzeichen 
haben, da [ab] del' ersten Zeile und del' zweiten Kolonne angehort 
(2 + 1 = 3 = ungerade). 
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Nach diesen einleitenden Erklarungen kann die Auswertung 
einer Determinante angegeben werden. Jede Determinante 'V-ten 
Grades steUt sich namlich dar als ein Aggregat von 'V-Produkten; 
den ersten Faktor dieser Produkte bilden die einzelnen Glieder irgend
einer Reihe (odeI' Kolonne), wahrend als zweite Faktoren die zu den 
betreffenden Gliedern diesel' Reihe gehorigen Unterdeterminanten 
einzusetzen sind. Welohe Rellie diesel' DarsteUung zugrunde liegt, 
ist gleiohgiiltig. Bei den Zahlerdeterminanten wird man zweokmaBig 
die Reihe del' Absolutglieder, multipliziert mit ihren Unterdeter
minanten, anschreiben. 

Hiernaoh erhalt man z. B. im FaIle dreier Unbekannten fiir 
LI 

Xb = - -t den folgenden Wert 

- [am] . \ t~:j t~~ j \ + [bm] ·1 t ~:j t ~~j 1- [em] ·1 t~:j t~~j I 
X b=- [aa].I[bb] [beJI_ [ba].I[ab] [ae] I + [ea].I[ab] [ae] I , 

I reb] [ee] reb] [ee] ebb] rbe]. 

Man beachte die Vorzeiohen; die Zahlerdeterminante ist nach 
den Gliedern del' zweiten Kolonne (Absolutglieder), die Nennerdeter
minante naoh den Gliedern del' ersten Kolonne aufgelost. 

In diesen Ausdruck konnte man fiir die Unterdeterminanten 
2. Grades die fruher angegebenen Aggregate einsetzen. - Durch 
diese Art del' Auflosung del' Zahlerdeterminanten erhalt man die 
Absolutglieder, d. h. die von del' auficren Belastung abhangigen 
Werte, als Faktoren del' Unterdeterminanten ('V-I)-tel' Ordnung. 
Diese Form des Ausdrucks ist ihrer Dbersichtlichkeit wegen sowie 
auch fUr die praktisohe Verwendung zweckmaBig, wie sich im folgenden 
noch naher zeigen wird. 

Bei Systemen von 'V-facher statischer Unbestimmtheit 
gelten die gleiohen Regeln. Bezeichnet man wie bisher die N enner
determinante mit LI, die Zahlerdeterminante einer Unbekannten Xi 
mit Lli' so steUt sioh Xi in del' folgenden Form dar: 

(41) 

Hierbei bedeutet allgemein Llki die Unterdeterminante des Gliedes 
[km] , d. h. jene Determinante ('V-I)-tel' Ordnung, welche von del' 
Determinante del' gegebenen Gleiohungen ubrig bleibt, wenn man 
die Zeile und Kolonne des Gliedes [km] wegstreicht, wobei das V 01'

zeichen del' Unterdeterminante nach del' vorhin angegebenen Regel 
festzustellen ist. In Llki gibt del' erste Index k die Zeile, del' zweite 
i die Kolonne an, del' das Glied [i m] angehOrt. Denn bei Bestim
mung von Xi ist die Reihe odeI' Kolonne del' KoeffizieIiten von Xi' 
also [ail, [bi], ... , [nil zu ersetzen durch die Absolutglieder [am], 
[bmJ, ... , [nm]. 

Pirlet, Statik. n.1. 8 
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Diese wenigen Angaben iiber die Reehnung Daeh dem all
gemeinen Verfahren fUr die einfaehsten FaIle mogen fUr die hier 
vorliegenden Zweeke geniigen. 

§ 11. Die verschledenen Al'ten del' Anwendnng der Ausdriicke 
illl' die Uubekannten X. 

a) Untersuchung des Einflusses ruhender Bela .. tung. Die 
Ergebnisse des vorigen Paragl aphen ermogliehen ohne weiteres die 
Angabe del' Werte X, wenn alle Koeffizienten, sowie aueh die Ab
solutglieder del' ElastizitatsgJeiehungen bereehnet vorliegen. Nun sei 
schon hier darauf hingewiesen, daB wir - bei jeder Art der 
Losung der Gleiehungen - die von del' auBeren Belastung 
unabhangigen Koeffizienten stets zuerst bereehnen, sowohl 
bei ruhender wie bei beweglieher Belastung. - Bei del' 
Untersuehung des Einflusses ruhendel' Belastung werden aueh die 
Absolutglieder, also die von del' auBeren Belastung abhangigen Werte, 
bel'eehnet. In diesem Falle sind also alle GraBen, die in den Deter
minanten vorkommen, gegeben, und die Bestimmung del' Werte X 
kann naeh den im vorigen Absebnitt angegebenen Glei( bungen und 
Regeln erfolgen. Zu den ,Aufgaben mit ruhender Belastung ist dem
naeh niehts weiteres zu sagen. 

b) Untersuchung des Einflusses beweglicher Bela .. tung. Ein
flu8linien der Unbekannten X. Handelt es sieh, wie bei den Auf
gaben des Briiekenbaues, urn die Untersuchung beweglieher Belastung, 
so legt man del' Reehnung eine wandernde Last 1 zugl'unde und 
ermittelt die EinfluBlinien del' zu bereehnenden statisehen GraBen S. 
Jede GroBe S setzt sieh aus den 11 Unbekannten X zusammen, ge
maB del' Gleiehung 

S = So + Sa' Xa + Sb' Xb + ... + S,,' X". 

Die Werte Sa' Sb"'" S" sind Konstante und von del' auBel'en 
Belastung unabhangig. Nul' So und die Werte X andern sieh mit 
del' Belastung, so daB deren EinfluBlinien zu el'mitteln sind. 

Zunaehst handelt es sieh also urn die EinfluBlinien del' Unbe
kannten X. Hierzu bedarf es einer geeigneten Deutung des dureh die 
Gleiehung (41) gegebenen Ausdrueks fUr eine Unbekannte Xi' Es ist: 

1 
Xi= - A {[am] .Llai + [bm]. Llbi + ... + [nm]. LI"J. 

AIle Werte LI sind konstante GraBen, die nul' abhangig sind 
von den Koeffizienten auf del' linken Seite del' Elastizitatsgleiehungen, 
die nieht mit del' auBeren Belastung weehseln. Diese Koeffizienten 
sollen, wie vorhin hervorgehoben wurde, bereehnet vorliegen. Des
gleiehen seien aUe Determinanten LI aus diesen Koeffizienten zahlen
mliJ3ig bereehnet angenommen. 

a) Erste Art del' Bestimmung del' X-Linien. Zusammen-
setzung von Biegungslinien. Die Werte [am], [bm], ... , [nm], 
fur die man naeh dem Maxwell'sehen Satz aueh [ma] , [mb], ... , [mn] 
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schreiben kann, stellen Verschiebungen des Punktes m (Angriffspunkt 
von Pm) infolge der Belastungszustande Xa = 1, Xb = 1, ... , Xn = 1 
dar (vg1. § 3 b). Der Punkt mist je nach der Laststellung ver
schieden. Die Verschiebungen samtlicher Punkte m, in denen die 
wandernde Last 1 angreifen kann, werden fur alle genannten Be
lastungen X gewonnen, wenn die l' Biegnngslinien fiir die einzelnen 
Zustande X = 1 gezeichnet werden (§ 8c). Alsdann findet man eine 
Ordinate der Xi-Linie an einer bestimmten Stelle m, indem man 
die fiir diesen Punkt m gefundenen Ordinaten der 'P-Biegungslinien 
nach G1. (41) mit den Unterdeterminanten Aai • Abi , ... , Ani multipliziert 
und addiert. Die Gesamtsumme ist durch die Nennerdeterminante A 
zu dividieren. In dieser Weise ist fiir eine Reihe von System
punkten m zu verfahren, so daB eine geniigende Anzahl von Ordi
naten der Xi-Linie bestimmt wird; durch Verbindung der Endpunkte 
dieser Ordinaten kann alsdann die Xi-Linie gezeichnet werden. Hier
nach ergibt sich die folgende Regel zur Bestimmung der X
Linien durch Zusammensetzung der Biegungslinien fiir die 
einzelnen Belastungszustande X = 1. 

Aus den vorher ermittelten, von der auBeren Belastung unab
hangigen Koeffizienten der Elastizitatsgleichungen berechnet man 
zunachst die Unterdeterminanten Aail Abi' ... , Ani' sowie die Nenner
determinante A. - Alsdann werden - rechnerisch oder zeichnerisch -
die l' Biegungslinien des Grundsystems fiir die Zustande Xa = 1, 
Xb= 1, ... , Xn = 1 ermittelt (nach den Angaben in § 8). Fiir einzelne 
Systempunkte m, zu denen man die Ordinaten der X-Linie ermitteln 
will, setzt man nach G1. (41) die mit den entsprechenden Unterdeter
minanten Aki multiplizierten Ordinaten der Biegungslinien zusammen 
und dividiert diese Summe durch die N ennerdeterminante A. Die 
Verbindungslinie der Endpunkte der so gefundenen Einzelordinaten 
liefert die gesuchte Xi-Linie. (V g1. das folgende Zahlenbeispiel.) 

Zahlenbeispiel. E!' handele sich um die Untersuchung des in Fig. 107 
dargestellten Tragers auf 5 Stiitzen fUr bewegliche Belastung (Pm = 1 t). 

IPm=1t B 

t * * * if. ~m~.~:~e-----gm----~'~:E_-om--~~~:.~5m--J 

t%u tAb tA;; 
Fig. 107. 

Die Elastizitatsgleichungen haben die in § lOb angegebene allgemeine 
Form. Die Berechnung der Koeffizienten hat die im folgenden Gleichungssystem 
angegebenen Werte geliefertl). (Einheit t und m; aIle Verschiebungen 
sind multipliziert mit 0,3. Die Konstante EJ ist fortgelassen.) 

1) Diese Koeffizienten [ile] sind berechnet nach der Gleichung (s. G1. 28): 
EJ.[ik] = J JItMk ds, 

wozu die Ma-, Mr , Mc-Flachen (Momentenflachen fUr X., X b , X.= 1) geniigen. 
Bei der Auswertung der Integrale sind die in § 7b angegebenen geschlossenen 
Ausdriicke mit Vorteil zu verwenden. 

8* 
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40·Xa +52,69,Xb +2S,75·Xc=-[am] 
52,69,Xa + 94,S64,Xb + 56,56·Xc = - [bm] 
2S,75·Xa -+ 56,56,Xb + 40·Xc = -[em]. 

Die Gleichung zur Berechnung von Xa - nur diese soli hier besprochen 
werden - lautet wie folgt 

I 
[am] [ab] lac; ! 
[bm~ [b b] [be 

X = _ Lla = _ ~em~ [eb] [cell 
a Ll I faa] [ab] [ae] I 

:ba] [bb] [be} 
[ea] [eb] [ee; 

Die Auflosung der Derminanten ergibt (vgl. § 10): 

X =_[am].([bb] [ee]- [be;':ebj) - ~bm]·([abHeeJ- :aeHe~lL 
a aal.~rbb . ct:; - be eb) - ba: (ab, ce - ac ieb]) 

+ [em]·([ab]· lbe]- lac]· [bb]) 
+[ea]:(rabJ.[bc] -[ac]·[bb])· 

Die hier vorkommenden Unterdeterminanten ergeben folgende Zahlen
werte: 

Llaa = 3794,56 - 3199,0336 = 595,5264 
Llba=2107,6 -1626,1 =481,5 
Ll en = 2980,1464 - 2727,34 = 252,S064. 

Mit diesen Werten findet man fiir die N ennerdeterminante: 
Ll = 5719. 

Somit lautet die Gleichung fUr Xa, wenn man die Unterdeterminanten 
dureh Ll dividiert: 

Xa= - 0,10413· [am] + 0,OS419.[bmj- 0,04420· [em]. 

Wir ermitteln nunmehr die Biegungslinien des Grundsystems, d. h. des 
einfaehen Balkens.LiB, fiir die Belastungszustande Xu = 1, Xu = I, Xc = 1 
(Werte [am], [bm], [em]). Diese sind in Fig. 108 dargestellt. -

[Die Ermittlung der Biegungslinien erfolgt naeh den in § S angegebenen 
Regeln. Da es sieh um ein vollwandiges System handelt, werden die Momenten
flaehen fiir die fragliehen Belastungen X = 1, fiir welehe die Biegungslinien 
konstruiert werden Bollen, gezeichnet. Die elastisehen Gewiehte w, die in den 
einzelnen Teilpunkten m der Balkenaehse aufzubringen sind, erhalt man aus 
den Ordinaten der Momentenflaehe naeh der Gleiehung (39b) 

W1n=6~'Jm (2Mm+Mi)+ 6~nJn (2Mm+ Mn). 

Der Faktor EJ ist als Konstante .ebenso wie bei allen sonstigen Ver
schiebungen fortgelassen, da er sieh im Zahler und Nenner der Werte X heraus
hebt. - Die Ordinaten der Biegungslinien sind naeh der Gleiehung: 

[imJ=M", 

berechnet (s. § Sa), indem die Momentenflachen des mit den Gewichten w be
lasteten Balkens ermittelt werden. Entspreehend den von der auBeren Be
lastung unabhangigen Verschiebungen sind aueh diese Ordinaten mit 0,3 zu 
multipJizieren.] -

Um aus diesen Biegungslinien die Xu-Linie zu finden, berechnen wir fUr 
die Teilpunkte m des Balkens die Werte Xa nach der vorhin fiir Xu angegebenen 
Gleichung. Dies soIl hier nur fiir einen einzigen Teilpunkt m, im Abstande 
10 m vom link en Auflager, angegeben werden (s. Fig. lOS, 109). 
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Fig. 108b. 

B 

Fig. 1080. 

8 

Fig. 109. 

Fur m sind die folgenden Werte der Ordinaten der Biegungslinien ge
funden: 

[am] = - 56,25; [bm] = - 88,88; [em] = - 50,00. 

Somit erhalt man nach der vorhin angegebenen Gleichung fur Xu: 

X" = 0,10413·56,25 - 0,08419·88,88 + 0,0442·50,00 = 0,584. 

Dies ware die gesuohte Ordinate X" in dem genannten Punkte m. 
In genau der gleichen Weise sind fur die ubrigen Teilpunkte die Ordi

naten Xa zu berechnen. Die Verbindung ihrer Endpunkte ergibt die in Fig. 109 
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dargestellte Xu-Linie; bei exakter Rechnung miissen sich in den Stiitzpunkten 
die Ordinaten 0 bzw. 1 ergeben. - In eben diesel' Weise sind die iibrigen 
X-Linien (Xb und Xc) zu bestimmen. 

fJ) Zwei te Art der Bestimmung der X-Linien. Biegungs
linien zu einem zusammengesetzten Belastungszustand. Statt 
durch Zusammensetzung der l' Biegungslinien liiBt sich eine X-Linie 
auch direkt als Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungs
zustand darstellen. 

Nach Gl. (41) hat Xi den Wert: 
1 

X;= - Li ([am] ·L1 .. i + [bmJ. L1 bi+··· + [nmJ ·L1"i) 

Der Klammerwert kann aufgefaBt werden als eine Verschiebung 
des Punktes m, hervorgerufen durch die Lasten L1ai in Richtung von 
X a, L1bi in Richtung von Xb usw. bis L1,,; in Richtung vonXn. (Denn man 
beachte, daB z. B.lbmJ = [mbJ die Verschiebung von m infolge Xb = 1 
darstellt, daB somit [b mJ . L1 b i aufgefaBt werden kann als V erschieb ung 
von m infolge einer Last L1bi in Richtung von X b. Entsprechendes gilt 
fUr die iibrigen Glieder der Klammer.) - Auf diese Weise liiBt sich Xi 

1 
deuten als die mit der Konstanten Li multiplizierte Verschiebung 

des Punktes m infolge der Lastengruppe L1ai in a, L1bi in b, ... , 
L1ni in n, d. h. in den Angriffspunkten und in Richtung del' Un
bekannten. 

Daraus folgt, daB die EinfluBlinie fiir eine Unbekannte 
Xi dargestellt werden kann als Biegungslinie des Grund
systems filr eine zusammengesetzte Belastung durch die 
Unterdeterminanten L1ai' L1bi , ... , L1ni in den Punkten a, b, 
... , n. Die Ordinaten dieser Biegungslinie ergeben, mit 

1 I . I" d' W X -Li mu tIP IZIert, Ie erte i' 

NB. Anstatt der Ordinaten del' Biegungslinie kann man auch 

die erwiihnten Lasten mit - ~ multiplizieren. Dann liefert die 

Biegungslinie direkt die EinfluBlinie fiir Xi (vgl. das nachstehende 
Zahlenbeispiel). 

Zahlenbeispiel. Will man auf diesem Wege die vorhin berechnete 
Xu-Lillie des Tragers auf 5 Stiitzen bestimmen, so sind die bereits errechneten 
Werte (vgl. das vorstehende Zahlenbeispiel) 

_ ::'~=-O 10413· _ Llba =+008419· _ Llcll = - 0 0442 
LI ' , LI ' , LI ' 

als Lasten aufzubringen, denn die Gleichung fiir Xu lautet: 

Anmerkung Handelte es sich um ein Fachwerksystem, so bestande 
der einzige Unterschied darin, daB die EinzelverschlCbungen und die elastbchen 
Gewichte w nach Gl. (40) aus den Spannkriiften S zu berecLnen waren. - Bei 
der Verwendung der Blegungslinien fiir die Be:astungen X = 1 warde in 
dieser Gleichung Sk die Werte Sa, Sb bzw. Se annehmen; im anderen Falle 
wiirden die Werte Sk fiir den zusammengesetzten Belastungszustand (Fig. 110) 
gelten. 
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Xa = - 0,10413· [am] + 0,08419· [bmJ - 0,0442· [em]. 
Man el'hiUt die in Fig. 110 dal'gestellte Lastengruppe mit del' zugehiirigen 

MomentenfHLche. Die hierzu konstruierte Biegungslinie gibt die Xa-Linie. 

l~055105 
I 
I 
I 
I 
I 

b 

+ta081119 

Fig. 110. 

Fig. 110a. 

Ganz entsprechend del' vol'hin g~gebenen Erlauterung sind in diesem FaIle 
die elastischen Gewichte nach def namlichen Gleichung (39 b) zu berechnen. Die 
dort auftretenden Momente M gelten jetzt fiir den in Fig. 110 dargestellten 
zusammengesetzten Belastungszustand, dessen Momentenflache in Fig. llOa an
gegeben ist. Jetzt erhiilt man ohne weJtel'es 

Xa=Mw , 

d. h. Xa ist gleich dem Moment des mit den elastischen Gewichten w be
lasteten Balkens A B. 

B. Eliminationsvel'fahl'en mit den uberzahligen X 
als Unbekannten. [Erste Methode] 1). 

§ 12. Allgemeine Darstellung der Unbekannten X eines 
Q-fach statisch unbestimmten Systems (Tabelle I). 

a) Das zweifach statil'1ch unbestimmte System. Um den Ge
dankengang dieses Verfahrens zu erlautern, betrachten wir zu
nachst den einfachsten Fall der Aufgabe, namlich das zweifach 
statisch unbestimmte System. 

Die Elastizitatsgleichungen lauten: 

Xa' (aaj + X b • (ab] =- (am]; I 
Xa' (b a] + X b • (b b] = - [b m] .1 

Um die zweite Unbekannte Xb zu berechnen, wird die erste 

Gleichung mit - f:! j multipliziert und zur zweiten addiert; hierbei 

fallt Xa heraus, da [ab] = [ba]. Man erhiilt: 

1) Eine zweite Darstellung del' Unbekannten X ist im spateren Ab· 
schnitt D gegeben. Dort sind die Werte X dil'ekt als Aggregate der Vel'
schiebungen [am], [bm;, ... , [rm] des Grundsystems dargestellt. 
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[bm] _ [ab]. [am] 
X __ faa] 

b - [b b] _ [a b] . [b a] 
[aa] 

Wird dar so beroohnete Wert Xb in die erste Gleichung eiD· 
gesetzt, so ergiht .mch fUr Xa: 

X __ [am] _[abl. x 
a- [aa] faa] b' 

wobei fUr Xu der vorstehende Wert einzusetzen ist. 
Die vorstehende rechnerische Entwicklung liH3t eine einfache 

statische Deutung zu. 
Der Zahler von Xu kann als eine Verschiebung des Punktes m, 

d. h. des Angriffspunktes der auBeren Last Pm' gedeutet werden; 

[bm] stellt dieVerschiebung von m infolgeXb=l und -r:!1·[am] 

die Verschiebung von m infolge der Last Xa = - ~:!1 dar; denn 

[am] gilt fiir Xa = 1. Diese Lastengruppe Xb = 1 und Xa = _ [[a b ]] 
. aa 

ist in Fig. 111 dargestellt. Man erkennt, daB eine Beziehung zwischen 

den beiden Lasten besteht, und zwar ist - ~:!~ die im Punkte a 

des einfach statisch unbestimmten Systems durch Xu = 1 hervor
gerufene Wirkung Xa (Fig. 111 a). Dies folgt aus der Iiir das ein-

a b 

Fig. 111. 

b 

Fig. 111a. fAb=1 
fach statisch unbestimmte System giiltigen. Elastizitatsbedingung 

Xa' faa] =- [am] 
oder: 

[am] 
X o=- [aa]' 

Wahlt man namlich als auBere Belastung Pm die Last Xb = 1 
(Fig. 111), so tritt b statt m in [am] ein, und man erhalt: 

_ [ab] 
X a=- [aa]' 
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Wenn aber somit die in Frage stehende Lastengrugpe (s. Fig. 111) 
zu erset·zen ist durch die Einzellast Xb = 1 am einfach statisch un
bestimmten System, so kann die Verschiebung von m in
folge dieser Lastengruppe gedeutet werden als Verschie
bung von m in folge eben dieser Last Xb = 1 am einfach 
statisch unbestimmten System. Deshalb bezeichnen wir diese 
Verschiebung, d. h. den Zahlerwert von X b , mit [mb .1], d. h. Ver
schiebung von m infolge Xb = 1 am einfach statisch unbestimmten 
System. (Vgl. zu der Bezeichnung S.21.) 

Zu beachten ist, daB die Last Xb = 1 nicht mehr am Grund
system, sondern am einfach statisch unbestimmten System wirkt. Dieses 
System soIl der Unterscheidung halber als Hauptsystem 1) bezeichnet 
werden. Der Grad der Dnbestimmtheit des Hauptsystems wird durch 
einen Zahlenindex (hier 1) angegeben; dieser ist durch einen Punkt 
von den Buchstaben, die den Ort (hier m) und die Drsache (hier 
XI) = 1) der Verschiebungen kennzeichnen, getrennt. (Vgl. S.21.) 

Ganz entsprechend steUt der Nennerwert von X b , namlich 

[bb] - [:~.[ba], die Verschiebung des Punktes b des Grundsystems 

infolge der genannten Lastengruppe dar, namlich infolge 1 in Xb 

und - f:! j in Xa' Dieser Wert ist somit aufzufassen als die Ver

schiebung von b infolge der Last Xb = 1 am einfach statisch un
bestimmten Hauptsystem und demnach mit [bb .1] zu bezeichnen. 
Also erhalten wir fUr Xb die Form: 

X __ @~·11 
b- [bb .1] . 

Diese Gleichung entspricht derjenigen fUr Xa beim einfach 
statisch unbestimmten System: 

[am] 
Xa=- [aa]; 

die Unbekannte Xb erscheint ebenfalls hier in der Form eines Quo
tienten zweier Verschiebungen. -

Nachdem auf diese Weise die Dnbekannte Xb berechnet ist und 
damit als bekannt angesehen werden kann, bleibt nur mehr eine 
Unbekannte, namlich X a , zu bestimmen, d. h. es ist ein einfach 
statisch unbestimmtes System unter dem EinfluB der nunmehr be
kannten Last Xb und der gegebenen auBeren Last Pm zu berecbnen. 
Die Frage lautet also: Wie groB wird die Unbekannte Xa des ein
fach statisch unbestimmten Systems infolge der beiden Lasten 

Pm in m 
und 

[bm.l] 
- [b b . IT in b (in Richtung von X b)? 

1) "Hauptsystem" im Gegensatz zum statisch bestimmten "Grundsystem". 
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Die Unbekannte X" infolge Pm hat den Wert 

[am] 
X,,=- [aaJ . 

Infolge Xb = 1 wird: 
X __ Cab] 
a- [aaJ' 

I L ·r [bm. 1 J . . a so infolge del' ast X = - ----- wud 
~ b rb b . 1 J . 

x = - [abJ. X odeI' 
a [aa ] b 

K = _ [abJ . (_ [b1fl, . .!J) 
~ a [ aa J [b b . 1] . 

Also wird insgesamt 

Xa = - [[::j - f:! j( - tb~~:N) ; 
d. h. wir erhalten den bereits vorher angegebenen Ausdruck. 

Damit ist eine einfache und anschauliche Deutung del' vorhin 
auf rechnerischem Wege gefundenen Ausdriicke gegeben. Wir wenden 
nunmehr unter Umgehung del' rechnerischen Losung den vorstehenden 
Gedankengang auf das dreifach unbestimmte System an, lim alsdann 
den allgemeinen Weg ohne wei teres folgern zu konnen. 

b) Das dreifach statisch nnbestimmte System. Beim drei
fach statisch unbestimmten System handelt es sich urn die drei Un
bekannten Xa X b , Xc, von denen wir die letzte Xc (wie vorhin X b ) 

zuerst bestimmen. Zu diesem Zwecke betrachten wir Xc als einzige 
Unb,t)kannte am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem 
(Fig. 112a). 

a., b c 
Fig. 112. fXa r~b 
Fig. 112a. 

a 11?n=1 b 
:ti m fr 

c 

a 
!P",=1 b 

~ m 
tAb 

Fig. 112b. LS 

fm=1 y~Xc 
Fig. 112c. ='<::----lr---'----I~~----;J-----"7'ft 

Xa bekannf 

Alsdann ergibt sich Xc' ebenso wie vorhin X b , als Quotient 
zweier Einzelverschiebungen dieses (zweifach statisch unbestimmten) 
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Hauptsystems, und zwar jetzt als Quotient der beiden Verschiebungen 
des Punktes c infolge Pm und infolge Xc = 1 . 

Man erhalt: 

Nunmehr kann Xc als bekannt gelten Ulld somit Xb aus den 
gegebenen Lasten Pm und Xc bestimmt werden. Xb wird als einzige 
Unbekanute am einfach unbestimmten Hauptsystem infolge del' 
beiden bekannten Lasten Pm und Xc angesehen (s. Fig. 112b). ~/J 
ergibt sich fUr jede Last als Quotient von Verschiebungen des elll
fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Also wird: 

X- [bm.l] (bc.l]X 
b--[bb.l] -[bb.l]" c' 

Das erste Glied steUt den EinfluB der auBeren Last Pm' das 
zweite denjenigen del' vorhin berechneten Kraft Xc dar. Ware nam
Hch Xc = 1, so wiirde dadurch del' Wert 

X __ @c.l] 
1;- [bb.l] 

hervorgerufen; denn es ist dies nUl' ein Sonderfall del' allgemeinen 
Gleichung 

X =_[bm.l] 
b ebb . 1] , 

indem statt m (giiltig fiir Pm = 1) jetzt c, entsprechend Xc = 1 , 
eintritt. Die Last Xc ruft dann naturgemaB den Xc -fachen Wert 
hervor, also 

_[bc.l].X 
(bb. 1] c' 

Hierzu tritt del' EinfluB del' auBeren Last Pm' namlich - tb~.· N, 
und es entsteht insgesamt del' oben angegebene Wert von XIJ' -

Da jetzt auBer Xc auch XIJ als bekannt angesehen werden kann, 
so bleibt als letzte und einzige Unbekannte X a ' die sich nacho den 
Regeln fUr das einfach unbestimmte System berechnet (Fig. 112 c). 
Man erhalt auf Grund del' gleichen Oberlegungen als GesamteinfluB 
del' gegebenen auBeren Last Pm und der als bekannt anzusehenden 
Lasten Xb und Xc den Wert: 

1) Man konnte auch schreiben: [em. 3] = 0 (Elastizitatsbedingung), d. h. 
die Verschiebung von e infolge Pm am dreifach unbestimmten System = O. 
Es ist: 

[cm.S] = [em. 2] +[ce.2j.Xc =O, 

d. h. gleich dem EinfluB von PIn un d Xc auf das zweifach unbestimmte System 
(Fig. 112 a). Hieraus ergibt sich der obige Wert fiir Xc' 
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x =_ [am] _ [ab].X _ [ac].X. 
a [aaJ [aa] b [aa] C 

Fiir Xb und Xc waren die vorhin angebenen Ausdriicke em
zusetzen. Die Ergebnisse sind in del' folgenden Tabelle iibersicht
lich zusammengestellt. 

======~======~======== 
Xa Xo Xc 

[am) [bm.l] [em.2] 
- faa] - [bb.lf - [ee. 2f 

_lab].Xb I 
I 

[a a] I 
I 

.-.-----~----- - - ---- -~--

_[ael. x 
I 

[b c . 1] I 
[a a] c -[bb.-I]·Xc 

I 
Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die be

treffende Last X. In del' obersten Horizonalreihe stehen die Quo
tienten, die den EinfluB der auBeren Belastung P'" auf die jeweiligen 
Unbekannten X darstellen. - Handelt es sich nur um zwei Un
bekannte Xa und X b ' so erhalt man aueh diese aus vorstehender 
Tabelle, wenn man die Glieder mit dem Buchstaben c, also die dritte 
Zeile und Kolonne fortlaBt. Dies erkennt man ohne weiteres, wen~ 
man die friiher beim zweifaeh unbestimmten System gefundenen 
Werte Xa und Xb der beiden Unbekannten mit denen der Tabelle 
vergleicht. 

c) Das ('-fach statisch unbestimmte System 1). Schon vorher 
(im Abschnitt b) zeigte sieh, daB die Unbekannten des dreifach 
statiseh unbestimmten Systems dureh Fortsetzung der Reihen und 
Kolonnen in der Tabelle fiir das zweifaeh unbestimmte System ge
funden werden konnten; umgekehrt ergaben sich die Werte Xa und 
Xb des zweifaeh unbestimmten Systems aus der vorstehenden Tabelle 
fUr das dreifach unbestimmte System dureh Fortstreiehen der letzten 
Reihc und Kolonne. 

Beim e-faeh unbestimmten System sind die e Unbekannten X a' 

X'i' Xc' ... bis Xr zu bestimmen. Die vorherigen tJberlegungen 
fiihren zu der folgenden iibersiehtliehen Darstellung der Lasten X 
(Tabelle I), die durch einfaehe FortfUhrung der Reihen vorstehender 
Tabelle gefunden wird. Die Summe der GHeder einer Vertikalreihe i 
ergibt die betreffende Last Xi; diese steUt sich dar als Funktion 
der folgenden Lasten X k ' Xl' ... bis Xr und des in der obersten 
Zeile stehenden Einflusses der auBeren Lasten Pm' Die letzte Un
bekannte Xr ergibt sieh als Quotient zweier Versehiebungen des 
(e -i)-faeh statisch unbesimmten Hauptsystems. 

1) Hier ist fiir den Grad der statischen Unbestimmtheit der Buchstabe e 
statt wie friiher n oder v gewahlt worden; dies erschien fiir die foIgenden 
tabellarischen Zusammenstellungen zweckmaBiger, da der Buchstabe m, der n 
vorangeht, bereits zur Kennzeichnung der auBeren Belastung verwandt wurde. 
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Verwendung der Tabelle. Sind y Unbekannte X vorhanden 
(p-fache statische Unbestimmtheit), so kommen y Vel'tikalkolonnen 
und y Horizontalreihen der Tabelle in Frage; die ubrigen ((2 - y) 
bleiben auBer Betracht. Bei den y Horizontalreihen ist ais oberste 
stets die in der Tabelle obenstehende Reihe anzuschreiben, welche 
den Index m (EinfluB der auBeren Belastung Pm) enthalt. 

AuBer diesel' ersten Reihe kommen dann noch die folgenden y -1 
unteren Reihen in Frage. So zum Beispiel waren beim vierfach un
bestimmten System (1'=4) die vier Unbekannten X a , X b , Xc, Xi!. 
durch die nebenstehende Zusammenstellung gegeben. Hierbei kamen 
aus del' Tabelle I nul' die vier ersten Reihen und Kolonnen in Frage. 

[am] , [bm.l] I ~em.2J 
- [aaJ I --rbb.l1 ,-[cC:2T 

_-[a-b-].-x
b
--\- -'-----'----1 

[dm.3] 
- [dd.3j 

[a a] I ' . -1--------1- ---- --- --I'· ----

_[ae].X • [be.I] X 
[aaJ" I -[bb.I]·-" r I 

---- 1--- 1------------
I [bd.I] X I _ [ed.2J. Xd 

- [bb ~lr d [ee.2) 

Man erkennt also, daB die Tabelle I aIle Unbekannten X 
fur jedes beliebig hochgradig unbestimmteSystem angibt.
Die Koeffizienten del' GraBen X sind von der auBeren Belastung 
unabhangige feste Werte, die als "Festwerte"l) bezeichnet werden 
sollen. Es bleibt jetzt nach Darstellung der allgemeinen Ausdrucke 
fur die Unbekannten X nur noch die Frage zu erledigen, wie sich 
die (zahlenmaBige) Ausrechnung gestaltet, insbesondere wie die 
Koeffizienten der Werte X in der Tabelle I zu bestimmen sind. 

§ 13. Berechnung del' Unbekannten X (nach Tabelle I) bei 
ruhender B('lastung, ']'emperaturanderungen und 

Widerlagervel'schiebungen. 
a) Berechnung del' Verscbiebungen del' einzelnen Hauptsysteme. 

Die Darstellungen des vorigen Paragraphen lassen erkennen, daB eine 
Unbekannte Xi unterVerwendung derWerte der folgenden Unbekann
ten X k bis X,. berechnet wird; daher mussen die auf Xi folgenden 
Unbekannten X k bis Xr vorher ermittelt werden. Die Ausrechnung 
wiirde also mit Xr zu beginnen haben, und dieser Wert ware in die 
Gleichung fUr X q, der Wert von Xr und Xq in die Gleichung fUr X 
einzusetzen usf., indem man riickwarts fortschreitet bis Xa. Die zuersi 
zu berechnende letzte Unbekannte Xr stellt sich dar als Quotient 

1) Der Begriff "Festwert" gewinnt eine besondere Bedeutung bei einzelnen 
Aufgaben, z. B. beirn kontinuierlichen Trager (Festpunkte) - (s. III. Band). 
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zweier Verschiebungen des (e -1)-fach unbestimmten Systems, die 
somit zuvor zu bestimmen waren. 

Anmerkung. Jede Vertikalkolonne der Tabelle 1, d. h. jeder Wert X, 
enthiilt Quotienten von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme (Festwerte), 
und zwar wiichst der Grad der Unbestimmtheit dieser Hauptsysteme von 0 
auf ['-1, wenn e Unbekannte vorhanden sind. Dabei ist jeder Unbe
kannten ein bestimmter Grad der Unbestimmtheit des Haupt
systems zugeordnet. Wie die Tabelle I zeigt, enthalten die Vertikal
kolonnen: 

fur Xa nur Verschiebungen infolge Xa = 1 am 0 fach statisch unbestimm
ten Hauptsystem (Grundsystem) 

fUr Xb nur Verschiebungen infoJge Xb = 1 am 
" Xc " Xc= 1 " 
" Xd " " "Xd=l 

usw. 

lfach st, u. H. 

2 " " 
3 " 

Den Buchstaben a, b, c, ... , r ist also in Tabelle I ein bestimmter Zahlen
index zugeordnet. Die Beziehungen sind durch die folgende Zusammenstellung 
gegeben. 

Tab elle II. 
Beziebungen zwischen Buchstaben (Index der Unbekannten) und 

Zahlenindex (Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems) in den Vertikal
kolonnen der Tabelle der Unbekannten (Tabelle I). 

Index 
der Un bekannten 

Grad der Unbestimmt
heit d. Hauptsystems • 

I a -I b Ie! d \ elf 1 9 I h iii k J I "' . 

I 

10 [.", 

Man weiB also damit ohne weiteres, daB z. B. bei der Unbekannten Xl, 
nur Verschiebungen infolge Xl. = 1 und zwar des 7 fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems in Frage kommen; der Nennerwert der in Frage kommenden 
Quotienten der Verschiebungen (s. Tabelle I) kann nur [hh.7] sein. 

(NB. Dies gilt natiirlich nur, soweit nicht die vorher berechneten, nach
folgenden Unbekannten Xi bis X r , die als Faktoren der Festwerte auftreten, 
in Betracht gezogen werden; denn diese sind aus Verschiebungen von Haupt
systemen berechnet, die einen hoheren Grad der Unbpstimmtheit aufweisen.) 

Die Festlegung dieser Beziehungen zwischen Buchstaben und 
Zahlenindex ist fur die folgenden Darstellungen von Wichtigkeit. 

Wir fragen also zunachst nach der Art der Berechnung der 
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme, da diese Werte 
zur Bestimmung der GroBen X bekannt sein mussen. - Hierzu be
trachten wir etwa den in der Einleitung zu § 12 gefundenen Ausdruck 
flir die Unbekannte Xb des 2fach statisch unbestimmten Systems: 

[ab] 
[bm.l] [bm]-[aa]" [am] 

':Yb = - ---- = - ----;;-~--

[bb· 1J [bb] _ [ab]. [ba] . 
[aa] 

Die Werte [b m. 1 J und [b b. 1] stell en sich hiernach als Diffe
renz zweier Verschiebungen dar; die erste, also der Minuend, hat 
die gleichen Buchstaben [bm] bzw. ebb] wie [bm.l] bzw. [bb.l], 
aber den nachst niedrigeren Zahlenindex (0 statt 1), die zweite 
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Verschiebung ist mit einem Festwert muItipliziert. 1m Nenner dieses 
Festwertes entsprechen die Buchstaben (a) dem durch den Zahlen
index der Verschiebungen (0) gekennzeicbneten Hauptsystem (siebe 
Tabelle II). 

Um nun auf Grund der vorstehenden Angaben die in Frage 
stehenden Differenzen nach einer einfachen Regel anschreiben zu 
konnen, ist insbesondere zu beachten, daB die Ausdrucke, 
rein algebraisch betrachtet, zu 0 werden. Denn es wird: 

ab 
bm--·am=bm-bm=O, 

aa 
ab 

bb--·ba =bb -bb =0, 
aa 

indem sich im zweiten GUede jedesmal die beiden GroBen a in 
Zahler und Nenner fortheben. 

Ganz dieselben Gesichtspunkte geIten fUr aIle Verschiebungen 
eines beliebig hochgradig statisch unbestimmten Hauptsystems. Diese 
einfachen Beziehungen gestatten, diese GroBen ohne weitere V"ber
le~ungen einzuschreiben. 

Zur Erlauterung der Regel mogen einige Werte. die in der Ta
belle I, vorkommen, hier angegeben werden. Man schreibe zum 
Beispiel: 

[bd.l]=[bd]-i~~j··· 

Das erste Glied hat die gleichen Buchstaben wie der Wert [bd.l] 
und den nachst niedrigen Zablenindex 0; der N enner des Festwertes 
kann nur [aa] sein, da nur Verschiebungen des Grundsystems (In
dex 0) auftreten. Der Zahler des Festwertes und der nebenstehende 
Faktor mussen nun so gewahlt werden, daB der Gesamtwert, al
gebraisch betrachtet, zu 0 wird. Dies ist nur zu erreichen durcb 
die GroBen [ab] und [adl; dabei ist es gleichgiiltig, welcbe von bei
den zum Zahler des Festwertes gemacht wird. Man erhalt also: 

[bd.I] = [bd] - ~:!1' [ad]. 

Es handle sich zweitens um den Wert [ed.2]. Man schreibe: 

[cd. 2] = [ed.I] - ·[~·b·"~j ... 

Der Nenner kann nur [bb.I] sein, da die Verschiebungen den 
Index 1 haben. Um den Gesamtwert algebraisch zu 0 zu machen, 
ist demnach zu schreiben: 

[be. 1 ] 
[ed.2] = [ed.l] - [bb.lT[bd.l], 

denn die beiden noch einzusetzenden Verschiebungen ([b e.l ] und 
[bd.l]) mussen au13er den beiden Buchstaben b des Nenners [bb.l] 
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noch die beiden Buchstaben c und d des ersten Gliedes [cd. 1] ent
halten, damit algebraisch der Wert 0 herauskommt. 

SchlieBlich solI noch eine Verschiebung des 8fach statisch un
best.immten Systems, etwa [km.8], gesucht werden. Man schreibe: 

[km.8] = [km. 7] -[~~t·.·;]· ... 
Der Nenner [hlt.7] ergibt sich gemaB der Tabelle II, da nur 

die Verschiebungen des 7 fach unbestimmten Systems eingehen. Da
mit der Gesamtwert algebraisch zu 0 wird, ist zu schreiben: 

[kk.7] 
[km.8] = [km. 7] - [hh. 7f [hm. 7]. 

m dieser Weise lassen sich aIle in der Tabelle I bei der Be
stimmung der Unbekannten X auftretenden Werte ohne weiteres an
schreiben. 

[NB. DaB die vorhin rein mechanisch a.ufgestellten Ausdriicke 
sich auch auf Grund einer statischen Deutung ergeben, ist selbstver
standlich. So z. B. ergibt sich [c d. 2] als Verschiebung des Punktes c 
infolge der Last Xd = 1 am 2fach unbestimmten System. Die Ver
schiebung von. c am 2fach unbestimmten System infolge Xd = 1 
(Fig. 113a) kann auch aufgefaBt werden als Verschiebung von c am 

abc d 
Fig. 113 a. Af<:----a~---?aO::----..:;:...---;:f;..1---~A 

a b c 
Fig. 11Sb. is 

1 fach unbestimmten System, hervorgerufen durch die Last Xa:- 1 
pnd die in b durch Xd = 1 hervorgerufene Last Xb (Fig. 113 b). Diese 

b 1 . h [bd.l] D h . d letztere Last ist a er g e10 - [bb.l]. a er Wlr : 

. [bd.l1 
[cd. 2] = [cd. 1] - [bb.lf[cb.l]. 

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem. vorhin angeschriebenen 
Wert, da wegen des Maxwellschen Satzes [c Q.l] = [b c.l] ist. Wiirde 
man [cd.2] = [dc.2] als Verschiebung von d auffassen, so erhielte 
man den Wert genau in der vorhin angeschriebenen Form.] -

Aus den vorstehenden Ausfiihrungen ergibt sich, daB sich jede 
Verschiebung eines Hauptsystems von p-facher Unhestimmtheit aus 
den Verschiebungen des Systems vom nii.chst niedrigeren Gr!Lde statischer 
Unbestimmtheit in einfacher Weise darsteIien Ui..Bt. Wir werden 

PirJet, Statlk. II. 1. 9 
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somit bei den Verschiebungen des lfach unbestimmten Systems 
beginnen und allmahlich zu den folgenden Werten fortschreiten. 

Damit ergibt sich die folgende Regel zur Berechnung der 
Koeffizienten der Tabelle I, d. h. der Verschiebungen del' ein
zelnen Hauptsysteme: 

Aus den zuerst el'rechneten Verschiebungen des Gl'und
systems, del'en Ermittlung stets zu Beginn der Losung 
vorzunehmen ist, bilde man die Quotienten (Festwerte) der el'sten 
Vertikalreihe der Tabelle I. Hierauf berechne man die Versehie
bungen des 1 fach statisch unbestimmten Hauptsystems, die sieh 
nach den obigen Angaben aus den Verschiebungen des Grundsystems 
und den vorerwahnten Festwerten zusammensetzen. Aus diesen 
Versehiebungen (Index 1) el'geben sich die Quotienten (Festwerte) 
der zweiten Vertikalreihe der Tabelle. - Hierauf bestimme man 
die Verschiebungen des 2 faeh unbestimmten Hauptsystems (dritte 
Reihe), wobei die vorberechneten Verschiebungen des 1 fach unbe
stimmten Systems und die zuletzt gefundenen Festwerte der zweiten 
Reihe einzusetzen sind. In dieser Weise ist fortzufahren bis zum 
Ende der Tabelle. (V gl. das folgende Zahlenbeispiel.) 

b) Bel'echnung del' Unbekannten X bei l'uhender Belastung. 
Nach den Angaben des vorigen Abschnittes a) sind die Festwerte 
der Tabelle I zahlenmaBig auszuwerten; dies ist bei jeder Aufgabe 
zuerst zu erledigen. Handelt es sich nun urn die Untersuchung des 
Einflusses ruhender Belastung und sind die Absolutglieder [a m], 
[bm], [em], ... dcr Grundgleiehungen bereehnet. so konnen auch die 
Quotienten in der obersten Horizontalreihe der Tabelle I ermittelt 
werden. Alsdann ist alles, was fUr die Berechnung der Unbekannten 
notwendig ist, gegeben; denn jede Unbekannte X ist durch Sum
mierung der Glieder einer Vertikalkolonne nach Tabelle I zu be
stimmen. Mit der Rechnung ist bei der letzten Unbekannten Xr 
zu beginnen, und riiekwarts naeh den Angaben der Tabelle I fort
schreitend, findet man die weiteren Werte X bis hinauf zu Xa' (Vgl. 
die Angaben in § 11.) 

c) Bel'echnung del' Unbekannten X bei Temperatul'andel'ungen 
und Widerlagerverschiebungen. Del' EinfluB der Temperatur oder 
der Widerlagerverschiebungen berechnet sich in gleieher Weise nach 
Tabelle I wie derjenige einer auBeren Belastung. Denn die Grund
gleichungen (Abschn. I), sind dieselben, nur treten an die Stelle der 
Absolutglieder [am], [bm], [em] ... die Werte [at], [bt], [et] ... bzw. 
[aw] , [bw], [cw],.... Die Tabelle I behalt also ihre Form, nur 
ist der Buchstabe m in den Gliedern der obersten Horizontalreihe 
durch den Buchstaben t (Temperaturanderungen) bzw. w (Wider
lagerversehiebungen) zu ersetzen. 

Zahlenbeispiel zur Berechnung der Unbekannten X und der 
Formand erungen. 

oc) Zur Erlauterung soll der in Fig. 107 dargestellte Trager fiir eine 
bestimmte r u hen deB e I a stu n g berechnet werden. Die Belastung sei eine 
Einzellast 1 t im Abstande 10 m vom linken Endauflager. Hierfiir 'sind zu_ 
nachst die Verschiebungen [am], [bmJ, [cm] zu berechnen. 1m vorliegenden 
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Falle konnen diese direkt aus den in Fig. 108 dargestellten Biegungslinien ent
nommen werden. Man findet [am] = - 56,25, [bm] = - 88,88, [em] =-50,00. 
Damit ergibt sich die folgende Tabelle der 0,30fachen Werte der Ver
schiebungen des Grundsystems. 

a b e m Festwerte 

a 40,00 52,69 28,75 - 56,25 -

b 52,69 94,864 56,56 -88,88 _[ab]=_1317 
[a a] , 

e 28,75 56,56 40,00 -50,00 _[ae]=_0719 
[a a] , 

Aus diesen Verschiebungen und den daraus zu bildenden Festwerten er
geben sich die Verschiebungen und Festwerte des 1-fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems wie folgt: 

[bb.l] = 94,864 -1,317 ·52,69 = 25,458, 
[be. 1] = 56,56 -1,317 ·28,75 = 18,689, 

[bm.l] = - 88,88 + 1,317 ·56,25 = - 14,799, 
[ee.l] = 40,00 - 0,719·28,75 = 19,336, 
[em.l] = - 50,00 + 0,719·56,25= - 9,556. 

Der Dbersicht halber werden auch diese Verschiebungen mit den sich 
aus ihnen ergebenden Festwerten tabellarisch zusammengestellt. 

Tabelle der Verschiebungen des lfach unbestimmten Haupt
systems. 

a b e m Festwert 

a - - - - -
b - 25,458 18,689 -14,799 -

e - 18,689 19,336 - 9,556 _ [be.:.!l = _ 0 734 
[bb.l] , 

Als Verschiebungen des 2fach statisch unbestimmten Hauptsystems 
kommen nur zwei Werte in Betracht, namlich 

[ee.2] = 19,336 - 0,734·18,689 = 5,616, 
[c:m.2] = - 9,556 - 0,734·(-14,799)= 1,306. 

Damit sind alle GroBen zur Bildung der Tabelle I gegeben. Die folgende 
Berechnung der drei ersten Zeilen der Tabelle I bedarf daher keiner Erliiute
rung. Die Ergebnisse X a, X b , Xc in der untersten Zeile sind durch Addition 
der Werte in den Vertikalkolonnen gefunden. 

-56,25 
-40- =+1,406 

-1,317·0,752 =-0,990 

-14,799 
25,458 

I 1,306 
=+0,581 - 5616 = - 0,233 , 

- 0,719·(-0,233)=+0,168 - 0,734·(-0,233) =+0,171 

Xc=-0,233 

9* 
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P) Das gleicheSystem ist fiir die inFig.114 dargestellten Wider
lagerverschiebungen zu berechnen. 

Die in Richtung der (nach oben) positiven Auflagerdriicke eintretenden 
Verschiebungen haben die folgenden Werte: 

Verschiebung des Punktes Z' (nnkes Lager). • • • • + 2 cm, 
" "r, a •...••• [aw.3]=-3 cm, 
" "" b •••..•• [bw.3]= 0 
" "" c ••••••. [ew.3]=-2 cm, 
Il "" Z" (rechtes Lager) • . . = + 1 cm. 

Fur die Absolutglieder raw], [bw], few] der Grundgleichungen gilt allgemein 
der Ausdruck 

[iw] = [iw] - (iw.3]. 
Bier steUt [iw.3] den gegebenen Wert der Verschiebung des Widerlagers i 
des 3fach unbestimmten Systems dar, also die in der Fig. 114 angegebenen 

+2cm 
lfS- c:::::::::::::: 

Fig. 114. 

Verschiebungen. Dagegen bedeutet (iw] die Verschiebung von i infolge der 
Widerlagerverschiebungen des Grundsystems. Nach G1. (31) gilt fUr [iw] der 
Ausdruck (s. S. 50). 

[iw] = - S L,· [Zw.3]; 

Li sind die Auflagerdrucke infolge X,=1 am Grundsystem, [Zw.3] die ge
gebenen Verschiebungen der Angriffspunkte Z dieser Auflagerkrafte. 

Biernach erhalt man in unserem FaIle 

[awl = - S La ·[Zw.3] =- (- ~~.2- 2~·1) =+ 1,80, 

( 11 14) [bw]=-SLdlw.3]=- -25.2-25.1 =+1,44, 

lew] = -s L c ·[Zw.3] = - (-255.2 - ~~.1) =+ 1,20. 

Somit ergibt sich 

[awl = [aw]- [aw.3] = + 1,80 - (- 3) = + 4,80, 
[bw]=[bw]-[bw.3]=+1,44-0 =+1,44, 
[ew] = [ew]- [ew.3] =+ 1,20 - (- 2) = + 3,20. 

Die Losung der Grundgleichungen liefert hiernach folgende Er
gebnisse: 

[bw.l]= [bw]- f:!j·(aw]= 1,44-1,317·4,80=-4,8816, 

[euJ.1] = lew] - [:~~ ·[aw] = 3,20 - 0,719·4,80 = - 0,2512, 

[ciO.2J=[ew.1J- f!::~j·~bw.l] = - 0,2512 - 0,734·(-4,8816) = + 3,33. 

Fiir die Unbekannten infolge der Widerlagerverschiebungen 
erhii.lt man also, wenn man, w;e friiher die Nennerwerte, so auch jetzt die 
Zahler mit EJ multipliziert, 

X c=- [ew.2] = __ 3,33 =-0593.EJ 
[ec.2] 5,616 ' , 
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X =_(buJ.1j _~c.l].X =+4,8816 +0734.0593=+0628.EJ 
b [bb.lJ [bb 1] <' 25,458 " , , 

Xa = _latvl_ [ab],Xb _ [1l~J.Xc = _ ~,80 -1,317 .0,628 + 
faa] faa] [aa] 40 

+ 0,719·0,593 = - 0,1>21 . EJ. 

NB. Man beachte, daB die NennergroBen die 0,30fachen Werte der 
eigentlichen Verschiebungen darstellen. Daher sind die vorstehenden Ergeb
nisse X noch mit 0,30 zu multiplizieren. 

Ein zweiter Weg zur Bestimmung der Unbekannten ergibt sich, 
indem man in den vorstehenden Ausdriicken die Werte [bW.1J und [cw.2] als 
Summenausdriicke nach Gl. (31) berechnet. 

Es ist 
[btv.1J = - 2: L b • 1 • [lw.3J. 

Die Belastung Xb.l = 1, welche die Auflagerdriicke Lb.l erzeugt, ist in Fig. 115 
dargestellt . 

Also 

.& 
L' tKab=-~317 fAbo=1 

Fig. 115. 
Man erhlilt 

, 11 20 
L = -1·- -1·-·(-1317) =+0 6136 

25 25' " 

L" = - 1 . 14 - 1· ~. (- 1 317) = - 0 3366 25 25' ,. 

[bw.lJ = - [0,6136·2 -1,317 (- 3) + 1·0 - 0,3366·1J = - 4,841. 
Ferner ist 

[cw.2J = - 2: L C.2·[lw.3]. 

Die Lastengruppe Xc .• = 1 ist in Fig. 116 dargestellt. 

a b c 

IE~E-___ 10m ----"1 1-E-3 m___.. 3m_ 

2S. 
L" 

I I I I· I 

Fig. 1I6a. ~~-------:2S~--..I:-! ---:::is:~--+!--..)A~---"",b. 
L' i k L.," 

Man findet hierfiir 

L' =- 0,80 (+0,247) - 0,44(- 0,734) - 0,200·1 = - 0,07464, 
L" = - 0,20 (+ 0,247) - 0,56 (- 0,734) - 0,800·1 = - 0,4384. 

Somit ergibt sich 

[cw.2] = - [- 0,07464·2 + 0,247 (- 3) - 0,734·0 + 1.(- 2) - 0,4384·1] = 
=+3,329. 

Dieser Wert ware noch mit EJ zu multiplizieren. 
1m iibrigen sind mit diesen Werten die Unbekannten wie vorhin zu be

rechnen. 

1') Es soIl die Verschi(lbung (vertikale DurGhbiegung) [ki.3] des 
Punktes k berechnet werden, wenn das System, wie vorhin, mit 
einer Last Pi=l im Abstande 10 m yom linken Balkenende be
lastet ist. (s. Fig. lI6a.) 
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NB. [ki.3J ist identiseh mit [ik.3], d. h. der Verschiebung von i infolge 
Pk =1. 

Die Berechnung von [ki.3] kann dureh Zusammensetzung aus der Ver
schiebung [ki] des Grundsystems und dem Beitrag der dureh PI hervorge
rufenen Unbekannten erfoIgen, und zwar naeh der GIeiehung 

[ki.3] = [kiJ + [kaJ.Xa + [kbJ·Xo+ [kcJ·Xc • 

Die dureh PI hervorgerufenen Unbekannten haben die vorhin bereeh
neten Werte 

X a =+0,584; X o=+0,752; Xc=-0,233. 

Die Koeffizienten dieser Unbekannten sind aus den Biegungslinien (siehe 
S. 117) zu entnehmen: 

i 

_f{/m-~<----7 m-+-8m~ 
I /?=ft I I 

I Z I 
: ~-l7achel 
I I 
I I 

Fig. 117. 

I 
I 

[ka] = - 42,88; [kb] = - 81,76; 
[kc] = - 52,87. 

rDa wir die Durehbiegungen naeh 
unten positiv reehnen wollen. so mussen 
die vorstehenden Versehiebungen infoIge 
der naeh oben wirkenden Krafte X = 1 
das negative Vorzeiehen haben. Der 

Faktor ~J ist bei allen Versehiebungen 

fortgeIassen. Zu beaehten ist, daB die 
vorstehenden Werte die mit 0,30 multi
plizierten Versehiebungen darstellen.: 

Das noeh fehIende erste Glied [kii 
bereehnet sieh wie foIgt (s. Fig. 117): 

. f 10 8 7 [k~] = 0,30· MiMk dx= 3.6.3,20 + 3.3,20.5,44 +6·[6 (2·3,20+ 5,44) 

+ 3,20 (2·5,44 + 3,20)] = 73,76. 
Somit ergibt sieh 

0,30· [ki.3] = 73,76 - 42,88·0,584 - 81,76· 0,752 + 52,87 ·0,233 = - 0,447 
[ki.3] = - 1,49. 

(NB. Aueh bei diesem Endwert fehIt noeh der Faktor E~' Die Di

mensionen sind die gIeiehen wie bei den Verschiebungen im ZahIenbeispieI 
S. 115, also Meter und Tonnen. Urn in einem bestimmten FaIle den zahlen-

mafiigen Wert der Versehiebung zu erhaIten, ware der Faktor -}jJ' und zwar 

in m und t zuzufiigen. Der Endwert ergabe sieh dann in Metern.) 

Die Bereehnung von [ki.3] kann zweitens durch Auswertung des Summen
ausdrucks 

k ·' J~.r Mi.sds Ju Mi ds [ t.3] = J.Uk·- Ej- = Juk.3· EJ 

erfoIgen. (S. G1. 27, S. 47.) 
Die Momente Mi.3 sind die Ordinaten del' MomentenHaehe fur P;= 1 

am 3fach statisch unbestimmten System. Die Werte der drei Unbekannten 
infolge Pi sind bereits berechnet und ergeben zusammen mit PI die in Fig. 118a 
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dargestellte Belastung des Grundsystems. Fig. 118b zeigt die entspreehende 
MomentenHache (Mi. 3 - Flaehe). 

Fig. 118a. .c:: t 
+(7,585 

Fig. 118b. 

r=f 

t 
+0,752 

8e/Clsfung 11 = 1 

t 
-O,Z33 

jJf.. - fiiicne 
l.S +(7,Z39 

(7,868 -0,1295 

A 

4~50 ~ -I'liicne 
Fig. llS:c. Q.1<:-----:B:~----.,8=E'---+--i~-----:2'A 

lJr=f 

Die Belastung P" = 1 wirkt am Grundeystem, und zwar braueht dieses 
nieht das Grundsystem zu sein, welches bei der Bereehnung der Unbekannten X 
verwandt wurde. Wir wahlen vielmehr das System, an dem Pk angreift, so, 
daB die Reehnung mogliehst· einfaeh wird, d. h. wir verwenden die vier Einzel
balken (Fig. 118e), in die das System iibergeht, wenn man iiber den Stiitzen 
Gelenke anbringt. Dann erstreekt sieh namlieh die Mk-Flaehe und damit aueh 
das Integral fiir [ki.3] nur iiber die eine 6ffnung. (Vg1. S. 38.) 

Es wird: 

[ki.3] = : . [- 1,50 (2 ·0,3295 + 0,868) - 1,50 (2 ·0,3295 - 0,239)] 

[ki.3J=-1,46. 

lJ) Es solI die Versehiebung (vertikale Durehbiegung) [iw.3] des 
Punktes i bereehnet werden, wenn die in Fig. 114 angegebenen 
W iderlagerverschie bungen auftreten. 

Die Bereehnung kann erst en s d ureh Zusammensetzung der Ver
sehiebung [iw] des Grundsystems und des Beitrages der Unbekannten er
folgen: 

:iw.3] = [iw] + [ia)·X. + rib] ,Xb +[ic].Xc . 

Die Werte X infolge der Widerlagerversehiebungen sind vorhin (s. fJ) be
reehnet worden; die Werte ria], lib], ric] sind aus den Biegungslinien (siehe 
S. 117) zu entnehmen. Der Wert [iw] bereehnet sieh zu 

. (15 10) [~tv]=-~Ldlw.3)=- 25.2+25.1 =-1,60. 

Also erhiilt man 
[iw.3] = -1,60 + (- 56,25)·(- 0,521) + (- 88,88) (+ 0,628) 

+ (- 50,00)· (- 0,593) = + 1,54. 

Dieser Wert erhiilt noeh den Faktor EJ. 
Dieser Wert kann aber aueh zweitens als Summenausdruek naeh 

G1. (31) bereehnet werden: 
[iw.3] = -~ Li.3·[lw.3]. 

Li.3 sind die Auflagerdriieke infolge PI = 1 am 3-faeh unbestimmten 
System. Die drei Unbekannten fiir diese Belastung sind bereits bekannt 
(s. Fig. 118a). 
. Aus PI = 1 und diesen Lasten Xa, X b , Xc bereehnen sieh die Auflager-
kriifte L' und L" an den Balkenenden wie folgt: 
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L' = 0,60 - 0,80·0,584 - 0,44·0,752+0,20·0,233 = - 0,1515, 
L" = 0,40 - 0,20·0,584 - 0,56·0,752 +0,80·0,233 = +0,0485. 

Somit ergibt sich 
[iw.3j = - [- 0,1515·2 + 0,584·(- 3)+ 0,752·0 -0,233·(- 2) + 0,0485·11 

=+154. 
(MuitiplikatioDsfa.ktor EJ.) 

§ 14. Einflufilinien der Unbekannten X bei beweglicher 
Belastung. 

a) Die Darstellnng der Werte X in Tabelle I als Grnndlage 
fur die Ermittelung der X-Linien. 

Anch fUr die Unter~;uchnng des Einflusses beweglicher Belastung 
jst der Gang der Rechnung aus der Tabelle I zu ersehen. Die letzte 
Unbekannte X,. ist durch die Gleichung gegeben: 

X __ [rm·e- 1] 
r- lrr.e- 1]' 

d. h. Xr ist wie die Unbekannte eines I-fach unbestimmten Systems 
als Quotient zweier Verschiebungen des Hauptsystems, und zwar 
hier des (e -1)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems, dar
gestellt. Man kann also sagen: die Ordinaten [r m. e -1 ] der 
Biegungslinie des (e-1)-fach unbestimmten Hauptsystems fUr die 
Belastung Xr = 1 sind direkt proportional dem Werte X r ; Propor
tionalitatsfaktor ist der von der Stellung der auBerert Last unab-

hlingige Wert - [ 1 ]' wobei [rr.e- 1] die Verschiebung des 
rr.Q-l 

Angriffspunktes r der Unbekannten Xr infolge Xr = 1 am Haupt
system darstellt. Daraus folgt, daB die Biegungslinie fiir Xr = 1 
(am Hauptsystem) zugleich die EinfluBlinie fiir Xr darstellt, und 

zwar ist der Multiplikator _ [ 1 ] . 
rr·e- 1 

Bei den iibrigen Unbekannten X stehen die entsprechenden 
Quotienten (EinfluB der auBeren Lasten auf das Hauptsystem) in 
der obersten Reihe der Tabelle I. Es sind gleichfalls Werte, deren 
Zahler sich als Ordinaten der Biegungslinien der einzelnen (statisch 
unbestimmten) Hauptsysteme darstellen. Der Grad der Unbestimmt-

heit dieser Hauptsysteme steigt an von 0 (bei - [[::1) bis (e - 2) 

(b . [qm. e-2]) Ab B d' W d b el - --------- . - er au er lesen erten er 0 ersten 
[qq.e- 2] 

Horizontalreihe kommen in jedem Wert Xi die weiteren Unbekannten 
(X" bis X r ) vor, und zwar multipliziert mit einem Festwert. Die 
Ordinaten der EinfluBlinie einer solchen Unbekannten Xi setzen sich 
also zusammen aus den Ordinaten der Biegungslinie fUr Xi = 1 am 
zugeordneten Hauptsystem (mit dem entsprechenden Multiplikator) 
un d den Ordinaten der EinfluBlinien aner auf Xi folgenden Un-
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bekannten xi. bis X y • Letzter~ sind als vorher berechnet an
zunehmen. 

Betrachtet man zum Beispiel den vorhin erwiihnten Fall des 
4-fach unbestimmten Systems (s. Tabelle S. 126), so ist die X d -

Linie (Xd ist die letzte Unbekannte) gegeben ala Biegungslinie des 
3-fach unbestimmten Hauptsystems, entsprechend dem Ausdruck: 

[dm.3] 
X d=- [dd.3)" 

Fur die vorherige Unbekannte Xc dagegen gilt ein zusammen
gesetzter Ausdruck, namlich 

X -_ [cm~~1_[cd.2J.X 
e- [cc.2] [cc.2] d· 

1 
Das erste Glied ist die mit einer Konstanten multipli-

-[cc.2] 
zierte Ordinate der Biegungslinie des 2-fach unbestimmten Haupt
systems fiir die Belastung Xc = 1. Das zweite Glied gibt die Ordi
nate der X,,-Liriie, ebenfalls multipIiziert mit einer Konstanten, und 

[cd.2] 
zwar dem Festwert - [cc. 2]. Die XcLinie setzt sich also zusammen 

aus den Ordinaten der Biegungslinie fUr Xc= 1 am 2-fach un
bestimmten Hauptsystem und den Ordinaten der Xd-LitJie. Ent
sprechendes gilt fUr die Xb -Linie. Es sind zusammenzusetzen die 
Ordinaten der Biegungslinie des einfach unbestimmten Hauptsystems 
fur die Belastung Xb = 1 mit den Ordinaten der Xc - und Xd -Linie, 
entsprechend dem Ausdruck: 

X =_@m.1] _@c.1].X _[bd·~.X 
b [b b . 1] [b b . 1] c [b b. 1] d· 

Bei der X .. -Linie tritt noeh die Biegungslinie fur X .. = 1 am 
0-fach unbestimmten Hauptsystem (Grundsystem) hinzu; diese Biegungs
linie 1st zusammenzusetzen mit den vorher bestimmten X b-, X c- und 
X,,-Linien. 

Aus alledem folgt, daB sich die EinftuBlinien der Un
bekannten X .. bis X .. durch Zusammensetzung der Biegungs
linien fur die Zustande X .. = 1, Xb = 1, ...• X .. = 1 am 0-, 1-, 
... , e-1-fach statiseh unbestimmtenSystem ergeben. Man 
beginnt mit der letzten, der X .. -Linie, und bestimmt ruck warts fort
schreitend, der Reihe· naeh die X q-, Xl'-' Xo-' ... bis X .. -Linie. Jede 
dieser X-Liriien, etwa die X( Linie, setzt· sieh zusammen aus der 
Biegungslinie fur Xi = 1 an einem zugeordneten, ,.-fach unbestimmten 
System, und den vorher gefundenen EinftuBlinien fUr die (auf Xi) 
folgenden Unbekannten X"' XI' ... , X ... Die letztgenannten Einflu13-
linitm sind dabei mit einem Festwert gemii./l Tabelle I zu multipli
zieren. 

Es handelt sich also zunachst darum, die Biegungslinien der 
einzelnen Hauptsysteme, d. h. von Systemen ansteigender sta.tischer 
Unbestimmtheit zu ermitteln. 
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b) Ermittlung der Biegungslinien der statisch unbestimmten 
Hauptsysteme. Belastungszustiinde X a •O, X b •1 , X c •2 , ... =1. 
Belastungsschema. Tabelle III. 

Um eine einfache Bezeichnung zu erhalten, schreiben wir die 
ebengenannten Belastungen X = 1 am 0, 1, 2, ... ((! -1)-fach un-
bestimmten Hauptsystem, wie folgt: . 

X a.o=l, X b . 1 =1, X •. 2 = 1, Xd.s =1 bis ... X r .(?_l=1. 

Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems, an dem eine 
Last Xi = 1 wirkt, wird also gekennzeichnet durch den neben i an
gesetzten Zahlenindex. Die Zusammengehorigkeit die Buchstaben a, 
b, c, ... und Zahlen 0, 1, 2, ' .. ist wiederum durch die Tabelle II 
gegeben. -

Um nun etwa die Biegungslinie fiir die Belastung Xd.S= 1 
zeichnen zu konnen, miissen die drei zunachst unbekannten Lasten 
in a, b und c aufgesucht werden, da X d •3 = 1 am dreifach un
bestimmten Hauptsystem wirkt (Fig. 119a). Diese drei Unbekannten, 
die mit der Last 1 in d zusammen eine am Grundsystem wirkende 

8e/asfvng AdJ =1 
abc d 

Fig. 119 a. iS~--';;ft::---~fi:-----?Q~---Tt1;"""-"""ft 

abc d 
Fig. 119b. LS~--.:rk;"""--Ti---"tr----Ti--""'~ 

ad Abo' "red A;id = 1 

Lastengruppe bilden (Fig. 119 b), werden durch zwei Indizes gekenn
z.eichnet, und zwar soil der erste Index (a, b, c, d) den Punkt angeben, 
in dem die GroBe X angreift (0 rt der Wirkung von X), der zweite 
Index (hier d) soIl die Belastung (Frsache) andeuten, durch die 
der Wert X erzeugt wird (hier Xd = 1). 

Allgemein soIl eine GroBe X i /) mit zwei Indizes die im 
Punkte i (Angriffspunkt von X) in Richtung von Xi durch 
die Last X k = 1 am Hauptsystem hervorgerufene Kraft- X 
bedeuten, wobei als Hauptsystem das der 1--ast X k zugeordnete 
statisch unbestimmte System in Frage kommt. So z. B. wiirde Xd 9 

die in d auftretende Last bedeuten, die durch Xg = 1 am (6 fach un
bestimmten) Hauptsystem hervorgerufen wird. (Der Unbekannten 
X ist ein 6 -fach unbestimmtes Hauptsystem zugeordnet. Tabelle II.) 

9 Um die Lasten X ad' Xbd und Xed infolge Xd.S = 1 zu bestimmen, 
bedarf es nur der gleichen Dberlegungen, wie sie in § 12 bei der 
Darstellung der Unbekannten X angestellt wurden. Nach den dortigen 

1) Diese Lasten X1k einer Lastengruppe X = 1 sind natiirlich wohl zu 
unterscheiden von den Unbekannten Xi der Aufgabe. 
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Ergebnissen konnen die gesuchten Werte ohne weiteres angeschrieben 
werden. - Bestimmt man zunachst Xed' SO ist dies eine Unbekannte 
am zweifach unbestimmten Hauptsystem infolge Xd= 1 (s. Fig. 120a). 
Sie ergibt sich demnach aus der Gleichung 

X __ [cd.2] 
cd- [ce.2] 

(d ist statt m in der allgemeinen Gleichung einzusetzen, denn die 
auBere Belastung P'" ist hier Xd = 1 (Fig. 120a). Da nunmehr die 

abc dt~a=1 
Fig. 120a. =l"!:~--~A~---?A~----T-t---.:;.L.---~A 

lA'ed 

a b ct~Add 
A lAbd bekannf 

A 

a o1A'bd c!,¥cd J~d 
fXad bekallnt 

A 

beiden Lasten in c und d gegeben sind, laBt sich Xbd als Unbekannte 
am 1 fach unbestimmten Hauptsystem angeben, und zwar als Folge 
der beiden genannten Lasten Xed und Xa ,I = 1 (Fig. 120 b). Man erhalt: 

[b d • 1] [b c . 1] 
X bll = - [bb .1] ·1- [bb .1] .Xed , 

wobei fiir Xed der vorhin bestimmte Wert einzusetzen ware. 
Aus den nunmehr bekannten Lasten Xbd und Xed und der ge

gebenen Last Xdd = 1 findet man die letzte Unbekannte Xaa am 
Grundsystem (s. Fig. 120c) nach folgender Gleichung: 

[ad] rae] [ab] 
X a=- [aa]"1-[aa] .XCd-[aa]"Xbd . 

Die gefundenen Werte werden in iibersichtlicher Form (ahnlich 
wie in Tabelle I, S.125) zusammengeschrieben. 

Belastung X d •3 = 1. 

_[bd·!l.1 
[bd.l] 

_ [cd. 2].1 
[cc.2] 

1 
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In dieser Tabelle ist wiederum (ahnlieh wie in Tabelle I, S.125), 
jede Einzellast X durch die Summe der Glieder einer Vertikalreihe 
gegeben. Der Aufbau der Tabelle ist - bis auf die erste Zelle -
ganz entspreehend dem der Tabelle I. Nur die erste Horizontal
reihe (Glieder mit dem Index 'In, dem Kennzeiehen der auBeren Be
Iastung) fehIt, da eine auBere Belastung Pm nieht vorhanden ist. 
Insbesondere sind die Multiplikatoren der GroBen X dieselben wie 
fruher, namlioh gleich den Festwerten. -

Beziiglich der Verwendung der vorstehenden Tabelle ist zu be
achten, daB sie zugleich die iibrigen Lastengruppen X c .2 = 1 und 
X b•1 = 1 angibt. Es hatten sieh z. B. fur die Belastung Xl'. 2 = 1 
am 2-fach unbestimmten Hauptsystem die Werte ergeben: 

[be.1] r [ae] [ab] 
X =-----·1 und X =---·1- -·X . 

be [bb.1] ac [aaJ faa] be 

Wiirde man aueh diese Werte in der bisherigen Anordnung an
schreiben, so erhielte man dassel be, was sich in der vorstehenden 
Tabelle, S.139, beim Versehwinden der Glieder mit dem Buehstaben d 
ergebe. Man erkennt dies, wenn in der Tabelle die letzte Kolonne 
und die letzte Zeile mit dem Index d fortgestriehen wird. Hierbei 
ware naturgemaB bei den Lasten X in a undo b der zweite Index c 
(statt d) einzusetzen, als Kennzeichen der Belastung X e. 2 = 1. Ebenso 
wiirde man den nachstfolgenden Belastungszustand X e•4 = 1 durch 
entspreehende Erweiterung der Tabelle finden, d. h. durch Ansetzen 
einer unteren Horizontalreihe von folgender Form: 

_[ae].1 
[aa] 

[de.3] 
---·1 

[dd.3J 
1 

Hier ware alsdann bei den Lasten X ala zweiter Index e ein
zusetzen, da es sich um X •. 4 = 1 handelt. 

Man erkennt also, daB die Tabelle, bis zum letzten Belastungs
zustand x...(/1-1) = 1 fortgesetzt, aIle Lastengruppen Xi." = 1 in iiber
sichtlieher Anordnung darstellt. Werden entsprechend der Tabelle 
S. 125 die Lasten des Zustandes X r .C/1-1) angeschrieben, namlich X a ,., 

X br, X er ••• bis Xrr , so sind damit zugleich aIle vorherigen Be
lastungen (Lastengruppen) Xa.o=1, X b•1=1, X e.2=1 bis X q .(/1._2)=1 
gegeben. Denn es ist nur eine entspreehende Zahl von horizontalen 
und vertikalen Reihen fortzustreichen, um eine der sons{;igen Be
lastungen entnehmen zu konnen. Der letzte Belastungszustand 
X,·.(/1-1) = 1 stellt also das Schema aller Belastungen X = 1 
dar und moge daher als Belastungssehema bezeichnet 
werden. Die nebenstehende Tabelle III gibt das Belastungssehema 
fiir ein 10-fach unbestimmtes System (9-faeh unbestimmtes Haupt
system; letzte Last X"' s. Tabelle II). 

Wie dieses Belastungssehema fortzusetzen ware, wenn weitere 
Unbestimmtheiten hinzukamen, leuehtet ohne weiteres ein. Wiirde 
eine naehste Unbekannte Xl in Frage kommen, so ware l als zweiter 
Index (statt k) bei den Werten X zu setzen und eine weitere Reihe 
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anzufiigen. Die Glieder dieser Reihe sind durch die Fortsetzung der 
Vertikalkolonnen gegeben. - Will man aus dem Schema irgendeine 
von den andem neun Belastungen, etwa X,l.3 = 1 entnehmen, so kommen 
nur die oberen drei Reihen der TabeIle bis zur Reihe d in Frage. 
Xdd ware = 1 zu setzen, und bei den einzelnen Lasten X ad , X bd , 

Xed als zweiter Index, der den Lastangriff kennzeichnet, der Buch
stabe d statt k zu wahlen. Es wiirde sich also die schon vorhin 
(s. S. 139) dargesteIlte Lastengruppe X li .3 = 1 ergeben. 

In dieser Weise konnen aIle Belastungen Xu = 1, X c . 2 = 1 ... 
bis X k •9 = 1 aus dem Belastungsschema entnommen werden. 

Damit sind die notwendigen Unterlagen gegeben, um fUr diese 
Belastungen (Lastengruppen) die Biegungslinien zu zeichnen, da aile 
Lasten der einzelnen Gruppen bekannt sind und am Grundsystem 
wirken. (Wie zu einer gegebenen Belastung die Biegungslinie eines 
statisch bestimmten Systems ermittelt wird, ist in § 8 dargelegt 
worden.) Aus dies en Biegungslinien setzen sich, wie in Abschnitt a 
gezeigt wurde, die EinfluBlinien der Unbekannten X zusammen. 
Daher bleibt jetzt nur noch die Art dieser Zusammensetzung der 
X-Linien zu besprechen (vgl. das folgende Zahlenbeispiel, 1. Teil: 
Die Biegungslinien infolge Xa.o=l, Xb.1=l, X o.1 =1). 

c) Verschiedene' Rechnungsarten zur Ermittlung del' EinfluB
linien del' Unbekannten X. 

a) Zusammensetzung aus den Ordinaten der Biegung'S
linien der einzelnen Hauptsysteme. Wenn in der beschriebenen 
Weise die Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme bestimmt sind, 
so konnen die X-Linien nach den Ausfiihrungen auf S. 136ff. durch 
Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungslinien gefunden werden. 

Die Aufgabe liegt dann ganz ahnlich wie beim allgemeinen Ver
fahren (§ 11, b, S. 114), wo ebenfalls e Biegungslinien zu EinfluB
linien zusammenzusetzen waren. Dort waren indessen e Biegungs
!inien des Grundsystems fiir die Zustande X"' X b ••• bis Xr = 1 
vorausgesetzt. Hier handelt es sich um die Zusammensetzung von 
Biegungslinien der einzelnen H a u p t s y s t e m e von ansteigender sta
tischer Unbestimmtheit, und zwar derjenigen fiir die Belastungen 
Xa.o=l, X b . 1 =1, X c.2 =1. .. bis X r.(e- 1) = 1. Wie aufS.136ff. 
bereits gezeigt wurde, ergibt sich eine X k -Linie durch Zusammen
setzung der Biegungslinie fiir X k = 1 am zugeordneten Hauptsystem 
und der folgenden X-Linien, d. h. der EinfluBlinien fiir Xz bis X r • 

Dies laBt die Tabelle I ohne weiteres erkennen und ist frUber naher 
erortert worden (s. ~ 14a). Die Art der Zusammensetzung erfolgt 
wie friiher beim allgemeinen Verfahren: fiir die einzelnen Punkte m, 
deren Ordinaten bestimmt werden sollen, sind die Ordinaten des 
jeweiligen Punktes m aus den in Frage kommenden Biegungslinien 
(bzw. EinfluBlinien) zu entnehmen, mit den Festwerten zu multi
plizieren und geml:iB Tabelle I zu addieren. 

Zahlenbeispiel. Ais Beispiel diene wiederum der schon mehrfach be
handelte Trager auf 5 Stiitzen. Zuniichst sind die EinfluBlinien fiir Xa.O = 1, 
Xb.l=l und X c .2=1 zu bestimmen. Die Biegungslinie fUr X a .o=l liegt 
bereits vor (Fig. 108). 
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Biegungslinien 1) fur die Belastungen Xa.O= 1, Xu = 1, 
X c . 2 = 1. EinfluBlinie der Unbekannten Xb 2). 

8iegilng/;i7ie ./ilr ~ 0 = 1 
b 

8iegilngs/;i7ie· fur Ab. 1 = 1 
Xab=-1,3172 Abo=1 

(zvgle,Ch fiif/l/81/nie for A'c) 

Fig. 1210. 

Eiif/v8/;i7ie for Ab 
b 

"- ~ ~ ~ ~ :(l ~ ~ '" '" ~ ~ ~ '" "<) <>i % ~ 
<$ ""- <S' <::;" <::; <::; <::; '" " <::; <::; <::; 
J J J J 

c 

1) In den eingetragenen Zahlenwerten der Ordinaten sind die Multiplika-
toren fl bereits beriicksiohtigt. 2) EinfiuBlinie fUr Xa siehe Fig. 109. 
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Beim Zustande Xu = 1 ist: 
Xcb=O, Xbb= 1, 

Lab] . 
X ab=- [aa) =-1,317. 

Beim Zustande X c .2 = 1 ergeben sich die Lasten X a" X bc , Xcc aus der 
folgenden Zusammenstellung, die der Tabelle III (Belastungsschema) entspricht. 

Sind somit die Lasten der einzelnen Gruppen der Xu.o, der Xb.1, der 
X c .2 = 1 gegeben, so kounen die Biegungslinien in bekannter Weise gezeichnet 
werden (vgl. S. 116). Es entstehen dann die in Fig. 121 a-c dargestellten 
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Biegungslinien infolge der Lasten X".o = 1, 
Xb.l=l, X c.2=1. Die Ordinaten der 
entsprechenden Biegungslinien sind multi· 
pliziert mit den Multiplikatoren 

111 
fl=- [aa]' - [bb.l]' - [ce.2]· 

Aus den Biegungslinien der Werte 
X a . 0, Xb.1, Xc. 2 = 1 an den verschiedenen 
Hauptsystemen ergeben sich die X·Linien, 
d, h. die EinfiuBlinien der Unbekannten, 
wie folgt. Die Biegungslinie fiir X c.2 = 1 
ist bereits die EinfiuBlinie fiir Xc (Xc·Linie) . 
Fur Xb gilt (s. Tabelle I) 

[b m . 1] [b c. 1] 
X b ==1bb.l]- [bbTj'X"", 

d. h. zu den Ordinaten der Biegungslinie 

fUr Xb.1 = 1 (bzw. = - [b~.l]) sind die 

ml't [bc.1] It' I" t Ordl'naten - [b b:-1] mu lp IZler en 

der Xe·Linie hinzuzufugen. Die Zusammen
setzung der Ordinaten der einzelnen Punkte 
m erfolgt in der gleichen Weise wie bei dem 
Zahlenbeispiel zu § 11. So entsteht die in 
Fig. 122 dargestellte EinfiuBlinie fiir X b• -

Will man z. B. die Ordinate im Abstande 
10 m vom linken Endauflager finden, so er· 
gibt sich diese nach der Gleichung 

X __ [bm.l]_[bc~.X 
b - [bb.l] [bb.l] c, 

= + 0,581- 0,734· (- 0,228), 
=+0,748. 

Nunmehr kann auch die EinfiuBlinie fUr 
Xu gefunden werden durch Zusammensetzung 

1. der Biegungslinie fiir Xa.O = 1, 
2. der EinfiuBlinie fiir X b , multipli-

. lab] 
ziert mIt - faa] = -1,317, 

3. der EinfiuBlinie fiir Xc, multipli-
. rae1 

ziert mit - [aa]; 

denn es ist nach Tabelle I: 
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[am] [ab] rae] X. = - -- - ----- ,Xb - -·Xc 
[a a] [aa] [a a] . 

Diese EinfluBlinie fur X. wurde auf anderem Wege bereits auf S. 117 ermittelt. 

fJ) Zusammensetzung der Belastungen zwecks direkter 
Ermittelung der EinfluBlinien (X-Linie) als Biegungslinie. 
Anstatt die Ordinaten der EinfiuBlinien in der vorhin erlauterten Weise 
zusammenzusetzen, kann man natiirlich auch, ebenso wie es beim 
allgemeinen Verfahren angegeben wurde (vgl. § 11, b, fJ), eine Zu
sammensetzung der Belastungen vornehmen und die EinfiuB
Iinie direkt durch Auftragen ein er Biegungslinie finden. Zur Er
Iauterung diene die Tabelle auf S. 126, welche die Werte des 4- fach 
unbestimmten Systems enthalt. Die Xa-Linie. wird direkt als Biegungs-

linie fiir den Belastungszustand Xa.s=l, (bZW. X a'S =-[d:.3]) 

gefunden. Die diesem Belastungszustand entspl'echenden Lasten X ad' 

X bd , Xed und Xaa sind aus dem Belastungsschema zu entnehmen. -
Fiir Xc gilt die Gleichung 

X =_ [em·~_led·~.x 
c [ee.2] [ce.2] d 

oder mit Einsetzung des Wertes von Xa: 

X __ [em.2] _ [ed.2].(_fdm . 3]) 
c- [ee.2] [ee.2J [dd.3]· 

Diese Gleichung besagt: Die Biegungslinie fiir die Belastung 

X l d d" . f" Xl. d dd' 
e.2= - [ee. 2] un IeJemge ur a.s= - [dd. 3] sm zu a leren, 

wobei die Ietztere mit einer Konstanten, namlich dem Festwert 

_ f[e d . 2]] zu multiplizieren ist. Diese K9mbination der beiden Bie-
ee.2 

gungslinien erzielt man dadurch, daB man die Summe der Lasten (Xu) 

der Belastungszustande X C • 2=--[ ~] und Xd .S=--[ 1 ],letz-
ee.2 dd.3 

It ' 1" t 't d F t t [ed.2] 1 . h . k I"B tere mu lp IZler ml em es wer - -[---] , zug elO wlr en a t. 
ee.2 

Man wird also die Lasten: 

X ac ' X bc ' Xcc (zustand Xe.2 = - [ee~ 2]) 

und 

X aa , X bd , Xcii' X da (zustand X d .S =_ [ 1 ]), 
dd.3 

letztere mit dem erwahnten Multiplikator (Festwert) multipliziert, 
zugleich aufbringen, d. h. es wirkt 

Pirlet, Statik. II. 1. 10 
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in a: [cd.2J 
X ... - TcC-:-2] .X .. ,,,, 

in b: 
[cd.2] 

Xb.- [cc.2] .Xb,p 

in c: [cd.2J 
X •• - [cc.2J ,XtJil, 

in d: _ [cd.2J. X 
[cc.2J ad' 

wobei X •• =-[CC~2J und X da=- [d:.3J ist. 

Ganz entsprechendes gilt fur X b • Dort ist die folgende Gleichung 
zu benutzen: 

X =_[bm.1J_ [be. 11. X _ [bd.l].X 
b [b b. 1 J [b b . 1] c [ b b . 1 J d • 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Ordinaten der Xc 
und Xa-Linie (EinfluBlinien) mit denjenigen der Biegungslinie fur 

X b•1 (Biegungslinie fur die Belastung X b•1 = - [b bl. 1 J) zu koqtbi

nieren sind. Zu diesem Zwecke setze man die Lasten der ent-

sprechenden Gruppen, d. h. die Lasten von X b •1 = - [b:. 1 J und 

die vorher ffir die X c- und Xa-Linie berechneten Lasten zusammen, 
wobei die Lasten der beiden letztgenannten Gruppen (Xc - und Xa-Linie) 
mit den in der Gleichung ffir Xb angegebenen Festwerten zu multi
plizieren sind. 

SchlieBlich gilt fUr X .. die Gleichung: 

X __ [am]_[abJ. X _[ae].X _[ad].X 
.. - [a a] [aaJ b [aaJ c [aaJ a' 

Es sind also die bei der X b-, X c - und Xa-Linie benutzten 
Einzellasten X (mit den vorstehenden Festwerten multipliziert) zu 

kombinieren mit der Last - [ala J in a, die ffir die EinfluBlinie fur 

X a•O verwandt wird. 
Aus alledem geht der folgende Gang der Berechnung hervor. 
1st Xr die letzte Unbekannte, so bestimmt man zuerst die Lasten 

X ar' Xbr,,,Xrr des ZustandesXr.(o_l)=l und multipliziert sie mit 

der Konstante - [ ( 1 )]. Diese Lasten sind durch das Be-
rr. (] - 1 

lastungsschema gegeben. Die Biegungslinie zu diesem Belastungs
zustand ist die EinfluBlinie fiir X r • - Die EinfluBlinie der vor
herigen Unbekannten Xq ist ebenfalls durch Aufzeichnen einer ein-



§ 14. EinfluBlinien der Unbekannten X bei beweglicher Belastung. 147 

zigen Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungszustande 
zu ermitteln. Die Lasten X dieses Zustandes setzen sich zusammen 
aus denjenigen des vorhin bestimmten Belastungszustandes Xr'(I!~l) 

[ ( 1 )] (Multiplikator ist ein Festwert) und den Lasten 
rr. e-1 

1 
X aq , Xbq···Xqq des ZustandesXq.(O_2)=-[ ( )J' d.h. der 

- qq. e- 2 

LastX =_[ (1 )] am (e-2)-fachunbestimmtenHauptsystem. 
q qq. e- 2 

Ebenso sind - nach Ma3gabe der Tabelle I, S. 125 - fUr die 
EinfluBlinie der vorherigen Unbekannten Xp die Lasten X der beiden 
vorher bestimmten EinfluBlinien, namlich der X q- und Xr-Linie, und 

1 
der Lastengruppe X p .(/?-3) = - [( )] zu verwenden. 

pp. e- 3 
So ist fortzufahren bis zur erst en Unbekannten Xa' Fiir eine 

der iibrigen Unbekannten, etwa X d , erhalt man die Lasten X durch 
1 

Zusammensetzung der LastenX des ZustandesXd ' 3 =-[dd.3J und 

derjenigen aller folgenden X -Linien von X •... bis X r , und zwar 
kommt bei den Lasten jeder einzelnen Gruppe (X -Linie) der durch 
die Tabelle I gegebene Multiplikator in Frage. - Es sind also 
die Einzellasten X der einzelnen Biegungslinien der sta
tisch unbestimmten Hauptsysteme mit den Lasten X der 
vorher ermittelten Einflu1Hinien der nachfolgenden Un
bekannten zusammenzusetzen. 

Zur we~teren Erlauterung diene als Zahlenbeispiel wiederum 
der bisher benutzte Trager auf 5 Stiitzen. Die Ermittlung der Be
lastungen zeigt folgende schematische Rechnung. 

Zahlenbeispie1. Belastungen zur Ermittlung der EinfluBlinien fiir Xa, 
Xb, Xe des Balkens auf 5 Stiitzen (vgl. die Tabelle S. 148). 

Die Lasten des Zustandes X c.2 = 1 wurden bereits auf S. 144 gefunden, 

und hier nur mit - [Ce1.2] = - 0,1781 multipliziert. Die betrefIenden Werte 

zur Ermittlung der Xc-Linie sind in Zeile 1) angegeben. 

Die beiden Lasten Xab und Xoo (s. Fig. 121, S.14!3) des Zustanrl'es Xb.l = 1 

sind mit - [b b1• 1] = - 0,0393 multipliziert [Zeile 2)]; hierzu addiert sind die 

mit - ~:~: g = - 0,734 multiplizierten Lasten [Zeile 1)] der Xc-Linie, so daB 

sich in.ogesamt [Zeil!l 2) + 3)] die in Zeile 4) angegebenen Lasten ergeben, die 
zur Bestimmung der Xu-Linie dienen. Vgl. den Ausdruck: 

Entsprechend sind die Lasten der Xa-Linie [Zeile 8)] durch Zusammen
setzung der in Zeile 5), 6), 7) angegebenen GroBen gefunden. 

10* 
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1) 

I 
1 

-0,0442 I +0,1307 X c .2 = - [cc~ (s. s. 144) -0,1781 

1 1 
+ 0,0517 - 0,0393 2) Xu = - [bb .IJ = - 25,458 -

3) 
[b c .1] _ [b e. 1 J= _ ° 734 + 0,0324 - 0,0959 + 0,1312 - [bb .1j"Xc ; [bb.l] , 

-

4) Belastung flir Xu; Zelle 2)+ 3) +0,0841 -0,1352 +0,1312 

1 
5) Xa 0=---- - 0,0250 - -. [a a] 

--------- --

6) _ [abJ .Xu. 
[aa] , 

(_ [ab]_1317) 
[aa] , -0,1108 + 0,1781 -0,1728 

7) _Jae].X· 
[aa] c, 

(_ lac] --0719) 
faa] - , +0,0318 - 0,0939 + 0,1280 

----

8) Belastung fiir Xa; 5)+ 6) + 7) -0,1040 +0,0842 I -0,0448 

Man sieht, daB die Belastung flir Xa mit der auf S. 119 nach dem all
gemeinen Verfahren ermittelten Belastung iibereinstimmt. 

§ 15. Ermittlung statischer Grollen S aus den Unbekannten X. 

Sind die Unbekannten X des Systems infolge der auBeren Be
lastung gefunden, so kann die Berechnung irgendwelcher statischer 
GroBen S, etwa der (nicht als Unbekannte gewahlten) Auflagerdriicke, 
der Momente oder Stabkrafte usw. erfolgen. Man denke sich die 
nunmehr bekannten Werte X als auBere Lasten am System ange
bracht; sie haben fiir die Beanspruchung die gleiche Bedeutung wie 
die gegebenen auBeren Lasten. Der GesamteinfluB S muB sich nach 
den Ausfiihrungen in § 3, b (Superpositionsgesetz) nach der folgenden 
Gleichung berechnen (s. Gl. 11): 

S = So Sa' Xa + Sb . Xb + ... + Sr· X r · 

So ist der Wert S im Grundsystem, hervorgerufen durch die 
auBere Belastung allein. Die MuItiplikatoren sind konstante, die 
von der auBeren Belastung unabhangig sind. Sie geben die Werte S 
infolge der Belastungen Xu = 1, Xb = 1 ... Xr = 1 am Grundsystem. 

Bei beweglicher Belastung sind in vorstehender Gleichung 
die Werte So sowie aIle Werte X mit der Stellung der auBeren Last 
Pm = 1 veranderlich. Es sind also die EinfluBlinien dieser Werte, 
d. h. die So-Linie und samthche X-Linien, zur S-Linie zusammen
zusetzen, wobei die GroBen Sa' Sb'" Sr, die als Multiplikatoren der 
X auftreten, konstante, von der Laststellung unabhangige Wertel) sind. 

1) Die Zusammensetzung erfolgt wiederum, indem man fur eine Anzahl 
von Punkten m die Ordinaten nach vorstehender Gleichung aus den ent
sprechenden Ordinaten der So -Linie und der X -Linien zusa:rnmensetzt. 
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Zahlenbeispiel. Der als Beispiel dienende Trager auf 5 Stiitzen sei 
belastet mit einer Einzellast von 1 t im Abstande 10 m vom linken Endauf
lager. Das Stiitzmoment iiber der Stiitze a solI bestimmt werden. 

Das Grundsystem ist ein einfacher Balken von 25 m Spannweite. Daher 
wird: 

15 
25.5= 3 mt, 

1·20 
8a =-""""2[I·5=-4 mt, 

1·11 
8b =-""""2[I·5=-2,2 mt, 

1·5 
80 =-""""2[1.5=-1 mt. 

Die Werte Xa, X b , Xo fiir die angegebene Belastung konnen hier aus 
den Einflu.l3linien (Fig. 109, 122, 121 c) entnommen werden. Es ist: 

Xa= 0,584, 
Xb= 0,748, 
X c =-0,228. 

Folglich wird das fragliche Stiitzmoment: 
8 = 3 - 4·0,584 - 2,2·0,748 + 1·0,228 = - 0,7536 mt. 

Handelt es sich etwa um die Einfl uBlinie fiir das genannte Stii tz
moment, so ist die vorhin fiir eine einzelne Ordinate erledigte Rechnung fiir 
samtliche Ordinaten durchzufiihren. - Die 80 - Linie ist dabei mit der Xa -, 
X b -, X,-Linie zusammenzusetzen. Die X-Linien sind nach einem der bisher 

c 

Eii?llu8l!nle 
./iir rlus SltlIzenmoment bel a 

Fig. 123. 

besprochenen Verfahren zu bestimmen; die 8 0 -Linie ist die EinfluBlinie der 
gesuchten statischen GroBe, also des Momentes bei a, im Grundsystem, und 

bildet somit ein Dreieck mit der Ordinate 1· 5 ~:o = 4 ... bei a. Der Wert 8 

ist fUr eine Anzahl Systempunkte nach der Gleichung: 

8 = 80 + 8a Xa + 8b Xb + 8eXe = 
80+ (-4) X a+(- 2,2)Xb + (-l)Xe 

zu berechnen. So z. B. erhiilt man die Ordinate der 8-Linie in dem vorhin 
betrachteten Punkte m (10 m vom linken Auflager) aus der Gleichung: 

8 = 3 -4·0,584-2,2·0,748+ 1·0,228= - 0,7536, 
wie schon oben gefunden wurde. In gleicher Weise sind die Werte S fiir die 
iibrigen Systempunkte zu berechnen, so daB sich die oben (Fig. 123) dar
gestellte EinfluBlinie des Stiitzmomentes bei a ergibt. 
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C. Eliminationsverfahren mit den Gro6en X a •O, X b • H 

X".2'" X ... (e-l) als Unbekannten1). 

§ 16. Statische Deutung und Berechnung der Unbekannten 
X a •O, X b • 1 , X".2 .... 

a) Gleichnngen fUr die Unbekannten. 
a) Die Unbekannten als Qnotienten zweier Verschie

bungen. Bei der bisher besprochenen Losung der Elastizitats
gleichungen nach dem Eliminationsverfahren setzen sich die Un
bekannten X (nach Tabelle I, S. 125) aus Quotienten von Ver
schiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme zu
sammen. Als Unbekannte der Aufgabe waren die trberzahligen X 
des Systems gewahlt; aus dies en wurden die statischen Gro13en S 
nach Gleichnng (11) berechnet. 

lPm 
Fig. 124a. 'Ol"::----""-Tj---'-----------"""""'~ 

%a.o 

t~ 
Fig. 124b. =!S----""26§~-L--~ir-----------z-~ 

Ab.1 

tPm 
Fig. 124c. =~----~~~-..I---".G§.--------.r---~~ 

AC2 
Es ist 'indessen nicht notwendig, die Dberzahligen X als die 

Unbekannten anzusehen; man kann vielmehr die statischen GroBen S, 
wie in Abschnitt b noch naher gezeigt werden soil, auch aus solchen 
Wert en errechnen, die sich als Quotienten zweier Verschiebungen 
eines statisch unbestimmten Hauptsystems ergeben. Es sind dies 
die uns bereits bekannten Werte X a .O, X b . 1 , X c .2 ••• Xr.(/?-lj, d. h. die 
infolge Pm am 0., 1-,2- ... (e -l)-fach statisch unbestimmten Haupt
system auftretenden Krafte. Da diese Krafte die einzigen iiber
zahligen GroBen an dem jeweiligen Hauptsystem sind (vgl. Fig. 124), 
so stellen sie sich als Quotienten zweier Verschiebungen dieser Haupt
systeme dar, und zwar fiir den Fall einer auBeren Belastung Pm 
in der Form: 

[am] 
Xa.O = - [aa] , 

.x __ [bm.l] 
b.1 - [b b . 1] , 

X __ [cm.2] 
c.2 - [ 2J' . cc. 

....... (42) 

1) Anwendungen dieses Verfahrens finden sich im 2. Teil des II. Bandes, 
z. B. bei der Behandlung des beiderseits eingespannten Rahmens. 
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1m Fall~einer Temperaturanderung lauten die Gleichungen: 

[at] 
.LYa .O = - [a a] , 

[bt.l ] 
Xu = - ebb .1]' ....... (43) 

X __ Jet.21 
c.2 - [ 2J' . ce. 

1m Fall von Widerlagerverschiebungen geiten die folgen
den Gleichungen: 

raw] 1 Xa.o=-laaJ' 

[bw.l] t 
Xb •1=- [bb.l]' ) 
X __ [ew.2] 

0.2- [ 2J' . ee. 

....... (44) 

fJ) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen
ausdriicke. Es ist friiher (siehe § 13a) gezeigt worden, wie die 
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme aus den vorher berech
neten Verschiebungen des Grundsystems durch allmahlich fortschrei
tende schrittweise Zusammensetzung bestimmt werden. - Man kann 
natiirlich diese Verschi~bungen der Hauptsysteme mit Hilfe der 
Arbeitsgleichung auch als Summenausdriicke darstellen und erhalt 
dann fiir die Unbekannten folgende Ausdriicke: Bezeichnet man eine 
beliebige Unbekannte mit Xi und wirkt diese am v-fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem, so gilt fiir den Fall einer auBeren 
Belastung Pm die Gleichung (siehe Gleichung 42): 

[im.vJ 
X i . v = - [ii.v]· 

Hierfiir laBt sich bei biegungsfesten Stabwerken nach 
Gleichung (27) (S. 47) schreiben, wennman mit M •. v, Ni .,., Qi.v die 
Momente, Normalkrafte, Querkrafte infolge Xi.v= 1 (Xi = 1 am 
v-fach unbestimmten Hauptsystem) bezeichnet: 

f1WOlVIi .V ~~+ f NoNi.v ~; + f QoQi.v· U :~ 
X iv=--- . ... --.- ---- . . 

. f 2 ds +f 2 ds + fQ 2 ds 
Mi .v EJ Ni .v EF - i.v U GF 

[NB. Dabei kann man im Nenner bei den quadratischen 
Gliedern den einen Faktor ]th " , Ni.v, Oi.,. durch die entsprechende 
GroBe lVIi' N i , Qi im Grundsystem ersetzen (vgl. § 5b, Gl.19c u. 19d)]. 
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Man erhiilt also die Unbekannten der Gleichungen (42) in folgender 
Form, wobei wir der einfacheren Schreibweise wegen nur den Bei
trag der Momente einsetzen: 

fMM~ o "EJ 
X a .o=- J 2 ds ' 

Ma EJ 

1 

: f' ds 
: - MoMr.(Q-l) EJ J 

X'·.(e-1)-- f 2 ds ' 
M'·.(e- 1) EJ 

. . . . . (45) 

Bei Fachwerken lauten die entsprechenden Gleichungen: 

X c •2 

2 S 
ZSb 1 -. EF 

s 
ESOSC ' 2 }jjF 

Z S 22.-!.._
~. EF 

1 

s 
ZSoS,·.(e-1)EF I 

X'·.(e-1)=-------
ZS ., s 

"'(e- 1)" EF J 

..... (46) 

Hier bedeuten die Werte Si. v die Spannkriifte infolge Xi = 1 am 
y-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. In dem Nennerwert 
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kann wiederum der eine Faktor Si." (in Si./') durch Si' d. h. durch 
S infolge Xi = 1 am Grundsystem ersetzt werden. 

1m Fall einer Temperaturanderung andern sich die Zahler
werte der Unbekannten. Es wird: 

Bei biegungsfesten Stabwerken: 

f lYI 2~ 
c.2 EJ 

Bei Fachwerken: 

Xa.O 
~Sa·e·t·8 

~S/' Eff 

~Sb.1et8 

~Sb 12 _ 8 _ 
. EF 

~Sc.2·e·t·8 

~Sc.22 E~ 

X ~S"'(I!_l)'etS 
r·(e- 1)=-

~Sr'(1! _1)2 E8F 

(47) 

..... (48) 

1m FaIle von Widerlagerverschiebungen erhiHt man durch 
Auflosung der Gleichungen (17e) (Abschnitt I, S. 28) fUr eine Un
bekannte Xi." den Ausdruck: 

[iw.l'] 49) 
X i .,,= - [ii.l'J ........ ( 
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NB. Hierbei ist der Zahler [iw.v] nicht zu verwechseln mit der 
gegebenen Verschiebung [iw.v] des Angriffspunktes i der unbekannten 
Auflagerkraft Xi; [iw.v] ist jener Ausdruck, der durch schritt
weise Zusammensetzung aus den Verschiebungen [iw] der Grund
gleichungen (17e) ebenso entsteht wie [im.v] oder [it. v]; er stellt die 
Wirkung all der einzelnen Widerlagerverschiehungen und der dadurch 
auftretenden Uberzii.hligen auf die Verschiebung des Punktes i dar. 

Mit Rucksicht auf Gleichung (31) (S. 50) kann man fur den 
Zahler [iw. v] schreiben: 

[iw.v] = - .2Li.v.[lw.vJ, 

wo Li. v die Auflagerkrafte im v-fach unbestimmten Hauptsystem in
folge X.= 1 und [lw. v] die gegebenen (geschatzten) Verschiebungen 
der Angriffspunkte l der Auflagerkrafte in Richtung dieser Krafte 
bedeuten. 

Somit erhalt man fUr vollwandige Systeme 
werke die folgenden Gleichungen: 

Xa.O 

X C• 2 

- .2La [lw.v] 
=- [a a] 

-.2Lb•1 [lw.v] 
[bb.l] 

- .2Lc•2 [lw.v] 
[cc.2] 

x: __ -.2Lr '(1.'-1) [lw.lI] 
"'1.'(-1) - [rr.(e- 1)]· 

wie auch fUr Fach-

.... (60) 

Fur die N ennerwerte sind die in den fruheren Gleichungen ver
wandten Summenausdrucke einzusetzen (vgl. das Zahlenbeispiel S. 132). 

Man erkennt, daB zur Berechnung der Unbekannten 111s Quo
tienten zweier Summenausdrucke die inneren Krafte Mi.", N i .", Oi." 
(bzw. hei Fachwerken die Spannkriifte S •. ,,) und die Auflagerdrucke 
L i ." zu berechnen sind. Man hat also bei vollwandigen Systemen die 
Momente, Normalkriifte und Querkrafte, sowie die Auflagerdrucke in 
den einzelnen statisch unbestimmten Hauptsystemen infolge der 
Lasten Xi = 1, bei Fachwerken die entsprechenden Stabkrafte und 
Auflagerkriifte zu berechnen. Wie diese Wirkung von Xi." = 1 sich 
ergibt, werden die folgenden Ausfiihrungen (Ahschnitt b) zeigen 
(Gl. 51). 

Bei dem zuletzt betrachteten Verfahren haben die Unbekannten 
die gleiche einfache Form eines Quotienten wie beim l-fach unbe
stimmten System. Auch hier sind also die Biegungslinien der ein
zelnen Hauptsysteme zugleich die dar EinfluBlinien der Unbekannten. 
Es fragt sich jetzt nur, wia die Wirkung dieser neuen Unbekannten 
zu denken ist und wie man aus ihnen beliehige statische GroBan 
berechnet. 



§ 16. Statische Deutung u. Berechnung der UnbekanntenXa.o, Xb.l, X c .2. 155 

b) Wirknngsweise der Unbekannten X a •O, X b •1 , X".2 ... als 
Lastengrnppen am Grnndsystem. - Berechnnng statischer GroBen S 
(Einfln.Blinien ). 

Um die Wirkung einer solchen Kraft, etwa X c•2 , auf das 
Grundsystem zu erhalten, betrachte man diese Kraft zusammen 
mit den zugehorigen, in a und b auftretenden Lasten Xa c und 
X bo als eine am Grundsystem wirkende Lastengruppe, bestehend 
aus den drei Kraften X ac ' X bc und Xcc (s. Fig. 125). Denn die 
Last X c•2 kann nicht auftreten, ohne zugleich in a und b die 
zugehorigen Wirkungen hervorzurufen. Wirkt X c •2=1, so treten 
in a und b die bekannten aus dem Belastungsschema (Tabelle III, 
Seite 140) zu entnehmenden Krafte X ac ' X bc auf (siehe Fig. 125), 

a 
LS 

Be/as/o/J.!! ~.2 = 1 
b 

fXz,c 
=_[bc.1] 

[bb.1j 

Fig. 125. 

die sich aus der Bedingung ergaben, daB die Verschiebungen 
von a und b in Richtung von Xa bzw. Xb gleich 0 sind. Nimmt 
die Kraft in c einen beliebigen Wert X c . 2 an, so treten in a und 
b gleichfalls die Xc •2 -fachen Werte der vorgenannten Lasten Xae 
und X be auf. - Man kann allgemein sagen: Die Wirkung der 
Unbekannten Xi." am ')I-fach statisch unbestimmten Haupt
system ist also gleich derjenigen einer Lastengruppe (Xai' 
X bi , Xci'" Xii) auf das Grundsystem. Dies gilt von allen Un
bekannten X".o, X b . 1 , X c.2 ••. X r .(/I-l)' Die gleiche Auffassung lag 
iibrigens auch bereits den Ausfiihrungen in § 12 zugrunde, wo wir 
den rechnerisch gefundenen Werten fiir X eine statische Deutung 
gab en. 

Auf Grund dieser Auffassung erledigt sich nun die Frage nach 
dem EinfiuB einer solchen Unbekannten Xi." (etwa X c•2) auf eine 
statische GroBe S ohne weiteres. Der Wert S z. B., der lediglich 
infolge X c.2 = 1 auf tritt, sei mit Sc.2 bezeichnet. Er stellt den EinfiuB 
der Lastengruppe X c.2 = 1, d. h. der Einzellasten X ac ' X be ' Xcc dar. 
Da Sa' Sb' 80 den GroBen Xa=Xb=Xc=l entsprechen, so ist 

80 • 2 = Sa Xac + Sb X bc + Se X cc ' 

WO Sa' Sb' Sc die Werte S im Grundsystem infolge Xa = 1, Xb = 1, 
Xc = 1 bedeuten. Allgemein gilt: 

Si.,,=Sa,Xai+SbXbi+Sc,Xci+ ... SiXU,. (51) 

wo X ai , X bi , Xci'" Xii die Einzellasten der Gruppe J4.v = 1 be
deuten. 

Wenn 8 •. 2 infolge X c. 2 = 1 auf tritt, so erhalt man infolge X c .2 

den Wert Sc.2,Xc.2; entsprechend ist der EinfiuB. eines beliebigen 
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Unbekannten Xi ... gleich St ... · Xi.... Zu dem EinfluB der einzelnen 
Unbekannten tritt derjenige von Pm auf das Grundsystem, d. h. der 
Wert So hinzu, also die gleiche GroBe wie beim friiheren Verfahren 
(Wert S, wenn aIle U nbekannten gleich 0 sind). Somit wird ins
gesamt: 

S = So + Sa· X a.o+ Sb.l· Xu + So.2· X o.2 + ... S ... <e -1)" X".(e- i) .- (62) 

Aus den vorstehenden Angaben erkennt man ohne weiteres, wie 
die EinfluBlinien einer Unbekannten und einer statischen GroBe S 
sich ergeben. Die EinfluBlinie einer Unbekannten Xi ... ist 
identisch mit der Biegungslinie fur Xi= 1 am 'V-fach u nbe
stimmten Hauptsystem oder, was dasselbe ist, mit der Bie
gungslinie des Grundsystems infolge der Lastengruppe 
Xi ... = 1, d. i. der Einzellasten X ai , X bi , Xci ... Xii" Diese Einzel
lasten sind durch das Belastungs8chema (siehe Tabelle III, Seite 140) 
gegeben, so daB es keiner weiteren Angabe bedarf. 

Sind in dieser Weise die EinfluBlinien der Unbekannten X a .O, 

X b • l , .xc• 2 ••• X".(e- l ) gefunden, so erhiiJt man durch ihre Zusammen
setzung mit der So-Linie die EinfluBlinie einer statischen GroBe S 
(z. B. eines Momentes u. dgl.), und zwar nach MaBgabe der vor
stehenden Gleichung (52). Die Multiplikatoren Si." der X-Linien 
sind durch Gleichung (51) gegeben. 

NB. Ein Beweis fiir die Richtigkeit des vorhin erHiuterten 
Rechnungsganges ergibt sich aus den folgenden Ausfiihrungen iiber 
das verallgemeinerte Eliminationsverfahren (siehe Abschnitt E), das 
den unter C behandelten Rechnungsgang als Sonderfall in sich 
schlieBt. 

Zahlenbeispiel. A. Bereohnung der Unbekannten X und sta
tisoher GroB en 8 fiir eine gegebene auBere Belastung. 

a) Ruh end e Belastung. Es soIl wieder der Trager auf 5 Stiitzen 
untersuoht werden, und zwar zunaohst fUr eine ruhende Last Pm = 1 t im 
Abstande 10 m vom linken Endauflager. - Die Unbekannten ermitteln wir 
naoh Gleiohung (42), wobei die Versohiebungen der unbestimmten Hauptsysteme 
duroh Zusammensetzung aus denen des Grundsystems gefunden werden konnen. 
Mit den schon im Zahlenbeispiel S. 130 auf diese Weise erreohneten Werten 
ergibt sioh: 

[am] 
X a •o = - [aa] = 1,406. 

[bm.l] , 
X O• 1 =--[bb.IJ =0,581. 

[cm.2] 
X C• 2 = --[cc.2] =- 0,233. 

Die Bereohnung einer beliebigen statisohen GroBe 8 erfolgt dann gemaB 
Gleiohung (52) naoh der Formel: 

8 = 80 + 8a .oXa.O + 8b.l Xb.l +8c.2 X c.2. 

Handelt es sioh etwa um ein Moment M, so lautet die Gleiohung: 

M=MO+Ma.oXa.o+Mb.lXb.l+Mc.2Xc.2. 
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Die Werte Mo, Ma.o, Mb.1, M c .2 konnen dabei entnommen werden aus den 
Momentenfliichen fiir die Belastung Pm am Grundsystem (Mo-Fliiche) und fUr 
die Lastengruppen Xa.o, Xb.1, X c.2 = 1 (Ma.o-, Mb.1-, Mc.2-Fliiche). - Die 
Mo-Fliiche ist ein Dreieck nach Fig. 126a. - Die Ma.o-Fl!i,che ist gleich der 
Ma-Fliiche (Fig. 126b). - Urn die Mb.1-Fliiche zu tinden, hat man die Last 
Xb.1 = 1 am I-fach unbestimmten Hauptsystem anzubringen, bzw. die aus dem 

Belastungsschema sich ergebendeLastengruppe Xbb =1, Xab =-i:!l =-1,317. 

Die zu dieser Belastung gezeichnete Momentenfliiche ist die Mb.1-Fliiche. 
(Fig. 126c). - Ebenso tinden wir die Mc.2-Fliiche, indem wir die aus dem Be
lastungsschema sich ergebende Lastengruppe fiir X c .2 = 1, niimlich Xu = 1, 

[be.11 ~ [ae] lab] 
Xbc=-[bb.l] = - 0,134, Xac= - [aaj" X cc - [aaf Xbc= 

- 0,719-1,317.(- 0,734)= 0,247 

als Belastung aufbringen. Die dazu gezeichnete Momentenfliiche ist die M c .2-

Flache (Fig. 126d). 

Fig. 126a. 

Fig. 126b. 

111«.0 -Reiche 

Fig. 126c. 

Fig. 126d. 

I 

~ :J7' C 

Aus diesen Momentenflachen sind dann fUr den Punkt, dessen Moment 
zu bestimmen ist, die Werte Mo, Ma.o, Mb.1, Mc .2 zu entnehmen. Das be
reits fruher auf anderem Wege berechnete Stiitzenmoment Ms bei a (vgl. das 
Zahlenbeispiel in § 15) ergibt sicp. z. B. wie folgt: 

Ms= 3 + (- 4).1,406 + 3,069·0,581 +(- 0,378)·(- 0,233) =- 0,753. 

b) Bei beweglicher Belastung sind fUr die Unbekannten Xa.o, Xb.1, 
X c .2 die EinfluBlinien zu bestimmen. Wie oben gezeigt wurde, sind diese ge
geben durch die Biegungslinien der einzelnen (0-, 1-, 2-fach unbestimmten) 
Hauptsysteme fUr die Belastungen Xa.o=l, Xb.1=1, X c.2=1, oder, was 
dasselbe ist, es sind die Biegungslinien des Grundsystems zu ermitteln fiir die 
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Lastengruppen Xa.O = 1 (bestehend aus X.a = 1), Xb.1 = 1 (bestehend aus 
Xbb = 1, Xab= -1,317) und X c.2= 1 (bestehendaus Xcc= 1, X oc=- 0,734, 
Xac = 0,248). Diese Biegungslinien des vollwandigen Systems werden gefun
den, indem man (nach § 8) entweder die Momentenflaohen fiir Xa.o = 1, 
Xb.1 = 1, X c.2 = 1 (Ma-, Mb.1-, Mc.~-Flaohe) ala Belastungen auf den einfaohen 
Balken aufbringt und dazu das Seilpolygon zeiohnet (Mohrsoher Satz), oder 
indem man die elastisohen Gewiohte nach der Formel 

EJwm = 8; (2 M.n+Mt) + ; (2 Mm+Mn) 

erreohnet und zu diesen Gewiohten das SeiIpolygon (rechnerisoh oder zeiohne-
1 

risch) bestimmt. Diese Biegungslinien sind nooh mit den Werten - [aa]' 

- [b:.l]' - [eel. 2] zu multipIizieren; im Zahlenbeispiel § 14,0), Seite 142, sind 

die EinfluBlinien ermittelt und in Fig. 121 a-o aufgetragen. 
Will man nun die EinfluBlinie fiir eine beliebige statisohe GroBe 8 be

stimmen, etwa fiir das Stiitzmoment Ms bei a, so erreohnen sioh deren Ordi
naten naoh Gleiohung (52): 

8= 80 +8a.o Xa.O+8b.l Xb.1 +8c.2Xc.2, 
also hier 

Ms=Mo+ Ma.oXa.o+Mb.1 Xb.l +Me.2 X e.2. 
Darin sind die Werte Ma.o, Mb.1, Mc.2 konstante, von der auBeren Belastung 
unabhangige Werte, hervorgerufen duroh die bekannten Belastungen Xa.o, 
Xb.1, Xc.2=1; sie konnen aus den Momentenflachen Fig. 126b-d entnommilU 
oder naoh Gleiohung (51) errechnet werden, also wie folgt: 
.Mz.o =Ma=-4. 
Mb.1=Ma·Xab +Mo=(-4)·(1,31725)+(- 2,2) = - 3,069. 
Me.2 = Ma·Xac + Mo,Xbc + Me = (- 4).0,24826 + (- 2,2) .(- 0,73411) 

+ (- 1) = - 0,378. 

Mit diesen Werten sind die Ordinaten der EinfluBlinien fiir Xa.o, Xb.l, X c.2 

zu. multiplizieren und zu denen der EinfluBlinie fiir Ms am Grundsystem zu 
addieren. Letztere ist hier ein Dreieck, welohes sich iiher den ganzen Balken 
erstreckt und in a die groBte Ordinate '1 = 4 hat (siehe Fig. 127). 

&iJftu8/;i7ie fiir Mo 

Fig. 127. 

Fiir den Punkt m im Abstande 10 m vpm linken Endauflager ergibt sich 
somit die Ordinate der EinfluBlinie (M.,-Linie) wie folgt: 

Ms= 3-4-1,406 +3,069·0/,81 + 0,378·0,233 =- 0,753 mt. 

In gleicher Weise sind die Ordinaten der iibrigen Punkte zu berechnen. 
c) Einen zweiten Weg zur Ermittlung der Unbekannten Xa.O, 

Xb.l, X c.2 bei gegebener (ruhender) Belastung liefert Gleichung (4;'). Die er
forderlichen Momentenfliichen sind in Fig. 126a-d aufgetragen. Unter An-
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wendung der geschlossenen Ausdriicke § 7b findet man (samtliche Werte sind 
mit dem konstanten Wert EJ multipliziert): 

J M 2 dS=~.42+20.42 = 400 
a 3 3 3 ' 

JMb.12dS=: .3,0692+: [3,069(2·3,069-3,262)+(-3,262) (-3,262.2 

+ 3 069)' + 11 .3 2622 = 254,58 
, J 3 ' 3 ' 

JMc.2 2 ds= -~-.0,3782 + : [-0,378 (-2·0,37&+1,176)+1,176 (2·1,176-0,378)] 

+ ~ [1,176 (2 ·1,176 - 2,193) - 2,193 (- 2.2,193 + 1,176)] 

+: .2,1932 =56317. 

J 5 5 
MoMa dS=g (-4)-3+6[-4 (2.3+6) - 3 (2.6 + 3)] 

+ 1: .(-3).6= 56:,5. 

J MoME,.lds= : ·3·3,069 +{- [3,069 (2·3 + 6) - 0,448 (2·6 + 3)] 

4 
+6[- 0,448. 

(2.6 + 4,4) - 3,262 (2.4,4 + 6)] + ~1 .4,4 (_ 3,262) = _ 14~83 . 

f 5 5 + MoMc.2ds=g (- 0,378)·3 +6 [- 0,378 (2·3 + 6) + 0,485 (2·6 3)] 

+ : [0,485 (2·6 + 4,4) + 1,176 (2 ·4,4 + 6)] 

+~ [1,176(2.4,4+2)-2,193(2·2+4,4)] 

+ : 2.(- 2,193) = 12,:0~. 

Damit erhalt man dumh Bildung der Quotienten die Werte (vgl. S.156): 

JMoMa~ X = _ EJ = _ - 562~ = 1 406 
a.O J 400' M2~ 

a EJ 

J ds 
Mo Mb.1 EJ _ 147,83 

Xb.l=-J =- 25458 
2 ds , 

Mb.l EJ 

0,581 

J ds 
MoMc.2EJ 12,804 

XC.2=-J =- 5617=-0,228. 
o ds , 

MC.2" EJ 
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D. Eliminationsverfahren mit den Uberzahligen X als 
Unbekannten [zweite l\'Iethode]. 

§ 17. Darstellung (leI' Unbekannten X als Funktionen derVer
schiebungen [am], [bm],."", ['I'm] des Grundsystems. 

a) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschiebungen 
[am], [bm.l], [em.2] .••• 

In der Tabelle I (S. 125) sind die Werte der Dberzahligen X 
dargestellt. Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die 
betreffende Unbekannte. Jede Unbekannte, z. B. Xc' enthalt die als 
bereits berechnet anzunehmenden Werte der nachfolgenden Unbe
kannten Xd-X", Diese letztere, also Xr stellt sich als Quotient 
zweier Verschiebungen des (e-1)-fach unbestimmten Hauptsystems 
dar. Wiirde ma~ diesen Wert in die vorherige Kolonne (Unbe
kannte X, s. Tabelle I) einsetzen, so wiirde sich X lediglich aus 
Quotiente~ von Verschiebungen zusammensetzen. So k6nnte man fort
fahren und die gefundenen Werte X und X in die Kolonne fUr 
Xp einsetzen und so fort bis hinauf ;u Xu' Uann ware jede Uber
zahlige lediglich aus Quotienten von Verschiebungen dargestellt, und 
zwar von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme ansteigender 
statischer Unbestimmtheit. Jeden dieser Ausdriicke einer Unbe
kannten X konnte man so ordnen, daB aIle Glieder mit [am], alle 
mit [bm.l], aHe mit [cm.2] usw. je fUr sich zusammengestellt 
wiirden. 

Diese Darstellung suchen wir jetzt zu gewinnen, und zwar er
reichen wir dies am einfachsten unter Anwendung des zuletzt (siehe 
Abschn. C) verwandten Gedankenganges auf folgendem Wege. 

Jede statische GroBe 8 kann aus der Gleichung berechnet 
werden: 

8 = 80 + 8a.o ,Xu.o + 8b . 1 ·Xb.l + 8c.2 ,Xc.2 + .... 
Die Bedeutung dieser GroBen wurde im letzten Abschnitt erlautert. 
- Wir wenden diese Gleichung an auf die Dberzahligen X des 
Systems, die wir ja gleichfalls als statische GroBen S auffassen 
konnen. 

Untersuchen wir z. B. die erste iiberzahlige GroBe Xu und 
fragen nach den Multiplikatoren 8 der Unbekannten in voriger 
Gleichung. 

Xu: 80 , d. h. Xa 
8a.o, " Xa 
8b .1 , " Xa 
8c.2 , " Xa 

infolge Prn (am 

" 2{a.o=1; 

" Xb.1=1; 

" .Xc.2 =1; 

" Xr.(e-1); 

Grundsystem); 80 = 0 
8a.o= 1 
8b . 1 =Xab 

8c.2 =Xac 
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Es ist wohl ohne weiteres klar, daB z. B. 8c. 2 hier derjenige Wert 
von Xa ist, der infolge X c.2 = 1, d. h. infolge Xc = 1 am 2-fi1ch un
bestimmten System hervorgerufen wird. Diesen Wert nannten wir 
Xac; es ist die in Xa wirkende Einzellast der Lastengruppe X c.2 = 1. 
So stellen hier aIle Multiplikatoren 8 die in a wirkenden Lasten 
der verschiedenen L'1stengruppen X a.O, X b .1 , Xc.! ... Xr'(I.'-l) = 1 dar. 

Diese Werlie sind uns nicht mehr unbekannt; sie sind durch 
das Belastungsschema Tabelle III, S. 140 gegeben. Dort isi eine 
Lastengruppe X k •9 = 1 dargestellt. Die erste Vertikalkolonne gibt 
uns die Last X a . k , also den Multiplikator 8k •9 von X k •9• - Bekannt
lich gibt das Belastungsschema, wenn man die Reihen und Kolonnen 
fortsetzt bzw. begrenzt, auch fiir jeden anderen Belastungszustand 
die Einzellasten der Lastengruppen X i .v = 1. Z. B. wiirde man Xa.~ 
erhalten, wenn man die Tabelle III bei der dritten Kolonne ab
schlieBen und Xcc =,1 setzen wiirde (Lastengruppe X c.2 = 1). 

Wir konnen also fiir die erste tJberzahlige Xa schreiben: 

Xa =Xaa,Xa.O +Xab ,Xb.1 +Xac ,Xc.2 + .... Xa",X,..<e-1)' 

Setzen wir fUr die GroBen X a .o, X b •1 •••• ihre Werte ein, so 
ergibt sich: 

X =_1Jam]_ X Jbm.1] -X . [em.2J _ X ,rrm·(e- 1)J 
a [aaJ· ab [bb.1J ac [ee.2J ... a,. [rr.(e- 1)J . 

Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein: 

-[:aJ=,ua, 1 
1 

- [bb.1J = ,ub' 

1 . . . . • . . (53) 
- [re.2] : ,uc' 

1 

Dann erhalten wir 

Xa = Xaa' ,ua' [amJ +Xab',ub' [bm.1J + Xac',uc' [em. 2J + ... 
+ Xa,.·,u,. [1-m·(e- 1)J. 

Die gleichen tJberlegungen fiihren zu entsprechenden Ausdriicken 
fiir die folgenden tJberzahligen. Handelt es sich z. B. um die dritte 
Unbekannte Xc' so ist der Wert Xc infolge Xa.O = 1 und Xb •1 = 1 
naturgemaB gleich 0, weil hierbei in e keine Lasten wirken. Die 
Reihe beginnt erst bei Xcc = 1 infolge Xc.2 = 1. Man erhalt: 

Xc= Xcc·,uc [em. 2J + Xcd',ud [dm.3J + ... Xc,.·,u,. [rm.(e -1)J. 
Wir schreiben die Unbekannten in einer Tabelle zusammen und er
halten folgende Darstellung: 

Pirlet, Statik. II. 1. 11 
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Wie die Tabelle zu verwenden ist, ergibt sich aus dem Ver
gleich des vorhin ermittelten Wertes fiir Xa oder Xc mit den ent
sprechenden Kolonnen der Tabelle. 

J ede tJberzahlige Xi ergibt sich als eine Summe von Produkten, 
und zwar auf folgonde Weise: 

Jeder Wert X ik einer beliebigen Vertikalkolonne i wird mit den 
beiden auf der gleichen Horizontalen stehenden GroBen der Kolonne I 
und II multipliziert, also mit f-tk und [km. 'II]. Die Summe samtlicher 
Produkte gibt die Unbekannte Xi. 

Wie die Lasten X ik aus dem Belastungssohema zu ermitteln 
sin~, wurde bereits vorhin bei der Bestimmung der Unbekannten Xa 
angedeutet. Die in Tabelle III z. B. dargestellten Lasten Xa k bis 
X kk des Belastungszustandes X k •9 = 1 geben die samtlichen Werte X 
der horizontal en Reihe k in vorstehender Tabelle. Um die ent
sprechenden Werlie der Reihe i zu erhalten, ware der Belastungs
zustand X i . S = 1 zu bestimmen, d. h. die Tabelle III ware fur 
Xii = 1 bis zur 8. Reihe zu entwickeln. 

Die durch vorstehende Tabelle dargestellte Berechnung der Un
bekannten X lauft bei beweglicher Belastung darauf hinaus, die 
EinfluBlinien der X aus den Biegungslinien der einzelnen Haupt
systeme ansteigender statischer Unbestimmtheit zusammenzusetzen. 
Dicse Biegungslinien setzen sich nun aber wiederum zusammen aus 
solchen des Grundsystems. Darum muB es auch moglich sein, die 
vorhin gefundenen Ausdruoke der tJberzli.hligen X als Funktionen 
der Verschiebungen des Grundsystems, also der Werte [am], [bm], 
[em], .... [rm] zusammenzusetzen. Wie diese Zusammensetzung in 
einfacher Weise erfolgen kann, daruber soli im folgenden eine nahere 
Untersuchung angestellt werden. 

b) Darstellung der Unbekannten als Fnnktion der Verschie
bungen [am], [bm], [om], ... [tom]. 

Wir betrachten den vorhin ermittelten Ausdruck fiir eine tJber
zahlige, etwa Xc. Dieser Wert lautet: 

Die Werte [em.2], [dm.3] .... sind Ordinaten der Biegungslinien 
fur die Belastungszustande X c•2 = 1, Xd.S = 1 ... bis x;..Cq-l) = 1. 
Diese Belastungszustande sind die uns bekannten Lastengruppen, 
die wir der Veranschaulichung halber in Fig. 128 nochmals dar
stellen. 

Wir denken uns einen Trager auf (e + 2) Stutzen mit den e 
Unbekannten (Stiitzendriicken) Xa bis X r • In Fig. 128 sind einige 
Lastengruppen nebst den zugehorigen Momentenflachen angedeutet. 
GemaB dem vorstehenden Ausdruck fiir Xc konnte man die EinfluB
linie fiir Xc auf folgendem Wege erhalten. Man multipliziert die 
Lasten X ac ' X bc ' Xcc in Fig. 128b mit den Konstanten Xcc·f-tc und 

11* 
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Grundsystem und Angriffspunkte a bis ? der Dberziihligen Xa bis Xy. 

a 
I 

b 
I 

c 
I 

d 
I 

e 
I 

Fig. 128a. 

Fig. 128b. 

q 
I 

r 
I 

8e1ClS!U/lgsztlsfCl/ld ~2=1 

abe d 

~T~""'l 
8e/Clslz//lgsztlsfCl/ld Ad. J = 1 

Fig. 1280. 

I t 
XC?" Xdr Xer ~ .x,nr x",. ~r 

Fig. 128d. 

ermittelt die Biegungslinie; desgleichen multipliziert man die Laste'n 
Xad bis Xdd (Fig. 128c) mit Xcd·{td und ermittelt die Biegungs
linie; entsprechend verfahrt man mit allen folgenden Lastengruppen 
bis zur letzten X r ' wo man alle Lasten mit den konstanten Xc,.' f.lr 

multipliziert und die Biegungslinie zeichnet. Hiernach waren ge
maB der Gleichung fiir Xc die Ordinaten dieser samtlichen Biegungs
linien zusammenzusetzen. 

Nun kann man, anstatt die Biegungslinien einzeln zu ermitteln 
und sie dann zusammenzusetzen, auch direkt eine einzige Biegungs
linie zu einem zusammengesetzten Belastungszustand ermitteln, d. h. 
man kann die Zusammensetzung in den Belastungsordinaten vor
nehmen. 

Wir fragen also: welches sind die in den Punkten a, b, c, ... r 
wirkenden Lasten. deren Biegungslinie direkt die Xc -Linie liefert? 

Wir wollen diese Lasten mit XIlC ' Xbc , Xcc. Xdc' ... Xpc' Xqc. 
X rc bezeichnen (s. Fig. 129). 

Fig. 129. 

Man erkennt ohne wei teres, daB wir die Lasten X in jedem 
einzelnen der Punkte a bis r finden, wenn wir die vorhin in dem 



§ 17. Statische Deutung u. Berechnung der Unbekannten Xa.o, Xb.l, XC-.2. 165 

betreffenden Punkte wirkenden, in Fig. 128 angeschriebenen Lasten 
mit den angegebenen Faktoren multiplizieren und addieren. 

Es wird also z. B. 

Xac = Itc' Xac Xcc + ltd' X ad ' XCd + It.· X a• Xc. +. " Itr · X ar ' X cr' 
Xbc= Itc,XbC'XcC+ Itd,Xbd,XCd + It.Xb.,Xc• + ... Itr,Xbr,Xcr' 
Xcc= It,Xcc'Xcc + Itd,Xed' XCd + lteXe. X •• + ... Itr,Xcr'Xcr' 
Xde= 'ltd,Xdd,XCd + It. ' Xde' Xc. + ... Itr'Xdr,Xcr' . " 

Diese Ausdriicke ergeben sich nun, wie man sieht, in einfachster 
Weise aus Tabelle IV: Man multipliziert die Werte der Vertikal
kolonne c mit den auf gleicher Horizontalen stehenden Werten der 
einzelnen Kolonnen a, b, c, ... r und den zugehorigen Multipli
katoren It. 

Also die Last Xcd wiirde sich in folgender Form ergeben 
(Xcd=O): 

Xcd= Itd,Xdd,Xed + It. ,Xd • X •• + ... Itr,Xdr,Xcr' 

Allgemein kann man sagen: Eine Last .KId der zur Bestim
mung von Xi dienenden Lastengruppe ergibt sich aus 
Tabelle IV wie folgt: 

Man multipliziert die Glieder der Vertikalkolonne i 
mit den Gliedern der Kolonne k, multipliziert jedes 
dieser Produkte mit dem (in Kolonne I links) auf gleicher 
Horizontalen stehenden Multiplikator It und addiert die 
Ergebnisse. 

Die Biegungslinie zu der Lastengruppe X ai , X bi ,.·. X ri , 

liefert die EinHuBlinie fUr Xi' Man kann den Wert Xi somit auch 
in der Form schreiben: 

Anmerkung 1: Die Last %kl der zu. X, gehorigen Lastengruppe mu/3 
naturgema/3 gleich der Last X,k der zu X k gehOrigen Lastengruppe sein, Denn 
in beiden Fallen werden die gleichen Kolonnen i und Ie miteinander multi
pliziert. Es ergibt sich also: 

Xkt = Xtk. • . • • • . , . . (55) 

Anmerkung 2: Es bedarf wohl keiner Erwahnung, da/3 Gl, (54) in gleicher 
Weise einen Weg fiir die Untersuchung ruhender Belastung angibt. 
Wenn hiernach die Lasten X ermittelt sind, ergibt sich die Unbekannte, d, h, 
speziell ihr Zahlerwert, aus den Verschiebungen des Grundsystems infolge der 
au/3eren Belastung Pm. Diese Verschiebungen nehmen wir in gewohnter Weise 
als berechnet an, 



166 Auflosung del' Elastizitatsgleichungen. 

Anmel'kung 3: Bestimmt man die infolge del' Lastengl'uppen Xai , Xbi . ... 
Xd auftl'etenden Momente M;, Nol'malkrafte Ni und Querkriifte Qi nach del' 
Gleichung: 

Mi=Ma,Xai+Mb,Xbi+Mc·x"I+" . MT·LI, 1 
Ni=Na·Xai + Nb·.Li+ Nc.Xei .. , N,··X,·I, J~ 
Q; = Q"'Xal + QO,Xbi + QC·X.I + ... Qr' X,,;, 

... (56) 

so kann man Xi auch aus folgender Gleichung linden: 

XI=fM 'Mi~-LfN, .N,. ~·-Lfy.·Q '-Q'-~ o EJ I o· EF I • 0 • G.F .... (51) 

Diesen Ausdl'uck kann man aus del' vorhin (s. Gl. 54) angegebenen Gleichung 
fiir Xi ableiten, wenn man fiir [am], [bmJ, [em], ... [nn] die Summenwerte 
einsetzt. Man erhiilt dann, wenn del' Einfachheit halber nul' die Momente be
riicksichtigt werden: 

- - f dB - f d.~ 1 -.. f dB 
Xi-Xai' MoM. EJ+Xbi' MoMbJEJT'" X ri · MoMrEJ 

f - - - dB f .- ds 
= Mo[XaiMa+Xbi·Mb+" .X,-iMr]EJ = MoM; EJ' 

c) ErJauternng des Rechnnngsganges. Zahlenbeispiel. 
Nach den vorstehenden AusfUhrungen gestaltet sich del' Rech

nungsgang wie folgt: 
Nachdem die Verschiebungen des Grundsystems und del' ein

zelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme bel'echnet sind, wird 
die Tabelle del' Festwerte ermittelt. Diese liefern die Unterlagen 
fUr das Belastungsschema (s. Tabelle III, S. 140), welches die einzelnen 
Lastengruppen X a . 0 = 1, Xb 1 = 1, X c . 2 = 1 zu berechnen gestattet. 
Damit ist die vorstehende Tabelle IV gegeben; diese sei hier noch
mals fUr ein 5 - fach statisch unbestimmten System dargestellt, an 
dem del' weitere Rechnungsgang erHi,utert werden soll. 

Die in einer Horizontalreihe stehenden Lasten, z. B. Xa d bis Xa d 

del' Reihe d, geben die Einzellasten del' Lastengruppe 

X d.3 = 1; (Xdd= 1). 

Tabelle IV fijI' ein 5 -fach statisch unbestimmtes System. 

a I b c die 

I 
-----1----1----,----1 

I~-,,_: ----

~::l I ~:: ·--I-~~-:l--
--1-----

Xae Xoe! Xce 

Xaa J __ _ 
-1------

1 

x::-ll-----· 
X lIe X •• 

Urn nun die Lasten Xa II bis Xea zu e~~alten, d. h. diejenige Lasten
gruppe, welche nach Gl. (54) direkt die Uberzahlige ~\" liefert, multi
plizieren wir die erste Vertikalkolonne a mit samtlichen Vertikal-



§ 17. Statische Deutung u. Berechnung der Unbekannten Xa.O, Xb.l, X c.2. 167 

kolonnen a bis e unter jeweiliger Zufiigung des Faktors ,no Man 
erhalt folgende Tabelle der Werte Xa a bis X. a. 

Tabelle der Lasten Xaa bis Xea' 

,un· X!a I i 1 

! I I 1 -- ~--~-----.-

,ub·X!b I ,ub·Xab·Xbb I 
~--- ---1 _. __ ~~~I 

,uc·X!c I Pc·Xac·Xbc I flc·Xac·Xce 
--

1 fl,I"Xad·Xbd I /lll"Xarl"Xcd 
--~---

f',1" X! d ftd,Xad,Xdd 

I ,ue'X~e I "e:Xuc'X. c I Pc,Xae,Xce ec,X.e,Xde I 
flc,Xae,Xee 

Xca 

Die Summe der Produkte einer Vertikalkolonne ergibt die be

treffende Last Xaa bis Xea' 
Urn die Werte Xab bis Xeb ZU finden, ist die Kolonne b in 

obiger Tabelle mit samtlichen Kolonnen a bis e zu multiplizieren. 
Dabei ist Xab = X ba , also bekannt. Man erhalt folgende Tabelle: 

Tabelle der Lasten Xa b bis X eb . 

_~_i ___ I ___ J~ _____ ~_lt __ ~I 
___ i___ J_ f'b'X~b 1 

1 -----1------ -.- - ~------

! "c,XL ! !l,,'Xbc'Xcc 

-==-]---~~~! ___ f_'d_'X_~_d_l_fl_d __ . X_b_d_' X_C'_1 I_f'_d_' X_b'_I'_X_d_d_! ___ -_-_· _-__ _ 

I flc,XL 1 fle,X.e'Xce flc'Xb"Xd £ I flc'Xbe,X.,. 

..E= I Xu. Xbb XCb Xdb 1 Xeo = Xc. 

Entsprecherrd ergeben sich die folgenden Tab ellen fur di e 
Unbekannten Xc bis Xe' 

Tabelle der Lasten Xac bis X,c' 

--- --1- -~---I- -
--I 1 ___ 1 I 

I ' 1I"X2 I I I I { CC - .. ---- --1-----' I --
I ! !l'I"X~d 1 fl,,"Xed,Xdd 1 

I I 

- -- -------1: - - ~- -flc'X~. -1-f'c~Xce'-Xde -I ,uc'Xcc'X.,. 

X,., 
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Tabelle der Lasten Xa d bis X. d. 

I 

------

!ld·X~d 
I 

I I fl.·X~e fle·Xd.·Xee 

Die Lasten X ae , X be , X ce' X de , Xee sind ohne weiteres gegeben, 
und zwar durch den Belastungszustand X e•5 = 1, d. h. durch das 
Belastungsschema (Tabelle III). Dieser Belastungszustand ist jedoch 
noch mit fl. zu multiplizieren. Nun bestehen aber gemaB Gl. (55) 
wiederum die Beziehungen: 

Xae=Xea; Xb.=Xeb ; Xc.=Xec ; Xd.=Xed · 

Also sind auch die letzten Lasten der vorhin errechneten Gruppen 
(s. vorstehende Tabellen) von vornherein gegeben. Es bedarf also 
bei den einzelnen Gruppen nur der Berechnung von 4, bzw. 3, bzw. 2; 
bzw. 1, Lasten X, insgesamt also sind bei diesem 5-fach statisch un
bestimmten System nur 1 + 2 + 3 + 4 = 10 Lasten X fur die 
Gruppen der samtlichen 5 Unbekannten zu berechnen. 

Allgemein sind bei einem n-fach statisch unbestimmten 
System 

1 + 2 + 3+4+ ... (n-1)=t{n-1).n 
L asten X zu berechnen. 

Zahlenbeiapiel. Zur Erlauterung des Verfahrens berechnen wir die 
fragIichen Lastengruppen bei dem friiher behandelten Trager auf 5 Stiitzen 
(s. S. 115). Die Verschiebungen des Grundsystems (s. S. 116), aowie die Fest
werte und damit die Lastengruppen X a. 0 = 1, Xb.1 = 1, Xc. 2 = 1 sind be
reits berechnet (a. S. 131). Fur die Werte fl erhalten wir: 

1 1 
fla=- [aa]=-4(f=- 0,025, 

1 1 
Pb =- -[bb.l] =- 25,458 =-0,0392, 

1 
fl'=--5 616 = - 0,178. , 

Die Tabelle IV ergibt also foIgende Werte: 

Pa=-0,025 Xaa=l 
-----

Pb = - 0,0392 Xab=-1,317 Xbb=1 
------
!t.=-0,178 X ac =+0,248i X b.=-0,734 Xcc=l 
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Die fUr Xa giiltigen Lasten X. to Xb a, Xca ergeben sich nach den vor-
stehenden Regeln wie folgt: 

Xa • = - 1·0,025 - 1,317 ·1,317 ·0,0392 - 0,248·0,248·0,178 = - 0,104, 

Xba= + 1,317 ·1·0,392 + 0,248·0,734·0,178 =+ 0,08-1, 
Xc. = + Xac= - 0,248·0,178 = - 0,0.14. 

Von den fiir Xb giiltigen Lasten X ab , Xbb , XCb ist: 

Xab=Xba =+0,084, 
Xbb = -1·0,0392 - 0,734·0,734·0,178= - 0,135, 

XCb =XbC = [lc,Xbc = + 0,734·0,178 = + 0,130. 

Die Lasten X. e, X bc , Xcc sind gleich X. c, X bc , X cc , also durch Ta
belle IV gegeben (Muitiplikator flc). 

3(:3-1) -
Es waren also nur ~-2~ = 3. Lasten X zu berechnen. Die Gleichungen 

fiir die Dberzahligen (s. Gl. 54) Iauten: 

Xa = - 0,104 [am] + 0,084 [bm] - 0,044 [em], 
Xb = + 0,084lamj- 0,135 [bm] + 0,130 [em], 
Xc = - 0,044 [am] + 0,130 [bm]- 0,178 [em]. 

Hiernach sind die Uberziihligen X fiir jede Belastung gegeben, nachdem 
die Absolutglieder [am], [bm], [em] berechnet sind. 

Die Ergebnisse stimmen mit den friiher gefundenen Werten iiberein (vgl. 
S. 116 u. S. 148). 

E. Verallgemeinertes Eliminationsverfahren. 
Lastengruppen Y mit teilweise willkurlichen 

Einzellasten sind die Unbekannten 1). 

§ 18. Die Elastizitatsgleichungen und die Berechnung der 
Unbekannten Y. 

a) Die Unbekannten Y. Bezeicbnungen. 
Die in § 10 bis 17 besprocbenen Losungsverfabren liefern die Un

bekannten X, die identisch sind mit den tJberzahIigen des Systems; 
diese Lasten X wirken neben den auBeren Kraften P'" am Grund
system. 

Die Unbekannten der Aufgabe brauchen nuu aber keineswegs 
identisch mit den iiberzahligen GroBen X zu sein. Dies zeigt ins
besondere das vorhin behandelte Verfahren. Dort wurden die GroBen 
X a •O, X b •1 , X c •2 ••• als Unbekannte verwandt, also Krafte, die an 
statisch unbestimmten Hauptsystemen wirken. Wir sahen dabei, daB 
diese Unbekannten eigentlich Lastengruppen darstellen; die Einzel-

1) Dieses Verfahren muEte der Vollstandigkeit wegen gleichfalls hier an
gegeben werden, weil wir es zur Erklarung gewisser gebrauchlicher Berech
l1ungsmethoden eil1zelner Systeme benotigen. Zur rechnerischen Durchfiihrung 
von Aufgaben wird man diese Losung wegen ihres Umfanges· im allgemeinen 
nicht anwenden. Wir werden spater bei der Berechnung hochgradig statisch 
unbestimmter, und zwar speziell symmetrischer Systeme, vereinzelt von diesem 
Verfahren mit Vorteil Gebrauch machen. 



170 Auflosung der Elastizitatsgleichungen. 

lasten dieser Lastengruppen wirken in Richtung einzelner der iiber
zahligen GroBen. So bedeutet z. B. die Unbekannte X c . 2 diejenige 
Kraft, die am 2 -fach statisch unbestimmten System im Punkte c 
(dem Angriffspunkt der Dberzahligen Xc) infolge Pm wirksam wird 
(Fig. 130a). Anstatt die Kraft X c . 2 als Einzellast am 2-fach statisch 

!L !~ b c d e 
Fig. 130a. £os 2S 2S 

fAc.2 

Fig 130b. £os 

tXac 
l~ 

tXbc fxcc 

unbestimmten Hauptsystem anzusehen, kann man sie auch im Verein 
mit den beiden in a und b auftretenden Lasten als eine aus 3 Kraften 
X uc ' X bc' Xcc bestehende Lastengruppe betrachten, die am Grund
system wirkt (Fig. 130b). Das ist insbesondere auch durch die Form 
fiir den Beitrag der Unbekannten X c•2 zu einer statischen GroBe 8 
zum Ausdruck gebracht: 

Sc.2 ,Xc.2 = (Sa .Xac + Sb' X bc + Se' Xc c) X c.2 (vgl. Abschn. C). 
Der infolge X c. 2 = 1 auftretende Wert S (namlich Sc.2) ist hiernach 
der GesamteinfluB der Lastengruppe X ac ' X bc ' Xcc auf das Grund
system; die Einzellasten dieser Gruppe, welche den Zustand X c.2 = 1 
darstelIen, sind zahlenmaBig gegebene und durch das Belastungs
schema (siehe § 14, TabelIe III, S. 140) dargestellte GroBen. 

Allgemein stellt bei diesem Verfahren eine GroBe Xi.,. = 1 eine 
Gruppe von v + 1 gegebenen Lasten X ai , X bi , Xci'" Xii dar, die 
in den Punkten a, b, c ... i wirken. Xii ist gleich 1; aIle folgenden 
Lasten X ld , Xli' X mi ..• X"i' d. h. die in den auf i folgenden Punkten 
wirkenden Lasten sind gleich O. 

Diese Angaben ii ber das friiher besprochene Verfahren sind hier 
noch einmal wiederholt worden, weil dieses groBe Ahnlichkeit mit 
der bier in Frage stehenden verallgemeinerten Methode hat, ja 
eigentlich einen Sonderfall del' letzteren darstellt. -

Wir gehen namlich jetzt einen Schritt weiter und wahlen neue 
Gruppen als Unbekannte, die wir mit Y bezeichnen wollen, und zwar 
sollen bei all diesen Gruppen Y; in samtlichen Angriffspunkten der 
iiberzahligen GroBen, also in a, b, c ... T Einzellasten X ai , X bi , 
Xci' .. X"i wirken. Del' Ort, wo eine Einzellast wirkt, ist also wieder 
durch den ersten Index, die Ursache, d. h. hier die Gruppe, del' die 
Einzellast angehort, durch den zweiten Index gekennzeichnet. Diese 
Lasten X ai bis X ri wollen wir zunachst in willkiirlicher GroBe an
nehmen. Wir werden abel' sehen, daB wir mit Hilfe gewisser Neben
bedingungen die Werte bis Xli' also X ai , X bi ' Xci'" XIIi berechnen, 
so daB nur die Lasten Xii' X ki ... X ri wiIlkiirlich bleiben, d. h. also 
jene Lasten, die beim friiheren Verfahren die Werle Xii = 1, 
X ld = Xli = ... Xd = 0 hatten. 
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Die Unbekannten r a , Yb , Yc ••• 1',. werden wir aus den Elasti
zitatsbedingungen berechnen. Ihre Verwendung zur Berechnung sta
tischer GroBen S entspricht ganz derjenigen der friihelen GroBen X a . O, 

Xb.t. X c.2 ••• X,·.I/I-l). Der Beitrag einer Unbekannten Yi zu einer 
GroBe S ist gleich 6i~' wo 6. den Wert S infolge Y i = 1 bedeutet, 
d. h. die Wirkung der Lastengruppe r i = 1 auf das Grundsystem. -
Nach diesen einleitenden Ausfiihrungen besprechen wir nunmehr den 
Gang des Verfahrens. 

Bezeichnungen. In den friiheren Rechnungen bedeutete: 
[ih] die Verschiebung von i (Angriffspunkt der trberzahligen Xi) 

in Richtung von Xi infolge XI< = 1 am Grundsystem; 
rim] dit'Verschiebung von i infolge der auBeren Lasten P'" am 

Grundsystem; 
[im.v] die Verschiebung von i infolge der auBeren Lasten Pm 

am v-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. 
Wir fragen nunmehr nach der Verschiebung von i infolge 

Yk = 1, d. h. infolge der Lastengruppe Xak , Xbk, XCk ••• Xrk , und 
bezeichnen diesen Wert mit [iK]. Offenbar erhalten -wir dafiir nach 
dem Superpositionsgesetz den Ausdruck: 

[iK] = [ia]-Xak + [ib] Xbk + [ic] Xck + ... [ir] Xrk • • (58) 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB man den vorstehenden 
Wert fiK] auch bezeichnen kann als die virtuelle Arbeit, welche die 
Last Xi = 1 leistet wahrend der durch die Lastengruppe Y k = 1 
hervorgerufenen Verschiebung des Punktes i, bzw. als die Arbeit, 
die die Gruppe Y7, = 1 leistet wahrend der durch die Last Xi = 1 
hervorgerufenen Verschiebung ([iK] = [Ki]). Will man sich diesen 
Gedankengang veranschanlichen, so betrachte man die Fig. 131. [iK] 
ware die Verschiebung, die der Punkt i infolge der Belastung Yk 

erfahrt, bzw. die virtuelle Arbeit, welche die Last Xi = 1 lei stet, 
wahrend der durch die Lastengruppe Yk = 1 hervorgerufenen Ver
schiebung des Angriffspunktes i von Xi (siehe Fig. 131a). - Vertauscht 

bK} cKj lKj fl{Kl 

Verschlebtlngsztlslr;mr/ }j.. = 1 

8eitrsttlngsztlsttrnd Xz·=1 

Fig. Una. 

man den Belastungs- und Verschiebungszustand, d. h. denkt man 
sich wahrend der Verschiebungen infolge Xi= 1 die Lasten X ak • 

X b7" X Ck ••• X rk der Lastengruppe Yk = 1 wirkend, so hat die dabei 
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von der Gruppe Yk = 1 geleistete Arbeit ebenfalls den Wert [iK] 
bzw. [Ki] (siehe Fig. 131 b). 

a h c 1-'t·~ 
~jfd .... ~ 

Verscl!;eIJvngszvsfand ~. = 1 

txb} t'eA-' l.r,,} l.rrA-
8e/astvngszvsland ~ = 1 

A A 

Fig. 131 h. 

Wir £ragen nunmehr nach der Arbeit, welche die Lasten
gruppe Y1<= 1 beim Verschiebungszustand Yi = 1 leistet, 
und bezeichnen diese GroBe mit [JK]. Um diesen Wert anzugeben, 
beachte man, daB die Arbeit der Lastengruppe Y k = 1 sich zusammen
setzt aus den Arbeiten, welche die Einzellasten dieser Gruppe, also 
die Krii.fte 

X ak , X bk , X'ck '" Xqk , Xrk 
wahrend der Verschiebung ihrer Angriffspunkte a, b, e ... q, r leisten. 
Da die Verschiebungen infolge der Lastengruppe Y i = 1 in Betracht 
kommen, so handelt es sich um die GroBen 

[aJ], [bJ],[eJ] .•. [qJ], [rJl-

Man erhalt also fUr die gesuchte Arbeitssumme den Ausdruck: 

[JK] = [aJ]Xak + [bJ]Xbk + [eJ] Xc/<+'" [qJ]Xqk+[rJ]Xrk (69) 

Die Fig. 132 veranschaulichen diesen Gedankengang. 
Kombiniert man die Verschiebungen infolge Yi = 1 (Fig. 132b) 

mit den Lasten X ak bis X rk des Belastungszustandes Yk = 1 (Fig. 132 a). 

8e/(lsftll7gsztlsfcmd Yx- =1 

~'e~'" 
Verscl!tebtll7gsztls!al7d Yx- =1 

Fig. 132a. 

so erhalt man den vorstehenden Wert [JK] (siehe Gleichung 59). 
Fragt man dagegen nach der Arbeit der Lastengruppe Y i = 1 
(Fig. 132b) wahrend der Verschiebungen infolge des Zustandes Yk = 1 
(Fig. 132a), so erhalt man den Wert [KJ]: 

[KJ] = [aK] X ai + [bK] Xbi.+ [eK] Xci + ... [rK]Xd' 
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A 

Be/as !l/l7gszl/sfal7o ii = 1 

~r~"'~ 
lJersch/ebl/ngszl/sfand Yi = 1 

Fig. 132b. 

Es gilt die Gleichung: 
[JKJ = [KJ] . ........ (60) 

(Maxwellscher bzw. Bettischer Satz.) 

NB. Auch in den Bezeichnungen [JK] bzw. [KJ] entspricht 
del' erste Buchstabe dem Verschiebungszustand, der zweite dem Be
lastungszustand, also ahnlich wie bei [ik] der erste Buchstabe i den 
sich verschiebenden Punkt (Ort der Verschiebung), del' zweite k die 
Belastung (Ursache der Verschiebung) kennzeichnet. 

b) Erweiterung der ElastizWitsgleichungen. Die friiher ver
wandte Form der Elastizitatsbedingungen lautete: 

[im.e] = 0. 

Sie besagt: Die Verschiebung des Punktes ides e-fach un
bestimmten Systems infolge der auBeren Belastung Pm ist gleich 0, 
oder auch, was dasselbe ist, die Arbeit der Last Xi = 1 wahrend 
des wirklichen Verschi ebungszustandes (das ist Pm am e -fach un
bestimmten System) ist gleich 0. 

Statt dessen kann man aber auch schreiben: 
[Jm.e]=O, ......... (61) 

d. h. es gilt auch die erweiterte Bedingung: Die Arbeit der 
Lastengruppe Y i = 1 wahrend des wirklichen Verschiebungs
zustandes (Pm am e-fach unbestimmten System) ist gleich 0. 
- Dies leuchtet ohne weiteres ein; denn die zweite (erweiterte) Be
dingung folgt aus der ersten. 1st namlich die Arbeit fiir Xi = 1 
gleich 0, so ist sie es auch fUr ein Vielfaches von 1, etwa fUr Xi = Xi k; 
ferner gilt das, was fiir Xi besteht, auch fiir X,., X b , Xe'" X r, 
d. h. auch die Arbeit der Lastengruppe Yi = 1, also der Lasten X ai , 

X bi , Xci'" Xri' hat den Wert 0, was durch Gleichung (61) aus
gedriickt ist. 

Bei dem wirklichen Verschiebungszustand des statisch unbe
stimmten Systems, der in der Gleichung (61) durch den Index m ge
kennzeichnet ist, wirken als Ursache auBer der Belastuug Pm noch 
die Unbekannten Y. Man erhalt also: 

fJA}Y,. + [JB]Yb + [JC]Yc+'" [JR] Yr + [Jm] =0 .. (62) 

Denn die Arbeit von Y i = 1 (gekennzeichnet durch den Buch
staben J) beim wirklichen Verschiebungszustand setzt sich nach dem 
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Superpositionsgesetz zusammen aus del' Arbeit wahrend der Ver
schiebungen infolge der auBeren Lasten Pm (letztes Glied [J,n]) und 
aus den Arbeiten wahrend del' Verschiebungen infolge der Un
bekannten Y. Der Verschiebungszustand infolge einer Lastengruppe 
Y,< = 1 wird durch den zweiten Buchstaben J( in [JK] gekennzeichnet. 
Riihrt der Verscbiebungszustand von einer Lastengruppe Y k her, so 
ist der dementsprechende Beitrag zur Arbeitssumme gleich [J K]. Yk • 

Entsprechendes gilt fUr aIle Unbekannten Y. 
Was durch Gleichung (62) filr den Belastungszustand Y i aus

gedriickt wurde, gilt allgemein fiir jede del" einzelnen Lastengruppen 
Ya, Yb' Yc '" Yr , und man erhalt somit folgende Elastizitats
gleichungen: 

~AA] Ya + [AB] Yb + [AC]Yc+'" [AR] Y .. = - [Am], 1 
LAB] Yo + [BB] Yb + [BC] Yo + ... [BR] Yr= - [Bm], 
[Cr]Ya+[CBJYb+[CC]y,.+ ... [CR]y,.=-[cm], J (63) 

[BA]Ya + [RBJYb+ [RG] Yc+'" [BR] Y,.=- [Rm], 

Dieses Gleichungssystem entspricht in der auBeren Form dem 
fruher zur Berechnung der Dberzahligen X verwandten. Ferner sind 
auch hier - was fur das Folgende wichtig ist - die entsprechenden 
Koeffizienten seitlich der Diagonalglieder gleich, da nach Gleichung'(60) 
die Werte [J K] und [J( J] identisch sind. 

c) Losnng del' Elastizitiitsgleichnngen. Darstellnng del' Lasten
gl'nppen Y = 1. Das Belastnngsschema (Tabelle V). 

a) Die Nebenbedingungen zur Ermittlung der nicht 
willkiirlichen (bedingten) Lasten X ik der einzelnen Lasten
gruppen Y = 1. Urn anch hier jede Unbekannte Y als einfachen 
Quotienten zu erhalten, werden wir versuchen, in Gleichung (63) die 
Koeffizienten der seitlich der Diagonale stehenden GroBen Y, d. h. 
die Koeffizienten [J K] mit ungleichen Buchstaben, zu 0 zu machen. 
Dann ergibt sich namlich jede Unbekannte aus einer Gleichung mit 
einer Unbekannten, und zwar in der Form: 

y.=_ [Jm] 
t [JJJ ....... (64) 

Urn die erwiihnten Koeffizienten [JJ(] zum Verschwinden zu 
bringen, werden wir iiber die bisher willkiirlich angenommenen Einzel
lasten X ik der verschiedenen Lastengruppen Yk entsprechend ver
fiigen. Es stehen uns bei e Gleichungen (entsprechend den Q Un
bekannten Ya bis Y,.) im ganzen ~ e (e -1) Bedingungsgleicbungen 
von der Form 

[JJ(J = 0 

zur Verfilgung. Der Faktor ~ riihrt daher, daB in Gleichung (63) je 
zwei entsprechende Koeffizienten seitlich der Diagonale den gleichen 
Wert haben, wie bereits hervorgehoben wurde. Es lassen sich also 
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ebensoviele von den vorher wiIlkiirlich angenommenen Lasten X der 
Lastengruppen Y = 1 aus diesen Bedingungsgleichungen berechnen. 
Da jede Gruppe Yi = 1 im ganzen {! Einzellasten (Xai' X bi , Xci'" X ri) 
aufweist, also zusammen e' '1 = '12 Werte X ik vorhanden sind, so 
bleiben 

(l- te(e -1) =teCe + 1) 
willkiirlich zu wahlen de Lasten iibrig. - Es fragt sich daher zu
nachst, auf welche Weise wir die t {! ('1 - 1) bedingten Lasten X ik 
bestimmen, die wir von der Gesamtsumme ({!2 Lasten X ik) dazu 
auswahlen. 

Hierbei gehen wir zweckmaBig wie folgt vcr. Die Lasten 

X aa , X ba , Xca'" X,-a 
des Zustandes Y a = 1 werden aIle willkiirlich gewahlt. Die Lasten 

X ab , X bb , X cb '" X"b 
der Gruppe Y b = 1 wahlen wir wiIlkiirlich bis auf eine, und zwar 
bis auf die erste X ab , so daB also X bb , X cb ... X rb beliebige Zahlen
werte annehmen. Zur Bestimmung dieser einen Last Xab benutzen 
wir die Bedingungsgleichung 

[ABJ=O, 
so daB sich also Xab aus einer Gleichung mit einer Unbekannten 
ergibt. 

Die Lasten 
X ac' X bc , Xcc'" X rc 

del' Gruppe Yc = 1 wahlen wir willkiirlich bis auf die beiden ersten 
Xac und X bc ; zur Bestimmung dieser beiden Werte Xac und X be 
benutzen wir die Bedingungsgleichungen 

[AC] =0, 
[BC]=O, 

so daB sich die beiden bedingten Lasten . der Gruppe Yo = 1 aus 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ergeben. - So ist fort
zufahren; von den Lasten der Gruppe Yd = 1 bestimmen wir die 
drei ersten X ad ' X bd ' Xed aus dl'ei Gleichungen mit drei Un
bekannten, namlich aus 

[AD]=O, 
[BD1=0, 
[OD]=O. 

SchlieBlich gelangt man so zur letzten Gruppe X,. = 1, wo nur 
eine, namlich die letzte Last X rr , willkiirlich ist, wahrend die ('1 -1) 
anderen aus den Bedingungen 

[AR]=O, 
[BR]=O, 
[OR] =0, 

[QR] = ° 
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sich ergeben. Man hat also der Reihe nach eine Gleichung mit einer, 
zwei Gleichungen mit zwei, usf. bis e - 1 Oleichungen mit e Un
bekannten aufzulosen, also insgesamt 

1 + 2 + 3 + ... (e - 1) = : (e - 1) 

Gleichungen mit ebensovielen U nbekannten. Die U nbekannten dieser 
Gleichungen sind die nicht wiUkiirlichen, d. h. bedingten Lasten der 
Oruppen Y = 1. 

fJ) Allgemeine Darstellung der bedingten Lasten X ik 

in den einzelnen Lastengruppen Y k = 1. Das Belastungs
schema. 

Wir werden versuchen, auch jetzt ane Unbekannten zusammen
hangend in einer ahnlichen schematischen Anordnung darzustellen, 
wie fruher im Belastungsschema (siehe Tabelle III). Zu diesem 
Zwecke betrachten wir der Reihe nach die einzelnen Bedingungs
gleichungen. 

Die Lasten der Oruppe Y a = 1, namlich 

Xaa, X ba , Xca··· Xra 
werden samtIich willkiirlich gewahlt. - Von der Oruppe Yb = 1 
wahlen wir 

Xbb ' X cb ' Xdb ... X rb 

willkiirlich; zur Bestirnmung der Last Xa b benutzen wir die Be
dingungsgleichung: 

[AB]=O. 

[AB] steUt die Arbeit der Lastengruppe Yb = 1 beirn Verschiebungs
zustand Ya = 1 dar, und wir konnen daher schreiben (s.01. 59): 

[AB] = [A a] Xab + [Ab] Xbb + [Ae] Xcb + ... [Ar] Xrb = O. 

Wir bringen die willk~rlichen Lasten Xbb bis Xrb 'auf die rechte 
Seite der Oleichung und erhalten: 

[Aa] ·Xab = - [Ab] Xu - [Ae] XCb - [Ad] Xdb .•. [Ar] Xrb . 

Die rechte Seite steUt die Arbeit der willkiirlichen Lasten 
der Gruppe Yb = 1 beim Verschiebungszustand Y a = 1 dar, 
und wir bezeichnen diese ArbeitsgroBe mit [AB]. Der Strich 
uber B deutet also an, daB nur die willkiirlichen Lasten der Gruppe 
Y b = 1 in Frage kommen. Also erhii.lt man: 

_ [AB] 
Xab - - [Aa] . 

Von der Gruppe ¥c= 1 sind die Lasten X cc' X dc .'. Xrc will
kiirlich; zur Bestimmung der beiden ersten Lasten Xac und X bc 
dienen die Bedingungsgleichungen 

[AO]=O, 
[BO]=O. 
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Diese GroBen stellen Arbeitssummen der Lastengruppe Yc = 1 dar, 
und zwar [A C] beim Verschiebungszustand Y a = 1 und [B 0] beim 
Verschiebungszustand Y b = 1. Man kann somit schreiben: 

[A 0] = [Aa] Xac + [Ab] X bc+ [Ae] Xcc + ... [Ar] Xrc=O, 
(BO] = [Ba] Xac + [Bb] X bc + [Be] Xca + ... [Br] Xrc = 0. 

Bezeichnen wir die Arbeiten der willkiirlichen Lasten mit [AO] bzw. 
[B OJ und bringen sie auf die rechte Seite, so erhalten wir die beiden 
folgenden Gleichungen zur Bestimmung Xac und X bc . 

[Aa] Xac + [Ab] X bc = - [A 0] , 
[Ba] Xae + [Bb] X bc=- [BO]. 

Hieraus ergibt sich: 
- [Ba] -

xbe=_[Aa][BC]-[Ba].[AC] =_ [BO]-[la].[AO] 

[AaJ[Bb] -l BaJ[Ab] [Bb] _ [Ba] [Ab] 
[A a] 

Diese Form von Zahler und N enner entspricht den friiher gefun
denen Ausdriicken (vgl. § 12), und wir wahlen daher auch die ent
sprechenden Bezeichnungen: 

- [AC] -
[BCJ- [Aa] ·[Ba]=[BC.1], 

[A b] 
IBb]- [Aa] ·[BaJ=[Bb.1]. 

Man erhalt somit 

x =_[BC.1] 
be [Bb.1] . 

Setzt man X bc in die erste der beiden Bedingungsgleichungen ein, 
so findet man die Last Xa e: 

[AG] [Ab] 
Xae=- [Aa] - [An] ·Xbe · 

Damit sind die beiden bedingten Lasten Xae und X bc der Gruppe 
Y c = 1 gefunden. 

In gleicher Weise konnte man die entsprechenden Lasten der 
nachsten Gruppen Y = 1 ermitteln. Man erkennt aber schon jetzt, 
daB die Form der Ausdriicke sowie ihre Reihenfolge dem friiheren 
Verfahren ganz und gar entsprechen, so daB sich die folgenden 
Lastengruppen ohne weiteres angeben lassen. So z. B. wiirden fiir 
die nachste Lastengruppe Y d = 1 die nicht willkiirlichen (bedingten) 
Lasten X ad , X bd' Xcii sich aus folgenden Gleichungen bestimmen: 

Pi r I et, Statik. II. 1. 

[ADJ=O, 
[BD]=O, 
[CD] = 0. 

12 
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Man erhalt: 

x = _[015.2] 
cd [Oe.2] , 

[BD.1] [Be. 1] 
X bd=- [Bb.l]-- [Bb.l]'Xcd' 

[ADJ. [Ae] [Ab] 
Xad = - [Aa] - [..Aa] Xed - [Aa] X bd · 

Wir schreiben diese Werte in der von fruher gewohnten Weise 
zusammen und erkennen den iibersichtlichen Aufbau der Ausdrucke 
flir die Einzellasten X der Grup;:>e Y d = 1. 

X da 

rAb] 
- [Aa] XOd I 

---
[Ae] 

- [A a] Xea 
[Be.l] 

- [Bb.I]XCd 
I 

-

I 
[AD] [BD.I] [015.2] Xaa Xed ... X rd 

- [Aa] - [Bb.I] - [Cc.2] 

Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die betreffende 
Last Xad bis Xed; die wiIlkiirlichen Lasten Xdd bis Xrd wurden in 
die folgenden Kolonnen einzusetzen sein. Die in der untersten 
Horizontalreihe stehenden Quotienten enthalten im Zahler die Ar-
beiten aller willkurlichen Lasten Xdd bis X rd , was durch 15 gekenn
zeichnet ist. 

Von besonderem Interesse ist die Beziehung zwischen den Lasten 
der Gruppe Y d = 1 und den vorherigen Y c = 1 und Yb = 1. Der 
Vergleich Hi.l3t namlich folgendes erkennen. Streicht man die un
~rste Horizontalreihe fort und schreibt in der nachst vorhergehenden 
o statt e und setzt noch die willkurlichen Lasten Xec bis X"c ein, 
so steIIt die dadurch erhaltene Gruppe den Belastungszustand Y e = 1 
dar. Streicht man auch die vorletzte Horizontalreihe fort, schreibt 
jj statt b und setzt noch die wiIlkurlichen Lasten Xbb bis X rb ein, 
so hat man den Belastungszustand Y b = 1. Man erkennt also, daB 
allgemein die Darstellung der letzten Gruppe Y r = 1 zugleich das 
Schema flir aIle vorhergehenden Lastengruppen Y a , Y b , Y c ••• liefert, 
d. h. wir haben wiederum das, was wir fruher das B elastungs
schema nannten. -

Die Quotienten des Belastungsschemas sind von der auBeren 
Belastung unabhangige, feste Werte und sollen deshalb wie fruher 
als Festwerte bezeichnet werden. 

Wir geben wiederum (vgI. S. 180) das Belastungsschema fur ein 
10-fach statisch unbestimmtes System an, wo es sich also um die 
Unbekannten Y a bis Y k handelt. Das Belastungsschema ist gegeben 
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durch die Darstellung der Lastengruppe Yk = 1 (vgl. Tabelle V). 
Es stellt zugleich alle iibrigen Lastengruppen Y = 1 schematisch dar. 
So z. B. erhalt man die bereits vorhin angegebene Lastengruppe 
Yd = 1, indem man nur die Reihen (a), b, e, d .in Betracht zieht 
und die Lasten X dd , Xed' X Ld .. , X rd willkiirlich wahlt; an Stelle 
des Buchstabens k tritt der Buchstabe d im Index der Lasten X 

ein, und entsprechend ist in der untersten Zeile D statt K zu setzen 
(vgl. die Lastengruppe Y/l = 1, S. 178). 

d) Angaben zur zahlenmaBigen Ausrechnung der Lasten
gruppen Y = 1. Der Gang der Berechnung der im Belastungsschema 
vorkommenden GroBeri ist der folgende: 

Die Lasten X aa , X ba , Xca'" :Kra der Gruppe Ya = 1 wahle 
man willkiirlich und berechne nach Gleichung (58) die Werte [A a] , 
[Ab], [Ae] ... [Ar]. Aus diesen erhaIt man die Quotienten der 
ersten Vertikalkolonne des Belastungsschemas. - Alsdann wahle 
man die Lasten X bb , XCb l Xdb ... X"b der Gruppe Yb = 1 willkiir
lich und berechne nach Gleichung (59) zwecks Bestimmung der be-
dingten ersten Last Xab dieser Gruppe den Wert [AB] aus den 
willkiirlichen Lasten. 1st hiernach 

[AE] 
X ab=- [Aa] 

gefunden, so sind die gesamten Lasten X der Gruppe Yb = 1 ge
geben. - Hierauf verfahre man entsprechend mit den foIgenden 
Gruppen Y = 1 nnd beachte die Beziehungen zu den Arbeiten der 
vorherigen Gruppen Y. Bei Yc = 1 wahlt man X cc ' X dc ... X .. c will
kiirIich; fiir die bedingten Lasten X bc und Xac geIten die 
Gleichungen: 

- [AG] 
[BO.l] [Be] - [A a]" [Ba] 

Xb = - --- = - ---~---"----
c [Bb.l] [Bb]_[Ab) . [Ba] 

[A a] 
[AG] [Ab] 

Xac=- [Aa) -[Aa]Xbc ' 

Die hierbei vorkommenden ArbeitsgroBen enthalten die bereits be
kannten, vorher bestimmten Lastengruppen Y b = 1 und Y a = 1, so
wie die wilIkiirlichen, also ebenfaps bekannten Lasten der Gruppe 
Yc= 1. Die Einzelwerte sind also nach Gleichung (58) bzw. (59) 
leicht zu bestimmen. - Beziiglich der Zusammensetzung des 
Zahlers und Nenners ist zu beachten, daB das erste Glied, z. B. [BC], 
dAn Buchstaben nach mit dem zu berechnenden Ausdruck, also 
[B C. 1], iibereinstimmt, aber den nacbstniedrigeren Zahlenindex hat; 
daB ferner das zweite GIied so gestaltet ist, daB der Gesamtwert 
der Differenz, algebraisch betrachtet, zu 0 wird. Denn bei rein 
algebraischer Auffassung von [B 0.1] hebt sich A und a im N enner 

12* 
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Ta
Belastungsschema. Lastengruppe Yk = 1. 

I I 

lAb] I 

[BIt. 1] 
- [Bb.l] 

i [CK.2] 
: - [Ce.2] 

[DK.3] 
- [Dd.3J 

gegen die beiden gleichen Werte im Zahler, und es bleibt B 0 - B C= O. 
AuBerdem erkennt man, daB hinter dem Minuszeichen 'als erster 
Faktor des Produktes ein Festwert auf tritt, wobei Zahler und Nenner 
stets nur einen, und zwar den gleichen groBen Buchstaben (ohne Strich) 

enthalten ([[~!] ware also z. B. unmoglich). Der zweite Buchstabe 

im Nenner ist ein kleiner, im Zahler ebenfalls ein kleiner und nur 
dann ein groBer mit Strich, wenn ein solcher schon in dem auf 
der linken Seite stehenden Glied auftrittl). - Unter Beachtung 
dieser Eigentiimlichkeiten der Ausdriicke waren die mit dem 
Index 1 versehenen Arbeitsgruppen der zweiten Vertikalkolonne X bk 

zu berechnen. Ganz entsprechend ist mit den folgenden Kolonnen 

1) Den Buchstaben a, b, c, d '" sind ebenso wie friiher (vgl. Tab. II, 
S. 127) die Zahlen 0, 1, 2, 3 . " zugeordnet. 
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belle V. 
(Zugleich Schema der Lastengruppen Y a = 1, Yo = 1, Yc = 1 •.. usf.) 

I I I I 
I 

1 

I 
.~-----~ 

I 
I 

--.-.~ ---~~~- -_ ... _-- .~---~---- ----
I 

I~ -.-~--~. I 
I 

I - --~ 

i 
I 
I ----- ~ 

--~~------- -. ---- -~------

I 
i 

-~- -- .---~ ----_.-_.-

_[Ef.4] X I I 
[Ee.4] rk I 

~ I --- ~~------- --------

I [Eg.4] [Fg.5] 
- [Ee.4] X g/, - [F{-'-sf Xgk 

r 
-~--~ 

I 
-~--

[Eh.4] X [Fh.5] [Gh.B] 
- [Ee.4] hk - [Ff.5] X Ak - [Gg.B] X hk i 

_I 
I 

[Ei.4] [Fi.5] _ [Gi.Bl x ·k 
I [Hi.7] X 

- [Ee.4] Xii' --[Ff.5] XII, [Gg.B] , 1- [Hh.7] ik 
"---,,- -- -~----- I 

[EK.4] [FK:5] [GK.6] 
-

[JK.8] I [HK.7] 

I 
I Xk k - [Ee.4] -[FT5f - -[Gg.B] I - [Hh. 7J - [Ji.8] 

zu verfahren, wobei ebenfalls die erwiihnten Regeln gelten. Man 
schreibe z. B.: 

e.2 = Ce.1 ~- -- ... [C ] [ I ] ...... 

Der in Frage kommende Festwert muB, da der Index 1 in Frage 
kommt, den Nenner [Bb.1J haben; im Zahler ist zunachst del' groBe 
Buchstabe B einzusetzen, den auch del' N enner [B b.1] enthalt; del' 
kleine Buchstabe stimmt mit dem des ersten [Ce.1] iiberein. Del' 
Festwert lautet also 

[Be.1] 
- [Bb.1j· 

Damit ist, wenn del' Wert von [Ce.2], algebraisch betrachtet, zu 0 
werden soIl, auch der letzte Faktol' gegeben, und del' Ausdruck 
lautet: 
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[Be.1] 
[Oe.2] = [Oc.1] - [Bb.!] .[Ob.1]. 

m gleicher Weise erhli1t man z. B. die folgenden Werle, die wir zur 
ErIauterung der gegebenen Regel anschreiben: 

- - [AD] 
[OD.1] = [CD] -TA~·[Ca], 

- - [AD] 
[BD.1] = [BD] - [Aa)·[Ba], 

[Ab] 
[Cb.1] = [Ob] - [AaJ . lOa], 

- - [B.D. 1] 
[CD.2] = [CD.1] - fBb.1]" [Cb.1]. 

Damit kann dieses einfache Verfahren als genligend klargestellt 
betrachtet werden; fUr aIle h6heren Grade der statischen U nbe
stimmtheit gel ten die gleichen RegeIn. 

e) Darstellnng der Unbekannten Y. 
a) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen 

auBerer Arbeiten. 
Naehdem in dieser Weise die Lasten X ki der einzelnen Lasten

gruppen Yi = 1 ermittelt sind, lassen sieh naeh den Gleiehungen (58) 
und (59) die ArbeitsgroBen lJm] und [JJ] im Zahler und Nenner 
einer jeden Unbekannten Yi [s. Gleiehung (64)] ohne weiteres an
geben. Fiir die einzelnen Unbekannten geIten die Gleiehungen: 

[Am] 
Ya=- [AA] , 

[Bm] 
Yb=- [BB] , 

[Cm] 
~c=- [CC] , 

[Rm] 
Yr =- [RR]· 

........ (65) 

Nach dies en Gleiehungen sind die Biegungslinien fUr die ein
zelnen Belastungszustande Y i = 1 zugleieh die EinfluBlinien der U n
bekannten~. Der N ennerwert [J J] von Yi stellt die Arbeit der 
Lastengruppe Yi = 1 beim Verschiebungszustand infolge Yi = 1 dar 
und kann naeh Gleiehung (59) bereehnet werden. 

fJ) Die Unbekannten als Quotienten zw"eier'Summen 
innerer Arbeiten (als Funktion der Momente usw.). 

Statt der auBeren Arbeiten kann man aueh nnter Anwendung 
der Arbeitsgleiehung die inneren einsetzen und erhalt die naeh-
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stehenden Werte Y, wobei wir hier der Einfachheit halber nm die 
Arbeit der Momente, nicht auch der Normal- und Querkrii.fte an
schreiben. 

} = a 

JM ?mads ) 
o EJ 

f?m 2~' 
a EJ 

JM ?mbds 
o EJ 

Yb=- , . J=2~""'" (66) : ~Jtb EJ 

JM ?mrds 
Y =_ 0 EJ 

r f?m2~ 
r EJ 

Hier bedeuten - wie fruher - die Werte Mo die Momente infolge 
der auBeren Belastung Pm am Grundsystem, die Werte ?m; dagegen 
die Momente infolge der Lastengruppe Yi = 1. Die Werte ?m; sind 
nicht zu verwechseln mit den GroBen M;, welche den einzelnen Zu
standen X; = 1 entsprechen. 

f) Berecbnung del' GroBen S. Eine GroBe 8, Moment, Nor
malkraft oder Spannkraft eines Fachwerkes, berechnet sich nach der 
Gleichung: 

8=80 + 6 aY a + 6 bY b +6cYc+'" 6 rYr .. .. (67) 

Dabei steUt.80 den Wert von 8 dar, der infolge der am Grund
system wirkenden auBeren Belastung Pm auftritt; 6; sind die Werte 
von 8, die infolge der einzelnen Zustande Y. = 1 auftreten; dabei 
hat man sich das Grundsystem mit der jeweiligen Lastengruppe Yi = 1 
belastet zu denken, also mit den Lasten 

X ai , X b;, Xci'" X ri ; 

Deshalb hat 6. den Wert: 

6;=Sa,Xai+8b,Xbi+8cXci+ .. ·8rXri' . (68) 

wo 8a , Sb' Sc'" Sr die Wede der statischen GroBe S fUr die Be
lastungen Xa = 1, Xb = 1, Xc = 1 '" X,. = 1 bedeuten. 

g) Zablenbeispiel. Als Zahlenbeispiel behandeln wir den Trager auf 
5 Stiitzen (s. S. 115), und zwar wollen wir wiederum das Stiitzenmoment Mo 
bei a fiir eine Belastung Pm = 1 t im Abstande 10 m vom linken Endauflager 
bestimmen (s. § 15, S. 149). 

Wir wahlen also als Unbekannte drei Lastengruppen Y a , Yo, Yc ' Die 
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Gruppen Y = 1 bestimmen wir, wie folgt (die Werte fiir die Versohiebungen des 
Grundsystems sind aus dem Zahlenbeispiel S. 116 zu entnehmen): 

Die Lasten der Gruppe Ya = 1 wahlen wir willkiirlich, etwa 
X aa =6, Xoa=-2, Xca=4. 

Jetzt ergibt sioh naoh GJeichung (58): 

[A a] = faa] X aa + Cab] Xoa+[ae] Xca 
=40·6+ 52,69.(- 2) +28,75.4 
= 249,6:l. 

[Ab] = [ba] Xaa + [bbl Xoa + [be] Xca 
= 52,69·6 + 94,864·(- 2) + 56,56·4 
=352,652. 

[Ae] = [ea] X aa + reb] X h + [ee] Xca 
= 28,75·6+ 56,56·(- 2) +40·4 
=219,38. 

[Ab] 
- [A a] = -1,4128. 

Von der Lastengruppe Yo = 1 wahlen wir willkiirlich 

Dann ergibt sioh: 
[AB] = [Ab] Xu + [Ae] Xco 

= 352,652·5 + 219,33· (- 3) 
= 1105,12. 
rAE] 1105,12 

X ab=- [Aal =- 249,62=-4,427. 

[Ba] = [a a] Xao + Cab] Xu + [aeJ Xco 
= 40 (- 4,427) + 52,69·5+28,75·(- 3) 
=0,1116. 

[Bb] = [ba] Xao + ebb] Xu + [be] Xco 
= 52,69·(- 4,427) + 94,864.5 + 56,56·(- 3) 
=71,370. 

[Be] = [ea] Xao + reb] Xu+ [ee] Xco 
= 28,75.(-4,427) + 56,56·5 +40·(- 3) 
=35,518. 

Von der Gruppe Y c = 1 wahlen wir willkiirlich 

Sodann finden wir: 
rAOj = [Ac] Xcc= 219,38·2 =438,76. 
[BO] = [Be] Xcc= 35,518·2 = 71,036. 

[BO.l]= [BO]-~~~[Ba] 
0,1116 

= 71,036 - 24962 ·438,76 

=70,839. ' 
[Ab] 

[Bb.l]-[Bb]-[Aa] [Ba] 

0,1116 
= 71,370 - 249 62 ·352,652 , 
=71,213. 

[BC.l] 70,839 
X oc=- [Bb.l] =- 71,213 =-0,9948. 



§ 18. Die Elastizitatsgleichungen und die Berechnung der Unbekannten Y. 185 

x =_ [A OJ _ [AbJ. X =_ 438,76 _ 352,652.(_09948) 
ae [AaJ [AaJ be 249,62 249,62 ' 

=-0,3524. 
Damit ergeben sich die Werte: 

[Oa] = [aaJ x ac + [ab] X be + rae] Xcc 
=40.(- 0,3524) + 52,69·(-0,9948) + 28,75·2 
=-9,0083. 

[Ob] = [baJ Xac + [bb] X be + [be] Xee 
= 52,69·(- 0,3524) + 94,864·(- 0,9948)+ 56,56·2 
=0,1872. 

[CeJ = [eal·Xae + [ebl X be + [ee] Xee 
= 28,75· (- 0,3524) + 56,56· (- 0,9948) + 40·2 
= 13,606. 

Die Werte Y ergeben sich nach den Gleichungen: 
[Am] 

Y a =- [AA]' 
[Bm] 

Yb=-lBB] , 
[Om] 

Ye=- [CC]' 
Darin ist (siehe Gleichung 58): 

Also ist: 

[Am] = [am] X aa + [bm] X ba + [em] X"a 
= (- 56,25).6+ (-'- 88,88) (- 2)+(- 50).4 
=-359,740. 

[Bm] = [am] Xab + [bm] Xu + [em] Xeb 
=(- 56,25) (- 4,427) + (- 88,88)·5 + (- 50)(- 3) 
=-45,369. 

[Cm] = [amJ Xac+[bm]Xbe+lemJXec 
= (- 56,25) (- 0,3524)+(- 88,88) (- 0,9948)+ (- 50)·2 
=8,235. 

[AA] = [Aa] Xaa+[Ab] X ba + [Ae] Xca 
= 249,62·6 + 352,652· (- 2) + 219,38·4 
= 1669,94. 

[BBl = [Ba] X. b + [Bb] Xu + [Be] Xcb 
= 0,1116·(- 4,427) + 71,370.5 + 35,518·(- 3) 
=249,804. 

fCC] = [Cal X. e+ [Cb] X De+ [CelXee 
= (- 9,0083) (- 0,3524) + 0,1872·(- 0,9948) + 13,606·2 
=30,200. 

- 359',740 
Y. = - 1669,94 = 0,2154, 

-45,369 
Yo = - 249,804 = 0,1816, 

8,235 
Ye = - 30 200 = - 0,2727. , 

Zur Berechnung einer statischen GroBe 8 dient die Gleichung (67): 

8 = 80 +@5aY.+@5bYo+@5eYe. 
Fiir das gesuchte Stiitzenmoment lautet also die Gleichung: 

III = Mo + !m. Y a +!mo Yo + !me Ye. 
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Die Momente IDla, IDlb , IDle ergeben sich nach Gleichung (68), wobei die Mo
mente Ma, Mb, M" Mo aus dem Zahlenbeispiel S. 156ft zu entnehmen sind. 

Also 

IDla = Ma Xaa + Mb X ba + Me Xea 
= (- 4)·6 + (- 2,2)·(- 2) + (- 1)·4 
= - 23,6. 

IDlb = MaXab + Mb X bb+ McXcb 
= (- 4) (- 4,427) + (- 2,2).5 + (-1)-(-3) 
=-9,709. 

IDle = Ma Xac + Mb X be + M"Xcc 
= (- 4) (- 0,3524) + (- 2,2)·(- 0,9948) + (- 1)·~ 
= 1,598. 

M = 3 + (- 23,6)·0,2154 + 9,709·0,1816 + 1,598·(- 0,2727) 
= - 0,756. 

NB. Ein weiteres Zahlenbeispiel findet sich in der Abhandlung des Ver
fassers: "Zur Frage der Verwendung vereinfachter Elastizitatsgleichungen bei 
der Berechnung mehrfach statiscb unbestimmter Systeme". Vgl. die Zeitschr. 
"Der Eisenbau", Jahrg. 1915, Heft 7, S. 167 bis 176. 

§ 19. Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten und 
dem vereinfachten (unter D beschriebenen) Eliminationsver

fahren. 
Wii.hlt man von den willkiirlichen Lasten X ik der Lastengruppen 

Y= 1 aIle bis auf die erste = 0 und diese erste, also X aa , X bb , 

X cc' ••. , Xrr = 1, so erhii.lt man das im Abschnitt D beschriebene 
vereinfachte Eliminationsverfahren. An die Stelle der groBen Buch
stab en A, B, 0, ... , R treten die kleinen Buchstaben a, b, e, ... , r. 
Dies ergibt sich aus folgenden Uberlegungen: 

Da bei allen Lastengruppen Y k = 1 von den willkiirlichen Lasten 
X kk •.• X rk nur die eine Last X kk vorkommt und diese den Wert 1 
hat, so sind die Bezeichnungen (1), ii, 0, ... , R durch (a), b, e, ... , r 
zu ersetzen. - In der ersten Vertikalkolonne des Belastungsschemas 
(s. Tabelle V, S. 180) geht A in a iiber, da Y a = I nur die Last 
Xaa = 1 aufweist. - In den ArbeitsgroBen der folgenden Kolonnen, 
die sich aIle als Differenzen darstellen, werden die Zahler der Fest
werte im zweiten Glied zu O. Darum bleibt iiberall nur das erste 
Glied (der Minuend) iibrig, und dieses nimmt den Wert an, der 
beim vereinfachten Verfahren vorkommt. So z. B. wird: 

[Ba] • 
[B e.l] = [Be] - [Aa] [Ae] = [Be] = [be. 1]. 

Denn [Ba] bedeutet die Verschiebung von a infolge der Lasten
[ ab] 

gruppe Y b = 1; diese besteht aus den Lasten 1 in b und -- '-
[aa] 

in a, und zwar ist der letztere Wert aus der Bedingung bestimmt, 
daB die Verschiebung von a gleich 0 sein soIl ([ ab.l] = 0). Somit 
ist [B a] = 0 und es bleibt von l B e .1] nur das erste Glied [B e] 
iibrig, welches die Verschiebung von e infolge der vorher angefiihrlen 
Lastengruppe Y b = 1, d. h. infolge Xz, = 1 am 1-fach statisch unbe-
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stimmten System, darstellt. Diese Verschiebung ist aber mit [eb.1] 
oder [be.1] zu bezeichnen, und es wird somit [Be.1]= [be. 1]. Ebenso 
IaBt sich von den Gliedern der dritten und der foIgenden Kolonne 
des Belastungsscbemas (Tabelle V, S. 180) zeigen, daB beim Dber
gang vom allgemeinen zum besonderen Verfabren die groBen Buch
stab en durch die kleinen zu ersetzen sind. Es wird z. B. 

[Cb.1] 
[Cd.2] = [Cd. 1] - [Bb.1] .[Bd.1] = [Cd.1] = [Cd] = [ed.2]. 

Der Wert (Cb.1] ist namlich=O; denn es gilt die Gleichung: 

[Cal 
(Cb.1]=[Cb] -[Aa] [Ab]=O, 

wo sowohl [C b] wie auch [C a] = 0 sind. Dies foIgt daraus, daB [C b] 
bzw. [Cal die Verschiebungen der Punkte b bzw. a beim Belastungs
zustand Yc = 1, d. b. X c.2 = 1, darstellen und die Lasten dieser Gruppe 
Xc.2 = 1 aus den Bedingungen bestimmt sind, daB sowohl b wie a 
die Verschiebung 0 haben. Fiir den iibrigbleibenden Wert [Cd.l] 
gilt die Gleichung: 

[Cd.l] = [Cd] - f~~] (Ad] = [Cd], 

da [Cal = 0 ist. Der Wert [Cd] stellt die Verschiebung von d in
foIge Yc=l, d. h. infolge X c.2 =1, dar und ist daher mit [de.2] 
oder [ed.2] zu bezeichnen. 

In dieser Weise ist auch fiir aIle weiteren Kolonnen des Be
lastungsschemas der in Frage stehende Nachweis zu fiihren. 

In den Wert en der einzelnen Unbekannten Y i stellt der Zahler 
[Jm] die Verschiebung vom m infolge der Gruppe Yi = 1 dar, d. b. 
infoIge der Last Xi = 1 am p-fach unbestimmten Hauptsystem; 
darum ist: 

[Jm] = [im.p]. 

Der Nenner [JJ] bedeutet die Arbeit der Lastengruppe Yi = 1 beim 
Verschiebungszustand Y i = 1. Also ist: 

[JJ] = [Ja] X a.+ [Jb] X bi+ [Je] Xci + ... + [Jh] X hi+ [Ji] Xii" 

Hierbei ist Xii = 1, aUe folgenden Lasten X ki , Xli"'" X"i sind =0. 
Nun ist aber: 

. [Ja] = [Jb] = [Je] = ... =[Jh]=O. 

Denn die Lasten X ai , X bi , ... , X hi des Zustandes Y i = 1, d. h. X i •v = 1 
am p-fach unbestimmten Hauptsystem, sind aus den Bedingungen 
errechnet, daB die Verschiebungen der Punkte a, b, e, ... , h, d. h. vor
stehende Werte [Ja] , [Jb] , [Je], ... , [Jh] =0 sind. Also bleibt: 

[JJ] = [Ji] Xi;= [Ji]·l = [Ji]. 

[Ji] ist aber die Verschiebung von i infolge der Lastengruppe Y i = 1 
oder der Last Xi = 1 am 'II-fach unbestimmten Hauptsystem. Also 
gilt die Gleichung: 



188 Aufl6sung der Elastizitatsgleichungen: 

[JJ] = [ii.v] 

und somit 
[im.v] 

Yi=X i.,,=- [ii.v] . 

Es ergeben sich also die friiheren Gleichungen fiir die Unbekannten: 
[am] 

Ya = X a .o = - [aaf' 

[bm.1] 
Y b = Xu = - -[bb.l] , 

T [em.2J 
l c=Xc'2 =-"[--2j' . ce. 

~ [rm·(e- 1)] 
1,.= X,.. (Q-1) =- [rrl"e- 1)]' 

Die Gleichung fiir eine statische GroBe 8: 

8=80 + @5a Ya+ @5b Y b+ @5oYc+ ... + @5,-Y,. 

nimmt dementsprechell(~, da @5i = 8 i .). ist, die friihere Form an: 

8=80 +'8a.o X a.o+8b•1 Xu + ... +8r.(e-1) X,.. (e-1) , 

wo 8l. v die statische GroBe 8 infolge Xi." = 1, d. h. Xi = 1 am 
v-fach unbestimmten System bedeutetl). 

F. Rechenproben und Fehlerwirkungen. 
§ 20. Priifung der Rechnung bei Anwendung des Eliminations

verfahrens. 
Von besonderer Wichtigkeit fiir die praktische Durcbfiihrung einer 

Aufgabe sind die Recbenproben. Damit diese aber wirklichen Wert 
haben, miissen sie zwei Bedingungen geniigen: zuerst muE es moglich 
sein, die Koeffizienten der zu losenden Gleichungen auf ihre Richtigkeit 
zu priifen; Bodann muE die Losung selbst durch Proben standig gepriift 
werden konnen. Diese Priifung soIl· aber nicht erst am SchluE del' 
Recbnung vorgenommen werden konnen, sondern neben del' Rechnung 
herlaufen, d. h. mit del' Recbnung fortschreiten; nach jedem Einzel
abschnitt des Losungsganges muE man sich von der Richtigkeit der 
bis dahin erledigten Rechnung iiberzeugen konnen. Diesen Bedin
gungen geniigen die im folgenden angegebenen Rechenproben. 

a) Priifung del' Elastizitatsgleiclmngen, d. h. del' Vel'schie
bungen des Grundsystems. 

Um die Koeffizienten der Grundgleichungen auf ihre Richtigkeit 
zu priifen, berechnet man die Summe der Glieder der einzelnen Reihen 
(oder Kolonnen) auf einem zweiten Wege. 

1) Zu § 18 und § 19 vgl.: a) M iiller-Breslau, Graphische Statik, Band II, 
I. Teil, S. 151 (4. Aufl.). b) A. Hertwig, Zeitschrift fiir Bauwesen 1910: "tiber 
die Berechnung mehl'fach statisch unbestimmtel' Systeme und vel'wandte Auf
gaben in del' Statik del' Baukonstruktion". 
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Betrachtet man eine Reihe der von der au13eren Belastung 
unabhangigen Verschie bungen des Grundsystems (vg1. die Ela
stizitats-Gleichungen S. 23), etwa die Reihe i, so ist die Summe 
durch folgenden Ausdruck gegeben, den wir mit [i 8] bezeichnen: 

[ia] + [ib] + [ic] + ... + [ir] = [is] • .... (69) 

Diese Summe ist aufzufassen als die Verschiebung deE! Punktes i 
(Angriffspunkt von Xi) in Richtung von Xi infolge der Lasten 

Xa=l, Xb=l, Xc=l.:. bis X r=l. 
Denkt man sich aUe diese Lasten X = 1 zugleich am System 

w,irken (Fig. 133; Belastung Xs= 1) und bezeichnet die dq,bei auf-

a h c i n 

Belastvng8Zusiund As = 1 
Fig. 133. 

tretenden inneren Krafte mit Ms ' Ns ' Qs' so ergibt die Arbeits
gleichung: 

[. ]=JM. Msds +fN.Nsd~+fQ·· Qsds 
~s • EJ • EF • " GF . • (70) 

Bairn Fachwerk wird entsprechend: 

[.] "'S 8s s 
~s = L.J i EF' •... (71) 

wo Ss die Stabspannkrafte infolge der Lasten 1 in Richtung samt
licher X ... bedeuten. 

Diese Gleichungen bieten ein Mittel, um die Summe der Koeffi
zienten in einer Reihe der Verschiebungen des Grundsystems mit 
Hilfe eines zusammengesetzten Belastuugszustandes zu berechnen. 
Man hatte dazu also die Momente, Normal· und Querkrafte (bzw. 
beim Fachwerk die Spannkrafte) infolge der Belastung 1 in Rich
tung samtlicher X zu ermitteln. Werden, wie es vielfach geschieht, 
bei einem biegungsfesten Stabwerk nur die Momente beriicksichtigt, 
die Normal- und Querkrafte dagegen vernachlassigt, so tritt au Stelle 
der G1. (70) die Gleichung: 

[. ]-fM Mads 
is - i EJ . . . (70a) 

Zur Priifung der Grundgleichungen ist also au13er den 
(e+ 1) Momentenflachen bzw. Krafteplanen (e fur die e Be
lastungszustande X = 1 und 1 fiir die au13ere Belastung) 
noch eine weitere Momentenflache bzw. ein weiterer Krii.fte
plan fiir die zusammengesetzte Belastung Xs= 1, d. h. 1 in 
Richtung samtlicher X, zu ermitteln. - Mit den hieraus ge
fundenen Werten Ms bzw. Sa sind nach den G1. 70 und 70a die 
Summe der Koeffizienten der Unbekannten als Summenausdriicke 



190 AufJiiaung der Elastizitatsgleichungen. 

zu berechnen. Beide Werte miissen, wenn richtig gerechnet sein 
soIl, iibereinstimmen. 

Anmerkuug: Es ist klar, daB die GroBen Ms und S. die folgenden Werte 
haben: 

M.=~Ia+Mb+Mr+ ... +Mr, 
S.=Sa+Sb+Sc+'" +Sr' 

Zu beachten ist jedoch, daB bei Bildung der Werte Ms und Ss auf 
diese Weise etwaige Febler in einzelnen Momentenflachen unbemerkt bleiben. 

Die bisherigen Ausfiihrungen betrafen lediglich die Koeffizienten 
der Dberzahligen. Es ergibt sich von selbst, daB die Reihe der 
Absolutglieder nach denselben Gesichtspunkten zu behandeln ist. 
Es ist 

[maJ+[mb]+[mcJ+ ... +[mr]=[ms], ... (72) 

d. h. die Summe der Absolutglieder ist gleich der Verschiebung von 
m .infolge der Lasten 1 in Richtung samtlicher X. Hier hat [ms J 
den Wert: -f Mads f Nsds f Q.ds [ms]- Mo EJ + N oFjj!'+ Qox GF .. (73) 

Beim Fachwerk gilt der Ausdruck: 

[ms] = 2) So ;-;. . . .. (74) 

Speziell im FaIle ruhender Belastung werden gemaB den 
friiheren Angaben auch die Absolutglieder stets zahlenmii.Big be
rechnet. Die Priifung ist dann nach den vorstehenden Gleichungen 
durchzufiihren. 

Bei beweglicher Belastung, wo man EinfluBlinien zeichnet, er
geben sich die Absolutglieder als Ordinaten von Biegungslinien. 
Hier k6nnte man zwecks Priifung die Biegungslinie fUr die zusammen
gesetzte Belastung 1 in Richtung samtlicher X zeichnen; deren 
Ordinate an einer Stelle m, miiBte alsdann gleich der Summe der 
Ordinaten der einzelnen Biegungslinien an eben dieser Stelle m sein. 

In der vorbeschriebenen Weise sind die Glieder' der einzelnen 
Reihen der Koeffizienten zu priifen. Man erhalt dadurch die Werte 

[as], Cbs], [cs], ... , [rs]. 

J ede dieser Gr6Ben [is] kann auch gedeutet werden als die Ar
beit der Last Xi= 1 beim Verschiebungszustand X8= 1 (d. h. 
Lasten 1 in Richtung samtlicher X). Die Summe dieser Werte ist 
somit die Arbeit eben dieser Lastengruppe X. = 1 bei dem gleichen 
Verschiebungszustande infolge dieser Lastengruppe, also ein Wert, 
dem entsprechend die Bezeichnung [s s] zukommt. Es ist also 

[as] + [bs] + [cs] + ... + [rs] = [ss] .. ..... (70) 

Fiir [ss] erhalt man durch Anwendung der Arbeitsgleichung: 



§ 20. Priifung der Rechnung bei Anwendung des ElimiDationsverfahrens. 191 

[88]= f M~ ~~+ f N: ~~ + f "Q~ :~, .... (76) 

bzw. beim Fachwerk: 
8 

[88]-ZS; EF· ........ (77) 

Der Wert [88] stellt die Summe samtlicher Koeffizienten 
der Unbekannten der EI astizitatsgleichungen dar. Viel
fach begniigt man sich mit dieser einzigen Probe und verzichtet 
auf die Priifung jeder einzelnen Reihe. Allerdings weiB man nicht, 
wenn diese Probe nicht stimmt, in welcher Reihe der Fehler zu 
suchen ist, so daB dann doch jede· einzelne Reihe zu priifen ist. 

Sind in der vorbeschriebenen Art die Verschiebungen des Grund
systems gepriift, so weiB man, daB die Grundlage der Rechnung 
richtig ist und mit der Losung der Gleichungen begonnen werden 
kann. 

Sollen demnach die Verschiebungen des als Beispiel benutzten 
Tragers auf 5 Stiitzen gepriift werden, so ist die in Fig. 134a an
gegebene Belastung aufzubringen, welcher die in Fig. 134 b aufge-

~ 
I , 
I 

'"", 

a b 

f1 8elt7stung ~=1' f, 
I Fig. 134 a. I 

I I 

Fig. 134 b. 

\ 
I 
I 
I 

zeichnete Momentenflache entspricht. Durch Ausfiihrung der lnte
grationen kann man sich leicht davon iiberzeugen, daB die Proben 
stimmen. 1m allgemeinen wird man jede Reihe der Verschiebungs
tabelle priifen. - So z. B. ergibt sich die folgende Kontrolle der 
Reihe b der Verschiebungen des Grundsystems (vgl. das Zahlenbei
spiel zu § 10, S. 115): Die Summe der in der Rechnung benutzten 
Verschiebungen hat den Wert 

[ba] + Ebb] + [be] = 52,69 + 94,864 + 56,56 = 204,114. 
Dieser Wert muB gleich sein 

[b8] = J Mb M• d8. 

Die Mb-Flache (Belastung Xb = 1) ist ein Dreieck mit der Ordinate 
14·11 . 25 = 6,16 In b und den Ordinaten 2,20 in a und 2,80 in c. 

Somit erhalt man 
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[bs] = : ·7,20·2,20 + : [2,20 (2.7,20 + 11,16) + 6,16 (2 ·11,16 + 7,20)] 

+: [6,16(2,11,16+7,80)+2,80(2,7,80+11,16)]+: ·2,80-7,80 

=680,38. 
Da in dem Zahlenbeispiel (S. 115) die 0,30fachen Werte der Ver
schiebungen verwandt wurden, so ist auch das letzte Ergebnis mit 
0,30 zu multiplizieren. Man erhii.lt 

[bs] =0,30· 680,38 = 204,114; 

also stimmen beide Rechnungen iiberein. - Will man sich mit einer 
einzigen Kontrolle fiir alle (von der Belastung Pm unabhangigen) 
Verschiebungen begniigen, so ist wie folgt zu rechnen. Die Summe 
der von der auBeren Belastung unabhangigen Verschiebungen hat 
den Wert: 

94,864 + 2 (40 + 52,69 + 28,75 + 56,56) = 450,864. 
Dieser Wert muB gleich sein 

[ss] = JM! ds. 
Man findet: 

[ss] = : . 7,22 + : [7,2 (2.7,2 + 11,16) + 11.16 (2 ·11,16 + 7,20)] 

+ : [11,16 (2 ·11,16 + 7,8) + 7,8 (2.7,8 + 11,16)] 

+ 5 2 3.7,8 = 1502,88. 

Multipliziert man diesen Wert wiederum mit 0,30, so ergibt sich del' 
vorhin gefundene Wert 

[8S] = 450,864. 

b) Priifung der Losung der Gleichungen (d. h. der Verschie
bungen· der einzelnen Haoptsysteme). 

Die Losung der Gleichungen, die in § 11 und 12 naher dar
gestellt ist, besteht der Hauptsache nach in der Berechnung der 
Verschiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme. 
Aus diesen setzen sich aUe in Frage kommenden Werte zusammen. 
Darum besteht auch die Priifung der Losung der Gleichungen in 
der Priifung der genannten Verschiebungen. - Nun geht man gemaB 
den friiheren Ausfiihrungen von den Verschiebnngen des Grundsystems 
zu denen des 1- fach unbestimmten Hauptsystems iiber usw. bis zu 
den Verschiebungen des (e -1)-fach unbestimmten Hauptsystems. 
Hierbei werden die Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme nach 
den gleichen Gesichtspunkten gepriift wie die des Grundsystems. Auch 
jetzt werden die einzelnen Reihen dadurch kontrolliert, daB man die 
Sum me der Glieder einer Reihe auch auf einem zweiten Wege be
rechnet, und zwar benutzt man dazu die bereits beim Grund
system errechneten Summenwerte. Dies moge zunachst an 
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den Verschiebungen des 1-fach unbestimmten Hauptsystems erlautert 
werden. Die Tabelle der Verschiebungen ist hier noch einmal dar
gestellt. 

Tabelle der Verschiebungen des I-fach unbestimmten 
Hauptsystems. 

b e d Ie ... I m 
, 

a - - -
I 

- --- -
--

b [bb.1] [be. 1] [bd.1] [bm.1] 
-- ----

e [eb.1] [ee.1J [cd. 1] [em. 1] 
--

d [db.1] [de. 1] [dd.I] [dm.1] 
--

e reb .1] [ee.1 ] [de. 1] [em.1] 
---- ---

I . 
I 

. 

Die Summe der Glieder einer Reihe i lautet 
[ib.l] + [ic.l] + [id.l] + ... + [ir.l]. 

Das Glied [ia.l] ist gleich 0 (Elastizitatsbedingung: Beim I-fach 
unbestimmten System ist die Verschiebung von a gleich 0); wir 
konnten es uns also hinzugesetzt denken. Man erkennt, daB die 
vorstehende Summe die Verschiebung des Punktes ides 1- fach un
bestimmten Systems infolge der Lastengruppe X. = 1, d. h. infolge 
(Xa) , X b , Xc, X,],>"" X r = 1 darstellt. Die obige Summe wird dem
nach mit [is.l] bezeichnet. 

Hierfiir gilt (vgl. § 12) die Gleichung: 

[is.l]=[is]- ~:~.[aiJ ...... : . (78) 

Man sieht, daB auBer den Verschiebungen [a a] und [ai] noch 
die bereits bei der Kontrolle der Verschiebungen des Grundsystems 
benutzten Werte [is] und [as] auftreten, deren richtiger Wert be
kannt ist. Die Kontrolle besteht also darin, daB die Summe der 
Glieder der Reihe i gleich sein muB dem vorstehenden Ausdruck 
[is.l], der aus den bereits gepriiften Verschiebungen des Grund
systems zu berechnen ist. 

Entsprechendes gilt fiir jede andere Reihe der Tabelle, auch 
fiir beliebige Absolutglieder, wo also die Gleichung gilt: 

[bm.l] + [em.l] + [dm.l] + ... + [rm.l] = [sm.l] 
[as] 

= [sm] - [aa] . [am]. • . . . . . . . . (79) 

Wie friiher, so kann auch hier wieder die Summe samtlicher 
Reihen, also aller Verschiebungen des I-fach unbestimmten Haupt
systems (auBer den Absolutgliedern) ermittelt werden. Man erhalt: 

Pirlet, Statik. II. 1. 13 
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[bs.1] + [es.1] + [ds.1] + ... + [rs.1J = [ss.lJ 
[as] 

=[ssJ- [aa] .[asJ . ........ (80) 

Auch die hier vorkommenden Werte sind bei der Prufung der Ver
schiebungen des Grundsystems bereits berechnet. 

Was hier fUr die Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbe
stimmten Systems dargelegt wurde, gilt naturlich entsprechend auch 
fur die Verschiebungen aller folgenden Hauptsysteme. FUr die 
Priifung der VerschiebungstabeUe des 2 -fach unbestimmten Haupt
systems, die hier dargestellt ist, gelten folgende Gleichungen: 

Tabelle der Verschiebungen des 2 -fach unbestimmten 
H aup tsystems. 

c d e 
I f ... ' m 

a I 
--~---- ""---"-- - ------- ----

1_-b 
----

e [ee.2] [cd.2] [c e. 2] ! [cm.2] 
-------

I 
- - -------

d [dc.2] [dd.2] [de.2] I [clm.2] 
.------ I ---

e [ec.2] [e d. 2] [e e. 2] i [em.2] 

-

------- . - - ~ 1-"-' ----

f [fc.2J [fd.2] [fe.2] I [fm.2] 
--- --- . -- ------~- ~ 

_______ c_, __ --------

I I 
I 

I i 

Die Summe der Verschiebungen einer Reihe 'i hat den Wert: 

[ie. 2J + rid. 2J + [ie. 2] + ... + [ir.~] = [is. 2J . 
Es ist [so Gleichung (78)] 

[. ] [. ] [bs.l] [b' ] 
~s.2 = H.l -lbb.l]' ~.1. 

FUr die Summe der Absolutglieder ist zu schreiben 
[em.2]+[dm.2]+[em.2]+ ... [rm.2]=[sm.2]' 

Hierbei ist [s. Gleichung (79)]: 
[bs.l ] 

[sm. 2] = [8m.1] - [bb.l]' [bm.1]. 

FUr die Summe samtlicher von der auBeren Belastung unabhangigen 
Verschiebungen gilt die Gleichung [s. Gleichung (80)]: 

[b s.J ] 
[s 8. 2 J =, [8 s.l ] - [b b. 1] . [b 8. 1] . 

In allen diesen Gleichungen sind die Koeffizienten bereits bei der 
Prufung der Verschiebungstabelle des l-fach unbestimmten Systems 
berechnet worden. 
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Diese wenigen Erlauterungen mogen geniigen. In gleicher Weise 
ist die Priifung ailer folgenden Tabellen der Verschiebungen statisch 
tmbestimmter Hauptsysteme durchzufiihren. 

§ 21. Fehlerwirkungen. 
Die Untersuchung des Einflusses, den die mehr oder minder 

unvermeidlichen Fehler auf die Ergebnisse der Berechnung statisch. 
unbestimmter Systeme ausiiben, ist von groBer praktischer Bedeu
tung. Aber ebenso groB sind die Schwierigkeiten, die sich einer be
friedigenden Losung dieser Aufgabe entgegenstellen. - Fiir unsere 
Zwecke ware es von Interesse zu wissen, ob bei einet vorliegenden 
Aufgabe eine bestimmte Fehlerart iiberhaupt unberiicksichtigt bleiben 
kann oder aber wie weit man die Genauigkeit treiben muB, wenn keine 
unzulassigen Fehler in den Endergebnissen auftreten sollen. - Hier
fiir lassen sich indes keine allgemeinen Regeln angeben. Denn die 
Fehlereinfliisse hangen von Einzelheiten ab, die mit der Art der 
Aufgabe von Fall zu Fall wechseln. Was das eine Mal als ver
schwindend gering zu vernachlassigen ware, kann im anderen FaIle 
von bedeutendem EinfluB sein. Weitere Schwierigkeiten liegen darin, 
daB die Voraussetzungen fUr die Giiltigkeit der Lehrsatze zur Be
rechnuilg der Fehler in vielen Fallen nicht erfiillt sind und ins
besondere die Annahme iiber die Art und GroBe der zu untersuchen
den Fehler auf unsicheren Schatzungen beruhen. 

Aus diesen und anderen Griinden kann durch eine Erorterung 
der Frage nach den Fehlereinfliissen nur bezweckt werden, Anhalts
punkte zu gewinnen, um bei der Losung von Aufgaben die fUr die 
Fehlerwil1kungen wichtigen Besonderheiten zu erkennen, damit man 
solchen Einfliissen gegebenenfalls die notige Beachtung schenkt. 
Weiterhin konnen diese Untersuchungen dazu dienen, die in der 
Praxis des statischen Rechnens beobachtete Tatsache, daB gewisse 
Fehlereinfliisse praktisch belanglos sind, zu erklaren bzw. die Be
dingungen festzustellen, von denen die Giiltigkeit oder Allgemeinheit 
entsprechender Folgerungen abhangt. 

a) Fehlerquellen. Relative Abweichung und relativer 
mittlerer Fehler. Nach den friiheren Darlegungen zerfallt die 
Aufgabe der Berechnung statisch unbestimmter Systeme in zwei Teile: 
die Berechnung der Koeffizienten der Grundgleichungen und die 
Losung dieser Gleichungen. Somit sind auch die in Frage kommenden 
Fehler nach dies en Gesichtspunkten zu unterscheiden. 

Die Fehler, die bei der Berechnung der Koeffizienten der Grund
gleichungen vorkommen, sind verschieden je nach der Art der Er
mittlung dieser GroBen, d. h. je nachdem eine rechnerische oder 
zeichnerische Methode verwandt wird. 

Werden die Verschiebungen [ik] des Grundsystems durch Rech
nung ermittelt, so gestattet man sich zwecks Vereinfachung der 
Rechenarbeit in vielen Fallen gewisse Vernachlassigungen, worauf 

13* 
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£riiher schon hingewiesen wurde {vgl. S. 51). Man beriicksichtigt 
z. B. beim biegungsfesten Stabwerk lediglich den Beitrag der Momente, 
vernachHissigt also den EinfluB der Normal- und Querkrafte, oder 
man rechnet mit geschatzten Querschnitten, die man in Ermangelung 
der noch zu bestimmenden richtigen Werte bei einer ersten Rech
nung verwendet. Diese Fehler in den Koeffizienten stellen "A b
weichungen" gegeniiber den richtigen, fehlerlosen Werten dar; sie 
wiirden sich bei jeder Wiederholung der Rechnung in gleicher GroBe 
ergeben. Diese Abweichungen bedingen eine entsprechende Ab
weichung des Ergebnisses der Rechnung. Die Bedeutung einer 
solchen Abweichung eines Resultates wird man nach ihrem Verhaltnis 
zur fehlerhaften GroBe beurteilen. Man wird z. B. eine Abweichung 
von 1/2 % oder 1 % noch als geringfiigig, eine solche von 5 % und 
dergl. als zu hoch hezeichnen. Es folgt daraus, daB wir das Ver
haltnis der "Abweichung" zur fehlerhaften GroBe, d. h. die "r e I at i v e 
Abweichung", zu untersuchen haben. 

Die Natur der Fehler wird eine andere, wenn wir die Ver
schiebungen des Grundsystems durch Zeichnung, etwa aus Ver
schiebungspliinen, bestimmen. Bei jeder Wiederholung des Verfahrens 
wiirde man fiir gewohnlich einen andern Wert fiir eine Verschiebung 
finden. Man konnte bei n-maliger zeichnerischer Bestimmung einen 
Mittelwert als den wahrscheinlichen, del' Wahrheit am nachsten 
kommenden Wert ansehen und die Unterschiede v der gefundenen 
Einzelwerte gegeniiber dem Mittelwert zur Berechnung eines so
genannten "mittleren Fehlers" benutzen. Dieser mittlere Fehler fl 
ware nach den Regeln der Ausgleichsrechnung aus der Gleichung 
zu bestimmen: 

,u= 1/ [v2] , 

Vn-1 
wenn n die Zahl der Beobachtungen (Einzelbestimmungen) angiht. 
Das Zeichen [J bedeutet in gewohnter Weise Summation iiber aIle 
(n) Werte v (vgl. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, I. Band). 

Diesem mittleren Febler der Einzelverschiebungen wiirde wieder
um ein mittlerer Fehler des Rechnungsergebnisses entsprechen. Auch 
bier werden wir nach dem Verhaltnis des Fehlers zur fehlerhaften 
GroBe, d. h. nach dem "relativen mittleren Fehler" fragen, den 
wir mit m bezeichnen (im Gegensatz zu dem mittleren Fehler fl). 

Wenn nun auoh eine wiederholte Bestimmung (Beobachtung) 
der RechnungsgroBen in der Statik nicht iiblich ist, so rechnen 
wir doch mit den zuletzt gekennzeichneten Fehlern wie mit eigent
lichen "mittleren Fehlern". Man wird etwa einen Unterschied der 
durch Zeichnung gefundenen Verschiehungen gegeniiher der Wirk
lichkeit schatzen, z. B. 1/2 mm, und diesen Wert wie einen mittleren 
Fehler behandeln. 

Bei alledem ist zu beachten, daB durch diese tJberlegungen nur 
eine Grundlage fiir die Anwendung der Satze der Ausgleichsrechnung 
geschaffen werden soIl, durch die wir einige allgemeine mathematische 
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Ausdrucke zur Beurteilung der fUr die Fehlerwirkungen wichtigen 
Einzelheiten herzuleiten suchen. Auf eine eigentliche Berechnung 
von Fehlern wird man in den meisten Fallen verzichten. Neben 
den in der Einleitung dieses Kapitels angefiihrten Grunden ist es 
insbesondere die Rucksicht auf den erforderlichen Zeitaufwand, die 
es nahelegt, von den Fehleruntersuchungen abzusehen. 

N eben den bisher erwahnten Fehlern der Koeffizienten der 
Grundgleichungen treten sodann auch Fehler bei der Lasung 
dieser Gleichungen auf. Hier sind es insbesondere die Rechen
fehler, die bei der Bildung von Produkten und Quotienten infolge 
der mehr oder minder unvermeidlichen Abrundungen auftreten. 
Rechnet man nach dem allgemeinen Verfahren (siehe Abschnitt III, A), 
so hat man es mit Aggregaten von Produkten zu tun, bei denen 
Stellenabstriche unvermeidlich sind. - Bei Anwendung des Elimi
nationsverfahrens sind im Zahler und Nenner der Lasten X ik oder 
der Unbekannten Xi Produkten- und Quotientenbildungen notwendig, 
wobei gleichfalls Abrundungen oder Stellenabstriche vorzunehmen 
sind. - Gerade diese Fehler verdienen ganz besondere Beachtung, 
wie die folgenden Rechnungen zeigen werden. 

b) Gleichungen zur Berechnung der relativen Abweichungen 
und des relativen mittleren Fehlers. 

a) Fehler der UnbekanntenX. Die UnbekanntenX einesn-fach 
statisch unbestimmten Systems stellen sich je nach der Art der Lasung der 
Elastizitatsgleichungen in verschiedener Form dar. Beim allgemeinen 
Verfahren erhalt man jede Unbekannte als Quotient zweier Deter
minanten n-ten Grades, beim Eliminationsverfahren als Quotient 
zweier Verschiebungen des (n - i)-fach statisch unbestimmten Haupt
systems. Beide FaIle sind im Grunde nur auBerlich verschieden; 
denn wenn man die Verschiebungen des Hauptsystems im einzelnen 
zerlegte und durch die VerschieQungen des Grundsystems ausdriickte, 
so ergaben sich ebenfalls die erwahnten Determinanten n-ten Grades. 
Stets stellt sieh also ein Wert X als Quotient dar, dessen Zahler 
und Nenner Funktionen von Verschiebungen des Grundsystems sind; 
hierbei ist besonders zu beaehten, daB ein Teil dieser Verschiebungen 
im Zahler un d N enner gemeinsam vorkommen. Es besteht also 
zwischen Zahler und Nenner eine Abhangigkeit. 

Wir legen daher unseren Rechnungen folgende Form des Quo
tienten zugrunde: 

_ {(Xl X 2 ••• X,. - 2 Xr-l Yr Y,. -1- 1· •. Ys -1, Y .. , X 8 + 1· .. Xm) cp - ------------
g (Xl X 2 ••· X,. .•• X 8 ••• xm) 

Die GraBen Xl bis X,.-l und X,+l bis xm kommen im Zahler 
und Nenner gemeinsam vor, und zwar als Veranderliche der Funk
tionen { und g. 

Zur Berechnung der Abweichung von cp behandeln wir 
die kleinen Abweichungen der GraBen X und y wie Differentiale 
und bilden das totale Differential von cp: 
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dcp=~df- ~ dg. 
g g" 

Dividiert man noch, urn die relative Abweichung zu erhalten, beide 
Seiten durch cp und setzt statt der Differentiale die Abweichungen 13, 

so erhalt man: 

wobei 
1il S 

13 = '\lof 13 + '\lHe . 
f ~ ox x ~ oy y' 

1 ,. 

eg=i;~gex. 
1 ux 

Bezeichnet man die relativen Abweichungen mit e, so ist 

e<p= ef - eg • • • (81) 

Dies liefert den Satz: Die relative Abweichung eines Quo
tienten ist (fiir kle'ine Anderungen der EinzelgroBen) gleich 
der Differenz der relativen Abweichungen vom Zahler und 
Nenner. 

Anmerkung: Will man die hoheren Potenzen der Abweichungen, die vor· 
hin vernachlassigt wurden, beriicksichtigen, was bei endlichen Anderungen <f" 
und <9 notwendig wird, so schreibe man 

'. ~ ; t: -£ ~c 9 0 :'~) -~ ~ ; C' ~ + ,! ~ -} 
<g 

1 ri 
--= 1 - --, so folgt 
1 +~L 1 + 8 g 

g g 

da 

<q __ ( sf" 8g ) 1 
-q,-- -(,-g- l+~-' 

9 
Mit der bereits eingefiihrten Bezeichnung e fiir die relative Abweichung wird 
der genaue Wert: 

1 
e<p= (e/- eg) -ll -' ........ (81a) 

I eg 

Man sieht, daB der Verbesserungsfaktor _+1 nur von der Abweichung des 
1 eg 

Nennerwertes abhangt; ist 8 g klein gegen g, so geht Gleichung (81 a) in die friihere 
Form (81) iiber. 

Man konnte nun die Gleichung (81) weiter entwickeln, indem man die 
Ableitungen der Zahler- und Nennerdeterminante nach den fehlerhaften GroBen 
einsetzte. Indessen geniigen die bisherigen Angaben zur Erledigung der all
gemeinen Fragen, deren Beantwortung angestrebt wird. 
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Zur Berechnung des mittleren Fehlers unseres Quotienten cp 
benutzen wir den Satz der Ausgleichungsrechnung, welcher angibt, in 
welcher Weise sich die mittleren Fehler beobachteter GroBen auf die 
hieraus durch Rechnung abgeleiteten GroBen iibertragen. Wenn 

X = F(Xl' x2 .. ·) 

eine Funktion der unabhangig beobachteten GroBen x darstellt, so ist 

y(OF )2 (OF )2 
fip= OX

l 
fix, + oX

2 
fixe + ... , 

wo die Werte fi die mittleren Fehler der x darstellen. Die hier
nach erforderIichen partiellen Differentialquotienten von cp, in dem 
alle x und y voneinander unabhangige GroBen darstellen mogen, 
nehmen folgende Werte an: 

of' og g·ax- fax 
g2 

Ocp 1 of 
fiir Yr bis Ys: oy g oy 

Summiert man die Quadrate der Produkte aus diesen Differential 
quotienten und den mittleren Fehlern fi der betreffenden GroBen 
so ergibt sich, wenn man nach den Zahler- und NennergroBen ordnet-

'" Dabei ist das Zeichen ~ fiir die Summation iiber die GIieder mit 
den Indizes 1 

1, 2, 3, ... , r - 1, s + 1, ... , m 
zu verstehen. 

Bildet man durch Division mit gy''' das Quadrat des relativen 
Fehlers, so wird, wenn man die Wurzel zieht: 

;q~= Y(7r+ (7 );-7g?~~~~~ 'fi~' 
oder wenn man fiir die relativen mittleren Fehler die Bezeichnung m 
wahlt, 

m = ymt~ +m2 - ~ ~~!!£ u~ ... (82) 
cp 9 r g "7 ox ox I 
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Falls nicht, wie bisher, angenommen war, die mit gleichen Fehlern 
hehafteten GroBen Xl his xk im Zahler und N enner gemeinsam auftreten, 
sondern zwischen letzteren hinsichtlich der fehlerhaften GroBen keine 
Ahhangigkeiten bestehen, geht die Gleichung (82) liber in die folgende: 

m<p=Vm: +m! . ....... (82 a) 

Dies el'giht - unter genannter Vol'aussetzung - den Satz: Der 
relative mittlere Fehler del' Quotienten zweier mit Beob
achtungsfehlern behafteter voneinander unabhangiger 
GroBen ist gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadr ate der relativen Fehler von Zahler und N enner. 

fJ) Abweichung und mittlerer Fehler der GroBen S. Es ist 

S=So+SaXa+SbXb + .. ,+SnXn' 
wo So, Sa' SQ' ... , Sn als fehlerlos angesehen werden sollen und nur 
die X als Funktionen fehlerhafter GroBen X mit gewissen Fehlern 
behaftet sind. 

Es sei 
Xa='Pa(XI' x2 , ... , xm), 

Xb='Pb(Xll x2 ' ••• , xm), 

Xn = 'Pn (xl' x2 ' ••• , xnJ· 
Die Werte X sind hier der kiirzeren Schreibweise wegen in ein
facherer Form angesetzt, da flir die folgenden Ergebnisse diese Form 
gleichgilltig ist. Es ist aber nicht erforderlich, daB in jedem X die 
gleichen fehlerhaften GroBen vorkommen, vielmehr konnen diese 
GroBen teilweise oder aIle in den einzelnen X verschieden sein; 
dadurch wird in dem Wesen der Rechnung nichts geandert. 

Die relative Abweichung es HiBt sich ohne weiteres angeben: 

es = ~ = -} (Sa·eXa + Sb 'eXb + ... + S,. 'exn ) 

k=n i=m 1 " 1"" oX. = S·.L.; Sk'eX/c= S .L.; S/c·.L.; ox. eXi ' 
/c=a 2=1 • 

oder als Funktion der (etwa vorher bestimmten) relativen Abwei
chungen ex: 

k= 11 

es= ~. 2) S7,XkeX,,; 
k=a 

. . . • • (83) 

der mittlere Fehler von S ergibt sich wie folgt: 

2 _ ~ (aS )2_'; 2 ( ~ S OXk}2 
!-ls - f21 6x/Xi - ~ 1 !-lx; t t:" k oXi 

= ~ 2 {( ~S2(OXk)\2+2 "S S axa.oxp } 
.L.; !-lx· .L.; k 'Ol .L.; a P 'Ol 'Ol ' 
i= 1 'lk= a uXi a (:I uXi uXi 
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wo die Wertegruppe afJ die Kombinationen zweiter Ordnung der 

GroBen a bis n durchHiuft, also (;) = n (n ;-1) Werte annimmt. Lost 

man die eckige Klammer auf, so erhalt man, indem noch die Reihen
folge der Summation wechselt: 

n m '2 m 

u2 = ~ 8 2 ~ (ox/; U .J +2 ~8 8 ~oXaoXfJ 2 
I S .L.; k.L.; ox I x, .L.; a fJ.L.; OX. ox. ftzi ' 

k=a ,=1 J afJ ,=1', 
oder wenn man noch nach Division durch 8 2 die Wurzel zieht: 

1:1:8 = ~_ .. / ~ 82 2 + 2 ~ 8 8 ~J oX". oXfJ . :~ 
S S V.L.; k ftxk .L.; a fJ ~ ox. ox. f zi' 

k=a afJ .=e' • 

oder 

ms = ~ V 1; (8/;Xk' mxJ2 + 2 2) 8a8fJ 1; °o~~' °o~~ . ft;i (84) 
k=a "fJ .=1, • 

Diese Gleichung geht, falls keine Beziehungen zwischen den GroBen X 
hinsichtlich der fehlerhaften GroBen bestehen, in folgende Form tiber: 

m8= ~ V} (8 kX/,mXk? ...... (84a) 
k= a 

Folgel'ungen ans den vorstehenden Rechnungsergebnissen. 
Die vorstehenden Rechnungen bringen deutlich zum Ausdruck, 

welche Umstande ftir die Wirkungen der Fehler von Wichtigkeit sind. 
Was zunachst den Fehler der Unbekannten X anbelangt, so ist 

in jenen Fallen, wo wir nach der relativen Abweichung fragen, die 
Gleichung zu benutzen: 

Ef Eg 
e", = ef - eg = 7 - g . 

Hiernach heben sich die relativen Abweichungen von Zahler und 
Nenner teilweise gegeneinander auf. Indessen kann auch je nach 
dem Vorzeichen der auftretenden GroBen die Differenz zur Summe 
werden, so daB sich die beiden relativen Fehler addieren. Dabei 
kommen sowohl die Vorzeichen der Abweichungen der Verschiebungen, 
deren Funktionen fund 9 sind, als auch die der Ableitungen von 
fund 9 nach diesen Verschiebungen, sowie endlich die von fund 9 
in Betracht. - Der Fehler nimmt aber insbesondere dann einen 
hohen Wert an, wenn der Zahler fund der N enner 9 klein sind.
Es erklart sich somit die in der Praxis des statischen Rechnens, 
besonders bei einfachen Aufgaben beobachtete Erscheinung, daB ge
wisse, frtiher schon erwahnte Vereinfachungen der Rechnung (vgl. 
§ 7, a) von geringem Einflusse auf die Ergebnisse sind. Bei der Ver
nachlassigung der Normalkrafte oder der Formanderung der Ftillungs
stabe in den Verschiebungen hebt sich der Fehler des Zahlers gegen 
den des Nenners in den meisten Fallen teilweise auf. Dasselbe gilt 



202 Auflosung der Elastizitatsgleichungen. 

von der Verwendung fehlerhafter Querschnitte. - Ob und inwieweit 
diese Vemachlii.ssigungen allgemein, insbesondere bei verwickelten 
Aufgaben, von EinfluB sind, lii.Bt sich nicht sagen, da diese Fehler
wirkungen nach Art und Umfang von mancherlei Nebenumstii.nden 
abhii.ngen, so z. B. von der Form des Systems und der Belastungsart. 
Es miissen hieriiber in der Praxis des Rechnens noch weitere Er
fahrungen gesammelt werden, ehe man iiber diese Fl'age Nii.heres 
angeben kann. 

Zahlenbeispiel. Zur Erlauterung der Verschiedenheit der Fehler 
wirkungen sei ala Zahlenbeispiel das Ergebnis der Berechnung eines Tragers 
auf 4 Stiitzen angefiihrt, welches zeigt, wie verschiedenartig in einer Aufgabe 
die Wirkungen absolut gleicher Abweichungen je nach der Art der Vorzeichen 
sein konnen. 

Es ergab sich: 
X __ [maJ ·[bbJ - [mb] [ab] _ 93,06·44,44 - 51,90·62,86 
a- [aa] [bb]...! [ab]2-- 105,38.44,44- 62,862 

4136 - 3262 874 = 1194 
4683 - 3951 732 ' . 

Es soIl angenommen werden, daB die Verschiebungen eine relative Ab
weichung von ± 2°/0 haben konnen. Die zu berechnende Abweichung von Xa 
ist in Prozenten des fehlerhaften und des fehlerlosen Wertes angegeben. 

Erster Fall: Nur die Werte [mal und [mb] sind fehlerhaft, die iibrigen, 
von der auBeren Belastung unabhangigen Werte seien fehlerlos errechnet: 

a) Beide Abweichungen haben das gleiche Vorzeichen: 
2 4136 - 3262 0 

eit = 100· 4136 _ 3262 = 2 10· 
In Prozenten des fehlerhaften Wertes ebenfalls rd. 2 Ofo. 

b) Eine der beiden Abweichungen hat das entgegengesetzte Vorzeichen: 

_ .-!.. . 4136 + 3262 _ 0 

eit -100 4053 _ 3328 - 20 10· 
In Prozenten des wahren Wertes: 

2 4136+3262 
ex = 100· 4136 _ 3262 16,60fa· 

Zweiter Fall: AIle Verschiebungen sind fehlerhaft. 
a) Die Abweichungen haben im Zahler und Nenner im Minuend negative, 

im Subtrahend positive Vorzeichen. Der Wert Xa lautet also: 

X = 94,9_~:~5!~3 -:: ~~~86 ___ 6_1,60 = 1087 
a ]07,4!) 41),33 _ 61,fiOl " 

ex = 9 0/ 0 bzw. WO/o. 
b) Die Abweichungen wechseln bei den Gliedern des Zahlers das Vor

zeichen: 
X = 91,20 ·45,33 - 61,60·52,94 = 081 

a 107,49.4fl,33-61,602 ,. 

ex = 32% bzw. 47%. 
In dem zuletzt erwahnten Fall hatten Zahler und Nenner zwei gleiche GroBen 
[bb] und lab] gemeinsam; da die Ableitungen nach diesen im Zahler und 
Nenner die gleichen Vorzeichen hatten, so muBten, weil Zahler und Nenner 
positiv waren, die Einfliisse dieser GroBen sich stets teilweise gegeneinander 
aufheben; wenigstens konnten sie sich nicht summieren. - Die entgegen-
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gesetzte Wirkung der gIeichen Ursachen zeigt sich dagegen bei der zweiten 
statischen Unbekannten desselben Beispiels, und zwar deshalb, weil hier der 
Zahler negativ wird. 

X __ [mb] [aa]- [mal [ab]_ 51,90·105,38 - 93,06·62,86 
b - [aa] [bb]- [abj2 - 44,44.105,38 - 62,862 

381 
= - 732 = - 0,53. 

Macht man z. B. die gleichen Annahmen wie beirn Fall 2 a, so wird 

X = 52,94·107,49 - 91,20·61,60 = 0 0673 
b 45,33.107,49 - 61,602 ' , 

ex = 112°/0 bzw. 880 % , 

Das Resultat wird also v611ig unbrauchbar, auch dann, wenn man statt 2 0/ 0 

eine wesentlich geringere Abweichung der Einzelverschiebungen annimmt. 
Handelt es sich um Fehler, die nicht mehr im Zahler und N enner 

gemeinsam vorkommen, wie z. B. Abrundungsfehler beim Multipli
zieren, so werden die Wirkungen im allgemeinen ungunstiger. Die 
Gleichungj 

m",=Vm/+mg'J 

laBt erkennen, wie in solchen Fallen die Fehler des Zahlers und 
N enners sich zusammensetzen. 

Erst wenn die gleichen fehlerhaften GroBen in Zahler und N enner 
zugleich auftreten, tritt unter der Wurzel noch das negative Glied 

2 ",Of oy Q 

- (-g L.; ox ihflx" 

hinzu. Man sieht aber, daB auch hier die Vorzeichen der Ableitungen 
sowohl des Zahlers wie des N enners dafUr bestimmend sind, ob das 
negative Vorzeichen sich nicht etwa in ein positives verwandelt. -
Auch -die Gleichungen fUr die relativen mittleren Fehler lassen er
kennen, daB namentlich die GroBe des Zahler- und Nennerwertes 
(f und g) von hervorragendem EinfluB ist. 

Zur Erlauterung diene das vorstehende Zahlenbeispiel, und 
zwar solI fur alle Verschiebungen, die wir uns als Strecken (in mm) 
aus der Zeichnung entnommen denken, ein mittlerer Fehler fl an
genommen werden. Es wird nach Gleichung (82): 

~ /17280 28885 2·16332 
mXa = fl V ----s742 + 7322 - ~732 

= fl' \10,022 62 + 0,05391 - 0,051 05 = fl' 0,16; 

fiir ,u=~mm wirq mx =",4 0 / 0 , 
a 

~ /26450 28905 2·14000 
1nXb =fl V 3s1.2+7"32"il- (-381).732 

= fl VO,1820 +0,053 91 + 0,1004 = '" ,Il ·0,58; 

fiir 11.- 1 mm wird m -145°/ " - 4 :vb - , o· 
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Was weiterhin den Fehler der statischen GroBen 8 an
belangt, so solI hier nur darauf hingewiesen werden, daB man die 
Bedeutung einer Fehlerart eigentlich nur nach ihrem EinfluB auf 
die GroBen 8 beurteilen kann. Denn die Praxis des Rechnens zeigt, 
daB der Wert 8 im Verhaltnis zu den EinzeJgliedern 80 und 8i X i 

in den meisten Fallen gering ist, und deshalb konnen an sich ge
ringfiigige Fehler del' Unbekannten X einen erheblichen EinfluB auf 
das Ergebnis 8 ausiiben. Dies laBt auch die -Gleichung.(84) fiir den 
relativen mittleren Fehler m. erkennen, durch welche die Art der 
Zusammensetzung der Fehler del' X gekennzeichnet ist. 

Freilich hat die Verwendung der gleichen fehlerhaften GroBen 
in den einzelnen Werten X den Vorzug, daB die Fehlereinfliisse sich 
vielfach gegeneinander aufheben [Gleichung (84)]' Diesel' V orteil faUt 
indessen fort, wenn die Fehler in den einzelnen GroBen X ver
schieden sind, was z. B. iiiI' die Abrundungen bei den Produkt- und 
Quotientbildungen gilt. - Diese Verhaltnisse werden durch das nach
stehende Zahlenbeispiel erlii.utert. 

Zahlenbeispiel. Fiir den relativen mittleren FeWer einer GroBe S 
eines 3-fach unbestimmten Systems, wo die drei Werte X Funktionen der 
namlichen fehlerhaften Verschiebungen sind (Fehler 1 %), wurde folgender 
Wert gefunden: 

ms = 11:~~ y161,2 + 580,07 + 158,76 - 889,02 , 

= 1~:~~ y900,03 - 889,02 = '" 2,2 Ofo· 
Man erkennt, wie das letzte (negative) Glied, welches den EinfluB der Be
ziehungen der X zueinander ausdriickt, sich in der Hauptsache gegen das 
erste (Wirkung der Fehler in den einzelnen X) aufhebt. - Denkt man sich 
dagegen den Fall, daB die fehlerhaften GroBen in jedem X einer besonderen 
Beobachtung entsprachen und diese jedesmaligen Beobachtungen in der Rech
nung verwendet waren, so ergabe sich wegen der Unabhangigkeit der X von
einander der Wert 

_ 10f0 -/90003 _ 01 mS - 1,486 v " - '" 20 o· 

Ein derartiger Fall wiirde bei Abrundungsfehlern der einzelnen Produkt- und 
Quotientbildungen vorJiegen. Daher verdienen gerade diese Rechenungenauig
keiten besondere BeaQhtung. 

Aus all diesen Griinden la!"sen sich auch kaum Grenzen an
geben, bis zu welchen gewisse Fehler der Einzelverschiebungen oder 
der Produkt- und Quotientbildungen als praktisch zulassig bezeiclmet 
werden k6nnten, weil dies alles - namentlich in Hinblick auf die 
GroBen 8 - zu sehr von den Eigenschaften des Einzelfalles abhii.ngt. 
Man wird wohl sagen komlen, daB man sich am zweckmaBigsten bei 
jeder Rechnung iiber die Fehlerempfindlichkeit del' Ausdriicke ein 
Urteil zu bilden sucht, um daraus beziiglich del' Genauigkeit die 
erforderlichen Schliisse zu ziehell. Erst eine ausreichende Erfahrung 
im zahlenmaBigen Rechnen wird fiir diese Fragen den rechten Blick 
verleihen. 
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Zur Frage del' Gro Be des Zahler- u nd N ennerwertes 
del' Unbekannten X. Die vorher besprochenen Gleichungen zur 
Bestimmung des Fehlers del' Unbekannten X zeigen iibereinstimmend, 
daB die GroBe des Zahler- und N ennerwertes del' X - und zwar 
ohne Vorzug voreinander - von ganz besonderem EinfluB auf die 
Fehlerwirkungen sind. Die Fehler nehmen insbesondere dann einen 
hohen Wert an, wenn Zahler und Nenner del' Unbekaunten klein 
sind oder gar sich dem Wert 0 nahern. - Solche FaIle kommen 
bei praktischen Aufgaben VOl', und es entsteht die Frage, ob dieser 
Mangel sich beheben laBt. 

Die Zahler- und Nennerwerte del' Unbekannten X, die sich als 
Quotienten von Determinanten darsteIlen, nehmen stets dann geringe 
Werte an, wenn in den Elastizitatsgleichungen die Verschiebungen 
seitlich del' Diagonale del' GroBe nach nicht wesentlich verschieden 
sind von den Diagonalgliedern. Dies ist z. B. beim Balken auf 
n Stiitzen del' Fall, wenn man die Stiitzendriicke als Unbekannte 
wahlt. Es tritt ganz besonders deutlich zutage, wenn etwa die mitt
leren Stiitzen, die Trager del' Unbekannten, wie in Fig. 135 dar
gestellt, nahe aneinanderriicken 

Fig. 135. 

Bei diesem Beispiel des Tragers auf n Stiitzen erhalt man 
wesentlich giinstigere Gleichungen, wenn man statt del' Stiitzendriicke 
die Stiitzenmomente als Unbekannte wahlt. Dann ergeben sich die 
Elastizitatsgleichungen in del' Form, welche als die del' sogenannten 
Clapeyronschen Gleichungen bekannt ist, in denen die meisten Ver
schiebungen zu 0 werden. 

Dieses einfache Beispiel lehrt, daB man bei mehrfach statisch 
unbestimmten Aufgaben nicht das erste beste Grundsystem wahlen, 
sondern priifen soll, mit welch en iiberzahligell GroBen man moglichst 
giinstige Rechnungen erhalt. In manchen Fallen wird sich dies erst 
durch Proberechnungen entscheiden lassen; denn durch die Anderung 
des Grundsystems werden nicht nur die Elastizitatsgleichungen, son
dem auch die weiteren Rechnungen beeinfluBt. - Wir werden bei 
den spateren Anwendungen del' in diesem Teil behandelten allge
meinen Verfahren noch Gelegenheit haberl, in besagter Hinsicht die 
verschiedenen Losungen einzelner Aufgaben zu vergleichen. 

Es gibt auch FaIle, wo der Mangel, der sich 
in kleinen Werten der Zahler- und Nennerdetermi-
nannten del' Unbekannten' X auBert, sich nicht so fI 
einfach durch Wahl eines andern Grundsystems be-
seitigen laBt, wo vielmehr die ungiinstigen Verhalt-
nisse mem odeI' mindel' in del' N atur des Systems 
liegen. Ein solches Beispiel ist in Fig. 136 dar-
gestellt, welches einen 2 - fach unbestimmten Bogen Fig. 136. 
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mit FuBgelenken zeigt. Hier nii.hern sich die Zahler- und Nenner
graBen urn so mehr dem Wert 0, je tiefer das Zugband nach unten, 
also in die Nahe der Kampfergelenke verschoben wird. - In der
artigen FaIlen, die bei praktischen Aufgaben nur vereinzelt auftreten, 
ist stets, wie man auch das Berechnungsverfahren wahlen mag, eine 
maglichst genaue Auswertung aller EinzelgraBen erforderlich. 

Liegen Aufgaben mit einer groBen Anzahl von Unbekannten vor, 
d. h. handelt es sich um die Untersuchung hochgradig statisch un
bestimmter Systeme, so ist erfahrungsgemaB in den meisten Fallen 
eine weitgehende Genauigkeit erforderlich. Die Zahlenrechnungen zu 
den Aufgaben der folgenden Teile werden dies erkennen lassen. 

Druok von Oscar Brandstetter· in Leipzig. 
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